REPUBLIQUE DU CAMEROUN
Paix-Travail-Patrie
REPUBLIC OF CAMEROON
Peace-Work-Fatherland

UNIVERSITE DE YAOUNDE |
THE UNIVERSITY OF YAOUNDE |

FACULTE DES SCIENCES FACULTY OF SCIENCE

CENTRE DE RECHERCHE ET DE POSTGRADUATE SCHOOL OF
FORMATION DOCTORIALE EN SCIENCE, TECHNOLOGY AND
SCIENCES, TECHNOLOGIE ET

GEOSCIENCES . GEOSCIENCE

UNITE DE RECHERCHE ET DE FORMA. =iy B R G UnIT o D UATE

e et MATHEMATICS, COMPUTER

MATHEMATIQUES, INFORMATIQUES, SCIENCES AND APPLICATIONS

BIOINFORMATIQUES ET APPLICATIONS

LABORATOIRE D’ANALYSE ET APPLICATION
LABORATORY OF ANALYSIS AND APLLICATION Q
¥

(D EQUATIONS D’EINSTEIN-VLASOV EN
SYMETRIE T2 AVEC CHAMP SCALAIRE
NON LINEAIRE

~ These présentée en vue de I’obtention du Doctorat /Ph.D de Mathématiques
Option : Analyse
Spécialité : Equations aux Dérivees Partielles
Par :
LASSIYE TCHUANI ALEX’S CONSTANTIN
Master en Mathématiques HE
Matricule:055244 Q@‘@
Sous la direction de :
Pr TEGANKONG David
Maitre de conférences

Université de Yaoundé |
Et de : @]ﬂv;}
Pr NOUTCHEGUEME Norbert

Professeur
Université de Yaoundé |

[0)

Année académique 2019-2020



hp
Tampon 


o
¥

&
.

w4

REPUBLIQUE DU CAMEROUN
Paix-Travail-Patrie

REPUBLIC OF CAMEROON
Peace-Work-Fatherland

UNIVERSITE DE YAOUNDE I
THE UNIVERSITY OF YAOUNDE 1

FACULTY OF SCIENCE
POSTGRADUATE SCHOOL OF
SCIENCE, TECHNOLOGY AND

GEOSCIENCE

FACULTE DES SCIENCES
CENTRE DE RECHERCHE ET DE
FORMATION DOCTORIALE EN
SCIENCES, TECHNOLOGIE ET
GEOSCIENCES

#} RESEARCH AND POSTGRADUATE
TRAINING UNIT FOR

MATHEMATICS, COMPUTER
SCIENCES AND APPLICATIONS

UNITE DE RECHERCHE ET DE FORMA-
TION DOCTORIALE EN
MATHEMATIQUES, INFORMATIQUES,
BIOINFORMATIQUES ET APPLICATIONS

MATHEMATICS DEPARTMENT
LABORATORY OF ANALYSIS AND
APPLICATION

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES
LABORATOIRE D’ANALYSE ET
APPLICATION

ATTESTATION DE CORRECTION

Nous soussignés, Pr NNANG Hubert M, Pr AYISSI Raoul D, Pr TAKOU
Etienne, Pr TADMON Calvin, Pr TEGANKONG David, Pr Norbert
NOUTCHEGUEME, membres du jury de lathése de doctorat/Ph.D
présentée par LASSIYE TCHUANI Alex’s Constantin, Matricule 055244,
thése intitulé e: « EQUATIONS D’EINSTEIN-VLASOV EN SYMETRIE T?
AVEC CHAMP SCALAIRE NON LINEAIRE» et soutenue en vue de
'obtention du dipléme de DOCTORAT Ph.D en mathématiques le 31
Aot 2020, attestons que toutes les corrections demandées par le jury
de soutenance en vue de l'amélioration de la qualité de ce travalil,
ont été effectuées.

En foi de quoi la présente attestation lui est délivrée pour servir
et valoir ce que de droit.

Président

%%&*%* AR

S

R e S S

N

sl




Table des matiéres

Dédicace i
Remerciements ii
Déclaration sur I’honneur iii
Resumé iv
Abstract v
Introduction 1
1 EQUATIONS 6
1.1  Cadre géométrique . . . . . . . . .. 6

1.2 Equations . . . . . . .. .. .. 8

1.3 Symétrie T? . . . . . . .., 11
1.4 Présentation des équations dans les deux directions . . . . . . ... .. .. 13
1.4.1 Equations dans la direction passée . . . . . . . . .. .. .. .. ... 13

1.4.2 Equations dans la direction future . . . . . . .. .. ... ... ... 20

2 EXISTENCE LOCALE DANS LA DIRECTION PASSEE 30
2.1 Estimations a priori . . . . . . . . ... 30
2.1.1 Estimationssur R, Ry et Ry . . . . . . . . . . . .. ... .. .... 31

2.1.2 Estimations sur u, A, 7 et ¢ ainsi que leurs dérivées de premier ordre 34

2.1.3 Estimation des quantités de torsion . . . . . .. . ... ... ... 40

2.2 Les itérées dans la direction passée . . . . . . .. ... 43
2.2.1 Construction des itérées dans la direction passée . . . . . . . . . .. 43

2.2.2  Théoréeme d’existence locale . . . . . . .. ... .. ... ... ... 49

Thése de Doctorat Ph.D LASSIYE TCHUANI Alex’s Constantin



TABLE DES MATIERES i

3 EXISTENCE LOCALE DANS LA DIRECTION FUTURE 57
3.1 Estimations a priori . . . . . . .. ... o7
3.1.1 Décroissance de 'énergie . . . . . . . . ... o7

3.1.2  Estimation de /ae? ™™ . o 61

3.1.3 Majoration du champ scalaire ¢ . . . . . . . .. ... ... 63

3.1.4 Majoration des composantes de la métrique . . . . ... ... ... 64

3.1.5 Estimation de la composante « suivant la variable spatiale . . . . . 66

3.1.6 Estimation des quantités de torsion . . . . . . ... ... ... ... 67

3.2 Estimations cone lumiere . . . . . . . . ... 71
3.2.1 Estimations cone lumicre relatives a T et ¢ . . . . . . ... .. .. 72

3.2.2 Estimation de ay ainsi que les dérivées premiéresde ¢ . . . . . . . 75

3.3 Les itérées dans la direction future . . . . . . . ..o oL 86
3.3.1 Construction des itérées dans la direction future . . . . . . . . . .. 87

3.3.2 Estimation des itérées . . . . . .. ..o 90

3.3.3 Théoréme d’existence locale . . . . . . ... ... ... ... ... 104

4 EXISTENCE GLOBALE 111
4.1 Existence globale dans la direction passée . . . . . . . . . ... ... .. .. 111
4.2 Existence globale dans la direction future . . . . . . .. ... ..o 116
4.2.1 Estimation des dérivées premiéresde f . . . . . . .. ... ... 118

4.2.2  Estimation des dérivées d’ordre supérieur & 2. . . . . . . .. . ... 124

4.2.3 Théoréme d’existence globale . . . . . ... ... ... ... ... 127
Conclusion 127
Bibliographie 129
ANNEXE 133

Thése de Doctorat Ph.D LASSIYE TCHUANI Alex’s Constantin



Dédicace

Wilfran, Nathan, Joyce, Johan et Ethan Lassiye
mon épouse Gaelle Monthe Wondji
ma maman Monthe Bernadette

la mémoire de papa.

Thése de Doctorat Ph.D LASSIYE TCHUANI Alex’s Constantin



Remerciements

L’aboutissement d’un travail de thése ne saurait se concrétiser que par la Grace Divine

et aux efforts conjugués des uns et des autres. Ceci m’améne a penser a ceux qui m’ont

soutenu dans mon initiative a la recherche jusqu’a la rédaction de cette thése, d'une

quelconque maniére que ce soit. Ainsi, je tiens a manifester ma gratitude a I'endroit de :

Professeur David Tegankong, enseignant chercheur a I'Ecole Normale Supérieure
de Yaoundé. Professeur, seuls de simples mots ne sauront suffir pour manifester
mon remerciement & votre endroit. Votre attitude & mon endroit : disponibilité sans
borne, partage sans limite de vos idées, vos interrogations, le cadre de recherche, la
remotivation a chaque fois que je désespérais etc. C’est avec un trés grand plaisir
que j’exprime ma profonde reconnaissance et ma trés grande admiration & votre
endroit.

Professeur Norbert Noutchegueme, pour ces échanges qui ont été d’un apport ines-
timable.

Tous les enseignants du département de Mathématiques de la faculté des sciences
de I"Université de Yaoundé I qui, a travers les échanges, notamment pendant les
séminaires, m’ont beaucoup édifié.

Tous les enseignants du département de Mathématiques de I’Ecole Normale Supé-
rieure de I'Université de Yaoundé I, qui m’ont trés vite adopté, et qui n’ont cessé
de m’encourager.

Mes camarades de promotion dont la collaboration a été fructueuse.

Mes amis, en particulier : Wilson, Bertrand, Julie, Christian.

Ma famille, qui m’a été d’un support sans faille pendant toutes ces années. Mes
connaissances et toutes les relations qui ont participé de quelque maniére que ce

soit a I’aboutissement de la présente these.

Thése de Doctorat Ph.D LASSIYE TCHUANI Alex’s Constantin



Déclaration sur ’honneur

Le présent travail est une oeuvre originale du candidat et n’a été soumis nulle part
ailleurs, en partie ou en totalité, pour une autre évaluation académique. Les

contributions externes ont été diiment mentionnées et recensées en bibliographie

Signature du candidat

Thése de Doctorat Ph.D LASSIYE TCHUANI Alex’s Constantin



Resumé

En relativité générale, les équations d’Einstein pour un espace temps peuvent se voir
comme une équation d’évolution, dont les données initiales, la métrique et la deuxiéme
forme fondamentale sur une hypersurface de genre < espace > satisfont les équations
de contraintes. Un théoréme d’existence pour les équations non linéaires n’est pas aisé a
établir, d’ou le couplage des équations d’Einstein aux équations de Vlasov-champ scalaire.
Nous étudions en symétrie T2 D'existence locale puis globale dans le passé, ensuite dans
le futur des solutions des équations d’Einstein dont les sources sont engendrées par une
fonction de distribution des particules et un champ scalaire. Nous utilisons respective-
ment les coordonnées d’aires dans le futur et les coordonnées conformes dans la direction
passée. Partant du fait qu’il y’a certaines matiéres qui ne sont pas prises en compte, a
I'instar de la matiere noire et 1’énergie sombre qui représentent par ailleurs plus de deux
tiers de la matiére totale disponible dans I’Univers, nous supposons que le champ scalaire

est non linéaire.

Mots clés : Relativité générale, équations d’Einstein, équation de Vlasov,champ scalaire,

symétrie T2
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Abstract

We study in this work, the local and uniqueness of solutions of the non-linear Einstein-
Vlasov scalar field system with 7% symmetry, in contracting direction and the expanding
direction. We use the conformal coordinates and areal coordinates respectively in contrac-
ting and expanding direction. So, we prove in the case of cosmological models for the
Einstein-Vlasov-scalar field system with 72 symmetry, that the solutions exist globally
in the past and the future. The sources of the equations are generated by a distribution
function and a scalar field, subject to the Vlasov and the wave equations respectively.
Starting from the fact that some matter are not taken into account, in the expanding
of Universe. We add dark and dark energy, which represents more than two thirds of
the total available matter of the Universe.That we model we non linear scalar Field and
potential.

Keyswords : General relativity ; Einstein equations ; Vlasov equation ; Scalar field ; 72 —symmetry.
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Introduction

La relativité générale, formulée par le physicien Albert Einstein en 1915, est sans
doute 'une des théories les plus fascinantes de la physique moderne, elle associe 1'élo-
quence d’'une formulation géométrique des lois de la gravité a une capacité exhorbitante
de description des phénomeénes gravitationnels de I’Univers. S’appuyant sur elle, le modéle
cosmologique standard parvient a expliquer les observations cosmologiques, qu’il s’agisse
de la nucléosynthése, du fond diffus cosmologique, de la structure de 1’Univers, ou encore
de phénomeénes proprement relativistes comme les effets de lentille gravitationnelle etc.
Elle parvient a donner une description cohérente de I’Univers depuis la genése a savoir le
Big-Bang et les premiéres "graines" des structures jusqu’aux galaxies que nous observons
de nos jours. Dans les investigations mathématiques en Relativité Générale, I'un des pro-
bléemes principaux est d’établir I’existence et 1'unicité des solutions aussi bien locales que
globales des équations d’Einstein sans source ou couplées a divers champs de matiéres a
Iinstar des champs scalaires, des matiéres fluides chargées ou non, ou des particules évo-
luant avec ou sans collisions décrites par ’équation de Boltzman et I’équation de Vlasov
respectivement (Cf [A1]). Elle affirme que 1’ensemble des interactions physiques, gravita-
tionnelles ou non-gravitationnelles s’exercant dans I’Univers, sont directement reliées a la
géométrie de celui-ci (Cf [H E'L]), notamment & sa courbure, selon les équations d’Einstein.
Ce lien a entrainé depuis un peu plus d'un siécle déja, un fort intérét tant des physiciens
que des mathématiciens pour des questions liées a la relativité générale.

Les motivations relatives a cette thése sont vues sous deux angles, du point de vue
physique et du point de vue mathématique. A la fin des années 1990, les satellites et les
télescopes ont permis des mesures trés précises des supernovee distantes et du rayonne-
ment fossile micro-onde. Plusieurs caractéristiques observées, notamment 1’accélération de
I’expansion de I’Univers, conduisent a supposer qu’il existe effectivement une sorte d’éner-
gie (baptisée énergie sombre), dont une des caractéristiques principales serait d’avoir une
pression négative, qui la fait se comporter comme une force gravitationnelle répulsive. Du

fait de sa nature répulsive, ’énergie sombre a tendance a accélérer I’expansion de I’Univers
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Introduction 2

(Voir [AR]), qui & une modélisation différente de la gravitation, intitulée champ scalaire
¢. L’observation de I’accélération de ’expansion de 1I’Univers avec ses implications est un
authentique probléme de Physique fondamentale. Celui-ci nous contraint & reconsidérer
I’ensemble des hypothéses menant a la construction du modéle standard de la cosmologie.
Partant du fait qu’il y a certaines matiéres qui ne sont pas prises en compte, a 'instar de la
matiére noire qui représente par ailleurs prés du tiers de la matiére totale disponible dans
I’Univers, nous ajoutons le potentiel V' qui vérifie d’aprés de trés récentes observations de
la NASA (Voir [Rh], [Rh1]) les conditions suivantes V' (0) > 0; V'(0) = 0; V”(0) > 0.
La matiére a été invoquée pour expliquer le fait que les qalaxies démeurent proches les
unes des autres, malgré le fait que I’Univers soit en expansion. Dans ce travail, la ques-
tion de l'existence globale des solutions des équations d’Einstein avec matiére (Vlasov et
champ scalaire) est notre préoccupation. Le cas pratique ici est I’étude de 'existence
de la solution suivant une symeétrie pour affaiblir les hypothéses géométriques. A ce
titre, beaucoup d’auteurs ont enrichi la littérature, notamment en symétrie de surface
[R], [TN], [T1]; en symétrie de Gowdy avec champ scalaire [NM], [T], en symétrie T2,
sans source [BCIM], [C], avec constante cosmologique A, ([A4], [ARW], [S], [T'N], [W]).
Tout récemment, [RK] et [NR] ont obtenu de formidables résultats sur la censure cos-
mique sans cheveux. Ce faisant, apportent une avancée significative sur la conjecture sur la
structure des singularités gravitationnelles. Les modéles possédant un sous-groupe d’iso-
métries tridimensionnelles agissant simplement et transitivement sur les hypersurfaces du
genre temps sont de Bianchi, et ceux possédant un groupe d’isométries agissant sur des hy-
persurfaces du genre temps mais ne possédant pas de sous-groupe agissant transitivement
sur les hypersurfaces sont de Kantawski-Sachs : en effet son sous-groupe agit transitive-
ment sur une hypersurface a symétrie avec les coordonnées périodiques (6, z, y). Dans le
cadre de ce travail, 'espace temps est en symétrie 72, dans ce cas d’espéce ; les solutions
sont telles que la métrique et les champs de matiére (Vlasov et champ scalaire) sont sup-
posés invariant transitivement suivant les directions x et y. Cette notion est davantage
spécifiée dans [A], [LS], [ARW], [W], et [Rh]. Les équations d’Einstein ou les inconnues
sont la premiére et la seconde forme fondamentale g; et k; respectivement, d’hypersur-
face spatiale (X;) qui feuillettent I’espace-temps. Les équations d’Einstein sont regardées
comme ’évolution dans le temps du triplet (3;; g;; k). L’existence locale est bien établie
dans les deux directions avant I’existence globale. Nous formulons le probléme de données
initiales pour les équations d’Einstein-Vlasov avec champ scalaire non linéaire. Nous éta-
blissons I'existence d’un feuilletage global par les surfaces de niveau de la fonction d’aire

R des surfaces de symétrie, de sorte que chaque feuille induit une hypersurface initiale.
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Introduction 3

Il existe une solution maximale pour les équations d’Einstein. Désormais, nous savons
d’aprés [FCB] qui en 1952 a montré que si les données initiales du probléme de Cauchy
pour les équations d’Einstein vérifient les équations de contraintes, alors on peut toujours
trouver un espace temps solution des équations d’Einstein contenant une hyper-surface
dont la premiére forme fondamentale et la seconde forme fondamentale s’accordent avec
les données initiales. Plus précisément, I’'espace temps en relativité générale est décrit par
une variété Lorentzienne (M;g) de dimension 4 satisfaisant les équations d’Einstein qui
sont au nombre de 10, couplé si nécessaire avec une équation appropriée de matiére ; dans
notre cas de figure ici, il s’agit de ’équation de Vlasov et celle d’'un champ scalaire non
linéaire pour lesquelles, il existe un unique difféomorphisme avec la classe des espaces
temps globalement hyperboliques. On appelle cette solution, le développement maximal
de Cauchy pour les données initiales. On étudie en dynamique globale des plasmas re-
lativistes, ’évolution a trés grande vitesse d’un type de particules chargées, lesquelles
évoluent sous 'action de leur propre champ de gravitation représenté par le tenseur mé-
trique inconnu g = (gap). Le tenseur métrique g est assujetti aux équations d’Einstein, la
fonction f est assujettie a I’équation de Vlasov (pour plus de précision [V], [A]) tandis que
le champ scalaire ¢ est assujetti & une équation aux dérivées partielles d’ordre deux (équa-
tion d’onde), communément appelée équation de Klein-Gordon, qui s’obtient du fait des
lois de conservation qui permettent de trouver une étroite relation entre le D’Alembertien
de ¢ et la dérivée du potentiel. Il s’agit d’'un phénoméne physique auto-entretenu et un tel
milieu s’appelle en terme relativiste un "plasma". Ces types de phénoménes prévalent en
particulier dans le cas des particules évoluant a trés grande vitesse a 'instar des particules
massives de gaz ionisés dans des milieux & trés haute température comme par exemple
les vents solaires, les galaxies nébuleuses et les réacteurs en fusion. L’équation de Vlasov
exprime le fait que le nombre de particules est constant, ce qui se traduit par le fait que
la dérivée de Lie de la fonction f de distribution des particules doit étre nulle. L’étude
mathématique de ce systéme avait été initiée par G. Rein et A.D. Rendall [RR] en 1992
dans le contexte du probléme de Cauchy. D Tegankong [T'1] a obtenu les solutions du sys-
téeme d’Einstein-Vlasov en symétrie de surface avec champ scalaire et aussi avec un critére
de continuation de solutions et dans [T2], en 2014, il a été établi I'existence globale dans
la direction future en symétrie de Gowdy. Dans la présente investigation, nous travaillons
avec une hypothese de symétrie qui, ajoute les quantités de torsion, ce qui rend d’avantage
complexe la métrique. En plus d’établir I'existence globale dans la direction future, nous
le faisons également lorsque les solutions convergent vers les singularités initiales (dans la

direction passée). La fonction R prend toutes valeurs positives. Nos hypothéses imposent
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seulement que le gradient de R soit continu et que les coefficients métriques soient dans un
espace suffisamment régulier. Les raisons pour lesquelles nous considérons les équations
d’Einstein avec champ scalaire et en présence d’un potentiel sont multiples, entre autre.
— En cosmologie, I’énergie sombre ou énergie noire (dark energy en anglais) est une
forme d’énergie hypothétique emplissant uniformément tout 1I’'Univers et dotée d’une
pression négative, qui la fait se comporter comme une force gravitationnelle répul-
sive. L’existence de I'énergie sombre est nécessaire pour expliquer diverses observa-
tions astrophysiques, notamment ’accélération de I’expansion de I’Univers détectée
au tournant du X X /e siécle
— Les observations astrophysiques ont mis en évidence le fait que, méme en présence
d’un corps matériel, les ondes gravitationnelles peuvent se propager dans l'espace
a la vitesse de la lumiére, exactement comme les ondes électromagnétiques. L’outil
mathématique pour modéliser ce phénomeéne est d’introduire un champ scalaire ¢
dans les sources du champ de gravitation.
— La matiére noire ne doit pas étre confondue avec I’énergie sombre qui, contrairement
a I’énergie sombre, ne remplit pas uniformément I’Univers et qui interagit normale-
ment (forces attractives) avec la gravitation, ne doit par conséquent pas étre négligé
que I'on modélise avec le potentiel V.
Les propriétés mathématiques des solutions spatialement homogeénes des équations d’Ein-
stein couplées a différents types de champ scalaire et de matiére ordinaire ont été étudiées
dans les travaux [Re, Rel]. La composition de la densité de I’Univers met en évidence une
matiére et une énergie qui se seraient produites de fagon considérable aprées le Big-Bang
appelée matiére noire et énergie sombre représentant un peu plus de six septiéme de la
répartition de la densité d’énergie de I’Univers aprés exploitation des premiéres données
obtenues par le satellite Planck que ’on modélise a 'aide du potentiel. Notre travail est

reparti sur quatre chapitres et organisé de la maniére suivante

Le premier chapitre qui est constitué de quatre sections a savoir
— la premiére consiste a préciser le cadre géométrique, d’'une maniére générale dans
lequel nous allons travailler.
— a la deuxiéme section de ce premier chapitre, nous décrivons le systéme d’équa-

tions qui va faire I'objet de nos investigations.

dans cette section, on définit la symétrie T2, hypothése de symétrie considérée ici
dans le cadre de ce travail.
— Enfin, dans cette partie, nous présentons nos équations dans la direction passée en

utilisant les coordonnées conformes d’une part (ce type de coordonnées est justifié
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Introduction 5

dans [A]) et d’autre part, nos équations dans la direction future en utilisant les
coordonnées d’aires (Voir [BCIM], [S], [W]). Il est & noter qu’a chacune de ces
directions, toutes les équations de contraintes et d’évolution qui en découlent sont
explicitées, ainsi que les équations auxiliaires. Les équations d’évolution notam-
ment celles en ¢ sont les conséquences d'une loi de conservation permettant ainsi
d’établir le lien entre son d’Alembertien et la dérivée du potentiel. L’équation
de Vlasov découle du fait que la dérivée de Lie de f est nulle conséquence de

conservation le long de la géodésique.

Au deuxiéme chapitre nous allons :

— majorer les composantes de la métrique et du champ scalaire ainsi que leurs
dérivées de premier ordre dans un intervalle de temps fini. C’est ce que 'on appelle
estimation a priori (ou théoréme de sortie de tout compact) d’une part

— d’autre part, a l'aide d’'un procédé itératif, obtenir un théoréme d’existence de
solution locale et d’unicité de solution dans la direction passée en montrant que
le support suivant la pseudo-impulsion de la fonction de distribution est borné,

pour le faire, nous utilisons le systéme caractéristique de ’équation de Vlasov.

Ensuite au troisiéme chapitre, nous
— obtenons un théoréme d’existence locale et d’unicité de solution dans la direction
future, a la différence que les approches ici ne seront pas les mémes que dans la
direction passée ; nous allons utiliser la monotonie de 1’énergie,
— utilisons par conséquent l'inégalité d’énergie associée avec les estimations cone
lumiére afin d’avoir nos majorations a priori,
— montrons que ces itérées sont uniformément convergentes, et que leurs limites sont

uniques solutions de notre systéme.

Enfin, le dernier chapitre a pour but d’établir un théoréme d’existence globale aussi bien
dans la direction passée que dans la direction future. Pour le faire;
— nous majorons les dérivées d’ordre supérieure des fonctions inconnues,
— nous utilisons également la récurrence forte pour controler les dérivées d’ordre

supérieures a deux de ces inconnues afin de parachever le travail.
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I Chapitre 1 I

EQUATIONS

La formulation de la théorie de la relativité générale est en premier lieu géométrique ;
I'objet géométrique au coeur de cette théorie étant l'espace-temps qui s’appuie essen-
tiellement sur la géométrie Riemannienne. D’ou la nécessité de commencer par spécifier
quelques notions relatives a la géométrie riemannienne, ensuite clarifier la notion de sy-
métrie T2. Enfin, nous allons écrire nos équations. Dans ce chapitre, n désigne un entier

supérieur ou égal a 3.

1.1 Cadre géométrique

Définition 1.1. Une variété lorentzienne est un couple (M, g) , ot M est une variété
différentielle de classe C* de dimension n+ 1, et g est un champ de formes bilinéaires
symétriques de signature (n;1) sur M. (i.e on a le signe +, n fois et le signe - une fois

ou inversement.)

En particulier, le tenseur g est non-dégénéré. Il est également possible de considérer des
variétés ayant un ordre plus bas de régularité (par exemple C?), mais nous conserverons
I’hypothése C'*° par souci de simplification. La définition d'un espace-temps se déduit

alors de celle d’une variété Lorentzienne comme suit :

Définition 1.2. Une variété lorentzienne (M, g) est un espace-temps si M est une variété
orientée, et s’il existe un champ de vecteurs X tangent a M tel que g(X, X) est négatif
en tout point de M.

Un tel champ de vecteur est dit "de genre temps" ; il garantit ’existence d’une orien-
tation globale sur (M, g), distinguant une partie "future" et "passée" des cones isotropes

pour g de chaque espace tangent a M

Définition 1.3. Soit (M, g) une variété lorentzienne orientée de type temps. Soit M une

hypersurface spatiale sur (M, g). Soiti: M — M une injection et N un vecteur unitaire
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1.1 Cadre géométrique 7

orienté du champ de vecteur temporaire, tel que Vp € M, g(N,,i*v) =0, pour tout v €
T,M. La seconde forme fondamentale de M est un champ de 2—tenseurs covariant k sur
M défini par

k(u,v) = (DN, i,0)

Yu,v € T,M, ot (D) est la connexion de Levi-Civita de (M, §).

Nous précisons dans le cadre de notre travail la notion de régularité de la maniére

suivante.

Définition 1.4. Soit T CJ0; +oo| un intervalle, et (t,0) € T x S*.
1. f € CYIxS'xR2xR?) est dite réqulicre si f est périodique en 0 de période 2w, f >0
et suppf(t,0,.,.,.,.,.) est uniformément compact en 0 et localement uniforme en t.
2. ¢ € C*(T x SY) est dite réguliere si, ¢(t, 0+ 27) = @(t,0) de plus, ¢(t,0) est unifor-

mément compact en 0 et localement uniforme en t.

3. Toute composante x € (I x SY) de la métrique est une fonction dite réguliére ou lisse
si, x(t,0 +2m) = x(t,0) et Opx, Opx € CH(I x ST).

Dans la suite, l'espace-temps d’Einstein sera modélisé par une 4-variété M (que nous
supposerons réguliére) munie d’une métrique lorentzienne g, ie de signature (—; +; +; +).
Nous adopterons la convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés. Les indices
grecques désigneront les indices variant de 0 a 3, les lettres latines de 1 a 3.

Une hypersurface de M est une sous-variété M’ — M de codimension 1. Elle est dite
de genre espace, ou spatiale, si la métrique induite v := i*g (o i : M’ < M ) est

riemannienne, ie définie positive.

Définition 1.5. Un ensemble de données initiales pour les équations d’Finstein est un
triplet (3; h; K) tel que :

— (3; K) est une variété Riemannienne compléte.

— K est un (0;2) tenseur symétrique.

- (X; h; K) satisfait auz équations de contrainte.

Définition 1.6. (M;g) est une solution du probleme aux données initiales (3; h; K)
lorsque :
— (M g) est une variété lorentzienne satisfaisant les équations d’Einstein.
— Il existe un prolongement 1 : 3 — M tel que
— h est le pull-back de la métrique induite sur (3)

— K est le pull-back de la deuzieme forme fondamentale.
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On dit alors que (M;g) est le développement de (X; h; K)

Définition 1.7. Une surface de Cauchy est une hypersurface ¥ de (M, g) tel que :
— X est de type espace.
— Toute courbe (sans extension) causale intersecte 3 une et une seule fois.

Un espace-temps qui admet une surface de Cauchy est dit globalement hyperbolique.

En particulier, il existe des données initiales pour lesquelles le développent de Cauchy
maximal est maximal uniquement dans la classe des espaces-temps globalement hyperbo-
liques, et admet une extension en tant que variété lorentzienne (cf Reissner-NordstrOm,
Kerr).

La coordonnée locale est (z#) = (t; ") avec 2° =t coordonnée temporelle et les coordon-
nées spatiales (z%);<;<3.

Nous précisons que dans ce travail, le modéle utilisé est un gaz auto-gravitationnel évo-
luant sans collision, constitué des particules de méme masse que 1’on suppose égale a 1.
(p*) est le moment des particules, les quantités g,,p*p"” sont conservées tout au long des
géodésiques impliquant que I'espace des particules est une sous variété de dimension 7 du
fibré tangent T'M noté PM = {g,,p'p" = —1; p° > 0}.

En coordonnées locales (¢; z*; p') sur PM

P" = V=gV 1+ gupp® + 2g0ap°p’

PM est une sous-variété de ’espace tangent T'M de la variété espace temps M.

1.2 Equations

Soit P C T'M I’hyperboloide de masse constituée de I’ensemble des vecteurs de direc-
tion temporelle. f la fonction de distribution des particules, une fonction définie positive
sur cet hyperboloide de masse. L’équation de Vlsosov se déduit du fait que f se préserve
le long de la géodésique. Nous avons alors la dérivée de Lie de f suivant le champ de
vecteurs X ([Re], [Rh], [Rh1])

Lxf=0 avec X = (p”’; —Fiwp”pV) (1.1)

d’out I’équation de Vlasov en coordonnées locales

ua_f_f‘i v ’7%

- =0 1.2
p ax‘u 1/"/p p apz ( )
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(e 1 g
I, = 59 "Gy + Gy — Gov)

étant les coefficients de Christoffel.
L’espace temps en relativité générale est la donnée d’une variété Lorentzienne (M;g) de

dimension 4 satisfaisant :

G =811, (1.3)
qui décrit l'inter action entre la géométrie de I'espace-temps représentée par le tenseur
d’Einstein )

G,uu = Rm/ - §Rg;u/ (14)

et son contenu matériel représenté par le tenseur impulsion énergie |,
T =T1, +T5, (1.5)

avec :
dp*dp*dp?
Ty = = [ Il (16)
R3 Po
1

Tis = VadVad — 500s(VodV 0 +2V(9)) (L.7)

étant respectivement les tenseurs en Vlasov et en champ scalaire

avec  f = f(t,0,z,y,p",p*,p%) et ¢ := ¢(t,0)

g

ot p, = g,,p° et |g| est le module du déterminant de la métrique (g,,). Le tenseur

de Ricci et la courbure scalaire sont données respectivement par

R, = R),, (1.8)
R = ¢"R, (1.9)
Ry, = O\, —a,y,+T3,I7, -7, (1.10)

Nous énoncons a présent le lemme suivant :
Lemme 1.1. ¢ = ¢(t,0) vérifie
VeV.0 = V' (). (1.11)
Preuve : Partant de 'identité de Bianchi, on a :

VAT, =0 & V*TS, + VHT], =0
or Lxf=0= V“ij =0 au vu des travaux de[Re|, [Re2], [LS]
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ainsli
¢ _
V“TW =0 (1.12)

1
V'LLT;?Z/ =0 = v#(v#gbvl/gb - éguuvad)vggb - guvv(d))) =0
1
= VHVu)V,0+ V,.0VH(V,0) — §V“(9WVJ¢V”¢ + 29,V (¢)) =0

S 0,0Vu0 + V0VIV0 — SV (0 e0V 0 + 20V (6) = O,

9wV (VIV,0) = gu V" (VIP)Vod + g V7 G(V*V,0)
= (V,V79)Ve + (V79)(V,Vs0)
= (V,V79)Ve + g7 Vad(V,g"" V")
= Vod(V,V70) + 6,Vp(V,V"9)
= Vud(V,V*¢) + Vag(V, V)
= 2V,0(V, V")

On a donc O,¢V,¢ + V ,0V*V,¢ — V,0(V, V') — V*(g,,V(¢)) = 0.
AiHSi Dg¢qu§ - V“(Quuv((ﬁ))
Par ailleurs

Vi9u V(9) = 9" Ve(9uV(8)) = g V"V (9)
= V,V(9)

Y (82—?) — V0V (6).

De ce fait :0,0V ¢ = VoV’ (¢) <= (Oy0 — V'(¢))V,¢ = 0.
i.e Oy —V'(¢) =0 ou V,¢ = 0. Considérons 'ensemble ouvert suivant

IT = {(t,0) € (tost:] x S"/0y¢(t,0) — V'(e(t,0)) # 0}. (1.13)

Alors sur II, V,¢ = 0. Ainsi V'V,¢ = 0 i.e Oy¢ = 0, or nous avons par hypothése en
t =to, V'(¢pg) =0 d’ou la contradiction en t = t.
Supposons dans la suite que t # ty signifie que, V,¢ = 0 alors ¢ est une constante. Par

conséquent I est un ensemble vide d’otu :

0,0(t,0) = V'(8(t.6)).
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1.3 Symétrie T2 11

On procéde de méme dans la direction passée en remplagant (1.13) par

I = {(t,0) € (t_;to] x S*/O,0(t,0) — V'(4(t,0)) # 0}

Ainsi, le systéme d’équations Einstein-Vlasov-champ scalaire est donné par : (1.2) —
(1.3), (1.11)

af of
p L i gL
p amu l/'yp p apz
G, = 81T,

ns

ViV = V'(9).

=0,

1.3 Symétrie T?

Dans cette section, nous considérons le systéme d’équations d’Einstein-Vlasov en sy-

métrie T? avec champ scalaire (EVSFS en symétrie T?) aussi bien dans la direction passée
(i.e évoluant vers les singularités initiales) en utilisant les coordonnées conformes pour le
faire ; que dans la direction future en utilisant les coordonnées d’aires. L’existence de telles
coordonnées étant justifices par H. Andréasson, G. Rien et A. Rendall ([A], [R], [Re2]). Il
est question pour nous, de considérer une solution de EV SF'S ayant des données initiales
contenues sur une hypersurface compacte (Ceci pour contourner les problémes de singu-
larités) ([ARW], [Rh2]).
Il faut remarquer que pour les variétés présentant des symétries, il existe un systéme de
coordonnées particulier, basé sur les champs de vecteurs de Killing, qui permet d’exprimer
une constante du mouvement le long des géodésiques. Or, dans notre cas de figure, une va-
riété présentant des symétries est isomorphe a un groupe de Lie, et cette symétrie entraine
une invariance du lagrangien sous l’action de ce méme groupe de Lie. C’est cette constata-
tion qui a permis & Poincaré de réécrire le théoréme d’Euler-Lagrange en terme d’action de
groupe de Lie, et plus précisément en terme d’action co-adjointe de I’algébre de Lie sur son
algeébre duale. Pour plus de précision a ce sujet (C'f [RJ]). D’ott la nécessité de spécifier la
notion de symétrie 72 objet de ce travail. Ainsi, dans le cadre de ce travail, I’hypersurface
initiale est le tore en dimension 3, T% avec les coordonnées (6, , y) toutes périodiques.
Les champs de matiéres sont supposés invariants par la translation suivant les directions
de x et y. Compte tenu des identifications périodiques impliquées, ces solutions admettent
un groupe de symétrie de dimension 2 isomorphe au tore 7?2 = S! x S! en dimension 2,
on parle alors d’espace temps en symétrie T2, (C' f[LS], [ARW], [Re3], [NR] [W]) .
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1.3 Symétrie T2 12

L’algébre de Lie en symétrie T? est engendrée par deux champs de vecteurs commutatifs
X et Y en tout temps t en coordonnées d’aires et pour tout R en coordonnées conformes

et on a

2 = g(X,X)g(Y,Y)— (g(X,Y))* en coordonnées d’aire
R? = g(X,X)g(Y,Y) - (9(X,Y))*> en coordonnées conformes

ces vecteurs X et Y sont des vecteurs de Killing(vecteurs sur lesquels les géodésiques sont
conservées) qui commutent partout et sont non nuls.

L’espace temps étant symétrique de symétrie 7?2, on définit les quantités de torsion (Cf
[S], [T, [T'1], [TN], [W] de la maniére suivante :

J = €apeaXYVVXY K = €peaX*YPVY? (1.14)

Le cadre géométrique est une variété différentielle espace-temps munie d’une métrique
Riemannienne. C’est a dire la métrique est invariante sous I'action effective du groupe de
Lie T? = S' x S*. Cet espace-temps admet comme surface de Cauchy (Spatial) le tore
T3 = T? x S qui n’est rien d’autre que le groupe des isométries formé des orbites des
particules.

En coordonnées d’aires, on les normalise de sorte que I'élément d’aire du groupe des orbites
soit proportionnel au temps. Ce qui justifie le choix de la métrique en coordonnées d’aires
qui se met sous la forme (C{{T'N], [W]) :

ds* = 2T (—adt® + d6?) + e*[dr + Ady + (G + AH)dO)> + e **[dy + Hdf)* (1.15)

our, u, A, a, H, et GG sont les fonctions dépendant de 6 et t périodiques en 6 de période
2.

Les quantités de torsion sont reliées a la métrique en coordonnées d’aire par :

g T e am) K—ag_ e
=/ (Gt AR, T Ve

Sur un espace temps en symétrie T2, il est possible de définir une fonction R (fonc-

.. (1.16)

tion d’aires des orbites des particules) comme suit : si p est un point de I'espace temps,
alors R(p) est égal a la surface des orbites de I’ensemble des actions sur 72 contenant
le point p, on parle de coordonnées conformes. (Pour plus d’explications a ce propos, on
peut se référer aussi a ([ARW], [NM], [Rh], [Re3|, [NR]). Dans la suite, nous aurons
besoin de la définition suivante. En coordonnées conformes, la métrique est sous la forme

([ARW], [LTN] )

ds? = 20W(—dt? + db?) + e*[dx + Ady + (G + AH)dA]* + e > R*[dy + Hdb)* (1.17)
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1.4 Présentation des équations dans les deux directions 13

our, u, A, R, H, et GG sont les fonctions dépendant de 6 et ¢ périodiques en 6 de période
2.
En coordonnées conformes les quantités de torsion sont reliées aux composantes de la
métrique par

J=—Re ™ (G, + AH,), K =AJ— R *H,. (1.18)

1.4 Présentation des équations dans les deux directions

Nous allons dans un premier temps établir les équations dans la direction passée et

dans un second temps, dans la direction future.

1.4.1 Equations dans la direction passée

Dans la base canonique usuelle {dt; df; dx; dy}, de 'espace RT x S x R?, la métrique

(1.17) est sous la forme :

—e2(m—n) 0 0 0
- 2
" 0 e (G + AH) e Ae?r '
0 eAG+AH)+ L A L4 g2
. Son inverse est donné par
_6_2(7_—/1‘) 0 O O
A 0 e—2(r—p) —Ge2m—n) — He2(m—n)
N _G672(771u') g_zezﬂ _l_ 672# _|_ G2672(77N) HG€72(T7,U,) — %62/1'
0 —He 2= HGe 271 — %62“ 6;—5 + H2e 2=
(1.20)

Nous aurons besoin des tenseurs impulsion énergie (1.6)—(1.7). D’ou les lemmes suivants.

Lemme 1.2. Soient ¢ = ¢(t,0) une fonction réguliére (voir la définition (1.4)) sur I x R

ot I CJ0,+o0[, p, A, Ret T quatre fonctions régulieres sur I X R, les composantes non
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nulles du tenseur impulsion-énergie en ¢ sont

1
To(t.0) = (@ +67) + eV (9), (121)
Ty = oo =T, (1.22)
1
T = (6} + @) — ETIV(9), (1.23)
]' —4T
Tf = Ti+ e THRY 6] — 0f — 2V(9)) = Tf, (1.24)
1
Tfy = e TG+ AH)(¢} — 6f) — (G + AH)V(9) =T, (1.25)
1
Tf = (6 —op)e 7 — MV (9), (1.26)
¢ e s o suanyie 2 2(,-2 ou A2
Tis(t,0) = 5 (R7e™ + e A%)(d; — ¢p) — R (e +e Nﬁ)V(QS% (1.27)
1
Ty = SAeT0TN0(6} — 0) — AeV(9) = T, (1.28)
Preuve : )
Tl = VoV 6 = 3005 Va0V76 — gasV (9).

or V¢V =g VeV, 0 = ¢"(Vop)? +g' (Vi¢)?
_ _e—Z(T—u)¢§ + 6—2(T—u)¢3.

Par conséquent

1 i o
Ty = ¢ — 5900 (—e 2m=m 2 4 e “)¢3) — gooV (9)

_ 21 %ezh—m (e 2012 1 21 ) | 20y ()
= Gty [0 - )+ TIV()

= @) IV ()

De méme;

T(;’bl = vt¢V9¢ — 3901VJ¢VU¢ - 901V(¢)
= ¢t¢9)
T = VedVeod — %gnvgw% —guV(9)

= LG+ - TPV,
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TS = Vi¢pVad— %gmv(ﬂiﬁv% — 922V ()
_ %e—%—?f”(as? —¢3) — eV (9),

TS = V,oV,o— 3933VU¢VU¢ — 933V (9)
_ _%(em A2 4 o~ MRR) (LM g2 4 (=) g2)
— (eMAP+ e RV (9),

TS = V.oV,0— 3923VU¢VU¢ — 923V ()

= SACH TP 4 ) — APV (6),

1
T, = VooV — 5912VJ¢VJ¢ — 912V ()

= STG ARG - ) — PG+ ARV (9)
+ %e‘ZTHRQ(Qb? — ¢35 —V(9))
= Th+ e THRNGE — 63— V(9)).

2

Toutes les autres composantes sont nulles. En effet, pour &k € {1;2;3}, z € {x,y}, gor =
0et V.¢p=0.Dou

1
T(ﬁ; = vt¢vz¢ - §gokva¢va¢ - gOkV((b) =0

Pour les composantes de Tgﬁ en f, afin de simplifier les calculs, nous introduisons une

nouvelle variable (v*) définie par :

()2 = "), (1.29)
() = TP, (1.30)
(v*)? = e*[(G+ AH)p' + p* + Ap*)?, (1.31)
(v*)? = R 2(Hp'+p*). (1.32)

1

Lemme 1.3. Etant donné les changements de variables 1°, v', v?, v* définis par

(1.29), (1.30), (1.31), (1.32), nous avons

0" = /14 (v1)2 + (v2)2 + (v3)2.
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Preuve :

ppp" = —1 & g p"p" = —1
g 900(]90)2 =(-1- gijpipj> car go; =0
& goo(P°)? + g1 (p")? + 2g120°p" + 2g130' D + 922(p°)? + 933 (p*)? + 2923p%p* = —1

= GQ(T—M)(G—(T—M)UO)Q _ 62(T—M)(6—(T—M)U1)2 _ BQM(G—MUQ = )2
et 2 et
— (e7R? 4 €2 A?) (Ev?’) —2Ae*M (e R? 4 e A?) <—v2v3) =1

PN (1)0)2 _ (U1)2 _ eQ,u 672,u(v2)2 + A_262M<U3)2 _ 2é1)2?)3
R? R
2p el A

_ € _
— (e R* + 62“142)(?(@3)2) —2Ae* (e Hv? — I

)Lt = 1
ot =

A A2,
— QEe“v%g’ + e H(0?)? =
= (U0)2 o (,Ul)Q o (112 2 (03)2 -1

ie v =£y1+ 1)+ (12)2 + (v%)?

or comme v° = ™ #p° et p® > 0 on a finalement v° = /1 + (v1)2 + (v2)2 + (v3)2. .

Lemme 1.4. Soient f = f(t,0,v) une fonction réguliere (Cf définition (1.4)) sur I x R?

ou I Cl0,+o0[, u, A, R et T quatre fonctions régulieres sur I x R, alors :

7L (10) = / €270 £ (1.0, 1), (1.33)
R3
(v')?
T (t,60) = Tf;(t,@):/ 62(7_”)Tf(t,9,11)d% (1.34)
R3
TL(#0) = Th(t,0) = — / ¢ (1,6, )0 dv (1.35)
R3
Th(t,0) = Td(t,0)=— / (Ae™v? + €™ Ru®) f(t, 0, v)dv (1.36)
R3
T (t,0) = / e%—“)(”—l)z f(t,0,v)dv (1.37)
11\% - R3 UO IR ) .
Uva
T1J02<t79) = Tgl(tve):_/ eT_O (t,@,v)dv, (138)
R3 v
Th(t,0) = TJ(t,0)=—e" / (Aetv'v? + Re o'v®) f(t, 0)dv, (1.39)
R3
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f 2 (/UI)2
Ty = e f(t,0,v)——dv, (1.40)
R3 v
v2?
T = / (Ae*(v*)* + Rv*o®) f(t,0,v)——dv, (1.41)
R3 v
o w2 —p, 372 dv
Ty = (Ael'v® + Re™"v”)* f(t,0,v)—. (1.42)
R3 v
Preuve : Nous savons que T/, = — Jas fpapg\g\l/QW, par ailleurs au vu de
(1.19),
g2 = |R|e2™H) = R,
De plus
p! e TR 0 0 vl
p? | = | —Ge T et —Ae*RT! v? (1.43)
p? —He ™t 0 etRY v3
et
! p
V2 | = Jae | PP
03 %
avec
e 0 0
| Jac| = 0 et Aet |=|Rle"M.
0 0 e "R
o pien® g A
D, Do ReT—/L(_€2(T—/J,)>€—T+/JnUO 0
De ce qui précéde, on a donc
dp*dp?dp?
Too(t,0) = —/ Fpopolg|"* =————
R3 Po
dvtdv?do?

- _ vae” R R
R3 f 0 Re™#

= /eQ(TM)UOf(t,H,v)dU.
R3
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Par ailleurs p, = g1,p" = g,,p" + 9,,0* + 9,,p> = €™ Fv'.
dptdp*dp?
1h00) = ~ [ oo 2T
R3 Po
= _/ eQ(T_M)Ulf(t,Q,U)d’U,
R3
dptdp*dp?
T (t,0) = —/ fpiplg 2
R3 Po
= — [ 2R (v)" f(t, 0,v)dv
R3 —e2(t—p) Re(t—n) g—T+1q)0 L
1)2
— 2(1—p) (U ) t. 0 d
/]1@36 e f(t,0,v)dv.
On obtient de méme (1.35) — (1.36), (1.38) — (1.39) et pour j;k € {2;3}, on a :
dv
1 =~ [ pmlore0.0)”
R3 Do
dv
= ; t,0,v)—
/R?)pjpkf( ) ’U)UO
d’ou (1.40) — (1.41), (1.42) Ce qui achéve la preuve. .
Ainsi, les quantités matiéres sont alors (Voir [ARW], [T2], [W]) :
1
pt.0) = —g Top = / O F (10, v)dv + Se TG + ) + V() (144)
R3
L(0) = —¢ Ty = / v f(t,0,v)dv — e 2T by, (1.45)
R3
T(t0) = / FF(E 0, 0)dv, € {2:3) (1.46)
R3
1 (Ul>2 1 —2(r—p) [ 42 2
Pl(tae) =9 Ty = s 0 f(t,@,v)dv + 56 : (¢t + ¢9) - V(¢): (147)
R
—2 (v*)? Y 2
Pit.0) = ey = [ L f(00,0)d0+ Se (62— 63) ~ V(9), (149)
R
(v*)? 1 —2(T—p) ( 42 2
P3(t7 0) - s 0 f<t7 97 U)dv + 56 (¢t - ¢9) - V(¢), (149>
R
vivk
Sut6) = [ Zrto.0d Ak (1.50)
R3

Remarque 1.1. On vérifie par calcul que

T33 = AQBQMPQ + 2AR523 + R26—2,up3'
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1.4 Présentation des équations dans les deux directions 19

Nous introduisons

I =G, + AH, (1.51)

quantité de torsion en relation avec les composantes de la métrique.

v

D)
avec v € {0;1;2;3}.0n pose p = (p',p? p?), considérons le champ de vecteur X =

La fonction de distribution des particules est quantifiée par f = f(¢,0,z,y,p) = f(z

(0, —T%4p™p”), la dérivée de Lie suivant ce champ de vecteur est nul et on a :

of , doof  dp'of _

ot dto  dt Opi

of pof 1, of

B e I A ) 1.52
ot T pog et P gy =0 (1.52)

Lxf=0 <

—

Nous utilisons le lemme (1.5) ainsi que les travaux de Weaver, ([ARW), page 7), pour
avoir les équations d’évolution et les équations auxiliaires. Pour les équations d’évolution,

nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.5. Le champ scalaire ¢ = ¢(t, 0) vérifie [’équation suivante :

R
bu—tu =~ PR g — I )

—I— qbg % —I— 2A9H(G — R) — Me(G + AH)QG_Q(T_QM) .

Preuve : Voir annexe (4.3).
Les changements précédents (1.29) — (1.30) — (1.31) — (1.32) ainsi que (1.43) dans (1.52),
(voir aussi [ARW]) pour écrire I’équation de Vlasov.

Nous nous référons essentiellement a ([A]) pour écrire nos équations de contraintes.

Equation de Vlasov

(v?)? Ry (v®)? Ay ,, v Of
(152) g |:(7—9 - M@)UO + (Tt - ,ut)vl + MQW + (;U/G - E)T — 562#—00 _81)1
0 vt o viv?] O
+€_T(€2TFU2 + RHtU?))a—,jﬂl - Ea—g + {,uth + /,LQ—D:| a—{)];
R, 5 Ro\ viv? 22 ' 1 of  of
! KR “t> o (“9 R) o T Wt Aes)| 5 = 5 19)
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1.4 Présentation des équations dans les deux directions 20

Equations de Contraintes

A R R R
2 2, € 2 2 00 Tl Toltg
—27+4p —27
_ - 64 H? — 201, (1.54)
A R R R
S T it s S (1.55)

Equations d’évolution

poRy Ry e o o0 e
64#—27’
AR, AgR
Att — AQQ = tR L GR o + 4(A9M9 - Atﬂt) + R2€_27—FHt + 262(T_2M)SQ3, (157)
64“ 6_2T+4M 3R2 L
Tu =T =y~ i+ (AT = A = T = o HE = TR, (158)
R —274+4p R3 —27
Ry =R = RT(p—P)+ ———1I% + ———H}. (1.59)
R
G — P = —‘% LA HP R g — e 2TV ()
R
+ ¢ Eg +246H(G — R) — pg(G + AH)?e 2020 | (1.60)
Equations auxiliaires
Op(Re™ > tT) = —2Re™Jy, (1.61)
Oi(Re > T) = 2Re™ Sy, (1.62)
Op(RP*¢ > H,) + Re 2™ AT = —2R%e™ ', (1.63)
at<R3€_27Ht) + R€_2T+4NA,5F = 2R2€T_2u513. (164)

1.4.2 Equations dans la direction future

Dans cette section, nous énongons dans un premier temps quelques lemmes afin d’écrire

par la suite les équations en coordonnées d’aires dans la direction future, pour ce fait la
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1.4 Présentation des équations dans les deux directions 21

métrique est donnée par (1.15) et nous aurons besoin de faire quelques changements de

variables. En notant V' le vecteur tangent a la géodésique. Nous avons :

0
n=oVi D) (165)
0 0 0
Vig(V; G_x) = g(VvV; a_m) + 9(%, VyV). (1.66)

Utilisant la géodésique et les équations de KILLING.
Nous paramétrons I’hyperbolode de masse P par les coordonnées (t, 0, x,y, vi;vq, v3). La
fonction de distribution f dépend de (t, 0, x,y, v1;ve, v3). Pour simplifier les écritures, on

notera f = f(tﬂeaxyyavl;v%vi%)‘

Avec ces définitions, nous avons la relation sur I'hyperbolode de masse v,v* = —1. De ce
fait, on a :
vt = -1 = ¢"7v,0, = -1
= ¢%w0)” + g (1) + g7 (v2)* + 297 vavs + g% (v3)* = —1

11,2 22,2

— 'U(Q) + 9009 V1 + G009 U2 + 29009230203 + googg3v?2> = —Yuo (167>

or
11 22 2(r—2 or A2 23 27,2 33 2,2
0o = =, go,0%% = —ae® T _qe Tt_Q’ 009" = —aAe” "t g,9°° = —ae Tt .
Ainsi, (1.67) devient alors
(v0)? — aw? — ae® T 202 1 a A% 2?02 — at 2?0l + 20At 2 vyvs = —g,,,  (1.68)
et v = (00, v, v?, v?) est temporel, i.e v° > 0. On a finalement :
vy = —\/aeQ(T—“) + av + ae?(T203 + at=2e? (v — Avy)? (1.69)

Remarque 1.2. On peut constater que

(1.69) < vy = —\/0462(7*”)\/1 + e 2= my? + e=2)vd + 262 (v3 — Avy)?

o o 2e(rmy = \/1 4 gl? £ g2202 + g3 (vs — Auy)?
N Oflefz(rfu)vg — 14 gM? 4 g0+ g0y — Avy)?

en contractant et en utilisant le fait que vgv° = —1, on a finalement v° = /1 + diivivi

avec 8% étant le symbole de Kronecker.
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Les vecteurs v7, o € {0;1;2;3} sont liés aux composantes p?, en effet :

9,00 =—-1 & g0 )+ g,0")? + g22(0*)* + g53(p°)? + 2012p' P + 2g150' P’
+  2g03p’p® = —1
—ae®T 1 (") 4+ (2T 4 (G + AH)? + H22e ) g, (p)?
2e*(G + AH)p'p* + e*(p?)?

—ae®T (p0)? 4 2T (p1)? + 2 [(G + AH) (p') + p* + Ap*]?
t?e M [Hp' + p*]*> = —1.

=4

_l’_

+ 2 A(A+ GH) + e 12 H)p'p® + 2Ae*p*p® + (A% + t2e™ ) (p®)? =
=4

_l’_

Finalement, on obtient
L AR )2 1 G+ AYp) + it + AT+ e W [Hp + ] = acT (o2
Comme 1+ (v*)? + (v2)? + (v*)? = (v°)?, on obtient les relations

(°)? = ae®T ), (1.70)

()2 = ST, (1.71)

()" = e™[(G+AH)p" +p* + AP, (1.72)

(v°)* = e M (Hp' +p’)". (1.73)

pO a—l/Ze—T—i—u 0 0 0 20
1 0 —T+u 0 0 1
L - ‘ ! (1.74)
p? 0 —Ge T e —Ae?! v?
P’ 0 He ™*# 0 ettt v3
» L0
p o N
Le Jacobien pour le passage , | , | est donné par Jac(M) = t~le Tth,
P v
P V3
Dans la base canonique usuelle {dt; df; dz; dy}, la métrique (1.15) est sous la forme :
—ae(T=H) 0 0 0
. 2
vy | 0 HeEseowr e segng |
" 0 e (G + AH) e Ae?t ' '
0 HAG+AH)+ B Ae?r L4 oA
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1.4 Présentation des équations dans les deux directions 23

Son déterminant est |M; ;| = —at?e*™"#) et sa matrice inverse est donnée par
—et 0 0 0
—2(m—n) —Ge20r—n) — He2(m—)
M — 0 € P Ge He A
_G672(T7,u‘) t_262“ + 672“ + G2672(77“) HG@ T ,LL 62/1'
0 —He 271 HGe 271 — t%ez" et—; + H2e*2(7*“)

C’est dans cette base que nous allons travailler dans cette direction.

Le tenseur impulsion-énergie

Lemme 1.6. Soient ¢ = ¢(t,0) une fonction réguliere sur I xR ou I C|0, 400, p, avet 7
trois fonctions régulieres sur I x R, et f = f(t,0,v1,v9,v3) une fonction réquliére sur

I x St x R3. Les composantes non nulles du tenseur impulsion-énergie sont :

1
Too = 87T\/Ta / flvo|dvidvadus + 5(@5? + agd) + ae® TPV (), (1.76)
RS
Tor = T = —SW@ - fuidvidvadus + @iy, (1.77)
T, = \/t_ flv—’dvldvzdvz, + 5 <¢t + ady) — Z(Tfu)v(@
0
+ (MG +AH) + H2t2e—2“><¢t — agy — ac®TIV (), (1.78)
Ty = \/_ fvlv2 dvydvedus
t |vo]
1
+ %(6—2 T2(G 4+ AH)(¢? — ad?) — (G + AH)V (o), (1.79)
1
Tis = 87r§ fT;UT dvydvydvs + %<€_2(7—_2“)A(G + AH) 4 e 7 Ht*) (¢? — agp)
0
— (e 2“A(G + AH) + e’QTHtZ)V(@ (1.80)
T = 8280 [ dundiado, + (6 - ag})en e — v (), (1.81)
2
Toz = 87% f%dvldmdvg, + A(gzﬁt gb@) —2(r—2p) _ AeQ"V(ng), (1.82)
Vo
T33 = \/_ f dUldUdeg
t |U0|
+ 210[( 2%2 + e 22 A2 (2 — ag?) — (e7 2 4+ A2V (). (1.83)
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1.4 Présentation des équations dans les deux directions 24

Preuve : On sait que T;, = ch(, + T g; ou Tgfa et TZZ sont respectivement les tenseurs
impulsion en f et ¢.
Par définition ng = fR3 foeps ]g]dplfl;zdpg, pour simplifier les écritures, nous posons

dp'dp?*dp® = dp et dv'dv?*dv® = dv nous avons en utilisant les relations (1.70) — (1.71) —

(1.72) — (1.73), le jacobien de passage de dp a dv est donné par ¢t e~""#. Ainsi, on obtient

par calcul

Dy = GooP" et v’ = —y/ae" Fuy.

D’ou
T) = / Fropo |g—= / Foot/ae’e Py

_ (r—1) fvodv = e pf (1.84)

TTHE dw
\/_eT n0 ¢

dv or, p, = " "' +e'(G + AH)v? + Hte "v*

T, = / f(p1)2 |g|j—fo’=— / (o) fatedtrm

_ f(pl)
R3
= f
R3
T = TP 4 (G + AHP P + HPte P + 2(e7(G + AH)S},)
+ 2078, + Hi(G + AH)SL,).

(em Ml + et(G + AH)v? + Hte Fo?)? p
L0

v,

Par ailleurs p, = g,,p*> + ¢,,p' + 9,,0* = €"v?, ce qui nous permet d’avoir par la suite;

T, = /fPQ \/lg /fp2 Ige‘”“)t\/—vo

m te2(T— ,ud
_ [ [ )\/_6 U erpf. (1.85)

R3 t\/avo

Egalement

Py = G D'+ gD’ + G0’ = Ael'v? +te M0, ainsi

e [ - [ ok

f(Aerv? —i—te “U
= v
R3 'UO

= A%Pf +2e72 P + 2A1S],. (1.86)
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Il faut souligner que les équations relatives a la pression sont données par

plf = fo'dv.
R3

Par ailleurs le moment et le courant des particules sont respectivement
P/ = Jas f(;’;)zdv, avec i, j € {1;2;3} et S{cj = Jas ff;)”] dv.

— p =15 ,0na

Partant du fait que

of  _ fUZU f \/ |9| dp
23 R 20 D,
—» —At “py + et pg)/
_ / pE ATt )Vl (1.87)
R3 —Po
En utilisant (1.86) et (1.87), nous avons
e
Py = t_Q[ng + ATy — 2ASy3). (1.88)
On écrit également
forol 91,
Sl, =
12 - 0 f b, dp
_ f(e—r—i—upl _ Ge T+,up2 —e T"'“Hp:;)e_“pg /’g’dp
R3 —Dy
_ o —tf —rf —7f
= e 'T],—Ge Ty, — He Ty, (1.89)
3,1
sho= [ 15— [ i,
RrR3 U —Do
Y A G Ge "py — e T Hps) (ZAE e py + e ps) Vgl
R3 —Dy
e T ;oo ! / /

En utilisant (1.85) — (1.86), (1.87), (1.89) et (1.90), on obtient :
P, = e 2T W[Ty — 2G Ty — 2HTy3 + G*Toy + 2HGTos + H*Tss). (1.91)

Nous calculons ensuite les composantes en Tg’a.

1
VC¢V ¢_ gCJ w¢v ¢ 9¢o (¢)
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1.4 Présentation des équations dans les deux directions 26

Or VooV = g7 VeV = g% (Voo)® +g" (V1¢)?
— —ofle_Q(T_“)qu + 6—2(T—u)¢§_

Par conséquent

1

T = ¢?—§900 (e PG 4 e GE) gV (9)
1
= 67+ 5ae’T (—aTleTHTG] 4 eGR4 eIV (¢)
! :
= i+ 5 [-al9] — ad))] + ac® TV (9)

= L6+ ad) +aTPV(g)

On procéde de la méme fagon et on obtient

TS = o,

T = % (67 + agh) + (e¥(G + AH)* + H*e™) (7 — agj — ae® ™V (9))] = 2V (9),
Th = oo MG AH)G — adh) — (G + ARV (6),

T, = %(62“’%4(6? + AH) + e HE)(6} — agj) — (*(G + AH) + e HE)V (9),

Th = (6 —add)e T - (g,

Th = oA agie T — AV (),

T = %(6_27t2+e_2(7_2")142)(¢f—a¢§) (4 APV ()

Ce qui achéve la preuve du lemme..

Remarque 1.3. Les quantités matiéres ainsi que les densités sont composées de deux

parties, une en f et l'autre en ¢ exprimées par :
P = (6 ad)e T 1 V()
P? = iéﬁt%,
PP = i<¢?+a¢2>e—2“‘“> ~V(6).
By = <¢t —agg)e T —V(9) = Fy.

Tout comme dans la direction passée, I’argument ayant permis d’obtenir 1’équation

(1.52) reste valable dans la direction future et, en utilisant les changements (1.70) —
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(1.71) — (1.72) — (1.73) ainsi que (1.74) dans (1.52), I’équation de Vlasov .
Nous nous référons a [S], p.19 — 20 , d’une part et utilisons le lemme 1.6 d’autre part

pour avoir les équations de contraintes.

Lemme 1.7. Le champ scalaire ¢ = ¢(t,0) vérifie I’équation

O — gy = [% + (2A0H(G — 1) — auy(G + AH)Z)ae’2(T’2“) — dugH*oe ™| ¢y
o 1 —o(r_
(i - ;) b = aeTV(g).

Preuve : (Cf. Annexe (4.4)) .
Ce lemme nous permet d’avoir ’équation d’onde en ¢.  Nous nous référons a [12], p20 —
21, [ARW], d’une part, calculons les parties en ¢ d’autre part et utilisons le lemme 1.7,
enfin pour avoir les équations d’évolution. Les travaux faits dans [S] et [ARW] nous

permettent d’avoir les équations auxiliaires. D’ou le systéme :

L’équation de Vlasov dans la direction future

o 2“A 021;3 0
1o o+ 2@ — (= e+ VA a2 - 2| O
2c a’Ul
06627- 05627— m a
+ [\/;3 (K — AJ)(’U3 — Avo) + %JU% a—i
af  Ovydf
* [ o+ Vap ]802+8v1 %
1 vlod of _of
- — — —_— nl A Ag—) | = . 1.92
b [ (F o) o - van ek vanp) 5L - (1.92)
Les équations de contraintes
m 2T7—4p 2T _ 2
T e 5 ae s ae’(K —AJ)
7= Mt ont (A el + — Tt At
+8m / flvo|dvydvadvg + = ((gbt) + aldp)?) + ac’ MV (¢), (1.93)
T—4 -
_ —_0‘62 " P tgmatetw [ SO eE F P = Av))
o t R3 |vo
O K AJY? — 20ty 1.94
K — AT — 2012 PV (), (1.99)
T et @
70 = Q/lt/lg -+ 2—1521415149 — ﬁ — 87'('% - f?]ld’l)ldUQd?]g + ¢t¢0- (195)
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Ou J et K sont données par (1.16).

Les équations d’évolution

2 4p 21—4p
QpTyp T  Qy Qg 2 9 € 2 2 ac 2
_ . Zete et e 00 Z(A2 A2 —
Tet — QTgg 5 + 90 4a+ 5 Mt+aﬂe+4t2( i — adp) 172 J
ae?™ a%eQT f(’Ug — AU2)2
-3 K—AJ)?-38 dvydvyd
7z U ) Lav2ats
1
—5((6)* = a(69)) + ac® ™V (9), (1.96)
_ m 27—4p
He  Qollg — Oqfly € ae
= g = — b g s (A~ adf) =
2 2(r—p) 1 —2u,,2
az2e + 2e *Ho
+87 o7 . I o] Q)dvldvgdvg
R 0
+20®TIV (), (1.97)
A o A et ae?T 4
Ay — aAgy = Tt + gat + 5 (AF — D) — 4(Au — adgpg) + —5—J (I — AJ)
A 3 e2(r—1) —A
p 2050 4 qr2EE Javs = A02)) s, (1.98)

R3 |vo
G~ aPe = (% +[24pH(G = 1) — (G + AH)Q]O@%(T%M — 4M9H2t2a€727> ®o

(6 1

-t _ - _ (r=my/’
' (za t>¢t oIV (9). (1.99)

Les équations auxiliaires

dple a1/ 2T —2€7p,, (1.100)
dyle T ta 2T 2ta'/?e™ S, (1.101)
Dple a2 (AT + 12H,)] = —2e"Ap, — 2te” H#p,, (1.102)
e a2 (AeMT 4+ 12H,)] = 2ta'/?e"(ASw + te 2 Ss). (1.103)
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Ou I' est définie par (1.51). Nous notons :
512 —16ma Mdvldwdvg, (1104)
rs Vo]
0y 167ra/ fuadviduadus, (1.105)
R3
Sy = 1670 | L0 g0 dvgdus, (1.106)
rs Vo]
Ps 167av fusdviduadus. (1.107)

R3
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I Chapitre 2 I

EXISTENCE LOCALE DANS LA
DIRECTION PASSEE

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I’étude de I’existence des solutions des équa-
tions lorsqu’on converge vers les singularités initiales. Nous considérons les données ini-
tiales en t =ty > 0 et définissons :

Flt,,0,0) = £,(6,0) = 7, 6(t,,0) = ¢,(0) = ¢, ¢u(t,,0) = ¢(0) et pour toute compo-
sante x de la métrique x(¢,,0) = x,(0) = x~ et x:(to,0) = x(0).

Par ailleurs, pour toutes quantités positives A et B, on notera A < B pour dire qu’il
existe un réel strictement positif C' tel que A < CB.

Nous commencons par établir les estimations a priori en utilisant notamment les estima-
tions cone lumiére, puis, nous allons construire les itérées, ensuite nous allons montrer que
ces itérées convergent (sont de Cauchy dans un espace de Banach) et enfin, nous allons
montrer que les limites de ces itérées sont les solutions des équations. Nous introduisons

les nouveaux champs de vecteurs suivants

1 1 1
Oy = —=(0r+0y), Or:=-—7=(0r—0p), Iy :=0,F = —=(OF + OpF
\/§(t o), Ox ﬂ(t b) 5 (0 b F')
F)\ = (‘AF = L(&F—@gF)

V2

pour toute fonction F' de variables t et 6.

2.1 Estimations a priori

On a dans ce chapitre et les chapitres qui suivent des inégalités portant sur une fonction

et sa dérivée. Pour faire face a ce type de probléme, nous aurons besoin du résultat suivant.

Lemme 2.1 (Gx). Lemme de Gronwall
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Soient 1, y € L'([a,b],RT) deuz fonctions continues et vérifiant

dc>0, Vteab], y(t) < c+/ »(s)y(s)ds

alors

e [a b, y(t) <c exp (/ab¢(s)ds) |

2.1.1 Estimations sur R, R; et Ry

Nous allons commencer par montrer que le gradient de R est temporel, ensuite, nous

allons montrer que les dérivées partielles premiéres de R sont bornées.

Lemme 2.2. Pour tout t € (t_,ty), 0 < t_ < tg et 0 € S', R(t,0) vérifie les égalités

sutvantes :

V20yR, = 27,R, —2Rp% — %Ag — Re* M (p— )

_6—2;-1-4# FQ B R2Z_2T HtQ’ (21)
\/§8ng = 2R, + QRILLE\ + %Ai + Re*m=1 (,0 + Jl)

+e—2;+4u 1"2 N RQZ—QT HE (22>

Avec Hy et T' définis respectivement par (1.18) et (1.51).

Preuve : Nous avons 0yR, = \%(%(Rt + Ry) = \%(Rw + Ryy), et en additionnant
(1.54) et (1.55), nous avons :

(e + p16)* + %(At + Ag)? + Hoo ; fo _ Tel ;TtRe Tl ; TR,
Ap
ie (e + p1)° + 4€_R2(At + Ay)® + Boo ; B (A Te)E%Rt + Ry)
_ 20 ( ] — p) — 6—2:—4u e 6—427 .
i.e Rog + Rig = (11 + 79)(Ry + Ro) — R(py + j19)* — %(At + Ap)?
R — gy~ e g
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Ainsi

1 et

1
(%Ro = E(Tt—i-Tg)(Rt—i-Rg) \/_

6727*‘1’4/14 ) R€f27’ )

S £ o
42 42 1
i.e V20yR, = 27, R, — 2Ry — Re2(m=H) (p—Jp)

et
2R
De méme, en faisant la différence de (1.54) et (1.55), on obtient (2.2). .

Ce résultat nous permet d’énoncer le lemme suivant.

Ay = R(

Lemme 2.3. Pour tout t € (t_,to) et 0 € ST, VR(t,0) est temporel i.e g(VR,VR) < 0.

Preuve : Posons

64“ 6727'+4,u R26727

by = g Al + Bl + R (p— D) + =T+ = —H}), (2.3)
m —27+4p R2 —27
_p,2. 8y 2(7—p) c 2 ¢ 2
= —A # r H). 2.4
b2 RNA+2R )\+R(6 (p—|—J1)—|— 4 + 2\/5 t) ( )

En nous référant a (1.44) et (1.45) , on a p > |Jy| (car V(¢) > 0) et comme R > 0, il s’en

suit que by et hy sont positives. Ainsi, d’apres 1'égalaité (2.1) on a :

V2

89RU = \/§TO-RU — 7[’)1, (25)
i.e O9R, < V27, Ry: (2.6)

et d’aprés (2.2), on a
O Ry = —\/§TAR)\ + h2 > —\/§T)\R}\. (27)

Supposons que R, (t1,0;) = 0 pour un 6, € S et t; € (t_;tg). Alors R,(t1,0, + 27) = 0,
a cause de la périodicité de R en 6. En utilisant 'inégalité (2.6), on a :

01+2m

g R |42
jq <27, = [ln|Rg|]Zl+2 </ V27,d0
o 01

61427

< / \/§ng(9
0

1

Ro(t, 91 + 27’(’)

= ln‘ R, (t.00)

61+2m
= Ro-(tl,el -+ 27'(') < \Rg(t,el)\ewp (/ \/5ng6>

01+27 ~ o~
0= R,(t1,01 +27) < Ra(t1,91)eﬁf9f 7o (t1.0)d0 _
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ce qui est absurde. On conclut que R,(t,0) # 0 sur |ty,to[xS*. On procéde de maniére
similaire sur (2.7) pour conclure que Ry # 0. D’ou R, et R, ont chacun un signe constant.

En intégrant ’équation (2.5) entre 6y et 61, on a :

0 A\ 15 01 ~ ~
R, (t1,0:) = Ro(t1,0p)el0 =D — [ g, (¢, §)eli (01, (2.8)
0o
Ainsi :
9P 0aROsR = g R} + g"' R} = —e > MR} + ¢ 2TH R
= —2¢" 2" MR, Ry
qui est soit strictement positif, soit strictement négatif. Or la premiére possibilité n’est

pas envisageable car, comme R est continue et périodique suivant 0, R(t,0) admet au

moins un extremum en un point 0; € S i.e GR(t,0,) = 0, et alors
(9" R} + " R3)(t,61) = g™ R (t,6:) <0 (2.9)

On conclut que g*?9, ROz R est partout négative pour tout § € S* ..

Remarque 2.1. De l'inégalité (2.9), en utilisant les composantes de (1.19) et (1.20). On
en déduit que
R? > —goog" R: = R: i.e |R| > |Ry (2.10)

Nous allons par la suite, établir que R; et Ry sont bornés.
Lemme 2.4. Pour tout t € (t_,ty) et € S', R est C' borné.

Preuve : Par le choix de notre direction (direction passée), on suppose que R; > 0.

L’équation d’évolution (1.59) peut encore s’écrire

R —27+4p R3 —27
20, Ry = 20 Ry = R*™ M (p — P,) + —— T+ ‘; H2. (2.11)

Comme p > Py, alors 0,R) >0

Considérons un point (¢, #) de 'hypersurface ¢t = to, et la courbe caractéristique s —
(t + s;60 — s) générée par Jy, ceci pour tout s > 0, en faisant un changement de variable
sur cette courbe caractéristique s’ =t+si.e 0 —s =0+t — s, on obtient alors un nouvel
paramétrage de la forme s — (s,t 4 6 — s). Ainsi :

%Rg(s, 0+t—5)=(0,Ry — gRy)(5,0 +t — 5) = V20\Ry(s5,0 +t — 5) > 0.
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Aprés intégration sur [t,t] ou t € (t_, ], nous avons

R,(t,0) < Ry(to, 0+t —to). (2.12)
De méme, nous avons

Ra(t,0) < Ry(to, 0 — t + to). (2.13)

(2.12) et (2.13) nous permettent d’avoir

R,(t,0) < sup R,(to,0) et Ry(L,0) < sup Ra(to,0)

fest fest

pour tout t<toet pour tout 0. Et comime, V2R, = R, + R, nous avons par conséquent :

\/§Rt(t7 0) S RO’(th 0 + t— to) + R/\(th 0 —1 + tO) S Sup(RU + R)\)(t07 0)7
fest

ce qui nous permet de conclure que R; est borné dans la direction passée. On en déduit

de (2.10) que Ry est aussi borné dans la direction passée. On conclut que R est C' borné.

2.1.2 Estimations sur u, A, 7 et ¢ ainsi que leurs dérivées de

premier ordre

Nous voulons dans ce paragraphe borner A;, s, po, Ag, ¢ et ¢y dans la direction
passée. Pour le faire, nous allons procéder par I'estimation cone-lumiére .
Nous nous référons a ([A]) et[BCIM]) pour donner une idée sur la construction de la carte
relative a ces types d’équations d’évolution. On considére une base de variété Lorentzienne
(N, v) ot NV est une variété de dimension 2 correspondant au développement passé des

coordonnées conformes de (h, k, f,¢") ayant pour métrique :
v = —dt* + dp*

et on considére une famille de variétés (R?, d9)) et (R?, J(tﬂ)) avec :

Zm ~ e4u
dig) = RO AU + ———dA2, dyg = R(E,0)d6? + ——d A
(t,0) ( ) ) 1% + 4R(t,0) ) (¢,0) ( P ) ¢ + 4R(t,9)
et nous définissons les cartes :
U N — R? U: N — R?

(t,0) — W(t,0) = (u(t,0), At,0)); (t,0) — T(t,0) = (6(t,0), A(t,0)).

Thése de Doctorat Ph.D LASSIYE TCHUANI Alex’s Constantin



2.1 Estimations a priori 35

Utilisant les produits scalaires relatifs aux vecteurs tangents de ces cartes, nous avons par

exemple :
Aoy VO T
< U, VUy >=d, V¥, =R —_— ,
ty X0 b¥s ¥ Mt'u6+4R(t,9) tAg
By By > = dy B0 = R "
< > =dup ViV, = —_ .
t, Vo % ¢t¢9+4R<t7‘9) +Ag
La dérivée covariante compatible avec v est notée D et 'action de D est exprimée comme
suit :
a __ a a \Trb\TsC K a
DoVs = 0, W5 + Iy W2 W — T'0 Wi,
et
Ta Tra a \Jbq\Ic K Tya
DoV5 = 0,95 + I W2 vy — I'p Wi,
avec
n ¢ n et n

A ¢ _ A _ A _ o _
M4,=0, I, =0, T4 =2 Ii=0 19 =2

D étant compatible avec v et non avec d; ) et d;), nous avons :

wSH 64H AGA 7 N 64H AcA
D'Yd(ab) = R'Y((Saéb - 4_R25a 51) )7 D’Yd(ab) == R’Y(éadb - 4_R25a 5[) )

L’opérateur d’onde est défini par [1 := v, D, D., et les équations d’évolution pour A, ¢ et p

prennent la forme :

el oo 1 2(r— e~ 2T Hu 2
Ou = — —e2M(p— P+ P,— P r 2.14
ARy AgR
0A=— ;% Ly ‘;{ 4 2R S,y + R2%"¥TH,, (2.15)
R
(06 = =200 4y B2 By — 2090V ()
R
+ oo E" +2AgH(G — R) — p1g(G + AH)?e 220 | (2.16)
A présent, nous définissons le "tenseur impulsion-énergie" pour les cartes ¥ et 0,
. - - 1 - .
Toy = <Uut+V,, U, +0, > —§VQWV55(< s, Ug > — < Uz, Uy >)
et 1 2 2 et 2 2 2
= g Aedy + G By — ) + 75 (AF — Ap) + R(¢r — ¢5)]
+  Rptapty + Ratry + 64,0507, (2.17)
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Nous trouvons alors que X = Ttt etY = Tw, avec vy = —1, vy =0, ¢!, étant le symbole

de Kronecker. Les fonctions impliquées dans I’argument du cone-lumiére sont des fonctions

quadratiques constituées des dérivées premiéres de u, ¢ et A définies par :

1 et 1
X = SR +pp) + g5(A7 + A7) + 5 [R(6] + 67) + ¢7]
et
Y = Rupe + EAtAe + R y.

En utilisant les équations d’évolution (1.56) et (1.57) nous avons :

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

1 et
AX+Y) = —R, (u? = 15+ g (— AL+ AG) + 7 — ¢3)
R
— R,V (9) + o Ho (722 4 201 (p— P+ Py — Py))
dp
+ ;—RAU(RQeQ(“_T)FHt + 2R S0) + iy,
et
1 2 , el 2 2 2 2
0o (X =Y) = —gBa( =g+ (= AL+ Ag) + &) — 0
R
= RATHOVI(@) + S (¢TI 4 T (p = Pt Py — Py))
et 2 2 2
+ S ANEIETITH, + 2R 8y) + do,.

En intégrant ces équations sur les courbes caractéristiques respectives t +— (t,0 — to +

t) et t — (t,0 + ty — t), partant d’un point (¢1,6) vers 'hypersurface ¢ = ¢y, nous avons

apres addition :

X(t1,9) = %(X+Y)(t0,9—(to—tl))—f—%(X—Y)(to,e—‘—to—tl)

- %/ﬁom(s,e—(s—tl))+x2(s,0+s—t1>}ds
— %/tlo[(,uaﬁ)(to, 0 — (to —t1)) + (paC1) (to, 0 + to — t1)]ds

et

2 2R 2R

_ l/tm[(ﬂAggz)(to, 0 — (to—t1)) + (== AxC2)(to, 0 + to — t1)]ds; (2.22)
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ol
1 2 2 64“ 2 2 2
R R e
—7i¢? + 7;«% + Gpr — Ry TV (¢), (2.23)
et 2 2 2
Xe = —§RA M9+4R2( A7+ A7) + ¢} — ¢
R )
— LG+ LG+ dpy — Rone2TIV (), (2.24)
V2 V2
G = g (e HT? 2T (p— P+ Py — p)), (2.25)
G = R2MWITH, + 2R 1 Gy, (2.26)

Partant du fait que V' (¢) > 0, (Cf.[Ri]) et vu (1.44), (1.47), (1.48), (1.49) et (1.50), on
a:

p-P-P-P= [ %((v‘))? — () = () = (P S
R3
4V (9) — 20 (g7 — )
/ Ly 1 4v(g) — 720 (g2 — )
R3 U
1.e
Pi+ P+ Py < p+e200(g] — ) —4V(¢) < p+ e 2T},
et

P+ Py <p— P +e 20712 — $2) — 4V (9).
Par ailleurs

[0*0”]

2)2 3)2
2|Sy3| =2 . - f(t,0, )dUS/R3 %f(t,@,v)dv

< P+ Py— e 207167 — ¢7) + 2V (¢)
<p—P—2V(¢) <p- P

Par conséquent :
1
|C2| S R62(T_“)’523| + R2€2(#_T)|FH15| S Rez(T_“)|523\ + §R2€_2T<64HF2 + HE)

1 1
< §R62(T_“)|p — P+ §R26_2T(e4’TZ + HY).
(2.27)
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De plus

p—Pl—P2+P /

24+ (02?4 (0°)? — (012 - (v¥)E + (v3)2} dv + 2V (¢)

ol\a %I%

[1+2(v*)*] dv+2V(¢) > 0.

Par la suite, on a
P,— P <p-—P.

On en déduit alors que :
0<p—P+P,—P;<2p—PF)

et
G < [26 271 (p — Py) 4 e 27HHT2), (2.28)

D’autre part, comme

p-n= [ Lo oaovioz [ Lo
g3 U R3 U
ot €271 p, = S de + %(qu — @) — 2V (¢), on a
27— (y
2T p, < / - v—< ) dv + ¢t <M (p—P)+ ¢>t (2.29)
RS

Pour tout ¢t € (t_,ty), ’équation (2.11) nous permet d’avoir :

—27

(e* T2 + R*H})|(s,0 + to — s)ds

L[, Re
Ry(to, 0 4ty —t) — Ry(t,0) = 5/ [Re*™ M (p — P,) +
t
(2.30)

—27

(e* T2 + R*H})|(s,0 — to + s)ds

I
Ra(to,0 —to +t) — RA(t,0) = 5/ (R (p — Py) +
t

(2.31)

I1 s’en suit de la section précédente au vu de 'inégalité (2.1.1) que les quantités des
membres de la droite des égalités (2.30) et (2.31) sont uniformément bornées. Par consé-

quent, sur (t_,tp) au vu des inégalités (2.27) et (2.28), on peut conclure que

/togl(s,ei(to—s))ds et /t0|(2|(s,9:|:(t0—s))ds (2.32)
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sont uniformément bornés.
La relation (2.18) nous permet d’avoir les six inégalités suivantes.
oy 2X 2X
o] = (e 4 po)?* < AJ i + pg < ;| < T
e e e 2X et 2X
— A\ = == —A—A2<— A2+ A2 < —t A, —
2R| )\| 2R 2( t 9) R t+ 0 — R € | ‘ R7
to
/ (R¢2 4+ ¢*)e2™ M (p— P)(s,0 + s —t)ds < C sup X(t,0), (2.33)
t1 te[tl,to]
to
/ (RG24 ¢ ™MW (p— P)(s,0 —s+t)ds < C sup X(t,0). (2.34)
t1 te[tl,to]
Et aussi comme R est C! borné, d’aprés (2.32) nous avons respectivement :
to
/ (1sC1) (5,0 + s —t)ds < \/ C189+8—t
t1
< sup (2.35)
te[t1 to]
fo o [2X
/ (1aC1)(s,0 —s+t)ds < / ?Q(S, 6 —s+t)ds
t1 t1
< sup /X(t,0), (2.36)
tE[t1 to]
to e4u
/ (55140G) (5,0 +s —t)ds < 1@ 5,0 +s—t)ds
o 2R
< sup /X (t,0), (2.37)
te[t1 to)
to 4p to 2X
/tl (CIAG(s.0 5 + s < /t (5,0~ s + 0)ds
< C sup /X(t,0). (2.38)
te(t1,to]
Les inégalités de (2.33) a (2.34) nous permettent d’avoir :
0
/ X1(s,0+s—t)ds < C'/ X(s,0)ds (2.39)
t1
to
/ X2(s,0 —s+t)ds < C/ X(s,0)ds (2.40)
t1
L’égalité (2.22) nous permet d’avoir
to
sup X (t1,0) < C sup X(t,0)+C sup X (s,0)ds. (2.41)

fest (0,t)eSt x[t—,to] t; 0eSt
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Pour la suite, nous nous inspirons de la deuxiéme étape de [A]. L’idée c’est de considérer

un sous-intervalle [e1;e9] C [t1;t0] pour lequel sup X (s, 0) est croissante lorsque s — 1,
fest
et chercher une borne supérieure de X dans cet intervalle, on a alors :

sup X(.,.) <sup X(ey,.).
S1

[e1;80] xSt

On applique le lemme de Growvall sur [e1; £¢] et on déduit la borne supérieure de sup X (1, .)
Sl
di au fait que R demeure borné. On réitére le méme procédé, et on conclut que sup X
Sl
est uniformément borné sur [t_, #o].

X borné = R7 Kty g, [y Atv A97 gbtv ¢97 et ¢ (242>

sont bornées. On en déduit que A est borné. Pour borner 7 ainsi que ses dérivées premiéres,
nous utilisons une approche similaire, I’équation (1.58) nous permet d’avoir les équations

équivalentes ci-dessous

64# 6—27’—}-4# 3R2€—27— B

23T, = g — pi + @(Af — A%) - 7 r?— ; H? — 2= py (2.43)
64/1, 6—2T+4,LL 3R2€—27— B

20,Tn = g — pi+ @(Af — AY) — . r?— . H? — 21 py. (2.44)

On intégre (2.43) et (2.44) le long des courbes caractéristiques t — 6 & (ty — ), on utilise
le fait que A, ¢, pu sont C* bornés, pour en déduire que 7y et 7, sont bornés. Comme

T = \%(Ta + 7)) et g = \%(Tg — 73), on peut donc conclure que 7 est C! borné.

2.1.3 Estimation des quantités de torsion

Dans cette section, il est question de controler le tenseur impulsion-énergie. Le fait
de borner le support de f est une étape significative dans cette tache. Nous procédons
comme [ARW], [W]. Posons

Q(t) :=sup{|v| : 3(s,0) € [t_,to] x S* tel que f(s,0,v) #0, t_ <t <ty } (2.45)
Une solution de I’équation de Vlasov (1.53) est donnée par :
f(t, 0, U) = fO(@(th t,0, U): V(tO’ t,0, U)) = fo (9(t07 t,0, U)’ V(t()? t,0, U))’ (246>

ot V= (VL,V2,V3).
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r

Lemme 2.5. Les quantités de torsion H et G sont C', et les quantités matiéres sont

Remarque 2.2. La relation (2.46) nous permet d’avoir || f|lco < ||f ||oo-

bornées sur [t_,to] x S.

Preuve : En effet, © et V = (V! V2 V3) sont les solutions du systéme caractéristique

suivant
(do V!
R 2.47
ds VO’ (2.47)
avt (V?)? Ry (V3)?
— = — (19 — ) V' = (7, — p,)\V? — _ v
7 (70 — o) (T = )V + Ho~575— = (o = ) 5
Ag o % -7 (2112 3
+§6 o o ¢ (e“ T'V=+ RH,V?), (2.48)
v viy?
ds = _/“LS‘/2 — Mo VO 3 (249>
avs3 R Ro\ ViV3 ey Vi
LA TR R _ _ Ag+ Ag——), (2,50
[ ds (R “t) +(“9 R) Vo g At Aog),  (250)
systéme caractéristique associé a l’équation de Vlasov (1.53) avec O(t,t,x,v) = 6 et
V(t,t,z,v) =v.

Nous définissons également @7, j € {1,2,3} par

Q7 (t) := sup{|v?| : I(s,0) € [t_,to) x S* tel que f(s,0,v%) 40, k#j, t_<t<ty}.
(2.51)
Si Q(t) définie par (2.45) peut étre contrdlé, nous obtiendrons directement, partant des
équations (1.44) et (1.50), les estimations des quantités de torsion p, Ji, Py et Sjk, j, k €

{1,2,3} j # k. Par ailleurs
dv? Vi
v = (—ps — Wue)d& (2.52)

En intégrant cette égalité (2.52) sur [t_;t], nous avons :

VO < V(e ) e [ e+ in

s + yoHe
Nous utilisons 1'égalité (2.50) et l'inégalité (2.53) puis appliquons le lemme de Gronwall

ds) . (2.53)

pour le controle de V3

"R, R\ V!
Vi(t) < C(t)exp (/t o et <—u@ - §> Vo

d5> (2.54)

o C(t) = sup |44, + A,L3)
fest
déduire en utilisant les équations relatives & dV?/ds et dV?/ds que e*V?, AetV?2+Re V3

(t,0). “f—;\, |pee| |po| sont bornés, on peut donc en
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sont bornés. Ceci nous permet de conclure que V? et V3 sont bornés, par conséquent
Q? et ? sont aussi bornés. Pour borner Q, il suffit de borner Q'. Comme Q? et Q* sont
bornés, nous utilisons I’équation (1.50) pour estimer |Ss| et |S13] & I'aide de Q. Utilisant
le fait que R est borné par rapport a sa donnée sur I’hypersurface initiale, et du fait
que I' et H; sont les invariantes de 1’équation caractéristique, alors dV!/ds est borné par
C(t)Q'(t), on C(t) est une fonction de ¢ et de 7, u, A ainsi que leurs dérivées premiéres
qui sont toutes bornées sur [t_,%y). Nous obtenons de I’équation caractéristique relative a
V1 T'équation différentielle (2.48) et on a :

Vi) < V(o) +C(t)/to[621(8) +supL(s, 0) + sup Hi(s, 0)lds.

Ainsi, nous avons

Vil < !Ql(to)lJrC(t)/tO[Ql(S)+Sl;p1“(8,9)+Sl;th(8,9)]d87 t <to,

t

to
ie QUt) < Q' to)| + C(t)/ [Q'(s) +supT(s, 0) + sup Hy(s, 0)]ds, t <to. (2.55)
t 0 0
En utilisant les équations auxiliaires (1.61) et (1.62), on a :

ON(Re™THT) = V2Re™(S1y — Jo), (2.56)
Oy(Re™2H4T) = V2Re™(Syy + Jo). (2.57)

En intégrant (2.56) — (2.57) sur la courbe caractéristique t — (£,6 £ (to — t1)), on a :
to
supI'(t,0) < T'(to,0) + C/ [1+QY(s)]ds, t_ <t <t<to. (2.58)
0 t

De maniére analogue, en utilisant la remarque (2.2) et le systéme (2.47) — (2.50), on
obtient

to
sup Hy(t,0) < |H¢|(to,0) + C’/ [1+Q'(s) +sup|T|(s,0)]ds, t_ <t <t<ty (2.59)
[/ t 0

en additionnant (2.55), (2.58) et (2.59) puis, en appliquant le lemme de Gronwall, on a
le controle de Hy, T', et Q(t) par une quantité dépendant de Q'(ty). Comme la fonction
de distribution sur la surface initiale f° est & support compact, il s’en suit que Q'(t,) est
borné par une constante positive. H;, I' étant bornées, on a H et G bornées. De plus,
VE| < VO k=1,2,3 et V° dépend des V*. Nous avons p borné ainsi que toutes autres
quantités matiéres. Et en utilisant I’équation auxiliaire (1.61), comme toutes les quantités

matiéres sont bornées, on en déduit que Hy et Gy sont bornés. .
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2.2 Les itérées dans la direction passée

Dans cette partie et dans la suite, nous considérons que dans la direction passée t €
lt_;to), to > t— > 0. Pour toute fonction

ht,0)=h, hy=h, hg=H

2.2.1 Construction des itérées dans la direction passée

Pour écrire nos itérées dans cette direction, nous commencons par poser

1 .

F, = 0,F = —(0O,F +0F):=F,
\/§<t 0 )

1 .

— (O, F — OpF) := F.

\/§<t 0 )

Pour toute composante de la métrique x, ¢ et f, on définit les suites (Xn)nen, (@n)nen, (fn)nen

F)\ = a)\F =

de premier terme

XO(t79) = XO<9)7 ¢0(t79) = ¢O(9)7 fO(t70) = fo(e>’

qui sont les données initiales et pour tout entier n > 1

Xn(to,0) = X (0), du(to,0) = ¢°(0), fu(to,0) = f ()

Nous réécrivons le systéme (2.47) — (2.50) en remplacant R, 7, u, A, o, 7, u/, A

respectivement par R,_1, Tn—1, fn-1, An—1, Q15 Tp_1, [Ny A, _,. Posons

1
= — v .=l.=2. =3 >
Zn—-1 — W, Sy Sy Sy ou

By o= (g —p, VO (Fact = fine)V' — e (€T, VP o+ Ry H V)

62%171471—1 V2V3 . (H B En—l)(vg)z B (V2)2
R, . Vo En1 ™ R, V0 )

_ . V1V2
a1 = eV,
R _ R Viys3 e2tn—1 o i7e!
—3 n—1 o 3 In—1 2
= = — —fp1 |V — — A, 1 +A _— | V?,
" (Rnl 8 1) e Rnfl) & Rpq < i IVO)

et définissons par (0,,;V,,)(s,t,0, V1, V2 V3) avec (t < ty) la solution du systéme carac-

téristique
d
75 (B, V)n) = Zai(s,1,0, V), (2.60)
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avec pour données initiales (0,,, V;,)(to, to, 0, V1, V2 V3) = (0, v). Nous définissons f,,(t,0, V1, V2 V3)
par
fn<t7 97 V17 V27 Vg) = fo<<®n7 Vn)(t07 97 V17 V27 V3))7 (2'61)

ou f, est la solution de ’équation

2\2 3\2
0 . g 1 (U ) En_1 (U ) An 1 2%y af”
[<In—1 o Hn—l)v _'_ <Tn71 - Iunil)v + Hn_l + (En_l B Rn—l) UO Bl R?’L—le ' 1 av
—T T, ” afn v 'ULUQ afn afn
+ [e n (2T, v+ Rn—lHn—1U3>i| a0l T |:,U/n—lv2 TEh 0 |9 T o

+

Ry ) R, )\ vl ebnoiy? f, ' 0f,
i, _ An i+ A LY
(Rn—l H 1) v (En—l Rn—l 'UO + Rn—l ( 1 =l 0) a'U?’ ’UO 89

Nous utilisons les équations (2.1) — (2.2) du lemme 2.2 :

Ol = FrrBs — Bos — A
04ty = Tp_1dvp—1 — fp_1lby,_1 — 755  Ap—
bogpz ot
- Rn—lez(Tnil_Mnil)(pn - Jn,l)
—2Tn—1+4pn—1 R2 672Tn71 o
_efri—l - %Hs—b (262)
aORn = _%n—an—l_’_Rn—l,ai_l"f_
eln1 2
FAn—l + Ry—1e (Tnirunil)(pn + Jn1)
n—1
672Tn—1+4ﬂn—1 R2 6_27—7171 o
e VR i (2.63)

Nous définissons & présent p,, p, ., P, k € {1;2;3} qui s’expriment comme p, p,, P,

en remplacant f, R, ¢, ¢/, A, i, 7, f1, 7 dans leurs expressions respectivement par

fn’ Rn717 anfl’ ?n—17 An717 IU/n717 n—17 II"Ln 1 un 1°
On définit également X, et Y;, en nous inspirant des relations (2.18) — (2.19) par :

Xy = LR+ C( A2) o [RB )R] 26
g i T ) T RR N T )T [T O T L) T O

dpn

Yn = ann e
il * 3R,

AnA, + Rudn . (2.65)

On pose Z, = X,, + Y, et Zn =X, —Y,, on a alors
o

4R

Ly = Rn,an +Rn¢2+ ¢ (266>

Z, = Rujil+ 4R > + Ry, + = 925 (2.67)
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Nous définissons également

bna 6117 XTH )Zna <n7 6717 Zn et Zn (268)

comme dans les relations
(2.3), (2.4), (2.23), (2.24), (2.25), (2.26), (2.21) et (2.20) en remplagant respectivement
bla b27 X1, X2, Cl? Cza a Z@ta)\Z&HlSIQU.QR ¢ ¢, A A/ K, T, ILL? T :u 7_ pa P (k €

{1;2;3}) dans leurs expressions respectivement par By, Bn, Xn, Xns Coo Coy Zny Zn,

Rnfl’ ¢n717 ? ) An717 An717 ILLn717 Tn717 [\2”71, 7&77.717 Hn ? I’,L717 pn’ Pk,n’ (k G {1’2’ 3})

n—1 -1

(2.64) — (2.65) — (2.66) — (2.67) nous permettent d’avoir

p,
- . e n—1 L ~
O =Ly, = Xno1 T /j’n71§n71 + WAnﬂ n—17 (269>
~ ~ ~ R 64Mn—1 A ~
aUZn = Zn = X, T /’[’nflgnfl + An71Cn71' (27())
2R, _,

Les équations auxiliaires (1.61) — (1.62) — (1.63) — (1.64) nous permettent d’écrire

ON(R,e 2 H4mT ) = V2R e™n-1(Jy, — Sia,,), (2.71)
Op(Rpe ™+l ) = V2R, €™ (Jy, + Sia,,), (2.72)
O(R3e ™™ H,) + OhA, X Rye 4T, = —V2R? et "2n1( 3 — Si3.,)(2.73)
Oy (R3e™™ H,,) + 0, Ay X Rpe 24T, = —V2R* e 1=2n-1( ]y + Si3,,)(2.74)

Aprés avoir écrit nos itérées, nous énongons les lemmes suivants

Lemme 2.6. Pour tout entier naturel n non nul R, est de classe C' et bornée sur
(t;0) € [t_;to[x ST .

Preuve : Nous utilisons les nouvelles définitions (2.68) et la relation (2.8) pour avoir

~ ~ 01 01 .
Ro(t1,61) = Ru(ty, 0)elo 0 _ 9 B (t,9)el Tuar (93 g, (2.75)
0

Par la suite, au vu de (2.1.1) , considérons les solutions d’équation d’Einstein Vlasov

Champ scalaire en symétrie T? et l'existence d’un intervalle [t_;ty[ ou ¢, > 0 : Soit
(t;0) € [t_;to[xSt. Alors

V2R, (t,6) < sup(R, , + R, ,)(to,0).
0esSt

De maniére analogue on borne R, exactement en remplacant R’ par R, dans (2.10). .
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Lemme 2.7. Soit n un entier naturel non nul, alors ¢,, pn, et A, sont C1— bornés sur
[t_;to[x St

Preuve : Nous procédons de maniére similaire aux relations (2.27), (2.28) et (2.29),

pour établir

Gn
|Gl

IN

n—1

R
;‘1 [262(7—n71_un71)(pn — Pl;n) _|_ 6_27—n71+4“n71 F2 ]’ (276)

IN

R

62(Tn71—un71)|523m_1| + Rile?(unq—%ﬂ)wn_lﬂn N

n—1

1 .
< Ryqematn)|Sy |+ §R2n—16_27"*1(64u”*1ri,1 +H? ), (277)

27, 1) (122 . _
- p < fne ' L) dv + 1¢2 < 21 mtai)(p, — P ) + 1¢2 .
" R3 v A " 27t
(2.78)
Au vu de (2.33), (2.34) ainsi que (2.66) et (2.67), il existe une constante C' > 0 tel que :
to, ov
/ gbneQ(T"_“”)Mds < C sup X,(t,0),, (2.79)
t 8¢ te[tl,to}
fo ov
/ gbeQ(T”_“")ﬂds < C sup X,(t,0). (2.80)
t a¢ tE(t1,to]

Par la suite, comme R, est C'— borné et au vu des notations (2.68) ainsi que les relations
(2.35), (2.36), (2.37),(2.38) nous avons respectivement :

to
/ (1nCn) (8,0 +s—t)ds < sup +/X,(t,0), (2.81)
t1 tE[tl,to}
to
/ (f1nCn)(s,0 —s+t)ds < sup /X,(t,0), (2.82)
t1 tE[tl,to}

to 4pn
/ | All)(s.0 +s—t)ds < C sup /Xu(1,0), (2.83)
t1

2Rn tE(t1,to]

to Apn
/ T AEN (50— s +8)ds < C sup /Xu(.0), (2.84)
t1

2Rn te(t,to]

avec t_ < t1 < tip.
Les inégalités (2.79) et (2.80), ainsi que les notations (2.68), (2.66) et (2.67) nous per-

mettent d’avoir

IN

to
c / X, (s, 0)ds. (2.85)
t

1

to
/ Xn(s,0 +s—t)ds

t1

c / " X, (5. 0)ds. (2.86)

1

to
/ Xn(s,0 — s+ t)ds

t1

IN
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En procédant comme pour établir (2.41) les inégalités de (2.81) et (2.86) nous permettent
d’avoir .
0
sup X, (t1,0) < C sup X, (t,0)+ C'/ sup X, (s, 0)ds. (2.87)
fest (0,t)eSt x[t—,to] t; 0eSt
En appliquant 'inégalité de Gronwall & (2.87) on obtient
to
sup X (t1,0) < Cexp (/ Xn(s,G)ds) . (2.88)
0ecSt t1

Ceci nous permet d’en déduire par induction sup X, borné et par conséquent, d’aprés
fest

(2.64), fin, B A, A, bn, ¢ sont bornés. .

Lemme 2.8. Soit n un entier naturel non nul, alors 7, est C* borné sur [t_;to[xS*.

Preuve : Pour le controle de 7,, on va s’y prendre en intégrant sur la courbe caracté-

ristique s — (s,t 4 0 — s) comme fait sur (2.43) mais sur

= < e e 21t 3R’ 16_27"71 2 27, 1 —H, 1)

A SN . . B o

Th = Tp = M"71Mn71+4R2 AnflAn—l_ 4 Pn—l_ 1 Hn—l e“\V'n—1"Fn-1 P3,n-
n—1

(2.89)
On intégre le long de la courbe caractéristique I’égalité (2.89) et on utilise les inégalités
(2.77); (2.76); (2.79), et le fait que A,, ¢n, p, sont C' bornés, pour en déduire que

7, et 7, sont bornés, par la suite on a 7,, C'— borné. .

Lemme 2.9. Soit n un entier naturel non nul, alors p,, Py, sont bornés sur [t_;to[xS",
avec k € {1;2;3}.

Preuve : La preuve s’inspire du procédé de la section 2.1.3 (du lemme 2.5). Nous

posons
Qn(t) == sup{|v| : I(s,0) € [t_,to] x S tel que fu(s,0,v) #0, t_ <t <ty } (2.90)

(0, V1, V2 V3) solution du systéme caractéristique suivant

( dc(lasn B g_; (2.91)
dd_‘;l =z, ~ Hnﬂ)vo — (o =i )V TH (‘\//20)2 - (HHA B %) (‘\//30)2
) +}Aiz:1 et V;/g —e (@l VAR, H, V) (2.92)
dd_‘f =~ Vi-p V‘l/‘o/2 (2.93)
dd_‘f - (i”‘l - ﬂn_l) Ve (ﬁn_l - %‘1> V‘l/‘o/g - 622_1‘/2 (An_lg—;) (2.94)
\ n—1 n—1 n—1
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de I’équation aux dérivées partielles (2.61),
avec O, (tg,to,z,v) = 0 et V(ty, to,z,v) = v. De plus (2.61) nous permet d’avoir
I falloo < I1f°

Q7 (t) := sup{|v?| : I(s,0) € [t_,to] x S* tel que fo(s,0,0%) #0, k#j t_ <t<ty}.
(2.95)
Si Qn(t) est controlé, nous obtenons directement les estimations des quantités de torsion
Prys Jkps Prn €t Siks, 4,k € {1,2,3} j # k. Par ailleurs en intégrant ’égalité (2.93), nous

- Nous définissons également @7, j € {1,2,3} par

avons :
y Vi
/’l’nfl + WHﬂ*l

VE() < [VZ(t-) exp < /t t ds) . (2.96)

Nous utilisons l'inégalité (2.94) et 1'égalité (2.96) puis appliquons le lemme de Gronwall

V3(t) < C(t)exp (/tt 1t

pour avoir

n—1 v En—l Vl
R, M \TELTRS) W™

n—1

ds) (2.97)

ou C(t) = sup
fest
déduit en utilisant les équations (2.93) — (2.94) que

. .0 vols .| et ‘H%J sont bornés. On

L (A AR 0], 15

etn-1V2 A et VEL R e MV

n

sont bornés. Ceci nous permet de conclure que V2 et V3 sont bornés. Par conséquent
Q? et Q3 sont aussi bornés. Pour borner @,,, il suffit de borner Q!. Partant des équations
auxiliaires relatives aux itérées (2.72) et (2.73), nous pouvons en déduire que les quantités
de torsion I',, et H,sont bornées. En effet, comme Q? et Q3 sont bornés, nous remplagons
dans I’égalité (1.50) en remplagant f par f, la quantité de torsion ainsi que les compo-
et |Si3,,| & l'aide de Q. Utilisant le fait que

R, est borné par rapport a sa donnée sur ’hypersurface initiale, et allant du fait que

santes de la métrique pour estimer |Sio,,

T, et H, sont les invariantes de 'équation caractéristique alors dV! /ds peut étre borné
par C(t)QL(t), ou C(t) est une fonctionde t, 7, ,, p,_,, A

premiéres qui sont tous bornés sur [t_, ;). Nous obtenons de I’équation caractéristique

ainsi que de leurs dérivées

relative a V1,
to .
sup [VH(t)] < [Qy(to)| + C(t)/ [Qn(s) +supTu(s, 0) +sup Hy (s, 0)lds,  (2.98)
t 0 0
to
supT,(t,0) < T,(t,0) + C/ [1+ Q) (s)]ds, (2.99)
0 t

to
sup H,(t,60) < |H,|(to,6) + C’/ [1+QL(s) +sup |T,|(s,0)]ds, . (2.100)
0 t 0
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Avec t_ < t; <t < ty. En additionnant (2.98), (2.99) et (2.100), puis en appliquant le
lemme de Gronwall, nous avons Q. (t) borné.

Comme la fonction de distribution sur la surface initiale f, est & support compact, il s’en
suit que Q} (o) est borné par une constante positive. Ensuite, nous utilisons 'inégalité
de Gronwall relativement & Q} () pour conclure que QL (¢) est borné sur |¢_, ¢y]. De plus,
[VE < VO k=1,2,3et VY dépend des V¥ nous avons p, borné ainsi que toutes autres
quantités matiéres. .

Pour la norme L définie par ||.||, de tout ce qui précéde, on déduit qu’il existe une

constante C'(t) > 0 dépendant des données initiales tels que

el 1Bl (1 ARl (1 @nlls N7alls [[2nlls {1 Hpralls P2l ps,.ll llenll
ARl Bl WAL T2, 17alls N@nlly Izl I1S2001l [[S2s,0[ls 11551, | < C(2)(2.101)

2.2.2 Théoréme d’existence locale

Proposition 2.1. Soit un sous-ensemble compact [to;to] C [t1;t0] dans lequel les ité-
rées précédentes (2.101) sont bornées, alors elles sont uniformément convergentes pour la

norme L.

Preuve : Soit ¢ € [to; to]. Utilisant (2.64) — (2.65), on a

1 } y
Xpyt = Xo = 5 (Rus — Ry) (fipgr + 422, + Oy + 02 )
1 I ) v V) M v v v
+ §Rn |:<:un+1 - Mn)(#n-ﬁ-l + /Idn) + (¢n+1 - ¢n)(¢n+1 + ¢n)}
1
5l [%H ) T 1) (D, — )0, T gﬁn)}
dpn41 o o y o
t g i = A+ A+ (A — A) (A + A4,)
n+1
UMY (424 a2) + L 2.102
! <8Rn+1 B 8Rn) (An+ 40+ 50nt = 0n)(Gnia + On)- - (2:102)

En utilisant (2.66) — (2.67) I'égalité (2.102) s’écrit encore
Xpn1— X = (Ropr — Ry) (ﬂiﬂ + ﬂiﬂ + ngurl + é?ﬁl)
+ Rn |:(,&n+1 - ﬂn)(ﬂnJrl + ﬂn) + (¢En+1 - &n)(&rﬂrl + (in):|

1 . - - .
+ §Rn [(lan-i-l - ﬂn)(ﬂn+1 + Ian) + (¢n+1 - ¢n)(¢n+1 + ¢n)}

e4l"n+1 . "

4Rn+1
AN Ny CY CIO 2.1
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Posons
Wn+1(t) = (Xn+1 - Xn)(t) + (Yn-i-l - Yn)(t) et Wn-ﬂ (t> = (Xn+1 - Xn)<t) - (Yn-I—l - Yn)(t)-

On exprime

Wiy + Wisr) et Og(Wiyy — Wiyt). (2.104)
En utilisant (2.103), on a

0)\Wn+1 = 0)\[(Xn+1 - Xn) + (Yn+1 - Yn)] = Xn — Xn-1— (lan - ,an—l)(Cn - Cn—l)

G Yy W F 2.105
v (57 - 5r) G = Al = Goa) 4 B (2,105
achVnJrl = aa[(Xn+1 - Xn) - (YnJrl - Yn)] = )Zn - )anl - (,&n - /ln71>(<n - Cnfl)
N (A= A (G = Cor) + 2.106
- n — {in— n — Sn— n- 1
+ (5 ) G = A - ) + (2.106)
ou
P edn i ¢
n _An n—1 — An— n_2An— n— _1
fnCn—1 — fn—1G fn—1Gn—1 + 2R G,
64'un71 A ~ €4p"n A ~ 64,“”,1 A ~ 4'un71 A ~ 2 1 7
+ 2Rn_1 nCn + 2Rn n—lCn—l 2Rn_1 nC’n + 2Rn_1 nC’n—l? ( N 0 )
- 5 3 3 ein L
Fn = _,U/nCn—l - ,un—lgn - 2,un—1<n—1 + 2Rn Anflcn
64Mn71 . ~ 4lu‘n o ~ 64'u"n,71 . ~ 64Mn71 . ~
A A —A A ) 2.108
+ 2Rn71 n<’n + 2Rn n—1Sn—1 2Rn71 nCn + 2Rn71 ngnfl ( )

En intégrant les égalités (2.105) — (2.106) entre ¢y et ¢y sur les courbes caractéristiques
t— (t;7E(t) ou vE(t) = 0+ (to —t) pour tout (¢;0) € [ta;to) X S*, puis en additionnant

on obtient

(Woia + W)t 0) = 3 Wasalto,r™ (1)) + W (o, 77 (1)
! / [0 = X1 (5.7 () + (T = Xnot) (5.7 ()] ds
TG0 = st i = oo} 6] s
5 [ (G- o) (o) s
5 [ (A - Aot ) (o) s
+ %/t:O[Fn(to,f(s))+Fn(to,7‘(8))]d8, (2.109)
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ce qui donne par la suite

(Kt = X)(01,0) = 3 Waalto, 7™ () + Wi (7 (1))

] 0= (s )+ (R Sy ()]
= )G = G tto )] ds

- i/tlo [(/ln - ﬂn—l)((n - (n—l)(t077+<8))} dS

- 1 |G 5 ) e = Al = ot (o) s
- G 5 ) e = Al = ot o) s
+ 3 /th[Fn(t()m*(s)) T Fy(to,y())]ds. (2.110)

Partant de (2.60) et (2.61), on a
%((@7 V)n—i-l - (67 V)n) (87 t? 071}) = |En - En—ll (87 t7 vi)
S X = Xolls,:6) + (1B + (5,6,
(O.V)t — (O.V))] (ort.0.0) < [(O.V)s — (6.V),)] (fout.0.0)

+

to 5
c / (B0 — Znca| + |l + | Ful) (5)ds,
t

(rsr = F)O] < 100 ol (0. V)nar — (0.V))] (fo.1,6.)
< 100 fol / 0 — Zu| (5)ds + C / (Fu] + |Eul)(s)ds

AN

to N
/ (X = Xor| + |F| + | Eul)ds. (2.111)
t

La relation (2.111) nous permet d’avoir
to
60 = pull S CIWal + [ 13 = Xosfas. 112
t

De plus |Pe.yl, [Sknl, 1Jen] < |p.|, de maniére analogue a (2.112), on a

to
1P =Pl s = du i 1S, =Sl < € [|Wn| [ X - Xn_uds} (2.113)
t
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Par la suite, nous utilisons le méme procédé comme celui utilisé pour établir (2.35) —
(2.36) — (2.37) — (2.38), en utilisant (2.32) ainsi que (2.103) pour avoir

< C sup VI|X, — X,_1|(t,0), (2.114)

te[tl,to}

/%%—MAMr%mM&W@MS

t1

IN

C sup \/‘Xn - Xn—1|(t76)7 (2115)

te[t1,to]

/%M—MAMr%mM&7®M8

t1

to 64Mn e4un,1' A A ~ . N d
B B - <
/tl [2Rn or, | 1A~ AnliGs = Gual(s,77(s))ds - <
te(t1,to]
to 64N" 64/1'71—1 T . 5 B ~
_ A _Anf — (n— , - d S
/t1 [ZRn 2Rn_1_| n 1€, = Cual(s,77(5))ds
te(t1,to]

avec t_ < t; <ty et C' dépendant de tq — t;.
Utilisant (2.71) — (2.72), nous avons

On[Rpe 24 (T, — Ty} 4 Doy (Rpe 2 H4n — R e~ 2mm1tdim=1)] =
—2R, . en1(Jy, —Jo, ,+ S, , — Si2,,) — (J2, , — S12,, ) (R, €™ — R, ,e™1),(2.118)
Op[Rpe™ 24Dy — Tppiy) + Dy (R 20 — Rn_le—m b y] =
—2R, e"n-1(Jy, — Jo, , +S12,, —S12, 1) — (Ja, , + 512, ,)(R, €™ — em-1).(2.119)

En additionnant (2.118) et (2.119) on obtient

Ou[Re™ 4 (L = L) 4 Ty (Rpe ™20 — Ry _qe 2t )] =
_2RnfleTn71 (J27n - JZ,nfl + 512,11 - Sl2mfl> - JQ,nfl(RneTn - R eTn—l). (212())

n—1

En intégrant suivant ¢, on obtient

|Rpe 2 (0, — Tyy) + Ty (Rpe 2 — Ry, et tin-n)|(3 ) <

en1] (s,0)ds. (2.121)

n—1

to
/ 2R, ™1 (|, — Ja, |+ |S12,, — S12, 1 ]) + Jo, 1 |R€™ — R
t

(2.113) et (2.121) permettent de déduire que

to
D, =Ty | < / X, — X4 |(s)ds. (2.122)

t1
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Par ailleurs, les inégalités (2.85) et (2.86), les estimations (2.32), (2.112), (2.113), (2.122)
ainsi que les notations (2.68), (2.66), et (2.67) nous permettent d’avoir

to
< g/y&—xwﬁ&wm (2.123)

t1

to
/ [Xn - Xn—l](S; 0+ s— t)dS

t1

to
< C/ | X — Xoo1](s, 0)ds. (2.124)

t1

to
/ X, — Xn-1](5,0 + 5 —t)ds

t1

En utilisant les inégalités (2.114) — (2.115) — (2.116) — (2.117), (2.123) — (2.124), nous

avons en combinant avec (2.110),

to
sup |Xn+1 - Xn|(t17 0) < C sup |Xn+1 - Xn|(t7 9) + C/ sup |Xn - X’n71|(87 Q)dsa

0est (0,6)e ST x[t— ,to) t; 0eSt
(2.125)
et par induction, on a
) (tO _ t)nJrl
| sup X, ., (t1,0) — sup X, (t1,0)] < |C"*———| pour n € N, t € [t1;t0]. (2.126)
pes fes! (n+1)!

(n+1)! (n+1)!
conséquent la suite (X, ),en est de Cauchy dans le Banach L.

D’autre part, utilisant (2.25) — (2.26), on a

L. to—t)nt+1 . to—t)7t+1 .
Or la série {(O ) } converge, donc la suite <( 0—t) converge vers ze€ro, par
n neN

— (= 62(Tn+1*un+1)[p

—p, =P, =P )+ P, — P, — (P, —13,)

+ [(67—"+1 —e™)(e™F! e )e Mt 4 @B (em Hint1 6_2“")] o, — P, + D, —Ps]
R,
2

CTL+1 n+1

mn
+1 271+ 4un 1 T2
L et a2

2

e~ 2t un 2 (2.127)

5n+1 - Qtn = R721+1672(Tn+1+un+1){rn+1 (ErnH - Ij[n) + ﬁn(rn—i-l - Fn)}
+ 2R72‘L+16—2(Tn+1+lln+1) (5'23’71_’_1 _ 523771) + 2‘9237n(Ri+le—2(7n+1+ﬂn+1) _ Rie_Q(T"-HM))

+ H, T (R, e 2mibinen) - R2o=2(mtin)), (2.128)

Or
Toit — D = (Gosr — Go) + (Api1 Hor — AnH). (2.129)

Par la suite, (2.122) et (2.129) permettent d’avoir
1G 1 = Galls | yr = Hyll < Cf[ X = Xal (2.130)
(2.102) permet d’avoir

1Bt = Ball, itnr = fiall, 1 Ansr = Aally Ndnss = Gull < CllXsr = Xall - (2.131)
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(2.112), (2.113), (2.126), (2.127), (2.128), (2.129), nous permettent d’avoir

1923 m+1=S23mll, 100es=Pull; 1P =Proll 1P =Pl 155,000 = P3|l < Cll X1 =X

(2.132)
En outre, en utilisant (2.89) on obtient
. . . o edbn et .
[Totr = Tl = ity = fr yft, o+ @Anz‘ln TiR A A
N e 21T, o e~ 2t 3R? e a1 - 3R%*e™ ™ .,
1 n-1 R 1 n-1 VN
+ 62(7"*17“"*1)]33,71 - 62(T"7“”)P3,n+1 = Or\O0o(Tng1 — Tn)|
S | Xny1 — Xl + | Pany1 — Psa| d'aprés (2.103), (2.113). (2.133)

En intégrant sur les courbes caractéristiques v+ a deux reprises, on a d’apres (2.131) et (2.132)
1Tr1 = 7all < Cl[Xnra = Xall. (2.134)

De plus, pour 6 € S, t € [ta;t0), on a

aa(80) = (8.0) = [ (2(5.0) = a5, 0)) . (2.135)

v étant p ou A, en utilisant 1’équation (2.102), on a

to to
s (.0) = 1.0 = | [ (oa(5.0) = (5.6)ds| S [ P (5.6) = Xo5,0)] ds.
t t

(2.136)

D’ou
to
‘AnJrl(t? 9) - An(tﬂ 0)‘7 |:un+1(t7 6) - MTL(t? 9)' S / |Xn+1(57 9) - Xn(sa 9)‘ ds.
t

Par ailleurs d’aprés (2.130), on a

G (1,0)— G (£,0)| = / (G (5,0) — Go(5,0))ds| < / (X1 (5.0) — Xo(s,0))ds|
(2.137)
| Hpta (8, 0)—H(t,0)] = /t (Hnt1(s,0) — Hu(s,0))ds| < /t (Xnt1(s,0) — Xn(s,0))ds| .
(2.138)

Partant de (2.126), (2.131), (2.132), (2.134), (2.136), (2.137), (2.138), on en déduit les

convergences uniformes pour la norme L*° suivantes
fn = Ry = R, Ay = A, ¢y — &, 7w — 71, H, - H, G, > G, f, > f. (2.139)

Ce qui achéve la preuve. .
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Remarque 2.3. Considérons donc (Xn)nen+ une suite d’itérées avec x, pouvant étre
€

ana Ana Tna ﬂna ¢n7 fTL7 Hna Gn

La suite (Xn)nen+ €tant bornée, du fait d’étre a support compact, on peut donc extraire
une sous suite (Xy(n))nen qui converge (simplement) vers x. La suite (x;(,))nen est bornée
d’apreés (2.101), on peut donc extraire une sous suite (Wn)nen C (Xyy(ny Jnen telle que (w,)
converge uniformément vers X

Xo(n) = X €t (Wn)nen C (Xip(n))nen = X (2.140)

et on a X' = x, car x,(to) — x(to), quand n — +oo. De méme X, = Xn , pour tout
entier naturel n > 0. On en déduit d’apres le théoréme de la limite uniforme de fonctions

dérivables que
w, = R, =R, A A ¢ —¢, -7 H —-H, G —G. (2.141)
fin = 1, Ry — R, Ay, = A, ¢ — ¢, 7n = 7, H, — H, G, = G. (2.142)
On déduit que A, R, T, u, H, G, ¢, [ sont les solutions du systéme (1.53) — (1.54) —
(1.55), (1.56) — (1.60).

Remarque 2.4. L’unicité de la limite découle de la séparabilité de ’espace L.

En effet, soit
Xt = (fr; Ri; s Ar; 7y Gy Hiy Or)r=152

deux solutions réguliéres pour le probléme de Cauchy du systéme (1.53) — (1.54) —
(1.55), (1.56) — (1.60) ayant les mémes données initiales

(foa Moa Roa Aoa 7—07 HO? Goa gbo) at:to

En utilisant I'identité du parallélogramme, on a

2= x1l? = 10— x2) — On — x0)|I
2
X2 + X1
= 2=l + o = xal?) 2 o - 22
< 2(Ixn —x2lP+ Ixn —xall®) =2 inf  lxn — xII>. (2.143)
x<{x1;x2}

Par hypothése de séparabilité, si on suppose que x1 # X2, alors il existe un voisinage
V1 de x1 et un voisinage Vs de xs tel que Vy NV, = & or par définition de limites il existe

donc n; et ny deux entiers naturels tels que

(Vn>ny, xn € V1) et (Vn>ng, xn € Vo) au vu de.(2.143)
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Mais alors Xmax{ni;ne}+1 € V1 N Va. Ce qui est absurde, donc x1 = xo.
De (2.143) on a

{ fa(s) = fi(s); Ra(s) = Ri(s); pa(s) = pa(s); Aa(s) = Ai(s)
72(s) = Ti(s); Gals) = Gi(s); Ha(s) = Hi(s); ¢2(s) = ¢i(s), t- < s <to.

De tout ce qui précéde a partir de la proposition (2.1), on a le théoréme.

Théoréme 2.1. (Ezxistence et unicité locale)
Soit f* € C1(S' x R?) avec

£ >0 f£(0+2m0)=f(0,v), ,v) €S xR?

et
Wy = sup{|vl, (0,v) € suppf '} < co.

Soient les fonctions régulieres R, 7, ., A, H, G, ¢ et
o0, R, A, 7, H, G, ¢ €C*3").
Alors, il existe une unique solution réguliere
(f, n, R, A, 7, H, G, ¢)

du systeme d’équations d’Finstein-Viasov avec champ scalaire non linéaire dans direction
passée en symétrie T? (1.53) — (1.54) — (1.55), (1.56) — (1.60) avec

(f, my Ry A 7 H, G, ®)to)=(f, p, R, A, 7, H,G, ¢).

sur un intervalle de temps |T';to] avec T = max{t;, ta}.
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I Chapitre 3 I

EXISTENCE LOCALE DANS LA
DIRECTION FUTURE

Dans ce chapitre, nous nous préoccupons d’établir I’existence locale dans la direction

future. Nous allons préalablement établir les estimations a priori.

3.1 Estimations a priori

Nous allons dans un premier temps, évaluer la monotonie de 1’énergie qui va jouer un
role important pour ’estimation des composantes de la métrique, du champ scalaire, la

fonction de distribution et les quantités de torsion.

3.1.1 Décroissance de ’énergie
Nous avons ’énergie partant de 1’équation de contrainte (1.93) définie par la relation

1 2 2 et 2 2 e 2 O‘eZT(K - AJ)2
Eyripe = /S1 E{Ut +apy + 4_t2(At +adp) + 4¢2 7 4t ydo

+87 /51 (% . f|vo|dvldv2dvg> df
+ [ (35000 + vaton) + vacv(o)) a (3.1)

Cette expression peut se décomposer en plusieurs parties comportant les g, K, f, et ¢,

ainsi
et

1
Ey= [ —<u; 5+ — (A} 4+ ady) 3 db 2
o= [ et G+ et b oo (32)
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1 [ae? ae?™ (K — AJ)?
E, = — J? do 3.3
g /S \/a{ w0 At } ’ (3:3)
1
Ef = 87T/ (— f|U0|dU1d’02d’U3> d@, (34)
g1 t Jgrs

1,1

Be = [ (Glmte0+ vat® + var v w63
Lemme 3.1. Pour toutt > t,, on a

dEgx 0
sEx ) < O' 3'6

Preuve : En utilisant 1’équation (1.93), on a

dEg. K10 / Tt 1 / Oy Ty Tt
— 2D = df — = df — de
dt S1 t2\/a 2 S1 t(l/\/& g1 t\/a
1 1 QT Tt
= ——df — de. 3.7
t G850 ™ /51 tO./\/_ g1 t\/_ ( )

Or, nous avons d’aprés (1.96)
/ Tt o — / \/&ng X ATy 4 T Ot B ag \/_Ne
NG o\t otv/a | 2atya  dava t\/_ ¢

4 27—4
0490 2 qA2) - Vaerm o,

2T %27 — 2
+ / ( VO o 4y grC J(vs = Avs) dvldvgdv3> df
Sl

4t5 t3 R3 |U0 |

_ / <2t\/_(¢t add) + \/_QTM)V(QS)) do. (3.8)

Par ailleurs, pour des raisons de périodicité, nous avons :

Tog 1 [0 7:XK’] (671} 1 / 040
—=dl = —=d0 et —=df 3.9
/51 t\/a 2t S1 \/_ /Sl 2\/_ 2 S1 QCY\/_ ( )
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En remplagant (3.9) dans (3.8), nous avons par la suite

AdEg.k.f.0 _ _1/ N% +€4H +\/_A2 MJQ do
dt n gt \/_ 4¢2 \/_ 42

1 2T 1
_ _/ [O‘e (K — AJ)? +87r% f|v0|dv1dv2dv3] df

4¢3
1 \/_27;1

i [ (Gomtet +ash + V(o)) ao
B /Sl L\/_ Ve 4MJ +3a627(K—AJ)2] a0

4¢3 45

A 2
. / (&rme f(vs — Avy) dvldvgdv;z,) o
Sl

t3 R3 |vol

- et o)

- ()
VA s, A (K — AT

2t3 1o
\/_ 2 (7— ,u)v(

1

1 [ (et +a + 0)) s
n / ( flvol e f(vs — A““’)Q) dvydvydvs)dd.

t4|1)0|

L¢3~ agp) + L2 “>V<¢>) 0

L
_ /S 1 (87T f(vs ’; va) dvldvgdv3> do
L |
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ce qui nous permet aprés calcul d’avoir ensuite

e / Qo p | Vawg et (A?_a/p)—wp df
dt s 2tV t/a t Ao ’ 4¢3
1 27
_ /1 Bf/? \/4_; (K — AJ)? +87r%/ f]voldvld@dvzg} do
S

-3/ {2 5 0% —adh) - VI DY (g) - Qf(jjja} o

B /Sl{tf Vac \ﬂ‘u (K—AJ)Q]dH—

4¢3 13 4t

1 262 —A
! / (8741 o fnm Al ﬂ 2+ agt) + Y3y
Sl

t t2 R3 |U0|

Enfin, aprés simplification, nous obtenons

dEgrip0 / 2 /st o7 \/— 2T —4u 72 Vaer (K — AJ)?
dt B tyva - tv/a 2t3\/_ LAVTEN T £5 40

_ / {&/ (f|“0| 4 e’ f(vs — Avy)’ ) dvldvgdvg} o < 0. (3.10)
5’1 R3

12 t4|’Uo|

D’ou le résultat attendu. «

Lemme 3.2. L’énergie E, i 54 est bornée sur |to;t;], et il existe un nombre réel, E°

satisfaisant

E = lim E(t), ot Eyxjs=FE. (3.11)
0

Preuve : En identifiant les termes des équations (3.2) — (3.3) — (3.4) — (3.5) dans

(3.10), nous avons

/ <2M—?+—\/_A2) do, Ekz/ (‘O’f T 4 VaeT (K - AJ)" )dé’,

4¢3 to

2 flvo| | e’ f(vs — Avy)? 2 / ¢
Z > “ > '
tEf = /51 |:87T /]Rd ( 2 + t4’1)0| dﬂldvgdvg d@, tE¢ = . t\/a do

E,, Ey, E;, B, <E<E

d’ott dE/dt > —6E° /t. Donc, pour tout t; €|to, t;],

i GE(s)

ds. (3.12)

S

Bty) < B(t) + /

ty
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En appliquant le lemme de Gronwall a cette inégalité (3.12), nous obtenons

t;

E(ty) < E(t;) <—)6, (3.13)

tk
pour tout t;, €]ty t;]. Par conséquent, E(t,) < E(t;)(t:/to)* sur (to,t;]. Cette majoration

« ey, =~ . ~0 . . , .
et la monotonicité de E assurent existence de E ainsi définie. «

3.1.2 Estimation de /ae? ¢

Dans cette section, il est question pour nous d’exploiter les propriétés de monotonies

pour les équations de contrainte. Nous avons tout d’abord, le lemme suivant.

Lemme 3.3. Pour tout nombre réel b, et pour tout t € (to;t;]; \/5627“’“ est monotone

temporellement sur (to;t;] x St.

Preuve : En utilisant les équations (1.93) et (1.94), t¥’/8,/ae® % est monotone

suivant ¢

at(tb2/8\/ae2r+bu) _ b2/8tb2/8—1\/a€27+bu+tb2/8 Qy €2T+b,u_’_tb2/8\/a(27_t+blut)€2r+bu

2V

b2

_ tb2/8\/ae27'+bﬂ (g + 2&_; + 27 + b,ut)

N et b_2 /a2 / (1+ e 202 + et (v — Avy)?) f
8t R3 |vo]

+ tbQ/S\/aGQT-i-bu {¢?t+¢gat+e2(7—ﬂ)‘/(¢)at+1671'\/&/ f”l}g’d?}ldvzdvg}
R3

I N {2mf + b + apg + %(Af + aAg)} :
Or |v,|? = ae?™W 1+ e 2y 2 eyl 4 2% (vg — Avy)?
o, — ae? T (1 4 e 202 4 2e2712 (v3 — Avy)?)
|UO|
— 204\/562(77;;) +2ae”T20g 4 206 (vg — Avy)®
Vo
ae’ ™) + a2 (v — Avy)? + 20 2 + aw]
”U0| B ‘on
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b
Ainsi 0,(t"/*/ae®™) = /8 /atmHtm {Qt {(p,t + =)+ au +

m @P+aﬁﬂ}

+ tb /8\/— 274bp {87r\/_/ f |U0| + —)dvldvgdvg}
Vo

+ a2t 4 gt} > 0. (3.14)

At2

(3.14) nous permet d’achever la preuve. .

Par le choix arbitraire des champs de Killing, nous avons le lemme suivant.

Lemme 3.4. Pour tout nombre réel strictement positif r, et pour tout réel \ :

T
a2€2r7+)\uA2

est borné sur (to;t;] x St.

Preuve : En considérant les champs de Killing X et Y. Posons les changements de
variables

X =Y,

Y = —X.

Ce changement de variable n’affecte pas la forme de la métrique (voir [Rh]), ainsi en

utilisant cette nouvelle notation avec tilde, nous avons les nouvelles fonctions métriques

suilvantes
e = A% 4t
ePA = —Ae*M,
a = a,
aelT—m  —  qe2(T—h)

Soit ¢ < r, en utilisant les équations précédentes, il s’en suit que

&q/262q7~'+2(17q)ﬁ _ Oéq/262q7'<€2(17q)“A2 + t2672(1+q)”). (315>

Comme les composantes de la métrique avec tilde satisfont les mémes équations pour la

méme valeur de ¢ et d’apres le lemme (3.3)

a7 2r=a)T+(A=2(1=g)n (3.16)

Ainsi

2r‘r+)\,uA2 2q7+2(1—q) 1

_o(i=a _
n a2€2qrt2 n(= )A2 _a2€2qr+21 Q)i (\/_€2th€ 2p(1 q))qAQ

(3.17)

T
az2e _Oé2€
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est bornée, et en multipliant par le premier terme du membre de droite de 1’équation
(3.15), on obtient l'estimation désirée.
La quantité /ae™ va jouer un role intéressant dans la suite de notre analyse. Pour simplifier

les écritures, définissons [ par

e’ = \/ae. (3.18)

3.1.3 Majoration du champ scalaire ¢

Dans cette section, nous allons donner une estimation du champ scalaire.
Lemme 3.5. le champ scalaire ¢ est borné sur [to;t;) x St.

Preuve : Soient 0, 0y € S' et t € [to;t;), on a

02
|p(t,62) — o(t,61)] = <b9 (t,0) de‘ '/ i ' g( t,@)d&‘
01

1/2

0)do < ¢a¢3(t,9)d0>1/2, (3.19)

IN

(/] e

N

1 o 1
Or —=(t.0) = —=(to.0) = /t . <ﬁ(s,0)
1

62 1
Az’nsi,/ —(t,0)d0 <
y vl
<-EB-8)+C (3.20)

Ensuite, partant du fait que /o est décroissante, en effet, d’apres (1.94), %= <0

d o
%\/a: L <0 = +/a est décroissante

2Va
= Va(t) < Va(t,) < Va©
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Nous avons

(¢, e)de‘ -
Sl

/t (bs(s, 9)d9d8 + ¢(t0, G)dﬁ‘
t St

o JS1

/t ( |¢s(s,«9)|d0> ds+C
to S p

/t:( . ﬁécbi(s,e)de)l/Q( y \/a(s,e)de)l ds + O

t 27, 1/2 1/2
< ——(s,0)do \/as,9d9> ds
/to ( 51 t\/E( ) ) ( s1 (5.6)
+C  d’aprés (1.93)

< COWV2AEN?+C<C1), (3.21)

IN

IN

ot C'(t) est une fonction de ¢ uniformément bornée. Par ailleurs, nous avons

27'15

g1 t/a

02 ~
Vags(t,0)do < / Vags(t,0)do < (t,0)d0 < 2E,, voir (3.21)
01 St

D’ou pour tout 6; 6, € S, nous avons : |¢(t,0;) — ¢(t,01)] < C(t) d’apres (3.19) — (3.21)

drmacot0) = [ ol + /S (max o(1,6) — 0(¢, )b (3.22)
smminolt.) = [ ot.0)d0+ /S (min o(1,60) — o(t,6))d, (3.23)

ce qui nous permet de borner ¢. .

3.1.4 Majoration des composantes de la métrique

En utilisant I’équation (1.95), nous dérivons I’équation (3.18)

Qg

e’ =aeT = [’ = 2\/a67 + 19/ ae”
& Byvoae” = 20\;9&67 + T/ e’
o By= ‘2)‘—; . (3.24)
Nous obtenons en remplacant (1.95) dans (3.24)
By = 2t (pt,ug + Zit/;AtAg) — 87/« . fuidvidvgdus + tdidy. (3.25)

En partant des estimations énergétiques obtenues au lemme 3.1 on a le lemme suivant.
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Lemme 3.6. o, |Bo|df, [q: [poldf, [ e|Ag|df, et [g |do|df sont uniformément bornés

sur Jto; t;].
Preuve : partant de I'égalité (3.25) et en utilisant (1.93) , nous obtenons

1ol 7
t_t\/_

et en intégrant, nous obtenons pour ¢ € [to;t;], [

(3.26)
o1 |Boldd < tE(t) < tEy du fait de

'équation relative sur I'énergie (3.1) et la borne sur E, k. 1.4

Pour tout 0, 6, € S', on a
02
[ uas
6

1

|B(t;01) — B(t;02)] =

g/ |Bg|d6 < tE°. (3.27)
sl

Ensuite, en utilisant les équations de contraintes (1.93) et (1.94), on a :

et 1
By =t (u? + gty + (A7 + adf) + 5 (67 + a¢3)>

e (K — AJ)?
n J? — ae? % + 8mav/a g (\v0)| dvtdvdv®. (3.28)

De cette relation, nous avons

J2 BE:0)d0 — [y B(t;0)d0 = [ L ([, B(s:0)db) ds

= [ [ oA v+ o VA + (O 1 VA dsas
T Je T A Y T s YR e YR

t - (v1)? 2= (K — AJ)?
o [l

627—:| dsdf

IN

/t:/sls\/_ pa + Vol + 4“<\/_+\/_A2) (\/_+\/_¢9)] dsdd
+ /tt/sl&/_ /f dv+\/_2T v \/a(l(;—;ﬁezf}dsde
2 —t2

< supva(ty; )/ sE(s)ds < C, /t sE(ty)ds = C1E(to) (3.29)

to to
Dans 'inégalité précédente (3.29), on utilise pour un premier temps, le fait que |[v!| < |09
et pour un second temps le fait que la fonction « est décroissante suivant ¢t et C; =
supgi/a(to;.)
Nous pouvons maintenant contréler S lui-méme. En posant Cy = fsl B(te; 0)do, nous
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utilisons l'inégalité (3.29) pour avoir

%Olﬁ(to)(tz—tg) > [ B0y
Sl

- supﬁ+/(6 max 4)d0

pest fest

En utilisant la relation (3.27), on obtient

1 -~ ~
EE(tO)(tQ —t2) + Cy > sup B — tE(t,). (3.30)
fesSt

Cette inégalité (3.30), permet le controle de 8 sur S* x [to;t;). Par ailleurs

1/2

/51 el (2, 0)df - < <51 ﬂéu?(&ﬁ)d@)lm( \/5(379)%) s+ C

< /t:(/SItQ\;t_(SQdH) (/\/_sécw)lﬂds

+C  d’apres (1.93)
< COWV2AEN?+C < Ct). (3.31)

1/2 1/2
/ ¢ A, (1, 0)d0 < / ¢a 2 A2(s, eme) ( \/562“(3,9)d«9> ds + C
St St St

(
< ( ; f\;t_ 5,0) de) 1/2( ; \/562“(5,9)d9) v ds + C
< ( 2” d@) v (/S a(s,e)de) . (/S 64“(3,9)d9) . ds
< (E )1/2 +C<OWm). (3.32)

Les arguments avancés pour le controle de ¢, (3.22) —(3.23) restent valables et permettent
de borner u et A.

D’aprés (3.18) on a = %lna + 7 bornée, or a est bornée d’ou 7 est bornée. .

3.1.5 Estimation de la composante « suivant la variable spatiale

Dans cette section, nous nous proposons de borner min «/(¢, .). Pour le faire, nous allons
pest

utiliser la valeur moyenne de |vq].

Lemme 3.7. gn}gn a(t,0) est uniformément bornée sur |to;t;].
€
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Preuve : En utilisant la définition de £, k 74 , nous avons

87THfHL1(517L§§3(UOdU)) < tE (3.33)
ie
81 /51 < g f|v0|dv1dv2dvg> df <tE, g 1.4 (3.34)
Nous avons par la suite
tEg K 1.6
f\/a|’00‘d1)1d’02d’03 do < — (335)
51 \JRr3 8T
/min ot )/ Flvoldvrduvadus | d§ - < tBorto (3.36)
fest T g1 R3 OIFTITTRETS - 8t .
. tEy Ky,
mina(t,) < ;Taf‘ﬁ (3.37)

Ici 6 = min f 51 ( ng f|v0]dvldvgdv3) df nous utilisons la borne inférieure établie au lemme
(3.2) pour obtenir I'inégalité (3.37). .

Comme corollaire relatif & ce lemme, nous avons le résultat suivant.
Corollaire 3.1. Il existe 0 € S* tel que a(t,0) est borné dans Jto; ;).

Preuve : Supposons M une borne de min cv. Supposons que pour tout § € S, «af(t, 0)
9es

est non borné. Par hypothése, pour tout 6, il existe un ¢*(6), pour lequel a(t*(),8) > 2M

et par continuité, il existe un intervalle ouvert Iy =]6 — dy, 0 + dy[ tel que
VO € I, a(t*(6),0) > M.

Considérons la réunion |J Ip. C’est un recouvrement ouvert de S' et par compacité, on
0est
peut extraire un sous recouvrement fini de cette famille. Considérons 6y, 61,05, ..., 0,, (n €

N*) tels que S' = |J Ip, et posons T = min t*(f;). Comme « est croissante quand

t décroit, il s’en suit que «(T,60) > M pour tout § € S'. D’ou la contradiction avec la
définition de M. .

3.1.6 Estimation des quantités de torsion

Partant de la section précédente, nous pouvons désormais donner une estimation sur
le controle de /e o1,

Le corollaire 3.1 donne une estimation précise sur le produit scalaire des champs de Killing.
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Lemme 3.8. Pour tout nombre réel r et b, ePt** A est uniformément borné sur (to;t;] x

St

Preuve : D’aprés le corollaire 3.1 et le lemme 3.4, nous avons ¢"?*** A borné sur
Jto;t;] x {0}. Par conséquent, nous avons :

0

BTA(L 0) — P AL ) = / (€7 A(r By + bpg) + € PHO2MeH Ag) df. (3.38)

0

D’ou l'inégalité
0
eI AL 0)] < er“bﬂm(t,mw‘ / ("7 A(|rBo| + [bual)) d
2

0
+ / <6rﬂ+(b—2)u€2uA0> d@' ] (3.39)
g

D’apres le lemme 3.6
POt < pB+HB (3.40)

Utilisant le fait que e+ A(t, §) est borné, nous obtenons par conséquent au vu de (3.32) :

9
et A(t,0)| < B + exp {/ e’ Al(|rBs| + |b,u9|)d9} (3.41)
9

avec B > 0, et nous pouvons conclure en utilisant 'inégalité de Gronwall et le lemme
(3.6) une fois de plus que

0
e A 0)| < B / (17 Bo] + |byzo ). (3.42)
0

Ici B =eu(t 0)..

Lemme 3.9. La quantité j;ti max [€P=41J2] (s,0)ds est uniformément bornée sur Jto,t;).
€

Preuve : Partant de I’équation auxiliaire (1.100) ainsi que (1.104), on a

ple a2 = —2e7p, = t|0p ]| < 2|7 p,]. (3.43)
Or p, = 167« fuadvidvadus = 1671'6_7—/ (Ve \JaeT " fuy)dv dvadus,
R3 R3
t Jodf = 167r/ (ozeT fvgdvldv2d1)3> do
51 51 R3
= 167T/ (\/562“/ 67_2“v2fdvldv2dv3) db
51 R3

VAN

167T/ <\/a62“/ |v0|fdv1dvgdv3) df d’apres(1.69), (3.44)
St R3
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ce qui donne

167 / Jodf < 2 < CFE < FE°. (3.45)
Sl

/ 81 (\/—562“ |U0|fd’01d’02d1)3>
S1 t R3

D’aprés le lemme 3.6 et les inégalités (3.40), (3.45), il existe une constante M tel que

(s.0)] < M + |J(5.5)]. (3.46)
2P < M 2645 G). (3.47)

Donc, en utilisant (3.46) — (3.47) nous avons

ti

t; _
max (€274 7%] (s,0)ds < / eSM [e2P7H( T2 + 2M | J| + M?)] (s, 0)ds. (3.48)
¢ oest ¢

Utilisant le fait que 2|J| < J? + 1 ainsi que le lemme 3.8, nous avons :

t; ti _
max [~ J?] (s,0)ds < B+ B' [ max [e*’~"J?] (s,0)ds, (3.49)
¢ 0est t 0eSt
B et B’ étant deux constantes strictement positives. Par ailleurs, I’équation (1.94) entraine
I'inégalité suivante
oy ae27’—4u

_S_
(0%

J?, or &P = g, (3.50)

2B8—4p
Donc 2 < —%J?

En intégrant, nous obtenons

aft, )
Oé(tz,g)

t;
/ [P~ J?] (s,0)ds < tiln (3.51)
t

qui est borné d’aprés le corollaire 3.1, et le membre de gauche de la relation (3.49) est
uniformément borné grace a la majoration faite a la relation (3.45). .

Nous avons également le lemme suivant.

Lemme 3.10. Pour tout t > tgy, la quantité ftti max [€*P (K — AJ)?] (s,0)ds est unifor-
=

mément bornée sur |ty,t;].

Preuve : Nous avons

0p(eP (K — AJ)) = Byl (K — AJ) + P (Ky — AgJ — AJy),
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et utilisons ensuite les équations auxiliaires (1.104) et (1.106), on remplace les dérivées
par rapport a 0, Ky et Jy en fonction des quantités matiéres. La relation (1.51) dans la

relation (1.16) substituée dans I’équation auxiliaire (1.101), permet d’avoir
0K = e Atp, + 2t%e" ' p, (3.52)

et en s’y prenant de la méme maniére qu’au procédé pour avoir (3.43) et (3.44) on controle
donc Kjp.

Ainsi, nous avons

0

P (K —AJ)(t,0) — e’ (K —AJ)(t,0) = / 7 [Bg(K — AJ) + (Kg — AgJ — AJy)] (t,60')d6 .
(3.53)

S

D’ou l'inégalité
PIK — AJ|(t,0) < €°|K — AJ|(t,0)

0
+ / [1BallIC — AJ|e” + =2 T|e*| Ag] db’
0
6
+ / (7| Ko| + Ae®| Jy|] db’
0

o
< 65|K—AJ|(t,§)+/ 1677'66/ flus|dvidvaduzdb’
0 R3

[4
[ AR = AT+ e 1 Ag] o
0

0
+ / [16W65A/ f|v2|dv1dz}2dv3] de’. (3.54)
9 R3

En utilisant les lemmes précédents 3.6 et 3.8, ainsi que la loi de conservation, et le fait

que le support de f en vz et vy est borné, nous obtenons
IK — AJ|(t,0) < e°|K — AJ|(t,0)
0
- / |Bo|| I — AJ|ePde’
0

+ C];n%x[eB’Q“]J(t, )]+ D, (3.55)
c 1

ou

C = sup ’eQuAg‘ et D = sup

0
/ {167re/3A/ flvaldvidvgdus + €P~2|J|e*| Ag | d&/
fest vest |Jo R3
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Nous appliquons a présent le lemme de Gronwall, et nous obtenons
PIK — AJ|(t,0) < {’|K — AJ|(t,0)

6
+ Bmax(e?#J(t,.)]) + C} {1 +els Wﬂ . (3.56)

Par la suite, nous pouvons conclure en intégrant I’équation (1.94) et utiliser le lemme 3.9

pour borner le terme contenant J. .
Corollaire 3.2. Les quantités de torsion H et G sont bornées.

Preuve : En effet

K—-AJ
|Ht| — | |62T.
t3y/a
PIK - AJ
Ainsi, |H(t)| < / |3—|627ds‘ + |HO|. (3.57)
w BV
Et comme |T'| = |J|\/ae* ~*# on controle G de maniére similaire & (3.57).

3.2 Estimations cone lumiére

Dans ce paragraphe, nous utilisons les estimations cone-lumiére pour établir que les
dérivées premiéres de u, ¢ et A sont bornées.
Pour le faire, nous rappelons la forme quadratique

et

T =} + au; + E(A? + aAj). (3.58)
Nous définissons aussi
et
TX = 2\/&(/.1,,5,&9 + 4—t2AtA9>, (359)
¢ = b+ ady, (3.60)
b = ¢ —ady, (3.61)

et également les variables suivantes 0 = 0, — /a0y et 0. = 0 + /a0,.
On remarque que ¢? + agi = %(qbg + ¢2).

Remarque 3.1. Les équations de contraintes (1.93) — (1.95) sont équivalentes a

27—4p 2T _ 2

T ae 5 e’ (K —AJ) B
— =7 J
t + 4¢2 + 4t4 P
i ] Yy
a - t t3 p 1/
To CY@\/a 1
2o 9y — _ =

Vo 2%ta 2/
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ou p = 87r‘/Tap et P, = 16mem—1 ‘FP
Cette nouvelle formulation des équations de contraintes a pour but d’écrire plus simple-

ment les équations.

3.2.1 Estimations cone lumiére relatives a T et %

Lemme 3.11. Pour tout t € (to,t;] et 0 € S*, nous avons

T 1 3T
Ge(T+14)| < |2 ( o+ QT) = (3.62)
o a T 1 ST
0.(T — 1) < Et ( 5 2’1‘) — (3.63)

Preuve : Nous dérivons T + T et T — T* par rapport a £ et ¢ respectivement et
nous obtenons

" 2 et o) SN
(T + 717 = —¥<M§+4—t2aA2)+—t(T+T )= —
eB—4n

2+ V)
L 8n VaeP~# [ f(1 4 2e2H02)
2t R3 |'U0’
i B—du

(A Vado) (S (K - A

T 16m Vae2P= o fuy(vs — Avy)
2t R3 |vol

dvydvedvs + 262(6_“)‘/(415))

dvldvgdvg) (364)

et

2 o T*
O.(T —T%) = —g(uf + 6—aA?) + %(’r ST —
4,u, 2
\/565_4“ (1 + 2e7203)
2t R3 |’U0‘
o —ap

L (A= vaAN (K - AD)

+167T\/_€2B 4“ f’Uz(U:s—A’l&)
2 R3 vl

+8m

dvydvgdus + 2P~V ()

dvydvedvs). (3.65)
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Nous définissons T} et T5 par

ef—4u B—4u 1 4+ 22192

o= Sl gV SO H26700) 1 dusd + 2625~V (), (3.66)
2t 2t R3 ”UO’
B—4p 2B8—4p —A

T, = g - A+ 160 / Joslvs = Av) i) (3.67)
t 2t R3 "UO‘

En utilisant I’équation (1.94), on obtient :

Qy
T < |— 3.68
T < 1o (3.68)
Qg
Tl < |—|. 3.69
T < |5 (3.69)

De ce qui précéde, nous avons finalement les relations (3.62) et (3.63). «

Remarque 3.2. Pour controler T, nous avons besoin de contréoler ["intégrale de |%| c’est-
a-dire Inc. En considérant le membre de droite de ’équation (1.94), les deuz termes de
la quantité de torsion sont bornés d’aprés les lemmes (3.9) et (3.10),donc il nous reste le
dernier terme contenant la fonction de distribution f. Or, nous savons que le support de f
en vy et vy est borné. Nous devons donc estimer son support par rapport a vy. L’approche
appropriée ici, serait de donner une estimation {%’ dépendant du support de f en vy,
ensuite, nous utiliserons le systéme caractéristique de [’équation de Vlasov pour controler

cette fonction.

Cette stratégie a été développée par Andreasson [A] et adaptée par D. Tegankong [T]
en symétrie de Gowdy avec champ scalaire. Nous nous inspirons de leurs approches et

définissons les fonctions suivantes

u = o, (3.70)
() = sup{|uil/3(s,0,v2,v3) € [t,t:] x S* x R/ f(s,0,v1,v9,v3) # 0}, (3.71)
Da(t) = sup{|va|/3(s,0,v1,03) € [t,t;] x S* x R?/f(s,0,v1,v0,03) # 0}, (3.72)
v3(t) = sup{|vs|/3(s,0,v1,v9) € [t,t;] x ST X R?/f(s,0,v1,v9,0v3) # 0}, (3.73)
Y(t) = max (qung(t, )+ T(t); ) (3.74)
At) = ¢@)+x(t), ou x(t)= ggg(laﬁd +[oc)(t,0), (3.75)

N(t,0) = /t t Jals,0)ds. (3.76)
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Lemme 3.12. Pour tout t € (t,t;] et 6 € S*, on a
—%(t,&) < O(t) + D(1 + In@?) (3.77)

ot C(t) est une constante strictement positive et dépendant du temps et D > 0 étant aussi

une constante.

Preuve : Comme %t(t,¢) < 0, nous avons |%(t,0)| = —24(¢,60) que nous allons borner.

Posons

B(t,0) = 167T€26—2“/ J(L e7®vg + e (vs AUz)Q)dvldvgdvg. (3.78)

R3 [vo]
L’expression (1.94) devient

oy 0[627-74“ ) anT
— = T —
o t t

(K — AJ)* + VaB.
Compte tenu des lemmes 3.8, 3.9 et 3.10, on a

2L(t,0)| < C(2) + B(t.0). (3.79)

lv,| > \/aeQ(T*M) +av? = P [T+ e 222

car ae?™ = e2#. Ainsi

D’apreés (1.69),

F(1+ e 23 + 172 (v3 — Avg)?)

B(t,0) < 16me2f =21 dvidvydus,
R3 eB—1,/1 + 6—264‘2#“%
< 16w fol| [ 1+ e 2 (02)* + 62—M(@3 + | Alv)? ) 40,05 " dus
- £ —ur \/ 1+ 6’25”/‘1@
< 16melr Lt e (o) (ot | A2 ) 4oy
< e ||f0|| +e (’UQ) + t—Q(Ug + ’ |UQ) V2U3
X2 (eﬁ_“ln (nl + 4/ €282 4 u§> - e—l) : (3.80)

Par conséquent, en utilisant les lemmes 3.7 et 3.8, il s’en suit d’aprés l'inégalité (3.79) qu’il
existe une fonction strictement positive intégrable suivant ¢, C'(t) bornée et une constante
D > 0; d’ou lestimation (3.77). .
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3.2.2 Estimation de oy ainsi que les dérivées premiéres de ¢

Lemme 3.13. Pour tout t € (to,t;] et 8 € S*, nous avons

xt) < C+ C’(t)/ {X(s)(l + @y Indiy + Intiy (s)) + supY(s)(x(s))?| ds

to 0est

+ 2C" max |V (4(t,0))], (3.81)

te{tot}
ot x(t) est définie dans (3.75) et T par (3.58).

Preuve : Nous avons, en dérivant par rapport a & et ¢ respectivement, les quantités

b et ¢¢, et en utilisant I'équation (1.99),

Oepe = (0 — \/589)(@ + Vady) = ¢y + 2(\1/%@ + Vadw — Vade — \/a(gfjg + Vadge)
7]
= ¢, —aPy, + = 2\/— 7@9
_oa L g o
= %¢< t(bt eIy (‘b)
+ a(24H(G — 1) — 2u9(G + AH)?e 720721 _ 4119 H? 12727 by (3.82)

On montre en procédant de maniére similaire et en utilisant encore ’équation (1.99), que

oy 1 28—2u1 /1
0 = —¢g— —r — ry
D¢ P (¢)
+ (246H(G — 1) — 2u6(G + AH)?e7 20720 _ 4y, H?**e 72"y, (3.83)
Ensuite, nous intégrons les équations (3.82) et (3.83) le long de la courbe intégrale cor-

respondant aux vecteurs cnamps e sur = {g au poin 0,0;) X our
pondant t hamps 0 et O, t =t point (¢,0) €|tg,t;) x S, p

obtenir

6(.0) = oulto, 0= (N —1) + [ 3—;¢<<s,9—<N<s>—to>>ds

to

+ / [0(2A6H (G — 1) — 2g(G + AHY?e7)] 45,0 — (N(s) — to))ds

t

0 . ¢

—/ (dopgH?*s*e g + —
s

to

+ 2PV (9)) (5,0 — (N(s) — to))ds, (3.84)

0c1,6) = Gt 8+ (N() ~t0)) + [ 56c(5,0+ (N(s) — to))ds

+ / t [a(2A40H(G — 1) — 2119(G + AH)?e 7] ¢g(s,0 + (N (s) — to))ds
— /t(4aM9H2S26_2T¢9 + %

to

+ 272V (9)) (5,0 + (N(s) — t))ds. (3.85)
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ot

Comme d’aprés le lemme 3.12, est borné par une fonction de In(1+@?), nous avons :

supldel(,6) < suplée(to, 0)] + / O(s)[suplel(s, 0)in(1 + W(s))

feSt feSt to feSt
1
+ = suploy(s,0)] + supe?® 2 V/(6)|(s, )]ds + supr(t,6)
Sgest fest fest
t
<c+f c<s>[sup|¢<|<s,e>m<1+a%<s>>
to 0eSt

1
+  Zsup|os(s,0)]ds + C

(5,0)V'(&(s,0)ds| + supk(t,0)
Spest

fest

< C+/ C(s 5up|q§§| s,0)In(1 +ui(s)) + supr(t, 0)
fest fest
+ Zsuplou(s, 0)llds + Csup|V (6(t,0))], (3.86)

Spest feSt

sup|pe|(t,0) < Sup|¢g(to,9)|+/ C(s)[suploul(s, 0)in(1 +ai(s))

fesSt 0eSt to fest

1
+ —sup|os(s,0)] + sup625_2“|V'(¢)|(s, 0)]ds + supk(t,0)
Sgest 9est 9e St

C + supk(t,0) +/ C(s)[sup|ee| (s, 0)In(1 +u3(s))

fesSt to fesSt

IA

1
+  Zsup|os(s,0)]ds + C
Sgest

(5,0)V'(¢(s,0)ds

t
<+ supi(t,0) + / C(s) [ suplsel (s, B)im(1 + 7(s))
feSt to feSt
]_ ~
+ Lsuplu(s, 0)1ds + Csup|V(6(t, 0))], (3.87)
Spest fest

ou

k(t,0) = /ta [(2AgH(G — 1) — 2p19(G + AH)?*)e™ Ar=2w) _ ApgH?s%e ]

to

o(s,0 — (N(s) — o)) ds (3.88)
R(t,0) = /a[(2A9 (G —1) = 2up(G + AH)*)e 2072 — 41, H?s%e "]

to

Xpg(s,0 + (N(s) —tg))ds (3.89)

A présent, nous allons contrdler x(t,0) et K(t,6). Le lemme 3.1, et l'estimation de /8

_2(

permettent de controler ¢y, Ay, e 2024 et 1y d'une part, d’autre part, comme

t3 —27
Ja
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cette relation permet de borner H; et donc H, pour contrdler GG, nous utilisons les équa-
tions (1.100) — (1.103) qui vont permettre d’avoir une estimation de I' = G, + AH,. 1l

reste donc a controler Sy3, Sia, p2 et p3. On a

\/aglk

1,,k
/ fidv k€ {2:3)
R3

v

< ol | suprvlr%
< Culn(ay).
Par conséquent, on a
K(tO)] < C /:C’ulln(ul)(s,e—(N(s)—to))ds, (3.90)
(L 0)] < C’/tCalln(al)(s,9+(N(s)—to))ds (3.91)
to

On additionne les équations (3.86), (3.87), (3.90) et (3.91) et on obtient (3.81). .

Dans la suite, nous nous proposons de borner ¢ ce qui va assurer le controle de Y.

Lemme 3.14. Pour tout t € (to,t;] et 6 € S*, nous avons :

ai(t) < B+/t (C(s) + Bln(1 4 ui(s)))u(s)ds

+ /t(BT + Bu3)ds + / ajo(s)ds, (3.92)

to to

ot B est une constante positive non nulle, C(s) et o(s) étant des constantes positives

dépendantes de s.

Preuve : Le systéme caractéristique (2.47) — (2.50) de I’équation de Vlasov nous

donne :

du% duq Qg dv,
bkl B FN ket SR VO i by
ds s u1(2\/a'01 Vo ds )

Qg 2/ au _ _
= EU% + #(6% 2(Bo — 1g) + € (By — 2p19) 02
0

28
+ €t—2(1)3 — AUQ)[(Ug — Avg)ﬁg — Ag’l)g]

2e2Puy (K — AJ)(vs — Avy)
t 12

+ 64“J112) : (3.93)
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Par intégration, nous obtenons

e 2/ au
i) =] = | [ (S PO, — ) (5, — 2
t

28
—|— 6;—2(1)3 — AUQ)[(U3 — AUQ)/BQ — AQUQ]

2e2Puy ((K — AJ)(v3 — Avy)

S 52

+ e4“qu2) ds|. (3.94)

Nous allons estimer un a un les termes du membre de droite de I’équation (3.94).

Le premier terme est majoré de la maniére suivante :

t t
/ %u% ds < / %ﬂ% ds
to ! O to ' O
t
< / ((C(s) + Din(1 + @%(s))a2(s))ds| . (3.95)
to

La majoration du second terme du membre de droite de (3.94) va se faire en utilisant
I’équation (3.25) et on obtient : y/a|Bg| < BY + Du?, ou D et B sont des constantes
positives qui dépendent de t et f.

Par ailleurs, la définition (3.58) de T nous permet d’avoir les inégalités suivantes

valu]

e Ag|

a—
t

VT, (3.96)
< 27 +1/2VT. (3.97)

IN

Comme e??=21 ¢28 A, le support de f en vy et v3 ainsi que By sont bornés, nous utilisons

le fait que |ui| < |ug|, pour avoir suivant I’équation caractéristique I'inégalité suivante

28

t
2 (25208 )+ 3G~ 2o + (e = A2 — Ava) — Age] ) d
to

t
< B+ /(DT+Eu§)ds

to

; (3.98)

B, D et E étant des constantes strictement positives dépendant des données initiales.

Concernant le dernier terme de la relation (3.94), nous avons

t 2
/ 2e Bul <(K - AJ)(Ug - A’Ug) + 64'LLJU2> ds
t

3 2
0 S S

t 9 B
< / : 3U1 <maxeﬁ\K — AJ|(s,.) (3 + |A|D2) + €75y (max e”~2#|.J|(s, )) ds. (3.99)
to 1o fest feSt
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En utilisant les lemmes 3.8 et 3.10 , l'inégalité 2a < a? + 1, et en remplacant respectivement

i1, maxe’|K — AJ|(t,.) et maxeP~2#|J|(t,.) par leurs carrés respectifs, nous avons :
fest fest

t o 23 _ _
/ 2e?Puy (K — AJ)(v3 — Avg) e g, ) ds
¢ s s?

[ o

to

0

< B+ : (3.100)

ol B est une constante et o(t) est une fonction strictement positive dont l'intégrale est unifor-
mément bornée. En utilisant (3.95), (3.98) et (3.100), nous avons par conséquent (3.92), une
majoration de @y d’ou le résultat. .

Dans la suite, nous allons trouver une borne supérieure a 1. Pour le faire, nous allons
utiliser les équations (3.62) et (3.63) pour controler Y(t). De ce fait, nous énongons le

lemme suivant.

Lemme 3.15. Soit (t,0) € (to;t;] x S, nous avons
Alt) <C+ C(t)/ (A(s))*InA(s)ds, (3.101)
[tost]
ot A(t) est définie en (3.75).
Preuve : Nous allons dans un premier temps, utiliser les équations (3.62) et (3.63)

que nous allons intégrer le long des courbes suivant les champs de Killing 0¢, O en (¢, 6);

en additionnant les équations obtenues, pour avoir

bl T 1 37
< il Y _
T(t,0) < Cl+/t0 - ((28+2S+T)+ 28)(5,9 N(s) +to)ds,
bl Y 1 3T
+ /to o <(g+2—s+g)+2—s) (5,0 + N(s) — to)ds, (3.102)

ou (] est une constante positive dépendant de T sur I’hypersurface initiale qui est une
quantité finie pour des raisons de compacité. Par la suite, nous utilisons la relation (3.77)

et prenons le maximum de § € S!,

max Y (¢,0) < Cy + /t(C(s) + Bin(1 + u}(s)) max Y (s, 0))ds, (3.103)

fest to fest

Cy étant une constante positive et C'(¢) une fonction positive dont 'intégrale est bornée.
En combinant (3.92) et (3.103), nous déduisons

<ot | " o(s)(s)inp(s)ds (3.104)

to
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avec C3 > 0 et o(s) est une fonction positive dont I'intégrale est uniformément bornée.

1+ e 203 + e*¢?(vy — Avg)Qd )
v ).

R3 |vol

o(s,0) = —25*B~H) <2V + 167r—

En multipliant I'inégalité (3.104) par glny on obtient
t
Y(t)o(t)iny(t) < (B +/ Q(S)¢(S)ln¢(8)d8) o(t)Iny (1), (3.105)

puis en majorant le terme de droite de (3.105) on obtient

B()elt)imp(t) < (B v g<s>w<s>mw<s>ds) oft)in (B - g<s>w<s>mw<s>ds) |
’ ' (3.106)
En divisant de par et d’autre par

(5+ [ sspwtsiimtoyas ) in (B+ [ atsputsimotsias).

to to
nous avons

_ ovlng <o (3.107)
(B+ [} () (s)inib(s)ds)in(B + [ o(s)b(s)inis(s)ds)

En utilisant 'intégrale classique

U s
— [ T — n|nU]| + Cst
/Uan g~ [linU| + Cste,

qu’on applique sur 'inégalité (3.107) pour avoir finalement 1'inégalité suivante

x(8) +U(s)x*(5) < A(s) + A*(s) SA%(s)  car A(s), A%(s) < A3(s). (3.108)
Ainsi, en additionnant (3.104) et (3.81) puis en utilisant (3.108) on obtient (3.101). .
Proposition 3.1. ay et 1y sont bornés sur |tg; t;] x St.

Preuve : D’aprés la relation (1.95), nous avons :

T 2029 ‘Q,Ut,ue + AtAg 871'\/75 [ fosdvndvadvy + 60| (3.109)
D’ou
@ + X0 ‘2\/a,utu9 + ;%\/aAtAg — 8%% /11@3 fordvydvadus + /ap,dg
< pp+ o+ %(Af + aA2) + 877% /R fordvidvados
+%(¢§ + agp). (3.110)

Thése de Doctorat Ph.D LASSIYE TCHUANI Alex’s Constantin



3.2 Estimations cone lumiére 81

Or, nous avons

fvldvldv2dvg S %/ f’Uo’dUldﬂgd’Ug.
R3

RB

7_9 Tt ~ 0
. 111
/51 2ta ‘ 40 < /51 ta T (8:111)

Par ailleurs, nous utilisons 1'équation de contrainte (1.94) et nous avons

Ainsi

Q& _ 167z e2B—m f+ aef%g + (a)ilewﬁ(v?’ — Avo)’) dvydvydus
o R3 |U0|
—e?P4 e 2 2(B—p)
; Jo - t_3(K — AJ)* = 2te*PTHV (). (3.112)
D’ou
t t ) 1 —28,2 ~102842 (1. — Aus)2
/ %(H,S)ds - / {_167T06262(B#) J(1+ae™ Py + (@) ePE (v vz) )dU1dU2dU3} ds
tp & to IR3 |U0|
b p20—4u 028
+ / [ . J? — ?(K AJ)? — 2862(6_M)V(¢):| (0, s)ds,
to
par la suite
¢ 1 —28,2 “102862(0. — Ap,)2
n a(t7 9) - / {_167r04;e2('8_“) f( tae Tut (a) cs (U3 Uz) )dvldwdv?’} ds
a(to, 0) to R3 |vol

) /t [_625—4# P _iﬁ(K AJ)? —262”‘“"/(@} (0, 5)ds.

S 53

Nous définissons les variables nouvelles suivantes

00 = —e Py, (3.113)
o' = Vae Priy, (3.114)
2 = e Py, (3.115)
W
B = et (vg — Avy). (3.116)
Ainsi, on en déduit
(e7:] t ’ 284 2626
E(t,@) = —2t/ [0eV'(0) + 2(Bo — o] e “ds—/ 3 (K — AJ)? ﬁg)ds+ (to,e)
to to
t — 2p19)J? 2¢?
/ [(ﬁe Ho) I+ JoJ o 5-amy - Z (K - AT (K — AgJ—AJg)} ds
to S 53
t 1 ~2\2 ~3)\2
_ / [4t(ﬁ9—ug)e2ﬁ—2ﬂ S+ (@) +(v))d@1d@2d@3} ds. (3.117)
to R3 UO
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Ici, les 0", n € {0;1;2;3} sont définis par les relations (3.113) — (3.116).

Cette égalité (3.117) nous permet d’avoir I'inégalité

lag| < D'+/ti|a9(s)|g(s)ds. (3.118)

Ici, D’ > 0 est une constante dépendant des données initiales et o(t) est une fonction

positive bornée sur |to, t;]. Nous utilisons 'inégalité de Gronwall, pour avoir finalement
log(t)] < D7 el els)ds), (3.119)

Enfin, nous utilisons I’équation (1.95) pour borner 7. «

Le systéme cractéristique relatif a I’équation de Vlasov (1.92) est donné par

(40 _ oW
ds OV}’
av't o
ds —(70 — 1o + ﬁ)\/&vo — (1 — )V — e (e TV + tH,V?)
62“149 V2V3 He
VAT ek (v - (v, (3.120)
dV2 V1V2
i e Ll v
dv? 1 viys e v
ey o _ _[Z_ V3 - — | A Ag— Vz.
\ s (5 /,Lt) +\/a,u€ VO s ( t+\/a 9v0>

Lemme 3.16. Soit O(s) = O(s,t,0,v) et VF(s) = VF(s,t,0,v), k = 1,2,3 une solution

du systéme caractéristique (3.120). Posons O étant comme soit Oy, soit Oy, soit O, et

définissons
U = o Y200, (3.121)
L gy [TV VOV = (VP4 (V)2 - (VP)2
7 = o (Yo -E (Voy — (V12 70
N . Vl((v?)Q _ <V3)2> B At€2,u VOV2V3 96
(Vo = (VI Vat (VP = (V1)
Viviys
77 = OV + V300, (3.123)
2p
Z3 = oV — (V?’,ug — %AQ) 00. (3.124)

Alors, on obtient une matrice M = {ac,}, s,v =0,1,2,3 telle que

Q= (v, 724, 722, 73"
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satisfait

dS)
ds

et les éléments de la matrice ac, = ac,(s,0(s), V*(s)) sont tous uniformément bornés sur
[t(b T[

= MQ, (3.125)

Preuve : Nous allons illustrer cela avec les termes Z2 et Z3

dz? d
dV? dV2
- a( - ) + 1000
d© d©
12 (uw + p1gg— ) 00 + V1gd(—). (3.126)

A présent, en utilisant les équations 1 et 3 du systéme (3.120) pour remplacer dO /ds et dV?/ds,

les quantités de membre de droite de la relation (3.126) deviennent alors
Vi %
0 (—utVQ — Va5 ) + (—sz — Vg ) 1160©

Vl 1
+V? (Nte + Meeﬂﬁ) 90 + VZpu (2\/_‘/08@ +Vad(— )) :

En dérivant le premier terme suivant 0, nous trouvons que toutes les dérivées secondes et

2

les termes contenant oy s’annulent. Ensuite, comme

—V a0 <

1 2 1

1% &
) +VausV?o <v0) = —\/augﬁavz (3.127)

nous avons

dz?
s ( Mtv \/_Me
5

On obtient immédiatement

2

)Ma@ (1 + Vo)V (3.128)

de
d - <lut + \/_,Ue )
S
De méme,
dz? d 3 3 et 2
e = 20V = (Ve — ——V74)00)
av3 avs3 Vi
= 3(@) - d—,ue@@ % (Mw + Mee\/a—) 00
d© d e dV? e+
3 av 2 av-e™
% [Lga( ds ) + dS( )V Aga@ + ds Aea@
V (Atg + Agg Ccll@> —8@ + —A9V28( (i(j) (3.129)
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En utilisant les équations 1, 3 et 4 du systéme (3.120), on substitue d©/ds, dV?/ds et dV?3 /ds
et on a

1 Viys o e Vi
0|~ = v+ van i - S+ VAV

1 Viys e Vi
+ {—(; — )V + Vapg o T _(At + \/aAe—O)Vﬂ 1900
3 3 V! 2Ht 2 2
=V (g +M90\/_ )39 V* g0 \/5— —V*=Ay00e™"
1 12 o2
——GQMVQAga@ + (—,utvz — \/&[Lgv V ) Aga@
52 Vo 7 s

et et 1%
FEVA g + A /@)00 + V2440 (\/aﬁ> .

En dérivant le premier terme suivant 0, nous trouvons que toutes les dérivées secondes et
les termes contenant oy s’annulent. Par ailleurs, comme

vy V! V!
—V a0 ( 770 ) + Va0 (W) = —ﬁueﬁav?’, (3.130)
nous avons, le premier terme du membre de droite de I’égalité (3.129) qui devient
1 1 2u Vi
—0 <;—ut> Vi (——m) av?’—a[% <At+\/5A9 ﬂv?

62“ 1 o2n el
- (At +vaAy— ) V2 — (— - ut) V31500 — — (At +VOAy— ) V21500
_y3 (utwg\/_ —) 90 + “’fvm@ 2490.

3

On va faire recours ici a I’équation d’évolution (1.98) et utiliser aussi le fait que

21 1 21
) <e—) — 20—
S S S
1 et

5 de 2
= —(g _ﬂt)? + (Mt‘i‘ MOE> ?7

®

pour obtenir

1 , 1 ; 2
(— — p1)OV® + (— — 1) (Vg — —Ae)(’?@
V!
— (At + \FAQ )av2 - —(At + \/‘Ag S)V21p00
1 62“ 1

%
(= = 1) 7% = (A + Vadg—) 78,
(5 = 1) 2% = — (At Vady)
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On obtient par le méme procédé

d_ = a30\If -+ aggz + CL33Z avec azy — 0,
S

avec asy contenant le terme % — lty, as3z contenant ’expression %(At + \/EAQ‘Z—;).
On a donc I'application (90, dVF) — (¥, Z¥) qui est inversible. Il s’en suit que les éléments
de la matrice ag, k € {0,1,2,3} (ici, seul agy est non nul) et asg, k € {0,1,2,3} (ici, seul
as; est nul) sont uniformément bornés sur |tg, 7. Les calculs pour les autres termes se
font de facon analogue. Pour le terme Z!, nous allons recourir aux équations d’évolution
(1.97), (1.98) et (1.99). Ainsi, I’élément de la matrice a;o va contenir 7y et ay/2c, mais
qui se combinent et s’écrivent sous la forme de la dérivée de . Les dérivées des termes
e "I' et e”"H, apparaissent également. Pour controler ces quantités, nous utilisons les
équations auxiliaires, pour estimer les dérivées de e ™ Hy. Nous utilisons (1.102) et (1.103),
et pour e~ "I on se référe a (1.100) et (1.101), par exemple, on utilise (1.100) pour contrdler
Op(e™7T"), comme suit

0, _ _ a0, _
—(e7T) = —2e™ P T, — T AT — (e 7 FTR), (3.131)
Op 00
et toutes les composantes du coté droit de cette équation (3.131) ont été bornées précé-
demment. .
Le lemme 3.16 nous permet directement d’en déduire que || est borné uniformément sur
[to, t;]. Cependant, comme le systéme (3.121) —(3.124) est inversible et ses coefficients uni-
formément bornés, nous pouvons conclure que les [0V*|, avec k € {1,2,3} sont également

uniformément bornés.

Lemme 3.17. Le systéme d’équations caractéristique (3.120), s’écrit encore

% B \/55_(1) 2 27—4
1 0 oe’T T A
W =V VR (K AJ)(VE - AV?) 4 e Y2 3.13)
2 1y/2 .
W = V= Vape S
D2 = (F ) Va2 (A + Vadls ) V2
Preuve : L’équation 1 du sytéme (3.120) d’une part, se reformule
Ovo =0/ aeT 1) + av? + ae22 )03 + at 2?7 (v3 — Auvy)?
81)1 N 82)1
- —20v,;
2¢/ae2(m1) + av? + ae2(T-2)02 + at=2e27 (vy — Avy)?
1 1 1
U1 gnv guv v
_ou _ _ _Jal 3.133
QUO agoovo a_\/aguvo \/avo ( )
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De plus,
dve =0T ) + av? + ae2(T2)0d + at 26?7 (vs — Avy)?
R 0o

- A T R

O/ 1+ e 201 (v))2 + e~ 2 (vy)2 + t—2e2 (vy — Avy)?
Do

—\/567—_”

@\/1+e (T=m) (v1)2 + =21 (vg)% + S e (vg — Avy)?
T—p

- (7 — @9 0_
= —(7 M9+2a)\/5v Vae )

En contractant, on a finalement

8~ (0 i+ IV — (7=
+¢a—— — V() = (02)?). (3.134)
D’autre part, on a J = 2T+4H (Gy+ AHy) = — \Z}HMF et K =AJ — t36f H; d’ou en
contractant, on obtient
27 o2~

e

Va—z (K = AJ)(vs = Avs) + Va©

Jug = e T(e*Tw? + tHw?). (3.135)

(3.202), (3.134) et (3.135) nous permettent d’avoir (3.132) .

3.3 Les itérées dans la direction future

Dans cette section et dans la suite, nous considérons que pour toute composante de
la métrique v = v(t,0), t €lte;T), T > ty > 0, § € S'. Nous utilisons de nouveau
la notation A < B pour dire que A < CB avec C' > 0. Adoptons les notations vy :=
Vet v = v.
f(t,0,v) = fo(O(ty, t,0,v); V(to,t,0,v)). (O; V) solution du systéme caractéristique de
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I’équation de Vlasov et redéfini en utilisant les nouvelles notations de la maniére suivante

(do
ds  0V;’
dVl ’ / o 0 . . 1 —T(, 21 2 TY/3
E:_(T —u +%)\/5V — (T =)V —e T (eHTV +tHV?)
€2uAlv2v3 ,u/
VAt e VAtV = ()2, (3.136)
dv? %
E:—Mﬂ—\/@/%?
| ds N s M H=yo s Vo '

3.3.1 Construction des itérées dans la direction future

Soulignons ici que la remarque 2.3 assure le fait qu’on peut directement remplacer les
dérivées des inconnues par les itérées des dérivées.

Nous utilisons le systéme (3.120) en remplacant «, 7, p, A, o/, 7/, 1/, A’ respectivement

/ / / /
par ap—1, Tn—1, Mn-1, Anfla Qp_1s Tn—15 Mn—1, Anfl' Posons

_%.:1 . =2 =3 (3_137)

‘/1 1 Sn—15 Sn—1) =n—1

Enfl(S, t, 9, V) =

_ a,_ . .
ot :}L—l = - (71/1—1 - :u;m—l + 2% - )\/an—lvo - (Tn—l — Mn—1)V1,
n—1
NGy Vo1 Al
VR (V22— (07 4 YRRt 2y,
9 V1V2

— _ . 2 !
S = 7 eV Vi

—_ 1 . V1V3 62'“"71 . Vl
:'73’L—1 = - (g - /"Ln—l) V3 Y Oén—llu’;—l VO - S (An—l + \/Oén_lA;L_IW) V2

Soit (©,; V;)(s,t,0, V1 V2 V3) la solution du systéme caractéristique
4 (0,,Vn) = Zn1(s,1,0,V) avec pour données initiales (0, V,)(to,t,0, V!, V2 V3) =
(6,v) et définissons f,(t,0, V1 V2 V3) par

fu(t,0,VE V2V = £.((6,,Vu)(t,,0, VL, VEV?)) (3.138)

ou f, est la solution de I’équation
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. 81}0 / 0 . . 1 afn
0 = ) + (Thoy = My + 2% 1)\/%*11} + (Ta—1 = fn—1)v Jor
Q1 Hy—1 2\2  (.3)2 Qn— 1An L o2un—1,2,3 %
+ _—V S - () - Yt 5o,
_. afn aUO afn 8fn
+ |, 1” +Va, 1lun 1 } 61}2 + Ov; 00 8t (3.139)

/1 ofn
+ (__Mn 1)” -V nl/’Ln 1__’_62“”1 (An1+\/ nl ):|a_£3

avec f (t,) = f°. Définissons Pus Prns Prwnr k € {1;2;3} qui s’expriment comme
P, p., Pr, en remplacant f, o, b, ¢, A, A', p, 7, i, 7, i/, 7 dans leurs expressions

: ] / A / . -
respectivement par f , o, ,, ¢, ., A, ., A,H, Hovs Ty Moy Troos M T 1

n—1"7

Nous définissons également Y,,, TX, ¢, et ¢¢, en remplacant respectivement T, TX, ¢ et ¢¢
dans les relations (3.58), (3.59), (3.60) et (3.61) .

Posons
T, T, + ¢ + and? (3.140)
T = Y42\ /ndndl,. (3.141)

Utilisant le lemme 1.6 ainsi que les équations de contraintes (1.93) — (1.94) — (1.95) et

la preuve du lemme 3.11, nous définissons «,,, A,, Jn, K., Tn, pn, €t ¢, solutions du

systéme
n 2Tp—4pn n 2Tn Kn _ Aan 2
Fa = 4T+ 0‘64—th e e 4o, (3142)
&, —aq, 2T 2 (K, — A,J,)?
o = sz — ( 3 ) +Van(p, — Pin), (3.143)
n a/
o= tTr — 2; — Vanp, .- (3.144)

En procédant de la méme facon dans la preuve du lemme 3.13 en remplagant chaque

composante de la métrique v par v,_; dans les équations (3.82) — (3.83), on obtient
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- 1
a&n—1¢<n = ( oot -0+ -[nl) ¢cn—1

20én,1 2t
1
— (g + _Inl) ¢§n71 — 626"7172“"71‘//((?”,1), (3145)
oy 1
a<n71¢£n = (20[ _11 - % - _ln_l) ¢£n71
1
- (g - ‘In_l) o, — P T (¢, ). (3.146)

Ici

_infl = Oénfl(QA:z_lanl(anl - 1) - 2#;_1(Gn71 + An,1Hn,1)2672(7"_172un_1)
— Aty Hy_ e, (3.147)

A présent, nous définissons T,, et T, qui vérifient
T,="T,+7T5 T,=7,—-7T (3.148)

comme dans les relations (3.58) et (3.59) qui sont solutions de

v dn—l I < Ly
9 T, = Y — =Y 4at 3.149
gnfl <Oén_1 2t) 1 2t 1 _'_ a’nfl ( )
1. dnt 1o _
0., Y,==",_ - —)T,_ 1 3.150
Sn—1 Qt 1 —I— (Oén_l 2_[;) 1 + an 1 ( )
ou
64/1”71 62Bn71_4l"n71 _
al = 2 A, [—t2 Jn1 (Ko — Ap1Jn—1) + 2\/an—1523,n—1:|

Bn71_4/—’4n71 ~ ~
e - ~ ~ _
+2u, {Tﬁ_l + Van—1(pn-1 — Piyp-1+ Pop1 — P3,n—1):|

2 . ettn—1 , 1
- ;(Miq + 4—752%—11473_1) T . (3.151)

I'expression de a~ s’écrit de maniére analogue a at, en remplagant ¢, par £, _,. Nous

utilisons également (1.101) — (1.103) et la relation (1.16) pour avoir

D Jus1 = —2te’p, (3.152)
OpKnp1 = —2e¢™Ap,, —2te™ Hnp, (3.153)
O Kn = 2t (A,Si1o, +te S (3.154)

13,n ) °
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A présent, nous introduisons les quantités suivantes pour établir certaines estimations

comme aux lemmes (3.13) et (3.15) inspirées des relations (3.70) — (3.76).

Upy = +/Qnvy (3.155)
Una(t) = sup {un1/3(s,0,v0,v3) € [t,t;] x S" X R?/f,(s,0,v9,v3) # 0} ,(3.156)
Vn(t) = max <:uSplTn(t,.)+ﬂi;l(t);2>, (3.157)
An(t) = Uult) +€xn(t), ou xn(t) := ;gszg(czﬁgn + ¢, (1), (3.158)
Dn(t) = sup{||0fu(s)|;to < s < t, pour tout t € [to; T]}, (3.159)
No(t8) — /t (s, 0)ds (3.160)

3.3.2 Estimation des itérées

Dans cette section, nous montrons que toutes les itérées définies ci-haut peuvent se
controler & l'aide des données initiales. Pour le faire, nous évaluons la monotonie et le
comportement de I’énergie relatif aux équations liant ces itérées bien inspiré par le tra-
vail fait dans [JLS], et utilisons cette monotonie ainsi que les estimations a priori pour

controler nos itérées. On a alors dans un premier temps le théoréme suivant

», « . 1. . Ly, o o o o o o o . .
Théoréme 3.1. Considérons les données initiales i, 7, o, A, ¢ , K, J ainsi que

&, Ju, 1, A, & vérifiant les équations (3.142) — (3.146), (3.149) — (3.150). Alors
Ean(t) S &, (3.161)

~Y

ol

27'n s 27y, K — A 2
{Tn+ J2 4 2t ( £t4 nn) }de

g

=
I
m\

1

87r 51(
L (

: 1 ’
& = +\/_°’2+—(A +\/_A’2)}

+
H~|P—‘

f ”U0|d1}1d02d’03> do

R3

¢2 V0 d2) + eV (g, )) do, (3.162)

+
DN —

4t2

51 o’
Lt o e aler
+ - 2+ Ve F?) +Va T OV + L g7 ) de
51 T 42
o 27_0 KO _AOJO 2
+ 8w f (oo |dos dugdus + 2 _ ") o, (3.163)
St 327ty
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Preuve : On a
anTy

d& T 1 Tn

L= — ——df — 0 — ——db
dt /51 t2\ /o, 2 /51 tag,\/an, g1 t2/an,
Ty, Tn

1 1
= —=&,— = ——df
t 2 /51 ta A/, g1 2 /an,

Or, d’apreés (3.143) en remplagant les termes par leurs itérées respectives, nous avons

ot}
B / Vangt oty T Ol a’i (2 N \/Oznu’i "
B g1 t 2/, 20t /o, dagJo,  t /o, t

dal,
Apin 2Tn—4in
(& anpe
Y J2|do

+ / %
g1\ 24/, 4,/04nt3 4¢3

drp,
dt do
/Sl t2 \ On,

(A?z - O‘nA;zz) -

2Tn 2 2Tn A 2
+ / 3V (K, — Ay, — 8m fnlvs = Avy)
o At

t3 R3 |U0 |

d'Ul d’UQ dU3> do

- [ (G = et ) ) as (3.164)
Par ailleurs, pour des raisons de périodicité, nous avons
n 25 1 [ ata xS 1 o,
/Sl Ty =g [ Saper | md@zé/y ol (3165)

En remplagant (3.165) dans (3.164) nous avons

T - _1/ e (A +apA”® LV
dt t o v a2 \ v A2 n
L e
tJo | a3
2 ane 2y 3,2

N / o
51 t,/—an 4¢3 m 4

a / 87Ta72L 2Tn fn( Anv2)2
g1 tS R3

%
O e AL +87r0‘7” fn|v0|dv1dv2dv3] do
R3

2T —4pn

(K, — Aan)Q] dé

d’Ul dUQ d’U3) do

|vo|
2
S
Sl

\ O[n 627'n_4ﬂn J2

2t3

fn_ €
Vo,  4t?

€™ fr(vs —

)

ne?™ (K, — AnJy)?
t4

fn|UO‘
8
+ W/R?’( Iz +

A, v9)?
HTag 2) )dvldvzdv3]d0,
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ce qui nous permet d’avoir ensuite

de,  _ / s T (22 -0 A’2>——%€2Tn_4ﬂn J2| b
dt 2/, t\/a, t 43, Ja, \" neen A3 n

1 a,,e’™
— —/ —(Kn—AnJ +87T—/ fn|v0|dvldvgdv3 df
t ) | 42

_ 1 QnTn 2 _ 12 \/_n 2(Tn—pin) anTp }
t/sl{2\/a—n \/—(¢ R G o

© 2 2T —4pn 2Tn
s e 9 N n o Sape 9
/Sl [t‘/_an e T )

% 2Tn _A 2
(87r0‘"€ Ju(vs — Anva) dvldvzdv;g) 0

t3 R3 |vol

do

(64 n2) 4 VR (6,) ) i,

1
(QN/an
Apres davantage de simplifications, nous obtenons

dt o \ t/am t,/_an 242 n 4t3 ¢t
2T — A 2
- / [87r / (f”‘vo‘ 1 €05 = Anvy) )dvldwdvg] dh < 0. (3.166)
51 R3

2 4[|

Et comme &, est décroissante en temps, pour tout ¢ € [t,;¢;], on a (3.161). .

Ce théoréme nous donne la possibilité d’énoncer une série de lemmes pour contréler nos
inconnues du systéme (3.142) — (3.146), (3.149) — (3.150).

Remarque 3.3. De ce qui précéde, nous pouvons dire d’aprés le théoréme (3.1) que la
quantité &, est décroissante temporellement et 'expression (3.143) nous permet de dire

que o, est également décroissante suwvant t, car p, > Pi.,.

Pour prouver I'existence locale, on va établir respectivement que
— le support de la fonction de distribution f,, est borné,
— les quantités f,, tn, Tn, Qn, ¢n, K, et J, sont uniformément bornées ainsi que
leurs dérivées suivant 6,
— et enfin que ces itérées convergent.

Lemme 3.18. gng} a,(t;.) est uniformément borné sur [t ;t,].
€
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Preuve : Partant de la définition de &,, nous avons
8m / ( fn|v0|dv1dv2dv3) do < t&, (3.167)
st \Jr3
par ailleurs comme /a,|v1| < |vg|, au vu de (1.69), nous obtenons
t& &
o/ Q|1 [dvrdoadus | df < =0 < ——
/51 ( R:sf Cnfor[dvrdvy US) - 81 ™ 8w
t&, _ t&
/minan/ ( fn|v0|dv1d02dv3> g = =< =
9est 51 \Jp3 8 8T
t&, _ t&
ina, < —_ 3.168
Vinen < S5 R 5m (3.168)
ce qui achéve la preuve. .
Nous définissons dans la suite I’expression suivante
Inay,
B =7, + n; , Vn e N (3.169)
En dérivant (3.169) et en utilisant (3.144) nous avons
2t
B, = ETZ —Va (/R3 fn|v1|dv1dv2dv3) : (3.170)

Lemme 3.19. Les quantités [, |8',|d0, [q |1/ ,]d0, [o |0',|d0, [o [K"n|d8, [4|]'n|d8

sont bornés.

Preuve : Comme «,,(t) et &£,(t) sont décroissants, nous avons de par la définition de &,,

/ B8, 1d0 < t&, StE, (3.171)
[ wlas < Yo g Y (3.172)
51 a, "~ (mina, )4
Sl
2E 2E°
Zun AT NdH < < 3.173
g1 e Auldd < (min ;)4 ~ (min oy, ) /4 ( )
S1 S1
2E 2E°
! 1de < < 174
[ < i s (3.174)
S1 S1
(3.152) impliquet/ J(t;0)do = =2t | ePrp,do
S1 51
< 2t/ 8 [—' anGQ"”/ |v0|fndv] 550(3.175)
Sl t RS
(3.153) implique t | K'(t;0)do < & (3.176)

Sl
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Lemme 3.20. Pour tous réels r et b, e A est borné sur (t,;t;] x St.

Preuve : Soit 0 € S fixé.
On a a,, borné sur Jtg;t;] x {0}, (voir (3.168)) ce qui entraine que e +%n A, est borné

sur Jto;t;] x {6}. Nous intégrons suivant 8, e +%n A pour avoir
. ~ g
I ALD) = @A)+ [ (A, )+ D AL,
0

0
A D) S AN | [ (A, ) 4 O ) i
6

é
< O | [ (Al + o) o).
0

Ici C' contient I'expression |(e™# % A )(t,0)| et les majorations du lemme (3.19), par la

suite, en utilisant le lemme de Gronwall, on obtient
|eBntbin 4 (¢, é)| < Cel J3 (rBi+bur,)do| (3.177)
On obtient ainsi le résultat..

Lemme 3.21. L’expression

est bornée sur [to; t;].

Preuve : La preuve s’inspire du lemme (3.20), qui nous permet d’avoir

¢ ¢
/ [62'8"_4””(]3} (s,0)ds < / e’ [626"_4“”(]2 +2C|J,| + 02] (s,0)ds. (3.178)

to to

En effet,

¢
/ S;llp [e2Pn=4m 2] (s, 0)ds / sUp [e2Pn=mm J2(2, — dpl,)] (s, 0)dfds
to to

+ /sup 625"’4“"Jﬂ (s,0)ds. (3.179)

to St

Pour finir, on applique le lemme de Gronwall a I'inégalité (3.179).
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Lemme 3.22. L’expression

t
/ sup [e*"O(K, — A, J,)?] (s,0)ds (3.180)
to S1

est bornée sur |to; t;]
Preuve : En intégrant suivant 6, e (K, — A,J,)] de (t,0) a (t,0). 0, 6 € S* fixés tel
que # < 0, on a

o
[ (K, — A, J)(t,0) < [e|K, — AnJ,||(t,0) + | / [P K, — A,J,|
0
+ eﬂn/ fulve|dv + eB"An/ Falvaldv + €720 | T, |2 AL |](t, 0)d6)|
R3 R3
< [P K, — AW T2, 0) + C
G
4+ Csup(e’ 2|1, | + |/ | K, — Andy||B,|d6). (3.181)
St 0

Ici C" = [[ (fgs fadv) dO)(sup(vee™ + v3A,e”)). En utilisant le lemme de Gronwall, on

a

[P (K, — AnJ)](t,0) < el 1Buldfl(eBn(Fc, — A, J,)(t, 0
+ '+ Csup(e’ 2| J])].
Sl

D'o supC[(K, — Ay J)](t.0) < i1l (K, — A,J,)(t.6)

Sl

IN

+ C'+ C’s;llp(eﬁn’zunun\)). (3.182)
Par conséquent comme
2e™ | K, — AnJyl(s,0)C S;llp efn=2n | 1|
< e¥Pr(K, — Andy)*(s,0) + C? sup 2n=dim 725 ), (3.183)

on a

IN

ti -~ t; R N
/ sup(e (K, — AnJn)?)(s,0))ds 620/ PO (K, — A, J,)2(s,0)ds
t St t

20" (e | K,y — AnJ,|)(s,0)
2(eP | K,y — AnJn))(s,0)C sup (e’ J,])
Sl

+ o+ o+

C" 4 C'sup(e®=2m) | ] )2, (3.184)
Sl
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En appliquant le lemme de Gronwall, on a

t;
/ sup(e® (K, — A, J,)(s,0))ds
t s
t;

< max € (ePn=tmn (72 1 9|.J,| + C?)(s,0))ds, (3.185)
t

qui est borné d’apres le lemme précédent, le lemme 3.21. .  Dans la suite, nous allons
contrdler 7, fi, et A,, pour le faire, nous allons borner T,,.
Proposition 3.2. Les fonctions u,, A,, et ¢, sont bornées ainsi que leurs dérivées de

premier ordre sur |to; t;] x S

Preuve : Pour la preuve, nous allons utiliser les expressions Y,,, T, ¢¢,., ¢.,. Nous

avons
x 2 .9 ethin—1 2 Q1 X q>1<—1
(O VEONTLF L) = =G+ el + ST F 1) £
. / efn—dum=l 2
+2(/Ln71 + vV Q, K n—l)( 2t2 Jnfl + 2e (5n—1*#n71)v(¢n71))
/Oénf eﬂn71_4lln71 " 1 2 —2;,671_1 2
+81 ! 5 ful(1+ ‘5 | UZ)dvldvzdv:a
R3 0
64},671_1 eﬁn—l_4ﬂn—1

+4—t2<14.n71 RV anflA/nfl)<t—2Jnfl<anl - Anfljnflﬂ

o 67_‘_\/0%7162&"71_4#"71 fov2(vs — Ap_1v9)
2 R3 |vol

dvldvgdvg) (3 186)

Soit (t;60x) €Jto;t;] x S* un point arbitraire. On considére v la courbe intégrale de
t — t £ /o, _, 0 partant de (ty;0;) vers la surface ¢t = t;. Soit (t;,0+) U'extrémité de la
courbe intégrale 7= sur la surface t = ¢;. Alors, on a :

/ (8t—‘/_ozn189)(Tn+T§)+/+(8t+,/_an189)(Tn—T,f) :/ L;1+/+ L., (3.187)
Tn Tn T g

n

ou
2 gHin—1 , Gy Tx
LT, = — (2 + A )+ (N T+ 2
n—1 t(:unfl 442 1 nfl) an—1< 1+ nfl) t

eﬂn71_4,ufnfl

+2(fim F O ) e 22110V (g, )
\/meﬁnflleﬂnfl fn(1 + 26—2%71@%)

2t R3 |U0|
edtn—1 66n71_4;u"n71

+4—1;2(An—1 + vV an—lA,n—l)[ t2

an_ 62/371—1*4!%—1 _ A _
SR A T f"UQ(”?’lU | n=192) 40 ).
R3 0

+87 dvydvydus]

Jn—l (Kn—l - An—l Jn—l)

(3.188)
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Par ailleurs, on a |Y}| < T, 'égalité (3.187) devient alors

Toltr; Ok) = 5 [Tul(ti; 00) = T3 (ti;04) + Tults; 0-) — T (t:;60-)]

L, — / Ly
_ 7.

n—1

1

/;

n—1

Lol + [
:

n—1

\LL!] (3.189)

En considérant expression LT, définie par (3.188). Les termes qui sont entre les crochets

de la relation (3.189), et au vu de (3.143), on a

7 Bn71_4un_1
a4 € 2 2(Bn—1—pn—1)
2ta,_, { o Jn1 T2 Vin-a)
571—1_4#77.—1 — 2y —1,,2
Qp_1€ n(1 4+ 2e72Hn
bogp Yt Inll 427 20) o dusdvs, (3.190)
2t R3 |vol
3 ﬁn—l*4/"n—l
Q, e
2tOné - t2 Jn—l(Kn—l - An—IJn—1>
n—1
Oty 62Bn7174ﬂn71 — A
+ 167 Y Jva(Vs = A1)y, (3.191)
2t R3 |U0|
Cependant
. / W / . / 2
/"Ln_l :t V anfll’[/ n—1 + 2t (An_l :|: V anflAnfl) S (/"Ln_l :t V Oénfll’[' n—l)
64#71,71 A A/ 9 1
+ o A B VE AL )T+ S
1 1
S 2(Tn—1 + T:;_l) + 5 S 4Tn—1 + 5
On a par la suite
o 27 1 3T
LE | <= (27 nlp ) 3.192
s (o T e ) + 5 (3.192)
Les deux premiers termes de Z”‘l ont été traités aux lemmes 3.21 et 3.22. Nous évaluons
n—1

le troisiéme terme

—2u 1.2 -2 2u _
n 3 —
fa(14 e “Fnrpg + 17 2eHn-1(v3 — A _ 1)

)
d’Ul dvg d’Ug .
R3 |vol

(3.193)

B,(t,0) = 16me2Pn—1"2Hn
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Nous avons
(14 e 2192 4t 261 (p; — A 1y)?
B,(t,0) < 16me2Pn-172n 1 I 2 (v ), )duldvgdvg,
R3 eﬁnfl_'u’nfl \/1 + 6_2'87171—"_2#77,71 u%
9 62/"/”_1
< toreh ey (1 e+ S k4, ) oy

/u1 du1
—u1 \/1 _|_ eiZﬁn—l+2y’nfl u%
2'u‘n—l

< 16mePr-1 a1 f, [ oo (1 + e o152 ¢ v (U3 + |An1|@2)) o3

X2 (eﬁnl_”’nlln (ﬂl + \/625%1—2#”71 + u%) + e_1> . (3.194)

Ensuite, nous utilisons les lemmes 3.19 et 3.20, puis les inégalités (3.189), (3.192) et (3.194)
pour avoir

" 20,1 | 1 T,
sup T (t, 0) < / ¢ { [e7" + In max(@; e%n-17Hn-1)] (QT,H + = —) 4 3L } dt
Sl

to to 4to Lo
B gup o [e2Pn-1E0O)—dpun1(t0) 72 (4 @ 27, 1

4 / [ PSI[ n—l(? )] <2Tn1+ 1 +_> dt
to t to 4t0

t 01O (0 — A, 1T, 1)2(t, 0 27, 1
N / supg: [e ( 1 1/0-1)*(t, 0)] <2Tnl+ 1 +_> dt

to t3 t() 4t0
+ sup T, (to, 0). (3.195)
S1
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Par ailleurs,

(1 007 < (@(t)+C [ fouplet =0 (1,4 (1.0))

2 (Ko = Aucs ) (.6)))
-+ S;le 3

n (6—1 +eﬁn_l—un—lln(sup{al;eﬁn_l—un—1})(ﬂ1(t))2
Sl

_I__ (Tn—l + /Ij% _|_ 1){8;1113 6267171_2#7171 + (Sup 62671,71_2/‘71,71)/[7;

[supg: €105 + supgi (e®-1| A, _1]09)]?

+ 2
N [Supgi €n=17Fn=175 + supg: (ePr—17Hn=1| A|vy) | Do)
to
N [supg1 €715 + supgi (e?2-1| A|05)] maxqo 1 (e’ (Kp—1 — An_1J—1))
ty
T o (o (3.196)

En utilisant les relations (3.190)—(3.191) ainsi que les lemmes 3.21 et 3.22, nous controélons
les termes de droite de I'inégalité (3.196).
Dans la suite, nous énoncgons une suite de lemmes qui vont permettre d’achever la preuve

de la proposition.

Lemme 3.23. Pour tout t € (to,t;] et 6 € S*, nous avons

Xa(t) < C+ C’(t)/ {an(s)(l + Up—11In01 + Inty—11(5)) + supYn_1(8)(xn-1(5))?| ds

to fest

+ 20" maz [V(én_1(E,0))], (3.197)

Ee{to,t}

ot xn(t) est défini comme a la relation (3.75) en remplacant £ et < par &, et ¢, respecti-

vement.

Preuve : Nous partons des équations (3.145) et (3.146) que nous intégrons le long de

la courbe caractéristique correspondant aux vecteurs champs 9, , et 0, , sur t =ty au
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point (t,0) €]ty t;) x S*, pour obtenir

b (t0) = bu(torf— (Nuoa(t) —to) + / ot (50— (Naoa(s) — f0))ds

to 2an—l

t
+ / [, (24" H (G, ,—1)—24 (G, ,+A, H, )e?Tna=2))]
to
x ¢ (5,0 —(N,_,(s) —to))ds

t
/ 2 2 —2r
_/ (4a"*1Mnlenfls € " 1¢n71
to

b B V(g ) (5,0~ (N, (5) — t0))ds, (3.19)
t & )
00, (1.6) = e, (t0.0+ (N (0= to) + [ 5206e (.64 (N, (5) —to))ds

n—1 n
X @y (8,0+ (N, (s) —to))ds
t
- [ Gt 2 e
0
¢

+ 5T 121V (¢, ))(s,0 4 (N,_, (s) — to))ds. (3.199)

¢
+ / [oznfl(QA/ H_ (G _,—1)— 2,11;71((;”71 + An71Hn71)26_2(T’1*1_2“"*1)}
to

Comme d’aprés U'inégalité (3.194) et les lemmes 3.21 et 3.22, ‘z”—*l’ est majoré par
n—1

Pexpression In(1+@;_; ), en nous inspirant de (3.86), nous avons

suplée,|(1,.0) < suploe,(to, 0)] + / C(s)[supldor_ (5, O)in(1 + B 1 (5))

fest pest to fest
1 :
+ gsugz]%,l(s, 0)| + 217211 |V (p, 1) |]ds + ki1 (L, 6)
bes

A

C+ / O(s)[suplde, (5, 0)in(1 + 7, (5))

fest

1 : -
+ —suplo, ,(s,0)]ds+ C

/ b (5, 0V (G (5,0)ds| + s (1,6)

Spest
< O+ [ CO)lsuploe, (0014 T, (5) + ks (1:6)
to fcst '
" é;zggwén_l(s,muds+5|v<¢n_1<t,e>>—v<¢>n_1<to,e>>|, (3.200)
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t
sup|og, |(t,0) < Sup|¢fn(t070)|+/ C(s)[suplo,_,|(s,0)in(1 +7,_, (s))

fes? fest to 0eSt
1 .
+ —sup|pn_1(s,0)| + 12V (¢, ) ||ds + R (1, 6)
Sgest
t
< CH+ Rpa(t,0) +/ C’(s)[sup|¢5n_1|(s, 0)in(1 +ﬂifl,1(s))
to
+ lsup|<bn (s,0) d3+C (8, 0)V (dn_1(s,0)ds
Spest
< CHERya(t,0)+ / C(s sup|gz§§n (s, 0)in(1 + @ . (9)
1
+ ;SUPWH(& 0)|1ds + C|V (¢n1(t.0)) — V(n1(to.0))], (3.201)
0eSt

ol Kp—1 et Kp_q sont définis respectivement comme dans les relations (3.88) et (3.89) en
remplacant les composantes de la métrique A, 7, u, o, G, H, Ag, 1g, ainsi que ¢q et ¢,
par A,_1, Tn-1, Pn-1, Qn-1, Gn_1, Hp_1, AL 1, w1, &0 1, bn_1. L'estimation de
Kn-1(t,0) et R,_1(t, 0) se fait de maniére similaire a celle de x(¢,0) et (¢, 0) fait au lemme

3.1 et 'estimation de [3,,_; permet de controler
Gr1s Ani TR e H—1-

D’autre part, comme

t3€_27—"71 .

(Kn—l - An—IJn—1)2 5 go et Kn—l - An—ljn—l =———H

cette relation permet de borner H__, et donc H,_;. pPour controler G,,_1, nous utilisons
les équations (1.100) — (1.103) mais en remplacant I' = G, + AH, par I',_; = G, | +
A,_ lHn 1 qui vont permettre d’avoir une estimation de I',,_; = G AL lHn—l deés que

S, 1,135 St 12, Po_1o €t p,_, , seront bornées. Il reste donc a controler Sp1 13, Sn_1,12, p
On a

n—1,2 et pn71,2 °

ik
VO, 511k = fn odv k€23
dv!
N s [ sup |v'|————
< sl /R i
< Cu,,,in(a,_,,). (3.202)
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Par conséquent, on a

t

‘anl(tve)‘ < C/ Ca7z—1,lln(ﬂn—l,l>(s79_ (anl(s) _to))dsa (3203)
to
t

i (1,0)] < C / Ci,_, In(i, , )(s,0+ (No_s(s) — to))ds.  (3.204)
to

On additionne les équations (3.200), (3.201), (3.203) et (3.204) et on obtient la relation
(3.197).

Lemme 3.24. Pour tout t € [to,t;] et 6 € S*, nous avons

A, (t;0) <C+ C(t)/ (A, (5:0)%In(A,_(s;0))ds. (3.205)

[to,t}

Preuve : Nous utilisons les relations (3.194) et (3.197) pour avoir

t
) S B+ [ oua()na(s)in(b,na(5)ds (3.206)
to
oll B est une constante positive dépendant des données initiales et
anl(s) = _2862&1_17%_12‘/@”71)
- 25625"*17“”*1 167T ( an_l fnl + 672“71_12)% + €2Mn_lt2<v3 - An—1U2)2d/U) .
R3 |vol
De plus

Xn-1(8) +0n-1(8)xn-1(8) < Ana(8)+A5_1(5) S Ap_i(s) car Anoi(s), Aq_i(s) < A5 (s).
(3.207)
En additionnant (3.197) et (3.206) et en utilisant (3.207) nous obtenons le résultat. .

Lemme 3.25. 0,f,, Oyfn sont bornés sur |ty,t;] x S*.

Preuve : En effet, on pose 2z =t ou 6 on a

dz 09, 0z ov,, 0z

(3.208)
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avec
(4O, Vo,
_'n 2
ds yvo (3:209)
av,! / / 0, 0 - . 1
ds _(Tnfl — Hpy T 20471—1)\/ a, V7 — (Tn—l - Mn—1)Vn
ol Vo 1Al
SV (VA = (V) + YT Y, (3.210)
dv? ) VIv?
ds = —/ubn_lvnz — \/an—1/“L/n71W7 (3211)
av? 1 Viys Zn—1 [ Vi
dn = — (— - /ln_1> VT? + \/ozn_l,u;fl o On - ¢ (An—l + \/Ofn—lA;Ll_no) Vf (3212)
| ds 5 V s V

Par la suite, en considérant
O,(8) = O,(s,t,0,v) et VF(s) = VF(s,t,0,v), k€ {1,2,3}

solution du systéme caractéristique (3.209) — (3.212), posons 0 étant soit 0y, Oy, ou Ok

et définissons
v, = a0,
Fua V0 VO (VO — (V4 (V22— (V)2
\/Oén,1 \/05an (V0)2 - (an)2 "

Z = av,}+(

*(“* VOp =D~ yat (V-
ViRV
(o i ) 00
Zy = OV + V], 00y,

62p’n—1

, VI(VR2— (V32 A, e VOVRYR )
7 | 90

78 = ovi— (Vi -

n

A )00,

S n—1
Alors, on obtient une matrice M, = {al,}, (s,v € {0,1,2,3}) tel que

Q= (U, 2z} 72 737,

satisfait i,
ds Moafn,
et les éléments de la matrice a”, = ac,(s, ©,(s), V,¥(s)). En particulier, on a
ddzss = a3 2y,
dde =y U tay 2y a2,
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) ] 3 Qn—1 n—1 A _l :
s’exprime en fonction de o ay, dépend de —< + fi,—1 et la

n—1
La composante a;

62un71 A

v} . . ) )
(An—1++/an—1A;,_ %) qui sont tous uniformément bornés

composante asy ! contient
S

sur [to, 1), et toutes ces composantes sont controlées. Pour le terme Z!, nous utilisons les
équations (3.142) — (3.144) et les équations (3.149) — (3.150)
On a l'application (90,,,0VF) — (¥,,, Z*) qui est inversible. Par ailleurs

d
£89(®, V)na1(s,8,0,0)] = [09(0,V)pi1(8,t,0,0)06=(s,0(s,t,0,v),V (s, t,6,0))]

< (0, V)pga(s,t, 0,08 02 v (C(s) + Ap(s))].

Par conséquent, pour (s, 0, v, v?, v®) € suppfni1(t) | suppf.(t), on applique le lemme de

Gronwall et on obtient
t
10(0, V)t (to, t,0,0", 0%, v°)| < exp {/ I(C(s) +An(8))|d5} :
to

La relation (3.208) nous permet ainsi le controle de la dérivée de f,, car les composantes

al! sont bornées. On en déduit (voir (3.159)) alors que
Haafn+1 (t) H = Ha(G,U) (@7 V)n+1<t07 t7 07 1)17 U27 Ug)fO((@y V>n+1 (t07 t? 97 Ulu U27 U3)> H

100 frs1 ()] < 110w0,0) follexp (/t C(s)(Dn(s) + An(s))ds) (3.213)

d’ou le résultat attendu. .
Les lemmes 3.23 et 3.24 permettent de borner u,, a,, An, Tn, ¢On, Gn, Hn, f. et les

lemmes 3.24 et 3.25 permettent de contrdler
:uTH dn? ATL? 7.—TL7 QSTH HTH :u’;w a;w A;w T;La (Zﬁ;w Gn? f1/7,

ce qui acheve la preuve de la proposition..

3.3.3 Théoréme d’existence locale

Proposition 3.3. Soit [to; T*] C [to;T] un sous ensemble compact dans lequel nos esti-
mations précédentes sont vérifiées. Alors dans cet intervalle, ces itérées convergent uni-

formément.
Preuve : Soit t € [ty; T*]; nous définissons
Fu) = sup{[|(fa+1 = fa) Ol + [(dnr1 — &n) (O] + [[(ns1 — ) (D)

+ s = ) O+ (A = An) O+ (7o = 7) @]
+ [(Gusr = GR) O + | (Huer — H)(t)lls 80 < ¢ < T3, (3.214)
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ou, pour toute fonction h := h(.,0)

(s = h) O] = 1 (Raer = B) Olloe + s = ha) (O lloo + 11y = 1) (1) |-

Pour simplifier les écritures, pour toute fonction h := h(.,#) nous posons
OFh = (0, £ J/anOg)h = K%

En procédant de maniére analogue a la preuve de la proposition (3.2), et en utilisant
(3.145) — (3.146) nous avons

+ (A X £ (x X 2 .9 .9 elhn o e 2
an (Tn+1 T+ Tn—i—l) - an—l(Tn + Tn) = _E(/’LTL — My + 4_t2anA n 4—15205”*1‘4 n—l)
dn v 5 C‘lfn—l Y. Yz TX TXfl 2 12 12
-1, F T YT, 1 FY )+ 2 - =) - —
B0, 3 1) + P F T (- 22 ) - - )
+2(¢{i}‘i - ¢>{i}‘in 1) ici Ty est définie par (3.147)
—Ap
Fu (S 2V (5,)
[ty Brn—4pn (142 —2pn g2
+8 An® frgr(1 4 2¢ UQ)dvldvgdvg
2t RS |vol
Brn—1—4pun—1
_Qu{i}(e o J2 +2€2(ﬁn_17un_1)v(¢n71)
/ani eﬁn71_4#n71 " 1 2 —2/J¢n71 2
+8m ! f< +ee U2)dU1dU2dU3)
2t R3 vl
64Mn eﬁn_‘lﬂn
—— AlE Jo (K, — AnJy,
G A )
2577.*4/‘11 _A
16 Y One / frr1v2(vs nvZ)d’Uld’Udeg)
2t R3 ‘U0|
4Mn 1 Bn—1—4pn—1
41 €
- 4t2 A{ }[ t2 Jn—l(Kn—l - An—lJn—l)
_ 2Bn—1—4n—1 _A
167 VI J02(Vs = An1t) g ], (3.215)
2t R3 |U0|
+ /A X + Y X 2 -2 -2 64Mn 12 e4un_1 12
an (TH-H + TnJrl) an71<T71 + Tn) = —;(,LLH — Hp1 t+ FO‘HA n- ?a”_lA 7171)
& - _ - Qp Q. = - T TX,
—— (Y, =T, _ T —-7TX — - Y, FY )£ 2 - 2L
o R =T+ (- L T (-
2 . )
=508 = dn )+ 268 (T = ) 20657 — 6,5) T
+2uﬁi}<T1 Tooy) +2(uf = DT
T2
+E A,{f}(T — T2 ) 4 (et — trnr), (3.216)

4¢2 412
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25n —4pn
o T} = 572 J2 4 262 BV (g,
» 2080 —4pn 1 2 —2n 0,2
g Y nC JuirL+26700) b s, (3.217)
2t R3 |U0|
e = KAL)
n 2 n n nJdn
S 5200 —4pn — A
+o16r Ve Jnt102(vs nUQ)dvldvgdvg). (3.218)
2t R3 |U0|
En utilisant (3.143), on a
TP T | < L % UES T2 -T2 || < e (3.219)
n = 9 Q1 n n—11 = 2 a, 1 : :

Soit (t1,0k) € [to;t;] x S, t; < T* un point arbitraire. On considére v la courbe intégrale
de t — t + /a0 partant de (ty; 0;) vers la surface t = ¢;. Soit (t;,0+) Uextrémité de la

courbe intégrale v U~ ; sur la surface t = ¢,. Alors, on a
[ T T -0, (Ta+ 1] +
Y Ung1

[, T = T =00, (Ta = T3] =
Tn U'YnJrl

/

n Unt1

Lf+ / L,, (3.220)
Y

$U7i+1

ol L est définie par le membre de droite de I'égalité (3.216)

/ O (Tos — To+ T5,, — Tm]+-/' @ — 07 ) (T +T2) +
v, Y-

n+1 n UVt
[, BT = Tor T - T0] + [0 =00 )(Tu+ 1)
QAN YU
= / L +/ L,, (3.221)
Y UYgn YUY
[ oot =T+ [ o =T = = [ @ -0 )@+
Tl QAN Yo Uhng1

S PRCHLE C I N R L o)

+ / E;+/ L. (3.222)
Y U1 SO

n U7n+1
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(3.222) devient alors

_ _ 1 - _ _ _

(Tn—H - Tn)(tka 91@) = i[Tn-I—l - Tn)(tm 0+) - (T;—H - T;>(t07 0+)] -
1 ] 1.~ § §
: / 0 N(Tut T3 4 gCus = Ta)t0,0) = (s = T3)(00,0.)] -

U')/n+1 i
1 = A X ] 1 "’+ F—
2 nu7n+1 i 2 Yn UVnga MU
Or
L A - [REES SR
T t | [ [emy " "
|

(T2 + T+ 68T — Tt ] + 2] T |0 — 68 (3.224)

Les relations (3.188) —(3.190) —(3.192) — (3.194) de la preuve de la proposition 3.2 assurent
le fait que les composantes du coté droit de I'inégalité (3.224) en dehors de (T, — T,,_1)
sont bornées, et au vu de (3.149) — (3.150), (3.223), on a alors

ti
(Trir — To)(t, 0r) < C + C’/ (T, — Ypy)dt. (3.225)

to

Par ailleurs, en utilisant les itérées dans (1.104) — (1.105) et au vu de (3.202), on a

pour .]7l€ {123} |pln_pln 1’ ’Sljn_sljnfl‘y |‘Pl,n_Pl,n71‘ <

~J

167 | far1 — full @i @3 @) + | follooltn — cn—1ltn1ln(tin1). — (3.226)
Ainsi, au vu de (3.138) et en appliquant le théoréme de la valeur moyenne a (3.213) on a
t
(Fuss = 1001 < Clon ol [ Faa(s)ds (3.227)
to

En utilisant (3.152) — (3.154) on a

t
‘Jn+1 — Jn|(t) = 2t / (6'3”5127,1 — €ﬁn_15127n,1)d5 s (3228)
to
t
| K — Ka|(t) < 212 / [66"1471512,n — 65"71An—1512,n—1]d5
to
t
+2t3 / [6’8"6_2un5137n — 6571716_2“”71513’,1_1]&9. (3229)
to
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La relation (3.179) de la preuve du lemme 3.21 nous permet d’avoir

to 0

t t 0
/ﬁé%—@mﬁ——éml—%nhﬁqKaems _ / /[8”fme@ﬁ;—4m»
t 0
t

—en e 2 (28] — Al )] (s, 0)dids + / (20—t 2 — 2Pnm1tim=1 g2 (s, 0)ds.

to

t t 0
Dou [ ferrd - ettt Jsods < [ [ e ries - a)
to JO

to

t
=M T2 (28] — 4, )| (s, é)déds + / et Ty, — e 1Ty ] (s, 0)ds.

to

En nous inspirant de la preuve du lemme 3.22, on a

lefr (K, — Andy,) — P (K,_y — A1 Ju_))|(8,0) < |ePn (I, — AnJy)
_eﬁn_l(Kn—l - An—lJn—l)|(ta é)
6
+[ Heﬁn - 6ﬁn71||ﬁ;(Kn — Andn)| + 66n71|57,z(Kn — AnJn) — ﬁ;—l(Kn—l - An—ljn—l)”(tvg)de'
[

D’ou |H, — H,_1|(t,0)

IN

€ H,y_y(e7™ — ™) + [ (t,6).
t t
Donc / |H,, — H,_1|(s,0)ds < / ™| Hy—1(e™™ —e ™ )| + [ ,)(s,0)ds.
to to
On a ainsi

t
\Hn_Hnly(t,e)g/ £ (s, 0)ds.

to

En outre, en prenant 1’égalité (3.28) combinée avec les équations (3.142) — (3.143)
1Bn—Bar| = [t(Tn — Tuct) + (T — Tot) + (H, — Hoor) + 87(P), — P/, )| . (3.230)

Dans la suite, en additionnant (3.225) — (3.227) — (3.228) — (3.229) et (3.230), on a

t

Falt) < 0/ (Fols)+ Fra(s)ds: n> 1. (3.231)
to

En appliquant I'inégalité de Gronwall a (3.231), on a F,(t) < C’fti Fno1(s)ds; et par

induction on obtient finalement

(t —to)"

n+1
Falt) < CMHE—

pour n € N, t € [ty, T7]. (3.232)
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n+1 (t—to)"™
C n!

On en déduit que F,, — 0 quand n — +oo car la série { } est convergente.
neN*

On conclut au vu de (3.214), et du fait que L™ est un espace de Banach, pour la norme
L™, que
an = a, Ay —= A =, T T, Op =0, fn—f, H,— H, G, — G.
al, o, A=A -, =T 9 =9, H - H, G,— G
et
Gy — &, Ap = A, i = 1, Tn— T, O — &, Hy, — H, G, — G.
Ce qui nous permet de déduire que f, 7, u, a, A, G, H, ¢ sont solutions du systéme
(1.92) — (1.99).
A présent, pour 1'unicité de solution, soit

& = (fes Ry s Ak Ty Grs His Or)i=152

deux solutions réguliéres pour le probléme de Cauchy du systéme (1.92) — (1.99) ayant

les mémes données initiales
(foa ,uo> Roa Aoa 7—07 HO? Gov ¢O) at=to.

Utilisant le fait que & est solution du systéme complét (1.92) — (1.99), on procéde de

maniére similaire & la fagon dont on a établi la convergence des itérées pour avoir

I <c / “Ys)ds,

avec

@) = sup{[|(fi = L)) + (1 — d2) ()] + [[(ar — az)(s)]]
+ (= p2) () + [[(A1 — A2) ()| + [[(71 — 7=) ()]
+ (G = G2)(s)|| + [[(Hy — Ha)(s)|[;t0 < s < T} (3.233)

On en déduit 3(t) = 0, Pour t € [to; T*[. Ce qui implique,
fo=fi; aa=au; po=p; Ay =A;; m=m; Go=G1; Hy=Hi; 92 = ¢n.

De la proposition 3.3, on a le résultat suivant.
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Théoréme 3.2. (Ezistence et unicité locale)
Soit f* € CY(S' x R?) avec

£ >0 20+ 2m,0) = £1(0,0), (0,0) € S* x R?

et
Wy == sup{|v|, (8,v) € suppf } < .

Soient les fonctions régulicres o, T, u, A, H, G, ¢

et fo7 /’LO7 aoﬂ Ao’ 7—0’ HO7 GO? ¢O E 02(51)'

Alors, il existe une unique solution régulicre (f, u, o, A, 7, H, G, ¢), du systéme
d’équations d’Einstein-Viasov avec champ scalaire non linéaire dans direction future en
symétrie T?, (1.92) — (1.99) avec

<f7 /"L’ a? A7 7-7 H7 G? ¢)(t0) = (fo7 [1’07 RO? AO? 7—07 Ho7 GO7 ¢o)

sur un intervalle de temps [to; T™[.
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I Chapitre 4 I

EXISTENCE GLOBALE

Dans ce chapitre, cette fois-ci, nous allons aborder la question d’existence globale dans
les deux directions. Dans un premier temps dans la direction passée, et ensuite dans la

direction future.

4.1 Existence globale dans la direction passée

Dans cette section, nous allons montrer que les dérivées d’ordre supérieures (secondes)
des composantes de la métrique ainsi que celles de ¢ sont bornées, ce qui va permettre
d’avoir les hypothéses du critére de continuation qu’on va utiliser pour établir ’existence

globale. Nous énoncgons une série de lemmes pour atteindre notre but

Lemme 4.1. Les dérivées secondes de R en (t,0), Ry, R et Rgg sont bornées sur
Jt_ to] x S1,.

Preuve : D’aprés la premiére section 2.1 sur les estimations a priori du chapitre 2, les
composantes de la métrique ainsi que leurs dérivées premiéres sont bornées, les quantités
de matiéres et les quantités de torsion également, les équations (1.54), (1.55) et (1.59)
nous permettent d’exprimer Ry et Rgp en fonction de R, 7, A, ¢, p,(et leurs dérivées
premiéres) I', Hy, p, J; qui sont toutes bornées. Par conséquent Ry et Rgy sont aussi
bornés en tout point t € (¢_, o).

De (1.59) on déduit que Ry est borné. .

Lemme 4.2. Les dérivées secondes de ¢ en t et 0, ¢u, O et pgg sont bornées sur
]t,,tg] X Sl,.

Preuve : L’¢quation (1.60) est équivalente a

20,000 = —%(Rt + Ry) + ((b”Q—Eqﬁt)(Rg — Ry) + Lpg — 2720V (4),  (4.1)
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avec L = 2A¢H (G — R) — py[(G + AH)?*e* + 4H?*R*|e™ .

De cette relation (4.1), nous avons

¢0‘ a)\ R9 (b)\ ao R@

20 8@9 R R + 2(7-9 _ ue)V'(qb) —2(t—p) ¢ V//(¢) —2(1—p)
R R,0 RO,
Rz (Bado — 02R5) — 21;% + A2R¢0 + Lopg + Lepgo. (4.2)
Nous posons
RN o VN -
L= 5n IR 2(7p — p1g) V' (0)e 2T — gV () u)_ﬁ(}f{,\gzﬁg—gb,\jfﬁ(,)7

et (4.2) devient

R,0\¢0 N Rx0500
2R 2R

Nous supposons sans nuire a la généralité dans la suite que,

20,0009 = L —

V() = Voe?, done V"(¢) = 2V (¢) + 26V"(9)

se controle. Ainsi, la quantité £ se contrdle car composée des éléments qu’on a borné
précédemment. Nous intégrons I’équation (4.3) le long des courbes caractéristiques res-
pectivement s — 6 + s —ty, et s — 0 — s+ 1y avec t_ < s < 1, ensuite, on applique
I'inégalité de Gronwall pour borner

sup (|0,09| + |Oxo])-

fest

En effet, posant £ = 0y(R¢»), et F' = 0p(R¢p,) par calcul, on obtient :

V2 Ry
b = 2= (B+F) - L, (44)
V2 Ry
Pgo = 2R< E"‘F)—Eébt- (4.5)
En utilisant (1.60) une fois de plus, on obtient
2
E, = % [Rgg—%—LRg— Rt}ﬂ ¢ + [ Rt9+LR9+RL9]¢9+% (R —%)E
1 L R
+ 3 (Rg + E) F+ {[R(TQ ~ o) = S IV'(0) — %v"( )} (4.6)
2 . L
F)\ _ % [ Rge—%—LR B RR9:| §bt [Rtg—l—LRg—i-RLg]gZS@—f—% (—RA—FE)F
L
- 3 (rer ) B {0 - B0 - 2o} (47
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En intégrant le long des courbes intégrales t — 6+ (t—t;) en partant d’un point (¢1,6), 6 €
Stett_ <ty <ty Les égalités (4.6) — (4.7), on obtient

E(t1,0) = E(to,0+t —to) +

1 (b L L

= +b+ Ry — —=)E+ Ry + —= | F)(t;,0 + 5 —t1)ds, (4.8

2/“(& (A \/§) ( \/5) S0, 04 s —h)ds, (48)
F(t1,0) = F(to,0 —t;+to)+

%/:(e +b— (Rg - %) E+ (—RA + %) F)(t1,0 — s+ t1)ds,(4.9)

ol
a = -Rgg—%?—LRg RtR"} ¢ + [~ R + LRy + RLg) b,
b = _R(Tg—,ue) R"} V'(0) — %V”( 0),
e = ?mw~§—lﬂe‘mm}@ + (R + LRy + RLg)os.

En posant et en majorant M (t) = sup(|E|+|F])(t,0), puis en additionnant (4.8) et (4.9),
fest

on obtient

. L]
Lﬂsélsg |(max(a;e) +b)(s,0)| + seug <E + |R,| + |R>\|> (s, 0)} ]\(44(?)6;3

Pour finir, on applique I'inégalité de Gronwall & (4.10), ce qui nous permet donc de borner

to
M(t) < M(t0)+/
t1
|b10] et |pgg|. Nous utilisons enfin I’équation (1.60) pour borner |¢y|.
Lemme 4.3. Les dérivées secondes de A, et T en (t,0) sont bornées sur |t_,to] x S*.

Preuve : Nous écrivons les équations d’évolution en p, (1.56) et A, (1.57) sous la

forme
Ry — R Ry — R
et — Moo = %(Me + pe) — (GQ—RQ(M — [ig)
64M 64,u72‘r ) 64;;727'
+ 2R2(At Ag) (A + Ap) + 5 '+ 5 H (4.11)
R, — R Ry+ R
Ay — Agy = L%Ei%%+A9—L%§i%&—Aw
—2(Ay — Ag) (1o + 1) — 2(Ap + Ay) (e — o)
+R%e™ T H, 4 2e*7721) S, (4.12)
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ou k =p— P, + P, — P3. En dérivant (4.11) et (4.12) par rapport a 6, nous avons

R et
0oty = i+ 3 20rtto — 320rsin + o (Ar0p g + AgOs Ao
27 €4u 2T
“+e FFQ + 5 Rg, (413)
R R,
\DrAy = Lo+ 550, Ag — S E0AAg = 21003 Ag — 20119 — 201705 Ay
—|—2R6_4’u+27—(523)9 + RQG_QT(FHt)g — 2A08/\,u9, (414)
avec
R Ma Ry 5
L, = oR? RAMU (9,\30 + 2R Ry ZRa’\RG
R 1
+ (2#9 — ﬁ) €R_ + = 64“ 27 |:(2,u9 — Tg)(F2 —+ :‘i) + /;0] 5
B Ra R, A\ Ay
Ly, = 52 s As + 5,\Re+ 5T ——; o — ﬁaURG

+ (RyR — 7932)FHte 2T 4 [Ry + 2(19 — 2p16) R)e*2) S

Ici, Ly et Ly sont uniquement fonction de I, H;, k, S;3 des dérivées premiéres de
u, A et 7, des premiéres et secondes dérivées de R qui sont par ailleurs bornés d’aprés
les étapes du chapitre 2 et les lemmes précédents 4.1, 4.2. En intégrant les équations
(4.13) et (4.14) le long des courbescaractéristiques de la surface initiale, nous obtenons en

utilisant le lemme de Gronwall,
sup (|0s o] + |Oxpto| + [05-Ag| + [0rAs))
feS?t

borné. Comme R est borné par Ry et sous I’hypothése que les intégrales des termes
Ly, Hyg, kg et (Sa3)g sont bornées. En utilisant les équations auxiliaires (1.61) et (1.63),
on déduit immeédiatement que les quantités I'y et Hyy sont bornées. Pour borner les dérivées
des quantités de matiére kg et (Sa3)g, nous utilisons les variables introduites par Glassey et
Strauss [G'S] pour résoudre les équations de Maxwell-Vlasov. Nous allons nous en inspirer
pour borner une composante des quantités des matiéres, en intégrant (4.13) suivant la

variable auxiliaire A ’expression contenant py.

/ /RS (27000, f](s,0 — (s — t),v)dvds, (4.15)

avec t €]t_, o], et v = (v',v? v3). Ensuite, on définit les variables auxiliaires suivantes

1
W = 20, = 8, — 0y, Z:at—%ag.

Thése de Doctorat Ph.D LASSIYE TCHUANI Alex’s Constantin



4.1 Existence globale dans la direction passée 115

Alors, 0; et 0y sont exprimés en fonction de W et Z par

’UO

= — (4 — 4.1
89 UO+'U1( W>7 ( 6)
v vl
= — —W). 4.1
O ot (Z + UOW) (4.17)

Ensuite, [W f](s,0—(s—t),v) = 0s[f(s,0 —(s—1),v)], et en utilisant I’équation de Vlasov,
nous avons

[Zf](s,0 = (s —1),v) = [FE.-Vu[](5,0 = (s = 1), v),

ou = = (2,25, Z3), avec
22 3)2
YA R R G NG
E1 = (10— po)v" + (Te — )" + puo 0 + (1o R> 20
A 2,,3
—%62“% +e (e Tv* + RHp?),
1,2

_ R 3 Ry vlod  e2Hy? vl
=3 = (——Mt>v + (——Me) o TR (At‘i‘AOE)'

En utilisant (4.16), nous pouvons évaluer 'intégrale de Zf en utilisant une intégration
par partie (en s pour les termes en W en utilisant (4.17) et en v pour les termes en
Z). Ce qui nous permet de conclure que ce terme est borné puisqu’on a établi déja
que Q(t) est uniformément borné. Ainsi, l'intégrale de la quantité de matiére est bor-
née et pour la suite, on utilise I'inégalité de Gronwall. Nous obtenons de ces faits que
|05 t10], |Orpal, |05As| €t |OxAg|, et par conséquent |ugal, |pol, |Aso|, et |Awl. Par ailleurs,
les équations d’évolution (1.57) et (1.56) nous permettent de borner || et |Ay|. Les
équations auxiliaires nous permettent de conclure que les dérivées secondes de X et YV

sont bornées. De plus, partant de I’équation (1.58), on a

et 2 e 2 2677 o f
27,7 = —2Hotir+ s AcAr— PoPrte TV () — T -3R H} — 21 pf.
(4.18)
En différentiant I’équation (4.18), on obtient
et
O\OyTo = L3 — 05 (1) tix — poOx(110) — 05 (P0)Pr — d50x(00) + 4—R2[8U(A9)AA + A,0\(Ap)],
(4.19)
ou
Ly = 20 Lo WA A 2 V(0)] 2T+ 1 202 — Tl le—2(r—21)
3 = |\~ g ) € AN+ (70 — o)V (O)]™T + S0 — 210)T7 — Tole
3
= SRl T R*)H} + HygH,R?)e™™ — [2(75 — o) Pf + P ,]e*" ) + ¢V () > ).
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En intégrant suivant ¢ — 6 %+ (t — ¢) 'équation (4.19) comme tous les termes du membre

de droit de cette égalité sont bornées, on en déduit que

sup [(|957p] + |0x79[) (-, 0)]

fest

est borné et par conséquent |7y|, |7p9| et I'équation d’évolution (1.58) nous permet de

borner |1;]. «
Les dérivées secondes des composantes de la métrique de ¢, de f et des quantités de
torsion sont bornées en utilisant les méthodes similaires que celles utilisées précédem-
ment aux lemmes 4.1, 4.2 et 4.3. Ce qui nous permet d’en déduire que les solutions du
systéme (1.53) — (1.60) s’étendent & —oo en coordonnées conformes. Les arguments géo-
métriques développés dans [A], [BCIM], ([W]), nous permettent d’en déduire l'existence

des solutions en coordonnées d’aires, et on a le théoréme suivant.

Théoréme 4.1. Soit (T3, 1’ ju, 77, ¥, A°, A, f°, ¢°, &, G°, H, G, H) les données
initiales réguliéres satisfaisant les équations de contraintes (1.54) — (1.55) et la métrique
définie comme plus haut (1.19). Soit de plus (g, f, ¢) la solution réguliére locale corres-
pondant auzx données initiales dans l'intervalle mazimal d’existence |t_, to]. Alors il existe

un espace temps globalement hyperbolique (M, g, f, ¢) tels que
1. M = [O,to[XT3
2. (g, f, &) satisfait EVSFES en coordonnées d’aires

3. (M, g, f, @) est isométriquement isomorphe au développement globalement hyper-

bolique maximal des données initiales

(T37 /"LO; [’67 TO’ 7\—’ AO’ A? fo7 ¢O7 qB? GO7 HO? G’ H)’
4.2 Existence globale dans la direction future

Dans cette section, nous allons établir 1'existence globale en coordonnées d’aires qui
va consister a controler les dérivées d’ordre supérieures des composantes de la métrique
ainsi que celles des sources (f et ¢). Des variables définies (3.113) — (3.114) — (3.115) —
(3.116) , nous avons ©° = /1 + (01)2 + (92)% + (0)? et le support de f est borné. Soit
Q = (s,0,wy,wo,w3), R = (t,0,v1,v9,v3) et S = (t,0,0,92 93). Posons Q° = s, Q! =

o, Q" = w;, avec j € {0, 1, 2} eti € {1, 2, 3}. De fagon analogue pour les coordonnées

R et S. Le but est de borner 9f/0R?. Pour le faire, nous énongons tout d’abord ce lemme.
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Lemme 4.4. Le déterminant du Jacobien de la transformation (t,0,v1,vs,v3) — (8, 0, Wy, W, w3)
vaut 1 sur (sg,s;] X ST x R3. Avec sg = tg, wy = vy, w3 = v3, 00/0s = —vy/dv1, ,

0(si, 0, w1, we, w3) = o et vi(s;, 0, Wy, Wa, W3) = wWy.

00 Ov1 00 Ovi

0o Owq owy Oo

Preuve : Le déterminant du Jacobien de cette transformation est n =
Sur {s;} x S! xR3, =1, et sur (sg, s;] x S* x R3,

) (ae) 90 dv, | O (ae) dui dvy 0 (81}1) 90 00
ns = + o o 50 ) 50w
0

Oo 8w1 Oy, \Os ) Oo 8w1 0s ) Oo Oun
n (99 0 8@1 % o0 00\ 00 Ov, 0 @ %%
o &,1 owy Os ow, 0o 0, \0s/) 0wy 0o
00 0 8w1 00 8«9 0 (0vy\ Ouy
— — | — 4.2
ﬁwl Dy ( ) do (9u,1 &,1 ( 0s > do’ (420)
commegg( )+8v1 %— :Oﬂsensultquens—o

Proposition 4.1. Les dérivées secondes de p, ¢ et A sont bornées sur |to;t;] x S*.

Preuve : Posons

4

B' = 5 |G + ol + SR + alda?} | B = (60 + alon?a21)
P! = va (i S ) P = aoudn (4.2
Nous avons P! —i—pé < FE'+ qus On obtient
(0, F Vady)(E* £ P' + B} £ P}) = Ly + L, (4.23)
avec
Lo = S £ PYF ok Gt V)T - 20+ ) (124)
L = ZH(Ej£R)+ (% - %) (6% F P))
b (0T VA |G+ aIV0) + )6+ (G~ ey
+ (ou F Vade) [2(u — 1)’V (¢)] (4.25)

ou y et x dépendent uniquement des dérivées premiéres des composantes de la métrique.

Considérons mazi(Eé(t, 6), et choisissons un point arbitraire (g, 6;) €]tg, ;] x S'. Soit v4
fesS
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la courbe intégrale de d; + /a0, partant des points (ty, x) vers Uhypersurface t = ;.

Prenons les extrémités de la courbe 4 (¢; 01) sur la surface t = t;, alors
/ (8, — Vady)(E, + P)) + / (0 +Vady)(E, — Py) = / LY + / L?
v o v y+
/ (0, — Vady)(E' + P +/ (0 + Vady)(E* — PY) = / L+ / L_.
o el v e

Nous avons
1
Ej(ty, 0r) = 3 {Eé(ti,&r) — Py(t;,04) + Ej(t:,0-) + Py (t;,0-) / L, — / }
(4.26)
Par ailleurs, nous avons
2
Lk (4)ay] + t—)6E¢1,). (4.27)
0

D’ott en nous inspirant (comme dans la démonstration de la proposition A dans [Re] ) et
en considérant les maxima sur S*, nous obtenons
t;

max(E}(t,0) + E1(ty,0)) < C+ | max(Ej(t,0) + Ey(t,0))&(t)dt (4.28)

fest t, 0€S?

C étant une constante positive et &(t) une fonction positive bornée sur Jto, t;]. gn%X(E(})(tk, 0)+
E(t0)) est bornée en utilisant I'inégalité de Gronwall et le fait que ren%;l((E (tr,0) +
€

E'(t0)) soit bornée sur [to,t;] nous permet d’en déduire qu’il en est de méme pour
Uit feo, Aw, Awg, Ou et by sur Jto,t;] x S'. En utilisant les équations d’évolution
(1.97), (1.98) et (1.99) , on en déduit également que fgg, Agg €t pgg sont bornés. .

Corollaire 4.1. Les dérivées secondes de J, K et 3 sont bornées sur |ty, t;] X St 1y et T

sont bornées sur Jtg, ;] x S*.

Corollaire 4.2. Les dérivées secondes de o a savoir oy, g et agg sont bornées sur

Jto;ti] x St

Dans la suite, nous allons borner les dérivées d’ordre supérieure a 2 des composantes

de la métrique.

4.2.1 Estimation des dérivées premiéres de f

En présence de la fonction f inconnue de ’équation de Vlasov, il est nécessaire de

considérer le systéme caractéristique en paralléle avec les estimations cone lumiére pour
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les composantes de la métrique.

La fonction inconnue f s’écrit a I’aide de la solution du systéme caractéristique
s (O(s,t,0,v", 0%, 0%),V(s,t,0,0', v v%))
passant par (6,v!,v? v3) pour s = t. Nous avons
ft, 0,01, 0% v%) = fo(O(s,t,0,v", 02, v*), V(s t,0,v',v* v?)),

solution du systéme caractéristique (3.120).

Pour parvenir a notre objectif, nous allons progressivement, établir d’autres estimations
sur le support de f en v? et v dans (M, g) du fait de la compacité de la surface de
Cauchy, en utilisant les expressions de % et dd—‘f. Le plus difficile et volumineux est de

pouvoir controler V1.

Lemme 4.5. Considérons les solutions d’équation d’Einstein -Viasov-Champ scalaire en
symétrie T? et lexistence d’un intervalle [to; T], ot ty > 0. Soit t € [to, T], alors, il existe
une constante C° > 0 dépendant uniquement des solutions tels que si (©, V) est une
solution du systéme (3.120) avec pour donnée initiale (O(ty), V(tg)) tel que [t,O(t), V()]

est contenu dans le support de f, alors

V2(s)| + |V3(s)] < Cs. (4.29)
Preuve : Nous utilisons dd—‘f = —u, V2 — \/E,ug%, pour avoir

VOl < Vo § / o)+ VGl asy. @ao)

N . 3 . . ) R
De méme, nous prenons ’expression de %, qui contient les composantes qui se controlent
avec Y. On obtient

dv3
V3

< \— (2 -n) + Ve - Sl +c<s>>\ ds,

ot C(s) est la quantité a droite de I'inégalité de (2.49). On a par la suite

et

VOl < Ve { / ~ (3 ) + Vanars - a0t

ds} . (4.31)

En additionnant (4.30) et (4.31) on obtient le résultat..
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Lemme 4.6. Considérons les solutions d’équation d’Einstein Viasov Champ scalaire en
symétrie T? et Uexistence d’un intervalle [to;T), ou ty > 0. Soit t € [ty,T], alors, il
existe deux constantes C' > 0 et D(t) > 0 dépendant uniquement des solutions tels que si
(0, V) est une solution du systéeme (3.120) avec pour donnée initiale (O(ty), V(to)) tel
que [t,O(t), V(t)] est contenu dans le support de f, alors

VIO < C+ D(t)/ [(V(5))? + supe(TL(s,0) + x(s, 0))]ds. (4.32)

to

T et x sont définis respectivement par (3.58) et (3.75).

Preuve : L’équation différentielle pour V! relatif & I'équation de Vlasov s’écrit :
avt

«
o = e pet 5 VAV = (7 p)V!

e A, V23 L
— Vo =V (V) = (V)
— e T(e*TV? + sH,V?). (4.33)

Nous allons expliciter en cing termes la partie située a droite de ’équation (4.33) que nous
allons analyser séparément. En utilisant les équations de contrainte pour les expressions

de 7y et 1y, nous obtenons

d(Vi(s))? dvt
M :Qvl(s)j =T+ Ty + T3+ Ty + T5, (4.34)
ds ds

ou

T, = —2Vi(s) |sae?™H / ('VO + 0"V £ (s, 6, v)dvldvzdvg} :

L R3
T, = =2VY(s)[sYV +2sT*VO — VausV° — V1,
r 2,uA V2v3
QLY v 312 2y2y _ €749
T, = —2v! - —
L = ) [y - v - SRR
2T

T, = —QS(Vl(S))Q%[GQMFQ + 2 HY — 2Vi(s)[e T (e*TV3(s) 4+ sHV?(s)],

Ts = —V(s) [s(df + agp) + 25V (9)e* ™ M| V2 — 2V (s)sae® ™ gy, V.
Estimons dans un premier temps 7}. Pour le faire, nous allons le décomposer en deux

Ty, =Ty + T = —25VY(s)e2PW (I~ + 1T, (4.35)
avec
0
I~ = / / (W'VO + 0OV f(s,0,v)dv dv*dv?,
R2 J—o00

It = // ('VO + 0"V f(s,0,v)dv dv*dv®.
r2 Jo
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Considérons deux cas de figures, le cas ou V'(s) > 0 et le cas ou V'(s) < 0. Dans
I'intervalle de temps ot V!(s) est positif, I est positif et le noyau de I~ peut se controler

comme suit

(01)2(‘/0)2 _ (UO)z(v1)2

17,0 o1
v Vi +UV = STV0 071
(W) (1T + (V22 + (V?)?) | (') (14 (v?)* + (v°)?)
viV0 — 01 viV0 — 01

Le second terme est positif dés que V1(s) > 0 et v! < 0, et du fait que T est positif. Pour
le deuxiéme terme, on a
@D+ (V2 + (V) _ [l + (V22 + (VF)?)
[ |V0 — 10}/1 = V1

(4.36)

Dans l'expression de T}, nous avons établi au lemme 3.6 que, 2sae?(7#) = 25e2(0-1) <

C(s). Ainsi, dans l'intervalle ou V1(s) > 0, on a

no< 1 s llcovie) [, [T D g,

< |l folloCl)2(5) / ol < O(s) (@) (4.37)

avec y(s) = 1+ (V?)? + (V?*)2. Dans l'intervalle ou V'(s) < 0, nous constatons que T}
est négatif donc n’est pas une préoccupation. Pour controler T;" dans cet intervalle, nous

allons utiliser la méme approche comme faite lors du controle de 77, et on a
T < T < C(s)(@")% (4.38)

A présent, nous allons nous appesantir sur 75. Nous allons une fois de plus, considérer
deux cas de figure, a savoir le cas ot V!(s) > 0 et V'(s) < 0. Sans nuire a la généralité,
supposons que V!(s) > 0. L’expression de Ty peut s’écrire Ty = T3 + Ty (p pour partie

principale et r pour le reste) ou

dp
7Y = <2V G-+ ) = G+ )] + (A + a0y
et
Ty = 2(V(s) = Vi(s)V(s) {\/5#9 — 2sv/aupupg — Q_SAtAB} .
Pour 77, nous avons directement
. 201+ (V2)2 + (V*)2)V(s) et
|T2| < VO Ly \/a Mo — 25\/a#t,ue - Q—SAtAe
< (s+D(s)v(s), (4.39)
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comme /v < v. Quant’a l'estimation de T3, nous partons du fait que, pour s > tg > 0,
on a . )
sa*—a>——>—— VYaeR. 4.40
4s 4t0 ( )
Comme le terme contenant A dans U'expression de T3 est négatif, 'inégalité précédente
(4.40) nous permet d’avoir
T < 2—(V1( s5))? < C(v'(s))2 (4.41)
to
Pour le cas ot V!(s) < 0, on procéde de méme. Pour faire I’estimation, nous combinons
(4.39) et (4.41) pour avoir

Ty < T3 +[T3] < C((01(5))” + Cls)h(s)). (4.42)

Ensuite, pour 'estimation de 73, nous avons

1) < ()Y ‘f] ‘<c< 0(s).

Le controle de T} se fait en utilisant les données relatives aux quantités de torsion H;, G, I’
et en utilisant les lemmes 3.9, 3.10 et la relation (3.135)

Ty < Cy(s) sgp (%(62/{‘ + 3H5)2> (0'(s))? < Cy(s)(v'(s))>. (4.43)

Pour finir, nous traitons le terme 75 qui est I’expression utilisant le champ scalaire. Consi-
dérons sur un intervalle de temps ou V!(s) > 0, décomposons T en deux parties, une
partie principale notée 7Y et une partie résiduelle notée T7, T =17 + Ty avec

T = —=2(V'(5))? [s(¢r + Vage) — (é + Vage) + 25V (¢)e” )],

T = 2[VO(s) ~ V()] (Vads — 2sv/aded).

Pour 77, on a

1y < 2LEOTHVIIVE) 2| s — 2sv/moi

< (s+1)v(s)x(s). (4.44)
Pour l'estimation de 77, on utilise la relation (4.40) pour obtenir
1
T3 < 5-(Vi(s) < C0'(s))° (4.45)
0

En utilisant le méme argument que celui dans l'estimation de 73, on controle ainsi 7y . .

Nous allons utiliser les mémes démarches que celles employées dans [A], [ARW] [Re].
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Proposition 4.2. Les dérivées premiéres (O f, k € {1;2;3}) sont bornées sur |to, t;] X
St x R3.

Preuve : Dans un premier temps, posons z = t, ou 6 , v = (v!,v?,v3)  on a

8f 8f08®+8f08V

dz 00 9z  Ov 0z
D’aprés les lemmes 3.17, 4.5, 4.6, 00O et V sont bornés. Par ailleurs le systéme caractéris-
tique (3.132) a pour solutions O(s, t,0,v), V(s,t,0,v)), avec O(t,t,0,v) =0, V(t,t,0,v) =
v. Pour controler les dérivées premiéres de f, il suffit d’assurer le controle de 9O et des OV'*.
Ici, @ est défini comme étant la dérivée premiére suivant ¢, 6 ou v¥, k € {1,2,3}. Les
équations d’évolution pour 9O et des OV* proviennent du systéme caractéristique (3.132).
Pour la suite, nous allons utiliser un argument géométrique qui nous sera important dans
la suite de notre démarche. Soit donc y(u, A) une famille de géodésique a deux paramétres,
i.e, pour chaque paramétre \ fixé, la courbe u +— 7(u, \) est une géodésique. Définissons le
champ de vecteur Y := 7, (u, 0). Ce champ de vecteurs satisfait ’équation de la géodésique
(ou I'équation de Jacobi) (pour plus de précision, voir I'exemple dans [HE|)

2
ll))u}; = Ry 7,

(4.46)

ot D/Du est la dérivée covariante, R étant le tenseur de courbure de Riemann, et 7' :=
Yu(u, 0). Le tenseur d’Einstein étant ainsi reli¢ au tenseur de courbure. Par ailleurs, comme
le tenseur d’Einstein est proportionnel au tenseur impulsion-énergie qui s’est controlé
précédemment , il nous reste au vu de la relation (4.46) (avec Y = 00), a nous appesantir
sur les combinaisons linéaires en 90 et OV* satisfaisant les équations dont les composantes
sont bornées.

Par la suite, nous allons montrer d’une part que df/9R"* est borné. La premiére étape

consiste a établir que la quantité ci dessous est bornée

of  of 0QF
8Si — 0QF §SI

af
Comme TQ’“

cette étape asl . Comme les déterminants de 2=

est constant le long de la géodésique (voir [W1]), nous allons borner dans

et a_s sont bornés a l'instant initial;

le déterminant de 2 8—@ I’est également, on a sufﬁsamment d’arguments pour borner %
aQb
500 sont bornés. On pose Fy' = Ha aQb avec 11}

Soient a, b, c et d quatre indices prenant des valeurs de 1 a 4. Cherchons a controler

sous 'hypothése d’aprés ([W]) que an et 85
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ainsi que son inverse étant bornés. nous nous referons a [ARW] et nous avons le systéme

te = 1, (4.47)
~1
s = \/5)@ (4.48)
R R 3 2 @2 2
U; = _(69 - ,ug)\/avo - (@ My — 2—)U - \/_/Le ) ( )
2u A2 ~3\2 B—2u
+ \/_e 4,80 e —e—B(K AT)®, (4.49)
(%
o102
f’? = _Ntﬁz_\/aMGWa (4.50)
X 1 ol e, 012
93 = (gt—g) 54+ Vo 5 —T(Atv2+\/aA9 0 ) (4.51)

On a (t4, 05, 9%) qui sont les coordonnées dans I'espace temps de MinKowski. En utilisant
les transformations de Lorentz inhomogénes z/® = gxﬁ + a® ol a® est un quadrivecteur

constant. A§ est un tenseur (1;1) constant vérifiant
APAY =y, avee mys

étant les composantes spatiales de la métrique de Minkowski. Les F}* représentent lesélé-
ments d'une matrice orthogonale de M,,(R). Les IIf étant tels que I1¢ ggb = [A205°/0Q"ds.
On définit ainsi le groupe de transformations de Poincaré(Cf[L]).

Ceci montre que OF2/0s = A205°/0Q°, avec A® borné. (Les équations d’évolution

(1.97), (1.98) et (1.104) nous permettent d’annuler les termes qu’on ne controle pas pen-

dant les calculs). Par conséquent, nous avons donc, OF/ds = A¢(II71)SFE, ce qui nous
permet de borner F? par conséquent 95%/9QP.
D’autre part, partant de la relation suivante
of af oS+
ORI~ 9S* ORI
on en déduit que df/OR’ est borné. .

(4.52)

4.2.2 Estimation des dérivées d’ordre supérieur a 2

En utilisant le chapitre 2, le paragraphe précédent 4.2.1, nous étudions les dérivées

d’ordre supérieur a 2, qui sera la derniére étape de notre démarche.

Proposition 4.3. Soit k un entier naturel supérieur ou égal a 2. Alors toutes les déri-
vées d’ordre k des composantes de la métrique , les dérivées d’ordre k de la fonction de

distribution et les dérivées d’ordre k du champ scalaire sont bornées .
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Preuve : Pour établir cette preuve, nous allons procéder par récurrence forte. Nous
considérons un entier naturel n tel que 2 < n. Nous supposons que toutes les dérivées
d'ordre £ < nde pu, o, 7, ¢, A, J et K sont bornées excepté 0"7/00™ et 0"a/O0".

Supposons en plus que les dérivées de 05/9Q) d’ordre n — 1 sont bornées. Soit

oS 1 om're 96 00

F(n)bl...bn = ale o aan + ﬁ aen_l ale --.aan, (453)
avec
' = —a,
(6%)2 — (92)2 ol L 5%)2 — (%)
FQ = (Tt - /,Lt)'U + lut (AO)Q + (/'I’tﬁ - \/alj’e)vl A0)2 _ (@1)2
2 5253 1 ~15253
e V0 v V00
— A Ai— —V/aA ,
t t7 0 ( <0 \/_ 9) (,[)0)2 _ ({}1)2
FS = \/5#9,027
e
F4 = —\/5/19@34—7\/&149@2.
Nous procédons comme a la proposition 4.1. Nous intégrons aSF(L;z)bl...bn le long de la
géodésique suivant la direction spatiale, ce qui nous permet de borner M%, en-

suite 9"« /00" et finalement 0" f /(OR...0R’"). Dans la suite, nous utilisons les équations
d’évolution pour établir que 0"7 /00" est borné. Nous cherchons a borner la dérivée d’ordre
n+1 de a, a I'exception de 9" /99", Enfin, nous bornons la dérivée d’ordre n + 1 de

A, ¢ et i en utilisant n fois 'argument du cone-lumiére, avec

n—1 n—1 2 n—1 n—1 2
EN + P = 1{(8 Mtt:l:\/aa Mte) +<8 tht:l:\/aa ¢t9)}

2 oomtr oomtr oomtr aomtr

64;1, an_lAtt an_lAte 2

— + 4.54
e ( o VO g ) (4:54)

Le choix des entiers naturels m et r est tel qu'on ait m +r =n — 1.
Nous allons expliciter la preuve pour ¢, en prenant ici » = 0 et donc m = n — 1. On

rappelle la notation suivante 0* = 9; & y/ady. On a
%056 F 07 (Vad)] = 07 but Vadjos F 05 | Svase + Vasu|

—Vadg(ade) = G ouF Sy (Vasy) " D e,
Vady ™! (Vady)

2c
1)059

— o Vanu(vasy) + D%
e o (3)
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Or
05w — Vad(Vase)] = 9" |ou — ade — 560

(d’aprés 'équation (1.99)) = 95! {(—% + e, ) ¢ + Lpg — e V’(qb)}

1
R R T (L
(hypothese sur V)  + Ldy¢ — 0y~ 1(2a¢62(T 2 V(gb)),
avec
L =[246H(G — 1) — pg(G + AH)?*|ae 272 — 4y H*Pce™".
On introduit & présent D := [0 ¢, &+ 9y~ (/agy)]?

205 (Vaonlof o0 F O (Vase)] = DT~ D31+ 2105 (Vage)P
< %[Dﬁf —Dy]+ %[D: +D,].

Par ailleurs

0.7} < %Dif 7 (R ) D1 - o en@y 00 7 05 (V)

Va
- 5@8" 1( °) + G0~ (L) + LOG " (¢) — 2051 (9)Vae® T — 2005~ (Vae? )
@ (” Lay 1 )

< (=217 F It

S (aﬂF NG +L>Dn+t[Dn+Dn]+R,
ou
R 1= sup |20 (24) 6005 (D) + LA~ (60) — 205 (6)Vac? ™ — 2605 (Vae ™)

fesSt

Posons

Par la suite, on a

En intégrant, on obtient alors pour ¢, <t <t;

A

D,(t) < Dylt,) + /tt [(% F % + L+ 2) D, + R} (s)ds. (4.55)

0
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En appliquant I'inégalité de Gronwall & (4.55), on obtient :

Do(t) < (T)n(to) + /ttR(S)d8> exp [/tt

0

%(s) cm=Das o re) 42

Va s

ds] (4.56)

On en déduit par induction et par hypothése de récurrence que @n(t) est borné ce qui
permet d’en déduire que les dérivées d’ordre n + 1 de ¢ sont bornées. Finalement, les
équations d’évolution nous permettent de borner 97 ‘¢, et de conclure que les dérivées
d’ordre n+1 de B et 7 sont bornées, a I'exception de 9"*17/90" L. Enfin, les équations
auxiliaires permettent de conclure que les dérivées d’ordre n + 1 de J et K sont bornées.

Ainsi, (4.54) et (4.78) nous permettent d’achever la preuve. .

4.2.3 Théoréme d’existence globale

De tout ce qui précede, il en découle le théoréme suivant :

Théoréme 4.2. Soit (M;g; f; @) le développement mazimal de Cauchy pour les données
initiales pour le systéme d’équations d’Einstein-Viasov-Champ scalaire (EVSFS) en sy-
métrie T? . Alors M admet un revétement par les hypersurfaces symétriques compactes de
rayon d’aires constant. Les rayons d’aires de ces hypersurfaces prennent toutes les valeurs

de Uintervalle Jtg; +00).

Preuve : Soit T' > t;, supposons par l’absurde que les rayons d’aires de ces hypersur-
faces prennent les valeurs dans un intervalle maximal |to; T'[. Considérons I’hypersurface
t =T, comme nous avons établis aux lemmes précédents que le support de la fonction de
distribution f est bornée ainsi que ¢ et les composantes de la métrique, et qu’elles sont
de classe C'*°, il s’en suit un prolongement de la métrique g jusqu’a 7' : Par conséquent,
il existe un certains € > 0 indépendant de to, tel que {T'} x S* soit contenu dans le déve-
loppement de Cauchy de toute surface de Cauchy dans |T;T + ¢[xS*. Ce qui contredit le
fait que le développement de Cauchy n’est pas prolongeable a {T'} x S*. Par conséquent
T = +00. .

Remarque 4.1. Puisque toutes les composantes de la métrique g, la fonction de distri-
bution [ (le champ de Vlasov), le champ scalaire ¢ et leurs dérivées de tout ordre sont
uniformément bornés, le développement mazimal de Cauchy ne peut pas étre restreint a
Uhypersurface t = T'. Par conséquent, (M, g) admet un feuilletage global par les coordon-

nées d’aires avec la coordonnée temps t prenant toute valeur de l'intervalle |to; +00].
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Dans ce travail, nous nous sommes appesanti , sur le probléme de Cauchy pour les
équations d’Einstein-Vlasov avec champ scalaire (EVSFS). Ce travail fédeére les intéréts
d’au moins quatre grandes théories dont I'importance n’est plus a démontrer. A savoir,
la théorie de la relativité générale d’Einstein, la théorie cinétique des gaz, la géomé-
trie pseudo-riemanienne (lorentzienne) et 'analyse des équations aux dérivées partielles
(EDP). Nous avons établi un théoréme d’existence et d’unicité locale dans deux directions
en symétrie 72 : dans le cas o les solutions convergent vers les singularités initiales (di-
rection passée), nous avons utilisé les coordonnées conformes, et dans la direction future,
les coordonnées d’aires . Ainsi que l'existence globale dans ces deux mémes directions.
Le couplage a I’équation de Vlasov avait pour but d’étudier la description de I'évolution
temporelle de la fonction f de distribution des particules de masse normalisée a 1 et
chargé dans un plasma ou un faisceau de particules en négligeant des effets de collisions
binaires. Ces phénomeénes sont pratiquement les mémes qu’on observe dans I'univers entre
les galaxies et les amas de galaxies. Du fait des observations et de la quéte de la com-
préhension des phénomeénes astrophysiques, notamment sur la composition de I'univers,
éventuellement la présence de la matiére noire et sur le fait que 'univers est en expansion
accélérée ; on y associe le potentiel et le champ scalaire qui modélisent respectivement la
matiére noire et ’expansion accélérée.

Dans la direction passée, nous avons commencé par présenter les équations. Pour ce faire,
nous avons utilisé les coordonnées conformes. Pour établir I'existence locale, nous sommes
préalablement partis des estimations a priori en passant, entre autres par des estimations
cone-lumiére. Ensuite, nous avons construit nos itérées a partir des équations. A partir
de ces itérées, nous avons montré qu’elles sont de Cauchy, car controlées par une série
absolument convergente, ce qui nous a permis d’en déduire que ces itérées sont uniformé-
ment convergentes. Et pour finir dans la direction passée, nous avons établi un théoréme
d’existence globale. Ce faisant, nous étendons les résultats de M. Weaver [W]. Cette partie

a par ailleurs fait I'objet d’une publication et d’un article soumis.
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Dans la direction future, aprés la présentation des équations en coordonnées d’aires, nous
utilisons cette fois ci 'inégalité d’énergie, les estimations cone-lumiére, pour aboutir aux
estimations a priori. Par la, nous construisons nos itérées. Partant de cela, nous montrons
que ces itérées sont uniformément convergentes. Tout ce travail fait, nous établissons
un théoreme d’existence locale. Pour terminer, nous avons un théoréme d’existence glo-
bale(critére de continuation). Il faut noter que I'inégalité de Gronwall a joué un role clé
tout au long de notre travail. Ce faisant, on étend ainsi le travail de Berger et Al[BCIM],
qui l'avaient fait sans source et celui de Smulevici [S], qui avait couplé avec I’équation
de Vlasov. L’ajout du champ scalaire non seulement, apporte une équation aux dérivées
partielles du second ordre supplémentaire, mais également, rend davantage complexe la
partie matérielle des équations d’Einstein. Egalement, ’apport du champ scalaire a permi
de généraliser les travaux faits dans ce sens avec constante cosmologique A. On généralise
ainsi par la méme occasion, le travail fait par Tegankong [T2|, qui avait considéré cette
fois ci les quantités de torsion nulles, travaillant ainsi en symétrie de Gowdy. Dans la
direction future, les résultats nous ont permis de soumettre un article et ont ouvert la
bréche pour un deuxiéme article en cours.

En perspective, une étude de la dépendance continue des solutions en fonction des données
initiales, du comportement asymptotique et de la complétude géodésique des solutions est
envisageable. Une étude numérique pourrait aussi étre entreprise. Le fait de prendre le
potentiel V(¢) = %e¢2, est un cas particulier bien que judicieux, on pourra aussi songer
a le généraliser. Nous pourrons en plus, coupler notre systeme a I’équation de Maxwell
en symétrie T? comme fait dans [N P] en symétrie sphérique. L’éventualité de se lancer
a une étude statique a 'instar du travail fait dans [NT], [INP] peut aussi faire objet de
réflexion.

En somme, partant du fait que le phénomeéne de 'accélération de ’expansion de I’Univers
nous contraint a reconsidérer les hypothéses menant a la construction du modéle standard
de la cosmologie, un accent sur la corrélation entre gravité et la mécanique quantique ne
pourrait-elle pas étre levé dans les jours & venir 7 Par ailleurs, ne serait-il pas nécessaire de
voir une conjecture a propos de la nature de la singularité de ’espace temps concernant

notre cas de figure ?
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ANNEXE

Annexe 4.1. Les coefficients de Christoffel dans la direction passée

Les coefficients de Christoffel dans la direction passée sont :

F80 = Tt — HUt, P(l]O =T — U,
IV, = 75—+ [(G+AH) (1 (G + AH) + G, + A H + AH;)e 2021

e HR(H R+ HR; — RH ),

1y T — pto + ¢ 2T (g (G + AH)? + (Go + AgH + AHy)(G + AH))

e P RHx h+«(RHg + HRy — pgHR) — e 22 Gpuy(G + AH),

[y = e 2773, T =T9 = (G + AH)e 2772 %(Gt + AH + AHp)e 202,

+

_l’_

1 1 (.
I3, 5910(—30922) = —5911(59922) = —pge 2T

Y 1
iy = Dy =—e 27 (uy(G + AH) + S HAp),

1
5[6—2“—2#) (Ay(G + AH) + A(Gy + Ay H + AH,) + 21, A(G + AH))

+ e ?"(2RR;H + H;R?> — 2, HR?)],

0 0 _
F13 F31 -

A
F:lﬂ = e 2m21) ?9 + Apg + AHAy| + R*Hpge™ 7,

=
= =
w
Il

—
O
Y

Il

1 1
o (A o+ 2A4p)e” T2 Ty = — 2 (Ag + 2Apg)e ),
[ = e 7(R(R; — Rut) + Ae™ (Aps + Ayr)),

Tl = peR%e2 — Ae 2029 (Apg + Ag).

Annexe 4.2. Les coefficients de Christoffel dans la direction future

Les coefficients de Christoffel dans cette direction sont :

o7 Qg
Pgo = Tt_ﬂt‘f‘%: Fcl)ozj‘f‘(m—/w)a,
— 1
o, = ”T’“‘t + (G + AH)(uu(G + AH) + Gy + AH + AH)]e 7=

1
+ —e T Ht(Hyt + H — tHpy),
«
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ANNEXE 135

Tl = 19— pg4e 2072 (ug(G + AH)? + (G + AgH + AHy)(G + AH))
+ e 2tH(tHy — poHt) — e 272 Gy (G + AH),

AH 1

F(Q)Q = ﬂ€—2(7—2u); F(1)2 — F81 = MtL + e~ 2(T=2u) 4 — (G + AH + AHt)e_Q(T_Q“),

0" o 2

1 1 —o(r—
1—%2 = 5910(—30922) = —5911(39922) = —Ho€ A 2”),

1
I, = Ti=—e 2072 (uy(G+ AH) + §HA0),
1

rf, = 1y = %[6*2“*2#) (A(G+ AH) + A(Gy + A H + AH,) + 20, A(G + AH))

+ e TF(2tH 4 Hyt? — 2u Ht?)),

A
M, = I} =—e 20720 79+Au9+AHA9 + 2 Hpge ",

1 1
5 it 2Apy)e T, 33 = —5(Ag + 2 Apg)e” 272,

6—27'
ry, = - (t(1 — tus) + Ae*™(Aps + Ap)),

Ty = pot’e ™ — Ae 22 (Apg + Ay).

Annexe 4.3. Nous avons

00 =V'(¢) & Va(VY) =V'(¢)

& Va.Vaog™ =V'(¢)

& Va(Vep)g™ —Ts009*" = V'(9)

& oug™ + dog" —Top009"" =V'(¢)

& ug™ + doog"" = (T0p9™") + da(Thpg™”) + V'(9)

qbtthO 4 ¢00911 — th (FgogOO + F(l)lgll + 21—\?2912 + QF(1)3913 + F(2)2922 + 2F33923 + Fg3933)

+¢9(Tgog™ + Thig"" + 2T10g" + 2039" + T5007% + 2T539% + T339™)
+V'(¢).

Ensuite, en remplacant les coefficients de Christoffel, puis en contractant et enfin en simplifiant,

on obtient le résultat.

Annexe 4.4. Nous procédons comme a l'annexe précédent (4.3), ce qui nous permet en utilisant
(1.12), d’avoir

Dug™ + ppog"t = ¢t(F80900 + F(l)lgn + 211(1)2912 + 11(2)2922 + 211(1]3913 + 2F83923 + Fg3933)
+ ¢o(Tgog™ + T11g"! +20159" + 2T 139" + T'y9°% + 20'59%° + T339™)
+ V’(¢) (4.57)
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ANNEXE 136

en remplacant les coefficients de Christoffel ainsi que les composantes de la métrique et en mul-

tipliant ’équation (4.57) par g,,, on obtient :

87 «
o — (i + T — )P — (?9 + (T — po)a) g — g + (T — 1) be
+ e 20720(G + AH) (G + AH) + Gy + AHy + AiH gy + e > Ht(tH; + H — Hipg)dy

+ oty — pg) + e 2T (—AH? Ag — HAGG) g + aH pgt?e > g
Ge 20=2(G + AH)[2u(G + AH) + Gy + AH; + AH]¢,
+ae 2T (—AH? Ag — HAgG)dg + aH pgt*e ™ ¢y (4.58)

— QaG,uge_2(7_2“)(G + AH)oyg

— Ge2U72(Gy + AH + AHy + 21 (G + AH)) ¢y + aH Age 2021 ¢y
— He 277204, (2 A+ A) (G + AH) + A(Gy + AdH + AH,))

— He ™ (2tH + t*Hy — 2 Ht*) ¢y

toe 2T 2 H (Ag + 2Ap9(G + AH) + 2AAgH ) ¢y
9 2

-~ A (e A —o(r_
+ 2087 H pge ¥ g + (g + 14 G T )y — oSz + 14 G M) gy

2
A
+(HGe 27720 (A; + 2, A) — t—264“(At + 2111 A))

A
— a(Ag + 2upA)(HGe 2721 — t7€4“)¢9

- t%e““(At + e AVA + H2(A; + pp A) Ae 27720 1 %(1 —tpg) + H?e 2t (1 — tug) | ¢4
A 4
+ (opg — 2¢ H(Ap + AHp)or) gy
+(e7 2 H?apgt? — H>A(Ag + Apg)e 2772 gy
= —ae?TTIV (). (4.59)
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Apres simplification de (4.59), nous avons par la suite

« « 1 etn Aett A?
i(ﬁt + 7%9 =t = o (Ar+ e A)A+ —o— (A + 2peA) — e — ?264’%:

2
e 2T L (G + AH)? — (G + AH)(Gy + AcH + AHy) } 6
e 202 {GQ(Gy + AH + AH; + 2(G + AH)) — H* (A + i A)A — G2} ¢
e 22 H(A(G + AH) + A(Gy + A H + AHy) + 2, A(G + AH)) Yoy
22 (HG(A, + 2 A) A}y
e HM Py — H* — 2 HHy + 2H% + P HH, — 20, H*® — Ht + 2 H? 11} ¢
ae 2T AH? Ag + HAgG — 2Gug(G + AH) — 2AH* Ag} by
ae T2 LGP g + (Ag + 2ug AV HG + H2A(Ag + 2410 } b

A A AQ
(64“(/19 + Apg) — po — (A + 2/19);264“ + TQ,ueeLl“ + ue) b0
e

L HA g — 22 H? g — H* g} ¢ — ae® TV (9). (4.60)

b1t — dgg

+ + + |

+ o+ o+ + o+

En simplifiant d’avantage ’égalité (4.60), on obtient finalement

a
b1t — apgg = [?9 + (240H (G — 1) — apig(G + AH)?) e 27721) — 4,u9H2t20ze_2T} oy
« 1
o (e eevio
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Abstract We prove in the case of cosmological models for the Einstein-Vlasov-scalar field
system with Gowdy symmetry, that the solutions exist globally in the past. The sources of
the equations are generated by a distribution function and a scalar field, subject to the Vlasov
and the wave equations respectively. The result is generalized for the case of 72 symmetry.
Using previous results, we deduce geodesic completeness.
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1 Introduction

The question of global existence solutions of Einstein equations with matter or not is very
important in general relativity. Here, for long, the practice has been to study existence
of solutions under symmetry assumptions. Spacetimes with Gowdy or 72 symmetry have
received much attention by different authors for many years, see [1, 3, 8, 11, 15] and the
references therein.
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In this paper, we prove past global existence, with respect to a geometrically defined time,
for Einstein equations coupled to the Vlasov and non-linear wave equations. In the surface
symmetry case with the Vlasov and linear scalar field, we have shown in [12] (without any
restriction on the data) and [13] global existence in the past time direction. The symmetry
assumption here is the Gowdy and 7 one, and thereby we extend respectively Andréasson’s
resultin [1] and Smulevici’s one in [11] for the Vlasov case. Andréasson’s result was the first
result to provide a global foliation in the contracting and expanding direction of a spacetime
containing both matter and gravitational waves. In that paper, Andréasson generalized in the
two time directions (contracting and expanding) the Moncrief result for the vacuum case.
His method of proof is inspired by a result in [3] for vacuum spacetimes admitting a T2
isometry group acting on T3 space-like surfaces. Gowdy spacetimes are a special case of
these spacetimes. Andréasson proves that 7> x R spacetimes with Gowdy symmetry admit
global foliations by conformal coordinates in the contracting direction.

We extend the result in [1] by introducing a scalar field. It can be seen as a step towards
certain questions of physical interest. In recent years, cosmological models with accelerated
expansion have become a very active research topic in response to astronomical observa-
tions [10]. The easiest way to obtain models with accelerated expansion is to introduce a
positive cosmological constant (see [2] and the references therein). A more sophisticated
and generalized way is to introduce a scalar field with non-vanishing potential. This is our
case.

There are three types of time coordinates which have been studied in the inhomogeneous
Einstein-Vlasov system case: constant mean curvature, areal, and conformal. A constant
mean curvature time coordinate ¢ is one where each hypersurface of constant time has con-
stant mean curvature and on each hypersurface of this kind the value of ¢ is the mean
curvature of that slice. In the case of areal coordinates, the time coordinate is a function of
the area of the surfaces of symmetry. In some papers of the relevant literature, it is taken to
be proportional to the area. In the case of conformal coordinates, the metric is conformally
flat on the manifold Q which is the quotient of spacetime by the symmetry group. Q is a
two-dimensional Lorentzian manifold.

Now consider the past maximal globally hyperbolic development of data on an initial
hypersurface with Gowdy or T2 symmetry (which includes plane symmetry). Using con-
formal coordinates and geometrical arguments as in [1, 3], we prove that along any past
inextendible timelike curve, the time coordinate R = ¢, which is the area of the symme-
try orbits, tends to a constant value Ry = 0, independent of the choice of the curve. This
was also proved in the case of 72-symmetric spacetimes with only the Vlasov matter by
Weaver in [15] with results generalized later in some direction by Smulevici in [11]. Con-
formal coordinates have advantages for the simplification of estimations of solutions. By a
long chain of geometrical arguments as in [3], one deduces the global foliations in the past
time direction of the spacetime by areal coordinates system.

Now, we recall the formulation of the Einstein-Vlasov-scalar field system. The spacetime
is a four-dimensional manifold M, with local coordinates (x*) = (¢, x') on which x0 =1
denotes the time and (x?) the space coordinates. Greek indices always run from O to 3, and
Latin ones from 1 to 3. On M, a Lorentzian metric g is given with signature (—, +, +, +).
We consider a self-gravitating collisionless gas and restrict ourselves to the case where all
particles have the same rest mass m > 0, and move forward in time. We denote by (p*) the
momenta of the particles. The conservation of the quantity g p* pP requires that the phase
space of the particle is the seven-dimensional submanifold

PM = {gpp"p? = -m* p° >0}
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of T M which is coordinatized by (¢, x’, p’). The energy-momentum tensor is given by

dpldp?dp? 1
1/2%wmvﬁm[iwwmvw)} op (LD

Tmz—/ Ipippl gl
R3
where the distribution function of the particles is a non-negative real-valued function
denoted by f and defined on PM, p; = gug PP, |g| denotes the modulus of determinant of
the metric g, a scalar field ¢ is a real-valued C* function on M, and V € C®(R") is a
function such that V(0) = V > 0, V/(0) = 0 and V" (0) > 0 (see [9]).

The Einstein field equations

1
Rip — ERgM; =8nT)p (1.2)

should be coupled to the Vlasov equation (matter equation for f’) and to the wave equation
(matter equation for ¢), which are respectively

i 1 .
3,f+%8xif— Ty P P81 =0 (1.3)
VAV — V' (p) = 0. (1.4)

As a consequence, the energy-momentum tensor is divergence-free since the Bianchi iden-
tities imply that V*G,5 = 0 where G5 = Ryp — %Rg,\ﬂ and the contribution of f to the
energy-momentum tensor is divergence-free [4].

The outline of the paper follows in the large that of [1]. In Section 2, we present the
equations in Gowdy symmetry with conformal coordinates. The main theorem is formulated
in Section 3. The proof of the theorem is based on a series of estimations using a light-cone
argument. These are important to obtain bounds on the field components, the matter terms,
and their derivatives. In Section 4, we extend the previous results for the 7% -symmetry case.

2 The Gowdy Case

We refer to [1, 7], or [8] for details on the notion of Gowdy symmetry. There are several
choices of spacetime manifolds compatible with Gowdy symmetry. Here, we restrict our
attention to the T3 case. Spacetimes admitting a 72 isometry group acting on 7> space-like
surfaces are more general than the Gowdy spacetimes: both families admit two commuting
killing vectors, but in the Gowdy case the additional condition is that the twists are zero. The
dynamics of the matter is governed by the Vlasov and the non-linear wave equations. The
Vlasov equation models a collisionless system of particles which follow the geodesics of
spacetime. We now consider a solution of the Einstein-Vlasov-scalar field system where all
unknowns are invariant under this symmetry. We write the system in conformal coordinates.
The circumstances under which coordinates of this type exist are discussed in [2] and the
references therein. In such coordinates, the metric g takes the form

ds? = —2* Vg 4 2H=V3g6? 4+ 2V (dx + Ady)? + R*e 2Vdy?,  (2.1)

where u, U, R, and A are unknown real functions of ¢ and 6 variables. R is periodic in
6 with period 1. Here, the timelike coordinate ¢ locally labels spatial hypersurfaces of the
spacetime. The scalar field is a function of ¢ and 6. Using the results of [1], the complete
Einstein-Vlasov-scalar field system can be written in the following form:

con
S 9 /Vi
R

s @ Springer



A. L. Tchuani et al.

The Einstein-matter constraint equations:
4U

e Rog iRy 1gRy 2(p—
U2 + U2 —(A2 A2> 2o M 6RO 2w-U), 22
t + 0 + 4R2 t + ] + R R R e 1Y ( )
4U
e Rio e Ry o R; 20u—U
20, Ug + —= A Ag — — — =2 221 = 2w=0) 2.3
1Us + Sp2 e — R R e 1 (2.3)

The Einstein-matter evolution equations:

UgRy UR, "V 1 5,
Uit — Upp = 7 IR d 2RZ (A,Z—A§>+§€2(“ D(p—Pi+P—P3), (2.4)
AR Ap R
Au = Agp = = = =2+ 4(AgUp — AUy) + 2R 53, 2.5)
Rt — Rog = R*UV(p — Py), (2.6)
2 2 etV 2 42 2u—U) A? 2(u+U) 2A 2
e — oo =Uy —U; +W(A’ —Ag)—e P3—ﬁ€ Pz—?€ $23(2.7)
R Ry _
G = o = —— b+ o — IV (@), 2.8)
The Viasov equation:
of vl af 0 L VA v’
3 T P (no — Up)v™ + (ur — Up)v TR 0
Us . 32 20 Ro@H?| df vlv? 5| af
i — -7 =~ _ U U =
+ UO((v) )9 R o0 | 3y 80 + U 502

R u) o= (o= R 0 (a2 ) | Zo. o)
— | \=- v’ — - — —_— — ]| =—==0. (2.
R ! PTR) W0 R PTE ) | 93
Since all the particles have proper mass m, the variables v* are related to the canonical
momentum variables p® by the relations
W= et Up0 yl et Upl 32— U2 L AU 3 3 = ReU 3,

so that

v = Vm2 + (012 + (02)2 + ()%

Remark 2.1 Ifm > 0 then p® > 0 and v° > 0.
Case m = 0: let I be the maximal existence interval of solution s —> (x%(s), p“(s)) of
the geodesic equations

dx® o dap®
_— = , —_— —Fa ﬂ )\.
ds p ds prbop
Take so € I such that pg = /8% (s0, 6(s0))+/ gij (s0, 9(so))pf)pé > 0. Then since
= _ 1 2 3 0_ /500 0 . 0 ipi
p=(p,p°p)—> p =4/8"(s0,0(s0))/8ij(s0,0(s0)p' P

is continuous on py = (p(l), p(%, pg), we can find a neighborhood W of pg such that

0
(ﬁeW):><p°>pz°>o>.

(2.10)

Finally, either m > 0 or m = 0, we have p° > 0, i.e., v0 > 0.
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The matter terms are then defined by
1
p(t,60) = =g Too(t, 0) = / L0, 000 + 220G+ 67) + V()
R
J11,0) = —g'' To1 (1,6) = / F(t,0,v)v'dv — 2"V gy,
R3

1,2
Cdo 200G +93) ~ V@),

PL(t.0) = ¢"' Ty (1, 6) = / £1,6.v)
R3

2N\2
Pyt,0) = e UTn(t,0) = f 1,0, v)ﬂdv + le—zw—‘”w? —¢3) — V(¢9),
R3 UO 2

332
UL vt 20092 — g — V@),

P3(t,9):/ f(,6,v)
R3

v’

sta,e):/ f.0,v)—5—dv,
R3 v

and
T33(t,0) = A%*Y Py + R*¢ 2V Py + 2AR S13.

We prescribe initial data at time t = 75 > 0:

[0, 0,v) = fo(0,v), wo,0) = o), wilto,0) =p1(6),
R(t0,0) = Ro(0), Ri(10,0) = Ri1(0), Ul,0)="Uo®), Uto,0) = U1(0),
A(10,0) = Ao(0), A(to,0) = A1(0),  @(10,0) = ¢o(6), i (t0,0) = p1(6)

3 The Main Theorem

We begin this important section by specifying the regularity properties and the local in time
existence result which we require.

Definition 3.1 Let / C]0, oo[ be an interval and (¢,60) € I x R.

a) f € C®°(I x R?) is regular if f(t,6 + 1,v) = f(1,0,v) for (t,0,v) € [ x R%, f >0
and supp f (¢, 6, .) is compact uniformly in € and locally uniformly in 7.

b)u (orR,U, A) € CX(I xR) is regular, if (¢, 0 + 1) = u(t, 0).

c)plor P, /) e ClI xR) (k=1,2,3)is regular, if p(¢,0 + 1) = p(z, 0).

d)¢ e C%2(I xR) is regular, if ¢ (¢, 60 + 1) = ¢ (¢, 9).

Theorem 3.2 Given initial data for (1.1)-(1.4), there is a maximal globally hyperbolic
development (M, g, f, ¢) of the data which is unique up to isometry.

The proof is as in [5, 6]. This important result (which is a local existence in time solution
for an associated hyperbolic system) will be used in this paper. However, it does not yield
any conclusion concerning global existence in time directions. Our attention is concentrated
only on the existence of global solutions in the past time direction for any initial data. This
is an extension of Choquet’s result for the hyperbolic system.

Remark 3.3 (M, g, f, ¢) is unique up to isometry means that if (M’, g/, f’, ¢') is another
maximal globally hyperbolic development, then there is a diffeomorphism ¢ : M — M’

con
S 9 /Vi
<
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such that p*g’ = g, ¢* ' = f, ¢*¢' = ¢p and p oi = i’, where i and i’ are the embeddings
of T3 into M and M’ respectively.

Theorem 3.4 Ler (T3, o, 11, Ao, A1, Uo, Uy, fo, ¢o, ¢1) be regular initial data that sat-
isfy the constraints (2.2)—(2.3) where the metric is coordinatized as in (2.1). Let (g, f, ¢)
be the local regular solution that corresponds to the initial data and 1T, ty] be the maximal
interval of existence. There exists a globally hyperbolic spacetime (M, g, f, ¢) such that
(A) M = [0, t[xT?,

(i) (g, f, @) satisfies the Einstein-Vilasov-scalar field system in areal coordinates,

>iii) (M, g, f, @) is isometrically diffeomorphic to the maximal globally hyperbolic devel-
opment of the initial data (T3, o, L1, Ao, A1, Ug, U1, fo, do, d1)-

In order to extend the local existence in time to the global existence, it is sufficient to
obtain uniform bounds on the field components, the distribution function, the scalar field,
and all their derivatives on a finite time interval [¢;, ) on which the local solution exists.
This means that the past maximal development of initial data in terms of conformal coor-
dinates has t — —oo as long as R stays bounded away from zero, and using geometrical
arguments as in [1], we have a proof of the theorem.

Let us introduce the null vector fields 9; := %(8, — 0g), O = %(8, + 0g). Then

F; = %(F, — Fp) and F; := %(F, + Fp) for any function F of variables 7 and 6.
Step 1 Monotonicity of R and bounds on its first derivatives.

After some calculation, the constraints (2.2) and (2.3) give respectively

4U

V204 Rs = —R#(p — J1) —2RUZ — %RAg + 20 Re. 3.1
4U
e
V23R, = RV (p 4 1) + 2RU? + EA% —2ucR,. (3.2)
Since |J1| < p and R > 0, it follows from (3.1) and (3.2) that
agRg < «/i,ugRg, (33)
dR; > —vV2ucR;. (3.4)

If R: (¢, 0) = O for some ¢ €]t1, fo]l and 6 € R, then by the periodicity of R with respect to
and Gronwall’s lemma applied on (3.3),0 = Rg (1,6 + 1) < Re (1, 0)exp(fy ' v/2ue) = 0,
a contradiction. Thus, Rg # 0 on ]z, o] X st

Similarly, (3.4) yields the same assertion for R;. This implies that the quantities Rg, R;
have each a definite sign. It follows that the quantity g*# 8.« R9, s R = gOOth + gl Rg =
—%ez(“_U )Rg R; does not change sign (it is strictly positive or strictly negative). Since R
is periodic and continuous in 6, there must exist points where Rg = 0, hence the quantity
above is negative everywhere (g00 R,2 < 0). Thus, VR is timelike. This means that R; is non
zero everywhere. Our choice of time corresponds to contracting 7% orbits so that R, > 0
and |Rg| < R;.

Next, we show that R; and |Rg| are bounded into the past. Using (2.6) and the fact that
o = Dpi

R
deRe = e (p = P1) 2 0 (3.5)
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and

d R, = ge%“*m(p —P)>0. (3.6)
It follows that if we start at any point (g, o) on the initial surface, we obtain
%Rg(s, O+1—s)=0Re —0pRe = V20, Re (s, r +1 —5) > 0.
After integration on [¢, #o],

Re(t,0) < Re(t9,0 +t — 1p).
Similarly,

R (t,0) < R (15,60 —t + 10).
These yield

V2R:(t,6) < Re(to, 6 +1 — t9) + Re(to, 0 — t +10) < sup (Re + R;) (70, 6).
fes!

We conclude that R; is bounded into the past and | Ry| is also bounded. Consequently, R is
uniformly bounded to the past of the initial surface.

Step 2 Bounds on U, A, u, ¢, and their first derivatives.

We use the light-cone argument and Gronwall’s lemma in this step. The functions
involved in this case are quadratic and defined by

AU
X = fR(Uz + U} +37 (A2 + A2+ R(¢, +¢2) + ¢, 3.7
e4U
Y = RUUp + S AiAg + Reuy. (3.8)

Using (2.4), (2.5), and (2.8) we find

1 2 2 4 2 R; R, 2
87;(X+Y)——§Rg Ur—-Ug+ 4R2( A; +A) 5 E @;

+ (ﬁ + —) B3 + 2660 — (@, + oDV (3.9)
2 V2] V2
2U

R e
+EU562(“_U)(,0 — P+ P — P+ ﬁAgeZW—ff)SB,

and
AU R
(X —Y) = —%RT (U,2 Uz + A? +A9)> (% - 7%) ;
R ,
+ (% _ 7) 97 + 200 — ﬁ(@ — P OVI(g)  (3.10)

R 2
+2Ue2(“ Dp—P+P—P)+ A AU sys.
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Integrating each of the above equations along null paths starting at (¢;, ) and ending at the
initial #p—surface, and adding the results we obtain

1 1
X(1,0) = E(X-i- Y)(t0,0 — (to — 1)) + E(X —Y)(t,0 + (1o — 11))

I
—% / ’ [Ki(s,0 — (s —11)) + Ka2(s,0 + (s —11))]ds (3.11)
n

1 [l
‘5/ [(UT1) (5.6 — (s — 1)) + (Ue T)(s. 6 + (s — 11))] ds
n
1 i) €2U €2U
—5/ R AeTh ) (5,0 — (s — 1)) + EAI—TQ (5,0 4+ (s—11)) |ds
n

1 2 2 etV 2 2 2 2
K = =3k (U= U} + S (—At +A9) — ¢ — &

where

Ri 2 Ro R 2(u—U) vy’
—— — 200, — — # % ,
ﬁaﬁl + ﬁ% +2¢¢ ﬁ(¢t+¢9)€ (@)

__1 2 2 e 42 2\ 2 2
Ky = ZRs UP = Uj + 5 (A7 +47) — o7 — &5
R 52 42900 — (01— )20V (@),
\/* t [ 0 & — ﬁ t
R
T, = =W D — P+ P,— P3),

2
T = ez(M_U)SB.

—¢7 -

From the expression of the matter terms and the fact that V (¢) > 0, we deduce that

1 Y
p=P—Pr= = [ =P - g -4V @),

ie.,
Pi4 Pyt Py <pte ¢}
and
Py+ Py < p— P+ e W97 — ) — 4V (9).
In another way
21823] < P+ Py — e WU (97 — ) + 2V (9),
therefore
Dol = 2D ) = 22— Py, (3.12)
Sincep— P — P+ P3>0(@.e.,P,—P3 <p—P))and p— P+ P, — P3 > 0, we deduce
that
0<p—P+P—P; =20 —P1)
and
T) < RV (p — Pp). (3.13)
In another way for k = 2, 3,

1
e2(p.—U)Pk < ez(M_U)(,o - P+ Ed)’z (3.14)
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Without loss of generality, choosing V (¢) such that V (¢) = Voexp(¢>2), we obtain

g e”*= OV ()] = 2peple* VIV () < %(«pg +¢1)e? D (p — Pr)
and
pr V=DV ()] = 212 91e* "DV (9) < %(qbf + 1)V (p — P

For any t € (11, tp), Egs. (3.5) and (3.6) give respectively after integration

1 [l
Rg (10,0 + fo—1) — Re (1, 6) = 5/ [Re*“=D(p — P)](s, 0 + s — 1)ds, (3.15)
t

1 [fo
R.(tg,0—t9 +1) — R (t,0) = 5/ [RZH=U) (p — P)(s, 0—s + 1)ds. (3.16)
t

It follows from Step 1 that the right hand sides of the two equalities (3.15), (3.16) are
uniformly bounded. Consequently, on (¢1, #p), we obtain from (3.12), (3.13) the uniform
bound of

1 1
/OTl(s,Q:i:(s—t))ds; /0|T2|(s,9:I:(s—t))ds
' t

and (for some constant C) the estimations

1
/0 [;(qbg + ¢?)Re* U (p — Pl)] (5,0 +s —1)ds < Csup X(1,0), (3.17)
t

[11,%0]
o 1
/ |:§(¢$ + ¢ R H V) (p — Pl)] (5,0 —s +1)ds < C[sup]X(t, ). (3.18)
t 1,10

We can deduce that

to fo X
f |Ug|Ti (5,0 — s +t1)ds < / 2,/ET1(S,9 —s+1)ds <Csup/X(1,0), (3.19)
ol I

[t1,10]

to fo X
f |Ue|Ti (5,60 + 5 — t1)ds 5[ 2,/ET1(S,9+s—t1)ds <Csup/X(@t,0), (3.20)
t n

[11,10]

to ,2U to X
/ LZR |Ag||T2|(s,9—s+t1)ds§/ 2,/E|T2|(s,9—s+t1)ds§C sup v X (t,60),(3.21)
H n

[11.10]

to ,2U 1o X
/ ‘;—R|AT||T2|<s,e+s—n>dss/ 2/ 2 ID1(5,0-+5—1)ds =C sup VX, ), (3:22)
1 n

[11.10]
to fp
f |K1|(s, 0 —s +1t1)ds §C/ X(s,0)ds + C sup /X(¢,0), (3.23)
1 1 [11,10]
to fp
/ |Ko|(s,0 +5 —t1)ds < C/ X (s,0)ds 4+ C sup /X (¢, 0). (3.24)
I3 1 [t1,10]

So the identity (3.11) now implies
supX (t,0) < 4supX(t,0)+C sup V/X(¢,0)
0 0

[r1.10]x 8!
1 (3.25)
+C sup X(t,@)—{—C/ supX (s, 0)ds.
0

[r1,80]xS! n
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Using Gronwall’s lemma, we conclude as in Step 2 of [1] that supX (s, €) is uniformly
6

bounded on (#1, tp), leading to bounds on U, A, ¢, V(¢), and their first derivatives. The
bounds on p and its first derivatives are obtained in a similar way since (2.7) can be written
as

4 2
_ A 2A
dope = Uz — U + + g2 (A2 — AD) — 2=0) (P3 + ﬁe‘“f P+ Re2U523> (3.26)
or equivalently
4U 2
e _ A 24
depr =UZ —U? + + 7 (A2 — A2) — 2= 0) <P3 + ﬁe‘“’ P+ Re2U523) . 327

Using inequalities (3.12), (3.14) and the fact that the integral along null paths for the quan-
tity Re*=2U(p — Py) is bounded to the past of the initial surface, we conclude that the
integrals along the null paths for the matter terms in the right hand sides of (3.26)—(3.27) are
bounded since A, U, ¢, and their first derivatives are bounded. We obtain that |pg| and ||

are bounded, and therefore ; = (/Lf + ug), o = ‘[( Mt + pg), and p are bounded.
Step 3 Bound on the support of the momentum.

A solution f to the Vlasov equation is given by
f(t,0,v) = fo(O, 1,6, v), Vi, 1,6,v)),

where © and V are solutions to the characteristic system

de® V!

ds vV’

av! 0 (V?)? Ro\ (V32 Ay ,, V2V3
—— = —(uo — Up)VO— (i, —Up) V' + Up Up—— hiad :
75 (o = Up)V"= (s =Un V' + Up — 75 (9 R) vo TRE Tyo
dv? viy?2

— = —U, V>~ Uy :

ds Vo

dv3 R, ; Ro\ VIV3 W viy
W*(E‘“)V +(”€‘?>W‘? At Aogg | V5

with ®(¢, 1, x,v) =6 and V (¢, ¢, x, v) = v. Since || flloo < || folloo, the control of

0t) = sup{| vl:3Gs,0) €l i) x S (7,6, 0) ;éo}

and previous steps give bounds on the matter quantities p, Px, (k = 1,2, 3) and S»3. The
distribution function has compact support on the initial surface and therefore V¥ (1o), k =
1,2, 3 is bounded. Since |Vk| < V9 k = 1,2, 3, the Gronwall lemma applied to the
characteristic system gives uniform bounds on |[VK(#)| and it follows that Q(¢) is uniformly
bounded on (71, #p].

Step 4 Bounds on the second-order derivatives of R and ¢.
From previous steps, the field components and all their first derivatives are bounded, and

the matter quantities are all bounded. We deduce respectively from (2.2), (2.3), and (2.6)
the uniform bound of Rgy, R:g, and R;; as long as R stays bounded away from zero.
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Let B = d9(R¢;) and D = 99 (R¢z), then

V2 Ry
b9 = ﬁ(B + D) — ?qbt (3.28)
and Y
_Nv2. _R
Poo = 2R( B+ D) R O (3.29)

After some calculations and using (3.28), (3.29),

B = | (& R2¢> Rl g ¢>—|—R§B B p
i =5 00  + R 0 ) do R

- [( —Us + R—) V'($) + ¢9v“<¢>} =20 (3.30)
and
b _ 1 ® R2 R/ Ry ® 3 R; b
T =3 00~ & ¢t+<R — te>¢0+— ~ %
[(ug — U + —) V'($) + ¢9v”(¢)} 22U, 3.31)

Integrating (3.30)—(3.31) along null paths starting at (#1,60) and ending at the initial
to—surface, we obtain

1 [fo R R
B(t1,0) = B(ty, 0+11 _t0)+§f <a—b + %B—%D) (11,0 +s—t1)ds (3.32)

3l

1 [ Re R,
D(t1,0) = D(t, 0—t1+t0)+§ —a—b — ?B—I—?D (t1,0—s+t1)ds. (3.33)
3]
We take the supremum in 6 of the absolute values of each equation and add the results to

obtain

fo
K(t) < K(1) +/ [supl(a +b)(s,0)| + sup R
t

<|Rg| + R |
pes! fes!

) (s, 9)K(s):| ds, (3.34)

where K (t) = sup (|B| + |D|)(¢, 6) and
fes!

R R Ry
a(t,0) = <R99—> ¢ + ( R —Rm) dg,

R 1
b0 = [(M ~Uet 79)‘,/((]5) + 54’9 V”(¢)] P2

We deduce from (3.34) the Gronwall lemma and previous steps that K (¢) is bounded since
R stays bounded away from zero. This proves from (3.28)—(3.29) that ¢¢, ¢gg are uniformly
bounded. The uniformly bound of ¢;; follows from the evolution equation (2.8).

Step 5 Bounds on the first-order derivatives of matter quantities and second-order deriva-
tives of the field components.

Since the second-order derivatives of R and ¢ are bounded, one follows the techniques
developed in [1] (Step 4) to bound first-order derivatives of f and second-order derivatives

con
S 9 /Vi
<
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of U, A, and w. There is a minor change on the term kg = dg(p — P + P> — P3) where
99 V (¢) appears and is bounded by previous steps.

Step 6 Bounds on higher order derivatives and completion of the proof.

The method described above can be used for obtaining bounds on higher derivatives as
well. Hence, we have uniform bounds on the functions R, U, A, u, f, ¢, and all their
derivatives on the interval (z, fo] if R stays bounded away from zero. This implies that
the solution extends to + — —oo in conformal coordinates. The proof of the theorem is
complete using the geometrical arguments developed in [1, 3].

4 The T? Symmetry Case

We consider now a solution of the Einstein-Vlasov-scalar field system where all unknowns
are invariant under the T2-symmetry with the twists different from zero (cf. [11, 15]). In
conformal coordinates, the metric g takes the form

ds? = =2V g2 4 2= 402 4 o2V dx+ Ady+(G+AH)dOV+R*e 2V (dy+ Hdo)?;
“.1)
where u, U, R, A, H, and G are unknown real functions of ¢ and 6 variables, periodic in 6
with period 1.
Using the results of [15] or [11], the complete Einstein-Vlasov-scalar field system (1.2)—
(1.4) can be written in the following form:
The Einstein-matter constraint equationS'

UP+UR + £ (A2 + AN+ B el el

*2(;4 20)

4.2)

— r2_ : _ezw U,
UL +e4UAA Ry Ry peR _ 2u-U) @3)
ORI TR R R a '
The Einstein-matter evolution equations:
4U
U —U99= UQRG_Uth_i_L(AZ_AZ)
i R M 2wk R2 0 4.4)

24 32120 (p — Py 4+ Py — Py),

Ay — Agg = A’RRt - AGR‘) +4(AgUp — A Uy) + 2Re* 4V 553+ R2e 2T H,, (4.5)
R — Rop = RE#U(p — P)) + e_z(l;_w) RI? 4 6_22“ R3HZ, (4.6)
i — oo = Uy — UP + i%uz(A,z — Af) — O py — ;%62(‘”[])1% @7
2 gy, D Rra 3 X R g2 '
b — doo = E(t,0)¢ + F(1,0)¢p — > *" V(). (4.8)
The auxiliary equations:
3o (Re 212Uy = —2Rek J, (4.9)
3 (Re 22Uy = 2Rek Sy (4.10)
39 (R3¢ 2 Hy) + Re 22V AyT = —2R%e* 2V 5 (4.11)
3 (R3¢ 2 H,) + Re 22V AT = 2R?** 72U 3. (4.12)
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The Vlasov equation:

e2U Ap v203

9 )
o v o . —+—((v3)+(v))

ot + 0 96

R 332 9 1,2 )
o (”0) + e (T + RHv?) —fl - Ue—v Y v | 2
R v v v

R, 3 Ro\ vivd  e2Up? v! af
+ |:<R_U[>U +<U9—F> UO +T AI+A9va 90 73 0 (413)

where I' = G, + AH;,

- [(Ma — Up)o” + (i — Upo' —

Ji = / f(t,6,v)vkdv, ke (2, 3},
R3

Sij

iy
/ F@ 0,0 dv, i, je(l, 2 3) i # ),
R3 v

Rt 2 —2u
E(t,@) = _f +(R H[H‘FR[H[H)@

+QU,G* +2AGHU, + GG, + A;HG + AH,G)e 24U

and

R
F(,0) = ?9 + (R?HyH — RRyH? + 2Ry H? — SR*HUy)e 2

H(G2Us + AAgH? + GGy + 4AUsHG — 2AHUy + AHyG
+AGyH + AgHG + AZHHG +A2H2U9)672M+4U'

Step 7 Monotonicity of R and bounds on its first derivatives

e 2utaU 2;L+4U

Using the constraint (4.2) and (4.3), the extra non-negative term RI? +

7 adds to the right hand side of each relation (3.1) and (3.2). The same method
as in Step 1 follows.

Step 8 Bounds on U, A, u, and their first derivatives.

Define

AU AU

X = 7R(U2 + U+ iR (A2 4+ A2); Y =RUU+ TG

Following Step 2, relations (3.9) and (3.10) are respectively replaced by

AU

4R2

1
(X +Y) = —-R; (U ~ Ui+ — + 5%

2 er 2 2(u+U)
(—A4; +A9) — AR "W T H;

R
-3 Us (6_2“+4UF2 4+ _p 4 Py — P3)> + Ase? Sy,
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and

etV

1 e2U
0(X —V) = —7 R (Utz Ui + 1z (= A2+A9)) Sg AR TOT H,

R
—SUr (24U r2 4 207D (o — P+ Py = Py)) + Ace? S,

After integration and summation, we obtain relation (3.11) with

1 2 2 etV 2 2
Ki = —3Re\ U —Uj + 25 (A7 + 4D )

1 2 2 e 2 2
K2 = _ERE UI - U9 + F(—At +A9) N

R R
T, = EeZ(IL—U)(p — P+ P,— P3) + Ee—2u+4UF2’
T = 62(/17U)523 + Rzez(“*U)l“H,;

and

T

IA

ReZ(,ufU) (p _ Pl) + 5872#«4’4[}1—12
2 s

| T2

IA

1
5¢ 0 = P + & ST + 1Y),
Consequently, relations (3.15) and (3.16) are respectively replaced by
Re(to,0 + 19— 1) — Re(1,6) = 1 [ [zRez(“_U)(,o - P)
+8= (VT2 + RZHD)(s5, 6 + 10 — $)ds,

Re(to,0 —to+1) — R (1,0) = % f,’O[ZReZW*U)(p - Py
+ R (AUT? + RZHD)(5, 0 — 1o + 5)ds.

(4.14)

(4.15)

This permits as in Step 2 to obtain bounds on A, U, and their first derivatives. The bounds
of w and its first derivatives follow from relations (3.26) or (3.27) replaced by

—2u+4U 2,21
dpe = Uy —UP + 4R2(A2 A}) — € Rr? - R g2

(4.16)
—e2u— Op, — A 2(M+U)P2_ Me2us237

—2u+4U 2,21
Bepe = U — U2 + o (A2 A2) — €= —Rr? -3k g2 @17
—2(u— U)p3 A e2u+U) P, — % 2“523

Under the assumption |¢;| < |¢g|, we deduce that
- - 15 -
AU Pe < 207D (0= P+ ST (g7 —9]) =3V (9) < 17D (p— Py (418)
Using inequalities (3.12), (4.18) and the fact that the right hand sides of (4.14), (4.15) are
bounded (Step 7), we conclude that the integral along null paths for the matter terms in the

right hand sides of (4.16), (4.17) are bounded since A, U, A;, Ag, U;, Uy are bounded. We
obtain that | g | and |, | are bounded and therefore 1, and g are bounded.

Step 9 Bounds on G, H, their derivatives, and the support of the momentum.
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Consider the characteristic system associated to the Vlasov equation (4.13). It is analo-
gous to the one in Step 3, except the term —e " (e**T'V2 4+ RH,V?3) which is added in the

second hand of the second equation % of the system. Since |Vk| < VY k=1, 2, 3, the
integration and Gronwall’s lemma applied respectively to the third and fourth equations of
this system give with previous Steps (7 and 8) uniform bounds of [VE@®)|, k =2,30n (1, 1p).
So, we can conclude that Sup{|V2|+|V3|+1 3(s, r, vY) €10, t]1xRy xR with f(s,r,v) #
0} is also uniformly bounded. Now, define o' = Sup{| VH 41 : 36,0303 €
[0, 1]x R4 xR? with f(s, r, v) # 0}. Now integrate the second equation of the characteristic
system and use Steps 7 and 8 and the fact that VK| < VO, |V¥| < C to obtain

1
0'(1) < Q' (o) + CfU[Ql(S) + sup|T'|(s, 0) + sup| H;| (s, 0)]ds. (4.19)
t (% 0

Add and subtract respectively auxiliary equations (4.9)—(4.10) to obtain

e (Re 272Uy = 2ReM (815 — o),
3 (Re 272U = 2ReM (S12 + Jo).

Integrating along null paths and previous steps give
Supl '[(r,6) < supl'[(r0.6) + cfto[l +0'(9)lds. (4.20)
1
Analogously, (4.11)—(4.12) give
sgle,l(t, 0) < ngH"(to’ 0) + C/tto[l +0'(s) + sgp|l"|(s, 0)lds. 4.21)
1

Adding (4.19)—(4.21) and applying Gronwall’s lemma give uniform bounds on H;, I', and
Q1 (¢). Then H, G,, and G are bounded. From (4.11), we deduce bounds on H,g and then
on Hy. Consequently, (4.9) gives bounds on G,y and then on Gg. We deduce respectively
from (4.12) and (4.10) the bounds on Hj; and G;. Since Q!(¢) and V* are bounded, the
integral terms of the matter quantities are also bounded.

Step 10 Bounds on ¢ and its first derivatives.

Define
_ l 2 2 E 2. _
M =R + ) + 3¢5 N=Roidy.
After some calculation and using (4.8), we obtain

R

¥ (M + N) = ;f(M + N) — Rps (E¢y + Fpg + **~ V' (¢)) + R 9,
R

d(M — N) = %(M — N) — Rp:(E¢y + Fpg + 2*~ DV (¢)) + Rz .

Integrating these along null paths and adding results give

M(t1,0) = 5(M + N)(t0,0 — (to — 1)) + 5(M — N)(t0, 0 + (to — 11))
+ [10 [Res (Epi+ F o) (s, 0—(s—11))+ R (Edy+ Fpy) (5,0 + (s—1))] ds

+ [[X[(Rp:eH=IV'(¢) — Rpe)(s,6 — (s — 1))
+(Rp: W=DV () — Rbed)(s,0 — (s — 11))]ds.
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Following previous Steps 7, 8, and 9, we have
fo
supM(t, 0) < supM (ty,0) + C/ supM (s, 0)ds. (4.22)
0 0 no6

We deduce by Gronwall’s lemma the uniform bounded of supM (¢, 8) which leads to the
0
bounds of ¢, ¢;, ¢g, and V (¢).

Step 11 Following Steps 4, 5, and 6, ones obtains with minor changes, bounds on the
first-order derivatives of matter quantities, second and higher order derivatives of field
components and matter quantities.

We conclude this section by the following theorem:

Theorem 4.1 Let (T3, o, 11, Ao, A1, Uo, U1, Go, Gy, Ho, Hy, fo, o, ¢1) be regular ini-
tial data that satisfy the constraint equations (4.2)—(4.3) where the metric is coordinatized
asin (4.1). Let (g, f, ¢) be the local regular solution that corresponds to the initial data and
1T, to] be the maximal interval of existence. There exists a globally hyperbolic spacetime
(M, g, f, ¢) such that

(i) M = [0, to[x T?,

(i) (g, f, @) satisfies the Einstein-Viasov-scalar field system in areal coordinates,

(i) (M, g, f, @) is isometrically diffeomorphic to the maximal globally hyperbolic deve-
lopment of the initial data (T3, o, 11, Ao, A1, Uo, Ut, Go, Gy, Ho, Hi, fo, 0, $1).

5 Geodesic Completeness

Consider a solution s —> (x%(s), p%(s)) of the trajectory equations (2.10) which exists on
the maximal interval I =]s_, s4[. Since particles are future pointing, we have L‘f—i =p’>0.
We can then parameterize the trajectory by the time coordinate ¢ € / and obtain the system:

dx' _ p' dp . pPpr
dr T v o = T =123

0
p
Since supp f is compact, the right hand side of the previous system is linearly bounded
in p' with respect to the two directions of time (see [14] for the future direction). Thus,
t(s+) = oo. Now, due to the inequality % = p¥ < C, one obtains by integration

N s
/ dt < C/ ds’ ie., t(s) —t(0) < Cs.
0 0

Thus, s+ = 00, and I = R. We conclude that geodesics are complete for the Einstein-
Vlasov-scalar field system with Gowdy or T2 symmetry.

Acknowledgements Comments of the anonymous referee are gratefully acknowledged by the authors.
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Abstract

The Einstein-Vlasov-scalar field system (EVSFS) describes the evolution of self-
gravitating collisionless matter and scalar waves within the context of general
relativity. We prove in the case of contracting 72 symmetry, a local in time exis-
tence theorem in the case of cosmological models for this system. The sources of
the equations are generated by a distribution function and a scalar field, subject
to the Vlasov and the wave equations respectively.
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1 Introduction

The question of global existence solutions of Einstein equations with matter or
not is very important in the mathematical study of general relativity. An es-
sential tool in an investigation of this type is a local in time existence theorem.
In this paper a theorem of this kind is proved for one particular choice of mat-
ter model such as collision-less matter described by the Vlasov equation and a
scalar field for the cosmological case.

In [10] local in time cosmological solutions of the Einstein Vlasov system with
massless scalar field in surface symmetry written in areal coordinates is ob-
tained. These result is adapted here in the case of T2 symmetry with nonlinear



scalar field in the passed direction in conformal coordinates. There are several
reasons why it is of interest to look at the case of a scalar field (cf [10] and refer-
ences therein). Spacetimes with T2 symmetry have received much attention by
different authors for last years. For example in [3], [9] and [11], global existence
result was proved in the case of Einstein-Vlasov system using fundamental local
existence in time result of Choquet in [5]. There are three types of time coor-
dinates which have been studied in the inhomogeneous Einstein-Vlasov system
case : constant mean curvature, areal and conformal. A constant mean cur-
vature time coordinate ¢ is one where each hypersurface of constant time has
constant mean curvature and on each hypersurface of this kind the value of ¢
is the mean curvature of that slice. In the case of areal coordinates the time
coordinate is a function of (or is taken to be proportional to) the area of the
surfaces of symmetry. In the case of conformal coordinates the metric is con-
formally flat on a two-dimensional Lorentzian manifold which is the quotient of
spacetime by the symmetry group. The time coordinate R =t is the area of the
symmetry orbits. Conformal coordinates has advantages to simplify estimations
of solutions. By a long chain of geometrical arguments as in [4], ones deduce the
local foliations in the past time direction of the spacetime by areal coordinates
system.

The paper proceeds as follows. In section 2, we present in T2 symmetry the
system in conformal coordinates. Section 3 is devoted to a priori estimations
of unknowns functions and their derivatives. Section 4 deals on local in time
existence of solution based on Picard’s iterations.

Let us now recall the formulation of the Einstein-Vlasov-scalar field system.
The spacetime is a four-dimensional manifold M, with local coordinates (2*) =
(t,2") on which 2° = ¢ denotes the time and (x') the space coordinates. Greek
indices always run from 0 to 3, and Latin ones from 1 to 3. On M, a Lorentzian
metric ¢ is given with signature (—,4,+,+). We consider a self-gravitating
collision-less gas and restrict ourselves to the case where all particles have the
same rest mass m = 1, and move forward in time. We denote by (p*) the mo-
menta of the particles. The conservation of the quantity gwp)‘pﬁ requires that
the phase space of the particle is the seven-dimensional sub-manifold

PM = {g,,p'p" = -1; p° >0}

of TM which is coordinatized by (¢,z% p’). The energy-momentum tensor is
given by

T;u/ = TI{V + T/?V (11)
with:
dpl dp?dp®
Tl = = [ frapalg A (12)
R3 Po
1
Ty = VadVs0— 59a3(Vo0V76 42V (6)) (1.3)

where the distribution function of the particles is a non-negative real-valued
function denoted by f defined on PM. py = gagp®, |g| denotes the modulus



of determinant of the metric g. A scalar field ¢ is a real-valued C*° function
on M with nonlinear potential V' € C*°(R,) which satisfies V(0) = V > 0,
V'(0) =0 and V" (0) > 0 (see [8]). On PM we have

P’ = /=9g%V/1 + gappop®

The Einstein field equations are given by

1
R, — §Rg,w = 87T, (1.4)

where R, and R are respectively the Ricci tensor and scalar curvature of metric
g. The Einstein field equations are coupled to the Vlasov equation (matter
equation for f) and to the wave equation (matter equation for ¢), which are
respectively

0 - 0
p#aTcJ; =T, a; =0 (1.5)
VAVaA¢ = V'(9). (1.6)

Equation (1.6) is a consequence of the divergence-free of the energy-momentum
tensor due to the Bianchi identities and since the contribution of f to the energy-
momentum tensor is divergence-free.

2 Equations

We refer to [1] for details on the notion of T2 symmetry. There are several
choices of spacetime manifolds compatible with 72 symmetry. We restrict our
attention to the T° case. Space-times admitting a 72 isometry group acting on
T3 space-like surfaces are more general than the 72 space-times: both families
admit two commuting Killing vectors. We consider the case where all unknowns
are invariant under the 72 symmetry with the twists different from zero ([9],
[11]). The dynamics of the matter is governed by the Vlasov and the non-linear
wave equations. The Vlasov equation models a collision-less system of particles
which follow the geodesics of spacetime.

We now consider a solution of the Einstein-Vlasov-scalar field system where all
unknowns are invariant under this symmetry. We write the system in conformal
coordinates. The circumstances under which coordinates of this type exist are
discussed in [1] and references therein. In such coordinates, the metric g takes
the form (cf [1], [9], [7])

ds? = 2T=M) (—dt? + d6?) + e*[dx + Ady + (G + AH)db)? + e 2 R?[dy + Hd0)?

(2.1)
where u, 7, R, G, H and A are unknown real functions of ¢ and 6 variables. R
is periodic in 6 with period 27. The timelike coordinate ¢ locally labels spatial
hypersurfaces of the spacetime. The scalar field is a real function of ¢ and 6.
Let us introduce new quantities

J=—Re MG+ AH;), K=AJ-R3¢ ¥ H, T =G+ AH,. (2.2)



Using the results of [7] and [9], the complete EVSFS can be written in the
following form :
The Vlasov equation

212 3)2 2,3
0 1 (v?) Ry (v°) Ag 5,070 Of
(o = 00+ (7= )t o 4 (g = S~ Dt ) 2L
_ of v'of vlw?] of  of
T (2T 2 3 2
T REw D S e MY TR | 5 T e
R; 3 Ro\ vivd  e2Hq? vl ] Of B
The Einstein-matter constraint equations
A R R R
2 2, € 2 2 09  Telu  Tolvg
pi o+ Ha+@(At+A9)+f—?— R
—27+4p —27
= - 64 H? — 271 (2.4)
et Ry Tt Ro To Rt 2 r—
2/115,”‘9 + WAtAG + ? — T — T =e ( H)Jl (25)
The Einstein-matter evolution equations
L et
A th‘i‘TRQ(A?—Ag)‘F I
e4u—27’
t—a—(p= P+ P~ B;) (2.6)
ARy AR
Ay = Agp = =5 = =5+ A(Aopg — Aue) + B2 TH, + 2Re*7 30 347)
64# 6727'4*4;1. 3R2672‘r
T " ARy ) S L a7
2A
— 62(7—_”)]33 — 367523 (28)
R —27+4p RS —27
Ru—Reg = ReTMW(p—P)+ 5 — 7+ 62 129)
_or R
ou—dor = Gol-dupH R + - +2A0H(G ~ R)
R
@ AH e P i)

Auxiliary equations

Op(Re™2"T4T) = —2Re"Jo (2.11)
O(Re ™) = 2Re™ Sy (2.12)
Op(R3e > Hy) + Re™ ™t AT = —2R%7 2]y (2.13)
Or(R*e™* Hy) + Re ™A T = 2R%e72S3. (2.14)



Since all the particles have proper mass 1, the new variables v* are related to
the canonical momentum variables p* by relations :

(U0)2 — 62(77#) (pO)z; (111)2 _ 62(77;0 p1)2;
(v?)? = 2 [(G + AH)p* +p? + Ap®)%; (v3)% = R%2e~2¢(Hp' + p®)?; so that

00 =1+ ()2 + (v2)2 4 (13)2 >0
The matter terms are then defined by:
1
p(t,0) = —g"Too = / VO f(t,0,v)dv + Se72 T (6] + 6F) + V(6) (2.15)
R3

Ji(t,0) = —g" o1 = / v f(t,6,v)do — e gy (2.16)
R3

Jk(t,ﬂ):/RS v f(t,0,v)dv, k€ {2;3}(2.17)

—~

U1)2

Pi(t,6) = g"'Tia = F(1,0,0)du + 5e7C1 (G + 6F) — V(9)(219)

5 0
2)2

Py(t,0) = e 1Ty F(t,0,v)dv + %e—%—m(dﬁ —¢2) —V(9)(2.19)

9

Il
— — —
<

7 (US)Q 172(77@ 2 2y
Py(t,0) = [ 50,000 + S TG - 6) - V() (2.20)
.k
Si(t.0) = [ S0, £k 22)

and
Tss = A%e*" Py + 2ARS,, + R*e 2Py
We prescribe initial data at time ¢t =ty > 0 by

(f, Bmop, A H, G, 9)(to) = (f, R, 7,1, A H, G, ¢) and (R, 7, 1, A, H, G, §)(to) =
(R, 7,1, A, H,G, 1)), where R = Ry, - --

Let us now remind some regularity definitions which are necessary in the next
sections.

Definition 2.1 Let I C]0;+o0[ be an interval and (t,0) € I x S*.

1. f € CHI x St x R®) is regular if f(t,0 + 2m,v) = f(t,0,v), f > 0
and suppf(t,0,.,.,.,.,.) is uniformly compact in 6 and locally uniformly
compact in t .

2. ¢ € C%(I x SY) is regular if ¢(t,0 + 2m) = P(¢,0).

3. Each component x € C?(I x SY) of metric is reqular if
x(t,0 +2m) = x(t,0) and d;x, Opx € CH(I x S1).

4. p (or Py, Ji, Sji)e CH(I x S1) is regular if p(t,0 4 27) = p(t, 0).



3 Estimations

In order to obtain local existence in time solution, it is necessary to obtain a
priori estimations and uniform bounds on the field components, the distribution
function, the scalar field and all their derivatives on a finite time interval [¢y, t3)
on which the local solution can exist. The method and results obtained here
are similar to those in [7] and [1].

Let us introduce the null vector fields

1 1
Oy — (0 +09) and O\ := —=(0r — Op).
\/5( : + Op) A\ \/i( ; — Op)
For any function F' of variables t and 6, set
1 - 1 .
F, :=0,F:= —(0:F +0pF):=F and F) = O\F:=—(OF —0yF):=F.
\/5( ; o ) A\ A \/i( ; o F')

Step 1 Monotonicity of R and bounds on its first derivatives.
After some calculation, the constraints equations (2.4) and (2.5) give respec-
tively

4p
V20R, = 21,R, —2Rp2 — ;—RQAi — RTW(p— J))
3 ,—2T1
L z H? (3.1)
dp
V20yRy = —2mRy+2RuE + %Ai + R (p 4 Jy)
3
+§e*27+4HF2 + RTG*QTHf (3.2)

It follows from (2.15) and (2.16) , that p > |J1| (in fact V(¢) > 0) and also
R >0, so

2
aORU = \/§7—0R0 - %hl < \/iTo'Ra‘ (33)
doRx = —V21\Ry + b2 > —V27\R), (3.4)
where

el e 2T +4p R2672T
b = ﬁAZ +Ru2+R {62(7“)(;) =)+ — 24 1 Hf} (3.5)

Ap —27+4p R2e—27

—Ru2 1+ & p2 2(r—p) e 2 e 2

ba R/‘/\+2RA)\+R|:6 (p+ 1)+ ——1"+ e HE| (3.6)

As in [7], we obtain after integration,

V2R, (t,0) < Ry (to, 0+t —to)+ Rx(to,0 —t+1to) < sup (Rs + Ry)(to,0). (3.7)
fesSt



and deduce that R; is bounded into the past and |Rp| is also bounded. Conse-
quently, R is uniformly bounded to the past of the initial surface.

Step 2 Bounds on pu, A, 7, ¢ and their first derivatives.
We use the light-cone argument and Gronwall’s lemma in this step. The func-
tions involved in this case are quadratic and defined by

et
8R Sk
——AtAg + Rorde (3.9)

1
X = SR +pg)+

4 s

4R

A7 + Af) + [R<¢? +¢5)+ ¢’ (3.8)
Y = Rugo+ >

Using (2.6) — (2.7) and (2.10) we find respectively after a lengthy calculation
that

1 etn
X +Y) = —gRy (i =i+ (AT + 43+ 62— 0}

R
_ Re2(‘r—ﬂ)¢gvl(¢) + 5//40 (6—27+4u1—\2 + eZ(T—M) (P —P+P— Pg))

4p

+ €2R Ap(RPW=TTH, + 2Re*T71 So3) + ¢y (3.10)
and
1 et 2 2 2
0,(X~Y) = 3R (1~ i+ T (~ A2+ 43) + 67—
R
- ReQ(T_“)@V'(d)) g (e £ T () Py Py - Py))
+ (R2 2(p— T)FHt 4 2R€2(T “)523) + ¢¢(r . (3.11)

2R

Integrating each of the above equations along null paths ¢ — (¢,0 — ¢ +t) and
t — (t,0 +tg — t) starting at (¢1, 6) and ending at the initial tg—surface, and
adding the results we obtain

X(t1,0) = E(XJFY)(tQ,Hf(to*tl))+%(X*Y)(to,9+toft1)
%/ [x1(s,0 — (s —t1)) + x2(s,0 + s — t1)]ds
1 et et
- 5/ (G AG) (5,0~ (5~ 1) + (S AxG)(5,0 4+ 5 — t)ds
1
2

/ [(1eC1)(s,0 = (s — 1)) + (uaC1)(s,0 + s — t1)lds  (3.12)



where

1 et
= —Ra( i AT+ )+ 62 - 0}
f@ \[% + ¢ — Rooe>T V() (3.13)
4“ 2 2 2 2
X2 = —RA< #0+4R2( Ay +Ae)+¢t—¢a>
\f@ \ﬂb@ + 6o — Roae® "MV () (3.14)
G = g (e*2T+4Hr2 LW () - Py Py — Pg)) (3.15)
(o = R22WTIH, 4+ 2Re*" 1) Syg (3.16)

Tt follows from Step 1 and Step 2 of [7], the uniform bound of

to

C1(s,0 £ (to — s))ds and / i [Ca|(s,0 £ (to — s))ds (3.17)

Using Step 8 of [7], we conclude that sup X is uniformly bounded on (¢1,tg),
Sl

leading to bounds on p, A, ¢, V() and their first derivatives. The bounds of 7

and its first derivatives are obtained in a similar way since (2.8) can be written

as

4 6—27'—1-4;1, 9 3R2e—2‘r

2057 = 206Ty = pij — i + 7(142 A7) - I — Hf - AT Py (3.18)

4R? 4 4

The integrals along the null paths for the matter terms in the right hand side
of (3.18) is bounded since A, u, ¢ and their first derivatives are bounded. We
obtain that 7h and 7, are bounded, and therefore
T = %(Tg +7), To = %(Tg — 1) and 7 are bounded.

Step 3 Bounds on G, H their derivatives and the support of the momentum.
A solution f to the Vlasov equation is given by

f(t,0,v) = fo(O(to,t,0,v),V(tg,t,0,v)) := ;‘(@(to,t,G,U),V(to,t,e,v)),

where © and V are solutions to the characteristic system

e _ V'
a Y 0 L Ro\ (V32
= (70 - éte)V — (75 — )V — proo— + (o — )
_|2_ %62“ VVV _ (QQTFVQ + RH5V3)
d;/.;?) - _MSVQ - u VV‘({ 3 2 2 1
. R -
T = (B — ) V2 (o — 1) Yo° + S5 (A + Ao ¥n)

with O(tg,t,0,v) = 6 and V(to,t,0,v) = v. Since ||f|loc < ||f|loo, the control
of

Q(t) == sup{|v| : 3(s,0) € [t,to] x S* ; f(s,0,v) # 0} (3.19)



gives directly using equations (2.15) — (2.21), bounds of p, Ji, Py et Sji, j. k €

{1,2,3} j # k.
Besides i 1
Ve (—ps — Wua)ds (3.20)
After integration on [t_;t], (3.20) gives
2 2 ! V!
V() < [VE(t-)|exp / s+ gt ds | (3.21)
t

The last equation of the previous system gives

V(1) < Clt)exp ( / |R

s Ry\ V!
T s + (—ue + R) 7o ds) (3.22)

eZI;%Vz (At + AG“;—;)

(t,0), %L |i£¢] and |pg| are all bounded.

where C(t) = sup
0eSt
Let us define also

Q7 (t) := sup{|v’| : 3(s,0) € [t, to] x S'; f(s,0,0") #0, k#j}.  (3.23)

Consequently V2, V3, Q2 Q3 are bounded. Now, for j = 1 in (3.23) one
obtains from the second equation of previous system :

Vi) < [V(to)] + C(#) /t O[Ql(s)+s%pr(s,9)+s%th(s,9)]ds (3.24)

Add and subtract respectively auxiliary equations (2.11) — (2.12) to obtain

ON(Re™>™ T4 T) = V2Re™(S1p — Ja) (3.25)
Oy (Re™2™T) = V2Re™(S12 + J2) (3.26)

Integrating along null paths and using previous steps give
SL;pF(t,G) < T(to,0) + C/to [1+QYs)ds t1<t<ty (3.27)
t
Analogously, (2.13) and (2.14) give
sup Hi(1,6) < |Ht|(t0,9)+C/tto[1+Q1(s)+51;p ID|(s,0)]ds 1 <t <ty (3.28)

Adding (3.24), (3.27), (3.28) and applying Gronwall’s lemma give uniform bounds
on Hy, T and Q'(t). Since Q'(t) and V* are bounded, the integral terms of the
matter quantities are also bounded. We deduce from (2.2) that G, and K are
bounded. Therefore H and G are bounded. From (2.13), we deduce bounds on
H;p and then on H;. Consequently (2.11) gives bounds on Gg; and then on Gp.
We deduce respectively from (2.14) and (2.13) the bounds of Hy; and Gy.



4 Local Existence

In this section, we prove using an iteration the local existence and uniqueness
of solutions of the EVSFS.

For all component x of the metric g, we define the iterates (X )nen, (@n)nen, (fn)nen

with first terms

Xo(t,0) = X(0), do(t,0) = 6(6), fo(t,0) = f(0)

and
X (0, 0) = X(8), n(t0,0) = 6(6), fulto,0) = [(6)

Consider the previous characteristic system where R, Ry, 79, 19, Ag are respec-
tively replaced by
Rn—laRn—h Th—15 H

v )

n—1’

replace respectively (Rp—1)t, (Tn—1)t; (ln—1)t: (An—1)t, (Hp—1)¢, -+ Let

A, 1. Inwhat follows, Ry,_1, %1, fin—1, An_1, Hp_1,-

- Vi oo
= = {W;:i;:i;:ﬂ where
E}lfl = _(Infl - Enil)vo - (7v-n71 - ﬁnfl)vl - 6_7%71(ezunill—‘nfl‘/2 + Rnflﬁnflvg)
A, VAV N
+ R, , Vo (s~ Rn—l) o TH. 1 Tyo
_ . viy?
i = —fmaV? T o
Ry R, , VV3 21 (o Vi
—3 n v 3 n—1 2
= = — fin—1 |V - A1+ A %
n-t <Rn1 Hn 1) + 1, Rn71) Vo * R, 1 no1t An Lyo
Define (0, V,,)(s,t,0, VY, V2 V3) with (t < tg) a solution of the characteristic
system
d -
e ((0,V)n) =En-1(s,1,0,V) (4.1)
with initial data (0, V,,)(t,t,0,V1, V2 V3) = (0,v) and
a0, VIV VE) = (00, Va) (1, 0,V V2, V?)) (4.2)
where f,, is the solution of
22 3)2 2,3
0 o o 1 (v°) R, ¢ (v%) A, s
{(Tnl U+ (Famt = fina)v g, 20 + (1, Rn—l) 0 Rn—1e Ml 00
vl Of, . vv?] 0f,  Ofa . - o
_0%+Pnﬁ+%1wd&ﬂ_&_FWHQnT”M+MJMIﬂ}

Rnfl vO Rnfl

10

R . R, 1\ vtvd  e2Hn-1g2 vl
( nt Mn—1> v+ <un1 - 1) + (An-1+4,_1-5)

Ofn
Ov3

=0



Also, using (3.1) — (3.2):

edtn—1

OR, = 1R, 1— R, Vi — IRZ_ 112131_1
— Ryt (p, — 1)
R, = —Fn1Rn 1 +R, 10> |+
e Ry D 4 )
4R2 " |
+$pfl_l i %ﬁi_l (4.4)

Define also p,,, p, .., P..., k € {1;2;3} in the same way as p, pi, Pk, where

v

fa R d)tv ¢97 Ata My Ty Ht, Ty are respectively replaced by f'n,’ Rn—l’ stn—m ?n_ ) An—w Hn_1s

1

v
nl?#’nl’nl

We define X,, and Y,, like (3.8) — (3.9) by:

1 A 1
X, = =R,(i%+ 4> A2 + A%) + 21 (4.
b= R+ S A2 g [Ra@ 4 6+ 0] (0)
edun
Yo = Rujinpt, + o AnAy + Rudnd, (4.6)
4R,
Let Z, = X, +Y,, and Zn =X, — Y,,, therefore
e
Z, = Rui2 o 4.
~ pm
Ly = [l . 4.
n Ryfi2 + 1R, 2+ Rodl + ¢ (4.8)
Now, define .
hn? bn? XTL7 )Zn7 C C b Z b vn (4'9)
using (3.5), (3.6), (3.13), (3.14), (3.15), (3.16), (3.11) and (3.10) with

hla h?v X1, X2 C]a C27 a Z et aXZ and
R djta ¢97 At7 Ag, My Ty ity Tt, ,U 70, pa (k € {1 2; 3}

respectively replaced by bu, Bu, Xns Xn» Cov Cov Zns Zas
R @ A G A B Tals B Tl B 5T P B (K€ {15253)).

_1 —1

From (4.5) — (4.8) we deduce

4p
~ . e n—1 ~
ONZy =2y = Xno1 T+ /un71<n,71 + 2Rn71 n—15n-1 (410)
~ ~ . e4u’n—1 ~ ~
aaZn =7 = o+, 6, T+ T —1Gn_1 (411)

n—1

11



From auxiliary equations (2.11) — (2.14) we obtain

ON(Rpe 2Dy = —V2R, 1 (Jy, — Sia2,,) (4.12)

05 (Rpe 2l )y = V2R, 1™ (Ja, + Si2,) (4.13)
ON(R3e™*™ H,) + (0zAp) Rpe 240, = —2R? e™=172n=1(J5  — Si3.,)
(4.14)

0o (REe™2™ Hy) + (05 An) Rpe 24T = —V/2R? ™1 721 (J3 1, + Si3.,)
(4.15)

Now we proceed for (4.3)—(4.4) the same way as we did for step 1 to establish
the inequality (3.7) and obtain the following analogous inequality:

V2R, (t,0) < sup (R, _, + R._,)(to,0). (4.16)
feSt

Using this last inequality (4.16), we deduce that R,,, R,, R,, are C'— bounded.
Proceeding as in step 2 we have

R
6 < Bt D, Py )+ e Tt ] @)

62(7—"*17#"*1 |523m_1| + R3—162 u1L717T7L71)‘]_—‘n_1H

noil

Gl < R

n—1
i.e
. 1 o y
Gl € Ruma Tt 0[Sy [ 4 SR e o (a2 4+ H2 )
(4.18)
¢ (Tn17Ha1) (y2)2

1.
e2(Tn— Mn)P2 < fn dv+§¢i71 < 62(77l717M7171)(pn_P1' )+
R3

in — 20 in
(4.19)
Without lost of generality, we choose V (¢,,) = Voexp(¢p?2) such that
/ ductrnmim W) 4o < 0 gy X, (1,6).. (4.20)
don te[ta,to]
/ P2 )dv(d)n)ds < C sup X,(t,0), (4.21)
t don te(t1,to]
Using bounds of R,, and notation (4.9), we have respectively:
to
/ (nCn)(s,0+s—t)ds <  sup /X,(t,0) (4.22)
t1 tE[tlatO]
to
/ (finCn)(s,0 —s+t)ds <  sup /Xn(t,0) (4.23)
tE[t1,to]
edtin
/ |An§n )(s,0+s—t)ds < C sup /X,(t,0) (4.24)
t1 tE[tl,tO]

N

edtin
/ —— A G (5,0 —s+t)ds < C sup /X,(t,0) (4.25)
t1 2R7L te[tl,to]
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with ¢_ S tl S to.
From (4.20) and (4.21), we obtain

to to
/ Xn(s,0 +s—t)ds < C Xn(s,0)ds+ Csup+/X (t,0) (4.26)
t 0

131

to to
/ Cn(s,0—s+0)ds < C [ Xo(s,0)ds+ Csup /X (0,8) (4.27)
6

t1 t1
Therefore
to
sup X (t1,0) <C sup X, (t,0)+C sup X, (s,0)ds
0es?t (6,t)eSt x[t_,to] t; €St (428)
+4sup X (t0,0)+C sup X, (t,0)
fest (6,6)eST x[t_,to] xSt

and by Gronwall’s inequality (4.28) gives bounds of X,. Consequently from
(4.5), fin, Mo An, A, On, qﬁn are bounded.

Now from (3.18), we deduce that

=27, +4p

< _ X _ ~AD .92 2 19 e n— n—1 2
Tn =Tn = M, , —f, ,+ 4R72L71 An—l - An—l - 4 Fn—l
3R? e ?Tn-1
n— 9 _
— #H’?*l —e (s “”*1)P3’n (4.29)

After integrating (4.29) along null paths, using (4.18), (4.17), (4.20) and also the
fact that A, &,, tn are C bounded, we deduce that 7, and 7, are bounded.
Consequently 7,, is C'-bounded.

To bound py,, P;n, we use the same approach like step 3. Let us define first

Qn(t) :=sup{|v| : 3(s,0) € [t,to] x S*; fuls,0,v) # 0} (4.30)

where O, (t,t,z,v) = 6 and V, (t,t,z,v) = v are solutions of the characteristic
system associated to the Vlasov equation (4.2). Let @7, j € {1,2,3} defined
by

QI (t) := sup{|v?| : 3(s,0) € [t, to] x S* such that f,(s,0,v") #0, k # j}

(4.31)
Using Gronwall’s inequality like in 3.22 we have

VA(t) < C(t)eap ( A

7@2“};—11% (Zl +A Vl) (t,0)

B, .o LBV
R Fons B, TR _ ) Vo

n—1

ds> (4.32)

where C(t) = sup
fesSt

are bounded.
av?

We can deduce from e and % that

n—1 1 VO

1
1%l | end (|

n—

efn-1V2 A et V2L R e Hn V3

n—

13



are bounded and also Q2, Q2 . Using the similar approach like (3.27) — (3.28),
substituting Q! by QL, one obtains

sip V)| < [QL(to)] + C(t) /t O[Q;(s)+s1;prn(s,9)+s1;pHn(s,9)]ds, £ < to(4.33)

to
suply(t,0) < Tp(to,0) + C/ [1+QL(s)]ds, t<to (4.34)
9 t
to
sup IZIn(t,H) < |Hn|(t07 0) + C/ [1+QL(s)+sup|T,|(s,0)]ds t<tg (4.35)
6 t 0

These give the uniform bound of Q! T',, and H,. Since |[VF| < VO k=1,2,3,
we deduce that p,, Pg., are bounded and therefore |Sia, | and |Sis,, | are
bounded.
Using previous steps, we deduce the existence of C(t) > 0 such that
el WBlls (1Al @nlly llalls llnlls 1, 1 o1l 22,00 ps, sl
||AnH7 HRn||7 ||An||7 ||Qn||7 ||7v-nH’ H(bn‘la ||In||7 ”521,” ’ HSQB ) ||531 SC(t)

s "

Proposition 4.1 Let [ta;to] C]O;to], be an arbitrary compact subset on which
the previous estimates hold. Then on such an interval, the iterates and their
derivatives converge uniformly for L -norm.

Proof 4.1 Let t € [to;to], we use (4.5) — (4.6) to obtain respectively

1 . o
Xn+1 - Xn = 5 (RnJrl - Rn) (/14314,1 +Hi+1 + ¢721+1 +Qi+1)
1 . 5 . . o o o v
+ 7Rn [(Nn+1 - N/n)(MnJrl + ;Ufn) + ((anrl - ¢n)(¢n+1 + (bn)]

— DN

+ iRn |:(Hn+1 o Hn)(HnJrl +Hn) + (?nJrl o ?n)(?nJrl +?n)i|

e4un+1 o o o o
+ [(An+1 - A’ﬂ)(A’ﬂ+1 + An) + (AnJrl - An)(én+1 + An)]
8Rn+1
ettnt1 edin o 1
— — A% 4 A2 —(ps1 — bn)(dn n) (4.
b (G = S ) (B2 A+ 5 0nss = 0,00 +60) (430
and since 0, = %(8,5 + 0g) and 0y = %(8,5 — 0g),
Xn+1 - Xn= (Rn+1 - Rn) (ﬂ?wrl + /:‘31+1 + éiﬂ + égwl)
+ R’ﬂ {(ﬂn+1 - /:Ln)(/:‘n+1 + ﬂn) + (qgn+1 - én)(é’rﬂrl + (ﬁn)}
1 B _ B . . . . .
+ iRn [(ﬂn—&-l — fin) (fin+1 + fin) + (Pnt1 — On)(Pnr1 + ¢n)]
edtintr R R . . . . .
+ [(An+1 - An)(An+1 + An) + (An+1 - An)(An-H + An)]
4Rn+1

edtint1 edhn

’ <8Rn+1 a 4Rn> (A7 + A7) + %(f/)nﬂ — ¢n)(Pnt1 + Pn) (4.37)

14



Let now define Wn+1(t) (Xn+1 Xn)(@t) + (Yoy1 — Vo) () and
(Xnt1 — Xn) () = (Vg1 — Yo)(t). We deduce from (4.37) that

Wn+1 (t)

8)\Wn+1

80Wn+1

where

:’111

+

+

n+1 Xn) + (Yn+1 - Yn)] = Xn — Xn—-1— (/jfn - [Lnfl)(Cn - Cnfl)

4Nn 4Hn 1 A A
n - n— n ~— Sn— Fn 438
( - ) G = A6 = o) + (439
0o n+1 Xn) = (Yor1 = Yo)l = Xn — Xn—1 — (ftn — fin— 1)(( Cn 1)
4pm 1 . . ~ ~ ~
(A, — A1) (Cn — Cn—1) + Fr. (4.39)
2Rn 1
edtin -
_Mngnfl - lffnflcn 2Mn 1Cn 1 + 2R A Cn
Ap, 4p, 4p dp,
e "n-1 o -~ enA ~ e -1 . = e "n-1 o
o Al g A Gy A+ AL a0
4un -
—finCrn1 — fln— — 2ftpn_1Cp_ —A
Mngn 1 Hn ICn Hn ICn 1 + 2Rﬂ ,,L,lcn
dp, o 4p Ap, 4 dp,
e n - ~ e n -~ ~ e n - ~ e n - ~
A”Cn + QRW An—lCn—l QRn_l AnCn + QR AnCn 1(441)

n—1

Integrating (4.38)—(4.39) along null paths between t1 and ty on the charateristics
map t — (t;yF(t)) where v (t) = 0 £ (to — t) for all (t;0) € [t1;to) x S*, and
after adding, we obtain

(XnJrl -

Xn)(t1,0) =

(Wit (to, Y~ (t1)) + Wi (to, v (81))]
/t " [0t = X1 (5,77 (5) + (T — Tnt) (5.7 (5))] ds

to

[(fin = fin—1)(Gn = Gn1) (b0, 7 (5))] ds

[(in = fin—1)(Cn = Go1) (b0, 7 ()] ds

64”" 64}Ln—1 “ ~
R, 2Rn1) (An = Ant) (G = Cat) 0, (S))] o

(
’ K;:n a ;j;_ll) (Ap — A1) (G — Cam1) (o, (8))} ds

[E,(to,vF(8)) + Fu(to, v~ (s))]ds (4.42)

N e B SN L e e B N N
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From (4.1) we have
d

ds((@’ Vnt1 — (0, V)n)(s,t,0,0) = (B, —Zn-1])(s,t,0,v)

<O |Xp = Xnoa|(s,8,0) + ([ Ful + [Fal) (s, 6)
|(®7V)n+1 - (@7V)n)| (to,t,o,’U) < |(@7V)n+1 - (@7V)n)| (tvtvgav)

to -
+ 0/ (X = Xo1| + |Ful + | Ful)(s)ds
t
and from (4.2) we have
[(fre1r = F) O] < ol (0, V)ns1 — (6, V)n)] (to, 8,0, v)
to to -
<cllfal| [ - Zacal s+ [ 4F +Fs
t t
This implies
to
6, = 2| < CIWAl € [ X0 = X, a]ds (4.43)
t
Since |Prnl, 1Skml, |Jenl <|p,|, we deduce from (4.43) that :

to
||Pk;n+1 _Pk;nH; ||Jk;n+1_Jk;n||; ||S'k;n+1_Sjk;n|| < C |:|W7l +/ |X7l - anllds
t

(4.44)
We proceed in the same way as we did for (3.17) and (4.37) or step 2 of [7] to
obtain respectively

[ = )G, = G670 (9)ds| <€ sup VK= X [(0)

tl tE[thtO]
(4.45)
to
[ = )€, = G (s))ds| < € s X, =X .0
t1 telt,to
(4.46)
to 64“" 64/Ln_1 . . B B N
— A — A, _ — (o <
| 55— G| M = Al =l e <
C sup |X, —X,_1](t,0) (4.47)
te[t1,to]
to [ pdp, edHn—1 A A ~ 5 J
_ _ — - <
[ 55~ S | e = Al = Gl (s <
C sup |X, —X,_1](t,0) (4.48)

te(t1,to]
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Using (4.12) — (4.13), we have respectively

O\[Rpe 2Tt (D =Ty 1) + Ty (Rpe 2tk R, e 21 4hn- 1)]
—2R,_ et (J2, — 2, + 512, = S12,,) = (J2,, — 512,%1)(3”6 n—R,_ 1) (4.49)
aa [Rne—QTn+4un (Fn _ Fn—l) + Fn_l(Rne—2Tn+4,un _ Rn_le—Qm 1+4pn— 1)]
)

—2Rn7167"*1 (sz — Js + 512,n — 512,,1,1) — (J2 + 512,n,1)(Rn€T" —

Add (4.49) — (4.50) to obtain

enl

yn—1 sm—1 'n. 1

at[Rn672Tn+4Hn (Fn _ Fn—l) + Fn_l(Rnesz"Jrzl“" _ Rn_16727n71+4#n71)] _
—2R, e (J2, — S,y + 512, — Sz, ,) — 2, (R, — R, e™-1) (4.51)

ym—1 n—1

Integrating with respect to t and obtain

|Rne—2m+4un (Fn _ anl) + anl(Rne_2T“+4”” _ Rn,le_27"“1+4“"*1)|(t, 9) <

to
/ 2R, e =1 (T, = Jo |+ 1812, = S12, ) + o,y IR €™ = R, €71 ] (5,0)ds  (4.52)
¢
We deduce from (4.44) that (4.52) gives
to
Dy — T | < c/ X, — Xo1|(s)ds (4.53)
ty
From (4.26) — (4.27), we obtain

to
< C/ | X — X1 (s,0)ds (4.54)
t1
to
< ¢ |1X0— Xu_1|(s,0)ds (4.55)

ty

to
/ X, = Xn-1)(s,0 + 5 —t)ds

t1

to
/ X, — Xna)(5,6 5 — t)ds

ty

Replacing (4.45) — (4.46) — (4.47) — (4.48) — (4.54) — (4.55), in (4.42) gives

to
sup [ X, =X [(t1,0) <C [ sup X, =X, _,|(s,0)ds (4.56)
fest ty 0eS?t
Therefore
n+2 (tO - t)n+1
sup [X,,, — X, |(t1,0) < |C"*—————| forn €N, t € [ti;to] (4.57)
0es! (n+1)!

(to—t)"+1
(n+1)!

to zero. This implies that (X, )nen s a Cauchy sequence.
Otherwise, (3.15) and (3.16) imply respectively

Since the series {

n+1
} converges, we deduce the convergence of (%)
neN

Cn-‘rl - Cn = 62(Tn+1_un+l)[p - (P1m+1 - P m) + P2m+1 - P27n - (P3m+1 - P37n)]

(€ =) (e T e s (s — W) [ — Py 4Py =P
R R, _

n+1l 27 . +4p, 2 2T +4 ity 2
+Te +1 ““l—‘nJrl——e B s (4.58)

n+1 - pn
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€n+1 - En = R31+16_2(Tn+1+un+1){Fn+1(ﬁn+1 - I—vln) + Ij[n(l—‘n+1 - Fn)}
+ 2R,2L+1672(T"+1+#"+1)(Sgg,n_H — 523,n) + 25237n(R?L+1672(T"+1+#"+1)

_ R?L€72(T"+H")) + ﬁnrn(Ri+1€72(T"+l+un+l) — Ri672(7'n+/1'n))

(4.59)
with Tpiy — Ty = (Gry1 — Gn) + (Aps1 Hyy1 — AnH,) (4.60)

Using (4.53), (4.60) gives
1G 1 = Golls [ Hpgr — Hyll < Ol X — Xal| (4.61)

From (4.36) we deduce that

HRn-&-l_Rn”: ”,an-&-l_'an”v ||An+1_ﬁn”7 ||¢n+1_¢n“ < OHXn-H_Xn” (4-62)
From (4.58), (4.59), (4.60), (4.43), (4.44) we have

[1523,n+1=S23,nll, 121 =Pulls 1P1 i =Prolls 1P =Pl 1Ps, 00— P51 < Cll Xng1 =X

(4.63)

Relation (4.29) imply

< < o . R . €4M” " . 64”7%1 . 3

[Tnt1 = Tnl = iy = fo s fy oy + WAHATL - FATHAM1

" n—1
2 —27,
* Rn_le_QT"_l+4H"'_1F2 - &672’%*4%1“2 + Mﬁ[z
4 n—1 n 4 i
3Rie*27n

— f'ﬁ2 + 62(7—"71 7‘“’71.71)P3 n — 62(7-” _U’n)PS ’I’L+1‘
< Xops = Xal o+ [Poer — Poo| (using (437) — (144))  (4.64)

Integrating along null paths starting at (t1,0) and ending at the initial to—surface,
we obtain from (4.62) — (4.63) that

[Tn41 = Tl < Cl[Xn41 — X (4.65)
We have (where v is respectively replaced by u or A ):
to
Vnt1(t,0) — vy, (t,0) = / (v (5,0) = v, 41(5,0))ds (4.66)
t

Using (4.36), we have:

to tO
Vnir (£, 6)— (£, 6)] = \ / (U1 (5.0) — (s, 0))ds| < C / X1 (5,6) — X (s.0)] ds
t t

This implies that

to
|Ang1(t,0) = An(t,0)], ny1(t,0)—pn(t, 0)] < C/ | Xnt1(s,0) — X (s,0)|ds
t
(4.67)
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Otherwise, from (4.61), we have respectively:

to
Gra1.0)-Colt,0) = | [ (G~ )50 < €
t

(4.68)

(Hygn (1,0)— H, (1, 0)| = \ [ (.0 - 05,0005 < €

(4.69)
Using (4.57), (4.63), (4.65), (4.62), (4.67), (4.68), (4.69), we deduce the uni-
form convergence for L>° norm of the iterates. Since all the iterates are respec-
tively bounded with their derivatives, we deduce that there exist functions u, R,

A, ¢, 7, H, G and f such that

,u'n%/%Rn‘)Ra AnﬁAa ¢n— ¢, T =T, Hy = H, G, =G, fo— f
(4.70)

and
wh =y R, >R, A — A ¢ =&, 7,7, H —H, 6 G, —G. (4.71)
fin = fi, Rn — R, A, — A, bp — &, in— 7, Hy = H, G, = G: (4.72)
where "dot” and ”prime” represent respectively partial derivative with respect
to t and 0. Therefore (f, R, 7, u, A, H, G, ¢,) satisfy the complete Cauchy
problem.
Let us now prove the uniqueness of the solution.

Let xr = (fx; Ri; pr; Aw; Te; Gr; Hik; ¢r)k=1,2 be two regular solutions of
the Cauchy problem (2.3) — (2.4) — (2.5), (2.6) — (2.10) for the same initial data

o o o o o] [e] _ — _ —
(f,R,?',/CLA,H,G@), R 7,0, A H,G,¢) at t = tg. Using the fact that xi is a
solution of the complete system, one proceeds similarly to prove the convergence

of the iterates to obtain .
0

Bt)<C [ B(s)ds

t
where

B(t) = sup{llf2(s) = fr()| + [ R2(s) = Ru(s)l| + llma(s) — pa(s)]| + [[A2(s) — Ar(s)]
+ ma(s) = ()l + G2(s) = Ga(s)ll + [[H2(s) — Hi(s)]| + [|p2(s) = d1(s)l; s € [t,20]}-

We deduce that B(t) = 0 for t €]0, ). This implies that fo = f1; Ry = Ry;
o = u1; Ao = Ay, o =m11; Go = Gy; Ho = Hy and ¢ = ¢1. We have proved
the following result:

Theorem 4.1 (local existence) Let f € C1(S! x R3) with f >0,

o (o)

f(0+2m,v) = f(0,v) for (0,v) € S* x R? and
Wo := sup{|v||(0,v) € supp}} < 00

19
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Let given regular functions R, 7, i, A, H,G, € C*(R) and ]O%,?,,&,jl, Iif, (077, OxS
C?(SY). Then there exists a unique left maximal reqular solution (f, R, 7, 1, A, H,G, ¢)

of the complete EVSFS with (f,R,7,1u, A, H,G.6)(to) = (f. R, 7.1, A, H,G., 6)
and (R, 7,1, A, H,G, ¢)(to) = (R, T, i, A, H, G, ) on a time interval [T to] with
T e [07 to[.

Remark 4.1 The result we have obtained here proves particularly the local in
time existence of solution in Gowdy case with scalar field or not in passed direc-
tion. It generalizes also the T? symmetry case without scalar field. It remains
using global existence result obtained in [7], looking for stability and asymp-
totic behaviour of that solution. Another preoccupation will be focused on what
happens in future direction (cf [6]).
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