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Introduction

Un bref survol du contexte

En géométrie pseudo-riemannienne, le tenseur de courbure de Riemann s’est dégagé
comme l'invariant qui posseéde beaucoup d’information sur la variété. Le tenseur de cour-
bure est en général difficile & appréhender. Il est un objet complexe, difficile & manipuler et
a interpréter. C’est pourquoi on cherche a en extraire des objets plus simple, quitte a perdre
un peu d’informations. Les plus importants de ces objets sont la courbure sectionnelle, la
courbure de Ricci, la courbure scalaire et 'opérateur de Jacobi.

Dans cette thése, nous nous focaliserons sur ['opérateur de Jacobi.

L’opérateur de Jacobi est un invariant dont les valeurs propres donnent des informations
sur les variétés riemanniennes. Il intervient dans I’étude des champs de vecteurs de Jacobi,
de la variation des géodésiques et des points conjugués. L’étude de 'opérateur de Jacobi
a permis d’avancer dans la connaissance des espaces localement symétriques. En effet,
beaucoup de caractérisations des espaces localement symétriques s’appuient sur 'opérateur
de Jacobi [5].

Si (M, g) est une variété riemannienne localement symétrique de rang 1 ou une variété
riemannienne plate, alors le groupe des isométries locales agit transitivement sur la sphére
unité du fibré tangent, et ainsi les valeurs propres de 'opérateur de Jacobi sont constantes.
En 1990, Robert Osserman dans [61] conjectura que I'inverse est vraie :

st les valeurs propres de lopérateur de Jacobi Jg(X) sont indépendantes du point p de
M et du vecteur unitaire X tangent enp a M, alors M est un espace localement symétrique
de rang 1 ou un espace plat.

[’étude de cette conjecture est le début de cette théorie. Plusieurs chercheurs ont tra-
vaillé sur la conjecture. Les premiers résultats ont été publiés avant la conjecture elle-méme
par Chi [26] en 1988. Il démontra la conjecture pour les variétés riemanniennes de dimen-
sion m = 2k + 1, m = 4k + 2 et m = 4. Il obtient d’autres résultats dans [27, 28].
Cependant, en 1994 Gilkey dans [43] donna des exemples de tenseur de courbure qui ne
sont pas localement symétriques, mais pour lesquels les valeurs propres de 'opérateur de
Jacobi dépendent de p et sont indépendantes de X. En 1995, Gilkey, Swann et Vanhecke
dans Darticle [46], ont suggéré une approche a deux étapes pour résoudre la conjecture
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d’Osserman. La premiére étape consiste & montrer qu’il existe une structure de Clifford
compatible avec la structure d’Osserman. La deuxiéme étape est d’utiliser I'identité diffé-
rentielle de Bianchi pour montrer que ’espace est localement symétrique. L’existence d’une
dualité entre la structure d’Osserman et la structure de Clifford a été aupparavent signalée
dans [43|. Inspiré par les articles [43, 46] et 'article de Raki¢ |65, Yuri Nikolayevsky
dans une série de cinq articles [53, 54, 55, 56, 57| prouva la conjecture d’Osserman lorsque
la dimension de la variété est différente de 16.

Le terme de variété d’Osserman fut introduit par Gilkey, Swann et Vanhecke en 1995.
Diverses caractérisations des variétés d’Osserman ont été obtenues. Mais le développement
de la théorie a aussi conduit & d’autres concepts d’Osserman comme celui des variétés
conformément d’Osserman et des variétés affines d’Osserman.

Si l'opérateur de Jacobi des variétés riemanniennes est aujourd’hui assez bien connu et
s’est révélé un outil fécond, celui des variétés pseudo-riemanniennes représente encore un
vaste champ de recherche ouvert. Cet état de fait, ainsi que l'attrait du monde pseudo-
riemannien, si semblable en apparence au cas riemannien et au comportement pourtant
parfois trés différent, son intérét en relativité générale, incitent a s’intéresser au cas pseudo-
riemannien.

En 1997, une réponse positive a la conjecture a été obtenue par Garcia-Rio, Kupeli et
Véazquez-Abal [37] et par Bliazi¢, Bokan et Gilkey [9] en géométrie lorentzienne. Ils ont
montré que toute variété lorentzienne d’Osserman est une forme d’espace réelle. Finale-
ment la conjecture a été généralisée en géométrie pseudo-riemannienne. Il existe beaucoup
de métriques pseudo-riemanniennes d’Osserman non symétriques |39, 40] et ainsi que des
métriques d’Osserman symétriques qui ne sont pas de rang 1 [42, 64]. Ce qui diversi-
fie la recherche sur les variétés pseudo-riemanniennes d’Osserman. Nous mentionnons les
résultats suivants :

— Bonome, Castro, Garcia-Rio, Hervella et Vazquez-Lorenzo dans [16], ont prouvé
Iexistence de variétés pseudo-riemanniennes kihlérienne d’Osserman qui ne sont pas
localement symétriques.

— Garcia-Rio, Vazquez-Abal et Vazquez-Lorenzo dans [40] ont construit des exemples
de métriques pseudo-riemanniennes d’Osserman de signature (2,2) qui ne sont pas
localement symétriques.

— Alekseevsky, Blazi¢, Bokan et Raki¢ [2], ont montré qu’il existe une dualité entre les
variétés pseudo-riemanniennes d’Osserman de dimension 4 et les variétés d’Einstein
auto-duale (ou anti auto-duale).

— Dans [11], les auteurs ont construit des exemples de métriques d’Osserman de
signature (2,2) qui ne sont pas localement homogénes.

— Dans [12|, Blazi¢, Bokan et Raki¢ ont prouvé l'existence des variétés pseudo-

riemanniennes d’Osserman de rang 2. Le premier exemple a été construit par Raki¢
dans |[64].

— Dans [42], Garcfa-Rio et Vazquez-Lorenzo ont donné une classification compléte
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des variétés pseudo-riemanniennes d’Osserman localement symétriques de signature

(2,2).

— Garcio-Rio, Rakié¢ et Vazquez-Abal dans [41] ont montré qu’une variété kihlérienne
de dimension 4 est d’Osserman si et seulement si elle est une forme d’espace complexe
indéfinie ou une surface complexe de courbure de Ricci nulle.

— Dans [34, 35|, des exemples de métriques d’Osserman dont les opérateurs de Ja-
cobi ne sont ni diagonalisables ni nilpotents sont construits. Les variétés avec un
opérateur de Jacobi non-diagonalisable ont une géométrie trés riche.

En 2003, Gilkey et Blazi¢ ont introduit la notion de variété conformément d’Osserman.
Une variété riemannienne est dite conformément d’Osserman si les valeurs propres de
Dopérateur de Jacobi associé au tenseur de courbure conforme sont constantes. Ils ont
donné dans [13, 14| une classification compléte des variétés riemanniennes conformément
d’Osserman de dimension m = 2k + 1, m = 4k 4+ 2 et m = 4. Dans le cas lorentzien, ils ont
montré que toute variété lorentzienne conformément d’Osserman est conformément plate
[8, 14]. I’étude des variétés pseudo-riemanniennes conformément d’Osserman a démarée
en 2006 par Brozos-Véazquez et al. dans le papier [22]. La description n’est pas compléte,
mais des résultats importants ont été établis. Il a été prouvée dans |[22] qu'une variété
pseudo-riemannienne conformément d’Osserman de signature (2, 2) est soit auto-duale soit
anti-auto-duale. Nous avons exhibé dans [29] une famille de métriques conformément
d’Osserman nilpotentes et géodésiquement compléte de signature (2, 2).

Les variétés d’Osserman ont surtout été étudiées dans le cadre de la géométrie pseudo-
riemannienne, ¢’est-a-dire dans un cadre métrique. En 1999, Garcia-Rio, Kupeli, Vazquez-
Abal et Vazquez-Lorenzo dans [38] ont introduit la notion de variété affine d’Osserman :
une variété affine d’Osserman est une variété affine qui satisfait la condition d’Osserman.

La notion de variété affine d’Osserman a été introduite pour construire des métriques
d’Osserman sur le fibré cotangent d’une variété affine via l’extension riemannienne. Elle
se place & un point de confluence de deux théories : la géométrie affine et la géométrie
pseudo-riemannienne.

L’étude de la conjecture d’Osserman et des variétés d’Osserman en géométrie pseudo-
riemannienne et en géométrie affine est d’actualité. Depuis 1990, le sujet a fait 'objet de
plusieurs articles et quatre monographies [18, 39, 44, 45| sont déja publiées .

Objectif et présentation des résultats de la thése

Notre principal intérét ici est d’étudier deux différentes généralisations de la notion de
variété d’Osserman. La premiére est celle qui consiste a étudier les variétés conformément
d’Osserman. La seconde consiste, & étudier les variétés affines d’Osserman. On s’intéresse
ensuite a construire explicitement des métriques d’Osserman en utilisant les techniques
de construction de métriques suivantes : transformation conforme, produit direct, produit
tordu, produit doublement tordu et [’extension riemannienne.
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Cette dissertation comporte cing (5) chapitres. Dans le chapitre I, nous rappelons
quelques concepts de base de la géométrie pseudo-riemannienne. Il est surtout consacré
a fixer le cadre général et les notations usuelles dans ce document.

Dans le chapitre II, nous présentons les variétés d’Osserman et conformément d’Os-
serman. La section 2 est consacrée a 1’étude des variétés d’Osserman. Des exemples de
variétés d’Osserman sont exposés et une classification est donnée. La section 3 est consa-
crée a I'étude des variétés conformément d’Osserman. Le résultat principal de ce chapitre
est la description d’une famille de métriques pseudo-riemanniennes conformément d’Osser-
man de signature (2,2).

Le chapitre III est consacré a ’étude de la préservation de la condition d’Osserman par
changement conforme de métrique. Plus précisement, nous étudions le probléme suivant :

Probléme : Soit (M, g) une variété riemannienne d’Osserman et soit § = ¢~2 - g une
métrique conformément équivalente a g. A quelle condition sur v, la variétée (M, g = ¢2-g)
est aussi d’Osserman ?

Le chapitre est divisé en deux parties. La premiére est inspirée par ’étude des tranfor-
mations conformes préservant le tenseur de Ricci [50, 52]. Nous avons établi une relation
entre les opérateurs de Jacobi associés a deux métriques conformes. Nous avons également
établi une condition suffisante sur le facteur de conformalité pour que la condition d’Osser-
man soit preservée par changement conforme de métriques. Nous avons aussi obtenu une
relation entre les valeurs propres des opérateurs de Jacobi de deux métriques conformé-
ment équivalentes. Dans la deuxiéme partie, nous étudions les applications de Jacobi entre
variétés d’Osserman. Aprés la définition et le rappel de certaines propriétés des applica-
tions de Jacobi, nous avons montré que toute application de Jacobi préserve la structure
d’Osserman.

Dans le chapitre IV, nous étudions les conditions d’Osserman et conformément d’Os-
serman sur un produit doublement tordu de deux variétés riemanniennes (respectivement
lorentziennes). Dans la premiére partie de ce chapitre, nous avons établit deux résultats
qui ne sont pas tout a fait classiques. D’abord on a établit la relation entre la connexion
de Levi-Civita d’une variété produit doublement tordue M := By x; F' et les connexions
de Levi-Civita de B et F'. Ensuite, on a établit la relation entre la courbure de la variété
M et les courbures de B et F'. Dans la deuxiéme partie, nous utilisons des résultats sur la
description des variétés produit direct et produit tordu d’Osserman et conformément d’Os-
serman pour dégager une description des variétés riemanniennes et lorentziennes produit
doublement tordu d’Osserman et conformément d’Osserman. Dans le cas riemannien, nous
avons prouvée que toute variété produit doublement tordu conformément d’Osserman est
localement conformément plate et que toute variété produit doublement tordu d’Osserman
est & courbure sectionnelle constante. Dans le cas lorentzien, nous avons montré que toute
variété produit doublement tordu conformément d’Osserman est localement conformément
plate et que toute variété produit doublement tordu d’Osserman est a courbure sectionnelle
constante.
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Enfin, le chapitre V est consacré a I’étude des variétés affines d’Osserman. Le chapitre
est divisé en cing sections. A la deuxiéme section, nous donnons une définition des variétés
affines d’Osserman et les premiers résultats concernant ’étude de cette classe de variété.
Nous montrons que la propriété affine d’Osserman est preservée par le produit de variété.
Dans la section 5.3, on obtient un théoréme de description locale des surfaces affines d’Os-
serman et des exemples sont donnés. Nous obtenons une équivalence entre la notion de
connexion affine d’Osserman et 'antisymmétrie du tenseur de Ricci d’une connexion af-
fine. Nous prouvons que toute connexion affine d’Osserman localement symétrique est de
courbure de Ricci nulle et toute connexion affine d’Osserman localement antisymétrique
est de courbure de Ricci antisymétrique. Des exemples de connexions affines d’Osserman
sont construits. La section 5.4 est consacrée a une étude d’une famille de variétés affines
d’Osserman de dimension 3. Comme applications, des exemples de métriques d’Osserman
de signature (3,3) sont construits sur le fibré cotangent de la variété affine; c’est object
de la section 5.5.
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Premiére partie

Condition d’Osserman en géométrie
pseudo-riemannienne
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CHAPITRE UN
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Ce chapitre est une revue de quelques concepts de géométrie pseudo-riemannienne qui
seront utilisés dans cette thése. En fait, il va permettre de fixer les notations et de rappeler
quelques définitions. Les résultats énoncés dans cette partie ne seront pas tous démontrés.
Toutefois des indications ou des démonstrations partielles seront fournies pour certains
d’entre eux.

1.1 Rappel sur la géométrie pseudo-riemannienne

Soit M une variété différentiable de dimension m. Nous notons par C*(M) I'ensemble
des fonctions de classe C* sur M. L’ensemble des champs de vecteurs lisses, le fibré tangent
et le fibré cotangent de M sont respectivement notés X (M), TM et T*M.

Soit (uq,- -+ ,u,) un systéme de coordonnées locales au voisinage d’un point p de M.
Une base de T,M est donnée par (0y,--- ,0y), OU nous notons 0; = 2 De méme on
D ) ) ) ou;

désigne par (duy, -, du,,) la base de T M.

1.1.1 Connexion

Définition 1.1.1. Une connezion linéaire sur M est une application

V:X(M) x X(M) — X(M) @)
(X,Y) — VyY ‘

vérifiant les propriétés :
1. VxY est C°(M)-linéaire par rapport a X pour tous f,g dans C®°(M) :

v.fX1+gX2Y = fVX1Y+gVX2Y;
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Rappel sur la géométrie pseudo-riemannienne 8

2. VxY est R-linéaire par rapport a Y pour a,b dans R :
Vx(aYy +bY3) = aVxY +bVxYs;
3. V wvérifie la régle de Leibniz pour tout f dans C°(M) :
Vx(fY) = fVxY +(X-[)Y.

Dans un systéme de coordonnées locales (u;), la connexion est complétement déterminée
par

Vai 8j - ank,

ou les Ffj sont les coefficients de la connexion. A toute connexion V sont associés deux
tenseurs qui ont des significations géométriques intéressantes : le tenseur de torsion et le
tenseur de courbure.

Le tenseur de torsion T de la connexion V est I’application
T:X(M)xX(M)— X(M)

donnée par :

T(X,Y)=VxVy —-VyVyxy —[X,Y]. (1.2)
En utilisant antisymétrie du crochet des champs de vecteurs ([X,Y] = —[Y, X]), on
montre que le tenseur de torsion est antisymétrique. Dans une base (0;);=1.... m, ce tenseur

a pour composantes T}; définies par

k _ Tk k
Tz‘j _Fz’j_rji'

On constate que ce tenseur mesure le défaut des coefficients de la connexion & étre anti-
symétriques. La nullité de la torsion est équivalente a la relation Ffj = Ffl Une connexion
V dont le tenseur de torsion est nul est dite sans torsion ou symétrique. Les exemples

principaux de connexions sans torsion sont les connexions de Levi-Civita

La courbure R de la connexion V est I'application qui a chaque paire X,Y € X(M) fait
correspondre application linéaire R(X,Y") : X(M) — X(M) donnée par :

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — Vixy Z. (1.3)

La courbure mesure la non commutativité de Vx et Vy.
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1.1.2 Meétrique pseudo-riemannienne

Définition 1.1.2. Soit M une variété différentiable de dimension m et g un (0,2)-tenseur
défini sur M. Le tenseur g est dit métrique pseudo-riemannienne si pour tout p € M

Gp : TyM xT,M — R

(X)Y) — g(X.Y) (L4)

est une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée sur M.

Une variété pseudo-riemannienne est un couple (M, g), ot M est une variété différen-
tiable et g est une métrique pseudo-riemannienne.

Soit U un ouvert de M. L’expression de g en coordonnées locales en un point p de U
est donnée par :

glv = Z gi;(p)du; @ duy;

1,j=1

avec

gij = gji (symétrie) et det(g;;) #0 (non-dégénéréscence).

Si la matrice de g, constituée des éléments g;;(p), a r valeurs propres positives et s =m—r
valeurs propres négatives, alors on dit que la métrique g est de signature (p, q). La signature
ne dépend pas de la base choisie sur 7),M. Nous distinguons deux cas essentiels :

— le cas de la signature (m,0) = (4,---,+) : on parle alors de métriques rieman-
niennes ;
— le cas de la signaure (m —1,1) = (+,--- ,+,—) ou (1,m — 1) : on parle alors de

métriques lorentziennes.

Il a été prouvé que de nombreuses différences existent entre les métriques riemanniennes
et les métriques pseudo-riemanniennes, entrainant un intérét a 1’étude de la géométrie
pseudo-riemannienne |3, 60]. Notons que toute variété paracompacte peut étre munie
d’une structure riemannienne, alors que l'existence d’une métrique lorentzienne sur une
variété est subordonnée a la nullité de la classe d’Euler.

La métrique est de classe C* si les fonctions g;; dépendent de fagon C°° des p. Lorsque
les g;; ne dépendent pas des p, la métrique est dite plate. Les métriques riemanniennes

plates sont dites euclidiennes. Les métriques lorentziennes plates sont dites métriques de
Minkowskz.

Deux vecteurs X,Y € T,M sont orthogonauz si g(X,Y) = 0. Notons que, si g admet
des valeurs propres de signes contraires, alors il existe au moins un vecteur non trivial
Z € T,M tel que g(Z,Z) = 0; on parle alors de vecteur isotrope.
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Définition 1.1.3. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne, p € M et X € T,M.
1. X est dit de type espace, si g(X,X) > 0.
2. X est dit de type temps, si g(X,X) < 0.
3. X est dit vecteur unité si g(X, X) = 1.

Soient S (M, g),S, (M, g) et S,(M, g) les ensembles des vecteurs définis comme suit :

SH(M,g) = {X € T,M/g(X,X)=1};
S7(M,g) = {X €T,M/g(X,X)=—1};

Sp(M,g) = {X eT,M/lg(X,X)| =1} =S (M,g)US, (M,g).

Définition 1.1.4. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne. Alors
1. ST(M,g) = UpenSy (M, g) = {X € TM/g(X,X) = 1} est appelé fibré unité de
type espace de (M, g).
2. ST(M,g) = UpemS, (M, g) = {X € TM/g(X,X) = —1} est appelé fibré unité de
type temps de (M, g).
3. S(M,g) = UpemSp(M,g) = {X € TM/|g(X,X)| = 1} est appelé fibré unité de
(M, g).

1.1.3 La courbure en géométrie pseudo-riemannienne

Tenseur de courbure de Riemann

Le premier invariant géométrique que I'on rencontre en s’éloignant de I'espace euclidien
est la notion de courbure. Robert Osserman [61], décrit la courbure comme le concept
central en géomélrie riemannienne qui permet de distinguer [’aspect géomélrique de la
variété des autres aspects qui sont analytiques, algébriques ou topologiques.

— Si nous munissons une variété différentiable M d’une métrique ¢, alors sa cour-
bure est complétement déterminée. Si la métrique g a des propriétés parfaites (par
exemple un groupe d’isométries), alors ceci refléte une courbure parfaite.

— Réciproquement, nous pouvons déduire des informations sur la métrique a partir des
propriétés de la courbure. Dans d’autres cas, la courbure détermine complétement
la métrique (au moins localement). Les espaces localement symétriques en sont les
principaux exemples; ils se distinguent des non-symétriques par leurs courbures
paralléles et a partir de la courbure, on peut reconstruire la variété et la métrique.

Les informations sur la courbure sont contenues dans le tenseur de courbure de Rie-
mannan R. C’est un object analytique, un (0, 4)-tenseur qui n’est pas facile & appréhender,
malgré le nombre de ses symétries. Il est trés difficile d’extraire I'information géométrique
comme telle.
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L’objectif de la théorie de la courbure est de répandre la lumiére sur la relation entre
la courbure d’une variété et ses propriétés géométriques. La courbure est un pont entre les
proprictés géométriques et la métrique elle-méme.

I’étude de la variété a partir de la courbure a deux aspects complémentaires qui corres-
pondent parfaitement aux deux passages suivants : de la métrique (et toutes ses implications
géométriques) a la courbure et de la courbure a la métrique.

Etant donnée une variété pseudo-riemannienne (M, g), il existe une et une seule connexion
linéaire appelée connezion de Levi-Civita de (M, g) telle que pour tous X, Y, Z € X(M)

ViVy — VyVy = [X,Y], (1.5)

Ces formules traduisent respectivement la condition de nullité de la torsion et la compati-
bilité de la connexion avec la métrique.

Pour une variété pseudo-riemannienne, les coefficients de la connexion sont appelés
symboles de Christoffel. Tls sont donnés par

1
I‘fj = 5g’d(ajgiz + 0igj1 — 19ij)-

La courbure associée & la connexion de Levi-Civita est appelé tenseur de courbure de
Riemann et vérifie

R(X,Y,Z,T) := g(R(X,Y)Z,T). (1.7)

Sur une variété riemannienne, le tenseur de courbure de Riemann est 'obstruction a I’exis-
tence des coordonnées euclidiennes.

Propriétés algébriques du tenseur de courbure de Riemann

Proposition 1.1.1. Pour tout p € M et tous XY, Z, T € T,M on a :

R(X,Y,Z,T) = —R(Y,X,ZT); (1.8)
R(X,Y,Z,T) = —R(X,Y,T,Z); (1.9)
R(X,Y,Z,T) = R(ZT,X,Y); (1.10)
R(X,Y,Z,T) + R(Y,Z X,T)+ R(Z X,Y,T) = 0. (1.11)

Définition 1.1.5. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne. Pour tout point p de M et
pour tout couple de vecteurs linéairement indépendants X,Y € T,M, la quantité K(X,Y)
définie par
RY, X)X,Y
];((){'7 Y) — g( ( ) ) ) ) 5

est appelée courbure sectionnelle de M.

(1.12)
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La courbure sectionnelle ne dépend que du plan o C T),M engendré par X,Y et nous
écrirons plus souvent K (o) a la place de K(X,Y). Avec le tenseur de courbure, on calcule
les courbures sectionnelles. Il est intéressant de noter que la réciproque est vraie.

On dit que la variété pseudo-riemannienne (M, g) est de courbure sectionnelle constante
csi K(o) = c pour tout plan o € T,M et tout p € M.

Proposition 1.1.2. (M, g) est de courbure sectionnelle constante ¢ si el seulement si le
tenseur de courbure satisfait

R(X,Y)Z := clg(Y, Z)X — g(X, Z)Y]. (1.13)

Définition 1.1.6. La courbure de Ricci de g en p est la forme bilinéaire symétrique qui a
deux vecteurs X,Y € T,M associe le nombre réel Ric(X,Y) défini par

Ric(X,Y) = tr{Z = R(X,Z)V} =D glei, e1)g(R(X, €;)Y, ;) (1.14)

=1

0U (€;)i=1,... m est une base orthonormée de T,M.

Une variété pseudo-riemannienne (M, g) est dite & courbure de Ricci constante s'il existe
p € R telle que, pour tout vecteur unitaire X, son tenseur de Ricci Ric soit proportionnelle
a la métrique g i.e.

Ric(X, X) = p. (1.15)

Cette condition est équivalente a dire que Ric = pg. Les variétés a courbure de Ricci
constante sont appelées variétés d’Finstein.

Définition 1.1.7. La courbure scalaire de la variété pseudo-riemannienne (M, g) est la
fonction 7 : M — R définie par

T = Scal := Z Ric(e;, e;) (1.16)

=1

0U (€;)i=1,.. m est une base pseudo-orthonormée de T, M.

Une variété pseudo-riemannienne (M, g) est dite & courbure scalaire constante si la
fonction 7 est constante.

Remarque 1.1.1. Le tenseur de courbure de Riemann et la courbure de Ricci peuvent
étre définis pour des connexions linéaires sans faire intervenir la métrique. Par contre la
courbure scalaire fait usage de la métrique.

En dimension 2, il n’y a qu'une seule notion de courbure, la courbure de Gauss. Toutes
les trois autres courbures lui sont équivalentes. En dimension 3, la courbure de Ricci déter-
mine la courbure de Riemann. Les trois notions de courbures ne sont pleinement distinctes
qu’a partir de la dimension 4.
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Décomposition du tenseur de courbure

Définition 1.1.8. On appelle produit de Kulkarni-Nomizu de deux formes bilinéaires sy-
métriques h et k noté h © k le tenseur défini par :

(hOR(XY,Z,T) = h(X,2)k(Y.T)+ h(Y,T)k(X, 2)
MX, T)k(Y,Z)— h(Y,Z)k(X,T). (1.17)
A Taide de ce produit, le tenseur de courbure de Riemann R s’écrit de fagon unique :

T 1 T
_ —— (Ric— = 1.1
R 2m(m—1)g®g+m—2<RZC mg>®g+W (1.18)

— U = mg ® g est la partie de R a courbure sectionnelle constante.

— Z =L (p—Lg) © g est la partie sans trace du tenseur de Ricci de R. Elle mesure
le défaut de la métrique a étre une métrique d’Einstein.

— W est le tenseur de courbure conforme de Weyl.

Si nous considérons les sous-espaces correspondant, c¢’est-a-dire

R=UsZPW
nous avons :
dim M | dimfR dimU | dim Z dim 'W
2 1 1 0 0
3 6 1 ) 0
4 20 1 9 10
m sm*(m? —1) | 1 im(m+ 1) — 1 | différence

Tenseur de courbure de Weyl

Soit (eq,- -, en,) une base orthonormée de T,M. On note g% les éléments de la matrice
inverse de g. On définit 'opérator de Ricci p et le tenseur de Ricci p(-,-) par

pX = Zgiij(X, €;)€;, p(X,Y) = g(pX,Y).
1,J

Soit 7 la courbure scalaire. On définit de méme le tenseur de courbure de Weyl W par :

1

W(X,Y)Z =R(X,Y)Z + )

TRUX,Y)Z +

gt X2
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ol

R(X,Y)Z = gV, 2)X — g(X,2)Y,
LX,Y)Z = g(pY,Z)X — g(pX, 2)Y + g(Y, Z)pX — g(X, Z)pY.

Définition 1.1.9. Une variété pseudo-riemannienne (M, g) est dite localement conformé-
ment plate si tout point de M admet un voisinage ouvert conforme a un ouvert euclidien.

Cette définition est équivalente a :

1. (M, g) est conformément plate s’il existe localement une fonction positive f de classe
C™ telle que ef g soit une métrique plate.

2. Sim >4, (M™,g) est conformément plate si et seulement si le tenseur de Weyl est
nul.

1.2 La géométrie de 'opérateur de courbure

En géométrie pseudo-riemannienne, le tenseur de courbure d’une variété M induit sur
I'espace tangent 7,M en un point p € M des opérateurs de courbure dont les valeurs
propres déterminent la géomeétrie de la variété. Les plus importants sont les opérateurs ' :
de Jacobi, de Szabo et de courbure antisymétrique.

1.2.1 L’opérateur de Jacobi

Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne et soit R son opérateur de courbure. Soit
X un vecteur unité de I'espace tangent 7, M en un point p € M. L’opérateur de Jacobi lié
a X est opérateur linéaire Jy(X) : T,M — T,M, défini par
Jr(X)Y =R(Y, X)X, (1.19)
onY €T,M.

Proposition 1.2.1. L’opérateur de Jacobi Jg(X) est un opérateur auto-adjoint.

Démonstration. Pour tous Y, Z € T,M on a :

g(JR(X>Y7 Z) - g(fR(}/, X)X7 Z)

dott g(Jx(X)Y, Z) = g(Y, Jx(X)Z). O

1. Ce sont des opérateurs linéaires qui assignent & chaque point de la variété pseudo-riemannienne un
nombre réel ou complexe (valeur propre) caractérisant la courbure intrinséque de la variété en ce point.
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Proposition 1.2.2. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne et soit R 'opérateur de
courbure de (M, g). Si Jg =0 alors R = 0.

Démonstration. Supposons que Jg = 0. Alors R(Y, X, X, T) = 0 pour tous X,Y,T. En
remplacant en X par X + V on obtient

RY, X, V,T)+ R(Y,V,X,T) = 0.
A partir de l'identité algébrique de Bianchi on a :

R(YY,X,V,T)+R(Y,V,T,X)+ R(Y,T, X, V)

R(Y,X,V,T) — R(Y,V,X,T) + R(Y,T, X, V)

R(Y,X,V,T)+ R(Y,X,V,T) — R(Y,X,T,V) =
3R(Y,X,V,T)

|
o o o o

]

Proposition 1.2.3. Soit Jx(X) lopérateur de Jacobi d’une variété pseudo-riemannienne

(M, g). Alors :
trace{Jz(X)} = Ric(X, X).

Démonstration. Par définition
trace{Jx(X)} = Zg(ng(X)ei,ei)
i=1

= ZQ(R(%X)X i)
= ;%_@'c(X,X)-

O

Proposition 1.2.4. Soient Jg(X) l'opérateur de Jacobi d’une variété pseudo-riemannienne
(M, g) et X € S,(M,g). Considérons le plan o = vect{Y, X} € T,M avec Y € X*. Alors
la courbure sectionnelle de o notée K (o) est donnée par :

K(o) = g(Jx(X)Y,Y).

En géométrie riemannienne, les valeurs propres de Ji(X) représentent les valeurs extré-
males des courbures sectionnelles, et en géométrie lorentzienne les valeurs propres jouent
un role fondamental dans la formulation des modéles mathématiques en rélativité générale.
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1.2.2 L’opérateur de Jacobi conforme

Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne et soit W I'opérateur de courbure conforme
de Weyl de (M, g). Soit X un vecteur unité de 'espace tangent 7,M en un point p € M.
L’opérateur de Jacobi conforme est Popérateur linéaire Jy(X) : T,M — T,M, défini par

Jw(X)Y =W(Y, X)X, (1.20)
ouY € T,M. L’opérateur de Jacobi conforme est un outil trés utile en géométrie conforme.
Proposition 1.2.5. L’opérateur de Jacobi conforme Jyw(X) est un opérateur auto-adjoint.
Proposition 1.2.6. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne. L’opérateur de Jacobi

~ (PN 2 . 2 = —2 ) 2 .
conforme Jy, associé a la métrique® g = == - g et lopérateur de Jacobi conforme Jw
associé a la métrique g, vérifie la relation

Démonstration. Soit g =102 - g, ol ¥ est une fonction non nulle sur M. On a :

g(‘]W(X)Y? Z) - g(W(}f, X)X7 Z)

WY, X, X, Z)

vie comme un (4,0)-tenseur, on a : W = ¢=2 - W. Alors

GIe(X)Y,2) = WY, X, X,Z)=¢"2- WY, X, X, 2)
= Y72 g(W(Y, X)X, 2)

2 g(Jw(X)Y, Z)
= g(Jw(X)Y,2).

Proposition 1.2.7. Soit Jyw(X) Uopérateur de Jacobi conforme. Alors :

trace{Jw(X)} = 0.

2. La métrique g est dite conformément équivalente & g sur M.
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1.2.3 L’opérateur de Szabd

Soit X un vecteur unité, I’opérateur de Szabo est défini par

S(X)Y = (Vx(R)(Y, X)X. (1.21)

Une variété pseudo-riemannienne (M, g) est dite Szabd de type espace (respectivement
Szabd de type temps) si les valeurs propres de 'opérateur de Szabo Sy sont constantes sur
ST (M, g) (respectivement S~ (M, g)). Gilkey a montré dans [44] que les deux notions sont
équivalentes.

Soit (M, g) une variété riemannienne. Nous disons que (M, g) est un espace homogéne
doublement transitive si les isométries locales de (M, g) agissent transitivement sur la sphére
unité du fibré tangent. Ceux ci impliquent que les valeurs propres de Si sont constantes sur
S(M,g). Szabo [67] a montré que ceci implique que VR = 0 et il utilisa cette observation
pour donner une preuve sur le fait que toute variété riemannienne homogéne doublement
transitive est soit plate ou un espace symétrique de rang 1. Pour cette raison, 'opérateur
porte son nom.

1.2.4 L’opérateur de courbure antisymétrique

Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne et soit {z,y} une base orienté d’un plan
7. L’opérateur de courbure antisymétrique R(7) est défini par

R(r) = R, y) (1.22)

(g9(z,2)g(y,y) — gz, y)2)1/2

Une variété pseudo-riemannienne (M, g) est dite IP® de type espace, IP de type mizte
ou IP de type temps si les valeurs propres de 'opérateur de courbure antisymétrique R(Z, 7)
sont constantes sur les grassmiennes * Grgo(T,M), Gri | (T,M) et Gry,(T,M).

1.3 Variétés de Walker

Définition 1.3.1. [18] Une variété de Walker est un triplet (M, qg,D), ot M est une
variété différentiable de dimension m, g est une métrique indéfinie et D est une distribution
totalement isotrope de dimension n.

Théoréme 1.3.1. [18] Soit (M,g) une variété pseudo-riemannienne de dimension m
admettant une distribution paralléle totalement isotrope D de dimension n. Une forme

3. IP=Ivanova Petrova

4. Les grassmanniennes sont des variétés dont les points correspondent aux sous-espaces vectoriels d’un
espace vectoriel fixé. On note Gry ,,(T,M) la grassmannienne des sous-espaces de dimension k dans un
espace de dimension m.
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canonique de la métrique de Walker est donnée par :

0 0 Id,
(gij) = 0o A H |,
Id, ‘H B

ot Id, estla matrice identité d’ordre (n,n) et A, B, H sont des matrices dont les coefficients
sont fonctions des coordonnées satisfaisant

1. A et B sont des matrices symélriques d’ordre respectivement (m — 2n,m — 2n) et
(n,n) . H est une matrice d’ordre (m — 2n,n) et 'H est la transposé de H.

2. A et H ne dépendent pas des coordonnées (uy,- -+ ,uy).

La distribution totalement isotrope D est localement engendré par

{01, , 0.}

Soit une métrique pseudo-riemannienne de signature (2, 2) et de dimension 4 admettant
une distribution paralléle totalement isotrope maximale® D. Alors il existe un systéme de

coordonnées (uq,--- ,uy) dans lequel la matrice de g a la forme réduite suivante :
0010
10001
g(u1,~-- ,U4) - 1 O a c 9
01 ¢ b
ou a, b, c sont des fonctions dépendant de (uq,--- ,uy). Voir [18] pour plus de détails sur

les variétés de Walker.

1.4 Produit direct pseudo-riemannien

Définition 1.4.1. Soient (B, gg) et (F, gr) deuz variétés pseudo-riemanniennes de dimen-
stons réelles r et s respectivement. Le produil direct de B et F', noté M := B X F est la
variété produit B X F' munie du tenseur métrique

g=7"(98) + 0" (gr).
ou 7 et o sont les projections naturelles de B X F' sur B et F' respectivement.

De facon explicite, si X et'Y sont des vecteurs tangents & B x F en un point (p,q),
alors

9(X,Y)(P:q) = 9B(Te(p,0)(X) s T, (V) + 97 (0(5,0) (X)), 0.0 (X))

Remarque 1.4.1. Soit M := B x F un produit direct pseudo-riemannien.

1. La variété B est appelée la base et la variété F' la fibre.

m

5. Une distribution paralléle totalement isotrope est maximale si n = .
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2. Le produit direct est riemannien si (B, gg) et (F,gr) sont riemanniennes.

3. Le produit direct est lorentzien si ['un des facteurs est riemannien et l’autre est
lorentzien.

Dans un systéme de coordonnées locales, la représentation matricielle de la métrique
pseudo-riemannienne (g;;) de M en fonction de celles (gqu) et (gag) de B et F respective-
ment, est donnée par la matrice :

0 Gap

ouna,b=1,2,---,r;a,6=1,2,--- ;seti,j=12,--- ,r+s.

Proposition 1.4.1. ( [60]) Soient VB V¥ et V les connezions de Levi-Civita de B, F et
de B x F respectivement. Soient X,Y € X(B) et U,V € X(F). Alors :

1. VxY =VEY;
2. VUV = VlF]V 5y
3. VxU=VyX =0.

Proposition 1.4.2. ( [60]) Soient RE, RE et R les opérateurs de courbure de B, F et
B x F respectivement. Soient X,Y,7Z € X(B) et U/V,W € X(F). Alors

1. RX,Y)Z =RE(X,Y)Z;
2. R(U, V)W = RE(U, V)W ;
3. R(X,U)Y = R(X,U)V = 0.

1.5 Produit tordu pseudo-riemannien

Définition 1.5.1. Soient (B, gg) et (F, gr) deuz variétés pseudo-riemanniennes de dimen-
sions réelles r et s. Soit f une fonction strictement positive sur B. Le produit tordu de B
et F' par f, noté M = B x; F, est la variété produit B x F' munie du tenseur métrique

9 =1"(g8) + (f om)*s" (gr). (1.23)
De fagon explicite, si X et Y sont des vecteurs tangents a M x N en un point (p,q), alors

9(X,Y)(p,q) = 93(7*(17161) (X), 7T*(zv,q)(Y)) + f2(p)gF(‘7*(p,q) (X), O+(p,q) (X)) (1.24)

B est appelé la base et F la fibre.

Remarque 1.5.1. Soit B x; I’ un produit tordu pseudo-riemannien.

1. Comme dans le cas du produit direct pseudo-riemannian, B est appelée la base et F
la fibre.
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2. Si la fonction tordante f est constante, alors le produit tordu se réduit ¢ un produit
direct.

3. Le produit tordu est riemannien si (B, gg) et (F,gr) sont riemanniennes.

4. Le produit tordu est lorentzien si ['un des facteurs est riemannien et ['autre est
lorentzien.

Dans un systéme de coordonnées locales, la représentation matricielle de la métrique
pseudo-riemannienne (g;;) de M en fonction de celles (g.) et (gas) de B et F respective-
ment, est donnée par la matrice :

Gab O
(9i5) =
0 f2ga,6’

outab=12,--- r;a,f=1,2--- seti,j=12--- r+s.

Lemme 1.5.1. Toute métrique d’un produit tordu est dans la classe conforme d’une mé-
trique d’un produit direct.

Démonstration. Soit B Xy F' la variété produit tordu munie de la métrique définie par :

g=gs+ fgr.

g=1f? [%93 +gp].

Posons g = g @ gp, OU g = #93. Ainsi on a : ¢ = f23, c’est a dire que la métrique
du produit tordu est conformément équivalente a une métrique d’un produit direct, ot le
facteur conforme est ¥ = f2. O

Proposition 1.5.1. ( [60]) Soient VB et V¥ les connexions de Levi-Civita de (B, gp) et
(F,gr). Soient X,Y € X(B) et U,V € X(F). La connezion de Levi-Ciita V de B x; F
est donnée par :

1. VxY = VEY

2. VxU =VyX = (FHU
3. H(VyV) = ~fgr(UV)VPf

4. V(VyV) = VEV.

Proposition 1.5.2. ( [60]) Soient RP et RT les tenseurs de courbures de (B, gg) et (F, gr).
Sotent X,Y,Z € X(B) et U, V,W € X(F). Le tenseur de courbure R de B x ¢ F est donné
par :

1. R(X,Y)Z =RB(X,Y)Z,
2. R(U, XY = —fIV2f(X, YU,
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3. RX,Y)V = R(U, V)X =0,
4. RX, U)W = ~f'gr(U,V)Vx V],
5. RU, VYW = RE(U VYW — f~2g5(Vf, V)| gr(U W)V = gp(V, W)U].

La notion du produit tordu est une technique trés importante en géométrie rieman-
nienne qui généralise le produit direct. Elle a été introduite pour la premiére fois par R. L.
Bishop et B. O’Neil [7] pour obtenir une large classe de variétés riemanniennes complétes a
courbure négative. Le fait que beaucoup de modéles cosmologiques sont des produits tordus
renforce leurs importances en relativité générale et dans I’é¢tude des solutions de ’équation
d’Einstein |3, 19]. En plus de la rélativité générale, les produits tordus ont été utilisés pour
construire des exemples de variétés riemanniennes a courbure intéressante |20, 21].
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Dans ce chapitre, nous introduisons les variétés d’Osserman et conformément d’Os-
serman. Nous consacrons la premiére section & un rappel sur les tenseurs de courbure
algébrique, a la définition et aux rappels de quelques résultats sur les tenseurs de courbure
algébrique d’Osserman. Dans la section 2, nous introduisons les variétés d’Osserman. Des
exemples de variétés d’Osserman sont exposés et une classification est donnée. La section
3 est consacrée a I'étude des variétés conformément d’Osserman. Dans la section 4, nous
construisons explicitement une famille de métriques pseudo-riemanniennes conformément
d’Osserman de signature (2, 2). Cette derniére section a fait I'object d’une publication [29].

2.1 Introduction algébrique

Dans cette section, nous rappelons certains résultats sur les tenseurs de courbure algé-
briques d’Osserman. Soit V' un espace vectoriel de dimension m muni d’un produit scalaire
(-,-). On note par V* Pespace vectoriel des formes linéaires sur V.

2.1.1 Tenseurs de courbures algébriques

Définition 2.1.1. Une application quadrilinéaire A :V xV xV xV — R est appelée une
forme de type courbure (ou tenseur de courbure algébrique) si elle satisfait les symétries

Contribution a l’étude des variétés d’Osserman, conformément d’Osserman et affines d’Osserman DIALLO ©URMPM/IMSP 2011



Introduction algébrique

23

du tenseur de courbure de Riemann, i.e.,
AX, Y, Z,T) = -AY,X,Z,T),
AX)Y, Z,T) = -AX,Y,T,2),
AXY,Z,T) = AZ,T,X,Y),
AX, Y, Z,T) + AX,Z,T,Y)+ AX,T,Y,Z) = 0.

Proposition 2.1.1. Soit A, B € @*V* deuz tenseurs de courbures algébriques. Si X,Y,
respectivement X', Y' engendrent un plan o et Z,T, respectivement Z',T" engendrent un

plan B alors

AX,Y,Z,T) AX.Y',Z' T)
B(X,Y,Z,T) B(X.,Y' 72 1T)

Démonstration. Soient X,Y et X', Y’ deux bases du plan « avec

X/ = alX + blYetY’ = ClX + d1Y
Soit Z,T et Z',T" deux bases du plan 3 avec

Z/ = (ZQZ + bgTet T/ = CQZ + d2T

D’une part on a :

A(X/, Y/, Z/, T/) = A(CLlX -+ bl}/a ch + dl}/a CLQZ -+ bQT, CQZ + dQT)

Aprés un long calcul, on trouve :

A(X/, Y/, Z/, T/) = (aldlagdz + b101b202 — a1d1b202 — blclagdz)A<X, }/, Z, T)

D’autre part on a :

B(X,, Y/, Z,, T’) = B(alX + bl}/, ClX + d1Y, CLQZ + bQT, CQZ + d2T>

Aprés un long calcul, on trouve :

B(X,7 Y/, Z,, T,) = (Cbldlagdg + blcleCQ — aldleCQ — b101a2d2)B(X, }/, Z, T)

En faisant le rapport de (2.1) et (2.2), on obtient le résultat.

(2.1)

(2.2)
]

Proposition 2.1.2. Soit A € ®*V* un tenseur de courbure algébrique et soit Q la forme

biquadratique Q(X,Y) = A(X,Y.,Y, X) associée a A. Alors

2AX,Y, Z,T) = QX+T.Y+2Z2)-QX-T,Y+Z)
- QX+TY-2)—QX-T,Y - 2)
- QY +T.X+2)-QY -T,X+Z)
+ QY +T,X-2)-Q(Y -T,X - 2)
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Tenseurs de courbures canoniques

Soit C(V*) I'espace des tenseurs de courbures algébriques sur V. Soit 82(V*) et A%(V*)
les sous-espaces des formes bilinéaires symétriques et antisymétriques..

Exemple 2.1.1. Soit ¢ € 8*(V*) et ¢ € A*(V*).
1. Le tenseur Ay défini par :

est un tenseur de courbure algébrique.

2. Le tenseur Ay défini par
est un tenseur de courbure algébrique.

Les tenseurs (2.3) et (2.4) jouent un role important dans la théorie des tenseurs de
courbures algébriques.

Proposition 2.1.3. ( [44/) La dimension de l’espace des tenseurs de courbure algébriques
est donnée par :

m2(m? — 1)
12 .

Démonstration. O

dim C(V*) =

A toute forme bilinéaire symétrique ¢ sur (V,(-,-,)) on peut faire correspondre un
opérateur symétrique ® sur V' définie par :

(X,)Y)=(PX,Y).

A toute forme bilinéaire antisymétrique ¢ sur (V) (-,-,)) on peut faire correspondre un
opérateur antisymétrique ¥ sur V' définie par :

P(X,Y)=(VX,Y).

Ainsi nous obtenons a partir de (2.3) et (2.4) les relations suivantes :

Ao(X,Y, Z,T) = Ay(X,Y, Z,T) = (DY, ZW X, T) — (OX, Z)(®Y, T), (2.5)

et

Au(X)Y,Z,T): = AyX,Y,Z.T)
= (Y, Z0UX,T) — (X, ZWVY,T) — 20U X, YV (VZ,T). (2.6)
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Proposition 2.1.4. On montre que :
Aq;. = A_q;. et qu = A_q;.

Si & = Id, alors on a : ¢ = (-,-). Ainsi la relation (2.5) devient :

Ay (XY, Z,T) = (Y, ZY (X, T) — (X, Z)(Y,T). (2.7)

oy

Si U =Javec J>=—1Id, alors on a : (X,Y) = (JX,Y). Ainsi (2.6) devient :

2JX,YWJIZ,T). (2.8)
En utilisant les tenseurs de courbures algébriques (2.7),(2.8) et les structures de Clifford,

nous pouvons construire une famille de tenseur de courbure algébrique. Nous rappelons
d’abord quelques résultats sur les structures de Clifford.

Structure de Clifford

Définition 2.1.2. Une structure de Clifford d’ordre v(m) sur'V, (avec v(m) < m) est une
collection de v(m) applications J; sur V satisfaisant la régle de commutation de Clifford
JZ'J]' + JJJZ = —2(51]Zd pour Z,j = 1, ey V(Tn)

L’ensemble Ji, ..., J,(m) est une famille antisymétrique de structures complexes sur V'
(i.e, chaque J; est une application linéaire J; : V — V satisfaisant J? = —Id).

Une condition topologique liée a 'existence d’une stucture de Clifford est donnée par
le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.1. ( [46]) Soit m = 2**°c, quec ¢ entier impair et 0 < b < 3; a,b, ¢ des
entiers naturels.
1. 'V admet une structure de Clifford d’ordre v(m) si et seulement si v(m) < p(m);

2. TS™ ' admet une distribution de dimension k pour 2k < m — 1 si et seulement si
k< p(m).

La quantité p(m) est définie par p(m) = 2° + 8a et est appelée nombre de Radon. La
quantité v(m) est définie par v(m) < p(m) — 1 et est appelée nombre d’Adams. Voir |[1|
pour plus de détails.

Théoréme 2.1.2. [1] Soit S™! la spheére unité dans R™. Si le fibré tangent TS™ 1 admet
la décomposition non-triviale suivante :

TS" '=Ey®E @& E,

ot les E; sont des fibrés vectoriels de dimensions y; = dim(E;), avec po > py > -+ >y,
alors : py + -+ < v(m).
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Définition 2.1.3. Un tenseur A € @*V* admet une structure de Clifford d’ordre v, si

AX,Y, Z,T) = oAy (X, Y, Z,T) + Y ciAL(X,Y, Z,T), (2.9)
i=1
oU o, C1, -+ , ¢y Sont des nombres réels avec ¢; # cj si i # j.

Nous noterons par Clif f(v) tout tenseur de courbure algébrique qui admet une struc-
ture de Clifford d’ordre v.

Théoréme 2.1.3. [/6] Un tenseur muni d’une structure de Clifford d’ordre v(m) est un
tenseur de courbure algébrique.

2.1.2 Tenseur de courbure algébrique d’Osserman
Tenseur de courbure algébrique d’Osserman

Soit A un tenseur de courbure algébrique sur (V, (-,-)). L’opérateur de Jacobi J,(X)
lié & X est 'endomorphisme J4(X) : V' — V défini par :

(JW(X)Y,T) = A(Y, X, X,T), VX eV. (2.10)

Définition 2.1.4. Soit V' un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-,-). Alors
1. ST(V):={X €V : (X, X) = +1} est appelé sphére unité de type espace de V.
2. 57(V):={X eV (X, X)=—1} est appelé sphére unité de type temps de V.
3. S(V)={X eV :[(X,X)| =1} est appelé sphére unité de V

Définition 2.1.5. Un tenseur de courbure algébrique

1. A est dit d’Osserman de type espace, si les valeurs propres de ['opérateur de Jacobi
Ju sont constantes sur ST(V).

2. A est dit d’Osserman de type temps, si les valeurs propres de ['opérateur de Jacobi
Ju sont constantes sur S—(V).

Exemple 2.1.2. 1. L’opérateur de courbure associé au tenseur de courbure algébrique
(2.7) est donné par :

Ay(X,Y)Z = (Y, Z2)X — (X, Z)Y. (2.11)

On montre facilement que : Ju ,(X)Y = (X, X)Y ;i.e., que le tenseur (2.7) est un
tenseur de courbure algébrique d’Osserman.

2. L’opérateur de courbure associé au tenseur de courbure algébrique (2.8) est donné
par :

Ay(X.YVZ = (JY, Z)JX — (JX,Z)JY —2JX,Y)JZ. (2.12)

On montre facilement que : Ja,(X)JX = 3(X, X)JX ; i.e., que le tenseur (2.8) est
un tenseur de courbure algébrique d’Osserman.
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Plus généralement on a :

Proposition 2.1.5. Un tenseur de courbure algébrique muni d’une structure de Clifford
d’ordre v est un tenseur de courbure algébrique d’Osserman.

Démonstration. L’opérateur de courbure associé au tenseur de courbure algébrique (2.9)
est donné par :
AXY)Z = oAy (X.Y)Z+ D A (XY)Z.
i=1

Pour tout vecteur unitaire on a :

JAX)Y =AY, X)X = ¢[(X,X)Y — (¥, X)X]

+ Y GllhX, X)TY = (LY, X)X — 200Y, X) JiX].
=1

Ju(X)Y =VsiY L{X, 1 X, -, J, X}

]

Remarque 2.1.1. Notons que ['inverse n’est pas vraie. Il existe des lenseurs de courbure
algébriques d’Osserman qui n’admettent pas de structures de Clifford.

Définition 2.1.6. Une variété riemannienne (M, g) admet une structure de Clifford Clif f(v)
en un point p de M si son tenseur de courbure est Clif f(v) en p € M. Une variété rie-

mannienne (M, g) admet une structure de Clifford Clif f(v) si son tenseur de courbure est
Clif f(v) en tout point.

Définition 2.1.7. (/65]) Soit A un tenseur de courbure algébrique d’Osserman. On dit que
la valeur propre X satisfait le principe de dualité de Rakic, st pour tous vecteurs unitaires

X, YeS\V), ona:

J(X)Y =AY & Ju(Y)X = AX.

Théoréme 2.1.4. (/65]) Tout tenseur de courbure algébrique d’Osserman satisfait le prin-
cipe de dualité de Rakic.
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Spectre du tenseur de courbure algébrique d’Osserman

Puisque J4 (X)X = 0, nous noterons par .J, la restriction Jy sur X=*.

Théoréme 2.1.5. ( [26]) Soit A un tenseur de courbure algébrique d’Osserman sur V.
Soit {As, s o<s<i les valeurs propres et les multiplicités de Jy sur S(V') ou les multiplicités
sont telles que pg > g > -+ > .

1. Nous avons pio + pn + -+ -+ < v(m).
2. Sim=1mod2, alors J4 a une seule valeur propore.

3. Sim = 2mod4, alors Ju a au plus deux valeurs propres; si Jq a deuz valeurs
propres distinctes, alors 'une des valeurs propres est de multiplicité 1.

Théoréme 2.1.6. ([26]) Soit A un tenseur de courbure algébrique d’Osserman sur V.
1. Si J4 a une seule valeur propre, alors il existe une constante c telle que A = cA(y.

2. Si J4 a deuz valeurs propres distinctes et si l'une est de multiplicité 1, alors il existe
une structure complexe presque hermitienne J sur V' et des constantes réelles cq et
c1 telles que A= coA .y +c1Ay.

2.2  Variétés d’Osserman

2.2.1 La condition d’Osserman en un point sur une variété pseudo-
riemannienne

Définition 2.2.1. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne et p un point de M. (M, g)
est dite d’Osserman

1. de type espace en p € M si le polyndome caractéristique de opérateur de Jacobi
Jx(X) est indépendant de X € SF(M,g);

2. de type temps en p € M si le polynome caractéristique de opérateur de Jacobi
Jx(X) est indépendant de X € S, (M, g).

La relation entre les conditions d’Osserman de type espace et de type temps en un point
p € M est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1. ( /38, 39, 44]) Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne et soit p
un point de M. Alors (M, g) est d’Osserman de type espace en p si et seulement si (M, g)
est d’Osserman de type temps en p.

Définition 2.2.2. Une variété pseudo-riemannienne (M, g) est dite d’Osserman enp € M
st (M, g) est d’Osserman de type espace ou (M, g) d’Osserman de type temps en p.

Proposition 2.2.1. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne. Si (M, g) est d’Osser-
man en p € M alors (M, g) est d’Einstein en p € M.

Remarque 2.2.1. Notons que si (M, g) est une variété riemannienne, alors ['opérateur de
Jacobi Jx(X) est diagonaliable. Ainsi (M, g) est dite d’Osserman enp € M si et seulement
si les valeurs propres de Uopérateur de Jacobi Jg(X) sont indépendantes de X € S(M, g).
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2.2.2 Variétés pseudo-riemanniennes point par point et globale-
ment d’Osserman

Définition 2.2.3. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne. Alors (M, g) est d’Os-
serman point par point si (M, g) est d’Osserman en chaque point p de M.

Définition 2.2.4. Soit (M, qg) une variété pseudo-riemannienne. Alors (M, q) est dite
globalement d’Osserman si les valeurs propres de Uopérateur de Jacobi Jx(X) sont indé-
pendantes de X € S(M,g) et du point p € M.

Proposition 2.2.2. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne. Si (M, g) est d’Osser-
man point par point, alors (M, g) est d’Finstein en chaque point p de M. Si de plus M est
connexe et si dim M > 3, alors par le Lemme de Schur, (M, g) est une variété d’Einstein.

Le résultat suivant donne une relation entre les variétés d’Osserman point par point et
globalement d’Osserman.

Théoréme 2.2.2. ( /39, 46]) Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne conneze, d’Os-
serman point par point. On suppose que :

1. dim M > 3 et qu’en tout point de M [’opérateur de Jacobi a une valeur propre; ot

2. dim > 4 et qu’en tout point de M [opérateur de Jacobi a deuxr valeurs propres
distinctes.

Alors (M, g) est globalement d’Osserman .

Remarque 2.2.2. Toute variété globalement d’Osserman est d’Osserman point par point.
Mais linverse n’est pas vraie, il existe des variétés d’Osserman point par point qui ne sont
pas globalement d’Osserman ( [2, 46]).

2.2.3 Exemples de variétés d’Osserman
Exemples de variétés globalement d’Osserman

Une variété pseudo-riemannienne (M, g) & courbure sectionnelle constante est dite forme
d’espace réelle. Le tenseur de courbure d’'une forme d’espace réelle est donné par

R(X,Y)Z =cRY(X,Y)Z,
on RUX,Y)Z = g(V,Z2)X — g(X,2)Z, avec X,Y,Z € T,M et ¢ € R. L'opérateur de
Jacobi de X € T,M est donné par
JR(X)Y = cg(X,X)Y, VY €T,M.

Ainsi le polynome caractéristique de Jx(X) est

P\JR(X)] = [\ — cg(X, X)),
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pour tout X € S(M, g); et ainsi une forme d’espace réelle est globalement d’Osserman.

Une variété kdhlérienne (M, g, J) a courbure sectionnelle holomorphe constante est dite
forme d’espace compleze. Le tenseur de courbure d’une forme d’espace complexe est donné
par

R(X,Y)Z = i RO(X,Y)Z + R (X, Y)Z],

ot RN(X,Y)Z = g(JY,2)IX —g(JX,Z)JY —29(JX,Y)JZ, avec X,Y,Z € T,M et c € R.
L’opérateur de Jacobi de X € T,M est donné par

JR(X)Y = ;Lg(X,X)Y si Y L{X,JXY}
JR(X)JX = cg(X, X)JX.

Alors le polynéme caractéristique de Jg(X) est

PR3] = (A= eg(X, X)) (A= 90X, X))

pour tout X € S(M, g); et ainsi une forme d’espace complexe est globalement d’Osserman.

2.3 Variétés conformément d’Osserman

2.3.1 Définition

Définition 2.3.1. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne de dimension m et soit p
un point de M. Alors (M, g) est dite conformément d’Osserman

1. de type espace en p € M si les valeurs propres de lopérateur de Jacobi conforme
Jw(X) sont indépendantes de X € S (M, g).

2. de type temps en p € M st les valeurs propres de opérateur de Jacobi conforme
Jw(X) sont indépendantes de X € S, (M, g).

La relation entre les variétés conformément d’Osserman de type espace et de type temps
en un point p € M est donnée par la proposition suivante :

Proposition 2.3.1. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne et soit p un point de M.
Alors (M, g) est conformément d’Osserman de type espace en p si et seulement si (M, g)
est conformément d’Osserman de type temps en p.

Définition 2.3.2. Une variété pseudo-riemannienne (M, g) est dite conformément d’Os-
serman en p € M si (M, g) est conformément d’Osserman de type espace et conformément
d’Osserman de type temps en p.
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Définition 2.3.3. Une variété pseudo-riemannienne (M, g) est dite conformément d’Os-
serman point par point si (M, g) est conformément d’Osserman en chaque p € M.

Définition 2.3.4. Une variété pseudo-riemannienne (M,q) est dite globalement confor-
mément d’Osserman si les valeurs propres de lopérateur de Jacobi conforme Jw(X) sont
constantes sur S(M, g).

Théoréme 2.3.1. ( [15]) Soient g1 et g2 deux métriques conformément équivalentes sur
M. Alors la variété (M, g1) est conformément d’Osserman si et seulement si (M, go) est
conformément d’Osserman.

Théoréme 2.3.2. ( [15]) Si (M, g) est Finstein, alors (M, g) est conformément d’Osser-
man si et seulement si (M, g) est d’Osserman point par point.

Exemples de variétés conformément d’Osserman comme forme d’espace

Une variété riemannienne (M, g) est dite forme d’espace conforme si son tenseur de
courbure conforme est donné par

W(X,Y)Z =R (X,Y)Z,
ou X,Y,Z € T,M et c € R. L'opérateur de Jacobi conforme est donné par
Jw(X)Y =W(X, X)Y, VY eT,M.

SiW = cR° alors 0 = tr{Jx(X)} = (m—1)c. Donc ¢ = 0 et ainsi (M, g) est conformément
plate.

Une variété riemannienne (M, g) est dite forme d’espace complexe conforme si son
tenseur de courbure conforme est donné par

W(X,Y)Z = ceRYUX,Y)Z + R (X,Y)Z,
ou X,Y,Z €T,M et cy,c; € R.

2.4 Exemples de variétés conformément d’Osserman de
signature (2,2)

Dans cette partie, nous construisons explicitement un exemple d’une famille de métrique
pseudo-riemannienne conformément d’Osserman de signature (2, 2).

Proposition 2.4.1. ( [29]) Soit M = R*, muni de la métrique g définie par :
Ugfl h a 0

h  usfs 0 a
gnen=| 4 o 0o | (2.13)
0 a 00
ot (uy,ug, us,uy) est un systéme de coordonnés sur M ; a € R* et fi = f(u1), fo =

fus), h = f(ur,uz) sont des fonctions a valeurs réelles. Alors (R, g, pon)) est :
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une variété conformément d’Osserman de signature (2,2) ;
nilpotent conformément d’Osserman ;

geodésiquement complete ;

e v o~

n’est pas localement conformément symétrique pour f1, fo, h telle que % + 5—(’;(13 #+
0, k=1,2, ou

1 1 1 1
@(ul,ug) = 5 8%2]1 + %fgalh + %flagh + @flféh . (214)

Description de la métrique (2.13)

Lemme 2.4.1. Les composantes non-nulles de la dérivée covariante de (R*, gz, p,.n)) sont
données par :

Vodh = —£fin+ (Fusdfi+ $502) 05+ 200+ 5 fi] o,
Vads = —khadht (shfoh+ 10oh)0s + (Luadofo+ 3 f3)0r,  (219)
\ v8183 - iflafi? v(9284 - %f284-

Lemme 2.4.2. Les composantes non nulles de 'opérateur de courbure de (R‘L,g(fl,fg,h))
sont :

ROL02)01 = —L(Ohh+ % fo0uh + % idh + gk f1 foh ) s
(2.16)
R(01,02)05 = i(afgh + if281h + %f182h + ﬁflfﬂl) 0s.

Lemme 2.4.3. Les composantes du tenseur de courbure de (R, g 1,.n)) sont données
par :

Rigs = —<8f2h + L R0k + L fiosh + ﬁflth),
(2.17)

Rigo1 = <8f2h + %fzalh + g—laflébh + ﬁflth)
Lemme 2.4.4. Les composantes du tenseur de Ricci de (R*, gy, ,.)) sont données par :
P11 = ga'BRmm = 92231212 =0,

p12 = g°" Rinog = g°' Riza1 = 0, (2.18)
P22 = gaﬁRzaz,B = 91132121 =0,

Lemme 2.4.5. La courbure scalaire de (R*, gz, 1,0)) est donnée par :

T=g"pu 4 9% pa + 2912 = 0. (2.19)

Contribution a l’étude des variétés d’Osserman, conformément d’Osserman et affines d’Osserman DIALLO ©URMPM/IMSP 2011



Exemples de variétés conformément d’Osserman de signature (2,2) 33

Lemme 2.4.6. Les équations des géodésiques de (R*, g(s, ,.n)) sont :

;.. 1 - - . 1 - -
Uy — 5oty fi =0, U — 5-Usta fo = 0,

i3 + <%U3@1f1 + #usff)ullh + 55 f1lnts + <%82h - #hf2> gty =0, (2.20)

Uy + <%51h + 2%2]01)111111 + 5 falitiy + (iwxa?fz + ﬁmf%) uguz = 0.

\

Preuve de la Proposition 2.4.1

Soit X = 7 | ayd; un vecteur tangent sur M, alors I'opérateur de Jacobi Jx(X) =
R(-, X)X est donné par :

JR(X) = aiR(-,01)01 + 1R (-,01)0 + arasR(-, 01) 03 + arauR(-, )0y
+ R (-, 02)01 + A2R(-, 05)0y + agasR(+, 05)05 + sy R(+, 95)04
+ apazR(-, 03)01 + agasR(-, 03)02 + a3R(+, 03)05 + azauR(-, 93)0,
+ g R(+, 04)01 + oy R (-, 04) 0o + R (-, 04) 03 + 3R (-, 04)0;.

Soit la décomposition TM = U; ¢ U,, avec

U1 = Vect{al, 82} et U2 = V@Ct{ag, 64}

On remarque que U, = {05,004} est totalement isotrope par rapport a g(s, s, ), alors
nous avons :

Jr(X)05 = 0,
Ja(X)ds = 0.

Jj{(X)@l = 041062:R<(91, 62)81 -+ a%fR(al, 82)82
1 1 1 1
= 041042{ . [8%2h + 2—af281h + %ﬁaﬂl + 4—a2f1f2h} }34
1 1 1 1
2 2
n az{a [812h + 5 fadih+ 5 fioh + 4—a2f1f2h] }33
= ozlozg(—CI))34 + ag(fb)ﬁg,
et

JjR(X)aQ = —a%ﬂ%(@l,ag)@l—alo@fR(al,@g)(?Q
TS S PC B 1
= —at{ =[O+ o hdh+ 5 fieh+ 5 fufh] o

1 1 1 1
— 051042{5 [8%2/1 + %fgﬁlh + %flagh + @flféh} }83
= —a%(—@)&l — 051042((13)83,
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ot @ = L10%Lh + o f201h + o [102h + 5 f1f2h|.

La matrice associée a Jg(X) par rapport a la base {01, 02, 03,0, } est de la forme

0 0 00
0 0 00

(Jr(X)) = a% oy 00 (2.21)
—Q 0 a% 0 0

1. Etape 1 : 11 suit de Dexpression de la matrice de JR(X), que le polynome caracté-
ristique est défini par

- 0 0 0
B B 0 A 0 0| ..
Py(Jx(X)) = det(Jr(X) — Aly) = P Oz% oy A 0| T dA
—ajay Al 0 =\

Ainsi toutes les valeurs propres sont égales a zero. Ceci implique que (R, 91, fah))
est globalement d’Osserman.

Etape 2 : A partir des relations (2.18) et (2.19), (R, g(s, ,.n)) est & courbure de Ricci
nulle donc d’Einstein. Par conséquent R = W. Finalement, puisque (R4,g(f17f27h))
est d’Osserman et d’Einstein, du Théoréme 2.1 de [15], (R*, g(s,.f,.n)) est confor-
mément Osserman.

2. Nous utilisons le résultat précédent 2.4.1 (1), pour vérifier que Popérateur de Jacobi
conforme de (R*, g(s, f,,1)) est nilpotent. Comme R = W, on a : Jg(-) = Jw(:). En
utilisant la relation (2.21), nous avons

0 0 1 0 0 0 1 0

A ) 0 01 0 0 01
Jw(X)" = @ ai —ajan 00 ai —ajae 0 0 |

—ajay a0 0 —aiay a? 0 0

Ceci implique que Jy(-) est nilpotent d’ordre 2 et ainsi (R, g4, 1, 1)) est nilpotent
conformément d’Osserman.

3. A partir des relations (2.20), les deux premiéres équations des géodésiques ont la
forme

d*u 1 du du

o = 5 ) = Fw, S

. 2.22
dt?  2a dt ) (2.22)
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s, N 2
Posons du/dt = v, par la dérivée de la chaine du _ gdv
) ) dt du

En remplacant % et % dans (2.22) par v et vj—z, nous obtenons I’équation suivante :

dv 1 9
— = . 2.23
vl = f(uy (2.23)
Posons 5-f(u) = g(u), alors
d
v = glu)o?
Une intégration nous donne :
v =K%, (2.24)

ou K est une constante et G'(u) = g(u).

Finalement, en remplaccant v par du/dt et en intégrant, nous obtenons une solution
de la forme suivante :

d
d—:“: = KeCW, (2.25)

Les deux autres géodésiques dans (2.20) ont la forme

d*u du
W - G(u7 E)a

qui peut étre résolue. II suit que (R?, 9(f1.f2,n)) st géodésiquement compléte.

4. La condition localement conformément symétrique est équivalente a :

Vi, W (Xa, X3) X4 = 0.

Pour X, = o¥9;, avec k,i = 1,2, 3,4, nous avons :
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Vo W(a30;, ald)aid = 0, 4,k 1=1,2,3,4. (2.26)

Ce qui implique que

0 = VO&BIW(a?@j, Q3O ) i O) + VQ%OQW(aJQBj, OO,
+ VO%aSW(oz?@j, a;Op) a0 + Vaia4W(a]28j, @y, g,k 1=1,2,3 4.

On obtient que :

Vo, W (0305, 0300)aj0 = 0, Va1, W(a70;, 00k )00 = 0,

et

Va%@W(af-@j, ai@k)a?& = CL1V(91W(81, 82)61 + aQVBIW(é?l, 82)02,

VOL%%W(C(]Q-@J', aiak)afal = CL3V32W(61, 82)81 -+ G4VQ2W(81, 82)(92,

ol

/1.2 .3 4 1.2 3 4 /1.2 .3 4 1.2 3 4
ay = (aiasya) — ajasatar), ay = (a0, — ajasatay)

/1.2 34 1.2 3 4 _(1.2.3 4 1 2 3 4
az = (aaaias0] — azasaiay), et ag = (a0 a0, — Qa0 ;).

Alors I’équation (2.26) implique que

0 = a1V [(=P)0u] + a2V, [(P)0s] + asVa,[(=P)0u] + a4V, [(P)0s]
= a1|—PVy, 04 — O1(P)0s] + a3[PVy,05 + 01 (P)05]
+ ag[—q)V3284 — 82((1))64] + ay [(I)V3283 + 82(<I>)83]

1 1
—a181(<I>)84 =+ CL482((I)>83 + a9 %flq) + 81((1))] 83 — as [%fQ(I) + (92(@) 84.

Ce qui est équivalent a :

Ji .
L4 0;(P)=0, i=1,2
5y 2 +0:(®) i

La preuve est compléte. O

Contribution a l’étude des variétés d’Osserman, conformément d’Osserman et affines d’Osserman DIALLO ©URMPM/IMSP 2011



Exemples de variétés conformément d’Osserman de signature (2,2) 37

Corollaire 2.4.1. Si h(ui,uz) = C (h est une constante), alors (R*, g(s, f,.n)) est locale-
ment conformément symétrique si et seulement si

[a1f1 + 2—1af12}f2 = 0,

[02f2 + ifzﬂfl = 0.

Remarque 2.4.1. La classe des variétés conformément symétriques contient la classe des
variétés localement symétriques et la classe des variétés conformément plates.
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3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude de la préservation de la condition d’Osserman par
changement conforme de métriques. Plus précisement, nous étudions le probléme suivant :

Probléme : Soit (M, g) une variété riemannienne d’Osserman et soit g = ¢~2 - g une
métrique conformément équivalente & g. A quelle condition sur v, la variétée (M, g = ¢2-g)
est aussi d’Osserman ?

Le chapitre est divisé en deux parties. La premiére partie est inspirée par 1’étude des
tranformations conformes préservant le tenseur de Ricei [50, 52]. Nous avons établi une
relation entre les opérateurs de Jacobi associés a deux métriques conformes. Comme consé-
quence, nous avons obtenu une condition suffisante sur le facteur de conformalité pour
que la condition d’Osserman soit préservée par changement conforme de métriques . Nous
avons aussi obtenu une relation entre les valeurs propres des opérateurs de Jacobi de deux
métriques conformément équivalentes. Les résultats de cette section feront I'objet d’une
publication [33].

Dans la deuxiéme partie, nous étudions les applications de Jacobi entre variétés d’Os-
serman. Aprés la définition et le rappel de certaines propriétés des applications de Jacobi,
nous montrons que toute application de Jacobi préserve la structure d’Osserman.
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3.2 Changement conforme préservant la condition d’Os-
serman

3.2.1 Transformations conformes

Définition 3.2.1. Une application différentiable ® : (M, g) — (M, g) entre deuz variétés
riemanniennes est dite application conforme s’il existe une fonction v positive sur M telle
que

P g=19 2. ¢.

L application ® est dite isométrie sip = 1, et elle est dite homothétie si 1) est une constante.
Dans le cas M = M, Uapplication ® est appelée transformation conforme.

Définition 3.2.2. Une application conforme ® : (M, g) — (M, g) est dite application de
Liouwille si

Rice+g = Ric,.

Dans le cas M = M, on dit que ® est une transformation de Liouville.

Définition 3.2.3. Soient g et g deux métriques pseudo-riemanniennes sur M. On dit que
g est conformément équivalente & g s’il existe ¢ € C°(M) telle que

gze_%’-g.

Le terme e? est appelé facteur conforme. On appelle classe conforme de g, et I’on note [g],
l’ensemble des métriques g sur M qui sont conformément équivalentes a g.

Soit ¢ € C°(M), on appelle gradient de ¢ le champ de vecteur noté V¢, et qui vérifie
la relation suivante :

9(Vo, X) = X(¢) = dp(X),

pour tout X € X(M), ou d est la différentielle extérieure. Le hessien de ¢ est le (0,2)-
tenseur symétrique noté Vdg¢ et vérifiant la relation

(Vdo)(X,Y) = V?o(X,Y) = X(Y () — VxV(9),
pour tous X, Y € X(M). Avec un calcul simple, on montre que :
9(VxV¢,Y) = Vdp(X,Y).
Nous désignerons par A¢, le laplacien d’une fonction ¢ par rapport a la métrique

A¢ = —tr(Vdo).

La relation entre la connexion de Levi-Civita V associée a g, et la connexion de Levi-
Civita V de g est donnée par :
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Lemme 3.2.1. ( [6, 50, 51]) Soit X,Y € X(M) et soit g=e"-g. Alors :

VxY = ViV = X()Y - Y(9)X +g(X.Y)Vo.

La relation entre le tenseur de courbure de Riemann R de g et le tenseur de courbure
de Riemann R de g est donnée par :

Lemme 3.2.2. ( [6, 50, 51]) Soit X,Y,Z € X(M) et soit g = e 2% -g. Alors :

RX,Y)Z = RX,Y)Z - g(X,Z)VyV¢ + g(Y,Z) VsV

— [V?0(X,2Z) + (X¢)(Zo) — 9(X, Z)g(Vp, V)]V
+ [V2o(Y,2) + (Y¢)(Zo) — g(Y, Z)g(Vo, V)| X
+ [(Xo)g(Y,Z) = (Y¢)g(X, Z2)|V.

3.2.2 Opérateurs de Jacobi associés & deux métriques conformes

Il s’agira d’établir la relation entre opérateurs de Jacobi associés a deux métriques
conformes ; ¢’est 'objet de la proposition suivante.

Proposition 3.2.1. [33/ Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension m. L’opé-
rateur de Jacobi Jz(-) associé a la métrique g = =2 - g vérifie la relation

R(Y, X)X = RV, X)X — [V, X)Vx V6~ g(X, X) V59
— [V ) + (Yo)(Xo) - g(Y, X)g(V6, Vo) X
i :V%(X,X) +(X¢)(X¢) — g(X, X)g(Ve, VM Y

+ [(ro)g(X, X) - (Xo)g(v, X)| Vo. (3.1)

Démonstration. C’est une conséquence directe du Lemme 3.2.2 O

Proposition 3.2.2. Les opérateurs de Jacobi de deux métriques conformément équivalentes
g et g =1"2-q satisfont la relation

Iz (") = J=x(*)
st et seulement si la fonction ¢ satisfait I’équation suivante :

Vi 2

La preuve de cette proposition utilise le lemme suivant :
Lemme 3.2.3. Soit ¢ = e?. Alors :

V26(X,Y) + (X6)(Y6) = w (33
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Démonstration. Par définition, on a :

V2(X,Y) = XY (e?) — VxY(e?). (3.4)
D’une part :
XY (e?) = e?dp(X)dp(Y) + e? X (dop(Y)). (3.5)
D’autre part :
VxY(e?) = e?dp(VxY). (3.6)

En remplacant (3.5) et (3.6) dans (3.4), nous obtenons :

V2 (X,Y) = e!{VPH(X,Y) + (X¢)(Y9)}.

c’est-a-dire,

V(XY) + (Xe)ve) = Loed)

]

Démonstration. (Preuve de la proposition 3.2.2) A partir des identités de la courbure on
a: Jg(X)X =0.Pour Y € X+ on a:

g(Jz(X)YY) = g(Jo(X)Y,Y) —g(X, X)g(Ve,Ve)g(Y,Y)
+ g(X, X)[V2(Y,Y) + (Y)(Y9)]
+ g(YY)[VP(X, X) + (X¢)(X9))]. (3.7)

Supposons g(Jzx(X)Y,Y) = g(Jx(X)Y,Y). Alors, en utilisant (3.3) dans (3.7), nous obte-
nons :

V2(Y,Y V2(X, X Vi
o162 g TR g, g vy ST
Ainsi nous déduisons
s 9V, V)
V=T
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Proposition 3.2.3. Soit g et § =12 - g deuz métriques conformément équivalentes avec
9(V, Vi) g

29
Si (M, g) est d’Osserman, alors (M,§=11"2-g) est aussi d’Osserman.

vy = (38)

Démonstration. A partir de la Proposition 3.2.2, on a :

RY, X, X,Y) = R(Y, X, X,Y).

A un repére g-orthonormé {ey, - -- e, } du fibré TM, nous associons le repére g-orthonormé
{fi,-++, fm} avec e; = e f;. Posons X =¢;, Y = e; avec g(e;,e;) =0 si i#j. Ona:

g(ﬁ(ej, e;)ei, e;) = R(ej, €, €, €;).

6_4¢ (g_z’(f]’fl)flﬂfj) = R(@j,@i,€l‘,€j).
Si (M, g) est d’Osserman i.e., Jx(e;)e; = Aje;, alors on a :

2GR(fi, fi) fin £i) = A

Ce qui est équivalent a :

A= PP
Ainsi f; est un vecteur propre de 'opérateur de Jacobi Jz(fi) associé a la valeur propre
Aj. ]
Corollaire 3.2.1. Si (M, g) et (M,5=1"2"g) sont des variétés d’Osserman et 1 vérifie
gV, Vi) -

2
Vet =S

Alors les courbures de Ricci de (M, g) et (M, g) sont nulles.

Démonstration. Les courbures scalaires S et S de g et g satisfont

_ 2 -2
e 5 =5+ =Ap— 2. 4(V, V).
m m

En utilisant le Lemme 3.2.3, cette relation s’exprime en fonction de 1 par :

2 A g(V, V
7n¢ P2
En prenant la trace des deux membres de la relation (3.8), I'égalité précédente se réduit a :
S=v¢*.8
Supposons que 7 n’est pas constante. Puisque S et S sont toutes deux des constantes, alors
cette égalité est vraie lorsque S = 0, ainsi Ric = Ric = 0. O
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3.2.3 Relations entre les valeurs propres des opérateurs de Jacobi
Jz(-) et Jx()

Théoréme 3.2.1. [33] Soient (M,g) et (M,g = ™2 - g) deuzx variétés riemanniennes
Osserman. Alors les valeurs propores de Jz(-) et Jx(-) vérifie

- 2
Ai =P + m VAY —g(V), Vi)
Démonstration. A partir de la relation (3.1), on a :

IR, X)X,Y) = RYX,XY)~ [g(Y, X)g(VxVo,Y) — g(X, X)g(TyV6,Y)|
— [T X) + (Y0)(X) — g(Y, X)g(V6, Vo) |9(X.Y)
+ | VE0XX) + (X0)(X6) — (X, X)g(V, V) | g(Y,Y)

+ [(Ye)g(X, X) = (X6)g(V, X)| 9(Vo, V).

A un repére g-orthonormé {ey, - -- ,e,,} du fibré T M, nous associons le repére g-orthonormé
{fi,- -, fm} avec e; = e ?f;. Posons X =¢; .Y =e; avec g(e;,e;) =0 si i#j. Ona:

9(R(ej, ei)ei,ej) = [R(ejaeiaeiaej)+g(6i>€i)g(vejv¢vej)}

+ [V%(eu ei) + (eid)(eip) — gles, ei)9(Vo, V(b)}g(ej, ej)
+ (e;0)(ej0)g(es €).

674%(3}(]‘}7 fi)fi7 fj) = [:R(ej; €i, €, 6;’) + g(ez’, €i)g(vejv¢a ej)}
+ [V2¢(€z‘, ei) + (eip)(eip) — glei, e)g(Vo, VQS)]Q(@]‘; ¢;)
+ (e;0)(e50)g(es €).

Supposons que (M, g) est Osserman i.e. Jx(e;)e; = Aje; et que (M, g) est aussi Osserman

i.e. Jx(fi)f; = Ajf;. Alors on a :

672¢g(i(fjvfi)fiafj) = [:R(ejaeiyeiuej)_'_g(eiyei)g(vejvqb?ej)}

+ [V2¢(€z‘, ei) + (eip)(eip) — glei, e)g(Vo, VQS)]Q(@]‘; ¢;)
+ (e;0)(e50)g(es €).
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V(e €;) N V2 (ej, ;)

2 A
200 (Ve V)
= N+ LR

< 2
A= U+ oA — g(Vi, V).

Corollaire 3.2.2. [33] Si la dimension de (M, g) est impaire alors

K= 02N+ = A — gV, V).

3.3 Application de Jacobi entre variétés d’Osserman

3.3.1 Application de Jacobi

Soient (M, g) une variété riemannienne de dimension m et R l'opérateur de courbure.
Soit X € T, M un vecteur unitaire de 'espace tangent en un point p. L’opérateur de Jacobi
est I'application linéaire

Jx(X) : T,M —s T,M,

défini par :

Ja(X)Y = R(Y, X)X, (3.9)
ou Y € T,M. L'opérateur de Jacobi est un opérateur auto-adjoint. Soit X € T, M est un

vecteur arbitraire non nul; et soit 'opérateur défini par

JR(X)Y = %. (3.10)

Le sous-espace Ey = {Z € T,M : Z = aX,a € R} de dimension 1 induit un opérateur
auto-adjoint défini par :

(3.11)
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Soit (M, g) une autre variété riemannienne de dimension m munie de opérateur de
courbure R. Soit f : M — M un difféomorphisme et f,, : T,M — T;M D'application
tangente induite par f, ou p = f(p). Le sous-espace E; est tranformé en

Ey = f.pE) = {fwZ,Z € Eq}.

Définition 3.3.1. ( [4]) Un difféomorphisme f est appelé application de Jacobi (J-application),
st pour chaque point p € M et chaque sous-espace Iy C T,M de dimension 1 l'application
tangente f.p et Uopérateur de Jacobi Jx(E,) commute de la fagon suivante :

fup 0 J(Ey) = Ja(Er) o fop (3.12)
Définition 3.3.2. Une application de Jacobi est un difféomorphisme entre deux variétés

riemanniennes préservant les opérateurs de Jacobi.

Proposition 3.3.1. ( /4/) Les deux premiéres conditions impliquent la troisiéme.

1. Toute application qui preserve la courbure, c’est-a-dire
R(fupX, fpY ) fpZ = fR(X,Y)Z, XY, Z € T,M; (3.13)
2. toute isométrie, c’est-a-dire
I(fepX, fY)=9(X,Y), XY, eT,M,; (3.14)

3. est une appliation de Jacobi.

3.3.2 Application de Jacobi entre variétés d’Osserman

Proposition 3.3.2. Soit (M, g) une variété riemannienne d’Osserman et f une application
de Jacobi. Alors (M, g) est aussi une variété d’Osserman.

Démonstration. Soit Y un vecteur propre de Jx(FE7) associé a la valeur propre c(p, Fy).
L’équation des valeurs propres entraine

JR(E)Y = c(p, E1)Y.

Alors

Jz(Er) o fup(u) = fupoJr(Er)u
= c(p, E1) fipu.

Ainsi f.,u est un vecteur propre de 'opérateur de Jacobi Jz(E}) associé & la valeur propre
co(p, 1) = c(p, Er). O
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4.1 Introduction

Aprés la définition et le rappel de certaines propriétés des variétés produits doublement
tordus, nous établissons, dans une premiére partie de ce chapitre, deux résultats qui ne
sont pas tout a fait classiques. D’abord nous avons établit la relation entre la connexion
de Levi-Civita d'une variété produit doublement tordu M := B; x; F' et les connexions
de Levi-Civita de B et F. Ensuite, nous avons établit la relation entre la courbure de la
variété M et les courbures de B et F.

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous caractérisons les variétés riemanniennes
et lorentziennes produits doublement tordus d’Osserman et conformément d’Osserman.
Dans le cas riemannien, nous avons prouvée que toute variété produit doublement tordu
conformément d’Osserman est localement conformément plate et que toute variété produit
doublement tordu d’Osserman est a courbure sectionnelle constante. Dans le cas lorentzien,
nous avons montrée que toute variété produit doublement tordu conformément d’Osser-
man est localement conformément plate et que toute variété produit doublement tordu
d’Osserman est a courbure sectionnelle constante.
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Le chapitre est divisé en cinq sections. Dans la deuxiéme section, nous rappelons la
classification des variétés produits directs d’Osserman et conformément d’Osserman. La
troisiéme section est consacrée a la classification des variétés produits tordus d’Osserman et
conformément d’Osserman. Enfin, par des méthodes analogues a celles utilisées par Brozos-
Véazquez et al. (cf. [23, 24|), nous donnerons dans la quatriéme section une classification
des variétés produits doublement tordus d’Osserman et conformément d’Osserman. Les
résultats de ce chapitre feront objet d’une publication [30].

La motivation de rappeler les résultats sur les produits directs et les produits tordus
vient du fait qu’une métrique produit doublement tordue est dans la classe conforme d’une
métrique produit directe (lemme 4.2.1).

4.2 Produit doublement tordu

Définition 4.2.1. Soient (B,gp) et (F,gr) deux variétés pseudo-riemanniennes de di-
mensions réelles v et s respectivement. Soient b et [ deux fonctions strictement positives
sur B et sur F respectivement. Le produit doublement tordu de B et F' par b et f, noté
M := By Xy, F, est la variété produit B x F munie du tenseur métrique g = fgp @ b*gr
défini par

g=(fo0a)m(9) + (bom)’c"(h), (4.1)

ou 7 et o sont les projections naturelles de B X F sur B et F' respectivement.

Remarque 4.2.1. Soit M := By x;, F' un produit doublement tordu.

1. Comme dans le cas du produit direct, B est appelé la base et F' la fibre. Notons que,
dans le cas du produit doublement tordu les roles de la variété base et la variété fibre
peuvent étre interchangé.

2. Si une des fonctions tordantes b ot f est constante, alors le produit doublement
tordu se réduit a un produit tordu.

3. Le produit doublement tordu est riemannien si (B,gg) et (F,gr) sont rieman-
niennes.

4. Le produit doublement tordu est lorentzien si ['un des facteurs est riemannien et
["autre est lorentzien.

Dans un systéme de coordonnées locales, la représentation matricielle de la métrique
pseudo-riemannienne (g;;) de M en fonction de celles (gq) et (gap) de B et F respective-
ment, est donnée par

f2gab 0
(gij) =
0 b2ga5

ouna,b=1,2,---,r;a,6=1,2,--- ,;seti,j=12,--- ,r+s.
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Lemme 4.2.1. Toute métrique produit doublement tordu est dans la classe conforme d’une
métrique d’un produit direct.

Démonstration. Soit M := By X, F' la variété produit doublement tordu munie de la
métrique définie par g = f2gp + b*gr. On a :

g = [Pgp+Vgr
= f [gB + v (%ngﬂ =0 [fz (%%) + gp]

1 1
= 22| (Go) + (7o) )
Posons § = gp ® jr, 0l Gp = 3595 et §r = #QF. Ainsi on a : g = b?f2g, c’est & dire que la

métrique du produit doublement tordu est conformément équivalente a une métrique d’un
produit direct, ol le facteur conforme est ¥ = 0% f2. O

Proposition 4.2.1. Soit (M, g) = By X, F' un produit doublement tordu. Soit X,Y € X(B)
et soit U,V € X(F). La connexion de Levi-Civita de (M, g) est donnée par :

1. VxY =VEY + X()Y + Y ()X — g5(X,Y)VI;

2. VxV=VyX=V(Inf)X + X(Inb)V;

3. VyV =VEV + UKV +V(k)U — gp(U, V)VE;
ot k=1Inbetl=Inf.

Démonstration. La preuve utilise la formule de Koszul que nous rappelons : pour tous

X,Y,ZeX(B) et UV,W € X(F) ona:

20(Vxsv(Y + V), Z4+W) = (X+U)-gY +V,Z4+W)+ (Y +V)-g(Z+W,X +U)
— (Z4W) g X+UY+V)—gY+V,[X+U,Z+ W]
— g X+UY+V,Z4+W])—g(Z+W,]Y +V, X 4+ U)).

On obtient

QQ(VXKZ) = XQ(KZ>+Y9(X7Z)_Z9(X7Y>
- g(Y,[X,Z])—g(X,[Y,ZD—g(Z,[Y,X]);

20(VxV+VyY, Z+W) = X.-g(V,W)+Y  -g(UW)—-2-g(UV)

29(VeV,W) = U-g(V,W)+V.-g(UW)-W.-g(UV)
g(V, [UW]) = g(U, [V, W]) = g(W, [V, U]).
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1. Par définition g = f?gp + b?gp. On a :

2(f*98 +0°gr)(VxY,Z) = 2f%gp(VRY,Z) +2f{(X - flgn(Y, Z)

Posons f =¢€!. On a :

(X f)=(X-e) =eldi(X) = (X -1),

c’est-a-dire, @ =X-[l. Dou

VxY =VEY + X()Y +Y(1)X — gp(X,Y)VL.
2. Soient X,Y € X(B) et U,V € X(F). La connexion V étant sans torsion on a :
=0.Or

)
VxU — VyX — [X,U] = 0. Or [X,U] =0, alors

VxU = VyX.

De plus g(Y,U) = 0 implique

D’aprés 1) on a :

g(VxY.U) = g(VRY + X()Y + Y ()X — gp(X,Y)VL,U) = —gp(X,Y)g(VL,U).

D’ou g(Y,VxU) = gp(X,Y)g(VI,U). Ainsi VxV € X(B). La formule de Koszul

entraine

2(f2g5 + Vgr)(VxV, Z) = 2f°gp(VRY,Z)+2f{(X - [)gp(Y,Z)
3. Par définition g = f?g5 + b?gr. On a :

2(f2gp + V2gr)(VuV, W) = 26%gp(VEV, W) 4+ 26{(U - b)gr(V, W)
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Posons b = €*, on a :

(U -b) = (U-eF) = erdk(U) = e*(U - k),

c’est & dire, @ = U(k). Ainsi

VoV =VEV + UKV + V(k)U — gp(U,V)VE.
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Proposition 4.2.2. Soit (M, g) = By X, F' un produit doublement tordu. Soit X,Y,Z €
X(B) et soit U, V,W € X(F). Soit k =1nb et | =1In f. L'opérateur de courbure de (M, g)

est donné par :

RX,Y)Z = RE(X,Y)Z - gp(Y,2)VEVI + g5(X, Z)VEVI
:VQZ(X, Z) — X()Z(1) + g5(X, Z)gp(VL, w)] y

— [VUY.2) - Y () 20) + g (Y. 2)gn(V1, VD) X

- :gB(Y’ Z)gp(X, V1) — g5(X, Z)g5(Y, Vl)} Vi
RX, VU = VAX,U)Y -VAY, D)X +UDXA)Y —UDY()X;

RX,U)Y = [VEK(X,Y)+ X(k)Y (k) — XY (k) — X(k;)Y(l)} U

+ YRUW) - U @)]X + [UOVE+ VoV gn(X, Y);

RU, X)WV = [V2UUV)+ UV - Uk)V() - U(l)V(/g)} X

n :V(Z)X(k:) — X(V(k))] U+ [X(k:)Vk: + vxw} gr(U,V);
RU VX = V2R(U, X)V — V2k(V, X)U + X(R)U(K)V — X()V(k)U;

RUVIW = REYU,VIW — gp(V,W)V[VE + gp(U,W)V{Vk
+ :VQk:(U, W) — Uk)W (k) + g(U, W)g(Vk, Vk:)] v

_ :VQZ(V, W) =V (kYW (k) + g(V,W)g(Vk, V’f)] U

+ :g(V, W)g(U, VE) — g(U, W)g(V, Vk)]Vk;

oil les V21 et V%k sont les hessiens sur M.

4.3 Conditions d’Osserman et conformément d’Osser-
man sur une variété produit direct

4.3.1 Variétés conforméments d’Osserman décomposable

Définition 4.3.1. Une variété conformément d’Osserman est dite décomposable si elle est
isomorphe au produit de deux variétés conformément d’Osserman. Une variété conformé-
ment d’Osserman est dite indécomposable st elle n’est pas décomposable

Dans cette sous-section, nous caractérisons les variétés conformément d’Osserman de
signature riemannienne et lorentzienne décomposable. Plus précisement :
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Variétés riemanniennes conforméments d’Osserman décomposable
Lemme 4.3.1. ( [23]) Soit (M, g) une variété riemannienne conformément d’Osserman

décomposable. Alors (M, g) est localement conformément plate.

Démonstration. Soit M = B x F' une variété conformément d’Osserman et soit p € M. Soit
{e1,--- ,er, f1,---, fs} une base orthonormale de T,M, avec {¢e;} C TfM et {fi} C TpF]\/[.
Par définition on a :

1 T
Jw(ei)e;, = Jx(ei)ej + ——= [— + p(ei, ;) + p(e;, ej)} e; € TP M;

m—2Llm—1
Rotfdes = [y o R+ )]s € TN
Roily = IS+ g [ o £+ ol )] i € TN
JW<€i>fj = ﬁ [# + p(eiyei) + p(fj7 f])] fj S TIFM

Les termes mixtes du tenseur de Weyl s’annulent, c¢’est-a-dire,

W(BZ‘, fj)ek = 0, et W(f“ ej)fk: =0si¢ 7& k.

Supposons Jw(e1)f; = Af;, Jw(er)fx = pfr avec A # p. Par le principe de dualité de
Rakié¢, on a :

Jw(cosbf; +sinb fi)e cos? 0Jvw(f;)er + sin? 0.Jv (fx)e1

+  cos 0 sin 0(W(617 fj)fk —+ W(el, fk)f])

= cos® 0Jw(f;)er + sin® 0w (fr)er

= (Acos® @ + psin®0)e;.
Ceci montre que e; est un vecteur propre de Jw(cos 0 f; +sin 0 f;) associé a la valeur propre
A cos? 0+ pusin? @ ; mais, puisque les valeurs propres sont constantes, nécessairement A = /.
En repétant la méme procédure, nous montrons que toutes les valeurs propres de Jy(e;)
associées a des vecteurs propres f; dans Tf M sont égales.

On montre qu’en effet, toutes les valeurs propres de Jy(e1) sont égales. Soit X € TfM
un vecteur unité tel que Jw(e1)X = vX et Jw(f1)X = AX. Alors

Jw(cosbe, + sinff)X = cos’0Jw(e)) X + sin*0w(f1)X
+ coslsind(W(X, e1) f1 + W(X, f1)er)
= cos’0Jg(e1) X + sin*0Jr(f1)X
= (cos*Ov + sin*O\)e;.

et nécessairement A = v. Puisque la trace de Jy(-) est nulle, nous concluons que toutes les
valeurs propres de Jy/(+) sont nulles et ainsi donc le tenseur de Weyl est nul. ]
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Théoréme 4.3.1. Une variété riemannienne conformément d’Osserman décomposable est
localement conformément plate.

Démonstration. C’est une conséquence du Lemme 4.3.1 O

Variétés lorentziennes conforméments d’Osserman décomposable

Nous rappelons que le produit de deux variétés lorentziennes n’est pas lorentzienne.
Donc ici, nous supposerons que (B, gg) est une variété lorentzienne et (F, gg) une variété
riemannienne.

Corollaire 4.3.1. Une variété lorentzienne conformément d’Osserman décomposable est

localement conformément plate.

Démonstration. C’est une conséquence des résultats des articles [8, 15], ou il est montré
que toute variété lorentzienne conformément d’Osserman est localement conformément
plate. O]

4.3.2 Variétés d’Osserman décomposable

Définition 4.3.2. Une variété d’Osserman est dite décomposable si elle est isomorphe au
produit de deux variétés d’Osserman. Une variété d’Osserman est dite indécomposable si
elle n’est pas décomposable.

Dans cette sous-section, nous caractérisons les variétés d’Osserman de signature rie-
mannienne et lorentzienne décomposable. Plus précisement :
Variétés riemanniennes d’Osserman décomposable

Lemme 4.3.2. ( [46]) Soit (M, g) une variété riemannienne d’Oserman qui se décompose
en produit direct B x F. Alors (M, g) est une variété plate.

Démonstration. Soit (M, g) une variété d’Osserman localement réductible i.e., M = Bx F.
Soit X et Y deux vecteurs tangents de M tels que X € Bet Y € F . Alors Va,b € R, on
a:

tr{Jr(aX +0Y)} = pp|laX + bY||*. (4.2)

D’une part, le premier membre de I’égalité (4.2) donne :

tr{JE(aX 4+ bY)} = i {a®|| X ||** + b2%|| Y ||**]. (4.3)

D’autre part, le second membre de Iégalité (4.2) donne :

pillaX + BV (I = e a[| X 1* + 02| Y17}, (4.4)

Les membres de droite des égalités (4.3) et (4.4) sont incompatibles quand k& > 2. Donc,
'égalité (4.2) est vraie si et seulement si R = 0. O
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On déduit le résultat suivant :

Théoréme 4.3.2. Une variété d’Osserman décomposable est localement plate.

Variétés lorentziennes d’Osserman décomposable

Nous rappelons que le produit de deux variétés lorentziennes n’est pas lorentzienne.
Donc, nous supposerons que 'un des facteurs est une variété lorentzienne et 'autre facteur
est une variété riemannienne.

Corollaire 4.3.2. Soit (M,g) une variété lorentzienne d’Osserman qui se décompose

comme un produit direct B x F. Alors (M, g) est a courbure sectionnelle constante.

Démonstration. C’est une conséquence des résultats des articles |9, 37], ou il est montré
que toute variété lorentzienne d’Osserman est a courbure sectionnelle constante. O
Variétés pseudo-riemanniennes d’Osserman décomposable

En géomeétrie pseudo-riemannienne, nous exprimons la condition d’Osserman en termes
des valeurs propres du polyndéme caractéristique de I'opérateur de Jacobi. On a la relation
suivante :

Proposition 4.3.1. Soient (M = B x F,g) un produit direct pseudo-riemannien et p un
point de M. Soit X = (X1, Xs) € T,M ot X, désigne la projection sur TIFM de X el X5
désigne la projection sur TpFM de X. Alors le polynome caractéristique de 'opérateur de
Jacobi sur M est donné par :

PA[Jx(X)] = PalJgs (X1)] - Pa[Jar(X2)].

Démonstration. Soit p un point de M. Un vecteur X € T,M peut s’écrire comme X =
X1+ Xy, avec Xy € TPM et X, € TV M. Le polynome caractéristique de I'opéateur de
Jacobi est défini par

Pu[Jx(X)] = det(Jn(X) = A,y),

ou dim B = r et dim F' = s. La matrice associée a Jx(X) = Jx(X; + X3) est donnée par :

Jr(X71) 0
JR(X)() = Ja (X1 + X5)(-) =

De méme, la matrice I, ;¢ est donnée

[r+s =
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Nous obtenons

Jn(X1) — M, 0
PJR(X)] = det :
0 Jx(Xa) — A,

= det(Jx(X1) — ML) det(Jn(Xs) — AL).

Ainsi

PA[Jx(X)] = det(Jgs (X1) — AL )det (Jgr (X2) — ML)

]

4.4 Conditions d’Osserman et conformément d’Osser-
man sur une variété produit tordu

4.4.1 Variétés produits tordus conforméments d’Osserman

Définition 4.4.1. Une variété produit tordu conformément d’Osserman est une variété
produit tordu qui satisfait la condition conformément d’Osserman.

Dans cette sous-section, nous caractérisons les varié¢tés produits tordus de signature
riemannienne et lorentzienne qui satisfont la condition conformément d’Osserman.

Variétés riemanniennes produits tordus conforméments d’Osserman

Théoréme 4.4.1. ( [23]) Un produit tordu riemannien B Xy F' est conformément d’Os-
serman si et seulement st B X ¢ F' est localement conformément plat.

Démonstration. D’une part, nous savons qu’une métrique produit tordu est dans la classe
conforme d’une métrique produit direct. D’autre part, la condition conformément d’Osser-
man est un invariant conforme. Enfin, on déduit le résultat a partir du Lemme 4.3.1. [

Variétés lorentziennes produits tordus conforméments d’Osserman

Corollaire 4.4.1. Une variété lorentzienne produit tordu B Xy F' conformément d’Osser-
man est localement conformément plat.

Démonstration. C’est une conséquence des résultats des articles [8, 15], ou il est montré
que toute variété lorentzienne conformément d’Osserman est localement conformément
plate. ]
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Un espace-temps de Robertson-Walker est un espace-temps (I X F, g) tel que
(I xg F,g) = (I x F,—dt* + f(t)gr),

otl I est un intervalle de la droite réelle, f : I — R et gr est une métrique riemannienne a
courbure constante sur la 3-variété F'.

Exemple 4.4.1. Les espaces temps de Robertson-Walker sont des exemples de variétés
lorentziennes produits tordus conformément d’Osserman.

En relativité générale, les espaces temps de Robertson-Walker sont les solutions de
I’équation d’Einstein qui modélisent la forme globale de I'univers, en négligeant les irrégula-
rités locales de la distribution de la matiére. Ces solutions ont une importance considérable
en astrophysique : ils sont a l'origine de la théorie prédisant I'existence du Big Bang, c’est
grace a eux qu’on estime 1’age de 1'univers.

4.4.2 Variétés produits tordus d’Osserman

Définition 4.4.2. Une variété produit tordu d’Osserman est une variété produit tordu qui
satisfait la condition d’Osserman.

Dans cette sous-section, nous caractérisons les variétés produits tordus de signature
riemannienne et lorentzienne qui satisfont la condition d’Osserman. Plus précisement :

Variétés riemanniennes produits tordus d’Osserman

Théoréme 4.4.2. Un produit tordu riemannien B X ¢ F' est d’Osserman si et seulement
st B x¢ I est de courbure sectionnelle constante.

Démonstration. Supposons que B X; I est d’Osserman. Alors B X F' est d’Einstein et
conformément d’Osserman. A partir du Théoréme 4.4.1, un produit tordu conformément
d’Osserman est localement conformément plat. Puisque B X s I est d’Einstein et localement
conformément plat, alors il est & courbure sectionnelle constante. O

Corollaire 4.4.2. Les espaces CP™,QP™, OP™, CH™ QH™,OP™ ne peuvent pas se dé-
composer comme un produit tordu.
Variétés lorentziennes produits tordus d’Osserman

Corollaire 4.4.3. Une variété lorentzienne produit tordu BX ;F d’Osserman est a courbure
sectionnelle constante.

Démonstration. C’est une conséquence des résultats des articles [9, 37], ou il est montré
que toute variété lorentzienne d’Osserman est a courbure sectionnelle constante. O
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4.5 Conditions d’Osserman et conformément d’Osser-
man sur une variété produit doublement tordu

4.5.1 Produits doublement tordus conforméments d’Osserman

Définition 4.5.1. Une variété produit doublement tordu conformément d’Osserman est
une variété produit doublement tordu qui satisfait la condition conformément d’Osserman.

Dans cette sous-section, nous caractérisons les variétés produits doublement tordus de
signatures riemannienne et lorentzienne qui satisfont la condition conformément d’Osser-
man.

Variétés riemanniennes produits doublement tordus conforméments d’Osser-
man

Une variété produit doublement tordu (M, g) = (By %, F, f2gp + b*gr) est dite variété
riemannienne produit doublement tordu si et seulement si (B, gg) et (F, gr) sont toutes
deux riemanniennes.

Théoréme 4.5.1. ( [30]) Toute variété riemannienne produit doublement tordu By x; F
conformément d’Osserman est localement conformément plate.

Démonstration. Soit By X, F' un produit doublement tordu. D’une part, on sait que By x;, I
est dans la classe conforme d’un produit direct. D’autre part, la structure conformément
d’Osserman est un invariant conforme. Ainsi g est conformément d’Osserman si et seule-

ment si g = (;%293) + (#gF> est conformément d’Osserman. Or, g est un produit direct.

Alors nous utilisons le résultat du Lemme 4.3.1 pour conclure. Ce qui achéve la demons-
tration. ]

Variétés lorentziennes produits doublement tordus conforméments d’Osserman

Une variété produit doublement tordu (M,g) = (By X, F, f2gp + b?gr) est dite va-
riété lorentzienne produit doublement tordu si 'un des facteurs est lorentzien et 'autre
riemannien.

Corollaire 4.5.1. ([30]) Une variété lorentzienne produit doublement tordu BX ¢ F' confor-
mément d’Osserman est localement conformément plate.

Démonstration. On utilise le fait que toute métrique produit doublement tordu est dans
la classe conforme d’une métrique produit directe et les résultats des articles |8, 15],
ou il est montré que toute variété lorentzienne conformément d’Osserman est localement
conformément plate. O
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4.5.2 Variétés produits doublement tordus d’Osserman

Définition 4.5.2. Une variété produit doublement tordu d’Osserman est une variété pro-
duit doublement tordu qui satisfait la condition d’Osserman.

Dans cette sous-section, nous caractérisons les variétés produits doublement tordus
de signatures riemannienne et lorentzienne qui satisfont la condition d’Osserman. Plus
précisement :

Variétés riemanniennes produits doublement tordus d’Osserman

Théoréme 4.5.2. ( [30]) Toute variété riemannienne produit doublement tordu By x; F
d’Osserman est a courbure sectionnelle constante.

Démonstration. Supposons que By x;, F' est d’Osserman. Alors By x; I’ est d’Einstein et
conformément d’Osserman. A partir du Théoréme 4.4.1, un produit doublement tordu
conformément d’Osserman est localement conformément plate. Ainsi By x;, F' est d’Einstein
et localement conformément plat, alors il est & courbure sectionnelle constante. O

Corollaire 4.5.2. Un espace homogéne doublement transitif qui se décompose comme un
produit doublement tordu est de courbure sectionnelle constante.

Corollaire 4.5.3. Les espaces CP™,QP™, OP™ CH™,QH™, OP™ ne peuvent pas se dé-
composer comme un produit doublement tordu.

Démonstration. Ces espaces sont des variétés d’Osserman dont la courbure sectionnelle
n’est pas constante. O

Variétés lorentziennes produits doublement tordus d’Osserman

Corollaire 4.5.4. ( [30]) Une variété lorentzienne produit doublement tordu B x ¢ F' d’Os-
serman est a courbure sectionnelle constante.

Démonstration. C’est une conséquence des résultats des articles [9, 37], ou il est montré
que toute variété lorentzienne d’Osserman est a courbure sectionnelle constante. O
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Condition d’Osserman en géométrie
affine

Contribution a l’étude des variétés d’Osserman, conformément d’Osserman et affines d’Osserman DIALLO ©@URMPM /IMSP 2011



CHAPITRE CINQ

CONDITION D’OSSERMAN EN GEOMETRIE
AFFINE

Sommaire
5.1 Introduction . ... ... ... it 60
5.2 Variétés affines d’Osserman . . . . .. ... ... ........ 61
5.3 Surfaces affines d’Osserman . . . . .. ... ... ........ 63
5.4 Variétés affines d’Osserman de dimension 3 . . . . .. ... .. 71
5.5 Meétriques d’Osserman sur le fibré cotangent . . . . ... ... 76

5.1 Introduction

Les variétés d’Osserman ont surtout été étudiées dans le cadre de la géométrie pseudo-
riemannienne, c¢’est-a-dire dans un cadre métrique. Une version affine a été introduite par
Garcia-Rio, Kupeli, Vazquez-Abal et Vazquez-Lorenzo dans [38]. Tls ont montré que si
une connexion affine est d’Osserman, alors le tenseur de Ricci de la connexion est anti-
symétrique. Ils ont utilisé les connexions affines d’Osserman pour contruire des métriques
d’Osserman de signature (2,2) sur le fibré cotangent de la variété affine a partir de la
construction : eztension riemannienne.

Les variétés affines d’Osserman se placent & un point de confluence de deux théories : la
géométrie affine et la géométrie pseudo-riemannienne ; ce qui, en soit, confére un certains
intérét.

Le chapitre est divisé en cinq sections. Dans la section 5.2, nous rappelons la défini-
tion des variétés affines d’Osserman et les premiers résultats concernant ’étude de cette
classe de variétés. Nous montrons que la propriété affine d’Osserman est preservée par le
produit de variétés. Dans la section 5.3, nous donnons un théoréme de description locale
des surfaces affines d’Osserman et des exemples sont donnés. Nous obtenons une équiva-
lence entre la notion de connexion affine d’Osserman et ’antisymétrie du tenseur de Ricci
d’une connexion affine. Nous prouvons que toute connexion affine d’Osserman localement
symétrique est de courbure de Ricci nulle et toute connexion affine d’Osserman localement
non symétrique est de courbure de Ricci antisymétrique. La section 5.4 est consacrée a une
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étude d’une famille de variétés affines d’Osserman de dimension 3. Comme application des
variétés affines d’Osserman, des métriques d’Osserman de signature (3, 3) sont construites
sur le fibré cotangent de la variété affine; c’est 'object de la section 5.5. Ces travaux ont
conduit a la publication de deux articles |31, 32].

5.2 Variétés affines d’Osserman

Soit M une variété de dimension m munie d’une connexion V. Soit RV I'opérateur de
courbure induit par V. Soit X un vecteur de 'espace tangent 7,M en un point p de M.
L’opérateur de Jacobi affine en p est 'endomorphisme Jyv(X) de T,M défini par

Jxw (X)Y = RYV(Y, X)X, (5.1)
pour tout Y dans T,M.

Définition 5.2.1. Soit M une variété de dimension m munie d’une connexion V. Alors
(M, V) est dite affine d’Osserman en p € M si le polyndome caractéristique de Uopérateur
de Jacobi affine en p est indépendant du choizx de X dans T,M. De méme, la variété (M, V)
est dite affine d’Osserman si (M,V) est affine d’Osserman en chaque point p € M.

Théoréme 5.2.1. ([38]) Soit M une variété de dimension m munie d’une connexion V.
Alors (M, V) est affine d’Osserman en p € M si et seulement si le polyndéme caractéristique
de Uopérateur de Jacobi affine Jyv(X) est donné par

Py (X)] = A", (5.2)
pour tout X € T,M.

Démonstration. Si Py\[Jgv(X)] = A™, alors de fagon évidente (M, V) est affine d’Osserman.
Montrons 'inverse : soit X € T,M, le polynéme caractéristique de l'opérateur de Jacobi
affine Jgv(X) est donné par :

P)\[JfRV (X)] =\" + &mfl)\m_l + 4 ap; (53)

o a1 = —tr{Jgv(X)} et ag = det{Jgv(X)}. Alors pour ¢ € R*, le polynome caractéris-
tique de 'opérateur de Jacobi affine Jgv(cX) est donné par

Py[Jzv (cX)] = X" + P A"+ - 4 ™ ag. (5.4)

Par définition (M, V) est affine d’Osserman si et seulement si :

P\[Jxv (X)] = Py[Jxv (cX)].

Puisque ¢ # 0, il vient que :

O
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Corollaire 5.2.1. Si (M,V) est une variété affine d’Osserman, alors le spectre de [’'opé-
rateur de Jacobi affine noté Spec{Jgv(X)} a pour valeur propre zéro, c¢’est-a-dire que

Spec{Jgv(X)} = {0}.

Corollaire 5.2.2. Si (M, V) est une variété affine d’Osserman, alors son tenseur de Ricci
est antisymétrique.

Démonstration. Par définition on a :
Ay = —tr{Jgv(X)} = Ric(X, X). (5.5)

Il vient du Théoréme 5.2.1 que si (M, V) est affine d’Osserman en p € M, alors

Ric(X,X) =0, (5.6)

pour tout X € T,M. Remplacons X par Y + Z dans (5.6) ; on obtient :

RicY +Z2,Y+Z) = 0
Ric(Y,Z) + Ric(Z,)Y) = 0

d’oun

Ric(Y,Z) = —Ric(Z,Y).
m
Remarque 5.2.1. Contrairement auz variétés riemanniennes d’Osserman, les notions de

variétés affine d’Osserman en un point, affine d’Osserman point par point et globalement
affine d’Osserman sont équivalentes.

Théoréme 5.2.2. [32] Soit (M, V1) une variété affine d’Osserman en py € M, et soit
(Ms, V3) une variété affine d’Osserman en py € My. Alors le produit direct (My x My, V1@
Vs) est affine d’Osserman en p = (p1,p2)-

Démonstration. Supposons que (M, V1) est affine d’Osserman en p; € M et (My, V3) est
affine d’Osserman en p, € M. Soit X = (X1, X2) € Ty, po) (M1 x M), alors

Jgv (X) = Jgvi (X1) & Jgva (X2).

Spec{Jzv(X)} = Spec{Jyv,(X1)} U Spec{Jgv,(X2)}
{0}.
O]
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5.3 Surfaces affines d’Osserman

5.3.1 Tenseurs de courbure de Riemann et de Ricci

Soit M une variété de dimension 2 munie d’une connexion V sans torsion donnée par

Vaﬁl = f111(u1,u2)31+f121(U17U2)a2;
Vo0y = flylur,ug)dr + fi(ur, ug)0s; (5.7)

V8282 = f212(u1,u2)81+f222(u1,uz)82;

ou (ug,us) est un systéme de coordonnées locales sur M, 0; = (0/0w;) (i = 1,2). Nous
noterons dans la suite les coefficients de la connexion par fi; (uy,us), f4 (ur, us), fis(ur,us),

f122(U17U2)7 f212(U17U2)7 f222(u1,u2) par f1117 f121: f112= f122a f2127 f222

Lemme 5.3.1. [31] Les composantes du tenseur de courbure de la connexion (5.7) sont
données par

fRV(ﬁl, 82)81 == a81 + bag;
va(al, 82)82 = 681 + d82,

o

a = alf112_a2f111+f112f122_f121f2127
b = Ofty—Oafti+ [afis + [iafia — ST — Fh S5,
c = alf212_82f112+f111f212+f112f222_f112f112_f122f2127
d = O1fyy— Oafiy + firfoo — fiafia

Soit (M, g) une variété affine. Une connexion affine est plate si le tenseur de courbure
RY s’annule sur M. 1l est connu dans la littérature que : le tenseur de courbure et le tenseur
de torsion d’une variété affine (M, V) s’annulent si et seulement si en chaque point il existe
un systeme de coordonnées locales tel que tous les coefficients de la connexion soient nuls.

En dimension 2, le tenseur de Ricci détermine le tenseur de courbure. On a :

RY(X,Y)Z = Ric¥ (Y, Z)X — Ric¥ (X, 2)Y.

On déduit la formule suivante :

RicY(0;,0,) = Y _ Ri;.
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Lemme 5.3.2. [31] Les composantes du tenseur de Ricci de la connexion (5.7) sont
données par

Ric¥(01,01) = Oaoffy — Ouffy + fia(fii — fio) + [ (3 — fia);
Rz’cv(al, &) = a2f122 - a1f222 + f112f122 - f121f2125
Ricv(ﬁg, o) = 31f112 - a2J0111 + f112f122 - f121f212§
Ricv(a2aa2) = Oify — Oafly + [y — f12) + Fia(f3s — fia).

Le tenseur de Ricci RicV d’une connexion V est antisymétrique si et seulement si :

Rz’cv(al, 01> = R?;Cv(ag, 82), Ricv(al, (92> + Rz’cv(82, 81) =0. (58)

Proposition 5.3.1. [31] Le tenseur de Ricci de la connezion (5.7) est antisymétrique si
et seulement si les fonctions fiy, f4, fia, [, fa0: foy satisfont :

Ooffy — Oufty + ol — fRo) + [ (f3 — fia) = 0
Orfyn = Oafiy + foo(flh — fi2) + fla(f22 — fia) = 0 (5.9)
OLfiy = Oafly — O1f3 + Oufty + 2(flsfTo — [iif2s) = 0.

Démonstration. Elle découle d’un calcul direct de (5.8). O

5.3.2 Connexions affines localement symétriques

Une variété affine (M, V) est dite localement symétrique si et seulement si, pour tout p
de M, il existe un voisinage U, de ce point stable par la symétrie géodésique o, au point
p et tel que la restriction de o, a 'ouvert U,, noté op|y,, soit une transformation affine
de (U, V). Une variété affine (M, V) est dite affine symétrique, si la symétrie géodésique
locale o, en p s’étend en une transformation affine de (M, V).

On a la condition d’intégrabilité suivante : (M,V) est localement symétrique si la
dérivée covariante de la courbure est nulle : VRV = 0.

Proposition 5.3.2. [31] La connezion V definie par (5.7) est localement symétrique si
et seulement si les fonctions fiy, f4, fias [t2, fa0: foy satisfont :

/

ova+ fla+ fib =
ob+ fAa+ fLb
dic+ flic+ flad
Od + fic+ fid
D20+ flya + farb
(9213 -+ f122a -+ f222b
Ooc + fiye + faod
Ood + e+ fad =

(5.10)

I
coococoocoooo
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Démonstration. Soit X = afd;, k =1,2,3,4, i = 1,2. La condition

VxRV (X3, X3) X, =0

est équivalente a :

va%aiiRv(Oé?ai, Oé?az)()é;laz = 07 i,j, ]{3 = 1, 2,

c’est a dire que

Va%@lfR (a 0;, O )0 + V 182CR (a?(’?j,aiﬁk)a?‘@ =0,7,kl=1,2

Aprés un long calcul, on trouve

Vo, R (81782) = [81a+f11a—|—f12 bloy + [alb+f11a+f12 b]0s,
Vo, R (81, D)0y = [8lc+fnc+f12 djoy + [0 d+f11c+f12 d|0a,
Va, v(ah D)0 = [02a+f12a+f22 blon + [0zb+f12a—|—f22 b]0s,
Vo, RV (01,00)02 = [0ac+ fiyc+ fand]Oy + [Oad + e+ [2,d]0s.

5.3.3 Connexions affines localement homogénes

Une connexion affine V sur une variété M est localement homogene si pour tous points
p et g de M, il existe des voisinages U de p et V de ¢ et une transformation affine f :
(U, Viy) = (V, Vv) tels que f(p) =

On a la caractérisation suivante :

Proposition 5.3.3. /9] Une connexion ¥V sur une variété M est localement homogéne
st et seulement si elle admet au voisinage de tout point p de M au moins deuxr champs de
vecteurs de Killing affines linéairement indépendants.

Nous rappelons qu’un champs de vecteur de Killing affine X est caractérisé par 1’équa-
tion suivante

(X, VyZ] = Vy[X,Z] = Vixy)Z =0, (5.11)
pour tous champs de vecteurs Y, Z (voir Proposition 2.2 chapitre VI de [47]).

Soit dans la base locale (01, 0,), le champs de vecteur X défini par :

X = F(ul,u2)81 + G(ul, u2)82.
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En utilisant (5.11) et les identités de bases de la torsion et des crochets de Lie, nous
montrons que le champs de vecteur X est un champs de vecteur de Killing affine si et
seulement si, il satisfait les six équations suivantes :

OF + [LOF + 01 [l F — [L0F + 0o f),G + 2f,0,G =

MG+ 2fH0F + (2fy — [1)0G — fL,0:G + 0 fLF + 0 f G =
O12F + (fly — [15)0oF + [3201G + [l20:G + 01 [l F + 0o f1,G =
012G + [0 F + [L02F + (f3, — [L)O1G + 01 [ F + 0o f1,G =
O b’ — f21281F + (2f112 - f222)82F + 2f21282G + 8IJCleF + 82f212G =
OnG + 2f15,00F — [301G + [35) 0G0 f3 F + 0y f5,G =

oo o o0 oo

5.3.4 Connexions affines d’Osserman

Lemme 5.3.3. Soit V une connexion sans torsion sur une surface 2. L’opérateur de Jacobi
affine Jgv(X) associé a V est nilpotent si et seulement si ¥V est antisymétrique.

Démonstration. Le polynéme caractéristique de 'opérateur de Jacobi affine est donné par :

Py[Jxv (X)] = A2 — tr{Jgv (X) I\ + det{Jzv (X)}.

Puisque

Jaw (X)X = RV(X, X)X =0,

nous pouvons conclure que

det{Jpw(X)} = 0.

Ainsi, Spect{Jgv(X)} = {0} si et seulement si

Ric(X, X) =tr{Jgv(X)} = 0.
On polarise cette identité pour montrer que le tenseur de Ricci est antisymétrique. O
Exemple 5.3.1. ( [39]) Considérons le plan R?* muni de la connezion définie par :
1
Vo, 0o = Vo, 01 = e"?u101; Vg, 02 = 56“%?81 + "2 u10s.

On a :
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fRV(al,@g)(?l = 6“281
Rv(ﬁl,@)(% = €u282.

Les composantes du tenseur de Ricci sont définies par :

Ric(0;,0y) = Z fR,mJ,

ol

RY (8, 0))0; _Zaz,da

Ainsi, on a :

Ric(01,05) = Zme 211 + :R 221 — :R211 = _:Rbl = —e™
Ric(02,01) = Z Risy = Ripp + Ripy = Ripy = €2

On remarque que

Ric(0y,0y) = —Ric(8y, 0y);

c’est a dire que le tenseur de Ricci de cette connexion V est antisymétrique. Ainsi, cette
connexion V est affine d’Osserman.

5.3.5 Description locale des connexions affines d’Osserman

Dans cette section, nous décrivons localement les connexions affines d’Osserman sur
une variété de dimension 2.

Lemme 5.3.4. [31] L’opérateur de Jacobi affine est donné par

JfRV (X)al - A81 -+ Baz, JfRV (X)ag == C’@l + Dag,
ou
= a10sa + agc;

= ajagb+ a%d;

—oz%a — (X1 (9C;

S QW
I

= —a%b — aqaiad;
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Démonstration. Les composantes de 'opérateur de courbure affine sont données par

iRV(@l, 62)81 = a@l -+ 682,
fRV(al, 82)82 = 081 + dag

Soit X = Z?:l a;0; un champ de vecteur sur M ; alors 'opérateur de Jacobi affine Jyv (X)
est donné par

JgRV (X) = O./%:Rv(-, 81)81 + alangv(-, 81)82 + Oélozngv(', 82)81 + Of%va<', 82)82.

En appliquant I'opérateur de Jacobi affine aux vecteurs {0y, 02}, on obtient le résultat. [

Théoréme 5.3.1. [31] Soit R* muni de la connexion ¥V définie par (5.7) . Alors V
est affine d’Osserman si el seulement si les fonctions fli, [, fias [ faa, [y satisfont le
systeme suivant :

alf112 - a2f111 - 81J0222 + 32f122 + 2f112f122 - 2f121f212 = 0
f111f212+f112f222_f112f112_f122f212+61f212_82f112 = 0
fafle + fofts = flifio — fiifos — O ffa —Ouffy = 0.

Démonstration. La matrice associée a Jypv(X) par rapport a la base {0;,0,} est donnée
par

)= 5 5

A partir de I'expression de la matrice de Jypv(X), le polynome caractéristique est donné
par

P\[Jgv (X)] = A = A(A+ D) + (AD — BO).

Par le Corollaire 5.2.1 (M, V) est affine d’Osserman si et seulement si Spec{ Jgv(X)} = {0}.
Ainsi on a :

A+D = 0
AD - BC =

Puisque Jgv (X)X = 0, la condition d’Osserman se réduit a

A+ D = ajay(a —d) + a3b — ale.

Ceci achéve la preuve. O
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Corollaire 5.3.1. ( [40]) Soit la connezion affine V sur R? donnée par

Vo 01 = flll(ulaUZ)al;

Vo,00 = [5(u1,u2)0s.

Alors, V est affine d’Osserman si et seulement si les fonctions fiy, f2, sont solution de
l’équation au dérivée partielle suivant :

a2JL1111 + 81f222 =0.

Corollaire 5.3.2. Soit la connezion affine V sur R? donnée par
Va,or =0, Vo0 = fiy(ur,u2)ds, Vi,00 = fo(ur, uz)0.

Alors V est affine d’Osserman si et seulement si les fonctions fi, et fs, ont la forme
susvante :

fia(ug, ug) = uil’ et fa(ur,u) = f(uz).

Exemple 5.3.2. La connezion affine V définie sur R? par
1
V{)lal - 0, Val(% = —82, V326’2 = 6“282 (512)
Uy

est affine d’Osserman.

Corollaire 5.3.3. Soit la connezion affine V sur R? donnée par
Vo,01 = fly(u1,u2)0 + [y (u1,u2)02 V0, =0, Va,05 =0.

Alors, V est affine d’Osserman si et seulement si les fonctions fi, et fZ ont la forme
sugvante :

f111(U1,u2) = f(Ul) etf121(U17U2) = f(ul)‘

Exemple 5.3.3. La connezion V définie sur R? par
Vo,01 = w101 + U0y, Vg 0y =0, Vp,05 =0; (5.13)

est affine Osserman.
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Corollaire 5.3.4. Soit la connezion affine V sur R? donnée par
Valal = 07 V8182 == f112(u17 UQ)al + f122(u17u2)827 vazaQ - 0

Alors, V est affine d’Osserman si et seulement si les fonctions fly, f3, satisfont le systéme
suivant :

81f122 + f122f122 = 0;
82fll2 + f112f112 = 0
81f112 + (92f122 + 2f112f122 = 0.

Exemple 5.3.4. Considérons le plan R2.
— La connezion suivante sur R? est affine d’Osserman.

1
Vaﬁl - O, ValaQ = —82, V3282 == 0 (514)
51
— La connexion suivante sur R? est affine d’Osserman.

1
Vodi =0, Vady=—0, Vodh=0, (5.15)

2

Corollaire 5.3.5. Soit la connexion affine V sur R? donnée par
Vo, 01 =0, Vp,00 =0, Vp,0p= f212(U17U2)(91 + f222(U1,U2)82-

) . . . 1 2 .
Alors, V est affine d’Osserman si et seulement si les fonctions fay, fo ont la forme sui-
vante :

f212(u17u2) = f(uQ)v et f222<u17u2) = f(u2)

Exemple 5.3.5. La connezion V sur R? définie par
v(ala1 = 0, Valag = 0, V3282 = u%@l — UQaQ; (516)

est affine d’Osserman.

5.3.6 Connexions affines d’Osserman localement symétriques

Théoréme 5.3.2. [31] Soit (M, V) une variété affine d’Osserman de dimension 2. Si la
connexion V est localement symétrique, alors le tenseur de Ricci de V est nul.

Exemple 5.3.6. Soit la connexion affine V définie sur R? par

Vaﬁl = 0, V3182 = uQﬁl, V3282 = u1(1 + u%)@l (517)

Un long calcul montre que cette connexion est affine d’Osserman et localement symétrique.
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5.3.7 Connexions affines d’Osserman non symétrique

Théoréme 5.3.3. [31] Soit (M,V) une variété affine d’Osserman de dimension 2. Si
laconnexion YV est non symétrique, alors le tenseur de Ricci de V est antisymétrique.

Exemple 5.3.7. La connezion V sur R? définie par :

V81 81 = 0,
Vg 02 = Vp,01 = e"u0s;
1
Vo, 0h = §€UQ“?31 + e"2u10s;

est une connexion affine d’Osserman non symétrique.

5.4 Variétés affines d’Osserman de dimension 3

5.4.1 Sur une famille de connexions affines d’Osserman

Il n’existe pas de description compléte des connexions affines d’Osserman sur une variété
affine de dimension 3. Dans cette section, nous donnons une description locale d’une famille
de connexions affines d’Osserman.

Soit M une variété de dimension 3 munie de la connexion V sans torsion donnée par

Vo, o = fi(u, uz,uz)0i;
Vo,0p = folur, uz, uz)0s; (5.18)

Vo 05 = fs(ur,us, u3)0s.

Lemme 5.4.1. [32] Les composantes du tenseur de courbure de la connexion (5.18) sont
données par

RY(01,0,)0 = —0af104,

RY(01,0,)0; = 01 foh,

RY(01,05)05 = —[0af3+ fofs]Os,
RY(01,05)01 = —05f101 + [01fs — f1]3]0s,
RY(01,05)05 = —0sf30s,

RY(02,05)01 = [0ofs + f2fs]0n,
RY(0,05)00 = —05f20s.
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Lemme 5.4.2. [32] L’opérateur de Jacobi affine associé a la connexion (5.18) est donné
par

Jpv(X)01 = 101 + b10y;

(]ggv (X)ag = agal + b282;

JRV (X)ag = Ggal + b3(92,

avec

ap = —a1ap0yfi — ayas0sfi,

ay = 04352f1,

as = Oé%&afh

by = a30fa — avas(Oafs + fofs) + aras(Oifs — fifs) — a30sfs,
by = —a1a01fo +20103(02f3 + fofs) — awazdsfo,

by = —ai(01fs — fifs) + cnasOsfs — araa(Oafs + fofs) + asasfa.

Lemme 5.4.3. [32] La connexion V définie par (5.18) est affine Osserman si et seulement
st les coefficients de la connexion V sont solution du systéeme suivant :

((O5fo=0, 02f10sf1 = 0,
0o f103f2 =0,  0O3f10sf2 =
O1fa+ O fa =
02 f1(01f3 — f1f3)
2(02f3 + fafs) — O f1 =

| (O2f1 +203f1)(02f3 + fofs) — O1fa0sf1 =

(5.19)

cCooo o

Démonstration. La matrice associée a l'opérateur de Jacobi affine Jgv(X) par rapport a
la base {0y, 02,03} est donnée par :

a; Qaz asg
(Jev (X)) = 1| by by b
0 0 0

Il vient que le polynéme caractéristique est donné par :

P)\[ng (X)] = —)\3 + )\2(a1 + b2) + )\(agbl — albz).

Par le Corollaire 5.2.1, (M, V) est affine Osserman si et seulement si

aq + bg == 0,
(lgbl - a162 = 0.
Le systeme 5.19 dérive du systéme précédant. O
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Théoréme 5.4.1. [32] Soit R® muni de la connexion ¥V définie par (5.18). Alors (R?, V)
est affine Osserman si et seulement si

fi(ur, ug,uz) = A(ug, up);
f2<u17u27u3) - B(u17u2);

fs(ur, ug,ug) = k(ug)eCr2);
ot k est une fonction et A, B et C' satisfont :

82A + 313 =0 ou 820 =—B et 810 = A.

Démonstration. A partir du systéme (5.19), on a d5f, = 0. Alors :

fo = folur, ug, uz) = Bluy, ug). (5.20)

Nous avons aussi que 0 f105f; = 0. Alors :

82f1 =0 ou 83]”1 =0.

Supposons que Oy f1 =0 et 03f; # 0. Alors on a :

fi = filur, ug, uz) = Aur, us). (5.21)

En insérant la fonction f; dans 'équation 0 fo + 0o f1 = 0 du systéme (5.19), on obtient :

fa = fo(ur, ug, us) = B(uy, us) = B(uz). (5.22)

Par ailleurs, les deux derniéres équations du systéme (5.19) se réduisent a :

{ 2(02fs + fofs) = O3h, (5.23)
205f1(02f3 + fofs) = 0.
Ce qui est absurde. Alors
dsf1 = 0.
Pour 05f; =0 et Oof; #0, 0on a :
fi = filur, ug,uz) = A(ug, ug). (5.24)
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et

2(02f3 + fafs) = 0,
D f1(02fs + fofs) = 0, (5.25)
Oaf1(O1fs — fifs) = 0.

Le systéme (5.25) induit :

fs = fs(ur, uz, uz) = k(ug)e”™); (5.26)

ol 820(ul,u2) = —B(ul, U2)7 610(1“, Ug) = A(U17 UQ) et 81B + 82A = 0. ]

5.4.2 Exemples de connexions affines d’Osserman

Exemple 5.4.1. [32] Soit la connexion ¥V définie par

Vaﬁl = u281; V3282 = —Ulag; Vaﬁg = €(u1u2)82. (527)

Les composantes de ['opérateur de courbure de V sont données par

:Rv(ala a2)81 = _817
RY(D1,0,)0 = —0s.

La matrice associée a lopérateur de Jacobi affine Jgv (X) par rapport a la base {0y, 0,05}
est donnée par :

—ajay Al 0
Jpw(X)=| —a  aay 0
0 0 0

1l vient que le polynéme caractéristique est donné par :

Py[Jav (X)] = =%

et par conséquent, V est affine Osserman.

Exemple 5.4.2. [32] Soit la connexion V définie par

1 2
Valal = Uﬂtzal; Va282 = —§uf82; Valag = 6(%u1u2)82. (528)
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Les composantes de l’opérateur de courbure de V sont données par

Rv(81,82)81 = —u0y;
Rv(al,ag)ag = —u132.

La matrice associée a Uopérateur de Jacobi affine Jgv (X) par rapport a la base {0y, 0,05}
est donnée par :

—Q il ozful 0
ngv (X) = —O./%Ul 10Uy 0
0 0 0

Il vient que le polynome caractéristique est donné par :

Py[Jgw (X)] = =A%

et par conséquent, V est affine Osserman.

Exemple 5.4.3. [38] Soit R® munie de la connexion V définie par

1 1,2
Valal = 581; V8282 = —U0y; v(‘)183 = €(u1+§u2)82. (529)

La seule composante non nulle du tenseur de courbure est donnée par

1
fRV(01,83)81 — EG(UH_%UE)@Q'

Ona :
Jva(X)al _ 04120436(ul+%u§);
JgRV (X)az = O;
042 1,2
Jgv(X)05 = —?le(uﬁi%).

La matrice de Jgv (X) par rapport & la base {01, 02,03} est donnée par

0 0 0
(J(RV(X)) = F2 103 0 —Oé% 3
0 0 0
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ou F = %e(“ﬁ%“%). Il vient, de Uexpression de Jgv(X), que le polynéme caractéristique
vérifie
-A 0 0
Py[Jzv (X)] = det(Jgv (X) — A3) = F?| ajaz —A —a? | = =\ F?2
0 0 =X

Ainsi toutes les valeurs propres sont nulles. Ceci prouve que (M, V) est affine d’Osserman.
La symélrie locale est équivalente a :

Vx,RY(X;, Xp)X; =0, avec 1,7,k 1=1,2,3.

On obtient l’expression suivante :

Vi, RV (X1, X3) X1 + Vi, RY (X3, X)) X1 + Vi, RV (X1, X3) X1 + Vi, RV (X5, X)X, = 0.

Pour X; = ;0;, aveci =1,2,3; on a :

O = Valalﬂ%v(oqal, 06383>041(91 + Valalva(Oégag, &181)0&181
-+ VQQaQRV(cn@l, 06383)@181 + Va282:RV(04383, 04181)06181.

Ce qui implique,

0 = Oé?OégValva(al, 83)81 + Oé?OégValva(ag, 81)81
+ Q%CYQOngaQ:RV(al, 83)(91 + OZ%O[QOQVQQRV((‘%, 81)81.

5.5 Meétriques d’Osserman sur le fibré cotangent

5.5.1 Extension riemannienne

Soit, T*M le fibré cotangent d'une variété M de dimension m et soit la projection
w:T*M — M. T*M a une structure de variété différentiable induite par celle de M. Un
point £ du fibré cotangent est représenté par une paire (p,w), ot p = () est un point
de M et w est une 1-forme sur 7,M. Toute carte locale (U, u;,¢ = 1,---,m) induit une
carte locale (7Y (U),u;,uy) (i = 1,--- ,m,i’ =i+ m). Pour tout £ € 7~ 1(U), les u; sont
des coordonnées de m(p) dans la carte locale (U,u;,i = 1,--- ,;m) de M, et les u; sont
les composantes vectorielles de w dans la base (du;,- -, du,,) de T;(p)M, c’est-a-dire que

w= " updu.

A tout champ de vecteur X € C(T'M) sur M, on associe une fonction ¢ : T*M — R
définie par :

(X)) (p,w) = w(Xp).
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Pour X = X'Q,,, on a :

L(X)(UZ, u,-/) = UZ/XZ
Le résultat suivant caractérise les champs de vecteurs sur N := T*M.

Proposition 5.5.1. Soient Y, Z € C™(T(T*M)) des champs de vecteurs lisses sur T*M.
Alors Y = Z si et seulement si Y (LX) = Z(1X) pour tout champ de vecteurs lisses X €
C®(TM).

Le relévement complet X du champ de vecteurs X € C°(TM) sur M est caractérisé

par l'indentité
XC(Z) =X, Z], pourtout Z €& C®(TM).

A tout endomorphisme du fibré tangent S € C*(End(T'M)), on associe une 1-forme

LS € C(T*(T*M)) caractérisée par 'indentité
L(S) (X)) = 1(SX).

Définition 5.5.1. Soit (M, V) une variété affine. L’extension riemannienne g est la mé-
trique pseudo-riemannienne g sur N := T*M de signature (m, m) caractérisée par l'identité

g(XO YY) = —(VxY + VyX). (5.30)

Soit Vy,0; =T fj@k les coeflicients de la connexion affine V. Alors :

La représentation matricielle de la métrique g est donnée par la matrice :

N\ 9ij I .

D=(75) (5.31)
ou [ est la matrice unité m x m; g;; = —2uk/F§j et k' = k + m. L’extension riemannienne
a été introduite par Patterson et Walker dans ( |63]). Cette technique permet de définir

une métrique pseudo-riemannienne sur le fibré cotangent d’une variété affine (M, V). Voir
( [68]) pour plus de détails sur 'extension riemannienne.

Soit, ¢ € €°(S?(T*M)) un (0, 2) tenseur symétrique sur M et soit T, S € C°(End(TM)).
L’extension riemannienne généralisée est la métrique pseudo-riemannienne sur 7% M de si-
gnature neutre (m,m) définie par :

Gor.s :=tToLS+g+7"¢. (5.32)

Lorsque T'= S = 0, on obtient la métrique pseudo-riemannienne sur 7*M de signature
neutre (m,m) suivante :

Jo =g+ (5.33)

appelée extension riemannienne twistée. (Voir ( [18]) pour plus de détails sur 'extension
riemannienne généralisée et twistée.)
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5.5.2 Extension riemannienne d’une variété affine d’Osserman

Théoréme 5.5.1. (/38]) Pour tout vecteur X = ;0 + ay@y sur T*M, Uopérateur de
Jacobi Jx(X) par rapport a la base {0;, 0y} est de la forme

[Jx(X)] 0

" (X)), | (5:34)

Ja(X) =
ot [Jx(X)] est la matrice de l'opérateur de Jacobi affine par rapport a un vecteur X = «;0;
sur M.

Théoréme 5.5.2. ([38]) L’extension riemannienne (T*M, gv) est d’Osserman si et seule-
ment si (M, V) est affine d’Osserman.

5.5.3 Exemples de métriques d’Osserman de signature (3, 3)

Soit (M, V) une variété affine de dimension 3. Soit (uj,us,uz) un systéme de co-
ordonnées locales sur M. Soit Ffj les coefficients de la connexion affine V définis par
Va,0; =>4 Ffj@k pour i, j, k = 1,2, 3. Soit w = ugduy +usdus +ugdus € T*M : (uy, us, ug).
L’extension riemannienne est la métrique pseudo-riemannienne g de signature (3, 3) définie
sur le fibré cotangent 7% M par :

S
&

&
~—

9(02,05) = g(03, 0s) = 1,
= —2uul'}; — 2usl3, — 2uely,,
= —2uyl'}, — 2usl%, — 2uel3,,
= —2uyl]; — 2usl3y — 2uelss,
= —2uyly — 2usl5, — 2ugls,,
= —2uyly; — 2usT5, — 2ugls,,

= —2uyl3; — 2usl3; — 2uglss.

SPEEeR
PP

Q@
®

Exemple 1

L’extension riemannienne de la connexion affine d’Osserman (5.29) est donnée par

—Uy 0 —Quzetii 1 0 0
0 2upuz 0 010
§— —2uzeta4d 0 00 1 (5.35)
1 0 0 00 0
0 1 0 000
0 0 1 000

Les symboles de Christoffel non nuls de g, T, = 3 37 §"{8;gu+0;5;1— 01g;;} sont donnés
par :
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_ 1 _ 1 _ 12
1 4 6 _ ur+iu
I'yy=5, Ihi=zuw, I7= —uzera),
2 2
1,2 - 1.2 — 1.2
[y = —uguset 729, Ty = et2) - T = —upuzel 22,
_ 1 _ 12 _ _
4 6 ul+5u 2 5 _ 2
'y = o s = —elmta), [%y = —uy, Ty = us(1+2uy),
4 u +lu2 5 m4 U +lu2
T3, = —uguze™ 2% T5. = wuy, Tag= —eltzu2),

Les dérivées covariantes non nulles de (Vy,9; = I'¥;0;,) sont données par :

1 1

Vo, 01 = 581 + §u484 — e t2u3) gy,
Vody = —uguze™+29)0g,

Vo, 05 = e+398, — uyuge 3480y,
Vodh = — 30

Vo,0s = —elmt2)gg,

Vo,00 = —ug0s + us(1 4 2u3)0s,
Vads = —uguze™+399,,

Vo, 05 = uy0s,

V05 = —eltaud)y,.

Les composantes de I'opérateur de courbure R(8;,0;) = Vo, Vo, — Vo, Vo, sont données
par :

= 1

R(ah 82)5.1 - 5U2U5€(u1+%u%)86’

R 1 (u1+Liu2)

3(81,32)83 = _§U2U5€ 12429,

— 1 (u +1u2) 1 (u +lu2)
3%(01,83)81 = 56 17242 9y — §u2u5e 1t+5uj3 85,
= 1

:R(81783)a2 - _§U2U5e(ul+%u§)a4’

= 1

CR(81783)85 = —56(“1+%“%)04,

= 1

fR(al, 85)81 = 5@““"'%“%)867

= 1

: 6 . . 2 .
Soit X = >/, @;0; un vecteur sur M, alors 'opérateur de Jacobi associé est donné
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par :

J2(X) = a2R(-,00)01 + a1asR(-,0,)05 + ayasR(-, 01)05 + arauR(-, 01)0,

arasR (-, 01)05 + ayagR (-, 01)0%

1R (-, 02)01 + A3R(+, 02) 0y + s R(+, 02) 05 + s R(+, 92) 0,

a5 R (-, 02)05 + R (-, 02) 06

a1azR(-, 03)01 + aaasR(-, 93)0 + a3 R (-, 05)05 + azauR(-, 05)0,

azasR (-, 03)05 + azaR (-, 03) 0
(-, 04) (-
(. 04) (-

)
)
104 R (-, 04)01 + s R (-, 04)0a + sy R (-, 04)05 + 3R (-, 04)04
)
5)

o))

agasR(-,04)05 + R (-, 04
arasR (-, 05)01 + asasR (-, O
Q2R (-, 05)05 + asasR(-, 05) 0
ar06R(+, 0)01 + R (-, 95)0a + azasR (-, 05) 05 + s R (-, 95) 04
asa6R (-, 06)05 + 2R (-, 05) Og.

6
82 + 053045:]%( (95)83 + @4a5ﬁ(-, 85)64

+ + + + o+t

La matrice associée & J3(X) par rapport a la base {0y, 0o, 05, 0y, 05, 0} est donnée par

= 5 |

ou A est une matrice carré 3 x 3 donnée par :

1 1.2 0 00
0 0 0

et la matrice B a pour coefficients

1 10
— ult+35u3).
b = 5[— Q03 UU5 — 043045] el a2,
1 1,2
— ur+5u3).
byy = —5041063162%6( 242);
[/ — 1 (u1+3u3).
3= 5 [041(12102%5 + 041045]6 ;
1 1,2
— ur+5usz).
by = 5041043UQU5€( 2%2);
by = 0;
b _ 1 2 (uﬁr%u%)
32 = —5041U2U5€ )
bia — 1 (wa+3ud).
13 =5 [a1a2u2u5 + 041045)}6 ;
1 1,2
_ 2 ultsus).
bas = 5041U2U5€( )
b33 = 0.
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Alors, nous avons le résultat suivant :

Proposition 5.5.2. Soit R® muni de la connezion affine V donnée par (5.29). Soit g sur
T*M. Alors g est une métrique d’Osserman de signature (3,3); de plus, l'opérateur de
Jacobi g est nilpotent et g est localemnt symétrique.

Démonstration. Le polynome caractéristique de Jx(X), donne

-0 0 0 0 0

921 - 923 0 0 0

0 0 -2 0 0 0
P)\<J§R<X)) = det(Jgg(X) - >\]6) = b11 b12 blg Y . 0 = )\6,

bai by b3 0 —A 0

bsi bz bzz 0 axy —A

Ainsi toutes les valeurs propres sont nulles. Ceci prouve que (RS, g) est globalement d’Os-
serman. []

Proposition 5.5.3. [32] Soit R® muni de la connezion affine V donnée par (5.27). Soit
g sur T*M. Alors g est une métrique d’Osserman de signature (3,3).

Proposition 5.5.4. [32] Soit R® mun: de la connezion affine V donnée par (5.28). Soit
g sur T*M. Alors g est une métrique d’Osserman de signature (3,3).
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Conclusion et Perspectives

1- Conclusion

Dans cette thése, nous avons étudié les variétés d’Osserman, conformément d’Osser-
man et affines d’Osserman. Nous avons construit des exemples de métriques d’Osserman
et conformément d’Osserman en utilisant les techniques de construction de métriques sui-
vantes : transformation conforme, produit direct, produit tordu, produit doublement tordu
et ['extenston riemannienne.

Nous avons étudiée la preservation de la condition d’Osserman par changement conforme
de métriques. Une condition suffisante a été établie sur le facteur conforme pour que la
condition d’Osserman soit preservée par changement conforme de métriques. Nous avons
aussi obtenue une relation entre les valeurs propres des opérateurs de Jacobi de deux mé-
triques conformément équivalentes. Enfin, nous avons montrée que la condition d’Osserman
est transférable d’une variété a une autre par une application de Jacobi.

Nous avons également étudier les conditions d’Osserman et conformément d’Osserman
sur une variété produit doublement tordue. A cet effet, deux résultats qui ne sont pas tout
a fait classiques ont été établis, a savoir : la relation entre la connexion de Levi-Civita d’un
produit doublement tordu M := Bj x; I et les connexions de Levi-Civita des variétés
B et F. Ensuite, nous avons exprimée la courbure d’un produit doublement tordu M :=
By xp, I en fonctions des courbures de B et F. Nous avons aussi donner une description
des variétés riemanniennes et lorentziennes produits doublement tordues d’Osserman et
conformément d’Osserman. Dans le cas riemannien, nous avons prouvé que toute variété
produit doublement tordue conformément d’Osserman est localement conformément plate
et que toute variété produit doublement tordues d’Osserman est & courbure sectionnelle
constante. Dans le cas lorentzien, nous avons également prouvé que toute variété produit
doublement tordue conformément d’Osserman est localement conformément plate et que
toute variété produit doublement tordue d’Osserman est a courbure sectionnelle constante.

Un autre théme abordé dans cette thése est I’étude des variétés affine d’Osserman. Nous
avons donné une description des connexions affines d’Osserman sur une variété affine de
dimension 2. Nous avons obtenu une équivalence entre la notion de connexion affine d’Os-
serman et l'antisymétrie du tenseur de Ricci d’une connexion affine. Nous avons prouvé
que toute connexion affine d’Osserman localement symétrique est de courbure de Ricci
nulle et que toute connexion affine d’Osserman localement antisymétrique est de courbure
de Ricci antisymétrique. Des exemples de connexions affines d’Osserman sont construits.
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Nous avons aussi montré que la propriété affine d’Osserman est preservée par le produit
de variété. Ensuite, nous avons étudié la condition d’Osserman sur une variété affine de
dimension 3. Comme application, nous avons construit des exemples de métriques d’Os-
serman de signature (3, 3) sur le fibré cotangent de la variété affine a partir de 'extension
riemannienne.

2- Perspectives

Le travail entrepris dans cette thése est loin d’étre fini. D’ou la possibilité d’étendre les

résultats contenus dans celle-ci dans plusieurs directions. En voici quelques unes :

— Dans le chapitre 4, nous avons étudiée les conditions d’Osserman et conformément
d’Osserman sur des variétés riemanniennes et lorentziennes produits doublement
tordues. Nous envisageons étudier les mémes conditions sur des variétés pseudo-
riemanniennes produits doublement tordues.

— Dans le chapitre 5, nous avons étudié la condition d’Osserman sur une variété af-
fine de dimension 2. Nous envisageons décrire complétement les connexions affines
d’Osserman en dimension 3.

— L’étude de 'opérateur de Szabo6 sera I'une de nos préocupations.
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