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RESUME   

 
Dans ce travail, un fluide visqueux est injecté entre deux disques poreux 

en mouvement suivant un axe passant perpendiculairement aux milieux des deux 

surfaces circulaires. Le mouvement des disques crée l’éloignement ou le 

rapprochement des frontières de l’écoulement donnant lieu respectivement à une 

augmentation ou une diminution du volume de l’espace contenant le fluide. Le 

problème est décrit à l’aide de l’équation de continuité et des équations de 

Navier-Stokes par application des principes de conservation de la masse et de la 

quantité de mouvement. L’écoulement étant celui d’un fluide incompressible 

décrit par un champ de vitesse à deux composantes, la fonction de courant est 

prescrite dans les équations du mouvement du fluide. La fonction de courant 

vérifie l’équation de continuité d’une part et est solution de l’équation de 

vorticité obtenue en opérant le rotationnel de la forme vectorielle des équations 

de Navier-Stokes. L’approche de recherche des solutions est la méthode des 

solutions semblables qui permet de transformer l’équation aux dérivées 

partielles vérifiée par la fonction de courant en une équation différentielle 

ordinaire décrivant le même problème. L’équation différentielle ordinaire et les 

conditions aux limites correspondent à un problème à conditions aux limites sur 

deux bornes résolues en utilisant la méthode numérique de Tir associée à 

l’algorithme de Runge-Kutta d’ordre quatre. Les résultats obtenus sont présentés 

et discutés en termes de profils de vitesse, de gradients de pression et des lignes 

de courant en considérant différentes valeurs des paramètres de contrôle de 

l’écoulement, notamment le nombre de Reynolds et le paramètre résultant de la 

contraction ou de l’expansion du volume de l’espace contenant le fluide.  

 

Mots clés: Ecoulement causé par injection du fluide; parois en mouvement 

transversal, équations de Navier-Stokes, problème à conditions aux limites sur 

deux bornes; solutions numériques.  
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ABSTRACT 

In this work, a viscous fluid is injected between two porous discs in 

motion along an axis passing perpendicular to the midpoints of the two circular 

surfaces. The movement of the discs creates the moving away or bringing 

together of the boundaries of the flow giving rise respectively to an increase or a 

decrease in volume of the space containing the fluid. The problem is described 

by the continuity equation and the Navier-Stokes equations applying the 

principles of mass and momentum conservations. The flow being that of an 

incompressible fluid described by a velocity field having two components, the 

stream function is prescribed in the governing equations of the fluid flow. The 

stream function verifies the continuity equation on one hand, and is solution of 

the vorticity equation obtained by taking the curl of the momentum equation on 

the other hand. The approach for seeking the solutions is the similarity method 

that enables to transform the partial differential equation verified by the stream 

function into an ordinary differential equation describing the same problem. The 

ordinary differential equation and the boundary conditions correspond to a two-

point boundary-value problem solved by using the numerical shooting method 

associated with a fourth-order Runge-Kutta algorithm. The numerical results 

obtained are presented in terms of velocity profiles, pressure gradients and 

stream lines under different values of the control parameters of the problem, 

notably the Reynolds number and the expansion and the contraction ratio which 

results from the increase or the decrease in volume of the space contained the 

fluid. 

Keywords: Injection-driven flow; orthogonally moving walls; Navier-Stokes 

equations; two-point boundary-value problem; numerical solution.   
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La dynamique des fluides est l’étude des mouvements des fluides, qu’ils 

soient liquides ou gazeux. En effet, un fluide est un milieu matériel sans rigidité 

et essentiellement déformable. Parmi les fluides, on distingue les liquides, les 

gaz et les plasmas. Sur le plan microscopique, le liquide est une matière dans 

laquelle les molécules sont faiblement liées, ce qui rend le liquide parfaitement 

déformable, alors que le gaz est constitué de molécules quasi indépendantes. 

Dans l’état gazeux, la matière n’a pas de forme propre ni de volume propre, car 

un gaz tend à occuper tout le volume disponible. La différence entre les liquides 

et les gaz est que, les molécules des gaz sont très agitées comparativement à 

celles des liquides. Par ailleurs, l’état plasma est une soupe d’électrons 

extrêmement actifs dans laquelle baignent également les ions ou des molécules 

neutres. Il en ressort que le fluide, sur le plan microscopique est un milieu 

discontinu, lacunaire. Cependant, l’étude des fluides dans le cadre de la 

Mécanique des Fluides est l’étude du comportement des liquides et des gaz sur 

le plan macroscopique. Plus précisément, sur le plan macroscopique, le fluide 

est considéré comme un milieu continu, d’où l’utilisation des lois de la 

Mécanique des milieux continus pour analyser le comportement des fluides. 

S’agissant du comportement des fluides, signalons qu’on peut étudier les fluides 

en équilibre, et les fluides en mouvement. L’étude des fluides en équilibre est 

faite dans le cadre de la statique des fluides, alors que la dynamique des fluides 

est l’étude des écoulements. Les écoulements de fluides ont lieu suivant trois 

régimes, notamment les régimes rampants, laminaires et turbulents. Le régime 

rampant est un écoulement lent, dans lequel les forces de viscosité dominent sur 

les forces d’inertie qui sont négligeables, alors qu’en régime laminaire la loi de 

comportement prend en compte les effets d’inertie et les effets de viscosité. Les 

régimes rampant et laminaire sont prédictibles et déterministes, c’est-à-dire 

qu’on peut étudier le mouvement du fluide dans ces deux contextes avec une 

prévision sur les trajectoires des particules fluides. Par contre, le régime 

turbulent, encore simplement appelé Turbulence, est un état désordonné de 
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l’écoulement où les grandeurs physiques qui décrivent le mouvement du fluide 

sont des variables aléatoires.  

En général, l’ensemble des grandeurs physiques qui régissent le 

mouvement d’un fluide newtonien est constitué du champ de vitesse et de la 

pression. Cet ensemble est associé aux propriétés physiques telles que la masse 

volumique et la viscosité dynamique. Lorsque l’étude incorpore l’état thermique 

du fluide, une autre grandeur physique fait face, notamment la température. La 

prise en compte du comportement de la température d’un fluide en mouvement 

met particulièrement en exergue d’autres propriétés physiques du fluide telles 

que la chaleur massique à pression constante et la conductivité thermique. Sur le 

plan théorique, toutes ces grandeurs physiques et propriétés physiques sont 

regroupées dans des relations mathématiques par application de trois célèbres 

principes des écoulements de fluides, notamment la conservation de la masse, la 

conservation de la quantité de mouvement et la conservation de l’énergie 

donnant lieu aux équations des écoulements de fluides [1-29]. Plus précisément, 

les équations des écoulements de fluides sont constituées de l’équation de 

continuité par application du principe de conservation de la masse, des équations 

de Navier-Stokes découlant de la conservation de la quantité de mouvement et 

de l’équation de la chaleur qui est déduite du principe de conservation de 

l’énergie. En particulier, les équations de Navier-Stokes sont des équations aux 

dérivées partielles non linéaires qui servent à décrire le mouvement des fluides. 

La résolution de ces équations permet de proposer une modélisation de 

nombreux phénomènes comme les courants océaniques et les mouvements des 

masses d’air de l’atmosphère en météorologie, le comportement des gratte-ciels 

ou des ponts sous l’action du vent en architecture, ou encore celui des avions en 

aéronautique, des trains ou des voitures à grande vitesse, ainsi que les 

écoulements dans des conduites. Les équations de Navier-Stokes sont ainsi 

nommées pour honorer les travaux de deux scientifiques du XIXe siècle, à savoir 

le mathématicien et ingénieur des ponts Henri Navier qui fût le premier à 
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introduire la viscosité dans les équations d’Euler [30] en 1823, et le physicien 

George Gabriel Stokes, qui a donné la forme définitive à l’équation de 

conservation de la quantité de mouvement [31] en 1845. Il existe aussi des 

écoulements dits complexes [32-46] qui se développent en présence d’une 

réaction chimique ou d’un champ magnétique   

Les équations de Navier-Stokes servent à résoudre une diversité des 

problèmes d’écoulements, notamment les problèmes d’écoulements de fluides 

aux voisinages des parois solides. L’écoulement d’un fluide au voisinage d’une 

paroi solide revêt un grand nombre d’applications, notamment la filtration [47-

49] ou le tamisage mécanique [50], l’architecture navale [51, 52], l’irrigation 

agricole [53], l’industrie de l’eau [54], la production pétrolière [55], les 

écoulements biologiques [56-64], les écoulements géophysiques [65-69]. Il 

ressort de ces applications que les frontières de l’écoulement peuvent être 

imperméables [70-81] ou perméables [82-98]. Par ailleurs, les parois délimitant 

l’écoulement peuvent aussi être perméables et mobiles ou imperméables et 

mobiles. A ce stade, il importe de signaler que les écoulements de fluides au 

voisinage des parois mobiles peuvent être regroupés en trois ensembles de 

problèmes. Le premier ensemble concerne les écoulements de fluides délimités 

par des frontières imperméables et en mouvement dans la même direction que le 

déplacement du fluide [99-108]. Le deuxième ensemble de problèmes se 

rapporte aux écoulements de fluides proches des parois à la fois perméables et 

mobiles dans la même direction que le mouvement du fluide [109-115]. Dans la 

littérature, il existe aussi des fluides en mouvement au voisinage des parois 

mobiles dans le sens transversal à l’écoulement [116-129]. C’est dans ce dernier 

contexte que se situe le présent travail. Avant de présenter l’objectif de l’étude et 

l’innovation par rapport aux travaux antérieurs, notons que l’équipe de 

recherche du Laboratoire de Mécanique Appliquée a publié beaucoup de travaux 

sur les écoulements de fluides dans des conduites à parois poreuses. Ces travaux 

concernent essentiellement les écoulements de fluides fortement visqueux dans 
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des canaux à parois fixes et poreuses de section transversale rectangulaire [130, 

131], ainsi que les écoulements de fluides fortement visqueux dans des 

conduites annulaires formées par deux cylindres coaxiaux et poreux [132, 133]. 

Dans l’étude de ces écoulements fortement visqueux où la viscosité dépend de la 

température, il est surtout question d’examiné l’influence du gradient de 

viscosité sur la vitesse et le gradient de pression de l’écoulement. De plus, dans 

le cas où les propriétés physiques du fluide sont supposées constantes, la prise 

en compte des termes d’inertie dans un écoulement de fluide entre deux 

cylindres coaxiaux, poreux et fixes [134] permet de comparer les 

caractéristiques d’un écoulement rampant et d’un écoulement laminaire dans les 

mêmes configurations géométriques par confrontation des résultats trouvés. 

L’équipe de recherche du Laboratoire de Mécanique Appliquée s’est aussi 

intéressée d’une part à l’étude d’un écoulement de fluide entre deux parois 

rectangulaires poreuses en mouvement [111, 135] dans la même direction que 

l’écoulement où il est question d’examiner l’influence de la porosité des parois 

et du déplacement de ces parois sur la dynamique du fluide. D’autre part, un 

autre article intéressant porte sur un écoulement d’un fluide entre deux parois 

rectangulaires poreuses en mouvement perpendiculairement à l’écoulement 

[136]. Dans la plupart des ces travaux, les parois de la conduite sont fixées à des 

températures différentes. Cette différence de température peut influencer les 

propriétés physiques du fluide comme la viscosité dynamique [130-133] ou la 

conductivité thermique [137]. Que ce soit en conduite annulaire poreuse qu’en 

conduite de section transversale rectangulaire, les travaux antérieurs cités 

portent sur les écoulements comportant une composante longitudinale et une 

composante transversale. Plus précisément, dans le cas d’un canal rectangulaire, 

les deux composantes de l’écoulement bidimensionnel sont déterminées suivant 

les deux axes possibles d’un repère cartésien associés à la géométrie de 

l’écoulement. S’agissant d’une conduite annulaire poreuse, la composante 

longitudinale de l’écoulement est suivant l’axe de symétrie des cylindres 
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coaxiaux, alors que la composante transversale est radiale. Tout récemment 

encore, un autre type d’écoulement en conduite annulaire poreuse a été étudié 

avec la différence que le mouvement du fluide se développe plutôt avec une 

composante ortho-radiale [138]  en lieu et place d’une composante 

longitudinale. En conservant la même géométrie de l’écoulement, l’influence du 

mouvement du fluide sur le transfert de chaleur entre les deux parois de la 

conduite annulaire poreuse a aussi été investiguée [139].   

Il ressort de la littérature que l’espace contenant le fluide en mouvement 

influence considérablement l’écoulement, d’où la problématique du présent 

travail qui porte sur les caractéristiques de l’écoulement dans une géométrie 

nouvelle et inhabituelle qui est l’espace intermédiaire de deux disques poreux en 

mouvement orthogonal à leurs propres surfaces. La conséquence géométrique 

de la translation des disques perméables suivant le même axe passant 

perpendiculairement aux milieux de leurs surfaces, est l’augmentation ou la 

réduction du volume du domaine de l’écoulement. En effet, le volume du 

domaine de l’écoulement augmente et diminue, parce que les disques peuvent 

s’éloigner ou se rapprocher pendant l’écoulement. La porosité permet 

d’incorporer le phénomène d’injection du fluide dans l’écoulement à travers les 

pores des deux disques. Ce travail a donc pour objectif d’examiner l’influence 

de la porosité et du mouvement transversal des disques sur les grandeurs 

physiques caractéristiques de l’écoulement, notamment les profils de vitesse, les 

gradients de pression et les trajectoires des particules fluides encore appelées 

lignes de courant. Ce travail a beaucoup d’applications, notamment en 

aéronautique, dans le fonctionnement et le contrôle des moteurs de fusée, ainsi 

que dans la recherche de leur performance. En mécanique automobile, cette 

étude peut servir de modèle théorique de graissage dans les moteurs des 

Mercedes.   
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Ce mémoire comporte trois chapitres. Le premier chapitre concerne la 

revue de la littérature sur les écoulements dans des domaines géométriques 

comportant des frontières perméables.  

Le deuxième chapitre porte sur la formulation mathématique du problème 

en étude et la description de la méthode de résolution.  

Le Troisième chapitre est réservé à la présentation des résultats trouvés et à 

la discussion. 

La conclusion comporte aussi quelques perspectives pour les travaux 

ultérieurs.        



CHAPITRE I : REVUE DE LA LITTERATURE 

LEHEL Fils Raymond Patrick          Thèse de Doctorat- PhD/Laboratoire de Mécanique Appliquée et d’Hydraulique  

8

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CHAPITRE I : REVUE DE LA 

LITTERATURE 



CHAPITRE I : REVUE DE LA LITTERATURE 

LEHEL Fils Raymond Patrick          Thèse de Doctorat- PhD/Laboratoire de Mécanique Appliquée et d’Hydraulique  

9

 Ce chapitre est consacré à la présentation des travaux antérieurs dans la 

thématique abordée. S’agissant de la thématique dans laquelle le présent travail 

se situe, précisons qu’il est question en général des écoulements de fluides dans 

des conduites à parois poreuses. La prise en compte de la porosité ou de la 

perméabilité des frontières de l’écoulement implique la présence des 

phénomènes de succion ou d’injection dans le problème. La succion est le retrait 

de masse de fluide de la conduite pendant que le fluide s’écoule, alors que 

l’injection est l’ajout de masse de fluide dans la conduite pendant le mouvement 

du fluide. Ces deux phénomènes de succion et d’injection sont formulés dans le 

problème en termes de conditions aux limites. Par ailleurs, cette thématique 

intègre aussi la mobilité des parois de l’écoulement. A ce stade, il est important 

de préciser que les frontières du domaine de l’écoulement peuvent être fixes et 

perméables, ou imperméables et mobiles, ainsi qu’à la fois perméables et 

mobiles. Deux types de déplacements des parois de l’écoulement sont souvent 

rencontrés dans la littérature, notamment le mouvement des frontières peut se 

produire dans la même direction que l’écoulement du fluide d’une part; d’autre 

part ce mouvement des frontières peut aussi avoir lieu dans la direction 

transversale au mouvement du fluide.  

 Le domaine de l’écoulement est un espace géométrique bien défini. Nous 

allons nous intéresser aux conduites rectangulaires et cylindriques qui sont les 

plus rencontrées en industrie. Une conduite est dite rectangulaire lorsque la 

section transversale de l’écoulement est un rectangle impliquant la formulation 

mathématique du mouvement du fluide dans un système de coordonnées 

cartésiennes. Une conduite est dite cylindrique lorsque la section transversale de 

l’écoulement est un cercle impliquant la description du mouvement du fluide 

dans un système de coordonnées cylindriques.  

 L’étude d’un écoulement est influencée par les frontières du domaine 

géométrique qui contient le fluide en mouvement, mais aussi par le temps. 

L’influence du domaine géométrique de l’écoulement sur le mouvement du 



CHAPITRE I : REVUE DE LA LITTERATURE 

LEHEL Fils Raymond Patrick          Thèse de Doctorat- PhD/Laboratoire de Mécanique Appliquée et d’Hydraulique  

10

fluide est formulée en termes de conditions aux limites, alors que le temps 

influence l’écoulement en termes de conditions initiales. Dans le cas où 

l’écoulement est étudié après un temps très long, après le début du mouvement 

du fluide, les effets du temps sur le problème peuvent être négligeables, on dit 

que l’écoulement est permanent.  

II..11  EECCOOUULLEEMMEENNTT  DD’’UUNN  FFLLUUIIDDEE  VVIISSQQUUEEUUXX  EENNTTRREE  DDEEUUXX  PPAARROOIISS  

FFIIXXEESS  EETT  PPOORREEUUSSEESS  

 Il s’agit d’un écoulement dans une conduite rectangulaire. La section 

transversale de l’écoulement est un rectangle admettant une dimension plus 

grande par rapport à l’autre pour que l’influence des limites du côté le plus 

grand de ce rectangle sur l’écoulement soit négligeable. Ainsi, les particules 

fluides ne ressentent que les effets de bords suivant le côté le plus petit en 

dimension.  

I.1.1 Domaine géométrique de l’écoulement 

 Le canal de l’écoulement est présenté dans la Figure I.1.  

  
 

   
 

 
 
 
 
 

 
Figure I.1 : Canal de l’écoulement [92, 95, 137]. 

 
 Compte tenu du fait que le mouvement du fluide n’est pas sensible à l’une 

des frontières de la section transversale du canal parce qu’elle est infiniment 

grande par rapport à l’autre, le problème est formulé comme un écoulement de 

fluide entre deux plans parallèles perméables. L’allure des lignes de courant de 

la Figure I.1 met en exergue le phénomène de succion au niveau des deux parois 

y* 
 

x* 
 

y* =  h 
 

y* = h 
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poreuses. De plus, la Figure I.1 présente les deux sens possibles du mouvement 

du fluide. C'est-à-dire, l’écoulement peut se développer dans le sens positif des 

élongations décrites par la coordonnée cartésienne x*, ou dans le sens négatif. 

Par ailleurs, dans cette Figure 1, y* désigne la coordonnée transversale. 

L’écoulement a donc lieu dans un canal perméable de largeur 2h où h est la 

demi-largeur du canal.  

I.1.2 Equations du mouvement d’un fluide entre deux parois poreuses fixes  

 Les équations du mouvement sont les suivantes [93]: 
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 La conservation de la masse est formulée par l’équation de continuité 

(I.1), les équations de Navier-Stokes (I.2) et (I.3) expriment la conservation de la 

quantité de mouvement. Dans ces équations, Vx* et Vy* désignent les deux 

composantes du champ de vitesse, p* est la pression. Le fluide étudié a pour 

propriétés physiques   et  désignant respectivement la masse volumique et la 

viscosité dynamique.  

 La formulation mathématique du problème à travers les équations (I.1), 

(I.2) et (I.3) montre que l’écoulement étudié est bidimensionnel. Un écoulement 

bidimensionnel est décrit par un champ de vitesse à deux composantes. Dans le 

cas présent, Vx* est la composante longitudinale et Vy* la composante 

transversale. C’est opportun d’expliquer que le canal de la Figure I.1 est plan, 

parce que le champ de vitesse a deux composantes, mais en réalité, il existe une 

troisième dimension engendrée par un troisième axe cartésien qui est le côté le 
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plus grand en longueur du rectangle qui constitue la section transversale du 

canal ; cet axe n’est pas représenté, car les particules fluides ne ressentant pas 

les effets de bords suivant cette orientation et la composante correspondante du 

champ de vitesse est nulle.  

I.1.3 Contraintes spatiales de l’écoulement 

 Les contraintes spatiales sont les conditions aux limites associées au 

mouvement du fluide. Ces conditions aux limites sont données par :  

 
Vx* = 0, Vy* = V pour y* = h   

  
  Vx* = 0, Vy* = V pour y* = -h     (I.4) 
 
 Les conditions aux limites Vx* = 0 pour hy   expriment le phénomène 

d’adhérence aux parois des particules fluides proches des deux frontières 

poreuses de l’espace contenant le fluide. Autrement dit, les parois poreuses étant 

fixes, la vitesse longitudinale du fluide est nulle pour les particules fluides qui 

sont dans le voisinage immédiat avec les parois. Par ailleurs, les conditions aux 

limites VVy * pour hy   traduisent les vitesses succion ou vitesses 

d’extraction du fluide égales de part et d’autre des deux parois.  

I.1.4 Equations en variables réduites 

La formulation adimensionnelle permet de transformer les grandeurs 

physiques en nombres dans le but de mettre en évidence les paramètres sans 

dimension qui régissent un écoulement de fluide. Cette formulation 

adimensionnelle prend en compte la géométrie de l’écoulement, les conditions 

aux limites et les propriétés physiques du fluide étudié. Dans le cas présent, la 

demi-largeur du canal h représente la longueur de référence, les vitesses 

longitudinale et transversale sont mesurées par unité de la vitesse absolue de 

succion V, et la pression est adimensionnalisée par sa valeur de référence (  V2). 
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Ainsi, les variables sans dimension de l’écoulement sont introduites comme 

suit :  
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 Les équations sans dimension du mouvement sont les suivantes : 
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où 

VhR   est le nombre de Reynolds. Le nombre de Reynolds est un 

paramètre de contrôle ou paramètre sans dimension qui exprime la comparaison 

entre les effets d’inertie et les effets de viscosité quand le fluide est en 

mouvement. C’est la valeur de ce nombre qui permet de définir les différents 

régimes d’écoulements dans une géométrie bien déterminée. Ainsi, pour les 

écoulements confinés (écoulements ayant lieu dans des conduites fermées en 

occupant totalement le volume de la conduite), 2000R  correspond au régime 

laminaire, et 2000R  correspond au régime turbulent. Il existe une discipline 

dédiée à l’étude de la transition d’un écoulement du régime laminaire au régime 

turbulent. En effet, le passage d’un écoulement du régime laminaire au régime 

turbulent présente un certain nombre de changements qualitatifs appelés 

bifurcations hydrodynamiques.  

 Les conditions aux limites associées aux équations adimensionnelles s’en 

déduisent : 

Vx= 0, Vy = 1  pour y = 1   
  
  Vx = 0, Vy = 1 pour y = -1     (I.9) 
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I.1.5 Réduction du nombre d’équations du mouvement 

Les équations de l’écoulement (I.6), (I.7) et (I.8) sont celles d’un fluide 

incompressible en mouvement décrit par deux composantes de vitesse, dans ce 

cas, la fonction de courant est prescrite dans le problème. En effet, pour un 

écoulement plan permanent, la fonction de courant est une grandeur constante 

sur toute ligne de courant. La ligne de courant étant une courbe tangente en 

chacun de ses points au vecteur vitesse de l’écoulement. Autrement dit, l’allure 

du vecteur vitesse d’un écoulement est illustrée par le traçage des lignes de 

courant d’un écoulement plan permanent. La fonction de courant de courant, 

souvent notée  est liée aux composantes du vecteur vitesse par les relations : 

 

,),(
y

yxVx 



   

x
yxVy 




),(              (I.10) 

 
La fonction de courant  ainsi définie satisfait l’équation de continuité (I.6) et 

décrit l’équation du tourbillon.    

I.1.5.1 Phénomènes tourbillonnaires 

  Un tourbillon en dynamique des fluides, est une région d’un liquide ou 

d’un gaz dans laquelle l’écoulement est principalement un mouvement de 

rotation. Ce type de mouvement s’appelle écoulement tourbillonnaire. On  

observe à toutes les échelles, depuis le tourbillon de vidange d’une baignoire 

jusqu’à ceux des atmosphères des planètes, en passant par les sillages observés 

au voisinage d’un obstacle situé dans un écoulement de fluide. Une fois formés, 

les tourbillons peuvent se déplacer, s’étirer, se tordre et interagir de manière 

complexe. Une façon simple de visualiser le tourbillon est de considérer un 

fluide en mouvement dans lequel on délimite un petit volume supposé rigide. Si 

ce volume tourne par rapport à un référentiel au lieu d’être en translation, il 

appartient à un tourbillon.  
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Pour les spécialistes de la Mécanique des Fluides, le mot est très 

généralement associé au vecteur tourbillon porté par l’axe de rotation qui se 

calcule comme le rotationnel de la vitesse et a une intensité double de celle du 

vecteur rotation. Cette intensité de la rotation est parfois considérée comme 

vorticité.  

Pour voir des tourbillons, il suffit d’observer une rivière dont le fond n’est 

pas trop homogène. Il s’agit d’un phénomène très courant dans tous les aspects 

de la Mécanique des Fluides. Il complique souvent l’analyse des phénomènes au 

point de conduire à inventer l’approximation de l’écoulement irrotationnel qui 

couvre la majeure partie du domaine considéré, les zones tourbillonnaires 

recevant un traitement spécifique. Loin de toute paroi, un écoulement est 

généralement laminaire, les particules fluides voisines à un instant donné restent 

voisines aux instants suivants et les seules pertes d’énergie sont liées à la 

viscosité du fluide. Dans des circonstances différentes, l’écoulement peut 

devenir turbulent avec, dans une certaine zone, une apparence très désordonnée 

qui se traduit par une dissipation d’énergie.  Celle-ci est liée à des tourbillons 

dont la taille, la localisation et l’orientation varient constamment. La transition 

laminaire/turbulent se produit souvent d’une manière progressive, le cas 

laminaire correspond aux vitesses modérées. Dans une conduite, les pertes de 

charge sont liées à la viscosité qui crée progressivement au voisinage de la paroi 

une couche limite dans laquelle se concentrent les pertes d’énergie par 

frottement visqueux. Dans le cas des corps profilés plongés dans un écoulement, 

la transition se produit lorsque la vitesse, plus précisément le nombre de 

Reynolds augmente.   

Par exemple, les pertes d’énergie sur un profil d’aile d’avion se traduisent 

par une résistance à l’avancement appelée traînée dans la direction de 

l’écoulement, mais le profil ne peut se contenter de consommer de l’énergie 

pour avancer, il doit également fournir une portance pour sustenter l’avion. 

Celle-ci est indépendante du nombre de Reynolds : elle est liée à la circulation, 
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intégrale curviligne, de vitesse le long du contour du profil, par le théorème de 

Kutta-Jukowski et peut s’interpréter comme simulant un gros tourbillon qui 

permet de faire disparaître la vitesse infinie au bord de la fuite.   

Lors d’un écoulement autour d’un corps non profilé, comme un cylindre 

de section circulaire, la transition entre les régimes laminaire et turbulent est 

remplacée par un régime tourbillonnaire dans lequel l’énergie de translation se 

transforme en énergie de rotation avant de devenir une énergie de dissipation en 

régime turbulent. Deux tourbillons symétriques apparaissent à une certaine 

vitesse, grossissent symétriquement lorsque celle-ci croît jusqu’à ce que l’un 

d’eux expulse l’autre qui est alors remplacé par un nouveau. C’est le phénomène 

de tourbillon alterné, nommé tourbillons de Bénard-Karman dont la fréquence 

d’émission ou de détachement peut être caractérisée par un nombre 

adimensionnel, le nombre de Strouhal. C’est un nombre qui présente le rapport 

du temps d’advection et du temps caractéristique de l’instationnarité.  

En météorologie et en océanographie physique, le tourbillon est une 

propriété importante du comportement à grande échelle de l’atmosphère et de 

l’océan. Les deux circulations, circulation atmosphérique et circulation 

océanique, étant surtout horizontales, le vecteur tourbillon pour ces deux milieux 

est généralement vertical. Pour l’atmosphère et l’océan, les déplacements étant 

horizontaux, ce paramètre est souvent appelé tourbillon vertical planétaire, le 

tourbillon planétaire étant le double du vecteur rotation terrestre, soit 2. Dans 

l’atmosphère nord, le tourbillon est positif pour une rotation anti-horaire 

(cyclonique) et négatif pour une rotation horaire (anticyclonique). C’est l’opposé 

dans l’hémisphère sud. Le tourbillon en un point de l’atmosphère n’est pas 

conservatif en lui-même, car l’épaisseur de la couche d’air peut être étirée ou 

compressée par le mouvement de l’air. Cependant, le tourbillon total dans la 

colonne d’air est lui conservateur et on le nomme tourbillon potentiel. En effet,  

l’air subit une compression ou décompression adiabatique, l’entropie est 

conservée et le tourbillon total de la colonne ne changera pas. Le tourbillon 
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potentiel devient donc une façon de suivre les mouvements verticaux dans une 

masse d’air avec température potentielle constante.   

En météorologie, l’une des approximations est celle de l’atmosphère 

barotrope où il n’y a pas de variation de température dans une masse d’air. 

L’équation de tourbillon barotrope est donc une façon simple de prévoir le 

déplacement des creux et crêtes d’onde longue à une pression de 50 kPa. Dans 

les années 1950, le premier programme de prévision numérique du temps utilisa 

cette équation. Mais c’est l’advection de tourbillon positive dans un système 

barocline qui crée la cyclogenèse, le développement des dépressions des 

latitudes moyennes, et l’advection négative qui génère les anticyclones. Elle fait 

partie des équations primitives atmosphériques qui sont utilisées dans les 

modèles modernes. En océanographie, les tourbillons sont particulièrement 

étudiés pour leur capacité à conserver les propriétés de salinité et de température 

dans le temps au sein d’une lentille d’eau de quelques kilomètres de diamètre et 

de plusieurs mètres de hauteur. On peut par exemple citer les remous qui sortent 

de la mer méditerranée par le canal de Gibraltar et en quelques semaines/mois 

arrivent dans les Caraïbes. Ces tourbillons sont recherchés par les sous-marins 

militaires pour cacher leur signature sonor. En effet, la différence de température 

et de salinité du tourbillon crée une interface opaque.   

I.1.5.2 Equation du tourbillon 

Le vecteur tourbillon  est défini par : 

rotVΩ
2
1

                (I.11) 

 
 Les composantes de ce vecteur dans la base cartésienne associée à 

l’écoulement sont telles que : 
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2
1 ,0 ,0Ω             (I.12) 
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 Le vecteur tourbillon peut aussi s’exprimer en termes de fonction de 

courant grâce aux équations (I.10) qui lient la fonction de courant aux 

composantes de vitesse :  

  







 




















 

2
1- ,0 ,0

2
1- ,0 ,0 2

2

2

2

yx
Ω         (I.13)  

 
Considérons l’expression vectorielle qui réunit les équations (I.7) et (I.8) 

traduisant la conservation de la quantité de mouvement : 

  

  VgradVV.grad 
R

p 1)(           (I.14) 

 
 Une autre formulation de l’équation (II.14) est la suivante : 

 

VgradVrotVgrad 







R

pV 1
2

2
          (I.15) 

 
 En appliquant l’opérateur différentiel rotationnel ‘‘rot’’aux termes de 

l’équation (I.15), en utilisant les changements de variables (I.10), on obtient : 

 

     21 












Ryxxy
                      (I.16) 

 
 Il ressort que la fonction de courant  est solution de l’équation du 

tourbillon, encore appelée équation de vorticité. L’existence de la fonction de 

courant permet de passer de trois équations différentielles (I.6), (I.7) et (I.8) 

satisfaites par deux composantes de vitesse et la pression à une seule équation 

différentielle (I. 16) vérifiée par la fonction de courant pour le même problème. 

Les conditions aux limites associées à l’équation (I. 16) sont obtenues à partir 

des équations (I.9) et (I.10) : 

0



y
 ,  1




x
  pour y = 1   
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  0



y
 , 1




x
  pour y = -1             (I.17) 

 
I.1.6 Méthode de séparation des variables 

C’est une méthode de plus en plus utilisée pour résoudre des problèmes 

d’écoulements de fluides entre deux parois poreuses [128, 140, 141]. C’est une 

technique qui s’appuie sur la géométrie de l’écoulement ainsi que les conditions 

aux limites et dont la validité a été démontrée numériquement et 

expérimentalement [142, 143]. Cette approche diffère d’un problème à un autre 

par la configuration géométrique de l’écoulement et les conditions aux limites.  

Le mouvement du fluide se développe de sorte que la vitesse axiale varie 

suivant les deux coordonnées du domaine de l’écoulement, compte tenu qu’il 

existe un déplacement longitudinal des particules fluides influencé par la 

porosité des deux parois. Par ailleurs, le mouvement transversal du fluide ne 

dépend que de la coordonnée normale, car les particules fluides ne ressentent 

pas la présence des frontières axiales pendant l’écoulement compte tenu de la 

grande longueur du canal.  

Comme la dynamique du fluide dans la conduite rectangulaire poreuse 

révèle un mouvement axial et un mouvement transversal, ces deux trajets de 

l’écoulement matérialisés dans la définition du vecteur vitesse du fluide, peuvent 

être retrouvés à partir de l’expression de la fonction de courant. La méthode de 

séparation des variables permet de définir la fonction de courant comme un 

produit des termes issus de l’écoulement normal et de l’écoulement longitudinal. 

Dans une telle expression de la fonction de courant influencée naturellement par 

la géométrie de l’écoulement, la variable xqui décrit le mouvement longitudinal 

est indépendante de la variable normale y définie suivant le mouvement normal 

ou transversal. En conséquence, nous avons l’équation suivante [128]: 

)(),( yxFyx                                 (I.18) 
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où F est la fonction de courant par unité de longueur. L’intérêt de la fonction F 

émane du fait que, comme le fluide est en perpétuel mouvement de cisaillement 

à l’intérieur de la conduite rectangulaire poreuse, il est convenable de déterminer 

les caractéristiques de l’écoulement quelque soit la position axiale. Autrement 

dit, la fonction F(y) qui se trouve dans l’équation (I.18) rend compte du 

mouvement du fluide à l’intérieur de la conduite sous l’influence des frontières 

poreuses de l’écoulement. 

 L’introduction de l’expression (I.18) dans l’équation (I.16) et les 

conditions aux limites (I.17) permet d’avoir le problème suivant : 

 
  0)2()1()3()4(  FFFFRF                 (I.19)

                                       
F(1)(1) = 0,    F(1) = 1         

  F(1)(1) = 0,    F(1) = 1               (I.20) 

 
 Le problème formulé par les équations (I.19) et (I.20) apparemment 

simple, permet de mettre en évidence des structures hydrodynamiques très 

complexes. 

I.1.7 Bifurcations hydrodynamiques  

 La théorie des bifurcations [144-147] consiste à classer les différents 

types de bifurcations en classes. Chaque classe correspond à une certaine 

symétrie dans le problème. Parmi les différents types de bifurcations, on trouve : 

-La bifurcation fourches en anglais pitchfork bifurcation. Un équilibre stable se 

déstabilise en un équilibre instable, et deux équilibres stables sont créés. Cette 

transition peut se faire de façon supercritique,  continue et prévisible ; ou sous-

critique, discontinue avec des phénomènes d’hystérésis.  

-La bifurcation selle-nœud, en anglais saddle-node bifurcation. Deux points 

d’équilibre existent, un stable et un instable, avant la bifurcation. Après la 

bifurcation, plus aucun point en équilibre n’existe. 
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-La bifurcation de Hopf. C’est une bifurcation oscillante, comme l’attracteur de 

Lorentz. C’est une bifurcation locale dans laquelle un point fixe d’un système 

dynamique perd sa stabilité tandis qu’une paire de valeurs propres complexes 

conjuguées de la linéarisation autour du point fixe franchissent l’axe imaginaire 

du plan complexe. 

-La bifurcation de dédoublement de période. C’est une bifurcation qui mène à 

des comportements chaotiques. Elle peut par exemple s’obtenir en faisant 

rebondir une balle de ping-pong sur une surface oscillante, et en augmentant la 

fréquence d’oscillation. 

-La bifurcation de Takens-Bogdanov. C’est une bifurcation qui se produit 

lorsque deux paramètres varient. Cette bifurcation est ainsi nommée parce 

qu’elle a été mise en évidence simultanément et indépendamment par Riflât 

Bogdanov et Floris Takens. 

 Les bifurcations sont rencontrées et étudiées dans beaucoup d’autres 

domaines de la science comme l’électronique, l’océanographie, les 

télécommunications. Il est souvent question de déterminer la caractéristique qui 

subit un changement qualitatif qui influence le comportement d’un système.        

 Les problèmes d’écoulements ou de distribution de masse de fluide se 

traduisent à l’échelle macroscopique comme des phénomènes de transport de 

quantité de mouvement. La diffusion des quantités de mouvement se fait par 

frottement des couches fluides les unes des autres grâce à une propriété physique 

appelée viscosité dynamique. Le coefficient pariétal de frottement intervient 

lorsque l’écoulement a lieu dans le voisinage immédiat d’une paroi solide. Une 

bifurcation hydrodynamique est mise en évidence, lorsque ce coefficient de 

frottement présente un changement qualitatif autour d’une valeur critique du 

nombre de Reynolds. Dans notre étude, les grandeurs F(2)(1) et F(2)(1) sont 

proportionnelles aux coefficients de frottement sur les parois inférieure et 

supérieure, respectivement. La détermination de ces deux fonctions suivant les 

valeurs du nombre de Reynolds permet de générer les diagrammes de 
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bifurcations. Le coefficient de frottement à la paroi supérieure en fonction du 

nombre de Reynolds est présenté à la Figure I.2.  
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Figure I.2: Diagramme de bifurcations représentant les valeurs du coefficient de 

frottement au niveau de la paroi supérieure [92, 93]. 

 
 Dans le but d’évaluer les effets de frottement visqueux au niveau des deux 

parois poreuses, la détermination du coefficient de frottement à la borne 

supérieure et à la borne inférieure est nécessaire pour le même intervalle de 

valeurs du nombre de Reynolds. Cela permet aussi de voir si l’identité 

géométrique des parois est hydrodynamiquement conservée. En d’autres termes, 

comme les parois semblent être d’égale importance, l’influence des parois sur 

l’écoulement, pourrait-elle être la même ? Dans une autre perspective, le 

coefficient de frottement peut être différent d’une paroi à une autre malgré leur 
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identité géométrique. Ainsi, le coefficient de frottement à la paroi inférieure est 

présenté à la Figure I.3.  
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Figure I.3: Diagramme de bifurcations représentant les valeurs du coefficient 

de frottement au niveau de la paroi inférieure [148]. 

 
 Dans la Figure I.2, la valeur critique du nombre de Reynolds donnant lieu 

à la bifurcation fourche est R = RP = 6.001. En effet, lorsque le nombre de 

Reynolds varie, le coefficient de frottement à la paroi extérieure présente une 

branche symétrique I qui est l’unique ensemble solution pour R inférieur à RP. 

La branche symétrique I qui existe toujours pour R supérieur à RP, donne 

naissance à deux autres branches asymétriques I1 et I’1 pour R = RP = 6.001. En 

d’autres termes, les solutions de types I1 et I’1 qui n’existent que pour R ≥ RP 

sont la conséquence d’une brisure de symétrie qui se manifeste au point critique 
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RP = 6.001 sous forme d’une bifurcation fourche. En fait, la symétrie dont il est 

question se traduit mathématiquement au niveau de la branche I telle que  

F (2)(1) =  F (2)(+1). Le coefficient de frottement au niveau de la paroi interne 

est présenté à la Figure I.4.                                                      
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Figure I.4: Diagramme de la bifurcation fourche représentant le coefficient de 

frottement au niveau de la paroi interne [148]. 

 
 La symétrie observée au niveau du coefficient pariétal de frottement à 

travers la branche I signifie aussi que les grandeurs F (2)(1) et F (2)(+1) tracées 
en fonction du nombre de Reynolds R sont égales en valeur absolue. En d’autres 
termes, les effets de frottements entre le fluide et les parois de la conduite sont 
d’égale importance à travers la branche de solutions de type I. La symétrie 

décrite par les solutions de types I1 et  I’1 est la conséquence de la non linéarité 
de l’équation de vorticité. Cette non linéarité résulte des effets de convection 
entre les composantes de vitesse et du gradient de vitesse pendant l’écoulement. 
Pour mieux illustrer la comparaison entre les coefficients de frottement 
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respectivement au niveau des parois externe et interne, nous considérons la 

Figure I.5 qui est la superposition des valeurs des fonctions F (2)(1) et F (2)(1) 
quand le nombre de Reynolds varie. 
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Figure I.5: Comparaison des valeurs des coefficients de frottement sur les 

parois externe et interne [148]. 

 
 Il ressort de la Figure I.5 que les coefficients de frottement respectivement 
sur la paroi externe et sur la paroi interne ont des valeurs opposées relativement 
à la branche de solutions de type I. Par ailleurs, relativement à la branche I1, les 
solutions correspondant respectivement aux frottements sur la paroi extérieure et 
sur la paroi intérieure ont des valeurs différentes et de signes contraires. Les 
valeurs différentes et de signes contraires sont aussi obtenues en comparant les 
coefficients de frottements sur les parois externe et interne par rapport aux 

solutions de types I’1. Que ce soit au niveau de la branche de solution de type I 

qu’en ce qui concerne les solutions asymétriques de types I1 et I’1, la 
comparaison des résultats trouvés pour le coefficient pariétal de frottement 
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montre une tendance à l’opposition des solutions correspondant à la paroi 
extérieure à celles correspondant à la paroi intérieure. Cette opposition des 
solutions est due au fait que les deux frontières rigides et poreuses contenant 
l’écoulement sont géométriquement opposées. 

I.1.8 Trajectoires des particules fluides 

Les trajectoires des particules fluides sont représentées dans la Figure I.6.  
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Figure I.6 : Trajectoires des particules fluides, (a) sur la branche I pour R = 
5.175, (b) sur la branche I1 pour R = 13.035, (c) sur la branche I1’ pour R = 
13.035, (d) sur la branche II avec écoulement inverse pour R = 12.645, (e) sur 
la branche II en l’absence de l’écoulement inverse pour R = 14.355, (f) sur la 
branche III pour R = 17.50 [148].  

 

 Les Figures I.6(a) et I.6(e) présentent les lignes de courant relatives aux 
solutions de type I pour R = 5.175 et de type II pour R = 14.355, réparties 
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symétriquement par rapport au plan médian du canal et mettant en exergue un 
même sens de l’écoulement. Avec la différence que la solution de type I 
présente un ensemble de lignes de courant proche des parois, alors que la 
solution de type II comporte les lignes de courant proche du plan médian du 
canal. 

 Les solutions de types I1 et I1’ tracées pour R = 13.035 sont caractérisées 
par une rupture de symétrie par rapport au plan médian du canal, avec la 
spécificité que les lignes de courant de la branche I1, présente un écoulement 
inverse proche de la paroi inférieure, alors que cet écoulement inverse se 

déplace vers la paroi supérieure pour les solutions de type I1’.  
 L’illustration de l’écoulement inverse relativement aux solutions de type 
II pour R = 12.645, comme le montre la Figure I.6 (d) est le changement complet 
de sens des lignes de courant autour du plan médian du canal. Le constat qui 
ressort de la présentation de ces lignes de courant à travers la Figure I.6 est que, 
pour les solutions symétriques de types II et III, l’écoulement inverse, quand il 
se développe, il a lieu autour du milieu du domaine de l’écoulement, ce résultat 
est confirmé par la Figure I. 6 (f) où les solutions de type III sont tracées pour R 
= 17.50.  

II..22  MMOOUUVVEEMMEENNTT  DD’’UUNN  FFLLUUIIDDEE  VVIISSQQUUEEUUXX  EENNTTRREE  DDEEUUXX  PPAARROOIISS  

PPOORREEUUSSEESS  AACCCCEELLEERREEEESS  

 Pour étudier le mouvement d’un fluide entre deux parois poreuses 
accélérées, on considère la géométrie de l’écoulement présentée à la Figure I.1 
en incorporant le déplacement longitudinal des deux frontières perméables de 
l’écoulement. L’objectif est d’illustrer les changements qu’apporte l’accélération 
des parois sur les caractéristiques de l’écoulement. En effet, on note une 
disparition des bifurcations mises en évidence dans le cas des parois fixes. Les 
autres changements dans le comportement de l’écoulement sont présentés en 
examinant les profils de vitesse et les lignes de courant.   

I.2.1 Vitesse longitudinale  

         La vitesse longitudinale est présentée dans la Figure I.7.  
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Figure I. 7 : Vitesse longitudinale pour : (a) deux valeurs fixes du coefficient 
d’accélération et différentes valeurs du nombre de Reynolds, (b)deux valeurs 
fixes du nombre de Reynolds de succion et d’injection et pour différentes valeurs 
du coefficient d’accélération [83, 99, 135].  
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 La décélération des frontières de l’écoulement, qui correspond à une 

valeur du coefficient d’accélération  négative, a tendance à freiner les 

particules fluides proches des parois et à accroitre la vitesse longitudinale au 

milieu du canal, surtout quand le mouvement a lieu avec injection (nombre de 

Reynolds positif) du fluide dans le domaine de l’écoulement. Cette décélération 

entraîne un aplatissement du profile de vitesse longitudinale illustrant 

l’apparition d’une couche limite dynamique quand le nombre de Reynolds de 

succion (nombre de Reynolds négatif) croît. Par ailleurs, l’accélération des 

parois du canal augmente la vitesse des particules fluides au voisinage des 

frontières de l’écoulement et a tendance à freiner le mouvement du fluide au 

centre du canal, surtout quand le mouvement a lieu avec succion du fluide à 

travers les parois. Cette accélération cause un aplatissement du profile de vitesse 

longitudinale sous forme de couche limite avec la croissance du nombre de 

Reynolds d’injection, comme le montre la Figure I. 7(a). La Figure I.7 (b) 

représente la vitesse longitudinale pour différentes valeurs du coefficient 

d’accélération/décélération en fixant le nombre de Reynolds de succion et 

d’injection, montre d’une part un écoulement inverse accentué d’autant plus que 

l’accélération des parois augmente. D’autre part, la Figure I.7(b) montre qu’en 

fixant le nombre de Reynolds d’injection, l’écoulement inverse disparaît 

d’autant plus que le coefficient de décélération croît.  

 C’est l’occasion de montrer que le nombre de Reynolds d’un écoulement 

donné est défini en tenant compte des contraintes et des conditions qui entourent 

le mouvement du fluide. Dans le cas présent, le nombre Reynolds R = 

(Ea+V)a/ tient compte de la demi-largeur du canal a, de la vitesse de succion 

ou d’injection V, du coefficient de déplacement des frontières de l’écoulement 

E, ainsi que des propriétés physiques  et  désignant respectivement la masse 

volumique et la viscosité dynamique du fluide.  

Quant à la vitesse transversale, elle est représentée dans la Figure I. 8 pour 

différentes valeurs des paramètres de contrôle de l’écoulement. 
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Figure I. 8 : Vitesse transversale, (a) pour deux valeurs fixes du coefficient 
d’accélération et pour différentes valeurs du nombre de Reynolds de succion ou 
d’injection, (b) pour deux valeurs fixes du nombre de Reynolds de succion et 
d’injection et pour différentes valeurs du coefficient d’accélération [83, 99, 
135].  

 
 La Figure I. 8(a) présente des régions proches des parois où le module de 

la vitesse excède la valeur fixée par les conditions aux limites. Ces régions se 

manifestent d’une part, lorsque le mouvement des parois est décéléré et pour des 

grandes valeurs du nombre de Reynolds d’injection. D’autre part, pour des 

grandes valeurs du nombre de Reynolds de succion lorsque les frontières du 

domaine de l’écoulement sont en mouvement d’accélération. Le principe selon 
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lequel l’accélération des parois fait déborder la vitesse transversale dans le cas 

de la succion est bien mis en évidence dans la Figure I. 8(b). Par ailleurs, le 

débordement de la vitesse transversale causé par la décélération des parois dans 

le cas de l’injection du fluide dans le canal est aussi mis en évidence dans la 

Figure I.8(b).   

I.2.2 Présentation des termes de pression 

 Les termes de pression jouent un rôle important dans la conservation de la 

quantité de mouvement, en particulier le gradient transversal de pression 

représenté dans la Figure I. 9. 
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Figure I. 9 : Gradient transversal de pression, (a) pour des valeurs fixées du 
coefficient d’accélération/décélération et pour différentes valeurs des nombres 
de Reynolds d’injection et de succion, (b) pour un nombre de Reynolds de 
succion fixé et pour différente valeur du coefficient d’accélération/décélération, 
(c) pour un nombre de Reynolds d’injection fixé et pour différentes valeurs du 
coefficient d’accélération/décélération [135]. 
 
 Il ressort des courbes présentées à la Figure I. 9 (a) que le gradient 
transversal de pression a un comportement oscillatoire quand les parois du canal 
sont décélérées, surtout lorsque le nombre de Reynolds d’injection augmente. Ce 
même comportement oscillatoire fait face lorsque le nombre de Reynolds de 
succion augmente quand les frontières de l’écoulement sont accélérées. Les 
Figures I. 9(b) et I.9(c) illustrent bien ces oscillations du gradient transversal de 
pression. Il faut tout de même noter que ces oscillations du gradient transversal 
de pression se manifestent quand la vitesse longitudinale de l’écoulement 
maximale ou minimale à l’intérieur du canal et aussi quand la vitesse 
transversale présente des régions de débordement. 

I.2.3 Présentation du champ de l’écoulement 

 Il s’agit des lignes de courant confondues aux trajectoires des particules 
fluides comme l’écoulement est celui d’un fluide incompressible en régime 
permanent. Ces lignes de courant sont présentées dans la Figure I.10.   
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Figure I. 10 : Lignes de courant de succion (a) R = -20, (b) R = -5 et 
d’injection (c) R = 5, (d) R = 25, en considérant les parois immobiles ( = 0, 
lignes en traits continus), les parois accélérées ( = +2, lignes en traits 
interrompus), ainsi que les parois décélérées ( = -2, lignes en pointillés) 
[149].  
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 Dans tous les cas, lorsque les parois sont immobiles, les lignes de courant 

tracées illustrent un même sens de l’écoulement représenté par les lignes en 

traits continus dans la Figure I.10. Quand les parois sont accélérées, la courbure 

des trajectoires caractérise le changement de sens du mouvement indiquant la 

manifestation de l’écoulement inverse comme le montrent les lignes en traits 

interrompus. Pour le cas des parois en mouvement décéléré en référence aux 

lignes en pointillés, les trajectoires des particules fluides sont semblables à celles 

obtenues concernant l’écoulement entre deux parois poreuses fixes. 

 

CCoonncclluussiioonn    

 
Dans ce chapitre, il était question de présenter quelques travaux antérieurs 

portant sur les écoulements de fluides dans des canaux comportant deux parois 

fixes et poreuses dans un premier temps, ainsi que des parois à la fois poreuses 

et en mouvement dans un second temps.     
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Ce chapitre est consacré à la présentation de la géométrique du domaine 

de l’écoulement, à la formulation mathématique du mouvement du fluide, ainsi 

qu’à la description de la méthode de résolution du modèle mathématique du 

problème obtenu. 

IIII..11  PPRREESSEENNTTAATTIIOONN  DDEE  LL’’EESSPPAACCEE  CCOONNTTEENNAANNTT  LLEE  FFLLUUIIDDEE  

 L’écoulement est causé par injection du fluide entre deux plateaux 

circulaires poreux comme l’illustre la Figure II.1. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure II.1 : Espace géométrique de l’écoulement. 

 
 Les deux plateaux sont parallèles et opposés séparés par une distance 2a, 

de sorte que le plateau supérieur est situé à la position z* = a(t*) et le plateau 

inférieur se trouve à la position z* = -a(t*), où z* est un axe passant 

perpendiculairement aux centres des deux disques et t* désigne le temps. Cette 

largeur 2a du domaine de l’écoulement est faible par rapport au rayon des 

disques identiques qui tend vers l’infini et qui est mesuré suivant la coordonné 

radial r*. Compte tenu de ce rayon qui tend vers l’infini, le fluide qui s’écoule 

ne ressent pas les effets de bords suivant les limites radiales de l’espace 

occupant le fluide.  La configuration des lignes de courant de la Figure II.1 

montre qu’il s’agit d’un écoulement sandwich, c'est-à-dire le mouvement du 

fluide est identique de part et d’autre de la section circulaire médiane de 

z* 

z* = a 

z* = a 

da/dt 
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domaine de l’écoulement, encore appelée frontière ouverte dans cette étude. En 

d’autres termes, il s’agit d’une symétrie établie dans le problème en étude, de 

telle sorte que les caractéristiques du mouvement du fluide entre la frontière 

ouverte, encore appelée section médiane circulaire située à z* = 0 et la borne 

rigide poreuse située à z* = a(t*), sont les mêmes que celles qui correspondent à 

l’espace fluide compris entre la frontière ouverte z* = 0 et l’autre borne rigide 

perméable localisée à z* = -a(t*). La demi-largeur de gap a dépend tu temps t à 

cause du fait que les parois de l’écoulement ne sont pas fixes. En effet, pendant 

que le fluide est injecté dans le domaine de l’écoulement, les deux disques sont 

parallèlement en mouvement de translation suivant l’axe z*. Ce déplacement des 

disques peut créer leur rapprochement ou leur éloignement provoquant ainsi une 

diminution ou une augmentation du volume de l’espace contenant le fluide en 

mouvement. C’est le volume d’un cylindre de longueur ou de hauteur 2a et de 

rayon mesuré suivant la coordonnée radiale r, comme le montre la Figure II.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

 

Figure II.2 : Présentation du cylindre de rayon r*, d’axe de symétrie z* et de 
longueur ou de hauteur 2a. 

 

z* 

r* 

2a 



CHAPITRE II : FORMULATION DU PROBLEME ET METHODE DE RESOLUTION 

LEHEL Fils Raymond Patrick          Thèse de Doctorat- PhD/Laboratoire de Mécanique Appliquée et d’Hydraulique  

40

L’injection du fluide dans le domaine de l’écoulement à travers les pores 

des deux disques est essentiellement axiale suivant l’axe z*. Une fois dans 

l’espace intermédiaire des deux plateaux circulaires, le mouvement du fluide 

comporte une composante radiale associée à la composante axiale. Puis, loin du 

point central de l’espace contenant le fluide, l’écoulement devient 

essentiellement radial, surtout au voisinage immédiat de la section circulaire 

médiane. 

IIII..22  DDEESSCCRRIIPPTTIIOONN  MMAATTHHEEMMAATTIIQQUUEE  DDUU  PPRROOBBLLEEMMEE            

 L’étude est faite en application des principes de conservation de la masse 

et de la quantité de mouvement. En effet, la masse de fluide qui entre dans le 

domaine de l’écoulement par les pores des deux disques est égale à celle qui sort 

par la surface latérale du cylindre qui a pour bases les deux plateaux circulaires 

poreux, d’où la conservation de la masse qui about à l’équation de continuité. 

Par ailleurs, l’écoulement en lui-même, comme nous l’avons déjà dit, est un 

transfert de quantités de mouvement traduit comme une relation de cause à effet 

entre les effets d’inertie, de viscosité, de pression et gravité, donnant lieu aux 

équations de Navier-Stokes [1-7]. 

II.2.1 Equations du mouvement  

 Compte tenu de la géométrie de l’écoulement, le mouvement du fluide est 

axisymétrique avec deux composantes du champ de vitesse dont une vitesse 

radiale Vr* et une vitesse axiale ou transversale Vz*, encore appelée vitesse 

normale. Plus précisément, la vitesse axiale est aussi normale parce que 

l’écoulement axial est perpendiculaire au plan des disques. Par ailleurs, la 

pression dans l’écoulement est décrite par la variable p. Le fluide étudié a pour 

propriétés physiques  et  désignant respectivement la masse volumique et la 

viscosité dynamique. Les équations du problème sont écrites en négligeant les 

termes de gravité étant donné que la couche fluide située entre les deux disques 
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est mince, car la distance entre les plateaux circulaires est petite comparée au 

rayon infini des deux parois poreuses. Ces équations sont données comme suit: 

    0
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où  /  est la viscosité cinématique du fluide. La conservation de la masse 

est décrite par l’équation de continuité (II.1), et la conservation de la quantité de 

mouvement est régie par les équations de Navier-Stokes (II.2) et (II.3). 

II.2.2 Conditions aux limites 

 Les conditions aux limites associées aux équations (II.1)-(II.3) sont les 

suivantes :  

 
Vr* = 0,  Vz* = V pour z* = a(t)  

0
*
*





z
Vr ,  Vz* =  pour z* = 0     

Vr* = 0,  Vz* = V pour z* = a(t)           (II.4) 

 
 Les conditions aux limites pour )( * taz   expriment la condition 

d’adhérence Vr* = 0, autrement dit, le mouvement radial des particules fluides 

est nul au contact des parois. De plus, ces conditions aux limites expriment aussi 

les vitesses d’injection égales VVz  *  en valeur absolue au niveau des parois. 

Par ailleurs, la symétrie établie dans le problème en étude est traduite par les 

conditions 0
*
*





z
Vr ,   Vz* = pour z* = 0, ce qui donne lieu à un écoulement 
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sandwich qui signifie que le fluide est identiquement distribué de part et d’autre 

de la section médiane circulaire située à la position z* = 0.  

II.2.3 Prise en compte du mouvement des frontières de l’écoulement 

La vitesse absolue d’injection du fluide à travers les pores des disques V 

s’exprime en fonction de la vitesse relative d’injection du fluide Vi et de la 

vitesse de déplacement des parois poreuses 
dt
daa 

 
représentant aussi la vitesse 

d’entraînement du fluide dans le voisinage immédiat des plateaux circulaires 

poreux, d’où la formule : 

 
  aVV i                   (II.5)
           
 La vitesse 0V joue un rôle important dans le problème, car sa définition  

aVV i   met en exergue l’influence du mouvement des disques, par la 

présence de la vitesse de déplacement des plateaux circulaires a , sur 

l’écoulement qui est causé par l’injection du fluide à travers les parois poreuses 

à la vitesse relative Vi dans le domaine de l’écoulement. 

Dans ce travail, l’écoulement a lieu entre les deux disques poreux à cause 

de l’injection du fluide dans l’espace intermédiaire des deux frontières 

perméables. En d’autres termes, la présence du fluide dans le domaine de 

l’écoulement est due au phénomène d’injection à travers les parois poreuses. Ce 

processus d’injection ou d’ajout de masse du fluide est traduit par l’introduction 

et la définition de la vitesse absolue d’injection V dans les conditions aux limites 

(II.4).  

 Le problème en étude est le mouvement du fluide et non le mouvement 

des disques. Le mouvement des disques influence seulement l’écoulement et 

cette influence est caractérisée par l’augmentation ou la réduction du volume du 

domaine de l’écoulement, d’une part. D’autre part, le déplacement des disques 

influence la définition de la vitesse absolue d’injection V au niveau des parois 
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poreuses. Par exemple, les vitesses V et a˙ sont liées dans les processus de 

combustion des moteurs industriels par le rapport des densités de fluide et de 

solide [150, 151], à partir de la conservation de masse. Plus précisément, si 0  

est la masse volumique du solide, alors la conservation de la masse au niveau de 

la surface mouillée, c'est-à-dire la surface qui est en contact avec le fluide, 

s’exprime comme : aAVA iii 0   [151], où 222 *2** rrrAi    est la 

surface mouillée, dans le présent contexte, c’est la surface totale d’injection du 

fluide, égale à la somme des surfaces des deux disques qui sont supposés 

uniformément perméables. Ainsi, la vitesse relative d’injection du fluide est 

réduite : 

araVi  
 








 0                  (II.6)  

où 




0r  est le rapport des masses volumiques du solide et du fluide. Les 

équations (II.5) et (II.6) donnent lieu à l’expression suivante de la vitesse 

absolue d’injection : 

 
    aEarV   1                 (II.7)  
  

où  1 rE  est le coefficient d’injection, en d’autres termes, c’est une mesure 

de la porosité des parois de l’écoulement. Par exemple, le coefficient E est 

constant dans le fonctionnement des moteurs de fusées estimé égal à E = 99 pour  
-3

0 kgm 2000  et  -3kgm 20 [150-152].  

 L’expansion ou l’augmentation du volume du domaine de l’écoulement 

correspond à a  > 0, alors que la contraction ou la diminution du volume de 

l’espace contenant le fluide survient quand a  < 0. En effet, le volume   de 

fluide entre les deux disques est défini en considérant leur rayon r* et la distance 
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séparant les deux surfaces 2a. C’est le volume du cylindre de rayon r* et de 

hauteur ou de longueur 2a, donné par : 

  rAar c2
122                        (II.8)

          

où la section transversal Ac de l’écoulement qui a lieu entre les deux disques est 

définie par:  

  raarAc  42)2(                 (II.9) 

 
 En fait Ac est la surface latérale d’un cylindre de rayon r* et de longueur 

2a mesurée suivant l’axe z* qui passe perpendiculairement aux milieux des 

surfaces des deux disques.  

II.2.4. Equation de débits 

 Le fait que le fluide entre et sort du domaine de l’écoulement conduit à la 

notion de débits. Notons en général qu’il existe deux types de débits, notamment 

le débit massique et le débit volumique. Précisément, le débit volumique est le 

flux du champ de vitesse à travers une surface quelconque traversée par le 

fluide, il est équivalent au volume du fluide par unité de temps. Le débit 

volumique ainsi défini, multiplié par la masse volumique permet d’obtenir le 

débit massique correspondant à la masse par unité de temps qui traverse une 

section transversale d’un écoulement de fluide.   

Dans le cas présent, la variation de masse de fluide entre les deux disques 

est la différence entre la masse qui entre dans le domaine de l’écoulement par les 

surfaces poreuses des disques dont la somme est Ai, et la masse qui sort de 

l’espace contenant le fluide à travers la section transversale de l’écoulement qui 

est la surface latérale Ac du cylindre de rayon r et de longueur ou de hauteur 2a. 

On a alors la relation : 

  cmii AuAVd
t






              (II.10) 
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où um est la vitesse moyenne du fluide qui traverse la surface Ac. En tenant 

compte de la formule (II.8) du volume du domaine de l’écoulement, l’équation 

(II.10) devient : 

    cmiic AuAVrA
t

 








 *

2
1            (II.11)  

           
Le volume   est défini en considérant un rayon r donné. Ainsi, la formule 

(II.11) est développée comme suit :   

 

  cmii
c AuAV
t

Ar  

*

2
1             (II.12)

                
 La vitesse moyenne ou vitesse de débit um peut alors être définie à partir 

de l’équation (II.12) par : 

 

t
A

A
rV

A
Au c

c
i

c

i
m 


 *

2
1              (II.13)  

          
 En substituant les expressions des surfaces arAc *4  et 2*2 rAi   

dans l’équation (II.13), on obtient : 

   

 aV
a
ra

a
rV

a
ru iim  

*
2
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2
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2
1            (II.14)            

 

 Connaissant la vitesse absolue d’injection du fluide aVV i  , la vitesse 

de débit um a finalement pour expression :   

 

V
a
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*
2
1

               (II.15) 
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II.2.5 Définition de la fonction de courant  

La fonction de courant est une grandeur liée au champ de vitesses et qui 

peut être définie pour différents types d’écoulements. Elle peut être utilisée pour 

représenter les lignes de courant d’un fluide correspondant aux trajectoires des 

particules fluides dans un écoulement stationnaire. La conséquence de 

l’incompressibilité du fluide est le champ de vitesses à divergence nulle comme 

le décrit l’équation (II.1). Les composantes de vitesse peuvent être liées à la 

fonction de courant dans le but de vérifier l’équation (II.1) par les relations 

suivantes : 

  

*
*

*
1*

zr
Vr 




 ,  
*
*

*
1*

rr
Vz 




            (II.16)          

 
 Il apparaît clairement que la fonction de courant est liée d’une part à la 

vitesse radiale Vr* et d’autre part à la vitesse transversale Vz*. Ainsi, le problème 

vérifié par les composantes de vitesse Vr* et Vz* peut être transformé en un 

problème satisfait par l’unique fonction de courant , ceci constitue l’intérêt de 

l’usage de la fonction de courant. Par cette approche, la détermination de la 

fonction de courant permet de retrouver les composantes de vitesse par un calcul 

en retour.

II.2.6 Définition du vecteur tourbillon et obtention de l’équation de vorticité 

 Comme nous l’avons déjà signalé, la vorticité est générée par le caractère 

tourbillonnaire de l’écoulement. Notons que c’est une propriété inhérente à tout 

écoulement de fluide quelque soit le régime. Autrement dit, il existe des zones 

de tourbillon ou des régions de mouvement rotatif dans tout écoulement de 

fluide.  
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II.2.6.1 Définition du vecteur rotation du fluide 

Le vecteur tourbillon  est défini par : 
 

rotVΩ
2
1

                (II.17) 

 
 Les composantes de ce vecteur dans la base cylindro-polaire associée à 

l’écoulement sont telles que : 
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 Le vecteur tourbillon peut aussi s’exprimer en termes de fonction de 

courant grâce aux équations (II.16) qui lient la fonction de courant aux 

composantes de vitesse :  
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II.2.6.2 Equation de vorticité 

 L’équation de vorticité est décrite par le vecteur tourbillon. La forme 

vectorielle des équations de Navier-Stokes est par conséquent nécessaire pour 

produire cette équation. L’expression vectorielle des équations de Navier-Stokes 

est la suivante :   
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                         (II.20) 

où er est le premier vecteur de la base cylindrique associée à l’écoulement. En 

considérant l’équation (II.17), il apparaît que l’équation de vorticité s’obtient en 
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opérant le rotationnel de l’équation (II.20). Par ailleurs, compte tenu de 

l’équation (II.19) qui montre le lien entre le vecteur tourbillon et la fonction de 

courant, il en ressort que l’équation vérifiée par le vecteur tourbillon est aussi 

satisfaite par la fonction de courant. Ainsi, l’équation satisfaite par la fonction de 

courant s’obtient en calculant le rotationnel de chaque terme de l’équation 

(II.20) exprimé en fonction de la fonction de courant. En effet, le rotationnel du 

premier terme du membre de gauche de l’équation (II.20) est donné par : 

  (II.21) 

 

où eest le deuxième vecteur de la base cylindro-polaire associée à 

l’écoulement. 

 Le rotationnel du deuxième terme du membre de gauche de l’équation 

(II.20) est obtenu comme suit : 
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 Il est bien connu que le rotationnel d’un gradient est nul. Ainsi, le 

rotationnel du troisième terme du membre de gauche et le rotationnel du premier 

terme du membre de droite de l’équation (II.20) sont nuls. Par ailleurs, le 

rotationnel du deuxième terme du membre de droite de l’équation (II.20) est 

donné par : 
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 Rappelons que l’équation du tourbillon est donnée par : 

 

   (II.24) 
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Compte tenu des expressions (II.21), (II.22) et (II.23), nous obtenons 

l’équation satisfaite par la fonction de courant : 

 

      **
*
*

*
2*

**
**

**
*

*
1*

*
42

2
222  DD

zr
D

zr
D

rzr
D

t






























                 
 (II.25) 

 Les conditions aux limites associées à l’équation (II.25) en introduisant 

les expressions (II.16) dans les conditions aux limites (II.4) : 
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 Il apparaît que l’introduction de la fonction de courant dans les équations 

du problème en considérant les expressions (II.16) permet de vérifier l’équation 

de continuité (II.1) et permet aussi de réduire les trois équations (II.1), (II.2) et 

(II.3) décrites par les composantes de vitesse en une seule équation différentielle 

(II.25) satisfaite par la fonction de courant décrivant le même problème. 

IIII..33  MMEETTHHOODDEE  DDEESS  SSOOLLUUTTIIOONNSS  SSEEMMBBLLAABBLLEESS  

C’est une méthode de plus en plus utilisée pour résoudre des problèmes 

d’écoulements de fluides entre deux parois poreuses [92-95]. C’est une 

technique basée sur la séparation des variables qui s’appuie sur la géométrie de 

l’écoulement ainsi que les conditions aux limites et dont la validité a été 

démontrée numériquement et expérimentalement [142, 143, 153]. Cette 

approche diffère d’un problème à un autre par la configuration géométrique de 

l’écoulement et les conditions aux limites.  
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II.3.1 Equations du problème 

Compte tenu de la configuration géométrique de l’écoulement, des 

conditions aux limites du problème et des propriétés physiques du fluide étudié, 

la fonction de courant s’exprime sous la forme : 

 *,*
2
1*)*,*,(* 2 tFr

a
tzr              (II.27)  

où 
*)(
*
ta

z


 
est la variable axiale adimensionnelle. La fonction F est une 

fonction de courant adimensionnelle de l’écoulement semblable. Dans le but 

d’obtenir le problème satisfait par la fonction F, nous introduisons l’expression 

(II.27) de la fonction de courant dans l’équation (II.25). Pour cela, nous donnons 

les transformations des différents termes de l’équation (II.25). En effet, notons 

d’abord que les vitesses radiale et axiale exprimées en fonction de F sont 

données par : 
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 Par ailleurs, le terme *2D devient : 
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 En utilisant l’équation (II.30), le premier terme de l’équation (II.25) est 

transformé comme suit : 
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 La transformation du deuxième terme de l’équation (II.25) est donnée 

par : 
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 Le troisième terme de l’équation (II.25) devient : 
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 Le quatrième terme de l’équation (II.25) a pour expression : 
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 L’unique terme du membre de droite de l’équation (II.25) devient : 
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 En prenant en compte les transformations des différents termes de 

l’équation (II.25), la transformation globale de cette équation est donnée par : 
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où 


 aa  est un paramètre sans dimension résultant du mouvement des 

disques. 

 Les conditions aux limites dérivant de l’introduction de la fonction dans le 

problème sont les suivantes : 
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VtatF *)(*),1( 
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  0*,02

2



 tF


,        F (0, t*) = 0         pour    = 0  

              

  0*,1 

 tF


,       


VtatF *)(*),1(       pour    = 1             (II.37) 

 
L’équation (II.36) et les conditions aux limites (II.37) décrivent un 

problème non permanent.  

Les conditions aux limites (II.37) sont valables quelque soit le temps t*. 

En particulier, la fonction adimensionnelle aux frontières de l’écoulement est 

établie comme suit :
 

VtatF *)(*),1(  .    

II.3.2 Position du problème 

En régime permanent qui nous intéresse dans ce travail, la fonction F ne 

dépend pas explicitement du temps. Autrement dit, ça dépendance spatio-

temporelle est incorporée dans l’expression de la variable 
*)(
*
ta

z
 dont elle 

dépend désormais uniquement, telle que )(FF  , ce qui implique que 

02

2
















F

t
, en considérant que le paramètre  est quasi constant dans le 

temps. Dans ce cas,  n’est pas très différent de sa valeur initiale, telle que 


 00aaaa 

 , où a0 est la demi-largeur initiale du domaine de l’écoulement et 

0a est la vitesse initiale de déplacement des disques.  

si 


 00aaaa 
  est supposé constant, en tenant compte de l’équation 

(II.7): aEV  , l’expression du nombre de Reynolds pour l’écoulement 

permanent étudié correspond à: 


EaVR  , en considérant une valeur 

constante du coefficient d’injection E. Dans notre travail, la valeur constante de  
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E n’est donnée, parce que cette étude n’est pas dédiée à un fluide incompressible 

particulier et spécifié, mais c’est une contribution générale à une meilleure 

compréhension au contrôle d’un écoulement de fluide entre deux plateaux 

circulaires poreux en mouvement de translation tendant à augmenter ou à 

réduire le volume du domaine de l’écoulement. Comme F,  et R ne dépendent 

pas explicitement du temps t*, le problème à résoudre est alors le suivant :  

03 )3()2()3()2()1()4(  FFFFFFF    (II.38)

0)1()1( F , RF  )1(      pour 1  
0)0()2( F ,   0)0( F      pour 0  

0)1()1( F ,  RF  )1(     pour 1  (II.39) 

où iii dFdF /)(  . Les équations (II.38) et (II.39) définissent un problème à

conditions aux limites sur trois bornes, notamment deux bornes rigides situées à 

 = -1 et  = +1, respectivement ; ainsi qu’une frontière non rigide située au 

milieu de l’espace contenant le fluide, à la position  = 0.  

En fonction de F(), les vitesses radiale et axiale ont alors pour 

expressions : 

)(* 
2
1* )1(

2  F
a
rVr  , )(*  F

a
Vz   (II.40) 

II.3.3 Introduction des variables adimensionnelles

Dans ce problème, la vitesse radiale est adimensionnalisée par la vitesse 

moyenne ou vitesse de débit, tel que définie à l’équation (II.15) : V
a
rum

*
2
1

 . 

Par ailleurs, la vitesse axiale est déterminée par unité de la vitesse absolue de 

succion –V relative à la frontière supérieure poreuse, telle que : 
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         (II.41) 

 
 Une autre grandeur physique décrivant le transfert de quantité de 

mouvement dans le fluide mérite d’être définie, notamment le gradient de 

pression qui a une composante radiale et une composante transversale. Ces deux 

composantes sont obtenues en introduisant les formules (II.41) dans les 

équations (II.2) et (II.3). On obtient l’expression suivante relative au gradient de 

pression radial par unité du rayon des disques : 
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 Dans ce travail, la demi-largeur du domaine de l’écoulement a représente 

la référence des longueurs, alors le rayon adimensionnel r des disques est défini 

par r = r*/a. De plus, la pression est déterminée par unité de la pression absolue 

)( 2V , tel que : p= p*/ )( 2V . Ainsi, le gradient de pression radial par unité de 

rayon adimensionnel est obtenu comme suit :   
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          (II.43) 

 
 Il en ressort que pour un nombre de Reynolds donné, le gradient radial de 

pression par unité de longueur est constant à l’intérieur du domaine de 

l’écoulement, car il est proportionnel à l’intégrale première de l’équation 

différentielle du problème (II.38). Autrement dit, le gradient de pression radial 

varie linéairement avec le rayon des disques. Cette variation linéaire est 

caractéristique de l’écoulement sandwich en étude. Sur le plan de la physique, 

surtout de la géométrie du mouvement du fluide, étant donné que le fluide en 

écoulement ne ressent pas les effets des frontières radiales, l’écoulement radial a 

tendance à être plus régulier que l’écoulement axial qui subit l’influence des 
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deux surfaces poreuses. Ce qui est tout à fait compréhensible, car le mouvement 

du fluide même est provoqué par l’injection qui est totalement axiale. Dans ce 

cas, le gradient de pression radial peut être considéré comme un effet secondaire 

dû à l’injection du fluide entre les deux disques opposés. Cet effet secondaire est 

matérialisé par un écoulement ultérieur qui est à la fois axial et radial dans 

l’espace intermédiaire des deux disques. Cet effet secondaire qui est 

l’écoulement radial finit par être primordial après un temps très long, 

caractéristique de l’écoulement permanent en étude, car loin du point central du 

domaine d’étude et proche de la section circulaire médiane, les trajectoires des 

particules fluides ont tendance à être parallèles à cette section circulaire 

médiane, située  = 0. Cet aperçu préalable du comportement de l’écoulement 

pourra être vérifié par les résultats numériques de ce travail. Si le gradient de 

pression radial joue un rôle secondaire et presque négligeable, surtout pendant 

l’injection du fluide dans le domaine de l’écoulement, c’est aussi parce que 

l’injection se fait suivant une seule composante, notamment la vitesse axiale ou 

normale. La pression étant liée à la vitesse par une même relation de 

conservation des quantités de mouvement, il vient qu’en l’absence d’une 

composante radiale de vitesse comme pendant l’injection du fluide, le gradient 

de pression radial est moins important. Son importance apparaît juste après 

introduction du fluide dans l’espace intermédiaire des deux disques et devient 

même asymptotiquement  prépondérant après un temps très long. A ce stade, il 

est pertinent de noter que, ce comportement du gradient de pression à deux 

composantes est beaucoup rencontré dans la littérature [118, 119, 133]. Plus 

précisément, il y a comme un échange de rôles entre les deux composantes du 

gradient de pression qu’il faut relever pour les écoulements bidimensionnels, en 

effet, quand l’un des gradients de pression est important l’autre est négligeable. 

Ainsi, il existe donc des instances physiques pendant lesquelles les deux 

composantes présentent des contributions quasi-égales, notamment juste après le 

début du mouvement du fluide et un peu avant un temps très long. La 
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conservation de la quantité de mouvement montre que l’écoulement d’un fluide 

newtonien simple est régi par la vitesse et le gradient de pression. Nous parlons 

d’écoulement simple, parce que nous avons antérieurement relevé qu’il existe 

des écoulements complexes qui intègrent d’autres considérations physiques, 

comme l’interaction du mouvement du fluide avec un champ magnétique ou une 

réaction chimique. Pour les écoulements des fluides newtoniens, les équations 

de Navier-Stokes permettent de prévoir le comportement du gradient de pression 

connaissant la vitesse, et réciproquement. 

 Comme le gradient radial de pression par unité du rayon des disques est 

constant dans l’écoulement, la plus grande attention est portée sur le gradient 

axial de pression défini en introduisant les formules (II.41) dans l’équation 

(II.3) : 

  
 )1()2()1(
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             (II.44) 

 
 Le fait que le gradient de pression s’exprime en fonction de F et ses 

dérivées, illustre à suffisance la relation entre la vitesse de l’écoulement et la 

pression. En considérant les variables de référence déjà présentées, le gradient 

de pression axiale adimensionnel est donné par : 
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         (II.45) 

 
 Profitons à ce stade pour signaler que la production de l’équation de 

vorticité a fait disparaître les termes de pression des équations de Navier-Stokes, 

mais grâce à la relation qui existe entre le champ de vitesse et la fonction de 

courant, les gradients de pression radiale et normale ont été exprimés. C’est 

aussi l’occasion de souligner qu’au lieu de déterminer directement la vitesse de 

l’écoulement et la pression en résolvant les équations de Navier-Stokes décrites 

par ces mêmes grandeurs physiques, nous avons plutôt procédé par l’obtention 

de l’équation de vorticité avant de revenir à la détermination des caractéristiques 
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de l’écoulement. Plus précisément, c’est la méthode utilisée, la méthode des 

solutions semblables, qui conduit à cette démarche indirecte pour la 

détermination des caractéristiques de l’écoulement. Cependant, il existe 

beaucoup d’autres méthodes [154-156] de résolution des équations de Navier-

Stokes comme la méthode des différences finies [156]. En analyse numérique, la 

méthode des différences finies est une technique courante de recherche de 

solutions approchées d’équations aux dérivées partielles qui consiste à résoudre 

un système de relations ou schéma numérique, liant les valeurs des fonctions 

inconnues en certains points suffisamment proches les uns des autres. Cette 

méthode apparaît comme étant la plus simple à mettre en œuvre, car elle procède 

en deux étapes. D’une part, la discrétisation par différences finies des opérateurs 

de dérivation/différentiation. D’autre part, la convergence du schéma numérique 

ainsi obtenu lorsque la distance entre les points diminue. Pour plus de 

précisions, en calcul différentiel, une équation aux dérivées partielles (EDP) est 

une équation différentielle dont les solutions sont des fonctions inconnues 

dépendant de plusieurs variables vérifiant certaines conditions concernant leurs 

dérivées partielles.  

 Une EDP a souvent de très nombreuses solutions, les conditions étant 

moins strictes que dans le cas d’une équation différentielle ordinaire (EDO) qui 

est à une seule variable. Les EDO sont souvent des problèmes associés aux 

conditions aux limites qui restreignent l’ensemble des solutions. L’ensemble des 

solutions d’une équation différentielle ordinaire est paramétré par un ou 

plusieurs paramètres correspondant aux conditions supplémentaires, alors que 

dans le cas des EDP, les conditions aux limites se présentent plutôt sous forme 

de fonctions ; intuitivement cela signifie que l’ensemble des solutions est 

beaucoup plus grand, ce qui est vrai dans la quasi-totalité des problèmes. 

 Les EDP et ODE sont omniprésentes dans la science, puisqu’elles 

apparaissent aussi bien en dynamique des structures ou en mécanique des fluides 

que dans les théories de la gravitation, de l’électromagnétisme ou des 
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mathématiques financières. Elles sont primordiales dans des domaines tels que 

la simulation aéronautique, la synthèse d’images, ou la prévision 

météorologique. De plus, les équations les plus importantes de la relativité 

générale et de la mécanique quantique sont également des EDP et ODE. 

 Pour la méthode des différences finies, un maillage est un ensemble de 

points isolés appelés nœuds situés dans le domaine de définition des fonctions 

assujetties aux équations aux dérivées partielles, une grille sur les seuls nœuds 

de laquelle sont définies les inconnues correspondant aux valeurs 

approximatives de ces fonctions. Le maillage comprend également des nœuds 

situés sur la frontière du domaine afin de pouvoir imposer les conditions initiales 

avec une précision suffisante. A priori, la qualité première d’un maillage est de 

couvrir au mieux le domaine dans lequel il se développe, de limiter la distance 

entre chaque nœud et son proche voisin. Cependant, le maillage doit également 

permettre d’exprimer la formulation discrète des opérateurs de différentiation. 

Pour cette raison, les nœuds du maillage sont le plus souvent situés sur une grille 

dont les directions principales sont les axes des variables. 

 Par ailleurs, une équation différentielle ordinaire (EDO) est une équation 

différentielle dont là où les fonctions inconnues ne dépendent que d’une seule 

variable ; elle se présente sous la forme d’une relation entre ces fonctions 

inconnues et leurs dérivées successives. Le terme ordinaire est utilisé par 

opposition au terme dérivées partielles où les fonctions inconnues peuvent 

dépendre de plusieurs variables. L’ordre d’une équation différentielle 

correspond au degré maximal de dérivation auquel l’une des fonctions 

inconnues a été soumise. Il existe une forme de référence à laquelle on essaie de 

ramener les équations différentielles ordinaires par divers procédés 

mathématiques. Les équations différentielles représentent un objet d’étude de 

toute première importance, aussi bien en mathématiques pures qu’en 

mathématiques appliquées. Elles sont utilisées pour construire des modèles 

mathématiques de processus d’évolution physiques et biologiques, par exemple 
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pour l’étude de la dynamique des populations. Les objectifs principaux de la 

théorie des équations ordinaires sont la résolution explicite complète quand elle 

est possible, la résolution approchée par des procédés d’analyse numérique, ou 

encore l’étude qualitative des solutions. Ce dernier domaine s’est 

progressivement étoffé, et constitue l’un des composants principaux d’une vaste 

branche des mathématiques contemporaines : l’étude des systèmes dynamiques.  

 Les méthodes directes de résolution des équations de Navier-Stokes 

permettent seulement de déterminer les caractéristiques de l’écoulement qui 

interviennent dans le transport des quantités de mouvement, en l’occurrence la 

vitesse et la pression. La différence avec la méthode des solutions semblables 

utilisée dans ce travail est qu’elle permet d’obtenir beaucoup de caractéristiques 

de l’écoulement mettant en évidence des structures hydrodynamiques 

importantes comme les composantes de vitesse, la pression, les gradients de 

pression, la fonction de courant, les lignes de courant et les trajectoires des 

particules fluides, ainsi que le coefficient de frottement et bien d’autres 

grandeurs physiques intéressantes. C’est donc dans l’objectif d’avoir un nombre 

intéressant des caractéristiques de l’écoulement que les scientifiques utilisent de 

plus en plus la méthode des solutions semblables surtout pour traité des 

problèmes d’écoulements bidimensionnels, écoulements de fluides 

incompressibles régis par des champs de vitesse à deux composantes. 

IIII..44  MMEETTHHOODDEE  DDEE  RREESSOOLLUUTTIIOONN    

La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 utilisée pour résoudre 

numériquement le problème n’est adaptée que pour la résolution des équations 

différentielles du premier degré, donc pour des problèmes à condition initiale. 

Par conséquent, employer l’algorithme de Runge-Kutta d’ordre 4 pour trouver 

les solutions dans ce travail requiert une transformation des équations du 

problème en système d’équations différentielles du premier ordre. Précisons que 

le problème admet une symétrie dans l’intervalle [-1, 1], comme le montrent les 



CHAPITRE II : FORMULATION DU PROBLEME ET METHODE DE RESOLUTION 

LEHEL Fils Raymond Patrick          Thèse de Doctorat- PhD/Laboratoire de Mécanique Appliquée et d’Hydraulique  

60

conditions aux limites (II.39). Ainsi, il est convenable de résoudre le problème 

dans l’intervalle [0, 1] et déduire par symétrie la solution correspondante à 

l’intervalle [-1, 0[, pour finalement avoir la solution globale dans l’intervalle [-1, 

1].  Pour plus de précisions, les conditions aux limites utiles sont les suivantes : 

F(1) = 0, F = R    pour    = 1 
F(2) = 0, F = 0    pour    = 0           (II.46) 
 

 Pour commencer, l’équation différentielle (II.38) est exprimée sous la 

forme : 

Ff(, F, F, F, F) = 03 )3()2()3()2()1(  FFFFFF         (II.47) 

 
 Pour transformer les équations (II.38) et (II.46) en un problème à valeur 

initiale, deux conditions supplémentaires doivent être ajoutées à la frontière 

inférieure ( = ) du domaine d’étude qui est l’intervalle  ≤ ≤ 1, c'est-à-dire 

les conditions initiales sont telles que: 

 
F() = 0  

F (1)() = b  

F(2)() = 0  

F (3)() = c                     (II.48) 

 
Ainsi, la solution du problème va dépendre de trois variables , b et c. 

L’introduction des conditions initiales supplémentaires implique un aperçu sur 

la dérivation par rapport à b et c qui sont des variables indépendantes : 
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Les dérivées croisées par rapport à b, c et  peuvent permuter dans le sens 

de la commutativité, car les variables b, c et  sont indépendantes.  

À partir des équations (II.49), deux nouvelles fonctions peuvent être 

définies comme suit : 

  

b
Fcbu



 ),,(     

c
Fcbv



 ),,(                            (II.50) 

 
À partir des relations (II.50), deux équations différentielles d’ordre quatre 

satisfaites respectivement par les fonctions u et v sont déduites :  
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 Sachant que la variable est indépendante de b et c, il vient que : 
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                          (II.52) 

 
Compte tenu des relations (II.52), les équations (II.51) deviennent : 
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 En posant: 
 



uu , 2

2

 



uu , 3
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F
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F
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F
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 , 

)3()3(

F
ffF 


 ,  les équations (II.53) deviennent: 

 

 ufufufufu FFFF (3)(2)(1)    

 vfvfvfvfv FFFF (3)(2)(1)                          (II.54) 

 
 Le souci de transformer le problème aux limites en un problème à 

condition initiale a conduit à l’introduction des variables b et c encore appelées 

valeurs testes en termes de contraintes à la frontière inférieure ( = ). À ce 

stade, le résultat de l’intégration des équations différentielles est une fonction de 

b et c. La vraie solution du problème est celle qui vérifie les conditions aux 

limites à la frontière supérieure ( =) du domaine de l’écoulement. En effet, la 

solution du problème vérifie la frontière supérieure si la fonction suivante est 

minimisée : 

 
   2)1(2 0),,1(),,1(),(  cbFRcbFcbK           (II.55) 

 
La vraie solution du problème est obtenue avec les racines b* et c* de la 

fonction K. En fait, la détermination des zéros b* et c* de la fonction K conduit 

à un problème d’optimisation que nous résolvons à l’aide de la technique 

d’optimisation de Newton-Raphson. L’objectif est de minimiser la fonction K, 

c’est-à-dire, déterminer les valeurs b = b* et c = c* pour que : 

 
   2)1(2 0),,1(),,1(),(  cbFRcbFcbK   = 0            (II.56) 
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L’algorithme qui détermine les valeurs de b et c pour deux étapes 

consécutives n et n+1 dans la minimisation de la fonction quadratique K est régi 

par le calcul suivant : 
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où  J  et   1J  représentent respectivement la matrice jacobienne et son inverse. 

  Les composantes de la matrice jacobienne sont définies par: 
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            (II.58) 

 
où :  

K1 =F, b, c) R 

    K2 = F(1)(1, b, c)                     (II.59) 

 
 Il est important de noter que la matrice jacobienne inverse   1J  ne peut 

être définie que si et seulement si 0det J . En d’autres termes les solutions du 

problème en étude ne sont accessibles que si la matrice J est inversible. A ce 

stade, signalons que dans notre étude, la condition suivante est satisfaite : 

 
0),,1(),,1(),,1(),,1(det  cbvcbucbvcbuJ            (II.60) 

  
D’après les expressions (II.50) les conditions initiales associées à 

l’équation différentielle satisfaite par la fonction u sont données par : 

 
u(, b, c) = 0       
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u(, b, c) = 1 

u(, b, c) = 0 

u(, b, c) = 0  (II.61) 

Par ailleurs, les conditions initiales relatives à l’équation différentielle 

vérifiée par la fonction v sont telles que : 

v(, b, c) = 0 

v(, b, c) = 0 

v (, b, c) = 0  

v (, b, c) = 1              (II.62) 

Il ressort que l’équation différentielle (II.38) ainsi que les conditions aux 

limites (II.46) sont transformées en un système de trois équations différentielles 

couplées (II.47), (II.54), associées aux conditions initiales (II.48), (II.61)-(II.62).  

Le problème à conditions initiales est résolu par l’algorithme de Runge-

Kutta d’ordre quatre impliquant la transformation de toutes les équations 

différentielles à résoudre en un système d’équation différentielles d’ordre un, ce 

qui est équivalent à l’intégration d’un système de douze équations différentielles 

de premier degré dont les solutions sont les composantes du vecteur suivant : 

 T)3()2()1(                        vvvvuuuuFFFFY         (II.63)

En considérant les conditions initiales suivantes : 

 T1  0  0  0  0  0  1  0    0    0)0( cbY  (II.64) 

Pour résumer la méthode numérique de Tir utilisée dans ce travail, nous 

pouvons dire que, comme deux des quatre conditions aux limites du problème 

sont sur deux bornes, pour que le système d’équations différentielles à résoudre 

soit transformé en un problème à conditions initiales bien posé, alors deux 
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conditions supplémentaires arbitraires sont exigées au niveau de la borne 

inférieure du domaine de résolution, c’est-à-dire à  = . Dans ce cas, la solution 

du problème dépend de ces deux conditions arbitraires qui deviennent d’autres 

variables inconnues du problème dont la détermination conduisant à l’obtention 

de la vraie solution donne lieu à la résolution d’un problème d’optimisation par 

la technique de Newton-Raphson. En effet, le problème d’optimisation résulte 

d’un test de la solution à la borne supérieure, c’est-à-dire la vraie solution doit 

vérifier les conditions aux limites au niveau de la borne supérieure ( = 1). 

Cela implique la définition d’une grandeur appelée fonction coût K. La fonction 

K est la somme des écarts quadratiques entre les valeurs respectives des 

fonctions trouvées par intégration des équations différentielles utilisant les deux 

conditions initiales arbitraires avec la méthode de Runge-Kutta d’ordre quatre et 

les valeurs des conditions aux limites du problème. Les bonnes conditions 

initiales du problème conduisant à la vraie solution sont celles pour lesquelles K 

est minimale, c’est-à-dire nulle puisque la fonction K est quadratique. Par 

ailleurs, nous rappelons qu’une fonction quadratique est positive et le minimum 

d’une telle fonction est nul. Les valeurs des deux variables, qui servent à définir 

les deux conditions initiales supplémentaires correspondant à la valeur minimale 

de K sont utilisées de façon itérative pour définir les vraies conditions initiales 

conduisant à la solution recherchée.  

 

CCoonncclluussiioonn    

 
 Dans ce chapitre, il était question de présenter le domaine géométrique de 

l’écoulement et de formuler mathématiquement le problème. Il en ressort que la 

solution s’obtient en résolvant un problème à conditions aux limites sur deux 

bornes par la méthode de Tir associée à l’algorithme de Runge-Kutta d’ordre 4 . 
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Ce chapitre est consacré à la présentation des résultats obtenus de l’intégration 

numériques des équations différentielles du problème et à leur interprétation 

physique. Ces résultats sont en termes de profiles de vitesses radiale et axiale, 

des gradients de pression et des lignes de courant en fonction des valeurs variées 

des paramètres de contrôle de l’écoulement. En effet, le contrôle des 

écoulements est un domaine de la mécanique des fluides qui étudie les 

possibilités d’action sur les écoulements dans le but de les améliorer 

relativement à divers objectifs, qu’il s’agisse d’écoulements libres ou 

d’écoulements au voisinage des parois. Les gains portent généralement sur 

l’augmentation des performances, avec une réduction du bruit éventuellement, et 

la réduction de la consommation qui en découlent. Le contrôle peut porter sur 

l’ensemble de l’écoulement ou opérer en un point donné avec un effet dans le 

voisinage et sur l’évolution de l’écoulement. Les contrôles peuvent être 

constants, se produisant sans intervention et en toute circonstance ou adaptatifs, 

en fonction de paramètres observés au moyen de divers techniques.  

Un exemple de contrôle d’écoulement dans la nature est la peau de requin. 

En effet, cette peau possède des micro-rainures permettant de modifier 

l’écoulement de l’eau autour du requin. En diminuant la vitesse contre la peau 

du requin, cela diminue les frottements de l’eau, permettant à cet animal de se 

déplacer à des vitesses de l’ordre de la centaine de km/h. Cet effet est connu 

sous le nom d’effet riblet. Un autre exemple est celui qui a inspiré les winglets 

sur les aéronefs. Certains volatiles comme les rapaces ou les cigognes ont la 

capacité de modifier la géométrie de leurs ailes, particulièrement en bout d’aile. 

Cela permet de diminuer le cisaillement à cet endroit, et ainsi diminuer les 

turbulences et les vortex de leurs sillages, néfastes à leurs performances. En 

particulier, le cisaillement du vent est une différence de vitesse ou de la direction 

du vent entre deux points suffisamment proches de l’atmosphère. Selon que les 

deux points de référence sont à des altitudes différentes ou à des coordonnées 

géographiques différentes, le cisaillement est dit vertical ou horizontal. Il 
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provoque une instabilité de Kelvin-Helmholtz qui se déduit par de fortes 

turbulences au niveau de la couche de friction. Il s’agit d’un phénomène 

différentiel dont la cause peut aussi bien être de micro-échelle, comme une 

éolienne, que d’échelle synoptique comme une zone frontale. Il est aussi 

impliqué dans le développement des orages. 

Le plus ancien cas de contrôle d’écoulement est le perfectionnement de la 

balle de golf, inventée dans les années 1880, bien avant que Prandtl n’introduise 

la notion de couche limite. Il avait été observé que les aspérités permettaient à la 

balle de parcourir une plus grande distance. La physique de l’interaction balle-

fluide n’a été formulée que plusieurs années plus tard. Les aspérités forcent la 

transition laminaire-turbulent, réduisant la traînée de pression. La transition à la 

turbulence a pour effet de renforcer la couche limite et de retarder son 

décollement, diminuant ainsi la taille de la bulle de recirculation et la zone de 

dépression en aval. La zone de dépression étant plus petite qu’en écoulement 

laminaire, la force d’aspiration, à l’origine de la traînée de pression, est moins 

importante. La notion de couche limite est apportée en 1904 par Prandtl. Cela 

permet d’expliquer le phénomène de décollement et de proposer, avec Tietjens, 

l’utilisation dès l’aspiration continue pour modifier l’écoulement autour d’un 

cylindre et recoller le décollement dans un diffuseur. Ils constatent ainsi qu’une 

perturbation localisée peut agir sur l’ensemble de l’écoulement.  

Les applications du contrôle des écoulements commencent dès le début du 

XXe siècle. D’abord en 1903, avec les Frères Wrigth qui développent un avion 

couplant un gauchissement des ailes et une gouverne de direction pour améliorer 

l’aérodynamique. Puis, dans les années 1910, avec l’apparition des ailerons qui 

permettent de contrôler le vol des avions. En 1947, l’aérodynamicien américain 

Richard Whitcomb met au point les premières winglets de l’histoire de 

l’aviation grâce à ses recherches dans le centre de recherche de la NASA. Cette 

nouvelle technologie permet alors de réduire la traînée induite par la portance 

sans pour autant augmenter l’envergure de la voilure. 
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Comme nous l’avons déjà signalé à l’introduction, ce travail est surtout 

appliqué au contrôle du fonctionnement des moteurs de fusées en vue 

d’accroitre leur performance. Ce contrôle se fait généralement par l’analyse des 

caractéristiques de l’écoulement, comme c’est le cas dans ce travail. Etant donné 

que l’écoulement est gouverné par deux paramètres de contrôle, R et ,les 

solutions en termes de composantes de vitesse, de gradients de pression et des 

lignes de courant sont déterminées pour des petites valeurs, des valeurs 

modérées et des grandes valeurs du nombre de Reynolds et pour différentes 

valeurs du paramètre d’expansion ou de contraction du domaine de 

l’écoulement.   

IIIIII..11..  PPRROOFFIILLSS  DDEE  VVIITTEESSSSEE  RRAADDIIAALLEE  DDEE  LL’’EECCOOUULLEEMMEENNTT    

La vitesse radiale pour une petite valeur du nombre de Reynolds est 

présentée à la Figure III.1. 
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Figure III.1 : Vitesse radiale pour R = 3, et pour différentes valeurs de . 
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 L’expansion du domaine de l’écoulement correspond aux valeurs 

positives de , alors que la contraction de l’espace contenant le fluide 

correspond aux valeurs négatives de , comme le montre la Figure III.1 tracée 

pour une valeur du nombre de Reynolds R = 3. Il apparaît que l’expansion des 

parois dont l’influence est beaucoup plus considérable pour les faibles nombres 

de Reynolds entraîne les particules fluides proches des parois et dans une large 

région de l’espace occupé par le fluide dans le sens inverse du mouvement. Ces 

régions d’écoulement inverse sont beaucoup plus perceptibles pour des grandes 

valeurs  du paramètre d’expansion, notamment  = 50 et  = 100. Dans ces 

régions, c’est le mouvement des parois qui impose le sens de l’écoulement, alors 

qu’au voisinage de la section circulaire médiane, la vitesse radiale est grande et 

présente un pique. L’analyse complète de ce scénario est que, pour les faibles 

nombres de Reynolds, l’augmentation brusque du volume de l’écoulement 

provoque un écoulement dans le sens inverse dans une bonne partie du domaine 

de l’écoulement, sauf au centre de l’espace contenant le fluide où la vitesse 

radiale du mouvement est grande.  

 Pour une petite valeur du paramètre d’expansion  = 5, on note une 

vitesse radiale modérée qui ne présente pas de pique avec la disparition de 

l’écoulement inverse. Le phénomène d’écoulement inverse s’apparente au fait 

que les particules fluides ont tendance à être entrainées par le mouvement des 

parois lorsque le fluide n’est pas injecté dans la conduite avec un grand débit. Ce 

qui met en exergue l’antagonisme dans le problème en étude entre le 

mouvement d’entraînement propre au déplacement des frontières de 

l’écoulement et le mouvement d’injection du fluide présentant une vitesse 

relative proche des parois. Ces phénomènes d’injection et d’entraînement des 

parois des disques sont associés dans la vitesse absolue du fluide dans le 

voisinage immédiat des parois. Ainsi, lorsque l’injection du fluide est moins 

importante que l’entraînement du fluide, cela est plus perceptible proche des 

parois et la compensation a lieu au centre de la conduite.  
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 Une autre interprétation de la manifestation de l’écoulement inverse est 

que, l’augmentation du volume de l’écoulement est naturellement accompagnée 

par la création des espaces vides entre les deux disques. Ces espaces vides se 

créent prioritairement proche des frontières du domaine d’étude. Ainsi, le fluide 

rebrousse chemin dans le but de combler les régions vides créées, de garantir la 

conservation de la masse. 

 Pour des valeurs négatives du paramètre , correspondant à la contraction 

du domaine de l’écoulement, on note un aplatissement du profil de vitesse 

radiale lorsque le nombre de Reynolds est faible comme le montre la Figure III.1 

avec cette curiosité de ne pas observer de différence entre les grandes valeurs et 

les petites valeurs du paramètre de contraction sur le profil de vitesse radiale. En 

effet, l’aplatissement du profil radial de vitesse à partir de la valeur  = -25 est 

une limite asymptotique pour cette composante de vitesse.  Autrement dit, au-

delà de cette valeur = -25, toutes les courbes sont confondues à une même 

courbe, au point où des valeurs négatives de  allant par exemple de -50 à -100 

se trouvent au-delà du domaine de convergence de notre code de calcul. Tout 

comme la faible expansion des parois, la Figure III.1 montre que la contraction 

des parois n’est pas favorable à la manifestation de l’écoulement inverse, parce 

que cette contraction augmente la pression transversale dans le but de 

compenser le déficit relevé préalablement en injection relative du fluide pour 

empêcher les particules fluides de se déplacer dans le sens contraire du 

mouvement.  

 Pour les petites valeurs du nombre de Reynolds d’injection, pendant que 

la contraction fait disparaître l’écoulement inverse, elle réduit considérablement 

l’amplitude de la vitesse radiale vers une limite asymptotique horizontale pour 

une forte contraction.  

 Il est pertinent de relever le comportement opposé du profil radial de 

vitesse comparativement au centre et proche des parois des plateaux circulaires. 

En effet, la vitesse radiale de l’écoulement croit avec le paramètre , vu comme 
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une grandeur algébrique, au centre de l’espace contenant le fluide, alors qu’elle 

décroit proche des parois pour une petite valeur du nombre de Reynolds d’après 

la Figure III.1. Pour une valeur modérée du nombre de Reynolds R = 25 et pour 

différentes valeurs du paramètre de contrôle d’expansion ou de contraction du 

domaine de l’écoulement, le profil radial de vitesse est présenté à la Figure III.2. 
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Figure III.2 : Vitesse radiale pour R = 25, et pour différentes valeurs de . 

 
 L’effet particulier de la croissance du nombre de Reynolds d’injection est 

la disparition de l’écoulement inverse pour la même échelle de valeurs du 

paramètre d’expansion/contraction de la Figure III.1. Plus précisément, la 

croissance du nombre de Reynolds a contrecarré les effets de l’expansion du 

domaine de l’écoulement proche des frontières, sauf au centre de la conduite. En 

effet, l’écoulement inverse disparaît au voisinage des plateaux circulaires, mais 

l’amplitude de la vitesse radiale reste élevée au centre du domaine d’étude. A ce 

stade, il est important de noter qu’il existe un rapport /R dont la valeur permet 

de prédire le comportement de la vitesse radiale. De plus, la valeur de ce même 
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rapport permet de confirmer lequel des phénomènes d’expansion ou d’injection 

est dominant proche des disques poreux. Il est donc pertinent de signaler que les 

résultats numériques obtenus dans cette étude montrent que dans tous les cas, 

l’écoulement inverse se développe lorsque 10/ R . Du point de vue 

comparatif avec la Figure III.1, l’augmentation du nombre de Reynolds dans la 

Figure III.2 qui cause la disparition de l’écoulement inverse diminue l’amplitude 

de la vitesse radiale au centre du domaine de l’écoulement, mais l’aplatissement 

du profil radial de vitesse causé par le phénomène de contraction persiste. C’est 

opportun de relever que la variation du nombre de Reynolds n’influence que 

l’expansion du volume du domaine cylindrique où a lieu l’écoulement  est sans 

effet sur la contraction. En d’autres mots, les effets de l’expansion de l’espace 

entre les deux disques sur l’écoulement sont modifiés par la variation du nombre 

de Reynolds, mais cette variation du nombre de Reynolds ne modifie pas les 

effets de contraction de l’espace contenant le fluide sur l’écoulement. Dans la 

Figure III.2, on note toujours une croissance de la vitesse radiale en fonction du 

paramètre , pris comme grandeur algébrique, au centre de la conduite, alors 

qu’une décroissance est observée aux frontières du domaine de l’écoulement 

comme dans la Figure III.1.   

 Pour une grande valeur du nombre de Reynolds R = 200, le profil radial 

de vitesse est présenté à la Figure III.3.  
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Figure III.3 : Vitesse radiale pour R = 200, et pour différentes valeurs de . 

 Figure III.3 obtenue pour une grande valeur du nombre de Reynolds 

montre une disparition totale de l’écoulement inverse et une orientation des 

profils de vitesse radiale vers le pique situé au centre de la conduite. Ceci permet 

de confirmer que lorsque la vitesse d’injection est grande, l’écoulement inverse 

n’a pas de place dans le mouvement du fluide. Cependant, le pique de la vitesse 

radiale obtenu pour R = 200 dans la Figure III.3 est plus petit que celui obtenu 

pour R = 25 dans la Figure III.2, plus petit que celui obtenu pour R = 3 dans la 

Figure III.1. Il convient donc de remarquer que ce pique diminue quand le 

nombre de Reynolds croit. 

 Avant de relever les différences globales observées entre les profils de 

vitesse radiale obtenus pour les petites valeurs, les valeurs modérées et les 

grandes valeurs du nombre de Reynolds, notons d’abord ce qu’il y a de 

semblable dans ces résultats. En effet, dans les Figures III.1, III.2 et III.3, la 

vitesse radiale est maximale au centre de la conduite. De plus, cette vitesse 
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décroit en fonction du paramètre adimensionnel d’expansion/contraction du 

domaine de l’écoulement au centre de la conduite, alors qu’elle croit proche des 

frontières de l’espace contenant le fluide. Pour les valeurs modérées et les 

grandes valeurs du nombre de Reynolds, l’écoulement inverse ne se manifeste 

pas dans l’espace contenant le fluide. La contraction du domaine de 

l’écoulement a pour effet l’aplatissement des profils de vitesse radial quelque 

soit la valeur du nombre de Reynolds. A ce stade, il est pertinent de noter que 

comme les effets de contraction du domaine de l’écoulement sont identiques 

pour les petites valeurs, les valeurs modérées et les grandes valeurs du nombre 

de Reynolds, il convient de relever que la variation du nombre de Reynolds R 

est sans effet sur la diminution du domaine d’étude. 

 En ce qui concerne les différences observées dans les trois Figures III.1, 

III.2 et III.3, il est important d’évoquer la présence de l’écoulement inverse qui 

ne se développe que pour les faibles nombres de Reynolds comme dans la 

Figure III.1 et qui disparaît dans le mouvement du fluide pour des valeurs 

modérées et grandes du nombre de Reynolds, comme c’est le cas respectivement 

dans les Figures III.2 et III.3.  

IIIIII..22..  PPRROOFFIILLSS  DDEE  VVIITTEESSSSEE  AAXXIIAALLEE  DDEE  LL’’EECCOOUULLEEMMEENNTT    

 Les profils de vitesse axiale du mouvement du fluide pour une faible 

valeur du nombre de Reynolds et pour différentes valeurs du paramètre de 

contrôle d’expansion ou de contraction du domaine de l’écoulement sont 

présentés à la Figure III.4. 
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Figure III.4 : Vitesse axiale pour R = 3, et pour différentes valeurs de . 

 
 Dans la Figure III.4, on observe des régions où la vitesse axiale déborde 

sa valeur fixée aux frontières du domaine d’étude. Les valeurs du paramètre 

d’expansion  = 50 et  = 100 où la vitesse Vz excède sa valeur établie par les 

conditions aux limites sont aussi celles pour lesquelles l’écoulement inverse est 

mis en évidence dans l’analyse de la vitesse radiale. En d’autres termes, la 

manifestation de l’écoulement inverse provoque le débordement de la vitesse 

axiale dans le but de satisfaire la conservation de la masse et d’occuper les 

espaces vides créés par l’augmentation volumétrique du domaine de 

l’écoulement. En effet, la vitesse axiale déborde, parce que l’expansion des 

disques qui augmente la distance qui les sépare pousse le fluide à rebrousser 

chemin rapidement dans le but d’occuper l’espace vide créé. Bien évidemment, 

ce retour inverse des particules fluides est susceptible de créer les zones de 

collision à l’intérieur de la conduite. Ces zones de collision ont été mises en 

évidence dans des travaux antérieurs [100, 157]. En fait, la collision a lieu parce 
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que le fluide ne rebrousse pas chemin en bloc. Ce n’est qu’une partie du fluide 

proche des frontières de l’écoulement qui subit le mouvement dans le sens 

inverse du déplacement primordial du fluide. Il y a donc rencontre entre une 

partie du fluide en mouvement dans le sens primordial par injection de la 

matière dans la conduite et une autre en mouvement dans le sens contraire.  

 A l’exception des grandes valeurs de  correspondant à l’expansion du 

domaine d’étude, la Figure III.4 montre que le profil de vitesse axiale est 

régulier pour les autres valeurs du paramètre d’expansion. Quant à la contraction 

du domaine de l’écoulement, elle implique un profil linéaire de la vitesse axiale 

sous la forme Vz = [118, 119]. On peut donc récapituler que la contraction qui 

provoque un aplatissement du profil radial de vitesse cause un profil linéaire de 

la vitesse axiale de l’écoulement. Autrement dit, l’absence de l’écoulement 

inverse est ressentie dans le mouvement axial par un profil linéaire. 

 On peut aussi mentionner que de part et d’autre du centre de la conduite, 

la vitesse axiale présente des comportements opposés. En effet, dans la région [-

1, 0], la vitesse Vz décroit avec le paramètre a vue comme grandeur algébrique, 

alors qu’une croissance est observée dans la région ]0, 1]. Cette structure 

hydrodynamique est due à la symétrie établie dans le domaine de l’écoulement à 

travers les conditions aux limites du problème. Plus précisément, pour une 

valeur de  donnant lieu au minimum de vitesse axiale observé dans la région [-

1, 0], on observe un maximum dans la région ]0, 1] pour cette même valeur du 

paramètre . Inversement, pour une valeur de  donnant lieu au maximum de 

vitesse axiale observé dans la région [-1, 0], on observe un minimum dans la 

région ]0, 1] pour cette même valeur du paramètre ,comme le montre la Figure 

III.4. 

 Pour une valeur modérée du nombre de Reynolds et pour différentes 

valeurs du paramètre de contrôle d’expansion ou de contraction du domaine de 

l’écoulement, la vitesse axiale est présentée dans la Figure III.5. 
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Figure III.5 : Vitesse axiale pour R = 25, et pour différentes valeurs de . 

 
 Dans la Figure III.5, on note une absence de débordement de la vitesse 

axiale à cause de la croissance du nombre de Reynolds comparativement à la 

Figure III.4. Malgré cette croissance du nombre de Reynolds, le profil linéaire 

de la vitesse axial correspondant à la contraction du domaine de l’écoulement 

persiste, comme dans le Figure III.4. Par ailleurs, la symétrie relative à 

l’écoulement sandwich fait que, d’un coté de la section circulaire médiane, la 

vitesse axiale diminue avec le paramètre considéré comme grandeur 

algébrique, alors qu’elle augment de l’autre côté, comme le montre la Figure 

III.5.  

 Pour une grande valeur du nombre de Reynolds, la vitesse axiale est 

présentée dans la Figure III.6. 
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Figure III.6 : Vitesse axiale pour R = 200, et pour différentes valeurs de . 

 
 Comparativement aux Figures III.4 et III.5, la Figure III.6 montre que la 

croissance du nombre de Reynolds implique une domination du phénomène 

d’injection du fluide sur le processus de déplacement des frontières de 

l’écoulement, ce qui rendre les courbes de la vitesse axiale obtenues pour 

différentes valeurs de  non distinguables. Pour plus de précision, les courbes de 

la vitesse Vz obtenue pour des valeurs différentes du paramètre de contrôle de 

l’expansion/contraction de l’espace contenant le fluide tendent à se confondre à 

une seule et même courbe quand le nombre de Reynolds devient grand, en se 

référant à la Figure III.6. Ce qui permet de soulever que la vitesse axiale ne 

permet pas de différentier les effets de variations du volume de l’écoulement 

tant que le nombre de Reynolds est grand ou quand l’injection du fluide est 

prépondérant comparé à l’influence du déplacement des frontières de 

l’écoulement sur le mouvement du fluide. Par conséquent, il faut se référer à une 

autre caractéristique ou grandeur physique autre que la vitesse axiale pour 
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contrôler le mouvement du fluide, comme la vitesse radiale lorsque le débit 

d’injection du fluide dans le domaine de l’écoulement devient plus important 

que le déplacement des parois.  

 Les structures hydrodynamiques obtenues en traçant les courbes 

correspondant d’une part à la vitesse radiale et d’autre part à la vitesse normale 

ou axiale de l’écoulement entre les deux disques poreux permettent de noter que, 

l’écoulement inverse qui se produit pour les faibles nombres de Reynolds et qui 

se manifeste par la présence des régions dans le champ de l’écoulement où la 

vitesse radiale est négative, entraîne la présence des régions de débordement de 

la vitesse axiale. Par ailleurs, l’aplatissement des profils de vitesse radiale dû à 

la contraction du champ de l’écoulement est traduit par un profil linéaire de la 

composante axiale de vitesse. La dynamique du fluide dans l’espace 

intermédiaire des deux disques est davantage plus investiguée avec l’examen du 

gradient transversal de pression compte tenu de la conservation des quantités de 

mouvement.   

IIIIII..33..  GGRRAADDIIEENNTTSS  DDEE  PPRREESSSSIIOONN  

 Avant de présenter le gradient de pression dans l’écoulement en étude, il 

est d’abord utile de rappeler son importance dans les processus d’écoulements 

en Mécanique des fluides, mais aussi et surtout dans les autres domaines très 

importants de la science dans le but de mettre en exergue chaque fois que cela 

est possible la dimension scientifique et pédagogique de ce mémoire de thèse. 

En effet, le gradient de pression est la quantité utilisée en mécanique pour 

représenter la variation de pression dans un fluide. Le gradient de pression est 

une grandeur vectorielle normalement exprimée dans le système international 

d’unités en pascals par mètre (Pa/m). Les gradients de pression jouent un rôle 

important en aérodynamique et hydrodynamique, théories appliquées dans 

divers domaines scientifiques et techniques comprenant l’aéronautique, la 

géophysique, l’astronomie et la biophysique. 
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 En sciences de l’atmosphère (météorologie, climatologie et domaines 

connexes), le gradient de pression (typiquement l’atmosphère terrestre) est la 

grandeur physique qui décrit en quelle direction et selon quelle proportion la 

pression change le plus rapidement autour d’un endroit particulier. 

 En géologie du pétrole et dans les sciences pétrochimiques relatives aux 

puits de pétrole, et plus précisément en hydrostatique, le gradient vertical de 

pression dans une colonne de fluide à l’intérieur d’un puits de forage est 

généralement exprimé en psi/ft (pound per square inch/foot, en français, livre 

par pouce carré/pied). Cette colonne de fluide est soumise au gradient de 

pression composé induit par les fluides sus-jacents. Le chemin et la géométrie de 

la colonne sont totalement sans importance ; la pression et le gradient de 

pression en n’importe quel point à l’intérieur de la colonne ne dépendent que de 

la profondeur verticale de la colonne. 

 Mathématiquement, le gradient de pression est obtenu par l’application de 

l’opérateur nabla à une pression fonction de la position. Le gradient négatif de 

pression est connu comme la densité de force. 

 Strictement parlant, la notion de gradient de pression est une 

caractérisation locale du fluide examiné. Le gradient de pression est défini 

uniquement à des échelles spatiales dans lesquelles la pression elle-même est 

définie. Au sein des atmosphères planétaires, y compris l’atmosphère terrestre, 

le gradient de pression est un vecteur pointant à peu près vers le bas, parce que 

la pression change plus rapidement verticalement, en augmentant vers le bas. La 

valeur de la force du gradient de pression dans la troposphère est typiquement de 

l’ordre de 9 Pa/m ou 90 hPa/km). 

 Le gradient de pression a souvent une composante horizontale petite mais 

essentielle, qui est en grande partie responsable de la circulation du vent. C’est 

un vecteur bidimensionnel résultant de la projection du gradient de pression sur 

un plan horizontal local.  
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 Près de la surface de la terre, la force due au gradient de pression 

horizontal est dirigée des zones de haute pression vers celles de basse pression. 

Son orientation particulière à tout moment et à l’endroit dépend fortement de la 

situation météorologique. Les différences de pression atmosphérique entre les 

différents lieux sont essentielles dans les prévisions météorologiques et 

climatiques. Le gradient de pression sous-tend l’une des principales forces qui 

agissent sur l’air et qui le font se déplacer, produisant le vent. La force due au 

gradient de pression pointe des zones de haute pression vers celles de basse 

pression, elle est donc orientée dans le sens opposé à celui du gradient de 

pression lui-même. Par ailleurs, les ondes sonores et les ondes de choc sont des 

événements qui peuvent induire de très grands gradients de pression, mais ce 

sont souvent des perturbations transitoires.  

 Nous rappelons que dans notre travail, le gradient de pression a deux 

composantes, une composante radiale et une composante transversale ou axiale 

ou encore normale. La composante radiale joue un rôle semblable à celui de la 

composante horizontale dans certaines circonstances déjà évoquée. Nous avons 

constaté que cette composante horizontale n’a pas une grande importance dans 

l’écoulement d’un fluide comme celui de la composante verticale semblable au 

gradient de pression transversal de notre étude. La raison est simple, la pression 

elle-même présente de grandes variations verticales qui sont susceptibles de 

provoquer de grands mouvements et des grands changements dans un système 

donné. Il s’agit d’un fonctionnement naturel, fondamental, inhérent à la pression 

qu’il faut appréhender. La preuve, dans notre étude, le gradient de pression 

radiale, ramené à l’unité de rayon des disques s’est avéré constant dans 

l’écoulement. Ainsi, notre intérêt a porté sur l’examen du gradient de pression 

normale dont la représentation pour une petite valeur du nombre de Reynolds et 

pour différentes valeurs du paramètre de contrôle de l’expansion ou de la 

contraction du champ de l’écoulement est faite dans la Figure III.7. 
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Figure III.7 : Gradient de pression transversale pour R = 3, et pour différentes 

valeurs de . 

 
 La Figure III.7 montre que lorsque les disques s’éloignent l’un de l’autre, 

le gradient de pression décroit dans l’écoulement, alors qu’il croit quand les 

surfaces des deux disques se rapprochent. Ce gradient de pression est presque 

nul lorsque les frontières de l’écoulement sont immobiles. Ainsi, les résultats 

numériques permettent de confirmer que le mouvement du fluide entre les 

frontières immobiles constitue l’état moyen de l’écoulement du fluide entre 

d’une part le mouvement avec expansion des parois, et d’autre part le 

mouvement du fluide avec contraction de l’espace intermédiaire des deux 

disques. Il faut tout de même relever que la croissance du gradient de pression 

avec la contraction de l’espace entre les disques est presque linéaire, d’après la 

Figure III.7, mais la grande amplitude du gradient de pression est obtenue pour 

des grandes valeurs du paramètre d’expansion du volume de l’écoulement aux 

frontières du domaine d’étude. La forme des courbes obtenues pour la fonction 

p(1) () 
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p(1)() relative à la rapide expansion de la conduite  = 50 et  = 100, est 

différente est différente de celle observée pour les autres valeurs de . En fait, la 

rapide expansion du champ de l’écoulement donne lieu à un gradient de pression 

admettant une région d’inflexion autour de la section circulaire médiane du 

domaine d’étude. Cette région d’inflexion disparaît pour laisser place à un 

comportement quasi-oscillatoire pour la faible expansion et la faible contraction 

de l’espace contenant le fluide, ainsi qu’un comportement linéaire dans le cas de 

la rapide contraction du champ de l’écoulement. La région d’inflexion mise en 

évidence dans les variations du gradient de pression correspondant à l’expansion 

du domaine de l’écoulement pour une faible valeur du nombre de Reynolds 

comme le montre le Figure III.7, est due à la symétrie établie dans le 

mouvement du fluide étudié à partir des conditions aux limites. Plus 

précisément, on est tenté de dire que les effets de symétrie de cette étude sont 

beaucoup plus perceptibles en cas de rapide distanciation des frontières de 

l’écoulement quand le nombre de Reynolds est faible.  

 Quand l’espace contenant le fluide est rapidement en expansion, la région 

d’inflexion observée dans la Figure III.7 est due au fait que le gradient de 

pression est quasi-constant proche des frontières de l’écoulement, mais varie 

brusquement dans le sens de la décroissance au voisinage de la frontière ouverte 

qui est la section médiane circulaire du champ de l’écoulement située à = 0.  

 En fonction du paramètre adimensionnel de contrôle  considéré comme 

grandeur algébrique, le gradient transversal de pression augmente dans la région 

[-1, 0], mais diminue dans la région ]0, 1] à cause toujours des conditions de 

symétrie imposées à l’écoulement étudié à partir des conditions aux limites. 

 Malgré la distanciation des parois qui entraînerait une baisse du gradient 

transversal de pression dans le champ de l’écoulement, l’amplitude de la 

fonction p(1)() reste pourtant élevée surtout au voisinage des bornes du domaine 

d’étude à cause du couplage avec la faible injection du fluide dans la conduite, 
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comme le montre la Figure III.7. A ce stade, il convient de mentionner une cette 

complémentarité entre le gradient de pression transversale et l’injection du 

fluide dans la conduite sur l’écoulement étudié. Plus précisément, étant donné 

que le mouvement du fluide est causé par le débit d’injection à travers les parois 

poreuses des disques, il convient de noter que si cette injection est faible, le 

mouvement du fluide ne sera pas rapide dans l’espace compris entre les surfaces 

circulaires, mais le gradient de pression transversale vient compenser ce déficit 

de rapidité du mouvement du fluide quand les deux disques s’éloignent l’un de 

l’autre en donnant lieu aux grandes vitesses de l’écoulement surtout au milieu du 

domaine d’étude bien que le nombre de Reynolds soit faible. Pour une valeur 

modérée du nombre de Reynolds, le gradient de pression transversale est 

présenté à la Figure III.8. 
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Figure III.8 : Gradient de pression transversale pour R = 25, et pour 

différentes valeurs de . 

 En référence à la Figure III.7, la Figure III.8 montre une certaine tendance 

de l’augmentation du nombre de Reynolds à rendre oscillatoire le gradient de 

p(1) () 
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pression pour toutes les valeurs du paramètre d’expansion/contraction du champ 

de l’écoulement. En fait, la forme oscillatoire du gradient de pression résulte 

d’un écoulement régulier, c'est-à-dire la couche fluide se déplace en bloc dans le 

même sens entre les deux disques. Cette tendance de l’augmentation du nombre 

de Reynolds à rendre oscillatoire le gradient de pression est confirmée dans la 

Figure III.9 qui présente la fonction p(1)() considérant une grande valeur du 

nombre de Reynolds et pour différentes valeurs du paramètre de contrôle 

d’expansion ou de contraction du champ de l’écoulement. 
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Figure III.9 : Gradient de pression transversale pour R = 200, et pour 
différentes valeurs de . 

Au-delà de la forme oscillatoire du gradient de pression qu’implique la 

croissance du nombre de Reynolds, il reste que pour toutes les valeurs de R, la 

fonction p(1)() croit en fonction de  dans la région [-1, 0], alors qu’elle décroit 

dans l’intervalle ]0, 1] pour des raisons de symétrie. Par ailleurs, pour des grands 

p(1) () 
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nombres de Reynolds, on peut tout de même remarquer qu’au niveau de toutes 

les courbes présentées à la Figure III.9, le gradient de pression au voisinage des 

frontières de l’écoulement décroit, proche de la frontière ouverte qui est la 

section circulaire médiane du champ de l’écoulement.  

IIIIII..44  LLIIGGNNEESS  DDEE  CCOOUURRAANNTT

Avant de présenter les lignes de courant de l’écoulement, un bref aperçu 

sur les trajectoires des particules d’un fluide en mouvement est nécessaire. 

Comme nous l’avons déjà signalé, une ligne de courant est une courbe de 

l’espace décrivant le mouvement d’un fluide et qui, à tout instant, possède en 

tout point une tangente parallèle à la vitesse des particules du fluide. Plus 

précisément, pour un écoulement donné, on peut déterminer séparément les 

différentes composantes du champ de vitesse, alors que le vecteur vitesse lui-

même n’est pas facilement représentable. Donc, la représentation des lignes de 

courant donne l’allure du vecteur vitesse de l’écoulement. 

Un tube de courant est l’ensemble des lignes de courant s’appuyant sur un 

contour fermé. Par définition, la vitesse normale à la frontière est nulle et il n’y a 

donc pas de flux traversant les parois latérales de ce tube, ce qui justifie que les 

particules y soient confinées, même si la forme des tubes de courant évolue 

généralement au cours du temps. Le débit entrant dans le tube de courant est 

égal au débit sortant. Par ailleurs, une surface de courant est formée d’un 

ensemble de lignes de courant adjacentes de telle sorte qu’aucune particule ne 

peut traverse une surface de courant. Lorsque l’écoulement est stationnaire, 

lorsque les vitesses locales ne varient ni en intensité ni en direction avec le 

temps, on parle aussi d’écoulement permanent, le mouvement d’une poussière 

de masse volumique égale à celle du fluide, emportée par cet écoulement, trace 

une ligne de courant. Dans la pratique, il est assez fréquent qu’en moyenne les 

écoulements instationnaires soient traités à la façon des écoulements 

stationnaires. Ainsi, la dépression se crée par exemple au culot d’une plaque 
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carré au-dessus de laquelle un écoulement se développe, est-elle variable dans le 

temps et quand on donne un coefficient de traînée pour cette plaque carrée. 

 Les lignes de courant d’un écoulement stationnaire ne varient pas dans le 

temps. Cependant, la vitesse d’une particule fluide est fondamentalement 

variable sur une ligne de courant. La détermination du comportement des lignes 

de courant se fait souvent en application du théorème de Bernoulli qui stipule 

que, dans le flux d’un fluide homogène et incompressible soumis uniquement 

aux forces de pression et de pesanteur, une accélération se produit 

simultanément avec la diminution de la pression. Il convient de distinguer la 

ligne de courant de la trajectoire d’une particule de fluide. L’une et l’autre ne 

sont confondues que dans le cas d’un écoulement stationnaire, c'est-à-dire un 

écoulement où la vitesse ne dépend pas explicitement du temps. Dans le cas 

d’un écoulement instationnaire, les lignes de courant évoluent au cours du 

temps, alors que les trajectoires n’en dépendent intrinsèquement pas.  

 Dans la nature, les plantes aquatiques donnent de bonnes indications sur la 

direction locale de l’eau dans un courant de fluide. Cependant, quand les plantes 

aquatiques sont longues, elles moyennent d’elles-mêmes les différents vecteurs 

vitesses de l’eau qui les portent et s’éloignent donc des véritables lignes de 

courant. Lorsqu’un écoulement d’air est stationnaire, une photographie en pause 

peut capter le mouvement de poussières, ou mieux, de bulles de savon gonflées 

à l’hélium. Si l’écoulement toujours stationnaire est le mouvement de l’eau, on 

peut placer dans cet écoulement des paillettes de matériaux brillants dont les 

reflets pourront être captés par photographie vidéo. Mais la méthode la plus 

utilisée est d’émettre dans l’écoulement des filets de fumée. Dans les tests 

aérodynamiques d’automobiles, une lance à fumée unique permet d’étudier 

l’écoulement en rendant visible une unique ligne de courant ; l’observation de ce 

filet de fumée permet en particulier de vérifier que l’écoulement ne décolle pas à 

l’arrière du véhicule. 
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 La première utilité des lignes de courant est pédagogique. Dans un 

écoulement de fluide incompressible, lorsque l’écartement des lignes de courant 

diminue, la conservation des débits impose que la vitesse locale des particules 

augmente, donc que la pression statique de ces particules diminue, en 

application du théorème de Bernoulli. D’autre part, la connaissance des lignes 

de courant permet souvent d’isoler, dans un écoulement, les zones où se 

développent les tourbillons. De même, la position des lignes de courant est 

révélatrice du régime de certains corps, comme la sphère. Le même phénomène 

de régime existe pour le cylindre et beaucoup de corps profilés. 

 Dans un écoulement stationnaire de fluide parfait, c'est-à-dire non 

visqueux, donc en dehors de la couche limite, l’étude de l’équilibre des 

particules de fluides permet de démontrer que lorsqu’une ligne de courant est 

rectiligne la pression au long de cette ligne de courant est constate. Inversement, 

toujours dans un écoulement stationnaire de fluide parfait, la même étude de 

l’équilibre des particules fluides permet de démontrer que la pression statique 

locale décroît lorsque l’on passe d’une ligne de courant à une autre en 

s’approchant du centre de courbure de ces lignes de courant. On peut mettre en 

application ce dernier principe physique. D’une façon générale, ce principe 

physique vaut également pour les tourbillons d’échelle météorologique, la 

pression statique décroît lorsque l’on s’approche de l’axe du tourbillon ; c'est-à-

dire qu’au cœur d’un tourbillon, règne toujours une dépression. D’autre part, en 

écoulement stationnaire incompressible, lorsque l’on connaît la vitesse moyenne 

dans une section donnée d’un tube de courant, la loi de conservation des débits 

impose une relation simple entre la section locale de ce tube de courant et la 

vitesse moyenne locale.  

 Dans un écoulement instationnaire, le vecteur vitesse en un point fixe 

varie au cours du temps. La ligne de courant ne peut donc plus être confondue 

avec la trajectoire des particules. La ligne d’émission est la ligne que dessine à 

un instant t un filet de fumée ou de colorant émis dans le courant depuis un point 
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fixe. On peut donc facilement capter cette ligne d’émission par photographie. 

Lorsque l’écoulement est stationnaire, par contre, une ligne d’émission redevient 

une ligne de courant ainsi qu’une trajectoire de particule. 

III.4.1 Lignes de courant pour un faible nombre de Reynolds 

 Pour un faible débit d’injection du fluide dans le champ de l’écoulement, 

les lignes de courant correspondant sont présentées dans la Figure III.10. 
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Figure III.10 : Lignes de courant pour R = 5. 

 
 La Figure III.10 présente un ensemble de lignes de courant correspondant 

à l’écoulement entre deux parois circulaires immobiles  = 0 (ligne en traits 

pleins), en expansion  = 100 (lignes en traits interrompus), et en contraction α 

= -20 (lignes en pointillés).   

 Pour  = 100, l’allure des lignes de courant est verticale, parce que 

l’expansion des parois pousse le débit d’entrée du fluide à être fort bien que la 

vitesse d’injection du fluide soit faible. Comme ce débit d’entrée du fluide est 


r 
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fort, d’où le caractère presque vertical des lignes de courant, les particules 

fluides s’accumulent directement vers la région médiane de la conduite semblant 

même changer de sens du mouvement démontrant ainsi le développement de 

l’écoulement inverse. Ces lignes de courant correspondant  = 100, verticales à 

l’entrée de la conduite, sont presque horizontales au voisinage de la région 

médiane du domaine de l’écoulement, parce que la vitesse radiale des particules 

fluides est maximale au centre de l’espace contenant le fluide. Il y a donc un 

échange de comportement du fluide proche des frontières de l’écoulement et au 

voisinage du milieu de la conduite. En effet, à l’entrée de la conduite, le 

mouvement radial des particules fluides est quasi-nulle au profit du mouvement 

axial, alors que ce déplacement radial du fluide est primordial proche de la 

section médiane au détriment du déplacement axial qui est à son tour presque-

négligeable. Asymptotiquement, le mouvement global du fluide finit par être 

essentiellement radial suivant un très grand rayon quand les deux disques 

s’éloignent l’un de l’autre rapidement, comme le montre la Figure III.10. De 

plus, pour = 100, l’ensemble des lignes de courant s’éloignent des frontières 

de l’écoulement et s’accumulent vers le cœur du champ de l’écoulement, alors 

que pour les cas des parois immobiles  = 0 et  = -20, respectivement, ces 

lignes s’éloignent du cœur de l’espace contenant le fluide, mais se rapprochent 

des surfaces des disques, surtout lorsque la conduite subit la contraction d’après 

la Figure III.10. Cette allure des lignes de courant correspondant à = 100 fait 

que ces lignes occupent la totalité du volume de l’espace réservé au mouvement 

du fluide.     

 Par ailleurs, l’ensemble des lignes de courant correspondant aux parois 

immobiles et en contraction illustre un seul sens de mouvement d’ensemble du 

fluide indiquant une vitesse d’écoulement positive. Cependant, dans ces deux 

cas, c'est-à-dire pour  = 0 et  = -20, l’ensemble des lignes de courant est 
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confiné à proximité des parois laissant un espace vide proche de la région 

médiane du champ de l’écoulement.   

 III.4.2 Lignes de courant pour une valeur modérée du nombre de Reynolds 

 Pour une injection à vitesse modérée du fluide dans la conduite, les 

trajectoires des particules fluides sont représentées dans la Figure III.11.  
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Figure III.11 : Lignes de courant pour R = 25. 

     

La Figure III.11 présente un ensemble de lignes de courant correspondant 

à l’écoulement entre deux parois circulaires immobiles  = 0 (ligne en traits 

pleins), en expansion  = 100 (lignes en traits interrompus), et en contraction  

= -20  (lignes en pointillés).   

Pour toutes les valeurs de , les lignes de courant présentent un seul sens 

de déplacement en bloc du fluide qui est le sens positif, indiquant la suppression 

et la disparition du mouvement dans le sens inverse. De plus, les lignes de 

courant correspondant à chaque valeur de  sont bien réparties dans le volume 
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de la conduite, résultat qui peut être expliqué par le fait que dans ce cas précis, 

les phénomènes d’injection du fluide, de déplacement des frontières de 

l’écoulement et d’immobilité des disques semblent être d’importance égale sur 

le mouvement du fluide. Cependant, cette interprétation reste relative à l’allure 

présentée par les lignes de courant. 

III.4.3 Lignes de courant pour une grande valeur du nombre de Reynolds 

En considérant une grande valeur du nombre de Reynolds, les lignes de 

courant confondues aux trajectoires des particules fluides   sont présentées à la 

Figure III.12. 
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Figure III.12 : Lignes de courant pour R = 200. 

 
La Figure III.12 présente un ensemble de lignes de courant correspondant 

à l’écoulement entre deux parois circulaires immobiles  = 0 (ligne en traits 

pleins), en expansion  = 100 (lignes en traits interrompus), et en contraction       

 = - 100 (lignes en pointillés).  


r 



CHAPITRE III : RESULTATS ET DISCUSSION 

LEHEL Fils Raymond Patrick          Thèse de Doctorat- PhD/Laboratoire de Mécanique Appliquée et d’Hydraulique  

94

On ne note pas beaucoup de différence dans les Figure III.11 et III.12, 

parce que dans ces deux cas, l’écoulement garde le même sens qui est le sens 

positif pour toutes les valeurs de . Par ailleurs, on remarque aussi que pour une 

cote donnée de la fonction de courant, l’immobilité des parois demeure l’état 

moyen entre les effets d’expansion d’une part et de contraction d’autre part sur 

l’écoulement du fluide. 

 
CCoonncclluussiioonn  

 
Dans ce chapitre, les caractéristiques de l’écoulement ont été présentées et 

discutées en termes de vitesse radiale, de vitesse axiale, du gradient transversal 

de pression et des lignes de courant pour différentes valeurs des paramètres de 

contrôle de l’écoulement, notamment le nombre de Reynolds et le paramètre 

adimensionnel d’expansion ou de contraction du domaine de l’écoulement. 

  

       

 



CONCLUSION GENERALE 

LEHEL Fils Raymond Patrick  Thèse de Doctorat- PhD/Laboratoire de Mécanique Appliquée et d’Hydraulique 

95

CONCLUSION GENERALE 



CONCLUSION GENERALE 

LEHEL Fils Raymond Patrick  Thèse de Doctorat- PhD/Laboratoire de Mécanique Appliquée et d’Hydraulique 

96

La dynamique d’un fluide visqueux est investiguée dans une région 

délimitée par deux disques parallèles poreux; tel que la distance entre les deux 

surfaces perméables est petite comparée à leurs rayons égaux qui tendent vers 

l’infini dans le but de négliger l’influence des limites de l’écoulement dans la 

direction radiale sur le mouvement du fluide. L’écoulement axisymétrique est 

causé par l’injection du fluide dans le domaine de l’écoulement qui subit une 

augmentation ou une diminution de volume à cause respectivement de la 

croissance ou de la réduction de la distance entre les deux parois perméable, 

conséquence du déplacement des disques le long de l’axe passant 

perpendiculairement au centre de leurs surfaces respectives. Dans ce travail, les 

deux disques sont astreints à se déplacer dans la même direction, mais en sens 

contraire suivant un mouvement de translation le long d’un même axe 

perpendiculaire à leurs surfaces.    

Le modèle mathématique de l’écoulement est constitué de l’équation de 

continuité et des équations de Navier-Stokes en considérant respectivement la 

conservation de la masse et de la quantité de mouvement dans le domaine de 

l’écoulement. A cause de l’incompressibilité du fluide et du fait que le champ de 

vitesse a deux composantes, la fonction de courant est prescrite dans les 

équations qui régissent le mouvement dans le but de produire l’équation de 

vorticité en opérant le rotationnel des équations vectorielles de Navier-Stokes du 

problème. Ainsi, le problème résultant est décrit par une équation aux dérivées 

partielles satisfaite par la fonction de courant. En prenant en compte la 

géométrie de la région définie entre les deux disques et les propriétés physiques 

du fluide, ainsi que les conditions aux limites du problème, une méthode des 

solutions semblables est utilisée dans le but de transformer l’équation aux 

dérivées partielles satisfaite par la fonction de courant en une équation 

différentielle ordinaire décrivant le même écoulement qui incorpore une variable 

adimensionnel renfermant la dépendance spatio-temporelle des 

caractéristiques de l’écoulement.  
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La formulation adimensionnelle du problème donne lieu à deux 

principaux paramètres de contrôle de l’écoulement, notamment le nombre de 

Reynolds R et le paramètre d’expansion ou de contraction du domaine de 

l’écoulement influençant les solutions du problème en termes de profils de 

vitesse, de gradients de pression et des lignes de courant.  

La méthode de Tir associée à l’algorithme de Runge-Kutta d’ordre quatre 

est utilisée pour obtenir les solutions numériques de l’équation différentielle 

ordinaire avec les conditions aux limites exprimées sous forme d’un problème à 

conditions aux limites sur deux bornes. Pour des valeurs petites, modérées et 

grandes du nombre de Reynolds, les caractéristiques de l’écoulement ont été 

déterminées pour différentes valeurs du paramètre de contrôle de l’expansion ou 

de contraction du domaine de l’écoulement. 

Nous avons trouvé que, l’expansion rapide du champ de l’écoulement 

donne lieu à l’écoulement inverse dans la tentative d’occuper les espaces vides 

créés par l’augmentation du volume du domaine géométrique contenant le fluide 

quand le nombre de Reynolds est faible. Dans ce cas de faible injection du fluide 

pour une  large expansion du champ de l’écoulement, le gradient axial de 

pression décroît dans le domaine de l’écoulement en présentant une région 

d’inflexion due à la symétrie de l’écoulement sandwich en étude. L’écoulement 

inverse, encore appelé mouvement dans le sens contraire du sens positif, est 

éradiqué par les grandes valeurs du nombre de Reynolds qui astreignent le fluide 

à se déplacer dans le sens positif en référence aux lignes de courant que nous 

avons réussi à tracer. La contraction du volume de l’écoulement cause un profil 

linéaire de la vitesse axiale et implique un aplatissement des profils de vitesse 

radiale pour toutes les valeurs du nombre de Reynolds. Par ailleurs, les grandes 

valeurs du nombre de Reynolds impliquent provoquent des oscillations du 

gradient normal de pression quelques soit la valeur du paramètre d’expansion ou 

de contraction de l’espace contenant le fluide.    
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En perspective, nous établirons dans les travaux futurs une différence de 

température entre les disques pour mettre en évidence l’influence de la variation 

de la viscosité dynamique du fluide en fonction de la température sur les 

caractéristiques du champ de l’écoulement que nous venons d’étudier.   
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A.1 EQUATIONS DES ECOULEMENTS 

En Mécanique des Fluides, les équations de Navier-Stokes sont des 

équations aux dérivées partielles non linéaires qui décrivent le mouvement des 

fluides, c'est-à-dire les gaz et la majeure partie des liquides. La résolution de ces 

équations modélisant un fluide comme un milieu continu à une seule phase est 

difficile. L’existence mathématique de solution des équations de Navier-Stokes 

est une conquête permanente. Mais elles permettent souvent, par une résolution 

approchée, de proposer une modélisation de nombreux phénomènes, comme les 

courants océaniques et des mouvements de masse d’air de l’atmosphère pour les 

météorologistes, le comportement des gratte-ciels ou des ponts sous l’action du 

vent pour les architectes et les ingénieurs, ou encore celui des avions, des trains 

et des voitures à grande vitesse pour leurs bureaux d’études concepteurs, mais 

aussi le trivial écoulement de l’eau dans un tuyau et de nombreux autres 

phénomènes d’écoulement de divers fluides. Les équations de Navier-Stokes 

sont nommées ainsi pour honorer les travaux de deux scientifiques du 

XIXesiècle: le mathématicien et ingénieur des ponts Henri Navier, qui est le 

premier à introduire la notion de viscosité dans les équations d’Euler en 1823, et 

le physicien George Gabriel Stokes, qui a donné sa forme définitive à l’équation 

de conservation de la quantité de mouvement en 1845. Entre-temps, divers 

scientifiques ont contribué à l’avancement du sujet, notamment Augustin Louis 

Cauchy et Simon Denis Poisson en 1829, ainsi que Adhémar Barré de Saint-

venant en 1843.     

Pour un gaz peu dense, il est possible de trouver une solution appropriée 

de l’équation de Boltzmann, décrivant le comportement statistique des particules 

dans le cadre de la théorie cinétique des gaz. Ainsi, la méthode de Chapman-

Enskog, due à Sydney Chapman et David Enskog en 1916 et 1917, permet de 

généraliser les équations de Navier-Stokes à un milieu comportant plusieurs 

espèces et de calculer l’expression des flux de masse (équations de Stefan-

Maxwell incluant l’effet Soret), de la quantité de mouvement (en donnant 
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l’expression du tenseur de pression) et d’énergie en montrant l’existence de 

l’effet Dufour. Cette méthode permet également de calculer les coefficients de 

transport à partir des potentiels d’interaction moléculaires.  

La recherche d’une meilleure compréhension de la Dynamique des fluides 

a non seulement inspiré le développement de la discipline elle-même, mais a 

également ouvert la voie à l’émergence de nouvelles techniques et de nouveaux 

domaines de la science tels que les mathématiques appliquées, les méthodes 

numériques et expérimentales, ainsi que l’analyse numérique des écoulements 

(CFD : Computational Fluid Dynamics).  

Cette partie décrit les équations de Navier-Stokes pour les milieux 

homogènes, les problèmes liés à la diffusion et aux réactions chimiques n’y sont 

pas abordés. 

A. 1.1   Equation d’état du fluide 

    Les grandeurs thermodynamiques du fluide considéré dans notre 

travail, notamment la pression p, la température T, et la masse volumique ρ  sont 

regroupées dans une loi sous forme 0)(   p, T, ρE  , caractérisant l’état 

thermodynamique du  fluide quelque soient les transformations subies par ce 

dernier. On dit que le fluide satisfait à la loi des gaz parfaits : 

        TρRp 0      (A.1) 

où R0 est une constante des gaz parfaits.  

A. 1. 2 Conservation de la masse 

L’expression mathématique de la conservation de la masse est l’équation 

de continuité. Il est donc question de présenter la démarche qui conduit à 

l’obtention de l’équation de continuité. 
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A.1.2.1 Tenseur des taux de déformation 

Soient M et 'M  deux points infiniment voisins d’un milieu fluide. Les 

vitesses du fluide aux points M et M’  sont liées par la relation suivante [133]: 

     
     MMM '' DMMrotVVV 

2
1

(A.2) 

où rotVΩ
2
1

 est le vecteur tourbillon et Ω2  représente la vorticité du 

fluide au point M. Le vecteur vitesse de déformation  M D  est donné par 

l’expression  

'MMD .   (A.3) 

dans laquelle  est le tenseur des taux de déformation et dont les composantes 

sont définies à partir des gradients de vitesse : 





















i

j

j

i
ij x

U
x
U

2
1  (A.4) 

Pour ji  , ( ii ) est le taux de dilatation linéaire d’un élément de longueur 

initialement parallèle à l’axe ix  et pour ji  , ( ij ) est le taux de déformation 

angulaire ou taux de glissement d’un angle initialement droit dont les côtés sont 

parallèles aux axes ix  et jy . La trace de   qui est la divergence du vecteur 

vitesse, c’est aussi le taux de dilatation cubique relative par unité de temps et 

s’exprime par la relation suivante [60-66] : 








 





d
dd

dt
 div

'1V  (A.5) 

ou encore 
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d
dd dt div

' 
V   (A.6) 

où d et d’ représentent des éléments de volume pris dans l’écoulement. 

A.1.2.2 Enoncé du principe de conservation de la masse 

Quelque soit le domaine (D) de fluide limité par une surface fermée (S), 

entièrement contenue dans le fluide, et que l’on suit dans son mouvement au 

cours du temps, sa masse reste constante. 

Le schéma de la Figure I.1 montre un domaine )(D  de fluide évoluant 

dans le temps. 

Figure A.1 : Conservation de la masse d’une particule fluide au cours du 
mouvement. 

 A.1.2.3 Equation de continuité 

 Soit    le volume de fluide contenu dans un domaine (D) et d  le 

volume élémentaire pris autour d’une particule fluide contenant le point M à 

l’instant t . La masse du fluide contenu dans le domaine (D) est donnée par [140-

142]: 


D

dtMm   ),(   (A.7) 

où  tM ,  est la masse volumique du fluide au point M à l’instant t. 

(S) 

m1, t1 

m2, t2 

m3, t3 

(D) (D) (D) 

m1= m2 = m3 
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D’après le principe de conservation de la masse, la masse m reste 

constante au cours du temps, donc sa dérivée par rapport au temps s’annule; il 

en ressort que 

0 ),(  D dtM
dt
d

dt
dm   (A.8) 

 En utilisant la dérivée lagrangienne définie par 

gradV.




tdt

d  (A.9) 

et en tenant compte de l’expression (A.5) qui définit la relation entre la 

divergence du vecteur vitesse et le taux de dilation cubique, l’équation (A.8) 

devient : 

0),( ),( 




 


 
 dtMdiv

t
tM

D

V   (A.10) 

Cette équation devant être vérifiée pour tout domaine (D), le théorème de 

l’intégrale multiple permet d’obtenir : 

0)( 

 V div

t
  (A.11) 

La relation (A.11) est appelée équation de continuité. Pour les fluides 

incompressibles, (fluides pour lesquels la masse volumique  Tp,  varie très 

faiblement avec la pression) et lorsque les variations de température sont sans 

effet sur la masse volumique, l’équation (A.11) se réduit à l’équation suivante : 

 0Vdiv   (A.12) 
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L’équation (A.11) suppose que dans le fluide, il n’existe ni puits de 

masse, ni source de masse. Dans le cas contraire, elle serait définie par la 

relation [141] : 

vqdiv
dt
d




 V  (A.13) 

La quantité vq  est le débit de la source ou du puits. Elle est positive ou

négative selon qu’on a affaire à une source ou à un puits. 

A.1.3 Conservation de la quantité de mouvement 

Les équations de Navier-Stokes traduisent l’expression mathématique de 

la conservation de la quantité de mouvement. Il est donc question de présenter la 

démarche qui conduit à l’obtention des équations de Navier-Stokes. 

A.1.3.1 Force de contact 

On appelle force de contact sur une portion de fluide )(D  limitée par une 

surface fermée )(S , la force exercée par le fluide extérieur sur le fluide intérieur à 

)(D  et qui s’applique sur la surface )(S à raison de dScT  sur l’élément de 

surface (dS ) telle que dSMd c )(TF  , où : 

- F est la force de contact sur dS  ; 

- )(McT est appelée tension ou contrainte au point M. 

La Figure I.2 présente une portion de fluide )(D  sur laquelle est exercée 

la force de contrainte dScT  sur l’élément de surface )(dS . 
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Figure A.2 :  Portion de fluide (D) délimitée par une surface fermée (S). 

La contrainte Tc contient une composante normale Tn ou contrainte 

normale à dS et une composante tangentielle Tf ou contrainte tangentielle à dS 

(ou contrainte de glissement, ou contrainte de cisaillement). La contrainte Tc est 

donc égale à :  

fnc TTT   (A.14) 

A.1.3.2 Tenseur des contraintes 

Pour les fluides étudiés dans ce travail, on suppose vérifiées les propriétés 

suivantes [141]: 

Propriété 1: La distribution des contraintes )(MTc  en tout point M du 

fluide est totalement déterminée dès que l’on connaît les contraintes qui 

s’exercent sur les trois éléments de surface ,1dS ,2dS 3dS formant un trièdre 

trirectangle ayant pour origine le point O de l’espace physique de dimension 3. 

        Propriété 2: Si l’on considère maintenant un petit parallélépipède 

rectangle bâti sur le point M et d’arrêts parallèles aux axes de coordonnées. Et 

qu’on exprime l’équilibre des moments des forces appliquées, on trouve que le 

tenseur des contraintes   est symétrique, c’est-à-dire, jiij   . 

À ces deux propriétés s’ajoutent les hypothèses caractéristiques des 

fluides newtoniens suivantes [140-142]:   

(D) (S) 
(dS) 

dF 
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Hypothèse 1: Le tenseur des contraintes est une fonction continue du 

tenseur des taux de déformation et de l’état thermodynamique local (pression, 

température) du fluide. Il est indépendant du temps, de la translation et de la 

rotation de l’élément de fluide local. 

Hypothèse 2: Le fluide est entièrement dénué d’élasticité, c’est-à-dire 

il n’a pas la mémoire du passé.  

Hypothèse 3: Un même état de contrainte ne conduit qu’à un même 

état de déformation, quelque soit le point considéré dans le fluide. Ce qui 

implique que le tenseur des contraintes ne dépend pas explicitement des 

coordonnées locales.    

Hypothèse 4: Le fluide est isotrope, c’est-à-dire les relations entre les 

contraintes et les déformations n’ont pas de directions privilégiées dans le fluide. 

Il est aussi important de mentionner le principe de symétrie entre les 

causes et les effets comme autre caractéristique de la relation entre les 

contraintes et les déformations. Les effets peuvent contenir d’autres symétries 

éventuelles, mais toutes les symétries originelles proviennent des causes. Les 

taux de déformation ont en plus d’autres symétries, éventuellement toutes les 

symétries que possèdent les contraintes. Les plans principaux et les directions 

principales du tenseur des contraintes sont confondus avec ceux du tenseur des 

taux de déformations.   

On démontre que la contrainte Tc sur un élément de surface pris 

autour du point M du fluide est liée à la normale unitaire n de cet élément de 

surface par la relation  

 nT .c  (A.15) 
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dans la quelle   est le tenseur d’ordre 2 des contraintes. La composante ik  de 

ce tenseur s’interprète comme la contrainte suivant l’axe xi sur une surface de 

normale xk. 

Pour ki  , ii  est appelé contrainte normale et pour ki  , ik  est 

appelé contrainte tangentielle. 

A.1.3.3 Loi de comportement 

Pour les fluides newtoniens, les contraintes sont par définition des 

fonctions linéaires des taux de déformation du milieu. Et la loi de comportement 

qui en découle de cette définition est donnée par la relation [140-142]:  

 jkjkjk divp  2)(  V    (A.16) 

Sous forme vectorielle, la relation (A.16) devient : 

  2)(  Idivp V   (A.17) 

 p  est la pression (indépendante de la direction en un point donné)

 jk est le symbole de Kronecker:







kj
kj

jk

jk

 si  0
 si  1




 et   sont deux paramètres caractérisant les propriétés visqueuses des fluides : 

   est la viscosité de cisaillement

   est la viscosité de dilatation

Il est important de noter que la viscosité de cisaillement , encore

appelée viscosité dynamique exprime la résistance à la déformation du fluide, 

alors que la viscosité de dilation   est une autre forme de résistance liée cette 

fois-ci aux effets de compressibilité du fluide.  
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En effet, Les processus d’écoulements ou de transport à l’échelle 

moléculaire se traduisent à l’échelle macroscopique par des phénomènes de 

diffusion de masse en plus de la conduction et de la convection thermiques. La 

diffusion des quantités de mouvement s’effectue par frottement des couches 

fluides les unes les autres et le coefficient de diffusion associé s’appelle 

viscosité dynamique du fluide ou viscosité de cisaillement. Cette propriété est 

notamment à l’origine d’efforts de frottement lorsque le fluide est en contact 

avec une paroi solide. Sa prise en compte n’est cependant pas primordiale pour 

obtenir une restriction de la réalité d’un écoulement. C’est pour dire que sous 

certaines conditions la viscosité peut être négligée; on considère alors un fluide à 

faible viscosité appelé fluide parfait. Par contre, les problèmes de type visqueux 

sont ceux pour lesquels les frottements ont une influence notable et le fluide 

considéré est dit réel.     

A.1.3.4 Enoncé du principe de conservation de la quantité de mouvement 

Quelque soit le domaine (D) de fluide que l’on suit dans son mouvement 

dans un référentiel galiléen, la dérivée par rapport au temps du torseur 

cinématique est égale au torseur des efforts extérieurs appliqués à (D): 

extdt
d FC

  (A.18) 

L’égalité entre les deux torseurs précédents équivaut à l’égalité entre les 

moments résultants: 
























D

D

d
dt

d
dt

d

d
dt
d

dt
d

dt
d
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o VOMM

VR

C  (A.19) 
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par ailleurs, 
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 (A.20) 

On montre que la deuxième égalité n’apporte aucune information 

supplémentaire sur la détermination du champ de vitesse du fluide, car elle 

aboutit à la symétrie du tenseur des contraintes. Donc seule la première égalité 

est intéressante : 

  
D D S

dSdd
dt
d nfV   (A.21) 

où   df est la résultante des forces de masse sur la particule fluide de masse 

dm. Les forces de masse sont les forces qui sont proportionnelles à la masse et 

qui sont dues à l’existence d’un ou de plusieurs champs de forces dans le 

domaine où se trouve le fluide. 

En utilisant le théorème d’Ostrogradsky : 

 
D

ddivdS  )(
s

n   (A.22) 

La relation (A.21) devient : 

 ddd
dt
d

D D D

         divfV   (A.23) 

Par ailleurs 
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D D

dd
dt
d

 divfV   (I.24) 

        Le domaine (D) pouvant être quelconque, on aboutit à l’équation locale de 

la quantité de mouvement  

 divfV


dt
d  (A.25) 

qui, en notation indicielle, peut se mettre sous la forme suivante : 

 
j

ij
i

i

xdt
dV







 f  (A.26) 

        L’équation (A.26) est appelée relation de Cauchy. Cette relation est 

valable quelque soit le fluide, qu’il soit newtonien ou pas. Un fluide est dit 

newtonien lorsque le tenseur des contraintes visqueuses est une fonction linéaire 

du tenseur des déformations. Pour la plupart des fluides usuels dans des 

conditions standards, ce modèle est très satisfaisant. 

A.1.3.5 Equations de Navier-Stokes 

Les équations de Navier-Stokes [140-142], sont une conséquence du 

principe de conservation de la quantité de mouvement. Pour plus de précision, 

ce principe découle de l’inventaire des forces extérieures appliquées à un 

domaine fluide, notamment les forces de masse ou de volume, et les forces de 

contact ou de surface. Les forces de masse sont proportionnelles à la masse et 

sont dues à l’existence d’un champ de force dans le domaine occupé par le 

fluide. Les forces de contact ou de surface proviennent du fluide extérieur au 

domaine considéré, et s’appliquent sur la surface frontière de ce domaine. Elles 

sont dues à leur tour, à l’existence au sein du domaine d’un champ de contrainte 

responsable du caractère déformable du fluide. Ces contraintes sont tangentielles 

et normales. Les premières génèrent les forces de viscosité qui naissent du 
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mouvement relatif des particules fluides entre-elles, et les secondes donnent 

naissance aux forces de pression, normales à la surface frontière du domaine. Le 

lien entre les contraintes et les déformations dans le fluide est régi par la loi de 

comportement, fondée sur le principe de symétrie entre les causes et les effets.  

En appliquant l’opérateur divergence sur la relation (A.17), on 

obtient : 

   graddivVgradgraddiv 22  divp .  (A.27) 

Compte tenu des propriétés de la divergence, l’équation (A.27) 
devient : 

     2divVgradgraddiv  divp   (A.28) 

En substituant l’équation (A.28) dans (A.26), on obtient : 

 divVgradgradfV 2)(  divp
dt
d  (A.29) 

où   est le tenseur des taux de déformation, et est lié au gradient de vitesse par 

la relation [128-136]: 

 VV gradgrad t
2
1  (A.30) 

En substituant la relation (A.30) dans l’équation (A.29) on obtient de 

nouvelles équations appelées équations de Navier-Stokes, valables dans tous les 

systèmes de coordonnées : 

    VVgradgradfV
  divp

dt
d  (A.31) 

Dans l’équation (A.31), les quantités
dt
dV , f , Pgrad  et
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    VVgrad   div représentent respectivement, les forces d’inertie, de 

masse, de pression et de viscosité appliquées à l’unité de volume. 

Pour les fluides incompressibles, la relation 0Vdiv  permet d’obtenir les 

équations de Navier-Stokes pour les fluides incompressibles, données par 

l’équation suivante : 

VgradfV




 pρ

dt
dρ  (A.32) 

L’écoulement d’un fluide visqueux et incompressible est régi par les 

équations (A.12) et (A.32) valables dans tous les systèmes de coordonnées. Ce 

chapitre étant consacré à la revue de la littérature et compte tenu du fait que la 

plupart des écoulements industriels ont lieu dans des canaux rectangulaires ou 

cylindriques, la formulation de ces équations dans les systèmes de coordonnées 

cartésiennes et cylindriques est un outil nécessaire. 

A.1.3.6 Equations de Navier-Stokes en coordonnées cartésiennes 

Dans un champ de force de masse g, en considérant le système de 

coordonnées cartésiennes (x, y, z), et les vitesses Vx, Vy et Vz suivant les trois 

directions du repère cartésien, la projection des relations (A.12) et (A.32) dans la 

base cartésienne habituelle (i, j, k), permet d’obtenir les équations suivantes : 

0
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A.1.3.7 Equations de Navier-Stokes en coordonnées cylindriques 

Dans un champ de force de masse g, en considérant le système de 

coordonnées cylindriques ou cylindro-polaires (r, , z), et les vitesses Vr, V et Vz 

suivant les trois directions du repère cylindrique, la projection des relations 

(A.12) et (A.32) dans la base cylindrique habituelle (er, e, k), permet d’obtenir 

les équations suivantes : 
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Similarity solutions of the Navier-Stokes equations for an 
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A B S T R A C T   

An incompressible fluid is in motion after injection in the space between two parallel porous discs 
that can move away or come closer along the same axis passing perpendicular to the midpoints of 
their respective surfaces. The desire of well describing the incompressible fluid flow patterns and 
the fact that the velocity field of the axisymmetric flow has two components lead to introduce the 
stream function in the governing equations. A similarity method is applied to transform the 
vorticity equation satisfied by the stream function into a nonlinear ordinary differential equation. 
Thus, the analysis is restricted to solving a two-point boundary-value problem containing two 
control parameters, notably the Reynolds number and a nondimensional parameter representing 
the measure of the increase or the decrease in volume of the flow domain. Among the main re-
sults, it is found that, the high expansion in volume of the flow domain causes flow reversal for 
low values of the injection Reynolds number, while the contraction in volume of the flow domain 
creates a linear behavior of the axial velocity for a small injection Reynolds number and a flat-
tening of the radial velocity profile for all the Reynolds numbers.   

1. Introduction 

Scientists are increasingly interested in the study of fluid flows, because many important problems to be solved arise in the form of 
mass distribution of liquids or gasses. The variety of fluid flow problems is due to a number of considerations related to the nature of 
the moving fluid, the space and time, as well as the behavior of the physical properties of the fluid. This means that the fluid flow is very 
sensitive to these considerations which determine the type of the solution sought. The fluid flow problems are most often described by 
the Navier-Stokes equations which represent a system of differential equations that adapts to the geometry of the space which contains 
the moving fluid, as well as to the temporal constraints. Moreover, for the same geometrical configuration of the flow, this system of 
differential equations can describe several types of problems which only differ by the boundary conditions and the initial conditions. 

In particular, the boundary conditions are defined at the borders of the geometrical space containing the moving fluid. In most 
cases, these borders can be fixed, movable, fixed and permeable, as well as movable and permeable. The geometry of the space 
containing the flow determines the coordinate system to use for describing the movement of the fluid. Indeed, the Cartesian and 
cylindrical coordinate systems are very often used, because in many cases, the fluid flows develop in rectangular or cylindrical do-
mains. More precisely, the flow domain is assumed to be rectangular if the cross section of the flow is a rectangle. On the other hand, in 
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the case where the dynamics of a fluid presents an axial motion, if the cross section of the flow is circular, the flow is assumed to be 
developed in a cylindrical domain. When the rectangular or the cylindrical domain is porous, the problem becomes similar to a Berman 
flow [1] as Berman’s pioneering work concerning a viscous fluid flow in a rectangular channel possessing two porous walls has 
inspired many other studies [2–11]. The approach used by Berman to treat his problem in a Cartesian coordinate system is subtly 
extended by other authors in order to investigate the fluid motions in the porous cylindrical conduits [12–16]. In addition, the porous 
walls of the Berman’s problem were fixed, but the Berman’s method of seeking solutions is used to examine the movement of the 
viscous fluids through the channels or the conduits with moving walls that may be permeable or impermeable [17–22]. The porous 
walls can move in the same direction or in the opposite direction to the flow; they can also be in motion perpendicular to the movement 
of the fluid [17, 23–25]. 

The approach for seeking the solutions employed by Berman [1] and other authors [4, 6–10] is the similarity method which is often 
applied after introducing the stream function in the governing equations. Indeed, the use of the stream function is suitable, especially 
when the flow of an incompressible fluid is described by a velocity field having two components in steady state. In this case, the 
streamlines which coincide with the fluid particle trajectories can be represented in order to better illustrate the fluid flow patterns. 
More precisely, since the streamlines are tangent to the velocity vector of the flow, the value of the stream function must be constant 
along a streamline. Another advantage of using the stream function when the fluid moves with two velocity components in the steady 
state, is its link with the velocity field components, thus making it possible to go from three differential equations to a single differential 
equation verified by this stream function describing the same flow problem expressed as the conservation of mass and momentum. On 
the other hand, other approaches [26,27] to solving the Navier-Stokes equations exist, such as the direct methods like the finite 
difference method [28] which enables to directly determine the velocity components by finding the solutions of the Navier-Stokes 
equations without resorting to the stream function. In the absence of gravity terms, the momentum conservation that governs the 
fluid flow is reduced to a relationship between the terms of inertia, viscosity and pressure. For a flow with two velocity components, the 
direct approach based on the finite difference method enables only to determine the velocity profiles considering an appropriate 
treatment of the pressure gradient term which also intervenes in the Navier-Stokes equations. The particular interest of using the 
method of similarity solution perpetrated by many authors [11–17,19–21] is that, it allows obtaining many details concerning the flow 
field, including the wall friction coefficient, the pressure gradient, the streamlines and the velocity profiles. 

It is with this objective of having enough flow field characteristics that we use the similarity method in the current study which 
deals with the investigation of a fluid flow induced by injection in the space comprised between two porous discs that move away from 
or approach each other along a same axis orthogonally passing to the midpoints of the two parallel circular surfaces. The novelty of this 
work, before any other aspect, is the geometric configuration of the flow which has not yet been exposed before, since one realizes that 
most of the cited previous studies deal with the motion of a fluid in the flow domain possessing the rectangular or cylindrical walls. 
However, the walls of the current fluid flow are two porous circular discs. After the injection process, the subsequent movement of the 
fluid takes place in the intermediate space of the two discs with the axial/normal and radial velocity components. In fact, the injection 
is the phenomenon of mass addition in the intermediate space of the two discs, while the displacement of the discs is the axial 
translational movement of the flow borders. When the two discs move closer, this is the contraction case, the volume of the flow 
domain diminishes. On the other hand, the increase in volume of the flow domain occurs when the two discs move away, this is the 
expansion case. The main purpose of this work is the investigation of the effects of the displacements of the porous discs on the 
movement of the fluid. This requires a deep analysis of the coexistence of the phenomena of fluid injection and the translation of the 
discs in the problem under study. 

Apart from this introduction, the rest of the paper consists of the Section 2 which is devoted to the presentation of the governing 
equations, the Section 3 that deals with the similarity transformation of the governing equations and the introduction of the nondi-
mensional variables. In addition, the description of the numerical integration is performed in Section 4, while the numerical results are 
presented and discussed in Section 5. The conclusion intervenes in Section 6. 

Fig. 1. Geometry of the flow domain showing some streamlines corresponding to the sandwiched fluid flow under study.  
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2. Governing equations 

An incompressible viscous fluid moves in the space between two uniformly porous discs representing the flow domain which is built 
on the base of a cylindrical coordinate system (r, θ, z) that consists of the radial, the angular and the axial or normal coordinates, 
respectively. The axisymmetric flow is induced by injection through the two porous discs as shown in Fig. 1. The two porous circular 
borders undergo the translation movement along their normal axis z passing to the midpoints of their surfaces, such that the upper wall 
is situated at z = a(t) and the lower wall is located at z = − a(t), where a(t) is the half-width of the flow domain, such that 2a(t) denotes 
the distance between the porous walls depending on the time t. The displacement of the two porous discs can reduce or increase the 
volume of the flow domain. The problem is stated with the assumption that the same radius r of the two circular discs is very large 
compared to the width 2a of the flow domain, so that this radius tends to infinity in order to neglect the influence of the end in the 
radial direction on the fluid motion. Since the flow is assumed to be axisymmetric, the velocity field has components as (Vr, 0, Vz) 
where Vr and Vz are the radial and the axial or normal velocities, respectively. The variable describing the pressure inside the flow 
domain is p. The main physical properties of the working fluid are ρ and μ denoting the fluid specific mass and dynamic viscosity, 
respectively. 

In the absence of body forces [13–16, 29], due to the weakness of the gap between the discs compared to their radius, the movement 
of the fluid within the described flow domain is governed by differential equations as in the following: 

1
r

∂
∂r

(rVr) +
∂Vz

∂z
= 0 (1)  

∂Vr

∂t
+ Vr

∂Vr

∂r
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= −

1
ρ

∂p
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+ ν
(

1
r
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∂r

(

r
∂Vr
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)

+
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∂z2 −
Vr
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)

(2)  

∂Vz
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+ Vr

∂Vz

∂r
+ Vz

∂Vz

∂z
= −

1
ρ

∂p
∂z

+ ν
(

1
r

∂
∂r

(

r
∂Vz

∂r

)

+
∂2Vz

∂z2

)

(3)  

whereν = μ/ρ is the kinematic viscosity. The conservation of mass is described by the continuity Eq. (1), and the momentum con-
servation is satisfied by the two Navier-Stokes Eqs. (2) and (3). Eqs. (1)-(3) are associated with the boundary conditions: 

Vr = 0, Vz = − V for z = a(t)

∂Vr

∂z
= 0, Vz = 0 for z = 0 (4)  

Vr = 0, Vz = +V for z = − a(t)

The boundary conditions for z = ±a(t)express the no slip condition Vr = 0 and equal fluxes of fluid Vz = ±Vat walls. In addition, 
the symmetry established in the problem under study by applying the boundary conditions∂Vr

∂z = 0, Vz = 0  for z = 0 gives rise to a 
sandwiched flow which means that the fluid is equally distributed at both sides of the open wall also known as the circular midsection 
located at z = 0. 

The absolute fluid speed at walls V takes into account the relative injection velocity Vi and the wall displacement velocity ȧ = da
dt also 

known as the entrainment velocity, such that: 

V = Vi − ȧ (5) 

The velocity V ∕= 0plays an important role in the analysis because its definition V = Vi − ȧ reflects the influence of the movement of 
the discs (by the presence of the velocity of the displacement of the discsȧ) on the flow which is caused by the injection of the fluid at 
the velocity Vi into the flow domain. 

In this work, the flow occurs between the two porous discs because there is the injection of the fluid between the two permeable 
walls. In other words, the presence of the fluid in the flow domain is due to the phenomenon of injection through the porous walls. This 
injection phenomenon is taken into account by the introduction and the definition of the absolute fluid speed at walls V in the 
boundary conditions (4). 

The problem under study is the fluid flow and not the movement of the discs. The movement of the discs only influences the flow 
and this influence is characterized by the expansion or contraction in volume of the flow domain, on one hand. On the other hand, the 
displacement of the discs influences the definition of the absolute fluid speed at walls V which takes into account the relative fluid 
injection velocity at walls Vi and the velocity of the displacement of the walls ȧ also known as the entrainment velocity, such that: V =
Vi − ȧ. 

For example, V and ȧ are related in active propellants by the solid-to-fluid density ratio [24,30]. This can be explained by referring 
to the mass conservation equation at the propellant-fluid interface. More precisely, if ρ0 denotes the propellant density, then con-
servation of mass at the burning surface requires that ρAiVi = ρ0Aiȧ [30], where Ai is the fluid injection area also known as the burning 
area. Thus, the fluid velocity with respect to the wall can be deduced to be: 

Vi =
(ρ0

ρ

)
ȧ = rρȧ (6) 
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where rρ =
ρ0
ρ is the solid-to-fluid density ratio. Eqs. (5) and (6) lead to the following expression of the absolute velocity of the fluid at 

walls: 

V = (rρ − 1)ȧ = Eȧ (7)  

where E = (rρ − 1) is the injection coefficient also known as a measure of the porosity of the walls. The coefficient E will be utilized to 
define the control parameters of the flow under study in Section 3. For example, the coefficient E is constant in rocket motors estimated 
as E = 99 for typical ρ0 = 2000kgm− 3 and ρ = 20kgm− 3[24,31,32]. 

The expansion or the increase in volume of the flow domain occurs when ȧ > 0, while the contraction or the decrease in volume of 
the flow domain corresponds to ȧ < 0. Indeed, the volume ϑof the fluid between the two discs is defined considering their radius r and 
the width 2a, as follows: 

ϑ = πr22a =
1
2

Acr (8)  

where the cross section area of the flow between the two porous discs Ac is derived as: 

Ac = (2πr)2a = 4πra (9) 

In fact, Ac is the lateral surface of a cylinder having r as the radius and 2a as the length or the height measured in the axial or normal 
direction z. On the other hand, the fluid injection area Ai is the sum of the surfaces of the two uniformly porous discs defined by: 

Ai = πr2 + πr2 = 2πr2 (10) 

The variation of the mass of fluid inside the flow domain is expressed in terms of the difference between the mass which enters in 
the space between the two discs by injection through the porous area Ai and the mass that leaves this space through the cross section Ac 
as in the following: 

∂
∂t

∫

ϑ
ρdϑ = ρViAi − ρumAc (11)  

where um is the mean flow velocity through the cross section Ac. By considering Eq. (8), Eq. (11) becomes: 

∂
∂t

(
1
2

ρAcr
)

= ρViAi − ρumAc (12) 

Eq. (12) is applied to a volume ϑof fluid defined by considering a given radius r of the flow domain, such that: 

1
2

ρr
∂Ac

∂t
= ρViAi − ρumAc (13) 

The mean flow velocity um can now be extracted from Eq. (13) as follows: 

um =
Ai

Ac
Vi −

1
2

r
Ac

∂Ac

∂t
(14) 

By substituting the expressions of the surfaces Ac and Ai as respectively defined in Eqs. (9) and (10), Eq. (14) becomes: 

um =
1
2

r
a
Vi −

1
2

r
a

ȧ =
1
2

r
a
(Vi − ȧ) (15) 

It appears that the mean velocity um is defined as follows: 

um =
1
2

r
a

V (16) 

The incompressible fluid flow is assumed to be axisymmetric with two velocity components, thus the stream function ψ is pre-
scribed in the problem by considering its definition in order to verify the continuity equation as in the following: 

Vr =
1
r

∂ψ
∂z
, Vz = −

1
r

∂ψ
∂r

(17) 

The curl of the momentum equation that consists of Eqs. (2) and (3) gives rise to the vorticity transport equation satisfied by the 
stream function as follows: 

∂
∂t
(
D2ψ

)
+

1
r

(
∂ψ
∂z

∂
∂r

(
D2ψ

)
−

∂ψ
∂r

∂
∂z

(
D2ψ

)
)

−
2
r2

∂ψ
∂z

D2ψ = νD4ψ (18)  

where D2ψ =
∂2ψ
∂z2 + r ∂

∂r

(
1
r

∂ψ
∂r

)

. The boundary conditions associated with Eq. (18) are given by: 
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1
r

∂ψ
∂z

= 0, −
1
r

∂ψ
∂r

= − V for z = a(t)

1
r

∂2ψ
∂z2 = 0, −

1
r

∂ψ
∂r

= 0 for z = 0 (19)  

1
r

∂ψ
∂z

= 0, −
1
r

∂ψ
∂r

= V for z = − a(t)

It follows that the introduction of the stream function in the governing equations by considering the expressions (17) causes the 
continuity Eq. (1) to be self-satisfied and enables to reduce the three differential Eqs. (1)–(3) verified by the velocity components to a 
single differential Eq. (18) satisfied by the stream function describing the same problem. 

3. Similarity method and nondimensional variables 

3.1. Similarity solution in space 

A similarity method used in the present work is also employed in previous studies [24, 30], but with different flow configurations. 
In general, a similarity method for studying a flow of Berman type usually takes into account the geometry of the flow domain and the 
boundary conditions, as well as the physical properties of the working fluid. This leads to the following transformation: 

ψ(r, z, t) =
1
2

ν
a
r2F(η, t), η =

z
a(t)

(20)  

where F is a nondimensional function which governs the dynamics of the fluid depending on the variable t describing the time and on 
the nondimensional quantity η that combines both space and time variables. By substituting the similarity transformation (20) into 
Eqs. (18) and (19), the equations of fluid motion become: 

∂4F
∂η4 −

∂F
∂η

∂2F
∂η2 + F

∂3F
∂η3 + 3α ∂2F

∂η2 + αη ∂3F
∂η3 −

a2

ν
∂
∂t

(
∂2F
∂η2

)

= 0 (21)  

∂F
∂η ( + 1, t) = 0, F( + 1, t) =

a(t)V
ν for η = +1  

∂2F
∂η2 (0, t) = 0, F(0, t) = 0 for η = 0 (22)  

∂F
∂η ( − 1, t) = 0, F( − 1, t) = −

a(t)V
ν for η = − 1  

where the contraction or expansion ratio α = aȧ
ν is the nondimensional parameter denoting the measure of the decrease or the increase 

in volume of the flow domain. In light of Eqs. (22), since the expression F(±1, t) = ±
a(t)V

ν derives from the established boundary 
conditions of the problem under study, it is important to note that, this spatial constraint is satisfied whatever the time t. More pre-
cisely, the nondimensional function F is uniform to the quantity ±a(t)V

ν at boundaries. This assumption will be considered while 
formulating the similarity solution in space and time. 

3.2. Similarity solution in space and time 

If the function F is made dependent on η instead of (η,t), we can then obtain ∂
∂t

(
∂2F
∂η2

)

= 0 by setting α to be constant or quasi-constant 

in time. In that event, the value of the expansion ratio αcan be specified by its initial valueα = aȧ
ν = a0 ȧ0

ν , where a0 and ȧ0 denote the 
initial half-width of the flow domain and expansion/contraction rate, respectively. If α = aȧ

ν = a0 ȧ0
ν is assumed to be constant, by taking 

into account Eq. (7) which states that V = Eȧ, the expression of the Reynolds number for the similarity solution in space and time 
corresponds to R = aV

ν = Eα, by considering a constant value of the injection coefficient E. In the present study, the constant value of E 
is not given, because this work does not concern a particular fluid, but it is a general contribution to a better understanding of 
incompressible fluid flows between two expanding or contracting porous walls. As F, αand R do not explicitly depend on time t, the 
problem to solve becomes: 

F(4) − F(1)F(2) + FF(3) + 3αF(2) + αηF(3) = 0 (23)  

F(1)( + 1) = 0, F( + 1) = R for η = +1 
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F(2)(0) = 0, F(0) = 0 for η = 0 (24)  

F(1)( − 1) = 0, F( − 1) = − R for η = − 1  

where F(i) = diF/dηi. It is convenient at this stage to derive the radial velocity and the axial velocity as follows: 

Vr =
1
2

νr
a2F(1)(η), Vz = −

ν
a

F(η) (25) 

By taking into account Eqs. (25), it is relevant to normalize the radial and axial velocity components by the mean velocity um as 
defined in Eq. (16) and the fluid injection speed at the upper wall − V, respectively. Hence, the nondimensional radial Vr* and axial Vz* 
velocities are defined by: 

Vr∗ =
Vr

um
= F(1)(η)

/

R, Vz∗ =
Vz

− V
= F(η)

/

R (26) 

On the other hand, the similarity expression corresponding to the radial pressure gradient per unit radius can be derived by 
substituting Eqs. (25) into Eq. (2) as follows: 

1
r

∂p
∂r

=
1
2

ρ ν2

a4

(
F(3) +FF(2) +

(
2α − F(1))F(1) +αηF(2)) (27) 

In this work, the half-width of the flow domain a represents the reference length, then the dimensionless radius r* of the discs is 
defined by r* = r/a. In addition, the pressure is measured by units of the absolute pressure (ρV2), such that p* = p/(ρV2). Thus, the 
nondimensional radial pressure gradient per unit radius is defined by: 

1
r∗

∂p∗
∂r∗

=
1
2
(
F(3) +FF(2) +

(
2α − F(1))F(1) +αηF(2))

/

R2 = cte (28) 

It appears that, for a given Reynolds number, the nondimensional radial pressure gradient per unit radius as defined in Eq. (28) is 
constant inside the flow domain, since it is equivalent to the integral form of the ordinary differential Eq. (23). Hence, the attention is 
focused on the axial pressure gradient which is determined by substituting Eqs. (25) into Eq. (3) as follows: 

∂p
∂z

= −
ρν2

a3

(
αF +αηF(1) +F(2) +FF(1)) (29) 

Considering the references of lengths a and pressure (ρV2), such that η = z/a and p* = p/(ρV2)the nondimension axial pressure 
gradient is given by: 

∂p∗
∂η = p(1) ∗ (η) = −

(
αF +αηF(1) +F(2) +FF(1))

/

R2 (30) 

At this stage, it is important to note that, the similarity method utilized in this work enables to transform the partial differential Eq. 
(18) satisfied by the stream function ψinto the ordinary differential Eq. (23) described by the similarity function F that helps to define 
the other characteristics of the fluid flow under study. 

4. Description of the numerical integration 

The problem is solved by using a numerical integration based on the shooting method associated with the fourth-order Runge-Kutta 
algorithm. Since the flow domain is symmetric, Eq. (23) is solved subject to the boundary conditions restricted on the interval [0, 1] as 
shown in Eq. (24), and the rest of the solution relative to the interval [− 1, 0[is derived by symmetry. More precisely, the boundary 
conditions considered while performing the numerical integration are given by: 

F(1) = 0, F = R for η = 1  

F(2) = 0, F = 0 for η = 0 (31) 

To start, Eq. (23) is expressed in the classic form: 

F(4) = f
(
η,F,F(1), F(2), F(3)) = F(1)F(2) − FF(3) − 3αF(2) − αηF(3) = 0 (32) 

In order to transform the two-point boundary-value problem which consists of Eqs. (23) and (31) into an initial value problem, two 
new variables b and c are introduced as user-specified initial guesses at η = 0 as follows: 

F(0) = 0,F(1)(0) = b,F(2)(0) = 0,F(3)(0) = c (33) 

Thus, the solution of the problem becomes dependent upon three variables η, b and c. As permitted by the chain rule, the order of 
differentiation in Eq. (32) can be switched such that: 
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∂
∂b

(
f
(
η,F,F(1),F(2),F(3))) =

∂
∂b

(
∂4F
∂η4

)

=
∂4

∂η4

(
∂F
∂b

)

(34)  

∂
∂c

(
f
(
η,F,F(1),F(2),F(3))) =

∂
∂c

(
∂4F
∂η4

)

=
∂4

∂η4

(
∂F
∂c

)

(35) 

Two new functions u and v are introduced as follows: 

u(η, b, c) =
∂F
∂b

, v(η, b, c) =
∂F
∂c

(36) 

Fourth-order differential equations for u and v can be derived from Eqs. (36) in the form: 

∂4

∂η4

(
∂F
∂b

)

=
∂4u
∂η4 =

∂f
∂η

∂η
∂b

+
∂f
∂F

∂F
∂b

+
∂f

∂F(1)

∂F(1)

∂b
+

∂f
∂F(2)

∂F(2)

∂b
+

∂f
∂F(3)

∂F(3)

∂b
(37)  

∂4

∂η4

(
∂F
∂c

)

=
∂4v
∂η4 =

∂f
∂η

∂η
∂c

+
∂f
∂F

∂F
∂c

+
∂f

∂F(1)

∂F(1)

∂c
+

∂f
∂F(2)

∂F(2)

∂c
+

∂f
∂F(3)

∂F(3)

∂c
(38) 

The variable η is independent of b and c, then ∂η
∂b = 0, ∂η

∂c = 0. Hence, Eqs. (37) and (38) become: 

uηηηη = fFu + fF(1) uη + fF(2) uηη + fF(3) uηηη (39)  

vηηηη = fFv + fF(1)vη + fF(2) vηη + fF(3) vηηη (40)  

where uη = ∂u
∂η, uηη = ∂2u

∂η2, uηηη = ∂3u
∂η3, uηηηη = ∂4u

∂η4, vη = ∂v
∂η, vηη = ∂2v

∂η2, vηηη = ∂3v
∂η3, vηηηη = ∂4v

∂η4, fF =
∂f
∂F, fF(1) =

∂f
∂F(1), fF(2) =

∂f
∂F(2), fF(3) =

∂f
∂F(3). 

To satisfy the endpoint boundary conditions at η = 1 as shown in Eqs. (31), the following function K needs to be minimized: 

K(b, c) = (F(1, b, c) − R)2
+
(
F(1)(1, b, c) − 0

)2 (41) 

An algorithm for calculating the zeros b* and c* of Eq. (41) can be implemented. The algorithm requires updating the initial guesses 
as follows: 

[
b
c

]

n+1
=

[
b
c

]

n
− [J]− 1

.

[
F(1, b, c) − R
F(1)(1, b, c) − 0

]

n
(42)  

where n is the iteration index and [J]− 1 is the inverted Jacobian matrix. The Jacobian itself is defined as: 

J =

⎡

⎢
⎢
⎣

∂K1

∂b
∂K1

∂c
∂K2

∂b
∂K2

∂c

⎤

⎥
⎥
⎦ =

[
u(1, b, c) v(1, b, c)

uη(1, b, c) vη(1, b, c)

]

(43)  

where K1 =F(1, b, c) − R and K2 = F(1)(1, b, c) − 0. 
It is important to note that the inverted Jacobian matrix [J]− 1 can be defined if and only if detJ ∕= 0. In other terms, the solution of 

the problem under study is conditioned by the relation detJ ∕= 0, which becomes in light of Eq. (43) as follows: detJ = u(1,b,c)vη(1,b,c)
− uη(1, b, c)v(1, b, c) ∕= 0. In this work, this relation is satisfied in an iterative fashion for each computation step before saving the 
solution. 

Considering Eqs. (36), the initial conditions corresponding to the differential equation satisfied by the function u are: 

u(0, b, c) = 0  

uη(0, b, c) = 1  

uηη(0, b, c) = 0 (44)  

uηηη(0, b, c) = 0  

while the differential equation verified by the function v is solved subject to the following initial conditions: 

v(0, b, c) = 0  

vη(0, b, c) = 0  

vηη(0, b, c) = 0 (45) 
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vηηη(0, b, c) = 1 

At this stage, it appears that the differential Eq. (23) and boundary conditions (31) are transformed into three coupled ordinary 
differential Eqs. (32), (39) and (40) with initial conditions (33), (44) and (45). The initial value problem is solved using the fourth- 
order Runge-Kutta integration by assigning twelve variables to represent F, u, v, and their respective derivatives as follows: 

Y =
[
F F(1) F(2) F(3) u uη uηη uηηη vη vηη vηηη

]T (46) 

The associated initial conditions are given as: 

Y(0) = [0 b 0 c 0 1 0 0 0 0 0 1]T (47) 

To summarize, since two of the four auxiliary conditions (31) are of the boundary-value type, the numerical solution becomes 
dependent upon two initial guesses b and c. To derive the solutions, the two-point boundary-value problem which consists of the 
ordinary differential Eq. (23) with boundary conditions (31) governed by the single variable η is transformed in order to be described 
by three variables that are the two guesses b, c and η. More precisely, it is important to note that the described numerical method is 
devoted to solving a two-point boundary-value problem transformed into an initial value problem equivalent itself to a resulting set of 
twelve coupled first-order ordinary differential equations with two unspecified start-up conditions. In seeking the successful initial 
guesses b* and c*, an optimization problem type is solved. 

It is relevant to note that the shooting method associated with the fourth-order Runge-Kutta algorithm is a rapidly converging 
numerical approach that many scientists are making increasing use for solving two-point boundary-value problems, such that some 
scientists consider the solutions obtained as exact [10,11,13,29]. 

5. Numerical results and discussion 

Since the problem contains two main control parameters R and α, the solutions in terms of velocity components, pressure gradients 
and streamlines are presented for low, moderate and high Reynolds numbers under different values of the expansion or contraction 
ratio. 

5.1. Velocity profiles 

The radial velocity is presented for low, moderate and high Reynolds numbers under different values of the expansion or 
contraction ratio in Figs. 2, 3 and 4. It appears that, a rapid expansion in volume of the flow domain creates flow reversal in the case of 
low injection as shown in Fig. 2. More precisely, the expansion of the flow domain which manifests itself as positive values of the 
nondimensional parameter α causes some regions of negative values of Vr*. Indeed, Fig. 2 shows that, for a small value of the Reynolds 
number R = 3, the displacement of the flow borders corresponding to high values of the expansion ratioα = 50 and α = 100, causes the 
fluid to move in the opposite direction of the primary motion in some regions where the radial velocity is negative. In fact, the results 
from the numerical integration reveal that flow reversal seems to occur, in all the cases, when the relative injection ratio α/R exceeds 
the value of 10. In the case of low injection which corresponds to small Reynolds numbers, the flow reverses in order to cause the fluid 

Fig. 2. Radial velocity component for a fixed low Reynolds number R = 3, under different values of the expansion or contraction ratio.  
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to occupy the empty space created by the process of expansion in volume of the flow domain. Another physical significance of this 
scenario is that, flow reversal develops in an attempt to compensate the mass deficiency caused by the expansion of the flow domain. 
This expansion of the flow domain does not change the direction of the fluid motion in the cases of moderate and high Reynolds 
numbers as shown in Figs. 3 and 4, respectively. It follows that, moderate and high injections cause the fluid to keep its primary motion 
under different values of the expansion or contraction ratio. In other words, the increase in the Reynolds number involves the 
disappearance of the reverse flow within the flow domain. In all the cases, Figs. 2, 3 and 4 show that, the radial velocity Vr* increases 
with α around the middle of the flow domain, while a decrease is observed near the walls. In addition, the contraction in volume of the 
flow domain, which manifests itself as negative values of the nondimensional parameter α, causes the flattening of the curves related to 
the radial velocity profile for all the Reynolds numbers. At this stage, it is important to note that the increase in the Reynolds number 
prevents the manifestation of the reverse flow for various values of the parameter α, but does not have any influence on the flattening of 
the radial velocity curves caused by the reduction of the flow domain. 

For low, moderate and high values of the Reynolds number R, the profiles of the axial or normal velocity Vz* are respectively 
plotted in Figs. 5, 6 and 7 for different expansion or contraction ratios α. Indeed, Fig. 5 reveals that the regions where the flow reverses 
in Fig. 2 are those where the magnitude of the axial velocity exceeds its value at walls for the same values of the control parameters. 

Fig. 3. Radial velocity component for a moderate Reynolds number R = 25, under different values of the expansion or contraction ratio.  

Fig. 4. Radial velocity component for a high Reynolds number R = 200, under different values of the expansion or contraction ratio.  
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Thus, this behavior of the magnitude of the axial velocity exceeding its value at walls which is more highlighted by increasing the 
expansion ratio provides from the entrainment motion that forces the fluid particles to move back in order to occupy the empty space 
created by the increase in volume due to the growth of the distance between the walls of the flow domain. However, Figs. 6 and 7 show 
that by increasing the Reynolds number, the importance of the expansion ratio in creating the regions of the axial velocity exceeding its 
value at walls diminishes. On the other hand, for a low injection Reynolds number in light of Fig. 5, the axial velocity becomes 
increasingly more linear due to the reduction of the flow domain that manifests itself as negative values of the parameter α. For 
moderate and high Reynolds numbers according to Figs. 6 and 7, the curves plotted under different values of the parameter α tend to a 
same constant profile indistinguishable from the inviscid Taylor profile given by Vz* = sin(πη/2)[33]. 

5.2. Pressure gradients 

The axial or normal pressure gradients corresponding respectively to the expansion and contraction of the flow domain present 
different behaviors. More precisely, the increase in the expansion ratio pertaining to positive values of α gives rise to the curves of the 
function p*(1)(η) presenting an inflection region around the middle of the flow domain, while the growth of the contraction ratio 

Fig. 5. Axial or normal velocity component for a fixed low Reynolds number R = 3, under different values of the expansion or contraction ratio.  

Fig. 6. Axial or normal velocity component for a moderate Reynolds number R = 25, under different values of the expansion or contraction ratio.  
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corresponding to negative values of α causes a linear behavior of this function for a low Reynolds number as shown in Fig. 8. Moreover, 
for great positive values of the parameter α, the axial pressure gradient decreases, while an increase is observed in the case of great 
negative values of α. In light of Fig. 8, the movement of the fluid which develops in the case of fixed porous walls corresponding to α =
0 reveals itself as the mean state of the flow under study. The presentation of the case corresponding to α = 0 in Fig. 8 enables to 
observe how the phenomena of the expansion and contraction in volume of the flow domain affect the dynamics of the fluid. This 
means state can also be characterized as a reference from which the movement of the fluid between two orthogonally moving porous 
discs is investigated. 

It is convenient to relate the behavior of the function p*(1)(η) to the described velocity profiles due to the fact that the pressure 
gradient intervenes in the formulation of the momentum conservation. Indeed, it appears that the flattening of the radial velocity 
profile and the linear behavior of the axial velocity are related to a linear variation of the axial pressure gradient for low Reynolds 
numbers. The behavior of the axial pressure gradient particularly changes with the increase in the Reynolds number for all the values 
of the parameter α as shown in Figs. 9 and 10. In fact, the change that the axial pressure gradient undergoes is the oscillatory behavior 
exhibited by the function p*(1)(η) under high injection Reynolds numbers for all the values of the parameter α as shown in Fig. 10. At 
this stage, it is important to note that, this oscillatory behavior related to high values of R as shown in Fig. 10, as well as the inflection 
region observed for high expansion ratios at a fixed low Reynolds number as presented in Fig. 8 are due to the symmetry established 
inside the flow domain. So, the distribution of the axial pressure gradient is in accordance with the sandwiched flow, since the fluid is 
equally distributed on both sides of the circular midsection of the space containing the fluid in motion. 

5.3. Streamlines 

The streamlines also known as the fluid particle trajectories which represent the flow patterns for the movement of the fluid under 
study are plotted in Fig. 11 for a small Reynolds number in the three cases of fixed walls, high expansion and moderate contraction. In 
fact, the flow characteristics corresponding to the high contraction are not presented enough, because in many cases, no change is 
observed between moderate and high contractions from the results of the numerical integration. 

In Fig. 11, a streamline curvature is observed near the midsection of the flow domain for a high expansion ratio due to flow reversal, 
while the fluid particles keep the direction of the primary motion when the porous discs are fixed and when the distance between the 
two circular walls is reduced. Due to the fluid injection phenomenon that occurs at walls and the no slip condition established through 
the boundary conditions, the movement of the fluid particles entering in the flow domain is perpendicular to the walls. Another 
explanation of this described behavior observed in Fig. 11 is that, the motion of the fluid in the close vicinity of the walls is essentially 
axial or normal. However, far from the walls after entering in the flow domain, the movement of the fluid particles ceases to be 
orthogonal to the borders, because of the appearance of another velocity component known as the radial velocity. In particular, ac-
cording to Fig. 11, due to a high expansion, the streamlines plotted for α = 100 show that the flow does not rapidly cease to be in the 
axial or normal direction after the fluid injection in the flow domain as in the cases of α = 0 and α = − 20, because of flow reversal, also 
known as the backward flow that occurs by leading the fluid to move back in order to occupy the empty space created by the volume 
expansion process. In light of Fig. 11, the set of the streamlines is far from the walls and close to the circular midsection of the space 
between the two porous discs, in the case of high expansion, while the set of the streamlines pertaining to the contraction and fixed wall 
cases is far from the circular midsection of the flow domain and close to the porous walls. On the other hand, for moderate and high 

Fig. 7. Axial or normal velocity component for a high Reynolds number R = 200, under different values of the expansion or contraction ratio.  
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values of the Reynolds number, as the backward flow is destroyed, the streamlines plotted in Figs. 12 and 13 are related to fluid 
particles that keep the primary direction of motion. 

6. Conclusion 

The dynamics of a viscous fluid is investigated in a geometric region bounded by two parallel porous discs, such that the distance 
between the two permeable circular surfaces is small compared to their equal radii which tend to infinity in order to neglect the 
influence of the end in the radial direction on the fluid motion. The axisymmetric flow is induced by injection inside the flow domain 
that undergoes an increase or a decrease in volume due respectively to the growth or the reduction of the distance between the two 
porous walls caused by the displacement of the discs along the axis passing perpendicular to the midpoints of their surfaces. Hence, in 
this work, the two discs are forced to move in opposite directions along an axis which passes perpendicular to the midpoints of their 
respective surfaces. 

The mathematical model of the flow consists of the continuity equation and the Navier-Stokes equations by assuming respectively 
the conservations of mass and momentum within the flow domain. Due to the incompressibility of the fluid and the fact that the 
velocity field has two components, the stream function is prescribed in the governing equations in order to obtain the vorticity 

Fig. 8. Axial or normal pressure gradient for a fixed low Reynolds number R = 3, under different values of the expansion or contraction ratio.  

Fig. 9. Axial or normal pressure gradient for a moderate Reynolds number R = 25, under different values of the expansion or contraction ratio.  
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transport equation by applying the curl of the momentum equation. Thus, the resulting problem is described by a partial differential 
equation satisfied by the stream function. Taking into account the geometry of the region between the two discs and the physical 
properties of the working fluid, as well as the boundary conditions, a similarity method is used in order to transform the partial 
differential equation satisfied by the stream function into a nonlinear ordinary differential equation describing the same flow problem 
that incorporates a nondimensional quantity η which combines both space and time variables. The nondimensional formulation of the 
problem gives rise to two main control parameters, notably the Reynolds number R and the expansion or contraction ratio α influ-
encing the solutions of the problem in terms of velocity profiles, pressure gradients and streamlines. 

The shooting method associated with the fourth-order Runge-Kutta algorithm is used to achieve the numerical solutions of the 
nonlinear ordinary differential equation with boundary conditions expressed as a two-point boundary-value problem. For low, 
moderate and high Reynolds numbers, the flow characteristics are presented under different values of the expansion or contraction 
ratio. 

It is found that, a high expansion ratio gives rise to flow reversal in an attempt to occupy the empty space created by the growth in 
volume of the geometric domain containing the fluid in motion when the Reynolds number is low. In this case of a small injection 

Fig. 10. Axial or normal pressure gradient for a high Reynolds number R = 200, under different values of the expansion or contraction ratio.  

Fig. 11. Streamlines corresponding to a low injection Reynolds number R = 5, at fixed walls represented by the full lines for α  = 0, and in the case 
of high expansion denoted by the dashed lines for α = 100, as well as in the case of a moderate contraction as shown by the dotted lines for α = − 20. 
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Reynolds number and a high expansion ratio, the axial pressure gradient decreases inside the flow domain and presents an inflection 
region due to the symmetry of the sandwiched flow under study. Flow reversal, also known as the backward flow is destroyed for high 
values of the Reynolds number which cause the fluid to keep its primary direction of motion in light of the streamline plots. The 
increase in the contraction ratio causes a linear profile of the axial velocity at a given low injection Reynolds number and involves the 
flattening of the curves pertaining to the radial velocity for all the Reynolds numbers, while the great values of R give rise to an 
oscillatory behavior of the axial pressure gradient for all the values of the parameter α. 
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Fig. 12. Streamlines corresponding to a moderate Reynolds number R = 25, at fixed walls represented by the full lines for α = 0, and in the case of 
high expansion denoted by the dashed lines for α = 100, as well as in the case of a moderate contraction as shown by the dotted lines for α = − 20. 

Fig. 13. Streamlines corresponding to a high Reynolds number R = 200, at fixed walls represented by the full lines for α = 0, and in the case of high 
expansion denoted by the dashed lines for α = 100, as well as in the case of high contraction as shown by the dotted lines for α = − 100. 
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