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Résumé XVii

RESUME

Malgré les recherches approfondies déja effectuées sur les écoulements
laminaires a parois poreuses, les écoulements dans le plan polaire n’ont pas
encore été étudiés. Dans ce travail, on etudie I’écoulement laminaire polaire
d’un fluide incompressible situé dans une conduite annulaire poreuse et entrainé
par succion-injection au niveau des parois. Le fluide étant confiné entre les
cylindres et ayant une vitesse axiale nulle, nous prouvons que I’écoulement a
lieu dans le plan polaire avec conservation de la masse si un écoulement entrant
existe dans le méme plan pour compenser la masse de fluide extorquee par
succion. Ainsi, I’un des cylindres subit la succion et I’autre I’injection. Des

conditions aux limites appropriées pour les deux cylindres sont alors trouvees.

Le probleme posé dépend du nombre de Reynolds, du rapport d’entrefer de la
conduite et de la densité des pores et du rapport de surface des pores. La
méthode des solutions semblables nous a permis de transformer I’équation de
vorticité obtenue aux dérivées partielles en une équation différentielle ordinaire

non linéaire d’ordre quatre qui est un résultat capital.

La méthode de résolution utilise la méthode de tir comprenant les algorithmes de
Runge-Kutta et Newton-Raphson. L’écoulement radial est trouvé comme une
solution possible. Lorsque I’écoulement n’est pas radial, les figures des lignes de
courant mettent en évidence une zone particuliere dans laquelle le fluide est au
repos, délimitée par deux lignes de courant singulieres sur le cylindre aval. Le
champ des vitesses de I’écoulement est déterminé. Les phénomeénes physiques

liés a I’écoulement sont déduits des résultats obtenus.

MOTS CLES

Ecoulement laminaire dans une conduite annulaire poreuse dans le plan polaire ;
Conservation de la masse avec débits entrant et sortant ;
Equation de vorticité en coordonnées polaires ;
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Méthode des solutions semblables ;
Meéthode numérique de tir ;
Algorithme d’optimisation de Newton-Raphson.
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ABSTRACT

Despite the extensive research already done on laminar flows with porous
boundaries, polar flows bounded by cylinders have not yet been studied. This
paper investigates the polar laminar flow for an incompressible fluid located in a
porous annular pipe and driven by suction-injection at the walls. The fluid being
confined between the cylinders with zero axial velocity, it is proven that the
flow takes place in the polar plane with conservation of mass if an incoming
flow exists in the same plane to compensate the mass of fluid extorted by
suction. So, one of the cylinders undergoes the suction, and the other the
injection. Suitable boundary conditions for the both cylinders are found. The
problem depends on the Reynolds number, the pipe gap ratio, and the pore
density and surface ratios. The method of similar solutions allowed us to
transform the vorticity equation obtained with partial derivatives into a nonlinear

ordinary differential equation of order four which is a capital result.

The method of solution utilizes the shooting technique including the Runge-
Kutta and Newton-Raphson. Radial flows are found as a possible solution.
When the flow is not radial, the patterns of the acceptable streamlines highlight
a particular zonr in which the fluid is at rest, bounded by two singular
streamlines and the downstream cylinder. The flow velocity is determined.

Physical understandings of the flow are derived.

KEYWORDS

e Polar laminar flows in porous annular pipes;

e Conservation of mass with incoming and out-coming flow rates;
e Vorticity equation in polar coordinates;

e Similarity-solutions method,;

e Numerical shooting technique;

e Optimization by Newton-Raphson algorithm.
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Introduction Générale 2

Un des premiers problémes d’ingénierie rencontré avec le développement des
villes fut I’apprivoisement en eau pour I’usage domestique et pour I’irrigation
des cultures. La vie urbaine est possible uniquement si I’eau est abondante. En
effet, les recherches archéologiques ont montré que toutes les civilisations
préhistoriques prosperes avaient investi dans la construction et la maintenance

de systemes de distribution d’eau.

Alors la maitrise de I’eau, comme I’air, a intéressé des hommes depuis la
préhistoire, pour résoudre les problémes d’irrigation et utiliser la force du vent
pour propulser les bateaux. Cette branche de la Physique concernée par les
fluides (liquides, gaz et plasmas) est la mécanique des fluides, bien qu’elle
constitue une extension de la mécanique rationnelle a une classe de milieux
continus dont les déformations peuvent prendre des valeurs aussi grandes que
I’on veut. Celle-ci fut largement employée pour des applications quotidiennes

pour les problémes de I’irrigation en agriculture, les canaux, les fontaines, etc.

La sédentarisation des hommes a entrainé la nécessaire invention de moyens de
maitrise de I’eau. L’irrigation a petite échelle serait née vers les années 6500
avant Jésus Christ a la fin du Neolithique et les années 3000 avant Jésus Christ

marquent les premieres ceuvres hydrauliques (canaux, irrigation gravitaire).

A cette époque, certains instruments ont déja été inventés pour mesurer le
niveau des crues, des zones de marécages sont drainées et asséchées, barrages et
digues pour se protéger des crues, sont construits sur le Nil, le fleuve jaune et
I’Euphrate. Il est possible que les plus vieux aqueducs aient été construits en
créte au deuxieme millénaire avant Jésus Christ et en Palestine au onzieme

siecle avant Jésus Christ.

L’étude de la mécanique des fluides ainsi que celle de I’eau et de son
comportement remontent au moins a I’époque Grece antique avec le célebre

savant Archimede (-285 ;-212 avant Jésus Christ), étudie avec les disciples
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d’Euclide et en revenant a Syracuse. Celui-ci fut le véritable initiateur de la
« mecanique des fluides » ; qui en prenant son bain decouvrit le principe qui
porte son nom. Reconnu dont ce théoréme, qui porte son nom et qui formule
ainsi des principes qui sont a I’origine de la statique des fluides notamment avec
son principe éponyme. Dans cette méme dynamique, Héron d’Alexandrie a
poursuivi le travail de la statique des fluides en découvrant lui aussi une autre

hypothese dont le principe de la pression et surtout du débit.

Pendant I’antiquité tardive, certains grands travaux hydrauliques se poursuivent
et se raffinent avec des aqueducs, des systemes de distribution et
d’assainissement de I’eau, mais aussi les fontaines et les bains. Ces travaux
continuent a étre décrits au troisieme siecle a Rome par Sextus Lulius Frontin,
des techniques utilisées pour le transport de I’eau, des effluents et réorganisent
le systeme d’aqueducs comme la plupart des sciences. L’hydrostatique et
I’hydraulique disparaissent en partie de I’Europe pendant le moyen age, la
migration du savoir se faisant de I’ancien empire gréco-romain vers I’empire
arabe. L’age d’or islamique voit d’abord la traduction des ceuvres d’ Archimeéde,
d’Euclide et la publication par Al-Jazari dans le livre des mécanismes ingénieux
décrivant des machines hydrauligues automatiques et perfectionne I’horloge

hydraulique ainsi que I’hydrostatique d’Archimede,

Au moyen-age, I’utilisation du rouage des fluides s’est développée lentement
mais slrement. Les harmonieuses pompes a piston ont été développées pour
I’assechement des mines, les moulins a eau et les moulins a vent ont été
ameliorés pour résoudre le grain, forger les métaux ou pour réaliser toute autre
tache. Pour la premiere fois durant I’histoire de I’humanité, d’importants travaux
étaient réalisés sans la puissance musculaire d’un homme ou d’un animal. Ces
inventions ont généralement eté considéréees comme a I’origine de la révolution

industrielle plus tardive. La encore, les créateurs de la plupart des avancées sont
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inconnus mais les appareillages eux-mémes ont éte tres bien documentés par

nombreux techniciens.

Du point de vue des édifices hydrauliques si le moyen age voit la disparition du
systeme d’irrigation et de la Mésopotamie a cause des invasions mongoles

provoquant I’effondrement de la population locale. AuVil®siécle sous des

travaux du grand canal qui relie Nord et Sud de la Chine; les lois de
I”hydraulique ne s’appliquaient pas sur ces travaux. Les romains utilisaient donc
ces applications pour la construction de canaux ouverts et pour la distribution
d’eau. C’est au quinzieme siecle que la mécanique des fluides est étudiée a
nouveau en Europe ; mais en 1452 dans un village de Toscane naquit un enfant
dont la vie fut d’une extraordinaire fécondité intellectuelle et qui passa a la
postérité pour sa production artistique : Léonard de Vinci; c’est lui qui le
premier analysa la mécanique de la pompe cardiaque et donna une description
détaillée de la structure et du fonctionnement des valves du cceur. On I’ignore
souvent, mais celui-ci a laissé des notes relatives aux vagues, aux tourbillons,
aux corps flottants, aux écoulements dans les tubes et a la machinerie
hydraulique. C’est lui qui a congu, le premier, un parachute, I’anémometre (pour
mesurer les vitesses des vents) et la pompe centrifuge. Il décrit a la fois les
multiples types d’écoulements et formule le principe de conservation de masse
ou principe de continuité, prenant ainsi la suite de Héron. C’est lui qui jette les
fondements de la discipline et introduit de nombreuses notions
d’hydrodynamique dont la notion de lignes de courant comprenant

intrinsequement la problematique de résistance a I’écoulement.

La mécanique des fluides est au cceur de nombreux métiers en lien direct avec
les défis sociétaux d’efficacité énergétique et de developpement, se présentant
ainsi sur les applications antiques et modernes mais aussi aux applications

futures.
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La mécanique des fluides est un sous-ensemble de la mecanique des milieux
continus, elle comprend I’étude des gaz et des liquides a I’équilibre et en
mouvement, ainsi que I’interaction de ces derniers avec les corps solides. Son
importance s’explique par le fondement théorique qu’elle offre a de nombreuses
disciplines comme la metéorologie, I’aérodynamique, I’hydraulique et I’étude

des plasmas.

Au Il ®siécle, le monde entier comportait les glaciers, de cours d’eau et de cotes
pour avoir donné naissance a de nombreuses techniques hydrauliques. Mais il
est vrai que d’illustres physiciens et mecaniciens des fluides ont jalonné ces
derniers et permis d’aboutir a des réalisations au sein de différents territoires.
Les grands corps (ponts et chaussées, eaux et foréts) et les grandes entreprises
qui ont pu faire leur dimension dans les grandes réalisations hydrauliques. Ce fut
sans doute le cas pour I’ensemble des ouvrages et installations hydrauliques
(constructions des aqueducs), des centrales hydrauliques, thermiques et
nucléaires pour la mise en place de I’exploitation des grands périmetres
d’irrigation, les instabilitts dues a la cavitation dans les turbomachines

hydrauliques.

Le moyen-age marque les grandes réalisations de la mécanique des fluides
notamment dans le cas d’hydraulique; I’amplification au niveau de la
construction des barrages, des aqueducs, les turbines hydrauliques de la haute
chute, les pompes d’accumulation et pompes-turbines réversibles de grande
hauteur d’élévation, les pompes alimentaires de chaudiéres. Depuis le temps des
grecs, le réve d’imiter les oiseaux fut la base des essais de vol qui perdura
pendant les siecles. Il faudra attendre la fin du moyen-age pour que les
premieres expeériences concluantes voient le jour, en 1420 un modele d’oiseau
propulsé par fusée, qui fit un vol de 30 meétres. Ceci témoigne le renforcement
de I’aérodynamique, elle contribua a la construction des souffleries, le

développement de I’automobile, mais également de la navigation ou du chemin
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de fer, aussi dans le cas de la balistique (trajectoire balistique des obus) et du

domaine subsonique, supersonigue et hypersonique.

Aux temps modernes, le domaine des machines hydrauliques s’améliore de
maniére intensive. Les constructeurs ont également acquis une position
privilégiée dans le cadre du développement des grandes pompes a volute en
béton armé (notamment a I’occasion de la mise en ceuvre des paliers nucléaires
de 1000MW et 1500MW) et des turbines hydrauliques de grande puissance
[51-52]. Dans le domaine des ensembles, les techniques d’optimisation
présentées sont la plupart originales et fondées sur les outils d’analyse les plus
récents. On aurait pu également citer des applications particulieres intéressantes
dans les secteurs tels que : propulsion navale, I’industrie nucléaire, chimique ou
pétroliere. Le domaine de prédilection des méthodes de visualisation est resté
longtemps celui des grandes souffleries utilisées pour les recherches en
aéronautique [53]. La démythification du laser et I’expansion rapide des
méthodes informatiques de traitement d’images ont democratisé ce type
d’analyse, méme si I’usage d’un laser de puissance moyenne demeure encore
une operation relativement onéreuse et exigeante quelques connaissances en

optique.

A partir du moment présent, tout domaine industriel qui met en ceuvre un
écoulement liquide ou gazeux suffisamment transparent est théoriquement
concerng, a condition toutefois que le phénomene étudié se déroule en
atmospheére libre ou soit confiné dans une structure également transparente. Les

exemples d’application abondent :

- Circulation d’air dans les systemes de climatisation et de chauffage ;

- Refroidissement aérodynamique ou liquide des machines électriques et
thermiques ;

- Ecoulements internes dans les moteurs thermiques, de la chambre de

combustion a I’échappement ;
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- Ecoulements externes autour des veéhicules terrestres (routiers et

ferroviaires) ou aériens ;

- Ecoulements atmosphériqgues ou génie civil et environnement

(comportement d’ouvrage au vent, dispersion de polluants).

La variété extréme des domaines d’application se préte mal a un classement ;
toutefois, un moyen simple de mettre un peu d’ordre dans ces listes d’exemple,
concernant des disciplines aussi diversifiées, consiste a utiliser la nature du

fluide et / ou le domaine de vitesse.

De maniére synthétique, retenons que les écoulements hydrodynamiques
constituent un domaine d’investigation sans problemes de principes majeurs, les
faibles vitesses généralement atteintes, les turbulences modérées font qu’ils se
prétent bien au suivi de traceurs (particules ou colorants). Les cas les plus
simples sont ceux pour lesquels le régime laminaire est conservé. Dans cette
configuration, de véritables trajectographies (visualisation des filets fluides),
sont possibles. L’accés au champ de vitesses est également envisageable, a
condition toutefois que [I’écoulement soit bidimensionnel ou faiblement

tridimensionnel.

La Mécanique des Fluides occupe une place centrale et essentielle dans la
formation des mecaniciens et les ingénieurs. Les cours magistraux et travaux
pratiques sur la mécanique des fluides font partie intégrante de nombreuses
disciplines. Elle est une discipline dont le statut a notamment évolué au cours
des dernieres décennies. Partie du statut simple de discipline de base pour
I’hydraulique et I’aéronautique, la mécanique des fluides s’est averée champ
d’expériences fondamentales pour I’hydrodynamique physique, la physigue non
linéaire, les mathématiques appliquées, et naturellement la turbulence [54]. Elle
est egalement une des disciplines qui sous-tendent bon nombre d’évolutions
technologiques dans la plupart des grands secteurs économiques : transport,

énergie renouvelable, génie chimique, environnement, sécurité, aménagement
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du territoire, élaboration des matériaux, biomédical. Par ailleurs, elle joue tout
aussi un role central dans le domaine des sciences de I’univers tels que :
météorologie, climatologie, océanographie, planétologie, magnétisme naturel,

cosmologie.

Une derniere particularite de la mecanique des fluides tient aux outils
d’investigation que cette discipline a su développer, notamment les domaines de
la métrologie et de la simulation numérique. Par exemple, il n’est pas rare
d’autres domaines tels que la physique non linéaire, les plasmas,
I’astrophysique, la chimie, etc..., empruntent a la mécanique des fluides

numeriques les compétences algorithmiques qu’elle a développées.

Constatant ce large spectre d’intervention, on ne s’étonnera pas que la
mécanique des fluides soit aujourd’hui répartie sur plusieurs sections. Une
section gere cependant une partie importante, en particulier les développements
technologiques, et un certain nombre de sujets propres au cceur de la discipline y
sont fortement présents. C’est le cas notamment de la turbulence, un probléme
cle d’importance fondamentale ; cette derniére y est étudiée dans les conditions
significatives vis-a-vis des champs d’application. La turbulence développée qui
fait également I’objet d’une attention soutenue, singulierement dans des
situations d’anisotropie (rotation, stratification, magnetisation, ..). Cette
meilleure connaissance des écoulements turbulents permet également de tester
les différentes modélisations numériques de la turbulence par les diverses
méthodes de dissipation, statique et/ou de sous-maille. Il est évident que toute
avancée dans la modélisation numeérique de la turbulence en configuration réelle
constitue un enjeu stratégique pour les applications industrielles actuelles et
futures. Ceci nécessite des moyens de diagnostic et de simulation en adéquation
avec des champs d’application, permettant d’accéder a une connaissance tres
fine de la structure des écoulements et des mécanismes mis en jeu. Ces aspects

méthodologiques sont fortement présents dans d’autres domaines comme :
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L’aéro-acoustique ou acoustique non linéaire qui étudie la géenération des ondes
acoustiques par les écoulements, leur propagation au sein des écoulements
turbulents, ou inversement, la génération d’écoulements par un champ

acoustique, dans les microsystemes en particulier.

De nos jours, la Mécanique des Fluides est utilisée pour modéliser les
contraintes des fluides sur certains systemes tels que : I’étude du ballotement de
gaz dans les containers des gazinieres en fonction des vagues, ou encore I’effet
de la houle sur la coque des bateaux, la réaction des berges et des digues
soumises a une tempéte, la circulation automobile (gestion des feux rouges/verts
grace a un modele continu de mécanique des fluides), celle-ci étudie
I’écoulement d’air autour de la voiture sous le gros aileron, I’air se décolle de
I’engin et crée un «trou d’air » donc une dépression qui aspire la voiture vers
I’arriere, cette méme présence d’un aileron créé présente des turbulences

chargées de combler ce vide et de diminuer la trainée pour optimiser la vitesse.

Ce travail est consacré a un écoulement laminaire se produisant dans le plan
polaire, pour un fluide incompressible situé dans I’entrefer formé par deux
cylindres coaxiaux poreux et entrainé par succion-injection a travers les parois, a

vitesse constante et uniforme orthogonalement aux parois.

Le but de ce travail est de trouver les conditions qui permettent I’existence de
cet ecoulement dans le plan polaire avec conservation de la masse et d’en
déduire des apercus physiques de I’écoulement, a nombre de Reynolds et

rapport d’entrefer fixes.

Pour une meilleure compréhension de notre travail, nous avons subdivisé notre
mémoire de These en trois chapitres, une introduction et une conclusion. Dans le
premier chapitre, nous rappellons I’historique de la Mécanique des fluides, ses
domaines d’application, les équations fondamentales et les écoulements
bidimensionnels. Le chapitre deux est consacré a la position du probleme et a sa

formulation mathématique. Il contient I’analyse des différentes configurations
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schéematisant le probleme, suivie de la démonstration de I’équation de vorticité.
La méthode de tir permet de résoudre cette equation de vorticité et elle est
detaillée dans ce chapitre. Dans le troisieme chapitre, les résultats obtenus sont
présentés et discutés. Les phénomeénes physiques liés a I’écoulement sont
deduits a partir des résultats trouvés. Le mémoire se termine par une conclusion

et des perspectives.
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I-1 HISTORIQUE DE LA MECANIQUE DES FLUIDES
I-1-1 Fondement de la mécanique des fluides

Depuis les travaux pionniers de Berman [1] motivés par une tentative de
modélisation de la séparation de I'uranium, les écoulements laminaires de
fluides newtoniens incompressibles délimités par des frontieres rigides poreuses
ont été largement étudiés par de nombreux auteurs a cause de diverses
applications de ce type d’écoulements dans un large éventail d’industries,
notamment le génie biomédical, I’irrigation agricole, le refroidissement des
moteurs-fusées et des moteurs a réaction, I’ingénierie alimentaire, la fabrication
de textiles, de papier, de cuir et de caoutchouc. Yuan et Finkelstein [2] ont traité
premierement le probleme grace une solution semblable pour trouver
I’écoulement stationnaire dans un tube a section circulaire en utilisant. Une
analyse complete des solutions numériques et théoriques pour I’écoulement
laminaire dans un tuyau circulaire uniformément poreux avec une succion ou

une injection constante a la paroi, remonte a Terrill [3].

Les travaux réalisés sur les parois imperméables par Brady et Acrivos [4] et
ceux realisés par Uchida et Aoki [5] ont joué un réle important en aidant a
connaitre les méthodes pouvant accélérer les parois dans le sens longitudinal
[4] et dans le sens transversal [5], qui continuent d’étre appliquées lorsque les
frontieres sont poreuses. En appliquant I’approche des parois mobiles utilisées
dans [4], Watson et al [6] ont étudié I’écoulement bidimensionnel dans un
canal, entrainé symétriguement par des parois poreuses accéléerées. Suivant
I’approche des parois transversales developpée dans [5], Goto et Uchida [7] ont
analysé I’écoulement laminaire incompressible dans un tuyau poreux semi-infini
dont le rayon varie avec le temps, afin de simuler le champ de vitesse de

I’écoulement laminaire dans un moteur de fusée solide idéalisé.

A la lumiere de la théorie des systemes dynamiques, Banks et Zaturska [8] ont

présenté les résultats d’un travail approfondi sur I’écoulement laminaire a
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travers un tuyau annulaire poreux. Une étude numérique a été menée par
Robinson [9] pour établir s’il existe plusieurs solutions pour un écoulement
laminaire incompressible stable dans un canal poreux avec une succion uniforme
aux deux parois. Les résultats d’une étude pour un écoulement a canal poreux
tridimensionnel défini comme un écoulement bidimensionnel auquel se
superpose une perturbation finie perpendiculaire, ont été présentés par Zaturska
et Banks [10].

Dauenhauer et Majdalani [11] ont étudié I’écoulement dans un canal poreux
avec des parois en contraction ou en expansion et une succion ou une injection
uniforme. Pour prendre en compte les effets d’une succion-injection instable a
travers la paroi d’un tuyau poreux a section circulaire, on cite les travaux de
Tsangaris, Kondaxakis et Vlachakis [12]. Des articles ont été consacrés aux
écoulements MHD pour un fluide viscoélastrique a travers des plaques paralleles
poreuses [13] et des tuyaux poreux [14]. Durlofsky et Brady [15], Casalis et
Pinceau [16], Ferro et Gnavi [17-18] et Griffond et Casalis [19] ont réalisé des
travaux sur la stabilité hydrodynamique des écoulements visqueux délimités par

des parois poreuses.

Des travaux expérimentaux en laboratoire ont été menés afin de mettre en
évidence la richesse de la structure des écoulements laminaires bornés par des
parois poreuses. A cet égard, les expériences réalisées par Raithby et Knudsen
[20], par Siviridenkov et Yagodkin [21], par Varapaev et Yagodkin [22], et par

Barron, Majdalani et Moorhem [23] peuvent étre mentionnées.

La renaissance a continué a développer les systemes fluidiques et les machines
tout en améliorant la méthodologie scientifique partout en Europe. Simon Stevin
(1548-1620), Galileo Galilée (1564-1642), Edme Mariotte (1620-1684) et
Evangelista Torricelli (1608-1647), ont été parmi les premiers a appliquer la
méthode des fluides en faisant des recherches sur la distribution de la pression

hydrostatique et sur le vide. Ce travail a été intégré et affiné par le brillant
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mathématicien Blaise Pascal (1623-1662), dans son « Récit de la grande
expérience de I’équilibre des liquides » de 1648, donna le premier, un exposée

homogene et bien ordonné de ces principes fondamentaux de I’hydrostatique.

Les manifestations du paradoxe hydrostatique sont utilisées dans I’enseignement
des phénomenes. L’une des expériences les plus connues est la creve-tonneau de
Pascal. Le moine italien Benedetto Castelli (1557-1644) fut le premier a publier
un état sur le principe de continuité des fluides. En parallele a la formulation des
équations de mouvement du solide, Isaac Newton (1643-1727) a appliqué ses
lois aux fluides et exploré I’inertie et la résistance des fluides, des jets libres, et
a la viscosité dans son ouvrage intitulé «Livre Il des principes mathématiques»
qui traite des mouvements des corps en des milieux résistants, ne laisse aucun
acquis scientifigue substantiel. Cependant selon Clifford Truesdell, les travaux
de Newton ont fourni a deux disciplines, un programme qui a été suivi pendant
cinquante ans. Il faut attendre les travaux d’Alexis Claude Clairant (1713-1765)
et Jean le Rond D’Alembert (1717-1783) pour que commencent a s’établir les
lois de la mecanique des fluides. Alors ce léger progres, bien qu’il soit focalisé
sur le domaine technique a donné un tres esprit ouvert a la science et celui-ci

suit une évolution dans les temps modernes et récents.

I-1-2 Evolution de la mécanique des fluides aux temps modernes

L’inclusion des mathématiques a la Physique a permis a la mécanique des
fluides de gagner en profondeur et le travail commun a permis aussi de déefinir
les équations d’énergie et de quantité de mouvement. De ce fait, plusieurs
travaux ont été repris durant les siecles suivants avec, en particulier les
innovations de Pitot (rendement des machines hydrauliques, tube de Pitot) et
Venturi (travaux hydrauliques, construction d’une tuyére a cones divergents).
Cette science maintenant etend ses frontieres au-dela de son domaine
traditionnel. La recherche hydraulique se developpe trés largement dans les

laboratoires industriels ou universitaires. Aux essais sur modeles réduits, sont
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venues s’ajouter les techniques de simulation numérique sur ordinateur et aussi
toutes les possibilités de I’électronique.

L’ effort s’est concreétisé grace au Suisse Daniel Bernoulli (1700-1782), d’ou le
traité de Bernoulli de 1738 « hydrodynamica » qui, probablement, est le premier
texte de meécanique des fluides. Il établit des lois applicables aux fluides non
visqueux en utilisant le principe de conservation de I’énergie mécanique. La
naissance du calcul différentiel permet a Jean d’Alembert (1717-1789) de
développer une idée sur les composantes de vitesse et d’accélération, une
expression différentielle de la continuité, c’est-a-dire le « paradoxe » de non
résistance a I’avancement uniforme. Cette théorie, en 1749 lui a permis
d’exposer, en 137 pages, sur les bases de I’hydrodynamique en présentant le
principe de la pression interne d’un fluide, du champ de vitesse et des dérivées
partielles appliquees aux fluides. Leonhard Euler (1707-1783) complete plus
tard I’analyse de d’Alembert sur la pression interne et les équations de

dynamique sur des fluides incompressibles,

En 1755 Euler publie ainsi un traité qui donne les équations aux dérivees
partielles décrivant les fluides parfaits incompressibles. Ces grands progres
accompagnent ceux de I’analyse par les mathématiciens, ce sont au demeurant
les mémes personnes qui font des mathématiques dans divers domaines et qui

analysent les probléemes de mécanique des fluides. Ce sont :

Evangelista Torricelli explique les effets de la pression atmosphérique sur
I”hydraulique en utilisant les lois de la similitude et invente le barometre(1643)
[33]. Mais aussi Henri Pitot introduit un instrument pour la mesure des vitesses ;
le tube de Pitot (1732) et Bernoulli quant a lui utilise une approche
mathématique des écoulements, ce qui le conduit au théoreme de
Bernoulli(1738) [34].A la méme époque Jean d’Alembert introduit la notion de
milieu continu et formalise divers problemes dans son traité de dynamique

(1743), dans cette méme lancée, Leonhard Euler et Louis Lagrange introduisent
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respectivement le calcul infinitésimal avec lequel il écrit les équations d’Euler,
premiere description génerale des écoulements (1757) et I’autre la notion
d’écoulements a potentiel de vitesse, formalise la notion de lignes de courant et

précise la notion d’onde dans un fluide a surface libre (1781) [35].

Le développement de la theorie de la mécanique des fluides jusqu’a la fin du

XVIIsiecle 3 eu un petit impact sur I’ingénierie car les propriétés des fluides et
leurs parametres étaient peu quantifiés. De plus, la plupart des theories étaient
uniguement basées sur les extrapolations qui ne pouvaient étre utilisées a des
fins de design. L’introduction par Henri Navier (1785-1836) en 1820 la notion
de frottement sous forme d’un nouveau terme dans les équations mathématiques
de mécanique des fluides a donné une forme dynamique sur les équations des
fluides. Durant cette méme période, Joseph Boussinesque introduit la théorie des
eaux courantes ainsi que des écoulements quasi-paralleles avec force de

flottaison rencontré en géophysique [36].

Au milieu du dix neuvieme siecle, des avancées fondamentales sont apparues
sur plusieurs fronts. Le physicien Jean Poiseuille (1799-1869) a précisement
mesuré I’écoulement de multiples fluides dans les tubes capillaires et les
recherches expérimentales sur le mouvement des liquides tandis que I’allemand
Gotthilf Hagen (1797-1884) différencia les flux turbulents et laminaires dans les
canalisations. En Angleterre, Lord Osborn Reynolds (1842-1912) poursuit ce
travail et introduit le nombre adimensionnel et ce nombre porte alors son nom
[37-38]. De la méme maniere, parallelement au précédent travail de Navier,
George Stokes (1819-1903) compléta des équations générales de la dynamique
des fluides avec frottement qui portent son nom et sont alors appelées les

équations de Navier-Stokes [39].

La fin du dix neuviéme siécle fut remarquable quant a I’expansion de la théorie

des fluides par les scientifiques et ingénieurs irlandais et anglais, comprenant en
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plus de Reynolds et Stokes, William Thompson [40], Lord Kelvin (1824-1907),
Lord Rayleigh (1842-1919) [41-42]. Ces chercheurs ont étudie un grand nombre
de problemes parmi lesquels [I’analyse dimensionnelle, I’écoulement
irrotationnel, le mouvement vortex et les vagues. Au sens large, leurs travaux
ont permis aussi d’explorer le lien entre la mécanique des fluides, la

thermodynamique et le transfert de chaleur.

A I'aube du vingtieme siecle, deux développements monumentaux ont vu le
jour. D’abord, en 1903, les autodidactes fréeres Wright (Wilbur, 1867-1912 ;
Orville, 1871-1948), ont réussi a ameliorer experimentalement les performances
d’un avion en appliquant une nouvelle théorie. Leur premiere invention fut
achevée et contenait tous les aspects majeurs des avions modernes. Les
équations de Navier-Stokes furent peu utilisées a cette époque car elles étaient
trop difficiles a résoudre. Dans un article novateur de 1904, I’allemand Ludwig
Prandtl (1875-1979) montra que les écoulements des fluides pouvaient étre
décomposeés en une couche proche de la paroi, la couche limite, ou les effets de
bords sont importants, et une couche externe ou tels effets sont négligeables et
ou les equations simplifiées d’Euler et Bernoulli peuvent étre appliquées [43-
44]. Alors que ses étudiants, Theodore Von Karman (1881-1963), Paul Blasius
(1883-1970) et d’autres ont construit sur la base de cette théorie des applications
d’hydrodynamique et d’aérodynamique [45-47]. Cette période est aussi marquée
par I’étude sur le domaine nouveau qui constitue le supersonique, des
écoulements en milieu poreux par Henry Darcy, des instabilités et de la

turbulence dans les écoulements par Kolmogorov [48-50].

Le milieu du vingtiéme siécle pourrait étre considéré comme I’age d’or des
applications de la mecanique des fluides. Les theories existantes étaient
adequates pour les taches manuelles et les propriétés et parametres des fluides
étaient bien définis. Tout ceci permit large développement dans les domaines de

I’aéronautique, de la chimie, industrielle et du traitement des eaux ; chacun
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poussait la mécanique des fluides dans de nouvelles directions. A la fin du

XX “siecle | |a recherche et le travail étaient dominés par le développement des
ordinateurs numériques. La capacité a résoudre des gros problémes complexes,
tels que la modélisation du climat ou I’optimisation du design d’une pale de
turbine a profité davantage a la société, que les développeurs de mécanique des
fluides du dix huitieme siécle n’auraient jamais pu imaginer. Ceci va permettre
I’éclosion d’une nouvelle branche de la mécanique des fluides, la mécanique des
fluides numérique. Elle est basée sur I’avenement de calculateurs toujours plus
puissants mais aussi de meéthodes mathématiques permettant le calcul
numeérique. Les principes présentés dans les pages suivantes ont été utilises pour
les ecoulements s’effectuant a I’échelle microscopique jusqu’a 50 ans de
simulation plus tard, dans une riviere entiere. Tout ceci est vraiment

époustouflant.

Jusqu’ou ira la mécanique des fluides aux années futures ? Sincérement, méme
une extrapolation limitée du présent serait excesivement avec passion.
Cependant, si I’histoire nous apprend quelque chose, c’est bien que les
ingénieurs appliqueront ce qu’ils connaissent dans I’intérét de la société,
recherchant ce qu’ils ne connaissent pas en améliorant les méthodes utilisées
dans les temps antiques pour continuer a une nouvelle ére a la mécanique des
fluides. La mécanique des fluides étant I’outil performant qui permet
d’expliquer les phénomenes qui nous entourent de I’échelle microscopique a
I’échelle macroscopique, elle intervient dans un nombre illimité des domaines
d’application pratiques allant des systemes biologiques a la propulsion des
automobiles, des avions et des fusees et elle est aussi a la base du

developpement de nombreuses technologies.

Alors, I’historique de la mécanique des fluides nous a permis de faire un
récapitulatif de ces chercheurs cités ci-dessus sur une source bibliograhique

représentée a la figure ci-dessous.
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Figure 1: Sources bibliographiques de la Mécanique des Fluides
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I-2 DOMAINES D’APPLICATION DE LA MECANIQUE DES FLUIDES
I-2-1 Domaines d’application modernes

La Mécanique des Fluides est surtout combinée a d’autres secteurs, ce qui lui

donne des champs d’application larges :

- Avec la Chimie pour I’étude des procédés et de la combustion ;
- Avec la Biologie pour la biomecanique des fluides ;

- Avec la mécanique et I’automatique ;

Dans le domaine énergétique, la mécanique des fluides met I’accent sur les
écoulements dans les turbomachines et leur conception, constitue un secteur tres

Important.

La Mecanique des Fluides est complexe donc elle possede egalement beaucoup
d’applications par contre dans le nucléaire, il y a un réel effort mis sur celle-ci
pour optimiser le refroidissement du combustible, de plus, au vue des
engagements environnementaux a tenir pour limiter la case écologique, elle
offre un secteur producteur d’énergie tel que : centrale thermique, nucléaire et

hydraulique.

La Magnétohydrodynamique qui est I’'un des domaines d’application de la
mécanique des fluides intervient dans I’étude des gaz ionisés, ou plasmas
(décharges électrigues dans les gaz, confinement des plasmas par champs
magnétiques destiné a la production controlée d’énergie par fusion
thermonucléaire). Elle permet aussi de réaliser des prototypes de centrales
convertissant directement de [I’énergie thermique en énergie électrique

(convertisseurs magnétohydrodynamiques).

L’interaction entre un fluide et une structure prend dans un domaine une
importance particuliere de la biomécanique des fluides qui fait partie du
domaine d’application. On peut mentionner également la mise aux systemes

biomimétiques inspirés du comportement des étres vivants. On voit ici se
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développer de fructueuses interactions avec la physico-chimie. Mais aussi, cette
biomécanique des fluides permet d’optimiser le mélange entre le sang et un

anticoagulant [55].

Les domaines d’application sont larges, mais la problématique reste la méme :
comprendre I’écoulement des fluides et ces consequences, la présence des
nouvelles technologies joue un réle important comme dans le cas de la

simulation des écoulements.

La Mécanique des Fluides qui est au cceur de nombreux métiers en lien direct
avec les défis sociétaux d’efficacité énergétiqgue et de développement des
énergies mais aussi ses réalisations avec d’autres disciplines de I’ingénieur telles
que la Thermodynamique. Celle-¢ci joue un role clef dans un bon nombre de
processus en mécanique des fluides, par exemple pour I’écoulement des fluides

compressibles ou pour le processus de travail dans les machines a fluide.

Les principes de base du génie mécanique expliquant un bon nombre d’aspects
en mécanique des fluides, par exemple le frottement, la conservation de

I’énergie, I’impulsion ou le moment cinétique.

La traversée des couches de matieres, la capacité de stockage des sols et

I’écoulement des canaux ouverts sont des thematiques du genie hydraulique.

Techniques de stockage de I’information donnent la possibilité de réaliser une
simulation numérique d’écoulements et les techniques de construction aident a
concevoir des machines et des installations de mécanique de fluides a la fois

fonctionnelles et efficaces sur le plan énergétique.

L’industrialisation de la réaction chimique a permis de mettre en ceuvre celle-ci
dans les conditions les plus économiques qui soient et en travaillant, le plus
souvent, sur des masses considérables. C’est au génie chimique de définir les
installations ou se déroulent les réactions chimiques et leurs conditions

d’exploitation. Celui-ci s’intéresse surtout au meécanisme des réactions, par
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exemples a la nature des états activés des molécules ; il raisonne a I’échelle de la
liaison chimique et des structures moléculaires, c’est-a-dire a I’échelle du
nanometre. L’ingénierie qui met en ceuvre la réaction chimique s’attaque en fait
a des phénomenes macroscopiques qui, malgré leur prodigieuse diversité
apparente, sont presque toujours des phénomenes de transfert d’un point a un
autre, ou d’une phase a une autre (transferts de masse, d’énergie, de quantité de
mouvement), qui accompagnent ou conditionnent les opérations chimiques ou
physiques. Si elle n’ignore pas le jeu de destruction et de restructuration de
I’architecture fine de la matiere, ce n’est pas cette connaissance qui est la plus
utile a son action, mais celle des cinétiques globales des transformations,
commandées a la fois par la vitesse des réactions chimiques (liées a leurs
mécanismes internes) et par les mécanismes qui assurent la rencontre des
molécules. Le génie chimique s’intéresse donc aux différents courants tels que
les courants des composantes (ou leur masse totale, complétée par la
connaissance des diverses concentrations), le flux de chaleur et plus
généralement d’énergie, les quantités de mouvement, etc., mais il lui faut
connaitre en outre les variables qui caractérisent en chaque point I’état du
systéme (pression, température). Tous ces domaines de la mécanique des fluides

évoqués ou cités ci-dessus sont alors regroupés sur un diagramme de la figure 2.
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MECANIQUE DES

FLUIDES

Figure 2: Diagramme des domaines d’application de la Mécanique des fluides

Doctorat/PhD 2022 Laboratoire de Mécanique Appliquée et d’Hydraulique
MAKON Noé Richard



Chapitre | : Revue de la Littérature 24

1-3 EQUATIONS FONDAMENTALES

Cette partie regroupe les principes et les equations de conservation de la masse,
de la quantité de mouvement et d’énergie, qui sont a la base de tous les
problemes liés aux écoulements des fluides qu’on soit en régime laminaire ou
turbulent. Pour ces derniers c’est-a-dire le principe d’énergie ainsi que son
équation ne vont pas intervenir dans le cadre de notre probleme car il n’y a pas

de source de chaleur pour un transfert thermique [56-60].

I-3-1 Principe et equation de conservation de la masse

Formulée pour la premiere fois, par Léonard Vinci, ensuite par Héron [56], le
principe de conservation de la masse stipule que : Quel que soit le domaine (D)
limité par une surface (X) et entierement contenue dans le fluide, la masse du
fluide contenue dans (D) reste constante quand on suit (D) dans son mouvement.

Ce principe est illustré par la figure 3 ci-dessous.

Source

Figure 3 : Principe de conservation de la masse Puits

Ce principe nous permet d’écrire :

m=cte. (1.1a)
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Par définitionon a :

n-|| Idm. (1.1b)
D)

En dérivant cette masse par rapport au temps et en remplacant dm par

I’expression pdv on obtient :

dm_

at (1.2a)

En insérant la relation (1.1b) dans la relation (1.2a), et en remplacant dm par

o [1f -0 o

En différenciant cette relation (1.2b) par rapport au temps, il vient :

IHD)(dp v+ dfi")j 0, (1.3a)
d(dv)

ou oV = divVdt qui représente le taux de dilatation volumique, en insérant
\Y

pdv,ilvient:

cette expression dans la relation (1-3a), ona:

[] D)(i—f+ paiv(V) | =0, L

En tenant compte du domaine non nul alors la relation (1.3b) prend la forme

suivante :

Quelque soit le domaine du fluide considéré la relation (1.3b) devient :
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‘i_f + pdiv(V) =0 . (1.42)

Quelque soit le domaine du fluide considéré la relation (1.3b) est vraie : la
relation ainsi obtenue est I’équation locale de conservation de la masse d’un
fluide.

Pour une masse volumique variable se mettant la sous forme (p = p(M,t)), la

relation (1.4a) prend la forme suivante :
dp 0p

—=""4V.qgradp. 1.4b
e gradp (1.4b)

En remplagant la relation (1.4b) dans I’équation (1.4a) on obtient alors une

nouvelle équation appelée équation de continuité :

P div(pV) =0, (1L40)
a
avec div(pV) = pdivV +V -grad p

Si de plus le fluide est incompressible a transformation isotherme ou la masse

volumique varie tres faiblement et considérée constante (o =cte) alors cette

équation de conduite prend une nouvelle forme :

diw =0. (1.4d)
La relation obtenue montre alors que le champ de vitesse est a flux conservatif,
Il faut signaler ici que, la condition d’incompressibilité pour les écoulements

d’air, n’est valide que pour le nombre de Mach (M <3) [56].

Si on considere un écoulement de fluide avec un débit entrant et un débit sortant,
la masse de fluide contenue dans le domaine (D) donne une autre forme a
I’équation de continuité. La figure 4 ci-dessous montre le domaine (D) de fluide

évoluant dand le temps avec les debits entrant et sortant.
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dme

Figure 4 : Conservation de masse avec debits entrant et sortant

L’equation de la conservation de la masse avec débit entrant et sortant s’écrit :
dm=dm, —dm,. (1.5a)

En dérivant dm par rapport a { la relation (1-5a) devient :

dm
_0.-0.. 1.5b
it Q. —Q, (1.5b)
avec Q, = dg;e et Q= dg;s

ou Q, etQ, représentent respectivement des debits de masse entrant et sortant.

En remplagant la relation (1.5b), ona:

o]

En substituant la relation (1.5b) dans la relation (1.5¢), ona :

H.[D)(%(pdv)j:(ge - Qs (1.50)
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En différentiant la relation (1.5¢) on obtient alors :

Hj {dp Sdv + Ejt )} Q.- Q.. (1.5e)

la relation (1.5e) ci-dessus peut se mettre sous la forme :

J‘J“[ )(Ccii—’f[)+pdiv(V)) dv=Q, - Q,, (1.6a)

 4(@v) =divV - dt est le taux de dilatation volumique défini ci-dessus.

dv

En définissant les relations de masse entrant et sortant du fluide respectivement

dans la relation ci-dessous, on a :

Q= [[fraer e .= [[[rav. as
(D) D)

ou g, et Qs sont les débits de masse entrant et sortant par unité de masse du

fluide respectivement. En remplacant la relation (1.6b) dans la relation (1.6a)

I “;D)(Ccii_[t) + ,Odiv(V))dv = I “;[,l)))(qe — g )dv. (1.7)

La relation ci-dessus étant vraie quelque soit le domaine du fluide, on obtient

on a.:

I’équation de continuité avec débits entrant et sortant :
dp :
o PIve) = plla.| - o)) (1.7b)

La relation (1.7b) est appelée équation locale de conservation de la masse avec
un débit entrant et sortant par unité de masse du fluide. Pour une masse

volumique variable p = p(M,t), celle-ci peut se mettre sous la forme:
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do Op
—/— =—"+V-.gradp. 1.7¢c
praaie gradp (1.7c)

cette expression peut encore s’écrire sous la forme :
V-grado + pdiw =difpV). (1.7d)

En introduisant cette relation (1.7d) ci-dessus dans la relation (1.7b), celle-ci
nous permet de trouver une autre forme d’équation locale de conservation de la

masse avec des débits entrant et sortant :
0 .
%4 v (pv)= pa| - lo.): (1.9

Pour un fluide incompressible en transformation isotherme ou un fluide
incompressible avec transfert thermique et masse volumique variant tres

faiblement (dans le cas p = pg = cte et en situation isotherme), I’équation (1.8)

se réduit a I’équation suivante :

diw =|ge| —|as|. (1.9)

Lorsqu’il y a compensation entre un débit entrant par unité de masse et un débit
sortant par unité de masse c’est-a-dire |ge|=|ds|,on dit que le flux est
conservatif, alors I’équation ci-dessus devient :

diw =0. (1.10)
On conclut alors que le champ de vitesse Vest un champ a flux conservatif :

seul un champ de vitesse a flux conservatif correspond sur le plan cinématique,

un ecoulement de fluide incompressible en transformation isotherme.

Lorsqu’il n’existe pas de débit entrant de masse dans le domaine (D) c’est-a-dire

(9, =0), I’équation (1.9) se réduit alors :

diw =g (1.11a)
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Dans le cas contraire ol le domaine se comporte comme une source (d =0),

alors I’équation (1.9) se réduit :
diw =|gg|. (1.11b)

I-3-2 Principe et équation de conservation de la quantité de mouvement

Ce principe stipule : Quelque soit le domaine (D) du fluide que I’on suit dans
son mouvement dans un réferentiel galiléen, la dérivée par rapport au temps du
torseur des quantités de mouvement au domaine est égale au torseur des forces
extérieurs appliquées au domaine (D). Pour ressortir I’éguation de conservation
de la quantité de mouvement, nous allons rappeler les notions de forces de

contact, le tenseur des contraintes et la loi de comportement [59-60].

a) Forces de contact

On appelle force de contact sur une portion de fluide (D) limitée par une surface
fermée (S), la force exercée par le fluide extérieur sur le fluide intérieur a (D) et

qui s’applique sur la surface (S) a raison de TdS sur I’élément de surface (dS)
telle que :dF=T(M)dS, ou F et T(M) sont respectivement la force de

contact sur dS et la tension ou contrainte au point M.

La figure. 5 ci-dessous illustre une particule fluide (D) sur laquelle est appliquée

la force de TdS sur I’élément de surface (dS)

(D)

Figure 5 : Portion de fluide (D) délimitée par une surface (S)
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La contrainte T contient une composante normale ou contrainte normale a dS et
une composante parallele ou composante tangentielle a dS (ou contrainte de

glissement, ou contrainte de cisaillement) etestegalea : T=T, + T+ .

b) Tenseur des contraintes

Pour les fluides étudiés dans le document, on suppose Vérifier les deux

propriétes suivantes :

Propriété 1: La distribution des contraintes T(M), en tout point M du fluide, est

totalement déterminée des que I’on connait les contraintes qui s’exercent sur les

trois élements de surface dS;, dS, et dS3 formant un triedre trirectangle ayant

pour origine 0.

Propriété 2: Si I’on considére maintenant un petit parallélépipede rectangle bati
sur le point et d’arréts paralleles aux axes de coordonnées, et qu’on exprime

I’équilibre des moments des forces appliquées, on trouve que le tenseur des

contraintes o est symétrique, c’est-a-dire gij =0 ji -

On démontre que la contrainte T sur un élément de surface pris autour du point
M du fluide est liée a la normale unitaire n de cet element de surface par la

relation :
T=0on, (1.12)

dans laquelle o est le tenseur d’ordre 2 des contraintes. La composante o ji
de ce tenseur s’interprete comme la contrainte suivant I’axe x j sur une surface

de normale Xy .

Pour j =Kk, ojj est appelé contrainte normale et pour j =Kk, o jk est appelé

contrainte tangentielle.
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¢) Loi de comportement

Pour les fluides newtoniens, les contraintes sont par définition des fonctions
lineaires des taux de déformation du milieu, et la loi de comportement qui en

découle de cette deéfinition est donnée par la relation
o =(P+ndivW)o, +2ucey . (1.13a)
Cette relation ci-dessus peut aussi se mettre sous la forme vectorielle suivante :
o= (=P +ndiW)l +2u¢, (1.13b)
ou
e P la pression statique (indépendante de la direction en point donne)

gij=1sii=]
e 5;; le symbole de Kronecker : S
' 5ij =0sI1#]

M et v parametres caractérisant les propriétés visqueuses des fluides :

) M la viscosité de cisaillement ou dynamique

) v la viscosité de dilatation ou cinématique

dC
— =Fayt 1.14
g et (1.14)

ou C et F,,, désignent respectivement les contraintes et les forces exterieures.

L’égalité entre les deux torseurs précédents equivaut a I’égalité entre les

moments résultants :
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J‘J‘J‘d(OMAV)d

_ (1.15a)

2

R o =J.J.Lpdv+ﬁ;nds
S
Fext = —
M o :J.J.J.pOMAde+ﬁOMA(Gn)dS
D S

On montre que la deuxieme égalité n’apporte aucune information

(1.15b)

supplémentaire sur la détermination du champ de vitesse du fluide, car elle
aboutit a la symétrie du tenseur des contraintes. Donc seule la premiére égalité

est intéressante :

J1J,p G =[] pr ave ffones (1.16)

Dans cette egalité, pfdv est la force de masse sur la particule de fluide de masse

dm, les forces de masse qui sont proportionnelles a la masse et qui sont dues a
I’existence d’un ou plusieurs champs de forces dans le domaine ou se trouve le

fluide. En utilisant le théoreme d’Ostrogradsky on a
ﬁ?n ds = j”div? dv. (1.17)
S D

La relation (1.16) devient alors :

_UJ-D p z—\t/ dv = jijpF dv + j '[ J-Ddiv; dv, (1.18a)
_Uj P —dV IJID(pF - div;)dv . (1.18)

Le domaine (D) pouvant étre quelconque, on aboutit a I’équation locale de la

soit:

guantité de mouvement
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p(jj—\::pF+diV§. (1.18¢)

Cette relation obtenue ci-dessus peut aussi se mettre sous forme d’une notation

indicielle suivante:

p—t=pf +—L, (1.18d)
L’équation (1.18c) est appelée relation de Cauchy. Cette relation est valable
quelque soit le fluide, qu’il soit Newtonien ou pas.
Rappelons qu’un fluide newtonien est un fluide de Stokes vérifiant I’hypothése

de Newton a savoir : les contraintes sont des fonctions linéaires des taux de

deformations.
Un fluide de Stokes est un fluide verifiant les hypotheses suivantes :

Le tenseur de contrainte est une fonction continue du tenseur du taux de

déformations et I’etat local (pression, température) ;
Le fluide est entierement dénué d’élasticite ;

Le fluide est homogene ; un état de contrainte conduit a un état de déformation

quelque soit le point considéré dans le fluide ;

Le fluide est isotrope ; les relations entre contraintes et déformations n’ont pas
de directions privilégiées dans le fluide. Autrement une composante quelconque
du tenseur des contraintes est associée linéairement a toutes les composantes du

tenseur de taux de déformation.

I-3-3 Equations de Navier-Stokes

En appliquant I’opérateur divergence sur la relation (1.13b), on obtient :

divo =—gradP + graddiw) + 2udive +2s grade.  (1.19a)

Compte tenu des propriétés sur les opérateurs, I'équation (1.19a) devient :
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dive = —grad P +grad((n divV)) + 2div(u ). (1.19b)

En substituant I’équation (1.19a) dans I’équation (1.18c), on obtient :

p(%—\:j = pF —grad P +grad(n diw)+ 2divue . (1.20)

ol ¢ est le tenseur des taux de deformation, et est lié au gradient de vitesse par

la relation :

£=_|gradV +' gradv) . (1.21)

N

En éliminant le tenseur des taux de déformation dans I’équation (1.20), on

obtient alors des nouvelles équations appelées équations de Navier-Stokes :
oV o — :
p(a + gradV.VJ =pF —gradP + (n + p)grad(divv) + uAV. (1.22)

., V = :
ou les quantités p(% + gradV.VJ, pF.,gradPet (u +n)grad(divV) + u AV

représentent respectivement les forces d’inertie, les forces de masse, les forces
de pression et les forces de viscosité appliquées a I’unité de volume. Alors que v

et u sont respectivement les viscosités cinématique et dynamique du fluide.

Pour les fluides incompressibles en transformation isotherme ou de faibles
variations de masse volumique ; diw =0 et de plus vet usont constants liés
par une relationu=pv. Les equations suivantes qui sont les équations de

Navier-Stokes pour les fluides incompressibles se réduisent:

p(%+(v-grad)\/j:pF—gradP+yAV. (1.23)
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Dans la relation (1.23) obtenue ci-dessus le premier terme de gauche (forces
d’inertie) peut se mettre sous la forme suivante, quelque soit le systeme de

coordonnees (coordonnées cartésiennes, cylindriques et sphéeriques), on a :
2
pd—vzp{%+grad(v7j+rotV/\V}. (1.24)

En insérant cette relation dans I’équation (1.23), on obtient d’autres nouvelles

formes d’equations de Navier-Stokes quelque soit le systeme de coordonnées :

2
%+grad [V?]+rotV/\V=F—£grad P+vAV. (1.25)

Jo,
Si on néglige I’action du poids en supposant que le mouvement du fluide a lieu
dans une direction orthogonale que celle du poids alors les forces de masse

seront alors negligeables et la relation (1.25) devient :

%+grad [V?z]+rotV/\V=—%grad P+v AV. (1.26)
Ces équations de Navier-Stokes peuvent étre détaillées dans plusieurs systemes
de coordonnées pour un champ de vitesseV. Dans le systéeme des coordonnees
sphériques, ces équations trouvent des difficultés de s’appliquer, de plus les
écoulements de fluide étudiés ne peuvent pas se produire dans ce systeme de
coordonnées. C’est la raison pour laquelle on s’intéresse seulement aux
systemes des coordonneées cartésiennes et cylindriques, qui ont déja fait un objet

d’étude sur les écoulements.

Dans un systeme de coordonnées cartésiennes ou les composantes du champ de

vitesse sont (V,,V,,V, ) onasur les axesX, Y et z respectivement :

V V V V A, oV, oV
ot X oy oz p ox x2 oy @&
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oV oV oV oV o, 0N, oWV
_V+VX_V+Vy Y v, :—£@+v 2y + 2y + 2y (1.27b)
ot OX oy 0z p Oy OX oy 0z

oV oV oV oV 1 6P o, oW, oW
VA V VA VA VA VA

="y n +
aXZ ayz 822

N 1.27
a ax Vey ta pa j( 2

Dans le systeme de coordonnées cylindriques ona :V=V,e, +V,e, +V,e,00 e,
, €, et e, sont les vecteurs unitaires suivant les axes radial, orthoradial et axial

respectivement.

Sur ces trois axes, I’équation (1-26) s’écrit respectivement :

oV
T +V

Ne VoV, OV, V,o  10P
o "o r o6 oz r p or

2 2
V(gg(ravr}ia V., oV, V. 2 avej (L.288)

+
ror\ or ) r?60° o6z° r? r? o0

Ny Vo &Vy \, Ny ViV, 1P

oV,
+Vr AN z
ot or r o6 oz r pr 06

2 2
+v(12(r%j+ia Vo , OV _\£+£8Vrj (1.28b)
r

r> 00> o0z2 r? r? 06

oV, oV, V, oV, oV, 1 0P
+V, + = +V,
ot or r 060 0z p 07

18, eV,, 1%V, 0%,
+v|=—(r 0t |. (1.28c)
ror or r< oo 0z
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I-4 ECOULEMENTS BIDIMENSIONNELS ET EXISTENCE DE LA
FONCTION DE COURANT

Nous continuons dans la suite de cette partie a étudier les conséquences de
I’équation de continuité pour un fluide incompressible (diw =0). Mais avant de
commencer il faut signaler que :

diw =0 signifie, en utilisant le théoréme de divergence, qu’il n’y a pas de débit
volumique total a une surface fermée, autant de flux sortant que de flux entrant.
La dépendance temporelle a été laissée de cbté pour rendre la formulation plus
facile car nous sommes en régime permanent, en réalité nous pouvons avoir

V(x,y,t), V(r,0,t)ou V(r,z,t)avec les résultats donnés pour chaque valeur de

t.

11-4-1 Ecoulements Plans
Pour souci de simplicité mathématique, nous avons choisi d’étudier des
écoulements dans lesquels il n’y a que deux composantes de vitesse non nulles
et deux coordonnées effectives. Les écoulements bidimensionnels dans les plans
cartésien et polaire présentent respectivement un champ de vitesse sous la
forme suivante :

V=u(x,y)i+v(x,y)jetV=V(r,0)e +V,(r,0)e,. (1.29)
Considérons un ecoulement bidimensionnel de fluide isochore. Dans le plan

X, y il est décrit par les equations suivantes :

a—u+V.grad u=-1P . Au. (1.30a)
ot p OX
@+V.gradv:—£a—p+vAv. (1.30b)
ot p oy

A I’évidence, un moyen simple d’éliminer la pression est de dériver I’équation

(1.30a) par rapport a y, de deriver I’équation (1.30b) par rapport a X, et de
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soustraire la derniere a la premiere, ce qui donne I’équation de vorticité sous la

forme :
aa—?+div(QV)= vAQ, (1.31)
avec Q = v _a
ox oy

L’equation (1.31) se présente donc comme un bilan local de vorticité (dérive du
bilan de quantité de mouvement) avec un terme source qui S’identifie a un
mécanisme de diffusion visqueuse, et elle porte le nom d’équation de vorticité.
Bien entendu, la pression n’a pas été évacuée du probleme par un simple tour
mais grace a la manipulation précédente. Les forces de pression n’apparaissent
plus directement en tant que telles, elles ont été intégrées dans les autres
parametres du mouvement.

Par contre, cette astuce ne marche pas avec les écoulements tridimensionnels :
on peut toujours éliminer la pression dans les équations (1.30a) et (1.30b) prises
par deux, mais on se retrouve avec des termes qui contiennent les trois

composantes de la vitesse et qui n’apportent guere de simplification.

11-4-2 Ecoulements axisymétriques
Pour les écoulements axisymétriques, le champ de vitesse prend la forme
suivante :

V =V.(r,z)e, +V,(r,z)e,, (1.32)
ou les coordonnées cylindriques polaires sont utilisées, V est indépendant de 6
et il n’y a pas de vitesse orthoradiale (pas de tourbillon).
Les écoulements a symétrie cylindriques constituent une famille d’écoulements
bidimensionnels, pour lesquels la méthode précédente s’applique avec quelques
nuances. Dans n’importe quel plan diamétral r,z(z: direction axiale, r:

direction radiale), les éguations de Navier-Stokes s’écrivent :
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2
N L (LN R AT

ot "or oz p or ror\" or ) az° r?
Y oy, Mo 10 [10( ), )y
ot or 0z p 0z ror\_ or 0z

La dérivation de (1.33a) par rapport a r, puis de (1.33b) par rapport a z, suivie

d’une soustraction, donne cette fois I’équation de vorticité donnée par la

relation :
aa—?+ div(QV)=v AQ, (1.34)
avec Q= Ny Ve
or oz

Lorsque nous possédons de tels écoulements, nous avons deux composantes de
vitesse et une équation différentielle (diw =0) les reliant. Nous pouvons
utiliser cette équation différentielle pour eliminer une composante de vitesse, et
donc réduire les mathématiques aux considérations d’une seule fonction. Il est
en effet plus commode de ne pas faire exactement cela, mais on voit ici la raison
pour laguelle de tels écoulements sont particulierement faciles.

Les écoulements bidimensionnels sont plus faciles a visualiser, nous passons
donc du temps a discuter sur les différents écoulements. Pour un écoulement
bidimensionnel de fluide incompressible, I’existence de la fonction de courant
peut se présenter sur différentes formes suivant les plans cartésien, polaire et
méridien.

Pour un écoulement s’effectuant dans un canal d’un fluide incompressible donc

le champ de vitesse a des composantes (u,v), I’équation de continuité est

donnée par la relation :

divv =1,V g (1.34a)

ox oy

Doctorat/PhD 2022 Laboratoire de Mécanique Appliquée et d’Hydraulique
MAKON Noé Richard



Chapitre | : Revue de la Littérature 41

La relation ci-dessus peut se mettre sous la forme :
ou  ov

a9 1.34b
OX oy ( )
Cette relation ci-dessus est automatiquement satisfaite si I’on pose :
0
u _ov et V=——W, (1.34¢)
oy OX

ou Y représente la fonction de courant et cette relation montre I’existence de la
fonction de courant.
Pour un écoulement polaire d’un fluide incompressible donc le champ de vitesse

a des composantes (V,,V,),ona:

_100V,) 1V, _

divwv 0. (1.35a)
r or r oo
L’équation (1.35a) peut se transformer comme :
AVe) __No _ (1.35h)
or 00
L’équation (1.35b) est satisfaite si I’on pose :
1oy oy
=27 et =" 1.35¢c
" r oo T or (1.35¢)

ou Y est la fonction de courant qui existe dans le plan polaire

Pour un écoulement axisymétrigue d’un fluide incompressible donc le champ de

vitesse a des composantes (V,,V,), il vient :

divy = 10Ve) [ Vs
r or 0z

0. (1.36a)

Cette relation peut prendre la forme suivante :
orVv,) _ orv,)

1.36b
or oz ( )
L’équation ci-dessus est automatiquement satisfaite si I’on pose :
10 10
V== o v, == (1.36¢)
r oz ror
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ou Y est la fonction de courant qui existe dans le plan méridien.

La Mécanique des fluides constitue I’extension de la mécanique rationnelle a
une classe de milieux continus dont les déformations peuvent prendre des
valeurs aussi grandes que I’on veut. On désigne sous le nom général de fluides
des corps matériels, liquides, gaz et plasmas, qui peuvent se mettre sous la forme
quelconque lorsqu’ils sont soumis a un systeme de forces, ces forces pouvant-
étre aussi faibles que I’on veut, a condition qu’on les fasse agir pendant un
temps assez long. Cette définition a permit d’exclure les corps plastiques, qui se
comportent comme les solides tant que les contraintes en leur sein ne dépassent
pas un certain seuil. Ainsi, comme en mécanique rationnelle, le principe de
conservation de la masse, le principe de la quantité de mouvement et les lois
fondamentales de la dynamique s’appliquent sur des éléements de volume du
fluide infiniment petits a notre échelle. Ces volumes contiennent encore un
nombre suffisant de molécules pour que les grandeurs attachées a ces éléments
de volume soient des fonctions continues des coordonnées. Les methodes
théoriques de détermination des champs de vitesses et de contraintes impliquent
la résolution d’équations aux dérivées partielles non linéaires, tache que I’on
confie maintenant aux ordinateurs. Les études expérimentales peuvent
s’effectuer soit directement, comme dans les sciences, soit sur les modeles
réduits, placés dans les souffleries aérodynamiques ou hydrauliques, ou encore
dans des bassins de carénes. Les réflexions sur la fagon de passer des résultats
obtenus sur des modeles réduits aux valeurs correspondant a la vraie grandeur
ont donné naissance a I’analyse dimensionnelle : les phénomeénes dépendent de
nombres sans dimensions, dont les valeurs doivent étre les mémes pour le
modele réduit et le cas réel. Les lois de la mécanique des fluides se sont
dégagées et les écoulements bidimensionnels se sont présentés sur plusieurs
formes.

Notre motivation pour le présent travail provient du fait que, dans tous les

travaux mentionnés ci-dessus, et ainsi que dans beaucoup d’autres travaux
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existants dans la littérature, I’écoulement laminaire qui pourrait avoir lieu dans

le plan polaire avec parois cylindriques poreuses n’avait pas encore été étudié.

Le probleme considéré dépend du nombre de Reynolds, du rapport d’entrefer
des deux cylindres, et d’un coefficient de vitesse défini a partir du rapport de

densité de pores et du rapport de surface des pores.

Le probléeme poseé dans ce travail est modélisé par les equations de Navier-
Stokes dont les difficultés a trouver des solutions sont bien connues, et
I’équation de continuité issue de la conservation de la masse représente une
contrainte qui doit étre satisfaite par les composantes inconnues du champ de
vitesse de I’écoulement. Compte tenu des conditions aux limites appliquées a la
surface des deux cylindres, ce probleme peut étre directement résolu par les
algorithmes du Computational Fluid Dynamics (CFD). Dans ce travail, est
appliquée la méthode des solutions semblables pour I’équation de vorticité
déduite des équations de Navier-Stokes, dans les conditions justifiant I’existence

de la fonction de courant de I’écoulement.

Comme on le verra dans ce travail, la méthode des solutions semblables permet
de réduire les équations de Navier-Stokes en régime permanent a une seule
équation différentielle ordinaire non linéaire du quatrieme ordre avec deux

conditions aux limites a chaque paroi.

Pour résoudre ce probleme aux limites en deux points, de nombreuses
méthodes numériques [24] peuvent étre appliquées. A cet égard, on peut citer la
méthode des éléments spectraux qui donne des résultats satisfaisants avec une
grande précision [25-33]. Dans ce travail, la méthode de tir comprenant
I’algorithme de Runge-Kutta et I’algorithme d’optimisation de Newton-Raphson
est utilisée. Cette methode donne des résultats si précis qu’elle a été largement
utilisée en génie mécanique et en mathématiques appliquées par de nombreux

chercheurs [3-11] souhaitant trouver, a partir de la méthode de solution
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semblable, la richesse de la structure de la solution exacte des équations de

Navier-Stokes pour la configuration dite bidimensionnelle.

Contrairement aux travaux précédents [1-23] ou les écoulements axisymétriques
sont étudiés dans les conduites cylindriques poreuses ainsi que les écoulements
dans les conduites a symétrie cartésienne dans les canaux rectangulaires poreux,
ce travail consacré a I’équation de vorticite en coordonnées polaires est
inhabituel. A partir des solutions obtenues pour cette équation de vorticité, les
conditions dans lesquelles cet écoulement laminaire dans le plan polaire existe
sont ensuite déterminées, et les figures des lignes de courant acceptables sont
trouvées et tracées. L’écoulement radial est trouvé comme une solution possible.
Lorsque I’écoulement n’est pas radial, les figures des lignes de courant
acceptables mettent en évidence une zone particuliere dans laquelle le fluide est
au repos, delimitée par deux lignes de courant singuliéres dans le cylindre aval.
Pour différentes valeurs de coefficient de vitesse, la fonction de courant de
I’écoulement en régime permanent et les composantes de la vitesse de

I’écoulement sont déduites.
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Dans ce chapitre, il est question pour nous de présenter les differentes
configurations possibles de I’écoulement du probléme, ressortir une relation
entre les vitesses du fluide sur les cylindres amont et aval, et en deduire les
conditions aux limites convenables pour le probleme pose. De plus, nous allons
établir I’équation de vorticité en coordonnées polaires d’une part, et d’autre part
appliquer les hypotheses simplificatrices du probleme a savoir, I’hypothese
pionniere de solutions semblables énoncée pour la premiere fois par Berman [1]
et la normalisation préconisee par Banks et Zaturska [8]. Nous allons voir
comment ces hypotheses permettent de transformer I’équation de vorticité qui
est une équation aux dérivées partielles, en une équation différentielle ordinaire
non linéaire d’ordre quatre, avec deux conditions aux limites pour chaque paroi.
Ce chapitre se termine par la description et I’application de la méthode de tir que

nous avons utilisée pour résoudre le probléeme posé.

11-1 POSITION DU PROBLEME

Contrairement aux écoulements axisymetriques dans les conduites annulaires
qui ont été étudies de maniere intensive [61-63], I’écoulement laminaire ayant

lieu dans le plan polaire (r,9) n’est pas encore etudié.

Le fluide newtonien visqueux et incompressible est situé a I’intérieur d’une

conduite annulaire horizontale d’axe z formeée de deux cylindres coaxiaux dont

les parois sont poreuses et définies par r=R; pour le cylindre intérieur (C,) et
I =R, pour le cylindre extérieur (C,). La longueur des cylindres est représentée

par L et est supposée étre trés grande par rapport a R, et R,. Les densités des
pores pour les cylindres intérieur et extérieur sont désignées respectivement par
A, et A,. Les forces de masse sur I’écoulement sont négligeables car le

mouvement du fluide a lieu dans une direction orthogonale que celle du poids et
le mouvement du fluide est créé par le processus d’injection ou succion opére

uniformément sur les surfaces des cylindres et orthogonalement aux parois.
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Ainsi, quatre configurations de montages possibles sont envisagées et seront
représentées sur les différentes figures dans le cas ou les deux cylindres
subissent I’injection ou la succion ; ou alors I’un des cylindres subit une succion
et I’autre I’injection. Ceci nous permet de ressortir le dispositif du probleme

ainsi que sa coupe transversale, présentés aux figures ci-dessous.

Figure 6a : Cylindres coaxiaux a parois poreuses
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Figure 6b: Coupe transversale du dispositif des deux cylindres coaxiaux a
parois poreuses

Légende
(C,,R)) : Cylindre intérieur et de rayon R,

(C,,R,) : Cylindre extérieur et de rayon R,
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11-2 ANALYSE DES DIFFERENTES CONFIGURATIONS DE
MONTAGE

Cette partie est consacrée aux quatre configurations de montages possibles
envisagées et representées sur les différentes figures dans le cas ou les deux
cylindres subissent I’injection ou la succion ; ou alors I’un des cylindres subit

une succion et I’autre I’injection.

11-2-1 Configuration : les deux cylindres intérieur (C,) et extérieur (C,)

subissent I’injection

Lorsque les deux cylindres subissent I’injection (voir figure 7a), un probleme
pratique existe. Le fluide étant confiné entre les deux cylindres, il est impossible
d’y injecter le fluide incompressible dans la conduite annulaire sans écoulement
axial I’entrefer étant déja totalement occupé par le fluide. Ainsi, la configuration
pour laquelle les deux cylindres subissent I’injection est a rejeter car la
conservation de la masse dans la conduite annulaire, supposée valable n’y est

assurée. Celle-ci est schématisée ci-dessous
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v

Fluide incompressible

\ T C2)

(C1)

Figure 7a: Les deux cylindres (C,) et (C,) subissent I’injection

11-2-2 Configuration : les deux cylindres intérieur (C,) et extérieur (C,)

subissent la succion

Pour le cas ou les deux cylindres subissent une succion du fluide, il n’existe pas
alors d’écoulement entrant pour compenser la masse du fluide extorquée par
succion, puisqu’il n’existe pas d’écoulement axial. Par consequent, I’écoulement
considéré est un processus de vidange dans la conduite annulaire. La figure ci-

dessous illustre le dispositif.
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1 |
Fluide incompressible
e
(C2)
—

——>

x/\zij

Figure 7b: Les deux cylindres (C,) et (C,) subissent la succion

11-2-3 Configuration : L’un des cylindres subit la succion du fluide et
I’autre I’injection

Le fluide etant confiné entre les deux cylindres, la conservation de la masse du
fluide est assurée dans la conduite annulaire si un débit entrant existe dans le

plan polaire pour compenser la masse du fluide extorquee par succion, comme
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montrent les figure 8a et figure 8b. Ainsi, I’un des cylindres subit la succion, et
I’autre I’injection telle que le debit de masse par unité de masse par injection et

par succion soit égal. Le cylindre qui subit I’injection est le cylindre amont et la

L//

succion est le cylindre aval.

\\

Fluide incompressible

\

(C2)
— P 2
] | e
i
“—

Figure 8a : Le cylindre (C,) subit I’injection et le cylindre (C,) subit la succion
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Fluide incompressible
(C2)

——»

]

)f/
[ 1]

Figure 8b : Le cylindre (C,) subit I’injection et le cylindre (C,)subit la succion

En somme, les deux différentes premieres configurations ci-dessus sont a rejeter,
seules les deux dernieres configurations sont a retenir car elles assurent la

conservation de la masse du fluide dans la conduite annulaire.
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11-3 RELATION ENTRE LES VITESSES DU FLUIDE SUR LES DEUX
CYLINDRES AMONT ET AVAL

11-3-1 Equation de conservation de la masse
Au chapitre précédent nous avons établi I’équation de conservation de la masse
dans un domaine de fluide ayant un débit entrant et un débit sortant a la relation

(1.8) et s’écrivant ainsi :

P div(pv) = pla - ). 1)

ou p,V,q,et g, désignent respectivement la masse volumique du fluide, le

champ de vitesse du fluide, débits d’injection et de succion par unité de masse
[61-63].

avec ¢; 20 et q,<0
Pour un fluide incompressible en transformation isotherme, la masse volumique

.0 . s
est constante (p =cte) alors la relation a—’?zO et I’équation (2.1) se réduit :

divV =|g;| — g - (2.2)

En tenant compte des débits entrant et sortant dans la conduite, I’expression
compléte de I’équation (2.2) doit étre remplacée avec les parametres des termes

de la configuration. Ces parametres sont définis sur le cylindre intérieur (C,) et
sur le cylindre extérieur (C,), c’est-a-dire les rayons R; et R,, les surfaces s,
et s, des pores supposées étre de méme pour tous les pores d’un méme cylindre,
le nombre total de pores N; et N,. La vitesse V; du fluide est celle du cylindre

intérieur et la vitesse V, du fluide celle du cylindre extérieur et enfin L est la

longueur des deux cylindres.

Doctorat/PhD 2022 Laboratoire de Mécanique Appliquée et d’Hydraulique
MAKON Noé Richard



Chapitre Il : Matériels et Méthodes 54

Comme cela se fait habituellement pour les écoulements axisymétriques dans les
conduites annulaires poreuses, I’aspect geéométrique de la conduite est
caractérisé par le parametre du rapport d’entrefer &, qui est défini pour
permettre la comparaison de la demi-largeur h de I’entrefer et du rayon moyen

de la conduite annulaire, celui-ci est défini par :

(Rz B Rl)
—_— R _
s 2 __"h . avec h=—2 R (2.3)
(Ri+R;) Ry +h 2
2

ou h et (R, +R,)/2 désignent respectivement la moitié de I’entrefer et le rayon

moyen.

Comme les vitesses de succion et d’injection sont orthogonales a la surface des

cylindres, le débit de masse du fluide par définition est donné par:

qzﬂpv-ds. (2.4)
(S)

Si la surface (S) est élémentaire comme le cas d’un pore de surface quasi-
ponctuelle (s), la formule ci-dessus donne :

g=pVs. (2.5)
En introduisant le cosinus de I’angle o entre la normale unitaire n , au pore et

le champ de vitesse V', on obtient :
q= p‘Van‘S cosa . (2.6)

En tenant compte du fait que le fluide est injecté ou extorqué orthogonalement a
la paroi, on a =0 dans le cas de la succion et & =7 dans le cas de I’injection.

La relation (2.6) se réduit alors :

g=xpVs. (2.7)
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Considérons par exemple que I’injection a lieu sur le cylindre extérieur (C,) et
la succion sur le cylindre intérieur (C;). En introduisant le nombre total des
pores des deux cylindres N, et N, respectivement, et la surface des pores des

deux cylindres s, et s, respectivement, il vient :
s =p N, Vis et gy =—pN,V;s,. (2.8)

En considérant que le volume total entre les deux cylindres est calculé de la
maniére suivante V =z (R,> —R,)L, alors les débits de masse par unité de

masse sont ainsi trouves et définis par :

N, (Vis,) ot _ N, (V;S,)

e . 2.9
di T(R2_RAL (2.9)

q e
T (R -ROL

En insérant ces débits massiques trouvés ci-dessus dans la relation (2.2) et en

tenant compte du fait que, le débit de masse est additif, il vient :

L N | Ny |
C“VV_‘”(RZ2 - R12)|—‘ ”(Rzz - Rlz)l—"

(2.10)

si I’on considére que le fluide est injecté sur le cylindre extérieur (C,) et
extorqué par le cylindre intérieur (C,). En introduisant les densités de pores 4,
et A, qui sont définies comme le nombre total de pores par unité de surface pour
N, =27 R LA au cylindre intérieur et pour N,=27R, LA, au cylindre

extérieur, I’équation (2.10) devient alors :

leV - %(AZRZVZSZ —%Rlvlsl). (211)
(R"-R)
De maniére simple, pour vérifier de facon automatique la conservation de la

masse dans la conduite annulaire, il faut que le champ de vitesse soit a flux
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conservatif (diw =0). Ceci induit une relation reliant la vitesses V; du fluide

sur le cylindre intérieur et la vitesse V, du fluide sur le cylindre extérieur

trouvée a partir de I’equation (2.11) en posant:

PV

(R —R?) (RV,8, — 4RV;s;)=0. (2.12)
2 TRy

En explicitant dans I’expression poseée ci-dessus la vitesse V, du fluide, on

obtient alors une relation de proportionnalité entre les vitesses du fluide et

A

Pour un coefficient supplémentaire de vitesse imposé de fagon arbitraire entre

définie par :

les vitesses du fluide sur les cylindres amont et aval respectivement V, et V,, la

relation obtenue dans I’équation (2.13) peut se mettre sous la forme :

o AR
A{2Jla

ou C est un coefficient de transmission arbitrairement choisi.

En fixant les parametres suivants : A=A4/1,, s=s;/s, , et en exprimant le
rapport des rayons sous la forme R;/R,=(1-05)/(1+ ), I’équation obtenue a

la relation (2.14) se réduit alors :

1_
szcr(—éjv, avec o =CAS (2.15)
1+6

ou o designe le coefficient de vitesse.

En conclusion, la relation entre les vitesses de I’écoulement laminaire d’un

fluide incompressible établie est gouvernée par le parametre o, avec o defini
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comme coefficient de vitesse dépendant du rapport de densités des pores, du
rapport de la surface des pores, et du coefficient de transmission choisi
arbitrairement. Cette relation sera utilisée ultérieurement pour établir les

conditions aux limites.

11-4 EQUATION DE VORTICITE

11-4-1 Existence de la formation de courant

Pour cela, on choisit un systeme de coordonnees cylindriques (r,@, Z) avec
I’origine sur I’axe des cylindres. Les vecteurs unitaires radial, azimutal et axial
sont notés (er,eg,ez) respectivement. Si les configurations (8a) et (8b) sont
adoptées et si la condition trouvée dans I’équation (2.12) est satisfaite, alors la
conservation de la masse est assurée dans la conduite annulaire. Ceci conduit a
un champ de vitesse a divergence nulle du fluide car le fluide présent dans la
conduite annulaire est incompressible. En coordonnees polaires, on a:

10y, 18V _

divwW==—(rV,) + =0, 2.16
rar( ) r 06 (2.16)

ou V, et V, représentent respectivement les composantes radiale et

orthoradiale du champ de vitesse du fluide incompressible. En simplifiant la
relation (2.16) par 1/r, il vient:
0 NV,

—(I'Vr) =

—. 2.17
or 00 (2.17)

En explicitant la vitesse radiale et la vitesse orthoradiale issues de la relation

(2.17), on obtient alors la fonction de courant ¥ dans le plan polaire définie

par:
10 0
V, == et v, =-L (2.18)
r 06 or
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L’existence de la fonction courant nous conduit a chercher une relation entre la
fonction de courant et le rotationnel du champ de vitesse car celle-ci nous
servira dans la suite pour I’établissement de I’équation de vorticité. Pour cela

nous procédons par le calcul du rotationnel du champ de vitesse du fluide, on a :

10 10V
I’OtV:(FE(I’Ve)—Fa—ereZ. (219)

En remplacant les relations de ¥ posées a I’équation (2.18) dans la relation

(2.19) il vient:

10, 0y, 108%
rotV =— ——(r—4—)+— e 2.20a
[rar( 8r) r? 802] ’ ( )

La relation obtenue ci-dessus s’écrit alors :

2
avec v2 =10 (r a) 19 (2.20b)

rotV = —(Vy)e, , —\r—|+5==
(Vv e, ror\" ar) r? 662

Dans le cas pratique de notre probleme, la relation (2.20b) sera adoptée pour la

suite.

Le rotationnel de ce champ de vitesse peut encore étre trouve pour d’autres
familles de coordonnées comme le cas des coordonnées cartésiennes pour un
écoulement laminaire se produisant dans un canal d’un fluide incompressible et
qui nous permettra de faire une comparaison avec celui du plan polaire. Pour
cela, la divergence du champ de vitesse (champ de vitesse ayant des
composantes U et V) est nulle en tout point du fluide et la fonction de courant

qui existe, peut se mettre sous la forme :

divV:é—u+@:O, (2.21a)
oxX oy

La relation (2.21a) peut encore se mettre sous la forme :
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nu_ v (2.21b)
OX oy
En explicitant les vitesses uet v de la relation (2.21b), on obtient la fonction de
courant y dans le plan cartésien definie par :

5
0= ot v=—Y (2.21c)

oy OX
En calculant de nouveau, le rotationnel du champ de vitesse pour un tel

écoulement, on obtient:

v a“j . (2.22)

rotV=| ———|e
(8x oy

En remplacant dans la relation (2.22) les expressions de la fonction de courant

posées a la relation (2.21c), ona:

2 2
rotV:—[Z L (Zy‘/z’jez. (2.23)
X

La relation obtenue prend la forme suivante :

2 2
rotV = —(Vzl//) e,, avec V?2 :8_+6_

o oy (2.24)

En conclusion, la fonction de courant satisfait alors la relation (2.20b) attendue

en coordonnées cartesiennes comme le montre de la relation (2.24).

11-4-2 Obtention de I’équation de vorticité

Pour I’obtention de I’équation de vorticité, nous allons nous servir de deux
méthodes : la premiere consiste a utiliser des dérivées partielles sur les equations
de Navier-Stokes établies et détaillées au chapitre précédent en coordonnées

cylindrigues. La seconde utilise I’application directe du rotationnel du champ de
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vitesse sur I’équation de Navier-Stokes obtenue a la relation (1.26) du chapitre

précédent pour un fluide incompressible newtonien.
(a) Premiere méthode

L’écoulement laminaire se produisant dans le plan polaire (plan formé de r etf),
alors les equations de Navier-Stokes obtenues au chapitre précedent données

par les relations (1.28a) et (1.28b) en coordonnées cylindriques se réduisent :

oV,

oV, V,dV, V 10P
+V, + = =
ot or r oo r p or

16,0V,, 1%, V, 20V
+v| = —(r—)+5—FL-L -0 2.25a
(rar( o) a0 v aej (2:259)
Ny oy Mo Vo Ny VoVe L1 0P
ot o r 00 r ro 06
10 .V, 10%V, V, 2V,
v =—(r—2% -4+ = 2.25h
(rar AT AT (2250)

avec v = u/ p quirepresente la viscosité cinématique du fluide.

En conservant I’équation (2.25a) et en multipliant I’équation (2.25b) par r, on

obtient :

avr+\/avr+\ﬁavr_\/i2 10P
o4 "or r 00 r p or

10, Vy 10V, V. 20V,
+v +—
rort or’ 12002 r r ao

(2.26a)

ra(;/e +V, No _yy, —_LP
r

oV,
r—=+rv Vo
00 p 00
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Chapitre 11 :

0 Noy, 1 0N, V, 20V,
+ ——+—. 2.26b
V(ar( et vy 89) (2:260)

En dérivant I’équation (2.26a) par rapport a @ et I’équation (2.26b) par rapport a
en considérant que la masse volumique P ne dépend pas de r et 6, et en

effectuant les factorisations en méme temps sur les dérivées trouvées pour

réduire les expressions calculées, il vient :
2
V 0V, 2,0V,

0 (avr) (avr ! av@j 8,0V,
or r 00 "0 or r 00> r 06
e B o }iaavr LN 23Vl g
por 00 oolor: or r200° 200 r?o06% | '

Ny , 0 (av " (av lav(,jHV oV, v, g(ﬂ)_ v,
ot at a or r 00 " oor? or
10 ,0P 10°(, Ny ), 8 10V, 8V, 8,24,
(= ~6 . (2.27b
por (ae) {ra (( )j r 002 ar( r) r 062 ( )

En soustrayant la relation (2.27a) par la relation (2.27b) et en effectuant
plusieurs factorisations pour reduire les différentes expressions calculées, on

obtient :
oV, 0 av Ny, V, OV, V o oV,, 08 3V,
- prl ")——(——r—‘))+ ( (—)j
ot 00 ar
v_e(i(% _ g ave)j Ve Doy Ve Moy
00 or " or 0 o0 v\
~ g(gl(av Ny j ii(ﬁ oV, avgj | (2.28)
or\orr 00 or 00 or
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Introduisons les composantes du champ de vitesse définies a la relation (2.18) (

10 0
V, :——W, V, =- l//) dans la relation (2.28), on obtient une équation aux
rog’ ° or

dérivées partielles veérifiée par la fonction de courant. Nous procédons par les

calculs des termes issus de la relation ci-dessus, pour cela on a :

oV,
Le calcul du term
or
\V
Ne Mo _ a(la‘/’j rg(_é_v/j_ (2.299)
00 or 00\r 00 or or

La variable r ne dépendant pas de la variable 6 alors la relation (2.29a) s’écrit :

2 2
Ne _ No_ ([0 |, Lo V. (2.29b)
00  or or2 | rloe

la relation (2.29b) ainsi obtenue peut se mettre sous la forme :

oV oV, 2 2
L _r—%=rD% ,avec D?= 0 +i28—2
00 or or’  r® o0

(2.30)

Il en découle pour les autres termes en utilisant la méme procédure et en

remplacgant le terme calculé ci-dessus dans chaque expression, il vient:

Vo[V, V) _low ,
rD = Dy . 2.31a
(ae 8rj cor (Pv)= ar v (2:313)

V oV oV
- O KNy _ 9 X 9)) v 0 e (2.31b)
00 00 or or 06
o ,0V 0,0V, dy 0 2 0y 0°
R (Al S — Dy +—2 . (2.31c
(ae(ar) )) 00 o0V on e &3O
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v N, V)1
_ 1V by, (2.31d)
0 8r r or
Ve Vey_ 1oy Oy (2.31¢)

r (%)_ 300 002

Comme o ne dépend pas de r et O, il en est de méme pour la viscosité

cinématique v , le terme de la relation (2.28) se calcule alors aisement :

o* (1.0V, LV,

arz(F( . ar) 2( “w) (2.32a)
0% oV, oV

02 o0 " are)_ 802 (D 2 (2.320)

En remplacant toutes les relations trouvées ci-dessus dans la relation (2.28), on

obtient alors:

ror 7 ar ae Va0 007 Tt or

2
200y | L s, B O, 20V Ty Lo

ot\ or

oy 0 . 20y %y _ 2 v, 100 o
L0y 0. 20y Oy _ D2+ -+ % (D2 |. 233
00 or- VT30 o092 az( V)t rzaez( V) (2:33)

En simplifiant la relation ci-dessus par r, il vient:

o(loy 18!//82&//82) .
=24 Dy |+ 5| 25 2 DA - . = D% |=v D?D?, 2.34
&(r or Wj r(ae a- ' o e ¥ v (2.34)
0> 1 02
avec D? = + =
or?  r? 002

L’écoulement laminaire se produisant dans le plan polaire avec un débit de

0 0 : A
masse constant (EW = P D2y = 0) alors la relation (2.34) se réduit :

10y 0 2 Oy O j

¥ . 9p —~ D%y |=v D?D? 2.35

r(@@ o or a0 v (2:35)
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L’équation obtenue ci-dessus est une équation de vorticité de I’écoulement
laminaire en régime permanent d’un fluide incompressible dans le plan polaire.

On remarqgue que le terme contenant les forces de pression n’apparait plus dans
I’équation (2.35). Gréce a la manipulation précedente, ces forces ont été

intégrées dans les autres paramétres du mouvement.
(b) Deuxieme methode

L’écoulement étudié est régi par I’équation de la quantité de mouvement

obtenue au chapitre précédent [61-63] et définie par :

2
%+grad£v7]+rotv /\Vz—lgrad P+v AV (2.36)

Jo,

ol V représente le vecteur vitesse, P la pression, A [I’opérateur vecteur
laplacien et v la viscosité cinematique du fluide. L’écoulement présent a lieu
dans le plan polaire, pour cela nous chercherons a établir I’équation de vorticité

dans ce plan.

Pour obtenir I’équation différentielle partielle d’un écoulement polaire se
produisant dans le plan polaire satisfaite par y et appelée équation de vorticité
ou équation de transport de vorticité, nous prenons le rotationnel des deux
membres de I’équation (2.36). Apres I’avoir fait, nous utilisons I’équation
(2.20b) et nous appliquons ensuite les formules mathématiques valables pour

tout champ vectoriel en coordonnées polaires.

2
rot(%j + rot(g rad (%)] +rot[rotV A V]= rot(—lgrad P)+rot(v AV). (2.37)
Jo,

Apreés avoir introduit le rotationnel de V dans la relation (2.36), on procéde par

le calcul de chaque terme de I’équation (2.37) on a:

Doctorat/PhD 2022 Laboratoire de Mécanique Appliquée et d’Hydraulique
MAKON Noé Richard



Chapitre Il : Matériels et Méthodes 65

N)_9 __O(y?
rol( ~ j_ ~(rot) at(v we,. (2.38a)

En ce qui concerne le terme ci-dessous, nous allons appliquer les propriétes

mathématiques connues sur les opérateurs :

2
rot(g rad (V?ﬂ =0. (2.38b)

Concernant le calcul du terme rot(rotV A V), on cherche d’abord a trouver le

terme rotV A Vpuis on applique le rotationnel a la relation obtenue pour avoir

I’expression finale, pour celaona:

rotV AV = —(Vzl//)ez AV, e +V,e,)= (Vzl//)va e, - (Vzl//)Vr e,.
(2.39a)

en remplacant V, et V, de leurs expressions qui lient a y , il vient :

oy 2 (1oy
rotVAV =V | ——2 |e. —Vay | === |e,. 2.39b
" "”( 8rj f W(r aej 0 (2.3%)
En factorisant la relation ci-dessus, on a :
oy 1oy
rotVAV=-Viy| e +-—"¢, | 2.39¢
W(al’ r r 00 Gj ( )
La relation ainsi obtenue prend la forme :
rotV AV = —(Vzl//) grad v, (240)

1
avec grady :aa—lfer +Faa_vg/e9'

En appliquant le rotationnel a I’équation (2.40) obtenue, on a :

rot(rotV A V)= rot(— (V2y)grad 1//) (2.41)
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En se servant de la propriété mathématique connue sur les opérateurs suivante :
rot(f A)= f rotA +grad f A A eten I’appliquant a la relation (2.41) on

obtient :
rot(rotV A V) = —(Vzl//) rot(grad y )+ grad (— Vzl//)/\ grad y.(2.42)

or d’apres les propriétés mathématiques connues sur les operateurs

rot(gradr,u):O, I’éguation (2.42) se réduit :
rot(rotV A V)= —grad (Vzl//)/\ grad y (2.43a)

En remplacant le gradient défini en coordonnées polaires dans la relation ci-

dessus, on a:

2 2
rot(rotV /\V)=—[8T3 .4 e, +18§0w egj /\(%—Wer +12—Ze9}(2.43b)
r r r r

En effectuant le calcul vectoriel a la relation (2.43b), il vient :

rotirotVMAV)=—| —.-—V¥v -——/—-—V°y |e,. 2.43c
( )r(aearwaraewz (2.430)
Un fluide est dit incompressible lorsque sa masse volumique ne dépend pas de la
pression et celle-ci varie faiblement quand la température varie aussi tres peu.
Dans le cadre de ce travail, le fluide est un liquide et il est isotherme, alors sa
masse volumique est rigoureusement constante. En appliquant cette definition

du fluide incompressible, on a alors :

rot (—lgrad Pj - Lrot (gradP)=0. (2.44)
p p

Calculons le terme rot(v AV)
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En général, pour un fluide incompressible (o est constant), les coefficients de

viscosités u et v sont aussi constants. On a:
rot(v AV)=v rot(AV). (2.45)

On applique préalablement la relation suivante pour avoir [’expression
vectorielle équivalente de AV valable quelque soit le systeme de coordonnées,

ona.

rot(rotA) = grad(divA) — AA
AA = grad(divA) - rot(rotA)

on a alors :
AV =grad(divV) —rot(rot\). (2.46)

Or pour un écoulement laminaire d’un fluide incompressible diWw =0 alors

I’équation (2.46) se réduit :
AV =—rot (rotV). (2.47a)

En remplacant le rotationnel du champ de vitesse trouvé a la relation (2.20Db),

alors la relation (2.47a) s’écrit :
AV = —rot [(— Vzl//)ez]. (2.47b)

En appliquant la propriété mathématique connue sur les opérateurs suivante :

rot( fA) = frotA+gradf A A a la relation obtenue ci-dessus, celle-ci prend une

nouvelle forme :
AV = rot[(vzl//)eZ ]: (Vzl//)rot e, +grad (Vzl//)/\ e, (2.48)

Or apres le calcul, on trouve rot e, =0, en remplagant ce terme et en arrangeant

la relation (2.48) on obtient
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AV:E%(V we, —aﬁ(v w)e, (2.49)

En appliquant I’opérateur rotationnel a I’équation (2.49), il vient:

10( 0 1( 8
rot(AV):{Fa(rgvzwj+r—z(ﬁvzwﬂez. (2.50)

La relation (2.50) peut alors s’écrire sous la forme :

rot(AV)=—(V2v2y Je,, (2.51)
2
avec V? :lg(rg) RN
ror\or) r?00?

En remplacant les relations trouvées de chaque terme dans I’équation (2.37), on
obtient alors I’équation suivante appelée équation de vorticité ou équation de
rotationnel du champ de vitesse V d’un écoulement polaire et se produisant

dans le plan polaire:

A R

a 00 or U or oo

- —V t//j—vV V? 78 (2.52a)

L’équation obtenue est I’équation de vorticité. Pour un écoulement laminaire en

: 0 , : : :
régime permanent (EVZV/ =0), I’équation obtenue ci-dessus devient:

1 81,// 0 > al// 0 o2 j 2v2
= Vy-—-—.—-V =vV"Vy.
(ae oa Vo ee 7 v

(2.52b)

En conclusion, I’utilisation des deux méthodes pour I’obtention de I’équation de
vorticité nous a permis d’aboutir a la méme équation de vorticité en régime

permanent.
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En résumé, pour un écoulement laminaire se produisant dans le plan polaire et
admettant une fonction de courant, I’équation de vorticité prend la forme

suivante:

E(a—w-gvzw—a—‘/’-ivzwj:v ViV, (2.53)
r oo or or 06

Le probleme pose ci-dessus dépend de plusieurs groupements de variables, il
faut I’adimensionnaliser pour ressortir les parametres de contréle. Pour cela il
faut rappeler que le but de I’adimensionnalisation est de rendre les variables du
probleme sans unité par rapport a leurs valeurs caractéristiques. Ceci a trois
Intéréts majeurs :

Les equations obtenues sont simples ;

Les équations calculées étant normalisées, elles ne prennent pas de valeurs
numeériques trop faibles ou trop élevées, ce qui permet de mieux maitriser les
erreurs numeriques ;

La solution calculée pour un jeu de nombres caractéristiques est valable pour
tous les systemes naturels ayant le méme jeu de nombres caracteristiques : c’est
le principe de similitude.

Pour [I’adimensionnalisation, nous prenons comme longueur adimentionnelle

r“et comme fonction de courant adimensionnelle v* données respectivement
« T . W
V,h'

Pour les autres variables, nous utilisons V,; pour I’adimensionnalisation de la

vitesse car nous avons établi une relation de proportionnalité entre les deux

vitesses.

Ces variables adimensionnelles sont alors définies :
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0_ 10 o _10

=——— ¢ =
or hor ~ ar? h? g’

(2.54a)
2 2
0 _0 R (2.54b)
00 00 00 00
v? :hizv*z. (2.54¢)

En insérant les expressions trouvées ci-dessus dans la relation (2.49), on a:

V2 * . * * * V E3 %
1 i[@yf 0 v+2 _dy 0 Vzl// J:h_;vv ‘v 2!//. (2.55a)

h r'\o9" or” 4 o’ 00"

En simplifiant la relation (2.55a) par h/V,?, il vient

1 al//* a %2 4 al//* a %2 4 1 2 %2 4
S L0 gy Y0y _ L yrtyrRy 2 55h
r*(@@* oV o e W] R v (2.55b)

e

. V;h - . :
ol R,=—1— est le nombre de Reynolds caractérisant I’écoulement du fluide.

14
Ainsi I’équation (2.55b) obtenue est I’équation de vorticité avec les variables

adimensionnelles.
En utilisant les mémes notations déeja appliquées pour les variables avec
dimension, I’équation de vorticité s’écrit alors :

1(o0y 0 _, Oy 0 _, ) 1 2002
0= .-V ——r .V =—VYV . 2.56
r(ae o aree V)R Y (2:50)

(5

Dans la forme pratique de notre travail, I’équation de vorticité établie ci-dessus
avec les variables adimensionnelles pour un écoulement laminaire d’un fluide

incompressible se produisant dans le plan polaire en régime permanent.
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En resumé, il était question pour nous de présenter les configurations a retenir et
les configurations a rejeter, cela nous a permis d’établir une relation de
proportionnalité entre les vitesses du fluide a la paroi interne et a la paroi
externe. L’équation de vorticité ainsi obtenue est une équation aux dérivées
partielles. Dans le but de résoudre notre probleme, il est intéressant pour nous de
transformer cette équation en une équation différentielle ordinaire non linéaire
d’ordre quatre. Pour cela nous faisons appel I’hypothese des solutions
semblables de Berman et en plus de cette hypothese, nous appliquons la

normalisation suggeérée par Banks et Zaturska.
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CHAPITRE I11 : RESULTATS

ET DISCUSSION
. J
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I11-1 HYPOTHESE DE SOLUTIONS SEMBLABLES DE BERMAN ET
NORMALISATION DE BANKS ET ZATURSKA

I11-1-1 Hypothese pionniére de Berman

Cette hypothese a éte apliquée pour la premiere fois en 1953 par Berman: « La
composante du champ de vitesse dans la direction de la succion ou de I’injection
est indépendante de la coordonnée dans le sens de I’écoulement »[8]. Dans un
écoulement le long d’un canal a parois paralleles et poreuses, cette hypothese se
justifie parce que la distance entre reste constante pour une vitesse de succion et
d’injection comme dans notre cas ou I’épaisseur de I’entrefer reste constante et
la vitesse de succion et d’injection est aussi uniforme. Nous appliquons cette

hypothése dans notre probleme. On écrit alors V, =V, (r)et on rappelle la

relation posée ci-dessus définie par :

V, :%Z_l/@/ (3.1a)
En intégrant la relation (3.1a), on obtient :

w(r,8)=60rV.(r)+C. (3.1b)
On impose la condition suivante : @ 8 =0, w =0 ; on obtient alors :

w(r,0)=60 F(r),avec F(r)=rV,(r) (3.1c)

ou F(r) est la fonction de courant par unité d’angle polaire.

Cette nouvelle forme de la fonction de courant obtenue ci-dessus est normalisée

conformément aux suggestions de Banks et Zaturska [8].

I11-1-2 Normalisation de Banks et Zaturska [8].

Banks et Zaturska (1992) proposent de normaliser les variables dans le sens de

I’écoulement, par une échelle ¢=h/R, afin d’obtenir en cas de besoin, des
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résultats correspondants au cas h<<R; pour lequel les deux cylindres se

comportent comme deux plans paralléles et horizontaux distants de h [8].

Le parametre 6 est alors remplacé par /¢ avec ¢ =h/R, :1/(5‘1 —

Ce qui nous permet d’écrire la fonction de courant  telle que :
w(r,0)=0("-1)F(r). (3.2)

Cette nouvelle fonction de courant nous amene a chercher les équations vérifiées

par F ainsi que les conditions aux limites du probleme.

111-2 EQUATIONS ET CONDITIONS AUX LIMITES POUR LA
FONCTION DE COURANT PAR UNITE D’ANGLE POLAIRE F

I11-2-1 Equation vérifiée par la fonction de courant par unité d’angle
polaire F

Dans le but de déterminer les termes de I’équation (3.2) dépendant de la

nouvelle fonction de courant par unité d’angle polaire F | dérivons les termes de

cette équation par rapport aux variables r et 6, on obtient :

2—"6’ — (st -1)F(r) (3.32)
a—‘/’—e((s-l—l)dF(r) (3.3b)
or dr '

10( oy) 18 [’
Viy==—|r-= |+~ =Vay+V, 3.3c
v rar( arj Zog? T (3.30)
1d dF _
Vay =667 -1)- 1 3.3d
ad ( )r dr( dr j ( )V (3:30)
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Viw =0 (3.3e)

V22 =05 —VAV2F(r (3.3f)

En insérant les relations obtenues ci-dessus dans I’équation de vorticité
(équation. 2.57), on obtient une équation vérifiee par la fonction de courant par

unité d’angle polaire F et ne dépendant que de r et définie par :

ol - 1)(?F§r F—%Z—tVfF):Q((SR—l_l)VEVEF. (3.4)

(5

En simplifiant par 6 (5‘1 —1) la relation (3.4), on obtient I’équation différentielle
satisfaite par la fonction de courant par unité d’angle polaire F :
(5‘1—1X1F d VZF - LdF VZFJ=%V$V5F. (3.5)

r dr rdr .

Pour les raisons de calculs numériques, il faut travailler avec les bornes a valeur
fixe pour rou pour tout parametre jouant le réle de r, car il faut pouvoir
comparer sur les mémes figures, les differentes courbes numériques tracées en
fonction de la distance radiale pour différentes valeurs de o6 . Alors, un

changement de variable est couramment opéré [8] en remplacant la variable r

par une nouvelle variable 77 que I’on écrit sous la forme: n = Ar? + B.

Aussi, lorsque n=-1 ona:r=8"-1;et pour n=1,onar=8"+1 En

appliquant ces expressions, on trouve AetB définis ci-dessous:

S 1+ 62
A== et B=- .
2 ° 25

(3.6a)

En remplacant A et B dans I’expression de 77 ci-dessus notée, on obtient la

forme suivante:
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S , 1462
=§r2 avec —1<n<1 (3.6h)

20
Ainsi, on cherche a trouver une nouvelle équation vérifiée par F en fonction de
n, pour cela on effectue des nouveaux calculs en appliquant la relation (3.6b)

dans la relation (3.5), nous sommes alors amenes a calculer les termes qui sont

dans I’équation (3.5). Ces termes sont donnés par les relations suivantes :

d dnd d
—=—1 = =2Ar—— 3.7
dr _drdp ~ dn (3.72)

2
V2F = 4A3—F 4A2r22—5 (3.7b)
n n
2
rd V2F =16 A°rF — d°F +8A3 SF—— d°F (3.7¢)
dr d
n’ dn’
dF V2 ~8Alr dF Y’ LapeadF d°F a7
dr dn dn dn?
2 4
vy —g2a24°F 64A3r2d F L 1enie d (3.7¢)
r r d772 d773

dn' " dp?’ dp®’ dp?

2 3 4
Onpose F() dF F(Z)_d F F(S)_d F F(4)_d F

avec la notation : F™ =

En introduisant les relations (3.7b), (3.7¢), (3.7d) et (3.7¢e) dans I’équation (3.5),

il vient;

Doctorat/PhD 2022 Laboratoire de Mécanique Appliquée et d’Hydraulique
MAKON Noé Richard



Chapitre 111 : Résultats et Discussions 77

(0 —1)I6A’FF @ + BAPr2FF © _gA%(FW)2 — AS2FOF®) )=

Re(32A%F@ + 64A 2F® +16A*r“F @), (3.82)
En simplifiant la relation (3.8a) par 8A?, on obtient :

0 -1)2FF @ + Ar2FF @ — (F®)2 _ Ar2FOF @ )2

R, 4F@ +8ArPF® 1 2A%r2F @), (3.8b)

Compte tenu du fait que: Ar?=(1+2nd +562)/25, en I'insérant dans la
relation (3.8b), celle-ci devient :
(1+5%2+205 f F@ +850+52 + 275 F©) +852F @
+R,(A-6)1+82 + 275 FOF@ —FE®)
+2R5(1- 5)((|:1)2 —2FF (2)): 0. (3.9)

La relation (3.9) est une équation différentielle ordinaire non linéaire d’ordre
quatre verifiée par la fonction de courant par unité d’angle polaire F en fonction
de la variable r. Alors le probléme posé a I’équation (2.66) nécessite des

conditions aux limites et celles-ci sont données sur les parois interne et externe.

111-2-2 Conditions aux limites

Les équations de Navier-Stokes (équation (2.18) et équation (2.36)) sont
remplacées par une seule équation différentielle (3.9) avec F qui est la fonction
de courant par unité d’angle polaire, les conditions aux limites sont alors
nécessaires. Elles sont dictées par la considération sur la conservation de la
masse développée dans la section 11.3.1. En introduisant le paramétre K pour
prendre en compte les deux orientations possibles que prendrait I’écoulement,

on obtient alors les conditions aux limites suivantes :
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10y oy .
V. == =KV, etV, =———=0,ar=R 3.10a
r rae 1 0 ar 1 ( )
vl v okl 27N etv, =—%Y 0. ar=R, (3.100)
Y 2 st+1)t o o
avec o =CAS

Plus précisement, pour K=1, le fluide est injecté par le cylindre intérieur C;
(cylindre amont) et extorqué par le cylindre extérieur C, (cylindre aval). Le cas

K =-1 est la configuration inverse, c’est-a-dire le cylindre intérieur C, subit
une succion (cylindre aval) et I’injection est appliquée a travers le cylindre

extérieur C, (cylindre amont).

En adimensionnant les conditions aux limites par les variables adimensionnelles

mentionnées ci-dessus, on obtient :

oy” R

V' =K et ~0,ar=- 3.11a
' or* h ( )
" st-1 oy’ Lo Ry

V.= = K et =0,al =—* 3.11b
' G[ —1+1] or* h ( )

En utilisant les mémes notations que celles des parametres adimensionnels, ces

conditions aux limites deviennent :

5
V-Ket 2£=0 ar=5'-1 (3.12a)
or
-1 O
V=0l & ket =0 ar=6"+1 (3.12b)
o +1 or

En reliant la fonction de courant par unité d’angle polaire F aux composantes

du champ de vitesse posées a la relation (2.18), il vient :
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dF

V, == (st -1)FetV :_0(5_1_1)E'

(3.13)

En appliquant aux équations (3.12a) et (3.12b) a la relation (3.13), les conditions

aux limites vérifiées par F sont déduites :

F=K et %:O,a r=6'-1 (3.14a)

F=Ko et %:o,a r=5"t+1, (3.14b)

avec K=-1ou K=let o =cls

En tenant compte de I’ajustement des constantes A et B obtenues pour n = -1

ar=6'-1etpour n=14a r=35"+1 alors ces conditions aux limites sont

obtenues :
F=K et FP=0, 3 n=-1 (3.15a)
F=cKet F"=0,a =1 (3.15b)
avec (K=-1ou K=1)

En résume, le probléeme obtenu est un probleme aux limites en deux points

défini ci-dessous :

(1+5%2+205 f F@ +850+52 + 275 F©) +852F @
+R,(1-5)1+6%+2p5 FOF@ —FF®)

+ 2Re5(1—5)((F1)2 —2FF (2))20. (3.16)
F=K e FY=0,an=-1 (3.17a)
F=cK et FP=0,an=1 (3.17b)

avec (K=-1ou K=1)
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Pour résoudre notre probléme, plusieurs méthodes peuvent étre appliquées. Dans

le cas pratique de notre probleme, nous allons utiliser la méthode de tir.

111-3 RESOLUTION PAR LA METHODE DE TIR

Cette méthode expliquée en détail dans la reférence [24] est constituée en trois
étapes que nous appliquons a notre probleme dans les sections 111-3-1, 111-3-2 et
11-3-3.

I11-3-1 Transformation du probleme a résoudre en un probleme a
conditions initiales.

Pour résoudre le probléme posé par I’équation (3.16) avec les conditions aux
limites données dans les équations (3.17a) et (3.17b), on transforme [65-66] le
probleme posé en un probleme a conditions initiales en conservant la méme
équation a résoudre et les conditions aux limites existantes a la borne inférieure

n =-1, puis en introduisant a cette borne les deux conditions manquantes

librement choisies pour la deuxiéme et la troisieme dérivée (o, ) . Ce qui

donne le probleme ci-dessous avec pour fonction inconnue G :
A+68%+2n8)°GW +85(1+ 6% +2n5)G® + 852G
+R,(1-8)1+6%+2n5)(GPG? -GG ®)

+2R,(1-6)((G®)? - 266 @ )=0. (3.18a)

Les nouvelles conditions aux limites sont alors dictées :

G=K,GY=0G%=¢ etc®=p, an=-1. (3.18b)

111-3-2 Optimisation sur la borne finale

Pour des valeurs données o et S, le probleme a condition initiale ci-dessus est
résolu au moyen de I’algorithme de Runge-Kutta d’ordre 4 [24]. La solution
numérique G obtenue pour le probléme a conditions initiales est identique a F

lorsque les valeurs (a,ﬁ) sont ajustees aux valeurs optimales (a*, g*) pour
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lesquelles la solution G Vérifie les conditions imposées a F a la borne

supérieure n=1. A cet effet, une technique d’optimisation numérique est

nécessaire a la borne finale n=1. La fonction G obtenue pour un couple

(a, ﬁ) donné est alors utilisée pour définir une fonction colt quadratique notée

Q :
Qe 8)=|U* =U,* (e, B)+U, (. B). (3.19)

ol U est un vecteur dont les composantes U, et U, mesurent I’écart entre les
conditions vérifiees a la borne n =1 par la solution numeérique G et la solution
désirée F telles que:

U (e, B)=G(n=1)-Ko (3.20a)
U,(a,8)=GY(n=1)-0 (3.20b)

111-3-3 Calcul des composantes de la matrice Jacobienne

Dans le but de minimiser U, c’est-a-dire U, et U,, on initialise la procedure
avec un couple de valeur initiale (ao,ﬁo) puis on peut appliquer I’algorithme

d’optimisation par la méthode de plus grande pente comme cela a été fait dans
les travaux antérieurs de notre équipe de recherche [65-68]. Dans le cadre de

notre travail, nous appliquons I’algorithme de Newton-Raphson [24,69] décrit
comme suit. Partant d’un couple (a, ﬁ) afin d’obtenir I’écart (505, op ) tel
que (a+5a, ﬁ+5ﬂ) donne les valeurs minimales de U, et U, on applique

le développement limité de Taylor a I’ordre 1 de U; et U, autour de o et S .

Ce qui donne :
oU oU
U,(a+da, B+B)=U,(a, B)+| == |0a+| —= |6 (3.21a)
oot oB
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Uz(a+5a,ﬁ+5ﬁ):Uz(a,ﬁ)+(auzj5a+ Y, 5B.
oa op

(3.21b)
On désire avoir U, et U, nulles ; pour cela on pose:

U, (c+6a, B+B)=0 et U,(a+5a, B+5B)=0. (3.22)

On obtient alors le systéme lineaire suivant avec pour inconnes éa et o :

(aUle J{%jw =-U,(a,B)

oot op
L L (3.23)
2 2 — ]
(—aa j5a +(—aﬁ jéﬁ =-U,(a,B)

La relation (3.23) obtenue ci-dessus peut encore se mettre sous la forme

matricielle suivante:

v, o
sa\ (-U, _| 6a 0B
[J](aﬁj_(_uzj, avec [J] U, U, (3.24a)
da  op

ol [J] représente la matrice Jacobienne construite a partir de U, et U, telle

que :
)
‘J1,1: 1‘J1,2:_1 'le]_:—z;et J2,2=— (324b)
(04

A I’itération numéro n, on a alors a résoudre :

(0) n)
[J](”)(gaj =—(Ulj , (3.25a)

op U,

puis a obtenir le couple ( a, ﬁ) a I’itération suivante :
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(n+1) (m) (n)
) GG @2

Ainsi, les calculs des composantes de la Jacobienne J; ; (1=12;j=12) nous

ameénent a chercher les fonctions Z—G et Z—G Pour cela on pose :
o
oG oG
=— et q=— 3.26
p=—_ et =7 5 (3.26)

En admettant que :

= p(n=1) (3.27a)

%)
® (Gl =1)= (ﬁj =q(n=1) (3.27h)
%)

op B ),

0 (%) _0 () _p _ (3.282)
oa\on ) on\da) on

0(0G)_0(dG :aq:q(l) (3.28b)
op\on) on\op) op

Les composantes J; ; de la matrice jacobienne sont alors donnees par les
relations:

Jii = p(77 :1)’ Jio = Q(U :1)’ Joy = p(l)(n :1) et J,, =q(1)(77 :1)- (3.29)

Par conséquent, le calcul de J;; nécessite de connaitre p,q et leurs derivees

premiéres p® et g & la borne finale 7 =1. Pour obtenir ces valeurs, nous

différentions I’équations (3.18a) par rapport a ¢ . On a alors :
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(4) (3) (2)
(1+52+2775)28(3 +85(1+52+2775)aG +852%C
oo oo oo
@) (2) (©)
+R,(L-8)(1+ 8%+ 2n5) g0 w9l g%
oo oo oo

1)
) 0GT _ 2G 2G

3.30a
a oa oa ( )

(2)
+2R65(1—5)£2G(1 )06 _ 95 %6 ]:o.

De méme, on applique la différenciation a la relation (3.18b) par rapporta g ;

ona:
@ 3) )
1+652 +2n5)zae +85(L+ 62 +2n5)aG +852%
op op op
() (2) (©)
+R,(L-8)(1+ 8%+ 2n5) @G qwdCT ;@G _ G
op op op op
() (2)
+2R,5(1-9) 260 8" oG 556 (3.30b)
op op

En évaluant les dérivées par rapporta 1 liant petga G,ona:

(1)
oY _d (8Gj _dp_ho (3.31a)
Ooa dn\da) dn
(2) 2 2
oG? _ d 2(86): 4P _ pa (3.31b)
O dn“\ da oo
() 3 3
Y _d (ae): TP _ e (3.31c)
oo dnp°\Oa) dn
(4) 4 4
oGY _d : (86): d E’ _ @ (3.31d)
oo dn*\Oa) dn
De maniere analogue avec Q, on a:
(1)
oG :ﬂ _ q(1) (3.32a)
op dn
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(2) 2
067 _d7_4@ (3.32b)
op  dn
3 43
G _d0_qo (3.320)
op dn
@ g
06~ _d0_qw (3.32d)
op dn

En remplacant les relations (3.31a), (3.31b), (3.31c) et (3.31d) trouvées dans la

relation (3.30a), il vient :
A+52+2n58)* p™ + (1+5% +2n5)(85 - R, (1-5)G)p®
+(852R, (1-8)(1+ 52 +275)G® — 4R, 5(1-5)G Jp@
+(R, (1= 5)1+ 52 +275)GP + 4R 5(1-5)G® )p®

~(R,(1-6)1+ 5% +275)G® +4R.5(1-5)GP )p=0.  (3.33a)

De méme avec (, on a aussi :
A+52+2n8)*q™ + 1 +5% +215)(85 - R, (1-5)G)q®
+(857R, (1-8)(1+ 62 + 275)G® — 4R, 5(1- 5)G jg®
+(R,(A=8)(1+6% +275)G? +4R,5(1-5)G® [y ®

~(R.(1-8)(1+52+275)G® +4R.5(1-5)GPJg=0.  (3.330)

Alors, les relations (3.33a) et (3.33b) sont appelées les équations de perturbation
verifiées par petq respectivement.
Trouvons maintenant les conditions aux limites vérifiees par pet (. Pour cela

on dérive la relation (3.18b) par rapporta o en 7=-1,0na:

G(-1) =K, ﬁ(—l) =0 (3.34a)
oa
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En tenant compte de I’expression de pposée (p=0G/oa), la relation (3.26)
devient :

p(-1)=0. (3.34b)
De méme, opérons les dérivées sur G pour obtenir les conditions aux limites

définies par p,ona:

GY(-1)=0, %[G“)(—l)]=:—z(—1)=o. (3.35¢)

GOCl=q, 2 { } d” D1 =1 (3.35d)
dn

G(3)(_1) =B, ai|:d3G ( ):| ::_p: 0 (3.356)

Pour les conditions aux limites vérifiees par q, on dérive la relation (3.18b) par

rapporta § en n=-1,0na:
oG

G(-1)=K, —(-1)=0 3.36a

(-1) 8,8( ) (3.36a)

Compte tenu de I’expression définissant q (q=0G/0B), la relation (3.26) se
réduit :

q(-1) = 0. (3.37a)
En utilisant la méme technique de calcul employée dans le cas de p, on obtient

aussi les conditions sur q telles que :

0 dq
GOW(-1)=0, —|GP(-|=—(-D=0. 3.37b
(-1) 8ﬁ[ &) dn( ) (3.37b)
d?

GA(-1) =a, 1)=0 3.37¢c
()aaﬂ{dz()} > (1) = (3.37c)
GO =8, — 0 dSG( 1) =ﬂ=1 (3.37d)

aﬂ d 3 d773
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Alors les fonctions P et g sont des solutions du probleme linéaire a valeurs

initiales obtenues pour la méme équation différentielle ordinaire de fonction
inconnue Y =P ou Y=0Q:
(1+52 +20n) y@ + 1+ 5% + 260 )85 - R, (1-5)G )y®
+(852+R,(1-5)1+05% +26n)6 Y - 4R,5(1-5)G Jy®
+(R,A-5)1+06% +26n 6@ + 4R, 5(1-5) W Jy®

~(R,@-06)1+5%+26n)® + 4R, 5(-5)6P )y=0.  (3.38)
Les conditions initiales sont alors résumees de la maniére suivante:
p=0,p¥W=0,p® =1,p® =0, pour n=-1 (3.39a)
q=0,q% =0, q? =0,q® =1, pour n=-1 (3.39b)
ot p® :3_2' @ ZSZTE' 0® =j37§. q® ::_?7' @ :% et q© :%

L’équation de vorticité a été trouvée ainsi que ses conditions aux limites. Celle-
ci a été transformée en une équation différentielle ordinaire non linéaire d’ordre
quatre avec deux conditions aux limites pour chaque paroi. Le probléeme a
résoudre devient alors un probléme aux limites en deux points. Pour obtenir sa
solution, nous avons appliqué la méthode de tir contenant I’algorithme de
Runge-Kutta d’ordre quatre pour résoudre le probléme a conditions initiales
associé, et I’algorithme de Newton-Raphson pour I’optimisation a la borne

superieure.

111-4 REMARQUES PRELIMINAIRES

Les calculs sont effectués pour un nombre de Reynolds R, =2 et le rapport
d’entrefer 6 =5/8. Le choix R, =2nous permet de travailler avec une solution

unigue du probleme. En effet en 1993 Banks et Zaturska ont montré pour la
méme configuration que les nombres de Reynolds supérieurs a 6 donnent des

multiples solutions. En ce qui concerne le choix & =5/8. Nous avons obtenu
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plusieurs échantillons de lignes de courant pour plusieurs valeurs de . La

valeur 6 =5/8 est celle qui convient pour une meilleure visibilité des lignes de

courant.

Pour les exigences de convergence des algorithmes de Runge-Kutta et de

Newton-Raphson, 101 valeurs discrétisées sont adoptées pour le paramétre 7,

formant 100 intrvalles de méme longueur An =2-1072,

Le critere d’arrét que I’on a appliqué pour la procédure d’optimisation de

Newton-Raphson permet de réduire la fonction Q définie dans I’équation
(2.72), a la valeur minimale Q.. ~107%°. Ceci prouve la grande précision de la
technique de tir utilisée, I’objectif de I’optimisation étant de réduire Q a zéro

[65].

Les résultats présentés contiennent la fonction de courant par unité d’angle
polaire, les lignes de courant ou les trajectoires des particules de fluide et les
composantes du champ de vitesse dans le fluide. Avant tout nous prouvons

d’abord la validation du code numérique utilisé pour la méthode de tir.
I111-5-1 VALIDATION DU CODE NUMERIQUE

Dans cette partie, il est question de montrer le bon fonctionnement du code de
calcul par la méthode de tir appliqué a un probleme dont la solution analytique
est connue. Pour cela, les résultats numériques obtenus par la méthode de tir
seront comparés aux résultats analytiques. A cet égard, considérons I’équation

differentielle linéaire d’ordre quatre et ses conditions limites définies par :

y@(x)-2y@(x)+y=0, (3.40a)

y(_l) :11 y(l) (_1) =-1, y(l) = 01 y(l) (1) =0, (340b)

4 2

avec y(“)(x):OI Y y(z)(x):¥ et —1<x<1

ax*
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Méthode de résolution analytique

L’équation (3.1a) a pour équation caractéristique :
r*—2r?+1=0. (3.41a)
Cette relation ci-dessus peut prendre la forme factorisée suivante :
(r’-1?%=0 (3.42D)
Aprés la résolution de I’équation caractéristique, les solutions obtenues sont—1
et 1, la solution générale pour I’équation (3.40a) se présente sous la forme :

y(x) =(C, + C,x)exp(x) + (C5 + C,x)exp(—x). (3.43)

En utilisant les conditions aux limites ci-dessus de la relation (3.40b), on obtient
alors un systeme d’équations a quatre inconnues suivant :

C,-C, +e’C,—e’C, =e

C, —e’C, +2e’C, =—¢

e’C, +e’C,+C,+C, =0

e’C, +2¢°C, -C, =0, (3.44)

ou e=expl), e? =exp(2)
Apres la résolution du systeme obtenu par la méthode de Cramer, ces constantes

sont alors trouvées:

—3e°—¢ 2e° — 2e e’ —5ed 8e®

=, = , =, C e ——
ToeB_18et 41’ 7 eB_18et 41’ 0 ef—18e*+1 ' e _18e*+1

L’équation (3.1a) a pour solution génerale :
y(x) =(C, + C,x)exp(x) + (C; + C,x)exp(—x), (3.45)

ou C;, C,, C, et C, sont les constantes obtenues ci-dessus.
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Résolution par la méthode de tir
vy (x)-2y@(x)+y=0, (3.46a)
y(-1=1, yO(-)=-1, y() =0, y9@=o0. (3.46b)
Pour debuter, nous transformons d’abord I’équation différentielle d’ordre quatre
ci-dessus en une équation différentielle d’ordre 1, pour cela on pose :
Vi=Y, Y2 =y, va=y®, y, =y®. (3.47)

En se servant de ces expressions posées ci-dessus, I’équation (3.6a) devient:

¥,@ (X) = 2y5(x) + y;(x) =0, (3.48)

Pour la résolution numérique de cette équation différentielle, on transforme cette
équation aux limites en deux points en une équation a condition initiale comme
indiqué au chapitre pécédent (voir relation (3.18b)). Pour cela on introduit deux
valeurs a et b pour remplacer les conditions initiales manquantes, ce qui donne

le probleme a condition initiale suivant a résoudre :
Vi) () =2y5(x) + y1(x) =0 (3.492)
(=) =1,y,(-D=-1, y;(-1) =a, y, (-1 =b. (3.49D)

L objectif est de trouver les valeurs a=a" et b=Db" pour lesquelles les
conditions a la borne finale Xx=1 imposées sont vérifices. A cet effet, une
technique d’optimisation est nécessaire a la borne finale x=1. On cherche a
trouver les équations de perturbation ainsi que leurs conditions a valeur initiale
comme a la technique utilisée aux relations (3.30a) et (3.30b), pour cela, la

relation (3.48) est différenciée par o et puis par 8 respectivementona:

¥, () (), m) _,

(3.50a)
oa oa oa
Dans la méme lancée avec S, on obtient :
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@
op op op
En posant (dy, /0« = p,et dy,/0a =q,) alors il vient les équations de

perturbation vérifiées par p et g suivantes :
P, —2p,+ p, =0 (3.51a)
q," =205+, =0 (3.51b)

Les conditions a valeur initiale s’obtiennent en utilisant la méthode la relation

(3.28a) comme au chapitre précédent :
p,=0, p,=0, p;3=1, p,=0 a x=-1 (3.52a)
9,=0, 9,=0, g3=0, g, =1 a x=-1 (3.52b)

I11-5-2 Résultats de la validation du code numeérique

Les résultats des solutions analytiques et numériques montrent un parfait accord
entre eux. Les courbes tracées en noir représentent les solutions analytiques et
celles en bleu les solutions numériques, comme le montre la figure 9.

L’évolution de la solution analytique en Yy présente la méme allure, la méme

similitude que celle de la solution numeérique et ces solutions sont représentées

en cercle et en barre respectivement. De méme, les solutions analytique et
numérique de la premiére dérivée y® présentent aussi la méme allure et
similitude et rencontrent celles de y en X=0, représentées en étoiles et tirets de

6 respectivement. Alors que les courbes en square et trait interrompu sont celles

de la solution analytique et de la solution numérique de la deuxieme dérivée
y® respectivement et présentent la méme allure et similitude et rencontrent

celles de y en un point de x=-0.3. Quant aux courbes de la troisieme dérivée

y® représentées en losange et en daemon pour les solutions analytique et
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numeérique respectivement, elles présentent la méme allure et similitude, et elles

rencontrent y en x=0.3 et y® en x=0.8.

16

04+ g ga8 o g |

O y analytique
¥ v analytique
021 O y"analytique
O " analytique
) numérique

= ' numérique :
ey mimérique j 0 ¢ o : ‘*/*'
020 & " mimérique . O N 1
04 Q ‘* f*’ i
| *~
‘ * *
. T e o
*
a*’ ]
0.8 v & - .
-
e * ! ! \ \ ! \ ! \ [
-1 0.8 0.6 04 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Figure 9 : Courbes comparatives des solutions analytiques et numériques

111-6 TRAJECTOIRES DES PARTICULES DE FLUIDE OU LIGNES DE
COURANT

Il est bien connu que pour tout écoulement laminaire dans lequel la fonction de
courant ¥ existe, les équations des trajectoires des particules de fluide ou
lignes de courant sont données par la relation :

I =constant= C, (3.53a)
ou C est une constante d’intégration.
En utilisant la définition de ¥ donnée dans I’équation (2.54), nous trouvons

que les équations des lignes de courant pour un 6 donné sont :
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6 F(n)=C. (3.53b)

Puisque les calculs numériques donnent une valeur non nulle pour F,
I’équation de toute ligne de courant dans I’écoulement peut alors étre écrite sous

la forme :

C
O0=——. 3.53
F(n) (3:530)

La valeur de C est déterminée a partir des coordonnées d’au moins un point par

lequel passe la ligne de courant donnee. Des recherches sont alors effectuées

pour deux cas selon la valeur de K (K =-1 ou K=1). Le cas K =1 correspond
aux lignes de courant qui partent du cylindre intérieur C; par injection en tout

point (§=a,n=-1); cela donne C:aF(—l). Ces lignes de courant se

terminent par succion au niveau du cylindre extérieur. Le cas K=-1 est la

configuration inverse, et correspond aux lignes qui se terminent par succion au
niveau du cylindre intérieur et partent du cylindre extérieur C, par injection en
tout point (@ =b, n=1) ; cela donne C=Db F(l).

En appliquant les coordonnées cartésiennes X =rcos@ et Y =rsinf a partir

des coordonnées polaires (r, Q) de toute particule de fluide, on constate que pour
une valeur donnée de o, les trajectoires des particules de fluide sont définies
par les équations cartésiennes paramétriques suivantes, 77 jouant le rble de

parametre il vient:

2
“_ J1+5% +26n COS(aF(—l)j

F(n)
v _ 1+ 525+ 2ns Sin(aF (—1)} (3.54)

J1+8% +2n8
o

intérieur C, (K =1).

(3.54a)

Avec r =

, pour le cas des lignes de courant partant du cylindre
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On a les equations:

/ 2
1+ 55+ 201 cos( ?:F(S)) j (3.55a)
y_ J1+8%+26n Sin(bF(l)j

5 F(n)

pour le cas des lignes de courant partant du cylindre extérieur c , (K :—1)

(3.55b)

Dans ces equations, on a:

X etY :désignent les coordonnées cartesiennes de la particule de fluide

o : désigne le rapport de gap de la conduite ;

n : joue le role de parametre ;

a et b définissent la trajectoire donnée pour les deux configurations.

Apres avoir obtenu quelques échantillons, les figures des lignes de courant sont
tracées dans les figures ci-dessous.

Pour obtenir des schémas clairs, chaque figure contient 21 lignes de courant

correspondant & la valeur discrétisée (3;) de a et (b;) de b définie par
8 =i(2r)/20 et b, = j(27)/20(i, j=01...20), pour K=1 et K=-1

respectivement. Apres avoir trouvé la fonction de courant par unité d’angle
polaire que nous vous présentons apres, nous trouvons les trajectoires des
particules de fluide dans le plan polaire de I’écoulement. A I’aide des
programmes Fortran et Matlab appliquées sur les relations (3.54a), (3.54b),
(3.55a) et (3.55b), nous avons pu tracer les trajectoires acceptables et montrer
celles qui sont inacceptables. Nous présentons d’abord les lignes de courant

inacceptables.
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I11-6-1-Lignes de courant inacceptables

Les calculs numériques prouvent que pour les deux cas (K=1et o <1) et pour (
K=-1et o>1) la vitesse sans dimension amont est supérieure a celle en aval.
La totalité de la surface du cylindre aval n’est pas suffisante pour évacuer le
debit total de la masse du fluide entrant et créée depuis le cylindre amont par
Injection. La partie restante de ce debit entrant passe a travers le cylindre aval et
crée un débit supplémentaire dont les lignes de courant croisent la premiere
famille des lignes de courant. Par consequent, les figures des lignes de courant
obtenues présentent de nombreux points d’intersection comme le montrent la
figure 10a pour K=1, et la figure 10b pour K =—1. Cette intersection n’est pas
autorisée pour un écoulement laminaire permanent et ces solutions sont alors
Inacceptables. Ainsi, la solution des équations de Navier-Stokes de la fonction
de courant par unité d’angle polaire F obtenue pour les cas mentionnés ci-
dessus, n’est pas acceptable car cette solution ne correspond a un écoulement

laminaire permanent.
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Figure 10a : Lignes de courant inacceptables pour injection C,
et succion ¢, (K =1 et 0<o <1), tracées pour o =0.5
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Figure 10b : Lignes de courant inacceptables avec injection sur C, et succion
sur C, (K=1let o>1), tracées pour o =2
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Nous passons alors aux lignes de courant acceptables. Pour cela nous

commencons par le cas de I’écoulement radial.

I11-6-2-Lignes de courant acceptables

D’apres les recherches numériques de ces lignes de courant, on constate que la
valeur o =1 pour lesquelles les vitesses sans dimension amont et aval, V; et V,

sont égales, correspond a I’écoulement radial entre les deux cylindres. La figure
(11a) presente le cas ou le cylindre intérieur C1 subit I’injection du fluide
(cylindre amont) et la figure (11b) montre le cas ou le cylindre intérieur C1 subit
la succion du fluide (cylindre aval). Comme le montrent les figures (11a) et
(11b), la masse totale du fluide entrant par injection sur le cylindre amont est

totalement évacuée par succion a travers toute la surface du cylindre aval.

T\_ A
ZIN
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L |\

0
X
Figure 11a: Lignes de courant de I’écoulement radial pour o =1 avec injection
sur C, et succion sur C, (K =1)
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Figure 11b: Lignes de courant de I’écoulement radial pour o =1 avec injection
sur C, et succion sur C, (K=-1)

Il reste a presenter le cas ou toute la masse du fluide entrant par le cylindre
amont (le cylindre qui subit I’injection du fluide) utilise une partie du cylindre

aval pour étre evacué totalement.

Le troisieme type de la solution F pour les équations de Navier-Stokes définie

pour (K=1et o>1) et pour (K=—1et 0<o <1y, donnent lieu aux lignes de

courant qui sont acceptables. Ces trajectoires des particules de fluide sont
présentées sur les figures 12 et 13. Elles correspondent aux cas pour lesquels la
vitesse amont sans dimension est inférieure a celle en aval. Pour ces
écoulements, le débit entrant total créé par injection au niveau du cylindre amont
est évacué a travers une partie de la surface du cylindre aval, de sorte que la
partie restante de cette surface ne subit aucune succion de fluide. Ainsi, le fluide
situé dans la conduite annulaire est divisé en deux regions : une premiere région

dans laquelle le fluide reste au repos et une seconde région dans laquelle le

Doctorat/PhD 2022 Laboratoire de Mécanique Appliquée et d’Hydraulique
MAKON Noé Richard



Chapitre 111 : Résultats et Discussions 99

fluide est en mouvement et présente un ecoulement laminaire ayant des lignes de
courant régulieres et ordonnées. Les figures 12 et 13 montrent que les deux
régions du fluide sont séparées par deux lignes de courant singulieres AB et
AC définies par les valeurs a; =b; =0(i,j=0) et a =b; =27 (i, j = 20)
respectivement (une ligne de courant en écoulement permanent est dite
singuliere lorsqu’elle correspond a une solution mathématique des équations de
Navier-Stokes qui est physiquement inacceptable car aucune particule de fluide
ne prend cette ligne de courant comme sa trajectoire situe pas). A est un point

singulier situé sur la surface du cylindre amont (c’est-a-dire le cylindre C; pour
K=1 et le cylindre C, pour K=-1), B et C sont deux points situés sur la
surface du cylindre aval (c’est-a-dire le cylindre C, pour K=1 et le cylindre C;

pour K=-1). La longueur circulaire BC dans laquelle le fluide est évacué a
travers le cylindre aval est égale a la valeur 27 /o pour K=1, et 207 pour
K=-1.

Au fur et a mesure que le point C s’éloigne de B, on obtient d’autres lignes de
courant pour le cylindre intérieur en amont et le cylindre extérieur en aval. Le
volume du fluide immobile croit et celui du fluide en mouvement décroit.

Pour le cas du cylindre extérieur en amont et le cylindre intérieur en aval, et que
le point C se rapproche du point B alors le volume du fluide immobile décroit
et celui du fluide en mouvement croit. Toutes ces figures sont représenteées ci-
dessous. Pour le cylindre intérieur en amont, nous avons les figures 12 et dans le

cas ou il est en aval nous avons les figues 13
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Figure 12a : Lignes de courant acceptables pour injection sur (C1) et succion
sur C,,avec R, =2, 0 =5/8, (K=1; o >1), tracées pour o =1.1
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Figure 12b : Lignes de courant acceptables pour injection sur C, et succion sur
C,,avec R, =2 ; § =5/8.(K =1;0 >1) tracées pour o =1.5
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Figure 12c : Lignes de courant acceptables pour injection sur C; et succion sur
C,avec R, =2 ;86 =5/8. (K=1; 6>1), tracées pourc = 2_
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Figure. 12d : Lignes de courant acceptables pour injection sur C; et succion
sur C,, avec R, =2 ; 6 =5/8. (K =1;0 >1), tracées pour & = 3
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Figure 12e : Lignes de courant acceptables pour injection sur C, et succion sur
C,avec R, =2 ; 6 =5/8. (K=1;0 >1), tracées pour & = 4.

3

Figure 12f : Lignes de courant acceptables pour injection sur C; et succion sur
C,avecR, =2; 6 =5/8. (K =1;05 >1), tracées pour ¢ =5
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Figure 13a : Lignes de courant acceptables pour injection sur C, et succion sur
C,,avec R, = 2et 6=58. (K =-1;0< o <1), tracées pour c=0.1
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Figure 13b : Lignes de courant acceptables pour injection sur C, et succion sur
C,,avec R, =2 et 6=58. (K =-1;0< o <1), tracées pourc=0.3
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Figure 13c : Lignes de courant acceptables pour injection sur C, et succion sur
C,.avecR, =2et §=58, (K =-1;0< o <1) tracées pour c=0.5
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Figure 13d : Lignes de courant acceptables pour injection sur C, et succion sur

C,,avec R, = 2et 6=58. (K =-1;0< 0 <1) tracées pour o =0.7
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Figure 13e : Lignes de courant acceptables pour injection sur C, et succion
sur C, avecR, =2et 6=58. (K=-1;0< 0 <1) tracées pour & =0.9

En plus de ces lignes de courant, nous avons trouvé la fonction de courant par

unité d’angle polaire que nous vous présentons.
I11-7 LA FONCTION DE COURANT PAR UNITE D’ANGLE POLAIRE

Certaines valeurs de F sont a rejeter et d’autres sont a retenir, nous faisons ce
choix en utilisant les trajectoires des particules de fluide présentées dans la
section I11-3-2.

Les figures 14a et 14b sont représentées pour plusieurs valeurs du coefficient de
vitesse o. Le cas de la figure 14a correspond au cas ou le cylindre (C1) est en
amont et la figure 14b dans le cas, il est en aval. Les deux figures montrent que
F est constant pour la valeur o =1, qui correspond a I’écoulement radial entre
les deux cylindres. Dans la figure 14a, les valeurs de F sont positives et
augmentent avec o, pour o >1. La figure 14b montre que les valeurs négatives

de F sont d’autant plus élevées que o croitavec 0<o <1 .
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Figure 14b: Fonction de courant par unité d’angle polaire de n pourR, =2 et
6=5/8,pourK=-l1et0<o<1
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En examinant ces deux figures simultanément, I’on peut voir que F change de
signe quand le cylindre amont change, c’est-a-dire quand I’écoulement change
d’orientation. Ceci conduit a la conclusion que I’écoulement inverse a lieu dans
le fluide si F change de signe. Comme le signe de F reste le méme dans les

deux figures, ceci confirme qu’aucun ecoulement inverse n’a lieu dans le fluide.

Pour un coefficient de vitesse donne, les vitesses d’injection et de succion sont
maintenues constantes a V, =o (3/13)V,, F ne change pas de signe (pas
d’écoulement inverse) puis augmente de facon monotone avec n selon les
conditions aux limites données dans les équations (2.72a) et (2.72b), comme le
montrent les figures 14a et 14b ci-dessus.

Comme o augmente, avec o>1, la vitesse d’injection étant maintenue
constante, la vitesse de succion V, augmente alors selon la relation donnée dans

I’équation (2.15). Les particules de fluide a la vitesse la plus élevée augmentent
alors en nombre et en masse de sorte que le débit massique de I’écoulement
augmente avec la distance radiale et le long d’une circonférence donnée.

Cet argument explique pourquoi la fonction de courant par unité d’angle polaire
F augmente en fonction de n pour différentes valeurs de o, comme le montre
la figure 14a. Pour la figure 14b, des arguments similaires expliquent la courbe
présentee.

A partir de la fonction de courant par unité d’angle polaire, nous avons obtenu
les composantes radiale et orthoradiale du champ de vitesse dans le fluide, nous

présentons d’abord la composante radiale.
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I11-8 LES COMPOSANTES DU CHAMP DE VITESSE DANS LE
FLUIDE.

111-8-1 La composante radiale du champ de vitesse dans le fluide.

A partir de la fonction de courant par unité d’angle polaire F , nous avons obtenu
les valeurs de la composante de vitesse radiale V, dans le fluide an appliquant

la relation:

V. = 1-0 F (3.56a)

J1+68% +26n

Ces valeurs sont représentées dans les figures 15a et 15b. Ces figures montrent

les courbes de variation de V, en fonction de n pour plusieurs valeurs du

coefficient de vitesse o, quand le cylindre intérieur est en amont (figure 15a) et
le cylindre extérieur est en amont (figure 15b).

Dans la figure 15a, la vitesse radiale décroit lorsque 7 croit pour o>1 sauf
pour les valeurs de o dépassant 2 et pour lesquelles la courbe V, présente un
point d’inflexion. Contrairement a la figure 15a, la figure 15b montre que les
valeurs de V, augmentent avec n pour toute valeur de o, etsont d’autant plus

grandes que o décroitavec 0<o <1.
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Figure 15a: Composante radiale du champ vitesse en fonction de n pour R, =2
et 5=5/8, pour K=1et o>1
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Figure 15b: Composante radiale du champ vitesse en fonction de n pour R, =2

et 5=5/8, pour K=-1let0<o <1
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Le gradient de pression dont I’action favorable a ét¢é mentionnée dans la section
4, crée dans I’écoulement a étudier un phénomene intéressant vu sur la figure
15a, et qui a été déja observe par Dauenhauer et Majdalani [11] pour
I’écoulement se produisant dans un canal poreux a parois transversalement
mobiles. Ce phénomene consiste a I’existence des couches fluides que I’on peut
noter (CF), dont la vitesse radiale dépasse les vitesses d’injection et de succion
qui créent de I’ecoulement radial entre les deux cylindres. Comme on le voit sur
les figures 15a et 15b, les couches fluides CF sont situées a proximité du
cylindre aval (cylindre extérieur) et occupent une epaisseur (égale a I’intervalle
0,4 <1 <0,9 pour o =6) qui augmente au fur et a mesure que o augmente. La
figure 15a montre également que les couches fluides CF n’existent pas pour le

coefficient de vitesse o <0,4.

Pour expliquer ces apercus physiques, on donne les arguments suivants :

Comme dans [I’écoulement dit de Couette avec wune paroi mobile
longitudinalement et un gradient de pression négatif, la localisation des couches
fluides CF est cohérente avec le fait que le gradient de pression favorable a
I’écoulement agit faiblement sur les couches fluides ayant une vitesse lente. A
cet égard, on mentionne que plus le coefficient de vitesse est faible, plus la
succion au niveau du cylindre aval (cylindre extérieur) est faible, de sorte que
les particules de fluide les plus lentes augmentent en nombre et en masse dans la
conduite annulaire, comme le montre la figure 15a pour les petites valeurs de o .
Les effets du gradient de pression sont alors faibles dans ces conditions. Ceci
explique pourquoi les couches fluides CF n’existent pas pour de petites valeurs
de o . Aussi, on comprend a partir de la figure 15a que le fait d’avoir une vitesse
d’injection fixe sur le cylindre intérieur amont, qui est une condition aux limites
ne dépendant pas de o, empéche I’action favorable du gradient de pression sur

la vitesse radiale des particules de fluide situées au voisinage de ce cylindre.
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Lorsque o croit avec o > 0,4, les particules de fluide ayant la vitesse la plus
élevée existent et sont situées a proximité du cylindre extérieur de sorte que les
couches fluides CF sont situées a proximité du méme cylindre, comme le montre

la figure 15a.

Dans la configuration pour laquelle le cylindre extérieur est en amont, la figure
15b montre que la vitesse radiale en valeur absolue diminue fortement lorsque n
augmente, pour toute valeur de o, avec 0< o <1. Ainsi, les particules de fluide
ayant la vitesse la plus élevée n’existent pas dans la conduite annulaire, sauf a
proximité du cylindre intérieur qui est une zone de fluide protégée contre
I’action favorable du gradient de pression. Cet argument explique pourquoi les
couches fluides n’existent pas lorsque le cylindre extérieur est en amont, comme

le montre la figure 15b.

Contrairement a la figure 15a, la figure 15b ne montre aucun point d’inflexion.
Par consequent, sur la base du critere de point d’inflexion de Rayleigh connu
comme étant valable pour les écoulements plans paralleles non visqueux, et que
I’on souhaite pouvoir étendre a I’écoulement étudié, on peut conclure que la
configuration dans laquelle le cylindre extérieur est en amont est plus stable que

la configuration pour laquelle le cylindre extérieur est en aval.

I nous reste a présenter la composante orthoradiale du champ de vitesse dans le
fluide.

I11-8-2 La composante orthoradiale du champ de vitesse dans le fluide.

En exploitant encore la fonction de courant par unité d’angle polaire, on trouve

les valeurs de la composante orthoradiale dans le fluide, données par la relation :

\Q:@,m 5 +25n(3—Fj (3.56b)
1

0

Ces valeurs sont représentees dans les figures 16a et 16b.
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Dans le cas de la figure 16a, le cylindre (C1) est en amont et pour le cas de la

figure 16Db, le cylindre (C2) est en amont. Les figures 16a et 16b montrent que
V, est négatif pour toute valeur de o et s’annule sur les parois conformément

aux conditions aux limites imposant les vitesses d’injection et de succion

orthogonales aux parois.
Dans ces figures, on peut voir que V, est nul pour toute valeur de n lorsque

o =1. Ce résultat confirme que la valeur o =1 correspond bien a I’écoulement
radial pour laquelle la vitesse orthoradiale est nulle.

Quand la distance radiale augmente a partir du cylindre intérieur, les deux
figures montrent que la vitesse orthoradiale en valeur absolue décroit jusqu’a
atteindre un minimum et elle se met a croire fortement au-dela de ce minimum.
Quand o croit, la valeur de ce minimum croit dans la figure 16a avec o

supérieur a 1, et elle décroit dans la figure 16b avec 0<o <1.

0-5 K=1;: 5 =5/8; Re=2.0
. o=1.0
~—_ 20 //%
0.5 /
i \NT———— ////
— 21
1.5 \ \\ /
N/
\\6.0 //
25 08 06 04 02 oh—’o.z 04 06 08 1

n
Figure 16a: Composante orthoradiale du champ vitesse par unité d’angle polaire
en fonction de 1 pour R, =2 et § =5/8, pour K=1¢et o>1
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Figure 16b: Composante orthoradiale du champ vitesse par unité d’angle
polaire en fonctionde n pourR, =2 et,pour K=-1 et0<o <1

A I’aide des arguments précédents donnés pour le comportement de la
composante de la vitesse radiale, on comprend du point de vue physique, les
raisons pour lesquelles le phénomene mis en évidence par les couches fluides
CF n’est pas observé pour la composante de vitesse orthoradiale, comme le
montre les figures 16a et 16b. La raison de cet apercu physique est la suivante.
La vitesse orthoradiale s’annule sur les parois interne et externe, contrairement a
la vitesse radiale. Ainsi, si la vitesse orthoradiale était seule, son profil de vitesse
serait paraboliqgue comme dans I’écoulement de Hagen-Poiseuille. Dans une
telle configuration, il n’y a pas de couches fluides comme celles capturées sur la
figure 15a. En raison de la conservation de la masse dans laquelle la vitesse
radiale doit exister, le profil de vitesse orthoradiale présente la vue spécifique
tracée sur les figures 16a et 16b, pour lagquelle le profil parabolique attendu n’est

pas observe.
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Les figures 16a et 16b permettent de déduire des informations physiques sur les
couches limites au voisinage des cylindres extérieur et intérieur. Comme la
vitesse radiale ne dépend pas de la coordonnée orthoradiale selon I’hypothese
pionniere de Berman, le comportement des couches limites est déduit par le seul
gradient de vitesse orthoradiale dans la direction radiale. A cet égard, les figures

16a et 16b peuvent étre exploitées.

Pour une valeur donnee du coefficient de vitesse o, la figure 16a montre que la

valeur absolue du gradient oV, /on au cylindre intérieur est presqu’égale a celle

du méme gradient au cylindre extérieur, pour toute valeur du coefficient de
vitesse o, avec o >1 . Ceci conduit a conclure que, pour cette configuration,
I’épaisseur des couches limites et les effets de viscosité au voisinage des deux
cylindres sont presque égaux, pour toute valeur de o . Au fur et a mesure que o
augmente a partir de la valeur égale a 1, I’épaisseur des deux couches limites
augmente ainsi que les effets de viscosite. Cela s’explique par le fait que la

valeur absolue du gradient 0V, /on au niveau des deux cylindres augmente

lorsque o augmente, avec o >1, comme le montre la figure 16a.

La configuration dans laquelle le cylindre extérieur est en amont, on obtient des
résultats. La figure 16b montre que, pour une valeur donnée de o avec
0< o <1, la valeur absolue du gradient ci-dessus au niveau du cylindre intérieur
est tres grande par rapport a celle du cylindre extérieur. A partir de cette figure,
on peut également voir que cette valeur absolue augmente lorsque o diminue
avec0 < o <1. On conclut alors que I’épaisseur des couches limites au cylindre
intérieur, ainsi que les effets de viscosité a ce cylindre, sont trés importants par

rapport a ceux evalués au cylindre extérieur.

En définitive, les résultants présentés contiennent la fonction de courant par
unité d’angle polaire, les trajectoires de particules de fluide et les composantes

du champ de vitesse dans le fluide. Pour cela nous avons trouveé la fonction de

Doctorat/PhD 2022 Laboratoire de Mécanique Appliquée et d’Hydraulique
MAKON Noé Richard



Chapitre 111 : Résultats et Discussions 115

courant par unité d’angle polaire, certaines valeurs de Font été rejetées et
d’autres ont eté retenues, ce choix s’est fait en utilisant les lignes de courant
pour plusieurs valeurs du coefficient de vitesse o . Apres la fonction de courant
par unité d’angle polaire nous avons étudié les trajectoires des particules de
fluide et nous avons pu tracer ces trajectoires de particules de fluide acceptables
en montrant celles qui sont inacceptables pour un nombre de valeurs de o . En

plus de ces trajectoires de particules de fluide, les composantes radiale V, et
orthoradiale V, du champ de vitesse. L’analyse de ces resultats est résumee

dans la derniére partie de notre travail qui est consacrée sur la conclusion

générale.
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La motivation de ce travail vient du fait que ; dans tous les travaux de recherche
largement consacrés aux ecoulements laminaires a parois poreuses pour les
fluides incompressibles newtoniens, seules les configurations pour les
écoulements dans les canaux poreux et les écoulements axisymétriques dans les
conduites annulaires poreuses ont été étudiées. L’écoulement laminaire qui se

produit dans le plan polaire a parois poreuses n’a pas encore été étudié.

Ce travail a étudié un écoulement laminaire se produisant dans le plan polaire
pour un fluide incompressible situé au niveau de I’entrefer formé par deux
cylindres coaxiaux poreux et entrainé par succion-injection a travers les parois, a
vitesse constante et uniforme orthogonalement aux parois. Le probléme
considéré dépend du nombre de Reynolds de succion ou d’injection, du rapport
de I’entrefer de la conduite et du coefficient de vitesse défini a partir du rapport
de densité de pores et du rapport de surface des pores. Le but de ce travail était
de trouver les conditions qui permettent I’existence de cet écoulement polaire
avec conservation de la masse et d’en deduire un apercu physique de cet

écoulement, a nombre de Reynolds et rapport de I’entrefer fixés.
Les résultats de la présente analyse peuvent étre réesumés comme suit :

e Pour que I’écoulement laminaire considéré existe avec conservation de la

masse, I’un des cylindres subit la succion et I’autre I’injection.

e De plus, la vitesse d’ecoulement au niveau de la paroi externe V, et celle au

niveau de la paroi interne V, doivent étre liees par la relation

V, =c (1-8)(1+5) 7'V, ou & représente le rapport de I’entrefer de la conduite

annulaire poreuse, o un coefficient de vitesse dépendant des rapport des
densités des pores et des surfaces des pores, et du coefficient de transmission
Imposé arbitrairement par I’expérimentateur entre la vitesse d’injection et de

succion au niveau des cylindres amont et aval.
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e La configuration dans laquelle le cylindre extérieur est en amont donne lieu a
un écoulement polaire plus stable que celui pour laquelle le cylindre intérieur est

en amont.

e Au fur et a mesure que la distance radiale augmente depuis le cylindre
intérieur, la vitesse orthoradiale en valeur absolue diminue jusqu’a atteindre un

minimum dépendant de la valeur du coefficient de vitesse.

e Des écoulements radiaux se produisent pour les configurations lorsque le

coefficient de vitesse est égal 1(c =1).

Pour la configuration dans laquelle le cylindre intérieur est en amont :

e L’écoulement met en évidence des lignes de courant acceptables si le
coefficient de vitesse est supérieur a 1 (o>1).

e Pour un rapport d’entrefer 6 donné, I’écoulement comprend des couches de
fluide situées a proximité du cylindre aval et ayant les vitesses radiales qui
dépendent des vitesses d’injection et de succion si le coefficient de vitesse & est

supérieur & la valeur critique o, = (1L +8)(1- )"

e Au fur et a mesure que le coefficient de vitesse augmente a partir de sa plus
petite valeur égale a 1, le minimum de vitesse orthoradiale en valeur absolue

augmente.

e Les couches limites au voisinage des deux cylindres ont une épaisseur égale

pour un coefficient de vitesse donné.

e Les effets de vitesse au voisinage des deux parois sont d’égale importance,

pour un coefficient de vitesse donné.

e Au fur et a mesure que le coefficient de vitesse augmente a partir de sa plus
petite valeur égale a 1, les épaisseurs des deux couches limites augmentent,

ainsi que les effets de viscosité au voisinage des deux parois.
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Pour la configuration dans laquelle le cylindre extérieur est en amont :

e L’écoulement met en évidence des lignes de courant acceptables si le

coefficient de vitesse est compris entre 0 et 1.

e Aucune couche de fluide n’a une vitesse radiale qui dépasse les vitesses

d’injection et de succion.

e Au fur et a mesure que le coefficient de vitesse diminue a partir de sa valeur
supérieure égale a 1, le minimum de vitesse orthoradiale en valeur absolue

augmente.

e L’epaisseur de la couche limite au voisinage du cylindre intérieur est tres

Importante par rapport a celle de la couche limite exterieure.

e Les effets de viscosité au voisinage du cylindre intérieur sont trés importants

par rapport a ceux évalués au voisinage du cylindre extérieur.

e Au fur et a mesure que le coefficient de vitesse augmente a partir de 0 avec la
valeur située entre QOet 1, les épaisseurs des deux couches limites diminuent,

ainsi que les effets de viscosité au voisinage des deux parois.

L’intérét principal de cette étude etait de fournir une orientation de recherche
potentielle dans le futur pour cet écoulement laminaire polaire qui n’a pas

encore été étudieé.

La présente étude constitue une étape préliminaire nécessaire pour les travaux
ultérieurs dans lesquels nous allons examiner I’influence du rapport de I’entrefer
et celle du nombre de Reynolds afin de saisir d’autres informations physiques

sur la richesse profonde de la structure de cet écoulement laminaire polaire.
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Despite the extensive research already done on laminar flows with porous boundaries,
polar flows bounded by cylinders have not yet been studied. This paper investigates the polar lam-
inar flow for an incompressible fluid located in a porous annular pipe and driven by suction-
injection at the walls. The fluid being confined between the cylinders with zero axial velocity, it is
proven that the flow takes place in the polar plane with conservation of mass if an incoming flow
exists in the same plane to compensate the mass of fluid extorted by suction. So, one of the cylinders
undergoes the suction, and the other the injection. Suitable boundary conditions for both cylinders
are then found. The problem depends on the Reynolds number, the pipe gap ratio, and the pore
density and surface ratios. The method of solution utilizes the shooting technique including the
Runge-Kutta and Newton-Raphson algorithms. Radial flows are found as a possible solution.
When the flow is not radial, the patterns of the acceptable streamlines highlight a particular zone
in which the fluid is at rest, bounded by two singular streamlines and the downstream cylinder.

The flow velocity is determined. Physical understandings of the flow are derived.
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1. Introduction

Since the pioneer works of Berman [1] motivated by an
attempt to model the separation of uranium, laminar flows
of incompressible Newtonian fluids bounded by porous rigid
boundaries have extensively been investigated by many
authors because of various applications of this kind of flow
in a wide range of industries including biomedical engineering,
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agriculture irrigation, cooling of rocket and jet motors, food
engineering, manufacturing of textiles, paper, leather, and
rubber.

Yuan and Finkelstein [2] firstly treated the problem of find-
ing similarity solutions of the steady flow in a tube with circu-
lar cross section by using an analytical perturbation method. A
complete analysis of numerical and theoretical solutions for
the laminar flow in a uniformly porous circular pipe with con-
stant suction or injection at the wall is traced back to Terrill
and Thomas [3].

The work done with impermeable walls by Brady and Acri-
vos [4] and that done by Uchida and Aoki [5] have played an
important role by helping to know the treatments for acceler-
ating walls in longitudinal direction [4] and in transverse direc-
tion [5], which continue to be applied for porous boundaries.
Applying the approach for moving walls used in [4], Watson
et al. [6] have investigated the two-dimensional channel flow
symmetrically driven by porous accelerating walls. Following
the approach for transversely moving walls developed in [5],
Goto and Uchida [7] have analyzed the laminar incompressible
flow in a semi-infinite porous pipe where radius varies with
time, in order to simulate the laminar flow field in an idealized
solid rocket motor.

In the light of the theory of dynamical systems, Banks and
Zaturska [8] have presented results of an extensive work for the
laminar flow through a porous annular pipe. A numerical
investigation has been carried out by Robinson [9] to establish
whether multiple solutions exist for a steady incompressible
laminar flow in a porous channel with uniform suction at both
walls. The results of an investigation of a three-dimensional
porous-channel flow defined as a two-dimensional flow to
which is superimposed a perpendicular finite disturbance, have
been presented by Zaturska and Banks [10]. Dauenhauer and
Majdalani [11] have investigated the flow in a porous channel
with contracting or expanding walls and uniform suction or
injection. To take into account the effects of unsteady
suction-injection through the wall of a porous pipe with circu-
lar section, one can cite the work of Tsangaris, Kondaxakis
and Vlachakis [12]. Papers have been devoted to MHD flows
for viscoelastic fluid through porous parallel plates [13] and
porous pipes [14]. Durlofsky and Brady [15], Casalis, Avalon
and Pineau [16], Ferro and Gnavi [17,18] and Griffond and
Casalis [19] have done works on hydrodynamic stability in vis-
cous flows bounded by porous boundaries.

Some laboratory experimental works have been carried out
in order to highlight the richness of the structure of laminar
flows bounded by porous boundaries. In this regard, the exper-
iments achieved by Raithby and Knudsen [20], by Sviridenkov
and Yagodkin [21], by Varapaev and Yagodkin [22], and by
Barron, Majdalani and Moorhem [23] can be mentioned.

The motivation for the present work came in noting that in
all the works mentioned above, and as well as in others
referred to in these papers, the laminar flow which could take
place in the polar plane with porous cylindrical walls has not
yet been investigated. This paper is devoted to a laminar flow
occurring in the polar plane, for an incompressible fluid
located in the annular space formed by two coaxial porous
cylinders and driven by suction-injection through the walls,
at constant and uniform velocity, orthogonally to the walls.
The problem considered depends on the suction or injection
Reynolds number, the pipe gap ratio, and a velocity coefficient
defined from the pore density ratio and the pore surface ratio.

The aim of this work is to find the conditions which allow the
existence of this polar flow with conservation of mass and to
derive physical insights of the flow, at fixed Reynolds number
and gap ratio.

The problem stated in this paper is modelled by the Navier-
Stokes equations whose difficulties of finding solutions are
well-known and the continuity equation coming from the con-
servation of mass represents an avoidable constraint which
must be satisfied by the unknown components of the flow
velocity. Taking into account the boundary conditions applied
on the surface of the two cylinders, this problem can be
directly solved in the field of computational fluid dynamics
(CFD). In this paper, is applied the similarity-solutions
method for the vorticity equation deduced from the Navier-
Stokes equations, under conditions allowing the existence of
the flow stream function.

As it will be seen in this paper, the similarity-solutions
method enables to reduce the steady-flow Navier-Stokes equa-
tions to a single fourth-order nonlinear ordinary differential
equation with two boundary conditions at each wall. To solve
this two-point boundary value problem, many numerical
methods [24] can be applied. In this regard, one can cite the
spectral element method (SEM) which gives satisfactory results
with high accuracy [25-33]. In this paper, the shooting tech-
nique including the Runge-Kutta algorithm and the Newton-
Raphson optimization algorithm is utilized. This technique
gives results so accurate that it has extensively been used in
mechanical engineering and applied mathematics by many
researchers [3-11] wishing to find, from the similarity-
solutions method, the richness of the structure of the exact
solution of the Navier-Stokes equation for the so-called two-
dimensional configuration.

Unlike the preceding papers [1-23] in which axisymmetric
flows are studied in porous tubes and pipes or Cartesian flows
are investigated in porous channels, this paper includes the
vorticity equation in its unusual polar-coordinates which is
demonstrated by means of an unusual approach directly
applied in the vector form of the momentum equation. From
the computed solutions obtained for this vorticity equation,
the conditions under which this steady polar laminar flow
exists are then determined, and the patterns of acceptable
streamlines are found and plotted. The radial flow is found
as a possible solution. When the flow is not radial, the patterns
of acceptable streamlines highlight a particular zone in which
the fluid is at rest, bounded by two singular streamlines and
the downstream cylinder. For various values of the velocity
coefficient, the steady-flow stream function is computed and
the components of the flow velocity are deduced. Physical
understandings of the flow are derived from the results
obtained.

The main interest of this study is to provide potential
research directions in the future for this polar laminar flow
which is not yet studied. The present investigation is a neces-
sary preliminary step for subsequent works in which it would
be interesting to investigate the influence of the gap ratio
and that of the Reynolds number, in order to capture further
physical insights of the deep richness of the structure of this
polar laminar flow.

For a better understanding of this work, this paper contains
five sections. In Section 2, the problem is stated and its math-
ematical formulation is given. Section 3 explains the method of
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solution. Section 4 is devoted to the results obtained. The
paper ends by a conclusion given in Section 5.

2. Statement of the problem and mathematical formulation

2.1. Statement of the problem

Consider an incompressible Newtonian fluid located in the
annular space formed by two coaxial cylinders (C1) and (C2)
having same length L. The physical properties of the fluid
are constant. The cylindrical-coordinates system (r, 0, z) is
adopted with the origin located on the horizontal z-axis of
the cylinders, and the unit vectors along the radial, azimuthal
and axial directions represented by (e,, ¢y, e.) respectively. The
inner cylinder (C1) whose radius is r = R; and the outer one
(C2) with radius r = R, have porous surfaces. The parameters
of the setup being defined by the subscript (1) for the inner
cylinder and the subscript (2) for the outer one, s; and s, rep-
resent the surfaces of the pores, 1; and 4, denote the surface
densities of the pores, N; and N, represent the total numbers
of pores, and V| and V, are the velocities of suction or
injection.

As usually done for axisymmetric flows in annular tubes,
the geometric aspect of the annular pipe considered is charac-
terized by the gap ratio ¢ which is defined in order to compare
the half-width / of the air gap with respect to the mean radius
of the annular pipe:

(R,—R)/2  h
(Ri+Ry)/2 R +h

R, — R
—_— 1
5 (1)

, with h =

The effects of the body forces are negligible and the flow is
steady and driven by suction or injection operated through the
porous walls, at constant and uniform velocity, orthogonally
to the surfaces of the cylinders. The length L of the cylinders
is supposed to be very great compared to R; and R,.

2.2. Conservation of mass and allowed setups

The equation of conservation of mass for fluids having incom-
ing and outcoming flows is commonly written in the following
form [34 —36]:

%+ v (o¥) = olla - o). @

where p represents the specific mass of the fluid, V its velocity
field, ¢, denotes the rate of incoming flow (injection) per unit
fluid mass with ¢; < 0 and ¢, represents the rate of outcoming
flow (suction) per unit fluid mass with ¢, > 0. For an incom-
pressible fluid, Eq. (2) gives:

div V=g — lq,- (3)

Since the steady flow under study has zero-axial velocity, no
impermeable wall is allowed and the following possible config-
urations are then considered, that is: both cylinders undergo
injection, or both cylinders undergo suction, or one of the
cylinders undergoes injection and the other one undergoes
suction.

When both cylinders undergo injection, a practical problem
exists. The fluid being incompressible and filled in the annular
pipe, the injected fluid cannot take place inside the same pipe if
there is no outcoming movement of the fluid. But this one can-

not exist because of the absence of axial movement of the fluid.
So, the configuration for which both cylinders undergo the
injection of fluid cannot be studied.

For the second configuration in which both cylinders
undergo suction, the incoming flow does not exist in the pipe
except in the axial direction. But the flow has zero axial veloc-
ity. So, the flow considered is an emptying process in the annu-
lar pipe. One then has: ¢, = 0 with ¢,70 and Eq. (3) becomes:
div V = —|q,|. This means that the flow considered does not
have zero divergence velocity, and the stream function does
not exist. Hence, the vorticity equation cannot be expressed
in terms of the stream function and cannot then be applied.
Therefore, the configuration which corresponds to the suction
of fluid applied in both cylinders cannot be studied in this
paper because it does not satisfy the conservation of mass.

The third configuration in which one of the cylinders under-
goes the injection (upstream cylinder) and the other the suction
(downstream cylinder) remains to be considered. One can now
find the completed expression of Eq. (3) in terms of the param-
eters of the setup, by calculating |¢,| and |¢,|. Assuming that
the pore surface is very small and taking into account that
the suction and injection velocities are orthogonal to the sur-
faces of the cylinders, |¢;| and |¢,| can be determined by apply-
ing the definition of the rate of any flow through any given
surface [34 —36]. This gives the following results:

|q‘ - ,()Nz(stz) le(Vlsl)

_ o) g g = L0
pr(R; — R})L pr(R) — R})L

(4)
where p represents the specific mass of the fluid, if one consid-
ers that the fluid is injected through the outer cylinder (C2) and
extorted through the inner one (C1).

Introducing in Eq. (4) the pore densities 4, and 4, which are
defined as the total number of pores per unit surface
S| =2nR\L for the inner cylinder and S, = 2nR,L for the
outer one, Eq. (3) then becomes:

div V= (ing VzSz — )u]Rl V]Sl). (5)

(R — R})

The preceding arguments lead to conclusion that the con-
servation of the fluid mass is ensured in the annular pipe if
an incoming flow exists in the polar plane to compensate the
mass of fluid extorted by suction in the same plane. So, the
acceptable configuration is such that one of the cylinders
undergoes the suction and the other the injection, with the
equality |¢,| = |q,| leading to a zero-divergence velocity accord-
ing to Eq. (3). Also, one obtains the relation connecting the
velocities V; and V, found from Eq. (5):

- () )

If the experimenter applies an additional coefficient of
velocity ¢ arbitrarily chosen between the upstream and down-
stream velocities V| and V>, the relation obtained in Eq. (6)
can be modified as:

() E)

Setting 1 = A/, s = 51/s, and writing the ratio R;/R, in
terms of d, Eq. (7) gives:

1-96
V)= 0(@) ", (8)
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where ¢ is a velocity coefficient defined by: ¢ = ¢/s.

2.3. Derivation of the vorticity equation for the polar plane

Since the flow under study has zero-divergence velocity, one
obtains the following relation in which V. and Vy represent
the radial and azimuthal components of the velocity field:

6(VV,) 8V9 _ 8(I’V,) 8V9
o a0 ' e T T ©®)

Eq. (9) justifies the existence of the stream function
defined by the relations:
1oy o
r a0 o
Now let’s explain the approach applied in order to obtain
the vorticity equation in polar coordinates. For this purpose,
is used in this paper, an unusual method which is based on
the single vector momentum equation, contrarily to commonly
applied methods which use the axes projection of this equa-
tion. For the problem stated, the vector momentum equation
is written as follows [34-36]:

v, = and Vy = (10)

2
%[t/+gtad(g)+Cuerx szlgradp+vAV (11)
p

where ¢ denotes the time, p represents the pressure, A is the vec-
tor Laplacian operator, v denotes the kinematic viscosity of the
fluid and Curl¥ represents the rotational of V defined in polar
coordinates as [33]:

CurlV = (lM—EBV)eZ (12)

The stream function then satisfies the expected relation
well-known [34-36] in Cartesian coordinates where V? repre-
sents the scalar Laplacian operator:

CurlV = —(V*))e. (13)

To obtain the partial differential equation satisfied by ¥
and called the vorticity equation or the transport equation of
vorticity, one takes the rotational of Eq. (11). After doing it,
Eq. (13) is applied to demonstrate the following formulas valid
for any vector field in polar coordinates, with the symbol x rep-
resenting the vector product:

CurlV x ¥V = —(V2)grady, (14a)
Curl(CurlV x V) = — grad(V*y) x grady, (14b)
V = —Curl(Curl¥) = —Curl(—(V*)e,)
= (P~ (T e (14¢)
Curl(AV) = —(V*V*)e;. (14d)

By applying the results obtained in Egs. (14), the vorticity
equation in polar coordinates is thus obtained:
oy 0 v o 0 _, N
— L V) = vV 1
Vs (aear Voaraey V)=V (1)
For the steady flow which is the purpose of this paper, the
equation to be solved is deduced:

Vi — w 2v%p) =W V. (16)

oy o
ar 90

20 or

So, the Navier-Stokes equations are then replaced with a
single partial differential equation with the unknown function
Y. To solve this equation, boundary conditions are needed.
They are dictated by the considerations developed about the
conservation of mass in Section 2.2. Introducing the parameter
K to take into account the two possible orientations of the
flow, one then obtains the following boundary conditions:

10 0
V,=- (;g KV, and Vy = —a—l//—O atr = R, (17a)
1oy N
Vr . 89 KVZ ( ) and V()f—E
=0, atr=R, (17b)

For K = 1, the fluid is injected through the inner wall and is
extorted through the outer one. The case K = —1 corresponds
to the opposite configuration, that is, the inner wall undergoes
the suction and the injection is applied on the outer one.

3. Method of solution

3.1. Pioneer Berman hypothesis and normalization by Banks and
Zaturska

As usually required, we need to construct dimensionless vari-
ables. So, lengths, velocities, and stream function are made
dimensionless by A, V|, and Vih, respectively. By using the
same denotations as those of dimensional parameters, the
polar vorticity equation is then written in its dimensionless
form:

(a¢ B

2 8l//8 2 71 2772
a0 Or ‘”___V@*EVV’” (18)

or 00
where Re = Vh/v is the Reynolds number.

According to pioneer similarity-solutions hypothesis [1], the
transverse velocity V; does not depend on the streamwise coor-
dinate 6, that is: V, = V,(r) = r '(0¢//86). This hypothesis
holds because the pipe radius does not vary in the streamwise
direction and the injection-suction of fluid through the pipe
wall is operated uniformly along the whole wall surface. Inte-
grating this latter equation and setting » =0 at 0 =0, one

obtains the similarity form, all the parameters being
dimensionless.
V(r,0) = OF(r), with F(r) = rV,(r) (19)

As suggested by Banks and Zaturska [8], the above stream
function formula for flows in annular pipes may be adjusted to
take into account the particular case for which the annular
pipe behaves like a set of two horizontal parallel plates. To
have this configuration, the radii R, and R, must tend to infin-
ity while / is kept constant. This occurs when the condition
h << R, 1is satisfied so that the dimensionless streamwise
parameter 0 may be normalized by the dimensionless scale
e=h/R = (67" — 1)71. This parameter then becomes 0/¢ to
allow the comparison of /& with respect to R; in the
stream function formula. This leads to write  in the following
form [8]:
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W(r,0) = 0(57" — D)F(r). (20)

where F may be regarded as the steady-flow stream function
per unit azimuthal angle.

3.2. Equations for the stream function per unit angle and
boundary conditions

Inserting the above relation in the vorticity equation (Eq. (18)),
one obtains the equation satisfied by the radial function F:

1 1 _d_, LdF _, \ 1 _,,
(® 1)(1”Fdrv"F r drVrF _Reer’F' (21)

Since the velocity components V., and V), are given by the
relations:

dF
dr’
the boundary conditions for F are deduced from the dimen-
sional relations given in Eq. (17a) and Eq. (17b):

Vr:;(af' —1)F, Vy=—-0(5"—1) (22)

dF
F:KandE:O, atr=0"-1, (23a)

F
F =Ko and i:o, atr=0"+1. (23b)
»

d
As seen in Eq. (23a) and Eq. (23b), the dimensionless radial
boundaries depend on the gap ratio §. For numerical investiga-
tions, one must work with fixed limit values for r or for any
parameter playing the role of r, because it is needed to com-
pare in the same figures, various numerical curves plotted as
function of the radial distance for different values of J. Also,
a change of variable commonly operated replaces r with a
new variable 5 by setting n = 4> + B. Adjusting the constants
A and B to have y=—1 at r=6"—1, and y=1 at
=356+ 1, one then obtains :

5, 1+¢

T=3" "5

Rewriting Eq. (21) and the boundary conditions (23a) and
(23b) in terms of 1, one obtains the equations for the problem
under study:

,with — 1<y < 1. (24)

(1+ 8 +20n) F9 +85(1 + & + 20n) FY + 85° F®
+ Re(1 = 8)(1 + 6% + 20n)(FVF? — FFY)

+2Red(1 — ) ((F”)2 - 2Fp<2>) -0, (25)
with:
F=Kand FV =0, aty = —1, (26a)
F=Koand FV =0, atyy=1. (26b)

where F" represents the derivative d”F/dn™.

3.3. Calculation of the stream function by means of the
numerical shooting technique

To solve the problem stated in Eq. (25) with the boundary con-
ditions given in Eq. (26a) and Eq. (26b), one transforms the
problem under consideration to an initial boundary value

problem by keeping the same ordinary differential equation
and introducing two missing conditions freely chosen for the
second and third derivatives « and f at the initial border
n = —1, for the unknown function G. This gives:

(1+ 0%+ 20n)°GY +85(1 + & + 20n) G + 85°G?
+ Re(1 = 3)(1 + & +25n)(GVG? — GG?))

4 2Red(1 — ) ((G<'>)2 - 2GG<2>) -0, (272)

with:

G=K,G" =0, G" =0, G =q, and G¥ = B, atn = 1.
(27b)

For the guest values « and /3, the above initial value prob-
lem is solved by means of the fourth-order Runge-Kutta algo-
rithm [24]. The solution obtained for G is identical to that
required for F when the values of («, ) are adjusted to give
the optimal values (o, fx) so that the numerical solution for
G match conditions required for F at the border n = 1. Also,
at the ending point # = 1, a numerical optimization technique
is needed. The solution G(#) obtained for a given(a, f)is then
used to define a quadratic cost function Q as:

Q(OC, ﬁ) = |U|2 = U%(O(, ﬁ) + U%(O(,ﬂ), (28)

where U is a discrepancy vector whose components U; and U,
measure how far the solution computed is from satisfying the
required conditions at # = 1, and are then defined as:

U(, ) =G(n=1) - Ko (29a)

Us(o, ) =GP (p=1)-0 (29b)

With a view to minimizing |U|, that is U; and U,, one starts
with an initial guess (o, ), and may apply the gradient-
descent algorithm or other optimization technique as done in
previously published works [37-41]. In this paper, we apply
the Newton-Raphson algorithm [24,42] which involves solving
the set of two linear equations with (do,df) as unknown
quantities:

() (8)"

and then updating by the relation:

(g+1) (9) (9)
GG ) e

where ¢ is the iteration index and [J] represents the Jacobian
matrix whose components are given by:

Jl‘ 1 =8U1/8a, J]ﬁ 2 :BUI/Bﬁ, .]2T 1
:8U2/Boc and J2'2 :6U2/8ﬁ (32)

To compute J; ;, one introduces two functions p and g as
follows:p = 9G/do and g = OG/IP. Assuming that:
=pn

9 (Gt=1)= (Z—G) -

P oG
= Dand 55 (Gl = 1)) = (073)

=qn=1), (33a)
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9 (0G\ _ 9 (0G\ _0p _ .49 (9G
u\on) “om\ow) “on? ap \ on

:g 8_G :%:q(l)7 (33b)
on \op an
one finds that the components J; ; are given by:
Joa=pn=1), i 2 =qmn=1), o, =p"(y
=1), and J, , =¢"V(n=1) (34)

Hence, the computation of J;; requires knowing at the end
point y = 1, the functions p, ¢, and the first derivatives p(!) and
gV, To get these values, one differentiates Eq. (27a) and Eq.
(27b) with respect to « and f and then proves that p and ¢
are solutions of the initial value linear problem given by the
same ordinary differential equation for p and ¢ (y =p or
y=q)

(148 +260) Y@ + (1 4+ 6%+ 209)(85 — Re(1 — 8)G)y®
+(88” + Re(1 — 3)(1 + & +26n)G" — 4Red(1 — 8)G)y?
+(Re(1 = 3)(1 + & +26n)G® + 4Red(1 )G<‘>)y<1>
—(Re(1 = 8)(1 + 0” +20m)GY + 4Red(1 — 6)G?)y =
(35)
with the following initial conditions :
p=0p"=0,p?=1pY =0 aty=—1 (36a)
q=0,¢"=0,¢?=0,¢%=1,atyn=—1 (36b)

3.4. Derivation of the fluid particle trajectories or streamlines

It is well-known that for any steady flow which allows the
stream function , the equations of the trajectories of the fluid
particles or streamlines are given by the relation:
Y = constant = C where C is a constant of integration. Using
the definition of y given in Eq. (20), one finds that the equa-
tions of the streamlines for a given J are given by:
0F(n) = C. Since numerical computations give no-zero value
for F, the equation of any streamline in the flow can then be
written in the form:

C

The value of C is determined from the coordinates of at
least one point at which the given streamline passes. Investiga-
tions are then done for two cases according to the value of K
(K=—-1orK=+1).

The case K = 1 corresponds to the streamlines which begin
from the inner cylinder CI, by injection at any point
(0 =a,n=—1); this gives C=aF(—1). These streamlines
end by suction at the outer cylinder C2. The case K = —1
which is the opposite configuration, corresponds to the stream-
lines which end by suction at the inner cylinder and begin from
the outer cylinder by injection at any point (0 = b, = 1); this
gives C = bF(1).

Applying the Cartesian coordinates (X, ¥) computed from
the polar ones (r, 0) by the well-known relations X = rcosf and
Y = rsin0 written for any fluid particle, one finds that for a
given value of o, the trajectories of the fluid particles are

defined by the following parametrical Cartesian equations in
which 5 plays the role of parameter:

V148 +20n  (aF(—1)
X= 5 cos( Fo) ) and Y
_vi *55 200 G (“iﬂ%”) (382)

for the streamlines beginning from the inner cylinder C1. For
those which begin from the outer cylinder C2, one has:

V146 +2n  (bF(1)
X = 5 cos( F(’?)) and Y
_Vi+ f; 200 G (bjf((ﬂl))) (38b)

Egs. (38a) and (38b) show that each streamline is defined by
the given values of @ and b, for the two configurations in which
the inner cylinder is upstream and downstream.

4. Results and discussion

4.1. Preliminary remarks

Computations are done for a fixed Reynolds number Re = 2
and a given gap ratio d = 5/8. For convergence requirements
of the Runge-Kutta and Newton-Raphson algorithms, 101 dis-
cretized values are adopted for the parameter #, forming 100
intervals of same length Ay = 2 x 102 The stop criterion that
one has applied for the Newton-Raphson optimization proce-
dure enables to reduce the cost function Q defined in Eq. (28),
to the minimum Q,;, ~ 107%. This proves the high accuracy of
the shooting technique utilized, the optimization objective
being to reduce Q to zero.

Physical understandings derived from the results are dis-
cussed by considering the following aspects of the flow: the
streamlines, the stream function per unit polar angle, the radial
and azimuthal components of the flow velocity field.

4.2. Streamlines

Figs. 1-4 show the patterns of streamlines plotted after having
obtained some samples by applying Eq. (38a) and Eq. (38b).

To obtain clear figures, each pattern contains 21 streamli-
nes corresponding to the discretized values (¢;) and (b)),
defined for constants a and b by:

a; = i(2m)/20, with i =0, 1,...,20 and for K = 1 (39a)

b; = j(21)/20, with j =0, 1,...,20 and for K = —1 (39b)

From the numerical investigations of those streamlines, one
finds that the value of the velocity ratio ¢ = 1 gives a solution
which corresponds to the radial flow. In Fig. 1 is plotted the
pattern of radial streamlines for the configuration in which
the inner cylinder is downstream. This figure highlights a sin-
gular streamline AB defined by the polar equation 0(n) =
with —1 < 5 < 1. Reversing the direction of the arrows which
orient the radial streamlines in this figure, one obtains the
opposite configuration in which the inner cylinder is upstream.
As seen plotted in Fig. 1, the total incoming fluid mass from
the upstream outer cylinder is evacuated through the whole
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Fig. 1 Pattern of streamlines for the radial flow which occurs

when ¢ = 1 with K = 1. This corresponds to the configuration in
which the outer cylinder C2 undergoes the injection and the inner
one CI the suction. Reversing the direction of the arrows which
orient the radial streamlines, one obtains the opposite configura-
tion for the radial flow.

surface of the downstream inner cylinder. Two other cases are
to be considered, depending on whether or not the whole sur-
face of the downstream cylinder is sufficient to evacuate the
total mass of fluid coming from the upstream cylinder.

In this regard, Fig. 2 shows the case for which the whole
surface of the downstream cylinder cannot evacuate the total
incoming mass of fluid provided by the upstream cylinder.

The remaining part of this incoming flow passing through
the downstream cylinder then creates an additional flow whose
streamlines necessarily intersect the first part of streamlines. In
Fig. 2a, is plotted the pattern of streamlines for which the inner
cylinder is upstream and Fig. 2b shows the case for which the
outer one is upstream. Computations prove that these situa-
tions occur in Fig. 2a for K = 1 with 0 <o < 1, and in
Fig. 2b for K = —1 with ¢ > 1.

As seen in Fig. 2a and in Fig. 2b, the two patterns of
streamlines highlight many intersection points: this is not
allowed for any steady laminar flow. So, these streamlines
are unacceptable. One concludes that the solution of the
Navier-Stokes equation obtained for the stream function F is
also unacceptable.

There remains the last case for which the total incoming
flow created by injection at the upstream cylinder is evacuated
through a part of the surface of the downstream cylinder such
that the remaining part of that surface does not undergo any
fluid suction. In Fig. 3a, b, ¢, d and e are plotted five configu-
rations in which the inner cylinder is upstream and Fig. 4a, b,
¢, d and e show the cases for which the outer cylinder is
upstream.

From the computations done, one finds that these situa-
tions occur in Fig. 3 for K = 1, with ¢ > 1, and in Fig. 4
for K = —1 with 0 < ¢ < 1. Fig. 3a, b, ¢, d and ¢ are obtained

2643
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2
3L
3 2 1 0 1 2 3
X
Fig. 2 Unacceptable patterns of streamlines for (a) the config-
uration in which the inner cylinder is upstream (K = 1 with

0 < g < 1), plotted for ¢ = 0.5, and for (b) the configuration in
which the outer cylinder is upstream (K = —1 with ¢ > 1), plotted
for o = 2.

for the value K = 1, witho =1.1,6 = 1.5,6 = 2.0, 6 = 3.0 and
o = 5.0 respectively , and Fig. 4a, b, ¢, d and e correspond to
the value K = —1, with 6 =0.1,6 = 0.3, 6 = 0.5, 6 = 0.7 and
g = 0.9 respectively.

As seen plotted in Figs. 3 and 4, the fluid located in the
annular pipe is divided in two regions. There is a first part in
which the fluid is at rest, and one observes a second part in
which the laminar flow takes place with regular and ordered
streamlines.

These patterns of streamlines show that the two regions of
the fluid are separated by two particular streamlines AB and
AC defined by the values a;=b=0 (i,j=0) and
a; = b; = 2= (i,j = 20) respectively. Point A4 is a singular point
located on the surface of the upstream cylinder whereas points
B and C are located on the surface of the downstream cylinder.
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Fig. 3  Acceptable patterns of streamlines for five configurations
in which the inner cylinder is upstream (K = 1 with ¢ > 1),
plotted for (a) 6 = 1.1, (b) 6 = 1.5, (¢) 0 = 2.0, (d) ¢ = 3.0 and (e)
g =15.0.

(e) ®

From the pattern of the streamlines presented, some phys-
ical insights of the flow can be derived. First of all, it is noticed
that the streamlines of the steady laminar flow seen in Figs. 3
and 4 exhibit zero intersection point. This confirms the reality
of the polar laminar flow under consideration. As seen plotted
in these figures, no reverse flow occurs in the fluid. From the
physical point of view, this means that the dragging action
of any fluid layer exerted on fluid particles is favourable to
the effects of pressure gradient applied on this fluid layer, when
the injection and the suction are operated on the porous walls
at the Reynolds number Re = 2 and for the gap ratio 6 = 5/8.

¢ : k ;( ! 2 ¢ 4.3. The stream function F per unit polar angle
Fig. 3 (continued) One only considers the solutions F corresponding to the steady

laminar flow that exists, that is solutions which give rise to
The circular length BC in which the fluid is evacuated through acceptable streamlines. In Fig. 5a and b, are plotted the accept-
the downstream cylinder is equal to the value 2n/g for K = 1, able values of F for various values of the velocity coefficient o,
and 27o for K = —1. when the upstream velocity defined as the reference injection
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Fig. 4  Acceptable patterns of streamlines for five configurations
in which the outer cylinder is upstream (K = —1 with 0 < ¢ < 1),
plotted for (a) ¢ = 0.1, (b) 6 = 0.3, (¢) d = 0.5, (d) ¢ = 0.7 and (e)
g=009.

Fig. 4 (continued)

velocity is kept constant. Fig. 5a shows the configuration in
which the inner cylinder is upstream and that in which the
outer cylinder is upstream is presented in Fig. 5b. Both figures
show that F is kept constant for the value ¢ = 1, which gives
the radial flow between the two cylinders. Fig. 5a plotted for
K = 1, proves that the values of F are positive and increase
as ¢ increases with ¢ > 1. Fig. 5b shows that, for K = —1,
the values of F are negative and are all the higher as o increases
with 0 <o < 1.

Examining these two figures simultaneously, one can see
that F changes sign when the upstream cylinder changes, that
is when the flow changes its orientation. This leads to conclu-
sion that the reverse flow occurs in the fluid if the stream func-
tion F per unit angle changes sign in the radial direction
plotted on the same curve for a given o. Since the sign of F
is unchanged in Fig. 5a and b for various values of the velocity
coefficient o, this confirms that no reverse flow occurs in the
fluid even if ¢ takes any acceptable value.

For a given velocity coefficient, the injection and suction
velocities are kept constant (V, =a(3/13)V;), F does not
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K = -1 (C2 Injection - C1 Suction) ; § = 5/8
01 Re =2.

Fig. 5 Stream function per unit polar angle for various values of
o, plotted for the configurations in which (a) the inner cylinder is
upstream and (b) the outer one is upstream.

change sign (no reverse flow) and then increases monotonically
with 5 according to the boundary conditions given in Egs. (26),
as seen in Fig. 5a and b.

As ¢ increases with ¢ > 1, the injection velocity being kept
constant, the suction velocity V5 then increases according to
the relation given in Eq. (8). Fluid particles with highest veloc-
ity then increase in number and mass so that the mass rate of
the flow increases with the radial distance and along a given
circumference.

This argument explains why the stream function F per unit
angle increases as function of 7 for various values of o, as seen
plotted in Fig. 5a. For Fig. 5b, similar arguments explain the
plots presented.

4.4. The radial component of the velocity field

From the computed values of the stream function F per unit
polar angle, the radial velocity component ¥, is determined
by applying the following relation:

v 19 g (40)

T8 20

Fig. 6a and b show the values of V, as function of 5 for var-
ious values of the velocity coefficient o, plotted for the config-
uration in which the inner cylinder is upstream (see Fig. 6a)
and that in which the outer cylinder is upstream (see Fig. 6b)
(K = 1 and K = —1 respectively). These figures confirm that
for any values of g, V, is positive for K = 1 and negative
for K = —1, as expected from the possible orientations of
the streamlines observed in Section 4.2.

Examining closely these figures, one can see that the plots
presented in Fig. 6a show the decrease of V, as 5 increases,
for ¢ > 1, except for the values of ¢ exceeding 2.0 and for
which the plots exhibit an inflexion point. Unlike Fig. 6a,
Fig. 6b shows that the values of V, increase with n for any
o, and are all the greater as ¢ decreases with 0 < ¢ < 1.

The pressure gradient whose favourable action has already
been mentioned in Section 4.3 creates in the flow under study
an interesting phenomenon seen in Fig. 6a, and which is
already observed for the flow in a porous channel with orthog-
onally moving walls [11]. This phenomenon consists of the
existence of the fluid layers that one can name (FL), whose
radial velocity exceeds the injection and suction velocities driv-
ing the radial flow between the two cylinders. As seen in

(a) 1.6

K=1;0=5/8; Re=2.0 0=6.0

1.4

(b)

--1 0.8 -06 -04 -02 0 02 04 06 0.8 1

n

Fig. 6 Radial component of the velocity field for various values
of the velocity coefficient o, plotted for (a) the configuration in
which the inner cylinder is upstream and (b) the configuration in
which the outer one is upstream.
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Fig. 6a, the fluid layers (FL) are located near the outer down-
stream cylinder and occupy a thickness (equal to the interval
04 <1 <09 for ¢ =6.0) which increases as ¢ increases.
Fig. 6a also shows that the fluid layers (FL) do not exist for
the velocity coefficient ¢ less than 0.4.

To explain these physical insights, one gives the following
arguments. As in the so-called Couette flow with longitudinally
moving wall and negative pressure gradient, the localisation of
the fluid layers (FL) is consistent with the fact that the flow-
friendly pressure gradient weakly acts on fluid layers having
slow velocity. In this regard, one mentions that the smaller
the velocity coefficient, the weaker the suction velocity at the
outer downstream cylinder C2, so that the slowest fluid parti-
cles increase in number and mass in the annular pipe, as seen
plotted in Fig. 6a for small values of . The effects of the pres-
sure gradient are then weak in these conditions. This explains
why the fluid layers (FL) do not exist for small values of o.
Also, one understands from Fig. 6a that the fixed injection
velocity at the upstream inner cylinder C1, which is a bound-
ary condition not depending on o, prevents the action of the
favourable pressure gradient on the radial velocity of the fluid
particles located in the vicinity of that cylinder.

For increasing values of ¢ greater than 0.4, the fluid parti-
cles having highest velocity exist and are located near the
downstream outer cylinder C2 so that the fluid layers (FL)
are also located near the same cylinder, as seen in plotted in
Fig. 6a.

In the configuration for which the outer cylinder C2 is
upstream, Fig. 6b shows that the radial velocity in absolute
value strongly diminishes as u increases, for any value of o,
with 0 < ¢ < 1. So, the fluid particles having highest velocity
do not exist in the annular pipe, except in the vicinity of the
inner upstream cylinder which is a fluid zone protected against
the action of the favourable pressure gradient. This argument
explains why the fluid layers (FL) do not exist when the outer
cylinder is upstream, as seen in Fig. 6b.

Unlike Fig. 6a, Fig. 6b shows no inflexion point. So, on the
basis of the Rayleigh inflexion point criterion known to be
valid for parallel inviscid flows, and which we wish to be able
to extend to the flow under study, one can conclude that the
configuration in which the outer cylinder is upstream is more
stable than the opposite configuration in which the inner cylin-
der is upstream.

4.5. The azimuthal component of the velocity field

The values of V,/0 are computed according to the following

formula:

Ve 6-1 - d
5= 5\ 1+ 28 i) (41)

and are plotted in Fig. 7a and b for various values of ¢. Fig. 7a
shows the configuration in which the inner cylinder is upstream
and one observes in Fig. 7b the configuration in which the
outer cylinder is upstream. Both figures shows that V) is neg-
ative for any value of ¢, and vanishes at the two walls accord-
ing to the boundary conditions which impose injection and
suction velocities orthogonally to the walls. In both figures,
one can see that V) is equal to zero for any value of 5, when
o = 1. This latter result confirms that the value ¢ =1 corre-

sponds to the radial flow for which the azimuthal velocity
vanishes.

As the radial distance increases from the inner cylinder, the
plot presented in these figures show that the azimuthal velocity
in absolute value decreases until reaching a minimum, and
begins to increase strongly beyond this minimum. As o
increases, the value of this minimum increases in Fig. 7a with
¢ > 1, and decreases in Fig. 7b with 0 < ¢ < 1.

By the aid of the preceding arguments given for the beha-
viour of the radial velocity component, one understands from
the physical point of view, the reasons why the phenomenon
highlighted by the fluid layers (FL) is not observed for the azi-
muthal velocity component, as seen in the plots in Fig. 7a and
b. The reason of this physical insight is as follows. The azi-
muthal velocity vanishes on the inner and outer walls, contrar-
ily to the radial velocity. So, if the azimuthal velocity was
alone, its velocity profile would be parabolic as in the
Hagen-Poiseuille flow. In such a configuration, there are no
fluid layers (FL) as those captured in Fig. 6a. Because of con-
servation of mass in which the radial velocity has to exist, the
azimuthal velocity profile presents the specific forms seen plot-

0.5
® K=1: 0=5/8: Re=2.0

G=10

0
20

-0.5
3.0

‘/e 1
0 40

-1.5
5.0

2
6.0

-2.5

(b) 0.05

K=-1;0=5/8; Re=2.0

0

-0.05

-0.1

-0.15

-0.2

D N

-0.25

-0.3

-0.35

-0.4

-0.45 J
-1 -0.8 06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

n

Fig. 7 Azimuthal component of the velocity field per unit polar
angle for various values of the velocity coefficient, plotted for (a)
the configuration in which the inner cylinder is upstream and for
(b) the configuration in which the outer cylinder is upstream.
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ted in Fig. 7a and b, for which the parabolic profile expected is
not observed.

Fig. 7a and b enable to derive physical insights about the
boundary layers at the vicinity of the inner and outer cylinders.
Since the radial velocity does not depend on the polar coordi-
nate according to the similarity-solution hypothesis, the
boundary-layers behaviour is deduced by the only azimuthal
velocity gradient in the radial direction. In this regard,
Fig. 7a and b can be exploited.

For a given value of the velocity coefficienta, Fig. 7a shows
that the absolute value of the gradient 0V,/0n at the inner
cylinder is nearly equal to that of the same gradient at the
outer cylinder, for any value of the velocity coefficient ¢ with
o > 1. This leads to conclusion that, for this configuration,
the thickness of the boundary layers and the viscosity effects
at the vicinity of the two cylinders are nearly equal, for any
value ¢. As o increases from the value equals to 1, the thickness
of the two boundary layers increase as well as the effects of vis-
cosity. This is explained by the fact that the absolute value of
the gradient 0V,/dn at the two cylinders increases as o
increases with ¢ > 1, as seen in Fig. 7a.

For the configuration in which the outer cylinder is
upstream, one obtains different results. Fig. 7b shows that,
for a given value of ¢ with 0 < ¢ < 1, the absolute value of
the above gradient at the inner cylinder is very great compared
to that of the outer cylinder. From this figure, one can also see
that this absolute value increases as o decreases with
0 < ¢ < 1. One then concludes that the thickness of the bound-
ary layer at the inner cylinder, as well as the viscosity effects at
this cylinder, are very great compared to those evaluated at the
outer cylinder.

4.6. Comparison with other results

It can be seen from Fig. 8, that the results obtained for the pre-
sent work show many similarities with those obtained by
Mbogba, Ngo Nyobe and Pemha (Personal Notes), when
studying the axisymmetric laminar flow for an incompressible

25

s = - 1 (injection)
Re =2
6 =5/8

0.5

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 0.9

Fig. 8 Stream function per unit length of the pipe for various
values of the velocity ratio, plotted for the axisymmetric flow in a
semi porous annular pipe with injection at the wall, by Mbogba,
Ngo Nyobe and Pemha (Personal Notes, 2021).

fluid located in a semi porous annular pipe with an inner
impermeable wall (¢ = 0) and injection at the outer porous
one (¢ = 1), under the action of a constant axial pressure gra-
dient. In this figure, the parameter o represents a velocity ratio
defined to compare the orders of magnitude of the radial and
axial velocities in the axisymmetric flow considered.

In the other work mentioned above, the flow velocity is
kept constant and equal to zero at the impermeable wall (con-
dition of no-slip). Likewise, one has in the present work, the
injection velocity which is kept constant at the upstream
cylinder.

In that other work, the injection or suction velocity at the
outer porous wall depends on the velocity ratio o, the Rey-
nolds number and the gap ratio being kept constant. Likewise,
in the present investigation, the suction velocity at the outer
porous wall depends on the velocity coefficient 0. As there is
no reverse flow in both works, the stream function per unit
streamwise parameter does not change sign in the radial direc-
tion and increases monotonically with the radial distance as
seen plotted in Figs. 7a and 8.

5. Concluding remarks

The motivation for this work came by noting that, in all the
research papers extensively devoted to laminar flows with por-
ous boundaries for Newtonian incompressible fluids, only the
Cartesian configurations for the flows in porous channels,
and the axisymmetric configurations for the flows in tubes
and in annular pipes, have been studied. The laminar flow
which takes place in the polar plane with porous cylindrical
walls has not yet been studied.

This paper has investigated a laminar flow occurring in the
polar plane, for an incompressible fluid located in the annular
space formed by two coaxial porous cylinders and driven by
suction-injection through the walls, at constant and uniform
velocity, orthogonally to the walls. The problem considered
depends on the suction or injection Reynolds number, the pipe
gap ratio, and a velocity coefficient defined from the pore den-
sity ratio and the pore surface ratio. The aim of this work is to
find the conditions which allow the existence of this polar flow
with conservation of mass and to derive physical insights of
this flow, at fixed Reynolds number and gap ratio.

The main interest of this study is to provide potential
research directions in the future for this polar laminar flow
which has not yet been studied. The present investigation is
a necessary preliminary step for subsequent works in which
it would be interesting to examine the influence of the gap ratio
and that of the Reynolds number in order to capture further
physical insights for the deep richness of the structure of this
polar laminar flow.

The results of the present analysis may be summarized as
follows.

e For the flow considered to exist, one of the cylinders under-
goes the suction, and the other the injection.

e In addition, the flow velocity at the outer wall ¥, and that
at the inner wall 7, must be connected by the relation
Vy=0a(1 —38)(1+68) 'V, where & represents the gap ratio
of the annular pipe, and ais a velocity coefficient depending
on the pore density ratio, the pore surface ratio, and the
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transmission coefficient arbitrarily imposed by the experi-

menter between the injection and suction velocities at the

upstream and downstream cylinders.

The configuration in which the outer cylinder is upstream

gives rise to a polar flow which is more stable than that

for which the inner cylinder is upstream.

e As the radial distance increases from the inner cylinder, the
azimuthal velocity in absolute value decreases until reach-
ing a minimum, and begins to increase strongly beyond this
minimum. The value of this minimum depends on the value
of the velocity coefficient.

e Radial flows occur for both configurations when the veloc-
ity coefficient is equal to 1.

For the setup in which the inner cylinder is upstream

e The flow highlights acceptable streamlines if the velocity
coefficient is greater than 1.

e For a given gap ratio J, the flow includes fluid layers located
near the downstream cylinder and having radial velocities
which exceed the injection and suction velocities driving
the flow, if the velocity coefficient o is greater than the value
.= (1+d8)(1—-0)"

e As the velocity coefficient increases from its smaller value
equal to 1, the minimum of the azimuthal velocity in abso-
lute value increases.

e The boundary layers at the vicinity of the two cylinders
have equal thickness, for a given velocity coefficient.

e The viscosity effects at the vicinity of the two walls are of
equal importance, for any given velocity coefficient.

e As the velocity coefficient increases from its smaller value
equal to 1, the thicknesses of the two boundary layers
increase, as well as the viscosity effects at the vicinity of the
two walls.

For the setup in which the outer cylinder is upstream

e The flow highlights acceptable streamlines if the velocity

coefficient is between 0 and 1.

No fluid layer has radial velocity which exceeds the injec-

tion and suction velocities.

e As the velocity coefficient decreases from its greater value

equal to 1, the minimum of the azimuthal velocity in abso-

lute value increases.

The thickness of the boundary layer at the vicinity of the

inner cylinder is very great compared to that of the outer

boundary layer.

e The viscosity effects at the vicinity of the inner cylinder are
very important compared to that evaluated at the vicinity of
the outer cylinder.

e As the velocity coefficient increases from the vicinity of zero
with the values located between 0 and 1, the thicknesses of
the two boundary layers decrease, as well as the viscosity
effects at the vicinity of the two walls.
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