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ETUDE DES PROPRIÉTÉS DU NOYAU ATOMIQUE ET
DE QUELQUES MOLECULES A L’AIDE DE

L’EQUATION DE KLEIN-GORDON

THÈSE
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Ma défunte sœur MIMPOUNDE ETOGA Agnès, ma sœur que ton âme repose en
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I.5.12 Equation de Schrödinger avec le potentiel de Coulomb . . . . . . . 21
I.5.13 Equation de Klein-Gordon pour l’oscillateur de Sextic avec l’équation

bi-confluente de Heun . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
I.5.14 Equation de Klein-Gordon avec le potentiel exponentiel multipa-

ramétrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
I.5.15 Equation de Klein-Gordon avec le potentiel Sextic indépendant de γ 22
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Références Bibliographiques 94

Laboratoire de Physique Nucléaire Thèse de Doctorat/Ph.D
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Figure 9 Matrice expérimentale d’un télescope Ball [128] . . . . . . . . . . 35
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Figure 30 Représentation de l’énergie de Kratzer ; courbe en rouge pour
n=1, b= 1 M=1, a = 0 ; courbe en bleu pour n=3, b= 1 M=1, a = 2 . 89
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Abstract

In this thesis, the model of Klein-Gordon equation describing the different nuclear
interactions, properties and energies of the constituents of the atomic nucleus is studied.
This model is solved by relying on the method of Heun’s bi-confluent equations and
using the fractional type potential to determine the energy and the corresponding wave
function. We apply this model on the constituents of the nucleus such as bottomonium,
charmonium and some molecules likeHCl, LiH ,O2, andH2O. Indeed, by using the me-
thod of separating variables, we end up with two equations, one of which is a function of
the parameter γ which represents the rotational motion of the particle and the equation
of the motion of the particle which is a function of the parameter r. In order to determine
the energy and the wave function of the system, the equation containing the r part is sol-
ved using Heun’s bi-confluent equation method and we obtain a transcendental energy
equation. The energy of the spectrum obtained is a function of the parameters a, b and
c which are very important parameters for our potential. The energies is are calculated
for each molecule mentioned above, the mass spectrum applied and calculated for the
two constituents of the atomic nucleus which are bottomonium and charmonium. The
energies of the fundamental level, according to the numbers l and n are calculated. The
different theoretical results of our model are compared with the results of the models
of Ikot, Ikhdair, Ibekwe and Omugbe. It emerges from these results that the values ob-
tained for our model are better in the case of bottomonium and charmonium because
the values of the Sextic energies, of the four-term inverse potential and the values of
the standard deviations theoretically obtained are smaller than those of the models of
Ikot, IKhdair, Ibekwe and Omugbe. This shows that, the model is better than the one
used in the model of Ikot. But on the other hand, for triatomic molecules, the results
obtained show that the model is not well suited for the latter. The experimental method
for the determination of energies with experienced devices made in Italy at the Natio-
nal Laboratory of Legnaro was carried out for lithium and lead cores. The experiment
was performed using a 7Li3+ pulsed beam delivered by an XTU-Tanden accelerator. The
reaction between Lithium and Lead was performed at beam energies of 25, 31, 33, 35
and 39 MeV covering the range from the bottom to the top of the Coulomb barrier. To
perform the experiment, inside the Ball sector, a cylinder was installed and placed co-
axially around the beam to reduce the opening of the active area of the telescope ball,
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count rate and downtime. In this way, the measurements were taken at the corners of the
laboratory. Note also that for each level, the peak of the probability density distribution
increases as the angular momentum quantum number increases.

In addition, a comparison of the work carried out in the Laboratory on bottomonium
and charmonium Ikot, IKhdair, Ibekwe are presented. These different results show that
the model is better compared to the different models used by Ikot, IKhdair then Ibekwe.
Finally, the various results obtained are mostly in good agreement with the experimental
results.

Keywords : Klein-Gordon equation, four inverse power term potentials, Heun bi-
confluent equation method, atomic nuclei, energy spectrum, mass spectrum, wave func-
tion, Kratzer potential, Coulomb potential, Sextic potential.
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Résumé

Dans cette thèse, le modèle de l’équation de Klein-Gordon est étudié pour décrire
les différentes interactions nucléaires, les propriétés et les énergies des constituants du
noyau atomique. Ce modèle est résolu en s’appuyant sur la méthode des équations bi-
confluentes de Heun et en utilisant le potentiel de type fractionnaire pour déterminer
l’énergie et la fonction d’onde correspondante. Nous appliquons ce modèle sur les consti-
tuants du noyau tels que le bottomonium, le charmonium et quelques molécules comme
le HCl, LiH , O2, et H2O. Ainsi, en utilisant la technique de séparation des variables, on
aboutit à deux équations dont l’une est fonction du paramètre γ qui représente le mou-
vement de rotation de la particule et l’équation du mouvement de la particule qui est
fonction du paramètre r. L’équation contenant la partie en r a été résolue en utilisant la
méthode des équations bi-confluentes de Heun et on obtient une équation transcendan-
tale de l’énergie. Cette équation est fonction des paramètres a, b et c. Les énergies ont été
calculées pour chaque molécule citée ci-haut, le spectre de masse a été déterminé pour
le bottomonium et le charmonium. Les énergies du niveau fondamental, en fonction des
nombres l et n ont été calculées. Les différents résultats théoriques de ce modèle ont été
comparés aux résultats des modèles de Ikot, Ikhdair, Ibekwe et Omugbe. Il en ressort
de ces résultats que le modèle est meilleur dans le cas du bottomonium et du charmo-
nium car les valeurs des énergies de Sextic, du potentiel inverse à quatre termes et les
valeurs des écarts types obtenus théoriquement sont plus petits que celles des modèles
de Ikot, Ikhdair, Ibekwe et Omugbe. Ce qui montre que le modèle est meilleur que ce-
lui utilisé dans le modèle de Ikot. Mais par contre, pour les molécules triatomiques, les
résultats obtenus montrent que, le modèle n’est pas bien adapté pour ces dernières. La
méthode expérimentale de détermination des énergies avec des appareils expérimentés
fait en Italie au Laboratoire National de Legnaro a été réalisé pour les noyaux de lithium
et de plomb. L’expérience a été réalisé à l’aide d’un faisceau pulsé de 7Li3+ livré par
un accélérateur XTU-Tanden. La réaction entre le lithium et le plomb a été exécuté aux
énergies de faisceau de 25, 31, 33, 35 et 39 MeV couvrant la plage allant du bas au dessus
de la barrière coulombienne. Pour réaliser l’expérience, à l’intérieur du secteur Ball, un
cylindre a été installé et placé coaxialement autour du poutre pour réduire l’ouverture
de la zone active de la balle télescope, le taux de comptage et le temps mort. De cette
façon, les mésures ont été prises aux angles de laboratoire. On note également que pour
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chaque niveau, le pic de la distribution de densité de probabilité augmente lorsque le
nombre quantique du moment angulaire augmente. En outre, une comparaison des tra-
vaux menés au Laboratoire sur le bottomonium et le charmonium par Ikot, IKhdair et
Ibekwe a été présenté. Ces différents résultats montrent que, le modèle est meilleur par
rapport aux différents modèles utilisés par Ikot, Ikhdair, et Ibekwe. Enfin, les différents
résultats obtenus sont pour la plupart en accord avec les résultats expérimentaux.

Mots clés : Equation de Klein-Gordon, Potentiel inverse à quatre termes, Equations
bi-confluentes de Heun, Noyaux atomiques, Spectre d’énergies, Spectre de masse, Fonc-
tion d’onde, Potentiel de Kratzer, Potentiel de Coulomb, Potentiel de Sextic.
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Introduction Générale

Plusieurs analyses ont été faites ces dernières décennies sur l’équation de Klein-

Gordon. Cette équation est appliquée dans plusieurs branches de la physique telles

que les structures nucléaires [1] et atomiques [2], les nanostructures [3], les proces-

sus chimiques [4,5], le nouvel aspect du transport de l’information [6], les processus

biologiques [7]. Elle est utilisée par exemple pour la détection du cancer par injection

d’une particule de spin dans le sang [8], en astrophysique [9] pour l’étalonnage de

quelques instruments d’astrophysique [10]. L’équation de Klein-Gordon étant relati-

viste, son intérêt est rapidement grandissant avec le temps en raison du fait que bons

nombres de phénomènes physiques dans le monde réel sont relativistes.

La relativité est la théorie de l’espace-temps et de la covariance par excellence. Dès

son apparition sous sa forme restreinte en 1905, dans les travaux d’Einstein sur l’électrody

namique des corps en mouvement, ensuite sous sa forme générale en 1915 afin de s’ap-

pliquer à la gravitation. Elle a renversé toute notre conception de l’espace et du temps

et de leur relation avec la matière. Depuis, elle n’a pas cessé d’enchaı̂ner les succès en

expliquant et en prédisant les phénomènes de la physique.

La contribution majeure de la relativité restreinte est la réconciliation de la mécanique

et de l’électromagnétisme, en postulant l’invariance de la vitesse de la lumière dans le

vide c et le principe de la covariance des lois de la nature. Elle a aussi attiré l’attention

vers d’autres phénomènes liés aux changements de repères tels que la nature relative

de la simultanéité des évènements, la contraction des longueurs et de la dilatation des

durées.

La relation de dispersion énergie-impulsion E2 = −→p 2c2 + m2c4 de la relativité res-

treinte, appelée aussi la relation d’Einstein, exprime l’énergie E de la particule en fonc-
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Introduction Générale 2

tion de sa masse m et son impulsion −→p . Elle est à la base des équations d’ondes de

Klein-Gordon et de Dirac de la mécanique quantique relativiste, et de la théorie quan-

tique des champs qui permet d’étudier les processus de création et d’annihilation des

particules élémentaires. L’accord parfait entre les mesures expérimentales et les valeurs

calculées par des théories basées sur la relation de dispersion montre que cette dernière

est très efficace et qu’elle contient une grande part de vérité.

Cependant, la relativié restreinte n’est testée que pour des énergies très basses com-

parées aux énergies déployées dans certains processus astronomiques. On parle ici des

rayons cosmiques qui traversent l’Univers et arrivent sur Terre avec des énergies très

élevées par rapport à ce qu’on produit dans les accélérateurs de particules. En effet,

d’après les prédictions des physiciens GZK [134]. Il existe un seuil d’énergie, appelé la

limite GZK, qu’aucun proton du rayonnement cosmique ne devrait dépasser une fois

détecté sur Terre, et cela à cause de leurs interactions avec les photons du fond diffus

cosmologique remplissant tout l’espace interstellaire.

Les phénomènes de la physique quantique exhibent deux aspects fondamentaux, en

rupture avec ceux de la physique classique : le caractère discret de certaines quantités

physiques (énergie, moment cinétique, . . .) lié à l’existence d’une nouvelle grandeur

fondamentale, ayant les dimensions d’une action ~ = 1, 055× 10−34kg.m2/s

Cette thèse retrace un ensemble de réflexions sur le formalisme qui décrit la mécanique

quantique dans son état d’avancement en ce début de XXI eme siècle jusqu’à l’équation

de Klein-Gordon. Ces avancées décrivent les concepts physiques qui accompagnent la

théorie à travers le prisme de l’équation de Klein-Gordon. Ce travail utilise certains

concepts mathématiques utiles dans la synthèse de la théorie quantique, et nécessaires

pour la compréhension physique des phénomènes. La suite de notre travail est entièreme

nt consacré à la mise en œuvre d’un procédé approfondi pour la détermination des so-

lutions sous forme transcendentale de l’équation de Klein-Gordon.

Elle représente une avancée dans la simulation des phénomènes quantique monde

quantique [11]. Ses solutions dépendent fortement du potentiel utilisé. Ceci apparaı̂t

dans le cas des potentiels de Tietz [13], Hulthén [14], Eckart [14], le potentiel de type
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Introduction Générale 3

exponentiel [15], le potentiel de Manning-Rosen [16], le potentiel de ring-shape [17].

Parmi ces potentiels, ceux qui sont singuliers sont les plus simples car apparaissent

comme étant très important dans plusieurs aspects de la Science et en Ingénierie [18].

Il est à souligner qu’avant, le monde réel et ses interactions trouvaient leurs explica-

tions dans les potentiels singuliers. C’est la raison pour laquelle une dense littérature

existe sur les potentiels singuliers [19]. Nous pouvons mentionner par exemple les cas

du potentiel de l’oscillateur harmonique [20], du potentiel de Coulomb, Kratzer [21],

du potentiel de Davidson [22, 23] et du potentiel de Killingbeck [24, 25]. Les sous-

classes des potentiels singuliers sont les potentiels singuliers fractionnaires qui ont un

pouvoir rationnel important. Cette sous-classe de potentiel a eu le mérite d’être utilisé

pour décrire les interactions quark-antiquark [26] et les modèles exposant une forme

de résonnance [27]. Pour une utilisation très répandu dans le monde scientifique, il est

nécessaire de vérifier si ce potentiel peut être utilisé avec succès et investiguer les solu-

tions de l’équation de Klein-Gordon.

Le travail présenté dans ce document s’appuie sur un ensemble de solutions exactes,

mais inédites à ce jour, de l’équation de Klein-Gordon. Cette approche garantit donc, de

manière intrinsèque, la cohérence avec l’ensemble des propriétés théoriques construites

autour de cette équation. Elle conduit, in fine, à une description relativiste de l’état d’un

système.

Ceci étant, l’objectif de ce travail est de déterminer les énergies nucléaires de l’équation

de Klein-Gordon par la méthode des équations biconfluentes de Heun en utilisant un

potentiel de type fractionnaire developpé par Bose et Lemieux [28]. Ce travail sera struc-

turé comme suit : le premier chapitre est consacré à la revue de la littérature sur les

modèles nucléaires, le chapitre deux, présente le matériel utilisé ainsi que les méthodes

de résolution des équations biconfluentes de Heun. Le troisième chapitre quand- à-

lui présente les résultats obtenus et les discute. Ce travail s’achève par une conclusion

générale et en énonce les perspectives.
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CHAPITRE I

REVUE DE LA LITTÉRATURE

Dans ce chapitre, nous présentons une revue de la littérature sur la détermination des

propriétés du noyau atomique et des molécules à l’aide de l’équation de Klein-Gordon.

Avant cela, nous présentons l’origine et les propriétés du noyau atomique ainsi que les

interactions qui existent en son sein. Puis, nous présentons certains modèles nucléaires

utilisés pour décrire les états d’énergies et quelques propriétés des composants internes

du noyau.

I.1 Historique de la connaissance du noyau atomique

L’existence d’un noyau minuscule au centre de l’atome fut découvert en 1911. Mais ce

n’est qu’en 1932 après la découverte par Chadwick, que la physique nucléaire connaitra

ses débuts sur ses bases actuelles.

Dès lors, on admet qu’un noyau de numéro atomique Z et de nombre de masse A est

composé deZ protons etN neutrons, tel que le nombre de neutrons vautA−Z. Ces deux

particules constituant le noyau communement appelées nucléons, ne diffèrent essentiel-

lement que par leurs propriétés électromagnétiques. Elles sont toutes des fermions de

spin 1/2 d’après la physique quantique, masses voisines (mpc
2 = 938, 28MeV pour le

proton et mnc
2 = 939, 57MeV pour les neutrons), mais le proton porte une charge posi-

tive +e alors que le neutron a une charge nulle. On reproduit ainsi les caractéristiques

élémentaires de tous les noyaux : une charge Ze, une masse voisine de A et un spin en-

tier ou non selon que le noyau considéré comporte respectivement un nombre pair ou

impair de nucléons. Cependant, les nucléons eux même sont chacun composés de trois
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REVUE DE LA LITTÉRATURE 5

quarks. Les énergies mises en jeu dans un noyau sont très faibles à l’échelle des quarks,

on peut raisonnablement continuer à les considérer comme les constituants de base du

système nucléaire, au même titre qu’on considère les atomes comme constituants des

gaz rares à températures ordinaires.

I.2 Propriétés du noyau atomique

L’atome est comparable à un système planétaire dont le centre est le noyau (ren-

fermant presque la quasi totalité de sa masse), chargé positivement et autour duquel

gravitent des électrons chargés négativement.

I.2.1 Structure des noyaux atomiques

Le noyau se compose de Z protons et de N neutrons[29]. Le neutron et le proton,

de masses à peu près égales ( nous les supposerons égales dans la théorie) représentent

2 états quantiques d’une même particule fondamentale : le nucléon. Z est le numéro

atomique, A = Z +N le nombre de masse de l’atome, On distingue :

- les isobares : noyaux ayant le même nombre de masseA ; des isobares ont généralement

des nombres de protons et de neutrons différents.

- les isotopes : noyaux ayant le même numéro atomique Z, mais un nombre différent

de neutrons ; si deux noyaux ont le même nombre de protons, il se peut qu’ils aient des

nombres de neutrons ( donc des nombres de masse) différents.

- les isotones : noyaux ayant le même nombre de neutrons N , mais de Z différents.

I.2.2 Interactions dans le noyau atomique

L’aspect structurel du noyau atomique est régi par l’interaction entre ses nucléons

(protons et neutrons) et ceci à cause des états liés quantiques de protons, de charge

unité, et de neutrons de charge nulle. Il est connu que, trois types de forces assurent la

cohésion dans le noyau atomique et donc la stabilité de ce dernier.
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REVUE DE LA LITTÉRATURE 6

→ L’interaction nucléaire, encore appelée interaction forte, parfois responsable de la

radioactivité α (alpha), assure la cohésion des noyaux car elle est attractive et permet

de lier les quarks entre eux pour former les hadrons (protons, neutrons). Elle permet en

plus de confiner les photons dans le noyau.

→ L’interaction électromagnétique, est répulsive mais moins intense que l’interac-

tion nucléaire. Elle est appliquée à toute particule ayant une charge (à l’exemple du

proton). Les protons étant pratiquement au contact, il faut que les forces nucléaires at-

tractives soient très intenses pour vaincre la répulsion de ces charges confinées dans une

minuscule sphère dont le rayon est de quelques millionièmes de milliardième de mètre.

→ L’interaction faible, n’est ni attractive, ni répulsive. Elle agit à l’intérieur même des

nucléons et transforme une espèce de nucléon (proton ou neutron) en une autre espèce

et vice-versa, provoquant la radioactivité bêta (β).

La présence de ces trois interactions dans le noyau atomique est à l’origine de la

stabilité ou de l’instabilité de ce dernier.

I.2.3 Caractéristiques des noyaux atomiques

Bien que renfermant la quasi totalité de la masse de l’atome, le noyau y occupe un

très faible volume (10−13 environ du volume total de l’atome). Les dimensions du noyau

sont donc très petites. En module, la charge du proton est égale celle de l’électron ; le

neutron a une charge nulle. Ce sont deux fermions de spin 1
2
. Il en résulte que le noyau

peut avoir un spin nucléaire et de ce fait, peut avoir un moment magnétique.

Le noyau éclaterait, du fait de la répulsion coulombienne des Z protons dans un

si faible volume, s’il n’existait pas, entre nucléons, des forces de liaison suffisamment

élevées pour supprimer d’une part cet effet, et maintenir la cohésion au sein du noyau.

La nature des forces nucléaires est encore fort mal connue. On sait toutefois que ce sont

des forces de courte portée, présentant à la fois une indépendance de charge, et un ca-

ractère de saturation. Leur entière connaissance aurait permis de déduire la forme exacte

des énergies de liaison entre nucléons.
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REVUE DE LA LITTÉRATURE 7

I.2.4 Parité du noyau atomique

Nous rappellerons que :

- le noyau pair-pair (P-P) un noyau ayant un nombre pair de protons (Z pair) et un

nombre pair de neutrons (N pair).

- le noyau pair-impair (P-I) ou tout simplement noyau impair, un noyau possédant

une catégorie de nucléons en nombre pair (soit N ou Z), l’autre catégorie étant un

nombre impair (soit Z ou N).

- le noyau impair-impair (I-I) un noyau renfermant les 2 catégories de nucléons en

nombre impair. Deux noyaux A(Z,N) et A′(Z ′, N ′) sont dits noyaux miroirs, si on a

Z = N ′ et N = Z ′.

”La parité” des noyaux étant ainsi définie, jetons un coup d’œil sur les caractéristiques

des éléments naturels stables et dans leur état fondamental : → Une corrélation entre

l’abondance des éléments et la ” parité ” des noyaux apparait. En effet, il existe : 167

noyaux pair-pairs, 208 noyaux pair-impairs et 8 seulement impair-impairs.

→De l’analyse des spectres nucléaires, on déduit que : - les noyaux P-I possédent un

spin nucléaire égal (n+ 1
2
)~ (n = 0, 1, 2, ..− 1) ;

- les noyaux P-P ont un spin nucléaire nul ;

- les noyaux I-I ont un spin nucléaire égal n~ (n = 0, 12, ...).

Dans tous les cas, le spin nucléaire des noyaux dans leur état fondamental est com-

pris entre 0 et 9/2. La distribution du spin nucléaire en fonction du nombre de masse,

présente des irrégularités remarquables.

I.2.5 Nombres magiques

Ce sont les nombres 2, 8, 20, 28, 50 et 126 que peuvent avoir Z et N, indépendamment,

dans la composition d’un noyau. Ils rappellent étrangement la structure en couches

du cortège électronique de l’atome ; en effet, si les couches K, L, M, N, O, ... peuvent

avoir respectivement au maximum 2, 8, 8, 18, 18,... électrons, le nombre d’occupation

des couches complètes est successivement : 2, 10, 18, 36, 54, ...
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Avec le succès éclatant de la théorie électronique des atomes, ces

nombres magiques qui semblent suggérer une périodicité des propriétés des noyaux,

ont été le fil conducteur des théoriciens vers la recherche d’un modèle des couches du

noyau. De nombreux faits permettent de les mettre en évidence :

Dans la nature, on constate que les éléments se répartissent de la manière suivante :

- Parmi les noyaux P-P, ceux qui sont les plus abondants sont les isotopes du calcium

(avec 6 isotopes), de l’étain (12 isotopes), soit pour Z = 20 et Z = 50 ; et les isotones tels

que N = 20 (5 isotones), 28 (5 isotones), 50 (6 isotones) et 82 (7 isotones) - Il n’apparaı̂t

que 2 isotones stables parmi les noyaux pair-impairs dans les cas suivants : N = 20 (37

cl et 39 K ), N = 50 (87 Rb et 89 Y ) et N = 82 (139 La et 141Pm ). - L’abondance relative

d’un isotope de A pair ne dépasse pas en général 60, sauf pour les éléments suivants :Ba

132(N = 82) avec 72 ; et Ce 140(N = 82) avec 90.

I.2.6 Radioactivité des noyaux

La radioactivité est la transformation spontanée d’un noyau atomique instable ou

radioactif (dit père) en un autre noyau plus stable (dit fils) en émettant un rayonnement

de matière ou de lumière qui emporte leur trop plein d’énergie. Ainsi, le noyau d’un

isotope radioactif va se transformer spontanément en un noyau d’un isotope plus stable

du même élément, ou bien encore en un noyau d’un isotope plus d’un autre élément

chimique. Sur terre, le nombre de noyaux stables et de noyaux radioactifs naturelle-

ment présents sur la terre est de 300. Ce nombre est porté à environ 2000 à partir des

réactions nucléaires effectuées en laboratoire (exemple : le technicium n’a que des iso-

topes radioactifs). Si l’on reporte sur un graphique le nombre de neutrons N en fonction

du nombre de protons Z déterminant tous les noyaux possible, on obtient le diagramme

des nucléides stables et radioactifs. On se rend compte que tout noyau en dehors de cette

ligne de stabilité va tendre à devenir stable par un mode ou un autre de transformation

ou encore mode de radioactivité ou encore mode de désintégration. En fonction de la

nature du rayonnement émis, on peut distinguer : la désintgration α (mission de la par-
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ticule 4He), la désintgration β+ (émission de la particule 0
+1e) et la capture électronique

(C.E), la désintgration β− (émission de la particule 0
−1e), désexcitation γ (émission de la

particule γ) et la conversion interne (C.I).

- Désintégration α : Au cours de ce processus, il y a émission d’une particule d’hélium.

Cette dernière est émise en parallèle avec un photon γ selon l’équation :

A
ZX −→ A−4

Z−2Y + 4
2He + γ (I.1)

C’est une radioactivité produite par l’interaction forte.

- Désintégration β−

Le noyau expulse un électron. En effet, un neutron se transforme en proton et l’émission

de l’électron s’accompagne de l’émission d’un anti-neutrino ( particule de masse nulle).

La réaction qui la gouverne s’écrit :

A
ZX −→ A

Z+1Y + 0
−1e + ν (I.2)

C’est une radioactivité produite par l’interaction faible.

- Désintégration β+

Le noyau expulse un positron (particule de charge +e et de même masse que l’électron).

Un proton du noyau se transforme en neutron et l’émission du positron s’accompagne

de l’émission d’un neutrino (particule de masse nulle). La transformation s’écrit :

A
ZX −→ A

Z−1Y + 0
+1e + ν (I.3)

C’est une radioactivité produite par l’interaction faible.

- Capture électronique

La capture électronique apparaı̂t presque toujours en compétition avec le processus

désintégration β+. C’est un processus au cours du quel un électron du cortège électronique

entourant le noyau (en général, un électron proche du noyau). Cette capture, tout comme
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le processus de désintégration β+, conduit à la transformation d’un proton du noyau en

neutron. La capture s’écrit :

A
ZX + 0

−1e −→ A
Z−1Y + ν (I.4)

C’est une radioactivité produite par l’interaction faible.

- Désexcitation γ

Tout comme les atomes, les noyaux peuvent se trouver dans un état excité. La désexcitation

d’un noyau X∗ vers son état fondamental X se fait soit par transition directe si l’énergie

du photon γ mis est égale l’énergie d’excitation du noyau,

A
ZX

∗ −→ A
ZX + γ (I.5)

soit par cascade de rayonnements γ dont la somme des énergies est égale l’énergie

d’excitation du noyau

A
ZX

∗ −→ A
ZX + γ1 + γ2 + γ3 + ... (I.6)

- Conversion inerne (C.I)

Lorsqu’un noyau est dans un état excité, il peut retrouver son état fondamental de

deux manières : par transmission directe de l’énergie du photon hors du noyau ou par

transmission directe de l’énergie de desexcitaion à un électron du cortège électronique.

La plupart des réactions radioactives s’accompagnent de l’émission d’un rayonne-

ment γ. Ce n’est pas une particule matérielle mais un rayonnement électromagnétique

de même nature que la lumière visible mais de bien plus grande énergie (de plus courte

longueur d’onde). Le noyau obtenu à l’issue d’une désintégration est souvent dans un

état excité : il possède trop d’énergie et il perd cet excès d’énergie en émettant ce rayon-

nement.

Ces rayonnements très énergétiques sont très dangereux par leur capacité détruire
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les cellules vivantes (ils sont utilisés pour détruire des cellules malades en radiothérapie).

I.2.7 Lois de conservation

Lors des réactions nucléaires (la radioactivité naturelle ou artificielle, la fission nucléaire,

la fusion nucléaire, le bombardement, ...), un noyau atomique subit une transformation

avec formation d’autres produits.

Dans toute réaction nucléaire, de nombreuses lois de conservation du noyau ato-

mique [30] sont observés :

- la conservation du nombre de masse ou du nombre de nucléons : cette loi se traduit

par
∑
A = constante. Pour les électrons, les positrons et les neutrons, on considère que

A = 0 ;

- la conservation de la charge électrique : la charge se conserve quelle que soit la

nature de l’interaction. Cette loi se traduit par la relation
∑
Z = constante. Lorsqu’un

électron ( de charge négative) ou un positron (de charge positive) intervient dans une

réaction nucléaire, on doit considérer que Z = −1 et Z = +1 respectivement ;

- la conservation de la masse-énergie : lors d’une réaction X(a, b)Y , la loi relative à la

conservation de la masse énergie s’écrit : (mac
2 + Ta) + mx = (mbc

2 + Tb) + (myc
2 + Ty)

où ma,mb,mx et my sont

les masses au repos ; Ta, Tb et Ty sont les énergies cinétiques.

- la conservation de l’impulsion ou de la quantité de mouvement : les lois de conser-

vation de l’énergie totale et de l’impulsion totale s’appliquent à toutes les interactions

et sont le point de départ obligé de tout calcul cinématique. Cette loi est donnée par∑
~pf =

∑
~pi où ~pf et ~pi sont les impulsions finales et initiales respectivement.

- la conservation du moment cinétique total : Lors d’une réaction nucléaire le mo-

ment angulaire ou moment cinétique total est conservé. La loi de conservation s’écrit∑ ~Jf =
∑ ~Ji avec ~J = ~L+ ~S où ~L est le moment cinétique orbital et ~S est le spin.
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I.2.8 Unité de masse atomique, masse atomique et défaut de masse

Il est question ici d’exprimer les équivalences relatives aux unités du

système international[31] des différents constituants du noyau atomique.

- Unité de masse atomique u : 1u=1, 66054× 10−27 kg=931.5 MeV/c2

- Masse de l’électron : me = 9, 109× 10−31 kg=5.4858× 10−4 u= 0, 511 MeV/c2

- Masse du proton : mp = 1, 67264× 10−27 kg=1, 007276 u= 938, 28 MeV/c2

- Masse du neutron : mn = 1, 675× 10−27 kg=1, 008665 u= 939, 57 MeV/c2

où c est la célérité de la lumière dans le vide qui est de l’ordre de 3× 108m/s.

Un atome neutre est constitué d’un noyau central autour duquel gravitentZ électrons

[32]. Ainsi la masse M(A,Z) d’un atome s’écrit

M(A,Z) = ZmP +NmN + Zme −
Ec(Z)

c2
(I.7)

où M est la masse du noyau atomique, Zme la masse des électrons qui gravitent autour

du noyau et Ec(Z) est l’énergie de cohésion du noyau atomique.

Nous constatons que la masse du noyau atomique est différente de la masse de ces

constituants pris séparement à cause de l’énergie de cohésion du noyau atomique.

- Défaut de masse. Dans certaines conditions particulières, la masse et l’énergie sont

les grandeurs équivalentes : l’un pouvant se transformer en l’autre. D’après Eintein, la

relation énergie-masse s’écrit

E = mc2. (I.8)

De cette relation, il est pratique d’exprimer l’unité de la masse en MeV/c2 même si le

MeV est une unité d’énergie. La masse d’un noyau A
ZX est inférieure à la somme des

masses de ses nucléons pris individuellement.

M(A,Z) < Zmp + (A− Z)mn = Zmp +Nmn. (I.9)
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Cette différence de masse est appelée défaut de masse du noyau atomique et est noté

∆(A,Z) tel que

∆(A,Z) = Zmp +Nmn −M(A,Z). (I.10)

I.2.9 Energie de liaison et énergie de séparation

C’est l’énergie correspondant au défaut de masse du noyau atomique c’est-à-dire

l’énergie qu’il faut fournir à un noyau au repos pour le dissocier en nucléons isolés et

immobiles.

EL = ∆(A,Z)c2 = (Zmp +Nmn −M(A,Z))c2 (I.11)

Cette équation traduit la variation de masse dans un noyau. Ce qui permet de prédire

sa stabilité, sa cohésion en fonction du nombre de masse, et du nombre de charge. C’est

une formule qui tient compte de la vitesse de la lumière dans le vide. L’énergie de liaison

permet d’évaluer les pertes et les gains en énergie afin d’en en perdre aucune énergie. Il

traduit également les interactions entre le proton et le neutron. Il s’agit de l’interaction

forte ou attractive, de l’interaction électromagnétique ou répulsive, et de de l’interaction

faible.
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FIGURE 1 – Énergie de liaison par nucléon [33]

I.3 Covariant, contravariant et métrique

En algèbre linéaire, les adjectifs covariant et contravariant sont utilisés pour décrire

la manière avec laquelle des grandeurs varient lors d’un changement de base. Comme

grandeurs, on peut citer la position, la vitesse, l’accélération. Ces grandeurs sont dites

covariantes lorsqu’elles varient comme les vecteurs de la base et contravariantes lors-

qu’elles varient de façon contraire. La notion est étroitement liée au concept de dua-

lité : les coordonnées covariantes dans une base correspondent en effet aux coordonnées

contravariantes dans la base duale, et réciproquement. En géométrie différentielle, la

considération des espaces tangents permet d’étendre les deux concepts aux familles de

fonctions définies sur les variétés différentielles. La manipulation de grandeurs cova-

riante et contravariante est facilitée par la convention de sommation d’Einstein, qui sera

largement utilisé dans cette thèse.

La métrique est l’étude de la versification fondée sur l’emploi des mètres, autrement

dit des unités qui se répètent régulièrement dans le temps à travers des formes proso-
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diques ou musicales. Réduite à l’étude des formes régulières d’origine prosodiques.

I.3.1 Forme des noyaux atomiques

La forme du noyau est l’une des propriétés nucléaires fondamentales, elle varie ra-

pidement en fonction du nombre de nucléons (en ajoutant ou retirant un nucléon ou en

augmentant le spin) du noyau. Un noyau peut aussi présenter différentes déformations

des énergies d’excitations très similaires (coexistence de forme). Une attention parti-

culière est donnée à la recherche de nouvelles formes exotiques dans des noyaux situés

loin de la vallée de stabilité ainsi qu’à la compréhension de la structure nucléaire des

éléments les plus lourds. Il est aussi important de noter que, la structure en couches joue

également un rôle important dans l’évolution de la déformation le long des chaı̂nes iso-

topiques, pour les noyaux à couches ouvertes. Dans le cas des couches complètement

remplies, on a affaire à un noyau ”magique” qui est de forme sphérique. La plupart

des noyaux ont des couches partiellemnt remplies et préfèrent être déformés. les formes

des noyaux les plus couramment rencontrées sont allongées (prolate) et aplaties (oblate)

et peuvent changer d’un noyau à l’autre. En outre, un noyau peut changer de forme en

fonction de son énergie d’excitation. Certains noyaux présentent même un rare phénomène

de coexistence de formes : le noyau change radicalement de forme pour une faible

énergie d’excitation. Selon les lois de la mécanique quantique, le noyau atomique peut

se trouver à la fois, dans un état allongé et aplati.

I.4 Modèles nucléaires

La modélisation du noyau atomique est une préoccupation qui est d’actualité en

physique nucléaire. Elle présente deux difficultés majeures dont la première causée par

l’interaction nucléaire est mal connue et donc difficile à appliquer et la seconde pro-

vient de l’impossibilité à l’heure actuelle de résoudre le problème N corps, surtout

pour un N grand ( N > 2). Cependant, tous les modèles proposés pour modéliser le

noyau atomique ont leurs limites. Le modèle de la goutte-liquide et le modèle en couches

Laboratoire de Physique Nucléaire Thèse de Doctorat/Ph.D
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nucléaires sont les premiers qui présente les modèles de structure nucléaire, bien qu’il

illustrent deux approches différentes. Les déformations dans les noyaux, en décrivant

d’un point de vue général les déformations dans les noyaux et en présentant un modèle

de déformation très couramment utilisé, le modèle de Nilsson.

Le noyaux composés de nucléons, pouvant aller jusqu’à environ 250 subit jusqu’à

trois interactions (l’interaction forte, l’interaction faible et l ’interaction électromagntique)

provoquées par les autres nucléons. Une modélisation dont le but est de comparer les

différentes données expérimentales nous permet de comprendre la physique du noyau.

I.4.1 Modèle de la goutte liquide

En 1936, N. Bohr propose l’un des premiers modèles nucléaire et simple[38], basé sur

la faible portée des forces nucléaires, conjointement avec l’addition des volumes et des

énergies de liaison où il considère le noyau comme la goutte-liquide. Ceci lui permet

d’établir une formule semi-empirique qui est utilisée pour prédire la masse des noyaux

stables dans leur état fondamental.

Il établie une analogie entre un noyau et une goutte d’eau, malgré les interactions

fortes entre proches voisins des nucléons composant le noyau, tout comme se com-

portent les molécules dans une goutte d’eau. Dans ce modéle les molécules dans la

goutte-liquide jouent même le rôle que les nucléons dans le noyaux. Par conséquent

on peut essayer de décrire les propriétés du noyau atomique par des quantités signifi-

catives, à l’exemple du rayon, la densité, la tension de surface et l’énergie de volume.

Ce modèle, proposé par von Weizsäcker [39] et repris par Bethe [39] pour la pa-

ramétrisation des énergies de liaison des noyaux dans leurs états fondamentaux. Elle

est qualifiée de semi-empirique à cause de la provenance des termes théoriques et des

valeurs des coefficients des résultats expérimentaux. La formule de masse de H. Bethe

et C.F. Weizsäcker est [40] :
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B(A,Z) = avA− asA2/3 − ac
Z(Z − 1)

A1/3
− aa

(N − Z)2

A
+ δ(A) (I.12)

- Terme volumique

Ce terme traduit l’attraction entre les nucléons due à l’interaction forte ou force d’in-

teraction nucléaire.

- Terme surfacique

Le volume du noyau étant limité, les nucléons situés la surface ont moins de voisins

que ceux se trouvant à l’intérieur du noyau. - Terme coulombien

Les nucléons ne subissent pas qu’une force attractive. Les protons se repoussent mu-

tuellement sous l’action de l’interaction électromagnétique. - Terme d’assymtrie

Les noyaux étant plus stables lorsque le nombre de neutrons et de protons est iden-

tique quand l’effet de la répulsion électrostatique est négligé. - Terme d’appariement

Il n’existe que 4 noyaux stables ayant N et Z impairs contre 167 noyaux stables avec

N et Z pairs.

I.4.2 Modèle en couches sphériques

Parmis les différents modèles développés, le modèle en couches est le modèle le plus

fructueux, qui permet d’expliquer l’origine des états excités, la distribution de la densité

des nucléons à l’intérieur du noyau et la forme du noyau à partir de la mesure directe

de ses moments multipolaires. Ce modèle fournis aussi un travail fondamental dans

la description de structure des noyaux doublement magiques et leurs voisins [42]. Ce

modèle permet aussi de montrer la stabilité des noyaux.
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I.5 Équation de Klein-Gordon appliquée à certains noyaux

et à quelques potentiels

L’équation de Klein-Gordon (EKG) est une équation d’onde relativiste, liée à l’équation

de schrödinger, et de second ordre dans l’espace et le temps. Cette équation est une ver-

sion quantifiée de l’effet relativiste par rapport à l’ énergie-impulsion. Ses résolutions

comprennent un champ scalaire quantique ou pseudo scalaire, un champ dont les quanta

sont des particules sans spin. Sa pertinence théorique est similaire à celle de l’équation

de Dirac. Les interactions électromagnétiques peuvent être incorporées, formant le thème

de l’électrodynamique scalaire, mais parceque les particules communes comme les sans

spin : pi, mésons sont instables et subissent également l’interaction forte(avec terme

d’interaction inconnue dans le Hamiltonien).

I.5.1 Origine de l’équation de Klein-Gordon

L’équation de Klein-Gordon parfois également appelée équation de Klein-Gordon

Fock, est une version relativiste de l’équation de schrödinger décrivant des particules

massives de spin nul, sans ou avec charge électrique, établie indépendamment en 1926

par les physiciens Oskar Klein et Walter Gordon[35].

I.5.2 Equation de Klein-Gordon avec le potentiel de type exponentiel

Ikot et al.[114] dans leurs travaux, ont utilisés le Potentiel de type exponentiel, ils

résolvent l’équation de Klein-Gordon en utilisant le potentiel de type exponentiel par la

méthode de la super symétrie en mécanique quantique. Dans leur modèle, ils obtiennent

les valeurs propres de l’énergies et les fonctions d’ondes propres après utilisation de

la méthode de séparation des variables r, θ et ϕ de l’équation de Klein-Gordon et en

résolvant la partie en r de celle-ci.
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I.5.3 Equation de Klein-Gordon avec le bottomonium et le charmo-

nium

Ibekwe et al.[117] déterminent la fonction d’onde, le spectre d’énergie et le spectre

de masse du bottomonium et du charmonium. Ils déterminent également le spectre

d’énergie pour le potentiel de Kratzer et compare ses résultats avec ceux obtenus Ikh-

dair[116] et Ikot [114].

I.5.4 Equation de Klein-Gordon ave le potentiel de Coulomb

Vardaci et al.[128] étudie l’effet de la réaction de 7Li + 208Pb de la barrière Coulom-

bienne en utilisant le potentiel phénomélogique de Coulomb dans l’équation de Klein-

Gordon. Ils montrent que, en bombardant les noyaux de 16O, et de 6Li au noyau de 7Li

ils observent une anomalie et une ambiguiété sur la réaction.

I.5.5 Equation de Klein-Gordon pour le noyau de plomb

Inci et al. [100] utilisent le Hamiltonien de Bohr avec un puits fini pour les isotopes

du noyau de plomb. Ils comparent leur résultats avec un puits infini, l’oscillateur har-

monique avec les résultats de la rotation d’un noyau rigide. Ils comparent leur résultat

à ceux obtenus expérimentalement par Iachello F en 2000 pour les différents états 1s et

2s ainsi que pour les différents nombres quantiques l pairs. Ils remarquent que leurs

résultats se rapprochent de l’expérience.

I.5.6 Equation de Klein-Gordon pour les hypernuclei de type Λ

Moradi et al. [93] ont travaillé sur la symmétrie spinorielle des hypernuclei plus

précisement dans le cas de Λ- hypernuclei. Ils résolvent l’équation de Dirac pour le po-

tentiel scalaire et vecteur de Kilingbeck ils obtiennent les valeurs propres de l’énergie

et la fonction d’onde spinorielle pour les ondes s en utilisant la méthode analytique.

Leurs résultats sont en accord avec les valeurs expérimentales obtenues en 2018 par K P
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Santhosha et C Nithya .

I.5.7 Equation de Klein-Gordon avec le potentiel exponentiel à cinq

paramètres

Ikot [114] utilise la méthode de Nikiforov-Uvarov pour obtenir approximativement

les solutions de l’équation de Klein-Gordon avec le potentiel exponentiel déformé ayant

cinq paramètres. En utilisant la limite non-relativiste, ils trouvent les énergies et les pro-

priétés thermodynamiques

I.5.8 Equationn de Klein-Gordon avec le potentiel inverse racine carré

Wen et al.[132] ont déterminé la solution exacte de la symétrie sphérique en troisième

dimension du potentiel inverse racine carré dans l’équation de Klein-Gordon et ils ont

trouvé la diffusion et la solution des états liés.

I.5.9 Equationn de Klein-Gordon avec le potentiel de Hulthen plus le

potentiel déformé de type exponentiel

Obong et al.[133] ont déterminé les états liés et la diffusion par les méthodes dépendant

de la masse et la factorisation pour les états arbitraires. Les valeurs propres de l’énergie

relativiste sont trouvée et ont aussi employés la supersymétrie en mécanique pour différents

nombres quantiques, ils déterminent également la fonction d’onde correspondante en

utilisant un noyau de lithium, ils comparent leur résultats à ceux obtenus par Wang et

al. [134] et ils obtiennent des résultats semblables à ceux mésurés par Xu [135].
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I.5.10 Solutions de l’équation de Klein-Gordon en dimension-D pour

les potentiels scalaire et vecteur égaux en utilisant le pseudo

potentiel harmonique de Ring-Shape

Sameer et al.[136] présentent les solutions exactes de l’équation de Klein-Gordon

en dimensions D en présence d’un potentiel non central pseudo harmonique plus ce-

lui de Ring-Shape en utilisant la méthode de Nikiforov-Uvarov. Ils obtiennent les ni-

veaux d’énergie et la fonction d’onde correspondante pour une particule de spin nul.

Ils montrent aussi que le pseudo potentiel harmonique de Ring-Shape peut se réduire

au potentiel pseudo harmonique à trois dimensions lorsque la partie non centrale du

potentiel devient zéro.

I.5.11 Equation de Klein-Gordon avec le potentiel symétrique généralisé

Zhao et al [137] résolvent l’équation de Klein-Gordon pour les ondes s pour le po-

tentiel symétrique généralisé en utilisant la méthode de la super symétrie en mécanique

quantique ainsi , en utilisant l’approche de l’invariance, et la méthode alternative, ils ob-

tiennent l’équation exacte de l’énergie et la fonction d’onde normalisée et ils appliquent

la limite non relativiste pour trouver d’autres propriétés.

I.5.12 Equation de Schrödinger avec le potentiel de Coulomb

Ali et al.[138] résolvent analytiquement l’équation de Schrödinger avec le potentiel

de Coulomb en prenant juste la partie angulaire. La méthode des paramètres généralisés

de Nikiforov-Uvarov employée d’obtenir les valeurs propres de l’énergie et la fonction

d’onde correspondante. Ils montrent aussi que le choix de la partie angulaire sur la par-

tie radiale a permis d’obtenir certains cas spéciaux des autres potentiels se trouvant dans

la littérature.
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I.5.13 Equation de Klein-Gordon pour l’oscillateur de Sextic avec l’équation

bi-confluente de Heun

Lévai et al.[139] montrent que l’oscillateur de Sextic est obtenu par l’équation bi-

confluente de Heun après une suite de transformation de variable. Parmi les solutions

de cette équation, on a les fonctions de Hermites. Ils obtiennent la relation de recur-

rence à trois termes et démontrent que pour certains cas spécifiques du potentiel, on

obtient d’autres potentiels comme le potentiel de Coulomb, de Kratzer et parabolique.

Ils déterminent les valeurs propres de l’énergie avec les polynômes de Hermites. Pour

la valeur de δ = 0 ils obtiennent le potentiel de quartic.

I.5.14 Equation de Klein-Gordon avec le potentiel exponentiel multi-

paramétrique

Peña et al.[140] trouvent les états liés pour la classe des potentiels multiparamétriques

de type exponentiels. Après l’approximation de Greene et Aldrich ils trouvent les poten-

tiels de Eckart, Manning-Rosen, Hulthén et de Deng Fan.

I.5.15 Equation de Klein-Gordon avec le potentiel Sextic indépendant

de γ

Arias et al.[141] présentent l’oscillateur de Sextic ayant deux paramètres. Ils ob-

tiennent le spectre d’énergie et la fonction d’onde. Ils déterminent les transitions qua-

drupolaires. Ils comparent les propriétés spectral du potentiel racine carré infini avec les

valeurs expérimentales des transitions E2 pour le noyau de Baryom 134.

Les travaux précédents réalisés par les auteurs ont présenté les énergies nucléaires,

les fonctions d’ondes correspondantes, les transitions énergétiques, les propriétés des

noyaux tels que le baryum, le lithium, les hypernuclei lamda ainsi que les valeurs expéri‘

mentales des énergies mésuées dans les laboratoires comme le Laboratoire National de

Legnaro en Italie. Une comparaison des énergies calculées par les physiciens cités ci-
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haut a été faite avec les résultats expérimentaux on remarque que leur valeur se rap-

prochent de l’expérience. Cependant, nous allons proposer un modèle pour améliorer

ceux calculés par les travaux précédents.

I.6 Équation de Klein-Gordon et applications

I.6.1 Équation de Klein-Gordon sur la mécanique quantique et la re-

lativité

Les solutions de l’équation de Klein-Gordon étant chacune de prémier ordre dans

le temps, elles ont deux composantes, ce qui reflète le degré de charge de liberté dans

la relativité. Elle admet une quantité conservée, mais n’est pas définie positive. Cette

fonction d’onde ne peut donc pas être interprétée comme une amplitude de probabilité.

La quantité conservée est plutôt interpretée comme une charge électrique et la norme

du carré de la fonction d’onde est interprétée comme une densité de charge. L’équation

décrit toutes les particules sans spin avec aussi bien positif, négatif comme nulle.

L’équation ne forme pas la base d’un quantum cohérent relativiste d’une particule théo

rique. Il n’ya pas cette théorie connue pour les particules de chaque tour. Pour la reconci-

liation complète de la mécanique quantique avec la relativité restreinte, la théorie quan-

tique des champs est nécessaire, dans laquelle l’équation de Klein-Gordon réemerge

comme l’équation qui obéi à tous les champs quantiques libres. En théorie quantique des

champs, les solutions des versions libres(sans interaction) des équations d’origine jouent

encore un rôle. Ils sont nécessaire pour construire l’espace de Hilbert(espace Fock) et

d’exprimer des champs quantiques en utilisant des ensembles complets(ensembles cou-

vrant l’espace de Hilbert de fonction d’onde). On peut donc dire que les équations de

Klein-Gordon interviennent en mécanique quantique et en relativité restreinte[35].
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I.6.2 Effet de l’équation de Klein-Gordon sur la biologie

Dans les processus biologiques, l’ équations de Klein-Gordon intervient lorsqu’on

injecte une particule de spin dans le sang d’un patient pour détecter ses cellules malades

si elles sont atteint du cancer ou pas [7].

I.6.3 Importance de l’équation de Klein-Gordon sur l’informatique

Il arrive souvent de rencontrer des difficultés dans la résolution de certains problèmes

en informatiques entre autres la simulation quantique. Les (EKG) permettent de simu-

ler et de prédire des résultats avec précision surtout lorsqu’il s’agit de l’infiniment petit

[11].

I.6.4 Effet de l’équation de Klein-Gordon sur la chimie physique

Pour décrire les interactions de l’univers les équations de Klein-Gordon résolvent ce

problème en utilisant la nanostructure[3], la structure atomique[2], la structure nucléaire

[1].

.

I.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le noyau atomique depuis l’atome jusqu’à

ses composants. Les différentes interactions dans le noyau atomique pouvant entrainer

sa déformation. Les modèles nucléaires ont été présenté et les les travaux précédents sur

l’équation de Klein-Gordon ainsi que leur limite ont été présenté. Le chapitre suivant

est consacré à la résolution de l’équation de Klein-Gordon par la méthode des équations

biconfluentes de Heun en utilisant un potentiel de type fractionnaire.
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CHAPITRE II

MATÉRIELS ET MÉTHODES

L’équation de Klein-Gordon est la forme relativiste de l’équation de Schrödinger.

Elle est utilisée pour caractériser les particules de spin nul. Cette équation sera appliquée

aux particules telles que le bottomonium et charmonium et à quelques molécules. Dans

ce chapitre, nous présenterons d’abord les particules et les molécules utilisées ensuite,

nous ferons ressortir la méthode utilisée pour la résolution de l’équation de Klein-Gordon

en l’occurence la méthode des équations biconfluentes de Heun.

II.1 Propriétés des molécules

II.1.1 HCl

La molécule de HCl est représentée sur la figure 2

FIGURE 2 – Molécule de HCl [110]
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Sa formule brute est : HCl. Sa masse molaire moléculaire est de 36,46 g/mol. Son

point d’ébullition est 84, 90C. Son point de fusion est 1140C. Sa température critique est

51, 540C. C’est un gaz incolore d’odeur forte et étouffante, très soluble dans l’eau, fumant

dans l’air humide et corrosif. On appelle acide chlorhydrique les solutions aqueuses de

HCl.

Les solutions aqueuses de chlorure d’hydrogène sont très corrosives et sont stockées

dans des récipients en céramique, en verre ou en matières plastiques résistant aux acides.

La solution commerciale se vend sous le nom d’acide chlorhydrique concentré. C’est un

acide très fort dont les solutions aqueuses sont fortement dissociées ; la dissociation est

totale en solution diluée. Le chlorure d’hydrogène gazeux réagit à température relative-

ment élevée avec les métaux et leurs oxydes, hydroxydes ou carbonates pour donner les

chlorures correspondants. Très inerte quand il est parfaitement débarrassé d’humidité,

il réagit fortement en présence d’eau. Ses réactions sont celles des acides forts habituels

et son action sur les métaux se produit avec dégagement du dihydrogène, ses réactions

avec les oxydes, neutralisent les bases avec formation d’eau et de sel suivant la réaction :

HCl+NaOH → NaCl+H2O. Il déplace enfin les acides plus faibles de leurs composés.

Il entre dans toutes les réactions caractéristiques de l’ion Cl− des composés minéraux

et c’est un puissant agent chlorurant des composés organiques. Avec certains métaux,

il forme des ions complexes comme : PtCl−6 , CuCl
−
4 , ..., ce qui explique la facilité avec

laquelle il dissout certains métaux et oxydes métallurgiques, qui résistent ou sont faible-

ment attaqués par l’acide sulfurique.

II.1.2 LiH

La molécule de LiH est représentée à la figure 3

L’hydrure de lithium est un composé chimique de formule LiH. Il se présente comme

une poudre inflammable allant de la couleur blanche à grise. Elle s’assombrit à la lumière.

Elle a une masse volumique de 0, 76g/cm3 , et est également le solide ionique le plus

léger. Sa masse molaire est 7, 949 ± 0, 002 g/mol, son moment dipolaire est : 5, 884 ±
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FIGURE 3 – Molécule de LiH [110]

0, 001D, alors que sa température de fusion est 6800, sa température d’ ébullition est

8500C. Pour ce qui est de sa solubilité dans l’eau, elle réagit avec les alcools. Sa masse

volumique est 0, 76−0, 77gcm−3 et a pour température d’auto-inflammation 2000C. A sa

première ionisation, son énergie est de 7, 7eV . Cette molécule cristallise dans une struc-

ture de type NaCl.

II.1.3 O2

La molécule de O2 est représentée à la figure 4.

C’est une molécule gazeuse dans les conditions normales de température et de pres-

sion, incolore, inodore et insipide, elle participe à des réactions d’oxydoréduction, es-

sentiellement la combustion, la corrosion et la respiration. Le dioxygène est l’une des

formes allotropiques de l’oxygène. Les températures critiques du diazote (tc = 146, 90C)

et du dioxygène tc = 118, 40C ne permettent pas la liquéfaction de l’air par simple com-

pression. Sa masse volumique à l’état gazeux est 1, 354.10−3g.cm−3, liquide 1, 149g.cm−3

solide 1, 426g.cm−3. Sa température de fusion est −218, 40C. Sa solubilité dans l’eau à

00C est 4, 89cm3/100 g.
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FIGURE 4 – Molécule de O2 [110]

II.1.4 H2O

La molécule de H2O est représentée à la figure 5.

FIGURE 5 – Molécule de H2O [110]

L’eau possède plusieurs propriétés inhabituelles, parmi lesquelles son anomalie de

densité, ses points de fusion et d’ébullition élevés et sa grande capacité thermique. C’est
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une molécule composée de deux atomes d’hydrogène et d’un atome d’oxygène. Sa for-

mule chimique est H2O. Les atomes sont liés entre eux par une liaison covalente. On

parle de liaison covalente lorsque deux atomes non-métaux sont liés chimiquement.

L’eau met en jeu des liaisons hydrogènes dans lesquelles les atomes d’hydrogènes

possèdent une charge positive. Le caractère dipolaire de la molécule d’eau s’explique par

cette charge partielle positive de l’atome d’hydrogène et par la charge partielle négative

de l’atome d’oxygène. Les deux liaisons OH forment un angle de 104040.

Le caractère dipolaire de la molécule d’eau permet de former de grandes associa-

tions de molécules. Ces formations, de formule (H2O)n, permettent une augmentation

apparente de la masse moléculaire de 18 à n x 18.

Les liaisons hydrogènes contribuent à la création de ces formations plus importantes.

En raison de sa charge partielle positive, chaque atome d’hydrogène d’une molécule

d’eau peut, en plus de sa liaison covalente avec l’atome d’oxygène, se lier à un autre

atome doté d’une paire d’lectrons non engagés dans une liaison covalente. Ce type de

liaison repose sur l’attraction électrostatique, et est qualifiée de liaison hydrogène. Cette

liaison est relativement faible par rapport aux liaisons covalentes. Alors qu’une liaison

covalente OH possède une énergie de liaison d’environ 463kJ/mol, l’énergie de liaison

molaire d’une liaison non covalente entre hydrogène et oxygène ne représente qu’envi-

ron 4, 3% de l’énergie de la liaison covalente correspondante.

A l’état solide, chaque molécule d’eau est entourée de manière tétraédrique par

quatre autres molécules d’eau. Chaque atome d’oxygène est lié à deux atomes d’hy-

drogènes par des liaisons covalentes, et à deux autres atomes d’hydrogènes par des

liaisons hydrogènes. Du fait du réseau des liaisons hydrogène, il s’agit d’une structure

ouverte.

Lorsque la glace fond, sa structure très ordonnée disparaı̂t ; les molécules d’eau peuvent

alors être plus proches les unes des autres, ce qui conduit à une augmentation de la

masse volumique, avec un maximum 40C. Mais au-delà, l’agitation thermique crois-

sante conduit à occuper un volume plus grand, et la masse volumique diminue.

La masse volumique d’un corps correspond au quotient de sa masse m par son vo-
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lume V. Pour l’eau, la masse volumique est la plus élevée à 40C, où elle vaut 1, 000g/cm3.

Elle diminue jusqu’à 0, 998g/cm3 lors d’un refroidissement jusqu’à 00C, et jusqu’à moins

de 0, 92g/cm3, par à-coups, lorsqu’elle gèle.

On a choisi le corps humain pour modéliser la structure d’une molécule d’eau. Les

mains représentent les deux atomes d’hydrogène, les pieds les paires d’lectrons non

covalentes de l’oxygène. Si l’on écarte bras et jambes de faon à établir un angle de 900 à

la hanche, on obtient une configuration ttéraédrique. Pour représenter les liaisons entre

molécules, chaque main peut attraper un pied d’une autre molécule.

II.2 Constituants du noyau atomique

II.2.1 Bottomonium

La figure 6 présente un bottomoniun

FIGURE 6 – Bottomonium [111]
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II.2.2 Propriétés

Le quark bottom ou bottomonium (souvent abrégé en quark b) est une particule

élémentaire. C’est une composante du proton et du neutron. Sa masse va de 4,1 à 4,4

GeV/c2. Sa charge électrique est de -e/2 et son spin est 1/2. Il est classé parmi les fer-

mions.

II.2.3 Charmonium

La figure 7 présente un charmoniun

FIGURE 7 – Charmonium [111]

II.2.4 Propriétés

Le quark charmé ou charmonium souvent abrégé en quark c est l’une des six saveurs

connues de quarks et fait partie des composantes du proton et du neutron. Sa masse va

de 1,15 à 1,35 GeV/c2. Sa charge électrique est 2e/3 et son pin est 1/2. Il est classé parmi

les fermions.
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II.3 Mésure expérimentale des énergies de quelques noyaux :

cas des noyaux de lithium et de plomb

L’expérience de mésures expérimentales des énergies des noyaux a été réalisée à

l’aide d’un faisceau pulsé de 7Li3+ dans l’accélérateur XTU-Tandem au Laboratoire Na-

tional de Legnaro (LNL, Italie). La réaction 7Li + 208Pb a été exécutée aux énergies de

faisceau de 25, 31, 33, 35 et 39 MeV couvrant la plage allant du bas au dessus de la

barrière coulombienne Vc = 30, 1MeV correspondant à Ec.m/Vc = 0, 80 ; 1 ; 1, 06 ; 1, 12 ;

1, 25. Ec.m est l’énergie disponible au centre du châssis de masse. Le faisceau pulsé avait

une période de 800 ns et une durée d’environ 2 ns. Une cible de 208Pb d’épaisseur

200µg/cm2 a été utilisée. Les ions Li3+ ont été détectés avec l’appareil 8πLP et décrit

en détail dans [127,128] représenté schématiquement sur la figure 8 et constitué de deux

secteurs : un mur, couvrant les angles de 2, 50 à 240 et le Ball couvrant les angles de 340

jusqu’à 1630. La boule est une sphère de 126 télescopes qui sont disposés en 7 anneaux

étiquetés de A à G et placés coaxialement autour de l’axe du faisceau. Chaque télescope

est constitué d’un détecteur de silicium, soutenu par un scintillateur CsI. Chaque an-

neau contient 18 télescopes identiques et couvre environ 170 dans l’angle polaire et à

partir de 00 à 3600 dans l’angle azimutal. Pour cette expérience, à l’intérieur du secteur

Ball, il est installé un cylindre placé coaxialement autour d’une poutre pour réduire l’ou-

verture de la zone active de la balle télescopes ; le taux de comptage et le temps mort.

De cette façon, les mesures ont été prises aux angles de laboratoire . Chaque télescope

a une surface de 25cm2, une couverture angulaire de 40, et sous-tend un angle solide

d’environ 7 msr. Chaque télescope est indépendamment fixé à une structure de sup-

port en aluminium. Tous les détecteurs des murs sont en contact étroit les uns avec

les autres pour former une portion de surface sphérique d’un rayon de 60 cm. Egale-

ment pour le secteur mur, pour cette expérience, un écran en aluminium est utilisé pour

réduire la zone active des télescopes, et l’angle solide. Dans ce cas, l’ouverture angulaire

de chaque télescope est d’environ un degré. Chaque télescope du Wall et Ball intègre
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également le préamplificateur pour les secteurs ∆E et E. Un système de refroidisse-

ment, basé sur un liquide réfrigérant en circulation, conserve l’ensemble du système

à une température stable. Le système de refroidissement est crucial pour garantir la

stabilité des performances de l’ensemble du système de détection. L’identification des

particules est réalisée en utilisant la technique ∆E et E pour les particules qui ont suf-

fisamment d’énergie pour passer à travers le stade E. Pour les télescopes Ball, la tech-

nique de discrimination de forme impulsion est utilisée. Pour les télescopes muraux, la

technique du temps de vol (TTV) est utilisée. Le temps de référence est tiré du signal

radiofréquence du faisceau pulsé. Ce système permet une très bonne identification des

particules chargées légères, comme les particules α, tritons, deutons et protons.

Le 7Li a été complètement arrêté dans la gamme d’énergie étudiée. La figure 9 montre

un échantillon d’un temps. Alors que la figure 10 montre la matrice ∆E × ER (énergie

résiduelle) du même détecteur pour 33 MeV. On peut observer la haute qualité de la

séparation entre les particules α, les tritons, les deutons et les protons dans les deux

matrices. Le système d’acquisition est basé sur le FAIR (FAst Intercrate Readout) [124]

et VIPERS (Vme Interfaced to Pci Easy Read System) [125-126] . Le déclencheur a été

conçu pour enregistrer des évènements uniques et coı̈ncidant dans les télescopes. Le

déclencheur de la coı̈ncidence a été mis en œuvre pour détecter les particules chargées

de lumière (particules α, tritons, deutons, et protons) en coı̈ncidence pour étudier les

canaux de rupture. Les distributions angulaires expérimentales de diffusion élastique,

normalisées à la section transversale différentielle de Rutherford, sont illustrées sur la

figure 11 pour toutes les énergies de laboratoire.

Les figures 8 et 9 sont obtenus en additionnant les rendements de 18 détecteurs

au même anneau. Ceci est possible grâce à la symétrie sphérique de la balle. Cette

symétrie de la configuration 8π LP présente un avantage crucial lorsque divers canaux

de réaction, en particulier ceux de section transversale relativement plus petite, sont

étudié dans la même expérience [127-128]. On note que les distributions angulaires

de 31 à 39 MeV correspondent bien aux données de Martel et al. [129]. Ce résultat

confirme la normalisation et la résolution angulaire des données mesurées à 25 MeV.
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Une caractéristique supplémentaire du détecteur 8π LP est la stabilité de la résolution

énergétique. L’étude de la diffusion élastique autour de la barrière de Coulomb est le

moyen le plus simple pour déterminer la dépendance énergétique des parties réelles

et imaginaires du potentiel optique (OP) d’une réaction nucléaire. Dans les réactions

entre ions lourds stables, il a été montré que l’effet dit d’anomalie de seuil (TA) se pro-

duit lorsque des projectiles radioactifs légers faiblement liés sont impliqués. Les mesures

existantes concernent les noyaux riches en neutrons.

FIGURE 8 – Principe de l’appareil exprimental 8πLP [128]
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FIGURE 9 – Matrice expérimentale d’un télescope Ball [128]

FIGURE 10 – Matrice expérimentale d’un télescope Ball [128]

Les Figures 8 et 9 présentent les matrices expérimentales d’un télescope Ball à l’avant

du laboratoire angle (θ = 430 et φ = 3200 ).

Ce système est représenté pour diverses énergies de bombardement normalisées à

la section transversale différentielle de Rutherford respectivement par rapport au c.m.

angle θc.m.
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FIGURE 11 – Distributions angulaires de la diffusion élastique du système [128]

II.4 Spectrographe de masse/ Principe de fonctionnement

Le spectrographe de masse est représenté par la figure 12 :

FIGURE 12 – Spectrographe de masse[111]

Son principe de fonctionnement réside dans la séparation en phase gazeuse de molécules
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chargées (ions) en fonction de leur rapport masse/charge (m/z). Il est utilisé dans pra-

tiquement tous les domaines scientifiques : physique, astrophysique, chimie en phase

gazeuse, chimie organique, dosages, biologie, médecine et en physique nucléaire.

Le spectrographe de masse consiste à ioniser par des électrons une molécule A. Celle-

ci va donc donner une entité A+ ayant perdu un électron. A+ va pouvoir se scinder en

plusieurs groupements (chargé + ou non) plus petits, ou bien se réarranger. On accélère

alors ces particules par un champ électrique, puis elles sont déviées par un champ

magnétique. On montre que la déviation est proportionnelle à m/q . Un spectrographe

de masse dans lequel on ne modifie aucun paramètre va pouvoir être étalonné. Il sera

étalonné en masses molaires, puisque e est constant. Le nombre de molécules aura une

incidence sur la plaque sensible du détecteur : plus nombreux sont les ions d’un type

donné, plus intense sera la tache obtenue. Actuellement, les détecteurs informatisés per-

mettent d’obtenir directement un spectre étalé.

II.5 Equation de Klein-Gordon tridimensionnelle

L’équation de Klein-Gordon pour un potentiel scalaire S(r) et un potentiel vectoriel

V (r) à symétrie sphérique s’écrit dans le système d’unités naturelles ~ = c = 1 sous la

forme de l’équation (II.1) :

[∇2 + (V (r)− E)2 + (S(r) +M)2]ψ(r, θ, ϕ) = 0. (II.1)

où E est l’énergie, M est la masse de la particule , ψ(r; θ;ϕ) est la fonction d’onde,∇2

est l’opérateur de Laplace. Comme V (r) et S(r) sont des potentiels à symétrie sphérique,

il convient de chercher les solutions particulières de l’équation (II.1) par séparation

des variables en coordonnées sphériques. L’expression du laplacien en coordonnées

sphériques est :
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∇2 = ∆ =
1

r2
∂

∂r
(r2

∂

∂r
) +

1

sin2θ
[sinθ

∂

∂θ
(sinθ

∂

∂θ)
+

∂2

∂ϕ2
]. (II.2)

Si l’on utilise l’expression du carré du moment cinétique orbital ~L2, en coordonnées

sphériques on a :

~L2 = − 1

sin2θ
[sinθ

∂

∂θ
(sinθ

∂

∂θ)
+

∂2

∂ϕ2
], (II.3)

on peut dire que :

Lz =
1

i

∂

∂ϕ
, (II.4)

on voit que le Laplacien peut se mettre sous la forme :

∆ =
1

r2
∂

∂r
(r2

∂

∂r
)−

~L2

r2
, (II.5)

où

Hψ = Eψ;L2ψ = l(l + 1)~2ψ;Lzψ = m~ψ (II.6)

Finalement, l’équation de Klein-Gordon en coordonnées sphériques devient l’équation

(II.7)[46] :

[
1

r2
∂

∂r
(r2

∂

∂r
)−

~L2

r2
− 2{EV (r) +MS(r)}+ V 2(r)− S2(r) + E2 −M2]ψ(r, θ, ϕ) = 0.(II.7)
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Procèdons à la décomposition de la fonction ψ :

ψ(r, θ, ϕ) =
R(r)

r
Ylm(θ, ϕ), (II.8)

Ylm(θ, ϕ) = Θ(θ)Φ(ϕ), (II.9)

Après séparation des variables, on obtient :

d2R(r)

dr2
+ [E2 −M2 − 2{EV (r) +MS(r)}+ V 2(r)− S2(r)− λ

r2
]R(r) = 0, (II.10)

d2Φ(ϕ)

dϕ2
+m2Φ(ϕ) = 0 (II.11)

où m2 et λ = l(l + 1) sont des constantes de séparation.

II.6 Équation bi-confluente de Heun et fonctions polynômiales

associées

II.6.1 Équation bi-confluente de Heun

Cherchons les conditions pour lesquelles nous avons des solutions polynômiales

sous la forme y(x) =
∑n

k=0 akx
k. Cette classe d’équations contient un nombre très im-

portant d’équations différentielles telles que l’équation confluente de Heun, l’équation

bi-confluente de Heun et l’équation générale de Heun [43], qui sont pour la plupart

étudiées individuellement dans la littérature.

Nous nous intéresserons à la résolution de l’équation biconfluente de Heun parce que
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c’est elle qui est succeptible de donner les solutions de notre système. Cette équation est

donnée par l’équation (II.12).

Considérons une forme particulière de l’équation bi-confluente de Heun dont la

forme canonique est donnée par :

d2y(t)

dt2
+

(
1 + α′

t
− β′ − 2t

)
dy(t)

dt
+

(
(γ′ − α′ − 2)− 1

2
[δ′ + (1 + α′)β′]

1

t

)
y(t) = 0,

(II.12)

où y(t)=HeunB(α′, β′, γ′, δ′, t) sont les fonctions bi-confluentes de Heun. Supposons

que les solutions de l’équation (II.12) s’écrivent sous la forme de l’équation (II.13) :

y(t) =
∞∑
k=0

akt
k, (II.13)

et donc nous avons

dy(t)

dt
=
∞∑
k=1

akkt
k−1, (II.14)

d2y(t)

dt2
=
∞∑
k=2

akk(k − 1)tk−2, (II.15)

En remplaçant les équations (II.13), (II.14) et (II.15) dans l’équation (II.12), nous obte-

nons l’équation suivante :

∞∑
k=2

akk(k − 1)tk−2 +

(
1 + α′

t
− β′ − 2t

) ∞∑
k=1

akkt
k−1+(

(γ′ − α′ − 2)− 1

2
[δ′ + (1 + α′)β′]

1

t

) ∞∑
k=0

akt
k = 0.

(II.16)
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D’après ce qui précède

∞∑
k=2

akk(k − 1)tk−2 +
∞∑
k=1

(1 + α′)akkt
k−2 −

∞∑
k=1

akβ
′ktk−1 − 2

∞∑
k=1

akkt
k+

∞∑
k=0

ak(γ
′ − α′ − 2)tk − 1

2

∞∑
k=0

[δ′ + (1 + α′)β′]akt
k−1 = 0,

(II.17)

Cette équation est encore équivalente à

∞∑
i=0

ai+2(i+ 2)(i+ 1)ti +
∞∑

i=−1

(1 + α′)ai+2(i+ 2)ti −
∞∑
i=0

ai+1β
′iti − 2

∞∑
i=1

aiit
i+

∞∑
i=0

ai(γ
′ − α′ − 2)ti − 1

2

∞∑
i=−1

[δ′ + (1 + α′)β′]ai+1t
i = 0.

(II.18)

où i = k − 2. En regroupant tous les termes du même ordre en t, nous obtenons

{
(1 + α′)a1 −

1

2
[δ′ + (1 + α′)β′]a0

}
t−1+{

2(2 + α′)a2 −
(

1

2
[δ′ + (1 + α′)β′] + β′

)
a1 + (γ′ − α′ − 2)a0

}
+

∞∑
i=0

{
(i+ 2)(i+ 2 + α′)ai+2 −

(
1

2
[δ′ + (1 + α′)β′] + (i+ 1)β′

)
ai+1 + (γ′ − α′ − 2− 2i)ai

}
ti = 0.

(II.19)

Donc l’équation (II.19) donne les relations de récurrences pour les coefficients :

(1 + α′)a1 =
1

2
[δ′ + (1 + α′)β′]a0,

2(2 + α′)a2 =

(
1

2
[δ′ + (1 + α′)β′] + β′

)
a1 − (γ′ − α′ − 2)a0,

(i+ 2)(i+ 2 + α′)ai+2 =

(
1

2
[δ′ + (1 + α′)β′] + (i+ 1)β′

)
ai+1 − (γ′ − α′ − 2− 2i)ai, i ≥ 0.

(II.20)
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MATÉRIELS ET MÉTHODES 42

Considérons un choix approprié de a0 et posons a0 = 1. Les relations précédentes de

l’équation (II.20) s’écrivent alors

a0 = 1,

(1 + α′)a1 =
1

2
[δ′ + (1 + α′)β′],

2(1 + α′)(2 + α′)a2 =

(
1

2
[δ′ + (1 + α′)β′] + β′

)
1

2
[δ′ + (1 + α′)β′]− (1 + α′)(γ′ − α′ − 2),

6(1 + α′)(2 + α′)(3 + α′)a3 =

(
1

2
[δ′ + (1 + α′)β′] + 2β′

)
×{(

1

2
[δ′ + (1 + α′)β′] + β′

)
1

2
[δ′ + (1 + α′)β′]− (γ′ − α′ − 2)

}
−

2(2 + α′)(γ′ − α′ − 4)
1

2
[δ′ + (1 + α′)β′].

(II.21)

En considérant les changements dans la notation, nous obtenons :

A0 = a0 = 1,

A1 = (1 + α′)a1 =
1

2
[δ′ + (1 + α′)β′],

A2 = 2(1 + α′)(2 + α′)a2,

A3 = 3× 2× (1 + α′)(2 + α′)(3 + α′)a3,

Ai = i!(1 + α′)iai, i ≥ 0,

(II.22)

où

(1 + α′)i =
Γ(i+ 1 + α′)

Γ(1 + α′)
=

 (1 + α′)(2 + α′)(3 + α′)...(i+ α′), i = 1, 2, 3, ...

1, i = 0
(II.23)

Supposons maintenant que α′ n’est pas un entier négatif, les fonctions bi-confluentes

de Heun peuvent s’écrire :

Laboratoire de Physique Nucléaire Thèse de Doctorat/Ph.D
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HeunB(α′, β′, γ′, δ′, t) =
∞∑
k≥0

Ak
(1 + α′)k

tk

k!
, (II.24)

où

Ak+2 =

{
(1 + k)β′ +

1

2
[δ′ + (1 + α′)β′]

}
Ak+1−

(1 + k)(1 + k + α′)(γ′ − α′ − 2− 2k)Ak, k ≥ 0.

(II.25)

II.6.2 Fonctions polynômiales associées à l’équation bi-confluente de

Heun

La condition nécessaire pour qu’un polynôme de degréN soit solution d’une équation

différentielle de la forme :

(
a2x

2 + a1x
)
y′′(x) +

(
b2x

2 + b1x+ b0
)
y′(x)− (τ1x+ τ0) y(x) = 0. (II.26)

où τ1 = Na2, N = 0, 1, 2, 3, ... et la solution polynômiale explicite yN(x) est

donnée par :

yN(x) =
N∑
k=0

Pk(τ0)

k!ak1(b0/a1)k
xk, (II.27)

où pour chaque valeur de N , le polynôme {Pk(τ0)}Nk=0 satisfait une relation de trois

termes de récurrence, pour 0 ≤ k ≤ N + 1,

Pk+1(τ0) = (τ0 − k(k − 1)a2 − kb1)Pk(τ0) + kb2(N − k + 1)((k − 1)a1 + b0)Pk−1(τ0),(II.28)
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avec pour conditions initiales P−1(τ0) = 0, P0(τ0) = 1

II.7 Résolution de l’équation de Klein-Gordon avec le po-

tentiel inverse à quatre termes

C’est la première fois que ce potentiel a été utilisé pour déterminer le spectre d’énergie

et la fonction d’onde de l’équation de Klein-Gordon [115].

L’équation de Klein-Gordon avec un potentiel scalaire et vecteur quelconque est

donnée par l’équation (II.29)[115] :

[
d2

dr2
+ (E − V (r))2 − (M + S(r))2 − l(l + 1)

r2

]
F (r) = 0. (II.29)

Il est clair que cette équation différentielle n’admet aucune solution exacte pour les

états de moment cinétique orbital l 6= 0 à cause du terme centrifuge.

Les solutions de cette équation peuvent être trouvées uniquement pour les ondes

S(l = 0).

Ceci nous permet d’écrire :

[
d2

dr2
+ (E − V (r))2 − (M + S(r))2

]
F (r) = 0, (II.30)

où E est l’énergie relativiste, M est la masse de la particule. La fonction d’onde ra-

diale est R(r) = F (r)
r

et ~ = c = 1.

Considérons que V (r) = S(r), on obtient :

[
− d2

dr2
+ 2(M + E)V (r)

]
F = (E2 −M2)F. (II.31)

Introduisons maintenant le potentiel inverse à quatre termes [28].

V (r) =
a

r
+

c

r3/2
+

b

r2
+

d√
r

(II.32)

Laboratoire de Physique Nucléaire Thèse de Doctorat/Ph.D
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où a, b, c et d sont des cœfficients constants qui peuvent être déterminés par des

méthodes expérimentales convenables. Ici, r represente la coordonnées radiale. Ce po-

tentiel peut se transformer au potentiel de Coulomb si b= c=d=0, au potentiel de racine

carré inverse si a= b = c= 0, au potentiel de Kratzer si c=d=0 et au potentiel singulier

fractionnnaire si a= b= 0.

En utilisant la transformation z =
√
γr, avec γ > 0, z représente la variable qui facilite

la résolution de l’équation de Klein-Gordon.

On obtient la transformation suivante :

dF

dr
=
dF

dz

dz

dr
=

1

2

dF

dz

(γ
z

)
, (II.33)

La dérivée deuxième de la fonction F sera écrite de la manière suivante :

d2F

dr2
=

γ2

4z2
d2F

dz2
− γ2

4z3
dF

dz
. (II.34)

Remplaçons d2F
dr2

, et V (r) dans l’équation (II.31), on trouve :

γ2

4z2
d2F

dz2
− γ2

4z3
dF

dz
− 2(M + E)

(
aγ

z2
+
cγ3/2

z3
+
bγ2

z4
+
dγ

1
2

z

)
F = (M2 − E2)F. (II.35)

Pour des raisons de simplification, nous diviserons l’équation (II.35) par γ2 et on a :

1

4z2
d2F

dz2
− 1

4z3
dF

dz
− 2(M + E)

(
a

γz2
+

c

γ
1
2 z3

+
b

z4
+

d

zγ
3
2

)
F =

1

γ2
(M2 − E2)F. (II.36)

Pour simplifier les calculs, on multiplie l’équation (II.36) par 4z2, on trouve donc la

longue équation suivante :

d2F

dz2
− 1

z

dF

dz
− [

8

γ
(M + E)a+

8

γ1/2
(M + E)

c

z
+ 8(M + E)

b

z2
+
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8(M + E)dz

γ3/2
+

4z2

γ2
(M2 − E2)]F = 0. (II.37)

Pour rendre la suite facilement utilisable, on pose les annotations suivantes :

O =
8

γ
(M+E)a, P =

8

γ1/2
(M+E)c, Q = 8(M+E)b, R =

8(M + E)d

γ3/2
, S =

4

γ2
(M2−E2).

(II.38)

L’équation (II.37) devient alors

d2F

dz2
− 1

z

dF

dz
−
[
O +

P

z
+
Q

z2
+Rz + Sz2

]
F = 0. (II.39)

.

On obtient alors une équation bi-confluente de Heun qui doit être traiter avec rigueur

pour déterminer l’équation donnant le spectre d’énergie de la particule de masse M et

la fonction d’onde qui représente la densité de probabilité de trouver la particule à une

position précise et à un instant t quelconque. Nous allons utiliser le potentiel inverse à

quatre termes où a, b, c, et d sont des constantes qui connaissant leur valeurs, on peut

tracer la courbes des énergies en fonction du nombre quantique principale n.

II.8 Résolution de l’équation de Klein-Gordon pour le po-

tentiel singulier fractionnaire

Bose et Lemieux découvrent les potentiels solubles parmi lesquels ceux de type frac-

tionnaire. Ce qui fera l’objet de notre travail s’écrit [28] :

V (r) =
a

r2
+

b

r4/3
+

c

r2/3
+ dr2/3 (II.40)

En l’introduisant dans l’équation de Klein-Gordon, on a :
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d2F

dz2
+

1/2

z

dF

dz
−[

9

2
(M+E)c+

9

2z
(M+E)b+

9

2
(M+E)a

1

z2
+

9

4
(M2−E2)z+

9

2
(M+E)dz2]F = 0.

(II.41)

Posons :

E = −9

2
(M+E)c, F = −9

2
(M+E)b, G = −9

2
(M+E)a, H = −9

4
(M2−E2), I = −9

2
(M+E)d.

(II.42)

Pour une utilisation facile, mettons là sous la forme de l’équation biconfluente de

Heun.

d2F

dz2
+

1/2

z

dF

dz
+

[
E +

F

z
+
G

z2
+Hz + Iz2

]
F = 0. (II.43)

.

II.9 Résolution de l’équation de Klein-Gordon pour le

potentiel de Sextic

Considérons le potentiel de Sextic suivant :

V (r) =
a

r2
+ br2 + cr4 + dr6, [28] (II.44)

Considérons l’équation radiale de Schrödinger suivante :

[
d2

dr2
+

2

r

d

dr
+ [

2µ

~2
(E − V )− l(l + 1)

r2
]

]
F = 0[119] (II.45)
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Et en utilisant la transformation Z = r2 , on trouve :

d2F

dz2
+

3/2

z

dF

dz
+

[
− bµ

2~2
+
µE

2~2
1

z2
− (

µa

2~2
+
l(l + 1)

4
)

1

z2
− µc

2~2
z − µd

2~2
z2
]
F = 0 (II.46)

Posons :

P = − bµ

2~2
, Q = −µE

2~2
, R = − µa

2~2
+
l(l + 1)

4
, S = − µc

2~2
, T = − µd

2~2
. (II.47)

Pour une utilisation facile, mettons là sous la forme de l’équation biconfluente de

Heun de Heun. On a :

d2F

dz2
+

3/2

z

dF

dz
+

[
P +

Q

z
+
R

z2
+ Sz + Tz2

]
F = 0. (II.48)

Pour transformer la dernière équation sous la forme d’une équation biconfluente de

Heun, nous pouvons utiliser la transformation suivante :

F (z) = zAexp(Dz2 +Bz)G(z) (II.49)

Dans cette transformation,A,B, etD sont les constantes qui peuvent être déterminées

par identification. En remplaçant l’équation (II.49) dans l’équation (II.48) on trouve :

1

z2
(z
d2G

dz2
+ (3/2 + 2A+ 2Bz + 4Dz2)

dG

dz
+ (2AB + 3B/2 +Q)+

(B2 + 5D + 4AD + P )z + (4BD + S)z2+

(4D2 + T )z3 + 1/z(R + A2 + A/2)))G = 0,

(II.50)

La littérature présente l’équation biconfluente de Heun sous la forme[28] :

ZY ′′(z) + (1 +α′− β′z− 2z2)Y ′(z) +

(
(γ′ − α′ − 2)z − δ′ + (1 + α′)β′

2

)
Y (z) = 0. (II.51)
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β′, δ′ et γ′ sont les paramètres de l’équation biconfluente de Heun. Cette équation a

des applications dans les ondes acoustiques et en électromagnétisme [23], où z est la

variable. En procédant par identification et en égalant les équations (II.50) et (II.51), on

a :

2A+ 3/2 = α′ + 1, (II.52)

2B = −β′, (II.53)

4D = −2, (II.54)

D est égal à −1/2.

B2 + 5D + 4AD + P = γ′ − α′ − 2, (II.55)

4BD + S = 0, (II.56)

4D2 + T = 0, (II.57)

1

z
(A2 +R +

A

2
) = 0, (II.58)

2AB + 3B/2 + P = −δ
′ + (1 + α′)β′

2
, (II.59)

Supposons que la solution est une série de la forme :

y(z) =
∝∑
n=0

anz
n, (II.60)

Substituons l’équation (II.60) dans l’équation (II.51), on obtient la relation de recur-
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rence suivante pour les cœfficients de la série détaillée :

an+2(n+ 2)(n+ 2 + α′) + an+1

(
−β′(n+ 1)− δ′ + (1 + α′)β′

2

)
+ an(γ′ − α′ − 2− 2n) = 0.

(II.61)

La série suivante doit être coupée après pour obtenir les valeurs de n suffisantes. Cela

implique que nous égalons les coefficients de an+2 à zéro. Cela exige que les cœfficients

de an+1 et an soient égales à zéro [24].

Ces considérations donnent les deux contraintes suivantes :

γ′ − α′ − 2− 2n = 0, (II.62)

−β′(n+ 1)− δ′ + (1 + α′)β′

2
= 0. (II.63)

Il est important de noter que n est le nombre quantique principal qui peut prendre la

valeur zéro et décrit le type de série. Si n = 1, la particule est dans son état fondamental.

La valeur de la constante A est :

A =
−1/2 +

√
1/4− 4R

2
A > 0. (II.64)

.

On note que 1/4− 4R ≥ 0, alors R ≤ 1
16

A ne doit pas être considérée comme négative car elle est une fonction de Q. Si nous

prenons la valeur négative de A, A =
−1/2−

√
1/4−4R

2
, nous pouvons avoir les valeurs

négatives. Substituons − δ′+(1+α′)β′

2
par sa valeur −β′(n + 1) et substituons β′ par − 2B,

on obtient :

2AB + 3B/2 +Q = −β′(n+ 1) = −2B(n+ 1) (II.65)

Après developpement de l’équation (II.65) et en mettant B en facteur, on obtient
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l’équation suivante :

B(2A+ 7/2 + 2n) = −Q (II.66)

Remplaçons A avec sa valeur positive, on a :

B(3 +
√

1/4− 4R + 2n) = −Q (II.67)

Dans ce cas, B est donnée par la relation :

B = − Q

3 + 2n+
√

1/4− 4R
(II.68)

Or 4BD = −S D = −1/2; S = 2B ,B = S/2

En égalant les deux valeurs de B, on obtient :

S

2
= − Q

3 + 2n+
√

1/4− 4R
(II.69)

Substituons R, S et Q avec leur valeur, dans l’équation(II.69) on obtient la valeur de

c comme :

c =
2E

3 + 2n+ 2
√

1/4− 4R
. (II.70)

Où, E est l’énergie relativiste de la particule. En substituant α′ et γ′, on a :

4AD +B2 + 5D + P = 2n (II.71)

substituons A, D B et P avec leur valeur respective, on obtient le spectre d’énergie sui-

vant :

E = ±

[
4~4(3 + 2n+

√
1/4 + l(l + 1) + 2aµ/~2)2(2n+ 2 + bµ/2~2 +

√
1/4 + l(l + 1) + 2aµ/~2)

]1/2
µ

(II.72)

Cette énergie varie en fonction de la molécule choisi et a les propriétés particulières.
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II.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les propriétés des particules de bottomonium

et de charmonium ainsi que les molécules utilisées. Nous avons présenté la méthode

des équations biconfluentes de Heun qui a facilité la résolution de l’équation de Klein-

Gordon. Le matériel utilisé pour mésurer les énergies lors des expériences a été présenté.

Nous présentons par la suite les outils qui permettent la détermination des énergies

du potentiel de Sextic. Nous déterminons les valeurs numériques des énergies avec

le potentiel de Sextic et le potentiel inverse àquatre termes à l’aide des données de

la littérature et d’une comparaison successive des résultats théoriques du modèle et

des résultats expérimentaux. Nous présentons les résultats du modèle et les résultats

expérimentaux et leur discussion.
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CHAPITRE III

RÉSULTATS ET DISCUSSION

Dans ce chapitre, nous allons présenter les énergies obtenues, les fonctions d’ondes

et le spectre de masse du potentiel de Sextic. Par la suite, nous présonterons les différentes

courbes y afférentes. Bien plus, la discussion et la comparaison avec les résultats expérime

ntaux serons présentées.

III.1 Etats d’une particule de Klein-Gordon dans des po-

tentiels scalaire et vectoriel du type fractionnaire

Ici, nous examinons la solution du problème d’une particule relativiste sans spin

(spin = 0), de masse M qui se déplace sous l’action d’un champ à symétrie sphérique

composé d’un potentiel scalaire S(r) et d’un potentiel vectorielle V (r) égaux. L’équation

de Klein-Gordon décrit le mouvement d’une particule de Spin zero [67-68]. Les niveaux

d’énergies et les valeurs propres de l’équation de Klein-Gordon à déterminer avec un

simple Potentiel.

Il est clair que cette équation différentielle n’admet aucune solution exacte pour les

états de moment cinétique orbital l différent de zéro à cause du terme centrifuge. Les

solutions de cette équation peuvent être trouvées uniquement pour les ondes s(l = 0)

dans le cas des potentiels de Hulthèn ou de Woods-Saxon déformés [34-35].

En réalité, l’équation de Klein-Gordon dans le cas (l 6= 0) est trop compliquée et ne

se laisse pas traiter exactement. Il faut alors avoir recours à une résolution basée sur une

méthode des équations bi-confluentes de Heun qui permet d’obtenir analytiquement

une solution approchée de l’équation.

Les potentiels de type fractionnaire comme le potentiel de Sextic, le potentiel inverse
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à quatre termes jouent un rôle très important en physique microscopique. Car ils sont

largement utilisés comme une bonne approximation du potentiel d’interaction dans de

nombreux domaines de la physique et de la chimie. Notamment en physique nucléaire,

physique atomique, moléculaire et en chimie quantique.

III.2 Potentiel inverse à quatre termes

Pour transformer la dernière équation en la forme des équations biconfluentes de

Heun, nous pouvons utiliser la transformation suivante :

F (z) = z1/2zAexp(Dz2 +Bz)G(z) (III.1)

Dans cette transformation, A,B, et D sont les constantes qui peuvent être déterminés

par identification avec l’équation bi-confluente de Heun. En remplaçant donc l’équation

(III.1) dans l’équation (II.39) on trouve :

(16ADz4 + 16D2z4 + 8Dz2 + 4A2 − 4A− 4Sz4 − 4Oz2 − 4Pz − 4Q− 4Rz3 − 3 + 4B2z2+

16BDz3 + 8ABz)G(z) + 16Dz3
dG

dz
+ 8Az

dG

dz
+ 4z2

d2G

dz2
+ 8Bz2

dG

dz
) = 0,

(III.2)

En divisant l’équation (III.2) par z et par factorisation, on obtient l’équation suivante :

z
d2G

dz2
+ (2A+ 2Bz + 4Dz2)

dG

dz
+ (2AB − P + (4AD +B2 −O + 2D)z + (4BD −R)z2+

(4D2 − S)z3 +
A2

z
− A

z
− Q

z
− 3

4z
)G = 0 (III.3)

La littérature présente l’équation biconfluente de Heun sous la forme[23] :
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Y ′′(z) + (1 + α′ − β′z − 2z2)Y ′(z) +

(
(γ′ − α′ − 2)z − δ′ + (1 + α′)β′

2

)
Y (z) = 0. (III.4)

β′, δ′ et γ′ sont les paramètres de l’équation biconfluente de Heun [23], z est la va-

riable. En égalant les équations (III.3) et (II.4), on a :

2A = α′ + 1, (III.5)

2B = −β′, (III.6)

4D = −2, (III.7)

D est égal à −1/2.

4AD +B2 −O + 2D = γ′ − α′ − 2, (III.8)

4BD −R = 0, (III.9)

4D2 − S = 0, (III.10)

1

z
(A2 − A−Q− 3

4
) = 0, (III.11)

2AB − P = −δ
′ + (1 + α′)β′

2
, (III.12)

Considérons que la solution peut être écrite sous la forme d’une série :
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y(z) =
∝∑
n=0

anz
n, (III.13)

Substituons l’équation (III.13) dans l’équation (III.4), on obtient la relation de recur-

rence suivante :

an+2(n+ 2)(n+ 2 + α′) + an+1

(
−β′(n+ 1)− δ′ + (1 + α′)β′

2

)
+ an(γ′ − α′ − 2− 2n) = 0.

(III.14)

La série suivante doit être coupée après développement pour obtenir les valeurs de

n suffisantes. Cela implique que nous égalons les coefficients de an+2 à zéro. Cela exige

que les cœfficients de an+1 et an soient égale à zéro [24].

Ces considérations donnent les deux contraintes suivantes :

γ′ − α′ − 2− 2n = 0, (III.15)

−β′(n+ 1)− δ′ + (1 + α′)β′

2
= 0. (III.16)

Il est important de noter que n est le nombre quantique principal qui peut prendre la

valeur zéro et décrit le type de série. Si n = 1, la particule est dans son état fondamental.

La valeur de la constante A est :

A =
1 + 2

√
1 +Q

2
A > 0. (III.17)

A ne doit pas être considérée comme négative car elle est une fonction de Q. Si nous

prenons la valeur négative de A, 1−2
√
1+Q

2
, nous pouvons avoir les valeurs négative. Sub-

stituons − δ′+(1+α′)β′

2
par sa valeur −β′(n+ 1) et substituons β′ par − 2B, on obtient :

2AB − P = −β′(n+ 1) = −2B(n+ 1) (III.18)
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Après développement de l’équation (III.18) et en mettant B en facteur, on obtient

l’équation (III.19) :

B(2A+ 2 + 2n) = P (III.19)

Remplaçons A avec sa valeur positive, on a :

B(2 + 2
√

1 +Q+ 1 + 2n) = P (III.20)

Dans ce cas, B est donnée par la relation :

B =
P

3 + 2n+ 2
√

1 +Q
(III.21)

Or 4BD = R D = −1/2; R = −2B ,B = −R/2

En égalant les deux valeurs de B, on obtient :

−R
2

=
P

3 + 2n+ 2
√

1 +Q
(III.22)

Substituons R, P et Q avec leur valeur, dans l’équation(III.22) on obtient la valeur de

la contrainte d comme :

d = − 2γc

3 + 2n+ 2
√

1 + 8(M + E)b
. (III.23)

Où γ est une variable dépendante de la masse M de la particule, et E est l’énergie

relativiste de la particule , c et b sont des constantes réelles . La valeur de γ est donnée

par la relation suivante :

γ = 2(M + E)1/2(M − E)1/2. (III.24)

Par ailleurs, en considérant les équations précédentes, on obtient en substituant α′ et

γ′,
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4AD +B2 −O + 2D = 2n (III.25)

substituons A, D, et O avec leur valeur respective, on obtient :

B2 = 2n+
8(M + E)a

γ
+ 1 + 2

√
1 + 8(M + E)b (III.26)

Bien plus, substituons B avec sa valeur, on trouve :

16

γ3
(M + E)2d2 =

8

γ
(M + E)a+ 2n+ 2 + 2

√
1 + 8(M + E)b (III.27)

Ensuite, pour determiner les états d’énergies possibles correspondantes, remplaçons

d et γ avec leur valeur respective , l’équation donnant les valeurs propres de l’énergie

est :

16(M + E)2c2

(3 + 2n+ 2
√

1 + 8(M + E)b)2
−2a(M+E)−(M+E)

1
2 (M−E)

1
2 (n+1+

√
1 + 8(M + E)b) = 0

(III.28)

Divisons l’équation précédente par M + E, on obtient finalement :

16(M + E)c2

(3 + 2n+ 2
√

1 + 8(M + E)b)2
−2a−

(M − E)
1
2

(
n+ 1 +

√
1 + 8(M + E)b

)
(M + E)

1
2

= 0 (III.29)

C’ est une équation transcendentale . L’énergie peut être obtenue numériquement en

utilisant l’équation (III.29).
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III.3 Cas spéciaux et comparaison avec les résultats de la

littérature

III.3.1 Potentiel de Coulomb

Notre équation donnant l’énergie se réduit àl’énergie de Coulomb quand d = c = b = 0,

En utilisant l’équation(III.29), on obtient :

(n+ 2)(M − E)
1
2

(M + E)
1
2

+ 2a = 0 (III.30)

On obtient l’énergie suivante :

E =
M((2 + n)2 − 4a2)

4a2 + (2 + n)2
(III.31)

Si nous employons, E + M → M , E −M → E, la solution à la limite non relativiste

de l’équation transcendental (III.29) est obtenu .

E = − 4Ma2

(n+ 2)2
(III.32)

Ce qui est le résultat de la référence [114] pour l = 0.

III.3.2 Potentiel de Kratzer

Notre équation donnant l’énergie se réduit en l’énergie de Kratzer quand d = c = 0,

En utilisant l’équation (III.29), on obtient l’énergie suivante :
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E = − 4a2M

(n+ 1 +
√

1 + 8Mb)2
(III.33)

Ce qui est le résultat de la référence [114] où l = 0.

III.4 Fonction d’onde

Partant de l’équation (III.1), nous obtenons la fonction d’onde radiale du potentiel

inverse à quatre termes. Ainsi, les termes de la fonction biconfluente de Heun sont :

y(z) = Hb(α
′, β′, γ′, δ′, z), (III.34)

On a :

F (z) = zA+1/2expp(Dz2 +Bz)G(z), (III.35)

En remplaçant z par
√
γr, on trouve :

F (r) = (γr)1/4(γr)A/2expp(Dγr +B(γr)1/2)Hb(α
′, β′, γ′, δ′,

√
γr), (III.36)

Ainsi donc, la fonction d’onde de spin nul s’écrit donc :

F (r) = Nrr
2A+1

4 exp(Dγr +B
√
γr)Hb(α

′, β′, γ′, δ′,
√
γr). (III.37)

Avec α′ = 2A− 1, β′ = R, δ′ = 2P , γ′ = R2

4
−O + 1.

Précisons que la valeur de la contrainte d est obtenu quand nous posonsE−M → E,
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E +M →M , la masse M = 1Kg et n = 0

La fonction de Heun est la solution de l’équation(II.29). La fonction d’onde F (r) de

Heun nous permet de compléter la description de l’état de la particule dans l’espace

. Nr est la constante de normalisation. Dans le but d’avoir une fonction d’onde F (r)

physiquement acceptable, nous allons prendre les conditions suivantes : γ > 0,D < 0,

A > 0 et B < 0. La condition γ > 0 est directement vérifiée, D < 0 parceque D = −1/2 ;

A > 0 est aussi vérifiée. La condition B < 0 permet que nous choisissions le paramètre

du potentiel c < 0 .

Le tracé de la courbe du potentiel avec quelques valeurs des paramètres du potentiel

est [115] :

FIGURE 13 – Représentation du potentiel inverse à quatre termes avec quelques pa-
ramètres. Courbe 1) a = −64.15, b = 67.90, c = −19.20, d = 4.122. Courbe 2) a = −74.15,
b = 64.52, c = −21.92, d = 5.77. Courbe 3) a = −93.39, b = 59.42, c = −27.92, d = 10.0951.

Ces courbes montrent que le potentiel inverse à quatre termes découvert par Bose

et Lemieux est physiquement acceptable car présente un puits et pour les phénomènes

physiques les potentiels qui confinent représentent une avancée dans la physique et ses

applications.
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III.5 Potentiel singulier fractionnaire

Pour transformer la dernière équation en la forme des équations biconfluentes de

Heun, nous pouvons utiliser la transformation suivante :

F (z) = zA+1/2exp(Dz2 +Bz)G(z) (III.38)

Dans cette transformation A, B, et D sont les constantes qui peuvent être déterminés

par identification avec l’équation bi-confluente de Heun. En remplaçant donc l’équation

(III.38) dans l’équation (II.57) on trouve :

(3Bz + 8ADz2 + 2B2z2 + A+ 2Iz4 + 2Ez2 + 2Fz + 2G+ 2Hz3 + 10Dz2 + 8D2z4+

4ABz+8BDz3+2A2)G(z)+(3z
dG

dz
+4Az

dG

dz
+4Bz2

dG

dz
+8Dz3

dG

dz
+2z2

d2G

dz2
) = 0, (III.39)

En divisant l’équation (III.39) par z et par factorisation, on obtient l’équation sui-

vante :

(z
d2G

dz2
+ (3/2 + 2A+ 2Bz + 4Dz2)

dG

dz
+ (2AB + 3B/2 + F + (B2 + 5D + 4AD + E)z+

(4BD +H)z2 + (4D2 + I)z3 + 1/z(G+ A2 + A/2))G = 0, (III.40)

La littérature présente l’équation biconfluente de Heun sous la forme[23] :

Y ′′(z) + (1 + α′ − β′z − 2z2)Y ′(z) +

(
(γ′ − α′ − 2)z − δ′ + (1 + α′)β′

2

)
Y (z) = 0. (III.41)
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β′, δ′ et γ′ sont les paramètres de l’équation biconfluente de Heun et z est la variable.

En procédant par identification et en égalant les équations (III.40) et (III.41), on a :

2A+ 3/2 = α′ + 1, (III.42)

2B = −β′, (III.43)

4D = −2, (III.44)

Dans cette expression, D est un nombre réel égal à −1/2.

B2 + 5D + 4AD + E = γ′ − α′ − 2, (III.45)

4BD +H = 0, (III.46)

4D2 + I = 0, (III.47)

1

z
(A2 +G+

A

2
) = 0, (III.48)

2AB + 3B/2 + F = −δ
′ + (1 + α′)β′

2
, (III.49)

Considérons que la solution peut être écrite sous la forme d’une série :

y(z) =
∝∑
n=0

anz
n, (III.50)

Substituons l’équation (III.50) dans l’équation (III.41), on obtient la relation de recur-

rence suivante pour les cœfficient de la série détaillée :
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an+2(n+ 2)(n+ 2 + α′) + an+1

(
−β′(n+ 1)− δ′ + (1 + α′)β′

2

)
+ an(γ′ − α′ − 2− 2n) = 0.

(III.51)

La série suivante doit être coupée après pour obtenir les valeurs de n suffisante. Cela

implique que nous égalons les coefficients de an+2 à zéro. Cela exige que les cœfficients

de an+1 et an soient égale à zéro [24].

Ces considérations donnent les deux contraintes suivantes :

γ′ − α′ − 2− 2n = 0, (III.52)

−β′(n+ 1)− δ′ + (1 + α′)β′

2
= 0. (III.53)

Il est important de noter que n est le nombre quantique principal qui peut prendre la

valeur zéro et décrit le type de série. Si n = 1, la particule est dans son état fondamental.

La valeur de la constante A est :

A =
−1/2 +

√
1/4− 4G

2
A > 0. (III.54)

.

Notons que 1/4− 4G ≥ 0, alors G ≤ 1
16

A ne doit pas être considéré comme négative

car elle est une fonction deG. Si nous prenons la valeur négative deA,A =
−1/2−

√
1/4−4G

2
,

nous pouvons avoir les valeurs négatives. Substituons− δ′+(1+α′)β′

2
par sa valeur−β′(n+

1) et substituons β′ par − 2B, on obtient :

2AB + 3B/2 + F = −β′(n+ 1) = −2B(n+ 1) (III.55)

Après développement de l’équation (III.55) et en mettant B en facteur, on obtient
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l’équation suivante :

B(2A+ 7/2 + 2n) = −F (III.56)

Remplaçons A avec sa valeur positive, on a :

B(3 +
√

1/4− 4G+ 2n) = −F (III.57)

Dans ce cas, B est donnée par la relation :

B = − F

3 + 2n+
√

1/4− 4G
(III.58)

Or 4BD = −H D = −1/2; H = 2B ,B = H/2

En égalant les deux valeurs de B, on obtient :

H

2
= − F

3 + 2n+
√

1/4− 4G
(III.59)

Substituons G, H et F avec leur valeur, dans l’équation(III.59) on obtient la valeur de

la contrainte b comme :

b =
(3 + 2n+ 2

√
1/4 + 18(M + E)a)(E −M)

4
. (III.60)

Où M est la masse de la particule, et E est l’énergie relativiste de la particule , c et a

sont des constantes réelles. Remplaçons α′ et γ′ par leur valeur, on trouve :

4AD +B2 + 5D + E = 2n (III.61)

substituons A, D, B et P avec leur valeur respective, on obtient :

(M − E)2(M + E)2 =
64

81
[2n+ 2 +

√
1

4
+ 18(M + E)a+

9

2
(M + E)c] (III.62)
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C’est une équation transcendentale . L’énergie peut être obtenue numériquement en

utilisant l’équation (III.62).

III.6 Cas spéciaux et comparaison avec les résultats de la

littérature

III.6.1 Potentiel à carré inverse

Notre équation donnant l’énergie se réduit en l’énergie d’un potentiel de carré in-

verse quand b = c = d = 0,

En utilisant l’équation(III.62), et Si nous employons, E + M → M , E −M → E, la

solution à la limite non relativiste de l’équation transcendental (III.62) est obtenu .

E = ± 8

9M

√
2n+ 2 +

√
1

4
+ 18Ma (III.63)

.

Ce résultat n’est valide que pour l = 0.

III.6.2 Potentiel de Kratzer

Notre équation donnant l’énergie se réduit à l’énergie de Kratzer quand d = c = 0,

En utilisant l’équation (III.62), on obtient l’énergie suivante :

E = ± 8

9M

√
2n+ 2 +

√
1

4
+ 18Ma (III.64)

Laboratoire de Physique Nucléaire Thèse de Doctorat/Ph.D
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.

Ce qui est le résultat de la référence [114] où l = 0.

III.7 Fonction d’onde

Partant de l’équation (II.38), nous obtenons la fonction d’onde radiale du potentiel

inverse à quatre termes. Ainsi, les termes de la fonction biconfluente de Heun est :

y(z) = Hb(α
′, β′, γ′, δ′, z), (III.65)

On a :

F (z) = zA+1/2expp(Dz2 +Bz)G(z), (III.66)

En remplaçant z par r2/3, on trouve :

F (r) = Nrr
2/3(A+1/2)exp(Dr4/3 +Br2/3)Hb(α

′, β′, γ′, δ′, r2/3). (III.67)

Avec α′ = 2A+ 1/2, β′ = −2B, δ′ = −2F , γ′ = B2 + E.

La fonction de Heun est la solution de l’équation(II.62). La fonction d’onde F (r) de

Heun nous permet de completer la description de l’état de la particule dans l’espace .

Nr est la constante de normalisation .

Dans le but d’avoir une fonction d’onde F (r) physiquement acceptable, nous allons

prendre les conditions suivantes : 2A + 1 > 0, A > 0, Dr4/3 < 0, G ≤ 1/16, D < 0, et

Br2/3 < 0. La condition G ≤ 1/16 est directement vérifiée, D < 0 parceque D = −1/2 ;

A > 0 est aussi vérifiée. La condition B < 0 permet que nous choisissions le paramètre
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du potentiel b < 0.

Le tracé des courbes du potentiel avec quelques valeurs des parametres nous donne

la figure ci-dessous :

FIGURE 14 – Représentation du potentiel singulier fractionnaire avec quelques valeurs
des paramètres. Courbe 1) a = 40.05, b = −78.90, c = 0.20, d = 0.122. Courbe 2) a = 50.05,
b = −77.90, c = 0.20, d = 0.123. Courbe 3) a = 55.05, b = −76.90, c = 0.19, d = 0.124.

Ces courbent témoignent à suffisance que ce potentiel confine et présente un puits.

III.8 Courbes des fonctions d’ondes

La fonction d’onde du potentiel inverse à quatre termes est donné par :

F (r) = Nrr
2A+1

4 exp(Dγr +B
√
γr)Hb(α

′, β′, γ′, δ′,
√
γr). (III.68)

La fonction de Heun est un polynôme. En utilisant le changement de variable z =
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√
γr, on peut réecrire la fonction d’onde sous la forme :

F (z) = N0(
z2

γ
)
2A+1

4 exp(Dz2 +Bz)(C0 + C0z). (III.69)

D = −1/2 , on trouve donc la constante de normalisation suivante :

N0 =

√
1/C0exp(B2/2)γA+1/2

2−A−1Γ(2A+ 2)D−2A−2(
−2B√

2
) + 2−A−1/2Γ(2A+ 3)D−2A−3(

−2B√
2

) + 2−A−2Γ(2A+ 4)D−2A−4(
−2B√

2
)

(III.70)

Pour certaines valeurs des paramètres de la fonction d’onde, on a les courbes suivantes :

FIGURE 15 – Représentation de la fonction d’onde pour γ = 1, N0 = 1, D = −1, B = 1,
A = 1 et C0 = 1.

Ici, la fonction d’onde qui est une densité de probabilité présente une courbe dont

la concavité est tournée vers le bas. Cela permet de représenter le système dans une

dimension finie. La concavité de la fonction est l’état du système. la fonction d’onde

stationnaire correspond au produit des fonctions d’ondes stationnaires individuelles des

solutions des équations aux valeurs propres.
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FIGURE 16 – Représentation de la fonction d’onde pour γ = 1, N0 = 2, D = −1, B = 1,
A = 1 et C0 = 1.

On observe une concavité tournée vers le bas et plus rebondi. La fonction d’onde ne

peut être de forme quelconque. À cause de la condition de normalisation, des lois de

conservation du moment cinétique et de la parité, elle doit être une gaussienne. Elle doit

être par ailleurs attractive. Avec un telle fonction, il est possible de reproduire convena-

blement les propriétés de particules stables.
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FIGURE 17 – Représentation de la fonction d’onde pour γ = 1, N0 = 2, D = −1, B = 2,
A = 1 et C0 = 1.

La courbe obtenu montre une concavité tournée vers le haut et plus étroit.

FIGURE 18 – Représentation de la fonction d’onde pour γ = 1, N0 = 1, D = −1/2, B = 2,
A=1 et C0 = 1.

On a une concavité tournée vers le haut avec un sommet décrivant un pic d’ énergie.
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FIGURE 19 – Représentation de la fonction d’onde pour γ = 1, N0 = 1, D = −1/2, B=2,
A=1 et C0 = 1.

Ici, la courbe représente un demi- puits de potentiels. Les abscisses allant de −3 à 3

et les ordonnées allant de−30 à 30. On peut aussi dire que la fonction d’onde représente

l’état du système qui le définie. Contrairement aux bandes rotationnelles pour lesquelles

on observe une augmentation progressive de la valeur des transitions entre les différents

états. Les transitions d’ordre un sont quasiment constantes dans une bande vibration-

nelle. Il est ainsi possible que les raies à 1000 keV observées, puissent constituer une

bande vibrationnelle. Il n’est cependant pas exclu qu’il existe une bande rotationnelle

fondée sur les états excités d’ordre supérieur. Considérer la� forme � du noyau n’a

de sens que si les nucléons sont pourvus d’une vitesse très supérieure à la vitesse de

rotation de l’ensemble.
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FIGURE 20 – Représentation de la fonction d’onde pour γ = 1, N0 = 3, D = −1/2, B = 3,
A = 1 et C0 = 1.

La fonction d’onde présente un pic au sommet assez pointu. Les abscisses allant de

−30 à 30 et les ordonnées allant de −6000 à 6000.

FIGURE 21 – Représentation de la fonction d’onde pour γ = 1, N0 = 3, D = −1/2, B = 3,
A=1 et C0 = 1.
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On obtient une gaussienne qui tend à s’applatir. Les abscisses allant de −30 à 30 et

les ordonnées allant de −20000 à 20000.

III.9 Application au potentiel de Sextic

III.9.1 Cas spéciaux et comparaison avec les résultats de la littérature

Après developpement, et révisions, nous obtenons l’énergie réelle par cette méthode.

Après quelques ajustements du potentiel de Sextic, il en ressort les potentiels de David-

son et Parabolique dans les cas spéciaux et cela a une application directe en physique et

en chimie.

III.9.2 Potentiel de Davidson

Notre énergie reste intacte.

E = ±

[
4~4(3 + 2n+

√
1/4 + l(l + 1) + 2aµ/~2)2(2n+ 2 + bµ/2~2 +

√
1/4 + l(l + 1) + 2aµ/~2)

]1/2
µ

(III.71)

Quand d = c = 0, le potentiel devient : V (r) = a/r2 + br2, ce qui est le résultat de la

référence [115] où l = 0.

III.9.3 Potentiel Parabolique

L’énergie se réduit au potentiel parabolique quand d = c = a = 0, on obtient :

E = ±

[
4~4(3 + 2n+

√
1/4 + l(l + 1))2(2n+ 2 + bµ/2~2 +

√
1/4 + l(l + 1)+)

]1/2
µ

.

(III.72)

Le potentiel devient : br2
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Ce qui est le résultat de la référence [114] où l = 0.

III.10 Fonction d’onde

Partant de l’équation (II.96), nous obtenons la fonction d’onde radiale du potentiel

de Sextic. Ainsi, les termes de la fonction biconfluente de Heun est :

y(z) = Hb(α
′, β′, γ′, δ′, z), (III.73)

On a :

F (z) = zAexpp(Dz2 +Bz)G(z), (III.74)

En remplaçant z par r2, on trouve la fonction d’onde de spin nul qui s’écrit :

F (r) = Nrr
2Aexp(Dr4 +Br2)Hb(α

′, β′, γ′, δ′, r2). (III.75)

Avec α′ = 2A+ 1/2, β′ = −2B, δ′ = S + 2Q, γ′ = B2 + P .

La fonction de Heun est la solution de l’équation(II.95). La fonction d’onde F (r) de

Heun nous permet de compléter la description de l’état de la particule dans l’espace .

Nr est la constante de normalisation .

Dans le but d’avoir une fonction d’onde F (r) physiquement acceptable, nous allons

prendre les conditions suivantes :

2A > −1/2,A > −1
4

,Dr4 < 0,R ≤ 1/16,D < 0,A > −1/4 andBr < 0, est directement

vérifiée, D < 0 parceque D = −1/2 ; A > −1/4 est aussi vérifiée. La condition B < 0

permet que nous choisissions le paramètre du potentiel c > 0.
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Le tracé de la courbe du potentiel avec quelques valeurs des paramètres du potentiel

est :

FIGURE 22 – Représentation du potentiel de Sextic avec quelques paramètres. Courbe 1)
a = 4.05, b = 7.90, c = −5.20, d = 9.122. Courbe 2) a = 14.05, b = 17.90, c = −15.20,
d = 19.122. Courbe 3) a = 24.05, b = 27.90, c = −25.20, d = 29.122.

Ces courbes montrent bien un potentiel physiquement acceptable. Car il existe un

extrêmum. On peut donc dire que ce potentiel fractionnaire de type sextic nous présente

un puits qui permet sa validité.

III.11 Spectre de masse

On dérive le spectre de masse pour un système de quarkonium lourd tel que le char-

monium et bottonium dont le quark et l’antiquark ont même saveur. La relation donnant

le spectre de masse est donné par :

M = m1 +m2 + E, (III.76)
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mais m1 = m2 = mb, et

M = 2mb + E. (III.77)

À partir de la relation (III.72), on calcule les différentes valeurs du spectre d’énergie et

on compare avec ceux de la littérature. Ce tableau montre que la diminution de quelques

MeV du gap potentiel, combinée ou pas avec une diminution de 0,01 MeV du gap pro-

ton, permet de reproduire l’énergie. Cette faible évolution des gaps engendre, toutefois,

une augmentation de la déformation et une chute de l’énergie du premier état excité de

la molécule de HCl. Le tableau 1 montre que, l’énergie inclusive n’est pas une informa-

tion suffisante pour conclure sur l’évolution des propriétés intrinsèques du noyau. Elles

correspondent aux gaps obtenus par les calculs modèle en couches utilisant l’interaction

de Coulomb.
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TABLE 1 – Comparaison des valeurs propres de l’énergie pour le cas spécial (potentiel
parabolique) pour HCl(eV).

n l Energie de Sextic Ref [114] Ref [116]

0 0 −4.580573130 −4.541847882 −4.541848211101

1 0 −4.391701333 −4.393727024 −4.393727956046

1 −4.392722570 −4.391292904 −4.391293850595

2 0 −4.255750726 −4.252735636 −4.252737112329

1 −4.257670351 −4.250417718 −4.250419208735

2 −4.243323367 −4.245789526 −4.245791052967

3 0 −4.115199817 −4.118423404 −4.118425371585

1 −4.110119139 −4.116214408 −4.116216389518

2 −4.1159007861 −4.111803616 −4.111805631214

3 −4.109965792 −4.105205380 −4.105207449232

4 0 −3.998897166 −3.990375014 −3.990377425087

1 −3.981837655 −3.988268222 −3.988270645562

2 −3.987024743 −3.984061424 −3.984063879462

3 −3.976439828 −3.977768152 −3.977770657456

4 −3.961056114 −3.969408570 −3.969411138650

5 0 −3.86104069 −3.868206938 −3.868209749404

1 −3.866534899 −3.866196140 −3.866198963636

2 −3.868732146 −3.862180950 −3.862183802008

3 −3.998897166 −3.990375014 −3.990377425087

4 −3.854089847 −3.856174134 −3.856177032746

5 −3.840863365 −3.848194720 −3.848197679994

Les tableaux 1, 2, 5, 6 présentent les énergies obtenu à partir du potentiel de Sextic

pour différentes valeurs des nombres quantiques n et l respectivement pour les molécules

de HCl, LiH, H2O et O2. On remarque que ces valeurs sont en concordance avec les tra-

vaux de Ikhadair [116] en 2009 et Ikot en 2019[114] et .

Les tableaux 3, 4, 7 et 8 présentent le spectre de masse du charmonium et du bottomo-

nium. On remarque la similarité entre nos résultats et ceux obtenus par Ibekwe en 2020

[117] et Omugbe en 2020 [118].
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TABLE 2 – Comparaison des valeurs propres de l’énergie pour le cas spécial (potentiel
parabolique) pour LiH(eV).

n l Energie de Sextic Ref [114] Ref [116]

0 0 −2.461240799 −2.467293778 −2.467310304097

1 0 −2.389958192 −2.375802636 −2.375819214406

1 −2.377563123 −2.374091378 −2.374107972668

2 0 −2.289984761 −2.289307674 −2.289324266253

1 −2.286911526 −2.287688996 −2.287705602815

2 −2.285729422 −2.284458584 −2.284475215373

3 0 −2.205729422 −2.207451626 −2.207468200275

1 −2.200171012 −2.205918968 −2.205935555783

2 −2.201405667 −2.202860140 −2.202876749122

3 −2.194532489 −2.198288040 −2.198304679122

4 0 −2.129711620 −2.129908602 −2.129925128672

1 −2.129711620 −2.128455976 −2.128472514560

2 −2.127522781 −2.125556792 −2.125573350591

3 −2.123691134 −2.121223116 −2.121239701434

4 −2.118606020 −2.115472884 −2.115489505754

5 0 −2.058450004 −2.056380834 −2.056397286593

1 −2.051374381 −2.055002762 −2.055019226505

2 −2.059664513 −2.052252304 −2.052268785922

3 −2.040795786 −2.048140758 −2.048157264859

4 −2.043995899 −2.042684928 −2.042701466576

5 −2.034353226 −2.035906942 −2.035923524667

TABLE 3 – Spectre de masse du charmonium avec la masse mc = 1.209.
Etat Masse de Sextic Ref [117] Ref [118] Exp

1 s 3.09123456 3.0959 3.098 3.096

2 s 3.672485732 3.6858 3.689 3.686

2 p 3.874354321 3.7565 3.784 −
3 s 4.041441337 4.3228 4.041 4.040

4 s 4.347482101 4.9894 4.266 4.263
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TABLE 4 – Spectre de masse du bottomonium avec la masse mb = 4.822.
Etat Masse de Sextic Ref [117] Ref [118] Exp

1 s 9.461786743 9.5151 9.461 9.460

2 s 10.024873478 10.0180 10.023 10.023

2 p 10.098451567 10.0944 10.110 10.260

3 s 10.358743784 10.4414 10.365 10.355

4 s 10.612345878 10.8577 10.588 10.580

TABLE 5 – Comparaison des valeurs propres de l’énergie pour le cas spécial(potentiel
parabolique) pour H2O (eV).

n l Energie de Sextic Ref [114] Ref [116]

0 0 −5.371240799 −5.377293778 −5.377310304097

1 0 −5.489958192 −5.485802636 −5.485819214406

1 −5.487563123 −5.484091378 −5.484107972668

2 0 −5.289984761 −5.289307674 −5.289324266253

1 −5.286911526 −5.287688996 −5.287705602815

2 −5.285729422 −5.284458584 −5.284475215373

3 0 −5.215729422 −2.217451626 −2.217468200275

1 −5.220171012 −5.225918968 −5.225935555783

2 −5.231405667 −5.232860140 −5.232876749122

3 −5.194532489 −5.198288040 −5.198304679122

4 0 −5.149711620 −5.149908602 −5.149925128672

1 −5.139711620 −5.138455976 −5.138472514560

2 −5.137522781 −5.135556792 −5.135573350591

3 −5.143691134 −5.141223116 −5.141239701434

4 −5.108606020 −5.105472884 −5.105489505754

5 0 −5.068450004 −5.066380834 −5.066397286593

1 −5.061374381 −5.065002762 −5.065019226505

2 −5.069664513 −5.062252304 −5.062268785922

3 −5.030795786 −5.038140758 −5.038157264859

4 −5.063995899 −5.062684928 −5.062701466576

5 −5.024353226 −5.025906942 −5.025923524667
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TABLE 6 – Comparaison des valeurs propres de l’énergie pour le cas spécial(potentiel
parabolique) pour O2 (eV).

n l Energie de Sextic Ref [114] Ref [116]

0 0 −7.571240799 −7.577293778 −7.577310304097

1 0 −7.409958192 −7.405802636 −7.405819214406

1 −7.407563123 −7.394091378 −7.394107972668

2 0 −7.239984761 −7.239307674 −7.239324266253

1 −7.276911526 −7.277688996 −7.277705602815

2 −7.295729422 −7.294458584 −7.294475215373

3 0 −7.235729422 −7.237451626 −7.237468200275

1 −7.200171012 −7.205918968 −7.205935555783

2 −7.211405667 −7.212860140 −7.212876749122

3 −7.184532489 −7.188288040 −7.188304679122

4 0 −7.179711620 −7.179908602 −7.179925128672

1 −7.139711620 −7.138455976 −7.138472514560

2 −6.147522781 −6.145556792 −6.145573350591

3 −6.133691134 −6.131223116 −6.131239701434

4 −6.128606020 −6.125472884 −6.125489505754

5 0 −6.088450004 −6.086380834 −6.086397286593

1 −6.071374381 −6.075002762 −6.075019226505

2 −6.059664513 −6.052252304 −6.052268785922

3 −6.050795786 −6.058140758 −6.058157264859

4 −6.043995899 −6.042684928 −6.042701466576

5 −6.044353226 −6.045906942 −6.045923524667

TABLE 7 – Spectre de masse du charmonium avec la masse mc = 1.209.
Etat Masse de Sextic Ref [117] Ref [118] Exp

1 s 2.07123456 2.0759 2.078 2.076

2 s 2.772485732 2.7858 2.789 2.786

2 p 2.774354321 2.7565 2.784 −
3 s 3.061441337 3.06228 3.061 3.060

4 s 3.447482101 3.4494 3.466 3.463
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TABLE 8 – Spectre de masse du charmonium avec la masse mc = 1.209.
Etat Masse de Sextic Ref [117] Ref [118] Exp

1 s 10.46123456 10.4659 10.4698 10.466

2 s 11.072485732 11.07858 11.0689 11.0686

2 p 11.094354321 11.09565 11.09784 11.0945

3 s 11.341441337 11.3428 11.341 11.340

4 s 11.367482101 11.36894 11.366 11.263

III.12 Ecart type

L’ecart type est donné par :

σ =

√∑
(Ei(exp)− Ei(th))2

M
. (III.78)

Pour le tableau 4, mb = 4.822 et l’ecart-type est égal à 0.011370871

Pour le tableau 3, mc = 1.209 et l’ecart-type est égal à 0.005209455.

Pour le tableau 7, mb = 4.822 et l’ecart-type est égal à 0.009461238

Pour le tableau 8, mc = 4.822 et l’ecart-type est égal à 0.046810897

Les tableaux 3, 4, 7 et 8 présentent les valeurs numériques de l’équation (III.77) pour

le système quarkonium charmonium et bottomonium. Ces résultats du spectre de masse

sont en concordance avec les valeurs expérimentales et celles obtenu lors des travaux

théoriques similaires de Ibekwe et Omugbe en 2020.

III.13 Tracé du spectre de masse
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FIGURE 23 – Représentation du spectre de masse charmonium pour certains nombres
quantiques.

Ici, le spectre d’énergie du charmonium pour l = 4 dans le cas spécial du potentiel

parabolique à la même allure et est en concordance avec les valeurs théoriques pour

l = 1, l = 2 et l = 3

FIGURE 24 – Représentation du spectre de masse bottomonium pour certains nombres
quantiques.
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Ici, le spectre d’énergie du bottomonium pour l = 4 dans le cas spécial du potentiel

Parabolique a la même allure et est en concordance avec les valeurs théoriques pour

l = 1, l = 2 et l = 3

III.14 Discussion

Cette expérience a analytiquement résolu l’équation de Schrödinger radiale avec le

potentiel de Sextic en utilisant la méthode des équations bi-confluentes de Heun et les

états liés du spectre d’énergie de l’équation de Schrödinger radial sont obtenus. Pour va-

lider la méthode employée dans cette étude, nous déduisons les potentiels de Davidson

et Parabolique comme cas spéciaux et aussi les différentes valeurs numériques des cas

spéciaux pour les molécules diatomiques de HCl, LiH, H2O et de O2 pour les différents

nombres quantiques n et l et ces résultats sont en accord avec les travaux de Ikot en 2019

et Ikhadair en 2009 et d’autres études théoriques du même potentiel. Les tableaux 1 et 2

montrent la comparaison numérique du potentiel parabolique pour HCl et LiH et aussi

pour les travaux théoriques semblales. Il est observé dans les tableaux 1 et 2 que les va-

leurs numériques du potentiel Parabolique pour les molécules diatomiques de HCl et

de LiH deviennent de plus en plus grande lorsque les nombres quantiques deviennent

aussi grand. Les tableaux 3 et 4 présentent les valeurs numériques du spectre de masse

pour le sysème quarkonium charmonium et bottomonium respectivement. Les résultats

du spectre de masse sont en concordance avec les valeurs expérimentales et les travaux

théoriques semblables.

III.15 Tracé des énergies

L’équation transcendental de l’énergie est donnée par :

16(M + E)c2

(3 + 2n+ 2
√

1 + 8(M + E)b)2
− 2a−

(M − E)1/2(n+ 1 +
√

1 + 8(M + E)b)

(M + E)1/2
= 0.

(III.79)

Laboratoire de Physique Nucléaire Thèse de Doctorat/Ph.D



Résultats et discussion 85

Pour les valeurs des paramètres de cette équation transcendental tous différents de zéro,

on a la courbe suivante :

FIGURE 25 – Représentation de l’énergie pour les paramètres n=1, M=15, a=1, b=1, c=1.

Ici, l’énergie a une concavité tournée vers le haut. Pour b = c = d = 0, on aura

l’énergie de Coulomb. Et cela explique la stabilité du noyau. L’énergie de Coulomb est

donnée par la la relation :

2a+
(2 + n)(M − E)1/2

(M + E)1/2
= 0. (III.80)

La courbe qui suit présente l’énergie en fonction des paramètres et pour les molécules

de Chlorure d’hydrogène. Elle a été établie à partir des valeurs disponibles dans la

littérature et complétée par les résultats obtenus dans cette expérience. nous avons vu

que les noyaux possédant un nombre magique de neutrons et/ou de protons ont des

propriétés de surstabilité par rapport aux noyaux situés autour. Nous avons également

énuméré un ensemble d’observables qui font ressortir la caractère magique de ces noyaux.
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FIGURE 26 – Représentation de l’énergie de Coulomb pour les valeurs des paramètres ;
courbe en rouge n = 2, M = 1, a = 1 ; courbe en noir n = 1, M = 2, a = 2 ; courbe en
jaune n = 3, M = 3, a = 3. courbe en vert n = 5, M = 7, a = 3 .

La courbe en rouge montre que, on a une énergie qui tend à s’annuler lorsque le

paramètre radial est 1 alors on peut dire que l’état du système tend à devenir d’abord

plus stable puis à s’annuler. La courbe en noir montre que, lorsque le paramètre ra-

dial a devient égal à la masse, avec le nombre quantique n restant constant, la courbe

de l’énergie devient plus excentrée puis tend à s’annuler. Pour le cas de la courbe en

jaune, lorsque le nombre quantique n, la masse M et le paramètre radial ont la même

valeur qui est 3, on a une courbe de l’énergie qui décrit une stabilité et une constante

de l’énergie. L’énergie tend à devenir constante avec une concavité tendant vers le haut.

Sur la courbe en vert, On observe une énergie qui tend à devenir constante lorsque la

masse de la particule devient grande. La mécanique quantique permet de résoudre les

problèmes de l’infiniment petit qui réside en la description de l’état d’un système par

l’équation d’état de Schrödinger qui décrit avec précision la position de particule de M

dans l’espace. Donc la masse est un paramètre physique important dans la description

des phénomènes quantiques.
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FIGURE 27 – Représentation de l’énergie de Coulomb ; courbe en rouge n=8, M=5, a=3 ;
courbe en noir : n=9, M= 10, a=-5,5 ; courbe en Vert : n=9, M=150, a=-5,5
.

La courbe rouge montre que, losqu’on diminue la masse de la particule, l’énergie

devient symétrique lorsque le nombre quantique devient un peu grand et la masse di-

minuant, la symétrie de l’énergie est observée. La courbe en noir montre que, lorsque

le paramètre radial a est négatif, la masse et le nombre quantique prenant pour valeurs

respectives : 10 et 9, l’énergie décrit une courbe symétrique par rapport à l’origine. Celle

en vert montre que, l’énergie décrit une droite oblique et rencontre l’axe des ordonnées.

L’énergie décrit une droite oblique et rencontre l’axe des ordonnées.
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FIGURE 28 – Représentation de l’énergie de Coulomb ; courbe en rouge n=149, M=150,
a = −1000 ; courbe en vert n=1, M=200, a=1 et la courbe en noir : n=38, M=20, a=125.

Sur la courbe en rouge, l’énergie décrit une droite verticale preuve que l’énergie est

constante. La courbe en vert décrit une décroissance radioactive et passe inaperçu à

l’origine et va s’annuler vers l’infini. La courbe en noir montre que l’énergie décrit une

courbe de décroissance et rencontre l’axe des ordonnées.

FIGURE 29 – Représentation de l’énergie de Coulomb ; courbe en rouge pour n=1, M=1,
a = 1 ; courbe en bleu pour a= 2, M= 1, n=2 ; courbe en noir pour a=0, M=1, n=1.
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En faisant E + M → M,E − M → E, la solution de la limite non relativiste de

l’équation trenscendental donne la droite la figure 31. E = − 4Ma2

(n+2)2
Dans ce cas, les

courbes donnant l’énergie ne peuvent que décrirent des droites. C’est le cas de la fi-

gure en rouge, qui est la première bissectrice qui passe par l’origine. Pour la courbe en

bleu, l’énergie décrit une droite affine lorsque les nombres quantiques et a sont égaux.

Pour la courbe en noir, On observe également que l’énergie décrit une droite.

FIGURE 30 – Représentation de l’énergie de Kratzer ; courbe en rouge pour n=1, b= 1
M=1, a = 0 ; courbe en bleu pour n=3, b= 1 M=1, a = 2

L’allure est celle d’une droite affine où l’énergie est une droite affine lorsque tous ses

paramètres sont tous non nuls sauf a qui est nul.
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FIGURE 31 – Représentation de l’énergie de Kratzer pour n=3, b= 1 M=1, a = 2.

Dans ce cas l’énergie est une droite oblique qui change de concavité. La particule est

alors excité car son nombre quantique est devenu plus grand. Ce qui explique le fait que

lorsque le n devient grand, le noyau devient plus éttiré.

III.16 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons déterminé les énergies, les fonctions d’ondes, le spectre

de masse du bottomonium et du charmonium. Nous avons tracé les énergies et les fonc-

tions d’ondes associées. Nous avons également comparé nos résultats avec les travaux

théoriques d’investigations similaires. Il en ressort que, après les travaux menés par

les physiciens sur l’équation de Klein-Gordon leurs résultats n’étaient pas très proche

des travaux expérimentaux. Notre modèle à travers nos résultats se rapprochent mieux

de l’expérience que leurs résultats pour avoir utilisé la méthode des équations bicon-

fluentes de Heun.
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Dans ce travail, il était question de déterminer les propriétés, les interactions et les

énergies nucléaires de l’équation de Klein-Gordon par la méthode des équations bicon-

fluentes de Heun en utilisant un potentiel de type fractionnaire developpé par Bose

et Lemieux [28]. Le premier chapitre a été consacré à la revue de la littérature sur les

modèles nucléaires, le chapitre deux a présenté le matériel utilisé ainsi que les méthodes

de résolution des équations biconfluentes de Heun. Le troisième chapitre quand- à-lui a

présenté les résultats obtenus et une discussion a été présentée. Il en ressort que, en par-

tant de l’historique de la connaissance du noyau atomique, des propriétés du noyau ato-

mique, des modèles nucléaires, des travaux précédents sur l’équation de Klein-Gordon

on remarque que ces travaux ont eu des limites sur la résolution de l’équation de Klein-

Gordon avec sa partie angulaire. En utilisant les particules de bottomonium et charmo-

nium et aussi les molécules de HCl, LiH, O2, et H2O, le spectre d’énergie et la fonction

d’onde correspondante ont été déterminé. Par utilisation du potentiel de Sextic, on a

trouvé les énergies correspondantes et on a comparé nos résultats à ceux de Ikot[114]

et Ikhdair[116] et il est constaté une ressemblance. Deplus le spectre de masse du bot-

tomonium et le charmonium a été obtenu et nos résultats ont été comparés à ceux ob-

tenus par Ibekwe[117] et Omugbe[118] et on observe une ressemblance. Les résultats

obtenus sont meilleurs et se rapprochent de l’expérience. L’écart type calculé montre à

suffisance que nos résultats théoriques obtenus sont en concordance avec ceux réalisés

expérimentalement.

Toutefois, nous constatons que la résolution de l’équation de Klein-Gordon n’est pas

aisée et présente des limites, entre autre la résolution de la partie angulaire. C’est ainsi

que nous souhaitons dans l’avenir passer à travers des stations qui nous conduisent vers
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une équation déduite selon le principe d’équivalence et qui sert à étudier des particules

relativistes où l’énergie au repos n’est plus nulle et où le spin l est différent de zéro.
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Bibliographie 96

[36] C. F. V. Weizsäcker, Zur Theorie der Kernmassen(Zeitschrift fr Physik, New York,

1935).

[37] J. Jolie and A. Linnemann, Phys. Rev. C 68 (2003) 031301.

[38] A. Bohr, B. R. Mottelson, Nuclear Structure, volume I et II (World Scientific, Am-

sterdam, 1968).

[39] H. A. Bethe, R. F. Bacher, Rev. Mod. Phys. 75 (1949) 1969.
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