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Résumé

La topologie des cordes est l’étude de structures algébriques sur l’homologie H∗(LX)
où LX désigne l’espace des lacets libres d’un espace topologique X. Le premier résultat
a été obtenu en 1999 par Chas et Sullivan. Ils considèrent le cas X = M est une variété
fermée orientée et montrent que H∗(LX) est une algèbre de Batalin-Vilkovisky. Ce résul-
tat a été étendu par Cohen-Godin en 2004 toujours pour le cas X = M comme ci-dessus
et par Chataur-Menichi en 2007 pour X = BG le classifiant d’un groupe de Lie compact.
Ils montrent que H∗(LX) est une théorie conforme homologique des champs de degré
dimM (resp. −rang G). Bien que M et BG soient de types bien distincts ce sont tous
les deux des espaces de Gorenstein. En 2008, Félix-Thomas ont montré que les opérations
de la topologie des cordes peuvent être définies dans ce contexte plus général. L’objet de
ma thèse est de fournir une description explicite de ces opérations pour les espaces de
Gorenstein, en termes de modèles de Sullivan lorsque le corps des coefficients est sup-
posé de caractéristique zéro. Cette méthode permet de retrouver les rares calculs connus
(sphères et espaces projectifs complexes) et aussi d’effectuer des calculs sur l’espace de
Borel associé à une action d’un groupe de Lie compacte connexe.

Mots clés : topologie, homotopie, homologie, espaces de Gorenstein, modèles de
Sullivan.
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Abstract

String topology on Gorenstein spaces. String topology is the study of algebraic
structures on the homology H∗(LX) where LX denotes the free loop space of X. The
first result was given by Chas and Sullivan in 1999. They took X = M a closed oriented
manifold and showed that H∗(LM) is a Batalin-Vilkovisky algebra. This result was ex-
tended by Cohen-Godin in 2004 for X = M as above and by Chataur-Menichi in 2007
when X = BG is the classifying space of compact Lie group. They proves that H∗(LX)
is a homological conformal field theory of degree dimM (respectively −rankG). While
M and BG are very different in nature they are both Gorentein spaces. As proved by
Felix-Thomas, in 2008, string operations can be defined in this more general situation.
The purpose of my thesis is to provide an explicit way to compute these operations for
Gorenstein spaces with the aid of Sullivan minimal models when the coefficients field is
of characteristic zero. This method allows to rediscover the few known results (spheres
and complex projective spaces) as well as to make computations with the Borel space
associated with a group action of a compact connected Lie group.

Key words : Topology, Homotopy, Homology, Gorestein spaces, Sullivan models.
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Chapitre 1

Introduction.

Ce travail de thèse concerne la Théorie Topologique des Cordes Fermées. L’origine de
cette théorie est la théorie physique des cordes (ouvertes ou fermées). Nous précisons briè-
vement cette origine dans la première section de l’introduction en montrant l’implication
de la théorie des champs topologiques dans les sections (§2 et §3) avant de situer notre
contribution personnelle.

Signalons que la topologie des cordes intervient dans de nombreux domaines de re-
cherche en y apportant une source de problèmes nouveaux. Citons quelques exemples.

1. la K-théorie équivariante tordue [12],[31],
2. la théorie topologique des champs, [56], [45],
3. la géométrie symplectique [2],
4. la théorie de Morse [32], [17], [43],
5. la géométrie de Poisson [4],
6. la théorie des gerbes et des “stacks” [7],
7. la géométrie non commutative [39],
8. la dualité de Van den Bergh [50],
9. les algèbres et les catégories de Calabi-Yau [37], [41], ... .
Pour terminer, signalons aussi qu’une autre approche de la topologie des cordes est

via l’homologie de Hochschild de l’algèbre des chaînes singulières d’une variété 1-connexe
compacte sans bord. Cf par exemple : [63], [29], [48], [49], [67], [66], · · · . Dans cette
thèse nous n’aborderons pas ce point de vue. Nous étudions les structures algébriques
sur l’homologie des espaces de lacets libres directement à partir de la fibration canonique
dont l’espace total est cet espace. Il convient aussi dans ce préambule de rappeler le rôle
essentiel que joue l’homologie de l’espace des lacets libres dans nombreux problèmes tels
que : Problème des trois corps, Problème des géodésiques fermées, Conjectures de Gromov
· · · . Cf par exemple [33], [53], [52], [60], [43], [8], [9], [27], [10], · · · .
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Chapitre 1 : Introduction.

1.1 Motivation : la Théorie Physique des Cordes.

La théorie physique des cordes intervient de manière conjecturale dans le problème de
la théorie de l’unification comme schématisée ci-dessous ;

Théorie quantique des champs

��

Unification

��

?oo

Relativité

OO

Théorie physique des
cordes M.B Green, J.H.
Schwartz, E. Witten

OO

Extrait de l’encyclopédie Wilkipedia : “According to string theorists, each kind of
fundamental particle corresponds to a different pattern of fundamental string. All strings
are essentially the same, although they may be open (lines) or closed (loops). Different
particles differ in the coordination of their strings. Modern string theories include super-
symmetry, making them superstring theories.

One particular prediction of string theory is the existence of extremely massive coun-
terparts of ordinary particles due to vibrational excitations of the fundamental string.
Another important prediction of string theory is the existence of a massless spin-2 particle
behaving like the graviton. By predicting gravity, string theory unifies quantum mechanics
with general relativity, making it the first consistent theory of quantum gravity.

One problem with string theory is that it predicts that the number of dimensions
for spacetime much greater than 4 (the number of observed dimensions). These extra
dimensions are supposedly compactified or rolled-up. Other related theories such as brane
theories contain extended extra dimensions, which are hidden from us by our confinement
to a brane.” [38], [14], [64].

En physique des cordes une particule est vue comme une corde fermée ou ouverte d’un
certain espace temps de dimensiom ≤ 11. Nous nous limitons ici aux cordes fermées i.e en
topologie à une application continue du cercle dans un espace topologique. Il en résulte

4



1.2 Théorie des champs topologiques.

une correspondance entre “points” et “cordes” comme illustrée ci-dessous.

Feynman. Witten Cobordisme.

Particule · S1

fusion F0,2+1

scission F0,1+2

scission

◦ F1,1+1

fusion

Dans le tableau ci-dessus les 2-cobordismes Fg,p+q apparaissent comme le bord d’un voi-
sinage tubulaire d’un diagramme de Feynman. Plus précisément, il s’agit d’une surface
compacte orientée à bord (supposée ici connexe) avec p cercles entrants, q cercles sortants,
g désigne le genre de la surface et χ = 2−2g−p−q la caractéristique d’Euler de la surface,
[51, §21]. Ci-dessous est représenté le cobordime F2,3+2 avec ses trois cercles entrants et
ses deux cercles sortants.

in

out

Figure 1.

1.2 Théorie des champs topologiques.

Les 2-cobordimes Fg,p+q servent à définir la théorie mathématique des champs topolo-
giques qui est liée, comme on vient de le voir, à la théorie physique des cordes. Elle permet
de définir une famille infinie de structures algébriques sur un espace vectoriel gradué.

5



Chapitre 1 : Introduction.

Notons V ectGr la catégorie des espaces vectoriels (en physique l’espace des sections
d’un fibré vectoriel). Etant donné un espace vectoriel gradué A, un foncteur de la forme

C → V ectGr ,


[n] = tni=1S

1 7→ A⊗n

Fg,p+q 7→
(
A⊗p

Φg,p+q→ A⊗q
)

recollement 7→ composition


est appelé une 2-TQFT (resp. une 2-CFT , une 2-TCFT) sur A, suivant la nature de la 2-
catégorie C, [57], [58] (Q= Quantique et C=Conformal). Voir : [56] pour une interprétation
physique et [6] pour une interprétation des invariants de Gromov-Witten.

Donnons ci-dessous deux exemples classiques.
Exemple 1 : Algèbre de Frobenius. Rappelons qu’une lk-algèbre commutative (gra-
duée) A est une algèbre de Frobenius s’il existe un coproduit :

ψ : A→ A⊗ A , a 7→
∑
finie

ai ⊗ a′i vérifiant ψ(ba) =
∑
finie

bai ⊗ a′i =
∑
finie

±ai ⊗ ba′i .

(L. Abrams, [1]) a démontré qu’une 2-TQFT est définie sur l’espace vectoriel gradué A
si et seulement si A est une algèbre de Frobenius. Il est important de remarquer ici que
dans le dictionnaire “2-TQFT/Frobenius” nous avons les correspondances suivantes :

:=
(
∅ cobordismey S1

)
←→

(
lk

unité→ A
)

:=
(
S1 cobordismey ∅

)
←→

(
A

co-unité→ lk
)

:=
(
S1 t S1 cobordismey S1

)
←→

(
A⊗2 produit→ A

)

:=
(
S1 cobordismey S1 t S1

)
←→

(
A

co-produit→ A⊗2
)

Exemple 2 : Algèbre de Batalin-Vilkovisky. Rappelons qu’une lk algèbre graduée
commutative G est une algèbre de Gerstenhaber s’il existe un crochet de Lie de degré 1

Gi ⊗Gj → Gi+j+1 , x⊗ y 7→ {x, y}

6



1.3 Théorie topologique des cordes fermées.

tel que x 7→ {x,−} est une dérivation. De plus G est une B-V algèbre s’il existe δ : Gi →
Gi+1 tel que δ ◦ δ = 0 et G est de Gerstenhaber pour le crochet :

{x, y} = δ(xy)− (δ(x)y ± xδ(y)) .

Voir par exemple,[35], [5], [42]. E. Getzler, [36] a démontré que

une 2-TCFT|g=0 ,q=1 est définie sur A =⇒ A est une algèbre sur l’opérade des f-disques
=⇒ A est une BV-algèbre .

Le lecteur curieux pourra se reporter à [13] afin de compléter ces quelques éléments.

1.3 Théorie topologique des cordes fermées.

SoientX, Y deux espaces topologiques, notonsXY := espace des applications continues Y →
X muni de la topologie compacte ouverte et notons LX = XS1 l’espace des lacets libres
sur X (i.e. l’espace des cordes de la physique).

X

Figure 2.
La théorie topologique des cordes fermées est l’étude des opérations

Φg,p+q : H∗(LX)⊗p // (H∗(LX)⊗q)∗−dχ

définies sur l’homologie (à coefficients dans un anneau principal) de LX. Ces opérations
définissent une certaine théorie de champs topologique, appelée théorie de champs topo-
logique homologique.

Ces opérations existent sous certaines hypothèses concernant l’espace topologique X.
(C.f Chapitre 1.) pour plus de détails.

Signalons que si M est une variété compacte connexe orientée l’opération

Φ0,2+1 : H∗(LX)⊗2 // (H∗(LX))∗−dχ ,

7



Chapitre 1 : Introduction.

appelée le produit de Chas-Sullivan [15], est définie de telle manière que H∗(LM ; lk) :=
H∗+m(LM ; lk) soit une algèbre commutative graduée. C’est en fait une BV-algèbre. La
définition donnée par Chas et Sullivan est purement géométrique. Le produit de Chas-
Sullivan est obtenu en mixant la composition des lacets libres de même origine et le
produit d’intersection de l’homologie de la variété. La structure elle provient de l’action
canonique du cercle sur LX. Voir [16] et [44] pour une autre description du produit de
Chas-Sullivan.

Plus généralement, lorsque M est une variété 1-connexe compacte sans bord, R. Co-
hen et V. Godin [20], ont montré qu’un 2-cobordisme Fg,p+q (C.f. Figure 1) fournit le
diagramme

(H∗(LX))⊗p

(rin)!

77

Φg,p+q=H∗(rout)◦(rin)!

==
H∗(XFg,p+q)H∗(rin)oo H∗(rout) // (H∗LX))⊗q , (1.1)

où
a) rin (resp. rout) désigne les restrictions au bord rentrant (resp. au bord sortant)
b) l’application linéaire rin!, de degré χFg,p+q est obtenue grâce à la dualité de Poincaré
sur l’homologie de X et à l’application d’écrasement de Thom.

Ceci leur permet, dans le cas des variétés, de définir toutes les opérations Φg,p+q pour
q > 0 et en particulier le produit de Chas-Sullivan. Ces opérations ne dépendent que de
l’ homologie de Fg,p+q et elles sont compatibles avec le recollement des 2-cobordismes.

Le diagramme (1.1) montre aussi qu’il suffit de construire une application rin! pour
chaque 2-cobordisme Fg,p+q afin d’établir l’existence des opérations Φg,p+q. Cette remarque
est l’origine des nombreuses extensions de la théorie topologique des cordes fermées :

• aux espaces classifiants des groupes de Lie par Chataur-Menichi [18].

• aux “orbifolds"" par K. Behrend, G. Ginot, B. Noohi and P. Xu [7] et E. Lupercio,
B. Uribe and M. Xicoténcatl, [46].

8



1.4 Mon travail de thèse.

1.4 Mon travail de thèse.

Le point de départ de ma thèse est l’extension de la construction des opérations Φg,p+q

aux espaces de Gorenstein, par Félix et Thomas [30], dans le cas où lk est un corps. Parmi
les exemples d’espaces de Gorentein de dimension formelle n ∈ Z on trouve les espaces à
dualité de Poincaré de dimension n rel. lk, les espaces classifiants BG des groupes de Lie
compacts connexes G, qui sont de dimension formelle -rang G et l’espace total E d’une
fibration de base un espace de Gorenstein B et de fibre un espace à dualité de Poincaré F .
Dans ce dernier cas, la dimension formelle de E est la somme de la dimension formelle de
B et la dimension de F (C.f. [24] pour plus de détails). En particulier, si Γ est un groupe
de Lie compacte connexe qui opère topologiquement sur une variété connexe compact
sans bord de dimension m alors nous obtenons la fibration de Borel

M −→ EΓ −→ BΓ

où EΓ est un espace de Gorenstein de dimension formelle m− rang Γ.
Dans ce travail je me limite aux cas où le corps est supposé de caractéristique 0 ce qui

me permet d’utiliser la théorie des modèles minimaux de Sullivan conduisant aux calculs
explicites. Les éléments de la théorie des modèles minimaux nécessaires à la compréhension
des chapitres 3, 4 et 5 sont rappelés dans le chapitre 2.

L’originalité de ma démarche est que je n’utilise que les objets de l’homologie différen-
tielle : le Ext différentiel au sens de Eilenberg-Moore [23] et surtout la notion de résolu-
tions semi-libres d’un module différentiel gradué sur une algèbre différentielle graduée (Cf
Chapitre 2 §1 pour une définition précise). Une résolution semi-libre d’un (R, d)-module
différentiel gradué (M,d) est la généralisation de la notion de résolution dans la catégorie
des modules sur un anneau. Les deux notions sont reliées par une suite spectrale

Ep,q
2 = Extp,qH(M,d)(lk,H(M,d)) =⇒ Extp+qH(M,d)(lk,M) .

(Cette suite spectrale montre que si X est un espace à dualité de Poincaré alors il est
de Gorenstein). La construction de l’application de Gysin, définie par Félix et Thomas
[29], repose sur la construction de résolution semi-libre, définie dans la section 2.1, de
certains modules différentiels comme on le verra en détails dans le chapitre 4 et dans les
chapitres 5, 6 et 7. Les résolutions semi-libres ad-hoc sont obtenues à partir de différentes
descriptions topologiques d’espaces associés à l’espace des lacets.

Les rares calculs effectués jusqu’à présent l’ont été à l’aide de la dualité de Poincaré

9



Chapitre 1 : Introduction.

par [20], la classe diagonale par [19]. Un de nos buts est de montrer que le point de vue
de Félix-Thomas conduit à des calculs explicites (et nouveaux) tout au moins dans le cas
où le corps est supposé de caractéristique zéro.

Dans le chapitre 3) nous faisons quelques rappels et compléments sur les modèles
minimaux de Sullivan puis dans le chapitre 4) nous montrons comment l’application de
Gysin de rin! et le dual en cohomologie de chacune des opérations Φg,p+q peut s’exprimer
à l’aide des modèles minimaux de Sullivan.

Dans le chapitre 5) nous spécialisons les constructions du chapitre 3 pour le dual du
produit de Chas-Sullivan sur la cohomologie des espaces de lacets libres d’un espace de
Gorenstein de dimension formelle d. Nous calculons par cette méthode le produit de Chas-
Sullivan sur les sphères, les espace projectifs complexes puis sur l’espace de Borel associé
à une action d’un groupe sur un espace projectif complexe. Dans le cas des sphères et des
espaces projectifs complexes nous retrouvons les résultats de Cohen, Jones et Yuan [21]
qui sont obtenus à l’aide de suites spectrales.

Dans le chapitre 6) nous spécialisons les constructions du chapitre 4 pour le dual du
coproduit de Chas-Sullivan sur la cohomologie de l’espace des lacets libres d’un espace
de Gorenstein de dimension formelle d. Nous calculons par cette méthode le coproduit
de Chas-Sullivan sur les sphères, les espace projectifs complexes puis sur l’espace de Bo-
rel associé à une action d’un groupe sur l’espace projectif complexe. Nous étendons les
résultats de Chataur et Thomas [19].

Dans le chapitre 7) nous spécialisons les constructions du chapitre 4) pour le dual de
l’opération Φ0,3+1 sur la cohomologie des espaces de lacets libres d’un espace de Gorenstein
de dimension formelle d. Nous calculons par cette méthode cette opération sur la sphère
de dimension impaire. Ce calcul est motivé par le résultat de Tamanoi [62] qui énonce que
les opérations Φg,p+q définies par Cohen-Godin sont nulles si g > 0 ou si g = 0 et q > 2.

10



Chapitre 2

Cas des espaces de Gorenstein.

Dans ce chapitre lk désigne un corps quelconque. Dans la première section nous préci-
sons les notations employées dans la suite du texte ainsi que les définitions classiques de
l’algèbre homologique sur les espaces vectoriels gradués.

2.1 Espaces vectoriels gradués.

2.1.1 Notations et isomorphismes canoniques.

• Vect désigne la catégorie des espaces vectoriels.
• VectGr désigne la catégorie des espaces vectoriels gradués.
• V = {Vi}i∈Z ∈ VectGr si Vi ∈ Vect pour tout i ∈ Z.

Si V et V ′ sont deux espaces vectoriels gradués alors :
• f := {fi}i∈Z : V → V ′ où fi ∈ Vect(Vi , V ′i+k) est une application linéaire de degré k.
• V × V ′ = {(Vi × V ′i )}i∈Z.
• V ⊗lk V ′ = {(V ⊗lk V ′)i}i∈Z et (V ⊗lk V ′)k = ⊕i+j=kVi ⊗lk V ′j .
• Homlk(V, V ′) = {Homlk(V, V ′)i}i∈Z et Homlk(V, V ′)k = ∏

iHomlk(Vi, V ′i+k).
• VectGr(V, V ′) = Homlk(V, V ′)0.

Lemme 2.1.1. Nous avons les isomorphismes naturels dans la catégorie VectGr

Hom(⊕αVα ,−)→ ∏
αHom(Vα ,−) et Hom(− ,∏α Vα)→ ∏

αHom(− , Vα)
(⊕αVα)⊗lk − = ⊕α (Vα ⊗lk −) et (∏α Vα)⊗lk − = ∏

α (Vα ⊗lk −)
−⊗lk (⊕αVα) = ⊕α (−⊗lk Vα) et −⊗lk (∏α Vα) = ∏

α (−⊗lk Vα) .

Démonstration. Les isomorphismes résultent de ceux obtenus dans le cas non gradué
en regardant composante par composante.

�
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Chapitre 2 : Cas des espaces de Gorenstein.

Si {V (α)}α est une famille d’espaces vectoriels gradués telle que pour chaque α, V (α) =
{Vi(α)}i∈Z on définit les espaces gradués :

⊕αV (α) = {(⊕αV (α))i}i∈Z avec (⊕αV (α))i = ⊕αVi(α)∏
α V (α) = {(∏α V (α))i}i∈Z avec (∏α V (α))i = ∏

α Vi(α)

2.1.2 Algèbres graduées et modules gradués

Soit R = {Ri}i∈Z une lk-algèbre graduée et M = {Mi}i∈Z un R-module gradué à
gauche i.e il existe des homomorphismes d’espaces vectoriels gradués

R⊗R→ R , x⊗ y 7→ xy

R⊗M →M ,x⊗m 7→ xm

tels que tout x, y, z ∈ R et tout m ∈M

x(yz) = (xy)z , 1Rx = x = x1R
x(ym) = (xy)m, 1Rm = m.

Soient R et R′ deux algèbres graduées. Une application lk-linéaire de degré 0, f : R→
R′ est est un homomorphisme d’algèbres graduées si

f(xx′) = f(x)f(x′) , pour tout x, x′ ∈ R et si f(1R) = 1R′ .

Soient M et M ′ deux R-modules à gauche. Une application lk-linéaire de degré d,
f : M →M ′ est A-linéaire si

f(xm) = (−1)d|x|xf(m) , pour tout x ∈ R et tout m ∈M .

Les algèbres graduées et les homomorphismes d’algèbres graduées (resp. les R-modules
graduées à gauche et les homomorphismes de R-modules gradués) constituent une caté-
gorie notée

AlgGr (resp. ModGrR ) .

Ce sont des sous-catégorie (non pleines) de VectGr.
Notons Rop l’algèbre opposée de R i.e le produit dans Rop est défini par

x · y = (−1)|x| |y|y · x , pour tout x, y ∈ R .

12



2.1 Espaces vectoriels gradués.

Un R-module gradué à gauche est un Rop-module gradué à droite.
On note usuellement (m⊗ x) 7→ mx := (−1)|x| |m|xm l’action à droite ainsi définie et

ModGrRop

la catégorie des A-modules gradués à droite.
Un R-bimodule M est R-module à droite et à gauche tel que

x(my) = (xm)y , pour tout x, y ∈ R et tout m ∈M .

Un R-bimodule M est un R⊗Rop-module gradué à gauche.

Exemple 2.1.2. Une algèbre graduée R est naturellement un R-module gradué à gauche
(resp. un R-module gradué à droite, un R-bimodule gradué ). Un idéal à gauche (resp. à
droite, bilatère) de l’algèbre graduée R est un R-sous-module à gauche (resp. un R-sous-
module à droite, un R-sous-bimodule)

Lemme 2.1.3. Si M(α) est une famille de R-modules gradués alors les espaces vectoriels
gradués

⊕αM(α) et
∏
α

M(α)

sont des R-modules gradués tels que les application canoniques

Mα → ⊕αM(α) et
∏
α

M(α)→Mα

sont des homomorphismes de R-modules gradués.

Démonstration. Clair.
�

Pour le lecteur non habitué aux graduations précisons les relations entre le cas gradué
et le cas non gradué.

A un espace vectoriel gradué V = {Vi}i∈Z est associé l’espace vectoriel non gradué

tot V := ⊕i∈ZVi

et à un homomorphisme d’espaces vectoriels gradués f := {fi}i∈Z : V → V ′ est associé
l’application linéaire

tot f := ⊕i∈Zfi : tot V → tot V ′ .

13



Chapitre 2 : Cas des espaces de Gorenstein.

(Ici la somme est dans la catégorie VectGr). Ceci définit le foncteur de totalisation

tot : VectGr→ Vect

Lemme 2.1.4. Soit R = {Ri}i∈Z une algèbre gradué alors le produit interne

tot R⊗ tot R→ tot R , (xj)j ⊗ (yk)k 7→
 ∑
j+k=l

xjyk)

l

définit sur tot R une algèbre.
Si M = {Mi}i∈Z est un R-module gradué à gauche alors le produit externe

tot R⊗ tot M → tot M , (xj)j ⊗ (mk)k 7→
 ∑
j+k=l

xjmk)

l

définit sur tot M un tot R-module.
De plus nous avons les foncteurs

tot : AlgGr→ AlgGr et tot : ModGrR → ModTotR .

Démonstration. Clair.
�

Si R est une algèbre graduée commutative (i.e xy = (−1)|x| |y|yx) alors tot R n’est pas
une algèbre commutative.

2.1.3 Les modules bigradués Tor et Ext.

Dans cette sous section nous précisons les définitions des foncteurs dérivés Tot et Ext
dans le cas gradué en insistant sur la bigraduation.

HomR(M,M ′) = {f ∈ Homlk(V, V ′) | f est R-linéaire}

et
M ⊗RM ′ = {m⊗m′ ∈M ⊗lk M ′ |mx⊗m′ = m⊗ xm′}

Un R-module gradué M est projectif s’il est facteur direct d’un R-module libre.

Lemme 2.1.5. Un R-module gradué P est projectif ssi tot P est tot R-projectif.
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2.1 Espaces vectoriels gradués.

Démonstration. Si P = {Pi}i∈Z est un R-module projectif alors il existe un sous-espace
vectoriel S d’un R-module libre L tel que P ⊕ S = L. Par suite (⊕iPi)⊕ (⊕iSi) = ⊕iLi.
Ecrivons L = R ⊗lk V donc Li = ⊕p+q=iRp ⊗lk Vq et donc ⊕iLi = ⊕i ⊕p+q=i Rp ⊗ Vq =
(⊕pAp) ⊗ (⊕qVq) = tot R ⊗ tot V est un tot R-module libre et donc tot P est tot R-
projectif.

Réciproquement, supposons que tot P := ⊕Pi est tot R-projectif alors (⊕iPi) ⊕ S =
(⊕Ri)⊗W . Si nous considérons l’espace vectoriel gradué {Wi} avec W0 = W et Wi = 0
si i 6= 0 alors (⊕Ri) ⊗lk W = {Ri} ⊗lk {Wi}. Le sous-module S de tot R ⊗W s’identifie
alors à un sous espace vectoriel gradué {Si} de {Ri} ⊗ {Wi} où Si = S ∩ Ri ⊗W alors
RiSj ⊂ Ri+j, ⊕iSi = S et (⊕iPi)⊕S = (⊕iPi)⊕ (⊕iSi). Ceci montre que P est un facteur
direct d’un R-module gradué libre et donc P est R-projectif.

�

Corollaire 2.1.6. La catégorie ModGrR possède assez de projectifs.

Une résolution d’un R-module gradué M est une suite exacte

· · ·Pi
∂→ Pi−1

∂→ · · ·P1
∂→ P0 →M → 0

dans la catégorie ModGrR. Elle est projective si chaque Pi est un R-module gradué pro-
jectif à droite.

Notons P∗ le complexe de chaînes dans la catégorie ModGrR

· · ·Pi
∂→ Pi−1

∂→ · · ·P1
∂→ P0

∂→ 0

avec pour chaque i ≥ 0, Pi := {Pi,j}j∈Z et ∂ : Pi,j → Pi−1,j.
Pour tout R-module gradué N à gauche on a le complexe de chaînes P∗⊗RN dans la

catégorie VectGr où

· · ·Pi ⊗R N
∂⊗Rid→ Pi−1 ⊗R N

∂⊗Rid→ · · ·P1 ⊗R N
∂⊗Rid−→ P0 ⊗R N

∂⊗Rid→ 0

avec

Hi,j(P∗ ⊗R N) :=
ker

(
(Pi ⊗R N)j

∂⊗Rid−→ Pi−1 ⊗R N)j
)

im
(

(Pi+1 ⊗R N)j
∂⊗Rid−→ Pi ⊗R N)j

)
Pour tout R-module gradué N à droite on a le complexe de cochaînes HomR(P∗, N)
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Chapitre 2 : Cas des espaces de Gorenstein.

dans la catégorie VectGr où

· · ·HomR(Pi, N) HomR(∂,id)←− HomR(Pi−1, N) HomR(∂,id )←− · · ·HomR(P1, N) HomR(∂,id←− HomR(P0, N) HomR(∂,id)← 0

avec

H i,−j(HomP∗, N) =
ker

(
HomR(Pi+1, N)j

HomR(∂,id)←− HomR(Pi, N)j
)

im
(
HomR(Pi, N)j

HomR(∂,id )←− HomR(Pi−1, N)j
)

Notation 2.1.7.

TorAi,j(M,N) = Hi,j(P ⊗A N) et Exti,−jA (M,N) := H i,−j(HomP∗, N) ,

et on obtient les espaces vectoriels bigradués

TorA(M,N) = {TorAi,j(M,N)}i≥0,j∈Z et ExtA(M,N) = {Exti,jA (M,N)}i≥0,j∈Z .

2.2 Espaces de Gorenstein.

Soient (R, d) une algèbre différentielle graduée (avec unité lk ⊂ R) et (M,dM) un
(R, d)-module différentiel gradué.
(M,dM) est (R, d)-semi-libre s’il existe une suite de sous-R-modules de M

M(0) ⊂M(1) ⊂ ... ⊂M(k) ⊂ ...

telle que

1. M = ∪k≥0M(i)

2. dM(M(k)) ⊂M(k)

3. (M(0), dM) est isomorphe au (R, d)-module libre (R, d)⊗ (V (0), 0)

4. pour chaque k ≥ 1 le quotient (M(k), dM)/(M(k−1), dM) =
(
M(k)/M(k − 1), d̄M

)
est isomorphe au (R, d)-module libre (R, d)⊗ (V (k), 0)

lorsque chaque V (k) désigne un lk-espace vectoriel gradué.

Définition équivalente. Le (R, d)-module (M,dM) est isomorphe au (R, d)-module (R⊗
V, d) où
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2.2 Espaces de Gorenstein.

a) V = ⊕k≥0V (k) où chaque V (k) est un lk-espace vectoriel gradué

b) la différentielle d de R⊗ V vérifie

d(lk ⊗ V (k)) ⊂ R⊗ V (k − 1) .

Considérons (M,d) et (N, d) deux modules différentiels gradués sur une algèbre diffé-
rentielle graduée et le Hom-complexe HomR((M,dM), (N, d)). Rappelons que la différen-
tielle de ce complexe est définie par

Df = d ◦ f − (−1)deg ff ◦ d .

Les résultats suivant étendent aux modules semi-libres les proprités classiques des
modules projectifs et permettent la définition du ext-différentiel.

Lemme 2.2.1. ([3]-Lemma 3.2) Soient (P, d) et (P ′, d′) deux lk-espaces vectoriels gradués
et ψ : P → P ′ une application lk-linéaire de degré r telle que d′ ◦ ψ = (−1)rψ ◦ d. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

1. H(ψ) : H(P )→ H(P ′) est un isomorphisme.

2. Pour tout (x, x′) ∈ P × P ′ satisfaisant

 dx = 0
dx′ = ψ(x)

il existe (y, y′) ∈ P × P ′ tel

que

 x = dy

x′ = ψ(y) + d′y′
.

Proposition 2.2.2. ([3]-Proposition 6.4(i)) Si (M,dM) est un (R, d)-module semi-libre
alors le foncteur

HomR((M,dM),−) : ModDiffGr(R,d) → V ectDiffGr

préserve les quasi-isomorphismes.

Soient ϕ : (N, dN) → (N ′, d′N) un quasi-isomorphisme de (R, d)-modules et f ∈
Hom0

R(M,N ′) ∩ KerD. D’après la Proposition, il existe g ∈ Hom0
R(M,N) ∩ KerD tel

que le diagramme ci-dessous commute à homotopie près.

N

ϕ'
��

M
f //

g

55

N ′
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Chapitre 2 : Cas des espaces de Gorenstein.

Si on suppose en outre que ϕ est surjective alors g peut être choisi de telle sorte que le
diagramme commute exactement.

Les propriétés rappelées ci-dessus justifient les définitions suivantes.

Définition 2.2.3.

1. Ext(R,d) ((M,d), (N, d)) est appelé un ext-différentiel.

2. Une algèbre différentielle graduée augmentée (A, d) est de Gorenstein de dimension
formelle n si

Exti(A,d) (lk, (A, d)) = 0 , i 6= n , et Extn(A,d) (lk, (A, d)) ∼= lk .

3. Un espace topologique X pointé est un espace de Gorenstein si l’algèbre des co-
chaînes singulières normalisées est une algèbre de Gorenstein.

Ces espaces ont été introduits dans [24]. Il s’agit d’une généralisation de la notion
classique d’anneaux de Gorenstein aux algèbres différentielles graduées sur un corps lk.
Nous avons déjà cité dans l’introduction (§1.4) des exemples d’espaces de Gorenstein.

2.3 L’application de Gysin pour un espace de Goren-
stein.

2.3.1 Le cas classique des variétés

Un lk-espace à dualité de Poincaré de dimension d [11, Chap.VI-§6] est un espace
1-connexe X tel qu’il existe, pour chaque i ≥ 0, un isomorphisme

DX : Hi(X)→ Hd−i(X)

appelé dualité de Poincaré. La classe d’homologie [X] ∈ Hd(X) telle que DX([X]) = 1 est
appelée une classe d’orientation de X.

Par exemple une variété différentiable de dimension d, 1-connexe, compacte, sans bord
et orientée est un lk-espace à dualité de Poincaré de dimension d et ceci pour tout corps
lk.

Soit f : X → X ′ une application entre deux lk-espaces à dualité de Poincaré de

18



2.3 L’application de Gysin pour un espace de Gorenstein.

dimensions respectives d, d′. Les diagrammes commutatifs

H i(X ′)
∼=D−1

X′
��

H∗(f) // H i(X)
∼= D−1

X
��

Hd′−i(X ′)
f! // Hd−i(X)

Hi(X)
∼=DX
��

H∗(f) // Hi(X ′)
∼= DX′
��

Hd−i(X) f !
// Hd′−i(X ′)

définissent l’application de Gysin en homologie f! et en cohomologie f ! de l’application f .
Si nous désignons par ( )# la dualité linéaire degré par degré nous obtenons la relation

(f!)# = f ! .

Soit X un lk-espace à dualité de Poincaré de dimension d. Notons H∗(X) l’homologie
dé-suspendue définie par : Hi(X) := Hd+i(X). Lorsque f = ∆ : X → X×X = X ′ désigne
la diagonale, les applications

Hi(X)⊗Hj(X) ∆! // Hi+j−d(X) , a⊗ b 7→ a • b := D−1
X (DX(a) ∪DX(b))

définissent un produit

H∗(X)⊗H∗(X)→ H∗(X) , a⊗ b 7→ a • b

appelé le produit d’intersection. Il résulte des propriétés du cup produit que H∗(X) est
une algèbre graduée commutative.

Il est important de préciser ici que, contrairement au cup produit, le produit d’inter-
section ne provient pas d’un produit défini globalement sur les chaînes singulières. Il a été
défini par Lefchetz, bien avant le cup produit, à l’aide des chaînes simpliciales transverses.
L’exemple suivant illustre cette construction.

Exemple 2.3.1. Les sous-variétés C et T d’une variété X de dimension 3 déssinées
ci-dessous, une fois triangulées, représentent deux chaînes simpliciales transverses.

C

T

Figure 3
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Chapitre 2 : Cas des espaces de Gorenstein.

Fixons les classes d’orientation [C] ∈ H1(C) ∼= Z et [T ] ∈ H2(T ) ∼= Z et considérons
les inclusions

C �
� iC // X T? _

iToo

Posons a = H1(iC)([C]) ∈ H1(X) et a′ = H2(iT )([T ]) ∈ H2(X) alors a • a′ ∈ H0(X) est
la classe représentée par la sous-variété canoniquement orientée réduite aux deux points
C ∩ T .

2.3.2 Le cas des espaces de Gorenstein.

Application de Gysin d’une application continue. Etant donné une application
continue f : (Y, ∗) → (X, ∗) entre deux espaces 1-connexes pointés, alors C∗(Y ) est un
C∗(X)-module via C∗(f). Par définition, une application de Gysin pour f est un élément

f ! ∈ ExtC∗(X) (lk, C∗(Y )) ,

cette classe, si elle existe, est représentée par un cocycle

f ! : PX → C∗(Y )

où désigne PX désigne une résolution semi-libre de lk = C∗(∗) en tant que C∗(X)-module.
Le résultat suivant établit l’existence d’une application de Gysin pour le produit des

diagonales d’un espace de Gorenstein.

Théorème 2.3.2. [30] Soit X un lk-espace de Gorenstein de dimension d. Notons ∆s

l’application diagonale X → X×s , x 7→ (x, . . . , x). Pour chaque décomposition k = k1 +
· · ·+ kr le produit des diagonales

∆k1,··· ,kr := ∆k1 × ...×∆kr : X×r → X×k1 × ...×X×kr = X×k , r < k ,

admet une application de Gysin en cohomologie, de degré d(k − r) ∈ Z :
∆!
k1,··· ,kr : H∗(X×r)→ H∗+d(k−r)(X×k) .

Il résulte des propriétés d’unicité à une constante multiplicative près que :
Si la fibre homotopique F ' Ω(X, x0)×k−r de ∆k1,··· ,kr est un lk-espace à dualité de

Poincaré alors ∆!
k1,··· ,kr est , après normalisation, l’intégration le long de la fibre∫ ∗

F
: H∗(X×r) // H∗+d(k−r)(X×k) ,

définie usuellement, à l’aide de la suite spectrale de Serre.
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2.4 Définition rin! pour les espaces de Gorenstein.

Le théorème suivant permet de relever de manière unique une application de Gysin.
Par abus, nous notons de la même manière le relevé d’une application de Gysin et une
application de Gysin. Les propriétés d’unicité permettent d’éviter les confusions. Dans le
cas différentiable le relevé d’une application de Gysin a été défini, [20] et [16], à l’aide de
la technologie de Thom-Pontryagin étendue en dimension infinie. C’est un cas particulier
de notre définition.

Théorème 2.3.3. [30] Soit le diagramme cartésien
E ′

π′

��

g // E

π
��

B′
f // B

où


B est 1-connexe
π est une fibration
dimH i(E) <∞ pour tout i ≥ 0

.

Si f admet une application de Gysin f ! : H∗(B′)→ H∗+d(B) alors il existe une unique
application H∗(E)-linéaire, g!, telle que le diagramme ci-dessous soit commutatif :

H∗(E ′) g!
// H∗+d(E)

.

H∗(B′)

H∗(π′)

OO

f !
// H∗+d(B)

H∗(π)

OO

Remarquons que si f : X → X ′ est une application entre deux lk-espaces à dualité de
Poincaré de dimensions respectives d, d′ alors l’application de Gysin de degré d′ − d est
égale, après normalisation, avec celle définie dans la section 1.

2.4 Définition rin! pour les espaces de Gorenstein.

Rappelons le 2-cobordisme orienté de l’introduction :

∐p
i=1 S

1
i

in // Fg,p+q
∐q
j=1 S

1
j

outoo .

Pour tout espace topologique X connexe, nous obtenons

map (∐p
i=1(S1

i , X) map (Fg,p+q, X)rinoo rout // map (∐q
j=1(S1

j , X)

(LX)×p (LX)×q

avec rin et rout désignant les restrictions définies par : rin(f) = f ◦ in et rout(f) = f ◦ out.
Les injections in et out sont supposées des cofibrations. Par suite rin et rout sont des
fibrations.
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Chapitre 2 : Cas des espaces de Gorenstein.

Nous allons montrer que rin peut être considéré comme une fibration image réciproque.
Pour cela nous utilisons la notion de diagramme de corde associé à un 2-cobordisme comme
défini dans [22].

Il s’agit d’un graphe particulier qui est un rétract par déformation d’un 2-cobordisme
orienté et qui décrit la combinatoire de cette surface. Un diagramme de cordes est consti-
tués de
r arbres T1,...,Tr,
k extrémités des arbres e1, ..., ek situés sur les p cercles entrant du 2-cobordisme. Par
exemple, la surface de type (2, 3 + 2)

in

out

admet pour diagramme de cordes

1

2

3

4

5

86

7

12

13

9

10

11

14

Figure 4

En particulier, pour étudier le produit et le coproduit de Sullivan nous avons la situa-
tion décrite ci-dessous.

1 21

1

2

0,2+1

0,1+2

F

F

Figure 5.

22



2.4 Définition rin! pour les espaces de Gorenstein.

Dans le cas général considérons deux partitions de l’ensemble des sommets {e1, ..., ek} :
{e1, ..., ek} = ∐r

i=1Ki = ∐p
j=1 Lj

cardKi = ki ≥ 2 , cardLj = lj

es ∈ Ki ⇐⇒ es est l’extrémité d’un arbre Ti
es ∈ Lj ⇐⇒ es ∈ in(S1

j )

Par exemple pour le diagramme de corde de la figure 4 r = 7, k = 14, L1 = {e1, e2, e3},
L2 = {e4, ..., e9}, L3 = {e10, ..., e14}, K1 = {e1, e2}, K2 = {e3, e4}, K3 = {e5, e8}, K4 =
{e7, e9}, K5 = {e6, e10}, K6 = {e11, e13}, K7 = {e12, e14}.

Dans le cas général, nous obtenons le diagramme

map(Fg,p+q, X)

'map(⊂,X)
��

rin // map
(∐p

j=1 S
1
j , X

)

map(C,X)
map(⊂,X)

��

(LX)×p

evL1×...×evLp
��

map(∐r
i=1 Ti, X) = ∏r

i=1 map(Ti, X)
'map(⊂,X)
��

evK1×...×evKr // X×k

map(∐r
i=1{ei}, X) = X×r

∆(k1)×...×∆(kr)

22

(2.1)

où

1. les applications verticales de gauche sont induites par les inclusions.

2. si E = {e1, ..., es} alors evE désigne l’application d’évaluation f 7→ (f(e1), ..., f(es)).

3. ∆s désigne l’application diagonale X → X×s , x 7→ (x, ..., x)

4. le rectangle est un pullback.

5. le triangle est commutatif à homotopie près.

La définition de rin! résulte alors du théorème 2.3.3.
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Chapitre 3

Rappels sur les modèles de Sullivan.

Dans ce chapitre lk désigne un corps de caractéristique 0.
La théorie des modèles de Sullivan a été introduite dans [59]. Un exposé complet

des fondements de cette théorie est contenu dans les chapitres 1 à 17 du livre de Félix-
Halperin-Thomas [26]. Cependant pour la commodité de la lecture nous faisons quelques
rappels nécessaires à la compréhension de notre description des opérations de la topologie
des cordes.

3.1 Compléments sur les algèbres graduées commu-
tatives.

Précisons q’une algèbre graduée commutative est une algèbre graduée A qui vérifie

aa′ = (−1)|a| |a′|a′a , a ∈ A .

Soient V := {V i}i∈Z un espace vectoriel gradué et (vα)α∈A.
Un mot vα1vα2 · · · vαk est un monôme gradué commutatif si pour toute permutation

σ ∈ Sk

vασ1vασ2 · · · vασk = (−1)σvα1vα2 · · · vαk

où (−1)σ désigne la signature graduée obtenue à l’aide d’une décomposition de σ en un
produit de transpositions. Par exemple, xyz = (−1)|z| |y|+|z| |x|zyx. En particulier, tout
monôme gradué commutatif vα1vα2 · · · vαk est nul si vαi = vαj pour i 6= j et |vαi | est
impair. Si l’on ordonne A tout monôme gradué commutatif s’écrit de manière unique
sous la forme

vn1
α1v

n2
α2 · · · v

nk
αk
, α1 < α2 < · · · < αk (3.1)
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3.1 Compléments sur les algèbres graduées commutatives.

avec ni = 1 si |vαi | est impair. La somme n = n1 + n2 + · · · + nk est appelée la longueur
du monôme.

Si (vα)α∈A constitue un base de V alors les monômes de longueur n constituent une
base de l’espace vectoriel gradué noté

∧nV ou ∧n (vα) .

(∧nV )i désigne l’espace vectoriel (non gradué) dont la base est constituée par les monômes
de la forme (1) tel que i = n1 |vα1|+ n2 |vα2|+ · · ·+ nk |vαk |.

Par convention on pose ∧0V = lk.
La somme directe des espaces vectoriels gradués ∧V := ⊕n≥0 ∧n V est une algèbre

graduée commutative pour la multiplication naturelle des monômes.

Exemple 3.1.1. En tant qu’espace vectoriel gradué,

∧x =

 lk ⊕ xlk si |x| est impair
lk ⊕ xlk ⊕ x2lk ⊕ · · · ⊕ xnlk ⊕ · · · si |x| est pair

Proposition 3.1.2. Soit V = {V i}i∈Z un espace vectoriel gradué et A une algèbre graduée
commutative. Si f : V → A est un homomorphisme d’espaces vectoriels gradués alors il
existe un unique homomorphisme d’algèbres graduées f̂ : ∧V → A qui prolonge f

Démonstration. On fait une récurrence sur la longueur des monômes. On pose f̂(1lk) =
1A et f̂(v) = f(v) pour tout v ∈ V = ∧1V . Ceci définit de manière unique un prolongement
de f à ∧≤1V = lk⊕V . Si on suppose f̂ défini sur ∧≤nV := lk⊕V ⊕· · ·⊕∧nV et prolongeant
f alors on prolonge f̂ à ∧≤n+1V ∼= ∧≤nV ⊗ V en posant f̂(φv) = f̂(φ)f(v) pour tout
φ ∈ ∧≤nV et tout v ∈ V . Les vérifications restantes sont aussi immédiates.

�

Exemple 3.1.3. Les inclusions naturelles (resp. les projections naturelles)

V
iV−→ V ⊕W iW←− W , V

pV←− V ⊕W pW−→ W

s’étendent de manière unique en des homomophismes d’algèbres graduées

∧V ιV−→ ∧(V ⊕W ) ιW←− ∧W , ∧V πV←− ∧(V ⊕W ) πW−→ ∧W .
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Chapitre 3 : Rappels sur les modèles de Sullivan.

Les homomorphismes d’algèbres graduées

(∧V )⊗ (∧W )→ ∧(V ⊕W ) x⊗ y 7→ ιV (x)ιW (y)
∧(V ⊕W )→ (∧V )⊗ (∧W ) z 7→ πV (z)⊗ πW (z)

sont inverses l’un de l’autre.

3.2 Algèbres de cochaînes et algèbres de Sullivan.

3.2.1 Algèbres de cochaînes

• Une différentielle sur l’espace vectoriel gradué {Ei}i∈Z est une application linéaire de
degré 1 telle que d ◦ d = 0
• Une dérivation de degré n sur une algèbre graduée A est une application linéaire θ :
A→ A de degré n tel que

θ(ab) = θ(a)b+ (−1)n|a|aθ(b)

pour tous a, b ∈ A.
• Une algèbre différentielle graduée (resp. commutative), (A, dA), en abrégé une a.d.g.
(resp. une a.d.g.c.) est une algèbre graduée (resp. commutative) A munie d’une différen-
tielle qui est une dérivation.
• Un homomorphisme d’a.d.g. ϕ : (A, dA) → (A′, dA′) est un homomorphisme d’algèbres
graduées tel que ϕ ◦ dA = dA′ ◦ ϕ. Les a.d.g (resp les a.d.g.c.) et leurs homomorphismes
constituent une catégorie.
• Une a.d.g.c. concentrée en degré ≥ 0 est appelée une algèbre de cochaînes commutative.
Elles constituent des catégories notées CochCom.
• L’homologie d’une algèbre de cochaînes commutative (A, dA) est par définition l’homo-
logie du complexe

{0} d→ A0 d→ A1 · · · d→ · · · d→ · · · d→ Ai−1 d→ Ai
d→ Ai+1 · · · d→ · · ·

C’est une algèbre graduée commutative, notée H(A, dA), pour le produit induit par celui
de l’a.d.g.c. .

H : Coch→ AlgGr et H : CochCom→ AlgGrCom

sont deux foncteurs.
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3.2 Algèbres de cochaînes et algèbres de Sullivan.

Exemple 3.2.1. Soient (A, dA) et (B, dB) deux a.d.g. (resp. deux a.d.g.c.-) leur produit
tensoriel (A, dA) ⊗ (B, dB) est une a.d.g. (resp. une a.d.g.c.) notée (A ⊗ B, dA⊗B) telle
que les injections

(A, dA) iA−→ (A⊗B, dA⊗B) iB←− (B, dB)

sont des homomorphismes d’a.d.g. . De plus, l’isomorphisme d’a.d.g.

(A, dA)⊗ (B, dB) −→ (A⊗B, dA⊗B) , a⊗ b 7→ iA(a)iB(b)

induit l’isomorphisme canonique H(A, dA)⊗H(B, dB) ∼= H(A⊗B, dA⊗B).

Exemple 3.2.2. Pour chaque n ≥ 0 notons

PΩn+1 = ∧(t0, t1, · · · tn, dt0, dt1, · · · dtn) , |ti| = 0 , |dtj| = 1 .

Un élément ω de PΩk
n+1 est une forme différentielle de degré k à coefficients polynomiaux

i.e
ω =

∑
ij=0,1 ,

∑
j
ij=k

Pi1,··· ,in(dt0)i0(dt1)i1 · · · (dtn)in ,

où chaque Pi1,··· ,in ∈ lk[t0, t1, · · · , tn].
La projection

PΩn+1 → PΩn = lk[t0, . . . , tn]⊗ ∧(dt0, . . . , dtn)∑
ti = 1,∑ dti = 0 , ω 7→ ω̄

permet de définir sur PΩn une structure d’algèbre de cochaînes commutative.
PΩn+1 est une sous a.d.g. de l’algèbre des formes différentielles, Ωn+1 définie sur

Rn+1 tandis que PΩn s’identifie à une sous-a.d.g. de l’algèbre des formes différentielles
sur l’hyperplan affine de Rn+1 d’équation t0 + t1 + · · ·+ tn = 1.

En particulier, si ω̄ ∈ PΩk

n alors ω̄ = 0 si k > n.

Exemple 3.2.3. Si lk = R, les formes différentielles sur une variété différentiable M
constituent une algèbre de cochaînes commutative, notée ΩDR(M) dont l’homologie est la
cohomologie de de Rham de la variété M .

Proposition 3.2.4. Soit V = {V i}i∈Z un espace vectoriel gradué. Si f : V → ∧V est
une application linéaire de degré n alors il existe une unique dérivation θf sur ∧V qui
prolonge f
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Chapitre 3 : Rappels sur les modèles de Sullivan.

Démonstration. On fait une récurrence sur la longueur des monômes comme dans la
démonstration de la Proposition 1.5.

�

D’après la proposition précédente, une algèbre de cochaînes commutative (∧V, d) est
entièrement déterminée par l’espace vectoriel gradué V = {V i}i≥0 et une application
linéaire d : V → ∧V = ∑

n≥0 ∧nV . Remarquons que

d = d1 ⊕ d2 ⊕ · · ·

où dn(V ) ⊂ ∧nV .
Si di = 0 pour i < n , la relation d ◦ d = 0 entraîne que (∧V, dn) est une algèbre de

cochaînes commutative.
• Si d1 est nulle on dit que (∧V, dn) est une algèbre minimale.
• Si di est nulle sauf pour i = 2 on dit que (∧V, dn) est une algèbre quadratique.

Clairement toute algèbre quadratique est minimale.

Exemple 3.2.5. Si V est concentré en degré 1 (i.e. V = V 1) alors toute différentielle d
vérifie d(V ) ⊂ (∧V )2 = ∧2V . i.e ∧V est quadratique et en particulier minimale.

Exemple 3.2.6. Le produit tensoriel de deux algèbres de cochaînes commutatives (∧V, d′)
et (∧W,d′′) est isomorphe à l’algèbre (∧(V ⊕W ), d) (C.f. Exemple 2.1).

Exemple 3.2.7. L’algèbre de cochaînes commutative (∧(u, v), d) définie par du = 0 et
dv = u est acyclique i.e H(∧(u, v), d) = lk. Elle n’est pas minimale.

3.2.2 Algèbres de Sullivan.

Définition 3.2.8. • Une algèbre de cochaîne commutative (∧V, d) est une algèbre de
Sullivan si

(i) V = {V i}i≥1

(ii) il existe une suite de sous-espace vectoriels gradués V (0) ⊂ V (1) ⊂ · · · ⊂ V (p) ⊂ · · ·
telle que
a) V = ⋃

p≥0 V (p),
b) dV (0) = {0}
c) pour p ≥ 0 et tout pour tout i ≥ 1

dV i(p+ 1) ⊂ ∧
(
V <i + V (p)

)
. (3.2)
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3.2 Algèbres de cochaînes et algèbres de Sullivan.

La condition (3.2) signifie que la différentielle d’un générateur de degré i et de filtration
p + 1 ne s’exprime qu’à l’aide de générateurs de degrés < i ou de filtration < p + 1. Elle
est équivalente à

dV i(p+ 1) ⊂
(
∧
(
V <i ⊕ V i(p)⊕ V i+1(p)

))i+1
.

Par suite l’algèbre de Sullivan (∧V, d) est minimale ssi

dV i(p+ 1) ⊂
(
∧≥2

(
V <i ⊕ V i(p)

))i+1
. (3.3)

Proposition 3.2.9. (∧V, d) est une algèbre de Sullivan ssi V ≤0 = {0} et s’il existe une
filtration

F (0) = {0} ⊂ F (1) · · · ⊂ F (r) ⊂ · · · ⊂
⋃
r≥1

F (r) = V

telle que :

dF (r + 1) ⊂ ∧F (r) , r ≥ 0 . (3.4)

Démonstration.

a) (3) =⇒ (2). (On pose Z(r) = F (r + 1) pour r ≥ 0).

b) Supposons que V 0 = 0 et montrons que (2) =⇒ (3). Posons F (0) = 0 et pour r ≥ 1

F (r) := {v ∈ V | dv ∈ ∧F (r − 1)} et F =
⋃
r≥0

F (r) .

Montrons que F = V . Pour cela fixons un r ≥ 0 et un n ≥ 0 et supposons qu’il existe r′

tel que
(H(n, r)) V <n ⊂ F<n(r′) et V (r) ⊂ F (r′)

La condition (2) entraîne que

dV n(r + 1) ⊂ ∧F (r′)

ce qui entraîne, par définition de la filtration F (r), que V n(r+1) ⊂ F n(r′+1). L’hypothèse
(H(n, 0)) étant vérifiée pour tout n, une récurrence sur r ≥ 0 montre que V n ⊂ F n. Cette
dernière relation étant vérifiée pour n = 0, une récurrence sur n ≥ 0 montre que V ⊂ F

d’où l’égalité requise.
�
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Chapitre 3 : Rappels sur les modèles de Sullivan.

Exemple 3.2.10. La seule structure d’a.d.g.c. définie sur ∧x avec |x| ≥ 1 est l’algèbre
de cochaînes commutative (∧x, 0). C’est une algèbre de Sullivan minimale. (V (0) = lkx =
V (1) = · · · ) Son homologie H(∧x, 0) = ∧x est isomorphe, en tant qu’algèbre graduée
commutative à H∗(Sn; lk). Remarquer que si n est impair H∗(Sn; lk) = H∗(RP n; lk).

Exemple 3.2.11. Soit (∧(x, y, z), d) avec |x| = |y| = |z| = 1 l’algèbre de cochaînes
commutative définie par

dx = αyz , dy = βxz , dz = γxy , α, β, γ ∈ lk .

Si α = 0 alors (∧(x, y, z), d) est une algèbre de Sullivan quadratique. (V (0) = lkx, V (1) =
V (0)⊕ lky ⊕ lkz = V (1) = · · · ).
Si αβγ 6= 0 alors (∧(x, y, z), d) est une algèbre quadratique qui n’est pas une algèbre de
Sullivan.

Théorème 3.2.12. (Lemme de relèvement stricte) Considérons le diagramme

(A, dA)
π
����

(∧V, d) ϕ // (B, dB)

où (A, dA) et (B, dA) sont des algèbres de cochaînes commutatives, (∧V, d) une algèbre de
Sullivan, ϕ et π des homomorphismes d’a.d.g.c.

Si π est surjectif et H(π) un isomorphisme alors il existe un homomorphisme d’a.d.g.
ψ tel que π ◦ ψ = ϕ.

Dans la démonstration de ce théorème nous utilisons le lemme suivant :

Lemme 3.2.13. Soit π : (A, dA) → (B, dB) un homomorphisme d’a.d.g. tel que π est
surjectif et H(π) un isomorphisme alors l’homomorphisme π se restreint en un homo-
morphime surjectif

π : ker dA → ker dB .

Démonstration du Lemme. Soit b ∈ ker dB. Puisque H(π) est surjectif, il existe a ∈
ker dA tel que H(π)([a]) = [b]. Ceci entraîne que π(a) = b+dB(b′). Puisque π est surjectif,
b′ = π(a′) pour un a′ ∈ A et donc π(a− dAa′) = b.

�

Démonstration du Théorème. Soit (V (p))p≥0 une filtration définissant la structure
d’algèbre de Sullivan de (∧V, d) telle que dans la Proposition 3.2.9. Nous construisons ψ
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3.2 Algèbres de cochaînes et algèbres de Sullivan.

par récurrence sur p.
a) Si v ∈ V (0) alors dv = 0 d’où dB(ϕ(v)) = ϕ(dv) = 0. D’après le lemme précédent,
il existe un cocycle a ∈ A tel que π(a) = ϕ(v). On pose ψ(v) = a. En appliquant cette
construction à une base (vα)α de V0 on définit un homomorphisme d’a.d.g. ψ0 : (∧V0, 0)→
(A, dA) tel que π ◦ ψ0 = ϕ|∧V0

.
b) La restriction de d à ∧V (p), fait de (∧V (p), d) une algèbre de cochaînes commuta-

tive. Supposons avoir construit un homomorphisme d’a.d.g. ψp : (∧V (p), d)→ (A, dA) tel
que π ◦ ϕp = ψ|∧V (p) .

Posons V (p+ 1) = V (p)⊕ Vp+1 et considérons x ∈ Vp+1 alors

dx ∈ ∧V (p) , dB(ϕ(dx)) = ϕ(d ◦ dx) = 0 et π(ψp(dx)) = ϕ(dx) = dB(ϕ(x)) .

D’autre part, puisque π est surjectif il existe a ∈ A tel que π(a) = ϕ(x). Alors,

π(dAa) = dB(π(a)) = dB(ϕ(x)) = π(ψp(dx)) ,

et donc
dAa− ψp(dx) ∈ kerπ ∩ ker dA .

Puisque H(π) est un isomorphisme kerπ est acyclique. Il existe donc a′ ∈ kerπ tel que
dAa

′ = dAa− ψp(dx). Posons ψp+1(x) = a− a′ alors

π◦ψp+1(x) = π(a−a′) = π(a) = ϕ(x) et dA◦ψp+1(x) = dA(a−a′) = ψp(dx) = ψp+1◦d(x) .

Comme précédemment, en appliquant cette construction à une base (vα)α de Vp+1 on
prolonge ψp en un homomorphisme d’a.d.g. ψp+1 : ∧V (p + 1) → A tel que π ◦ ψp+1 =
ϕ|∧V (p+1) .

c) Le principe de récurrence termine la démonstration.
�

Remarque Le lemme de relèvement s’exprime de manière plus formelle :
Les algèbres de Sullivan sont des objets cofibrants dans la catégorie CochCommunie de

la structure de catégorie modèle dont les fibrations sont les surjections et les équivalences
faibles sont les homomorphismes d’a.d.g. qui induisent des isomorphismes en homologie.

D’un point de vue moins formel les algèbres minimales sont aux algèbres de cochaînes
commutatives ce que sont aux espaces topologiques les CW complexes. Cette analogie se
précisera dans la suite.
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Chapitre 3 : Rappels sur les modèles de Sullivan.

3.2.3 Algèbres de Sullivan relatives.

Définition 3.2.14. Une algèbre de Sullivan relative est une algèbre de cochaînes de la
forme

(B ⊗ ∧V, d)

où
1. (B, d) est sous-algèbre différentielle graduée de (B ⊗ ∧V, d) avec H0(B, d) = lk,
2. V = {V i}i≥2

3. V est la réunion croissante des sous-espaces 0 = V (0) ⊂ · · · ⊂ V (r) ⊂ · · · tels que

d : 1⊗ V p(r)→ B ⊗ (∧(V (r − 1))p+1 , r ≥ 1 . (3.5)

En particulier, si (B, d) = (lk, 0) alors nous retrouvons la définition d’une algèbre de
Sullivan.

Si B0 = 0 nous avons la suite

(B, d) ι
↪→ (B ⊗ ∧V, d)

ρ
� (∧V, d̄) (3.6)

où l’algèbre quotient (∧V, d̄) est une algèbre de Sullivan. Lorsqu’elle est minimale nous
dirons que l’algèbre de Sullivan relative est minimale.

Théorème 3.2.15. [26, Theorem 14.12] Soit ϕ : (B, d) → (A, d) un homomorphisme
d’algèbres de cochaînes commutatives tel que
(i) H0(A) = lk = H0(B)
(ii) H1(ϕ) est injective
alors il existe une algèbre de Sullivan relative minimale (B⊗∧V, d) et un quasi-isomophisme
(B ⊗ ∧V, d) m→ (A, d) tel que m ◦ ι = ϕ.

De plus si (B⊗∧V, d) m′→ (A, d) désigne un autre quasi-isomorphisme tel que m◦ ι = ϕ

alors il existe un isomorphisme (B ⊗ ∧V, d) α→ (B ⊗ ∧V, d) qui se restreint en l’idendité
de B et tel que m′ ◦ α est homotope à m relativement à B.

Définition 3.2.16. Le quasi-isomophisme (B⊗∧V, d) m→ (A, d) ou par abus (B⊗∧V, d)
est appelé le modèle de Sullivan relatif de ϕ.

Dans le cas absolu, le quasi-isomophisme (∧V, d) m→ (A, d) ou par abus (∧V, d) est
appelé le modèle de Sullivan relatif de A

La seconde partie du théorème montre que le modèle minimal (absolu ou relatif) est
unique à isomorphisme près.
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3.3 Foncteur des formes de Sullivan.

La propriété des algèbres de Sullivan relatives, qui est très importante pour nous dans
la suite est qu’elles fournissent des résolutions semi-libres (Cf §2.1)

Théorème 3.2.17. [26, Lemma 14.1] Pour tout algèbre de Sullivan relative (B ⊗ ∧V, d)
alors le B-module différentiel gradué (B ⊗ ∧V, d) est semi-libre.

3.3 Foncteur des formes de Sullivan.

L’exemple des formes différentielles sur une variété se généralise simultanément dans
deux directions :
a) pour tout corps lk de caractérique nulle
b) pour tout espace topologique X.

L’idée de cette construction vient de l’interprétation suivante d’une forme différentielle
sur une variété M de dimension n :
• ω ∈ Ωk

DR(M) est la donnée d’une famille de formes différentielles, {ωUα}α où

1. ωUα ∈ Ωn,

2. Uα →M est une carte de M

3. ωUα = ϕ∗Uα,UβωUβ pour tout changement de cartes ϕUα,Uβ .

On procède de la manière suivante :

1. Les cartes sont remplacées par les simplexes singuliers

σ : ∆n → X , n ≥ 0

où ∆n = {(t0, t1, · · · , tn) ∈ Rn+1 | ti ∈ [0, 1] et t0 + t1 + · · ·+ tn = 1}.

2. A chaque simplexe singulier σ est associé ω̄σ ∈ PΩn (C.f. Exemple 3.2.2).

3. Les conditions de recollemment des cartes sont remplacées par les relations simpli-
ciales définies ci-dessous.

• Un objet simplicial E• est la donnée d’une suite (Ei)i≥0 d’objets d’un catégorie C et
pour chaque i ≥ 0 de deux morphismes de C,

Ei
si // Ei+1

di // Ei
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Chapitre 3 : Rappels sur les modèles de Sullivan.

tels que

di ◦ dj = dj−1di si i < j

si ◦ sj = sj+1si si i ≤ j
, di ◦ sj =


sj−1di si i < j

id si i = j, j + 1
sjdi−1 si i > j + 1

Les objets simpliciaux forment une catégorie notée sC dont les morphismes f ∈ sC(E•, F•)
sont les suites (fi)i≥0 où chaque fi ∈ C(Ei, Fi) vérifie fi+1 ◦si = si ◦fi et di ◦fi = fi+1 ◦di.

Exemple 3.3.1. Si X est un espace topologique. Notons

Singn(X) = Top(∆n, X)

Notons

di : ∆n → ∆n+1 , (t0, . . . tn) 7→ (t0, . . . ti−1, 0, ti, . . . , tn)
si : ∆n → ∆n−1 , (t0, . . . tn) 7→ (t0, . . . ti−1, ti + ti+1, ti+2, . . . , tn)

et
diσ = σ ◦ di et siσ = σ ◦ si .

Les applications di et si définissent l’ensemble simplicial, noté Sing•.

Exemple 3.3.2. Les applications di et si définies ci-dessus sont les restrictions d’appli-
cations affines définies sur Rn+1 qui sont notées de la même manière. Ainsi les homomor-
phismes d’a.d.g.

di := (di)∗ : PΩn → PΩn−1 et si := (si)∗ : PΩn+1 → PΩn

définissent une structure d’algèbre de cochaînes commutative simpliciale sur PΩ•.

Nous posons pour tout k ≥ 0

AkPL(X) = sEns(Sing•X,Ω
k

•)

Un élément de AkPL(X) est une application simpliciale

φ : Sing•X → PL• , σ 7→ φσ

c’est-à-dire
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3.3 Foncteur des formes de Sullivan.

a) pour chaque σ : ∆n → X , φσ ∈ PLkn
b) on a les relations (diφ)σ = φdiσ et (siφ)σ = φsiσ.

• Cette construction permet de définir un foncteur

APL : Topop −→ CochCom

qui est appelé le foncteur des formes de Sullivan. (C.f. [59] ou [26, §10] pour plus de
détails.)

Le théorème de de Rham pour les variétés différentiables se généralise de la manière
suivante.

Pour tout espace topologique X notons C∗(X; lk) le complexe des chaînes singulières
normalisé à coefficients dans lk et H∗(X; lk) son homologie, appelée la cohomologie sin-
gulière de X à coefficients dans lk. Le cup-produit définit sur C∗(X; lk) une structure
d’algèbre de cochaînes non commutative et une structure d’algèbre graduée commutative
sur H∗(X; lk) (C.f. [26, Chapter 5]).

Théorème 3.3.3. [26, Corollary 10.10] Il existe deux homomorphismes d’a.d.g.

C∗(X; lk) ϕX−→ A
ψX←− APL(X)

tels que H(ϕX) et H(ψX) sont des isomorphismes d’algèbres graduées.
De plus ϕX et ψX sont naturels en X.

Dans ce théorème l’a.d.g. c. intermédiaire A est l’analogue du complexe de Cech-de
Rham.

Définition 3.3.4. Le modèle minimal d’un espace connexe par arcs X est le modèle
minimal de APL(X) au sens de 3.2.16. De même,

Le modèle minimal relatif d’une application continue f : X → Y est le modèle minimal
relatif de APL(f) : APL(Y )→ APL(X).

Etant donné une fibration
F

j→ X
f→ Y

telle H0(Y ) = lk = H0(X) et H1(f) est injective alors nous obtenons le diagramme
commutatif

APL(Y ) APL(f) // APL(X) APL(j) // APL(F )

MX

∼ mX

OO

ι // (MX ⊗ ∧V, d)

∼ m

OO

ρ // (∧V, d)

m̄

OO
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Chapitre 3 : Rappels sur les modèles de Sullivan.

où
(i)MX désigne un modèle minimal de X
(ii) la ligne du bas est un modèle relatif de f .

Théorème 3.3.5. [26, Theorem 15.3] Si Y est simplement connexe et si dimH i(Y ) <∞
pour tout i ≥ 0 ou si dimH i(F ) < ∞ pour tout i ≥ 0 alors m̄ est aussi un quasi-
isomorphisme.

Considérons le carré commutatif

X ′

f ′

��

g′ // X

f
��

Y ′
g // Y

Nous obtenons le diagramme commutatif

APL(Y ) APL(g) //

APL(f)
��

APL(Y ′)

APL(f ′)

��

MY
� � ιg //
� _

ιf

��

'
mY

77

(MY ⊗ ∧W,d)

ῑf

��

'
mY ′

66

APL(X)
APL(g′)

// APL(X ′)

(MY ⊗ ∧V, d)
'

mX
77

ῑg
// A

mX′
66

(3.7)

où la face de devant du cube est un diagramme cocartésien. Plus précisément A désigne
l’algèbre différentielle graduée

A = (MY ⊗ ∧V ⊗ ∧W,d) ∼= (MY ⊗ ∧V, d)⊗∧V (MY ⊗ ∧W,d)

et les applications ῑf , ῑg étant induites par les inclusions naturelles de (MY ⊗ ∧V ) et
(MY ⊗ ∧V ) dans (MY ⊗ ∧V )⊗ (MY ⊗ ∧W ).

Théorème 3.3.6. [26, Proposion 15.8] Si f est une fibration vérifiant les hypothèses du
Théorème (3.3.5) alors

(MY ⊗ ∧V, d) ῑg // (MY ⊗ ∧V ⊗ ∧W,d)
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3.3 Foncteur des formes de Sullivan.

est un modèle relatif de la fibration image réciproque de f le long de g.
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Chapitre 4

Utilisation des modèles minimaux.

Dans ce chapitre lk désigne un corps de charactéristique zéro.
Nous développons dans le contexte des modèles de Sullivans quelques applications à

la topologie qui sont essentielles pour établir la transcription des opérations en termes de
modèles. Comme vu dans le théorème 2.3.2 le principal problème à résoudre est le calcul
d’une résolution semi-libre d’un module différentiel gradué. Ce problème sera résolu en
construisant des modèles de Sullivan relatifs ad-hoc pour certaines applications diagonales.
Nous terminons par le calcul d’un modèle de Sullivan (non minimal) pour un type d’espace
de Gorenstein qui n’est ni un espace à dualité de Poincaré ni un espace classifiant d’un
groupe de Lie.

4.1 Quelques applications en topologie.

4.1.1 Notations.

• X et Y deux espaces topologiques.
• Y [0,1] espace des chemins γ : [0, 1]→ Y .
• Si y ∈ Y alors ŷ ∈ Y [0,1] désigne le chemin constant en y : ŷ(t) = y pour tout t ∈ [0, 1].
• evt1,...,tr : Y [0,1] → Y ×r , γ 7→ (γ(t1), ..., γ(tr)) .
• Pt(Y, y) = {γ ∈ Y [0,1] , γ(t) = y}.
• Ω(Y, y) = {γ ∈ Y [0,1] , γ(0) = y = γ(1)}.
• L(Y ) = {γ ∈ Y [0,1] , γ(0) = γ(1)}.

On a le pullback
L(Y ) � � //

ev0
��

Y [0,1]

ev0,1
��

Y
∆ // Y ×2

où ∆ désigne l’application diagonale y 7→ (y, y) et ev0,1 (et donc ev0) est une fibration.
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4.1 Quelques applications en topologie.

4.1.2 Fibration associée à une application.

f : X → Y

On a le produit fibré
Xf×ev0Y

[0,1] pr1 //

pr2
��

X

f

��
Y [0,1]

ev0
// Y

Xf×ev0Y
[0,1] = {(x, γ) , γ(0) = f(x)} .

On obtient alors le diagramme commutatif

X '
` //

f

��

Xf×ev0Y
[0,1]

Ev1
yy

Y

`(x) = (x, f̂(x)) , Ev1(x, γ) = γ(1) .

où ` est une équivalence d’homotopie et Ev1 une fibration, appelée la fibration homotopique
associée à f . Si y est un point fixé de Y alors

Ev−1({y}) ' Xf×ev0P1(Y, y)

avec P1(Y, y) = {γ ∈ Y [0,1] , γ(1) = y}. Si Y est connexe par arcs, Ff := Xf×ev0P1(Y, y)
est appelé la fibre homotopique de f .

4.1.3 Fibration associée à la diagonale ∆ : X → X×2.

On a le produit fibré

X ×0 (X×2)[0,1] pr1 //

pr2
��

X

∆
��

(X×2)[0,1] =
(
X [0,1]

)×2
ev0×ev0

// X×2

où
X ×0 (X×2)[0,1] = {(x, γ, γ′) , γ(0) = x = γ′(0)}
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Chapitre 4 : Utilisation des modèles minimaux.

De plus on a le diagramme commutatif

X '
` //

f

((

X ×0 (X×2)[0,1]

Ev1
��

∼=
h // X [0,1]

ev0,1
uu

X×2

où h désigne l’homéomorphisme : (γ, γ′) 7→ γ−1 ∗ γ′, `(x) = (x, x̂, x̂) et Ev1(x, γ, γ′) =
(γ(1), γ′(1)). Ainsi on peut considérer que ev0,1 est la fibration associée à l’application dia-
gonale. Si Y est connexe par arcs la fibre homotopique de ∆ est identifiée à ev−1

0,1({(x, x)})
qui est homéomorphe à Ω(X, x).

4.1.4 Fibration associée à la diagonale ∆(k) : X → X×k.

Posons ∆(2) = ∆ et pour k ≥ 2,

∆(k+1) := (idX ×∆(k)) ◦∆ : X // X ×X // X ×X×k = X×k+1

On a le produit fibré

X ×0
(
X×k

)[0,1] pr1 //

pr2
��

X

∆(k)

��(
X×k

)[0,1]
=
(
X [0,1]

)×k
ev×k0

// X×k

où
X ×0

(
X×k

)[0,1]
= {(x, γ1, ..., γk) , x = γ1(0) = ... = γk(0)}

De plus on a le diagramme commutatif

X '
`(k) //

f

((

X ×0
(
X×k

)[0,1]

Ev1
��

∼=

h(k) // X [0,1]

ev0, 1
2k−2 ,...,

1
2 ,1uu

X×k

où h(k) désigne l’homéomorphisme (x, γ1, ..., γk) 7→ (...(γ−1
1 ∗ γ2) ∗ γ−1

2 ) ∗ ... ∗ γ−1
k−1) ∗ γk,

`(k)(x) = (x, x̂1, ..., x̂k) et Ev1(x, γ1, ..., γk) = (γ1(1), ..., γk(1)). Ainsi on peut considérer
que ev0, 1

2k−2 ,...,
1
2 ,1

est la fibration associée à l’application diagonale ∆(k). Si Y est connexe
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4.2 Représentant de Sullivan d’une application.

par arcs la fibre homotopique de ∆(k) est identifiée à ev−1
0, 1

2k−2 ,...,
1
2 ,1

({(x, ..., x)}) qui est

homéomorphe à (Ω(X, x))×k−1.

4.1.5 Fibration associée à un produit d’applications diagonales
∆(k1) × ...×∆(kr) : Xr → X×k1+...+kr.

Posons k = k1 + ... + kr, ki ≥ 1 (avec la convention ∆(1) = id) alors le produit des
diagonales ∆(k1) × ... × ∆(kr) : X×r → X×k est bien défini. Il y a p(k, r) produits de
diagonales de X×r → X×k avec ∑∞k=0 p(k, r)xk = xr

(1−x)(1−x2)...(1−xr) .
Supposons que les ki ≥ 2. On vérifie facilement que la fibration associée à ∆(k1)× ...×

∆(kr) : X×r → X×k est le produit des fibrations

ev0, 1
2k1−2 ,...,

1
2 ,1
× ...× ev0, 1

2kr−2 ,...,
1
2 ,1

et la fibre homotopique est
(Ω(X, x))×k−r .

4.2 Représentant de Sullivan d’une application.

4.2.1 Lemme de relèvement à homotopie près

Considérions le diagramme du Théorème 3.2.12 où le quasi-isomorphisme π n’est plus
supposé surjectif. Dans ce cas il existe un homomorphisme d’algèbres différentielles gra-
duées

ψ : (∧V, d)→ A ,

unique à homotopie près, tel que π ◦ ψ ' ϕ. (Cf [26, Proposition 12.9]. Ce résultat,
appelé le Lemme de relèvement à homotopie près, est une conséquence du lemme de
relèvement stricte vu au Théorème 3.2.12. Le lecteur est renvoyé à [26, 12-b)] pour la
notion d’homotopie entre deux homomorphismes d’adgc.

Considérons maintenant une application continue X → Y et le diagramme

MY

' mY
��

MX

' mX
��

APL(Y ) APL(f) // APL(X)
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Chapitre 4 : Utilisation des modèles minimaux.

où mY ( resp. mX ) désigne un modèle de Sullivan de Y (resp. X).
D’après le lemme de relèvement homotopique, il existe un homomorphisme d’adg

mf :MY →MX ,

unique à homotopie près, tel que mX ◦mf ' APL(f) ◦mY .

Définition 4.2.1. L’homomorphisme mf ainsi défini est appelé un représentant de Sul-
livan de f .

4.2.2 Cas d’un produit de deux espaces.

• ρX : MX
'→ APL(X) désigne un modèle de Sullivan de X.

Posons
X X × Ypr1oo pr2 // Y

et considérons le diagramme

APL(X)

i1 **

APL(pr1) // APL(X × Y ) APL(Y )APL(pr2)oo

i2tt
APL(X)⊗ APL(Y )

ϕX×Y

OO

MX i1
//

' ρX

OO

MX ⊗MY

ρX⊗ρY'
OO

MY

ρY'

OO

i2
oo

avec i1(α) = α⊗ 1, i2(β) = 1⊗ β et ϕX×Y (α⊗ β) = APL(pr1)(α)APL(pr2)(β). Alors :
1) ce diagramme est commutatif.
2) ϕX×Y est un quasi-isomorphisme d’adg.
3) ρX ⊗ ρY est quasi-isomorphisme d’adg.
Nous avons donc établi que le quasi-isomorphisme :

MX ⊗MY
ρX×Y :=(ρX⊗ρY )◦ϕX×Y

' // APL(X × Y )

est le modèle de Sullivan de X × Y , de plus

MX
i1 //MX ⊗MY MY

i2oo

sont des représentants de Sullivan des projections pr1 et pr2.
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4.2 Représentant de Sullivan d’une application.

4.2.3 Cas de l’application diagonale ∆ : X → X ×X.

Rappelons que l’application diagonale

∆ : X → X ×X , x 7→ (x, x)

est l’unique application rendant commutatif le diagramme suivant

X X × Ypr1oo pr2 // Y

X

∆

OO

id

hh

id

77

Nous avons alors le diagramme commutatif

APL(X) APL(pr1) // APL(X ×X)
APL(∆)

��

APL(X)APL(pr2)oo

APL(X)

D’autre part, nous avons un diagramme commutatif, (ε = 1, 2)

APL(X)

id

**APL(prε) // APL(X ×X) APL(∆) // APL(X)

APL(X) iε // APL(X)⊗ APL(X)

ϕX×X

OO

APL(∆)◦ϕX×X// APL(X)

MX

id

44

ρX '
OO

iε //MX ⊗MX

ρX⊗ρX '
OO

MX

ρX '
OO

Remarquons que
• A est une algèbre graduée commutative ssi son produit µA : A⊗A→ A , α⊗β 7→ αβ

est un homomorphisme d’algèbres graduées.
• A est une algèbre différentielle graduée ssi son produit µA : A⊗A→ A , α⊗ β 7→ αβ

est un homomorphisme d’espaces vectoriels gradués.
Par suite :
a) µAPL(X) et µMX

sont des homomorphismes d’adg.
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Chapitre 4 : Utilisation des modèles minimaux.

b) APL(∆) ◦ ϕX×X = µAPL(X). En effet,

APL(∆) ◦ ϕX×X(α⊗ β) = APL(∆) (APL(pr1)((α)APL(pr2)(β))
= APL(∆) (APL(pr1)((α))APL(∆) (APL(pr2)(β))
= αβ .

c) Soit ψ :MX⊗MX →MX un homomorphisme d’adg faisant commuter le rectangle
en bas à droite alors

ψ(α⊗ β) = ψ((α⊗ 1)(1⊗ β))
= ψ(α⊗ 1)ψ(1⊗ β)
= ψ ◦ i1(α)ψ ◦ i2(β)
= αβ .

Par suite ψ est égale à µMX
. Ceci démontre que µMX

est le seul homomorphisme d’adg
rendant commutatif le diagramme ci-dessous

APL(X ×X) APL(∆) // APL(X)

MX ⊗MX

ρX×X '
OO

µMX //MX

ρX '
OO

En particulier µMX
est un représentant de Sullivan de l’application diagonale ∆.

4.2.4 Cas de l’application diagonale ∆(k) : X → X×k.

Posons µ(2) = µMX
et pour k ≥ 2

µ(k+1) = µ ◦ (id⊗ µk) : (MX)⊗k+1 = MX ⊗ (MX)⊗k //MX ⊗MX
//MX .

Par récurrence sur k ≥ 2 on montre que µ(k) est le seul homomorphisme d’adg rendant
commutatif le diagramme ci-dessous

APL(X×k)
APL(∆(k)) // APL(X)

M⊗k
X

ρ
X×k '

OO

µ(k) //MX

ρX '

OO
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4.2 Représentant de Sullivan d’une application.

où ρX×k désigne la composée

(MX)⊗k
ρ⊗kX // APL(X)⊗k

ϕX×r // APL(X×k)

avec ϕX×r(α1 ⊗ ...⊗ αk) = APL(pr1)(α1)...APL(prk)(αk).

En particulier µ(k) est un représentant de Sullivan de l’application diagonale ∆(k).

4.2.5 Cas d’un produit d’applications diagonales.

Posons k = k1 + ... + kr, ki ≥ 2, ∆(k1) × ... × ∆(kr) : Xr → X×k. Il résulte de ce qui
précède que µ(k1) ⊗ ... ⊗ µ(kr) est le seul homomorphisme d’adg rendant commutatif le
diagramme ci-dessous

APL(X×k)
APL(∆(k1)×...×∆(kr)) // APL(Xr)

⊗r
i=1M

⊗ki
X

ρX×t '

OO

µ(k1)⊗...⊗µ(kr) //MX

ρX '

OO

puisque ρX×k := (ρX)⊗k ◦ ϕX×k rend le diagramme ci-dessous commutatif

(MX)⊗k
ρ
X×k // APL(X×t)

r⊗
i=1
M⊗ki

X

ρ
Xk1⊗...⊗ρXkr //

r⊗
i=1

APL(X×ki)

ϕ
X×k1×...×X×kr

OO

avec ϕX×k1×...×X×kr (α1 ⊗ ...⊗ αr) = APL(pr1)(α1)...APL(prr)(αr).

En particulier µ(k1)⊗...⊗µ(kr) est un représentant de Sullivan du produit d’applications
diagonales ∆(k1) × ...×∆(kr).
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4.3 Quelques calculs de modèles relatifs de Sullivan.

4.3.1 Modèle relatif de la diagonale.

Soit X un espace 1-connexe telle que dimH i(X; lk) < ∞ pour tout i. Fixons ρX :
MX := (∧V, d)→ APL(X) un modèle minimal de X et considérons l’adgc acyclique

(
∧(V̂ ⊕ V̄ ), D

) 
(V̄ )i = V i+1 , (V̂ )i = V i

D(v̂) = 0 , v̂ ∈ V̂
D(v̄) = v̂ , v̄ ∈ V̄

L’homomorphisme d’adg

ρ : (∧V, d)⊗
(
∧(V̂ ⊕ V̄ ), D

)
→ (∧V, d)

 ρ(v) = v

ρ(v̂) = 0 = ρ(v̄)

est un quasi-isomorphisme surjectif.
Notons (∧V, d)⊗

(
∧(V̂ ⊕ V̄ ), D

)
par

(
∧(V ⊕ V̂ ⊕ V̄ ), D

)
.

Définissons la dérivation S de degré −1 sur ∧(V ⊕ V̂ ⊕ V̄ ) en posant :

S(v) = v̄ , S(v̄) = 0 = S(v̂) , v ∈ V , v̄ ∈ V̄ , v̂ ∈ V̂ .

Alors S2 = 0, et le crochet des dérivations D et S de ∧(V ⊕ V̂ ⊕ V̄ ),

[D,S] = D ◦ S + S ◦D ,

est une dérivation de degré zéro sur ∧(V ⊕ V̂ ⊕ V̄ ) qui commute à la différentielle D.
On vérifie facilement que :

[D,S](v̄) = 0
[D,S](v̂) = 0
[D,S](v) = v̂ + S(dv)
[D,S]2(v) = [D,S](S(dv)) = S ◦D ◦ S ◦ d(v) = (S ◦D)2(v)
[D,S]n(v) = (S ◦D)n(v), pour tout n ≥ 2 .

Puisque V = V ≥2 et que (∧V, d) minimal alors

dv ∈
(
∧≤lV

)|v|+1
⊂ ∧≤l

(
V <|v|

)
, l ≥ 2 .
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Il en résulte que S(Dv) ∈ (V̄ )<|v|−1 ⊗ ∧≤l−1
(
V <|v|

)
d’où [D,S]n(v) = 0 si n est assez

grand. Nous pouvons donc considérer l’automorphisme d’algèbres graduées

e[S,D] : ∧(V ⊕ V̂ ⊕ V̄ )→ ∧(V ⊕ V̂ ⊕ V̄ )

qui vérifie

e[D,S](v̄) = v̄

e[D,S](v̂) = v̂

e[D,S](v) = ∑∞
n=0

1
n! [D,S]n(v) = v + v̂ +∑∞

n=1
1
n!(S ◦D)n(v)

Définissons un homomorphisme d’algèbres graduées

ϕ : ∧V ⊗ ∧V ⊗ ∧V̄ → ∧(V ⊕ V̂ ⊕ V̄ )

en posant
ϕ(v ⊗ 1⊗ 1̄) = v̂

ϕ(1⊗ v ⊗ 1̄) = v + v̂ +∑∞
n=1

1
n!(S ◦D)n(v)

ϕ(1⊗ 1⊗ v̄) = v̄

Posons
S ′ = ϕ−1 ◦ S ◦ ϕ et d′ = ϕ−1 ◦D ◦ ϕ

alors S ′ est une dérivation de degré −1 sur l’algèbre graduée ∧V ⊗ ∧V ⊗ ∧V̄ qui vérifie

S ′(v ⊗ 1⊗ 1̄) = v̄ = S ′(1⊗ v ⊗ 1̄)
S ′(1⊗ 1⊗ v̄) = 0

et d′ est une dérivation de carré nul sur ∧V ⊗ ∧V ⊗ ∧V̄ qui vérifie

d′(v ⊗ 1⊗ 1̄) = dv ⊗ 1⊗ 1̄
d′(1⊗ v ⊗ 1̄) = 1⊗ dv ⊗ 1̄
d′(1⊗ 1⊗ v̄) = ϕ−1(v̂) = 1⊗ v ⊗ 1̄− ϕ−1(v +∑∞

n=1
1
n!(S ◦D)n(v)

= (1⊗ v − v ⊗ 1)⊗ 1̄−∑∞n=1
1
n!(S

′ ◦ d′)n(v ⊗ 1⊗ 1̄) .

Proposition 4.3.1. L’inclusion d’adgc

(∧V, d)⊗2 ι
↪→

(
(∧V )⊗2 ⊗ ∧V̄ , d′

)
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est un modèle relatif de Sullivan


du produit µ∧V ,
de l’application diagonale ∆ : X → X ×X ,

de la fibration ev0,1 : X [0,1] → X .

Démonstration. Nous avons le diagramme commutatif

(∧V, d)⊗2 µX //
� w

ι

**

(∧V, d)

(
(∧V )⊗2 ⊗ ∧V̄ , d′

)' ρ◦ϕ

OO

où ι(α⊗ β) = α⊗ β ⊗ 1̄.
C’est donc un modèle relatif de Sullivan du produit µX . D’après (2.3) c’est un modèle

relatif de l’application diagonale ∆ : X → X ×X. Il résulte alors de (1.2) que c’est aussi
un modèle de la fibration ev0,1 : X [0,1] → X.

�

4.3.2 Modèle relatif de la fibration des lacets libres.

Conservons les notations et les hypothèses de la sous-section précécente.
Le produit fibré de la fibration ev0,1 le long de ∆

L(X) � � //

ev0
��

X [0,1]

ev0,1
��

X
∆ // X×2

fournit la somme amalgamée

(∧V, d)⊗2

µ∧V

��

� � ι //
(
(∧V )⊗2 ⊗ ∧V̄ , d′

)
i2
��

(∧V, d) i1 // (∧V, d)⊗(∧V,d)⊗2

(
(∧V )⊗2 ⊗ ∧V̄ , d′

)
où i1(α) = α⊗ 1 et i2(β) = 1⊗ β.

D’après le Théorème 3.3.6 (∧V, d) ⊗(∧V,d)⊗2

(
(∧V )⊗2 ⊗ ∧V̄ , d′

)
est un modèle de Sul-

livan de LX.
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Remarquons que l’homomorphisme d’algèbres graduées

ψ : (∧V )⊗∧V⊗∧V
(
∧V ⊗ ∧V ⊗ ∧V̄

)
→
(
∧V ⊗ ∧V̄

)
défini par

ψ(v ⊗ v1 ⊗ v2 ⊗⊗v̄) = vv1v2 ⊗ v̄

est un isomorphisme.

Théorème 4.3.2. Un modèle relatif de Sullivan de la fibration de l’espace des lacets libres

ev0 : LX → X

est de la forme

(∧V, d) ι
↪→ (∧V ⊗ ∧V̄ , d) ,

 dv = dv

dv̄ = −s(dv)

lorsque s désigne la dérivation de degré −1 sur ∧V ⊗ ∧V̄ telle que

 s(v) = v̄

s(v̄) = 0
.

Ce théorème a été énoncé pour la première fois dans [59] et utilisé dans [65]. Nous en
donnons ici une démonstration utilisant uniquement la section précédente de ce chapitre
et le chapitre 3.

Démonstration. Posons

d = ψ−1 ◦ d′ ◦ ψ , s = ψ−1 ◦ (id⊗ S ′) ◦ ψ

où d′ désigne la différentielle induite sur le quotient (∧V, d)⊗(∧V,d)⊗2

(
(∧V )⊗2 ⊗ ∧V̄ , d′

)
.

Remarquons que :
(1) s(v) = v̄ et s(v̄) = 0,
(2) s est une dérivation de degré -1,
(3) s2 = 1

2 [s, s] est une dérivation. Comme elle est nulle sur les générateurs

s2 = 0 .

(4) Puisque d et s sont des dérivations alors

[d, s] := d ◦ s+ s ◦ d̄
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est une dérivation (de degré 0).
(5) Il résulte immédiatement de la définition de d′ et S ′ établies dans la section précédente
que

dv = dv et dv̄ = −
∞∑
n=1

1
n! (s ◦ d)n(v) .

(6) Il résulte de (3) et (5) que tout v ∈ V et tout v̄ ∈ V̄

[d, s](v) = dv̄ + s(dv) =
∞∑
n=2

1
n! (s ◦ d)n(v) et [d, s](v̄) = s(d(v̄) = 0 .

Il résulte de (5) et (6) que

Lemme 4.3.3. Les conditions suivantes sont équivalentes
a) Pour tout v ∈ V et tout v̄ ∈ V̄ , dv = dv et dv̄ = −s(dv)
b) [d, s] = 0
c) Pour tout v ∈ V , ∑∞n=2

1
n!(s ◦ d)n(v) = 0 .

d) Pour tout v ∈ V , s ◦ d ◦ s(dv) = 0.

Le Théorème 3.2.6 résulte alors directement du lemme suivant.

Lemme 4.3.4. Puisque (∧V, d) est supposée minimale les conditions du Lemme 3.6.3
sont vérifiées.

Démonstration. Montrons que la condition d) est vérifiée par récurrence sur le degré
de v. C’est le cas trivialement pour n = 2. Supposons que n ≥ 2 et que pour tout v ∈ V <n

on a dv̄ = −s(dv). Il résulte alors du lemme 1 que

(∗) [d, s]|∧V <n = 0 .

Soit v ∈ V n tel que dv = α+β ∈ ∧l(V <n)⊕∧<l(V <n) pour un certain l ≥ 2. Montrons
par récurrence décroissante sur l que la condition d) est vérifiée. C’est le cas pour l = 2.
En effet, dv est une somme de termes de la forme v1v2 avec v1, v2 ∈ V <n il suffit de
montrer que s ◦ d ◦ s(v1v2) = 0.

s′ ◦ d ◦ s′′(v1v2) = s ◦ d
(
v̄1v2 + (−1)|v1|v1v̄2

)
= s

(
(dv̄1)v2 − (−1)|v1|v̄1dv2 + (−1)|v1|(dv1)v̄2 + v1dv̄2

)
= (−1)|v1|(dv̄1)v̄2 + v̄1s

′′(dv2) + (−1)|v1|s′′(dv1)v̄2 + v̄1dv̄2) d’après (3)
= 0 d’après l’hypothèse de récurrence
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Pour l ≥ 2, α est une somme de termes de la forme

v1β avec β ∈ ∧<lV <n .

Il suffit donc de montrer que s′′◦ d̄◦s”(v1β) = 0. Ce qui est le cas d’après le calcul suivant.
Alors,

s ◦ d ◦ s′′(v1β) = s ◦ d
(
v̄1β + (−1)|v1|v1s

′′(β)
)

= s
(
(dv̄1)β − (−1)|v1|v̄1dβ + (−1)|v1|(dv1)β̄ + v1d(s(β))

)
= (−1)|v1|(dv̄1)s(β) + v̄1s(dβ) + (−1)|v1|s(dv1)s(β) + v̄1d(s(β)) d’après (3)
= v̄1s(dβ) + v̄1d(s(β)) d’après l’hypothèse de récurrence sur n
= v̄1[s, d](β)
= 0 d’après (∗)

La récurrence décroissante sur l termine la récurrence sur n.
�

4.3.3 Modèle relatif de la diagonale ∆(3) = (Id×∆) ◦∆.

On a le produit fibré :

XI ×
X
XI � � //

q

��

(XI)2

(ev0,1)2

��
X3 Id×∆×Id // X4

où
XI ×

X
XI = {(α, β) ∈ (XI)2 : α(1) = β(0)} et q = (ev0, ev1 = ev0, ev1).

L’application (σ, σ) : X −→ XI ×
X
XI définie par : (σ, σ)(x) = (x̂, x̂), x ∈ X, est une

équivalence homotopique.

En effet considérons l’application Ev0 : XI ×
X
XI −→ X définie par :

Ev0(α, β) = α(1) = β(0), α, β ∈ XI ×
X
XI .

D’une part Ev0 ◦ (σ, σ) = IdX .

D’autre part l’application continue F : (XI ×
X
XI)× I −→ XI ×

X
XI définie par
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F ((α, β), t) = (αt, βt), où αt(s) = α((1− t)s+ t) et βt(s) = β((1− t)s),

est une homotopie de Ev0 ◦ (σ, σ) à IdXI×
X
XI .

Dès lors on obtient le diagramme commutatif

X
(σ,σ)
'

//

∆(3)

��

XI ×
X
XI

q

��
X3

qui nous permet de considérer, à homotopie près, la fibration q = (ev0, ev1 = ev0, ev1)
comme la fibration associée à l’application diagonale ∆(3).

L’espace XI×
X
XI est également décrit commme le produit fibré de la fibration Pr2◦ev0,1 :

XI −→ X le long de la fibration Pr1◦ev0,1 : XI −→ X à travers le diagramme commutatif
suivant :

XI ×
X
XI Pr1 //

Pr2

��

XI

Pr2◦ev0,1

��
XI Pr1◦ev0,1 // X

où Pr1 : X × X −→ X (respectivement Pr2 : X × X −→ X ) désigne la première
projection (respectivement la deuxième projection).

Fixons toujours ρX : MX := (∧V, d) −→ APL(X) un modèle minimal de X. Posons
MXI = ((∧V )⊗2 ⊗ ∧V̄ , d). Alors le diagramme ci-dessus est converti en une somme
amalgamée dans la catégorie desMX−modules gradués de la manière suivante :

MX

mev1 //

mev0

��

MXI� _

ι2

��
MXI

� � ι1 //MXI ⊗
MX

MXI

Ici :

1. mev0(v) = v ⊗ 1⊗ 1̄
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2. mev1(v) = 1⊗ v ⊗ 1̄

3. ι1(a⊗ b⊗ c̄) = a⊗ b⊗ c̄ ⊗
MX

1⊗ 1⊗ 1̄

4. ι2(a⊗ b⊗ c̄) = 1⊗ 1⊗ 1̄ ⊗
MX

a⊗ b⊗ c̄, v, a, b ∈ V ; c̄ ∈ V̄ .

5. La structure deMX−module à gauche (respectivement à droite) deMI
X est obtenue

via l’homomorphisme d’adgc mev0,1 ◦mPr1 (respectivement mev0,1 ◦mPr2).

Plus précisément : pour tous a, v1, v2 ∈ V et v̄ ∈ V̄ :

a.(v1⊗v2⊗v̄) = av1⊗v2⊗v̄ (respectivement (v1⊗v2⊗v̄).a = (−1)|a||v̄|v1⊗v2a⊗v̄)

Remarquons que l’homomorphisme d’algèbres graduées

ψ(3) : ((∧V )⊗2 ⊗ ∧V̄ ) ⊗
∧V

((∧V )⊗2 ⊗ ∧V̄ ) −→ (∧V )⊗3 ⊗ (∧V̄ )⊗2

défini par :

ψ(3)(v1 ⊗ v2 ⊗ v̄ ⊗
∧V
u1 ⊗ u2 ⊗ ū) = (−1)|v̄|(|u1|+|u2|)v1 ⊗ v2u1 ⊗ u2 ⊗ v̄ ⊗ ū

est un isomorphisme.
Posons :

d = ψ(3) ◦ d̄ ◦ ψ−1
(3), s

(3)
1 = ψ(3) ◦ (s(2)

1 ⊗
∧V
Id) ◦ ψ−1

(3) et s(3)
2 = ψ(3) ◦ (Id ⊗

∧V
s

(2)
1 ) ◦ ψ−1

(3).

où d̄ désigne la différentielle induite sur le quotient ((∧V )⊗2 ⊗ V̄ , d) ⊗
∧V

((∧V )⊗2 ⊗ V̄ , d)

et s(2)
1 la dérivation de degré −1 sur (∧V )⊗2 ⊗ V̄ telle que : s(2)

1 ◦ s
(2)
1 = 0 et définie par :

 s
(2)
1 (v ⊗ 1⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ v̄ = s

(2)
1 (1⊗ v ⊗ 1̄)

s
(2)
1 (1⊗ 1⊗ v̄) = 0

s
(3)
1 et s(3)

2 sont par définition les seules dérivations de degré −1 sur (∧V )⊗3 ⊗ (∧V̄ )⊗2

telles que s(3)
1 ◦ s

(3)
1 = 0 = s

(3)
2 ◦ s

(3)
2 et qui vérifient :


s

(3)
1 (v ⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ 1⊗ v̄ ⊗ 1̄ = s

(3)
1 (1⊗ v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄)

s
(3)
1 (1⊗ 1⊗ v ⊗ 1̄⊗ 1̄) = 0 = s

(3)
2 (v ⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄)

s
(3)
2 (1⊗ v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ v̄ = s

(3)
2 (1⊗ 1⊗ v ⊗ 1̄⊗ 1̄)

De même la différentielle d ainsi obtenue est une dérivation de (∧V )⊗3⊗ (∧V̄ )⊗2 de degré
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1 définie explicitement par :

d(v ⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄) = dv ⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄
d(1⊗ v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ dv ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄
d(1⊗ 1⊗ v ⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ dv ⊗ 1̄⊗ 1̄
d(1⊗ 1⊗ 1⊗ v̄ ⊗ 1̄) = (1⊗ v − v ⊗ 1)⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄−

∞∑
n=1

1
n! (s

(3)
1 ◦ d)n(v ⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄)

d(1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ v̄) = 1⊗ (1⊗ v − v ⊗ 1)⊗ 1̄⊗ 1̄−
∞∑
n=1

1
n! (s

(3)
2 ◦ d)n(1⊗ v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄)

Il s’en suit immédiatement que l’isomorphisme d’algèbres graduées ψ(3) défini plus haut
est un isomorphisme d’algèbres différentielles graduées

ψ(3) :MXI ⊗
MX

MXI −→ ((∧V )⊗3 ⊗ (∧V̄ )⊗2, d)

Nous obtenons alors le diagramme commutatif suivant :

M⊗3
X � p

ι(3)

!!

µ(3)=µ◦(Id⊗µ)
//MX

MX ⊗
MX

MX

∼=

OO

MXI ⊗
MX

MXI

' (ρ◦φ)⊗
Id

(ρ◦φ)
OO

((∧V )⊗3 ⊗ (∧V̄ )⊗2, d)

ψ−1
(3)

∼=
OO

où ι(3) est l’inclusion d’adgc définie par :

ι(3)(v1 ⊗ v2 ⊗ v3) = v1 ⊗ v2 ⊗ v3 ⊗ 1̄⊗ 1̄; v1, v2, v3 ∈ V.

Rappelons que ρ ◦φ :MXI −→MX est le quasi-isomorphisme deMX−modules défini à
la section précédente. Il s’en suit que le morphisme deMX−modules (ρ ◦ φ)⊗

Id
(ρ ◦ φ) est

un quasi-isomorphisme car le foncteur − ⊗
MX

− préserve les quasi-isomorphismes dans la
catégorie desMX−modules.

Ainsi nous venons de démontrer que :

54



4.3 Quelques calculs de modèles relatifs de Sullivan.

Proposition 4.3.5. L’inclusion d’adgc

M⊗3
X
� �

ι(3) // ((∧V )⊗3 ⊗ (∧V̄ )⊗2, d)

est un modèle relatif de Sullivan



du produit µ(3),

de l’application diagonale ∆(3) : X −→ X ×X ×X,

de la fibration (ev0, ev1 = ev0, ev1) : XI ×
X
XI −→ X3,

également de la fibration ev0, 1
2 , 1

: XI −→ X3.

4.3.4 Modèle relatif de Sullivan de la diagonale ∆(k) : X → X×k.

Fixons toujours ρX :MX := (∧V, d) −→ APL(X) un modèle minimal de X et adop-
tons les notations suivantes :

1. M⊗MX
1

XI :=MXI , M⊗MX
i

XI :=M⊗MX
i−1

XI ⊗
MX

MXI , i ≥ 2;

2. ρ(1) := ρ ◦ φ, ρ(j) := ρ(j−1) ⊗
Id
ρ(1), j ≥ 2;

3. Pour v ∈ V et v̄ ∈ V̄ ,

v(n)(l) := 1⊗ 1⊗ ...⊗ v

l
⊗ 1⊗ ...⊗ 1 ∈ (∧V )⊗n, 1 ≤ l ≤ n

v̄(p)(s) := 1̄⊗ 1̄⊗ ...⊗ v̄
s
⊗ 1̄⊗ ...⊗ 1̄ ∈ (∧V̄ )⊗p, 1 ≤ s ≤ p.

Supposons construit, un modèle relatif de Sullivan de la l’application diagonale ∆(l) :
X −→ X×l (3 ≤ l < k).
Un raisonnement analogue à celui de la section précédente montre qu’on obtient alors le
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diagramme commutatif suivant :

M⊗k
X � n

ι(k)

��

µ(k)=µ◦(Id⊗µ(k−1)) //MX

MX ⊗
MX

MX

∼=

OO

M⊗MX
k−2

XI ⊗
MX

MXI

' ρ(k−1)

OO

((∧V )⊗k ⊗ (∧V̄ )⊗k−1, d)

ψ−1
(k)

∼=

OO

où ι(k) est l’inclusion d’adgc définie par :

ι(k)(v(k)(1)
1 v

(k)(2)
2 ...v

(k)(k)
k ) = v

(k)(1)
1 v

(k)(2)
2 ...v

(k)(k)
k ⊗ 1̄(1)(k−1); v1, ..., vk ∈ V.

et la différentielle d définie pour tous v ∈ V, v̄ ∈ V̄ , par

d(v(k)(i)) = (dv)(k)(i) ⊗ 1̄(k−1)(1)

d(1(k)(1) ⊗ v̄(k−1)(j)) = (v(k)(j+1) − v(k)(j))⊗ 1̄(k−1)(1) −
∞∑
n=0

1
n!(s

(k)
j ◦ d)n(v(k)(j) ⊗ 1̄(k−1)(1))

1 ≤ i ≤ k , 1 ≤ j < k .

Ici s(k)
j désigne pour tout 1 ≤ j < k, la dérivation de degré −1 sur (∧V )⊗k⊗ (∧V̄ )⊗k−1

telle que s(k)
j ◦ s

(k)
j = 0 et définie pour tous v ∈ V, v̄ ∈ V̄ par :

s
(k)
j (v(k)(i) ⊗ 1̄(k−1)(1)) =

1(k)(1) ⊗ v̄(k−1)(j) si i = j ou i = j + 1
0 sinon

,

et s(k)
j (1(k)(1) ⊗ v̄(k)(i)) = 0, 1 ≤ i ≤ k. Ainsi nous avons établi :

Proposition 4.3.6. L’inclusion d’adgc

M⊗k
X
� �

ι(k) // ((∧V )⊗k ⊗ (∧V̄ )⊗k−1, d)
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4.3 Quelques calculs de modèles relatifs de Sullivan.

est un modèle relatif


du produit µ(k) = µ ◦ (Id⊗ µ(k−1)),
de l’application diagonale ∆(k) : X −→ Xk,

de la fibration ev0, 1
2k−2 ,...,

1
2 , 1

: XI −→ Xk.

où d est la différentielle définie plus haut.

4.3.5 Modèle relatif de Sullivan d’un produit d’applications dia-
gonales.

Posons ∆(k1) × ...×∆(kr) : X×r −→ X×k, ki ≥ 2, r ≥ 1; k = k1 + k2 + ...+ kr.

Pour cette construction, il suffit de montrer que le produit tensoriel de deux KS ex-
tensions est encore une KS extension.

Lemme 4.3.7. Le produit de deux KS-extensions est une KS- extension.

En effet, soit (A⊗∧X, d) et (B ⊗∧Y, d) deux KS-extensions. Désignons par {xα}α∈I
(resp. {yβ}β∈J) une base homogène de X (resp. de Y ) où I et J sont deux ensembles non
vides bien ordonnés. Par définition d’une KS-extension,

dxα ∈ A⊗ (∧X)<α( resp. dyβ ∈ B ⊗ (∧Y )<β),

où (∧X)<α ( resp. (∧Y )<β) désigne le sous espace gradué de ∧X (resp. ∧Y ) engendré par
les xδ, δ < α (resp. yγ, γ < β).
Considérons sur l’ensemble I × J l’ordre lexicographique ((α, β) < (α′, β′) ⇐⇒ (α <

α′) ou (α = α′ et β < β′)), on a :

∧(X ⊕ Y )<(α,β) = (∧X)<α ⊗ ∧Y + ∧X ⊗ (∧Y )<β.

Partant de l’isomorphisme d’ag (A⊗ ∧X ⊗B ⊗ ∧Y, d) IdA⊗T⊗Id∧Y // (A⊗B ⊗ ∧(X ⊕ Y ), d)
(où T : ∧X ⊗B −→ B ⊗∧X est l’isomorphisme d’ag x⊗ b 7−→ (−1)degx degyb⊗ x), et du
fait que (xα, yβ)(α,β)∈I×Y est une base de X ⊕ Y, on a :

d(xα, yβ) ∈ (∧X<α ⊗ ∧Y )⊕ (∧X ⊗ (∧Y )<β) ∼= A⊗B ⊗ ∧(X ⊕ Y )<(α,β).

Désignons par :
M⊗ki

X
� �

ι(ki) // ((∧V )⊗ki ⊗ (∧V̄ )⊗ki−1, d)

un modèle relatif de Sullivan de la l’application diagonale ∆(ki) : X −→ X×ki , 1 ≤ i ≤ r.
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Chapitre 4 : Utilisation des modèles minimaux.

Proposition 4.3.8. Le diagramme commutatif suivant

M⊗k
X� l

r
⊗
i=1

ι(ki)

��

µ(k1)⊗µ(k2)⊗...⊗µ(kr) //M⊗r
X

r⊗
i=1
M⊗ki

X

∼=

OO

r⊗
i=1

((∧V )⊗ki ⊗ (∧V̄ )⊗ki−1, dki)

r
⊗
i=1

ρ(ki)'

OO

((∧V )⊗k ⊗ (∧V̄ )⊗k−1, d)

∼=

OO

nous permet de considérer l’inclusion d’adgc

M⊗k
X
� �

r
⊗
i=1

ι(ki)
// ((∧V )⊗k ⊗ (∧V̄ )⊗k−1, d)

comme un modèle relatif
du produit d’applications diagonales ∆(k1) × ...×∆(kr) : X×r −→ X×k,

du produit µ(k1) ⊗ µ(k2) ⊗ ...⊗ µ(kr) :M⊗k
X −→M⊗r

X ,

du produit de fibrations ev0, 1
2k1−2 ,...,

1
2 , 1
× ev0, 1

2k2−2 ,...,
1
2 , 1
× ...× ev0, 1

2kr−2 ,...,
1
2 , 1

Exemple 4.3.9. Cas de la sphère : X = Sk, k ≥ 1.

1. Sphère de dimension impaire S2n+1, n ≥ 1.
Il est bien connu queMS2n+1 = (∧(x), 0) avec |x| = 2n+ 1.

a) Un modèle relatif de la diagonale ∆(2) : X −→ X2 est donné par l’inclusion

(∧(x, x′), 0) � �
ι(2) // (∧(x, x′, x̄), d) :=MXI
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4.3 Quelques calculs de modèles relatifs de Sullivan.

avec |x̄| = 2n et dx̄ = x′ − x.
b) Un modèle relatif de la diagonale ∆(3) : X −→ X3 est donné par l’inclusion

(∧(x, x′, x′′), 0) � �
ι(3) // (∧(x, x′, x′′, x̄, x̃), d) :=MXI ⊗

X
MXI où

|x̄| = |x̃| = 2n et

dx̄ = x′ − x

dx̃ = x′′ − x′.
2. Sphère de dimension paire S2n, n ≥ 1.

On sait qu’un modèle minimal de S2n est donné par : (∧(x, y), d) avec |x| = 2n et
dy = x2.

a) Un modèle relatif de la diagonale ∆(2) : X −→ X2 est donné par l’inclusion

(∧(x, y, x′, y′), d) � �
ι(2) // (∧(x, y, x′, y′, x̄, ȳ, ), d) :=MXI

avec |x̄| = 2n− 1, |ȳ| = 4n− 2; dx̄ = x′ − x et dȳ = y′ − y − (x+ x′)x̄.
b) Un modèle relatif de la diagonale ∆(3) : X −→ X3 est donné par l’inclusion

(∧(x, y, x′, y′, x′′, y′′), d) � �
ι(3) // (∧(x, y, x′, y′, , x′′, y′′, x̄, ȳ, x̃, ỹ), d) :=MXI ⊗

X
MXI

où |x̄| = |x̃| = 2n− 1, |ȳ| = |ỹ| = 4n− 2 et


dx̄ = x′ − x; dx̃ = x′′ − x′,

dȳ = y′ − y − (x+ x′)x̄,
dỹ = y′′ − y′ − (x′ + x′′)x̃.

Exemple 4.3.10. Cas de l’espace projectif complexe : X = CP n, n ≥ 1.

Ici on aMX = (∧(x, y), d) avec |x| = 2 et dy = xn+1.

a) Un modèle relatif de la diagonale ∆(2) : X −→ X2 est donné par l’inclusion

(∧(x, y, x′, y′), d) � �
ι(2) // (∧(x, y, x′, y′, x̄, ȳ, ), d) :=MXI

avec |x̄| = 1, |ȳ| = 2n; dx̄ = x′ − x et dȳ = y′ − y − ∑
xi

i+j=n
x′jx̄.

b) La diagonale ∆(3) : X −→ X3 possède un modèle relatif de Sullivan donné par
l’inclusion

(∧(x, y, x′, y′, x′′, y′′), d) � �
ι(3) // (∧(x, y, x′, y′, x′′, y′′, x̄, ȳ, x̃, ỹ), d) :=MXI ⊗

X
MXI
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Chapitre 4 : Utilisation des modèles minimaux.

où |x̄| = |x̃| = 1, |ȳ| = |ỹ| = 2n et



dx̄ = x′ − x; dx̃ = x′′ − x′,

dȳ = y′ − y − ∑
xi

i+j=n
x′jx̄,

dỹ = y′′ − y′ −∑x′j
j+k=n

x′′kx̃.

4.4 rin! et modèles de Sullivan.

Le diagramme (2.1) se transforme en le diagramme ci-dessous dans la catégorie des
algèbres différentielles graduées commutatives (section 3.3 ) :

APL(map(S,X)) APL((LX)×p)APL(rin)oo

APL(∏r
i=1 map(Ti, X))

APL(map(⊂,X))

OO

APL(X×k)

APL(evL1×...×evLp )
OO

APL(evK1×...×evKr )
oo

APL(∆(k1)×...×∆(kr))ss
APL(X×r)

APL(map(⊂,X)) '

OO

(4.1)

où le rectangle est commutatif.
• Supposons que X est 1-connexe et que dimH i(X) < ∞ , (i ≥ 0) et fixons un modèle
minimalMX = (∧V, d)→ APL(X) de l’espaceX. Alors la fibration des chemins LX ev0→ X

admet un modèle relatif de la forme (C.f. Proposition 3.6.2),

MX
ι
↪→ (MX ⊗ ∧sV, d) ,

et d’après, 4.2.5, nous nous déduisons du diagramme (3.7) le diagramme

APL(map(S,X)) (MX ⊗ ∧sV, d)⊗p
Mrinoo

APL(∏r
i=1 map(Ti, X))

APL(map(⊂,X))

OO

M⊗k
X

MevL1
⊗...⊗MevLp

OO

MevK1×...×evKroo

µ(k1)⊗...⊗µ(kr)
ssM⊗r

X

Mmap(⊂,X) '

OO

(4.2)

où

1. µ(s) : M⊗s
X →MX , α1 ⊗ .... ⊗ αs 7→ α1...αs désigne le produit de s éléments (cf

4.3),
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4.4 rin! et modèles de Sullivan.

2. le rectangle est commutatif,

3. le triangle est commutatif à homotopie d’adgc près, [26, Proposition 12.26].

4. et où nous considérons

(a) M⊗r
X comme unM⊗k

X module différentiel gradué via µ(k1) ⊗ ...⊗ µ(kr)

(b) APL(∏r
i=1 map(Ti, X)) comme unM⊗k

X module différentiel gradué viaMevK1×...×evKr ,

(c) APL(map(S,X)) comme un (MX ⊗ ∧sV, d)⊗p module différentiel gradué via
Mrin .

Fixons un modèle relatif de µ(k1) ⊗ ...⊗ µ(kr) :

M⊗k
X v�

ι ))

µ(k1)⊗...⊗µ(kr) //M⊗r
X

.(
M⊗k

X ⊗ ∧W,d
)'

OO

D’après le Théorème 3.2.17,
(
M⊗k

X ⊗ ∧W,d
)
est un modèle M⊗k

X semi-libre de M⊗r
X et

nous déduisons du diagramme (3.8) le diagramme commutatif

((MX ⊗ ∧sV, d)⊗p ⊗ ∧W,d)
∼=
��

(MX ⊗ ∧sV, d)⊗p ⊗M⊗kX
(
M⊗k

X ⊗ ∧W,d
)

(MX ⊗ ∧sV, d)⊗p

ρin

ll

i1oo

(
M⊗k

X ⊗ ∧W,d
)i2

OO

M⊗k
X

MevL1
⊗...⊗MevLp

OO

ιoo

(4.3)

où ((MX ⊗ ∧sV, d)⊗p ⊗ ∧W,d) est à la fois

1. un modèle de Sullivan de APL(map(S,X)),

2. un (MX ⊗ ∧sV, d)⊗p modèle semi-libre de APL(map(S,X)).

D’après le Théorème 2.3.2, siX est un espace de Gorenstein, 1-connexe et de dimension
formelle d alors il existe des applications linéaires de degré dχ notée ι! et ρ!

in telles que :
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Chapitre 4 : Utilisation des modèles minimaux.

1. le diagramme suivant commute

((MX ⊗ ∧sV, d)⊗p ⊗ ∧W,d)
ρ!
in // (MX ⊗ ∧sV, d)⊗p

′(
M⊗k

X ⊗ ∧W,d
)i2

OO

ι! //M⊗k
X

MevL1
⊗...⊗MevLp

OO

2. l’application ι! est M⊗k
X -linéaire, unique à homotopie de modules différentiels gra-

dués près. De plus H(ι!) =
(
∆(k1) × ...×∆(kr)

)!
: H∗(X)⊗r →

(
H∗(X)⊗k

)∗+dχ
,

3. l’application ρ!
in est (MX ⊗ ∧sV, d)⊗p -linéaire, unique à homotopie de modules dif-

férentiels gradués près. De plus H(ρ!
in) = r!

in : H∗(map (S,X))→ (H∗(LX)⊗p)∗+dχ.

4.5 Définition des Φg,p+q à l’aide des modèles.

Soit X un espace de Gorenstein, 1-connexe et de dimension formelle d. Fixons un
représentant de Sullivan pour rout :

APL ((LX)×p) APL(rout) // APL(map(S,X))

(MX ⊗ ∧V̄ )⊗q
'

OO

mrout // ((MX ⊗ ∧sV, d)⊗q ⊗ ∧W,d)

'

OO

alors la composée

(MX ⊗ ∧V̄ )⊗q
mrout // ((MX ⊗ ∧sV, d)⊗q ⊗ ∧W,d)

ρ!
in // (MX ⊗ ∧sV, d)⊗p

induit l’application linéaire

H∗(LX)⊗q →
(
H∗(LX)⊗p

)∗+dχ
qui se dualise en

Φg,p+q : H∗(LX)⊗p // (H∗(LX)⊗q)∗−dχ .
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4.6 Modèle de Sullivan de la construction de Borel.

4.6 Modèle de Sullivan de la construction de Borel.

Dans cette section nous faisons un calcul explicite d’un modèle de Sullivan non minimal
d’un espace de Gorentein obtenu par la construction de Borel associée à une action d’un
groupe de Lie Γ.

X → EΓ → BΓ

lorsque le groupe Γ opère sur X et BG désigne le classifiant du groupe Γ [40, Chapter
III].

En général la construction explicite d’un tel modèle est difficile mais dans le cas par-
ticulier où Γ opère sur un espace homogène la construction est plus aisée. Cet exemple
sera utilisé dans les chapitres suivants.

Soit G un groupe de Lie connexe compacte et BG son espace classifiant. Il est bien
connu que

H∗(G;Q) = ∧PG , et H∗(BG;Q) = ∧QG

où PG désigne un espace vectoriel gradué de dimension finie concentré en degré impair et
QG = sPG.

Il est aussi bien connu que H∗(BS1;Q) = ∧u avec |u| = 2.
Si K est un sous-groupe fermé de G simplement connexe et si

S1 h // G K
joo

désigne respectivement un homomorphisme de groupe et l’inclusion naturelle alors nous
obtenons les diagrammes commutatifs

G/K

%%

∼= // EK ×j G

��

// EG

pG
��

BK
Bj // BG

et ES1 ×h G/K

��

// (EG)/K

��

∼= // BK
Bj

zz
BS1 Bh // BG

où
EK ×j G := {(e, g) | (ek, g) = (e, j(k)g)}
ES1 ×h G/K := {(x, gK) | (xe2iπθ, gK) = (x, (h(e2iπθ)g)K)}

et où les carrés sont des produits fibrés.
Le modèle minimal de G/K est obtenu comme la somme amalgamée :

(∧QK , 0) (∧QG, 0)H∗(Bj;Q)oo ιG // (∧QG ⊗ ∧PG, d)

63



Chapitre 4 : Utilisation des modèles minimaux.

où dx = sx pour x ∈ PK et d(sx) = 0, via l’isomorphisme

(∧QK , 0)⊗∧QG (∧QG⊗∧PG, d̄)→ (∧QK , 0)∧PG, d) , y⊗̄(y′⊗x) 7→ yH(Bj;Q)(y′)⊗x

Il en résulte que d(y′ ⊗ 1) = 0 et d̄(y′ ⊗ x) = H(Bj;Q)(y′)⊗ x avec y′ ∈ QG et x ∈ PG.
D’autre part un modèle de Bj : BK → BG est de forme

(∧QG, 0) ι
↪→ (∧QG ⊗ ∧QK ⊗ ∧PG, d)→ (∧QK ⊗ PG, d̄)

avec d(y ⊗ y′ ⊗ x) = y ⊗ y′H(Bj;Q)(sx) ⊗ 1 − y(sx) ⊗ y′ ⊗ 1 avec y ∈ QK , y
′ ∈ QG et

x ∈ PG. Par suite le modèle minimal de BS1×hG/K est obtenu par la somme amalgamée

(∧u, 0) (∧QG, 0)H∗(Bh;Q)oo ι // (∧QG ⊗ ∧QK ⊗ ∧PG, d)

à l’aide de l’isomorphisme

(∧u, 0)⊗∧QG (∧QG ⊗ ∧QK ⊗ ∧PG, d)→ (∧u, 0)⊗ ∧QK ⊗ ∧PG, d)

tel que uk⊗̄(y ⊗ y′ ⊗ x) 7→ ukH∗(Bh;Q)(y)⊗ y′ ⊗ x. Par suite, pour tout x ∈ PG alors

d(1⊗ 1⊗ x) = H∗(Bh;Q)(sx)⊗ 1⊗ 1− 1⊗H(Bj;Q)(sx)⊗ 1 .

Exemple 1. Rappelons que U(n) = {A ∈ Mn×n(C), AA∗ = I}. Considérons le cas où
G = U(n + 1), K = U(n) × U(1). Alors G/K ∼= CP n. Notons x1, x2, · · · , xn+1 une base
de PG telle que |xi| = 2i− 1 ≥ 1 et yi = sxi alors, d’après [54, Theorem 5.8]

H∗(Bj;Q) : ∧(y1, · · · , yn+1)→ ∧(y′1, · · · , y′n)⊗ ∧y′′1 ,

yi 7→


y′1 + y′′1 si i = 1
y′i + y′i−1 ⊗ y′′1 si 2 ≤ i ≤ n

y′n ⊗ y′′1 si i = n+ 1

et
H(Bh;Q) : ∧(y1, · · · , yn+1)→ ∧u , yi 7→ λiu

i , λi ∈ Q .

Un modèle relatif de Sullivan de ES1 ×h U(n+ 1)/U(n)× U(1) est de la forme

(∧(u , y′1 , ..., y′n , y′′1 , x1 , ..., xn+1) , d)
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4.6 Modèle de Sullivan de la construction de Borel.

avec la différentielle définie par :

d(1⊗ 1⊗ xi) = λiu
i ⊗ 1⊗ 1−


1⊗ y′1 ⊗ 1 si i = 1
1⊗ (y′i + y′i−1y

′′
1)⊗ 1 si 2 ≤ i ≤ n

1⊗ y′ny′′1 ⊗ 1 si i = n+ 1
.

La différentielle ne dépend que du n + 1-uplet (λ1, · · ·λn+1) ∈ Q×n+1. On en déduit le
modèle minimal de l’espace Eh := BS1×h U(n+ 1)/U(n)×U(1) en considérant la partie
linéaire qui est définie par :

d0(1⊗ 1⊗ xi) =


λ1u⊗ 1⊗ 1− 1⊗ y′1 ⊗ 1 si i = 1
−1⊗ y′i ⊗ 1 si 2 ≤ i ≤ n

0 si i = n+ 1
.

Posons V = Qu⊕
n
⊕
i=1

Qy′i⊕Qy′′1 ⊕
n+1
⊕
i=1

Qxi . Alors H(V , d0) = Q[u , v]⊗Qx . Il vient alors
d’après [26, Théorème 14.9] que le modèle minimal de Eh est de la forme

(∧(u , v , x) , d) où du = dv = 0 et dx = vn+1 + λun+1 , λ ∈ Q .

Exemple 2. Rappelons que Sp(n) = {X ∈ Mn× n(H), XX∗ = I}. En écrivant X =

A + jB et identifiant A + jB avec
 A −B̄
B Ā

 on peut considérer Sp(n) comme un

sous-groupe de U(2n).
Considérons le cas où G = U(2n), K = Sp(n). D’après, [54, Proof of Theorem 5.8]

H∗(Bj;Q) : ∧(y1, · · · , y2n)→ ∧(y′1, · · · , y′n) , yi 7→

 (−1)jy′j si i = 2j
0 sinon

et
H(Bf ;Q) : ∧(y1, · · · , y2n)→ ∧u , yi 7→ λiu

i , λi ∈ Q

d’où les formules

d(1⊗ 1⊗ xi) = λiu
i ⊗ 1⊗ 1−

 (−1)j ⊗ y′j ⊗ 1 si i = 2j
0 sinon

.

La différentielle ne dépend que du n+ 1-uplet (λ1, · · ·λn+1) ∈ Q×n+1.

65



Chapitre 5

Le produit de Chas-Sullivan.

Dans ce chapitre nous spécialisons la construction générale des opérations Φg,p+q vue
au chapitre précédent au cas du produit de Chas-Sullivan Φ0,2+1. Nous retrouvons par
notre méthode les cas classiques des sphères et des espaces projectifs complexes. Nous
montrons que le produit de Chas-Sullivan pour l”espace de Borel associé à l’action de S1

sur un espace projectif complexe est nul ou non suivant le paramétrage de cette action.

5.1 Construction générale.

5.1.1 Retour à la topologie

Rappelons que X est toujours un espace simplement connexe de Gorenstein sur lk = Q
de dimension d . Le produit de Chas-Sullivan est un cas particulier des opérations d’ordre
supérieur

Φg,p+q : H∗(LX)⊗p −→ (H∗(LX)⊗q)∗+dχ ,

obtenu à partir de l’espace X et du 2-cobordisme F0,2+1 de genre g = 0 ayant deux
composantes de bord entrant et une composante de bord sortant, et de carctéristique
d’Euler χS = 2− 2× 0− 1− 2 = −1 . C.f. figure 5 section 2.4 .

Rappelons la fibration des lacets libres vue en §3.6.2. Du diagramme 2.1 nous déduisons
le diagramme suivant :

map (S1∐S1 , X) map (F0,2+1 , X)

'
��

rinoo rout //map (S1 , X)

LX × LX

ev0×ev0
��

LX ×
X
LX? _incloo

qF0,2+1

��

Comp // LX

X2 X
∆oo
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5.1 Construction générale.

où :
• LX ×

X
LX = {(γ1, γ2) ∈ LX × LX : γ1(0) = γ2(0)}.

• L’application Comp : LX ×
X
LX −→ LX est la concaténation des lacets définie pour

tous (γ1 , γ2) ∈ LX ×
X
LX par :

Comp (γ1, γ2)(t) = (γ1 ∗ γ2)(t) =

γ1(2t) si 0 ≤ t ≤ 1
2

γ2(2t− 1) si 1
2 ≤ t ≤ 1

t ∈ I = [0, 1]

• qF0,2+1 (γ1, γ2) = γ1(0) = γ2(0)
• Les rectangles supérieurs de gauche et de droite sont commutatifs à homotopie près.
• Le rectangle inférieur de gauche est un produit fibré.

Nous en déduisons que
• L’application linéaire

H∗(LX) −→ (H∗(LX)⊗H∗(LX))∗+d

obtenue comme la composée :

H∗(LX) H(Comp) // H∗(LX ×
X
LX)

incl!=H(ρ!
in)
// (H∗(LX)⊗H∗(LX))∗+d

se dualise en l’opération

Φ0, 2+1 : H∗(LX)⊗H∗(LX) −→ H∗−d(LX)

où l’application ρin! :MLM ⊗
MX

MLM −→MLM ⊗MLM est un représentant de Sullivan
qui induit l’appilcation de Gysin de l’inclusion incl : LX ×

X
LX ↪→ LX × LX .

5.1.2 Usage des modèles de Sullivan

Dans cette partie nous décrirons en termes de modèles de Sullivan les applications

Comp : LX ×
X
LX → LX et incl : LX ×

X
LX ↪→ LX × LX

afin d’en déduire celles qui induisent le dual du produit de Chas-Sullivan Dlp .

Notons Comp′ : XI ×
X
XI −→ XI la concaténation des chemins.

Il résulte du lemme de relèvement à homotopie prés (§3.5.1) le résultat suivant :

Lemme 5.1.1. Il existe un unique homomorphisme mComp′ d’algèbres différentielles gra-
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duées tel que , dans le diagramme suivant, le carré supérieur commute pendant que le
carré inférieur commute à homotopie près.

MX MX

MXI ⊗
MX

MXI

'M(σ,σ)

OO

MXI

mComp′oo

' mσ

OO

M⊗3
X

λq
OO

M⊗2
X

mpr1,3oo

λev0,1

OO

L’application σ : X '→ XI (respectivement (σ , σ) : X '→ XI ×
X
XI) est la section

canonique de la fibration des chemins ev0 : XI → X (respectivement la section canonique
de la fibration q : XI ×

X
XI → X) définie pour tout x ∈ X par σ(x) = x̂ (respectivement

(σ , σ)(x) = (x̂ , x̂)), où x̂ désigne le lacet constant en x .
Les homomorphismes d’adg λq, λev(0,1) et mpr1,3 sont définis respectivement par :


λq(x⊗ y ⊗ z) = x⊗ y ⊗ 1̄ ⊗

MX

1⊗ z ⊗ 1̄ = x⊗ 1⊗ 1̄ ⊗
MX

y ⊗ z ⊗ 1̄,

λev(0,1)(x⊗ y) = x⊗ y ⊗ 1̄,
mpr1 ,3(a⊗ b) = a⊗ 1⊗ b; x, y, z, a, b ∈MX

Avec p1 ,3 : X3 → X2 défini pour tous x , y , z ∈ X par p1 ,3(x , y , z) = (x , z).
D’autre part le diagramme commutatif suivant

MXI

mj=µ⊗id

��

mComp′ //MXI ⊗
MX

MXI

mj ⊗
MX

mj

��

∼= // (M⊗3
X ⊗ (∧V )⊗2, d) =MXI×

X
XI

µ◦(µ⊗id)⊗id

��
MLX

mComp //MLX ⊗
MX

MLX

∼= // (MX ⊗ (∧V )⊗2, d) =MLX×
X
LX

où l’application LX �
� j // XI désigne l’inclusion, permet d’affirmer (§3.5.1) :

Proposition 5.1.2. L’homomorphisme mComp est un représentant de Sullivan de Comp :
LX ×

X
LX → LX.
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Pour ce qui est de l’application de Gysin de l’inclusion

incl : LX ×
X
LX ↪→ LX × LX

notons que l’application diagonale ∆ : X −→ X2 fait de C∗(X) un C∗(X2) − module.
D’après le théorème 2.3.3

ExtdC∗(X2)(C∗(X), C∗(X2)) ∼= H0(X) ∼= Q

Remarque 5.1.3. Dans ce cas, tout cocycle f de degré d de (HomM⊗2
X

(MXI ,M⊗2
X ), D) ,

qui n’est pas un cobord satisfait la relation

H(f) ∈ ExtdC∗(X2)(C∗(X), C∗(X2)) ∼= H0(X) ∼= Q ; de plus ∆! = H(f) ◦H(σ)−1 .

Notons que deux tels cocycles f et f ′ sont homotopes, à une constante multiplicative
près. L’existence d’une telle classe d’homotopie d’applications M⊗2

X − linéaires de degré
d constitue le point crutial de la description du produit de Chas-Sullivan (r = 1, k = 2),
et plus généralement des opérations d’ordre supérieur Φg, p+q en théorie des cordes.

Notation 5.1.4. Soit Y , Z et W des espaces topologiques connexes par arcs, g : Y →
W et h : Z → W des applications continues. Alors MY (respectivement MZ) est un
MW -module à droite (respectivement à gauche) via mg : MW → MY (respectivement
mh :MW →MZ) ; l’action étant définie par :

y.a = ymg(a) ( respectivement a.z = mh(a)z) ; a ∈MW y ∈MY , z ∈MZ .

Par suite l’adgMY ⊗
MW

MZ est unMW -module à gauche via l’action

a.(y ⊗
MW

z) = (−1)|a||y|ymg(a) ⊗
MW

z

= (−1)|a||y|y ⊗
MW

mh(a)z

Ces propriétés seront résumées par la notation :

(MY ⊗
MW

MZ)g , h.

Proposition 5.1.5. Le diagramme suivant nous permet de décrire en termes de modèles
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de Sullivan les applications qui induisent en homologie le dual gradué du produit de Chas-
Sullivan DLp = (Φ0, 2+1)#.

(MXI ⊗
M⊗2

X

MX)ev0,1, ∆

mComp′ ⊗
Mpr1,3

Id

��

(R1)

∼=1 // (∧V ⊗ ∧V̄ , d) =MLM

mComp

��

(MXI×
X
XI ⊗
M⊗3

X

MX)q,∆(3)

(R2)

∼=2 // (∧V ⊗ (∧V̄ )⊗2, d) =MLX×
X
LX

(M⊗2
XI ⊗
M⊗4

X

MX)(ev0,1)2, ∆(4)

(R3)

' π ⊗
Id⊗µ⊗Id

Id
OO

∼=3 // (∧V ⊗ (∧V̄ )⊗2, d) =MLX×
X
LX

(M⊗2
XI ⊗
M⊗4

X

MXI )(ev0,1)2, ∆2◦ev0, 1

(R4)

' Id⊗
Id
mσ

OO

Id⊗
Id
f

��

∼=4 // ((∧V )⊗2 ⊗ (∧V̄ )⊗3, d) =ME

' m̄σ

OO

f̄

��

(M⊗2
XI ⊗
M⊗4

X

M⊗2
X )(ev0,1)2, ∆2

∼=5 // ((∧V )⊗2 ⊗ (∧V̄ )⊗2, d) ∼=M⊗2
LX

• Dans le rectangle supérieur (R1),
Les isomorphismes ∼=1 et ∼=2 sont respectivement définis par :

(u1 ⊗ u2 ⊗ ū) ⊗
M⊗2

X

a 7→ (−1)ζ1u1u2 ⊗ ū et

(u1 ⊗ u2 ⊗ u3 ⊗ v̄1 ⊗ v̄2) ⊗
M⊗3

X

a 7→ (−1)ζ2u1u2u3a⊗ v̄1v̄2;

avec ζ1 = |a||ū| et ζ2 = |a|(|v̄1|+ |v̄2|).
Rappelons que la différentielle surMLX = (∧V ⊗ ∧V̄ , d) est définie définie par :

d(v ⊗ 1̄) = dv ⊗ 1̄ et d(1⊗ v̄) = −s(dv ⊗ 1)

où s est l’unique dérivation de degré −1 sur ∧V ⊗ ∧V̄ telle que :

s(v ⊗ 1) = 1⊗ v̄, et s(1⊗ v̄) = 0.
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5.1 Construction générale.

SurMLX×
X
LX = (∧V ⊗ (∧V̄ )⊗2, d) :


d(v ⊗ 1̄⊗ 1̄) = dv ⊗ 1̄⊗ 1̄
d(1⊗ v̄ ⊗ 1̄) = −s(dv ⊗ 1̄⊗ 1̄)
d(1⊗ 1̄⊗ v̄) = −s′(dv ⊗ 1̄⊗ 1̄)

Ici s et s′ sont les seules dérivations de degré −1 sur ∧V ⊗(∧V̄ )⊗2 vérifiant s◦s = 0 = s′◦s′

et telles que : s(v ⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ v̄ ⊗ 1̄
s′(v ⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1̄⊗ v̄

• Dans le restangle commutatif (R2) :
π désigne la surjection canonique définie par :

π((u1 ⊗ u2 ⊗ ū)⊗ (v1 ⊗ v2 ⊗ v̄)) = (u1 ⊗ u2 ⊗ ū) ⊗
MX

(v1 ⊗ v2 ⊗ v̄)

= (−1)|v1||ū|(u1 ⊗ u2v1 ⊗ ū) ⊗
MX

(1⊗ v2 ⊗ v̄)

= (−1)|u2||ū|(u1 ⊗ 1⊗ ū) ⊗
MX

(u2v1 ⊗ v2 ⊗ v̄).

Le quasi isomomorphisme π ⊗
Id⊗µ⊗Id

Id provient du diagramme commutatif suivant où les
carrés de droite et de gauche sont des produits fibrés :

XI ×
X
XI

q

��

LX ×
X
LX

qF0,2+1

��

? _incloo � �incl // (XI)×2

(ev0, 1)×2

��
X3 X

∆(3)oo
∆(4) // X4

L’isomorphisme ∼=3 est défini par :

(u1 ⊗ u2 ⊗ ū⊗ v1 ⊗ v2 ⊗ v̄) ⊗
M⊗4

X

a 7→ (−1)ζ3u1u2v1v2a⊗ ū⊗ v̄;

avec ζ3 = (|v1|+ |v2|)|ū|+ (|ū|+ |v̄|)|a|.
• Dans le rectangle commutatif (R3)
L’isomorphisme ∼=4 est défini par :

(u1 ⊗ u2 ⊗ ū⊗ v1 ⊗ v2 ⊗ v̄) ⊗
M⊗4

X

(a⊗ b⊗ c̄) 7→ (−1)ζ4u1u2a⊗ v1v2b⊗ ū⊗ v̄ ⊗ c̄;
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avec ζ4 = (|u2|+ |v1|+ |v2|+ |ū|+ |v̄|)|a|+ (|v1|+ |v2|+ |ū|+ |v̄|)|b|+ (|v̄1|+ |v̄2|)|ū|.
La différentielle sur ((∧V )⊗2 ⊗ (∧V̄ )⊗3, d) vérifie :


d(v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = dv ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄
d(1⊗ v ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ dv ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄
d(1⊗ 1⊗ v̄ ⊗ 1̄⊗ 1̄) = −s(dv ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄)
d(1⊗ 1⊗ 1̄⊗ v̄ ⊗ 1̄) = −s(1⊗ dv ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄)
d(1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ v̄) = (1⊗ v − v ⊗ 1)⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄− ∑

i≥1
(d ◦ s′)i(dv ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄)

Où s , et s′ sont les seules dérivations de degré −1 sur (∧V )⊗2 ⊗ (∧V̄ )⊗3 telles que
s ◦ s = s′ ◦ s′ = 0 et qui vérifient les relations :


s(v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ v̄ ⊗ 1̄⊗ 1̄
s(1⊗ v ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ v̄ ⊗ 1̄
s′(v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ v̄ = s′(1⊗ v ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄)

L’homomorphisme d’adg m̄σ induit par le quasi isomorphisme mσ est également un quasi
isomomorphisme. Il est défini par :



m̄σ(v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄
m̄σ(1⊗ v ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄
m̄σ(1⊗ 1⊗ v̄ ⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ v̄ ⊗ 1̄⊗ 1̄
m̄σ(1⊗ 1⊗ 1̄⊗ v̄ ⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ v̄
m̄σ(1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ v̄) = 0

• Dans le restangle commutatif (R4) :
L’isomomorphisme ∼=5 est défini par :

(u1 ⊗ u2 ⊗ ū⊗ v1 ⊗ v2 ⊗ v̄) ⊗
M⊗4

X

(a⊗ b) 7→ (−1)ζ5u1u2a⊗ v1v2b⊗ ū⊗ v̄;

avec ζ5 = ζ4 = (|u2|+ |v1|+ |v2|+ |ū|+ |v̄|)|a|+ (|v1|+ |v2|+ |ū|+ |v̄|)|b|+ (|v̄1|+ |v̄2|)|ū|.
L’applicationM⊗2

X − linéaire f de degré d est définie telle que

H(f) ∈ ExtdM⊗2
X

(MX ,M⊗2
X ) ∼= Q ( Théorème 2.3.2).

72



5.2 Cas de la sphère X = Sn, n > 1.

Par suite :
f̄(u⊗ v ⊗ x̄⊗ ȳ ⊗ z̄) = (−1)ζ(u⊗ v)f(1⊗ 1⊗ z̄)⊗ x̄⊗ ȳ,

avec ζ = |d|(|u|+ |v|) + |z̄|(|x̄|+ |ȳ|).
A présent on peut déduire de ce qui précède que :

Proposition 5.1.6. Si X est un espace de Gorenstein sur Q, de dimension formelle
d, et simplement connexe alors le dual du produit de Chas-Sullivan Dlp := (Φ0, 2+1)# :
H∗(LX) −→ (H∗(LX) ⊗ H∗(LX))∗+d est défini comme la composée des applications
suivantes :

Dlp = H(f̄) ◦H(m̄σ)−1 ◦H(mComp).

5.2 Cas de la sphère X = Sn, n > 1.

C’est donc un espace de Gorenstein sur Q, simplement connexe et de dimension for-
melle n.

Cas de la sphère de dimension impaire n > 1. Rappelons que :
MX = (∧x, 0) ∼= (H∗(X), 0);
MLX = (∧(x, x̄), 0) ∼= (H∗(LX), 0);
MLX×

X
LX = (∧(x, x̄, x̃), 0) ∼= (H∗(LX ×

X
LX), 0)

; |x| = n, |x̄| = |x̃| = n− 1.

MComp(x̄) = x̄+ x̃.

Considérons par abus de notation, x̄l, xx̄s; l, s ∈ N comme une base de H∗(LX). Alors
on a H(Comp)(xx̄s) = x(x̄+x̃)s, carmComp est un homomorphisme d’adg vu aussi comme
une applicaionMX − linéaire.
Déterminons à présent l’applicationM⊗2

X − linéai re

f :MXI = (∧(x, x′, x̄), d) −→ (∧(x, x′, 0) =M⊗2
X

de degré n annoncée dans le théorème 2.3.2 . Il nous suffit de défnir l’application (∧(x, x′, 0)−
linéai re f sur 1 et x̄. Pour des raisons de degrés, on pose :

f(1) = αx+ βx′ et f(x̄) = 0; α, β ∈ Q.
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Chapitre 5 : Le produit de Chas-Sullivan.

La relation d◦f−(−1)nf◦d = d◦f+f◦d = 0 donne β = −α. D’où f(1) = α(x−x′); α ∈ Q.
Remarquons que f n’est pas un cobord dans (HomM⊗2

X
(MI

X ,M⊗2
X ), D) si, et seulement

si, α 6= 0; si bien que nous posons

f(1) = x− x′ et f(x̄) = 0.

D’autre part nous avons :

mσ(x) = mσ(x′) = x et mσ(x̄) = 0.

Enfin le dual du produit de Chas-Sullivan

Dlp : H∗(LX) = (∧x⊗ ∧x̄) −→ ((∧x⊗ ∧x̄)⊗ (∧x⊗ ∧x̄)) = H∗(LX)⊗2

est défini pour tous l, s ∈ N par :

Dlp (1⊗ x̄l) = (x⊗ 1⊗ 1⊗ 1− 1⊗ 1⊗ x⊗ 1)(1⊗ x̄⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ 1⊗ x̄)l

Dlp (x⊗ x̄s) = −(x⊗ 1⊗ x⊗ 1)(1⊗ x̄⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ 1⊗ x̄)s;

soit encore

Dlp (1⊗ x̄[l]) = (x⊗ 1⊗ 1⊗ 1− 1⊗ 1⊗ 1⊗ x)
l∑
i=o

(1⊗ x̄[i])⊗ (1⊗ x̄[l−i])

Dlp (x⊗ x̄[s]) = −
s∑
j=o

(x⊗ x̄[j])⊗ (x⊗ x̄[s−j]) ,

où A[r] = Ar/r!; A ∈ H∗(LX), r ∈ N.

La base duale de la base x̄l, xx̄s, est donnée par : al, bs, avec |al| = (n − 1)l, |bs| =
n+ (n− 1)s; l, s ∈ N. C’est une base de H?(LX).
En posant Lp(u⊗ v) = Φ0, 2+1(u⊗ v) = u • v, on a les relations :

bp • bq = bp+q; ap • bq = ap+q p, q ∈ N.

En posant H?(LX) = H?+n(LX), on retrouve ainsi un résultat de Ralph, Jones et Jun
Yan à savoir :

Pour n > 1et n impair, H?((LSn); Q) ∼= ∧(a)⊗Q[u]

Où a ∈ H−n(LSn) et u ∈ Hn−1(LSn).

74



5.2 Cas de la sphère X = Sn, n > 1.

Cas de la sphère de dimension paire n ≥ 2. Nous avonsMX = (∧(x, y), d); |x| =
n, dy = x2 .

MLX = (∧(x, y, x̄, ȳ), d) avec dȳ = −2xx̄.

et
MLX×

X
LX = (∧(x, y, x̄, ȳ, x̃, ỹ), d) où dȳ = −2xx̄; dỹ = −2xx̃.

Nous avons également :

mComp(x̄) = x̄+ x̃; mComp(ȳ) = ȳ + ỹ + x̄x̃.

L’application (∧(x, y, x′, y′), d)−linéaire

f : (∧(x, y, x′, y′, x̄, ȳ), d) −→ (∧(x, y, x′, y′) , d)

définie par : 
f(1) = x+ x′

f(x̄) = y′ − y

f(ȳ) = 0

vérifie les conditions du théorème 2.3.2 .
L’application induite

f̄ : (∧(x, y, x′, y′, x̄, ȳ , x̃, ỹ , x̂, ŷ), d)→ (∧(x, y, x′, y′, x̄, ȳ , x̃, ỹ) , d)

satisfait 
f̄(1) = x+ x′

f̄(x̄) = (x+ x′)x̄, f̄(x̃) = (x+ x′)x̃, f̄(x̂) = y′ − y

f̄(ȳ) = (x+ x′)ȳ, f̄(ỹ) = (x+ x′)ỹ, f̄(ŷ) = 0.

L’homomorphisme d’adg

mσ : (∧(x, y, x′, y′, x̄, ȳ), d) −→ (∧(x, y), d)

est défini par :

mσ(x) = x = mσ(x′), mσ(y) = y = mσ(y′), mσ(x̄) = 0 = mσ(ȳ).
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Chapitre 5 : Le produit de Chas-Sullivan.

Pour passer en homologie, il est nécessaire pour nous de déterminer H?(X). Remarquons
que nous avons le diagramme commutatif suivant :

(∧(x, y), d)
'
��

� � // (∧(x, y, x̄, ȳ), d)
'
��

(∧(x)/(x2), 0) � � // (∧(x)/(x2), 0)∧(x, y)(∧(x, y, x̄, ȳ), d)

qui nous permet d’avoir la relation

H∗(LX) ∼= H((∧(x)/(x2)⊗ ∧(x̄ ȳ), d̄))

via l’isomorphisme

(∧(x)/(x2), 0)∧(x, y)(∧(x, y, x̄, ȳ), d)
∼=−→ (∧(x)/(x2)⊗ ∧(x̄, ȳ), d̄).

Ici d̄ est la différenrtielle déduite de d par passage au quotient.
Une base de H?(LX) est donnée (par abus de notation) par :

{1, x⊗ ȳl, 1⊗ x̄ȳs; l, s ∈ N.}

Le dual du loop produit

Dlp : H((∧(x)/(x2)⊗ ∧(x̄ ȳ), d̄))→ (H((∧(x)/(x2)⊗ ∧(x̄ ȳ), d̄))⊗2

est définie sur cette base par :

Dlp(1) = x⊗ 1⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ x⊗ 1

Dlp (x⊗ ȳ[l]) =
l∑
i=o
x⊗ ȳ[i] ⊗ x⊗ ȳ[l−i]

Dlp (1⊗ x̄ȳ[s]) = (x⊗ 1⊗ 1⊗ x̄− 1⊗ x̄⊗ x⊗ 1)
s∑
j=o

1⊗ ȳ[j] ⊗ 1⊗ ȳ[s−j]

Soit {1, cl, es; |cl| = n+ (2n− 2)l, |es| = n− 1 + (2n− 2)s, l, s ∈ N} la base duale de
la base {1, x⊗ ȳl, 1⊗ x̄ȳs}; c’est une base de H?(LX).
Dès lors, le produit de Chas-Sullivan est défini explicitement par les relations :1 • 1 = 0, 1 • c0 = c0 • 1 = 1, 1 • cr = 0, 1 • es = 0; r ≥ 1, s ≥ 0;

cp • cq = cp+q, cp • eq = ep+q; p, q ∈ N.
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5.3 Cas de l’espace projectif complexe. X = CP n, n ≥ 1.

Ce qui justifie l’isomorphisme d’algèbres graduées :

(H?(LSn); Q) ∼= ∧(b)⊗Q[a, v]/(a2, ab, av)

où a ∈ H−n(LSn), b ∈ H−1((LSn), et v ∈ H2n−2(LSn).

5.3 Cas de l’espace projectif complexe. X = CP n, n ≥
1.

Nous avonsMX = (∧(x, y), d); |x| = 2, dy = xn+1 .

MLX = (∧(x, y, x̄, ȳ), d) avec dȳ = −(n+ 1)xx̄.

et
MLX×

X
LX = (∧(x, y, x̄, ȳ, x̃, ỹ), d) où dȳ = −(n+ 1)xx̄; dỹ = −(n+ 1)xx̃.

Nous avons également :

mComp(x̄) = x̄+ x̃; mComp(ȳ) = ȳ + ỹ + n(n+ 1)
2 x̄x̃.

Définissons à présent l’application (∧(x, y, x′, y′), d)−linéaire

f : (∧(x, y, x′, y′, x̄, ȳ), d) −→ (∧(x, y, x′, y′), d)

Pour des raisons de degrés, nous avons

f(1) =
n∑
i=0
αix

ix′n−i et f(x̄) = βy + β′y′; β, β′, αi ∈ Q (i = 0, 1, ..., n).

La relation de compatibilté aux différentielles

d[f(x̄)] = f(dx̄)

nous conduit aux relations

β = −αn, β′ = α0, et αi = αi+1, 0 ≤ i ≤ n− 1.
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Chapitre 5 : Le produit de Chas-Sullivan.

D’où
f(1) = α

n∑
i=0
xix′n−i et f(x̄) = α(y′ − y), α ∈ Q.

Dès lors, f n’est pas un cobord dans Hom2n
m⊗2
X

(MXI , M⊗2
x ) si, et seulement si, α 6= 0.

Ceci nous permet donc de poser :
f(1) =

n∑
i=0
xix′n−i

f(x̄) = y′ − y

f(ȳ) = 0.

L’application induite

f̄ : (∧(x, y, x′, y′, x̄, ȳ , x̃, ỹ , x̂, ŷ), d)→ (∧(x, y, x′, y′, x̄, ȳ , x̃, ỹ) , d)

satisfait 

f̄(1) =
n∑
i=0
xix′n−i

f̄(x̄) =
n∑
i=0
xix′n−ix̄, f̄(x̃) =

n∑
i=0
xix′n−ix̃, f̄(x̂) = y′ − y

f̄(ȳ) =
n∑
i=0
xix′n−iȳ, f̄(ỹ) =

n∑
i=0
xix′n−iỹ, f̄(ŷ) = 0.

L’homomorphisme d’adg

mσ : (∧(x, y, x′, y′, x̄, ȳ), d) −→ (∧(x, y), d)

est défini par :

mσ(x) = x = mσ(x′), mσ(y) = y = mσ(y′), mσ(x̄) = 0 = mσ(ȳ).

Pour le passage en homologie, nous avons la relation

H?(LX) = H((∧(x)/(xn+1)⊗ ∧(x̄ ȳ), d̄)).

Ici d̄ est la différenrtielle déduite de d par passage au quotient.
Une base de H?(LX) est donnée (par abus de notation) par :

{1, xk ⊗ ȳl, xr ⊗ x̄ȳs; 1 ≤ k ≤ n, 0 ≤ r ≤ n− 1, l, s ∈ N}.
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5.4 Cas du quotient homotopique associé à une action de groupe.

Alors,

Dlp : H((∧(x)/(xn+1)⊗ ∧(x̄ ȳ), d̄))→ (H((∧(x)/(xn+1)⊗ ∧(x̄ ȳ), d̄)))⊗2

est défini sur cette base par :


Dlp (1) =
n∑
i=0
xi ⊗ 1⊗ xn−i ⊗ 1

Dlp (xk ⊗ ȳ[l]) =
n+k∑
i=1

l∑
j=o
xi ⊗ ȳ[j] ⊗ xn+k−i ⊗ ȳ[l−j]

Dlp (xr ⊗ x̄ȳ[s]) =
n+r∑
i=1

s∑
j=o
xi ⊗ x̄ȳ[j] ⊗ xn+r−i ⊗ ȳ[l−j] +

n+r∑
i=1

s∑
j=o
xi ⊗ ȳ[j] ⊗ xn+r−i ⊗ x̄ȳ[l−j] .

avec 1 ≤ k ≤ n, 0 ≤ r ≤ n− 1 ; l , s ∈ N .
Soit {1, ak, l br, s; |ak, l| = 2k + 2nl, |br, s| = 2r + 1 + 2ns; 1 ≤ k ≤ n, 0 ≤ r ≤ n −
1, l, s ∈ N} la base duale de la base {1, xk ⊗ ȳl, xr ⊗ x̄ȳs}. C’est une base de H∗(LX).
Dès lors, le produit de Chas-Sullivan est défini explicitement par les relations :1 • an, 0 = 1, ak, 0 • an−k, 0 = 1, 1 • ak, l+1 = 0, 1 • br, s = 0;

ak, l • ak′, l′ = ak+k′−n, l+l′ , ak, l • br, s = bk+r−n, l+s.

Par suite : (an−1, 0)n = 1, 1 • an, 1 = 0, 1 • bn−1, 0 = 0;
ak, l = (an, 1)l(an−1, 0)n−k, br, s = (an, 1)s(an−1, 0)n−r−1bn−1, 0.

Désignons par a, b, et t des éléments de H∗(LCP n) représentant respectivement les élé-
ments an−1, 0, bn−1, 0 et an, 1. Nous obtenons alors l’isomorphisme d’algèbres graduées :

H∗(LCP n; Q) ∼= ∧(a, b, t)/(an+1, anb, ant)

où |a| = −2, |b| = −1 et |t| = 2n (cf. [21]).

5.4 Cas du quotient homotopique associé à une ac-
tion de groupe.

Considérons le cas particulier (§4.6) où G = U(n + 1) et K = U(n) × U(1), (n ≥
1). Alors G/K ∼= CP n et l’action de S1 sur G/K est définie par :e2πiθ.(x, gG/K) =
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Chapitre 5 : Le produit de Chas-Sullivan.

(x, (h(e2πiθ)g)G/K). Notons H∗(BS1;Q) = ∧u avec |u| = 2 et Eh := ES1 ×h G/K.
L’espace Eh est un espace de Gorenstein simplement connexe, de dimension formelle
2n−1. Rappelons (C.f. section 4.5) que le modèle minimal de l’espace Eh est de la forme :
MEh = (∧(u, v, x), d) , avec |u| = |v| = 2 , du = dv = 0 et dx = λun+1 + vn+1 , où
λ ∈ lk est une constante déterminée par H∗(Bh).

1. λ = 0 . Dans ce cas l’espace de Borel Eh est le produit BS1 ×CP n etMEh = (∧u⊗
∧(v , x) , d) avec |u| = |v| = 2 ; du = dv = 0 , dx = vn+1 .

Un modèle de Sullivan relatif de la fibration des chemins EI
h → Eh × Eh fournit la

résolution semi-libre de MEh :
MEI

h
= (∧(u, v, x, u′, v′, x′, ū, v̄, x̄), d) où |ū| = |v̄| = 1, |x̄| = 2n et

dū = u′ − u; dv̄ = v′ − v; dx̄ = x′ − x−
∑

vi

i+j=n
v′j v̄

MEI
h
×
Eh

EI
h

= (∧(u, v, x, u′, v′, x′, u′′, v′′, x′′, ū, v̄, x̄, ũ, ṽ, x̃), d) avec


dū = u′ − u; dv̄ = v′ − v; dũ = u′′ − u′; dṽ = v′′ − v′;
dx̄ = x′ − x− ∑

vi
i+j=n

v′j v̄; dx̃ = x′′ − x′ − ∑ v′j
j+k=n

v′′kṽ.

MLEh = (∧(u, v, x, ū, v̄, x̄), d) où dū = dv̄ = 0 et dx̄ = −(n+ 1)vnv̄.
MLEh ×

Eh

LEh = (∧(u, v, x, ū, v̄, x̄, ũ, ṽ, x̃), d) ,

avec dū = dv̄ = 0, dx̄ = −(n+ 1)vnv̄, dũ = dṽ = 0, dx̃ = −(n+ 1)vnṽ .
Un représentant de Sullivan MComp′ : MEI

h
−→ MEI

h
×
Eh

EI
h
de la composition des chemins

Comp′ : EI
h ×
Eh
EI
h −→ EI

h est donné par :

MComp′ :


u 7→ u, v 7→ v, x 7→ x, u′ 7→ u′′, v′ 7→ v′′, x′ 7→ x′′,

ū 7→ ū+ ũ, v̄ 7→ v̄ + ṽ, x̄ 7→ x̄+ x̃+∑
vpv′qv′′r

p+q+r=n−1
v̄ṽ.

Nous en déduisons un représentant de Sullivan MComp : MLEh −→ MLEh ×
Eh

LEh de la

composition des lacets libres Comp : LEh ×
Eh
LEh −→ LEh tel que :

MComp :

ū 7→ ū+ ũ, v̄ 7→ v̄ + ṽ,

x̄ 7→ x̄+ x̃+ n(n+1)
2 vn−1v̄ṽ.

.
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5.4 Cas du quotient homotopique associé à une action de groupe.

L’application M⊗2
Eh
-linéaire de degré 2n− 1, f : MEI

h
−→M⊗2

Eh
annoncée dans la proposi-

tion 5.1.5 est un cocycle (qui n’est pas un cobord) du complexe (HomM⊗2
Eh

(MEI
h
, M⊗2

Eh
), D)

de degré d où Dh = d ◦ h − (−1)|h|h ◦ d. Pour des raisons de degrés et de compatibilité
aux différentielles nous obtenons le candidat suivant :

f :


1 7−→ 0
ū 7−→ ∑

vi
i+j=n

v′j + (u′ − u)P , v̄ 7−→ (v′ − v)P , x̄ 7−→ (x′ − x)P , P = ∑
uku′l

k+l=n−1
;

ūv̄ 7−→ x− x′ , ūεv̄ε
′
x̄k 7−→ 0 , pour ε, ε′ ∈ {0, 1} et (1 + ε+ ε′)k ≥ 2 , k ∈ N.

D’autre part l’homomorphisme d’algèbres différentielles graduées Mσ : MEI
h
−→MEh est

défini par :

Mσ(u) = u = Mσ(u′), Mσ(v) = v = Mσ(v′), Mσ(x) = x = Mσ(x′)
et Mσ(ū) = Mσ(v̄) = Mσ(x̄) = 0.

Il en résulte que :

Dlp(v̄x̄) = (v ⊗ 1− 1⊗ v)
∑

i+j=n−1

∑
uivk

k+l=n
⊗ ujvl,

et le produit de Chas-Sullivan est non nul sur Eh .

2. λ = 1 . Dans ce cas un modèle minimal de l’espace de Borel Eh est donné par
MEh = (∧(u , v , x) , d) avec |u| = |v| = 2 ; du = dv = 0 , dx = un+1 + vn+1 . Dès lors
nous obtenons :
MLEh = (∧(u, v, x, ū, v̄, x̄), d) où dū = dv̄ = 0 et dx̄ = −(n+1)(unū+vnv̄). Par suite
MLEh ×

Eh

LEh = (∧(u, v, x, ū, v̄, x̄, ũ, ṽ, x̃), d) ,

avec dū = dv̄ = 0, dx̄ = −(n+ 1)(unū+ vnv̄), dũ = dṽ = 0, dx̃ = −(n+ 1)(unũ+ vnṽ).
Un représentant de Sullivan MComp : MLEh −→MLEh ×

Eh

LEh de la composition des lacets

libres Comp : LEh ×
Eh
LEh −→ LEh est défini tel que :

MComp :

ū 7→ ū+ ũ, v̄ 7→ v̄ + ṽ,

x̄ 7→ x̄+ x̃+ n(n+1)
2 (un−1ūũ+ vn−1v̄ṽ).

L’application M⊗2
Eh
-linéaire de degré 2n− 1, f : MEI

h
−→M⊗2

Eh
annoncée dans la proposi-

tion 5.1.5 est un cocycle (qui n’est pas un cobord) du complexe (HomM⊗2
Eh

(MEI
h
, M⊗2

Eh
), D)
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Chapitre 5 : Le produit de Chas-Sullivan.

de degré d où Dh = d ◦ h − (−1)|h|h ◦ d. Pour des raisons de degrés et de compatibilité
aux différentielles nous obtenons le candidat suivant :

f :


1 7−→ 0
ū 7−→ −∑ vi

i+j=n
v′j , v̄ 7−→ ∑

ui
k+l=n

u′j , ūv̄ 7−→ x− x′ , x̄ 7−→ 0

ūεv̄ε
′
x̄k 7−→ 0 ; k ∈ N? , ε, ε′ ∈ {0, 1} .

D’autre part l’homomorphisme d’algèbres différentielles graduées Mσ : MEI
h
−→MEh est

défini par :

Mσ(u) = u = Mσ(u′), Mσ(v) = v = Mσ(v′), Mσ(x) = x = Mσ(x′)
et Mσ(ū) = Mσ(v̄) = Mσ(x̄) = 0.

Remarquons que nous avons l’isomorphisme

H?(LX) ∼= H(∧(u , v)/(un+1 + vn+1)⊗ ∧(ū , v̄ , x̄), d̄)

où d̄ est la différentielle obtenue par passage au quotient. Il s’en suit qu’une base de
H?(LX) est donnée par :

{[uivj ⊗ 1̄] , [ukvl ⊗ ū] , [upvq ⊗ v̄] , [urvs ⊗ ūv̄] , [uavb ⊗ ūv̄x̄]}

avec i , k , p , r , a ∈ N et 0 ≤ j , l , q , s , b ≤ n .

Un calcul de routine de Dlp sur chaqu’un des éléments de cette base nous permet de
conclure dans ce cas que le produit de Chas-Sullivan est nul sur l’espace de Borel Eh .
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Chapitre 6

Le coproduit de Chas-Sullivan

Dans ce chapitre nous spécialisons la construction générale des opérations Φg,p+q vue
au chapitre 4 au cas du produit de Chas-Sullivan Φ0,1+2. Nous retrouvons par notre
méthode les cas classiques des sphères et des espaces projectifs complexes. Nous étendons
nos calculs à l’espace de Borel associé à l’action de S1 sur un espace projectif complexe.
X est toujours un espace simplement connexe de Gorenstein sur lk = Q de dimension d.
Nous garderons les mêmes notations comme dans le cas du produit de Chas-Sullivan ,
sauf mention expresse du contraire. Le coproduit de Chas-Sullivan est un cas particulier
des opérations d’ordre supérieur

Φg,p+q : H∗(LX)⊗p −→ (H∗(LX)⊗q)∗+dχ ,

obtenu à partir de l’espace X et du 2-cobordisme F0,1+2 de genre g = 0 ayant une compo-
sante de bord entrant et deux composantes de bord sortant, et de carctéristique d’Euler
χS = 2− 2× 0− 1− 2 = −1 , C.f. figure 5 section 2.4 .

6.1 Construction générale.

6.1.1 Retour à la topologie

D. Chataur et J-C. Thomas [19] ont donné une description en termes de mdodèles de
sullivan du dual du coproduit de Chas-Sullivan sur un espace à dualité de Poincaré. Nous
étendons ici cette description sur tout Q-espace de Gorenstein simplement connexe.
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Du diagramme 2.1 nous déduisons le diagramme suivant :

map (S1 , X)

'
��

map (S , X)

'
��

rinoo rout //map (S1∐S1 , X)

LX ′

qLX′

��

LX ×
X
LX? _incloo

qS

��

� � j // LX × LX

X2 X
∆oo

où
• LX ′ = {(α , β) ∈ XI : α(0) = β(1) et α(1) = β(0)} ;
• qLX′(α , β) = (α(0) = β(1) , α(1) = β(0)) , (α , β) ∈ LX ′ ;
• qS(γ , γ′) = γ(0) = γ′(0) , (γ , γ′) ∈ LX ×

X
LX.

Intéressons-nous à présent au rectangle supérieur gauche du diagramme ci-dessus en jus-
tifiant l’équivalence homotopique

map(S1 , X) = LX ' LX ′.

En effet considérons les applications

φ : LX ′ −→ LX : (α, β) 7−→ α ∗ β ,

obtenue en composant les chemins α et β, et

ψ : LX −→ LX ′ , γ 7−→ (γ , ˆγ(0)) ,

où x̂ est le lacet constant en x , x ∈ X .

Alors
φ ◦ ψ(γ) = γ ∗ ˆγ(0) ∼ γ

et une homotopie F : LX ′×I → LX ′ entre ψ◦φ et IdLX′ est définie pour tous (α, β) ∈ LX ′

et t ∈ I par :
F ((α, β), t) = (Gα,β

t , Hα,β
t )

où : Gα,β
t (s) =

α( 2s
1+t) si 0 ≤ s ≤ 1+t

2

β(2s− t− 1) si 1+t
2 ≤ s ≤ 1

et Hα,β
t (s) = β(1− t+ ts)
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6.1 Construction générale.

Définition 6.1.1. L’application linéaire

H∗(LX)⊗H∗(LX) −→ H∗+d(SX) ∼= H∗+d(LX)

obtenue comme la composée :

H∗(LX)⊗H∗(LX)H(rout)=H(j) // H∗(LX ×
X
LX) rin!=H(ρin!) // H∗+d(SX) ∼= H∗+d(LX)

se dualise en l’opération

Φ0, 1+2 : H∗(LX) −→ (H∗(LX)⊗H∗(LX))∗−d

où les applications rin! et ρin! sont celles définies au chapitre 3.

6.1.2 Usage des modèles de Sullivan.

Dans cette partie, nous décrivons en termes de modèles de Sullivan l’application qui
induit le dual du coproduit de Chas-Sullivan Dlcp . Cette description nous mènera direc-
tement au calcul explicite du coproduit de Chas-Sullivan sur quelques exemples.
Afin de déterminer un modèle relatif de Sullivan de l’application qLX′ : LX ′ −→ X2 , nous
allons considérer le diagramme suivant :

LX
'

ψ

{{

� � incl //

ev0

��

XI

ev0 , 1

��

ψ′

{{

LX ′

qLX′

��

� � incl // (XI)2

(ev0 , 1)2

��

X
∆
{{

∆ // X2
∆̃
zz

X2 ∆′ // X4

où :
• La face avant (respectivement arrière) de ce diagramme est un produit fibré.
• Pour tous tous x, y ∈ X , ∆′(x , y) = (x , y , y , x) et ∆̃(x, y) = (x , y , x , x) ;
• Pour tout α ∈ XI , ψ′(α) = (α , ˆα(0)) ;
• Les faces latérales commutent, de même que les faces supérieure et inférieure.
• Le produit fibré de la face avant est converti en la somme amalgamée dans la catégorie
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desM⊗4
X -modules comme suit :

M⊗4
X� _

λ⊗2
ev0 , 1

��

µ∆′ //M⊗2
X� _

λqLX′

��
M⊗2

XI
� � //M⊗2

XI ⊗
M⊗4

X

M⊗2
X

où µ∆′(a⊗ b⊗ c⊗ d) = (−1)|d|(|b|+|c|)ad⊗ bc . L’isomorphisme d’algèbres graduées

M⊗2
X ⊗
M⊗4

X

M⊗2
XI −→ (∧V )⊗2 ⊗ (∧V̄ )⊗2

défini pour tous a, b, u1, u2, v1, v2 ∈ V et x̄, ȳ ∈ V̄ par :

a⊗ b ⊗
M⊗4

X

u1 ⊗ v1 ⊗ x̄⊗ u2 ⊗ v2 ⊗ ȳ 7−→ (−1)ν′au1v2 ⊗ bv1u2 ⊗ x̄ȳ

où ν ′ = |b|(|u1|+ |v2|) + |v2|(|v1|+ |u2|) + (|u2|+ |v2|)|x̄|, nous permet de déduire que :

Lemme 6.1.2. [19, Sect. 3] Un modèle relatif de Sullivan de la fibration

qLX′ : LX ′ −→ X2

est de la forme :
((∧V )⊗2 , d)

λqLX′
↪→ ((∧V )⊗2 ⊗ (∧V̄ )⊗2 , d)

lorsque la différentielle sur ((∧V )⊗2 ⊗ (∧V̄ )⊗2, d) :=MLX′ est donnée par :


d(v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄) = dv ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄
d(1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ dv ⊗ 1̄⊗ 1̄
d(1⊗ 1⊗ v̄ ⊗ 1̄) = (v ⊗ 1− 1⊗ v)⊗ 1̄⊗ 1̄− ∑

i≥1
(s ◦ d)i(v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄)

d(1⊗ 1⊗ 1̄⊗ v̄) = (1⊗ v − v ⊗ 1)⊗ 1̄⊗ 1̄− ∑
j≥1

(s′ ◦ d)j(v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄)

où s et s′ sont les seules dérivations de degré -1 sur (∧V )⊗2 ⊗ (∧V̄ )⊗2 telles que s ◦ s =
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0 = s′ ◦ s′ et qui sont définies pour tout v ∈ V par :s(v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ v̄ ⊗ 1̄ = s(1⊗ v ⊗ 1̄⊗ 1̄)
s′(v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ v̄ = s′(1⊗ v ⊗ 1̄⊗ 1̄)

La démonstration de ce lemme découle de la proposition 4.3.1.
La face latérale gauche du cube ci-dessus nous permet également d’obtenir le lemme
suivant :

Lemme 6.1.3. [19, Lemme 1] Soit µ (respectivement µ∧V̄ ) le produit sur ∧V (repective-
ment sur ∧V̄ ). L’homomorphisme surjectif d’algèbres différentielles graduées

µ⊗ µ∧V̄ :MLX′ = ((∧V )⊗2 ⊗ (∧V̄ )⊗2, d) −→ (∧V ⊗ ∧V̄ , d) =MLM

est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. L’homomorphisme d’adg µ⊗µ∧V̄ est un représentant de Sullivan de
l’équivalence homotopique ψ : LX −→ LX ′ , γ 7−→ (γ , ˆγ(0)).

�

Déterminons à présent un représentant de Sullivan de l’inclusion

j : LX ×
X
LX ↪→ LX × LX .

Le produit fibré
LX ×

X
LX �

� //

qS

��

LX × LX

ev0×ev0

��
X

∆ // X ×X

est converti en la somme amalgamée dans la catégorie desM⊗2
X -modules :

((∧V )⊗2 , d)� _

mev0⊗mev0
��

µ // (∧V , d)� _

λqS
��

((∧V )⊗2 ⊗ (∧V̄ )⊗2 , d) µ⊗Id // (∧V ⊗ (∧V̄ )⊗2 , d)

où :
λqS(v) = v ⊗ 1̄⊗ 1̄ et λev0(v) = v ⊗ 1̄ ; v ∈ V .
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Dès lors l’homomorphisme d’adg

mj := µ⊗ Id : ((∧V )⊗2 ⊗ (∧V̄ )⊗2 , d) −→ (∧V ⊗ (∧V̄ )⊗2 , d)

est un représentant de Sullivan de l’inclusion j , si bien que

H∗(rout) = H∗(j) = H(mj).

Nous venons ainsi de démontrer que :

Proposition 6.1.4. Si X est un Q-espace de Gorenstein simplement connexe, de di-
mension formelle d, alors le dual gradué du coproduit de Chas-Sullivan

Dlcp := (Φ0, 1+2)# : H∗(LX)⊗H∗(LX) −→ H∗+d(LX)

vérifie l’égalité :

Dlcp = H(µ⊗ µ∧V̄ ) ◦H(f̄) ◦H(m̄σ)−1 ◦H(µ⊗ id) ◦H(T )

où les applications intervenant dans cette relation sont décrites à l’aide du diagramme
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6.1 Construction générale.

suivant :

(MX ⊗
M⊗2

X

MXI )⊗2
∆, ev0,1

T∼=

��

MLX ⊗MLX

T∼=

��

(M⊗2
X ⊗
M⊗4

X

M⊗2
XI )∆2, (ev0,1)2

µ⊗
Id
Id

��

∼= // ((∧V )⊗2 ⊗ (∧V̄ )⊗2, d)

µ⊗Id

��

(MX ⊗
M⊗4

X

M⊗2
XI )∆(4), (ev0,1)2

∼= // (∧V ⊗ (∧V̄ )⊗2, d) =MLX ⊗
MX

MLX

(MXI ⊗
M⊗4

X

M⊗2
XI )∆X2◦ev0,1, (ev0,1)2

' mσ⊗
Id
Id

OO

f⊗
Id
Id

��

∼= // ((∧V )⊗2 ⊗ (∧V̄ )⊗3, d) =ME

' m̄σ

OO

f̄

��

(M⊗2
X ⊗
M⊗4

X

M⊗2
XI )∆′, (ev0,1)2

' µ ⊗
µ∆̃
mψ′

��

∼= // ((∧V )⊗2 ⊗ (∧V̄ )⊗2, d) =MLX′

µ⊗µ∧V̄'

��

(MX ⊗
M⊗2

X

MXI )∆, ev0,1

∼= // (∧V ⊗ ∧V̄ , d) =MLX

Dans ce diagramme nous avons pour tous u1, u2, v1, v2, v ∈ V et x̄, ȳ ∈ V̄ :

• T ((a1 ⊗
M⊗2

X

u1⊗v1⊗x̄)⊗(a2 ⊗
M⊗2

X

u2⊗v2⊗ ȳ)) = (−1)ν(a1⊗a2) ⊗
M⊗2

X

(u1⊗v1⊗x̄⊗u2⊗v2⊗ ȳ)

avec ν = |a2|(|u1|+ |u2|+ |x̄|).

• µXI ((u1⊗v1⊗ x̄)⊗(u2⊗v2⊗ ȳ)) = (−1)ζu1u2⊗v1v2⊗ x̄ȳ où ζ = |u2||v1|+(|u2|+ |v2|)|x̄|.

• µ∆̃(u1 ⊗ u2 ⊗ v1 ⊗ v2) = (−1)|u2|(|v1|+|v2|)u1v1v2 ⊗ u2.

• L’applicationM⊗2
X -linéaire f ∈ HomM⊗2

X
(MXI , M⊗2

X , D) de degré d est telle que

H(f) ∈ ExtdM⊗2
X

(MX , M⊗2
X ) ∼= Q (Théorème 2.3.2) ;
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Chapitre 6 : Le coproduit de Chas-Sullivan

si bien que nous obtenons la relation

rin! = H(ρin!) = H(f̄) ◦H(m̄σ)−1.

Comme dans le cas du produit de Chas-Sullivan , nous allons donner à présent quelques
exemples de calcul du coproduit de Chas-Sullivan , notamment sur les sphères, les espaces
projectifs et l’espace total de la construction de Borel étudié à la section 4.6 .

6.2 Cas de la sphère X = Sn, n > 1.

Sphère de dimension impaire n > 1. Rappelons que :

MX = (∧(x), 0); |x| = n, .

MLX = (∧(x, x̄), 0) et MLX×
X
LX = (∧(x, x̄, x̃), 0)

L’application (∧(x, x′), 0)−linéaire

f : (∧(x, x′, x̄), 0) −→ (∧(x, x′), 0)

définie par :
f(1) = x− x′ et f(x̄) = 0

vérifie les conditions du théorème 2.3.2 .
L’application induite

f̄ : (∧(x, x′, x̄, x̃, x̂), d)→ (∧(x, x′, x̄, x̃, ), 0)

où dx̂ = x′ − x, satisfait :

f̄(1) = x− x′, f̄(x̄) = (x− x′)x̄, f̄(x̃) = (x− x′)x̃ et f̄(x̂) = 0.

L’homomorphisme d’adg

mσ : (∧(x, x′, x̄), 0) −→ (∧(x), 0)

est défini par :
mσ(x) = x = mσ(x′), mσ(x̄) = 0 .
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6.2 Cas de la sphère X = Sn, n > 1.

Etant donné que

H∗(LX; Q) ∼= ∧(x)⊗∧(x̄) et H∗(LX×
X
LX; Q) ∼= ∧(x)⊗∧(x̄)⊗∧(x̄); |x| = n, |x̄| = n−1 ,

nous obtenons, pour tout l, p ∈ N et ε, ε′ = 0, 1 :

Dlcp((xε ⊗ x̄l)⊗ (xε′ ⊗ x̄p)) = H(µ⊗ µ∧V̄ ) ◦H(f̄) ◦H(m̄σ)−1(xε+ε′µ⊗µ∧V̄ ⊗ x̄l ⊗ x̄p)
= H(µ⊗ µ∧V̄ ) ◦H(f̄)(xε ⊗ xε′ ⊗ x̄l ⊗ x̄p ⊗ 1̄)
= H(µ⊗ µ∧V̄ )((xε ⊗ xε′)(x⊗ 1− 1⊗ x)⊗ x̄l ⊗ x̄p)
= H(µ⊗ µ∧V̄ )((xε+1 ⊗ xε′ − xε ⊗ xε′+1)⊗ x̄l ⊗ x̄p)
= 0

Par suite le coproduit de Chas-Sullivan est nul sur la sphère de dimension impaire n > 1
et ceci est vrai pour tout espace à dualité de Poincaré dont la caractéristique d’Euler est
nulle [19].

Sphère de dimension paire n ≥ 2. Rappelons que :
MX = (∧(x, y), d); |x| = n, dy = x2 .

MLX = (∧(x, y, x̄, ȳ), d) avec dȳ = −2xx̄.

et
MLX×

X
LX = (∧(x, y, x̄, ȳ, x̃, ỹ), d) où dȳ = −2xx̄; dỹ = −2xx̃.

L’application (∧(x, y, x′, y′), d)−linéaire

f : (∧(x, y, x′, y′, x̄, ȳ), d) −→ (∧(x, y, x′, y′), d)

définie par : 
f(1) = 1

2(x+ x′)
f(x̄) = 1

2(y′ − y)
f(ȳ) = 0

vérifie les conditions du théorème 2.3.2 .
L’application induite

f̄ : (∧(x, y, x′, y′, x̄, ȳ , x̃, ỹ , x̂, ŷ) , d)→ (∧(x, y, x′, y′, x̄, ȳ , x̃ , ỹ) , d)
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Chapitre 6 : Le coproduit de Chas-Sullivan

satisfait 
f̄(1) = 1

2(x+ x′)
f̄(x̄) = 1

2(x+ x′)x̄, f̄(x̃) = 1
2(x+ x′)x̃, f̄(x̂) = 1

2(y′ − y)
f̄(ȳ) = 1

2(x+ x′)ȳ, f̄(ỹ) = 1
2(x+ x′)ỹ, f̄(ŷ) = 0.

L’homomorphisme d’adg

mσ : (∧(x, y, x′, y′, x̄, ȳ), d) −→ (∧(x, y), d)

est défini par :

mσ(x) = x = mσ(x′), mσ(y) = y = mσ(y′), mσ(x̄) = 0 = mσ(ȳ).

D’autre part
H?(LX) ∼= H((∧(x)/(x2)⊗ ∧(x̄ ȳ), d̄))

De même
H?(LX ×

X
LX) ∼= H((∧(x)/(x2)⊗ ∧(x̄ ȳ)⊗ ∧(x̄ ȳ), d̄))

Une base de H?(LX) est donnée (par abus de notation) par :

{1, x⊗ ȳl, 1⊗ x̄ȳs; l, s ∈ N}.

Dès lors on obtient pour tous l, k, s, s′ ∈ N et ε, ε′ = 0, 1 :

Dlcp (xk ⊗ x̄εȳs ⊗ xl ⊗ x̄ε′ ȳs′) = H(µ⊗ µ∧V̄ ) ◦H(f̄)(xk ⊗ x̄εȳs ⊗ xl ⊗ x̄ε′ ȳs′ ⊗ 1̄)
= H(µ⊗ µ∧V̄ )((xk ⊗ xl)f̄(1⊗ 1⊗ 1̄)⊗ x̄εȳs ⊗ x̄ε′ ȳs′)
= 1

2H(µ⊗ µ∧V̄ )((xk+1 ⊗ xl + xk ⊗ xl+1)⊗ x̄εȳs ⊗ x̄ε′ ȳs′)
= xk+l+1 ⊗ x̄ε+ε′ ȳs+s′

Ce calcul nous permet d’avoir une expression explicite du dual du coproduit de Chas-
Sullivan sur cette base. Plus précisément :

Dlcp(xk ⊗ x̄εȳs ⊗ xl ⊗ x̄ε′ ȳs′) =

0 si k + l > 0
x⊗ x̄ε+ε′ ȳs+s′ si k + l = 0.
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6.3 Cas de l’espace projectif complexe CP n, n > 1.

6.3 Cas de l’espace projectif complexe CP n, n > 1.

Rappelons que :
MX = (∧(x, y), d); |x| = 2, dy = xn+1 (Exemple 4.3.10).

MLX = (∧(x, y, x̄, ȳ), d) avec dȳ = −(n+ 1)xnx̄.

et

MLX×
X
LX = (∧(x, y, x̄, ȳ, x̃, ỹ), d) où dȳ = −(n+ 1)xnx̄; dỹ = −(n+ 1)xnx̃.

L’application (∧(x, y, x′, y′), d)−linéaire

f : (∧(x, y, x′, y′, x̄, ȳ), d) −→ (∧(x, y, x′, y′), d)

définie par : 
f(1) = 1

n

n∑
i=0
xix′n−i

f(x̄) = 1
n
(y′ − y)

f(ȳ) = 0

vérifie les conditions du théorème 2.3.2 .
L’application induite

f̄ : (∧(x, y, x′, y′, x̄, ȳ , x̃, ỹ , x̂, ŷ) , d)→ (∧(x, y, x′, y′, x̄, ȳ , x̃ , ỹ) , d)

satisfait : 

f̄(1) = 1
n

n∑
i=0
xix′n−i

f̄(x̄) = 1
n

n∑
i=0
xix′n−ix̄, f̄(x̃) = 1

n

n∑
i=0
xix′n−ix̃, f̄(x̂) = 1

n
(y′ − y)

f̄(ȳ) = 1
n

n∑
i=0
xix′n−iȳ, f̄(ỹ) = 1

n

n∑
i=0
xix′n−iỹ, f̄(ŷ) = 0.

L’homomorphisme d’adg

mσ : (∧(x, y, x′, y′, x̄, ȳ), d) −→ (∧(x, y), d)
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Chapitre 6 : Le coproduit de Chas-Sullivan

est défini par :

mσ(x) = x = mσ(x′), mσ(y) = y = mσ(y′), mσ(x̄) = 0 = mσ(ȳ).

D’autre part
H?(LX) ∼= H((∧(x)/(xn+1)⊗ ∧(x̄ ȳ), d̄))

De même
H?(LX ×

X
LX) ∼= H((∧(x)/(xn+1)⊗ ∧(x̄ ȳ)⊗ ∧(x̄ ȳ), d̄))

Une base de H?(LX) est donnée (par abus de notation) par :

{1, x⊗ ȳl, ..., xn ⊗ ȳl, 1⊗ x̄ȳs, x⊗ x̄ȳs, ..., xn−1 ⊗ x̄ȳs; l, s ∈ N}.

Dès lors on obtient pour tous l, k, s, s′ ∈ N et ε, ε′ = 0, 1 :

Dlcp (xk ⊗ x̄εȳs ⊗ xl ⊗ x̄ε′ ȳs′) = H(µ⊗ µ∧V̄ ) ◦H(f̄)(xk ⊗ x̄εȳs ⊗ xl ⊗ x̄ε′ ȳs′ ⊗ 1̄)
= H(µ⊗ µ∧V̄ )((xk ⊗ xl)f̄(1⊗ 1⊗ 1̄)⊗ x̄εȳs ⊗ x̄ε′ ȳs′)
= 1

n
H(µ⊗ µ∧V̄ )((xk ⊗ xl)

n∑
i=0
xi ⊗ xn−i ⊗ x̄εȳs ⊗ x̄ε′ ȳs′)

= xn+k+l ⊗ x̄ε+ε′ ȳs+s′

Ce calcul nous permet d’avoir une expression explicite du dual du coproduit de Chas-
Sullivan sur cette base. Plus précisément :

Dlcp (xk ⊗ x̄εȳs ⊗ xl ⊗ x̄ε′ ȳs′) =

0 si k + l > 0
xn ⊗ x̄ε+ε′ ȳs+s′ si k = l = 0

[19].

6.4 Cas du quotient homotopique associé à une ac-
tion de groupe.

Rappelons (C.f. section 4.5) que le modèle minimal de l’espace Eh est de la forme :
MEh = (∧(u, v, x), d) , avec |u| = |v| = 2 , du = dv = 0 et dx = λun+1 + vn+1 , où
λ ∈ lk est une constante déterminée par H∗(Bh).
Rappelons que :

MEI
h

= (∧(u, v, x, u′, v′, x′, ū, v̄, x̄), d) où |ū| = |v̄| = 1, |x̄| = 2n et
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6.5 Remarque sur l’opération Φ0,2+2 .

dū = u′ − u; dv̄ = v′ − v; dx̄ = x′ − x−
∑

vi

i+j=n
v′j v̄ − λ

∑
uk

k+l=n
u′lū

MEI
h
×
Eh

EI
h

= (∧(u, v, x, u′, v′, x′, u′′, v′′, x′′, ū, v̄, x̄, ũ, ṽ, x̃), d) avec


dū = u′ − u; dv̄ = v′ − v; dũ = u′′ − u′; dṽ = v′′ − v′;
dx̄ = x′ − x− ∑

vi
i+j=n

v′j v̄; dx̃ = x′′ − x′ − λ∑ v′j
j+k=n

v′′kṽ.

MLEh = (∧(u, v, x, ū, v̄, x̄), d) où dū = dv̄ = 0 et dx̄ = −λ(n+ 1)vnv̄.
Par suite,

H∗(LEh) ∼= H[(∧(u , v)/vn+1 ⊗ ∧(ū , v̄ , x̄), d)] .

MLEh ×
Eh

LEh = (∧(u, v, x, ū, v̄, x̄, ũ, ṽ, x̃), d);

dū = dv̄ = 0, dx̄ = −λ(n+ 1)vnv̄, dũ = dṽ = 0, dx̃ = −λ(n+ 1)vnṽ.

Nous avons pour tous ε1 , ε2 , ε
′
1 , ε

′
2 ∈ {0 , 1} ; l , l′ , s , s′ ∈ N ; 1 ≤ p , p′ ≤ n :

µ⊗ id⊗2 ◦ T (upvl ⊗ ūε1 v̄ε2x̄s ⊗ up′vl′ ⊗ ūε′1 v̄ε′2x̄s′) = up+p
′
vl+l

′ ⊗ ūε1 v̄ε2x̄s ⊗ ūε′1 v̄ε′2x̄s′

= m̄σ(upvl ⊗ up′vl′ ⊗ ūε1 v̄ε2x̄s ⊗ ūε′1 v̄ε′2x̄s′ ⊗ 1̄)

Mais,

f̄(upvl ⊗ up′vl′ ⊗ ūε1 v̄ε2x̄s ⊗ ūε′1 v̄ε′2x̄s′ ⊗ 1̄) = f(upvl ⊗ up′vl′ ⊗ 1̄)⊗ x̄s ⊗ ūε′1 v̄ε′2x̄s′

= 0.

Ce qui implique que le coproduit de Chas-Sullivan est nul sur Eh .

6.5 Remarque sur l’opération Φ0,2+2 .

La connaissance du (co)produit de Chas-Sullivan sur X nous conduit à celle de l’opé-
ration d’ordre supérieur

Φ0 , 2+2 : H∗(LX)⊗H∗(LX) −→ (H∗(LX)⊗H∗(LX))∗−2d

à l’aide du théorème suivant, dû à R. Cohen et V. Godin :
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Chapitre 6 : Le coproduit de Chas-Sullivan

Théorème 6.5.1. [20, Théorème 6] Soit M une variété compacte connexe. Alors :

Φg2 , q+r(M) ◦ Φg1 , p+q(M) = Φg , p+r(M)

où g = g1 + g2 + q − 1.

Corollaire 6.5.2. L’opération d’ordre supérieur

Φ0 , 2+2 : H∗(LX)⊗H∗(LX) −→ (H∗(LX)⊗H∗(LX))∗−2d

est non nulle lorsque X est l’espace projectif complexe CP n , n ≥ 1.

Démonstration. Le théorème 6.5.1 nous donne la relation

Φ0 , 2+2 = Φ0 , 1+2 ◦ Φ0 , 2+1.

Les calculs du loop (co)produit que nous avons effectués sur l’espace projectif complexe
CP n , (n ≥ 1) nous permettent d’obtenir la relation

(Dlp ◦ Dlcp) (xk ⊗ x̄εȳs ⊗ xl ⊗ x̄ε′ ȳs′)

=


(1⊗ x̄⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ 1⊗ x̄)

s+s′∑
j=0

(s+s′j )xn ⊗ ȳj ⊗ xn ⊗ ȳs+s′−j si ε+ ε′ = 1
s+s′∑
j=0

(s+s′j )xn ⊗ ȳj ⊗ xn ⊗ ȳs+s′−j si ε = ε′ = 0
[19].

D’où le résultat.
�
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Chapitre 7

L’opération Φ0,3+1

Dans ce dernier chapitre, nous donnons une description de l’opération Φ0 , 3+1 , qui est
une des opérations d’ordre supérieure jusqu’ici non explorée et nous dégageons à l’aide
des calculs sur des exemples précis la non nullité de cette opération. Cette opération nous
permettra par la suite de déduire le calcul de l’opération Φ0 , 3+2 sur les exemples sus-
cités. Ceci constituera notre contribution dans ce travail qui, loin d’être suffisante, nous
permettra probablement d’avancer dans cette étude des opérations d’ordre supérieur en
théorie des cordes.

7.1 Construction générale.

7.1.1 Retour à la topologie

Au chapitre 2, nous avons donné une description des oprérations Φg , p+q dont l’opéra-
tion Φ0 , 3+1 constitue un cas particulier, avec g = 0 , p = 3 , q = 1. Cette opération est
réalisée sur un Q-espace de Gorenstein, à partir du 2-cobordisme F0,3+1 ayant trois com-
posantes de bord entrant et une composante de bord sortant, toutes supposées disjointes.
Les applications suivantes illustrent cette construction :

map (
3∐
i=1
S1
i , X) map (S , X)rinoo rout //map (S1 , X)

où
3∐
i=1
S1
i
� � in // S S1? _outoo

sont les inclusions, supposées des cofibrations, si bien que rin et rout sont des fibrations.
Le diagramme de cordes de Sullivan associé à F0,3+1 est composé de trois cercles et deux
arbres T1 et T2 dont les extrémités sont réparties sur les trois cercles. Nous partionnons
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Chapitre 7 : L’opération Φ0,3+1

l’ensemble des sommets e1 , e2 , e3 , e4 en deux blocs K = {K1 , K2} et L = {L1 , L2 , L3}
suivant qu’un sommet est l’extrémité d’un arbre ou situé sur un cercle. Alors :

K1 = {e1 , e2} , K2 = {e3 , e4} , L1 = {e1} , L2 = {e2 , e3} , L3 = {e4}.

En se servant de l’interprétation de l’application rin comme image réciproque d’une fibra-
tion, telle que matérialisée par le diagramme (2.1), nous obtenons le diagramme suivant,
qui nous permet de définir l’opération Φ0,3+1 .

map (S1∐S1∐S1 , X)

'
��

map (F0,3+1 , X)

'
��

rinoo rout //map (S1 , X)

LX × SX × LX
ev0×qSX×ev0

��

LX ×
X
SX ×

X
LX? _incloo

qF0,3+1
��

Comp0, 3+1 // SX LX'
χoo

X4 X2∆2
oo

Ici :
• SX = {(α , β) ∈ XI : α(0) = β(0) et α(1) = β(1)}
• L’application

χ : LX → SX , γ 7→ (γ , ˆγ(0))

est une équivalence homotopique. En effet considérons l’application

θ : SX −→ LX : (α, β) 7−→ α ∗ β−1 ,

obtenue en composant les chemins α et β−1 ,

Alors
θ ◦ χ(γ) = γ ∗ ˆγ(0) ∼ γ

et une homotopie K : SX×I → SX entre χ◦θ et IdSX est définie pour tous (α, β) ∈ SX
et t ∈ I par :

K((α, β), t) = (Aα,βt , Bα,β
t )

où : Aα,βt (s) =

α( 2s
1+t) si 0 ≤ s ≤ 1+t

2

β(2− 2s+ t) si 1+t
2 ≤ s ≤ 1

et Bα,β
t (s) = β(ts)

• LX ×
X
SX ×

X
LX = {(γ1 , (α , β) , γ2) ∈ LX × SX × LX : γ1(0) = α(0) = β(0) , α(1) =

β(1) = γ2(0)} ;
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7.1 Construction générale.

• Le rectangle supérieur de gauche (respectivement de droite) est commutatif à homotopie
près ;
• Le rectangle inférieur de gauche est un produit fibré ;
• qF0,3+1(γ1 , (α , β) , γ2) = (γ1(0) = α(0) = β(1) , γ2(0) = β(0) = α(1)) ;
• Comp0, 3+1(γ1 , (α , β) , γ2) = (γ1 ∗ α , β ∗ γ2) .

Définition 7.1.1. L’application linéaire

H∗(LX) −→ (H∗(LX)⊗3)∗+2d

obtenue comme la composée :

H∗(LX) H∗(Comp)◦(H∗(ψ))−1
// H∗(LX ×

X
SX ×

X
LX) incl! // (H∗(LX)⊗3)∗+2d

se dualise en l’opération

Φ0, 3+1 : H∗(LX)⊗3 −→ H∗−2d(LX) .

7.1.2 Usage des modèles de Sullivan

Cette partie est consacrée à la descrpition en termes de modèles de Sullivan des ap-
plications

Comp0, 3+1 : LX ×
X
SX ×

X
LX → SX et incl : LX ×

X
SX ×

X
LX → LX × LX × LX

afin d’en déduire par passage à l’homologie le dual gradué linéaire (Φ0, 3+1)# de l’opération
Φ0, 3+1 . En se servant de l’espace des chemins sur X, nous donnons une interprétation des
espaces SX et LX×

X
SX×

X
LX comme produits fibrés et par la même occasion l’analogue

de l’application Comp0, 3+1 sur cet espace des chemins. L’avantage de cette méthode est
que l’existence d’un représentant de Sullivan d’un tel analogue induit l’existence d’un
représentant de Sullivan de l’application Comp0, 3+1 .
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Chapitre 7 : L’opération Φ0,3+1

Démarrons par le diagramme suivant :

SX

qSX

��

� � incl // (XI)2

(ev0 , 1)2

��

LX ×
X
SX ×

X
LX

Comp0, 3+1

??

qF0, 3+1

��

� � incl // (XI ×
X
XI)2

Comp′×Comp′

AA

q2

��

X2 ∆X2
// X4

X2 ∆′′ // X6

(Pr1; 3)2

@@

où :
• la fibration q : XI ×

X
XI → X3 est définie pour tout couple (α , β) ∈ XI ×

X
XI par :

q(α , β) = (α(0) , α(1) = β(0) , β(1)) ;

• ∆′′(x , y) = (x , x , y , x , y , y) et ∆X2(x , y) = (x , y , x , y) ; x , y ∈ X;
• les carrés des faces avant et arrière sont des produits fibrés ;
• les carrés des faces de dessus et de base sont commutatives, de même que les faces
latérales du diagramme ci-dessus.
En projettant ce diagramme dans la catégorie des algèbres différentielles graduées com-
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mutatives, on en tire le diagramme suivant :

(MXI ⊗
M⊗2

X

MX)ev0,1,∆ (∧V ⊗ ∧V̄ , d) =MLX

((MXI ⊗MXI ) ⊗
M⊗4

X

M⊗2
X )(ev0,1)2,∆X2

m⊗2
Comp′ ⊗

M⊗2
Pr1,3

Id⊗2

��

'

OO

∼= // ((∧V )⊗2 ⊗ (∧V̄ )⊗2 , d)

' Mψ

OO

MComp0, 3+1

��

((MXI ⊗
MX

MXI )⊗2 ⊗
M⊗6

X

M⊗2
X )q2,∆′′

∼= // ((∧V )⊗2 ⊗ (∧V̄ )⊗4, d)

où :
Les rectangles supérieur et inférieur sont commutatifs à homotopie près.
L’isomorphisme d’algèbres graduées

(MXI ⊗
MX

MXI )⊗2 ⊗
M⊗6

X

M⊗2
X −→ (∧V )⊗2 ⊗ (∧V̄ )⊗4

défini pour tous a, b, u1, u2, v1, v2 , w1 , w2 ∈ V et x̄1 , x̄2 , ȳ1 , ȳ2 ∈ V̄ par :

u1 ⊗ v1 ⊗ w1 ⊗ x̄1 ⊗ x̄2 ⊗ u2 ⊗ v2 ⊗ w2 ⊗ ȳ1 ⊗ ȳ2 ⊗
M⊗6

X

a⊗ b

7−→ (−1)τau1v1u2 ⊗ bw1v2w2 ⊗ x̄1 ⊗ x̄2 ⊗ ȳ1 ⊗ ȳ2

où τ = |u2|(|w1|+ |x̄1x̄2|) + |v2w2||x̄1x̄2|+ |ab|(|x̄1x̄2|+ |ȳ1ȳ2|) , nous permet de déduire
que :

Lemme 7.1.2. Un modèle relatif de Sullivan de la fibration

qF0, 3+1 : LX ×
X
SX ×

X
LX −→ X2

est de la forme :

((∧V )⊗2 , d) � �
λqF0, 3+1 // ((∧V )⊗2 ⊗ (∧V̄ )⊗4 , d)
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Chapitre 7 : L’opération Φ0,3+1

lorsque la différentielle sur

((∧V )⊗2 ⊗ (∧V̄ )⊗4, d) :=MLX ⊗
MX

MSX ⊗
MX

MLX

est donnée par :


d(v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = dv ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄
d(1⊗ v ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ dv ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄
d(1⊗ 1⊗ v̄ ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = −s(dv ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄)
d(1⊗ 1⊗ 1̄⊗ v̄ ⊗ 1̄⊗ 1̄) = (1⊗ v − v ⊗ 1)⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄− ∑

i≥1
(s′ ◦ d)i(v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄)

d(1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ v̄ ⊗ 1̄) = (1⊗ v − v ⊗ 1)⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄− ∑
i≥1

(s′′ ◦ d)i(v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄)

d(1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ v̄) = −s(1⊗ dv ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄)

où s , s′ et s′′ sont les seules dérivations de degré -1 sur (∧V )⊗2 ⊗ (∧V̄ )⊗4 telle que
s ◦ s = 0 , s′ ◦ s′ = 0 , s′′ ◦ s′′ = 0 et qui sont définies pour tout v ∈ V par :

s(v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ v̄ ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄
s(1⊗ v ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ v̄
s′(v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ v̄ ⊗ 1̄⊗ 1̄
s′(1⊗ v ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ v̄ ⊗ 1̄⊗ 1̄
s′′(1⊗ v ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ v̄ ⊗ 1̄
s′′(1⊗ v ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ v̄ ⊗ 1̄

Consrtruisons à présent à l’aide des modèles de Sullivan les applications qui nous
permettront d’obtenir en homologie l’application de Gysin

incl! : H∗(LX ×
X
SX ×

X
LX)→ (H∗(LX)⊗3)∗+2d

définie à la section précédente.
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Nous avons le diagramme commutatif suivant :

(MLX ⊗MSX ⊗MLX) ⊗
M⊗4

X

M⊗2
X

∼= // ((∧V )⊗2 ⊗ (∧V̄ )⊗4, d)

(MLX ⊗MSX ⊗MLX) ⊗
M⊗4

X

M⊗2
XI

'Id⊗3⊗
Id
m⊗2
σ

OO

Id⊗3⊗
Id

(f⊗f)

��

∼= // ((∧V )⊗4 ⊗ (∧V̄ )⊗6, d)

¯mσ⊗mσ'

OO

¯f⊗f

��

(MLX ⊗MSX ⊗MLX) ⊗
M⊗4

X

M⊗4
X

Id⊗Mψ⊗Id '

��

∼= // ((∧V )⊗4 ⊗ (∧V̄ )⊗4, d)

' M̄ψ

��

M⊗3
LM ⊗

M⊗4
X

M⊗4
X

∼= // ((∧V )⊗3 ⊗ (∧V̄ )⊗3, d) ∼=M⊗3
LX

où :
• l’isomorphisme d’adg

(MLX ⊗MSX ⊗MLX) ⊗
M⊗4

X

M⊗2 ∼= // ((∧V )⊗2 ⊗ (∧V̄ )⊗4, d) =MLX ⊗
MX

MSX ⊗
MX

MLX

provient du produit fibré suivant :

LX ×
X
SX ×

X
LX �

� //

qF0,3+1
��

LX × SX × LX
ev0×qSX×ev0
��

X2 ∆2
// X4

si bien queMLX ⊗
MX

MSX ⊗
MX

MLX (respectivementMLX ⊗MSX ⊗MLX) hérite d’une

structure deM⊗4
X−module via ∆2 ◦ qF0,3+1 (respectivement ev0 × qSX × ev0) ;
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• L’isomorphisme d’algèbres graduées

(MLX ⊗MSX ⊗MLX) ⊗
M⊗4

X

M⊗2
XI −→ (∧V )⊗4 ⊗ (∧V̄ )⊗6

est défini pour tous x , y1 , y2 , z, u1, v1, u2, v2 ∈ V et x̄, ȳ1 , y2 , z̄, ū, v̄ par :

(x⊗ x̄⊗ y1 ⊗ y2 ⊗ ȳ1 ⊗ ȳ2 ⊗ z ⊗ z̄) ⊗
M⊗4

X

(u1 ⊗ v1 ⊗ ū⊗ u2 ⊗ v2 ⊗ v̄)

7−→ (−1)ζxu1 ⊗ y1v1 ⊗ y2u2 ⊗ zv2 ⊗ x̄⊗ ȳ1 ⊗ ȳ2 ⊗ z̄ ⊗ ū⊗ v̄ .

Cet isomorphisme nous permet d’énoncer le lemme suivant, dont la démonstration est
analogue à celle du théorème 4.3.2 :

Lemme 7.1.3. La différentielle sur ((∧V )⊗4 ⊗ (∧V̄ )⊗6 , d) est définie pour tous v ∈ V
et v̄ ∈ V̄ par :

d(v ⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = dv ⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄
d(1⊗ v ⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ dv ⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄
d(1⊗ 1⊗ v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ dv ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄
d(1⊗ 1⊗ 1⊗ v ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ 1⊗ dv ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄
d(1⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ v̄ ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = −s1(dv ⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄)
d(1⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ v̄ ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ (1⊗ v − v ⊗ 1)⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄

−∑
i≥1

(s2 ◦ d)i(1⊗ v ⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄)

d(1⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ v̄ ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ (1⊗ v − v ⊗ 1)⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄
−∑
i≥1

(s3 ◦ d)i(1⊗ v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄)

d(1⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ v̄ ⊗ 1̄⊗ 1̄) = −s1(1⊗ 1⊗ 1⊗ v ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄)
d(1⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ v̄ ⊗ 1̄) = (1⊗ v − v ⊗ 1)⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄

−∑
i≥1

(s4 ◦ d)i(v ⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄)

d(1⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ v̄) = 1⊗ 1⊗ (1⊗ v − v ⊗ 1)⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄
−∑
i≥1

(s5 ◦ d)i(1⊗ 1⊗ v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄)

Ici sk (1 ≤ k ≤ 5) est la seule dérivation de degré −1 sur (∧V )⊗4 ⊗ (∧V̄ )⊗6 telle que
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sk ◦ sk = 0 , et qui vérifie les relations suivantes :

s1(v ⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ v̄ ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄
s1(1⊗ v ⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 0 = s1(1⊗ 1⊗ v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄)
s1(1⊗ 1⊗ 1⊗ v ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ v̄ ⊗ 1̄⊗ 1̄
s2(v ⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 0 = s2(1⊗ 1⊗ 1⊗ v ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄)
s2(1⊗ v ⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ v̄ ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄
s2(1⊗ 1⊗ v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ v̄ ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄
s3(v ⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 0 = s3(1⊗ 1⊗ 1⊗ v ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄)
s3(1⊗ v ⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ v̄ ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄
s3(1⊗ 1⊗ v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ v̄ ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄
s4(v ⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ v̄ ⊗ 1̄
s4(1⊗ v ⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ v̄ ⊗ 1̄
s4(1⊗ 1⊗ v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 0 = s4(1⊗ 1⊗ v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄)
s5(v ⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 0 = s5(1⊗ v ⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄)
s5(1⊗ 1⊗ v ⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ v̄
s5(1⊗ 1⊗ 1⊗ v ⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄) = 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ 1̄⊗ v̄

• L’applicationM⊗2
X −linéaire de degré d , f :MXI →M⊗2

X et le quasi-isomorphisme
mσ :MXI →MX sont ceux définis dans la description du (co)produit de Chas-Sullivan.
Les informations obtenues ci-dessus nous permettent de conclure que :

Proposition 7.1.4. L’opération d’ordre supérieur

Φ0, 3+1 : H∗(LX)⊗3 → H∗−2d(LX)

est le dual gradué de la composée

H(M̄ψ) ◦H( ¯f ⊗ f) ◦H( ¯mσ ⊗mσ)−1 ◦H(MComp0, 3+1) ◦H(Mψ)−1 .
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7.2 Cas de la sphère Sn, n > 1.

Sphère de dimension impaire n > 1. Rappelons que :
MX = (∧x , 0) etMLX = (∧(x , x̄) , 0). Nous avons également :

MSX = (∧(x , x′ , x̄ , x̃) , d) avec dx̄ = x′ − x et dx̃ = x′ − x.

MLX ⊗
MX

MSX ⊗
MX

MLX = (∧(x , x′ , x̄ , x̃ , x̂ , ¯̄x) , d)

où dx̄ = 0 , dx̃ = x′ − x , dx̂ = x′ − x , d¯̄x = 0
Nous définissons le quasi-isomorphismeMψ :MSX →MLX par :

Mψ(x) =Mψ(x′) = x , Mψ(x̄) = x̄ ,Mψ(x̃) = 0 .

L’homomorphisme d’adgMComp0, 3+1 :MSX →MLX ⊗
MX

MSX ⊗
MX

MLX est définie par :

MComp0, 3+1(x) = x , MComp0, 3+1(x′) = x′ ;
MComp0, 3+1(x̄) = x̄+ x̃ , MComp0, 3+1(x̃) = x̂+ ¯̄x .

L’application (∧(x, x′), 0)−linéaire de degré n

f :MXI = (∧(x, x′, x̄), d) −→ (∧(x, x′), 0) =M⊗2
X

définie par :
f(1) = x− x′ et f(x̄) = 0

vérifie les conditions du théorème 2.3.2 . Le quasi-isomorphisme surjectif d’adg

mσ : (∧(x, x′, x̄), d) −→ (∧(x), 0)

est défini par :
mσ(x) = x = mσ(x′), mσ(x̄) = 0.

Une base de H∗(LX) est donnée par abus de notation par

{1⊗ x̄l , x⊗ x̄s ; l , s ∈ N} .

Nous obtenons après calculs :
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7.3 Remarque sur l’opération Φ0, 3+2.

(Φ0,3+1)∨(xε⊗ x̄s) = (x⊗x⊗xε−x⊗xε⊗x+xε⊗x⊗x)(x̄⊗1⊗1+1⊗ x̄⊗1−1⊗1⊗ x̄)s .

Dès lors l’opération
Φ0,3+1 : H∗(LSn)⊗3 → H∗−2n(LSn)

n’est pas nulle.

7.3 Remarque sur l’opération Φ0, 3+2.

La connaissance du (co)produit de Chas-Sullivan sur et de l’opération d’ordre supérieur
Φ0 , 3+1que nous venons de construire sur X nous conduit à celle de l’opération d’ordre
supérieur

Φ0 , 3+2 : H∗(LX)⊗3 −→ (H∗(LX)⊗2)∗−3d

Corollaire 7.3.1. L’opération d’ordre supérieur

Φ0 , 3+2 : H∗(LX)⊗3 −→ (H∗(LX)⊗2)∗−3d

est non nulle lorsque X est la sphère de dimension paire Sn , n ≥ 2.

Démonstration. Le théorème 6.5.1 nous donne la relation

Φ0 , 3+2 = Φ0 , 1+2 ◦ Φ0 , 3+1.

Les calculs du loop (co)produit et de l’opération (Φ0 , 3+2)∨ que nous avons effectués sur
la sphère de dimension paire Sn , (n ≥ 2), nous permettent d’obtenir la relation

(Φ0 , 3+2)∨(xk ⊗ x̄εȳs ⊗ xl ⊗ x̄ε′ ȳs′) =

0 si k + l > 0
(Φ0 , 3+1)∨(x⊗ x̄ε+ε′ ȳs+s′) 6= 0 si k + l = 0.

D’où le résultat.
�
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Conclusion et perspectives

Nous venons de montrer, grâce aux techniques de l’homotopie rationnelle que les opé-
rations de Tamanoï (0, 2+2), (0, 3+1) et (0, 3+2) en théorie topologique des cordes sont
non nulles. Ce résultat vient ajouter à cette liste de Tamanoï trois autres opérations.
Ceci pourra nous aider dans l’avancée de la démarche d’unification des forces fondamen-
tales. Néamoins beaucoup de choses restent à faire surtout au niveau de la caractérisation
complète de ces opérations.

Dans nos futurs travaux nous nous attèlerons à la description des opérations de type
(0, n + 1) et (0, n + 2) et aux calculs explicites pour n ≥ 4, peut-être par induction à
partir de ce qui a déjà été fait pour n ≤ 3. Ce qui nous donnera une carctérisation
complète de ces opérations. Il sera aussi question par la suite de caractériser toujours
par les techniques de l’homotopie rationnelle, l’algèbre différentielle graduée H∗(LX), où
X = U(n)/U(k)× U(n− k) est une variété grassmannienne, munie du produit de Chas-
Sullivan.
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Soient Γ un groupe de Lie connexe, X un Γ -espace et EΓ = EΓ ×Γ X le quotient 
homotopique associé. Dans cette note, nous expliquons comment calculer le produit de 
Chas–Sullivan sur EΓ et nous construisons un exemple où ce produit est nul ou non suivant 
l’action du groupe Γ .
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a b s t r a c t

Let Γ be a connected Lie group, X be Γ -space and EΓ = EΓ ×Γ X the associated homotopy 
quotient. In this short note, we explain how rational homotopy theory provides explicit 
computations of the loop product on EΓ and we construct an example where this product 
is trivial or not depending on the given action.

© 2015 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

À tout espace topologique X est associé son espace des lacets libres L X . Lorsque M est une variété connexe compacte 
sans bord de dimension m, Chas et Sullivan [1] ont défini un produit de degré −m sur l’homologie de LM à coefficients 
dans un anneau commutatif k,

H∗(LM;k) ⊗ H∗(LM;k) → H∗−m(LM,k), x ⊗ y �→ x • y

de telle manière que H∗(LM; k) := H∗+m(LM; k) soit une algèbre commutative graduée. Le point de départ de cette note est 
l’extension de ce produit de Chas–Sullivan aux espaces de Gorenstein [5] dans le cas où k est un corps. Parmi les exemples 
d’espaces de Gorentein de dimension formelle n ∈ Z, on trouve les espaces à dualité de Poincaré de dimension n rel. k, les 
espaces classifiants BG des groupes de Lie compacts connexes G , qui sont de dimension formelle –rang G et l’espace total 
E d’une fibration de base un espace de Gorenstein B et de fibre un espace à dualité de Poincaré F . Dans ce dernier cas, la 
dimension formelle de E est la somme de la dimension formelle de B et la dimension de F (cf. [3] pour plus de détails). 
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En particulier, si Γ est un groupe de Lie compact connexe qui opère topologiquement sur une variété connexe compacte 
sans bord de dimension m, alors nous obtenons la fibration de Borel

M −→ EΓ −→ BΓ

où EΓ est un espace de Gorenstein de dimension formelle m− rang Γ . Dans un premier temps (section 2), nous établirons 
une description du dual du loop produit pour un espace de Gorenstein de dimension formelle n en termes de modèles 
de Sullivan (cf. [5,2,6]). Ensuite (section 3), nous donnerons le modèle minimal de Sullivan de l’espace EΓ lorsque M est 
un espace homogène G/H via une action de Γ sur le groupe de Lie compacte connexe G et finalement (section 3), nous 
indiquerons un exemple avec une action de Γ = S1 sur G = U (n + 1) dépendant d’un paramètre λ = 0, 1.

2. Produit de Chas–Sullivan pour un espace de Gorenstein

Soit X un espace topologique. Désignons par C∗(X; k) (respectivement H∗(X, k)) le complexe de chaînes singulières 
(respectivement l’homologie singulière) de l’espace X . Nous avons le produit fibré

L X ×X L X ι

ev ′
0

L X × L X

ev0×ev0

X Δ X × X

où ev0(γ ) = γ (0) (respectivement ev ′
0(γ1, γ2) = γ1(0) = γ2(0)) pour tout γ ∈ L X (respectivement (γ1, γ2) ∈ L X ×X L X) ; 

Δ : X → X × X l’application diagonale et ι : L X ×X L X → L X × L X , l’inclusion. Si X est un espace de Gorenstein de dimension 
formelle d simplement connexe, alors d’après [5, Théorème C], l’application linéaire Dlp := H∗(ι!) ◦ H∗(Comp), de degré d

H∗(L X;k)
H∗(Comp)−→ H∗(L X ×X L X k)

H∗(ι!)−→ H∗(L X : k) ⊗ H∗(L X;k)

coïncide avec le dual linéaire du produit de Chas–Sullivan. Ici, Comp : L X ×X L X → L X désigne la composition des lacets 
libres et ι! l’application de Gysin associée à l’inclusion ι qui est définie de la manière suivante. L’application de Gysin 
associée à Δ est l’unique élément, à multiplication par un scalaire près,

H(Δ!) ∈ Extd
C∗(X2;k)

(
C∗(X;k), C∗(X2;k)) ∼= k

où C∗(X; k) est considéré comme un C∗(X2; k)-module via Δ et où ExtC∗(X2)(C∗(X), C∗(X2)) désigne le ext-différentiel, au 
sens d’Eilenberg–Moore [3]. Un représentant de cette application de Gysin est une application, notée Δ!, qui est définie dans 
la catégorie dérivée des C∗(X2)-modules. Dans cette catégorie dérivée, Δ! se relève en une application

ι! : C∗(L X ×X L X;k) → C∗(L X × L X;k),

qui est définie de façon unique, à la multiplication par un scalaire près.
Dans la suite, k désigne un corps de caractéristique 0 qui sera sous entendu afin d’alléger les notations. Le point clé pour 

notre propos est que nous pouvons remplacer l’algèbre graduée C∗(X) par le modèle minimal de X . Considérons le produit 
fibré

L X

ev0

ιX X I

ev0,1

X Δ X × X

où I = [0, 1] et la flêche ev0,1 désigne la fibration des chemins. En effet, la composition des lacets libres se déduit de la 
multiliplication des chemins et le modèle minimal de X I , qui se calcule facilement à partir de celui de X , permet à la 
fois de d’obtenir un représentant de Sullivan de la composition des chemins et donc de celle des lacets libres, et fournit 
une résolution semi-libre du modèle minimal MX de X , en tant que M⊗

X 2-module différentiel gradué, permettant ainsi 
le calcul de l’application de Gysin ι!. Nous renvoyons le lecteur au [4, chapitre 12] pour les notations, la terminologie et 
résultats concernant les modèles de Sullivan. Toutefois, précisons que si V = {V i}i≥1 est un espace vectoriel gradué alors 
∧V désigne l’algèbre graduée commutative libre sur V et V̄ l’espace vectoriel gradué défini par (V̄ )i = V i+1. Tout espace 
connexe par arcs X admet un modèle de Sullivan

ρX : MX := (∧V ,d)
�−→ APL(X)

où APL est le foncteur contravariant des formes PL sur X et ρX un quasi-isomorphisme. Si X et Y sont deux espaces 
connexes par arcs, alors toute application admet un représentant de Sullivan M f : MY −→ MX . Nous faisons ainsi les 
identifications suivantes :

H∗(X) = H
(

APL(X)
) = H(MX ) et H∗( f ) = H

(
APL( f )

) = H(M f ).

Notre premier résultat s’énonce comme suit.
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Proposition 2.1. Si X est un espace de Gorenstein de dimension formelle d simplement connexe alors le dual du loop produit, Dlp, est 
la composée

H(ḡ) ◦ H(M̄σ )−1 ◦ H(Comp),

où les applications intervenant dans ces relations sont décrites à l’aide du diagramme ci-dessous.

MX I ⊗M⊗2
X

MX

MComp′ ⊗Mpr1,3
Id

∼=
(∧V ⊗ ∧V̄ ,d) = ML X

MComp

MX I ×X X I ⊗M⊗3
X

MX
∼=

(∧V ⊗ (∧V̄ )⊗2,d) = ML X ×X L X

M⊗2
X I ⊗M⊗4

X
MX

� π ⊗Id⊗μ⊗Id Id

∼=
(∧V ⊗ (∧V̄ )⊗2,d) = ML X ×X L X

M⊗2
X I ⊗M⊗4

X
MX I

� Id ⊗Id Mσ

Id ⊗Id g

∼=
((∧V )⊗2 ⊗ (∧V̄ )⊗3,d) = ME

� M̄σ

ḡ

M⊗2
X I ⊗M⊗4

X
M⊗2

X
∼=

((∧V )⊗2 ⊗ (∧V̄ )⊗4,d) ∼= M⊗2
L X

Dans ce diagramme,

(1) X I ×X X I = {(α, β) ∈ X I × X I : α(1) = β(0)} ; et l’application Comp′ : X I ×X X I → X I est la composition des chemins ;
(2) MX I = ((∧V )⊗2 ⊗ ∧V̄ , d) est une M⊗2

X -résolution semi-libre de MX et MX I ×X X I = MX I ⊗MX MX I = ((∧V )⊗3 ⊗
∧(V̄ )⊗2, d) est une M⊗3

X -résolution semi-libre de MX ;
(3) σ : X → X I désigne la section canonique de la fibration des chemins ;
(4) μ désigne le produit de MX et pr1,3 la projection sur la première et la dernière coordonnée ;
(5) l’application M⊗2

X -linéaire g est telle que H(g) ∈ Extd
M⊗2

X
(MX , M⊗2

X ) ∼= k.

3. Un exemple de calcul du loop produit de EΓ

Soit G un groupe de Lie connexe compact et BG son espace classifiant. Il est bien connu que H∗(G; Q) = ∧P G et 
H∗(BG; Q) = ∧Q G , où P G désigne un espace vectoriel gradué de dimension finie concentré en degré impair et s : P G → Q G

un isomorphisme linéaire de degré 1. Si K est un sous-groupe fermé de G connexe et si

S1 f
G K

j

désigne respectivement un homomorphisme de groupe et l’inclusion naturelle, alors nous obtenons les diagrammes com-
mutatifs

G/K
∼= E K × j G EG

pG

B K
B j

BG

et E S1 × f G/K (EG)/K
∼= B K

B j

B S1 B f
BG

où

E K × j G := {
(e, g) | (ek, g) = (

e, j(k)g
)}

E S1 × f G/K := {
(x, g K ) | (x e2iπθ , g K

) = (
x,

(
f
(
e2iπθ

)
g
)

K
)}

et où les carrés sont des produits fibrés. Un modèle relatif de Sullivan (non nécessairement minimal) de l’homomorphisme 
G/K → B K est de la forme, [4, Proposition 15.16]

(∧Q K ,0) (∧Q K ⊗ ∧P G, d̄) (∧P G ,0)

où d(y′ ⊗ 1) = 0 et d̄(1 ⊗ x) = H(B j; Q)(sx) ⊗ 1 avec y′ ∈ Q K et x ∈ P G .



462 H.G. Mbiakop / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 353 (2015) 459–463

Par ailleurs [4, Proposition 15.8], un modèle relatif de Sullivan de E := B S1 × f G/K est de la forme

(∧u,0) (∧u ⊗ ∧Q K ⊗ ∧P G ,d) (∧Q K ⊗ ∧P G , d̄)

tel que, pour tout x ∈ P G ,

d(1 ⊗ 1 ⊗ x) = H∗(B f ;Q)(sx) ⊗ 1 ⊗ 1 − 1 ⊗ H(B j;Q)(sx) ⊗ 1. (1)

Considérons le cas particulier où G = U (n + 1) et K = U (n) × U (1), (n ≥ 1). Alors, d’après [7, III-Theorem 5.8] H(B j) :
∧(y1, · · · , yn+1) → ∧(y′

1, · · · , y′
n) ⊗∧y′′

1 et pour des raisons de degrés, H(B f ) : ∧(y1, · · · , yn+1) → ∧u, y1 �→ ∧u, où ∧ = 0, 1. 
Un modèle de Sullivan relatif de E est obtenu en appliquant (1). L’espace E est un espace de Gorenstein simplement 
connexe, de dimension formelle 2n − 1.

Remarquons que G/K ∼= CPn et que l’action de S1 sur CPn est définie via cette identification par : e2π iθ .(x, gG/K ) =
(x, ( f (e2π iθ )g)G/K ). À chaque valeur de λ (correspondant à l’action triviale ou une action régulière sur un espace projectif 
projectif complexe), nous associons le type d’homotopie rationelle de l’espace de Borel. C’est le produit B S1 × CPn lorsque 
λ = 0. Ces deux types d’homotopie rationnelle seront distingués par le loop produit. Pour des raisons de degrés, la suite 
spectrale de Serre cohomologique d’une fibration de base B S1 et de fibre CPn dégénère au terme E2 et admet un modèle 
relatif de la forme ME = (∧u ⊗ (v, x), d), avec du = 0, dv = 0 et dx = vn+1 + Φ , où Φ ∈ ∧(u, v). Dans notre cas particulier, 
Φ = λun+1. Ceci peut être déduit directement de la formule (1) en observant que le modèle minimal de (∧u ⊗ ∧Q K ⊗
∧P G , d) est obtenu en identifiant y′

1 et y′′
1, car dx1 = y′

1 + y′′
1.

1. λ = 0. Dans ce cas l’espace de Borel E est le produit B S1 ×CPn et ME = (∧u ⊗∧(v, x), d) avec |u| = |v| = 2 ; du = dv =
0, dx = vn+1.

Un modèle de Sullivan relatif de la fibration des chemins E I → E × E fournit la résolution semi-libre de ME :

ME I = (∧(
u, v, x, u′, v ′, x′, ū, v̄, x̄

)
,d

)
où |ū| = |v̄| = 1, |x̄| = 2n et

dū = u′ − u; dv̄ = v ′ − v; dx̄ = x′ − x −
∑

vi

i+ j=n

v ′ j v̄

ME I ×E E I = (∧(
u, v, x, u′, v ′, x′, u′′, v ′′, x′′, ū, v̄, x̄, ũ, ṽ, x̃

)
,d

)
avec{

dū = u′ − u; dv̄ = v ′ − v; dũ = u′′ − u′; dṽ = v ′′ − v ′;
dx̄ = x′ − x − ∑

i+ j=n vi v ′ j v̄; dx̃ = x′′ − x′ − ∑
j+k=n v ′ j v ′′k ṽ.

MLE = (∧(u, v, x, ̄u, ̄v, ̄x), d) où dū = dv̄ = 0 et dx̄ = −(n + 1)vn v̄ . MLE ×E LE = (∧(u, v, x, ̄u, ̄v, ̄x, ̃u, ̃v, ̃x), d
)
, avec dū = dv̄ =

0, dx̄ = −(n + 1)vn v̄, dũ = dṽ = 0, dx̃ = −(n + 1)vn ṽ .
Un représentant de Sullivan MComp′ : ME I −→ ME I ×E E I de la composition des chemins Comp′ : E I ×E E I −→ E I est 

donné par :

MComp′ :
{

u �→ u, v �→ v, x �→ x, u′ �→ u′′, v ′ �→ v ′′, x′ �→ x′′,
ū �→ ū + ũ, v̄ �→ v̄ + ṽ, x̄ �→ x̄ + x̃ + ∑

p+q+r=n−1 v p v ′q v ′′r v̄ ṽ.

Nous en déduisons un représentant de Sullivan MComp : MLE −→ MLE ×E LE de la composition des lacets libres Comp :
LE ×E LE −→ LE tel que :

MComp :
{

ū �→ ū + ũ, v̄ �→ v̄ + ṽ,

x̄ �→ x̄ + x̃ + n(n+1)
2 vn−1 v̄ ṽ.

L’application M⊗2
E -linéaire de degré 2n − 1, g : ME I −→ M⊗2

E , annoncée dans la proposition 2.1, est un cocycle (qui n’est 
pas un cobord) du complexe (HomM⊗2

E
(ME I , M⊗2

E ), D) de degré d où Dh = d ◦ h − (−1)|h|h ◦ d. Pour des raisons de degrés 
et de compatibilité aux différentielles, nous obtenons le candidat suivant :

g :
⎧⎨
⎩

1 �−→ 0
ū �−→ ∑

i+ j=n vi v ′ j + (u′ − u)P , v̄ �−→ (v ′ − v)P , x̄ �−→ (x′ − x)P , P = ∑
k+l=n−1 uku′l;

ū v̄ �−→ x − x′, ūε v̄ε′
x̄k �−→ 0, pour ε, ε′ ∈ {0,1} et (1 + ε + ε′)k ≥ 2, k ∈ N.

Par ailleurs, l’homomorphisme d’algèbres différentielles graduées Mσ : ME I −→ ME est défini par :

Mσ (u) = u = Mσ

(
u′), Mσ (v) = v = Mσ

(
v ′), Mσ (x) = x = Mσ

(
x′) et Mσ (ū) = Mσ (v̄) = Mσ (x̄) = 0.

Il en résulte que :

Dlp(v̄ x̄) = (v ⊗ 1 − 1 ⊗ v)
∑

i+ j=n−1

∑
k+l=n

ui vk ⊗ u j vl,

et le produit de Chas–Sullivan est non nul sur E .
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2. λ = 1. Dans ce cas un modèle minimal de l’espace de Borel E est donné par ME = (∧(u, v, x), d) avec |u| = |v| = 2 ; 
du = dv = 0, dx = un+1 + vn+1. Dès lors, nous obtenons :

MLE = (∧(u, v, x, ū, v̄, x̄),d
)

où dū = dv̄ = 0 et dx̄ = −(n + 1)
(
unū + vn v̄

)
.

Par suite

MLE ×E LE = (∧(u, v, x, ū, v̄, x̄, ũ, ṽ, x̃),d
)
,

avec dū = dv̄ = 0, dx̄ = −(n + 1)
(
unū + vn v̄

)
, dũ = dṽ = 0, dx̃ = −(n + 1)

(
unũ + vn ṽ

)
.

Un représentant de Sullivan MComp : MLE −→ MLE ×E LE de la composition des lacets libres Comp : LE ×E LE −→ LE est 
défini tel que :

MComp :
{

ū �→ ū + ũ, v̄ �→ v̄ + ṽ,

x̄ �→ x̄ + x̃ + n(n+1)
2 (un−1ūũ + vn−1 v̄ ṽ).

L’application M⊗2
E -linéaire de degré 2n − 1, g : ME I −→ M⊗2

E annoncée dans la proposition 2.1, est un cocycle (qui n’est pas 
un cobord) du complexe (HomM⊗2

E
(ME I , M⊗2

E ), D) de degré d où Dh = d ◦ h − (−1)|h|h ◦ d. Pour des raisons de degrés et 
de compatibilité aux différentielles, nous obtenons le candidat suivant :

g :
⎧⎨
⎩

1 �−→ 0
ū �−→ −∑

i+ j=n vi v ′ j, v̄ �−→ ∑
k+l=n uiu′ j, ū v̄ �−→ x − x′, x̄ �−→ 0

ūε v̄ε′
x̄k �−→ 0; k ∈ N�, ε, ε′ ∈ {0,1}.

Par ailleurs, l’homomorphisme d’algèbres différentielles graduées Mσ : ME I −→ ME est défini par :

Mσ (u) = u = Mσ

(
u′), Mσ (v) = v = Mσ

(
v ′), Mσ (x) = x = Mσ

(
x′) et Mσ (ū) = Mσ (v̄) = Mσ (x̄) = 0.

Remarquons que nous avons l’isomorphisme

H�(L X) ∼= H
(∧(u, v)/

(
un+1 + vn+1) ⊗ ∧(ū, v̄, x̄), d̄

)
où d̄ est la différentielle obtenue par passage au quotient. Il s’en suit qu’une base de H�(L X) est donnée par :{[

ui v j ⊗ 1̄
]
,
[
uk vl ⊗ ū

]
,
[
up vq ⊗ v̄

]
,
[
ur vs ⊗ ū v̄

]
,
[
ua vb ⊗ ū v̄ x̄

]}
avec i, k, p, r, a ∈ N et 0 ≤ j, l, q, s, b ≤ n.

Un calcul de routine de Dlp sur chaqu’un des éléments de cette base nous permet de conclure dans ce cas que le produit 
de Chas–Sullivan est nul sur l’espace de Borel E .

Références

[1] M. Chas, D. Sullivan, String topology, Preprint, arXiv:math.GT/0107187.
[2] D. Chataur, L. Menichi, String topology of classifying spaces, J. Reine Angew. Math. 669 (2012) 1–45.
[3] Y. Félix, S. Halperin, J.-C. Thomas, Gorenstein spaces, Adv. Math. 71 (1988) 92–112.
[4] Y. Félix, S. Halperin, J.-C. Thomas, Rational Homotopy Theory, Springer-Verlag, 2001.
[5] Y. Félix, J.-C. Thomas, String topology on Gorenstein spaces, Math. Ann. 208 (2009) 417–452.
[6] K. Kuribayashi, L. Menichi, T. Naito, Derived string topology and the Eilenberg–Moore spectral sequence, Preprint, arXiv:math.AT/1211683, 2012.
[7] M. Mimura, H. Toda, Topology of Lie Groups I and II, Transl. Math. Monogr., vol. 91, American Mathematical Society, 1991.


	Table des matières
	Résumé
	Abstract
	Introduction.
	Motivation: la Théorie Physique des Cordes.
	Théorie des champs topologiques.
	Théorie topologique des cordes fermées.
	Mon travail de thèse.

	Cas des espaces de Gorenstein.
	Espaces vectoriels gradués.
	Notations et isomorphismes canoniques.
	Algèbres graduées et modules gradués
	Les modules bigradués Tor et Ext.

	Espaces de Gorenstein.
	L'application de Gysin pour un espace de Gorenstein.
	Le cas classique des variétés
	Le cas des espaces de Gorenstein.

	Définition rin! pour les espaces de Gorenstein.

	Rappels sur les modèles de Sullivan.
	 Compléments sur les algèbres graduées commutatives.
	 Algèbres de cochaînes et algèbres de Sullivan.
	Algèbres de cochaînes
	Algèbres de Sullivan.
	Algèbres de Sullivan relatives.

	Foncteur des formes de Sullivan.

	Utilisation des modèles minimaux.
	Quelques applications en topologie.
	 Notations.
	Fibration associée à une application.
	 Fibration associée à la diagonale : X X2.
	 Fibration associée à la diagonale (k): X Xk.
	 Fibration associée à un produit d'applications diagonales (k1)... (kr): Xr Xk1+...+kr.

	Représentant de Sullivan d'une application.
	Lemme de relèvement à homotopie près
	Cas d'un produit de deux espaces.
	Cas de l'application diagonale  : X XX.
	 Cas de l'application diagonale (k): X Xk.
	Cas d'un produit d'applications diagonales.

	Quelques calculs de modèles relatifs de Sullivan.
	Modèle relatif de la diagonale.
	Modèle relatif de la fibration des lacets libres.
	 Modèle relatif de la diagonale ( 3) =(Id).
	 Modèle relatif de Sullivan de la diagonale (k): X Xk.
	Modèle relatif de Sullivan d'un produit d'applications diagonales.

	 rin! et modèles de Sullivan.
	Définition des g, p+q à l'aide des modèles.
	Modèle de Sullivan de la construction de Borel.

	Le produit de Chas-Sullivan.
	Construction générale.
	Retour à la topologie
	Usage des modèles de Sullivan

	Cas de la sphère X=Sn, n>1.
	Cas de l'espace projectif complexe.  X=CPn, n1 .
	Cas du quotient homotopique associé à une action de groupe.

	Le coproduit de Chas-Sullivan
	Construction générale.
	Retour à la topologie
	Usage des modèles de Sullivan.

	Cas de la sphère X=Sn,  n>1.
	Cas de l'espace projectif complexe CPn,  n>1.
	Cas du quotient homotopique associé à une action de groupe.
	Remarque sur l'opération 0, 2+2.

	L'opération 0, 3+1
	Construction générale.
	Retour à la topologie
	Usage des modèles de Sullivan

	Cas de la sphère Sn, n>1.
	Remarque sur l'opération 0, 3+2.
	Conclusion et perspectives
	Annexe


