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Résumé

Nous nous proposons de caractériser I’évolution du cancer par des techniques analytiques, nu-
mériques et électroniques, en partant des modeles d’interactions et systemes d’équations décrivant
I’évolution de la dynamique tumorale dans un site tumoral. Le retard est pris en compte pour mo-
déliser le temps d’activation des cellules immunitaires effectrices. La stabilité des états d’équilibre
est étudiée et les résultats en relation avec le développement de la tumeur sont également fournis.
Il est analytiquement et numériquement démontré en considérant la dynamique sans retard que,
I’augmentation du parametre associé a I’élimination des cellules tumorales par les cellules hotes
n’influence pas la taille des cellules tumorales tant que ce parametre demeure inférieur a une va-
leur seuil. Lorsque ce parametre devient supérieur a la valeur seuil, le systeme peut dégénérer vers
le chaos par intermittence via la bifurcation noeud-selle indiquant une taille maximale des cellules
tumorales. C’est dans ces situations qu’on étudie également les conditions conduisant a une phase
méastasique. Les analyses ont ainsi conduit aux prédictions suivantes : Un attracteur d’équilibre
avec une population de cellules tumorales non nulles correspondant a un site ou les cellules tumorales
ne proliferent pas et restent dans un état dormant; un attracteur de cycle limite avec osculation
des cellules tumorales correspondant a un site tumorale vasculaire associées a une coquille peut
proliférant ; un attracteur d’équilibre avec une population de cellules tumorales nulles correspon-
dant a un état sain du patient ; un attracteur chaotique indiquant une taille maximale des cellules
tumorales correspondant a une bascule angiogénique ou la vascularisation est assez importante avec
une saturation du site tumorale. La conséquence, ces cellules tumorales commencent a migrer vers
d’autres sites pour former des métastases. L’analyse de 'effet du retard montre que le retard agit
comme un déstabilisateur de la dynamique du site tumoral et non comme un stabilisateur. Les petits
retards garantissent la stabilité, mais les retards supérieurs a une valeur critique peuvent produire
des solutions périodiques. Les retards plus importants peuvent méme conduire a des attracteurs
chaotiques. Une étude expérimentale est réalisée. Un circuit électrique capable de reproduire la
dynamique de progression du cancer est proposée. Les investigations par 1’approche électronique
peuvent étre pertinentes pour la technologie biomédicale, dans le cadre du développement de simu-

lateurs de dynamique tumorale, avec des applications cliniques et pharmaceutiques.

Mots clés : croissance tumorale, bifurcation neeud-sell, attracteurs chaotiques, retard, stabilité,

chaos, circuit analogique.
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Abstract

We propose to characterize the evolution of cancer by analytical, numerical and electronic tech-
niques, starting from interaction models and systems of equations describing the evolution of tumor
dynamics in a tumor site. The delay is taken into account to model the activation time of effector
immune cells. The stability of steady states is studied and results in relation to tumor development
are also provided. It is analytically and numerically demonstrated by considering the dynamics wi-
thout delay that the increase in the parameter associated with the elimination of tumor cells by the
host cells does not influence the size of the tumor cells as long as this parameter remains below a
threshold value. . When this parameter becomes greater than the threshold value, the system may
intermittently degenerate into chaos via the node-saddle bifurcation indicating maximum tumor
cell size. It is in these situations that we also study the conditions leading to a metastatic phase.
The analyzes thus led to the following predictions : An equilibrium attractor with a population of
non-zero tumor cells corresponding to a site where the tumor cells do not proliferate and remain in
a dormant state; a limit cycle attractor with osculation of tumor cells corresponding to a vascular
tumor site associated with a proliferating shell can; an equilibrium attractor with a population of
null tumor cells corresponding to a healthy state of the patient; a chaotic attractor indicating a
maximum size of tumor cells corresponding to an angiogenic switch where the vascularization is
quite significant with a saturation of the tumor site. As a result, these tumor cells begin to migrate
to other sites to form metastases. The analysis of the effect of the delay shows that the delay acts
as a destabilizer of the dynamics of the tumor site and not as a stabilizer. Small delays guaran-
tee stability, but delays above a critical value can produce periodic solutions. Larger delays can
even lead to chaotic attractors. An experimental study is carried out. An electrical circuit capable
of reproducing the dynamics of cancer progression is proposed. Investigations using the electronic
approach may be relevant for biomedical technology, in the context of the development of tumor

dynamic simulators, with clinical and pharmaceutical applications.

Keywords : Tumor growth, saddle-node bifurcation, chaotic attractors, delay, stability, chaos, ana-

log circuait.
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Introduction générale

Au fil des siecles, I'homme dans son évolution a choisi d’abandonner progressivement les raisons
mystiques attribuées a certains symptomes qui pourraient expliquer 'origine de la mort. Certaines
maladies jusque-la mal connues telle que le cancer, étaient attribuées a la colere des dieux. Mais
une nouvelle ére naitra avec la découverte des cellules. L’organisme est donc constitué de cellules et
parmi ces cellules, il peut arriver que certaines mutent de maniere anormale, et qu’ils ne soient plus
sensibles a la régulation de la division cellulaire : ce sont des cellules cancéreuses. Moins sensibles aux
signaux anti croissance, voire sécrétant leurs propres signaux de croissance, ces cellules se divisent de
fagon effrénée et anarchique, et envahissent les tissus voisins. En conséquence, ces derniers, asphyxiés
et écrasés meurent [1].

Le cancer ne désigne pas une unique maladie, mais un ensemble de plusieurs centaines de
maladies pouvant toucher n’importe quelle partie d'un organisme et qui se caractérise par une proli-
fération cellulaire incontrolée et incessante. L’allongement de la durée de vie qui est une conséquence
des progres médicaux peut étre classé comme facteur a risque. En effet, au cours de la vie, notre
organisme est soumis a des altérations (mutations génétiques par exemple) qui peuvent s’ajouter a
des comportements a risques (tabagisme, consommation d’alcool) [2, 3]. Ainsi, la probabilité de dé-
clencher un cancer s’accentue avec I’age. Méme si certains facteurs a risque jouent un role important
dans certains cancers, il ne faut pas pour autant penser que seules les personnes qui cumulent ces
facteurs développeront des cancers. En effet, la majorité des cancers apparaissent sans facteurs a
risque nettement individualisables ou identifiés. Cela pourrait suggérer que le hasard pilote ’appa-
rition des cancers [4] mais il n’en est rien. Comme nous allons le voir, méme si les facteurs a risques
et les mutations génétiques jouent un role important dans 'apparition d’une tumeur, d’autres fac-
teurs tels que l'altération du micro-environnement, par exemple au travers des communications
cellulaires, pourraient déclencher un ensemble de phénomenes transformant les cellules normales en
cellules cancéreuses qu’on qualifie de cancérogenese.

Depuis de nombreuses années, le nombre de cancers ne cesse d’augmenter. En 2020, on comptait
approximativement 19.3 millions de nouveaux cas de cancers diagnostiqués et 10.0 millions ! de déces
liés a la maladie (soit 10.7% des déces) enregistrés dans le monde. En 2020, 'incidence annuelle au
Cameroun était de 20745 2 nouveaux cas et la prévalence est estimée a 40 mille malades. Le registre

du cancer de Yaoundé estime la mortalité ajustée selon 'age a 13199 déces (5 648 hommes/ 7 551

1. http ://gco.iarc.fr/data/World /online.aspx
2. http ://gco.iarc.fr/data/Cameroon/populations



femmes). Les lymphomes constituent la forme la plus fréquente chez les enfants. L’age moyen des
patients au diagnostic est de 45 ans. Plus de 80% des cas sont diagnostiqués & un stade avancé de
la maladie et la plupart décedent dans les 12 mois qui suivent le diagnostic. Il est estimé que pres
de 60% des patients décedent dans 'année du diagnostic [5]. L’estimation du nombre de nouveaux
cas de cancer en 2040 fait état de 28.4 millions selon le site web GLOBOCAN 2020 (Global Burden
Of Cancer) [6]. Ces données montrent que le cancer est un probleme majeur de santé publique et
fait parti des principales causes de déces. Méme si les connaissances acquises en cancérologies sont
nombreuses, le cancer n’a pas encore dévoilé tous ses secrets.

Motivé par un souci de compréhension des mécanismes de fonctionnement, d’évolution et des
stratégies de guérison, la communauté scientifique internationale a fait du cancer 'un des princi-
paux domaines de recherche. Pour 'oncologue, la prédiction de I’évolution d’un cancer chez I'un de
ses patients est souvent impossible a long terme, ce qui s’explique par le nombre de parametres in-
fluencant cette évolution (conditions initiales différentes d’un patient a 'autre, instabilité génétique,
microenvironnement différent, retards d’activation des cellules immunitaires) et par les outils a leur
disposition (courbes de survies reposant sur des lois probabilistes) [7]. Comprendre les mécanismes
qui régissent 1’évolution du cancer est une tache permanente dans de nombreuses disciplines scienti-
fiques. Le fait que la biologie n’a pas encore réussi a appréhender parfaitement I’évolution des cancers
permet d’ouvrir les portes a la physique et a une approche par la théorie des systemes dynamiques.
En effet, sur les cent dernieres années, les contributions de la physique et des systemes dynamiques
a la compréhension des phénomenes biologiques ont été nombreuses : les cancérologues et les biolo-
gistes se tournent aujourd’hui vers les physiciens pour comprendre la dynamique du cancer et par
conséquent, mieux le contrdler [8]. Les tumeurs ne font pas partir uniquement des cellules généti-
quement anormales, mais elles présentent une étonnante hétérogénéité génétique entre les cellules
qui composent son microenvironnement [9, 10]. Ces systémes naturels sont des ensembles d’entités
physiques qui interagissent entre eux [11]. En prenant I’évolution des tumeurs comme une en écologie
cellulaire, plusieurs chercheurs ont étudié les interactions entre les types de populations cellulaires
dans leurs environnement physique [12-15]. La théorie du chaos qui n’est qu'un sous-ensemble de la
théorie des systemes dynamiques permet de mieux comprendre la dynamique des interactions. En
effet, ce paradigme prend en compte la sensibilité aux conditions initiales et propose un ensemble
de techniques d’analyse spécifiques aux systemes dont 1’évolution est imprédictible a long terme. Ce
qui permet de considérer d'un point de vue déterministe, ’étude des systemes biologiques en vue
d’une meilleure maitrise de leur évolution [7, 16] ; en définissant également la région dans I’espace de
parametre ou 'imprévisibilité est causée par plusieurs attracteurs avec des limites de bassin fractal.

Globalement, les tumeurs sont des systemes dynamiques ayant un degré élevé de complexité.
Son évolution est décrite comme un systeme non-linéaire généralement étudié a 1’aide d’équations
mathématiques différentielles ordinaires, partielles ou retardées [17, 18]. Ce cadre nous permet de
gérer des concepts comme la complexité, la non-linéarité, la robustesse, la stabilité et I'instabilité
d’un systeme. A ce titre, de nombreux modeles mathématiques ont été développés. Les équations qui

en découlent sont généralement obtenues a partir de modeles de compétition désignés sous le terme



de Lotka-Volterra [18]. D’autres emploient le concept d’interaction du type proie-prédateur dans
lequel, les cellules cancéreuses jouent le role de proie et les cellules immunitaires celui du prédateur
[19-22]. Chacune d’entre elle ayant tendance a se concentrer sur la simulation d'un ou de deux
éléments importants du processus multiforme de la croissance tumorale. Une préoccupation majeure
en dynamique des populations est de comprendre comment la population d’une espece donnée
influence la dynamique des populations d’autres especes, membres du méme réseau d’interactions
[23]. Certains ont accordé plus d’attention aux équations différentielles avec retard, en particulier
dans les modeles d’immunobiologie tumorale.

En effet, les systemes complexes avec de nombreux composants (cellules, protéines, genes,
enzymes, oxygenes...) et interactions diverses souvent inconnus, sont remplacés par des systémes
ayant juste quelques quantités mesurables de telle maniere que toute la complexité soit introduite
par effet conjoint des non-linéarités et du retard temporel. Par conséquent, le retard reconnu comme
ayant un impact majeur sur la stabilité de la dynamique des populations, aura une place importante
dans les interactions cellules-cellules. Les études indiquent d'une part que, le retard peut entrainer
une instabilité pour un systeme et d’autre part, un retard approprié peut améliorer les performances
du systeme, voire stabiliser un systéme instable. Son importance est expliquée par Baker et al. [24].
La naissance des oscillations dans I'interaction biologique est due a la présence du retard [25, 26].
C’est toujours le retard qui est le déclencheur fondamental des oscillations dans diverses autres
maladies [26], qui ont été nommées maladies dynamiques par Glass et MacKey [27]. Toujours en
immunobiologie tumorale, les retards ont été explorés comme source d’oscillations. Par exemple,
Villasana et Radunskaja [28] ont étudié le role des retards dans I'afflux d’effecteurs stimulés par les
tumeurs en ajoutant un décalage constant dans le terme correspondant du modele [29].

Dans la dynamique des populations présentant des caractéristiques contre-intuitives [30], il
est démontré que pour se débarrasser du prédateur, il est parfois préférable d’agir sur la proie.
La variable la plus pertinente a ’observation est la proie. Cette approche est compatible avec la
transposition sur le comportement du cancer. Il a été présenté dans les travaux de Jimenez R.P. et
Hernandez E.O. [31] que pour inverser le rapport des populations cellulaires en donnant un avantage
biologique aux cellules saines (proie), la stratégie est de cibler les cellules saines.

Parmi les autres modeles ayant fait 'objet des travaux dans ce sens figure le modele de De
Pillis, L.G. et Radunskaya, A. [32]. De par sa simplicité, il permet au mieux de comprendre les
activités du comportement dynamique du cancer. Dans ce modele, s’y retrouve le role déterminant
de la population de cellules saines péri tumorales sur le devenir du systeme entier. Il fait suggérer
que le ciblage des tissus sains pourrait étre plus pertinent que le ciblage des cellules immunitaires
ou des cellules tumorales [33, 34].

Cependant, ces résultats bien que tres intéressants sont restés a ce jour restreints sur la com-
plexité du modele et ne font aucune mention sur les mécanismes de I'imprédictibilité et I'influence
du retard dans la dynamique du systeme immunitaire : C’est a dire 'impact du retard dans la
stabilité et la prolifération des effecteurs stimulées par la tumeur. En d’autres termes, le composant

le plus élémentaire du systeme, a savoir les cellules immunitaires, n’a pas été suffisamment étudié



si I'on fait la considération que le retard est incorporé dans le taux de prolifération des cellules im-
munitaires dii aux cellules tumorales. Bien plus, ’analyse de la maniere dont le systeme retardé se
comporterait dans une région de ’espace des parametres imposant une instabilité n’est pas abordée.
La mise en place d'une approche électronique de prédiction de la dynamique du cancer n’est non
plus envisagée.

C’est pour répondre a ces préoccupations que ce sujet de these nous a été confié. Il s’agit dans
cette these, de partir du modele mathématique de De Pillis, L.G. et Radunskaya, A. [32] et de faire
une étude numérique et expérimentale de la dynamique du cancer. La suite sera consacrée a la mise
en place d'une approche électronique de prédiction de la dynamique du cancer sur la base d'une
carte de comportement électronique adaptée. Pour atteindre ces objectifs, les travaux de cette these
sont présentés ainsi qu’il suit :

Le premier chapitre fait état d’une revue de la littérature o seront présentés les concepts de
base concernant la cancérogénese, I’épidémiologie du cancer, la théorie des systemes non linéaires en
cancérologie. Ensuite, suivront les informations connues sur le comportement dynamique du cancer ;
entre autres les modeles mathématiques sur lesquels s’appuieront les hypotheses utiles.

Le deuxieme chapitre sera consacré a la présentation des méthodes utilisées pour réaliser les
objectifs de cette these. Les méthodes de Runge Kutta 4, de Newton Raphson ainsi que les techniques
numériques de caractérisation des états dynamiques et de conception des systemes électroniques
seront développées.

Le troisieme chapitre, présentera les résultats obtenus et les discussions; Le comportement
électronique des différents états dynamiques associés a cela, 'importance biologique de ces résultats
seront abordés. L’effet du retard sur la stabilité et la dynamique chaotique ainsi que les concepts
expérimentaux qui soutiennent les résultats seront bien définis.

Nous terminerons ce travail par une conclusion générale dans laquelle nous résumerons les
principales contributions présentées dans cette these et proposerons quelques perspectives pour les

travaux futurs.



Chapitre 1

REVUE DE LA LITTERATURE ET
PROBLEMES

Introduction

L’une des principales motivations en oncologie est de comprendre et de prédire certains com-
portements des tumeurs. Dans ce chapitre, nous présentons une breve revue de la littérature sur les
travaux déja réalisés dans ce sens. Tout d’abord, nous expliquerons quelques notions de biologie liées
a la croissance tumorale qui nous permettront de formuler les problématiques auxquelles nous nous
intéressons. Ensuite nous noterons quelques références importantes de littérature liées au modele
mathématique utilisé dans ce travail. Nous aborderons le contexte de notre modélisation et nous
donnerons quelques remarques préliminaires sur la modélisation a l'aide des systemes dynamiques

et enfin nous poserons les problemes abordés dans cette these.

1.1 Définition et théories du cancer

1.1.1 Définition et description

Notre corps est constitué de millions de cellules qui se regroupent pour former des fonctions
biologiques. Au fur et a mesure que ces cellules vieillissent, elles meurent et sont remplacées par de
nouvelles cellules qui permettent au corps de fonctionner. La reproduction cellulaire est controlée
par des genes qui sont présents dans toutes les cellules et qui forment les éléments de base de
I’hérédité. Des notre naissance, nous sommes en proie aux attaques de germes, polluants et toxines
qui essayent de détruire ou de prendre le controle de notre corps. La plupart des agents attaquants
viennent de 'extérieur du corps, mais parfois la menace vient de 'intérieur du corps. Cette menace
est représentée par des cellules anormales du corps. Lorsque ces cellules anormales, qui ne peuvent

plus étre controlées, continuent de se multiplier, on parle de cancer.



Le cancer a donc cette caractéristique qui correspond a une maladie dans laquelle les cellules ré-
pondent a une loi telle que 'accumulation de cellules génétiquement anormales présentant les traits
phénotypiques suivants : prolifération illimitée, résistance a la mort cellulaire programmée, insta-
bilité génétique et mutation, insensibilité aux signaux extérieurs (perte de l'inhibition de contact),
destruction de leur environnement, inflammation pro-tumorale, dérégulation du métabolisme éner-

gétique, invasion tissulaire et métastatique [35, 36]

1.1.2 Théories du cancer

Chaque avancée de la biologie a tres rapidement conduit a la genese d’une nouvelle théorie du
cancer. La mise en place de la théorie cellulaire étendue aux organismes vivants par Theodor
Schwann [37, 38], ameéne Johannes Miiller a décrire les cancers comme étant des regroupements
spéciaux des cellules anormales [39, 40]. La découverte, grace a la microscopie optique, des éléments
contenus dans le noyau cellulaire, tels que les chromosomes, renforce cette théorie [41-45]. En 1914,
Theodor Boveri émet 'hypothese que les cellules cancéreuses pourraient étre le fruit d’altérations
chromosomiques [46]. Il postule aussi que les tumeurs trouvent leur origine dans une seule cellule,
la cellule primordiale [46]. Ce postulat est précurseur de la théorie selon laquelle le cancer aurait
une origine monoclonale. Une autre de ses hypotheses est que le cancer est un probleme cellulaire
et non pas tissulaire [46]. Les résultats et hypotheéses de Boveri vont donner naissance a la théorie
chromosomique du cancer [47]. Progressivement, 1'idée que les chromosomes et par la méme
I’ADN, peuvent jouer un role dans le cancer, se répand dans la communauté scientifique [48-52]. En
1944, le physicien Erwin Schrédinger développe une argumentation selon laquelle les genes portés
par les chromosomes, étant donné leurs tailles minimes, ne peuvent étre régis par des phénomenes
aléatoires [53]. En effet, Schrodinger se fait I'avocat du déterminisme en biologie moléculaire, ¢’est-
a-dire qu’il dénie toute place au hasard dans le fonctionnement d’une cellule. Poutant, les molécules
d’un systeme physique sont soumises au hasard brownien, méme si, au niveau macroscopique, ces
systemes sont décrits par des lois déterministes grace au nombre considérable de particules qu’ils
contiennent. Cette contribution conditionne les biologistes moléculaires dans une logique détermi-
niste. Mais, c’est a partir de 1953 avec la découverte de la structure en double hélice de ’ADN (et
donc de la structure des chromosomes) que cette théorie est adoptée par une grande majorité de la
communauté scientifique. La découverte de la structure de ’ADN est une avancée majeure dans la
biologie et ouvre de nouvelles voies dans la recherche contre le cancer [54]. Les scientifiques axent
alors leurs recherches sur les chromosomes [55, 56] et leurs geénes, 'importance de ces derniers dans
le processus cancéreux [52] est I'origine mono-clonale du cancer [57]. Apres toutes ces découvertes,
le cancer est per¢u comme la conséquence de mutations génétiques [58]. Sous I'impulsion de Pe-
ter Nowell, cette théorie, reposant sur les mutations génétiques, devient en 1976 la théorie unique
du cancer [59]. Elle fit nommée théorie des mutations somatiques (descendante directe de la
théorie chromosomique du cancer).

Selon cette nouvelle théorie, le cancer résulterait de I'altération de la séquence d’ADN d’une



cellule mere qui se transmet aux cellules filles par le mécanisme de la division cellulaire [60]. Ces
cellules acquierent alors un potentiel mutagene plus élevé que celui de la cellule mere. La consé-
quence de cette théorie est que, les cellules filles mutées, peuvent subir d’autres altérations de leur
génome et les transmettre a leurs propres cellules filles. Ce mécanisme conduit a terme au processus
cancéreux. Une autre conséquence de ces mutations réside dans la perte de controle de la prolifé-
ration cellulaire, permettant aux cellules filles de se diviser plus facilement par rapport aux autres
cellules. Ainsi, les cellules tumorales ont des taux de prolifération plus importants que les cellules
non mutées de la lignée cellulaire dont elles proviennent. Le cancer aurait donc pour origine une
unique cellule qui suivrait un modele de croissance clonale. Ces cellules cancéreuses présentent des
mutations qui activent des oncogenes (gene provoquant I’apparition de tumeurs) ou inactivent des
genes suppresseurs de tumeurs. Ainsi, la théorie des mutations somatiques est portée sur 3 pilers a
savoir :
— L’état privilégié de toute cellule est la quiescence (état de repos);
— Le cancer trouve son origine dans une seule cellule qui a accumulé de multiples mutations ;
— Le cancer est une maladie liée a une prolifération cellulaire anormale provoquée par des mutations
génétiques modifiant le cycle cellulaire [61].

Toutefois, cette théorie qui se focalise sur la cellule ne prend pas en compte les interactions
cellules-cellules et cellules-environnement [62]. Deés 1981, Jean-Jacques Kupiec entre en contradiction
avec cette théorie au niveau de la nature des interactions moléculaires et de I'expression de genes
qu’il présume étre stochastiques et non déterministes. Il propose donc un nouveau modele reposant
sur la notion de hasard-sélection [63] : il montre que le hasard crée de la diversité cellulaire
grace a l'expression aléatoire des genes. Les caractéristiques de différenciation exprimées aléatoire-
ment, grace a I'expression stochastique des genes, par les cellules non différenciées ou en cours de
différenciation, sont sélectionnées et stabilisées ultérieurement pour certaines d’entre elles par un
micro-environnement cellulaire donné. L’état de différenciation adéquate est donc fonction du type
de micro-environnement cellulaire. L’état de différenciation ne sera pas stabilisé s’il ne convient pas
au micro-environnement. Par exemple, des cellules se différenciant en cellules pulmonaires ne seront
pas stabilisées si elles se trouvent dans le foie. Une perturbation du micro-environnement serait
aussi a l'origine du cancer. En effet, si le micro-environnement ne parvient pas a stabiliser un état
particulier de différenciation, alors toutes les cellules différenciées de ce micro-environnement vont
se dé-différencier et recommencer a proliférer, conduisant ainsi au cancer [64]. Le postulat de Kupiec
repose sur la théorie de I’évolution de Darwin, excepté que la sélection se fait sur les cellules et non
pas sur l'individu. Elle est nommée théorie du Darwinisme cellulaire ou onto-phylogenéese
(64, 65]. Cette théorie ne fut pas largement acceptée par la communauté scientifique qui, malgré des
résultats expérimentaux suggérant une autre voie que la théorie des mutations somatiques (détaillés
ci-dessous), resta convaincue de la pertinence de cette derniére.

Les résultats expérimentaux les plus importants sont ceux concernant ’expression stochastique
des genes [66-68]. La plupart des modeles biologiques se construit aujourd’hui sur le concept de

déterminisme génétique, c’est-a-dire qu’un individu ne serait que la réalisation d’un programme,



le produit d'un code génétique. Notre développement suit un programme génétique, nous sommes
la réalisation de l’expression des informations contenues dans notre ADN, nous sommes donc pré-
déterminés. Bien que cette conception d'un déterminisme tout génétique paraisse improbable,
puisqu’aucune place n’est faite a ’aspect dynamique des processus de développement, comme le
suggere notamment 1’émergence de structures auto-organisées, la biologie moléculaire s’y accroche
car elle évite ainsi un nouveau changement de paradigme qui I'obligerait probablement a une ma-
thématisation qu’elle redoute. Pourtant, des expériences menées par A. Novick et M. Weiner dans
les années 50, sont une attaque sérieuse au programme tout génétique [69]. En effet, ces expé-
riences montrent que des bactéries identiques, placées dans des milieux de cultures similaires, ne se
comportent pas de la méme facon : certaines bactéries sont capables de synthétiser du lactose et
d’autres non. Ils émettent I’hypothese que ces différences peuvent étre le fruit de variations dans
I'expression des genes [68-70]. Dans les années 1990, des travaux considerent les avantages apportés
par une approche probabiliste & I'expression des genes [66]. Puis, en 1997, H. McAdams et A. Arkin
émettent I’hypothese que 'obtention de nombreux phénotypes résultant de populations iso-géniques
pourrait étre le fruit de mécanismes d’expression stochastique des genes [71]. C'est en 2002 que les
premiers résultats expérimentaux montrant que l'expression des genes est aléatoire, sont obtenus
[34, 68]. Depuis, il est reconnu que les genes ont une expression stochastique. Malgré des vérifica-
tions expérimentales indéniables, ces hypotheses ne sont pas mentionnées dans des ouvrages édités
postérieurement [60].

Par ailleurs, d’autres critiques comme celle de Richard Strohman (1993), mettent en lumiere
le fait qu’il n’y ait pas de preuves que les mutations génétiques soient les seules responsables du
cancer et que le paradigme de la mutation somatique pourrait étre déficient [72]. En 2001, Radisky
D. et ses collaborateurs émettent ’hypothese que 'altération des communications entre les cellules a
I'intérieur d’une tumeur puisse étre la caractéristique essentielle du cancer, et non pas les mutations
[73]. La progression tumorale pourrait étre ainsi vue comme un processus de développement (comme
celui de 'Homme) dans lequel un organisme complexe (la tumeur) va se former et se développer a la
suite de communications entre différents types cellulaires. La seule différence avec le développement
normal de I’étre humain résiderait dans le fait que les communications développées par les cellules
tumorales seraient anormales. En 2003, Paraic Kenny et ses collaborateurs observent qu’en placant
des cellules cancéreuses dans un environnement normal, elles pouvaient réacquérir un comportement
non-pathologique [74]. Cela indique que les mutations génétiques ne sont pas le déterminant essentiel
du phénotype cancéreux [60], ce qui est finalement une conséquence de la nature stochastique des
genes. Déja dans les années 90, Bissell avait réalisé des expériences sur des embryons de poulets et
montré que le micro-environnement embryonnaire pouvait faire taire le phénotype cancéreux [75].
En 2004, Ana Soto et Carlos Sonnenschein proposent un axe de recherche alternatif qui privilégie
la théorie du champ d’organisation tissulaire [61]. Cette théorie repose sur deux principes
fondamentaux :

— La prolifération cellulaire constitue I’état par défaut de toutes les cellules (cette caractéristique

est en totale contradiction avec la théorie des mutations somatiques) ;



— Le processus cancéreux prend son origine au niveau tissulaire. C’est une perturbation des inter-
actions entre cellules du tissu stromal et cellules épithéliales d'un organe qui conduit au cancer
[64]. Dans cette théorie, le cancer est vu comme un probleme d’organisation tissulaire et non plus
comme un probleme lié aux genes.

En 2005, avec 'aide de Bertrand Laforge, Kupiec montre que lorsque l’expression aléatoire
des genes est sous le controle des interactions cellulaires, une organisation tissulaire est obtenue
[76]. Cette derniere résulte donc d’un équilibre entre le génome et les interactions cellulaires. Si cet
équilibre est rompu, alors le processus cancéreux peut étre initié. Selon Henry Harris, le cancer serait
plutot une maladie de la différenciation [77]. Il soutient que I’élément initiateur des tumeurs
est une défaillance d'une étape de la différenciation (Figure 1). Cette faille aboutit, si elle n’est
pas stabilisée, a une dédifférenciation des cellules en cellules souches cancéreuses qui ont, comme
les cellules souches adultes normales, un potentiel de prolifération illimitée. La perturbation de la
différenciation serait causée par une mutation qui inactiverait un gene spécifique. Il ne peut écarter

toutefois 'hypothese que d’autres mécanismes puissent intervenir.
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Figure 1 — Etapes de la différenciation de la cellule souche a la cellule spécialisée. Extrait de [77].

Les conclusions de Harris sont soutenues par Capp [79]. Pour lui, les mutations des genes
gouvernant la différenciation cellulaire ne sont pas suffisantes pour induire un cancer et supprimer
la capacité de différentiation. Il doit donc y avoir un autre mécanisme qui régit tous ces acteurs.
En 2005, il propose un nouveau modele réunissant la théorie des mutations somatiques et celle du
champ de lorganisation tissulaire [63]. Ceci est rendu possible grace & I'introduction d’un nouvel ac-
teur, le microenvironnement, qui regroupe I’expression stochastique des genes et les interactions
cellulaires [58]. Pour Capp, lors de la différenciation, les cellules souches expriment aléatoirement
des genes. Lorsqu'une cellule exprime une combinaison appropriée, les interactions cellulaires font

que cette cellule soit maintenue dans la bonne voie de différenciation. Mais, si un facteur perturbe



les interactions cellulaires, les genes reprennent alors leur expression aléatoire, ce qui aboutirait a
une dédifférenciation de ces cellules ou a une différenciation anormale. Si le micro-environnement
n’est pas rétabli, les cellules pourraient alors proliférer spontanément et de maniere anarchique, en
raison de la libération de genes stimulant la prolifération cellulaire. Sa théorie est en fait la conti-
nuité de celle sur 'onto-phylogenese de Kupiec. Ainsi, dans son livre paru en 2012 [64], Capp se fait
I’ardent défenseur de la théorie de Kupiec. Tout en répertoriant les différentes théories sur le cancer
et leurs limites, il prone que, sans une remise en question de la théorie des mutations somatiques,
le cancer restera incompris et les traitements inefficaces. Dans un article publié récemment [80], le
cancer serait le résultat de l'altération de l'activité métabolique, tel que des dommages au niveau
des mécanismes de respiration cellulaire (par exemple la sur-régulation de la glycolyse) auraient
pour conséquence une instabilité génomique (avec des mutations des genes). Il est donc de plus en
plus probant que les mutations génétiques aient certes un role dans le processus de cancérogenese
mais que celui-ci soit secondaire, I’élément initiateur de cancer serait d’une toute autre nature qui
ne semble pas encore bien définie.

Meéme si les mutations génétiques sont essentielles a la survenue d’un cancer, il ne faut pas
négliger le microenvironnement qui peut, comme nous I’avons vu précédemment, intervenir dans la
survenue d’'un cancer. Les éléments initiateurs pourraient étre de types : intracellulaires (mutations
génétiques) et tissulaires (dérégulation des interactions cellules). Une théorie regroupant ces deux
éléments, comme celle de Capp J. P., pourrait permettre une meilleure compréhension de certains
phénomenes de la cancérogenese. L'une de nos problématiques se positionne a l'interface entre les
théories alternatives suggérant un role du microenvironnement sur le développement des tumeurs
et la théorie des systemes dynamiques non linéaires. En d’autres termes, nous allons nous focaliser
sur les interactions entre les cellules tumorales et leur environnement. C’est-a-dire a la dynamique
des interactions cellulaires. Le probleme sousjacent a cette approche consiste a établir les bases sur
lesquelles la dynamique cellulaire pourrait étre évaluée et controlée, afin d’'implémenter un dispositif
électronique de la dynamique du cancer, capable d’imiter le modele d’évolution mathématique pour

un meilleur diagnostique et suivie.

1.2 Epidémiologique du cancer au cameroun

1.2.1 Généralités

Longtemps considéré comme ’apanage des pays a haut revenu, le cancer n’épargne aujourd’hui
plus I’Afrique, en particulier le Cameroun ou le nombre de nouveaux cas et de déces progresse
rapidement [80]. La transition sanitaire [81] va s’accélérer avec le changement de mode de vie. La
progression de 'espérance de vie dans de nombreux pays africains va mécaniquement amener une
augmentation du nombre de nouveaux cas de cancer. De plus, toujours touchés par les grandes
pandémies comme le sida, les pays africains vont devoir faire face simultanément a la montée des

autres maladies non transmissibles comme le diabéte, 'hypertension artérielle et autres pathologies
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cardio-vasculaires.

Le manque d’infrastructures adaptées et de personnel médical et paramédical formé, le diag-
nostic tardif, les difficultés économiques persistantes du plus grand nombre, font craindre que la
mortalité continue a augmenter parallelement a 'incidence, alors que le taux de mortalité diminue
régulierement dans les pays a haut revenu. Si on constate une certaine prise de conscience qu’une
véritable épidémie de cancers est en route, les réponses se font attendre et on ne peut que constater
que tres peu de pays africains francophones ont un plan cancer structuré et mis en ceuvre. Or il
y a urgence car, aussi bien la formation des compétences que la mise en place des infrastructures
nécessaires prennent du temps, de 5 a 10 années pour porter leur fruit.

L’incidence exprime le nombre de nouveaux cas de cancers qui apparaissent dans une popu-
lation d’individus, pendant une période de temps définie (la mortalité exprime le nombre de déces).
Dans le site web GLOBOCAN 20201, les taux d’incidence et de mortalité sont exprimés pour 100
000 habitants et sont standardisés sur ’age. Le taux standardisé sur I'age est le taux que 1’on ob-
serverait dans une population donnée si celle-ci avait la méme structure par age qu’'une population
de référence. C’est la moyenne pondérée des taux spécifiques, le poids de chacune des tranches
d’age étant son pourcentage dans la population de référence. S’agissant de GLOBOCAN 20202, la

population de référence est la population mondiale.

1.2.2 Situation Mondiale

En 2020, on comptait approximativement 19.3 millions de nouveaux cas de cancers diagnosti-
qués et 10.0 millions de déces liés a la maladie (soit 10.7% des déces) enregistrés dans le monde.
On estime que le nombre de nouveaux cas de cancer par an dans le monde devrait augmenter de
19.3 millions en 2020 a pres de 28.4 millions en 2040 [6]. Plus de la moitié des 20 millions de per-
sonnes touchées vivent dans les pays en développement ot le cancer est responsable de 5 a 10%
des déces. Les principaux facteurs a risque sont (i) les agents infectieux notamment le VIH, le virus
de I'hépatite B et le papillomavirus; (ii) le tabagisme; (iii) 'abus d’alcool; (iv) I'obésité due a une
alimentation déséquilibrée; (v) le manque d’activité physique; (vi) la pollution environnementale
et; (vii) le vieillissement de la population. Quarante trois pourcents (43%) des déces par cancer sont
associés aux cing premiers facteurs a risque sus cités. Le tableau ci-dessous donne le récapitulatif
des statistiques en 2020 [6].

L’Europe concentre 23,4% du total des cas de cancer dans le monde et 20,3% des déces dus
au cancer, alors qu’elle ne représente que 9,0% de la population mondiale. Les Amériques comptent
13,3% de la population mondiale mais concentrent 21,0% de l'incidence et 14,4% de la mortalité
dans le monde. Contrairement aux autres régions du monde, les proportions de déces par cancer
en Asie et en Afrique (57,3% et 7,3%, respectivement) sont plus élevées que les proportions de cas
d’incidence (48,4% et 5,8%, respectivement), car ces régions enregistrent d’une part une fréquence

plus élevée de certains types de cancer associés a un pronostic plus défavorable et, d’autre part, des

1. http ://globocan.iarc.fr/Pages/online.aspx
2. http ://globocan.iarc.fr/Pages/online.aspx
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taux de mortalité eux aussi plus élevés, en plus d’'un acces limité aux services diagnostiques et aux

traitements opportuns dans de nombreux pays.

Tableau 1 — Données épidémiologiques des statistiques récapitulatives par sous-ensemble en 2020 dans le monde
(source GLOBOCAN 2020).

Masculin Féminin Total
Population 3.8 milliards 4.0 milliards 7.8 milliards
Nombre de nouveaux cas de cancer 9.3 millions 10.1 millions 19.4 millions
Nombre de déces par cancer 4.5 millions 5.5 millions 10.0 millions
Projection dans 5 ans 24.9 millions 25.8 millions 50.6 millions
Top 5 des cancers les plus Poumon (14.3%) Sein (24.5%) Sein (11.7%)
fréquents a Pexclusion des Prostate (14.1%) | Colorectal (9.4%) | Poumon (11.4%)
cancers de la peau sans Colorectal (10.6%) | Poumon (8.4%) | colorectal (10.0%)
mélanome Estomac (7.2%) | Col utérus (6.5%) | Prostate (7.3%)
Foie (6.3%) Thyroide (4.9%) Estomac (5.6%)

1.2.3 Situation Africaine (Globocan, 2020)

En Afrique, les estimations restent parcellaires, puisque de nombreux pays ne disposent pas
de systemes fiables de collecte des données sanitaires. Mais sur 'année 2020, le CIRC (Centre
International de Recherche sur le Cancer) estime & pres de 1.2 millions le nombre de nouveaux cas
de cancer (incidence), et pres de 711429 le nombre de déces par cancer (mortalité) pour l’ensemble
de I"Afrique. S’agissant des projections 2040, les chiffres sont : 2,9 millions de nouveaux cas et 1.6
million de déces. L’absence de registres exhaustifs des causes de déces suggere une sous-estimation
des données sur la mortalité par cancer. Les formes les plus répandues chez les hommes étaient : le
cancer du sein (16.8%), du col de I'utérus (10.6) ; de la prostate (8.4%), du foie (6.4%), du colorectal
(6%).

Tableau 2 — Données épidémiologiques des statistiques récapitulatives par sous-ensemble en 2020 en Afrique (source
GLOBOCAN Afrique 2020).

Masculin Féminin Total
Population 669.9 millions 670.8 millions 1.3 milliards
Nombre de nouveaux cas de cancer 475753 633456 1.2 millions
Nombre de déces par cancer 323883 387546 711429
Projection dans 5 ans 868639 1.3 millions 2.2 millions
Top 5 des cancers les plus Prostate (19.6%) Sein (29.5%) Sein (16.8%)
fréquents & 1’exclusion des Foie (9.5%) Col utérus (18.5%) | Col utérus (10.6%)
cancers de la peau sans Colorectal (7.2%) | Colorectal (5.1%) Prostate (8.4%)
mélanome Poumon (7%) Foie (4%) Foie (6.4%)
Lymphomes non Ovarien (3.8%) Clorectal (6%)
hodgkiniens (5.9%)
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Les autres formes de cancers représentent 51.9%. Cette tendance est accentuée par :

— La croissance et le vieillissement de la population, I'urbanisation ainsi que les changements du
mode de vie qui vont induire une augmentation rapide de I'incidence.

— L’absence de mesure préventive, le retard au diagnostic, le manque d’agents de santé formés a la
cancérologie, I'insuffisance d’établissements et de matériels dédiés qui font que, si des mesures ne
sont pas prises rapidement, la mortalité par cancer va continuer a progresser au méme rythme
que l'incidence.

Meéme si 'incidence des cancers est aujourd’hui plus faible en Afrique que dans le reste du
monde ?, la mortalité par cancer est proportionnellement plus élevée en Afrique qu’ailleurs dans le

monde. Les cancers représentent déja entre 10 et 20% des pathologies sur le continent africain.

1.2.4 Situation camerounaise (OMS 2014 ; Globocan Cameroun 2020)

L’incidence annuelle serait de 20745 nouveaux cas et la prévalence est estimée a 40 mille ma-
lades. Le registre du cancer de Yaoundé estime la mortalité ajustée selon 1'age a 13199 déces (5648
hommes/ 7551 femmes). Les formes les plus répandues de maniere générale sont le cancer du sein
(20.1%), du col de I'utérus (13.4%), de la prostate (10.6%), du Lymphomes non hodgkiniens (7.9%),
du sarcome de caposi (6%). Les autres formes de cancer représentent 42.1% et les lymphomes consti-
tuent la forme la plus fréquente chez les enfants. L’age moyen des patients au diagnostique est de 45
ans. Plus de 80% des cas sont diagnostiqués a un stade avancé de la maladie et la plupart décedent
dans les 12 mois qui suivent le diagnostic. Les itinéraires thérapeutiques complexes et multiples
expliquent I'allongement des délais de diagnostic et de prise en charge spécifique. Ces itinéraires
alternent parfois des parcours conventionnels, le recours aux charlatans sous couverts de guérisseurs
ou d’églises. Ces modalités expliquent la proportion élevée (>70%) de patients pour lesquels la seule

option thérapeutique est palliative.

Tableau 3 — Données épidémiologiques des statistiques récapitulatives par sous-ensemble en 2020 Au cameroun
(source GLOBOCAN Cameroun 2020).

Masculin Féminin Total

Population 13.3 millions 13.3 millions 26.6 millions
Nombre de nouveaux cas de cancer 8510 12236 20745
Nombre de déces par cancer 5648 7551 13199
Projection dans 5 ans 15611 24295 39906

Prostate (25.7%)

Sarcome de

Top 5 des cancers les plus Sein (34.1%) Sein (20.1%)

fréquents a ’exclusion des
cancers de la peau sans

mélanome

kaposi (10.2%)
Lymphomes non
hodgkiniens (9.7%)
Foie (9.1%)
Colorectal (5.6%)

Col utérus (22.6%)
Lymphomes non
hodgkiniens (6.6%)
Ovarien (3.6%)
Col utérus (3.6%)

Col utérus (13.4%)
Prostate (10.6%)
Lymphomes non

hodgkiniens (7.9%)

Sarcome de
kaposi (6%)

3. http ://globocan.iarc.fr/Pages/online.aspx
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1.3 Cancérogénese

1.3.1 Agents conduisant au développement d’un cancer

Agents initiateurs : Ils induisent une lésion définitive de ’ADN. Souvent, ces agents car-
cinogenes sont activés par des réactions métaboliques. Nous avons par exemple : les carcinogenes
chimiques, les virus, les radiations.

Agents promoteurs : Ils favorisent I’expression d'une lésion génétique, préalablement induite
par un agent initiateur. Ils n’induisent pas de lésions de ’ADN. Le temps écoulé entre I'initiation
et 'apparition des tumeurs est réduit en présence d’agents promoteurs. Nous avons par exemple :

les hormones, les esters de phorbol, la nutrition déséquilibrée.

1.3.2 Genes de la cancérogenese
» Oncogeénes

Il correspond a l’ensemble des facteurs et des mécanismes a l'origine des cancers ou tumeurs
malignes. Ces genes renferment a eux seuls toutes les informations pour l'activité transformant
et sont des formes altérées de genes normaux d’origine cellulaire, les proto-oncogenes, capturés
par les rétrovirus au cours de leur réplication. Les proto-oncogenes sont conservés dans toutes les
especes (de l'insecte a 'homme) et jouent un role essentiel dans des étapes clés de la régulation
de I'embryogénese ou de la croissance cellulaire ou tissulaire. Ces genes normaux lorsqu’ils sont
remaniés ou sur exprimés, ils deviennent des oncogenes (c-onc). Ils peuvent induire l'apparition
et le développement d’'une tumeur [82]. Les oncogenes sont schématiquement classés : en genes

immortalisant codant pour des protéines nucléaires se liant a ’ADN et en genes transformant.

» Geénes suppresseurs de tumeur

Les genes suppresseurs de tumeur (ou anti-oncogenes) sont des inhibiteurs de la croissance
cellulaire. L’inactivation du produit de ces genes par perte de fonction biallélique se traduit par
I’absence d’un signal de non-prolifération cellulaire : il s’agit d’'une perte de fonction. Le premier
gene suppresseur de tumeur décrit est le gene Rb du rétinoblastome. Le gene suppresseur de tumeur
le plus souvent impliqué est la TP53, avec des mutations somatiques dans de tres nombreux cancers
et des mutations germinales dans le syndrome de Li-Fraumeni. Les oncogenes et genes suppres-
seurs de tumeur codent pour des protéines qui interviennent dans les grandes fonctions cellulaires :

signalisation, prolifération, différenciation, cycle, apoptose.

» Geénes de maintien de l’intégrité

Des agents pathogenes (rayons X, UV, hydrocarbures) peuvent entrainer des lésions ponc-
tuelles de ’ADN (cassure d’un brin, délétion, mutation d’une base). Les geénes de maintien de
Iintégrité codent pour un complexe multifonctionnel capable de surveiller I'intégrité du génome
(MSH2, MSHG6.). En cas d’anomalies, différents systemes de réparation sont mis en place (BRCA1,
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rad50, MLH-1). S’ils échouent, la cellule 1ésée meurt par apoptose. L’altération des 2 alleles de ces
genes conduit a une susceptibilité accrue aux cancers, par instabilité génétique (accumulation de
mutations conduisant a l'activation d’oncogénes ou a linactivation d’anti-oncogenes). Des muta-
tions impliquant ces trois familles de genes sont présentes dans la majorité des cancers. Ces lésions
peuvent étre d’origine environnementale, sous I'effet notamment d’agents initiateurs, ou au contraire

d’origine génétique.

1.3.3 Les mécanismes du cancer

La cancérogénese se construit aujourd’hui, grace a de nombreuses expériences menées des le
début des années 1940 [83, 84]. C’est un processus multi-étapes (Figure 2) [85, 86]. Cette conception
correspond a 'une des nombreuses théories sur le cancer; elle est nommeée théorie multi-étapes de
la cancérogenese. Elle est formulée en 1957 grace a Armitage et Doll [87] et ne comprenait a cette

époque que deux étapes (initiation et promotion).

Agents chimiques \
CONVERSION
INITIATION PROMOTION ks
Rayons X Jg . E— .- .- '
Cellule Cellule Lésion Tumeur
Virus initiale initiée précancéreuse maligne

Figure 2 — La carcinogenése vue comme un processus multi-étapes. Extrait de [81].

La modélisation du processus de cancérogenese a été améliorée au fil des années pour compter

aujourd’hui les quatre étapes suivantes :

» La phase d’initiation

Une cellule saine subit une ou plusieurs mutations génétiques sous 'influence d’agents carcino-
genes génotoxique dit initiateurs et qui est irréversible. Ces mutations ne sont pas éliminées par les
mécanismes de réparation de ’ADN : on dit alors que cette cellule est initiée et échappe au controle
normal de la division cellulaire. Cette étape résulte de I'altération du génome, du changement des
séquences d’ADN en géne, du changement de la structure du chromosome et du changement du
nombre de chromosomes : la mutation ne peut pas étre éliminée si les mécanismes de réparation ont

échoué.

» La phase de promotion : stade avasculaire

La cellule initiée va proliférer grace au mécanisme de la division cellulaire, pour former un
amas de cellules tumorales bénignes (la tumeur est bien délimitée et les cellules les composants ne

peuvent pas se détacher). Cette prolifération se trouve accélérée par des mutations sur des genes
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controlant le cycle cellulaire. Cette phase n’est rendue possible que s’il y a intervention d’'un agent
promoteur capable de stimuler la prolifération ou de désorganiser le tissu (par exemple en perturbant
les jonctions cellulaires, ce qui va perturber I'intégrité tissulaire) [88]; Une telle tumeur ne mesure
que quelques millimetres et n’est que rarement décelable par I'imagerie médicale. Les cellules a sa
périphérie, en contact avec le milieu sain ou I'oxygene ne manque pas, se divisent en permanence. Ces
cellules sont dites proliférantes, par opposition aux cellules quiescentes qui ont stoppé leur division
faute d’oxygene et de nutriments. En effet, la duplication du matériel génétique nécessite beaucoup
d’oxygene et les cellules proliférantes sont de grandes consommatrices d’oxygene et de nutriments
(Figure 3).

o - —_— —
cellule cancéreuse

tumeur structurée en couche

cellules : [ prohférantes [ quiescentes Il nécrosées

Figure 3 — Evolution schématique d’un amas de cellules cancéreuses en phase promotion. Extrait de [81].

» La phase de conversion : le stade vasculaire

Dans cette phase généralement appelée phase clinique, les cellules a l'intérieur de la tumeur
bénigne subissent de nouvelles mutations qui vont les rendre malignes. Certaines des altérations
génétiques ou épi génétiques acquises par les cellules tumorales vont leur permettre de migrer et
d’envahir d’autres tissus au cours de la phase de progression. En effet, lorsque la tumeur consomme
la quasi-totalité des nutriments disponibles, elle cherche comment augmenter son apport pour pour-
suivre sa croissance. Pour cela, elle va encourager 'organisme a produire de nouveaux vaisseaux
sanguins pour lirriguer directement. Ce processus de création de néo-vaisseaux est appelé angio-
genese (Figure 4). 1l s’agit d’'un mécanisme complexe [89, 90|, suite & des mutations génétiques.
De telles mutations constituent un des éléments caractéristiques de bien des types de tumeurs ma-
lignes. Ces facteurs vont entrer en compétition avec d’autres facteurs, dits anti-angiogéniques,
naturellement présents dans I'organisme ou sécrétés en réponse a la présence anormale de facteurs
pro-angiogéniques. Cette compétition est complexe et fait intervenir de nombreuses molécules. Tou-
tefois, il semble quune protéine appelée VEGF *, sécrétée par la tumeur, soit le facteur clef. Sa
concentration dirige I'angiogenese [89]. Pour cette raison, la plupart des modeles (et ce sera le cas
du nétre) se limitent a ce facteur a 'exclusion de tout autre. Les facteurs pro-angiogéniques sécrétés
par la tumeur finissent par prendre le dessus et vont stimuler les cellules endothéliales a proximité.

Ces dernieres sont les constituants des parois des vaisseaux sanguins, on en trouve disséminées

4. VEGF pour vascular Endothelial Growth Factor
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dans tout 'organisme. Puisque les vaisseaux sanguins se développent vers la tumeur, ce stade du

développement est appelé la croissance vascularisée.

Figure 4 — Evolution de la vascularisation d’une tumeur (angiogenese). Extrait de [82].

» La phase de progression : ’invasion métastatique

Grace a I'angiogenese et a la rupture des mécanismes d’adhésion avec leurs voisines, les cellules
malignes vont se détacher et entrer dans les vaisseaux sanguins pour aller coloniser des tissus situés

a des endroits différents du corps humain, formant ainsi des métastases (voir Figure 5).

Principales étapes de la formation d'une métastase

b. Prolifération/ c. Décollement/
angiogenése invasion

s T Interaction avec les
Lymphatique, plaquettes. les lym-

3. Tumeur primitive d. Embolie/circulation

'-‘EH?IIJIIQS: phocytesnet d'autres
capiiiaires composants sanguins
. Arrét au niveau
. f. Adhésion a la d" Transport
* ; i un organe
e. Extravasation paroi vasculaire rg
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Créabon d'un micro-
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environnement W
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—
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*Epanchement d'un liquide organique dans les tissus, par lésions de la paroi de I'organe ol il est contenu normalement.

Figure 5 — Schématisation de la formation de métastases. Extrait de [82].
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Toutefois, cette étape n’aboutit a la formation de métastases que sous certaines conditions. En
effet, la cellule colonisatrice doit se détacher de ses voisines, pénétrer dans un vaisseau sanguin ou
lymphatique en franchissant la membrane du vaisseau, puis en sortir, et, enfin, survivre dans un
milieu étranger.

Souvent la phase de conversion n’est pas dissociée de la phase de progression : la cancérogenese
est alors un processus en trois étapes ou la phase de progression tient une place importante. Au
cours de la carcinogenese, les cellules cancéreuses, au travers des différentes mutations touchant

leurs ADN, acquierent des caractéristiques qui les distinguent des cellules saines (Figure 6).

maintien des signaux prolifératifs échappement aux suppresseurs de tumeur

déregulation metabolisme énergétique immuno-&vasion

resistance mort cellulaire

hotentiel replication illimite
programmee I P

instabilité génétique et mutation

néo angiogenese invasion tissulaire et métastatique

Figure 6 — Caractéristiques essentielles d’une cellule cancéreuse. Extraire de [92].

1.3.4 Le micro-environnement tumoral

Le micro-environnement est constitué d’une matrice extra cellulaire (MEC), de différents types
cellulaires et de molécules (cytokines, facteurs de croissance). Lorsque 'homéostasie tissulaire est
respectée, ce micro-environnement est un inhibiteur de tumeur, mais en 1’absence d’homéostasie,
ce tissu promeut la propagation des cellules tumorales et prend le nom de micro-environnement ou
stroma tumoral [91]. Au cours de la cancérogenese, les actions des composants du stroma sont
modifiées au profit des cellules tumorales et de leur prolifération. Ainsi, le micro-environnement
est un acteur clé de la propagation tumorale (que nous allons détailler par la suite). La modifica-
tion du stroma tumoral touche plus particulierement les fibroblastes et les cellules immunitaires.
Des fibroblastes associés aux cancers retrouvés dans le stroma tumoral favorisent la prolifération
cellulaire, la néo-angiogenese tumorale et le phénomene de métastase [92]. Ils ont donc une action
pro-tumorale. Des membres de cette famille, les myofibroblastes sont responsables de la sécrétion
de metalloprotéases matricielles qui vont dégrader la MEC et faciliter la migration des cel-
lules tumorales [93]. L'infiltration du stroma tumoral par les cellules immunitaires est un éveénement
normal qui peut conduire a I'arrét de la progression tumorale. Mais le plus souvent, les cellules pé-
nétrant dans le stroma ont perdu leur fonction effectrice (immuno-évasion) et la croissance tumorale
n'est pas affectée [94]. Ainsi, la majorité des lymphocytes infiltrant la tumeur sont des Ly,.,. Ces
cellules pro-tumorales inhibent les fonctions effectrices des lymphocytes T cytotoxiques, des cellules

dendritiques, des macrophages et des Natural Killer (NK) [94]. Les macrophages associés a la
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tumeur?® qui sont des macrophages M2 sont responsables de la propagation tumorale au travers
de leur fonction immuno-suppressive et pro-angiogéniques. L’action (pro- ou antitumorale) des cel-
lules dendritiques dépend de la composition du micro-environnement tumoral. Lorsque le stroma est
immuno-suppressif, les cellules dendritiques peuvent perdre leur fonction de présentation de I’anti-
gene et ne pas activer les cellules immunitaires, ce qui empéche la réponse immunitaire adaptative
[94]. Le recrutement des cellules myéloides suppressives dans le micro-environnement tumoral
entraine la perte de la fonction effectrice des lymphocytes T et des NK. Les MDSC produisent
des facteurs pro-angiogéniques, elles facilitent la différenciation des LT'C' D4 en Ly, et induit les
macrophages M2.

Cette liste non-exhaustive des modifications pouvant toucher les cellules du stroma tumoral
montre bien que le micro-environnement tumoral est un élément majeur intervenant dans la crois-
sance tumorale. La prise en compte du micro-environnement dans la compréhension de la croissance
tumorale est donc essentielle. Ainsi, la croissance de la masse tumorale est indissociable de son

stroma.

1.4 Les traitements

L’objectif premier des traitements contre le cancer est la guérison complete des patients et si cela
est impossible, de stopper 'évolution de la tumeur [95]. Ainsi, les traitements sont continuellement
développés et améliorés afin d’obtenir de meilleurs résultats quant a la guérison des patients et a

leur qualité de vie. Ces thérapies peuvent étre classées en trois grandes familles :

1.4.1 La chirurgie

C’est un traitement local consistant en I'exérese de la tumeur ainsi que des tissus sains et gan-
glions voisins. Cette résection large a pour but de ne laisser aucune cellule tumorale. Historiquement,
la chirurgie a visée curative, consistait en une large incision sur la zone d’intérét, ceci permettant
d’insérer les instruments dans la paroi [96]. De nombreux progres ont été réalisés et aujourd’hui
d’autres méthodes sont utilisées. Pour les cancers se développant dans la cavité abdominale, la la-
parotomie peut étre remplacée par la ccelioscopie. La laparotomie consiste en une large incision de
la paroi abdominale alors que lors d’une ccelioscopie, trois a quatre incisions minimes sont réali-
sées. Elle permet une récupération post-opératoire plus rapide, une diminution des complications

post-opératoires (éventrations) et de la douleur [97].

1.4.2 La radiothérapie

Elle correspond a une irradiation locorégionale de la zone tumorale par des rayonnements ioni-
sants tels que les photons, des émetteurs 3~ ¢, ou a7 [98]. Ces rayonnements peuvent étre administrés

par des voies externes (faisceaux de rayons émis par un accélérateur de particules le plus souvent

5. TAM pour Tumor Associated Macrophages
6. Les émmeteurs S~ sont des noyaux radioactifs qui ont un surplus des neutrons et qui émettent spontanément des électrons.
7. Les émmeteurs a sont des noyaux lourds et instables qui se désintégrent en émmettant deux noyaux d’hélium appelés particules o
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linéaires) et dirigés vers la tumeur. Le principe est d’utiliser la capacité destructive différentielle des
rayonnements ionisants sur les cellules tumorales en limitant I'irradiation des cellules saines. L’ob-
jectif est alors de détruire un maximum de cellules tumorales tout en conservant aussi intactes que
possible les cellules saines avoisinantes. La radiothérapie étant efficace sur les cellules en prolifération,
elle touche préférentiellement les cellules tumorales qui ont un taux de prolifération plus élevé que les
cellules saines. Elle provoque des altérations sur ’ADN des cellules. Ces altérations, si elles ne sont
pas réparées, conduisent la cellule vers I'apoptose. La radiothérapie peut avoir une visée curative ou
palliative. Elle peut étre utilisée seule ou en association avec une autre technique (chimiothérapie,
chirurgie, hormonothérapie). La radio-immunothérapie en est un exemple. C’est une forme de
radiothérapie interne utilisant un anticorps monoclonal qui va reconnaitre un antigene exprimé par
les cellules tumorales, couplé a un radionucléide (émetteur de photons de quelques kilo électronvolts
ou émetteur de positons). Une autre méthode de radiothérapie externe, I’hadronthérapie, utilise
des faisceaux de particules lourdes telles que les neutrons, protons ou noyaux d’atomes (par exemple
le carbone). Le rayonnement peut également étre administré par voies internes par la méthode de
la curiethérapie, qui consiste en I'implantation dans les tissus tumoraux de billes, fils ou aiguilles
radioactifs. La curiethérapie peut s’appliquer dans le traitement d’un cancer de la prostate ou de

I'utérus.

1.4.3 Les traitements médicamenteux
» L’importance du systéme immunitaire et de I’'immunothérapie

Les immunothérapies deviennent rapidement une composante importante des approches a volets
multiples en cours de développement pour traiter certaines formes de cancer. L'immunothérapie vise
a renforcer la capacité naturelle du corps a combattre le cancer en améliorant I'efficacité du systeme
immunitaire. L'importance du systeme immunitaire dans la lutte contre le cancer a été vérifiée en
laboratoire ainsi que lors d’expériences cliniques. Voir, par exemple, Farrar et al. (1999), O’Byrne et
al. (2000), Morecki et al. (1996), Muller et al. (1998), Stewart (1996). De plus, il est connu que ceux
dont le systeme immunitaire est affaibli, comme ceux qui souffrent du SIDA, sont plus susceptibles de
contracter certaines formes rares de cancer. Ce phénomene peut étre interprété comme fournissant
une preuve supplémentaire que le role joué par la réponse immunitaire dans la lutte contre le cancer
est essentiel. Voir, par exemple, Dalgleish et O’Byrne (2002), Cancer Research Institute (2000). Ces

traitements médicamenteux regroupent :

a) La chimiothérapie

Elle regroupe l’ensemble des traitements consistant en l'administration de médicaments dans
'organisme par voie orale ou intraveineuse®. Cette thérapie a une action cytotoxique directe sur
les cellules tumorales en les tuant ou indirectement en bloquant leurs proliférations. L’action des

agents de chimiothérapie est non spécifique des cellules cancéreuses, ce qui entraine une atteinte des

8. htt ://www.gustaveroussy.fr/fr/content /la-chimiothérapie-1
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tissus sains. Les molécules de chimiothérapie peuvent étre des agents antimétabolites qui bloquent
la synthese de 'ADN, des agents alkylants qui forment des ponts covalents sur I’ADN, ce qui
empéche la réplication de ’ADN ou antimitotique. Dans le cas du cancer pulmonaire non a petites
cellules, I'agent alkylant cisplatine peut étre utilisé [99]. La chimiothérapie est souvent associée ‘a
de nombreux effets secondaires tels que des nausées, de la fatigue ou encore une alopécie (perte de

cheveux).

b) ’hormonothérapie

Il est utilisé dans le cas de cancers dits hormono-dépendants dont les plus fréquents sont
le cancer du sein et de la prostate. Les cellules hormono-dépendantes ont une croissance qui est
stimulée par une hormone spécifique. Lors du diagnostic de ces cancers, les récepteurs pour ces
hormones spécifiques (cestrogene et progestérone pour le cancer du sein) sont recherchés sur les
cellules tumorales. Un médicament antihormone (par exemple antiestrogene) est administré pour
bloquer ces récepteurs. Contrairement aux autres traitements, I’hormonothérapie ne cible pas la
tumeur elle méme, mais son environnement. Il agit sur ce qui permet a la tumeur de croitre, c¢’est-

a-dire les hormones.

c) Les traitements ciblés

Ils cherchent a atteindre des molécules spécifiques participant a ’apparition, a la croissance et
a I’évolution du cancer tout en évitant d’agir sur les cellules saines. Les cibles les plus courantes sont
des récepteurs membranaires ou des ligands qui se lient aux récepteurs membranaires et les activent
[100]. Dans le cas du cancer bronchique, 'erlotinib est utilisée comme inhibiteur de la fonction
tyrosine kinase du récepteur du facteur de croissance épidermique (EGF pour Epidermal Growth
Factor) [101]. Les traitements anti-angiogéniques, le plus connu étant 1’ Avastin, sont un exemple de
traitements cibles [102]. Dans le cas de I’Avastin, des anticorps monoclonaux sont injectés au patient,
ils se fixent au VEGF et empéchent sa liaison avec son récepteur situé sur la cellule endothéliale.

La néo-angiogenese tumorale est inhibée, les néo-vaisseaux régressent ainsi que la masse tumorale

[103].

d) L’immunothérapie

Les preuves cliniques du potentiel de controle du systeme immunitaire de certaines tumeurs
malignes ont motivé de nouvelles recherches sur le développement d’immunothérapies et de théra-
pies vaccinales contre les cancers. Il permet de stimuler le systéeme immunitaire de 1'organisme afin
que celui-ci se défende face a la tumeur et la détruise. Ce traitement passe par I'administration
de substances secrétées normalement par les cellules saines et favorisant la réponse adaptative du
systeme immunitaire. Ces substances peuvent étre des cytokines telles que l'interleukine-2 et
I’anterféron-v, ou des anticorps monoclonaux ayant pour cibles des antigenes tumoraux. La vacci-
nation tumorale est un exemple d’'immunothérapie. Elle a pour objectif de favoriser la reconnaissance

des antigenes tumoraux par les cellules du systéme immunitaire et donc la réponse immunitaire.
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Cette technique peut étre curative ou préventive dans le cas du cancer de 'utérus a papillomavirus.
La technique d’immunothérapie qui obtient les meilleurs résultats quant a la survie des patients est
la thérapie utilisant des anticorps monoclonaux anti-PD-1 ou anti-PD-L1. Comme nous I'avons vu
précédemment, la liaison de PD-1 a PD-L1 entraine l'inactivation des lymphocytes T cytotoxiques
lors de I'immuno-évasion (voir p. 20). Cette technique vise & empécher la liaison du récepteur PD-1
présent, sur les cellules T effectrices a son ligand (PD-L1 ou PD-12) présent sur les cellules tumo-
rales (ou stromales) [104]. Les anticorps monoclonaux sont de deux types : les anticorps anti-PD-1
qui se lient au récepteur PD-1 et les anticorps anti-PD-L1 qui se lient au ligand de PD-1 [105].
L’efficacité des immunothérapies de premiere génération (IL-2, IFN) est faible, mais cette thérapie
anti-PD-1 (PD-L1) permet d’obtenir des améliorations de survie sur des tumeurs qui ne répondent

pas a d’autres immunothérapies [105].

1.4.4 La clinique

Dans leur pratique quotidienne, les oncologues sont confrontés a des questions relatives au fait
que pour chaque patient, I’évolution du cancer est spécifique : il est interpellé par des évolutions
tres variables, inattendues et souvent imprévisibles chez ses malades. Les oncologues sont donc
confrontés a l'incapacité de prédire I’évolution du cancer de leurs patients. Les techniques actuelles
se basant sur des études statistiques de survie, rendent impossibles les prédictions a ’échelle de
I'individu. Ces études statistiques n’ont d’intérét que du point de vue épidémiologique [105]. Notons
par ailleurs que nous avons pu constater lors de consultations, que les patients ne demandent que
tres exceptionnellement de telles prévisions a savoir comment mon cancer va-t-il précisément évo-
luer (survie, sites métastatiques, etc.) ? Pourquoi I’évolution d’un cancer est-elle différente selon les
individus ? Etc. les oncologues se contentent de la tendance de leur évolution clinique par rapport a
la derniere consultation, c’est-a-dire de savoir si le cancer progresse ou non. Pour prévoir 1’évolution
des tumeurs apres traitements, les oncologues s’aident de courbes de survie dites de Kaplan-Meier
[106]. Ces courbes (Figure 7) expriment la probabilité de survie d’un patient atteint d’un cancer
donné au-dela d'une durée donnée [107].

Si ces informations sont d’'une importance cruciale pour la détermination des prescriptions, elles
ne sont d’aucune utilité a I’échelle individuelle. De ce fait, I’évaluation par les modeles actuels de la
tumeur par cette méthode passe par deux limites qui expliquent les irrégularités (ou discordances)
observées en clinique :

— Les statistiques sont basées sur des lois probabilistes qui reposent, par définition, sur le fait
que, étant donné les connaissances imparfaites tant des lois gouvernant le phénomene que des
conditions initiales, il n’est pas possible d’obtenir un modele déterministe du phénomene étudié.
Les modeles actuels de I’évolution du cancer ne constituent pas une description déterministe
de celui-ci. Par ailleurs; la dynamique cancéreuse n’est pas toujours linéaire (sinon elle serait
facilement prédictible par un ou des systémes d’équations simples) ;

— Le comportement de la tumeur soumise a une irradiation n’est pas aléatoire mais déterministe :
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Figure 7 — Exemple de courbe de survie de patients traités par immunothérapie de I'impact des inhibiteurs de point

de controéle sur la qualité de vie chez les patients atteints d’un cancer du poumon a petites cellules avancées. Extrait
de [108].

I'usage des statistiques (en termes de probabilité de réponse par exemple) se heurte a ce principe.
En effet, si le hasard guidait la radiosensibilité, il y aurait beaucoup plus de fontes tumorales
spontanées, or I’hétérogénéité tumorale et les mutations rencontrées, via l'instabilité génomique
notamment, conduisent systématiquement a des avantages biologiques. Par ailleurs, les courbes
de survie s’appliquent a de larges populations d’individus et non pas a des individus donnés.
Leur utilisation est a l'origine des limites d’application qui posent probleme au quotidien dans la
pratique des oncologues.

Nous pouvons d’ores et déja affirmer que, dans de nombreux cas, prévoir 1”"évolution tumorale
et la réponse aux traitements est difficile pour l'oncologue [7, 105]. L'un de nos objectifs sera
de cerner l'origine de cette incapacité. Si nous prenons l'exemple de I’évaluation de la réponse
tumorale aux traitements par les criteres RECIST ? [109], le recensement, de pratiquement toutes les
mesures pouvant étre effectuées sur une lésion (diametres, longueur, largeur, volume, etc.) conduit au
classement du patient dans I'une des quatre catégories suivantes : réponse complete au traitement ;
réponse partielle ; maladie progressive ; maladie stable.

Ce guide permet une évaluation de la réponse de la tumeur a un traitement donné, en s’appuyant
sur des mesures réalisées a la main par les oncologues ou les radiologues, c’est-a-dire que, d’une
certaine maniere, ces mesures sont praticien-dépendantes. Ce guide ne préjuge pas du risque de
rechute, ni de I'état de guérison d'un patient, il permet seulement d’évaluer I’état d’un patient a un

instant donné et non de I’évolution de son cancer a long terme. A cela s’ajoute la variabilité inter-

9. Response Evaluation Criteria in Solid Tumors.
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patiente et I'individualité des progressions tumorales, rendant 1’évolution des cancers imprédictible
a long terme. Cette lacune dans 1’évaluation du pronostic individuel est en grande partie due a
I'utilisation depuis de nombreuses années, d’outils purement statistiques, et donc probabilistes, qui
ne prennent de surcroit en compte que des données incompletes chez des patients par définition tous
différents. Pour un patient donné, le pronostic peut se résumer a un pile ou face : en effet, et ce quel
que soit le type de cancer, le patient a toujours 50% de vivre et 50% de mourir sur une durée plus

ou moins longue.

1.5 Théorie des systéemes non linéaires : Concept cancérologique

Nous développons dans cette partie, I'idée d’une tumeur en tant que systeme dynamique et
présentons plusieurs caractéristiques de ces systemes, y compris 'instabilité locale combinée a la
stabilité globale, une propriété inhérente a la non-linéarité des circuits de régulation biochimiques ré-
gissant le destin individuel et les interactions entre les cellules tumorales ; auto-similitude a différents
niveaux ; et une forte sensibilité aux conditions initiales dans la composition et les caractéristiques
de la tumeur et de son microenvironnement. L’instabilité génétique des cellules tumorales est une
source d’instabilité représentant la force motrice ()a 1’échelle locale) qui maintient la tumeur en
fonctionnement et évoluant dans le temps, tandis que les pressions sélectives rejetant les clones
cellulaires inefficaces jouent le role d’un processus dissipatif, procurant a la tumeur une stabilité et

une robustesse globale par rapport aux perturbations.

1.5.1 Contexte des systémes biologiques : un guide rapide sur la théorie des systémes

dynamiques

Les systémes naturels sont des ensembles d’entités physiques qui interagissent entre eux [110].
La biologie, plutot que d’étre une exception, est une réalisation de cette idée : les entités biologiques
sont organisées en systemes, des protéines ou cellules en interaction a la biosphere entiere. Lorsque les
systemes biologiques deviennent structurellement complexes (par exemple, trop de protéines), leur
analyse échappe au raisonnement direct et a l'intuition, faisant de la modélisation mathématique un
outil nécessaire [111]. Il existe de nombreux exemples de modeles mathématiques. Mais, une classe
tres répandue de modeles adaptés pour comprendre les systemes biochimiques et de population
cellulaire est les équations différentielles ordinaires. Ces modeles décrivent les changements spatio-

temporels des entités biologiques en utilisant des équations dont la structure est la suivante :
ac
— = F,(C k, P). 1.1
i = LD (1)

Dans ces équations, C' sont les variables dépendantes du temps qui représentent les entités biolo-
giques dont 'évolution dans le temps est analysée (cellules ou protéines en interaction ou populations
de cellules tumorales), F; sont des fonctions des variables d’états formalisant les interactions entre
les entités biologiques (description en termes mathématiques des interactions protéine-protéine ou

cellules-cellules considérées), P sont des variables tenant compte des signaux d’entrée (stimulus
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biologique, externe au systeme analysé, mais affectant celui-ci) et k sont des parametres de vitesse
(des nombres fixes associés a des propriétés biochimiques données, qui caractérisent les fonctions
des variables d’états). Avec ce type de modele, on peut suivre I’évolution des propriétés du systeme

dans le temps comme le montre les trajectoires de la Figure 8.
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Figure 8 — Les tumeurs comme systémes dynamiques. Extrait de [189].

Dans certaines conditions, les trajectoires évoluent vers des configurations, a 1’état stationnaire
du systeme, dans lesquelles les propriétés du systeme C restent constantes (stabilité), tandis que
d’autres maintiennent le systéme en constante évolution et géneérent de l'instabilité (Figure 8B).
Lorsque les systemes biologiques sont enrichis en motifs régulateurs complexes comme les boucles de
rétroaction et les boucles directes (tableau 4), les changements des valeurs des parametres critiques
dans les systemes biologiques induisent des transitions soudaines entre les configurations stables
et instables du systeme, ce qu’on appelle bifurcation (par exemple, une mutation augmentant le
taux de prolifération cellulaire peut transformer une lésion néoplasique microscopique plutot stable
en une tumeur macroscopique en croissance ; Figure 8C. En outre, les systemes contenant plusieurs
instances interconnectées de ces motifs peuvent, dans certaines conditions, afficher un comportement
chaotique. Ce comportement est caractérisé par une sensibilité élevée aux conditions initiales, qui
rendent la dynamique du systeme irréguliere. C’est le cas, par exemple, des systeémes a rétroaction

négative a boucles multiples [112, 113]. De tels systémes doivent étre décrits et analysés en utilisant
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la théorie du chaos [114, 115]. Une configuration dynamique qui a été découverte en utilisant cette
théorie est attracteur étrange ou chaotique [116]. Un attracteur est une configuration (un ensemble

de valeurs des variables) vers laquelle le systeme évolue dans le temps (Figure 8D).

Tableau 4 — Non-linéarité dans les systémes de signalisation cellulaire. Extrait de [113].

Motifs structurels induisant une dynamique non linéaire dans la signalisation cellulaire
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Fig. B1.1 Fig. B1.2 Fig. B1.3 Fig. B1.4

Une boucle de rétroaction négative est une structure de régulation dans laquelle I'activation
d’un événement de signalisation négatif régule un processus de signalisation en amont du sys-
teme de signalisation considéré; il peut induire une homéostasie dans le systeme (capacité a
maintenir des états internes stables vis-a-vis de petites fluctuations du signal d’entrée) et/ou
une terminaison rapide du signal, mais aussi des oscillations soutenues (voir ci-dessous). Une
boucle de rétroaction positive est une structure de régulation dans laquelle ’activation d’un
événement de signalisation positive régule un processus de signalisation en amont ; il peut
provoquer une amplification du signal et une ultrasensibilité (voir ci-dessous). Etant donné
deux systemes de signalisation essentiellement isolés activés par des signaux d’entrée diffé-
renciés, la diaphonie entre eux se produit lorsque les signaux d’une voie modulent I'activité
de l'autre. La diaphonie peut étre utilisée par la cellule pour réguler I'intégration du signal.
Le retard transcriptionnel dans ’expression des protéines représente le temps écoulé entre
l'activation du gene (modulé par le facteur de transcription), la synthese et le repliement
des protéines. Un retard de transcription suffisamment important peut modifier I’équilibre

unique du systeme et induire des oscillations soutenues (voir ci-dessous).

Comportement dynamique non linéaire dans la signalisation cellulaire
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Un attracteur peut étre un point fixe stable ou un état stationnaire si en 1’absence de stimuli
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externes, le systeme reste dans cette configuration une fois qu’il y parvient. Les attracteurs peuvent
également étre des cycles limites stables, lorsque les valeurs des variables du systeme sont périodi-
quement répétées, conduisant a des oscillations auto-entretenues. Enfin, dans un attracteur étrange,
les valeurs des variables du systeme restent confinées en permanence dans une région délimitée de
tout 'espace des phases. Cependant, dans cette région, le systeme passera par le méme point plus
d’une fois. Il s’agit d'un type particulier de comportement détecté dans certains systéemes dyna-
miques non linéaires, caractérisé par deux propriétés contradictoires : d'un point de vue global, ce
sont des structures stables, mais localement, elles sont instables. De plus, les attracteurs chaotiques
présentent deux autres propriétés des systemes chaotiques : la structure fractale ou ’auto-similitude
(par exemple, certaines propriétés du systeme dans son ensemble sont similaires a celles affichées par
une partie de lui-méme), et une sensibilité élevée aux conditions initiales (par exemple, la différence
entre deux configurations similaires du systeme diverge de fagon exponentielle dans le temps). un
attracteur étrange, les processus dissipatifs globaux compensent les forces motrices locales désta-
bilisatrices et neutralisent le bruit et les perturbations pour maintenir le systeme dans un régime
global en régime permanent. Dans la nature, il existe certains cas de systemes mésoscopiques se
comportant comme des attracteurs étranges. Un exemple est celui des cellules Benard, qui appa-
raissent dans une couche horizontale plane de fluide soumis a la convection [117]. Ici, I’écoulement
turbulent se combine avec I'effet de la gravité et de la dissipation thermique pour créer des structures
globalement stables émanant d’un milieu microscopiquement instable.

Lorsque des centaines de milliers de protéines hautement interconnectées sont étudiées, les
approches conventionnelles basées sur une analyse intuitive directe et de simples expériences de
renversement perdent de leur efficacité [118]. Dans ces circonstances, la modélisation mathématique
n’est pas seulement une approche appropriée, mais plutot le choix alternatif unique pour intégrer
les connaissances antérieures, les informations de base de données, les sources de données a haut
débit diverses et étroitement connectées et les hypotheses biologiques [119]. Ces modeles a grande
échelle sont un outil parfait pour étudier la diaphonie entre différents systemes de signalisation non

envisagés auparavant, ou pour lesquels aucune configuration expérimentale n’est disponible [120].

1.5.2 L’instabilité locale dans les tumeurs et instabilité génétique

Certains auteurs indiquent que l'instabilité génétique pourrait étre une condition préalable au
développement des tumeurs [121]. Ce processus induit des changements rapides dans le paysage
microscopique de la tumeur, y compris une succession clonale rapide des cellules tumorales [122].
C’est une source d’instabilité permanente, altérant la composition tumorale au niveau microsco-
pique et enrichissant de variabilité génétique le micro-écosysteme de la tumeur. Ainsi, I'instabilité
génétique des cellules tumorales est la traduction biologique de 'instabilité locale trouvée dans les
attracteurs étranges (Figure 9). Gonzalez-Garcia et ses colaborateurs [121] ont combiné les données
du génotype unicellulaire des microdissections laser tumorales et de la modélisation mathématique

pour montrer que l'instabilité génétique et les phénotypes mutateurs fournissent une source d’hé-
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térogénéité tumorale, mais aussi que 'hétérogénéité spatiale générée dans la tumeur est maintenue

avec le temps.
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Figure 9 — Les tumeurs comme systémes avec instabilité locale et stabilité globale. Extrait de [189].

D’un point de vue mésoscopique, les tumeurs sont des structures robustes et durables qui
fonctionnent extraordinairement bien en ce qui concerne les perturbations environnementales. Ce-
pendant, I'instabilité génétique et la succession clonale rapide, caractéristiques du cancer, rendent les
tumeurs microscopiquement instables et sujettes a la variabilité génétique dans les cellules tumorales
qui les composent. Vera et ses collaborateurs [123] ont utilisé une modélisation & plusieurs niveaux
pour montrer comment les tumeurs hétérogenes, composées de cellules tumorales avec différentes
signatures génétiques (cellules rouges, bleues et grises) évoluent avec un certain mécanisme, ce qui
les rend résistantes a la chimiothérapie. A Déchelle mésoscopiques, ces tumeurs sont des structures
robustes résistantes a la thérapie (figure de gauche). Au niveau microscopique, les forces sélectives
induites par la thérapie modifient radicalement la composition de la tumeur, éteignant les popula-
tions de clones non résistants (lignes bleues et grises) tout en offrant la possibilité de proliférer vers
des populations de cellules tumorales de chimiorésistance (ligne rouge).

Les pressions sélectives opérant sur la communauté des cellules tumorales génétiquement hété-
rogenes jouent le role de processus dissipatifs. L’hypoxie, le manque de nutriments ou de facteurs
de croissance, les signaux apoptotiques naturels ou liés a la thérapie, lorsqu’ils operent sur la com-
position tumorale hétérogene, éliminent les cellules contenant des génotypes inefficaces, favorisent

les clones bien adaptés et canalisent la microévolution tumorale. La conséquence de ces proces-
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sus évolutifs rapides qui se produisent dans la tumeur est que d’un point de vue mésoscopiques
et global, les tumeurs fonctionnent extraordinairement bien en ce qui concerne les perturbations
environnementales, y compris les thérapies, et sont donc des structures stables et robustes a longue
durée de vie. Cette capacité des tumeurs a persister malgré 'instabilité interne (génétique) et les
perturbations externes (étude immunitaire, thérapie, charge métabolique) est I'une des principales
caractéristiques des tumeurs qui explique le succes limité des approches actuelles de thérapies an-
ticancéreuses [124]. De notre point de vue, c’est U'instabilité génétique locale et la stabilité globale
persistant dans des tumeurs qui caractérisent les tumeurs insolubles (Figure 9). L’adaptabilité aux
microenvironnements changeants, qui a été observée dans les tumeurs, est similaire a la capacité des

systemes se comportant comme des attracteurs étranges a persister malgré de fortes perturbations.

1.5.3 Une origine plausible pour un comportement chaotique.

La dynamique des tumeurs est régie par des boucles de régulation imbriquées qui jouent leur
role a différentes échelles d’organisation, de la signalisation intracellulaire a la communication de cel-
lule a cellule et a I'interaction tumeur-stroma. Les motifs régulateurs non linéaires que 1’on trouve
souvent dans les tumeurs comprennent les boucles de rétroaction positive et négative, ainsi que
les boucles de rétroaction cohérentes et incohérentes [125, 126]. Pour ne citer qu'un exemple de
ces boucles controlant la dynamique tumorale, des boucles de rétroaction positive, des structures
régulatrices non linéaires qui peuvent induire une amplification du signal et une multistabilité,
apparaissent dans les tumeurs au moins a trois niveaux organisationnels différents : les voies de
signalisation intracellulaires, la cellule a la communication cellulaire au sein de la tumeur et I'in-
teraction tumeur-stroma (Figure 10). La littérature contient des preuves de nombreux systemes
de régulation de la signalisation dans lesquels une protéine régule de maniere transcriptionnelle ou
post-transcriptionnelle 'activité et ’expression d’une protéine en amont a la maniere d’une boucle
de rétroaction positive. Par exemple, Alla et ses collaborateurs [127] ont découvert que le facteur de
transcription E2F1 active I'expression d’EGFR, un récepteur de la membrane plasmique en amont
de la cascade de signalisation favorisant la stabilisation et I'activité d’E2F1. Dans certaines tumeurs,
la surexpression d’E2F1 déclenche sa propre amplification de signal a travers ce circuit.

La dynamique des tumeurs est régie par des boucles de régulation imbriquées jouant leur
role a différentes échelles d’organisation, de la signalisation intracellulaire a la communication de
cellule a cellule et a l'interaction tumeur-stroma. C’est le cas des boucles de rétroaction positive,
qui apparaissent dans les tumeurs a au moins trois niveaux organisationnels différents : les réseaux
de signalisation intracellulaire de la tumeur, la communication de cellule a cellule au sein de la
tumeur (communication intra-tumorale) et l'interaction entre la tumeur et son microenvironnement
(communication tumeur-stroma).

Les cellules tumorales peuvent sécréter des facteurs de croissance et d’autres cytokines d’une
maniere autocrine positive en boucle de rétroaction, favorisant sa propre activation cancérigene et

celle des cellules cancéreuses environnantes [128, 129]. Par exemple, Halterman et ses co-auteurs
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Figure 10 — Tumeurs en tant que systémes intégrés par une pléthore de boucles de régulation interconnectées et a

plusieurs niveaux. Extrait de [189].

[129] ont découvert que la dérégulation du facteur de transcription Ets-1 favorise la sécrétion du
facteur de croissance transformant o (TGF«) dans une variété de lignées cellulaires cancéreuses. Le
TGFa est un facteur de croissance diffusible qui favorise la prolifération des cellules tumorales in
vivo et une croissance autonome en culture et, lorsqu’il est sécrété par les cellules tumorales, induit
une boucle de rétroaction positive autocrine. A Téchelle supérieure d'un niveau dans la structure
tumorale, les cellules tumorales peuvent émettre des signaux chimiques visant a reconfigurer leur
microenvironnement et a recruter des cellules non cancéreuses, qui a leur tour sécretent des fac-
teurs de croissance et des cytokines favorisant la croissance, la survie et/ou 'agressivité des cellules
cancéreuses qui les appellent [130-132]. Ce type d’interaction tumeur-stroma interposée par les cyto-
kines répond aux exigences pour étre considéré comme une boucle de rétroaction positive paracrine.
Tsuyada et ses collaborateurs [131] ont découvert que les fibroblastes associés au cancer produisent
et sécretent des niveaux plus élevés de CCL2, une chimiokine qui stimule I’auto-renouvelement des
cellules cancéreuses et des cellules souches cancéreuses. Alors que l'expression de CCL2 nécessite
lactivation préalable de la signalisation STAT3 dans les fibroblastes par des cytokines sécrétées
par le cancer, le systeme fonctionne comme une boucle de rétroaction positive interposée par les
chimiokines.

Ensemble, cette multiplicité de motifs régulateurs non linéaires a plusieurs niveaux peut étre
lorigine réelle du comportement chaotique hypothétique ici : il est connu que des systemes com-
plexes contenant plusieurs boucles de régulation non linéaires interconnectées peuvent, dans cer-
taines conditions, afficher un comportement chaotique [133]. C’est le cas des systémes de rétroaction
négative non linéaires a boucles multiples, dans lesquels la perturbation de parametres spécifiques du
systeme peut transformer des oscillations périodiques en un comportement chaotique [112]. Concep-

tion expérimentale.
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1.5.4 Cancer comme systeme dynamique a forte sensibilité aux conditions initiales.

Une autre propriété clé des attracteurs étranges détenus par les tumeurs est la forte sensibilité
aux conditions initiales : de petites différences dans les caractéristiques de deux tumeurs presque
identiques (par exemple, traits génétiques, composition tumorale ou microenvironnement) peuvent

conduire a des propriétés et a un comportement futur sensiblement différent (Figure 11).
Forte sensibilité aux conditions initiales

Pression sélective
{médicament génotoxique)

T R g o

Taille tumorale (a.u)

ol I
o 10 20

C, C [ 30
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Figure 11 — Forte sensibilité des trajectoires tumorales aux conditions initiales. Extrait de [189].

Cette divergence entre des tumeurs similaires augmente en fait avec le temps, ce qui indique que
plus le temps est long, plus le comportement d’'une tumeur par rapport a une tumeur similaire est
imprévisible. Ce serait le cas lors de la comparaison d'une tumeur de patient avec un modele de tu-
meur similaire. Ce comportement est une conséquence directe de ’existence de nombreux systemes
de régulation non linéaires imbriqués opérant dans la tumeur a différentes échelles d’organisation.
La multistabilité dans les réseaux régulateurs régissant les cellules tumorales se résume a la na-
ture non linéaire des interactions cellule a cellule tumorale et a la communication tumeur-stroma,
pour créer une forét dense de trajectoires divergentes pour les tumeurs qui étaient initialement
génotypiquement et phénotypiquement similaires. A 'origine de cette sensibilité, nous retrouvons
la synergie entre l'instabilité génétique locale et les pressions sélectives globales. Ce qui fait de
petites différences initiales dans le génotype et la composition des tumeurs capables de provoquer
une évolution tumorale divergente rapide, une mauvaise précision du pronostic et 'inefficacité des
thérapies anticancéreuses proposées a long terme. Il est montré que de petits changements dans la
composition d'une tumeur hétérogene, justifiés en termes de génotype des circuits de signalisation
critiques, peuvent changer radicalement le sort de la tumeur lorsqu’un traitement médicamenteux
génotoxique est appliqué [123].

De petites différences dans les caractéristiques de deux tumeurs presque identiques peuvent
conduire a des propriétés et a un comportement futur sensiblement différent. Cette divergence entre
tumeurs similaires augmente en fait avec le temps : plus le temps est long, plus le comportement

d’une tumeur par rapport a une tumeur similaire est imprévisible.La Figure 11 présente la dyna-

31



mique de deux tumeurs (77 et T3) avec une composition presque identique (deux sous-populations de
cellules tumorales, C et Cy avec des propriétés différentes concernant la chimio-sensibilité). Lorsque
les T7 et T, sont soumis a une pression sélective (stress génotoxique), la différence de composition
initialement négligeable entre eux s’amplifie rapidement dans le temps (dans la tumeur T3, la po-
pulation initialement négligeable de cellules chimio-résistantes Cy augmente). Ainsi, les tumeurs
initialement presque identiques ont des destins totalement différents (le stress génotoxique abolit

Ty, tandis que T; survit et se développe encore).

1.5.5 Théorie contre observation

La conception d’un modele mathématique d’un systeme biologique est régie par le besoin de
distiller le comportement essentiel du systeme et le besoin de répondre a des questions spécifiques sur
ce systeme. Dans notre cas, nous souhaitons développer un modele de croissance tumorale mettant
en évidence certains phénomenes observés cliniquement et portés dans la littérature. Le modele que
nous développons et qui repose sur la combinaison de certains des aspects les plus utiles des modeles
existants, présente en fait le comportement qualitatif que nous souhaitons reproduire, notamment

le Phénomeéne de Jeff et la dormance tumorale.

» Phénomeéne de Jeff

Le phénomene de Jeff est une oscillation temporelle cliniquement observée de la taille de la
tumeur, apparemment non synchronisée avec ’administration de la chimiothérapie. Chez certains
patients, la tumeur continue a se développer apres le traitement et, peu de temps apres la fin
du traitement, sa taille commence a diminuer. Ces réponses asynchrones ne résultent pas de la
pharmaco-résistance, comme certains pourraient le penser. En fait, cela produit I'effet qualitatif
souhaité en provoquant des oscillations de la taille de la tumeur dont la phase et la période changent

avec le temps.

» Dormance tumorale

Un autre phénomene d’intérét actuel pour les cliniciens est la dormance de la tumeur. Il existe
des preuves cliniques selon lesquelles une masse tumorale peut disparaitre, ou du moins ne plus
étre détectable, puis réapparaitre sans raison apparente pour atteindre une taille mortelle. Les
mécanismes et le comportement de ce phénomene ont été et continuent d’étre étudiés du point
de vue de la modélisation clinique et mathématique. De nombreuses études cliniques ont montré
le lien étroit qui existe entre les effets du systeme immunitaire et la dormance tumorale. Il a été
montré que les cellules T Lyt — 2%, L3T4 — T semblent jouer un role de médiateur de I'immunité
antitumorale contre la leucémie a cellules B (DL811) chez des souris DDD en le maintenant dans un
état dormant. Il est également montré dans la littérature que, la dormance tumorale a long terme
ne peut s’expliquer que par les mécanismes de défense de 1’hote. Les effets du systeme immunitaire
et la maniere dont les mécanismes immunitaires pourraient conduire a des oscillations de la taille de

la tumeur et a la dormance ont également été étudiés. De tels phénomenes se prétent volontiers a
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une analyse dynamique des systemes, car ils indiquent une sensibilité aux conditions initiales : une

des caractéristiques du chaos.

1.6 Modélisation de croissance tumorale

Par biologie des systemes cancéreux, nous saisissons le sens d’une approche interdisciplinaire,
qui vise a comprendre les interactions entre les composantes d’une cellule, entre les cellules, et leur
interaction avec I'environnement, dans le contexte du cancer. C’est une approche par laquelle les
questions biomédicales sont abordées en intégrant des expériences dans des cycles itératifs avec la
modélisation mathématique, la simulation et la théorie. La modélisation n’est pas le but final, mais
un outil utilisé pour accroitre la compréhension du systeme, pour développer des expériences plus
dirigées, et enfin développer l'aspect technologique par la conception d’un dispositif électronique
pour permettre des diagnostics plus rapides et des prédictions. La croissance tumorale est un pro-
cessus complexe impliquant de nombreux types cellulaires qui interagissent les uns avec les autres,
les unes pouvant favoriser, restreindre ou ne pas influencer le développement des autres. Il existe

plusieurs types d’interactions comme décrit dans le tableau 5 :

Tableau 5 — Interactions théoriques entre deux espéces.

— 0 +
— Compétition Amensalisme Contramensalisme
0 Amensalisme Neutralisme Commensalisme
+ | Contramensalisme | Commensalisme Mutualisme

Toutes ces interactions conduisent a des populations qui évoluent avec le temps. Comme tout
systeme écologique, une tumeur est donc un systeme dynamique non linéaire dont il est possible
de modéliser la croissance par des équations différentielles. C’est 1’échelle a laquelle ces interactions
sont décrites qui va conditionner la forme des équations retenues pour décrire I’évolution du sys-
teme. En effet, la tumeur peut étre considérée au niveau subcellulaire ou moléculaire, cellulaire et
tissulaire (macroscopique). Avec le développement de la modélisation mathématique des croissances
tumorales, de nombreuses revues de ces modeles ont été faites. Chacune d’entre elles traite de fagon
différente les modeles et se concentre sur un aspect de la modélisation. La modélisation tumorale
peut étre abordée du point de vue historique [134], multi-échelle [135], spatiale ou non [136], continue
ou discrete [137] et retardé [138]. Dans notre cas, nous nous intéresserons a l'interaction entre les
divers composants du microenvironnement tumoral, principalement aux modeles prenant en compte
les populations de cellules hotes en plus de celles des cellules tumorales et immunitaires. Nous dis-
cuterons également le cas de quelques modeles incorporant une composante thérapeutique. Chacun
des modeles discutés dans cette section, méme s’il n’est pas parfaitement en accord avec le modele
que nous voulons développer, met en lumiere un élément que nous utiliserons par la suite pour la

création de notre modele.
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1.6.1 Littérature liée au modele mathématique

Le modele mathématique utilisé dans ce travail, tel qu’introduit dans la sous-section 1.6.2,
trouve ses racines dans le document Nonlinear Dynamics of Immunogenic Tumors : Pa-
rameter Estimation and Global Bifurcation Analysis, publié en 1994 [139]. Dans cet article,
Kuznetsov et al. ont présenté un modele mathématique de la réponse du systeme immunitaire a la
croissance d’une tumeur par la génération de cellules T (globules blancs cancérigenes). Ils 'ont fait
en modifiant les modeles existants pour qu'’ils correspondent aux données expérimentales recueillies
pour le lymphome, avant d’estimer les parametres sur la base de ces données. Cet article est la base
sur laquelle les modeles ultérieurs ont été formulés, en partie en raison de sa capacité a modéliser
avec précision des phénomenes cliniques tels que la dormance tumorale.

Quatre ans aprés Owen et Sherrat [12] publient, en 1998 un modele sur lequel nous focalisons
notre attention et qui est, a notre connaissance, le premier modele de croissance tumorale impliquant
les cellules hotes, donc 'environnement tumoral. Ce modele est consacré aux effets inhibiteurs des
macrophages (dus & leur activité cytolytique) durant la phase avasculaire de la croissance tumorale ;
I’objectif de ce travail était d’obtenir les parametres déterminant les effets de 'infiltration tumorale
macrophagique dans le développement précoce de la tumeur. Ce modele, initialement composé de
cinq équations différentielles ordinaires, décrit la dynamique temporelle des interactions entre la
tumeur et les macrophages. Pour simplifier I’analyse dynamique, le systeme est réduit a trois équa-
tions décrivant 1’évolution des densités de macrophages, de cellules mutantes et de cellules normales.
Par la suite, un flux de molécules améliorant la réponse immunitaire est ajouté au modele initial
et 'analyse de stabilité des points singuliers est refaite. L’étude de ces deux systemes montre que
la réponse immunitaire, via ’activation des macrophages, ne peut pas stabiliser I’état normal lors-
qu'un petit nombre de cellules tumorales est introduit. Les macrophages sont incapables d’éliminer
les cellules tumorales sans une intervention extérieure (comme par exemple une immunothérapie).
L’une des applications de cette étude aurait été d’obtenir la thérapie optimale pour un cas donné.
Ce premier modele nous conforte dans l'idée qu’'un systeme d’EDO assez simple, mettant en jeu
trois populations cellulaires que sont les cellules hotes, tumorales et immunitaires nous permettrait
d’avoir une compréhension de certains mécanismes intervenant dans la phase de croissance tumorale
avasculaire, tels que I'impact de I'environnement sur la croissance tumorale ou I'immuno-évasion par
exemple.

Trois ans apres Owen et Sherrat, De Pillis et Radunskaya étendent le modele en incorporant
la chimiothérapie [13]. Les mécanismes d’interactions entre les populations se rapportent a de la
compétition et donc a de I'écologie des populations. La chimiothérapie est incorporée au modele
par le biais de la théorie du controle. L’utilisation de cette théorie permet d’obtenir la thérapie
optimale permettant aux cellules tumorales de rester en-dessous d’un seuil rendant le patient sain.
Les outils utilisés forcent le systeme a converger vers un état stable sain et si possible pendant
une longue période. Ce modele a pour objectif de simuler qualitativement le phénomene de Jeff

[140] et d’identifier des protocoles permettant d’améliorer les chimiothérapies pulsées. Une analyse
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dynamique plus poussée de ce systeme est réalisée en 2003 [32]. L’analyse réalisée en 2003 nous
montre que l'utilisation des outils de la théorie des systemes dynamiques est possible sur ce modele
et que toutes les informations relevant de la dynamique du systeme n’ont pas été extraites. Ce
systeme mettant en présence les trois populations cellulaires qui nous intéressent semble reproduire
des comportements observés en clinique. Le fait que ce modele traite le cancer comme un systeme
de populations cellulaires en compétition et non comme un systeme proie-prédateurs le rend d’un
grand intérét pour la suite de notre travail.

En 2005, Sarkar et Banerjee [141] publient un modele déterministe d’équations différentielles
ordinaires se concentrant sur les populations de cellules tumorales et immunitaires. Ce modele,
construit comme un systeme proie-prédateur, a été développé pour simuler la régression spontanée
et la progression tumorale. Les cellules tumorales sont considérées comme les proies, les cellules
immunitaires (lymphocytes T, macrophages ou Tueuses Naturelles cytotoxiques) comme les préda-
teurs. Les prédateurs peuvent étre dans deux états : actifs ou inactifs. Seules les cellules immunitaires
actives peuvent tuer les cellules tumorales, et les cellules inactives sont converties en cellules ac-
tives avec un certain taux. Pour simuler la régression de la croissance tumorale, une composante
stochastique, sous la forme d’un bruit blanc est ajoutée au modele. Cette perturbation stochastique
peut étre vue comme un traitement. L’analyse de stabilité de ce modele montre que la régression
spontanée pourrait étre vue comme une atténuation des fluctuations de la population de cellules tu-
morales. La composante stochastique de ce modele permet 1'obtention de valeurs seuils en-dessous
desquelles la population de cellules tumorales est controlée par les cellules immunitaires actives.
Ce modele, qui ne prend pas en compte les cellules hotes, met en lumiere des résultats pertinents
quant & la compréhension de la croissance tumorale avec ou sans traitements (régression tumorale
et controle). Notre modele, dont la premiere partie est de reproduire la croissance tumorale sans
traitement, devra lui aussi aboutir a ces mémes conclusions sur la régression tumorale que celles
observées en clinique.

En 2006, De Pillis et Radunskaya [142] publient un modele de croissance tumorale avasculaire
qui associe populations cellulaires (tumorales et immunitaires) et traitements (vaccins, chimiothéra-
pie et immunothérapie). Dans ce modele, I'accent est mis sur le systéme immunitaire, indispensable
a la production de phénomenes observés cliniquement tels que la dormance tumorale et les oscilla-
tions tumorales. Il se présente sous la forme d’un systeme de six EDO, qui est réduit a quatre lorsque
les effets des traitements ne sont pas considérés. Les populations cellulaires mises en présence sont
les cellules tumorales, les Cellules Tueuses, les lymphocytes TC' D8 et les lymphocytes circulants.
A ceci s’ajoute deux équations reflétant la concentration sanguine en molécules de chimiothérapie
(ou vaccins) et d’immunothérapie. Les cellules hotes sont absentes de ce modele. L’analyse de ce
modele est réalisée a I'aide de parametres provenant d’études expérimentales sur la souris et d’es-
sais cliniques sur I’Homme, bien que nous pouvons nous interroger sur la pertinence qu’il peut y
avoir a comparer des résultats utilisant des parametres estimés chez la souris avec ceux estimés chez
I’homme. En effet, ces parametres peuvent varier de plusieurs ordres de grandeur entre la souris

et 'homme [143]. Le systeme a quatre équations possede deux points singuliers; celui sans tumeur
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est instable et celui associé a la présence de cellules tumorales est stable. Pour que le point sans
tumeur devienne stable, il faut agir sur les valeurs des parametres. Ceci peut étre réalisé a 1’aide des
traitements qui seront alors qualifiés d’efficaces si la stabilisation est observée. L’utilisation seule de
la chimiothérapie permet de réduire la masse tumorale (pour se rapprocher du point singulier sans
tumeur) mais lorsque celle-ci est arrétée, une tumeur indétectable peut reprendre sa prolifération et
atteindre le point singulier tumoral stable. Combiner la chimiothérapie a la vaccination, qui permet
de changer la stabilité du point singulier sans tumeur, permettrait d’éliminer la tumeur. Ainsi, il
est montré qu'une combinaison de différentes thérapeutiques est plus efficace pour éradiquer une
tumeur. Bien que se focalisant sur la thérapeutique, ce modele (tout comme ceux développés précé-
demment) montre que les cellules immunitaires permettent d’observer un comportement chaotique
lors des simulations. Cette population cellulaire (sous forme de lymphocytes T CD8+) est donc in-
dispensable pour observer certaines évolutions lentes de tumeur comme nous le verrons au Chapitre
3.

En 2010, un systeme d’équations différentielles ordinaires pour 1’étude des interactions entre
les cellules tumorales et les lymphocytes C D41, Thl et Th2, est développé afin de retrouver des
résultats obtenus expérimentalement sur la souris [15]. En effet, chez des souris immunocompétentes,
il est montré que les lymphocytes Th2 sont capables d’éliminer une tumeur de la peau produite par
des lignées cellulaires de mélanomes, alors que les lymphocytes T'h1 ne le peuvent pas. Pour retrouver
ce résultat, les auteurs ont modélisé les interactions entre les populations de cellules tumorales, de
lymphocytes C'D4", et des cytokines responsables de ces interactions. Ces cytokines sont de type 1
(provenant des T'hl, par exemple 'interleukine-2, I'interféron-v) et de type 2 (provenant des Th2,
par exemple les interleukines—4, —5, —13). En partant de ce modele, d’autres cellules immunitaires
sont ajoutées au systeme : les granulocytes. Ces cellules sont recrutées par les lymphocytes C'D4"
et se dirigent vers le site de I'inflammation, c’est-a-dire la tumeur. Deux types sont considérés, les
neutrophiles recrutés par les lymphocytes Thl et les éosinophiles par les lymphocytes Th2. 11 est
montré que seul le recrutement des éosinophiles permet de diminuer, voir d’éliminer, la tumeur ;
ce sont donc les lymphocytes Th2 qui permettent, indirectement d’éliminer la tumeur. Ce systeme
d’équations différentielles ordinaires permet ainsi de retrouver des comportements observés chez la
souris, mais ces conclusions sont en désaccord avec ce qui a été obtenu par ailleurs [144]. Malgré
le fait que les conclusions de cet article soient en contradiction avec d’autres travaux, il n’en reste
pas moins qu'il reproduit des comportements observés in vivo (ici chez la souris). Ce modele nous
montre que les résultats de nos travaux devront étre confrontés a des résultats observés en clinique.

Des modeles plus complexes ont été également proposés. Ils prennent en considération un grand
nombre de populations de cellules immunitaires et de cytokines. Prendre en compte plusieurs po-
pulations immunitaires permet de modéliser les différentes étapes de la réponse immunitaire. Le
modele de Robertson-Tessi, El-Kareh et Goriely [145] se présente comme un systeme a douze EDOs
modélisant 'étape de présentation de I'antigene a la cellule immunitaire et 'effet de 'immunosup-
pression sur la croissance tumorale. Dans ce modele, neuf types cellulaires (les cellules tumorales

entrent en compétition avec huit types de cellules immunitaires) et trois types de cytokines (/L — 2,
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TGF — g etIL — 10) sont utilisés. Ce modele, grace a sa complexité, permet de capturer les carac-
téristiques de la phase précoce de 'immunosuppression ; toutefois, 'un de ses points faibles réside
dans I'utilisation combinée de données in vitro et in vivo provenant de 'homme et de la souris.
Cette utilisation conjointe de telles valeurs ne nous assure pas la pertinence des résultats obtenus.
Ceci nous montre que 1'étude qualitative de la croissance tumorale, méme si cela peut limiter une
confrontation quantitative avec des données cliniques, permet toutefois une compréhension détaillée
de chaque mécanisme et est a privilégier dans nos travaux.

En 2011, une analyse qualitative est réalisée sur un modele décrivant les interactions entre des
cellules normales et tumorales selon le modele de Lokta-Volterra cite30. Les cellules normales et
tumorales (toutes les cellules d'une méme population sont identiques) sont en compétition pour les
ressources et ’espace. L’analyse de ce systeme montre différentes réponses pouvant étre cliniquement
observées (régression tumorale, controle de la tumeur par le systéme immunitaire). Pour tenir compte
d’un protocole thérapeutique reposant sur une radiothérapie agissant négativement sur les deux
populations de cellules, ce qui a pour conséquence de réduire leurs taux de croissance respectifs,
les deux équations sont modifiées. L’analyse de ce nouveau systeme montre qu’en partant d’une
condition initiale reflétant la présence de cellules tumorales, il est possible de converger vers un état
stable ot les cellules tumorales sont absentes. L’analyse de ce systeme montre que 1’état initial du
patient doit étre connu avec précision avant chaque séance de radiothérapie pour régler au mieux la
dose et la période entre chaque séance, et permettre ainsi un meilleur taux de guérison. Ce modele
nous montre (tout comme celui de Owen et Serratt citel1) que prendre en compte les cellules hotes
semble indispensable dans la modélisation du processus de cancérogenese.

Bi et al. [146] ont développé un modele regroupant deux équations différentielles ordinaires avec
trois retards. Les équations différentielles ordinaires refletent ’évolution des populations de cellules
tumorales et immunitaires effectrices. Les retards (supérieurs a zéro) décrivent la durée nécessaire
a la prolifération des cellules tumorales, & la prolifération des cellules immunitaires effectrices (avec
dépendance a la croissance des cellules tumorales) et a la différenciation des cellules immunitaires
effectrices. Une analyse de la stabilité des points singuliers et des bifurcations de Hopf est réalisée.
Ce systeme, bien que composé de deux EDOs, produit des solutions aux comportements chaotiques.
Le phénomene de récidive tumorale tardive est également démontré. Ce dernier modele confirme
que la mise au point d'un modele de croissance tumorale montrant des oscillations des populations
cellulaires est fortement dépendant de la présence des cellules immunitaires et tumorales. Ce modele
nous montre également que prendre en compte le retard, semble indispensable dans la modélisation
de la croissance tumorale. L’effet du retard dans ce processus est pris en compte pour approximer
les composants dynamiques manquants tels que les signaux chimiques, la maturation médiée par
les lymphocytes B et 'activation des lymphocytes T et de prendre en compte les phases du cycle
cellulaire.

Cette étude de modeles temporels, nous montre que la modélisation mathématique de la crois-
sance tumorale passant par des systemes d’EDOs permet de simuler des comportements observés en

clinique ou biologiquement connus, tels que I'immunosuppression, la dormance tumorale, le phéno-
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mene de Jeff, la régression tumorale ou encore les récidives. Cette étude nous conforte dans le choix
d’un systeme composé de trois populations cellulaires en compétition pour notre modele. Dans notre
cas, ces populations seraient les cellules hotes (pour refléter le comportement de I’environnement
tumoral), les cellules immunitaires (sous forme de cellules cytotoxiques telles que les lymphocytes
TCD87) et les cellules tumorales (que nous considérerons toutes identiques dans un souci de sim-
plicité). Méme si de nombreux modeles prennent en compte les traitements, nous pensons qu’il
est indispensable, en premiere analyse, d’étudier la croissance tumorale sans traitement. Ceci nous
permettra de dégager des aspects qualitatifs de la croissance tumorale qui pourraient étre parasités
par la composante thérapeutique. Comme nous 1’avons vu avec le modele de Bi et al. [146], il sera
nécessaire aussi de tenir compte de I'importance du retard dans la dynamique du systeme. Il sera
aussi nécessaire de confronter les résultats de notre modele avec des cas cliniques pour s’assurer de

la pertinence de ceux-ci comme nous ’avons vu avec le modele d’Eftimie [15].

1.6.2 Formulation et description du modele
a) Hypothéses du modéle.

Dans cette étude, trois populations cellulaires seront considérées : 1'hote, représenté par H ;
immunisé, représenté par E'; et la tumeur, représentée par T'. Chacun de ces trois types de cellules
stimule leur propre croissance, alors qu’il existe également des interactions répressives entre les
cellules tumorales et les deux autres types de cellules. Un diagramme conceptuel décrivant les

interactions est présenté a la Figure 12.

Cellules hotes

i

L]

- ‘\“' '
(E\\ T\

Cellules Cellules
immunitaires tumorales

Figure 12 — Modele compartimental des interactions entre les populations de cellules hotes, immunitaires et tumorales.
Ce diagramme de fluence représente les interactions linéaires (fleches pleines) ou non linéaires (fleches en pointillés)

entre les cellules modulant la croissance de ces cellules (4 favorisant la croissance, — inhibant la croissance).

Par souci d’exhaustivité, nous décrivons ici les hypotheses du modele original. Nous devons
noter qu’il n’y a pas d’accord universel sur la dynamique sous-jacente ou les cascades précises
d’événements qui ont lieu dans le processus de réponse immunitaire. Nos hypotheses sont donc

basées sur des déclarations et des conjectures publiées ainsi que sur des suppositions raisonnables.
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e Une tumeur se développe logistiquement en l’absence de réponse immunitaire. Il s’agit d’'un modele
de croissance accepté pour les tumeurs (Britton, 2003), et est également basé sur I’ajustement
des données de Diefenbach et al. (2001).

e En 'absence des cellules tumorales les cellules hotes suivent un modele logistique.

e Le taux de mortalité supplémentaire pour chacune des cellules dii a l'interaction est régi par la
loi d’action de masse qui rend compte d’une description précise du mécanisme de réaction,
dans laquelle, chaque étape intermédiaire significative dans l'interaction cellules-cellules est

considérée.

e Réponse immunitaire : la croissance des cellules immunitaires peut étre stimulée par la présence
de la tumeur représentée par une limite non-linéaire positive et qui peuvent détruire les cellules
tumorales par un processus cinétique. Nous soulignons que la présence d'une tumeur détec-
table dans un systeme n’implique pas nécessairement que la tumeur a completement échappé a
I'immuno-surveillance active. Il est tout a fait possible que, bien qu'une tumeur soit immuno-
génique, la réponse du systéme immunitaire ne suffise pas a elle seule pour lutter completement
contre la croissance rapide de la population de cellules tumorales et son développement éven-
tuel en tumeur. En fait, il y a méme des spéculations sur le fait que toutes les tumeurs sont

immunogenes ; voir, par exemple, (Prehn 1994).

e les cellules hotes et les cellules tumorales sont en compétition pour les ressources disponibles, alors
que les cellules immunitaires et les cellules tumorales sont en concurrence comme des proies et

des prédateurs.
e La prolifération des effecteurs par les cellules tumorales s’effectue avec un retard.

Cette dynamique correspond a des especes tres compétitives. Il n’y a pas d’interaction entre
I’hote et les cellules immunitaires. Par conséquent, les cellules tumorales peuvent étre considérées
comme des concurrentes généralistes tandis que les deux autres sont des concurrentes spécialisées,

pour reprendre une terminologie souvent utilisée en écologie.

b) La description des modéles

Lors de I'étude des interactions entre les cellules immunitaires (E) et tumorales (T), il est
utile d’utiliser 'hypothese la plus générale d’un conjugué tumeur-immunitaire : C, comme étape
intermédiaire. Ceci est exprimé comme une réaction biochimique avec des constantes de vitesse de
réaction ki et k_1, a savoir

E+T % C. (1.2)

Ces conjugués peuvent subir I'une des deux réactions suivantes : la mort des cellules tumorales
ou l'inactivation des cellules immunitaires. Ces résultats peuvent étre exprimés sous la forme ci-

dessus, avec des constantes de vitesse de réaction ks et ks, a savoir

C2E+T (1.3)
CEE 4T (1.4)
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L’équation (1.3) représente la mort des cellules tumorales (avec , une cellule tumorale morte)
tandis que I'équation (1.4) représente 'inactivation des cellules immunitaires (avec , une cellule
immunitaire inactivée). Ce type d’interaction a été largement supposé dans les modeles antérieurs
[12, 13, 32, 139, 140]. On suppose que ces réactions biochimiques suivent la loi de 'action de masse,
conduisant & des dépendances linéaires sur E, T et C comme quantifiées dans 1’équation (1.7).

La production de cellules immunitaires est stimulée par la présence de cellules tumorales. Le
terme de croissance de cellules immunitaires non linéaire qui sera utilisé dans ce modele est défini

par I’équation (1.5) suivante :
dE  pET
— =———=pFEf(T 1.5
Ou p, E et f(T), representent respectivement le taux de croissance des cellules immunitaires,
les cellules immunitaires et la fonction cinétique de prolifération ou de stimulation des antigenes
tumoraux sur 'activité du systeme immunitaire. cette fonction cinétique est définie par :

T

JT) = —— (16)

Ou «, représentent la constante de rigidité des cellules cancéreuses. la fonction f(77) donnée par
I'équation (1.6) est la fonction de Michaelis-Menten.

Notons également que, 'interaction répressive entre 'hote et les cellules tumorales dépend li-
néairement du nombre de cellules hotes et tumorales. Cela est di a la concurrence pour les ressources
et 'espace dans I’environnement qu’ils occupent tous les deux. Les cellules immunitaires meurent
également naturellement avec une constante de vitesse positive de 5

En combinant ces termes dans un systeme d’équations différentielles couplées, nous trouvons
le modele telle que produite par Kuznetsov et al. [139]

dH H ~
—~:T1H (1——)—0./13HT,
dt DP1

dE ET ~
O s+ L BT — (ko + k) C —JE,
dt a+T
IT T (1.7)
—_— = 7’3T (1 — —) — klET - 6231HT + (]{3_1 + kg) C,
dt D2
dC
— =k ET — (k_1 + ko + k3) C.
dt
L’inclusion du conjugué n’est pas nécessaire lorsqu’on invoque ’approximation quasi-permanente
car il est affirmé dans [139] que les observations expérimentales motivent I’approximation : % ~= 0.

Physiquement, I'afflux de cellules immunitaires se produit tres lentement, ce qui signifie que C' =
KET,ou K =Fky (k_1+ ko + ]{33)71. En utilisant cette approximation, le systeme d’équations diffé-

rentielles peut étre simplifié pour étre examiné uniquement en H, E et T, telle que produite par De
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Pillis et Radunskaya [13]

dH H -
E = TlH <1 — —> - OélgHT,

p1
dE roT i~
— = — a3 ET — OF 1.8
& s+ a+T Q23 ’ ( )
dr T ~ ~
- = T3T (1 - —) - OéngT - O{gQET.
dt D2

Dans ces équations, aos = Kk3z et agy = Kky

> 71, ro et r3 représentent respectivement : le taux de croissance intrinseque des populations H, taux
de reproduction des populations E du a la présence de T et le taux de croissance intrinseque

de la population T. Tous exprimés par unité de temps (s71).

> by, by et a représentent respectivement : la capacité biotique des populations H, la capacité
biotique des populations T et la pente de la courbe de la réponse du systéeme immunitaire.

Tous exprimés en cellules.mi™.

> 3, (31 et aizo représentent respectivement : les parametres de compétitivité et d’interaction
entre les cellules saines et tumorales, les cellules tumorales et saines, les cellules tumorales et

les cellules du systéme immunitaire. Tous exprimés en ml.cellules™t.s71.

D> a3 Représente : la vitesse a laquelle les cellules immunitaires sont inactives, inactivitée due aux

cellules tumorales. Elle est exprimée en cellules.ml™*.
> 0 Représente : Le taux de mortalité naturel des cellules E par unité de temps (s71).

> s : L’influx constant des cellules immunitaires représentant la source des cellules immunitaires

externe au systeme.

Ce systeme d’EDOs est étudié sur un site tumoral unique : les interactions qu’il pourrait y
avoir avec les autres sites tumoraux ne sont donc pas prises en compte. Nous faisons donc le choix,
dans un premier temps, de négliger I’environnement extérieur a ce site tumoral. Cela nous amene
donc a négliger I'influx constant en cellules immunitaires s. La raison, comme expliqué dans [150],
est le fait que les cellules immunitaires sont produites comme des cellules naives, qui ne peuvent pas
montrer de réponse aux cellules tumorales a moins qu’elles n’aient été activées en présence de la
tumeur. En conséquence, le seul terme qui contribue a la production de cellules immunitaires est le
terme non linéaire qui dépend du nombre de cellules tumorales. En d’autres termes, il n’y aura pas
de cellules immunitaires produites pour combattre un type de tumeur qui n’est pas présent ; c’est
la présence de la tumeur qui induit la production de cellules immunitaires.

Le systéme que nous voulons étudier en premiére partie a la suite de [33, 150] en simulant le com-
portement de la croissance tumorale sans qu’il y ait d’intervention extérieur au micro-environnement

tumoral via des simulations numériques et la représentation électroniques telle que défini dans [33]
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est le suivant :

H H
d—~ = ’I"lH <1 — —) — &13HT,
dt D1
dE  rET  _ ~
= = — @93 ET — 0, 1.9
i Bt (1.9)
ar T ~ ~
—_— = T’3T (]_ - —) - OéngT — OéggET
D2

En raison de l'interprétation biologique des constantes, on suppose que les tous les parametres du
systeme (1.9) sont non négatifs. Par souci de commodité et pour supprimer la rigidité numérique
dans la dynamique du systeme (1.9) ainsi que la réduction des parametres, nous avons normalisé

les variables d’état en utilisant la transformation suivante :
( ) HET
T,Y,z)= RN B
Y b1 « bg
et t = rst on x,y, z désignent respectivement les populations normalisées des cellules hotes, des

cellules effectrices et des cellules tumorales. Le jeu de parametres est redéfini comme suite :

(1.10)

r1 04131)2 ro « 062352 o 0431b1 Q32(¢
r3 T3 ’7“3’52’ r3 T3 T3 T3 '

(Pl,0413,P27%0423,570431>0432) = <—> y T )

Apres cette mise a 1’échelle, le systeme est simplifié pour donner 1’ensemble final d’équations diffé-

rentielles qui régissent le modele :

T =pz(l —x) — a3z,

- _ s,
Y P27+Z Q3yz — 0Y (1.11)

Z2=2z(1-2) — azrz — agyz.

Notons que cet adimensionnement signifie que x, y et z ont des unités dans le sens ou elles sont
définies en référence aux constantes utilisées dans la mise a 1’échelle. La méme chose est vraie
pour le temps t. Avec cette compréhension, les unités arbitraires seront omises dans les graphiques
impliquant ces quantités.

Les équations différentielles couplées de ce modele peuvent étre intégrées au fil du temps pour
donner des solutions dépendant du temps pour les populations de cellules hotes, immunitaires et

tumorales mises a ’échelle.

c) Modele avec retard

Dans un deuxieme temps, un autre aspect important dans cette these est d’étudier un che-
min différent, mais tout aussi important de l'influence du retard d’information a la stimulation du
systeme immunitaire par les cellules tumorales. De toute évidence, la réaction immunitaire a la dé-
tection d’un antigene, nécessite la transmission des signaux qui déclenchent la production d’agents
immunitaires appropriés, la production de certaines cellules et protéines, etc [151]. Ainsi, cette ré-

ponse a besoin d’un certain restart de temps. Pour refléter ce phénomene, le décalage temporel dans
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la fonction de stimulus définie par I’équation (1.6) doit étre pris en compte lors de la modélisation
des processus immuno-oncologiques [152]. De plus, les cellules tumorales sécretent des cytokines im-
munosuppressives TGF—[ | prostaglandine E2, IL.-10, etc. capables de stimuler la prolifération des
cellules tumorales en se camouflant. Ainsi, I'influence de la taille de la tumeur sur la dynamique des
effecteurs n’est pas instantanée puisqu’elle résulte a la fois du transport de la signalisation intercel-
lulaire, de la maturation et de I'activation des lymphocytes cytotoxiques médiés par les lymphocytes
B [153, 154]. Ceci justifie donc 'introduction du retard dans la fonction cinétique de prolifération
des cellules immunitaires f(z). On considere dans cette these, le cas ou l'effet de la stimulation
immunitaire par les cellules tumorales n’est ni instantané ni retardé de maniere déterministe [151],
mais plutot affecté par un retard, dont la distribution est donnée par une densité de probabilité
générale K(t) : [0, oo) — [0, o0) ou 0+Oo K(t)dt =1et 0 < f0+oo tK(t)dt < oco. Ainsi, nous
remplagons dans le modele de base de I’équation (1.11), f(z) par f(w(t)) ou une autre variable w(t)
définie comme une convolution des cellules tumorales z et une fonction de distribution de retard

K(t) est introduite, dont la dynamique est donnée par

w(t):/t TOK(t - 7)dr. (1.12)

—0
w(t) dépend également des valeurs passées des variables d’état et semble plus réaliste pour de
nombreux cas de cancer ou les informations du a la présence des cellules tumorales arrivent apres
des procédures de routine assez longues (telles que les confirmations des antigénes cancéreux par
I'immunité, les retards de notification dans la transmission des informations aux cellules effectrices).
Cela permet a la fonction d’information w(t) d’avoir des valeurs retardées sur la variable z(t). Ainsi
Le modele modifié de trois variables d’état x,y et z est donné par le systeme intégro-différentiel

suivant :
T =px(l —x) — a3z,

yw(t)
v+ w(t)

Z2=2z2(1—-2) — az1xz — azyz,

Y= p2 — ag3yz — 0y,

(1.13)

t
w(t) = / 2(t)K(t — T)dr.
S
Pour former le modele (1.13), nous devons définir les conditions initiales. Du fait de U'interprétation
biologique des variables du modele, nous considérons les fonctions initiales ¢ continues et définies sur
'intervalle (—o0, 0] avec des valeurs non négatives. Cependant, les fonctions non négatives bornées
sont biologiquement pertinentes, mais pour des raisons techniques, les espace de variables bornées
dont la fonction continue n’est pas un bon candidat pour 'espace des phases (pour plus de détails

voir [155]), on définit 'espace de Banach

1
=0 et sup
IEES £€(~00,0]

Y= {(bEm:gEmoogb({f) <oo}, (1.14)
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avec une norme
1

¢(€)r€2

. pour ¢ €. (1.15)

o[, = sup
T e

00,0]

En fait, 'espace des phases 1 contient toutes les fonctions biologiquement /médicalement pertinentes.
Notons aussi que ﬁ n’est pas un choix unique de fonction qui controle le comportement des
fonctions dans (—oo, 0]. Ce choix est purement technique et n’influence pas les résultats de stabilité
[155]. Soit 1™ le sous-espace des fonctions non négatives appartenant a . On suppose que les

conditions initiales appartiennent a cet espace, c’est-a-dire

2(t) = ¢i(t), y(t) = o(t), 2(t)=¢s(t), &= (1,02 ¢3) €V . (1.16)

Utilisant les théoremes développés dans [156, 157], on trouve que la non-négativité est immédiate.

a partir de la deuxiéme équation du systéme (1.13) nous avons

P2 Jo f(w(s))ds
y(t) = %(O)W > 0.
Le cas général est assez difficile a traiter. Ainsi, nous supposons dans cette these que, le noyau de
retard K(t) appartient a une famille de distributions de probabilités ayant un role prépondérant
dans la théorie des systemes dynamiques a retards, a savoir la famille de fonction Erlangien [173]
definir par

aTL

(n—1)!

Le parametre n est appelé parametre de forme et le parametre a est appelé le parametre de taux,

Krl,q(t) = t" e quec a,t€IRT et nelINT. (1.17)

pour plus de détails, voir par exemple [151, 158]. La valeur moyenne de la densité de probabilité

d’Erlang est donnée par 7, , = 2, tandis que la variance est égale a “%. Ainsi, le retard moyen est
s a’ a )
Vv

— mesure le degré¢ de concentration du retard par rapport

égal a cette moyenne et I'écart type
au retard moyen. Dans cette famille erlangienne, le premier élément Krl; ,, est appelé mémoire et
s’estompe exponentiellement avec importance particuliere car il accorde un poids décroissant au
passé. D’autre part, le deuxieme élément Krl,, définit la mémoire erlangienne arrondie plus simple.
Plus généralement, la distribution d’Erlang a été suggérée comme une bonne approximation de la
distribution du temps de cycle cellulaire, a la suite de modeles a plusieurs étapes [159]. Notons
également que, parmi la grande famille des noyaux d’Erlang, les noyaux retard faibles (n = 1) et
forts (n = 2) ont été appliqués avec succes dans de nombreux domaines de la biologie théorique :
épidémiologie [160], épidémiologie comportementale [161], écologie des systemes prédateurs-proies
[162], prolifération des cellules souches [163], ynamique des réseaux de neurones [164], biologie
théorique des populations [165], immunologie des infections [166] et biologie des systemes [167].
Cependant, en gardant a ’esprit qu’il ne s’agit la encore que d’'une approximation de ’ensemble du
processus, nous considérons également dans cette these d’autres noyaux.

La distribution d’Erlang a une propriété remarquable : I’équation intégrale pour w(t) équivaut a

un systeme ODE linéaire supplémentaire. En appliquant I’astuce de la chaine linéaire [173], nous
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obtenons n équations linéaires supplémentaires définie par

01 (t) = a(z(t) — wi(t))

w;(t) = alw;_1(t) — wy(t)) pour i=2,...m—1 (1.18)
—w

w(t) = a(wp(t) —w(t))

En supposant la condition initiale (1.16) pour le systeme (1.13), les conditions initiales appropriées

=

pour le sous-systeme (1.18) sont les suivantes :

/ K(=s)ps3(s)ds et w;(0)=0, i=1,2..,m-1

Pour les conditions initiales particulieres mimant le montage expérimental considéré dans la simu-
lation numérique, soit z(t) = x¢ pour t < 0, y(t) = yo pour t < 0, z(t) = 0 pour t < 0 et 2(0) = 2o,
on obtient w;(t) = 0 et aussi w(0) = 0. Compte tenu de (1.18), le systeme (1.13) peut étre réduit
au systeme ODE de n + 3 équations suivant :
(i =pa(l —2) — agzzz
§= 20 e — oy
Z2=2z2(1—-2) — azxz — azyz

Wi (t) = a(z(t) — wi(t))
w;(t) = alw;_1(t) — wy(t)) pour i=2,...m—1
[ @(t) = a(wn(t) = w(t))

Ce modele peut étre considéré comme une approximation de I’équation principale de la dynamique

(1.19)

stochastique en termes de dynamique déterministe des populations cellulaires moyennes. En effet le
systeme supplémentaire (1.18) est encore une équation différentielle linéaire, bien que vectorielle, a
coefficients aléatoires, en réalité constant dans les intervalles entre deux événements stochastiques
consécutifs [168]. De plus, il présente une évolution a la fois discrete et continue, définissant ainsi
un systeme hybride qui est un processus de Markov stochastique déterministe par morceaux [169].
Notre objectif n’est pas d’étudier le processus stochastique, mais d’étudier I'influence des parametres
de densité de probabilité sur le comportement des solutions ainsi que la dynamique du modele. Nous
étudions pour le cas limite n tendant vers 'infini et considérons le cas pour n fini en un entier p tel

que 1 < n < p en insistant plus sur le cas particulier n = 1

e Il est montré dans [151] que pour de grandes valeurs de n, la distribution temporelle d’Erlang
temps vers la distribution de Dirac et le calcul de la fonction intégrale donne : w(t) = z (t — 7).
Cela implique une déviation constante de la variable z. donc le systéeme avec une distribution

de Dirac est défini par :

T =prx(l — ) — azzez,

. yz(t —7)
Y pQ’y n z(t — 7_) Qa3Yz Y, ( 0)

Z2=2z(1—-2) — azxrz — ayz.
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avec des conditions initiales : ¢ = (1, 2, @3) définies dans l'espace

Si ={p € S([-7,0],1R}) : (&) = ¢1(8), y(&) = ¥2(8), 2(§) = w1 ()} (1.21)

Ol\l? 901(5) Z 07 5 S [_7-7 0]7 Pi Z 07 1= 17 27 3 et Y= {@17 P2, 903} € S([_T7 0]7[Ri) l’espace
de Banach de toutes les fonctions continues dans la région [—7, 0] — IR? , avec une sous-norme
appropriée et IR3 = {(x,y,2z) : >0,y >0, z>0}

e L’autre cas limite est pour n = 1, une densité de probabilité exponentielle, qui peut étre considérée,
grosso modo, comme 'opposé du retard discret, car il est caractérisé par un mode nul et est
positif pour tout 7 > 0. De plus, une loi exponentielle modélise la durée de vie d’un phénomene
sans mémoire, ou sans vieillissement, ou sans usure : la probabilité que le phénomene dure au
moins 7 + ¢ jours sachant qu’il a déja duré ¢ jours sera la méme que la probabilité de durer 7
jours a partir de sa mise en fonction initiale. En d’autres termes, le fait que le phénomene ait
duré pendant ¢ jours ne change rien a son espérance de vie a partir du temps ¢t. Dans ce cas
(1.13) est représentée par un systeme de 4 ODE suivant :

T =px(l —x) — ajzrz,
yw

2 — azyz — 0y,
Ttw (1.22)

Z2=2z(1—-2) — azxz — azyz,

y=p

w=a(z —w).

Les méthodes mathématiques, numériques et analogiques (théories expérimentales) ainsi que les
différents outils de caractérisations des états dynamiques nécessaires a ’analyse des modeles décrits
par les systemes (1.11), (1.20) et (1.22) sont décrits et présentés au chapitres 2 et les résultats au

chapitre 3

1.7 Problématique

Le fait que la biologie n’ait pas réussi a appréhender parfaitement 1’évolution des cancers a
permis d’ouvrir les portes a la physique et a une approche par la théorie des systemes dynamiques.
Ainsi, la question pourquoi le cancer peut étre résumé en disant qu’il existe des aspects fonda-
mentaux de la dynamique multicellulaire que nous ne comprenons tout simplement pas a I'heure
actuelle. En effet, sur les cent dernieres années, les contributions de la physique et des systemes dy-
namiques a la compréhension des phénomenes biologiques ont été nombreuses : les cancérologues et
les biologistes se tournent aujourd’hui vers les physiciens pour comprendre la dynamique du cancer
et, par conséquent, mieux le controler [174]. Ceci est en parfaite adéquation avec la logique qui est
de comprendre pour agir et non pas 'inverse. En revanche, il n’y a pas encore d’étude de la linéarité
ou non de la dynamique de la croissance cellulaire tumorale prenant en compte I'influence des mul-
tiples cellules non tumorales et le retard dans la prolifération des cellules immunitaires effectrices

stimulées par la tumeur. La radiosensibilité d’une tumeur cancéreuse dépend pourtant beaucoup
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de la population de cellules normales stromales, immunitaires, etc. Ces cellules peuvent moduler la
radiosensibilité de la population tumorale. En effet, il a été montré in vivo que la réponse tumorale
a la radiothérapie est aussi liée a la sensibilité des micro-vaisseaux et du retard (issues du stroma).

En radiobiologie, plus particulierement, cette approche des systemes dynamiques non linéaires
pourrait étre intéressante pour quantifier la radiosensibilité tumorale au-dela du modele quadra-
tique via la modélisation des interactions et dynamiques cellulaires par des modeles plus globaux
en interaction compétitives, soumis a une irradiation qui sont des modeles déterministes chaotiques.
Les développements en cours ont pour objectifs, premierement de vérifier biologiquement in vi-
tro les données théoriques (par exemple, via des modeles de cultures cellulaires tridimensionnels)
et, deuxiemement en clinique humaine d’étudier la dynamique tumorale apres radiothérapie et la
modulation de cette dynamique avec des parametres non tumoraux (poids, état général, variables
biologiques, etc.).

Bien str qu’au-dela du défi intellectuel pur sur le cancer, il y a l’aspect technologique de la
physique qui peut contribuer au traitement du cancer. Mais, nous ne pouvons pas nous arréter
avec le séquencage du génome; il y a des problemes beaucoup plus profonds dans le cancer qui,
espérons-le, céderont le pas a de nouvelles technologies qui en sont encore au stade de la formation.
Un autre aspect de la physique qui ne s’est pas completement déplacé dans le monde du cancer est la
croissance hautement quantitative et prédictive de notre capacité a créer des modeles sophistiqués
pour comprendre la croissance et la dynamique des cellules cancéreuses en mutation sous stress,
a la fois mécanique et métabolique. Bien que les défis soient grands, en principe, la modélisation
mathématique et électronique pourrait étre utilisée pour contribuer a un traitement personnalisé
des cancers, couplé au développement de technologies de pointe. Il serait aussi, question a partir des
circuits électroniques, de concevoir et réaliser un circuit électronique capable de simuler les états et

phénomenes de la croissance tumorale décrite par I'analyse mathématique.

Conclusion

Ce chapitre a servi de cadre a la revue de littérature et exposé la problématique de cette these.
Dans la premiere partie de ce chapitre, nous avons défini et présenté la théorie du cancer pour avoir
une idée sur l'origine des comportements imprévisibles des cancers. L’épidémiologie au Cameroun,
la cancérogénese et les différentes phases de traitement sont brievement présentées. Les concepts de
la théorie des systemes dynamiques que nous avons présentés nous offre des schémas plus riches et
correspondant mieux a ’expérience de la maladie et semblent permettre une description pertinente
de la croissance tumorale et des irrégularités que 1’on retrouve en clinique et non dans les modeles
classiques. On a pu voir également qu'une multitude de modeles de croissance tumorales ont été
mis en place apres les travaux innovants de Kuznetsov et al. Chacun d’entre eux traitant de facon
différente les modeles en se concentrant sur un aspect de la modélisation. Ensuite, nous avons décrit
explicitement les 2 modeles de la croissance tumorale qui font ’objet de ce travail. Tous ces points

nous ont permis de ressortir la problématique a résoudre dans cette these.
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Chapitre 2

MATERIELS ET METHODES

Introduction

Dans ce chapitre nous présentons les différents outils d’analyse théorique, numérique et analogique
ainsi que les logiciels qui seront utilisés pour nos investigations dans cette these. Dans un premier
temps, nous présenterons d’abord les méthodes analytiques qui nous permettront de déterminer
les états d’équilibre biologiques du modele ainsi que leur stabilité. Ensuite, nous développerons les
formalismes mathématiques qui nous permettront de prouver les éventuelles bifurcations locales
pouvant apparaitre lors des interactions entre les différentes populations cellulaires de la croissance
tumorale. Par la suite, nous présenterons également les outils d’analyses numériques décrite par
les algorithmes de Newton-Raphson et Runge-Kutta. Nous présentons les outils de calcul pour la
caractérisation des états dynamiques du modele de tumeur proposé. Par la suite, nous présenterons
les opérateurs analogiques permettant la réalisation du circuit électronique et enfin nous présenterons

les logiciels comme outils de simulation des résultats obtenus.

2.1 Meéthodes analytiques

Dans cette these, les propriétés de base des équations différentielles ordinaires (ODFE) décrivant la
dynamique des différents modeles de cancer proposés est un sous ensemble de la théorie des systemes
dynamiques. Ces systemes peuvent aussi étre discrets ou a dérivées partielles et sont en général non
linéaires. Leur étude impose la maitrise des outils mathématiques relevant de ’analyse des systemes
d’équations différentielles non linéaires tels que la recherche des points d’équilibre et leur stabilité.
Ces derniers seront étudiés de maniere approfondie en utilisant les méthodes de Cardan, Ferrari,

Routh-Hurwitz et du commutateur de stabilité.
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2.1.1 Points fixes

On appelle systéme dynamique, un systeme (physique) représenté par un ensemble de n équations

différentielles munies de conditions initiales et structuré de la maniére suivante
X =F(X,a,t),

X(0)=X. 21)

Ou X est le vecteur vitesse de variables d’états de dimension n, X est un vecteur de variables d’états
de dimension n, F un vecteur de fonctions scalaires des variables X de dimension n aussi,  un
vecteur de parametre de dimension p, et t la variable libre du probleme qui est souvent le temps.
X est le vecteur des conditions initiales (valeur de X & ¢ = 0). Suivre la dynamique du systeme,
correspond a observer 1’évolution du vecteur X dans un espace vectoriel £ appelé espace des phases.
L’application qui fait passer un vecteur de € a un autre au cours du temps est appelé flot [175].
D’une facon générale, on appelle points d’équilibre ou encore points fixes, I’ensemble des points
X = (x1, xo, xn)T pour lesquels la vitesse est nulle. En d’autres termes, le systeme n’évolue plus
dans le temps et les solutions sont stationnaires. Cet état est déterminé en supposant que toutes les

dérivées temporelles sont nulles. Un point d’équilibre est donc défini par les relations suivantes

Xy g dm_dve o di
dat U T T e T T

Lors de la recherche des points d’équilibre, on peut aboutir a une équation de dégrée 3. Dans ce cas

=0. (2.2)

on est amené a utiliser la méthode de Cardan pour trouver les solutions réelles. Cette méthode est

explicitée dans le paragraphe suivant.

2.1.2 Méthode de Cardan

La méthode de Cardan, proposée par Jérome Cardan en 1545, est une méthode de résolution des
équations polynomiales du troisieme degré. En effet, soit un polynome du troisieme degré avec des

coeflicients réels.
P(X)=X*+AX*+BX +C =0. (2.3)

En utilisant la transformation de Tchirnhauss pour éliminer le coefficient devant X2 en posant :

X=7+ %, elle se ramene a une équation de la forme
Q(Z)=2Z°+pX +q=0. (2.4)

Avec p=B — %2 et q=0C— % + %. Il suffira de calculer les racines de ) pour obtenir celles de
P(X). La méthode de Cardan permet d’obtenir des expressions appelées formules de Cardan, qui
donnent les solutions de ’équation (2.4) en fonction de p et ¢ et par conséquent celle de I’équation
(2.3)
e Formules de Cardan

Nous présentons les différentes situations selon le signe du discriminant de Cardan donné par

I'expression : A = 4p? + 27¢>.
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— Si A >0, le polynome P admet une seule racine réelle donnée par :

NS A 2 3\ 2 A
Y S (A Y B _
X_<2+<4+27)>+<2 (4+27)> 3

— Si A <0, le polynome P admet 3 racines réelles qui sont :

i

(a
Il
/Ix
IS
+
/|\
NS
|
l\'>|’@
|
~

[ I
e N———
=
= +
|
N
|
/I\
N
|
l\'>|’t3
J| w
~
[V
~__—
w
|
el

1
2 3 % 8 2 3\ 2 A
q q p q q p
X, = 21 _ 4 I R 4 I R .
° J(2+‘](4 27)>+‘]<2 ‘](4 27) 3’
avec
3 g
J:—§+j\/7_:623, ]2:—1
Soit
1 2 A
X, = 2—]—9003 —arccos _3_q —§ + ﬂ - =, k=1,2,3.
_3 3 2pV p 3 3
— Si A =0, le polynome P admet 2 racines réelles dont une est double, qui sont :
3 A
Xl - _q )
P 3
3 A
Xo=Xs=:C- %
2¢g 3

Cette méthode sera utilisée pour trouver les points d’équilibre et étudier leur stabilité.

2.1.3 Stabilité des systemes dynamiques

La stabilité d’un systeme dynamique d’équations différentielles non linéaires s’étudie autour des
points fixes. La méthode consiste a déterminer leur propriété de stabilité locale. Si un point fixe est
stable, alors le systeme dynamique est stable autour de ce point.

Le principe de base de la méthode repose sur la linéarisation du systéeme non linéaire décrit autour

du point d’équilibre en considérant des variables locales :
u(t) = X(t) — Xe. (2.5)

Pour linéariser, on recherche le systeme d’équations qui gouverne le vecteur wu(t) en faisant une

approximation du premier ordre au voisinage du point d’équilibre :
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(. 0F, 0F, 0F;
t 1( ) + 81’1 w1€UI + 6372 xQSUQ + + 8% xneu
OF: OF: OF:
UzZFz(Xe)+—2 Ut | Ut |,
axl Tie 81'2 T2e al‘n Tne (26)
OF, OF, OF,
.n = Fn Xe te n:
\ Y ( )+ 8%1 xleUI 61’2 xgeuz + * (‘3xn zneu
Avec 1; = 9 i:123...,n

dt ’

n
Soit u; = Y Fi(Xe) + Z o luj ou les dérivées partielles sont calculées au point d’équilibre.

En utilisant les relatlons définissant le point d’équilibre, c’est-a-dire F;(X.) = 0 pour i € [1,n]
, apres substitution des coordonnées locales dans les équations (2.6) et en négligeant les termes

d’ordre supérieurs a 1 dans le développement de Taylor, nous obtenons le systeme linéarisé suivant :

Z 820] = Au,, (2.7)

avec
ox ox
aF 1 n
A= : : 2.8
{5%} . ' (28)
oz Oxn X,
La matrice des dérivées partielles que nous notons A = [gF } i € [1,n],j € [1,n] s’appelle la

matrice Jacobienne. En écologie, cette matrice est souvent appelée matrice de communauté lorsque
les variables x; désignent des abondances de populations.
Les solutions de ce systeme linéaire dépendent des valeurs propres de cette matrice A, solutions de

I’équation caractéristique
det (A— X)) =0. (2.9)

qui est un polynome de degré n. Rappelons qu'un polynome de degré n a coefficients réels admet

au plus n racines réelles et que si A est une racine complexe alors son complexe conjugué A est

également une racine. La condition de stabilité du point d’équilibre porte sur les n valeurs propres

A, de cette matrice Jacobienne

Théoreme 1 :

— X (T1e, Toey - - - Tpe) est asymptotiquement stable <> Yk, R(A\g) < 0, ot R(\g) est la partie réelle
de la valeur propre \i,. Pour avoir la stabilité asymptotique, il faut et il suffit que toutes les valeurs
propres de la matrice du systeme linéarisé soient a partie réelle négative.

— Xe (16, Toe, - -+, Tpe) est un point d’équilibre instable si au moins une des valeurs propres de la
matrice A est a partie réelle strictement positive.

Pour un systeme de dimension 4, I’équation caractéristique s’écrit sous la forme suivante :
P(A) =M+ a1 X* 4+ ax)* + ash + as = 0. (2.10)

Cette équation peut étre résolue analytiquement par la méthode de Ferrari
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2.1.4 Méthode de Ferrari

La méthode de Ferrari imaginée et mise au point par Ludovico Ferrari (1540) permet de
résoudre par radicaux les équations du quatrieme degré, c’est-a-dire d’écrire les solutions comme
une combinaison d’additions, soustractions, multiplications, divisions, et racines carrées, cubiques
et quartiques constituée a partir des coefficients de I’équation. Elle fournit pour les quatre solutions,
sous une apparence différente, la méme formule que celle des méthodes ultérieures de Descartes
(1637) et de Lagrange (1770).

a) Principe de la méthode

On ramene d’abord 1’équation (en translatant la variable de fagon a éliminer le terme de degré

3) a une équation de la forme :

& +p& +gl+r=0. (2.11)

Le point central de la méthode consiste a remplacer ensuite le monéme &, par le polynéme (&3 + ,u)2 —
2ué? — p?, paramétré par p, et & trouver une valeur de p convenable, qui permette d’écrire £ +
p€2 + ¢ + r comme une différence de deux carrés donc, via une identité remarquable, comme un

produit de deux polynomes du second degré.

b) Mise en ceuvre

posons A = § — 4L, il vient que

(=) o (=) o= 3 o= ) oo
4

3a? a3 a 3a? 3a? a3 a, a?
PRI . PR G 3 30 301, a1 2 0y
S T TRl O e T § Bl s S T

a1as
“+ ay =0

4

3a? a3 aja at  aja asa?
<:>£4—|—(a2——1>§2+(—1— 12+a3> - -2 gy

+»a3§-—

8 8 2 256 4 16
&+ p+qla+1r=0

4
a;

“3_M+a etr————m—i—%—i—a
2 3 — T 256 4 16 4

ay
8
— Si ¢ =0, équation (2.11) est bicarrée et on la ramene au second degré en posant £2 =Y.

3a%
Avecp=ay — =g+, q=

— Supposons ¢q # 0, il existe un nombre réelle u tel que le monome £* peut s’écrire sous la forme
d’un polynéme (&, + p)* — 2u€? — p? Cest-a-dire €4 = (& + p)* — 2u&% — p2. 11 vient que (2.11)

s’écrit :

Eplagt+r=0 & (C+p)’ -2 — P +p+g+r=0
o (Erp) - Cu-p)E g -t +r=0
<

(E+pu) —[Cu—p)€E —g€+p>—r] =0
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Soir le polynome P () = (2u — p) €2 — g€ + pu* —r. Le calcul du discriminant de ce polynome est :
A=q>—402u—p)(u*—r)=—8ud+4pu*+ 8ru — 4pr + q. Pour que P (£) soit un carré parfait,
il faut que A = 0, ce qui conduit a une équation du 3™¢ degré, dite équation résolvante :

81 — dpp® — 8rpn 4 dpr — q = 0, (2.12)

la racine double de P (&) est & = ;- Il s’en suit que

__q
2(2p—p

2
q
P (&) =2n—p) (5— —) 7
2(2pu—p)
avec 21 # p. Il ne reste qu’a résoudre chacune des deux équations du second dégré suivante :

q
§2+§\/2M—p+ﬂ——:0 ou
221 —p
q
52—5\/2M—p+ﬂ+—:0
221 —p

Soit pp 'une des solutions de 1'équation résolvante (2.12) et \/2uo — p l'une des deux racines
carrées (éventuellement complexe) de 249 — p; les solutions de I’équation (2.12) sont déduites par

les expressions suivantes

1 2q
& = V2o —p+ [ 2p—p+ —F—— | ;
V240 —p

2q
§ = —\/2M0—p—\/—2ﬂo—p+m> ;
£ = 2uo—p+\/—2uo—p—L> ;
V20 = p
f=- \/2M0—p—\/—2M0—P—L>-
2 V20 —p

Nous déduisons finalement les solutions de I'’équation (2.10) qui sont : \; =& — %;i=1, 2, 3, 4

N |

N | —

(2.13)

N | —

2.1.5 Critéres de Routh-Hurwitz

La condition de stabilité d’un point d’équilibre nécessite de vérifier que toutes les valeurs propres
de la matrice Jacobienne sont a partie réelle négative. Dans la pratique, il n’est pas toujours facile
de calculer les valeurs propres de la matrice du systeme linéarisé. La condition de stabilité d'un
point d’équilibre nécessite de vérifier que toutes les valeurs propres de la matrice jacobéenne ont des
parties réelles négatives. Il existe des criteres permettant de conclure sur la stabilité locale d'un point
d’équilibre sans calculer explicitement les valeurs propres. Ces criteres importants qui donnent des
conditions nécessaires et suffisantes pour que toutes les racines du polynome caractéristique (avec
des coefficients réels) se trouvent dans la moitié gauche du plan complexe sont appelés criteres
de Routh-Hurwitz. Lorsque les criteres de Routh-Hurwitz énoncés dans le théoreme suivant sont

satisfaits, toute solution de I’équation différentielle converge vers le point fixe étudié.
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Théoreme 2 : Soit I’équation caractéristique obtenue a partir de la matrice Jacobienne d’un

systeme donné autour d’un de ses points fixes :
aoA" + a A"+ L+ a, A+ a, = 0. (2.14)

ou les \; solutions de I’équation (2.14), représentent les valeurs propres de la matrice analytique A
et les coefficients a; ,i € [1,n] N N sont des réelles. Le théoreme de stabilité de Routh-Hurwitz se
base d'une part sur le signe de a; ,i € [1,n] N N et, d’autre part, sur le signe d’'un certain nombre

de déterminants définit comme suit :

ay as as ay 0
apg Q2 Q4 Qg 0
a; as das 0
a; as a; asg as
Hy =a1,Hy = Hy=\|ay ay ayq |,...,Hy=
ap Qs ap Az ay 0
0 a; as
0O 0 0 O anp,

.Oua,=0sik=n
L’équilibre est asymptotiquement stable < Vk € [1,n],Hy > 0.

Il faut donc vérifier que les n déterminants Hj sont strictement positifs. Il s’agit de conditions
nécessaires et suffisantes de stabilité asymptotique locale, c¢’est-a-dire que les valeurs propres de la
matrice Jacobienne calculée au point d’équilibre ont toutes une partie réelle négative.

Pour un polynome d’ordre 3, I’équation caractéristique s’écrit sous la forme suivante :
N+ a X+ a4+ a3 =0

, et les conditions de stabilité obtenues en appliquant les criteres de Routh-Hurwitz sont :

H, >0, a; > 0,
Hy, >0 & alag—a3>0,
H; >0 asz > 0.

De méme, pour un polynome d’ordre 4, ’équation caractéristique s’écrit sous la forme suivante :
M+ e X 4+ a\® + azA +ag =0

et les conditions de stabilité obtenues en appliquant les criteres de Routh-Hurwitz sont :

H, >0, ap > 0,
Hy >0 aias — az > 0,
A 2 2
H3 >0 a1a20a3 — (al) aq — (CL3) > 0,
Hy >0 as > 0.
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2.1.6 Théorie du commutateur de stabilité

Cette théorie est utilisée dans le cadre des systemes dynamiques a retard encore appelés sys-
témes héréditaires ou encore systemes d’équations différentielles aux différences (DDE). Notons que
le retard est défini comme une propriété d’un systeme physique pour lequel la réponse a une action
appliquée est retardée dans son effort [176]. Ces systémes a retard présentent une classe de systemes
de dimension infinie largement rencontrée lors de la modélisation de la croissance tumorale, de phé-
nomenes de transport et propagation de la matiere, d’énergie ou de I'information [177]. De plus,
I'importance du DDE est bien expliquée par Baker et al. [178]. Dans leur travail, Baker et ses col-
legues ont ajusté les modeles aux données existantes en utilisant des estimations des moindres carrés
pour les parametres et ont comparé différents modeles, pour constater que les versions retardées
fournissaient un bien meilleur ajustement en calculant la norme euclidienne des erreurs.

Soient les équations aux valeurs propres présentées sous la forme
D\, 7) =P\ +Q(N)e ™, (2.15)

ou 7 > 0 est le retard, P(\) et Q(\) sont deux polynomes de coefficients réels, et deg(P) = n >
deg(Q). Comme on le sait, le systéme concerné est asymptotiquement stable pour un 7 > 0 donné
si et seulement si chacune des racines caractéristiques a une partie réelle négative. Ainsi, la stabilité

marginale est déterminée par D(jw,7) = 0. Soit

Prp(w) = Re (P(jw)) ,  Pr(w) =Im (P(jw)),

(2.16)
Qrw) =Re(Q(jw)) , Qr(w) =Im (Q(jw)),
De D(jw,T) =0 on arrive a :
Qrcos(wt) + Qrsin(wr) = —Pg;  Qrcos(wt) — Qrsin(wr) = —Pr. (2.17)

Pour que I’équation (2.15) ait une paire de racines imaginaires pures +jw pour 7 > 0 donné, il faut
que |P(jw)| = |Q(jw)| on

P+ P} — (Qx +Q7) =0. (2.18)
Le coté gauche de 'équation (2.18) peut simplement étre réécrit sous la forme la plus explicite
Fw) = w? + byow® ™™D 4 o™ oo 4 by w0 4 by, (2.19)

Une fois qu’une racine positive F'(w) est trouvée, les valeurs correspondantes du retard critique sont
données par

o 2%
=t k=0,1,2,... (2.20)
w w

pour 6 € [0,27), qui devrait satisfaire

PiQr — PrQ; o5 — _ PrQr+ P1Qr
QR +Q7 QE+ Q7

sin 6 = (2.21)
olt Q% + Q% # 0 est supposé.

55



Théoréme du commutateur de stabilité

Si F'(w) = 0 n’a pas de racines positives, le systéme ne subit aucun interrupteur de stabilité.
Autrement dit, le systeme est stable indépendamment du délai s’il est asymptotiquement stable
lorsque le délai disparait, ou instable pendant un délai arbitraire si le systéeme sans retard est
instable.

Lorsque F'(w) = 0 a des racines positives, nous considérons la racine A de I’équation (2.15)
comme une fonction du retard 7. La différenciation de I’équation (2.15) par rapport a 7 donne :

- AQ(N)
dr  P'(N)eM +Q'(\) —1Q(N)’

Une fois que nous avons trouvé une paire de racines caractéristiques imaginaires pures conjuguées

(2.22)

+jw avec des retards critiques 7 satisfaisant I’équation (2.15), nous pouvons déterminer la direction

A=jw } ’

Pour que S soit bien défini, nous avons besoin de P'(jw)e™ + Q'(jw) — 7Q(jw) # 0, c’est-a-dire

de déplacement de sa partie réelle lorsque 7 est varié, a savoir le signe S = sign {Re ( d(T )>

que jw ne sont pas répétés racines caractéristiques. Notez que

dr (A" PN QM) T
o (dr) BBV RS (2.23)
Nous avons :

S = sign {Re (dz(:)> _Jw} sign { w} = sign {Re (_ jf;‘% - J%ﬁi)) }
-

s i (2 QU] { (P’(jw)P*(jw)_Q’(jw)Q*(fW))}

wP(jw)  wQ(jw) w|P(jw)|* w|Q(jw)[*
= —sign {Im (P'(jw) P*(jw) — Q'(jw)Q" (jw

(2.24)

ol * désigne un conjugué complexe. On observe que
— sign {Im (P'(jw) P*(jw) — Q'(jw)Q"(jw))} = PrPr + PrP; — QrQy — QrQ, (2.25)
F'(w) =2(PrP'r+ PP’ — QrQ'r — Q1Q'y), (2.26)

Nous avons :

S = signF'(w). (2.27)

Dans un premier temps, nous présentons le cas ou F'(w) = 0 a exactement une valeur positive
wo = 0 avec les valeurs de retards critiques données par les équations (2.20) et (2.21). Puisque le
coefficient principal de F(w) est positif, il s’ensuit que F(w) > F(wp) = 0 pour tous w > wy, et
F(w) » F(wo) = 0 pour w € [0, wp). Ainsi, il faut avoir F'(wy) = 0. Cela indique que chaque
traversée de la partie réelle racines caractéristiques a 75 (correspondant & +jw) doit étre de gauche
a droite. Ainsi, I’équation caractéristique du systéeme a une nouvelle paire de racines conjuguées

avec des parties réelles positives lorsque le retard 7 franchit chaque valeur critique 7 de retard, et
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le nombre de racines caractéristiques avec parties réelles positives ne peut pas diminuer a mesure
que le retard augmente. Par conséquent, si le systeme sans délai est asymptotiquement stable,
le nombre de racines caractéristiques avec parties réelles positives est 0,2,4,...,2¢,... dans les
intervalles [0, 79), [0, 71), [11, 72),.-., [Tic1, Ti), ... respectivement. Cela signifie que le systéme
est asymptotiquement stable pour 7 € [0, 7g) et instable pour tout 7 > 7. Si le systéme exempt de
retard est instable, il existe alors au moins une paire de racines caractéristiques conjuguées a partie
réelle pour 7 € [0, 79). Par conséquent, le systéme doit étre instable pour tous les 7 > 0.

Dans un second temps, nous présentons le cas ou F(w) = 0 a de simples racines positives
wy = wy = - = w, = 0. La différence entre deux valeurs critiques de retard correspondant a une
valeur donnée paire de racines +jwy satisfait

27 2T

Tik+1 — Tik = — =
Wi Wit1

= Ti+1,k+1 — Ti+1,k (k:[), 17 27..., 1= ]_, 2,,]?—].) (228)

Le croisement de parties réelles de racines caractéristiques a deux racines simples adjacentes w;
et w1 doit étre dans des directions opposées, car F'(w;) et F'(w;11) ont des signes opposés. En fait,
nous devons avoir sign {F'(wzj_1)} = 0 et sign {F'(w2j—1)} <0 (j > 1) puisque F'(w) > F(w1) =0
pour tout w € (wi, +00) et tout intervalle (wari1,wsr) possible, mais F(w) < F(w;) = 0 pour
tout intervalle (woy, wor_1) possible. Soit le croisement de parties réelles de racines caractéristiques a
Toi—1k (correspondant & £jwsy; 1) doit étre de gauche a droite, et le croisement a 7, (correspondant
a t+jws;) doit étre de droite a gauche. Par conséquent, comme le délai varie de zéro a infini, I’équation
caractéristique du systeme ajoute toujours une nouvelle paire de racines caractéristiques conjuguées
avec des parties réelles positives pour chaque franchissement du retard a 75,1 j, mais supprime une
telle paire pour chaque croisement de retard a 7y, . Considérant ’équation (2.17), nous pouvons
trouver que des racines plus caractéristiques changent leur signe de parties réelles de négatif a positif
a 71 (correspondant & £jw;) que ceux de positif a négatif a 7 (correspondant a +jws). Une
assertion similaire est vraie pour le passage a retard a 73, et 74, (correspondant a +jws et £jwy),
etc. Par conséquent, 1’équation caractéristique du systeme doit éventuellement avoir des racines de
parties réelles positives lorsque le délai augmente. Autrement dit, le systeme doit finalement étre
instable avec une augmentation de la temporisation, et le nombre de commutateurs de stabilité doit
étre fini. En résumé, nous avons le théoreme suivant.

Théoréme 3 : Supposons que I'équation (2.15) n’a pas de racines caractéristiques imaginaires

pures satisfaisant Q(jw); alors, les affirmations suivantes sont vraies.

a- 51 F(w) = 0 n’a pas de racine positive, le systeme est stable ou instable indépendamment du

retard pour tout retard donné, selon que le systeme exempt de retard est stable ou non.

b- Supposons que F(w) = 0 n’a qu’une seule racine positive w. Si le systéme sans retard est asymp-
totiquement stable, alors il existe exactement un 7. tel que le systeme reste asymptotiquement
stable lorsque T € [0, T.), et devient instable lorsque T > T9. Si le systéme est instable pour

T =0, il est instable pour tout retard arbitraire.

c- Si F(w) =0 a au moins deux racines positives wy = wo > -+ = w, = 0 el que les racines sont
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simples, alors un nombre fini de commutateurs de stabilité peut se produire lorsque T augmente

de zéro a l'infini, et le systeme devient finalement instable.

Quand le systeme est de haute dimension et implique des parametres inconnus, la simple consi-
dération numérique prend du temps. Dans ce cas, il vaut mieux utiliser quelques outils analytiques
pour déterminer le nombre de racines réelles de F'(w) avec des parametres inconnus. Le critere de

Sturm généralisé remplit cet objectif de maniere efficace.

Critére général de Sturm

Le critere de Sturm généralisé est un outil utile pour déterminer le nombre de racines réelles
du polynéme F(w) avec des parametres inconnus. Dans le critére de Sturm généralisé, la séquence
de discrimination joue un role aussi important que celui de la séquence de Sturm, qui fonctionne
efficacement pour les polynomes avec des parametres donnés.

Soit f(z) un polynéme d’ordre n. Nous définissons d’abord la matrice de Bezout de f(x) et
f'(x) comme matrice de discrimination de f(x) et la notons discr(f). Ensuite, nous définissons la
séquence de discrimination de f(x) comme la séquence sous-déterminante principale de discr(f)

prise dans l'ordre, et la notons par

Di(f), D2(f)s -, Du(f)- (2.29)

Cette séquence peut étre simplement obtenue en utilisant une courte routine MAPLE discr

donnée a ’annexe .

Etant donné une séquence de nombres réels x; , 9 ,..., x, (r1 # 0), la séquence de signes
[s1, S2,..., Su], avec s; = sign(z;), (i =1, 2,...,n), est appelée la table des signes de la séquence
d’origine. La table de signes modifiée [e1, €9,..., &,] peut étre écrite en suivant les deux regles

données ci-dessous :

1. Pour tout segment [s;, Sit1, Sito,---, Sizk| avec §; # 0, Si11 = Siy0 = -+ = Sjypq = 0 et
Si+k # 0 d'une table de signes donnée, [s;11, Sii2,..., Sitk_1] est remplacé par

[_5i7 —S5, Siy, Siy —Siy, —Si, Si, Sia"']'

2. Tous les autres termes du tableau restent inchangés. Ensuite, le critere de Sturm généralisé

peut étre énoncé comme suit.

Théoréme 4 : Soit f(z) un polynome d’ordre n et Di(f), Da(f),..., Dn(f) la séquence de
discrimination correspondante. Supposons que le nombre de variations de signes dans la table des
signes modifiés est v, et [ est 'entier positif satisfaisant D1(f) # 0, D,,(f) =0 (m = 1);

(a) le nombre de paires distinctes de racines complexes conjuguées de f(x) est v;
(b) le nombre de racines réelles distinctes de f(x) est -+ 2v;

(c) pour que la fonction f(x) ait des racines répétées, il est nécessaire que | < n.

58



2.1.7 Bifurcation de Hopf

L’étude de la stabilité des systemes dynamiques a montré que la nature et la position des
points fixes dépendaient des parametres de controle du systeme. Selon la valeur de ces parametres,
la dynamique du systeme peut se réveler relativement complexe. Nous pouvons avoir a faire a un
point fixe, un cycle limite ou un régime chaotique caractérisé par un attracteur étrange. A priori, le
comportement du systeme physique differe tres souvent dans chacun des cas suscités. Pour certaines
valeurs critiques des parametres dites parametres de controle du systeme, la solution de 1’équation
différentielle change qualitativement : on dit qu’il y a bifurcation.

L’aspect fondamental de ’étude des systemes dynamiques est la notion de bifurcation. L’objet
de la théorie des bifurcations est 1’étude des transitions vers ces différents comportements ou natures
lorsqu’on modifie les parametres de controle [175]. Dans cette these nous étudions le cas particulier
de la bifurcation de Hopf (HB), ou la perte de stabilité est directement liée a la disparition ou a la
naissance d’une orbite périodique ; caractérisant le mécanisme pour la transition d’'un régime station-
naire aux oscillations (ou des oscillations a un régime stationnaire). Cette bifurcation peut fournir
une bonne explication a de nombreux phénomenes physiques que I'on rencontre habituellement en
biologie, en économie...

A titre d’exemple, I'importance des bifurcations de Hopf dans ce contexte est que 'existence
de solutions périodiques est pertinente dans les modeles de cancer, car elle implique que les niveaux
de tumeurs peuvent osciller autour d’un point fixe méme en l’absence de tout traitement. Un tel
phénomene a été observé cliniquement et est connu sous le nom de phénomeéne de Jeff [140]. Cest
la raison majeure pour laquelle ’étude et la maitrise de ce type de bifurcation en particulier sont
tres importantes dans la théorie des bifurcations. La bifurcation de Hopf existe dans les conditions
de transversalité suivantes [179]

Théoréme 5 (Existence d’une bifurcation de Hopf) : Supposons que le systeme
X=fuX,a), XeR, aeR (2.30)

a un équilibre (X, , ay) auquel les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) Dxfo,(X.) a une simple paire de valeurs propres imaginaires pures () et A(«), et d’autres

valeurs propres avec des parties réelles négatives ;
.s dX\(«)
(ii) Re( -

(X* ) Oék).

/\:m) # 0, Alors, le systéme (2.29) a une bifurcation de Hopf au point d’équilibre
A=

Apres avoir prouvé 'existence de la bifurcation de Hopf dans le systeme pour une plage parti-
culiere du parametre, il est essentiel de s’intéresser a la stabilité liée a ce type de bifurcation. Pour
ce faire, nous appliquerons la méthode proposée par Hassard [180] pour déterminer la direction et
la stabilité de BH via la procédure suivante. Pour examiner les solutions pour « pres de ay, nous
introduisons le parametre de bifurcation p = a— ay, soit : o(u) £ jw(u) désignant la paire de valeurs

propres conjuguée complexe de J,(ay + p) telle que : 0(0) = 0 et soit wy = w(0) > 0. J.(ay) est la
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matrice jacobienne du systéeme définie par

of
Jo(a) = X., ), 2.31
(@)= 5 (X, 0) (2.31)
Il existe une transformation de similarité P qui réduit J,(ay) a la forme :
0 —Wo

1 0
P J ()P = wp O ; (2.32)

0 D

ou D est diagonale
Plus précisément, les deux premieres colonnes de P sont les parties réelles et imaginaires de
vecteur propre correspondant a la valeur propre —jw tandis que les autres colonnes sont les vecteurs

propres correspondant aux valeurs propres réelles. Avec les substitutions de Y = P71(X — X,) et

F(Y,u) = P f(PY + X., a; + ) dans (2.30) il vient que :
Y =F(Y, ). (2.33)

Pour I’équation (2.33), le point stationnaire est 'origine.

Sio(0) #0, Dy <0 (i =1,2,...), un théoreme du a Hopf peut étre appliqué pour démontrer
'existence, la direction et la stabilité des solutions périodiques de petite amplitude de (2.33) pour
des petites valeurs de p. Il existe une fonction u(e) définie analytiquement pour tout e suffisamment
petit, avec (0) = 0 telle que ’équation (2.33), a une solution périodique. La solution est unique
dans la classe des solutions périodiques non triviales de petite amplitude, et a la norme & + 0 (£2).
De plus, la période T' = T'(¢) vérifie :

27

lim T(c) = =, (2.34)

e—0 wo
et les solutions périodiques existent exactement pour un des cas > 0, u =0, p < 0. La théorie

de Hopf implique également que pu(e) et T'(¢) se développent comme :

p(e) = poe® +0(e') et

2 (2.35)
T(e) = — (14 me + 0(eY)
Wo
ol uo et 7 sont des grandeurs principales qui peuvent étre calculées comme suit :
ReC4(0
P = —e,—l() et
'(0) (2.36)
= _ImC’l(O) + Mgw/(O)
2 = o
ou la fonction C(0) est définie par
C1(0) = 21t — ~gaodan ) + (2.37)
1 = 2wy 920911 911911 3920920 2921- .
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Avec :

1 . 1 .
gu =7 [F210 + Foy +J (F220 +F022” »go2 = 7 [Fglo — Fpy —2FF + 7 (F220 . +2F111)} ,
ey 2 2 opl\].. _
920 = 7 [Foo — Fop + 2F7 + j (F3y — Fiy — 2F))) ] 5 921 = Goy + 2G110Wi1 + Gio1Wao,
1

1 . A
G21 - 8 [F0+F112+F221+F023+](F0+F122_F211_F013)} §W11 :—ZD_l (F20+F02)>
1 1
G = 3 [Pt — Foit 4+ 5 (Fig' + Foi)] 3 Giao = 3 [Fig' + Foi' + 5 (Fi' — Foi')]

1 N - 7
Wao = _Z(D — 2jwp) ! (F20 — Foa — 2JF11) :

ol

. o\ 7/ o\* . [OF. OF; . ;
Fio=-—])=) F; F}'= b Ik By = Fy,...) il k=123, ..

Ik (81'1) (3:132) <6$3’ 61'4 ( il il ) 2% ) £y 9y

PF . B f
=P i =P PP, ; =p?! PP, Py ———.
8%1 Z 8%1813[ r; l@x 31:3 Ox;0x;0xy, Tgl I O, 01,01,
La solution périodique de I"équation (2.30) se développe comme suit :
X (t) = Xu(ay) + eRe[exp (iwot + ip) z1] +0(e*) 0 <t < T(e). (2.38)

ou ¢ est un angle de phase arbitraire et Z; est le vecteur propre de J,(cy) correspondant a la valeur
propre iwy. Il est pratique de normaliser Z; de telle sorte que (Z7); = 1 : avec cette normalisation,
2¢ est 'amplitude créte & créte des variables zy, o, ... & 0(g?) pres. La stabilité de la solution est
régie par les exposants caractéristiques associés f(g), puisque les exposants de D;; < 0 (i = 1,2, ...),

sont négatifs. 5(e) se développe comme :

B = Bac? + 0(e) (2.39)
avec
B2 = 2ReC1(0) = —2u207(0) (2.40)
Pour un ¢ petit, £ a le méme signe que —u50”(0). En utilisant les notations précédentes, les propriétés
suivantes sont vérifiées

(1) Si pe = 0 (o < 0), La bifurcation de Hopf est supercritique (souscritique) et les solutions

périodiques de bifurcation existent pour o = a. (@ < )

(2) Si By <0 (Ba = 0), la famille des solutions périodiques de bifurcations est orbitalement stable
avec une phase asymptotique comme solution du systéme non linéaire complet (la famille des

solutions périodiques est instable)
(3) Sity =0 (m2=<0), la période des solutions périodiques de bifurcation croit (décroit)

Lorsqu’il est utilisé dans le contexte de la théorie de Hopf, le terme stable aura la signification
ci-dessus. Plus tard, dans le cadre de ’analyse de stabilité par calcul d’exposants caractéristiques,

le terme stable signifiera seulement que les exposants (sauf celui qui s’éclipse a 'identique) ont des

parties réelles négatives.
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2.2 Meéthodes de simulation numérique

La simulation numérique ou informatique désigne l’exécution d’un programme informatique
sur un ordinateur ou réseau en vu de simuler un phénomene physique réel et complexe. Elle est ra-
pidement devenue incontournable non seulement pour modéliser des systemes naturels en physique,
chimie et biologie, mais également pour des systemes humains en économie et science sociale. En
ce qui concerne les sciences physiques, on fait souvent face a des problemes qui, quand bien méme
ils ont une expression analytique, demeurent dans la plupart des cas tres difficiles a exploiter et
nécessite ainsi le recours a 'outil informatique. Notons que, les modeles mathématiques décrivant
la dynamique de la croissance tumorale peuvent ou non comporter les termes avec des retards,
faisant intervenir les méthodes de Newton-Raphson, de Runge-Kutta d’ordre 4 (RK4) sans retard
et avec retard dont ils sont reconnus stables et précis [181]. Dans cette section, nous énumérons
quelques méthodes et techniques numériques généralement utilisées pour résoudre non seulement
les équations algébriques non linéaires, les équations différentielles, mais aussi pour exploiter les

caractéristiques de la réponse d’un systeme.

2.2.1 La méthode de Newton-Raphson

Il existe en physique des équations transcendantales qui sont impossibles a résoudre analytique-
ment. Pour remédier a ce probleme, on utilise généralement la méthode de Newton-Raphson (NR).
Cette méthode est probablement la meilleure en ce qui concerne la recherche des racines d’'une fonc-
tion. En effet, ses solutions convergent plus rapidement par rapport aux autres techniques. Méme si
la convergence n’est pas toujours assurée, plusieurs méthodes complémentaires sont fournies pour
assurer la convergence de la méthode NR [182]. Le principe de la méthode repose sur le I'estimation
de la racine de f(z) =0 ala n+ 1 éme itération. A cet effet on effectue le développement en série

de Taylor a lordre 1, de f(x,41) autour de z,, :

f(@ng1) = f(@n) + (2np1 — 20) f'(20) = 0,
d’ou

T )
n

(2.41)

Ou f'(z,) désigne la dérivée premiere de la fonction f(z) par rapport a x,. Pour que le schéma
itératif puisse converger il faudrait que la valeur initiale x( soit assez proche de la solution recherchée.
C’est la raison pour laquelle la LAC a été utilisée pour cette équation afin d’avoir la solution triviale

a corriger. Le schéma itératif s’arrétera lorsque la condition suivante sera satisfaite :
|Tni1 — xn|| <€, (2.42)

ol € est la précision désirée et devrait étre tres petite.
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2.2.2 La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 : systéme sans retard

La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 (RK4) est une technique d’approximation des solutions
des équations différentielles ordinaires (EDO). Elle a été élaborée pour la premiere fois par le ma-
thématicien C. Runge en 1894 et améliorée par M. W. Kutta en 1901. Cette méthode s’appuie sur
les techniques numériques d’intégration des trapezes et de Simpson. Elles sont tres stable et facile a

implémenter. Considérons donc le systeme de 3 équations différentielles ordinaires du premier ordre

suivant :
= fl(taxaya Z)a
y=folt,x,y,2), avec z(0) =1z, y(0)=yo et 2(0) =z (2.43)
z= f3(ta z,Y, Z)v

La méthode de RK4 permet de trouver les valeurs des variables z,y et z a des intervalles de

temps successifs At = h. Le schéma itératif de la méthode de RK4 est donné par les relations

suivantes :
o gy L1+ 2ho + 205+ Ly
i+1 1 6 s
Vi1 = Yi + ot 2k _('3— 2R + K4, (2.44)
141 i 6 .
Avec :
K
Ly = hfi(ti, @i, 95, 2) s Lo = hfa (tri- layi+7172i+%>u
h K
Kl_hfé(tl"r“y“’zl h’f2 tz_'_ y & lvyi"i__l’Zi‘i_% )
2 2 2
Ql:hf?’(ti’xi’yi’zl hf3< 2 17yl+ 27 Z+%)
h L K h
L3:hf1 (t1+§’xl+72yyz+ 22 Z_’_@) ’L4:hf1 <ti+§7‘ri+L3ayi+K3aZi+Q3>a

2
h L K h
K3 =hfy (ti+§7$i+72ayi+ m—— H—%Q) s Ky = hfy (t¢+§,$i+L3,yi+K3,Zi+Q3)7

h L K5 h
Qs = hfs (ti+§>$i+§,yi+ 5 Z+Q2) Qs =hfs (ti+§>$i+L3ayi+K3azi+Q3)'

2.2.3 La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 : systeme avec retard

Considérons le systeme de 3 équations différentielles ordinaires du premier ordre a retard suivant :

= f1(t,l',y, 2)
y=folt,x,y,2,2(t = 7)) avec x(0)==xq, y(0)=yo et 2(0) = 2 (2.45)

= f3(t,x,y, 2)
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Ici 7 est le temps de retard et le terme de retard z(t — 7) apparait dans la deuxieme équation.
Pour appliquer I'algorithme de RK4, le pas temporel At = h doit étre choisi de telle maniere que le
rapport 7 = m soit un entier. Le schéma itératif de I'algorithme est le méme que celui défini par les
équations (2.44) Les coefficients de RK4 sont calculés ici en définissant un vecteur V' de taille m + 1
initialement nul. Chaque nouvelle valeur de z est enregistrée dans la derniere case du vecteur V,, et
apres chaque enregistrement, tous les éléments du vecteur sont décalés vers la gauche. L’équation

(2.44) demeure la solution mais, les coefficients de RK4 sont définis comme suit :

h L K
Ly =hfy (ti, i, Yi, 2:) s Le = hfy ti+—,$i+—17?ﬁ+—l7zz‘+% )
2 2 2 2
h L K
Ky = hfs(ti, x5,y 2, Vo) s Ko = b fs (ti+ §7$i+71,y¢+71,2i+%,\/0> ,
h L K
Q1 = hfs(ti, @i, yi, %) ; Q2 = hfs (ti+§axi+ 71>yi+71>zi+%> ,
h L K h
Ly =hf <ti+§>$i+§,yi+§,2i+%) s Ly =hfi (ti+§axi+L37yi+K37zi+Q3)7
h L K h
K3 =hf, (ti+§>xi+72vyi+72azi+%a‘/0) s Ky = hfy (ti+§7xi+L37yi+K372i+Q37VO>7
h L K h
Qs = hfs (ti+§7$i+72ayi+72azi+%) Qs = hfs (ti+§7$i+L3ayi+K3azi+Q3)~

2.2.4 Outils de calcul pour la caractérisation des états dynamiques du modele de la

croissance tumorale
a) Séquences temporelles

En Cancérologie, I'un des outils essentiel pour identifier la dynamique des populations cellulaires
est la séquence temporelle, également appelée série chronologique ou évolution temporelle. Cet outil
trivial offre la possibilité de visualiser les différents comportements des cellules a travers 1’évolution
temporelle. Notez que pour identifier chacune de ces activités de tir, il sera nécessaire d’éliminer la

période transitoire [182].

b) L’espace des phases : Attracteurs chaotiques

L’espace de phase est un espace de représentation abstrait dans lequel chaque état possible
d’un systeme peut étre représenté avec un point unique. En d’autres termes, 1’espace des phases est
une représentation a n dimensions de tous les états possible d’un systeme. Dans ’espace des phases,
le concept d’attracteur est depuis longtemps un outil important pour comprendre le comportement
d’un systeme. Bien qu’il existe des définitions tres rigoureuses des attracteurs (basées sur l'existence
d’une orbite dense et d'un bassin d’attraction), une définition plus simple sera utilisée afin de bien
mener nos investigations : un point ou ensemble de points vers lequel évolue un systeme dynamique

est dit étre un attracteur [183].
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Avant d’examiner le concept d’attracteurs étranges, il existe trois types connus d’attracteurs
non étranges : l'attracteur de point fixe (ou équilibre), 'attracteur de cycle limite et 'attracteur
de tore limite. Pour ces attracteurs non étranges, le comportement a long terme du systeme peut
étre prédit avec précision sur la base des conditions initiales [184]. Cependant, tous les attracteurs
ne permettent pas une prédiction précise du comportement a long terme. Un attracteur est étrange
si son ensemble attractif est fractal; cela signifie que sa dimension n’est pas un entier. De plus, les
attracteurs étranges peuvent étre périodiques ou apériodiques. On peut enfin définir un attracteur
chaotique : un attracteur chaotique est un attracteur étrange apériodique. Pour les attracteurs
chaotiques, le comportement a long terme du systeme est tres sensible aux petits changements des
conditions initiales. De la météorologie [185] aux lasers [186, 187], en passant par le systeme Yang-
Mills-Higgs sur le réseau [188], les attracteurs chaotiques sont utilisés comme modeles dans une
grande variété de domaines physiques. En termes d’applications au cancer, il y a une raison sous-
jacente claire pour laquelle nous cherchons a mieux comprendre leur utilité. Le manque actuel de
connaissances sur les interactions entre les populations cellulaires, associé aux succes antérieurs de
la modélisation mathématique des phénomenes tumoraux, font des attracteurs chaotiques une piste
intéressante pour les biologistes et les mathématiciens. Voir la revue dans [189]. L’identification de
la stabilité, la dépendance aux conditions initiales et le comportement a long terme sont tous des

résultats qualitatifs importants qui peuvent étre tirés d’un tel modele non linéaire.

c) Diagramme de bifurcation

C’est une technique utilisée dans ’étude des systemes dynamiques non linéaires. Le diagramme
de bifurcation permet de mettre en exergue le comportement asymptotique des points fixes, des
orbites périodiques ou encore des attracteurs étranges en variant un (ou plusieurs) parametre(s) du
systeme [190]. Le mot bifurcation signifie un changement qualitatif soudain dans la nature d’une
solution lorsque le parametre de bifurcation atteint une valeur critique. Le diagramme de bifurcation
d’un systéme est obtenu en résolvant 'EDO par une méthode itérative d’intégration (par la méthode
de RK4 ou de RKF par exemple) avec la particularité que I'on calcule la vitesse @(t) de la variable
scalaire unique z(¢) & un instant ¢ puis on calcule la méme vitesse Z (¢t + At) & un moment ¢+ At. Un
test est alors effectué selon que 1'on veut représenter les maxima locaux (dans ce cas, il faut vérifier
la condition Z(t) > 0 et &(t + At) < 0), les minima locaux (dans ce cas la condition &(t) < 0 et
x(t+ At) = 0 doit étre vérifiée) ou les moyennes locales (dans ce cas la condition & (t) X Z(t+At) < 0
doit étre vérifiée). Pour chacun de ces cas, nous représentons sur 1’axe des ordonnées du diagramme

t t+At . N
% et sur I'axe des abscisses la valeur correspondante du parametre

le point de coordonnées
de controle. A noter qu'un de ces diagrammes de bifurcation (maxima locaux, minima locaux ou
moyennes locales) est suffisant pour avoir I'information souhaitée sur la dynamique du systéme car

ils ont tous les mémes caractéristiques.
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d) Exposants Lyapunov

L’exposant de Lyapunov (EL) mesure la sensitivité dynamique d’un systéme suite & une petite
variation de ses conditions initiales. C’est 'un des indicateurs par excellence de la présence du
chaos dans un systeme. En effet, si d; représente la distance entre le i point de la trajectoire
perturbée au temps t; par rapport a la trajectoire de référence, et dy; cette distance au temps tq;,

alors 'exposant maximum de Lyapunov sera défini par [191] :

n

1 1
Amaz = 1Im —Z(—ln

n—+4o0o 1 t; — tOz)

dA

ol (2.46)

Ainsi, un systeme dynamique sera qualifié de quasi-périodique, de périodique ou de chaotique lorsque
Amaz Sera nul, négatif ou positif. Notons qu’il est également possible de déterminer non pas seulement
I'exposant de lyapunov maximum, mais tous les exposants de lyapunov présents dans un systeme
dynamique. Ces ELs sont calculés au moyen de la méthode d’ortho-normalisation de Gram-Schmidt
(MOGS) [192]. Pour utiliser la MOGS, il faudrait compléter le probleme donné par 1’équation (2.1)

en ajoutant la dynamique de son équation variationnelle telle que suit :

X | _ FIX(t),1] X | _J x° (2.47)
5X(t) Dx,F[X(t),t].6X(t) ’ 5X(0) Ly | '

o1 6 X (t) représente I’évolution spatio-temporelle de la perturbation de la trajectoire X (t), Dx, F[X (t), ]

est la matrice jacobienne du systeme variationnel et Iy est la matrice identité. Partant des vecteurs

(v1,v9,...,vy) de I'équation variationnelle, les p exposants de lyapunov sont calculés par la formule
[192] :
A 1 — 1 1<p<N :
b kikaTZn lesll)  1=p<W, (2.48)
dont ’ensemble orthonormé (wy, ws, ...,wy) est obtenu par la procédure suivante :
U1
w1 = s
[[od]]

Vg — <U2, w1>w1

7 e (el
(2.49)
n—1
- Un — k 1 <Un7wn k>wn k
" an_ k 1 <Un7wn k>wn k”
avec (.,.) signifiant le produit scalaire et ||.|| la norme euclidienne.

2.3 Les opérateurs analogiques

Le troisieme objectif de cette these consiste a faire une étude expérimentale des simulations
numériques en concevant un circuit électronique qui simule le comportement des états dynamiques

du modele, son état de fonctionnement stable et son comportement en situation instable. Pour cela,
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nous présentons dans cette section les avantages de la simulation analogique et les opérateurs analo-
giques qui permettront de concevoir les circuits mimant les équations différentielles de la dynamique

tumorale.

2.3.1 Avantage de la simulation analogique

I1 a été expliqué dans [182] qu’avec des méthodes numériques, apparaissent des probléemes liés
a l'intégration temporelle. En effet, méme avec les postes de travail tres rapides, la numérisation
des espaces de parametres s’avere étre un processus tres lent. De plus, il n’existe aucune méthode
permettant de prédire la durée de la phase transitoire d’'une simulation numérique. La simulation
analogique offre le moyen de résoudre de telles difficultés. C’est 'une des raisons principales de
lintérét croissant consacré a ce type de simulation pour 'analyse des systemes physiques non-
linéaires et chaotiques [193-198]. Dans les domaines de recherche en médecine informatique et en
biologie informatique, des logiciels d’'implémentations matérielles du systeme dynamique non linéaire
Lotka-Volterra ont été congus. Cependant, dans ce cas particulier, la synthese d'un circuit dédié
serait bénéfique. En dynamique des neurones par exemple, la mise en ceuvre des circuits électroniques
est I'une des technologies existentielles a la production de réseaux de neurones analogiques spécialisés
aux modeles dynamique de neurones [199-203]. En effet, un circuit correctement congu peut fournir
des résultats en temps réel suffisamment bons et plus rapidement qu’une simulation numérique sur
un ordinateur rapide. Un autre avantage d'une telle approche par rapport au calcul numérique est
qu’il n’est pas nécessaire d’attendre de longs temps transitoires. En fait, la simulation analogique
peut constituer un outil puissant pour décrire qualitativement, rapidement et a moindre cotut, les
caractéristiques d’une dynamique complexe et, par conséquent, suggérer de véritables expériences
ou servir de guide pour des simulations numériques plus précises.

Pour résoudre les équations différentielles en utilisant les circuits électroniques, nous avons
besoin des blocs inverseurs, intégrateurs, multiplieurs de tensions et d’un bloc électronique réalisant
le retard. Tous ces blocs sont concus a l'aide des composants passifs tels que les résistances, les
condensateurs céramiques et les potentiometres ainsi que le composant électronique de base appelé

amplificateur opérationnel.

2.3.2 Les composants passifs

Pendant la phase de simulation analogique, nous avons utilisé plusieurs composants passifs,
notamment les résistors, les condensateurs céramiques. La Figure 13 présente les photographies de

ces composants.

Figure 13 — (a) Symbole de la résistance, (b) Symbole du condensateur.

67



Le résistor régule le passage d'une certaine quantité de charges électriques dans un systeme
conducteur. La grandeur caractéristique d’un résistor est sa résistance notée R, son unité est le
Ohm (€2). Le condensateur est un composant de filtrage dans les systémes électroniques qui inter-
vient pour donner au systeme une certaine réponse en fonction du temps. La grandeur caractéristique

d’un condensateur est la capacité notée C et son unité est farad (F).

2.3.3 Amplificateur opérationnel

L’amplificateur opérationnel (AOP) est le composant essentiel entrant dans la conception des
circuits inverseurs, additionneurs, différenciateurs et intégrateurs. Son gain est le rapport de la ten-
sion de sortie sur la tension d’entrée. Nous utiliserons ’amplificateur opérationnel de type TL084.
En effet, ces amplificateurs a entrées JFET sont congues pour offrir un choix plus large que n’im-
porte quelle famille d’amplificateurs opérationnels. Chacun de ces AOP incorpore des transistors
JFET haute tension et bipolaires bien adaptés dans un circuit intégré monolithique. Les disposi-
tifs présentent des taux de balayage élevés, une large bande passante, une polarisation d’entrée et
des courants de décalage faibles et un faible coefficient de température de tension de décalage. Le

symbole physique et ’aspect réel du composant sont indiqués sur la Figure 14

o +V
O E-K
E+ :
Vi L ,—L/ v
Va a
o—Y
O O

e

Figure 14 — Symbole de 'amplificateur opérationnel.

C’est un dispositif électronique permettant d’obtenir a partir des tensions d’entrées, une tension
de sortie spécifique et requiert une alimentation symétrique pour fonctionner (—V'; +V'). On appelle

tension différentielle (e), la différence de potentielle entre 'entrée E+ et E~ soit
e=Et—-E, (2.50)
Ainsi, la tension de sortie de 'amplificateur a pour expression :
Vi— Ae. (2:51)

Ou A représente le gain de 'amplificateur
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2.3.4 Circuit d’inversion, d’addition et d’intégration
a) Montage inverseur

C’est un systeme électronique qui offre une sortie se comportant comme l'inverse de I'entrée

avec une amplitude proportionnelle. Le montage est celui de la Figure 15

I Rz
A
0
Ve B +
Ve
o — e

Figure 15 — Schéma du montage inverseur de tension.
La loi des nceuds au point A s’écrit i; = 75 et utilisant la loi d’ohm ¢ = % il vient que
Ve=——V.. (2.52)

La tension de sortie V; est donc supérieure a la tension d’entrée V, si le rapport g—f > 1, inférieure
si % < 1, égale si Ry = Ry. Dans tous les cas, son gain est opposé a celui de V. C’est un montage
1

a gain réglable, surtout si I’on place des potentiometres a la place de R; ou Rs.

b) Montage additionneur

C’est un systeme électronique a plusieurs tensions d’entrées, délivrant une tension de sortie
représentant la somme des tensions provenant de chacune des branches des circuits d’entrées. Le

montage est celui de la Figure 16

v, Iy

Vs, ] L} Vs

Figure 16 — Montage additionneur de tensions a trois entrées.

L’application des lois de Kirchhoff au montage donne ’expression de la tension de sortie par la
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relation :

R R R
Vi=—=—"WVi+=—V,+—=—V5|. 2.53
<R1 1+R2 2+R3 3) ( )

¢) Montage intégrateur

C’est un systeme électronique délivrant une tension de sortie représentant l'intégration des
tensions provenant de chacune des branches des circuits d’entrées. Le montage est celui de la Figure
17

__-L

Figure 17 — Montage intégrateur.

En appliquant les lois de Kirchhoff au montage, nous obtenons la relation suivante :

1
RC

En réalité, I'intégrateur de tension ne fonctionne pas de maniere si idéale. En effet, le faible courant

Vs = V.dt. (2.54)

d’entrée de 'amplificateur produit dans la résistances R une chute de tension qui elle aussi est inté-
grée. La sortie se sature car le condensateur reste chargé. Pour obtenir une intégration satisfaisante,
la constante de temps RC' se doit d’étre ni trop faible pour saturer ’AOP, ni trop grande afin de

fausser les calculs de 'intégration.

2.3.5 Multiplieur de tensions

C’est un dispositif électronique assimilable a un composant qui délivre une tension de sortie
proportionnelle aux tensions d’entrées, mais avec une spécificité bien particuliere. Le composant
discret qui permet de réaliser les multiplications de tension est le AD633 (et ses équivalents). Ce
circuit fonctionne a partir d'une alimentation symétrique de valeur comprise entre 8V et +18V avec
une valeur typique de £15V. Sa consommation moyenne est de 4mA, et sa sortie supporte le court-
circuit en permanence. Avec une bande passante de 1M Hz, une impédance d’entrée différentielle
de 10M () et une exécution de tension de £11V, les caractéristiques dynamiques de ce circuit sont
excellentes. Son symbole physique et son brochage qui tient lieu aussi de symbole sont représentés

a la Figure 18
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Figure 18 — Multiplieur de tension de types AD633 : symbole et brochage.

Soient X7, X5, Y7, Y5 et Z les tensions a 'entrée du multiplieur comme l'indique le brochage de la

figue (18). la fonction de transfert du circuit est donnée par la relation suivante.

(Xo = Xy) (Y2 = V1)
%

Ou V est mis pour volt (unité de la tension électrique). Pour multiplier deux tensions on peut

W = —Z (2.55)

prendre Z = 0 en connectant la broche Z a la masse.

2.3.6 Montage diviseur de tensions

Le circuit diviseur de tension utilisé dans cette thése est réalisé a base de 'AOP et d’un

multiplieur de tension comme le montre la Figure 19.

Vel
O §§> - Vs

Ve2 O——— ¢

Figure 19 — Montage du circuit diviseur de tension & base de ’AOP et multiplieur.

V.1 et Vo sont les tensions d’entrées et V la tension de sortie. La boucle de contre-réaction par
la résistance R induit un fonctionnement linéaire de ’amplificateur opérationnel. La résistance R
permet d’annihilé ’hystérésis en montage suiveur. En appliquant les lois de Kirchhoff au montage,
nous obtenons la relation suivante :

Ve
Vo

V, = (2.56)
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2.3.7 Montage du circuit a retard

Le circuit a retard utilisé dans cette these est réalisé & base de ’AOP comme le montre la
Figure 20.

R2
N
R1
Ve AN - Ve
o— R —0
+

Figure 20 — Montage du circuit a retard & base de I’AOP.

V. et V, sont respectivement les tensions d’entrée et de sortie du montage. L’étude ici est
faite en régime harmonique en considérant les impédances complexes des différents composants. La
boucle de contre-réaction induit un fonctionnement linéaire de ’amplificateur opérationnel. Si w est

la pulsation du signal d’entrée, la fonction de transfert de ce montage est donnée par I’expression

suivante :
. Rl + ]RQRCW
H = 2.57
)= R, (1 + jRCw) (2:57)
Ou j est le nombre imaginaire pure (j2 = —1). Le circuit doit créer un décalage temporel sur

les signaux mais ne doit pas affecter leur amplitude. Par conséquent, le module de la fonction de
transfert doit étre I'unité. Cette condition impose que Ry = Rs. En tenant compte de cette condition,

le déphasage du signal de sortie par rapport au signal d’entrée est donné par :

¢ = —2arctan (RCw) , (2.58)

Par définition le retard temporel 7 est donné par la relation : 7 = %. Soit

L _ gdrctan (RCw) (2.59)

w
L’équation (2.59) montre que pour des signaux de faibles fréquences, le retard sera sensiblement le
méme pour toutes les composantes du signal. Par contre, pour des signaux de hautes fréquences, les
différentes composantes du signal seront retardées différemment, ce qui va créer une distorsion du
signal de sortie. Les signaux biologiques étant de tres faibles fréquences, le montage sera utile pour

la simulation analogique.
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2.3.8 Montage du circuit a microcontroleur

Les technologies intégrées dominent actuellement la technologie mondiale. Ils utilisent des logi-
ciels et du matériel informatique sur de petites puces pour des applications spécifiques dans divers
domaines, en particulier pour des examens médicaux. Les principaux composants de technologies in-
tégrées sont des microprocesseurs et des microcontroleurs qui sont des composants intégrés uniques
contenant des circuits électroniques spécialisés et des fonctions qui sont principalement applicables
a la conception de systemes biomédicaux et autres. Ils deviennent de plus en plus bons marchés,
polyvalents, facilement programmables et de petites tailles. C’est pourquoi ils sont largement utilisés
dans plusieurs domaines technologiques. Au cours des six dernieres années, il a été démontré que
les microcontroleurs peuvent étre utilisés en dynamique non linéaire et en cryptographie par chaos
[204-207]. Ceci est particulierement intéressant car le simulateur & microcontroleur est plus fiable
et plus robuste que les simulateurs numériques qui ont jusqu’a présent été utilisés pour fournir des
régimes dynamiques non linéaires. De plus, dans le simulateur a microcontroleur, les bruits produits
par les courants parasites sont pris en compte et sont fortement limités pour approximer la réalité.
Outre le chaos, les systemes dynamiques non linéaires présentent divers comportements dynamiques
complexes et spéciaux, dont certains sont représentatifs de ce qui se passe dans les systemes biolo-
giques et chimiques. Nous allons utiliser dans le cadre de cette these, le microcontroleur Arduino
a carte Mega pour générer les deux régimes dynamiques fournis par des systemes dynamiques non
linéaires de la croissance tumorale. Il s’agit ici d’utiliser des circuits a microcontroleurs pour générer
de vrais signaux électriques spéciaux ayant les formes obtenues a partir des simulations numériques
des systemes. C’est une entrée intéressante dans 1’étude des systemes dynamiques non linéaires en
raison de sa simplicité a générer des signaux électriques réels, tenant compte du bruit, qui ne peuvent
étre obtenus a partir de la simulation numérique classique (les résultats de la simulation numérique
ne peuvent pas étre convertis en signaux électriques) ou qui peuvent étre obtenus en utilisant des
montages expérimentaux cotiteux et plus complexes.

Nous présenterons I'implémentation basée sur un circuit & microcontroleur des systemes (1.11)
et (1.13) en utilisant une carte Arduino Mega 2650. Il s’agit d’une carte électronique open source
et facile a utiliser, a faible cotit, basée sur le microcontroleur ATMEGA2560 avec les spécifications
suivantes : une prise d’alimentation utilisée pour fournir la tension de service nécessaire, un oscil-
lateur linéaire a quartz de 16 MHz, utilisé comme oscillateur a cristal, une en-téte ICSP utilisée
pour charger les programmes, 54 broches numériques qui peuvent étre définies comme entrées ou
sorties, 16 entrées analogiques et 16 broches numériques pouvant étre utilisées comme sorties PWM,
une connexion USB pour la communication avec I’ordinateur via I’environnement de développement
intégré (EDI) du logiciel open source Arduino 1.6.9 et un bouton de réinitialisation (voir Figure 21).
Le langage de programmation utilisé ici dans I'EDI du logiciel Arduino est le C/Arduino, qui est
tres fermé et compatible avec le langage de programmation C. Le systeme congu sera réalisé en

utilisant le schéma de la Figure 22.
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Figure 22 — Schéma de I'expérience sur I'implémentation d’un systeme dynamique de cancer basé sur un microcon-

troleur a Carte Arduino Mega 2650.

Cette configuration expérimentale se compose d’une plate-forme Arduino Mega 2650 et d'un
réseau de résistances en échelle R — 2R connectées sur une maquette, qui agissent comme un DAC
(convertisseur numérique-analogique) avec des résistances R = 10kS) F 5% et 2R = 20kQ + 5%
respectivement. La plate-forme communique avec un ordinateur via une connexion USB. Les sorties
du réseau de résistances R-2R sont connectées aux deux canaux X et Y de 'oscilloscope numérique
Rigol DS1052E. Ces canaux recoivent les signaux analogiques apres leur conversion via le réseau R—
2R. Des prises spéciales ont été congues pour connecter directement les 16 broches des entrées/sorties
numériques A0 a A7 du port A et BO a B7 du port B au réseau de résistances R — 2R. Les calculs
d’implémentations sont effectués par le microcontroleur et sont tels que 'amplitudes des signaux de
sortie peuvent étre ajustées dans la plage de tension 0—5V et sont envoyées aux ports A et B qui sont
connectés aux réseaux R —2R. Les réseaux R — 2R convertissent a leur tour les signaux numériques
en signal analogique; les transmettent a 'oscilloscope qui les affiche. Dés que les programmes sont
chargés, l'ordinateur joue le role d’alimentation en fournissant une tension de 5V et un courant
maximum de 40mA.

La configuration pratique de I’expérience sur la mise en ceuvre basée sur la carte Arduino Mega
2650 des systemes (1.11) et (1.13) ainsi que les portraits de phase et les séries temporelles obtenus

a partir de cette implémentation seront examinés dans le chapitre §3.
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2.4 Logiciels utilisés

2.4.1 Maple

Maple est un logiciel mathématique associant un moteur mathématique tres puissant et des
proprié¢tés de calcul formel développé. Il a une interface qui facilite grandement ’analyse, I’explora-
tion, la visualisation et la résolution de problemes mathématiques. Les objets de base du calcul sont
les expressions mathématiques, représentées sous forme de commande. Maple fournit un langage
de programmation spécifique, inspiré d’Algol, qui est a la fois le langage d’utilisation interactive et
celui dans lequel est écrite la plus grande partie de la bibliotheque mathématique du logiciel. Le
logiciel permet aussi bien de travailler sur des quantités numériques (entieres, réelles, complexes)
qu’avec des polynomes, des fonctions, ou des séries. Maple réalise des dérivations, des intégrations,
des résolutions de systemes d’équations linéaires, des inversions de matrices, des développements
asymptotiques ou encore des résolutions d’équations différentielles sous forme symbolique, c’est-
a-dire en gardant des inconnues dans la résolution. Le systeme Maple offre aussi de nombreuses
fonctionnalités en théorie des nombres et en combinatoire. Les procédures Maple travaillent sur un
enchainement d’instructions permettant de calculer un résultat en fonction d’une suite d’arguments.

Ce logiciel nous permettra de développer les expressions dans la bifurcation de Hopf, dans la
stabilité par le calcul des polynomes caractéristiques et les déterminants de Routh-Hurwitz ainsi
que les coefficients du Critere général de Sturm par la séquence de discrimination correspondante a

discr(f) définie en annexe.

2.4.2 SILVERFROST FTN95

Silverfrost FTN95 est un logiciel construit autour du langage Fortran (Formula Translator)
qui est un compilateur Fortran pour Microsoft Windows. Il génere du code pour 1A — 32 Win32
natif, x86 — 64. Les programmes écrits avec 1’édition personnelle affichent une barriere pendant
une courte période lorsqu’ils sont exécutés. Plato est I'environnement de développement intégré
fourni avec FTIN95. Il peut éditer, compiler et déboguer des programmes d’une maniere similaire
aux plug-ins Visual Studio. Bien que Plato se spécialise dans Fortran, il ne s’y limite pas et peut
étre réglé pour fonctionner avec n’importe quel compilateur. Il permet d’exécuter des algorithmes,
de créer des interfaces utilisateurs, et peut s’interfacer avec d’autres langages comme le C', C
Java, et Matlab. Avec le Fortran 90, le code commence a partir de la 7e colonne et ne doit pas
dépasser la 72e. Il se présente alors ainsi : La colonne 1 peut contenir la lettre ¢ indiquant un
commentaire. Le caractere '+” est aussi accepté; Les colonnes 1 & 5 peuvent contenir une étiquette
numérique (facultative) de l'instruction, dont la valeur peut étre limitée a 32767 ou 9999 suivant
le compilateur (en Fortran II des ordinateurs Advanced Scientific Instruments ASI 210 et AST
2100); La colonne 6 indique une suite de l'instruction précédente; Les colonnes 73 a 80 servent
a l'identification et la numérotation des cartes perforées (souvent les trois initiales du projet, du

chef de projet ou du programmeur, suivies de numéros de cinq chiffres attribués de dix en dix pour
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permettre des insertions de derniere minute).

De nombreux codes industriels ont été écrits en Fortran (Nastran, bibliotheques NAG et IMSL,
etc.) et la compatibilité des nouvelles versions avec les précédentes est indispensable, au prix de
conserver des notions qui ne s’'imposent plus. Ce logiciel nous permettra d’implémenter les méthodes

numériques décrites aux sections 2.1 et 2.2.

2.4.3 Logiciel Matlab

MATLAB (matrix laboratory) est un langage de script émulé par un environnement de déve-
loppement du méme nom ; il est utilisé a des fins de calcul numérique. Développé par la société The
MathWorks, MATLAB permet de manipuler des matrices, d’afficher des courbes et des données,
de mettre en ceuvre des algorithmes, de créer des interfaces utilisateurs, et peut s’interfacer avec
d’autres langages comme le C', C',,, Java, et Fortran. Matlab peut s’utiliser seul ou bien avec des
toolboxes (boites a outils). Le logiciel MATLAB est construit autour du langage MATLAB. Une
interface en ligne de commande, qui est un des éléments du bureau MATLAB, permet d’exécuter des
commandes simples. Des séquences de commandes peuvent étre sauvegardées dans un fichier texte,
typiquement avec I’éditeur MATLAB, sous la forme d’un script ou encapsulées dans une fonction.
MATLAB est un langage a typage faible (dans le sens ou les conversions de type sont implicites).
Les variables ne sont pas déclarées avec leur type, sauf pour les objets symboliques. Les graphiques
sont tracés en utilisant la commande plot dans le plan et la commande plot3 pour le tracé de
courbes en dimension 3. Il est possible de tracer plusieurs graphiques sur la méme figure au moyen

de 'instruction subplot (sous-graphique).

2.4.4 Logiciel Orcad-PSpice

OrCAD-Pspice (Simulation Program with Integrated Circuit Emphasis) est une suite de pro-
duits pour la conception et I'analyse de circuit imprimé qui comprend un éditeur de schémas (Cap-
ture et schematics), un simulateur de circuit analogique et signal mixte (PSpice) et une solution
de disposition de carte a circuit imprimé. Ce logiciel est une suite d’outils utilisés principalement
pour l'automatisation de la conception électronique. Il est principalement utilisé par les ingénieurs
en conception électronique et les techniciens en électronique pour créer des schémas électroniques,
effectuer une simulation de signaux mixtes et des impressions électroniques pour la fabrication de
cartes a circuits imprimés.

Contrairement a NI Multisim, Capture et schematics ne contient pas de fonctionnalités de
simulations intégrées, mais exporte les données de la netlist vers le simulateur OrCAD-PSPICE.
Capture et schematics peuvent également exporter une description matérielle du schéma de circuit
vers Verilog ou VHDL, et des listes de réseaux vers des concepteurs de circuits imprimés tels que
Orcad Layout, Allegro et autres. Capture et schematics comprennent un systeme d’information sur
les composants, qui relient les données d’empreinte de ’ensemble des composants ou les données

de comportement de simulation, avec le symbole du circuit dans le schéma. Capture et schematics
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incluent une fonctionnalité de script Tecl/Tk qui permet aux utilisateurs d’écrire des scripts, qui
permettent la personnalisation et I'automatisation. Toute tache effectuée via l'interface graphique
peut étre automatisée par des scripts. Capture et schematics peuvent s’interfacer avec n’importe
quelle base de données conforme a la norme ODBC de Microsoft, etc. Les données d'un systeme
MRP, ERP ou PDM peuvent étre directement accessibles pour une utilisation pendant le processus
de prise de décision des composants.

Les conceptions de circuits au niveau de la carte peuvent souvent étre testées. Méme avec une
maquette, certaines propriétés du circuit peuvent ne pas étre précises par rapport a la carte de
circuit imprimée finale, telles que les résistances et capacités parasites. Ces composants parasites
peuvent souvent étre estimés plus précisément a l’aide de la simulation SPICE. En outre, les concep-
teurs peuvent donner plus d’informations sur le circuit que celles disponibles a partir d’une seule
maquette. Par exemple, les performances du circuit sont affectées par les tolérances de fabrication
des composants. Dans ces cas, il est courant d’utiliser SPICE pour effectuer des simulations Monte
Carlo de l'effet des variations des composants sur les performances, tache qui n’est pas pratique
en utilisant des calculs a la main pour un circuit de toute complexité appréciable. Les programmes
de simulation de circuits, prennent une liste de textes décrivant les éléments du circuit (transis-
tors, résistances, condensateurs, Amplificateur opérationnel, etc.) et leurs connexions, traduisent
cette description en équations a résoudre. Les équations générales produites sont des équations
algébriques, différentielles et non linéaires qui sont résolues a ’aide de méthodes d’intégrations im-
plicites, de la méthode de Newton et de techniques matricielles éparses. Simuler le comportement
d’un circuit avant de le construire peut considérablement améliorer 'efficacité de la conception en
faisant connaitre les composants défectueux et en fournissant des informations sur le comportement
des conceptions de circuits électroniques.

Nous utiliserons un tel outil pour vérifier d’abord l'exactitude du modele mathématique (avec
des hypotheéses considérées) ainsi que la plage de leurs parametres de controle en simulant les
comportements dynamiques de la tumeur via une carte électronique qui imite les solutions obtenues

par les méthodes analytiques et numériques.

Conclusion

Ce chapitre avait pour objectif de présenter les différents outils théoriques, numériques et
analogiques ainsi que les logiciels de simulation qui seront utilisés dans le prochain chapitre. Dans un
premier temps, nous avons présenté les méthodes analytiques, suivies par les méthodes numériques.
Par la suite, nous avons présenté les outils de calcul pour la caractérisation des états dynamiques
du modele de la croissance tumorale. Ensuite, nous avons présenté les opérateurs analogiques pour
la conception du dispositif électronique équivalant au modele mathématique. Enfin, nous avons

présenté les logiciels de simulation des résultats.
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Chapitre 3

RESULTATS ET DISCUSSION

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons et discutons les résultats de notre these liés a I’étude attentive
du comportement dynamique du cancer dans le cas des modeles décrits au chapitre §1 en utilisant
a la fois les différentes méthodes analytiques, numériques et électroniques présentées au chapitre
§2, afin de répondre a la problématique posée. Pour mener a bien ce travail, nous organisons ce
chapitre comme suit : Dans la premiere section, nous menons des investigations non seulement
sur 'importance des attracteurs chaotiques dans la modélisation de la croissance tumorale, mais
nous faisons également une étude de bifurcation en se concentrant sur les propriétés dynamiques
et chaotiques pour un meilleur diagnostic et prédiction a fin d’élaborer un dispositif électronique
permettant de réaliser cette prédiction. Nous étudions analytiquement les propriétés de stabilité des
éventuels équilibres du modele, en accordant une attention particuliere aux bifurcations de Hopf
et en classant les équilibres en fonction de leurs propriétés biologiques. La deuxieme section est
consacrée principalement a 1’étude de l'effet du retard sur la stabilité et la dynamique du modele
de croissance tumorale en examinant le cas d'une distribution de retard constant et le cas d'une
distribution de retard exponentiel. Une étude des propriétés dynamiques chaotiques induites par
cet effet de retard sur la dynamique d’ensemble sera également faite. Dans la troisieme section,
nous ferons une étude expérimentale des simulations numériques obtenues dans les deux premieres

sections.

3.1 Importance des propriétés dynamiques et chaotiques

Dans cette section, nous nous concentrons principalement a I’étude du modele (1.11) décrit
au chapitre §1, associé a la nature chaotique du cancer, et a considérer 1'utilité des propriétés dy-
namiques chaotiques lors de la modélisation de la croissance de tumeurs malignes. Pour étudier

leffet des parametres dynamiques et interactives sur le comportement qualitatif du systeme, nous
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choisissons des parametres suivants donnés dans le tableau 6. Ces valeurs sont ici retenues uni-
quement parce qu’elles conduisent a un comportement chaotique que nous voulons étudier par la
suite [33, 142, 143, 150]. D’autres jeux de valeurs seront par la suite considérés selon les situations
cliniques étudiées. Le tableau 6 reflete les valeurs des parametres estimées lors des expériences effec-
tuées sur les souris [139]. les unités de cellules ont été redimensionnées d’apres le facteur d’échelle
défini par (1.10), de sorte qu'une unité représente la capacité de charge des cellules, de I'ordre de
10%cellules [12].

Tableau 6 — Valeurs des parametres utilisés pour les simulations numériques des figures de la Sec.3.1.

Parameétres Noms Valeur sans dimension
p1 taux de croissance des cellules hotes [0,1;1,5]
13 taux de mortalité des cellules hotes par les cellules tumorales 1.5
02 taux de croissance des cellules immunitaires effectrices [3,5:6,5]
vy Coefficient de raideur de la cellule immunitaire 1,0
93 taux d’inhibition des cellules immunitaires par les cellules tumorales 0,2
1) taux de mortalité naturelle des cellules immunitaires effectrices 0.5
31 taux de mortalité des cellules tumorales par les cellules hotes [0,0;1,15]
Q32 taux de mortalité des cellules tumorales dii aux cellules immunitaires 2,5

Tout d’abord, nous étudions, le modele mathématique (1.11) qui décrit les processus physiques sous-
jacents, avant d’examiner les implications biologiques de nos résultats. Pour ces valeurs du tableau
6, les propriétés de base sont étudiées, y compris le point d’équilibre et sa stabilité, les diagrammes
de bifurcation, le spectre de Lyapunov, les séries temporelles de chaque population et les portraits

de phase.

3.1.1 Analyse de stabilité

On peut se faire une idée du comportement qualitatif et la prédiction de 1’évolution du systeme en
analysant ce qui se passe autour du point d’équilibre. Ainsi, en considérant le systeme (1.11), et en
se référant a la section 2.1 du chapitre §2, nous obtenons les points d’équilibres suivants :

1— A
Bo=(0,0,0; Ei=(1,0,0); Ep=(0,0,1); E3=(0,7—+,7—A);

32

1—~v—A _ 1 —
E4:<077—,7+A>; E5:( Q13 — P1 001( oz31)>;

9 )
310013 — P1 Q310013 — P1

3.1
By = <P1 — o3y — A)7 p1(1 —as1) + (azions — p1) (7 — A)ﬁ _ A) : (31)
P1 P1C32
B = (Pl —az(y + A)7 p1(1 — az1) + (azionz — p1) (v + A)’7 I A)
P1 P1A32

Avec

\/(0423 + 0 — pg)z - 450[23

20&23

_ P2 — Qa3 — J
2@23

;oet A=
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Nous observons de ces expressions que le nombre de points d’équilibre peut augmenter au-dela
de 3 ou diminuer a moins de 8 selon que les parametres du systeme varient. Par exemple les points

E; (i=3,4,5,6,7) existent si et seulement si

rrasl @) ) p1 < a3 (d) prza(y —4) (£)
V> A (©) pr > ansly e Qa1 < !

Dans le cas contraire nous avons 3 points d’équilibre. En se référant aux valeurs de p; et des autres
parametres maintenus constants dans le tableau 6, nous constatons que les conditions (a) et (e) ne
sont pas vérifiées et par conséquent le point F, et E7 n’existent pas pour le systeme parce qu’ils ont
chacun une coordonnée négative et ne sont pas biologiquement acceptables. E5 se réduit a E; et le
points Fg existe lorsque la condition (f) est vérifiée, c’est-a-dire p; > 0.1987545 et par conséquent le
systeme a 5 points d’équilibres parmi lesquels un coincide avec la co-existance des trois populations
de cellules et pour p; < 0.1987545. E a une cordonnée négative, n’existe donc pas pour le systeme
et dans ce cas, les points d’équilibres du systeme sont au nombre de 4 parmi lesquels aucun ne
coincide avec la co-existance des trois populations de cellules. Donc, le nombre de points d’équilibre
du systeme pourra passer de 4 a 5 ou de 5 a 4 lorsque le parametre p; varie en passant par la valeur
p1 = 0.1987545. Une bifurcation survient dans le systeme et peut étre du type nceud-col- foyer
(saddle-node-focus) ou fourche. Par exemple, pour p; = 0.5, py = 4.5 et ag; = 1.0 nous obtenons

les points d’équilibres du systéme (1.11) suivants :

Ey = (0,0,0) . By = (0, 0.3470, 0.1325)
By = E; = (1,0,0) ; E,=(0, —7.1470, 18.8675) (32)
E, = (0,0,1) . Eg = (0.6025, 0.1060, 0.1325) '

E; = (—55.6025, 15.0940, 18.8675)

Parmi ces points, deux d’entre eux E, et F; ne sont pas essentiels pour la dynamique résultante
puisqu’ils correspondent a des populations négatives, ce qui n’a pas de signification biologique car
la dynamique doit avoir lieu dans l'octant positif. Le point Ejy, localisé a l'origine de 1'espace des
phases, correspond a un état dans lequel aucune des trois populations cellulaires n’est présente : le
site tumoral est vide de cellules vivantes. Nous verrons en effet, qu’'un tel état peut correspondre
a une zone nécrosée. Le point Fj est associé a un site ne contenant que des cellules hotes (tissu
sain) : ¢’est un état non pathologique pour le patient. Le point Es correspond a la disparition des
populations de cellules n’étant pas tumorales, ce qui ce traduit par un site ne contenant que de
la tumeur : un tel site dans cet état conduit au déces du patient. Le point E3 met en présence

des populations de cellules immunitaires et tumorales qui développent pour ce jeu de parametres,

des interactions contramensales car ffi’j — ag3yz > 0 (pour que les interactions soient de types

compétitives la quantité f’ffj — au3yz devrait prendre des valeurs négatives). A ce point FEj3, les

cellules hotes ont totalement disparues, probablement parce qu’elles sont des compétitrices moins
performantes que les cellules tumorales. Un site dans un tel état au sein d’une tumeur, est soit

dans une zone nécrotique, soit dans une zone de quiescence. Le point Es5 correspond au point ou
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co-existe les trois populations cellulaires : un tel site se traduit par un état pathologique pour
le patient ou les cellules hotes prédominent sur les cellules tumorales. Le site se situe dans une
zone de prolifération (peu agressive) ou bien, est associé a une colonie de taille peu importante
et probablement indétectable cliniquement parlant. L’information la plus importante est de savoir
s’ils sont stables ou instables. Les états stables étant effectivement observés, les états instables ne
perdurant pas suffisamment pour étre cliniquement pertinents. Afin de déterminer et analyser la
stabilité des points d’équilibres, et les bifurcations locales susceptibles de se produire dans le systeme
(1.11) en changeant les parametres, nous linéarisons le systeme (1.11) autour des points d’équilibre

(Ze, Ye, ze) €t la matrice Jacobienne 3 x 3 suivante est obtenue :

p1(1 —2x.) — ag3z, 0 13T
. P2Ze _ P2Ye _ _P2YeZe
Je - 0 Y+ze 23%e 5 Y+ze (’Y-‘FZE)Q a23ye <33)
—az, —(39%, 1 —azr. — azye — 22,

Ainsi, la stabilité des points fixes est étudiée numériquement en calculant les valeurs propres de
la matrice Jacobienne J.. Puisque J. est une matrice 3 x 3 avec des coefficients réels, 1’équation
caractéristique correspondante est un polynome de troisieme ordre avec des coefficients réels. Les

valeurs propres numériques correspondant aux points d’équilibre calculés en (3.2) sont :

Ao = (1,05, —0.5) : Ay= (155 —1, —1) ; A; = (0.3013, —0.0663 + i0.6132,)

3.4
A= (0, —0.5, —0.5) ; Ag = (—0.5008, 0.0335 % i0.2623) (3:4)

Les points d’équlibres Ej et Fy sont associés a trois valeurs propres réelles de signes opposés : ces
points sont des cols (instables). Ces deux points étant instables, pour les valeurs des parametres
considérés, le site n’est jamais complétement vide, ni completement peuplé de cellules tumorales :
ces valeurs ne correspondent donc pas a un site de nécrose tumorale (qui serait stable). L’état E est
associé a deux valeurs propres réelles négatives et une nulle : rigoureusement parlant, ce point est
quasi-stable. Notons toutefois que la valeur propre nulle réduit drastiquement sa variété stable, ce
qui implique qu’en pratique, la probabilité d’avoir une solution convergeante vers ce point singulier
est tres faible. Les points d’équilibres Fs5 et Fg sont associés a une paire de valeurs propres complexes
conjuguées et a une valeur propre réelle. Les parties réelles ayant des signes opposés signifient que
nous sommes en présence d'un col. Sachant que deux des valeurs propres ont des parties imaginaires
différentes de zéro, nous avons une composante de type foyer; ces points d’équilibres sont donc des
col-foyers. Le point d’équilibre Ej, contrairement au point Fg, est un foyer stable (partie réelle de
la paire de valeurs propres négatives). Apres ce cas particulier, nous analysons et discutons le cas
ou la stabilité peut étre influencée par la variation des parametres biologiques du systeme.

A cet effet, nous considérons les parametres p; et sy variant dans les régions 0.2 < p; < 1.5
et 0 < a3 < 1.2 respectivement. L’intérét de ces parametres est lié a I'implication potentiellement
significative dans le monde réel qui est obtenue en faisant varier p; et as; dont 'explication est
fournie dans les travaux de Christophe Letellier et al [33] moyennant ’observabilité, bien qu’il y ait
sept parametres qui pourraient étre étudiés. Nous noterons le point d’équilibre coexistant Eg par

E*. En prenant ag; = 1.0 et suivant les valeurs définies dans le tableau 6, les valeurs propres des
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points d’équilibre sont calculées pour certaines valeurs discretes de p; et les résultats sont montrés

dans le tableau 7.

Tableau 7 — Valeurs propres et la stabilité des points fixes calculés pour quelques valeurs discretes du parametre de

controle de bifurcation p;.

Valeurs Valeurs propres des points d’équilibres
du pa-
rametre
(p1)
Ey Ey Ey Es E*
A =1 A =-0.5 A =-—1 A1 = 0.0013 A = —0.0013
p1=0.2 Ay = —0.5 A= —0.2 A =—1.3 X253 = —0.0663 X253 = —0.0663
A3 =0.2 A3 =10 A3 = 1.55 1:0.6131 +:0.6098
Col(instable)| Neeud  mar- | Col(instable)| Col- Neeud-foyer
ginal  (quasi- foyer(instable) | (stable)
stable)
A =1 A= —0.5 A =-—1 A1 = 0.1012 A1 = —0.1420
p1=0.3 A =—0.5 A =—0.3 A =—1.2 A3 = —0.0663 o3 = —0.0458
A3 = 0.3 A3 =0 A3 = 1.55 +i0.6131 +i0.4044
Col(instable)| Noeud — mar- | Col(instable)| Col- Neeud-foyer
ginal  (quasi- foyer(instable) (stable)
stable)
A =1 A =-0.5 A =-—1 A1 = 0.2512 A = —0.4322
p1 = 0.45 Ay = —0.5 Ay = —0.45 Ag = —1.05| Ay3 = —0.0663 Ao = +0.0242
A3 = 0.45 A3 =10 A3 = 1.55 +40.6131 +:0.6098
Col(instable)| Noeud ~ mar- | Col(instable)| Col- Neeud-foyer (in-
ginal  (quasi- foyer(instable) | stable)
stable)
A =1 A =-0.5 A =—1 A1 = 0.5012 A= —0.7126
p=07 | A=-05 | h=-07 Ao = —0.8 | Ayy=—0.0663 | Aps=-+0.0394
A3 = 0.7 A3 =0 A3 = 1.55 +i0.6131 +i0.2125
Col(instable)| Noeud  mar- | Col(instable)| Col- Neeud-foyer (in-
ginal  (quasi- foyer(instable) stable)
stable)
AM=1 A =-0.5 A =-—1 A1 = 1.0012 A1 = —1.1606
=12 | Ay=—-05 | Adp=—12 Ao =—0.3 | Moy =—0.0663 | lps=-+0.0134
A3 =1.2 A3 =10 A3 = 1.55 +:0.6131 +:0.1111
Col(instable)| Noeud ~ mar- | Col(instable)| Col- Neeud-foyer (in-
ginal  (quasi- foyer (instable) stable)
stable)
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A la lumitre du tableau 7, il s’avere que les points d’équilibres Fy, F,, FE3 sont toujours
instables et F; est toujours quasi-stable. En revanche, seul I’équilibre £* change de stabilité suivant
les valeurs discretes du parametre p;. E* est stable lorsque p; est inférieur a une certaine valeur
critique p1. et instable lorsque p; devient supérieur a pi.. Pour soutenir cet analyse, nous présentons
graphiquement les solutions des équilibres du systéeme ainsi que leur stabilité sur la Figure 23. Leur

influence sur la stabilité du point d’équilibre est observée.

az =1.0 p1 =05
1
(a) 0.6
5 $ bi furcation Le
! . . ! 0.4 ] o
205 bi furcation < Stable
S ey Ze
g o Ze Hw 0.2 Ye T g Instable
—1 ! b
0 0 ( ) . .
0.5 1 1.5 0 0.5 1 0 05 1
£ a31 a31

Figure 23 — Diagramme de bifurcation pour le taux de croissance des cellules hotes (panneau (a)) et le taux de
mortalité des cellules tumorales par les cellules hotes (panneau (b)). La bifurcation se produit & p; & 0.3825 pour le
panneau (a) et & az; = 0.7273 pour le panneau (b) changeant leurs stabilités. Dans le panneau (¢) on a le bassin de
stabilité de I’équilibre du systéme dans le plan (p1, ag1), montrant la région ou cet équilibre est stable/quasi-stable
(bleu) et la région ou il est instable (rouge) pour 0.2 < p; < 1.5 et 0 < a31 < 1.2 en gardant ’ensemble des valeurs

de parametre choisit dans le tableau 6.

Sur la Figure 23, les paires de coordonnées (pq, azy) pour lesquelles I’équilibre est stable/quasi-
stable sont représentées par les zones de couleur bleu, tandis que celles pour lesquelles 1’équilibre est
plutot instable sont représentées par les zones de couleur rouge. Une bifurcation est évidente dans
le diagramme ol on observe un soudain changement de stabilité de 1’équilibre. Cette bifurcation,
comme nous allons le voir par la suite, peut entrainer la naissance des cycles limites dans le modele.
En effet, 'existence d'un cycle limite stable signifie que le systeme immunitaire combat le cancer en
donnant parfois 'avantage aux cellules hotes et se traduit par un équilibre entre les cellules hotes,
immunitaires et cancéreuses dans une région délimitée ce qui permet aux cellules tumorales de varier
périodiquement [140]. D’apres la Figure 23(a), il est clair que 'amplitude de I’équilibre des cellules
hotes augmente avec p;, mais que 1’équilibre tumoral est invariant par rapport au parametre p;. Il est
montré sur la Figure 23(b) que, le parametre a3; n’influence pas quantitativement 1’équilibre tumoral
et hote, mais influence plutot qualitativement la nature de ces équilibres. Avant la bifurcation,
le systeme immunitaire est capable de contrdler les petites populations tumorales initiales, tant
qu’il existe une réponse immunitaire spécifique a 'antigene. Ce n’est que lorsque 1’équilibre des
populations immunitaires spécifiques a la tumeur devient faible qu’une petite population tumorale
initiale échappe a la surveillance immunitaire. Les populations tumorales initiales controlées se
trouveraient dans le bassin d’attraction de 1’équilibre stable. En revanche, ceux qui échappent a la

surveillance immunitaire, menant le systeme vers 1’équilibre tumoral instable, se trouveraient dans
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le bassin d’attraction de I’équilibre tumoral instable qui peut provoquer une taille maximale des
tumeurs. Ces résultats qualitatifs sur la stabilité de I’équilibre du systeme nous montrent que les
parametres p; et a3y sont liés a la dynamique du systeme et peuvent aider a comprendre certains
comportements de la tumeur. Par conséquent, les effets de variations de ces parametres, utilisés
comme parametres de bifurcation, seront étudiés en profondeur dans les sous-sections suivantes

pour discuter de leurs influences sur 1’évolution de la tumeur et les résultats du traitement.

3.1.2 Effets du taux de croissance des cellules hotes

Dans cette sous-section, nous travaillons au point d’équilibre co-existent E*(x., ye, ) et nous
prenons ag; = 1.0. Les types de bifurcations qui se produisent a ce point sont donnés dans un
premier temps en regardant la solution de I’équation caractéristique de la matrice jacobienne. Pour

simplifier les calculs, il est utile de se rappeler des conditions qui définissent cet équilibre :

P1 — P1le — (X132 = 07

P2z
P Ze —ag3ze — 0 =0, (3.5)
1 —2ze — ag12e — asye = 0.
En posant les éléments de la nouvelle matrice jacobienne par : J3; = —az., Joz = Wffz — % — Qi3
et J3o = —ag0z.. L’équation caractéristique qui en découle est le suivant :
P()\) = )\3 -+ CLQ)\2 -+ al)\ + ag = 0. (36)
Ou

a2 = P + 2e — 132,
_aay JozJsa0n32e+J3103 03220 Fa13asep122+J23J32p1 —as1 Jos Ja2p1 —Ja3 J32p1 2 — J31 Q130032 01 — (43220 p3

a =
1 P1032 ’

JozJ32(132e—p1) (pP1+a310132e — 031 p1—p12e)
p1O32 :

ag —

0.5

1.4 1.2 -1 -0.8 -06 -04 -0.2 0 0.2
Re()\)

Figure 24 — Représentation des valeurs propres, solution de ’équation caractéristique (3.6), dans le plan complexe
(Re(N), Im(A)) pour 0.2 < p; < 1.5.
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Sur la Figure 24, nous montrons ces valeurs propres dans le plan complexe (Re()), Im())). L’équa-
tion (3.6) est résolue en utilisant la méthode de Newton-Raphson pour la gamme du parametre
suivant : 0.2 < p; < 1.5 en maintenant les autres valeurs constantes.

A la lumiere de la Figure 24, nous pouvons déduire quelques points concernant la stabilité,
les équilibres et les bifurcations exposées a apparaitre dans le modele de la croissance tumorale. La
conclusion suivante peut étre faite : la matrice jacobienne possede les coefficients absolument réels ;
par conséquent, la symétrie observée le long de I'axe des réels est le résultat de l'apparition des
paires de valeurs propres complexes conjugués. En conséquence, les volumes dans I’espace de phase
sont contractés si les parties réelles des valeurs propres (A) sont toutes négatives et augmentées si
elle sont positives. Lorsque le taux de croissance des cellules hotes augmente, a partir d’une valeur
seuil, le systeme devient instable. Il présente des bifurcations qui provoquent des phénomenes de
saut entre les solutions stables. En regardant 1’évolution des valeurs propres de la matrice jacobienne
du systeme, on remarque qu’il existe deux types d’instabilités : une bifurcation sous-harmonique ou
les valeurs propres traversent l'axe des réels en —1 du plan complexe le long de ’axe imaginaire, et
une bifurcation de Hopf : lieu d’intersection avec ’axe imaginaire ou deux valeurs propres complexes
conjugués traversent ’axe imaginaire simultanément. Nous remarquons également que les solutions
réelles (non complexes) sont toujours négatives.

Ce qui nous intéresse dans la discussion ci-dessus, est l'instabilité liée a la bifurcation de Hopf.
Nous considérons 1'équation caractéristique décrite par 1’équation (3.6) calculée au tour du point
d’équilibre E*. Pour garantir I'existence de la bifurcation de Hopf pour p; dans le systéme (1.11)
et la satisfaction de la condition de transversalité [179], nous considérons les paires de valeurs
propres complexes conjuguées imaginaires pures suivant A\ o = =%iwy pour tout nombre réel wy :
point d’intersection de la courbe du plan complexe avec I'axe des imaginaires. A; 2 sont des racines
de P(A) définies par I’équation (3.6). La somme et le produit des 3 racines de P(\) vérifient les

relations suivantes

)\1 -+ )\2 + )\3 = —ay )\1)\2)\3 = —Qop (37)
Nous avons A3 = —ay = a3z, — p1 — 2. qui est la frontiere de stabilité, ou A\; o = £iwy
Avec
)
Wy = 4/ —. 3.8
0 ” (3.8)

Dans cette frontiere p(A3) = 0, ce qui conduit a :
ajao — Ao = O7 (39)

Nous remplagons dans 1'équation (3.9) les expressions de as, a; et ag décrites ci-dessus. Apres
quelques manipulations mathématiques, nous avons 1’équation qui définit la valeur critique de p;

correspondant a la frontiere.
Ap}.+ Bpi.+Cpie+ D =0. (3.10)
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ou
= —(032%2¢,

_ 2 2
= 20113003227 — J310u3032 — 3227,

Q o

= 2J310250392, + 1303222 (1 — a13) — JogJseze(a + ze — 1) — Jza130322e,

D = aJysJsp032? + Js103503022(1 — a3).
En prenant p; = py. solution de I’équation (3.10), I’équation (3.6) a deux solutions paires, complexes
conjugués imaginaires pures et une solution réelle négative. Alors, la premiere condition pour la
bifurcation de Hopf dans le sens du théoreme donné dans [208] est satisfaite. Suivant 1’équation

(3.6), on a :

S Tven: a.1)
~ dp 3A2 4 2aA +ay’ |
ou
- dCLl B Ze(aJ23J32a13 + J3105%30432 + O‘?ﬂﬂ%c)
1= — = — )
dpy p1=p1c a2/,
by = dao _ JasJa (Pl + aaisz? — api, — zepi,)
dpy P 3207,
Ainsi
Re [ 2 _ (o = 36d)(by — ) — 2t _ (312
dpr | A=ien da3wd + (a1 — 3w})’ | |
En examinant la relation (3.12), nous voyons que Re (% N ) # 0.
pP1=p1c

Ainsi, la deuxieme condition pour la bifurcation de Hopf (condition de transversalité) est satisfaite.
D’apres le théoréme 5 du chapitre §2, lorsque p; = pi., le systéme (1.11) subit une bifurcation
de Hopf a I'équilibre E*(z., ve, 2.). Fait intéressant, la bifurcation de Hopf donne lieu a un cycle
limite unique a savoir les solutions périodiques dont la direction et la stabilité sont étudiées dans la

section suivante.

3.1.2.1 Résultats analytiques

La perte de stabilité dans ce cas est directement reliée a la disparition ou a la naissance d’une
orbite périodique. Cette bifurcation représente le mécanisme pour la transition d’un régime station-
naire aux oscillations (ou des oscillations & un régime stationnaire) et peut accentuer I'interprétation
appropriée de nombreux phénomenes en physique, en biologie, en économie. C’est pourquoi il joue
habituellement un role spécial dans la théorie de bifurcation. Ainsi, nous appliquons la théorie de la
forme normale de bifurcation de Hopf décrite au chapitre §2 pour étudier la direction, la stabilité et
la période des solutions périodiques de bifurcations du systéme (1.11) se produisant & p;. Cherchons

la matrice de changement de base P 3 x 3 qui met la partie linéaire du systeme au point d’équilibre
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E* sous la forme Jordan lorsque (p; = pi.), c’est-a-dire sous la forme suivante :

0 —Wwyo 0
P lp)P=] w 0 0 |. (3.13)
0 0 Az

Les 2 premieres colonnes de la matrice P représentent les parties réelles et imaginaires des vecteurs
propres correspondant a la valeur propre A\; = iwy et la 3éme colonne représente le vecteur cor-
respondant a la valeur propre réelle A3. Par des calculs francs, nous obtenons le vecteur propre v;
associé a A\ = iwg qui est

__iwo(013Tetiwp)
P1TeYe 23

V1 = 1 X (314)

WO
YeJ23

et le vecteur propre vs associé a A3 est
__@13%¢

A3+p1Te

v3 = vl : (3.15)

Ainsi la matrice P est définie par

leg O2Wo 03

P = (Re(vy), —Im(vy), v3) = 1 0 o4 |- (3.16)
0 —0500 1
Avec
or 1 gy — 013 o Q13T oy YeJos ot e —
1=————F 0= ———=—, 03 = ———————, 04 = 5 =
P1eTeYeJ23 P1eYeJos A3 + P1eTe A3 YeJo3

Afin d’effectuer le changement de base, nous substituons les équations X = PY + X, et F(Y,p1) =
P7Lf(PY + X, p1) dans le systéme (1.11), ot f(X, p;) représente le champ de vecteur du systeme
(1.11), X = (x,y, 2)T le vecteur d’état, X, = (e, ye, 2.)" le vecteur d’équilibre et Y = (z1,y1,21)7 le
vecteur d’état dans la base (z1,y1,21)7. Nous obtenons apres quelques développements, le systeme

suivant dans la nouvelle base :
Y = F(Y,p1) = (Py, Py, Py)". (3.17)

ou Py, P, et P3 sont des fonctions de variables x1, y; et z; dans la nouvelle base donnée en Annexe.
Notons que le point d’équilibre du systeme d’équation (3.17) est l'origine O(0,0,0). Nous suivons
les procédures de calcul des coefficients ps, 7 et By décrites au chapitre §2 respectivement aux
équations (2.36) et (2.40), pour démontrer l'existence des solutions périodiques de petites amplitudes
du systeme (3.17), pour les petites valeurs de p; dans le cas o/(0) # 0 et A3 < 0.

Les propriétés (1), (2) et (3) qui découlent du théoréme 5 dans le chapitre §2 informent sur

'existence d’un cycle limite stable ou instable dans un certain voisinage U du point E*(x., ye, 2.) tels
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que p1 > pic(p1 < p1c) jusqu’a une certaine valeur p}(p}) qui n’est pas connue et dont 'amplitude

augmente et est de I'ordre de v/p1 — p1c (v/p1c — p1)- Le cycle limite peut se dédoubler ou disparaitre
au-dela d’une certaine valeur pf(p}). A partir de ces résultats, nous pouvons conclure que le sys-
teme a une solution d’amplitude unique dont la période approximative et I’exposant caractéristique
(indice caractéristique) sont définis respectivement par les équation (2.35) et (2.39). L’expression

approximative des solutions périodiques de bifurcation définie par la relation (2.38) est :

x Te(pic) Wa~y1€ cos (Z%t) + wpyee sin (%’Tt)
y| = |velpe) | + e cos (%) +0(e). (3.18)
z Ze(p1e —WpYsE Sin (2%25)

3.1.2.2 Résultats numériques

Dans cette sous-section, nous illustrons les résultats théoriques de bifurcation par des calculs
numériques. Suivant les propriétés du théoreme 5, les valeurs critiques du parametre de bifur-
cation p; solution de I'équation (3.10) sont : p1. = 0.3825; p1 = 1.5 et pre3 = —0.1175. Puisque
le parametre p; est toujours positif, nous omettons la derniere valeur p;.3 de la solution. Seule la
premiere valeur de la solution est prise en compte car pour la deuxieme valeur de la solution, la
pulsation des solutions de bifurcation périodique est nulle comme le montre la Figure 25 et en plus
pour cette valeur, le point d’équilibre est S, = (0.8675,0,0.1325) correspondant & un état dans
lequel seules les cellules hotes et tumorales coexistent. Le site se situe dans une zone de prolifération
peu agressive par des cellules tumorales et probablement indétectables par les cellules immunitaires
effectrices cliniquement parlant. Un tel état dans le site est au sein d’'une tumeur, soit dans une zone
nécrotique, soit dans une zone de quiescence car le site se traduit par un état pathologique pour un

patient ou les cellules hotes prédominent sur les cellules tumorales.

0.3

0.2

Wo

0.1

O 1 1 L 1 1 1 L

02 04 06 08 1 12 14 16
P1

Figure 25 — Représentation de la pulsation propre du systeme, pour 0.2 < p; < 1.5.

En considérant la premiére valeur critique, nous avons le point d’équilibre E* = (0.4804, 0.1549, 0.1325),
une valeur propre réelle négative A\3 = —0.3163 et deux paires de valeurs propres imaginaires pures

conjuguées \; o = £0.3141:. Puisque Re (N (p1.)) = ¢/(0) = 3.5383 # 0, nous pouvons conclure
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d’apres les propriétés (i) et (ii) du théoréme 5 que la condition de transversalité est satisfaite. Par

calcul numérique, les matrices P et inverse P~! sont données par :

1.0476  2.4036  5.4376
p— 1 0 ~1.6205 | . (3.19)
0  —0.6129 1

0.1466  0.8465  0.5748
P~'= 0.1476 —0.1546 —10.0530 | . (3.20)
0.0904 —0.0948  0.3548

Il s’ensuit d’apres les calculs des divers coefficients utiles pour la direction de la bifurcation que

g1 =0.2084 — 0.5949i ; goo = 0.7891 + 0.2290;;
goo = —1.3280 + 0.8369i ; go; = —1.6833 — 1.0486i; (3.21)
C1(0) = —2.3778 — 1.7959i.

Nous avons finalement puy, = 0.6721 ; [y = —4.7556 ; 75 = 4.5510.

A la lumiere des propriétés (1), (2) et (3) du théoréeme 5, puisque us > 0, la bifurcation de
Hopf est supercritique et les solutions périodiques de bifurcation existent pour p; > pi. décrivant
la direction de bifurcation. Cela signifie que le point d’équilibre E* du systéeme (1.11) est stable
lorsque p; < pi. et perd sa stabilité lorsque la bifurcation de Hopf se produit c¢’est-a-dire lorsque p;
croit au-dela de p;. comme montré sur la Figure 26. De plus Sy < 0 nous permet de conclure que
chaque solution périodique individuelle est stable comme le montre la Figure 26(a), ot p; = 0.36.
Cette bifurcation donne lieu & un cycle limite unique et stable dans I'intervalle (0.3825;0.5105) ou il
disparait au profit d’une bifurcation par dédoublement de période donnant lieu a un comportement
plus complexe dont 1’étude est détaillée a la section 3.1.3. Lorsque p; croit au-dela de p;. la pulsation
des solutions périodiques de bifurcation diminue (voir Figure 25) par conséquent, la période de
bifurcation augmente puisque 75 > 0. Ceci peut étre justifié par le fait que la période de la solution
de la Figure 27(a) est supérieure a celle de la Figure 26(c) correspondant respectivement aux valeurs
p1 = 0.42 et p; = 0.4. Notons que chaque solution périodique est un cycle limite stable. L’expression

approximative de la période est donnée par :
T'(p1) = 20.0088 (1 + 6.7722 (p; — 0.3825) + 0(p1 — 0.3825)) . (3.22)

L’indice caractéristique correspondant est :

B = —4.7556 (p; — 0.3825) + 0(p; — 0.3825). (3.23)

et les solutions périodiques sont approximées par :

x 0.4803 1 (1.0476 cos (25t) + 2.4036 sin (25¢)

p1 —0.3825 2 )
y| =10.1549 | + W cos (Tﬁt) + O(pl — 0.3825).
2 0.1326 ' —0.6129sin (%¢)

(3.24)
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Pour se convaincre de I’approximation analytique des solutions périodiques, nous présentons a la
Figure 27(c) et (d) les solutions numériques du systeme (1.11) résolues par la méthode de RK4
avec une valeur de p; suffisamment proche de p;. et pour les conditions initiales x. = 0.4808; y. =
0.1534; 2z, = 0.1336.

0.46 . r . . : o17sF T T T T ]
(a) ' (b)
0.455 1 017} E
g @
{: +~ L -
* 04 { Zo0.165
8 0.45 =N
0.16} .
0.445 1 _
0.155} i
0.44 . . . . . . . . . . .
0 100 200 300 400 500 600 0.128 0.13 0.132 0.134 0.136 0.138
t z(t)
06l (¢ 0.3f |
0.25F .
05 < o2t :
8 = =
0.15F | (=) ]
0.4F I (=) Y,
01F .
03 . . . . . 0.05L— . n : n . . .
0 100 200 300 400 500 600 0.08 0.1 0.12 0.14(%,16 018 02 022 024
t 2(t

Figure 26 — Série chronologique et diagramme de phase pour le systéme (1.11) avec p; = 0.36 < p1. : (panneau (a)
et panneau (b)). Les panneaux (c) et (d) représentent la série chronologique et le diagramme de phase pour le méme

systeme (1.11) avec p1 = 0.4 > p1..

04
0.3f

> /
0.2,

0.157}

0.156}
—~
+0.155}

0.154f

0.153f

y y : ’ 0.1305 0.131 0.1315 0.132 0.1325 0.133 0.1335 0.134
0 20 40 60 80 100 Z(t)

Figure 27 — Série chronologique et diagramme de phase pour le systéme (1.11) avec p; = 0.42 > p1. : (panneau (a)
et panneau (b)). Les panneaux (c) et (d) représentent la série chronologique et le diagramme de phase pour le méme

systeme (1.11) avec p1 = p1e.
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L’existence d’un cycle limite stable signifie que les cellules hotes sont en concurrence perma-
nentes des mémes ressources que les cellules cancéreuses et se traduit par un équilibre entre les
cellules hotes, immunitaires et cancéreuses dans une région délimitée; ce qui permet aux cellules
tumorales de varier périodiquement en I’absence de tout traitement. De plus, il est clair que 'ampli-
tude de ces oscillations augmente lorsque p; augmente. Pour des valeurs de p; = pi., les oscillations
de petites amplitudes traduisant le faible taux de cellules tumorales pourraient étre décrites comme
un état de cancer dormant. Un tel phénomene a été observé cliniquement et est connu sous le
nom de phénomene de Jeff [140]. Dans ce cas, il existe un comportement de bistabilité dans le
modele, ou le point d’équilibre de rechute (instable) E* et un cycle limite stable sont ensemble.
Les tendances d'une trajectoire d’un point d’équilibre instable vers le cycle limite signifient que
les cellules hotes, le systeme immunitaire et la tumeur peuvent survivre a long terme bien que le
cancer ne soit pas finalement éliminé. Nous pouvons interpréter cette situation biologiquement en
disant que si les cellules immunitaires combattent les cellules cancéreuses, il existe un équilibre entre
elles en raison des changements périodiques des tissus internes et des circonstances externes telles
qu’elles coexistent dans une région délimitée. De tels comportements dans le maintien d’équilibre
entre les cellules hotes et tumorales suggerent que le renforcement du systeme immunitaire améliore
considérablement 1’état du cancer chez les patients dont le systeme immunitaire est affaibli. De
plus, les patients dotés d'un systéeme immunitaire fort pourraient étre completement guéris grace a

I'immunothérapie.

3.1.3 Effets du taux de mortalité des cellules tumorales par les cellules héotes : impor-

tance des attracteurs chaotiques

Dans cette sous-section, nous étudions l'effet du taux de mortalité des cellules tumorales par
les cellules hotes sur le comportement qualitatif du systeme en prenant p; = 0.6 et p; = 4.5. Nous
cherchons également a étudier le modele associé a la nature chaotique du cancer et a considérer
I'utilité des attracteurs chaotiques lors de la modélisation de la croissance des tumeurs malignes.
Les outils d’analyse non linéaire habituels tels que les diagrammes de bifurcation, le graphique des
exposants de Lyapunov, les portraits de phase, les séries temporelles sont utilisés pour étudier les
différents états de la maladie et les phénomeénes de bifurcation multi-périodique. Les implications

biologiques de nos résultats sont examinées par la suite.

3.1.3.1 Etude de cas

En utilisant les valeurs du tableau 6 et en prenant ag; = 1.0, ’équation (1.11) peut étre intégrée
dans le temps pour determiner z, y et z. L’évolution en fonction du temps de ces trois populations
de cellules est illustrée a la Figure 28. Le comportement semble de nature presque oscillatoire
(Figure 28), mais avec des variations dans les hauteurs et 1’espacement des pics. Dynamiquement
parlant, les oscillations des populations de cellules tumorales et de cellules hotes sont régies par
la méme dynamique : la trajectoire représentative de 1’évolution du systeme dépend de ces deux

variables et visite un unique attracteur. Ecologiquement parlant, puisque les deux populations sont
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en compétition, lorsque 'une est maximale, 'autre sera plutot faible, et vice versa (Figure 28). Les
interactions entre les cellules immunitaires et tumorales étant plutot du type contramensal, ces deux
populations ont plutot tendance a osciller en phase. En regardant en profondeur ce résultat, un tracé
en 3 dimensions des trois types de cellules a été fait (voir Figure 29) dans lequel I'attracteur peut
étre visualisé. En raison de la difficulté inhérente a la visualisation de cet attracteur tridimensionnel,

les projections de cet attracteur en 2 dimensions sont représentées sur la Figure 30.
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Figure 28 — Variation temporelle des populations de cellules hotes (bleu), immunitaires (vert) et tumorales (rouge).
Les conditions initiales étant (0.85,0.1,0.05). Les valeurs des parametres sont fixées conformément au tableau (6) et
0.0 <t <1000.

Figure 29 — Visualisation de l'attracteur chaotique dans ’espace de phase tridimensionnelle a 1’aide des parametres
du tableau (6). Les conditions initiales étaient (0.85,0.1,0.05), 0.0 < ¢ < 1000.

Ces projections bidimensionnelles aident a visualiser ’espace de phase qu’occupe 'attracteur.
Bien qu’il ne s’agisse que d'une étude de cas sur certains parametres qui donnent lieu a un compor-
tement chaotique, I'exposant de Lyapunov est calculé et on obtient 0.0218, en accord avec 0.0215

comme indiqué dans [150]. Notons que cela implique un comportement chaotique puisque I'exposant
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de Lyapunov est positif.

e e
o )
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Figure 30 — Projections du graphe tridimensionnel de la Figure 29 sur deux axes (a) portrait de phase cellules

immunitaires et tumorales, (b) portrait de phase cellules hotes et tumorales.

3.1.3.2 Variation du taux de mortalité des cellules tumorales par les cellules hotes

Ici, nous présentons brievement les effets de la variation du taux de mortalité des cellules
tumorales par les cellules hotes. Pour ce faire, le graphique du plus grand exposant de Lyapunov de
la figure 31 a été trcé et on constate la présence d’une zone positive illustrant la possibilité d’une

dynamique chaotique.
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Figure 31 — Représentation de A4, en fonction de ag;. Les parties en bleu, vert, rouge et magenta représentent les
régions du signe de Aq.- La variation compléte de azy (calculée a aide de 'équation 2.46 du chapitre §2 et n = 3000

pour la convergence) est représentée par des points en couleur. Les conditions initiales étant (0.85,0.1,0.05).

A partir du graphique donnant I’exposant maximale de Lyapunov, les fenétres périodiques et
chaotiques sont observées. On observe également sous l'effet de variation de as;, que le modele

présente un comportement dynamique aussi bien simple que complexe. Cela est observé clairement
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a partir des couleurs de la Figure 31 sur laquelle on observe clairement quatre zones principales dans
la région délimitée par ag; : la premiere région est définie par 0 < ag; < 0.72 ol a3 est faible avec
le plus grand exposant de Lyapunov négatif (bleu), la deuxieéme région définie par 0.72 < agy; < 0.95
ol a3y est moyen avec le plus grand exposant de Lyapunov nul (vert), la troisieme région définie par
0.95 < gy < 1.027 ot aigy est élevé avec le plus grand exposant de Lyapunov positif (rouge) et la
quatrieme région est définie par 1.027 < ag; < 1.2 ou ag; est tres élevé avec le plus grand exposant
de Lyapunov négatif (magenta). Pour avoir une meilleure vue du comportement dynamique des
cellules dans ces 4 régions, nous présentons sur la Figure 32 ’évolution temporelle des cellules hotes,

immunitaires effectrices et tumorales.
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Figure 32 — Variation temporelle des populations de cellules pour chacune des quatre valeurs représentatives de oz .
(a) indique 0.2 (faible); (b) montre 0.8 (moyen); (c) indique 1.0 (élevé); et (d) indique 1.1 (tres élevé). Les valeurs
des parametres sont fixées conformement au tableau (6). Remarquons que I'équilibre en (a) est (0,67, 0,30, 0,13) et
en (d) il est (1, 0, 0).

la Figure 32(a) (as; faible) montre une dynamique temporelle qui tend vers un attracteur
d’équilibre avec une population de cellules tumorales non nulles correspondant a un site ou les
cellules tumorales ne proliferent pas et restent dans un état dormant, la Figure 32(b) (a3; moyen)
montre une dynamique temporelle qui tend vers un attracteur de cycle limite avec oscillations des
cellules tumorales correspondant & un site tumorale vasculaire, la Figure 32(c) (as; élevé) montre
une dynamique temporelle qui tend vers un attracteur chaotique correspondant a un site tumorale
avasculaire et la Figure 32(d) (as; tres élevé) montre une dynamique temporelle qui tend vers un
attracteur d’équilibre avec une population de cellules tumorales nulles correspondant a un état sein

du patient. Ces quatre exemples présentent des dynamiques tres variées ou tres différentes.
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Figure 33 — Représentation dans I'espace & deux dimensions de taille maximale des cellules tumorales en fonction de
a1 dans le plan : (31, Zmaz ). Les valeurs des parametres sont fixées conformément a 1 7équation (3). Les conditions
initiales étant (0.85,0.1,0.052).

Les effets de la variation de ag; sur la taille des cellules tumorales sont également représentés
visuellement en regardant 'amplitude de ces quatre exemples sur la dynamique des cellules tumorales

dans I'espace a deux dimensions du plan (a1, Zmae:) comme illustré sur la Figure 33

3.1.3.3 Gravité de la tumeur

Maintenant qu’il a été démontré que le systéme présente des dynamiques différentes basées
sur la variation de agp, la question logique suivante est : Comment le chaos est-il important dans
le contexte du modele? Cette partie vise a justifier I’affirmation selon laquelle plus le systeme est
chaotique, plus la taille maximale de la tumeur est élevée. Notons que la taille de la tumeur et la
population de cellules tumorales seront utilisées de maniere interchangeable. Le z maximal au fil
du temps sera considéré comme la taille maximale de la tumeur. La relation entre les populations
cellulaires et la taille physique ne sera pas examinée ici car ce modele non structuré n’integre aucune
information spatiale sur les cellules tumorales.

D’apres les figure Figure 32 et Figure 33, la taille maximale de la tumeur est trouvée dans la
région 0.95 < a3y < 1.027 pour laquelle la dynamique est chaotique. Pour étayer en profondeur cette
observation, la Figure 34 a été tracé, montrant la relation entre la taille maximale de la tumeur et le
plus grand exposant de Lyapunov (en utilisant la méme variation de agp). La Figure 34 montre les
résultats quantitatifs de la taille maximale des cellules tumorales des différents états dynamiques du
modele. Les différents états dynamiques sont représentés par le plus grand exposant de Lyapunov
Amaz- On observe trois régions délimitées par A, : une région ou le plus grand exposant de
Lyapunov est négatif (M. < 0.0005), une région ou le plus grand exposant de Lyapunov est
proche de zéro (—0.000 < Apq < 0.0005) et une région ou le plus grand exposant de Lyapunov est
positif (Anae > 0.0005). Ces seuils sont choisis en fonction de la Figure 34 pour éviter d’étiqueter
certains points de données comme positifs ou négatifs simplement sur la base d'un A, calculé

proche de zéro.
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Figure 34 — Représentation du graphe paramétrique pour la variation de a3y de 0 a 1.027 dans des intervalles : bleu
pour 0.0 < a < 0.72, vert pour 0.72 < a < 0.95 et le rouge pour 0.95 < a < 1.027. Chacun des points de données
utilisées, représente le calcul de A4, et la taille maximale de la tumeur associée. Les conditions initiales étaient

(0.85,0.1,0.05). Les seuils pour un A4, proche de zéro sont supposés étre de —0.0005 et 0.0005.

Dans la premiere région ou le plus grand exposant de Lyapunov est négatif, la taille maximale de
la tumeur n’est jamais supérieure a 0.3 alors que dans la troisieme région ou le plus grand exposant
de Lyapunov est positif, la taille maximale des cellules tumorales n’est jamais inférieure a 0.75.
Cette différence flagrante, avec des valeurs proches de zéro comblant I’écart, démontre 'importance
de caractériser le comportement chaotique pour mieux expliquer la taille maximale de la tumeur.
Cet état chaotique qui indique une taille maximale des cellules tumorales correspond a une bascule
angiogénique ol la vascularisation est assez importante avec une saturation du site tumorale donc
la conséquence est que, ces cellules tumorales commencent a migrer vers d’autres sites pour former
des métastases. Le tableau 8 résume la taille maximale de la tumeur pour les différentes plages de
Amaz- Ce tableau montre que la taille maximale moyenne des cellules tumorales calculée pour la
région ou le comportement dynamique est chaotique est environ le quadruple de ce qui a été calculé

pour la région ou A, négative.

Tableau 8 — Taille maximale de la tumeur avec A4, calculée en utilisant 3000 points de données. Le parametre asq
est échantillonné dans la plage 0.0 < a < 1.027.

Région de \,,.. Moyenne de la taille maximale de la tumeur
Amaz < —0.0005 0.21 +0.03
—0.0005 < Apaz < 0.0005 0.5+0.25
Amaz > 0.0005 0.9 +0.09

La Figure 34 conduit également a une estimation de l’erreur numérique associée au calcul
de A\paz- Compte tenu de la troncature de la somme infinie & n = 3000 (voir équation (2.46)),

des variations de \,,., calculé sont attendues. Cependant, ce graphique suggere que 'erreur est
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inférieure a 0.0005 en raison de la précision des points de données avec un \,,., proche de zéro.
Cette hypothese est renforcée par le résultat de 1’étude de cas ou la différence entre A4, calculé et
la valeur de la littérature était de 0.0003, renforcant encore la précision de ’algorithme de calcul
de Apaz- On émet également ’hypothese que tous les points de données dont A, calculé ont une
valeur absolue inférieure a 0.0005 ont en fait un \,,,,; proche de 0 et que les fluctuations au-dessus
et en dessous de 0 sont simplement du bruit statistique provenant de la troncature dans I’algorithme
de calcul de M\,,qz-

Bien que cette enquéte soit fortement dépendante de la caractérisation du chaos, les implications
sous-jacentes de ce travail ne doivent pas étre oubliées. En termes de politique de santé publique, par
exemple, toute modification des conditions initiales ou des parametres qui font passer 'attracteur
chaotique a un point fixe serait de la plus haute importance, car elle conduirait a une meilleure
prévision et un meilleur traitement. Méme la distinction apparemment mineure entre attracteurs
étranges et chaotiques conduirait a une meilleure connaissance du moment ou la tumeur sortira
d’un état dormant. La compréhension qualitative des parametres et des conditions qui donnent
lieu a certains comportements tels que le chaos pourrait avoir des implications importantes sur le
traitement du cancer. Il a été démontré que le parametre agq, tel que varié dans cette section, était
directement lié a la dynamique du systeme et le fait intéressant est que ag; est le parametre dans
I’ensemble de base des équations différentielles qui est associé a la destruction des cellules tumorales.
Lorsque ag; est faible, cela signifie que la compétition pour I’espace et les ressources entre les cellules
hotes (x) et tumorales (z) a un léger impact négatif sur la population de cellules tumorales. En
revanche, un ag; tres élevé signifie que la compétition a un impact négatif tres important sur la
population de cellules tumorales. Ceci est en parfait accord avec les résultats numériques dans
lesquels le faible a3; conduit a un équilibre des cellules tumorales non nul, tandis que le asz; tres
élevé conduit a un équilibre zéro des cellules tumorales. Cependant, pour as; entre 0.72 et 1.027, la
dynamique n’est pas aussi simple. Un comportement périodique et chaotique est observé. Comme le
montre le tableau 8, la taille maximale de la tumeur était en fait la plus élevée pour la plage chaotique
de ag;. C’est un résultat tres intéressant car il suggere que le pire résultat clinique possible (une
taille de tumeur maximale élevée) pourrait étre mieux expliqué par un modele chaotique plutot que
simplement par une tumeur qui concurrence bien les cellules hotes (c¢’est-a-dire avec un «ag; faible). Si
cela pouvait étre vérifié avec des données empiriques, cela serait de la plus haute importance, car cela
signifierait que les efforts de traitement qui augmentent as; sont apparemment une bonne idée car
ils impliquent un terme de destruction de tumeur plus large et pourraient en fait étre préjudiciable
car ils pourraient pousser le systeme dans la région chaotique, produisant ainsi une taille maximale
de tumeur plus grande. Un traitement idéal augmenterait suffisamment ag; pour qu’il soit dans le
cas d’équilibre de cellule tumorale zéro (c’est-a-dire ag; > 1.027) mais cette augmenter en dessous
de ce seuil pourrait en fait avoir un impact négatif. La proposition de Gatenby pour le traitement
du cancer [209] est cohérente avec les conclusions tirées de la Figure 34(b) : augmenter le schéma
thérapeutique, non pas pour éradiquer la tumeur, mais pour la faire entrer dans une

dynamique de cycle limite.
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3.1.4 Propriétés dynamiques et chaotiques du modele 1.11
3.1.4.1 Bifurcation numérique et comportement intermittent

Ici, nous effectuons 'analyse de bifurcation numérique du modele avec les parametres du sys-
téme immunitaire pour voir comment le taux de croissance des cellules immunitaires effectrices
affectent le comportement dynamique du systéme. De plus, nous montrons que le systeme (1.11)
admet un comportement de bistabilité.

Nous nous sommes concentrés sur les parametres de bifurcation qui peuvent étre manipulés
expérimentalement, par exemple, le taux de croissance des cellules hotes p; et le taux de croissance
des cellules immunitaires effectrices po, vu que la mesure des populations des cellules immunitaires
effectrices est inefficace en raison de la faible observabilité qu’elle procure a la dynamique [33], mais
pas contre une action simultanée sur les cellules hotes et les cellules immunitaires effectrices pourrait
étre, au moins d’un point de vue dynamique, une thérapie possible pour réduire la population de
cellules tumorales, c¢’est-a-dire semble étre une des meilleure stratégie pour agir sur la dynamique
du cancer. L’action simultanée des parametres p; et ps peut donc influencer la dynamique du sys-
teme. Sur la Figure 35, les régions de divers comportements dynamiques du modele sont tracées
dans le plan (p1,p2) en (a) et dans 'espace (p1,p2, Amaz) €n (b) ol les domaines de dynamique
non chaotiques (bleu) et les domaines de dynamique chaotique (rouge) peuvent étre identifiés. Ce
diagramme est d'une grande importance pour ’observation simultanée de deux populations, car il
permet a l'utilisateur d’avoir une idée générale de la dynamique du modele lorsque les parametres
sont modifiés. La valeur du taux de croissance des cellules hotes choisie selon les situations cliniques
étudiées dans [33] étant 'un des principaux parametres du systeme sous lequel on observe la dy-
namique de la maladie et conduisant a un comportement chaotique dont nous voulons étudier ces
propriétés a la suite [33, 150] est p; = 0.518. Nous faisons varier le taux de croissance des cellules
immunitaires effectrices dans l'intervalle [3.5;6.3], le diagramme de bifurcation de la Figure 35(a)
montre les maximums locaux du vecteur d’état des cellules hotes x et le graphe correspondant du

spectre de Lyapunov (Figure 35).

1.5

0.5 P1

Figure 35 — Diagramme de phase a deux parametres en (a) dans le plan (p1, p2) montrant respectivement : la région
de la dynamique périodique (bleu) et la région de la dynamique chaotique (rouge) et (b) dans I’espace (p1, p2, Amaz)-
Un exposant positif (Apq, > 0) indique des oscillations irrégulieres (chaos), tandis que les oscillations réguliéres (non

chaotiques) sont caractérisées par des valeurs négatives de 'exposant de Lyapunov (Ajqqz < 0).
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A partir de ce diagramme de bifurcation, nous observons une bifurcation par doublement de
période qui traduit le fait que les populations cellulaires se mettent spontanément a osciller entre 2
valeurs. Au fur et a mesure que le taux de croissance des cellules immunitaires effectrices augmente
(par prolifération ou par diminution de la vitalité des cellules hotes), les bifurcations s’enchainent
de plus en plus rapidement pour conduire a une évolution chaotique de population des cellules
structurées sur un squelette d’orbites périodiques [210] : il n’est plus possible de prédire ce que
va devenir la population des cellules. Notons que, les mémes comportements sont observés lorsque
nous faisons varier le taux de croissance des cellules hotes en maintenant la valeur de p, égale a
4.5 [33]. Nous observons également des comportements asymptotiques plus complexes structurant
d’autres types de structures de bifurcation tels que 2 bifurcations nceud-selle, 'un créant une orbite
de période-3 dont un stable et 2 instables. C’est-a-dire la situation dans laquelle les cellules se
stabilisent en oscillant entre 3 valeurs et I'autre créant une orbite de période-4 dont un stable et 3
instables. C’est-a-dire la situation dans laquelle les cellules oscillent entre 4 valeurs; les bifurcations
de doublement de période dans la cascade principale de doublement de période mais également
dans chaque fenétre périodique, conduisant ensuite chacune a une nouvelle fluctuation chaotique,
dont la variabilité est encore accrue. Les populations fluctuent de plus en plus violemment jusqu’a
une croissance fulgurante. Un zoom de certaines régions des Figures 36(a) et 36(c) illustre ces
observations (voir les Figures 36(b) et 36(d), respectivement). Les phénomenes de crise intérieure
(IC) et extérieur (EC) sont illustrés. Comme prédit par la théorie du pétrissage [211], les attracteurs
chaotiques observés juste au-dela du point d’accumulation de la cascade de doublement de la période
sont caractérisés par une carte de premier retour unimodale déja étudiée par Letellier et al. [33].

Dans les autres régions du parametre de controle, la crise détruit plutot que de créer un at-
tracteur chaotique. On assiste a 'augmentation soudaine de 'attracteur chaotique, car le parametre
susmentionné varie en fonction de sa valeur critique. Les bifurcations nocud-selle observées avant les
fenétres périodiques induisent des crises extérieures et par conséquent des comportements intermit-
tents. Ici, I'attracteur chaotique entre en collision avec des orbites périodiques stables et instables
dans leurs bassins d’attractions. Ainsi, il semble que la trajectoire se déplace sur une orbite pério-
dique pendant un intervalle de temps important. Lorsque la trajectoire s’échappe de cette orbite
périodique elle évolue sur 'attracteur chaotique et une explosion chaotique est observée. Le compor-
tement intermittent est caractérisé par les phases dites laminaires, au cours desquelles le comporte-
ment est presque périodique pour un temps fini. Par exemple, la Figure 37 illustre l'intermittence
causée par une crise a partir des séries temporelles. Juste apres la crise, I'orbite parcourt une bande
de période-3 comme le montre la Figure 37(a). Pour des valeurs de p, inférieures a 4.5065, on observe
que les fluctuations sont apparemment périodiques pendant de longues périodes de temps, mais ce
comportement régulier semble étre perturbé de maniere abrupte par un jaillissement chaotique. Ce
jaillissement a une durée finie et quand il disparait le systéme revient a un comportement pério-
dique comme le montre la Figure 37(b). Tout pres, le décalage temporel entre deux jaillissements
est apparemment aléatoire et beaucoup plus important que la période des oscillations sous-jacentes

et sans corrélation avec celle-ci. Au fur et a mesure que py diminue de plus en plus en dessous de
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4.5065, il devient de plus en plus difficile et finalement impossible de reconnaitre les oscillations
régulieres (Voir Figure 37(c)). Au moins trois types de sortie intermittente sont observées dans le
systeme. L’éclatement intermittent décrit le second type de crise susceptible d’apparaitre dans un

systeme dynamique [212].
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Figure 36 — Diagramme de bifurcation (a) montrant les maxima locaux des cellules hétes x en fonction du parametre
pa2 et le graphe correspondant (c) du plus grand exposant du graphique de Lyapunov A4, dans intervalle 3.5 < pg <
6.3. L’exposant positif (Aya. > 0) indique des oscillations irrégulieres (chaos), tandis que les oscillations réguliéres
(non chaotiques) sont caractérisées par des valeurs négatives de I'exposant de Lyapunov (Ajq. < 0). Agrandissement
du diagramme de bifurcation de la Figure 35(a) dans la région de la fenétre de période-3 (panneau (a)) et le graphique
du plus grand exposant de Lyapunov (panneau (d)) montrant la bifurcation saddle-node (SN), le doublement de la

période (PD) et la crise entérale (IC). Les autres parametres sont ceux de la Figure 36(a).
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Figure 37 — Evolution temporelle de z(t) pres de la crise extérieure montrant le comportement intermittent, complé-

tant la fenétre de période-3 pour (a) pa = 4.509 > pa., (b) p2 = 4.5063 < pac, (¢) p2 = 4.505 < pa.

A partir de cette analyse, nous voyons que les comportements intermittents décrivent certains com-

portements qui peuvent survenir chez certains patients. Ce qui est souvent observé dans 1’évolution
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de la tumeur ou, chez certains patients et pas chez d’autres, un changement soudain et souvent ra-
dical, du comportement de la maladie (longtemps localisée, voire indétectable) conduit & une force
poly métastatique évolutive incontrolable. Dans d’autres cas, on observe des situations métasta-
tiques inverses avec une maladie a croissance variable alternant des phases de forte progression et

des phases de stabilisation.

3.1.4.2 Comportements multistables et bassins d’attraction

La multistabilité (attracteurs multiples) est un phénomene répandu dans I’étude des systémes
dynamiques non linéaires. Cela correspond a la coexistence de plusieurs types d’attracteurs dans le
systeme pour le méme ensemble de parametres systeme avec différentes valeurs de conditions ini-
tiales. Ce phénomene de multistabilité implique la coexistence de multiples attracteurs périodiques,
de multiples attracteurs chaotiques, de multiples attracteurs périodiques et chaotiques, de multiples
points coexistants, des attracteurs périodiques et chaotiques ou de multiples attracteurs simulta-
nés chaotiques [213-218]. Dans cette sous-section, notre objectif principal est d’étudier la présence
simultanée de plusieurs attracteurs (multistabilité) dans le systeme (1.11). A cette fin, plusieurs dia-
grammes de bifurcation sont calculés en utilisant différentes techniques. En d’autres termes, pour
montrer la coexistence de plusieurs attracteurs, nous avons produit la Figure 38 ou trois diagrammes

de bifurcation sont superposés et le graphe correspondant du spectre de Lyapunov.
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Figure 38 — Diagramme de bifurcation (a) montrant les maxima locaux des cellules hétes x en fonction du parametre
dans Vintervalle 4.83 < ps < 4.93, obtenu avec la condition initiale fixe : (0.7,0.08,0.133). Dans le panneau (b), le
graphique en vert et rouge est obtenu en diminuant et en augmentant le parametre dans la méme plage a partir
de différentes conditions initiales et dans le panneau (c), le graphique correspondant du spectre de Lyapunov. Le
diagramme vert est obtenu avec la condition initiale (0.7,0.08,0.133), tandis que le rouge est obtenu avec la condition

initiale (1.0,0.08,0.133). Ces bifurcations sont obtenues avec les mémes parametres définis comme dans le tableau 6.

Le diagramme de bifurcation de la Figure 38(a), montrant les maxima locaux des populations
hotes en fonction du parametre dans l'intervalle 4.83 < p, < 4.93, obtenu avec une condition initiale
fixe : (2(0),y(0),2(0)) = (0.7,0.08,0.133). Dans le panneau (b) de la Figure 38, le diagramme en
vert est obtenu avec les conditions initiales (0.7,0.08,0.133) en augmentant le parametre p, dans
la méme plage alors que celui en rouge est obtenu avec la condition initiale (1.0,0.08,0.133) en

diminuant le parametre p, dans la méme plage et dans le panneau (c) le graphe correspondant
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du spectre de Lyapunov. Pour le diagramme de la Figure 38(b) et le spectre de Lyapunov de la
Figure 38(c), I’état final de chaque itération est utilisé comme condition initiale pour l'itération
suivante. Cette stratégie représente un bon moyen de repérer les fenétres dans lesquelles le modele
présente le phénomene de plusieurs attracteurs coexistants. Ces diagrammes de bifurcation mettent
en évidence le phénomene de coexistence des attracteurs, dia a des branches paralleles. Parce que les
deux diagrammes de bifurcation de la Figure 38(a) et (b) sont différents et les attracteurs résultants
proviennent de bifurcation de branches paralleles.

Tous ces diagrammes de bifurcations sont obtenus avec des valeurs des parametres définis dans
le tableau 6. Dans la légende de la Figure 39, nous montrons la coexistence de deux attracteurs
parmi lesquels un attracteur de période-3 (panneau (a)) et attracteur de période-9 (panneau (b))
pour py = 4.86 avec des conditions initiales (0.5,0.1,0.13) et (0.1,0.1,0.1) respectivement. Ce cas
correspond dans la dynamique tumorale a la coexistence de deux états stables car, a I’état irrégulier,

la dynamique tumorale est chaotique [34].
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Figure 39 — Coexistence de deux attracteurs différents (deux cycles limites de période-3 et période-9) pour p; = 4.86,
avec la condition initiale (0.5,0.1,0.13) et (0.1,0.1,0.1) respectivement avec leurs évolutions temporelles correspon-

dantes. Les autres valeurs de parametre sont ceux de la Figure 38.

Cette figure montre que le systéme (1.11) présente une multistabilité dans un état régulier. Bio-
logiquement, cela signifie que la maladie peut évoluer de différentes manieres, atteignant des états
correspondant aux équilibres Localement Asymptotiquement Stable, rendant ainsi tres complexe la
prévision de I'histoire naturelle de la tumeur ou de l'efficacité d’'une immunothérapie donnée.

Pour p; = 4.915, il est représenté sur la Figure 40, la coexistence de deux attracteurs diffé-
rents, parmi lesquels un attracteur a 3 bandes chaotique unique (panneau (a)) et un attracteur de
la période-3 (panneau (b)), avec la condition initiale (0.7,0.08,0.133) et (1.0, 0.08,0.133) respecti-
vement.

En utilisant les valeurs des parametres liés aux Figures 40, trois exemples de bassins d’attraction
de ces attracteurs coexistants ont été produits et illustrés a la Figure 41, montrant des structures
de bassin complexes. Sur la Figure 41, I'ensemble des conditions initiales donnant des attracteurs
chaotiques est représenté en bleu, tandis que le cycle de la période-3 est représenté en vert.

Notons que pour chaque attracteur coexistant, le comportement qualitatif du mouvement a long
terme d’un systeme dynamique non linéaire donné peut étre fondamentalement différent selon le

bassin d’attraction auquel appartient la condition initiale. Puisque les points d’équilibre du tableau
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7 sont situés dans les différents bassins d’attraction représentés sur les Figures 41, nous pouvons

conclure que les attracteurs générés sont des attracteurs auto-excités.
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Figure 40 — Coexistence de deux attracteurs différents (cycles limites de période-3 et chaotique) pour ps = 4.915,
avec condition initiale (0.7,0.08,0.133) et (1.0,0.08,0.133) respectivement. Les autres valeurs de parametre sont ceux
de la Figure 38.
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Figure 41 — Coupes transversales du bassin d’attraction pour z(0) = 0.133 dans le panneau (a), y(0) = 0.08 dans le
panneau (b) et x(0) = 0.8 dans le panneau (c), montrant les domaines des conditions initiales ot un cycle limite de
période-3 (vert) et un attracteur chaotique (bleu) coexistent pour ps = 4.915. Les autres parametres sont ceux de la
Figure 40.

Si 'on extrapole ces comportements au cancer, il apparait que les phénotypes différents adop-
tés par les cellules cancéreuses d'un méme clone, dont certaines deviendront métastatiques, peuvent
adopter des comportements différents au détour d’'un évenement génomique (régi par I'instabilité
génomique) insignifiant. Pour cela, la structure complexe de la coupe transversale du bassin d’at-
traction, présente un niveau d’imprévisibilité quantitativement supérieur a la dépendance sensible
classique des conditions initiales dans un seul attracteur chaotique dont la variation de la densité
des cellules dépend du comportement chaotique. Cet état d’imprévisibilité est causé par plusieurs
attracteurs avec des limites de bassin fractal. Cette coexistence d’attracteurs pourrait étre d’une
importance capitale dans I’étude de la dynamique tumorale car certaines complications surviennent
apres certaines thérapies. Ils pourraient également contribuer a la limite d’approche statistique

observée quotidiennement en clinique lorsque deux patients ayant apparemment le méme type de

103



tumeur, de méme taille et de méme topographie, ont une évolution totalement différente, malgré

une radiothérapie de méme nature.

3.2 Effets du retard sur la stabilité et la dynamique non chaotique du
modele (1.11)

Dans cette section, Nous nous intéresserons aux effets du retard temporel sur la dynamique du
systeme (1.11). Notons que, dans la chimiothérapie anticancéreuse par exemple, les médicaments
empéchent les cellules de poursuivre leur cycle cellulaire, les piégeant ainsi & un moment donné
pendant l'interphase, ou les cellules meurent de causes naturelles. Phénomene caractérisé dans la
littérature scientifique de retard [170]. Comme nous allons le voir, ce piégeage peut avoir un effet
néfaste sur la stabilité du systeme. Ce retard sera pris en compte dans la fonction cinétique de
prolifération des cellules immunitaires. Dans le modele de base défini par le systéeme (1.11), cette
fonction cinétique, qui est de nature monotone désignant des réactions enzymatiques cellulaires entre
la cellule tumorale et la cellule immunitaire est définie par :

z

f(z) = (3.25)

a+z’

ou « et z représentent respectivement la constante de rigidité des cellules immunitaires et la popu-
lation des cellules tumorales.

la Figure 42 montre que la fonction cinétique de prolifération des cellules immunitaires n’est
pas proportionnelle a la densité des cellules tumorales en raison de 'activité immunosuppressive et
de la présence d’un facteur pro-tumoral dans le systeme immunitaire. Nous évaluons 'inclusion des

retards affectant le taux de prolifération f(z) définie dans le systeme (1.13).

Figure 42 — Fonction cinétique non linéaire de prolifération des cellules immunitaires avec p = 4.5 et a = 4.

Nous effectuons I'analyse des résultats théoriques et numériques en choisissant les valeurs des

parametres pour lesquelles le systeme (1.13) sans retard ne présente pas de comportement chaotique,
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Tableau 9 — Valeurs des parametres utilisés pour les simulations numériques des figures de la Sec.3.2.

Parametres Noms Valeur sans dimension
01 taux de croissance des cellules hétes [0.2;1.5]
13 taux de mortalité des cellules hotes par les cellules tumorales 1.5
02 taux de croissance des cellules immunitaires effectrices 3.2
vy Coeflicient de raideur de la cellule immunitaire 4.0
93 taux d’inhibition des cellules immunitaires par les cellules tumorales 0.15
1) taux de mortalité naturelle des cellules immunitaires effectrices 0.2
o1 taux de mortalité des cellules tumorales par les cellules hotes [0.0;1.2]
w39 taux de mortalité des cellules tumorales di aux cellules immunitaires 2.5
a Inverse du retard moyen [0.04; 5]

mais plutot des points fixes et des cycles limites. L’ensemble de ces parametres sont définis dans le
tableau 10.

En effet, nous montrons cela par le calcul d’exposant de Lyapunov au moyen de I’équation 2.32
représentée sur la Figure 43, ou le plus grand exposant est nul (41 = fimee = 0) (Le tableau 10

donne un scénario pour différentes dynamiques).

Tableau 10 — Dynamique des systémes d’ordre 3 pour différents exposants de Lyapunov.
M1 | M2 | U3 Dynamiques
— | — | — | Point d’équilibre

0| —1|— Périodique
00— Tore
+ — Chaotique

-2 F

0.5 1 15 2 25
1

Figure 43 — Graphiques du spectre des exposants de Lyapunov en fonction du taux de croissance des cellules hotes.

Les conclusions de la Figure 43 sont illustrées sur la Figure 44, qui montre la dynamique tem-

porelle des densités des cellules hotes, immunitaires et tumorales pour certaines valeurs discretes
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du parametre de controle p; en prenant az; = 0.95. On observe sur la Figure 44(a) que, le sys-
teme présente des oscillations d’amortissements lorsque les densités convergent vers 'équilibre de
coexistence positive stable E* = (Z,y, z). On rencontre alors un point de Hopf a p; = 0.6508, et
plus loin de ce point a p; = 0.75, il en résulte une amplitude d’oscillations plus élevée. Pour des
valeurs beaucoup plus élevées du taux de croissance des cellules hotes, c’est-a-dire p; = 1.15, une
diminution de la fréquence et une augmentation de la taille du cycle limite sont clairement obser-
vées. On observe également une nouvelle stabilisation de tous les états a p; = 1.5, ce qui implique
qu’'une augmentation excessive du taux de croissance des cellules hotes ne peut pas empécher la
régression de la tumeur. Les changements dans la dynamique du systeme sont également visibles
dans les panneaux (e—h) de la Figure 44, ou les portraits de phase correspondants sont présentés.
La petite amplitude d’oscillation et le faible taux de cellules tumorales observés sur la Figure 44(a)

pourraient étre décrits comme un état de cancer dormant.

p,=0.62 p,=0.75 p=1.15 (c) p=1.5 (d)
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Figure 44 — Evolution temporelle et portraits de phase correspondants au systéme (1.20) & trois composants avec
Peffet de divers taux de croissance des cellules hotes en l'absence de retard (7 = 0), pour p; = 0.62 panneau (a,
e), pr = 0.75 panneau (b , f), p; = 1.15 panneau (c, g), p1
r=0.25,y =0.18 et 2 =0, 35.

= 1.5 panneau (d, h) avec les conditions initiales

3.2.1 Influence des parametres de densité de probabilité

Dans cette section, nous étudions la stabilité locale de ’état stationnaire E* = (Z,y, Z) en utilisant
la technique de linéarisation standard. Pour étudier le comportement local des solutions autour de

E* = (Z,y, Z) nous linéarisons le systéme (1.13) autour de cet état stationnaire comme suit :

Uy = — P17 Uy — 13T Uy
Uy = —a3yu, + poy f'(Z fo Krlyo(s)u,(t — s)ds (3.26)
’[Lg = —31T U] — (322 Uy — Z U3
Alors la fonction caractéristique a la forme suivante
+00
Q) = N+ AN 4+ Aoh + A + (B + By) Krlya(s)e M ds. (3.27)

0
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Ou f0+oo Krl,.(s)e*ds est la transformée de Laplace de Krl,, définie par 1'équation (1.17).
Ah AQ, Ag, Bl, BQ définis par l’équation (335)
Etudier de stabilité du systeme (1.13), revient a analyser les solutions de I’équation (3.27). Ainsi,

pour la densité de probabilité donnée par 1’équation (1.17), nous avons

400 a’

Krlyo(s)e ™ds = ——, 3.28
[ K s = (325)

et cela conduit a la forme suivante d’équation caractéristique
AN =N+ AN+ Ao\ + A3+ (BIA+ B —nn 3.29
Qn(A) 1 2 5+ (B 2)()\+a) (3.29)

Plus simplement nous considérons

Qn(A) = (A +a)" (W + AN+ Asd + A3) + a” (BiA + By) = 0. (3.30)

Nous nous intéressons a I’analyse de stabilité et aux bifurcations qui peuvent se produire en résolvant
(3.30) égal a zéro. Plus particulierement nous nous intéressons a la bifurcation de Hopf et aux
bifurcations sous-harmoniques. La bifurcation de Hopf est obtenue dans la condition de transversalité
en évaluant la partie réelle de I’équation (3.31) lorsque a atteint sa valeur critique et A imaginaire
pure.
d\ H,(\)
da ~ G,(\)

(3.31)

Avec
H,(\) =n(A+a)"" (N + AN + Ao) + A3) +na" ! (Bid + By),
Go(A) =n(A+a)" " (W + 402+ Aod + A) + (A +a)" (3N + 24,0 + Ay) + a"By.

Puisque les coefficients du polynéme (3.30) sont des nombres réels et dépendent du parametre de
retard a et du facteur de forme de la densité de probabilité, on déduit que la stabilité du modele
(1.13) modifié dépend également des parametres de densité de probabilité. Par conséquent, il est
important d’étudier I'effet de ces parametres sur la stabilité du systeme afin de mettre en évidence
d’éventuels phénomenes de bifurcation locaux. Dans 1’étude de cette stabilité, nous étudions la
dépendance du retard moyen critique 7. sur les parametres liés a la cellule hote pour examiner leur
pertinence biologique pour le comportement qualitatif. Les parametres que nous utilisons dans cette
section sont le taux de croissance des cellules hotes p; et le taux de mortalité des cellules hotes des
cellules tumorales a3;. Sur la Figure 45, nous tragons la dépendance de la valeur de retard moyen
critique 7., ur le taux de croissance des cellules hotes p; (panneau de gauche) et le taux de mort des
cellules tumorales par les cellules hotes a3y (panneau de droite). Le retard critique moyen est défini
par 7o, = . Les régions colorées correspondent a des régions de stabilité pour différentes valeurs
du param‘efre de forme n, tandis que celles non colorées correspondent a des régions d’instabilité.
Au regard de la Figure 45, on remarque que, la plus grande région de stabilité est obtenue pour la
distribution d’Erlang correspond a n = 1 et la plus petite région de stabilité lorsque le parametre de

forme est n = oo correspondant au retard discret. Ainsi, plus n est grand, plus la région de stabilité
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est réduite. Ce résultat nous permet de conclure que, la stabilité du systeme (1.13) au tour de son
état stationnaire décroit avec I'augmentation de n. De plus, les valeurs critiques de retard moyen
dans le panneau de droite sont des fonctions decroissantes de ag;. Cela signifie que I'augmentation
du taux de mortalité des cellules tumorales par les cellules hotes augmente la région d’instabilité et

diminue la région de stabilité.
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Figure 45 — Dépendance de la valeur de décalage moyen critique en cas de distributions d’Erlang sur le taux de

croissance des cellules hotes p; (panneau de gauche) et le taux de mortalité des cellules tumorales par les cellules hote

_n_
acr’

a pour laquelle un changement de stabilité se produit. Tous les autres parametres sauf p; et asy, sont définis par le
tableau 9.

az1s (panneau de droite). Le retard critique moyen est défini par 7., = ol a., est la valeur critique du parametre

oo |

Figure 46 — Dépendance du parameétre de forme sur le spectre du plus grand exposant de Lyapunov en fonction du

taux de croissance des cellules hotes p;. Tous les autres parametres sauf p; et asy, sont définis par le tableau 9.

Sur la Figure 46, nous tragons le spectre d’exposant maximum de Lyapunov pour évaluer l'influence
du parametre de forme de la densité de probabilité sur la dynamique du systeme (1.13) pour un
retard moyen 7 = 2.5. Au regard de la Figure 46, on remarque que, malgré une différence significative
dans 'amplitude du plus grand exposant de Lyapunov entre le retard discret (n = co) et les autres
distributions, on observe un comportement profondément similaire. En particulier, le systeme semble
étre tres sensible aux variations du parametre de forme sur la dynamique du systeme. Ce résultat
montre tout d’abord I'importance de définir le retard dans la dynamique du systeme qui induit un

comportement chaotique mettant en évidence 'existence d’un cancer métastatique du point de vue
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de l'oncologie [169], car on a affaire & un systéeme dynamique complexe dont le comportement peut
varier profondément dans le temps en fonction de I’événement qui entrave 'activation des cellules

immunitaires effectrices.

3.2.2 Cas particulier de la distribution de Dirac lorsque n = oo

Dans cette section, nous étudions le cas limite de la fonction Erlangen K71l , qui integrent 'idée
que le passé est rappelé en termes d’événements plutot que de toute son histoire. Cette distribution

conduit a l'analyse du systeme (1.20).

3.2.1.1 Domaine de stabilité

Afin de discuter du comportement de stabilité des équilibres du systeme (1.20), nous le linéari-
sons autour de ses points d’équilibre en supposant de petites perturbations u; telles que u; = x — 7,

us =y — et ug = z — z, le systéme linéarisé du modele (1.20) devient

Uy = —pP1T U — 13T U3,
Uy = —azyuz + Kug(t —7), (3.32)
Ug = —Q31T U] — (392 Uy — Z U3.

_ _kpay
Avec K = T2

L’équation caractéristique correspondante avec des coefficients dépendant du retard est donnée par

le Polynome caractéristique :

DA\, 7) = P(\) +Q(Ne™ =0, (3.33)
On
PO =X+ AN+ A0+A43 5 Q(\) = B\ + Bs. (3.34)
Avec
Al =T+ 2z, Ay = —(03031TZ + oz zZ — p1T2), Az = —o3azep1TyZ, (3.35)

By = Kagz, By = Kagpi12Z.
On constate que la stabilité des points d’équilibre Ey, E; et E5, n’est pas du tout influencée par le
retard. Cependant, la stabilité de 1’état limite E3 et de I'état coexistant E* dépend du choix des
valeurs des parametres et du retard. Pour des raisons dues au fait que ’état limite F3 ne contient pas
des cellules hotes, nous allons nous intéresser a la dynamique locale au point d’équilibre coexistant
E*=(z,9,2).

De toute évidence, on a
D(X,0) =X+ AN+ (Ay + BN+ As + By = 0. (3.36)

D’apres le critere de Routh-Hurwitz, le systeme (1.20) est localement et asymptotiquement stable

autour de ’équilibre coexistant £* pour 7 = 0 si et seulement si
Al - 0, Bs+ Ag > 0, A(Bl + AQ) — (BQ + Ag) > 0. (337)

109



Lorsque 7 > 0, le systéeme (1.20) est asymptotiquement stable autour de ’équilibre coexistant E*
si et seulement si chacune des racines de ’équation (3.33) ont toutes des parties réelles négatives et
dans le cas contraire, il est instable. Notons que ’équation (3.33) est une équation transcendantale
et possede une infinité de solutions selon le théoreme de Rouché [219]. Par conséquent, le critere de
Routh-Hurwitz n’est pas applicable pour déterminer la stabilité asymptotique de (3.33). La stabilité
locale et asymptotique du systéme (1.20) autour de I’équilibre coexistant E*, avec influence du retard
T est assurée en étudiant le signe des parties réelles des racines de (3.33). En utilisant les arguments

analytiques de la sous-section (2.1.6) du chapitre §2, nous obtenons

F(w) = Wb + biw* 4 bow? + bs. (3.38)
Avec :
b= A2 — 24,,
by = A2 — B2 — 24, A, (3.39)
by = A; — B5.

Une fois qu'une racine positive de (3.38) est trouvée, les valeurs correspondantes du retard critique

sont données par

0 2k
Th=— 4 k=0,1,2,... (3.40)
woow
pour 6 € [0,27), qui devrait satisfaire
Blw (A1w2 - Ag) + ng (A2 — w2)
B3 + Biw?
Avec B3 + Biw? # 0.

La stabilité du systeme (1.20) dans l'espace de parametres est analysée par la connaissance du

sinf =

BQ (A1w2 — Ag) + B1w2 (w2 — AQ)

3.41
B3 + Biw? ( )

, cost =

nombre de racines réelles positives du polynéme F'(w) satisfaisant la relation (3.38) avec des para-
metres inconnus. Dans ce cas, pour déterminer le nombre de racines réelles positives, nous utilisons
le critere de Sturm généralisé dont la séquence de discrimination est prise dans 'ordre et déterminée
en utilisant la fonction ”discr” dans MAPLE définie en annexe. Cette séquence de discrimination

est définie comme suit :
Dy(F) =1, Dy(F) = dy, D3(F) = dody, Dy(F) = didy, D5(F) = dads, Dg(F') = d§d4. (3.42)

Avec
dy = —by, dy =0b%—3by, dy=0b3by+ 3b1by — 4b3,
d3 = —4b3b3 + b3b3 + 18b1bybs — 4b3 — 2703,  dy = —bs.
Afin de garder la discussion suffisamment large, nous considérons une plus grande région de combi-

naisons de parametres suivante :

Q={(p1,a31): 02<p1 <15, 0<as <12}. (3.43)

Dans cette région, nous avons : dy < 0, d; > 0, d3 > 0 et dy > 0. En tracant le graphique de

dy = 0 pour déterminer le signe de la séquence de discrimination. La région {2 donnée dans ’espace
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paramétrique (pi, ;) est divisée en deux sous-régions comme le montre la Figure 47. La partie en

bleu définie la région ol dy < 0 et la partie en rouge définie la région ou dy > 0.

-

o
=

06 07 08 09 1 11 12 13 14 15
1

Figure 47 — Répartition des parametres du modele (1.20) par d; dans la sous-région 2. L’équation ds = 0 donne la

courbe de séparation des deux régions.

1.2

08¢

31

T

0.4

T

0.2

0.6 0.8 1 1.2 1.4
P1

Figure 48 — Répartition des parametres du modele (1.20) de d; dans la sous-région Q. RH est déterminée par les

conditions de Routh-Hurwitz de I’équation (3.44). Le graphique de ds = 0 est composé de la courbe C.

Les deux premieres inégalités de la condition (3.37) sont valable dans toute la région donnée. La
condition de Routh-Hurwitz, représentée maintenant par la troisieme inégalité de la condition de

(3.37) est maintenant sous la forme

(—0.013 — 0.511p] + 0.287p1) a1 = —0.341p7 + 0.232p7 — 0.07p;. (3.44)

En complétant la Figure 47, Le graphique, noté RH en vert, de (3.44) dans la Figure 48, indique
la limite déterminée par les conditions de stabilité de Routh-Hurwitz pour le systeme sans retard.

Cela implique que le systeme qui est exempt de retard est asymptotiquement stable lorsque les
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parametres sont choisis dans les sous- régions de 1 et 2, et devient instable lorsque les combinaisons
de parametres sont prises dans les sous-régions de 3 et 4.

Les signes de la séquence de discrimination sont donnés dans le tableau 11.

Tableau 11 — Signe de tableau de la séquence de discrimination du modele (1.20) dans le cas de la sous-région .

Sous- || dy|dy|dy|ds|dy|| Dy | Dy | D3| Dy| Ds | Dg || | —2v
région

1,3 |+ |-+ +||+1 | -1]-1|-1]-1|+1

2, 4 R R NS NS N S N S W |

On constate que, le nombre de variations des tables de signes de la séquence de discrimination,
comme indiqué dans le tableau 11, est de 2 pour toutes les sous-régions. Il s’ensuit que F(w) =0 a
exactement une racine positive simple dans chaque sous-région. D’apres le théoréeme 4 du chapitre
§2, nous voyons que la fonction F'(w) ne peut pas avoir des racines réelles répétées lorsque les
combinaisons des parametres sont sur la frontiere commune définie par la courbe C' en bleu. En
effet, sur cette frontiere commune, la table de signes modifiée de la séquence de discrimination
est [1,—1,—1,—1,—1,1] puisque la table de signes d’origine de la séquence de discrimination est
[1,—1,—1,0,0,1]. Comme le numéro de variation de la table des signes modifiée est 2, F'(w) a une
racine positive simple.

La sous-région 3 et 4 correspond aux couples de valeurs (p;, as;) pour lesquelles F'(w) a une
racine réelle positive mais ne satisfait pas la relation (3.40). En conséquence, dans ces sous-régions,
le systeme (1.20) est instable pour tout retard donné autour de I’équilibre coexistant E* et peut
générer des comportements complexes. La sous-région 1 et 2 correspond aux couples de valeurs
(p1, 31) pour lesquelles, il existe un retard critique 7. = 79 fonction des valeurs (p1,as;) pour
lesquelles le systéme est asymptotiquement stable pour tout retard 7 € [0, 7p), et instable pour tout
7 > To9. Nous illustrons deux exemples numériques : Dans la sous-région 1, lorsque nous prenons
le couple de valeurs (p; = 0.64, 31 = 0.95), le retard critique est 75 = 0.3582 et la fréquence
correspondante aux oscillations auto-excitées est w = 0.1588. Dans la sous-région 2, lorsque nous
prenons le couple de valeurs (p; = 1.1, a31 = 0.6), le retard critique correspondant est 7y = 1.8397

et la fréquence correspondante aux oscillations auto-excitées est w = 0.2032.

3.2.1.2  Analyse de bifurcation de Hopf

Dans cette partie, nous étudions le cas particulier de la bifurcation de Hopf lorsque le couple
de valeurs (p1,as3;) appartient aux sous régions 1 et 2 ou la perte de stabilité est liée a la nais-
sance d’une orbite périodique. Notons que cette bifurcation de Hopf caractérise le mécanisme pour
la transition d’un régime stationnaire (dormance tumorale) aux oscillations (prolifération des cel-
lules cancéreuses). Etant donné que ces solutions périodiques sont également pertinentes pour la

dynamique du cancer (phénomene de Jeff), cette bifurcation de Hopf existe dans les conditions de
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transversalité suivantes.
dA(T)
Re| ——= > 0. )
e ( i ) (3.45)

La relation (3.45) signifie qu’il existe au moins une valeur propre a partie réelle positive pour 7 > 7

T=T0
et préserve les conditions d’existence d’une solution périodique. Une fois que nous avons trouvé

une paire de racines caractéristiques imaginaires pures conjuguées +iw avec le retard critique 7

satisfaisant 1’équation (3.45), nous pouvons déterminer la direction du mouvement de A lorsque 7
varie, de sorte que,

—1
S = sign < Re A7) = sign ¢ Re A7)
dr A=iw dr

A cet effet, en utilisant les arguments analytiques de la sous-section (2.1.6) du chapitre §2, nous

(3.46)

A=iw
T=T0

avons
S = sign (F'(w)) > 0 (3.47)

On observe que, la condition de transversalité est satisfaite et la bifurcation de Hopf se produit a
T =T, W > we ol . = min{7;}. Les résultats ci-dessus peuvent étre résumés dans le théoreme
suivant.

Théoréme 3.1 : Sous la condition correspondant au couple de valeurs (p;,as3;) défini
dans les sous régions 1 et 2, pour 7 >~ 0, le systéme (1.20) avec les conditions initiales
(1.21) subit une bifurcation de Hopf autour de I’équilibre coexistant £* a 7. = min{7}.
De plus, I’équilibre coexistant F* est localement et asymptomatique stable, si 7 < 7,

et instable si 7 > 7.

3.2.1.2 Domaine de stabilité du cycle limite de période-1

Dans cette partie, nous explorons la stabilité des solutions périodiques bifurquantes et estimons
la longueur du retard temporel préservant la stabilité du cycle limite de période-1. A cet effet nous
considérons le systeme linéarisé (3.32). En prenant la transformée de Laplace de ce systeme, nous
avons
(8 + plf)Ul(S) = —Oélgff' Ug(S) + Ul(O),
sUs(s) = (Ke ™ — a3y )Us(s) + Ke *"K,(s) + u2(0), (3.48)
(8 + 2>U3(8) = —@31T Ul(S) — (322 UQ(S) + U,g(O)

ot Ui(s) = L{w(t)}, K.(s) = [° e *Tus(t)dt

En utilisant le critere de Nyquist, il est observé que les conditions suffisantes pour que I'équilibre

coexistant E* soit localement et asymptotiquement stable sont données par :

ReH (ing) = 0. (349)
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ou H(s) = s34+ A1s? + Ags + A3+ e *(Bys+ By) et 1o la plus petite racine positive de la deuxieme
équation de (3.49).
D’apres (3.49), nous avons

Aono — i = By sin(nt) — Bing cos(noT), (3.50)

Ay — As = By sin(not) + Ba cos(noT).
Supposons que les deux relations de (3.50) soient satisfaites simultanément et garantissent la condi-
tion suffisante pour la stabilité de I’'équilibre coexistant E*. Pour estimer les valeurs de retard, nous
utilisons les conditions de (3.50). Notre but est de trouver une limite supérieure 7, pour g indépen-
damment du retard 7 et aussi d’estimer 7 tel que la deuxieme relation de (3.50) soit valable pour
toutes les valeurs de 7 telles que 0 < n < n,. Pour le cas particulier n = 7y, la deuxieme équation

de (3.50) peut se mettre sous la forme

Amg = A3 + Bingsin(net) + Bs cos(noT). (3.51)

Pour estimer la valeur du retard, nous maximisons le membre de droite de I’équation (3.51) sous

réserve des conditions suivantes |cos(no7)| < 1; |sin(ne7)| < 1, par conséquent, nous obtenons :
[ A5 < [As| + [Bi|mo + | Bal. (3.52)

Qui peut s’exprimer comme

< |Bi| + /B3 + 4| A (| 43| + |Bz|)‘

L < e (3.53)
Il est clairement observé a partir de (3.52) que 79 < 14. De plus, a partir de I'inégalité de (3.50),
NOuS avons

ne < Ay + By cos(noT) + % sin(noT). (3.54)

Puisque, dans les régions 1 et 2 de la Figure (48), E* = (Z, 7, Z) est localement et asymptotiquement
stable pour 7 = 0, I'inégalité (3.54) est assurée pout 7 > 0, et en réarrangeant 1’expression, on obtient

le résultat suivant :

A1Bs, .
(By — Ay By)(cos(nor) — 1) + (Bino + ;] 2Vsin(nor) < A1(As + By) — (A3 + Bo). (3.55)
0
En utilisant la limite supérieure et le développement limité d’ordre 1 en sinus, on obtient
1
(BQ — AlBl>(COS<770T) — 1) = 2(14131 — Bg)Sinz (%) S 57’]3_ ’AlBl — Bgl 7'2, (356)
A1 By,
(Bino + ——) sin(nor) < (1Bl + [A] [Ba]) 7, (3.57)

A partir des conditions (3.56) et (3.57), nous avons :

Ar* + Br < C. (3.58)
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Avec A = %771 |A1By = By|; B =|Bi] N3 4 |Ail | Ba| et C = Ay(Az + By) — (A3 + By)

Par conséquent, on obtient

= 5 .
alors pour 0 < 7 < 7, le critere de Nyquist est vérifié et la valeur maximale du retard 7, est

T+

estimée pour assurer 'existence et la stabilité du cycle limite de période-1.

Théoréme 3.2 : Dans les régions 1 et 2 de la Figure (48), il existe un retard 7 > 0 de telle
sorte que Ar?+4 Bt < C, alors 7, est la plus grande valeur du retard assurant ’existence
et la stabilité du cycle limite de période-1.

En prenant le couple de valeurs (p; = 0.64,a3; = 0.95) défini dans la région 1, nous obtenons
7+ = 1.55

3.2.1.3 Analyse de bifurcation

Dans cette partie, nous nous intéressons aux comportements qualitatifs du systeme di aux effets
de déstabilisations que le retard apporte sur le systeme. Pour cela, nous calculons le diagramme de
bifurcation a un parametre en prenant le retard comme parametre de bifurcation. Nous commencons
par conserver tous les parametres comme définis dans le tableau (9) et prenons le couple de valeurs
(p1 = 0.64, a3; = 0.95) défini dans la région 1. Pour avoir une meilleure vue du comportement, la

Figure (49) a été calculée pour un retard variant dans 'intervalle [0.04, 5.5].

A"n Lo

Figure 49 — Diagramme de bifurcation, représentant des maxima locaux des cellules tumorales par rapport au retard

7 en (a), son graphique correspondant du plus grand exposant de Lyapunov en (b).

A partir du diagramme de la Figure (49), des états multi-périodiques et comportements chao-
tiques sont observés. L’exposant de Lyapunov calculé a la Figure (49)(b) sert d’indicateur a la
dynamique réguliere et des scénarios chaotiques satisfaisant la propriété connue sous le nom de
dépendance sensible aux conditions initiales. D’autre part, 'augmentation du retard d’activation
des cellules immunitaires par les cellules tumorales favorise l'instabilité, le comportement multi-

périodique et chaotique dans le systeme. Cela montre également qu'un grand retard est suffisant
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pour inciter les cellules tumorales a croitre rapidement pour atteindre une taille maximale a fin
de migrer dans d’autres sites. Les effets de ce retard peuvent étre également vus a travers une
dynamique temporelle et portrait de phase. En considérant le cas de 'exemple de la sous-région
1, la Figure (50)(a—d) présente la dynamique temporelle des densités des cellules tumorales pour
quelques valeurs discretes du retard 7. Une caractéristique importante que nous pouvons extraire
de la Figure 50 est 'effet de déstabilisation que le retard a sur le systeme. En effet, la dynamique,
qui converge a son état stationnaire stable en I'absence de retard (7 = 0), passe a I’état instable par
bifurcation de Hopf a un seuil critique 7y = 0.3582 donnant lieu a un cycle limite stable qui entoure
I’équilibre instable. Plus loin du seuil de bifurcation de Hopf, voir panneaux (c—f) pour 7 = 1.5
de la Figure (50), la dynamique présente des oscillations périodiques durables, passant d'un cycle
limite de petite amplitude a un cycle limite de grande amplitude. Cependant, avec 'augmentation
continue du retard, il est tres intéressant d’observer que la dynamique présente 1’état chaotique voir
panneaux (d—h) de la Figure (50). Sur la Figure (50)(e—h), des trajectoires des portrais de phase

correspondant aux simulations temporelles de la Figure (50)(a—d) sont respectivement représentées.

7=0 7=0.34 =115 (c) 7=1.81 (a)
0.36 0.36
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Figure 50 — Evolution temporelle des cellules tumorales et trajectoires des portraits de phase correspondants au
systeme (1.20) avec des valeurs de retard : 7 = 0 panneau (a, e), 7 = 0.34 panneau (b, f), 7 = 1.15 panneau (c, g),

7 = 1.81 panneau (d, h) avec les conditions initiales z = 0.25,y = 0.18 et z = 0.35.

Dans la chimiothérapie anticancéreuse, le changement de stabilité est une question tres impor-
tante dans la conception d’un protocole médicamenteux. Nous devons garder a l'esprit que dans de
nombreux cas, les médicaments empéchent les cellules de poursuivre leur cycle cellulaire, les pié-
geant ainsi a un moment donné pendant 'interphase, ou les cellules meurent de causes naturelles.
Cet effet peut étre interprété comme une augmentation du retard 7. Mais comme nous ’avons vu ici,
ce piégeage peut avoir un effet néfaste, car il peut entrainer I'instabilité du point fixe lorsqu’il était
stable au départ. En revanche, les mémes propriétés peuvent étre utilisées a I’avantage des cliniciens,
si nous sommes certains que les parametres sont dans la région 1 et 2 de la Figure 48 et que le point

fixe est instable. Cela signifie que la durée du cycle cellulaire est un facteur déterminant dans l’issue
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de la maladie et est théoriquement affectée par I’administration d’un médicament particulier.

3.2.3 Cas particulier de la distribution exponentielle n = 1

Dans cette sous-section, nous souhaitons étudier ’autre cas limite, correspondant a une distri-
bution de retard exponentielle défini par le systeme (1.22). Nous analysons et discutons des effets
du retard avec une distribution exponentielle sur le modele (1.11) sans retard a priori non chaotique
pour I'ensemble des valeurs définies dans le tableau 9. A cet effet, sans perte de généralité, notons
que si E* = (x¢, e, z.) est un point d’équilibre sans retard, alors E* = (¢, e, ze, We) €st un point
d’équilibre du modele (1.22). De méme que dans la section précédente, nous allons nous intéresser a
la dynamique locale au point d’équilibre coexistant E* = (¢, Ye, 2e, We ). Afin d’analyser la stabilité
d’état d’équilibre et les bifurcations locales susceptibles de se produirent dans le systéme (1.22) en
variant le parametre du retard, nous linéarisons le systeme autour de E* et ’équation caractéristique

correspondante est donnée par :
QN) = X + c3(a) N 4 ca(a)A? + c1(a) X + co(a) = 0. (3.60)
c3(a) = p1xe + ze + a,
2(a)
(a)

a

Q

—130031TeRe — (23(32Yc%e + ap1Te + P1TeZe + aZe,

)

1 — Q230032 01T cYeZe — AO13031TeZe — A023032YeZe — A032 242 + AP1TeZe,

co(a) = —az3a3p1Teyeze + a0z2p1J2aTe 2
Puisque les coefficients ¢;(i = 1,2, 3,4) sont des nombres réels et dépendent du parametre du retard
a, on en déduit que la stabilité du modele (1.22) modifié dépend également des parametres du
retard. Par conséquent, il est important d’étudier 'effet de ce parametre sur la stabilité du point

d’équilibre afin d’expliquer et de mettre en évidence d’éventuels phénomenes de bifurcation locaux.

ag; = 0.65 ag; = 0.7 ag; = 0.9
' stable
stable

stable

Instable

stable

Figure 51 — Bassin de stabilité du point d’équilibre E* dans le plan (a, p1) pour différentes valeurs a1, montrant la
région ol ce point d’équilibre est stable/quasi-stable et la région ot il est instable pour 0 < a < 5et 0.2 < p; <2 en

gardant les mémes valeurs de parametre du tableau 9.

Ainsi, sur la Figure 51, les parametres du retard a et du taux de croissance des cellules hotes p;
varient simultanément dans la plage 0 < a <5 et 0.2 < p; < 2 et leur influence sur la stabilité du
point d’équilibre est observée. L’influence du taux de mortalité des cellules tumorales par les cellules

hotes, peut également étre observée lorsque nous varions «as; en prenant certaines valeurs discretes.
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Sur la Figure 51, le couple de valeurs (a,p;) pour lequele le point d’équilibre est stable ou
quasi-stable est fortement influencé par le taux de mortalité des cellules tumorales par les cellules
hotes et est représenté par les zones de couleur bleue. Alors que celui pour lequel le point d’équilibre
est plutot instable est représenté par les zones de couleur rouge. La région stable augmente avec
la diminution de «3;. Puisque sur cette carte, on observe un soudain changement de la stabilité
du point d’équilibre, il vient donc de fagon significative qu’il y a eu un changement qualitatif des
solutions de 'équation (3.60). Ainsi, la Figure 52 fournit la représentation des solutions des valeurs
propres dans le plan (Re(X), Im()\)) pour les valeurs de a variant dans l'intervalle ol ce changement

qualitatif se produit (c’est-a-dire 0 < a < 5).

0.3 T T T T T T

0.2 '\ ]

01 1

Im(\)

Figure 52 — Représentation des solutions aux valeurs propres de l'équation (3.60) dans le plan complexe
(Re(A),Im(\)) pour 0 < a < 5, en gardant les mémes valeurs de parametre que dans la Figure 51. Le fait que
Je soit une matrice réelle stipule que, les paires de valeurs propres complexes conjuguées apparaissantes sont respon-
sables de la symétrie observée le long de I'axe réel. Le lieu coupe I'axe imaginaire et suggere ainsi la possibilité d’une

bifurcation de Hopf.

Notons que les coefficients de la matrice jacobienne J, sont tous réels, cela implique ’apparition
des paires de valeurs propres complexes conjuguées créant la symétrie observée le long de I’axe réel
(voir Figure 52). En conséquence, le lieu coupant 1’axe des imaginaires, suggere ainsi la possibilité
d’une bifurcation de Hopf [220-224]. On note également dans cette figure, une instabilité liée a une
bifurcation sous-harmonique ou les valeurs propres traversent I’axe des réels en —1 du plan complexe
le long de I’axe imaginaire. Nous remarquons également que les solutions réelles (non complexes)
sont toujours négatives et permettent de montrer que le systéme (1.22) évolue dans un domaine o
le point singulier est un foyer instable apres la perte de stabilité.

Lorsque nous appliquons les formules du Théoreme : Existence d’une bifurcation de Hopf
de la section (2.1.7) du chapitre §2, nous trouvons 2 valeurs du coefficient de retard a; = 0.0325
et as = 2.7410 correspondant a deux bifurcations qui surviennent. Ces valeurs correspondent a des

1 _

retards moyens : 7 = - 30.8222 et 75 = - = 0.3637 qui sont comparable aux valeurs de bifurca-

T az
tion obtenues en tenant compte des valeurs discretes de retards ou 7,5 = 79 = 0.3582. On note que

a; a des valeurs excessivement élevées du retard moyen entrainant la dynamique dans un cadrant
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négatif qui n’est pas biologiquement réalisable. Ce comportement a surtout un intérét mathéma-
tique. Au point de bifurcation a = a. = 2.7410, nous avons : E* = (0.2018,0.1871,0.3406, 0.3406)

da | A=iwg

a=ayp
différents coefficients utiles pour la direction de la bifurcation sont :

) = 0’(0) = —0.00280, alors la condition de transversalité est satisfaite. De plus, les

—0.9378 + 1.1483i
—0.0461 — 0.6238i
wo = 0.1582, w'(0) = —0.0011, Dy; = —2.7905, Dy = —0.4293, Z; = : .

0.9968 + 0.0574¢
Hy = —468.6665, B2 = —2.6204, 1o = 2.3538.

La solution périodique de I'équation (1.22) se développe comme suit :

—0.9978 cos | 25t + ) + 1.1482sin ( 2%t + ¢

x 0.2018 T(a) o)
y [ _| 01871 | (2.74107a)é —0.0461 cos 775t + ¢ ) — 0.6238sin ( 75t +
z 0.3406 468.6665 cos (z?(z)t n (p)

w 0.3406 0.9967 cos (25t + ) + 00573 sin (225t + o)

+0(2.7410 — a) .

Tous les nombres cités sont arrondis au nombre de chiffres indiqués et tous les chiffres sont censés
etre corrects.

Puisque : a — a, = pse? + 0(?), et uy < 0, la bifurcation de Hopf est sous critique et non dégénérée
et les solutions périodiques se produisent pour des valeurs de a inférieures a a.. Par conséquent,
I'équilibre E* = (we, Ye, ze, we) du systeme (1.22) est stable lorsque a < a,. et I’équilibre perd sa
stabilité et une bifurcation de Hopf se produit lorsque a prend des valeurs au-dessus de a.. Puisque
By < 0, la famille des solutions périodiques est une orbite asymptotiquement stable avec une période

approximativement donnée par :

T(a) = 39.7383 (1 — 0.0051(2.7410 — a)) + 0(2.7410 — a)*. (3.61)

Pour a =~ a. et a < a. les oscillations sont essentiellement des cercles autour du point stationnaire

et dans le plan parcouru par les parties réelles et imaginaires de Z;. En termes approximatifs, si le
1

systeme est démarré dans ce plan avec des points initiaux a 'intérieur du cercle de rayon (%) 5, la
solution décroit de maniere oscillatoire vers I’état de repos. Si les points initiaux sont en dehors de ce
cercle, 'amplitude augmente avec v/a. — a, la solution quitte le plan et est observée numériquement
pour s’enrouler sur la solution périodique stable de grande amplitude bien connue. Si le systeme est
démarré hors du plan, le comportement de la solution dépendra de la composante des conditions
initiales qui se trouvent dans le plan. Les panneaux (b) et (e) de la Figure 53 montrent 1'oscillation
stable de petite amplitude pour a ~ a.. Pour a; < a., les panneaux (a) et (d) de la Figure 53
illustrent que, dans le domaine [a;, a.[, I'origine est un foyer instable entouré d’un cycle limite stable
pour lequel 'amplitude augmente avec v/a. — a;. Cependant, pour a; > a., dans le domaine [a,, a;[,

les panneaux (c) et (f) de la Figure 53 montrent que l'origine est un foyer stable. Au vu de ces
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analyses, on constate que le parametre retard a un effet stabilisateur et cela permet de montrer que

le retard moyen qui est I'inverse de ce parametre (15 = é) a plutot un effet déstabilisateur.

a=2.0 ama.=2741 (b) a=3.8
0.4 0.36 0.45
(a) (c)
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Figure 53 - Série temporelle et portrait de phase du systéme (1.22) avec la condition initiale

(0.207,0.1816,0.345, 0.345) tout en conservant les mémes valeurs de parametre que dans la Figure 52 dans le panneau
(a) et (d) pour a =~ a, = 2.7410; dans le panneau (b) et (e) pour a; = 2.0 < a.; dans le panneau (c) et (f) pour
a; = 3.8 > ae.

3.2.4 Intérét du comportement chaotique induit par le retard

Dans cette section, nous nous intéressons a l'instabilité liée aux bifurcations sous-harmoniques
et a 'importance des attracteurs chaotiques due a cette bifurcation. En effet, dans une grande
variété de domaines physiques, les attracteurs chaotiques sont utilisés comme modeles. Dans 'en-
vironnement tumoral, il y a une raison claire sous-jacente pour laquelle nous cherchons a mieux
comprendre leur utilité. Il est noté également que, le manque actuel de connaissances sur les inter-
actions tumeur-microenvironnement associé aux succes antérieurs de la modélisation mathématique
des phénomenes tumoraux, font des attracteurs chaotiques une piste intéressante pour les biologistes,
les mathématiciens et les physiciens [225]. La dépendance aux conditions initiales et le comporte-
ment a long terme, le role du comportement chaotique dans l'influence de la dynamique tumorale
et le comportement intermittent sont des résultats qualitatifs importants qui peuvent aussi étre
tirés d'un tel modele non linéaire prenant en compte les effets du retard. A cet effet, nous tracons
numériquement le diagramme de bifurcation et les exposants de Lyapunov.

La Figure 54a montre le diagramme de bifurcation et le graphique correspondant des exposants
de Lyapunov Figure 54b. On constate que la présence d'un seul exposant positif exclut la possibilité
d’une dynamique hyper chaotique. Un zoom du diagramme de bifurcation des Figures 54(a—b) est

effectué (Figure 54(c—d)) pour mettre numériquement en évidence le comportement intermittent
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observé dans la dynamique tumorale.
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Figure 54 — Diagramme de bifurcation représentant des maxima locaux des cellules hotes x par rapport au parametre
du retard moyen a dans le panneau (a) et le graphique des exposants de Lyapunov sont fournis dans le panneau
(b). Zoome du diagramme de bifurcation de la Figure 54(a) dans la région 0.55 < a < 0.6 dans le panneau (c) et
le graphique des exposants de Lyapunov (panneau (d)) montrant la bifurcation nceud-selle (SN), la crise intérieure
(IC) et extérieure (EC). Ainsi, certaines fenétres de la dynamique du modele (1.22) peuvent étre remarquées. Les
conditions initiales étant (0.207,0.181,0.345,0.345).

Le diagramme de bifurcation illustre la dépendance des maxima locaux des cellules tumorales.
A partir de ce diagramme et des spectres de Lyapunov, des phénomenes tels que le doublement de
période, les fenétres périodiques, le chaos sont observés ainsi que 'intermittence mise en évidence par
la bifurcation nceud-selle (SN). Lorsque a est augmenté, il y a une cascade de doublement inverse
de période conduisant a des attracteurs chaotiques. Des orbites périodiques instables sont créées
jusqu’a a = 0.561. Dans le cas présent, la dynamique est la plus développée lorsque le parametre du
retard a > 0.432. Lorsque a est augmenté, la dynamique est réduite (orbites périodiques instables)
jusqu’au cycle limite périodique bas. Ainsi lorsque a est diminué, on observe d’abord un cycle limite
de période 1 (panneau (a) et (e) de la Figure 55) qui est déstabilisé par une bifurcation de doublement
de période induisant un cycle limite de période 2 (panneau (b) et (f) de la Figure 55). Celui-ci est
ensuite déstabilisé a son tour par une seconde bifurcation de doublement de période induisant un

cycle limite de période 4 (panneau (c) et (g) de la Figure 55).
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Figure 55 — Evolution temporelle et trajectoires des portraits de phase correspondants du systeme (1.22) avec des
valeurs de retard : a = 1.5 (a, e), a = 0.7 (b, f), a = 0.66 (c, g), a = 0.61 (d, h).

Il existe en fait une cascade de dédoublement de période induite par des bifurcations sous-harmoniques
terminée par un attracteur chaotique (panneau (d) et (h) de la Figure 55). Une autre cascade de
doublement de période (lorsque a est diminué) commencgant par une fenétre de période 2 et 3 est
aussi observée avant des nouveaux régimes chaotiques qui sont souvent des indicateurs de rechute
tumorale a long terme. Ces différents comportements sont ainsi mis en évidence sur la Figure 55

montrant 1’évolution temporelle des cellules tumorales et les portraits de phase correspondants.
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Figure 56 — Graphique paramétrique de la variation de a de 0.05 & 5 & intervalles suivants : le bleu pour a €]2.867;5.0],
le vert pour a €]0.446;0.4905]U]0.5598; 0.5945)U]0.649;2.867] et le rouge pour a € [0.05;0.446]U]0.4905; 0.5598]U
10.5945; 0.649]. Chacun des 1000 points de données représente la taille de tumeur maximale des cellules tumorales
calculées en utilisant \;. Les conditions initiales sont (0.207, 0.181, 0.345, 0,345).

Pour examiner I'importance des différents états dynamiques de la Figure 54 comme indicateur
de la taille maximale dans la modélisation de la croissance tumorale induite par le retard, nous
déterminons la taille maximale de la tumeur en fonction du spectre de Lyapunov maximal (A;)

représenté comme le montre la Figure 56. Ainsi, les résultats quantitatifs sur les différents états
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dynamiques comme indicateur de la taille maximale de la tumeur peuvent étre tirés de la Figure 56.
Nous pouvons a partir de ce résultat constater également que, la taille maximale de la tumeur est
plus élevée lorsque le comportement est chaotique : correspondant a une tumeur maligne dans une
phase vasculaire. Elle est faible lorsque le comportement est régulier, caractérisant une dormance
tumorale. La taille maximale de la tumeur est moyenne lorsque le comportement du systeme est
dans un état oscillatoire : correspondant a une bascule angiogénique. Ce résultat démontre que le
retard peut étre un instigateur de la néo-angiogenese tumorale représentant I'apport supplémentaire
de la prolifération des cellules tumorales dont le chaos renseigne sur la néo-vascularisation ouvrant
de nouvelles voies pour l'invasion tissulaire et métastatique et ’état d’avancement de la maladie.
Une tumeur vascularisée semble liée a un pronostique moins favorable pour un patient.

Les Figures 54(c) et (d) illustrent les phénomenes de crise intérieure (IC) et extérieure (EC)
qui construisent plutot que de détruire I'attracteur chaotique. La crise extérieure observée avant les
fenétres chaotiques induit une bifurcation noeud-selle (SN) et par conséquent, des comportements
intermittents. Ce comportement illustre la collision entre 'attracteur chaotique, les orbites pério-
diques stables et instables dans leurs bassins d’attractions. La trajectoire se déplace sur une orbite
périodique pendant un intervalle de temps important et lorsqu’elle s’échappe de cette orbite, elle
évolue sur lattracteur chaotique et une bouffée chaotique est observée. Ce phénomene est carac-
térisé par les phases dites laminaires, au cours desquelles le comportement est presque périodique

pour un temps fini.

a = 0.564 (a) a = 0.5638 (b) a = 0.563 (c)
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Figure 57 — Evolution temporelle de z(¢) montrant le comportement intermittent, complétant la fenétre de periode-3
pour (a) a = 0.59 < a, (b) a =0.5927 > a., (c) a = 0.593 > a,.

La Figure 57 illustre ce phénomene intermittent par des séries temporelles. Juste apres la crise
extérieure et avant la crise intérieure les cellules se stabilisent sur une orbite en oscillant entre 3
valeurs (bande de periode-3) telle que présenté par la Figure 57(a). Pour des valeurs de a supé-
rieures a 0.5638, nous voyons que, les fluctuations restent apparemment périodiques pendant de
longs intervalles de temps, mais ce comportement régulier est perturbé de maniere abrupte par un
jaillissement chaotique. Ce jaillissement a une durée finie et lorsqu’elle disparait le systeme revient
a un comportement périodique tel que présenté par la Figure 57(b). Au fur et a mesure que a di-
minue (augmentation du retard moyen), il devient de plus en plus difficile et finalement impossible
de reconnaitre les oscillations régulieres (Voir Figure 57(c)).La prédiction basée sur des données et
sur la composition génétique ainsi que la structure du site tumorale devient également difficile. Le

comportement intermittent décrit le second type de crise susceptible d’apparaitre dans un systeme
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dynamique [221]. Ce phénomene intermittent décrit certains comportements qui apparaissent chez
certains patients ol la maladie alterne entre des phases de forte progression et des phases de sta-
bilisation. Un exemple de ce phénomene intermittent est les symptomes qui peuvent étre réguliers
comme les maux de téte provoqués par une tumeur cérébrale, qui sont souvent intenses, associés a
des nausées et des vomissements et sont souvent plus intenses en début de journée. Ils peuvent durer
longtemps ou bien survenir par intermittence. Notons également que ce comportement correspond

au passage de la phase avasculaire a la phase vasculaire traduisant la bascule angiogénique.

3.3 Implémentation électrique et Simulation expérimentale

Le but de cette section est de concevoir un circuit électronique approprié pour simuler expéri-
mentalement ’évolution des populations cellulaires et donner leurs états dynamiques. Pour ce faire,

nous utiliserons les opérateurs analogiques définient dans la section 2.3 du chapitre §2.

3.3.1 Cas du modele sans retard

3.3.1.1 Simulation analogique

Le diagramme schématique du simulateur électronique complet utilisé pour simuler 1’évolution
des populations cellulaires et leurs états dynamiques correspondant au systéme (1.11) est congu
comme illustré a la Figure 58. Le circuit électronique correspondant est constitué de : 4 circuits
inverseurs, d’un circuit additionneur, d’un circuit diviseur, d'une source de tension V', de 5 mul-
tiplieurs, de 22 résistances, 3 condensateurs et de 9 Amplificateurs Opérationnels de type TLO084,
connectés a des alimentations de £12Volts. Les multiplieurs de tensions électroniques (MULT') sont
les versions du dispositif analogique AD633JN, des puces de multiplicateur de tension a quatre qua-
drants AD633. Ils sont utilisés pour implémenter les termes quadratiques du systeme. Les variables
d’état z, y et z du systeme (1.11) correspondent aux tensions inverses aux bornes des condensateurs
C1, Cs et C5 respectivement. En se référant a la section 2.3 du chapitre §2, 'appliquation des lois

de Kirchhoff montrent que le circuit de la Figure 58 est gouverné par 3 équations différentielles

suivantes :
1,57); = R%X - RLQXQ - RLSXZ,
2:;; B RL4VY+ZZ - 1%5}/2 - R%Yv (3.62)
3/153 - P%Z - R%ZQ - RLQXZ - Rimyz.
Avecr =3 y=2 =2

k est I'unité de temps, définie comme une constante de temps RC' ou R représente l'unité des
résistances et C' I'unité des condensateurs. Il offre la possibilité de simuler le comportement du
systeme a une fréquence donnée en effectuant un décalage temporel approprié consistant a exprimer
la variable de temps Fortran ¢z en fonction de la variable de temps de calcul Pspice tg : tg = RCtp
Notons la constante de temps k = RC' = 1ms, c’est-a-dire que R = 10k€) et C' = 100nF. Ainsi, les
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parametres électroniques de la Figure 58 sont déterminés comme suit : ¢} = Cy = C3 = C = 100nF,
V =1Volt, t, = kt

.
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Figure 58 — Schéma principal du circuit électronique du systéme (1.11) & trois dimensions du cancer sans retard.
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R =Ry= I = 26k, Ry = R = TkQ, R, = £l = 2 5kQ,
P1 Qa3 P2
R R R
Ry = — = 50kQ, Rg = — = 20kQ, Ry = Ry = R = 10k, Ry = — = 10kQ, (3.63)
93 ) a
32

Notons que Ry et R, sont deux résistances réglables avec précision utilisées pour ajuster le taux de
croissance des cellules hotes p;. Le circuit congu est exécuté dans le logiciel de simulation électronique
ORCAD PSpice avec un pas de temps constant hg = kh = 50us.Afin d’obtenir les résultats de la

section 3.1.2 par le circuit d’implémentation du modele (1.11), une série de simulations Pspice
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est effectuée. Pour la bifurcation de Hopf, lorsque les valeurs de deux résistances sont tournées
de maniere synchrone R; et Ry réglables avec précision aux valeurs 27, 778kS), 25k, 23,81k} et
26, 15k€) respectivement, les résultats des tracés dans le plan de phase et les séries temporelle sont

illustrés a la Figure 59.
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Figure 59 — Résultats de simulation électronique sous PSpice pour quatre valeurs de résistance Ry et Ro, projections
de différentes séries chronologiques de V(X)) et attracteurs sur le plan V(Y) — V(Z) montrant la bifurcation de Hopf
dans le circuit, (a) stabilisation de la solution au point d’équilibre (R = Ry = 27.778kS2), (b) Cycle limite stable
entourant ’équilibre instable (R = Ry = 25k(2), (c) solution montrant la croissance de la période de bifurcation
(R1 = R = 23.81k12), (d) résultats montrant I’évolution périodique du systeme (R; = Rp = 26.15k(2). Les tensions
initiales des condensateurs sont (0.4808V,0.1534V,0.1336V").

800mV

Tire

Figure 60 — Résultats de simulation PSpice montrant I'intermittence (a) est une série chronologique de V(Z) juste
apres la bifurcation saddle-node pour Ry = 2.2178k(2, (b) est une série chronologique de V(Z) juste avant la bifur-
cation saddle-node pour Ry = 2.2185k(2, (c) est une série chronologique de V(Z) au-dela de la bifurcation saddle-
node pour Ry = 2.2198k(). Les tensions initiales des condensateurs sont (1V,0.08V,0.13V) avec V = 1.002V et
Ry = Ry = 18.305k92.

Sur la Figure 60, nous présentons les résultats de simulation électronique d’implémentation du
modele (1.11) montrant 'intermittence dans le modele simulé numériquement a la section 3.1.3.

les résultats de simulation électronique d’implémentation du modele (1.11) confirment également la
possibilité de multiples attracteurs simulé numériquement a la section 3.1.3. Sur la Figure 61, nous

fournissons les résultats Pspice montrant la coexistence de deux attracteurs dans le circuit, similaire
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au comportement dynamique illustré par la Figure 40.
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Figure 61 — Les résultats de la simulation électronique sous PSpice montrant la coexistence de deux attracteurs (a) est
un attracteur chaotique a simple défilement, tandis que (b) est un attracteur de période-3 pour Ry = 2.0346k2. Les
tensions initiales des condensateurs sont (1V,0.08V,0.13V) et (0.7V,0.08V, 0.13V') respectivement avec V = 1.02V et
Ry = Ry = 18.305k2.

Ces résultats sont cohérents les uns avec les autres, montrant les similitudes entre les simulations
numériques et les résultats de la simulation électronique sous PSpice. Cependant, pour comparer
quantitativement les résultats de simulation numérique et ceux obtenus avec Pspice, nous évaluons
I’écart d’erreur entre les données numériques et ceux obtenus avec Pspice. Ainsi nous évaluons le lo-
garithme de cette erreur notée log(dz) = 10g |Tnumrique — T Pspice| OU 0T = Tpumrique — T Pspice- LOrsque
log(dz) < 0, alors l'erreur tend vers 0 et Zpumrique = Tpspice dans le cas contraire l'erreur diverge et
NOUS aVONS Tpymrique 7 L Pspice- SUT la Figure 62 nous présentons les calculs du logarithme de I’erreur

ox.
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Log(dx)
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315 = 16
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Figure 62 — Echelle logarithmique montrant I'écart de différence entre les données quantitatives des simulations

électroniques dans PSPICE et les données de simulations numériques.

Ainsi, sur la base de ces résultats, nous constatons que log(dz) < 0 et par conséquent nous pouvons
conclure de la fiabilité et de la précision des résultats du circuit électronique. Les résultats de
simulations par des circuits électroniques sont quantitativement presque identiques aux résultats de
simulations numériques. La condition initiale est tres importante pour la multistabilité.

Dans des simulations aves des logiciels telles que Pspice, la modification de la condition initiale
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consiste a imposer une tension initiale des condensateurs. Ceci est réalisé expérimentalement par
des données initiales des cellules prélevées a ’aide des capteurs fournissant des informations sur les

conditions initiales utilisées pour démarrer le circuit.
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Figure 63 — Résultats de la simulation PSpice montrant la variation temporelle des populations de cellules pour
chacune des quatre valeurs représentatives de Ryg. (a) indique ’état d’équilibre avec une population de cellules
tumorales non nulles pour Ry = 50k€); (b) indique un cycle limite avec pour Rg = 12.5k€2; (c¢) indique I’état chaotique
pour Ry = 10.25k9 et (d) indique un point fixe avec une population de cellules tumorales nulles pour Rg = 9k(2. Les
tensions initiales des condensateurs sont (0.85V,0.1V,0.05V"). Notons que I’équilibre en (a) est (0.67V,0.3V,0.13V)
et en (d) il est (1V,0,0).

Notons que Ry est la résistance réglable avec précision utilisée pour ajuster le taux de mortalité
des cellules tumorales par les cellules hotes ag;. Le circuit est exécuté dans le logiciel de simulation
électronique ORCAD. pour obtenir les résultats de la sous-section 2.2, la résistance Ry est réglée
avec précision pour simuler électroniquement 1’évolution des populations cellulaires des différents

états dynamiques des quatre zones de la Figure 31. Pour as; faible, ou la dynamique tend vers un
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attracteur d’équilibre avec une population de cellules tumorales non nulles correspondant a un site
ol les cellules tumorales ne proliferent pas et restent dans un état dormant, Rg = 50k€2. Pour as;
moyen, ou la dynamique tend vers un attracteur de cycle limite avec oscillation des cellules tumorales
correspondant a un site tumorale vasculaire, Ry = 12.5k{2. Pour ag; élevé, ou la dynamique tend
vers un attracteur chaotique indiquant une taille maximale des cellules tumorales correspondant
a une bascule angiogénique ou la vascularisation est assez importante avec une saturation du site
tumorale dont la conséquence est que ces cellules tumorales commencent a migrer vers d’autres
sites pour former des métastases, Ry = 10.25k€). Pour as; tres élevé, ou la dynamique tend vers un
attracteur d’équilibre avec une population de cellules tumorales nulles correspondant a un état sein
du patient, Ry = 9k).

La Figure 63 montre les simulations électroniques présentant des similitudes avec ’évolution
des populations cellulaires des différents états dynamiques des quatre zones de la Figure 32, basées
sur la variation de ag;. Sur la Figure 63a, la dynamique tend vers un états d’équilibre avec une
population de cellules tumorales non nulles lorsque Ry = 50k€2. Sur la Figure 63b, la dynamique
tend vers un cycle limite avec des oscillations soutenues par une bifurcation de Hopf supercritique
lorsque Ry = 12.5k€2. Sur la Figure 63c, la dynamique tend vers un attracteur chaotique lorsque
Ry = 10.25k€). Sur la Figure 63d, la dynamique tend vers un point fixe avec une population de
cellules tumorales nulle lorsque Ry = 9k€). La Figure 63 montre les simulations PSpice pour ces 4
états dynamiques tres différents, présentant des similitudes avec la Figure 32.

Il convient de mentionner que la grandeur physique permettant de quantifier ces états dy-
namiques par le circuit électronique est 1’énergie électrostatique du condensateur. Car, il y a trois
condensateurs qui ont été utilisés pour représenter les trois variables dans le modele (1.11) du cancer.
Il est donc intéressant de calculer ’énergie physique par la relation £ = %C’V2 ou C' est la capacité
équivalente et V est la tension équivalente pour le condensateur. De cette facon, trois condensateurs
électroniques peuvent étre envisagés pour estimer 1’énergie physique totale. En considérant N points
de données, ’énergie des variables x, y et z est calculée en utilisant la relation (3.64)

By = & ; Ve

= o 2 Ve
k=0

(3.64)

Tableau 12 — Energie physique du circuit électronique utilisé pour représenter les différentes états de la dynamique
du modele (3.62).

Energie phy- | états d’équi- | états oscilla- | états  chao- | états  d’éqi-
sique du cir- | libre avec | toir tique libre avec
cuit z2#0 z2=0

E.(nJ) 2.2321 2.2667 2.2632 x 1071 | 4.9826
E,(nJ) 4.3144 x 1071 | 2.0202 x 107% | 1.9252 x 107! | 7.8299 x 10~°
E.(nJ) 8.9453 x 1072 | 1.6853 x 107! | 2.9039 5.5940 x 107
Er(nJ) 2.7530 2.6372 2.7461 4.9827
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De méme on déduit I'énergie totale par la relation
| N
2 2 2
O AR TRy ) 69
k=0

L’ensemble des valeurs des énergies calculées est représentée dans le tableau 12. A partir du tableau
12, on constate que, lorsque la dynamique du circuit est a 1'état chaotique, ’énergie physique
du circuit pour la variable des cellules tumorales est plus élevée par rapport a celle des autres
variables. Cependant, lorsque 1'on considere 1’énergie physique totale du circuit pour chacun des
états dynamiques du modele (3.62), on constate que c’est plutot I'énergie physique du circuit lorsque
le systeme présente un état d’équilibre avec population nulle des cellules tumorales qui est la plus
élevée (état non pathologique). Par contre 1'énergie physique du circuit lorsque le systéme présente

un état oscillatoire est la plus faible.

3.3.1.2 Simulation expérimentale

Le circuit a été réalisé selon le schéma de conception des Figures 22 et 58. La photographie du

montage d’acquisition expérimentale est représentée par la Figure 64.

Figure 64 — Photographie de la configuration pratique du montage d’acquisition expérimentale implémentée a base

de microcontroleur.

Les différents états dynamiques non linéaires de I’évolution des populations cellulaires sont exa-
minés a l'intérieur du microcontroleur avant d’étre affichés sur 1'oscilloscope numérique comme le
montre la Figure 64. Les échelles caractéristiques de 'oscilloscope sont : T=1s/div, X=200mV /div,
Y=200mV /div. A titre de comparaison, les résultats expérimentaux correspondants sont présentés
par la Figure 65(a). Les séries temporelles obtenues a partir de l'implémentation & microcontroleur

du systeme (1.11) confirment tous les comportements dynamiques prédits.
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Figure 65 —

systeme (1.11) & base de microcontrdleurs :

numérique.

Des portraits de phases chaotiques, périodiques et quasi-périodiques illustrant la multi-stabilité (at-
tracteurs multiples) sont également observés et présentés comme l'illustre les Figures 66(c). Ces
résultats expérimentaux des séries temporelles et les portraits de phase obtenus a partir de 'im-

plémentation a base de microcontroleur, sont qualitativement similaires a ceux obtenus par les

simulations du circuit analogique et de I’étude numérique.
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Résultats des simulations expérimentales montrant la variation temporelle des populations de cellules du

(a) Résultats de simulation expérimentale; (b) résultats de simulation
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Figure 66 — Portraits de phase expérimentaux de la mise en ceuvre du systéme (1.11) par Papproche électronique en
comparaison avec celui obtenu par l'analyse numérique : (a) Résultat numérique; (b) Résultat Pspice; (c) Résulta

expérimentale.

3.3.2 Cas du modeéle avec retard
3.3.2.1 Simulation analogique

Le circuit du simulateur électronique complet a été réalisé selon les schémas des Figures 15, 16, 17,
19, 20 en utilisant les AOP du type TL084 et des multiplieurs de tension du type AD633JN. Le
TLO84 a été utilisé pour minimiser la tension de décalage en sortie due au courant de polarisation ;
de plus, il integre 4 AOP. Le schéma du circuit utilisé pour simuler les différents états dynamiques

dis aux effets du retard correspondant au systeme (1.20) est celui de la Figure 67.

X 1 1 1
Old— =k (—X - —X? - —XZ) ,

dt Rl R2 R3
dy 1 YZ(kt —1,) 1 1
Co—— =k | — - —YZ - =Y 3.66
2 dt <R4E+Z(k;t—rs) Rs Ry ) (3.66)
dz 1 1 1 1
Cye =k —2Z—=—2°——XZ—-—YZ).
St (37 Rs Ry Rio )

Le circuit électronique complet est polarisé par deux alimentations symétriques délivrant les tensions
—12V et +12V. Il comprend, 3 circuits inverseurs, un circuit additionneur, un circuit diviseur, un

circuit retard (déphaseur), une source de tension E, 6 multiplieurs, de 23 résistances, 4 condensateurs
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et 9 Amplificateurs Opérationnels intégrés dans 3 composants de type TL084. Les variables d’état

x, y et z du systeme (1.20) correspondent aux tensions inverses aux bornes des condensateurs Cf,

Cs et C5 respectivement. L’appliquant des lois de Kirchhoff au circuit de la Figure 67, montre qu’il

est décrit par 3 équations différentielles gouvernées par des variables X, Y et Z.

R2

o
P
X
T
O

Figure 67 — Schéma du circuit d’implémentation électronique du systéme (1.20) & trois dimensions du cancer qui

integre les effets du retard provenant de multiples sources et situations différentes, & I'activation du systéme immu-

nitaire.

k est 'unité de temps définit dans la section 3.3.1. Les composants électroniques équivalents aux

parametres biologiques sont déterminés comme suit :

ko ko k ok _ R,
PR T Ry BT R0 TRy TR
i 2 2 2

—_—, 5:—’ Q31 = ———, Q39 = .
R5C, ReCy’ ' RoCs’ % RyCs

Qo3 =

Utilisons la mise a 1’échelle £ = RC' = 10nF x 10k€2 = 100us, z = %, Yy = %, z= %
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Soit 7, le temps mis par le signal des réactions enzymatiques des cellules tumorales pour ’activation
et la maturation des cellules immunitaires. D’apres la relation (2.58) définie au second chapitre,

nous avons :

2arctan(R,C,w)
Ts = )
w

(3.68)

w représente la pulsation des signaux produits par des réactions enzymatiques des cellules tumo-
rales et d’autres multiples sources. Ces signaux étant de tres faibles fréquences, nous faisons un
développement limité de la fonction arctan(R,C,w) au voisinage de zéro. L’équation (3.68) prend

maintenant la forme suivante :

Ts = 2R,C,, (3.69)

tenant compte de la mise a 1’échelle 7, = k7 nous avons finalement 1’équivalant du retard suivant :
2R, C,
k

Les valeurs des composants électroniques utilisés (déduits des parametres biologiques) pour des

. (3.70)

T =

simulations électroniques sont données dans le tableau 13. Notons que R, est la résistance réglable
avec précision utilisée pour ajuster le parametre retard. Le circuit est exécuté dans le logiciel de
simulation électronique ORCAD PSpice avec une temporisation hg = 50us. Afin d’obtenir les
résultats de la sous-section 3.2.2, la résistances R, est réglée avec précision aux valeurs 0kS2, 1, 7k€2,
5,75k et 9,05k respectivement. Les résultats de simulation électronique correspondants aux

graphes de la Figure 50 sont présentés par la Figure 68.

Tableau 13 — Valeurs des composants utilisés pour la réalisation et la simulation électronique du systéme (1.20).

Composants | Valeurs || Composants | Valeurs | Composants | Valeurs
C,=0,=0C}4 10nF Ry =R, 15k€2 Rs 67k
c,=C 10nF R3 Tk Rg 50k$2
R, Variable Ry 3k R; = Rg 10k$2
Ry 10k€2 R0 4kS2 Rg 10k€2
R 10kQ E 4V olts k= RC 107%s

On peut voir de ce qui précede avec des résultats de la Figure 55 que le circuit integre les
effets du retard en tant que parametre indépendant a travers la résistance R,, ce qui nous permet
d’apprécier ces effets sur la dynamique du modele de la croissance tumorale. Il nous permet d’effec-
tuer une analyse géométrique du modele pour différentes valeurs de contraintes, ainsi que ’analyse
de bifurcation correspondante. Le circuit est capable de reproduire un état stable pour des retards
faibles en dessous de leurs valeurs critiques, un état oscillatoire entre état stable et état instable
pour un retard élevé, et un état chaotique pour un retard extréemement élevé. Le mécanisme entre
les différents régimes dynamiques est controlé par la résistance R,. De plus, le circuit est capable de
capturer une information induite lors du passage d’un retard modéré a un retard élevé, et il prédit

I’augmentation des périodes a forte croissance lors de I'augmentation du retard avant d’atteindre
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finalement un état chaotique conduisant aux métastases. Compte tenu de tous ces résultats, on peut

dire que les simulations analogiques sont en accord avec les résultats théoriques/numériques obtenus
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Figure 68 — Résultats de la simulation PSpice montrant la variation temporelle des populations de cellules tumorales
et trajectoires des portraits de phase correspondant au systéme (1.20) avec des valeurs de résistances équivalentes au
retard : R, = 0.0k{) panneau (a, ), R, = 1.7kQ panneau (b, f), R, = 5.75k€) panneau (c, g), R, = 9.05k2 panneau
(d, h). Les tensions initiales des condensateurs sont (0.25V,0.18V,0.35V).

3.3.2.2 Simulation expérimentale

Cette section vise la génération des résultats de la section 3.2, du modele de la croissance

tumorale avec retard en utilisant la technologie des circuits intégrés a microcontroleurs.

Figure 69 — Photographie de la Configuration pratique du circuit électronique d’implémentation du simulateur
complet du modele (1.13). Sur ’écran de Doscilloscope est affiché Pattracteur chaotique capturé & partir du circuit

électronique monté sur une carte de circuit imprimé.
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En utilisant la maquette expérimentale de la Figure 22, nous réalisons le circuit électronique d’implé-
mentation du simulateur complet du modele (1.13) en utilisant des composants électroniques préts
a emploi illustrés comme le montre la Figure 69. Nous confirmons la faisabilité du systeme (1.13)
en présentant plusieurs mesures expérimentales. Les signaux du circuit réel sont mesurés et affichés
sur un oscilloscope HANTEK DS04104B en mode TY pour I’évolution temporel et XY pour les
portrais de phases. Les échelles caractéristiques de cet oscilloscope sont : T=2s/div, X=100mV /div
et 200mV/div, Y=200mV /div. Des exemples de portraits de phase et de série temporelle, la sé-
quence complete de bifurcation de Hopf induite par le retard, rapportée ci-dessus sont observés
et présentés sur la Figure 70. A la lumiere des images de la Figure 70, on constate que le circuit
réel présente les mémes séquences de bifurcation que celles observées lors de I’étude numérique a la
Figure 53. On peut voir le bon accord entre les résultats expérimentaux et les résultats numériques.
Des phénomenes induits par le retard tels que la séquence de bifurcation de doublement de période
jusqu’au chaos sont également observés. Ceci est clairement illustré par des exemples de portraits
de phases et séries temporelles expérimentaux sur la Figure 71. On peut voir le bon accord entre les

résultats expérimentaux et les résultats numériques (Figure 55).

Figure 70 — Résultat expérimental montrant la séquence de bifurcation de Hopf induite par le retard obtenu par le
circuit électronique utilisant un oscilloscope HANTEK DS04104B a double trace en mode TY et XY. Les échelles
caractéristiques sont : T=2s/div, X=100mV /div, Y=200mV /div pour les images obtenues.

Une autre comparaison entre les résultats expérimentaux (Figure 72(a)) et numériques (Figure
72(b)) liés a la présence des attracteurs chaotiques est également représentée, montrant une fois de
plus, un tres bon accord qualitatif. Cependant, un léger écart qui peut étre attribué a la précision
sur les valeurs des composants électroniques ainsi qu’aux hypotheses simplificatrices considérées lors
du processus de modélisation (c’est-a-dire, modele d’amplificateur opérationnel idéal par exemple)

peut étre noté entre les résultats numériques et expérimentaux.
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Figure 71 — Résultat expérimental montrant la séquence de bifurcation de dédoublement de période jusqu’au chaos
induit par le retard, obtenu par le circuit électronique utilisant un oscilloscope HANTEK DS04104B a double trace
en mode TY et XY. Les échelles caractéristiques sont : T=2s/div, X=200mV /div, Y=200mV/div pour les images

obtenues.

De méme, nous avons également vérifié les comportements dynamiques, les transitions de la bifur-
cation de Hopf, par dédoublement de période au chaos, la séquence de bifurcation inverse évaluée

par simulation PSpice en faisant varier la valeur de la résistance de controle due au retard.
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Figure 72 — Résultats des portraits de phase expérimentaux (a) des attracteurs chaotiques double bandes obtenues &
partir du circuit électronique en fonctionnement a ’aide d’un oscilloscope HANTEK DS04104B & double tracées en
mode XY ; les portraits de phases numériques correspondants sont affichés en dessous (b). Les échelles caractéristiques
sont : X=200mV /div, Y=200mV/div pour les images obtenues.

On peut voir a partir de ces résultats un bon accord entre les simulations numériques et expéri-

mentales. Il nous permet d’effectuer une analyse en temps réel du modele pour différentes valeurs
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du parametre de retard, ainsi que ’analyse de bifurcation correspondante. Le circuit est capable
de reproduire un état stable pour des retards faibles en dessous de leurs valeurs critiques, un état
oscillatoire pour un retard élevé, et un état chaotique pour un retard extréemement élevé. De plus,
on constate que le circuit est capable de capturer une information induite lors du passage d’un
retard modéré a un retard élevé, et il prédit 'augmentation des périodes a forte croissance lors de
I’augmentation du retard avant d’atteindre finalement un état chaotique conduisant a un mécanisme
d’angiogenese. Compte tenu de tous ces résultats, on peut dire que les simulations expérimentales

sont en accord avec les résultats théoriques/numériques obtenus.

3.4 Discussion

Comprendre les mécanismes qui réagissent I’émergence des tumeurs et leur croissance est une
tache importante en oncologie et en recherche médicale [6-10, 13, 33]. En utilisant le modele mathé-
matique De Pillis et Radunskaya [13] qui se focalise sur les interactions entre trois principaux types
de familles cellulaires, a savoir I’hotes, immunitaires effectrices et tumorales, la présente étude four-
nie des résultats permettant de comprendre la complexité dynamique des phénomenes non linéaires
qui existe entre ces familles cellulaires afin de les quantifier de maniere structurelle. L’investigation
s’est faite en utilisant trois lignes d’attaque : ’analyse de stabilité en tenant compte ou non du re-
tard d’activation des effecteurs, la bifurcation et I’étude expérimentale de la carte de comportement
numérique de ces familles cellulaires par ’approche électronique. Cette approche pourrait suggérer
de nouvelles tendances pour accroitre la compréhension du systeme et méme dans la conception des
protocoles expérimentaux plus dirigées pour un meilleur suivi.

Les résultats obtenus montrent que les parametres p; et asy, tels que variés dans ce manuscrit
sont directement liés a la dynamique du systeme et influencent fortement la stabilité du systeme. Ces
parametres ont été choisir dans le but de modéliser différents états des patients. Cela étant justifié
par Letellier et al [13], ou ils rapportent qu’agir sur la famille des cellules hotes ou éventuellement
des cellules tumorales pourrait étre efficace pour étudier la dynamique sous-jacente, mais qu’il est
plutot inefficace de ne mesurer que la population des cellules immunitaires effectrices, en raison de la
faible observabilité qu'’il procure a la dynamique. Ce résultat étant soutenu par Topalian et al. [226]
ou ils montrent que les cliniciens n’utilisent jamais de parametres immunologiques pour évaluer le
comportement de la tumeur, méme pendant 'immunothérapie. L’augmentation de p; et a3; entraine
une dynamique conduisant vers la géogenaise. Il est montré que, lorsque le taux de croissance des
cellules hotes augmente et atteint une certaine valeur critique p;. = 0.3825, une bifurcation de Hopf
supercritique se produit et il s’enchaine une phase d’oscillation entretenue par le caractere avasculaire
du milieu caractérisant le passage de la phase d’initiation a la phase d’interaction dynamique. Les
trois familles cellulaires commencent ainsi a osciller autour du nombre de cellules initiées ot mutées.
Les résultats obtenus ici sur la figure Fig. 23 montrent que Lorsque p; < pi., les trois familles
cellulaires restent proches du nombre de cellules initiées et la tumeur peut étre considérée comme

bénigne. Lorsque p; > pic, les trois familles cellulaires commencent a développer des hyperactiviter
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dynamiques et la tumeur est dite maligne.

Les résultats numériques obtenus montrent que, le taux de mortalité ag; des cellules tumorales
par les cellules hotes n’affecte pas la dynamique de croissance tumorale lorsqu’il est faible. Il y a donc
un éventail de parametres patients pour lequel la croissance tumorale est indépendante du taux de
mortalité des cellules tumorales par les cellules hotes. Pour des valeurs de as; faibles, et moyennes, les
trois familles cellulaires développent une dynamique réguliere indiquant une stabilité sur le processus
simultané des actions de protection de I’hote et de promotion du cancer. Ceci est corroboré par des
investigations cliniques plus poussées [227]. Cela conduit a un stade indétectable par I'imagerie
médicale. Cette situation observée dite avasculaire confere au microenvironnement tumoral, un état
appelé dormance tumorale. La physique qualifie cette dynamique d’attracteur d’équilibre ou encore
d’attracteur de cycle limite observé numériquement et expérimentalement sur les Figures 32(a),
32(b), 63(a), 63(b) et la Figures 65(a). Pour des valeurs de «ag; tres élevées, le patient est dans un
état apparemment sain. On observe numériquement et expérimentalement les courbes d’attracteurs
d’équilibres avec une population de cellules tumorales quasiment nulles représentées par les Figures
32(d), 63(d) et 65(a). Pour des valeurs de as; élevées, les trois familles cellulaires développent
des hyperactivités dynamiques. Cette situation, manifestée par des rechutes intempestives secoue
considérablement le patient tout en le maintenant dans un état d’imprédictibilité, avec entrée en
jeu d'un nombre élevé de complexité, montrant en outre que le cas du patient se complique et ne
donne plus de solution pour la stabilisation. La Physique qualifie ce stade dynamique de chaos.
cellui-ci est numériquement et expérimentalement justifié par la présence des courbes d’attracteurs
chaotiques. A ce stade, la tumeur est dite maligne. A noter que I'apparition de ce comportement
chaotique met en évidence 'existence d’un cancer métastatique du point de vue de 'oncologie [228]
et correspond également a des phénomenes a long terme de rechute cancéreuse [228, 229]. C’est
dans ces conditions que les cellules cancéreuses secrétent des protéines VEGF ! qui augmentent tres
progressivement jusqu’a devenir significative (la bascule angiogénique s’étant déja produite) et qui
servent d’élément déclencheur.

Le commensalisme entre la famille des cellules immunitaires et tumorales induit des oscillations
pratiquement synchrones de la famille des cellules immunitaires en réponse a celles tumorales. La
concentration des protéines VEGF dirige I’angiogenese qui permet de drainer les ressources supplé-
mentaires pour toutes les cellules en compétition sur le site tumoral. Le patient développe dans ce
cas des métastases [230-233]. D’un point de vu clinique, ce qui pourrait aider a prédire la survenue
des métastases serait d’étudier la capacité d’'un patient a développer des protéines VEGEF en réponse
aux stimuli provenant des cellules tumorales.

Par rapport aux études mentionnées précédemment dans Abernethy et al. [234], il est démontré
ici que la taille maximale moyenne de la tumeur pour un comportement chaotique est environ
le quadruple de celle ou la dynamique est réguliere. La différence de précision est due au fait
que nous avons choisi le taux de mortalité des cellules tumorales du aux cellules immunitaires

azs = 2.5 comme dans [33, 140] au lieu de agy = 1. De plus, les motifs réguliers correspondant a

1. VEGF : vascular Endothelial Growth Factor
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I’auto-organisation signifient que les interactions cellulaires sont plus robustes. Le comportement
des cellules tumorales associé a des interactions faibles peut générer des motifs irréguliers. Ceci est
corroboré par la découverte de Das et al. [235] qui montre que, la production d’entropie élevée des
cellules tumorales (par opposition a la production d’entropie en dynamique réguliere) est entrainée
par une dynamique chaotique, qui produit de la complexité dans le systeme. Ce taux d’entropie
augmente lorsque la compétition entre les cellules tumorales et leur microenvironnement commence
a perdre de son efficacité. Les entropies plus élevées refletent une prolifération rapide et hautement
incontrolée des cellules cancéreuses [236, 237]. Les resultats fournissent la preuve qu'une production
du nombre maximal des cellules tumorales, entrainée par une dynamique chaotique, correspond a une
complexité plus élevée. Ce qui conduit a une prolifération brutale et rapide des cellules cancéreuses.
Ceci est le résultat de la perte de I’équilibre autonome et synchronisé de I'immunité dans la défense
par les cellules cancéreuses.

Il est prouvé que, lorsque I’état du patient permet a la bascule angiogénique de se produire, la fa-
mille des cellules tumorales augmente. Les ressources supplémentaires fournies par les néo-vaisseaux
peuvent permettre aux cellules hotes de résister a la croissance accrue des cellules tumorales. Cli-
niquement parlant, un patient est caractérisé, du point de vu du modele, par un jeu de parametres
donné. Il semble raisonnable d’assumer qu’un patient ayant un état stable présente des valeurs de
parametres constantes dans le temps en dessous du seuil critique. Il est possible d’imaginer différents
scénarios, dépendant seulement de la para-métrisation du patient, c’est-a-dire, des valeurs de ses
parametres. Un patient, s’il n’a pas de bifurcation induite par un changement de sa para-métrisation
(cela signifie que la bascule angiogénique n’a pas eu lieu), n’aura jamais de métastases [231, 233].
Ce résultat suggere que le pire résultat clinique possible (une taille de tumeur maximale élevée)
pourrait eétre mieux expliqué par un modele chaotique plutot que simplement par une tumeur qui
concurrence bien les cellules hotes (ase moyen).

Il a été rapporté dans ce manuscrit que, la famille des cellules tueuses ou immunitaires peut
également s’opérer sans retard (7 &~ 0). On dira qu’elles sont en situation d’alerte temporelle suffi-
sante. Si (0 < 7 < 79), il y a intervention avec retard. Les cellules cancéreuses restent dans la phase
d’initiation. Par conséquent, certaines cellules immunitaires moyennement en état d’alerte (7 ~ 7
ou légerement supérieures a 7g), entrent en action pour corriger les nons conformités constatées dans
le milieu [227]. La population tumorale peut réagir par des camouflages ou encore des diminutions
considérables. A ce stade, les trois populations cellulaires restent dans la phase de promotion qui
est rarement détectable méme par I'imagerie médicale. On observe numériquement et expérimenta-
lement au niveau des courbes, une diminution considérable des densités de population convergeant
vers les attracteurs d’équilibre.

Par rapport aux études mentionnées précédemment [238], il est démontré ici que, lorsque la
famille des cellules immunitaires n’est pas suffisamment en alerte dans leur réponse a la destruc-
tion des cellules tumorales, soit en d’autres termes, si le terme 7 correspondant au retard devient
suffisamment grand, les trois populations cellulaires peuvent croitre de maniere irréguliere avec le

temps, conduisant le cancer a une phase vasculaire. Ceci est numériquement et expérimentalement
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justifié par la présence des courbes d’attracteurs chaotiques et de bifurcation.

De tous ces résultats, il est ainsi observé que toute modification des conditions environnemen-
tales, chirurgicales devrait concourir a conserver le parametre de retard 7 afin qu’il demeure inférieur
a sa valeur critique. Cette considération est d'une forte importance pour mieux optimiser la réponse
de la famille des cellules tueuses et immunitaires. Ceci conduirait a une meilleure stabilisation de
la maladie et a une meilleure prévision d’un traitement. Ceci est numériquement justifié par les
diagrammes de bifurcation.

Il est rapporté par Villasana et al. [143] que, dans la chimiothérapie anticancéreuse, le change-
ment de stabilité est une question tres importante dans la conception d’un protocole médicamenteux.
Ces médicaments empéchent les cellules de poursuivre leur cycle cellulaire, les piégeant ainsi a un
moment donné pendant 'interphase, ou les cellules meurent de causes naturelles. Cet effet peut étre
interprété comme une augmentation du retard 7. Mais comme nous I’avons vu ici, ce piégeage peut
avoir un effet néfaste, car il peut entrainer I'instabilité du point fixe stable et conduire le cancer a
un comportement chaotique en déclenchant une bascule angiogénique. En revanche, les mémes pro-
priétés peuvent étre utilisées a ’avantage des cliniciens, si nous sommes certains que nos parametres
patients sont dans la région 1 et 2 de la Figure 48. Une caractéristique importante que nous pouvons
extraire de nos résultats est l'effet de déstabilisation que le retard a sur le systeme contrairement
aux résultats de la référence [238] qui peut jouer le role de stabilisateur. Cela signifie que la durée du
cycle cellulaire est un facteur déterminant dans l'issue de la maladie et est théoriquement affectée
par I'administration d’un médicament particulier.

Les résultats des analyses suggerent que l'interaction tumeur-systeme immunitaire est un phé-
nomene caractérisé par une évolution de changements remarquables. Ce changement se produit
lorsque la tumeur peut échapper au systeme immunitaire auquel elle a été contrainte par le controle
immunitaire. Les effets de telles stratégies évolutives d’évasion et de dissimulation via une réduction
globale lente a la fois du stimulus prolifératif induit par la tumeur et de la capacité du systeme
immunitaire a tuer les cellules tumorales. Ces effets induisent la possibilité d’'un autre nouveau
phénomene intrigant : I'immuno-évasion par une augmentation progressive des retards. En effet, la
tumeur est progressivement capable d’augmenter le retard du systeme immunitaire dans la capture
des informations de la charge tumorale, permettant a la tumeur d’atteindre sa capacité de charge.
Si cela pouvait étre vérifié avec des données empiriques, cela serait de la plus haute importance, car
cela signifierait que les efforts de traitement qui réduise 7 sont apparemment une bonne idée car
son augmentation pourra pousser le systeme dans la région chaotique, produisant ainsi une taille
maximale de tumeur plus grande. La compréhension qualitative des parametres et des conditions
qui donnent lieu a certains comportements tels que le chaos pourrait avoir des implications impor-
tantes sur le traitement du cancer. L’effet du retard peut accentuer les symptomes chez certains
patients. La période de latence tumorale correspond a des états ou le microenvironnement contient
la croissance tumorale dans un état dormant et pour lequel le site est essentiellement peuplé de
cellules saines (hotes). Cette période de latence tumorale peut laisser place a des phases de forte

prolifération tumorale lorsque le retard devient supérieur a la valeur maximale estimée pour préser-
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ver la stabilité du systeme. Ces phases s’apparentent aux évolutions de cancers fulgurants observées
cliniquement.

Sur la base des résultats numériques et des tests expérimentaux, nous avons identifié les compo-
sants électroniques appropriés. Nous avons réalisé des circuits électroniques qui sont en accord avec
ces prédictions. Les comparaisons faites entre ces deux approches nous ont conduit a la validation de
la carte électronique proposée, capable de prédire le comportement de la dynamique tumorale. Cette
formulation venait ainsi justifier I'importance de modéliser a la fois du microenvironnement tumo-
ral, et la tumeur par 'approche électronique pour obtenir des résultats en accord avec la clinique.
Sur ce, ces circuits électroniques ont permis de mettre en évidence, une carte de comportement
électronique qui serait en mesure de décrire les courbes d’attracteurs d’un patient bien défini pour
faire une prédiction sur son état et le comportement de la maladie, avec ou sans prise en compte du
retard. Cette proposition des cartes électroniques ouvre des voies dans la technologie Biomédicale
avec des possibilités de concevoir ainsi des circuits électroniques capables de donner une prédiction
appropriée de la dynamique tumorale. Ceci pourra ouvrir une fenétre de recherche en Technologie
biomédicale dans le développement de simulateurs électroniques de dynamique tumorale, avec des
applications cliniques et pharmaceutiques. D’un point de vu clinique, ces simulateurs pourraient
aider a prédire la survenue des métastases et donner la possibilité d’étudier la capacité d’un patient

a développer des protéines VEGF en réponse aux stimuli provenant des cellules tumorales.

Conclusion

Les méthodes et matériels développés dans le chapitre précédent ont permis de bien aborder
ce chapitre. Ainsi, le présent chapitre a abordé les résultats obtenus grace a des investigations mi-
nutieuses tout en prenant soin de les associer aux discussions. Nous avons montré qu’en utilisant
les diagrammes de bifurcations, I'influence des valeurs de certains parametres du systeme pouvait
étre montré. Nous avons montré que l'augmentation de (p;) et (as;) permettait de promouvoir
la prolifération des cellules tumorales jusqu’a ce qu’elles atteignent leurs valeurs maximales. Nous
avons également montré que, le modele générique de la croissance tumorale avec une distribution
de retard fait observer qu’en absence de retard, le systeme peut étre stable ou instable. Le retard
joue ainsi le role de déstabilisateur de la dynamique tumorale et non de stabilisateur. Les petits
retards garantissent la stabilité, mais les retards supérieurs a une valeur critique peuvent produire
des solutions périodiques. Les retards plus importants peuvent méme conduire a des phases d’hy-
peractivités dynamiques. Ces phases s’apparentent aux évolutions de cancers fulgurants observées
cliniquement. Par la suite, nous avons procédé a une étude expérimentale de la carte de comporte-
ment numérique de ces familles cellulaires obtenues a partir du modele mathématique de De Pillis
et Radunskaya. Les comparaisons faites entre ces deux approches nous ont conduits a la validation
de la carte électronique proposée, capable de prédire le comportement de la dynamique tumorale.
Cette formulation venait ainsi justifier I'importance de modéliser a la fois le microenvironnement

tumoral et la tumeur pour obtenir des résultats en accord avec la clinique.
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CONCLUSION GENERALE

L’objectif premier de cette these était d’étudier, via une analyse mathématique, le processus de
développement d’un cancer a 1’échelle tissulaire. Cette étude fut faite en se focalisant sur les inter-
actions entre les principaux types de familles cellulaires et en montrant I'importance des propriétés
dynamiques et chaotiques. Par la suite, nous avons procédé a une étude expérimentale de la carte
de comportement numérique de ces familles cellulaires obtenue a partir du modeéle mathématique
de De Pillis et Radunskaya. Les comparaisons faites entre ces deux approches nous ont conduit a la
validation de la carte électronique proposée, capable de prédire le comportement de la dynamique
tumorale. Cette formulation venait ainsi justifier 'importance de modéliser a la fois le microenvi-
ronnement tumoral (cellules hotes, réponse immunitaire) et la tumeur pour obtenir des résultats
en accord avec la clinique. Ce qui démontre que le modele de De Pillis et Radunskaya choisi, était
un bon candidat pour la description de la dynamique tumorale dans le microenvironnement consi-
déré dans cette these. La campagne numérique réalisée a l'aide des outils et méthodes numériques

appropriés, a permis de faire les constats ci-apres :

e La croissance de p; et a3y entraine une dynamique conduisant vers la géogenaise.

o L’effet des cellules immunitaires tueuses sur les cellules cancéreuses n’impacte pas sur la dyna-
mique du micreenvironnement tumoral. Ceci explique pourquoi les cliniciens n’utilisent jamais
de parametres immunologiques pour évaluer le comportement tumoral, méme pendant I'immu-
nothérapie. Il ressort qu’agir seulement sur la réponse immunitaire ne conduit pas toujours a
une régression tumorale. En d’autres termes, lorsque le taux de croissance des cellules hotes
augmente et atteint une certaine valeur critique pq., il s’enchaine une phase d’oscillation en-
tretenue par le caractere avasculaire du milieu caractérisant le passage de la phase d’initiation
a la phase d’interaction dynamique. Les trois familles cellulaires commencent ainsi a osciller
autour du nombre des cellules initiées ou mutées. De cette interaction, les constats suivants ont
été faits :

— p1 < P1e, les trois familles cellulaires sont proches du nombre de cellules initiées et la tumeur

peut étre considérée comme bénigne.

— Lorsque p; est légerement supérieur a pi., les trois familles cellulaires peuvent coexister dans
un cycle maintenu dans un comportement avasculaire. Ainsi, la tumeur prend aussi un com-

portement le classant de tumeur légerement maligne.

— Lorsque p; augmente considérablement au-dela de pq., les trois familles cellulaires développent
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des hyperactivités dynamiques. Cette situation, manifestée par des rechutes intempestives
secoue considérablement le patient tout en le maintenant dans un état d’imprédictibilité,
avec entrée en jeu d'un nombre élevé de complexité, montrant en outre que le cas du patient
se complique et ne donne plus de solution pour la stabilisation. La Physique qualifie ce stade
dynamique de route vers le chaos. Celle-ci est numériquement et expérimentalement justifiée

par la présence des courbes d’attracteurs chaotiques. A ce stade, la tumeur est dite maligne.

e Si par contre c¢’est ag; qui augmente considérablement, les prédictions suivantes sont faites : Pour
des valeurs de ag; faibles, les trois familles cellulaires développent une dynamique réguliere
indiquant une stabilité sur le processus simultané des actions de protection de 1’hote et de
promotion du cancer. Cela conduit a un stade indétectable par I'imagerie médicale. Cette
situation observée dite avasculaire confere au micreenvironnement tumoral, un état appelé
dormance tumoral. La physique qualifie cette dynamique d’attracteur d’équilibre ou encore
d’attracteur de cycle limite. Pour des valeurs de ag; élevées, le patient développe un taux
accru de production des cellules cancéreuses conduisant a une taille maximale des cellules
cancéreuses. Pour des valeurs de ag; tres élevées, le patient est dans un état apparemment
sain. On observe numériquement et expérimentalement les courbes d’attracteurs d’équilibres

avec une population de cellules tumorales quasiment nulles.

e Il a été également découvert que, des fluctuations peuvent survenir dans la dynamique des popu-
lations cellulaires, cela suite a des changements qui peuvent survenir de maniere a destabiliser
I’écosysteme du microenvironnement tumoral. Il s’en suit des crises par intermittence. Celles-ci
correspondent a des évolutions ou on observe des phases qui s’alternent des fortes progression
et de stabilisation. La Physique qualifie ce stade dynamique de comportement intermittent.
De plus, deux patients ayant les mémes descriptions peuvent avoir deux comportements dy-
namiques différents pour la maladie a cause de la manifestation du micreenvironnement qui
peut stabiliser un patient et déstabiliser I'autre. Cette observation peut empécher certaines
prédictions erronées des cliniciens suites aux résultats de certains examens faits sur le patient.
La Physique qualifie ce stade dynamique par des courbes numériques et expérimentales de

coexistence d’attracteurs multiples.

e Des interventions de la famille des cellules tueuses ou immunitaires peuvent également s’opérer
sans retard (7 &~ 0). On dira qu’elles sont en situation d’alerte temporelle suffisante. Si (0 < 7 <
7o), il y a intervention avec retard. Les cellules cancéreuses restent dans la phase d’initiation. Par
conséquent, certaines cellules immunitaires moyennement en état d’alerte (7 ~ 7y ou légerement
supérieur a 7g), entrent en action pour corriger les non conformités constatées dans le milieu. La
population tumorale peut réagir par des camouflages ou encore des diminutions considérables.
A ce stade, les trois populations cellulaires restent dans la phase de promotion qui est rarement
détectable méme par 'imagerie médicale. On observe numériquement et expérimentalement au
niveau des courbes, une diminution considérable des densités de population convergeant vers

les attracteurs d’équilibre.

144



e Si par contre, les cellules immunitaires ne sont pas suffisamment en alerte dans leur réponse a
la destruction des cellules tumorales, soit en d’autres termes, si le terme 7 correspondant au
retard devient suffisamment grand, les trois populations cellulaires peuvent croitre de maniere
irréguliere avec le temps, conduisant le cancer a une phase vasculaire. Ceci est numériquement

et expérimentalement justifié par la présence des courbes d’attracteurs chaotiques.

e De toutes ces observations, il apparait que toute modification des conditions environnementales,
chirurgicales devrait concourir a conserver le parametres de retard afin qu’il demeure inférieur
a sa valeur critique. Cette considération est d'une forte importance pour mieux optimiser
la réponse de la famille des cellules tueuses et immunitaires. Ceci conduirait a une meilleure
stabilisation de la maladie et a une meilleure prévision d’un traitement. Ceci est numériquement

justifié par les diagrammes de bifurcation.

Sur la base des observations numériques et des tests expérimentaux, nous avons identifié les com-
posants électroniques appropriés. Nous avons réalisé des circuits électroniques qui sont en accord
avec ces prédictions. Ces circuits électroniques ont donc permis de mettre en évidence, une carte
de comportement électronique qui serait en mesure de décrire les courbes d’attracteurs d’un pa-
tient bien défini pour faire une prédiction sur son état et le comportement de la maladie, avec ou
sans prise en compte du retard. Cette proposition des cartes électroniques ouvre des voies dans
la technologie Biomédicale avec des possibilités de concevoir des circuits électroniques capable de
donner une prédiction appropriée de la dynamique tumorale. Ce qui pourra ouvrir une fenétre de
recherche en Technologie biomédicale dans le développement de simulateurs électroniques de dyna-
mique tumorale, avec des applications cliniques et pharmaceutiques. D’un point de vu clinique, ces
simulateurs pourraient aider a prédire la survenue des métastases et donner la possibilité d’étudier
la capacité d'un patient a développer des protéines VEGF en réponse aux stimuli provenant des

cellules tumorales.

Perspectives

Une extension naturelle de ce travail serait d’étudier d’autres fonctions incluant les termes
thérapeutiques modélisant le traitement par la méthode du controle optimal.

Un autre élément du modele que nous souhaitons examiner de plus pres est I’hypothese se-
lon laquelle la compétition entre cellules, en particulier la compétition entre cellules tumorales et
cellules normales, est proportionnelle au produit de leur nombre. Cela suppose que chaque cellule
est également susceptible d’entrer en compétition avec une cellule d’'un autre type. Bien que cette
hypothese puisse étre raisonnable, si nous nous attaquons a des cancers liquides, tels que la leucémie
et a des cancers solide tels que le cancer du sein, alors la compétition entre les cellules tumorales
et les cellules hotes pour les mémes ressources a plus de chance de se produire le long de l'interface
entre les deux types de cellules. Nous proposons donc d’examiner un modele prenant en compte la
géométrie de la tumeur et utilisant un paradigme de concurrence stochastique. La compétition entre

les cellules immunitaires et les cellules tumorales pourrait rester telle quelle.
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Toutefois, les considérations restent encore sur des approches découlant des systemes dyna-
miques congus sur la base des modeles mathématiques, bien que vérifiables sur le plan biologique.
Mais, il reste encore a les traduire sur le plan purement biologique, en procédant aux prélevements
faits sur le microenvironnement tumoral du patient et les convertir a 1’aides des facteurs d’échelles
adéquats en données électroniques.

D’autres tests expérimentaux et autres considérations thérapeutiques qui entreront en jeu dans
les conditions environnementales de 1’écosysteme de la tumeur, seront également pris en compte
pour mieux optimiser les modeles dynamiques a modéliser, cela afin de mieux parfaire les familles
de cartes électroniques qui pourront étre développées. C’est ce qui constitue entre autre, les grands

challenges de notre recherche future.
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Annexe : Coefficients de bifurcation de Hopf

Nous énumérons ici quelques expressions mathématiques obtenues lors des calculs des coefficients pour la bifurcation de

Hopf. Premiérement, nous donnons les expressions de P, P» et P obtenues dans la base (z1, y1, 21) :

P =M~yavs[pre(miwo s + yewoys 4+ v321 + xe) (1 — wo @1 — Yawoys — Y321 — Te)
— a13(Mwsz1 + Yowoyr + y321 + xe) (21 — Yswoyr + ze)] + Myoya[(z1 — Yswoyr + ze)
(1 + yswoyr — 21 — 2e) — Y(Nwoz1 + Yawoys + Y321 + e ) (21 + 2ze — Yswoy1)

— aza(T1 + 7421 + ye) (21 — Yswoyr + ze)] + M (2 + v375) [aes (1 + Yaz1 + ye)

)— p2(x1 + yaz1 + ye) (21 — Yswoyr + ze)]
1+ 21 — ys5woy1 + ze

(21 — Yswoyr + ze) + 0(x1 + Y421 + Ye

M
Py :w—[plc(ylngl + Yawoyr + Y321 + Te) (1 — YawpT1 — Yowoys — Y321 — Te)
0
2 M 2
— a13(n1wex1 + Yawoy1 + y321 + Te) (21 — Yswoy1 + ze)] — w—(%mwo —3)
0
(21 — Yswoyr + 2e)(1 + yswoys — 21 — ze) — a(Nwox1 + Yawoys + Y321 + ) (21 (.71)
— Yswoy1 + 2ze) — aza(T1 + Yaz1 + ye ) (21 — Yswoyr + 2ze)] — My1wolazs(z1 + yaz1 + ye)
1+ vaz1 + Ye)(21 — Ysw =+ ze
(z1 — yswoyr + ze) + 0(x1 + +vaz1 + ye) — palas £ yaz + ye) (21 — 5ot )]
1421 — yswoyr + ze
P3 = — Mrys[pre(miwiz1 + yawoyr + 321 + 2e) (1 — yiwg 1 — Yawoys — y321 — e)
— az(mwoz1 + Yawoyr + y3z1 + o) (21 — Yswoyr + ze)] — Mya[(21 — yswoyn
+ 2ze) (1 4+ yswoyr — 21 — Ze) — a(’Ylw(2)J31 + Yowoyr + 321 + xe) (21 + 2 — Y5woy1)
— aza(®1 +yaz1 4 ye) (21 — Yswoyr + ze)] — My1vyswiazs(x1 + vaz1 + ye)
p2(x1 + yaz1 + Ye) (21 — Yswoy1 + ze)
_ )46 ) —
(21 — yswoy1 + ze) + 0(z1 + Yaz1 + Ye) 1+ 21 — vswop + 2 ]
Avec
. 1
YLYaYsWE — V3 Y5 — 72
Suivant les procédures de calculs décrit au chapitre 2, nous trouvons :
e +
Fao = —2Mpioyaysyews 5 Foo = 2Mrswi [7274(611375 +avs — 5 — p1ey2) + P2yevsl¥sYs T 2) ’Zi(_z3z5)3 72)] ;
e
2 2
B w
F220 = 2Mp1c'yfw3 ; F022 = —2Muwy {72(&1375 — piey2) + ys(ay2 — 75)(’?1’y4wg —y3) + %} ;
e
F111 = M~yswo {7175&13(0&13’75 —2p1c72) + ’Yz’y4(a’y1wg + as2) — (73775 + 72) (azs - ﬁ)] ; (.72)
F2 = M 2 2 2 P2 .
n =M |ywo(@133s = 2p1e92) + 7501 + as2) (7aso —78) = M50 | 028 — (o )|
Rl 6M payevsw) (1375 +72) 2 _ 6Mpayeyiysws [ 2M paviwd (1375 + 72) .
03 1+ 2 ; 03 7(1 2t ; 12 (1 + 2.3 ;
2MP2’YI’Y§WS 1 1 2 2
F =R HBRY . gl —Fy = Fh=F3 =0.
03 (1 +2)° 30 31 30 21
Par la suite, les équations suivantes sont calculées
1 2 2 P2
Fiy = —Myswo |:71w0(a1375 = 2p1c72) + v2(amniwp + as2) — s <a23 N (1+ 20)? )} ;
2 3
N ~ e w
Fy = QMplc’Ys’waS 3 Foo = —2MAswo |:’YQC4)§(0513’Y5 — 2p1c72) + vz(cmwg + as2) + %} ; (.73)
1/~ - 1/ . =
hi1 = 1 (on + Foz) 3 hoo = 1 (F2o — Fo2 — QZFn)
En résolvant les équations suivantes
/\3w11 = —h11 3 ()\3 — Q’inI) w20 = —h20 (74)
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Nous obtenons

hi1 h2oA3 . 2wohao
N —— . .75
i » a0 ()\§+4w§ +2)\§ +4w§> (:75)

En outre, nous avons

Flt=—M {717475103(273/116 + a13) + y2valamiws — az2) + (375 + 72) (a23 — (14{)72)»] ;
e

M
Pl = o (nyawt — 98) (a1 + as2) = Myiwo (cm 201+ fze)Q ~ 0623) ;

F)it = Mryawo [ys(a13y3ys — 272y3p1e — a13y2) 4 y2(ay37ys + as2yays + 272 — ay2))]

(.76)
P2 (2ye — ya(1 + 2¢))
M — .
+ M~swo (375 + 72) [042374 1+ 2)° ;
Fot=-M [13(7375 — Y2) — 2727y3p16 + (y1yawg — v3)(ay3ys + azzyays + 2v2 — av2)]
2ye — va(1+ zc))
M 2 P2 (
Y1Y5Wo {a2374 + 1+ 2)
En se basant sur 'analyse et les calculs ci-dessus, nous pouvons calculer la quantité suivante :
1 . 1 .
Guo =5 [Fig' + Foi' +i (Fig' = Foi')] 5 Grov= 5 [Fig' = i+ (Fig" + Foi')] 5
(.77)

1 _ 1 _ 1
g21 = G21 + 2G110w11 + Gioiwz2o ; C1(0) = e <g2og11 — 2911911 — 392092()) + 5921
0

Annexe B : routine MAPLE de la fonction discr()

1L discr:=proc(poly, wvar)

2  lecal f, g, tt, d, bz, i, ar, j, mm, dd, bzz, R, A, B:
3 f:=expand(poly): d:=degree(f,var):
4 gi=tt*vartd+diff (f,var):

5  with(linalg):

bzz:=bezout(f,g,var):

7 bz:=subs (tt=0,bzz): ar:=[ ]:

g for 1 to d do

o  Ri=row(bz,d+l-i..d+1-1i):
10 ar:=[op(ar),R] eod:
11 with(LinearAlgebra):
12 mm:=Matrix(ar): dd:=[ ]:
135 for j to d do
14 A:= SubMatrix(mm,1..3,L1..3):
15 with(linalg):
16 B:i=det(A):
17 dd:=[op(dd),B] od:
12 dd:=map(primpart,dd)
19 end;
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Affic(e history: This contribution throws more light on the nonlinear dynamics of a cancer HET model proposed by
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equilibrium points in the model fluctuates between 3 and 8 depending on whether the biological
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parameters of the system vary. For some well precise parameters, the system has 5 equilibrium points,
3 of which are always unstable, 1 always quasi-stable and the last, on the other hand, the only point

Keywords: where all cell populations change stability according to the values of the rate of growth parameter of the
HOl?f b_ifufcaﬁf)ﬂ host cells. We show that the Hopf bifurcation occurs in this system, when the growth rate of the host
Periodic solution cells varies and reaches a critical value. Applying the theory of the normal bifurcation form, we describe

Bifurcation diagram
Intermittent

Crisis

Multistability

the formulae for determining the direction and stability of the periodic solutions of the Hopf bifurca-
tion. Numerical simulations are performed to illustrate its theoretical analysis. Numerical simulations,
performed in terms of bifurcation diagrams, Lyapunov exponent graph and phase portraits, permits to
highlight the rich and complex phenomena presented by the model. The exploitation of these numerical
results reveals that the system degenerates a transition to chaos intermittently through the saddle-node
bifurcation. We find that the system presents the diversity of bifurcations such as the chaos, periodic
window, saddle-node bifurcations, internal crises, when mentioned parameters are varied in small steps.
In addition, we find that the model also has multiple attractors for a precise set of parameters. The
basins of attraction of various coexisting attractors present extremely complex structures, thus justifying
jumps between coexisting attractors. Finally, in addition to mathematical analysis developed in the work
and digital processing, we propose an electronic implementation of the three-dimensional model of
cancer capable of imitating the model of mathematical evolution. We determine a circuit equivalent
to the ODE model, we determine the electrical components equivalent to the ODE parameters of the
mathematical model and the equivalent electronic circuit is simulated numerically with the Orcad-Pspice
software. The numerical results obtained from the proposed Orcad-Pspice electronic circuit exhibit the
same behavior as that obtained by the numerical simulations and the comparison results provide proof
of the reliability and precision of the proposed circuit.

© 2020 Elsevier Ltd. All rights reserved.

1. Introduction

Tumor growth is a complex and evolutionary process in time
perceived as a dynamic system involving multiple biological in-
teractions [1]. Their evolution is often impossible to predict in
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instability, interaction with the host, individual initial conditions
of carcinogenesis ...). Indeed, the radiosensitivity of a cancerous
tumor depends very much on the population of normal stromal
cells, immune cells (lymphocytes, macrophages), endothelial cells,
etc[2]. Their interactions with the microenvironment are from an
ecological point of view, competitive, and involve many events [3].
So it has a high degree of complexity. Its evolution is described
as a nonlinear dynamic system generally studied using ordinary
or partial (delayed or no) differential equations [3-5]. These equa-
tions are generally obtained from models of competition equations
of Lotka-Volterra [5]. Others use the concept of prey-predator type
interaction in which tumor cells play the role of prey and immune
cells act as predators [6-9]. Each of them tends to focus on sim-
ulating one or two important elements of the multiform process
of tumor growth. A major concern in population dynamics is to
understand how the population of a given species influences the
population dynamics of other species, members of the same net-
work of interactions [10]. The dynamics of these populations have
counter-intuitive characteristics [11]: To get rid of the predator, it
is sometimes better to act on the prey; the variable most relevant
to observation is prey. This approach is compatible with the trans-
position on cancer behaviour. It has been featured in the work of
Jimenez and Hernandez [12]. that to reverse the ratio of cell pop-
ulations by giving biological advantage to healthy cells (prey), the
strategy is to target healthy cells. This interesting population model
is that involving a population of malignant cells competing with a
population of normal cells and subjected to radiotherapy to obtain
equations depending on different parameters that already reflect
many clinical cases frequently encountered. These parameters are
the rate of multiplication of malignant cells, a factor reducing the
rate of growth due to competition for resources such as nutrients
and oxygen. One factor is the action of healthy cells on malignant
cells, which can be positive or negative depending on whether the
effect is inhibitory or stimulatory. Other models that have worked
in this direction include the model of De Pillis and Radunskaya
[23] and adjusted by Itik and Banks [13] Due to its simplicity, it
permits to understand best the activities of the dynamic behavior
of cancer. This model clearly reveals a chaotic (and non random)
dynamics and there, we find the determining role of the popula-
tion of healthy peri-tumoral cells on the fate of the whole system.
In effect an analysis of the observability of the model, i.e. the qual-
ity of the information on the whole system, transmitted by state
variables, reveals that the most relevant observation variable that
sees best the overall dynamics is the healthy cell population [14].
As observability is very much associated with the controllability
of the system [15], at least mathematically, this approach suggests
that targeting healthy tissue may be more relevant than targeting
(or optimizing efficacy) of immune cell or tumor cells [14]. Marluci
et al [16] analyzed the Hopf bifurcation by the Lyapunov constant
method and the split-period bifurcation using the tumor cell death
rate by the host cells as a bifurcation parameter.

However, these very interesting results are limited on the com-
plexity of the model and do not make mention of the direc-
tion and stability of periodic bifurcation solutions and the mech-
anisms of chaos concerning the coexistence of multiple attractors.
As recent studies on predator-prey models [17], food chain models
[18,19] and interacting population models [20,21] have revealed the
existence of multiple attractors that coexist. Neubert [22] studied
a Ricker model whose variation in density depends on chaotic be-
havior. He found that this model (which incorporates environmen-
tal load capacity and Allee effect) has a complex basin structure
riddled with holes, producing a level of unpredictability quantita-
tively greater than the classical sensitive dependence of initial con-
ditions in a single Chaotic attractor, or unpredictability is caused by
multiple attractors with fractal basin boundaries. Thus in order to
throw more light on the dynamic complexity of this system, our

objective in this work is threefold: (a) to study using the theory
of the normal form of bifurcation, the direction of Hopf bifurca-
tion and the stability of periodic solutions bifurcation according to
the parameter that already reflects many frequently encountered
clinical cases which is the growth rate of the host cells; analyze
saddle-node bifurcations and parallel bifurcations. (b) define the
region in the parameter space in which the model develops the
coexistence of multiple attractors. (c) perform a series of simula-
tions via an electronic circuit with Orcad-Pspice of the mathemat-
ical ODE model. Such an approach is particularly useful as it pro-
vides a useful tool for designing an analog model simulator.

The remaining parts of this scientific contribution are organized
as follows. In Section 2, we present the model. We perform lin-
ear stability analysis and prove the existence of Hopf bifurcation
in Section 3. In Section 4 we study the direction and the periodic
solutions of bifurcation. In Section 5, traditional nonlinear diagnos-
tic tools such as bifurcation diagrams, Lyapunov spectrum graphs,
live portraits and attraction basins are used to highlight complex
phenomena such as coexistence multiple attractors. In Section 6,
Pspice simulations are performed. Finally, we discuss our results
and enumerate some concluding remarks and proposals for future
works in conclusion in Section 7.

2. 3D Model of tumor growth

The model of interests here is that proposed in [14]| by Letel-
lier et al., presenting numerous analogies with clinical evidence.
This model describes the interactions that take place in a single
tumor site, between three cell populations: host cells, effector im-
mune cells and tumor cells. This model is dedicated to a site in the
vicinity of a homogeneous tumor. It is the same three-dimensional
model of Lotka-Volterra proposed by De Pillis and Radunskaya
[23] with the only difference the external environment is neglected
by not considering the constant influx of immune cells. This sim-
plification raises the question of the activation of naive cytotoxic
T lymphocytes. We apply the following logic [24]; the production
of effector cytotoxic T lymphocytes is on a shorter time scale than
that of tumor growth. So, in the model, this stimulation is consid-
ered instantaneous and coupled to the production of immune cells.
After nondimensionalizing the variables and applying the change
of the variables [14], the model is presented by the following set
of ordinary equations:

x = p1x(1 —x) —a3xz,

. 74
y =02 133_2 —a3yz — 8y,
z=12(1-2) —axz — a3yyz, (1)

where x represents the normalized population of host cells, y is the
normalized population of effector immune cells, and z is the nor-
malized population of tumor cells. In this model no prey is clearly
identified. According to this model, the host cells and the tumor
cells are clearly in competition on the same ecological niche. The
different types of interactions are detailed in [14]. There is no di-
rect interaction between the host cells and the effector immune
cells: it is therefore neutralism. Tumor and immune effector cells
have interactions whose nature depends on the growth rate of the
immune cells p, and the inhibition rate thereof by the tumor cells
053 : when the growth of the immune cells prevails, it is contra-
mensalism; if this is not the case, the two populations are also in
competition. Tumor cells are general competitors while host and
immune cells are more like specific competitors.

We choose to study the system for the parameters described in
[12,14,16,24] that lead to certain behavior that we want to subse-
quently bring more light by our small contribution. The sets of pa-
rameters will subsequently be considered according to the clinical
situations studied.
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3. Linear stability analysis and hopf bifurcation existence
3.1. Linear stability analysis

The equilibrium or stationary points are the points of the sys-
tem where the state variables of the system do not depend on time
and are obtained by solving the system of equations x =0,y =
0,z = 0. Referring to [13], we obtain:

Eo—(000) A E;y=(1,0,0) ; E;=(0,0,1) ;
E; = (0, = ,77+A)
_ (1 n- A p1(1— a))
o <’+aAa>”7 ‘(- a§+<aa )(+4)
E _ (P1 —a13(n , P1 13—P1)(N 77+A)

P£1
(,01 0113(']+A) pr(d- a)+(aa13 pl)(n A)
P1 L1032

,n—A).

\/(0523 + 38 — p2)? —4daz3
2033

P2 — 03— 0
20123

With n= 7 A=

We observe from these expressions that the number of equilib-
rium points can increase beyond 3 or decrease to less than 8 de-
pending on how the system parameters vary. For example, points
E;(i=3,4,5,6,7) exist if and only if the following relationships
are verified:

PEAENE [pzan @ [pzasm-m0
N> A ©) przasm+A) (e) "|as1 (9,

and on the contrary case we have 3 points of equilibrium. Refer-
ring to the values of the parameters defined in [13,14] and varying
p1 (growth rate of host cells) in the meantime 0.1 < p; < 1.5; tak-
ing the other constant parameters, we find that the conditions (a)
and (e) are not verified. Therefore the point E3 and Eg do not exist
for the system because they each have a negative coordinate and
are not biologically acceptable. Es5 is reduced to E; and the point
E; exists when the condition (f) is verified i.e. p; > a;3(n — A) =
0.1987545. The consequence is that the system has 5 equilibrium
points among which only one coincides with the coexistence of the
three cell populations. For p; < 0.1987545, E; has a negative co-
ordinate, therefore does not exist for the system and in this case
the equilibrium points of the system are four in number, none of
which coincides with the coexistence of the three cell populations.

T T T T T T T T

0.5r 1

14 12 -1 -08 -06 -04 -02 0 0.2
Re())

Fig. 1. Representation of the eigenvalues, solution of the characteristic Eq. (3), in
the complex plane (Re(A), Im(A)) for 0.2 < p; < 1.5.

Thus, the stability of the fixed points is studied numerically by
calculating the eigenvalues of the Jacobian matrix J.. Since J is
3 x 3 matrix with real coefficients, the corresponding characteris-
tic equation is a third-order polynomial with real coefficients. The
numerical calculation is performed and the results are shown in
Table 1.

In light of Table 1, it is clear that the equilibrium points Eg, E;,
E4 are still unstable and E; is still quasi-stable. In contrast, only the
balance E; changes stability according to parameter values p. It is
stable when p; is less than a critical value p;.(p1 > p1c) and un-
stable for p; greater than pq. (01 < p1c)- These interpretations are
supported by the bifurcation analysis presented in the next section.

3.2. Existence of Hopf bifurcation

The stability of the equilibrium point E;(Xe, Ve, ze) above and
the type of bifurcation occurring at this point is given at first sight
by looking at the solution of the characteristic equation of the ma-
trix Jo. To simplify the calculations it is useful to remember the
conditions defining this equilibrium:

p1X(1 —x) —o3x2 =0,
P27 —03yz =8y =0,
z(1-2) —axz — as3yz=0.

Substituting the elements of the new Jacobian matrix by:
J31 = =0z, Jo3 = {84 — 255 — a3, J3p = —a3y2, the characteris-

(1+2¢)?
So the number of equilibrium points in the system can go from tic equation obtained is as follows:
4 to 5 or 5 to 4 when the parameter p; varies passing through 43 2
the value p; = 0.1987545. A bifurcation occurs in the system and P(A) = A"+ A"+ @) +do, (3)
where

ay = P1+2Ze — 013Ze,
a Af23)320013Ze + J3106350032Ze + Q1300320122 — Afo3f3201 — JaaJ32012Ze — 511303201 — 032 032e + J23J3201

1=- ,

P10632
(o132 — p1)J32(a13Ze — Ap1 — p1Ze + P1))23

dpg =
L1032

may be of the saddle-node-focus. To illustrate this with numerical
results, we consider 0.2 < p; < 1.5, the other parameters kept un-
changed and study their stabilities. In order to analyze the stability
of equilibrium states and the local bifurcations that may occur in
the system (1) by changing the parameters, referring to [13], we
linearise the system around equilibria X, ye, ze and the 3 x 3 fol-
lowing Jacobian matrix is obtained:

]e =
p1(1 = 2x.) — ay32e 0 —013Xe
P2Ze _ P2Ye _ PaYeZe
0 Tiz, — ¥23%e 8 Tz — (1zo)? ~ ¥23Ve |
—aze —32Z¢ 1 -2z, — ax, — a3Ye
(2)
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In Fig. (1), we show these eigenvalues in the complex plane
(Re(A), Im(A)). Eq. (3) is solved using the Newton-Raphson method
for the range of the following parameter : 0.2 < p; < 1.5 keeping
the other values constant.

In light of this figure we can deduce some points concern-
ing the stability equilibria and bifurcations exposed to appear
in the model of tumor growth. The following conclusion can be
made: the Jacobian matrix possesses the absolutely real coeffi-
cients. Therefore, the symmetry observed along the real axis is the
result of the appearance of complex conjugate eigenvalue pairs. As
a result, volumes in the phase space are contracted if the actual
parts of the eigenvalues (A) are all negative and increased if they
are positive. When the growth rate of the host cells increases from
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Eigenvalues and stability of fixed points computed for some discrete values of the bifurcation control parameter p;.

Bifurcation Equilibrium point eigen values
parameter
values (1) E, E, B, E, Ex
N1 N=-05 [\ =000 v=—00013
Xo = —0.5 A= —0.2 = 13 Aoz = —0.0663|\s 3 = —0.0663
_ ’ 2= -4
p1 =02 A3 = 0.2 A3=0 As = 155 +0.6131 +0.6098
Saddle (unstable) Node marginal Saddle (unstable) Saddle-focus Node-focus
(quasi-stable) (unstable) (stable)
=1 A =-05 N o= —1 A = 0.1012 A = 0.1420
L Ay =—0.3 o Nos = —0.0663\s.5 = —0.0458
Ay = —0.5 ; o A=-12 [ ' 23 '
p1=0.3 X3 =0.3 3= - A3 = 1.55 +0.6131 +0.4044
Saddle (unstable) Node.margmal Saddle (unstable) Saddle-focus Node-focus
(quasi-stable) (unstable) (stable)
A =-05 A= —1 1 =0.2512 1= —0.4322
il =1 oo | 2= 05 | N Z i = —00663pas = —0.0202
=0.45 2= 0 - :
" Az = 0.4 I\?gd . inal fa = 199 S dd1:|:2.6131 S ddli(’;.6098
ode margina Saddle (unstable) addle-focus addle-focus
Saddle (unstable) (quasi-stable) (unstable) (unstable)
B A =—-0.5 A= -1 A = 0.5012 A\ = —0.7126
M=l N=-07 | _ Maos = —0.0663|Ag5 = 0.0394
Cp | e=os BT 0T [ e=c0s :
p1=0. A3 = 0.7 A3=0 . A3 = 1.55 +0.6131 +0.2125
Saddle (unstable) Node marginal Saddle (unstable) Saddle-focus Saddle-focus
(quasi-stable) (unstable) (unstable)
A =1 A =-0.5 A =1 A = 1.0012 il = —1.116046
Ne—05 | M2=712 | a=—03 s 00063, =0.013
=12 0y o A3=0 | As = 1.55 +0.6131 +0.1111
Saddle (unstable) Node.margmal Saddle (unstable), Saddle-focus Saddle-focus
(quasi-stable) (unstable) (unstable)

a threshold value, the system becomes unstable, it has bifurcations
that cause jump phenomena between the stable solutions. Look-
ing at the evolution of the eigenvalues of the Jacobian matrix of
the system, we notice that there are two types of instabilities: a
subharmonic bifurcation (where the eigenvalues cross the real axis
at —1 of the complex plane along the imaginary axis) and Hopf
bifurcation (point of intersection with the imaginary number axis
where two conjugate complex eigenvalues cross the imaginary axis
simultaneously). We also note that real (non-complex) solutions
are always negative.

From this discussion above, what interests us is the instability
related to Hopf's bifurcation. We consider the characteristic equa-
tion described by Eq. (3) calculated around the equilibrium point
E;. To ensure the existence of Hopf's bifurcation for p; in the sys-
tem (1) and the satisfaction of the transversality condition [25], we
consider the following pure imaginary conjugate complex eigen-
value pairs Aq, = +iwg for any real numbers wy: points of inter-
section of the curve of the complex plane with the imaginary num-
ber axis. A1, are roots of p(A) which is a linear polynomial of de-
gree 3 with real coefficients. The sum and the product of the 3
roots of p(A) verify the following relations: A; + A, + A3 = —a; and
)\.1)\.2)\‘3 = —dp, with )\.3 = —0y = P1 +2Ze — ¥132Ze, )\.12 = Fiwyg and

In this boundary p(A3 = 0) leads to :

aa; —ag=0.

(5)

We replace in Eq. (5) the expressions of a,, a; and gy de-
scribed above. After a few mathematical manipulations, we have
the equation that defines the critical value of p; corresponding to
the boundary:

Apic+Bpi.+Cpic+D =0, (6)

A= —asze,
B = 2013003222 + J310130032 — 3222,
C = 2fs1ah03020 + 01303222 (1 — 0t13) — Josf322e (@ + 20 — 1)
—131013032Ze,
D = afya)sa1322 + Js1033003225 (1 — ag3).
Taking p; = p;. solution of Eq. (6), Eq. (3) has two even solu-
tions, pure imaginary conjugate complexes and a real negative so-
lution. So, the first condition for the Hopf bifurcation in the sense

of the theorem given in [26,46,47] is satisfied.
According to Eq. (3), we have:

)\.2+b])\‘+b0

N(py) = o TNA+ 00
(pl) A2+ 205\ + aq ’

(7)
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where
b, _ da; _ _Ze(0123]320113+]310¢123(¥32+0132P12()
T oderlpi=pc T anpi ’
by = o _ Jals(aahzi-api—pize+pt)
o1l p1=pic a3pf i
Thus,
2 2
dx / (a1 = 33) (bo — p)
Re E =a'(0) = — 2 (8)
1 | 5ziwo, pr=pre 4a2w? + (a1 — 3w3)
We can see in relation (8) that Re dd—”\ #0,
P1 | r=iwg. pr=p1c

which satisfies the second condition of Hopf bifurcation (transver-
sality condition). According to the Poincaré-Andronove-Hopf theo-
rem, when p; = pq., the system (1) undergoes a Hopf bifurcation
at equilibrium E;(Xe, Ve, ze). The above analysis is summarised as
follows:

Theorem 1. (existence of Hopf bifurcation). When p, crosses the
critical value p., the system (1) undergoes a Hopf bifurcation at
the equilibrium point E;(x., ye, Ze).

4. Direction and stability of bifurcating periodic solutions
4.1. Theoretical analysis

Stability loss in this case is directly related to the disappear-
ance or birth of a periodic orbit. This bifurcation represents the
mechanism for the transition from a stationary regime to oscilla-
tions (or oscillations to a stationary regime) and can accentuate
the appropriate interpretation of many phenomena in physics, bi-
ology, economics. This is why it usually plays a special role in the
bifurcation theory. For these purposes, we apply the normal the-
ory of Hopf bifurcation form [27] to study the direction, stability,
and period of bifurcations periodic solutions of the system (1) oc-
curring at pq.. Let’s find the matrix for the normal theory of Hopf
bifurcation which puts the linear part of the system at the point of
equilibrium S, in the form Jordan when p; = pq., that is to say in
the following form:

0 —Wo 0
PJe(pic)P=|wo O 0] 9)
0 0 A3

The first 2 columns of P represent the real and imaginary parts
of the eigenvectors corresponding to the eigenvalue A; = iwg and
the 3rd column represents the vector corresponding to the real
eigenvalue XA3. After some algebra manipulations, we get the eigen
vector v; associated to A = iwy which is:

_iwo(@13Xe+iwyp)
P1XeYel23
V= 1 ,
o
Yebas
and the eigen vector v associated to Aj is:
Aq3Xe

A3+piXe

V3 = ,V;\Jazs
1

So, the matrix P is defined by:

0)571 wo)2 V3
P= (RE(U]),—Im(Vl),U3)= 1 0 Ya ], (10)
0 —woys 1
. 1 a a13Xe Yel.
with Vll = kv V2T Pch}eS]B’ vs = 7*34:;1&%’ Ya= Tf and

Vs = Yela3 *
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In order to perform the change of base, we substitute the equa-
tions X = PY +X, and F(Y, p;) = P"1f(PY + X, p;) in the system
(1), where fiX, p1) represents the vector field of the system (1),
X = (x,y,2)7 the state vector, Xe = (Xe, Ve, Ze)T the equilibrium vec-
tor and Y = (x1,y1,2;)7 the state vector in the base (x;, y1, z;)".
After some development the following system in the new base is
obtained:

Y=F(Y,p1)=(P.PP), (11)

where P;, P, and P; are functions of the variables x;, y; and z;
in the new base and their expressions are given in appendix. Note
that the equilibrium point of equation (11) is the origin O(0, 0, 0).
We follow the procedures for calculating the coefficients u,, 75
and B, described by Hassard et al. [27] to demonstrate the exis-
tence of periodic solutions of small amplitude of the system (11),
for small values of p; in the case &’(0), A3. The calculation proce-
dures are defined in the appendix.

The main results of these coefficients are defined below:
__Re(G(0)) __Im(Gi(0)) + p20'(0)
a0y B o '
B = 2Re(C1(0)),

where C1(0) is defined in the appendix.
We arrive at the properties illustrated in the following theorem:

Theorem 2. Taking into consideration the fact that the system (1) ex-
hibits a Hopf bifurcation at the equilibrium point E;(Xe, Ye, ze) When
the parameter pq take the value p,., the following properties are ver-
ified:

(1) If my > 0O(uy < 0), the Hopf bifurcation is super-
critical (subcritical) and bifurcating periodic solutions exist
forp1 > piclp1 < p1c)-

(2) If B, > 0(B, < 0), the solutions of bifurcating periodic solu-
tions are orbitally stable (unstable).

(3) If T > 0(t, < 0), the period of bifurcating periodic solutions
increases (decreases).

The theorem informs about the existence of a stable or unstable
limit cycle in a certain neighborhood U of the point E;(Xe, Ve, Ze)
such as o1 > p1(p1 < p1c) Up to a certain value p;(py) which
is not known and whose amplitude increases and is of the order
of /p1 — P1c(/P1c — P1)- The limit cycle can split or disappear be-
yond a certain value p{(p1). From these results we conclude that,
the system has a solution of unique amplitude where the approxi-
mated period is defined as:

T(p1) = %(1 +16% +0(e*)),

and the characteristic exponent (characteristic index) is defined
by

B = Be* +0(e*),

with €2 = (”1;75“) +0(p1 — p1c)?. pa # 0.
The approximate expression of periodic bifurcation solutions is:

X=xy.2)" =X(p10) + QY = (Xe(p10) Ye(P1c), Ze(p10)) +
Q(X1,¥1,21)T, where Q is the matrix defined in equation (10),

fi=Re(§); Ji=Im@& and Z=0+(|§P) with &=

gexp (T’%Zf)) +0(2).

X Xe(01c)
y)={yelo1o) | +
z Ze(P1c

wdyre cos (3t)+woy,e sin (Ft
g cos (4 t)
—woyse sin (¥t)

+0(e).
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Fig. 2. Representation of the proper pulsation of the system, for 0.1 < p; < 1.65.

4.2. Numerical results

In this section we illustrate the theoretical results of bifur-
cation by numerical calculations. We give an example consider-
ing the system (1) with the following parameter values: p; =
45; § =0.5; a3 =1.5; agp =0.2; a3 =2.5; a=1. According to
Theorem 1, the critical values of the bifurcation parameter p; so-

821 = —1.683237002 — 1.048553860i;
C1(0) = —2.377775722 — 1.795848876:i.

We finally have U = 0.6720107730 ; fo =
—4.755551444 ; 1, =4.550929314.

In the light of Theorem 2, since p, > 0, the Hopf bifurcation is
supercritical and periodic bifurcation solutions exist for p; > p1c
describing the direction of bifurcation. It means that the point of
equilibrium X, of the system (1) is stable when p; < p;. and loses
stability when the Hopf bifurcation occurs, that is, when pq rises
above pq. as such as Fig. 3 shows it. In addition 8, < 0 and we
conclude that each individual periodic solution is stable in this
example as shown in Fig. 3(a), where p; = 0.36. When p; rises
above pq. the pulsation of the periodic solutions of bifurcation
decreases (see Fig. 3 consequently the period of bifurcation rises
since T, > 0. This can be justified by the fact that the period of
the solution of Fig. (4)(a) is greater than that of Fig. 3(c) corre-
sponding to the values p; = 0.42 and p; = 0.4 respectively. Note
that each periodic solution is a stable limit cycle. The approximate
expression of the period is given by:

T(p1) =20.008715859
(1 +6.772107674(p1 — 0.3824599780) + 0(p; — 0.3824599780)).
The corresponding characteristic index is: B=
—4.755551444(p1 — 0.3824599780) + 0(p; — 0.3824599780) and
the periodic solutions are approximated by:

X 0.4803260173 | (1.047592089 cos (3-t) + 2.403581922 sin (3-t)
—0.3824599780 1\ 2
(y) - (01548683930) () cos (3t)
z 0.132503000 —0.6128492596 sin (3 t)

+0(p; — 0.3824599780).

Tufion of Eq. (6) are: prc; = 0.382459978; piz = 1.5 and prg =
—0.1174539779. Since the parameter p; is always positive, we omit
the last value pc3 of the solution. Only the first value of the so-
lution is taken into account because for the second value of the
solution, the pulsation of periodic bifurcation solutions is zero as
shown in Fig. 2 and in addition for this value, the equilibrium point
is Se = (0.8675, 0, 0.1325) corresponding to a state in which only
the host and tumor cells coexist. The site is located in an area
of mild proliferation less aggressive by tumor cells and probably
undetectable by effector immune cells clinically speaking. Such a
state in the site is within a tumor, either in a necrotic zone or in a
quiescent zone because the site is described by a pathological state
for a patient where the host cells predominate on the tumor cells.

So, considering the first critical value, we have the equilib-
rium point X, = (0.4803260173, 0.154868393, 0.132503), a nega-
tive real eigenvalue A3 = —0.316208478 and two pairs of conju-
gate pure imaginary eigenvalues A;, = +0.3140224166i. Further-
more Re(%(p1c)) = a'(0) = 3.5383 # 0 and we can conclude from
Theorem 1 that the condition of transversality is satisfied. Numer-
ical calculation of matrices P and inverse P~! are given by:

1.047592089  2.403581922  5.437529913
p= 1 0 ~1.620441943 |, (12)
0 —0.6128492596 1

To be convinced of the analytical approximation of the periodic
solutions, we present in Fig. 4(c) and (d) the numerical solutions
of the system (1) solved by the method of RK4 with a value of p;
close enough to p;. and for initial condition x = 0.4808 ; y.=
0.1534 ; z.=0.1336.

5. Dynamic and complex behaviors of the HET model of cancer

In this section we highlight the rich register of behaviors that
can be found in the HET model of cancer under study. The dynamic
properties of the model are obtained by numerically solving the
system (1) in Fortran by the RK4 method with a constant time step
At =h = 0.05.

5.1. Bifurcation and intermittent behaviour

The evolution of the asymptotic behaviour of the solutions are
shown using nonlinear quantitative and qualitative analysis tools
such as the Lyapunov spectrum graph, the bifurcation diagram, the
phase portraits and the frequency spectra. The bifurcation diagram
and the Lyapunov spectrum are calculated in terms of a unique
parameter called control. We focused on the bifurcation param-
eters that can be manipulated experimentally. For example, the
growth rate of host cells p; and the growth rate of effector im-

0.146552548437913 0.846472709633653 0.574776016337699
P~' = 0.147572771396039 —0.154596067866295  —1.05294531140369 |. (13)
0.0904398636871823  —0.0947440857289305 0.3540324550697

It follows from the results of the previous section, following the

calculations of the various coefficients useful for the direction of

the bifurcation that:

g11 = 0.2083685504 — 0.5948179578i ;
802 = 0.7890666710 + 0.2289470828i;
820 = —1.328828889 + 0.8368072785i ;

mune cells p,. Considering that the measurement of effector im-
mune cell populations is ineffective due to the low observability it
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Fig. 3. Time series and phase diagram for system (1) with p; = 0.36 < p;.: (panel (a) and panel (b)). Panels (c) and (d) represent and phase diagram for the same system

(1) with p; = 0.4 > pqc.

0.7

0.6

0.5

0 100 200 300 400 500 600

0 20 40 60 80 100

0.157

0.156 1
L 0.155} 1
N

0.154 1

0.1531 7

0.1315 0.132 0.1325 0.133 0.1335 0.134
2(t)

0.152
0.131

Fig. 4. Time series and phase diagram for system (1) with p; = 0.42 > p;.: (panel (a) and panel (b)). Panels (c) and (d) represent and phase diagram for the same system

(1) with p1 ~ p1c.

affords to dynamics [14]. On the other hand, one contrary a simul-
taneous action on host cells and effector immune cells could be, at
least from a dynamic point of view, a possible therapy to reduce
the tumor cell population that is to say seems to be one of the
best strategy to act on the dynamics of cancer.

Simultaneous action of the parameters o1 and p, can influence
the dynamics of the system. In Fig. 5, the regions of various dy-
namic behaviors of the model are plotted in the plane (04, p3) in
(a) and in space (p1, P2, Amax) in (b) where the non-chaotic dy-
namic domains (blue) and the chaotic dynamic domains (red) can
be identified. This diagram is of great importance for the simulta-
neous observation of two populations, because it allows the user
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to have a general idea of the dynamics of the model when the pa-
rameters are modified.

The value of the growth rate of the host cells chosen accord-
ing to the clinical situations studied in [14]| being one of the main
parameters of the system under which we observe the dynam-
ics of the disease and leading to a chaotic behavior of which
we want to study these properties next [13,14] is p; = 0.518. We
vary the growth rate of effector immune cells p, in the interval
3.5 < py < 6.3, the bifurcation diagram of Fig. (6 (a)) shows the lo-
cal maximums of the host cell state vector x and the corresponding
Lyapunov spectrum graph (Fig. 6 (c)).
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Fig. 5. Two-parameter phase diagram in the plane (p, p;) in (a) and in space (p1, P2, Amax) in (b) showing respectively the region of periodic dynamics (blue) and the
region of chaotic dynamics (red). A positive exponent (Amax > 0) indicates irregular oscillations (chaos), whereas regular (non-chaotic) oscillations are characterized by
negative values of the Lyapunov exponent (Amax < 0). (For interpretation of the references to colour in this figure legend, the reader is referred to the web version of this

article.)
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Fig. 6. Bifurcation diagram (a) showing the local maxima of the host cells x as a function of the parameter p, and the corresponding graph (c) of the largest exponent
of Lyapunov Amax plot in the range 3.5 < p, < 6.3. Positive exponent (Amax > 0) indicates irregular oscillations (chaos), whereas regular (non-chaotic) oscillations are
characterized by negative values of the Lyapunov exponent (Amax < 0). Enlargement of the bifurcation diagram of Fig. 6(a) in the region of the window of period-3 (panel
(a)) and the graph of the largest exponent of Lyapunov (panel (d)) showing the bifurcation saddle-node (SN), the doubling of period (PD) and the enterior crisis (IC). The

other parameters are those of Fig. 6 (a).

From this bifurcation diagram, we observe a period doubling bi-
furcation that reflects the fact that cell populations spontaneously
oscillate between two values. As the growth rate of the effector
immune cells increases (by proliferation or by decreased vitality of
the host cells), the bifurcations are linked together more and more
rapidly to lead to a chaotic evolution of the structured cell popula-
tion on a skeleton of periodic orbits [28]: it is no longer possible to
predict what will become of the population of cells. Note that the
same behaviors are observed when we vary the growth rate of host
cells by keeping the value of p, equal to 4.5 [14]. We also observe
more complex asymptotic behaviors structuring other types of bi-
furcation structures such as 2 bifurcations saddle-node. One creat-
ing an orbit of period-3, of which one orbit is stable and the other
2 are unstable, i.e. the situation in which the cells stabilise by os-
cillating between 3 values. The other creating an orbit of period-4
of which one orbit is stable and the other 3 are unstable, that is to
say the situation in which the cells oscillate between 4 values. Pe-
riod doubling bifurcations in the main period doubling cascade but
also in each periodic window, then each leading to a new chaotic
fluctuation, whose variability is further increased. The populations

fluctuate more and more violently until a rapid growth. A magni-
fication of certain regions of Fig 6(a)and (c) illustrates these ob-
servations (see Fig 6(b) and (d), respectively). The phenomena of
internal crisis (IC) and external (EC) are illustrated. As predicted by
the kneading theory [29], the chaotic attractors observed just be-
yond the accumulation point of the doubling cascade of the period
are characterized by a uni-modal first return map already studied
by Letellier et al. [14].

In other areas of the control parameter, the crisis destroy rather
than create a chaotic attractor. We are witnessing the sudden in-
crease of the chaotic attractor, as the above-mentioned parameter
varies according to its critical value. The saddle-node bifurcations
observed before the periodic windows induce external crises and
consequently intermittent behaviors. Here, the chaotic attractor
collides with stable and unstable orbits in their attraction basins.
Thus, it appears that the trajectory moves in a periodic orbit dur-
ing a significant time interval. When the trajectory escapes from
this periodic orbit, it evolves on the chaotic attractor and a chaotic
explosion is observed. The intermittent behavior is characterized
by so-called laminar phases, during which the behavior is almost
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Fig. 7. Time evolution of z(t) close to the external crisis showing intermittent behavior, completing the window of period-3 for (a) p; = 4.509 > py., (b)p2 = 4.5063 < p,¢

and (c) p; =4.505 < pa.

periodic for a finite time. For example, Fig 7 illustrates the inter-
mittency caused by a crisis from time series. Just after the crisis,
the orbit travels through a band of period-3 as shown in Fig 7(a).
For values p, less than 4.5065, We observe that the fluctuations
are apparently periodic for long periods of time, but this regular
behavior seems to be disrupted abruptly by a chaotic spurt. This
spurt has a finite duration and when it disappears the system re-
turns to a periodic behavior as shown in Fig 7(b). Nearly, the time
lag between two spurts is apparently random and much larger
than the period of the underlying oscillations and not correlated
with it. Gradually as p, decreasing more and more below 4.5065,
it becomes increasingly difficult and ultimately impossible to rec-
ognize regular oscillations (see Fig 7(c)). At least three types of in-
termittent output are observed in the system. Intermittent bursting
describes the second type of crisis likely to appear in a dynamic
system [30]. Based on this analysis, we see that intermittent be-
havior describes certain behaviors that may occur in some patients.
What is often observed in the evolution of the tumor where, in
some patients and not in others, a sudden, often radical change in
the behavior of the disease (long localized or even undetectable)
leads to an evolutionary uncontrollable poly metastatic force. In
other cases, we observe inverse metastatic situations with a vari-
able growth disease alternating phases of strong progression and
phases of stabilisation.

5.2. Multistable behaviours and attraction basins

Multistability (multiple attractors) is a widespread phenomenon
in the study of nonlinear dynamical systems. This corresponds to
the coexistence of several types of attractors in the system for the
same set of system parameters with different initial condition val-
ues. This phenomenon of multistability implies the coexistence of
multiple periodic attractors, multiple chaotic attractors, multiple
periodic and chaotic attractors, multiple coexisting points, periodic
and chaotic attractors, or multiple simultaneous chaotic attractors
[17-22]. In this subsection, our main objective is to study the pres-
ence of several attractors (multistability) in the system (1). For this
purpose, several bifurcation diagrams are calculated using different
techniques. In other words, to show the coexistence of several at-
tractors, we produced Fig 8 where three bifurcation diagrams are
superimposed and the corresponding graph of the Lyapunov spec-
trum. The bifurcation diagram in Fig. (8)(a), showing local maxima
of hoste populations in terms of the parameter p, in the inter-
val 4.83 < p, < 4.93, is obtained with a fixed initial condition:
(x(0),y(0),2(0)) = (0.7,0.08,0.133).

In panel (b) of Fig 8, the diagram in green is obtained with the
initial conditions (0.7, 0.08, 0.133) by increasing the parameter p,
in the same range while the one in red is obtained with the ini-
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tial condition (1.0, 0.08, 0.133) by decreasing the parameter p, in
the same range and, in panel (c), the corresponding graph of the
Lyapunov spectrum. For the diagrams in Fig 8 (b) and (c), the fi-
nal state of each iteration is used as an initial condition for the
next iteration. This strategy represents a good means to locate the
windows in which the model exhibits the phenomenon of several
coexisting attractors. These bifurcation diagrams highlight the phe-
nomenon of coexistence of attractors, due to parallel branches. Be-
cause the two bifurcation diagrams of Fig 8 (a) and (b) are different
and the resulting attractors come from parallel branches of bifur-
cation. All these diagrams of bifurcations are obtained with values
of the parameters defined in Section 3. In the legend of Fig. (9),
we show the coexistence of two attractors among which an attrac-
tor of period-3 (panel (a)) and attractor of period-9 (panel (b)) for
P> = 4.86 with initial condition (0.5, 0.1, 0.13) and (0.1, 0.1, 0.1) re-
spectively. This case corresponds in tumor dynamics to the coexis-
tence of two stable states because, in the irregular state, the tumor
dynamics is chaotic [20]. This figure shows that the system(1) has
multistability in a regular state. Biologically, this means that the
disease can evolve in different ways, reaching states corresponding
to locally asymptotically stable equilibria, thus making it very com-
plex to predict the natural history of the tumour or the effective-
ness of a given immunotherapy. For p, = 4.915, it is represented
in Fig. 10, the coexistence of two different attractors, among which
a single-chaotic chaotic attractor (panel (a)) and an attractor of the
period-3 (panel (b)), with the initial condition (0.7, 0.08, 0.133) and
(1.0, 0.08, 0.133) respectively. Using the values of the parameters
related to Fig. 10, three examples of basins of attraction of these
coexisting attractors have been calculated and illustrated in Fig. 11,
showing complex basin structures. In Fig. 11, the set of initial con-
ditions giving chaotic attractors is shown in blue, while the cycle
of the period-3 is shown in green.

Note that for each coexisting attractor, the qualitative behavior
of the long-term motion of a given nonlinear dynamic system may
be fundamentally different depending on the basin of attraction to
which the initial condition belongs. Since the equilibrium points of
the tables (1) are located within the different basins of attraction
shown in Fig. 11, we can conclude that the attractors generated are
self-excited attractors.

If we extrapolate these behaviors to cancer, it appears that the
different phenotypes adopted by cancer cells from the same clone,
some of which will become metastatic, may adopt different behav-
iors at the turn of a genomic event (governed by genomic instabil-
ity) which are insignificant. To this, the complex structure of the
cross section of the basin of attraction, presents a level of unpre-
dictability quantitatively greater than the classical sensitive depen-
dence of the initial conditions in a single chaotic attractor whose
variation of the density of the cells depends on the chaotic be-
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havior. This state of unpredictability is caused by several attractors
with fractal basin boundaries. These coexistence of attractors could
be of capital importance in the study of the tumor dynamics since
certain complications occur after certain therapies. They could also
make a contribution to the statistical approach limit observed daily
in the clinic when two patients apparently having the same type of
tumor, of the same size and the same form, have a totally different
evolution, despite radiotherapy of the same nature.

6. Electrical implementation and simulation

Nowadays, the best known methods for the resolution of non-
linear dynamic systems are numerical methods related to well-
known analytical perturbation methods. However, it has been ex-
plained in [31] that with such techniques, there appear problems
related to temporal integration. Indeed, even with very fast work-
stations, the scanning of the parameter spaces turns out to be a
very slow process. Moreover, to the authors’ knowledge, there is
no method to predict the duration of the transient phase of a nu-
merical simulation. Analog simulation offers the means to solve
such difficulties. Because similar simulation offers the way to ap-
proach such difficulties. This is one of the main reasons for the
rising interest devoted to this type of simulation for the analy-
sis of nonlinear and chaotic physical systems [31-36]. In the areas
of research in computational medicine and computational biology,
software applications for hardware implementations of the Lotka-
Volterra nonlinear dynamic system have been designed. However,
in this particular case, the synthesis of a dedicated circuit would be
beneficial. The implementation of electronic circuits for the study
of dynamic systems is one of the existential technologies. In neural
dynamics, for example, circuit implementation is one of the exist-
ing technologies essential for the production of specialized analog
neural networks or dynamic neuron models [37-40,47]. Indeed, a
properly designed circuit can deliver well enough faster real-time
results than a digital simulation on a fast computer. Another ad-
vantage of such an approach compared to the numerical calcula-
tion is that it is not necessary to wait for long transient times. In
fact, analog simulation can be a powerful tool for describing qual-
itatively, quickly and inexpensively the characteristics of a com-
plex dynamic and, therefore, suggest real experiments or serve
as a guide for more accurate numerical simulations. With this in
mind, the goal of this section is to design an analog circuit suit-
able for simulating the evolution of cell populations. For this pur-
pose, using an operational amplifier-based approach [31-40,46,47],
the schematic diagram of the complete electronic simulator used
to simulate the evolution of cell populations described by the sys-
tem (1) is designed as shown in Fig. 12.

The circuit consists of discrete electronic components such as
Resistors, Capacitors and Operational Amplifiers type TLO84, con-
nected to power supplies of =+ 15 Volts. The electronic multipliers
(MULT) are the AD633]N analog device versions, the AD633 four-
quadrant voltage multiplier chips. They are used to implement the
nonlinear term of the system (1). The state variables x, y and z of
the system (1) correspond to the reverse voltages across capacitors
C1, Gy and C3 respectively. Referring to [31-40,46,47] and applying
the Kirchhoff laws, the circuit of Fig. 12 is described by the follow-
ing equations:

X _ 1y 1y2 1

sz :§VT-Z:EYZ]_ QY, : (14)
_l7_ 172 _ 1y7_ 1

C3W =gl gl — g XZ— g YZ

k is the time unit, defined as a time constant RC where R is
the unit of Resistance and C is the unit of Capacitors. It offers the
possibility of simulating the behavior of the system at a given fre-
quency by performing an appropriate time shift of expressing the
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numerical time variable. tr according to the Pspice calculation time
variable tg ts = RCtg [31].

Note the time constants tg = RC = 1ms, which means R = 10kQ2
and C = 100nF. Thus, the element parameters of Fig. 12 are deter-
mined as follows:

G=0G= C3 =C=100nF, V = 1volt, ts = ktR] =R,

_R_ 26.1725k2; Rz = R_ 6.667kS2;
P1 Q13
R R
Ry = — =2223kQ; Rs=— =50kQ; Rs
P2 ®23
R R
=5= 20k2; R; =Rg=R=10kQ; Rg= o= 10kS2;
R10=i=4k9; R =R=10k2, i={11,...,22}.
33

Note that Ry and R, are two precisely variable resistors used
to adjust the growth rate of host cells p;. The designed circuit is
executed in ORCAD PSpice electronic simulation software with a
constant time step hs = kh = 50us. In order to better obtain the
results of Section 4 and Section 5 in the implementation circuit of
the model, a Pspice simulation series is performed. For the Hopf
bifurcation, when the values of two resistors are synchronously ro-
tated R; and R, adjustable with precision to the values 27.778k<2,
25k$2, 23.81kQ2 and 26.15kS2 respectively, the phase plane and
time series plots are shown in Fig. (13).

In Fig. 14, we have PSpice simulation results showing intermit-
tency in the numerically simulated model in Section 5.

The PSpice simulations also confirm the possibility of multiple
attractors observed during the numerical analysis in the system
(1) in Section 5. In Fig. 15, we provide the Pspice results show-
ing the coexistence of two attractors in the circuit mimicking the
behavior system dynamics (1).

These results are consistent with each other, however, in order
to quantitatively compare the numerical analysis results with those
obtained with Pspice, we evaluate the error difference between the
numerical data and those obtained with Pspice. So we evaluate
the logarithm of this error noted €0g(8x) = €0g|XNymerical — Xpspicel
where 8X = Xnymerical — Xpspice- When £0g(6x) < 0, then the error
tends to 0 and Xnymerical = Xpspice Otherwise the error diverges and
we have Xyymerical # Xpspice- IN Fig. 16 we present the calculations
of the logarithm of the error dx.

So based on these results we find that log(éx) < 0 and there-
fore we can conclude reliability and accuracy of the results of the
electronic circuit. The results of simulations by electronic circuits
are quantitatively almost identical to the results of numerical sim-
ulations. The initial condition is very important for multistability.
In simulations with software such as Pspice, the modification of
the initial condition consists in modifying the initial voltage of the
capacitors. This is done in hardware experiments by turning the
power on and off. This technique is very simple although the user
does not have information on the initial conditions used to start
the circuit. The second technique is very tedious because the user
must create a circuit to reset the initial conditions [41].

7. Discussions and conclusion

The modeling of biological systems leads to the understand-
ing of tumor dynamics integrating genetic and epigenetic elements
with associated cellular activities [42,43]. De Pillis and Radunskaya
model [23] predicts unpredictable and apparently random dynamic
behavior. A similar behavior is observed by oncologists during clin-
ical trials on cancer patients. A theory initiated in [13,14] and
deeply developed in this work and called chaos theory reveals the
importance of the coupling chaoticist, oncologist and other health
professionals. Basically, chaos theory is based on a set of behav-
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Fig. 12. Main circuit diagram of the three-dimensional HET model of cancer.

ior observed and coming into play in the dynamics of a system
when certain considerations of physical parameters are taken into
account. This dynamics leading to varying characters, act in such
a way that it becomes impossible to predict the state system dur-
ing its evolution. This theory also called Science of unpredictabil-
ity, provides operational responses to the sporadic appearance of
irregularities, uncertain or unforeseen events in the system during
its dynamics. Two characteristics are associated: determinism and
great sensitivity to initial conditions. The experimental behaviors
observed by oncologists on tumor dynamics illustrate the possi-
bility to establish an approach with chaos theory. Cancer theory
shows that attractors can be an action of certain genes, the growth
rate or the map behavior of different cell populations. The set of
values that can take in Fig. 2, as well as that of in Fig. 5 explain
this chaotic behavior. It fundamental to note that the chaotic be-
havior is not desirable in the tumor progression in the patient. Its
appearance requires urgent treatment. However, changes state can

be observed if the biological parameters undergo variations within
well defined intervals. So, bifurcations with different states of os-
cillation can be observed. This phenomenon, appeared with the
variations of p; reflects the presence of certain known patholog-
ical and periodic states called the limit cycle in the dynamics of
the system. In this approach, the chaotic behaviors although being
undesirable, the study of its properties is important because it be-
comes possible to determine from which value of p,, the popula-
tion of cancer cells offer a determining effect able to push the sys-
tem in a metastatic situation. p; = [0.2; 1.5] illustrate these limit
values. The chaos dynamics have as mean property the coexis-
tence of several attractors in the same system. A situation which
can cause an increase or decrease of p; with immediate conse-
quences on the patient’s state of health. For the value p; = 0.518,
approaching the clinical tests, the equilibrium points gives possi-
bilities to predict the state of the tumor site. Ey correspond to an
empty site (no living cells), corresponding to a necrosis system. E;
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Fig. 13. PSpice simulation results for four resistance values R; and R,, projections of different time series of V(X) and attractors on the plane (V(Y) —V(Z)) showing the
bifurcation of Hopf in the circuit (a) stabilization of the solution at equilibrium (R; = R, = 27.778k<2), (b) Stable limit cycle surrounding unstable equilibrium (R; =R, =
25kS2), (c) solution showing the growth of the bifurcation period (Ry = R, = 23.81k2), (d) results showing the periodic evolution of the system (R; = R, = 26.15kS2). The
initial conditions are (0.4808V, 0.1534V, 0.1336V).
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Fig. 14. PSpice simulation results showing intermittency (a) is a time series of V(Z) just after the saddle-node for (R4 = 2.2178k<2), (b) is a time series of V(Z) just before
the saddle-node fork for (R4 = 2.2185kS2), (c) is a time series of V(Z) beyond the saddle-node bifurcation for (R4 = 2.2198k€2). The initial conditions are (1V, 0.08V, 0.13V)

with V =1.002V and (R; =R, = 18.305k<2).
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Fig. 15. The results of the PSpice simulation showing the coexistence of two attractors (a) is a single-chaotic attractor, while (b) is a period-3 attractor for (R4 = 2.0346k<2),
The initial conditions are (0.7V, 0.08V, 0.13V) and (0.7V, 0.08V, 0.13V) respectively with V = 1.02V and (R; = R, = 18.305k2).

predicts healthy tissue. E, projects a strong tumor growth in the
system leading the patient to the death. E4 shows populations of
immune and tumor cells developing contramensal interactions. The
host cells have completely disappeared, probably because they are
less efficient competitors than the tumor cells. E7 illustrates the co-
existence of the three cell populations: such site predicts a patho-
logical condition for the patient where the host cells predominate
over the tumor cells. The site is located in a proliferation zone (not

very aggressive) or is associated with a colony of small size and
probably clinically undetectable.

Note that the behavior of the system is very sensitive to the
values of p; and p,. More specifically, it is found that when the
growth rate of host cells varies and attains a certain critical value
P1c the oscillations maintained by a Hopf bifurcation occur and
the three populations of the cells begin to oscillate around their
equilibrium points. For values of the growth rate of host cells less
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Fig. 16. Logarithmic scale showing the difference difference between the quantitative data of the electronic simulations in PSPICE (panel (a)) and the numerical simulation
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than pq., all three cell populations are close to equilibrium val-
ues and the tumor can be considered non-malignant. When the
growth rate of the host cells is slightly larger than pq., the three
cell populations can coexist in a stable periodic solution main-
tained by a Hopf bifurcation. In this case, the tumor may be classi-
fied as mild malignancy. The existence of periodic solutions is rel-
evant in cancer models. This implies that tumor levels can oscillate
around a fixed point even in the absence of treatment. Such a phe-
nomenon, known as the Jeff phenomenon or autonomic tumor re-
gression [44], has been observed clinically. When the growth rate
of host cells increases beyond pq., the three cell populations can
grow irregularly, leading to chaotic attractors and generating dy-
namic behaviors that can coexist in tumor dynamics. This is in-
deed the case when the tumor can be qualified as malignant. The
existence of chaotic solutions can induce crises which are a sudden
and discontinuous change of a chaotic attractor when a system pa-
rameter is changed and the coexistence of multiple attractors. This
is the case when a serious treatment strategy is needed because
of the unstable evolution of tumor cell density. Because clinicians
never use immunological parameters to evaluate tumor behavior,
even during immunotherapy, we think that a therapy that simulta-
neously acts on the host cell population and immune cells could
be effective. Keeping the growth rate of the host cells constant
and then varying that of the effector immune cells, the immune
mechanisms lead to an oscillatory dynamic of the tumor impact,
with intermittent phases. This situation could also explain tumor
dormancy. The disease progresses with alternating phases between
strong crises and stabilizations, as illustrated in Fig. 7. The basin
boundary calculations of the model discussed here suggest that
there exist two basins of attraction (see Fig. 11) from which the
asymptotic behavior is set to two different attractors (chaotic at-
tractors and boundary cycle). This characteristic can be important
in case of disruption such as chemotherapy, an epidemic where
a high temperature and can drastically affect the balance of dif-
ferent cell populations. When a single attractor is observed, the
sudden and widespread appearance of a disturbance in a commu-
nity at a given time induces a rapid decrease in the population.
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But once the disturbance is over, the population increases again
and returns to its former level by returning to the same dynam-
ics as that observed previously. When two attractors coexist, the
disturbance can induce a transition from one basin of attraction
to another, and therefore the dynamic behavior of the tumor af-
ter the disturbance can be very different from what it was before.
In this case, chemotherapy or a significant temperature change can
cause a transition from one dynamic behavior to another. The prac-
tical consequences of such a multi-attractor system are very seri-
ous, as attraction basins lead to a perpetual displacement of attrac-
tors, thus erasing any deterministic influence and making random
the fluctuations of the data [45]. Therefore, even qualitative pre-
dictions of the expected outcome of a modeled experiment would
be impossible. Note that these subsequent events have not been
reported in any literature, although the coexistence of two attrac-
tors has already been found in some work in ecology on popula-
tion dynamics [45]. One of the major benefits of this contribution
is that it provides new insights into the resulting overall dynam-
ics compared to previous contributions useful in redefining a new
strategy for dynamic therapies. Finally, the proposed Orcad-Pspice
electric model is able to reproduce the behavior of the cancer pro-
gression described by the ODE equations. The complete bifurcation
sequences reported in Section 4 are observed in PSpice. Examples
of this behavior are shown in Fig. 13. The temporal evolutions of
state variables of the system and phase portraits of the system
obtained in PSpice are illustrated. The intermittent bifurcation se-
quence is identified in Fig. 14. The presence of several attractors is
observed from Fig. 15. The dynamics developed by numerical sim-
ulations and in Pspice approach are illustrated in Fig. 16, which
shows the concordance of results, thus comforting the reliability
and the degree of precision of the proposed circuit. This suggests
the possibility in biomedical engineering to design electronic cir-
cuits able to give appropriate prediction of tumor dynamics. This
will favor in biomedical technology, the development of tumor dy-
namics simulators, with clinical and pharmaceutical applications.
The practical implementation of this approach will be done in fu-
ture work.
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Appendix A. Some mathematical expressions and procedure for calculating coefficients

Here we enumerate some mathematical expressions obtained during the calculations. First, we give the expressions of P;, P, and Ps
obtained in the base (x;, y1, z1)! defined by the system (11)

P = M)/4]/5[,01 (X1 @F + V17200 + Z1Y3 + Xe) (X1 108 — Y1200 — Z1 Y3 — Xe + 1) — 013 (X1 Y10F + Y1 V20)
~Myaysei3(Z1ys + Xe) (=Y1Y500 + 21 + Ze) + My2ya[ (21 + Ze = y1¥500) 01 Y500 — 21 — 2 + 1) — ax; 1}
—Myryala(y1v200 + Z1Y3 + Xe) (=Y1V5@00 + 21 + Z¢) + 032 (Z1Y4 + X1 + Ye) (=Y1V500 + 21 + Ze) |+ M(y3Ys5 + ¥2)

x[023(Z1Va + X1 + Ye) (<Y1 V500 + 21 + 2Ze) + 83 (21 Ya + X1 + ye) — LA sgiiiize) |,

P = %[m (x1 )/10)(2) + Y1720 +Z1Y3 + Xe) (X1 )/160(2) —Y1Y200 —Z1Y3 —Xe + 1) — a3 (X1 )/160(2) +J’1Vzw0)]
— o132y +Xe) (Y1500 + 21 +Ze) — 2 (11740 — v3)[ (21 + 2e — Y17500) (V1V500 — 21 = Ze + 1) — ax y1 0 |
+ o0 NVa05 — y3)[a1Y200 + 213 + Xe) (=Y1V500 + 21 + Ze) — 32 (Z1Ya + X1 +Ye) (=Y1V500 + 21 +2e) | = My100
x[023(Z1Va + X1 + Ye) (<Y1 V500 + 21 + 2Ze) + 83 (21 ya + X1 + ye) — LA pstoginize) |,

P = *Mys[m (X1 @% + V17200 + Z1Y3 + Xe) (X1 Y1073 — Y1200 — 213 — Xe + 1) — 013 (X1 1@ + Y1 J/zwo)]
+Mysa13 (213 + Xe) (=Y1Y500 + 21 + Ze) — Mya[ (21 + 2o — y1Y500) (V1 V500 — 21 — Ze + 1) — axy y1 0]
+Mys[a(y1y200 + 21 Y3 + Xe) (—Y1V500 + 21 + Ze) — 032 (214 + X1 + Ve ) (—Y1Y500 + 21 + Ze) | — My1 Y503

x[023(Z1Ya + X1 + Ye) (<Y1 V500 + 21 + 2Ze) + 83 (21 ya + X1 + ye) — LA sgriiize) |

with
_ 1
V1YaVs@i—y3vs—v2 "

Subsequently, following the calculation procedures defined by Hassard et al. [27], we find
Ey =-2Mpicysysy.wy ;  Fjy =2Mysw} [V2V4(0lla)/s +ays — Y5 — P1cY2) + %]:
PaYeV1V3WG

E}, =2Mpiyiwd ; Fh= —2Mw0[y2 (013Y5 — P1cY2) + Vs (aya — v5) (1 vawd — v3) + W];

F, = Mszo[J/1 Vs@3(ct13Ys — 201cY2) + Vava(ayi 3 + as) — (ysys + )/2)(0523 - ufii)z)]:
= M[V1w(2)(0613)/5 —2p1cy2) + ¥Ys(ayr + a32) (Y1 V403 — v3) — i )/5603(0523 - (1572)2)];

El _ 6Mpyyeyd @i (vsvs+va) . F2 — _ 6Mpayeyiydwg . Fl — 2Mpy Y20k (v3ys+ya) .

03 = (1420)? O (1+2e)3 L (1+2e)3 ’
2M, 2.3

2 __ _‘Mpayiys@wy . 1 _fFl _E2 _F2 _

Fs = (1+2e)? i By=F =E,=E; =0.

80 = % leo - Folz + .21:1212 + i(szzo ~Fg — 2F111)J ;1 g021= %LFZIO _2F012 - 2;:121 +;(1:220 l_Fozz T 2F1]1)];
gn =By +Ey+i(Ey+F3)] ¢ Ga=g[Ey+ Ry + By + R +i(Fy + Fy — By —F) .
Thereafter, the following equations can be calculated:

By = =Mysoo[nod(@isys —201c12) + 12 (an@f + a3) — iys(azs — 55 |:
Fo  =2Mpicysylat 5 R =-2Myswo |:)/260(2) (013Y5 — 201cY2) + Va(ays0f + azp) + %5:%]
hiy  =43(Bo+Fn) : hyo=}(Fo—Ffon - 2ify).
Solving the following equations
Aswy = —hy 5 (A3 = 2iwel)wag = —hy,

we obtain:

hi hyoAs . 2wohyg
Wi=—- ; Wy=-— i .
=T, 2 (xg 1402 N2 1 4w

In addition, we have

Fg' = -M[y1yays@} 2yspic + @13) + vava(@nof — az) + (vsys + v2) (023 — 752) J:

2l = B (y17awf — v3) (@1@f + az) — My wo (a3 + 2310 + Ty — 3);

B = Myswolys (@13ysys — 212¥3P1c — a3 Ya) + V2 (ay3 s + a2 Vays + 22 — ays)]
+Myswo(y3ys + J/z)[Ol23 yy — LY talnE)) (2y(e]—+;2()12+ze))];

Bl =—M[an(ysys — v2) = 20213010 + (11 Vaw] — ¥3)@ysYs + anVays + 272 — ays) |
~My1ys@}[oa3yy + 222012 ]

Guo = YRS+ B iR B ¢ G = 3RS B (R 4 Ry
&1 = Ga1 + 2GoWr + Gio1Wao-
Based on the analysis and calculations above, we can obtain the following quantity:
i _ 1 . 1
CGO0)=-— -2 - = =821.
1(0) Tog (gzogn g18n 3g20g20) + 582
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In the present work, we perform a study investigating a generic model of tumor growth with a delay distribution
in the proliferation of tumor-stimulating effectors using combinations of analytical and numerical methods. We
examine two borderline cases of the distribution: the first limit case is the Dirac distribution, leading to a model
with constant delay and the second limit case is the exponential distribution leading to a model with an addi-
tional equation. The main objective is to assess the effect of delays in the response of the immune system on
the dynamic stability of interaction between tumor, immune and host cells. Analytical and numerical investiga-

Keywords: . . .

Delay distribution tions reveal that in the absence of delay, the stationary states of the two models can be stable or unstable for all
Stability the parameters used. In the case of constant delay, the analysis focuses on the stability switch with increasing
Critical delay delay. We show using the generalized Sturm criterion that the space of the parameters of concern is divided

Chaos into four regions determined by a sequence of discrimination and the Routh-Hurwitz conditions: the system
Intermittence can undergo no stability switch and remain unstable regardless of the delay or undergo exactly a stability switch
causing the coexisting equilibrium to pass from stable to unstable when the parameters are chosen in a well-
defined region. This shows that the delay plays the role of destabilizer and not of stabilizer. We also show in
this case that the destabilization of the system by the delay induces a chaotic behavior in the a priori non-
chaotic system in the absence of delay. In the case of exponential distribution, we show that the delay induces
certain phenomena such as the Hopf bifurcation, the doubling of periods, the intermittence by saddle-node bifur-
cation and chaos. We show the importance of characterizing the delay-induced chaos and dynamic states of the
system by examining the maximum tumor size for each dynamic state. In both cases of study, it is observed that
small delays guarantee stability at the stable equilibrium level, but delays greater than a critical value can produce
periodic solutions by Hopf bifurcation and larger delays can even lead to chaotic attractors. The implications of
these results are discussed. We examined the other scenarios by showing the influence of the probability density
parameters on the behavior of the solutions as well as the dynamics of the model. It is shown that, the region of
stability for distributed delays is relatively larger than that of the presence of any discrete delay.
© 2022 Elsevier Ltd. All rights reserved.

1. Introduction

Cancer is not a single disease, but a collection of several hundred dis-
eases that can affect any part of an organism and is characterized by un-
controlled and incessant cell proliferation. This is one of the main areas
of research, as this disease is part of a major health problem and one of

* Corresponding author at: Centre d'Excellence Africain des Technologies de
I'Information et de la Communication (CETIC) Université de Yaoundé [, Cameroon.
E-mail address: atanganajaques@yahoo.fr (J. Atangana).
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0960-0779/© 2022 Elsevier Ltd. All rights reserved.

the leading causes of death. It is one of the main areas of research in on-
cology and it is one of the leading causes of death [1]. For the oncologist,
predicting the evolution of cancer in one of his patients is often impos-
sible in the long term, which is explained by the number of parameters
influencing this evolution (different initial conditions of a patient on the
other hand, genetic instability, different microenvironment, delays in
the activation of immune cells) and by the tools at their disposal (sur-
vival curves based on probabilistic laws) [2]. Understanding the mecha-
nisms that govern cancer progression is an ongoing task in many
scientific disciplines. To account for the problem, tumors are not simple

179



F.F. Kemwoue, V. Deli, H.C. Edima et al.

aggregations of genetically abnormal cells, but they present an astonish-
ing genetic heterogeneity between the cells which compose them [3,4].
These cells carry out complex interaction activities with each other [5].
Scientists, as well as physicians and biologists, have endeavored to study
these interactions in depth [6-11]. Due to the complex and poorly un-
derstood interactions between cancer cells and their microenviron-
ment, tumor growth is not well understood and therefore, is quite
unpredictable and difficult to control [12,13]; Also, mainly because, in-
teractions between tumors and their environments not only induce ge-
netic instability of cancer cells but also regulate their proliferation [14].
Mathematical models can help in this difficult task and they have al-
ready done so by giving realistic and quantitative characterizations of
complex biological scenarios, and the results have provided insight
into the state of the tumor under various conditions [15]. From this per-
spective, tumors behave as complex dynamic systems and the natural
language for analyzing such systems is dynamic systems theory. This
framework allows us to deal with concepts such as complexity, nonlin-
earity, robustness, stability and instability of a system, which emerge in
tumors and the regulatory networks that govern them.

Several significant works on tumor-immune system interaction
(T-IS) have been developed. For example, in 1994 Kuznetsov et al.
[7], gave a possible explanation for the mechanism of cancer pene-
tration by exploring the effects of effector cells (ECs). The general-
ized model of Kuznetsov et al. was studied by Kirshner and Panetta
[8] in which they explored the effects of adoptive cellular immuno-
therapy, which can explain both short-term oscillations in tumor
size as well as long-term tumor relapses, while de Pillis and
Radunskaya in [10] proposed the model reproducing the asynchro-
nous tumor-drug interaction known as Jeff's phenomenon. Forys
studied Marchuk's model of the immune system for the chronic
state [16]. A good review of mathematical modeling of tumor-
immune system interactions can be found in [17].

On the other hand, the role of the proximal environment (the host
cells) of the tumor was more rarely considered [10,18-22]. These latter
studies highlight the role of host cells as clinically suggested in refer-
ences [23-25]. Jiménez et al. [11] qualitatively analyzed a model de-
scribing the interactions between normal and tumor cells according to
the Lokta-Volterra model. Analysis of this system shows different re-
sponses that can be observed clinically (tumor regression, tumor con-
trol by the immune system). These models show us (just like that of
Owen and Serratt [26]) that taking host cells into account requires
even more attention.

Marczuk in [17] pointed out that mathematical models of immune
reactions should also include delays. This inspired other scientists to
study models with delays in the context of the interaction between im-
mune system agents and antigens, compare [18-22]. More recent pa-
pers [25-31] focus on delayed induced oscillations in cancer immune
system dynamics to explain a certain periodicity observed during dis-
ease progression. Bi et al. [31] investigated tumor-immune interactions
with different discrete delays and established asymptotic stability
below a certain delay threshold value and Hopf bifurcation at its critical
value. Khajanchi et al. [32] analyzed a model of tumor-immune system
interaction, mediated by effector cells and host cells by introducing a
discrete delay describing the time required for cell differentiation and
transport.

This approach consisting in representing the delay as a simple con-
stant deviation in the argument of some state variables has great histor-
ical and mathematical relevance. However, from a physical point of
view, it can only be considered acceptable in the case where the delay
is a random variable very narrowly distributed around its mean value,
i.e. when the ratio between the deviation type of delay on its mean
value is sufficiently low [41]. Another recent approach consists in con-
sidering distributed delays [41-44], i.e. delays whose density is a regular
bounded positive function, of unit norm which reflects the influence of
past states on the dynamics, current [45]. This approach, which makes it
possible to mimic reality as closely as possible, leads to integro-
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differential systems, where the integral part derives from a form taking
into account the distributed nature of the delay. The delay density is
called the delay kernel. Some of the researchers have studied how dis-
tributed delays affect the dynamics of the system differently from dis-
crete delay [46]. Signal transmission during cellular phenomena can
be described by a sequence of distributed delay linear equations. The
constant delay case can therefore be seen as a limiting case of a distrib-
uted delay, where the delay kernel is a Dirac delta function.

Encouraged by the studies briefly described above, this article
discusses the interactions between tumor cells and their surround-
ing microenvironment with a primary focus on the role of host
cells and considering the effect of immune activation delay as a dis-
tributed delay to improve continuous stimulation of effector im-
mune cells. The model we consider here produced by De Pillis and
Radunskaya [10]. This model has been previously studied without
taking into account the effects of delay to explore stability and cha-
otic behavior [18-20], corresponding easily to clinical observations.
Our objective is not to study a model describing in a rather exhaus-
tive way all the phenomena at the cellular level but rather a qualita-
tive model working at the tissue level. However, in the original
model [18], the immune system was assumed to respond instantly
to the presence of tumor cells. Since there is clinical evidence that
antitumor or immunotherapy activity is not observed instanta-
neously but 2 to 10 weeks later after the start of treatment [47], be-
cause it results both from the transport of the intercellular signaling,
B cell-mediated cytotoxic lymphocyte maturation and activation [29,
40]. We modified the original model [18] by introducing a distrib-
uted delay kernel in the kinetic function of immune cell proliferation.
This delay makes it possible to heuristically approach the missing dy-
namic components. We will particularize our study to the Erlangian
kernels which play a preponderant role in biological systems [41],
and which allow the reduction to finite dimensions the integral
part of the integro-differential system to a finite number of addi-
tional ordinary differential equations (ODE) [44]. To our knowledge,
such a modification of the models has not yet been considered.

This model of competitive tumor-immune system-host cell inter-
action with delayed distribution of immune cell growth has not been
studied elsewhere. The effect of the delay for the stability analysis of
three-component models of tumor-immune system-host cell inter-
actions reveals many flavors, and will be discussed in detail here. In
the next section (Section 2), we focus on building the delayed
model of tumor-immune system-host cell interactions. In Section 3,
we make a theoretical study of the local stability of the positive coex-
istence equilibrium and show that the time delay can induce insta-
bility in the system and lead to sustained oscillations via the Hopf
bifurcation. Subsequently we determine the regions of the parame-
ters for which the system is stable and unstable independently of
the delay using the generalized Sturm criterion. We also study the
influence of probability density parameters on the behavior of solu-
tions. In Section 4, we analyze the results of Section 3 via numerical
simulations. In Section 5, we discuss the results obtained in
Section 4. Finally, in Section 6, we conclude on the results of our
work by examining some perspectives of the presented work.

2. 3D model of tumor growth

We will be interested in the effects of time delay on dynamics in a
model of tumor-immune system-host cell interaction. The basic model
[18-20] considered the kinetic function in the proliferation of immune
cells instantly. This function of monotonic nature designating cellular
enzymatic reactions between the tumor cell and the immune cell is de-
fined by the following nonlinear growth term:

dE
(U]
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where E and f(T) represent immune cells and the kinetic function of pro-
liferation where stimulation of tumor antigens on the activity of the im-
mune system. This kinetic function is defined by:

fay =P )

where p represents the growth rate of the cells and « the stiffness con-
stant of these cells. The function f(T) given by Eq. (2) is the Michaelis-
Menten function.

The Fig. 1 shows that the kinetic function of proliferation of immune
cells is not proportional to the density of tumor cells due to the immu-
nosuppressive activity and the presence of a pro-tumor factor in the im-
mune system. It increases linearly for small values of T and for large
values of T a saturation is observed.

Obviously, the immune reaction on the detection of an antigen
requires the transmission of signals that trigger the production of
appropriate immune agents, the production of certain cells and pro-
teins, etc. [42]. So this response needs some time delay. To reflect
this phenomenon, the time lag in stimulus function must be taken
into account when modeling immuno-oncological processes [37].
In addition, tumor cells secrete immunosuppressive cytokines
TGF-p, prostaglandin E2, IL-10, etc. which are able to stimulate the
proliferation of tumor cells. Thus, the influence of tumor size on ef-
fector dynamics is not instantaneous since it is the result of both
intercellular signaling transport, maturation and cytotoxic lympho-
cyte activation mediated by B cells [29,40]. This therefore justifies
our introduction of the delay in the kinetic function of proliferation
of the immune cells f(T). Here, we consider the case where the effect
of immune stimulation of the tumor system is neither instanta-
neous nor deterministically delayed [42], but rather is affected by
a delay, the distribution of which is given by a general probability
density K(t) : [0,%) — [0,) where [§ "K(t)dt=1 and 0 < ¢ “tK(t)
dt < . Thus, we replace in the basic model [18,20] of the general
Eq. (2), f(T) by f(W(t)) where another variable W(t) defined as a
convolution of the tumor cells T and a delay distribution function
is introduced, whose dynamics is given by

W(t) = t T(HK(t—7)dT, (3)

—o

It should also be noted that the delay phenomena are due to the cu-
mulative effects of many different factors such as intercellular signaling,
maturation and activation of cytotoxic lymphocytes mediated by B lym-
phocytes [29,40]. Thus the modified model of three state variables of
[18-20] is given by:

Qs
) 2

0 10 20 30 40 50
T

Fig. 1. Nonlinear kinetic function of immune cell proliferation with p=4.5 and a=4.
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where H(t), E(t), and T(t) denote the population of host cells, activated
effector cells, and tumor cells at any time t, respectively. The first equa-
tion corresponds to the rate of variation of the host cells in which the
cells logistically develop with the rate of proliferation r; and b, being
the environmental carrying capacity. The second term corresponds to
the inhibition of host cells by tumor cells at the level &3 during the
interaction. The second equation represents the rate of change of
cancer-specific immune cells. The first right hand side term represents
stimulation of the immune system by tumor cells with a delay delivery
function from tumor cell specific antigens at the level r,. This term
follows the Michaelis-Menten form to reveal the self-limiting produc-
tion of immune cells and the taking into account of missing chemical
signals. a being the stiffness coefficient. The second term represents
the inactivation of immune cells by tumor cells at the level &,3, while
the third term describes the natural death of immune cells at the rate
0. The first term of the third equation denotes the rate of change of tu-
mor cells in which cells logistically grow with the proliferation rate r3
and b, being the carrying capacity or maximum tumor burden. The
second term describes the competition between host cells and tumor
cells causing degradation of tumor cells at the rate a;. The final term
describes the destruction of tumor cells at a3, rate by immune cells
during interaction. It is assumed that the rate of inactivation of the
host cell by the tumor cell is faster than the clearance of the tumor
cells by the host cells, i.e. a;3>ae31. All parameters of system (4) are
assumed to be positive.

For convenience and to remove the numerical rigidity in the dynam-
ics of the system (4) as well as the reduction of the parameters, we nor-
malized the state variables as in the basic model [18-20] using the
following transformation:

cvzwi_ (HETW
w3.2w) = (5o e o )

and t = t where x, y, z, w designates the normalized population of host
cells, effector cells, tumor cells and the integro-differential function.
The set of parameters is redefined as in

(P1, 013,02, Y, 023, 0, 031, Ot3p) =
(Ll aihy, 1 a axby 0 azb 0132“)

37 r3 'r3’by’ r3 'r3’ r3 o3

After this scaling, the system is simplified to give the final set of dif-
ferential equations that govern the model:

x= p1X(1—x)—ay3xz,

. Pyw

== —03yz—0Y,
y y+w 23YZ—0Y
z=z(1—2)—a31X2—33)Z,

t

w(t) = / 2(OK (t—T)dr,
To close the model (5), we need to define the initial conditions. Due
to the biological interpretation of the model variables, we consider
the initial functions ¢ continuous and defined on the interval
(—e,0] with non-negative values. However, bounded non-negative
functions are biologically relevant, but for technical reasons the
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space of bounded variables which continuous function is not a good
candidate for the phase space, for more details see [48]. We define
the Banach space

e lim 0(6)- !

§——w

1
sup 1p(€) |<o0
-0 1+€

5 =0 and

with a norm
1
= R ST/
1l gefflfmw(g)ugz" for e (7)

In fact, the ¢ phase space contains all biologically/medically relevant

functions. Note also that 1+17 is not a unique choice of function that con-

trols the behavior of functions in (—2°,0]. This choice is purely technical
and does not influence the stability results [48]. Let 4" be the subspace
of non-negative functions belonging to is. Initial conditions belong to
this space, i.e.

X(t) = b1 (), ¥(t) = ¢ (t), 2(t)
b = (b1, by, 3) €W

= ¢s(t), (8)

Using the theorems developed in [49,50], we find that the non-
negativity is immediate. In fact, from the second equation of the system
(5) we have

o2 [y w(s))ds

Y0 =00~

The general case is quite difficult to deal with. Thus, we will as-
sume here that the delay kernel K(t) belongs to a family of probabil-
ity distributions with a preponderant role in the theory of dynamical
systems with delays, namely the family of Erlangian functions [44]
defined by

Krlyo(t) = t"“le=® with a,t€IR™ and né€IN*. (9)

a
(n—1)!

The parameter n is called the shape parameter and the parameter a
is called the rate parameter, for more details see for example [42,44].
The mean value of the Erlang probability density given by Z, while the
variance is equal to ;. Thus, the average delay is equal to this average

and the standard dev1at10n % measures the degree of concentration of
the delay compared to the average delay. More generally, the Erlang dis-
tribution has been suggested as a good approximation of the cell cycle
time distribution, as a result of multistep models [51]. It should also be
noted that, among the large family of Erlang nuclei, weak (n=1) and
strong (n=2) delay nuclei have been successfully applied in many fields
of theoretical biology: epidemiology [52], behavioral epidemiology [53],
ecology of predator prey systems [54], proliferation of stem cells [55],
dynamics of neural networks [56], theoretical biology of populations
[57], immunology of infections [58] and systems biology [59]. However,
keeping in mind that this is again only an approximation of the whole
process, we also consider some other kernels.

We study for the limit case of n tending to infinity and consider the
case for n finite at an integer p such that 1 < n < p with more emphasis on
the case particular n=1

« [tis shown in [44] that for large values of n, the Erlangian time distri-
bution to the Dirac distribution and the calculation of the integral
function gives: w(t) = z(t — 7). This implies a constant deviation of
the increase in the variable z. hence the system with a Dirac distribu-
tion is defined by:
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x= p1X(1—X)—a3xz,

o y(t—T)

Y=P2 Y +z(t—T7)
= 2(1—2)—a31x2— 372,

—Q3yz—0y, (10)

with initial conditions: ¢ = (1, d2, ¢3) defined in space

S. = 6€S([=7.0LIR? ) : X(&) = b1 (6)
Y(6) = 42(6).2(6) = b1 ).

where, ¢;(§) 20,§ €[ — 7,0], $;20,i=1,2,3 and ¢ = {1, b2, P3} €S
([ — 7,0],IR . 3) the Banach space of all continuous functions in the
region [ — 7, 0] — IR 4 >, with an appropriate substandard and
IR, 3={(x,y,2) : x20,y20,z20}.

* The Erlang probability density for n=1 is an exponential probability
density, which can be considered, roughly speaking, as the opposite
of the discrete delay, since it is characterized by a null mode and is
positive for all 7 > 0. Moreover, an exponential law models the lifetime
of a phenomenon without memory, or without aging, or without
wear: the probability that the phenomenon lasts at least 7 + t days
knowing that it has already lasted t days will be the same as the prob-
ability of lasting 7 days from its initial start. In other words, the fact
that the phenomenon lasted for t days does not change anything in
its life expectancy from time t. By differentiating w with respect to
time, we easily obtain that w satisfies

(11)

The Erlang distribution has a remarkable property: the integral
equation for w(t) is equivalent to an additional linear ODE system. Ap-
plying the linear chain trick [44], we get n more linear equations, and
in general we get

wi(t) = a(z(t)—wi (f)
(t (WI l( )

) = wnm—1 (12)
W (£) = a(Wm—1(f)—

)
wi(t)) for
w(t))

Assuming initial condition (8) for system (5), the appropriate initial
conditions for subsystem (12) are as follows:

0
0)= [ K(=s)s(s)ds
and w;(0)=0, i=1,2,...,m—1

For the particular initial conditions mimicking the experimental
setup considered in the numerical simulation, i.e. x(t) = xo for t<0, y
(t) = yo for t<0, z(t)=0 for t<0 and z(0)=z,, we obtain w;(t)=0 and
also w(0)=0.

Taking into account (Eq. (12)), the system (5) can be reduced to the
ODE system (ordinary differential equation) of n + 3 equations as fol-
lows:

X= p1X(1—X)—a3xz
Payw(t)
Y+ w(t)
z=z(1—2z)—az1X2— 32z (13)
w1 (t) = a(z(t)—wi (1))

wi(t) = a(wi—1 () —w;(t)) for

= a(Wij—1
W (1) = a(Wm—1 () —w(1))

y= —03yz—0y

This model can be considered as an approximation of the main equa-
tion of stochastic dynamics in terms of deterministic dynamics of mean
cell populations. Indeed the additional system (12) is still a linear
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differential equation, although vectorial, with random coefficients, in
reality constant in the intervals between two consecutive stochastic
events [41]. Moreover, it exhibits both discrete and continuous evolu-
tion thus defining a hybrid system which is a piecewise deterministic
stochastic Markov process [60]. Our objective is not to study the sto-
chastic process, but to study the influence of the probability density pa-
rameters on the behavior of the solutions as well as the dynamics of the
model. For n=1, Eq. (13) can be represented by the following system of
4 ODEs:

X= p1X(1—X)—ay3xz,

y=02 —Qp3yz—0y, (14)

yw
Y+w
z=2z((1—z)omxz—03yz, W= a(z—W),

The coupled differential equations of this model can be integrated
over time to provide time-dependent solutions for scaled host, immune
and tumor cell populations.

3. Theoretical study of the effect of delays on local stability

The long-term behavior of the system is crucial to the outcome of
therapy. Depending on the initial conditions, a trajectory can either con-
verge towards an attractor, or diverge towards infinity. In our system,
the attractor can be a point of equilibrium, a limit cycle, a higher dimen-
sional subset of phase space or chaotic. Knowing the conditions under
which we can obtain all of these possibilities allows us to better under-
stand the long-term behavior of our system. We first study the stability
of the fixed points of the systems described in the previous section
under the influence of the delay.

3.1. Delay with Dirac distribution: constant delay

In this section we study how the tumor growth conditions vary for a
positive value of the delay t. We underline that, contrary to the ap-
proach followed by some authors in the literature [29,31,40] and the
references therein, where the delay term is introduced only in the logis-
tic function indexed by z(t).

In the absence of delay, it is shown in [20] that the system (10) has 5
equilibrium points according to the values in the literature. A trivial
state of extinction Eqg = (0,0,0) located atthe origin of the phase space,
corresponds to a state inwhich none of the three cell populations is
present: thetumor site is empty of living cells. Such a state can
correspond to a necrotic area. The state E; = (1,0,0) associated with a
site containing only host cells (healthy tissue): this is a non-
pathological condition for the patient. The state E, = (0,0,1)
corresponds to a site containing only tumor cells: such a site in this
state leads to the death of the patient. The state E5 = (0,y,z) brings
together populations of immune and tumor cells which, for this set of
parameters, develop contramensal interactions because % —0t3y2>-0

(for interactions to be of competitive type the quantity ‘y’% —Q3yZ

should take negative values). At this state Es, the host cells are
completely gone, probably because they are less successful
competitors than tumor cells. A site in such a state is within a tumor,
is either in a necrotic area, or in a quiescent area. Finally, a positive coex-
istence equilibrium E4 = (X,¥,Z) coincides with the coexistence of the
three populations of cells: such a site results in a pathological state for
the patient. Regarding the stability of the balance points Eg, E; and Es,
they are not influenced by the delay. However, the stability of the
limit state E; and of the coexisting state E4 depends on the choice of
the values of the parameters. For reasons due to the fact that the limit
state E5 does not contain host cells, we will be interested in the local
dynamics at the coexisting equilibrium point E4 = (x,¥,Z).

In order to discuss the stability behavior of the coexistence equilib-
rium E4, we linearize the system (5) around this equilibrium point by
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assuming small perturbations u; such that u; = x—X, u; = y—y and
us = z—z, the linearized system of model (10) becomes:

Uy = —p; XUy —Q3X U3,
UZ = *a23j7U3 +KU3([’*T), (15)
U3 = —Q31X Uy — Q37U —ZUs,

with K:%. We look for the solutions of Eq. (8) in the form:

Uy = uee™, uy = uxe™, us = uzee™ which leads to us
(t — T) = uzpeMe ™ = e~ us. Thus, the following system is obtained:

U —piX 0 —03X Uuq
u | = 0 0 —03Y + Ke™™ Uy
us —031X  —03Z -z us
U] Uy
< uy [ =J| u2 |,
u3 us
with
—p1X 0 —0o3X
=1 o 0 —any+Ke ™
—031X  —Q3nZ —Z

Jis the Jacobian matrix of system (10). The corresponding character-
istic equation with coefficients dependent on the delay is given Charac-
teristic polynomial:

DA, T) =P\) +QN)e M =0 (16)
where

PA) = N> + AN + AN +As; Q(\) = ByA + By,
with

A = PiX+Z,A; = —(Q13031XZ + 030322 —P;X2), (17)

A3 = —Q30301XyZ, By = Kai3pZ, By = Kagppy Xz
Obviously, we have

D(A,0) = A3 + AjA% + (Ay + B)A + A3 + B, = 0.

According to the Routh-Hurwitz criterion, the solution E,4 for 7=0 is
asymptotically stable if and only if
A1>0, By +A3>0, Aq(By +Az2)—(By +A3)>0. (18)
When 7 > 0, the system is asymptotically stable if and only if each

root of Eq. (16) has negative real parts else, it is unstable. Thus the mar-
ginal stability is determined by D(iw, 7)=0, which leads to:

Pr+PP—(Qz+Q7) =0. (19)

The left hand side of Eq. (19) can simply be rewritten in the most ex-
plicit form:

F(0) = 0° + bj@* + byo? + bs, (20)
where

by = A2—24A,,

by = A3—B?—2A,As, (21)
b; = A2—B3.
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Once a positive root of Eq. (20) is found, the corresponding values of
the critical delay are given by:

6  2km

=t k=0,1,2, ... (22)

for 0 € [0,2m), which should satisfy

Bi0(A10% —A3) + B, (A; —?)

sinf = 5 5 ,
B5 + Bjw? (23)
B, (A]Cl)z —A3) + B](J)Z ((J)z —Az)
cosf = 5 5 ,
B; + Biw?

where B3 + B3w? = 0 is assumed.

Once we have found a pair of pure conjugate imaginary characteris-
tic roots +iw with critical delays of T satisfying Eq. (23), we can deter-
mine the direction of displacement of its real part when 7 is varied,
namely the sign S = sgn { Re (d)\ (%) | . }.Forthis purpose, the differ-

A=iw
entiation of Eq. (10) with respect to T gives:

dn AQ(N)

&~ PNev + Q)TN .
leading to the quantity S defined as follows:

S = — sgn {Im(P' (iw)P (iw)—Q’ (io)Q (i)} (25)

where * denotes a complex conjugate.

From formula (25), if S # 0, we can determine the direction in which
aroot of Eq. (16) crosses the imaginary axis at any simple root iw. It is
important to observe that the direction of the crossing at ie» depends
on o, but is independent of 7. From the above expressions, we can ob-
tain conditions for tumor growth, tumor decomposition and change in
stability. We can summarize these results as follows:

Theorem 1. Suppose that Eq. (16) has no pure imaginary characteristic
roots satisfying Q(iw)=0; then, the following statements are true.

a- If F(w)=0 has no positive real roots, the stability of the system is the
same as in the case of 7=0.

b- If F(w)=0 has only one positive root w and the system without delay
is asymptotically stable, then there exists exactly one critical value of
delay 7. such that the system remains asymptotically stable when
T €[0,7.), and becomes unstable when 7 > 7, (this is the condition
for tumor growth). If the system is unstable for 7=0, then it
remains unstable for an arbitrary delay.

¢- If F(w)=0 has positive real roots o, > w, > - > @, > 0, then changes
in stability can occur as 7 increases from zero to infinity, and the
system eventually becomes unstable. For more details refer to [61].

3.1.1. Stability domain in the parameter space

The stability of the system in the parameter space is analyzed by
knowing the number of positive real roots of the polynomial F(®w)=0
with unknown parameters. In this case we use the generalized Sturm
criterion whose discrimination sequence works efficiently for polyno-
mials with given parameters.

We first define the Bezout matrix of F(w)=0 and F'(®) as the dis-
crimination matrix of F(w)=0. Then, we define the discrimination se-
quence of F(w)=0 as the main sub-determinant sequence of the
discrimination matrix taken in order, and denote it by

D1 (), Da(f), -, Du(f). (26)

This sequence can be simply obtained by using a short discrete
MAPLE routine given in Appendix A.
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Given a sequence of real numbers xq, Xo, ..., X, (x; # 0), the
sequence of signs [s1,S3,...,S,], with s; = sign(x;), (i=1,2, ..., n), is
called the original sequence sign table. The modified sign table
[€1,€2,...,€n] can be written by following the two rules given below:

1. For any segment [S;,S;11,Si+2,...,Sitk] With s; #0, Sy 1 = Sj1p = = =
Si+k—1=0 and s;, # 0 of a given sign table, [S;11,Si+2,...,Si+k—1] IS
replaced by [—s;, —Si,Si,Si, —Si, —Si, Si» Siy -+ - |-

2. All other terms in the table remain unchanged. Then, the generalized
Sturm criterion can be stated as follows.

Theorem 2. Let F(w) be a polynomial of order 6 and D, (F),D(F)...., Dg
(F) the corresponding discrimination sequence. Suppose the number of
sign variations in the modified sign table is v, and [ is the positive integer
satisfying D1(f) # 0, D,,(f)=0 (m > I);

(a) the number of distinct pairs of conjugate complex roots of F(®) is
2v;

(b) the number of distinct real roots of F(®) is (I — 2v) <+ 2v;

(c) forl< n, the function F(w) has repeated roots.

3.2. Delay distributed exponentially

In this section we want to study the other limit case, corresponding
to an exponential delay distribution defined by the system (14). Note
that if E* = (Xe,Ye,2e) is an equilibrium point without Erlang, then
E* = (Xe,Ve,Ze,We) is also an equilibrium point of the model (14). Let
us note that the system has 5 equilibrium points according to the
values in the literature and as usual, are independent of the delay. As
in Section 3.1, we will be interested in the local dynamics at the
coexisting equilibrium point E* = (Xe,Ye,Ze, We). In order to analyze the
stability of equilibrium states and the local bifurcations likely to occur
in the system (14) by varying the parameter of the delay, we linearize
the system around E * and the Jacobian matrix 4 x 4 is obtained:

P1Xe 0 —Q3Xe 0
0 0 _a23ye L‘yez
Je= (Y + wWe)
—031Ze —Q32Z, —Ze 0
0 0 a a

Thus, the stability of the fixed points is studied numerically by calcu-
lating the eigenvalues of the Jacobian matrix J.. Since J. is a 4 x 4 matrix
with real coefficients, the corresponding characteristic equation is a
fourth order polynomial with real coefficients given by:

Q) =A* + c3(@N + (@A + ¢ (@)X + ¢o(a) =0, (27)
where

C3(a) = P1Xe + 2o + q,

C2(a) = —Q3031XeZe — 30033V Ze + AP1Xe + P1XeZe + UZe,

€1(a) = —0303301XeY e Ze —AN13031 XeZe — A030033Y o Ze,
—a03)4Ze + AP XeZe,

Co(a) = —aou3Q3201XeYeZe + A03201)24XeZe -

The local stability of E * is evaluated by Routh Hurwitz's rule, requir-
ing that

o

o(a)>0,

3(a)>0,

3(a)ca(a)—ci(a)>0,

cs(a)ca(a)e (@) —(c3(a))*co(a)—(c1 (@) *>O0.

a0
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In the rest of this section, we study the particular case of the Hopf bi-
furcation (HB), where the loss of stability is directly linked to the disap-
pearance or the birth of a periodic orbit, characterizing the mechanism
for the transition from a stationary regime to oscillations (or oscillations
to a stationary regime). This bifurcation can provide a good explanation
for many physical phenomena that are usually encountered in biology.

As an example, the importance of Hopf bifurcations in this context is
that the existence of periodic solutions is relevant in cancer models, as it
implies that tumor levels can oscillate around a fixed point even in the
absence of any treatment. Such a phenomenon has been observed clin-
ically and is known as Jeff's phenomenon [62]. This is the major reason
why the study and mastery of this type of bifurcation in particular is
very important in the theory of bifurcations. This Hopf bifurcation exists
under the following transversality conditions [63].

Theorem. Existence of a Hopf bifurcation.
Let the system (14) be reduced in the following

X= f,(X,a),X€ER, a€R, (29)

where X = (x,y,z,w)" and f, is the vector-valued function defined by the

right side of Eq. (14). At equilibrium E * = (X, ), the following properties
are satisfied:

(l) DXfak(X

) has a simple pair of pure imaginary eigenvalues \(a) and
A(a), and other eigenvalues with negative real parts.
(ii) Re(B@|y\ _ 0, )20; S0 the system X= f,(X,a),X€ER, a€R has a

o= ak
Hopf bifurcation at the equilibrium point (X,, a).

After having proved the existence of the Hopf bifurcation in the sys-
tem for a particular range of the delay parameter, it is essential to be
interested in the stability associated with this type of bifurcation.
For this purpose, we will apply the method proposed by Hassard [64]
to determine the direction and the stability of HB via following proce-
dure. To examine the solutions for a near a,, we introduce the
bifurcation parameter = a — ay, that is: o(u) £ jo(u), denoting
the complex conjugate eigenvalue of J,(oy + ) such that: 0(0)=0
and either @y = w(0) > 0. J.(ax) is Jacobian matrix of the system
defined by

of'

0x; .. ) (30)

J.(a) =

There is a similarity transformation P which reduces J,(c) to the
form:

0 —o
P, ()P = ((ﬂ’o ) 00) 0) 31)

D

where D is a real diagonal matrix.

More precisely, the first two columns of P are the real and imaginary
parts of the eigenvector corresponding to the eigenvalue —iwg while
the other columns are the eigenvectors corresponding to the real eigen-

values. Thus, the matrix P is defined as follows:
P= (R(v1), =S(v1),v3,va), (32)

where vy, v3 and v, are eigenvectors corresponding to the eigenvalues
—img, A3 and A4. With the substitutions of Y = P~1(X — X,) and F(Y,
W) = P7If(PY + X., oy + ) in Eq. (29) it comes that:

Y=F(Y,p). (33)

Note that the stationary point of Eq. (33) is the origin.
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Ifo(0) #0,D;; < 0(i=1,2,...), a theorem due to Hopf can be applied to
prove the existence, direction and stability of periodic solutions of small
amplitude of Eq. (33) for small values of p.

There exists a function y(¢), analytically defined for any sufficiently
small & with p(0)=0 such that Eq. (33), has a periodic solution. The so-
lution is unique in the class of nontrivial periodic solutions of small am-
plitude, and to the norm ¢ + 0(¢&?). In addition, the period T = T(¢)
checks:

2

T =28 o4

and the periodic solutions exist exactly for one of the cases > 0, u=0,
1< 0. Hopf's theory also implies that pi(¢) and T(€) develop as:

u(e) = uye* +0(e*) and

on . (35)
T(e) = w0 (14728 +0(e%))
where 11, and 7, are principal quantities which are given as follow:
iy = ReC1(0) and
ImC1 (0) + U’ (0)
=",
[0}
where the function C;(0) is defined by
1 1
Ci(0) = 2wg \ 8208117 28181~ 3820820 ) + 5821, (37)
with:

1 .
&1 :Z{F%*Féz +](F§0 +F32)]C

1 .
82 =7 {F%O_F(])Z_ZFZI +J(F%O_Féz + 2F}1)}3
820 =7 {on Fo +2F5, +J(F§0_F32_2F}1)}3
81 = 621 +2G110W11 + G101 Wao;

1 .
G :g[F§o+F}2 Py +Fo 0P+ Py —Fo—Fi)l;

1 41/ -~ 1 .

Wi = _ZD 1(on +F02)2G101 =5 [F}bl —F3] +J(F%bl +F(1)'11)]3

! [F}bl +F3 +J'(F%bl —F(l)ﬁl)]lwzo = %(D 2jwo) (1?20—1?02—2])?11)

G110 =5

where

; :<i)’<a>”,17 OF) OFj .
k aX] aXZ & aX3’ aX4’.” ’

Fy (Fl,.F”,...>t iLk=1,23,..

OF o
a_X, P Z P Ti a r
i f
ox;0x; P ,,SZ::l PriPy 0x,0xs
°F L& o°f
0x;0x;0xy P mz:] PriPsPu 0X,0Xs0x;

The periodic solution of Eq. (14) develops as follows:

X(t) = X (o) + eRe [ exp (iwpt + i)z4]

2 (38)
+0(g%), 0st<T(g),

where @ is an arbitrary phase angle and Z; is the eigenvector of J.(oy)
corresponding to the eigenvalue iwy. It is convenient to normalize Z;
such that (Z;);=1: with this normalization, 2¢ is the peak-to-peak
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amplitude of the variables (x1,y1,z1,w;) to within 0(?). The stability of
the solution is governed by the associated characteristic exponents (3(¢),
since the exponents of D; < 0(i=1,2,...), are negative. 3(¢) expands like:

B =pe +0(eh), (39)
with
B, =2ReC(0) = —2u,07(0). (40)

For the small ¢, 3 has the same sign as —,07(0).
Using the previous notations, the following properties are verified

(1) If i > 0 (1 < 0), The Hopf bifurcation is supercritical (subscriptive)
and the periodic bifurcation solutions exist for a > a.(a < ac).

(2) If B2 < 0(By > 0), the family of periodic solutions of bifurcations are
orbital stable with an asymptotic phase as the solution of the
complete nonlinear system (the family of solutions periodicals is
unstable).

(3) If T > 0(1, < 0), the period of periodic bifurcation solutions
increases (decreases).

When used in the context of Hopf's theory, the term stable will have
the above meaning. Later, in the context of stability analysis by calculat-
ing characteristic exponents, the term stable will only mean that the ex-
ponents (except the one that eclipses identically) have negative real
parts.

3.3. General case: influence of probability density parameters

In this section, we study the local stability of the steady state E =
(X,y,z) using the standard linearization technique. To study the local be-
havior of solutions around E" = (x,y,Z) we linearize the system (5)
around this steady state as follows:

Uy = —PXUx— 03X Uy

e
Uy = —03y Uz + p,yf'(Z) A Krlpa(s)u  (t—s)ds (41)
U3 = —Q31XU; —Q03Z Uy —Z U3

Then the characteristic function has the following form

Q) = A2+ AN2 + Ao\ + As
e

+ (ByA + By) / Krlyq(s)e™ds. (42)
0

where [§Krl,, o(s)e™*ds is the Laplace transform of Krl,, ., and , defined
by Eq. (16). A1, Az, As, By, B> defined by Eq. (17). Thus, for the probability
density given by Eq. (8) we have

+eo Cas an
/0 Krlpq(s)e ds:m. (43)

and this leads to the following form of the characteristic equation

Qn(N) =A%+ AN + AN + A3

a" (44)
+(B1A + Bz)m.

More simply we consider

QN =A+a)" ()\3 + AN + Ao\ +A3)

(45)
+a"(B1A + By).

We are interested in the stability analysis and the bifurcations that
can occur by solving Eq. (45) equal to zero. More particularly we are
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interested in the Hopf bifurcation and the subharmonic bifurcations.
The Hopf bifurcation is obtained in the transversality condition by eval-
uating the real part of the quantity when a reaches its critical value is
pure imagination.

A\ Ha\)
= G’ (46)
with

Ha(W)=n(A +@)" " (N + AN+ Aph + A3) + na"™ (BiA + By),
G = nA+@)" (N + AN + AN +A3) + A+ )"

x (3)@ 124N +A2) +a"B.

4. Results analysis

In this section, we analyze the theoretical and numerical results of
the model with constant and exponentially distributed delay to see
how the effect of the delay affects the dynamics of tumor growth. The
parameters and units are arbitrary because the system is dimensionless.
To illustrate these results, we use the parameters listed in the Table 1: It
is also important to note that for these parameter sets, the system does
not exhibit chaotic behavior but rather the fixed points and limit cycles.
Indeed, we show this by calculating the Lyapunov exponent using the
algorithm of Wolf A. et al. [65] shown in Fig. 2, where the largest expo-
nent is zero (L = HUmax=0) (Table 2 gives a scenario for different
dynamics).

4.1. Constant delay

With these parameters we have five biologically achievable equilib-
rium points. We calculate an equilibrium curve which is represented by
Fig. 3 showing the continuity curve of equilibria with variation of the pa-
rameter p,. The system exhibits damping oscillations when the
densities converge to the unstable positive coexistence equilibrium
E4 = (X,y,Z). By continuously varying p,, a supercritical Hopf
bifurcation occurs at p,=3.164 and results in a single, stable limit
cycle that surrounds an unstable equilibrium point. The existence of a
stable borderline cycle means that the immune system fights cancer
and results in a balance between immune, cancerous and host cells in
a demarcated region which allows tumor cells to vary periodically.
Moreover, from Fig. 3, it is clear that the amplitude of these equilibria
decreases as p, increases. The amplitudes of its equilibria continue to
decrease until the critical value of the state of eradication is reached.
But in practice, it has been shown with clinical observations that, p; is
directly related to the dynamics of the system. Indeed, an analysis of
the observability of the model reveals that the most relevant
observation variable which best sees the whole dynamic is the
population of host cells [19]. Since observability is strongly associated

Table 1
Values of the parameters used for the numerical simulations of the figures of Section 4.

Parameter Names Dimensionless
value

P Growth rate of host cells [0.2; 1.5]

a3 Tumor cell death rate of host cells 1.5

P2 Growth rate of immune effector cells [2.5; 5]

b% Stiffness coefficient of the immune cell 4.0

o3 Rate of inhibition of immune cells by tumor cells 0.15

I3 Natural death rate of immune effector cells 0.2

o3 Tumor cell death rate by host cells [0.0; 1.2]

3y Death rate of tumor cells due to immune cells 25

a Inverse of the average delay [0.05; 5]
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Fig. 2. Plots of the spectrum of Lyapunov exponents as a function of growth rate of host
cells p;.

with the controllability of the system [28], this approach suggests that
targeting healthy tissues may be more relevant than targeting (or
optimizing the efficiency) of cells, immune or tumor cells [19]. For this
purpose, we consider for the following the values of the parameters
linked to the host cells.

In the absence of delay, Fig. 4 shows the temporal dynamics of the
densities of the host, immune and tumor cells for different values of
the control parameter p; taking p3=3.2 et a;=0.95. The system
exhibits damping oscillations when the densities converge to the
stable positive coexistence equilibrium E4 = (x,y,Z) in Fig. 4(a). We
then encounter a Hopf point at p;=0.6508, and further from this
point at p;=0.75, it results in a higher amplitude of oscillations. For
much higher values of the growth rate of the host cells, i.e. p;=1.15, a
decrease in the frequency and an increase in the size of the borderline
cycleis clearly observed. A new stabilization of all states is also observed
at p1=1.5, which implies that an excessive increase in the growth rate
of the host cells cannot prevent the regression of the tumor. The
changes in the dynamics of the system are also visible in Fig. 4(d-f),
where the corresponding phase portraits are presented. The small
oscillation amplitude and the low tumor cell count seen in Fig. 4
(a) could be described as a dormant cancer state.

We now turn our attention to the constant delay 7 to study its im-
pact on the dynamic stability of the system (10).

By using discr in MAPLE defined in Appendix A, we obtain the se-
quence of discrimination of F() as follows:

D1 (F) = 1,D5(F) = do, Ds(F) = dod, )
D4(F) = dyda, Ds(F) = dads, De(F) = d3da,
with

dy = —by, dy=b3—3b,, dy =b?b, +3b;b,—4b3,
d; = —4b?b3 + b%b% + 18b1b2b3—4b§—27b2, dy = —bs.

In order to keep the discussion broad enough, we consider a larger
region of the following parameter combinations:

Table 2
Dynamics of third-order systems for different Lyapunov exponents.
H 13 M3 Dynamics
— — - Equilibrium point
0 - - Periodic
0 0 — Torus
+ 0 — Chaotic

9
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Fig. 3. Continuity curve of equilibria with variation of the parameter p, showing: The solid
blue line designating the stable equilibrium points and the solid red line presenting
unstable equilibria and a possibility of a Hopf bifurcation denoted K. (For interpretation
of the references to color in this figure legend, the reader is referred to the web version
of this article.)

Q= {(py,03) : 0.2<p,<1.5,0<t3<1.2}. (48)

In this region we have: dg < 0, d; > 0, d3 > 0 and d,4 > 0. By plotting
the graph of d,=0 to determine the sign of the discrimination
sequence, the region Q given in the parametric space of (pq, azq) is
divided into two sub-regions as shown in Fig. 5. It is easy to know that
the first two inequalities of the condition (18) are valid in all the given
region. The Routh-Hurwitz condition, now represented by the third in-
equality of the condition of Eq. (18) is now in the form:

(—0.013—0.511p% + 0.287p; ) a3 >—0.341p3

(49)
+0.232p2—0.07p,.

We represent in Fig. 6, the set of regions defining the domain where
the system can have stability switches. The graph, denoted RH in green,
of Eq. (26), indicates the limit determined by the Routh-Hurwitz stabil-
ity conditions for the system without delay. This implies that the system
which is free of delay is asymptotically stable when the parameters are
chosen in the subregions of 1 and 2, and becomes unstable when the
combinations of parameters are taken in the subregions of 3 and 4.
The sign tables of the discrimination sequence are given in the
Table 3. It is easy to see that the number of variations of the sign tables
of the discrimination sequence, as shown in Table 3, is 2 for all sub-
regions. It follows that F(w)=0 has exactly one positive single root in
each subregion. From Theorem 2, we see that the function F(«)=0 can-
not have repeated real roots when the combinations of the parameters
are on the common boundary defined by the curve C in blue. Indeed, on
this common border, the modified sign table of the discrimination se-
quenceis[1, — 1, — 1, — 1, — 1,1] since the original sign table of the se-
quence of discrimination is [1, — 1, — 1,0,0,1]. Since the variation
number of the modified sign table is 2, F(w)=0 has a simple positive
root.

As a consequence, the sub-regions 3 and 4 are regions where the sys-
tem (10) is unstable, but surrounded by a stable limit cycle for all given
delays because the combination of parameters in this subregion does
not satisfy the relation (24). In the other sub-regions namely 1 and 2,
for almost all combinations of parameters in the given region, there is
a T function of the parameters for which the system is asymptotically
stable for T € [0,7,), and unstable for all T > 7. To be convinced, we
illustrate two numerical examples: In the sub-region 1, we have the
combination of the values p;=0.64 and oz,=0.95, the critical delay is
To = 0.3582 and the frequency corresponding to the self-excited oscil-
lations is @ = 0.1588. In the 2 sub-region, we take the combination of
the values p;=1.1 and a3;=0.6, the corresponding critical delay is
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Fig. 4. Time evolution and phase portraits corresponding to the three-component system (10) with the effect of various growth rates of the host cells in the absence of delay, i.e. 7=0 for
p1=0.62 (a, e), p1=0.75 (b, f), p1=1.15 (¢, g) (c, g), p1=1.5 (d, h) with the initial conditions x=0.25,y=0.18 and z=0.35.

To=1.8397 and the frequency corresponding to the self-excited oscilla-
tions is ®=0.2032.

Considering the case of the example of the sub-region 1, Fig. 7(a-d)
presents the temporal dynamics of the densities of the host, immune
and tumor cells for different values of the delay 7. Here the positive
equilibrium E” = (x,¥,Zz), which converges to its stable stationary state
in the absence of delay (7=0), goes into the unstable state by Hopf bi-
furcation at a critical threshold 7o = 0.3582 giving rise to a stable limit
cycle which surrounds the unstable equilibrium. Further from the
Hopf bifurcation threshold, see Fig. 7(c) for 7=1.5, the dynamics
presents lasting periodic oscillations, passing from a limit cycle of
small amplitude to a cycle large amplitude limit. However, with the
continuous increase of the delay, it is very interesting to observe that
the dynamics presents the chaotic state see Fig. 7(d). Indeed, we
calculated the Lyapunov spectrum using the algorithm of Wolf A. et al.
[65] and we note that the dominant exponent is strictly positive
(Umax=0.021) confirming our hypothesis. In Fig. 7(e-h), three-
dimensional trajectories for the phase spaces corresponding to the tem-
poral simulations of Fig. 7(a-d) are respectively represented.

In summary, for the tumor-immune systems-host cell interaction
system with response time in tumor-stimulated effector proliferation,
the stability behavior of the system is relatively straightforward. Since
the delay varies from zero to infinity, only two cases can occur. If the
system which is free of delay is unstable, then the system is unstable
for any delay. Or, there exists a specific value 79 > 0 such that the
system remains asymptotically stable for all T € [0,7¢) and becomes
unstable for any 7 > 7y if the system is asymptotically stable when
To=0. Numerical examples show that critical delays are generally very

P1

Fig. 5. Distribution of the parameters of the model (18) by d; in the Q sub-region. The
equation d,=0 gives the separation curve of the two regions.

10

short. Thus, a slow response of the immune system can lead to
unwanted instability in the dynamics of cancer.

In cancer chemotherapy, change in stability is a very important issue
in the design of a drug protocol. We have to keep in mind that in many
cases, drugs prevent cells from continuing their cell cycle, thus trapping
them at some point during interphase, where cells die of natural causes.
This effect can be interpreted as an increase in the delay 7. But as we
have seen here, this trapping can have a detrimental effect, as it can
lead to the instability of the fixed point when it was initially stable. On
the other hand, the same properties can be used to the advantage of cli-
nicians, if we are sure that our parameters are in the 1 and 2 region of
Fig. 5 and the fixed point is unstable. An important feature that we
can extract from Fig. 5 is the destabilizing effect that the delay has on
the system. This means that the length of the cell cycle is a determining
factor in the outcome of the disease and is theoretically affected by the
administration of a particular drug.

4.2. Delay distributed

In this section we analyze and discuss the numerical results obtained
from the values in Table 3. We show how the delay with an exponential
distribution can induce the chaotic properties in the model (14) without
a priori non-chaotic delay for the set of values in Table 3. For this pur-
pose without loss of generality, consider the polynomial of Eq. (27).
Since the coefficients ¢;(i=1,2,3,4) are real numbers and depend on

1.2

0.6
P1

Fig. 6. Distribution of the model parameters of d; in the Q sub-region. RH is determined
by the Routh-Hurwitz conditions of the Eq. (49). The graph of d,=0 is composed of the
curve C.
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Table 3
Array sign of the pattern discrimination sequence (Eq. (10)) in the case of the Q sub-re-
gion.

Sub-region dy d;y d» d3 dg Dy D, D3 Dgy Ds Dg |—2
1,3 -+ - + + 41 -1 -1 -1 -1 +1 2
2,4 - 4+ + + + +1 -1 -1 +1 +1 +1 2

the parameter of the delay a, we deduce that the stability of the
modified model (14) also depends on the parameters of the delay.
Therefore, it is important to study the effect of this parameter on the
stability of the equilibrium point in order to explain and highlight
possible local bifurcation phenomena. Thus, in Fig. 8, the parameters
of the delay a and the rate of tumor cell death by host cells a3 vary
simultaneously in the regions 0 <a <5 and 0 < a37 < 1.2. As well as
that of the delay parameter a and the growth rate of the host cells p;
in the range 0 < a < 5 and 0.2 < p; < 2. Their influence on the stability
of the equilibrium point is observed showing that the delay parameter
strongly influences the local stability of the system.

In Fig. 8, the pairs of coordinates (a, az1) and (a, p;) for which the
equilibrium point is stable quasi-stable are represented by the zones
of green color, while those for which the equilibrium point is rather un-
stable are represented by the colored areas in blue. Since on this map,
we observe a sudden change in the stability of the equilibrium point.
It is therefore significantly that there has been a qualitative change in
the solutions of Eq. (27). The delay parameter has a stabilizing effect
showing that the average delay T, = ! has a destabilizing effect. Thus,
Fig. 9 provides the representation of the solutions of the eigenvalues
in the plane (Real(\),Imag(\)) for the values of a varying in the interval
where this qualitative change occurs (i.e. 0 < a < 5). Note that the coef-
ficients of the Jacobian matrix J, are all real, this implies the appearance
of pairs of conjugate complex eigenvalues creating the symmetry
observed along the real axis (see Fig. 9). Consequently, the place
intersecting the axis of imaginaries thus suggests the possibility of a
Hopf bifurcation [20,66-69]. We also note in this figure an instability
linked to a sub-harmonic bifurcation where the eigenvalues cross the
axis of the real numbers in —1 of the complex plane along the imaginary
axis. It is also observes that the real solutions (not complex) are always
negative and make it possible to show that the system (7) evolves in a
domain where the singular point is an unstable focus after the loss of
stability.

4.2.1. Hopf bifurcation
When we apply the formulas of Theorem: Existence of a bifurcation
Hopf bifurcation, we find 2 values of the delay coefficient a;=0.0325
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1.6

14

1.2
1

P

0.8
0.6

a

Fig. 8. Basin of stability of the equilibrium point E * in the plane (a, az1) and (a, p1),
showing the region where this equilibrium point is stable/quasi-stable (green) and the
region where it is unstable (blue) for0 <a<5,0 < a3y < 1.2 and 0.2 < p; <2 in keeping
the same parameter values as Fig. 6. (For interpretation of the references to color in this
figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)

and a,=2.7410 corresponding to two bifurcations occur. These values
correspond to average delays: 71 = - = 30.8222 and 7, = 1L = 0.3637

L o

a
which is comparable to the bifurcation values obtained by taking into
account the discrete values of delays where 7,y = 7o = 0.3582 with a
difference slightly greater than 1.53%. We note that a; has excessively
high values of the mean delay causing the dynamics in a negative
frame which is not biologically feasible. This behavior has above all a
mathematical interest.

T=0 T7=0.34 T=1.15 c 7=1.81 d
0.36 0.36 ) (
(a) (b) 0.6
0.35 0.35 0.45
— — —~ 04 —~05
E 034 034 = \ =
R ® R 035 R 04
0.33 0.33 03
0.32 0.32 0.25
0 500 1000 0 500 1000 0 500 1000
time time time
0.2 0.3
0.22
() 0.195 (&)
0.21 - 0.25
— ~ 0.19 =
L 02 Nl L 02
= =0.185 =
0.19
0.18 015
018 0.175 0.1
018 0.185 0.19 0195 0.2 032 033 034 035 036 0.2 0.3 0.4 0.5
2(t) 2(t) 2(t)

Fig. 7. Temporal evolution and trajectories of the corresponding phase portraits of a system (5) with delay values: 7=0 panel (a, e), 7=0.34 panel (b, f), 7=1.15 panel (¢, g), 7=1.81 panel

(d, h) with the initial conditions x=0.25,y=0.18 and z=0.35.
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0.3 T T T T T T

2

_0 -3 1 1 1 1 1 1
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0

Real(X)

Fig. 9. Representation of the eigenvalue solutions of Eq. (27) in the complex plane
(Re (N\), Im (N)) for 0 < a <5, keeping the same parameter values as in Fig. 8. The fact
that J. is a real matrix states that, the pairs of conjugate complex eigenvalues appear are
responsible for the symmetry observed along the real axis. The place intersects the
imaginary axis and thus suggests the possibility of a Hopf bifurcation.

At the bifurcation point a = a. = 2.7410, we have:E* =

(0.2018,0.1871,0.3406,0.3406)

d\(a)
Re | T [\ = iwg

a=ag
transversality is satisfied.
Moreover, the various useful coefficients for the direction of the bi-
furcation are:

= 0’(0) = —0.00280, then the condition of

o = 0.1582,(0) = —0.0011,Dy; = —2.7905,
—0.9378 + 1.1483i

—0.0461—0.6238i
1
0.9968 + 0.0574i

Dy = —0.4293,Z; =

p = — 468.6665, 3, = — 2.6204 et 7,=2.3538.
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The periodic solution of Eq. (7) develops as follows:

X 0.2018 .
y | _ (01871 ] (27410-a)i
z | | 0.3406 468.6665
w 0.3406

2n . (21
—0.9978 cos (Wt + (p) +1.1482 sin <mt + (p>

2m . [ 2m
—0.0461 cos <mt + (p) —0.6238 sin (mt + (p)

cos 2—nt+
T ¢
2n . (21

0.9967 cos <mt + (p) + 0.0573 sin (Wt + (p)

+0(2.7410—a)

All quoted numbers are rounded to the specified number of digits
and all digits are believed to be correct.

Since: a — a. = &> + 0(&%), and g, < 0, the bifurcation of Hopf is
subcritical and not degenerate and periodic solutions occur for values
of a less than a.. Therefore, the equilibrium E* = (X, Ve, 2z, We) of the
system (7) is stable when a < a. and the equilibrium loses its stability
and a Hopf bifurcation occurs when a takes values above a.. In
addition to 3, < 0, the family of periodic solutions are asymptotically
stable orbits with a period approximately given by:

T(a) = 39.7383(1—0.0051(2.7410—a)) + 0(2.7410—a)>.

Fora =~ a.and a < a. the oscillations are essentially circles around the
stationary point and in the plane traversed by the real and imaginary
parts of Z,. In approximate terms, if the system is started in this plane

1
with initial points inside the circle of radius (%)2 the solution

decreases in an oscillatory manner towards the state of rest. If the
initial points are outside this circle, the amplitude increases with
v/a:—a, the solution leaves the plane and is observed numerically to
wrap around the well-known stable periodic solution of large ampli-
tude. If the system is started out of the plan, the behavior of the solution
will depend on the component of the initial conditions that is in the
plan.

Fig. 10(a) and (b) shows the small amplitude stable oscillation for
a = ac. For a; < a,, Fig. 10(c) and (d) illustrates that in the domain [a,,

a=2.0 a~a,=2.7410 (b) a=3.8
0.4 0.36 0.45
(a) (c)
0.35 04
—~ —~ —~ ’
X035 X 034 N
® ° R 0.35
0.33
0.3 0.32 0.3
0 500 1000 ()} 500 1000 0 500 1000
time time time
0.22 0.24
(e) (f)
0.22
0.2
— —~ 0.2
= Na
> 0.18 =018
0.16
0-16 0.22 0.14
0.2 0.3 0.35 0.4 0.45

Fig. 10. Time series and phase portrait of the system (14) with the initial condition (0.207,0.1816,0.345,0.345) while keeping the same parameter values as in Fig. 9. (a) and (b) fora ~ a.=

2.7410; (c), (d) for a/=2.0 < a; (e), (f) for /=3.8 > a.
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Fig. 11. Bifurcation plot representing local maxima of host cells x with respect to the average delay parameter a in panel (a) and the graph of Lyapunov exponents are provided in panel (b).
Zoom of the bifurcation diagram of panel (a) in the region 0.55 < a < 0.6 in panel (c) and the graph of Lyapunov exponents (panel (d)) showing the saddle-node bifurcation (SN), internal
(IC) and external (EC) crisis. Thus, certain windows of the dynamics of the model (14) can be noticed. The initial conditions being (0.207,0.181,0.345,0.345).

ac[, the origin is an unstable focus surrounded by a stable limit cycle
for which the amplitude increases with ,/a.—a;. However, for q, > ac,
in the domain [a,, a/, Fig. 10(e) and (f) f shows that the origin is a
stable focus.

4.2.2. Interest of the chaotic behavior induced by the delay

In this section we are interested in the instability related to
subharmonic bifurcations and the importance of chaotic attractors
due to this bifurcation. Indeed in a wide variety of physical domains,
chaotic attractors are used as models. In the tumor environment,
there is a clear underlying reason why we seek to better understand
their usefulness. It is also noted that, the current lack of knowledge
on tumor-microenvironment interactions associated with previous
successes in mathematical modeling of tumor phenomena, make

chaotic behaviors an interesting avenue for biologists [70]. Depen-
dence on initial conditions and long-term behavior, the role of cha-
otic behavior in influencing tumor dynamics and intermittent
behavior are important qualitative results that can also be derived
from such a nonlinear model taking into account effects of delay.
This section aims to justify the biological importance of delay-
induced chaotic behavior by showing how it leads to a significantly
higher maximum tumor size compared to non-chaotic behavior.
For this purpose we numerically compute the bifurcation diagram
and the Lyapunov exponents. Fig. 11(a) shows the bifurcation dia-
gram and its corresponding graph of the largest Lyapunov exponent
in Fig. 11(b). Fig. 11(c) provides a graph of the Lyapunov exponents
of model (14) and we see that the presence of a single positive
exponent excludes the possibility of a hyper chaotic dynamic. A
zoom of the bifurcation diagram of Fig. 11(a-b) is performed

a=15 (a) a=0.7 (b) a = 0.66 (c) a=0.61 (d)
0.45 0.6
04 0.6 0.6
— —~05 —~05
T 0.35] ot Nt
R R 0.4 N 0.4
03 03 0.3
0.25 0.2 0.2
1000 1500 2000 2500 3000 1500 2000 2500 3000 1000 1500 2000 2500 3000 1000 1500 2000 2500 3000
time time time time
0.24 03
e - £ 0.3
0.22 (e) (£) (g)
0.25 0.25
—~ 02 — —
= 02 Z 02
=0.18 = =
0.16 0.15 0.15
0.14 0.1 0.1
025 03 035 04 045 02 03 04 05 06 02 03 04 05 06
2(t) 2(t) 2(t)

Fig. 12. Temporal evolution and trajectories of the corresponding phase portraits of a system (14) with delay values: a=1.5 (a, e), a=0.7 (b, f), a=0.66 (c, g), a=0.61 (d, h).
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Fig. 13. Parametric graph of the variation of a from 0.05 to 5 at the following intervals: blue
for a € ]2.867; 5.0], green for a € ]0.446; 0.4905] U ]0.5598; 0.5945] U ]0.649; 2.867] and
red for a €[0.05; 0.446] U ]0.4905; 0.5598] U ]0.5945; 0.649]. Each of the 1000 data points
represents the maximum tumor size of tumor cells calculated using A;. The initial
conditions were (0.207,0.181,0.345,0.345). (For interpretation of the references to color
in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)

(Fig. 11(c-d)) to numerically highlight the intermittent behavior ob-
served in tumor dynamics.

The bifurcation diagram illustrates the dependence of local maxima
of tumor cells. From this diagram and the Lyapunov spectra, phenom-
ena such as period doubling, periodic windows, chaos are observed as
well as the intermittence evidenced by the saddle-node bifurcation
(SN). These different behaviors are demonstrated in Fig. 12 showing
the temporal evolution of the tumor cells and the corresponding
phase portrayals.

To show the importance of the chaotic behavior in the contestation
of the model as well as the other dynamic states represented in
Fig. 12, we determine the relation between the maximum size of the
tumor and the maximum Lyapunov spectrum (\;) represented on
Fig. 13.

Quantitative results on the relationship between the A; and the
maximum tumor size can be obtained from Fig. 13. For a negative A;,
the average maximum tumor size is never greater than 0.35 while for
a positive Ay, it is never less than 0.63. This glaring difference, with A,
close to zero closing the gap, demonstrates the importance of
characterizing chaotic behavior (using A;) to better explain maximum
tumor size. The average maximum tumor size calculated for the
positive (chaotic) A, region is approximately four times what was
calculated for the negative \; region.

Fig. 11(c) and (d) illustrate the phenomena of internal (IC) and
external (EC) crisis which builds rather than destroys the chaotic at-
tractor. The external crisis (EC) observed before the chaotic windows
induces a saddle-mode bifurcation (SN) and consequently intermit-
tent behaviors. This behavior illustrates the collision between the
chaotic attractor, the stable and unstable periodic orbits in their at-
traction basins. The trajectory moves in a periodic orbit for a signifi-
cant time interval and when it escapes from this orbit it moves on the
chaotic attractor and a chaotic puff is observed. This phenomenon is
characterized by the so-called laminar phases, during which the be-
havior is almost periodic for a finite time. Fig. 14 illustrates this inter-
mittent phenomenon using time series. Just after the external crisis
and before the internal crisis, the cells stabilize in an orbit, oscillating
between 3 values (period band-3) as presented in Fig. 14(a). For
values of a greater than 0.5638, we see that, fluctuations seemingly
remain periodic for long intervals of time, but this regular behavior
is abruptly disrupted by a chaotic spurt. This spurt has a finite dura-
tion and when it disappears the system returns to a periodic behav-
ior as shown in Fig. 14(b). As a decreases (increase in mean delay), it
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Fig. 14. Time evolution of z(t) showing the intermittent behavior, completing the window
of period-3 for (a) a=0.59 < a,, (b) a=0.5927 > a,, (c) a=0.593 > a..

becomes more and more difficult and ultimately impossible to recog-
nize regular oscillations (see Fig. 14(c)) and it becomes difficult for
any prediction based on data and on the current genetic makeup
and structure of a tumor has a very limited period of validity. Inter-
mittent behavior describes the second type of seizure likely to
appear in a dynamic system [66]. This intermittent phenomenon de-
scribes certain behaviors that appear in certain patients, including
the disease alternating phases of strong progression and phases of
stabilization. An example of this intermittent phenomenon are
symptoms that can be regular like headaches caused by a brain
tumor, which are often intense, associated with nausea and vomiting
and are often more intense at the start of the day. They can last along
time or occur intermittently.

4.3. Results for influence of probability density parameters

In this section, we present the results of stability and dynamic states
of the system (5) to study the effect of the parameters of the distributed
immune activation delay. In the case of stability, we investigate the de-
pendence of the critical mean delay 7. on host cell-related parameters
to examine their biological relevance to qualitative behavior. The inter-
est is related to the potentially significant implication in the real world
which is obtained by varying the parameters of the host. This being
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Fig. 15. Dependence of critical mean lag value in case of Erlang distributions on host cell
growth rate p; (top panel) and host cell death rate of tumor cells a3; (bottom panel).
The average critical delay is defined by 7, = a% where a is the critical value of

parameter a for which a stability change occurs. All other parameters except p; and a3
are defined by Table 1.

justified by Letellier et al. [19], where they report that acting on the fam-
ily of host cells or possibly tumor cells could be effective in controlling
the dynamics of tumor growth, but that it is inefficient to only measure
the population of effector immune cells, due to the low observability it
provides to the dynamics [62]. This result is also supported by Topalian
et al. [47] where they show that clinicians never use immunological pa-
rameters to assess tumor behavior, even during immunotherapy. The
parameters we use here are the host cell growth rate p; and the host
cell death rate of tumor cells as;. In Fig. 15, we plot the dependence of
the critical mean delay value 7, on the growth rate of host cells p,
(top panel) and the rate of death of tumor cells by host cells oz,
(bottom panel). The average critical delay is defined by T = ;' Here,
the colored regions correspond to regions of stability for different
values of the shape parameter n, while those uncolored correspond to
regions of instability. Looking at Fig. 15, one can immediately notice
that, the largest region of stability is obtained for the Erlang
distribution corresponds to n=1 and the smallest for the discrete
delay. Thus, the larger n, the smaller the region of stability. This result

Fig. 16. Dependence of the shape parameter on the spectrum of the largest Lyapunov ex-
ponent as a function of the growth rate of host cells p;. All other parameters except p, and
o are defined by Table 1.
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leads us to conclude that the stability of the system (5) around its
stationary state decreases with the increase of n. Also, the average
delay critical values in the bottom panel are the increasing functions
of a31. This means that increasing the rate of tumor cell death by host
cells increases the region of instability.

In Fig. 16, we plot the maximum Lyapunov exponent spectrum to
evaluate the influence of the shape parameter of the probability den-
sity on the dynamics of the system (5) for an average delay 7=2.5.
Looking at Fig. 16, one can immediately notice that, despite a signif-
icant difference in the magnitude of the largest Lyapunov exponent
between the discrete restart case and the other distributions, one ob-
serves a profoundly similar behavior. In particular, the system does
seem to be very sensitive to variations in the shape parameter on
the dynamics of the system. This result shows first of all the impor-
tance of defining the delay in the dynamics of the system which in-
duces a chaotic behavior highlighting the existence of a metastatic
cancer from the point of view of oncology [71] because we are deal-
ing to a complex dynamic system whose behavior can vary pro-
foundly over time depending on the event that hinders the
activation of the immune effector cells.

5. Discussions

The response to cancer treatment depends on a lot of factors be-
cause of its severity. Cancer cells being characterized by a plethora
of genetic and epigenic events lead to the appearance of specific an-
tigens called: neoantigen triggers anti-tumor activity by the immune
systems. The fact that this article is not related to any external treat-
ment of the tumor, it focuses on the indirect treatment aspects of
the disease by examining the role of the immune system if it does
not trigger immediately but shows delayed responses. When the im-
mune cells are all on time alert (7 = 0), or enough alerts (0 < 7 < Tg),
the three cell populations approach equilibrium values and the
tumor can be considered non-malignant. For immune cells moder-
ately alert (7 = 7o or slightly greater than 7¢), the three cell
populations can coexist in a periodic solution or a limit cycle. In
this case, the tumor can be called slightly malignant. When
immune cells play are not sufficiently alert in their response to
tumor cell destruction (7 large enough), all three cell populations
can grow irregularly over time, leading to chaotic attractors.
This is indeed the case when the tumor can be described as
malignant. Although this investigation is highly dependent on the
characterization of the temporal delay in dynamics in a model of
tumor-immune system-host cell interaction, the underlying implica-
tions of this work should not be overlooked. Any change in the con-
ditions or parameters that cause the delay to drop below its critical
value would be of the utmost importance, as it would lead to better
prediction and treatment. It is shown that the delay as analyzed in
the previous sections is related to the dynamics of the system. Inter-
esting fact: When 7 is low, it means that the immune cells have a
great negative impact on the tumor cell population imposing it in a
stable situation. In contrast, a very high 7 means that immune cells
have no significant negative impact on the tumor cell population.
This is in perfect agreement with the numerical results in which
the low 7 leads to a stable tumor cell balance, while the very high 7
leads to an unstable tumor balance for which, the dynamics are not
as simple and periodic, chaotic and intermittent behavior is ob-
served. As shown in Fig. 13, the maximum tumor size was actually
the highest for the chaotic range of 7. Biologically, the information
the immune system receives from the tumor is increasingly out-
dated. Thus, the immune reaction (by proliferation) becomes less
and less efficient, so that the stability of the balance is lost and the
beginning of regular, then irregular oscillations begins, the ampli-
tude of which increases with delay.

To understand complex biological scenarios, we analyzed numer-
ical simulations to validate the analytical results. It is observed that
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beyond the Hopf threshold, our model generates a periodic oscilla-
tion which is biologically relevant and realistic because similar
types of dynamics are observed in cancer patients [62]. Moreover,
few simulations show that increasing the delays can cause the dy-
namics to change from stable to unstable. Otherwise, local stability
allows the tumor to reach values close to its carrying capacity (max-
imum tumor size). As a stability change has occurred in the system,
this phenomenon interprets that the immune system receives the
message of oscillatory tumor growth. As a result, the immune system
becomes more efficient at annihilating tumor cells. But, for an exces-
sive delay in the immune interaction, the immune system becomes
less effective in controlling tumor growth.

It is reported by Villasana et al. [30] that, in cancer chemotherapy,
the change in stability is a very important issue in the design of a drug
protocol. These drugs prevent cells from continuing their cell cycle,
thereby trapping them at some point during interphase, where cells
die of natural causes. This effect can be interpreted as an increase in
the delay 7. But as we have seen here, this entrapment can have a detri-
mental effect, as it can lead to the instability of the stable fixed point and
leads the cancer to chaotic behavior by triggering an angiogenic switch.
On the other hand, the same properties can be used to the advantage of
clinicians, if we are certain that our patient parameters are in region 1
and 2 in Fig. 6. An important feature that we can extract from our results
is the effect of destabilization that the delay has on the system contrary
to the results of the references [30] which can play the role of stabilizer.
This means that cell cycle length is a determining factor in disease out-
come and is theoretically affected by the administration of a particular
drug.

It is observed that, any modification of the environmental, surgical
conditions should contribute to preserve the parameters of the delay,
so that it remains lower than its critical value $\tau_{cr}$. This consider-
ation is of importance to better optimize the response of the family of
killer and immune cells. This would lead to better stabilization of the
disease and better prediction of treatment. This being justified numeri-
cally by the bifurcation diagrams.

The results of out analyses suggest that the tumour-immune sys-
tem interaction is a phenomenon characterized by an evolution of
remarkable changes. This change occurs when the tumor can escape
the immune system to which it has been forced by immune control.
The effects of such evolutionary escape and concealment strategies
via a slow overall reduction in both the proliferative stimulus in-
duced by the cancer cell and the ability of the immune system to
kill tumor cells. These effects induce the possibility of another in-
triguing new phenomenon: immuno-evasion by a gradual increase
in delays. Indeed the cancer cell is gradually able to increase the
delay of the immune system in capturing information of the tumor
load, allowing the tumor to reach its carrying capacity as shown in
Fig. 13. This is a very interesting result because it also suggests that
the worst possible clinical outcome (a high maximum tumor size)
might be best explained by a chaotic model rather than just a
tumor that competes well with host cells (7 mean). If this could be
verified with empirical data, it would be of the utmost importance,
as it would mean that processing efforts that reduce 7 is apparently
a good idea as its increase may push the system into the chaotic re-
gion, producing thus a larger maximum tumor size. Qualitative un-
derstanding of the parameters and conditions that give rise
to certain behaviors such as chaos could have important implications
for cancer treatment. The delay effect may worsen symptoms in
some patients.

It has been discussed that the immune response is an ongoing pro-
cess. So if we increase the strength of the distributed delay, the immune
response can be decreased equivalently. We observed that the tumor is
stable in the presence of a delay for a value at the critical value 7.
Nevertheless, distributed delay as well as discrete delays play a crucial
role for the larger steady state of tumor growth. However, it was
observed that the region of stability for the distributed delays was
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relatively larger than that for the presence of any discrete delay. From
a qualitative point of view, a set of parameter values was derived to
design a new diagnostic and monitoring technique to interrupt tumor
growth. This ensures that uniformly activated effector immune cells
can simultaneously lose control of tumor burden, indicating the
applicability of our proposed research.

Finally, we highlight the considerable difference in magnitude
with respect to the distinct nuclei cases, the distributed nucleus
model being strongly more sensitive than the discrete delay nucleus
model, at least with respect to cell stability and dynamics in interac-
tion. This phenomenon could be due to the intrinsic nature of the
considered delays. Since the effect of distributed kernel-related de-
lays on the system dynamics is, on average, more intense than that
induced by discrete-delay kernel-related ones. Although it is not cer-
tain that the delay actually plays a clinically significant role, it helps
to understand that tumor cells are difficult to eradicate due to how
quickly they can respond to any change in their environment, includ-
ing therapies [14,25].

6. Conclusion

One of the main challenges of modeling tumor systems is to be
able to consider all the parameters that can help to establish a per-
fect match between the real model and the mathematical model.
Using this as motivation, we considered in this work the model of
De Pillis and Radunskaya proposed in 2001 where we introduced a
new variable 7 which describes the effect of the delay in the prolif-
eration of effectors stimulated by the tumor. A basic dynamic analy-
sis of the model obtained allowed us to study the effect of the delay
on the stability of the equilibrium and of the model and to highlight
the rich and interesting phenomena of tumor dynamics. Our analy-
sis of delays has shown that they can trigger sustained oscillations
and chaos in both constant and exponentially distributed delays.
Since these two types of distributions are somewhat opposed, as
pointed out by the fact that they lie at opposite ends of the Erlang
family of distributions, this result suggests that delay-triggered os-
cillations could be a widespread phenomenon which could be ob-
served for much more general periods. In the case of the constant
delay model, there are certain combinations of parameters for
which the system is unstable independent of the delay, i.e. unstable
for any given delay and for certain combinations of parameter
where the system is stable and loses its stability when the delay
increases to a critical value. In the case of the exponential distribu-
tion model, the parameter of induces two types of instability,
namely: instability by the appearance of a Hopf bifurcation and in-
stability by subharmonic bifurcation leading to chaos and intermit-
tent phenomenon.

Finally, we would like to stress that a full understanding of the influ-
ence of delays could only be achieved by means of a finer modeling ap-
proach, possibly by means of individual models. Indeed, at the super-
macroscopic level of the mean field, all the information at the lower
scales, namely molecular and cellular, is only present indirectly as,
roughly speaking, emergent properties. In particular, for a correct quan-
titative analysis of the case of solid tumors, the spatial diffusion of effec-
tors in the neoplasm must be correctly taken into account. In addition,
an agent-based approach could allow us to fully study the mechanisms
underlying delay phenomena: intracellular and intercellular biochemi-
cal signaling.
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Appendix. MAPLE routine discr
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bzz:=bezout (f,g,var):

~] ™

w

for i1 to d do
¢  R:i=row(bz,d+l-i..d+1-i):

10 ar:=[op(ar),R] od:
11 with(LinearAlgebra):
12 mm:=Matrix(ar): dd:=[ ]:

3  for j to d do

7  dd:=[op(dd),B] od:
g dd:=map (primpart,dd)
19 end;

1 discr:=proc(poly, var)

2 local f, g, tt, d, bz, i, ar, j, mm, dd, bzz, R, A,
3 f:=expand(poly): d:=degree(f,var):

4 g:=tt*var’d+diff (f,var):

s with(linalg):

bz:=subs (tt=0,bzz): ar:=[ ]:

14 A:= SubMatrix(mm,l..3j,L1..3):
15  with(linalg):
16 B:=det(A):
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