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RESUME

Nous considérons le systéme couplé Einstein-Maxwell-Boltzmann avec constante cosmolo-
gique en présence d’un champ scalaire massif. La métrique utilisée est celle de ’espace-temps
plat de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker dans le cas spatialement homogéne ot les fonc-
tions inconnues ne dépendent que du temps et non des variables spatiales (z%), i = 1,2, 3.
Aprés avoir présenté de fagon détaillée les différentes équations du systéme, nous étudions le
probléme de compatibilite et de conservation des équations d’Einstein. Nous établissons sous
certaines hypothéses sur le noyau de collision (voir (1.5.14)), des inégalités de type Moser
sur lopérateur de collision @ dans l'espace de Sovolev a poids H¥(R?), puis une inégalité
d’énergie pour la solution d’une classe d’E.D.P du premier ordre dans le méme espace. En
combinant la méthode des estimations d’énergie avec celle des caractéristiques, nous dédui-
sons une solution locale de classe C' de 'équation de Boltzmann en supposant que l'espace
temps est entiérement déterminé. Les mémes techniques sont utilisées par la suite pour éta-
blir I'existence d'une solution locale (dans le temps) et de classe C!' du systéme couplé. En
outre, sous I’hypothése que les données initiales sont petites dans une certaine norme appro-
priée et que la constante cosmologique satisfait A > —47rm?®3, nous obtenons une unique
solution globale (dans le temps), (voir Théoréme 3.2). Nous étudions par la suite quelques
propriétés des solutions notamment la positivité de la solution de I’équation de Boltzmann,

la stabilité de la solution du systéme couplé et la complétude géodésique de 1'espace-temps.
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ABSTRACT

We consider the coupled Einstein-Maxwell-Boltzmann system with cosmological constant
in presence of a massive scalar field. The background metric is that of Friedman-Lemaitre-
Robertson-Walker space time in the spatially homogeneous case where the unknown functions
only depend on time and not on the space variables (x'), i = 1,2, 3. After having presented
in detail the different equations of the system, we study the problem of compatibility and
conservation of Einstein’s equations. We establish under certain assumptions on the chok
kernel (see (1.5.14)), some Moser-type inequalities on the collision operator @ in the weighted
Sovolev space H¥(R?). Futher an energy estimate for the solution of a class of a first-order
PDE in the same weighted space is established. By combining the method of energy estimates
with that of characteristics, we derive a local solution of class C! of the Boltzmann equation
assuming that the space time is fully determined. The same techniques are used subsequently
to establish the existence of local (in time) solution of class C'! of the coupled system. Further,
under the hypotheses that the data are small in some appropriate norms and that the
cosmological constant satisfies A > —47rm?®2, we derive a unique global (in time) solution
(Theorem 3.2). We then study some properties of the solutions in particular the positivity of
solution of Boltzmann équation, stability of the solution of coupled system and the geodesic

completeness of the obtained space-time.
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INTRODUCTION GENERALE

La connaissance profonde des phénoménes de I’Univers est de nos jours une préoccupation
du monde scientifique. L’étude de I’évolution de I'Univers dans son ensemble est nécessaire et
primordiale. Une telle étude passe par la modélisation locale ou globale de I’Univers. Dans ce
sens, la théorie de la Relativité Générale élaborée en 1916 par Albert Einstein et donc la base
est constituée des équations d’Einstein est essentielle pour comprendre, expliquer et prédire
certains phénomeénes de I’Univers a ’échelle macroscopique. Ces équations lient d’une part
la géométrie de I'espace-temps déterminée par le tenseur métrique qui représente le champ
de gravitation, et d’autre part le contenu matériel et énergétique de 'espace-temps repré-
senté par le tenseur d’impulsion-énergie. L’objectif majeur dans la résolution des équations
d’Einstein est de déterminer a la fois le champ de gravitation et sa source. C’est pourquoi
I'un des problémes fondamentaux dans I’étude mathématique de la Relativité Générale est
de résoudre les équations d’Einstein couplées avec d’autres champs.

Nous étudions dans le cadre de notre travail ’évolution a trés grande vitesse, et avec
collision d’un train de particules chargées, évoluant sous 'action conjuguée de leur propre
champ de gravitation et des forces électromagnétiques créées par les particules chargées aux-
quelles est associé un champ scalaire massif. Ce phénoméne est gouverné par le systéme
couplé Einstein-Maxwell-Boltzmann-Champ scalaire.

L’équation de Boltzmann est 'une des équations de base de la théorie cinétique rela-
tiviste. Cette équation décrit I’évolution avec collision a trés grande vitesse d'un train de
particules chargées et permet de déterminer la fonction de distribution f des particules, qui
est une fonction réelle positive de la position et de I'impulsion des particules. La fonction
de distribution des particules est physiquement interprétée comme étant la densité de pro-
babilité de présence des particules au cours de leur évolution avec collision. Nous supposons

que les collisions sont binaires et élastiques, c’est -a-dire qu’en une position et en un instant
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donnés, seules deux particules entrent en collision. Ainsi I’équation de Boltzmann est définie
par un opérateur non linéaire appelé opérateur de collision noté (), qui décrit en tout instant
et a chaque point ol deux particules entrent en collision, les effets du comportement imposé
par la collision et en tenant compte du fait que les impulsions des deux particules ne sont
pas les mémes avant et aprés la collision. Seule la somme des impulsions est conservée, ce
qui entraine la conservation de 1’énergie. Il est & noter que 1’équation de Boltzmann est une
généralisation de I’équation de Vlasov, dans laquelle 'opérateur de collision () est supposé
nul.

Les équations de Maxwell constituent la base mathématique fondamentale de I’Electro-
magnétisme et permettent de déterminer le champ électromagnétique F' = (F,3) créé par
les particules chargées auxquelles est associé le tenseur de Maxwell 7,5. Nous considérons le
cas ol le champ électromagnétique est généré par le courant de Maxwell créé par les parti-
cules chargées et engendré par la fonction de distribution f des particules en collision. Les
particules massives sont munies d’une charge e qui représente la densité de charge. Nous
supposons que nous sommes en présence d'un champ scalaire massif qui est I'un des outils
permettant de mesurer les ondes gravitationnelles, qui se propagent dans l'espace a la vi-
tesse de la lumiére, méme en présence de corps matériels et de maniére analogue aux ondes
électromagnétiques (se reférer a [27] pour plus de détails a ce sujet). Ce champ scalaire ¢
engendre un tenseur que nous notons H,z. Il est a noter que le Prix Nobel de physique 1993
avait été décerné a un astrophysicien pour des travaux sur ce phénoméne de propagation
d’ondes gravitationnelles. Le tenseur d’impulsion-énergie du modéle considéré ici incorpore
un 2-tenseur symétrique 6,5 dit & A. Lichnerowicz dans [17] et est appelé pseudo-tenseur de
pression. Ce tenseur généralise a la fois les notions de matiére pure (f,5 = 0) et de fluide
parfait relativiste (fos = pgas, ol p est une fonction scalaire représentant la pression). No-
tons que le modéle fluide est un modéle mathématique simple qui traite le plasma comme
un mélange de fluide-électron et de fluide-ion agissants sous la contrainte des champs élec-
tromagnétiques et de pression. Les fluides-électrons et les fluides-ions sont ensuite décrits en
termes de propriétés locales telles que la densité numérique et la température, ou les variables
sont définies comme moyennes sur des éléments fluides qui sont énormes comparativement
aux dimensions microscopiques du plasma. Il offre le modéle le plus simple par lequel l'inter-

action macroscopique entre le plasmas et les champs électromagnétiques peut étre étudiée.
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L’approximation du fluide est valide s’il y a une localisation suffisante des particules dans
I’espace physique. Cette localisation peut étre réalisée par exemple au moyen de collisions
entre les particules. Voir Appendix 1 dans [11].

Le cadre géométrique que nous utilisons est ’espace-temps de Friedman-Lemaitre- Robertson-
Walker que nous désignons briévement espace-temps de Robertson-Walker. Cet espace-temps
est particulierement adapté dans ’étude de 'univers et est reconnu comme étant 1’espace-
temps fondamental en cosmologie et dans lequel les phénomeénes physiques homogénes comme
celui que nous considérons ici sont pertinents. Ces phénomeénes physiques prévalent par
exemple dans les galaxies pour lesquelles seule I’évolution dans le temps est réellement signi-
ficative. Les phénomeénes sont supposés homogeénes c’est-a-dire que les fonctions inconnues
ne dépendent que du temps ¢t = z° et pas des variables de l'espace (z%), i =1, 2, 3.

Le probléme que nous étudions, modélise des phénomeénes physiques réels tels que ceux
rencontrés dans les milieux & trés haute température comme par exemple les réacteurs en
fusions, les galaxies nébuleuses, les vents solaires etc..., ou les particules de gaz ionisé évo-
luent avec collision a trés grande vitesse sous l’action conjuguée de leur propre champ de
gravitation et des forces électromagnétiques créées par le fluide chargé lui-méme.

Le tenseur d’impulsion énergie qui détermine le contenu matériel et energétique de
I'espace-temps est défini ici par la somme de quatre tenseurs 1,3, T3, Hap et Ko que
nous détaillons par la suite.

Notre motivation de considérer les équations d’Einstein avec la constante cosmologique,
est due au fait que les observations astrophysiques basées sur la luminosité a travers le dé-
calage du spectre lumineux vers le rouge (redshift) et ’explosion trés lumineuse de certaines
étoiles ont mis en évidence le fait que I’Univers était en expansion accélérée. L’outil mathé-
matique classique utilisé par les théoriciens pour modéliser cette accélération est la constante
cosmologique A. Rappelons également que le prix Nobel de physique, 2001, a été décerné a
trois astrophysiciens pour leur travaux de recherche sur ce phénomeéne d’expansion accélérée
de T'univers : pour plus de détails, voir [13,20,21,25,30,32|. En fait, nous devons souligner
que la notion "d’énergie sombre" a été introduite afin de fournir une explication physique
au phénomeéne d’expansion de 'univers, mais la structure physique de cette forme d’énergie
hypothétique qui est inconnue dans les laboratoires reste une question ouverte dans la cos-

mologie ; de méme que la question de la "matiére noire". Notons également que le champ
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scalaire est considéré comme un mécanisme produisant des modeéles accélérés, non seulement
en cas "d’inflation", qui est une variante de la théorie du Big-Bang incluant maintenant une
période trés courte de trés forte accélération, mais aussi dans 'univers primordial.

Notre travail s’inscrit dans le cadre général de la théorie cinétique relativiste ou le sys-
téeme couplé Einstein-Vlasov et sa généralisation, le systéme couplé Einstein-Boltzmann sont
étudiés. Bichteler dans [4] en 1967 et Daniel Bancel dans [2| en 1973 ont étudié I'équa-
tion de Boltzmann ou ils prouvent un résultat d’existence locale et d’unicité. Piotr Mucha
dans [18,19] en 1998 et 2000 a étudi¢ le systéme Einstein-Boltzmann dans 'espace temps de
Robertson-Walker, ou il prouve ’existence d’une solution faible de I’équation de Boltzmann.
Dans [3] en 1973, Daniel Bancel et Yvonne Choquet-Bruhat ont prouvé l'existence et 'uni-
cité de la solution locale du probléme de Cauchy pour le systéme couplé Einstein-Maxwell-
Boltzman, la métrique utilisée étant une petite perturbation de la métrique de Minkowski.
Il est & noter que 'espace fonctionnel que nous utilisons dans ce travail pour 1’équation de
Bolzmann est du méme type que celui utilisé par ces derniers. Dans [22,23,25| en 2005, 2006
et 2010, N. Noutchegueme et ses collaborateurs ont étudié le systéme Einstein-Boltzmann
sur l'espaces-temps de Robertson-Walker et le systéme Einstein-Maxwell-Boltzmann sur
I’espace-temps de Bianchi I et ont prouvé I'existence et I'unicité d’une solution globale dans
un espace L'—pondéré. Dans [26] en 2009, les auteurs ont prouvé que le systéme couplé
Einstein-Maxwell-Vlasov avec constante cosmologique positive admet une unique solution
globale (dans le temps) dans les espaces-temps de Bianchi I-VIII. Dans [12-14] en 2013,
2014 et 2015, Ho Lee et Ernesto Nungesser ont étudié le systéme Einstein-Boltzmann dans
I’espace-temps de Robertson-Walker et de Bianchi I, ot ils ont prouvé I'existence d’une solu-
tion réguliére, puis étudié le comportement asymptotique de cette solution pour une forme
précise du noyau de collision. Plus récemment, E. Takou et F. L. Ciake Ciake dans [5,6], en
2018 ont prouvé I'existence d’une solution classique globale en temps de 1’équation de Boltz-
mann dans l'espace-temps de Bianchi de type I et pour le potentiel dur. Ils ont également
étudié le cas inhomogeéne sur 'espace-temps de Robertson-Walker pour le cas des particules
d’Israél.

Ce travail considére comme mentionné plus haut, le systéme couplé Einstein-Maxwell-
Boltzmann avec la constante cosmologique en présence d'un champ scalaire massif. La mé-

trique utilisée est celle de I'espace-temps plat de Robertson-Walker. En combinant la méthode
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des estimations d’énergie a celle des caractéristiques, nous obtenons, sous des hypotheses ap-
propriées sur le noyau de collision (voir (1.5.14)), une solution locale (dans le temps) du
systéme couplé. En outre, sous ’hypothése de la petitesse de la donnée initiale fy pour
I’équation de Boltzmann dans un espace de Sobolev pondéré et que la constante cosmolo-
gique satisfait A > —o2 ot ¢ > 0 est une constante qui ne dépend que du potentiel du champ
scalaire, nous prouvons que le systéme couplé Einstein-Maxwell-Boltzmann avec un champ
scalaire massif et constante cosmologique admet une unique solution globale (dans le temps)
(Théoréeme 3.2). Ce résultat étend les résultats existants sur 1'équation de Boltzmann rela-
tiviste (voir par exemple [12,14,24,25] ou [23| et [22] dans différents cas) pour les éléments

suivants :

e Nous étudions I’évolution de la distribution des particules, le champ électromagnétique,

le champ scalaire ainsi que I'espace-temps simultanément. Voir [14];

e Le cas de la constante cosmologique positive est couvert par notre analyse, mais une
partie des valeurs négatives de la constante cosmologique est admise. Nous soulignons
le fait qu’en ’absence des champs de matiéres, en suivant étape par étape la preuve
de la proposition 4.2 page 302 de [25] on peut prouver qu’il ne peut exister une so-
lution globale dans le cas A < 0. Notons que A < 0 apparait naturellement dans
I’espace-temps anti-de Sitter et la théorie des champs conforme correspondant a cer-
taines modeéles théoriques tels que la supergravité, la théorie des cordes, etc. Voir [1]

pour plus de détails;

e [’approche. Notre idée est de combiner les techniques d’estimation de I'énergie et la
méthode des caractéristiques des équations aux dérivées partielles du premier ordre
pour obtenir des propriétés de la suite issue d’un schema itératif. De ces propriétés,
nous déduisons l'existence d'une solution locale (faible) comme limite dans certains
espaces de Sobolev de la suite construite. La principale difficulté lors de 1'utilisation de
cette approche est de déduire de 14, une solution réguliére ( de classe C! ) du systéme
réduit. Ceci est fait en deux étapes en utilisant 'inégalité d’interpolation dans I’espace
de Sobolev a paramétre réel ainsi que les inégalités de Sobolev (voir la preuve du

théoréme 3.1).
Le travail est organisé comme suit :

- Au chapitre 1, nous présentons en détail les différentes équations du systéme, nous
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spécifions les hypothéses que nous faisons sur le noyau de collision B. En outre, les
problémes de consevation et de compatibilité des équations sont étudiés. De cette
étude, nous déduisons I’équation déterminant le champ scalaire et d’autres composantes
des tenseurs utilisés. Ce qui nous permet de ressortir le systéme intégro-différentiel a

étudier.

- Au chapitre 2, nous présentons I'espace fonctionnel H%(R3) que nous utilisons pour
I’équation de Boltzmann, nous établissons des inégalités de substitution de type Moser
pour 'opérateur de collision () qui sont fondamentales pour la recherche de la solution
de I'équation de Boltzmann. Nous établissons pour la norme H¥(R?), une inégalité
d’énergie pour la solution d’une classe d’EDP du premier ordre hyperbolique : (la
norme HY de Iinconnu est estimée en fonction de la norme H% de la donnée initiale
et une intégrale de la norme H% du terme source). Ceci sera appliqué a 1'équation
de Boltzmann écrit dans de nouvelles coordonnées. Nous prouvons enfin un résultat
d’existence (locale) et d’unicité dune solution de I’équation de Boltzmann en supposant

que 'espace-temps est entiérement déterminé.

- Au chapitre 3, en combinant les techniques d’estimation de ’énergie et la méthode des
caractéristiques, nous prouvons un résultat d’existence locale (Théoréme 3.1) de la solu-
tion du systéeme Einstein-Maxwell-Boltzmann avec champ scalaire massif comme étant
la limite d’une suite appropriée, puis nous prouvons un résultat d’existence globale
(Théoréme 3.2) de la solution du systéme Einstein-Maxwell-Boltzmann avec champ
scalaire, sous les hypothéses que la norme de la donnée initiale pour 1’équation de
Boltzmann est suffisamment petite et que la constante cosmologique A est telle que
A > —47mm?®2, out m est la masse du champ scalaire et ®y la donnée initiale de se

champ scalaire : ce résultat est le résultat fondamental de notre travail.

- Dans le chapitre 4, nous étudions quelques propriétés des solutions du systéme cou-
plé notamment la positivité de la solution de I’équation de Biltzmann, la complétude
géodésique de I'espace temps et la stabilité de la solution unique obtenue au chapitre

3.
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CHAPITRE UN

PRESENTATION DU SYSTEME,
COMPATIBILITE ET CONDITIONS
DE CONSERVATION

Dans ce chapitre, nous présentons de facon détaillé les équations considérées, puis nous
spécifions les hypothéses sous lesquelles nous étudions le systéme couplé et nous étudions la
compatibilité et les conditions de conservation & partir desquelles nous déduisons le systéme

intégro-différentiel que nous étudierons par la suite.

1.1 Présentation des équations

Comme annoncé en introduction, nous étudions la dynamique globale d'un train de parti-
cules massives chargées évoluant a trés grande vitesse avec collision, sous I’action conjuguée
de leur propre champ de gravitation commun et des forces électromagnétiques crées par
ces particules chargées et en présence d'un champ scalaire massif et du pseudo tenseur de
pression. Le cadre géométrique que nous utilisons est ’espace-temps de Robertson-Walker
(R*, g) dont la métrique g, en signature hyperbolique (—, +, +, +) s’écrit, dans les coordon-
nées canoniques (z%) de R* on 20 = ¢ représente le temps et (x%), i = 1,2,3 les variables
spatiales :

g = —dt* + a*(t)[(dz")? + (dz*)? + (dz”)?] (1.1.1)

ou a est une fonction inconnue positive de la seule variable t appelée facteur d’expansion
cosmologique. Il est & préciser que (1.1.1) correspond a l'espace temps plat (k = 0) de

I’espace temps de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker dont la métrique en coordonnées
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1.1 Présentation des équations 10

polaires s’écrit :

dr?
1—k2

grrrw = —dt* + a*(t) < + 1r*(d6* + sin® 6d¢2))

Nous rappelons que nous étudions le cas homogeéne, c¢’est-a-dire que les fonctions inconnues ne
dépendent que du temps (¢t = z°) et non des variables spatiales (z°), i = 1, 2, 3. Nous adoptons
la convention de sommation d’Einstein A, B* = > A,B*. Tout indice grec o, 3, 7, -+ varie
de 0 & 3 et tout indice latin ¢, 7, k, --- de 1 & 3.a

Le phénomeéne étudié est gouverné par le systéme couplé suivant :

((Sag + Ngap = 8T(Top + Tap + Kop + Hap) (1.1.2)
Vo FoP = JP (1.1.3)
VaFsy +VaFyo+ V. Fap =0, (1.1.4)

| Lxf=Qf. ]). (1.1.5)

que nous appellons systéme couplé Einstein-Maxwell-Boltzmann-Champ scalaire massif.

» l'équation (1.1.2) représente les équations d’Einstein, équations de base de la Rela-
tivité Générale et qui rendent compte des effets gravitationnels, avec A la constante
cosmologique, S,3 le tenseur d’Einstein. T,,3, 7,3, Hap €t Kop5 sont les composantes du
tenseur d’impulsion-énergie, source du champ de gravitation que représente le tenseur
métrique g et sont définis comme suit :

wpaf(t.D)\/Tdetg|
R3

/

pO
1
Tap = —ZgaﬁF)‘“FAu + FnFj, (1.1.7)
Kop = —bag , (1.1.8)
1
H.3 =V, 0V3d — 5gaﬁ(vkcwkcb +m?*®?); (1.1.9)
\

avec

- Tup le tenseur engendré par la fonction de distribution f des particules chargées,
qui est une fonction scalaire positive qui en générale dépend de la position z = (z)*

et de l'impulsion p = (p)* :

fi TR'~RIxR! —  R*

(%, p%) = f(2%p%)
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1.1 Présentation des équations 11

Nous supposons que les particules chargées sont situées sur I’hyperboloide de
masse d’équation g(p,p) = —m? = —1 (ol nous avons normalisé¢ la masse m en
prenant m = 1) et qu’elles s’éjectent naturellement vers le futur (p° > 0). On

déduit alors de (1.1.1) que :

O = \/1 +a2[(ph)? + (12)? + (1°)?] (1.1.10)

L’équation (1.1.10) montre que p° s’exprime en fonction de p’. f est soumise a
I’équation de Boltzmann (1.1.5) que nous présentons dans la suite. Notons que
d’aprés (1.1.10) et I'hypothése d’homogeneité, f ne dépend que de t et des p;
i = 1,2,3. Nous désignons par p et g, les composantes spatiales de p = (p®) et

q = (q%), c’est-a-dire :
p=0"pp%p") et B=(p" 0" p%).

- Tap représente le tenseur de Maxwell associé au champ électromagnétique inconnu
F = (F,3) = (F", F;;) fonction de la variable ¢, F" étant la partie électrique et
F;; la partie magnétique. F' est une 2-forme antysymétrique fermée soumise aux
équations de Maxwell (1.1.3)-(1.1.4), qui rendent compte des effets électromagné-

tiques.

- Dans I'équation (1.1.8), 0,5 est un 2-tenseur symétrique appelé pseudo-tenseur
des pressions comme nous l’avons mentionné dans l'introduction. Nous faisons

sur 0,4 les hypotheses :

g70;; =0, (1.1.11)

{ Vo0 = —p*u?; (1.1.12)

ot dans (1.1.12) p > 0 est une constante. L’équation (1.1.11) signifie que la partie
spatiale de 6,5 est sans trace. Ce n’est pas réellement une restriction puisqu’a tout

tenseur T;; sur R3 on peut associer le tenseur sans trace Ti; =Tij — %gij(glekl).

- H,p est le tenseur d'impulsion énergie défini par le champ scalaire massif ® (m > 0
est une constante appelée masse du champ scalaire) qui est une fonction scalaire

inconnue de la variable ¢.
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1.1 Présentation des équations 12

Dans (1.1.3) qui constitue le premier groupe des équations de Maxwell, J® représente

le courant de Maxwell engendré par les particules chargées et est défini par la formule :

R3

D — eu
i

ou e est une fonction de la variable t représentant la charge élémentaire des parti-
cules et u = (uﬁ ) le vecteur vitesse unitaire. Nous supposons que les particules sont

spatialement au repos c’est-a-dire u vérifie :
u=u=0; u’=1. (1.1.14)

Dans le cas homogéne que nous étudions ici, nous avons V,F*° = 0, ou V est la
connection de Levi-Civita de (R?; g). Ainsi I’équation (1.1.3) donne J° = 0 et d’ou1 I'on
déduit :
e(t)=a*(t) [ f(t,p)dp. (1.1.15)
R3
(1.1.15) montre que a et f déterminent e.

» L’équation (1.1.4) est le deuxiéme groupe des équations de Maxwell, qui est équivalente

a dF =0, et qui traduit le fait que F’ est une 2-forme fermée.

» L’équation (1.1.5) est I’équation de Boltzmann que nous présentons maintenant. Dans
cette équation, Ly f est la dérivée de Lie de f suivant le champ de vecteurs

X = X(F) = (p*,P*) ou
P = I, 0" + eF\'p; (1.1.16)

qui s’écrit en coordonnées locales :

Of | padf

Lxf=p 50 e

(1.1.17)

Dans (1.1.16), I'}, sont les symboles de Christoffel de la métrique g. Les trajectoires
des particules chargées sont des courbes dans TR?* : s — (z%(s),p®(s)) solution du

systéme différentiel :

dz®
AR 1.1.18
T =P ( )
dp®
£ _ pa 1.1.19
=7 ( )
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1.1 Présentation des équations 13

ot P% est défini par (1.1.16). (1.1.18)-(1.1.19) montrent que le vecteur X = (p*, P*)
est tangent aux trajectoires des particules chargées. Puisque f = f(¢, p’), '’équation de

Boltzmann (1.1.5) s’écrit vu (1.1.17) :
i9f

of B
pog +P = Qf, f). (1.1.20)

Nous présentons a présent l'opérateur de collision @) qui intervient dans (1.1.5). @) est un
opérateur supposé binaire et élastique introduit par A. Lichnerowicz et Chernikov en 1940
qui considére un schéma oul en une position spatio-temporelle (¢, "), seules deux particules
d’impulsions p et ¢ entrent en collision et le choc ne détruit aucune des particules, elles

repartent avec des impulsions différentes p’ et ¢ apres le choc, avec la loi de conservation

p+qg=p+¢. (1.1.21)

Etant donné deux fonctions f et g sur R*, on définit I'opérateur de collision @ par :

Q(f.9)=Q"(f,9) —Q (f.9) (1.1.22)

avec

;

Q*(f,9)(t,p) = /

R3 q° 52
(1.1.23)

Q (f.9)(t.p) = / Cag [ F.p)et.9)B(.p. g T)dw

\ Rr3 ¢ S2

Dans (1.1.23) :
- S? est la sphére unité de R?, d’élément de surface dw,

- B est une fonction positive réguliere de ses arguments appellée noyau de la collision

ou section efficace du choc sur laquelle nous ferons quelques hypothéses de travail.
Notons que la loi de conservation (1.1.21) se scinde en :
{p0+q° =p° +¢"° (1.1.24)

p+a=p+7q (1.1.25)
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1.2 Paramétrisation des impulsions aprés le choc. 14

(1.1.24) traduit la conservation de I’énergie définie par :

€= \/1 +a(t)[(p")2 + (p*)2 + (»*)?] + \/1 +a2(t)[(g)2 + (¢2)2 + (¢3)?], (1.1.26)

appelée énergie élémentaire des particules de masse propre normalisée. Dans la section sui-
vante, nous allons briévement présenter quelques différents types de paramétrisation des
impulsions aprés le choc. Pour plus de détails sur la théorie cinétique relativiste, se reférer

a [7-9,15,28,33].

1.2 Paramétrisation des impulsions aprés le choc.

Vu la loi de conservation (1.1.21), les impulsions aprés le choc peuvent étre paramétrées
par p et q avec quelques paramétres additionnels. Dans le cas non relativiste, les deux types
de paramétrisation ci-dessous sont couramment utilisées. Etant donné deux vecteurs & et &,

de R3, nous avons :

,_E+E

§=>5+t-5 0 & SR o€ S? (1.2.1)
E=6—(E-8&) ww, &=6+(E-&) ww, we s (1.2.2)

oll - et | - | représente le produit scalaire usuel et la norme usuelle de R? respectivement. Ces
deux représentations sont appelées respectivement o—représentation et w—représentation
(voir page 126-127 de [34]). Pour avoir une représentation analogue respectivement a (1.2.1)
et (1.2.2) dans le cas relativiste, Ho Lee dans [12] suppose que les impulsions aprés le choc

sont paramétrées par :

o DU A V(e — ) —q )Qa’ w P e — )0 — ¢ ) e (123)
2 2 2 2

P =p"— ((ps — 45)0") Q% ¢ =q" + ((ps — g5)Q") Q° (1.2.4)
Pour tout vecteur Q% de R*.

Dans notre travail, nous adoptons la paramétrisation (1.2.4). En utilisant le faite que les
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1.2 Paramétrisation des impulsions aprés le choc. 15

particules sont situées sur I’hyperboloide de masse d’équation g(p,p) = —1, nous avons :

/o

—1 = pap
= [Pa— ((ps — 09)2°) Qa] [p* = (05 — 45)27) O°]
= pap® — (05 — 49)2 P — (95 — 05) VD + (95 — 15)27]” Q2
= —1+4 (95— 45)2°) Qa2 = (B — 4)2° (PR + PaL2”)

2 (67 [0
= —1+4[(ps — 25)2°] Q™ = 2(ps — 45)°paQ%;

donc
2 o N
[(ps — 45)2°]” 2.0 = 2(ps — ¢5) Va2 = 0. (1.2.5)
De méme, vu que ¢,¢'* = —1, nous avons :
2 N N
(08 — 48)2°]” Q2 Q* + 2(ps — 45)27 ¢ Q" = 0. (1.2.6)

En combinant (1.2.5) et (1.2.6), nous obtenons les deux équations :
Q0% =1: 1,0 =0. (1.2.7)

ou n® = p* + ¢°.
Une fagon simple d’avoir 2% est donc de construire un vecteur t* orthogonal & n® et de

le normaliser. Ainsi en considérant w € S?, nous prenons
t* = (niw', —now) = (¢*(p+q) - w, (p” +¢°)w) (1.2.8)

et nous le normalisons pour avoir :
tOé
NG

Notons que nous avons bien n,Q2% =0 et Q,0% = 1. En effet, Q,0% = igi; =1let

0 =

(1.2.9)

nat® = not® + n;t’
= a’(po+ )P+ ) -w+ P+ ") pi + @)’
= a’(po+q)(P+7q) - w—a*(po+q0)(P+q) - w
= 0.

Par un calcul direct, nous avons d’'une part :

3
tot” = tot® + tit" = goo(t°)” + gt't' = —(1°)* + a® Y _(#')* = —a*(w- P+ 7)) + a*(p" + ¢°)°
=1
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1.2 Paramétrisation des impulsions aprés le choc. 16

et d’autre part :

(ps — )" = (po—q0)° + (pi — q;)’

~

o 2ap°¢"w - (p — q) o
VI + )2 —a(w-p+7)?ay/(" + )2 —a?(w-p+7q)

et vu 'expression (1.2.8) de t*, nous avons :

p,k _ pk + 2]90(]0(]70 + qO)w : (5 - 1%) wk
(P +¢°)? —a*(w- (p+7)?

De méme, nous avons

— w .

L 2" +")w- @-p)
(P’ +¢°)? —a*(w- (P +7q))°

D’ou la paramétrisation :

P =p+b(D,qww
P =p+b(p,qw) (1.2.10)
q,:q_b(ﬁaq7(‘uw
avec
2000 (1° + ¢ - (5 — 5
b(ﬁ,ﬁ,w)z( PO+ ) (4 7) (1.2.11)

P+ 02 —a*(w- (p+7)*
Remarquons que d’aprés (1.2.10), 7' et ¢ s’expriment en fonction de p, § et w de sorte
que les intégrales dans (1.1.23) qui sont prises par rapport a g et w laissent bien une fonction
de la variable p.
En utilisant les formules habituelles, le Jacobien de (p,q) — (P, ¢’), nous donne (voir

annexe pour les calculs) :
op.q) _ 1"

— . 1.2.12
2(P,q) p°q° ( )
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1.3 Compatibilité des équations 17

1.3 Compatibilité des équations

1.3.1 Coefficients de Christoffel

La métrique g étant donnée par (1.1.1), la matrice (gap) s’écrit :

-1 0 0 0
0 a2 0 0
(Gap) = , (1.3.1)
0 0 a*> 0
0 0 0 a?
et son déterminant donne :
detg = —a®. (1.3.2)
Puisque a > 0, (gaﬁ) est inversible et sa matrice inverse est donnée par :
-1 0 0 0
of 0 a2 0 0
(g°7) = (1.3.3)
0 0 a2 0
0 0 0 a2
On déduit donc de (1.3.1) et (1.3.3) que :
goo = —1, gn 2922:933:@27 Jap =0 st a# (1'3'4)

GO =1, M =g2=gB=a2 ¢ =0 si af

Les coefficients de Christoffel I'}; de la connexion de Levi-Civita V de la métrique g sont
définis par :

1
F)\aﬂ = 59)\“((% 9up + 08 Jop — O Jap) - (1.3.5)

D’apreés (1.3.4), nous déduisons que les seuls coefficients de Christoffel non nuls sont T'%,; et

[, et par un calcul direct, (1.3.5) donne vu (1.3.4) :

Fon = F022 = 11033 = aa

) ) , . (1.3.6)
1ﬂ1o:1ﬂ20:r30:5
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1.3 Compatibilité des équations 18

1.3.2 Equation satisfaite par le champ électromagnétique.

Nous désignons par G le sous-groupe des rotations de R3, ¢’est-a-dire le sous groupe des

automorphismes de R?® formé des matrices de la forme

e 0 0

Neg=1| 0 cosf —sind |, e2=1letdeR.

0 sinf cos#d
I est démontré dans [25] que si la donnée initiale fy de f (fo(p) = f(0;p)) est invariante par
le sous-groupe G c’est-a-dire fo(Np) = fo(p) et que B(a, Np, NG, Np', N¢) = B(a,p,q, 0, 7),
VN € G, alors il en sera de méme pour toute solution f de I’équation de Boltzmann vérifiant
fo(p) = f(0;p). Nous adoptons dans toute la suite I'hypothése suivante.
Hypothése 1 : Les fonctions fy et B vérifient :

fo(Np) = fo(p), YN € G, et B(a,Np,Nq, Np',N¢') = B(a,p,q,7,q) - (1.3.7)

Notons que ces hypothéses nous permettent d’avoir un certains nombre de résultats sur
le tenseur 71,4, lesquels permettent que les équations d’Einstein soient compatibles comme

nous allons le voir par la suite.

Proposition 1.1. Sous les hypothéses (1.5.7), on a :

CF(t,p)\/| det
R3

0
-1 0 0

PREUVE: Considérons N = 0 1 0 | €Getposonsp= Np, = (—pi,p? p3).
0 01

Alors puisque f(Np;) = f(p;) et p°(Np;) = p}(py), on a :
plf(z‘?)lgl%d__ ~plf(NB)lgl2dp, [ pifB)lglzdB, [ p'f(B)lglzdp
R3 PV P = R P°(Np,) T s » B VT
D’out 'on déduit que

[ pe@lie_,
R3

0
1 0 0 -1 0 0

De méme, en prenant dunepart N=1 0 —1 0 et d’autre part N = 0O —1 0
0 0 -1 0O 0 -1

nous obtenons ) )
/ p2f<ﬁ)lg|2dﬁ:/ P’f®)gl>dp _
R3 p° R3 p° .
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1.3 Compatibilité des équations 19

a

Remarque 1.1. L’expression (1.1.13) donne vu la Proposition 1.1, J' = 0 et nous déduisons
de (1.1.3) que :
Vo F*=0,Vi=1,2,3. (1.3.8)
Ce systeme s’écrit :
0 = VP

= 0o FY + TS5, FN + T, F*

= O F" +TIF".
Ainsi vu (1.3.6), nous avons [’équation

a FOi
ot

1320 — g, (1.3.9)
a
qui détermine FY.

Remarque 1.2. D’apres le lemme de Poincaré, la 2-forme fermée F' est localement exacte
et comme R* et simplement connexe, F est globalement exacte. Donc F dérive globalement

d’un potentiel vectoriel A = (Ay). F et A sont liés par la relation :
Fag = VaAs — Vgda; (1.3.10)
ce qui donne
F; =V;A; — VA, = 0;A; — 0;A;; (1.3.11)
et puisque A ne dépend que de t, on a vu (1.3.11)

F;j=0. (1.3.12)

NB : L’Equation (1.5.12) montre que le champ électromagnétique F est réduit a sa partie
électrique F* déterminée par I’Equation (1.3.9).

1.3.3 Compatibilité des équations d’Einstein

D’aprés (1.1.2), les équations d’Einstein s’écrivent :

[ Soo + Ngoo = 87 (Too + 00 + Koo + Hoo) (1.3.13)
Sii + Ngii = 87 (Ty + 75 + Ky + Hy), i =1,2,3 (1.3.14)
Soi + Ngoi = 81 (To; + 10;i + Koi + Hoi), 0 = 1,2,3 (1.3.15)

( Sij + Ngij = 8(Ty; + 7ij + Kij + Hyj), i # j (1.3.16)
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NB : L’équation (1.3.13) est appelée "contrainte Hamiltonnienne", les équations (1.3.14)
sont appelées équations d’évolution d’Einstein et les équations (1.3.15)-(1.3.16) sont les

équations de contraintes. Le tenseur de Riemann (ou tenseur de courbure) R* le tenseur

a7
de Ricci R,p, contracté du tenseur de Riemann et la courbure Riemannienne scalaire R

contracté du tenseur de Ricci sont définis par les formules :

A — A A A v A v
Raﬂ - R)\a,)\[j = aAPAa,B — aﬁr)\a)\ —|— F/\V)\Fyaﬁ — F/\V,Brya)\ . (1317)
R =R = g*°Rag

Par un calcul direct, en utilisant les relations (1.3.6) et (1.3.17), on obtient le résultat suivant :

Proposition 1.2.

1. Les composantes du tenseur de Ricci Rop et la courbure Riemannienne scalaire R sont

donnés par :

ROO = -3¢
Ry =aa+2(a)? i=1,2,3
(1.3.18)
Ros =0 st # B
| B=o[i+ ()]
2. Les composantes du tenseur d’Einstein Sop = Rog — %Rgaﬁ est donné par :
S0 = 3(2)°
Sy = —2aa — (a)?, 1=1,2,3 - (1.3.19)
Sap =10 st # 3

Remarque 1.3. A priori il y a trois équations dans (1.3.14) pour i = 1,2,3. Du fait que ces
trois équations ont exactement les mémes membres de gauche (vu (1.3.4) et (1.3.19)), il est
nécessaire qu’elles aient aussi les mémes membres de droite. De méme, dans les équations
(1.8.15)-(1.5.16), les membres de gauche sont identiquement nuls (vu (1.3.4) et (1.3.19)).
Il est donc question de voir a quelles conditions les membres de droite seront identiquement
nuls dans ces équations. Ceci pose donc le probléme de compatibilité que nous allons étudier.

Pour le faire, nous aurons besoin des résultats suivants :
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Lemme 1.1. Pour la 2-forme fermée F, on a :

(

FME,, = —2g;, FO F0

Fz‘,\Fj’\ = —gugpFO"F%; i, =1,2,3
FonF=0; j=1,2,3

FO/\F())\ = gijFOiFOj

(1.3.20)

PREUVE:

[ ] F)\'UJFA# - F00F00+2F0iF0i+FijFij
= 200a9isF°F% (carFy; = 0 vu (1.3.12))
= 2g009isF’ 08 proi

= —2gz‘jFOiFOj .

°
o
>
T
>
I

« A
j Gia9rsGjul " F*
= gigugrs P
= QoogikglekoFlo

= —gugpF"F".

[ ]
=

>
&
>

I

Foono + FOijk
= GojFor F*
= g FouF’"

= 0.

L FO)\FO)\ = 90a95A90uFa’BF“/\

= gOOQBAQOOF 05 0o

Dot (1.3.20). O
I1 est démontré dans [25] le résultat suivant :

Proposition 1.3. Sous les hypothéses (1.3.7), les composantes du tenseur T,g vérifient :

T11 = T22 = T337 TOi = n] = 0, pour 1 #] (1321)
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Proposition 1.4. Les composantes du tenseur de Mazwell 7,5 et celles du tenseur associé

au champ scalaire H,z sont données par :

1 0 1

Too = §gijFOZFOJ , Toi — 0, Tij = §(gzjgkl - 2gikgjl)F0kF0l7 (1322)
1/ . 1 .

Hoo = 5 ()2 +m?0?) | Hy =0, Hy=g5(() —m®e?). (1323

PREUVE:
1. Composantes de o5 = —$gasgF M Fa, + Fa,\FﬂA.

En utilisant (1.1.2) et les équations (1.3.20), on a :
1 1 , -1 .
® Too = _ZQOOF)\MF)\M + FonFy = —§gz‘jFoiFOj + gijFoi FY = §gijF0iF0J :

1
[} Toi — —Zg()iF)\‘uF)\u—i—Fo)\F’i)\ = O

1
* Ty = —Zgz‘jFA”FAu + FinF?
1
= —95(—29uF*" F") = gingn F*" F"'

4
1

= 3 (9iigr — 2gingje) FOF™ .
Dot (1.3.22).
2. Composantes de Hyg = V, V50 — 2g,5(VAOV & + m2d?).

Puisque ® ne dépend que de t et vu (1.3.4), on a :
1
o Hy = Vo®V,;d — 5901’(V)‘<I)V,\q> +m2d?) = 0.

1 . 1
o Hy = Vo<I>V0<I>—§goo(VACI>VA®+m2CI>2) — (@)2+§(VA<I>VA<I)+mQCI>2) :
Or V2OV, & = g2V, 0V, & = ¢V dV,d = —(P)2, donc

L@y + m*e?).

Hop = ()2 + 5 (= (8)° + m?®?) = -

1 1 . 1 )

[} Hij = qu)VJCI)—igU(V)‘@VAQH—mZCDZ) = —Eglj(—(®)2+m2q>2) = §gm((<b)2—m2q>2) .
D'out (1.3.23).

O

Pour ce qui est de ’étude de la compatibilité proprement dite des équations d’Einstein,

nous distinguerons 4 cas a savoir :

a=0etf=1i a=ietf=javeci #j; a=F=1teta==0.
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1T cas: a=0et =1

On a pour les membres de gauche de (1.3.15), So; + Age; = 0. On doit donc avoir néces-

sairement, pour les membres de droites :
Toi + 701 + Koi + Ho; = 0. (1.3.24)
(1.3.21), (1.3.22) et (1.3.23) montrent que
Toi = 710 = Hopi = 0.
Or la définition (1.1.8) de K5 donne :
Koi = —00i; (1.3.25)
ainsi (1.3.24) sera vérifiée si on prend (vu (1.3.25)) :

fo; = 0. (1.3.26)

2€cas: a=ietf=j,i#]

Pour les membres de gauches de (1.3.16), on a S;j+Ag;; = 0. On doit donc nécessairement

avoir pour les membres de droites :
Tij+ 7 + Kij + Hij = 0. (1.3.27)

(1.3.21) et (1.3.23) donnent T;; = H;; = 0 (i # j) et lexpression (1.1.8) de K,p donne

K;j = —6,;. (1.3.27) impose alors que I'on doit avoir :
i —0;=0. (1.3.28)
(1.3.28) sera satisfaite si on définit vu (1.3.22) 6,; pour i # j par :
0ij = —ging FOF FO . (1.3.29)

En conclusion I'équation (1.3.27) sera satisfaite si ;; est défini par (1.3.29) pour ¢ # j.
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3®cas: a=p8=141i=1,2,3

D’aprés (1.3.19) et (1.3.4) les trois équations dans (1.3.14) pour i = 1, 2, 3 ont exactement

le méme membre de gauche qui est :
A= —2ia — (a)* + Aa*. (1.3.30)

Les membres de droites de ces trois équations doivent étre égaux. On doit donc avoir vu

(1.3.14) en simplifiant par 87 :
Ty + 711+ K+ Hiyy = Tho + Tog + Koo + Hag = T3 + 733 + K33 + Hss . (1.3.31)
L’équation (1.3.9) de F* montre que si I'on prend :
F0) = F*(0) = F*(0); (1.3.32)

alors on a :

FO' = 02 — o3 (1.3.33)

Nous formulons I’hypothése (1.3.32) et par conséquent (1.3.21)-(1.3.23) donnent vu (1.3.4) :
Tyy =T =T33, T11 = Top = Tag et Hyy = Hyy = H33. (1-3-34)
D’apreés 'expression (1.1.8) de K3, (1.3.31) impose qu’on doit avoir :
011 = Ogy = 033 (1.3.35)
Maintenant d’apreés ’hypotheése (1.1.11) c’est-a-dire g”6;; = 0, on a :
011+ Oy + 053 =0. (1.3.36)
(1.3.35) et (1.3.36) donnent alors :
011 =0 =053 =0. (1.3.37)

En conclusion, si on choisit les FY(0), i = 1,2,3 tel que donné par (1.3.32), alors (1.3.37)
montre que tous les ;; sont nuls d’une part et d’autre part que les relations dans (1.3.31) sont
satisfaites et donc que les trois équations d’Einstein (1.3.14) pour i = 1,2, 3 sont compatibles.
Ces trois équations ayant le méme membre de droite se réduisent a une seule équation qui
s’écrit pour i =1 :

511 + /\911 = 87T(T11 + 7111 + Kll + HH) . (1338)
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vu les expressions (1.1.6) de Tip, (1.3.19) de Sap, 1.3.22 de 7,4, (1.3.23) de Hap, (1.1.8) et
(1.3.37) de K,3, 'équation (1.3.38) s’écrit :

—2da — (@) + Aa® = 87 [a7 /R?» (];0) f(p)dp + %(

2

FOL2 4 %(@2 - m2c1>2)] (1.3.39)

4€ cas: a=p3=0.

Nous avons ’équation :
Soo + Agoo = 87 [TOO + 700 — Boo + Hoo} . (1.3.40)

Cette équation correspond a la contrainte Hamiltoniénne qui s’écrit d’aprés (1.3.13) et vu

les expressions (1.1.6) de T,3, (1.1.8) de Kup, (1.3.22) de 7,5 et (1.3.23) de Hyup :

. 2 2 .
3(2) _A=8r [cﬁ / P f(p)dp + gaz(F01)2 — oo + %(qﬂ + m2®2)} (1.3.41)
]R3

a

Notons que parmi les dix composantes du pseudo-tenseur de pressions 0,4 qui est symétrique,
les neuf composantes 6; et 6;;, 7, j = 1,2,3 sont déterminées respectivement par (1.3.26) et
(1.3.37) ; il reste donc a déterminer 6.

Remarquons que 6% = g™ ¢%0, , = g"¢%0y, = yo. En prenant 3 = 0 dans (1.1.12), on

avu (1.1.14) :
2 = V0%
= 0a0% + 17,0 + 10,0
= 0o0” + 16 .
D’ot1 0% est solution de 1’équation différentielle :

6% 4 33000 = —p2. (1.3.42)

Remarque 1.4. 1. D’aprés la théorie générale des équations d’Einstein, ’équation (1.3.40)
est satisfaite dans tout le domaine d’existence de la solution de l’équation d’évolution
si elle l'est en t =0 (voir par exemple [22]). En évaluant (1.3.41) ent =0, on a :

a(0)

3 (m> ~A=8n {af”(t)) /R PO fo(P)dp (1.3.43)

(@(0)° + m2®2(0))| .
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(1.8.43) donne vu lexpression (1.1.10) de p° :

tha(0) = @*0) [ VIO hop)dp -+ 502 O)(F (0)°

+%(<i>2(0) + m2<I>2(0)) + 8% — 8% <%)2- (1.3.44)

L’équation (1.3.44) est donc celle qui lie les données initiales des différentes fonctions

INCONNUES.

2. Notons qu’en prenant dans (1.3.44) a(0) suffisament grand, on pourra avoir 6y < 0.

Or Uéquation (1.3.42) en 0% donne :

0 (t) =

t
3 2 3
I a’(0)8po(0) — p /0 a (s)ds] :
d’ou ’on déduit que
6°°(0) < 0 = 6"(t) <0, Vt > 0.

Nous choisissons donc a(0) suffisament grand, de sorte que 6yo(0) < 0 et par conséquent
nous avons 0°°(t) > 0, Vt. Ainsi le membre de droite de (1.3.41) sera positif. Ce qui

nous sera utile dans la suite.

1.4 Probléme de conservation
Etant donné que le tenseur d’Einstein S,p vérifient :
V.S =0 et Vagaﬂ =0;
le membre de gauche de (1.1.2) vérifie les identités :
Va (8% 4+ Ag™) =0. (1.4.1)
Par conséquent les tenseurs 7,3, 7o, Kop €t Hypg doivent vérifier I'équation de conservation :
VT + Vo 4+ VK + V,HY =0 (1.4.2)

Il est établit dans [7] le résultat suivant :
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Proposition 1.5. Si f vérifie l’équation de Boltzmann (1.1.5), alors le tenseur T,z vérifie

la condition de conservation :

V. T =0. (1.4.3)

Proposition 1.6. Pour les tenseurs 1,5 et Hup, on a le résultat suivant :

{ Vo™ = (1.4.4)
V. H* = V0 (0,0 — m*®) (1.4.5)
PREUVE: e Pour ce qui est de (1.4.4), remarquons que

Vo = ¢V 700 = ¢"'V 7,0 .
D’apreés 'expression (1.1.7) de 7,4, on a :

1
Vor, = V° ( — 290V Ey + FQAF;)
1
= —;lgaeVU(FA“FAu) + goy VO (Fop F7Y)
1
= = 3900 (FYV7Eyy o+ EVTFY) 4 oo (FnVI 4 FPVFy)

1
T (FMVgFy, + FaVoFM) + Fp Vo F7 4 AV, Fy,

1
= —éFA“VgFM + FppV, ™ + FMV Fyy  (car FMV,yFy, = Fy, VoF™")
1
— —éF*”V(;FM + Fg\ V., F"* — F*V_ Fyg
YA YA 1 Au
= FpV, F"™ — (FV, Fyy + 5F Vo)
1
= FpV, " — é(FWquw + FMV , Frg + FM¥VF),)
1
= FpV, " — §(F’MVMFA9 + FMV , Fyg + FFVF,y)
1
= FpV, P — §F’“(VMFM + VP + VoF,»)
1
= FpV, " — §F“A(V“FA9 — ViFy,), daprés1.1.4
1
= FpV, " — §F“A(WFA9 + VaFpu0)
U 1 72N U
= FpV, " — 5(F VP + FF'VAFg)
= FpV, " (car FMV , Fag = F¥V\Fp = —F"V ) Fp)
Ainsi,

Var® = gug V7% = V070 = P9V 7,9 = ¢ FpV ,F"' = FIV,
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or

FOV, FM = FOV, FH + PV, FP = FIV P = —eu'FY =0
donc V7% = 0.
e En ce qui concerne (1.4.5), 'expression (1.1.9) de H,s donne :
VHY = V,(V'oVio) — %gaﬂ (Va(VAOV,@) + m*V, %)
= (Vo V@) VPO + VP (V, V') — %gaﬁ[ (VaVA®) VoD + VAP (V, VD) + mQVo@Q}

— VRO, + VOO - %gaﬂ [ (VaVA®) V3 + 7V, (V,V,®) + m2vaq>2]

= V%o0,d + Ve — 590 [ (VoV2®) V32 + V, @ (V, VD) | — %ngaﬁvacp?
Vi@ (VAVAO) — m?oVvie

= V0O, + Vo D) — g\, V7P (VIV'D) — m* V-0
i)

P)
P)
) -
)
) -

= V’eO,®+ Ve Vo0 (VAV,®) — m*eVid

(VaV”
VA
= V00,0 + Ve (V,V’
VA
(VaV?

= VAo(O, —m?d).
Donc V,H* = VA®(O,& — m?P). O
L’equation (1.4.2) impose vu la Proposition 1.6 et I'Equation (1.1.12) que I'on doit avoir :
0P + VP(0,0 — m?®) = 0. (1.4.6)

Notons que (1.4.6) est automatiquement vérifiée pour § = i, et pour § = 0 (1.4.6) donne
(vu 1.1.14) :
p? + V(0,8 — m?®) = 0. (1.4.7)

Or V& = ¢V = —d, ainsi (1.4.7) devient :

(—®)(0,® — m?®) = —p?. (1.4.8)
De plus
0,8 = VOO = 0,(VOD) + T,V D = 9o(V°D) + T}, V' = —2% — [, 9y® = — — 3(3)@

D’ou

0,0 =~ — 3(—)@. (1.4.9)
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(1.4.8) donne alors vu (1.4.9)
c1>[¢+3< >q>+mc1>} = . (1.4.10)

qui est ’équation qui détermine le champ scalaire ®.

Remarque 1.5. Pour ce qui est de ’équation de Boltzmann (1.1.20), notons que [’expression

(1.1.16) de P> donne vu (1.3.6) et (1.3.12) :
Pi —Fiup’\p“ + eF;p’\ _ _2onp P+ eFinO _ _Qonpz‘ —eFY
a

ainsi l’équation de Boltzmann (1.1.20) s’écrit vu lexpression (1.1.15) de e et la relation

(1.5.3) :

of ,a ;0f o\ Of 1
LA (F ) f(t,q>dq) > G = QU

Considérant les Equations (1.3.9), (1.3.39), (1.3.41), (1.3.42), (1.4.10) et (1.4.11), nous

obtenons le systéme suivant équivalent au systéme (1.1.2)-(1.1.5) :

'3(9)2 —A=8n [a3 /R P f(p)dp + gaZ(F(”) — oo+ 5 <<I>2 +m2<1>2)] (1.4.12)

a
(p1)2 0,4 a2

—2ia — (a) + Aa® = 87 {(ﬂ /RS f(p)dp + 5(F01)2 + — (% — mQCIDQ)} (1.4.13)

P° 2
oy (1.4.14)
a
6 1 394900 = —p? (1.4.15)
d+3(- (I>+m2(I> = —p? 1.4.16
P

3

f) (1.4.17)

of a of
\E—Za —(SFOI/ftq )

1.5 Equation de Boltzmann en variables covariantes

=1

Dans 'espace-temps de Robertson- Walker que nous utilisons dans ce travail, I’équation
de Boltzmann s’écrit sous une forme plus simple en utilisant les variables covariantes. Notons
qu’a cause de la présence du champ électromagnétique, ’équation de Boltzmann ne se sim-
plifie pas exactement comme dans [12,16] mais nous nous débarrasserons du second terme du

membre de gauche de I’équation (1.4.17). L’équation résultante (1.5.7) a une forme a laquelle
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le corollaire 2.1 s’applique. De fagon plus explicite, la fonction de distribution des particules
f sera considérée comme fonction de t et de p, = gusp® = gp® = a®p*, k = 1,2,3. A
présent par souci de simplicité, nous introduisons les nouvelles variables u et v comme suit

(voir [12]) :

u=(ul,u?ud); ub=a%pF W0 =\/1+ a2 =p’ (151)
7= (v, 0%0%); vF=a%", ' =+/T+a 22 =¢"
ou [v] = /(v1)? + (v2)? + (v*)%.
Rappelons que les impulsions aprés le choc s’écrivent vu (1.2.10)
P=p+b(pqww
7=q-bpqww ;
(wes?)
avec o
b(p.7.w) = 2w (g — D)
(€)? —a?lw- (p+7q)?
ot € = p° + ¢°. Avec les nouvelles variables @, et T, ces impulsions s’écrivent :
P =0+ et = et = (“ *‘(Pugéﬁf&i%P“ﬁ>
ok _20°q8w(q=p) Kk _ oF _ 2% Cw(@-w) ok _ 1,k _ _ 2u®lew-(@-w) &
=T " -eear’ T @ @ o)’ "a?(” <a2—a—%w(u+vn2“’>
Si nous posons :
u* = a?p, % =a?g*, W0 =pP, v =", (1.5.2)
alors nous avons :
T =T+ b(T, T, w)w (1.5.3)
{6’ =T — b(T, T, w)w (1.5.4)
avec : o
b(@, T, w) = 2ubvtew - (v — 1) (1.5.5)

(€)? —a?w- (u+7)?
Nous allons maintenant écrire I’équation de Boltzmann en utilisant les variables s, u et v.

Considérons le changement de variable :
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et posons
f(s.@) = f(t,p)

On a y R ~
8f 838f+8ui of 8f+ 8f
ot Otds Ot dut Os P oy

of dsof o af Qéja_f_ ,0f
dpt  Op ds op ow " %ew Y ou
dg = a~%dv

Ainsi on a vu (1.4.11)

y 3

avec, vu (1.1.22) et (1.1.23)

Q=Q"-Q
O*(f,9)(t,7) = /R 3 “UO(%— ; F(t,@)g(t, o) B(a(t), 1, 0,7, 7, w)dw
(1.5.6)
Q(f,g)(t,u):/ “_O@d@ F(t, 0, 0)B(a(t), @, 5,7, 7, w) dw
R3 U 52

\

et ou le noyau B est défini de la méme maniére que B, en terme des nouvelles variables
0,0, et V.

Pour éviter les surcharges d’écriture, nous convenons de noter encore f en lieu et place de
f, Q en lieu et place de Q, B en lieu et place de B et b en lieu et place de b. Ainsi 'équation
de Boltzmann (1.4.11) est équivalente a I’équation

o (0 [rena) 3k Gaun. (157)

a u0

Remarque 1.6. L’avantage de [’équation (1.5.7)

terme de gauche ne dépend pas de u', contrairement a I’Equation (1.1.20) ou le coefficient

d

page 42.
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En utilisant le changement de variables (1.5.1), le systéme (1.4.12)-(1.4.17) s’écrit alors :

3(%)2 —A= 8”“3/ v’ f(t,0)dv + 1270 (F*)? — 8o + 47 (9 + m*$)p.8)
R3
S .
_22 B <g>2 +A=8ma? /]RB (1;—0)f(tﬁ)d6+ Ama®(F™)? + 47 (% — m2PEp.9)
O r =0 (1.5.10)
) {4
O3 0% = (1.5.11)
? [&) + 3<9>¢) + mﬂ = (1.5.12)
af FOI 3
E_( pal BRACLL > > (f.) (1.5.13)

On rappelle que p est une constante positive non nulle.

NB : Dans la suite, nous ferons référence a ce systéme comme étant le systéme couplé

Einstein-Maxwell-Boltzmann-champ scalaire massif.

Remarque 1.7. Dans toute la suite, nous faisons les hypotheses ci-dessous sur le noyau
de collision B. Ce sont des hypotheses clés de la preuve des inégalités de substitution de
type Moser faites sur l'opérateur de collision @ (Inégalités (2.3.15) et (2.3.16)) et qui sont

essentielles dans la méthode des estimations d’énergie que nous utiliserons.

( 853 est Lipschitzienne par rapport a la variable a pour 0 < |B| <3

(1.5.14)

e L®(R3), 0< |8| <3, 0< (<17
L1(R3x.52)

=\£AP oo (T3 3 2
[ (L+ @) 0zB € L*(R> xR? x §%), 1 <[B] <3,0<£<8
Notons qu’un exemple simple de fonction satisfaisant ces hypothéses est donnée par :

| 712

o, i
Bl(a,u,v,@,v) = Ae a2 —|al2—|o)2 =o' |2~ |’ A0
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CHAPITRE DEUX

SOLUTIONS DE L’EQUATION DE
BOLTZMANN

Nous supposons dans ce chapitre que le facteur d’expansion cosmologique a est connu et
nous nous proposons de résoudre 1’équation de Boltzmann dans ce cas. Nous rappelons que

cette équation s’écrit vu (1.5.7) :
of o1 3
o (o [enm) g

Nous recherchons a priori, une fonction f = f(¢,p) qui est au moins de classe C', donc en

(f. )

particulier telle que f(t,-) € C*(R?). Pour cela, nous nous proposons de rechercher f telle
que f(t,-) € H™ pour m > g (nous verrons pourquoi), comme limite d’une suite d’itérées
(f")n>0-

Dans le paragraphe 1, nous définissons le cadre fonctionnel que nous utilisons. Dans le
paragraphe 2, nous établissons une inégalité d’énergie pour une classe d’E.D.P linéaires du
premier ordre. Dans le paragraphe 3, nous établissons des estimations de type Moser sur
I'opérateur de collision () dans un espace approprié ou il est question de controler la norme
de Q(f, g) par le produit des normes de f et g. Enfin dans le paragraphe 4 nous établissons un

théoréme d’existence et d’unicité de la solution (locale en temps) de I'equation de Boltzmann.

2.1 Cadre fonctionnel

Nous définissons & présent 1’espace fonctionnel dans lequel nous recherchons la solution

de I’équation de Boltzmann.

Définition 2.1. Soient m € N, d € RT, T' > 0.
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1. Espaces LI(R") et LA(R™).
o LI(R") ={f:R" — R mesurable / p— (1 +|p|)f(p) € L*(R")}

Li(R™) est muni de la norme :
I lzs @y = 1L+ [PD ot @) = /Rs(l +[pDIf (P)ldp

o [2(R") = {f:R" — R mesurable / p— (1 + |p|)¢f(p) € L*(R")}

LA(R™) est muni de la norme :

n

1 llaqary = 11+ [P F L z2cery = ( [+ |T9|)2d|f(z‘9)|2d13)

2. Espaces H™(R™) , HJ*(R™) et HJ*(0,T,R™).
o H™(R"™) désigne l’espace des fonctions définies sur R™ mesurables et admettant
des dérivées partielles au sens des distributions d’ordre < m, qui sont des fonctions

de carrés intégrables sur R™.
fe H"R") <= D°f € L*(R"), || <m

H™(R™) est un espace de Hilbert pour la norme

Il ey = ( > HDﬁinz(m)z

|8]<m
e HR") = {f:R" — R mesurable /| (1+ [p|)**PIDPf e L*(R"), |8] < m}.

H(R™) est muni de la norme

I llpcees = (3 N0+ B0 )

|Bl<m
muni de cette norme, HJ'(R™) est un espace de Hilbert séparable.

Pour r > 0 fixé, on pose :
Hy, (R") ={f € HR"), [[fllmp@ <r}

o HIO0,T\R™) ={f:[0,7] x R" — R continue / f(t,-) € HJ'(R")}.

Muni de la norme

||f||H(;”(O,T,R”) = sup} ( Z H 1 + |p| d+‘B|Df3f HLQ ]R")) ’

telo, T
€l 181<m

N|=

H70,T,R"™) est un espace de Banach.
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Remarque 2.1.
1. H'(R™) s’injecte contindment dans H™(R™).
2. HYR") = L3(R").

Remarque 2.2. Comme annoncé, nous recherchons a priori une fonction f = f(t,p) qui est
au moins de classe C*, donc en particulier telle que f(t,-) € CL(R3). Il faut donc déterminer
m tel que :

H™(R?) < C'(R?).

Or d’apres le théoréme d’injection de Sobolev, on a :

H™R") < CER™) si m > k+ g

ou
CER™) ={f:R* — R, fecCFR"), f bornée}.
Comme dans notre cadre de travail n = 3, k =1, il faut donc choisir m tel que

>1+3 0
m - = —.
2 2

Le plus petit entier naturel m tel que m > g est naturellement m = 3. On a donc
H3(R?) — H?*(R®) — C(R?).

Par ailleurs si d > %, alors

H}(R®) — Li(R®) — Li(R*) — L'(R?).
En effet : si f € LA(R?), alors on a :

Il = [+ B = [ 0+l idp = [ 1[5+ )|l

D’aprées [inégalité de Cauchy-Schwartz :

lageny < ([ s b>2am) " ([ asiphistan) < ([ wsi>2dp) 1l

+o0
Or / (1 + |p))*4dp est de méme nature que
R3

(1 + r)2 2 2dr ~ /+°° =2 dr qui
converge si dans la primitive qui contient r>=2? onoa 5—2d <0, c’est-d-dz’rg d > g
On obtient Uinégalité || fl[ymsy < Cllfllzzmsy < Cllf m3ms), ce qui justifie les injections
continues

H3(R?) — L3(R?) < L}(R?) — LY(R?).
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2.2 Inégalité d’énergie pour une classe d’EDP du premier
ordre

Nous établissons ici une inégalité d’énergie dans 'espace H3(R?) définie ci-dessus pour
une classe ’'EDP dont notre équation de Boltzmann (1.5.7) fait partie. Cette inégalité est
d’une importance capitale en ce sens qu’elle nous permet d’obtenir certaines propriétés de
la suite d’itérées (f,,)n>0 que nous construirons pour rechercher la solution de I’équation de
Boltzmann ainsi que des estimations dans espace H3(R?) de la solution f de I’équation de

Boltzmann.

Remarque 2.3. Nous voudrions souligner le fait que les notations dans cette ce paragraphe
sont indépendantes de celles des autres pararaphes du document. Par exemple, la lettre a est
utilisée pour une collection de fonctions a valeurs réelles et n’a rien a voir avec le facteur
d’expansion cosmologique des autres sections, f ici est le terme source de I’E.D.P que nous
considérons et ne doit pas étre confondue avec la fonction de distribution. Nous espérons que

ces précisions de notations éviterons la confusion dans la lecture de ce document.

On consideére ’équation aux dérivées partielles linéaire du premier ordre

U + Zai(t, T)uy, + 0(t, v)u = f(t,z) dans R x R" (2.2.1)

i=1

avec la donnée initiale

u(to, x) = u,(x) dans R™; (2.2.2)
ou b, f sont des fonctions définies sur R"*! et a = (ay,--- ,a,) est une famille de fonctions
vérifiant :

- 1

> supa;(t,x)| =: o] < — (2.2.3)

=1 (t,l‘) K
avec Kk une constante strictement positive.

NB : u = %% et u,, = 9%
Proposition 2.1. Soient a = (a1, ,a,) une famille de fonctions de classe C* sur R+

vérifiant (2.2.3) dont les dérivées partielles d’ordre 1 par rapport aux variables x; sont bornées,
b une fonction continue et bornée sur R™ et u une fonction de classe C! solution du
probléme de Cauchy (2.2.1) — (2.2.2) sur R™ et soit to > 0. Alors pour tout T > 0, si
f e C([to, T); L*(R™)) et uy, € L*(R"), on a :
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t
/ e—a(t—to)u2dl,§/ ufodx+/ e_a(s_tO)Hf(S;')H%Q(R”)ds7 t € ty,T); (2.2.4)

to

a étant un réel strictement positif.
PREUVE: Soit £ > 0. Définissons D = D, ;7,10 <t <T <1 par :
D ={(z,s) €eR"™; klz| <t—s, tg<s<t} (2.2.5)

Désignons par %3, ¥, 7 et S;7 respectivement le bord supérieur, le bord inférieur et le
coté de D ; c’ést-a-dire :
S ={(t,x) e R k|| <t —t}
S0z = {(to, ) € R™; wla] < Tt} (2.2.6)
S ={(s,x) e R"™; kx| =1 —s, tg <s <t}
Pour o > 0, multiplions (2.2.1) par 2e~*(~*)y, on a :
2e~t=10) gy, + Z Qe_a(t_“)aiuuri + 2~ tt0) gy 2 — gpmalt=to)y £ (2.2.7)

i=1

En remarquant que

(e’o‘(t’tO)u2) = —ae )y 24 9e )y, ot (e’a(tfto)aiUQ)x. :efa(t’m)ai,xiuQ—l—Ze’a(t’tO)

t

(2.2.7) donne :

n

(e‘o‘(t_t())?f)t + Z (e_a(t_tO)aiUQ)mi 4 e—alt=to) (oz +2b— Z ai,xi) u? = 2=ty f (2.2.8)
i=1

=1

Nous allons intégrer sur D les différents termes de (2.2.8).

> / [(e_“(t_tO)UQ)t +> (e_a(t_t(’)aiuz)x}dxdt :/ > (e‘o‘(t_t‘))auuz)xudxdt,
D i=1 ' D =0

avec ag =1l et xg =t.

En posant X, = e *t*)q,u? et X = (X, )o<ucn, on a div(X) = Y (e7tt)qu?), |

n=0
donc
/ [(e_a(t_t‘))lf)t + Z (e‘a(t_t())aiﬁ)m} dxdt
D i=1 '
= / div(X)dxdt
D
= X -ndS
oD
= / X -ndS + X -ndS +
to t Zti St,?

Or
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e~alt=to) < > mia; + nt) u*dS
=1

N _ _ 1 T T .
01177—(77167771,"'77771)— 1_,_&2(17 'Lim?"'a/fﬁ> sur St,ta

° X -ndS = /
Syt S,

t,t

° X -ndS :/ e t=t)y2dz car n=(1,0,---,0) sur Y-

. X -ndS = —/ up dv avec n=(—=1,0,---,0) sur %, ;.
2 —

to,t to,t

Remarquons que (2.2.3) entraine que Y n;a; + 1, > 0, donc :

=1

/ [(e—a(t—to)UQ)t + Z (e_a(t_tO)aiUQ)x_]dxdt > /
D i—1 ‘ b

e~ t0)g 2 dy — / up d .
s

7 to,T

(2.2.9)
» Par ailleurs,
/ 2e~ =10y fdadt < / e~y 2 dydt + / e~ ot=t) £2dpqt . (2.2.10)
D D D
Ainsi, en choisissant o > 0 tel que
o+ 2b — Zai,m >1 dans D (2.2.11)

i=1

I'intégration de (2.2.8) sur D donne vu (2.2.9) — (2.2.11),

t
/ e_a(t_tO)UQde S / ufodx +/ </ e_a(s_to)fQ(S,I')d,I') ds . (2212)
) DIV to b

t,% 0%
En faisant tendre f vers +o0, ¥, 7, X, 7 et ¥, 7 tendent respectivement vers R™ x {t}, R" x {s}

s,t

et R™ x {to}. (2.2.12) donne alors :

t
/e_"(t_to)vfdxﬁ/ ufodx—l—/ (/ e_a(s_tO)fQ(Saﬁ)dx)dS'
n n t "

0

D’ou la relation (2.2.4). O

Remarque 2.4. On déduit de ce qui précéde que :

t
et gany < ol + | € (5, R (2:2.13)
to

et plus précisement que :

et Mezeey < C (o llzzemy + TN (2.2.14)
avec
LIl ="sup [ )llz2@n)-
to<t<T
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Proposition 2.2. Soient a = (a1, -+ ,a,), b une famille de fonctions de classe C™ sur R™ 1
bornées ainsi que toutes ses dérivées (spatiales) jusqu’a l'ordre m sont bornées et soit u une
fonction de classe C solution du probleme de Cauchy (2.2.1) — (2.2.2) sur R"L. Alors pour
tout T >0, si f € C([to,T); H™(R™)) et uy, € H™(R™), alors u(t,-) € H™(R") et

e |u(t, Mm@y < Nttt 7 (gny + CO/ ools=ho) | (s, ||Hm ROLCE (2.2.15)

to

ot 0y et Cy sont des constantes positives.

PREUVE:
Notons que (2.2.15) s’obtient directement de (2.2.4) pour m = 0. Soit & € N™ tel que || < m.
Considérons le commutateur [L, 0%| défini par [L, 0%ju = LO“u — 0*Lu ou L est I'opérateur
différentiel linéaire associé a (2.2.1). (Il est & noter que 9% = 92)
On a vu (2.2.1),

LO%“u=0"f + [L, 0%u . (2.2.16)

En appliquant la Proposition 2.1 & I’équation (2.2.16), il existe 6 > 0 tel que :

t
—6(t— a a —d8(s—to fe! a 2
(@ )t M@y < 10U (o, )2z +/t e 2T f + [L, 9°Tu)(s, ) || oy ds
t
a —d8(s—to a 2
< H(a u)(t07')H%?(R”) +2/t0 € o t)Ha f(s")HLQ(R") (2217)

t
+2/ 6_6(s_t0)‘|[[/, aa]u(s’.)H;(Rn)ds;

to

Par ailleurs,
[L, 0%u = LO%uw— 0“Lu

= (0%); + Z a;(0%u) , + b0%u — 0%uy — 0 ( Z aiuxi) — 0%(bu)
i=1 =1

= Zai(a“u)m + b0%u — i Z C20%a;0° Pu,, — Z CP o bo*Pu

i=1 i=1 0<B<a 0<B<a
Donc
L, 0 fu==>Y "> C10°a;0" Pu, — > CLo°b0" Pu. (2.2.18)
i=1 0<B<a 0<p<La
On en déduit que :

I el < |30 3 020" a0 P ||

+H S Clooboe

i=1 0<f<a 0<B<a
<C§:‘8"‘ +C§:‘aa
— L2(R") L2(R")
la|<m || <m—1
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(2.2.17) donne alors :
t
—6(t— o a —5(s— a 2
o tO)H<a u)(ta)H%Q(R”) < H(a u)(t()")H%Q(R") +2/ e 2 tO)H<a f(sa')HLQ(Rn)ds
to

¢
+2C’/t e_a(s_tO)Hu(s,~)H§{m(Rn)ds
0

En sommant cette derniére inégalité sur |a| < m, on a :
t
—o(s— 2
Ot Wy < o Wy +2 [ 5,
to

¢
+2C/t eié(S*tO)Hu(s,~)||fqm(Rn)ds.
0

En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient :

t
(- (s 2
e ¢ tO)HU(t,')H%{m(Rn) < <Hu<t07')“12‘Im(R") +2/ et tO)Hf(S,')HHm(Rn ds) 20(~to)

to
Notons que ¢ et C' sont deux constantes positives qui dependend uniquement des bornes de
la norme C™ de a et b. Maintenant, en posant dy = 6 +2C et Cy = 2¢2¢(T—*)  nous obtenons

e u(t, )| Fm gy < Nttt 7 emy +C’0/ Tl (s, HHm(Rn)dé"

to

qui est l'inégalité annoncée. O

Corollaire 2.1. Soient a = (ay,- -+ ,a,), b une famille de fonctions de classe C™ sur R™*1
telle que (1+ |z])*10%a; et (1 + |2|)I10%b soient bornées pour |a| < m et soit u une fonction
de classe C' solution du probleme de Cauchy (2.2.1)—(2.2.2) sur R™. Alors pour tout d > 0
etT >0, si feC([to,T); H(R™)) et uy, € HP(R™), alors Vt € [to, T], u(t,) € HP'(R™) et

on a :

t
6_61(t_t0)||u(t’ )H%J;”(R") < ||Ut0||%lcrln(]1gn) + 01 / (s— to)”f HHm Rn)ds . (2219)
to
01 et Cy étant des constantes positives qui dépendent de T .

PREUVE: Soit 8 € N" tel que |3| < m. En appliquant Popérateur 9° a I'équation (2.2.1),

on a :
P uy + Z 0°(asug,) + 0° (bu) = 0° f
i=1
qui s’écrit encore :

Pu+> Y 500" uy, + Y C50°007u = 0°f . (2.2.20)

i=1 0<a<p 0<a<p
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En multipliant (2.2.20) par (1 + |2[)*Al on a :

(1+ el P07 = (14 o)™ 70%), + 3 ai(L+ [al) 0w,

=1

+ Z Z Co(1 + |=))*P10%a;0°u,,

i=1 1<a<p

+ (14 [2)* 0P+ > Y By + |20 b0

i=1 1<a<p
Or
LI(1+ |z))"P10%u] = ((1+ \x|)d+|5‘05u)t + Zai((l + \:B|)d+|5‘85u)m + (1 4 |z|) P95y
=1
= (1 + [2))"10%), + Zaz d+[p]) m(l + [ )79y
+3 " a;(1+ |z 07wy, + (1 + [2)* b0 u
i=1
donc :
L1+ |z)F10%u] = (1+ |x|)d+|ﬁ|aﬁf+z (d+18]) m(u 2P 9Py (2.2.21)
=1

=03 B+ )00 ua, — Y (1 + [2) 0007w

i—1 1<a<p 1<a<f
Les fonctions (1 + |z|)*10%a; et (1 + |z|)!*l0%b étant bornées pour |a] < m et % <1,
on a:
Z Z C(1+ |2) 181 9% a,;0°
=1 1<a<p L2(R")
(1 )lelge
Z Z C + ’I| @z<1 i ’x|>d+\5*a|+185*auxi
=5 * ) Loy
<C >+ le)d+'5'8ﬁu||m<w>

[Bl<m
< Cllullgm ey ;

> By + [2) 00" u < | Y0 B3+ |2)*07b(1 + |2 )07
1<a<p L2(Rn) 1<a<p L2(R™)
< C >0 @+ ]2 ) g
|B]<m—1

< Cllullap@ny;
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et

E:w+um|ux%|bu+uoﬂwaw

1=

< CJ[(1+ [ 10%ul| 2 gy < Ol an)
L2(R™)

En appliquant une fois de plus la Proposition 2.1 a I’équation (2.2.21), il existe 6 > 0 tel

que :

6—5(t—t0)||(1 + |x|)d+‘6|8ﬂu(t, ')H%Q(Rn) (2.2.22)

t
SW+MW”W%MWW”/ £, MWW%+%J)M”W“ Wi ey -

to to

En sommant (2.2.22) sur || < m, on a :

t
e 0ltto) Ju(t, )“%{;ﬂ(ﬂen) < ||Uto||%1gl(Rn) ‘|‘2/ (e~to) 1f (s, HHm Rn)ds
to
t
+20/ (5=10) |y s, ||Hm s - (2:2.23)
to

En appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons :

t
efa(tfto)Hu(t,«)H%?(Rn) < (HutOHiI?(Rn) —|—2/ (s=t0) || £ (s, )\ 20(t—to)

to

Hm (Rn) dS) €

En posant §; = § + 2C et O = 2e2¢(T~%) nous obtenons :

—51 t— t() ||u( )H%—[(T(Rn) S HutOH%[T(Rn) +Cl/ _51 8 tO ||f HHm(Rn)dS .

to

2.3 Inégalités fondamentales

Nous allons établir des inégalités de type Moser, sur 'opérateur de collision. De fagon
précise, il est question pour nous de controler la norme H3(R?) de Q(f, g)(t,-) par le produit
des normes H3(R?) de f(t,-) et g(t,-). Pour le faire, nous utilisons comme mentionné plus

haut, les hypothéses (1.5.14). De plus nous supposons que :
a(0) >1 et d'(t) >0. (2.3.1)

Nous commengons par donner quelques estimations de b (voir(1.5.5)).
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Lemme 2.1. Posons

N =2u%w - (7 —1u) et D= () —a?[w- (a+7)]?;

alors nous avons :

1.

2. Vi, j,k € {1,2,3},

PREUVE:

1.

IN| < 4au°(u® +2°) et D> maX{Q; v v,
v

|00 < 16u°(v°)3
02,6 < Sul(v0)*

utul
b < K000

|05

uiuiuk

IN| = |2u0voéw~(%—ﬁ)|

< 2 + ") (W] + °[al)

< 2(u’ 4+ 0°)(20u’0") car |u| < au’;

d’on |N| < 4auv°(u® + 0°).

d’ott 'on déduit le résultat vu que u®v® + (v°)> =1 > 0 et u%® —1 > 0.

D

AV AV AV |

v

v

>

(u® + 0”2 —a?w- (u+7v))?
(u? + ) —a*[u + )’

(u®)? + (v")? + 2u’" — o 2(|u|?® + [7)* + 2u - D)

2+ 2y/1+ a2a]2y/1 + a2[v]> — 2a2[7]|v]
(L+a?[af?)(1 + a”?[0*) — a”*[af’[o?
VIt a 2aPy/T T a 2P + a2l
1+ a?[ul* 4+ a 2o
u9v0 + a~u|a= ||

1+ a?ul® + a?v)?

2+ 0 car a '[u| < u°
wlv
2 N (u0)2 + <U0)2 _ 1 ‘
w0 ’

2. Rappelons qu’au vu des notations ci-dessus,

Thése de Doctorat.
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» Pouri € {1,2,3},

0b(a, v, w) _ DON _ nN2D  ON - NOD

Oyib(u, v, w) = : Ou* Out _ Out _ _ oul
wb(u, v, ) ou’ D? D D?
9 __ a %! .
¢ = 4L, nous avons :
N — fa~2uiw - T — 202500 - T + 2072 500w - T — 20°(u® + 0)w
)
9 — 2a*2“ (u® +0°) — 2672w - (U + 7)w’

ainsi

W

10, N| < 80°(u® +0°) et [0,D] < —(u’ +°).
a

On en déduit que :

ob |0 N|  |N||0uD|
- < +
outl — D D2
w0 (v0)?
<

8v0(u’ + Uo)m + 160" (u” + 0°)?
16((v°)* + u°(v)?)
16u°(v°)?.

(UO + UO)Q

IN

IA

» Pour i, j € {1,2}, nous avons : 9%, ;b(W, 7, w) = 9, <6uib(ﬂ, @,w)) et puisque

lu]

Byib(u, v, w) = 2N _ NOUD noug avons

"D D2
2 BT 92, u]N 0uiNO,; D 8JN8 D N@Zluj NO,; DO, D
w0, w) = =5 D2 D? D2 Ty
Or
207251 TR T 20 2uv%w? 20 2u w;
2 _ 261, — J R — — — i
Oy N = 4a™"5%w-v " w-(u—0)+2 (a)? w-(u—7) 0 - "
et
) 0 Jq)0 )
0%, D = 24720 + 20201 — — 2 4&—2 j
i D a “0; +2a i a (w0)? a w'w?
d’oti les inégalités suivantes :
|02, N| < 2 (0°)?
02,0 < Amin {0, 2501
desquelles nous déduisons :
64 64
|82Z — = ’ < = ((U0)3 + UO(’UO)4> < —’LLO(’UD)4
a
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» Pour i, j, k € {1,2,3}, nous avons

Oiniukb = Oyr (c%iuj b) .

En dérivant

0% N 0yiNOy;D 0, NO,:D NagquD n 2N8ujD8uiD

9%.,;b(u, 7, w) = 4w

uh? D D? D? D? D3

k

par rapport a u”, nous avons :

0D (U, T, W)
aiiujukN 8uk Dain 85Juk N@,,D + 6u]- N@ilukD 6uk Dauj N@uiD
-~ D Dz D2 2 D3
9% NO,D +0,NO> ,D n Qauk DO, NO,; D B 8ukN63iujD + NaziujukD

uiuk uluk
B D? D3 D?
N@ukD82 D i 287“' NO,:DO,; D + NazjukDauzD + NO,; DafmkD

i D3
N3, DO, DO, D
—6 B :

k

En dérivant 9%, ;N et 02, ;D par rapport a u*, nous avons

utul
PN - —2a7%00w"  4a™'00 w - (T —-v)u* 6o Sutuiw - (T — T)uP
ukudul - w0 + (u0)3 o (UO)5
20~ i w + 207 (05w + ut) w - (T — T)u”  2a7 %0300
(u0)3 20
20~ *uuFv0w? 2a_25iv0wi 2a~*u? uFvOw?
(u0)3 w0 (u0)3

et
o D —2a_4(5;-ukv0 207401 w0 + 0luin?  6a"CuluiuFo®
Fuiui Y = (u0)3 - (u0)3 (u0)5

u

D’ou 'on obtient :
103, 5 N < 2300 (u® +0°)

utuiuk
3 12,0
‘auluﬂukD| < a_30
Nous déduisons donc que :
1390
’auwu]ukb’ < 02 UO(’UO)5.

Nous allons a présent établir les estimations concernant le noyau de collision ).
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Remarque 2.5. Dans toute la suite de ce paragraphe, nous désignons par C' une constante
positive qui dépend des bornes L' et L™ de (1+4|u|)!'0sB (voir (1.5.14)) dont la valeur exacte
n’est pas essentielle et peut varier d’une ligne a [’autre.

D’autre part, le parametre d sera choisi dans l’intervalle ]g, 3].

Proposition 2.3. Soit f,g € H3(R3). Alors

|+ 5ot 0)

L2(R3) < CHfHH;(Rg)HgHHj(RJ) . (232)

PREUVE: Nous allons montrer que :

g L

|+ 1) 5@ (1 0) |, o, < N lgeas ol (2:33)

et

a1 e

|+ 1) 5@ (10)| L g, < O Nageas 9l e, (2:3.4)

(i) Montrons que [[(1+ [1)*5Q*(.9)]|, ., < IS g loeu
Nous avons :
—d1 + —\d a73 —/ —/ — — — —/\ =
(L[ 5Q (o) = (L ) | 5 f)g(7) Bla, .7, ) o
X

ainsi

2

|+ D@t (7.0

L2(R3)

_3 2
= / (1+ |ﬂ|)d/ C f(@)g(@)Bla,w,7,7,7)dvdw | du
R3 R3xS2 UOUO
1 1+ [a])2 1 ?
=— A+ @)™ zrll)‘l) (/ —f(@)g(¥'")B(a,,v, E’,E’)d@dw) du
a R3 u R3xs2 U
1 1+ [a])* 1 : 2
Y I € (s / — f(@)g(v")B2B:dvdw | du.
ab Jps  (u%)? rexg2 V0
En appliquant I'inégalité de Cauchy Schwartz nous avons :

Ja+miser o, .

1 (1 + [u])> 1 (2] (Y (2
6 RBWHBHLI(R?’XSQ) /R3x52 (U0)2|f(ul)\ |g(vl)| Bdvdw | du .

IN
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Faisant usage des hypothéses (1.5.14) sur B, nous avons :

|a -+ sertal,,

Or 1+ [u] < (1+a)u®

u/O _|_U/0 < QU/OU/O et

donc

1+ @ <201+ )% <

D’autre part

d’ou

(1 + [al)? 0Q+(f, )
H I

L*(R?)

car H3(R3) — L2(R3). Donc

|+ e
ii) Montrons que H(l + Wqujlo

|+ mh 50

L2(R3)

< (1+a)(u+0% <

(1 + [a])*®

(000)2 |f(@)?|g(@)|*dudv

(1+a)(u +00) car u® +v° = u° + 0. De plus

W = VTF (W 4 PP+ (WP < 1+ ),

21+ a)(1+ @)+ [7]).

du'dv’ 1

u/O,U/O ’U,IOUIO

dudv

100

<1;

C 2d
u:;ﬂ /R;S(l + |E’|)2d‘f(ﬂ,)|2dﬂ/ /1;3(1 + |E/|)2d|g(5/)|2d5/

ClAIT 2 oy 19172 )
ClfI%

IN

A

IA

RB)HQHHS R3)’

Q19|

L2(83) < C”fHHg(RB)HgH H3(R3) -

~(f,9)|

T < Clf 1z 191l 2 ms)

Lo [t 07 [ 5 r@a@ e

2
)dvdw] du

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz on a :

la+mnt e,

R3

IA

L[ (A+[a)*
(uf)?

1
—||B
Bl ([

i,

L2(R3)
(fo S, oo

(L + [a)*|f (@) |9 (v )\2Bdudv) .

w00 w00

Faisant usage des hypothéses (1.5.14) sur B et vu que 1+ [u| < (1+ [@|)(1+ |7]), nous avons :

o (r.o)

1
1+ [a)?—=Q
H( + [al) uV L2(R3)

IN

O [ 1+ )| f(@)*da (1 +[2)*|g(v)|*dv
(e (L )

Ol F s ey 912 ey

IN
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donc

|+ 1) oo

2 2
[2(R3) C”f”Hg(RB)HgHHS:(RS) .

Puisque Q(f,9) = Q" (f,9) —Q~(f,g9), on a:

1 < Jormrge o, o I
Ja+mysecal, . < Jorarge o, « Jarmise o,
< O||f||12qg(R3)||9HHg(R3) :
O
Proposition 2.4. Soit f,g € H3(R3). Alors nous avons :
_ 1
[a+mo (gero)|  <Clflgelolye. @39
L2(R3)
PREUVE: Il suffit de montrer que
_ 1
o, (Lot < Clflmaslolme - (236)
U L2(®) d d
et
_ L
(1+ [@])* 0, —Q(f,9) < O fll gzl gl s sy - (2.3.7)
U L2 (89 d d
(i) Nous montrons d’abord que H(l“’|ﬂ‘)d+laui (5Q7(f,9) ‘ L) < Ol f ez o) 19l 123 gy -
En effet,
L 1 n a2t n
donc

(1 )40, (507 (1.9)) = (14 1) 50,07 (F.9) ~ (1 + ) 00" (),

et ainsi :

|+ 1) ou (@t (1.0)

< [+ my Soserio)l

L2(R3) L2(R3)

+H (1 )0 (£.0)]

(u®)?
< H(l + Iﬂ!)dH &ﬁQ*(f g)( L)
+H(1+ ) Q*(f g)( L2g3)’

car

, 1
L+ a <1 +a)u’ et a?ju’| < —u.
a
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Ainsi, on a vu (2.3.3) :

[+ on (50 (1.9))

< o+ goue o), ..

+0HfHHg(R3)I|g||H3<R3) :

L2(R3)

Reste donc a estimer

(1+Iﬂl)d+1 0uQ"(f.9)

L2(R3)

Nous avons :

_ 1 2 1 — — 1 — — — 2
[aiabtFoue o, = [ [maab e [ ot B du

L2(R3) 3xg2 U

Or

Ou (f(@)g(V')B) = 0,0 0 f (W) g(0') B + 0,00 g(0') f (W) B + f (u')g(v")0us[ B]

ou
Oyi [B] =0,B + auiﬂ/auB + 6um’8uB
donc
H( +| Dd+1 uZQ (f g)
u L2 (89)
1 1 2
33{/3 (u0(1+| N a ‘3/3 . F|aum’au,f(u’)g(ﬁ’)B|dwd@> du
R R3xS2
(1)
1 —\d+1 -3 1 —/ —/ —/ — 2 —
+ i E(1+|u|) a s Elauw Oy g(¥') f(u')Bldwdv | du
R xS2
(I2)
+ 1( 1+ [a))*ta™? —\f(_') (v')0ui [ Bl dwdv Qdﬂ
R3 UO R3 xS2 UO ut '
(I2)

Estimation de (I)

1 1 2
L = / ( —(1+ [a))™*'a ‘3/ —0|8uiﬂ'0u/f(ﬂ')g(6')B|dwd@> du
R3 \U R3x52 U

1 1 1 2
< — S 7])24+2 21970 F (@) a(T —\
- b /R3 (u0)2 (1 + ‘UD </R3xs2 Uo‘a“ Uau f(u )g(v )B|dwdv) du
1 1 0(,,0\3 e 2
< o [aparmse([ S o @els i )
a” Jgrs (U ) R3xS2
! . SR Cl LI L
< 5 L+ u 2d+2(/ Ou ! "NB2Bzdvdw | du.
= [ ([ S o @t
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En appliquant I'inégalité de Cauchy Schwartz, nous avons :

ns o [ aempe( [ RSO ([ oy ) | an

et faisant usage des hypothéses (1.5.14) sur B, nous avons :

C dudv
L <— (14 [a])*|0,: f (@) *|g(0) [P —5—dw
a” JR3xR3xS2? v
Puisque
dudv  du'dv’ u )
w990 - w00’ € w0y —
nous avons :
O(1+a)2d —/ 1\ 2d+2 —/\ 2 —I\2d ,(=I\|2 j=— !
L — (L4 [@])* 0 f (@) 7| (1 + [0'])* g (0)|"d’ dv' dw
a R3 xR3x 52

C(1 2d
< A [ o o s@par [ @l pa
R3

R3
C(1+a)* 2 2
< T||5uif||L§(R3)||9||L§(R3) :
D’ot
C(1+a)*
I < THf”ifg(M)HgH%{g(RS) < C|’f“§{3(R3)||gHifg(R3) .

Estimation de (1)

1 1 i
I = / (_0(1+ )+ a / —0|auiv’8vfg(@’)f(ﬂ/)3|dwd@) du.
R3 \U R3xs2 U

En remplagant dans (1), 0, f(@') par 0,g(7"), nous obtenons :

C(1+a)*

Lhs—27 1A e 190 Tracey < CIF s o 19113 oy -

Estimation de (I3) .

Rappellons que 0,:[B] = 9,: B + 0,,w 9, B + 0,:;v'9,, B, donc :
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1

1 1 ’
o= [ (masmee [ D@
R3 R3xg2 U
2
(_ 4 [7]) e / 7@ (—')[amBmum'auB+aum’au3]ydwd@> da
R3xS2

u
u0
2

/ < (1+ [a)™a 3/ 0yf(—’) (—’)auiB\dwdv) du
R3 R3xS2 U

J/

VAN
w
/—/H

-~

I3
1 d+1 —3/ N e 2
+/RS <u0(1+|“|) o Uo|f( w')g ()0, 0, Bldwdv | du
I
1 _ - o 9
+/ (@(1+\u|)d+1a 3/ vo|f( w')g(v")0,:0' 0, B|dwdv) du }
\RS R3x 82 )

~~

1"
13

2

1
oIy = / (—0(1+|a|>d+1a—3 / O| f@g (_’)8uiB|dwdﬁ) du
R3 \U R3xs2 U
2
= / i2(1+|ﬂ|)2d+2a—6</ S @)llg(@ 0)”8“'3’ |8uz-B|§dwd6) du.
R3 (u ) R3xS2 v

En appliquant 'inégalité de Cauchy Schwartz, nous avons :

, 1 (1+W\)2d+2(/ £ @) [*|g(@")|*]0.: B )(/ . ) -
I; < —/ _ dvdw Oy Bldvdw |du ,
P 7 ab e (u?)? R3 x 52 (v9)? R3 x 52 | |

et faisant usage des hypotheéses (1.5.14) sur B, nous avons :

7\|2 7|2 —1\2d+2 J— I
n<@ (/ [f@)Flg@) (A + [a]) dudv)dw.
52 R3xR3

= 6 1000 1900
De plus,
dudv  du'dv’ _ _ _ _
55 = o0 (1+[@])? < (14 a)*u®" " et 1+ [a| < (1+a)(1+|@])(1+ 7],
donc
C(1+a)*
B S [ e ar [ o p) ek
a R3 R3
C(1+4a)*
< —||f||L2(R3 Hg||L2 (R3) -
D’ou
C(1+a)*
I < —— 1@ 9l F@ey < ClfITmes) 1915 @s) -
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(1+ ) a _3/ —|f(_’) (0")0,:u' 0, B|dwdv) du

R3xS2 v

(1 fatia [

R3xS2

- [
L

16 1 - If(ﬂ)llg(@)l\GuBI% I s\
< — 1+ 2d+2(/ 1+ |9])2|0,:Bl2dwdv | du.
- ab R3 (UO)Q( | |) RS 52 m ( | ’) ’ ’

En appliquant I'inégalité de Cauchy Schwartz, nous avons :

1 —/\ |2 —/\ |2 B
]” < _6 (1+|ﬂ|)2d+2(/ |f(u )| ’g(v )’ |au |dwa) </ (1+|E|)5|8UB|d@dw) dﬂ,
ab Jgs R3x $2 R3x 52

0

1
u0

1 16u°
u0

( 16w’ ¢ avg (o ’)8UB\dwd6) d

et faisant usage des hypotheéses (1.5.14) sur B, nous avons :

g (] @ Pera e .

De plus,
dudv u’ _ _ _
o= = du'dv’ WL u® < 20" et 1+ @l < (14a)(1+ @)1+ |7,
donc
C(1+a)X
o< S [ amps@pa [ )P
a R3 R3
C(1+a)*
< TufHLg(RS)HQH%g(RS)'
D’ou
C(1+4a)*
I < —— s ee 19l ey < Ol 191z sy -

En remplagant dans I¥, 0,:u'0, B par 0,:0'0,B, nous déduisons que :

Iy < C||f”§{3(m3)||9||§fg(u§3) :
Ainsi on a
I3 < CHfoqg(R?»)HQHzg(Riﬁ‘) '

Des estimations de (I;), (I2) et (I3), nous déduisons que :

[+ ) 0.0 (1.0)

2 2
L2 (&) < C||f||H3(R3)||g||Hg(R3) )

et par suite on a :

o+ o (50 ()

< Ol Fl12s. 2 )
sy ||f||Hg(R3)||gHH3(R3)
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(ii) Montrons que H(l + [a])* 10, (U—Q (f, g))

Ona:

0 (5@ (1.9)) = 550uQ (1) - T

et

_ 1
(1 + fa)** 0 (5

|+ o (o

Q~(f, g)>
< ||+ |ﬂy)d+1@6uz’@_(f, 9)

<+ on(s9)

<

(140" -50.@7 (. 9)

car 1+ [a] < (1 +a)u’ et a™2?|u’| < Lu°
(1+ |ﬂ|)d+1$3uiQ_(f, 9)

Il nous reste a estimer

|1+ 1) 0.0 (0|

[ (s [ 2

R3 UO

L2(R3)

S dp

1
u?
1

(1+ [+
()’

(fos

Q(1.9)) = (1 + )™ 250uQ(1.9) — (1+ )™ <u 7

<C

L2(R3)

||f||H3(R3)||9||H3(R3) .

2,1

a~u

Q (f,9)

Q (f.9)-

L2(R3)

s me So (1)

(u0)?

| |)d+1

L2(R3)

—Q(f,9)

L2(R3)

1—|—a H

L2(R3) L2(R3)

E) + C fll 3wy 91| 13 3y »

L2(R3)

Oy (f(ﬂ)g(U)B)dw) du

SQ

s e / O ) B + S@g()0,(8]) v )

2
: dmu> du
(%

-~

T

(u°)?

2
ab

(Lo

D01 3, '

9

-~

T

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous avons :

2 (1 + |ﬂ‘)2d+2

0w f (@) *g(@)* B

T < —

(fows

re o (u0)?

dvdw / B d@dw) du,
R3x 52

(0%)?

et faisant usage des hypothéses (1.5.14), nous avons :

(1 + [u|)*dudv

B ©f (@
TS R3 xR3 (ub0)?

< C(1+ a)?

< 0w yun -

(/R3(1+ !E|)2d|3uif(ﬂ)|2dﬂd€) (/Rs<1+ |@|>2d|g(m|2dwﬁ)
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D’ou

I < O||f||H§(R3)||9||H3(R3) )

Pour ce qui est de Ty, nous avons vu que 0,:[B] = 0,s B + 0,,w 9, B + 0,10, B

no= [ (Savmea [ Limomo )
(

1
LGt
1
‘/RSE

2
1+ @) a3 /RS . Uo|f( u)g(v )[8uiB+auiﬂlauB—{—aui@,auB”deU) du

2
< 3{/ —(1+ [a]) )itlg 3/ on( u)g(v )GuiB|dwd@) du
R3 R3x52 U _,
(Té)
1 2
+/ <—o(1+|ﬂ|)d+1a_3/ If( )9(@) 0,0, Bldwd_) du
R3 \U R3xS2 'U
()
1 —\d+1, -3 ‘L
+ — 1+ [a])™ a —|f( )9(0)0,:0' 0, Bldwdv | du p .
R3 \U R3xS2 /U

(@)

o7y — /R (io(l+|ﬂ\)d+la_3/ L@ )GuiB\dde)2dﬂ

u R3xS2 C

2
= / %) 2(1+|ﬂ|)2d+2a_6</ ’ ( )HQ( )Hau’B’ |6uzB|§dwdE) di .
R3 (u ) R3xS2 20

En appliquant 'inégalité de Cauchy Schwartz, nous avons :

e / <1+|a|>2d+2< / @ Plg@)PIouB| )( / ) )_
T, < — —_— dvdw 0, Bldvdw |du ,
Nl S U ER ) S (09)2 g 00D

et faisant usage des hypothéses (1.5.14) sur B, nous avons :

C _ _ —voa (1 +[0])? dudv
7 o<« Y 2 201 2d d
< SL(L PP e SR

QLR [ i span [ (4 i)

< O”f"ig(R3)|’g|’%§(R3) :

IN

D’ou

Ty < C F s sy 1913 s, -
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ety = [ (usma [ —If()()uzU’ﬁBldwdv)Qdﬂ

3%Q2 ’UO

1
. (ui“““w“ h / 16“ LW rmyg (o )auB|dwcw)2da

(VAN
—

R3xS2
61 1 4ig \f(amg(v)uaum% N
< — 1 2d+2 / 1 2|0 ; Blzdwd di .
< D[ ([ MOWOIEE 4y 5o, pidudn) do

En appliquant 'inégalité de Cauchy Schwartz, nous avons :

1 u)[*|g(0)[?|0.B
T2// < _S/ (1—|—|ﬂ|)2d+2(/ |f(u)‘ |g(g)‘ ’au |dﬂdw) (/ (1—|—|6|)5|(9UB|d6dw) dﬂ,
a” Jgs R3 x 52 v R3 x 52

et faisant usage des hypothéses (1.5.14) sur B, nous avons :

C . dudv
1< S (L v@paepa -+ me ).
a S2 R3xR3 U
donc
o< & / (1 [ f@Pda | (14 oo de
R3
< ||f||L2(R3 ||g||L2(R3 :
D’ou

Ty < CHinzg(R%HgH?{g(RS) :
En remplagant dans 73, 0,:4'0, B par 0,:0'0,B, nous déduisons que :
13" < Cl N ey 191 g2 sy -
2 = m3(®3) 91 3 (r3)

Ainsi on a

Ty < C| £33 19133 e -

Des estimations de (77) et (T3), nous déduisons que :

[+ ) 0uQ(1.9)

2 2
L2 < C||f||Hg(R3)||g||H3(R3) )

et par suite nous avons :

< Ol sy gl sy -

Ja+ o (5@ ()]

L2(R?)
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Donc
—1\d+1 1 —1\d+1 Ly
(1+ [a)™ 0w | —Q(f,9) < A+ DT 0w | Q7(f.9)
u L2(R3) u L2(R3)
r -
# o mo (Ho )
b L2(B?)
< Cllfllmzes) 9]l s -
D’ou la Proposition 2.4. O

Proposition 2.5. Soit f,g € H3(R?), alors :

1
Hu+mWH%W(@@mm)Lm%smmmmwmﬁmy (2:3.8)

PREUVE: Il suffit de montrer que

1
Hu+mWH%W(@QWﬂw)Lm%smmmmwwﬁww (2:3.9)

et

L

Hu+mW”%W(@@<ﬁm)Lm%saummmwm@m. (2:3.10)

(i) Nous montrons d’abord que H (1+[@])*202,,; (HQT(f,9))

oy < O gl e -

Rappelons que :
a2u’

N
()} Q" (f.9),

1 1
0 (25 Q(19) = 52uQ(f10) -

donc

MW( @Wﬁ)) - ( 0uQ*(f.9)) =0 ( Q" (1.0))
wr

A

— + ual—l— auaﬂ—&-
0@ (Fr0) )UQ<ﬁ> T 0sQ' (1.0
—25 a vt
‘1f@wa Q*(f.9)-

(u0)? (u0)?

(4 )02, (507 (9))
120 a (Lt [ (14 [7)10,Q (£, 0)

= (1+ [a]) 0 w0y =
4y ip g =280 (0 0)2 —
(1 “uwgi%w><1+wT§ﬂﬁm
_ a1k fa]) (1 + )0, Q* (£.0)
(u0)? f |
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Or nous avons :

a1+ a)) _ 1+a (1+ Ju)*(Ba™u'v? — a™25;(u°)?)| _ 4(1 +a)
(u0)? ‘S a S2 et ‘ (u0)* = a? = 16,
donc :
1 (1 + [a])™*?02,,Q" (f. 9)
d+2 52 + i
[+t (gerra)| < | o )
(1 +[a)?Q*(f. 9)
+4 - )
16l @)™ 0.Q" (f, 9)
UO L2 .

Au vu des estimations (2.3.3) et (2.3.4), il suffit d’estimer
H (1 + [a)**?0s.,Q"(f.9)

u0

L2(R3) '

Nous avons :

2
(1+|ﬂ|)d+2831‘uj Q+ (f7g)
0

2

-/ ($<1+|a|>d+2a-3 J e w')B)cMw) .

R3x52 U

u

L2(R3)
Or

azzuj (f(ﬂ/g(ﬂ/)B» = auj (auiﬂlau/f(ﬂ/> <_/)B + f( ) iU '0 ’g( )B + f(ﬂl)g(gl)aui [B])
= 0, (0,0 f(@)g(V)B) + 0, (f (W), 00y g(v')B)
+0, (f(@)g(0")dus[B]) ,

donc

[+ oot

L2 ()

1 _ _ 1 B 2
S {/Rs (E(l T |u|>d+2a 3/]R3><SQ @‘auﬂ( ulu &yf( ) /)B)|dwdv) du

J/

-~
«

1w 1 i
_'_/R3 (@(1+|u|>d+2a 3/ F‘auj(f( )00 0y g (v )‘dwdv) du

R3xS2

7

0

+ /R 3 (%(1 e /R . U—lo\auj (F(@)9(¥")0:[B)) ]dwd@)Qdﬂ} |

-~

Y

Estimation de «

2
a:/ (10(1+|u|)d+2 —3/ ‘&u uzu’ﬁu/f(ﬂ/w(w)B)|d6dw) du .
RS \U R3xS2 U
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Or

D, (auia'au, f(a’)g(w’)3> = O WO f(@)g(T)B + Oy T T I f(T)g(T) B
+0yiTW O [ (W) 050" 0y g (V') B 4 0@ Dy f (W' ) g(V')Os B,

donc en posant :

. i 2
h= [ s e [ ok w0 @) Blvs] du
RB :’ui Rg 2
)y — / L pytea / 10,570, 3 f ()g(') Bldvd] dm
4 B Y R
Jo= [ s a0 [ 100 £ (@009 ) Bldvde]
RS :Ui R3x
h= [ s et [ oo @) Blavds)] i
\ R3 -

il suffit d’estimer J;, Jo, J3 et Jy.

Estimation de J;

u0

< & [ e [ S (o) i

ab Jros (u0)2 av

3|8, f(a')g(v') B2 | B3 ’
Iy < %/ (1 + [a]) 2+ [/ (V)2 10w/ @)9(v) B=| dvdw] da.
a- Jgrs R3xS2

1 1 _, S
ho= [ [elmtta® [ e, w0 f@)@) Bldds] da
R3 R3xg2 U

Vo

En appliquant I'inégalité de Cauchy Schwartz, nous avons :

(27N 2 A (77) |2
B < 9/ (1+ )2+ / 0, F@)Cl9@IB g, / (1+[0])7| Bldvdw ) dar.
a® Jgs R3x .52 00 R3x 52

En faisant usage des hypothéses (1.5.14) et vu que

dudv __ du'dv’
2070 /040

O < 2UIO /0

L4 fa] < (T+a)(1+ [@)(1 + 7))

nous avons :
C 1 + 2d / —/ —/ —/ —/ —/
noe S o @ pan) ([ o ) gepa)
R3 R3
C(1+a)*
< 10 | s 19 s
Dot :

I < O£l

2
d(R3)H9HH3(R3)'
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Estimation de .J,

1 1 2
5, - / [t ) —3/ 100,10 f () o(7) Bldvds | d
R3 LU R3xs2 V0

0V2(,,0\6 2
o [ omarmme] [ EE e pg ) i am
R3x52

ab Jgs (uY)? v

11 1 1 2
1 1+ [©))2|0% f(@)g(v')Bz||B|2
J2 S _6/ (1 + |ﬂ|)2d+4(u0)2 / ( + ’UD 2 ‘811 f(u )g(’U) 2|| ‘Qdﬁdw da .
a” Jrs R3 x S2

NOd

En appliquant I'inégalité de Cauchy Schwartz, Nous avons :

< %/RJHWDM(/RW 190 /(@ ”ULQ( PB4 )(A3X52(1+]6|)11|B\d6dw>dﬂ.

En faisant usage des hypotheéses (1.5.14) sur B et vu que

dudv __ du'dv’
w00 Y

0 < QUIO /0

L+ fu] < (1 +a)(d + [@])(1 + [])

nous avons :
C(1 4 a)* _ N2 _ N2 e
5 < (—(3)( [ o ansaea)( [ o+ ra)
a R3 R3
C(1+a) 2 ¢
< 46 ||8 LZ(R3)Hg||L3(R3) :
Dot :

< [ e ol g ces) -

Estimation de J;

u0
1 1
ab Jgs (u0)?

11 1 1 2
1 1+1|wNh= |0, f(w)o,q(@)Bz||Bl|z2
S ; (1 + |ﬂ|)2d+4(u0)2 / ( + |U|) |8u f(u )av g(’U ) || | dvdw da .
ab Jps R3x 2 Vo

En appliquant I'inégalité de Cauchy Schwartz, Nous avons :

! O H@) 0o @PLE] ) §
nsd [ [ o o) ([ @elehlads Yo

En faisant usage des hypothéses (1.5.14) sur B et vu que

5y = / [+ / . 0,0 ()07 Do) Bl

(1+ \u;)?dﬂ[ /R . %y@u f(ﬂ’)avlg(ﬂ’)B]dwardﬂ

dudv __ du'dv’
200 Y

uO S QUIOU’O

L+ fu] < (1 +a)(d + [@])(1 + [])

Thése de Doctorat. Marcelin Kenmogne Noumo ©UYI 2023



2.3 Inégalités fondamentales 60

nous avons :
2d
5oe S o) par)( [ 1+ o) P
R3 R3
C(1+a)*
< e W s ol s e -
Dot :

Js < Ol lgeay 19 g

Estimation de J;

1 1 ?
o / L+ s / 10,0, ()9 ()0, Bldud)| d
R3 R3xg2 U

u0

1 1 odid uO(v0)3 IR T
_/R3 pt+ a+ [/RMQ =0 (@ )g(v)au]Buvdw} d

ab

1 1 2
1 1+ [9])2|8y f(@)g(v)Bz2||0,: B|2
S . (1+|ﬂ|)2d+4 / ( +‘v|)2|8uf<u)g(v) QHau ‘2d5dw dﬂ
a’ Jgs R3x 52 Vo

En appliquant I'inégalité de Cauchy Schwartz, nous avons :

()12 A jB
Ji < a—lﬁ/ (1+|ﬂ|)2d+4(/ 9 7)o @)1, ’d@dw) (/ (1+|6|)5|8ujB|d6dw)dﬂ
R3 R3%xS2 v R3xS2

En faisant usage des hypothéses (1.5.14) sur B et vu que

dudv __ du'dv’
2070 w070

uO S QU,OUIO

I+ u <(1+4+a) (14 @)+ |7

nous avons :
2d
5 < —C“;;.“) ([ a+mpouns@par)( [ @+ w)e)ka)
R3 R
C(l+a
< a—HfHHaRa)llgHHgRa)
D’ou :
I < Ol lagcan 19 e

Nous déduisons des estimations de .Jy, Jo, J3 et Jy que :

@ < O Flgeen 9y oy

En ce qui concerne les estimations de () et (), nous combinons comme ci-dessus,

I'inégalité de Cauchy Schwartz et les hypothéses (1.5.14) sur B, pour montrer que :

0 < Cfzg

2
d(R?’)HgHHg(R?’)’
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et
7 < C) ey 19 sy -

Ainsi,

10

(1 + [@])*202%, Q" (f,g)
| CED <l ol
L2(R3)

et par suite

[+ et (@ (r.9))

sy S Ol g 191 g -

(ii) Nous montrons enfin que H(1—|—|u|)d+2651u3 (u Q~ (f, g))

L2(R3) — HfHH?’(R?’ HgHH3(R3 :

De méme que pour Q*(f,g), on a :

(L #2355, g>)
Q(f9) _ a0 (1 4 i) (1 + [1)10,Q (/. 0)

(1+| |)d+2 ou

u? (u?)? u®
R =
_ o'+ a)) 1+ [@E)*0,Q™(f, 9)
(u)? u® '
donc :
H(l + \u|)d+28§1u3( 10Q‘(f7 g)) -

< H (14 [a])*202,,Q (f.9) 16 H (1+[a)*'Q (f,9)
- u0 u0
12(R?) 12(R?)
| LEA AT
u’ L2(R3)

20 + Cllf iz @®s) |91 3 gy -

< H (1+ [a])*205.,,Q(f.9)

L2(R3)
On a:
2
(1+[a)) 202, Q= (f.9) 1 _ _ N 2
s Us :/ [@(HIUD‘”QCL 3/ anguj(f( )9 (U)B)dvdw} .
L2(R3) R3 R3x 52
Or
02 (f@gW)B) = 0, (0w f(w)g(®)B + f(u)g(v)0,:B)

= 0%, [(@g([®)B + 0, f(@)g(0)Dys B + 0ys f (W) g(0)0,i B + f()g(0)0%,, B,
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donc en posant :

Lo

- 1 2
Kl = / _0(1 + ‘E|>d+2a—3/ —Oauzujf(ﬂ)g(E)Bd@dW} du
Re ~U R3x 52 U

_ 2
K2 :/ %(1 + \E|)d+2a3/ ioauzf<ﬂ)g(1_})au33d@dw:| du
g3

R3 x 52 Ul >
K3:/ — f(u)g(0)d2 Bd@dw} du
\ R3
H (1 + [a])20%,,Q(f.9)

iqyd
R3x 52 U e
UO

~ 1 - _
_E(l + ‘u|>d+2a 3

on a :
2

< 4(K1 + Ky + K3) .
L2(R3)

En appliquant I'inégalité de Cauchy Schwartz a Ky, on a :

1 1
—(1 —\d+2 —3/ -
/R3 |:U/O( + |U|) “ R3x S2 00
1 1 92, F(@)|2|g(7)|2B
—6/ o (1 [ 2+ </ 9,/ (@) g )] dvdw> </ dedw> du
a” Jrs (u ) R3 % 52 (U ) R3 %52

¢ L ﬂ2d+4< L 2-.ﬂ2626w)ﬂ
[ ot ([ ot @Pla(o) Pavas) da,

ab
en faisant usage des hypothéses faites sur B.

2
o2

Ky

mf@)g(mmdwrda

<

Donc

IA

C _ 2 N2
w [, @b | g
R3 R3

Ol 13y |91 e

A\

De méme en utilisant les hypothéses faites sur B, on montre que :

Ky < Cll fllieay |9l @sy et Ks < ClL s 19/l s -

On déduit donc que :

2

H (1 +[a])**?0%,,Q (f.9)

u0

ce qui donne :

<C 2 2 ’
P Hf||Hg(R3)H9||H3(R3)

H (1 + [a)**20%,,Q (f.9)

w0

Par conséquent

wul

s myee, (e

L*(R?)

< Ol fllmzes)llgll s s -
L2(R3)

1
< o mpat, (gev)
L2(R3)
+ H(l )z, , (%Q_(f, 9)>
L2(R3)
<

CHfHHS(R3)HgHH3(R3) .
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D’ou la Proposition 2.5 O
Proposition 2.6. Soit f,g € H3(R?). Alors nous avons :
1
(L + [al) 205 s <—0Q(f, 9)) < Ol e gl sy - (2.3.11)
u L2(R3)
PREUVE: Il suffit de montrer que
d+3 53 1
(1 + [@) ™ O | @ + (f,9) < Ol sy gl sy - (2.3.12)
Y L2(R9)
et
L
|+ @0 (5@ 00) | < Ol 2.3.13)
Y L2(B9)
(i) Nous montrons d’abord que || (1+{])*6% i (5Q* (.9)) |, . < U g lglges

En dérivant par rapport a k, 8§iuju—10Q+( f,g), on obtient

(1 + |u’)d+3831uﬂuk 0Q+(f7 )
_ (A4 [E)™Pos,,QF (f9) oM+ @) A+ [a)?205, Q" (. 9)
UO <u0)2 UO
a7 (1 + [u]) (1 + [a])™?02 Q@ (f. 9)
(UO)Z UO
Ca (A Jal) (1 + [a)20%,,Q" (f,9)
(UO)Q ’LLO
_a—z[(&i( u’)? —3a%u Oujuk)(lﬂm)z} (1+ [a)™*0.Q*(f,9)
(’LLO>5 uO
o[ (03(u”)? = Ba"*uu'u) o] (L [@)*10.,Q* (f, 9)
—a [ — (1 + [a]) ] = (2.3.14)
Cao(1 4 [al]) (1 + [a])*?02 h Q7 (f,9)
(UO)Z UO
o™t jut (1 + [u))* (1 + [a)*Q* (/. 9)
(uO)G UO
a”*u'e! (1 + [a)* (1 + [a))™*'9,.Q* (f, 9)
<u0)4 UO
L[4 (u)® + Sl (u®)® = Ba=2(u)PuluduF) s L+ [@)Q* (£, 9)
s A ] L
En remarquant que
( P n] | < g ||
a—4utud ) a~46tuk (1+]ul)3
st | ¢y | g
-2 QRS R (1 Jal)?| < 16
il 87 i) (108 —5a—2 (u0)3uiud uF _
\ —4[(5;C +6;u’)( )(u0)59 (u®) )(1 + |u|)3]
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et vu les estimations (2.3.3), (2.3.6) et (2.3.9, on a :

1
—=\d+3 93 N+
H(]' + |U|) auiujuk qu (f7 g)’ L2(R3)

<’W1+WED“3@LmﬁQ+Qﬂ9)
< 0

+ C\l fll 3@yl 9l 23 s -
L2(R3)

En faisant usage des hypothéses (1.5.14) sur B, et en suivant la méme démarche que
dans les cas précédents, on montre que :

‘VIHMW”%WMQWﬂm

10

< Ol fllmses)llgll s sy -
L2(R3)

D’ou 'on déduit :

< Cll fllmz@s)llgll s s -
L2(R3)

| 0% (07 0.0)

(ii) De méme en remplacant dans (2.3.14) Q" par @~ et vu les estimations (2.3.4), (2.3.7)
et (2.3.10), on a :

| ayot (50 (1.9)] ..,

<‘V1+ﬁﬂDd“8§W@AQ(fﬁﬁ
< 0

+ O\l fll 3 w3yl 91l 113 sy
L2(R3)

Et en procédant de fagon similaire comme dans les Propositions 2.3-2.5, on a :

‘VLHWV%@WMQTﬂw

u0

< Cll fllmz ) llgll s sy -
L2(R3)

Ce qui donne :

1

| D 00 5Q7 (. 9)] ) < O s gl
De ce qui préceéde, on conclut que :
—\d+3 93 1 —1\d+3 93 Loy
u L2(R3) u L2(R3)
1
| 0t (e ra)
u L2(R3)
< Olflazes)llgl mses) -
D’ou la Proposition 2.6. O
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Proposition 2.7. Soit f,g € H3(R?). Alors nous avons :

|50

) = Cllf ez 19z s (2.3.15)

1 1
|5@u N = =0.9)]| . < CU e + ol If = gl - (2:3.16)

H3(R3)
PREUVE:

(i) En ce qui concerne (2.3.15), les estimations (2.3.2), (2.3.5), (2.3.8) et (2.3.11) montrent

que

va e, [ <3+ o (noia)) |

L2(R3) < C||fHH3(R3)HgHH3(R3)7

donc

| @0

o ) = Cll N rg eyl gl 13 rs) -
Ce qui prouve (2.3.15).

(ii) Pour ce qui est de (2.3.16), nous avons, vu la bilinéarité de Q* et de @~ :
1 1 1 1
1 IR TN 1

ce qui donne vu les estimations (2.3.2)-(2.3.11)

| 5@ (.0 - 57 .9)

i S C(I sy + gl s ) IF = gl s

et

H%Q‘(f, f) = %Q‘(Q,g))

HI®S) < C(H.f||Hd3(R3) + ||9||H3(R3))Hf = 9llmzms) -
Puisque Q = Q" — @, on a :

1 1 1 1 1 1

QD =~ 5000.0) = | QU - 50| + |50 (00) - Q1)

et par conséquent

| 5@t - e.0)

H3(R3) < O(HfHHS(RS) + ||g||H§’(R3))||f - gHHg(RS) .

D’ou la relation 2.3.16. O
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Remarque 2.6. Au vu de la preuve des Propositions 2.3-2.6, nous déduisons que si f,g €

HE(R?), k=1,2,3, 5Q(f,g) € HY(R?) et

|59

sy < O g 19y (2.3.17)

| 5@t - 0.0)

(e < C(1f |zt oy + N9l ms@en) | f = 9l mrces) - (2.3.18)

2.4 Existence locale de la solution de I’équation de Boltz-

mann

2.4.1 Construction de la suite des itérées

Le lecteur peut se demander pourquoi on ne peut pas résoudre directement 1’équation
(1.5.7) en introduisant son systéme caractéristique équivalent. Mais on ne sait pas comment
appliquer le théoréme de Caucy-Lipschitz a ce systéme puisque I'équation en question est
une équation intégro-différentielle dans laquelle apparait 'inconnu f et son intégrale. Pour
cette raison, nous avons choisi d’introduire un schéma itératif dans lequel la méthode des
caractéristiques est utilisée pour obtenir les solutions des équations linéare.

Nous considérons 1’équation (1.5.7),

af 01 3
o (o Lrene) g = e,

avec la donnée initiale
f(0,a) = fo € H; .(R?). (2.4.1)

et nous allons montrer que le probléme de Cauchy résultant admet une unique solution dans
'espace H3(0,T,R?), pour un certain 7' > 0.
Soit 7' > 0, f° la fonction définie sur [0, T, par

FO(t,m) = fol@).

Définissons la fonction f! comme solution de I’équation

(5 [ ren ) o= Q) 242

a ou’
—1
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avec la donnée initiale
f 1(0) = Jo
En effet 'équation (2.4.2) est équivalente (en prenant ¢ comme paramétre et h'(t) = f1(¢,u(t)))

au systeme caractéristique :

dut __ FOl _ .
(S1> ) a —  a s fD(U)dE L= 17273

1
@ = 5Q(f° f°)
Par simple intégration, le systéme caractéristique (S!) admet une unique solution (u, h') de

classe C! sur [0, T, qui détermine une unique solution f! de I’équation (2.4.2) sur [0, T].

Remarque 2.7. Etant donné que la fonction (t, @) — FTm Jgs fO(t,0)dU est bornée vu que :

FOl
S N
a

FOI
— [ f%t,v)do
R3

a ||f0||H37T(R3> <Cr

et que sa dérivée en u est nulle, I’équation (2.2.19) implique en appliquant le Corollaire 2.1

(prenant ty = 0), que la solution f' vérifie l'inégalité :

- ! 2
g < Uil + O [ |pQU s @243)
Nous déduisons de 'équation (2.4.3) vu (2.3.15) que :
¢
4
Hfl(tv )H?{g(ﬂ@) < (HfOHJ%Ig(H@) + C12/0 Hfo(su )”Hg(RS)dS) 651t (244)

et puisque || f°| m3rs) < 7, nous déduisons que la solution f' de l’équation (2.4.2) appartient

a C°([0,7), H3(R®)) nC'([0,T), H3(R?)).

Si nous supposons connue f" € C'([0,7], H3(R?)), alors nous définissons f™™ comme

étant 'unique solution de I’équation :

afn—i—l o1 3 afn+1 1
— "(t,v)dv — = — mom 2.4.
o~ (5 [ eman) > o = w1 (24.5)
avec la donnée initiale
fH0) = fo.

Notons que la fonction (t,7) — FTM / f™(t,0)dv est bornée et que ses dérivées en u sont
R3
nulles. Donc en vertu du Corollaire 2.1, la fonction f™*! vérifie I'inégalité :

e QU s )|

u

ds ;

H3(R3)

t
6_(5t||fn+1<t, )||§{3(R3) S ||f0||?‘1§’(R3) + Cl/
0
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qui donne vu (2.3.15),

t
n n 4
Hf +1(t7 )H?{g’(R?’) < (Hfo”ilg(]l@) + 02/0 Hf (87 )”H;’(R?’)dS) 661t : (246)

D’ott I'on déduit que la solution f"' de l'équation (2.4.5) est un élément de 'espace
¢*((0.7), Hi®*)) n (0, T), Hi(R?)).

Nous avons donc construit une suite (f") définie sur un intervalle [0, T'[, " > 0 telle que :
f1eC’([0,7), Hj(R*) nC'([0,T), H;(R?)) .

Nous allons maintenant donner quelques propriétés de la suite (f™), que nous venons de

construire.

2.4.2 Propriétés de la suite des itérées

Proposition 2.8.
Soit fo € Hj},.(R?), alors il existe T > 0 indépendant de n tel que la suite (f™) soit unifor-

mément bornée sur [0, T), dans l’espace H3(R?).

PREUVE:

Supposons que fo € Hj, (R?), alors || foll g3(rs) < r. Nous allons montrer par récurrence que :
Vi€ [0,T], YneN, |f*"(t)lus@s <2r

pour T convenablement choisi.
e Pour n = 0, on bien ||f0||H3(R3) <r<2r.
e Soit n € N, supposons que Vk < n, ka(t)HHg(Rg) < 2r et montrons que Hf”“(t)HHg(Rg) <

2r. D’aprés l'inégalité (4.1.3), on a :
! 4
n+1 2 2 n t .
||f - (ta )HHS’(R3) < (HfO”Hg(RL‘) +CQ/O Hf (57 )||H3(R3)d5> en )
et puisque || f"(¢)[|g3rs) < 2r, on a:

t
1754 e < (Il + Co [ 16r1as) et

ce qui donne

1P W mgasy < € (1Lfolldys) + 16Cor"t)
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Or il existe t; > 0, tel que : €2 < 2, Vt € [0, 1] et to > 0 tel que 16Cyr%*t < 1 pour t € [0, to].
Ainsi en posant 7' = min(¢;, ), on a bien :
1/ (e, ez @sy < 2r.

|

Proposition 2.9. Soit fy € Hj (R?). Alors les suites (f") et (‘%n) sont de Cauchy respec-

tivement dans les espaces de Banach C° ([0,T]; H3(R®)) et C°([0,T]; H}(R?)), pour T > 0

suffisamment petit.

PREUVE: Notons que d’apreés 1'équation (1.3.9), nous avons |F°'(t)| < a73|F1(0)] < C.

1. Montrons que (f") est de Cauchy dans l’espace C’O([O, T}, HC%(R?’)).
De l'équation (2.4.5) on a :

o(frtt — fry  FO . : af"“ vty e Of
ot T ( [t v)d Z /Rgf l(t,v)dvizlaui>

= lQum - ]

qui sécrit encore :

a n+l _ rn FOl 3 a n+l _ rn
1 -1 n—1
= QU = QU )
FOI o . _ 3 afn
el GAUL R AL LD O

En vertu de la Proposition 2.8, on a

|52

H2(R3) < Hf HH;’(RS) <2r;

donc

a

[ uren - reana s 2

< c / £ (,5) — ()| do
R3
< Clf" = Mlmzes ;

avec C' une constante dépendant de r, de ay et F°(0).

De plus d’aprés la relation 2.3.18 de la Remarque 2.6, on a :

|5 leum m - eum )]

<Clf" - fn_1||Hd2(R3)-

HZ(R3)
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2.4 Existence locale de la solution de I’équation de Boltzmann 70

Ainsi en appliquant le Corollaire (2.1) a I’équation (2.4.7), pour k = 2, (ceci est du a

la présence de la dérivée en u’ sur le second membre de cette équation) on a :

L/ ) = () ey < C/ 17 (s,) = F77 (s, )z ey ds. (2.4.8)
En prenant le sup sur [0,77], on a :
L= < CTlL = P s
ce qui donne :
L/ =l < veTi = i
En choisissant T" suffisamment petit de sorte CT" < 1 et en posant o = +/CT', on a
L =< eIl = 0
d’ott I'on déduit que (f") est de Cauchy dans C°([0,T7]; H3(R?)).

2. Montrons que (%°) est de Cauchy dans l'espace C°([0,T7; Hi(R?)).

De I’équation 2.4.7, vu que (f™) est bornée et vu la Remarque 2.6, on déduit que :

(1 = ) " .
< L L | n_ fn 1(R3) | -
ot HJ(R3) B C("f / HHd(R Al If ! HH‘i(R )>
Donc,
a n+l _ fn _
H‘% < C{Ilrt = U+ =
CO([0,T]; H (R3))

< Cam I - Pl (2.49)
avec 0 < a < 1.
On déduit que ( ~) est de Cauchy dans l'espace C°([0,T]; H}(RR%)).
Remarque 2.8. Notons que (f") est une suite de Cauchy dans Uespace C°([0,T]; H3(R*)) N
CH (0,7 HA(R).

Remarque 2.9. Nous notons pour l'utiliser plus tard que la suite (ﬂ) est uniformément

ot
bornée dans H3(R®). En effet :

n 01 3 n

a
=1

H2(R3)

H2(R?)
< C||fn_1||H3(R3)(||fn||Hg(R3) + ||fn_1||Hg(R3))

< C.

vu que (f™) est uniformément bornée dans C°([0, T]; HI(R?)) .
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Nous allons a présent établir un résultat d’existence et d’unicité de la solution de 1’équation
de Boltzmann. Nous aurons besoin pour cela de quelques résultats classiques concernant

I’espace de Sobolev H) avec s réel (voir [29] pour plus de détails).

2.4.3 Existence locale en temps

Définition 2.2. Soit n un entier naturel non nul, s un nombre réel. On désigne par S'(R")
Uensemble des distributions tempérées sur R™. On dit qu’une fonction u € H®(R") siu €
S'(R™) et sa tansformée de Fourier i est une fonction mesurable telle que (1 + [£]?)%/%a(€)

soit de carré intégrable. Siu € H®)(R™), on pose

ol = (g [ 4+ iePiacoPae)

ce qui défini une norme sur H®)(R™).

Remarque 2.10. H®(R") est un espace de Hilbert. Ce pendant, HO(R") = L*(R") et
HEO(R™) = H3(R") quand s est un entier naturel.

Nous rappelons cette importante inégalité en analyse fonctionnelle, appelée inégalité d’in-

terpolation.

Lemme 2.2. Soient s1, sy et s3 trois réels tels que s; < sy < s3. Siu € H)(R™), alors

nous avons l’inégalité

537952 527951

S ull s (2.4.10)

[l (s) < [Ju

Théoréme 2.1. Soient r et d deux nombres réels positifs tels que d € } 3}. Alors il existe

5
27
T > 0 tel que Uéquation de Boltzmann (1.5.7) avec la donnée initiale f(0) = fo € H} .(R?)

admet une unique solution f définie sur [0,T] tel que :
fec([0,T] x R%).
De plus,
f € H*0,T,R?) et f(t,-) est bornée uniformément ent dans Hi(R?).

PREUVE:
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2.4 Existence locale de la solution de I’équation de Boltzmann 72

1. Existence : Dans un premier temps, nous allons montrer que la suite (f™), converge
dans D'espace C' ([0, T] x R?).
D’aprés la Proposition 2.9, la suite (f"), est une suite de Cauchy dans 'espace de
Banach C°([0, T]; H3(R?)). Donc il existe une fonction f € C°([0,T]; H3(R?)) telle que
(f™)n converge vers f dans l'espace C°([0,T]; H(R?)). Or I'espace C°([0,T]; H3(R?))
s’injecte contintment dans C°([0,T]; H*(R?)), donc la suite (™) est de Cauchy dans
Pespace C°([0,T]; H*(R?)).
D’aprés I'inégalité d’interpollation (2.4.10), pour tout réel s tel que 2 < s < 3 nous

avons :

1F7 () = 2 sy S ™) = F7C M s 7 () = £2(E ) [lgsy - (24.11)

Puisque (f™(t, ))n est uniformément bornée dans H3(R?) donc dans H3(R?), 'inégalité
(2.4.11) montre que (f) est une suite de Cauchy dans C°([0,T7; H®)(R?)) pour tout
s €]2, 3.

De méme, puisque la suite (6—:) est uniformément bornée (voir Remarque 2.9) et est

une suite de Cauchy dans C°([0,T]; Hj(R?®)), I'inégalité d’interpolation montre que

(%L:) est une suite de Cauchy dans C°([0,T]; H®)(R?)) pour tout s €]1, 2[. Ainsi,

(f") est une suite de Cauchy dans C°([0,T]; HETD(R*)NC ([0, T); HO(R?)); 1 < s < 2.
(2.4.12)

Maintenant, d’aprés le théoréme d’injection de Sobolev nous avons :
3
([0, T); HE(R®)) n ([0, T); H(R?)) — C3([0,T]) x R®)  pour tout s > 5

Donc en choisissant en particulier s dans (2.4.12) tel que % < s < 2, nous déduisons
que (f™) est une suite de Cauchy dans C{([0,T] x R?) qui est un espace de Banach
et par conséquent converge vers une fonction f dans CL([0,7] x R?) et l'injection
CO([0,T); HA(R?)) — C°([0, T] x R?) montre que f = f. Ce qui montre que la fonction
[ est la limite de la suite (f") dans C*([0,7] x R?).

Dans un second temps, nous allons montrer que f est la solution de I’équation de
Boltzmann (1.5.7). Pour cela il suffit de montrer que :

vte[0,7], [ f*(tv)dv — [ [f(t,0)dv et U—Q(f" /" — Q(f f)-

R3 R3
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Nous avons :

fr(t,v)do— [ f(t,v)dv

‘ R3 R3

< /|f”tv f(t,v)|dv
< ) = FE ) a2 es) -

Vu que Vt € [0,T7], (f*(t,-)) converge vers f(t,-) dans H3(R?), nous déduisons que
fr(t,v)dv — [ f(t,v)dv, Vte[0,T].
R3 R3

De méme en utilisant (2.3.18), en remplacant f par f™ et g par f, on a :

|| QU ") — Q(ﬁ f)||H§(R3) < C <anHH3(R3) + HfHHﬁ(]I@)) 1" = Fllazes)

< C (20 + 1Mz ) 15" = Fllizges)

Vu que Vt € [0,T], (f"(t,-)) converge vers f(t,-) dans H3(R?), nous déduisons que
ﬁQn converge vers &5 Q(f, f) dans Despace H3(R?) et puisque H3(R?) < CJ(R?), on
déduit que ﬁQ" converge vers %Q( f, f) dans C(R?).

Ainsi, nous pouvons prendre la limite point par point dans 'Equation (2.4.5), ce qui
montre que la fonction f vérifie I’équation (1.5.7). Par conséquent f est une solution

locale de l'équation de Boltzmann (1.5.7).

2. Unicité : Supposons qu’il existe deux fonctions f; et fo solutions de 1’équation de

Boltzmann (1.5.7) avec les mémes données initiales f1(0,-) = f2(0,-) = fo. Alors on a :

oft  pol B f1 Lo
o s Z = QU
et
af2  Fo ) f2 1
o s Z = QU ).
En soustrayant membre & membre ces deux équations, nous avons :
=) F" [ o O = fY)
— _— 2.4.1
= rll IRACLCLD Dy (2.4.13)

= leu ) - QU )
W (f2(t,6) FU(, v))dvz of

a Jgs < Ou

1=

Thése de Doctorat. Marcelin Kenmogne Noumo ©UYI 2023



2.4 Existence locale de la solution de I’équation de Boltzmann 74

Vu que
3
of! |
< 3R3y <
H;@ui ey = M gy < €

donc

FOU 1 =~ Of! ) !

- ) — n 3 < 7)) — 7 3

~ [ (e Femy Gl < ¢ [ 1£n) - 1)

< CIf* = fllmes -

De plus d’apres la relation 2.3.18 de la Remarque 2.6, on a :

|sleu ) - au 1]

2 1
HES) <O = Flluzes)-

Ainsi en appliquant le Corollaire 2.1 a 'équation (2.4.13) pour £k =2, on a :
t
||f2(t7 ) - fl(t7 )”?J(%(R?’) < 0/ ||f2(87 ) - f1(87 )H?{g(R?’)ds :
0

L’application du lemme de Gronwall & cette derniére inégalité donne || f2(¢, -)— f1(¢, )| =
0, Vt € [0,7T], d’ot l'on déduit que f; = fo.

3. Prouvons maintenant que f € H3(0, T, R3). Il suffit de montrer que Vt € [0,T], f(t,-) €
H3(R3).
Rappelons que la suite (f™(t,-)) est uniformément bornée dans 'espace de Hilbert
H3(R?). Or toute suite bornée dans un espace de Hilbert admet une sous suite fai-
blement convergente. (voir par exemple [10]). Donc il existe une sous suite (f»(t,-))
et une fonction g(t,-) € H3(R3) tel que (f™(t,-)) converge vers g(t,-) dans H3(R?)
muni de sa topologie faible qui s’injecte contintiment dans H2(R*) muni de sa topolo-
gie faible. De plus, rappelons que la suite (f™(t,-)), converge vers f(t,-) dans ’espace
H?%(R?), donc converge aussi dans H3(R?®) muni de sa topologie faible. Puisque la to-

pologie faible est séparée, nous pouvons conclure que f(t,-) = g(t,-) et par suite que

f(t,-) € H3(R?), Vt € [0, T]. De plus nous avons
17 Mgeasy < i int 74, ) age < G, Ve € 0,7] (2.4.14)

|
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CHAPITRE TROIS

SOLUTION DU SYSTEME COUPLE
EINSTEIN-MAXWELL-
BOLTZMANN-CHAMP SCALAIRE
MASSIF

Dans ce chapitre, il est question de prouver un résultat d’existence locale et globale de la
solution du systéme Einstein- Maxwell-Boltzmann-Champ scalaire. Nous rappelons que ce

systéme s’écrit :

( . 2 .
3(3) A= 8m—3/ W F (£, T)dD + 12702 (FOY)? — 81y + 47 (D2 + m2d?)
R3

y N\ 2 112 _
—2% — (%) + A= 87ra_5/ Chl 0| f(t,0)dv + 4ra®(FON)? + 4n (P — m*®?)
RrR3 U
FOL 4320 =
9‘00 + 34000 — _p2
<I>[<I> + 3(3)@ + mQ(I)] = —p?
3

of _ (FT(“/ f(t,@)d@) > 5o = w QU f)

R3 i=1

\
p étant une constante positive non nulle.
Nous rappelons également que la premiére équation de (S) a savoir

- |
3(%) A = gma? / Ot T)dT + 12702 (FO)? — 87600 + An(&2 + m?0?)  (3.0.1)
R3

a

est la contrainte Hamiltonienne qui sera considérée comme une équation auxilliaire et fournira

les propriétés aux équations d’évolution d’Einstein. Cette équation est vérifiée partout si elle
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est vérifiée en t = 0, c’est-a-dire si les données intiales vérifient les contraintes :

ago

.\ 2 .
3(“—0) — A = 8may® / v fo(0)dv + 12mad(F(0))? — 87000 (0) + 47 (P2 + m*®2)
R3

avec ag = a(0); ag = a(0); fo(T) = f(0,7); g = (0); dy = D(0)
(3.0.2)

Nous supposons désormais (3.0.2) et par conséquent, (3.0.1) est résolue et sera considérée

comme une relation entre les fonctions inconnues.

3.1 Changement des fonctions inconnues dans le systéme
Einstein-Maxwell-Boltzmann-Champ scalaire massif

Le but de cette section est d’écrire le systéme couplé (S) en un systéme d’équations de
premier ordre. Pour avoir un tel systéme du premier ordre, nous définissons de nouvelles

fonctions comme suit :

1 - .
E=-, U=2 y=_(d2 2z=F" W=¢" (3.1.1)
a

a
Remarque 3.1.

e Notons que ’équation en ® de (S) impose que d ne s’annule jamais, et puisque ® est

continue, ® garde un signe constant. Nous rechercherons ® telle que :
®>0 et ®0)>0; (3.1.2)
Ce qui entraine nécessairement que :

® >0 (3.1.3)

C de@? a ()2 L ,
U = :g—(ﬁ) = o4 U

Ainsi, le systéme (S) est équivalent au systéme :
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3.2 Construction de la suite des itérées vié

;-

= -UE (3.1.4)
. 3 112 2
U= —§U2 - % — AnEP y %f(t,@)dﬁ — é;ﬁ —2m(2) —m*®%)  (3.1.5)
W =-3UW — p? (3.1.6)
Z=-3UZ (3.1.7)
&= /20 (3.1.8)
) = —6Ut —m>®~/2¢ — p? (3.1.9)
of o \—af 1

Le systéme (3.1.4) — (3.1.10) sera étudié avec les données initiales en ¢t =0 :

E(0)=Ey=LX,U0)=Uy=% W(0)=W, <0, Z(0) = Z,

ap’ ap’

P(0) =P > 0, (0) =4 >0, f(0,) = fo € Hj (R?) (3.1.11)

ao = a(0) > 1 ao = a(0) > 0

Remarque 3.2. La contrainte initiale (3.0.2) s’écrit vu le changement de variable (3.1.1)

TN 2
3U2 — A= 87TES’/ 0 fo()dT + 127T(E°) — 8aWp + 4m (2o + m2D?) (3.1.12)
R3 0

Nous utiliserons les suites itératives pour prouver l’existence locale de la solution du

systéme (3.1.4)-(3.1.10).

3.2 Construction de la suite des itérées
Soit T" > 0. Définissons sur [0, 7] les fonctions EY, U°, WO, Z° ®° 4% et f° par :
E°(t) = Eo, Ut) = Uy, WO(t) = Wy, Z°(t) = Zy, ®°t) = Do, ¥°(t) = o et fO(t, 1) = fo(u).

Définissons EY, U, W, Z1, ®! 4! et f! comme étant la solution du systéme différentiel :
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(B = R (3.2.1)

1 B2 A 0\5 (W2 0/, (2°)?
—2m (2¢° — m*(9°)*) (3.2.2)
Wt = —3U0W° — p? (3.2.3)
(So) Y 1= gy (3.2.4)
Ol = /20 (3.2.5)
Pt = —6U%" — m*@0/2¢0 — p? (3.2.6)

of! oo [ w0r o\ emOft 1

\ E - (E Z s f (t,U)dU) 7~ % = u_gQO (327)

avec les données initiales (E*, U', W, Z1 @1 ol f1)(0) = (Ey, Uy, Wo, Zo, ®o, %o, fo)-
Ot u§ = /1+ (E%)2[@|? et Q, désigne I'opérateur de collision @ défine avec E°, fO et
= /T (BOPF
En effet :
» Par intégration directe des équations (3.2.1)-(3.2.6), on obtient directement les fonc-
tions B, U, W, Z1, &1 !
» Pour ce qui est de (3.2.7), elle est équivalente (par la méthode des caractéristiques) au

systéme différentiel (ot on a pris ¢ comme paramétre et h(t) = f1(¢t,u(t))) :

d' — _EOZ° | fo(7)dv i=1,2,3
RS

% = ULSQ()(JCO? f())

(Se) -

Par simple intégration, le systéme caractéristique (S!) admet une unique solution (u, h)
définie et de classe C* sur I'intervalle [0, T']. Ce qui fournit sur [0, 7], 'unique solution

f1 de léquation (3.2.7). D’ou lexistence de la famille de fonctions
6
(B, UMW, 21,00 6!, 1) € (€1(0,T],R)) x C'([0,7] x RY)).

Remarque 3.3.

Etant donné que la fonction (t,u) — E°Z° | fO(t,0)dv est bornée car
R3
B2 [ 1t 0)de| < EoZollfollg, (RY) < EoZor
R3 "
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et que sa dérivée en u est nulle, d’aprés le Corollaire 2.1, linégalité (2.2.19) montre (en

remplagant uy, par fo, f par uioQO et u par f1) que la fonction f! vérifie :

2

_ Lol
eI ) sy < IIfOII?qS(RaﬁCl/O e @Qo(s,-)(
0

H3(R3)

ot 01 et C sont deuz constantes positives qui dépendent de Fy,|Zy| et r. Nous déduisons de

(4.1.3) que :

t
_ 815 4
e Pt ey < ol + Co / e 105 ) [y ey 5

avec ici Cy est une constante positive qui dépend de Ey, |Zo|, r et T'. Puisque
fO = fo € H} (R®) nous déduisons que la solution f' de I’équation (3.2.7) vérifie pour tout
tel0, T :

t
4
Hfl(tv')H}QLIg(R?’) = C(HfOHiIg(R?’)—'_/O ||f0(8,')HH3(R3)dS)

C<||f0||2H3(R3) + T||f0||}1{3(R3)> (3.2.8)
S C(EOa ZOa T, T) .

IN

Ainsi la solution f' de Uéquation (3.2.7) est un élément de Uespace C°([0,T), H3(R?)) N
o1 (0, 7). HERY)

6

Supposons connue (E™ U™ W™ Z™ ®" )™ ") € (Cl([O,T],R)> x C°([0,7), H3(R*))N
CH([0,T), H3(R?)), et définissons (E™T, UnH Wntt Znwl @ntl yntl | fn+1) comme étant
solution du systeme :

;

Emtt = _gryn (3.2.9)
. 3 A 0?2 0, (z")?
n+tl _ % n\2 9 En5 n )
0 S+ — (") /R ) = 2
=2 (20" — m*(9")?) (3.2.10)
STy .
Pt = /2y (3.2.13)
1/'}71—1—1 — _6Un¢n _ /an p (3214)
o . ot _ 1,
— | grzm f(t,v) — 2.1
o (e o) Do e o)
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avec les données initiales
(En+17 Un+17 Wn+17 Zn+1a q)n-i-l’ ¢n+17 fn+1)(0) - (EOa UOa WO: ZOa (D(b w07 fO) .

ot u? = /1 + |E"[2[u]? et @, désigne Popérateur de collision @ défini avec E™, f" et

vp =V 1+ (E")[0]*.
Notons en vertu du Corollaire 2.1 que la solution f"*! de I'équation (3.2.15) vérifie :

2

ds

H2(R3)

— n ! —d18 1
N ey < ol + €1 [ 05 @utsnr)
0 n

ou d; et C} sont deux constantes positives qui dépendent de Ey, |Zy| et . Nous déduisons de

(4.1.3) que :

t
- n —818]|| £n 4
€ 61t||f +1(t7 )H?{;’(R?’) < ||f0||§{3(R3) + 02/0 € o Hf (57 )HHg(]RJ)dS :

avec ici Cy est une constante positive qui dépend de Ey, |Zy|, 7 et T. Puisque f° = f, €
Hi (R®) et f* e C'([0,7), H3(R?)), nous déduisons que la solution f"* de I'équation
(3.2.15) appartient & C*([0,T), H3(R?)). Par conséquent

(EnJrl, Un+1, WnJrl, ZnJrl’ (I)n+1,wn+l’ fn+1> c Cl([O, TD,R)6XCO([O, T), Hg(RS))ﬂcl([O,T), Hs(Rg)) )

Nous avons donc construit une suite (E™, U™ W" Z" ®™ 4" f™) définie sur un intervalle

[0, T'], pour T' > 0 arbitraire telle que :
6
(B, U, W, 27, 0% g, ) € (C1([0,T]),R) ) x C°([0,T), Hi(R?) N C*([0,T), H3(R?)).

et nous voulons montrer que la suite (E™, U™ W™, Z™ ®" o™ f™) converge vers une famille
de fonctions (E,U,W,Z, ®,1), f) solution du systéme (3.1.5) — (3.1.11) sur un intervalle

maximal [0, 7}), T > 0 étant a définir.

3.3 Existence locale de la solution du systéme couplé
Einstein-Maxwell-Boltzmann-Champ scalaire massif

Dans cette section, en utilisant les techniques d’estimation énergétique, nous allons établir
un théoréme d’existence locale (théoréme 3.1) du systéme Einstein-Maxwell-Boltzmann avec

un champ scalaire massif comme limite de la suite que nous venons de construire.
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3.3.1 Propriétés de la suite des itérés

Nous commencons cette section par montrer que la suite que nous venons de construire

est une suite uniformément bornée.

Proposition 3.1. Soit fo € Hj,(R?). Alors il existe Ty > 0, indépendant de n tel que la
suite (X™) ou
X" = (E", U, W™, Z" " ", ")

soit uniformément bornée sur [0, To).

PREUVE: Posons
X" @O = [E"@O)]+ U @) + W)+ [Z2"@O)] + 2" @) + [&" O] + 11/ )|z sy
et
Co = |Eo| + |Uo| + [Wo| + | Zo| + |Po| + [tbo| + 2r.

Nous allons montrer par récurrence qu’il existe Ty > 0 tel que : || X™(¢)|| < 2Cy, Vn € N,
vt € [0, Tp).

e Pour n = 0, on bien | X°|| < Cy < 20.

e Soit n € N, supposons que Vk < n, [|[X*(t)|]| < 2Cy et montrons que || X"TL(t)|| < 2Cy,

Vt € [0, Tp]. Le choix de Tj sera donné par la suite.

- En intégrant sur [0, t] 'équation (3.2.9), on a :
E" (t) = Ey — /t E™(s)U"(s)ds;
0
ce qui donne
[E"H ()] < | Eo| + Aut (a)

ot A; > 0 est une constante positive qui depend de C.

- En intégrant sur [0, t] 'équation (3.2.10), on a :

U™(t) = Uy +/0 [— ;(U”)2 + % — 47 (E™)P /Rs (1;0) f"(s,0)dv (3.3.1)
(Zn)2 n 2/ n\2
~2m s — 22" + (") )]ds

Er = —UM'E" = | <402 = E" > —4CE.
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Par intégration sur [0,¢], on a E"(t) > Ey — 4Cat et puisque Ey > 0, il existe ¢; > 0
tel que
2, _ Lo
vt € [0,0),4G5t < .

Ainsi, 0 <t < t; = E"(t) > &0 — 1. < Z [’Equation (3.3.2) donne alors vu

2 En(t) — Ey
que || X™(t)]| <2Cy :
[UmH(#)] < Co+ Ast, 0<t <t (b)
ou Ay > 0 est une constante positive qui depend de Cj.
- En intégrant sur [0, t] 'équation (3.2.11), on a :
t
WG =Wy~ [ UMW) = s
0
ce qui donne
WL ()] < Cy + Ast (c)
ou Az > 0 est une constante positive qui depend de Cj.
- En intégrant sur [0, ¢] 'équation (3.2.12), on a :
t
Z"Nt) = Zy — 3/ U™(s)Z"(s)ds
0
Ce qui donne
27 ()] < Co+ Adt (a)

ou As > 0 est une constante positive qui depend de Cj.

- En intégrant sur [0, ¢] 'équation (3.2.13), on a :

v =00+ [ VIS
ce qui donne
@) < Co + Ast (e)
ou As > 0 est une constante positive qui depend de C.
- En intégrant sur [0, ¢] 'équation (3.2.14), on a :
G0 == [ GUN () + P ) B) — ps

ce qui donne
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[ (1)) < Co + At (f)

ou Ag > 0 est une constante positive qui depend de Cj.

- Nous allons maintenant utiliser le Corollaire 2.1 pour obtenir une majoration de || f**!|| H3 (R3)-

Observons que 'équation (3.2.15) est de la forme (2.2.1) avec a = a(t) = E"Z" [,4 f(t,0)dD,

b =0 et d’apres 'hypothése de récurrence, on a :

’E”Z” fr(t,0)dv| < ACGIF™ (¢, )l wey < ACGIF" (¢, ) lmzesy < C(Co).-

]R3

Ainsi en appliquant le Corollaire 2.1 (avec k = C(Cy); k = n = 3) a’Equation (3.2.15)

et faisant usage de (2.3.15), nous obtenons

t
mn n 4 1t .
1) gy < (|rfouzg(R3) +0(Co) / e ->||H3(R3)ds)

et puisque || X™|| < 2Cp, on déduit que
1P By < (I ollges) + CLCo)E)e™

Choisissant ty > 0 tel que e®* < 4Vt € [0, t,], il existe A; > 0 dépendant de Cj, tel
que Vt € [0, o] :

| fH (¢, Mz @sy < 2[ follusms) + At < Co+ Avt.  (g)

Maintenant en additionnant les inégalités (a)-(g), nous avons

7
XN < oot (3o A) ¢+ V), 0.8 < mine t).
=1

Finalement en choisissant t5 tel que 0 <t < t3 = (

7

7
Al-) (t ++/t) < Cp, nous avons
-1

en posant Ty = min(tq, o, t3) :
| X", )| < 2Co, Vit e [0,Ty).

Nous pouvons donc conclure qu’il existe 7o > 0 tel que la suite (X™) soit uniformément

bornée sur [0, Tp].

Nous aurons besoin dans la suite des lemmes suivants.
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Lemme 3.1. Soit k € N. Si f est une fonction définie sur R® bornée ainsi que ses dérivées
Jusqu’a lordre k et g une fonction appartenant a Uespace HY(R?), alors fg € H¥(R3) et

||f9||H§(R3) < C||9||H§(R3)

ou C' est une constante positive dépendant des bornes de f et de ses dérivées.

|al?
(uf +uf_q)uf)

0
. _ U, _ . . s e, . N
Lemme 3.2. Les fonctions u — =5+ et 1 — ainsi que leurs dérivées jusqu’a

0
Uy

lordre 2 sont uniformément bornées.

PREUVE:

0
. _ uy .. L., . N .
1. Montrons que la fonction u — —“5* ainsi que ses dérivées jusqu’a 'ordre 2 sont unifor-
n

méments bornées.

En remarquant que Vn € N, 0 < % < E™ < 2C), nous avons

wy _ /IE (E)ap
N GO

UO S C(COa EO) ;

n—1\2,,i En 2,,1,,0
(E ) U ( ) u unfl S C(O(),E(]) :

g (W)
et
o (u)\ _ ‘<E"1>26;'- G EET Pud (B
T\l uhul (uf)uf u(uf_y)°
5§(E”)2u271 (™)' wluy
(u)? (u)?
< C(Cy) -

. U 2 . . ’ . z M N
2. Montrons que la fonction u — m ainsi que ses dérivées jusqu’a 'ordre 2 sont
n n—1 n

uniformément bornées.

e Puisque Vn € N, 0 < % < E" <20, et u2 = /1 + E™|ul?, nous déduisons que

< C(Cy). (3.3.2)

e pour ¢ = 1,2,3 nous avons :

5. ( |a|2 _ 2UZ (E"_l)zui|ﬁ|2
) ( -

0 0Y,,0 o
un—l + un)un

(Up 1 Fup)up  (up_y +ud)?un_u

(upy +up)?(W))®  (up_y +up)()® ™
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Puisque Vn € N, 0 < £ < E" <20 et v = /1 + E"|a|?, nous avons

a |,a|2 2u7, (En—l)Quil,aP
i 0 0,0 0 04,0 0 02,0 .0
' (unfl + un>un (unfl + un)un (unfl + un) Up—1Up
(E™)2ui|a? (E™)2ui|af?
(up—y +uf)?(u))?| | (up g+ uf)(uf)?
< C(Cy). (3.3.4)
Pour 7,5 = 1, 2,3 nous avons vu 3.3.3 :
o L
YN\ (uny A+ ud)up
B 20 (E"1) 2ty (E™)%uiu’ (E™)utu’
(up—y Hup)u (up oy +up)up quy (up g+ uf)?(w))® (uy oy A+ uf)(uf)?
(E"1)2(0al® + 2uu?)  (E™)*(d%]al® + 2u'u?)  (E™)*(d5|al® + 2u'u?)
(up—y + uf)?up ) (up—y + uf)?(uf)? (up—y + up)(up)?
(Er=1)tuiud|af? (Em=VYtuind|af? 2(E" ) il |af?

(un—y +ud)?(up_1)Puf  (un_y +ud)B(up_1)?uf)  (up_y +uf)3(up)?
3(E™) | ul? 4(E"E™ 2wt |ul? 2(E"E™ M) 2uiud |a)?
(up—y +uf)(u))®  (up g +uf)(u)?up g (un_y + uf)?(u))Pup
3(E™) il |ul?
(up—y + uf)*(up)*

Puisque Vn € N, 0 < % < E" <20, et u2 = /1 + E™|u|?, nous déduisons que

7 ((L> ‘ < C(Cy). (3.3.5)

0 0Y,,0
Up 1 + U’n)“n

(3.3.2), (3.3.4) et (3.3.5) montrent que la fonction u — [a” o est uniformément bornée.

0 0
(un +’U‘n7 1 n

O

Lemme 3.3. pour tout entier naturel non nul n, nous avons :

E" 5 ’U1|2 "N do — En—l 5 |U1‘2 n—1 /= dol < C C B — En—l n __ rn—1
|E"P | - f"@)dv — [E" [ " (0)dv) < C(Co) (| |+ " = " | azes)
RrR3 Up R3 Up_q
(3.3.6)
et
1 1 n n—1 n n—1
O Q| <O (1B = B = P ) - (337)

H2Z(R3)
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PREUVE: Dans un premier temps, nous prouvons (3.3.6). Nous avons :

v 2 v 2
‘|En|5/ |U| f (_)d_ |En71‘5 ‘ |fn 1() ‘

Rvnl

o (T ) [ r@asizr ([ e - mm) e

n

1 2
LG wrrma W o

n n—1 R3 Up_1

< C(Co) (18" = B+ 15" = £ e ) -

S C(CO)|En o En—1| + |En—1|5

Dans un second temps, nous prouvons (3.3.7). Notons que @,, désigne Q(E™, f", f™). Nous

avons :
1 1 1 n frn n n—1 n frn 1 1 n—1 n n
u_%Qn_anfl = @(Q<E7f>f>_Q(E 7f>f ))+(E_U(T)LI)Q<E 7f7f)
o @ = QUL L) (355)
En ce qui concerne le premier terme de (3.3.8), nous avons :
io (Q(En,fn,fn) . Q(En_l,fn7fn>) — _0 [Q+(En fn fn) Q+(En_1,fn,fn)]
_io [Qf(Enhfn’fn) . Qf(Enflhfn’fn)}
= (I)+(II).
Commengons par estimer (7).
1 En 3
(1) = U_%|:/R3 %d@fy @ a) () B(E™ w0, ') dw
/ (En—l)?) n —/\ fn —/ n—1 — — —/ —/
- 0 dv [ f"(t,a)f"(t,v)B(E ,u,v,u,v)dw}
Un—1 52
= uio{ / ) () (B(E™ w,0,w,v') — B(E" ', w,0,7,7))dw
’ n E™ E™ ! / — n—1 — — —/ —/
/IR3 ( "02) — ( U2_1> )cﬁ/s2 @) (t,7)B(E" ', u,v,u ,v)dw}
= (L) + (L) .
Notons que
(Bn?  (BmY3 (B (vay — o) +on((B") = (B"1))
vp N Up_1 a vvn_y
_ (B (B (B \/1 + (B )22 — /1 + (E)[o]?
Up_1 vhUn_y
e S — n (E")*(E" + E"H)[9*] |
- \(E P+ E"EM 4 (BM)? 4 00+ ol ) ;
:;rf”
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donc

o1 " dv
()= (g - gy et [ S8 s st .
S2

ul) u?ﬁl R3 U?Lfl
(3.3.9)

0
u, L., . < . .
=5t et ses dérivées jusqu’a l'ordre 2 sont uniforméments

n

Etant donné que la fonction u +—>

bornées, le Lemme 3.1 implique que

()2 ey < |E"—E"|

1 " do
- / 50 Y (@) (¢, 7)B(E™ ! a, 0,7, v ) dw
Up_1 JR3 Up_1 Js2

HZ(R3)
Puisque £ est bornée et ne dépend pas de @, nous obtenons en procédant comme dans la

preuve des Propositions 2.3-2.5, une estimation de la forme

1 " dv
/ §" dv 7)) (¢, ) B(E™ ! u, 0,7, v ) dw
5'2

< CanH?tlg(n@) ;

up g Jrs Un_y H2(R3)
d’ou 'on déduit que
1520y < CIE = B | sy < CIE" — E™]. (3.3.10)

Pour obtenir une estimation pour la norme H?(R?) de (I;), nous procédons exactement
comme dans la preuve des Propositions 2.3-2.5. (Le terme B étant remplacé ici par la diffé-
rence (B(E",ﬂ, v,a,v") — B(E" 1, u,v, H’,E’)) et on utilise les hypotheéses 1.5.14 faites sur

B). Ce qui conduit & une estimation de la forme
1) sy < CLE™ = " £ ey < CLE" = B (3:3.11)
et par suite on a

i

De facon similaire, nous avons :

<C|E" - E"|.
HZ(R3)

uio [Q+<En,fn,fn> o Q+(En_1,fn,fn)}

1 — mn n n — n— n n n n—
Dl = | (@ ) = @) < cler—
n Hfl(]l@)
et nous déduisons que :
1 - n n mn n—
MamwﬂﬂJW—ME“J,fﬂ < O|E" — BV (33.12)
un Hg(]R?’)
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En ce qui concerne le second terme de 3.3.8, nous avons :

(st o

Up 1

HZ(R3)

.

Up, Up 1 Hj(]RS)
— ‘(En—l)Q o (En)Q‘ |a’2 Q(En—l fn fn)

(ug—l + u%)u% ug—l 7 ’ H2(R3)
— n 1 n— n n
SC|En1_E‘ 0 Q(E 17f7f)
Up—1 HOZl(R:s)

n—1 n n||2
<C|E"'—E"||f 72 )
< C|E"'—E"|. (3.3.13)

|al?

ou dans la premiére inégalité nous avons utilisé le fait que la fonction u — T et ses
n—1 n/Y n

dérivées jusqu’a 'ordre 2 sont bornées et appliqué le Lemme 3.1.
Pour le troisiéme terme de (3.3.8), nous appliquons directement la relation (2.3.18) pour

obtenir

1

0
Up 1

[Q(Enil, fn7 fn) _ Q(Enfl’fnflhfnfl)]

<Olf" - fnilHHg(R?s) . (3.3.14)
HZ(R3)

Finalement en additionnant (3.3.12)-(3.3.14) on obtient (3.3.7). Ce qui met fin & la preuve.
o

Proposition 3.2. Les hypothéses sont celles de la proposition précédente. Posons

Y’ﬂ — (En’ Un’ W’n’ ZTL’ @n’ wn)
alors les suite (X™), (Y™) et (%) sont des suites de Cauchy respectivement dans les espaces
de Banach (CO([O,TO];R))G x CO([0, To); HE(R?)), (CH([0,T5);R))® et C°([0,Tp); Hj(R?))

éventuelement pour un Ty petit.

PREUVE: Dans ce qui suit, la constante C' dépend uniquement de Cy et T et différe d’une
ligne a 'autre.
1. Nous allons d’abord montrer que la suite (X™) est de Cauchy dans (C°([0, Tp]; R))6 X
CO([0, To]; H3(R?)).

e En intégrant 'équation (3.2.9) on obtient :

E"(t) — E™(t) = /o (E™(s)U™(s) — E"H(s)U" " !(s))ds
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ce qui donne
[E"H(t) — E™ ()] < C(Co) /Ot (IE"(s) = E"H(s)| + [U"(s) = U""'(s)])ds
d’ott nous déduisons que
(B () — EM(1)2 < (J/Ot (|E™(s)— E" "M (s) 2+ |U"(s) = U™ (s)[2)ds . (3.3.15)

e De l'équation (3.2.10) nous avons :

- =~ oo (5 - £
+an(ey(s) [ Lo
—an(e ) [ L

FAR((5) = 0 (5) = 2 (@ () — (8 ))) s
qui implique (vu (3.3.6)) que
U0 - 001 < € [ 16— B +1076) — U )+ 1276) - 27
O (s) = 071 (8)] + [97(5) — ¢ ) + 17 (51) — £ (5, Ml gge | ds
Donc
U - <0 [ [1B76) - B R + ) - 0 o)
+12"(s) — Z"H(s)]? + |@™(s5) — " (s)]? (3.3.16)
07 () = 0N+ () = £ ) e ds
e De 'équation (3.2.11) on a :
W =W =3 [ (W) - 0 W 5)s)
ce qui donne

W () — W (1) < C(Co)/o (IU"(s) = U™ ()] + (W7 (s) — W™ (s)])ds.
(3.3.17)
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e De l'équation (3.2.12) on a :
27y — Z(t) = 3 /0 (Un()27(5) — U1 (5) 27 (5)ds)
ce qui donne
|ZM () — 27 ()] < C(OO)/Ot (|U™(s)=U"""(s)|+|2"(s)— 2" (s)|)ds . (3.3.18)

e L’équation (3.2.13) donne :

"(s) =¥ H(s)

s
)+ /20 1(5)
Afin de controler le dénominateur du terme de droite, nous utilisons 1’équation
(3.2.14) qui est "™ = —6U™p" — m2d"\/2¢" — p?. Puisque la suite (X") est

uniformément bornée sur on [0, Ty, nous avons | —6U™"™ —m>®"/2¢" — p?| < C}

t
0

o () -0m(t) = [ (V22 () ds =2 | —o
0 \/2¢

et donc,

d1/1n+1
> (.
a = !

Cette derniére inégalité montre que "1 (t) > 1y — Cit. Puisque ¥y > 0, nous
pouvons choisir Ty suffisamment petit de sorte que : 0 < Cit < %, Vt € [0, Ty] et
obtenir ¢"1(t) > L. Ainsi, on a Vt € [0,Ty], ———— < -~. Nous déduisons

Veyrti) — Vo

par conséquent 'existence d’une constante C' > 0 telle que :
t
| (t) — d"(¢)|* < C(CO)/ [ (s) — " (s)|*ds . (3.3.19)
0

e De I’équation (3.2.14) nous avons :

() — 9" (1)
t
— [ [6(U ()67 (5) = UM ()67 (5) + m? (97 (5)3/207(5)
0
—@"‘1(5)\/@&”—1(3))]@ .
: 1 1 JE N
Puisque Wor=aTn) < o Dous déduisons qu’il existe une constante C' > 0 telle

que :

[ )y (1) < © / (107 (5) =" ()@ ()= 0"~ (8) 1" (5) =" (5) 2 ) s
(3.3.20)
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e En fin, de I’équation (3.2.15) nous avons :

3

—— (E Z 9 f (t,v)dﬂ) Z:; =
( n rzn n = n—1ryn—1 n—1 = ) - afn
=(E"z" | ft,v)dv— E"'Z (¢, v)do .
R3 R3 — ou’

1 1
+ (?g@” - uﬂ—lQ”‘1> . (3.3.21)

n—

La suite (X™) étant bornée, nous avons :

‘E”(t)Z”(t) /

f (t,v)do — E" ) Zz" Y t) [ Nt v)do
R3

= |0 - ez [ reva@o- 2o [ rens
+ B2 [ (= e

< (1B - BN 01+ 12°0) - 27 0] + 100 ) — 1 g -
Puisque f* € H3(R?), le premier terme du membre de droite de I'équation (3.3.21)
est un élément de H3(R?) et on a

3 afn
P ou’

(t, )

(E”(t)Z”(t) f"(t,@)dﬁ—E"—l(t)Z”—l(t)/

R3

f"—l(m)dv)

R3 .
HE(R?)

< O(1Br(t) — BP0 41270 = 27O 1) — P ) s ) (3:3.22)

De plus (voir 'Inégalité 3.3.3 du Lemme 3.3),

1 1 _ _
@] <e(iEr =B - ).
n n—1

HZ(R3)
Ainsi, en appliquant le Corollaire (2.1) a I’équation (3.3.21) (en prenant k = 2, u = f*tl — fn,
ug, = 0 et f égale au second membre de (3.3.21) dans 'Inégalité (2.2.19)) et faisant usage des

deux derniéres estimations, nous avons :
”Janrl(S7 ) _ fn(s, )Hifg(R?’) (3323)

t
< C/O (‘En(s) _ En—1(8)|2 + |Zn(s) _ Zn—l(s)|2 + Hf”(87 ) _ fn_1(37')‘|§{§(R3)>d8 .
Considérons I'espace
6
S, = (€0, 1)), R)) = C((0,T5), HA(R?)

Muni de la norme
6

X\ := sup |X;(t)| + su X-(t
[IXT| ;ogtngo| (t)] ogtngoH 7(0)] 2 (ms)

Thése de Doctorat. Marcelin Kenmogne Noumo ©UYI 2023



3.3 Existence locale de la solution du systéme couplé
Einstein-Maxwell-Boltzmann-Champ scalaire massif 92

ou X = (X))i<i<7 € X1, X7, est un espace de Banach.

Nous allons montrer qu’il existe une constante a €]0, 1] qui dépend uniquement de Cj
et Tp tel que ||| X" — X7||| < || X™ — X™7Y|| si Ty est assez petit.

En additionnant les inégalités (3.3.15)-(3.3.20) et (3.3.23) nous avons :

[E™(E) = EM ()2 + [U™1(1) = Un(0) + (W™ ) = W) + 127 () — 2 ()
FOE) = (0P + [ ) = (O + 1) — () e
<c| (17(6) = B0 + 107 = U (6 + W0 (s) = W (o) (3324
HZ7(5) = 27 (5) 2 4 [07(5) — ") P+ [07(s) — v (9)f
() = £ e ) s

En prennant le sup dans (3.3.24) et en remarquant que pour A C R, sup A% = (sup A)?
et que pour A, B C R, sup(A+ B) =supA+sup B, on a :

(Z sup |(X7 — X7) ()] + sup H(X?“—X?)(t)H>

— 0<t<Ty 0<t<Tp

< CTy (Z sup (X7 — X7)(1)[ + sup H(X?—X?l)(t)l\> :

1 0<t<To 0<t<Ty
D’ou 'on déduit :
| X" — X" < VOTl| X" — X7 -

En choisissant T suffisament petit de sorte que C'Ty < 1 et en posant o = /CTj, nous

avons

X" = XM < o] X" = X", 0<a <], (3.3.25)

ce qui montre que la suite (X") est de Cauchy dans 'espace de Banach ¥r,.

2. Nous montrons & présent que la suite (22=) est de Cauchy dans (C°([0, T); R)) :
Puisque la suite (X™) est bornée, des équations (3.2.9)-(3.2.14) nous déduisons !’exis-

tence d’une constante C' > 0 qui dépend seulement de Cy et T tel que :

dt dt

Ayt dyn"
H‘ ‘ <oy =y . (3.3.26)

Notons que |||[Y™ — Y| < ||| X™ — X" !|| et I'inégalité (3.3.25) montre que :

H ‘ dyn+1 dyn

‘ < Ca™ )Xt - XYl . (3.3.27)
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ce qui montre que la suite (2-) est de Cauchy dans (C ([O,TO]JR))6 et donc que la

suite (Y™) est de Cauchy dans I'espace (C*([0, Ty, ]R))6.

3. Nous achevons notre preuve en montrant que la suite (%L:) est de Cauchy dans
CO([O,TO];H;(R?’)).

De l'équation (3.3.21) nous avons :

a(fn+l _ fn) B

A < C{ n+l __ rn n __ rn—1
e PTG L PR Vi e

+ |En _ En—1| 4 |Zn _ Zn—1|}
< C{IIX™ = XM+ (X" = X Y}
Donc,
8 n+l _ fn
||A < O = X+ e - X))
t CO([0,T);HY (R?))

< Ca"M|IX'—= XY (3.3.28)

Ce qui montre que (%) est une suite de Cauchy dans C°([0, Ty]; H}(R?)).

Remarque 3.4. Nous déduisons de la Proposition 3.2 que (f") est une suite de Cauchy
dans Uespace C°([0, To); H3(R®)) N C ([0, To]; Hi(R?)).

Remarque 3.5. Nous notons et nous ['utiliserons plus tard que la suite (aaitn) est unifor-

mément bornée dans H3(R?).
En effet nous avons (vu que (X™) est uniformément bornée dans (C2([0, TO]))GXCO([O, Tol; H3(R®)) ) :

3
e _ afr 1
n—1 rrn—1 n—1 I _
_ H(E A /W f (t,v)dv) > o + g

|

H2(R3)
H2(R3)

IN

ofm 1 1 e
ol [l 3 G, [t
< (|En 1||Z" 1|||f" 1||H3(R3))||fn||H3(R3)+||fn 1||H§(R3)

< C(Cy) .

H32(R3)

Nous sommes maintenant en mesure de prouver l'existence et 1'unicité de la solution du

systéme couplé Einstein-Maxwell-Boltzman-champ scalaire nmassif.
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3.3.2 Existence locale en temps du systéme couplé

Théoréme 3.1. Soient r et d deur nombres réels positifs tels que d € }g, 3}. Supposons
que les données initiales (Eo, Uy, Wo, Zy, Po, Vo, fo) du systeme (3.1.5)-(3.1.11) vérifient

la contrainte Hamiltonienne (3.1.12) et sont tel ques :
Ey>0, Wy,<0, &3>0, '(ﬁ() > 0, f() >0 et f() € HS,T<R3>; (3329)

alors il existe un nombre réel positif Ty qui ne dépend que de d et des données initiales et
une unique solution (E, U, W, Z, ®, 1, f) du systeme (3.1.5)-(3.1.11) défini sur [0,Ty)] tels
que

(B, UW,Z,®,9, f) € (CL(0,To])" x ([0, Ty) x R?) .

De plus,
fe ([0, To); HY(R?)) . (3.3.30)

En conséquence, le systeme couplé Einstein-Mazwell-Boltzmann-Champ scalaire massif ad-

met une unique solution locale.
(E,U,W,Z,®,9, f) € (C([0,Th)))" x C°([0, Tol; H(R?)).

Remarque 3.6. La propriété (3.3.30) sera la propriété clé, devant nous permettre de prouver

que la solution obtenue ci-dessus est globale.

PREUVE: 1)- Existence :

Dans un premier temps, nous prouvons que la suite (X™) converge dans ’espace (C (o, To]))6 X
Cl([O,TO] X R3). De la proposition 3.2, nous savons que la suite (Y"), est une suite de
Cauchy de l'espace de Banach (C'([0,Tp];R))®. Donc il existe une famille de fonctions
Y = (E,UW,Z ®,1¢) telle que (Y™) converge vers Y dans (Cl([O,TO]))6. De plus, la Pro-
position 3.2 nous montre aussi que (f"), est une suite de Cauchy de 'espace de Banach
CO([0, To); H3(R?)). 11 en ressort qu’il existe une fonction f telle que (f™), converge vers f
dans D'espace C°([0, Tp; H3(R?)). Or l'espace C°([0, Ty); H3(R?)) s'injecte contintment dans
Pespace C°([0, Tp]; H*(R?)), donc (f™) est une suite de Cauchy dans C°([0, Tp); H*(R?)). De

I'inégalité d’interpolation (2.4.10), pour tout réel s €]2, 3[ nous avons :

||fn<t7 ) - fp(tv ')H(S) < ||fn(t7 ) - fp(t7 ')||;1_32(R3)||fn(t7 ) - fp(tv )’ :137—[_2?]&3) . (3331)
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Puisque (f"(t,-)) est uniformément bornée dans H3(R?®) donc dans H3(R?), I'inégalité
(3.3.31) montre que (f”)n est une suite de Cauchy dans C°([0,Tp); H*)(R?)) pour tout
s €]2, 3].

De facon similaire, puisque la suite (8—:) est uniformément bornée (voir Remarque 3.5)
et est une suite de Cauchy dans C°([0, Tp]; Hj(R?)), I'inégalité d’interpolation montre que
(aaitn) est une suite de Cauchy dans C°([0, Tp]; H®)(R?)) pour tout s €]1, 2[. Nous déduisons

donc que

(f™) est une suite de Cauchy dans C°([0, Tp}; H(SH)(RS))OCl([O,TO]; HOMRY); 1<s<2.
(3.3.32)

Maintenant, des inégalités de Sobolev nous avons
3
C°([0, Ty); HE(R?)) N O ([0, To); HP(R?)) — C;([0, Tp] x R®)  pour tout s > 3

Cependant un choix particulier de s dans (3.3.32) tel que % < s < 2 montre que (f") est

une suite de Cauchy dans Pespace de Banach C}([0,Tp] x R?) et donc converge vers une
fonction f dans C([0,Tp] x R?) et Pinjection CO([0, Tp]; H2(R?)) — C°(]0, Ty] x R?) montre
que f = f. Ce qui montre que la famille de fonction X = (E,UW,Z ® 1, f) est la limite
de la suite (X™) dans Pespace (Cl([O,To]))6 x C1([0, Tp] x R?).

Dans un second temps, nous allons montrer que la famille de fonctions X est bien une
solution du systéme (3.1.4)-(3.1.10). Puisque (Y™),, converge vers Y = (E,U, W, Z, ®, 1)
dans (C([0,Ty];R))®, en prenant la limite dans les Equations (3.2.9), (3.2.11)-(3.2.14) nous
obtenons que E, U, W, Z, ® and 1 vérifient les équations (3.1.4), (3.1.6) - (3.1.9).

Il faut montrer que les intégrales / f™(t,v)dv et / . ﬂ
R

0
Un

f™(t,7)dv convergent respec-

tivement vers f(t,0)dv et / |—Of(t,6)d6, vVt € [0,7] quand n tend vers +oo. Nous
R3 rR3 U
notons que ces deux derniéres intégrales convergent puisque Vt € [0, Tp], f(t,-) € H3(R?).

Nous avons

it v)de — | f(tv)do

‘ R3 R3

< |f"(t,0) — f(t,v)|dv

RS

< |[f"t) = fE ) mzes) -

ceci montre que / f(t,v)dv — / f(t,v)do, Vt € [0, Ty].
R3 R3

De méme en procédant comme dans la preuve de I'inégalité (3.3.6) du Lemme (3.3), nous
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avons

v]? . o> L
/ ’U—(‘]f"(t,v)dv—/ ‘U—Of(t,v)dv
R3 Yn R3

Finalement nous montrons que %Q(f", fm — u—loQ(f, f).

< C(IE" = E[+[If"(t,) = ft, M uz@s) — 0.

Comme nous I'avons fait dans la preuve de l'inégalité (3.3.7) du Lemme (3.3), nous avons

1
w0
U’n

1
QU™ ) = QU £

< ) (I sy + 1z ) (1B = B+ 1" = Fllages)

< CT) (Co+ 1 lmmn) (B = El+ 1" = Fllaze) -

HZ(R3)

Donc, éQn converge vers -5 Q(f, f) dans I'espace HF(R?) et puisque Hj(R?) — CJ(R?),
nous déduisons que éQn converge vers ﬁ@( [, f) dans CP(R3).

Nous pouvons donc prendre la limite dans les équations (3.2.10) et (3.2.15) et obtenir que
X = (E,UW,Z &1, f) vérifie les Equations (3.1.5) et (3.1.10). Ainsi X est une solution
du systéme (3.1.4)- (3.1.10).

2)-Unicité :

Supposons qu'il existe deux familles de fonctions X; = (E;, Uy, Wy, Z;, @i, s, fi), 1 = 1,2
qui sont solutions du systéme (3.1.4)-(3.1.4) avec les mémes données initiales. En procédant
exactement comme nous ’avons fait dans la preuve de la Proposition 3.2, nous obtenons une
estimation de X, — X, de la forme (3.3.24) avec X"t remplacé par X,, X" remplacé par
X dans le membre de gauche et dans le membre de droite X™ est remplacé par X, et X1
remplacé par X;. Le lemme de Gronwall appliqué a I'inégalité obtenue montre que X; = Xo.

3)-Nous déduisons du Théoréme 2.1 que Vi € [0, Ty,
ft,-) € Hi(R®) et || f(t, ez @sy < Uminf [| (¢, )| ma@sy < C (3.3.33)

4)- Nous allons a présent prouver (3.3.30). Nous procédons comme dans [29] en montrant
dans un premier temps que la fonction f est faiblement continue et dans un second temps
qu’elle est fortement continue.

Nous aurons besoin du lemme suivant dont la preuve est proposée en annexe.

Lemme 3.4. L’espace C°(R?) des fonctions a support compact défines sur R® est dense

dans Uespace H3(R?).

Continuité faible :

Soit F' un élément du dual de H3(R?). Alors, du théoréme de représentation de Riesz, il
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existe pr € H3(R?) telle que pour tout h € H3(R?),
F(h) = (h, ) g3rs) = |§|: /Rsu + o)) o (5) - (1 + [B]) 9% o (D) dw.
al<3
Nous avons donc,
F(f () = F(f(T-) = XI: /Rg(l + o)l (L o)) o g pdo
al<3

- / (1+ [g))*oo f - (1 + |o)) oo pdo .
]R3

laf<3
De par la densité de C°(R?) dans H3(R?), désignons par (¢;) une suite de fonctions a

supports compacts qui convergent vers ¢ dans H3(R?), alors

F(f"(t) = F(f(t,) = Y /Rg(l + o) o (e, o) - (L4 [8)) N0 (pr — ;) (0)do

la|<3

= 30 [ el e, 0) - (1 o) (o — ) (o)
laj<3 /R®

£ 30 [ RS o = g ) (0 ol ()
laj<3 /R

_ Z /Rg(l + o)) ae £ (e, o) - (1+ [o]) 0%, () do

o <3

= > /R (™o = ) 9) - (14 [0 (pr — ;) (0)do

la<3

£ 3 [ - g ) (1 o)y 0)do

lor| <3

Nous déduisons vu que la suite (f"(¢,-)) est uniformément bornée dans H3(R?) que :

|F(f"(t,) = F(f(t,)] < Cller — @l 3 ms)
S [ @ o = e, o) (14 o) (0)do

o <3

+

En choisissant j suffisamment grand tel que le premier terme du membre de droite soit

inférieur ou égal & £, et en choisissant n suffisamment grand, (dependant de j), tel que le

second terme soit inférieur & £, nous concluons que le terme de droite est inférieur ou égal a

2
e. Nous déduisons donc que F'(f"(t,-)) converge uniformément vers F'(f(¢,-)). Ce qui prouve
que la solution f est faiblement continue.

Continuité forte :
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Soit tg € [0,Tp). nous voulons montrer que f : [0,75) — H3(R?) est continuue en o,
c’est-a-dire

lim || f(¢,-) = f(to, )| g3rs) = 0.

t—to

En utilisant le produit scalaire (, ) défini sur H3(R?), nous pouvons écrire pour ¢ € [0, Tp) :

<f(t7 ) - ftoa f(t7 ) - fto> = <f(t7 ')a f(tv )> - 2<f(t7 '>7fto> + <ft07fto> (3334)

Notons que le dernier terme du membre de droite de (3.3.34) correspond a || f3, ||i13 (B3):
Puisque f est faiblement continue, le deuxiéme terme du membre de droite tend vers —2|| f, H%(Rg)
quand ¢ tend vers t.

Pour ce qui est du premier terme du membre de droite, nous supposons que t > t, et utilisons

le faite qu’il existe 0 > 0 tel que :

t
1t gy < 100 sy + € [ €075l

to

et que f(t,-) est uniformément bornée, pour obtenir

lim <f(t7 ')7 f(t? )) < Hfto”%{g(lkr’)

+
t—td

En combinant ces observations avec (3.3.34), nous avons :

hn}r<f(t7 ) - ftou f(tu ) - ft0> <0

t—td
et puisque (f(t,-) — fu, f(t,") — fi,) >0, Vt € [0,Tp), nous déduisons que :

hni(f(t ) - ftm f(t7 ) - fto) =0

t—t
c’est-a-dire que f : [0,7y) — H3(R3) est continuue a droite sur [0, 7). Reste a prouver la
continuité a gauche.

Considérons 1’équation de Boltzmann 3.1.10, qui sécrit

of

s (EZ f(t,@)dﬁ) ~ Of _ !
R3

—~ Jut ud
=1

(f. f)

et soit tg > 0. Effectuons le changement de variable s =ty — ¢, alors

f(t,a) = f(to—s,u) = f(s,u) (3.3.35)

et on a

d of )
8—J;(t,u):—a—i(s,u) et azfi(t’u): aui(s’ﬂ)'
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Ainsi I’équation 3.1.10 devient

or | (EZ f(s,@)d@) > of __1 (f, f) (3.3.36)

ds R3 — ou? uY
1=

avec

@i iem= [ B

R3 170

dv [ f(s,a)f(s,0)B(E,w,v,7,v,w)dw
\ 2
Remarquons que 'équation 3.3.36 est de la méme forme que l'équation 3.1.10 et au vu

de 3.3.35, possede les mémes propriétés que ’équation 3.1.10, nous pouvons déduire de la

continuité a droite établie précédement que

lim HJ;((S’, ) = f(o, ‘)HHg(RS) =0.

s—07t

f(S,'):f(t,')
s — 0" <=t —t;;

donc nous pouvons déduire que

Hm [| f(2,-) = f(to, )| m3(es) = 0.

t—t,

Ce qui prouve la continuité a gauche. D’out (3.3.30). O

3.4 Existence globale des solutions du systéme Einstein-

Maxwell-Boltzmann-Champ scalaire massif

3.4.1 Meéthode

Dans cette section, nous prouvons via des hypothses supplémentaires que la solution ob-

tenue dans la section 3.3 est en faite globale. Pour cela, nous utilisons le critére de continuité
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(voir [31] pour plus de détails) qui stipule que la solution de I’équation (2.2.1) est globale si
et seulement si ||u(t, -)|| n’explose pas en temps fini. En d’autres termes, si sup ||u(t, )| < oo,
alors la solution est globale. “
Notons par [0, T.[, T > 0, l'intervalle maximal d’existence de la solution du systéme
(3.1.4)-(3.1.10) avec les données initiales définies par (3.1.11) et satisfaisant (3.1.12).
Supposons par I'absurde que T, < oo (si T, = 400 rien n’est plus & démontrer). Alors nous
voulons montrer en utilisant 'argument de continuité que la solution (E,U,W,Z, ®,v, f)
est uniformément bornée sur [0, 7.[ par des constantes dépendant uniquement des données
initiales, Ty, m, r et A. Nous pouvons donc en déduire que cette solution peut s’étendre sur
un intervalle plus grand [0,7"], ce qui contredit la maximalité de T,. D’ou T, = 400 et par
conséquent la solution est globale.
Nous allons maintenant donner quelques estimations concernant la solution locale obtenue

au Théoréme 3.1.

3.4.2 Estimations a priori et existence globale

Lemme 3.5. En ajout aux hypotheses du Théoreme 3.1, supposons que Uy > 0 et que la
constante cosmologique satisfait A > —4wm?>®q. Alors la solution (E,U, W, Z,®, 1, f) définie
sur [0,Ty) du systeme (3.1.4)-(3.1.10) avec les données initiales données par (3.5.29) vérifie
les inégalités suivantes :

1/2
(5+5me0)  <U0O<U 0SB0 < By 0 f< .

4mm? 8T 3Uy

CN1/2 -
1Z(t)| < |Zo|, |®] < <3U§ /\) L 0<y< 3UiA, W] < [Wol 4 £ e3UoT
PREUVE: Avec le changement de variables (3.1.1), la contrainte Hamiltonienne (3.0.1)
s’écrit :
2

Z
3U%7 — A = 87rE3/ O f(t,0)dv + 127 — 87 + 472 + m*®?) . (3.4.2)

R3

En multipliant (3.1.5) par (—2) et en l'ajoutant a (3.4.2) nous avons :
‘ 5 (v')? =\ I 3
U= —dr [E W k(7)o + E

R3

UO R3

2

E
e f(t,v)dv] — St AT — sty (34.3)

Mais vu (3.1.1) nous avons W < 0, donc (3.4.3) implique que U < 0, d’out U est décroissante.

La contrainte Hamiltonienne (3.4.2) entraine, puisque ® est croissante et positive que :

A4
U5+ ?ﬂmQ(I)g . (3.4.4)
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Mais par hypothése, A > —4rm?®32 donc, (3.4.4) est équivalente a :

(U - \/g + %”m%?(())) (U + \/g + ‘%”m?qﬂ(())) >0

AN 4 AN 4
U< —\/§ + ?ﬂmzqﬂ((}) ou U> \/5 + %m%{)?(()) .

qui implique :

Maintenant, des hypothses, Uy > 0 et puisque U est une fonction continue, nous ne pouvons

avoir que

A4
U > \/5 + §m2¢)2(0) : (3.4.5)
et du fait que U est décroissante, nous déduisons que :
AN 4
\/5 + ?ﬁm?qﬂ(()) <U<U. (3.4.6)

e Du fait que £ >0et U >0, 0n a: E=-UE<0. Intégrant sur [0,¢], t > 0, nous avons :
0<Et)<E.

De plus, équation E = —EU donne —% = U. En intégrant cette derniére sur [0,t], ¢ > 0

nous avons :

@ — oo Uls)ds < elot

D’ou 'on déduit :

0 < L < iert < ierT* .
=Bl "B " E
1
0<E<Ey=—. (3.4.7)
Qg
e De I'équation (3.1.7) nous avons Z = —3U Z et puisque U > 0 et bornée, nous déduisons
que :
|Z(t)] < |Zo] - (3.4.8)
e La contrainte Hamiltonienne (3.4.2) implique
8w < 3U? — A

drm?®* < 3U% — A

et puisque 0 < U(t) < Uy et @, ¢ > 0, nous avons

3U2—A
|| < =
3U2—A
’(I)’ < 47?7712
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e Finalement, en intégrant sur [0, ¢] I’équation (3.1.6) nous avons :
t
W(t) — e~ fg’ 3U(s)ds [W(O) _ p2/ 6f05 3U(T)deS]
0

et puisque 0 < U < U,y nous avons :
2

t
W< W)+ 67 [ eeds < Wol + et
0 3Uo

Donc

2

P~ U

t < 04 x*
W (t)] < [Wol +_3U06

D’ou le lemme. O
Nous allons a présent énoncer et prouver I'existence d’une solution unique globale du systéme
couplé Einstein-Maxwell-Boltzmann-Champ scalaire massif avec constante cosmologique. Ce
résultat comme nous ’avons mentionné en introduction, est le principal résultat de notre

travail et qui a fait 'objet d’une publication.

Théoréme 3.2. Soient r et d deux nombres réels positifs tels que d € B, 3}. Supposons
que les données initiales (Eo, Uy, Wo, Zy, Po, Yo, fo) du systeme (3.1.5)-(3.1.11) vérifient
la contrainte Hamiltonienne (3.1.12) et (3.3.29).

Si Uy > 0, A > —4mm?®y et r (la norme de fo dans Uespace H3(R3)) est suffisamment
petit, alors la solution locale (E, U, W, Z, ®, 1, f) du systéme (3.1.4)-(3.1.10) obtenue au

Théoreme 3.1 est globale en temps.

PREUVE: Comme nous I’avons mentionné plus haut, il suffit de prouver que la famille des
fonctions X = (E,U,W, Z,®,1, f), solution du systéme (3.1.4)-(3.1.10) est uniformément
bornée sur [0, T.].
Puisque les fonctions (£, U, W, Z, ®,1)) sont uniformément bornée en vertu du Lemme 3.5,
il nous reste & prouver que si r est suffisamment petit, alors

S 1t ) 3 @s) < +o0.
Pour cela, il nous suffit de montrer qu’il existe une constante M > 0 telle que

sup ||€_51t/2f(ta ')HHg(RS) <M.
te[0,Ty)
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Nous utilisons 1’argument de continuité. Par hypothese, fo € HJ, .(R?) donc || fol mEs) ST

et par la continuité de f (voir (3.3.30))
e £t ) | 3 eey < Ar (3.4.9)

sur un sous intervalle de [0, T%). Désignons par [0, 71| le plus grand intervalle sur lequel (3.4.9)
est vraie et montrons que si r est suffisamment petit, alors sur U'intervalle [0, 7] I'inégalité
(3.4.9) implique la méme inégalité avec la constante 4 remplacée par 2. Il en ressort par
continuité qu’il existe un réel € > 0 tel que (3.4.9) soit vraie sur [0,7} + €] ce qui contredit
la maximalité de 717 et par conséquent T = T.

Rappelons que f est une solution C' de 'E.D.P hyperbolique (3.1.10) satisfaisant aux
hypothéses du Corollaire 2.1 avec n = k = 3. Ainsi I'inégalité (2.2.19) s’écrit pour ¢ = 0,
u=fet f=5Qff):

2

QUL as.

t
eiéltHf(ta )leqg(]l@) < HfoHiff;’(RS) +C/O 67618 3(R3)
H3(R

Cette derniére inégalité implique, faisant usage de (2.3.15) et de (3.4.9) que

t
e M| f(t, ')H?{g(m) < ||f0||§{3(m3) + 1607’2/0 e f (s, ')||12qg(R3)d5 :

En utilisant I'inégalité de Gronwall’s, on obtient :

51T 51T
16r2¢1 01 9 l6r2el 1-1 1511_1

e | f(t, ')H?{ﬁ(n@) < HfOH?{i(IR@)e o < rve

29171
Notons que lim+ T = 1, donc il existe ry > 0 petit tel que
r—0

0<r<r =" n <4 de ¢ Pf(E ) uyes < 2

Maintenant fixons le nombre réel 7 tel que 0 < r < 7o et prenons fy dans Hj (R?). Alors

s[up ]e*‘;lt/2||f(t, M a3 msy < 2r. Par continuité, il existe un nombre réel € > 0 tel que
te[0,T

sup e 2| f(¢, )| mims) < 4r. Ce qui contredit la maximalité de 77 et par conséquent
te[0,T1+¢]
Ty = T,. Nous avons donc prouver que

sup |le n2 f(t, Mz @s) < 4r . (3.4.10)
t€[0,T%)

Ce qui montre que f est uniformément bornée sur [0, 7%[ et par conséquent X = (E, U, W, Z, &, 1, f)

est uniformément bornée sur [0, T.[ pour la norme H3(R3). Ainsi on déduit du critere de

Thése de Doctorat. Marcelin Kenmogne Noumo ©UYI 2023
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continuation que X = (E,U, W, Z, ®,4, f) peut s’étendre au dela de T, ; ce qui contredit la
maximalité de T,. Donc T, = +o0 et la solution X = (E, U, W, Z, ®,1, f) est globale.

Puisque le systéme Einstein-Maxwell-Boltzmann-Champs scalaire massif (1.1.2)-(1.1.5)
est équivalent au systéme (3.1.4)-(3.1.10), on déduit que le systéme Einstein-Maxwell-Boltzmann-

Champs scalaire massif admet une unique solution globale. O
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CHAPITRE QUATRE

PROPRIETES DE LA SOLUTION
DU SYSTEME

Nous étudions dans ce chapitre la positivité de 1’équation de Boltzmann, la complétude
géodésique de l'espace temps et la stabilité de la solution du systéme Einstein-Maxwell-
Boltzmann-Champ scalaire obtenue au chapitre précédent. La section 1 est consacrée a la
positivité de ’équation de Boltzmann, la section 2 a la stabilité et la section 3 & la complétude

géodésique.

4.1 Positivité de la solution de I’équation de Boltzmann

Nous allons construire une nouvelle suite des itérées (¢g™) qui sera constituée des fonctions
positives et qui converge vers la fonction f solution de I’équation de Boltzmann. Cela nous

permettra de conclure que f est positive comme limite d’une suite de fonctions positives.

4.1.1 Construction de la suite (¢")

Soit T > 0, et fo € Hj,.(R?). Nous construisons la suite (¢") comme étant I'unique

solution sur [0, 7| de 'équation :

gt jal o 3 agn+1_1 im m Cm iy
ot _< a /ng(t>“)d“); =5 Q") - Qg™ ) (A1)

avec la donnée initiale

gnH 0) = fo.

Thése de Doctorat. Marcelin Kenmogne Noumo ©UYI 2023



4.1 Positivité de la solution de I’équation de Boltzmann 106

Notons que

Q (¢" ¢ () = /

n+1

3
+
»—A
@
\_/
el
—
Q
—~
=
=
2l
<L
£
SN—
IS
S

el
—~
Q
=
=l
=
=l
<L
€
N—
QL
€

-3
Ainsi, en posant G,, = Q% (9", g") et R, = / alt )d_/ "(t,0)
S2

R3 w00
I'équation (4.1.1) s’écrit :

Hant1 o1 3 ggntl
gat N ( /R gn(t’ﬁ)dﬁ) > gui + Rg"tt =Gy (4.1.2)

a

Remarque 4.1. Si la suite (¢g") est bornée dans H3(R®), alors les fonctions (t,u) —»

Fo 3 g"(t,7)dv et R, vérifient les hypothése du Corollaire 2.1. En effet (t,u) — FTM /3 g"(t,v)dv
R R

a

est bornée et ne dépend pas de u et

[(1+[a])o*R,| < |(1+|ﬂ|)'a3a/ - t)dW/ l9"(t.0)B(a(t),w, 7,77, w) |dw
R S2

3 UOUO
< Ollg"lmses) -

La deuziéme inégalité étant obtenue en repétant intégralement la preuve de l'inégalité (2.3.15)
de la Proposition 2.7. Nous déduisons en vertu du Corollaire 2.1 que la fonction g™ vérifie
["inégalité :

2

ds.
H3(R3)

e*%@(g”, g")(s, -)(

t
6_5t||gn+1(t, )H?{S(RS) < ||f0||?13(R3) + Ol/
0

ce qui donne

Hgnﬂ(ta')H%{g(RS > (HJCOHJLP‘(R3 +C2/ lg" (s HHs Rs)d3> et (4.1.3)

D’ot Uon déduit que la solution g"™ de I’équation (4.1.1) est un élément de l’espace
CO([0,T), H3(R*)NC'([0,T), HA(R®)). L’inégalité (4.1.3) permet de montrer par récurrence
que la suite (g") est bornée dans Uespace Hj,.(R?) .

Nous avons donc construit une suite (¢g") définie sur un intervalle [0, T[, T > 0 telle
que :

g" € C°([0,7), Hy(R)) 0 C*([0, T), Hi(R?)) .
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4.2 Stabilité 107

4.1.2 Convergence de la suite (¢")

Notons que la suite (¢") est construite comme solution de ’équation suivante

gt Jall 3 D+ .
— = "t ) do - . ntl _ = A+, 0 ‘
ot (a /ng(t,v) v); 5 + Rng qu (9", g")

En procédant de la méme facon comme dans la section 4 du chapitre 2, on montre que la

suite (¢g") converge vers une unique fonction solution de 1’équation de Boltzmann.

4.1.3 positivité

Nous montrons par récurrence que Vn € N, g™ > 0.
- Par définition, ¢° = f; > 0.

- Supposons g™ > 0 et montrons que g"*! > 0. Pour cela, nous considérons le systéme
caractéristique associé a I’équation (4.1.2), qui s’écrit (en prenant ¢ comme paramétre

et h™(t) = g"*(t,u(t)))

dut —FT(“/ ¢"(v)dv i=1,2,3
R?:

" G (1) — Ro(t)h™(t)

(SC> :

Soit 7, la fonction définie par = = R, (t), alors on a :

dt
d Tn N o dT‘n (t) n rn(t) rn(t) dn® (t>
dt(e ") (t) = o h"(t)e™" +e pn

= R,()R"(t)e™™ Y + (G,(t) — h"(t) R, (t))e™®

= G, (1)

Vu que G,, > 0 (car ¢g" > 0 d’aprés 'hypothése de récurrence) et h™(0) = fo(u(t)) > 0,

I'on déduit que h"(t) > 0, Vt et par conséquent que g"** > 0.

4.2 Stabilité

Théoréme 4.1. Sous les hypothéses du Théoréme 3.2, la solution globale (E, U, W, Z ® 1, f)
du systeme Finstein-Maxwell-Bolzmann-Champ scalaire est stable dans [’espace (C([O, T], ]R))6 X
L>=([0,T], H3(R®)), pour tout T > 0.
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PREUVE: Soient (E}, Ui, Wi, Zb, ®4 i, fo) € RS x H3(R?), i = 1,2 tel que
max <||f§||H3(R3), ||f§||H3(R3)) soit suffisamment petit

Soient (E;, U, Wi, Z;, ®;, s, fi)i=1.2 deux solutions du systéme (3.1.4) — (3.1.10) avec les

données initiales

E'(0) = Ey, U'(0) = Uy, W'(0) = Wy, Z'(0) = Z, '(0) = @, ¥'(0) = g et f1(0) = fo
Nous voulons prouver que pour tout 7" > 0 :

BN — EP|(t) + U = U?[(8) + W = W2|(t) + |27 = Z%|(t) + |@" — @*|(t)

=18 + I = 2O e
< C(D)(1By — B3|+ |U§ — U1 + (W3 — W3l + 123 — 23| + |} — 3]

e = Bl + 153 — fils) > Ve € 05 T).

Soit T > 0. Considérons le systéme :

(Ei= —U'E (4.2.1)
Ui — —;(Ui)Q + % An(EY /R 3 “;10)2 Fi(t, 7)o — %(Zi)2
—27(2¢" — m?(®")?) (4.2.2)
Wi = —3U'W' — p? (4.2.3)
Zi= =3U'Z (4.2.4)
Pi = /24 (4.2.5)
Ui = —6U" — m2® /2 — p? (4.2.6)
i 3 i
| %’; - (pz 3 fi(t,v)dv) > g;’: - = % (Fi ) (4.2.7)
soustrayant les équations (4.2.1) pour i = 1 et ¢ = 2, nous avons :
w =U?(t)(E* — EY(t) + E*(t)(U* = UYH(¢).
Aprés intégration, nous obtenons.
(E'— E*)(t) = E) — Ej + /Ot (UP(t)(E* = E")(t) + E'(t)(U* = U")(t)) dt.
Utilisant le fait que E® et U® sont bornées, nous déduisons que :
E'- E*'(t) < |E - B3 + c/ot UEl — B (s) + U — U2|2(s)] ds . (4.2.8)
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4.2 Stabilité 109

De facon similaire, utilisant les équations (4.2.2)-(4.2.6) et le fait que les fonctions E?, U,

Wi, Zt, @' 4" et f' sont bornées, nous obtenons les inégalités suivantes :

Ut = v < |us - Ugf
+C/Ot [(\El—EQ\ +}Ul—U2\2+}Zl—22\2+|<1>1—<1>2\2 (4.2.9)
=) + 1 = IR ds
W — W2 ) < W - W02|2+C/t (W= w2 () + Ut = U2 (s)| s (4.2.10)
|72t - 22 (t) < |28 - 22| +C/ |2t — 722 )+\U1—U2\2(s)] dt . (4.2.11)
o' — ©?|*(t) < |®} —¢§y2+0/ |t — 2| (s)dt . (4.2.12)

o =) < = [l )+ 00 - 0P+ [0 - @) an

(4.2.13)
De I’'Equation (4.2.7), nous avons aprés soustraction
O =1 (g [ 20 o) S= U = f2)
il €2 Rsf (t,7)dv Z_; o
3
1 1
- Gl P - e )+ (82 [ panae- gz [ peow)
Ug uj R3 R3 i=1

et en appliquant I'inégalité d’énergie établie au corollaire 2.1, nous avons l'inégalité :

N = POl
<1} = Bl + € [ (186~ B +126) - 27
) = 2 e ) s

de laquelle nous déduisons :

1 = 2Ol 2 es)
< Col| £ = £5ll ya sy + / (\El ) — B (s)[ + |2 (s) — Z2(s)]” (4.2.14)

IS ) = 125 Mgy ) s
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vt € [0, T7.
En additionnant les inégalités (4.2.8)-(4.2.14), nous avons :
(lE1 = B(t) + U = UP|() + W = WP|(t) + 12" = Z2|(t) + | @ — @*|(t) + [ — (1)

2
10 = POl
< Ci (1B — Bl + Uy = Ul + Wy = Wil + | Z5 — Z5| + | @5 — @

1y =1 15— )
+@ATMW$—E%H+W%@—W@N+MW@—W%M+M%ﬂ—fwﬂ
R (s) — 82(5)] + 161 (5) — 02 + £, ) — £, Ve s
En appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons :
(IB" — B2)(0) + U = U2|(t) + W' = W2\(0) +12" — 2°](8) + |®" — @|(t) + | — |1

1 = Oz )
< C(T) (1B — Egl + Uy = Us| + Wy = Wil + 125 — Zg] + |5 — @G

2
101 (s) = @2(s5)| 1§ — VI + If3 — fallmw)

2

et nous déduisons que :

B = B2|(t) +|U" = UP|(8) + W' = W?|(t) + | 2" — Z%|(t) + @' — 2*|(t)
HY =21 + 1 = ) Oz es)
< C(T) (1B — Egl + Uy — Us| + [Wy = Wg'l + |2y — Z5| + g — @ (4.2.15)
o 10g = U3+ 1S = e )
Vit € [0, T], T > 0 étant arbitraire.
L’inégalité (4.2.15) montre que la solution globale (E, U, W, Z, ®,, f) du systéme Einstein-

Maxwell-Bolzmann-Champ scalaire est stable dans 'espace (C([0, T],R)) Ox L ([0,T], H3(R?)).
O

4.3 Complétude géodésique

Théoréme 4.2. L’espace-temps obtenu au chapitre précédent est géodésiquement complet a

Uinfini futur.

Thése de Doctorat. Marcelin Kenmogne Noumo ©UYI 2023



4.3 Complétude géodésique 111

PREUVE: Rappelons que les équations des géodésiques s’écrivent :

P e
dr —  Mdr dr
Sur les courbes géodésiques, nous avons % = p®. Donc les variables ¢, p° et p’ vérifient le
systéme :
=0
9= D4 p = —Th)? = —aa (0 + (1) + (0°)?) (4.3.)
dp'

= —T5,pp" = —2Tp'p” = —22p°p'
ol 7 un paramétre affine. Rappelons que p° = /1 + a2|p|2.
La complétude géodésique consiste a étudier la relation entre le temps t et le paramétre affine

7 dans toute direction géodésique future. De I'équation (4.3.1), nous avons % = /1 + a?[p|?,

.« . . dT 1 .
ul implique que ¢ = ————. Pour controler la relation entre ¢ et 7, nous allons controler
q pique que NarErE )

la quantité a?|p|? en tant que fonction de 7. Dérivant la fonction a?p’ := a®(t(7))p'(7) par

rapport a 7, nous avons :

i (a2(t(7')19i(7'))) = Qézapiﬁ + OLQdi = Qaapopi — 2dap0pi =0,
dr dr dr

d’out nous déduisons que a’p’ = C?, ou C est une constante. Utilisant le fait que a(t(7)) > ao,

nous avons
dr
—_ > 4.3.2
o2 X (4.3.2)
ou y = L est une constante strictement positive. Ainsi en intégrant

\/le [(01)2+(02)2+(03)2
%0
I'inégalité (4.3.2), l'intégrale du membre de droite diverge quand ¢ tend vers linfini. Par

conséquent quand t tend vers l'infini, 7 tend aussi vers 'infini. D’o ’espace temps obtenu

est géodésiquement compléte. O
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CHAPITRE CINQ

CONCLUSION GENERALE ET
PERSPECTIVES

Nous avons dans ce travail, considéré les équations d’Einstein avec constante cosmolo-
gique, couplées aux équations de Maxwell, de Boltzmann et au champ scalaire massif sur
I'espace temps de Robertson-Walker, qui est d'un grand intérét dans la modélisation de
I'univers et la compréhension de certains phénomeénes astrophysiques. Nous avons considéré
le cas homogene ot les fonctions inconnues ne dépendent que du temps (¢t = 2°) et non de
'espace (z°).

Nous avons commencé notre étude par la présentation des différentes équations et la
donnée de quelques hypothéses de travail. En étudiant le probléme de compatibilité et de
conservation des équations d’Einstein, nous avons obtenu un systéme intégro-différentiel
équivalent au systéme initial écrit sous forme tensorielle. Aprés avoir défini les espaces fonc-
tionnels utilisés, nous avons tour & tour établi des inégalités de type Moser sur le noyau de
collision () qui sont des inégalités fondamentales pour ’étude de ’équation de Boltzmann,
puis des inégalités d’énergie pour une classe d’équation aux dérivées partielles du premier
ordre. En combinant la méthode des caractéristiques et la méthode itérative, nous avons pu
prouver l'existence d’une solution du systéme couplé Einstein-Maxwell-Boltzmann-Champ
scalaire massif. En faisant usage de 'inégalité d’interpolation dans les espaces de Sobolev,
nous montrons que la solution f de I'équation de Boltzmann est de classe C*. Par la suite
nous avons montré via les estimations a priori que si || fo| m3(r3) est suffisament petite et si
A > —47m®?, alors le systéme couplé Einstein-Maxwell-Boltzmann-Champ scalaire massif
admet une solution globale réguliere. Nous avons terminé notre étude en montrant la posi-

tivité de la solution de I’équation de Boltzmann, la stabilité de la solution globale obtenue
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et la complétude géodésique de 1'espace-temps.

Toute fois un certains nombre de probléme restent en suspend & savoir : ’étude de 1'exis-
tence globale des solutions dans le cas ot A < —47rm®Z, 'extention du dégré de régularité
de la solution de I’équation de Boltzmann, I’étude du systéme dans le cas inhomogéne, etc.
Ainsi il apparait clairement que les résultats obtenus dans cette thése peuvent étre un point

de départ pour des investigations futures.
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ANNEXE

Théoréme 5.1. (Lemme de Gronwall’s)
Sotent f, g et o trois fonctions continues et positives sur [a,b], a,b € R, ¢ croissante telles

que
10 < 9t)+ [ ol (s)ds.
Alors )
ft) < g(t)exp(/a gp(s)ds)

Proposition 5.1. (Continuité dans les espaces LP)

Soit f € LP(R"), 1 < p < 400, alors

lim [ |f(z+h)— f(x)|Pde =0.

h—0 Rn

PREUVE: Puisque p < +00, on peut utiliser la densité de ’ensemble des fonctions continues

sur R™ & support compact dans LP(R").

e Supposons d’abord que f = ¢ € C*(R") de support K C B(0,R), R > 0. Pour

|A]| < 3, 0on a

[f(x+h) = fz)]Pde = o(z + h) — @(z)["dx

R R"

< / lo(x + h) — () Pdz
lz|<R+3

car ¢ est nulle hors de B(0; R) et ¢(- + h) Uest hors de B(0; R + 3) quand ||h|| < 1.
Comme ¢ est uniformément continue sur le compact B(0; R + %), pour tout € > 0, il

existe a > 0 tel que si [|h| < a alors pour tout z € B(0; R+ 1) on a

lo(x +h) —p(z)| <e€.
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D’ou

1
/ lo(x + h) — p(x)|Pdr < / ePdr < e’ x vol (B(0; R+ <))
n B(0;R+3) 2

Ainsi

1.\1/p
ITap — llp < EUOZ(B((); R+ 5))

ou 7 : x —> p(x+ h).
Donc lim ||7,¢ — ¢l|, = 0, c’est-a-dire lim |f(x+h)— f(x)Pdx =0.
h—0 h—0 Rn

e Supposons maintenant que f € LP(R™) et soit € > 0. Alors par densité de C'°(R")

dans LP(R"), il existe une fonction ¢ € C*(R") telle que [|f — ||, < §. Ainsi pour

h € R,
lmnf = fllo < N7nd = mellp + Imne = @llp + 1 = @l
= 2lf =l + Iy =2l
2e
< 5 tlme—el
en utilisant ||7,f — mell, = ||f — ¢ll, d@ & un changement de variables immeédiat.

D’aprés le premier cas comme ¢ est continue et & support compact, lim || 7,0 —¢||, = 0

quand h — 0, donc pour h assez petit, ||, — ¢||, < < si bien que

2 ¢
nf = fllo < 5 +5=¢
ce qui montre que lim |7, f — f|, = 0, c’est-a-dire lim |[f(z+h)— f(x)|Pdx = 0.
h=0 h=0 Jgn

|

Proposition 5.2. D(R?) est dense dans H3(R?).

PREUVE: La preuve va se faire en deux étapes.
Soit T'={f € H3(R3) : supp(f) compact }
1. Montrons que T est dense dans H3(R?).
01 € D(R3), p1(z) =1, pour x| < let0 < <1
Soit la suite tronquante (p;) définie par : 0;(r) = ¢ (f), pour j > 1

supp ¢; C B(0,2j)
On a ¢; € D(R?) et les D%p; sont uniformément bornées. En effet :
Ca

VJ c N*7 |Da¢j| <—<C,oul, = sup ‘Dawl(l'” :
]\a| z€R3

Thése de Doctorat. Marcelin Kenmogne Noumo ©UYI 2023



116

@;j(z) =1si|z| < j, donc p; — 1 simplement quand j — +o0.
Soit f € H3(R?). On pose f; = ¢;f. Comme ¢; € D(R?), il vient que f; € T'.
Nous allons montrer que la suite (f;) converge vers f dans H3(R?).

On a

Z /R3(1 + |x|)2d+2\a|}Do‘(f(1 — gpj)) ‘2d$>

|r|<3

If = fillmzesy = f — 0if luzces) = (
(5.0.1)

En vertu de I'inégalité de convexité et de la formule de Leibnitz, on a :

[D*(f(1 =) < D CED*PFID (1 — ;)]
181< ]

! !

2 o

<(x @) ( S wrn-ar)
1B1<]ex| 1BI<]el

Donc

(L) 20 D (F(1=p)) P < Ca 37 (1424201 D22 12| DP (1—0) 2. (5.0.2)

18I<lal

Remarquons que

Do ([ PND I PIDI(1 = o) P = (1 [ PN DFPL -

18I<let|

+ ) ([P ED P IDA(L — )

1<|BI<]al

i) Puisque p; — Let [1 — ;| <1+ |p;| <2, ona

(1+ |x|)2d+2‘a||Daf’2|1 - 90]'|2 — 0, quand j — 400 et
(1 =+ |m|)2d+2\a||Daf|2|1 _ S0j|2 < 4(1 + |m|)2d+2\a||Daf|2

Or f € H3(R?), donc (1 + |z|)?¢+2el| D f|2 est intégrable. Ainsi en vertu du théoréme

de la convergence dominée, on a :
/ (14 |o|)? 2 D f 2|1 — ¢;]?dz — 0 quand j — +o0
R3
ii) On a ensuite |D?p;| < jc‘—gl < %, V8] > 1 et suppp; C B(0,25), il vient que

(L+227 o, (L+ 727
g8l =T 5208 = ks

C3 K
Dol < =2 < == et (1+[a) D < CF
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D’ou

(1t [ 2260 Do 2Dy 2 < (14 [ 2200 Do 255 0, quand j — +oo et
(L4 [ 244201 D=5 f 2| DO, [2 < K1 + ] 2420=0) Dod f2.

Or f € H3(R3), donc (1 + |z|)?*2e=Bl| DB f|2| est intégrable. Ainsi en vertu du
théoréme de la convergence dominée, V 3 tel que 1 < || < |al, on a :
/ (14 |z])2+2lel| D= £12| DP o, |?dz — 0 quand j — 400
R3
d’ou

3 / (1 + [2])24291| D8 £ 2| DP o, P — 0 quand j — +o0
R3

1<]B|<] o

Il vient de (5.0.2) que
Va, |af <3, / (1+ |x|)2d+2|a“Da(f(1 - gpj))|2d$ — 0 quand j — +o0
R3

et de (5.0.1), on conclut que f; — f dans H3(R?). Ainsi T est dense dans Hj(R?).

2. Montrons que D(R?) est dense dans T pour la topologie de H3(R?).

Soit (6;);en+ une suite régularisante i.e

0]‘ Z O,VJ € N* et 9]‘ € D(Rg)
Jgs 0j(x)dz =1, Vj € N*
supp(6;) C B(0,j), j € N*

Soit f € T, posons f; = f *0;, alors supp(f) est compact car f € T, donc f; € D(R?).
Montrons que (f;) converge vers f dans H3(R?). Pour cela il suffit de montrer que

Va, |a] <3, (1+ [z))eIDYf; — (14 |2))* 1 D f dans L*(R?)

Soit «, || <3, 0n a:
Def; =D*x0; et D*f — Df; = D*f — D*f x0;, et de plus

Dfx0;(x) = [ D*f(y)0;(x — y)dy

R3

D*f(x) = D*f(s) [

RS

by =)y = [ D F(@ta = )iy
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par suite

(1 + )™ D f () = (1 + [ )™ D £ ()

= [ b D ) = D)oy~ )y (5.0
D’ou
‘(1 + |x|)d+\a|Daf(x) . (1 + |x|)d+\a|Dafj(x)‘2
< (ol PRI [ (DR (@)~ D)8y~ )dy)
R3
et en appliquant I'inégalité de Holder, on a :

(1 + [N D f(2) — (1 + |2])2He D fy () |

< (1 fal2el [ D7 @) = D) Poy(o = )y (5.0

En intégrant (5.0.4) sur R? on a :

[ @ a0 @) = o)

< /R 3 /R (L[l 24420 D () = D f ()| 03w — y)dady

En posant dans R*", x —y =2z, y =y, on a :

[ @ a0 @) - Do)

< [, L0t el sy ) = ) o)y
qui s’écrit encore
/Rsu T Je]) 242 Do f () — D® fy (o)

< /|<1 Qj(Z)dZ /R3<1 + !y + z|>2d+2\a||Daf(y + Z) B Daf(y)fdy. (5.0.5)

Désignons par K le support de f, alors il existe r > 0 tel que K C B(0,r). Ainsi pour

|z|§%<1,ona:

L e DD ) - D) P

<, / D sy + ) - D)y (5.0.6)
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avec C,, = (2 + )22l Or f € T ¢ H}(R®) C H3(R?), donc D*f € L*(R?). Ainsi

d’aprés le théoréme de continuité en moyenne d’ordre 2, on a :
/11&3 ‘Do‘f(y +z) — Daf(y)|2dy — 0 quand z — 0
et (5.0.6) entraine que :
/Rg(l +ly + 2N DY f(y + 2) — D“f(y)ﬁdy — 0 quand z — 0
donc
Ve >0, 36>0 tel queVz € R, |2| < B = [RS(1+|y+z|)Qd+Q|a|Daf(y+z)—Daf(y)|2dy <e

Etant donné que lim % = 0, il existe jo > 0 tel que Vj € N*, 7 > jo = % < . Ainsi

j—+oo
ona |z| < % < B et par suite

[ by 22Dy 42) = D)y <
R3
D’ou
J> o = / (1+ |x|)2d+2|a||Daf(m) - Do‘fj(x)‘de < 5/ 0;(2)dz < e.
R3 |21<3
Donc
Va, |a| <3, (1+ |z)* Do f; — (1 4 |z])¥H 1D f dans L?(R?)
et par conséquent f; — f dans H3(R?). Ce qui prouve que D(R?) est dense dans T'
pour la topologie de H3(IR?).

En conclusion D(R?) est dense dans T' pour la topologie de H3(R?) et T est dense dans
H3(R3?), donc D(R?) est dense dans H3(R?). 0

Jacobien du changement de variables (u,7) — (W', 7).
La matrice Jacobienne de ce changement de variables est la matrice carrée d’ordre 6
définie par :
Ai; By
Cij D

au/z‘ auli a,Uli au/i
A — Bo= ). =) p.= 22
Y (auj) P (3%) G (3%) Y (3%)
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Notons que d’aprés (1.5.3)-(1.5.4), nous avons

u* = uF 4+ b(T@, T, w)w et vF = oF — b(@, T, W)W,

donc )
Ay = 0%+ wi%j
B;; = —wi%
CZ" = wiaa—:j
L Dij = (5; — wiaaTbj

En remplagant la quatriéme ligne par la somme de la premiére et de la quatriéme, la cin-
quiéme ligne par la somme de la deuxiéme et la cinquiéme, la sixiéme par la somme de la

troisiéme ligne et la sixiéme, nous avons :
A;i B
i i
|‘]| = )
I 1

ou [ est la matrice identité d’ordre 3. En remplagant la premiéme colonne par la soustrac-
tion de la quatriéme colonne de la premiére, la deuxiéme colonne par la soustraction de la
cinquiéme colonne de la deuxiéme, la troisiéme colonne par la soustraction de la sixiéme

colonne de la troisiéme, nous avons :

Al By
EI B
o I
ou
A - Ob 0b
Al — 5t ).
v] J +w (auz avz>
En posant
. 0b 0b
Vi=— - —
out  ovt’
nous avons :
[ J] = 14515

c’est-a-dire :
1+ wy! wly? wly3

| J| = YT 14wV WY
w3Y! Ww3Y? 14+ w3Y3
Un calcul direct donne :

|J] =14+ W'Y +0?Y? 4+ W?Y3.
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Remarquons que B = %, donc

S <1aN N@D)_Wi(iﬁN_ﬁaD)'

D out  D?out D ovi  D?0vi
Ainsi
w'Yt +w?Y? +w’Y?
L (N | LON | ONN N (0D ,0D 0D
= — w w — = (v =4 v+ —
Y oul ou? ou? D? oul ou? ou?
K Ko
—i 8N+w28_N+w Al +£ 18D+w28—D+w3a—D
o0t ov? 8'03 ovl ov? ov3
e pe
Or ) 4
O =202 %w - (u"0 — 0°7) — 20°(u® 4+ °)w' + 2472 (u’ + 00) Sw - T
% = 2a‘2“ (u = 0%%) + 26 (u® + ) — 2072 (u® + vo)gzw u
0D = 24722 (u® +v°) — 2a~2(u® + v°)w - (T + V)w’ ’
\ or —2a*2” (u® + %) — 2a72(u® + v°%)w - (u + V)w?
donc
1 ON ON 3ON
K - 17" 2_
7D (w oul " w2 au3>
12272 = 0 0, .0 —20.0 0y L — =
= 5|0 (w-)w - (1’7 — 0°7) — 20°(u® + %) + 262 (u —i—v)@(w-u)(u}-v)
Ky = [P - (0 — o) 4 200 1 00) — 20720 4 0) S 0 )
1= 5 | W e (W - u’(u’ 4 v O U e RO R
N oD oD oD
K. - 1 2 3
? D2 ( 8u1+w8u2+w8u3>
N 1
= Iz {Qa 2u (u’ +v )w-ﬂ—?a‘2w~(ﬂ+5)}
N 1
K} = oz {Qazﬁ(uo + 1w T — 20w - (ﬂ—i—@)} :
1 _ 1 1 L (w - (01 — u'p))”
K- K = D [—2(u0~|—v0)2+2a 2(u” + %) (w - 7)(w - ) (u“ + vo) —2a :{ 1000 )
1
= 55D [—Quovo(uo +0°)? + 207 (u’ + 0°)*(w - W) (w - D) — 207 (w - (V"7 — u%))Q}
udv
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Ky — K}

w-u

N -
D3 {2& 2(u® 4+ %) ( 0

)

Ainsi

D’ou

N [2a7%(u® +v")w - (v°u — u'D)
D?
LN 1
D2 490
o 0

w0

u900

w'Y + w?Y? + wdY?

K, — K| — (K, — K;)

1 0,0/,,0 02 —2/.0 0\2 — — -2 0— 0=\ 2 -2 b?
UO'UOD_[_QUU(U +0°)* + 20 (u” +0v°)*(w-u)(w-7) — 2a (W.(Uu_uv))]Jra -
a=2b? 2 ) ) ) )

0,0 490D [UOUO(UO+UO) —a? (W’ + ") (w - u)(w - v) — 202 (w - ) (w - D)
uYv uYv

+a (V) (w-u)* + a (1) (w-1)* — a2’ (w- (T + @))2 + a*u%(w - 1)?

+a2u0%(w - )2 + 202 (w - W) (w - E)]

C:;()ilf - uOfOD [u%o ((uo +0") = a7 (w- (@ + 6))2) }
_u%f);; = @+ P @ T) + W+ 0w B+ (W + ") T
o T 20 [0 1) (P 1)~ D) T
o R e e @) )
_9272 2 _
—2t C;Ov% B UQOCTLJOD - %NW (- ﬂ)]
—212 -2 7 27
e (1
—272 -2 =
[J|=—1+ C;OU% - bw@oifé_ o

D’autre part nous avons :

(W°)? =1+a?[@*=1+a*(|[ul*+ B*+2Bu-
(0’0)2 =1+ a—2|@/|2 =14+ a72(|@|2 + B2 +2Bv -

w) = (u*)? +a*(B*+2Bu-w)
w)= (") +a?(B*+2Bv-w)

Y
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donc
2u/01/0 — (u/O +U/0>2 . (u/0)2 4 (v/0>2
= W+~ @W)? —a*(B*-2Bu-w)— (v°)* - a*(B* - 2Bv - w)
= 2u"’ —2a?B? —a?Bw - (U —).
D’ou
uv” a?B?* a%Bw-(u-—"1)
wr® T 00 ud?
Ainsi
u/O,U/O
7] =~ 100
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