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RESUME

Nous considérons le système couplé Einstein-Maxwell-Boltzmann avec constante cosmolo-

gique en présence d’un champ scalaire massif. La métrique utilisée est celle de l’espace-temps

plat de Friedman-Lemaître-Robertson-Walker dans le cas spatialement homogène où les fonc-

tions inconnues ne dépendent que du temps et non des variables spatiales (xi), i = 1, 2, 3.

Après avoir présenté de façon détaillée les différentes équations du système, nous étudions le

problème de compatibilitè et de conservation des équations d’Einstein. Nous établissons sous

certaines hypothèses sur le noyau de collision (voir (1.5.14)), des inégalités de type Moser

sur l’opérateur de collision Q dans l’espace de Sovolev à poids Hk
d (R3), puis une inégalité

d’énergie pour la solution d’une classe d’E.D.P du premier ordre dans le même espace. En

combinant la méthode des estimations d’énergie avec celle des caractéristiques, nous dédui-

sons une solution locale de classe C1 de l’équation de Boltzmann en supposant que l’espace

temps est entièrement déterminé. Les mêmes techniques sont utilisées par la suite pour éta-

blir l’existence d’une solution locale (dans le temps) et de classe C1 du système couplé. En

outre, sous l’hypothèse que les données initiales sont petites dans une certaine norme appro-

priée et que la constante cosmologique satisfait Λ > −4πm2Φ2
0, nous obtenons une unique

solution globale (dans le temps), (voir Théorème 3.2). Nous étudions par la suite quelques

propriétés des solutions notamment la positivité de la solution de l’équation de Boltzmann,

la stabilité de la solution du système couplé et la complétude géodésique de l’espace-temps.
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ABSTRACT

We consider the coupled Einstein-Maxwell-Boltzmann system with cosmological constant

in presence of a massive scalar field. The background metric is that of Friedman-Lemaître-

Robertson-Walker space time in the spatially homogeneous case where the unknown functions

only depend on time and not on the space variables (xi), i = 1, 2, 3. After having presented

in detail the different equations of the system, we study the problem of compatibility and

conservation of Einstein’s equations. We establish under certain assumptions on the chok

kernel (see (1.5.14)), some Moser-type inequalities on the collision operator Q in the weighted

Sovolev space Hk
d (R3). Futher an energy estimate for the solution of a class of a first-order

PDE in the same weighted space is established. By combining the method of energy estimates

with that of characteristics, we derive a local solution of class C1 of the Boltzmann equation

assuming that the space time is fully determined. The same techniques are used subsequently

to establish the existence of local (in time) solution of class C1 of the coupled system. Further,

under the hypotheses that the data are small in some appropriate norms and that the

cosmological constant satisfies Λ > −4πm2Φ2
0, we derive a unique global (in time) solution

(Theorem 3.2). We then study some properties of the solutions in particular the positivity of

solution of Boltzmann équation, stability of the solution of coupled system and the geodesic

completeness of the obtained space-time.
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INTRODUCTION GENERALE

La connaissance profonde des phénomènes de l’Univers est de nos jours une préoccupation

du monde scientifique. L’étude de l’évolution de l’Univers dans son ensemble est nécessaire et

primordiale. Une telle étude passe par la modélisation locale ou globale de l’Univers. Dans ce

sens, la théorie de la Relativité Générale élaborée en 1916 par Albert Einstein et donc la base

est constituée des équations d’Einstein est essentielle pour comprendre, expliquer et prédire

certains phénomènes de l’Univers à l’échelle macroscopique. Ces équations lient d’une part

la géométrie de l’espace-temps déterminée par le tenseur métrique qui représente le champ

de gravitation, et d’autre part le contenu matériel et énergétique de l’espace-temps repré-

senté par le tenseur d’impulsion-énergie. L’objectif majeur dans la résolution des équations

d’Einstein est de déterminer à la fois le champ de gravitation et sa source. C’est pourquoi

l’un des problèmes fondamentaux dans l’étude mathématique de la Relativité Générale est

de résoudre les équations d’Einstein couplées avec d’autres champs.

Nous étudions dans le cadre de notre travail l’évolution à très grande vitesse, et avec

collision d’un train de particules chargées, évoluant sous l’action conjuguée de leur propre

champ de gravitation et des forces électromagnétiques créées par les particules chargées aux-

quelles est associé un champ scalaire massif. Ce phénomène est gouverné par le système

couplé Einstein-Maxwell-Boltzmann-Champ scalaire.

L’équation de Boltzmann est l’une des équations de base de la théorie cinétique rela-

tiviste. Cette équation décrit l’évolution avec collision à très grande vitesse d’un train de

particules chargées et permet de déterminer la fonction de distribution f des particules, qui

est une fonction réelle positive de la position et de l’impulsion des particules. La fonction

de distribution des particules est physiquement interprétée comme étant la densité de pro-

babilité de présence des particules au cours de leur évolution avec collision. Nous supposons

que les collisions sont binaires et élastiques, c’est -à-dire qu’en une position et en un instant
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donnés, seules deux particules entrent en collision. Ainsi l’équation de Boltzmann est définie

par un opérateur non linéaire appelé opérateur de collision noté Q, qui décrit en tout instant

et à chaque point où deux particules entrent en collision, les effets du comportement imposé

par la collision et en tenant compte du fait que les impulsions des deux particules ne sont

pas les mêmes avant et après la collision. Seule la somme des impulsions est conservée, ce

qui entraîne la conservation de l’énergie. Il est à noter que l’équation de Boltzmann est une

généralisation de l’équation de Vlasov, dans laquelle l’opérateur de collision Q est supposé

nul.

Les équations de Maxwell constituent la base mathématique fondamentale de l’Electro-

magnétisme et permettent de déterminer le champ électromagnétique F = (Fαβ) créé par

les particules chargées auxquelles est associé le tenseur de Maxwell ταβ. Nous considérons le

cas où le champ électromagnétique est généré par le courant de Maxwell créé par les parti-

cules chargées et engendré par la fonction de distribution f des particules en collision. Les

particules massives sont munies d’une charge e qui représente la densité de charge. Nous

supposons que nous sommes en présence d’un champ scalaire massif qui est l’un des outils

permettant de mesurer les ondes gravitationnelles, qui se propagent dans l’espace à la vi-

tesse de la lumière, même en présence de corps matériels et de manière analogue aux ondes

électromagnétiques (se reférer à [27] pour plus de détails à ce sujet). Ce champ scalaire Φ

engendre un tenseur que nous notons Hαβ. Il est à noter que le Prix Nobel de physique 1993

avait été décerné à un astrophysicien pour des travaux sur ce phénomène de propagation

d’ondes gravitationnelles. Le tenseur d’impulsion-énergie du modèle considéré ici incorpore

un 2-tenseur symétrique θαβ dû à A. Lichnerowicz dans [17] et est appelé pseudo-tenseur de

pression. Ce tenseur généralise à la fois les notions de matière pure (θαβ = 0) et de fluide

parfait relativiste (θαβ = pgαβ, où p est une fonction scalaire représentant la pression). No-

tons que le modèle fluide est un modèle mathématique simple qui traite le plasma comme

un mélange de fluide-électron et de fluide-ion agissants sous la contrainte des champs élec-

tromagnétiques et de pression. Les fluides-électrons et les fluides-ions sont ensuite décrits en

termes de propriétés locales telles que la densité numérique et la température, où les variables

sont définies comme moyennes sur des éléments fluides qui sont énormes comparativement

aux dimensions microscopiques du plasma. Il offre le modèle le plus simple par lequel l’inter-

action macroscopique entre le plasmas et les champs électromagnétiques peut être étudiée.

Thèse de Doctorat. Marcelin Kenmogne Noumo c©UYI 2023



5

L’approximation du fluide est valide s’il y a une localisation suffisante des particules dans

l’espace physique. Cette localisation peut être réalisée par exemple au moyen de collisions

entre les particules. Voir Appendix 1 dans [11].

Le cadre géométrique que nous utilisons est l’espace-temps de Friedman-Lemaître- Robertson-

Walker que nous désignons brièvement espace-temps de Robertson-Walker. Cet espace-temps

est particulièrement adapté dans l’étude de l’univers et est reconnu comme étant l’espace-

temps fondamental en cosmologie et dans lequel les phénomènes physiques homogènes comme

celui que nous considérons ici sont pertinents. Ces phénomènes physiques prévalent par

exemple dans les galaxies pour lesquelles seule l’évolution dans le temps est réellement signi-

ficative. Les phénomènes sont supposés homogènes c’est-à-dire que les fonctions inconnues

ne dépendent que du temps t = x0 et pas des variables de l’espace (xi), i = 1, 2, 3.

Le problème que nous étudions, modélise des phénomènes physiques réels tels que ceux

rencontrés dans les milieux à très haute température comme par exemple les réacteurs en

fusions, les galaxies nébuleuses, les vents solaires etc..., où les particules de gaz ionisé évo-

luent avec collision à très grande vitesse sous l’action conjuguée de leur propre champ de

gravitation et des forces électromagnétiques créées par le fluide chargé lui-même.

Le tenseur d’impulsion énergie qui détermine le contenu matériel et energétique de

l’espace-temps est défini ici par la somme de quatre tenseurs Tαβ, ταβ, Hαβ et Kαβ que

nous détaillons par la suite.

Notre motivation de considérer les équations d’Einstein avec la constante cosmologique,

est due au fait que les observations astrophysiques basées sur la luminosité à travers le dé-

calage du spectre lumineux vers le rouge (redshift) et l’explosion très lumineuse de certaines

étoiles ont mis en évidence le fait que l’Univers était en expansion accélérée. L’outil mathé-

matique classique utilisé par les théoriciens pour modéliser cette accélération est la constante

cosmologique Λ. Rappelons également que le prix Nobel de physique, 2001, a été décerné à

trois astrophysiciens pour leur travaux de recherche sur ce phénomène d’expansion accélérée

de l’univers : pour plus de détails, voir [13, 20, 21, 25, 30, 32]. En fait, nous devons souligner

que la notion "d’énergie sombre" a été introduite afin de fournir une explication physique

au phénomène d’expansion de l’univers, mais la structure physique de cette forme d’énergie

hypothétique qui est inconnue dans les laboratoires reste une question ouverte dans la cos-

mologie ; de même que la question de la "matière noire". Notons également que le champ
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scalaire est considéré comme un mécanisme produisant des modèles accélérés, non seulement

en cas "d’inflation", qui est une variante de la théorie du Big-Bang incluant maintenant une

période très courte de très forte accélération, mais aussi dans l’univers primordial.

Notre travail s’inscrit dans le cadre général de la théorie cinétique relativiste où le sys-

tème couplé Einstein-Vlasov et sa généralisation, le système couplé Einstein-Boltzmann sont

étudiés. Bichteler dans [4] en 1967 et Daniel Bancel dans [2] en 1973 ont étudié l’équa-

tion de Boltzmann où ils prouvent un résultat d’existence locale et d’unicité. Piotr Mucha

dans [18,19] en 1998 et 2000 a étudié le système Einstein-Boltzmann dans l’espace temps de

Robertson-Walker, ou il prouve l’existence d’une solution faible de l’équation de Boltzmann.

Dans [3] en 1973, Daniel Bancel et Yvonne Choquet-Bruhat ont prouvé l’existence et l’uni-

cité de la solution locale du problème de Cauchy pour le système couplé Einstein-Maxwell-

Boltzman, la métrique utilisée étant une petite perturbation de la métrique de Minkowski.

Il est à noter que l’espace fonctionnel que nous utilisons dans ce travail pour l’équation de

Bolzmann est du même type que celui utilisé par ces derniers. Dans [22,23,25] en 2005, 2006

et 2010, N. Noutchegueme et ses collaborateurs ont étudié le système Einstein-Boltzmann

sur l’espaces-temps de Robertson-Walker et le système Einstein-Maxwell-Boltzmann sur

l’espace-temps de Bianchi I et ont prouvé l’existence et l’unicité d’une solution globale dans

un espace L1−pondéré. Dans [26] en 2009, les auteurs ont prouvé que le système couplé

Einstein-Maxwell-Vlasov avec constante cosmologique positive admet une unique solution

globale (dans le temps) dans les espaces-temps de Bianchi I-VIII. Dans [12–14] en 2013,

2014 et 2015, Ho Lee et Ernesto Nungesser ont étudié le système Einstein-Boltzmann dans

l’espace-temps de Robertson-Walker et de Bianchi I, où ils ont prouvé l’existence d’une solu-

tion régulière, puis étudié le comportement asymptotique de cette solution pour une forme

précise du noyau de collision. Plus récemment, E. Takou et F. L. Ciake Ciake dans [5,6], en

2018 ont prouvé l’existence d’une solution classique globale en temps de l’équation de Boltz-

mann dans l’espace-temps de Bianchi de type I et pour le potentiel dur. Ils ont également

étudié le cas inhomogène sur l’espace-temps de Robertson-Walker pour le cas des particules

d’Israël.

Ce travail considère comme mentionné plus haut, le système couplé Einstein-Maxwell-

Boltzmann avec la constante cosmologique en présence d’un champ scalaire massif. La mé-

trique utilisée est celle de l’espace-temps plat de Robertson-Walker. En combinant la méthode
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des estimations d’énergie à celle des caractéristiques, nous obtenons, sous des hypothèses ap-

propriées sur le noyau de collision (voir (1.5.14)), une solution locale (dans le temps) du

système couplé. En outre, sous l’hypothèse de la petitesse de la donnée initiale f0 pour

l’équation de Boltzmann dans un espace de Sobolev pondéré et que la constante cosmolo-

gique satisfait Λ > −σ2 où σ > 0 est une constante qui ne dépend que du potentiel du champ

scalaire, nous prouvons que le système couplé Einstein-Maxwell-Boltzmann avec un champ

scalaire massif et constante cosmologique admet une unique solution globale (dans le temps)

(Théorème 3.2). Ce résultat étend les résultats existants sur l’équation de Boltzmann rela-

tiviste (voir par exemple [12, 14, 24, 25] ou [23] et [22] dans différents cas) pour les éléments

suivants :

• Nous étudions l’évolution de la distribution des particules, le champ électromagnétique,

le champ scalaire ainsi que l’espace-temps simultanément. Voir [14] ;

• Le cas de la constante cosmologique positive est couvert par notre analyse, mais une

partie des valeurs négatives de la constante cosmologique est admise. Nous soulignons

le fait qu’en l’absence des champs de matières, en suivant étape par étape la preuve

de la proposition 4.2 page 302 de [25] on peut prouver qu’il ne peut exister une so-

lution globale dans le cas Λ < 0. Notons que Λ < 0 apparaît naturellement dans

l’espace-temps anti-de Sitter et la théorie des champs conforme correspondant à cer-

taines modèles théoriques tels que la supergravité, la théorie des cordes, etc. Voir [1]

pour plus de détails ;

• L’approche. Notre idée est de combiner les techniques d’estimation de l’énergie et la

méthode des caractéristiques des équations aux dérivées partielles du premier ordre

pour obtenir des propriétés de la suite issue d’un schema itératif. De ces propriétés,

nous déduisons l’existence d’une solution locale (faible) comme limite dans certains

espaces de Sobolev de la suite construite. La principale difficulté lors de l’utilisation de

cette approche est de déduire de là, une solution régulière ( de classe C1 ) du système

réduit. Ceci est fait en deux étapes en utilisant l’inégalité d’interpolation dans l’espace

de Sobolev à paramètre réel ainsi que les inégalités de Sobolev (voir la preuve du

théorème 3.1).

Le travail est organisé comme suit :

- Au chapitre 1, nous présentons en détail les différentes équations du système, nous
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spécifions les hypothèses que nous faisons sur le noyau de collision B. En outre, les

problèmes de consevation et de compatibilité des équations sont étudiés. De cette

étude, nous déduisons l’équation déterminant le champ scalaire et d’autres composantes

des tenseurs utilisés. Ce qui nous permet de ressortir le système intégro-différentiel à

étudier.

- Au chapitre 2, nous présentons l’espace fonctionnel Hk
d (R3) que nous utilisons pour

l’équation de Boltzmann, nous établissons des inégalités de substitution de type Moser

pour l’opérateur de collision Q qui sont fondamentales pour la recherche de la solution

de l’équation de Boltzmann. Nous établissons pour la norme Hk
d (R3), une inégalité

d’énergie pour la solution d’une classe d’EDP du premier ordre hyperbolique : (la

norme Hk
d de l’inconnu est estimée en fonction de la norme Hk

d de la donnée initiale

et une intégrale de la norme Hk
d du terme source). Ceci sera appliqué à l’équation

de Boltzmann écrit dans de nouvelles coordonnées. Nous prouvons enfin un résultat

d’existence (locale) et d’unicité d’une solution de l’équation de Boltzmann en supposant

que l’espace-temps est entièrement déterminé.

- Au chapitre 3, en combinant les techniques d’estimation de l’énergie et la méthode des

caractéristiques, nous prouvons un résultat d’existence locale (Théorème 3.1) de la solu-

tion du système Einstein-Maxwell-Boltzmann avec champ scalaire massif comme étant

la limite d’une suite appropriée, puis nous prouvons un résultat d’existence globale

(Théorème 3.2) de la solution du système Einstein-Maxwell-Boltzmann avec champ

scalaire, sous les hypothèses que la norme de la donnée initiale pour l’équation de

Boltzmann est suffisamment petite et que la constante cosmologique Λ est telle que

Λ > −4πm2Φ2
0, où m est la masse du champ scalaire et Φ0 la donnée initiale de se

champ scalaire : ce résultat est le résultat fondamental de notre travail.

- Dans le chapitre 4, nous étudions quelques propriétés des solutions du système cou-

plé notamment la positivité de la solution de l’équation de Biltzmann, la complétude

géodésique de l’espace temps et la stabilité de la solution unique obtenue au chapitre

3.
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Chapitre Un

PRESENTATION DU SYSTEME,

COMPATIBILITE ET CONDITIONS

DE CONSERVATION

Dans ce chapitre, nous présentons de façon détaillé les équations considérées, puis nous

spécifions les hypothèses sous lesquelles nous étudions le système couplé et nous étudions la

compatibilité et les conditions de conservation à partir desquelles nous déduisons le système

intégro-différentiel que nous étudierons par la suite.

1.1 Présentation des équations

Comme annoncé en introduction, nous étudions la dynamique globale d’un train de parti-

cules massives chargées évoluant à très grande vitesse avec collision, sous l’action conjuguée

de leur propre champ de gravitation commun et des forces électromagnétiques crées par

ces particules chargées et en présence d’un champ scalaire massif et du pseudo tenseur de

pression. Le cadre géométrique que nous utilisons est l’espace-temps de Robertson-Walker

(R4, g) dont la métrique g, en signature hyperbolique (−,+,+,+) s’écrit, dans les coordon-

nées canoniques (xα) de R4 où x0 = t représente le temps et (xi), i = 1, 2, 3 les variables

spatiales :

g = −dt2 + a2(t)
[
(dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2

]
(1.1.1)

où a est une fonction inconnue positive de la seule variable t appelée facteur d’expansion

cosmologique. Il est à préciser que (1.1.1) correspond a l’espace temps plat (k = 0) de

l’espace temps de Friedman-Lemaître-Robertson-Walker dont la métrique en coordonnées
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1.1 Présentation des équations 10

polaires s’écrit :

gFLRW = −dt2 + a2(t)

(
dr2

1− k2
+ r2

(
dθ2 + sin2 θdϕ2

))
Nous rappelons que nous étudions le cas homogène, c’est-à-dire que les fonctions inconnues ne

dépendent que du temps (t = x0) et non des variables spatiales (xi), i = 1, 2, 3. Nous adoptons

la convention de sommation d’Einstein AαBα =
∑
α

AαB
α. Tout indice grec α, β, γ, · · · varie

de 0 à 3 et tout indice latin i, j, k, · · · de 1 à 3.

Le phénomène étudié est gouverné par le système couplé suivant :

Sαβ + ∧gαβ = 8π(Tαβ + ταβ +Kαβ +Hαβ) , (1.1.2)

∇αF
αβ = Jβ , (1.1.3)

∇αFβγ +∇βFγα +∇γFαβ = 0 , (1.1.4)

LXf = Q(f, f) . (1.1.5)

que nous appellons système couplé Einstein-Maxwell-Boltzmann-Champ scalaire massif.

I l’équation (1.1.2) représente les équations d’Einstein, équations de base de la Rela-

tivité Générale et qui rendent compte des effets gravitationnels, avec ∧ la constante

cosmologique, Sαβ le tenseur d’Einstein. Tαβ, ταβ, Hαβ et Kαβ sont les composantes du

tenseur d’impulsion-énergie, source du champ de gravitation que représente le tenseur

métrique g et sont définis comme suit :

Tαβ =

∫
R3

pαpβf(t, p)
√
| det g|

p0
dp̄ , (1.1.6)

ταβ = −1

4
gαβF

λµFλµ + FαλF
λ
β , (1.1.7)

Kαβ = −θαβ , (1.1.8)

Hαβ = ∇αΦ∇βΦ− 1

2
gαβ(∇λΦ∇λΦ +m2Φ2) ; (1.1.9)

avec

- Tαβ le tenseur engendré par la fonction de distribution f des particules chargées,

qui est une fonction scalaire positive qui en générale dépend de la position x = (x)α

et de l’impulsion p = (p)α :

f : TR4 ' R4 × R4 −→ R+

(xα, pα) 7−→ f(xα, pα)
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1.1 Présentation des équations 11

Nous supposons que les particules chargées sont situées sur l’hyperboloïde de

masse d’équation g(p, p) = −m2 = −1 (où nous avons normalisé la masse m en

prenant m = 1) et qu’elles s’éjectent naturellement vers le futur (p0 > 0). On

déduit alors de (1.1.1) que :

p0 =
√

1 + a2
[
(p1)2 + (p2)2 + (p3)2

]
(1.1.10)

L’équation (1.1.10) montre que p0 s’exprime en fonction de pi. f est soumise à

l’équation de Boltzmann (1.1.5) que nous présentons dans la suite. Notons que

d’après (1.1.10) et l’hypothèse d’homogeneité, f ne dépend que de t et des pi ;

i = 1, 2, 3. Nous désignons par p et q, les composantes spatiales de p = (pα) et

q = (qα), c’est-à-dire :

p = (p0, p1, p2, p3) et p = (p1, p2, p3) .

- ταβ représente le tenseur de Maxwell associé au champ électromagnétique inconnu

F = (Fαβ) = (F 0i, Fij) fonction de la variable t, F 0i étant la partie électrique et

Fij la partie magnétique. F est une 2-forme antysymétrique fermée soumise aux

équations de Maxwell (1.1.3)-(1.1.4), qui rendent compte des effets électromagné-

tiques.

- Dans l’équation (1.1.8), θαβ est un 2-tenseur symétrique appelé pseudo-tenseur

des pressions comme nous l’avons mentionné dans l’introduction. Nous faisons

sur θαβ les hypothèses : {
gijθij = 0 , (1.1.11)

∇αθ
αβ = −ρ2uβ ; (1.1.12)

où dans (1.1.12) ρ > 0 est une constante. L’équation (1.1.11) signifie que la partie

spatiale de θαβ est sans trace. Ce n’est pas réellement une restriction puisqu’à tout

tenseur Tij sur R3 on peut associer le tenseur sans trace T̃ij = Tij − 1
3
gij(g

klTkl).

- Hαβ est le tenseur d’impulsion énergie défini par le champ scalaire massif Φ (m > 0

est une constante appelée masse du champ scalaire) qui est une fonction scalaire

inconnue de la variable t.
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1.1 Présentation des équations 12

Dans (1.1.3) qui constitue le premier groupe des équations de Maxwell, Jβ représente

le courant de Maxwell engendré par les particules chargées et est défini par la formule :

Jβ =

∫
R3

pβf(t, p)
√
| det g|

p0
dp̄− euβ (1.1.13)

où e est une fonction de la variable t représentant la charge élémentaire des parti-

cules et u = (uβ) le vecteur vitesse unitaire. Nous supposons que les particules sont

spatialement au repos c’est-à-dire u vérifie :

ui = ui = 0 ; u0 = 1 . (1.1.14)

Dans le cas homogène que nous étudions ici, nous avons ∇αF
α0 = 0, où ∇ est la

connection de Levi-Civita de (R4; g). Ainsi l’équation (1.1.3) donne J0 = 0 et d’où l’on

déduit :

e(t) = a3(t)

∫
R3

f(t, p)dp . (1.1.15)

(1.1.15) montre que a et f déterminent e.

II L’équation (1.1.4) est le deuxième groupe des équations de Maxwell, qui est équivalente

à dF = 0, et qui traduit le fait que F est une 2-forme fermée.

I L’équation (1.1.5) est l’équation de Boltzmann que nous présentons maintenant. Dans

cette équation, LXf est la dérivée de Lie de f suivant le champ de vecteurs

X = X(F ) = (pα,Pα) où

Pα = −Γαλµp
λpµ + eF α

λ p
λ ; (1.1.16)

qui s’écrit en coordonnées locales :

LXf = pα
∂f

∂xα
+ Pα ∂f

∂pα
. (1.1.17)

Dans (1.1.16), Γαλµ sont les symboles de Christoffel de la métrique g. Les trajectoires

des particules chargées sont des courbes dans TR4 : s 7−→ (xα(s), pα(s)) solution du

système différentiel : 
dxα

ds
= pα (1.1.18)

dpα

ds
= Pα (1.1.19)
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1.1 Présentation des équations 13

où Pα est défini par (1.1.16). (1.1.18)-(1.1.19) montrent que le vecteur X = (pα,Pα)

est tangent aux trajectoires des particules chargées. Puisque f = f(t, pi), l’équation de

Boltzmann (1.1.5) s’écrit vu (1.1.17) :

p0∂f

∂t
+ P i ∂f

∂pi
= Q(f, f) . (1.1.20)

Nous présentons à présent l’opérateur de collision Q qui intervient dans (1.1.5). Q est un

opérateur supposé binaire et élastique introduit par A. Lichnerowicz et Chernikov en 1940

qui considère un schéma où en une position spatio-temporelle (t, xi), seules deux particules

d’impulsions p et q entrent en collision et le choc ne détruit aucune des particules, elles

repartent avec des impulsions différentes p′ et q′ après le choc, avec la loi de conservation

p+ q = p′ + q′ . (1.1.21)

(t, x)

p′

q′

p

p

Etant donné deux fonctions f et g sur R4, on définit l’opérateur de collision Q par :

Q(f, g) = Q+(f, g)−Q−(f, g) (1.1.22)

avec 
Q+(f, g)(t, p̄) =

∫
R3

a3(t)

q0
dq

∫
S2

f(t, p′)g(t, q′)B
(
a, p, q, p′, q′

)
dω ,

Q−(f, g)(t, p̄) =

∫
R3

a3

q0
dq

∫
S2

f(t, p)g(t, q)B
(
a, p, q, p′, q′

)
dω

. (1.1.23)

Dans (1.1.23) :

- S2 est la sphère unité de R3, d’élément de surface dω,

- B est une fonction positive régulière de ses arguments appellée noyau de la collision

ou section efficace du choc sur laquelle nous ferons quelques hypothèses de travail.

Notons que la loi de conservation (1.1.21) se scinde en :{
p0 + q0 = p′0 + q′0 (1.1.24)

p+ q = p′ + q′ (1.1.25)
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1.2 Paramétrisation des impulsions après le choc. 14

(1.1.24) traduit la conservation de l’énergie définie par :

ẽ =
√

1 + a2(t)
[
(p1)2 + (p2)2 + (p3)2

]
+
√

1 + a2(t)
[
(q1)2 + (q2)2 + (q3)2

]
, (1.1.26)

appelée énergie élémentaire des particules de masse propre normalisée. Dans la section sui-

vante, nous allons brièvement présenter quelques différents types de paramétrisation des

impulsions après le choc. Pour plus de détails sur la théorie cinétique relativiste, se reférer

à [7–9,15,28,33].

1.2 Paramétrisation des impulsions après le choc.

Vu la loi de conservation (1.1.21), les impulsions après le choc peuvent être paramétrées

par p et q avec quelques paramètres additionnels. Dans le cas non relativiste, les deux types

de paramétrisation ci-dessous sont couramment utilisées. Etant donné deux vecteurs ξ et ξ∗

de R3, nous avons :

ξ′ =
ξ + ξ∗

2
+
|ξ − ξ∗|

2
σ, ξ′∗ =

ξ + ξ∗
2
− |ξ − ξ∗|

2
σ, σ ∈ S2 (1.2.1)

ξ′ = ξ − ((ξ − ξ∗) · ω)ω, ξ′∗ = ξ∗ + ((ξ − ξ∗) · ω)ω, ω ∈ S2 (1.2.2)

où · et | · | représente le produit scalaire usuel et la norme usuelle de R3 respectivement. Ces

deux représentations sont appelées respectivement σ−représentation et ω−représentation

(voir page 126-127 de [34]). Pour avoir une représentation analogue respectivement à (1.2.1)

et (1.2.2) dans le cas relativiste, Ho Lee dans [12] suppose que les impulsions après le choc

sont paramétrées par :

p′α =
pα + qα

2
+

√
(pα − qα)(pα − qα)

2
Ωα, q′α =

pα + qα

2
+

√
(pα − qα)(pα − qα)

2
Ωα (1.2.3)

p′α = pα −
(
(pβ − qβ)Ωβ

)
Ωα, q′α = qα +

(
(pβ − qβ)Ωβ

)
Ωα (1.2.4)

Pour tout vecteur Ωα de R4.

Dans notre travail, nous adoptons la paramétrisation (1.2.4). En utilisant le faite que les

Thèse de Doctorat. Marcelin Kenmogne Noumo c©UYI 2023



1.2 Paramétrisation des impulsions après le choc. 15

particules sont situées sur l’hyperboloide de masse d’équation g(p, p) = −1, nous avons :

−1 = p′αp
′α

=
[
pα −

(
(pβ − qβ)Ωβ

)
Ωα

] [
pα −

(
(pβ − qβ)Ωβ

)
Ωα
]

= pαp
α − (pβ − qβ)ΩβpαΩα − (pβ − qβ)ΩβpαΩα +

[
(pβ − qβ)Ωβ

]2
ΩαΩα

= −1 +
[
(pβ − qβ)Ωβ

]2
ΩαΩα − (pβ − qβ)Ωβ (pαΩα + pαΩα)

= −1 +
[
(pβ − qβ)Ωβ

]2
ΩαΩα − 2(pβ − qβ)ΩβpαΩα;

donc [
(pβ − qβ)Ωβ

]2
ΩαΩα − 2(pβ − qβ)ΩβpαΩα = 0 . (1.2.5)

De même, vu que q′αq′α = −1, nous avons :[
(pβ − qβ)Ωβ

]2
ΩαΩα + 2(pβ − qβ)ΩβqαΩα = 0 . (1.2.6)

En combinant (1.2.5) et (1.2.6), nous obtenons les deux équations :

ΩαΩα = 1 ; nαΩα = 0 . (1.2.7)

où nα = pα + qα.

Une façon simple d’avoir Ωα est donc de construire un vecteur tα orthogonal à nα et de

le normaliser. Ainsi en considérant ω ∈ S2, nous prenons

tα = (niω
i, −n0ω) =

(
a2(p̄+ q̄) · w, (p0 + q0)ω

)
(1.2.8)

et nous le normalisons pour avoir :

Ωα =
tα√
tβtβ

. (1.2.9)

Notons que nous avons bien nαΩα = 0 et ΩαΩα = 1. En effet, ΩαΩα = tαtα

tβtβ
= 1 et

nαt
α = n0t

0 + nit
i

= a2(p0 + q0)(p̄+ q̄) · ω + (p0 + q0)(pi + qi)ω
i

= a2(p0 + q0)(p̄+ q̄) · ω − a2(p0 + q0)(p̄+ q̄) · ω

= 0 .

Par un calcul direct, nous avons d’une part :

tβt
β = t0t

0 + tit
i = g00(t0)2 + giit

iti = −(t0)2 + a2

3∑
i=1

(ti)2 = −a4(ω · (p+ q))2 + a2(p0 + q0)2
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et d’autre part :

(pβ − qβ)Ωβ = (p0 − q0)Ω0 + (pi − qi)Ωi

= (q0 − p0)Ω0 + a2

3∑
i=1

(pi − qi)Ωi

=
a2(q0 − p0)ω · (p+ q)

a
√

(p0 + q0)2 − a2(ω · (p+ q))2
+

a2(p0 + q0)ω · (p− q)
a
√

(p0 + q0)2 − a2(ω · (p+ q))2

=
2ap0q0ω ·

(
p
p0
− q

q0

)
√

(p0 + q0)2 − a2(ω · (p+ q))2

=
2ap0q0ω ·

(
p̂− q̂

)√
(p0 + q0)2 − a2(ω · (p+ q))2

,

avec p̂ = p
p0
. donc

p′α = pα −
2ap0q0ω ·

(
p̂− q̂

)√
(p0 + q0)2 − a2(ω · (p+ q))2

tα

a
√

(p0 + q0)2 − a2(ω · (p+ q))2
,

et vu l’expression (1.2.8) de tα, nous avons :

p′k = pk +
2p0q0(p0 + q0)ω ·

(
q̂ − p̂

)
(p0 + q0)2 − a2(ω · (p+ q))2

wk .

De même, nous avons

q′k = qk −
2p0q0(p0 + q0)ω ·

(
q̂ − p̂

)
(p0 + q0)2 − a2(ω · (p+ q))2

wk .

D’où la paramétrisation :  p′ = p+ b(p, q, ω)ω

q′ = q − b(p, q, ω)ω
(1.2.10)

avec

b(p, q, ω) =
2p0q0(p0 + q0)ω ·

(
q̂ − p̂

)
(p0 + q0)2 − a2(ω · (p+ q))2

, (1.2.11)

Remarquons que d’après (1.2.10), p′ et q′ s’expriment en fonction de p, q et ω de sorte

que les intégrales dans (1.1.23) qui sont prises par rapport à q et ω laissent bien une fonction

de la variable p.

En utilisant les formules habituelles, le Jacobien de (p, q) 7−→ (p′, q′), nous donne (voir

annexe pour les calculs) :
∂(p′, q′)

∂(p, q)
= −p

′0q′0

p0q0
. (1.2.12)
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1.3 Compatibilité des équations

1.3.1 Coefficients de Christoffel

La métrique g étant donnée par (1.1.1), la matrice (gαβ) s’écrit :

(gαβ) =


−1 0 0 0

0 a2 0 0

0 0 a2 0

0 0 0 a2

 , (1.3.1)

et son déterminant donne :

det g = −a6 . (1.3.2)

Puisque a > 0, (gαβ) est inversible et sa matrice inverse est donnée par :

(gαβ) =


−1 0 0 0

0 a−2 0 0

0 0 a−2 0

0 0 0 a−2

 . (1.3.3)

On déduit donc de (1.3.1) et (1.3.3) que : g00 = −1, g11 = g22 = g33 = a2, gαβ = 0 si α 6= β

g00 = −1, g11 = g22 = g33 = a−2, gαβ = 0 si α 6= β
. (1.3.4)

Les coefficients de Christoffel Γλαβ de la connexion de Levi-Civita ∇ de la métrique g sont

définis par :

Γλαβ =
1

2
gλµ(∂α gµβ + ∂β gαµ − ∂µ gαβ) . (1.3.5)

D’après (1.3.4), nous déduisons que les seuls coefficients de Christoffel non nuls sont Γ0
ii et

Γii0 et par un calcul direct, (1.3.5) donne vu (1.3.4) : Γ0
11 = Γ0

22 = Γ0
33 = ȧa

Γ1
10 = Γ2

20 = Γ3
30 = ȧ

a

. (1.3.6)
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1.3.2 Equation satisfaite par le champ électromagnétique.

Nous désignons par G le sous-groupe des rotations de R3, c’est-à-dire le sous groupe des

automorphismes de R3 formé des matrices de la forme

Nε,θ =


ε 0 0

0 cos θ − sin θ

0 sin θ cos θ

 , ε2 = 1 et θ ∈ R.

Il est démontré dans [25] que si la donnée initiale f0 de f
(
f0(p̄) = f(0; p̄)

)
est invariante par

le sous-groupe G c’est-à-dire f0(Np̄) = f0(p̄) et que B(a,Np̄,Nq̄,Np̄′, Nq̄′) = B(a, p̄, q̄, p̄′, q̄′),

∀N ∈ G, alors il en sera de même pour toute solution f de l’équation de Boltzmann vérifiant

f0(p̄) = f(0; p̄). Nous adoptons dans toute la suite l’hypothèse suivante.

Hypothèse 1 : Les fonctions f0 et B vérifient :

f0(Np̄) = f0(p̄), ∀N ∈ G, et B(a,Np̄,Nq̄,Np̄′, Nq̄′) = B(a, p̄, q̄, p̄′, q̄′) . (1.3.7)

Notons que ces hypothèses nous permettent d’avoir un certains nombre de résultats sur

le tenseur Tαβ, lesquels permettent que les équations d’Einstein soient compatibles comme

nous allons le voir par la suite.

Proposition 1.1. Sous les hypothèses (1.3.7), on a :∫
R3

pif(t, p)
√
| det g|

p0
dp = 0, ∀i = 1, 2, 3 .

Preuve: Considérons N =


−1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ∈ G et posons p = Np1 = (−p1
1, p

2
1, p

3
1).

Alors puisque f(Np1) = f(p1) et p0(Np1) = p0
1(p1), on a :∫

R3

p1f(p)|g| 12
p0

dp =

∫
R3

−p1
1f(Np1)|g| 12dp1

p0(Np1)
= −

∫
R3

p1
1f(p1)|g| 12dp1

p0
1

= −
∫
R3

p1f(p)|g| 12dp
p0

.

D’où l’on déduit que ∫
R3

p1f(p)|g| 12dp
p0

= 0 .

De même, en prenant d’une partN =


1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

 et d’autre partN =


−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

,

nous obtenons ∫
R3

p2f(p)|g| 12dp
p0

=

∫
R3

p3f(p)|g| 12dp
p0

= 0 .
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2

Remarque 1.1. L’expression (1.1.13) donne vu la Proposition 1.1, J i = 0 et nous déduisons

de (1.1.3) que :

∇αF
αi = 0, ∀i = 1, 2, 3 . (1.3.8)

Ce système s’écrit :

0 = ∇αF
αi

= ∂αF
αi + ΓαλαF

λi + ΓiαλF
αλ

= ∂0F
0i + Γjj0F

0i .

Ainsi vu (1.3.6), nous avons l’équation

∂F 0i

∂t
+ 3

ȧ

a
F 0i = 0 , (1.3.9)

qui détermine F 0i.

Remarque 1.2. D’après le lemme de Poincaré, la 2-forme fermée F est localement exacte

et comme R4 et simplement connexe, F est globalement exacte. Donc F dérive globalement

d’un potentiel vectoriel A = (Aλ). F et A sont liés par la relation :

Fαβ = ∇αAβ −∇βAα ; (1.3.10)

ce qui donne

Fij = ∇iAj −∇jAi = ∂iAj − ∂jAi ; (1.3.11)

et puisque A ne dépend que de t, on a vu (1.3.11)

Fij = 0 . (1.3.12)

NB : L’Equation (1.3.12) montre que le champ électromagnétique F est réduit à sa partie

électrique F 0i déterminée par l’Equation (1.3.9).

1.3.3 Compatibilité des équations d’Einstein

D’après (1.1.2), les équations d’Einstein s’écrivent :

S00 + ∧g00 = 8π(T00 + τ00 +K00 +H00) (1.3.13)

Sii + ∧gii = 8π(Tii + τii +Kii +Hii), i = 1, 2, 3 (1.3.14)

S0i + ∧g0i = 8π(T0i + τ0i +K0i +H0i), i = 1, 2, 3 (1.3.15)

Sij + ∧gij = 8π(Tij + τij +Kij +Hij), i 6= j (1.3.16)
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NB : L’équation (1.3.13) est appelée "contrainte Hamiltonnienne", les équations (1.3.14)

sont appelées équations d’évolution d’Einstein et les équations (1.3.15)-(1.3.16) sont les

équations de contraintes. Le tenseur de Riemann (ou tenseur de courbure) Rλ
µ,αβ, le tenseur

de Ricci Rαβ, contracté du tenseur de Riemann et la courbure Riemannienne scalaire R

contracté du tenseur de Ricci sont définis par les formules :
Rλ

µ,αβ = ∂αΓλµβ − ∂βΓλµα + ΓλναΓνµβ − ΓλνβΓνµα

Rαβ = Rλ
α,λβ = ∂λΓ

λ
αβ − ∂βΓλαλ + ΓλνλΓ

ν
αβ − ΓλνβΓναλ

R = Rα
α = gαβRαβ

. (1.3.17)

Par un calcul direct, en utilisant les relations (1.3.6) et (1.3.17), on obtient le résultat suivant :

Proposition 1.2.

1. Les composantes du tenseur de Ricci Rαβ et la courbure Riemannienne scalaire R sont

donnés par : 

R00 = −3 ä
a

Rii = äa+ 2(ȧ)2, i = 1, 2, 3

Rαβ = 0 si α 6= β

R = 6
[
ä
a

+
(
ȧ
a

)2
] . (1.3.18)

2. Les composantes du tenseur d’Einstein Sαβ = Rαβ − 1
2
Rgαβ est donné par :

S00 = 3
(
ȧ
a

)2

Sii = −2äa− (ȧ)2, i = 1, 2, 3

Sαβ = 0 si α 6= β

. (1.3.19)

Remarque 1.3. A priori il y a trois équations dans (1.3.14) pour i = 1, 2, 3. Du fait que ces

trois équations ont exactement les mêmes membres de gauche (vu (1.3.4) et (1.3.19)), il est

nécessaire qu’elles aient aussi les mêmes membres de droite. De même, dans les équations

(1.3.15)-(1.3.16), les membres de gauche sont identiquement nuls (vu (1.3.4) et (1.3.19)).

Il est donc question de voir à quelles conditions les membres de droite seront identiquement

nuls dans ces équations. Ceci pose donc le problème de compatibilité que nous allons étudier.

Pour le faire, nous aurons besoin des résultats suivants :
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Lemme 1.1. Pour la 2-forme fermée F , on a :

F λµFλµ = −2gijF
0iF 0j

FiλF
λ
j = −gikgjlF 0kF 0l; i, j = 1, 2, 3

F0λF
λ
j = 0; j = 1, 2, 3

F0λF
λ

0 = gijF
0iF 0j

(1.3.20)

Preuve:

• FλµF
λµ = F00F

00 + 2F0iF
0i + FijF

ij

= 2g0αgiβF
αβF 0i (carFij = 0 vu (1.3.12))

= 2g00giβF
0βF 0i

= −2gijF
0iF 0j .

• FiλF
λ
j = giαgλβgjµF

αβF µλ

= gikgjlgλβF
kβF lλ

= g00gikgjlF
k0F l0

= −gikgjlF 0kF 0l .

• F0λF
λ
j = F00F

0
j + F0kF

k
j

= gαjF0kF
αk

= gjjF0kF
jk

= 0 .

• F0λF
λ

0 = g0αgβλg0µF
αβF µλ

= g00gβλg00F
0βF 0α

= gijF
0iF 0j .

D’où (1.3.20). 2

Il est démontré dans [25] le résultat suivant :

Proposition 1.3. Sous les hypothèses (1.3.7), les composantes du tenseur Tαβ vérifient :

T11 = T22 = T33 , T0i = Tij = 0, pour i 6= j (1.3.21)
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Proposition 1.4. Les composantes du tenseur de Maxwell ταβ et celles du tenseur associé

au champ scalaire Hαβ sont données par :
τ00 =

1

2
gijF

0iF 0j , τ0i = 0 , τij =
1

2

(
gijgkl − 2gikgjl

)
F 0kF 0l, (1.3.22)

H00 =
1

2

(
(Φ̇)2 +m2Φ2

)
, H0i = 0, Hij =

1

2
gij

(
(Φ̇)2 −m2Φ2

)
. (1.3.23)

Preuve:

1. Composantes de ταβ = −1
4
gαβF

λµFλµ + FαλF
λ
β .

En utilisant (1.1.2) et les équations (1.3.20), on a :

• τ00 = −1

4
g00F

λµFλµ + F0λF
λ

0 = −1

2
gijF0iF

0j + gijF0iF
0j =

1

2
gijF0iF

0j .

• τ0i = −1

4
g0iF

λµFλµ + F0λF
λ
i = 0 .

• τij = −1

4
gijF

λµFλµ + FiλF
λ
j

= −1

4
gij(−2gklF

0kF 0l)− gikgjlF 0kF 0l

=
1

2

(
gijgkl − 2gikgjl

)
F 0kF 0l .

D’où (1.3.22).

2. Composantes de Hαβ = ∇αΦ∇βΦ− 1
2
gαβ(∇λΦ∇λΦ +m2Φ2).

Puisque Φ ne dépend que de t et vu (1.3.4), on a :

• H0i = ∇0Φ∇iΦ−
1

2
g0i(∇λΦ∇λΦ +m2Φ2) = 0 .

• H00 = ∇0Φ∇0Φ−1

2
g00(∇λΦ∇λΦ+m2Φ2) = (Φ̇)2+

1

2
(∇λΦ∇λΦ+m2Φ2) .

Or ∇λΦ∇λΦ = gλα∇αΦ∇λΦ = g00∇0Φ∇0Φ = −(Φ̇)2, donc

H00 = (Φ̇)2 +
1

2

(
− (Φ̇)2 +m2Φ2

)
=

1

2

(
(Φ̇)2 +m2Φ2

)
.

• Hij = ∇iΦ∇jΦ−
1

2
gij(∇λΦ∇λΦ+m2Φ2) = −1

2
gij(−(Φ̇)2+m2Φ2) =

1

2
gij
(
(Φ̇)2−m2Φ2

)
.

D’où (1.3.23).

2

Pour ce qui est de l’étude de la compatibilité proprement dite des équations d’Einstein,

nous distinguerons 4 cas à savoir :

α = 0 et β = i; α = i et β = j avec i 6= j; α = β = i et α = β = 0 .
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1er cas : α = 0 et β = i

On a pour les membres de gauche de (1.3.15), S0i + ∧g0i = 0. On doit donc avoir néces-

sairement, pour les membres de droites :

T0i + τ0i +K0i +H0i = 0 . (1.3.24)

(1.3.21), (1.3.22) et (1.3.23) montrent que

T0i = τ0i = H0i = 0 .

Or la définition (1.1.8) de Kαβ donne :

K0i = −θ0i ; (1.3.25)

ainsi (1.3.24) sera vérifiée si on prend (vu (1.3.25)) :

θ0i = 0 . (1.3.26)

2e cas : α = i et β = j, i 6= j

Pour les membres de gauches de (1.3.16), on a Sij+∧gij = 0. On doit donc nécessairement

avoir pour les membres de droites :

Tij + τij +Kij +Hij = 0 . (1.3.27)

(1.3.21) et (1.3.23) donnent Tij = Hij = 0 (i 6= j) et l’expression (1.1.8) de Kαβ donne

Kij = −θij. (1.3.27) impose alors que l’on doit avoir :

τij − θij = 0 . (1.3.28)

(1.3.28) sera satisfaite si on définit vu (1.3.22) θij pour i 6= j par :

θij = −gikgjlF 0kF 0l . (1.3.29)

En conclusion l’équation (1.3.27) sera satisfaite si θij est défini par (1.3.29) pour i 6= j.
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3e cas : α = β = i, i = 1, 2, 3

D’après (1.3.19) et (1.3.4) les trois équations dans (1.3.14) pour i = 1, 2, 3 ont exactement

le même membre de gauche qui est :

A = −2äa− (ȧ)2 + ∧a2 . (1.3.30)

Les membres de droites de ces trois équations doivent être égaux. On doit donc avoir vu

(1.3.14) en simplifiant par 8π :

T11 + τ11 +K11 +H11 = T22 + τ22 +K22 +H22 = T33 + τ33 +K33 +H33 . (1.3.31)

L’équation (1.3.9) de F 0i montre que si l’on prend :

F 01(0) = F 02(0) = F 03(0); (1.3.32)

alors on a :

F 01 = F 02 = F 03 . (1.3.33)

Nous formulons l’hypothèse (1.3.32) et par conséquent (1.3.21)-(1.3.23) donnent vu (1.3.4) :

T11 = T22 = T33, τ11 = τ22 = τ33 et H11 = H22 = H33 . (1.3.34)

D’après l’expression (1.1.8) de Kαβ, (1.3.31) impose qu’on doit avoir :

θ11 = θ22 = θ33 . (1.3.35)

Maintenant d’après l’hypothèse (1.1.11) c’est-à-dire gijθij = 0, on a :

θ11 + θ22 + θ33 = 0 . (1.3.36)

(1.3.35) et (1.3.36) donnent alors :

θ11 = θ22 = θ33 = 0 . (1.3.37)

En conclusion, si on choisit les F 0i(0), i = 1, 2, 3 tel que donné par (1.3.32), alors (1.3.37)

montre que tous les θii sont nuls d’une part et d’autre part que les relations dans (1.3.31) sont

satisfaites et donc que les trois équations d’Einstein (1.3.14) pour i = 1, 2, 3 sont compatibles.

Ces trois équations ayant le même membre de droite se réduisent à une seule équation qui

s’écrit pour i = 1 :

S11 + ∧g11 = 8π(T11 + τ11 +K11 +H11) . (1.3.38)

Thèse de Doctorat. Marcelin Kenmogne Noumo c©UYI 2023



1.3 Compatibilité des équations 25

vu les expressions (1.1.6) de Tαβ, (1.3.19) de Sαβ, 1.3.22 de ταβ, (1.3.23) de Hαβ, (1.1.8) et

(1.3.37) de Kαβ, l’équation (1.3.38) s’écrit :

−2äa− (ȧ) + Λa2 = 8π

[
a7

∫
R3

(p1)2

p0
f(p)dp+

a4

2
(F 01)2 +

a2

2
(Φ̇2 −m2Φ2)

]
(1.3.39)

4e cas : α = β = 0.

Nous avons l’équation :

S00 + ∧g00 = 8π
[
T00 + τ00 − θ00 +H00

]
. (1.3.40)

Cette équation correspond à la contrainte Hamiltoniènne qui s’écrit d’après (1.3.13) et vu

les expressions (1.1.6) de Tαβ, (1.1.8) de Kαβ, (1.3.22) de ταβ et (1.3.23) de Hαβ :

3
( ȧ
a

)2

− Λ = 8π

[
a3

∫
R3

p0f(p)dp+
3

2
a2(F 01)2 − θ00 +

a2

2
(Φ̇2 +m2Φ2)

]
(1.3.41)

Notons que parmi les dix composantes du pseudo-tenseur de pressions θαβ qui est symétrique,

les neuf composantes θ0i et θij, i, j = 1, 2, 3 sont déterminées respectivement par (1.3.26) et

(1.3.37) ; il reste donc à déterminer θ00.

Remarquons que θ00 = g0λg0µθλµ = g00g00θ00 = θ00. En prenant β = 0 dans (1.1.12), on

a vu (1.1.14) :

−ρ2 = ∇αθ
α0

= ∂αθ
α0 + Γααλθ

λ0 + Γ0
αλθ

αλ

= ∂0θ
00 + Γjj0θ

00 .

D’où θ00 est solution de l’équation différentielle :

θ̇00 + 3
ȧ

a
θ00 = −ρ2. (1.3.42)

Remarque 1.4. 1. D’après la théorie générale des équations d’Einstein, l’équation (1.3.40)

est satisfaite dans tout le domaine d’existence de la solution de l’équation d’évolution

si elle l’est en t = 0 (voir par exemple [22]). En évaluant (1.3.41) en t = 0, on a :

3

(
˙a(0)

a(0)

)2

− Λ = 8π

[
a3(0)

∫
R3

p0(0)f0(p)dp (1.3.43)

+
3

2
a2(0)(F 01(0))2 − θ00(0) +

a2(0)

2
( ˙Φ(0)

2
+m2Φ2(0))

]
.
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(1.3.43) donne vu l’expression (1.1.10) de p0 :

θ00(0) = a3(0)

∫
R3

√
1 + a2(0)|p|2f0(p)dp+

3

2
a2(0)(F 01(0))2

+
1

2

(
Φ̇2(0) +m2Φ2(0)

)
+
∧
8π
− 3

8π

(
ȧ(0)

a(0)

)2

. (1.3.44)

L’équation (1.3.44) est donc celle qui lie les données initiales des différentes fonctions

inconnues.

2. Notons qu’en prenant dans (1.3.44) ȧ(0) suffisament grand, on pourra avoir θ00 < 0.

Or l’équation (1.3.42) en θ00 donne :

θ00(t) =
1

a3(t)

[
a3(0)θ00(0)− ρ2

∫ t

0

a3(s)ds
]
,

d’où l’on déduit que

θ00(0) < 0 =⇒ θ00(t) < 0, ∀t ≥ 0 .

Nous choisissons donc ȧ(0) suffisament grand, de sorte que θ00(0) < 0 et par conséquent

nous avons θ00(t) ≥ 0, ∀t. Ainsi le membre de droite de (1.3.41) sera positif. Ce qui

nous sera utile dans la suite.

1.4 Problème de conservation

Etant donné que le tenseur d’Einstein Sαβ vérifient :

∇αS
αβ = 0 et ∇αg

αβ = 0 ;

le membre de gauche de (1.1.2) vérifie les identités :

∇α

(
Sαβ + ∧gαβ

)
= 0 . (1.4.1)

Par conséquent les tenseurs Tαβ, ταβ, Kαβ et Hαβ doivent vérifier l’équation de conservation :

∇αT
αβ +∇ατ

αβ +∇αK
αβ +∇αH

αβ = 0 (1.4.2)

Il est établit dans [7] le résultat suivant :
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Proposition 1.5. Si f vérifie l’équation de Boltzmann (1.1.5), alors le tenseur Tαβ vérifie

la condition de conservation :

∇αT
αβ = 0 . (1.4.3)

Proposition 1.6. Pour les tenseurs ταβ et Hαβ, on a le résultat suivant :{
∇ατ

αβ = 0 (1.4.4)

∇αH
αβ = ∇βΦ(2gΦ−m2Φ) (1.4.5)

Preuve: • Pour ce qui est de (1.4.4), remarquons que

∇ατ
αβ = gασgβθ∇ατσθ = gβθ∇στσθ .

D’après l’expression (1.1.7) de ταβ, on a :

∇σ τσθ = ∇σ
(
− 1

4
gσθF

λµFλµ + FθλF
λ
σ

)
= −1

4
gσθ∇σ(F λµFλµ) + gσγ∇σ(FθλF

γλ)

= −1

4
gσθ
(
F λµ∇σFλµ + Fλµ∇σF λµ

)
+ gσγ

(
Fθλ∇σF γλ + F γλ∇σFθλ

)
= −1

4

(
F λµ∇θFλµ + Fλµ∇θF

λµ
)

+ Fθλ∇γF
γλ + F γλ∇γFθλ

= −1

2
F λµ∇θFλµ + Fθλ∇γF

γλ + F γλ∇γFθλ (car F λµ∇θFλµ = Fλµ∇θF
λµ)

= −1

2
F λµ∇θFλµ + Fθλ∇γF

γλ − F γλ∇γFλθ

= Fθλ∇γF
γλ − (F γλ∇γFλθ +

1

2
F λµ∇θFλµ)

= Fθλ∇µF
µλ − 1

2
(F µλ∇µFλθ + F µλ∇µFλθ + F λµ∇θFλµ)

= Fθλ∇µF
µλ − 1

2
(F µλ∇µFλθ + F µλ∇µFλθ + F µλ∇θFµλ)

= Fθλ∇µF
µλ − 1

2
F µλ(∇µFλθ +∇µFλθ +∇θFµλ)

= Fθλ∇µF
µλ − 1

2
F µλ(∇µFλθ −∇λFθµ), d’après 1.1.4

= Fθλ∇µF
µλ − 1

2
F µλ(∇µFλθ +∇λFµθ)

= Fθλ∇µF
µλ − 1

2
(F µλ∇µFλθ + F µλ∇λFµθ)

= Fθλ∇µF
µλ (carF µλ∇µFλθ = F λµ∇λFµθ = −F µλ∇λFµθ)

Ainsi,

∇ατ
αβ = gαθ∇θταβ = ∇θτ βθ = gβθ∇στσθ = gβθFθλ∇µF

µλ = F β
λ∇µF

µλ .
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or

F β
λ∇µF

µλ = F β
0∇µF

µ0 + F β
i∇µF

µi = F β
i∇µF

µi = −euiF β
i = 0 ;

donc ∇ατ
αβ = 0.

• En ce qui concerne (1.4.5), l’expression (1.1.9) de Hαβ donne :

∇αH
αβ = ∇α

(
∇αΦ∇βΦ

)
− 1

2
gαβ

(
∇α(∇λΦ∇λΦ) +m2∇αΦ2

)
= (∇α∇αΦ)∇βΦ +∇αΦ

(
∇α∇βΦ

)
− 1

2
gαβ
[ (
∇α∇λΦ

)
∇λΦ +∇λΦ (∇α∇λΦ) +m2∇αΦ2

]
= ∇βΦ2gΦ +∇αΦ

(
∇α∇βΦ

)
− 1

2
gαβ
[ (
∇α∇λΦ

)
∇λΦ + gλσ∇σΦ (∇α∇λΦ) +m2∇αΦ2

]
= ∇βΦ2gΦ +∇αΦ

(
∇α∇βΦ

)
− 1

2
gαβ
[ (
∇α∇λΦ

)
∇λΦ +∇σΦ (∇α∇σΦ)

]
− 1

2
m2gαβ∇αΦ2

= ∇βΦ2gΦ +∇αΦ
(
∇α∇βΦ

)
−∇λΦ

(
∇β∇λΦ

)
−m2Φ∇βΦ

= ∇βΦ2gΦ +∇αΦ
(
∇α∇βΦ

)
− gλσ∇σΦ

(
∇β∇λΦ

)
−m2Φ∇βΦ

= ∇βΦ2gΦ +∇αΦ
(
∇α∇βΦ

)
−∇σΦ

(
∇β∇σΦ

)
−m2Φ∇βΦ

= ∇βΦ(2gΦ−m2Φ) .

Donc ∇αH
αβ = ∇βΦ(2gΦ−m2Φ) . 2

L’equation (1.4.2) impose vu la Proposition 1.6 et l’Equation (1.1.12) que l’on doit avoir :

ρ2uβ +∇βΦ(2gΦ−m2Φ) = 0 . (1.4.6)

Notons que (1.4.6) est automatiquement vérifiée pour β = i, et pour β = 0 (1.4.6) donne

(vu 1.1.14) :

ρ2 +∇0Φ(2gΦ−m2Φ) = 0 . (1.4.7)

Or ∇0Φ = g00∇0Φ = −Φ̇, ainsi (1.4.7) devient :

(−Φ̇)(2gΦ−m2Φ) = −ρ2 . (1.4.8)

De plus

2gΦ = ∇α
αΦ = ∂α(∇αΦ) + Γααλ∇λΦ = ∂0(∇0Φ) + Γii0∇0Φ = −∂2

0Φ−Γii0∂0Φ = −Φ̈− 3
( ȧ
a

)
Φ̇.

D’où

2gΦ = −Φ̈− 3
( ȧ
a

)
Φ̇ . (1.4.9)
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(1.4.8) donne alors vu (1.4.9)

Φ̇
[
Φ̈ + 3

( ȧ
a

)
Φ̇ +m2Φ

]
= −ρ2 . (1.4.10)

qui est l’équation qui détermine le champ scalaire Φ.

Remarque 1.5. Pour ce qui est de l’équation de Boltzmann (1.1.20), notons que l’expression

(1.1.16) de Pα donne vu (1.3.6) et (1.3.12) :

P i = −Γiλµp
λpµ + eF i

λ p
λ = −2Γii0p

ip0 + eF i
0 p

0 = −2
ȧ

a
p0pi − eF 0i ,

ainsi l’équation de Boltzmann (1.1.20) s’écrit vu l’expression (1.1.15) de e et la relation

(1.3.33) :
∂f

∂t
− 2

ȧ

a
pi
∂f

∂pi
−
(
a3F 01

∫
R3

f(t, q)dq

) 3∑
i=1

∂f

∂pi
=

1

p0
Q(f, f) . (1.4.11)

Considérant les Equations (1.3.9), (1.3.39), (1.3.41), (1.3.42), (1.4.10) et (1.4.11), nous

obtenons le système suivant équivalent au système (1.1.2)-(1.1.5) :

3
( ȧ
a

)2

− Λ = 8π

[
a3

∫
R3

p0f(p)dp+
3

2
a2(F 01)2 − θ00 +

a2

2
(Φ̇2 +m2Φ2)

]
(1.4.12)

−2äa− (ȧ) + Λa2 = 8π

[
a7

∫
R3

(p1)2

p0
f(p)dp+

a4

2
(F 01)2 +

a2

2
(Φ̇2 −m2Φ2)

]
(1.4.13)

Ḟ 01 + 3
ȧ

a
F 01 = 0 (1.4.14)

θ̇00 + 3
ȧ

a
θ00 = −ρ2 (1.4.15)

Φ̇

[
Φ̈ + 3

( ȧ
a

)
Φ̇ +m2Φ

]
= −ρ2 (1.4.16)

∂f

∂t
− 2

ȧ

a
pi
∂f

∂pi
−
(
a3F 01

∫
R3

f(t, q)dq

) 3∑
i=1

∂f

∂pi
=

1

p0
Q(f, f) (1.4.17)

1.5 Équation de Boltzmann en variables covariantes

Dans l’espace-temps de Robertson- Walker que nous utilisons dans ce travail, l’équation

de Boltzmann s’écrit sous une forme plus simple en utilisant les variables covariantes. Notons

qu’à cause de la présence du champ électromagnétique, l’équation de Boltzmann ne se sim-

plifie pas exactement comme dans [12,16] mais nous nous débarrasserons du second terme du

membre de gauche de l’équation (1.4.17). L’équation résultante (1.5.7) a une forme à laquelle
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le corollaire 2.1 s’applique. De façon plus explicite, la fonction de distribution des particules

f sera considérée comme fonction de t et de pk = gkβp
β = gkkp

k = a2pk, k = 1, 2, 3. À

présent par souci de simplicité, nous introduisons les nouvelles variables u et v comme suit

(voir [12]) :  u = (u1, u2, u3) ; uk = a2pk, u0 =
√

1 + a−2|u|2 = p0

v = (v1, v2, v3) ; vk = a2qk, v0 =
√

1 + a−2|v|2 = q0
. (1.5.1)

ou |v| =
√

(v1)2 + (v2)2 + (v3)2.

Rappelons que les impulsions après le choc s’écrivent vu (1.2.10)
p′ = p+ b(p, q, ω)ω

q′ = q − b(p, q, ω)ω

(ω ∈ S2)

;

avec

b(p, q, ω) =
2p0q0ẽω · (q̂ − p̂)

(ẽ)2 − a2[ω · (p+ q)]2
,

où ẽ = p0 + q0. Avec les nouvelles variables u, et v, ces impulsions s’écrivent :
p′k = pk + 2p0q0ẽω·(q̂−p̂)

(ẽ)2−a2[ω·(p+q)]2w
k = uk

a2
+ 2u0v0ẽa−2ω·(v̂−û)

(ẽ)2−a−2[ω·(u+v)]2
wk = 1

a2

(
uk + 2u0v0ẽω·(v̂−û)

(ẽ)2−a−2[ω·(u+v)]2
wk
)

q′k = qk − 2p0q0ẽω·(q̂−p̂)
(ẽ)2−a2[ω·(p+q)]2w

k = vk

a2
− 2u0v0ẽa−2ω·(v̂−û)

(ẽ)2−a−2[ω·(u+v)]2
wk = 1

a2

(
vk − 2u0v0ẽω·(v̂−û)

(ẽ)2−a−2[ω·(u+v)]2
wk
)

Si nous posons :

u′k = a2p′k, v′k = a2q′k, u′0 = p′0, v′0 = q′0 , (1.5.2)

alors nous avons : {
u′ = u+ b̃(u, v, ω)ω (1.5.3)

v′ = v − b̃(u, v, ω)ω (1.5.4)

avec :

b̃(u, v, ω) =
2u0v0ẽω · (v̂ − û)

(ẽ)2 − a−2[ω · (u+ v)]2
. (1.5.5)

Nous allons maintenant écrire l’équation de Boltzmann en utilisant les variables s, u et v.

Considérons le changement de variable :

(t, p, q) −→ (s, u, v) avec


s = t

u = a2p

v = a2q
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et posons

f̃(s, u) = f(t, p)

On a :
∂f

∂t
=
∂s

∂t

∂f̃

∂s
+
∂ui

∂t

∂f̃

∂ui
=
∂f̃

∂s
+ 2ȧapi

∂f̃

∂ui

∂f

∂pi
=

∂s

∂pi
∂f̃

∂s
+
∂uj

∂pi
∂f̃

∂uj
= a2δji

∂f̃

∂uj
= a2 ∂f̃

∂ui

dq = a−6dv

Ainsi on a vu (1.4.11)

1

p0
Q(f, f)(t, p) =

∂f

∂t
(t, p)− 2

ȧ

a
pi
∂f

∂pi
(t, p)−

(
a3F 01

∫
R3

f(t, q)dq

) 3∑
i=1

∂f

∂pi
(t, p)

=
∂f̃

∂s
(s, u) + 2ȧapi

∂f̃

∂ui
(s, u)− 2ȧapi

∂f̃

∂ui
(s, u)−

(
F 01

a

∫
R3

f̃(s, v)dv

) 3∑
i=1

∂f̃

∂ui
(s, u)

=
∂f̃

∂t
(t, u)−

(
F 01

a

∫
R3

f̃(t, v)dv

) 3∑
i=1

∂f̃

∂ui
(t, u) car s = t

avec, vu (1.1.22) et (1.1.23)

Q̃ = Q̃+ − Q̃− .

où 
Q̃+(f, g)(t, u) =

∫
R3

a−3(t)

v0
dv

∫
S2

f̃(t, u′)g̃(t, v′)B̃
(
a(t), u, v, u′, v′, ω

)
dω

Q̃−(f, g)(t, u) =

∫
R3

a−3(t)

v0
dv

∫
S2

f̃(t, u)g̃(t, v)B̃
(
a(t), u, v, u′, v′, ω

)
dω

(1.5.6)

et ou le noyau B̃ est défini de la même manière que B, en terme des nouvelles variables

u, v, u′ et v′.

Pour éviter les surcharges d’écriture, nous convenons de noter encore f en lieu et place de

f̃ , Q en lieu et place de Q̃, B en lieu et place de B̃ et b en lieu et place de b̃. Ainsi l’équation

de Boltzmann (1.4.11) est équivalente à l’équation

∂f

∂t
−
(
F 01

a

∫
R3

f(t, v)dv

) 3∑
i=1

∂f

∂ui
=

1

u0
Q(f, f) . (1.5.7)

Remarque 1.6. L’avantage de l’équation (1.5.7) est que le coefficient de ∂f
∂ui

du deuxième

terme de gauche ne dépend pas de ui, contrairement à l’Equation (1.1.20) ou le coefficient

de ∂f
∂pi

dépend de pi. Ce qui justemment nous permet de pouvoir appliquer le Corollaire 2.1

page 42.
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En utilisant le changement de variables (1.5.1), le système (1.4.12)-(1.4.17) s’écrit alors :

(S )



3
( ȧ
a

)2

− Λ = 8πa−3

∫
R3

v0f(t, v)dv + 12πa2(F 01)2 − 8πθ00 + 4π(Φ̇2 +m2Φ2)(1.5.8)

−2
ä

a
−
( ȧ
a

)2

+ Λ = 8πa−5

∫
R3

(v1)2

v0
f(t, v)dv + 4πa2(F 01)2 + 4π(Φ̇2 −m2Φ2)(1.5.9)

Ḟ 01 + 3
ȧ

a
F 01 = 0 (1.5.10)

θ̇00 + 3
ȧ

a
θ00 = −ρ2. (1.5.11)

Φ̇
[
Φ̈ + 3

( ȧ
a

)
Φ̇ +m2Φ

]
= −ρ2 (1.5.12)

∂f

∂t
−
(
F 01

a

∫
R3

f(t, v)dv

) 3∑
i=1

∂f

∂ui
=

1

u0
Q(f, f) (1.5.13)

On rappelle que ρ est une constante positive non nulle.

NB : Dans la suite, nous ferons référence à ce système comme étant le système couplé

Einstein-Maxwell-Boltzmann-champ scalaire massif.

Remarque 1.7. Dans toute la suite, nous faisons les hypothèses ci-dessous sur le noyau

de collision B. Ce sont des hypothèses clés de la preuve des inégalités de substitution de

type Moser faites sur l’opérateur de collision Q (Inégalités (2.3.15) et (2.3.16)) et qui sont

essentielles dans la méthode des estimations d’énergie que nous utiliserons.



∂βuB est Lipschitzienne par rapport à la variable a pour 0 ≤ |β| ≤ 3

B(a, u, v, u′, v′) = B(a, v, u, u′, v′)

∥∥∥(1 + |u|)`∂βuB
∥∥∥
L1(R3×S2)

∈ L∞(R3), 0 ≤ |β| ≤ 3, 0 ≤ ` ≤ 17

(1 + |u|)`∂βuB ∈ L∞(R3 × R3 × S2), 1 ≤ |β| ≤ 3, 0 ≤ ` ≤ 8

. (1.5.14)

Notons qu’un exemple simple de fonction satisfaisant ces hypothèses est donnée par :

B(a, ū, v̄, ū′, v̄′) = Ae−a
2−|ū|2−|v̄|2−|v̄′|2−|v̄′|2 , A > 0
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Chapitre Deux

SOLUTIONS DE L’EQUATION DE

BOLTZMANN

Nous supposons dans ce chapitre que le facteur d’expansion cosmologique a est connu et

nous nous proposons de résoudre l’équation de Boltzmann dans ce cas. Nous rappelons que

cette équation s’écrit vu (1.5.7) :

∂f

∂t
−
(
F 01

a

∫
R3

f(t, v)dv

) 3∑
i=1

∂f

∂ui
=

1

u0
Q(f, f) .

Nous recherchons à priori, une fonction f = f(t, p̄) qui est au moins de classe C1, donc en

particulier telle que f(t, ·) ∈ C1(R3). Pour cela, nous nous proposons de rechercher f telle

que f(t, ·) ∈ Hm pour m ≥ 5
2
(nous verrons pourquoi), comme limite d’une suite d’itérées

(fn)n≥0.

Dans le paragraphe 1, nous définissons le cadre fonctionnel que nous utilisons. Dans le

paragraphe 2, nous établissons une inégalité d’énergie pour une classe d’E.D.P linéaires du

premier ordre. Dans le paragraphe 3, nous établissons des estimations de type Moser sur

l’opérateur de collision Q dans un espace approprié ou il est question de controler la norme

de Q(f, g) par le produit des normes de f et g. Enfin dans le paragraphe 4 nous établissons un

théorème d’existence et d’unicité de la solution (locale en temps) de l’equation de Boltzmann.

2.1 Cadre fonctionnel

Nous définissons á présent l’espace fonctionnel dans lequel nous recherchons la solution

de l’équation de Boltzmann.

Définition 2.1. Soient m ∈ N, d ∈ R+, T > 0.
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1. Espaces L1
1(Rn) et L2

d(Rn).

• L1
1(Rn) = {f : Rn −→ R mesurable / p 7−→ (1 + |p|)f(p) ∈ L1(Rn)}

L1
1(Rn) est muni de la norme :

‖f‖L1
1(Rn) = ‖(1 + |p|)f‖L1(R3) =

∫
R3

(1 + |p|)|f(p)|dp

• L2
d(Rn) = {f : Rn −→ R mesurable / p 7−→ (1 + |p|)df(p) ∈ L2(Rn)}

L2
d(Rn) est muni de la norme :

‖f‖L2
d(Rn) = ‖(1 + |p|)df‖L2(Rn) =

(∫
Rn

(1 + |p|)2d|f(p)|2dp
) 1

2

2. Espaces Hm(Rn) ,Hm
d (Rn) et Hm

d (0, T,Rn).

• Hm(Rn) désigne l’espace des fonctions définies sur Rn mesurables et admettant

des dérivées partielles au sens des distributions d’ordre ≤ m, qui sont des fonctions

de carrés intégrables sur Rn.

f ∈ Hm(Rn)⇐⇒ Dβf ∈ L2(Rn), |β| ≤ m

Hm(Rn) est un espace de Hilbert pour la norme

‖f‖Hm(Rn) =

( ∑
|β|≤m

‖Dβf
∥∥2

L2(Rn)

) 1
2

• Hm
d (Rn) =

{
f : Rn −→ R mesurable / (1 + |p|)d+|β|Dβf ∈ L2(Rn), |β| ≤ m

}
.

Hm
d (Rn) est muni de la norme

‖f‖Hm
d (Rn) =

( ∑
|β|≤m

∥∥(1 + |p|)d+|β|Dβf
∥∥2

L2(Rn)

) 1
2

muni de cette norme, Hm
d (Rn) est un espace de Hilbert séparable.

Pour r > 0 fixé, on pose :

Hm
d,r(Rn) = {f ∈ Hm

d (Rn), ‖f‖Hm
d (Rn) ≤ r}

• Hm
d (0, T,Rn) = {f : [0, T ]× Rn −→ R continue / f(t, ·) ∈ Hm

d (Rn)} .

Muni de la norme

‖f‖Hm
d (0,T,Rn) = sup

t∈[0, T ]

( ∑
|β|≤m

∥∥(1 + |p|)d+|β|Dβf(t, ·)
∥∥2

L2(Rn)

) 1
2

,

Hm
d (0, T,Rn) est un espace de Banach.

Thèse de Doctorat. Marcelin Kenmogne Noumo c©UYI 2023



2.1 Cadre fonctionnel 35

Remarque 2.1.

1. Hm
d (Rn) s’injecte continûment dans Hm(Rn).

2. H0
d(Rn) = L2

d(Rn).

Remarque 2.2. Comme annoncé, nous recherchons a priori une fonction f = f(t, p) qui est

au moins de classe C1, donc en particulier telle que f(t, ·) ∈ C1(R3). Il faut donc déterminer

m tel que :

Hm(R3) ↪→ C1(R3).

Or d’après le théorème d’injection de Sobolev, on a :

Hm(Rn) ↪→ Ckb (Rn) si m > k +
n

2
.

où

Ckb (Rn) = {f : Rn −→ R, f ∈ Ck(Rn), f bornée} .

Comme dans notre cadre de travail n = 3, k = 1, il faut donc choisir m tel que

m > 1 +
3

2
=

5

2
.

Le plus petit entier naturel m tel que m > 5
2
est naturellement m = 3. On a donc

H3
d(R3) ↪→ H3(R3) ↪→ C1

b (R3).

Par ailleurs si d > 5
2
, alors

H3
d(R3) ↪→ L2

d(R3) ↪→ L1
1(R3) ↪→ L1(R3).

En effet : si f ∈ L2
d(R3), alors on a :

‖f‖L1
1(R3) =

∫
R3

(1 + |p|)|f |dp =

∫
R3

(1 + |p|)1−d+d|f |dp =

∫
R3

(1 + |p|)1−d(1 + |p|)d|f |dp.

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz :

‖f‖L1
2(R3) ≤

(∫
R3

(1 + |p|)2−2ddp

) 1
2
(∫

R3

(1 + |p|)2d|f |2dp
) 1

2

≤
(∫

R3

(1 + |p|)2−2ddp

) 1
2

‖f‖L2
d(R3).

Or
∫
R3

(1 + |p|)2−2ddp est de même nature que
∫ +∞

0

(1 + r)2−2dr2dr ∼
∫ +∞

0

r4−2ddr qui

converge si dans la primitive qui contient r5−2d on a 5− 2d < 0, c’est-à-dire d > 5
2
.

On obtient l’inégalité ‖f‖L1
2(R3) ≤ C‖f‖L2

d(R3) ≤ C‖f‖H3
d(R3), ce qui justifie les injections

continues

H3
d(R3) ↪→ L2

d(R3) ↪→ L1
1(R3) ↪→ L1(R3).
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2.2 Inégalité d’énergie pour une classe d’EDP du premier

ordre

Nous établissons ici une inégalité d’énergie dans l’espace H3
d(R3) définie ci-dessus pour

une classe d’EDP dont notre équation de Boltzmann (1.5.7) fait partie. Cette inégalité est

d’une importance capitale en ce sens qu’elle nous permet d’obtenir certaines propriétés de

la suite d’itérées (fn)n≥0 que nous construirons pour rechercher la solution de l’équation de

Boltzmann ainsi que des estimations dans l’espace H3
d(R3) de la solution f de l’équation de

Boltzmann.

Remarque 2.3. Nous voudrions souligner le fait que les notations dans cette ce paragraphe

sont indépendantes de celles des autres pararaphes du document. Par exemple, la lettre a est

utilisée pour une collection de fonctions à valeurs réelles et n’a rien à voir avec le facteur

d’expansion cosmologique des autres sections, f ici est le terme source de l’E.D.P que nous

considérons et ne doit pas être confondue avec la fonction de distribution. Nous espérons que

ces précisions de notations éviterons la confusion dans la lecture de ce document.

On considère l’équation aux dérivées partielles linéaire du premier ordre

ut +
n∑
i=1

ai(t, x)uxi + b(t, x)u = f(t, x) dans R× Rn (2.2.1)

avec la donnée initiale

u(t0, x) = ut0(x) dans Rn ; (2.2.2)

où b, f sont des fonctions définies sur Rn+1 et a = (a1, · · · , an) est une famille de fonctions

vérifiant :
n∑
i=1

sup
(t,x)

|ai(t, x)| =: |a| ≤ 1

κ
(2.2.3)

avec κ une constante strictement positive.

NB : ut = ∂u
∂t

et uxi = ∂u
∂xi

Proposition 2.1. Soient a = (a1, · · · , an) une famille de fonctions de classe C1 sur Rn+1

vérifiant (2.2.3) dont les dérivées partielles d’ordre 1 par rapport aux variables xi sont bornées,

b une fonction continue et bornée sur Rn+1 et u une fonction de classe C1 solution du

problème de Cauchy (2.2.1) − (2.2.2) sur Rn+1 et soit t0 ≥ 0. Alors pour tout T > 0, si

f ∈ C
(
[t0, T );L2(Rn)

)
et ut0 ∈ L2(Rn), on a :
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∫
Rn
e−α(t−t0)u2dx ≤

∫
Rn
u2
t0
dx+

∫ t

t0

e−α(s−t0)‖f(s, ·)‖2
L2(Rn)ds , t ∈ [t0, T ); (2.2.4)

α étant un réel strictement positif.

Preuve: Soit t > 0. Définissons D = Dκ,t,t, t0 ≤ t < T < t par :

D = {(x, s) ∈ Rn+1; κ|x| < t− s, t0 < s < t} (2.2.5)

Désignons par Σt,t, Σt0,t et Ss,t respectivement le bord supérieur, le bord inférieur et le

coté de D ; c’ést-à-dire :
Σt,t = {(t, x) ∈ Rn+1; κ|x| < t− t}

Σt0,t = {(t0, x) ∈ Rn+1; κ|x| < t− t0}

Ss,t = {(s, x) ∈ Rn+1; κ|x| = t− s, t0 < s < t}

(2.2.6)

Pour α > 0, multiplions (2.2.1) par 2e−α(t−t0)u, on a :

2e−α(t−t0)uut +
n∑
i=1

2e−α(t−t0)aiuuxi + 2e−α(t−t0)bu2 = 2e−α(t−t0)uf (2.2.7)

En remarquant que(
e−α(t−t0)u2

)
t

= −αe−α(t−t0)u2+2e−α(t−t0)uut et
(
e−α(t−t0)aiu

2
)
xi

= e−α(t−t0)ai,xiu
2+2e−α(t−t0)aiuuxi ;

(2.2.7) donne :(
e−α(t−t0)u2

)
t
+

n∑
i=1

(
e−α(t−t0)aiu

2
)
xi

+e−α(t−t0)
(
α+2b−

n∑
i=1

ai,xi

)
u2 = 2e−α(t−t0)uf . (2.2.8)

Nous allons intégrer sur D les différents termes de (2.2.8).

I
∫
D

[(
e−α(t−t0)u2

)
t
+

n∑
i=1

(
e−α(t−t0)aiu

2
)
xi

]
dxdt =

∫
D

n∑
µ=0

(
e−α(t−t0)aµu

2
)
xµ
dxdt ,

avec a0 = 1 et x0 = t .

En posant Xµ = e−α(t−t0)aµu
2 et X = (Xµ)0≤µ≤n, on a div(X) =

n∑
µ=0

(e−α(t−t0)aµu
2)xµ ,

donc∫
D

[(
e−α(t−t0)u2

)
t
+

n∑
i=1

(
e−α(t−t0)aiu

2
)
xi

]
dxdt

=

∫
D

div(X)dxdt

=

∫
∂D

X · ηdS

=

∫
Σt0,t

X · ηdS +

∫
Σt,t

X · ηdS +

∫
St,t

X · ηdS .

Or
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•
∫
St,t

X · ηdS =

∫
St,t

e−α(t−t0)
( n∑
i=1

ηiai + ηt

)
u2dS

où η = (ηt, η1, · · · , ηn) = 1√
1+κ2

(
1, κ x1|x| , · · · , κ

xn
|x|

)
sur St,t ;

•
∫

Σt,t

X · ηdS =

∫
Σt,t

e−α(t−t0)u2dx car η = (1, 0, · · · , 0) sur Σt,t .

•
∫

Σt0,t

X · ηdS = −
∫

Σt0,t

u2
t0
dx avec η = (−1, 0, · · · , 0) sur Σt0,t .

Remarquons que (2.2.3) entraîne que
n∑
i=1

ηiai + ηt ≥ 0, donc :

∫
D

[(
e−α(t−t0)u2

)
t
+

n∑
i=1

(
e−α(t−t0)aiu

2
)
xi

]
dxdt ≥

∫
Σt,t

e−α(t−t0)u2dx−
∫

Σt0,t

u2
t0
dx .

(2.2.9)

I Par ailleurs,∫
D

2e−α(t−t0)ufdxdt ≤
∫
D

e−α(t−t0)u2dxdt+

∫
D

e−α(t−t0)f 2dxdt . (2.2.10)

Ainsi, en choisissant α > 0 tel que

α + 2b−
n∑
i=1

ai,xi ≥ 1 dans D (2.2.11)

l’intégration de (2.2.8) sur D donne vu (2.2.9)− (2.2.11),∫
Σt,t

e−α(t−t0)u2dx ≤
∫

Σt0,t

u2
t0
dx+

∫ t

t0

(∫
Σs,t

e−α(s−t0)f 2(s, x)dx
)
ds . (2.2.12)

En faisant tendre t vers +∞, Σt,t, Σs,t et Σt0,t tendent respectivement vers Rn×{t}, Rn×{s}

et Rn × {t0}. (2.2.12) donne alors :∫
Rn
e−α(t−t0)u2dx ≤

∫
Rn
u2
t0
dx+

∫ t

t0

(∫
Rn
e−α(s−t0)f 2(s, x)dx

)
ds .

D’où la relation (2.2.4). 2

Remarque 2.4. On déduit de ce qui précède que :

e−α(t−t0)‖u(t, ·)‖2
L2(Rn) ≤ ‖u0‖2

L2(Rn) +

∫ t

t0

e−α(s−t0)‖f(s, ·)‖2
L2(Rn)ds ; (2.2.13)

et plus précisement que :

‖u(t, ·)‖L2(Rn) ≤ C
(
‖ut0‖L2(Rn) + T |‖f |‖

)
; (2.2.14)

avec

‖|f |‖ = sup
t0≤t<T

‖f(t, ·)‖L2(Rn) .
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Proposition 2.2. Soient a = (a1, · · · , an), b une famille de fonctions de classe Cm sur Rn+1

bornées ainsi que toutes ses dérivées (spatiales) jusqu’a l’ordre m sont bornées et soit u une

fonction de classe C1 solution du problème de Cauchy (2.2.1)− (2.2.2) sur Rn+1. Alors pour

tout T > 0, si f ∈ C
(
[t0, T );Hm(Rn)

)
et ut0 ∈ Hm(Rn), alors u(t, ·) ∈ Hm(Rn) et :

e−δ0(t−t0)‖u(t, ·)‖2
Hm(Rn) ≤ ‖ut0‖2

Hm(Rn) + C0

∫ t

t0

e−δ0(s−t0)‖f(s, ·)
∥∥2

Hm(Rn)
ds ; (2.2.15)

où δ0 et C0 sont des constantes positives.

Preuve:

Notons que (2.2.15) s’obtient directement de (2.2.4) pourm = 0. Soit α ∈ Nn tel que |α| ≤ m.

Considèrons le commutateur [L, ∂α] défini par [L, ∂α]u = L∂αu− ∂αLu où L est l’opérateur

différentiel linéaire associé à (2.2.1). (Il est à noter que ∂α ≡ ∂αx )

On a vu (2.2.1),

L∂αu = ∂αf + [L, ∂α]u . (2.2.16)

En appliquant la Proposition 2.1 à l’équation (2.2.16), il existe δ > 0 tel que :

e−δ(t−t0)‖(∂αu)(t, ·)‖2
L2(Rn) ≤ ‖(∂αu)(t0, ·)‖2

L2(Rn) +

∫ t

t0

e−δ(s−t0)
∥∥(∂αf + [L, ∂α]u)(s, ·)

∥∥2

L2(Rn)
ds

≤ ‖(∂αu)(t0, ·)‖2
L2(Rn) + 2

∫ t

t0

e−δ(s−t0)
∥∥∂αf(s, ·)

∥∥2

L2(Rn)
(2.2.17)

+2

∫ t

t0

e−δ(s−t0)‖[L, ∂α]u(s, ·)
∥∥2

L2(Rn)
ds ;

Par ailleurs,

[L, ∂α]u = L∂αu− ∂αLu

= (∂αu)t +
n∑
i=1

ai(∂
αu)xi + b∂αu− ∂αut − ∂α

( n∑
i=1

aiuxi

)
− ∂α(bu)

=
n∑
i=1

ai(∂
αu)xi + b∂αu−

n∑
i=1

∑
0≤β≤α

{βα∂
βai∂

α−βuxi −
∑

0≤β≤α

{βα∂
βb∂α−βu

Donc

[L, ∂α]u = −
n∑
i=1

∑
0<β≤α

{βα∂
βai∂

α−βuxi −
∑

0<β≤α

{βα∂
βb∂α−βu. (2.2.18)

On en déduit que :

‖[L, ∂α]u‖L2(Rn) ≤
∥∥∥ n∑
i=1

∑
0<β≤α

{βα∂
βai∂

α−βuxi

∥∥∥
L2(Rn)

+
∥∥∥ ∑

0<β≤α

{βα∂
βb∂α−βu

∥∥∥
L2(Rn)

≤ C
∑
|α|≤m

∥∥∥∂αu∥∥∥
L2(Rn)

+ C
∑

|α|≤m−1

∥∥∥∂αu∥∥∥
L2(Rn)

= C‖u‖Hm(Rn) .

Thèse de Doctorat. Marcelin Kenmogne Noumo c©UYI 2023



2.2 Inégalité d’énergie pour une classe d’EDP du premier ordre 40

(2.2.17) donne alors :

e−δ(t−t0)‖(∂αu)(t, ·)‖2
L2(Rn) ≤ ‖(∂αu)(t0, ·)‖2

L2(Rn) + 2

∫ t

t0

e−δ(s−t0)
∥∥(∂αf(s, ·)

∥∥2

L2(Rn)
ds

+2C

∫ t

t0

e−δ(s−t0)‖u(s, ·)‖2
Hm(Rn)ds .

En sommant cette dernière inégalité sur |α| ≤ m, on a :

e−δ(t−t0)‖u(t, ·)‖2
Hm(Rn) ≤ ‖u(t0, ·)‖2

Hm(Rn) + 2

∫ t

t0

e−δ(s−t0)
∥∥f(s, ·)

∥∥2

Hm(Rn)
ds

+2C

∫ t

t0

e−δ(s−t0)‖u(s, ·)‖2
Hm(Rn)ds .

En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient :

e−δ(t−t0)‖u(t, ·)‖2
Hm(Rn) ≤

(
‖u(t0, ·)‖2

Hm(Rn) + 2

∫ t

t0

e−δ(s−t0)
∥∥f(s, ·)

∥∥2

Hm(Rn)
ds
)
e2C(t−t0) .

Notons que δ et C sont deux constantes positives qui dependend uniquement des bornes de

la norme Cm de a et b. Maintenant, en posant δ0 = δ+2C et C0 = 2e2C(T−t0) , nous obtenons

e−δ0(t−t0)‖u(t, ·)‖2
Hm(Rn) ≤ ‖ut0‖2

Hm(Rn) + C0

∫ t

t0

e−δ0(s−t0)‖f(s, ·)
∥∥2

Hm(Rn)
ds ;

qui est l’inégalité annoncée. 2

Corollaire 2.1. Soient a = (a1, · · · , an), b une famille de fonctions de classe Cm sur Rn+1

telle que (1 + |x|)|α|∂αai et (1 + |x|)|α|∂αb soient bornées pour |α| ≤ m et soit u une fonction

de classe C1 solution du problème de Cauchy (2.2.1)−(2.2.2) sur Rn+1. Alors pour tout d > 0

et T > 0, si f ∈ C
(
[t0, T );Hm

d (Rn)
)
et ut0 ∈ Hm

d (Rn), alors ∀t ∈ [t0, T ], u(t, ·) ∈ Hm
d (Rn) et

on a :

e−δ1(t−t0)‖u(t, ·)‖2
Hm
d (Rn) ≤ ‖ut0‖2

Hm
d (Rn) + C1

∫ t

t0

e−δ1(s−t0)‖f(s, ·)
∥∥2

Hm
d (Rn)

ds ; (2.2.19)

δ1 et C1 étant des constantes positives qui dépendent de T .

Preuve: Soit β ∈ Nn tel que |β| ≤ m. En appliquant l’opérateur ∂β a l’équation (2.2.1),

on a :

∂βut +
n∑
i=1

∂β(aiuxi) + ∂β(bu) = ∂βf

qui s’écrit encore :

∂βut +
n∑
i=1

∑
0≤α≤β

{αβ∂
αai∂

β−αuxi +
∑

0≤α≤β

{αβ∂
αb∂β−αu = ∂βf . (2.2.20)
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En multipliant (2.2.20) par (1 + |x|)d+|β|, on a :

(1 + |x|)d+|β|∂βf =
(
(1 + |x|)d+|β|∂βu

)
t
+

n∑
i=1

ai(1 + |x|)d+|β|∂βuxi

+
n∑
i=1

∑
1≤α≤β

{αβ(1 + |x|)d+|β|∂αai∂
β−αuxi

+ b(1 + |x|)d+|β|∂βu+
n∑
i=1

∑
1≤α≤β

{αβ(1 + |x|)d+|β|∂αb∂β−αu .

Or

L[(1 + |x|)d+|β|∂βu] =
(
(1 + |x|)d+|β|∂βu

)
t
+

n∑
i=1

ai
(
(1 + |x|)d+|β|∂βu

)
xi

+ b(1 + |x|)d+|β|∂βu

=
(
(1 + |x|)d+|β|∂βu

)
t
+

n∑
i=1

ai(d+ |β|) xi
|x|(1 + |x|)

(1 + |x|)d+|β|∂βu

+
n∑
i=1

ai(1 + |x|)d+|β|∂βuxi + (1 + |x|)d+|β|b∂βu ,

donc :

L
[
(1 + |x|)d+|β|∂βu

]
= (1 + |x|)d+|β|∂βf +

n∑
i=1

(d+ |β|) aixi
|x|(1 + |x|)

(1 + |x|)d+|β|∂βu (2.2.21)

−
n∑
i=1

∑
1≤α≤β

{αβ(1 + |x|)d+|β|∂αai∂
β−αuxi −

∑
1≤α≤β

{αβ(1 + |x|)d+|β|∂βb∂β−αu .

Les fonctions (1 + |x|)|α|∂αai et (1 + |x|)|α|∂αb étant bornées pour |α| ≤ m et |xi|
|x|(1+|x|) ≤ 1,

on a : ∥∥∥∥∥
n∑
i=1

∑
1≤α≤β

{αβ(1 + |x|)d+|β|∂αai∂
β−αuxi

∥∥∥∥∥
L2(Rn)

≤

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

∑
1<α≤β

{αβ
(1 + |x|)|α|∂αai

(1 + |x|)
(1 + |x|)d+|β−α|+1∂β−αuxi

∥∥∥∥∥
L2(Rn)

≤ C
∑
|β|≤m

‖(1 + |x|)d+|β|∂βu‖L2(Rn)

≤ C‖u‖Hm
d (Rn) ;∥∥∥∥∥ ∑

1≤α≤β

{αβ(1 + |x|)d+|β|∂βb∂β−αu

∥∥∥∥∥
L2(Rn)

≤

∥∥∥∥∥ ∑
1<α≤β

{αβ(1 + |x|)|α|∂αb(1 + |x|)d+|β−α|∂β−αu

∥∥∥∥∥
L2(Rn)

≤ C
∑

|β|≤m−1

‖(1 + |x|)d+|β|∂βu‖L2(Rn)

≤ C‖u‖Hm
d (Rn) ;
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et∥∥∥∥ n∑
i=1

(d+ |β|) xiai
|x|(1 + |x|)

(1+ |x|)d+|β|∂βu

∥∥∥∥
L2(Rn)

≤ C‖(1+ |x|)d+|β|∂βu‖L2(Rn) ≤ C‖u‖Hm
d (Rn) .

En appliquant une fois de plus la Proposition 2.1 à l’équation (2.2.21), il existe δ > 0 tel

que :

e−δ(t−t0)‖(1 + |x|)d+|β|∂βu(t, ·)‖2
L2(Rn) (2.2.22)

≤ ‖(1 + |x|)d+|β|∂βut0‖2
L2(Rn) + 2

∫ t

t0

e−δ(s−t0)‖f(s, ·)
∥∥2

Hm
d (Rn)

ds+ 2C

∫ t

t0

e−δ(s−t0)‖u(s, ·)
∥∥2

Hm
d (Rn)

ds .

En sommant (2.2.22) sur |β| ≤ m, on a :

e−δ(t−t0)‖u(t, ·)‖2
Hm
d (Rn) ≤ ‖ut0‖2

Hm
d (Rn) + 2

∫ t

t0

e−δ(s−t0)‖f(s, ·)
∥∥2

Hm
d (Rn)

ds

+2C

∫ t

t0

e−δ(s−t0)‖u(s, ·)
∥∥2

Hm
d (Rn)

ds . (2.2.23)

En appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons :

e−δ(t−t0)‖u(t, ·)‖2
Hm
d (Rn) ≤

(
‖ut0‖2

Hm
d (Rn) + 2

∫ t

t0

e−δ(s−t0)‖f(s, ·)
∥∥2

Hm
d (Rn)

ds
)
e2C(t−t0) .

En posant δ1 = δ + 2C et C1 = 2e2C(T−t0), nous obtenons :

e−δ1(t−t0)‖u(t, ·)‖2
Hm
d (Rn) ≤ ‖ut0‖2

Hm
d (Rn) + C1

∫ t

t0

e−δ1(s−t0)‖f(s, ·)
∥∥2

Hm
d (Rn)

ds .

2

2.3 Inégalités fondamentales

Nous allons établir des inégalités de type Moser, sur l’opérateur de collision. De façon

précise, il est question pour nous de controler la norme H3
d(R3) de Q(f, g)(t, ·) par le produit

des normes H3
d(R3) de f(t, ·) et g(t, ·). Pour le faire, nous utilisons comme mentionné plus

haut, les hypothèses (1.5.14). De plus nous supposons que :

a(0) > 1 et a′(t) > 0. (2.3.1)

Nous commençons par donner quelques estimations de b (voir(1.5.5)).
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Lemme 2.1. Posons

N = 2u0v0ẽω · (v̂ − û) et D = (ẽ)2 − a−2[ω · (u+ v)]2 ;

alors nous avons :

1.

|N | ≤ 4au0v0(u0 + v0) et D ≥ max

{
2;
u0

v0
;
v0

u0
;
u0 + v0

v0

}
.

2. ∀i, j, k ∈ {1, 2, 3}, 
|∂uib| ≤ 16u0(v0)3

|∂2
uiujb| ≤

64
a
u0(v0)4

|∂3
uiujuk

b| ≤ 1390
a2
u0(v0)5

Preuve:

1.

|N | = |2u0v0ẽω · (v̂ − û)|

≤ 2(u0 + v0)(u0|v|+ v0|u|)

≤ 2(u0 + v0)(2au0v0) car |u| ≤ au0 ;

d’où |N | ≤ 4au0v0(u0 + v0).

D = (u0 + v0)2 − a−2[ω · (u+ v)]2

≥ (u0 + v0)2 − a−2|u+ v)|2

≥ (u0)2 + (v0)2 + 2u0v0 − a−2(|u|2 + |v|2 + 2u · v)

≥ 2 + 2
√

1 + a−2|u|2
√

1 + a−2|v|2 − 2a−2|u||v|

≥ 2 + 2
(1 + a−2|u|2)(1 + a−2|v|2)− a−4|u|2|v|2√

1 + a−2|u|2
√

1 + a−2|v|2 + a−2|u||v|

≥ 2 + 2
1 + a−2|u|2 + a−2|v|2

u0v0 + a−1|u|a−1|v|

≥ 2 +
1 + a−2|u|2 + a−2|v|2

u0v0
car a−1|u| ≤ u0

≥ 2 +
(u0)2 + (v0)2 − 1

u0v0
;

d’où l’on déduit le résultat vu que u0v0 + (v0)2 − 1 ≥ 0 et u0v0 − 1 ≥ 0.

2. Rappelons qu’au vu des notations ci-dessus,

b(u, v, ω) =
N

D
.

Thèse de Doctorat. Marcelin Kenmogne Noumo c©UYI 2023



2.3 Inégalités fondamentales 44

I Pour i ∈ {1, 2, 3},

∂uib(u, v, w) =
∂b(u, v, ω)

∂ui
=
D ∂N

∂ui
−N ∂D

∂ui

D2
=

∂N
∂ui

D
−
N ∂D

∂ui

D2
.

Puisque ∂ẽ
∂ui

= a−2ui

u0
, nous avons : ∂N

∂ui
= 4a−2uiw · v − 2a−2 ui

u0
v0w · u+ 2a−2 ui

u0
v0w · v − 2v0(u0 + v0)wi

∂D
∂ui

= 2a−2 ui

u0
(u0 + v0)− 2a−2ω · (u+ v)ωi

,

ainsi

|∂uiN | ≤ 8v0(u0 + v0) et |∂uiD| ≤
4

a
(u0 + v0) .

On en déduit que :∣∣∣ ∂b
∂ui

∣∣∣ ≤ |∂uiN |
D

+
|N ||∂uiD|

D2

≤ 8v0(u0 + v0)
v0

u0 + v0
+ 16u0v0(u0 + v0)2 (v0)2

(u0 + v0)2

≤ 16
(
(v0)2 + u0(v0)3

)
≤ 16u0(v0)3 .

I Pour i, j ∈ {1, 2}, nous avons : ∂2
uiujb(u, v, ω) = ∂uj

(
∂uib(u, v, ω)

)
et puisque

∂uib(u, v, w) = ∂uiN
D
−N ∂uiD

D2 , nous avons

∂2
uiujb(u, v, ω) =

∂2
uiujN

D
− ∂uiN∂ujD

D2
− ∂ujN∂uiD

D2
−
N∂2

uiujD

D2
+ 2

N∂ujD∂uiD

D3
.

Or

∂2
uiujN = 4a−2δijω·v−

2a−2δijv
0

u0
ω·(u−v)+2

a−4uiuj

(u0)3
ω·(u−v)−2a−2uiv0wj

u0
−2a−2uiv0ωi

u0

et

∂2
uiujD = 2a−2δij + 2a−2δij

v0

u0
− 2a−4u

iujv0

(u0)3
− 2a−2wiwj ,

d’oú les inégalités suivantes : |∂2
uiujN | ≤

12
a

(v0)2

|∂2
uiujD| ≤

4
a2

min
{
v0, u

0+v0

u0

} ,

desquelles nous déduisons :

∣∣∂2
uiujb(u, v, ω)

∣∣ ≤ 64

a

(
(v0)3 + u0(v0)4

)
≤ 64

a
u0(v0)4 .
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I Pour i, j, k ∈ {1, 2, 3}, nous avons

∂uiujukb = ∂uk (∂uiujb) .

En dérivant

∂2
uiujb(u, v, ω) =

∂2
uiujN

D
− ∂uiN∂ujD

D2
− ∂ujN∂uiD

D2
−
N∂2

uiujD

D2
+ 2

N∂ujD∂uiD

D3

par rapport à uk, nous avons :

∂3
uiujukb(u, v, ω)

=
∂3
uiujuk

N

D
−
∂ukD∂

2
uiujN

D2
−
∂2
ujuk

N∂uiD + ∂ujN∂
2
uiuk

D

D2
+ 2

∂ukD∂ujN∂uiD

D3

−
∂2
uiuk

N∂ujD + ∂uiN∂
2
ujuk

D

D2
+ 2

∂ukD∂uiN∂ujD

D3
−
∂ukN∂

2
uiujD +N∂3

uiujuk
D

D2

+2
N∂ukD∂

2
uiujD

D3
+ 2

∂ujN∂uiD∂ujD +N∂2
ujuk

D∂uiD +N∂ujD∂
2
uiuk

D

D3

−6
N∂ujD∂uiD∂ukD

D4
.

En dérivant ∂2
uiujN et ∂2

uiujD par rapport à uk, nous avons

∂3
ukujuiN =

−2a−2δijw
k

u0
+

4a−4δijv
0w · (u− v)uk

(u0)3
− 6a−6uiujw · (u− v)uk

(u0)5

+
2a−4uiujwk + 2a−4

(
δiku

j + δjku
i
)
w · (u− v)uk

(u0)3
− 2a−2δikv

0wj

u0

+
2a−4uiukv0wj

(u0)3
− 2a−2δjkv

0wi

u0
+

2a−4ujukv0wi

(u0)3

et

∂3
ukujuiD =

−2a−4δiju
kv0

(u0)3
− 2a−4δiku

jv0 + δjku
iv0

(u0)3
+

6a−6uiujukv0

(u0)5

D’où l’on obtient :  |∂3
uiujuk

N | ≤ 40
a2
v0(u0 + v0)

|∂3
uiujuk

D| ≤ 12
a3
v0

.

Nous déduisons donc que :

∣∣∂uiujukb∣∣ ≤ 1390

a2
u0(v0)5 .

2

Nous allons a présent établir les estimations concernant le noyau de collision Q.
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Remarque 2.5. Dans toute la suite de ce paragraphe, nous désignons par C une constante

positive qui dépend des bornes L1 et L∞ de (1+ |u|)l∂βB (voir (1.5.14)) dont la valeur exacte

n’est pas essentielle et peut varier d’une ligne à l’autre.

D’autre part, le paramètre d sera choisi dans l’intervalle
]

5
2
, 3
]
.

Proposition 2.3. Soit f, g ∈ H3
d(R3). Alors∥∥∥(1 + |u|)d 1

u0
Q(f, g)

∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) . (2.3.2)

Preuve: Nous allons montrer que :

∥∥∥(1 + |u|)d 1

u0
Q+(f, g)

∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) (2.3.3)

et ∥∥∥(1 + |u|)d 1

u0
Q−(f, g)

∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) . (2.3.4)

(i) Montrons que
∥∥∥(1 + |u|)d 1

u0
Q+(f, g)

∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3).

Nous avons :

(1 + |u|)d 1

u0
Q+(f, g) = (1 + |u|)d

∫
R3×S2

a−3

u0v0
f(u′)g(v′)B(a, u, v, u′, v′)dvdω,

ainsi ∥∥∥(1 + |u|)d 1

u0
Q+(f, g)

∥∥∥2

L2(R3)

=

∫
R3

(
(1 + |u|)d

∫
R3×S2

a−3

u0v0
f(u′)g(v′)B(a, u, v, u′, v′)dvdω

)2

du

=
1

a6

∫
R3

(1 + |u|)2d

(u0)2

(∫
R3×S2

1

v0
f(u′)g(v′)B(a, u, v, u′, v′)dvdω

)2

du

=
1

a6

∫
R3

(1 + |u|)2d

(u0)2

(∫
R3×S2

1

v0
f(u′)g(v′)B

1
2B

1
2dvdω

)2

du .

En appliquant l’inégalité de Cauchy Schwartz nous avons :∥∥∥(1 + |u|)d 1

u0
Q+(f, g)

∥∥∥2

L2(R3)

≤ 1

a6

∫
R3

[
(1 + |u|)2d

(u0)2

(∫
R3×S2

1

(v0)2
|f(u′)|2|g(v′)|2Bdvdω

)(∫
R3×S2

Bdvdω

)]
du

≤ 1

a6

∫
R3

(1 + |u|)2d

(u0)2
‖B‖L1(R3×S2)

(∫
R3×S2

1

(v0)2
|f(u′)|2|g(v′)|2Bdvdω

)
du .
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Faisant usage des hypothèses (1.5.14) sur B, nous avons :∥∥∥(1 + |u|)d 1

u0
Q+(f, g)

∥∥∥2

L2(R3)
≤ C

a6

∫
S2

dω

∫
R3×R3

(1 + |u|)2d

(u0v0)2
|f(u′)|2|g(v′)|2dudv

Or 1+ |u| ≤ (1 + a)u0 ≤ (1 + a)(u0 + v0) ≤ (1 + a)(u′0 + v′0) car u0 + v0 = u′0 + v′0. De plus

u′0 + v′0 ≤ 2u′0v′0 et u′0 =
√

1 + a−2[(u′1)2 + (u′2)2 + (u′3)2] ≤ 1 + |u′| ,

donc

1 + |u| ≤ 2(1 + a)u′0v′0 ≤ 2(1 + a)(1 + |u′|)(1 + |v′|) .

D’autre part
dudv

u0v0
=

du′dv′

u′0v′0
et

1

u′0v′0
< 1 ;

d’où∥∥∥(1 + |u|)d 1

u0
Q+(f, g)

∥∥∥2

L2(R3)
≤ C(1 + a)2d

a6

∫
R3

(1 + |u′|)2d|f(u′)|2du′
∫
R3

(1 + |v′|)2d|g(v′)|2dv′

≤ C‖f‖2L2
d(R3)‖g‖

2
L2
d(R3)

≤ C‖f‖2H3
d(R3)‖g‖

2
H3
d(R3),

car H3
d(R3) ↪→ L2

d(R3). Donc∥∥∥(1 + |u|)d 1

u0
Q+(f, g)

∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) .

ii) Montrons que
∥∥∥(1 + |u|)d 1

u0
Q−(f, g)

∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) .

∥∥∥(1 + |u|)d 1

u0
Q−(f, g)

∥∥∥2

L2(R3)
=

∫
R3×S2

[
1

u0
(1 + |u|)da−3

∫
R3

1

v0
f(u)g(v)B(a, u, v, u′, v′)dvdω

]2

du

≤ 1

a6

∫
R3

(1 + |u|)2d

(u0)2

[∫
R3×S2

f(u)g(v)B
1
2

v0
B

1
2dvdω

]2

du .

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwartz on a :∥∥∥(1 + |u|)d 1

u0
Q−(f, g)

∥∥∥2

L2(R3)

≤ 1

a6

∫
R3

(1 + |u|)2d

(u0)2

(∫
R3×S2

|f(u)|2|g(v)|2B
(v0)2

dvdω

)(∫
R3×S2

Bdvdω

)
du

≤ 1

a6
‖B‖L1(R3×S2)

(∫
R3×R3

(1 + |u|)2d|f(u)|2|g(v)|2B
u0v0

dudv

u0v0

)
.

Faisant usage des hypothèses (1.5.14) sur B et vu que 1+ |u| ≤ (1+ |u|)(1+ |v|), nous avons :∥∥∥(1 + |u|)d 1

u0
Q−(f, g)

∥∥∥2

L2(R3)
≤ C

(∫
R3

(1 + |u|)2d|f(u)|2du
)(∫

R3

(1 + |v|)2d|g(v)|2dv
)

≤ C‖f‖2L2
d(R3)‖g‖

2
L2
d(R3) ,
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donc ∥∥∥(1 + |u|)d 1

u0
Q−(f, g)

∥∥∥2

L2(R3)
≤ C‖f‖2H3

d(R3)‖g‖
2
H3
d(R3) .

Puisque Q(f, g) = Q+(f, g)−Q−(f, g), on a :∥∥∥(1 + |u|)d 1

u0
Q(f, g)

∥∥∥2

L2(R3)
≤

∥∥∥(1 + |u|)d 1

u0
Q+(f, g)

∥∥∥2

L2(R3)
+
∥∥∥(1 + |u|)d 1

u0
Q−(f, g)

∥∥∥2

L2(R3)

≤ C‖f‖2
H3
d(R3)‖g‖

2
H3
d(R3) .

2

Proposition 2.4. Soit f, g ∈ H3
d(R3). Alors nous avons :∥∥∥∥(1 + |u|)d+1∂ui

(
1

u0
Q(f, g)

)∥∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) . (2.3.5)

Preuve: Il suffit de montrer que∥∥∥∥(1 + |u|)d+1∂ui

(
1

u0
Q+(f, g)

)∥∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) . (2.3.6)

et ∥∥∥∥(1 + |u|)d+1∂ui

(
1

u0
Q−(f, g)

)∥∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) . (2.3.7)

(i) Nous montrons d’abord que
∥∥∥(1+|u|)d+1∂ui

(
1
u0
Q+(f, g)

) ∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) .

En effet,

∂ui

(
1

u0
Q+(f, g)

)
=

1

u0
∂uiQ

+(f, g)− a−2ui

(u0)3
Q+(f, g),

donc

(1 + |u|)d+1∂ui
( 1

u0
Q+(f, g)

)
= (1 + |u|)d+1 1

u0
∂uiQ

+(f, g)− (1 + |u|)d+1a
−2ui

(u0)3
Q+(f, g) ,

et ainsi :∥∥∥(1 + |u|)d+1∂ui
( 1

u0
Q+(f, g)

)∥∥∥
L2(R3)

≤
∥∥∥(1 + |u|)d+1 1

u0
∂uiQ

+(f, g)
∥∥∥
L2(R3)

+
∥∥∥(1 + |u|)d+1a

−2ui

(u0)3
Q+(f, g)

∥∥∥
L2(R3)

≤
∥∥∥(1 + |u|)d+1 1

u0
∂uiQ

+(f, g)
∥∥∥
L2(R3)

+
∥∥∥(1 + |u|)d 1

u0
Q+(f, g)

∥∥∥
L2(R3)

,

car

1 + |u| ≤ (1 + a))u0 et a−2|ui| ≤ 1

a
u0 .
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Ainsi, on a vu (2.3.3) :

∥∥∥(1 + |u|)d+1∂ui
( 1

u0
Q+(f, g)

)∥∥∥
L2(R3)

≤
∥∥∥(1 + |u|)d+1 1

u0
∂uiQ

+(f, g)
∥∥∥
L2(R3)

+C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) .

Reste donc à estimer ∥∥∥(1 + |u|)d+1 1

u0
∂uiQ

+(f, g)
∥∥∥
L2(R3)

.

Nous avons :∥∥∥(1+|u|)d+1 1

u0
∂uiQ

+(f, g)
∥∥∥2

L2(R3)
=

∫
R3

[ 1

u0
(1+|u|)d+1a−3

∫
R3×S2

1

v0
∂ui(f(u′)g(v′)B)dvdω

]2

du .

Or

∂ui(f(u′)g(v′)B) = ∂uiu
′∂u′f(u′)g(v′)B + ∂uiv

′∂v′g(v′)f(u′)B + f(u′)g(v′)∂ui [B] ,

où

∂ui [B] = ∂uiB + ∂uiu
′∂uB + ∂uiv

′∂uB

donc ∥∥∥∥(1 + |u|)d+1∂uiQ
+(f, g)

u0

∥∥∥∥2

L2(R3)

≤ 3

{∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+1a−3

∫
R3×S2

1

v0
|∂uiu′∂u′f(u′)g(v′)B|dωdv

)2

du︸ ︷︷ ︸
(I1)

+

∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+1a−3

∫
R3×S2

1

v0
|∂uiv′∂v′g(v′)f(u′)B|dωdv

)2

du︸ ︷︷ ︸
(I2)

+

∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+1a−3

∫
R3×S2

1

v0
|f(u′)g(v′)∂ui [B]|dωdv

)2

du︸ ︷︷ ︸
(I3)

}
.

Estimation de (I1)

I1 =

∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+1a−3

∫
R3×S2

1

v0
|∂uiu′∂u′f(u′)g(v′)B|dωdv

)2

du

≤ 1

a6

∫
R3

1

(u0)2
(1 + |u|)2d+2

(∫
R3×S2

1

v0
|∂uiu′∂u′f(u′)g(v′)B|dωdv

)2

du

≤ 1

a6

∫
R3

1

(u0)2
(1 + |u|)2d+2

(∫
R3×S2

u0(v0)3

v0
|∂u′f(u′)g(v′)|B

1
2B

1
2dvdω

)2

du

≤ 1

a6

∫
R3

(1 + |u|)2d+2

(∫
R3×S2

(1 + |v|) 5
2

√
v0

|∂u′f(u′)g(v′)|B
1
2B

1
2dvdω

)2

du .
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En appliquant l’inégalité de Cauchy Schwartz, nous avons :

I1 ≤
1

a6

∫
R3

[
(1 + |u|)2d+2

(∫
R3×S2

|∂uf(u′)|2|g(v′)|2

v0
|B|
)(∫

R3×S2

(1 + |v|)5|B|dvdω
)]

du ,

et faisant usage des hypothèses (1.5.14) sur B, nous avons :

I1 ≤
C

a6

∫
R3×R3×S2

(1 + |u|)2d|∂uif(u′)|2|g(v′)|2dudv
v0

dω .

Puisque
dudv

u0v0
=
du′dv′

u′0v′0
, et

u0

u′0v′0
≤ 1

nous avons :

I1 ≤
C(1 + a)2d

a6

∫
R3×R3×S2

(1 + |u′|)2d+2|∂u′if(u′)|2|(1 + |v′|)2dg(v′)|2du′dv′dω

≤ C(1 + a)2d

a6

∫
R3

(1 + |u′|)2d|∂u′if(u′)|2du′
∫
R3

(1 + |v′|)2d|g(v′)|2dv′

≤ C(1 + a)2d

a6
‖∂uif‖2

L2
d(R3)‖g‖

2
L2
d(R3) .

D’oú

I1 ≤
C(1 + a)2d

a6
‖f‖2

H3
d(R3)‖g‖

2
H3
d(R3) ≤ C‖f‖2

H3
d(R3)‖g‖

2
H3
d(R3) .

Estimation de (I2)

I2 =

∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+1a−3

∫
R3×S2

1

v0
|∂uiv′∂v′g(v′)f(u′)B|dωdv

)2

du .

En remplaçant dans (I1), ∂u′f(u′) par ∂v′g(v′), nous obtenons :

I2 ≤
C(1 + a)2d

a6
‖f‖2

H3
d(R3)‖g‖

2
H3
d(R3) ≤ C‖f‖2

H3
d(R3)‖g‖

2
H3
d(R3) .

Estimation de (I3) .

Rappellons que ∂ui [B] = ∂uiB + ∂uiu
′∂uB + ∂uiv

′∂uB, donc :
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I3 =

∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+1a−3

∫
R3×S2

1

v0
|f(u′)g(v′)∂ui [B]|dωdv

)2

du

=

∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+1a−3

∫
R3×S2

1

v0
|f(u′)g(v′)[∂uiB + ∂uiu

′∂uB + ∂uiv
′∂uB]|dωdv

)2

du

≤ 3

{∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+1a−3

∫
R3×S2

1

v0
|f(u′)g(v′)∂uiB|dωdv

)2

du︸ ︷︷ ︸
I′3

+

∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+1a−3

∫
R3×S2

1

v0
|f(u′)g(u′)∂uiu

′∂uB|dωdv
)2

du︸ ︷︷ ︸
I′′3

+

∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+1a−3

∫
R3×S2

1

v0
|f(u′)g(v′)∂uiv

′∂uB|dωdv
)2

du︸ ︷︷ ︸
I′′3

}
.

• I ′3 =

∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+1a−3

∫
R3×S2

1

v0
|f(u′)g(v′)∂uiB|dωdv

)2

du

=

∫
R3

1

(u0)2
(1 + |u|)2d+2a−6

(∫
R3×S2

|f(u′)||g(v′)||∂uiB|
1
2

v0
|∂uiB|

1
2dωdv

)2

du .

En appliquant l’inégalité de Cauchy Schwartz, nous avons :

I ′3 ≤
1

a6

∫
R3

(1 + |u|)2d+2

(u0)2

(∫
R3×S2

|f(u′)|2|g(v′)|2|∂uiB|
(v0)2

dvdω

)(∫
R3×S2

|∂uiB|dvdω
)
du ,

et faisant usage des hypothèses (1.5.14) sur B, nous avons :

I ′3 ≤
C

a6

∫
S2

(∫
R3×R3

|f(u′)|2|g(v′)|2(1 + |u|)2d+2

u0v0

dudv

u0v0

)
dω .

De plus,

dudv

u0v0
=
du′dv′

u′0v′0
, (1 + |u|)2 ≤ (1 + a)2u0v0u′0v′0 et 1 + |u| ≤ (1 + a)(1 + |u′|)(1 + |v′|) ,

donc

I ′3 ≤
C(1 + a)2d

a6

∫
R3

(1 + |u′|)2d|f(u′)|2du′
∫
R3

(1 + |v′|)2d|g(v′)|2dv′

≤ C(1 + a)2d

a6
‖f‖2

L2
d(R3)‖g‖

2
L2
d(R3) .

D’où

I ′3 ≤
C(1 + a)2d

a6
‖f‖2

H3
d(R3)‖g‖

2
H3
d(R3) ≤ C‖f‖2

H3
d(R3)‖g‖

2
H3
d(R3) .
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• I ′′3 =

∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+1a−3

∫
R3×S2

1

v0
|f(u′)g(v′)∂uiu

′∂uB|dωdv
)2

du

≤
∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+1a−3

∫
R3×S2

16u0(v0)3

v0
|f(u′)g(v′)∂uB|dωdv

)2

du

≤ 16

a6

∫
R3

1

(u0)2
(1 + |u|)2d+2

(∫
R3×S2

|f(u′)||g(v′)||∂uB|
1
2

√
v0

(1 + |v|)
5
2 |∂uiB|

1
2dωdv

)2

du .

En appliquant l’inégalité de Cauchy Schwartz, nous avons :

I ′′3 ≤
16

a6

∫
R3

(1+|u|)2d+2

(∫
R3×S2

|f(u′)|2|g(v′)|2|∂uB|
v0

dvdω

)(∫
R3×S2

(1+|v|)5|∂uB|dvdω
)
du ,

et faisant usage des hypothèses (1.5.14) sur B, nous avons :

I ′′3 ≤
C

a6

∫
S2

(∫
R3×R3

|f(u′)|2|g(v′)|2(1 + |u|)2ddudv

v0

)
dω .

De plus,

dudv

v0
= du′dv′

u0

u′0v′0
, u0 ≤ 2u′0v′0 et 1 + |u| ≤ (1 + a)(1 + |u′|)(1 + |v′|) ,

donc

I ′′3 ≤ C(1 + a)2d

a6

∫
R3

(1 + |u′|)2d|f(u′)|2du′
∫
R3

(1 + |v′|)2d|g(v′)|2dv′

≤ C(1 + a)2d

a6
‖f‖2

L2
d(R3)‖g‖

2
L2
d(R3) .

D’où

I ′′3 ≤
C(1 + a)2d

a6
‖f‖2

H3
d(R3)‖g‖

2
H3
d(R3) ≤ C‖f‖2

H3
d(R3)‖g‖

2
H3
d(R3) .

En remplaçant dans I ′′3 , ∂uiu′∂uB par ∂uiv′∂vB, nous déduisons que :

I ′′′3 ≤ C‖f‖2
H3
d(R3)‖g‖

2
H3
d(R3) .

Ainsi on a

I3 ≤ C‖f‖2
H3
d(R3)‖g‖

2
H3
d(R3) .

Des estimations de (I1), (I2) et (I3), nous déduisons que :∥∥∥(1 + |u|)d+1 1

u0
∂uiQ

+(f, g)
∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖2
H3
d(R3)‖g‖

2
H3
d(R3) ,

et par suite on a :∥∥∥∥(1 + |u|)d+1∂ui

(
1

u0
Q+(f, g)

)∥∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖2
H3
d(R3)‖g‖

2
H3
d(R3) .

Thèse de Doctorat. Marcelin Kenmogne Noumo c©UYI 2023



2.3 Inégalités fondamentales 53

(ii) Montrons que
∥∥∥(1 + |u|)d+1∂ui

(
1
u0
Q−(f, g)

) ∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) .

On a :

∂ui

(
1

u0
Q−(f, g)

)
=

1

u0
∂uiQ

−(f, g)− a2ui

(u0)3
Q−(f, g)

et

(1 + |u|)d+1∂ui
( 1

u0
Q−(f, g)

)
= (1 + |u|)d+1 1

u0
∂uiQ

−(f, g)− (1 + |u|)d+1 a
2ui

(u0)3
Q−(f, g) .

∥∥∥(1 + |u|)d+1∂ui
( 1

u0
Q−(f, g)

)∥∥∥
L2(R3)

≤
∥∥∥(1 + |u|)d+1 1

u0
∂uiQ

−(f, g)
∥∥∥
L2(R3)

+
∥∥∥(1 + |u|)d+1 a

2ui

(u0)3
Q−(f, g)

∥∥∥
L2(R3)

≤
∥∥∥(1 + |u|)d+1 1

u0
∂uiQ

−(f, g)
∥∥∥
L2(R3)

+
(1 + a)

a

∥∥∥(1 + |u|)d+1 1

u0
Q−(f, g)

∥∥∥
L2(R3)

≤
∥∥∥(1 + |u|)d+1 1

u0
∂uiQ

−(f, g)
∥∥∥
L2(R3)

+ C‖f‖H3(R3)‖g‖H3(R3) ,

car 1 + |u| ≤ (1 + a)u0 et a−2|ui| ≤ 1
a
u0.

Il nous reste à estimer
∥∥∥(1 + |u|)d+1 1

u0
∂uiQ

−(f, g)
∥∥∥
L2(R3)

.∥∥∥(1 + |u|)d+1 1

u0
∂uiQ

−(f, g)
∥∥∥2

L2(R3)

=

∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+1a−3

∫
R3

1

v0
dv

∫
S2

∂ui
(
f(u)g(v)B

)
dω

)2

du

=

∫
R3

1

(u0)2
(1 + |u|)2d+2a−6

(∫
R3×S2

1

v0

(
∂uif(u)g(v)B + f(u)g(v)∂ui [B]

)
dvdω

)2

du

≤ 2

a6

∫
R3

(1 + |u|)2d+2

(u0)2

(∫
R3×S2

∂uif(u)g(v)B

v0
dvdω

)2

du︸ ︷︷ ︸
T1

+
2

a6

∫
R3

(1 + |u|)2d+2

(u0)2

(∫
R3×S2

f(u)g(v)∂ui [B]

v0
dvdω

)2

du︸ ︷︷ ︸
T2

.

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, nous avons :

T1 ≤
2

a6

∫
R3

(1 + |u|)2d+2

(u0)2

(∫
R3×S2

|∂uif(u)|2|g(v)|2B
(v0)2

dvdω

∫
R3×S2

Bdvdω

)
du ,

et faisant usage des hypothèses (1.5.14), nous avons :

T1 ≤
C

a6

∫
R3×R3

(1 + |u|)2d|∂uif(u)|2|g(v)|2

(u0v0)2
(1 + |u|)2dudv

≤ C(1 + a)2

a6

(∫
R3

(1 + |u|)2d|∂uif(u)|2dudv
)(∫

R3

(1 + |v|)2d|g(v)|2dudv
)

≤ C‖∂uif‖2
L2
d(R3)‖g‖

2
L2
d(R3) .
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D’oú

T1 ≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) ,

Pour ce qui est de T2, nous avons vu que ∂ui [B] = ∂uiB + ∂uiu
′∂uB + ∂uiv

′∂uB,

T2 =

∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+1a−3

∫
R3×S2

1

v0
|f(u)g(v)∂ui [B]|dωdv

)2

du

=

∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+1a−3

∫
R3×S2

1

v0
|f(u)g(v)[∂uiB + ∂uiu

′∂uB + ∂uiv
′∂uB]|dωdv

)2

du

≤ 3

{∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+1a−3

∫
R3×S2

1

v0
|f(u)g(v)∂uiB|dωdv

)2

du︸ ︷︷ ︸
(T ′2)

+

∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+1a−3

∫
R3×S2

1

v0
|f(u)g(u)∂uiu

′∂uB|dωdv
)2

du︸ ︷︷ ︸
(T ′′2 )

+

∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+1a−3

∫
R3×S2

1

v0
|f(u)g(v)∂uiv

′∂uB|dωdv
)2

du︸ ︷︷ ︸
(T ′′′2 )

}
.

• T ′2 =

∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+1a−3

∫
R3×S2

1

v0
|f(u)g(v)∂uiB|dωdv

)2

du

=

∫
R3

1

(u0)2
(1 + |u|)2d+2a−6

(∫
R3×S2

|f(u)||g(v)||∂uiB|
1
2

v0
|∂uiB|

1
2dωdv

)2

du .

En appliquant l’inégalité de Cauchy Schwartz, nous avons :

T ′2 ≤
C

a6

∫
R3

(1 + |u|)2d+2

(u0)2

(∫
R3×S2

|f(u)|2|g(v)|2|∂uiB|
(v0)2

dvdω

)(∫
R3×S2

|∂uiB|dvdω
)
du ,

et faisant usage des hypothèses (1.5.14) sur B, nous avons :

T ′2 ≤
C

a6

∫
S2

(∫
R3×R3

|f(u)|2|g(v)|2(1 + |u|)2d (1 + |v|)2

u0v0

dudv

u0v0

)
dω

≤ C(1 + a)2

a6

∫
R3

(1 + |u|)2d|f(u)|2du
∫
R3

(1 + |v|)2d|g(v)|2dv

≤ C‖f‖2
L2
d(R3)‖g‖

2
L2
d(R3) .

D’où

T ′2 ≤ C‖f‖2
H3
d(R3)‖g‖

2
H3
d(R3) .
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• T ′′2 =

∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+1a−3

∫
R3×S2

1

v0
|f(u)g(v)∂uiu

′∂uB|dωdv
)2

du

≤
∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+1a−3

∫
R3×S2

16u0(v0)3

v0
|f(u)g(v)∂uB|dωdv

)2

du

≤ 16

a6

∫
R3

1

(u0)2
(1 + |u|)2d+2

(∫
R3×S2

|f(u)||g(v)||∂uB|
1
2

√
v0

(1 + |v|)
5
2 |∂uiB|

1
2dωdv

)2

du .

En appliquant l’inégalité de Cauchy Schwartz, nous avons :

T ′′2 ≤
16

a6

∫
R3

(1+|u|)2d+2

(∫
R3×S2

|f(u)|2|g(v)|2|∂uB|
v0

dvdω

)(∫
R3×S2

(1+|v|)5|∂uB|dvdω
)
du ,

et faisant usage des hypothèses (1.5.14) sur B, nous avons :

T ′′2 ≤
C

a6

∫
S2

(∫
R3×R3

|f(u)|2|g(v)|2(1 + |u|)2ddudv

v0

)
dω .

donc

T ′′2 ≤ C

a6

∫
R3

(1 + |u|)2d|f(u)|2du
∫
R3

(1 + |v|)2d|g(v)|2dv

≤ C

a6
‖f‖2

L2
d(R3)‖g‖

2
L2
d(R3) .

D’où

T ′′2 ≤ C‖f‖2
H3
d(R3)‖g‖

2
H3
d(R3) .

En remplaçant dans T ′′2 , ∂uiu′∂uB par ∂uiv′∂vB, nous déduisons que :

T ′′′2 ≤ C‖f‖2
H3
d(R3)‖g‖

2
H3
d(R3) .

Ainsi on a

T2 ≤ C‖f‖2
H3
d(R3)‖g‖

2
H3
d(R3) .

Des estimations de (T1) et (T2), nous déduisons que :∥∥∥(1 + |u|)d+1 1

u0
∂uiQ

−(f, g)
∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖2
H3
d(R3)‖g‖

2
H3
d(R3) ,

et par suite nous avons :∥∥∥(1 + |u|)d+1∂ui

(
1

u0
Q−(f, g)

)∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) .
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Donc∥∥∥∥(1 + |u|)d+1∂ui

(
1

u0
Q(f, g)

)∥∥∥∥
L2(R3)

≤
∥∥∥∥(1 + |u|)d+1∂ui

(
1

u0
Q+(f, g)

)∥∥∥∥
L2(R3)

+

∥∥∥∥(1 + |u|)d+1∂ui

(
1

u0
Q−(f, g)

)∥∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) .

D’où la Proposition 2.4. 2

Proposition 2.5. Soit f, g ∈ H3
d(R3), alors :∥∥∥(1 + |u|)d+2∂2

uiuj

(
1

u0
Q(f, g)

)∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) . (2.3.8)

Preuve: Il suffit de montrer que∥∥∥(1 + |u|)d+2∂2
uiuj

(
1

u0
Q+(f, g)

)∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) . (2.3.9)

et ∥∥∥(1 + |u|)d+2∂2
uiuj

(
1

u0
Q−(f, g)

)∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) . (2.3.10)

(i) Nous montrons d’abord que
∥∥∥(1+|u|)d+2∂2

uiuj

(
1
u0
Q+(f, g)

) ∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) .

Rappelons que :

∂ui

(
1

u0
Q+(f, g)

)
=

1

u0
∂uiQ

+(f, g)− a−2ui

(u0)3
Q+(f, g) ,

donc

∂2
uiuj

(
1

u0
Q+(f, g)

)
= ∂uj

( 1

u0
∂uiQ

+(f, g)
)
− ∂uj

(a−2ui

(u0)3
Q+(f, g)

)
=

1

u0
∂2
uiujQ

+(f, g)− a−2uj

(u0)3
∂uiQ

+(f, g)− a−2ui

(u0)3
∂ujQ

+(f, g)

−
a−2δij
(u0)3

Q+(f, g) + 3
a−4uiuj

(u0)5
Q+(f, g).

(1 + |u|)d+2∂2
uiuj

(
1

u0
Q+(f, g)

)
= (1 + |u|)d+2∂

2
uiujQ

+(f, g)

u0
− a−2uj(1 + |u|)

(u0)2

(1 + |u|)d+1∂uiQ
+(f, g)

u0

+ (1 + |u|)2
3a−4uiuj − a−2δij(u

0)2

(u0)4

(1 + |u|)dQ+(f, g)

u0

− a−2ui(1 + |u|)
(u0)2

(1 + |u|)d+1∂ujQ
+(f, g)

u0
.
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Or nous avons :∣∣∣a−2uj(1 + |u|)
(u0)2

∣∣∣ ≤ 1 + a

a
≤ 2 et

∣∣∣(1 + |u|)2(3a−4uiuj − a−2δij(u
0)2)

(u0)4

∣∣∣ ≤ 4(1 + a)2

a2
≤ 16 ,

donc :∥∥∥∥(1 + |u|)d+2∂2
uiuj

( 1

u0
Q+(f, g)

)∥∥∥∥
L2

≤
∥∥∥∥(1 + |u|)d+2∂2

uiujQ
+(f, g)

u0

∥∥∥∥
L2

+4

∥∥∥∥(1 + |u|)dQ+(f, g)

u0

∥∥∥∥
L2

+16

∥∥∥∥(1 + |u|)d+1∂uiQ
+(f, g)

u0

∥∥∥∥
L2

.

Au vu des estimations (2.3.3) et (2.3.4), il suffit d’estimer∥∥∥∥(1 + |u|)d+2∂2
uiujQ

+(f, g)

u0

∥∥∥∥
L2(R3)

.

Nous avons :∥∥∥∥ (1+|u|)d+2∂2
uiuj

Q+(f,g)

u0

∥∥∥∥2

L2(R3)

=

∫
R3

(
1

u0
(1+|u|)d+2a−3

∫
R3×S2

1

v0
∂2
uiuj

(
f(u′)g(v′)B

)
dvdω

)2

du .

Or

∂2
uiuj

(
f(u′g(v′)B)

)
= ∂uj

(
∂uiu

′∂u′f(u′)g(v′)B + f(u′)∂uiv
′∂v′g(v′)B + f(u′)g(v′)∂ui [B]

)
= ∂uj

(
∂uiu

′∂u′f(u′)g(v′)B
)

+ ∂uj
(
f(u′)∂uiv

′∂v′g(v′)B
)

+∂uj
(
f(u′)g(v′)∂ui [B]

)
,

donc ∥∥∥(1 + |u|)d+2 1

u0
∂2
uiujQ

+(f, g)
∥∥∥2

L2(R3)

≤

{∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+2a−3

∫
R3×S2

1

v0

∣∣∂uj(∂uiu′∂u′f(u′)g(v′)B
)∣∣dωdv)2

du︸ ︷︷ ︸
α

+

∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+2a−3

∫
R3×S2

1

v0

∣∣∂uj(f(u′)∂uiv
′∂v′g(v′)B

)∣∣dωdv)2

du︸ ︷︷ ︸
θ

+

∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+2a−3

∫
R3×S2

1

v0

∣∣∂uj(f(u′)g(v′)∂ui [B]
)∣∣dωdv)2

du︸ ︷︷ ︸
γ

}
.

Estimation de α

α =

∫
R3

(
1

u0
(1 + |u|)d+2a−3

∫
R3×S2

1

v0

∣∣∂uj(∂uiu′∂u′f(u′)g(v′)B
)∣∣dvdω)2

du .
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Or

∂uj
(
∂uiu

′∂u′f(u′)g(v′)B
)

= ∂2
uiuju

′∂u′f(u′)g(v′)B + ∂uiu
′∂uju

′∂2
u′f(u′)g(v′)B

+∂uiu
′∂u′f(u′)∂ujv

′∂v′g(v′)B + ∂uiu
′∂u′f(u′)g(v′)∂ujB,

donc en posant :

J1 =

∫
R3

[ 1

u0
(1 + |u|)d+2a−3

∫
R3×S2

1

v0
|∂2
uiuju

′∂u′f(u′)g(v′)B|dvdω
]2

du;

J2 =

∫
R3

[ 1

u0
(1 + |u|)d+2a−3

∫
R3×S2

1

v0
|∂uju′∂uiu′∂2

u′f(u′)g(v′)B|dvdω
]2

du;

J3 =

∫
R3

[ 1

u0
(1 + |u|)d+2a−3

∫
R3×S2

1

v0
|∂uiu′∂u′f(u′)∂ujv

′∂v′g(v′)B|dvdω
]2

du;

J4 =

∫
R3

[ 1

u0
(1 + |u|)d+2a−3

∫
R3×S2

1

v0
|∂uiu′∂u′f(u′)g(v′)∂ujB|dvdω

]2

du;

il suffit d’estimer J1, J2, J3 et J4.

Estimation de J1

J1 =

∫
R3

[ 1

u0
(1 + |u|)d+2a−3

∫
R3×S2

1

v0
|∂2
uiuju

′∂u′f(u′)g(v′)B|dvdω
]2

du

≤ 1

a6

∫
R3

1

(u0)2
(1 + |u|)2d+4

[ ∫
R3×S2

64u0(v0)4

av0
|∂u′f(u′)g(v′)B|dvdω

]2

du

J1 ≤
C

a8

∫
R3

(1 + |u|)2d+4

[∫
R3×S2

(v0)
7
2 |∂u′if(u′)g(v′)B

1
2 |B 1

2

√
v0

dvdω

]2

du .

En appliquant l’inégalité de Cauchy Schwartz, nous avons :

J1 ≤
C

a8

∫
R3

(1+|u|)2d+4

(∫
R3×S2

|∂u′if(u′)|2|g(v′)|2|B|
v0

dvdω

)(∫
R3×S2

(1+|v|)7|B|dvdω
)
du .

En faisant usage des hypothèses (1.5.14) et vu que
dudv
u0v0

= du′dv′

u′0v′0

u0 ≤ 2u′0v′0

1 + |u| ≤ (1 + a)(1 + |u′|)(1 + |v′|)

nous avons :

J1 ≤
C(1 + a)2d

a10

(∫
R3

(1 + |u′|)2d|∂u′if(u′)|2du′
)(∫

R3

(1 + |v′|)2d|g(v′)|2dv′
)

≤ C(1 + a)2d

a8

∥∥∂uf∥∥2

L2
d(R3)

∥∥g∥∥2

L2
d(R3)

.

D’oú :

J1 ≤ C
∥∥f∥∥2

H3
d(R3)

∥∥g∥∥2

H3
d(R3)

.
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Estimation de J2

J2 =

∫
R3

[ 1

u0
(1 + |u|)d+2a−3

∫
R3×S2

1

v0
|∂uiu′∂uju′∂2

u′f(u′)g(v′)B|dvdω
]2

du

≤ 1

a6

∫
R3

1

(u0)2
(1 + |u|)2d+4

[ ∫
R3×S2

(u0)2(v0)6

v0
|∂2
u′f(u′)g(v′)B|dvdω

]2

du

J2 ≤
1

a6

∫
R3

(1 + |u|)2d+4(u0)2

[∫
R3×S2

(1 + |v|) 11
2 |∂2

u′f(u′)g(v′)B
1
2 ||B| 12√

v0
dvdω

]2

du .

En appliquant l’inégalité de Cauchy Schwartz, Nous avons :

J2 ≤
1

a6

∫
R3

(1+|u|)2d+6

(∫
R3×S2

|∂2
u′f(u′)|2|g(v′)|2|B|

v0
dvdω

)(∫
R3×S2

(1+|v|)11|B|dvdω
)
du .

En faisant usage des hypothèses (1.5.14) sur B et vu que
dudv
u0v0

= du′dv′

u′0v′0

u0 ≤ 2u′0v′0

1 + |u| ≤ (1 + a)(1 + |u′|)(1 + |v′|) ,

nous avons :

J2 ≤
C(1 + a)2d

a6

(∫
R3

(1 + |u′|)2d|∂2
u′f(u′)|2du′

)(∫
R3

(1 + |v′|)2d|g(v′)|2dv′
)

≤ C(1 + a)2d

a6

∥∥∂2
u′f
∥∥2

L2
d(R3)

∥∥g∥∥2

L2
d(R3)

.

D’oú :

J2 ≤
∥∥f∥∥2

H3
d(R3)

∥∥g∥∥2

H3
d(R3)

.

Estimation de J3

J3 =

∫
R3

[ 1

u0
(1 + |u|)d+2a−3

∫
R3×S2

1

v0
|∂uiu′∂u′f(u′)∂ujv

′∂v′g(v′)B|dvdω
]2

du

≤ 1

a6

∫
R3

1

(u0)2
(1 + |u|)2d+4

[ ∫
R3×S2

(u0)2(v0)6

v0
|∂u′f(u′)∂v′g(v′)B|dvdω

]2

du

≤ 1

a6

∫
R3

(1 + |u|)2d+4(u0)2

[∫
R3×S2

(1 + |v|) 11
2 |∂u′f(u′)∂v′g(v′)B

1
2 ||B| 12√

v0
dvdω

]2

du .

En appliquant l’inégalité de Cauchy Schwartz, Nous avons :

J3 ≤ 1
a6

∫
R3

(1+|u|)2d+6

(∫
R3×S2

|∂u′f(u′)|2|∂u′g(v′)|2|B|
v0

dvdω

)(∫
R3×S2

(1+|v|)11|B|dvdω
)
du .

En faisant usage des hypothèses (1.5.14) sur B et vu que
dudv
u0v0

= du′dv′

u′0v′0

u0 ≤ 2u′0v′0

1 + |u| ≤ (1 + a)(1 + |u′|)(1 + |v′|) ,
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nous avons :

J3 ≤
C(1 + a)2d

a6

(∫
R3

(1 + |u′|)2d+2|∂u′f(u′)|2du′
)(∫

R3

(1 + |v′|)2d+2|∂v′g(v′)|2dv′
)

≤ C(1 + a)2d

a6

∥∥f∥∥2

H3
d(R3)

∥∥g∥∥2

H3
d(R3)

.

D’oú :

J3 ≤ C
∥∥f∥∥2

H3
d(R3)

∥∥g∥∥2

H3
d(R3)

.

Estimation de J4

J4 =

∫
R3

[ 1

u0
(1 + |u|)d+2a−3

∫
R3×S2

1

v0
|∂uiu′∂u′f(u′)g(v′)∂ujB|dvdω

]2

du

≤ 1

a6

∫
R3

1

(u0)2
(1 + |u|)2d+4

[ ∫
R3×S2

u0(v0)3

v0
|∂u′f(u′)g(v′)∂ujB|dvdω

]2

du

≤ 1

a6

∫
R3

(1 + |u|)2d+4

[∫
R3×S2

(1 + |v|) 5
2 |∂u′f(u′)g(v′)B

1
2 ||∂ujB|

1
2

√
v0

dvdω

]2

du .

En appliquant l’inégalité de Cauchy Schwartz, nous avons :

J4 ≤ 1
a6

∫
R3

(1+|u|)2d+4

(∫
R3×S2

|∂u′f(u′)|2|g(v′)|2|∂ujB|
v0

dvdω

)(∫
R3×S2

(1+|v|)5|∂ujB|dvdω
)
du .

En faisant usage des hypothèses (1.5.14) sur B et vu que
dudv
u0v0

= du′dv′

u′0v′0

u0 ≤ 2u′0v′0

1 + |u| ≤ (1 + a)(1 + |u′|)(1 + |v′|) ,

nous avons :

J4 ≤
C(1 + a)2d

a6

(∫
R3

(1 + |u′|)2d|∂u′if(u′)|2du′
)(∫

R3

(1 + |v′|)2d|g(v′)|2dv′
)

≤ C(1 + a)2d

a6

∥∥f∥∥2

H3
d(R3)

∥∥g∥∥2

H3
d(R3)

.

D’oú :

J4 ≤ C
∥∥f∥∥2

H3
d(R3)

∥∥g∥∥2

H3
d(R3)

.

Nous déduisons des estimations de J1, J2, J3 et J4 que :

α ≤ C
∥∥f∥∥2

H3
d(R3)

∥∥g∥∥2

H3
d(R3)

.

En ce qui concerne les estimations de (θ) et (γ), nous combinons comme ci-dessus,

l’inégalité de Cauchy Schwartz et les hypothèses (1.5.14) sur B, pour montrer que :

θ ≤ C
∥∥f∥∥2

H3
d(R3)

∥∥g∥∥2

H3
d(R3)

,
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et

γ ≤ C
∥∥f∥∥2

H3
d(R3)

∥∥g∥∥2

H3
d(R3)

.

Ainsi, ∥∥∥∥(1 + |u|)d+2∂2
uiujQ

+(f, g)

u0

∥∥∥∥
L2(R3)

≤ C
∥∥f∥∥

H3
d(R3)

∥∥g∥∥
H3
d(R3)

,

et par suite∥∥∥(1 + |u|)d+2∂2
uiuj

( 1

u0
Q+(f, g)

)∥∥∥
L2(R3)

≤ C
∥∥f∥∥

H3
d(R3)

∥∥g∥∥
H3
d(R3)

.

(ii) Nous montrons enfin que
∥∥∥(1+|u|)d+2∂2

uiuj

(
1
u0
Q−(f, g)

)∥∥∥
L2(R3)

≤ C
∥∥f∥∥

H3
d(R3)

∥∥g∥∥
H3
d(R3)

.

De même que pour Q+(f, g), on a :

(1 + |u|)d+2∂2
uiuj

(
1

u0
Q−(f, g)

)
= (1 + |u|)d+2∂

2
uiujQ

−(f, g)

u0
− a−2uj(1 + |u|)

(u0)2

(1 + |u|)d+1∂uiQ
−(f, g)

u0

+ (1 + |u|)2
3a−4uiuj − a−2δij(u

0)2

(u0)4

(1 + |u|)dQ−(f, g)

u0

− a−2ui(1 + |u|)
(u0)2

(1 + |u|)d+1∂ujQ
−(f, g)

u0
.

donc :∥∥∥(1 + |u|)d+2∂2
uiuj

( 1

u0
Q−(f, g)

)∥∥∥
L2(R3)

≤
∥∥∥∥(1 + |u|)d+2∂2

uiujQ
−(f, g)

u0

∥∥∥∥
L2(R3)

+ 16

∥∥∥∥(1 + |u|)dQ−(f, g)

u0

∥∥∥∥
L2(R3)

+ 4

∥∥∥∥(1 + |u|)d+1∂uiQ
−(f, g)

u0

∥∥∥∥
L2(R3)

≤
∥∥∥∥(1 + |u|)d+2∂2

uiujQ
−(f, g)

u0

∥∥∥∥
L2(R3)

+ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3).

On a :∥∥∥∥ (1+|u|)d+2∂2
uiuj

Q−(f,g)

u0

∥∥∥∥2

L2(R3)

=

∫
R3

[ 1

u0
(1+|u|)d+2a−3

∫
R3×S2

1

v0
∂2
uiuj

(
f(u)g(v)B

)
dvdω

]2

du .

Or

∂2
uiuj

(
f(u)g(v)B

)
= ∂uj

(
∂uif(u)g(v)B + f(ū)g(v̄)∂uiB

)
= ∂2

uiujf(u)g(v)B + ∂uif(ū)g(v̄)∂ujB + ∂ujf(u)g(v)∂uiB + f(ū)g(v̄)∂2
uiujB ,
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donc en posant :
K1 =

∫
R3

[ 1

u0
(1 + |u|)d+2a−3

∫
R3×S2

1

v0
∂2
uiujf(u)g(v)Bdvdω

]2

du

K2 =

∫
R3

[ 1

u0
(1 + |u|)d+2a−3

∫
R3×S2

1

v0
∂uif(ū)g(v̄)∂ujBdvdω

]2

du

K3 =

∫
R3

[ 1

u0
(1 + |u|)d+2a−3

∫
R3×S2

1

v0
f(ū)g(v̄)∂2

uiujBdvdω
]2

du

on a : ∥∥∥∥(1 + |u|)d+2∂2
uiujQ

−(f, g)

u0

∥∥∥∥2

L2(R3)

≤ 4
(
K1 +K2 +K3

)
.

En appliquant l’inégalité de Cauchy Schwartz à K1, on a :

K1 =

∫
R3

[ 1

u0
(1 + |u|)d+2a−3

∫
R3×S2

1

v0
∂2
uiujf(u)g(v)Bdvdω

]2

du

≤ 1

a6

∫
R3

1

(u0)2
(1 + |u|)2d+4

(∫
R3×S2

|∂2
uiujf(u)|2|g(v)|2B

(v0)2
dvdω

)(∫
R3×S2

Bdvdω

)
du

≤ C

a6

∫
R3

1

(u0)2
(1 + |u|)2d+4

(∫
R3×S2

1

(v0)2
|∂2
uiujf(u)|2|g(v)|2dvdω

)
du ,

en faisant usage des hypothèses faites sur B.

Donc

K1 ≤
C

a6

∫
R3

(1 + |u|)2d+4|∂2
uiujf(u)|2du

∫
R3

|g(v)|2dv

≤ C‖f‖2
H3
d(R3)‖g‖

2
H3
d(R3) .

De même en utilisant les hypothèses faites sur B, on montre que :

K2 ≤ C‖f‖2
H3
d(R3)‖g‖

2
H3
d(R3) et K3 ≤ C‖f‖2

H3
d(R3)‖g‖

2
H3
d(R3) .

On déduit donc que :∥∥∥∥(1 + |u|)d+2∂2
uiujQ

−(f, g)

u0

∥∥∥∥2

L2(R3)

≤ C‖f‖2
H3
d(R3)‖g‖

2
H3
d(R3) ,

ce qui donne : ∥∥∥∥(1 + |u|)d+2∂2
uiujQ

−(f, g)

u0

∥∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) .

Par conséquent∥∥∥∥(1 + |u|)d+2∂2
uiuj

(
1

u0
Q(f, g)

)∥∥∥∥
L2(R3)

≤
∥∥∥∥(1 + |u|)d+2∂2

uiuj

(
1

u0
Q+(f, g)

)∥∥∥∥
L2(R3)

+

∥∥∥∥(1 + |u|)d+2∂2
uiuj

(
1

u0
Q−(f, g)

)∥∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) .
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D’où la Proposition 2.5 2

Proposition 2.6. Soit f, g ∈ H3
d(R3). Alors nous avons :∥∥∥∥(1 + |u|)d+3∂3

uiujuk

(
1

u0
Q(f, g)

)∥∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) . (2.3.11)

Preuve: Il suffit de montrer que∥∥∥∥(1 + |u|)d+3∂3
uiujuk

(
1

u0
Q+ (f, g)

)∥∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) . (2.3.12)

et ∥∥∥∥(1 + |u|)d+3∂3
uiujuk

(
1

u0
Q−(f, g)

)∥∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) . (2.3.13)

(i) Nous montrons d’abord que
∥∥∥(1+|u|)d+3∂3

uiujuk

(
1
u0
Q+(f, g)

) ∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) .

En dérivant par rapport á k, ∂2
uiuj

1
u0
Q+(f, g), on obtient :

(1 + |u|)d+3∂3
uiujuk

1

u0
Q+(f, g)

=
(1 + |u|)d+3∂3

uiujuk
Q+(f, g)

u0
− a−2uk(1 + |u|)

(u0)2

(1 + |u|)d+2∂2
uiujQ

+(f, g)

u0

−a
−2uj(1 + |u|)

(u0)2

(1 + |u|)d+2∂2
uiuk

Q+(f, g)

u0

−a
−2ui(1 + |u|)

(u0)2

(1 + |u|)d+2∂2
ujuk

Q+(f, g)

u0

−a−2
[(δik(u

0)3 − 3a−2u0ujuk)

(u0)5
(1 + |u|)2

](1 + |u|)d+1∂uiQ
+(f, g)

u0

−a−2
[(δik(u

0)3 − 3a−2u0uiuk)

(u0)5
(1 + |u|)2

](1 + |u|)d+1∂ujQ
+(f, g)

u0
(2.3.14)

−
a−2δij(1 + |u|)

(u0)2

(1 + |u|)d+2∂2
ujuk

Q+(f, g)

u0

+
a−4δiju

k(1 + |u|)3

(u0)6

(1 + |u|)dQ+(f, g)

u0

+3
a−4uiuj(1 + |u|)2

(u0)4

(1 + |u|)d+1∂ukQ
+(f, g)

u0

+3a−4
[(δiku

j(u0)5 + δjku
i(u0)5 − 5a−2(u0)3uiujuk)

(u0)9
(1 + |u|)3

](1 + |u|)dQ+(f, g)

u0

En remarquant que

∣∣∣a−2uk(1+|u|)
(u0)2

∣∣∣ ≤ 2,
∣∣∣a−2δij(1+|u|)

(u0)2

∣∣∣ ≤ 2∣∣∣a−4uiuj(1+|u|)2
(u0)4

∣∣∣ ≤ 4,
∣∣∣a−4δiju

k(1+|u|)3

(u0)6

∣∣∣ ≤ 8∣∣∣a−2
[

(δik(u0)3−3a−2u0ujuk)

(u0)5
(1 + |u|)2

∣∣∣ ≤ 16∣∣∣a−4
[

(δiku
j+δjku

i)(u0)5−5a−2(u0)3uiujuk)

(u0)9
(1 + |u|)3

]∣∣∣ ≤ 48
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et vu les estimations (2.3.3), (2.3.6) et (2.3.9, on a :∥∥∥(1 + |u|)d+3∂3
uiujuk

1

u0
Q+(f, g)

∥∥∥
L2(R3)

≤
∥∥∥∥(1 + |u|)d+3∂3

uiujuk
Q+(f, g)

u0

∥∥∥∥
L2(R3)

+ C‖f‖H3(R3)‖g‖H3(R3).

En faisant usage des hypothèses (1.5.14) sur B, et en suivant la même démarche que

dans les cas précédents, on montre que :∥∥∥∥(1 + |u|)d+3∂3
uiujuk

Q+(f, g)

u0

∥∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) .

D’ou l’on déduit :∥∥∥∥(1 + |u|)d+3∂3
uiujuk

( 1

u0
Q+(f, g)

)∥∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) .

(ii) De même en remplaçant dans (2.3.14) Q+ par Q− et vu les estimations (2.3.4), (2.3.7)

et (2.3.10), on a :∥∥∥(1 + |u|)d+3∂3
uiujuk

( 1

u0
Q−(f, g)

)∥∥∥
L2(R3)

≤
∥∥∥∥(1 + |u|)d+3∂3

uiujuk
Q−(f, g)

u0

∥∥∥∥
L2(R3)

+ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3).

Et en procédant de façon similaire comme dans les Propositions 2.3-2.5, on a :

∥∥∥∥(1 + |u|)d+3∂3
uiujuk

Q−(f, g)

u0

∥∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) .

Ce qui donne :∥∥∥(1 + |u|)d+3∂3
uiujuk

1

u0
Q−(f, g)

∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) .

De ce qui précède, on conclut que :∥∥∥∥(1 + |u|)d+3∂3
uiujuk

(
1

u0
Q(f, g)

)∥∥∥∥
L2(R3)

≤
∥∥∥∥(1 + |u|)d+3∂3

uiujuk

(
1

u0
Q+(f, g)

)∥∥∥∥
L2(R3)

+

∥∥∥∥(1 + |u|)d+3∂3
uiujuk

(
1

u0
Q−(f, g)

)∥∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) .

D’oú la Proposition 2.6. 2
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Proposition 2.7. Soit f, g ∈ H3
d(R3). Alors nous avons :∥∥∥ 1

u0
Q(f, g)

∥∥∥
H3
d(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) ; (2.3.15)

∥∥∥ 1

u0
Q(f, f)− 1

u0
Q(g, g)

∥∥∥
H3
d(R3)

≤ C
(
‖f‖H3

d(R3) + ‖g‖H3
d(R3)

)
‖f − g‖H3

d(R3) . (2.3.16)

Preuve:

(i) En ce qui concerne (2.3.15), les estimations (2.3.2), (2.3.5), (2.3.8) et (2.3.11) montrent

que

∀β ∈ N3, |β| ≤ 3,
∥∥∥(1 + |u|)d+|β|∂β

(
1

u0
Q(f, g)

)∥∥∥
L2(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) ,

donc ∥∥∥ 1

u0
Q(f, g)

∥∥∥
H3
d(R3)

≤ C‖f‖H3
d(R3)‖g‖H3

d(R3) .

Ce qui prouve (2.3.15).

(ii) Pour ce qui est de (2.3.16), nous avons, vu la bilinéarité de Q+ et de Q− :

1

u0
Q+(f, f)− 1

u0
Q+(g, g) =

1

u0
Q+(f, f − g) +

1

u0
Q+(f − g, g)

1

u0
Q−(f, f)− 1

u0
Q−(g, g) =

1

u0
Q−(f, f − g) +

1

u0
Q−(f − g, g) ,

ce qui donne vu les estimations (2.3.2)-(2.3.11)∥∥∥ 1

u0
Q+(f, f)− 1

u0
Q+(g, g)

∥∥∥
H3
d(R3)

≤ C
(
‖f‖H3

d(R3) + ‖g‖H3
d(R3)

)
‖f − g‖H3

d(R3) ,

et ∥∥∥ 1

u0
Q−(f, f)− 1

u0
Q−(g, g)

∥∥∥
H3
d(R3)

≤ C
(
‖f‖H3

d(R3) + ‖g‖H3
d(R3)

)
‖f − g‖H3

d(R3) .

Puisque Q = Q+ −Q−, on a :

1

u0
Q(f, f)− 1

u0
Q(g, g) =

[
1

u0
Q+(f, f)− 1

u0
Q+(g, g)

]
+

[
1

u0
Q−(g, g)− 1

u0
Q−(f, f)

]
,

et par conséquent∥∥∥ 1

u0
Q(f, f)− 1

u0
Q(g, g)

∥∥∥
H3
d(R3)

≤ C
(
‖f‖H3

d(R3) + ‖g‖H3
d(R3)

)
‖f − g‖H3

d(R3) .

D’où la relation 2.3.16. 2
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Remarque 2.6. Au vu de la preuve des Propositions 2.3-2.6, nous déduisons que si f, g ∈

Hk
d (R3), k = 1, 2, 3, 1

u0
Q(f, g) ∈ Hk

d (R3) et∥∥∥ 1

u0
Q(f, g)

∥∥∥
Hk
d (R3)

≤ C‖f‖Hk
d (R3)‖g‖Hk

d (R3) ; (2.3.17)

∥∥∥ 1

u0
Q(f, f)− 1

u0
Q(g, g)

∥∥∥
Hk
d (R3)

≤ C
(
‖f‖Hk

d (R3) + ‖g‖Hk
d (R3)

)
‖f − g‖Hk

d (R3) . (2.3.18)

2.4 Existence locale de la solution de l’équation de Boltz-

mann

2.4.1 Construction de la suite des itérées

Le lecteur peut se demander pourquoi on ne peut pas résoudre directement l’équation

(1.5.7) en introduisant son système caractéristique équivalent. Mais on ne sait pas comment

appliquer le théorème de Caucy-Lipschitz à ce système puisque l’équation en question est

une équation intégro-différentielle dans laquelle apparaît l’inconnu f et son intégrale. Pour

cette raison, nous avons choisi d’introduire un schéma itératif dans lequel la méthode des

caractéristiques est utilisée pour obtenir les solutions des équations linéare.

Nous considérons l’équation (1.5.7),

∂f

∂t
−
(
F 01

a

∫
R3

f(t, v)dv

) 3∑
i=1

∂f

∂ui
=

1

u0
Q(f, f) ,

avec la donnée initiale

f(0, ū) = f0 ∈ H3
d,r(R3) . (2.4.1)

et nous allons montrer que le problème de Cauchy résultant admet une unique solution dans

l’espace H3
d(0, T,R3), pour un certain T > 0.

Soit T > 0, f 0 la fonction définie sur [0, T ], par

f 0(t, u) = f0(u) .

Définissons la fonction f 1 comme solution de l’équation

∂f 1

∂t
−
(
F 01

a

∫
R3

f 0(t, v)dv

) 3∑
i=1

∂f 1

∂ui
=

1

u0
Q(f 0, f 0) ; (2.4.2)
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avec la donnée initiale

f 1(0) = f0

En effet l’équation (2.4.2) est équivalente (en prenant t comme paramètre et h1(t) = f 1(t, u(t)))

au système caractéristique :

(S1
c ) :


dui

dt
= −F 01

a

∫
R3

f0(v)dv i = 1, 2, 3

dh1

dt
= 1

u0
Q(f 0, f 0)

Par simple intégration, le système caractéristique (S1
c ) admet une unique solution (u, h1) de

classe C1 sur [0, T ], qui détermine une unique solution f 1 de l’équation (2.4.2) sur [0, T ].

Remarque 2.7. Etant donné que la fonction (t, u) 7−→ F 01

a

∫
R3 f

0(t, v)dv est bornée vu que :∣∣∣∣F 01

a

∫
R3

f 0(t, v)dv

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣F 01

a

∣∣∣∣ ‖f0‖H3
d,r

(R3) ≤ Cr

et que sa dérivée en u est nulle, l’équation (2.2.19) implique en appliquant le Corollaire 2.1

(prenant t0 = 0), que la solution f 1 vérifie l’inégalité :

e−δ1t‖f 1(t, ·)‖2
H3
d(R3) ≤ ‖f0‖2

H3
d(R3) + C1

∫ t

0

e−δ1s
∥∥∥ 1

u0
Q(f 0, f 0)(s, ·)

∥∥∥2

H3
d(R3)

ds . (2.4.3)

Nous déduisons de l’équation (2.4.3) vu (2.3.15) que :

‖f 1(t, ·)‖2
H3
d(R3) ≤

(
‖f0‖2

H3
d(R3) + C2

∫ t

0

∥∥f 0(s, ·)
∥∥4

H3
d(R3)

ds

)
eδ1t (2.4.4)

et puisque ‖f 0‖H3(R3) ≤ r, nous déduisons que la solution f 1 de l’équation (2.4.2) appartient

à C0
(
[0, T ), H3

d(R3)
)
∩ C1

(
[0, T ), H2

d(R3)
)
.

Si nous supposons connue fn ∈ C1
(
[0, T ], H3

d(R3)
)
, alors nous définissons fn+1 comme

étant l’unique solution de l’équation :

∂fn+1

∂t
−
(F 01

a

∫
R3

fn(t, v)dv
) 3∑
i=1

∂fn+1

∂ui
=

1

u0
Q(fn, fn) (2.4.5)

avec la donnée initiale

fn+1(0) = f0 .

Notons que la fonction (t, u) −→ F 01

a

∫
R3

fn(t, v)dv est bornée et que ses dérivées en u sont

nulles. Donc en vertu du Corollaire 2.1, la fonction fn+1 vérifie l’inégalité :

e−δt‖fn+1(t, ·)‖2
H3
d(R3) ≤ ‖f0‖2

H3
d(R3) + C1

∫ t

0

∥∥∥e−δs 1

u0
Q(fn, fn)(s, ·)

∥∥∥2

H3
d(R3)

ds ;
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qui donne vu (2.3.15),

‖fn+1(t, ·)‖2
H3
d(R3) ≤

(
‖f0‖2

H3
d(R3) + C2

∫ t

0

‖fn(s, ·)
∥∥4

H3
d(R3)

ds

)
eδ1t . (2.4.6)

D’où l’on déduit que la solution fn+1 de l’équation (2.4.5) est un élément de l’espace

C0
(
[0, T ), H3

d(R3)
)
∩ C1

(
[0, T ), H2

d(R3)
)
.

Nous avons donc construit une suite (fn) définie sur un intervalle [0, T [, T > 0 telle que :

fn ∈ C0
(
[0, T ), H3

d(R3)
)
∩ C1

(
[0, T ), H2

d(R3)
)
.

Nous allons maintenant donner quelques propriétés de la suite (fn)n que nous venons de

construire.

2.4.2 Propriétés de la suite des itérées

Proposition 2.8.

Soit f0 ∈ H3
d,r(R3), alors il existe T > 0 indépendant de n tel que la suite (fn) soit unifor-

mément bornée sur [0, T ], dans l’espace H3
d(R3).

Preuve:

Supposons que f0 ∈ H3
d,r(R3), alors ‖f0‖H3

d(R3) ≤ r. Nous allons montrer par récurrence que :

∀t ∈ [0, T ], ∀n ∈ N, ‖fn(t)‖H3
d(R3) ≤ 2r

pour T convenablement choisi.

• Pour n = 0, on bien ‖f 0‖H3
d(R3) ≤ r ≤ 2r.

• Soit n ∈ N, supposons que ∀k ≤ n, ‖fk(t)‖H3
d(R3) ≤ 2r et montrons que ‖fn+1(t)‖H3

d(R3) ≤

2r. D’après l’inégalité (4.1.3), on a :

‖fn+1(t, ·)‖2
H3
d(R3) ≤

(
‖f0‖2

H3
d(R3) + C2

∫ t

0

‖fn(s, ·)
∥∥4

H3
d(R3)

ds

)
eγ1t ;

et puisque ‖fn(t)‖H3
d(R3) ≤ 2r, on a :

‖fn+1(t, ·)‖2
H3
d(R3) ≤

(
‖f0‖2

H3
d(R3) + C2

∫ t

0

16r4ds

)
eγ1t ;

ce qui donne

‖fn+1(t, ·)‖2
H3
d(R3) ≤ eδ1t

(
‖f0‖2

H3
d(R3) + 16C2r

4t
)
.
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Or il existe t1 > 0, tel que : eδ1t ≤ 2, ∀t ∈ [0, t1] et t2 > 0 tel que 16C2r
2t ≤ 1 pour t ∈ [0, t2].

Ainsi en posant T = min(t1, t2), on a bien :

‖fn+1(t, ·)‖H3
d(R3) ≤ 2r .

2

Proposition 2.9. Soit f0 ∈ H3
d,r(R3). Alors les suites (fn) et (∂f

n

∂t
) sont de Cauchy respec-

tivement dans les espaces de Banach C0 ([0, T ];H2
d(R3)) et C0

(
[0, T ];H1

d(R3)
)
, pour T > 0

suffisamment petit.

Preuve: Notons que d’après l’équation (1.3.9), nous avons |F 01(t)| ≤ a−3|F 1(0)| < C.

1. Montrons que (fn) est de Cauchy dans l’espace C0
(
[0, T ];H2

d(R3)
)
.

De l’équation (2.4.5) on a :

∂(fn+1 − fn)

∂t
− F 01

a

(∫
R3

fn(t, v)dv
3∑
i=1

∂fn+1

∂ui
−
∫
R3

fn−1(t, v)dv
3∑
i=1

∂fn

∂ui

)
=

1

u0

[
Q(fn, fn)−Q(fn−1, fn−1)

]
qui sécrit encore :

∂(fn+1 − fn)

∂t
− F 01

a

∫
R3

fn(t, v)dv
3∑
i=1

∂(fn+1 − fn)

∂ui
(2.4.7)

=
1

u0

[
Q(fn, fn)−Q(fn−1, fn−1)

]
+
F 01

a

∫
R3

(
fn(t, v)− fn−1(t, v)

)
dv

3∑
i=1

∂fn

∂ui

En vertu de la Proposition 2.8, on a∥∥∥ 3∑
i=1

∂fn

∂ui

∥∥∥
H2
d(R3)

≤ ‖fn‖H3
d(R3) ≤ 2r ;

donc∣∣∣∣F 01

a

∫
R3

(
fn(t, v)− fn−1(t, v)

)
dv̄

3∑
i=1

∂fn

∂ui

∣∣∣∣ ≤ C

∫
R3

∣∣fn(t, v)− fn−1(t, v)
∣∣dv̄

≤ C‖fn − fn−1‖H2
d(R3) ;

avec C une constante dépendant de r, de a0 et F 01(0).

De plus d’après la relation 2.3.18 de la Remarque 2.6, on a :∥∥∥ 1

u0

[
Q(fn, fn)−Q(fn−1, fn−1)

]∥∥∥
H2
d(R3)

≤ C‖fn − fn−1‖H2
d(R3).
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Ainsi en appliquant le Corollaire (2.1) à l’équation (2.4.7), pour k = 2, (ceci est dû à

la présence de la dérivée en ui sur le second membre de cette équation) on a :

‖fn+1(t, ·)− fn(t, ·)‖2
H2
d(R3) ≤ C

∫ t

0

‖fn(s, ·)− fn−1(s, ·)‖2
H2
d(R3)ds. (2.4.8)

En prenant le sup sur [0, T ], on a :

|‖fn+1 − fn|‖2 ≤ CT |‖fn − fn−1|‖2 ;

ce qui donne :

|‖fn+1 − fn|‖ ≤
√
CT |‖fn − fn−1|‖ .

En choisissant T suffisamment petit de sorte CT < 1 et en posant α =
√
CT , on a

‖|fn+1 − fn‖| ≤ αn‖|f 1 − f 0‖| .

d’où l’on déduit que (fn) est de Cauchy dans C0
(
[0, T ];H2

d(R3)
)
.

2. Montrons que (∂f
n

∂t
) est de Cauchy dans l’espace C0

(
[0, T ];H1

d(R3)
)
.

De l’équation 2.4.7, vu que (fn) est bornée et vu la Remarque 2.6, on déduit que :∥∥∥∥∂(fn+1 − fn)

∂t

∥∥∥∥
H1
d(R3)

≤ C
(
‖fn+1 − fn‖H2

d(R3) + ‖fn − fn−1‖H1
d(R3)

)
.

Donc, ∥∥∥∥∣∣∣∣∂(fn+1 − fn)

∂t

∥∥∥∥∣∣∣∣
C0([0,T ];H1

d(R3))

≤ C
{
|‖fn+1 − fn|‖+ |‖fn − fn−1|‖

}
≤ Cαn−1|‖f 1 − f 0|‖ . (2.4.9)

avec 0 < α < 1.

On déduit que (∂f
n

∂t
) est de Cauchy dans l’espace C0

(
[0, T ];H1

d(R3)
)
.

Remarque 2.8. Notons que (fn) est une suite de Cauchy dans l’espace C0
(
[0, T ];H2

d(R3)
)
∩

C1
(
[0, T ];H1

d(R3)
)
.

Remarque 2.9. Nous notons pour l’utiliser plus tard que la suite
(
∂fn

∂t

)
est uniformément

bornée dans H2
d(R3). En effet :∥∥∥∥∂fn∂t (t, ·)
∥∥∥∥
H2
d(R3)

=

∥∥∥∥∥
(
F 01

a

∫
R3

fn−1(t, v)dv

) 3∑
i=1

∂fn

∂ui
+

1

u0
Q(fn−1, fn−1)

∥∥∥∥∥
H2
d(R3)

≤ C‖fn−1‖H3
d(R3)

(
‖fn‖H3

d(R3) + ‖fn−1‖2
H2
d(R3)

)
≤ C .

vu que (fn) est uniformément bornée dans C0
(
[0, T ];H3

d(R3)
)
.
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Nous allons à présent établir un résultat d’existence et d’unicité de la solution de l’équation

de Boltzmann. Nous aurons besoin pour cela de quelques résultats classiques concernant

l’espace de Sobolev H(s) avec s réel (voir [29] pour plus de détails).

2.4.3 Existence locale en temps

Définition 2.2. Soit n un entier naturel non nul, s un nombre réel. On désigne par S ′(Rn)

l’ensemble des distributions tempérées sur Rn. On dit qu’une fonction u ∈ H(s)(Rn) si u ∈

S ′(Rn) et sa tansformée de Fourier û est une fonction mesurable telle que (1 + |ξ|2)s/2û(ξ)

soit de carré intégrable. Si u ∈ H(s)(Rn), on pose

‖u‖(s) :=

(
1

(2π)n

∫
Rn

(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2d ξ
)1/2

,

ce qui défini une norme sur H(s)(Rn).

Remarque 2.10. H(s)(Rn) est un espace de Hilbert. Ce pendant, H(0)(Rn) = L2(Rn) et

H(s)(Rn) ≡ Hs(Rn) quand s est un entier naturel.

Nous rappelons cette importante inégalité en analyse fonctionnelle, appelée inégalité d’in-

terpolation.

Lemme 2.2. Soient s1, s2 et s3 trois réels tels que s1 < s2 < s3. Si u ∈ H(s3)(Rn), alors

nous avons l’inégalité

‖u‖(s2) ≤ ‖u‖
s3−s2
s3−s1
(s1) × ‖u‖

s2−s1
s3−s1
(s3) . (2.4.10)

Théorème 2.1. Soient r et d deux nombres réels positifs tels que d ∈
]

5
2
, 3
]
. Alors il existe

T > 0 tel que l’équation de Boltzmann (1.5.7) avec la donnée initiale f(0) = f0 ∈ H3
d,r(R3)

admet une unique solution f définie sur [0, T ] tel que :

f ∈ C1
(
[0, T ]× R3

)
.

De plus,

f ∈ H3(0, T,R3) et f(t, ·) est bornée uniformément en t dans H3
d(R3).

Preuve:
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1. Existence : Dans un premier temps, nous allons montrer que la suite (fn)n converge

dans l’espace C1
(
[0, T ]× R3

)
.

D’après la Proposition 2.9, la suite (fn)n est une suite de Cauchy dans l’espace de

Banach C0
(
[0, T ];H2

d(R3)
)
. Donc il existe une fonction f ∈ C0

(
[0, T ];H2

d(R3)
)
telle que

(fn)n converge vers f dans l’espace C0
(
[0, T ];H2

d(R3)
)
. Or l’espace C0

(
[0, T ];H2

d(R3)
)

s’injecte continûment dans C0
(
[0, T ];H2(R3)

)
, donc la suite (fn) est de Cauchy dans

l’espace C0
(
[0, T ];H2(R3)

)
.

D’après l’inégalité d’interpollation (2.4.10), pour tout réel s tel que 2 < s < 3 nous

avons :

‖fn(t, ·)− fp(t, ·)‖(s) ≤ ‖fn(t, ·)− fp(t, ·)‖s−2
H3(R3)‖f

n(t, ·)− fp(t, ·)‖3−s
H2(R3) . (2.4.11)

Puisque
(
fn(t, ·)

)
n
est uniformément bornée dansH3

d(R3) donc dansH3(R3), l’inégalité

(2.4.11) montre que
(
fn
)
n
est une suite de Cauchy dans C0

(
[0, T ];H(s)(R3)

)
pour tout

s ∈]2, 3[.

De même, puisque la suite
(
∂fn

∂t

)
est uniformément bornée (voir Remarque 2.9) et est

une suite de Cauchy dans C0
(
[0, T ];H1

d(R3)
)
, l’inégalité d’interpolation montre que(

∂fn

∂t

)
est une suite de Cauchy dans C0

(
[0, T ];H(s)(R3)

)
pour tout s ∈]1, 2[. Ainsi,

(fn) est une suite de Cauchy dans C0
(
[0, T ];H(s+1)(R3)

)
∩C1

(
[0, T ];H(s)(R3)

)
; 1 < s < 2.

(2.4.12)

Maintenant, d’aprés le théorème d’injection de Sobolev nous avons :

C0
(
[0, T ];H(s+1)(R3)

)
∩ C1

(
[0, T ];H(s)(R3)

)
↪→ C1

b ([0, T ]× R3) pour tout s >
3

2
.

Donc en choisissant en particulier s dans (2.4.12) tel que 3
2
< s < 2, nous déduisons

que (fn) est une suite de Cauchy dans C1
b ([0, T ] × R3) qui est un espace de Banach

et par conséquent converge vers une fonction f̃ dans C1
b ([0, T ] × R3) et l’injection

C0([0, T ];H2
d(R3)) ↪→ C0([0, T ]×R3) montre que f = f̃ . Ce qui montre que la fonction

f est la limite de la suite (fn) dans C1
(
[0, T ]× R3

)
.

Dans un second temps, nous allons montrer que f est la solution de l’équation de

Boltzmann (1.5.7). Pour cela il suffit de montrer que :

∀t ∈ [0, T ],

∫
R3

fn(t, v)dv −→
∫
R3

f(t, v)dv et
1

u0
Q(fn, fn) −→ 1

u0
Q(f, f) .
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Nous avons :∣∣∣∣∣
∫
R3

fn(t, v)dv −
∫
R3

f(t, v)dv

∣∣∣∣∣ ≤
∫
R3

|fn(t, v)− f(t, v)|dv

≤ ‖fn(t, ·)− f(t, ·)‖H2
d(R3) .

Vu que ∀t ∈ [0, T ], (fn(t, ·)) converge vers f(t, ·) dans H2
d(R3), nous déduisons que∫

R3

fn(t, v)dv −→
∫
R3

f(t, v)dv, ∀t ∈ [0, T ] .

De même en utilisant (2.3.18), en remplacant f par fn et g par f , on a :

∥∥ 1

u0
Q(fn, fn)− 1

u0
Q(f, f)

∥∥
H2
d(R3)

≤ C
(
‖fn‖H2

d(R3) + ‖f‖H2
d(R3)

)
‖fn − f‖H2

d(R3)

≤ C
(

2r + ‖f‖H2
d(R3)

)
‖fn − f‖H2

d(R3) .

Vu que ∀t ∈ [0, T ], (fn(t, ·)) converge vers f(t, ·) dans H2
d(R3), nous déduisons que

1
u0n
Qn converge vers 1

u0
Q(f, f) dans l’espace H2

d(R3) et puisque H2
d(R3) ↪→ C0

b (R3), on

déduit que 1
u0n
Qn converge vers 1

u0
Q(f, f) dans C0

b (R3).

Ainsi, nous pouvons prendre la limite point par point dans l’Équation (2.4.5), ce qui

montre que la fonction f vérifie l’équation (1.5.7). Par conséquent f est une solution

locale de l’équation de Boltzmann (1.5.7).

2. Unicité : Supposons qu’il existe deux fonctions f1 et f2 solutions de l’équation de

Boltzmann (1.5.7) avec les mêmes données initiales f1(0, ·) = f2(0, ·) = f0. Alors on a :

∂f 1

∂t
− F 01

a

∫
R3

f 1(t, v)dv
3∑
i=1

∂f 1

∂ui
=

1

u0
Q(f 1, f 1) ,

et
∂f 2

∂t
− F 01

a

∫
R3

f 2(t, v)dv
3∑
i=1

∂f 2

∂ui
=

1

u0
Q(f 2, f 2) .

En soustrayant membre à membre ces deux équations, nous avons :

∂(f 2 − f 1)

∂t
− F 01

a

∫
R3

f 2(t, v)dv
3∑
i=1

∂(f 2 − f 1)

∂ui
(2.4.13)

=
1

u0

[
Q(f 2, f 2)−Q(f 1, f 1)

]
+
F 01

a

∫
R3

(
f 2(t, v)− f 1(t, v)

)
dv

3∑
i=1

∂f 2

∂ui
.
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Vu que ∥∥∥ 3∑
i=1

∂f 1

∂ui

∥∥∥
H2
d(R3)

≤ ‖f 1‖H3
d(R3) ≤ C ,

donc ∣∣∣∣F 01

a

∫
R3

(
f 2(t, v)− f 1(t, v)

)
dv̄

3∑
i=1

∂f 1

∂ui

∣∣∣∣ ≤ C

∫
R3

∣∣f 2(t, v)− f 1(t, v)
∣∣dv̄

≤ C‖f 2 − f 1‖H2
d(R3) .

De plus d’après la relation 2.3.18 de la Remarque 2.6, on a :∥∥∥ 1

u0

[
Q(f 2, f 2)−Q(f 1, f 1)

]∥∥∥
H2
d(R3)

≤ C‖f 2 − f 1‖H2
d(R3).

Ainsi en appliquant le Corollaire 2.1 à l’équation (2.4.13) pour k = 2, on a :

‖f 2(t, ·)− f 1(t, ·)‖2
H2
d(R3) ≤ C

∫ t

0

‖f 2(s, ·)− f 1(s, ·)‖2
H2
d(R3)ds .

L’application du lemme de Gronwall à cette dernière inégalité donne ‖f 2(t, ·)−f 1(t, ·)‖ =

0, ∀t ∈ [0, T ], d’où l’on déduit que f1 = f2.

3. Prouvons maintenant que f ∈ H3(0, T,R3). Il suffit de montrer que ∀t ∈ [0, T ], f(t, ·) ∈

H3
d(R3).

Rappelons que la suite (fn(t, ·)) est uniformément bornée dans l’espace de Hilbert

H3
d(R3). Or toute suite bornée dans un espace de Hilbert admet une sous suite fai-

blement convergente. (voir par exemple [10]). Donc il existe une sous suite (fnp(t, ·))

et une fonction g(t, ·) ∈ H3
d(R3) tel que (fnp(t, ·)) converge vers g(t, ·) dans H3

d(R3)

muni de sa topologie faible qui s’injecte continûment dans H2
d(R3) muni de sa topolo-

gie faible. De plus, rappelons que la suite (fn(t, ·))n converge vers f(t, ·) dans l’espace

H2
d(R3), donc converge aussi dans H2

d(R3) muni de sa topologie faible. Puisque la to-

pologie faible est séparée, nous pouvons conclure que f(t, ·) = g(t, ·) et par suite que

f(t, ·) ∈ H3
d(R3), ∀t ∈ [0, T ]. De plus nous avons

‖f(t, ·)‖H3
d(R3) ≤ lim inf ‖fnp(t, ·)‖H3

d(R3) ≤ C, ∀t ∈ [0, T ] . (2.4.14)

2
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Chapitre Trois

SOLUTION DU SYSTEME COUPLE

EINSTEIN-MAXWELL-

BOLTZMANN-CHAMP SCALAIRE

MASSIF

Dans ce chapitre, il est question de prouver un résultat d’existence locale et globale de la

solution du système Einstein- Maxwell-Boltzmann-Champ scalaire. Nous rappelons que ce

système s’écrit :

(S)



3
(
ȧ
a

)2

− ∧ = 8πa−3

∫
R3

v0f(t, v)dv + 12πa2(F 01)2 − 8πθ00 + 4π(Φ̇2 +m2Φ2)

−2 ä
a
−
(
ȧ
a

)2

+ ∧ = 8πa−5

∫
R3

|v1|2

v0
f(t, v)dv + 4πa2(F 01)2 + 4π(Φ̇2 −m2Φ2)

Ḟ 01 + 3 ȧ
a
F 01 = 0

θ̇00 + 3 ȧ
a
θ00 = −ρ2

Φ̇
[
Φ̈ + 3

(
ȧ
a

)
Φ̇ +m2Φ

]
= −ρ2

∂f
∂t
−
(
F 01

a

∫
R3

f(t, v)dv

)
3∑
i=1

∂f
∂ui

= 1
u0
Q(f, f)

ρ étant une constante positive non nulle.

Nous rappelons également que la première équation de (S) à savoir

3
( ȧ
a

)2

− ∧ = 8πa−3

∫
R3

v0f(t, v)dv + 12πa2(F 01)2 − 8πθ00 + 4π(Φ̇2 +m2Φ2) (3.0.1)

est la contrainte Hamiltonienne qui sera considérée comme une équation auxilliaire et fournira

les propriétés aux équations d’évolution d’Einstein. Cette équation est vérifiée partout si elle
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est vérifiée en t = 0, c’est-à-dire si les données intiales vérifient les contraintes :
3
(
ȧ0
a0

)2

− ∧ = 8πa−3
0

∫
R3

v0f0(v)dv + 12πa2
0(F 01(0))2 − 8πθ00(0) + 4π(Φ̇2

0 +m2Φ2
0)

avec a0 = a(0); ȧ0 = ȧ(0); f0(v) = f(0, v); Φ0 = Φ(0); Φ̇0 = Φ̇(0)
.

(3.0.2)

Nous supposons désormais (3.0.2) et par conséquent, (3.0.1) est résolue et sera considérée

comme une relation entre les fonctions inconnues.

3.1 Changement des fonctions inconnues dans le système

Einstein-Maxwell-Boltzmann-Champ scalaire massif

Le but de cette section est d’écrire le système couplé (S) en un système d’équations de

premier ordre. Pour avoir un tel système du premier ordre, nous définissons de nouvelles

fonctions comme suit :

E =
1

a
, U =

ȧ

a
, ψ =

1

2
(Φ̇)2, Z = F 01, W = θ00 (3.1.1)

Remarque 3.1.

• Notons que l’équation en Φ de (S) impose que Φ̇ ne s’annule jamais, et puisque Φ̇ est

continue, Φ̇ garde un signe constant. Nous rechercherons Φ telle que :

Φ̇ > 0 et Φ(0) ≥ 0 ; (3.1.2)

Ce qui entraine nécessairement que :

Φ ≥ 0 (3.1.3)

• 
ψ = 1

2
(Φ̇)2 ⇐⇒ Φ̇ =

√
2ψ vu (3.1.3)

Ė = − ȧ
a2

= − ȧ
a
× 1

a
= −UE

U̇ = äa−(ȧ)2

a2
= ä

a
−
(
ȧ
a

)2

⇐⇒ ä
a

= U̇ + U2

Ainsi, le système (S) est équivalent au système :
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

Ė = −UE (3.1.4)

U̇ = −3

2
U2 +

∧
2
− 4πE5

∫
R3

|v1|2

v0
f(t, v)dv − 2π

E2
Z2 − 2π(2ψ −m2Φ2) (3.1.5)

Ẇ = −3UW − ρ2 (3.1.6)

Ż = −3UZ (3.1.7)

Φ̇ =
√

2ψ (3.1.8)

ψ̇ = −6Uψ −m2Φ
√

2ψ − ρ2 (3.1.9)

∂f

∂t
−
(
EZ

∫
R3

f(t, v)dv

) 3∑
i=1

∂f

∂ui
=

1

u0
Q(f, f) (3.1.10)

Le système (3.1.4)− (3.1.10) sera étudié avec les données initiales en t = 0 :
E(0) = E0 = 1

a0
, U(0) = U0 = ȧ0

a0
, W (0) = W0 < 0, Z(0) = Z0,

Φ(0) = Φ0 ≥ 0, ψ(0) = ψ0 ≥ 0, f(0, ·) = f0 ∈ H3
d,r(R3)

a0 = a(0) ≥ 1 ȧ0 = ȧ(0) > 0

(3.1.11)

Remarque 3.2. La contrainte initiale (3.0.2) s’écrit vu le changement de variable (3.1.1)

3U2
0 − ∧ = 8πE3

0

∫
R3

v0f0(v)dv + 12π
(Z0

E0

)2

− 8πW0 + 4π(2ψ0 +m2Φ2
0) (3.1.12)

Nous utiliserons les suites itératives pour prouver l’existence locale de la solution du

système (3.1.4)-(3.1.10).

3.2 Construction de la suite des itérées

Soit T > 0. Définissons sur [0, T ] les fonctions E0, U0, W 0, Z0, Φ0, ψ0 et f 0 par :

E0(t) = E0, U
0(t) = U0, W

0(t) = W0, Z
0(t) = Z0, Φ0(t) = Φ0, ψ

0(t) = ψ0 et f
0(t, u) = f0(u) .

Définissons E1, U1, W 1, Z1, Φ1, ψ1 et f 1 comme étant la solution du système différentiel :
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(S ′0 )



Ė1 = −U0E0 (3.2.1)

U̇1 = −3

2
(U0)2 +

∧
2
− 4π(E0)5

∫
R3

(v1)2

v0
0

f 0(t, v)dv − 2π
(Z0)2

(E0)2

−2π
(
2ψ0 −m2(Φ0)2

)
(3.2.2)

Ẇ 1 = −3U0W 0 − ρ2 (3.2.3)

Ż1 = −3U0Z0 (3.2.4)

Φ̇1 =
√

2ψ0 (3.2.5)

ψ̇1 = −6U0ψ0 −m2Φ0
√

2ψ0 − ρ2 (3.2.6)

∂f 1

∂t
−
(
E0Z0

∫
R3

f 0(t, v)dv

) 3∑
i=1

∂f 1

∂ui
=

1

u0
0

Q0 (3.2.7)

avec les données initiales (E1, U1, W 1, Z1, Φ1, ψ1, f 1)(0) = (E0, U0, W0, Z0, Φ0, ψ0, f0).

Où u0
0 =

√
1 + (E0)2|u|2 et Q0 désigne l’opérateur de collision Q défine avec E0, f 0 et

v0
0 =

√
1 + (E0)2|v|2.

En effet :

I Par intégration directe des équations (3.2.1)-(3.2.6), on obtient directement les fonc-

tions E1, U1, W 1, Z1, Φ1, ψ1.

I Pour ce qui est de (3.2.7), elle est équivalente (par la méthode des caractéristiques) au

système différentiel (où on a pris t comme paramètre et h(t) = f 1(t, u(t))) :

(S1
c ) :


dui

dt
= −E0Z0

∫
R3

f0(v)dv i = 1, 2, 3

dh
dt

= 1
u00
Q0(f 0, f 0)

Par simple intégration, le système caractéristique (S1
c ) admet une unique solution (u, h)

définie et de classe C1 sur l’intervalle [0, T ]. Ce qui fournit sur [0, T ], l’unique solution

f 1 de l’équation (3.2.7). D’où l’existence de la famille de fonctions

(E1, U1,W 1, Z1,Φ1, ψ1, f 1) ∈
(
C1
(
[0, T ],R

))6

× C1
(
[0, T ]× R3)

)
.

Remarque 3.3.

Etant donné que la fonction (t, u) 7−→ E0Z0

∫
R3

f 0(t, v)dv est bornée car

∣∣∣E0Z0

∫
R3

f 0(t, v)dv
∣∣∣ ≤ E0Z0‖f0‖H3

d,r
(R3) ≤ E0Z0r
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et que sa dérivée en u est nulle, d’après le Corollaire 2.1, l’inégalité (2.2.19) montre (en

remplaçant ut0 par f0, f par 1
u0
Q0 et u par f 1) que la fonction f 1 vérifie :

e−δ1t‖f 1(t, ·)‖2
H3
d(R3) ≤ ‖f0‖2

H3
d(R3) + C1

∫ t

0

e−δ1s
∥∥∥ 1

u0
0

Q0(s, ·)
∥∥∥2

H3
d(R3)

ds

où δ1 et C1 sont deux constantes positives qui dépendent de E0, |Z0| et r. Nous déduisons de

(4.1.3) que :

e−δ1t‖f 1(t, ·)‖2
H3
d(R3) ≤ ‖f0‖2

H3
d(R3) + C2

∫ t

0

e−δ1s
∥∥f 0(s, ·)

∥∥4

H3
d(R3)

ds ,

avec ici C2 est une constante positive qui dépend de E0, |Z0|, r et T . Puisque

f 0 = f0 ∈ H3
d,r(R3) nous déduisons que la solution f 1 de l’équation (3.2.7) vérifie pour tout

t ∈ [0, T ] :

‖f 1(t, ·)‖2
H3
d(R3) ≤ C

(
‖f0‖2

H3
d(R3) +

∫ t

0

‖f 0(s, ·)
∥∥4

H3
d(R3)

ds

)
≤ C

(
‖f0‖2

H3
d(R3) + T‖f0‖4

H3
d(R3)

)
(3.2.8)

≤ C(E0, Z0, r, T ) .

Ainsi la solution f 1 de l’équation (3.2.7) est un élément de l’espace C0
(
[0, T ), H3

d(R3)
)
∩

C1
(
[0, T ), H2

d(R3)
)
.

Supposons connue (En, Un,W n, Zn,Φn, ψn, fn) ∈
(
C1([0, T ],R)

)6

×C0
(
[0, T ), H3

d(R3)
)
∩

C1
(
[0, T ), H2

d(R3)
)
, et définissons (En+1, Un+1,W n+1, Zn+1,Φn+1, ψn+1, fn+1) comme étant

solution du système :

(S ′n ) :



Ėn+1 = −EnUn (3.2.9)

U̇n+1 = −3

2
(Un)2 +

∧
2
− 4π(En)5

∫
R3

(v1)2

v0
n

fn(t, v)dv − 2π
(Zn)2

(En)2

−2π
(
2ψn −m2(Φn)2

)
(3.2.10)

Ẇ n+1 = −3UnW n − ρ2 (3.2.11)

Żn+1 = −3UnZn (3.2.12)

Φ̇n+1 =
√

2ψn (3.2.13)

ψ̇n+1 = −6Unψn −m2Φn
√

2ψn − ρ2 (3.2.14)

∂fn+1

∂t
−
(
EnZn

∫
R3

fn(t, v)dv

) 3∑
i=1

∂fn+1

∂ui
=

1

u0
n

Qn (3.2.15)
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avec les données initiales

(En+1, Un+1, W n+1, Zn+1, Φn+1, ψn+1, fn+1)(0) = (E0, U0, W0, Z0, Φ0, ψ0, f0) .

où u0
n =

√
1 + |En|2|u|2 et Qn désigne l’opérateur de collision Q défini avec En, fn et

v0
n =

√
1 + (En)2|v|2.

Notons en vertu du Corollaire 2.1 que la solution fn+1 de l’équation (3.2.15) vérifie :

e−δ1t‖fn+1(t, ·)‖2
H3
d(R3) ≤ ‖f0‖2

H3
d(R3) + C1

∫ t

0

e−δ1s
∥∥∥ 1

u0
n

Qn(s, ·)
∥∥∥2

H3
d(R3)

ds

où δ1 et C1 sont deux constantes positives qui dépendent de E0, |Z0| et r. Nous déduisons de

(4.1.3) que :

e−δ1t‖fn+1(t, ·)‖2
H3
d(R3) ≤ ‖f0‖2

H3
d(R3) + C2

∫ t

0

e−δ1s
∥∥fn(s, ·)

∥∥4

H3
d(R3)

ds .

avec ici C2 est une constante positive qui dépend de E0, |Z0|, r et T . Puisque f 0 = f0 ∈

H3
d,r(R3) et fn ∈ C1

(
[0, T ), H3

d(R3)
)
, nous déduisons que la solution fn+1 de l’équation

(3.2.15) appartient à C1
(
[0, T ), H3

d(R3)
)
. Par conséquent

(En+1, Un+1,W n+1, Zn+1,Φn+1, ψn+1, fn+1) ∈ C1([0, T ]),R)6×C0
(
[0, T ), H3

d(R3)
)
∩C1

(
[0, T ), H2

d(R3)
)
.

Nous avons donc construit une suite (En, Un,W n, Zn,Φn, ψn, fn) définie sur un intervalle

[0, T ], pour T > 0 arbitraire telle que :

(En, Un,W n, Zn,Φn, ψn, fn) ∈
(
C1
(
[0, T ]),R

))6

×C0
(
[0, T ), H3

d(R3)
)
∩C1

(
[0, T ), H2

d(R3)
)
.

et nous voulons montrer que la suite (En, Un,W n, Zn,Φn, ψn, fn) converge vers une famille

de fonctions (E,U,W,Z,Φ, ψ, f) solution du système (3.1.5) − (3.1.11) sur un intervalle

maximal [0, T∗), T∗ > 0 étant à définir.

3.3 Existence locale de la solution du système couplé

Einstein-Maxwell-Boltzmann-Champ scalaire massif

Dans cette section, en utilisant les techniques d’estimation énergétique, nous allons établir

un théorème d’existence locale (théorème 3.1) du système Einstein-Maxwell-Boltzmann avec

un champ scalaire massif comme limite de la suite que nous venons de construire.
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3.3.1 Propriétés de la suite des itérés

Nous commençons cette section par montrer que la suite que nous venons de construire

est une suite uniformément bornée.

Proposition 3.1. Soit f0 ∈ H3
d,r(R3). Alors il existe T0 > 0, indépendant de n tel que la

suite (Xn) où

Xn = (En, Un,W n, Zn,Φn, ψn, fn)

soit uniformément bornée sur [0, T0].

Preuve: Posons

‖Xn(t)‖ = |En(t)|+ |Un(t)|+ |W n(t)|+ |Zn(t)|+ |Φn(t)|+ |ψn(t)|+ ‖fn(t, ·)‖H3
d(R3)

et

C0 = |E0|+ |U0|+ |W0|+ |Z0|+ |Φ0|+ |ψ0|+ 2r .

Nous allons montrer par récurrence qu’il existe T0 > 0 tel que : ‖Xn(t)‖ ≤ 2C0, ∀n ∈ N,

∀t ∈ [0, T0].

• Pour n = 0, on bien ‖X0‖ ≤ C0 ≤ 2C0.

• Soit n ∈ N, supposons que ∀k ≤ n, ‖Xk(t)‖ ≤ 2C0 et montrons que ‖Xn+1(t)‖ ≤ 2C0,

∀t ∈ [0, T0]. Le choix de T0 sera donné par la suite.

- En intégrant sur [0, t] l’équation (3.2.9), on a :

En+1(t) = E0 −
∫ t

0

En(s)Un(s)ds ;

ce qui donne

|En+1(t)| ≤ |E0|+ A1t (a)

où A1 > 0 est une constante positive qui depend de C0.

- En intégrant sur [0, t] l’équation (3.2.10), on a :

Un+1(t) = U0 +

∫ t

0

[
− 3

2
(Un)2 +

∧
2
− 4π(En)5

∫
R3

(v1)2

v0
n

fn(s, v)dv (3.3.1)

−2π
(Zn)2

(En)2
− 2π(2ψn +m2(φn)2)

]
ds

Or

Ėn = −Un−1En−1 =⇒ |Ėn| ≤ 4C2
0 =⇒ Ėn ≥ −4C2

0 .
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Par intégration sur [0, t], on a En(t) ≥ E0 − 4C2
0 t et puisque E0 > 0, il existe t1 > 0

tel que

∀t ∈ [0, t1], 4C2
0 t <

E0

2
.

Ainsi, 0 ≤ t ≤ t1 =⇒ En(t) ≥ E0

2
=⇒ 1

En(t)
≤ 2

E0
. L’Equation (3.3.2) donne alors vu

que ‖Xn(t)‖ ≤ 2C0 :

|Un+1(t)| ≤ C0 + A2t, 0 ≤ t ≤ t1 (b)

où A2 > 0 est une constante positive qui depend de C0.

- En intégrant sur [0, t] l’équation (3.2.11), on a :

W n+1(t) = W0 −
∫ t

0

(3Un(s)W n(s)− ρ2)ds ;

ce qui donne

|W n+1(t)| ≤ C0 + A3t (c)

où A3 > 0 est une constante positive qui depend de C0.

- En intégrant sur [0, t] l’équation (3.2.12), on a :

Zn+1(t) = Z0 − 3

∫ t

0

Un(s)Zn(s)ds

Ce qui donne

|Zn+1(t)| ≤ C0 + A4t (d)

où A4 > 0 est une constante positive qui depend de C0.

- En intégrant sur [0, t] l’équation (3.2.13), on a :

Φn+1(t) = Φ0 +

∫ t

0

√
2ψn(s)ds ;

ce qui donne

|Φn+1(t)| ≤ C0 + A5t (e)

où A5 > 0 est une constante positive qui depend de C0.

- En intégrant sur [0, t] l’équation (3.2.14), on a :

ψn+1(t) = ψ0 −
∫ t

0

(6Un(s)ψn(s) +m2Φn(s)
√

2ψn(s)− ρ2)ds ;

ce qui donne
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|ψn+1(t)| ≤ C0 + A6t (f)

où A6 > 0 est une constante positive qui depend de C0.

- Nous allons maintenant utiliser le Corollaire 2.1 pour obtenir une majoration de ‖fn+1‖H3
d(R3).

Observons que l’équation (3.2.15) est de la forme (2.2.1) avec a = a(t) = EnZn
∫
R3 f(t, v̄)dv̄,

b = 0 et d’après l’hypothèse de récurrence, on a :∣∣∣∣EnZn

∫
R3

fn(t, v̄)dv̄

∣∣∣∣ ≤ 4C2
0‖fn(t, ·)‖L1(R3) ≤ 4C2

0‖fn(t, ·)‖H3
d(R3) ≤ C(C0) .

Ainsi en appliquant le Corollaire 2.1 (avec κ = C(C0); k = n = 3) à l’Equation (3.2.15)

et faisant usage de (2.3.15), nous obtenons

‖fn+1(t, ·)‖2
H3
d(R3) ≤

(
‖f0‖2

H3
d(R3) + C(C0)

∫ t

0

‖fn(s, ·)
∥∥4

H3
d(R3)

ds

)
eδ1t ;

et puisque ‖Xn‖ ≤ 2C0, on déduit que

‖fn+1(t, ·)‖2
H3
d(R3) ≤

(
‖f0‖2

H3
d(R3) + C(C0)t

)
eδ1t .

Choisissant t2 > 0 tel que eδ1t < 4 ∀t ∈ [0, t2], il existe A7 > 0 dépendant de C0, tel

que ∀t ∈ [0, t2] :

‖fn+1(t, ·)‖H3
d(R3) ≤ 2‖f0‖H3

d(R3) + A7

√
t ≤ C0 + A7

√
t . (g)

Maintenant en additionnant les inégalités (a)-(g), nous avons

‖Xn+1(t)‖ ≤ C0 +
( 7∑
i=1

Ai

)
(t+
√
t), 0 ≤ t ≤ min(t1, t2) .

Finalement en choisissant t3 tel que 0 ≤ t ≤ t3 =⇒
( 7∑
i=1

Ai

)
(t+
√
t) ≤ C0, nous avons

en posant T0 = min(t1, t2, t3) :

‖Xn+1(t, ·)‖ ≤ 2C0, ∀t ∈ [0, T0] .

Nous pouvons donc conclure qu’il existe T0 > 0 tel que la suite (Xn) soit uniformément

bornée sur [0, T0].

2

Nous aurons besoin dans la suite des lemmes suivants.
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Lemme 3.1. Soit k ∈ N. Si f est une fonction définie sur R3 bornée ainsi que ses dérivées

jusqu’à l’ordre k et g une fonction appartenant a l’espace Hk
d (R3), alors fg ∈ Hk

d (R3) et

‖fg‖Hk
d (R3) ≤ C‖g‖Hk

d (R3)

ou C est une constante positive dépendant des bornes de f et de ses dérivées.

Lemme 3.2. Les fonctions ū 7→ u0n−1

u0n
et ū 7−→ |ū|2

(u0n+u0n−1)u0n
ainsi que leurs dérivées jusqu’à

l’ordre 2 sont uniformément bornées.

Preuve:

1. Montrons que la fonction ū 7→ u0n−1

u0n
ainsi que ses dérivées jusqu’à l’ordre 2 sont unifor-

méments bornées.

En remarquant que ∀n ∈ N, 0 < E0

2
≤ En ≤ 2C0, nous avons

u0
n−1

u0
n

=

√
1 + (En−1)2|ū|2√
1 + (En)2|ū|2

≤ C(C0, E0) ;

∣∣∣∣∂i(u0
n−1

u0
n

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(En−1)2ui

u0
n−1u

0
n

−
(En)2uiu0

n−1

(u0
n)3

∣∣∣∣ ≤ C(C0, E0) ;

et ∣∣∣∣∂2
ij

(
u0
n−1

u0
n

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(En−1)2δij
u0
nu

0
n−1

− 2
(En)2(En−1)2uiuj

(u0
n)3u0

n−1

− (En−1)4uiuj

u0
n(u0

n−1)3

−
δij(E

n)2u0
n−1

(u0
n)3

+ 3
(En)4uiuju0

n−1

(u0
n)5

∣∣∣∣
≤ C(C0) .

2. Montrons que la fonction u 7−→ |ū|2
(u0n+u0n−1)u0n

ainsi que ses dérivées jusqu’à l’ordre 2 sont

uniformément bornées.

• Puisque ∀n ∈ N, 0 < E0

2
≤ En ≤ 2C0 et u0

n =
√

1 + En|ū|2, nous déduisons que∣∣∣∣ |ū|2

(u0
n + u0

n−1)u0
n

∣∣∣∣ ≤ C(C0) . (3.3.2)

• pour i = 1, 2, 3 nous avons :

∂i

(
|ū|2

(u0
n−1 + u0

n)u0
n

)
=

2ui

(u0
n−1 + u0

n)u0
n

− (En−1)2ui|ū|2

(u0
n−1 + u0

n)2u0
n−1u

0
n

− (En)2ui|ū|2

(u0
n−1 + u0

n)2(u0
n)2
− (En)2ui|ū|2

(u0
n−1 + u0

n)(u0
n)3

. (3.3.3)
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Puisque ∀n ∈ N, 0 < E0

2
≤ En ≤ 2C0 et u0

n =
√

1 + En|ū|2, nous avons∣∣∣∣∂i( |ū|2

(u0
n−1 + u0

n)u0
n

) ∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 2ui

(u0
n−1 + u0

n)u0
n

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ (En−1)2ui|ū|2

(u0
n−1 + u0

n)2u0
n−1u

0
n

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ (En)2ui|ū|2

(u0
n−1 + u0

n)2(u0
n)2

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ (En)2ui|ū|2

(u0
n−1 + u0

n)(u0
n)3

∣∣∣∣
≤ C(C0) . (3.3.4)

Pour i, j = 1, 2, 3 nous avons vu 3.3.3 :

∂2
ij

(
|ū|2

(u0
n−1 + u0

n)u0
n

)
=

2δij
(u0

n−1 + u0
n)u0

n

− 2
(En−1)2uiuj

(u0
n−1 + u0

n)2u0
n−1u

0
n

− 2
(En)2uiuj

(u0
n−1 + u0

n)2(u0
n)2
− 2

(En)2uiuj

(u0
n−1 + u0

n)(u0
n)3

−
(En−1)2(δij|ū|2 + 2uiuj)

(u0
n−1 + u0

n)2u0
n−1u

0
n

−
(En)2(δij|ū|2 + 2uiuj)

(u0
n−1 + u0

n)2(u0
n)2

−
(En)2(δij|ū|2 + 2uiuj)

(u0
n−1 + u0

n)(u0
n)3

+
(En−1)4uiuj|ū|2

(u0
n−1 + u0

n)2(u0
n−1)3u0

n

+
(En−1)4uiuj|ū|2

(u0
n−1 + u0

n)3(u0
n−1)2u0

n

+
2(En)4uiuj|ū|2

(u0
n−1 + u0

n)3(u0
n)3

+
3(En)4uiuj|ū|2

(u0
n−1 + u0

n)(u0
n)5

+
4(EnEn−1)2uiuj|ū|2

(u0
n−1 + u0

n)3(u0
n)2u0

n−1

+
2(EnEn−1)2uiuj|ū|2

(u0
n−1 + u0

n)2(u0
n)3u0

n−1

+
3(En)4uiuj|ū|2

(u0
n−1 + u0

n)2(u0
n)4

.

Puisque ∀n ∈ N, 0 < E0

2
≤ En ≤ 2C0 et u0

n =
√

1 + En|ū|2, nous déduisons que∣∣∣∣∂2
ij

(
|ū|2

(u0
n−1 + u0

n)u0
n

) ∣∣∣∣ ≤ C(C0) . (3.3.5)

(3.3.2), (3.3.4) et (3.3.5) montrent que la fonction u 7−→ |ū|2
(u0n+u0n−1)u0n

est uniformément bornée.

2

Lemme 3.3. pour tout entier naturel non nul n, nous avons :∣∣∣∣|En|5
∫
R3

|v1|2

v0
n

fn(v)dv − |En−1|5
∫
R3

|v1|2

v0
n−1

fn−1(v)dv

∣∣∣∣ ≤ C(C0)
(
|En − En−1|+ ‖fn − fn−1‖H2

d(R3)

)
(3.3.6)

et ∥∥∥∥ 1

u0
n

Qn −
1

u0
n−1

Qn−1

∥∥∥∥
H2
d(R3)

≤ C(C0)
(
|En − En−1|+ ‖fn − fn−1‖H2

d(R3)

)
. (3.3.7)
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Preuve: Dans un premier temps, nous prouvons (3.3.6). Nous avons :∣∣∣∣|En|5
∫
R3

|v1|2

v0
n

fn(v)dv − |En−1|5
∫
R3

|v1|2

v0
n−1

fn−1(v)dv

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(|En|5 − |En−1|5
) ∫

R3

|v1|2

v0
n

fn(v)dv + |En−1|5
(∫

R3

|v1|2

v0
n

fn(v)− |v
1|2

v0
n−1

fn−1(v)

)
dv

∣∣∣∣
≤ C(C0)|En − En−1|+ |En−1|5

∣∣∣∣∫
R3

( 1

v0
n

− 1

v0
n−1

)
|v1|2fn(v)dv +

∫
R3

|v1|2

v0
n−1

(
fn − fn−1

)
(v)dv

∣∣∣∣
≤ C(C0)

(
|En − En−1|+ ‖fn − fn−1‖H2

d(R3)

)
.

Dans un second temps, nous prouvons (3.3.7). Notons que Qn désigne Q(En, fn, fn). Nous

avons :

1

u0
n

Qn −
1

u0
n−1

Qn−1 =
1

u0
n

(
Q(En, fn, fn)−Q(En−1, fn, fn)

)
+

(
1

u0
n

− 1

u0
n−1

)
Q(En−1, fn, fn)

+
1

u0
n−1

(
Q(En−1, fn, fn)−Q(En−1, fn−1, fn−1)

)
. (3.3.8)

En ce qui concerne le premier terme de (3.3.8), nous avons :

1

u0
n

(
Q(En, fn, fn)−Q(En−1, fn, fn)

)
=

1

u0
n

[
Q+(En, fn, fn)−Q+(En−1, fn, fn)

]
− 1

u0
n

[
Q−(En, fn, fn)−Q−(En−1, fn, fn)

]
=: (I) + (II) .

Commençons par estimer (I).

(I) =
1

u0
n

[ ∫
R3

(En)3

v0
n

dv

∫
S2

fn(t, u′)fn(t, v′)B(En, u, v, u′, v′)dω

−
∫
R3

(En−1)3

v0
n−1

dv

∫
S2

fn(t, u′)fn(t, v′)B(En−1, u, v, u′, v′)dω

]
=

1

u0
n

[ ∫
R3

(En)3

v0
n

dv

∫
S2

fn(t, u′)fn(t, v′)
(
B(En, u, v, u′, v′)−B(En−1, u, v, u′, v′)

)
dω

+

∫
R3

(
(En)3

v0
n

− (En−1)3

v0
n−1

)
dv

∫
S2

fn(t, u′)fn(t, v′)B(En−1, u, v, u′, v′)dω

]
= (I1) + (I2) .

Notons que

(En)3

v0
n

− (En−1)3

v0
n−1

=
(En)3

(
v0
n−1 − v0

n

)
+ v0

n

(
(En)3 − (En−1)3

)
v0
nv

0
n−1

=
(En)3 − (En−1)3

v0
n−1

+ (En)3

√
1 + (En−1)2|v|2 −

√
1 + (En)2|v|2

v0
nv

0
n−1

=
En − En−1

v0
n−1

[
(En)2 + EnEn−1 + (En−1)2 +

(En)3(En + En−1)|v|2

v0
n(v0

n + v0
n−1)

]
︸ ︷︷ ︸

: = ξn

;
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donc

(I2) =
(
En − En−1

) u0
n−1

u0
n

1

u0
n−1

∫
R3

ξn dv̄

v0
n−1

∫
S2

fn(t, u′)fn(t, v′)B(En−1, u, v, u′, v′)dω .

(3.3.9)

Etant donné que la fonction ū 7→ u0n−1

u0n
et ses dérivées jusqu’à l’ordre 2 sont uniforméments

bornées, le Lemme 3.1 implique que

‖(I2)‖H2
d(R3) ≤ |En−En−1|

∥∥∥∥ 1

u0
n−1

∫
R3

ξn dv̄

v0
n−1

∫
S2

fn(t, u′)fn(t, v′)B(En−1, u, v, u′, v′)dω

∥∥∥∥
H2
d(R3)

.

Puisque ξn est bornée et ne dépend pas de ū, nous obtenons en procédant comme dans la

preuve des Propositions 2.3-2.5, une estimation de la forme∥∥∥∥ 1

u0
n−1

∫
R3

ξn dv̄

v0
n−1

∫
S2

fn(t, u′)fn(t, v′)B(En−1, u, v, u′, v′)dω

∥∥∥∥
H2
d(R3)

≤ C‖fn‖2
H2
d(R3) ;

d’ou l’on déduit que

‖(I2)‖H2
d(R3) ≤ C|En − En−1| ‖fn‖2

H2
d(R3) ≤ C|En − En−1| . (3.3.10)

Pour obtenir une estimation pour la norme H2
d(R3) de (I1), nous procédons exactement

comme dans la preuve des Propositions 2.3-2.5. (Le terme B étant remplacé ici par la diffé-

rence
(
B(En, u, v, u′, v′) − B(En−1, u, v, u′, v′)

)
et on utilise les hypothèses 1.5.14 faites sur

B). Ce qui conduit à une estimation de la forme

‖(I1)‖H2
d(R3) ≤ C|En − En−1| ‖fn‖2

H2
d(R3) ≤ C|En − En−1| ; (3.3.11)

et par suite on a∥∥∥∥ 1

u0
n

[
Q+(En, fn, fn)−Q+(En−1, fn, fn)

]∥∥∥∥
H2
d(R3)

≤ C|En − En−1| .

De façon similaire, nous avons :

‖(II)‖H2
d(R3) =

∥∥∥∥ 1

u0
n

[
Q−(En, fn, fn)−Q−(En−1, fn, fn)

]∥∥∥∥
H2
d(R3)

≤ C|En − En−1| ;

et nous déduisons que :∥∥∥∥ 1

u0
n

[
Q(En, fn, fn)−Q(En−1, fn, fn)

]∥∥∥∥
H2
d(R3)

≤ C|En − En−1| . (3.3.12)
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En ce qui concerne le second terme de 3.3.8, nous avons :∥∥∥∥( 1

u0
n

− 1

u0
n−1

)
Q(En−1, fn, fn)

∥∥∥∥
H2
d(R3)

=

∥∥∥∥u0
n−1 − u0

n

u0
n

1

u0
n−1

Q(En−1, fn, fn)

∥∥∥∥
H2
d(R3)

=
∣∣(En−1)2 − (En)2

∣∣ ∥∥∥∥ |ū|2

(u0
n−1 + u0

n)u0
n

1

u0
n−1

Q(En−1, fn, fn)

∥∥∥∥
H2
d(R3)

≤ C
∣∣En−1 − En

∣∣ ∥∥∥∥ 1

u0
n−1

Q(En−1, fn, fn)

∥∥∥∥
H2
d(R3)

≤ C
∣∣En−1 − En

∣∣ ‖fn‖2
H2
d(R3)

≤ C
∣∣En−1 − En

∣∣ . (3.3.13)

où dans la première inégalité nous avons utilisé le fait que la fonction ū 7→ |ū|2
(u0n−1+u0n)u0n

et ses

dérivées jusqu’à l’ordre 2 sont bornées et appliqué le Lemme 3.1.

Pour le troisième terme de (3.3.8), nous appliquons directement la relation (2.3.18) pour

obtenir∥∥∥∥ 1

u0
n−1

[
Q(En−1, fn, fn)−Q(En−1, fn−1, fn−1)

]∥∥∥∥
H2
d(R3)

≤ C‖fn − fn−1‖H2
d(R3) . (3.3.14)

Finalement en additionnant (3.3.12)-(3.3.14) on obtient (3.3.7). Ce qui met fin à la preuve.

2

Proposition 3.2. Les hypothèses sont celles de la proposition précédente. Posons

Y n = (En, Un,W n, Zn,Φn, ψn)

alors les suite (Xn), (Y n) et (∂f
n

∂t
) sont des suites de Cauchy respectivement dans les espaces

de Banach
(
C0([0, T0];R)

)6 × C0
(
[0, T0];H2

d(R3)
)
, (C1([0, T0];R))6 et C0

(
[0, T0];H1

d(R3)
)

éventuelement pour un T0 petit.

Preuve: Dans ce qui suit, la constante C dépend uniquement de C0 et T0 et diffère d’une

ligne à l’autre.

1. Nous allons d’abord montrer que la suite (Xn) est de Cauchy dans
(
C0([0, T0];R)

)6 ×

C0
(
[0, T0];H2

d(R3)
)
.

• En intégrant l’équation (3.2.9) on obtient :

En+1(t)− En(t) =

∫ t

0

(
En(s)Un(s)− En−1(s)Un−1(s)

)
ds
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ce qui donne

|En+1(t)− En(t)| ≤ C(C0)

∫ t

0

(
|En(s)− En−1(s)|+ |Un(s)− Un−1(s)|

)
ds

d’où nous déduisons que

|En+1(t)−En(t)|2 ≤ C

∫ t

0

(
|En(s)−En−1(s)|2 + |Un(s)−Un−1(s)|2

)
ds . (3.3.15)

• De l’équation (3.2.10) nous avons :

Un+1(t)− Un(t) = −
∫ t

0

[
3

2

(
(Un(s))2 − (Un−1(s))2

)
+ 2π

(
(Zn)2(s)

(En)2(s)
− (Zn−1)2(s)

(En−1)2(s)

)
+ 4π(En)5(s)

∫
R3

|v1|2

v0
n

fn(s, v)dv

−4π(En−1)5(s)

∫
R3

|v1|2

v0
n−1

fn−1(s, v)dv

+ 4π
(
ψn(s)− ψn−1(s)

)
− 2πm2

(
(Φn(s))2 − (Φn−1(s))2

)]
ds ;

qui implique (vu (3.3.6)) que

|Un+1(t)− Un(t)| ≤ C

∫ t

0

[
|En(s)− En−1(s)|+ |Un(s)− Un−1(s)|+ |Zn(s)− Zn−1(s)|

+|Φn(s)− Φn−1(s)|+ |ψn(s)− ψn−1(s)|+ ‖fn(s, ·)− fn−1(s, ·)‖H2
d(R3)

]
ds .

Donc

|Un+1(t)− Un(t)|2 ≤ C

∫ t

0

[
|En(s)− En−1(s)|2 + |Un(s)− Un−1(s)|2

+ |Zn(s)− Zn−1(s)|2 + |Φn(s)− Φn−1(s)|2 (3.3.16)

+ |ψn(s)− ψn−1(s)|2 + ‖fn(s, ·)− fn−1(s, ·)‖2
H2
d(R3)

]
ds .

• De l’équation (3.2.11) on a :

W n+1(t)−W n(t) = 3

∫ t

0

(
Un(s)W n(s)− Un−1(s)W n−1(s)ds

)
;

ce qui donne

|W n+1(t)−W n(t)| ≤ C(C0)

∫ t

0

(
|Un(s)− Un−1(s)|+ |W n(s)−W n−1(s)|

)
ds.

(3.3.17)
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• De l’équation (3.2.12) on a :

Zn+1(t)− Zn(t) = 3

∫ t

0

(
Un(s)Zn(s)− Un−1(s)Zn−1(s)ds

)
ce qui donne

|Zn+1(t)−Zn(t)| ≤ C(C0)

∫ t

0

(
|Un(s)−Un−1(s)|+|Zn(s)−Zn−1(s)|

)
ds . (3.3.18)

• L’équation (3.2.13) donne :

Φn+1(t)−Φn(t) =

∫ t

0

(√
2ψn(s)−

√
2ψn−1(s)

)
ds = 2

∫ t

0

ψn(s)− ψn−1(s)√
2ψn(s) +

√
2ψn−1(s)

ds .

Afin de contrôler le dénominateur du terme de droite, nous utilisons l’équation

(3.2.14) qui est ψ̇n+1 = −6Unψn − m2Φn
√

2ψn − ρ2. Puisque la suite (Xn) est

uniformément bornée sur on [0, T0], nous avons |−6Unψn−m2Φn
√

2ψn−ρ2| ≤ C1

et donc,
dψn+1

dt
≥ −C1 .

Cette dernière inégalité montre que ψn+1(t) ≥ ψ0 − C1t. Puisque ψ0 > 0, nous

pouvons choisir T0 suffisamment petit de sorte que : 0 ≤ C1t ≤ ψ0

2
, ∀t ∈ [0, T0] et

obtenir ψn+1(t) ≥ ψ0

2
. Ainsi, on a ∀t ∈ [0, T0], 1√

2ψn+1(t)
≤ 1√

ψ0
. Nous déduisons

par conséquent l’existence d’une constante C > 0 telle que :

|Φn+1(t)− Φn(t)|2 ≤ C(C0)

∫ t

0

|ψn(s)− ψn−1(s)|2ds . (3.3.19)

• De l’équation (3.2.14) nous avons :

ψn+1(t)− ψn(t)

=

∫ t

0

[
6
(
Un(s)ψn(s)− Un−1(s)ψn−1(s)

)
+m2

(
Φn(s)

√
2ψn(s)

−Φn−1(s)
√
ψn−1(s)

)]
ds .

Puisque 1√
2ψn+1(t)

≤ 1√
ψ0
, nous déduisons qu’il existe une constante C > 0 telle

que :

|ψn+1(t)−ψn(t)|2 ≤ C

∫ t

0

(
|Un(s)−Un−1(s)|2+|Φn(s)−Φn−1(s)|2+|ψn(s)−ψn−1(s)|2

)
ds .

(3.3.20)
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• En fin, de l’équation (3.2.15) nous avons :

∂(fn+1 − fn)

∂t
+

(
EnZn

∫
R3

fn(t, v)dv

) 3∑
i=1

∂(fn+1 − fn)

∂ui

=

(
EnZn

∫
R3

fn(t, v)dv − En−1Zn−1

∫
R3

fn−1(t, v)dv

) 3∑
i=1

∂fn

∂ui

+

(
1

u0
n

Qn −
1

u0
n−1

Qn−1

)
. (3.3.21)

La suite (Xn) étant bornée, nous avons :∣∣∣∣En(t)Zn(t)

∫
R3

fn(t, v)dv − En−1(t)Zn−1(t)

∫
R3

fn−1(t, v)dv

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(En(t)− En−1(t))Zn(t)

∫
R3

fn(t, v)dv + (Zn(t)− Zn−1(t))En−1

∫
R3

fn(t, v)dv

+ En−1(t)Zn−1(t)

∫
R3

(fn − fn−1)(t, v)dv

∣∣∣∣
≤ C

(
|En(t)− En−1(t)|+ |Zn(t)− Zn−1(t)|+ ‖fn(t, ·)− fn−1(t, ·)‖H2

d(R3)

)
.

Puisque fn ∈ H3
d(R3), le premier terme du membre de droite de l’équation (3.3.21)

est un élément de H2
d(R3) et on a∥∥∥∥∥

(
En(t)Zn(t)

∫
R3

fn(t, v)dv − En−1(t)Zn−1(t)

∫
R3

fn−1(t, v)dv

) 3∑
i=1

∂fn

∂ui
(t, ·)

∥∥∥∥∥
H2

d(R3)

≤ C
(
|En(t)− En−1(t)|+ |Zn(t)− Zn−1(t)|+ ‖fn(t, ·)− fn−1(t, ·)‖H2

d(R3)

)
.(3.3.22)

De plus (voir l’Inégalité 3.3.3 du Lemme 3.3),∥∥∥∥ 1

u0
n

Qn −
1

u0
n−1

Qn−1

∥∥∥∥
H2

d(R3)

≤ C
(
|En − En−1|+ ‖fn − fn−1‖H2

d(R3)

)
.

Ainsi, en appliquant le Corollaire (2.1) à l’équation (3.3.21)
(
en prenant k = 2, u = fn+1 − fn,

ut0 = 0 et f égale au second membre de (3.3.21) dans l’Inégalité (2.2.19)
)

et faisant usage des

deux dernières estimations, nous avons :

‖fn+1(s, ·)− fn(s, ·)‖2H2
d(R3) (3.3.23)

≤ C

∫ t

0

(
|En(s)− En−1(s)|2 + |Zn(s)− Zn−1(s)|2 + ‖fn(s, ·)− fn−1(s, ·)‖2H2

d(R3)

)
ds .

Considérons l’espace

ΣT0 :=
(
C
(
[0, T0]),R

))6

× C
(
[0, T0], H2

d(R3)
)
.

Muni de la norme

|‖X|‖ :=
6∑
i=1

sup
0≤t≤T0

|Xi(t)|+ sup
0≤t≤T0

‖X7(t)‖H2
d(R3)
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où X = (Xi)1≤i≤7 ∈ ΣT0 , ΣT0 est un espace de Banach.

Nous allons montrer qu’il existe une constante α ∈]0, 1[ qui dépend uniquement de C0

et T0 tel que |‖Xn+1 −Xn|‖ ≤ α|‖Xn −Xn−1|‖ si T0 est assez petit.

En additionnant les inégalités (3.3.15)-(3.3.20) et (3.3.23) nous avons :

|En+1(t)− En(t)|2 + |Un+1(t)− Un(t)|2 + |W n+1(t)−W n(t)|2 + |Zn+1(t)− Zn(t)|2

+|Φn+1(t)− Φn(t)|2 + |ψn+1(t)− ψn(t)|2 + ‖fn+1(t, ·)− fn(t, ·)‖2
H2
d(R3)

≤ C

∫ t

0

(
|En(s)− En−1(s)|2 + |Un(s)− Un−1(s)|2 + |W n(s)−W n−1(s)|2 (3.3.24)

+|Zn(s)− Zn−1(s)|2 + |Φn(s)− Φn−1(s)|2 + |ψn(s)− ψn−1(s)|2

+‖fn(s, ·)− fn−1(s, ·)‖2
H2
d(R3)

)
ds .

En prennant le sup dans (3.3.24) et en remarquant que pour A ⊂ R+, supA2 = (supA)2

et que pour A,B ⊂ R+, sup(A+B) = supA+ supB, on a :(
6∑
i=1

sup
0≤t≤T0

|(Xn+1
i −Xn

i )(t)|+ sup
0≤t≤T0

‖(Xn+1
7 −Xn

7 )(t)‖

)2

≤ CT0

(
6∑
i=1

sup
0≤t≤T0

|(Xn
i −Xn−1

i )(t)|+ sup
0≤t≤T0

‖(Xn
7 −Xn−1

7 )(t)‖

)2

.

D’où l’on déduit :

|‖Xn+1 −Xn|‖ ≤
√
CT0|‖Xn −Xn−1|‖ .

En choisissant T0 suffisament petit de sorte que CT0 < 1 et en posant α =
√
CT0, nous

avons

|‖Xn+1 −Xn|‖ ≤ α|‖Xn −Xn−1|‖, 0 < α < 1, (3.3.25)

ce qui montre que la suite (Xn) est de Cauchy dans l’espace de Banach ΣT0 .

2. Nous montrons à présent que la suite (dY
n

dt
) est de Cauchy dans

(
C0([0, T0];R)

)6.

Puisque la suite (Xn) est bornée, des équations (3.2.9)-(3.2.14) nous déduisons l’exis-

tence d’une constante C > 0 qui dépend seulement de C0 et T0 tel que :∥∥∥∥∣∣∣∣dY n+1

dt
− dY n

dt

∥∥∥∥∣∣∣∣ ≤ C|‖Y n − Y n−1|‖ . (3.3.26)

Notons que |‖Y n − Y n−1|‖ ≤ |‖Xn −Xn−1|‖ et l’inégalité (3.3.25) montre que :∥∥∥∥∣∣∣∣dY n+1

dt
− dY n

dt

∥∥∥∥∣∣∣∣ ≤ Cαn−1‖|X1 −X0|‖ . (3.3.27)
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ce qui montre que la suite (dY
n

dt
) est de Cauchy dans

(
C([0, T0],R)

)6 et donc que la

suite (Y n) est de Cauchy dans l’espace
(
C1([0, T0],R)

)6.

3. Nous achevons notre preuve en montrant que la suite (∂f
n

∂t
) est de Cauchy dans

C0
(
[0, T0];H1

d(R3)
)
.

De l’équation (3.3.21) nous avons :∥∥∥∥∂(fn+1 − fn)

∂t

∥∥∥∥
H1
d(R3)

≤ C
{∥∥fn+1 − fn

∥∥
H2
d(R3)

+
∥∥fn − fn−1

∥∥
H1
d(R3)

+ |En − En−1|+ |Zn − Zn−1|
}

≤ C
{
|‖Xn+1 −Xn|‖+ |‖Xn −Xn−1|‖

}
.

Donc,∥∥∥∥∣∣∣∣∂(fn+1 − fn)

∂t

∥∥∥∥∣∣∣∣
C0([0,T ];H1

d(R3))

≤ C
{
|‖Xn+1 −Xn|‖+ |‖Xn −Xn−1|‖

}
≤ Cαn−1|‖X1 −X0|‖. (3.3.28)

Ce qui montre que (∂f
n

∂t
) est une suite de Cauchy dans C0

(
[0, T0];H1

d(R3)
)
.

2

Remarque 3.4. Nous déduisons de la Proposition 3.2 que (fn) est une suite de Cauchy

dans l’espace C0
(
[0, T0];H2

d(R3)
)
∩ C1

(
[0, T0];H1

d(R3)
)
.

Remarque 3.5. Nous notons et nous l’utiliserons plus tard que la suite
(
∂fn

∂t

)
est unifor-

mément bornée dans H2
d(R3).

En effet nous avons (vu que (Xn) est uniformément bornée dans
(
C1
b ([0, T0])

)6×C0
(
[0, T0];H3

d(R3)
)
) :

∥∥∥∂fn
∂t

(t, ·)
∥∥∥
H2
d(R3)

=

∥∥∥∥∥
(
En−1Zn−1

∫
R3

fn−1(t, v)dv

) 3∑
i=1

∂fn

∂ui
+

1

u0
n−1

Qn−1

∥∥∥∥∥
H2
d(R3)

≤
∣∣En−1

∣∣∣∣Zn−1
∣∣ ∫

R3

∣∣fn−1(t, v)
∣∣dv 3∑

i=1

∥∥∥∂fn
∂ui

∥∥∥
H2
d(R3)

+
∥∥∥ 1

u0
Q(fn−1, fn−1)

∥∥∥
H2
d(R3)

≤
(
|En−1||Zn−1|‖fn−1‖H3

d(R3)

)
‖fn‖H3

d(R3) + ‖fn−1‖2
H2
d(R3)

≤ C(C0) .

Nous sommes maintenant en mesure de prouver l’existence et l’unicité de la solution du

système couplé Einstein-Maxwell-Boltzman-champ scalaire nmassif.
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3.3.2 Existence locale en temps du système couplé

Théorème 3.1. Soient r et d deux nombres réels positifs tels que d ∈
]

5
2
, 3
]
. Supposons

que les données initiales (E0, U0, W0, Z0, Φ0, ψ0, f0) du système (3.1.5)-(3.1.11) vérifient

la contrainte Hamiltonienne (3.1.12) et sont tel ques :

E0 > 0, W0 < 0, Φ0 > 0, ψ0 > 0, f0 > 0 et f0 ∈ H3
d,r(R3) ; (3.3.29)

alors il existe un nombre réel positif T0 qui ne dépend que de d et des données initiales et

une unique solution (E, U, W, Z, Φ, ψ, f) du système (3.1.5)-(3.1.11) défini sur [0, T0] tels

que

(E,U,W,Z,Φ, ψ, f) ∈
(
C1
b ([0, T0])

)6 × C1
(
[0, T0]× R3

)
.

De plus,

f ∈ C0
(
[0, T0];H3

d(R3)
)
. (3.3.30)

En conséquence, le système couplé Einstein-Maxwell-Boltzmann-Champ scalaire massif ad-

met une unique solution locale.

(E,U,W,Z,Φ, ψ, f) ∈
(
C1
b ([0, T0])

)6 × C0
(
[0, T0];H3

d(R3)
)
.

Remarque 3.6. La propriété (3.3.30) sera la propriété clé, devant nous permettre de prouver

que la solution obtenue ci-dessus est globale.

Preuve: 1) - Existence :

Dans un premier temps, nous prouvons que la suite (Xn) converge dans l’espace
(
C1([0, T0])

)6×

C1
(
[0, T0] × R3

)
. De la proposition 3.2, nous savons que la suite (Y n)n est une suite de

Cauchy de l’espace de Banach (C1([0, T0];R))6. Donc il existe une famille de fonctions

Y = (E,U,W,Z,Φ, ψ) telle que (Y n) converge vers Y dans
(
C1([0, T0])

)6. De plus, la Pro-

position 3.2 nous montre aussi que (fn)n est une suite de Cauchy de l’espace de Banach

C0
(
[0, T0];H2

d(R3)
)
. Il en ressort qu’il existe une fonction f telle que (fn)n converge vers f

dans l’espace C0
(
[0, T0];H2

d(R3)
)
. Or l’espace C0

(
[0, T0];H2

d(R3)
)
s’injecte continûment dans

l’espace C0
(
[0, T0];H2(R3)

)
, donc (fn) est une suite de Cauchy dans C0

(
[0, T0];H2(R3)

)
. De

l’inégalité d’interpolation (2.4.10), pour tout réel s ∈]2, 3[ nous avons :

‖fn(t, ·)− fp(t, ·)‖(s) ≤ ‖fn(t, ·)− fp(t, ·)‖s−2
H3(R3)‖f

n(t, ·)− fp(t, ·)‖3−s
H2(R3) . (3.3.31)
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Puisque
(
fn(t, ·)

)
n
est uniformément bornée dans H3

d(R3) donc dans H3(R3), l’inégalité

(3.3.31) montre que
(
fn
)
n
est une suite de Cauchy dans C0

(
[0, T0];H(s)(R3)

)
pour tout

s ∈]2, 3[.

De façon similaire, puisque la suite
(
∂fn

∂t

)
est uniformément bornée (voir Remarque 3.5)

et est une suite de Cauchy dans C0
(
[0, T0];H1

d(R3)
)
, l’inégalité d’interpolation montre que(

∂fn

∂t

)
est une suite de Cauchy dans C0

(
[0, T0];H(s)(R3)

)
pour tout s ∈]1, 2[. Nous déduisons

donc que

(fn) est une suite de Cauchy dans C0
(
[0, T0];H(s+1)(R3)

)
∩C1

(
[0, T0];H(s)(R3)

)
; 1 < s < 2.

(3.3.32)

Maintenant, des inégalités de Sobolev nous avons

C0
(
[0, T0];H(s+1)(R3)

)
∩ C1

(
[0, T0];H(s)(R3)

)
↪→ C1

b ([0, T0]× R3) pour tout s >
3

2
.

Cependant un choix particulier de s dans (3.3.32) tel que 3
2
< s < 2 montre que (fn) est

une suite de Cauchy dans l’espace de Banach C1
b ([0, T0] × R3) et donc converge vers une

fonction f̃ dans C1([0, T0]×R3) et l’injection C0([0, T0];H2
d(R3)) ↪→ C0([0, T0]×R3) montre

que f = f̃ . Ce qui montre que la famille de fonction X = (E,U,W,Z,Φ, ψ, f) est la limite

de la suite (Xn) dans l’espace
(
C1([0, T0])

)6 × C1
(
[0, T0]× R3

)
.

Dans un second temps, nous allons montrer que la famille de fonctions X est bien une

solution du système (3.1.4)-(3.1.10). Puisque (Y n)n converge vers Y = (E,U,W,Z,Φ, ψ)

dans (C1([0, T0];R))6, en prenant la limite dans les Equations (3.2.9), (3.2.11)-(3.2.14) nous

obtenons que E, U, W, Z, Φ and ψ vérifient les équations (3.1.4), (3.1.6) - (3.1.9).

Il faut montrer que les intégrales
∫
R3

fn(t, v)dv et
∫
R3

|v|2

v0
n

fn(t, v)dv convergent respec-

tivement vers
∫
R3

f(t, v)dv et
∫
R3

|v|2

v0
f(t, v)dv, ∀t ∈ [0, T ] quand n tend vers +∞. Nous

notons que ces deux dernières intégrales convergent puisque ∀t ∈ [0, T0], f(t, ·) ∈ H2
d(R3).

Nous avons ∣∣∣∣∣
∫
R3

fn(t, v)dv −
∫
R3

f(t, v)dv

∣∣∣∣∣ ≤
∫
R3

|fn(t, v)− f(t, v)|dv

≤ ‖fn(t, ·)− f(t, ·)‖H2
d(R3) .

ceci montre que
∫
R3

fn(t, v)dv −→
∫
R3

f(t, v)dv, ∀t ∈ [0, T0].

De même en procédant comme dans la preuve de l’inégalité (3.3.6) du Lemme (3.3), nous
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avons∣∣∣∣∣
∫
R3

|v|2

v0
n

fn(t, v)dv −
∫
R3

|v|2

v0
f(t, v)dv

∣∣∣∣∣ ≤ C
(
|En − E|+ ‖fn(t, ·)− f(t, ·)‖H2

d(R3)

)
−→ 0 .

Finalement nous montrons que 1
u0n
Q(fn, fn) −→ 1

u0
Q(f, f).

Comme nous l’avons fait dans la preuve de l’inégalité (3.3.7) du Lemme (3.3), nous avons∥∥∥ 1

u0
n

Q(fn, fn)− 1

u0
Q(f, f)

∥∥∥
H2
d(R3)

≤ C(T0)
(
‖fn‖H2

d(R3) + ‖f‖H2
d(R3)

) (
|En − E|+ ‖fn − f‖H2

d(R3)

)
≤ C(T0)

(
C0 + ‖f‖H2

d(R3)

) (
|En − E|+ ‖fn − f‖H2

d(R3)

)
.

Donc, 1
u0n
Qn converge vers 1

u0
Q(f, f) dans l’espace H2

d(R3) et puisque H2
d(R3) ↪→ C0

b (R3),

nous déduisons que 1
u0n
Qn converge vers 1

u0
Q(f, f) dans C0

b (R3).

Nous pouvons donc prendre la limite dans les équations (3.2.10) et (3.2.15) et obtenir que

X = (E,U,W,Z,Φ, ψ, f) vérifie les Equations (3.1.5) et (3.1.10). Ainsi X est une solution

du système (3.1.4)- (3.1.10).

2)-Unicité :

Supposons qu’il existe deux familles de fonctions Xi = (Ei, Ui,Wi, Zi,Φi, ψi, fi), i = 1, 2

qui sont solutions du système (3.1.4)-(3.1.4) avec les mêmes données initiales. En procédant

exactement comme nous l’avons fait dans la preuve de la Proposition 3.2, nous obtenons une

estimation de X2 − X1 de la forme (3.3.24) avec Xn+1 remplacé par X2, Xn remplacé par

X1 dans le membre de gauche et dans le membre de droite Xn est remplacé par X2 et Xn−1

remplacé par X1. Le lemme de Gronwall appliqué à l’inégalité obtenue montre que X1 = X2.

3)-Nous déduisons du Théorème 2.1 que ∀t ∈ [0, T0],

f(t, ·) ∈ H3
d(R3) et ‖f(t, ·)‖H3

d(R3) ≤ lim inf ‖fnp(t, ·)‖H3
d(R3) ≤ C . (3.3.33)

4)- Nous allons à présent prouver (3.3.30). Nous procèdons comme dans [29] en montrant

dans un premier temps que la fonction f est faiblement continue et dans un second temps

qu’elle est fortement continue.

Nous aurons besoin du lemme suivant dont la preuve est proposée en annexe.

Lemme 3.4. L’espace C∞c (R3) des fonctions a support compact défines sur R3 est dense

dans l’espace H3
d(R3).

Continuité faible :

Soit F un élément du dual de H3
d(R3). Alors, du théorème de représentation de Riesz, il
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existe ϕF ∈ H3
d(R3) telle que pour tout h ∈ H3

d(R3),

F (h) = 〈h, ϕ〉H3
d(R3) =

∑
|α|≤3

∫
R3

(1 + |v̄|)d+|α|∂αh(v̄) · (1 + |v̄|)d+|α|∂αϕF (v̄)dv̄.

Nous avons donc,

F (fn(t, ·))− F (f(t, ·)) =
∑
|α|≤3

∫
R3

(1 + |v̄|)d+|α|∂αfn · (1 + |v̄|)d+|α|∂αϕFdv̄

−
∑
|α|≤3

∫
R3

(1 + |v̄|)d+|α|∂αf · (1 + |v̄|)d+|α|∂αϕFdv̄ .

De par la densité de C∞c (R3) dans H3
d(R3), désignons par (ϕj) une suite de fonctions a

supports compacts qui convergent vers ϕF dans H3
d(R3), alors

F (fn(t, ·))− F (f(t, ·)) =
∑
|α|≤3

∫
R3

(1 + |v̄|)d+|α|∂αfn(t, v̄) · (1 + |v̄|)d+|α|∂α(ϕF − ϕj)(v̄)dv̄

−
∑
|α|≤3

∫
R3

(1 + |v̄|)d+|α|∂αf(t, v̄) · (1 + |v̄|)d+|α|∂α(ϕF − ϕj)(v̄)dv̄

+
∑
|α|≤3

∫
R3

(1 + |v̄|)d+|α|∂α(fn(t, v̄ − fn(t, v̄) · (1 + |v̄|)d+|α|∂αϕj(v̄)dv̄

−
∑
|α|≤3

∫
R3

(1 + |v̄|)d+|α|∂αf(t, v̄) · (1 + |v̄|)d+|α|∂αϕj(v̄)dv̄

=
∑
|α|≤3

∫
R3

(1 + |v̄|)d+|α|∂α(fn − f)(t, v̄) · (1 + |v̄|)d+|α|∂α(ϕF − ϕj)(v̄)dv̄

+
∑
|α|≤3

∫
R3

(1 + |v̄|)d+|α|∂α(fn − f)(t, v̄) · (1 + |v̄|)d+|α|∂αϕj(v̄)dv̄ .

Nous déduisons vu que la suite (fn(t, ·)) est uniformément bornée dans H3
d(R3) que :

∣∣F (fn(t, ·))− F (f(t, ·))
∣∣ ≤ C‖ϕF − ϕj‖H3

d(R3)

+

∣∣∣∣ ∑
|α|≤3

∫
R3

(1 + |v̄|)d+|α|∂α(fn − f)(t, v̄) · (1 + |v̄|)d+|α|∂αϕj(v̄)dv̄

∣∣∣∣
En choisissant j suffisamment grand tel que le premier terme du membre de droite soit

inférieur ou égal à ε
2
, et en choisissant n suffisamment grand, (dependant de j), tel que le

second terme soit inférieur à ε
2
, nous concluons que le terme de droite est inférieur ou égal à

ε. Nous déduisons donc que F (fn(t, ·)) converge uniformément vers F (f(t, ·)). Ce qui prouve

que la solution f est faiblement continue.

Continuité forte :
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Soit t0 ∈ [0, T0). nous voulons montrer que f : [0, T0) −→ H3
d(R3) est continuue en t0,

c’est-à-dire

lim
t→t0
‖f(t, ·)− f(t0, ·)‖H3

d(R3) = 0 .

En utilisant le produit scalaire 〈 , 〉 défini surH3
d(R3), nous pouvons écrire pour t ∈ [0, T0) :

〈f(t, ·)− ft0 , f(t, ·)− ft0〉 = 〈f(t, ·), f(t, ·)〉 − 2〈f(t, ·), ft0〉+ 〈ft0 , ft0〉 (3.3.34)

Notons que le dernier terme du membre de droite de (3.3.34) correspond à ‖ft0‖2
H3
d(R3)

.

Puisque f est faiblement continue, le deuxième terme du membre de droite tend vers−2‖ft0‖2
H3
d(R3)

quand t tend vers t0.

Pour ce qui est du premier terme du membre de droite, nous supposons que t > t0 et utilisons

le faite qu’il existe δ > 0 tel que :

e−δ(t−t0)‖f(t, ·)‖2
H3
d(R3) ≤ ‖f(t0, ·)‖2

H3
d(R3) + C

∫ t

t0

e−δs‖f(s, ·)
∥∥4

H3
d(R3)

ds

et que f(t, ·) est uniformément bornée, pour obtenir

lim
t→t+0
〈f(t, ·), f(t, ·)〉 ≤ ‖ft0‖2

H3
d(R3)

En combinant ces observations avec (3.3.34), nous avons :

lim
t→t+0
〈f(t, ·)− ft0 , f(t, ·)− ft0〉 ≤ 0

et puisque 〈f(t, ·)− ft0 , f(t, ·)− ft0〉 ≥ 0, ∀t ∈ [0, T0), nous déduisons que :

lim
t→t+0
〈f(t, ·)− ft0 , f(t, ·)− ft0〉 = 0

c’est-à-dire que f : [0, T0) −→ H3
d(R3) est continuue à droite sur [0, T0). Reste à prouver la

continuité à gauche.

Considérons l’équation de Boltzmann 3.1.10, qui sécrit

∂f

∂t
−
(
EZ

∫
R3

f(t, v)dv
) 3∑
i=1

∂f

∂ui
=

1

u0
Q(f, f)

et soit t0 > 0. Effectuons le changement de variable s = t0 − t, alors

f(t, ū) = f(t0 − s, ū) ≡ f̃(s, ū) (3.3.35)

et on a
∂f

∂t
(t, ū) = −∂f̃

∂s
(s, ū) et

∂f

∂ui
(t, ū) =

∂f̃

∂ui
(s, ū).
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Ainsi l’équation 3.1.10 devient

∂f̃

∂s
+
(
ẼZ̃

∫
R3

f̃(s, v)dv
) 3∑
i=1

∂f̃

∂ui
= − 1

ũ0
Q(f̃ , f̃) (3.3.36)

avec 

Ẽ(s) = E(t0 − s) Z̃(s) = Z(t0 − s) et ũ0 =
√

1 + Ẽ2|ū|2

Q(f̃ , f̃) = Q+(f̃ , f̃)−Q−(f̃ , f̃)

Q+(f̃ , f̃)(s, u) =

∫
R3

Ẽ3(s)

ṽ0
dv

∫
S2

f̃(s, u′)f̃(s, v′)B
(
Ẽ, u, v, u′, v′, ω

)
dω

Q−(f̃ , f̃)(s, u) =

∫
R3

Ẽ3(s)

ṽ0
dv

∫
S2

f̃(s, u)f̃(s, v)B
(
Ẽ, u, v, u′, v′, ω

)
dω

Remarquons que l’équation 3.3.36 est de la même forme que l’équation 3.1.10 et au vu

de 3.3.35, possède les mêmes propriétés que l’équation 3.1.10, nous pouvons déduire de la

continuité à droite établie précédement que

lim
s→0+

‖f̃(s, ·)− f̃(0, ·)‖H3
d(R3) = 0 .

Or  f̃(s, ·) = f(t, ·)

s −→ 0+ ⇐⇒ t −→ t−0 ;

donc nous pouvons déduire que

lim
t→t−0
‖f(t, ·)− f(t0, ·)‖H3

d(R3) = 0 .

Ce qui prouve la continuité à gauche. D’où (3.3.30). 2

3.4 Existence globale des solutions du système Einstein-

Maxwell-Boltzmann-Champ scalaire massif

3.4.1 Méthode

Dans cette section, nous prouvons via des hypoths̀es supplémentaires que la solution ob-

tenue dans la section 3.3 est en faite globale. Pour cela, nous utilisons le critère de continuité
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(voir [31] pour plus de détails) qui stipule que la solution de l’équation (2.2.1) est globale si

et seulement si ‖u(t, ·)‖ n’explose pas en temps fini. En d’autres termes, si sup
t∈I
‖u(t, ·)‖ <∞,

alors la solution est globale.

Notons par [0, T∗[, T∗ > 0, l’intervalle maximal d’existence de la solution du système

(3.1.4)-(3.1.10) avec les données initiales définies par (3.1.11) et satisfaisant (3.1.12).

Supposons par l’absurde que T∗ <∞ (si T∗ = +∞ rien n’est plus à démontrer). Alors nous

voulons montrer en utilisant l’argument de continuité que la solution (E,U,W,Z,Φ, ψ, f)

est uniformément bornée sur [0, T∗[ par des constantes dépendant uniquement des données

initiales, T∗, m, r et ∧. Nous pouvons donc en déduire que cette solution peut s’étendre sur

un intervalle plus grand [0, T ′], ce qui contredit la maximalité de T∗. D’où T∗ = +∞ et par

conséquent la solution est globale.

Nous allons maintenant donner quelques estimations concernant la solution locale obtenue

au Théorème 3.1.

3.4.2 Estimations à priori et existence globale

Lemme 3.5. En ajout aux hypothèses du Théorème 3.1, supposons que U0 > 0 et que la

constante cosmologique satisfait Λ > −4πm2Φ0. Alors la solution (E,U,W,Z,Φ, ψ, f) définie

sur [0, T∗) du système (3.1.4)-(3.1.10) avec les données initiales données par (3.3.29) vérifie

les inégalités suivantes :
(
∧
3

+ 4π
3
m2Φ2(0)

)1/2

≤ U(t) ≤ U0; 0 ≤ E(t) ≤ E0; 0 ≤ 1
E
≤ 1

E0
eU0T∗

|Z(t)| ≤ |Z0|, |Φ| ≤
(

3U2
0−∧

4πm2

)1/2

; 0 ≤ ψ ≤ 3U2
0−∧
8π

; |W | ≤ |W0|+ ρ2

3U0
e3U0T∗

. (3.4.1)

Preuve: Avec le changement de variables (3.1.1), la contrainte Hamiltonienne (3.0.1)

s’écrit :

3U2 − ∧ = 8πE3

∫
R3

v0f(t, v)dv + 12π
Z2

E2
− 8πW + 4π(2ψ +m2Φ2) . (3.4.2)

En multipliant (3.1.5) par (−2) et en l’ajoutant à (3.4.2) nous avons :

U̇ = −4π
[
E5

∫
R3

(v1)2

v0
f(t, v)dv + E3

∫
R3

v0f(t, v)dv
]
− 8π

E2

Z2
+ 4πW − 8πψ . (3.4.3)

Mais vu (3.1.1) nous avonsW ≤ 0, donc (3.4.3) implique que U̇ ≤ 0, d’où U est décroissante.

La contrainte Hamiltonienne (3.4.2) entraîne, puisque Φ est croissante et positive que :

U2 ≥ ∧
3

+
4π

3
m2Φ2

0 . (3.4.4)
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Mais par hypothèse, ∧ ≥ −4πm2Φ2
0 donc, (3.4.4) est équivalente à :(

U −
√
∧
3

+
4π

3
m2Φ2(0)

)(
U +

√
∧
3

+
4π

3
m2Φ2(0)

)
≥ 0 ;

qui implique :

U ≤ −
√
∧
3

+
4π

3
m2Φ2(0) ou U ≥

√
∧
3

+
4π

3
m2Φ2(0) .

Maintenant, des hypoths̀es, U0 > 0 et puisque U est une fonction continue, nous ne pouvons

avoir que

U ≥
√
∧
3

+
4π

3
m2Φ2(0) , (3.4.5)

et du fait que U est décroissante, nous déduisons que :√
∧
3

+
4π

3
m2Φ2(0) ≤ U ≤ U0 . (3.4.6)

• Du fait que E > 0 et U > 0, on a : Ė = −UE < 0. Intégrant sur [0, t], t > 0, nous avons :

0 ≤ E(t) ≤ E0 .

De plus, l’équation Ė = −EU donne − Ė
E

= U . En intégrant cette dernière sur [0, t], t > 0

nous avons :
E0

E
= e

∫ t
0 U(s)ds ≤ eU0t ,

D’où l’on déduit :

0 ≤ 1

E(t)
≤ 1

E0

eU0t ≤ 1

E0

eU0T∗ .

0 ≤ E ≤ E0 =
1

a0

. (3.4.7)

• De l’équation (3.1.7) nous avons Ż = −3UZ et puisque U ≥ 0 et bornée, nous déduisons

que :

|Z(t)| ≤ |Z0| . (3.4.8)

• La contrainte Hamiltonienne (3.4.2) implique 8πψ ≤ 3U2 − ∧

4πm2Φ2 ≤ 3U2 − ∧

et puisque 0 ≤ U(t) ≤ U0 et Φ, ψ > 0, nous avons |ψ| ≤
3U2

0−∧
8π

|Φ| ≤
√

3U2
0−∧

4πm2
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• Finalement, en intégrant sur [0, t] l’équation (3.1.6) nous avons :

W (t) = e−
∫ t
0 3U(s)ds

[
W (0)− ρ2

∫ t

0

e
∫ s
0 3U(τ)dτds

]

et puisque 0 ≤ U ≤ U0 nous avons :

|W (t)| ≤ |W (0)|+ ρ2

∫ t

0

e3U0sds ≤ |W0|+
ρ2

3U0

eU0t

Donc

|W (t)| ≤ |W0|+
ρ2

3U0

eU0T∗

D’où le lemme.

Nous allons a présent énoncer et prouver l’existence d’une solution unique globale du système

couplé Einstein-Maxwell-Boltzmann-Champ scalaire massif avec constante cosmologique. Ce

résultat comme nous l’avons mentionné en introduction, est le principal résultat de notre

travail et qui a fait l’objet d’une publication.

Théorème 3.2. Soient r et d deux nombres réels positifs tels que d ∈
]

5
2
, 3
]
. Supposons

que les données initiales (E0, U0, W0, Z0, Φ0, ψ0, f0) du système (3.1.5)-(3.1.11) vérifient

la contrainte Hamiltonienne (3.1.12) et (3.3.29).

Si U0 > 0, Λ > −4πm2Φ0 et r (la norme de f0 dans l’espace H3
d(R3)) est suffisamment

petit, alors la solution locale (E, U, W, Z, Φ, ψ, f) du système (3.1.4)-(3.1.10) obtenue au

Théorème 3.1 est globale en temps.

Preuve: Comme nous l’avons mentionné plus haut, il suffit de prouver que la famille des

fonctions X = (E,U,W,Z,Φ, ψ, f), solution du système (3.1.4)-(3.1.10) est uniformément

bornée sur [0, T∗[.

Puisque les fonctions (E,U,W,Z,Φ, ψ) sont uniformément bornée en vertu du Lemme 3.5,

il nous reste à prouver que si r est suffisamment petit, alors

sup
0≤t<T∗

‖f(t, ·)‖H3
d(R3) < +∞ .

Pour cela, il nous suffit de montrer qu’il existe une constante M > 0 telle que

sup
t∈[0,T∗)

‖e−δ1t/2f(t, ·)‖H3
d(R3) ≤M .
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Nous utilisons l’argument de continuité. Par hypothèse, f0 ∈ H3
d,r(R3) donc ‖f0‖H3

d(R3) ≤ r

et par la continuité de f (voir (3.3.30))

e−δ1t/2‖f(t, ·)‖H3
d(R3) ≤ 4r (3.4.9)

sur un sous intervalle de [0, T∗). Désignons par [0, T1] le plus grand intervalle sur lequel (3.4.9)

est vraie et montrons que si r est suffisamment petit, alors sur l’intervalle [0, T1] l’inégalité

(3.4.9) implique la même inégalité avec la constante 4 remplacée par 2. Il en ressort par

continuité qu’il existe un réel ε > 0 tel que (3.4.9) soit vraie sur [0, T1 + ε] ce qui contredit

la maximalité de T1 et par conséquent T1 = T∗.

Rappelons que f est une solution C1 de l’E.D.P hyperbolique (3.1.10) satisfaisant aux

hypothèses du Corollaire 2.1 avec n = k = 3. Ainsi l’inégalité (2.2.19) s’écrit pour t = 0,

u = f et f = 1
u0
Q(f, f) :

e−δ1t‖f(t, ·)‖2
H3
d(R3) ≤ ‖f0‖2

H3
d(R3) + C

∫ t

0

e−δ1s
∥∥∥∥ 1

u0
Q(f, f)

∥∥∥∥2

H3
d(R3)

ds .

Cette dernière inégalité implique, faisant usage de (2.3.15) et de (3.4.9) que

e−δ1t‖f(t, ·)‖2
H3
d(R3) ≤ ‖f0‖2

H2
d(R3) + 16Cr2

∫ t

0

eδ1s · e−δ1s‖f(s, ·)‖2
H3
d(R3)ds .

En utilisant l’inégalité de Gronwall’s, on obtient :

e−δ1t‖f(t, ·)‖2
H3
d(R3) ≤ ‖f0‖2

H3
d(R3)e

16r2 e
δ1T0−1
δ1 ≤ r2e

16r2 e
δ1T1−1
δ1 .

Notons que lim
r→ 0+

e
16r2 e

δ1T1−1
δ1 = 1, donc il existe r0 > 0 petit tel que

0 < r ≤ r0 =⇒ e
16r2 e

δ1T1−1
δ1 ≤ 4 i.e. e−δ1t/2‖f(t, ·)‖H3

d(R3) ≤ 2r .

Maintenant fixons le nombre réel r tel que 0 < r ≤ r0 et prenons f0 dans H3
d,r(R3). Alors

sup
t∈[0,T1]

e−δ1t/2‖f(t, ·)‖H3
d(R3) ≤ 2r. Par continuité, il existe un nombre réel ε > 0 tel que

sup
t∈[0,T1+ε]

e−δ1t/2‖f(t, ·)‖H3
d(R3) ≤ 4r. Ce qui contredit la maximalité de T1 et par conséquent

T1 = T∗. Nous avons donc prouver que

sup
t∈[0,T∗)

‖e−δ1t/2f(t, ·)‖H3
d(R3) ≤ 4r . (3.4.10)

Ce qui montre que f est uniformément bornée sur [0, T∗[ et par conséquentX = (E,U,W,Z,Φ, ψ, f)

est uniformément bornée sur [0, T∗[ pour la norme H3
d(R3). Ainsi on déduit du critère de
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continuation que X = (E,U,W,Z,Φ, ψ, f) peut s’étendre au delà de T∗ ; ce qui contredit la

maximalité de T∗. Donc T∗ = +∞ et la solution X = (E,U,W,Z,Φ, ψ, f) est globale.

Puisque le système Einstein-Maxwell-Boltzmann-Champs scalaire massif (1.1.2)-(1.1.5)

est équivalent au système (3.1.4)-(3.1.10), on déduit que le système Einstein-Maxwell-Boltzmann-

Champs scalaire massif admet une unique solution globale. 2
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Chapitre Quatre

PROPRIETES DE LA SOLUTION

DU SYSTEME

Nous étudions dans ce chapitre la positivité de l’équation de Boltzmann, la complétude

géodésique de l’espace temps et la stabilité de la solution du système Einstein-Maxwell-

Boltzmann-Champ scalaire obtenue au chapitre précédent. La section 1 est consacrée à la

positivité de l’équation de Boltzmann, la section 2 à la stabilité et la section 3 à la complétude

géodésique.

4.1 Positivité de la solution de l’équation de Boltzmann

Nous allons construire une nouvelle suite des itérées (gn) qui sera constituée des fonctions

positives et qui converge vers la fonction f solution de l’équation de Boltzmann. Cela nous

permettra de conclure que f est positive comme limite d’une suite de fonctions positives.

4.1.1 Construction de la suite (gn)

Soit T > 0, et f0 ∈ H3
d,r(R3). Nous construisons la suite (gn) comme étant l’unique

solution sur [0, T ] de l’équation :

∂gn+1

∂t
−
(F 01

a

∫
R3

gn(t, v)dv
) 3∑
i=1

∂gn+1

∂ui
=

1

u0

(
Q+(gn, gn)−Q−(gn, gn+1)

)
; (4.1.1)

avec la donnée initiale

gn+1(0) = f0 .
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Notons que

Q−(gn, gn+1)(t, u) =

∫
R3

a−3(t)

v0
dv

∫
S2

gn(t, u)gn+1(t, v)B̃
(
a(t), u, v, u′, v′, ω

)
dω

= gn+1(t, u)

∫
R3

a−3(t)

v0
dv

∫
S2

gn(t, v)B̃
(
a(t), u, v, u′, v′, ω

)
dω

Ainsi, en posantGn = 1
u0
Q+(gn, gn) etRn =

∫
R3

a−3(t)

u0v0
dv

∫
S2

gn(t, v)B̃
(
a(t), u, v, u′, v′, ω

)
dω,

l’équation (4.1.1) s’écrit :

∂gn+1

∂t
−
(F 01

a

∫
R3

gn(t, v)dv
) 3∑
i=1

∂gn+1

∂ui
+Rng

n+1 = Gn . (4.1.2)

Remarque 4.1. Si la suite (gn) est bornée dans H3
d(R3), alors les fonctions (t, u) −→

F 01

a

∫
R3

gn(t, v)dv et Rn vérifient les hypothèse du Corollaire 2.1. En effet (t, u) −→ F 01

a

∫
R3

gn(t, v)dv

est bornée et ne dépend pas de u et

|(1 + |u|)|α|∂αRn| ≤ |(1 + |u|)|α|∂α
∫
R3

a−3(t)

u0v0
dv

∫
S2

|gn(t, v)B̃
(
a(t), u, v, u′, v′, ω

)
|dω

≤ C‖gn‖H3
d(R3) .

La deuxième inégalité étant obtenue en repétant intégralement la preuve de l’inégalité (2.3.15)

de la Proposition 2.7 . Nous déduisons en vertu du Corollaire 2.1 que la fonction gn+1 vérifie

l’inégalité :

e−δt‖gn+1(t, ·)‖2
H3
d(R3) ≤ ‖f0‖2

H3
d(R3) + C1

∫ t

0

∥∥∥e−δs 1

u0
Q(gn, gn)(s, ·)

∥∥∥2

H3
d(R3)

ds .

ce qui donne

‖gn+1(t, ·)‖2
H3
d(R3) ≤

(
‖f0‖2

H3
d(R3) + C2

∫ t

0

‖gn(s, ·)
∥∥4

H3
d(R3)

ds

)
eδ1t (4.1.3)

D’où l’on déduit que la solution gn+1 de l’équation (4.1.1) est un élément de l’espace

C0
(
[0, T ), H3

d(R3)
)
∩C1

(
[0, T ), H2

d(R3)
)
. L’inégalité (4.1.3) permet de montrer par récurrence

que la suite (gn) est bornée dans l’espace H3
d,2r(R3) .

Nous avons donc construit une suite (gn) définie sur un intervalle [0, T [, T > 0 telle

que :

gn ∈ C0
(
[0, T ), H3

d(R3)
)
∩ C1

(
[0, T ), H2

d(R3)
)
.
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4.1.2 Convergence de la suite (gn)

Notons que la suite (gn) est construite comme solution de l’équation suivante

∂gn+1

∂t
−
(F 01

a

∫
R3

gn(t, v)dv
) 3∑
i=1

∂gn+1

∂ui
+Rng

n+1 =
1

u0
Q+(gn, gn) .

En procédant de la même façon comme dans la section 4 du chapitre 2, on montre que la

suite (gn) converge vers une unique fonction solution de l’équation de Boltzmann.

4.1.3 positivité

Nous montrons par récurrence que ∀n ∈ N, gn ≥ 0.

- Par définition, g0 = f0 ≥ 0.

- Supposons gn ≥ 0 et montrons que gn+1 ≥ 0. Pour cela, nous considérons le système

caractéristique associé à l’équation (4.1.2), qui s’écrit (en prenant t comme paramètre

et hn(t) = gn+1(t, u(t)))

(Sc) :


dui

dt
= −F 01

a

∫
R3

gn(v)dv i = 1, 2, 3

dhn

dt
= Gn(t)−Rn(t)hn(t)

Soit rn la fonction définie par drn
dt

= Rn(t), alors on a :

d

dt
(ernhn)(t) =

drn(t)

dt
hn(t)ern(t) + ern(t)dh

n(t)

dt

= Rn(t)hn(t)ern(t) + (Gn(t)− hn(t)Rn(t))ern(t)

= ern(t)Gn(t)

Vu que Gn ≥ 0 (car gn ≥ 0 d’après l’hypothèse de récurrence) et hn(0) = f0(ū(t)) ≥ 0,

l’on déduit que hn(t) ≥ 0, ∀t et par conséquent que gn+1 ≥ 0.

4.2 Stabilité

Théorème 4.1. Sous les hypothèses du Théorème 3.2, la solution globale (E,U,W,Z,Φ, ψ, f)

du système Einstein-Maxwell-Bolzmann-Champ scalaire est stable dans l’espace
(
C([0, T ],R)

)6×

L∞
(
[0, T ], H2

d(R3)
)
, pour tout T > 0.
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Preuve: Soient (Ei
0, U

i
0,W

i
0, Z

i
0,Φ

i
0, ψ

i
0, f

i
0) ∈ R6 ×H3

d(R3), i = 1, 2 tel que

max
(
‖f 1

0‖H3
d(R3), ‖f 2

0‖H3
d(R3)

)
soit suffisamment petit

Soient (Ei, Ui,Wi, Zi,Φi, ψi, fi)i=1,2 deux solutions du système (3.1.4)− (3.1.10) avec les

données initiales

Ei(0) = Ei
0, U

i(0) = U i
0, W

i(0) = W i
0, Z

i(0) = Zi
0, Φi(0) = Φi

0, ψ
i(0) = ψi0 et f i(0) = f i0

Nous voulons prouver que pour tout T > 0 :

|E1 − E2|(t) + |U1 − U2|(t) + |W 1 −W 2|(t) + |Z1 − Z2|(t) + |Φ1 − Φ2|(t)

+|ψ1 − ψ2|(t) + ‖(f 1 − f 2)(t)‖H2
d(R3)

≤ C(T )
(
|E1

0 − E2
0 |+ |U1

0 − U2
0 |+ |W 1

0 −W 2
0 |+ |Z1

0 − Z2
0 |+ |Φ1

0 − Φ2
0|

+|ψ1
0 − ψ2

0|+ ‖f 1
0 − f 2

0‖H2
d(R3)

)
, ∀t ∈ [0; T ] .

Soit T > 0. Considérons le système :

Ėi = −U iEi (4.2.1)

U̇ i = −3

2
(U i)2 +

Λ

2
− 4π(Ei)5

∫
R3

(v1)2

v0
f i(t, v)dv − 2π

(Ei)2
(Zi)2

−2π(2ψi −m2(Φi)2) (4.2.2)

Ẇ i = −3U iW i − ρ2 (4.2.3)

Żi = −3U iZi (4.2.4)

Φ̇i =
√

2ψi (4.2.5)

ψ̇i = −6U iψi −m2Φi
√

2ψi − ρ2 (4.2.6)

∂f i

∂t
−
(
EiZi

∫
R3

f i(t, v)dv
) 3∑
j=1

∂f i

∂uj
=

1

u0
Q(f i, f i) (4.2.7)

soustrayant les équations (4.2.1) pour i = 1 et i = 2, nous avons :

d(E1 − E2)(t)

dt
= U2(t)(E2 − E1)(t) + E1(t)(U2 − U1)(t) .

Après intégration, nous obtenons.

(E1 − E2)(t) = E1
0 − E2

0 +

∫ t

0

(
U2(t)(E2 − E1)(t) + E1(t)(U2 − U1)(t)

)
dt .

Utilisant le fait que Ei et U i sont bornées, nous déduisons que :∣∣E1 − E2
∣∣2(t) ≤

∣∣E1
0 − E2

0

∣∣2 + C

∫ t

0

[∣∣E1 − E2
∣∣2(s) +

∣∣U1 − U2
∣∣2(s)

]
ds . (4.2.8)
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De façon similaire, utilisant les équations (4.2.2)-(4.2.6) et le fait que les fonctions Ei, U i,

W i, Zi, Φi, ψi et f i sont bornées, nous obtenons les inégalités suivantes :

∣∣U1 − U2
∣∣2(t) ≤

∣∣U1
0 − U2

0

∣∣2
+C

∫ t

0

[
(
∣∣E1 − E2

∣∣2 +
∣∣U1 − U2

∣∣2 +
∣∣Z1 − Z2

∣∣2 +
∣∣Φ1 − Φ2

∣∣2 (4.2.9)

+
∣∣ψ1 − ψ2

∣∣2)(s) + ‖(f 1 − f 2)(s)‖2
]
ds .

∣∣W 1 −W 2
∣∣2(t) ≤

∣∣W 1
0 −W 2

0

∣∣2 + C

∫ t

0

[∣∣W 1 −W 2
∣∣2(s) +

∣∣U1 − U2
∣∣2(s)

]
ds . (4.2.10)

∣∣Z1 − Z2
∣∣2(t) ≤

∣∣Z1
0 − Z2

0

∣∣2 + C

∫ t

0

[∣∣Z1 − Z2
∣∣2(s) +

∣∣U1 − U2
∣∣2(s)

]
dt . (4.2.11)

∣∣Φ1 − Φ2
∣∣2(t) ≤

∣∣Φ1
0 − Φ2

0

∣∣2 + C

∫ t

0

∣∣ψ1 − ψ2
∣∣2(s)dt . (4.2.12)

∣∣ψ1 − ψ2
∣∣2(t) ≤

∣∣ψ1
0 − ψ2

0

∣∣2 + C

∫ t

0

[∣∣ψ1 − ψ2
∣∣2(s) +

∣∣U1 − U2
∣∣2(s) +

∣∣Φ1 − Φ2
∣∣2(s)

]
dt .

(4.2.13)

De l’Equation (4.2.7), nous avons après soustraction

∂(f 1 − f 2)

∂t
−
(
E2Z2

∫
R3

f 2(t, v)dv

) 3∑
i=1

∂(f 1 − f 2)

∂ui

=
1

u0
2

Q2(f 2, f 2)− 1

u0
1

Q1(f 1, f 1) +

(
E1Z1

∫
R3

f 1(t, v)dv − E2Z2

∫
R3

f 2(t, v)dv

) 3∑
i=1

∂f 1

∂ui
;

et en appliquant l’inégalité d’énergie établie au corollaire 2.1, nous avons l’inégalité :

e−δ1t‖(f 1 − f 2)(t)‖H2
d(R3)

≤ ‖f 1
0 − f 2

0‖H3
d(R3) + C

∫ t

0

e−δ1s
(
|E1(s)− E2(s)|2 + |Z1(s)− Z2(s)|2

+‖f 1(s, ·)− f 2(s, ·)‖2
H2
d(R3)

)
ds ;

de laquelle nous déduisons :

‖(f 1 − f 2)(t)‖H2
d(R3)

≤ C0

∥∥f 1
0 − f 2

0

∥∥
H3
d(R3)

+ C1

∫ t

0

(∣∣E1(s)− E2(s)
∣∣2 +

∣∣Z1(s)− Z2(s)
∣∣2 (4.2.14)

+
∥∥f 1(s, ·)− f 2(s, ·)

∥∥2

H2
d(R3)

)
ds .

Thèse de Doctorat. Marcelin Kenmogne Noumo c©UYI 2023



4.3 Complétude géodésique 110

∀t ∈ [0, T ] .

En additionnant les inégalités (4.2.8)-(4.2.14), nous avons :(
|E1 − E2|(t) + |U1 − U2|(t) + |W 1 −W 2|(t) + |Z1 − Z2|(t) + |Φ1 − Φ2|(t) + |ψ1 − ψ2|(t)

+‖(f 1 − f 2)(t)‖H2
d(R3)

)2

≤ C1

(
|E1

0 − E2
0 |+ |U1

0 − U2
0 |+ |W 1

0 −W 2
0 |+ |Z1

0 − Z2
0 |+ |Φ1

0 − Φ2
0|

+ |ψ1
0 − ψ2

0|+ ‖f 1
0 − f 2

0‖H2
d(R3)

)2

+C2

∫ t

0

[
|E1(s)− E2(s)|+ |U1(s)− U2(s)|+ |W 1(s)−W 2(s)|+ |Z1(s)− Z2(s)|

+|Φ1(s)− Φ2(s)|+ |ψ1(s)− ψ2(s)|+ ‖f 1(s, ·)− f 2(s, ·)‖H2
d(R3)

]2

ds .

En appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons :(
|E1 − E2|(t) + |U1 − U2|(t) + |W 1 −W 2|(t) + |Z1 − Z2|(t) + |Φ1 − Φ2|(t) + |ψ1 − ψ2|(t)

‖(f 1 − f 2)(t)‖H2
d(R3)

)2

≤ C(T )
(
|E1

0 − E2
0 |+ |U1

0 − U2
0 |+ |W 1

0 −W 2
0 |+ |Z1

0 − Z2
0 |+ |Φ1

0 − Φ2
0|

+|Φ1(s)− Φ2(s)| +|ψ1
0 − ψ2

0|+ ‖f 1
0 − f 2

0‖H2
d(R3)

)2

,

et nous déduisons que :

|E1 − E2|(t) + |U1 − U2|(t) + |W 1 −W 2|(t) + |Z1 − Z2|(t) + |Φ1 − Φ2|(t)

+|ψ1 − ψ2|(t) + ‖(f 1 − f 2)(t)‖H2
d(R3)

≤ C(T )
(
|E1

0 − E2
0 |+ |U1

0 − U2
0 |+ |W 1

0 −W 2
0 |+ |Z1

0 − Z2
0 |+ |Φ1

0 − Φ2
0| (4.2.15)

+ |ψ1
0 − ψ2

0|+ ‖f 1
0 − f 2

0‖H2
d(R3)

)
.

∀t ∈ [0, T ], T > 0 étant arbitraire.

L’ínégalité (4.2.15) montre que la solution globale (E,U,W,Z,Φ, ψ, f) du système Einstein-

Maxwell-Bolzmann-Champ scalaire est stable dans l’espace
(
C([0, T ],R)

)6×L∞
(
[0, T ], H2

d(R3)
)
.

2

4.3 Complétude géodésique

Théorème 4.2. L’espace-temps obtenu au chapitre précédent est géodésiquement complet à

l’infini futur.
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Preuve: Rappelons que les équations des géodésiques s’écrivent :

d2xα

dτ
= −Γαλµ

dxλ

dτ

dxµ

dτ
.

Sur les courbes géodésiques, nous avons dxα

dτ
= pα. Donc les variables t, p0 et pi vérifient le

système : 
dt
dτ

= p0

dp0

dτ
= −Γ0

λµp
λpµ = −Γ0

ii(p
i)2 = −ȧa ((p1)2 + (p2)2 + (p3)2)

dpi

dτ
= −Γiλµp

λpµ = −2Γii0p
ip0 = −2 ȧ

a
p0pi

(4.3.1)

où τ un paramètre affine. Rappelons que p0 =
√

1 + a2|p|2.

La complétude géodésique consiste à étudier la relation entre le temps t et le paramètre affine

τ dans toute direction géodésique future. De l’équation (4.3.1), nous avons dt
dτ

=
√

1 + a2|p|2,

qui implique que dτ
dt

= 1√
1+a2|p|2

. Pour controler la relation entre t et τ , nous allons controler

la quantité a2|p|2 en tant que fonction de τ . Dérivant la fonction a2pi := a2(t(τ))pi(τ) par

rapport à τ , nous avons :

d

dτ

(
a2(t(τ)pi(τ))

)
= 2ȧapi

dt

dτ
+ a2dp

i

dτ
= 2ȧap0pi − 2ȧap0pi = 0 ,

d’où nous déduisons que a2pi = Ci, où Ci est une constante. Utilisant le fait que a(t(τ)) ≥ a0,

nous avons
dτ

dt
≥ χ (4.3.2)

où χ = 1√
1+ 1

a20

[
(C1)2+(C2)2+(C3)2

] est une constante strictement positive. Ainsi en intégrant

l’inégalité (4.3.2), l’intégrale du membre de droite diverge quand t tend vers l’infini. Par

conséquent quand t tend vers l’infini, τ tend aussi vers l’infini. D’où l’espace temps obtenu

est géodésiquement complète. 2
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Chapitre Cinq

CONCLUSION GENERALE ET

PERSPECTIVES

Nous avons dans ce travail, considéré les équations d’Einstein avec constante cosmolo-

gique, couplées aux équations de Maxwell, de Boltzmann et au champ scalaire massif sur

l’espace temps de Robertson-Walker, qui est d’un grand intérêt dans la modélisation de

l’univers et la compréhension de certains phénomènes astrophysiques. Nous avons considéré

le cas homogène où les fonctions inconnues ne dépendent que du temps (t = x0) et non de

l’espace (xi).

Nous avons commencé notre étude par la présentation des différentes équations et la

donnée de quelques hypothèses de travail. En étudiant le problème de compatibilité et de

conservation des équations d’Einstein, nous avons obtenu un système intégro-différentiel

équivalent au système initial écrit sous forme tensorielle. Après avoir défini les espaces fonc-

tionnels utilisés, nous avons tour à tour établi des inégalités de type Moser sur le noyau de

collision Q qui sont des inégalités fondamentales pour l’étude de l’équation de Boltzmann,

puis des inégalités d’énergie pour une classe d’équation aux dérivées partielles du premier

ordre. En combinant la méthode des caractéristiques et la méthode itérative, nous avons pu

prouver l’existence d’une solution du système couplé Einstein-Maxwell-Boltzmann-Champ

scalaire massif. En faisant usage de l’inégalité d’interpolation dans les espaces de Sobolev,

nous montrons que la solution f de l’équation de Boltzmann est de classe C1. Par la suite

nous avons montré via les estimations à priori que si ‖f0‖H3
d(R3) est suffisament petite et si

Λ > −4πmΦ2
0, alors le système couplé Einstein-Maxwell-Boltzmann-Champ scalaire massif

admet une solution globale régulière. Nous avons terminé notre étude en montrant la posi-

tivité de la solution de l’équation de Boltzmann, la stabilité de la solution globale obtenue
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et la complétude géodésique de l’espace-temps.

Toute fois un certains nombre de problème restent en suspend à savoir : l’étude de l’exis-

tence globale des solutions dans le cas où Λ ≤ −4πmΦ2
0, l’extention du dégré de régularité

de la solution de l’équation de Boltzmann, l’étude du système dans le cas inhomogène, etc.

Ainsi il apparaît clairement que les résultats obtenus dans cette thèse peuvent être un point

de départ pour des investigations futures.
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ANNEXE

Théorème 5.1. (Lemme de Gronwall’s)

Soient f , g et ϕ trois fonctions continues et positives sur [a, b], a, b ∈ R∗+, ϕ croissante telles

que

f(t) ≤ g(t) +

∫ t

a

ϕ(s)f(s)ds .

Alors

f(t) ≤ g(t)exp
(∫ t

a

ϕ(s)ds
)

Proposition 5.1. (Continuité dans les espaces Lp)

Soit f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p < +∞, alors

lim
h→0

∫
Rn
|f(x+ h)− f(x)|pdx = 0 .

Preuve: Puisque p < +∞, on peut utiliser la densité de l’ensemble des fonctions continues

sur Rn à support compact dans Lp(Rn).

• Supposons d’abord que f = ϕ ∈ C∞c (Rn) de support K ⊂ B(0, R), R > 0. Pour

‖h‖ ≤ 1
2
, on a∫

Rn
|f(x+ h)− f(x)|pdx =

∫
Rn
|ϕ(x+ h)− ϕ(x)|pdx

≤
∫
‖x‖≤R+ 1

2

|ϕ(x+ h)− ϕ(x)|pdx

car ϕ est nulle hors de B(0;R) et ϕ(· + h) l’est hors de B(0;R + 1
2
) quand ‖h‖ < 1

2
.

Comme ϕ est uniformément continue sur le compact B(0;R + 1
2
), pour tout ε > 0, il

existe α > 0 tel que si ‖h‖ ≤ α alors pour tout x ∈ B(0;R + 1
2
) on a

|ϕ(x+ h)− ϕ(x)| ≤ ε .

Thèse de Doctorat. Marcelin Kenmogne Noumo c©UYI 2023



115

D’ou ∫
Rn
|ϕ(x+ h)− ϕ(x)|pdx ≤

∫
B(0;R+ 1

2
)

εpdx ≤ εp × vol
(
B(0;R +

1

2
)
)

Ainsi

‖τhϕ− ϕ‖P ≤ εvol
(
B(0;R +

1

2
)
)1/p

ou τhϕ : x 7−→ ϕ(x+ h).

Donc lim
h→0
‖τhϕ− ϕ‖p = 0, c’est-à-dire lim

h→0

∫
Rn
|f(x+ h)− f(x)|pdx = 0 .

• Supposons maintenant que f ∈ Lp(Rn) et soit ε > 0. Alors par densité de C∞c (Rn)

dans Lp(Rn), il existe une fonction ϕ ∈ C∞c (Rn) telle que ‖f − ϕ‖p ≤ ε
3
. Ainsi pour

h ∈ Rn,

‖τhf − f‖p ≤ ‖τhf − τhϕ‖p + ‖τhϕ− ϕ‖p + ‖f − ϕ‖p

= 2‖f − ϕ‖p + ‖τhϕ− ϕ‖p

≤ 2ε

3
+ ‖τhϕ− ϕ‖p

en utilisant ‖τhf − τhϕ‖p = ‖f − ϕ‖p dû à un changement de variables immédiat.

D’après le premier cas comme ϕ est continue et à support compact, lim ‖τhϕ−ϕ‖p = 0

quand h −→ 0, donc pour h assez petit, ‖τhϕ− ϕ‖p ≤ ε
3
si bien que

‖τhf − f‖p ≤
2ε

3
+
ε

3
= ε

ce qui montre que lim
h→0
‖τhf − f‖p = 0, c’est-à-dire lim

h→0

∫
Rn
|f(x+ h)− f(x)|pdx = 0 .

2

Proposition 5.2. D(R3) est dense dans H3
d(R3).

Preuve: La preuve va se faire en deux étapes.

Soit T = {f ∈ H3
d(R3) : supp(f) compact }

1. Montrons que T est dense dans H3
d(R3).

Soit la suite tronquante (ϕj) définie par :


ϕ1 ∈ D(R3), ϕ1(x) = 1, pour |x| ≤ 1 et 0 ≤ ϕ1 ≤ 1

ϕj(x) = ϕ1

(
x
j

)
, pour j ≥ 1

suppϕj ⊂ B(0, 2j)

On a ϕj ∈ D(R3) et les Dαϕj sont uniformément bornées. En effet :

∀j ∈ N∗, |Dαϕj| ≤
Cα
j|α|
≤ Cα ou Cα = sup

x∈R3

|Dαϕ1(x)| .
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ϕj(x) = 1 si |x| ≤ j, donc ϕj −→ 1 simplement quand j −→ +∞.

Soit f ∈ H3
d(R3). On pose fj = ϕjf . Comme ϕj ∈ D(R3), il vient que fj ∈ T .

Nous allons montrer que la suite (fj) converge vers f dans H3
d(R3).

On a

‖f − fj‖H3
d(R3) = ‖f − ϕjf‖H3

d(R3) =

(∑
|α|≤3

∫
R3

(1 + |x|)2d+2|α|∣∣Dα
(
f(1− ϕj)

)∣∣2dx) 1
2

(5.0.1)

En vertu de l’inégalité de convexité et de la formule de Leibnitz, on a :

∣∣Dα
(
f(1− ϕj)

)∣∣ ≤ ∑
|β|≤|α|

{βα|Dα−βf ||Dβ(1− ϕj)|

≤

( ∑
|β|≤|α|

(
{βα
)2

) 1
2
( ∑
|β|≤|α|

|Dα−βf |2|Dβ(1− ϕj)|2
) 1

2

.

Donc

(1+|x|)2d+2|α|∣∣Dα
(
f(1−ϕj)

)∣∣2 ≤ Cα
∑
|β|≤|α|

(1+|x|)2d+2|α||Dα−βf |2|Dβ(1−ϕj)|2 . (5.0.2)

Remarquons que∑
|β|≤|α|

(1 + |x|)2d+2|α||Dα−βf |2|Dβ(1− ϕj)|2 = (1 + |x|)2d+2|α||Dαf |2|1− ϕj|2

+
∑

1≤|β|≤|α|

(1 + |x|)2d+2|α||Dα−βf |2|Dβ(1− ϕj)|2

i) Puisque ϕj −→ 1 et |1− ϕj| ≤ 1 + |ϕj| ≤ 2, on a (1 + |x|)2d+2|α||Dαf |2|1− ϕj|2 −→ 0, quand j −→ +∞ et

(1 + |x|)2d+2|α||Dαf |2|1− ϕj|2 ≤ 4(1 + |x|)2d+2|α||Dαf |2

Or f ∈ H3
d(R3), donc (1 + |x|)2d+2|α||Dαf |2 est intégrable. Ainsi en vertu du théorème

de la convergence dominée, on a :∫
R3

(1 + |x|)2d+2|α||Dαf |2|1− ϕj|2dx −→ 0 quand j −→ +∞

ii) On a ensuite |Dβϕj| ≤ Cβ
j|β|
≤ Cβ

j
, ∀ |β| ≥ 1 et suppϕj ⊂ B(0, 2j), il vient que

|Dβϕj|2 ≤
C2
β

j
≤ Kβ

j
et (1 + |x|)2|β||Dβϕj|2 ≤ C2

β

(1 + 2j)2|β|

j2|β| ≤ C ′β
(1 + j2|β|)

j2|β| ≤ K ′β
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D’où (1 + |x|)2d+2|α||Dα−βf |2|Dβϕj|2 ≤ (1 + |x|)2d+2|α||Dα−βf |2Kβ
j
−→ 0, quand j −→ +∞ et

(1 + |x|)2d+2|α||Dα−βf |2|Dβϕj|2 ≤ K ′β(1 + |x|)2d+2|α−β||Dα−βf |2 .

Or f ∈ H3
d(R3), donc (1 + |x|)2d+2|α−β||Dα−βf |2| est intégrable. Ainsi en vertu du

théorème de la convergence dominée, ∀ β tel que 1 ≤ |β| ≤ |α|, on a :∫
R3

(1 + |x|)2d+2|α||Dα−βf |2|Dβϕj|2dx −→ 0 quand j −→ +∞

d’où ∑
1≤|β|≤|α|

∫
R3

(1 + |x|)2d+2|α||Dα−βf |2|Dβϕj|2dx −→ 0 quand j −→ +∞

Il vient de (5.0.2) que

∀α, |α| ≤ 3,

∫
R3

(1 + |x|)2d+2|α|∣∣Dα
(
f(1− ϕj)

)∣∣2dx −→ 0 quand j −→ +∞

et de (5.0.1), on conclut que fj −→ f dans H3
d(R3). Ainsi T est dense dans H3

d(R3).

2. Montrons que D(R3) est dense dans T pour la topologie de H3
d(R3).

Soit (θj)j∈N∗ une suite régularisante i.e
θj ≥ 0,∀j ∈ N∗ et θj ∈ D(R3)∫
R3 θj(x)dx = 1, ∀j ∈ N∗

supp(θj) ⊂ B̄(0, j), j ∈ N∗

Soit f ∈ T , posons fj = f ? θj, alors supp(f) est compact car f ∈ T , donc fj ∈ D(R3).

Montrons que (fj) converge vers f dans H3
d(R3). Pour cela il suffit de montrer que

∀α, |α| ≤ 3, (1 + |x|)d+|α|Dαfj −→ (1 + |x|)d+|α|Dαf dans L2(R3)

Soit α, |α| ≤ 3, on a :

Dαfj = Dα ? θj et Dαf −Dαfj = Dαf −Dαf ? θj, et de plus

Dαf ? θj(x) =

∫
R3

Dαf(y)θj(x− y)dy

Or

Dαf(x) = Dαf(x)

∫
R3

θj(x− y)dy =

∫
R3

Dαf(x)θj(x− y)dy
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par suite

(1 + |x|)d+|α|Dαf(x)− (1 + |x|)d+|α|Dαfj(x)

=

∫
R3

(1 + |x|)d+|α|(Dαf(x)−Dαf(y)
)
θj(x− y)dy . (5.0.3)

D’où

∣∣(1 + |x|)d+|α|Dαf(x)− (1 + |x|)d+|α|Dαfj(x)
∣∣2

≤ (1 + |x|)2d+2|α|
(∫

R3

(
Dαf(x)−Dαf(y)

)
θj(x− y)dy

)2

;

et en appliquant l’inégalité de Hölder, on a :

∣∣(1 + |x|)d+|α|Dαf(x)− (1 + |x|)d+|α|Dαfj(x)
∣∣2

≤ (1 + |x|)2d+2|α|
∫
R3

∣∣Dαf(x)−Dαf(y)
∣∣2θj(x− y)dy . (5.0.4)

En intégrant (5.0.4) sur R3, on a :∫
R3

(1 + |x|)2d+2|α|∣∣Dαf(x)−Dαfj(x)
∣∣2dx

≤
∫
R3

∫
R3

(1 + |x|)2d+2|α|∣∣Dαf(x)−Dαf(y)
∣∣2θj(x− y)dxdy .

En posant dans R2n, x− y = z, y = y, on a :∫
R3

(1 + |x|)2d+2|α|∣∣Dαf(x)−Dαfj(x)
∣∣2dx

≤
∫
|z|≤ 1

j

∫
R3

(1 + |y + z|)2d+2|α|∣∣Dαf(y + z)−Dαf(y)
∣∣2θj(z)dzdy ,

qui s’écrit encore∫
R3

(1 + |x|)2d+2|α|∣∣Dαf(x)−Dαfj(x)
∣∣2dx

≤
∫
|z|≤ 1

j

θj(z)dz

∫
R3

(1 + |y + z|)2d+2|α|∣∣Dαf(y + z)−Dαf(y)
∣∣2dy . (5.0.5)

Désignons par K le support de f , alors il existe r > 0 tel que K ⊂ B(0, r). Ainsi pour

|z| ≤ 1
j
< 1, on a :∫

R3

(1 + |y + z|)2d+2|α|∣∣Dαf(y + z)−Dαf(y)
∣∣2dy

≤ Cα

∫
R3

∣∣Dαf(y + z)−Dαf(y)
∣∣2dy (5.0.6)
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avec Cα = (2 + r|)2d+2|α| . Or f ∈ T ⊂ H3
d(R3) ⊂ H3(R3), donc Dαf ∈ L2(R3). Ainsi

d’après le théorème de continuitè en moyenne d’ordre 2, on a :∫
R3

∣∣Dαf(y + z)−Dαf(y)
∣∣2dy −→ 0 quand z −→ 0

et (5.0.6) entraine que :∫
R3

(1 + |y + z|)2d+2|α|∣∣Dαf(y + z)−Dαf(y)
∣∣2dy −→ 0 quand z −→ 0

donc

∀ε > 0, ∃β > 0 tel que ∀z ∈ R3, |z| ≤ β =⇒
∫
R3

(1+|y+z|)2d+2|α|∣∣Dαf(y+z)−Dαf(y)
∣∣2dy < ε

Etant donné que lim
j→+∞

1
j

= 0, il existe j0 > 0 tel que ∀j ∈ N∗, j > j0 =⇒ 1
j
< β. Ainsi

on a |z| < 1
j
< β et par suite∫

R3

(1 + |y + z|)2d+2|α|∣∣Dαf(y + z)−Dαf(y)
∣∣2dy < ε

D’où

j > j0 =⇒
∫
R3

(1 + |x|)2d+2|α|∣∣Dαf(x)−Dαfj(x)
∣∣2dx ≤ ε

∫
|z|≤ 1

j

θj(z)dz < ε .

Donc

∀α, |α| ≤ 3, (1 + |x|)d+|α|Dαfj −→ (1 + |x|)d+|α|Dαf dans L2(R3)

et par conséquent fj −→ f dans H3
d(R3). Ce qui prouve que D(R3) est dense dans T

pour la topologie de H3
d(R3).

En conclusion D(R3) est dense dans T pour la topologie de H3
d(R3) et T est dense dans

H3
d(R3), donc D(R3) est dense dans H3

d(R3). 2

Jacobien du changement de variables (u, v) −→ (u′, v′).

La matrice Jacobienne de ce changement de variables est la matrice carrée d’ordre 6

définie par :  Aij Bij

Cij Dij

 i, j ∈ {1, 2, 3} ;

avec

Aij =

(
∂u′i

∂uj

)
; Bij =

(
∂u′i

∂vj

)
; Cij =

(
∂v′i

∂uj

)
; Dij =

(
∂u′i

∂vj

)
.
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Notons que d’après (1.5.3)-(1.5.4), nous avons

u′k = uk + b(u, v, ω)ωk et v′k = vk − b(u, v, ω)ωk ,

donc 

Aij = δij + ωi ∂b
∂uj

Bij = −ωi ∂b
∂uj

Cij = ωi ∂b
∂vj

Dij = δij − ωi ∂b∂vj

.

En remplaçant la quatrième ligne par la somme de la première et de la quatrième, la cin-

quième ligne par la somme de la deuxième et la cinquième, la sixième par la somme de la

troisième ligne et la sixième, nous avons :

|J | =

∣∣∣∣∣∣ Aij Bij

I I

∣∣∣∣∣∣ ;

où I est la matrice identité d’ordre 3. En remplaçant la premième colonne par la soustrac-

tion de la quatrième colonne de la première, la deuxième colonne par la soustraction de la

cinquième colonne de la deuxième, la troisième colonne par la soustraction de la sixième

colonne de la troisième, nous avons :

|J | =

∣∣∣∣∣∣ A
′
ij Bij

O I

∣∣∣∣∣∣ ;

où

A′ij = δij + ωi
(
∂b

∂ui
− ∂b

∂vi

)
.

En posant

Y i =
∂b

∂ui
− ∂b

∂vi
,

nous avons :

|J | = |A′ij| ;

c’est-à-dire :

|J | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + ω1Y 1 ω1Y 2 ω1Y 3

ω2Y 1 1 + ω2Y 2 ω2Y 3

ω3Y 1 ω3Y 2 1 + ω3Y 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Un calcul direct donne :

|J | = 1 + ω1Y 1 + ω2Y 2 + ω3Y 3 .
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Remarquons que B = N
D
, donc

wiY i = W i

(
1

D

∂N

∂ui
− N

D2

∂D

∂ui

)
−W i

(
1

D

∂N

∂vi
− N

D2

∂D

∂vi

)
.

Ainsi

w1Y 1 + w2Y 2 + w3Y 3

=
1

D

(
w1 ∂N

∂u1
+ w2 ∂N

∂u2
+ w3 ∂N

∂u3

)
︸ ︷︷ ︸

K1

− N

D2

(
w1 ∂D

∂u1
+ w2 ∂D

∂u2
+ w3 ∂D

∂u3

)
︸ ︷︷ ︸

K2

− 1

D

(
w1∂N

∂v1
+ w2∂N

∂v2
+ w3∂N

∂v3

)
︸ ︷︷ ︸

K′1

+
N

D2

(
w1 ∂D

∂v1
+ w2 ∂D

∂v2
+ w3 ∂D

∂v3

)
︸ ︷︷ ︸

K′2

Or 

∂N
∂ui

= 2a−2 ui

u0
ω · (u0v − v0u)− 2v0(u0 + v0)wi + 2a−2(u0 + v0) u

i

u0
ω · v

∂N
∂vi

= 2a−2 vi

v0
ω · (u0v − v0u) + 2u0(u0 + v0)wi − 2a−2(u0 + v0) v

i

v0
ω · u

∂D
∂ui

= 2a−2 ui

u0
(u0 + v0)− 2a−2(u0 + v0)ω · (u+ v)wi

∂D
∂vi

= 2a−2 vi

v0
(u0 + v0)− 2a−2(u0 + v0)ω · (u+ v)wi

;

donc

K1 =
1

D

(
w1 ∂N

∂u1
+ w2 ∂N

∂u2
+ w3 ∂N

∂u3

)
=

1

D

[
2a−2

u0
(ω · u)ω · (u0v − v0u)− 2v0(u0 + v0) + 2a−2(u0 + v0)

1

u0
(ω · u)(ω · v)

]

K ′1 =
1

D

[
2a−2

v0
(ω · v)ω · (u0v − v0u) + 2u0(u0 + v0)− 2a−2(u0 + v0)

1

v0
(ω · u)(ω · v)

]

K2 =
N

D2

(
w1 ∂D

∂u1
+ w2 ∂D

∂u2
+ w3 ∂D

∂u3

)
=

N

D2

[
2a−2 1

u0
(u0 + v0)ω · u− 2a−2ω · (u+ v)

]

K ′2 =
N

D2

[
2a−2 1

v0
(u0 + v0)ω · v − 2a−2ω · (u+ v)

]
.

K1 −K ′1 =
1

D

[
−2(u0 + v0)2 + 2a−2(u0 + v0)(ω · u)(ω · v)

(
1

u0
+

1

v0

)
− 2a−2

(
ω · (v0u− u0v)

)2

u0v0

]
=

1

u0v0D

[
−2u0v0(u0 + v0)2 + 2a−2(u0 + v0)2(ω · u)(ω · v)− 2a−2

(
ω · (v0u− u0v)

)2
]
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K2 −K ′2 =
N

D2

[
2a−2(u0 + v0)

(
ω · u
u0
− ω · v

v0

)]
=

N

D2

[
2a−2(u0 + v0)ω · (v0u− u0v)

u0v0

]
= −a−2N

2

D2

1

u0v0

= −a−2 b2

u0v0
.

Ainsi

w1Y 1 + w2Y 2 + w3Y 3

= K1 −K ′1 − (K2 −K ′2)

=
1

u0v0D

[
−2u0v0(u0 + v0)2 + 2a−2(u0 + v0)2(ω · u)(ω · v)− 2a−2

(
ω · (v0u− u0v)

)2
]

+ a−2 b2

u0v0

=
a−2b2

u0v0
− 2

u0v0D

[
u0v0(u0 + v0)2 − a−2(u0 + v0)2(ω · u)(ω · v)− 2a−2u0v0(ω · u)(ω · v)

+a−2(v0)2(ω · u)2 + a−2(u0)2(ω · v)2 − a−2u0v0
(
ω · (u+ v)

)2
+ a−2u0v0(ω · u)2

+a−2u0v0(ω · v)2 + 2a−2u0v0(ω · u)(ω · v)
]

=
a−2b2

u0v0
− 2

u0v0D

[
u0v0

(
(u0 + v0)2 − a−2

(
ω · (u+ v)

)2
) ]

− 2a−2

u0v0D

[
− (u0 + v0)2(ω · u)(ω · v) + v0(u0 + v0)(ω · u)2 + u0(u0 + v0)(ω · v)2

]
= −2 +

a−2b2

u0v0
− 2a−2

u0v0D

[
(u0 + v0)

(
v0(ω · u)− u0(ω · v)

)
(ω · u− ω · u)

]
= −2 +

a−2b2

u0v0
− 2a−2

u0v0D

[
(u0 + v0)ω · (v0u− u0v)(ω · (u− v))(ω · u− ω · u)

]
= −2 +

a−2b2

u0v0
− 2a−2

u0v0D

[
− 1

2
Nω · (u− ·u)

]
= −2 +

a−2b2

u0v0
+
a−2bω · (u− ·u)

u0v0
.

D’où

|J | = −1 +
a−2b2

u0v0
+
a−2bω · (u− ·u)

u0v0
.

D’autre part nous avons : (u′0)2 = 1 + a−2|u′|2 = 1 + a−2(|u|2 +B2 + 2Bu · ω) = (u0)2 + a−2(B2 + 2Bu · ω)

(v′0)2 = 1 + a−2|v′|2 = 1 + a−2(|v|2 +B2 + 2Bv · ω) = (v0)2 + a−2(B2 + 2Bv · ω)
,
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donc

2u′0v′0 = (u′0 + v′0)2 − (u′0)2 + (v′0)2

= (u0 + v0)2 − (u0)2 − a−2(B2 − 2Bu · ω)− (v0)2 − a−2(B2 − 2Bv · ω)

= 2u0v0 − 2a−2B2 − a−2Bω · (u− v) .

D’où
u′0v′0

u0v0
= 1− a−2B2

u0v0
− a−2Bω · (u− v)

u0v0
.

Ainsi

|J | = −u
′0v′0

u0v0
.
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