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RESUME

Au début de cette décennie, plusieurs travaux se sont intéressés a des dispositifs a mémoire
autres que les traditionnelles bascules. De ce fait, deux composants ont fait 'objet d’un intérét
particulier : les circuits 8 mémoire ou memristors et les circuits synthétisant le calcul frac-
tionnaire. L’approche classique préconise I'utilisation de plusieurs composants électroniques
analogiques tels que des résistances, des condensateurs, des bobines, des multiplicateurs, des
amplificateurs opérationnels, qui sont encombrants et consomment beaucoup d’énergie. Pour
pallier ces inconvénients, nous proposons dans cette thése une nouvelle approche qui consiste
a implémenter ces systémes sur un microcontréleur bon marché et facile a programmer. Pour
ce faire, les systemes a synchroniser font d’abord 1'objet d’études numériques et analytiques.
Une fois la nature du systéme déterminée, son implémentation dans le microcontroéleur se fait
en langage de programmation C gréace au logiciel de programmation MPLAB, couplé a son
compilateur XC8. Pour visualiser les données sur un oscilloscope numérique, nous avons inséré
entre le microcontréleur et celui-ci un convertisseur numérique-analogique que nous avons
construit précédemment. Comme résultats, nous observons que pour le systéme fractionnaire,
en considérant les mémes parametres de contréle, le systeme produit une réponse chaotique
alors que le systéme classique révele une dynamique périodique. Dans le cas du systéme mem-
ristor, nous observons une grande complexité liée  la variation des paramétres de contrdle. A
titre indicatif, nous observons que la dimension de Kaplang du systeme est élevée par rapport
a celles des systéemes observés dans la littérature. Enfin, pour les deux systemes proposés,
nous démarrons les deux systemes avec deux conditions initiales proches et nous réalisons
numériquement et expérimentalement que, grace au processus de synchronisation, basé sur
le modele de controle actif, les deux systemes trouvent la méme trajectoire apreés quelques
microsecondes.

Key words : Microcontréleur, PIC16F877A, synchronisation, Chaos, Hyperchaos, calcul

fractionnaire, Memristor
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ABSTRACT

At the beginning of this decade, several works were interested in memory devices other
than the traditional flip-flops. As a result, two components have been the object of particular
interest : memory circuits or memristors and circuits synthesizing fractional computation.
The classical approach recommends the use of several analog electronic components such as
resistors, capacitors, coils, multipliers, operational amplifiers, which are bulky and consume a
lot of energy. To overcome these drawbacks, we propose in this thesis a new approach which
consists in implementing these systems on a cheap and easy to program microcontroller. To
do so, the systems to be synchronized are first the object of numerical and analytical studies.
Once the nature of the system is determined, its implementation in the microcontroller is done
in C programming language thanks to the MPLAB programming software, coupled with its
XC8 compiler. To visualize the data on a digital oscilloscope, we have inserted between the
microcontroller and it a digital-analog converter that we have built previously. As results, we
observe that for the fractional system, considering the same control parameters, the system
produces a chaotic response while the classical system reveals a periodic dynamics. In the
case of the memristor system, we observe a great complexity related to the variation of the
control parameters. As an indication, we observe that the Kaplang dimension of the system is
high compared to those of the systems observed in the literature. Finally, for the two proposed
systems, we start the two systems with two close initial conditions and realize numerically
and experimentally that, thanks to the synchronization process, based on the active control
model, the two systems find the same trajectory after a few microseconds.

Key words : Microcontroller, PIC16F877A, synchronization, Chaos, Hyperchaos, fractional

computing, Memristor
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INTRODUCTION GENERALE

Dans la sphére électronique, le terme "mémoire" désigne les éléments de stockage de
données, en l'occurrence les bascules. Dans la mesure ot chaque bascule contient plusieurs
transistors, orchestrant une consommation d’énergie considérable, de nombreux travaux ont
été réalisés pour explorer de nouvelles possibilités. Suite a cela, deux composants ont fait

I'objet d’'une attention particuliére : les memristors et les circuits fractionnaires [1].

Le memristor, introduit en 1971 par Chua [2], est un dispositif résistif a deux bornes
qui a la capacité de conserver ses données en 'absence d’une alimentation électrique. Etymolo-
giquement, il s’agit de la contraction de deux mots anglais « memory et resistor ». Il établit une
relation entre la charge électrique ¢(t) = jfoo i(7) et le flux magnétique ¢(t) = ffoov(r). Cette
relation constitue 'essence de I'effet mémoire induit par le memristor. L'effet mémoire ici peut
s’entendre comme étant la capacité d’un élément ou d'un ensemble d’éléments a stocker I'état
d’un systeme a un moment donné et a le restituer ultérieurement [3-5]. Longtemps considéré
comme composant hypothétique, car aucun exemple physique n’étant connu, ce n’est qu'en
2008, soit 37 ans plus tard, qu'une implémentation physique du memristor fut proposée dans
la littérature par une équipe de chercheurs du laboratoire Hewlett Packard(HP ) conduite
par R. Stanley Williams. Ses potentielles et prometteuses applications dans le domaine des

mémoires nanoélectroniques ont depuis lors été abondamment rapportées [6].

Le calcul fractionnaire est un concept mis sur pied pour généraliser 'opérateur de
dérivation et d’intégration. L'opérateur fractionnaire a été introduit presque simultanément
avec le développement des opérateurs classiques. La premiere référence connue est dans la
correspondance de G. W. Leibniz a M. de 'Hospital en 1695, ou la question de la définition
de la dérivée a 'ordre 1/2 a été soulevée [7]. Ce concept est devenu un sujet de recherche
actif dans le domaine des sciences non-linéaires, en raison de ses applications potentielles en

électronique, mécanique, physique nucléaire, médecine et les systémes financiers [8,9].
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A la lumiére de ces définitions, nous pouvons souligner des intéréts communs existants
entre les deux concepts, notamment, dans la conception de systémes dynamiques chaotiques,
d’autant plus que par I'effet mémoire qu'’ils sont susceptibles d’incarner, ils peuvent générer des
attracteurs cachés que I'approche conventionnelle ne permet pas de mettre en évidence. Cela
justifierait 'engouement observé autour de la conception de nouveaux systemes dynamiques
chaotiques. Bien que le premier systeme chaotique ait été officiellement découvert par Lorenz
en 1963, des sources documentaires nous apprennent qu’Henri Poincaré a fait une découverte
similaire vers 1900, sans pouvoir nommer le concept, en raison de la difficulté a comprendre,
voire a expliquer les manifestations d’'un phénomene chaotique. La vacuité qui entourait alors
ce concept a fait que ’étude des systémes chaotiques soit restée inexplorée jusqu’a 'apparition
des premiers calculateurs dans la seconde moitié du vingtieme sieécle. On comprend alors
pourquoi les manifestations qui découlaient de ce phénomeéne, notamment la sensibilité a la
moindre variation des conditions initiales, étaient considérées comme des perturbations. Grace
aux nombreuses applications disponibles, il apparait aujourd’hui que la notion de chaos est
principalement due au couplage de la non-linéarité et de la sensibilité aux conditions initiales.
Si nous sommes aujourd’hui capables de qualifier et de quantifier les effets de ce couplage dans
un systeme dynamique, c’est parce que plusieurs techniques de caractérisation et de controle
ont été établies [10]. Il s’agit notamment du calcul des exposants de Lyapunov [11-13],
le test 0-1, 'entropie de Kolmogorov, I'entropie conditionnelle des modeéles ordinaux, pour
ne citer que ceux-ci. Parmi ces mesures, seuls les exposants de Lyapunov peuvent révéler
qualitativement le caractere hyperchotique d’'un systéme non linéaire [14, 15]. On précise
qu'un systeme est hyperchaotique s’il possede au moins deux exposants de lyapunov positifs
[16-19]. Par ailleurs, les méthodes entropiques montrent quantitativement qu'un systeme
hyperchaotique a une dynamique plus riche qu'un systeme chaotique.

Dans la littérature, la conception de circuits capables d’adopter de tels comportements
(chaotiques et hyperchaotiques), présentant une non-linéarité memristive ou pris a un ordre
fractionnaire, afin d’observer 'impact de I'effet mémoire sur I'évolution dudit systeme, est
devenue, en électronique, plus qu'une nécessité [16,17]. Sur ce point, 'approche classique pré-
conise 'utilisation de plusieurs composants électroniques analogiques tels que des résistances,
des condensateurs, des bobines, des multiplicateurs, les amplificateurs opérationnels, qui sont
encombrants et consomment beaucoup d’énergie. Pour réduire ce probléme de consommation
énergétique et d’encombrement, des travaux ont été proposés pour promouvoir I'utilisation de
cartes programmables telles que FPGA et Arduino. Malheureusement, il est difficile de séparer

les microcontroleurs programmeés de leur carte correspondante. Cette situation a également
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une conséquence sur le colit de revient ainsi que sur la portabilité du systéme proposé. En effet,
I'un des challenges de cette derniére décennie est la conception des systemes embarqués, qui
sont des systemes €électroniques et informatiques autonomes, spécialisé dans une tache précise.
De ce fait, 'usage des cartes suscité ne participe pas a la miniaturisation tant souhaitée. Ainsi,
pour surmonter ces multiples inconvénients, nous proposons dans cette these, une nouvelle
approche qui consiste a implémenter lesdits systemes sur un microcontroleur bon marché et
facile a programmer, en 'occurrence, le PIC16F877A, possédant a la fois une faible mémoire
de donnée (8192 octets) et une faible mémoire de programmation (368 octets). Pour mon-
trer la faisabilité de la nouvelle approche, une application de synchronisation d’oscillateurs
chaotiques a mémoire est proposée. Pour réaliser cela, les systémes a synchroniser font tout
d’abord l'objet d’études numériques et analytiques a I'aide d’outils tels que : 'analyse des
points d’équilibre, le calcul des exposants de Lyapunov, le bassin d’attraction et les portraits de
phase. Aprées avoir descellé la nature du systéme, son implémentation dans le microcontréleur
se fait en langage de programmation C grace au logiciel de programmation MPLAB, couplé a
son compilateur XC8. Pour visualiser les données sur un oscilloscope numérique, nous avons
inséré entre le microcontréleur et celui-ci un convertisseur numérique-analogique que nous
avons préalablement construit.

Pour mener a bien nos travaux, nous ’avons subdivisé en trois grands chapitres.

Le premier chapitre, sectionné en trois parties, présente les généralités sur les systemes
chaotiques, memristifs et fractionnaires.

Le deuxiéme chapitre, également sectionné en trois parties, présente les matériels et
méthodes, théoriques et expérimentales concourantes a la synchronisation des systemes
dynamiques chaotiques a dérivées ordinaires et fractionnaires.

Le troisieme chapitre est consacré a une présentation détaillée des résultats de calcul, de
simulation et expérimentaux. Ce document se termine par une conclusion générale englobant

un ensemble de perspective ouvrant un champ de débats scientifiques assez large.

These de Doctorat/PhD Page 3/117 TAGNE SAMUEL



Chapitre 1

REVUE DE LA LITTERATURE
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Introduction

Le chaos a longtemps été synonyme de désordre et de confusion. Le déterminisme, la
prévisibilité et la réversibilité définissaient la science. Aujourd’hui, la problématique du chaos
et de la mémoire est largement utilisée dans le domaine de la sécurité pour plusieurs raisons :
Elle permet d’augmenter la sensibilité aux conditions initiales (CI), de générer des attracteurs
cachés et de produire des séquences plus aléatoires qu'un systéme chaotique de base [20-24].
Pour comprendre ce couplage, nous présentons dans ce chapitre une vue globale de la notion
de chaos, une généralité sur le mémoire et I'histoire autour du calcul fractionnaire. Ce chapitre

se termine par une liste d’applications dans lesquelles le chaos est impliqué.

1.1 Systemes dynamiques

Un systéme dynamique (SD)! est un modéle permettant de décrire I'évolution d’un
ensemble d’éléments en interaction dans le temps [25]. Il peut étre de nature linéaire ou

non-linéaire. Un systéme linéaire est caractérisé par une prédictibilité de sa réponse et répond

1. systeme dynamique
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a une excitation proportionnellement a 'amplitude de celle-ci, ce qui n’est pas le cas pour un
systéeme non-linéaire. De plus, un systéme non-linéaire peut produire une réponse irréguliere

ou non en fonction des considérations envisagées [26].

1.1.1 Modélisation mathématique d’un systeme dynamique
Pour modéliser mathématiquement un SD, on considére le triplet (z,¢, f) ou x représente
I'espace d’état, ¢t le domaine temporel, et f I'application. En plus de ce triplet, la réponse d’'un
SD peut étre influencée par un ensemble de variables pouvant elles-mémes changer au cours
du temps (parametres dynamiques) ou par un ensemble de variables statiques encore appelées

parametres fixes du systeéme.

1.1.2 Caractéristiques d’un systeme dynamique
Un SD est principalement caractérisé par la maniere dont il évolue dans le temps.
- Un systeme qui dépend explicitement du temps est dit non-autonome ou forcé.
- Un systeme qui ne dépend pas explicitement du temps est dit autonome ou libre.
Quelque soit le cas considéré, le systeme peut étre a temps discret ou a temps continu. En

conséquence, les définitions suivantes sont données :

Definition 1 Lorsqu’un systeme met en jeu des signaux continus, on dit qu’il est un systeme

continu. Il a les mémes propriétés qu'une fonction continue.

Exemple 1.1.1 Le systeme de Duffing [27, 28] est un systéme non-autonome a temps continu et

excité par un générateur de tension de la forme vgsin(wt) (Eq. 1.1) avec o =0.09, 5 =0.37, V, =

6, 0 =0.798. Il provient du circuit (Fig. 1.1), initialement conduit par une non-linéarité cubique.
dx

a =Y (1.1

Z—ZZ = x—12%— Sy +ycos(wt)

Exemple 1.1.2 Le systéme de Lorenz [29] est un systéme continu et autonome. Il est donné par

(Eq. 1.2) avec pour paramétres 3 =8/3, p =28, 6 = 10,

& =6y —u)
4 afp-2)—y 12)
%:xy—ﬁz
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Memristor

FIGURE 1.1 - Circuit de duffing

Definition 2 On parle de systémes discrets par opposition aux systemes continus [30]. En
effet, les systémes numériques nécessitent un échantillonnage (fini) de données pour pouvoir

manipuler des données analogiques (continu), cette opération est une discrétisation.

Exemple 1.1.3 La fonction logistique [31] est une application du segment [0, 1] dans lui-méme
qui sert de récurrence a la suite (Eq. 1.3), oun =0,1,... représente le temps discret, x U'unique

variable dynamique et r, un parametre réel.

Tpt1 =1Tp(l —xp) (1.3)

Exemple 1.1.4 Le « chat » d’Arnold [32] est une application définie par (Eq. 1.4).

Tny1l = Tp+yn (modl) (1.4)

Yntl = Tp+2y, (modl)

1.1.3 Théorie du chaos
La théorie du chaos (TC) est considérée comme une des trois révolutions dans les sciences
physiques du vingtiéme siecle. En effet, la relativité a éliminé I'illusion Newtonienne d’espace
absolu et du temps, la théorie quantique a éliminé les réves Newtonien d’un processus mesu-

rable et vérifiable et le chaos a éliminé la fantaisie Laplacienne de prévisibilité déterministe.
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Ainsi, la TC [33, 34] est efficace sur la mise en exergue du comportement imprévisible de cer-
tains systemes dynamiques non linéaires. Il est vrai que le chaos caractérise 'aspect irrégulier
de plusieurs systemes proposés dans la littérature. Toute fois, sa meilleure illustration reste
le célébre « effet papillon » de Lorenz, c’est-a-dire I'idée qu’un papillon remuant l'air a Hong
Kong aujourd’hui puisse transformer les systemes de tempéte a New York le mois prochain. En
d’autre terme, le chaos traduit le fait que de petits changements initiaux aient de profondes
répercussions sur le résultat de I'ensemble du systeme [35].

Cette théorie a pris une proportion considérable dans le monde scientifique a cause du
physicien et mathématicien Jules Henri Poincaré qui a réussi a I'utiliser pour visualiser et

expliquer certains résultats mathématiques [36].

1.1.4 Notion d’attracteur
Dans les années 1960, pour comprendre les phénomenes induits par le chaos, les chercheurs
ont effectué une cartographie de ’ensemble des trajectoires occupées par le systéme. Cette
carte ou représentation s’appelle « un espace de phase » correspondant aux coordonnées
du mouvement. L’ensemble de toutes les coordonnées du systeme constituait un domaine

aujourd’hui appelé « attracteur » [37].

Definition 1 L’attracteur d’'un SD est une région de I'’espace de phase vers laquelle toute
trajectoire du systeme est susceptible de converger. Un SD peut avoir plusieurs attracteurs ou

aucun.

1.1.5 Typologie des attracteurs

On classe les attracteurs en fonction de leur morphologie, ainsi :

1. Un attracteur réduit a un point est appelé point fixe.

2. Un attracteur formant une courbe fermée est appelé cycle limite
3. Un attracteur formant la surface d’un tore est appelé tore limite.

4. Un attracteur n’entrant pas dans les catégories précédentes est appelé attracteur étrange.

(Fig. 1.2) présente l'attracteur de Chua dans le plan = — y.

1.1.6 Exemples de systemes chaotiques
D’une maniere générale, un comportement chaotique tient sa source dans de nombreux
systemes naturels tels que '’écoulement des fluides, les irrégularités du rythme cardiaque et

la météorologie. Elle se produit aussi spontanément dans certains systémes a composantes
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FIGURE 1.2 - Attracteur dans le plan x — y de : (a) Chua, (b) Lorenz, et (c) Duffing

artificielles, comme la bourse et le trafic routier. Il devient donc important de noter et définir

les caractéristiques que doit avoir un systeme afin de cadrer notre domaine d’étude.

a) Déterminisme

Un systéme déterministe non chaotique a une dynamique telle que, a partir d'un ensemble
de ClIs, il converge vers un comportement unique qui est indépendant de ces dernieres. La
propriété de convergence, d’attraction vers la trajectoire d’équilibre, est toujours présente
lorsque le systeme devient chaotique, mais la sensibilité aux CIs s’y ajoute.

Du point de vue d’attracteur, il s’agit du comportement de certains systemes dynamiques
non-linéaires dont la solution est une trajectoire qui semble osciller, mais ne reprend jamais
deux fois exactement la méme oscillation, ce qui justifie le nom de chaos (Fig. 1.2). Son

évolution obéit a des lois déterministes.

b) Non-linéarité
L’expression non linéaire fait référence au fait que les interactions entre les entités qui
composent le systéeme sont telles qu’il n’y a pas de proportionnalité entre les effets et les causes
qui les sous-tendent. Dans un SD, '’élément responsable de ce comportement est '’élément non
linéaire, qui apporte donc la non-linéarité au systéme. Dans notre these, le comportement non
linéaire qui nous intéresse est celui induit par le memristor et 'ordre fractionnaire, notions
responsables de I'introduction de la mémoire dans les systemes que nous envisageons de

CONCEVOir.

1.2 Memristor

Le memristor a pour caractéristique principale, la non-volatilité de I'information et est par

conséquent le centre d’intérét de plusieurs travaux.
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Le memristor est le quatrieme élément de base du circuit, apres la résistance, le conden-
sateur et la bobine. Le fonctionnement de chaque élément de base mentionné ici est régi
par des relations mathématiques, a savoir dv = Rdi, d¢ = Ldi, dq = cdv Respectivement,
voir (Fig. 1.3). Ceci implique I'existence des fonctions linéaires v = f(i), o = f(i) et ¢ = f(v)
réalisées par les trois composants cité plus haut. Ces relations avaient longtemps été les seules
existantes entre ces trois composants de base jusqu’a ce que, Chua se pose la question sur la
relation qui existerait entre la charge g et le flux ¢. Cette question le poussa a émettre une idée
sur I'existence d’un quatrieme composant qu’il va appeler « memristor », régi par la relation

mathématique dqg = Md¢

1.2.1 Définition
Le terme « memristor » pour « memory resistor » désigne un élément passif a deux termi-

naux introduit en 1971 [2] de symbole (Fig. 1.4). Pour convaincre la communauté, il dresse

Memristor

UL

FIGURE 1.3 - Eléments électriques de base

la liste des doublets entre la tension v, le courant i, le flux ¢ et la charge (¢) (Fig. 1.3) :
Il fait remarquer que les doublets (¢,v) et (¢, 7) forment deux des lois de I'électromagnétisme
et que les doublets (v,i), (¢,v) et (¢,i) définissent respectivement la résistance, la capacitance

et I'inductance. Le dernier doublet (¢,¢) n’a pas de correspondance et c’est lui qui engendre la
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FIGURE 1.4 - Symbole du memristor

définition du memristor, pouvant étre soit contrdlé en charge, (Eq. 1.5) soit controlé en flux

(Eq. 1.6).

1) Memristor contr6lé en charge

v(t) = M(q(t))i(t) avec M(q) = %q(q)) (1.5)
2) Memristor controlé en flux
(1) = _ da(9)
i) =WEONt)  avee  W(o)="47 (1.6)

1.2.2 Evolution du memristor
Pendant des années, le memristor est resté sans intérét, aucune matérialisation physique
n’étant disponible. Ce n’est qu’en 2008 que les chercheurs de la section HP ? vont implémenter
une version réelle du memristor. Ce memristor est concu a base du dioxyde de titane (7;02)
[38,39]. Plus tard, en 2009, Biolek et al. vont proposer un memristor basé sur un schéma
bloc [40]. De ce schéma bloc, ils concoivent un modele idéal du memristor constitué d'un

transistor, des résistances et d'un condensateur [41,42].

a) Memristor selon HP

Le memristor de HP résulte de l'insertion d'une couche de dioxyde de titane “7;0>” entre
deux couches de platine (“P,”) [40,43,44]. Il est constitué de deux zones distinctes, une
dopée et une non-dopée comme indiqué sur (Fig. 1.5).

Lorsqu’une tension V' est appliquée aux bornes du memristor, il s’établit automatiquement
entre les deux zones une troisieme appelée « zone d’équilibre » représentée par la coordonnée
“z”, définie par (Eq. 1.7).

(1.7)

Sl &

a) Hypothese

2. Hewlett-Packard
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'k 4
A

non dopée

li

FIGURE 1.5 - memristor : Modéle HP au T,05

V

L’occupation de la longueur totale du dispositif par les charges mises en jeux correspond
aux deux résistances extrémes “Rorr” et “Ron” du memristor. La variation de la taille totale
de la zone dopée “w” fait évoluer la résistance totale du dispositif en pondérant I'importance

de chacune des deux zones. Les équations de (Eq. 1.8) sont déduites de ces hypotheses :

M(g) = Rorp x (1—2280N x q(t))

(1.8)
w(t) = Uy X &Dﬂ x q(t)

L’épaisseur “w” dépend du courant de dépassement (effet mémoire en ce qui concerne
toute la charge). La relation de base entre la tension et le courant dans le memristor est

donnée par la loi dohm (Eq. 1.9)
v(t) = Rmem(x) X i(t) (1.9

“Rmem” est la résistance totale des deux couches (dopée et non dopée). Il est nécessaire
d’exprimer la dépendance entre le courant i et I'état de “z”. Cette équation dynamique d’état

ressemble a ceci :
% =kx f(z)xi(t) avec k= va(;]v (1.10)

“v,” est la constante de mobilité des porteurs de charges.

b) Relation courant-tension

Dans le memristor, le rapport de courant et tension peut étre défini par (Eq. 1.11).

o(t) = R(t)i(t) = Z—jz’(t) (1.11)
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Ou ¢(t) et ¢(t) dénotent respectivement le flux et la charge en fonction du temps. Ainsi,
la résistance peut étre interprétée comme pente au point ¢ = ¢y sur la courbe ¢ = f(q) du
memristor. Si la courbe ¢y = f(q) est non-linéaire, la résistance changera avec le point de
fonctionnement. Sans tension externe ou courant, le point de fonctionnement ne change pas
et par conséquent la résistance demeure constante. Ainsi, le signal est appris par coeur comme
valeur de la résistance du memristor et sa memristance M peut étre commandée en appliquant

une tension ou un courant a travers le memristor (Eq. 1.12).

M = d_go (1.12)
dgq

Lorsqu’une tension ou un courant est appliqué au dispositif, la ligne de division entre les
couches de T;0 et de T;0-_, décale en fonction de la tension ou du courant appliqué et par
conséquent, la résistance entre les deux électrodes est changée.

Les limites des valeurs des résistances du memristor sont données par w = 0, w = D
et identifiées par Rpopr et Ron respectivement. La résistance totale est donc donnée par
(Eq. 1.13).

Rmem = Raopée + Rnondopée = RonT + Ropp (1 — ) (1.13)

avec cette derniere, (Eq. 1.11) devient (Eq. 1.14).
v(t) = [Ronz + Ropr(1 —x)li(t) (1.14)

ol r est défini comme variable d’état, dans ce cas (Eq. 1.14) et (Eq. 1.15) sont équivalentes.

v(t) = RON%"’ROFF <1—%>]2(t> (1.15)

Dans ce modele de memristor, le taux de changement de la variable d’état est défini en fonction

du courant par (Eq. 1.16).
dw(t)  Ron .
el i(t) (1.16)

w(t) est donné en fonction de ¢(¢) par la relation suivante :

R
w(t) = wo—l-uq,%(t—to)i(t) or  dg=idt
R
= wo+ Wy gN(Q(t)_QO)

En tenant compte du fait que Rony < Rorr , on peut dire que le produit Ron X qo ~ 0 dans
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ce cas,ona:

w(t) = wo + vy Rqu(t) (1.17)

La loi d’ohm dit que v(t) = Ryemi(t), donc (EqQ. 1.9) donne :

o(t) = {R% <w0 + v Rqu(t)>] i(t) (1.18)
d R
AfzafzfﬁmF(L—VLquuﬁ (1.19)

c’est donc la relation entre Rpy, Ropr et la charge q.
Ces équations permettent d’obtenir les courbes représentatives du modele HP dont nous

présentons la solution sur (Fig. 1.6) .

x10™
1 ]
0.5
c —
5 : -
2 g 8
057

-2 -1 0 1 2
courant  » 104

12000

© 10000 | o 100007

(&) O

S S 8000

E 8000t -5

4 B

2 6000} ® 5000}

—D
4000 : : 4000 :
2 1 0 1 2 1 15 2
courant  x1{0* temps

FIGURE 1.6 - Figure caractéristique du memristor : modéle mathématique de HP! R,, =
100; Rofp = 16 x 10%,p=1;D =10 SI

b) Memristor a Diode
En 2014, B. C. Bao ont conc¢u un modele de memristor constitué de quatre diodes et un

filtre de premier ordre présenté sur (Fig. 1.7) [45-47]. Les contraintes de tension impliquant
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chaque paire de diodes montées en parallele sont a 'origine du comportement memristif de ce

modele.

N

FIGURE 1.7 - memristor : Modéle a Diode

Sur (Fig. 1.7), si deux diodes sont traversées par un méme courant, il y a naissance d’'une

fonction hyperbolique, d’ou les relations (Eq. 1.20) et (Eq. 1.21).

im =2 Isexp(—pug,,)sinh(pv) (1.20)
dvg,, B QIS(eXp(_pUCm) cosh (pv) - 1) e (1.21)
dt N Cm R, Ch, )

Les parametres des diodes utilisées sont : [g = 5.84nA, ny = 1.94, et Vip = 25mV. Les
parametres du circuit sont pris tel que Ry = 200Q) et Cy = 2vF avec une tension d’excitation
prise sous la forme vy; = Vissin(27 ft) . Quand vy; = 2V et [ pris entre 1kH z et 5k H z, on peut

observer les résultats présentés sur (Fig. 1.8)

c¢) Memristor selon Biolek et application a un systeme chaotique
Entre 2010 et 2019, Biolek a proposé des articles portant sur memristor [48-51]. Parti-
culierement en 2018, il a commis un article dans lequel il propose un simple émulateur de
systeme memristif, con¢us uniquement a base des composants électroniques passifs, a savoir
trois résistances, un condensateur, et un transistor polarisé [52]. A la différence d’autres
émulateurs congus jusqu’a cette date, son modele n’exploite pas I'approvisionnement d’alimen-
tation en courant continu. Ce circuit nous a permis de réaliser des expériences intéressantes.

On a observé I'hystérésis dans la caractéristique courant-tension, qui est une empreinte bien
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20 50

25| vMm =2sin(27ft) + 1.2 cos(5mft) V

< <
E o E o J
E E g /
~10 25| vy = 2.5+ L.5sin(2m ft) V)
Ry = 2000
vy = 2sin(2m ft) V
—20 Lt s L s L =550)
=2 5 0 1 2 -4 -2 0 2 4
YMm V) YMm V)
(a) (b)

FIGURE 1.8 - Représentation de i en fonction de la tension avec en (a)vy; = 2sin(27ft) V et en
(b) une autre tension d’alimentation prise sous la forme vy; = 2.5+ 1.5sin(27 ft) V

connue des systémes memristifs.

1.2.3 Application du memristor aux systemes chaotiques
Pour la construction du modele de Biolek, on commence par le schéma synoptique général
représenté sur (Fig. 1.9).a pour le cas du vecteur d’état unidimensionnel = ayant une ambition

d’imiter le comportement du memristor idéal représenté sur (Fig. 1.9).b .

zl i=g(x,v)v i J i=g(x)v
VR =0 VR ="
%:f(x,v) T,v (é_f v f p=u
|
(a) (b)

FIGURE 1.9 - (a), Diagramme bloc général d’un systéeme memristif (b), memristor idéal

Ainsi, Biolek résume la conception d'un memristor a I'implémentation du systeme d’équa-

tion suivant :

i=g(r)v (1.22)
dx

Il propose d’ailleurs un cas particulier sur (Fig. 1.10).a. Le fonctionnement de ce circuit est
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FIGURE 1.10 - Modéle memristif réel de Biolek et al.

régi par 'équation (Eq. 1.24).

ig = ,Ue)u(t)

g(z
| (1.24)
% = R—lc (v(t) - 3:)

Nous avons utilisé ce modele comme élément non-linéaire dans [53] pour implémenter
l'oscillateur de Duffing memristif, que nous présentons sur la (Fig. 1.1). Les équations déduites
de ce circuit sont données par (Eq. 1.25). En simulation, la relation courant-tension produit

une courbe croisée en zéro (Fig. 1.10)

dvcl _ 1 v _ 1 v
&t — T R’ G R2Cy VC2 (1 25)
dvc, R, :

1
T = s (ave, -I-bz%l) + R;;Cz“e(w

Cette expérience nous a permis d’observer des attracteurs chaotiques de types Duffing
[54,55] et bien d’autres attracteurs méconnus. Le comportement recherché ici étant I'effet

mémoire, deux cas ont été considérés suivant le sens de variation de 'amplitude du signal.

a) Variation croissante

Pour le cas de la variation croissante, on se situe dans la plage de 2.00 <V}, < 5.55 eton a

des attracteurs différents a chaque valeur de V,, (Fig. 1.11).

b) Variation décroissante

Pour le cas de la variation décroissante, on se situe dans la plage de 5.55 >V}, > 2.00 et on
a des attracteurs completement différents (Fig. 1.12) de ceux observés lors de la variation

croissante. Il s’agit donc de 'effet mémoire qui implique que : a une valeur particuliére de
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V,, = 2.000V}, V, =2.95V,, V, = 5.58V}, (V, = 5.55V,,)

FIGURE 1.11 - Observation des attracteurs de loscillateur de Duffing memristif en fonction de
la tension : variation croissante.

I’amplitude du signal, peut correspondre deux dynamiques completement différentes.

V, = 5.58V}, V, = 2.95V,, (V, = 2.000V},,)

FIGURE 1.12 - Observation des attracteurs de Uoscillateur de Duffing memristif en fonction de
la tension : variation décroissante.

A Tissue de cette expérience, on comprend qu’avec le memristor, on peut pousser le
domaine des oscillateurs chaotiques bien plus loin, d’ot le besoin d’implémenter de nouveaux

modeéles caractérisés par une simplicité remarquable.

1.3 Généralités sur la dérivée fractionnaire

Les véritables précurseurs du calcul fractionnaire sont Riemann et Liouville. Dans leurs
logiques, il était inconcevable qu’on continue d’exprimer les ordres de dérivation ou d’intégra-
tion uniquement par des nombres entiers, mais aussi par des nombres non entiers [56,57].
C’était une brillante idée et pour cela, la modélisation fractionnaire s’est beaucoup développée
depuis ces vingt dernieres années.

En effet, il est démontré que certains processus d’ingénierie sont mieux décrits lorsqu’ils

sont matérialisés par des équations différentielles d’ordre fractionnaires [8,9,58].

1.3.1 Historique
Le calcul fractionnaire est un domaine ayant plus de 300 ans. Quelques faits marquants de

son évolution sont listés ici.
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a) 1695, Leibniz [7]

Dans une correspondance entre Johann Bernoulli et Leibniz en 1695, Leibniz a mentionné

la dérivée d’ordre général.

b) Euler, 1695 [59]

Euler a contribué au calcul fractionnaire indirectement, quand il a développé la loi des

exposants pour les opérateurs différentiels.

c) P. S. Laplace, 1812 [59,60]

En 1812, P. S. Laplace a défini la dérivée fractionnaire au moyen d’intégrale.

¢) S. F. Lacroix, J. B. J. Fourier, 1819, 1822 [61]

En 1819, S. F. Lacroix a mentionné une dérivé d’ordre arbitraire, suivi de J. B. J. Fourier en

1822.

d) N. H. Abel, 1823 [61]

Le premier des opérateurs fractionnaires a été utilisé par N. H. Abel en 1823.

e) A. K. Grunwald, 1867 [62]

En 1867 A. K. Grunwald a introduit les opérations partielles.

f) S. Samko, H. Weyl, M. Riesz, 1900-1970 [63]

Dans la période de 1900 a 1970 les principaux ayant contribué au sujet du calcul fraction-

naire étaient H. H. Hardy, S. Samko, H. Weyl, M. Riesz, S. Blair, etc.

g) de 1970 a ce jour [62]

A ce jour ils sont : J. Spanier, K. B. Oldham, B. Ross, K. Nishimoto, O. Marichev, A. Kilbas,
H. M. Srivastava, R. Bagley, K. S. Miller, M. Caputo, I. Podlubny, et beaucoup d’autres a avoir

apporté les éclairages qui sont aujourd’hui les plus utilisés dans le calcul fractionnaire.

1.3.2 Définitions

Definition 3 L’opérateur d’ordre fractionnaire est défini par (Eq. 1.26)

oD [f ()] (1.26)
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Comme indiqué dans I'historique, il existe une vaste littérature concernant la définition de
I'opérateur (Eq. 1.26). Les plus populaires sont celles de Riemann Liouville et Caputo.

Pour Caputo, nous avons (Eq. 1.27)

1 r dar
oDz [f(2)] = m/ﬂ (x— t)n_a_l%r(f)dt, n—1l<a<n (1.27)

Pour le cas de Riemann-Liouville, nous avons (Eq. 1.28)

1 ar [
D = — )" f(¢)dt 1.28
) = Frrmay o [, @00 (1.2
En plus de ces deux, Guy Jumarie a proposé une définition alternative simple a la définition

de Riemann-Liouville (Eq. 1.29)

1 dTL

e M ) o 0)- 0] (1.29

1.3.3 Application de la dérivée fractionnaire aux systémes Chaotiques

En général, un systeme non-linéaire ne satisfait pas le principe de superposition. Dans
les mathématiques, un systeme non-linéaire est tout probleme ot les variables de résolution
ne peuvent pas étre écrites comme combinaisons linéaires des composants indépendants. Si
I’équation contient une fonction non-linéaire, le systeme est non-linéaire. Ces définitions sont
également vraies pour le cas des systemes fractionnaires. De ce fait, tout systeme chaotique
congu jusqu’a ce jour mérite une nouvelle considération en faisant recours a la dérivée d’ordre
fractionnaire.

Le chaos est sans doute le domaine ot le fractionnaire est le plus sollicité [62-69]. Nous

pouvons en lister quelques exemples.

Exemple 1.3.1 (systéeme de Chua fractionnaire)
Le systéeme de Chua fractionnaire est donné par (Eq. 1.30) avec pour parameétres o = 15.6; 3 =

28; mg = —1.143; m; = —0.714.

oDf'x(t) = a(y(t) — x(t) — h(x(t)))
oDPy(t) = 2(t) — y(t) + =() (1.30)
oD 2(t) = —By(t)

h(z(t)) = mix(t) +0.5(mo —my)(|Jz(t) + 1| — |z () — 1]) (1.31)
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Exemple 1.3.2 (systéme de duffing fractionnaire)
Le systéme de Duffing fractionnaire est donné par (Eq. 1.32), avec a = 0.09; 3 = 0.37; V, = 6;

et §=0.798. .
oD a(t) = y(t)

(1.32)
0DPy(t) = —ay(t) — Br(t) — x(t)3 + V,sin(6t)

Exemple 1.3.3 (systéme de Lorenz fractionnaire)

Le systéme de Loreng est donné par (Eq. 1.33) avec pour parameétres = 8/3; p = 28; § = 10.

0D a(t) = 3(y(t) — 2(1))
0Dy = o(t)(p— (t)) — y(b); (1.33)
0Df2(t) = (t)y(t) — B(1)

La résolution de ces équations aux ordres fractionnaires est rendue possible grace a des
méthodes développées au chapitre 2. Nous présentons par ailleurs les propriétés liées aux

calculs fractionnaires ainsi qu’a la conception d’un systeme fractionnaire.

1.4 Applications du chaos

Les applications de la TC sont nombreuses et diverses. Elle est née de I'observation des
conditions météorologiques, mais est devenue applicable dans plusieurs domaines. Outre
la physique, I'ingénierie, '’économie, la biologie et la philosophie, il existe plusieurs autres
systémes incluant de nouvelles applications. Ces systemes incluent : le marché boursier, les
modeles de migration des oiseaux, le comportement de 1’ébullition de I'eau, les réseaux de
neurone et les systémes liés aux phénomenes quantiques. Dans cette section, nous passons
en revue quelques applications actuelles des systémes chaotiques dans les domaines de la vie

réelle.

1.4.1 En bourse
L’analyse du chaos a déterminé que les prix du marché sont tres aléatoires, mais avec une
tendance. Le montant de la tendance varie d'un marché a l'autre et d’'une période a l'autre.
La nouvelle approche, basée sur la TC, est capable d’expliquer divers phénomenes dans le
domaine financier, ce que '’hypothese classique du marché ne pouvait pas traiter. En effet, dans
I'’hypothese classique, I'exposant de Hurst détermine le taux de chaos et distingue 1’évolution

temporelle des séries aléatoires [70,71]. L’EL par contre détermine le taux de prévisibilité,

These de Doctorat/PhD Page 20/117 TAGNE SAMUEL



CHAPITRE 1. REVUE DE LA LITTERATURE

un EL positif indique le chaos et sa dimension définie 1'échelle de temps qui rend I'état de

prédiction possible.

1.4.2 Dans le corps humain

La TCpeut également étre appliquée aux rythmes biologiques humains [72]. En effet,
le corps humain est gouverné par les mouvements rythmiques de nombreux systemes dyna-
miques : le cceur qui bat, le cycle régulier d’inspiration et d’expiration de 'air qui constitue la
respiration, les mouvements de saut de I’ceil qui nous permettent de traiter les images dans le
champ visuel, les régularités et les irrégularités du cerveau des personnes mentalement saines
et mentalement déficientes. Aucun de ces systemes dynamiques n’est parfait tout le temps
et quand une période de comportement chaotique se produit, ce n’est pas nécessairement
mauvais. Appliquer la TC a ces systemes dynamiques humains fournissent ainsi des informa-
tions sur la facon de réduire les troubles du sommeil, les maladies cardiaques et les maladies

mentales.

1.4.3 Dans la robotique

Jusqu’a cette date, les chercheurs ont trouvé plusieurs voies vers le chaos dans les modeles
de marche des robots. Les applications de la dynamique chaotique généreront des techniques
de planification de mouvement efficaces pour robots mobiles. En effet, le but final de la
robotique est la création de robots autonomes intelligents. Sur cet angle, la théorie des systéemes
dynamiques est une bonne piste de solution. Par ailleurs, les scientifiques et les ingénieurs
s’efforcent a réaliser le réve vieux de plusieurs décennies d’'un appareil polyvalent, mobile
et autonome. La TC, combinée a d’autres technologies importantes telles que I'intelligence
artificielle, 'apprentissage automatique et le contréle optimal non-linéaire, aideront a réaliser

ce but en perspective.

1.4.4 Dans le domaine des télécommunications
Une méthode pour améliorer la sécurité des données est le codage de I'information a I'aide
de porteuses chaotiques générées par des émetteurs fonctionnant en régime non-linéaire [73].
En effet, 'objectif du cryptage est d’encoder une information dans une porteuse chaotique
générée par des composants dont les parametres physiques de fonctionnement constituent la
clé secrete. Une fois le codage de I'information réalisé, la porteuse chaotique est envoyée par
des moyens conventionnels a un récepteur. Le décodage est alors réalisé directement en temps

réel grace a un processus dit de synchronisation chaotique. Le principe de fonctionnement

These de Doctorat/PhD Page 21/117 TAGNE SAMUEL



CHAPITRE 1. REVUE DE LA LITTERATURE

d’un tel systeme est présenté sur la (Fig. 1.13).

Dans les systemes de communication classiques, un oscillateur optique, généralement un
laser a semi-conducteur, génere une porteuse optique cohérente sur laquelle 'information est
codée a l'aide d’'un schéma de modulation. En revanche, dans 'approche basée sur le chaos,
la transmission et la réception sont basés sur des signaux chaotiques, constituant ainsi une

double sécurité. Il est important de noter que, 'amplitude du message doit étre faible par

i

Signal analogique

rapport a 'amplitude de la porteuse chaotique pour une sécurité optimale.

Transmetteur

Unité de
Soustraction

Chaotique

recu

JUU!

Signal analogique

Récepteur

Chaotique

Porteuse chaotique
a transmettre plus données

FIGURE 1.13 - Systéme de communication basé sur le cryptage et la synchronisation chaotique

a) Cryptologie

La cryptologie est une science qui englobe la cryptographie et la cryptanalyse. La cryptogra-
phie permet de protéger des données en s’appuyant sur des clés secretes. Elle rend un message
illisible a autre que qui-de-droit. Le cryptage pour sa part est la transformation a I'aide d’'une
"clé", d'un message confidentiel en un message incompréhensible pour celui qui ne dispose
pas de la clé de déchiffrement. Un systéme de cryptage peut étre a clé symétrique ou a clé
asymétrique.

-cryptage asymétrique

La cryptographie asymétrique intégre deux clés de chiffrement, une clé publique et une
clé privée. Par convention, la clé de chiffrement du message est appelée clé publique, et la
clé de déchiffrement du message est appelée clé privée. Avec une clé publique, I'expéditeur

code dans un algorithme de chiffrement un message. La cryptographie asymétrique est tres
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lente et est employé pour chiffrer de petites quantités de données, telles que les signatures
numeériques.

-Cryptage symétrique

La cryptographie symétrique est une méthode dans laquelle une clé unique est responsable
du cryptage et du décryptage des données. L’émetteur et le récepteur partagent cette clé. Ce
systeme est tres rapide, il est ainsi approprié pour manipuler de grandes quantités de données

a haute vitesse.

b) Synchronisation des systémes chaotiques
Le controle et la synchronisation des systemes chaotiques sont des domaines tres étudiés
de la dynamique non-linéaire. Ils ont été introduits en 1990 par Ott et al. [74] utilisant une
méthode connu sous le nom de méthode en boucle fermée, puis Pecora et Carroll [75] la

méme année.

Definition 4 La synchronisation chaotique est un processus dans lequel deux systémes chao-
tiques ajustent une propriété de leur mouvement afin d’adopter un comportement identique

dans le temps

c¢) Pourquoi synchroniser?

L’idée de la synchronisation est d’utiliser la sortie du systéme maitre pour contrdler le
systeme esclave de sorte que la sortie du systéme de réponse suive la sortie du systéme maitre
asymptotiquement. La figure (Fig. 1.14a) illustre le cas de résolution du systeme de Jerk
avec deux Clstres proches. En effet, I'effet papillon énoncé par Lorenz se fait observer ici.
La courbe en rouge est obtenue avec xy = [0, 1, 0] et la courbe en bleu a été obtenue avec
xo = [0.001, 1, 0]. On voit que les deux courbes se superposent au début mais, s’éloignent 'une
de l'autre apres quelques itérations. On peut 'observer sur les portraits de phase représentés

sous (Fig. 1.14b). L'objectif de la synchronisation est de relier ces deux trajectoires.

d) Différents types de synchronisation
En fonction des exigence du systéme et des propretés souhaitées, on distingue plusieurs
types de synchronisation : la synchronisation compléete, synchronisation avec retard, synchro-

nisation généralisée, synchronisation de phase et synchronisation de phase imparfaite.

e) Meéthodes de synchronisation
Pour implémenter chaque type de synchronisation, diverses méthodes linéaires et non-
linéaires sont apparues dans la recherche d’algorithmes plus efficaces pour controler et

synchroniser des systemes chaotiques identiques ou non identiques. Deux des méthodes les
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y(t)

(v (b)

FIGURE 1.14 - (Fig. 1.14a) Evolution temporelle et (Fig. 1.14b) Uattracteur de Jerk résolue
avec deux ClIs tres proches

plus récemment proposées sont : le controle actif [76] et le controle backstepping [741], que

nous présenterons au prochain chapitre, dédié aux matériels et méthodes.

f) Commande active
La synchronisation du chaos a I'aide de la commande active a été proposée par Bai et al.
[76] et a récemment été largement acceptée comme une technique efficace de synchroni-
sation des systemes chaotiques, car elle peut également étre utilisée pour synchroniser des
systéemes non identiques; une caractéristique qui lui confére un avantage par rapport aux
autres méthodes de synchronisation. Cette méthode a été appliquée a de nombreux systéemes

pratiques, ce qui justifie son utilisation dans cette these.

g) Commande backstepping

La conception du Backstepping a été utilisée a I'origine comme un bloc de construction
pour le contréle adaptatif des systémes chaotiques et a été récemment étendue a la synchroni-
sation des systémes chaotiques. La conception Backstepping a été employée récemment pour
de nombreuses applications. La méthode est une approche de conception systématique et
consiste en une procédure récursive qui intercale le choix d’une fonction de Lyapunov avec la
commande. En effet, la commande backstepping peut garantir la stabilité globale, le suivi et
les performances transitoires pour une large classe de systemes non-linéaires a rétroaction

stricte [77].
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1.5 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de faire une revue de la littérature sur les systemes dynamiques
non-linéaires chaotiques, systémes memristifs et systémes fractionnaires. Il ressort de cette
revue que, la notion de chaos n’est pas une théorie née d’hier, mais a longtemps fait ’objet
d’une grande polémique dans la mesure ou ses effets dans les systemes non-linéaires étaient
méconnus, considérés comme perturbateurs et responsables des défaillances observées dans
leurs fonctionnements. Aujourd’hui, ce dernier est d'une grande utilité tant sur le plan théo-
rique que sur le plan pratique. Ce chapitre s’achéve par une généralité sur les applications de
la vie courante dans lesquelles interviennent I'utilisation des données chaotiques. Ainsi, nous
rappelons que toutes les notions abordées dans ce chapitre n’ont été qu’a titre historique et,
par conséquent, feront 'objet d’'une analyse approfondie dans le prochain chapitre, consacré
aux matériels et méthodes concourants a I’élaboration d’un systéme de synchronisation sous

nG.
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Introduction

La méthodologie des points fixes est utilisée depuis longtemps pour I'analyse des systemes
dynamiques [78-80]. Cependant, le véritable inconvénient de cette approche est qu’elle ne
permet pas de quantifier la complexité, laquelle est I'une des principales caractéristiques d’'un
systéme chaotique. Pourtant, la littérature propose régulierement des systemes complexes [81-
83]. Par conséquent, le besoin de proposer de nouvelles théories pour pallier les insuffisances
de la méthode des points fixes est devenu urgent. Dans cette optique, des nouvelles théories
modélisant les phénomenes chaotiques telles que la théorie des catastrophes [84-86], des
fractales [87,88], des structures dissipatives [89] et du chaos ont été mises en avant. De
ces différentes approches découlent aujourd’hui des outils permettant de mieux comprendre

les systemes chaotiques et de mieux les utiliser. Ce chapitre présente quelques techniques
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d’analyse du chaos couplées a la notion de mémoire. On y présente également le panel
d’outils matériels et logiciels permettant toute implémentation. Pour ce faire, (Sect. 2.1)
est consacré aux méthodes numériques de résolution des systemes différentiels ordinaires ;
(Sect. 2.2) a celle des systemes différentiels d’ordre fractionnaire ; (Sect. 2.3) a des méthodes
de caractérisation du Chaos, (Sect. 2.4) au dimensionnement d’'un memristor ; (Sect. 2.5)
aux outils de conception d’un circuit chaotique, (Sect. 2.6) a la méthodologie de conception

d’un condensateur fractionnaire ainsi que (Sect. 2.8) a tous les matériels utilisés.

2.1 Méthodes numériques de résolution des systemes d’équa-

tions différentielles ordinaires

Dans le domaine de la physique, le concept de chaos est loin d’étre synonyme de désordre
absolu. En effet, les caractéristiques des systemes chaotiques sont décrites par d’élégantes
structures géométriques. De plus, si la dynamique chaotique va a ’encontre de la prévisibilité,
elle est également révélatrice des relations de causalité. Préalablement a toute analyse de la
dynamique chaotique, nous exposons les méthodes de résolution des systémes d’équations
différentielles. Il existe plusieurs méthodes, mais nous nous limiterons a deux d’entre elles : la
Méthode d’ Euler (ME ) et la méthode de Runge-Kuta d’ordre 4.

Considérons une équation différentielle ordinaire (EDO ) définissant la quantité % ; une

condition initiale définie par y(0) = yo (Eq. 2.1).

dy _
dx f(xay)a (21)
y(0) = yo

La tache consiste a trouver la valeur de la fonction inconnue y a un point x donné.

2.1.1 Méthode d’Euler
Cette ME est une procédure numérique du premier ordre permettant de résoudre des
équations différentielles ordinaires a valeur initiale donnée [90,91]. Considérant (Eq. 2.1),

I'approximation successive de cette équation peut étre donnée par (Eq. 2.2) :

y(n+1) =y(n) +hx f(z(n),y(n)) (2.2)

ouh=

M indique le pas d’intégration.
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2.1.2 Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4
Tout comme la ME, la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 permet de trouver la valeur
approchée de y pour un x donné. Seules les équations différentielles ordinaires du premier
ordre sont requises pour cette méthode. Le calcul de la valeur suivante y,, 1 a partir de la
valeur précédente y,, est donné dans (Eq. 2.3). h est le pas d’intégration, plus il est petit, plus

la solution est précise [92,93].

K1 =hf(2n,yn)
Ky =hf(zn+5%un+5%)
Ks=hf(zn+ 2%y, +%) (2.3)
Ky=hf(x,+h,yp+k3)
Yn+1 = Yn + (k1 +2(k2 + k3) + k) + O(R%)

La formule calcule essentiellement la valeur suivante y,,11 en sommant y,, et la moyenne

pondérée des quatre constantes ki, ko, k3, ky.

2.2 Méthodes numériques de résolution des systemes diffé-

rentiels d’ordre fractionnaire

Nombreuses sont les méthodes numériques permettant de résoudre des équations diffé-
rentielles fractionnaires. Dans la présente thése, nous nous limiterons principalement a deux
d’entre elles. Nous utiliserons la méthode Griinwald-GLetnikov (GL), et la ME généralisée

basée sur la logique de Prédiction-Correction(PC).

2.2.1 Méthode de Griinwald-Letnikov
Griinwald a proposé une méthode numérique pour la résolution d’équations différentielles
d’ordre fractionnaire [94]. Conformément a lui, la formule d’approximation numérique

fractionnaire explicite de la dérivée aux points k& (k = 1,2,...) se traduit comme sur (Eq. 2.4) :

q

k .
(Lo /Ry DE S (1) 2 B9~ (=1) (j)f(tk—j) (2.4)
Jj=0

Ici, L, est la « taille de la mémoire », t;, = kh, h est le pas de temps du calcul et (—1)7 (j) est

le coefficient binomial, avec (j =0, 1...). Pour calculer chaque coefficient, on adopte la relation
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(Eq. 2.5).

cl —1, @ (1—li2>0@ (2.5)

i)

Ainsi, la solution générale de 'équation ,D}y(t) = f(y(t),t), peut prendre la forme (Eq. 2.6).
k
y(te) = f(y(ts Z () y(tr—;) (2.6)

2.2.2 Méthode d’Euler généralisée
Cette procédure a été introduite par Odibat et al. en 2008 [95]. Dérivée de la méthode
classique d’Euler, elle est utilisée pour résoudre des équations différentielles fractionnaires.

Considérons ’équation différentielle NL d’ordre fractionnaire donnée par (Eq. 2.7).

(D) (1) = g(t.x(t),  x(0)=0, 2.7)

ol g € [0,1] est 'ordre de la dérivée fractionnaire et ¢ > 0. Pour résoudre numériquement
le probleme défini par (Eq. 2.7) sur l'intervalle [0,7], une discrétisation de [0,7] en k sous-
intervalles [¢;,¢;41] de largeur égale h = T'/k est nécessaire. La méthode d’approximation utilise
également I'ensemble {¢;,z(¢;)}. Lapproche d’Euler généralisée fournit enfin une solution

sous la forme (Eq. 2.8) :

ha
tiv1) =y(t;) + =—=J(t5,y(t; 2.8

y( ]"’1) y( J)+r(q+1)f(]7y( ]))7 ( )

Onnotetji 1 =tj+h, j=0,1,---,n—1. Remarquons que y(¢) est une variable implicite du

systeme. Pour sa détermination, on utilise la méthode trapézoidale [96,97]. Cette démarche
qui consiste a résoudre le systeme en deux étapes est appelée approche prédiction-correction,

déployée ici sous la forme (Eq. 2.9).

{ Yp(te) = y(te— 1)+F(q+1)f(tk 1LY (tk 1) — Prediction (2.9)

y(ty) = (q+2)f(tk LY(te—1)) + q+2 a3 (te Up(te)) +y(tr) = Correction

I’équation de prédiction contient I’histoire de la variable considérée dans le temps,

ce qui constitue ainsi une excellente approche pour le concept de mémoire.
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2.3 Meéthodes de caractérisation du Chaos

La caractérisation d’un systeme dynamique peut se faire de plusieurs manieres. On peut
distinguer deux grands groupes de méthodes : celle basée sur la structure du systeme et celle
basée sur les séries chronologiques, provenant soit de la résolution numérique du systeme,

soit d’un résultat expérimental.

2.3.1 Méthodes basées sur la structure du systeme
Ces méthodes sont basées sur le calcul du Jacobien, I'analyse des points fixes et ’analyse
de I’équation caractéristique du systéme. Pour commencer cette section, nous présentons ces

différents outils de base.

Definition 5 La Mmatrice Jacobienne MJ est un tableau constitué des dérivées partielles de
premier ordre d’une fonction vectorielle en un point donné. Examinons un systeme dynamique

différentiel défini par ses n fonctions a valeurs réelles (Eq. 2.10).

T
F(?)=<f1(?), PAT), ooy ful@) ) (2.10)

Si les dérivées partielles des fonctions f; en un point M existent et sont rangées dans une
matrice JF(2’) & m lignes et n colonnes, alors JF(7’) est appelée MJ de F présentée a

(Eq. 2.11)

Nf(Z) Bfi(T) ... Opfi(T)
01fo(T) Oafo(T) ... Onfo(T)

JE(T)=| 01f5(TF) 0ofs(T) ... Onfs(T) (2.11)
O1fu(T) Oofu(T) ... Onfu(T)

Definition 6 Un Point d’Equilibre (PE) correspond a une solution évidente de (Eq. 2.12)

%
F(Z)=1 (2.12)
Ce dernier est stable si et seulement si le systeme tend a converger vers lui [98]. Une petite
perturbation des CIs du systéme génere une petite perturbation de sa trajectoire autour de son

point d’équilibre. Dans le cas contraire, ce point est instable.
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Definition 7 L’Equation Caractéristique (EC) d’'une matrice carrée A est '’équation polyno-

miale obtenue en annulant le Polynome Caractéristique (PC), soit (Eq. 2.13).
det(A—A,) =0 (2.13)

n est la dimension de la matrice A et I est la matrice identité de taille n x n.

a) Critére de Routh Hurwitz ( RH)

Le critere de stabilité de RH'! est un test mathématique qui constitue une condition
nécessaire et suffisante pour décider de la stabilité d’un SD 2. Il s’agit d’un algorithme récursif
efficace que le mathématicien anglais Edward John Routh a proposé en 1876 pour déterminer
la nature des racines du PC. Un polyndéme qui satisfait le critere de RH est appelé polynome

de Hurwitz. Considérons le PC suivant (Eq. 2.14).

D(s) = aps" + ap_15" T4+ ars+ag (2.19)

La méthode de RH consiste a former le tableau de n + 1 lignes suivantes (Tab. 2.1)

TABLEAU 2.1 - Les coeficients du polynéme de RH

pn Qp ap—2 Qap—q -+ Qa2 Qg
pnfl an—1 | Gn—3 ap—5 -+ ap
pan bn—? bn—4 bn—ﬁ
3 ey g | e e

pl

pO

Sur la premiere ligne figurent les coefficients des termes pairs pris dans I'ordre des puis-

sances décroissantes.

Dans la deuxiéme ligne, on trouve les coefficients des termes impairs de n. Pour les lignes

suivantes, on complete comme suit : (Eq. 2.15) et (Eq. 2.16)

—1 Qpn  Anp-—2 —1 Qn an—q
bn—? = bn—i = (215)
=11 ap1 an-3 =11 ap_1 ap—i—1
— an—-1 Gp-3 — an—1 Qp—j
Cp—3 = Cn—j = b (2.16)
=21 by bp—y n=2| b9 bn—j—l

1. Routh-Hurwitz
2. Systéme Dynamique
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Le systeme est stable si et seulement si tous les termes de la premiére colonne sont de

méme signe [99].

b) Bassin d’Attraction (BA)

Un bassin d’attraction est un ensemble de points a partir desquels un systéme dynamique
se déplace spontanément vers un attracteur particulier [100]. En analyse du chaos, c’est
un outil généralement utilisé pour le choix des CIs 3. Par exemple, lors de la résolution d’un
systeme non linéaire par des méthodes numériques, la convergence de la méthode dépend
fortement des CIs. Les jeux de ClIsinducteurs de convergence vers une racine évidente donnée
est appelé le bassin d’attraction de cette racine [101]. En cherchant le BA, on est confronté
a d’autres contraintes, telles que : la résolution d’'un SNL par une méthode numérique et le
calcul des distances euclidiennes. Nous employons ici la méthode de Newton pour résoudre
les SNLs [102].

- Méthode de Newton

A cause de sa convergence rapide, la méthode de Newton est largement utilisée pour
résoudre les SNLs . Un systeme chaotique est en général un systéme dynamique de n équations

avec n variables (Eq. 2.10) qui peut prendre la forme (Eq. 2.17), avec fonctions f; : R” — R.

fl('rlvx27'” 7$n) :07
y L2y dn :07
fal@r, @, on) (2.17)

fn(l‘laan"' axn) = 07

La méthode a pour objectif de résoudre I'équation (Eq. 2.17). En admettant que les
fonctions f; puissent étre dérivées, on définit le jacobien de F' en un point 7’ € R", comme
présenté sur (Eq. 2.11). JF( ) est une matrice n x n et il faut qu'elle soit inversible pour
satisfaire le développement en série de Taylor de « I’ » donné par (Eq. 2.18).

_)
h

F(Z+ 1) =F(T)+JE(Z)E +0(| h|?) (2.18)

La méthode de Newton en dimension supérieure est similaire au cas unidimensionnel : pour

une itération z;, on définit I'itération suivante z,,; en linéarisant I'équation F(7z’) = 0

autour de 7 et on résout I'équation linéarisée. C’est-a-dire, (Eq. 2.19).

3. conditions initiales
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F(T) +JF(T )T —5) =0 (2.19)

Etant donné que h = zp, 1 — I—k> , on peut écrire la relation (Eq. 2.20) apres k itérations :

Tirt = 71 — JF(Zg) ' F(72) (2.20)

La contrainte principale de la méthode de Newton est qu’elle nécessite I'inversion de la
matrice jacobienne du systeme [103]. Ceci est évidemment problématique si la fonction F’
n’est pas différentiable, ce qui n’est pas le cas pour les systemes utilisés dans cette these.

- Distance euclidienne

Dans un espace bidimensionnel ou tridimensionnel, la Distance Euclidienne (DE) entre
deux points est la longueur droite d'une ligne reliant ces deux points. La DE étant définie
dans l'espace euclidien, elle est considérée comme un espace métrique (espace dans lequel
une notion de distance entre les éléments de ’ensemble est définie). Une telle notion est
particulierement importante pour le tracé des bassins d’attraction d’un systeme, puisqu’il s’agit
finalement de la comparaison de deux positions, a savoir la position de la solution évidente (so-
lution analytique) et la position de la solution numérique. En effet, considérant une résolution
analytique « x_]; » de (Eq. 2.17), on peut lui trouver une ou plusieurs solutions évidentes. Elles
sont communément appelées PEs 4 comme mentionné plus haut. Si on considére la résolution
numérique « z; » du méme systéme par la méthode de Newton, les Cls choisies peuvent
conduire a I'une des solutions évidentes : si elle respecte la condition imposée a (Eq. 2.21),
on dit que cette Cl est propice pour une résolution de (Eq. 2.1). Dans le cas contraire, on ne
peut pas prendre en compte ladite CI. L’ensemble des CIsrespectant (Eq. 2.21) constitue le
BA du systéme.

| T — T p<e (2.21)

¢) Coexistence des attracteurs
La coexistence d’attracteurs dans un systéme dynamique est un concept qui permet de
mesurer l'influence des CIs sur sa propre dynamique [104]. Pour un systéme d’ordre n, on a
n variables d’état, a savoir y1,y2,y3. .. yn. Ainsi, n séries temporelles sont obtenues, et on les
définit également par {y;(n) :n=1,2,...,Neti=1,2,3,4,... N}, o N est la longueur de la
série temporelle.

La position de l’attracteur P(7,,75,73,74---,U,) PeUt étre repérée a tout instant en obser-

4. Points d’équilibres
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vant I’évolution de ses vecteurs d’état. Sa taille est donnée par (Eq. 2.22)

S; = max(y;) —min(y;) pour i = 1,2,3,4,...N}. (2.22)

Considérons deux attracteurs ayant respectivement les séries suivantes :
s{yi(n):n=1,2,..,.Neti=1,23,4,...N},
s{yi(n) :n=1,2,..,Neti=1,2,3,4,...N},

L’erreur entre les positions des deux attracteurs est donnée par (Eq. 2.23) :

€1 =

SENS

> Wi —7:) (2.23)
=1

La marge d’erreur relative a la taille des deux attracteurs est donnée par (Eq. 2.24) :

1& —~ =
€Q = — Z(Sl — SZ) (2.24)
n =
=1
Nous définissons ensuite une valeur d’erreur de paramétrage (n) pour estimer si I'attracteur
obtenu est différent des attracteurs existants ou non. Plus précisément, si el > n et €2 > 7,
alors l'attracteur obtenu est un nouvel attracteur. Cependant, une seule condition est suffisante

pour dire que l'attracteur obtenu est un nouvel attracteur.

d) Calcul des exposants de Lyapunov

D’illustres scientifiques tels que Lagrange, Poisson, Maxwell et d’autres ont réfléchi a la
facon de qualifier la stabilité d’un systeme. En 1892, le mathématicien russe Aleksander
Lyapunov, qui a abordé le probleme dans sa these de doctorat, a donné la premiére définition
exacte de la stabilité. Celui-ci a mis en place une méthode basée sur la linéarisation des
équations du mouvement. Cette méthodologie est a 'origine de ce que I'on a appelé plus tard
les exposants de Lyapunov [105]. Dans leur définition, les EL mesurent le taux de croissance
des perturbations dans un systéme ou son évolution est régie par des équations linéaires

(Eq. 2.25),
0=J(t)v (2.25)

Dans le cadre des systemes dynamiques, J représente la matrice jacobienne d’'un champ de

vitesse obtenu le long d’une trajectoire x(¢), ayant satisfait 'EDO (Eq. 2.26).

da:_

== f(z) (2.26)
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Les différents exposants de Lyapunov sont obtenus en appliquant la relation (Eq. 2.27). Les v;

sont obtenus en résolvant (Eq. 2.25).

1ot |

EL; =
Lot [luito) |

(2.27)

La détermination de I'EL se fait selon plusieurs algorithmes. Les algorithmes les plus connus
sont : L’algorithme de Wolf [106], basé sur le principe d’orthogonalisation du gram schmidt
(GS) et l'algorithme QR [107, 108], celui auquel nous nous intéressons dans cette thése,
défini de la maniére suivante : Considérons ./, une matrice jacobienne n x n du systéme a
examiner. Une factorisation de ladite matrice est de la forme J = QR avec (), une matrice
orthogonale n x n et R, une matrice triangulaire supérieure n x n. Un algorithme permettant
de déterminer J est alors donné comme suit :

On crée, a partir de J = Jj, une suite de matrices Jy, Jo, ---, J;, J;+1. Si l'on factorise J en
QR, cest-a-dire J; = ; R;, on retourne la factorisation : J;+1 = R;Q; avec (i =0,1,2,...).

En réitérant le processus pour 7' valeurs, on obtient les exposants de Lyapunov par la

relation (Eq. 2.28).

1 T iy
ELyr = —— log || RV (2.28)
e 2 s R

e) Caractéristiques des exposants de Lyapunov
Les exposants de Lyapunov permettent de déterminer la nature d’un systeme dynamique.
Sans exposant positif, le systeme est dit périodique. En revanche, pour qu’il y ait chaos, il doit
y avoir un exposant positif. Auquel cas, 'attracteur est étrange et le mouvement est chaotique.
La présence de plus d’'un exposant positif souligne le caractére hypercaotique de I'attracteur
étrange correspondant. Des lors, nous concluons que la dimension de I'espace des phases peut
étre déterminée par le nombre d’exposants positifs, ce qui permet de mettre en évidence le

caractere fractal de l'attracteur.

Propriete 2.3.1. - Considérons que les ELs du systéme sont disposées en ordre croissant, que j
est le plus grand entier positif vérifiant Z{Zl EL; > 0. La dimension des ELs peut étre estimée par
la relation de Kaplan-Yorke (KY) [109] donnée par (Eq. 2.29).

J

=j+——> EIL; (2.29)
L]

Dgp,

L’attracteur est dit fractal si Dy, > j [110]. Bien que les exposants de Lyapunov n’indiquent
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pas le degré de complexité d’un systéeme, on démontre quand méme que le systéme est encore
plus complexe pour j > d-1 ot d est la dimension du systéme. Zle EL; =0 montre le caractere

conservatif du systéme.

f) Diagramme de bifurcation

Dans le cadre des systemes dynamiques, un diagramme de bifurcation est une illustration
de l'influence d’'un parametre de controle sur la dynamique d’un systéme. Il met en évidence
un doublement de période, la transition d’un attracteur a N points a un attracteur a 2NV
points, qui peut se produire lorsque le parametre de contréle change. Il s’agit d'une méthode
qualitative utilisée pour identifier les valeurs du parametre de contréle qui peuvent introduire
le chaos ou une dynamique périodique, basée sur le calcul des maxima locaux. La densité
du DB est d’autant plus grande que le nombre de maxima est élevé et la probabilité qu’elle

suggere une dynamique chaotique est grande.

g) Caractérisation de I’attracteur du systeme
La mise en évidence des attracteurs générés par un systeme est considérée comme un
outil qualitatif permettant de caractériser les séries générées. Comme évoqué dans le chapitre
précédent, un systeme dynamique peut avoir plusieurs attracteurs ou aucun. Plusieurs outils

existent pour présager ou identifier ’existence ou non de ces derniers.

A) Dissipation du systéeme

On appelle systéme dissipatif un systéme qui évolue dans un environnement avec lequel il
échange de I'énergie, ce qui peut conduire a une structure complexe et chaotique.

Un systéme dissipatif est obtenu a partir de ses équations dynamiques et peut étre exprimé
par 'opérateur de divergence. Celui-ci est un opérateur mathématique différentiel qui permet,
comme son nom lindique, de calculer la divergence d'un champ vectoriel. Le degré de

divergence d’un champ vectoriel %" est un scalaire défini par :

N .
div(W) =V @ =Y (gjf_) (2.30)
i=1 i

Cette grandeur définit le bilant de flux d'un champ vectoriel par unité de volume. Par ailleurs,

le bilan du flux a travers les faces d’'un dispositif volumétrique peut s’écrire comme suit :

@ui
ox;

N
div(T) =V T =va=Y ( > 4V = div(@)do (2.31)
=1

On obtient, sous forme intégrale, le théoreme de divergence connu sous le nom de « la formule
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de Green-Ostrogradsky » [111] :

//v V-Td= ﬁgv TdS (2.32)

B) Interprétation physique de (Eq. 2.32)

Le flux & travers une surface fermée S d’un champ o est égale a l'intégrale sur tout le

volume délimitée par S de la divergence de .

1. Si @ est un champ de vitesse, alors la divergence de " mesure 'accroissement total

de volume par unité de temps et par unité de volume.

2. Si la divergence est positive (négative) en un point A , on dit que A est un point
d’expansion (de convergence). Ainsi, la relation div( @) < 0 doit étre vérifiée pour
garantir la convergence du volume, le caractere conservatif du systeme et donc

P’existence d’un attracteur [112].

Pour appréhender 'aspect concervatif du systeme, nous utilisons les systémes hamiltoniens.
L’expression « systeme hamiltonien » a n degrés de liberté désigne un systeme d’équations de

mouvement de la forme :

dqi OH dpz‘ oH .
e L = =1,2,... 2.33
dt  Op; dt  0Oqg; P S (2.33)

ou H = H(q,p,t) est le hamiltonien. Les variables ¢; et p; sont appelées variables canoniques.

On montre que si le Hamiltonien H ne dépend pas explicitement du temps, on aura :
H(q,p) = E = Cte. (2.34)

Un systeme hamiltonien, indépendant du temps, est conservatif. La conséquence directe est
qu'un volume de l'espace des phases au temps t sera conservé, c’est le théoreme de Liouville.
V(W) mesure 'accroissement total de volume par unité de temps et par unité de volume,

on a donc.

V(t) = Aexp ( /0 tvm)dt> (2.35)
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2.3.2 Méthodes basées sur la série temporelle : Algorithme de Michael

T. Rosenstein

L'un des outils les plus utilisés pour calculer les ELs est I'algorithme de Wolf et al [106].
présenté ci-dessus. Une version améliorée et repensée est capable d’estimer ’EL maximum
d’une série temporelle. Cependant, il s’avere qu’il présente certains inconvénients pour les
séries temporelles.

Premierement, il ne prend pas en compte toutes les données disponibles, car il se concentre
sur une seule trajectoire. Un seul voisin le plus proche est suivi et remplacé lorsque sa déviation
par rapport a la trajectoire de référence franchit un seuil déterminé.

Deuxiémement, la procédure est similaire a la procédure liée a I'orthogonalisation suivant
la méthode de GS, puisqu’un voisin est remplacé par un autre qui préserve son orientation
dans I'espace des phases. Cependant, cette préservation de l'orientation dans I'espace des
phases n’est pas nécessaire lorsque seul le plus grand EL est calculé. Par conséquent, 'approche
adoptée dans cette these est celle proposée par Michael T. Rosenstein [113] qui prend en

compte la reconstruction entiere de I'espace des phases du systeme.

a) Description de la méthode de Rosenstein
On considere deux points de la série temporelle, z; et z;, dont les valeurs sont tres proches.
Cela signifie que le systeme a atteint presque le méme état aux itérations i,y et j;p,. Intéressons-
nous cependant aux deux séquences x;, T;11, Ti4+2... €t T}, Tj4+1, Tj4+2 ldots. Pour ceci, on tient

compte de la distance entre les deux séquences apres un pas de 7 défini par (Eq. 2.36)
d(T) :| Tjitr —Tj4r | (236)

En cas de systeme chaotique, d(7) augmentera au départ de maniere exponentielle avec 7.
Nous pouvons pour cela tracer (d) en fonction de (tau) et appliquer une méthode d’adaptation
linéaire. Cette idée est celle de Michael T. Rosenstein et nous présentons son I'algorithme

complet dans les lignes qui suivent :

b) Algorithme de Michael T. Rosenstein
- Le premier pas est la reconstruction de I'espace de phase a partir d’un seul vecteur d’état.
Dans ce cas, nous utilisons la méthode des délais, facilement implémentable. La trajectoire

reconstruite « X » est une matrice ot chaque ligne est un vecteur d’espace de phase, c’est-a-dire
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(Eq. 2.37).
X = (X1, Xo, X3, ..., X)), (2.37)

ou X; est I’état du systeme au temps discret i. Pour une série temporelle a N points, chaque

X; est donné par

Xi = (i, Titjy s Tig(m=1)7) (2.38)

Dans (Eq. 2.38), j est le décalage (ou le délai) de reconstruction, et m la dimension
d’intégration. Ainsi, X est une matrice M x m, et les constantes m, M, J, et N sont liées
par(Eq. 2.39)

M=N-(m-1)J (2.39)

La dimension d’encastrement est généralement estimée conformément a,
m > 2n (2.40)

- La dynamique étant reconstruite, I'algorithme localise le plus proche voisin de chaque
point de la trajectoire. Le plus proche voisin, X;, est trouvé en recherchant le point qui
minimise la distance au point de référence particulier X;. On définit a cet effet d(k) ayant
pour distance initiale :

d(0) =[] Xi — Xj | (2.41)

d(0) est obligatoirement inférieur a une petite quantité fixée ¢. Le symbole || - || correspond a la
norme euclidienne. I’on impose que les plus proches voisins aient une séparation temporelle

supérieure a la période moyenne (F,,) de la série temporelle (Eq. 2.42).
|i—j|> Pn (2.42)

Cela permet de considérer chaque paire de voisins comme des CIs proches pour différentes

trajectoires [114]. L’EL pour toute la plage d’expansion est calculé comme suit(Eq. 2.43),

, 1 kT Witk — Yipir

max pmin

Le calcul de 'EL maximal d’'un vecteur a cinq valeurs est présenté sur (Fig. 2.1).

2.4 Conception d’'un memristor
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Reconstruction retardée
De I'espace de phase : m=3

Imax=M-k k=1,2,.....,5 et M=3

2

j<Imax et P(j) <Imax ? avec
j=1,2,3
condition vérifiée pour Imax=2 et P(2)=1.

Calculer d = dist(Y(+k.:),Y(P() + k1))

soit, dist(aa, bb) = 8,33
Avecaa=[1 8 4]et bb=[3 1 8]
E=log(833)=2.11;

1 8 4
2 3 1 3 1 8 1
2 3 1 3 1 8 1
2 3 1 3 1 8 1 8 4

0 7.3485 5.9161 R .

période moyenne. Ici, t, = 1%

7.3485 0 8.3066
5.9161 8.3066 0
i|j| li—=j| |Dist() j| li—jl |Dist() ||| i|j| |i—j| |Dist(j)
111 li-jl<1 dm =10 1 li-jl<1 31 li-jl>1 d(1) =5.91
1|2 li-ist d(1) =10 2 li—jl<1 d(1) =10 32| li-ist d1) =10
13| ii-ji>1 |da =591 3| i-ji<1 d(1) = 10 13| ii-j1=1 am =10

Une valeur unique pour
I'exposant de Lyapunov
est ensuite calculée a
partir de I'étape ci-dessus
en utilisant la commande
polyfit entre E et la
fréquence
d’échantillonnage de la
série temporelle

FIGURE 2.1 - Ilustration du calcul VEL pour une série temporelle.

On peut envisager les memristors comme des dispositifs qui permettraient de stocker une

de produit.

2.4.1 Modele a chaine directe

La représentation est la suivante : le signal d’entrée passe par une fonction d’intégration,
ce dernier passe ensuite par un opérateur non linéaire. Finalement, une dérivation du signal

modifié donne le signal memristif comme sortie. Le schéma-bloc du modele de chaine directe

est présenté sur la (Fig. 2.2).

bloc A

bloc B

bloc C

e(t)

J

F()

a
dt

densité de données supérieure a celle des disques durs... Pour I'approche de la conception en

analogique, deux représentations sont adoptées : L’approche par chaine directe et le modele

y(t)

FIGURE 2.2 - Schéma bloc du memristor a chaine directe
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2.4.2 Modele du produit
Ce modele est composé de deux opérateurs, un intégrateur et un multiplicateur. Le multi-
plicateur réalise le produit entre le signal d’entrée et le signal intégré. Le schéma de ce modele

est présenté sur la (Fig. 2.3).

s(t)

e(t) g

FIGURE 2.3 - Schéma bloc du memristor & produit

X

2.5 Conception d’un circuit chaotique

Concevoir un circuit électronique implique de I'imagination, de la créativité et de I'op-
timisation. C’est sur la carte de test, sur laquelle sont assemblés les outils mathématiques
de base, que commence la conception d’un circuit électronique. On peut distinguer deux
types de circuits en fonction des besoins, des spécifications et de la nature des composants
utilisés. On peut donc parler de circuits numériques et de circuits analogiques. Dans le cas des
circuits numériques, on note l'utilisation explicite de portes logiques, de registres, de circuits
programmables en fonction de I'application... Dans cette partie, nous abordons les outils pour

chaque type de circuit.

2.5.1 Circuits analogiques
Généralement, dans un circuit analogique, on trouve des intégrateurs, des dérivateurs, des
diodes, des résistances, des condensateurs, des bobines et bien d’autres structures réalisant
des fonctions mathématiques élémentaires. Celles-ci sont réalisées selon les équations que

nous détaillons ici.

a) Intégration(Fig. 3.5b)
C’est un circuit dont le signal de sortie est 'intégrale de son signal d’entrée. Tout montage
dont le signal de sortie vérifie la relation (Eq. 2.44) est un montage intégrateur
1 t

vs(t) = “RC ), ve(t)dt (2.44)

These de Doctorat/PhD Page 41/117 TAGNE SAMUEL



CHAPITRE 2. MATERIEL ET METHODES

b) Dérivateur (Fig. 3.5a)
Cette disposition est le cas inverse d’un circuit intégrateur. Tout montage dont le signal de

sortie vérifie la relation (Eq. 2.45) est un montage de dérivation

t
oa(t) = —rC Yl (2.45)
dt
c) Exponentielle (Fig. 2.4c)
Dans le domaine des circuits non linéaires, la fonction exponentielle occupe une place

importante. L'expression du signal de sortie obéit a la relation (Eq. 2.46).

vs(t) = —RlIy [exp (Y;E@) -1 (2.46)

0

-Vp est la tension thermique
-n est le coefficient de qualité de la diode
-1y représente une constante spécifique au type de diode concernée, ayant la méme

dimension qu’un courant. Cette constante est aussi appelée "courant de saturation” de la diode.

d) Inversion (Fig. 2.4d)
Dans un inverseur, le signal de sortie est I'inverse du signal d’entrée. Il est généralement
utilisé pour inverser le sens de propagation d’un signal électrique. Il respecte ’équation

(Eq. 2.47).

R
vs(t) = —R—?ve(t) (2.47)
R C C R
o—_1—+— o—I—
Ve Vg Ve Vg
(a) Circuit intégrateur. (b) Circuit dérivateur.
D R R, R,
O—D—c o—1 1
Ve Vs Ve Vg
(¢) Circuit exponentiel. (d) Circuit inverseur.

FIGURE 2.4 - Quelques schémas de principe de base en électronique analogique

Un assemblage ordonné de ces différents circuits permet de concevoir des circuits analo-
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giques réalisant des fonctionnalités avérées.

2.5.2 Conception de circuits numériques

Le but est de concevoir des circuits numériques a partir de valeurs discretes (zéros et un).
Les fonctionnalités numériques sont aujourd’hui orientées vers l'utilisation d’outils tels que : le
FPGA ° pour générer des séquences aléatoires avec différents taux de modulation selon diffé-
rentes équations itératives chaotiques et valeurs initiales ; L’utilisation des MCs qui sont des
circuits numériques intégrés qui sont programmeés pour exécuter différentes commandes. Dans
le cadre de cette these, nous utilisons principalement les MCs PIC16F877A pour implémenter
nos différentes applications.

Un composant numérique a bas cofit, le PIC16F877A, présente plusieurs caractéristiques
intéressantes. Il s’agit d’un ;.C 8 bits en technologie CMOS ©, qui est cadencé par un oscillateur
externe pouvant aller de 0 a 20 M Hz. 1l est disponible sous forme de boitier double entrée
DIP 7 & 40 broches ou de boitier plat quadruple & 44 broches QFP & ou de support de puce a

plomb en plastique PLCC? & 40 broches. Ici, nous utilisons le DIP 40 broches.

2.6 Conception d’un condensateur fractionnaire

Le condensateur est '’élément qui tient compte de l'intégration dans un circuit analo-
gique. Pour ce qui est des circuits fractionnaires, on devrait étre en mesure de concevoir des
condensateurs capables de tenir compte du caractére fractionnaire souhaité. A cette fin, nous
considérons la transformée de Laplace de I'équation différentielle reflétant le fonctionnement
d’un systeme dynamique (Eq. 2.48). u est le signal d’entrée et v est le signal de sortie.

anD*u+a,_1Doay_1u+ ...+ a1 D u+ agDyu
n n—1 n—1 1 0 aq (248)

= D0 + a1 DPm—1v + ...+ a; D0 + agDg,v

Sa fonction de transfert est donnée par (Eq. 2.49)

ﬁm ﬁmfl ﬁl /60
Gls) = by s”™ + byp—18 + ...b1s”t +bgs (2.49)

An S + ap_18%—1 4 ...a18% + qgs™0

Field-programmable gate array
Complementary Metal-Oxide-Semiconductor
Dual In-line Package

Quad Flap Pack

Plastic Leaded Chip Carrier

O oNoT
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L’approximation de la fonction G(s) est largement étudiée dans la littérature, notamment
par Carlson [115], Matsuda [116], Oustaloup [117] et Charef [118].
Pour déterminer les coefficients a; et b; i = 1,2,...n, il faut mettre G(s) sous la forme

(Eq. 2.50). ( )
Y S | S
G(s) = = NKH{LO (1+2%)

m
(1)
Les z; et p; sont calculés pour une bande de fréquence bien déterminée telle que : p;(m) =

(2.50)

(ab)po, zi(m) = (ab)apy a = 10700, b= 10T, pg = p 10T

. Wmaz
N = int _ 1
Integer <p10g<ab>) +

Par défaut, on prend y = 2; Pt =0.01; Wy,e, = 100; K = #

L’application numérique donne m = {0.96,0.97,0.98,0.99}

Pour m=0.9,ona:

2.2675(s +1.292) (s + 215.4)

G(s) = 2.51
(5) (s+0.01292)(s + 2.154)(259.4) (2.51)
avec G(s) = 5. Alors,
2.2675s% + 491.465 4 630.96
H(s)= 2.52
(5) 1.0¢7 853 +3.6155e 652 + 7.7893e— 65+ 1.0e—7 ( )
) C1
th H(s)=
wi (s) G0

Avec cette expression, la prochaine étape dans le processus de conception d’'un condensateur
fractionnaire consiste a décomposer I'expression (Eq. 2.52). Il s’agit de mettre (Eq. 2.52) sous

la forme (Eq. 2.53).

1 1 1
H(s)=—Co G4 C (2.53)
s+ R.C. S + e, S + R.C.

Pour y parvenir, nous utilisons la Fonction « residue » du logiciel (M atrix Laboratry)

MATLAB. Ainsi, en appliquant la commande (Eq. 2.54) on obtient (Eq. 2.55).

[Cn, Rn,qn] = residue(A, B) (2.54)

avec A = [2.2675, 491.46, 630.96] et B = [le — 07, 3.6155¢ >, 7.7893¢~>, 1e~Y].
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Cette ligne de code retourne le résultat suivant :

Cp, = [9.1036€%, 5.4552¢%, 8.1162¢5]
Ry, =[—359.38, —2.1544, —0.012916] (2.55)
=0

(=)

Ainsi, nous avons (Eq. 2.56)

1 9.1036e° N 5.4552¢° . 8.1162¢°
s09  5+359.38  s+21544  s+0.012916

(2.56)

En identifiant (Eq. 2.53) et (Eq. 2.56), on déduit les valeurs normalisées des composants du

circuit (Fig. 2.5). En procédant comme dans le cas précédent, on a (Eq. 2.57) et (Eq. 2.58).

ff‘ |

it
I I I

f
!

FIGURE 2.5 - Schéma de circuit d’ordre fractionnaire

1 1.2216¢7 1.1426€7
_ 2.57
s0-95 T 5429764 *y +0.014384 (2.57)
1 9.749¢ 8 3.681e 7
— 2.58
s0-98 7 514 9.1199¢8 + s+1909.8 (2.58)

Les valeurs numériques des grandeurs R, Ry, R., C,, Cj, et C. sont listées dans (Tab. 2.2).

AR ARA—
a &— o o —e )
1 '

FIGURE 2.6 - Schéma de circuit d’ordre fractionnaire 5 and —'y
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TABLEAU 2.2 - Tableau d’approximation de la fonction de transfert

Bloc; Bloc; Blocy Blocs
09 | 6284M Q | 2.5321 MQ | 25.331 kQY
S 12321 nF | 18331 nF | 109.85 nF
095 | 79434 MQ | 41043 Q
S 87521 nEF | 81.859 nk
097 | 911.99 MQ | 1909.8 Q2
S 97491 nF | 3681nkFr

2.7 Meéthode du controle actif

Ci-dessus, nous avons présenté la méthode de backstepping et la méthode de contrdle actif.
Dans la présente these, nous utilisons la méthode de contréle actif. La méthode Backstepping
est en effet une méthode récursive qui repose sur le choix d’une fonction de Lyapunov. Méme
si elle offre la possibilité de réaliser une synchronisation avec un seul contréleur quelle que
soit la taille des systemes a synchroniser, la méthode Backstepping reste difficile a mettre en
ceuvre expérimentalement du fait des fonctions de Lyapunov. La méthode de controle actif
est, en revanche, plus digeste. Effectivement, c’est une technique utilisée non seulement pour
la synchronisation de systemes non identiques, mais aussi pour la stabilisation de systemes
identiques. De plus, cette méthode offre une simplicité remarquable pour I'implémentation
de l'algorithme, ce qui justifie encore une fois son choix dans cette these. Le principe de la
méthode est le suivant : On considere deux systemes chaotiques a synchroniser. Il s’agit d'un

systeme maitre et d’un systéme esclave définis respectivement par (2.59) et (2.60).

T (i 4+ 1) = Flag,(i),1] (2.59)

ze(i+1) = Flze(i),n) (2.60)

x, représente le vecteur d’état du systéme maitre, x. le vecteur d’état du systeme esclave, F'(-)
une fonction non linéaire et n le paramétre de commande. Pour forcer le systeme esclave a
suivre le systéme maitre, la fonction de commande active (i) est appliquée a 'esclave, telle
que :

Te(i+1) = Flze(i),n] + u(i) (2.61)

On définit 'erreur de synchronisation e, en faisant la soustraction entre (2.61) et (2.59), soit
(Eq. 2.62)
es(i+1) = Flze(i),n] — Flxm(i),n] +u(7). (2.62)
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La synchronisation des deux systémes est effective lorsque I'erreur entre les trajectoires des
deux systémes converge vers zéro lorsque la valeur du temps tend vers I'infini. Nous définissons

donc la fonction de commande active par

es(t+1) =kjxs(i) (2.63)

Pour : k; <1, e; — 0. Lorsque i — o0, la synchronisation entre les deux systémes est

alors réalisée.

2.8 Matériel utilisé

Pour l'applicabilité des différentes méthodes énumérées ici, nous utilisons certains outils.
En effet, la réalisation de circuits électroniques optimaux et précis ne peut se faire directement
sans utiliser un outil de simulation. Nous disposons ainsi des logiciels pour simuler nos circuits

et programmer nos systemes, ainsi que des outils matériels pour la mise en ceuvre pratique.

2.8.1 Outils logiciels
Par outils logiciels, nous entendons tout ce qui est lié aux logiciels de programmation et de

conception. Dans notre cas, nous utilisons :

a) Logiciel MATLAB

| A T ] X
= ST Search Doc i

BTN e T

Y Mew New Mew Open |iJCompare
Scnpt LwveScipt w v

VARIABLE | CODE SIMULINK ENVIRONMENT RESOURCES

- - - b4 - —

FLE -
Eafal » C » Users » Emmanuel WAFO » Desktop * >R
Current Foider | Commip| IZ Editor - C\Users\Emmanuel WAFO\Desktop\permutationm (® X = Worksp.. &
l New to MATLAB? x | Untitled.m y permutation.m _7 4: Name
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8
10— for j=1:1y-t*(m-1)
1 = A=y (Jj:t:j+t* (m-1)) )
|< > < >
~| Ready script Ln 6 Col 1

FIGURE 2.7 - Interface de programmation MATLAB

MATLAB « MATrix LABoratory » est un langage de programmation émulé par un envi-

ronnement de développement du méme nom (Fig. 2.7). Ce logiciel est utilisé pour le calcul

These de Doctorat/PhD Page 47/117 TAGNE SAMUEL



CHAPITRE 2. MATERIEL ET METHODES

numérique et a bien d’autres fins. Il permet, entre autres, de manipuler des matrices, d’afficher
des courbes et des données via son interface graphique, d'implémenter des algorithmes, de

créer des interfaces utilisateurs. Il est utilisé dans cette theése pour résoudre des systemes non

linéaires.

b) Logiciel MPLAB X
Le logiciel MPLAB X est un outil de développement destiné & la programmation des MCs 1°

de type PIC ! de la famille Microchip (Fig. 2.8).

ﬂ MPLAB X IDE v5.45 - SD-CARD : default = O X
File Edit View Mavigate Source Refactor Production Debug Team Tools Window Help |Q~ Search (Ctri+1
7 v viviwiy @ - PC: 00| |zdcc :Wi0M0 :bank 0| |y HowdoT?

x = || B newmainc x| StartPage = inewmamc % [lUNlTJ\ %

g e

%[ SourceFiles ™
i [ Libraries ®.
[ Loadables ®
i 19 s i MPLAB
v

a1 X IDE
= =

A
v

SD-... x| main... =l e

WD T LEARN & DISCOVER | MY MP
& spéj:;:rw Configuration Bits Confi ion Bits C ion Bits Output x

= | @plcla Legacy Debug Tool Info x  Projectloading Warning x  Configuration Loading Error x

hed E'ég?:; Some of the files in this Project "picl" contai
@ iP‘ad:CDF some of the files in this Project "manip_ binair

"
v

L
‘( >
<

FIGURE 2.8 - Interface de programmation MPLAB X

Il s’agit d'un environnement de développement intégré (EDI) gratuit et propriétaire destiné
au développement des applications. MPLAB X est la derniere édition de MPLAB et est déve-
loppé sur la plate-forme NetBeans 2. MPLAB X prend en charge la gestion de projet, 'édition
de code, le débogage et la programmation des MCs Microchip PIC et AVR '#. Un programme
réalisé sous MPLAB X peut étre transféré sous PIC sans autre étape supplémentaire. Une autre
spécification de ce logiciel est qu’il permet de réaliser un fichier source en langage assembleur.
L'un des plus gros avantage de MPLAB Xest qu’il permet de réaliser des programmes en
langage C. Ainsi MPLAB X peut étre utilisé pour le développement en électronique, d’ou son

utilité dans cette these.

c¢) Compilateur MPLAB XC8 C
XC8 est un compilateur ANSI C. 1l est intégré dans le logiciel MPLAB afin d’interpréter le

code écrit en langage C. Il prend en charge tous les ;CPIC 8 bits : dispositifs des séries PIC10,

10. microcontréleurs

11. peripheral interface controller
12. NetBeans est un EDI '3 pour Java
14. Alf and Vegard’s RISC processor
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PIC12, PIC16 et PIC18, ainsi que le dispositif PIC14000. Le compilateur est disponible en trois
modes de fonctionnement : Free, Standard ou PRO. Nous utilisons le mode « Free »(gratuit)
qui est disponible pour les clients n’ayant pas de licence. Il convient de noter que I'utilisation
du compilateur en mode « gratuit » ne change en rien la fiabilité du résultat de nos conceptions.
En effet, le fonctionnement de base du logiciel, les périphériques pris en charge et la mémoire
disponible sont identiques dans tous les modes. Les modes ne difféerent que par le niveau

d’optimisation employé par le compilateur.

d) Logiciel Multisim

&8 ccc - Multisim - [ecc *]
f'i'j Eile Edit View Place MCU Simulate Trapsfer Tools Reports Options Window Help
el Sk =R 9 ¢ EEFEE- B % % - nuselst—

FIGURE 2.9 - Logiciel Multisim

Multisim est un logiciel d’application destiné aux laboratoires d’électronique analogique,
numérique et de puissance(Fig. 2.9). Aux ingénieurs, il fournit des outils de simulation,
d’analyse et de conception des circuits imprimés SPICE > pour accélérer les conceptions et
améliorer les performances des prototypes.

En effet, Multisim integre la simulation SPICE standard de l'industrie avec un environne-
ment schématique permettant de visualiser et d’analyser instantanément le comportement des
circuits électroniques. Son interface aide les enseignants a renforcer la théorie des circuits et
a améliorer la rétention de la théorie tout au long du programme d’ingénierie. En ajoutant
une simulation et des analyses de circuits puissants au flux de conception, Multisim aide
les chercheurs et les concepteurs a réduire les itérations de prototypes de cartes de circuits
imprimés PCB '° et & réduire le cofit de développement. C’est cet ensemble d’avantage qui

justifie son utilité dans cette these.

15. Programme de simulation avec accent sur les circuits intégrés
16. Poly Chloro Biphényle
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2.8.2 Outils matériels

Les outils matériels sont responsables de la mise en ceuvre des méthodes définies dans
ce chapitre. L’ensemble d’opérations mise en ceuvre ici sont au préalable simulé a travers les
logiciels présentés précédemment. Apres la simulation, nous passons a la pratique afin de
concevoir un prototype capable d’exécuter un certain nombre de taches. Particuliérement,
nous faisons usage d'un programmateur PICKit 3 pour transférer le code dans le ;Cde type
PIC16F877a que nous avons décrit précédemment.

Le pCet le programmateur sont interfacés par I'intermédiaire d’une carte de développement

explorer 8

a) Programmateur PICkit 3

Le programmateur PICkit 3 de Microchip (Fig. 2.10) est un débogueur qui permet de
quitter du développement logiciel a 'intégration matérielle. Il offre des avantages, notamment
un faible cofit et un minimum de matériel supplémentaire nécessaire au débogage. Il peut
reprogrammer n’importe quel xCPIC a partir d’'une simple pression sur un bouton. Il permet
la programmation des ;CPICen utilisant I'interface utilisateur graphique de 'EDI MPLAB
X . Le PICKkit 3 est connecté a 'ordinateur du concepteur a I'aide d’un cable USB 7 et peut
étre connecté a la cible via un connecteur de débogage Microchip. Le connecteur utilise
deux broches d’E/S '8 de périphérique et la ligne de ré-initialisation pour mettre en ceuvre le
débogage en circuit et la programmation série en circuit. (Fig. 2.10) représente I'image du

programmateur PICkit 3 et ses cdbles de connexion.

b) Microcontrdéleur PIC16F877A

Un pCest un circuit intégré qui regroupe les éléments essentiels d'un ordinateur. Il y a
un processeur, des mémoires, des unités périphériques et des interfaces d’entrée-sortie. Les
MCGCs se caractérisent par une faible consommation d’énergie et une vitesse de fonctionnement
inférieure. Il en existe plusieurs, mais dans cette thése, ce qui retient notre attention est
le PIC16F877A. 1l peut étre cadencé avec un oscillateur externe jusqu'a 20MHz. Il possede
une mémoire de stockage de 8192 octets et une mémoire de programmation de 368 octets.
(Fig. 2.11a) représente sa structure physique et (Fig. 2.11b) représente son brochage. Comme
vous pouvez le voir, il a 40 broches. Cinq ports configurables. Il dispose d'un convertisseur

analogique-numérique a dix bits et de plusieurs sources d’interruption.

17. Universal Serial Bus
18. Entrée/Sortie
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FIGURE 2.10 - programmateur PICkit 3
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FIGURE 2.11 - CPIC16F877A et son brochage

c) Carte de développement Explorer 8

Le kit de développement Explorer 8 est une carte et une plate-forme de développement
complete pour les CPIC8 bits (Fig. 2.12). Ce kit est une solution de développement po-
lyvalente, comprenant plusieurs options pour les capteurs externes, la communication hors
carte et I'interface humaine. De plus, il offre une grande marge d’extension, ce qui en fait une
excellente solution pour les développeurs, les ingénieurs et les chercheurs comme nous a la
recherche dun outil avec le plus grand nombre de ;CPIC 8 bits pris en charge. La carte est
une évolution de la populaire carte PIC18 Explorer et a été mise a jour pour pouvoir prendre

en compte les 4CPICde 8, 14, 20, 28, 40/44, 64 broches.
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FIGURE 2.12 - Carte de développement Explorer 8

d) Convertisseur numérique-analogique

Nous utilisons un convertisseur numérique analogique (CNA) R-2R de huit bits (Fig. 2.13).
Dans cette these, nous fabriquons un en utilisant les résistances de type CMS. Il s’agit des
composants montés en surface (CMS, SMD (dispositif monté en surface) en anglais), désignant
une technique de fabrication des cartes électroniques et, par extension, un type de composants
utilisés par l'industrie électronique. Cette technologie est utilisée ici, car elle produit des
composants de petites tailles comme indiqué sur la face principale du CNA (Fig. 2.14a).
(Fig. 2.14b) représente la vue arriere du CNA que nous avons fabriqué. Il utilise deux gammes
de résistances de précision pour convertir un nombre binaire numérique en un signal de sortie
analogique. Il est constitué de n point denrée correspondant au nombre de bits. Le signal de
sortie résultant Vs (Eq. 2.65) de tous ces points de tension d’entrée est prélevé a I'extrémité
b, qui est connectée a I'oscilloscope, considéré comme bit de « poids fort », tandis que l'autre
extrémité est connectée a la masse et a by, considérée comme bit de « poids faibles ». La

tension de sortie est donnée a (Eq. 2.65), pour un convertisseur de n bits, conduisant a une

résolution de CAN rembourse une résolution de :

Vref
2n

Visp = (2.64)

These de Doctorat/PhD Page 52/117 TAGNE SAMUEL



CHAPITRE 2. MATERIEL ET METHODES

(v (b)
FIGURE 2.14 - Réalisation d’un CNA 8 bits

n—1
b,
Vi=>" 212—71 (2.65)
=0

Lorsque le bit d’entrée b, est « HAUT », il provoque le plus petit changement de la tension de
sortie, tandis que le bit d’entrée b,,, lorsqu’il est « HAUT », provoque le plus grand changement
de la tension de sortie. La tension de sortie attendue est donc calculée en additionnant l'effet
de tous les bits d’entrée individuels qui sont connectés au niveau « HAUT ». Dans le cas d'un

CAN a huit bits, on a (Eq. 2.66)

by +2by +4bg + 8b3 + 16by + 3205 + 6406 + 12807

Vs 256

(2.66)

Idéalement, le réseau devrait produire une relation linéaire entre les tensions d’entrée et la
sortie analogique, car chaque entrée aura une augmentation de pas égale au bit de poids faible.
Nous pouvons créer un tableau des valeurs de tension de sortie pour les valeurs maximales

sur 4,8 et 16 bits pour une V,.y =5 V représentant une condition logique "1".
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TABLEAU 2.3 - Influence du nombre de bit sur la tension de sortie analogique a pleine échelle

n 4 8 16
Tepe 15 255 65535
Tspe | 4.6875 | 4.9805 | 4.9999

On peut remarquer que la tension de sortie analogique pleine échelle pour un code binaire
de 11115 == 1519 n’est pas la méme valeur que la tension d’entrée numérique (+5V) car
rg=(8Xx54+4x54+2x5+1x5)/16 = 4.6875. Cependant, plus le nombre de bits d’entrée
numériques est élevé, plus la tension de sortie analogique est proche de la tension pleine
échelle, lorsque tous les bits d’entrée sont HAUTS. Ainsi, x4 < zg < x1¢, €t £16 — 5.

Dans un travail expérimental, cette différence peut conduire a des résultats erronés. pour

cette raison, il est indiqué d’estimer le degré d’erreur avant de choisir le nombre de bit.

2.8.3 Pourquoi une implémentation par nC ?

Un condensateur fractionnaire est une combinaison de plusieurs condensateurs et résis-
tances classiques. Selon la méthode de conception choisie, le nombre de résistances et de
condensateurs utilisés est important. Par correspondante, une grande quantité d’énergie est
consommeée. On peut observer que pour la conception d’'un condensateur fractionnaire de
100n F, trois résistances (R, = 628.4MQ), Ry = 2.5321MQ), R, = 25.33MQ)) et trois condensa-
teurs classiques (C, = 123.21nF, Cy, = 183.31nF,C. = 109.85nF") sont nécessaires, disposés

comme sur (Fig. 2.5).

2.8.4 Programmation du microcontroleur
Le PIC16F877A peut étre programmé dans plusieurs langages. Les plus connus sont, le

langage assembleur et le langage C. Ici, nous programmons en langage C dans MPLAB X.

a) Descriptions de I’algorithme
Pour spécifier un pCen particulier, il faut le paramétrer correctement afin de ne pas se
tromper. Par la suite, il faut définir des configurations précise en fonction du C choisi. La
figure (Fig. 2.15) est un ensemble simplifié d’instructions a exécuter pour réaliser une fonction
particuliére sur PIC16F877A. Apres la configuration des bits, on introduit les CIs, y compris
les parametres de controle du systeme. En suite, dans notre cas, nous exécutons la fonction
d’Euler. Cette fonction nous retourne des valeurs réelles. Aprés un ajustement (expliqué a la

section suivante), le port considéré recoit la variable souhaitée.
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Début
l Implémentation
Configuration »  de la fonction
des bits souhaitée
A4
Sortie sur le
* PORTx
Mise a jour des
conditions
initiales |
1 Solutions
Non obtenues ??
¢ Oui
Fin du
programme

FIGURE 2.15 - Organigramme du code

b) Translation du domaine Analogique au domaine numérique
Les systemes que nous concevons génerent des valeurs réelles, dont les parties décimales
ne sont pas prises en compte par le ;C. Afin de palier a cela, nous avons proposé ici un

changement de référence, comme indiquer sur (Fig. 2.16). Ainsi, pour envoyer le vecteur

Opération de translation :

X=ax+b
Variable continue(analogique) X Variable discréte(numérique) X
Plage des valeurs de Plage des valeurs de
X :[Xmin, Xmax] X :{[Xmin » Xmax]

FIGURE 2.16 - Translation du vecteur d’état

analogique = sur un port du xC, il faut connaitre sa valeur minimale et sa valeur maximale.
Il faut également connaitre le nombre de bit sur lequel coder les valeurs converties. Par la

suite, on définit une droite d’approximation linéaire X (z) = ax + b, permettant de partir de
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Iintervalle [Zmin, Tmaz] & [Xmin, Xmaz)- €, Xmin =0, Xz = (2" —1). D’ot (Eq. 2.67)

2" —1
Tmaz —Tmin (267)

b= —axmin

a =

Dans le 4 CPIC16F877A, le systeme est implémenté via le compilateur Microchip XC8, les
variables z(k) et y(k) ont été dirigées vers le PORTB et le PORTD et converties en une tension

analogique par le DAC R-2R comme le montre (Fig. 2.17).

R2R-DAC

R2R-DAC

FIGURE 2.17 - Schéma bloc du dispositif

2.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les outils numériques, quantitatifs, qualitatifs
entrant dans 'analyse et la compréhension de la théorie du chaos, des systémes memristifs et
fractionnaires. Nous avons introduit une série de définitions approuvées sur la caractérisation
du chaos, définit les ELs qui constituent 'une des caractérisations quantitatives du chaos
les plus fondamentales puisqu’elle s’attache a mesurer la sensibilité aux CIs. Ce chapitre se

termine par une liste des outils logiciels et matériels utilisés dans cette these.
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RESULTATS ET DISCUSSION
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Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats obtenus apres application des méthodes
présentées au chapitre précédent. Ces résultats sont axés sur la synchronisation d’oscillateurs
chaotique a mémoire a 'aide des microcontréleurs. Pour ce faire, nous choisissons d’implé-
menter deux oscillateurs, a savoir l'oscillateur Jerk et un oscillateur & memristor du troisiéme
ordre. Ces deux oscillateurs difféerent en effet par le principe de réalisation de la mémoire : Le

premier est basé sur I'ordre fractionnaire et le second par le memristor.

3.1 Cas de Poscillateur a dérivées fractionnaires

Jerk désigne la dérivée du vecteur accélération par rapport au temps. Il s’agit donc d'un
systeme défini par trois fonctions temporelles, a savoir : la vitesse « i », 'accélération « 7 » et
le jerk « T ». Il existe plusieurs systemes de type Jerk mais, celui que nous avons sélectionné
est le suivant (Eq. 3.1)

3z zr  dx 3

F:—[)’W—%—Fozw - 3.1
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a et [ sont les parametres de contréle du systeme. Dans la suite de cette these, nous utilisons
Py(0,1,0) comme point initial. Dans le cas de I'application a la synchronisation, le systéme

esclave est résolu avec une condition initiale tres proche de la précédente, soit Py, (0.0001,1,0).

3.1.1 Etude dynamique du systéme de Jerk
a) Caractéristiques du systéme
(Eqg. 3.1) est un systeme non-linéaire caractérisé par une non-linéarité cubique. Il peut

encore se mettre sous la forme de (Eq. 3.2).

=
d
d_@z — (3.2)
dz

%:—y—ﬁz-l-aa::%—x

Physiquement, z, y, z représentent respectivement la position, la vitesse et 'accélération. La

divergence du systéme donne :

or Oy 0z
V=getata - f (3.3)
Donc en suivant (Eq. 2.35), on a :
% =—B=V(t)=Ae " 3.4

(Eq. 3.4) montre que V(t) — 0 lorsque ¢t — oo, si /3 est correctement choisi. Ainsi
(Eq. 3.2) pourrait étre dissipatif si 5 > 0.
En résolvant (Eq. 3.5), on met en évidence trois points d’équilibre : £1(0,0,0)”, (0,0, —%)T
et £5(0,0,5=)7.
y=0
z2=0 (3.5)

ard —x—y—Fz=0

La matrice jacobienne de (Eq. 3.2) est donnée par (Eq. 3.6)

0 1 0
J= 0 0 1 (3.6)
3az?—1 —1 —f

Nous obtenons deux équations caractéristiques relatives aux trois points d’équilibre Jy, J; et
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Jo.
M4 A+1=0et A3+ 8X2 4+ X —2=0. (3.7)

Comme indiqué, le critére de RHs contient les conditions nécessaires et suffisantes pour définir
la nature (stable ou instable) du systeme. Ainsi, sans résoudre ’équation caractéristique

(Eq. 3.7), on applique le critere de Routh et il ressort que le systéme est stable pour 5 > 0.

b) Route vers le Chaos

En plus d’étre sensible aux CIs, le comportement du systeme (Eq. 3.2), est étroitement lié
au parametre de controle 3. Pour cette raison, nous reportons sur la (Fig. 3.1a) le diagramme
de bifurcation du systéme. Ce diagramme montre une forte concentration des maximas pour
0.33 < B < 0.363, correspondant a une dynamique chaotique. Pour 0.371 < 3 < 0.378, le
systeme adopte un comportement périodique et il est donc difficile d’observer une dynamique
chaotique. Sur la (Fig. 3.1b), les exposants de Lyapunov sont tracés en fonction de . La
présence d’exposants de Lyapunov positifs (A1) est suffisante pour établir que le systéeme
(Eq. 3.2) est chaotique. De plus, les exposants de Lyapunov considérés en fonction de la
variation du parameétre de controle du systéme montrent une grande superposition avec le
diagramme de bifurcation comme illustré sur la (Fig. 3.1).

Lorsque 5 = 0.35, on obtient apres 1000 itérations par pas de 0.01, A\; = 0.089577, Ay =
0.001118 et A3 = —0.447794. La dimension de Kaplan-Yorke (KY) correspondante est D =
2.2025. Ainsi, ce systeme de Jerk génere des dynamiques chaotiques, avec des attracteurs
fractals.

La dimension de KY peut permettre de caractériser le degré de complexité d’un attracteur.
On note que, la dimension de KY dépend de (3, puisque les exposants de Lyapunov dépendent
aussi du méme parametre. D’ou l'intérét de la (Fig. 3.1c). On y présente I’évolution de la
dimension de KY du systéme en fonction du parametre de contréle. On note la concordance
entre cette figure, les exposants de Lyapunov (Fig. 3.1b) et le diagramme de bifurcation

(Fig. 3.1a)

3.1.2 Modele fractionnaire du systeme de Jerk
Dans cette section, nous utiliserons les CIs (zg, yo,20) = (0,1,0) pour résoudre le systeme a
dérivée fractionnaire, qui sont les mémes que celles utilisées pour le cas classique.

A Tordre fractionnaire, le systeme (Eq. 3.2) peut étre réécrit comme (Eq. 3.8) pour obtenir
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FIGURE 3.1 - Diagramme de Bifurcation (Fig. 3.1a) et les ELs (Fig. 3.1b) pour 3 € [0.328,0.43],
a = 15, pour (9,0, 20) = (0,1,0)

le systéme fractionnaire de Jerk.
oDf'x(t) = y(t)

oDPy(t) = () (3.8)
oDP2(t) = aad(t) —x(t) —y(t) — B(t).
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0 < ¢; < 1 représentent les ordres des dérivées suivant la position, la vitesse et 'accélération.

a) Solution numérique du systéme fractionnaire
Nous utilisons I'algorithme d’Euler pour la résolution numérique des systemes a ’ordre
fractionnaire. Contrairement aux autres méthodes, elle est trés flexible & mettre en ceuvre
et fournit directement les solutions du systéme sans linéarisation. En appliquant (Eq. 2.9)
au systeme (Eq. 3.8), la solution est trouvée en deux étapes : la prédiction (Eq. 3.9) et la

correction (Eq. 3.10)

(p) Systeme de prédiction

zp=a(k—1)+ r(gqil)y(k —-1)
yp=y(k— 1)+r(—)z(k— 1) (3.9)

2p=2(k—1) + ity Jaw(k — 1P —a(k—1) —y(k — 1) — Bz(k— 1)]

(c) Systeme de correction

v(k) =wz(k—1) +Q1I~(£L—qug)y(k" —1) +Q1F(L12)yp

QhQQ 2hf12

y(k)=y(k— 1)+r(q K z(k — 1)+F(q 2%
2(k) = 2(k = 1) + By [aw(k — 1P —a(k — 1) —y(k — 1) = B2(k — 1)]

h3 3
et (07— 0 07

(3.10)

b) Route vers le chaos pour le modéle fractionnaire

Nous implémentons les équations (Eq. 3.9) et (Eq. 3.10) sous le logiciel MATLAB, et on
observe les attracteurs que nous présentons sur la (Fig. 3.2). Sur cette figure, nous avons
plusieurs phénomenes a souligner.

Pour le modele classique (I'ordre entier), le diagramme de bifurcation présenté sur la
(Fig. 3.1a) montre que le systeme présente une dynamique périodique pour 5 = 0.4 et une
dynamique chaotique pour 5 = 0.35. Sous 'hypothése ¢q; = g2 = g3 = 1, on observe pour ces
deux valeurs de /3, une figure de dynamique périodique, (Fig.3.2a) et une figure de dynamique
chaotique, (Fig.3.2b).

Pour montrer I'impact de 'ordre fractionnaire sur la solution du probléme, considérons
la valeur de 8 pour laquelle une dynamique périodique est observée (/5 = 0.4) et faisons

varier les ordres fractionnaires. Ainsi, en prenant (qi,q2,q3) = (0.94,0.98,0.95), (Fig.3.2c)
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y(®)

y(t)
o

y(t)
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x(t) x(t)
© (d)

FIGURE 3.2 - Portrait de phase du systéme de jerk fractionnaire pour (z,y,z) = (0,1,0)

montre une double dynamique périodique. Toujours avec (3 = 0.40) et en considérant
(q1,92,q93) = (0.98,1,1), on observe maintenant une dynamique chaotique (Fig.3.2d), qui
n’était pas observée pour le cas classique en considérant (q; = g2 = g3 = 1), d’ou I'intérét de
I'approche fractionnaire.

Pour caractériser le degré de complexité du systéme a I'ordre fractionnaire, nous menons
des investigations sur le plus grand exposant de Lyapunov. Pour ce faire, nous utilisons
I'exposant de Lyapunov appliqué aux séries temporelles. En effet, dans 'approche fractionnaire,
il est fastidieux de calculer la matrice jacobienne du systéme. Ainsi, nous considérons un
vecteur d’état du systeme et nous reconstruisons I’espace des phases comme indiqué au chapitre
précédent. Cette méthode nous permet de calculer le plus grand exposant de Lyapunov, ce
qui nous donne LLFE = 1.43 > 0, et montre que le systéeme est également chaotique pour le
modele fractionnaire.

L’influence de 'ordre fractionnaire sur le systeme peut donc étre représentée de maniere
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(@) (b)

max

Plus grand exposant de Lyapunov

03 04 05 0.6 0.7 08 09 1 =

FIGURE 3.3 - (Fig. 3.3a) : diagramme de Bifurcation, (Fig. 3.3b) : plus grand exposant de
Lyapunov

générale. Pour cela, nous présentons sur la (Fig. 3.3a) le diagramme de bifurcation et sur la
(Fig. 3.3b) le spectre montrant ’évolution du plus grand exposant de lyapunov en fonction
de l'ordre fractionnaire ¢;. La superposition observée entre ces deux figures montre que la
dynamique du systeéme est effectivement influencée par I'ordre fractionnaire ¢q. Cependant, on
peut noter un certain décalage entre les deux figures, surtout lorsque 1'ordre fractionnaire tend
vers 1. En effet, on devrait s’attendre a un exposant faible lorsque ¢ > 0.8, comme l'indique le
diagramme de bifurcation. Mais en raison de la proximité entre les valeurs du vecteur d’état,
il semble que les valeurs produites soient completement différentes, d’ou 'augmentation de

I'exposant de Lyapunov. Pour y remédier, un procédé de quantification serait le bienvenu.

3.1.3 Synchronisation de deux systemes de Jerk fractionnaires
Dans cette section, nous discutons de la synchronisation de deux systemes chaotiques frac-
tionnaires. Pour ce faire, nous considérons ici deux systémes chaotiques appelés respectivement

maitre (m) (Eq. 3.11) et esclave (s) (Eq. 3.12).

(m) Systeme maitre (s) Systeme esclave
ODgl$m = Um ODglxs = Yst+up
ODgQQm = Zm ODgQZJS = Zst+u2
ODgSZm = Ofx?n,_xm_ym_ﬁzm 0D§3ZS = axz_xs_ys — Bzs +ug
(3.1 (3.12)
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ol u; ,us et ug sont des fonctions de commande permettant de mettre en ceuvre la synchro-
nisation. En considérant les erreurs de synchronisation comme e; = x5 — 2, €2 = Ys— Ym, €3 =

Zs — Zm,, ON obtient les fonctions de commande (Eq. 3.13) apres quelques manipulations.

up = —eitki—e;
us = —62]{72 — €3
ug = ﬂe?+3/ﬁe%xm+3ﬁelx%+ﬁxﬁn —ae3 — oz, —esks —e; — e — Ty — Ym

(3.13)

(Eq. 3.11) et (Eq. 3.12) sont résolues en utilisant la méthode prédicteur-correcteur décrite

au chapitre précédent. Il apparait que la trajectoire du systeme maitre et la trajectoire du
systeme esclave convergent apres quelques microsecondes comme le montre la (Fig. 3.4). Sur
la (Fig. 3.4a), e; et ey représentent les erreurs de synchronisation tandis que, la (Fig. 3.4b)

présente le résultat de synchronisation de z,, et ;.

30 40 50 60 0 10 20 30 40

Times Times
(@) (b)

FIGURE 3.4 - La (Fig. 3.4a) Synchronisation de x,, et =, la (Fig. 3.4b), erreurs de synchronisa-
tion pour (qlana Q3) = (098, 1a 1)5

3.1.4 Résultats expérimentaux
Cette section est dédiée a la présentation des résultats expérimentaux. Les solutions sont
observées sur un oscilloscope numérique. Nous proposons un simple dispositif permettant

d’implémenter les différents systémes présentés ici.

a) Dispositif expérimental
Le dispositif expérimental (Eq. 3.5a) ne contient que quatre éléments principaux. Il s’agit

de deux convertisseurs numériques-analogiques (A et B), d'un xC (C) et d’'un oscillateur de

These de Doctorat/PhD Page 64/117 TAGNE SAMUEL



CHAPITRE 3. RESULTATS ET DISCUSSION

20MHz (D).

-4,08div (25878)
-1,44div Depth: 1K

FIGURE 3.5 - Evolution temporelle de z,, et y,, et le dispositif expérimental

Lorsque I'ensemble est alimenté par une tension de 5 V, on observe des oscillations sur un

oscilloscope numérique (Eq. 3.5b).

b) Analyse des attracteurs

La (Fig. 3.6) présente les différents portraits de phase du systeme dans le plan = — y,
obtenu expérimentalement en implémentant le systeme fractionnaire dans le microcontréleur.
En (a) on a un cycle limite de période-1 pour = 0.4.

En (b) on a un attracteur chaotique pour g = 0.35. (a) et (b) sont obtenus avec (q1,q2,q3) =
(1,1,1), correspondants aux cas classiques.

En (c), on a un attracteur de cycle limite de période 2 pour 5 = 0.40, avec (q1,¢2,q3) =
(0.94,0.98,0.95)

en (d) , on retrouve un attracteur chaotique pour = 0.40, obtenu avec (q1,¢2,q3) =

(0.98,1,1).

c) Analyse du résultat expérimental de la synchronisation
Ici, nous présentons le résultat final de notre premiere contribution. Il est question de
retrouver les résultats observés plus haut. Aprés avoir montré que les attracteurs obtenus
expérimentalement étaient similaires a ceux obtenus numériquement, on observe une fois
de plus que la méthode appliquée ici est un succes total. On peut observer que les résultats
de synchronisation sont semblables comme indiquent (Fig. 3.7) et (Fig. 3.4). La (Fig. 3.7a)
présente le résultat de synchronisation entre x,,(t) et x5(¢). La (Fig. 3.7b) montre les erreurs

de synchronisation e; (¢) et e2(t). On réussit ainsi a implémenter un systéme de synchronisation
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FIGURE 3.6 - Portraits de phase de x en fonction de y obtenu expérimentalement

sous PIC16F877A qui est un outil de tres faible ressource.
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FIGURE 3.7 - Résultats de synchronisation fractionnaire sous 1C : e (t) et ex(t) désignent Uer-
reur de synchronisation (Fig. 3.7a). Sur la (Fig. 3.7b), x,,(t) est synchronisé avec x,(t) pour
(91,92,93) = (0.98,1,1)
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3.2 Cas de l'oscillateur a Memristor

Cette section est orientée vers la conception d’un systeme memristif 4D autonome a
mémoire, le terme mémoire étant induit par le memristor. Une application de synchronisation

est également abordée ici.

3.2.1 Modele de Memristor
En se basant sur la définition présentée au chapitre précédent, nous pouvons définir un
systéme memristif contr6lé en tension. En supposant que v, (t) et vy, (t) = % sont des variables
qui désignent respectivement ’entrée et la sortie du systeme, et que u,,(¢) est un vecteur
constitué des variables d’état du systeme, on peut faire 'hypothese de I'existence du dispositif

a mémoire (Fig. 3.8).

%

—

v Memristor emulator
sm

FIGURE 3.8 - Memristor

dugit(t) — pve(t)

i(t) = Bum(t)ve(t)

La caractéristique typique de la dynamique memristive est I’hystérésis observée dans

(3.14)

le domaine courant-tension avec v¢(t) = ugsin(2x ft). En utilisant I’équation (Eq. 3.14), la

variable d’état du dispositif memristif est décrite par (Eq. 3.15).

um(t) = %(l—cos(wat))
it) = Pum(t)ve(t)

(3.15)

Lorsque ug = 1, u,(0) = 0, o = 8.94, et p = 0.07, la relation entrée-sortie du memristor
pour une entrée sinusoidale est présentée sur la (Fig. 3.9). La (Fig. 3.9b) montre ’évolution
temporelle de 'entrée appliquée v.(t) et de la sortie résultante i(¢) lorsque la fréquence est

égale a 1Hz. Un comportement d’hystérésis pincé est observé sur la caractéristique courant-
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tension, comme observé sur la (Fig. 3.9a).

0.8 L L L L L L L L L -0.4

(b)

FIGURE 3.9 - (Fig. 3.9a) Courbe d’histérésis du systéme, (Fig. 3.9b) evolution temporelle de z,,
et ym

3.2.2 Structure du systeme Memristif 4D proposé

Dans la littérature, il existe plusieurs systemes 4D. Ces systemes sont généralement congus
en utilisant un systéme d’ordre inférieur. En raison des multiples termes non-linéaires ha-
bituellement observés dans les systemes 3D, les systemes 4D sont encore plus complexes
mathématiquement et nécessitent plus de composants lors de la conception du circuit élec-
tronique du systéme. Nous proposons ici de partir d'un nouveau systéme du troisiéme ordre
contenant un seul terme NL. Nous effectuons ensuite une étude dynamique du systeme 4D
concu afin de montrer qu’il est possible d’'observer des attracteurs riches, tout en gardant
une structure simple. Nous présentons donc ici un systeme d’équations différentielles 3D

autonomes :
T=y+azy
=z (3.16)
Z=—0r—y—"z
Ce systeme peut étre assimilé a la famille des systémes proposés par J. C. Sprott, mais il
se distingue par la présence d’'un seul terme croisé sur la premiere ligne du systeme. La
présence d’'un seul terme non-linéaire rend le systeme facile a mettre en ceuvre. En 'associant

a ’équation (Eq. 3.14), on obtient un systeme d’ordre 4 (Eq. 3.17).
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T = y+oxy,

y = z—Puz, (3.17)
Z = —0z—y—7z,

U = —pz

[2,y,2,u]” est le vecteur d’état du systéme, a, 3, v et p sont des paramétres réels. On peut
remarquer qu’il s’agit d’un systeme 4D avec une structure trés simple et différente des systemes

existants.

3.2.3 Etude dynamique du systéme
a) Stabilité des points d’équilibre
Pour trouver les points d’équilibre du systeme (Eq. 3.17), onrésout # =0,y =0, 2 =0, & =

0 et nous avons (Eq. 3.18) :
y+axy=0, z—pPuz=0 —dz—y—v2=0, pz=0 (3.18)

On obtient ainsi deux points d’équilibre (PEs) : P;(—1/a,6/«,0,0) et P(0,0,0,0).
Pour étudier la stabilité des PEs, on définit la matrice de Jacobienne J par (Eq. 3.19).

ay ar+1 0 0
0 0 1—-pu —p=z
J = P P (3.19)
-5 -1 — 0
00 0 |
On tire le polynéme caractéristique du systeme (Eq. 3.20)
det(J — M) = AB+ X3y + X2+ X 4+ B2pz — day — A\F2u — A2Bu — May — Mayy
+ oz + A\Bpz + Aafuy — abpyz — Aafuz + af?pzz
(3.20)

L’équation (Eq. 3.20) est utilisée pour étudier la stabilité des points d’équilibre P; et P.

Le tableau (Tab. 3.1) présente les résultats de stabilité correspondant a chaque point.
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TABLEAU 3.1 - Analyse de la stabilité des points d’équilibre pour le systéme memristif

A3 = —0.0439 — 0.47467
A4 = —0.0439 + 0.47467

Points Valeurs propres Stabilités
A1=0
Ag = —8.8022 Ao < 0 et partie réelle \3, A4 <0
P5(0,0,0,0) : PETEP o

point stable

A1=0
Pu(=1/a,2/a1,0.0) Ay =2 Ao >0et A3, 4 <0
A3 = —8.7761 point instable
Ay =—0.1139

b) Dissipativité et existence d’attracteur
Comme indiqué plus haut, la convergence du volume généré par un systéme permet de
montrer 'existence d’attracteurs dans un systéme. La divergence du systeme (Eq. 3.17) est
définie par
AV=%+§—§+Z—§+%=O@—7 (3.21)
ce qui montre qu’il est difficile de discerner directement si (Eq. 3.17) est dissipatif ou conser-

vatif, puisque V' dépend d’une variable d’état du systéme, avec
V(t) = Ae (=)t (3.22)

Il est donc impossible de prédire avec exactitude la plage des valeurs pour laquelle, V()
converge. Néanmoins, on peut estimer les intervalles, pas pour imposer un comportement au
systeme, mais pour comprendre le comportement affiché. C’est ce que présente la (Fig. 3.10).
Pour obtenir cette figure, on fixe un seuil positif et un seuil négatif a . Ainsi, la (Fig. 3.10a)
est obtenue pour v = 0.8 et la (Fig. 3.10b) est obtenue pour v = —0.8. Les zones a prendre
en compte pour une convergence possible sont marqués en bleu car, elles correspondent aux

parameétres pour lesquels on a ay — |y| > 0.

c¢) Bassin d’attraction
Comme indiqué au chapitre précédent, I'analyse des bassins d’attraction permet une
nouvelle compréhension du comportement des systemes dynamiques.
Considérons trois solutions possibles de (Eq. 3.18), que nous représentons sur la (Fig. 3.11)

avec z(0) = —0.01, u(0) = 0.01 et o« = 8.94.
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=a y-7)
divergence(V=a y-v)
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FIGURE 3.10 - Etude de la divergeance

Le premier cas est celui ot la solution converge vers (P}) en « rouge », le deuxiéme cas,
celui ou la solution converge vers (/%) en «bleu » et le dernier cas, celui ou la solution
s’éloigne des deux points d’équilibre en « ».

Selon la (Fig. 3.11), le choix des CIsdevient évidant. Ainsi, nous choisissons (z(0) =
0.1, y(0) =0, 2(0) = —0.01, u(0) = 0.01) comme CIs du systeme. Cette condition initiale est
prise dans la zone en couleur bleu, signe que la solution de la (Fig. 3.11) tendra vers (/).
Avec ces CIs, nous obtenons les attracteurs représentés sur la (Fig. 3.12) ot nous montrons

un portrait y — z — x sur la (Fig. 3.12a) et un portrait - — y sur la (Fig. 3.12b).

d) Analyse des diagrammes de Bifurcation et des exposants de Lyapunov
Il y a cinq parameétres dans le systeme : «, 3, 7, d et p, mais les parametres qui changent
qualitativement la dynamique du systéme sont v et ¢. L’analyse de bifurcation du systéme est
donc effectuée selon ces deux cas. Néanmoins, on peut remarquer que dans certains cas, le
systeme produit des attracteurs symétriques en fonction de la valeur de p, comme le montre
la (Fig. 3.13). Les deux cas sont réalisés avec des CIsdonnées par x(0) = 0.1, y(0) = 0.00,
2(0) = —0.01 et u(0) = 0.00 ;

Analyse cas par cas :
-Premier cas
Soit « = 8.8 ,p = 0.07 ,5 = 3.6 ,7 = 0.3850 et ¢ variant de 1 a 2.1 avec un pas de 0.005.
Le diagramme de bifurcation du systéme suivant § est représenté sur (Fig. 3.16.a) et ses

exposants de Lyapunov sur (Fig. 3.16.e). La dimension de KY est présentée sur (Fig. 3.16.c).
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FIGURE 3.11 - BA pour (Eq. 3.17) avec 2(0)=-0,01 et u(0)=0,01
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FIGURE 3.12 - (Fig. 3.12a) Portrait de phase en z,y, z et (Fig. 3.12b) en z.y

Elle montre que le systeme (Eq. 3.17) est hyper-chaotique dans le sens croissant de §, mais
il existe des fenétres périodiques. On peut également souligner que le systeme est chaotique
pour certaines plages, mais hyper-chaotique dans la plupart des cas. Notons que EL 9 est petit
mais non nul. Nous construisons donc (Tab. 3.2), caractérisant les attracteurs présentés sur la
(Fig. 3.14)

-Deuxieme cas

Soit a =88 ;,p=0.07;,5 =3.6;,0 = 2.1 et v variant de 0.35 a 1 avec un pas de 0.005.
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FIGURE 3.13 - Trajectoires de Uespace de phase du systéme générées par le logiciel MAT-
LAB projetées sur les plans y — z obtenues pour p = 0.07 et p = —0.07 avec z(0) = 0.1, y(0) = 0.00,
2(0) = —0.01 et u(0) = 0.00

TABLEAU 3.2 - Caractéristiques des attracteurs de la (Fig. 3.14)

Figures 1) Dy, LE, LE> LEsg LE, Nature
(Fig. 3.14.a), (Fig. 3.14.e) 1 0.0049 -0.0028 -0.0143 -0.2759 2.9 1-periodic
(Fig. 3.14.b), (Fig. 3.14.f) 1.2 -0.0024 -0.0022 -0.0653 -0.2194 2.68 2-periodic
(Fig. 3.14.c), (Fig. 3.14.g) 1.4 0.0052 -0.0017 -0.0275 -0.2706 2911 4-periodic
(Fig. 3.14.d), (Fig. 3.14.h) 2 0.2126  0.0012  -0.0274 -0.4977 3.3746  hyperchaotic

Le diagramme de bifurcation du systeme suivant + est représenté sur (Fig. 3.16.b) et ses
exposants de Lyapunov sur (Fig. 3.16.f). Il montre que (Eq. 3.17) est hyper-chaotique pour
les faibles valeurs de 0. Il existe des fenétres chaotiques et des fenétres périodiques. On observe
par ailleurs que les plus grands exposants de Lyapunov (Fig. 3.16.d) diminuent avec §. On
peut donc construire (Tab. 3.3) décrivant les natures respectives des attracteurs proposeés sur

la (Fig. 3.15).

Remarques
-Remarque 1
Lorsque v = 0.5 et p = 0.1, et les états initiaux (0.1, 0, —0.01, 0.01), le systeme (Eq. 3.16)
est hyperchaotique et présente un attracteur hyperchaotique au vu de ses exposants de
Lyapunov qui donne LFE; = 0,3421, LEs = 0,0126, LE3 = —0,0159, LEy = —0,7943. Nous
avons donc deux exposants positifs, indiquant une dynamique hyperchaotique. La dynamique
globale est présentée sur la (Fig. 3.16)

-Remarque 2
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FIGURE 3.14 - Portraits de phase MATLAB2D (y, z) et 3D (x, ¥, 2) du nou-
veau systeme hyperchaotique 4-D (Eq. 3.17) pour § = 1 ((Fig. 3.14.a),(Fig. 3.14.b)),
§ = 1.2 ((Fig. 3.14.b),(Fig. 3.14.)), 6§ = 14 ((Fig. 3.14.c),(Fig. 3.14.g)) et & = 2
((Fig. 3.14.d),(Fig. 3.14.h)), avec p = 0.07, 8 = 3.69, § = 2.14, v = 0.418;

TABLEAU 3.3 - Dimension de KY du systéme (Eq. 3.17) pour la (Fig. 3.15).

Figures ¥ Dy LE; LE> LEs LEy Nature
(Fig. 3.15.a) 0.35 3.3829 0.2772 0.0034 -0.0210 -0.6779 hyperchaos
(Fig. 3.15.b) 0.51 2.9799 0.0162 0.0029 -0.0265 -0.3704 3-periodic
(Fig. 3.15.¢) ,0.53 3.0000 0.0083 -0.0025 -0.0058 -0.3950 chaos
(Fig. 3.15.d) 0.61 3.0308 0.0165 0.0005 -0.0027 -0.4674 hyperchaos
(Fig. 3.15.e) 0.65 2.9726 0.0035 -0.0025 -0.0139 -0.4708 2-periodic
(Fig. 3.15.f) 0.7 3.1023 0.0655 0.0010 -0.0059 -0.5912 hyperchaos
(Fig. 3.15.f) 0.77 2.8411 0.0007 -0.0026 -0.0775 -0.4994 3-periodic
(Fig. 3.15.h) 0.78 3.0786 0.0521 0.0031 -0.0057 -0.6293 hyperchaos
(Fig. 3.15.1) 0.79 3.0277 0.0291 -0.0018 -0.0104 -0.6062 chaos
(Fig. 3.15.j) 0.845 2.8802 0.0054 -0.0024 -0.0705 -0.5635 4-periodic
(Fig. 3.15.k) 0.9 2.8754 0.0014 -0.0026 -0.0745 -0.6078 2-periodic
(Fig. 3.15.]) 1 2.9935 0.0036 -0.0016 -0.0068 -0.7439 1-periodic

Les figures (Fig. 3.16.e) et (Fig. 3.16.f) se superposent parfaitement aux diagrammes
de bifurcation respectifs (Fig. 3.16.a) et (Fig. 3.16.b), confirmant les attracteurs annoncés
pour la (Fig. 3.14) et la (Fig. 3.15). On constate que le maximum de la courbe correspond a
Dy g = 3.4708. Ainsi, le systéeme (Eq. 3.17) est réellement un systeme dissipatif. Cette valeur est
supérieure a celles de plusieurs systémes présents dans la littérature a notre connaissance. Nous
présentons dans (Tab. 3.4) : une comparaison pour certains des meilleurs systémes rencontrés
dans la littérature, selon le nombre d’éléments non-linéaires que le systeme comprend, et la
dimension de KY correspondante.

La (Fig. 3.16a) et la (Fig. 3.16b) montrent que le comportement du systeme suivant
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FIGURE 3.15 - Attracteurs chaotiques, hyperchaotiques et périodiques décrits dans (Tab. 3.3).

TABLEAU 3.4 - La dimension maximale de KY de systémes hyperchaotiques typiques

Systemes DKY LFE; LE, LEs LE, Nombre ’EN
Cette these | 34708 | 0.3773 0.0126 00159 07943 |
[119] 3.34748  0.26609 0.08139 0 -1.9412 4
[120] 3.3241 26.045 11.396 0 -115.518 5
[121] 3.2786 13.463 3.478 0 61.231 4
[122] 3.2397 10.8806 6.2867 4.9 -51.1673 3
[123] 3.1991 1.0375 0.2055 0 -6.2433 2
[124] 3.1981 12.084 7.731 0 -97.229 4
[125] 3.1979 0.1191 0.0496 0 -0.8522 1
[126] 3.1139 1.3496 0.2563 0 -14.0947 %
[127] 3.0269 0.5841  0.000127664  -0.4873  -3.5968 2
[128] 3.02 1.976 0.1252 0 -11.950 D

0 est différent du comportement du systeme suivant ~. Il est donc plus indiqué d’observer

I’évolution du systéme suivant les deux axes simultanément. Pour cela, nous présentons sur
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FIGURE 3.16 - (Fig. 3.16.a) et (Fig. 3.16.b) sont des diagrammes de bifurcation, (Fig. 3.16.c) et
(Fig. 3.16.d) sont des exposants de Lyapunov et (Fig. 3.16.f) et (Fig. 3.16.f) sont la dimension des
exposants de Lyapunov du systéme hyperchaotique (Eq. 3.17) avec la variation de ) et ¥ comme
indiqué dans chaque figure pour les parameétres : o« = 9,5 = 3,p = —0,1 les états initiaux sont
(0.1,0,—0.01,0.01).

la (Fig. 3.17), une figure sectionnée en quatre zone avec quatre couleurs différentes. Cette
figure représente 'ensemble des parametres de contréle (0 et 7). Chaque zone correspond a
un comportement dynamique bien précis. Pour les dynamiques périodiques, on utilise la couler
rouge ; pour les dynamique chaotiques, on utilise la couleur bleu. Le systeme est caractérisé par
un comportement plus ou moins chaotique. Pour un comportement beaucoup plus complexe,

c’est a dire un systeme qui tend vers 'hyperchaoticité, on utilise la couleur verte.
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FIGURE 3.17 - Bifurcation de la dimension de kaplang pour o, lorsque v =1.2, § = 1.1, et 6,3
lorsque v=1.2,a=0.8

La couleur noir représente la zone de parameétre conduisant a une solution infinie.

e) Coexistence des attracteurs

Dans cette section, nous étudions l'effet des CIssur la complexité du systeme, pouvant
conduire a la multi-stabilité. Il s’agit d'une propriété vérifiant la présence de deux ou plusieurs
attracteurs coexistants pour les mémes parametres de controle. Dans cette approche, seules les
CIs changent et les criteres de différentiation de deux attracteurs sont : la taille et la position
du nouvel attracteur par rapport a I'ancien.

Soit o = 8.89, p = 0.07, 8 = 3.69, § = 2.14, v = 0.418, z:(0) = 0.1, y(0) = 0.00, z(0) = —0.01
et la condition initiale «(0) variant de —0.1 a 0.3 avec un pas de 0.1. Les attracteurs coexistants
trouvés dans le systeme sont représentés sur la (Fig. 3.18). Nous pouvons donc remarquer

qu’a chaque valeur de «(0) correspond un attracteur différent.

f) Influences des conditions initiales sur la complexité du systéme
La (Fig. 3.18) présente les trajectoires de I’espace des phases pour certaines valeurs de
up. Elle montre que la dynamique du systeme est liée au choix des CIs. En prenant oo = 8.94,
p=0.07, p = 3.69, v = 0.51243, nous présentons une vue globale de l'influence des CIs sur
la dimension de Kaplan. Sur la (Fig. 3.19a) on représente d;, dans le plan zp — yo. Les

couleurs vont du bleu au rouge dans l'ordre croissant de dy,,. Ici, on note peu de rouge et
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04r Dky=2.96

K 0
z(t)

FIGURE 3.18 - Trajectoires de I’espace des phases du systéme générées par le logiciel MAT-
LAB projetées sur les plans y — z obtenus pour certaines valeurs de u(0).

majoritairement du bleu. En effet, les zones bleues représentent les conditions a appliquer
pour une dynamique périodique. Nous observons la présence de la couleur verte, signe que
le systéeme peut avoir dy, € [3.2, 3.4]. Pour les couleurs allants du jaune au rouge, on a la
possibilité d’avoir une dynamique hyperchaotique. Le raisonnement est le méme pour les
(Fig. 3.19b), (Fig. 3.19¢), (Fig. 3.19d) et (Fig. 3.19e). C’est a dire que nous avons plus de
dynamique périodique que toute autre dynamique. Pour la (Fig. 3.19b), le chaos apparait
pour les valeurs de zg au dessus de 0.1 et les valeurs en dessous de —0.1. Il convient a noter
que pour ces cing figures, on retrouve toute les dynamiques possibles. C’est a dire le cycle
limite, le chaos et I'hyperchaos. Sur la (Fig. 3.19f), on observe un scénario contraire. Ici, on

dénote plus de dynamiques complexes que de dynamiques régulieres.

3.2.4 Conception du circuit analogique du systeme (Eq. 3.17)
Cette section est consacrée a la conception dun circuit susceptible de reproduire le com-
portement du systeme (Eq. 3.17). En nous inspirant de (Eq. 3.17), nous proposons le circuit

de la (Fig. 3.20). Pour besoin de simulation, il est implémenté sous Multisim en utilisant
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FIGURE 3.19 — Complexité du systéme en fonction des conditions initiales

neuf amplificateurs opérationnels TLO82, deux multiplicateurs AD633 , quatre condensateurs,
dix-neuf résistances et une alimentation symétrique de 12V. En désignant par z, y, z et u les
tensions aux bornes des condensateurs C , Cs, C3 , C,,, et en appliquant les lois de Kirchhoff,

on obtient le systeme (Eq. 3.23).

Thése de Doctorat/PhD Page 79/117 TAGNE SAMUEL



CHAPITRE 3. RESULTATS ET DISCUSSION

dr _ _1 Rg Rg

it =~ R0 (10R4xy+ R5y)

dy _ 1 (L __uz )

dt Cy \ Ro 10R, (3 23)
foo L (Bay By M)

dt = R3Cj Ry R7y Rsg

du _ 1

dt _ R7VLO77LZ

vsm

FIGURE 3.20 - Schéma électronique du systéme

a) Memristor sous multisim
Le memristor proposé ici est concu a partir d'un condensateur, d’'une résistance, d'un
multiplicateur et d'un AOP . Pour émuler ses performances et montrer la relation courant-
tension, une source de tension est utilisée pour modéliser la tension d’entrée du dispositif.
Une source de tension symétrique est utilisée pour polariser le multiplicateur et 'AOP. La
(Fig. 3.21a) présente le schéma de simulation Multisim et la (Fig. 3.21b) présente la courbe
caractéristique I-V du systeme. On peut notamment voir que la courbe se croise a zéro, ce qui

montre que malgré la simplicité du circuit, un comportement memristif est décrit.

1. amplificateur opérationnel
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FIGURE 3.21 - (Fig. 3.21a) : Circuit du memristor, (Fig. 3.21b) : Caractéristique v,,c,,/ve du
memristor

b) Influence de I'effet mémoire sur la dynamique du circuit complet

La (Fig. 3.20), R,,C,, est le facteur de transformation de 1’échelle de temps. On constate
qu’une meilleure forme d’onde peut étre observée en fixant. R = R; = Ry = Ry = 1kQ, R3 =
600Q), Ry = 2R, R5 = 32kQ), Rg = Ry = 4kQ, Rg = 22.22kQ), Rg = 10kQ, C'y = Co = 10nF,
C3 = 500n F'. Pour montrer l'influence de I'effet mémoire sur la dynamique du circuit complet,
la (Fig. 3.22a), la (Fig. 3.22c) et la (Fig. 3.22d) présentent les courbes caractéristiques I-V du
memristor impliquant un comportement hystérétique sous plusieurs formes. Ce comportement
multiple est dii a la variation de la résistance interne du memristor R,,.,. L'empreinte du
memristor est observée pour le cas de la (Fig. 3.22e).

En effet, la mémoire induite par le memristor est fortement liée a la fréquence et a
Pamplitude du signal. Etant donné que nous sommes dans un circuit autonome, nous pouvons
simplement observer que le comportement du systeme est contrdlé par la résistance Ry,epn, et

le condensateur C,,,,, a travers (Eq. 3.24)

du(t) 1
e —Rmemomemz(t) (3.24)

Etant donné une variable temporelle tel que t = 7 RyyemCrem <= dt = RiemCremdr, on
dérive (Eq. 3.25)
u(T) :/Z(RmemCmemT)dT (3.25)

Par conséquent, en prenant un cas particulier ou le signal d’entrée du memristor est z(t) =

Asin(wt), 'équation (Eq. 3.25) devient (Eq. 3.26)

A

Rmem Cmem

U (t) = um (0) + (1 — cos(RmemCmemt)) (3.26)
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A partir de (Eq. 3.26), on déduit que lorsque C,,¢, est fixe (Cruerm = 100nF), la variation de
Rynem implique une variation simultanée de la fréquence et la période, d’otl le comportement
du systeme vu sur la (Fig. 3.22a), la (Fig. 3.22¢), la (Fig. 3.22d) et leurs implications sur la
(Fig. 3.22b), la (Fig. 3.22d) et la (Fig. 3.22f).

(a) (b)

(e) »

FIGURE 3.22 - Réponses du memristor et Attracteurs correspondants

Les réponses sont superposables a la nature non linéaire induite par le memristor. Cela
demeure une simulation et on devrait pouvoir reproduire numériquement les mémes réponses
en implémentant le systeme (Eq. 3.17) sous MATLAB, mais cela ne parait pas possible.
Nous présentons sur la (Fig. 3.23), un cas particulier qui semble montrer une superposition
entre la résolution MATLAB sur la (Fig. 3.23a) et la réponse numérique de Multisim sur
la (Fig. 3.23b). En apparence, les solutions se chevauchent, mais c’est possible apres de
nombreuses manipulations. Cependant, si nous comparons le systeme (Eq. 3.17) et le systeme
(Eq. 3.23), nous remarquerons que la condition pour que les deux se chevauchent n’est pas
totalement remplie a cause des coefficients. En effet, les valeurs des condensateurs et des
résistances choisies pour réaliser le circuit du (Fig. 3.20) ne sont pas en accord pour une
superposition parfaite entre les deux équations. On ne peut donc pas considérer que les deux
approches sont superposées et par conséquent, il devient inopérant d’essayer de concevoir
un dispositif expérimental calibré sur le circuit du (Fig. 3.20).En revanche, nous réalisons

une implémentation sous xC afin d’observer la faisabilité réelle du systéme dans les sections
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(b)

FIGURE 3.23 - Attracteur MATLAB sur la (Fig. 3.23a), Attracteur Multisim sur la (Fig. 3.23b)

suivantes.

c¢) Inadéquation entre les résultats de ’analyse multisim et les résultats de la résolu-
tion Matlab

La discordance entre les résultats de I'analyse Multisim et les résultats de la solution
MATLAB est due aux considérations imposées par le logiciel, qui ne sont pas toujours en
accord franc avec celles imposées par MATLAB. . A titre d’exemple, 'amplificateur opérationnel
est considéré comme idéal, ce qui simplifie les équations, sans pour autant prendre en compte
les considérations soutenues par Multisim. Qui plus est, le systéme se montre sensible aux
CIs, de sorte que nous les imposons avant toute résolution sous MATLAB . Ce facteur n’est pas
pris en compte dans Multisim. Par conséquent, compte tenu de I'inadéquation inévitable des
CIset du fait que certains parametres sont ignorés lors de la modélisation des composants
électroniques, des difficultés subsistent pour observer une correspondance parfaite entre le
modele et les résultats obtenus par la résolution numérique du systeme. Cette constatation
a déja été soulignée par Eyebe et al. dans [54]. En comparant les résultats obtenus sous
multisim avec ceux obtenus expérimentalement, 'auteur parvient a la conclusion qu’il est
impossible de superposer les résultats de la simulation et les résultats expérimentaux (dans
I'approche analogique). Dans la section suivante, nous verrons que 'approche numérique sous
uCest celle qui est la plus proche de la solution numérique du systeme différentiel obtenue

sous MATLAB .
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3.2.5 Réalisation expérimentale du systeme (Eq. 3.17)
Dans la présente section, nous utilisons le ;,C pour mettre en ceuvre le systeme (Eq. 3.17).
Il est utilisé en raison de sa capacité a s’adapter aux applications pratiques. Il s’agit du
PICT6F877A, le méme que celui utilisé plus haut pour le systeme Jerk.

Le systéme (Eq. 3.17) peut étre résolu en utilisant (Eq. 3.27)

Tnt1 = Tn + A(Yn + aZnyn)
Yn+l =Yn + h(zn - Usm) (3 27)
Zpn+1 = 2n + h(*?fpn —Yn — ’an)

Unt1 = Up + h(p2)

De méme, (Eq. 3.14) peut étre résolu en utilisant (Eq. 3.28). A chaque itération, le courant

correspondant est calculé avec (Eq. 3.29)

Um(n—+1) =upm(n) + h(pve(n)) (3.28)

i(n) = Bum(n)ve(n) (3.29)

a) Schéma bloc du systéme

Dans cette rubrique, nous employons la (Fig. 2.17) pour mettre en ceuvre le systeme
(Eq. 3.17) développé. Les signaux chaotiques générés sont dirigés vers le PORTB et le
PORTD du pC. Pour cette mise en ceuvre, I'algorithme reste le méme, autrement dit, le
signal numérique a la sortie du pCest écrit sur huit bits, puis dirigé vers un convertisseur
numérique-analogique (R2R). Enfin, le signal analogique résultant est transmis a un oscillo-
scope numérique.

Les (Fig. 3.24a) et (Fig. 3.24b) illustrent respectivement la courbe caractéristique du
memristor et un attracteur obtenu en implémentant (Eq. 3.17) sous le ;C. Les valeurs des
parametres de controle sont notamment présentées dans (Tab. 3.5). Nous observons distincte-
ment que la (Fig. 3.24b) est un attracteur chaotique en parfait accord avec la (Fig. 3.9b). Pour
une meilleure visibilité, nous montrons différents attracteurs sur (Fig. 3.25). Nous présentons

également les parametres de mise en ceuvre dans (Tab. 3.5).
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(@)

FIGURE 3.24 - (Fig. 3.24a) Caractéristique expérimentale (v, — v.) du memristor contrélé
en tension, la (Fig. 3.24b) attracteur expérimental pour v = 0.67 et p = 0.1 dans le plan y-z

TABLEAU 3.5 - Tableau des parameétres

Figure Initials conditions Calibration parameters Control parameter Nature
i o Yo 20 uo « g P Ay by Qy by i
(Fig.3.25a) 0.1 0 -01 0.01 9 1.1 0.1 322 158 274 154 period-1
(Fig. 3.25b) 0.1 0 -01 001 9 0.945 0.1 244 164 203 155 period-2
(Fig.3.25¢) 0.1 0 -01 0.01 9 0.85 -0.1 213 156 168 156 period-4
(Fig.3.25d) 0.1 0 -01 0.01 9 0.67 0.1 130 169 108 153 chaos

NN NN

(0 (d)

FIGURE 3.25 - Portraits de phase expérimentaux obtenus a Uaide d’un oscilloscope numérique
en mode XY; les tensions de sortie y(t) et z(t) sont envoyées aux différents ports du ;.C (PORTA
et PORTD), respectivement : La (Fig. 3.25a) période-1 pour v = 1.1 et p = 0.1 ; la (Fig. 3.25b)
période-2 pour v = 0.946 et p = 0.1 ; la (Fig. 3.25c) période-4 v = 0.85 p = —0.1 ; la (Fig. 3.25d)
chaos pour v=0.67 et p=0.1. « =9 et § =2 pour toute image
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b) Observations

-Cas d’implémentation analogique :

La présente étude porte sur I'analyse des attracteurs relevés par simulation sous multisim.
Les effets du parametre p sur le systéme sont analysés en pilotant la résistance R,,e,, qui
est le parametre de non-linéarité. En principe, nous avions pour objectif d’utiliser les mémes
parametres pour I'analyse numérique et expérimentale. Cependant, dans la section (c)),
nous avons réalisé que ce n’était pas réaliste, nous avons donc opté pour 'implémentation
numérique afin d’observer le comportement réel du systeme. Toutefois, le circuit analogique
nous a permis de mettre en évidence I'effet théorique du memristor sur le comportement
global du systéme. Notamment, lorsque R, = 100Q, la courbe représentative du memristor
se croise a zéro, mais n’est pas symétrique, comme indique la (Fig. 3.22a). Nous observons a
ce stade un attracteur chaotique, non symétrique lui aussi, comme indique la (Fig. 3.22b).
Un passage par zéro symétrique est observé pour R,.,, = 600Q sur la (Fig. 3.22¢) et un
attracteur chaotique symétrique avec passage par zéro également (Fig. 3.22d). La courbe du
memristor tend vers une ligne droite lorsque R, = 1kQ (Fig. 3.22e), ce qui contraint le
systeme a se comporter comme s’il n’y avait plus de memristor dans le circuit, comme indique
la (Fig. 3.22f).

-Cas de mise en ceuvre sous /C :

On aborde ici 'étude expérimentale des attracteurs percus a la sortie du ;C. Grace aux
résultats, nous observons que le systeme présente un comportement dynamique riche et
frappant, allant de la dynamique périodique a la dynamique chaotique. Des portraits de phase
obtenus expérimentalement sont présentés sur le graphique (Fig. 3.25). La similitude entre les
portraits de phase obtenus numériquement sur (Fig. 3.14) et ceux obtenus expérimentalement
est évidente. Par ailleurs, on observe que le modeéle expérimental subit la méme bifurcation
que celui du dispositif expérimental. Finalement, le résultat de (Fig. 3.9a) se superpose
parfaitement avec (Fig. 3.24a), ce qui montre que le memristor proposé est simple et réalisable.

Nous pouvons donc dire que I'implémentation est un succes complet.

3.2.6 Application : Synchronisation de deux systémes a memristor
Nous présentons dans cette section des résultats de la synchronisation de deux systéemes
memristifs. Pour cela, la démarche est similaire a celle suivie pour le cas fractionnaire. On
considérera donc le systéme maitre et esclave suivant, ou vy, vg, v3 et vy représentent les

fonctions de controle. On considere que les erreurs de synchronisation sont données par :
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€1 =Ts — Tm, €2 =Ys — Ym, €3 = Zs — Zm €L €4 = Ug — Uy,

systeme maitre systeme esclave

T = Ym + ATmYm Ts=Ys+axsys +v1

Ym =2 = Bumzm Us = 25 — Puszs + 03 (3.30)
Zm = —2%m — Ym — VZm Zg = —2Tg—Ys — Vs + U3

Um, = —PZm Ug = —pP2Zs + U3

Conformément a la méthodologie présentée dans le chapitre précédent, et en procédant a
certaines simplifications, le systéme maitre et le systeme esclave se synchronisent si I'entrée de

commande est formulée comme suit :

v] = —eg —e1k] — e — ey — e1Ym
vo = PBeseq — exky — e3 + Besuy, + feqz

Pestim " (3.31)
vy = 2e1 + eg + e3y — e3ks

vy = e3p — eqky

Comme évoqué précédemment, k1, ko, k3 et k4 sont des gains de rétroaction. Nous adoptons,
k1 = ko = k3 = k4 = 10. Le bilan de la synchronisation du maitre et de I'esclave est représenté
sur la (Fig. 3.26). Les systemes ne débutent pas au méme point pour deux CIsproches.
Cependant, apres quelques itérations, une méme trajectoire est suivie par le maitre et ’'esclave,

ce qui correspond a une synchronisation.

0.4
£

>
b 0.2

> 0

0.06

o 0

‘ ‘ : ‘ > -0.02 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t(s) t(s)

FIGURE 3.26 - Résultats de la simulation de la synchronisation des vecteurs d’états, avec o = 10;
B=3;7v=08; p=012n(1) =0.1Lyn(l) = 0;2n,(1) = —0.01;um (1) = 0.01; z4(1) = 0.4;ys(1) =
0.4;25(1) = —0.4;us(1) = 0.04;

La (Fig. 3.27) montre 'évolution temporelle des erreurs de synchronisation. Aussitot que
la synchronisation des variables d’état est effective, toutes les courbes d’erreurs convergent

vers « 0 ». Les graphes de la (Fig. 3.27) et de la (Fig. 3.26) sont donc en accord.
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e1&e2& e3& e,

0 5 10
t(s)

FIGURE 3.27 - Time response curve for synchronization error e(t) = (e1(t),ea(t),e3(t),eq(t))”

-0.5 0 0.5 1 -0.5 0 0.5

Ve &V v &y,
(@ )

FIGURE 3.28 - 3.28a : Attracteur coexistant pour les CIs [0.4,0.4,—0.4,0.04] représenté en rouge
(esclave) et [0.1,0,—0.01,0.01] dans en bleu (maitre). (Fig. 3.28b) : Résultat de la synchronisation
des attracteurs de la (Fig. 3.28a)

3.2.7 Effet de synchronisation sur deux attracteurs coexistants

La coexistence des attracteurs a été clairement observée ci-dessus. Afin d’identifier I'effet
de la synchronisation sur les attracteurs coexistants, nous présentons sur la (Fig. 3.28a), deux
attracteurs obtenus avec les mémes parametres de controle, mais sous deux CIs différentes
([0.4,0.4,—0.4,0.04] représenté en rouge « esclave » et [0.1,0,—0.01,0.01] représenté en bleu
« maitre »). En raison de la position des deux attracteurs, nous déduisons que l'attracteur
maitre est différent de l'attracteur esclave. La (Fig. 3.28) montre donc un cas particulier
de synchronisation. Au départ, le systeme maitre est a la position B(0.4,—0.4), tandis que
I'esclave est a la position A(0,—0.04). Du fait de la synchronisation, 'esclave suit le maitre, et

on obtient un seul attracteur comme indiqué sur la (Fig. 3.28b).
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3.2.8 Résultats expérimentaux de la synchronisation
L’algorithme présenté ci-dessus est utilisé ici pour obtenir les résultats présentés sur la
(Fig. 3.29). Une comparaison visuelle entre la (Fig. 3.29) et la (Fig. 3.26) montre clairement
une superposition des résultats, montrant que le maitre et 'esclave sont expérimentalement

synchronisés, ce qu'il fallait montrer dans cette partie.

©

FIGURE 3.29 - Résultats expérimentaux de la synchronisation des vatiables états : x(t) & x,,(t)

3.3 Sources d’erreurs et fiabilité du résultat

L’'implémentation sous ;C est un processus qui tache a retranscrire le comportement d'un
systeme par voie de programmation. La (Fig. 2.17) montre quelques étapes que traverse une
donnée pour atteindre 'outil de visualisation. Bien évidemment, la valeur = n’atteindra pas

'outil de visualisation sans modifications, a cause des multiples erreurs.

3.3.1 Erreur de translation
Examinons le vecteur d’état = obtenu apres 1000 itérations du systeme de Jerk (Eq. 3.5)
présenté sur la (Fig. 3.30a). Ses valeurs limites sont x,,;, = —2,7670 et x4, = 2,7797. En
envoyant ce signal a un PORT du uC, celui-ci sera interprété tout comme si x,,;, = 0 et
Tmazr = 2. Par conséquent, nous ne sommes en mesure de visualiser que trois valeurs entiéres

possibles, {0 1 2}, d’ou (Fig. 3.30b). Pour surmonter ce probléme, on utilise la (Fig. 3.30c).
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Celle-ci présente le vecteur x transposé dans l'intervalle [0 255]. Pour autant, cette transposition
ne garantit pas que le vecteur x soit intégralement représenté, puisque dans l'intervalle [0 255],
x pourra inévitablement contenir des valeurs décimales. Cependant, le ;C n’interprétera que

la partie entiere, ce qui constitue la premiere source d’erreur.

2
15
% % 1
05F
+ + + + 0
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
(s) t(s)
(a) (b)
300
200
%
100
0 L L L L
0 200 400 600 800 1000

t(s)
(c)

FIGURE 3.30 - Un signal analogique a lintérieur du ;C

En effet, apres la translation de x sur n bits, la valeur réellement considérée par le ;.C est
Xy=X —r7,our et X; représentent respectivement la partie décimale et la partie entiere de
X.

2" —1
Xj=——(r—Tpmin) £ 7 (3.32)

Tmaz — Tmin

Ainsi, T correspond a l'erreur sur x lorsqu’il est affecté a un PORT de n bits. L’équation
2"—1

Tmazxr —Tmin

(Eq. 3.32) montre que Xy > (x — Tmin) lorsque n — oo. Ainsi, pour minimiser

I'erreur 7, n doit étre le plus grand possible.

3.3.2 Erreurs de conversion
La seconde source d’erreur est liée au convertisseur numérique-analogique utilisé. Dans
cette optique, il est difficile de prévoir I'erreur de conversion. Les résistances, les cébles de
connexion, les dispositifs de mesure sont en effet des sources potentielles aux erreurs. Plus
particulierement, (Eq. 2.66) n’est pas une fonction de la résistance. Cela démontre qu'’il est
impossible d’exprimer de facon théorique les effets de son incertitude sur le signal de sortie.

On se contentera dans ce cas d’estimer I'erreur globale en établissant une comparaison entre
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le signal de sortie et le signal d’entrée.

3.3.3 Estimation de Perreur globale
Une premiere source d’erreur, nous 'avons vu, est liée a I'élimination de la partie décimale
de chaque valeur a représenter, il est donc impossible de I’estimer pour une série donnée. Pour
cette raison, nous définissons la quantité A,, moyen des différentes erreurs comptées dans

une série comme :

N omn _ 1
A=Y (XZ- P e xmm)> (3.33)
i=0 Tmaz — Tmin

Afin d’obtenir une estimation globale de I’erreur, nous définissons la différence moyenne entre

la donnée obtenue en sortie du convertisseur « v, » et celle présente dans le ;.C x;, telle que :

1 N
pln) = 5 3 [v4, () i (3:34)
1=0

Comme le ;/Cest alimenté par une tension continue de 5V, la valeur du potentiel de chaque
broche est également de 5V. De ce fait, nous avons v, € [0, 5]. Il est indispensable d’effectuer
une translation du vecteur entrant x, de telle sorte que = € [—2.7670, 2.7797] — x € [0, 5],

soit (Fig. 3.31)

0 ] ] ] ]
0 200 400 600 800 1000

t(s)
FIGURE 3.31 - Translation du vecteur dans Uintervalle [0, 5]

Avec la (Fig. 3.31), il est désormais possible d’appliquer (Eq. 3.34), d’observer I'influence
du nombre de bit sur le signal de sortie et de justifier le choix de n utilisé dans cette these.
(Fig. 3.32a) présente la tension de sortie obtenue pour n = {2, 4, 6, 8, 16} représentées
respectivement en rouge, bleu, noir et vert.

Pour n = 2 «rouge », on observe une dégradation du signal, car le ;Cne prend en compte
que peu de valeurs. En effet, lorsque n = 2, il n’y a que C' = 22 — 1 = 3 combinaisons possibles,

ce qui influe sur la valeur obtenue en sortie.
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5 -
4 =
— 3 B
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FIGURE 3.32 - Influence de n (Fig. 3.32a) et erreur d’appréciation sur le signal de sortie
(Fig. 3.32b).

Pour n = 4 «bleu », on observe une légére amélioration du signal. Ici, C =24 —1 =15
combinaisons possibles. On peut donc avoir 15 niveaux de tension possibles.

Pour n = 6 « black », soit C' = 2% — 1 = 63 niveaux de voltage possibles, ce qui montre une
amélioration. A ce niveau, on peut noter un léger chevauchement avec le signal d’origine,
mais quelques décalages sont tout de méme visibles.

pour n = 8 « magenta », C' = 2% — 1 = 255 combinaisons possibles. Cela correspond a 255
niveaux de tension. C’est un nombre élevé comparé aux précédents, d’ou cette superposition
avec la courbe (Fig. 3.31). La précision est encore saisissante pour n = 16 « vert », avec
C =216 — 1 = 65535 combinaisons possibles, soit 65535 niveaux de tension, d’ot la précision
observée. Cela permet donc de voir que I’écart entre le signal d’origine et le signal en sortie
du convertisseur diminue lorsque n augmente. Pour généraliser ceci, nous reportons sur
(Fig. 3.32b), l'erreur entre 'entrée et la sortie pour n € [0, 16]. Nous pouvons donc observer
I’évolution des erreurs pour les quatre cas que nous avons étudiés précédemment, d’ou
(Tab. 3.6).

D’apres (Tab. 3.6), nous pouvons dire que pour n = 16, le signal arrive a l'oscilloscope
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TABLEAU 3.6 - Evolution des erreurs pour les cas étudiés

n 2 4 6 8 16
T 1.4581 | 0.3415 | 0.0821 | 0.0204 | 0.0000079592
(%) || 54.47 | 12.7575 | 3.0678 | 0.7628 0.0030

avec une perte de 0.003% du signal d’entrée. C’est le meilleur de tous les cas étudiés. Mais un
convertisseur 16 bits aurait exigé plusieurs résistances supplémentaires, par comparaison avec
le cas n = 8. Pour le cas n = 8, nous perdons environ 0.7628% du signal. C’est également une
valeur acceptable, ce qui montre que le signal observé sur l'oscilloscope est proche du signal

attendu.

3.3.4 Conclusion

Dans le présent chapitre, nous avons présenté les résultats de la synchronisation de
deux systemes a mémoire sur le 4 CPIC16F877A. Centrée sur deux concepts d’actualité, a
savoir le memristor et le calcul fractionnaire, la synchronisation s’est centrée sur I'unicité des
trajectoires de deux systemes, 'un étant maitre et I'autre esclave. Apres analyse numérique
et expérimentale, nous avons présenté deux applications innovantes, en nous concentrant
sur deux contributions : la premiére traitant de la synchronisation de deux systemes de Jerk
avec des dérivées fractionnaires et la seconde traitant de la synchronisation de deux systemes
avec une non-linéarité memristive. Nous avons ainsi montré qu’il est possible de construire
des applications avancées, non seulement théoriquement par des méthodes numériques, mais
aussi expérimentalement en utilisant un pC bon marché, disponible et peu cofiteux. Comme
résultats, 'analyse pratique tracée par les mesures expérimentales est en accord avec les
résultats du calcul numérique effectué dans MATLAB. Néanmoins, nous avons pointé une
perte de 0.76% du signal, due au convertisseur utilisé. Cette perte a peu d’effet, car la sortie

n’influence pas 'entrée du systéme.
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Le travail portait sur la synchronisation sur microcontroleurs d’oscillateurs chaotiques a
mémoire. Il s’est articulé sur deux paradigmes, le memristor et le calcul fractionnaire.

Dans un premier temps, nous avons présenté quelques informations générales sur les
systemes dynamiques non linéaires, les systemes memristifs et le calcul fractionnaire.

Puis, nous avons proposé 'implémentation d’un oscillateur chaotique a dérivés fraction-
naires. Ici, nous avons présenté une étude dynamique du systéme de Jerk a 'ordre entier a
travers I'analyse des points fixes, le diagramme de bifurcation et les exposants de Lyapunow.
Ce systeme produit un exposant de Lyapunov positif, signe distinctif d’un systéme chaotique.
Dans l'approche conventionnelle, 'implémentation d’un oscillateur chaotique a dérivés frac-
tionnaires impose I'utilisation de multiples composants électroniques analogiques tels que les
résistances, condensateurs, bobines, multiplicateurs, amplificateurs opérationnels, qui sont
encombrants et gourmands en énergie. On a observé que pour la conception d'un condensateur
fractionnaire de 100nF, trois résistances (R, = 628.4MQ), Ry = 2.5321MQ), R. = 25.33MQ))
et trois condensateurs classiques (C, = 123.21nF, C, = 183.31nF,C. = 109.85nF") sont néces-
saires comme. Dans cette these, afin de réduire ce caractére énergivore, nous avons proposé
d’implémenter l'oscillateur de Jerk sur le microcontroleur PIC16F877a. Considérant les mémes
parametres de contrdle, on observe une réponse chaotique la ou le systéme classique révele
une dynamique périodique. Les résultats de simulation sous matlab sont en accord avec les
résultats expérimentaux.

Entre autre, nous avons étudié la dynamique d’un systéme memristif autonome doté
d’une non-linéarité memristive. L’analyse du diagramme de bifurcation a révélé des cycles
périodiques et des dynamiques complexes. Les exposants de Lyapunov ont montré que le
systéme proposé a un comportement plus complexe que ceux présents dans la littérature. Un
circuit analogique a été concu et utilisé pour les investigations afin de montrer 'impact du
memristor dans la dynamique du systéeme. En simulation, on observe que lorsque la résistance

de contréle du memristor est faible, sa courbe représentative passe a zéro, mais n’ayant
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pas une courbe symétrique. On observe une implication directe sur I'attracteur chaotique
correspondant. On observe également que lorsque la courbe d’hystérésis du memristor tend
vers une ligne droite, le systéme perd son comportement memristif. Ces observations ont été
faites dans un cadre théorique et il a été constaté que le choix des composants ne pouvait étre
exact, ce qui nous a conduit a envisager une implémentation du systeme sur un microcontroleur,
comme pour le cas précédent. A travers une implémentation sous PIC18F877A, on retrouve
des attracteurs en parfait accord avec ceux obtenus sous Matlab. Cette représentation a été
faite sur une résolution de huit bits.

Le dernier pan de cette these présente une application de synchronisation sous micro-
controleur pour chacun des axes sus évoqués. Avec cette application, nous avons montré
qu’il est possible de stabiliser un systéme chaotique sur une orbite chaotique bien définie.
La méthode de synchronisation sollicitée est la méthode du contrdle actif. Nous utilisons le
microcontroleur PIC16F877A, cadencé avec un quartz de 4MHz, ayant a la fois une faible
mémoire de stockage (8192 Octets) et de programmation (368 Octets). Pour un affichage sur
oscilloscope des résultats a la sortie du PIC16F876A, nous avons concu deux convertisseurs
numériques analogiques de huit bits, basé sur le systeme R2R.

Dans nos prochains travaux, nous effectuerons a nouveau cette analyse avec une résolution
bien plus élevée et observerons I'influence du nombre de bits sur la séquence de valeurs
effectivement produite. Une application basée sur le cryptage de donnée est également dans

nos perspectives.
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PIC micro-controller based
synchronization of two fractional
order jerk systems

Samuel Tagne'”’, Bertrand Bodo*?, Guy Francois V. Ayissi Eyebe'? &
Jean Sire A. Eyebe Fouda'-?

The paper studies a 3D Chaotic Jerk oscillator with fractional derivatives. An approach is proposed

to implement it on a PIC16F877A microcontroller in order to reduce the requirements for multiple
analogue electronic components such as resistors, capacitors, coils, multipliers, operational
amplifiers, which are very bulky and consume a lot of power. The behaviours of the underlying
system are analysed analytically, numerically and experimentally. It comes from this analysis that
the fractional model exhibits chaotic dynamics when for parameters for which the equivalent integer
derivative system exhibits limit-cycles. The synchronization under two closed initial conditions is also
studied, highlighting one of the most common applications of the chaos concept.

Concept of fractional calculus has become undoubtdly a subjet of active research field in nonliear science, due
to its potential applications in electronics’, mechanics?, nuclear physics®, medicine?, financial systems®. Like-
wise, chaos has been also widely reported over the past century years®'. It is well-known that chaotic systems
have a very high degree of sensitivity to initial conditions and their evolution through phase space that appears
unpredictable.

In fact, in 1963, Lorenz emphasized that a chaotic system solved with two very close initial conditions could
have two completely different dynamics'®. More recently, some electronic circuits exhibiting chaotic behavior are
proposed in literature'>="”. Furthermore, those implementing fractional order circuit have been also reported.
For example, the fractional Chen circuit'®', the fractional Chua circuit?® and the fractional Réssler circuit?!.
For a better review one can read?*.

In truth, fractional dynamical systems are developed with the main idea of introducing the memory effect
in the dynamics of the system. It is then observed that these systems present hidden attractors that the conven-
tional approach does not exhibit®. Considering this particular advantage, it is therefore imperative to design
fractional electronic circuits able to reproduce the desired behavior. To do this, an ordinary capacitor is replaced
by a fractional capacitor whose impedance value must be determined. In this case, the Laplace transform of the
differential operator L is replaced by &, where 0 < m < 1is the derivative order®->'.

However, to the best of our knowledge, it is arduous to determine the exact value of a fractional capacitor
which corresponds exactly to his fractional derivative operator. Several techniques have been suggested to address
this problem such as the Regular Newton’s Process®” and the Halley’s Iterative Method*. These methods were
used to design the fractional circuits mentioned above using analogue component. From these circuits it can be
seen that the analogue component approach requires very large capacitors and resistors which are difficult to find
on the market. Furthermore, using large capacitors and large resistors means operating at high frequency*!. We
propose a numerical approach for the real implementation of a fractional system on a micro-controller based
on Euler’s resolution method and applied to the synchronization of a Jerk system, which has never been done
to our knowledge.

Jerk systems have important considerations for many applications in science and mechanical engineering.
In*, it is noted that Jerk systems could exhibit several physical phenomena such as multi-stability, chaos or
hyperchaos. They could be used for synchronization®® and encryption®” of chaotic systems.

In this paper, we propose an optimised algorithm to implement the fractional chaotic system in the numerical
domain that is easy to prototype. The Jerk equation given in Refs.*®***2 allow to achieve this. It will be useful to
study the contribution of the fractional derivative on the dynamics of the system particularly if the implementa-
tion of the fractional system on a PIC-microcontroller allows to obtain hidden attractors contrary to the classical
model considering the same parameters.

Physics, University of yaounde 1, Yaounde 812, Cameroon. 2These authors contributed equally: Bodo Bertrand,
Ayissi Eyebe Guy Francois Valery and J. S. A. Eyebe Fouda. ““email: samueltagne90@yahoo.com
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The paper is organised as follows: In the following section, we propose the description of the Jerk system
followed by an analytical study. We explain the numerical methods dedicated to the computation of fractional
integrals, we also present the method used for the implementation of the system on a micro-controller; “Results
and discussions” is dedicated to the results and discussion; the paper ends with a conclusion and announces
some perspectives for our future work.

Mathematical models
Background. Inmechanics, a shake is a random change in the vector of acceleration without shock. In phys-

ics, the shock vector, more commonly called the jerk, is the acceleration vector’s derivative over time. Jerk sys-
tems are then the third-order differential equations of the form % = F(x), which translates the variation of the
acceleration in the system. It is the simplest of three-dimensional chaotic systems, where F(x) is the nonlinear

function that describes the third-time derivative of displacement variable x. In this work, the Jerk system used

will be the one presented in the Eq. (1)*.
d3x d*x  dx 3
7= —ﬂ—dtz -3 +ax® —x. (1)

o and B could be subsequently defined as control parameters. This equation (1) can be transformed into the
following system.

X =y
y =z )
Z =ax’ —x—y— Bz

To solve it numerically, one use the Euler algorithm. In fact, the Euler algorithm has only one step, and it is easy
to implement because it requires fewer mathematical operations*!. The Euler algorithm is described for Eq. (1) by:

Xnt+1 = Xp + hyn
Ynt1 = yn + hzy, (3)
Zn1 = Zn + h(exS — Xn — yu — Bzn)

Physically, (x, y, z) respectively represents the position, the velocity and the acceleration (Eq. 1) could be dissipa-
tive if B > 0. On can therefore highlight three equilibrium points, so E; (0,0, O)T, E» (0,0, —\/L&)T, and
E» (0,0, \/L&)T. The Jacobian matrix of (Eq. 1) is given by

0 1 0
] = 0 0 1 4)
3ax? —1 —1 — 8.

We come out two characteristics equations relating to Jo, J1and J»
PB4+p2+A+1=0and P+B2+1-2=0. (5)

The literature shows that the Routh—Hurwitz criterion contains the necessary and sufficient conditions for the
system stability. Thus, without even solving the characteristic equation, one finds that the system is stable for
B > 0 whatever the chosen equation.

Route to chaos. It is shown in Refs.”?~*7 that the nature of the chaotic dynamic system, in addition to being
sensitive to initial conditions, is closely linked to another parameter which is called the control parameter. In our
case, this is the B parameter. Thus, the system will behave chaotic depending on this parameter.

We report in Fig. 1a the bifurcation diagram of the system. The diagram shows a high concentration of points
corresponding to the system dynamics change for 0.33 < g < 0.363and 0.371 < B < 0.378. Over these intervals,
the system changes periodically and it is therefore difficult to observe chaotic dynamics. In Fig. 1b, the lyapunov
exponents are plotted against 8. Indeed, Lyapunov exponents obtained using Wolf’s algorithm are another tool
used to decipher the nature of a dynamical system*->*. Therefore, presence of positive Lyapunov exponents (1)
is sufficient to establish that the considered system is able to exhibit chaotic dynamics. Moreover, the Lyapunov
Exponents considered against the variation of the system’s control parameter show a large superposition with the
bifurcation diagram as illustrated in the Fig. 1b. When B = 0.35, one obtain after 1000 iteration by step of 0.01,
A1 = 0.089577,4, = 0.001118 and A3 = —0.447794. The Kaplan-Yorke dimension of the system is D, = 2.2025.
Thus according to Ref.”, this Jerk system generates chaotic behaviours.

Fractional model. There are several definitions of the fractional order derivative in the literature, but the
fractional Caputo and Riemann-Liouville (R-L) operators are the most commonly used in different areas of
fractional dynamical systems. The main advantage of the fractional Caputo derivative over the fractional R-L
derivative is that the initial conditions of fractional differential equations with Caputo derivatives are the same
as those of the integer order for differential equations®. Therefore, in this paper we will use the initial condi-
tions (xo, ¥0,20) = (0, 1,0) to solve the integer derivative and fractional derivative system. Fractional calculus is
a generalization of integration and differentiation to noninteger-order fundamental operator aD{f ()%, where a
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Figure 1. Bifurcation diagram and Lyapunov exponents for 8 € [0.328,0.43], ¢ = 11—0, under initial conditions:
(XO)}’O) ZO) = (0> 1, 0)

and t are the bounds of the operation. The definition of the fractional derivative under Caputo for a function f(¢)
of q order is defined as follows™

aDf () = g Ji L rde (©)

forn —1 < q < n,T'(.)is Euler’s Gamma function.

o0
I'(q) = / e~ dr, 7)
0
Thus, system (Eq. 1) can be rewritten as (Eq. 8) to obtain the fractional Jerk system.

oD x(t) = y(t)
oDEy(t) = 2(t) ®)
oDPz(t) = ax®(t) — x(t) — y(t) — Bz(b).

Numerical methods for calculation of fractional integrals. Hoda et al. have shown that by using
Euler’s method, it is possible to find numerical solutions of linear and nonlinear systems of fractional differential
equations. To prove this, they consider fractional derivatives as defined by Caputo. Furthermore, they show that
Euler’s algorithm is very simple to implement and provides directly the solutions without linearization. Some
examples illustrating numerical comparisons between the Euler algorithm and the classical algorithm are pre-
sented in Ref.*! to find the solution to a given dynamical system.

Let us consider the following problem: D9y (t) = f(t, y(t)), y(0) = yp, 0 < g < 1,t > 0. To solve it in the
interval [0, al, it is necessary to construct a set of points (t;, y(t)), y(0) = yo which are considered as approximate
values of the solution. In order to perform this approximation, the interval [0, 4] is divided into # sub-intervals
[tj, tj+1], each having an equal width. So, the general formula of the fractional Euler method is the following.

hi
y(tir1) = y(t) tr f(tj y (), 9

tj+1=t]’+h, j:O,l,...,I’l—l. (]0)

Observe that y(t) is an implicit system variable, the trapezoidal method is used to find it*>*®. This method which
consists in solving the system in two steps is called the prediction—correction approach that we use for and we
obtain the following systems.

{ p(t) = y(tr-1) + prgy S (-1, y(tk-1)) = Prediction )

y(ty) = %f(tk_by(tkq)) + #ﬁrz)f(tk,yp(tk)) + y(tx) = Correction

Applying this algorithm (Eq. 11) to the system (8), the solution is found in two steps as follows
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Predictionsystem

xp = x(k— 1) + gy yk— 1)

(12)
»p =y =1+ izt =1
zp = 2(k = D) + ity lex(k = 1® = x(k = 1) — y(k — 1) = Bz(k — 1)]
Correctionsystem
x(k) = x(k = 1) + i rgyy k= D + i g
y =yl =1+ B2t = 1) + 125z, (13)

2(k) = 2(k — 1) + F225 [ax(k — 1) = x(k — 1) = y(k = 1) = Bz(k — )]

h43 3
Ty (*% ~ %~ )’Pﬂzp]

Results and discussions

In this section, the methodology developed in the previous section is applied on the Jerk system to observe the
impact of the fractional order on the resolution result. Although the implementation is independent of the discus-
sion, we visualise here at the same time the theoretical synchronisation analyse under Matlab and experimental
under micro-controller in order to compare them.

Numerical analysis. We implemented Eqs. (12) and (13) under the Matlab software, and one observed the
attractors that we present in Fig. 2. On this figure, we have several main remarks to draw. From first view, the
bifurcation diagram presented in the Fig. 1 shows that the system presents a periodic dynamics for 8 = 0.4 and
a chaotic dynamics for 8 = 0.35. Under the assumption q; = g2 = g3 = 1, we observe for the two values of 8
mentioned, a figure of periodic dynamics, Fig. 3a and a figure of chaotic dynamics, Fig. 2b respectively. This set-
ting (q1 = g2 = q3 = 1) is the equivalent of the classical resolute system. To prove the impact of the fractional
order on the problem solution, let us consider the value of g for which periodic dynamics are observed (8 = 0.4)
and let us varies the fractional orders. In this way, taking (g1, 92, 93) = (0.94,0.98,0.95), Fig. 2c shows a double
periodic dynamics. Still with (8 = 0.40) and considering (1, g2, q3) = (0.98, 1, 1), one observes chaotic dynam-
ics now (Fig. 2d), which was not observed for the classical case by considering (91 = g2 = g3 = 1), hence the
interest of the fractional approach.

Largest lyapunov exponent in the fractional model. Attractor presented in Fig. 2b is a distinctive
sign that the fractional system has a chaotic behaviour, but it would be interesting to carry out investigations to
quantify this chaotic behaviour. To do this, we use the Lyapunov exponent applied to time series®. Indeed, the
fraction system does not return the easy task to calculate the system’s Jacobian matrix. Thus, we consider a state
vector of the system and we reconstruct the phase space. This method allows us to calculate the largest Lyapu-
nov exponent, which gives us LLE = 1.43 >0, and shows that the system is also chaotic in fractional model.
The influence of the fractional order on the system can thus be represented in a general way. For this purpose,
we present in Fig. 3a the bifurcation diagram and in Fig. 3b the spectrum showing the evolution of the largest
lyapunov exponent according to the fractional order g. The superposition observed between these two figures
shows that the system dynamics is indeed influenced by the fractional order q.

Micro-controller implementation. The Jerk system generates real continuous values, which are not
understandable by the micro-controller. In order to solve this problem, we proposed here a shift of reference
frame, which allows to switch from the analogue to the digital domain. Therefore, to digitise the analogue vec-
tor x, it is necessary to know the minimum and maximum values of x, the minimum and maximum reference
values of the micro-controller. This implies knowledge of the precise number of bits on which to encode the con-
verted values. Subsequently, a linear approximation line X (x) = ax + b is defined, allowing to leave the interval
[Xmin> Xmax1t0 [ Xmins Xmax ). Here, Xinin = 0, Xinax = (2" — 1)and the number of bitsisn = 8.Soa = %
and b = (2" — 1)Xin. In PICF877A micro-controller, system (3) is implemented via the Microchip X(fgxcor'ﬁ?
piler, the x(k) and y(k) variables was directed to the PORTB and PORTD and converted to an analogue voltage
by the R-2R DAC as depicted on Fig. 4.

Why a micro-controller implementation? A Fractional Capacitor is a combination of several classi-
cal capacitors and resistors. Depending on the design method chosen, the number of resistors and capacitors
used is large®®. As a result, a large amount of energy is consumed. We avoid the space requirement of the device
because, for an analog implementation of a third order system, three fractional capacitors need to be designed.
To confirm the simplicity of a PIC implementation, observe (Fig. 5b). One notices that the experimental device
contains only four main elements. There are two digital-to-analog converters (A and B), a micro-controller (C)
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Figure 2. Phase portrait of the Fractional Jerk system showing route to chaos attractor when varied
parameter 8 (I): in (a) period-1 limit cycle for 8 = 0.4, (b) a chaotic attractor for 8 = 0.35. aand b are
obtained with (41, 92, q3) = (1,1, 1). (ID): in (c) a period-2 limit cycle attractor for f = 0.4 obtained with
(91,92, 93) = (0.96,0.97,0.97). (d) A chaotic attractor for 8 = 0.40, obtained with (q1, g2, ¢3) = (0.98,1,1)
under the initial condition (x, y,z) = (0, 1,0).
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B =040,0 = ]—lounder initial conditions: (xo, 0, z0) = (0, 1,0).
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Figure 5. The digital circuit hardware platform implemented for the fractional Jerk system (b) and the induced
time evolution acquired by the digital oscilloscope (a).

and an oscillator of 20MHz (D). When the assembly is supplied with a 5 V voltage, oscillations are observed on
the oscilloscope as shown in the Fig. 5a.

Fractional order influences. As the numerical values, we assume the same control parameter values in
agreement with the bifurcation diagram. By considering the classical case (q; = g2 = g3 = 1) with 8 = 0.35,
one observes a periodic dynamics, see Fig. 6a and a chaotic dynamics, see Fig. 6b respectively which are the
similar attractors to those obtained under Matlab, see Fig. 3a,b ) . To prove the impact of the fractional order
on the experimental solution of the problem, we proceed as in numerical simulation, i.e. by considering the
value of f for which a periodic dynamics is observed (8 = 0.4) and we vary the fractional orders. Thus, taking
(41,92, q3) = (0.94,0.98,0.95), the Fig. 6¢ shows a double periodic dynamics. Still with (8 = 0.40) and consider-
ing(q1,q2,93) = (0.98, 1, 1), one observes a chaotic dynamics (Fig. 6d), which was not observed for the classical
case considering (91 = g2 = g3 = 1). The same behaviour was observed in numerical simulation under Matlab
(see Fig. 6¢,d), which shows that the system implemented under micro-controller is successful.

Synchronization results. Chaos synchronization consists of oscillating two chaotic systems in a synchro-
nized manner. So, one recognize weaker forms of synchronization, when some key characteristics of the dynami-
cal behavior are identical, such as frequencies or amplitude. Hence, in this section, we discuss the synchroni-
zation of two fractional chaotic systems. To do this, we consider here two chaotic systems called respectively
master (m) and slave (s). According to the Adaptive control method®, we derive the following equations:
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Figure 6. Phase portrait of x versus y obtained experimentally of the Fractional Jerk system showing route
to chaos attractor when varied parameter 8 (A) in (a) period-1 limit cycle for 8 = 0.4, (b) a chaotic attractor
for B = 0.35. a and b are obtained with (41, g2, q3) = (1,1,1). (B) in (c) a period-2 limit cycle attractor for

B = 0.4 obtained with (g1, g2, q3) = (0.96,0.97,0.97). (d) a chaotic attractor for 8 = 0.40, obtained with
(41,92, q3) = (0.98,1,1).

Master
q1
oD Xm = ym (14)
Othz)’m = Zm
OD;Bzm = ozxfn — Xm — Ym — BZm
Slave
()D?lxs = ys =+ u (15)

2
()th Ys = Zs + uz
3

oDPzy = ax} — xs— ys — Bz + us
wherein u;,u; and wu3 are active non-linear controls that have been added to the chaotic cha-
otic system (Eq. 14) to implement the synchronisation. Considering the synchronization errors as
e1 = Xs — Xm, €2 = Ys — Ym> €3 = Zs — Zm, We derive (Eq. 16).

u = —61k1 —e]

U = —exkr—es (16)
us ﬁe? + Sﬂe%xm + 3ﬂelen + ﬂxfﬂ —ae3 —azym —e3ks —ep — ey — Xy — Ym

Equations (14) and (15) are solved using the predictor-corrector method described in “Results and discussions”
It appears that, master and slave systems trajectories converge after few milliseconds as depicted on Fig. 7 where
erand e; are synchronisation error, x,, is synchronized with x;. Figure 7a,b are the results obtained under Matlab,
Fig. 7c,d are the synchronization results obtained experimentally.
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Figure 7. Fractionnal synchronization result: e; and e; are synchronisation error (b,d), x, is synchronized
with x; (a,c). a and b are the results obtained under Matlab, c and d are the synchronization results obtained
experimentally for (q;, 2, g3) = (0.98,1,1).

Conclusion

In this paper, we have proposed Pic micro-controller modelling a Jerk equation in integer and fractional order
domains and phase portraits were investigated numerically and experimentally. Analytic studies, Lyapunov
exponents and bifurcation analysis showed that the system has three determined equilibrium points and also
displays complex self-excited non-linear dynamics. It appeared from simulations and experimentations that,
the fractional model of the designed circuit allows to obtain masked attractors contrarily to the classical model
considering the same parameters. A study case of synchronization to overcome the extreme sensitivity of the
initial conditions was investigated. As a future outcome will be the exploration under a digital development
board such as the FPGA.

Data availability
The data that support the findings of this study are available from the corresponding author upon reasonable
request.
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