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INTRODUCTION

Ce travail consiste en deux parties gui e rapportent toutss les deux an
probléme de reconstruction | voir [Ulafl] J: " Soient deux relations 7 et 5
do méme base £ et vérifiant la condition: Pour tout o de & les restrictions
82—z} et 5/ E — {«} sont isomorphes, La question est de savoir 8t f et
2 sont isomorphes.”

Lz premiére partie est conzaceée i la reconstruction des multirelacions. 5i
une crmposante d'une mubtirelation M nest pas {—1)-reconstructible zlors
elle ne l'eat pas également. Donc par conbraposé, une conditicn nécessaire
pour cue M soit [—1)-reconstructible est que toutes ses composantes ie
soient. REVERDY-VILOTITCH [RV51] et P. ILLE [IL92] montrent qu’il
sullit qu'une composante soit une chaine { ordre total ) pour qu'ells soit
[ —L)-teconstructible. Moter gue le fait quune composante soil une chaine
rend la multirclation rigide. Ainst 'isomorphisme est en fait "somorphisme
d’ordre. En lieu et place des chaines on considére les tournoia Ty, A la diffé.
rence des chaines ces tournois possédent plusieurs actomorphismes.

Le premier chapitre est consecré aux définitions de base,

Dans le chapitre 2, oo iotroduit 12 notion de h-décomposition de deux
relations binaires { ou multirelations binaires ) (—1)-hypomorphes qui est -
définie par deux relations d'équivalence, Elle peut &tre vue comme la parti-
tion de la famille des [—1)-hypomorphizmes restreints aux paires d'éléments
de la base, On v donne la A-décomposition de denx chaines (ordres totaw ).

Dans le chapitre 3, apres la définition d'une nouvells écriture des permata-
ticns et de 1a famille de [ —1)-hypomorphizmes, on étudie la f-décomposition
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entre certains mournocis . On montee que &3 mualticelations binares dant
wne composanbe est un towrnal T Favec b > 2 ] sant § = D-reconsirctinles.

L'une des approches dn prebleéme de reconstroction =st de considérer des
structures d'isomorphismes ou d'automorphismes des relations on graphes
que Pon veut reconsiruire ou prouver la non reconstouctibilité | verr FRAS-
NAY |Fras63] , KOCAY[Kodd] et [Ko38], ... ete ). Cette deuxieme partie qui
comprend les chapitees 4 et 3, s'lascrit daps cette approche. On sinteresse &
des structures cvcliques d'isemorphismes locaus,

Dans le chapitre 4, on rappelle les snotions de consénutivite entre parlies
et de forcage entre isomorphismes locaux qui soaf dues & G. LOPETZ (Lol
Cn etablit quelques proprigtés. On introduit la notion d'emboitemeant aul
pst similaire d'un certain potnt de2 vue & la notion de cocyele #n théorie des
graphes ot celle de peint eritique, Les relations ternaires non-reconstouctibles
chtennues par B, Pouzet [PaT%] sont telles que tous les points sant critigues.
O montre gue cette propriéhé ne caractérise pas la non-reconsteuctibiling.
Cette notion sera afinde danz le chapitre suivant,

Dana lz chapitre 5, on donne les propriftés des chainettcs da Pouzetr oo
terme de constcutivite entre parlies et de forgage entre isomorphisrnes o
caux. Ensuite on définit une classe de relations terneires quion appeile iss
megxtensions avec & = 1, On montre que les leextensicns des chainettes de
Pouzet sont reconstructibles. Eafin, on formole guelgees questions eoncer-
nznt les k-cxteonsions aves & = 2. ]

SR TR R e ] PSR



Chapitre 1

DEP_:INITIONS
PREALABLES.

1.1 RELATION m~-AIRE ET RESTRICTION
D’UNE RELATION.

1.1.1 DEFINITIONS.

¢ Une relaticn m-aire de base B est une application 2 de {"'ensemble des
m-uples de £ vers Vensambie {4, —}. L'entier m est zppelé aritd de A.
On die que la relation & est unaire, binaire cu ternaire si son arité est égate
al,2oul.

# [ie facon équivalente on peut définir une relation m-aire de base E,
comime une partie de 'ensemble £™,

e Sojant R upe relation de base £ et X une partie de £, On appelle

restriction de & 4 la partie X, [a reation de base X nolée B/X et delinia
par ffX{z,y) = Ri{z,y) pour tous x et y dans X,

1.1.2 TOURNOIS ET CHAINETTES DE POUZET.

& Un tournoi de base E est une relation binaire irréfexive T définie sur
£ telle gue: Tz, y) # Ty, =) pour tous = et y de E. Touws couple (=, ¥)

3
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dédments de Fotel cue Te,y) = + est appelé un arc,

Les tonrnais fonrf {'objet de nomoressss ftudes (vorr por ex, [MafE] ).
News lowrteis vord nous ialdresser particuliérement: Chainzs el Tournos

n
Ly

+ Uine chains est un tournol irréfexif et transitif (ou peflexil ef transitif )

+ O mote Ty le tonrnol de base [0, 1, ., 27} défini paz: Tafn i + &) = +
pour k=0,1,.... & { Ueatier £ 4 b st considére moedule 24 +1 )
Toute relation isomorphbe 3 Ty est appelée tournoi 1,

&« On appelle chainetles de Pouzet les deux relations ternaires R ot 5 de
hase commune B = {ag, b, ., 24,051 définies pars
s f et 5 prennent la valeur + sur les triplets sulvants:
(obos b )y (@e,biadaly s {Gao1, Bty be)
I:'[:Tl! (s 21 )4 {2, ':"1:'!- vy [b‘ﬂ—h {41:_1.1ﬂ-n:|
b B, Ba bl = B{(bo 0., a0) = + ef Sl 2ny bnyan) = S an, k) =+

112 ISOMORPHISME, [SOMORPHISME LOCAL,
INTERVALLE et RECONSTRUCTIBILITE.

Soient B et B deux relations m-aires de base respeciives E et E.

o 0o appelle {semorpiizme de £ sur R toute bijection f de B sur £
telle que: B{F1, . Tem) = B flm1)y s f{Tm]} poUr tous oy, Tm dans .
Lorsquune telle bijection existe, on dit que les relations & et R’ sont iso-
mUIFhEﬂ-.

Lorsque B = H, on parle 2lors d* putomorphisie.

e On appelle tsemorphisme local de A vers £ tout isomorphisme d'une
cestriction de F sur une restriction de /2

[orsque R = R’ on parle alors d’automorphisme local de R.

s Soit [ une partie de F. La partie [ est un infervelle de [, lorsque tout
automorphisme local de la restriction £/ étendu par 'identité sur B — I est

T



un automarphisme local de B Par exemple Mensemble vide, tout siuglr:Lun
{o} aver £ dans £ et Uensemble £ sent los intervalles triviavx de 2. 51 R a
des intervalle: non triviaux alors on dit que (2 est décomposable. Pour éviter
Loute confusion on dira que i admet une décompostion intersalloee

» L'ensemble des automorphismes de B est un groupe qu'on appelle growpes
des automorphizmes de . Lorsque ce groupe est réduis & U'identité on dit
que T est rigide.

s (In suppose que B = &'

Do dit que A et B sont {—L)-hypomorphes 31 pour tout © de & lea restrictions
RBIE —4r}t et B'fE - {z} sont isormorphes. Un tel isomorphisme local est
appelé un ([~ 1)-Aypemorphisme ot souvent noté fo.

e On dit que B et { —1)-recenstructible lorsque pour toute relation £ on
ar 81 B et A soul {—1)-hypomorphes alors elles sont isomorphes.

s LEMME DRE KELLY: [PJRST] Seient R #t 8 devz relafions m-
aires de méme bose £, 5 H ol /' sont [—|)-kypomarphes alors le iombre de
restrictions d'un fype donnd est le méme pour les dews relations.

1.2 MULTIRELATION BINAIRE.

o Une moltireletion binaire M de base £ est une suite finie fy, ... s
de relations binaires de base commume F et on note M = (Fy, ..., Bn). Las
relations f; sont appelées les composantes de M.

‘w Lies nobtions de restriction d'uge relation, d'isomorphisme. d'isomor-
phisme local, d'intervalle, de reconstructibilite. etc g2 généralisent naturelle-
menf au multicelation.

Sotent M = (R, ... Hy) i M = (A}, ..., 1) deur mullirelalions bi-
naires de hase respective K et B,

# Tout isomorphisme | resp. local ) de M sur M est un Isomerphisme [
resp. local ) de By sur A et cela pour tout @ dans {1,....m}.

8



e Etans donné ¢ dans {1, ....m}, un isomorphisme de B, sur [ o'est pas
necessairement Un isamorplisme de W osur WY Cependant 5'1 existe une hi-
jection fde £ sur £ el que pour tout ¢ de {1, ., m ) f est an isomorphisione
de B, sur i alors §oest un isomorphisme de W osur W7

s On suppose que K = £ et que W et W' sont [ =1)-hypomorphes.
31 pour teus £ de B, la sestriction M/ & — {z} est rigide alors les (—1)-
Ly pomorpiismes entre @y ot 7 sont les [ 1)-hypomerphismes eotre M et
el

1.3 GRAPHE.

s U'n graphe (7 est défing par la donnée d'un ensemble X dont les élémenta
s0nt appeiés sommets ef d'un ensemble [T de lignes orientées qu'on appelle
arce celiznr deux sommets. On note G = (X, 0.

Sotent 7 = (X, 17 un grophe, ¥ oune pardie X ef V' oune portie de U,

¢ (n appelle sous-graphe indudt par V), le graphe noté &Y tel que sn-
semble des semmets de G[Y] est ¥ et celul daz arcs mst Censemnble des arcs
de (7 dout les deux extremites sont dzns ¥,

¢ On appelle sous-gruphe engendré par V' le graphe naté &V tel que
I'ensemible des sommets de (V] est Pensemble des sommets qui sont inci-
derts & un élément de Vet celui des arcs est IV,

# Une relation binaire B de base £ peut &tre vue comme un grapke au’on
note B = (FE, 07} o If est 'ensemble des arca défini parc:
Si Aiz,y) = + alors {z,y) € "

[lans les devr derniers chapitres on ne considérern que des graphes non-
grientéz, On donne ol frots définitions qui seront utiles.

o Une chaine (finie | est un graphe tel que Uensemble des sommets est
{Zav. 2} 2vec n = 0 et Pensemble des arcs est {{z;,2;) [ |7 —i] =1}

G
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Pour éviter toutes confusions avee la tourso appele chaine: on precisera loute
les fois qu'on Putilisera qu'il 3'4git de |z terminologie de la théorie des graphes,

* Un cyele 256 un graphe tel que Uensemble des summets est o, L I
avecn * (et l'ensemble des arcaest {{ay, 250 [j—=if = 13U {{za. £a), [Zn. 2a)}
Pour eviter les confusions on pariera de cycle non-orienté,

* Soit G = (X, ') un graphe non-orienté. On définit sur X uue relation
a'equivelence v par: deux semmets & et y sont r-Souivalents si et seulement
51l exizte une chaine reliant > ef y.

Tout sous-praphe induit par une classe de r est appelé composanie conneze

de (7,

1o
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Chapitre 2
h-DECOMPOSITION.

O dndroduit dans ee chapites | la nofion de hedécomposition qut est Hée
a4 celle de f-composition

Sotent B = (£ U} ef & = [E£,0") deuz relations bincires { =1)-hypomaor-
phes de base commaune B R ef B sont h-décomposables 5% existe une pars
tifron O , O . (0, de I gt By B L de U leiles gue pour foui  de
{1}, toute modification (inversion, suppression, substifution) o ‘un arc
de Uy entroine forcement ls méme modification des autres arcs de U of de
cewr de U st Uon vewd preserver lo {=Ij-hypomorphie, Bt les U [ 7 £1 )
restont inveriants,

i déiermine notemment lg h-décomposition de deus choines.
r

. Simnilaire 4 a F-'—E:cmp-mitlnn de B, [LLE (I8 mais ic on considées lea (—1)-
hypomorphismes.

Ii




2.1 POSITION DU PROBLEME.

M. Pauzet [Povdal fait remacquer que le probiémede la | — Li-reconatroesibilite

d'une multirelation binaire pect élre formulg en terme de permucation, En el
fetsiM =[ Ry, Aot M = (B .. AL ) sane denx muitirelalions binaires
de baze commune £ =t { -1)-hyvpomorphes et 5% existe une permutacion [
da fu telle que:
Pour tous 2 et b de £ 1l existe une suite =, 9. ... 7y Aéléments de £ de sarte
que

f;,af,'_l__tﬂ..-af,;lf.rf:,,f{r.:, b} = fi{a b}

ou les fy sont des [ -1)-hypomorphismes,
alots f est un isomorphisme de M sur W7

On dira que la permutation f est déterminés par la famille des [ 13-
hypomerphismes de M sur M.

Lepnis les coaire-exemples de STOCKMEYER [$ta77], M. POUZET
[PoTIh!, KOCAY et LUI [KL88],... M'ua des problémes de reconstruction

consiste & chercher des classes de struciures [ relations, multivelations, praphes,

hypergraphes,...otc ) gui soient (—1)-reconstructibles.

I, Pouzet a posé le prebléme des multirelations dont uue composante est
une chaine, ¥. REVERDY [BV21] repond affirmativement pour ies muls re-
lations binaires (aysnt au moins 7 éléments ). Ce résultat a 616 généralisé 1o
I ILLE [Ti192] aux multirelations d'arité quelcongue.

Un peut étendre la question en supposant que ia composante est une rels <ion
{ —1)-reconstructible.

Soit maintenant M = (&, .... #,;) une multireiation binaire de base £ de
cardinal n telle que f; ezt (—1)-reconstructible et foutes ses restrictions i

{n =1} élaments sont rigides. C'est par exemple le cas des multirelations doat |

une composante est un tournoi critigque au gens de SCHMERL ot TROTTER
[ST93]. Pour montrer [a {—1}-reconstructibilité de M il suffit { pour touts
mauitirelation M’ = (R, ..., 8} qui i est {—1)-hypomorphe | de montrer
Uexistence d'uoe permutation de £ qui soit déterminée par la famille des
{ =1)}-hypemorphismes entre f; et Ry ([ voie 1.2 ).

Ainsi dans ce caz le probi*me de la (—1)-recenstructibilitd des moltivela-

12
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tioms se ramene--i] & celui des relations binatres, Cn ictroduic alors fa notion
e h-décampasition de deux relaticns [—L)-hypomerphes qui inigrvient dans
la recherche d'une permusation de ja base déterminge par iz lamilie des {1 ]-
hvpamarphes eatee ces celarions. U chapilys est consacrea cette notion. Un
détermine précisement (2 fodécomposition de deux chaines,

2.2 (-1}-COHERENCE D’UNE FAMILLE DE
BIJTECTIONS

2.2.1 DEFINITION,

Soient & = {1,...,n} et F une famille de bijections définies sur des paires
d'éléments de B, Sait [ - Ja, bl — {2} un élément de £ {2, 5} son
domaine et {o,d} son co-domaine. Daos ceite &crijure, oo ne sals pas 5
Fflay = cou st fle) = 4. Pour lever toube ambiguité et pour simplifier on
ecrira: (g, 8] — (o, d) =i Ff.::} = c el f(b) = d. 571 v a plusieurs éléments
de & de memes dq:rma.mn {z,b} et de co-domaines dilférents alers an éorira:
(b)) -— {_-’;,, i h e f s M) kol de3 (xy, ) sont les co domaines, 2o dira
gue fir, 01 ) oo [Enim ) }oest Uensemble des co-domaines associés & (. b) ou
gue (@, b) est le domaine assacie i {{.51,;..']],-... I:.t.‘.'q.z.rn]]-

On appelle support de F' Uensemble £, :

Etant donnée une familie F de bijections de suppoct £; O dice que ©
est (-1 )-cohérente s'il existe deux relations binairas et A ce base commune
E et [ =l)-hypomorphes telles que:

Pour tout élément (g, 5) — (2, d) de F il existe un (—1)-hypomorphisme f;
rvec i € B —{a, b} tel que filad=cet fi{fol =4
Si F est (-1)-cohérente alors & est une famille d'isomorphismes locaux de A
vers .
EXEMPLE: £ ={1.2,1,4,5}
I 101,3),{9.13}
{(3,2)}

{(2,4), (4,5)}
{{4.5),(5,1), (2, 4}}
{.{5 ] {1‘3]‘{455']?'

-

-

-

R
— U L b
T Sy g gl Syt
ok

| i o
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F ast, (-1 )-ooheérente, en effer 1] sufit de prendre les celaticns de la figure
el essous, '

{lependant et K ne sont pas les seules qui rendent & (-1 }-coherenta.

On a par axerpls les deux relations de la figure ci-dessous.
51 on note O F) 'sasemble des paires de relations binaires qui rendent £

i

(-1)-cohérente alors { B, B’} € O(F).

2.2.2 h-DECOMPOSITION.

DEFINITION: [11152] Soit £ une famille de bijections (-1)-coherente,
de support £ et &{1},&{2), ..., e(p) une suite alternée dans {—1,1}.

14
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l"_l

n appelie d-compesition de tvoe (el 1L elp)) une aspication:

r
-

ralp T ‘1
i P gt et T

ks 4

votons £ (resp. £ ] Pensemble des domeines | resp. co-domaines ) des
elements de .
Soient {a, b} el (e, 4% deux &léments de [ On dit que {a. b} et {c d} sont
fguivalents dans D "Il existe une S-compesition de lype (1, —11 qml envaie
{0, 8} sur e, &}
De méme denx co-domaines {&, b} et 13,1] sont équivalents dans D' 571l existe
une f-composition de type (=1, 1} qui envaie {x, y} sur {=.£5
[l est facile de voir que les relations ainsi définies sont bien des relations
d équivalence et done £ et ¥ peuvent étre partiticoner en classes X, X, .0,
et AT AL

B

LEMDME 1 (Po79a) si X est ane clusse dans O ators {ensemaoie X7 des
co-domames associds gur flements de X o5t une alozse dans 0V,

De méme st X' est vne classe dans [V olors Uensemble X des domaines
pasocies aue elements de X' est une clesse dons 0.

PREUVE: Sojent {x,y}et {z,¢} deux éléments de X', Par définition de X7,
il existe {a, b} et {o d} tels que: F@da, b — {ae.yb et g0 {ed} — {2t}
comme X edt une classe dans D, il existe une f-composition 2 de type [1, —=1)
cqui envole {a,b} sur {c, d}. Posons: & = gowaf ', v est une k-composition
de tyvpe (=1, 1) qui envole {x, y} sur {z,t}. Done {z, v} et {z,t} soni équi-
valents dans LY.

Paur achever de montrer que X' est une classe dans £, on procéde par Hah-
surde. Supposons done qu'il existe {r, 2} qui soit Squivalent & un élément de
A’ mais qul pe soit pas un co-domame associé a un ¢lément de X

Soit k une bijectisn de co-domaine {r, s} et de domaine {p. g} (qui n'est pas
dans X). Soit {r,y} de X' tel que {z, ¢} et {r, s} solent équivalents et ¢ une
bijection de co-domaine {z,y} telle que son domaine {a, 6} =oit dans X.

[l existe une A-composition @ de {—1,1) qui envoie {=, y1 sur {r, s}. Posons
= k7 ompog. @ est une h-composition de type (L, —1) qui envole {a. b} sur
{p. g} ce gui cantredit le f2il que {;i_-}_.ﬂ_']- n'appartient pas & X,

13
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[onc X' est une classe dans 2,
Cire fait une preuve similzire pour la deuxieme partie du lemine. o

.....

SOUS-FAMILLES PROPRES,

SLX et N sont denx classes d'équivalences respectivement dans ) er OV
qui e correapondent au sens du lemme | alors Uensemble des bijections cili
sont elements de £ 4 domaine dans X et & co-domaine dans X' est une sous-
famille {-1)-cohérente de F gu'on noke ¥ — X7,
51X # D slers ¥ — X' est une sous-famille propre.

Exemple: Ou reprend I'exemple précédent | page 14 ).

T

o La [amille de bijeczions:

(L.2] — {{1.33.(5 1)} |

(3,4) — (2,41, (4,511 |

[4.5) — {{4,50,(3.1),{2.4}}

(3,1} — {5 11(1.3L14,5)} .

1

@51 une saus facaille {-1)-cohérente propre de F' quion aote X| — X oil

Ko = {(1,2).(2,40,(4,5). {3, 1)} et X} = {{1.3), (2.4), {4, 5). {5, 1},

# De mame {2,3) — {{3,2]} =st une sous fzmilla (-1)-cohérente aropre
de [ reduite & une bijection quion note X; — X ot Xz = {{2,3}} et
Xy = {[3,4}}.

DEFINITION: Soit /' une famille (-1 }-cohéeente. — i
51 F' n’admet pas de sous-famille {-1}-cohéeente propre alors F est’
n-indécomnpaosable; dans le cas contraice on dit gue & est A-décomposanle et
vn oote: {X; — X!} Pensemble des sous-familles [-1)-cobérentes de F.

2.2.3 APPLICATION: DETERMINATION DE C(F).

5i la famille de bijectiona ¥ est (-1)-cohérente alors considérant une sous
famille X; — X[ { qui peut-étre £ si elle n'est pas A-décomposable Jon e
que Loutes lea arétes assocides aux paires éléments de ;1) X7 sont toutes de

16



mérme nature [ pleines. vides ou orteatés).
Ainsi oo peut parfriternent détecminer O0F). Par exemple an a

Sodent B ={1.2.3} &

alovs G0 ) confient lonies fez relations dinnires frreflerives de cardinal 3 que
ne sand pas [ — L) -reconstruciihios.

2.3 h-DECOMPOSITION ET
(«1}-RECONSTRUCTION.

: 2.3.1 W-DECOMPOSITION DE

3 RELATIONS BINAIRES.

DEFINITION: Ftant donnédes & = (E L) et BN = [L, 07} denx rela-
tions binaires de hase comunune £ et {=L)-hypomorphes, on note:

F={f: a0y —{fila), il f{a, b e Uou (boa) L7 et fi estfun
p-li—hypomerphisme avee i £ a, b}

Bien évidemnment [ est [-1)-cohérente,
On dit que el £ sonl A-décomposables 51 F' Pesl.

PROPOSITION I Soit R ={E. /) ¢f A" = (E,U") devz relations binadres
de bage commune I et (—|]-hypomorphes.

f et 8 sont h-décomposables ssi il existe wne partition U7, . U, de U5 2t
Oy UL de U felles que:

HIUU .- U B ]
R U RG]

i
f=d

L



af pewr tont 1 ode (1., re, tewle modification (inversion, suppression, sub-
shituiion | d'un are de U snivaine forcemend la méme modification des zulres
accy de U ef de celles de U 5¢ Pon veut préserver fo (- Li-hAypomorphie.

Les H[UY] (resp. WU ) sent appeldes A-composantes de A fresp. 7L

PREUVE: = H ot B sont h-décomposables alors notons {4, — A0 L
h-décomposition de F et & (resp, 07 | l'ensemble des accs de & (resp. 5
dont les deux extrémites forment une paice dlédment de X, (resp. X7 )
=l existe 2 ef ; différents tels que N0 # 8 { resp. U/ 08 £ & ) alors
XA # 0 (resp. X[NX£0) )
Ce qui contredit l= fait que {X; — X1 coit la A-décomposition de £ Alns
les L; (tesp. I} ) sond deux & deux dizjeints 6 forment une parcition de I
feesp, O ) et on peut dérice:

R = R URL.

B = RN URU]
Pour sous arcs (4,5} et (o, d} d'un L | il existe une A-composition de type
{—1,1} qui envoie {a, &) sur (o, d) car sinon {a,b} et {e, d} ne secait pas tous
deax dans X

[

D eérne pour tout are (o, b) de L5 et pour fout are (T, i) de 07 1 existe une
h-composition de type {1, 1) qui envole (a, &) sur (2, 4] .

Aingi toute modification d'un are de {5 entraine la méme modification des
autres arcs de [ et de celles de {7, ]

Réciproquement 3'il existe ¢ dans {1, .., m} et s'il existe (o, b) et (2,4} dans
I/ tels quancune f-composition de type (1, —1) n'envoie pas {a, &) sar (o, 4)
alors toute modification de (@, &) n'entraine pas la méme moedification sur
fe,d) . Ce qui contredit Uhypothése.

Done pour tout © de {1,..,m} et pour tous arcs (e, b) et {c, d) de L7 ; il existe
LITLCY E-cnmp-nﬁ.it[nn de Lypa I:L—I:l qul enveie I:ﬂ,."_'l] JUT I:.:, d]- 3

De meme on & pour toet ¢ de {1, ...,m}, pour tout {a,b) de I ot pour tout
(z,y) de U7, gqu'il existe une A-composition de type (1, 1} qui envoie (a, b) sur
(z,y). Posant:

X = {{a.b} [ (a,8) € Uy o (ba} € U7}
X = {{a.b} [ (a,b) & U ou (b, a) € {/]}

on a que {X; = X[} cicn ost dans la A-cécomposition de F
Done A et A sont h-décompozables, &

L3

e R e g e e T, B
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REMARQUE: Og peul considerer ensemble des zrétes en lien er
place de celul des arcs dans la proposition ci-dessus, Dans ce cas il peut
arriver nue cerlaines Ad-compesantes soient des graphes vides, Et dans la
preuve de la réeiprogue on aurais que 15 — X} cicm 236 exactement la
k-décompasition de F. £

2.3.2 RECONSTRUCTIBILITES.

Soient B = [(E, UM et & = {E,U'") deux relstions binaires de base com-

mune E et {—1-hypomorphes.
On suppese gu'eiles sont h-décompeosables el on note:

ko= R{AIU...U R[]
R = R DR

pvec m o> 1.

51 2 est un isomorphisme de B osur i et si oo oote £ (resp. H;! 1%
base de R[L:] (resp. RUY ) alors on dit que i est compatible avee 1z A-
dérompasition de £ et & lorsque 2/ est un isomerphisme de F[L%] sur
R et cela pour kout 1.

Uine relation binaire B de base E est dite f-reconstructible si pour tout
B qui lui est {—L)-hypomorphe i! existe un somerphisme de B sur £ qui
est compatible avec leur A-décompesisien.

REMARQUIES:

1. Toute relation binaire &-réconstructible est {—1)-reconstructible .

2, Soit B une relation binaire de base £. 5i pour tout ' (—1)-bypomorphe

a f la famille F associée n'est pas A-décomposable alors fi-reconstractibilite

et [—1)-reconstructibilité coincident.

PROPOSITION 2 Dire gu'une relntion binaire est h-reconstruciidle cqui-
voul & dire gue lo famille des (—=1)-fypemorphismes suffit 4 déterminer une
permutation de ln bose.
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PREUVE: ln isomorphisme & qul est compatible aver la i décompasition
de dewx celations est une h-composition de type (1,1} €

QUELQUES PROBLEMES DE RECONSTRUCTION.
s Est-co-que toute relation { - Ll-recanstructisle st h-reconstructible?
o Soit M = (#, ..., R} une multireletion binairs de base E et de cardinal
.
1. 5i £y est [—1)-reconstructible et si Loutes ses restrictions A a — 1 &l6é-
ments sont rigides, ou ignore si M est (-1)-zeconstructibie. Cependant
i [ty est B-reconstructible elors M est epalement.

9 §i Ry est { —1)-reconstructible el sl pour tout x de & i oexiste [ lelle
que B:f E —{z} seit rigide est-re-qu’alors M est {—1)-reconstructibiel

5.5.3 EXEMPLE: CONSECUTIVITE ASSOCIEE A
UNE CHAINE.
P oo o

Défintion: On appeile consécutivité associde & la chaine L < 2 < .= =,
|2 relation binaire B de base {1,2, ..., n} définie par: Bli,)=+umij—t=+1

Soit & la conséoutivité associce 4 la chame 1 < ¥« .= n Onnote &
toute telation [—1)-hypomorphe & .

¥
i
|
1

e 51 B' = B alors chacune de ses arétes et uns h-composante.
la modification d'une aréte de f entraine la méme modiication sur la méme
rite dans B si l'on veut preserver la (—1)-hypomorphie.

o Casont B # & On prend ( par ex. ) A’ égale 4 la relations qui échange
1 et 7 et qui fixe tous les autres élements. On détermine précisement les A-

composantes de K et de i’ pour n = T
O wotera® [z, y) Uaréte d'extremités et y. Lorsqu'elle est orientée (1.2, arc)

+ eot Pextremité initiale et y la finale.
A tout {z.y) on associe D{z,y) = {(filz), flw)Y [i#zy}onat
D(L, 2} = {(7,2).{2,3)'}

2. sand préjuger eo rien de se naturs arienté, pleine et wide.
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Qe 3y = {7 2 L35 (8
2 R H 1" {4
Di4,5) = {{3.47. (4.3 (3.
2(3,4) = {04, 57,05, 6), (6.
EI:-[I,?] — 'I_-l.-'-.ﬁ-' |.'t'| =i }
DUE3) =4(T.3) (247}
D(2,4) = {(7,3),{2,4),(3.5)'}
D{3,5) = {(2, 47, (3. 3)". (4. 61’}
L4, 8) = {(3,3).(4,6).(3,1)'}
D(5,7) = {14, 6). (5, 1)}

4
51}
6)')
1y}

Dil1,4) = {{?,a}“,[T,4}’}
D{2,8) = {5111, 4), (3,6)1
3,67 = {(2,5), (3,60, {4, 1)}

4,7y = {5, 6), (4.1
D(1,5) =
D02, 6) :
D(3,7) 3,177
(1,6} = {(7,6),{2.17}
D(2,7) = {{7.6).(2,1)}
D{1, 7y ={(7,1¥},
Pnsons:
Uy = {{1,2}.(2.3). (3,4}, (4. 5),(3, 6], (6, 7))
U= {{1.3).(2,4),03,5}, (4,8).(5.7)]
O = {{1,4),{2,5).(5,6), {4, 7))
Uy = {{1,3),{2,6),(3, 7}
Ue = {(1.6}.(2,7}}
Uy = {{1, 7]}

o = {{7,2),(2,3), (3, 4, (4,5Y, (5. 6), (6, 11"}
Uz = {(7,3),(2,4),(3,5). (4,61, (5,1)]
Uy = {(7,4)',(2.5)' 3,8).(4,1)'
U = {(7.5),(2,6), (3, 1}'}
Us = {(7,6),(2,1)}
=17 1)}

-,
=1
o
14
e T
o
-
[
=2
i
2
et 'H.-.....'

U wvérifie facilement que I ... 15 et Uf],...,[ sont des partitions respec-
tives de U et de 07 et gue lon a:
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Ro=" RIOURIG| U BRI
/o= RUCHU R BT

¢ Soient M = (R, ..., Bnl el MW = (R, ... B ] deux mnulticelations bis
naires { —1i-hvpomarphes telles que &) = A,

- 5t ] = K alors pour tout kde {2,....m}ona B, =8,

- Lorsaue # est obtenue & partic de B en échangeant 1 et 7 alors pour @
towt B = 2., moon a:

Ay = Mody{ BI00 ..U Mods (RG]
L = Mody (RE .. L Modg( B [L7])

oit les Mod; désignent des modifications,
E#:'_L",-] sl Ega] & e‘z,{f maodiio une modification Mod;. Il ep et de
méme pour &[] avee la méme modification Maod;,

2.4 h-DECOMPOSITION DE DEUX CHAINES,

2.4.1 DECOMPOSITION RENFORCEE D'UNE FER-
MUTATION.

Notons 5, le groupe des perrnutations de i = {l,.-.,n}. Toute permu-
tation f de 3, s2 décompose en produit de cvele de support disjoints; cette
décomposition est unigue & Uordre pres et on Vappellera Cycele-décomposition
de f. On pose [ = Cholro..00 ., et on note By, ..., £, le3 supports des cycles
B PR o

Une permutation f poeul alre voe comine un ESDn‘mryhlsmu d'izne chaine
Cinj sur une autre O'(n) on O{a) est la chaloe 1 <2 < . < 5.
Oo dira que [ est fortement decomposable 51l existe une décomposition intar-
vallaire de C{n) telle que f soit globalement fixe sur chacun de ses intervalles.
Cette fotte déc::mpaﬁitiun peut etre obtenue a partic desa {:ytgﬂ-d Ecompoaltion
de la facon suivante:
Paosoas [ = CioCh0...00 -

[

[
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Les supports £y En, de (7, ..., Cn ne sont pas nécéssairement des inler-
valles de ()

L. Supposves gue be Wind £ est dans &

— 5i £, est unintervalle alors on pose I = E,.

— Sinon M, sera le plua petit intervalle contenant £, et tel que f3;
st exacternent la séunicn de certains fy.

2, On considere ensuite la partie £; qui contient M8 — ).

— 5i &; est un intervalle alors on pose B; = £,
— Sinon By sera le plus petit iatervalle contenant £; et tel que B
et i, soient disjoints et tel que S soit exaciement la téunion de

certaing E;.
3. On procede ainsi de suile jusqu'a épuissement des £
(n obtient done une suite 8y, .., B d'intervalies de C{a) que nous appel-
leroas la f — partition de £, On note par abus d'écriture . O les per-
mutations qui operent respectivement sur By, ..., et elles farment la forte
décomposition de f.

DEFINITION: Une nermutation f est dite fortement décomposable si

Foest cvele-ddcomposable ef st E admet une [ - partition distineta du sin-
aleton { £}, Daas le cas contraite on dii gue f est fortement indécampsable,

45 6
425

dcrire [ = (1,3}(2,6.5). cependant

EXEMFPLES:

L.
3
1

e T |

Soit f = (

¥ et eyele-décomposable e on pe
elle est forterment indécomposable.

s fL2AAES
AMF=12 31 465

g est cycle décomposable et fortement décomposable. Les deux décom-
positions coincident: g = (1.2,3)(4}(3,6).

f'_'_;l_.
o = v T

2.
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2.4.2 BELATIONS n*E’q'UIVALENcE.
DEFINITIONS ET NOTATIONS.
Soient r, g, 5 el § des éléments de E. On note:
~ Fe l'ugique isomorphisme de (n)/E — {z} sur Cn)fE — {2}
~ L [resp. L7 ) Uensemnble des arcs de C(n) (resp. O'[n) 3,
- Tz, u) (resp. {z, 1) ) un ars de 7 [resp. ' ) d'origine z et d'exiremité
i

Dieux arcs (x.y) ek (2,8 {resp. (z,y) ek {2,2) ) de I soal ~ - équivalents
='i] existe une A-composition de cvpe {1, —1) {resp. {—1, 1) } qui envole (&, 5}
sur {7, 1] (resp. {x, y) sur {z,4) ) ¢t on note U ~  [resp. [/ ~ ) Pensemble
quotient.

A kout elément (2, ) de U7 on associe:

Diz, ) = {{fl=) Llw)) [/ 2 # 2.9]
Onpote P = {0z, 4} F (2,¥) £ -!'_f].

Deux élémencs Dz, y) et 2{z,1) de F sont A - fguivalents 51l existe une
guike:
Diug, vz = D, vl, D{ay, ), oy D{atn, v = D[z, 1)

Lelle que pour tout a =0, 1, ..., n — | ug,v,) et Dizgyy, v,4] oot une in-
tersection non vide, Une telle suite est appelée un chemin d'intersections no
vides, On note F/A 'ensemble quotient.

LIENS ENTRE LES EQUIVALEMCES ~ BT A.

PROPOSITION 3 Soil X un dément de P} A alors

I 5 A est la rdunion des D{u,v) qui sont dans X alors A est
une ~-classe de 7',

b

5 B est Uensemdble des arcs {u,v) tels gue D{w, v) est dans X alors 5
sl wne ~-classe de U,

24
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PREUVE:

L. Solent {a.b) er (o, d) deux sléments de A, Il existe DM, @) et L. t)

de X tels que fe. b} soit dans Dw,viet (o, d) soil dans D{w, )

O ovent montres que (@, 8)° ~ (e, d). Pour cela il suffic de faire la prec.e
pour le cas ot Gfu. )« D{w, f) oot une intersection non vide, Soit
dome (r,s) dans Du, vi{] D{w,t); On a:

1} existe 2 = u. v tel oue flu) =ret filvl =2

Thexiste k o u v tel que fijul =aet flvi=b

I} existe § %5 w,t tel que filw) =r et fi(t) =35

Il existe { # w.{ tel que filw)=cet filt)=d

Ainst on a que ispmerphizme o = f.r:-f_r_lﬂﬁﬂf;'* envole {a,b) sur
{e.d). Donc (a.b) ~ (. d).

Soit ¥ une ~-clzsse de U tel que A £ V. Supposons gu’il exisie un
élament (x, ) dans ¥ — A ef aoit (a,b) un de A Pour four Diu.w)
conkenant [, ¥} 2t pour tout Diw, t) contenant (@, &) en a gue D, o)
et DM, t) ne sont pas A-equivalents. Doue (2, 4] &t (2,8} ne sont pas
ru-drquivalents oo guai est absurde, Donc A est une ~-classe.

2 Soient {z,u) et 1z.2) deux éléments de B. Dz, y) el Dz, 1] sont

A-éguivalents. {1 suffira de faire la preuve pour Bz, ¥} MLz L] # 0.

Soit dene (2,8) dans Do, y) 1 D0z, t) alors oo a:

Il existe ¢ &£ =, p tel cue filz)=a et fily) =06

Il existe § £z, £ tal que flz) =a et filt) =5

Finalemert {z,y) et {2 f) sont isomorphes par [ 'of; 'est-b-dire que

(=5~ (=, %)

Comme [ est exactement égal & la réunion des B, il suffira de remar-

quer gue les B sont denx & deux disjoints, ce qui achéve la prenve. &
COROLLAIRE 1 — =z ¥}~ (z,1) = D{x,p) A D{z, t).

[z, 1) ~ {&,8) = Pour tout D{c, b} contenant (z,3)",
ot pour tout e, d) contenant {2,8) on a [Ma, b) A D{c, d).

Déterminer la h-décomposition de C{n) et C'(n) revient 4 determi-
ner {f/ ~ et [’/ ~ or d’aprés ce qui précéde cela revient a étudier

Fla.
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2.4.3 ETUDE DE P/A.

Lorsque § sera fortement décomposable on supposera que [ = Cyoally
et By, ..., Bm la f-partivion de . On distinguera [z permuotation gu échange
| et n et qui fixe tous les actres éléments de &, Ou la nobera 7. 51 on pose
By = {&1, .y EoF aver r, < r; lorsque @ < 7 alors on notera T, la permuba-
Lisn sur B qui échange et @, et qui fxe tous les autres éléments de 5.
Cin notera egaiement:

P=ADuw ot f{uvls T}

P={D{e.v)fuveE B e O # 75}

Pr=AD(uvi i I#k ue Bretve )}

Xi= IR I T ii'l;:r_-!- - i, ra-]]\avt'u:!: = ’.1'2: i — 1

A = Py giai)y i Dlgpas, me)} avec s L2y o g1

Avec ces hypothises et astations on obtient le résultel suivant:

1. S f = Id alors chague {D{u,v)} est une A-classe,

B 8i f=r alors cheque XF est une f-clnsse.

I
3, 5i [ est foriement indécomposable ef & [ & v alors:

fal Lorsque F(L) #n ou fin) &1, P est Punigue A-classe
{b) Lorsgue fili=mn et fin} = i FP—i0{1,n)}t ef {11 nj} sone
les zeules A-classes.

{. 5 f est fortement décomposable ef 8 [ £ [d alors pour chogue 5
ayant oy moms dewr éldmenis on a;

— Lorsque O 2 15, on a: soit Py 25t une A-classe soit By—{ Dz 2,1}
ef {Oz),2.}} sont des A-classes.

— Lorsque Uy = 75, on o gue les X sont des A-closses.

et fes Py sent des A-glasses. Ef il n'y en a pas d'aulre.

e résultat achéve de déterminer la S-décomposition de deux

chaines. Toute la suite du chapitre est consacrée 4 sa démonstra-
tion.




Le cos ou f = [d est imomeédial,

CAS OU [ =+

PROFPOSITION 4 5 f = v alors chague _’J‘ff': gxf une A-closse,

PREUVE:

Commen = 7, D(u, »] contient { flu), f{z]) pour bous u ek v de B
Pour tout? # nyn-1onaque D{1, -+1) contient ({2}, Fli+21). Pour le voic
il suffit de Considérer "somerphisme f, de O{n)f & —{n} sar O'(n)/E—{n}.
Done D{L i+ 11 D(2i+2) £ 0.

De méme on as

DA+ i+3 #0 powri=1....,n— 3.
Din—l-t,a—1N0n—dn)#Fd pouri=1,...0—2

Donc pour fout ¢ on & gue J{I‘-r"‘ o5t cans une A-classo.

Seit Ofu,v) de XF ot quelqus seit § # i et quelque solt Diw,#) d= XF,
montrons que D{u, v] et D{w, ) oot une intersectica vide.

Tout élément de Diw, v) (resp. Diw, £) ) 236 de la forme suivante:

(Flu + ), fle + 600 avec ¢ = —1.0,1 {resp. (flw + ), fit + 4)) avec
+ = —=1,0,1). Sepposens que D{u, 0} et D{w, t) alent une intersection non
vide alors il existerait yet etels que u sw+ (v —¢eletv =i+ {y—¢) ce
qui impliguerail que » — u = { — w ce qui contredit le Fait que 1 3£ 5.

Done D{u, ) et D{w, ) oot une intersection vide.

Done 511 # 7 alors XF ot J{'f_ sonk contennes dans des classes différentes. Et
comme P est égal & la réunion des XF | chagque .‘{',5 est une classe, ¢

CAS OU f EST FORTEMENT INDECOMPOSABLE ET f # +.

Dans ce paragraphe on établit gue:
PROPOSITION 5 5S¢ [ est forlement indécomposable et 51 f 2 v alors:
i, Lorsgue f(1] #£n ou f{n) £ 1 on a: P est Vundque A-classe.

2. Lorsque f(l) =n et fin) =1 on a: P— {1, n}} et {1, n]} sont
fes seules A-classes.
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Pour re Taire o & besoin des deux résuliats soivanes:

. [ existe un ensier 7 = 3 tel que tous les Diu v doot et » sool dans
{1....J} ) appartiennent a une méme classe que neus notecons X

[
i

s 5i < n—|alors X contient ous les D(j — &3 + 1)
avec k=01,....7—1.
e 5i ;= —1alors X contient tous es O — &7+ 1}
aves =0 03—

PREUVE DE LA PROPOSITION: 3appasons que 1. et 2. solenl cla-
blis. D'aprés 1. il existe un entier 7 = 3 t2l que tous les DHu.v) avec u et v
dans {1,...j} sont dans une méme classe X, On distingue alors les Lrois cas
suivants:

Cas oi § = n: [ o'y acen & montrer. F est Penique A-classe,

Jas ol j=n—1: D'aprés 2. on a: D{n - 1.n). Ma =2 0l .., L2 0]
cont Aans X; cest-a-dize que # = {D[1,nj} est inclus dans XL
v 51 f(1) = n et fn) = L alers D{l,n) = {{n.1}} et done {D{1,n)} et
B 1INl n)} sont ies A-classes. :
s Sinon on a: Card{ D{1,n1) = 2. Meter que f(1] 3= 1 car f esl forsement
indscompasable.
» 511 £ fir) alors considérant fi on a gue D(Z.m) contient (LY, Fn)Y
=t comme (f{1), fin)) est dans D{1,n} on obilenc: DL =)0 22,ny £ 0
Dope P est 'unique A-classe.
— 5i par contre 1 = f{n} alors n # f(1). Eo reprennant le méme raizanne-
ment et en considérant cette fois-ci f, on obtient: D{1. n =13 Gil.n) =0
Donc P est Punique A-classe.

Cas oit 7 <n —1: On applique 2. au tant de fols que possibie. On a:
D{3,7 + 1}, D[1,7 4+ 1) scnt dans X
D(f 4+ 1,5+ 2). {1, 7 + 2) sont dans X

Din —1,n),..., D% n) sont dans X.
On achive la preuve de co cas comme dans le cas précédent. <
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1l raste & monlrer 1, et 2., mals avant £tablissons le lemme sui-

WHEIILI

LEMME 2 On suppose que [ est Fartement indécomposatle alors pour tout
uLn—2onad{l,ub N flad2), ...l A& ou
T2, n N )} # 8,

FREUVE: Etfant donné « < n — 2,

Si{l, o n N e+ 20,0 fin) ) & 0 alors le lemme est élabli.

Sinon ca s que {1, . up < {f{Ll., flu+ 11} =t

Iflu+2hnfin)} C fu+ 1, or) 1 est claire qu'an moins un elément de
[u-+1,..,n}appartient & { f{1),..., flu+ 1)}

Considérons 'élément u -+ 1 alors trods possibililés se présentent, soit w + 1
ext dans {flu+ 20, ..., F{nl} Soie w = 1 est dans {fI1), ..., flul}

Coftu4 i = rFIZr..:-|— L,

Siu+4+ledfil) .., fludtalos flu+1) n'est pas daos {1,..., »} nar sinon §
sprail fortemment L{Ecnmpnsab]c. Donc f[u+ 1) appartient a {u. b Dainy .rl} mais
alors il existerait un éiémens de {1, ... w} appartenant & { flu+2), .., finirce
qui exl absurde. Dol o 4 | n'est pas dana {f(1), ..., flu)} oi oo a dgzlemernt
que w41 # flu+1) pour les mémes raisons, Donc w1 € {flu=2) ... f(n)}
et alors fiuw + 1) £ {L....,u} car sinon §f serait fortement décomposable. Ex
alors il existe un élément de { 1), ..., flu)} qui rppartient a {1420t

@

COROLLAIRE 2 Sous les mdnes hypothéses on a:
St (flu), lu+ )V & D{utl o+
Soit { flu+-1}, flue +2)) € Diu,u+1).

PREUVYE: Immédiate.

PROPOSITION 6 5i f est fortement indéromposable et si | 3 v alors il
eriste wn entier 7 (2 < 7 < n ) lal que tous les Diu,v) favec v ef v dans
11,043} ) sont dans une méme classe X,

PREUVE: On distinguera deux cas:

L. Cas on f rest pas cyele-décompozable.
On va montrer gque si n = 2p + 1 {eesp. n = 2p) alors pour tous u et v
dans {1,...,p} (resp.{1,...,p—1}} on a que les [X{u,v) appartiennent a
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une méme clasze X et donc J =plresp. ) =p— 1L

emarcnons cue pour tous et o de Ly capt fresp- A Lo — 11
() el € Olu.v). Zn effer if existe au mowms wo élement & de
{p+ Lo 3p + 1} {tesp. {p, ... 3p}) tel que flz) > p

[reso. fie) = o—1],

Il suffira de montrer d'uae part (e} D w4+ 1) Du 1,0+ 2) =8
Du, =2 appartiennent & X et d'autre part (&) Diu, v et D, v+ 1]
apoartiennent a Y.

{a) Daprés le corollaire 2, [ fu), f{u 4+ 1)) est dans
Olw 4 1,64+ 2) ou biea { flw-k 1), flu+2)) est dana Du,u+1).
Done Mu v+ 1M+ 1,2+ 32120

Giwer D oest dans { (1), .. Flu)} alors (Fla+ 1), flu+2)) est dens
Diugee 423 et Dl + 2971 D{u + 1u+2) # 6.

Sinon { fiu), fiu+ 1) est dans D{u, u+ 2] et

Do w20 Diw,u+ 1) £ 0.

Au kobal pour tous wou + 1 ef w42 dans {1,..., 2}

(resp. {lic, p=1}) oaaque Dfu, o), O(u4+l, u+2} eb Mo, w2
sont dans une memea clasze X .

(B) 5 {u41, .0t er {Fflu+1 .., f{r)} ont une intersection non vids
glors { fla), fiv)) est dans Dfu,v+1) et 0w, 0} e, e F1) £ 0,

S flu41) 0, flelt et {u+1, .., n}ont une intersection nou vide
alora [ fle), flv+11)" est dans D{w. ») et D{u, 03 D, v+1) # 0

St les deux conditions ci-dessus citées ne sont pas verifiéss o est-
sedite 8i {8 = 1,oee, 0PI F{w b Lhs oons Flm)} == 0 et

T+ L fled by + 1,00 =0 alors

{154 Lo O} (VLD s 78, o £00} = {2+ Lo}

{4 Do S0V L ey} = [+ Voo S(23) 08

{utl, vk #{ flutl), o, fiv)) car sinon [ serait cycle-décomposable.
Donc {F[Lh v flulNfu + v} Fdet

comme {v + 1,....,n} # {flv+ 1) ..., fim)} on a de méme que

'I.-Jr':”'l1 .'I'I.“:ll}lﬁl{l-' o l,--q.ﬂ}' ?"=|E|.
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Finalement an & la conditien suivanke:

] 18 O fla) b {p+1, i Doetk

Loy SO O {1+ Loy v} # B ce qui implique que

(Flu +1), flo+ 1)) € Dlu,v) et

(flutl) flesl)l) € {Hw, v+1). Et done D, v L3 D, v) £

9, (Tas on f est cycle décomposable,
Dane ce cas & p'admet pas de [-partition.
On exclut d'embige Je cas ol f{1) = 1 & cause de la forte décompeosabi-
lité de [ On distingue trois sous-cag: fI2) =1, fi2y = 2et fiZ) =2

(a) fi2) =1,

Alers { {1, F{3)) eppartient & [22,3); ce qui implique gue

D(L, 3 D(2,3) £ 0.

Ji1) # 2 cor sinon E admetlralt une f-partition donc

JF'::l:I = {5'- ”‘}"

Adnai (020, F{31Y £ DI1,2) et DL, 23N D, 3) 0

Dore D01,2), D{2,3) ef DL, 3) apparfiennent 5 la méme classe
Xeti=3

f(2) = 2.

Alors { F{1), F(3)) € 1. 2) ce qui impligus oiLANDL3F R
Comme f{2) appattient & {3,...,n} on 2!

Soit (1) = 2 ce qui impligue que (Fi2), F(3))" est dans D1,
dloin D{1,3) et D{2,3) ont une intersection non vide

Ssit fil) £ {3, .wn} oo qui impligue que (fi2), f13)) appartient
a D(1,2) d'olt D(1,2) et (2,3} ont une intersection non vide .
Donc D(1,2), D(2,3) «t D(1,3) appartienncot 4 la méme classe
Xetij=1%

(cy f(2)=2.

Notona k le plus grand eatier Lel gue 2 = k< n=2ettel que
Fli) =i pour tout 1 de {2, ..., k}

3 Si f1) = k+1 alors | est dans { f{k+2), v JO) (1 2 f(R+1]
car sinon f serait fortement décomposable | et on MONtTE COMME

dans la proposition 4 que
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FM3,2), 802,3), .0 Dik410 k2] appartiennent 4 uoe meéme classe,
O3], D2, 4), o DR R +2) appartiennent & une meme classe.
Ok + 1) et D(2.& +2) appactiennent 2 une méme classe,

DL e+ 2, D2 e+ 2., 00+ 1,k 4 2) gpparticnnent & une
méme clazsse. Done 7 = £+ 20

— Sinon f{l} e {k+2, ..., 1} et done

soit flk <+ 1} = 1 et on montre par wn caisennemnent sirilaiee au
précédent que 7 =k + 2.

Soit fl& 4 1) appartient a2 {& 4 2, .., 1} et done 1 appartient a
[Fik+2), ... fin)h et on a également T =E + 2. &

PROPOSITION T Sous les mémes hypothéses ef ovec 7 el X définis comme
ri-dessus 0n Q)

o 57 < n—1 dlors X contient toxs fes INj=k, j41) auveck =0,L.....7— 1.
- ‘i.u:.' =n—1 alors X contient tous fesa 01—k, 1+ 11 apec b =11 ... 7 -2

PREUVE: La preuve se fat d= la méme [acon dans les deax cas { 7 <= n—1
ol 7 = n — |}. Mons allons la faire dans ]Ie chad 0l J < m— L. (n fait wree

PTENVE pal TECUITence sur &,

e Hour g = 0

On va monteer que O{;, j +1) € X.

1. {1, ey ] — 1} ef [fl{_;r . I,},...,f{ﬂ-]l} ond une intersecilon non oide |
Alors {f{7 — 1), f{7)) appactient & DJj 7 &+ 1) ef deux possibilités se
presentent:

— Soit {F{1}, ..., fi7—2)} et {7,....,n} ont une intersection non vide |
car sinon [ serait fortement décomposable ) et alors {(f{3 — L}, fl21)
est dans D7 — 2.7 = 1). Done D7 = 1,003 D05, 7 + 1) # 0. D'on
Mg +1)e X,
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= Soit 4 F{1), .0, F(7 — 2)} est inclus dans {1,....p — 1} et f{j = 1]
appactient & {7,....n}et alors (f{j — 13 f{7}] appartient & D —1. 7).
Done Dy ~ 2.5 — BN DG+ 1) # B et DU 3+ 1) 8 X

(1, — 1} est inelus dans {§{1),.. f(5)}.

Alors § appartient & [f(7 + 1)y find} { 7 € {F(1),.., FI31} pour
sviter o forte décomposition de § ). Comme {7(7 + 1), ... fin]} est
inclus dans {4,...,n} et comme f(j) n'appartient pas & {j,...,n} o0 a
fij) appartient & {1,...,J —1}.

Or § = 3, donc (fi7}, J[7 + 1)) appariient & D(7,7 + 1].

Dautre pact {f(1),.... F(7 — 11} et {7 + L,...,n} ont une intersection
non vide dof (f{5), S(7 4+ 1)) eppastient & D{F — L. 7).

Done D{F — LN D0 j+ 1) £0et D77 +1] € &,

¢ Fourk=1:

(On va meontrer que D{f — 1,7 + 1} £ X, Pour cela on va discuter suivant
la position de 7 dana i'ordee induit par [ sur B,

i,

2

Cas ot § € {F(F + 1)sewms fln)} -
Alors (7 = 1), F)Y € DG — 1,5 + 1)

— S {F{L) o SI7— 20} et {j + 1,..., 1t} oot une inkersection nea vide
alors ({3 — 1), fi7)) appartient & (7 — 2,7 — 1),
Done D{j —2,5-UNDG—-Li4+1)#3

=+ Sinon { F{1), ..., F{7—21} et inclus dans {1,..., 7 —1} alers fij — 1}
appartient & {7 4 1,...,n} car sinon f serait fortement décomposable.
Si 7 =3 alors il existe un entier & = 74 1 tel que fi{j—1} = fl31 - 1)
eb fi(i) = fljlycarn =T,

Si 7 = 2 alors il existe k < j — 2 el que fi{y —1) = fl7 — 1) et
fulg} = F3).

Dacs tous les cas ( f{7 = 1), 005 € D7 — 1, 1) et

'E'Il.r..? = 11.”[“' D[j_i'lj-l_ L} ?EEL

Cas ot j € {f(1),ma flG = 1)} -

Alors (f(7), fF 1) e DI~ L1 +1).
=+ S (1) ST — 1)} et {7 + L, ..., n} ont une intersection non vide
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aloos (fi7), 00 + 1Y a_:upa;:je'n: a iy -1, ;.

Done Oy =1, 0000 —-1.70=11F0

— Sinoa { FI10 ..o f0 5 — L) estinclus dans 1, ...} ot f(j) eppartient &
{7+ 1,...,n} alors comme précédemment il existe & cel que fif ) = f 0
e feli 4+ 1) = Sl 1) eard = 20 Dlain [F3), Fl7 4+ B3 est dang
334+ 1)

Dene D{j,§ + INDG =1, + 11 % 0.

I Cos et § = Fi§):
[(Ceste situation peul se présenter si f est cycle-décompasable et si £ |
n'admet pas de f-partition.) On distingue dewx sous-cas:

faj {17 =2 et JF(7+ 10, ., Fin}} ent une intersection non vide
Alars (fig — 21, F(7)) appartient 4 07 — 1,7 4+ 1).
== 3i f{j—1) est daos {j +1,....n}alors ( f{7—2), F{7}) appartient
a iy —2.7—1)or (f{7—2). Fi§)) est dass D{j — 1.7 + 1) dene |
D=2, - OO - 1,j +1) #0. |
F# Sineo on distingue deax sitvations possibles: !
Soit F(7—11est dans {1,.... 0 — 2} alors [ f{7 -2}, fi;1) appartiznt .
a g =10k Dene B =1L /1NN =15+ 1) £8.
Soit f{j —1)=j—1lalors {f{1), . f{j—2bet {j+1,..,n}ont
une intersection non vide d'%a (f{; = 1), F{j + 1})' appartient &
D{j —2,7). Done {5 — 2, 7N Dl — L5 + 1) # .

oF {1y g =2 et {f{7 + 1} .., Fin)} ont une intersection wide.
Alors {1...,7—2} est inclue dans { f{1),..., /{7 -17}, 7 =1 est dans
{fig+l), e, f(m)} et fij—1) est dans {1, ..., j—2} Ce qui impligue
que {f{1),.... f[7 —2}} et {j +1,...,n} ont une intersection non
vide doir [ f{j=1), f{7+ 1)) appartient & 2{j —2, 7). Or comme
(flg— 1), fl7 1)) est dans D7 — 1,7+ 1)
on adone i —1Li+1DND(7 —2,5)#0.

Hypothése de récurrence: On suppose que pour tous entiers & et ¢ tel que
I=k<i—1lettel quei < jonaque INf—k j+1)appartient a X. On
va done montrer que: f4{7 — 4,7 4 1) est dans X. Distinguons trois cas:

Lf —d+ Lo {0 + 1), fin)k 20
Alors (f{7 — i), F{71) appartient & D7 — 1,7 + 1).
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PRI e m— e —

T

b SEAF— 4+ 1), I — §0) et {3, ) ool une interseciion non
vide alors [ f{j —2), FiJ)) est dans D3 —¢, 7 — 1) Done O =, 3— 1}
eh (7 — 4.+ 1) ont une intersection non vide

=BG =i L fl = 1) =t f1,....7 — 1} onl une intersection
non vide alors ( f(7 — &), f31) est dans D7 —1 +  SAE 1

Done D{f —i+ LN DG -1+ F .

S Si{fig=t+1) e S} ={i—t41 i 1} alors j appartient
8 4FG 4 s fle)) On s (ST — &), F7)) dans D(7 — 1, 7). Done
Dij —1,J} et D{j — 1. -+ 1) ont une intersection non vide .

[F—1+ Lo fb et (1Sl — 11} ont une infersection non wide
Alozs (fi7 —i+ 1), F(7 + 1)) est dans D7 —4,7 + 1}

= S =i+ 2 f et {541, nt ok une intersechion non
vide alors [f(3 —¢ = 1), f(j + 1])" appartient a My —i+1,5) Denc
DMj=i+1,7) et D{j - i.5+ 1) ont nne intersection non vide .

S {f{j =142 ., Fli)F et {1,..,J—i+ 1} ont une inters=clich non
vide alors {f{7—t+1h fiy+ 1) sppartient & D{j =1 +2, 0+ 1] Crone
D7 =142,4+1}et {7~ 4§+ 1) ont une intersection uon vide .
s S F =i+ D), FLIE = (=2 R alons (714 L) ALY
est dans D{j —i+L,7 + 1% Done D{j s 41,5+ et D —i. 7+ 1)
ont une intersection non vide .

: . -[_:I =7 !- . = 11 '“1..;:} == EJrlr.j =T :-_l' E:I,...,_.FU:I}-

Cin distingue dewx sous-cas:

(a) £, .,5—di—1} et {f{i+1)h..., f(n)} ont une intersection nan
vide . Alors { f{7 —1—1], f7)) est daps D7 —¢,7 + 1)

=+ Sidflf— i)y en S — 1)} ot {7 4+1,...,n} ont une intersection
non vide (i.e. fl7—i) &€ {F+1,....n}) alors {f{7 —i 1), fi7]) ap-
partient & D{j—i—1, i —1). Done D{j—1=1,7—1) et D{j—i j+1}
ont une intersection noo vide .

s 8 {f(5—i)yeens FJ— 1)} &5t inclus dang {L....,j} alors f{7 —1)
appartient & {1,....J — i} ear {f{F —#+ 1), Flj — 1]} est égal &
[j—i+ 1.}

35



Sidone f{j il =3 —salors ( fiy—e =10 (7)) est dans

O == Ljl.Done D[y —é— l.jiec 85 —i, 7+ 1) ont une
intersection non vide .
Sinon e st Fij —¢) appartient & {L.....j —i— 1} alors

LG =1 = 1), F§1) appactient & D{7 — §, ), Danc D§ —i. i) et
Diz = 4,7+ 1) unt una interseciion non vide .

(b} 40,y — ¢ — 1} est incles dans { F(1), ... Hy ==L My =1}}
Alors f — 4 est dans {7(7 + 1}, ... Fn)} et f{F — i1 est dans
(e d =3 = b} {F(5 = i) f{7 + 1)) appartiens & D{j — 4, +1).
Or comme {f(1},...flj —i—1]} ot {j + 1,...;n} ant une in-
tersection non vide | on & cue [F{§ — iy f{7 + 1)) appurtient &
i =i—1,5) Donc D(j —i=1.7) et Dy —1,7+ 1) ont une
intersection von vide | O

CAS OU f EST FORTEMENT DECOMPOSABLE ET F £ 14,

Un montre dans ¢e paragraphe le résuitat suivant:

PROPOSITION & 5i f st fortement décomposable et s f # Id elors
pour chague By = {z,...,2,;} ayant au moins deuz éléments on a:

- 5t O # 7, alors seed B est une A-classe soif B — {D{xy,z.)} &t
1Lz, 1)} sont des p-classes.

= 51 O =Ty, alors les X sont dea A-closses.

ef les By sont des A-classes, E i ny en a pas daulre.

Paur cela on établit les lemmes suivants:

LEMME 3 5 () # 7g, alors
o Soit P est une M-classe.
o Soit By — { Dz, x,)} et {2z, 2,0} sont des A-classes,

PREUVE: Soit { de {1,...,m}. Pour tous u et v de 5, D, v} contient

(F{u), flud) car pour tout § o'appartenant pas & 5 on a:
LiBr=[{B=C,

S Ll
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Si Cardl B = 2,1l o'y a rign & montrar, supoosans done gue Card M) = 3
513 = Card[ ) < 7 alors il suffit de remarquer que la cardinalité de &
CCard[ B 2T ] olmceraent dans la preuve de la proposition 3 que pour
ftablir qu'stant donné » et v on 2 qua Diw,v) conlienl { fla) o) or wela
esh assurd ici par Uexistence de plusteurs f-parties, Pour le reste clest--dice
al cas oo Card{ J)) = T la preuve suit exacternent celle de lz propoesition 5.

&
LEMME 4 Les £y sond des Ae-classes.

PREUVE: Four fixer lea id2es posons:

B = {:[.‘]_..... et o Be = (g1 st ot p et g les parties entidres recpectives
der/2 et af2,

Soit w un élément de 5 alors {_||.|:1-!-:I,J"|:_I,I'.1:i:ll e fi‘{t::y“.,.l} P o= 2,
Eu effet il existe 1 = 1 t2l que y; = Fiy) don

(Flzd, flin) & Div.y)

(Filedy flyean) & D)

[lexiste et btalsqua ke =1 2 J = L et fly) =y, doi

[fleds Flw)" € Dluy g}

Ve flaea) € Diu, i)

Adnsi de suite oo a le réseiiac,

I}e méme on montre que { ), fly0y £ Dw wy) pour § =2,..., 3.

Siu # £pe alors il existe r dans 5 tel que fi{u) = C{u). D'oa chague
Lifw, yr) contient { f{u), flg)) et done D{uw, 1) D{u, genr ) ot D1, y,) somt
dans une méme classe X.

De méme si v 3£ y,4 st dans S alors Dizy, v)... Dz, v) et Dz, v}
sont dans une méme classe gul eat X

1l est ensuite facile de voir que tous les autres éléments de Pl sont dans
A. Bt comme pour tout N, t) (avec w n'appartenant pas & Hy ou ¢ nlap-
partenant pas & By) et pour tout D{u, ») (avec u dans B et ¢ dans By) on
a que fHw,t) et Du,v) ont une intersection non vide , on en conclut que
Py = X est une classe,

LEMME 5 lorsque () = 7, elors chagque J'iflfﬁ‘ est wne A-closse.
PREUVE: [dentique a celle de la propesition 4.
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PREUVE DE LA PROPOSITION: [l sullit de remarquer que F est
evactement #zal & la réunion des 5 et des By, &

2,5 CONCLUSIONS.

Ftant doncées deux relations biuaires & et B [—1)-hypomorphes, la A-
decampaositien permet d’aporécier Uinfluence structurells induite par Uhypo-
morphie entre & et A'. Et le probléme de la suffizance de la famille des
[—=1) hypomarphismes & déterminer une permutation f de la hase revient &
un prebleme de recollemeni des 12omorpnismes défims enire hA-composantes
de £ el 8 qui se correspondent.

¥

1.3




Chapitre 3

FAMILLE DES
HYPOMORPHISMES ENTRE
DEUX TOURNOIS T},

(I meontes gue lez muimrelations bingmes dont wne compogante o5l un
towrned T avee b = 2 sond [~ 1l-reconsiruciibles.

(O définit une novoelle deriture des prrmutalions gui permetiro de décrine

o Vaide d'un tableaw les fsomorphismes ef fes [—1)-hypomorphismes enire
dewz tournots Ty,
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3.1 INTRODUCTION.

[Fans ro chapitra on considare les multirelations binzires W o= {8, ., ... 7.0
[ ? :

ou £ est un tournai T, On mwontce que M est [ —1)-reconsteuctible si e cac
dinal de la base est = 7.

Soit M' = (& RL....A.) une multirelation {—1)-hypomorphe 4 M. La
prenve consiste i calculer un isomorphisime de A sur A ep fonction des
[ —1)-hypomearphismes entre M et M’ qui sons en faic ceux enre fet A e
ce fait M et W' serant isomorphes.

Motons gu'un isomoecphisme encre deux tonrnois T, n'est pas forcément dékar-
miné par les [—L1)-hypomorphismes. Par exemple 51 oo pread ' = 8 =13
alors toute translation différente de 1'identité n'est pas déterminée par la
famille des [—L}-hypomorphismes entre £ ot A En effer tous ces (—1)-
JJ.;'."FII'_'II[:I'!}I.‘T.“;-E':].EIH.{_'EI sont tous égaux a 'identiie définie sur des partios de 5 oa
2k éléments et 'isemorphisme oui en reselle ne peut &tre alors que Uidentite
sur £,

La relation H &tant un T3, /i adinet fa permatation cizculaire comme auto-
marphisme. [1a'ensuit gue ia donnée d'vne permetation & de £ détermios par
renumerotation des sommets de Ty une selation B qui est [ —1)-hypomarphe
a I la permutabion # n'est pas la seule qui détermine A,

Si dorze o note 59, 'ensemble des permutations de & et i colui des relations
It gqui sont {—I)-hvpomorphes & & alers "application surjective:
d: S — W

I i —a i

induit une relation d'équivalence sur S5,
On notera @ la classe de d qui est définie par

§={fobty [ u=0,1,..,2h}

oit #u(1) =u + i (modnio 2k + 1).

Pemargue: 8 st 'ensemble des isomorphismes de B sur A" gu'on no-
tera aussi R, A').

# 3l exizte une permutation _iF clement de i gul est déterininds parc la
famille des [ =1)-hypomorphisines de £ sur A alors f est un isomorphisme
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e Wosur WY

e 5i pour tout § il existe une permutation f élément de § qui est détermi-
née par ta famille des [ - 1)-hypormorphisees alors W est {1 )-reconstructible.
En effer application o £tant surjective, pour toute mulcicelation W' =
(R AR, R [—=lkhypomorphe & M il existe 8 tel que B scit I'image
de & par o

On deteodult une nouvelle feriture des permutations qui permel uoe “res
presentation” de la famille des | —1 }-hypomorphismes entre devx tournais
Ty Do étudie ensuite la h-decomposition de denx tournois Ty, Celte étude
permet de conclure & la (—| }-reconsituctibilité des multirelations dont une
compasante et un tourno: Ty des que it = 2.

3.2 UNE NCUVELLE ECRITURE DES PER-
MUTATIONS.

3.2.1 DEFINITIONS ET EXEMPLES.

Soit o un élément de I'ensemble 5, des permutations sur {L..., =}
[l existe plusieurs maniéres de représenter {ou éorire) 7. Les plus usites sont:

L. Beriture matricielle,
U definie la permnutation 7 par une matrice 2,n. Par exempie on a:

e O - o
i e i M R

2. Beriture cyvcle-décomposée.
O ecrit la pecmutation comme une compasition de cycle de supports
deux & deux disjoints. On peut améliorer cette représentatioe pac la
fraznsformation de Feoata, On a: o = (3, 1)(4)(6,5,2)
(O pent ainsi se debarrasser des parenthéses: o = 314652

[ I weci

Une nouvelle écriture.
A toute permutation & de 3, on peut associer 'application ', definie par:
(e [1) = a7 i} — 1 pour Lout ¢ de E.



w5t anpelee fonciion pesiien relative [ fpr).

Le nouplel Ofa) = {01 oofing] est appelé le n-upled positipn de o On a
pout. exemple précédent Sf{e) = {2,353, —2,0,1, —4).

La doneée c'ur n-uples <2 position détermine parfaitement une et une seule
peTmutation de 5,.

3.2.2 QUELQUES PROPRIETES.

COMPOSITION DE PERMUTATIOINS.
Smient @ et © deux permnutations de 5. On note (O 2t O les pr e 7 et e
7. Pour tout 1 de & on a:

Ifa'”,,l::':l = {Tm:l_l{i']—t'

(@ L) — =) + (1) — )
= Co(r (i)} + Culi)

Donec pour tout ¢ de K, O (i) = Co{r~'2)) + C.().

FPROPOSITION 9 Soit o wne permutafion de 5, Pour lout cyele
(T T T avec p >l de g oonoa

n

E Cmg) e= 00

1]
PREUVE: Il suffit de remarguer que pour i =2,...,p
Gl = sy — s et () =00 — 1. O

Toit & un élément de {1, ., n} et soit i; la permutation de 5, définie par;
fefu) = u + k pour tout u de {1,....,n} ( la somme étant prise modnla n ).
Une telle perrmitation est appelée une translation.

Joit o une permutation de 5. Alors la permutation Tote, (k) fixe & et on
pose @ = Fote e 28 O la fpr associée & oy

PROFPOSITION 10 Four foufe permulation o de 5, of povr fous i | j ot

LI v R

Col) — Coli) = Gl ) = Cu(i) (mod. n ).

4%

i
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PREUVE: 3oit ¢ une permutation de 5, et solent ¢ | § et m trois éléments

de{ o usmk

gt Sl e | e R s i T f g . . . 2
L i —mlty = :r.’:-r-:li._-i,.gm,l Yo —_,:;I — LTy ) I - i
= (e = Oalml — )= (o~ W) = Calm) — 0
= (g7 3) =)= (a7 i) = ).
Crone
|:I¢ I'_,'] s f:‘._-,.l:lui' - ':Tmi_.i'-:' o Cm' 1 |: .lr.:r_.':.f. n Il,{::-

3.3 LES (-1)-HYPOMORPHISMES.

Sojent T e A devx tournois Ty de base commune £ = (0,1, .., 2R}, Les
resations & et & sont (—1)-hypomorphes [ veir 3.1 ). Pour chague =

fr sera ['unique somorphisme de B/ E — {r} sur B /E — [z},

On noge:

— i, ") I'ensemble des momorphismes de 7 sur &

- H{ A, ') I'ensemble des permutations éléments de G{ R, &) qui fixe aa
moins un élément de £

ti @ est un élément denné de GUR, @) alocs:
GIR A= {fety fE=0/1,..3h]} =08

MNous allens dans cet paragraphe exprimer les {—1)-hypomorphismes

en fonction des éiéments de ({7, &) et de leur for.

Dans toute la suite on posae J; = Bote et on note £ la fpr de 4.
PROPOSITION 11 Elant donnés dewr £léments | ef g de B ona:
L filu) = 85{u & Cilj)) pour tout u # .
2. filu) = &;(u) pour tout u # 1.
PREUVE:
[. 1] existe & dans {0,1,....75} tel que 7 = 8k},
Remarquant que {7 + @ik + 1) on a: fil7 &= nh =8k +n)
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aver o > Det b2 fimod 28 + 1)

Onposeu = tnctona flu]l =8iu+Cl1avec O 1) = O N
et =y,
2, [Faprés ce qui précide an a;
Fle) = 8w+ 0,050
= .'3__,|:'t,|; t ﬁ_:'”l_.'l'-.:' = __-,' !
= l?_i:I;Ll':I. o

COROLLAIRE 8 [a famille des {—l}-hypomorphizmes 5 tdenfifie &
HRE)={0; /F=0,1,...28).

REMARQUES: :
¢ En raison de 50n unicité f; est indépendant de @ .
* 3i on dispose les dléments de H{ K, £') qui sant cycle décomposés dans un
tabfeau, (i [‘“1]‘-"[_‘:«’5.'!1}IILEIT_EII'I.EETHF.!' _f:: za |it aur la Jig::: a1l T esT eptre parnn-
thése ( c'est--dire T est un élément fixé par la permucation décrite DAT cehkte
ligna ).

Per exemple considérons les deux tournais T, de |a figure ci-dessous { ol

les arcs qui ne sont pas dessinés sont determinés par retation b

s / I\l Tl

= |
—
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Disposona les ééments de F( /. &) en tableayw en utilisant l'ecriture de
[Fpata zvec parenlieses: .
O3 8,4,9, 1, 2)
(2)45, 4, 1,006, 3)
FLIEIE 2, 4. 5,9)
(4, 10E) 6. 0,2, 1)
(4.0,.135,2,34G6).

Pour déterminer 5111 on cherche daas le tablean la permutation gui Gxe 2,
clest la deuxigme ligne et on v it l'image de 1 qui @5t icl . Done f( L) = 4.
La premére ligne nous permet de lire dewe | — L -hypomorphismes gul sout fi
ot _|F.1.

3.4 RELATIONS D’EQUIVALENCE.

On note:
- L7 cesp. U ) l'ensembie des arcs de & [ resp. & ).

Pour Lout {u, o) de U oo poser D, v} = {(filu) S{e)) /3 # wov}
- == {IJ{LL,L'_:I { I:LF.-'.-‘] = -L"}-

- B={Du,v)e P [/ jv—u|=! {mod 2h+1]} Les F forment ure
partition de P,

Uin définit de la méme fagon qu'au chapitze précédent, les ~ éauivalences
siir &7 et 07 et la A-Squivalence sur F. Mais revenons sur la définibion de la
A-équivalence pour la préciser daus le cadre de notre stude présente.

Soient D{u,v) et D{w, ¢} deux slements de £.
D, u) et Dfw, i) sont A-équivalents si et seulement s'il existe un chemin
d intersection non vide lant D{u, v) et Diw, t) c'est-a~dire une suite:

E{Hm L:'L'I} = S':ﬂ!”:"- .Dl:_'tlfg.l-'l], irrg "-If_"l{urhuﬂ} = -D{“'-'-: “

telle que Dfig, v,) et D{wepr, Papr) oot une intersection non vide
aveca=10.1,..,n— 1l

Supposons que D{u,, vz} #F Dlugyy, taq ) aloes dite que D{u,, va) 8 Ditagr, #a4al
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ant une ntersection non vide revient & dire qu'il exste

da F ol Uy el e II Ly, Cgyg LerlE e
! s ' e A TR ok h
.I_-1.I.':':‘:.' — _|r.'¢.|. I.r":';—l.l el _|r_;-_|._'-'d':.I _I_|.,.||',L"-".—|.'l

L apres la proposition 21, on obtient:
o — Mgpy = Wy — thygy = U Jugr) — O 120

ain £ est & peior la fpr de nlimporse quel élément de GI & A') | vair 'a pro-
pasicion 10 ).

Dans toute la suite, on prend 0 = £y, et donc 2 = #;,

Hemarque: 31 X est une A-classe alors il existe [ dans {1, ...k} 2l que
XEE

Comme tout élément de B =i tout élément de M ont une inter-
section vide st [ # & ( mod. 2h 4! ), Pétude de £/ se raméne &
celle des /A,

3.5 ETUDE DE B/ A.

fogpelonis que powr éiudier 'équivalence A on peut 22 limiter aur permu-
tectens de B = {0, 1,..., 2k} qui jize O { vorr la propesition 10 ef i parcgrophe
arécédent ).

on pose v = (0){2h,2h —1,...2,1) et ¥ ={0)(1,2....,2R).

A e ¥ o, e . Sy G

PROPOSITION 12 57 pour tout éliément D{u,v) de 5 on a:
Card(f{u,v}) = h+ 1 alors Fifn = [F}.

i
En particulier si H{l, B') = G(R, B alovs B/ /= [F].
PREUVE: On a Card(l) D{x, v)) = 2k + 1. ‘
Si tout élérment Ou, v} de B est tel que Clard{D{u,v)} = A 4+ 1 alors tous i
&léments D{u, v} et Dw, ¢) de P oot une intersection non vide. 1

Si H{f, B') = G(R, B") alors tout élément D{u, v) de F a exactement 24 — 1
aléments. O




On montre dans 2 suite de cet paragraphe que si toute permu-
tation elément de @ fixe au plus deux éléments de £ alors B est

une A-classe.

PROPOSITION 13 Sout Dz,y) un eldment de £
Card{ D{x,y)) = 1 st ¢t senlement 51 8 esl Hune des permutalions suivgantes:

La travzposition qui échange o el y fpvec s #F 0 ety #£0 )

- 77 guec .:’.::2."1 el g =10 ouhien {z=10 E¢y=r-3-'!a-,n'

rravee (z=lety=0]oubien [x=0ety=1)

- id [Uidentitd L
PREUVE: 21 ast 'ine des permutations ci-dezzus citées alors on vérifie
facilement que soit Oz, v) = {(v, 2]} soit Dz, = {(=.2).
Réciproguement supposons que Card( Dz, y)) = L
Pour tout 1 2 =,y =1 pour tout 7 % 2, ¥ on a alors que:

fla)=fiz) et fily) = fily)
Ce qui denne £{i) =C{5).
Denc il existe un entier relasif k el que pour tout J = 2,y ona Cfj] = &

On distingue les deux cas suivants:

o Casouz #£0 efy #0,
Comme C{0) =0, on a que & = [
DVoit £ fixe tous les éléments de £ sauf peut-dire = et y, Donc § est sait la
transposition qui échange r et y soit Videnticé.

o Cag ol & =0 on dien y = 0.
[Daprea la proposition § Oa a:

(2h — 1)k = —C({z)} ou bien (2h — 1)k = —Cly).

(e qui donne k = <1 ou bien & = |
Car 'image par la fpr © de tout élément de B est au plus égale a 2h — L en

valenr ahsolue.



Sik=lalers (fz)=1— 2 ou bies Cfy) = | — 2k,
Dowirx=2kety=0)ouhien{ x=0ety=24].

. Done 8 = (012825 = 1, .2, 1) :
S1k=—1alors Ciz) =2h — 1 o0 bien Cla) = 24 - | et an ootient
F=(01L3. .2 avec(z=1lety=0)oublen (=Nt y=11 &
LEMME 6 5 iz.y) est un diément de B fel gue Card( Dz, 4} > | alors
il existe Diz,f) # Diz,y) tel que: Nz, )\ Dz 1) # 8.

PREUVE: Soit D{z, 1) un élément de P et supposons que toul

D28} # Dz, y) est tel que Diz, )N Dz 4) =0

301k {1, v])" un-élément de D{r,y) alors pour tout { # x,ypet i £uw

ona fi (u)=xet 7 vl =y duit Fifz] = u et filyl=u

Soit (o, 5} un sutre élément de Dz, y) alars pour tout 3 # ooy = b oo a

flz)=aet fi{y) = b

Comme Card(E) = 7, il existe b # @, y, u, v, 4, btel que filz) = filz) = filz)

et fe(w) = fi{y) = fi(y), donc » = a et v = b, cantradiction, O

LEMDME T 51 (z,5) # {w, ) alors Dz, y) # Diw. t),

i

PREUVE:

o 8Pz wilalers (flw), LOF € Diz,y). Or (folw), folt] € Dl 1)
done Dz, i) # D{w, t).

—+ Siz=f{resp. r=uw)alorsy# w| resp.oy =i

On a (fyw). A1) & D,y et (f,(w}, £, ()Y & D{w. ) done

D{z,y) £ Diw,2). &

REPRESENTATION DE H{R H) PAR UN TABLEAU,

Soit @ tel que toute perrnutation élément de # fixe au plus devx léments
de £. H{#, ') est le sous ensemble de # des permutations qui fixent an moins
un élément de B, Representons H(R, B') par un tableau dont les lignes re
presentent les permutations élémants de ({R, ') { voir 'exemple de 3.3 ).
Sur chaque ligne apparait un cu deux cycles de Jongueur |, ce sont les €14
ments fixés par la permutation. Pour parler des [ —1)-hypomorphismes. il sera
plus commode de dire "ligne” pour "permutation” car si la ligne posséde deux
eléments fixés elle décrit dewx (—1)-hypomeorphismes,
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LEMME B Deur éldments & el &' sont sur ane méme ligne 5 el sewlemend

s L[k =LK

PREUVE: Soii A une lizne qui fixe & et & Alors A =0, =y,
(e qui équivaut & CE) = CEN.G

LEMME 8 Etant dennd v un élément de £, les images de w par dews lignes
differentes son! diffireates,

PREUVE: Supposons gu'il existe denx lignes Ay eb Az telles que

Arlu] = Agluc). Tl existe &y ot by denx éléments de E gui sont fixés par A; et
Az, Clesl-a-dire que Ay (k) =k et (k) = k.

{le qui donne Ay =4, et Ay = 8.

Far hypothése & (u) = 8, (u); d'oh k) = Ok

[onc &y et &7 3ont sur la méme ligne «'apreés le lemme 8; ce qui st abaurde.

(9]

LEMME 10 5 toute permulalion g de 6 five gu plus dewe didments de £
alors Card[ Diw. 03] = b pour tous i« ef v,

PREUVE: Sois @ tel cue toute permutation de 8 fixe au olus deux &léments
de E. Reprenncus la representation précédente de Fensemble TR, B
Taute ligne du tableau détermine un élément de D{u, v) & la condition qu'on
¥ trouve aw moins un élément fixé par une permutation de #. Done le nombre
d'élément de F{R, R') est dwal au moins & & < 1.

o va distinguer les denx cas suivants:

1. u ef v appargissent fixds sur une méme Hone.
Il reste alors au moins & fignes { car Card( H( A A = h 41 3 Bt le
lemite 9 permet de conclure.

2. u et v apparaissent fizds sur deur lignes differentes,
s+ 51 Card[ H{ R, B')) = i+ 2 alors il reste an moins A lignes et lemme
9 permel de conclure.
— 51 Clard{ H R, B")) = 4 +1 alors 1| existe un élément de £ qui n'est
fxé par aucune ligne de &, ¢ qui est absurde. $

14



PROPOSITION 14 5i feuis sermulztion élement de i Jize gu plis deux

Flements de & alars Fogst wne M-clnsse.

PREUVE: Sl existe dans le tahlean-de H{ A, B} deux lignes &y et Az qui
Rxent chacune denx cléments de & et s1.0n prend = { resp. p ) un Elément de
E fxé par Ay (resp. Az 3 alors Clerd{ Dz, yi) 2 & + L
Sinon olest-iedire guian pluz une ligne doe tzbleau fixe deux éléments da
E alors Card{ H(H, &) = 2h = L et Card(z.pl) = h = | poar tous
r ety dags £ [voir le lomine 9 1 11 existe done Dz, y) dans B tel que
Card[ Xz, g1y > h+1.

— 5i pour Lout w1} # Dz ylon s Dir gl e, v) #  alors Fi est
nna A-classo,

— Sinon on suppose gu'il existe B{w. !} dans A tel que
iz, w0 t) = B Alors Caed( Dw, t)) = h et pour tout
Ofw, v} # Diw. &) on a: Oz, 430 Mu,u) =@ car Card( iMu,v]) 2 A
Ainst 2 — [Diw, 1)} est inclus dans une A-classe. Comme b = 2, F contient
2 moins trois Dfu.v) autre que D{w, ¢) =t Dz, z). I existe done M, v)

doms B tel que D{w, )N N, o) # 8, Donc F sst une A-classe. O

3.6 RECONSTRUCTIBILITE.

Soit M = { A, ... B} une multirelation binaire de base E = [0.1,... 2k}
tel que By = Ty, La multirelation M est | —1}-reconstructible si pour tout #
il existe une permutation f élément de # gui est deéterminde par la farille
des [ —1)-hypomorphismes entre f; eb [ (o0 &) = (4]} ).

—+ 57l existe une permutation g élément de 0 gui fixe au moins trois élé-
ments de E alors g est déterminée par la famille des {—1)-hypomorphismes
entre By et i En effet pour tous o ef b de B il existe §  a,b dans £ tel

que g/{a,b} = f3/{a,b}.

— 51 Loute permutation clément de f fixe au ples dewe ééments de B
zlors d’aprés la proposition 14 B est une A-classe, et cela pour tout i
Soit | un élément de {1, ..., AL, On puse X I'ensemble des ares (u, ) tels que
D{u,v) est dans Py, On pose Aj égal & la rennion des D, v} qui sont dans
A

G
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DVapres Iz lemme 1 X5 | resp. X)) est une ~~-classede type il <1} 1 resp,
(—1.1) ) dans L § rosp. L ).

On a également X7 = {{F{uw). fle)) / lv—uj=1{meod Zh+1}) =f [ = é k.
Car pour tous ¢ et b élements de £ tels que juv —uf = (| med. 2h =1 ]
et pour route permutation f de # il exizte deux eléments ¢ ef w fe & tels
gue flu,e) = f{w,w+ v — ) Enelfet 51 on poge f=Hale it sulfie elors de
preadre @ et w tals gque:

Pl =k+u k+uvimod 2h +1) et w=Ek+u—07"i)+i (mod. 2k +1).

Soient @, b et j trois élémenss de & tels que ; 7 2,6 Soit g une permuta-
tion élément de &, Les arcs { fla), G000 et {g{a), g(b)} sont ~-équivalents
dans A7, 11 existe donc une A-compeosition o de type (—1,1) qui envele
{F5{at) £, (53 sar (gla), o{b))". Done gf{a, b} = Paf;/12.}. Donc toute per

mutation g €lément de & est déterming par la famille des [—1)-hypomorpaizmes.
Alnst on ohtient:

THEOREME 1 Toufe mutirelatton finoire dont une composante est un
towraed Ty est [ —L)-reconsiroctible dés gue som eardinal = 7.

3.7 LES A;-EQUIVALENCES.

Soit & une permutafion sur b = {Ij__lT_...:.l.l".L} felle que 8 confient une
permutation qui fize ou moins frois léments de . On pose & = T af on
naote §i' 'image de @ par o, On déerit une technique de déterminalion de la
h-décomposition de [ et &' qui consiste & calenler fe Sup{{n;: [ 7,0 € E }).
O établit quelgues propridiés.

3.7.1 DEFINITIONS.

Spient § et § dowx éléments de £ tels que (7)) — (i) = & soit non nul,
On dira que deux éléments D(w, v) et D, 8] sont Aj-Squivalents s'il existe
une suite dans Py

Ofug, o) = Nu, v), Dlug, v, ey D100, ) = D, £}

al



1 —_— — T 'i-.l.. — 'l-\-:. L I = — [ll ! 3 I.
Mg hqy o [F5 S | ) BMOUT @ = WL L, Tl

Mg Foig ) Sy Ly pour a=lL.....a—1

Ba. e ) Bl Lg s T3

colent A et fem deux celations d'dguivalence définies comme ci-dessus,
On note sup( A, A ) 2 relation d'2quivalence défnie sur B par:
D{wow) et 2w, ) sont seplfgn Aes )-Eguivalents s'il] existe uoe suibe:
DHug, vo) = Du, 0 Dlug, 1)y o Dttn, 0] = B, 1)
telle que pous tout e = 0.1, ..,n—1 on a que D{ug, va) et Dugyy, aq1) so0t
sait Ag-equivalents soit Ay, -dguivalencs.
Les equivalences Sup{{As [ 568 € £ }) et A définissent les mémes classes.

EXEMFELES:

_—
i

1 f _ & ‘I' . .'-"Li.':|f5 1,:.__ r-a.hlEFl.ll dEH alaments
i T By

TR
ot b_rn 4

!
de B[R, A') est:

R R
— e
Zh O

SO o fa

(0)(2)(6. 3. 1.4,53(7)(8)
(5MB)(8.7.3.2.4.1.0
(3147, 4)(%.2.6,0, 1. 5)
(1{7.0.2.5)(8. 4.3, 5)
Gﬂ =
Py = {D{6, 1}, D{1,2y, D{2,3), {3, 4}, D(4,5), D{5,8Y, D(6,T), D(7, 8, D(8,0)

" Ert:mp.l': E:j: 1 et 2 =10.
On range les éléments de Py en fonetion de § = 2 ot on a:
D013, 002,31, 004,5),1006,7), 008,01, D 1.2).D{ 3,4}, DM 5,61, D{7.5).

On peut disposer les éléments de Py sur un disque comme dans la fgure
qui suit.

D8, 0) et D(1,2) sont dans la méme Ajp-classe. Car
(4, 2) = (fi(8), A0} = (fal 1), fol2)).

Far confre (W6, 7h et £48,0) ne son: pas dans la méme Ag-classe car fo(d)

52



Co

n'est pas definie. .
O constate en (o que dewx &léments Dfwg, v) el Diuevao) QU 38
suivent dans ledisque | quand oo e parcourh cans le zenz = . seront dans

la méme A -classe. 51 et sculement 51 7 7 a1 B0 F vann, Sesn Dot les
Aji-classes sont:
[D0, 11}

1D(2,3), ix,5), Di6. 71}
[D(8, 00 D{1,21}
[D(3,4). {5,6), D(7.8)}

_'_1_'_,_.—-_\_‘_\_\_\_\-

-~ -
i
[

TR /7““‘&,\

D(7.5) | ;
i B ™
£ D{iﬁi\y)—\/ D(2.3) \,II:.-. +

I I‘""___.—-—'_'_-_Ii'

|oas | | |
/ D4, 5]'

\_'_'_,_,_--""'_'_ \-\_r//\\.-
D(1,2) :
/ x Drﬁn
D30 | /

"'H—\_.___,_I\.IIJ-""FF'!

s Eremple 2: j =3 eti=T.
Onad=0C03) -0 =3
[ei & divise 2/ + 1 et on peut partitionner Py en trois ense: mbles Dy, D) et
[, On range les éléments de Dy, Dy et 1J; en fonction de &:
Dy 240, 1), B{3,4) D06, 7, 040, L)
Dy D41, 2), D4, 5), Di7, 8), 0(1,2)
0y ¢ D2, 3), D{5,6), D{8,0), D(2,3}.
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On . B et 2% sonk les As--rlasses en effet an a
QL0 B3 4 # B considerer f;oen fr
Q000 DG, T+ B oeonsidérer f> et fy.
D012 M 24, 3) 2 D cansidarer et
D812 M (7,3) # @ considérer F;oat 5.
RO DB £ cansidérer 7 el s
L05,6) 17 DIR.0) £ B considérer f5 et [

3.7.2 QUELQUES PROPRIETES.

“onr datermuner les Aj-classes on peur disticguer deax cas:

Lo |4 =2 ou |pgedid 2h 4 1)] =
On considere les deux swtes d'éléments de 7 définies de 2 facon sui-
varnLes:

Dl:‘*-‘!'ﬁi W}TD{EL|¥1]1---~ D{“ni "*-'-'1..!1---
Unpt = Uy + 2

{ Pnal = Uy k&

Soit & = 0 ie plug petit entier tel que par fout o < K. u,

eb we sont tous deux différents & la fois de ¢ et de 7 =t tal que

{ue, e} ML 7} £ 0.

S1 g =1 ou by = 1 alors les élemenls

telle que: avecwg = j~detuy =1+ + &

Diiep, vpd, D{J:.-]] v IM e w5—y ) appartiennent & la méme
Ag-tlases,

3b (ve =7 et we 2 &) oufur = 5 et vy 52 1) rlors les éléments
Dfua, valy . egd, oo, Dfug, vy} appariiennent & la méme A

classe,

— Do, ta), Dwi £), ., D, £,)
Wots = i, —d&
bui; =-bi—f
Sits =t (c'est-3-dire i — 7 =] alora { DMy, 1)} est une A ;-classe,
Sinon (c'est-a-dire t; # 1) on note & le plus petit entier tel que
pour @ < &k, w, et t, sont différents & la fois de i et § et tel que
{wl.,lk]-ﬂ-[i _;r} % 0; donc;

-Doit (we =i et o & 7) ou (wy # J et & = i) et aloes les élé-
mects Dy, £,), D['u,l, by i Dl:tr.l_n,,t,u;} appartiennent i la méms

telle gue: avec wp = j et fg =7 + 1.
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.-“._,-,--r:ls_"_iEL'.
St £ = et alors les elements
Ding, £), Dlaog. £), o D{epsy tioq ) appartiennens 4 la méme

Agi-classe.

[

|6 =3 et |pged(s. 28 + 11 =5
Posons & = |pgedid, 28 + L), Uo parlilivnne £ en d parties a p e
menig [ ok pad=2k+1 ). On a:

Lo = { D0, 1), D(8,1 + &) B{{p— LY, 1+ {p — 1))}
o= {1 4+ e Elp =100+ L+ {(p—1) + 1}
Diy = {D{d— 11 + d = 1),...,
Diip=13d+d—1{+ip—11a4+d-1)}

Toutes les fois que cela est pozsible an défnit les memes sailes qu'en

1. sur chague O,

ol on considere que les éléments de £ sont ranges sur un (ou plusieurs)
disquefs) alors les deux suites ci-dessuz définies le (ou les) parcours en sens
inverse ['uns da 'antra.

PROPOSITION 135 55 4] <2 ou s1 jpged(d, 24 4 1) = 1 alors
T Card(Bf A ) = 4.

PREUYE: (par construction)
On consicére tes deux suites [ Du,, vo)lnsg et { D{twn, 1) o of [25 entiers &
comme définis ci-dessus. On va distinguer les situations suivantes:

. Supposoris que by = 1.
On pose Ay = {03} On vérifie facilement que 4, est une
Myclasse. v # 1 car on a déja #p = 1. Pour construire les acires
Mji-classea de By qu'on notera As, Az el Ay oo distingue les sous-cas
suivanta:

— L =1,
Alora vp 7 7 en cfiet D{7,1] et £{3,7) ne peuvent pas apparteoir
alafoisa F. On a:



T o AR RS N - G O

Ny { D0 0 =)

Aa= ED0 =P B Fe By Dl i =31

Do wérfe asement que Az, Az et A4 sont bien des Ao mclasses de
£

- =
Alors wp 74, ) pour les méames raisans que plus haut. On a:
Ay = {0445+ 1+ 0,00 -0 )

A= 4D —l+d g+ 8), . D=8 14+1 -4}
Ay = {D(i, 84 1), ey DU = 8,5 — 63}

Cocsidérons le cas particulier e {ug, we} 147, 71 £ 8. Bemarquons de
primee ahotd que two 2 j ot vg £ car wo = § 8t fy = 1.

- Si ug =1 (c'est-dedire i — 7 =1 = &) alors 4, = {D(5.4}} et
As= P = Ay

= Biwy = 7 alors Ay = {D5.4))
Az = {IMj =4, 7))
Az ={i; —l+8 748, D= i410-81)
Au={DEi+0,...0(i = 8,i—§)).

= oeh byt
Onpose Ay = {4, i+ 10), DI =80+ + 8, ., D05, j+ 03}

- Sivg = j alors on &
Az ={D{f + &7 4+14+8) ... Dij =1}
Az = (D0 — 1487 +8) 0 Dli =i = 5,i— 81}
Ay ={D{i - L3, ... Dii—d.i+1- 0}

- 51 vy = § alors on a:
Ay ={D{3 -7}
Aa={D{1 =128 48 Dli—1—5,i—5)
Ae={Dfs ~ {4}, ., D —d.i+1— 4§}

- Si v = 1 alors on a

Ar={DF+d, i1+, Di=1=4,1-48)}
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Ai={y—t+a;+ap. o Dai—da+l -}
~ 5} wy = £ alorsonie;
Az =D =d. 0 805 =11}
Az = My ~fraj+d) = —d =]
Ay =9
:3. :J: = 1.
[fien evidermment wy = ;7 car oo & déjd wy = 3.
O poser Ay = {Dii =), D{e b= 0 &8, ., DG, 5+ 1)}

Sive = § (remarcuer gue v; 2 3] on poss:
Av={i o, -0 B —1 50
Ay={Dj—l+d s+, Di—-di+!-a8))
Ag={ DG+ 1), DL =6, 5= 8}
Siwm=j{d= I slors

-"13 i [E‘ll:.:' N ‘|1.-r}}

A= {00y ~{ea 4+, Pi—di+i-4))

Ay = DGA D LDl — = E =8,

- Siur =4 (e £ jcaronadiiap=7)ona
A ={iNi =& 5 =1 it s | S e e B
P s e e

A= {Dj—ida j=8L . Dli=0=4 &)}

- 51 ug =1 alors
Aa={D0 i+ L D7 =1, )
Ag={0j—i+ 48,78 D=1 —-4§ 1=}
,—1_,==-ﬁ

4. tp =7 et wp 1.
Onasoit Ay ={D{; - +d.5+d)..,005,7+ 0}
A= {D{Gw b, i+l +8),....00—-1—48,1—8))
Ag = LD{L = L3}, wuiy DUE == 8.5 41— 8)}
As={Di i+ 0, DU =1L}

Soit Ay = {7 —{+d. 7+ D4, F+ 11}
Ay = (DG 4+ 8,7+ 14+4),... Dli—4,i +1— 8}

a1



Az ={DHe i 1), .. D =i = L F1
[Dfe— Ld), oo DEi =1 )

_F
e
i

T B =aatit == 9%

Opa.dr={D{: bd, g+ 4) ., D, 0

Ar = {D[i+d 348 Ofi =L~ 4.1 -4}
Ay = {00 = | 1 i all

Ay = {005, 51). ©

PROPOSITION 16 5|6 =3 et d = |pgcd(d, 20 + 1) = 3 alors
a2 Card(Ffay ) <d4+ 3

PREUVE: Posoas & = (D[4, + 0,005, + ), D — L), Dy —
Do Ly fha g définis comme plus haut,

3l existe @ dans {0,1,...,d — 1} tel que & est inclus dzas [, zlors
pour taut o F ooon a que O est ung Ag-classe et [ e cootient au

plus 4 {voir la proposition 15 ).

e,

i

]
¥

i,

- Bl existe a dans {0, 1,..., d—1} te! que trois dléments da & solent dans
2, zlors pour b = acn aque [ est une Hi-classe et Do en coatient
Al pius J.

- &'l existe deux éléments o et b dans {0,1,....d — 1} tel que I et ik
contiennent chacun deux éléments de & alors pour tout « = g, han a
gue L oestoune Ag-classe et J)y et Dy contiennent chacun 2u plas dewsy

1e
rlassas,

- 31l existe un unigue o dans {0,1,...,d— 1} zel que deux sléments de A
solent dans £, alors pour tout b 2 4 on a que [y est wne classe sr D
voatient au plus dewx classes.

- 51 pour tout a de {0,1,...,d =1} D, contient an plus ue Slément de
& alors chague D) est une classe.

Auntetal d < Card{ B/ ) < d+ 5. O
PROPOSITION 17 Soienf w et v de & lels que v —u = [

Four que {D{u, v)} soit une Aji-classe i fout et i suffit que 'une des condi-

fions suivanies soil vérifide;

lu—d=jetfv=jountd=ioxv+d=i)
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Le—d=jetfju=jfonutd=tonertd—=1/

Fousielfo—=JoatFa=i)
Lp=igfu=joasutd=1)

PREUVE: I est facile de voir que 5i I'nne des conditions ezt venifiée alors
[.U':'-:.', 1'_:1}- eat e -'"\.;::;-l'.'ll:lb'if'

Récipronnement =i D[, ¢i} est une classe alors Diw, v]} n'est pas Ao-tguivalent
L Dw—de—Adlet il + 4,04 0} Donc oo a (v —d=jouu—d=j

gl =fore=iletlu=jouc=jous+d=touvtd=1)%3

PROFOSITION 18 Soient v v,wet i de E dels gue v —u=§—w=1»

Poir que {D0{u, et b ef [Diw, 1)} soient dez A g-nlasses o faut et i suffis que

i
1
Uane des conditions suicanfes 2ait veride:

Lu-—-fd=jetv=jelw=ieti+d=1
D p—f=jetv+rd=ictutd=lirtue—d=3
F u=titedv+rf=iclw-F=jelli=7
dutd=r16to=ictw=jeli—Ad=]

S u—d=getutd=icli—d=jett-d=1i

=

fo—d=jeto+d=iclw [ d=iatw—4=]

PREUVE: [l cst facile de voir que si l'use des condilions est verifice alovs
[ Diw,v)} et [D{w, t)} sont des Ay-classes.

Réciproguement Supposons que Du, o) soit déja une classe, d'ol w ol v
vérifient i'une des conditions de la proposition précédente. On se place done
dans chacun de ces cas et un cherche les conditions pour que {D{w, 1) soil

nne denyigme classo.

- Casotu—d=j¢et o=
Si 0w, 1)} est nne autre classe alors
Soit w44 —iet!=1ceauicntrainequet —n=—dett—w=4=c¢e
qui ezt absurde,
Cait w =1 et £ +4 =4 et alors | = —4. Ainzi on 2 la condition 1.

&
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_ s otiu—8=Fetudd=1:
55 [, 1) est une aulre elasse alors £ 4 — ; et f —d=ieif=0ce
gul donne la condition 3.

~ Tasotu—d=7ctotd=1
Si{ Do, ]} est une autre classe alors
coif =1 et f = F ce qui entraing eque§ - ) = w—u 4+ &= v+ i = L
d'oft w—w=w—1{or par hypothése s —u=f—vdonc il = v el w =1,
Soit 8 =t etf—d=7alors on bien [ w = w et f= v ] ou bien
[w=vetf=1u)
Donc siu—d =3 et w48 = ialors {Dw. vib est Ia senle classe & un
clément.

- Casouw—-d=7etu=j.
Si { D, 83} st une autre classe alors
Soit w =i et t4+ 4 =i ce qui enfraine que i— j=w—u =t+f—vid

or o6 sait que w—u = § — v done 2§ = 0 {mod. 26 = 1) Ce gqui est
absurde.
Soit wo-& =ieti =ieti=4 Cegudonne v —u = —f done 2 =0

ce qui est absurde.

— Casonwe—d=7etudd=1.
Si { D, )} est une autre classe alois
Soit w — 8 =jet i+ =tcequidonnew &—u—d=uv o
doftw—w=o—l=t—vdoncd—velw=1.
Soit i =jeti=1cequidonne w—u—&=v—2>—t
dofitt—n=v—-t=t—pvdonct=vel w=i
Sidonc v —8=jetutd=1alors {D{n, 1)) est la senle classe & un
Elément.

—p—d=Feluvt+d=1
5 {D{w. 1)} est une aulve classe alors w + & = fet w— & = j aver
w = ., Ce qui donne la condition 6.

—#=]&l 0= j
Si {Iae £} est une autre classe alors
Soil w = j et £ = 1 ce qui est impossivle car £ ne pent pas countenit & ]
la fois i, 70 ot D{g, )

Gl




goit w—d =y etl+d=crceqnidonme u —w+4 = 4+ 4§ — v dod
p—w=f—voru—w—p—tldinct=rpectw=1u

An botal =s1uw = ¢ et v = 7 alors {LINw, )} est unique classe & un
élénient,

Caspbipn=1iete+&=i,
S0 w, 8} est une zulre classe alors

it =jJett—d=jcequidonne u—w—v—{-3oru-—w=uv—1/
done & =0 { mod. 28 41 ) ce ani est absurde,
Soitw —4& — yet i =7 et alors { = —4. Bt on a la condition 3.

(Cas g w =3 = w =1.

Si{D{w, 1)} est une avtre classe alors
Soitw={iett=jetdoncw—u—uv—L
Soitw+d=tetl-Fd=jclalorgip—n=9--1.

Au total st v = J et v = 1 alos { 0w, v}} est NMunique classe & un
Elérnent.

Coepil v=19pfL+8& =1,

St M, L) st nue aulre classe alors

Nt w—d=jetf=7cequidonne v —u =4 el t—w=—4 ce qui est
absurde,

Soit =7 ett —4 =7 etalors | =&,

Ef aipst on o le condition 4, §

REMARQUE: 50 on suppoese que { e, v} } el { D{w, i)} soal déjh dewx
clagses de P c'est-a-dire que u, v, w et £ vérifient Mune at meins des conditions
de la propositicon précédente aloss en se placant dans chacun de ces cas, on
peul trouver les conditions nécessaires et suffisanfes pour qu'il ¥ ait une
traisieme classe { D0z, w1},

il
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Chapitre 4

PARTIES CONSECUTIVES
ET FORCAGE

D ISOMORPHISMES
L.OCAUX.

(e dfwdie o lo propriéfe de on-reconstrictibilitd des relaiions. {In rap-
pelle les nalions de partics B-consécutives el da forgage d 1somorphis s
locour dus & (7. Lopez [Lol. On gtablit quelytes proprictes lides aur nalionsg
ci-dessuz mentionndes, On introduit celfes demboftement et de point critigue.
{ o3 relutions ternaires nonereconstructibles ohtenues par i, Pouzet (795 sont
telles que tous les points sont crifiques. On montre gue celle propridie ns suj-
fit pas pour oblenir des relations terniaires non-reconsiructibles.
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4.1 INTRODUCTTIOIN.

[.a motivation de o8 cHEpitre frouve son origine dans 'analyse de Tune
des argunzeatations utilisess pour montrer gue dewy relations e sont pas 150
morphes. Plus precisement soent A ot 5 deuwx relztions de base & et & qui
ne sout pes isomorphes. Ponr Uétablic on se donne wie pactie A particuliess
siricte de E, il g'agit alers pour Loul isomorpaisme lecal [ de domaine A de
f vers 5 de mantrer que f 2 peut pas &tre £tendy en un isomorphisme de
A sur 8, Grace & la structure des relabions. on constrelt successivernent une
suzite dlisomorphisimes locaux qui se forcent 'un Uantre. Bt on aboutit a une
contradiction.

L'eficacite de cette démarche repose essentietlement sur ie cholx de 4.

11 doic pouvair limiter le nombre disomorphismes foczux [ a considérer,
Atnsi on choisira de préférence une partie A teile qus la restriction &/ A =oib
unigue de son tyvpe dans & ou bien telle que le lien entre les restrictions
fild et B/ F — A seib particulies, Ce qui coaduit & lafreduire les aerions
:

d'emboitement [ oui est lide & celle de parties consécutives | ei de point

ETIEique .

e chapitre ezt consacre au developpement de ces notions. On étabiit
dralement des proprigtés élamentaires, Les notiens de parties A-consecutives i
et de forgage d'iscmorphismes locanx sont dues 2 (. LOPEY, [Lo].

4.2 GRAPHEE DE PARTIES CONSECUTIVES.

On considére une relation m-aire i de bas=e E.

+ PABRTIES R-CONSECUTIVES.
Soient A et H deux parties distinctes de £,
B st f-consdcutive 4 A sf pour tout automorphisme loczl f de R de domaine
AlJE tel que ffAd=Idona fi¥) = B. Et on note A —+ B. Lorsqu'il n'y
a pas d’ambiguité cn dira simpiement que & est consceutive a A,
Cette nofion esf suggérée par fo conséeulivild hinaire vsuelle,
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EXEMPLES:

.. Considérons la relation A sulvante oo a
{I:I.,J.,E} — {11 3| 1‘:’

[2,3,4} — {3.4,5} et {2,3,4} — {2,4,5}.

Solent A =4{2,3,7} et 8 = {5,8,21} deux parties de Z.
Dans e groupe (E, 44, [ n'est pas copsecubive & A, Par coctre czns
Vaanezu (I, +,.] 5 est conséoutive a A.

&

*» GRAPHE DE PARTIES R-CONSECUTIVES.

Saient X un ensemble de parkies strictes non vides de & et
U={AB)/A BeXeaAd— B8}

Le graphe (X, L) d'ensembie de sommeata X et d’ensembie d'arétes (7 est
appelé graphe de parties f-consécutives.

Un chemin de parties R-consécutives est une suite Ay, ., A, de parties telle
que: Vi< nona di —+ digas

On dira qu'un tel chemin est complet si |4 = E.

EXEMPLES:

. Dans l'exemple 1. précédent on a le chemin de forqage complet suivanl:
{1,3,4} — {0,1,3} — {0,2,3} — {2,3,4} — {3,4,5}

2. Soit i une chainette de Pouzet. 5i on pose pour tout 1 A = {a, b}

G4



alors: b A — Ay — A e Ap.

3. Pour le groupe {Z&. 4] on a
.34 — {2,6,8) — {4, 12,18} — {8,24,32} — ...

4.3 GRAPHE DE FORCAGE DISOMOR-
PHISMES LOCAUX.

On considére deux relations me-aires A et 5 de bass respective & et F,

o FORCAGE D'ISOMGRPHISMES LOCAUR.
Saient A et B deux parties distinctes de £, On dira gu'un isomerphisme local
f de domaine A force un isomorphisme local g de domaine & lorsaue pour
teiut isomorphisme local A de comaine A5 on a

1. SihfA= Falacs h/B =g
2, filg est un isomorphisme local de domaine AL H.

Lt on note (A, ) — {5, g]. Lorsqu'il 'y a pas d'ambiguité on ecrii sim-
plemens f —+ g. 51 (A4, f) — (B, g) alors g 3} est F-conséevtive & AL

Dlius sénéralement, on a, en transitivant que f force g 8'il existe une suite
Frs-nen fn d'isormorphismes locaux de domaine Ay, ..., A, telle que:

~fi=fetfa=g
- Yiamn {.#l.i,f,-} —H {.-‘15-__1,fi+|}~

On appellera une telle suite, un chemin de forgage d'isomorphismes locaux,
Lorsque | J 4; = E on dit que le chemin de forcage est complet.

s+ GRAPHE DE FORCAGE D'ISOMORPHISMES LOCAUX,
Saient JLune famille de parties de £,

X = {{A, f) | f isomorphisme local de R vers 5 de dowmaine 4, 4 € f}

1. L double Aéche indique que la conséeutivicé se fait dans les deux sens.
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U= (AL {Bg)) f 1A {B.g) & X et | foree g}.

La graphe nolte & = (X, U} est appelé graphe de forgage d'isomorpnismes
locaux de & vers 5
51 B = &, on parlera de graphe de forgage d'automorphismes locanx.

EXEMPLES:

1

[

Soient §i et 5 les deux chaineties de Pouzet, Notons & le graphe de
farcage des isomorphistes locaux de B vers 5 induit par Ao, Ay, An
O admet comine composante conpexe:

(Ag, {d) +—+ Ay, Td] +— _dAq, Id) +— (Ao, p)

(Ag 0y e— [Ar, p) > (A p) +— (A, [d)

(1 (A, p) désigne lisomorphisme local p de dematne A; qui échange
a; el & et cela pour tout 1.

(lette composante connexe fait appasaitre une incompatibililé des (so-
morphismes locaux par exemple | &g, Id) foree (Ao, p).

Fiant donnés 1 et § deux entiers positils, on note {4;, & Visvocrphisme
local ¢, de domaine A; e« de co-domaine ;v deéfini par: tilm) = ois;
el &) = by On pose également: py = pody

( Les sommes en indice sont considérdes modulo n 4 1.]

Le eyvele suivant est une antre composante connexe de G

{.‘q-u,'h} R o {4‘1.1_.51-] e [--""Lrl—l:'t]:l — E'AH,FJ_} — {.%.n., P‘E]'
{dg,m) = {Anp) . (A ) — [ Ansti) & {An, 1)

Fim fait toutes les composantes connexes de (7 sont de ce type-la.

2. (On considére les relations /i et 5 définies par les figures qui suivent:

2. La double Aeche indigque qus be forcace se f2it dans les deex sena,
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Oo a le chemin de forcege suivant:

h—fHh—f—fi—

La restriction /A est seule de son type dans B, 5 est forcé par .
Ag est conséoutive & A mais f; ne peut pas e prolonger & Ag en un
isommorphisme local de domaine Ag | As. Donc & et § n= sont pas {so-
morphes.

Le chemin de forgage ci-dessus st complet mais 1) f; n'est pas un iso-
morphe de I sur &, en effet 1'aréte vide {3, 5) se transfcrme en 'aréte
orientée (1,3}
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4.4 EMBOITEMENT ENTRE DEUX RES-
TRICTIONS.

« DEFINITIONS.
Boit A ouge relation m-aire de base E. Soient A et 8 deux partics distineres
de £, Un me-uple fant 4 et B est un meuple de /410 8 qui o'est ni dars
B/A ni dans B/ 8.
(In appellera emboitsment encre les restrictions A4 ot BB l'ensemble des
meuples fand A et £ dans 8. On le notera {4, B et simplement {4, B} 571l
n'y a pas d'ambiguite,

solent A, 8B et © trois parties distincies de B,
On dira que £/ 8 et {0 a'emboiieni & BfA do la méme facon 5'i] existe un
isomarphisme f de B/ B sur f/C pouvant s'étendre pae l'identite sur A en
un isenorphizme de £7AL B sur B/AIIC et on noteras
A Blg = (A (B = Og

Un dira que 'emboiternent de B/ B & B/A est wmigue sl aucune actre
resiriction de K ne s'emboite & /A de la méme fagon que 5/ 3 & 874,

EXEMPLE:
Dans l'exemple 2. de 4.3 Vemboitement {4, A;) e=t vide et V'embeitement
':--’113- -’IG] est ensemble {I:_]-l EIJ:- I:Er J-IL1 |:11 3]‘1 {21 4:':- |:21 l }1 (41 ']]}'

Hemargue:
Dire que B est R-consécutive & A revient & dire que 7/ 5 s'emboite de ma-
niére unique a ffA.

« [SOMORPHISME ENTRE EMBOITEMENTS.
Soit # une relation de base £ et soient A, B, C et [ quatre parties de F£.
COo dit gue les emboitements (4, B)g et {0, D)g sont isomorphes =il exizte
un isemorphisme de B{AL  sur &/C ) £ qui envoie A sur ' ou bien A sur
I,

i)



4.5 QUELQUES PROPRIETES
ELEMENTAIRES.

PROPOSITION 19 Soif [ un isemorphisme de # sur 5.
Si 13 ast B-vonzéoutive & A alors [ B) est S-ronséouiivs F1A].

PREUVE: Supposons que f{B) ne soit pas S-consécutive a Flal Il exis-
terail un antovmorzhisme local & de domaine AN B kel qae

b (A = L] f{A) ot b(F{BI) £ F18).

Ce qui donnerait: f~lokof{ ) # B et f~lokofiA = fd{A et on aurait que
H n'est pas R-conséoutive 3 4. &

PROPOSITICIN 20 5i 8| st R-consceutive 4 A ob 5 et R-consécutive
e A alers B3| By est R-conscentive & A

PREUVE: 5ion suppose cue By L By n'eat pas H-consécutive & 4 alors il
aiiste un automerphizsme f de domains AL 5, i By rel gue

_;plu'r.'l _ ;FI:E at J.-I:.Ell_ U Sl} ?.I: Hl lJ E?-

Ce qui donne (2] # By ou bien f{ ) £ 5.

Doy 7/A = Id et f(By) £ B, ou bien fiA=Tdet F{{B) £ B

Done B n'est pas A-consfeutive 3 4 ou hlen Sy n'est pas R-consécutive i
A Ce qui est abaurde, O

PROPOSITION 21 |, §i 5 est f-consécutive 4 A tel gue ANE £ 10
alors B = A e3t R-conséeutive 4 A.

2. 5t B est f-conséentive 4 A alors pour toute purite stricte A" de A on
a que BA" est Reconsécutive 4 A,

PREUVE:

[. Supposons que 5 — A n'est pas R-conséeutive 3 A. 1l existe alors ua
automerphisme local f de domaine A 5 tel que
flA=Idet f(B—A)# B - A
Ainsi f estun automerphisme local de domaine A B tel que f/4 = Id
et f{B)# B. Donc B p’ast pas R-conséeutive 4 A,

59
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2. Soit A" une pactie propre de A et supposons que A'J 8 n'est pas A-
consécutive & 4. [0 existe alars un automorphisme local g de demaine
Al B tel que gfd = fdet g[A'1JE) £ AU B.

Alnsi g est un antomerpolsme locel de domeaine AL E el que gfd = §d
et gl &) # 8. Donc 5 n'est pas f-consécubive & 4. <

REMARQUES:

|. (rdce & la proposition précéedente, on peut considérer lorsque cola se
justific, des parties consécuiives disjointes.

2. Solent A une relabion m-airs de base K et A, B, C trois parties non
vices da E.

fz) 5i B est F-comsécutive & A on n'a pas forcement gue 5 est B-
consecutive & A — f. En effet 1] suffit de considarer la relation
binaire ci-dessous et de preadee A = {a,b,ct et B = {b,¢,d}

(9]} 51 ast R-consécutive a B et si 5 set Hconsécutive 2 1 on n'a pas
forcément qua B4 est R-consécutive & A, Pour le voir, il suflic
de considérer |a relation binaire ci-dessous et de prendre 4 = {a},
B ={bclet &= {d}h

i



4.6 POINTS CRITIQUES.

Cette dtude est motivde par e fait gue les chainstles de Panzel sont belles
Jie foragu on onléve wn démant de la base o7 aREriil lout un embotiemeant
satre deus parties consécutives,

Svient A une relation meajre de base F ot 0 = VA un graphe de
parties f-consécutives aven | J X = £
Pour taut & de &, on note: X, = {A—{a} / A X 7
On dit quiun élément a de £ est critigue si Papplication qui 4 tout sommet
A de H sssocie le soramet 4 — {a} de 7T X,] n'est pas un isomorphisme de
fl sur B1X,). H sera dig A-crifique si tout didment de £ st criticgues.

On montre que la condition qui consiste & supposer que & soit
fl-critique n’est pas suiisante pour établir [a non-reconstructibilité
de H.

DEFINTITIONS:

(A.) Zolent A une relation ternaire de base 2 et X = {u b ¢, d] une
pariie de &,

o On dit que X ala proprigté w{2) "Il exisie denx parties Xy et X; de X
& 3 élfments telles que ff X soit exactement ggale & l'ensambic des iriplecs
dont le support est X, ou X

* (O dit que X a la propriété m{d) s B/X est ewactement égale & I'an-
semble de tous les triplets doat les tomposantes qui sont éléments de X, sont
deux a deux distinctes.

(B.j On considére la classe des relations ternaires & de base £
vérifianks

1. Il existe une suite 4y, A,, vous Alzyan de parties A 4 éléments deux 3 deux
disjointes qui recouvrent £, Pour tout § on pese A; = la;, &, i, di ).

2. Les parties Azpa; (avec 7 = 0,1, ~afe) ont la propriété o(2) et toutes
les autres ont la propricté ).

7l
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3. Lesemboitements {Ag. Ayda (A A lg et { Al Ar g sont défnis comme

51LL:
1z =ant formes chacun o'exactement £ triplets,

Il existe v et iy dans A, tela que:

I: rq.l,'l.. -'J-l'l }E‘. — {{I1 .!JI:- I:r'|:]1 I:'EI .Eur'. 'I:-"'J]" I::1 o, EL'I_:I I:I'- .\,rlll1 d'.'l:l]'
|:r‘1.:|. AE}R — {-{11 .I_-III-':IE]H [-T-. EJ.1 5‘2}:-':-"'-’:3"1 C?:l I:I'. I_.I'.. d!]]'

La peaition de @ ftesp. iy ) dans ces triplets impaorte pen; il sufat
de prendre le méme rang pour les & triplets,

— Spilent X, et X5 les deux parties qui font que Az a la propriécé
=(2). 5i on pase {u, v} = XX alors

[z, Asdp = {[u, v, as), (2, v, ), (2, 0, 03] {u, v, o3

Lz position de u (resp. » | dans ces iriplets importe peu; il sulft
de prendze le méme rang pour les 4 triplets,

1, Les emboitements { A,y Az ey (A Aga)r et (i, Ajca)n sont deli-
nis de la méme maniére comme plus haut avee 1 = 0,3, 6, ... {les indices
etant pris module 3o + 30,

3. 5i |k — 7] # 1 alors U'emboitement { A;, da)n est vide.

Exemple:
Ou prend A; = {a;, b, o, di} avec i =0,1,..,. 5
Az (resp. Ag) a la propriété w{2) avec {as, bz, ea} et {by, oz, da} (resp. {as, b, o5}
et {by,cx,ds} )

{A-U'r I=J‘-'| }IR - {l:'c'l!"fh“l:l]ﬁ |:_'f:ll'li'l.'l bﬂ]!{':hdllﬂu.:'-{chdhdﬂ]}
(A1, Az)r = {(e, di,m2), (e, da be). (a0 e, e2) (01, G d2) |
'[:-'"'11: fd—G]H i {[bir"-"ii "13]:-{h11 E'E&E'S:]!-{b'hf‘h E&}l i_&"!r':h"i}:'}
{-A?:A-tjﬂ = {l:":"-ildh ﬂaj,{_ﬂ'q..dq, s}, I:":-'l-rd'l! ‘:ﬂj!{ﬂﬂﬂdﬂn "'-"rﬂ}}
(s, Aslr = {l.ri'd.. d41*15:|1{f‘-41d41'55}1 I:'l"-:t.dmfs".-i{fh dy, -!35}}
{-'"1:--. "!-I.‘.I:].H — {[_'E.EI 351ﬂﬂjb{bﬂ-1 O, '513.]1{'[751':5.- ':"EI‘.I:!':'E'EE":EH':{D}}'

=
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Viur lz Rguce suivance:

T — . — = P—— T h - !
ata | ,I Fal-] | aa!ﬂl i:.‘._’ -: g 13 | = oad |DJ]
bj::I! |!.|{I-:| ERT |=|:IEI____-".J=CJI C‘l;h.| |$l:-.'i
: Cr el | v o] | sug .
il 1 Bt R e o
| da il i 1;;:_,.! | a4 :‘- = I:I.'iJ :_IJ_LI ] o US__.

LEMME 11 [es senles parties de E & 4 &ldments vérefiant soit w{2] sout
T(4) sant fes AL

PREUVE: Sait ¥ une partie de £ & trois aléments. 5i-tous les trinlets de
vase ¥ sont dacs R ajors ¥ est inclus dans 'un des 4;. &

PROPOSITION 22 Soit & une reiation de in clgdse O . alorg le grephe
fl de pavtiss H-conséeutives induit gar Ag, Ay 0 Angsn, e85 oun cyele non
avienté,

PREUVE: Grice a la stmcture da A, il suffira de montrer que

Ap ¢ T F.Jig‘. ".-‘13.

& Adp — Ay car 4, a la propriété v{4} tandis que Azniq a la propriété =(2).
* Ay — dpet Ay — Ajcar Ay a la proprieté m{2) et Ay a la propriété
T(d].

* Az — Ay et Ay — As car tour triplec élément de { Az, Azl & deux
compesantes qui sont dana A ce qui n'est pas la cas des triplets éléments de

(-'-I:‘lr .f'iz;lﬂ.
® Az —+ Ay car Ay a la propriété w(2) tandie que Ay a la propriété w{4). &

PROPOSITION 23 Le graphe H est R-critique.
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PREUVE: Grace alastructure de &, il sulfica de montrer que tous élément
aole gl Ay U A est eriligque.

Eas 25 A

Soil J an izomerphisme local de B4 — {2 soe BAY on X oest None
ides denx parties a teols 2lements qui font que Ay a la propricee 7(2).
O 2 alors que la bijection & de domaine (Ag— {o ] U -4 qui fixe chague
élément de 4y et qui et telle que &/ Ap— {2} = [ est un isomorphisme
lecal. Done x est erilique.

2o e aiie g Ay
@ 51 » est composante de toul toplet hant dg et Ay
[ i bien A, et Ay ) =lots o est critigue.
e 5i ¢ n'est composante ni dhan triplet lant Ag et 4y ol d'un briplet
liant 4, et Az alors @ est critique. Pour le voir, il sufiit de considérer
nn sormerphisine tocal @ de domaine g (A4 — {2} qui fxe chague
Slément da Ap ot gui envoie 4y — {2} sur Pooe des deux parties qui
font gue Aa.er a la propridse o),

Chs ol 1 i

o

» 31 7 cst composzants de tout triplet lant Az et Az alors ¢ est cricigue.
s Sinon o 25t encove critique. Four le voir on montre comme prece-
dament que Ay — {..l:} niesl pas copsecubive & As. O

LEMME 12 {GIP2) Soient R el A devwr relotions ternatres de mdme bose
E. D el 1Y des inlervalles non Irivieur de B st B telz gu'il exisfe un i20-
morphisme [y de BID sur BLY ef pour wn oz de D 0. an isomorphizms
fede BiE — {2} sur BV E < {2} tel que f{D—{ax}) =0 — {2} alovs f o
A" zont somaerphes,

PROPOSITION 24 Touie relation de la closse C gsl | =1 -peconstiuctible.

PREUVE: Scient f une relation de C de base L et R’ une velation
gui est [~ 1)-hvpomoerphe & 8. La vestriction iAo est Dunique restriction
contenant ag et qul a la proprigcé w4}, IVapris le lemme de LKELLY, il existe
une unigque partie A5 de £ contenanl gy telle que la restriction [/ Af ait la
prooviéte =4}, Le lemme de KELLY montre égelement gu'il existe une pastie
enique ¥ {resp. 2') contenant ag telle que: A Y [resp. 7727 est de meme

74



by pe gue B Az U Ag U Ay [respe B Azgp U Ao

Hemargue (13 Dans f. deux pacties ayant chacuze Tune des deusx pra-
aviétes =020 ou () soot disjoiotes cu conlondues. 1 en est de méme poas
A par | —1)-hypomorphizsme.

— Posons ¥ = By 1 By U By avee B/ B, et BFA; lsomorphes et mon
trons gue gq £ Hy =l que Sy = Aj.
Onadag = V.51 8y g [y alars on & dewx cas:
8 04 1T Bz quia la propriéié w(2) or ag € Ap qui a la propriéte wi4). Alnsi
la remargue [1) est contredite,
e ag £ ) alors dans Y, Pélement a4 n’appartient & ancune partie isomorphe
a Bl Asnoe L Aay e gut contredit le lemme de KELLY. Donc an € By,
On a ep € BaMdy,. Les parties By et AL ayant la propriété =43, on a
Ap = By d'aprés la remarque (1)

— Aontoons maintepant que Af est un intervalle dans K.

Bemargue (3 Boit X une pastie qui a la propriété «(d) dans B alors
l# support ¥ de enseiable des triplets dont une compesante au moins ap-
partient & ¥ est de cardinal au plus £gal 4 12, Les relations B et B étant
{—1lihvpomorphes, cect reste vral dans A,

U s ensuit gue: 51 X est un intervalle dans B/ Y {resp. 8/ Y7} alors ¥ est
un intervalle dans T (resp. A7)
La paztie Ap (eesp, Ap) ol propriéte w4}, Denc Ay {resn. ‘1'&,] sk un Inker-
valle dans  {resp. 7'},

— Posons A = AjupelUAaU Ay et B = By U AL B) et meatrens que
l'f — 1 }-hypomarphisme [y, enveie Ay — {41”]- sur Ap — {ﬁ'u}-
On dira gue la partie X a la ].:-m!.rriGLE' Mar 51 aurune exlension de H;"i
dans B E — {an}. n'est isomornbe & BfA, Dans B/E — {an}. la restriciion
ftf A — {ap} est la seule de sun tvpe & posséder la propriété Max. De méme
:_lL'l'..'Il._ R"f‘l’H — {I:[D}" LE-E'..'I.E H'rllIIE sy {{JD}
Done f,, eovole 4 — {ag} sue B — {op} et Ag = {ap) sur A — {as}.
Par suite, d aprés le lemme précédent on a: B et B zont somorphes. $

]
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Chapitre 5

UNE CLASSE DE
RELATIONS DEFINTE A
PARTIR DES CHAINETTES

DE POUZET.

Ianolyse des chafnettes de Pouzel permel de dégoger deur groupes de
propridiés: U'un f¢ ouz emboilements et loulre quz forgages enlre isomor-
phizmes locaus, A partir des chaineltes, on definid wne classe de refations
ternaires en joutant & chague partie consdeufive un dldment. Eils est telie
gue chague relation vérifie les denz groupes de proprites.

(i monire que cetle classe est [—1)-reconsiructible.



5.1 POSITION DU PROBLEME.

5.1.1 RECAPITULATIF DES PROPRIETLES DES
CHAINETTES DE POUZET.

PROPRIETES:

31 f et g sont deux permutations de support respectif A et & telles que:
FIANE = gfAN 8 ek 51 3, 1 eb = sont trois éléments de Ay B alors la
rennion f1g est une pesmutation de support AU B et Vorbite dn kriplet
fz,y, =) subvant Fllg est Bien définie.

Scient B et 5 les deux chainettes de Pouzet de base &
Si on pose pour bout £ < A:; = ey, i} 0 @ la permutation de A; gui
échange a; et by alors 'emboitement (A, Ajpi) est Uorbite d'un de ses gle-

ments snivant gl piey [ les indices étant pris moaulo 41 }.

Les chainettes B el 5 vérifient les propriélés suivantes:

1. Il existe une suite As, Aq,..., A de paires deux 3 deux disjointes qui
reconvient & telle que le graphe de parties consdcutives induit par
-{_;151 Ay ens .4,,}- est le cycle non orente [;1.:., Mg oot T

I3l

3
!

5 Rz, y,z)= 4 alors & £ ¢ 7 =z # =z el le ieiplet {2, y,2) appartient &
un emboitement entre deux parties consécutives.

ol -

3. Etant donnés deux éléments ¢ et 3 de 40,1, ..., n}, il existe un isomor- d
phisme de 'emboitement {A;, A;) sur Vemboitement (A, A;4) qui :
envaie A; sur A;. Et chague emboitement est formé d'une seule orbite. i

‘ :

4. Le graphe de forgage d'isomorphismes locaux &y | dont los sommels ;

sont led isomorphismes locanx (A, i) tels gue A; = 4] ) est un
cycle ayant 2n 4 2 semmets.

Le graphe Gp de forgage d'isomorphismes locaux de B vers 5 est du type
suivant;

ol i, i kel SR e A 1 1 £



; . . s ;
(g, ful —s (AL Al — e [dg, Jad 7 [ Ao ool

" | b r o
{Apgogn) = LAl @) & . & LAn, fat & [Aa. fad

VARIANTES:
Si on prend Gy tel gue (o} = {/dm} pour tout ¢+ = a alors loud chox
de o fournit une varisnte qui et un contre-exemple 4 la reconstruction,

Exempies
Seit R une des chainettes de Pouzet définie parn:

{ag. by, by ) (og, by, B2 {2, B2, ba) (as, ba, be)
(g, ap,ap ) (Br.ar, aa) (ba,ug, oa) (Ba, a2, 0l
51 om se donne Gy
[."l:‘.., ff{n:l . {Ahj"-']_'r — [..-q.g., LI';_] = |:..-‘13, _rﬂ:aj e i.—ln. ,I'-||:.]

(A, po) — (A Loy} — [ Az, Tda) — (A, o) = (Ao, fean)

alors or a & définie par
I::"~'5"-'||f-."'-'m iy '::'-*i-:"'-"'::*:-l"?.;' [,‘i-‘?: ':l'i-lb-?] [ﬂ'-iﬂl'-"-ha':'.:'

[ll:"l.h'iﬂrall] [bli{'!'l.:ﬁi] [-:121&'1.\,“3] [1?3:'335'5'0;'-

Om véifie que £ et B sont (—1)-hypomorphes mais ne sont pas isomorphes.

5.1.2 PROBLEMATIQUE.

Les chainettes de Pouzet résultent de I'idée de traduire par des relations la
furme du cylindre et de [a bande de Moebius. Or comme tont changement des
dimensions du cylindre et de [a bande ne modifie pas le lien géométrique gui
exisle entre eux, on peut se demander =i l'on a la méme chose pour les rela-
tions qui en résultent. Plus précisement est-ce-que Faugmentation dui nombre
d'élément des parties conséeucives donne des relations non-reconstructibles,
Une reponse affirmative fourniratt vraiment de nouveaux contre-exemples.
Car jusgu’ici les seuls connus sont obtenus en ajoutant un certain nombre de

[



triplets aux coainettes de Ponzet,

On ftudie done les relations ternaires obtenues & [aclic des chainettes
Fauzet en ajeutant ua élémens & chanue partie consecutive. 0n suppose de
i ue p P
plus gu'elles vérifient des prooriétés du meéme

“type” que les propriéees |
2., 4. ef 4. des chainettes de Pousct. Ces relations sont apoelées l-oxiensions,

On montre gue les |-extensions sant {—1)-reconstructibles,

'
i

Cn rermine le chapitre par des questlons concernant les k-extensions avec
# = &, Les k-extensions étant ohtepues 3 partiv des chainette: 4

& Pouzet en
ajoutant & £ls

ments & chaque partie consécutive. On étudie nolamment les
notions de e-critique! et de JS-critigne® qui sant un rafinement de

la notion
de poiat critique du chapitre précédent ot qui trouvent leurs motivations dans
les chainettes de Pouzet. En

eltet il ¥ a un lien entre [—L}-hypomorphie e
graphes de consdcutivits,

Drans toute la suite ap pote o { resp.
cage d'isomorphizmes locaux { resp. dlauic
domdine 2t co-domaine 4; pour tout i < Tt.

T ) le graphe de for-
morphismes locaux ) de

2.2 LES I-EXTENSIONS.
5.2.1 DEFINITIONS,

Deux relations ternaires & ol
\des chainettes de Pouzet) s
ASTOUCCE Suivanta:

R de méme base E sont des l-extensions
elies vérifient les proprigtés 2. 3 et las deux

L. 1 existe une suite Ap, Ay, An de parties 3 3 éléments, deux & deux die
Jjointes qui recouvrent & telle que le graphe de parties consécutives jnduit
Par elle est le cycle non orienté (A, A, .. Ag).

4. Le graphe de forcage Gy contient un cycle ayant 2n + 2 sommets.

1. Le préfixe ¢ &2t mis pour emboitement,
2. Le préfixe f est mis pour lorcage.

i,

i)

E
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Solent T et A" deux L-extensions de base commune £.

n pose:
[Ag, fal == (AL M) — o0— [An, Ju) = (Ao )

(Apain) = (A m]) — o o— (A gad #— (A, Sfal,

un cyele ayanl 2n 4 2 sommets conlenu dans Gy, Dans toute la suite on
la nolera Cy.

5.2.2 CLASSIFICATION DES 1-EXTENSIONS.

Soient B et @ dewx l-extensions de méme base B
LEMME 13 Four tout i < n les asserions suivaniea sonf dquivaieriiss:
L (A i) = (Ans, Fedd el (A g0) 64— (A gisa )
2. (4, .I'-;"—I'E'Hi;' L {ﬂl+11fi-i-115'!31'+l] el [ﬂisﬂrlﬂf-] —t [*"i-'--l-..‘?’illl ofigr )

PREUVE: Supposons que{ds i)+ (A, figs) ot (AL o) e (e, gip1 -
Soit h un zutomorpkisme local de domaine A1) Ay tel que hfA; = g7 ef..

Si B/ Apey £ go0fie alora on aurait: giohfA: = F et gieh/ i # Finy
Cormme {5 U g Joh est un isomerphisme local de domaire -1 A, o0
aurait que { A, f;) ne force pas {Aqy, fixy). Ce qui contre hypothise. ol

(AL artefi) — (A |-L1.*J'._.|.11':".|F|'+L]- Dhe admme on a2 { A, 511-_+11r:-f,- 1) — [ Aq 0 LRI
On montre de la méme facon que (A, fi o) = (Aier, fT 0004 )-

La reciproous e maontre gelement de la meme fagon. &

LEMME 14 Les dews assertions suivantes sonl éguivelentes,

L. (Aps fo} #—r (A g2} ¢t (Ao, go) — (An, f).

2. (Ao, fitoga) 6 [Au, 97" 0fn) e (Mg, 65 0fa) +— (Au, il ogn)-
PREUVE: Similaire & celle du leamme précédent. <

COROCLLAIRE 4 [Les graphes de forgage suivants sont équinalents au sens
dez deur lemmes précédents.

i
(An, fo) > (A fi) +— b= (i, o) (A, o)

(Aggo) = (A, q0) =+ oo = (Ap ga) +—+ (A fi)-

B



FRSpTees.

[l fo o) —sr T il ) & o— (AL, Moy, — Ay g to ) t

L

Amgi'efa)l «—{dno7 of1) . (Aa.g ' 0f ) — (Ap, 17 g,
Hn i £ \ 0

fes lemimes I3 et 14 et le corollaire § permettent lo définition suivante:
(i relation ternaire B de base £ zst une 1-selension si clle vérifie les pro-
priciés 1. 3., 3. &t

£ e graphe O™ contient un eyels guion note C25% du lype suivont:
{Agshp) t== (Ap fr) = . — (A, Fn)] — { A, g )

(Aochg ') = (A1 ATY) = e (A, 427) +— { An, A1) k

il peut arviver gue Uon ot b7 = fy of cele pour lout i < n.

Dans toute la suite de ce parsgraphbe 5.2, on pose A; = {r; u;, %} pour
tout 1 < n et on note: . i
¢ £ { reap. g | la permutation {ay, gs, 5) { resp. (ri, 2. 0] | définie sur A, ]
o t. [ respody, Lt ) la transposition définie sur A qui fixe ;
[ cespe uiy & ) :

Liorhite du triplet {=q, i, =, ).

On détermine Uorbite de (zg, yo, 2} suivant f7log L o,
Moterqu'on a fiogs # Jd et fi 'eq # [d carsinon € ne serait pas un cyclo.
et v désignerons respectivement un élément de 10, o 2o} et {2, v, 20 )
Ou distingue les cas suivants:

NIRRT R

L. Cas ol fgloge = tu et f{logm =2,
® Sin =z et v=2 alors 'orbite est: {{£o. wo. 21}, {ya, 20, TR
® 5 u =gt v =z alors 'orbite est: {(za. 0,21} , (To.20.21)}
® 3w =y ek v =2 alors Uorbite est: {{wg, 30, 21) , {20 70,210}
® 31w = zp et v = z; alors 'orbite est: {(Ta,0,21) , (0. 20, 11))-
# Siu =z et v =y aloes U'orbite est: {{2o.20, 1) , v, To, 71

:

a1




[

® 31 u = Tg el » = r; slors Porbite est: (&g 90,50 - (oo za ) b
o 51 u=uwet » =1y 2lors Porbite est: {[2a. 90, 20) .+ {20, 00,01}
& bl u = 1xpet =y alors Porbite sty {(ea, g0, 200 o (2 500810
s Hiu = gp et v =y alors Vorbile ssts {{zq, 90, 51) - {50 90- 211}

. Cas ou ,r",_,_lr:-g.] =t, et frlog = #

® 31 it = 74 alors 'arbite pst:
{{5‘-'-*-. Yae 71}y L0, Tow 1 L (T, s 1 s Lives Tos 21 )2 C ey Saw 30 00 Clay i, _|;|']:|]-
# 31 u = 1y alars orhite est:
120, v, 23), (2o, 20, B b (Zo0 b 1), (2 20, 200, (200 20, 0], (i, Zpy 11 }-
# 51 u =y alors 'orbite est:
({0 0w 2] (200 a0 70 ) (oo wos ) (200w 300 (20, yae 20 (20 pea i)

Cas o f'oge =2, et flom =g
® 51 u = =z alors 'orbite ast:
{.[th.':'m—"lh (110; Ta, i ) (o :'f,'mI:Jyl:yurIm-?aJ,I:Im Yo ¥1 s | o, Tos 1)
e 5iu= 2g alovs Mozbite est;

{{Iﬂ'\l .!J'u"."'-.l ]1{U:|:|! =14 3|rL:I1 [.I':h E.lll\'.'lr"-r""l}'. {:I:'.'h £id4 zl]:l{IG1 E‘Iﬂl .\:;1:]1 [I‘Eh Eﬂnrk].}l
& 51 u = yy alors Porbite est:

{I::!I'JI i E:I]:{:_L'H 1:"."1 1|'.l'.i1 I::nl:l'l f.lll:ll-—r'lzll [:EH ::.I'l:h :1]1 [xl:h s .L.'I..Ig.'::l.'l-. L'-,'I-.-L:]:i.:'-

Cas ot o =pet o =1,

® 51w =z alors 'orbite est:

‘:[f-‘i:n You 21 (Yos 7o, 7ol (200 Zos 1 ) }-

¢ 51 v =y alors Dorbibe esk;

{{%0. ¥p, 20 )y (V8 Zas 31 ). ( 20, 0, 21), (Za, Wow 0 11 {0y 26, 51 )1 (20- Toy 1 })-
# 51 v = 7y alors 'orbite est:

{l:I'-"ﬁ!-'":h z'l-]"l{.!.-"':l! fﬂ'rj-'l:'r{zm ?B--‘-‘!]:f?f‘ﬂuﬁhn | ]'1{y':|| "rﬂ'l‘?.l}l I:;l'-'ﬂl:l'-'v’ﬁ]]"

Cas ot fy'loge = pet filogy =p
L'orbite est: {{2q. 40, 21}, (%0, 20,81 ), (0, 0. 0 ) -
Cas ou fglog = pet filog =q
L'orbite est: {{IU! Yo El}l |:..El'll:lr Zm 1N }J{?ﬂrrm ‘Tl}}'

. Cas ov f:,_l.-.'.lg-.:qet ffl{}gt = by

# 511 = zp alors Moehite est:

{|::'5I:Hy':l'.3'.}1 I:z':l‘.' I|:'13'|.::I?I::!Jl|'.|1zﬂ‘lz[:|}'
¢ 51 v = r; alors i"orhite est:

B2



Hzo go. 20k (200 a1 ) Tues 20y 20 2ai o, ), (B0, Eq. 21)s (. Sac i 3
# 5o =i alors Uerbise est:
[
b

UL#n ooy 51 (20, Toe 213 (e 500 51 ), [ 20, e £ ) [ 20, 20, SRR VTR TR

L

i gy ]
Cas oit folegn = g2t f7logy =
it i

Lizrkite est: ‘:la-‘-':«j."-:-- <3 0 b B0, T, 21 ) [ Mns 20, i-':]}-

B. Cas ol fy'oge = qer fTlog =4
L'orbite est: {{xo, 42 20) {20, Tp. 10 ), C P30, T ) p

Hemargue: Etant donné un embaitenent (4, 4,4, ), oo supposera dans
toute L suite que tout toiplet de (A, A0} 2 ses deux promidres composantes
dans 4;. Les auires situations se trajtent de b méme fagon,

PROPOSITION 25 Avee fes Aypothéses ci-dessus, (7 sst (el gue
* Soit pour tout £ de (0,1, ...njs fl0g et une troneposition.

o Soit pour toul { de {0,1,....n}: F o est dpale dp o 4 o

T

PREUVE: On montre que si f;ags #st une lranspesition {Posons

fiteg = t.) alocs pour tout i on A que filog; est une transposition.
Supposons gue f'oqm oe soit pas une trazspoaitien, On distingue alors les
deux cas suivant:

» (s oot 7 log = p.

L'emboiterment (A, A1) 2 exacteinent six teiplets, done Cordld;, s} = &,
Do aboutit & une coatradicrion car toute bijection de A, WAy sar A1) Az qui
envole Ag sur Ay n'est pas un sutomeephizme local de 8. En offet i oo sup-
pose que l'emboitement [ Ag, A, ) est 'orbite d'un triplet du type (o, 29.--)
zlors il existe un élément v de Ay qui n'apparait pas en Dreiers compo-
spute. Ur fous ceux de A, apparaissent en premidre composante des triplets
cléments de.{ A;, As).

» (s ot fog =4q.

Un fait un raisonpement similaire au précédent.

5i fi'oge est une transposition alors Fi ey Vest également ot de proche en
proche on a que les ;™' og sont tous des transpositions,

On montre ensuite que si f7logy = p ou g aloss il en est de méme pour

tous les f7'og;. Supposons que fieq = t,., deux cas se présentent alors:
o Cng oo v o= g,

i

T — s

T -

-

=y

'—'I-l dal et e ik el

L




& [
On a Cardl Ag, A} = 3, mals guelque sotl flags oo s
Card{ da. A ) F Cardl Ay, Az) Ceogul est absurds.
® U5 00 0= I ol Y. .
[ci Card{ Ag, A4) = 6 ot done fy ogy = p ow g mais 2lors on montre comme
nrécédemment que ies emboitements [Ag, Ay 1 (A, Ag) ne 300t pas 1so-
morphes. Ce qui est absurde,
[Je prache en proche on oblient e reseltal.$

Définitions:
e [eux -extensions A et fi' de méme base sont dites engendrées par des
trapspositions (resp. permutations circulaires) si le grepne Ch eat tel que
pour tout 1 = n flog est une fransposition (fesp. permutation cireniaire)
o Lorsqu'une L-exiension A et telle que tout semnzet de O™ est une trans-
position [cesp. permutation cicculaire}, on dira gu'elle est engendrée par des
transpost bions {:l:sp. permutations circulajres).

5.2.3 RELATIONS ENGENDREES PAR DES TRANS-
POSITICNS,

Awr

fot e cyele U™ an 4+ | sommets cor chague sommel esl sor propre ins

TS e

EXEMPLE:
Pour tous § de {0,1,2,3,4.5} on pread f7loq = io, ot A = {an bi.ai}
Les xj, we et z; sont considérds comme des variables prenane lenr valewr dana

Af-

B: {(zowezn) (Tnaneza) {22,00,2) (73,1, 24 (Tasma.28) (T8 U 50)
(2o, 200tn) (o) (To2n,u) (T3, 23.14) (Fa:Zea ) (T, 25,00

B: (20, 2d (1.7152) (ve.Teo2s) (T303,%4) (2404, 75) (25,45, 50
{aﬂrmthi'l} |[Ir’1131.?—’z] '{3‘3133-9‘3} [Iasfan!-’-t:' {q,'ﬂ*,ya:l [ 23, 25, fo)-

Qo verifie facilement gu’on a:

{4‘11}, q} L {-""Jl-irr.] b {"111'551] . (Aﬁfd-.] — ':-J-'--hgw}

(Ag ty ) (A b ) > (An b ) & (Ar by = {Ag, 1)

{ Ay, p) o=+ (Ag, t,) +— (A, @) +— {As.g) e (A, 7).
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Motons T la trapstation définie par v} = zog i) — wmey et
Tl ) = zy,. Les indices zont considérées modulo n + 1,
Les suires composantes connexes O de Oy sont obtonues par composition
avec .

(1) & et A ne sont pas isomorphes.

Preuve: Par Iabsurde,
supposons que H et G solent isomerphes, alors Pimage d'un emboitement
par tout iscimorphisme ect un rinhoitement,
Soit done ¢ un izomorphisme de B zur & tel que H{Ag, Al = (Ao, AL
Alnsl s0it @fdg = g ot @f Ap = 1.
Sl @fAdo = q aloms le graphe de forcage 7y denne que $fdy = ¢ forve
B Ag = £, ce gui vs absurde.
Ve meme si ¢fda = iy, on a 04 = ¢, force &/ = g ce qui est absurde.
Pour achever ia preuve, il suflit de remarcuer que si B ot &' sont isomorphes
aors nour tout isomorphisme o de A sur 7 11 existe ¢ dans {0,1, 2,3, 4, 5t
tel que it = dory, O

Type d’élément:

Dans cetle classe de relations engendrées par des transpositivns, Chaque #1&-
ment ae la base =3t compesante de deux triplets ot de deux seulement de B
freap. A ) '

Lorsquun élément apparait en 1% composante de deux triplets aa dit qu'il
eat de type (L 1); lorsqu’il apparait en 7™ et 3™ composante on dira au’il
25t de type (2,3}, Plus généralement on dira quinn élément est de tyme (e, 8}
svec 8 = 1,2, 3 3'il apparait en €™ et 8¢ composante.

Le groupe Aui{R) des automorphismes de [:
- Id
— [ )...{za )10, 20).. 105, 75

cet antomorphisme et identicé [d sont ceux qui fixenl chaque dlément
de type (1,1)

- pour tout 2

%
{Za, 1, iI-‘::-uTaa-T-'-iJs}{L"u: ¥1. 42, Y3, Y4, Us ) 20, 21, 22, 23, I, Ty UT

o0

3

£
-
2
,
:
A

mhr g e L TR

=

TYEN

e
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- Dour oot b
< e ’ = o o iy
'.-i':-J--T::I'hJ-'j:‘-J:IE]H.-"'J:*'h:'-.l'sz-Ell:*:-,:'-_3:.'-_r|'l~‘-"?l~:-."3|fd-,!.l:-_-ﬂ"l

Image d'un automaorphisme de ¥ par le graphe de forgagse.”

Cin defermdne fes gufomarphisves de A oui sont oblenus comme fimages
des gulomorphismes de B per un chemin de forpage d= O,

e Considérons 'antomoerphisme de 8 suivant:
Crollz |ize)inalleg)les Hun, zod (2 20 (g0 22 )t 2abiya, 24} lys, 25
Son image par toul chemin de forgage de Oy allant d'ue isomorphizme local
de domaine Ay 4 un de domaine Az doone:
':‘5']]{5"[ :'fl-'z}{%]':—’:]'l-!ﬁ]';lr“m 1'-"&-]"{ I, 31?{321 33:“:311 1-'2]{1'1. I.’-:]{T: 1 :‘,I'a}
qui esb un autcmorphisme de fi7.

» Conaiderons 'automerphisme de B suivant:
[T, Ty Fa, Ba. Loy 26 M Yoy 21, W2, T3, 240 33) (0, 11, 22, 10, 24, ).

Limage da cycle { Ty, 1, T2, T, T4, T5) donne un cycle de meme loozueur
car glzgl = t,( ). Son image par le chemin de forcage:

(Ao, ) = (A p) = LAg, 1) & {Aa, [d)
(Agy L) = { Ay by, ) = (A, by ) = [Ag, by )

donne (g{za). p(E1}, Loy T2 ), TdlTa), Ly, [T4). by ()

d'olt {Zg, #1. Yz2: T3, 24, T3)-

Comme giye) = =g et t, (1) = 1. le cydle (g0, 21, 14 25, V4. Z5) oe donne pas
un cycle de méme longueur. On procéde comme précédemment en prenant
l'image de {19, 71, Y2, 22, ¥4, 75 ) par le méme chemin, Easuite on pread 1Mimage
reciproque g7 {E, (1)) = z; ot on continue en precant |'image du cycle confe-
nant zq c'eat-a-dire (29,70, 22, ¥, 24, 5] par le méme chemin de forgage. On
houcle le cycle car t,.(2) = zo.

Au total oo a [ft-‘q, gy E3a T3p By L5y W0y T Ty 13 4 fﬁ"EII

Limage de 'antomorphisme de R ci-dessus par le chemin de forgage ci-dessus
est dome:

[Z0s 11, ¥2: T30 24, 25 {00, Bra T2, 2, Ydo T8, U0s 24 32, U, T4, U6 )

et on vérifie facilement que ¢'est un automorphisme de i
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S masatenant on considére le chemin de forgage survant:

[""15'! ":-'u:l = IT-"'ll':.l !:|] — |:."-'|,-;,_i":-:| = 'r'h f-.-:,:l
(Azto, ) b [Agg) — [Asg) +—+ [y, q)

l'image de (o, £, 22, T3, T, T3) 856 toujours [zg, 4a. ¥e. Tu, 240 23 ).
L'i.fnage de |:y|:.|_:|_-_5|'},:_1.1 Ba, 25} n'esl pas un cycle de méme l{;uf__gut-ur Car
2iyn) # Ly ().
Comme € {g(yn)} = g, on considére ensuite le cycle (g, 50, 2, y3, 24,05 ] 22
on obtient I:-"rr':"lzl':-*r Y. gy 18y B0y Ty T3y T3, YaTs)
{m wvarifie que
[z, Y1, o, T, 2a, 3:}'[.!1'n:|,~ Thy S0 50 T Mae ToeT1, T2, 83, Uay L5 )
esf un sutomorphisme de &

o Considerant antomorphisme de B soivant:
(20, 1y T2, T3, Tg, T5 ) Yo, 21, V20 Y3 W4, Mo 2, 1. 220 23, 200 53]
on obtient:
|:E'-|'_|. e e 2E, ey zﬁ.lll::l}! 1 T3 Moy Uay Ve Wby 595 T35, T 3:-}
gul st bien un automorphisme de £

Problemes: (1.} Scient & ot 7t denx 1-extensions de méme baze. Fsi-
ce-gue Aut{ B')— { Id} est parfaitement déterming par Awt{R) = {Td} et £p7
(2.) Ftant donndes deux relations m-aires, {—1i-hypommerphes B et B quel
lien existe-1-il entre le graphe de forgage Oy et les groupes d'automarphismes
de B et A7

(2) Si les éléments v et v de £ sont de type (1,1} dans B et &'
alors les restrictions f/ & — {u} et B'/E — {¢} sont isomorphes. Dans
le cas contraire elles ne sont pas isomorphes.

Preuve: On distingue les cas suivants:
s (los o uw et v sont de dype (11
To, Fi, T2, F3, L4 €6 T3 sont de de type (1,1) dans R,
Ta. U1. Ve, T3, 24 €6 2z sont de de type {1, 1) dans &,
Considérons les restrictions £/ E—{xg} et B E = {z]). Il est facile de vérifier
grace au graphe de forcage que

f-’th}U{A?'tﬂ}U(ﬂh Id] U Efq‘rthU{Aﬁ'tw}U |:,.-51,:, - {1:':'}'5-511'-:'

ar
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(b b Ut I U (A e L (A gl L s Rl | J{Aa % {ze}.q)

sont les deux isomorphismes de B B — {#o} suc A E - {zo}.

Pour achever la preuve noter gue pour tous @ de {z0. %1 Y2, T3, 74, 551 1l exisle
uz autormorphisme U de 7 tel que ¥{zo) = v,

Ta méme pour tout o de {#o, 21, T3, 3, Ta, vy} il existe un automorphisme e
de [ tel que @fzg) = u.

Ainsi on a que les restrictions 8/ F — {za} ot f/E — {u = ${zo]} sont Lso-
iwoephes et que KV E — {2} et B/ E — {v = #{z0)} sont isomorphes.

Done pour tous ¢ et v de type (1,1}, les restrictions A/ & —{u} et R E —{u)
sont ismnorphes.

» Cas o w ef v sond de fype différent.

Supposons que w soit de lype (1,1) ot ¢ de type {2,3). Par una démarche
similaire & celle qui précede, il suffira de faire la preuve avec x = 2o et v = &g
5i les restrictions B/ E — {zo} et A"/ E — {zs} sont isomarphes aloss Iimage
d'un emboitement par uo isomorphisme est un embollement.

Or comme B FE — [z} a des ermbeiternents A nn (riplet contrairement a
Rif ~ {xg}, on en déduit que B/ E — {ze} et A7/ F = {wa} ne soni pas iso-
morphes,

e Jas oo u et ¢ sont de lype (2,3).
Clonsidérons les restrictions BE — {w} et B/ E = {30}
Dans B4 —{yo} il ¥ a un unigue triplet ayans 2, en P composante qui est
(zy, s y2). 11 ¥ 2 ézalement un unique triplet zyaal =5 en ¥ composante
qui est [Ty, Vs, 7). .
De méme dans B/ E — {yo} il ¥ 2 un unique triplet ayant #, en 27°° com-
posante qui est (i, 21, 22), ¢b il ¥ 2 également un unique teiplet ayaot s en
3™ composante qui est (24, v, os).
' existe un isomerphisme ¢ de B/ E — {w} sur £/ E — {u} aloes ¢ envoie
(e, 20, 2] SUC {30, 21, 22) ob (T, v 75} 0T (24000 T2)-
Done ¢fdy =&, et on verifis que:

["111tz=|;} —F {-"10 e {W}aim} = [."151 t?!-:]
Le graphe de forgage Co donne alors @i Ay = p e qui est absurde.
Done i E — {w} et R/ E — {y] oe sont pa3 isomorphes .

23



Etast donné u iresp, v} dans £ de type(2,3) dans & [resp. /'] alors i] exista
nn zutonorphizme < {resp. @) tel que oy} = w iresp. 8y = el Done les
restrictions fif 0 —Jut et BV E — {o} ne sont pas isomorples. &

Aprés Uexposzé de cet exemple, revenons a |"stude générale des
L-extensions qui sont engendrées par des transpositions.

LEMME 15 5i @ et £ sont dewx L-sclensions de base cormmane & gut zent
engendrees par des frunspositions slors chague élédment de apporait dew
fois dans & [resp. R').

PREUVE: 3oit i de {0,1,....a}.
Supposens que fTloq = ¢ et Considérens les emboltements (A1, g et
(ol Aigr ). Do a les sibuasions suivantes:

l. Chague élemeni de A; cpporaif 2 fois.

Gigeied '[EI':',31'1--E|

|:'||l| --..I:' !::|.|y:.'l".|'

k]

g anaig) o E g )
o] Ehiti)

"|'-!'ldll:} [y|'1:':'=ll"]
ey JEL C. T T 3

I3

- Devy éléments de A; apporoiszent 3 fois.
['l1l'l.5"1'} I:Elrl'rr:lll::l
[1.,..,_-"','] {z,-,y.—,..].

Ce cas est & sxclure car sinon on aurait que 4; n'est pas consécutive &
Aicy, I suffit en effet de prendre Iidentité sur A, et I'isomorphisme
lecal ¢ de domaine A; qui fixe globalement {y;, 2} et qui envoie =, sur
(par ex.) ziys.

3. In élément de A; apparait 4 fois.

29
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e cas est & exclure car sinon on aurait que (A, fi_1) ne force ancun
isomorphisme local de domaine A Fn eflet supposons qus {:L_ o)
force un isamaorphisme local 4 sur A;

o i e = 2, alers i cb z; apparaissent chacune vne fois dans A Bt
Lo peut avair gque @) =y on Pl = 2. Donc o = fd ou & = 1.,
Adpsi (A, i) force & la fols {4, d) et (Al e, )- Ce qui est absurde
a cause de la sirocture de .

o 58 (s} = s alors &) = = ou Ply;) = 2.

Done W = pon w = {, o qui cst absurde.

e 31 (2] = 2 alors @iy = 7 o ) = v

Done ¢ = g ou @ = £, cequi est shaurde. &

Remarque: Lorsqu’on considérera deny 1-exensions [ ot [T, on suppo-
sara que 'emboitement { Ag, A, est Vorbite de {20, yo, 21} ot que Flog = by
Tous les autres czs se traiteront de la mime facon,

» : ' I ;
LEMNIE 16 5 8 ¢t B sont deus 1-exfensions de base commaune B fui sonl
engendrees por des brunsposilions alarg on peut dorire I de la fogon sulvande:

I:It:-~.'1-'-:-131] [-rhyuﬂ'z] i Zna ke Z0)
[4‘-1.-1—"-;-:.’.4'1] ':11131r9'?] {I.uImE,-'ﬂ]H

et [t est denrde par:

{fq{xu}.fu{ﬁuhfﬂzllj} [f1[r1],f1I:y.Lf=[a'ﬂ]' 'fﬁl{ﬂ:.n]ufniynhﬁu{zn}l
{falwa)s falza), Al ) (Hlzds Az Bl oo (falaads falead melse))

PREUVE: On a: (Ag, Ai)a = {{zo, v, 1), (%o, 20, ST om (2]}

Sait ¢ un isomorphisme de (Ao, Ae)r sur {4y, Az)r au sens défini e 4.4 of
du 3. de la définition des l-extenzions.

D'apra le lemme L5 chague élément de la base apparzit 2 [ois seulement
dans Ji. Done ¢{xo) # 21. En effet si ¢{zq) = z, alors on aurait f'ogy = &,
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eb =5y apparaittait 4 feis: ce qui est absurde.
o 51 &) =2 alors fTleq = 1., cton a

(To Mas I} {1:1 vy
g T T o R T

& 51 tlxa) = 3 alors f{ 'ogy = ¢, et on remplace 4 par o, et inversement.
an adone f e = iz et

{IU11:'|:I131_:| 'I:Ila-yl.:"}
T N I o . e

Epsuvite on considére les emboitements (A, Asdg et (As, Ayin et soit @ un
izomorphisime de (A, A:)g sur { Az, Az g,
Comme précédemment on montse gu'on peut prendre {7 og = £, et

lii“n-i‘fn:*?:} {z i, !:3211&1--]
(IT-H-;D!HL} [_I'I.I'z'-ll""] 1._1':‘1!"1"‘1|"}1

14

P} A ] 1 :
[I11H[1 E.!'i;' {Igry.11“'_|l
I:,'-"::.1 i'iufz} Eri1 2'2,..]-

alors ou remplace e par z; et inversement, ce oul donne

{Eu-b'-:l-fl} Exlpb'l-f.!} {1‘219‘3.--]‘
(o, fo, 1) (#1, #0,.02) (Foa22.00)

Ains de proche en proche oo a le césultat, £

PROPOSITION 26 Toutes relations £ ef @ l-artensions de base com-
mutte B ef qui sont cngendrées poar des Iransposifions sont tetles que:

. Pour foul u de £ de fype (¢,¢) [aver e = 1,23} ef pour tout v de E
de type (8.8) favee § = 1,2,3) on a que les restrictions HfE — {u} o
R E — {v} sont izomarphes.

2, Pour tovs u ef v de B lels gue {un an moins esf de lype (€.d) qvee
£ # & on a que les restrictions BfE — {u} ot H'[E — [v} ne sont pas
wsomoTpies.,
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B = =i
 merm e e ———

PREUVE: Dapres le lemme 16 su peul prendre /T comme suii:

[0, Boi=d l:-i’—1—~#;..v;z_:_|_ T = T s T
[y saen) (e snm) ST snotali

Ainsi les élements o, 2y,.:., 2, sont de type {1,1) et tous les avires sont
de type {2,3) dans . filzo)i fulze)s 0 Falza) sont de eype {11} &t tous
les aulres sont de type (2,3) danz . Noter gue pour tout I on 2 que
filzid = gil=;) en done filye) = o=} ot filzi) = mlm).

o Zoit ¢ dans {0.L,....n} of on considére les cestrictions B/ E —~ {z:) ot
RiE — {ﬁ[&:.;} yj ot z; apparaizscat chacune | fois dans ..'EJ-"E - '[:.-} ok en
5357 comrposanto.

Jilwe} 2t filz:) anparaissent chacune | fois dana BfE — {fi{z;)]} ot en 3*me
composantbe.
La graphe Oy donne

I:.""L e {I'l}:n'.:l"'il:l == I:"d-'ﬂ'—l.:n'?':'l'—llil —F "k |:.-"1-1'—'I1"P'1+'|]'

ol @y = f; o bien g pour touk z;
et |1, 25t un isomorphisme de B E — 12} sur £/ — { =0}

soit maiatenant ¢ {resp. v) un élément de B de type (1, 1) dans B {cesp.
£ 1l exisie @ tel que fi{r;) = ». D'apréa ce qui précéde les restrictions
N E —{z;} et &'} E—{v}sont isomorphes. Comme B/ F —{z;} ot B/ E—{u}
sonl isnmorphes on a que B/ F — {u} et B/ E — {2} sont isomorphes.

» 3i w est un élément de £ de type (1,1) (resp. (2,3)) dans A e st v est
un autre élément de B de type (2.3) (resp. (1,1)) dans 7 alors B/E — {u}
et A/ E — {v} nc sont pas isamorphes car tout un emboitement est supprims
dans fij £ —{u} (reap. B'/E—{v} ot pas dans &'/ E—{v} {resp. B/ E—{u}].

s Etant donnd i, on menlre par une démarche similairea celle de Uexemple
que les restrictions [/ EF — {w} et A/ EF— { filyi)} ne sont pas isomorphes et
que BfE — {w} et BE — {fi{=)} ne le sont pas non plus.

Si maintenant » [resp. v} est un élément de E de type (2,3) dans B {resp,
£ alors il existe 1 tel que fi{w) = v ou bien filz) = v. Donc les restrictions
RiE = Jy:} (on R/ E —{%} ) et B'/E —{¢} ne sont pas izsomorphes. Comma
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I8 —duber BJE — ) (ov BYE — 12.1) sont jsoruarphes on en daduit
gque AR - ful et B8 ~ {v) ne sant pas isomorphes, ¢

PROPOSITION 27 5i B est (—1)-hypomarphe & B alors B et B sond
deaz l-cxtcratons engendrees por des fransposilions,

PREUVE: Scit & une l-extension engendreée par des transpositions. [Vaprés
le lemme 16, on prend B comme suic;

ITI'L'I1.E.|'|.'I1'EI:I ':I]:llrl:zﬂj === |i-'-'-'m]:'n:-3-:l}
(Foa2a. i) by Eatie) e (B, 2 lio)

Seil K" wne relation ternaire [ —1)-hypomorphe & R,

iyn appelle restriction de bype 1, une restriction du bype de B/dal) A1 On
note ny (resp. ) le nombre de restrictions de type 1 dans B (resp, R').

{Un appelle restriction de tvpe 2, tne restriction du type de B/ A LA L) Ae
On note siz (resp. 73} le aombre de restrictions de type 2 dans # (resp. A7
Conune B et B song hypomorphes on a que

P | i T
by =.fa  BI T =Ry

(}n a égalemnent (dans f et B que le nombre de restriction de fvpe 2 coute-
nant une restriction de cype 1 doppée est 2,

On se donne une restricltion de type 2:

T 8 I T Y
':'f:"-l.‘-'l"mn:—?:l} [2111.1:-.]12]

et on pose By = {ap, Bo, Yol et By = {a, B, )

Il exisie un unique B, disjoint de {, v} tel que la restriction R’/ B, | Ba L) 5,
s0it de type 2. -

Il existe un unique &y disjoint de B, el que la restriction B/ Baay U Ha L Bo
soit de tvpe 2.

De proche en proche on constuit By, By, By, .. 3 des parties & 1 élements
deux & deux disjointes. Et il existe deux triplets qui forment une restriction
e tvpel et un cloment de la base qu'on note ap. 51 on pose Hy = {:4::31 s, T:*]'

alors cetie restriction est A/ B, ) Bs on tous les éléments de By apparaissent.

Donc on a conatruit une suite &y, 4, ..., B, de parties deux a deux disjointes
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gul recouvrent la bass,

Les restrictions &'/ L) B,y (les indices étant pria medulo rn + L} sont de
tvpe 1 8t on & que si ¢ et j sont tels gque |t — 7| # | alors la restoiction
R B 1) B; est vide:

On obtient alers que la reletion & venifie les propriétés 10, 20, 3, et 47 &
COBROLLATRI 5 Les |-exfensions engendrées par des franspesitions sont
{—1}-reconstructibles.

PREUVE: Hoit A une l-extension engendeée par des transpositions, Soit &
ane relation gui est { =1 )-hypomerphes & 7. IVaprés la proposition 27 A7 est
une l-cxtension engendrée par des transpositions. Er dapris la propesition
Monaqua ' =R &

5.2.4 RELATIONS ENGENDREES PAR DES PER-
MUTATIONS CIRCULAIRES.

EXEMPLE:

f: [oulo.7) (From.z) {Te.¥1.33) (Fa,i0.7a) (Zawlaa¥s)  (Fs s 20)
L2} (xaTTe) (vozeis) (ZaTa.me) {za.2eors) (s, 75 ba)
(Zo. Toa 1} (a2 ¥2) (22070, 73) (waza.me) (eezeows) (2s2a000)

A (zo,zayz1) (£.¥1.22) (Y2 %2, %3) (M3, Ta,Ta) {24, 504.72) |:.TJ5~35=ID:|
e bmtn)  (znonw) {snenes) (fvsie) (24 2008)  (25.25.00)
(3o Tov 1) (¥aZe,Za) [Ta.weye) (73,%3.2¢) pe oy 23} (05005 200

On vérifie facilement quion a:

(gt ) o= {Ay, I} — { Az, p) > { A5 by, ] == (A4 1)

(Asiti} — (As, ) e [da,t) — (A1) e (Ao, )

(A2 q) & [Aa b} = (Aa2a) +—— (As q) +— (Ao, lz,)-

Mais le graphe contient un autre cycle:

(Apyda) &=+ (A, p} = (As, Id) e— (A5, t5)

I:"q'E-'liE‘:] = {*411t!4J — ':"'1-5-1 fd} —* |.f"'1":'-'t'-ﬁ:-:'

(1) & et R sont isomorpiies,

Preuwve: 11 suffit de prendre:
|:_,;L.|’ i-ﬂ'u ] l__.h:"qh 1;'}' U[,-"q-h I"J::I U{-‘qﬁr th,:I Ul:":Lh tﬂ.] Ul:-"lﬁ!- I‘i}'{:’
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(2) 5 et ' ne sant zas (—! -hypomorphes; mais elles le sont en
£,

Preuve: Considérons les tesinictions £/ 58 — {im} et BYE — {m}

Les élements suivants a'apparaissent plus que deus [ois dans AYE — figh:
! I 2 ! Ly

Lo, oy . T, Ws, T4,
oy et s sont de type (23] dans AFE — {ypl
» iy & 2y sent de type (1. 2) dans AJE - {wal}-
* zp et 23 sont de type [1.3) dans B/ E — {w].
Ue méme dans A/ E — {y} [es £'éments snivants n'apparassent plus cue
deux fois: zg, 2y 21, 1. L8y 35
* 2g et 5 somb de type (2,3} dans B F — Jp].
* iy ef zp sonk de tvpe [1.2) dan: 8 F — g}
* Ty &6 @5 200t de type {1,3) dans B/ E -- {1]).
Supposons gue B E ~ {w]} et A E —{up) solent isomorphes of suit & un tel
Izomerphisme. & eovole {zg, g;} sur {zp, us }-
3i(Ty) = us alors ¢ envoie (2o, 7, 70) sur {5, s, 2o}, (220 22, 7e) 500 5s, 7a, y5)
ot { T, s, Zn) SGT {24, 144 £5)-
Ainsi Iimege véciproque par ¢ de [44y 242 75} o5t (i, 25,27 (2510 or un tol
eléinent n'existe pas dane 7/ E — {w}.
Done s'il existe un isomorphisme & de 8/ F - {30} sur B/ E — (1] il envoie
Vembsitemesi (A — {po}, Ai)a sor (A — {0}, &1 Je et done 3z = =5
Ao /o — {ynl = ., et on vérifie facilement que:

(s, p) 2 {Aa— -{y,:.},ih} — ':"J-ll q}-
Dooe @fd) = g et ie grapbe de forgage Oy donne également, o/.1, = 7d ca
qui est absurde. Done B e R e sont pas hypomerphes,
Pour la deuxizme partie, il suffit de remarguer que 'isomorphisme de 7 sur
E' qui fixe globalement cheque partie A;, lixe aussi chacue des éléments
considérés. [Vantre part tout automorphisme de & qui fixe un d'eux est
Uidentita, ¢

Hevenons & I'étude générale des |-extensions engendrées par des
permutationa circulaires.
PROPOSITION 28 Toufes relafions et B |, l-eciensions de bose com-
mune & et gui sonf engendrées par des permutations circulaires sent telies
gue: Le graphe Gy contient devs cycles ayant 2n + 2 el n + 1 sommets.
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PREUVE: Naler que toute compoanie conNMess de 7y est soit un cycls
=ait une chaine {au sens de ja theorie des graphes).
Par hypothise Gg contient un cycle ayans In + 7 sormmets gi'on note Ly

I:."rl':"-.lrl:l] T— I:.Ailjl.] e R [,-"1-111 jF'1_:| LT I--"]-'-"|gd:'

(Ag,mp) +—+ (A} . {Anyga) +—F (a2 fo)

Clamme les emboitements sont formes chacun de trois triplets, on va monirer
su'il existe une composante connexe de Go qui st différente de Co-

-y

Pour toui @ dans {0,3,...00)-
Si T og = poalors g = Jiop et fi = gog el on pose By = fioq = giop.
§i f~log; = g alors g = fiog et f; = giop et on pase hy = fiop = 004,

» Considérons que by = fi0q et iy = fiz10q et supposous qu’il existe no
isornorphisme local ¢ de demaine Al Ajpr tel gue

s = frog ot @A # finog

d'ou  dopid, = f; et dopfhi ¥ Firs

Ainsi on aurait que f; ne force pas fi4 ce qui a3t absurde. Done [Ai ki) force
{ Aipr, sy ). De meme on montre gue {Aisrs Bega ) foree (A )
Done LAt > (A, i)

e Considérens maintenant que fiy = fiog et ftiwyr = fixrcp et supposons
qu'il existe un somerphisme lacal ¥ de domaine Al A tel que

wid = fnﬂ'fj' et W A #F fir100
d'ot wep/as = fi et dogldin F fin
On pase $ = ¥an,, (¥0g) + (1 = Xa,. ) (Pop)

(On & que ¢ est ua isomorphisme local de domaine A; 1) Aoy tel que dfd: = f
ot ¢fdiss *= fiza- Et zlors fi ne force pas fipi, 08 qui est absurde. Done
( i, hs) Toree (i, i )- De méme on montre que (A, bz ) force [ A i)
Dong { Ay i) =+ (Aipa figa)-

(n obtient finalement le cycle suivant:

|:-';L:I,.I'-?|:|:| it | A1, frg | +— oo [An,hn} f— Ij_-*]_.;.h.:,}
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qui & + | sommets. &

COROLLAIRE 6 Aver les hypotfidses el notations de la groposidion pré-
cédente o v gae B e B sont izomorphes.

PREUVE: Considérer le cvcle:
{Ag,hp) (A4, 0] — . — {A R — CAg, hal. &

PROPOSITION 28 5 & est une celotion (—1)-hypomorphe ¢ £ alors R

et A sont deur l-extensions engendrees per des permutations cireulaires
PRETVE: Similzire a cellode la proposicion 27, o

COROLLAIRE T [Les l-ezfenszians engendrées par des permufations cire
sulaires sont [ —1)-reconstructibles.

53.2.53 CONCLUSION.

o abtient le résultat suivant:
THEGREME 2 Les 1-extensions sont (—i}-reconstructebles.
PREUVE: Le corolairs 5 2t le corolaire 7. ¢

5.3 QUELQUES PROBLEMES CONCERNANT
LES k-EXTENSIONS ( AVEC £ =2 ).

Contrairement & ce qgue {'on sapérait (des contre-exemples |, on cbtient
que les l-extensions sont [ —1)-reconstructiblea,
La question qut vient naturellement est de saveir s'il en est de meme pour
des parties consécutives plus "grosses™. D'on la définiticn et 'étude des k-
extensions { pour k= 2 ).

Définition:

Les k-extensiona sont définies de la méme maniére que les l-extensions, seule-
ment qu’ici les parties consécutives oot chacune k 4= 2 £léments.

ay
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= EXEMPLE:

Un rensidére les permutations soivanles:

|I:I

I, i].q:[::.t,z,y] B g )

|_|'
Irtgs) s (xedy)

on prend R

Crgataeti) (Zaownze) (laeme ya) (23 taafe) (34,3, fa)
toy s 21} (WL Tain) {z2, 70, 23) [3311.'3.21'.1.] {3-11 b, 30
(zaitpann)  (Zaatiila) {Envets) (fz23,.%a) {24, %4, 70)
oy xpazd (fyoznwe)  (weotauds)  (wsoea,se) (s 240 20)

O vérifie que (2% contient le cycle suivant:
gl — {4 g) +— (A )+ [Aa,2) = [Ag,w) — (Aa, q)

{ A, gt — (A1 p) (A, 8) 6= (A5, 7) — (Ag, ™) — (Aa, p}

qu'on note O35,

51 on prend f = 'Iu'lllfm zgta) o i = (zim)(snt) o f = (zedEa)(pe. 2] .
.13 = {?4*3]{331 fa,29) . fa = {74, 24, 840 W4 ) 2t g = (Tn, 2o, 4. e} 2lors on obtient
[:l:q,z.;,ir-u'l |:-\!:]:-CE1_.,1|"2] {f:,:'l.-‘:.'j;ia._:' {23, 22, 114} |:i'1:f-1.1-"'-'l.‘.-:|
bze o, t1)  (row. ) (Tovsra)l (bweora)  (za0dee)

(g, Yoa 1) (3. 21.82) (B2, Za.ta) (23,23, 274) (B4, T, fo)

I:I.fm To, ) 2 E,2y) (311331 za) [yaaﬁa-- 3+}| [ll'-h Tu, %)

(In vérifie qu'on a bien Cy:
(Ap, fa) = { Ay, 1) = (Ag, f5) > (Ag, fa} +— (g, fu) > {Apog)

(Ao, ga) e—+ (Ar, ) =+ (An, @) e (s ga) + (Aa,Ga) e (Ao, fo)

au= )tz a) m= (e te)(2)
a3 :{:531 zﬂ-bﬁSIm] M4 = [min‘!-ij[l:l'-ia-fﬂd}
(' n'est pas la seule composante connexe non reduite & un sommet de Gy,

BVEd
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e CLASSIFICATION DES L-FXTENSIONS.

Lot k2 2 un oentier. Bolent, B el A deux k-oxtensions de méme hase .

Le graphe O contiens e eyvele O
[ Agy fa} — (A fr) = [Az Jo) +— (AL )+ [Apt)
(Aoige) = {ALg) = (A da) —F o = [Angn) +— (Ap i)

LEMME 17 Pour tout i de {0.1,..,n} 7 log est une permufation dont
ig cycle-dccomposiiion cst formee au plus de 2 eycles.

PREUVE: 3oit i de 7,1,....2} et supposons que flog sois une permu-
tation dont la cycle-décompoaition a au moins 3 cycles,

(n va montrer qu'aors A, n'est pas consécutive 4 Aq.,. En elfet considé-
eng embaoitement {4, A e ¢f supposons sans perte de généralité qu'il
esh exactement 'orlite d'ue triplet doot les deux premigres composante sont
éléments de /;. Comme la permutation f'ag: admet au moins 3 cyeles, il
exiate des éléments de A; qui o'apparaissent pas dans {4, Ay )s. 1 existe
un izomerphizme local & de domaine A Ay tel que 2/4;4; = 7d et gui
envole les sléments de A; qui 2’appazaisseatl pas dans {A;, A;y]r sur des
cléments qui ne sont pas dans A; 1A ;. On pout par exempla prendre oelul
qui fxe chague elément de A; qui apperaissent dans (A, A0 Dooe A,
n'ast pas consecuiiva A .. Ce qui esf absunde, DVod le lemme, &

I que: 5ilaper b fo o s e 54 cyecle-décomposition
Remarque: 5ilapermutation j; ftelleq le-d postt
& 2 eveles ep st Pembolten A A eat Porbite d™un toiplet dont lea deux

2 eyl si Vemboitement { A, Ay ) g est Porbite d™un teiplet dont lea d
promicres composanies sont slémenta da A; aiors ces deux éléments ne sonk
pas dapa |2 méme cvele. Car sinon A, oo seralf pas consécubive a Ay ,.

PROPOSITION 30 o est fel que;
Satt pour fout 1 on 2 gue lo permutation ' og; admet 2 cycles
Soit pour fout t on a que la permutation flog admet un senl cyele.

PREUVE: zupposons que tout emboitement (A}, Ajp) est orbite d'un tri-
plet dont lea deux premiéres composantes sont éiémenis de A,

Etant dooné i, supposons gque la permulation fog; admette un seul cycle
et que fiogis en it deux. Alors tous les Eléments de A; =pparsissent en
premidee position de tout triplet de [A;, Ay, ) co qui n'est pas le cas lorsqu’on
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considene les aléments de Apeq et Vembottement (A, Aica). Dol pour toant
¢ 51 7 ag & um unique cvele alors il en est de méme pour 7 ogig . Le lemume
precadent permet de conclure. &

Remarque: loute composante connexe non reduite & un semmet 2 an
meins 7 4 | somomets,

Il devient compliquer de procéder comme en 5.2 pour:
s Soit mountrer que ies k-extensions sont {—~1)-reconstructibles
s Saoit montrer qu'il existe une k-extension non-reconstructible.
Ce qui conduit & la recherche de conditions suffisantes de non-
reconstructibilicé. On affine la notion de point critique.

Pour les B-erfensions on renfores lo netion de point critigue pour se rap-
grocher le pluz possible de ce gui ze produtl pour les chaineties de Pows:t,

Soit i de {0,1,...n} et & de A, On dira gue T est e-critique si lorsqu’on
I'enléve on détruit emboitement (A, &g ow (Ai, A 5-
3i 'est l'emboitenent (A, Ay qui est détrait on dit que © est critique
par rapport & A;_; et PVenzemble de ces éléments est note A7
Si e'est plusds {(A;, A ) alorz on dit que o st critique par rapport a A
et 'ensembie de tals éléments cst nots AF,

LEMDME 18 Si fout flément de F est c-crifigue elors pour fout 1 on a
Card( A;) < 4.

PREUVE: Etant dounée A; on pose 4; = A7 LAY

Tous les éléments de A7 (resp. AT) zont composantes de Lout triplet liant
Ay ot A; (resp. A; et Ajpy) car sinen au moins un élément de A7 (resp. AT
| ne serait pas e-critique par rapport & Ajy {resp. Ao )

Do Card{A7) < 2 et Card(Al) < 2 et done Card(A;) < 4.

Supposons maintenant que chague partie A; ait quakre éléments et considé-
rons 'emboitement (As, Ay )a-

Tout triplet liant A: et A4 est tel que deux composantes sont dans AF et
une dans A~ ou bien deux sont dans Af, et une dans AY. On aurait alors
que soit un élément de A7 n’est pas e-critique par rapport & A seit un
élément de A5, n'est pas e-critique par rappork & A; Ce gnui est absurde,
d'oa le résuitat. 4
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+ PROBLEME:
J'ir::mrn: ce qu'il en est de la reconstructibilite d'une relation ternaite dont le
wrapae de foreage Grp est un cyvele non orienté dont chague partie o 3 léments
«f dont tout 8lément de la base szt oe-critique.

« NOTION DE f-CRITIOUE.

Léfinition: Soient : de {0,1,...,n} et 2 de A;.
U dira gue © =st f-critigue si J-;.-rsqu. an 1 aulc-.-.-_ on détruit tout forcage entre
toua les | somorphismes locaux de 7y de domaine At A; oo bien entre
ceux de domaine 4; et Aigy.

PROPOSITION 31 Sofent A et R dewr k-cxfensions.
5t les assertions suizanies sond vérifices:

1. Toute composaris connere de (Ty fnon redutie & un 300 “'E‘T-'-ﬁ-!.,.l 60U TOINS
it + 2 sommmeis.

2. Pour towl ¢ ef tout T de A; on o que 7 est f-critigue ot gu'il ezsite un
somarphisme local (A — {£}, @) fa gue:
5 ':ﬂ“ —{zh @) — {Aupr isa)
s (Aiz,iyey) &8t duns wne composanis connerd [non redeife 4 oun
sommiet) de {55 ef
¢ L7y condient un chemin de farcage:
Civn i) — (Auz dfe) — 0 — [Asadn]) — [Aoatho) —

(T {"q-l'—ll t-i"li-l}

Alors R et B sont nen-reconsiruciibles,

PREUVE: La premiére condition assure la non isomarphie tandis que la
seconds donne la (—1)-hypomorphie entre /ot 7. &

+ PROBLEMES;
L. Existe-t-il des k-extensions vérifiant les assertiona 1. ef 2.7

2. Un peul considérer de nouvelles classes de relations ternaires en impo-
sant des contraintes sur le graphe de forgage Gy, Par exemple an peut
impeser que (7 =olf conpexe.
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Son teaval se situe en theorie des relations et porie sur le théme de la reconstructibilise
cles multivelalions bicaies el des celations ternaires. La problématique de fa reconstrge
tion remonte a 5. Uam {1854) - ° Soient deux relations B et 5 de méme base F et vérifiant
‘2 condition: pour sout r de & les reskmicticns & et 5 a & — {z} seat isomorphes. La
gueation est: & et 5 sont-elles alors somorphes.” Une reponse afirmative & 6Lé obtenue
pour de nombreuzes classes de graphes ot de relztions. Mais |2 reponse est négative dans
le cas général avec notamment des contre-exemples de cardinalité arhitraicement grande
dns a P. k. Stockmeyer pour les relations binaives et & M. Fouzet pour les relations darice
plus grande que 2.

Une premitre partic de la thise porte sur les muelticelations { =uite de relations |
donl une composante appartient & une classe de kournols roetasifs (T, 1. Je montree
que ces mutirelationa sont reconstructibles dés que le nombre d'élément <e leur base est
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locaux entes Ty et son homotogue, J'afline cpalement le résultat de T Reverdy-Vilotitch.
en déterminant la nature des paires de £ dans chayue composante de & et 5.

Dans [a denxiéme partie de la these 'etudie (& proprigté de non reconstractibilicg et [a
netion de forcage d'isomorphismes locaux due & G. Lopez. A partic de 'analyse des conlze-
exemples de M, Pouzet, je défini les noticns "d'emboitemrent” et de "point critigue”. Je
constrils plusieures classes de relations ternaires reconstruciibles. Je parviens notamment
a exhiber une classe de relations rernaices ceconstructinles dont tous les sommers sont

critigues.
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