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Introduction

Le concept de largeur analytique a été introduite par Northcott et Bees [10]
de la manière suivante :

Soit 1 un idéal d'un anneau local nœthérien (A,9J1). La fonction :Pl:

Tt ~ dimA/DR (~;n) est polynomiaJe La largem analytique de 1 est

définie pqr le nombre noté À (I) = l+d°ipl' où do!?,! est le degr{~ du P01YllÔl1j(~

associé à ipl' L'intérêt de ce nombre est <Iii aux nOILdlI'CIISeS cmëLct,{'risatiolls
qui ont été obtenues en relation avec plusiems notions importantes de l' A19(~bre

Commutative. En remplaçant la suite (T't,>o par une filtration (In)nEt\j

dans la définition de À (I), 'Sc pose alors natiïrcllelllcnt k probl()l11c de la
généralisation aux filtrations de la notion de largeur analytique. C<' t.nk­

vail est en grande partie consacr6 à l'6tude du COlIlportmllent (l,sYlllptotiqllC

de la fonction ipJ : n 1--,. dill111/9Jl (~) ül\ f _:: (f,,) est. Illle liltmt.iou
9J11"

généralement nœthérienne sur l'anneau local (A,9J1). Plusieurs auteurs ont
abordé la question de diverses manières:

D'abord J.S.Ükon [11] utilise Hne caractérisation de À (I) pour définir
la largeuf analytique d'une filtration nœthérienne f = (In) sur (A,9J1) en
posant:

f (f) = dim (-u, ~~~{l, J) ou ?R (A, J) =~ InX
n

, X est une
nE",

indéterminée et 'U, == 1/X .

Ensu.ite H. Dichi, Y. Diagana et D. Sangaré [4] utilisent la nature asymp-

totique de la fonction: ipJ : n~ dimA/DR (~~n)' .
Ils O:lt été confrontés à la question suivante: la fonction ip / est-elle poly­

nomiale? Dans le cas où la réponse est positive, le llegré de 'Pi servira
à définir la largeur analytique de f comme cela a été fait dans le cas des

. idéaux. Ils ont montré que la réponse est négative pour certaines filtrations
nœthériennes. Au chapitre 1 de ce travail, nous rappelons quelques définitions
et résultats qui ont pour objectif d'en faciliter une lecture indépendante. Au
,chapitre 2 nous donnons une réponse positive à la question (Théorèmes 2.3.2
et 2.3.4) pour des classes plus restreintes de filtrations nœthériennes, à savoir
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les filtrations l - bonnes et les filtrations fortement nœthériennes.

On sait d'après H. Dichi et D.Sangaxé [5] que si f est nœthérienne, alors
la fonction 'PI est quasi-polynomiale, nous déterminons (Proposition 2.4.3)
sa période ainsi que le degré de chaclln des polynômes associés.

Dans l'exemple 2.4.6, nous construisons une filtration A.P pOlir laquelle la
fonction 'PI n'est pas quasi-polynomiale, donc pOlir ce type de filtration, on
ne peut pas définir la largeur analytique à pmtir dll concept de degré. Ceci
nous amène à généraliser (définition 2.4.7) la notion de largf'llr an,1Jyti<llle ,\
une filtration quelconque.

Dans le chapitre 3, nOllS abordons la conjeetllI'e de .1.8. OkOll, posée
dans [11] remarque 2.7 de la mani()I'e suivante: HOit (A,9J1) 1111 anlH'all local
nœthérien. Pour toute filtration nœthérienne f :-:-c (f.1I) sur A, a-t,-ou

, . R(A,f)
,U) = ,(In), \in ~ 1, Oll ,(1) = dun 9J1R(A, j) ?

On sait (voir [6] Exemple 4.5 et Corollaire 5.8) qlle la réponse à cette question
est négative en général pour les filtrations nœthériennes et qu'elle est positive
pour les filtrations 1-bonnes. Nons donnons Ilne répollHe négative à la qlles­
tion dan'> le cas des filtrations fortement nœthériennes (contre-exemple 3.2.9).



IChapitre ri
Généralités

1 - 1 Dimension de Krull d'un rnodule et longueur

1 - 1 - 1 Définition

Un idéal propre P de A est dit premier si Vx, li E A la relation ;r:y E P
implique que x E P ou li E P.

L'ensemble des idéaux premh~rs de A, noté Spec(A) est appd<Ç spectre de A.

Soit P E Spec (A); une chaîne d'idôaux premiers de A de longucur JI ct
d'extrémité P, est une suite croissante d'idéaux premiers:

Po C Pl C P2 ••• C P" = P.

On appelle hauteur de P et l'on note ht(P), la longueur maximale des chaines
d'idéaux premiers sur A d'extrémité P.

Pour un idéal quelconque J de A, la hauteur de J est définie par:

ht(I) = inf{ht(P), P idéal premier de A contenant I}.

L'altitude de 1 est définie par :

alt(I) = sup{ht(P), P idéal premier minimal sur I}.

Un idéal premier contenant J est dit minimal sur J, s'il n'est strictement
contenu dans aucun autre idéal premier contenant J.

1 - 1 - 2 Définition

La dimension de Krull d'un anneau A est. définie par la longueur maximale
des chaînes d'idéaux premiers sur A : dim A = max ht(P).

PE Spcc(A)

Exemples

(i) f.i k est un corps, dim k = O.
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(ii) Tout anneau principal qui n'est pas un corps est de dimension 1
(dimZ = 1).

(iii) Soit k un corps, l'anneau des polynômes k [Xl, .....,X n ] est de dimen­
sion n, la chaine d'idéaux premiers de longueur maximale considérée étant:

Si 1 est un idéal de A, la cohauteuI' de 1 est définie par:

coht(1) = dim(A/I).

1 - 1 - 3 Définition

Un idéal propre de A qui n'est contünll dam; allCllll alltre idl'~aj propro (h~ A
l~st dit maximal. Un anneau local (A,9n) est lll\ amlcall A qui n'a qU'llll

selll idéal maximal 9.11.

Pour tout idéal maximal 9J1 d'un anneau A, l'anneau quotient A/9J1 est
un corps, appelé corps résiduel de A.

1 - 1 - 4 Définition

Pour tout A-module M, l'ensemble {a E A, aM = (On est un idéal de A
appelé annulateur de M, noté Ann(M). La dimention de Krull de Ai est par
difinition la dimension de Krull de l'anneau quotient A/Ann(M).

Un élément a e A est dit diviseur de dro danlil M s'il exiRto :v E M, x rF ()
tel que ax = O. On notera Z(M) l'ensemble des diviseurs de zéro de M.

1 - 1 - 5 Définition

Une famille (Xl, X2,'" ,xn ,. .. ) d'éléments de M est dite genératrice de M sur
A, si tout élément de Ai est combinaiBon linéaire finie à codTIcieuts d,WB A,
des éléments Xl, X2, ... .1:n ... On dit que M est lill A module de type fini s'il
est engendré par un nombre fini d'éléments.

Dans un anneau local, tous les systèmes nlinimaux d'éléments générateurs
d'un module M de type fini, ont le même nombre d'éléments: p(M) appelé
nombre minimum d'éléments générateurs de M.
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Un A-module M est dit nœthérien (respectivement artinien) si toute
suite croissante (respectivement décroissante) de sous-modules de M est sta­
tionnaire. M est nœthérien équivaut à tout sous-module de A1 est de type
fini.
Un anneau A est dit nœthérien, s'il est nœthérien cn tant que A -module. On
notera que tout module de type fini sur un anneau nœthérien est nœthérien
et tout quotient d'un module nœthéricn est n<x~thérien.

1 - 1 - 6 Définition

Une suite de composition de Jonlarl Hôlder de longueur '1/ SHr 1111 A· 1lI0dllic

A1 est une suite strictement décroissante de sous-modules de

telle qu'il n'existe pas de sous-module N de M vérifiant

Mi ;;2 N ;;2 Mi+! pour un 'l E {O, 1, ... ,n - l}.

Touü~s les chaines de composition de Jordan Hülder sur M (si elles exis­
tent) on\. la même longueur, appelée longueur de M sur A, noté RACA!). Si
M n'a pas de chaine de composition Jordan Hülder, on pose RACM) = +00.
Un A-Dlodule M est de longueur finie si et seulement s'il est nœthérien et
artinien. Si A est nœthérien, alors la longueur de M est finie si et seulement
si dimM = O.

Exemples:

(i) I!(M) = 0~ M = (0)

(ii) M est simple si et seulement si I!.(M) = 1 CA1 est dit simple s'il n'a
pas de sous-modules propres).

(iii) pour tout espace vectoriel E sur un corps k, ek(E) = dimk(E)

(iv) pour tout sous-module N de M, e(M) = I!.(N)+ I!(M/N) , plus
généralement pour toute suite exacte

0- Ml - M 2 - ..... - Mn _ o de A-modules, on a:

n

I)_l)i I!(Mi ) = O.
i=l
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Si (A, 911) est un annean local, alors A/911 est nn corps, pour tout A-module

M, 911
M

M est nn A/911-espace vectoriel. Si A1 (-)st de type fini, alors:

qui est le nombre minimllln d'éléments géuérateurs de 1\1 sur A.

La formule (*) sera trèH souvent utilisée claus ce traVitil dans k C,lS particu­
lier 011 M = In est un idéal de l'anneau localllœtllériell (A, 9)1) ct Oll TI E N*.

1 - 2 Filtrations Sllr UB ltlllW<UI d, SIlI' llli lll~)(llll(\

1 - 2 - 1 Définition

Soit A un anneau cOllllIllltatif unitaire. IIlW filtration sm il est \IIW LUlli Il(~

f = (In)nEZ d'idéaux de A tels que:
(i) 10 = A, (ii) In+1 C In Vn E Z, (iii) 1p !" C 1)'+(1' Vp, q E 'II..

Exemples

Si 1 est un idéal de A, la famiUe fI = (In)nEZ avec [T' = A Vn ~ 0, est une
filtration sur A, appelée filtration 1-adique. Si f = (In) est une filtration
sur A alors pour tout réel strictement positif À, la famille .t(>.') = (I{n>.}) est
llne filtration sur A, où {n'\} est le plus petit entier supérieur ou égal à n'\.
Si p est un entier, alors f(p) = (Inp)nEN .

Si f = (In) est une filtration de A, alors .;-r;. =-.:: ...;r;Vn :2: 1
et ht(In) = ht(Il) Vn ~ 1. En effet, Ir c In C Il donc

V7f C JI:: C vI; = vTf alors .;r. = .;T;.

ht(II) = inf{ht(P) : P E V(I)} 011 V(I) = {P E Spec(A) : 1 cP}.

Com.ne In C Il. on a: V(Il) c V(I,,). Puisque Ir' c In, alors
V(In) C V(Ir) = V(Id· Ainsi V(In) = V(Il) d'Oll ht(In) = ht(Il)'

L'ensemble des filtrations sur A est ordonné par la relation:
(In) = f ~ 9 = (Jn) si In C Jn Vn E Z.
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Soit 1 un idéal d'un anneau A. Une filtration f = (In) sur A est dite
1--bonne si

(i) 1 In C In+l 'Vn E N

(ii) 1 ln = In+l 'Vn >> 0 c'est à dire pour tout n H..'-iSe:l, grand.

Une filtration g = (ln) sur A est dite f-bonne si f ~ g et s'il existe Ull

entier N tel que :
N

.ln = 'L/n-p.lp "In 2: N.
1'=1

Une filtration sur un A-module M est une famille (Mn.)no de SOIIS­

modules de M tels que: Mo = Met Mn + 1 C Mn, "In E Il.

Une filtration f = (In) sur A est dite compatible avec une filtration (Mn)
sur M, fli I p1l1q C 1I11'+q , 'Vp, q E Il.

Exemples·

(i) Si (Mn) est une filtration sur M et N un sous-module de AI, alors:

(N n Mn) est une filtration sur N et (N ~AIn) est une filtration SUl'

MIN.

(ii) Si 1 est un idéal, la filtration 1 -adique de A1 est définie par
(InM).

(iii) Une filtration (Mn) sur un A-module !vf est dite 1-bonne si :
[Mn. c Mn+11 "In E Z ct [Mn = Mr'+l. "In» O.

(iv) Une filtration (Mn) sur Nf est dite f-bonne (f = (In) lme filtration
N

sur A) s'il existe un entier N tel que: Mn = LIn-l,Ml"
p=]

1 - 2 - 2 Anneaux gradués

Un anneau A est dit gradué s'il existe une famille (An)nEZ de sous-groupes
de A vérifiant :

(i) An Am C An+m 'Vn, m E Il

(ii) A = œAn'
nEZ

Un éUment x de A qui est danfl Ak est dit homogône de degré k.
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L'élément unité de A appartient à Ao, qui est donc un sous-annean de A.
Chaque An est un Ao-module et A est une Ao-algèbre.

Soit A = ED An un anneau gradué.
nEZ

Un A-module gradué est un A--module lvl pour lequel il existe une
famille (Mn)nEZ de sous-groupes de M tels que:

Soit A - CEl An un anneau gradué, les assertions suivantes sout
n~O

équivalentes:

(i) A est nœthérien

(ii) Ao est nœthérien et A est une Ao-·alg()1>re de type 1îui.

Exemple

Soit A un anneau. L'anneau des polynôU1e1-1 à n indéterminées:
B = A [Xl, ... , X n ] est un anneau gradué par: B = El) Bn ,

n>O
où Bn est l'ensemble des polynômes homogènes de degré n complété par-zéro.

1 - 2 - 3 Anneaux de Rees d'une filtration

Si 1 = (In) est une filtration sur A, J un idéal de A, X une indéterminée, on
définit les anneaux gradués suivantfl :

q

Un élément de R(A, f) (respectivement de iR(A, f)) s'écrit: z = L anXn

avec an E In, p, q E .N (respectivement Z).

G (A) In G (A) In R(A, f)
f = EB -[-, f ,J = ED JI '-" JR(A Ir

n~O n+l n~O n .,

R(A, f) et 2R(A, f) sont respectivement appelés l'anneau de Rces et
l'::,mneau de Rees généralisé de f.
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La multiplication clans Gf(A) (respectivement Gj(A, J)) est définie par:

Pour a E In et b E IT' on pose: (a + In+1)(b + /1'+1) = ab + In+p+1

(respectivement (a + J In)(b + .lIp ) = ab + J In+r,).

1 - 2 - 4 Filtrations nœthériermes

La filtra ,ion f = (In) est dite nœthérienne sur un anneau nœthéricn A, si
. l'une des quatre conditions équivalentes suivantes est vérifiée (voir [:1])

(i) R(A, f) est nœthérien

(ii) ~(A, f) est nœthérien

(i-ii) ::Jk E N* tel qlle Ink = I~, Vn?- 0

f = (In) est dite fortement nœthérienne sur un anneau nœthérien A, s'il
existe un entier k E N* tel que In+m = InIm\In, m ;::: k,

La filtration f = (In) est dite A.P (c'est à dire approximablc par des
puissances d'idéaux), si pour tout entier n, il existe un entier kn tel que

U N" 1 lm l' kn 1vm E l'Il Hhm C,. et lm - = .
,.-+00 Tt

Dans un anneau nœthérien, nous avons la classification suivante des
filtrations classiques (voir 6.2.8 de [14]).

1 - adique ===? 1 - bonne

JJ-
fortement nœthérienne

JJ-
nœthérienne ;. A·P
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1 - 2 - 5 Définition

Soit 1 = (In) une filtration sur un anneau A, compatible avec une filtration
<p = (Mn) sur un A-module ]v[, alors:

Cr/!(M) = EB Mn est un Cf (A)-module gradué.
n~OMn+l

La multiplication est définie par: Vp, q EN, Va E I T" :r E Nf"
(a + I p+1 )(x + lvlq+d = a:r + Mp+q+l'

l - 2 - () Cas particuliers:

Si l est un idéal de A et si f = fI = (I1I) est lu, filtration I---adiqlw alors
on note: R(A,I) = R(A,fl ), ?R(A,J) =: ~R(A,fJ, G,(A) = G

fl
(A) ct

GJ(A, J) = Cf] (A, J) pour tout idôal J de A.

1 - 2 - 7 ?iltrations enti(lres sur une autre

Un élément x d'un anneau A est dit entier sur une filtration f = (In) de A,
s'il satisfait une équation de la forme: xm +alxm

-
1+ ...+ajXrn

--
j+ .. ·+am = 0

olt mEN, aj E I j , 0 ~ j ~ m. Un idéal J est dit entier sur f = (I,,) si
tout élément de J est entier sur 1.

Une filtration 9 = (Jn) est dite entière sur f = (In) si pour tout entier
n ~ 1, J" est entier sur I(n).

09 = (.ln) est dite fortement entière sur f si f ~ g et si R(A, 09) est un
-R(A, f)--module de type fini.

1 - 3 Fonctions de Hilbert des modules gradués [6]

1 - 3 - 1 Définition

Soit A = Œ An un anneau gradué nœthérien de la forme A = Ao [:J:I \ ... ,:1:,.]
n~O

011 chaque Xi est homogène de degré k i 2: 1, M = El) Mn un A-lIlodule
n~()

gradué de type fini, alors chaque Mn est nn Ao--module de type fini.
Supposons que An soit artinien, alors la longueur f Ao (Mt.) est finie.
On peut donc définir la fonction H(M, -) : n f----+ fAJMn ), appelée fonction
de Hilbert de M.
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1 - 3 - 2 Fonctions polynomiales - Fonctions quasi-polynomiales

Soit un entier d ~ -1, une fonction <p : Z -~ Z est dite polynomiale de degré
d s'il existe un polynôme P E Q[X] de degré d tel que <p(n) = P(n) Vn» O.

Le polynôme nul est par convention de degré-1.
La fonction <p est dite quasi-polynomiale de période k E N* et de degré fi s'il
existe une famille F = (Fo,FI,'" , Fk-d de polynômes F.i E Q[X] tell-:> que:

(i) <p(n) = Fj(n) si n »0 et n =j[k] 0::; j ::; k - 1

('li) ma.x (dog Fj ) = d.O$j$k-] .

1 - 3 - 3 Fonctions additives

Soit A = EFJ An un anneau gradué. Une fonction À sur la catégorie des
n~O

Ao--modules de type fini, est dite additive si pOlIr tüute suit(~ exacte de
Ao-modules :

Dans ces conditions, pour toute suite exacte de Ao-modules :

rI

0--+ !vIl --+ M2 --+ ... --+ Mn --+ 0, on a: L(_1)k À(Mk) = O.
k-l

Soit A = EB An un anneau gradué nœthérien, alors Ao est nœtllérien
n>O

et A est un Ao=-algèbre de type fini. On suppose que A est engendré par
des éléIlll~nts homogènes XI,X2, .... ,Xr avec dO:J:i = ni, 1::; 'i ::; T. Soit
M = EB Mn un A-module gradué de type fini, alors chaque Mn est un

n~O

Ao-module de type fini. On a le résultat suivant:

1 - 3 - 4 Théorème (Hilbert-Serre) 4.1.3 de [14]

Sous les hypothèses précédentes, pour toute fonction additive À sur-la catégorie
des Ao-modules de type fini, la série de Poincaré P(M, t) = L À(Mn)t'n

nEZ
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f(t)
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où

i=l

f(t) E Z[t]. L'ordre du pôle de P(M,t) en t = 1 est noté O(fI.,1).

1 - 3 - 5 Corollaire 4.1.4 de [14]

Soit A = Œ An un anneau gradué nœthérien de la .tonne A = Ao [J:1' ... ,;J;r]
n>O

où chaque Xi est homogène de degré 1. M = ED Mn 7.m A---mod'l.tic grad'ué de
n~O

type fini, alo1's pour' toute fonction add'itùJ('. sur la ealt'-g(wte des An -- 'modules
de type fini, la fonction: n 1--+ À(Mn ) est polynomiale de degré O(J\;!) -- 1.
Ce comllaire permet de déduir'e le thÂorème de Hûherf, S'l1:tvant :

1 - 3 - 6 Tbéori~me de HUbert ~3.3 de [6]

Soient A = Et) An un anneau, gmdué nœthé1'ien de la j'm'me A = Ao [;r;], ... ,;l:r1
n~O

où chaque Xi est homogène de degré 1, M = CD NIn 11,7/. A -- 'I1wdule g'l'(ui'llé de
11>0

type fini, de dimension de Kr'Ull d. SuPPOSOn,9 qu,e Ao so'it artin'ien et local,
alors la fonction de Hilhert H (M, -) est polynomiale de degr'é d --- 1.

1 - 3 - 7 Remarque 3.4 de [6J

Le théorème de Hilbert n'est plus vrai s'il existe un Xi parmi les éléments
générateurs de A sur Ao qui soit de degré k i ~ 2.
En effe~, cousidél'OUS : A = k[Xd], oü k est un corpFl ()t cl ~ 2, lm entier
naturel. Soit B = k[XJ l'anneau des polynômes à une indéterminée à coeffi­
cients dans k. B est un anneau gradué par:

B = œBn oil Bn est l'ensemble des polynômes hOUlogènes de degré n,
n~O

complété par zéro, alors A = k[Xd
] est un sous-anneau gradué de B par:

A = EEl An avec An = A n Bn , on a :
n~O

A = { Bn si n = O[d]
n (0) sinon

ainsi
f k (A ) = { 1 s~ 11, = 0 [d]

n 0 smon '



d
. R(A,f)
lIn .TR(A, f) - 1.

13

il est évi:ient que la fonction n r-----t fk(A n ) ne peut être représentée par un
polynôme. Cependant elle est quasi-polynomiale et plus généralement nous
avons le résultat suivant :

1 - 3 - 8 Théorème de Hilbert généralisé 2.7 de [5J

Soient A = EB An un anneau gmdué nœthé'rien de dimensi.on de K'l'Ull finie,
n~O

de la forme A = Ao [Xl, ... ,Xn], où chaq7te Xi est homogène de degr-é ki ::::: 1;
M = œMn un A-module gradué de type fini de dimension d. On s'appose

n~O '

Ao artinien et on pose k = p.p.c.rn (k l ,··· ,ku ) (l.lO1'.'~ :

(i) H (M, -) est quasi-polynomiale de pér'iode k ct de dcg'ré d - 1.

(ii) Si F = (Fo,FI, ... Fk - d est le quasi-polynôme as:wczé ri fi (Al,·- )
alors:

cf)Fa = max dOFi = ri -- 1.
O~i~k-I

1 - 3 - 9 Théorème 4.3 de [6]

Soient A un anneau nœthérien de dimension finie, J un idéal de A et f = (In)
A

une filtration nœthérienne sur A. On suppose que J est ar'tinien. Alors la
fonction:

n r-----t i~ (};rJ est quasi-polynomiale de degré
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[Chapitre III

Natu~e asymptotique de la largeur analytique
des filtrations J-bonnes et forternent

nœthériennes

2 - 1 Largeur analytique des id6a,llx

2 - 1 - 1 Définition

Soient (A, VJ1) un anneau local methéricn, [ un idéal <le A. On consi&re
. p r
l'anneau gradué S = El) (YY}[ = El) Sn avec S1I = on[..

n2::0 ;;IJ~ Tt n2::0 ;;IJ~ 1/.

On a Sc = A/9J1, S = SO[tl, ... tTJ, olt ti est lm élément homogène de dcgr{~

1. Alors le théorème de Hilbert (1.3.6) montre que la fonction

( r ) ( r~ )'Pl : n 1--7 dimA/!J.n VJ1[n = fA/'JJt VJ1[n est polynomiale.

La largeur analytique de [ est définie par le nombre À(I) = 1 + d°r.p] .

2 - 1 - 2 Caractérisation

D'après [10] si A/9J1 est un corps infini alors:

(i) ht(I) ~ À(I) ~ j.L(I), J1,(I) est le nombre minimum d'éléments
générateurs de 1.

(ii) À(I) = j.L(J) oll J est une réduction minimale de [.( On dit qu'un
idéal J est une réduction d'un idéal l si J c [ et [n+1 = JIn, 'Vn >> 0)

(iii) À(1) = nombre maximum d'éléments analytiquement indépendants
dans [. (Des éléments al, a2, ... an de 1 s(mt dits analytiquement indépendants
dans [ si pour tout polynôme homogène de degré p, F E A[X1, ••• ,Xll ], la
condition: F(al' a2,' .. an) E [PVJ1 implique que tons les coefficients de F
sont dans VJ1).

Sans aucune condition sur A/9J1 on a :
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() . R(A,1) d' ?R(A, 1)
À l = dnn 9JtR(A, 1) = lm (u, 9Jt)?R(A, 1)

(v) À(I) = degtTA/9Jl (9Jt~1~~~)) = degré de transcendance sur A/9R

R(A,1)
de l'anneau (le degré de transcendance d'llll anneau A sm \Ill

9RR(A, 1)
anneau B est le nombre mé.LximUlIl d'ôlérnents dc A qui SOllt algébriqucmcllt
indépendants dans B).

2 - 2 Généralisation aux filtrations

2 - 2 - 1 Définition

La première extension aux filtrations de la largcur <\Imlytiqllc vient dc
J. S. ükon [11] qui utilise la caractérisatioll Ci'V) préc()dcnte, pour ddillir ln
largeur analytique d'une filtration no:~théricllnc f --=;:: (In) sur (A,9R) par:

. ?R(A,f)
e(J) = dlm (u, 9Jt)~R(A, f)'

D'al.ltrer- concepts de la largeur analytique d'une filtration ont été dOllllés par
H. Dichi, Y. Diagana et D. Sangaré [4], en associant à chaque couple (J, f)
composé d'un idéal J et d'une filtration f de A, les trois nombres suivants:

(f) d' R (A, f),.1 = lm JR(A,j) '

()
. ?R (A, J)

ÀJ f = dlm (u, J)3?( A, f) et

(f)
R (A, f)

TJ = deg frAI.l JR(A, ff
Rappelons les résultats des propositions 2.4 et 2.12 de [4].

2 - 2 - 2 Théorème [4J

Soit f = (In) une filtration sur un anneau A et .J un idéal de A, aloT8 :

(i) pour tout entier p 2: l,

'J(J(p)) = 'J(J); ÀJ(J(p)) = À.l(f).
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(ii) en particulier pour un idéal 1 de A et un entier p ~ 1,

(iii) si f et A sont nœthériens, aloTs il e:;;'iste un ent'ieT k ~ 1 tel que
pour tout entier n ~ 1,

(iv) si f et A sont nœthériens et rot un idéal maximal de A contenant
Il, alors

2 - 2 - 3 Théorème 5.6 de [6]
Soit f ~ 9 deux filtrations sur un anneau A et J un idéal de A, on suppose
que 9 est entière sur J, alors :

(i) 'YJ(g) = 'YA]) ; >'Ag) = >'A])·

(ii) Si de plus A et 9 sont nœthériens, aloTs f est nœthérienne et si rot
est un idéal maximal, alors Trot(g) = Trot(J).

2 - 3 Nature asymptotique de la largeur analytique

Ces différentes définitions (citées plus haut) de la largeur analytique ne
tiennent pas compte du comportement asymptotique de la fonction:

<PI: n t----+ dimA/rot (v:r.~n) comme dans le cas des idéaux.

Cett\J observation a amené H. Dichi, Y. Diagana et D. Sangaré [4] à
poser la question de savoir si <PI est polynomiale ou quasi-polynomiale afin
d'utiliser son degré pour définir la largeur analytique de j. Or il existe au
moins une filtration nœthérienne comme l'indiqu8la remarque 0 - 3 suivante
de [4], pour laquelle <PI n'est pas polynomiale.
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2 - 3 - 1 Remarque

Soit A = k[[X, Y]], où k est un corps. VJ1 = (X, Y) l'idéal maximal de A.
On considère la filtration f = (In) définie par 12n- 1 = 12n = VJ11! pour tout
entier n ~ 1. Alors f est nœthérienne et on a :

La fonction 'PI ainsi définie n'est pas polynomiale.
Cependant si f est l - bonne, nous allons montrer que 'PI est polynomiale.

2 - 3 - 2 Théorème

Soient (A, VJ1) un anneau local nœtherien, 1 un idéal de A et f = (ln) une

filtration I-bonne sur A. Alors la fonction: 'PI : n ~ dimA/9Jl (~1~1J

t l . l d d ' d' R (A, 1) 1es po ynom~a e e egre lm VJ1 R(A, 1) - .

Preuve

l est un idéal de A qui est nœthérien donc la filtration l -adique fI = (In )nEN

est nœthérienne. Par conséquent R(A,1) = @]Ttxn est nœthérien et donc
n~O

l
, . R(A,I) .
anneau quotIent VJ1R( A, 1) aussI.

Si l = (al,'" ,an), alors R(A,1) = A[aIX, ... ,anX] et

ror~1A~~) == Alrot[alX + !VtR(A, 1),'" ,anX + rotR(A, 1)]

AjVJ1[aIX + VJ11 X, ... ,anX + VJ11 X]
"" AjVJ1[al + VJ1I, ... ,an + VJ1I] (voir 5.3.4 de [14])

R(A,I) In
alors VJ1R(A,1) = n~o rot In est un anneau gradué nœthérien engendré sur

son groupe- homogène de degré zéro qui est AjVJ1 par des éléments homogènes
de degré 1.

f = (In) est 1-bonne sur l'anneau nœthérien A. Alors d'après [7]
Corollaire 3.6, f est fortement entière sur la filtration 1-adique. Ceci signifie
que R(A,1) = E9]TtX n est un R(A,I)-module de type fini. On munit

n~O

R(A,1) In, R(A,1) In
VJ1R(A,1) - n~o VJ1 In d une structure de VJ1R(A,1) = n~o VJ1 In -module

~
',~. :
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de la manière suivante Vap E IP, bq E Iq on pose

(ap+ 9Jl IP)(bq+ 9Jllq) = apbq+ 9Jllp+q.

Cette définition de la multiplication est indépendante des représentants choi­
sis: en effet soient a~ E IP, b~ E Iq tels que:

ap - a~ E 9JlIP et bq - b~ E 9Jllq

alors apbq - a~b~ = ap(bq - b~) + b~(ap - a~)

or ap(bq - b~) E IP9Jllq C 9Jll1J+q

et b~(ap - a~) E Iq9JlIP C 9Jllp+q

donc apbq - a~b~ E 9Jl Ip+q .

D'une façon générale si a E R(A, 1) et x E R(A, J), alors on pose:
(a + 9JlR(A,1))(x + 9JlR(A,J)) = ax + 9JlR(A,f). Si bl , ... ,b.~ sont les
éléments générateurs de R(A, f) sur R(A, 1) alors bl + 9JlR(A, J), ... ,

R(A, J) R(A, 1)
bs + 9Jl R(A, f) engendrent 9JlR(A, J) en tant que 9JlR(A,1) module. En

s

effet, si x = Eaibi E R(A, J), ai E R(A,1) alors
i=l

t(a;+!UlR(A,I)) (b,+!UlR(A, f)) = (t n'b') +!UlR(A,J) ~ x+!UlR(A, f).

A' , R(A, J) In R(A, I) d 1 ad éd fi '
mSI 9JlR(A, J) = n~o 9Jl In est un 9JlR(A,1) -mo u e gr u e type III

et de dimension finie, puisque la dimension de A est finie en tant que anneau

local ncethérien et que dim 9Jl~1A~j) :::; dimR(A,J) :::; 1 + dimA (4.4.12

de [2]),

En application du théorème de Hilbert (1.3.6) avec ;~1AI) ) = EB ~n
, I Tl~O ~J~ In

d ' R(A, J) In d 1 d'
pour anneau gra ue et 9JlR(A, J) - nîo 9Jl In pour mo u e gra ue, on

déduit que la fonction 'P, : n f----t f AlfJJt (~~n) = dimAlfJJt (~~n) est

1 . 1 d d ' d' R(A, J) l' B R(A, 1)
po ynomm e e egre 1mB 9JlR(A, f) - ,ou = 9JlR(A,1)'
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donc

On a

et

A (R(A, J) ) _ R(A,I) n WlR(A, J)
nnB WlR(A, J) - WlR(A,I)

R(A,1)
WlR(A,I) R(A,I)

--.-...,.--,::-:--~~~,..,.."" --,--...,.--...:--...:......,.-:---:-:-
R(A, 1) n WlR(A, J) - R(A, 1) n WlR(A, J)

WlR(A, 1)

. R(A, J) . R(A, 1)
<ilmB WlR(A, J) = dun R(A, 1) n WlR(A, J)'

()
' .) R(A,.f)

Comme f est l -bonne, alors R A, f est entIer sur R(A, l ,dOliC WlR(A, f)

. R(A,I) . .
est entIer sur R(A,I) n WlR(A, J)' amSI

. R(A,f) . R(A, 1) . R(A,f)
dlm WlR(A, J) = dlm R(A, 1) n WlR(A, J) = dlmB WlR(A, J) , donc

Exemple d'application du théorème 2 - 3 - 2

Soit A = 1../41... A est un anneau local nœthérien d'idéal maximal Wl =
21../41... On a Wl2 = (0). Soit f = (In) avec ID = A, Il = 12 = Wl et In = (0)
\In ~ 3. Alors f est une filtration Wl-bonne qui n'est pas adique et on a :

cp,(n) = 0 \In ~ 3.

2 - 3 - 3 Remarque:

Dans [:1.], nous avons montré que deg(cp,) = deg(cp/) pour toute filtration
1-bonne f. Donc deg(cp,) ne dépend pas de la filtration 1-bonne f.

Dans ce qui suit, nous étudions la nature asymptotique de la fonction Cp,

pour les filtrations fortement nœthériennes. Nous avons le résultat suivant:

2 - 3 - 4 Théorème

Soient (A, Wl) un anneau local nœthérien, f = (In) une filtration fortement
nœthérienne sur A. Alors la fonction:

Cp, : n~ dimA/VJt (~~n) est polynomiale de degré dim Wl~1;/j) - 1.
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On aura besoin du lemme suivant :

~ - 3 - 5 Lemme

Deux polynômes de Q[X] q7LÏ coi;nC'ident en unf infinité de [Joùds sont ({gœa:I:.

Pr~uve '.;.

Soient P, Q E Q[X] vérifiant les hypothèses du lemme. Posons d = dO(P-q).
Si P - Q =1= 0, alors P - Q n'a au plus que d racines. Or les racines dt' P -. Cd
sont les Xi tels que P(Xi) = Q(.'L,), qui sont en nombre infini par ll'ypotll(~se,

donc P - Q = 0, d'ol! P = Q.

Preuve du théorème 2.3. 4

f = (I.J étant fortement no:~thérienne, alors f(ll) ;=-.; (Iltp)l' .;= U;:)pc::'" f,,,
Vn »0, où hn est la. filtration In -adiqlw, donc d'après le th{~or(~nw 23.2

la fonction 'Pt(n) : P \--. dimA/9Jl (:;;:IP) est polynomiale. Soit Pli son

1 ~ ., 1 l0P' d' R(A, f(n)) [' R(A,.n
po ynome assocIe, a ors ( n = lm 9J1R(A, f(n)) - 1 =-: ( lIn 9J1R(A, f) ..- 1

(voir 5.5 de [5])
Ainsi dO Pn ne dépend pas de n et tous les Pn ont le même degré d pour

d

. n » O. On peut alors écrire Pn(X) = L On,iXi où 0n,i E Q.
i=O

Soient n, k »0, s 2: 1. On a

d

Pn(ks) - L on'i (kS)i
i=O

'Pt(n) (ks)

d' ( ["ka )lmA/rot <n> [
;.I.J~ nks

'Pt(k) (ru; )
- Pk(ns)

d

- LOk,i(ns)i
i=O

d d

où Ok,i E Q, sont les coefficients de Pk. Ainsi L(On,iki)Si = L(c~k,ini)si.
i=O i=O
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En fixant 11, et k on a l'égalité de deux polynômes dans Q[X] iL savoir
d d

I)Qn,iki)Xi et I)Qk,ini)Xi en tont point 8 E N*. D'après le lemme
i=O i=O
2.3.5, ces deux polynômes sont égaux. Par conséquent les coefficients de
leurs monômes de même degré sont deux à deux égaux, donc :

soit

Ce rapport est donc indépendant des entiers n et k.
d

Üni L'Posons Qi = -.' et P(X) = O'iX' on a :
n'

i=O

d

Pn (X) - L (}.ini Xi
i=O
d

- I:>Xi(nX)i
i=O

P(nX) (*) Vn»O

Pour tout n, k » 0, on a :

1. ( I nk )( lmA/lVl rotlnk
- 'P ,(n) (k)
- Pn(k)

P(nJ.~) (d'après *).

Ainsi 'P, coïncide avec le polynôme P sur les entiers de la forme nk avec
n,k» O.

f = (In) étant fortement nœthérienne, donc nœthérienne, 'PJ est qua..~i­

polynomiale d'après 1.3.9.
Il exi3te alors k polynômes Fo, FI, ... ,Fk - l E Q[X] tels que:

'P,(nk+ j) = Fj(nk + j) 0::; j ::; k -1"111,» O.
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Pour tout n, S >> 0 et j = 0, l, ... ,k - 1 on a :

P((sk + j)(nk + 1)) cpf((sk + j)(nk + 1))
- 'Pf (snk2 + sk + jnk + j)
- 'Pf((snk +.') + jn)k + j)

Fj((snk + s + jn)k + j)
- Fj((sk + j)(nk: + 1)).

Ainsi P et Fj sont deux polynômes à codIicients dans Q qui coïncident
en une infinité de points,
Alors d'après le lemme 2.3.5, P = Fj pour 0 ::; .i ::; k·· 1 donc

P = Fo = FI = ... = Fk - 1 ,

On en déduit que cp f est polynomiale de polynôme associé P.
Le théorème 2.3.4 nous permet d'étendre aux liltrations fortement nœtMrienllcs
la notion de largeur analytique au sens de Nortbcott ct Recs,

2 - 3 - 6 Définition

Soit (A, Wl:) un anneau local nœthérien. f = (In) une lîltration fortement
nœthérienne sur A. On appelle largeur analytique de f le nombre

2 - 3 - 7 Remarque

C do d' R(A, f). (f) dO 1 d' R(A, f)
omme 'Pl = lm Wl:R(A, f) -1, on a: 'Y = 'Pf+ = 1111 Wl:R(A, fr

On obtient la généralisation aux filtrations de la caractérisation 2.1.2 (iv)
de la largeur analytique des idéaux.

2 - 4 Fonctions quasi-polynorniales de Sarnucl-Hilbert

Soit (A, Wl:) un anneau local' nœthérien, f = (In) une filtration nœthéricnne
sur A.

D'après le théorème 1.3.2 la fonction n f---7 fA (~) est qua..si-polynorniale.
9J1 In

Nous allons apporter des résultats complémentaires à ce théorème en précisant
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la période de ce quasi-polynôme, ainsi que le degré de chacun des polynômes
qui le constituent.

On pose R(M,1) = EB rn M le module de Hees du module M reiativc­
n~O

ment à un idéal [.

2 - 4 - 1 Lemme

Soient (A, Wl) un anneau local nœthé7'ien, [ 'lm idéal de A, 1vl 'Il/Tt A-mod'ale

(
[nM )

de type fini. Alors la fonction n f---t fA Wl [n M est polynomiale de degd

d
· R(M, 1) , B R(A, I)
1mB WlR(M, I) - 1, ou = WlR(A,I)'

Preuve

(
rM ) ( rf/At)Notons d'abords que fA 5JJl[nAt = dim~ Wl[l'At =c":: p,(IlIlv1) qui est

fini puisque [nM est un module de type fini sur l'amwall local (A,5JJl) (voir
5.3.1 et 5.3.4 de [14]).

A est un anneau nœthérien, M un A-module de type fini, alors
R(M, I) = El) r M est un R(A, I)-module de type fini (voir 2.4 de [14]).

n~O

. R(M,I) r'Af
Nous pouvons constnure sur WlR(M, I) T~oWl Jn M une structure de

R(A, 1) r . R(A,I)
WlR(A, i)- - n~oWlJn -module de type fim. Or WlR(A, I) est un anneau

gradué nœthérien engendré par des éléments homogènes de degré 1 sur son
groupe homogène de degré zéro qui est A/Wl (voir 3.4 de [6] ).
Ainsi, d'après le théorème de Hilbert 1.3.6, la fonction:

(
[nM ) ( JnM )n f---t fA/rot Wl Jn M = fA Wl [n M est polynomiale de degré

. R(M, I)
dnun WlR(M,1) - 1.

. 2 - 4 - 2 Définition

S?it f = (In) une filtration neothérienne sur A. On appelle rang de f le
nombre:

k = inf{s E N" / In+s = J.• In Vn ~ s}.
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Si k = rang(f), alors Ink = Ir \1 n ~ 0

2 - 4 - 3 Proposition

Soient (A, mt) un anneau local nœthéT"ien, f = (ln) une jiltmtion nœthé'rienne
SUT' A de mng k. AloT's :

(i) La fonction 'PI : n I--t fA (~) est qttasi-pol:lJnomiale de pé'ù>tie k.
mtln

(ii) Si (Fo, FI, ... ,Fk- d est le quasi-polynônw associé à 'PI' (llo'l'S :

o . R(h+i, h) .. R(A, h)
d Fi = dunn mtR(h+i' h) -- 1 avec il =--9JtR(A, h)'

où h+i est considéT'é comme un A - modv,le.

Preuve

f = (In) est une filtration nœthérienne de rang k, alors Vn ~ k, In+k ::=: I,Jk,
ainsi I nk+i = 1;:-1h+i \In ~ l, 0:::; i :::; k - 1

l n ( Ink+i ) n ( 1;:-1 h-H )
(OnC~A =~A n-l .

9J11nk+i 9J1 lk h+i
En posant M = h+i et l = h dans le lemme 2.4.1 précédent, on déduit

que la fonction

f) ~ I nk+i ) l . l l l ,. R(h+i, h) ,n I----t {,A ~l est po ynomla e ( e ( egre dun8 wtR(l 1 ) - 1 ou
w. nAl+4 ' /a.H, '"

R(A,h
B = mtR(A, h)·

Soit P;, le polynôme associé à cette fonction, posons Fi(X) = ~ (X - i)
k

O:::;i:::;k-l.
Pour tout Tt » 0 tel que n =i[k], il existe 8 E N tel que:



O::;i::;k-1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

,.
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- ks+i

lA ( hS+i )
9J1hs+i

Pi(s)

~ (n ~ i)
Fi(n).

Ce qui prouve que la fonction cp f : n~ lA (~nln) est quasi -polynomiale

de période k.

A dOl:' don d· R(h+i,h) 1
na: ri = .ri = 1mB O'nR(I . 1 ) - .

;.l''~ k+,., k

2 - 4 - 4 Remarque

Dans le théorème 1.3.9, la fonction n~ fA (~~n) n'est pas nécessairement

quasi-polynomiale si la filtration f = (In) n'est pas nœthérienne, comme
l'indique l'exemple suivant:

Exemple 2.3 de [12]

Soit A = Zl~] = Z[x] avec x2 = O. 'ï/n E N, on pose:

~(22k-2 - 1) + T + 1 si n = 22k- 1 + T 0 < T < 22k- t

3 ' -

~(22k _ 1) si n = 22k + T 0 < T < 2 2k
3 ' -

On pose In = (2n, 2en x), alors f = (In) est une filtration sur A, de cohauteur

nulle, d'altitude s = 1 et telle que: Hm ~lA (lA) n'existe pas. Ainsi
TU---++oo n8 n

d'après 6.3.8 de [14], la filtration f = (In) n'est pas AP donc elle n'est pas
nœthérienne puisque l'anneau A est nœthérien.

Posons 9J1 = (3,x), 9J1 est un icléal maximal cle A, clone A/9J1 est un corps
donc artinien.

On a 9J1In = (3· 2n,3· 2en ,2nx). En considérant la suite de Jordan
suivante:
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In = (2n,2en x) :::) (2n,2en+1x) :::) ... :::) (2n,2nx) :::) (2n,3 . 2en x, 2nx) :::)
(3 . 2n,3 . 2enx, 2n x) = rot In

On déduit que fA (~nln) = n - en -+ 2.

On suppose que cp! : n I----t fA (~nlfJ est quasi-polynomiale, alors il

existe un entier 8 tel que la fonction n8 I----t cp f (ns) soit polynomiale. Deux
ca..'3 peuvent se présenter pour 8.

1er cas: 8 = 22k- 1 -+ l' avec 0 :::; 7' < 22k- 1

a) Si n = 22k' alors n8 = 22(k+k')-1 -+ l' . 22k' avec 0 ~ 't . 22k' < 2(2kH')-1

ainsi ens - ~ (2 2(k+k')-2 _ 1) -+ l' . 22k' -+ l

- ~ [~n(8-7')-1] -+n1'-+l
121
3n8 -+ 3n1' -+ 3

cp! (ns) - fA(~)rot I ns

ns - ens -+ 2
121

nS - -ns - -n1' - - -+ 2
3 3 3

2 2 5
= -ns - -n1' -+-
333

(2 2 1') 5- n8 3- 38 -+ 3
P(n8) avec P(X) = aX -+ b E Q[X] avec
2 21'

a - - - b = 5/3
3 3s'

b) Si n = 22k'-1 n8 = 22(k+k'-1) -+ 1'· 22k'-1, a ::; 7' . 22k'-1 < 22(k+k'-I).
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Alors ens = ~(22(k+k'-1) - 1)
3 .

2
ens = 3[n(8 - 1') - 1]

222
3n8 - 3n1' - 3

a) si n = 22k
' comme précédemment, on montre que:

2e cas : 8 = 22k + l' avec a:::; l' < 22k

(1 21') g
n8 - + - +­

3 38 3
Q(ns) avec Q(X) = a'X + 1/ E Q[X] avec

= ns (~ -+- ~:c) + ~
3 3.9 3

Q(n8)
_ 22k'-1

n8 (~+ 21') +~ = P(ns)
3 38 3

1 21' , g
a' = - + - et b == -.

3 38 3

Or si la fonction ns I---t 'Pj(ns) était polynomiale, elle Ile pOllI'rait ôtre
représentée que par un seul polynôme; comme P =1= Q, cette fonction n'est
pas polynomiale pour cet entier 8.

ainsi pour tout entier 8, la fonction: n8 r-----t fA (~1;ns) Il'est pas polYIlD­

miale, donc la fonction n I---t fA (~nln) ne peut être quasi-polyomiale.

2 - 4 - 5 Remarque

La filtration non nœthérieIllle étudiée dans l'exemple pf(~cédel1t, u'est pas
non plus A.P, donc le problème de la nature EI.."lymptotique de la fonction 'P f
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reste pOflé pour ce type de filtration. Dans l'exemple suivant nous verrons
que 'P, n'est pas nécessairement quasi-polynomiale pour les filtrations A.P.

2 - 4 - 6 Exemple

Soit A = k[[X, Y]], où k est un corps et 9J1 = (X, Y) l'idéal maximal de A.
Soit j = (In) la filtration 9J1-adique définie par In = 9J1n, \In ~ 0, et

À > 1 un irrationel. Considérons la filtration f(À) = (.ln), où .ln = l{nÀ}'
Montrons que j(À) est une filtration A.P, pour laquelle la fonction 'Pju.) n'est
pas quasi-polynomiale.

\In EN, on a: nÀ ~ {nÀ} < nÀ + 1 < nÀ + À
\ls E N*, on a: nÀs ~ {nÀ}s < nÀ8 -+- Às

donc {nÀ}s ~ {nÀ8+Às} alors 9J1{(n+l).~À} C 9J1{nÀ}\ soit .1(n+I)" C .1;:.
Ainsi pour tout entier n, il existe un entier kn = n + 1 tel que Vs t:- N :

Jkn8 C J~ et Hm kn = 1, ce qui prouve que la filtration j<À) est A.P.
11---++00 11,

\In ~ 1, 'P,(n) = 11, + 1, donc 'PjCÀ) (11,) = {nÀ} + 1.
Si la fonction 'PfcÀ) était quasi-polynomiale, alors il existerait un entier

k 2: 1 tel que la fonction nk ~ 'PfcÀ)(nk) soit polynomiale. Conllne

'PfCÀ) (nk) = {nkÀ} + 1, on a: Hm 1
k

'Pf(À) (nk) = À; donc si la fonction
11---++00 11,

nk~ 'Pf(À) (nk) est polynomiale, alors le degré du polynôme associé est égal
à 1. On aurait donc :

'Pf(À)(nk) = nkÀ + b, b E Q \In » O.

Comme 'P,p,)(nk) est un entier naturel, À est nécessairement un rationnel,
ce qui est contraire aux hypothèses. Donc la fonction nk f--+ 'Pf(À) (nk) n'est
pas polynomiale et la fonction 'Pf(À) n'est pas quasi-polynomiale.

La remarque 2.4.5 montre qu'on ne peut définir la largeur analytique
d'une filtration A.P, j = (In) par le degré de 'P" car cette fonction n'est pas
polynomiale ni même quasi-polynomiale. Nous proposons clans la définition
suivante, une extension de la largeur analytique à une filtration quelconque
sur un anneau local nœthérien.

2 - 4 - 7 Définition

Soient (A,9J1) un anneau local nœthérien, f = (In) une filtration sur A.
On définit la largeur analytique de j par:

'YU) = inf {r E NI Hm ~ dimA/9Jl (~11 ) = a} .
n---++oo nT ;.JJ~In
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Il faut rappeler que Rees (voir [13] page 21) a introcluit une définition
analogue mais uniquement dans le cas Ges filtrations nœthériennes. Si la
fonction 'Pt est quasi-polynomiale, on voit qu'avec la définition précédente
'YU) = d°'Pt + 1, on retrouve ainsi la définition classique.

2 - 4 - 8 Définiton

Soit f = (In) une filtration sur un anneau A. Vn 2: 1, on a :

I~ ç In ç Il donc dirn AIIl ~ dirn AIIn ~ dirn AIIr" c= clim AIl,_

Alors dim AIIl = dim AII~t d'où coht Il = cohl In­
Par (léfinition coht f = coht Il,

Le probll~me immédiat qui sc pose est celui de l'existence de 'YU').
Nous avons le résultat suivant:

2 - 4 - 9 ' Proposition

Soit (A,9J1) 'un anneau local nœthérien, f = (In) 'une jiltmtion su?" A de
cohauteuT nulle. AloTs 'YU) existe.

Preuve

D'après [14] théorème 6.3.8, le nombre: et(A) = lim 8! fA (A) existe
n----++oo n" In

dans IR, où s = alt(lt). En considérant la suite exacte suivante:

In A Ao--. - --. -- --+ - --. 0 on a :rotIn rotIn I,~ ,

fA (~~n) = fA (v:rn) - fA (~) .

9J1 A A
La suite exacte 0 ---t -- --7 -- ---t - --70 permet d'écrire que

9J1In rotIn 9J1 '

D'après [14] Théorème 6.3.8, le nombre
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existe dans IR. Donc lim ~fA (C:
1

) existe dans lR, on en déduit que'
n--+oo nS :J-J\. n

lim ~fA (~nI ) existe dans JR.
"--+00 nS

:J-J\. n

( In) , (In)Comme fA mtl
n

= (hm~ mtl
n

,on a :

'YU) = inf {r E N, lim ~ dim~ (!:I~ ) =: o} existe.
n--+oo nT OR :JJ\. n

Soit 1 =: (In) llne filtration ~mr un anneau A et .J lm idéal de A, alors:

Pour tout entier p ~ 1, 'YA/(p)) = 'YJU), olt "OU) = dim .~((~,jJ).
En utilisant la définition 2.4,7, nous avons la gélH~ralisation suivante de

ce résultat :

2 - 4 - 10 Proposition

Soient (A, mt) un anneau. local nœthb'ien, 1 = (In) une jiltm.tion rux:tlté1-i,('7me
sur A. A.:ors pour tout réel >. > 0 on a

Preuve Comme 1 est ncethérienne, on a :

d, R (A, f) . f { ~TI l,Id' ( In) o}
lm rotR(A, f) = III rEl'! n~~oo nT ImA/rot mtl

n
= ,

1) Si >.= EE Q~, alors 1(>') est ncethérienne,
q

En effet, si on pose Jn= I{nÀ} et k= rang(J), on aura:

Jnkq = 1nkp = I kp =.J~ ainsi

'YUp·)) = 'Y(Jkq ) = 'Y(Ikp) = 'YU)

2) Si >. est irrationnel alors

'Y(f(À)) = inf {r E NI Hm ~ dimA/rot ( I{n>..} ) = o}
11--+00 nr mtI{n>"}

:S: inf {r ENI lim ~ dimA/rot (~) = o} = 'YU),
n--+oo nT fJJUn
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a) Si 0 < À < 1, alors l > 1 et pour tout entier p ;::: 1 on peut trouver un

entier n tel que:

kp 1 kp
T - ":\ < n < T Oll Ji: = rang(f).

Il suffit de prendre n = [~]; ainsi, kp - 1 < nÀ < kp, donc {nÀ} = kp et

'YU(>'») = inf {r E NI lim ~ dimA/9Jl ( I{l.0L) = o}
11-'+00 TIr 9J1I{n>.}

;::: inf {r ENI Jim [k
1rdimA/Wl (;:;P ) := o} = 'YU(k») = 'Y(f)

p-->+oo "p ;.JJ~hp

À

<J'ai'! 'Y(f-\») = 'YU)·
1

b) Si 1 < À, alors 0 < À - [À] < 1 et À _ [À] > 1.

Posons s = [À ~ [À]] alors s (À - [À]) < 1.

Soit P ;::: l, on peut trouver un entier n tel que

p 1 P
À - [À] - S(À - [À]) < n < À - [À];

on prend n = [À! [À]"] . On a ps - 1 < ns (À - [À]) < ps

ps - 1 < nsÀ - nS[À] < ps donc

{nsÀ - nS[À]} = ps et {nsÀ} = 8 (p + n[À]).

On a : 'YU{>'}) ;::: inf Ir ENI lim [ 1 rdilIlAjWl ( I .•v ) = 0)
p-+oo p 9]11;;11

'
1 À- [À]

= inf {r E NI lim ].. dimA/9n (~) = o} = 'YU(8») = 'YU)
q-->+oo qr musq

1 [ P ]avec p = p + [À] À _ [À] .
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1Chapitre1TIJ
Conjecture de ükon et filtrations

fortement nœthériennes

Soient (A, rot) un anneau local nœthéricn, .f = (In) unc filtration nœthérienm~

A 0 d 'fi . 1 1 l' i' (f) l' R,( A, .f)sur . n. e mt a argeur ana ytlque ( c f par "1= ( nu rotR(A, f) .

Si 1 est un idéal de A et f, = (fT')n20, on note "IV) :.c:: "I(JJ. J.S.Okon
a posé le problème suivant dans [11] remarque 2.7: Pour toute iiltration
nœthérienne f = (In), a-t-on "lU) = "I(/n) Vn ? 1?

Il existe des filtrations nœthériennes (voir [0] exemple [lA) pom lesqllclles
la réponse est négative. Cependant H. Dichi et D. Sallgarô out lllontn~

qu'il existe une classe de filtrations nœthériennes contenant les iiltrations
1-bonnes pour lesquelles la réponse est positive (voir [6] Corollaire 5.9).
Dans le premier paragraphe de ce chapitre, nous a.llons donner d'autres
classes de filtrations nœthériennes qui vérifient la conjecture de Okon, et
dans le deuxième paragraphe nous présenterons un contre-exemple dans le
cas des filtrations fortement nœthériennes.

3 - 1 Fonctions de Hilbert - Samuel

3 - 1 - 1 Théorème (Samuel) 4.2.4 de [14]

Soient A un anneau nœthérien, 1 un idéal de A, M'un A-module de type

fini, (Mn) une filtmtion 1- bonne sur' M. On suppose que t~ est de longue'IJ,7'

finie. Alors :

(i) La fonction n f---t fA (:J est polynomiale de degré inJéT'icw' 01J,

égal à J.L(I), où J.L(I) est le nombre minimum d'éléments génémteurs de 1.

(ii) Le degré et le coefficient dominant du polynôme associé à cette fonc­
tion ne dépendent que de M et I, et non de la filtmtion 1-bonne (JvIn ).
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3 - 1 - 2 Définition

Le polynôme associé à la fonction n f-----7 fA (~) est appelé polynôme de
[nM

Hilbert - Samuel de M relativement à J.

3 - 1 - 3 Remarque 4.2.5 de [14J

Si la filtration (Mn) n'est pa.'l J-bonne, alors la fonction Tt f-----7 fA (:'J
. n'est pas nécessairement polynomiale. En effet, considérons l'anneau des
polynômes A = k[X], où k est un corps. Soit .r = (In) la filtration dMinie
par :

( n)X 2 si 'fi, est pair

(
11+ 1)

X 2 si 11 est ünpair

On a:
11

si n est Imir
2

n+ 1. ..
-2- Sl 11 est 1mpaIr

alors la fonction 11 I----? fA (t) ne peut être polynomiale.

Le Théorème de Samuel 3.1.1 a été généralisé de la manière suivante:

3 - 1 - 4 Théorème (Samuel) généralisé 3.4 de [5]

Soient A un anneau, nœthérien de dimension finie, f = (In) 1J,ne .#ltnL­
tion nœthérienne sur A, M un A-module de type fini, (Mn) 'une filtnltion

M .
f-bonne sur M. On suppose que JlM est de longueur fime. Alors:

(i) Les fonctions 11 f-----7 fA (~:l) et n f--+ fA (~) sont quasi­

polynomiales.
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(ii) Le degré et le coefficient dominant du quasi-polynôme assoc'ié à la

fonction n f---+ fA (~) ne dépendent que de AI et de f et non· de la filtnL­

tion f-bonne (Mn)'

Si la filtration f est foiternent nœthérienne, on obtient des fonctions
polynomiales (voir le Théorème 3.1.6 ci-dessous.)

3 - 1 - 5 Définition

Soient A llIl anlleau, M Illl A-module. Le support de Al est ddiui pit,r
l'ensemble: S'l.lpp(M) = {P E Spec(A) tel que le module de fractioll
S-l!V[ -1 (), oll S = A \ Pl.

Soit 1 Ull idéal de A, on pose V(I) = {P E Spec(A) : J ~:-_: Pl.
Nous avons les résultats sllivallts (:3.:3. de [141) :

1) Si M est de type fini, alors S'upp(M) = V(AnnAl)

2) Si M est de type fini et 1 IlIl idéal de A, alors

Supp(M/IM) = V(I) n Supp(!l-I)

3) Si. AI est de type fini et si A est nœtl1érieu, alors on a les équivalences
suivantes :

(i) M est de longueur finie

(ii) Supp(M) ç Max(A)

(iii) dim A ~ ) = O.
nnM

3 - 1 - 6 Théorème

Soient A un anneau nœthérien de dimension finie, f = (In) une filtration
fortement nœthérienne sur A, M un A-module de type fini. On suppose

que 1MM est de longueur finie. Alors les fonctions n t---+ fA (~) et
l ,~M
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On a:

35

( InM )
n~ lA I

n
+

1
111

Preuve
On a:

Supp (MllnM) = V(In)nSupp(M) = v(I[)nSupp(M) = Supp (MI!IN!) ç
Max(A); donc MllnM est de longueur finie.

l (1')Vl) f (AI)
A In+1AI :; 'A In+ 1Af

donc lA (I~:7u) est finie.

Comme f = (In) est fortelIlcnt mdh{:rierlIle, on a : Vn >> 0, Vp? 0,
Inp = I~ clone f(n) = fI" la filtration In ---adiqlie.

Alors la fonction <p/(n) : P ~ lA (~) ::..::: fA ( ~1 ) cst polynomiale
1111)11;1 In NI

d'après le théorème de Samuel 3.1.1. Soit P.t le polynôme associé à (PJC") ,

alors Vm,n» 0, Vs ~ 1, oh a:

Pn(ms) <p/(n) (rns) = lA (In~A1)
<p/(=) (ns)

- Pm(ns)

Cette dernière égalité implique que Pn (lt Pm ont le mêlne degré. En utilisant
les techniques de démonstration du théorème 2.3.4, on obtient un polynôme
P E Q[X] tel que Vn »0, Pn(X) = P(nX). Comme f = (In) est
fortement nœthérienne donc nœthérienne, le théorème de Samuel généralisé

3.1.4 montre que la fonction <Pt : n f-----+ lA (I:~) est qlH1,:ü-polynOlniale.

Soit n, S >> 0, on a

<Pt (ns) <pt(n)(S)

- Pn(s)
P(ns)

Par des techniques analogues à celles utilisées dans la preuve du Théorème

2.3.4, or déduit que la fonction n 1-----7 <pt(n) = lA (I~) est polynomiale.
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En considérant la suite exacte:

InM M Ma~ ~ ---t -- -----t a
In+lM In+lM InM '

on a

(
If/AI)Or la fonction 4>/ est polynomiale, donc la fonction n f--r fA -- est

In~-Ilv[

également polynomiale.

3 - 1 - 7 Corollaire

Soient (A,9)1) 'un anneau local nœthérien, f = (In) une .IiU1n/;üm fO'rf.t"lf/,cnl
nœthérienne SU7' A. On 8UPPOSC que coht .f == O.

Alors les jonctions n~ fA (rot~n) et n~ fA (~.) sont p()lynorr~~ale8.
De plus les polynômes associés à ces deu~; fondions ont le même deg1'é et

le même coefficient dominant.

Preuve

On a : dim ~ = coht(h) = coht(J) = 0; donc fA (~) est finie.

Par conséquent Supp (~) = V(IJ) ç Ma:r(A). On a :

( AI)Supp(M/hM) = v(1J)nSupp(M) ç V(11) ç Afax(A) donc fA I
1
1vf

est finie i>our tout'. A-module M de type fini.

En prenant M = A dans le Théorème 3.1.7, on déduit que la fonction

n~ lA (~) est polynomiale. De même en prenant M = 9)1, la fonction

n~ fA (:n) est polynomiale. Considérons la suite exacte:

m A Ao---t -- ---t -- ---t - ---t O.
mIn 9JUn m
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On a
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Comme n I~ fA (v~L) est polynomiale, la fonction fi, f----+ fA (:I
n

)

est polynomiale. Puisque f est fortement nœthérienne, alors il existe un
entier k ~ 1, tel que:

Vn ~ k, InH = Inh. (A, m1) étant local, alors h C ml.
Ainsi, Inh = In+k c Wtln C In donc

Cette double inégalité montre que les polynômes associés aux fonctions

n f----+ fA (t) et n f----+ fA (;-1,,) ont le rnônH' degré ct le môuH' coeffi­

cient dominant.

3 - 1 - 8 Définition

Soient (A, Wt) un anneau local, 1 un idéal de A. On dit que 1 est un idéal
de définition s'il existe un entier lJ ~ 1 tel que: Wtll cIe m1.

Donc dans un anneau local nœthérien d'idéal maximal ml, lest uu idéal
de définition si et seulement si lest Wt-primaire.

l est dit de classe principale si ht(I) = f.l-(I).

3 - 1 - 9 Proposition

Soit (A, m1) un anneau local nœthérien, f = (In) une filtration s'ur A.
A

On suppose que mht f = a et m1 infini, alors :

(i) Vn ~ 1, ht(h) ::; ,(In) ::; f.l-(Id.

(ii) si f est nœthérienne, alors: ht(h) S; ,U) S; p,(Id.

(iii) si f est nœthérienne et Il de classe prinC'ipale, alon, f vêr"ifie la
conjecture de Okon.
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Preuve

(i) "In, j ~ 1, considérons la suite exacte:

r A A
O~ _3_ -~ -- -~ - --.0.

~I~ ~I~ I~
3 3 3

lA (:Irj) ~ lA (~j)-- tA (:,,)

. Le corollaire 3.1.6 appliqué à la filtration (j--adique, montre qlle les fOllctions

n f--.T fA (~?) et 'l/Jl j : n f----T fA (~) sont polynomiales ct ont le

même degré et le même coefJkient domiw1llt. D(~ j'(~galité pr6c6d(\J1te, Olt
déduit que dOep lj :::; d01jJIj - 1, oll

(
Pi )

ep1j : n 1---+ fA 9J1.
J!y .

Or "((Ij) = (replj + 1, donc "((Ij) ::; d°'I/JIj"
Vj ~ 1, on a If C Ij , alors Vn,j ~ 1, ~It c ~I;', donc

fA (~?) ::; fA (~t) .
Par conséquent d°'I/Jlj :5 d°'I/Jh'

Ainsi "((Ij) ~ d°'I/Jlj ::; dO'l/Jh'

D'après le théorème de Samuel 3.1.1, d°'I/JI1 ::; J.-L(Il)'

Donc "((Ij):::; J.-L(Id Vj ~ 1.

D'après 2.1.2 (i), ht(Ij ) ::; "(Ui); or ht(Ij) "-= ht(JI),

donc ht(Ir)::; "((Ij) ::; P,(1I).

(ii) si f = (In) est nœthérienne, alors il existe un entier k ;:: 1 (voir
2.2.2) tel que: .
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yU) = ,(Ink) \In ~ 1, alors (i) permet d'écrire: ht(Il) ~ ,U) ~ /l,(Il)'

(iii) si h est un idéal de classe principal alors ht(Id = p(Id et si de
plus f e&t nœthérienne, (i) et (ii) montrent que ,U) = ,(In) \In ~ 1, ce qui
signifie que f vérifie la conjecture de Okon.

3 - 1 - 10 Proposition

Soit (A, 9Jt) un anneau local nœthérien et f = (In) 'Ime filt'l'ation nœthé1'ienne
sur A. On suppose que Il est un idéal de définition.

Alors f vérifie la conjecture de Okon.

Preuve

COlInue Il est Ull idéal dt! défiuitiou, il t~xist.c IlU cnt.icr 1/ ? l t.d <l1I<' :

9Jtv C Il C 9Jt. Alors 9JtV'Tl cIl' c 1" c 9Jl \:j'li. ::::: 1, cc <Lili prouvc (jll<:

In est aussi un idéal de définition, alors d'après 5.3.4 de [14], ht'(/n) :=.: ,(In)
\In ~ 1, or ht(In) = ht(Il) dOllC ,(In) = ht(Il) Vn::::: 1. COlIl1Ue f est
nœthérienne, il existe un entier k ::::: 1 tel qlle ,U) = 'Y(h), alors 'YU) = Î'(I,J
\In ~ 1, donc la conjecture de Okon est vérifiée.

3 - 2 Contre-exemple à la conjecture de ()kon

Nous m(lntrons à présent que la conjecture de Okon n'est pas vérifiée pour
. les filtrations fortement nœthériennes en général. La démOllstration sc fera
cn deux étapes. Nous allons d'abord montrer que la filtration nœthérienne
qui a selvî de contre-exmple ( 5.4 de [6]), n'est pas fortement nœthérienne,
ensuite nous donnerons un contre-exemple pour ce type de filtration.

3 - 2 - 1 Puissance symbolique d'un idéal premier

Soit P un idéal premier d'un anneau A. Si P n'est pa." maximal, alors
pn n'est pas nécessairement primaire pour Tt ~ 2. Par contre l'idéal PliA,)
est PAp-primaire, ail Ap = 5-1A est l'anneau des fractions de A associé à
5=A\P.

Si on note i~ le morphisme de A sur A p défini par : i~(a) = 9:, alors
1

l'idéal (i~rl (pnA p ) est P-primaire pour tout entier n ~ 1. Cet idéal est
appelé la puissance symbolique nième de P et noté p(n).
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Si A est intègre, alors p(n) = pnA p nA = {z E A / :3 Y ~ Pet zy E pn}.

3 - 2 - 2 Définition

Soit M un A-module. Une suite al, a2, ,an d'éléments de A est appelée
M -suite sur A si :

(i) (al, ..... ,an)M-I=M.

(ii) al ~ Z(M) et ai+l ~ Z (( !vI )M) l ~ 'i ~ fi, ~ .. 1.
al, (L2, .... , ai

Si l'anneau A est nœthérien, alors toute M--suite sm A, peut s'(~teudrc

en une M -suite de longueur maximale. Si de plus, 1 est un idéal propre de
A, deux M -suites maximales contenues dans font néœssaircmcut la mônw
longueur (voir [8]), appelée profondeur dc 1 sur M et notée 'ln'of(i, !'vI).

Si (A,911) est un anneau local, on note '[JT'of(A) :-:.-; p'J'of(Wl, A), èLppel(~

profondeur de A. En général dim(A) ~ prof(A).
Si dim(A) = prof(A), on dit que A est un anneau de CohcIJ-Macal1lay.

3 - 2 - 3 Définition

Soit A un anneau, "Unr suitr o!.o'] o" d\;h~lll('llts dl'.l ('st nppc!(;('
d-suite si ;

(i) Aucun ai n'est dans l'idéal engendré par le reste des aj'

3 - 2 - 4 Définition

Soient Xl,X2,'" ,Xn des éléments d'un anneau A tels qlle :r:i E p(ki )\p(k,-I-l),

ki E N*, 1 ~ i $ n, p un idéal premier de A. On dit CI Ile la suite
Xll X2, •.• ,Xn est P-bonne s'il existe l'l, T'2, ... J T'n E A\P tels que 1'i:Ei E pk;

et (rlxd*,'" ,(rnxn )* est une G-suite Oll G = El) pP:I et (rixJ* est la
n>O n

classe df~ riXi dans G. Retenons que si -
(rlx])*,'" , (rnxn )* est une G-suite, alors T'IXl,' .. ,TnXn et Xl,'" X2,'" X n

. sont des A-suites. Si la suite Xl, X2? .. Xn est P-bonne alors : X~l,. " ,x~n

est aussi P-bonne "Imi ~ 1, 1 $ i $ n (voir 1 de [9]).
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3 - 2 - 5 Lemme 1.3 de [9]

Soient A un anneau local de Cohen Maca1Llay, P 1Ln idéal premier de A,
x, y des éléments de A cons.tituant 'lme s'/J,ite P - bonne. On suppose que
xE p(n) - p(n+l) et y E p(k) - p(k+l), n, kEN et pu C (x,y),
alors Vm ~ 0 : p(n+km) = ;r;p(km) + yTll-l- 1 p(n--k) .

Considérons le contre-exemple à la conjecture de Okon dans le ca."> 011 la
filtration est nœthérienne ( 5.4 de [6]).

Soient A = k[[X, Y, Z]], où k est llll L:orps, P l'idéal prelIli(~r de A d()1ini
par la courbe mOllomiale X = t3

, Y = t4
, Z = f).

Alors d'après [9] Proposition 2.2, f = (p(n»)n?O est Hile filt.ration nmtbéricllnc
sur A. On se propose de montrer qne f n'est pas fortement nœthéricnllC.

On pose a = Z2 - X 2Y, b = X 3 - y Z ct c = y2 -- XZ ; Pest clJgcudré
par (a,b,c).

a, b, c est llnc d-sHite d'après 2. 2 (ii) dl~ [9] et il existe d E p(2)\r(:I) tels
que d, c soit P-bonne et p2 ç (d, c). Nous (wons les résultats slIiv,Ults :

3 - 2 - 6 Lemme

. Pour to'/..,t s E N*, on a:

(ii) p(2.9+1) = P . p(2s)

(iii) p(4s+1) = crsp + Cl. p(4s-l)

(iv) p 2 ~ p(2)

Preuve

(i) Par récurrence sur s. On applique le lemme 3.2.5 précédent avec
1: = d, Y = C, n = 2, k = 1, et m = 2; on obtient

p(4) = p(2+2) = d. p(2) + c3 . P, or dE p(2), donc d. p(2) C (p(2»)2,

cEP, donc c3 . P C p 3 . P = (P2)2 c (p(2»)2.
Par conséquent p(4) C (p(2»)2 c p(4). Donc p(4) = (p(2)?
On suppose que p(2s) = (p(2»)". En application du lemme 3.2.5 avec

n = 2s , k = 1, m = 2, x = ds et y = c, on a :
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p(2(.~+ 1» = p(2.~+2) = d~ p(2) + C) p(2.~--I).

Comme d E p(2), on a: ds p(2) C (p(2»)s. p(2) = (p(2»)s+1

CEP donc c3 p(2s-1) C p3 • p(2s-1) C p(2s) . p(2) C (p(2»)s. p(2)

( p(2»).,+!.

Donc p(2(s+1» C (p(2»)s+1 C p(2(s+l», d'oll p(2(.,+J» = (p(2»).'+l.

(ii) En application du lemme 3.2.5 avec n = 28, k=: 1, 'ln. = 1, :c =
da, Y = C

on a: p(2s+1) = ds . p + c2 . p(2s-1) cp. p(2s) + p . p . p(28-1)

p(2s+l) cP. p(2s) C p(2s+1>, d'olt p(28+1) = p. p('2s).

(iii) On applique le lemme 3.2.5 avec n = 48, k: =: 1, m. = 1, :1: = d1. 8 ct
y = c on obtient: p(4s+l) = d2s . p + C2 .p(4s-1).

(iv) Supposons p(2) = p2, alors p(2.,) = (p(2)Y = p28 ct p(2.,+I) 07_c

p. p(2s) = p2s+1 ce qui signifie que Vn ~ 0, pen) = pn, alors (p(n»)n~O est
la filtration P-adique. Or la filtration P - adique vérifie la conjecture de
Okon contrairement à (p(n»)n~O' donc p2 ~ p(2).

3 - 2 - 7 Remarque

La filtration f = (p(n») n'est pas fortement nœthérienne.
Si f = (p(n»)n>O est fortement nœthérienne alors Vn, m >> 0 p(n+m) =

pen) . p(rn). -

Montrons que "ris ~ 1, p«2.+1)+(2.+ 1» :f: p(lI.+ 1) • p(21i+1).

Soit e E p(2) \ p2, alors e . d2s E p(2) . p(4s) = p(4s+2) = p(2s+ 1+2s+1) .

Supposons que e.cPs E p(2s+1) . p(2s+1). On a :

p(2s+1) . p(2s+1) _ p. p(2s) . p(2.,+1)

cP. p(4s+1)

c P(d2.,. p + C2 .p(4.•--1»)

c d2s . p2 + c2 .p(4s).

Alors e . d2s = d2su + c2v avec u E p2 et v E p(4.,).

cPS(e - u) = c2
V E (c) qui est premier et comme d t/:. (c), on a: e-- U E (c)

et e - u = ccp, où cp E A. Donc rPsccp = c2v; comme A intégre,
rPs cp = cv E (c) et comme d t/:. (c) qui est premier, on a :
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l.{) E (c). Ainsi, l.{) = cO, 0 E A; donc e - 11. = c2 0, 0 E A.
Or c E"" P, donc c20 E p2 et e - 11. E p2. Comme u, E p2, on a : e E p2

ce qui est une contradiction car e E pP) \ p2.

Par conséquent: e· d2s ~ p(2s+1) . p(2s+1) d'Ol! p(2s+1+2s+1) i= p(2s+1) .

p(2s+1), alors f = (p(n))n>O n'est pa.', fortement nœthérienne.

3 - 2 - 8 Lemme

Soient A un anneau nœthér'ien, f = (ln) u:rw filtmtùm nœt1l.éTienne .'IUT A de
mng k = illf{r E N*, In+r = Inlr, Vn;::: 'T'}.

{

1:' si n < k
Posons ln =

hn si n ~ k
alors' g = (ln) est une filtration for"tement nœthér'iennc ,';'1-/'7' A.

Preuve

1) Montrons que Vn ~ 1, .In+1 C .ln

(i) si Tt + 1 ~ k - 1, on a : In +1 C In donc .1"1-1 co.:: 1'~+1 c:: 1~ = .ln

(ii) si n + 1 = k,

(lii) Si n + 1 > k, Jn+1 = 1Jc(n+l) c: lien = Jn.

2) Montrons que Vp, q 2: 1, lplq C ~M-q

(i) Si p, q ::s; k - 1 et p -+ q ::s; k - 1 alors

(ii) Si p, q :S k - 1 et p + q > k - 1 alors
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(iii) Si P ::; k -- 1 et q 2:: k, alors:

.JpJq = I;h q c h1Jkq = h(l'+q) = Jp+ q

(iv) Si p, q 2:: k alors

J J - 1 1 - Il' 1'1 -- [1'+'1 - J -- Jp q - kp kg - k k - k - k(p+q) - , 1'-1-<]"

Ainsi 9 = (In) est une filtration sur A, le point (iv) prouve qu'elle est
fortement ncethériennc.

3 - 2 - 9 Contre-exemple à la conjecture de OkOIl dans le ca."> des filtrations
fortement nœthérienncs

Considérons la filtrations f = (In) 01'1 In :=.:: p(n), étudiée plus haut. On sait,
que f est une filtration nœthérienllc cle rang k 2:: 2 et qlle "(U) = "((ho) :;.::. 2.
Alors que "((Il) = 3 ( voir 5.4.4 de [6] ).

{

Ik si n < k
Posons Jn = 1 n . > k

kn SI n _ .
d'après le lemme 3.2.8 précédent, 9 = (Jn ) est une filtration fortement

nœthérinme et on a :

"((g) = "((Jk) = "((h.k) = "((h) = 2
"((JI) = "((If) = "((II) = 3

ainsi "((fi) =1= "((JI)' ce qui prouve que 9 ne vérifie pas la conjecture de Okon.
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Conclusion

Soit f = (In) une filtration sur un anneau local nœthérien (A,9R). Alors les
implications suivantes sont bien connues:

f 1-c1dique =* f [-bonne =* f fortement nex)t!lérienne ==>
f nœthéllenne -? f A. P.

La nature asymptotique de la fonction llllluériqlle

n ~ cp1 (n) =.-: dimA/!))l (~~7J est maintenant complhcnwnt détcnnillôe

si f est de l'un des types suivants :
1-adique, 1-bonne, fortement nœthérienlle 011 llœthéricllllC .

Nous avons montré dans cc travail Cl ue cp1 est polynomiale si f est J _o. bOlllle,

ou fortement nœthérienne. Dans [5], les auteurs ont montré qllf' <Pl u'cst pa,,')
en général polynomiale pour les filtrations nœthél'ienncs, cepcndant <PJ est
quasi-polynomiale pour ce type de filtrations.

Ainsi la largeur analytique des idéaux se généralise il tOlJte filtration
nœthérienne sur un anneau local nœthérien (A,9)1) à l'aide du concept de
degré en posant 'YU) = 1+do cp,. Le problème reste ouvert pour les filtrations
A.P qui ne sont pas nœthériennes. Pour ce type de filtrations la fonction cp1

n'est pas nécessairement quasi-polynomiale (voir exemple 2.4.6).
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1 Abstract

il
Let (A, m, k) he a noetherian local ring with I-esiduc field k = -- and let 1

m
be an ideal of A. Then it is known from Northcott and Rees [ N R ] that the
numerical function

In
n ...-.. 'PI (n) = dim 1< ( -- ) which denotes the dimension of the k-. mIn

vector space ...!...:..- is of polynomial type. The analytic spread of the ideal 1
mIn

was defined by the above authors as the integer À ( 1 ) = 1+ deg 'PI ,where
deg 'PI is the degree of the polynomial associated with the numerical function
'Pl' Extensions of this concept to filtrations had been investigated in particular
by D. Sangare a in previous papers. Unfortunately if f = (In) is a filtration on
a noetherian local ring (A, m, k) then the numerical function

l
n 1--+ 'P ! (n) = dim k (-1" ) need not be of polynomial type even for nice

m n
filtrations like noetherian filtrations. Here we show that 'P f is of polynomial
type in each of the following cases ;

( i ) f is 1 - good
( ii ) f is strongly noetherian
In addition, we prove that for an 1- good filtration f = (In) on a noetherian

local ring (A, m, k), the analytic spread of f which is defined as being the integer
Àm (f) = 1+ deg 'P f , where deg 'P f is the degree of the polynomial associated
with the function 'P f , is equal to the analytic spread of the ideal l, hence it
does not depend on the 1 - good filtration f.
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2 Introduction

Throughout this paper, (A, m, k) will denote a given noetherian local ring with

residue field k = A and 1 a proper ideal of A.
m

Definition 1

Let k~ 1 and d ~ -1 he integers and let cP : lE~ lE he a nUlIlerical
function.

( i) cP is said to be of polynomial type of degree d if Lhel'e exisLH a polynomial
P E Q[X] of degree d sueh that cP ( Tl ) = P( n ) li n » 0, which rne.ans "fOI' al!
large n".

( ii ) cP is caBed a quasi- polynomial function of period k and degree d if
there exists a sequence F = ( 1"0. FI, .." fic .1 ) of polYllomials Fj E Q [ X ] S1\(~h

that for j = 0, 1, ... , k-l,
(a) cP ( n) = F j ( n ) li n » 0 with n === j (mod k) and
(b) Max o~ j~ k-l deg Fj ;::: d.
F is caBed the quasi-polynomial B..'lSociated with cP and d is called the dCp,TCC

ofF.
Here the zero polynomial has degrec -1.

Let (A, m, k) be a noetherian local ring and let 1 he an ideal of A, where k

= A is its residue field. The~ the numerical function
m

In
n ~ cp 1 (n) = dim k ( -1-) which is the dimension of the k - vectorm n

In
space mIn is of polynomial type, see [ N R] , The analytic spread ,\ ( 1) of

the ideal 1 was defined by the above authors as :
(1) ,\ ( 1) = 1+ deg CPI , where deg cp] is the degree of the polynomial

associated with the numerical function cPl'
This concept has been intensively studied sinee its introduction, Its success

cornes .irst of aB from the various ways it ean be interpreted. J.Jet us reeaB sorne
of them :

Suppose k is infinite. Then following [ N R ] :
(2) ,\ ( 1 ) = /-L (J), where J is a minimal reduction of 1 and /-L (J) the cardinal

of a minimal generating set of J and
(3) ,\ ( 1) = max {l', 3 al, a2, ... , a,. E 1 which are analytically independent

in l }.
Now without any condition on the cardinal of k, we have:

(4) ,\ ( l ) - d' G( A 1) - d' R(A, 1) _. R(A, 1)
- lm , m, - lm R(A ) - dlm ( ) ( )'m ,1 u,m RA, 1
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. In
where G( A, m, 1) = EBn~O m In is the fiber cane of 1 and R (A, 1) =

EBn>O In X n (resp. 'R(A, 1) = EBnEZ In X") is the Rees ring (resp. the extended

Reœ ring) of the ideal land where u = X -1.

'l'he concept of analytic spresd for an idesl has been extended in various
ways to filtrations, see [ D D S] and [ 0 ]. ln particular it was shown in

[ D D S ] that for a given filtration f = (In) on a noctherian lo(:al rin~ (A,
m, k), the nllrnerica)ifunction

n~ 't' f (n) = dim k (~ ) need not be of polynomial type even for
ml n

nice filtrations like noetherian filtrations. But as far as we know, investigations
on the asymptotic behaviour of this function go back to [D S 21. where it was
shown thtlt .; J is tl quasi- polynomial function if f i:, ul,<,th,'ri:m.

\1\ t \w \\t\~l'1\t \"""\'<'f. "" \\\\,~t\...~tt' ~ ~'l' :\.'~ n'.~'~,'~~· :,.~ .. :;, ;,,''''.: "~' ~ :.. ,' :·..... :·.:,v..

iœl {uncüon .; f wheu {il.' 1- gI:'ll:)<..lor :,tïùngly \\\.'ll'thl'rian.
'1\ section 3 we recall some dassical types of filtrations and :'lome gradcd

ring'> associated to a filtration which are used in the sequel of this paper.
ln section 4, we investigate the asymptotic bchaviollr of the nllmeric.al fllne­

tion 't' f when fis an 1 - good filtration on a noetherian local ring (A, m, k). Wc
show in particnlar that for such a type of IiItratiolls, the nssociatc<l 1l1lIlH~ri('.al

function 't' f is of polynomial type and that the allalytic spr(~d of fis cqllal 1,0

the analytic spread of l, so it does not depelld 011 the l-good filtratioll f.
In section 5 it is shown that if f = (In) is a stongly lIodherian filtration t.hclI

the numerical function

n~ 't' f (n) = dim k (~ ) is of polynomial type and that its degrec
ml n

is equal to dim m~1A,fj) -1, where R(A, f) is the Ree.s ring of f.

3 Graded rings associated to filtrations

Definition 2

Dy Il filtration on the commutative ring A W6 m6&n Il (amUy f =(In )n ez

of idesls of A such that ID = A, In+! ç In 'r:/ nEZ. and lm In ç Im+n
TI m, nEZ.
For any ideal lof A, the filtration fI = ( 1 n) , where 1 n = A for a11 fi ::; 0,

is called the 1 - acHc filtration.
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Definition 3

Let f = ( ln )nEZ be a filtration on A.
( i) fis said to be 1 - good, where 1 is aIl idesl of A, if 1 ln ç ln+! \if nEZ

and if 1 ln = ln+!'V n > 0 which means for a11 large n.
( ii) fis called noetherian if its Rees ring R (A, f) which is defined below,

is noetherian
( iii ) f is termed AP if there exists a sequence ( k 11. ) of positive integers

with lim 11._00 ( ~) = 1 such that 1 k n m ç 1 ~ \if m, n.
n

Similarly to ideaIs, one can associate to any filtration f = ( ln) of the ring
A the fo11owing graded rings :

- the fiber cone of f with respect to a given ideal .J of A which i8 the ring

G( A, J, f) = EBn~o /;11.
- the Rees ring of fwhich i8 the ring R (A, f) = EBn>O [11. X".

. R(A, f) -
The graded nng Q (A, J, f) = J R(A, f) associated with an idcal .J of

A will aIso be often used in the present paper in the case where .1 = fil is the
maximal ideal of the local ring (A, m, k).

ln particular if f = fI = (1 11.) is the I-adic filtration, thcn wc set
G( A, J, fI ) = G( A, J, 1), R. (A, fI) = Il (A,] ) allli
Q (A, J, fI ) = Q (A, .J, I)

It should be recalled here that the multiplication of the ring G (A, J, f) is
defined by linearity from the formula \if p, q EN, \if 8 p E 1 p, \if bq E 1 q,

(ap + JI q) ( bq +J 1 q) = 8p bq + JI p+q'

Remark 4
1

The idesl .1 R(A, f) ~ EBn~o J In X n ofR (A, f) is a graded. So J~~,f~)
is aded b the 1" X" -+- JR(A, f) '-" ln x n

""~ \if > 0
gr y J R(A, f) - In Xn n J R(A, f) - J In n - .

4 The asymptotic behaviour of <p f for 1 - good
filtrations.

We will start by recalling the modern version of the weil known Hilbert Theorem
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Theorem 5 Hilbert Theorem. Let A = œn>O An be a positively graded
noetherian ring. Assume that A is of the form A -= Aol:q, ... ,X r], where each
x i 1.8 homogeneo'US of àegree 1 and that Ao is an artinian local ring. Let M
=EElilEZ Mn be a finitely genemted positively graded A-module of dimension d.
Then the Hilber't function H ( M, - J (resp. the cummulative Hilbert function
H'" ( M, - JJ is of polynomial type of degree d - 1 (resp. d J

We recall that under the notations and hypotheses of Theorem 5, the nu-
merical funetion H ( M , - ) : Z -+ Z defin<"'<i as

H ( M, n ) = f A o ( Mn ) V nEZ, where (' ..1 0 ( M lI ) is tll<' leu~th of III<'
A 0 -module Mn, is called the Hilbert function of M.
The cummulative Hilbert function of M is the function
n 1-----+ H* ( n ) = Li ~ n H ( M ,j ).

LemIUa 6 Let f = ( In J be a filtmtion on A and let
BI : R ( A, f J -+ G ( A, m, f J be dcfined as follows :

V Z = Ln>O an X n , where C1n E ln V n, BI ( z J= Ln>O(an ..Hn ln). Thcn
BI is a surjeCtive morphism of gmded rings which indureH an iSOTnorphiSTn of

R(A, 1)
graded rings BI : m R(A, 1) -+ G ( A, m, f J.

Proof•. This follows immediately from Remark 4. We have
ker B = m R (A, f). So by the isomorphism Theorem the isomorphisrn Bf

is defined as
BI ( z + m R (A, f) ) = BI ( z ) V z E R ( A, f). It is clear that BI is

graded of degree O. •

Remark 7

Let 1 he an ideel of A and let f =fI be the I·adic filtration. Put 01 == °1
and BI = BI' Then it follows from Lemma 6 that

-0 R(A, I) G ( A ) '" .
1 : m R(A, I) -+ , m,IlS an lSOmorphlsm of graded rmgs .

Suppose that 1 ç Il' Then G ( A, m, f) is endowed with a structure of
G ( A, m, 1 ) - module as follows :
V p,q E N, VapE 1 P, V bq E 1 q'

(ap + ml P) ( bq +m 1 q) = ap bq + m 1 p+q'

It is easily checked that this multiplication is independent of the choice of
IP l

representatives of -I- and -I
q

•
m P m q

h .­.} 1
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It ia then extendec1 by linearity to G ( A, m, J ) x: G ( A, m, f ).

R(A, f)
Let us recall now the notations Q (A, m, f) = m R(A, f) and

)
R(A, I} .

Q (A, m, 1 = ( ) that we dld not yet use.
mRA,I

R(A, f) is obviously a graded R(A, 1) - module and Q (A, m, f )

R(1' f)) is a graded Q (A, m, 1 ) - module. We have:
mRA, f

\if a E R( A, 1 ) and \if z E R( A, f ), ()f ( a z ) = 01 (a ) ()f ( z ), hence

0lJ( a+m R(A, I)(::j-m R(A, f))) = 7Jf (az+m R(A, f)) =
01 (a+m R(A, 1)) Of (z+m R(A, 1))

In t,he following Lemma it is shown among others that aU 1- good filtrations
on a noetherian local ring (A, 10 ) have the saille analylic spœad which is equal
to the analytic spread of the ideal 1.

Lemma 8 . Let f = ( In ) be an I-good filtmtion on the noethe7'ian local ring
( A, m). Then the Krull dimension of the Q ( A, m, l ) - module

Q (A, m, f) m~1~,f~) is equal ta the Krull dùnen.sion of the 7'ing

Q (A, m, f ) which coincides with the analytic spread ,\ ( J ) of the ideal J.

Proof. Q (A, m, f ) is obviously a Q ( A, m, 1 ) - module and it is easily
check(d that the Annihilator of the Q (A, m, 1) - module Q (A, m, f) is equal

R(A, 1) n m R(A, 1)
to m R(A, 1) . On the other hand R(A, f) is integral over

R(A, 1). Renee Q (A, m, f) is integral over R(A, ~~~I~(A, f)'

Therefore the Krull dimension 'Ym ( f) of the ring Q(A, m,.f) is

'Ym ( f) = dim R(A, ~~~I~(AI 1)' But the Krull dimension of

the Q ( A, m, 1 )-module Q (A, m, f ) is dim ( A Q(A,~(2 .f))'
nnQ(A,m,I) ,1n,

Th . Q(A,m,I) d R(A, 1) . .
ermgs AnnQ(A,m,I)Q(A,m,j) an R(A, 1) nm R(A, f) arelSomorphlC.

So they have the same Krull dimension which is 'Ym ( f) . The last part follows
from the equalities 'Ym ( f) = 'Ym ( fI ) = À ( 1 ) shown by [ D S ] , Theoœm
5.7 •
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Lemma 9 Let 1= ( In ) be an I-good filtration on the noetherian local ring
( A, ml. Then G ( A, m,l) is a finitely generated gra.ded G ( A, m, l ) ­

module.

Proof. There exists an integer no such that V n ;:: 0,
l no+n = l n l no'

l no+n l n l no S G( A f) . edTherefore ---- == -- --. 0 , m, IS generat as
m l no+n mIn m 1 no

G (A, m, l ) - module by E~~~o : ln n' The conclusion follows since each

ideal 1 n is finitely generated. •

Theorem 10 Let ( A, m, k) be a noetherian local ring, I an ideal of A,
f = ( In ) an I-good filtration on A. Then the numerical function

1
n 1---+ 'P f (n) = dim k ( __n_) is of polynomial type.

mIn
P/'.rthermore deg 'P f = ..\ ( I ) - 1 = deg 'Pl

Proof. G ( A, m, 1 ) is a noetherian gradcd ring; of the form G (A, nI, 1)
== k [tl, ... ,tr ], where each ti Î..'l homogcncons of dcgrec 1. By LcnllllH 9,

G ( A, m, f ) is a finitely gcnereralcd Ci ( A, m, 1 ) - module. Ilenee hy
Hilbert's Theorem (Theorcm 5 ) the numerical f\lndion

n 1---+ 'P f (n) = dim k ( ~) is of polynomial type of degree d-l, where
ml n

d denotes the Krull dimension of the G (A, m, 1) - module G ( A, m, f) . It
can he deduced from Remark 7 that d is eqllal to the Krull dimension

of the Q (A, m, 1 ) - module Q (A, m, f). The theorem follows thereforc
from Lemma 8. •

5 The asymptotic behaviour of 'P 1 for a strongly
noetherian filtration f.

Here we need the following theorem which is part of Theorem 2.7 of [ D SIl

Theorem Il Let A = ffin>O An be a positively graded noetherian ring of fi­
nite Krull dimension which -ts of the form A = AO[XI, ... ,x,.], where each Xi 'is
homo~.ieneous 01 degree le; ? 1. Assume that Ao is an artinian ring . Let M =
EBnE2 Mn be a finitely generated positively graded A-module of Krull dimension
d. Let k = LeM (kl , k2 1 "'1 k,. ), then:

1 ) The Hilbert function H ( M, - ) of Mis a quasi-polynomial function
of period k and degree d-l and if F = ( Fo, FI, ... ,Fk-1 ) is the associated
quasi-plynomial, then deg F = d-l.
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2 J The cummulative Hilbert function H* ( M, - J is of polynomial type of
degree d. In addition, if G =( Go , G 1,.", Gk-l J denotes the quasi-polynomial
associated with the function H* ( M, - J, then all the polynomials G j have the
same degree which i8 equal to d and the same leading coefficient.

Definition 12

A filtration f = (1 n ) on the noetherian ring A is caUed strongly noetherian
if there exists an integer N ~ 1 such that 'if m, n E N with m ~ N and n ~ N,
it holds 1 m+n ::= 1 mIn. One deduces that 1 n p =1 p n 'if p ~ N and 'if n ~
o , which means that if we denote by f (p) the filtration ( 1 p n ) n ~ 0 ,then f
(p) = f I

p
is the 1 p - adic filtration for aU p ~ N.

It is worth noting that 'P f (q r ) = 'P f ( r) (q) 'if q, r E N.

Theorem 13 Let ( A, m, k J be a noetherian local ring, f = ( 1" J a strongly
noetherian filtration on A. Then the numerical function

1
n 1--+ 'P f (nJ = dim k (-In ) is of polynomial type

III n

. R(A, J)
of degree dzm m R(A, 1) -1 .

Proof. Let N be an integer such that 1 m+n = 1 mIn 'if m, n E N with
m ~ N and n ~ N. In particular for aIl q ~ N,

f ( q) = (1 q n ) n ~ 0 = (1 q n )n ~ 0 = f l q' Then following Thcorem 10,
'if q » 0 the numerical function 'P f ( q) is of polynomial type sinee f ( q ) is 1

q - adic. Let P q be the polynomial associated with 'P f (q ). By Proposition 2.4
of [ D D S l, we have

. R(A, f ( q J) . R(A, J)
deg Pq = dzm m R(A, f (q J) -1 = dzm m R(A, J) -1. Hence deg Pq does

not depend on q for q ~ O. Set d =deg Pli 'if q ~ N. Then P q is of the form
P q = L~ :: ga q, iX ~, where a q, i E Q'if q, i. So 'if q » 0, 'if r » 0 and

'if s » 0, we have P q ( r s ) = E~ :: ga q, i ( r s) i = 'P f ( q) (r s ) =
d ' (1 q r. ) () ( ""i - d "zm k . 1 = 'P f ( r) q S = Pr q S ) = L.Ji :; 0 a r. i ( q S ) '. It

m'Ir.
follows that

""i = d( i) i ""i = d ( i) i r Il 0 h iL.Ji = 0 a q. i r s = L.Ji = 0 a r, i q S lor as» , ence a q, i r
i r . 0 1 d . aq i ar i .=a r, i q lor 1 = , , ... , and -'-. = -'-, = a i for 1 = 0, 1, ... , d and 'if q

q' r'
» 0, 'if r» O. Let P be the polynomial P (X ) = E~:: gai X i. Thcn

Pq(X) = E~:: gai qi Xi = P( qX ). 80 for q, r » 0,

'P f (q r ) = dim k ( 1; r ) = 'P f ( q dr )
m qr
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=Pq ( r) = P( q r ). But, by Theorem 4.3 of [ D 8 2], !.p f is a quasi­
polynomial function sinee f is strongly noetherian, hence noetnerian. Let

F =(Fo, F lI .•. , Fk-l ) be the quasi· polynomial associated with !.p f where
k is the period of cp f . Then

'" J (q k+j) = Fj(q k+j) 'v'q» 0 and for j =0, l, ... , k-l. 80 if CI and fi

are:> 0, then
P ( (s k+j) (q k+l)) = cp J «s k+j) (q k+l) ) =
!.p f «s q k+s + j q )k + j) ) = Fj«s q k+s+j q) k+j) =
Fj«s k+j)(q k+1)), for j = 0, 1, ... , k-l. The two polynomials P and F j

coincide on an infinite set of integers. So P = Fo = FI =....= Fk-I and !.p f is
of polynomial type. •

Conclusion

Let f = (In) be a filtration on a nodhcrian local ring (A, m, k). Then the
following implications are weIl knowll to hoId :

f 1 - aLlie ==> f 1 - good ==> f strongly noctherian ==> f noctherian.

As far as the asymptotic behaviour of the nUlllerical fuuctioll

n 1---+ !.p f (n) = dim k (~ ) is concerned, the question ha~ been now
ml n

completly solved , at least when f i8 of one of the followillg types:
1 - adic, 1 - good, strongly noetherian or noetherian which is the case for

almost current filtrations. Actually we have shown in the present paper that
cp f is of polynomial type when fis 1 - good or strongly noetherian. On the
other hand, in [D 8 2 j, the authors had shown that, even though the numerical
function !.p f need not be of polynomial type for a general noetherian filtration
f, !.p J is nevertheless a quasi polynomial function for noetherian filtrations f.
For each noetherian filtration f on a noetherian local ring (A, m, k), a concept
of degree is unambigously defined for !.p f . The analytic spread of f is defined
as Àm ( f) = 1+ deg !.p J • This provides a good generalization of the concept of
analytic spread of an idea!. The problem remains open for AP filtrations which
are non noetherian.
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1 Abstract

Let (A, rot, k ) be a noetl1erian local ring with residue field k = A/iJ)1 an<l1ct 1 be an ideal of A. Then

the fiber cone of 1 with respect to rot is the graded ring G( A, rot, 1 ) = CB ~n . This ring provides
n2:0:'J..I~ jT~

some information on the ideal I. For instance, if k is infinite, the Kmll dimension of
G( A, rot, l ) is equal to the greatest number of elements of 1 which are analytically independent

in I. Here we are rather interested. in its Hilbert function <PI : n 1-4 dimk ( ln /rot ln) which is the size
of the minimal number of generators of the ideal ln. The analytic spread of the ideal 1 was define<:l. by
Northcott and Rees [NR] to be the integer ..\(1) = l+deg <PI' Here we extend this concept to special
classes of filtrations f = ( ln), by investigating the asymptotic behaviour of the numerical function

L
<PI : n H eA(9Jl~n)' We follow the approach of D. Sangaré, y. Diagana and H. Dichi, namely in [DDS]

. and [DS21. It is known from [DDS], [DS2] and [AAS], that <PI is of polynomial type if the filtration f
is I-good or strongly noetherian and that <P, is a quasi-polynomial function if f is a general noetherian
filtration. The analytic spread of f is then defined as being the number ..\(f) = l+deg <Pt" Here we
give an example which shows that if f is an AP filtration which is not noetherian, then the numerical
function <P, is not necessarily a quasi-polynomial function. For such filtrations we propose a concept of
analytic spread which does not take into account the degree of <p! and whkh extends the former one.
This paper deals also with the conjecture of Okon which compares the analytic spread of a filtraLion
f = ( In) with that of the ideal In. We praye that this conjecture is not true for general strongly
noetherian filtrations.

1
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2 Introduction

Soit (A, 9.n, k ) un anneau local noethérien de corps résiduel k = A/9.n et soit 1 un idéal de A. Le
In

CÔne fibré de 1 relativement à 9.n est l'anneau gradué G( A, 9.n, 1 ) = E9 --. Cet anneau permet
n>09.n In

d'avoir des informations sur l'idéal 1. Par exemple si k est infini, alors la-dimension de Krull
dim G( A, 9.n, 1 ) est le nombre maximum d'éléments de 1 analytiquement indépendants dans 1.
Ici nous nous interessons plutôt à la fonction numérique
cp I : n 1---+ dimk ( In /9.n rn) qui mesure le nombre minimal de générateurs de l'idéal In.. Dans

[NR] , Northcott et Rees ont montré que la fonction CPI était de type polynomial, puis ils ont défini la
largeur analytique de 1 comme étant le nombre À( 1 ) = l+deg CPI' Devant le grand succès qu'a connu
ce nombre depuis son introduction, certains auteurs en ont cherché des extensions. C'est ainsi que
D. Sangaré, y. Diagana et H. Dichi ont. récemment étudié les propriétés du cône fibré G( A, 9.n, f)

= $ ~ de la filtration noethérienne f = ( In) relativement à 001 et le comportement asymptotique
n2:o9.n In

de la- fonction CP, : n 1-+ fA( ~~), ce qui leur a permis de <1ô1inir lIT1 concept de lar!!:cur analytique

pour les filtrations noethériennes par l'intermédiaire de la notion de degré, voir notamment [DOS] et
[DS2 ]. Le présent article est tiré de la thèse de doctoral, de l'auteur [AA] où une {~tude analog,llC a
été menée lorsque la filtration f est I-bonne ou fortement noel.héricnne. Il vient en complément à un
article récent [ AAS] également adapté de la thèse de l'auteur.

Dans la section 3 nous rappelons d'abord les théorèmes cla8siques de Samuel et de Hilbert ct
leurs généralisations récentes d'après [DS1] et [DS2]. Nous donnons ensuite soit des compléments aux
résultats de [DSl] et [DS2] , soit des extensions de ces résultats aux filtrations fortement noethériennes.

La section 4 est consacrée à une nouvelle extension de la largeur analytique aux filtrations qui
n'utilise pas les degrés. Dans [DS2 ] et [ AAS] les auteurs avaient montré en particulier que la fonction

CP, : n 1-+ fA (~~n) était polynomiale ( resp. quasi-polynomiale) lorsque la filtration f = ( In) est

I-bonne ou fortemmt noethérienne (resp. noethérienne). Mais jusqu'à présent rien n'avait été dit sur
le comportement asymptotique de CP, lorsque la filtration f est AP non noethérienne. On donne dans
la section 4 un exEmple de filtration AP telle que la fonction CP, ne soit pas quasi-polynomiale donc
pas polynomiale. Nous proposons pour ces filtrations une définition de largeur analytique qui n'utilise
pas les degrés et qui coïncide avec celle définie à l'aide des degrés si la filtration est noethérienne, puis
nous en donnons quelques propriétés.

Dans la section 5 nous donnons des classes de filtrations noethériennes pour lesquelles la conjectm-e
de Okon pour la largeur analytique est vraie et nous fournissons un contre exemple qui prouve qu'elle
est fausse pour les filtrations fortement noethériennes en général.
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3 Fonctions de Hilbert de quelques anneaux gradués, comporte­
ment asymptotique

Nous allons commencer par rappeler les définitions suivantes nécessaires pour une lecture indépendante
du présent article.

3.1

(1) Soit A un anneau commutatif unitaire. une filtration sur A est une famille f = (In)nE'l d'idéaux
de A tels que :

(i) ID = A, (ii) In-tl C In 'tin E Z, (Hi) IpIq C I p +q , 'tIp, q E Z.

Si 1 est un idéal de A, la famille fT = (In)nEZ avec In = A 'tin ~ 0, est une filtration Hur A, appelée
filtration 1-adique.

Si f = (In) est une filtration sur A alors pour tout réel strictement positif À, la ramille j'p.) =
(I{n>.}) est une filtration sur A, où {nÀ} est le plus petit entier supérieur ou (~gal à nÀ. Si Tl est un

entier, alors f(P) = (Inp)nEN .

(2) Une filtration sur un A-module M est une famille (kln)nEl de Hons-modules de M teb que:
Mo = M et Mn+! C A1n, 'tin E Z.

La filtration f = (In) sur A est dite compatible avec la filtration (Mn) sur M, si 1
"
M q C 1\1p1 li'

'tIp,q E Z.
,

La filtration (Mn) sur le A-module M est dite 1-bonne, où 1 est un idéal de A, si :
IMn cJ1n +1, 'tin E Z et l Mn = M n11 , 'tin» O.

La filtration (Mn) sur M est dite f-bonne, où f = (In) est une filtration sur A, si IpMq C A1p+q
N

'tIp, q E Z et s'il existe un entier N tel que: Mn = L In_pMp.
P=l

(3) Si f = (In) est une filtration sur A, J un idéal de A, X une indéterminée, on définit les anneaux
gradu~s suivants :

G/A) = E9~, G,( A,J) = EJ) ~- ~ J~~:f))'
n2:0 I n+1 n2:0 JIn

R(A, f) et ~(A,J) sont respectivement appelés l'anneau de Rees et l'anneau de Rees généralisé de f
et G,(A) est appelé l'anneau gradué associé à f.

Si cP = (Mn) est une filtration sur un A-module M, on définit le module gradué associé à cP en

posant G",(M) = E9 ~~n
n2:0 1V1n+l

(4) La filtration f = (In) est dite nœthérienne sur un anneau nœthérien A, si l'une des quatre
conditions équivalentes suivantes est vérifiée (voir [B P R RD
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(i) R(A, f) est nœthérien

(ii) !n(A, f) est nœthérien

(iii) 3 kEN· tel que Ink = 1;:, 'r:/n ~ 0

(iv) 3m E N· tel que lm+j = Imlj, 'r:/j ~ m.

Le plus petit entier m vérifiant (iv) est appelé le rang de f

f = (In) est dite fortement nœthérienne sur un anneau nœthérien A, s'il existe un entier k E N*
tel que In+m = lnlm'r:/ n, m ~ k.
La filtration f = (In) est dite A.P (c'est à dire approxirnable par des puissances d'idéaux) si pour
tout entier n, il existe un entier kn tel que

'r:/m E N, h m C l:~ et Hm kn = 1.
n n--+oo n

(5) Soit un entier d ~ -1. Une fonction 'P : Z --+ Z est dite polynomiale de deg;r{, d s'il exisLe Ull
polynôme P E Q[X] de degré d tel que 'P(n) = Pen) 'r:/n» O.

Le polynôme nul est par convention de degré -1.
La fonction 'P est dite quasi-polynomiale de période k E N* d d(~ degr{~ d s'il exisi,e ulle suiLe
F = (Fo, FI, ... , Fk-I) de polynÔmes Fj E Q[X] tels que;

(i) 'P(n) = FAn) si n » 0 et n == j [k] 0 ~ j ~ k - 1

(ii) ~ax (deg Fj) = d.
O:$]:$k-I

Le théorème suivant de Samuel est bien connu.

3.2 Théorème de Samuel.

Soient A un anneau nœthérien, l un idéal de A, M un A-module de type fini, (Mn) une filtration
M .

I-bonne lmr M. On suppose que lM est de longueur fime. Alors:

(i) La fonction n 1---+ fA (~) est polynomiale de dcgr-é inféricuT ou égal cl IL(I), où p.(J) est

le nombre minimum d'éléments générateurs de J.

(ii) Le degré et le coefficient dominant du polynôme associé à cette fonction ne dépendent que
de M et l, et non de la filtrntion l - bonne (Mn).

3.3 Remarque.

Si la filtration (Mn) n'est pas I-bonne, ~ors la fonction n 1---+ fA (~) n'est pas nécessairement

polynomiale. En effet, considérons l'anneau des polynÔmes il = k[X], où k est un corps. Soit f = (In)
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1& filtration définie par:

On a:

ln ::;::

(x~) si n est pair

(X
n

+21 ) SI n est impair

n
si n est pair

2

n+ 1 .
-- SI TL esL im])air

2

1

1

1

1

1

1
1
1

Donc la fonction n~ fA (t) n'est pas polynomiale.

Le Théorème de Samuel a été généralisé dans [DS1] de la manière suivanLe :

3.4 Théorème (Samuel) généralisé 3.4 de [D S d.
Soient A un anneau nœthérien de dimension finie, f = (In) une filtration nœthérienne sur A, M un

M
A-module de type fini, (Mn) une filtration f-bonne sur 1\1[. On suppose que hM est de longueur

finie. Alors :

(i) Les fonctions n~ fA ( Mn ) et n~ fA ( M) sont quasi-polynomiales.
Mn+1 Mn

(ii) Le degré et le coefficient dominant du quasi-polyn6me associé à la fonction n~ fA (~)
ne dépendent que de M et de f et non de la filtration f - bonne (Mn)'

Dans le résultat suivant, nous proposons une généralisation du Théorème de Samuel (3.2) aux
filtrations fortement nœthériennes :

3.5 Théorème.

Soient A un anneau nœthérien de dimension finie, f = (In) une filtration fortement nœthérienne

sur A, M un A-module de type fini. On suppose que M est de longueur finie. Alors les fonctions
hM

n~ fA ( I~) et n~ fA (l~:~) sont polynomiales.
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Preuve.
Ona:
Supp(M/I",:\!) = "U,,) ri supppn = "~h) ...." Stlrp\~[) = S:lpp\~f Il~n;, ~,L;.:'''''\\ ','U

Supp(:\[) d~ig:nt' le i'u\,~.rt d.e .U et ,. \ n ren,;.,'nù,k ,~,~ :"k :".:' ':':'t'::::.,'':':' ,~" \ ,',':'.: ,":.;' :'.: :

l:À'nc.\! r,.,.\! l":'-! ,1t.' '~"\:'..~·ck"".! f..r.:'l'.

Ona:

donc fA (I~:~) est finie.

Comme f = Un) est fortement nœthéricnnc, on a. : "'ln» 0, \lp ~ 0, Inl' = Il: <lonc J(n) = h.
la filtration In -adique.

Alors la fonction 4>f(n) : p ......-- fA (~) = fA ( ~ ) est polynomiale d'a.près Je Th{'orème de
InpM InM

Samuel 3.2. Soit Pn le polynôme associé à 4> f(n), alors \lm, n >> 0, \1 <'1 2: 1, on a :

Pn(ms) = 1Jf (n) (m,<;) = fA (1 !lItM)
nrn.'J

1Jf (m) (ns)
= Pm(ns)

Cette dernière égalité implique que Pn et Pm ont le même degré. En utilisant les techniques de
démonstration du Théorème 13 de [A A S], on obtient un polynôme P E Q[X] tel que \In >> 0,
Pn(X) = P(nX).· Comme f = (In) est fortement nœthérienne donc nœthérienne, le Théorème de

Samuel généralisé 3.4 montre que la fonction <PI n 1--+ fA (~) est quasi-polynomiale. Soit
InM

n, s >> 0, on a :

4>1 (ns) - <Pf(n)(S)
- Pn(s)
- P(ns)

Par des techniques analogues à celles utilisées dans la preuve du Théorème 13 de [A A S], on déduit

que la fonction n......-- <p/n ) = fA ( I~) est polynomiale.

En considérant la suite exacte:

o --+ InM --+ M --+~ --+ 0
In+lM I n+lM [nM '

on a:

Or la fonction 4>1 est polynomiale, donc la fonction n......-- fA (.!nA~) est ('gaknl<'nt polynomiale.
I n +1 l11
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3.6 Corollaire.

Soient (A, rot) un anneau local nœthérien, f = (In) une filtration fortement nœthérienne sur A. On
suppose que coht f =O.

Alors les fonctions n t---+ fA (V:I
n

) et n t---+ fA (~) sont polynomiales.

De plus les polyn6mes associés à ces deux fonctions ont le même degré et le même coefficient

dominant.

est finie. On en dôduit que

Preuve.

On a: dim ~ = coht(h) = coht(f) = 0; donc fA ( ~)

fA ( I~) est fulle.

En prenant M = A dans le Théorème 3.5, on déduit que la fonction n 1-----+ fA (~) est polyno­
ln

miale. De même en prenant M = rot, la fonction nI--) fA ( rol ) est polynomiall-. Considérons la
rolln

suite exacte:

rol J1 Ao__ -- -- -- -- - -- (1.
rolln rolln rol

Ona

3.7 Théorème de Hilbert 3.3 de [D S 2].

Soient A = EB An un anneau gradué nœthérien de la forme A = Au [Xl,'" ,Xr ] où chaque Xi est
n~O

homogène de degré 1, M = EB Mn un A-module gradué de type fini, de dimension de Krull d.
n~O

Supposons que Ao soit artinien et local, alors la fonction de Hilbert II (M, --) est polynomiale de
degré d - 1.

Comme n 1-----+ fA (:L) est polynomiale, la fonction n 1-----+ fA (rol~n) est polynomiale.

Puisque f est fortement nœthérienne, alors il existe un entier k 2 1, tel que:
"In 2: k, In+k = InIk. (A, rot) étant local, alors h Crot.

Ainsi, Inh = In+k C rotIn C In donc

Cette double inégalité montre que les polynômes associés aux fonctions n 1-----+

n t---+ fA (~n) ont le même degré et le même coefficient dominant.

1

1

1

1

1
1
1
1
•



3.8 Théorème de Hilbert généralisé 2.7 de [DS1]

Soient A = EB An un anneau g'radué nœthér'ien de dimension de Krull finie, de la for"me A =
n>O

An [Xli'" ,xn],-où chaque X, est homog~ne de degré ki ~ 1; M = EB Mn un A-module gradué de
n>O

type fini de dimension d. On suppose Ao artinien et on pose k = p.p~c.m (kI ,'" ,kn ) alors:

(i) H (M, -) est quasi-polynomiale de période k et de degré d - 1.

(ii) Si F = (Fo,Ft,'" Fk-d est le quasi-polyn8me a.9socié à H (M,-) alors:

cfFo = max cfFi = d - 1.
O::;i::;k-I

3.9 Théorème 4.3 de [D S 2].

Soient A un anneau nœthérien de dimension finie, .1 un idéal de A cl f
A

nœthérienne sur A. On suppose que J est artinien. AlO1:9 la fonction:

l (
In) . l . d . R(A, J)n f----t.d JI est q'ltasz-po ynomwle de egré dml . (A ) - 1.

J n .JI? ,f

(ln) une jiltmtion

1

1

1

1

1

1

1

1

La proposition suivante apporte des résultats complémentaires au Théorème ~~.9 :

3.10 Proposition.

Soient (A, VJ1 ) un anneau local nœthérien, f = (In) une filtration nœthérienne sur A de rang k.
Alors:

(i) La fonction 'P,: n ~ lA (~) est quasi-polynomiale de période k.
VJ1In

(ii) Si (Fo,FI,'" ,Fk-d est le quasi-polyn8me associé à 'P" alors:

dO F.- - dî R(h+i, h) 1 B = R(A, h)
~ - mB nuR(I . l ) - avec (A) ,

. ~.ll k+~, k VJ1R , h

où h+i est consid~ré comme un A-module.

Pour prouver cette proposition, nous aurons besoin du Lemme suivant:

3.11 Lemme.

Soient (A, VJ1) un anneau local nœthérien, 1 un idéal de A, M'un A-module de type fini. Alors la
. ( In M ) . . R(M 1) R(A 1)

fonctwn n f----t lA nul M est polynomwle de degré dîmB (') - 1, où B = ( , ,
:J.ll n 9JlR lvI, 1 VJ1R A, 1)
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Preuve.

Notoris d'abords que lA (~~M)=dim, (~~~) = IJ·(InM) qui est fini puisqne rM est

un module de type fini sur l'anneau local (A, rot).

A est un anneau nœthêrien, M un A-module de type fini, alors
R(M, 1)

R(M, 1) = n~/nM est lin R(A, T)-rnodule de type fini. Nous POllVOIlS (:oIlstruire Hllf fmR(M,1) =

InM ReA, I) In . 0 R(A, I)
nîo rol In M une structure de rolR(A,I) = n~orol In -module de type fim. r 9JlU(A, 1) est un

anneau gradué nœthérien engendré par des éléments homogènes de degré 1 sur son gToupe homogène
de degré zêro qui est A/rol (voir 3.4 de [D S 2] ).
Ainsi, d'après le Théorème de Hilbert 3.7, la fonction:

( PM) ( InM ) .n t---+ lA/'JJt rol In M = fA rol In M est polynOITllalc de degré

. R(M,I)
dimB rolR(M, I) - 1.

Preuve de la Proposition 3.10 :

f = (In) est une filtration nœthérienne de rang k, alors "in 2: k, 'niA: = 'n'k'
ainsi Ink+i = I~l-lh+i "in;::: 1, o:s; i :s; k - 1

d n (Ink+i ) _ n ( r,:-lh+i )one ~A n'nI - ~A 1 .
:m nk+i rol l~- h+i

En posant M = h+i et l = h dans le lemme 3.11 précédent, on déduit que la fonction

(
lnk+i ) . . R(Ik+' h) R(A h)

n t---+ fA roll . est polynorruale de degré dimB VJ RU t, I) - 1 où B = (~).
nk+t l k+i, k rolR ,h

Soit p;, le polynôme associé à cette fonction, posons Fi(X) = Pi ( X ;; i) O:S; i :s; k - 1.

Pour tout n» 0 tel que n = i[k], il existe sEN tel que:

n = ks +i O:s;i:s;k-l

f (~) = fA ( hS+i )
A rolln rollks+;

= i>ï(s)

= Pi (n~i)
= Ei(n).

Ce qui prouve que la fonction 'P,: n t---+ lA (~~n) est qua'3i -polynomiale de période k.
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4 Sur une extension de la largeur analytique

4.1. Largeur analytique d'un idéal

Soient (A, v.n ) un anneau local nœthérien, l un idéal de A. On considère l'anneau gradué .s'
In 111

œ n'nI = œSn avec 8 11 = n'nI'
n>O :t.J~ n n>O :;.J~ n

0~ a So = A/rrn, S = SO[tl,'" tn ], où ti est lm élément homogène de dcg;ré 1. Alors le théon"mc dc

Hilbert (3.7) mont 'e que la fonction

'P : n I----t climA/9Jt (~) = eA/ 9Jt (~) est polynomiale.
1 v.n~ VJlln

La largeur analytique de 1 est définie par le nombre À(I) = l + d°'P 1

4.2 Largeur analytique d'une filtration

La fonction 'PIfaIt intervenir la filtration l-adique !J = (1"). Si l'on relllpla<:(' fi par lllH' filtraI iOIl

quelconque, alors se pose le problème de la g/ll<'ralisaLioll de la llot.ioll dl' largeur alw.lytique il\IX

filtrations vu du point de vue du degTé. Cl' problèUlc a <'(,{, r(solu pour les liltratiolls l-bollllCS,
fortement nœthéri.ennes ou nœthériennes dans [D S 2] cl [A A S] où I('s autl'11ïS ont. 1Il0l\tr<' qll(, la
largeur analytique de la filtration, j peuL sc d('fillir par

4.3 Remarque.

Si f est une filtration A.P non nœthérienne, alors 'P f n'est plus néccfisairemcnt quasi-polynomiale
comme le montre l'exemple suivant:
Soient A = k[[X, Y]], où k est un corps, v.n = (X, Y) l'idéal maximal de A.

Soit f = (In) la filtration v.n --adique définie par ln = 9.'H 11, Vn? O. POUl' UTI Hombr(' r('el
irrationnel À > 1 donné, considérons la filtration fP') = (.In), où .l1I :::= I{nÀ}' f(À) est une filtration
A.P, pour laquelle la fonction 'P f(>') n'est pas quasi-polynomiale. En effet

Vn EN, on a: nÀ:::; {nÀ} < nÀ + 1 < nÀ + À

Vs EN", on a: nÀs:::; {nÀ}s < nÀs + Às

donc {nÀ}s:::; {nÀs + ÀS} alors v.n {(n+l)sÀ} C v.n {n.\}s, soit. .1(n+])8 C J~.

Ainsi pour tout entier n, il existe un entier kn = n + 1 tel que Vs E N,ho"" c J~ ('t
k

Hm ~ = 1, ce qui prouve que la filtration j(À) est A.P.
n--++oo n

Vn 2: 1, 'PJ(n) = n + 1, donc 'Pf(À)(n) = {nÀ} + 1.
Si la fonction 'Pf(À) était quasi-polynomiale, alors il existerait un entier k 2: 1 tel que la fonction

nk I----t 'Pf(À) (nk) soit polynomiale. Comme 'Pf(À) (nk) = {nkÀ} + 1, on a: lim ~'Pf(À)(nk) = À;
11--++00 nk

donc si la fonction nk I----t V'f(À) (nk) est polynomiale, alors le degré du polynôme associé est égal à 1.
On aurait donc :

'Pf(À) (nk) = nkÀ + b, b E Q Vn » O.
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Comme 'i'/(>.)(nk) eat un entier naturel, >. est nécessairement un rationnel, ce qui est contraire aux
hypothèses. Donc la fonction nk 1--+ 'P/(>.)(nk) n'est pas polynomiale et la fonction 'P fP.) n'est pas
quasi-polynomiale.
Pour une telle fonction, on ne peut pas définir de concept de degré au sens courant du terme, donc pas
de notion de largeur analytique s'exprimant à l'aide du degré. Nous proposons la définition suivante
de largeur analytique qui n'utilise pas les degrés et qui est une extension de celle de Hees [Re].

4.4 Définition

Soient (A,9)I) un anneau local nœthérien, f
analytique de f par:

(In) une filtration sur A. On définit la lar:;ear

1

1
1

ÎU) = illf {'l' E NI lirn ~l-;: dilll/1t1Jl (;_ln_) _o} .
11 - .... 100 n JJI In

Si la fonction 'Pl eHt quasi-polynomiale, on voit qu'avec la df'finition prf-cf'dcni,<' ÎU)·:-: d"'P
j
+ l,

on retrouve ainsi la dNinition classique.

4.5 Proposition

Soit (A,9)[ ) 'Un anneau local nœthérien. Alo?".'! po'w' lO'lllc /iltm[,io'f/. AI) l = (In) S/I,l' /1 de mluL'ltle'lll'
nulle, ,U) existe.

Preuve

D'après un résultat je Bishop ([Bi] ), le nombre: cf(A) = lirn 81 fA (.i) existe dans lit où
n---->+= n S [n

s = alt(Il)' En considérant la suite exacte suivante:

9Jl A A
La suite exacte 0~ --~ -- ~ - -+ 0, permet d'{~crir(' <]11C

rotIn fJJUn 9Jl

f (A)_ (fJJ1) (A)
A rotIn - fA rotIn + fA 9.11 .

Le nombre

(non) . s! (9]1)
Cf :.J-'l = hm -fA --

n---->/ 00 TI:~ rotIn

existe dans IR. Donc lim ~fA ( ~) existe dans R on en déduit que
n--++oo n S rotIn '
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Hm ~fA ( _mInI ) existe dans lR..
n_+oo n 8 n

( In) . (In)Comme tA rotIn = dim~ rotIn ,on a :

,(J) = inf {r E N, lim ~ dim..i ( ~nI ) = o} existe,n_+oo nT !l7l :J.Jl n

Soit f = (In) une filtration sur un anneau A et J un idéal de A, alors:

Pour tout entier p ~ 1, ,Af(P») = ,A!), où 'J(J) = dim ,~~,1),
En utilisant la Définition 4.4, nous avons la généralisation suivante de ce résultat :

4.6 Proposition.

Soient (A, illL ) un anneau local nœthérien, f = (In) une jiltmtion nœthér'ienne sur' A. Alan, pour'
tout réel À > 0 on a

Preuve
Comme f est nœthérienne, on a :

di R(A,J) . f { ~TI li 1. ( ln) o}
m illLR(A, f) = III r E Pl n-~oo nT dim AjfJJl illLln = .

1) Si À = E E Q~, alors f(>') est nœthérienne.
q

En effet, si on pose Jn = I{n>..} et k = rang(J) , on aura:

2) Si À est irrationnel alors

,(J<>"») = inf {r ENI lim
n-+oo

~ inf {r E NI lim ~ dimA/fJJl (~) = o} = ,(J).
n-+= nT illLln

a) Si 0 < À < 1, alors ~ > 1 et pour tout entier p ~ l on peut trouver un entier n tel que:

kp l kp
T - ~ < n < T où k = mng(J).



TI suffit de prendre n = [k:]; ainsi, kp - 1 < nÀ < kp, donc {nÀ} = kp et

'"'((1(>.») = in! {r E NI Hm ~ dimA/rot (~inA} ) =o}
n-+oo nr {nA}

b) Si 1 < À, alors 0 < À- [À] < 1 et À~ [À] > l.

Posons li = [À ~ [À]] alors S (À - [À]) < l.

Soit p 2: 1, on peut trouver un entier n tel que

P l p
À"';' [À] - s(À _ [À]) < n < À- [À];

on prend n = [À![À]] . On a ps - 1 < ns (À - [À]) < ps

pS - 1 < nsÀ - nS[À] < ps donc

{nsÀ - nS[À]} = ps et {nsÀ} = S (p + n[À]) .

On a : '"'((I{A}) 2: inf {r E NI lim [ 1 rdirn AI"" ( Ispl ) = a}
p__+oo p rotIspl .

À- [À]

= inf {r E NI Hm .-!... dim A/rot (~) = a} = r(J(s») = 'YU)
q--+oo qr rotIsq

avec p' = p + [À] [À! [À]] .

13
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5 Filtrations fortement noethériennes et conjecture de Okon.

Solent (A, rot) un anneau local nœthérien, 1 = (In) une filtration nœthérienne sur A. J.S.Okon définit

la largeur analytique de 1 par ,(1) =dim :;~1A~~)'

Si] est un idéal de A et II = (r)n~O' on note ,(I) = ,(fI)'
En observant que ,U) = ,(hn) 'rIn ~ 1 où k = rang(f), il a posé le problème suivant dans la

Remarque 2.7 de [Ok] : Pour toute filtration nœthérienne 1 = (In), a-t-on ,U) = ,(ln) 'rIn ?- l?

Il existe des filtrations nœthériennes (voir [D S 2] exemple 5.4) pour lesquelles la réponse est néga­
tive. Cependant H. Dichi et D. Sangaré ont montré qu'il exi3te une classe de filtrations nœLhériennes'
contenant les filtrations ]-bonnes pour lesquelles la réponse est positive (voir [D S 2] Corollaire 5.9).
Nous allons donner d'autres classes de filtrations ncethériennes qui vérifient la conjecture (le Okon, el

présenter un contre-exemple qui montre que la conjecture n'cst pas vraie cn g{~n(ral pour kH IiILrationH
fortement nœthériennes.

5.1 Définitions

Soient (A, VJ1 ) un almeau local, ] un idéal de A. On dit que 1 CHI, un idôal dc ddiniLion l'J'il existc un
entier Il ~ 1 tel que : Wl v C ] C 9)1 .

Donc dans un anneau local nœthérien d'idéal maximal W1 , l est un idéal de définition si et
seulement si ] est Wl -primaire.

] est dit de classe principale si ht(I) ,;, J..L(I).

5.2 . Proposition.

Soit (A, rot ) un anneatt local nœthérien, 1 = (In) une filtration sur A.

On suppose que ('..oht f = 0 et ~ infini, alors :

(i) 'rIn ~ 1, ht(IJ.) ~ ,(In) ~ J..L(h).

(ii) si f est nœthérienne, alors: ht(h) ~ ,U) :$; p(ll)'

(iii) si f est nœthérienne et II de classe principale, aloTS f vérifie la cor~jeeture de Okon.

Preuve

(i) 'rIn, j ~ 1, considérons la suite exacte:

If A Ao---+ -- ---+ -- ---+ - -~ 0
Wl]':!' rot]':!' ]': .

J J J
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On a

tA ( ::~j)= tA ( ~j ) - tA ( ~ ) .

Le corollaire 3.6 appliqué à la filtration Ij-adique, montre que les fonctions

n~ tA (~j)et ,pl;' n'+-' tA (~) sont polynomiales et ont le même degrê et le mê~e
coefficient dominant. De l'égalité précédente, on déduit que d°<Plj ~ d07/Jlj - 1, où <Plj est la fonctlOn

(
In)

<Plj : n f----+ lA dp; .
Or "Y(Ii) = d°<Plj + 1, donc "Y(Ij) ~ ~'lj.Jlj·

Vj ~ 1, on a If C Ij , alors Vn,j ~ 1, 5JJtlt c 5JJtlj\ donc

tA (~j) ~iA (~In)

Ainsi "Y(Ij) ~ ~'lj.IJj ~ ~'lj.}II·

D'après le Théorème de Samuel (3.2), ~1/Jh ~ IL(h).

Donc "Y(Ij) ~ IL(h) Vj ~ l.

D'après (N R), ht(Ij ) ~ "Y(Ij); or ht(Ij) = ht(h),

donc ht(h) ~ "Y(Ii) ~ /L(h).

(ii) si f = (In) est nœthérienne, alors il existe un entier k ~ 1 tel que:

"YU) = "Y(Ink) Vn ~ 1, alors (i) permet d'écrire: ht(h) ~ "YU) ~ p.(h).

(Ui) Il Il elt un id6&l de cl.lle prinoipal alora M(11) 15: !J.(11) C't Mi de plus f est nœthérienne,
(i) et (li) montrent que "YU) = "Y(In) Vn ~ 1, ce qui signifie que f vérifie la conjecture de Okon.

5.3 Proposition.

Soit (A,5JJt ) un anneau local nœthérien et f = (In) une filtration nœthérienne sur' A. On suppose
que h est un idéal de définition.

Alors f vérifie la conjecture de Okon.

Preuve

Comme h est un idéal de définition, il existe un entier /) ~ l tel que :
rrn Il che rrn . Alors ro? lin C Il c ln C~? \In ~ 1. cc qni pr\lllYl' q\ll' II! l'~t nll,;~i Ill\ id('al \k

dt".fin~t\(\n. :\','\l~ lIt(I.,) '- ,\1.\\ \',\ ...... \. ,'r ':t\1.\\ '::\!\' \\\'\~, ,,:,\ '.:,: \ \ ''.'~\\\\'.,

t.""""t 1'k"'t t''R''''r',(, "t' ~, (. '\.~,.'(.' ' {' , , .. ' ,,' , '1 "'.. ,;.,'".'-'
... .... .... .. ... .. \ • .. \.. .. .. '1. .. '\"''1. \. '1. , .. , ,. " ~

conjecture dl' Okùn e~t \'l'ritll'c.
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&.4 Un contre exemple

On peut à juste titre se demander si la conjecture de ükon n'est pas vraie pour les filtrations fortement
noethériennes, Nous allons proposer ici un exemple de filtration fortement noethérienne sur A ne
vérifiant pas la conjecture de Okon, Pour cela nous allons établir d'abord \ill lemme permettant de
construire une filtration fortement noethérienne à partir d'une filtration noethérienne dormée.

5.4.1 Lemme.

Soient A un anneau nœthérien, f = (In) une filtration nœthérienne sur A de mng k = inf{r E

N*, In+r = Inlr , \In ~ l'}.

{

I~ si n < k
Posons .ln =

hn si n ~ k
alors 9 = (.ln) est une filtration fortement nœthérienne sur A.

Preuve

1) Montrons que \In ~ 1, .ln+1 C .ln

(i) Si n +1 ~ k -1, alors on a: In+l C In donc .1"+1 = I~+l C I~ =.ln

(ii) si n + 1 = k, alors .ln+1 = h.k = 1; C ILl = .ln

(iii) Si n + 1 > k, alors .ln+1 = h (n+1) C hn = Jn .

2) Montrons que \lp, q ~ 1, Jp.lq C .lp+q

(ii) Si p, q ~ k - 1 et p + q > k - 1 alors Jp Jq = 1; I~ C I;+q C Ik(p+q) = Jp+q

(iii) Si p ~ k - 1 et q ~ k, alors: Jp Jq = 1;h q C h p h q = Ik (P+q) = Jp+q

Ainsi 9 = (In) est une filtration sur A, le point (iv) prouve qu'elle est fortement nœthérienne.

5.4.2 Contre exemple

Considérons le contre-exemple suivant à la conjecture de ükon dans le cas où la filtration est
nœthérienne donnéc~ dans [D S 2], section 5.4 :

Soient A = k[[X, Y, Z]], où k est un corps, P l'idéal premier de A défini par la courbe monomiale
X = t3

, Y = t4 , Z = t5 .



l'

Alors d'après [Hu] Proposition 2.2, f = (p(n»)n~O est une filtration nœthériennc sur A de rang k 2':
2. On a "YU) = "Y(Ik) = 2 tandis que 1'(11) = 3 ( voir !'J.4.4 de [D S 2] ).

{
1~ si n < k .

Posons Jr; = I
kn

li n ~ k
D'après le Lemme ~.4.l., g == (Jn ) est Wle filtra.tion fortement nœthérienne et on a :

"Y(g) = 1'(Jk) - "Y(Ik-k)
1'(J1) =1'(I:) - 1'(1)

1

1

1
1
1
1
1
1
1
1
•

ainsi 1'(g) =1= 1'(JI), ce qui prouve que g ne vérifie pas la conjecture de Okon.
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