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Introduction

Le concept de largeur analytique a été introduite par Northcott et Rees [10]
de la maniere suivante :
Soit I un idéal d’'un anneau local noethérien (A, M). La fonction ¢, :
n
mi»
définie par le nombre noté A (I) = 14+d°yp,, ot d°¢, est le degré du polynome
associé a ¢,. L'intérét de ce nombre est di aux nombreuses caractérisations
qui ont été obtenues en relation avee plusieurs notions inportantes de ' Algebre
Commutative. En remplagant la suite (1), 5, par une [iltration (1,)nen
dans la définition de A (I), sc pose alors naturcllement le probléme de la
généralisation aux filtrations de la notion de largeur analytique. Ce tra-
vail est en grande partic consacré & I’étude du cowmportement asymptotigue

n > dimg/om est polynomiale. La largeur analytique de [ est

de la fonction VB [Nt dlmA/zm (—m—&- ou f - ([,) est une {iltration
T

généralement noethérienne sur Panncau local (A,901). Plusieurs auteurs ont
abordé la question de diverses manieres :

D’abord J.S.Okon [11] utilise une caractérisation de A (I) pour définir
la largeus analytique d’une filtration noethérienne f = () sur (A,901) en
posant :

¢(f) = dim

R(A, f) \ .
- ou RN(A,f)= Z[”‘ " X est une
(u’7 m) §R(A) f) HEZ

Indéterminéde et v = 1/X,

Ensuite H. Dichi, Y. Diagana et D. Sangaré [4] utilisent la nature asymy

. . : I, '
- totique de la fonction : ¢, : n+— dimg/om T )

Ils ont été confrontés a la question suivante : la fonction ¢, est-elle poly-
nomiale 7 Dans le cas ol la réponse est positive, le degré de ¢, servira
a définir la largeur analytique de f comme cela a été fait dans le cas des
- idéaux. Ils ont montré que la réponse est négative pour certaines filtrations
necethériennes. Au chapitre 1 de ce travail, nous rappelons quelques définitions
et résultats qui ont pour objectif d’en faciliter une lecture indépendante. Au
chapitre 2 nous donnons une réponse positive & la question (Théoremes 2.3.2
et 2.3.4) pour des classes plus restreintes de filtrations ncethériennes, & savoir



les filtrations I - bonnes et les filtrations fortement noethériennes.

On sait d’apres H. Dichi et D.Sangaré [5] que si f est noethérienne, alors
la fonction ¢, est quasi-polynomiale, nous déterminons (Proposition 2.4.3)
sa période ainsi que le degré de chacun des polyndomes associds.

Dans ’exemple 2.4.6, nous construisons une filtration A.P pour laquelle la
fonction ¢, n’est pas quasi-polynomiale, donc pour ce type de filtration, on
ne peut pas définir la largeur analytique a partir du concept de degré. Ceci
nous amenc a généraliser (définition 2.4.7) la notion de largeur analytique a
une filtration quelconque.

Dans le chapitre 3, nous abordons la conjecture de J.S. Okon, posée
dans [11] remarque 2.7 de la manitre suivante : soit (A, 1) un annean local
noethérien. Pour toute filtration neethérienne f = (7,) sur A, a-t-on

_Af) .

Y(f) =~y(I), Vn > 1, ot y(f) = dim W ‘

On sait (voir [6] Exemple 4.5 et Corollaire 5.8) que la réponse & cette question
est négative en général pour les filtrations nocthériennes et qu’elle est positive
pour les filtrations /—bonnes. Nous donnons une réponse négative & la ques-
tion dans le cas des filtrations fortement nocthériennes {(contre-exemple 3.2.9).




Chapitre I

Généralités

1 -1 Dimension de Krull d'un module et longueur

1-1-1 Définition

Un idéal propre P de A est dit premier si Vz, y € A la relation 2y € I

implique que z € Pouy € P.

L’ensemble des idéaux premiers de A, noté Spec(A) est appelé spectre de A.
Soit P € Spec(A); une chaine d’idéaux premiers de A de longueur n et

d’extrémité P, est une suite croissante d’idéaux premiers :

PcPcCcPy---CcP, =P
On appelle hauteur de P et 'on note ht(P), la longueur maximale des chaines

d’idéaux premiers sur A d’extrémité P.
Pour un idéal quelconque I de A, la hauteur de I est définie par :

ht(I) = inf{ht(P), P idéal premier de A contenant I}.
L'altitude de I est définie par :
alt(I) = sup{ht(P), P idéal premier minimal sur /}.

Un idéal premier contenant I est dit minimal sur 7, s’il n’est strictement
contenu dans aucun autre idéal premier contenant /.

1-1-2 Définition

La dimension de Krull d’un anneau A est définie par la longueur maximale
des chaines d’idéaux premiers sur A: dim A= max ht(P).

P € Spec(A)
Exemples

(i) Sik est un corps, dimk = 0.

S

E
éﬁ
E



(ii) Tout anneau principal qui n’est pas un corps est de dimension 1
(dimZ =1).

(iii) Soit k un corps, 'annean des polyndmes k [ X7, ....., X,,] est de dimen-
sion n, la chaine d’idéaux premiers de longueur maximale considérée étant:
(0) C (Xh) C (X1, X) C oo (X, ey Xi)

Si I est un idéal de A, la cohauteur de [ est définie par :
coht(I) = dim(A/I).

1-1-3 Définition

Un idéal propre de A qui n’est contenu dans aucun autre ldcéal propre de A
est dit maxiinal. Un anneau local (4,M) est un anncau A qui n’a qu’un
seul idéal maximal 9.

Pour tout idéal maximal 9t d’'un anneau A, Panmean quoticnt A/ cst
un corps, appelé corps résiduel de A.

1-1-4 Définition

Pour tout A—module M, I’ensemble {a € A, aM = (0)} est un idéal de A
appelé annulateur de M, noté Ann(M). La dimention de Krull de M est par
difinition la dimension de Krull de anneau quotient A/Ann(M).

Un élément a € A est dit divisour de zéro dans M g’il existez € M, x % 0
tel que az = 0. On notera Z(M) ’ensemble des diviseurs de zéro de M.

1-1-5 Définition

Une famille (z,, z3,... ,2,..) d’éléments de M est dite genératrice de M sur
A, si tout élément de M est combinaison lindaive finie & cocflicients dans A,
des éléments z,,z, -+ - T, - -+ On dit que M est un A module de type fini il
est engendré par un nombre fini d’éléments.

~ Dans un anneau local, tous les systémes minimaux d’éléments générateurs
d’un module M de type fini, ont le méme nombre d’éléments : u(M) appelé
nombre minimum d’éléments générateurs de M.



Un A—module M est dit neethérien (respectivement artinien) si toute
suite croissante (respectivement décroissante) de sous-modules de M est sta-
tionnaire. M est noethérien équivaut & tout sous-module de M est de type
fini.

Un anneau A est dit noethérien, s’il est noethérien en tant que A—module. On
notera que tout module de type fini sur un anneau neethérien est noethérien
et tout quotient d’un module neethérien est neethérien.

1-1-6 Définition

Une suite de composition de Jordan Holder de longueur 2 sur un A-—module

M est une suite strictement décroissante de sous-modules de
M=M>DMDMD> --DM,= (())

telle qu’il n’existe pas de sous-module N de M vérifiant

M; 2 N2 My, pouruni € {0,1,--- ,n— 1}.

Toutes les chaines de composition de Jordan Holder sur M (si elles exis-
“tent) oni la méme longueur, appelée longueur de M sur A, noté £4(M). Si
M 1’a pas de chaine de composition Jordan Holder, on pose £4(M) = +o0.
Un A-module M est de longueur finie si et seulement il est neethérien et
artinien. Si A est ncethérien, alors la longueur de M est finie si et seulement
si dim M = 0.

Exemples :
(i) ¢M)=0<= M =(0)

(ii) M est simple si et seulement si (M) = 1 (M est dit simple s’il n’a
pas de sous-modules propres).

(iii) pour tout espace vectoriel E sur un corps k, £,(E) = dim(E)
(iv) pour tout sous-module N de M, {(M) = ¢(N)+ &(M/N), plus

généralement pour toute suite exacte

n-—o de A-modules, on a :

D (=1) e(M;) = 0.

i=]




Si (A, 9N) est un anneau local, alors A/ est un corps, pour tout A—module

M . -
M, —— est un A/M—espace vectoriel. Si M est de type fini, alors :

MM
M M
la (93‘1 M) = La/m (w) = u(M) (*)

qui est le nombre minimumn d’éléments générateurs de M sur A.

La formule (%) sera trés souvent utilisée dans ce travail dans le cas particu-
lier ot M = I, est un idéal de 'annean local neethérien (A, 91) ot oitn € N*.

1 - 2 Filtrations sur un anncaa of sur un module

1-2-1 Déhnition

Soit A un anneau commutatif unitaire. uue filtration sur A est une familie
f = (In) ez Lidéaux de A tels que :
(i) Ip= A, (ii) L C LVne€Z, (iii) Ll Clpyq, Vp,q € 7.

Exemples

Si I est un idéal de A, la famille f, = (I"), o, avec I" = A Vn < 0, est une
filtration sur A, appelée filtration I—adique. Si f = ([,,) est une filtration
sur A alors pour tout réel strictement positif A, la famnille fO) = (I{,,,\}) est,
une filtration sur A, ou {nA} est le plus petit entier supérieur ou égal a nA.
Si p est un entier, alors f® = (I,,)nen -

Si f = (I,) est une filtration de A, alors /I, = vI,Vn > 1
et ht(l,) = ht(I,) Vn > 1. En effet, 7 C I, C I; donc

I{‘C\/};C \/1_12\/‘1? alors \/Tnzﬁ
ht(l,) = inf{ht(P): Pe V(I)} ouV(I)= {P € Spec(A): I C P}.
Comune I, C I, on a: V(L) C V(I,). Puisque I} C I, alors
V(I,) C V(IP) = V(Iy). Ainsi V(L) = V(I,) dot ht(L,) = ht(I;).

L’ensemble des filtrations sur A est ordonné par la relation :
(lL)=f<g=(Jn)sil,CJ,VneZ.



Soit I un idéal d’un anneau A. Une filtration f = (I,) sur A est dite
I-—-bonne si

(i) I, cl,z1 VneN
(ii) I1,=1,,; Yn>>0 c’est & dirc pour tout n asses grand.
Une filtration ¢ = (J,) sur A est dite f—bonne si f < g et s'il existe un
entier N tel que :
N
Jo= Iyl ¥n>N.
P=1

Une filtration sur un A—module M cst une famille (M, )nez de sous-
modules de M tels que: My =M et M, C M, Vn ¢ Z.

Une filtration f = (I,,) sur A est dite compatible avee une filtration (M,,)
sur M, si I,M, C My,,, Vp,q€ Z.

Exemples
(i) Si (M,) est une filtration sur M et N un sous-module de M, alors :
(N N M,) est une filtration sur N et (_N_E]A_I’l
M/N.

(i) Si I est un idéal, la filtration I -adique de M est définie par :
(I"M).

(ili) Une filtration (M,) sur un A—wmodule M est dite I—bonne si :
IM, C Mpyy, Y€ Zot I M,= My, ¥n>> 0.

(iv) Une filtration (M, ) sur M est dite f—bonne (f = (I,,) une filtration

) est une filtration sur

N
sur A) ’il existe un entier N tel que : M, = Z Iy M,

P=]
1-2-2 Anncaux gradués

Un anneau A est dit gradué s'il existe une famille (A,), ., de sous-groupes
de A vérifiant :

(i) AnAm C Apim Vn,meZ
(it) A= & A,.

nez —
Un éliment z de A qui est dans Ay est dit homogene de degré k.



L’élément unité de A appartient & Ao, qui est donc un sous-anneau de A.
Chaque A, est un Ap—module et A est une Ap—algebre.

Soit A= & A, un anncau gradué.
ne
Un A—module gradué est un A-—-module M pour lequel il existe unc

famille (M, )nez de sous-groupes de M tels que :

M= 697Mn et ApMy C Mpyq, Vp,q € Z.
ned

Soit A = (B A, un anneau gradué, les assertions suivantes sont
120
équivalentes :
(i) A est noethérien

(if) Ao est noethérien et A est une Ap—algebre de type lini.

Exemple

Soit A un anneau. L’anneau des polynoémes a n indétermindes :
B = A[X},...,X,] est un anneau gradué par : B = & B,,

n2>{Q
ou B, est I’ensemble des polynémes homogenes de degré n complété par zéro.

1-2-3 Anneaux de Rees d’une filtration

Si f = (I,,) est une filtration sur A, J un idéal de A, X une indéterminée, on
définit les anneaux gradués suivants :

R(A f) = @ I.X" R(A, f) = @ L.X", (I, = A, sin<0)

n€Z

q
Un élément de R(A, f) (respectivement de R(A, f)) s’éerit: 2 = Z a, X"
n=p

avec a, € I, p,q € N (respectivement Z).
I, I, R(A, f)
G(A=8—, G (4J)= ¢ S N
A =87 GAID= 8=

R(A,f) et R(A, f) sont respectivement appelés I’ anneau de Rees et
'anneau de Rees généralisé de f.




La multiplication dans G, (A) (respectivement G (4, J)) est définie par :

Poura € I, et b € I, onpose: (a+ L )b+ Ipy1) = ab-+ Lippyy
(respectivement (@ + JI,)(b+ JI,) = ab+ Jl4p).

1- 2 -4 Filtrations nosthériennes

La filtra.ion f = (I,) est dite neethérienne sur un anncau ncethérien 4. si
'une des quatre conditions équivalentes suivantes est vérifide (voir [3])

(i)  R(A,f) est noethérien
(i1) R(A, f) est naethérien

| (tid) dk € N*tel que Iy = I, Vn >0
(4v) dm € N* t;al que Iy = Il Vji>m.

f = (I,) est dite fortement noethérienne sur un anneau ncethérien A, g’il
existe un entier k € N* tel que Iy, = [.[, Vn,m > k.

La filtration f = (I,) est dite A.P (c’est a dire approximable par des
puissances d’idéaux), si pour tout entier n, il existe un entier k,, tel que

m i o
VmeN [lymC I et nll.r_.l_lw m” .

Dans un anneau noethérien, nous avons la classification suivante des
filtrations classiques (voir 6.2.8 de [14]).

I — adique = I — bonne
U
fortement ncoethérienne
U

nocthérienne = A.P
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1- 2 -5 Définition

Soit f = (I,) une filtration sur un anneau A, compatible avec une filtration
¢ = (M,,) sur un A—module M, alors :

M
Ge(M) = ¢ " est un G, (A)~module gradué.
¢( ) ne>jOMn+1 U f( ) &
La multiplication est définie par : Vp,q € N, Ve € [, 2 € M,
(@+ Ipp1) (2 4+ Mgyr) = ax + Mpig1.

1-2-6 Cas particuliers:

Si I est un idéal de A et si f = f, = (") est la filtration /—adique alors
on note : R(A,I) = R(A,f,), R(AT) = R(A, f,). G/(A) = G, (A) ot
G;(AJ) = Gf, (A, J) pour tout idéal J de A.

1-2-7 CFiltrations entitres sur une autre

Un élément = d’un anneau A est dit entier sur une filtration f = (/,,) de A,
¢'il satisfait une équation de la forme: z™+a;z™ 1+ - -+ a;@™ I+ A+, =0
ot m €N, a; €1;,0<j<m. Unidéal J est dit entier sur f = (I,) si
tout élément de J est entier sur f.

Une filtration g = (J,) est dite entiére sur f = (I,,) si pour tout entier
n > 1, J, est entier sur f™,

g = (Jy,) est dite fortement entiere sur f si f < ¢ et si R(A,g) est un
‘R(A, f)~-module de type fini.

1 -3 Fonctions de Hilbert des modules gradués [6]
1-3-1 Définition

Soit A = @ A,, un anncau gradué neethérien de la formne A = Ag 2y, -+, 2]
n2>0

ou chaque z; est homogene de degré k; > 1, M = @ M, un A—module
n>0

gradué de type fini, alors chaque M, est un Ag—module de type fini.
Supposons que Ay soit artinien, alors la longueur £4, (M,,) est finie.

On peut donc définir la fonction H(M, -) : n+— €4,(M,), appelée fonction
de Hilbert de M.
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1- 3 -2 Fonctions polynomiales - Fonctions quasi-polynomiales

Soit un entier d > —1, une fonction ¢ : Z —— Z est dite polynomiale de degré

ds'il existe un polynome P € Q[X] de degré d tel que p(n) = P(n) VYn >> 0.
Le polynome nul est par convention de degré -1.

La fonction ¢ est dite quasi-polynomiale de période k € N* et de degré d s'il

existe une famille F' = (Fy, Fy,- -+, Fr_1) de polynomes F; € Q[X] tels que :

(t) e(n)=Fi(n)sin>>0ectn=jk 0<j<k—1

(#4) oJnax l((.lcg Fy) =d.

1 - 3 -3 Fonctions additives
Soit A = & A, un anneau gradué. Une fonction A sur la catégorie des
n>0

Ag—-modules de type fini, est dite additive si pour toute suite exacte de
Ap—modules :

0— My — My — M; — 0, ona: \My) = AM)-+ AM).

Dans ces conditions, pour toute suite exacte de Ag—modules :

0— My — My —> ... — M, — 0, ona: Y (—1)*A(M)=0.
k]

Soit A = @ A, un anneau gradué noethérien, alors A est noethérien
n2>0

et A est un Ap—algdbre de type fini. On suppose que A est engendré par
des éléments homogenes x,, 7, ..., 2, avec d°z; = n;, 1 < i < r. Soit

M = & M, un A—module gradué de type [ini, alors chaque M, cst un
n>0

Ao—module de type fini. On a le résultat suivant :

1- 3 -4 Théoreme (Hilbert-Serre) 4.1.3 de [14]

Sous les hypothéses précédentes, pour toute fonction additive X sur la catégorie
des Ap—modules de type fini, la série de Poincaré P(M,t) = Z)\(Mn)t”
nez
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f(t)

est une fonction rationnelle de la forme : P(M,t) = ~——— ou

[[a-m)

i=1
ft) € Zt]. L'ordre du péle de P(M,t) ent =1 est noté O(M).

1-3-5 Corollaire 4.1.4 de [14]

Soit A = ® A, un anneau gradué nathérien de la forme A = Ag [21,- - , ;]
n>0

ot chaque z; est homogéne de degré 1. M = @oM" un A—-module gradué de

type fini, alors pour toute fonction additive sur la calégoric des Ag--modules
de type fini, la fonction : n — A(M,) est polynomiale de degré §(M) — 1.
Ce corollaire permet de déduire le théoréme de Hilbert suivant :

1-3-6 Théoréme de Hilbert 3.3 de [6]
Soient A = @ A, un anncau gradué nethérien de la forme A = Ay [x1, - 2,
n>0

ot chaque x; est homogéne de degré 1, M = @ M, un A-—-wmodule gradué de
n>0

type fini, de dimension de Krull d. Supposons que Ag soit artinien et local,
alors la fonction de Hilbert H (M, —) est polynomiale de degré d — 1.

1-3-7 Remarque 3.4 de [6]

Le théoreme de Hilbert n’est plus vrai s'il existe un z; parmi les éléments
générateurs de A sur Ay qui soit de degré k; > 2.
En effel, considérons : A = k[X?], oll k est un corps ¢t d > 2, un entier
naturel. Soit B = k[X] l'anneau des polyndmes & une indéterminée & coeffi-
cients dans k. B est un anneau gradué par :

B = ® B, ou DB, est I’enscmble des polyndmes homogenes de degré n,
n20

complété par zéro, alors A = k[X9 est un sous-annean gradué de B par :
A= ®A,avec A,=ANDB,,ona:

n3>0
A :{ B, si n = 0[d|
" (0) sinon
ainsi
W) ={ gm0




13

il est évident que la fonction n — £x(A,) ne peut étre représentée par un
polynéme. Cependant elle est quasi-polynomiale et plus généralement nous
avons le résultat suivant :

1- 3-8 Théoreme de Hilbert généralisé 2.7 de [5]
Soient A= & A, un anneau gradué nathérien de dimension de Krull finie,
n20

n2
de la forme A = Ag[x1,- - , ], 0U chaque x; est homogéne de degré k; > 1;
M = @ M, un A—module gradué de type fini de dimension d. On suppose
n>0

Ao artinien et on pose k = p.p.cm (k, - ,k,) alors :

(i) H(M,—) est quasi-polynomiale de période k et de degré d — 1.

(i1) 8i F = (Fy, By, Fy-y) est le quasi-polyndome associé ¢ H (M)
alors :
d°Fy = max °F,=d —1.

0<i<k—1

1-3-9 Théoreme 4.3 de [6]
Soient A un anneau nethérien de dimension finie, J un idéal de A et f = (1)

une filtration nethérienne sur A. On suppose que 7 est artinien. Alors la
fonction :

R(A, f)

TRAF)

L, . .
nr— 39 (77—) est quasi-polynomiale de degré dim
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Chapitre II

Nature asymptotique de la largeur analytique

des filtrations / —bonnes et fortement
ncethériennes

2 - 1 Largeur analytique des idéaux

2 -1-1 Définition
Soient (A,901) un anneau local noethérien, I un idéal de A. On considere
. n In.
Panneau gradué S = =8, avec S, = =——.

8 TN MmI
Ona Sc= A/, S = Sotr, - -t.], oU ¢ est un élément homogene de degre
1. Alors le théoreme de Hilbert (1.3.6) montre que la fouction

Iﬂv I’IL
@, :n—— dim4/en (W) = {/n ( ot I"> ¢st polynomiale.

La largeur analytique de I est définie par le nombre A1) =1+ d%, .

2-1-2 Caractérisation
D’apres [10] si A/t est un corps infini alors :

(i) ht(I) < A(I) < p(I), p(I) est le nombre minimum d’éléments
générateurs de 1.

(i)  A(I) = p(J) ol J est une réduction minimale de I.( On dit qu’un
idéal J est une réduction d’un idéal I'si J C I et ™! = JI™, ¥n >> 0)

(iif)  A(J) = nombre maximum d’éléments analytiqueinent indépendants
dans I. (Des éléments a), ay, - - - a, de [ sont dits analytiquement indépendants
dans I si pour tout polynome homogene de degré p, F € AlXy, -, X,], la
condition : F(ay, as,---a,) € IPM implique que tous les coeflicients de F
sont dans 901).

Sans aucune condition sur A/ on a :
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: .. RAIL) R(A,I)

(lV) )\(I) = dllnm = dim (u, ‘Jﬁ)ﬂ?(A, I)

(v)  A(I) = degtram (—*_——9315}(??;120 = degré de transcendance sur A/
de ’anneau imR—I(??/,T%—) (le degré de transcendance d’un annean A sur un

anneau B est le nombre maximuim d’éléments de A qui sont algéhriquement
indépendants daus B).

2 - 2 Généralisation aux filtrations

2 -2 -1 Définition

La premiere extension aux filtrations de la largeur analytique vient de
J. S. Okon [11] qui utilise la caractérisation (iv) précédente, pour délinir la
largeur analytique d’une filtration noethérieune f = (I,) sur {4, 9M) par :

R(A,f
{(f) = dim (4,]) .
(u, MR(A, f)
D’autres concepts de la largeur analytique d’une filtration ont été donnés par
H. Dichi, Y. Diagana et D. Sangaré [4], en associant & chaque couple (J, f)
composé d’un idéal J et d’une filtration f de A, les trois nombres suivants :

_ .. R(A))
”/J(f)—dlmm,
o RAS)
SR T e B

R(A,f
T_](f) = degtrA/J—jRF_(A—:%'

Rappelons les résultats des propositions 2.4 et 2.12 dc [4].

2-2-2 Théoreéme [4]
Soit f = (I,) une filtration sur un anneau A et J un idéal de A, alors :

(i)  pour tout entier p > 1,

1o(fP) = ()i A(F®) = A (F).
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(i)  en particulier pour un tdéal I de A et un entier p 2 1,

Y (IP) = v5(I); As(IP) = As().

(i) si f et A sont nathériens, alors il existe un enlier k > 1 lel que
pour tout entiern > 1,

Y5(f) = vo(Ink); Ai(f) = Ay(Tnk)-
Si de plus J O I, alors A;(f) = v;(f).

(iv) si f et A sont nathériens et M un idéal mazimal de A contenanl
I;, alors

Yon(f) = Am(f) = Tom(f).

2-2-3 Théoreme 5.6 de [6]
Soit f < g deuz filtrations sur un anneau A et J un idéal de A, on suppose
que g est entiére sur f, alors :

() vs(9) = (f) ; Aslg) = r(f).

(ii) Si de plus A et g sont neethériens, alors f est nethérienne et si M
est un idéal mazimal, alors Ton(g) = Ton(f).

2 - 3 Nature asymptotique de la largeur analytique

Ces différentes définitions (citées plus haut) de la largeur analytique ne

tiennent pas compte du comportement asymptotique de la fonction :
. Iy

Y, dimg /o (sz,

Cette observation a amené H. Dichi, Y. Diagana et D. Sangaré [4] &
poser la question de savoir si ¢, est polynomiale ou quasi-polynomiale afin
d’utiliser son degré pour définir la largeur analytique de f. Or il existe au
moins une filtration ncethérienne comme l'indique la remarque 0 - 3 suivante
de [4], pour laquelle ¢, n’est pas polynomiale.

comme dans le cas des idéaux.
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2-3-1 Remarque

Soit A = k[[X,Y]], ot k est un corps. M = (X,Y) I'idéal maximal de A.
On considere la filtration f = (I,,) définie par I, = Iy, = 9" pour tout
entier n > 1. Alors f est noethérienne et on a :

p,(2n)=p,(2n-1)=n+L

La fonction ¢, ainsi définie n’est pas polynomiale.
Cependant si f est I—-bonne, nous allons montrer que ¢, est polynomiale.

2-3-2 Théoreme
Soient (A, M) un anneau local netherien, I un idéal de A et f = (I,,) une

I,
filtration I—bonne sur A. Alors la fonction : ¢, : n +— dima/om ( )

mI,
R(A f)

MRA,[)

est polynomiale de degré dim

Preuve

I est un idéal de A qui est ncethérien donc la filtration I —adique f, = (I™)nen
est noethérienne. Par conséquent R(A,I) = @ I"X™ est naethérien et donc

n>0
'anneau quotient -—B—(ﬂ aussi
quoti TR(A, I) ssi.
Si I = (a'l, e ,an), alorS R(A,I) = A[QIX’ e ,anX] et
R(4,1)
TRATD = A/TaX +MRA D, X +DMR(A,])]

= A/Ma, X +MI X, 0, X + M X]
2 A/May+MI,--- 0, +MI] (voir 5.3.4 de [14])

R(A,I) n
alors MR(A, ) = w0 TR I7 est un anneau gradué ncethérien engendré sur

son groupe homogene de degié zéro qui est A/ par des éléments homogénes
de degré 1.

f = (In) est I—bonne sur I'anneau ncethérien A. Alors d’aprés [7] -

Corollaire 3.6, f est fortement entiere sur la filtration /—adique. Ceci signifie
que R(A,f) = E>BOI"X" est un R(A, I)—module de type fini. On munit
R(4, f) . R(A,T) I

TRA T A = nezao A T d’une structure de m = nego W—m(}dllle

. ,—","

et A At ot 3 B n ot v e st
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de la maniére suivante V a, € I?,b, € I, on pose
(ap + m Ip)(bq + qu) = ap bq + m1p+q.
Cette définition de la multiplication est indépendante des représentants choi-
sis : en effet soient a, € I?, b, € I, tels que :
ap — a,, € MIP et b, — b, € MI,
alors  apby — anb, = ap(by — by) + by (ay, — ay)

or ap(bg — b)) € IPMI, C M1,

et b (ap, —a,) € [P CM Iy,

donc apbg — azb, € MLy,

D’une facon générale si a € R(A,I) et z € R(A, f), alors on pose :
(¢ + MR(A, )z +MR(A, f)) = az + MR(A, f). Siby,...,b, sont les
éléments générateurs de R(A, f) sur R(A,I) alors by + MR(A, ), ...,

bs + M R(A, f) engendrent -@%)f_)- en tant que ﬁR]—({%’{—EI—)—module. En
effet, si z = Eaibi € R(A, f),a; € R(A,I) alors

i=1

f:(a,-+mzR(A,1))(b +IMR(A, f)) (z o >+DJIR A, f) = z+MR(A, f).

i=1 i=1
. RAS _ R(4, 1) .
Ainsi ) ne>90 zm I est un TE(A,]) -module gradué de type fini

et de dimension finie, puisque la dimension de A est finie en tant que anneau
local ncethérien et que dim ———~ R(4,/) <dimR(A,f) <1+dimA (44.12

MR(A, f) =

de [2]).

En application du théoréme de Hilbert (1.3.6) avec —Djiflg—?fll-;[;)]—) = nGZBo —D_J?_I—I_"
pour anneau gradué et R4 f) = ~— pour module gradué, on

MR(A,f) a>0MI, ’
- . I, . I,

déduit que la fonction 0, 1 n— Ly iUtIn> = dimg/m (ivu,,) est
polynomiale de degré dimpg Dﬂil(ij(élf’%}) —1,0u B= -ﬂﬂ—?%é%
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me (L)) - RsDOmAA)
B\omr(4,f)) MR(A,I)
et
R(A,I)
MR(A,I) . R(A,I)
R(A,)NMR(A, f) — R(A, I)NMR(A, f)
IMR(A,I)
fone R(4, ) R(A,D)
dims a7~ Y A D nMRA )
Comme f est I—bonne, alors R(A, f) est entier sur R(A, ), donc 9;:’({/(‘;1[’;)
est entier sur R4, 1) ainsi |
R(A,TI)NMR(A, f)’ ™ )
. RAf) . R(A,I) o R(A, f
dlm———_ﬁﬁR(A,f) = dim R(A.T) N TRE(A, ) ~d1m3———mR(A’f),donc

Exemple d’application du théoréeme 2 - 3 - 2

Soit A =Z/4Z. A est un anneau local ncethérien d’idéal maximal 9t =
2Z/4Z. On a M2 = (0). Soit f = (I,) avec Iy = A, I, = I, = M et I,, = (0)
Vn > 3. Alors f est une filtration 9t—bonne qui n’est pas adique et on a :

¢,(n) =0Vn2>3.

2-3-3 Remarque :

Dans [1], nous avons montré que deg(p,) = deg(y,) pour toute filtration
I-bonne f. Donc deg(y,) ne dépend pas de la filtration /—~bonne f.

Dans ce qui suit, nous étudions la nature asymptotique de la fonction ¢,
pour les filtrations fortement noethériennes. Nous avons le résultat suivant :

2 -3 -4 Théoreme
Soient (A,9M) un anneau local nethérien, f = (I,,) une filtration fortement

nethérienne sur A. Alors la fonction :
) R(A,
(p,:nb—rdlmA/gm( ﬁ]%(_Af—})—l'

n

mi,

) est polynomiale de degré dim
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On aura besoin du lemme suivant :

%-3-5 Lemme

Deuz polynémes de Q[X] qui coincident en une infinité de points sont égaua.

Prouve . -
Soient P, Q € Q[X] vérifiant les hypotheses du lemme. Posons d = d*(P—Q).
Si P—Q # 0, alors P—(Q n’a au plus que d racines. Or les racines de P — Q)
sont les x; tels que P(x;) = Q(x;), qui sont en nombre infini par hypothese,
donc P - @ =0, d’ou P = Q.

Preuve du théoreme 2.3. 4
f = (I.) étant fortement nocthérienne, alors f0 = (L), = (I%), = fi.
VYn >> 0, ou f;, est la filtration 7, -adique, done ’apres le théoreme 2.3.2

np

MmI

la fonction Ppemy 2P dimy4 /gn( > est polynomiale. Soit P, son

np
. (n) 1
polynéme associé, alors d°P, = dim 5.7—%(—2%1%(%5 — 1= dim SD{: I({?A—{—;S -

(voir 5.5 de [5])
Ainsi d°P, ne dépend pas de n et tous les P, ont le méme degré d pour

d
-n >> 0. On peut alors écrire P,(X) = Zan,,:X"' ol Gy i € Q.
i=0
Soient n,k >>0, s>1.0na

d
P.(ks) = Zan,i(ks)i
i=0

= @gn (ks)

_ d1m I nks
B A mI nks

= ppw(ns)
= Pk(ns)

d
.= Z ak,i(ns)z

=0

d d
ol ay; € Q, sont les coefficients de Py. Ainsi Z(an,ik"‘)s" = Z((xk,ini)si.

=0 =0
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En fixant n et k on a l'égalité de deux polynémes dans Q[X]| & savoir
d d

E (an k) X" et E (orm)X* en tont point s € N*. D’aprés le lemme
i=0 i=0 ) _
2.3.5, ces deux polynOmes sont égaux. Par conséquent les coefficients de

leurs mondmes de méme degré sont deux & deux égaux, donc :

k= agmt, i=0,1,...d
. Qni Ak
sof —= = —
n ki

Ce rapport est donc indépendant des centiers n et k.

d
O s :
Posons o; = —2 et P(X) = E ;X" ona:

IL‘I.
" =0
d
P.(X) = E aun' X!
s

d
= Za,-(nX)i

i=0
= PnX) (x) Vn>>0

Pour tout n,k >> 0, 0n a :

: I,
o(nk) = dima/m (’9317%2)
‘P!(n)(k)

= P,(k)

= P(nk) (apres *).

Ainsi ¢, coincide avec le polyndme P sur les entiers de la forme nk avec
n,k >>0.

f = (I.) étant fortement ncethérienne, donc ncethérienne, , est quasi-
polynomiale d’apres 1.3.9.
Il existe alors k polynémes Fy, Fy,- - , Fr—y € Q[X] tels que :

@, (nk+j)=Fj(nk+37) 0<j<k-1Vn>>0.



22

Pour tout n, s >>0et j=0,1,--- ,k—1lona:

(sk+j)(nk+1))
snk? + sk + jnk + 7)

P((sk+j)(nk+1)) = ¢,
(

= (((snl. + s+ jn)k + j)
Fi(

= Fj((snk+ s+ jn)k -+ j)
(sk + j)(nk +1)).

Ainsi P et F; sont deux polyndmes & coelfficients dans Q qui comeident
en une infinité de points.
Alors ’apres le lemme 2.3.5, P = F; pour 0 < j <k~ 1 don¢
P=Fy=F==F.
On en déduit que ¢, est polynomiale de polynoune associé¢ P.
Le théoréme 2.3.4 nous permet ’étendre aux liltrations fortement noethériennes
la notion de largeur analytique au sens de Northeott ¢t Rees.

2 - 3- 6 Définition

Soit (A,97) un anneau local neethérien. f = (I,,) une filtration fortement
ncethérienne sur A. On appelle largeur analyticue de f le nombre

o , Iy
v(f)=1+d Y, 0U @, i N +— dim 4/ (‘)JU,L) .

2-3-7 Remarque

A
Comme d°¢, = dim id ’f))—l, ona: y(f) =d¢,+1 = dim ——

R(4, f)
MR(A, f R(A, f)
On obtient la généralisation aux filtrations de la caractérisation 2.1.2 (iv)
de la largeur analytique des idéaux.

2 - 4 Fonctions quasi-polynomiales de Samuel-Hilbert

Soit (A,9M) un anneau local neethérien, f = (I,) une filtration neethérienne
sur A.

D’apres le théoreme 1.3.2 la fonction n —— £4 ( ) est quasi-polynomiale.

mi,
Nous allons apporter des résultats complémentaires i ce théoreme en précisant
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la période de ce quasi-polynoéme, ainsi que le degré de chacun des polynémes
qui le constituent.

On pose R(M,I) = @ I"M le module de Rees du module M relative-
n>0

ment & un idéal I.

2-4-1 Lemme

Soient (A,9MN) un anneau local nethérien, I un idéal de A, M un A—module

T

de type fini. Alors la fonction n —— €4 ) est polynomiale de degré

mirM
. R(M,I) X R(A,T)
e ] B=_— -,
dims gepar )~ & %4 B = FeA D
Preuve
) . IHM I ]“AI o 7 A HE
Notons d’abords que €4 ( ST {) = dim 2 < TTh {> = p(I"M) qui est

fini puisque I™M est un module de type fini sur anneau local (A,9M) (voir
5.3.1 et 5.3.4 de [14]).

A est un anneau ncethérien, M un A—module de type fini, alors
R(M,I) = €>DOI"M est un R(A, I)—module de type fini (voir 2.4 de [14])).

Nous pouvons construire sur R(M,T) _ D "M ne structure de
P mR(M,I) o nZOgﬁ["’M une HUcture
R(A, I) _ In . R(A, I) 1
MR(A,I) ,g)om In —module de type fini. Or MR(AT) est un anneau

gradué noethérien engendré par des éléments homogenes de degré 1 sur son
groupe homogene de degré zéro qui est A/ (voir 3.4 de [6] ).
Ainsi, d’apres le théoréeme de Hilbert 1.3.6, la fonction :

"M "M
n+— Lam ( ) =1y ( > ¢st polynomiale de degré

MI"M MM
R(M,I)
MR(M, 1)

-2 -4 -2 Définition

dimp

Soit f = (I,) une filtration neothérienne sur A. On appelle rang de f le
nombre :
k=inf{se N /I, s =I,1,Vn > s}
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Si k =rang(f), alors Iy, =12 Vn >0
2 -4-3 Proposition

Soient (A, M) un anneau local nethérien, f = (I,,) une filtration neethérienne
sur A de rang k. Alors :

, I , . .
(i) La fonction p, :n— {4 ( ") est quasi-polynomiale de période k.

oMmI,

(#) Si(Fo, Py, Fio1) est le quasi-polynéme associé a @, alors :

R(Ixys, Iy.) ' R(A, Ii)
—— 0 1 avee B m ot
MRUe 1) -8~ R4 L)

ot I; est considéré comme un A—module.

dOFi = (liln[;

Preuve
f = (I,) est une filtration noethérienne de rang k, alors Vn > k, L = LI,

ainsi Ipyi = I 'Ly Y21, 0<i<k-—1

donc £ < Lots ) , ( R )

NWC LAl o7 | A\ oo |-
M eri My Ly

En posant M = I; et I = I} dans le lemme 2.4.1 précédent, on déduit

que la fonction

Tngi : 5 R(Iiyi, Ix) .
n—— €4 m IMH) est polynomiale de degré dimp m ~1ou
B - R(A, I
T OMR(A, L)

. A . . i X —i
Soit P; le polyndme associé a cette fonction, posons F;(X) = P; ( Z)

0<i<k~-1.
Pour tout n >> 0 tel que n = i[k], il existe s € N tel que :
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n = ks+1 0<i<k-1
I, _ Lioyi
fa (svu) = b (mlks+i)
= Pi(s)
n—i
- 131 —k—
= F(n).

2\ est quasi -polynomiale
m [n> q poly

Ce qui prouve que la fonction ¢, : n+—— £4 (

de période k.

- R(Iyi, Ix)
Ona: d°F,=d°P, = dimg ———————— — 1.
na 130151 EDTR(IH,;,Ik)
2 -4 -4 Remarque
Dans le théoreme 1.3.9, la fonction n — €4 im"[ n'est pas nécessairement

quasi-polynomiale si la filtration f = (I,,) n’est pas ncethérienne, come
'indique ’exemple suivant :

Exemple 2.3 de [12]

Z
Soit A = )[()2(] = Z[z] avec % = 0. Vn € N, on pose :

2
§(22k"2—1)+r+1 sin = 2%-lppr 0<r<2%!

2

§(2zk—1) sin = 2% 4r 0<r<2%

On pose I, = (2",2°z), alors f = (I,,) est une filtration sur A, de cohauteur
! A

nulle, d’altitude s = 1 et telle que : lim S—EA A n’existe pas. Ainsi

n—+oo Nd n
d’apres 6.3.8 de [14], la filtration f = (I,) n’est pas A.P donc elle n’est pas
noethérienne puisque 'anneau A est noethérien.
Posons M = (3, z), 90 est un idéal maximal de A, donc A/9M est un corps
donc artinien.
Ona M, = (3-27,3-2%,2"z). En considérant la suite de Jordan
suivante :
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I, = (20,2%z) D (27, 2%*!g) D ... D (27,2"z) D (27,3 - 2%z, 2"z) D
(3-27,3-2%z,2"c) =M I,

s L\
On déduit que 4 (m”n) =n-—e,+2.

n
MmI,
existe un entier s tel que la fonction ns — ¢, (ns) soit polynomiale. Deux
cas peuvent se présenter pour s.

On suppose que @, : n +— {4 ( ) est quasi-polynomiale, alors il

ler cas: s = 2%-1 4 ravec 0 < r < 221

. '3 . AV I D18 21} AT
a) Sin =22 alors ns = 221 4 1. 9% syec O < r . 2% < QR

21011
= §[§n(6—7)—1}+nr+1
= §TLS +I§TIT + g
#(ns) = La (fm Im)
= NS— €he+ 2
= ns 1ns 2' L +2
- 3" T3 Ty
= =Ng = =nr+ 0
3 3 3

— ns 2 2r o
B 3 3s 3
= P(ns) avec P(X) = aX + b € Q[X] avec

2
= 22 p=5/3
@ = 373,079

b) Sin = 2%'~1 pg = QARHK-1) 4y QW1 () < g Q-1 < Q2ARHR-D)
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2 ‘
Alors e, = 5(22("”‘ D1

lns = %[n(s——r) - 1]

= 2 S 277/7'—2

- 3T 3" T3

(ns) = L s + 2nr-f— 8
PAmE = g T Ty

_ l+2r +8
= ™M \3735) 73
)

= Q(ns) avec Q(X

Or si la fonction ns —— ¢ (ns) était polynomiale, clle ne pourrait étre
représentée que par un seul polynoéme; commme P # @, cette fonction n’est
pas polynomiale pour cet entier s.

Qe cas: s=2%4+r avecQ<r < 2%

. L/ , 2
a) si n = 2% comme précédemment, on montre que :

me) = mo(Ls2r) 8
p,(n8) = ns 3735 -+-3
= Q(ns)
bysi n = 2%-!
2 2r 5
‘P,(ns) = ns (§+§)+§—P(n6)

. . . L
ainsi pour tout entier s, la fonction : ns r— 4 ( ™) n'est pas polyno-
ns .

In
mi,

miale, donc la fonction 7 —— £4 < ) ne peut étre quasi-polyomiale.

2-4-5 Remarque
La filtration non ncethérienne étudiée dans exemple précédent, west pas
non plus A.P, donc le probleme de la nature asymptotique de la fonction ¢ ;
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reste posé pour ce type de filtration. Dans 1’exemple suivant nous verrons
que ¢, n’est pas nécessairement quasi-polynomiale pour les filtrations A.P.

2-4-6 Exemple
Soit A = k[[X,Y]], ol k est un corps et M = (X,Y) I'idéal maximal de A.
Soit f = (I,) la filtration M—adique définie par [, = IM", Vn > 0, et
A > 1 un irrationel. Considérons la filtration f* = (J,), ol J, = I{nyy-
Montrons que f™ est une filtration A.P, pour laquelle la fonction ¢ s est
pas quasi-polynomiale.
VneN, ona: nA<{nA} <nA+1<ni+A
Vs € N*, ona: nhs < {nA}s<nis+As
donc {nA}s < {nAs+ As} alors M+« apinMs soit Jipn), C J5.
Ainsi pour tout entier n, il existe un entier &, = n + 1 tel que Vs € N

Jes CJ2 et lim  —= =1, ce qui prouve que la filtration f® est AP
n—+00 7N

Yn>1, ¢,(n)=n+1,donc @;m(n)={nA}+ L.
Si la fonction ¢,y était quasi-polynomiale, alors il existerait un enticr
k > 1 tel que la fonction nk +—— @z (nk) soit polynomiale. Comine
. 1 . i
@ (nk) = {nkA} +1,ona: lim ALY (nk) = JA; done si la fonction

n—+00
nk — @z (nk) est polynomiale, alors le degré du polynéme associé est égal
4 1. On aurait donc :

s (nk) =nkA+b, b€ Q Vn >>0.

Comme @ (nk) est un entier naturel, A est nécessairement un rationnel,
ce qui est contraire aux hypotheses. Donc la fonction nk — ¢sx(nk) n’est
pas polynomiale et la fonction ¢+ n’est pas quasi-polynomiale.

La remarque 2.4.5 montre qu’on ne peut définir la largeur analytique
d’une filtration A.P, f = (I,) par le degré de y,, car cette fonction n’est pas
polynomiale ni méme quasi-polynomiale. Nous proposons dans la définition
suivante, une extension de la largeur analytique & une filtration quclconque
sur un anneau local ncethérien.

2 - 4 - 7 Définition
Soient (A,9%) un anneau local neethérien, f = (I,) une filtration sur A.
On définit la largeur analytique de f par :

ry(f):inf{TEN/ lirﬂl_ %dim,;/m< L ):0}_

MI,
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1l faut rappeler que Rees (voir [13] page 21) a introduit une définition
analogue mais uniquement dans le cas ces filtrations ncethériennes. Si la
fonction ¢, est quasi-polynomiale, on voit qu’avec la définition précédente
v(f) = d°p, + 1, on retrouve ainsi la définition classique.

2 - 4 - 8 Définiton
Soit f = (I,,) une filtration sur un anneau A. Yn > 1, on a :

It ¢ I, C I donc dim A/I, <dim A/I, < dim A/I} = dim A/I,.

Alors dim A/I; = dim A/I, d’ou coht Iy = coht I,.
Par définition coht f = coht I,.

Le probl®me immédiat qui se pose est celui de Uexistence de y(f).
Nous avons le résultat suivant :

2-4-9. Proposition

Soit (A,M) un anneat local nethérien, f = (I,) une filtration sur A de
cohauteur nulle. Alors v(f) existe.

Preuve | 4
D’apres [14] théoréme 6.3.8, le nombre : e (A) = lim %ﬁA (I_) existe

n—+o00 1 n

dans R, ot s = alt(];). En considérant la suite exacte suivante :

I A A
— — — 0, ona:

T mnL,  wmiL, T,

I, A A
fa (wu) =l (zm) ~fa (T> '
m A

: A .
La suite exacte 0 — — — m 0, permet d’écrire que

MI, mr,

(e = (si) + 4 (3).

D’apres [14] Théoréme 6.3.8, le nombre

. s! m
e (M) = tim_ 5t (wun)

0
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existe dans R. Donc lim —ZA ( A

n—-+oo NS MmI,
1 I,
nil-vr}?-oo -TEKA (ml n

I, I,
Comme €4 (9311,1) dlmA (iDU ),ona.

) .
v(f) = inf {’r €N, lim —dima ( L ) :_0} existe.

) existe dans R, on en déduit que -

existe dans R.

n—+o00 N7 mI,

Soit f = (I,,)) une filtration sur un anneau A et J un idéal de A, alovs
R(Af)
JR(A, [

En utilisant la définition 2.4.7, nous avons la généralisation suivante de
ce résultat :

Pour tout entier p > 1, v;(f®) = v,(f), ot v,(f) = dim

2 -4 - 10 Proposition
Soient (A, M) un anneau local nethérien, f = (I,) une filiration nathérienne
sur A. A.ors pour tout réel A >0 on a

Y(fM) =(f).

Preuve Comme f est ncethérienne, on a :

. R(Af) 1 L \ _
dlm!UIR(A,f) 1nf{r€N/nilﬂoo T—‘dlmA/gm (imln) _0}.

1) SiA-= g € Q, alors ™ est neethérienne.

En effet, si on pose J,, = Ijnyy et k = rang(f), on aura :
Jnkg = Ingp = I ,’;‘p = .]gq ainsi
V(D) = 1(Jrg) = 1(Lip) = 1(f)

2) Si A est irrationnel alors

I,
Y(fM) = inf {r € N/RBEOO —’- dim 4 /on (9}&2\}) = 0}

. . 1 . I,
S inf {7‘ c N/ hr{}-loo F dlmA/gm (m[n) = 0} = "y(f)

L —
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1
a) Si0 < A <1, alors 5 > 1 et pour tout entier p > 1 on peut trouver un

entier n tel que :
k 1 k ,
—Xp 3 <n< TP ou k= rang(f).

k .
Il suffit de prendre n = {Tp}, ainsi, kp — 1 < nA < kp, donc {nA} = kp et

1 Itn
'y(f('\)) = inf {r € N/n—li—g}oo e im 4 /om (‘m{l{i},\}) == O}

By
Pt A(fN) = (/).
b) Sil<Aalors0<A—[A] <1et L > 1.

B e F%T dirnA/on (’W?T) =09 =1(f®) = (/)

A=A
Posons s = [-/\—}W:I alors s (A —[A]) < 1.
Soit p > 1, on peut trouver un entier n tel que
p___ 1 _r .
S0P TSRS
on prend n = [j\__ﬁ—[,\]} .Onaps~1<ns(A—[A)<ps

ps—1 < nsh—ns[A] <ps donc
{nsA —nsA\|} =ps et {nsA} =s(p+nf)).

: : 1 s
Ona: ry(f{’\}) > inf<re N/pgﬁoo TE—T dilnA/gn (m[t;:p,> = ()

: : L s
= inf {'r € N/q—llg-loo q—’ dim 4 /on (m[sq> = 0} =y(f®) = Y(f)

Dot y(f¥) = 1(f).
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Chapitre 111

Conjecture de Okon et filtrations
fortement ncethériennes

Soient (A, 9M) un anneau local neethérien, f = (1,) une filtration nocthérienne
R(A, f)
MR(A, f)

Si I est un idéal de A et f, = (I"),»0, on note y([) = (f,). J.5.0kon
a posé le probléeme suivant dans [11] remarque 2.7 : Pour toute filtration
neethérienne f = (I,), a-t-on y(f) = v([,) Vn > 17

sur A. On définit la largeur analytique de f par v(f) = dimn

11 existe des filtrations noethériennes (voir [6] exewmple 5.4) pour lesquelles
la réponse est négative. Cependant H. Dichi et D. Saugaré ont montré
qu’il existe une classe de filtrations ncethériennes contenant les filtrations
I—bonnes pour lesquelles la réponse est positive (voir [6] Corollaire 5.9).
Dans le premier paragraphe de ce chapitre, nous allons donner d’autres
classes de filtrations ncethériennes qui vérifient la conjecture de Okon, et
dans le deuxieme paragraphe nous présenterons un contre-exeinple dans le
cas des filtrations fortement noethériennes.

3 -1 Fonctions de Hilbert - Samuel

3-1-1 Théoréme (Samuel) 4.2.4 de [14]
Soient A un anneau nethérien, I un idéal de A, M un A—module de type

. . M
fini, (M) une filtration I—bonne sur M. On suppose que i est de longueur
finie. Alors :

. . M , o,
(i) La fonction n —— €4 (A—/_I—) est polynomiale de degré inférieur ou

n

égal & p(I), ot pu(I) est le nombre minimum d’éléments générateurs de I.

(it) Le degré et le coefficient dominant du polynome associé & cette fonc-
tion ne dépendent que de M et I, et non de la filtration I—bonne (M,,).
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3 -1-2 Déhfnition

A s e s M . .
Le polynome associé a la fonction n +—— £4 i est appelé polynome de

Hilbert - Samuel de M relativement & 1.

3-1-3 Remarque 4.2.5 de [14]

M.
‘n’est pas nécessairement polynomiale. En effet, considérons 'anncau des

polynoémes A = k[X], ou k est un ecorps. Soit f-= (I,,) la filtration définie

M
Si la filtration (M,) n’est pas /—bonne, alors la fouction n — ¢, ( )

par :
4 n
(XQ) si n est pair
=
" n+1
X 2 si n est impair
Ona:

no . .
= 81 n est par

() =1 (g7) =1 (7)1
2

alors la fonction n — £4 ?"-1- ne peut étre polynomiale.

n
Le Théoreme de Samuel 3.1.1 a été généralisé de la maniére suivante :

Si n est Impair

3 - 1-4 Théoreme (Samuel) généralisé 3.4 de [5]

Sotent A un anneau nethérien de dimension finie, f = (I,) une filtra-
tion neethérienne sur A, M un A—module de type fini, (M,) une filtration

f—bonne sur M. On suppose que T est de longueur finie. Alors :
1

. . MTL .
(i) Les fonctions n —— €4 (M 1) etn — £y (%‘I—) sont quasi-
n+ n

polynomiales.
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(i) Le degré et le coefficient dominant du quasi-polyndéme associé a la

n

tion f—bonne (M,,).

fonctionnv— €4 %) ne dépendent que de M et de f et non de la filtra-

Si la filtration f est fortement noethérienne, on obtient des fonctions
polynomiales (voir le Théoréme 3.1.6 ci-dessous.)

3-1-5 Définition

Soient A un auneau, M un A—module. Le support de M oest déiui par
Uensemble : Supp(M) = {P € Spec(A) tel que le module de fraction
STIM #0,00 S = A\ P}.

Soit I un idéal de A, on posc V(I) == {P € Spec(A) : T ¢ P},

Nous avons les résultats suivants (3.3. de [14]) :

1) Si M est de type fini, alors Supp(M) = V(AnnM)
2) Si M est de type fini et I un idéal de A, alors

Supp (M/IM) =V (I) N Supp(M)

3) Si. M est de type fini et si A est noethérien, alors on a les équivalences
suivantes : :

(i) M est de longueur finie
(i€) Supp(M) C Maz(A)

A
3-1-6 Théoréme

Sotent A un anneou nethérien de dimension finie, f = (I,) une filtration
fortement neethérienne sur A, M un A—module de type fini. On suppose

M
que +—— est de longueur finie. Alors les fonctions n —— {4

M et
LM I.M
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? LM sont polynomiales
— y S.
" A\ LM poy

Preuve

Ona:
Supp (M/I,M) =V (I,)NSupp(M) = V(I,)NSupp(M) = Supp (M/,M) C
Maz(A); donc M/I,M est de longueur finie.

Ona: .M M
n < ﬂ
e (IWM> = (1,,,+1M>
done €4 ( IZ%) est finic.

Comme f = (I,,) est fortement neethérienne, on a: Vo >> 0, Vp > 0,

I, = I? donc f™ = f; la filtration I,~adique.

M M ’ .
Alors la fonction ¢ ORY A {4 ( T =N (W) est polynoiniale

d’apres le théoréme de Samuel 3.1.1.  Soit P, le polynome associé & ¢,
alors Vm,n>>0,V¥s > 1, ona:

Pa(ms) = ¢pm(ms) = {4 <___M___)

In'ms AI
= ¢pm(ns)
= Pn(ns)

Cette dernidre égalité implique que %, et Py, ont lo méme degré. En utilisant
les techniques de démonstration du théoréme 2.3.4, on obtient un polynéme
P € Q[X] tel que Vo >> 0, P,(X) = P(nX). Comme [ = (I,) est
fortement ncethérienne done noethérienne, le théoréme de Samuel généralisé

3.1.4 montre que la fonction ¢, : n +— {4 ( T M> est quasi-polynomiale.

Soit n,s >> 0, on a

¢,(ns) G (8)
P,(s)
= P(ns)

Par des techniques analogues a celles utilisées dans la preuve du Théoréme

i

1o . M
2.3.4, or. déduit que la fonction n+— ¢ (n) = £y ( ) est polynomiale.

LM
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En considérant la suite exacte :
.M M M
[n.+1M In.q.lM InM

0— — Q,

on a
.M M M
gA <In+1M> A (I-,H_lM) A (I”M) (bl (Tl ) ¢)1 (”“)
Or la fonction ¢, est polynomiale, donc la fonction n —- {4 7 est
nA-1+

également polynomiale.
i
3-1-7 Corollaire
Sotent (A, M) un annecu local nathérien, f = (IL,) une fillration fortement
nethérienne sur A. On suppose que coht f = 0.

Alors les fonctions n —— {4

MmI, "

De plus les polynomes associés d ces deux fonctions ont le méme degré et
le méme coefficient dominant.

A _
et ni— ly T sont polynomgales.

Preuve

Ona: dimIé = coht(I,) = coht(f) = 0; donc £4 (Ié) est finie.
1 1

Par conséquent Supp (-?—) =V(L) C Maz(A). On a:
1
M
Supp (M/ILM) =V ([)NSupp(M) C V(I;) € Maz(A) donc £4 (TM)
|
est finie pour tout. A—module M de type fini.

En prenant M = A dans le Théoreme 3.1.7, on déduit que la fonction

A . . .
nr— {4 (—- est polynomiale. De méme en prenant M = M, la fonction

Iy
nr— €4 T est polynomiale. Considérons la suite exacte :
n
00— L — A — —4 — (.

mI, M,
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A m A
(5 = (5) 4 ()

t pol iale, la fonction 7 ¢ i
3 ale, Iz y L
ML est polynomiale, la fonctio A T

est polynomiale. Puisque f est fortement noethérienne, alors il existe un
entier k > 1, tel que :

Vn >k, Ly = L. (A,9) étant local, alors [ < 901
Ainsi, LI = L, CMI, C I, done

A A A
Al — 1 Sl 1< | — .
4 (In) st (mu,,,) < ( 1;,,A,‘,k)

Cette double inégalité montre que les polynéines associés aux fonctions

Commen — £4

A A ) . R ,
n+— {4 (7—> etni— £, ( Vi ) ont le méme degré et le méme coclli-
n T

cient dominant.

3 -1-8 Déhnition

Soient (A, M) un anneau local, I un idéal de A. On dit que I est un idéal
de définition s’il existe un entier v > 1 tel que : M¥ C I C M.

Donc dans un anneau local noethérien d’idéal maximal 9%, I est un idéal
de définition si et seulement si I est 9—primaire.

I est dit de classe principale si ht(I) = p().

3-1-9 Proposition

Soit (A,9M) un anneau local nethérien, f = (I,) une filtration sur A.

On suppose que coht f =0 et infini, alors :

m
(1) VYn>1, k(1) < y(1,) < u(hy).

(i) si f est neethérienne, alors : ht(1)) < y(f) < u(I)).

(ii) si f est nethérienne et I, de classe principale, alors f vérifie la
conjecture de Okon.
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Preuve

(i) Vn,j > 1, considérons la suite exacte :
I A A

— Sy — — ——
mir mi I

J

7 A A
J _ - -
ba <fml;’) = <9ﬁ1;-‘> a (I)

" Le corollaire 3.1.6 appliqué & la filtration I; —adique, montre (ue les fonctions

0

Ona

A A )
n+—> {4 ( o ]n> et P im— €y (F) sont polynomiales et out le
) J

méme degré ct le méme coeflicient dominant. De Pégalité précédente, on
’ M o [o3 [« _ N
déduit que d°py; < d°Py; -1, ou

(p[j.Tl,F‘——? A '932-[7 .
Or v(I;) = ¢y, + 1, donc y(I;) < d°yy,.
Vi>1l,onali Clalors Vn,j > 1, MI™ C M7, donc

A A
¢ < ¢ — 1.
4 (imlg‘) = (SUU{”‘)

Par conséquent d°y;, < d°yy,.

Ainsi y(I;) < d°y%; < d°Yy,.

D’apres le théoréme de Samuel 3.1.1, d°9y, < u(lh).
Done y(I;) < u(h) Vi > 1.

D’apres 2.1.2 (i), ht(L;) < ~(1;); or ht(I;) = ht(])),
done At(l;) < y(I;) < w(lh).

(ii)  si f = (l,) est noethérienne, alors il existe un entier & > 1 (voir
2.2.2) tel que :
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Y(f) = v(I.x) Vn > 1, alors (i) permet d’écrire : ht(L,) < ~(f) < u(ly).

(iii)  si I, est un idéal de classe principal alors ht(1)) = p(l)) et si de
plus f est noethérienne, (i) et (ii) montrent que y(f) = y([n) Yrn > 1, ce qui
signifie que f vérifie la conjecture de Okon.

3-1-10 Proposition

Soit (A, 9N) un anneav local nethérien et f = (I,,) une filtration nethérienne
sur A. On suppose que I| est un idéal de définition.
Alors f vérifie la conjecture de Okon.

Preuve

Comuine [; cst un idéal de définition, il existe un enticr » > | tel que :

my Iy M Alors ™ C I C L, <M Va > 1, ce gui prouve que
I, est aussi un idéal de définition, alors d’aprés 5.3.4 de [14], hi([,) = v(1,)
VYn > 1, or ht(l,) = ht(I;) douc v(I,) = ht(l;) Vn > 1. Comne f est
neethérienne, il existe un entier & > 1 tel que y(f) = y(Ix), alors y(f) = v(I.)
V¥n > 1, donc la conjecture de Okon est vérifiée.

3 - 2 Contre-exemple a la conjecture de Okon

Nous montrons & présent que la conjecture de Okon n’est pas vérifiée pour
“les filtrations fortement ncethériennes en général. La démonstration se fera
en deux étapes. Nous allons d’abord montrer que la filtration noethérienne
qui a servi de contre-exmple ( 5.4 de [6]), n’est pas fortement noethérienne,
ensuite nous donnerons un contre-exemple pour ce type de filtration.

3 - 2 -1 Puissance symbolique d’un idéal premicr

Soit P un idéal premier d’un anneau A. Si P n’est pas maximal, alors
P™ n’est pas nécessairement primaire pour n > 2. Par contre l'idéal P" A
est PAp—primaire, olt Ap = S~ !4 est I’anneau des fractions de A associé &

S=A\P

. , : O . p Qa
Si on note ¥ le morphisme de A sur Ap défini par : i5(a) = T alors

I’idéal (z’i)—l (P™Ap) est P—primaire pour tout entier n > 1. Cet idéal est
appelé la puissance symbolique n®™e de P et noté P™).
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Si A est integre, alors P™ = P"ApNA={zc A/ 3y ¢ Pet zy € P*}.

3 -2 -2 Définition

Soit M un A—module. Une suite a,, az, ...... ,a, d’éléments de A est appelée
M —suite sur A si :

(i) (a1,.eoy@n)M # M.

.. M S \

(i) a1 ¢ Z(M) et aie1 & Z (((L],(Lg,....,(L.,j)M) 1<1<n- 1.

Si ’anneau A est neethérien, alors toute M —suite sur A, peut s’étendre
en une M —suite de longueur maximale. Si de plus, I c¢st un idéal propre de
A, deux M —suites maximales contenues dans [ ont nécessairement la mcéme
longueur (voir [8]), appelée profondeur de I sur M et notée prof(1. M).

Si (A,M) est un annean local, on note prof(A) = prof(M, A), appelé
profondeur de A. En général dim(A) > prof(A). '

Si dim(A) = prof(A), on dit que A est un anneau de Cohien-Macaulay.

3 - 2 -3 Définition
Soit 4 un anneau. Une suite a,.aq»........ a,, d'éléments de A est o appelée
d—suite si :

(i) Aucun ¢; n'est dans l'idéal engendré par le reste des a;.

(i) VeE>i+1, Vi>0 ((@1,...,0:) : @is10x) = ((Q1, ..., @;) : Q).

3 - 2 - 4 Définition

Soient x|, s, ... ,Z, des éléments d’un anncau A tels que z; € PE)\ Pk},

k, € N, 1 <1i < n, Pun idéal premier de A. On dit que la suite

T1, T3, ... , Ly est P—bonne s’il existe ry,7q,... ,7, € A\P tels que r;z; € Pr
(3

et (mz)* -, (Th2,)* est une G—suite ol G = @ et (rz;)" est la

n>0 Pn+l
classe de r;z; dans G. Retenons que si
(ryzy)*, -+, (Taxy,)* est une G—suite, alors 1z, -+ ,rplp et Ty, ... To,. .. Tn
- sont des A—suites. Si la suite 2y, s, ...z, est P—bonne alors : 27", --- ,z/"
est aussi P—honne Ym; > 1, 1 < i < n (voir 1 de [9]).
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3-2-5 Lemme 1.3 de [9]

Soient A un anneau local de Cohen Macaulay, P un idéal premier de A,
z,y des éléments de A constituant une suite P—bonne . On suppose que
z € P™ — potl) ot gy c pB) _ pl+l) ' ke N et P" C (2,y),

alors Ym > ( ; Plvtkm) — g plem) 4 gm+1 pln--k)

Considérons le contre-exemple a la conjecture de Okon dans le cas ot la
filtration est nocthérienne ( 5.4 de [6]).

Soient A = k[[X,Y, Z]], oli k est un corps, P idéal premier de A défiui
par la courbe monomiale X =3, Y =1t!, Z = {°.
Alors d’apres [9] Proposition 2.2, f = (p™),.>q est une filtration nocthéricnne
sur A. On se propose de montrer que f n’est pas fortement noethérienne.

Onposea=22-X%Y, b=X>~YZct c=Y?-XZ; P cst cngendré
par (a,b,c).

a,b, ¢ est une d—suite d’apres 2. 2 (i) de [9] et il existe d € PO\PE) qels
que d, ¢ soit P—bonne et P? C (d,¢). Nous avons les résultats suivants :

3-2-6 Lemme

- Pour towt se N*, on a :

(i) P@) = (P®)s
(ZZ) p@s+l) — p. p(2s)
(zzz) P(43+1) = 2sp + 2. P(4s——1)

- 2 2
() P?°G P®
Preuve
(i) Par récurrence sur s. On applique le lemme 3.2.5 précédent avec
r=d,y=¢,n=2, k=1, ¢t m = 2; on obticnt.

PO =pH) —q. PO L. P ordep?, doncd- p? c (P?)?

c€ P, doncc®-PcC PP P=(P??cC (PP

Par conséquent p® C (P®)2 ¢ P@. Donc P = (P2,

On suppose que P?¥) = (P@)s, En application du lemme 3.2.5 avec
n=25k=1lm=2,z=d’ety=c,ona:
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P(Z(.v+1)) — P('Z.H-‘Z) — dsP(2) + (;:3])(2.~;»-l)'

Comme d € P®, on a: d*P@ c (PP)s. PO = (p@)s+1
: (g))eHP donc 2P@-1 ¢ p3. p@-h c p@). p® c (P@)s. PO =
P@)s+L,

Donc P(2(3+1)) C (P(Z))s-H. - P(Z(s+l))’ d’otl P(2(3+J)) — (P(2)).s+i_

(i) En application du lemme 3.2.5 avec n = 2s, k = 1, m = 1, & =
d*, y=c

ona: P*V =g . P+ Pe) c PP p.p. P
P@stl) = p. pQ2s) = p@s+l) oy PEs+D = p. p(2s),

y = c on obtient : PUs+1) = ¢%. P 4 2 pUs—1),

(iv) Supposons P = P2 alors P®) = (P@)s = P% o PE+D =
P . P@) = P2+l ce qui signifie que Vo > 0, P™ = P alors (P™),5¢ st
la filtration P—adique. Or la filtration P — adique vérifie la conjecture de
Okon contrairement & (P™),o, donc P2 G P®.

3-2-7 Remarque

La filtration f = (P™) n’est pas fortement ncethéricnne.
Si f = (P™),50 est fortement ncethérienne alors Yn,m >> (0 P&+ =
P®) . p(m),
Montrons que Vg > 1, P{As+L+@+1) £ pldntl), pls+1)
Soit e e P®\ P alors e+ d* € P@ . P4) = plistd) — pllsti+dstl)
Supposons que e.d*® € P%+1) . p2s+l) QOnp a:

P(2s+1) . P(2s+1) P. p(zs) . p(2.e+1)
P- P(4s+1)
P(d> - P+ 3.PUs)

d? . P+ 2. Pt),

N NN

Alors e - d** = d*u + c®v avec u € P? et v € PU9),

d**(e—u) = c®v € (c) qui est premier et comme d ¢ (c),ona: e—u € (c)
et e—u=cyp, ol ¢ € A. Donc d**cy = c*v; comme A intégre,

d?* ¢ = cv € (c) et comme d ¢ (c) qui est premier, on a :
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p € (c). Ainsi, p =cb, 6 € A;donce—u=c*6,0¢c A

Orce P,doncc?d € PPete—u e P2 Commeu € P ona: ec P?
ce qui est une contradiction car e € P2\ P2,

Par conséquent : ¢ - d% ¢ P@st1). pQstl) oy PQReti+2stl) o pQstl).
P3s*1) alors f = (P™),50 n'est pas fortement noethérienne.
3-2-8 Lemne

Soient A un anneau nethérien, f = (I,,) une filkration nethérienne sur A de
rang k = inf{r e N*, I, = LI, Vn>r}.
IF si n<k
Posons J, =
I, st n>k
alors™ g = (J,) est une filtration fortement nethérienne sur A.

Preuve
1) Montrons que Vn > 1,J,,1 C J,,

(i) sin+l<k—-1,ona: iy CI,done Jupy = IE , C I¥ =],
(i) sin+1=k,

Jn+1 == ];I: C It»—l = J,

() Sin+1>k Jops = liiner) C Ten = Jn.
2) Montrons que Vp,q > 1, JpJy C Jpiq

(i) Si pg<k—1letp+qg<k~—1alors

JpJg=IFIF = (I,1)F c I*

piq ptq Jp+q

(i) Sipg<k-1letp+qg>k—1alors

JoJo = Ip I C Iy C i) = Jpag
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(i) Sip<k-1letqg>k, alors:

Jp Jq = lll)cjkq C Lip Ing = Tk prq) = Jptg
(iv) Sip,q > k alors

Jpdq = Iy Iy = ]llc’ IZ = [}z:-f-q = Iipta) = Jpig-

Ainsi g = ([,) est une filtration sur A, le point (iv) prouve qu'elle est
fortement ncethérienne.

3-2-9 Contre-exemple a la conjecture de Okon dans le cas des filtrations
fortement ncethériennes

Considérons la filtrations f = (I,) ot I, = P, étudiée plus haut. On sait
que f est une filtration neethérienne de rang k > 2 et que y(f) = y(Iy) = 2.
Alors que y(1;) = 3 ( voir 5.4.4 de (6] ).
. IF st on<k
Posons J,, = Lo si n>k
d’apres le lemme 3.2.8 précédent, g = (J,) est une filtration fortement
ncethérienne et on a :

g) =) = ykx) = () =2
) =) = (L) = 3

ainsi y(¢) # ¥(J1), ce qui prouve que g ne vérifie pas la conjecture de Okon.
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Conclusion

Soit f = (I,,) une filtration sur un anneau local ncethérien (A, ). Alors les
implications suivantes sont bien connues :

f I—adique == f I-bonue == f fortewent nocthérienne ==
f neethérienne == f A.P.

La nature asymptotique de la fonction numérigque

n— ¢, (n) = dima/m m—-—’}—) est maintenant compleiement déterminde
n

si f est de I'nun des types suivants :
I—-adique, I —bonne; fortement noethérienne oun nacthériennc .

Nous avons montré dans ce travail que g, est polynomiale si f est 7--bounne,
ou fortement ncethérienne. Dans [5], les auteurs ont montré que ¢, n’est, pas
en général polynomiale pour les filtrations neethérienncs, cependant ¢ cst,
quasi-polynomiale pour ce type de filtrations.

Ainsi la largeur analytique des idéaux se généralise a toute filtration
ncethérienne sur un anneau local neethérien (A, 9) & Paide du concept de
degré en posant y(f) = 1+d° ¢,. Le probleme reste ouvert pour les filtrations
A.P qui ne sont pas noethériennes. Pour ce type de filtrations la fonction ¢,
n'est pas nécessairement quasi-polynomiale (voir exemple 2.4.6).
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1 Abstract

: . A
Let (A, m, k) be a noetherian local ring with residue field k = — and let 1

m
be an ideal of A. Then it is known from Northcott and Rees [ N R | that the

numerical function n

I ) which denotes the dimension of the k-

n— g (n) = dim ; (

n

m

vector space — is of polynomial type. The analytic spread of the ideal I

was defined by the above authors as the integer A (1) = 1+ deg ¢; where
deg ; is the degree of the polynomial associated with the numerical function
1. Extensions of this concept to filtrations had been investigated in particular
by D. Sangare # in previous papers. Unfortunately if = (I,) is a filtration on
a noetherian local ring (A, m, k) then the numerical function

g

mlI,
filtrations like noetherian filtrations. Here we show that ¢ ; is of polynomial

type in each of the following cases :

(i) fisI- good

(ii ) f is strongly noetherian

In addition, we prove that for an I- good filtration f= (I,) on a noetherian
local ring (A, m, k), the analytic spread of f which is defined as being the integer
Am (f) =14 deg ¢ s , where deg ¢ ; is the degree of the polynomial associated
with the function ¢ ;', is equal to the analytic spread of the ideal I, hence it
does not depend on the I - good filtration f.

n— s (n) =dimg ( ) need not be of polynomial type even for nice
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2 Introduction

Throughout this paper, (A, m, k) will denote a given noetherian local ring with

residue field k = pt and I a proper ideal of A.

Definition 1

Let k> 1 and d > —~1 be integers and let ¢ : Z — Z be a numerical
function.

(i) yissaid to be of polynomial type of degree d if there exists a polynomial
P € Q[X] of degree d such that ¢ (n ) = P( n )V n > 0, which means "for all
large n”.

(ii ) ¢ is called a quasi- polynomial function of period k and degree d if
there exists a sequence F = ( 'y Fy,..., Fi .1 ) of polynomials I'; € Q [ X | such
that for j =0, 1, ..., k-1,

(a) ¢ (n)=F; (n)Vn>0withn=j (nodk) and

(b) Max o< j< k-1deg F; = d.

F is called the quasi-polynomial associated with ¢ and d is called the degree
of F.

Here the zero polynomial has degree -1.

Let (A, m, k) be a noetherian local ring and let I be an ideal of A, where k

= p is its residue field. Then the numerical function

n

n — ¢ 1 (n) = dim § (

n

. —) which is the dimension of the k - vector

space

— is of polynomial type, see [ N R | . The analytic spread A (1) of
the ideal 1 was defined by the above authors as :

(1) A (1) = 14 deg ¢; , where deg ¢, is the degree of the polynomial
associated with the numerical function ¢;.

This concept has been intensively studied since its introduction. Its success

comes .irst of all from the various ways it can be interpreted. Let us recall some
of them :

Suppose k is infinite. Then following [ NR | :
(2) A(I)=p(J), where J is a minimal reduction of I and y (J) the cardinal
of a minimal generating set of J and

(3) A(1)=max {r,3a, az,...,a, € I which are analytically independent

inI}.
Now without any condition on the cardinal of k, we have :
4) A(1)=dimG( A, m 1) =dim b _ g RAD

mR(A, I) m (u,m) R(A, 1)’
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. n

where G( A, m, 1) = @, EI—IT‘- is the fiber cone of I and R (A, 1) =
D,.50 " X™ (resp. R(A, 1) = @,z I™X™) is the Rees ring (resp. the extended
Rees ring ) of the ideal I and where u = X %,

The concept of analytic spread for an ideal has been extended in various
ways to filtrations, see [ D D S] and | O |. In particular it was shown in

[ DD S | that for a given filtration = (I,) on a noctherian local ring (A,

m, k), the numericalifunction

ki

) 1
nr——upf(n):dlmk(ml

) need not be of polynomial type even for

nice filtrations like noetherian filtrations. But as far as we know, investigations
on the asymptotic behaviour of this function go back to [ D S 2], where it was
shown that 2 ¢ is & quasi- polynomial function if f is noctherian.

In the present paper, we investigate The asmptorh helaion of D waes
ical function ¢ § when { is I- good or strongly noctheriaun.

“n section 3 we recall some classical types of filtrations and some graded
rings associated to a filtration which are used in the sequel of this paper.

in section 4, we investigate the asymptotic behaviom of the numerical Minc-
tion ¢ ; when fis an I- good filtration on a noetherian local ring (A, m, k). We
show in particnlar that for such a type of lilirations, the associated numerical
function ¢ f is of polynomial type and that the analytic spread of T is equal to
the analytic spread of |, so it does not depend on the I-good filtration [.

In section 5 it is shown that if f = (I,) is a stongly noetherian filtration then

the numerical function
n

miq

-1, where R(A, f) is the Rees ring of f.

n+— @y (n) =dim ; (

R(4, f)
m R(4, f)

) is of polynomial type and that its degrec

is equal to dim

3 Graded rings associated to filtrations

Definition 2

By a filtration on the commutative ring A we mean a family f == (I, Jnez
of ideals of A such that I = A4, 1, C 1, Vne Z. and 1, I, C L.\~
Vm,n€Z
For any ideal I of A, the filtration f; = (1 ") , where 1™ = A for all n < 0,
is called the I - adic filtration.
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Definition 3

Let f = (In )nez be a filtration on A.

(1) fis said to be I - good, where I is an ideal of A, if I 1, C L.aiVne Z
and if 11, = I,.,V n > 0 which means for all large n.

(i) f is called noetherian if its Rees ring R (A, f ) which is defined below,
is noetherian

(iit ) fis termed AP if there exists a sequence ( k , ) of positive integers

k
with lim,‘_,oo(f)zlsuchthatlknm C 17 Vm,n,

Similarly to ideals, one can associate to any filtration f = ( I,) of the ring
A the following graded rings :

- the fiber cone of f with respect to a given ideal J of A which is the ring

I
G(A3,1) = Do 72
- the Rees ring of f which is the ring R (A, f ) = @, 5o fn X
R(A ]

The graded ring Q (A, J, ) = :}V_-I%(T:l—,—% associated with an ideal J of
A will also be often used in the present paper in the case where J = m is the
maximal ideal of the local ring (A, m, k).

In particular if f = f; = (I ™) is the I-adic filtration, then we set

G(A L1 )=G(AL,1), R(A,f))=R (A, 1) and

QAL )=Q (A, ,1)

It should be recalled here that the multiplication of the ring G (A, J, f) is
defined by linearity from the formulaVp,qe N,Va, € 1,,Vb, €1,
(@p +J14) (bg +J1,5) =ap by + J I

Remark 4
!

The ideal JR(A, ) = @),50J In X" of R (A, ) is a graded . So R(4, f)

, J R4, [)
In X"+ JR(A, ) _ Io X" S VI
JR(A, /) = I, X"NJRA4, ) J1I, ="

is graded by the

4 The asymptotic behaviour of ¢ ; for I - good
filtrations.

We will start by recalling the modern version of the well known Hilbert Theorem
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Theorem 5 Hilbert Theorem. Let A = @,5¢ An be a positively graded
noetherian ring. Assume that A is of the form A = Alzy, ...,z ), where each
z ; 18 homogeneous of degree 1 and that Ag is an artinian local ring . Let M
=@,z M be a finitely generated posilively graded A-module of dimension d.
Then the Hilbert function H ( M, - ) (resp. the cummulative Hilbert function
H* ( M, - )) is of polynomial type of degree d - 1 ( resp. d )

We recall that under the notations and hypotheses of Theorem 5, the nu-
merical function H (M , - ) : Z — Z defined as

H(Mn)="{,4, (M, )Vn€Z,wherel 4, (M, ) is the length of the

A ¢ -module My,, is called the Hilbert function of M.

The cummulative Hilbert function of M is the function

n—H (n)=3; ., H(M,J).

j<n

Lemma 6 Letf= (I, ) be a filtration on A and let

6;: R(A f)— G (A, m [) be defined as follows :

Vz=3,500n X", wherea, € [,V 0, 07 (2) =3 -o(an +m L,). Then
0; is a surjective morphism of gruded rings which induces an isomorphism of

RA S) | & (A, m,[)

graded rings 0 mRA D

Proof. . This follows immediately from Remark 4. We have

ker § = m R (A, f). So by the isomorphism Theorem the isomorphism 9—;
is defined as

0 (z+mR(Af))=08;(z)Vz€ER (A, f) Itisclear that 8 is
graded of degree 0. ®

Remark 7

Let I be an ideal of A and let { = f; be the I-adic filtration. Put 6; = 0,
and 6r = ;. Then it follows from Lemma 6 that
o . _B(A, D)
1
m R(A, I)
Suppose that I C I;. Then G ( A, m, f ) is endowed with a structure of
G (A, m, 1) - module as follows :
VpaqeN,Va, €1?, Vb, 1y,
(ap +mIP)(bg+mly) =apby +mI g

—+ G ( A, m, 1) is an isomorphism of graded rings .

It is easily check;ad that this multiplication is independent of the choice of
P
representatives of and g .
mliIrp mli,

(9} ]

\;
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It is then extended by linearity to G ( A, m, 1) x G (4, m, f).

R(A, f)
m R(A, f)

that we did not yet use.

Let us recall now the notations Q (A, m, f) =

Q (A m 1) =

R(A, f) is obviously a graded R(A, I) - module and Q (A, m, f ) =
;]%%4% is a graded Q (A, m, I ) - module. We have :
Va’eR(A,I)andeeR(A,f),Of (az)=10;(ax)0; (z), hence

and

0 ((a+m R(A, I)(z+m R(A, f))) = 07 (az+m R(4, f)) =

01 (a+m R(A,I))0; (z+m R(A, f))

In the following Lemma it is shown among others that all I- good filtrations
on a noetherian local ring (A, m ) have the same analylic spread which is equal
to the analytic spread of the ideal 1.

Lemma 8 . Let f = (I, ) be an I-good filtration on the noetherian local ring
( A, m). Then the Krull dimension of the Q@ ( A, m, I ) - module
R(4, f) . ) )
A =t I to the Krull dimension of the
QA mf) m B4 ) is equal to the Krull dimension of the ring
Q (A, m, ) which coincides with the analytic spread \ (1) of the ideal I.

Proof. Q (A, m, f ) is obviously a Q ( A, m, I ) - module and it is easily
checked that the Annihilator of the Q (A, m, 1) - module Q (A, m, {) is equal

R(A, I)nm R(A, f) -
m R(A, 1) . On the other hand R(A, f) is integral over
R(A, 1)

R(A, I). Hence Q (A, m, f ) is integral over R, ) nm RA, )
Therefore the Krull dimension v,, ( f) of the ring Q(A,m,f) is

s R(A, I) . .
Y () = dim R@A DnmEA D But the Krull dimension of
- Q(4,m, 1)
th A I)- d .
eQ (A, m,I)-module Q (A, m, f) is dim ( Annga,m,n@(A,m, f) )

Q(A,m,I) and R(A, I)
A,m,I)Q(Aamy f) R(A’ I) Nm R(A, f)
So they have the same Krull dimension which is 4,,, () . The last part follows

from the equalities v,, (f)=4,, (f1 ) = A (1) shown by [D S ], Theorem
5.7 m

The rings T are isomorphic.
QA
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Lemma © Let f = (I, ) be an I-good filtration on the noetherian local ring
( A, m). Then G ( A, m, f ) is o finitely generated graded G ( A, m, 1)-
module.

Proof. There exists an integer ng such that vV n > 0,

Ino+n = InIno-

Therefore I notn = 17 _In
M1 pyin mI™ mlq,

. S0 G( A, m, f) is generated as

G (A, m, I) - module by > =¢° o~ ]" . The conclusion follows since each

ideal I ,, is finitely generated. m

Theorem 10 Let ( A, m, k ) be a noetherian local ring, I an ideal of A,
f= (1 ) an I-good filtration on A. Then the numerical function
n

m n
Purthermore degp ¢ = X (I)- 1 =deg

n— s (n) =dim, ( ) is of polynomial type.

Proof. G (A, m, 1) is a noetherian graded ring of the form G (A, m, )
=k [ t1,...,¢r |, where each t; is homogeneous of degrec 1. By Lemma 9,

G ( A, m, f) is a finitely gencrcrated G ( A, m, I ) - module. Ience by
Hilbert’s Theorem (Theorem 5 ) the numerical function

n+— ¢ 4 (n) =dim y ( —=—) is of polynomial type of degree d-1, where

min
d denotes the Krull dimension of the G (A, m, I) - module G ( A, m, f) . It

can be deduced from Remark 7 that d is equal to the Xrull dimension
of the Q (A, m, I ) - module Q (A, m, f ). The theorem follows therefore
from Lemma 8. =

5 The asymptotic behaviour of ¢ ; for a strongly
noetherian filtration f.

Here we need the following theorem which is part of Theorem 2.7 of [D S 1]

Theorem 11 Let A = @, An be a positively graded noetherian ring of fi-
nite Krull dimension which 18 of the form A = Ap[z,...,z.], where each x; is
homoyeneous of degree k; > 1. Assume that Ag is an artinian ring . Let M =
D..cz M., be a finitely generated positively graded A-module of Krull dimension
d. Let k = LCM (ky kg, ..., k. ), then :

1 ) The Hilbert function H ( M, - ) of M is a quasi-polynomial function
of period k and degree d-1 and if F = ( Fy, F\,...,Fx_1 ) is the associated
quasi-plynomial, then deg F' = d-1. :
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2 ) The cummulative Hilbert function H* ( M, - ) is of polynomial type of
degree d . In addition, if G = ( Gy , G 1,...,Gk-1 ) denotes the quasi-polynomial
associated with the function H* ( M, - ), then all the polynomials G ; have the
same degree which is equal to d and the same leading coefficient.

Definition 12

A filtration f = (I, ) on the noetherian ring A is called strongly noetherian
if there exists an integer N > 1 such that Vm, n € N withm > Nandn > N,
itholds I pyn =Im In.Onededucesthat I ,, =1,"Vp>NandVn2>
0 , which means that if we denote by f () the filtration (1,4 ) n > 0 , then f
®) = f, is the I, - adic filtration for all p > N,

It is worth noting that ¢ y (qr)=¢ ;) (q)Vq,reN.

Theorem 13 Let ( A, m, k ) be a noetherian local ring, f = ( I, ) a strongly
noetherian filtration on A. Then the numerical function

n

mliI,
1.

n— @y (n) =dim (

RA, f)
m R(A, f)

} is of polynomial type

of degree dim

Proof. Let N be an integer such that 1 .3, =1,, 1,V m,n € N with
m > N and n > N. In particular for all q > N,

fla) =(1,, )n>0={(1g4" )n>0="1r,. Then following Theorem 10,
Y q > 0 the numerical function ¢ 7 (a) is of polynomial type since f (a)is1

q - adic. Let P, be the polynomial associated with ¢ # (a)- By Proposition 2.4
of [D DS ], we have

R(A, f(2)

(4, 7)) R4, f)

m R(A, f(9)) m R(A, f)

not depend on q for q » 0. Set d = deg P, V q = N. Then Py is of the form

Pq=E::gaq,.~X‘,whereaq,.-GQVq,i. SoVq>0,Vr>0and
Vs> 0, we have Pq(rs):E;:gaq,g(rs)‘chI(q)(rs):

deg P, = dim -1. Hence deg P, does

graea

dimy (L) = on @s)=Pr(as)=3iZiari(gs)" 1t
8
fol]owst}:‘at .

Sicolagit)s " =120 (ariqh)s ‘foralls » 0, hence a ¢ ; r°

=a,;q'fori=0,1,..d and qu—’zfz—’ =a;fori=0,1,.., dandV q
> 0,V r > 0. Let P be the polynomial P (X ) = $71Z ¢4, X {. Then

Py(X)=31Z0a¢ X = P(gX).Soforq,r>> 0,

. Iy,
vy (ar)=dim, (
qr

)=‘Pf(q)(r)

60
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=Py (r) =P(qr). But, by Theorem 4.3 of [DS2], ¢y isaquasi-
polynomial function since f is strongly noetherian, hence noetnerian. Let

F = ( Fo, Fy, ..., Fx-1 ) be the quasi - polynomial associated with ¢ ; where
k is the period of ¢ ;. Then

¢ 1 (qk+j) =Fs(qk+j) Vg > Oand forj =0, 1, .., k-1. Soifq and s

are >» 0, then

P((sk+)) (@k+1)) =, ((sk+j) (ak+1)) =

¢y ((sak+s+jq)k+17))=F;{(s ak+s+j q) k+j) =

F;((s k+j)(q k+1)), for j = 0, 1, ..., k-1. The two polynomials P and F;
coincide on an infinite set of integers. SoP =Fg =F, =..=Fryand p ;s is
of polynomial type. ®

Conclusion

Let f = (I,) be a filtration on a noetherian local ring (A, m, k). Then the
following implications are well known to hold :
fI- adic = fI- good = f strongly nocthcrian = [ noetherian.

As far as the asymptotic behaviour of the numerical function

n

m
completly solved , at least when f is of one of the following types :

I - adic, I - good, strongly noetherian or noetherian which is the casc for
almost current filtrations. Actually we have shown in the present paper that
¢ 7 is of polynomial type when f is I - good or strongly noetherian. On the
other hand, in [ D S 2], the authors had shown that, even though the numerical
function ¢ y need not be of polynomial type for a general noetherian filtration
f, ¢ s is nevertheless a quasi polynomial function for noetherian filtrations f.
For each noetherian filtration f on a noetherian local ring (A, m, k), a concept
of degree is unambigously defined for ¢ ; . The analytic spread of f is defined
as Ay (f) =1+ degp ;. This provides a good generalization of the concept of
analytic spread of an ideal. The problem remains open for AP filtrations which
are non noetherian,

n+— ¢ 5 (n) =dim g ( ) is concerned, the question has been now

61



A. ASSANE, D. SANGARE, P. AYEGNON

References

[A A] Abdoulaye Assane, Thése de Doctorat, 2002, Université de Cocody,
Abidjan, Céte d'Ivoire

[DD S]] Y. Diagana, H. Dichi and D. Sangaré, Filtrations, Generalized
analyiic independence, analytic spread, Afrika Matematika, series 3, vol.4 (1994)

[ DS 1] H. Dichi, D. Sangaré, Hilbert functions, Hilbert-Samuel quasi-
polynomials with respect to f-good filtrations, multiplicities, J. Pure Applied Al-
gebra, 138, ( 1999) 205 -213

[DS 2] H. Dichi, D. Sangaré, Analytic spread of filtrations, asymptotic
nature and some stability properties, Comm. Algebra, 28 { 7 ), 3115 - 3124
(2000)

[NR] D. G. Northcott, D. Rees, Reduction of ideals in a local ring, Proc.
Camb. Philos. Soc., 50 ( 1954 ), 145 - 158

[V] J.S. Okon, Prime divisors, analytic spread and filtrations, Pacific J.
Math., 113, 2, ( 1984 ) 451 - 462



ANNEXE 2 : accepté pour publication

Abdoulaye Assane, sur le comportement asymptotique de la fonction de Hilbert du cone fibré
d'une filtration fortement ncethérienne et la conjecture de Okon, Afrika Matematika, Serie 3,
vol.13 (2002).



Sur le comportement asymptotique de la
fonction de Hilbert du céne fibré d’'une
filtration fortement noethérienne et la conjecture de Okon

Abdoulaye ASSANE
Université d’Abobo-Adjamé, UFR - SI'A
Département de Math.

Abidjan Cote d’'Ivoire

May 26, 2002

1 Abstract |

Let (A, 90, k ) be a noetherian local ring with residue field k = A/M and let [ be an ideal of A. Then

n

1 .
the fiber cone of I with respect to 90 is the graded ring G( A, M, I ) = ® M ‘This ring provides
n>0

some information on the ideal I. For instance, if k is infinite, the Krull dimension of

G( A, 9, I) is equal to the greatest number of elements of I which are analytically independent
in I. Here we are rather interested in its Hilbert function ¢; : n —— dimy ( I /90t I"*) which is the size
of the minimal number of generators of the ideal I". The analytic spread of the ideal I was defined by
Northeott and Rees [NR] to be the integer A(I) = 1+deg ¢;. Here we extend this concept to special
classes of filtrations f = ( I,), by investigating the asymptotic behaviour of the numerical function

). We follow the approach of D. Sangar¢, Y. Diagana and H. Dichi, namely in [DDS]

n

M1,

@, 1n e La(

“and [DSs). It is known from [DDS], [DS,] and [AAS], that ¢, is of polynomial type if the filtration f

is I-good or strongly noetherian and that ¢, is a quasi-polynomial function if f is a general noetherian
filtration. The analytic spread of f is then defined as being the number Mf) = 1+deg ;- Here we
give an example which shows that if f is an AP filtration which is not noetherian, then the numerical
function ¢, is not necessarily a quasi-polynomial function. For such filtrations we propose a concept of
analytic spread which does not take into account the degree of ¢ , and which extends the former one.
This paper deals also with the conjecture of Okon which compares the analytic spread of a filtralion

f = ( In) with that of the ideal I,. We prove that this conjecture is not true for general strongly
noetherian filtrations.



2 Introduction

Soit (A, 9, k ) un anneau local noethérien de corps résiduel k = A/ et soit I un idéal de A. Le
n

cone fibré de I relativement & 91 est 'anneau gradué G( A, MM, 1) = nejo I

d’avoir des informations sur 'idéal I. Par exemple si k est infini, alors la dimension de Krull

dim G( A, 9, I ) est le nombre maximum d’éléments de I analytiquement indépendants dans I.

Ici nous nous interessons plutét A la fonction numérique

@y + n+— dimg ( I"/9t I") qui mesure le nombre minimal de générateurs de I'idéal I"™. Dans
[NR], Northcott et Rees ont montré que la fonction ¢; était de type polynomial, puis ils ont défini la
largeur analytique de I comme étant le nombre A( I ) = 1+deg ;. Devant le grand succeés qu’a connu
ce nombre depuis son introduction, certains auteurs en ont cherché des extensions. C’est ainsi que
D. Sangar¢, Y. Diagana et H. Dichi ont récemment étudié les propriétés du cone fibré G( A, M, f )

= @ In
- nzofm In

. Cet anneau permet

de la filtration noethérienne f = ( I,,) relativement & 9 ct le comportement asymplotique

In
My,
pour les filtrations noethériennes par I'intermédiaire de la notion de degré, voir notamment [DDS] et
[DS; |. Le présent article est tiré de la thése de doctorat de I'auteur [AA] on une élude analogue a
été menée lorsque la filtration f est I-bonne ou fortement noethéricnne. Il vient en complément & un
article récent [ AAS] également adapté de la thése de I'auteur.

Dans la section 3 nous rappelons d’abord les théorémes classiques de Samuel et de IHilbert ct
leurs généralisations récentes d’apreés [DS;] et [DSs]. Nous donnons ensuite soit des compléments aux
résultats de [DS;] et [DSg], soit des extensions de ces résultats aux filtrations fortement noethériennes.

La section 4 est consacrée 4 une nouvelle extension de la largeur analytique aux filtrations qui
n’utilise pas les degrés. Dans [DS; | et [ AAS] les auteurs avaient montré en particulier que la fonction

de la- fonction P, 1N 24( ), ce qui leur a permis de délinir un concepl de largeur analytique

n

1,
@, 1n iy ( L était polynomiale ( resp. quasi-polynomiale) lorsque la filtration f = ( I,) est
n

I-bonne ou fortement noethérienne (resp. noethérienne). Mais jusqu'a présent rien n’avait été dit sur
le comportement asymptotique de ¢ ; lorsque la filtration f est AP non noethérienne. On donne dans
la section 4 un exemple de filtration AP telle que la fonction ¢ , ne soit pas quasi-polynomiale donc
pas polynomiale. Nous proposons pour ces filtrations une définition de largeur analytique qui n’utilise
pas les degrés et qui coincide avec celle définie & ’aide des degrés si la filtration est noethérienne, puis
nous en donnons quelques propriétés.

Dans la section 5 nous donnons des classes de filtrations noethériennes pour lesquelles la conjectyre
de Okon pour la largeur analytique est vraie et nous fournissons un contre exemple qui prouve qu'elie
est fausse pour les filtrations fortement noethériennes en général.



3 TFonctions de Hilbert de quelques anneaux gradués, comporte-
ment asymptotique

Nous allons commencer par rappeler les définitions suivantes nécessaires pour une lecture indépendante
du présent article.

3.1

(1) Soit A un anneau commutatif unitaire. une filtration sur A est une famille f = (/)¢ d'idéaux
de A tels que :
(i) Io=A4, (i) Inpr CIaVne Z, (i) Iplg CIp+q VP,q € Z.

Si I est un idéal de A, la famille f, = (I"), .5 avec I" = A Vn <0, est une filtration sur A, appelée
filtration I—adique.

i f = (I,) est une filtration sur A alors pour tout réel strictement positif A, la famille fA) =
(I{m\}) est une filtration sur A, ot {nA} est le plus petit entier supérieur ou ¢gal 4 nA. Si p esl un
entier, alors f® = (I;)nen .

(2) Une filtration sur un A—module M est une famille (M, )nez de sous-modules de M tels que :
Mo=Met My CM,, VnéeZz.

La filtration f = (I,) sur A est dite compatible avec la filtration (M) sur M, st I,M, C My,
Vp,q € Z.

La filtration (M,) sur le A—module M est dite ] —bonne, ou I est un idéal de A, si :
IM, CMup, VneZet I M,=M,,;, Vn>>0.

La filtration (M,,) sur M est dite f—bonne, ou f = (I,,) est une filtration sur A, si I,My; C My,
N

Vp,q € Z et s'll existe un entier IV tel que : M, = Z oM,

(8) Si f = (In) est une filtration sur A, J un idéal de A4, X une indéterminée, on définit les anneaux
gradués suivants :

R(A, f) = EEOI,,X", R(A, )= EBZI,,X", (I,=A4, sin<0)
n> ne

dn o R(AS)

I,
G A=, GAD= n>oJ1 o JR(A f)

n>0ln1’

R(A, f) et R(A, f) sont respectivement appelés I’anneau de Rees et 'anneau de Rees généralisé de f
et G, (A) est appelé ’anneau gradué associé & f.

= (Mp,) est une filtration sur un A—module M, on définit le module gradué associé a ¢ en

M,
osant G4(M i
D s(M) = 2

(4) La filtration f = (I,) est dite ncethérienne sur un anneau ncethérien A, si I'une des quatre
conditions équivalentes suivantes est vérifiée (voir [B P R R])



(2) R(A, f) est ncethérien

(4d) RN(A, f) est noethérien

(%2 Jk € N* telque Iy =1}, Vn2>0

(iv) Im € N* tel que Inyyj = I, Vi 2>2m.

Le plus petit entier m vérifiant (iv) est appelé le rang de f

f = (I,) est dite fortement ncethérienne sur un anneau ncethérien A, s’il existe un entier k € N~
tel que Ipym = InInV n,m > k.
La filtration f = (I,) est dite A.P (c’est & dire approximable par des puissances d’idéaux) si pour
tout entier n, il existe un entier &, tel que

VmEN, Iy CI™et lim 1.

n—too N
(5) Soit un entier d > —1. Une fonction ¢ : Z — Z est dite polynomiale de degré d s'i] existe un
polynéme P € Q[X] de degré d tel que p(n) = P(n) Vn >> 0.

Le polyndéme nul est par convention de degré -1.
La fonction ¢ est dite quasi-polynomiale de période k € N* et de degré d 8’1l existe une suite
F = (Fo,F,---,Fz—1) de polyndmes F; € Q[X] tels que :

(?) p(n)=Fj(n)sin>>0etn=jk] 0<j<k-1
(%)  Jnax  (deg Fy) =d.

Le théorédme suivant de Samuel est bien connu.

3.2 Théoréme de Samuel.

Soient A un anneau neethérien, I un idéal de A, M un A—module de type fini, (My) une filtration
M
I—bonne sur M. On suppose que ™ est de longueur finie. Alors :

M,
le nombre minimum d’éléments générateurs de 1.

M
(i) La fonction n— £4 (——) est polynomiale de degré inféricur ou égal & p(l), ou p(7) est

(ii) Le degré et le coefficient dominant du polynéme associé & cette fonction ne dépendent que
de M et I, et non de la filtration I—bonne (M,,).

3.3 Remarque.

Si la filtration (My) n’est pas I—bonne, alors la fonction n — £4 M—) n’est pas nécessairement
3

polynomiale. En effet, considérons 'anneau des polynémes A = k[X], ot k est un corps. Soit f = (I,,)



la flitration définie par :

X 2 si n est impair

n.o . .
3 sl n est palr

eA(()%zf)—J:Q(%):let £A<£>: n+1
2

A .
Donc la fonction n+—— £4 (1—) n’est pas polynomiale.

si n esl impair

n

Le Théoréme de Samuel a été généralisé dans [DS;] de la maniére suivante :

3.4 Théoréme (Samuel) généralisé 3.4 de [D S |].

Soient A un anneau neethérien de dimension finie, f = (I,,) une filtralion nethérienne sur A, M un

A—module de type fini, (M,) une filtration f—bonne sur M. On suppose que
finie. Alors :

st de longueur
L€ g

(i) Les fonctions nv— £4 ( Mn ) et n— fy (—M—) sont quasi-polynomiales.
Mn+1 M,

(ii) Le degré et le coefficient dominant du quasi-polynéme associé & la fonction n+—— €4 (—)

M,
ne dépendent que de M et de f et non de la filtration f—bonne (M,).

Dans le résultat suivant, nous proposons une généralisation du Théoréme de Samuel (3.2) aux
filtrations forterent ncethériennes :

3.5 Théoréme.

Soient A un anneau nethérien de dimension finie, f = (I,) une filtration fortement ncethérienne

sur A, M un A—module de type fini. On suppose que IA]/{/[

nr—+€A(

est de longueur finie. Alors les fonctions

M
) el n— €4 (—"—M) sont polynomiales.



Preuve.

Ona:

Supp (M/I. M) = V(L) 1 Supp(M) = V(1)) 7 Supp M) = Supp (M LMY < .‘a!‘:.::;\.»\\ o0
Supp(AM) désigne le suppart de M et V(1) Vensemble deos idesun promviens do Lconienant

Dane M LA est e honguenr Snie.

¢ I, A <t A
ANLaM ) =4\ LnuM

Ona:

donc EA( LM

est finie.
In+1 )

Comme f = (/,) est fortement noethéricnne, on a: Vn >> 0, Vp > 0, I, = I} donc [ ") = f,

la filtration I,—adique.
M

I,M)~ ““\BM
Samuel 3.2. Soit P, le polyndme ass0cié & ¢p(n), alors Ym,n >> 0,V s> 1, ona:

Alors la fonction ¢y 1 p +— {4 ( est polynomiale d’aprés le Théoréeme de

M
Po(ms) = ésem(ms)=£a (1~ M)
= Opm (ns) .
= Pn(ns)

Cette dérniére égalité implique que P, et P, ont le méme degré. En utilisant les techniques de
démonstration du Théoréme 13 de [A A S|, on obtient un polyndme P € Q[X]| tel que Vn >> 0,
P,(X) = P(nX). Comme f = (I,) est fortement ncethérienne donc ncethérienne, le Théoréme de

Samuel généralisé 3.4 montre que la fonction ¢ , T la < M

i M) est quasi-polynomiale. Soit

n,s >>0,ona:
¢,(ns) = ¢sem(s)

= Pyp(s)
= P(ns)

Par des techniques analogues & celles utilisées dans la preuve du Théoréme 13 de [A A S}, on déduit

que la fonction n+— ¢, (n) = €4 ( ) est polynomiale.

InM
En considérant la suite exacte :

.M M M
00— ——— —_—
In+lM In+1M InM

.M M M
fa (In_HM) =ta ( In+lM) —£a (I_nﬂ_/f) = ¢;(n+ 1) - ¢ f(n).

. . . M
Or la fonction ¢ , est polynomiale, donc la fonction n+—— £4 ( i ) est également polynomiale.

—0

b

on a:

Ly M



3.6 Corollaire.

Soient (A, 9 ) un anneau local neethérien, f = (I,) une filtration fortement neethérienne sur A. On

suppose que coht f =0. A

m.[n n
De plus les polynémes associés & ces deuzx fonctions ont le méme degré et le méme coefficient
dominant.

A ,
Alors les fonctions n— €4 ( ) et n— €y (I—) sont polynomiales.

Preuve. A A
Ona: dim~I— = coht(I1) = coht(f) = 0; donc £4 ( 1—) est finie. On en déduit que
1 1
m .
ZA ( m—') est finie.

A

En prenant M = A dans le Théoréme 3.5, on déduit que la fonction n+—— £4 (T) est polyno-
n

1)

Min

miale. De méme en prenant M = 9, la fonction n — 4 ( ) est polynomiale. Considérons la

suite exacte :

Mm A
_ _— _ — — (),
MI, MI, m

A m A
s (an) = () = 2 (1)

L. est polynomiale, la fonction n —— {4 ML

Puisque f est fortement ncethérienne, alors il existe un entier k£ > 1, tel que :
Vn >k, Inyx = Inlx. (A, D) étant local, alors I, C 90T .
Ainsi, I Iy = I 4x C MU, C I, donc

A A A
=)< < .
() =) = ()
A

Cette double inégalité montre que les polynémes associés aux fonctions n — {4 (I_> et
T

0

Comme n —— {4

) est polynomiale.

A
n— £y (zmz

) ont le méme degré et le méme coeflicient dominant.
3.7 Théoréme de Hilbert 3.3 de [D S ,].
Soient A = EEOAn un anneau gradué neethérien de la forme A = Ag(z1,--- ,z,] ot chaque z; est

nz
homogéne de degré¢ 1, M = G>90Mn un A—module gradué de type fini, de dimension de Krull d.
n

Supposons que Ag soit artinien et local, alors la fonction de Hilbert H (M,--) est polynomiale de
degré d — 1.



3.8 Théoréme de Hilbert généralisé 2.7 de [DS)]

Soient A = 63 A, un anneau gradué neethérien de dimension de Krull finie, de la forme A =
Aoz, - &n], gu chaque z; est homogéne de degré k; > 1; M = n6>BOM un A—module gradué de
type fini de dimension d. On suppose Ao artinien et on pose k = p.p.cm (ky, - ,kn) alors :

(i) H(M,-) est quasi-polynomiale de période k et de degré d — 1.

(1) Si F=(Fy, F,--- Fx_1) est le quasi-polynéme associé a H (M,—) alors :

d®Fy= max d&°F,=d— 1.
0<i<k—1

3.9 Théoréme 4.3 de [D S ,].

Soient A un anneau neethérien de dimension finie, J un idéal de A el [ = (I,) une fillration

neethérienne sur A. On suppose que 5 est artinien. Alors la fonction :

R(4,))

I,
ni— f4 <JI ) est quasi-polynomiale de degré dim TR(A, f)

La proposition suivante apporte des résultats complémentaires au Théoréme 3.9 :

3.10 Proposition.

Soient (A, 901 ) un anneav local nethérien, f = (I,) une filtration neethérienne sur A de rang k.
Alors :

) . In
(?) La fonction p,in by (ZDII,,

) est quasi-polynomiale de période k.
(i) Si (Fo, F1,--- ,Fx_1) est le quasi-polynéme associé & ©, alors :

R(Ik‘H)Ik) -1 avec B = R(A)Ik)

d°F; = dim A )
B MR(Tits, 1) MR(A, I;)’

ot Iy; est considéré comme un A—module.
Pour prouver cette proposition, nous aurons besoin du Lemme suivant :

3.11 Lemme.

Soient (A,9M) un anneau local nethérien, I un idéal de A, M un A—module de type fini. Alors la
n ROMI) o R(AD

fonction nr—— £ (-—NI— — L
A\MI"M MR(M,I) MR(A,I)

) est polynomiale de degré dimp



Preuve. M
Notons d’abords que £4 (#M—) = dim 4 (m) = u(I"M) qui est fini puisque I™M est

un module de type fini sur I'anneau local (A, 9%).

A est un anneau ncethérien, M un A—module de type fini, alors

R(M, I "M est R(A,T ule de t, fini. N trui r 1M, 1)
= g - > de type fini. s S cons P BUr o =
(M, I) fgo est un R(A, I)—module de type fini. Nous pouvons constriire s (M. 1)
"M R(A,I) m ) R(A,I)
ne>_90 TMIM une structure de SDT—R(—M = nZO—mTI—n—module de type fini. Or WA—,I_) est un

anneau gradué ncethérien engendré par des éléments homogenes de degré 1 sur son groupe homogene
de degré zéro qui est A/M (voir 3.4de [D S ] ).
Ainsi, d’apres le Théoréme de Hilbert 3.7, la fonction :

mn m
n— €a/m ( M ) = {4 ( M ) est polynomiale de degré

MmirM mimM
: R(M,1)
dimp ————-——MR(M,I) -1

Preuve de la Proposition 3.10 :

f = (1) est une filtration ncethérienne de rang k, alors Vi >k, Iy = I/,
ainsi Inpyi = Iy Vn>1, 0<i<k—1

. -1 .
donc 24 (ﬁ"i‘_) =0 iﬁ_

A .
Mk ﬁJTIk‘IIkH
En posant M = Iy, et I = I} dans le lemme 3.11 précédent, on déduit que la fonction
Ink-H . . R(Ik.H Ik) R(A Ik)
by | =—— t pol le de degré — 2] =l
n— f4 T est polynomiale de degré dimpg DRI e, 1) ou B R(A, )
X —i

Soit F; le polynbme associé a cette fonction, posons Fy(X) = P; ) 0<i<k-1.

Pour tout n >> 0 tel que n = i[k], il existe s € N tel que :

n = ks+i 0<i<k-1
In Iks+i
) = gy | ket
A (M) 4 (mtfks+,-)
= PFi(s)
n—1
- n(:2)
= F(n).

In

Ce qui prouve que la fonction ¢ ,in— €4 ( M ) est quasi -polynomiale de période k.
n

. R(Ii 14, It)
Ona: d°F;, =d°F, = dimg ———~2"%2_ _ 1,
B MR (Ters, Ir)
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4 Sur une extension de la largeur analytique

4.1 Largeur analytique d’un idéal
Soient (A, ) un anneau local ncethérien, I un idéal de A. On considere anneau gradué S =
n I‘n.
= @ Sp avec Sy, = .
nGzao mIn nego n VECOR = omin
Ona Sop=A/M, S = Sp[t1, - ts], ol {; est un élément homogene de degré 1. Alors le théoréme de
Hilbert (3.7) mont e que la fonction

n In
@, :nr— dimy on <’IRI") =Lla/m (‘)JU") est polynomiale.

La largeur analytique de I est définie par le nombre X\(I) = 1 +d°¢, .

4.2 Largeur analytique d’unec filtration

La fonction ¢; fait intervenir la filtration /—adique f; = (/™). Si Yon remplace [; par une [filtration
quelconque, alors se pose le probléme de la généralisation de la notion de largewr analytijque anx
filtrations vu du point de vue du degré. Ce probléme a ¢t¢ résolu pour les  {iltrations /—bonnes,
fortement noethériennes ou ncethériennes dans [1) S ] et [A A S| o les auteurs ont montré que fa
largeur analytique de la filtration f peut se délinir par

I
'7(f) =14 d°<pf ol P, dimA/‘_m (5{@,) )

4.3 Remarque.

Si f est une filtration A.P non ncethérienne, alors ¢, n’est plus nécessairement cuasi-polynomiale
comme le montre I’exemple suivant :

‘Soient A = k[[X, Y]], ou k est un corps, M = (X,Y) I'idéal maximal de A.

Soit f = (I,) la filtration M —adique définie par I, = M ™, Vn > 0. Pour un nombre réel
irrationnel A > 1 donné, considérons la filtration f® = (Jn), ot Jy =1 (nA}- ) est une filtration
A.P, pour laquelle la fonction ¢ s Nest pas quasi-polynomiale. En effet

VnéEN, ona: nA<{nA\} <nA+1<nA+A
Vs € N*, ona: nis <{nils<nls+ s
donc {nA\}s < {nAs+ As} alors 9 {(v+Dar} = g {nd}s gop0 Jint1)s C Iy
Ainsi pour tout entier n, il existe un entier k, = n+ 1 tel que Vs € N : J, , C JJ et

. k . . .
lim —= =1, ce qui prouve que la filtration f® est A.P.
n—+o0o n

21, ¢ (n)=n+1,donc ¢,u(n)={nA}+1
Si la fonction ¢ s €tait quasi-polynomiale, alors il existerait un entier & > 1 tel que la fonction
. . 1
nk +— @x)(nk) soit polynomiale. Comme ¢ x(nk) = {nkA} 4+ 1,ona: lim Jcpf(,\)(nk) = \;

n—-++00
donc si la fonction nk —— ¢ f(x)(nk) est polynomiale, alors le degré du polynome associé est égal a 1.
On aurait donc :

ernink) =nkd+b, b€ Q Vn >> 0.
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Comme ¢ ,().)(nk) est un entier naturel, A est nécessairement un rationnel, ce qui est contraire aux
hypotheses. Donc la fonction nk — @ ) (nk) n’est pas polynomiale et la fonction ;s n'est pas
quasi-polynomiale.

Pour une telle fonction, on ne peut pas définir de concept de degré au sens courant du terme, donc pas
de notion de largeur analytique s’exprimant & ’aide du degré. Nous proposons la déflinition suivante
de largeur analytique qui n’utilise pas les degrés et qui est une extension de celle de Rees [Re].

4.4 Définition

Soient (A,9M ) un anneau local ncethérien, f = (I,,) une filtration sur 4. On définit la largeur
analyticue de [ par :

] IH
D=t { €N, Jim 7 limajm (m'n,) “} |

Si la fonction ¢, est quasi-polynomiale, on voil quavee la délinition précédente y(f) = A%, 41,
on retrouve ainsi la délinition classique.

4.5 Proposition

Soit (A, ) un anneau local nethérien. Alors powr loulc fillralion AP [ = (1)) sur A de cohauleur
nulle, v(f) eziste.

Preuve

3
D’aprés un résultat de Bishop ([Bi] ), le nombre : ¢,(4) = lim —b—'fA (?—) existe dans R, ou

n—-+oo N8 n
s = alt(I;). En considérant la suite exacte suivante :

In A A
— — — — ()

—
M, i, I, :

on a:

I\ _ A A
() =0 () (2)

La suite exacte 0 0 0 td i
» a _— — —_—— — ) O \ ’ ',} .y Y N
iUUn mt]n mt » permiet dreene e

A m A
la (SDIIn) ={4 (ﬁ)t],,,) + €4 <ﬁ) .

Le nombre

n—-+too NS

existe dans R. Donc lim —/44 (



existe dans R.

1
n I, 7 ba ( mI,

I, . I, .
Comme £4 (i)ﬂIn) =d1m% (m—’:>,ona.

v(f) = inf {7' €N, lim l,-djm% ( imlr}n) = 0} existe.

n—+oo N

Soit f = (1) une filtration sur un anneau A et J un idéal de A, alors :

Pour tout entier p > 1, v,(f®) =~,(f), ot ~,(f) = dim ;2]-2(34,,];25

En utilisant la Définition 4.4, nous avons la généralisation suivante de ce résultat :

4.6 Proposition.

Soient (A, ) un anneau local neethérien, f = (I,) une fillration nethérienne sur A. Alors pour
tout réel A > 0 on a

(V) = ().

Preuve
Comme f est noethérienne, on a :

. R(AS) . N I L\
dim TRA, ) = inf {TGN/n—ILIROO —n—rdlm A/ (——) —0}.

1) Sia= Pe Q*, alors V) est ncethérienne.

En effet, si on pose Jp = I(5} et k = rang(f), on aura :

(V) = 3(Jkg) = v(Ip) = ()

2) Si A est irrationnel alors

i
(M) = inf m - di ) =
Y(fV) =i {’"GN/nﬂnioo o M/ (fmf{m}) 0}

. o1 I
<inf {r € N/n_lirrim -T?;dlmA/gy( (’J)?_I,:) = 0} = (/).

. 1 .
a) Si0 < \<1, alors X > 1 et pour tout entier p > 1 on peut trouver un entier n tel que :

kp 1 kp
S <n<7 ou k= rang(f).
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11 suffit de prendre n = [ﬁ-;], ainsi, kp — 1 < nA < kp, donc {nA\} =kpet

. | Ity
My = i - =0
~(f\WM) = inf {7‘ € N/n hr& — dim 4 /o0 (9)21{”,\}> }

: i L g T N _ b ptey =
>inf {r N/ ggw[T_p]—,dxmAm(mp)—o =1(/®) = 2(f)
A

Qo y(fV) = x(f).

1
i A— 't ——— .
b) Sil< A, alors 0 < [/\]<let/\~[/\]>1

Posons s = [A——}W] alors s (A — [A]) < 1.
Soit p > 1, on peut trouver un entier n tel que
p 1 cne P
: — n < ———;
A=l s(A=A]) A=

- p _ -
on prend n = [/\_[/\]}.Onaps I<ns(A— [)]) <ps
ps—1<nsA—ns[A\] <ps donc
{nsh —ns[A\]} =ps et {nsA} =s(p+n[)).
Ona:q(f) >inf{reN/ lim ! dim L 0
- p—+0o0 p 1 A Dlep )
A-[

=inf{reN/ lim —1—
g—+oo "

Dot 4(f™) = +(f).
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5 Filtrations fortement noethériennes et conjecture de Okon.

Solent (A, 9t ) un anneau local neethérien, f = (I,) une filtration ncethérienne sur A. J.S.Okon définit
R(4, f)
MR(A, )’

Si I est un idéal de A et f; = (I™)n>0, on note v(I) = ~(f;).
En observant que v(f) = v(Ilxn) Y > 1 o0 k = rang(f), il a posé le probléme suivant dans la
Remarque 2.7 de [OK] : Pour toute filtration ncethérienne f = (I,), a-t-on ¥(f) = v(I,) Yn > 17

la largeur analytique de f par 4(f) = dim

Il existe des filtrations ncethériennes (voir [D S ;] exemple 5.4) pour lesquelles la réponse est néga-
tive. Cependant H. Dichi et D. Sangaré ont montré qu’il existe une classe de filtrations ncethériennes -
contenant les filtrations I—bonnes pour lesquelles la réponse est positive (voir [D S o] Corollaire 5.9).
Nous allons donner d’autres classes de filtrations neethériennes qui vérifient la conjecture de Okon, et
présenter un contre-exemple qui montre que la conjectire n’csl pas vraic cn général pour les [iltrations
fortement ncethériennes.

5.1 Deéfinitions

Soient (A,M1 ) un aineau local, I un idéal de A. On dit que 1 est un idéal de définition &'l existe un
entier v > 1 telque: MY I CM.

Donc dans un anneau local neethérien d’idéal maximal 9t , I est un idéal de définition si et
seulement si [ est 9N —primaire.

I est dit de classe principale si ht(I) = p(I).

5.2  Proposition.

Soit (A, ) un anneau local neethérien, f = (I,,) une filtration sur A.
On suppose que coht f =0 et i infini, alors :
(i) Yn21, ht(1,) € v(In) < p(h).
(ii) si f est nwthérienne, alors : ht(I1) < v(f) < w(h).

(iti) si f est neethérienne et Iy de classe principale, alors f vérifie la conjecture de Okon.

Preuve
(i) Vn, j > 1, considérons la suite exacte :
I A A
0 J —_ —_ -
— I;l — I; —_— I;’ - 0.



I A A
2 — — —_—
. (wz‘) = ( ’-W;-‘) 2" (,?) |

Le corollaire 3.6 appliqué & la filtration I;—adique, montre que les fonctions

n+— €4 et ¢Ij :n~— €4 | — | sont polynomiales et ont le méme degré et le méme

mIe
j J )
coefficient dominant. De 1’égalité précédente, on déduit que d°¢ L < d®y 1; — 1, 00 ¢p, est la fonction

m
J

Pr n— L4 (EUII’T‘ .
g

Or A(I;) = d°¢y, + 1, done y(I;) < &%,
Vj>1,ona i C I, alors Yn,j > 1, ME" C 9MIT, donc

A A
< - .
£a (zmz;) S ta (mtI{")

Ainsi (I;) < d%y), < &Yy,
D’apres le Théoréme de Samuel (3.2), d°¢;, < p(h).

Donc ~(I;) < p(h) Vj=1.
D’apres [N R], ht(I;) < v(I;); or ht(I;) = ht(I1),

donc ht(l) < (1) < p(lh).

(i) si f = (In) est ncethérienne, alors il existe un entier k£ > 1 tel que :

Par conséquent d°y; < d°,.

¥(f) =~(Ing) VYn > 1, alors (i) permet d’écrire : ht(I1) < ~4(f) < p(lL).

(1) i Iy est un idéal de classe principal alors At(ly) = u(ly) et 8i de plus [ est ncethérienne,
(i) et (ii) montrent que v(f) =v(I;) Vn >1, ce qui signifie que f vérifie la conjecture de Okon.

5.3 Proposition.

Soit (A, 9 ) un anneau local nethérien et f = (I,) une filtration nethérienne sur A. On suppose
que I est un idéal de définition.

Alors f vérifie la conjecture de Okon.

Preuve

Comme I; est un idéal de définition, il existe un entier v > 1 tel que :
MY C L CM . Alors MY CITC I, CM Vi > 1 ce qui prouve que [, est aussi un idéal d(

définition, alows BE(LY = S0 v > Lo B, i) done S0 el v Con

est moethorienne, D evsie wn enter v N ool one v Y v Y S s )

R N AN \ ‘N N
conjecture de OQkon est véritice.
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5.4 Un contre exemple

On peut 3 juste titre se demander si la conjecture de Qkon n’est pas vraie pour les filtrations fortement
noethériennes. Nous allons proposer ici un exemple de filtration fortement noethérienne sur A ne
vérifiant pas la conjecture de Okon. Pour cela nous allons établir d’abord un lemme permettant de
construire une filtration fortement noethérienne a partir d’une filtration noethérienne donnée.

5.4.1 Lemme.
Sotent A un anneau neethérien, f = (I,) une filtration neethérienne sur A de rang k = inf{r €
N Lnyr =11, In2>7}
IFsin<k
Posons J, =
I, si n>k
alors g = (J,) est une filtration fortement neethérienne sur A.

Preuve
1) Montrons que Vn > 1, Jp41 C Jn

(i) Sin+l<k-1l,alorsona: Iny ClydoncJyy =1f ,Clt =,
(i) sin+1l=k, alors Jp41 =Iex=1IF C I,’;_l = Jy
(i) Sin+1>k,alors Jypp = Iy (n41) C Lkn = Jn.
2) Montrons que Vp, g > 1, Jpdy C Jpiq
() Sipg<k—letprg<k—lalors Jpdg=I5I%=(L1)* C I, = Jp,
() Sipg<k-letp+g>k—1lalors JpJy=1IFIFCIF, C Lypig = Jpiq
(ili) Sip<k—1letg>k,alors: J,J,= ISqu C Ikplyg = Iy (ptq) = Jpig
(iv) Sipg>kalors JpJy=1Ipplig=I01 = IP = Ly 0y = Jpiq.

Ainsi g = (I5,) est une filtration sur A, le point (iv) prouve qu’elle est fortement ncethérienne.

5.4.2 Contre exsmple

Considérons le contre-exemple suivant & la conjecture de Okon dans le cas ou la filtration est
ncethérienne donnée dans [D S 5], section 5.4 :

Soient A = k[[X, Y, Z]], o k est un corps, P I'idéal premier de A défini par la courbe monomiale
X=1, Y=, Z=14.




k]

Alors d’apreés [Hu] Proposition 2.2, f = (P¢),5q est une filtration noethérienne sur A de rang k >
2. On & 4(f) = v(Ix) = 2 tandis que ~(I1) =3 ( voir 5.4.4 de [D S 5] ).
I¥ & n<k
L 8 n2k
D’aprés le Lemme 5.4.1., g = (J,) est une filtration fortement ncethérienne et on a :

(@) =) = YIer) = Y(I) =2
V) =43 = () = 3

ainsi y(g) # v(J1), ce qui prouve que g ne vérifie pas la conjecture de Okon.

Posons J, =
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