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INTRODUCTION

Plusieurs auteurs ont étudié la transformation de Fourier sphérique,
les représentations induites sur les groupes produits semi-directs relative-
ment 3 un homomorphisme particulier et les représentations unitaires
sphériques des groupes localement compacts. On peut citer par exemple
A. O. Barut [1], J. Dieudonné [5], 5. Faraut [7], G. W. Mackey [9] et [10],

G. Warner [18] et A. Wawrzynczyk [20].

Le présent travail a pour objet de trouver une généralisation de ces

différentes théories suivant une classe & de représentations unitaires

irréductibles d'un groupe compact.
Dans le chapitre I, nous rappelons certains résultats connus sur les

fonctions zonales sphériques, les représentations induites et les fonctions

traces sphériques de type é.

Dans le chapitre II, nous identifions l'ensemble Xm(‘.}(:;(G)) des repré-

sentations irréductibles de dimension finie m de l'algébre de convolution

&
X 6(G) et I'ensemble S?(G) des fonctions sphériques de type & et de hauteur

m ; ce qui nous permettra de définir la transformation de Fourier sphéri-

que de type 6 comme la transformation de Guelfand généralisée associée 2

¥ ~ . k - ’ . . -
I'algébre non commutative ¥ 6(G). Si la classe des représentations unitaires

irréductibles é du sous-groupe compact K de G est triviale, on retrouve la

transformation de Fourier sphérique usuelle.



Le paragraphe II-III est consacré a l'application au groupe produit

semi-direct G = Ax, K ol o est 'homomorphisme correspondant.

Le chapitre III traite essentiellement de la construction d'une

représentation induite, d'une représentation de 1-cocycle 3 gauche du

groupe G = A x, K et de leurs applications ; on y €tudie aussi les

représentations unitaires sphériques de type &, généralisant ainsi les
représentations unitaires sphériques.

Dans le paragraphe III-III, nous prouvons que toute représentation
unitaire irréductible admettant un vecteur K-d-invariant non nul est
sphérique  de type é. Cette démonstration a été faite par A. Wawrzynczyk

[20] dans le cas particulier ou & est triviale et de dimension 1.
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CHAPITRE I

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous rappelons les résultats et les définitions qui seront

fréquemment utilisés dans la suite de ce travail.

§ I-I) NOTATIONS - RAPPELS

1) Intégration

Soient G un groupe topologique localement compact et K un compact de G.
On note % (G, K) I'espace des fonctions complexes continues sur G a sup-
port contenu dans K. ¥ (G, K), muni de la topologie de la convergence uni-

forme, est un espace de Banach.

: = , K).
Posons K(G) K%G K(G,K)

Si p est une mesure de Radon sur G, la valeur de p au point fe ¥ (G) etle

support de p sont respectivement notés p(f) ou IG f(x) du(x) et supp(p).

M(G) désignera l'espace vectoriel des mesures de Radon sur G, MLG) le

sous-espace vectoriel formé des mesures bornées sur G et si K est un sous-
%

groupe compact de G alors ¥ (G) est 'espace des fonctions fe K (G) qui sont

biinvariantes par K (ie. f(kjx ky)) = f(x) V k;, ke K etxe G).
Soit p e M(G). Pour 1 <p < oo, les espaces de Banach LP(G, p) = LP(G)
ont la signification habituelle et leurs normes sont définies comme on sait

par:

e, = (fg ! fOPAdu))™ si 1sp< oo
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Il fll,, = ess. squ I f(x) | si p=o
Xe

Pour toute fonction complexe f définie sur G, on pose

v -~ _
f(x) = f(x1) ; f(x) = f(x1)
) = f(s71 x) et f(x) = f(x s)  quels que soient s, x € G.
Soit p une mesure de Haar 2 gauche sur G. Cette mesure que nous noterons
souvent dx, est unique a un facteur constant pres.

La mesure de Dirac au point a € G est notée ¢,.

Le module de G, not€é A est défini par la formule :

[ g fxs™) dux) = Ag(s) [ fGx) dp(x)
pour toute fonction f e K(G).

Si une mesure p et une fonction f sur G sont convolables, on définit la

convolée de p et de f en posant

o f(x)

[ fortx) du(y)

fx nx) = [ fxy'D) Agy™D du(y)

Si peMIG) etsi fe LP(G) 1<p< o alors

u* LP(G) € LP(G). En particulier, on a: f x &5 (x) = f(xa'l) Ag(a’l).
Le groupe G est dit unimodulaire si Ag(s) =1 pourtout se G.

Soit H un sous-groupe fermé de G et G/H l'ensemble des classes a gauche

x = xH. Muni de la topologie quotient, G/H est un espace topologique locale-

ment compact et G opere continiment et transitivement 2 gauche dans G/H

par l'application (g, Xx) —— gx=(gx)H ot ge G, xe G/H.
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L'espace G/H, muni de cette opération est appelé espace homogéne des
classes a gauche modulo H (I'espace homogéne des classes a droite modulo H
sera not¢ H\G).

Définition 1I-I-1 : Une mesure positive A sur G/H est dite quasi-

invariante si pour tout g € G ; la mesure gA est équivalente a A.

Remarque I-I-2 : Pour qu'il existe sur G/H une mesure positive non nulle
invariante par G, il faut et il suffit que : Ag(h) = Ayx(h) V he H.

Soit E un espace vectoriel complexe.
Une fonction o de G x G/H a valeurs dans Aut E est un 1-cocycle & gauche,

si @ vérifie les relations suivantes :

1) o X)=1f

2) ofst, x)= o, tx) ot,X) Vs te G et xeGH.

2) Transformation de Fourier sphérique

Soit A une algébre normée involutive commutative.

On appelle spectre de A et on note X(A), l'ensemble des caractéres de A.
Pour tout xe A, la transformée de Guelfand de x est l'application notée 9x
de X(A) dans C définie par :

Ix:X(A)— C
X — X(X)

L'homomorphisme x +— 9x de A dans ¢ X(A) est appelé la transforma-

tion de Guelfand associ€e a l'algébre A.

Soient G un groupe localement compact et K un sous-groupe



compact de G tels que (G, K) soit une paire de Guelfand (i.e. I'algebre de
convolution ‘,K?(G) est commutative).

Définition I-I-3 : Une fonction sphérique (ou zonale sphérique) sur
G relativement 2 K est une fonction ¢ continue sur G biinvariante

par K, telle que l'application f +—— X(f) = IG f(x) (x"dx  soit
un caractére de l'algébre de convolution ‘JC#(G).

Proposition I-I-4 : Soit ¢ une fonction continue sur G, biinvariante
par K et non identiquement nulle. Les propriétés suivantes sont

équivalentes

a) ¢ est une fonction sphérique relativement a K

b) V x, ye G, IK o (xky) dk = ¢(x)9(y) ou dk désigne la mesure de

Haar normalisée du sous-groupe K.

c) p(e¢) = 1 et pour toute fonction fe ‘.IC* (G) il existe un nombre

Agp tel que fx¢ =Ap @.  (Voir [5] Prop. 22-6-7 pour une démonstration).
Notons S(G/K) l'espace des fonctions sphériques bornées sur G relati-

vement au sous groupe compact K. On montre que si ¢ € S(G/K) l'applica-

tion f x(p(f) = IGf(x)¢(x‘1)dx est un caractére de ‘.K'." (G) et tout caractere

de K* (G) est de cette forme (cf. [7] ch. IV), par conséquent S(G/K) peut

s'identifier 2 X(X*(G)).  Ainsi on a :

X(X*G) of ¢

F \_——9/ Ft

S(G/K)



et FfoF=9 1.

La transformée de Guelfand d'un élément f de ‘.K'.# (G) peut donc Etre identi-

fiée a la fonction complexe &F f définie sur S(G/K) par Ff(¢) = I C‘f(x)(p(x’l)dx.

¥ f est appelée la transformée de Fourier sphérique de la fonction f et

lapplication & :f +— Ff de K (G) dans €g(S(G/K)) est appelée la
transformation de Fourier sphérique. C'est encore la transformation de

Guelfand associée a l'algébre commutative ‘K.‘ (G).

§ I-II) REPRESENTATION INDUITE

Définition I-II-1 : Soient G un groupe topologique et E un espace

de Banach complexe. On appelle représentation continue de G

dans E, un morphisme g — Ug de G dans le groupe GL(E) des
automorphismes de E tel que l'application g —— Ugv de G dans E

soit continue pour tout veE,

La dimension de E s'appelle dimension (ou dégré) de U et se note
dimU. Une représentation U est dite triviale si Ug est 1'application identique

1 pour tout geG.

Nous renvoyons a A.O. BARUT [1], a F. I. MAUTNER [11] et a S. TOURE [16]
pour une étude détaillée des représentations des groupes.

La notion de représentation induite, due a G. MACKEY, permet de
construire les représentations d'un groupe a partir de celles de certains de

ses sous-groupes. (A. WEIL a développé le cas des groupes compacts et G.

FROBENIUS celui des groupes finis).
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Dans ce paragraphe, nous donnons une méthode de construction d'une

représentation unitaire induite d'un groupe localement compact et séparable

G

Soit K un sous-groupe fermé de G, L une représentation unitaire de K
dans un espace de Hilbert ¥ etp une mesure quasi-invariante sur l'espace
homogeéne X = K\G = {Kg, ge G}. Considérons l'ensemble % L de toutes les
fonctions u sur G a valeurs dans ¥ et vérifiant les conditions suivantes :
a) L'application g —— (u(g), v) est mesurable (V v e %).

b) ukkg) = L, u(g) Vke K, ge G
c) IXII u(g)II2 du(g) < ;g= Kg et ILIl est la norme de l'espace de Hilbert % .

On montre (cf. [10]) que l'espace %L est isomorphe a l'espace L2(X, i, %) des

fonctions de carré p-intégrable sur X a valeurs dans % et que cet isomor-

phisme est donné par la formule : u(g) = Lkgff (g) ou kg est le facteur de g

dans la décomposition de Mackey (g = kg sg).

On rappelle que la forme hermitienne définie positive sur %L est

donnée par la formule :  (uy SUINEEE Ix (ui(g), u2(g))% du(g)

L
Proposition I-1I-2 : L'application g, —— U

g, définie par

L 1/2 du(gg,)
Ug u® =[pg (@] u(gg,) on pg ® == .°7 est la dérivée

dp(g)

de Radon-Nikodym de la mesure quasi-invariante p de X, est

une représentation unitaire de G dans % L. (cf. [1] ch. 16 lemme 2).
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C'est 1a représentation de G induite par L. On la note g;léL).

UL st appelée représentation monomiale si L est de dimension 1.
La proposition suivante permet de justifier l'existence des fonctions non

identiquement nulles et vérifiant les conditions a) b) et c).

Proposition 1I-II-3 : Soit w une fonction continue de G dans %
et a support compact. La fonction W définie par :

W@ =[g Ly wkg)dk o dk
est la mesure de Haar sur K, est une fonction continue sur G et

appartenant 3 % L.

Preuve : La fonction w étant continue sur G et a support compact D, est

donc uniformément continue ie pour tout € > 0, il existe un voisinage

compact V de ¢ (e élément neutre de G) tel que si g-llgz € V alors
Il w(gy) - w(gy) ll<e.

Soient g e G et ge g V.

I %(@) - Mg = I (Lilwikg) - Ly wikg,))dk I

= ijDv_lg Ly (wikg) - wikg,))dx I

< anDV_lg I wikg) - wikgy) Il dx
(0]

IA

£ mes (KnDV'lg 1)
0
FaN N
et w est continue sur G. D'autre part, pour tout élément k, de K on a

A -1 -1 A
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etsi ge KD, G/(g) = 0  par conséquent we %L,
CQFD.

Considérons une application g +—— Bg de G dans l'ensemble des
opérateurs unitaires de ¥ et qui vérifie les conditions suivantes :

1 Bkg=]q(Bg VkeK, ge G

2) L'application g +—— Bg est faiblement mesurable.

Soit sg l'unique élément de G tel que Kg = K kg Sg = Ksg et ksg go le facteur

8
de la décomposition de Mackey de sg g,.

La proposition suivante permet de définir directement la représentation

L
g—U

g sur l'espace de Hilbert L2(X, p, %).

Proposition I-II-4: Soit K un sous-groupe fermé de G et L une

~ L
représentation unitaire de K dans % . L'application g, — Ug
(1]

définie par

~L . . 1/2 -1 ~

Ugo u(g) = Pg, (g) Bg Bgg U (g g8,) est une représentation
de G dans L2(X, p, %).

. . ~ L _ du(xge)q1/2
Si Bg = Lkg etg = x alors Ugou (x)= [—du(x) ]

cf [1] ch. 16 prop. 5 pour une démonstration.

L u .
ksg Zo (xgo)

Remarque I-II- 5 : Considérons l'espace X = G/K des classes a gauche

Pl A\
suivant K. L'espace %L de 1a représentation UL est tel que :

-1 ~ AL A1/2 -1 N
u(gk) = Ly u(g) Vue %L et Ug u(® = pg (&) u(g, g) ol
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du(g, &) L
ago(g) = —>= et l'action de Ug  sur L2(X,p, %) est donnée par la
dp(g) ¢
~L . 1/2 Al A -1 -
formule : Ugo u(g) = Pg, (2) Bg Bgo-lg u(g, 9) ou encore
-1
~L du(gyx) (172 -1 -1 R A
Ugo ux) = (m) L“go_l Sg u(g, x) on g— B g est tel que
Bkg =L Bg et g— B g est faiblement mesurable.

Soit T un opérateur linéaire continu sur .

Définition I-II-6 : L'opérateur T est dite tracable si pour toute

base hilbertienne (ej) de 3, la serie numérique > (Tej , ej) est

absolument convergente et sa somme est indépendante du choix

de la base (ej). Le nombre > (Tej, ej) est appelé trace de T et est

noté Tr(T).
Nous allons rappeler un théoréme fondamental pour la construction du

caractere des représentations induites en dimension quelconque.

Théoréeme I-I1-7: Soit ¥ = L2(X, p) et T un opérateur tracable

défini par le noyau continu h : X x X — €. Alors la fonction
x — h(x, x) est intégrable et Tr(T) = IXh(x, x)dx. (cf. [7] ch.IV).

§ I-lII  FONCTION TRACE SPHERIQUE DE TYPE §

Soient G un groupe localement compact unimodulaire, K un sous-groupe

A
compact de G, K I'ensemble des classes d'équivalence de représentations

unitaires irréductibles de K.

Pour toute classe & de 12 , notons &5 le caractere de 8, d(8) le degré de &

v
et Xg= d(d) &5. Si & est la classe des représentations contragrédientes
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/N — 4 1]
de 6 dans K ,ona Xg= Xy et on vérifie aisément grice a la relation d'or-

thogonalit¢ de Schur (cf. [12] §4 Th 2-2). que : zg * x»g-—- Xg .

Pour toute fonction f e ¥(G), on pose :

1) = X5 » f(x) = [ x5k fkx)dk

fgx) =+ X5(x) = ijs(k-l) f(xk)dk
(ou dk est la mesure de Haar normalisée sur K).
et Ks(G) ={feX(@G) , f=5f = fg}.
On montre que X §(G) est une sous-algebre de X (G) et que I'application
fr X5 « f+ X5 estune projection de K(G) sur X 5(G).
Soit U une représentation de Banach de G sur E, on pose P(8) = U(ia) et
E(3)=PQd) E.
Si g= Ta * f * 3.78 ona P@) U(f) P(6) = U(g) Ve K(G), ainsi E(8) est
stable pour U(f) (f € X §(G)) et en notant Ug(f) la restriction de U(f) a
E(3), on obtient une représentation f +— Ug(f) de K 5(G) sur E(3).
Soit §.(G) l'ensemble des fonctions f de ¥ (G) qui sont centrales par K
(i.e. f(kx) =f(xk) Vke K et x e G).
4.(G) est une sous-algébre de 3 (G) et l'application f +— f , avec
fxx) = IKf(kxk'l)dk, est une projection de ¥C(G) sur 4.(G).
Pour deux éléments f, g € K (G), on a les propriétés suivantes :

(fg * gk = fg *gg = (F+ gk
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et (ES*f)K=§5*fK,(f*§5)K=fK*§5.

Posons % 5(G) N 4c(G) = K (G).

K‘S(G) est une sous-algebre de ¥ (G) et l'application f +— ES * fgr  est une
projection de ¥ (G) sur K‘S(G). (Cette algébre non commutative ‘.K‘."S(G) a
été définie par G. Warner dans [18]).

Remarque I-ITI-1 : Si § est une classe de représentations triviales de

dimension 1 de K, tout élément de Kﬁs(G) est biinvariante par K. L'algebre

‘J(‘."S(G) s'identifie donc a l'algebre ‘.K‘.t(G).

Proposition I-III-2 : Soit K un sous-groupe compact de G et U
une représentation de Banach topologiquement irréductible de

G sur E. Alors l'ensemble des opérateurs US(f)’ fe ‘K."S(G) est le

centralisateur de la représentation k + UB(k) de K sur E(3).

cf. [18] Prop. 4.5.1.7 pour une démonstration.
Remarque I-III-3 : Si la représentation k — UB(k) de K sur E(8) se dé-

compose en m représentations irréductibles équivalentes, on montre que
le centralisateur est isomorphe a l'algebre M ,(C) des matrices carrées
d'ordre m. Par conséquent, d'aprés la proposition précédente, il existe un
isomorphisme Ug(f) — US(f) de l'algebre {U8(f), fe ‘K."S(G)} sur M (T)

oun f— US(f) est une représentation irréductible de dimension m de

K'5(G) avec tr(Ug(H) = d) t(ug(D). ¥ fe Kk(G).
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Définition I-III-4 : Une paire de représentations u = (ug, up) est une
représentation double de K sur un espace de Banmach E si E est un K-

module de Banach a gauche relativement a uj et un K-module de
Banach a droite relativement a uj tel que;

ul(k)(x u2(k)) = (up(k)x)u2(k) vxe Eet ke K.

Définition I-III-5 : Soit u = (uy, up) une représentation double
de K sur un espace de Banach de dimension finie E. Une fonc-
tion ¢ est dite u-sphérique si ¢ est une fonction continue de G
sur E telle que :

e(ky x k2) = uy(k;) p(x) u2(k3) Vky;,koe K xe G

Soit uy une représentation unitaire irréductible de K dans la classe duale g

sur un espace Eg Pour tout endomorphisme T de Eg , on définit le nombre

suivant o(T) = d(g)tr(T). On montre que pour tout

Te Fy= Homg(Ey, Ey)ona: T-= fx Ug(k'l) cl[uv8 (k)T)dxk.
Proposition I-III-6 : L'algebre ‘.}Ctg(G) est isomorphe a 1'algebre
U, 5(G) des fonctions continues a support compact y de G dans
Fg: Homg (E5 , E5) et qui vérifient la relation :

v(ky x kp) = U-g(kl) v (x) U»g(kz)

i )
Preuve : Soit fe ‘}C"S(G). Posons wf(x) = IK uy (k') f(xx)dx. On montre

) o )
facilement que Ve U §(G). L'application f +—— W, est injective. En effet :



17

Ve K35G), 100 =%p* f0) = [ 2g(0) - Tx)dk

b
= [ olug(cD) f(o0)dic= oy (0)
fr— w? est surjective. En effet : Soit y € U §(G). Posons f(x) = o(y(x))

f(xx x'1) = o(ykx k1)) = o(ug(k) \v(X)U};(k'l))

=o(y(x))=f(x) donc fe 4.(G)

et g« f(x) = jK X 5(k) f(k1x)dk = d(§) jK 2 (K)tr (v (x 1x)dk

=d(3) [y ) o(y(1x))dk
=d(d) [ ) ok y(0) dk

= d(3) tr(w(x)) = f(x) donc fe X 5(G).

b b
Il suffit de prendre v f= vV oet fr— Ve est surjective. D'autre part :

5 8 5 . 8
Vi * ¥ = [ vl v, (v d)

= IG (‘[K llsg(k'll) f(klxy)dkl) (IK “‘g(k-zl) g(kzy-l)dkz)dy
=lalx [k “‘5(“-11“-21) f(k;xy)g (kpy Ddk dk,dy
= [k TG [k ok )Rk xy kg (v D)k dkydy

=[x Jg oD flxy) g(yl) dydk= [pue () fx g (kn)dk

)
= ‘Vf* g(x)
CQFD.
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On considére une représentation de Banach irréductible U de G sur E.

A U
Définition I-III-7 Soit &e XK. La fonction y 5 sur G définie par:
U e -
\|18(x) = tr(P(8) Ux) P(8)) est appelée fonction trace sphérique de

type & correspondant a la représentation U.

U .
Si & est contenue m fois dans la restriction de U 4 K alors y 5 est dite de

U
hauteur m et est notée ht v 5= Uk - 9).

U
Proposition I-III-8 : Soit y 5 une fonction trace sphérique sur G

de type 6. Alors :

U U
(i) v g(kx k'l) = y5(x) VxeG, ke K
.. U U U
(i1) 25*\|18(x)=\|18*x5(x)=\|18(x) vV xe G.
cf. [19] Prop. 6.1.1.1. pour une démonstration.
Proposition I-ITI-9 : Soit y une fonction quasi-bornée sur G. La

fonction y est proportionnelle a une fonction trace sphérique

de hauteur 1 si et seulement si

v [ vikx klydk = y® v() Vx ye G

On pourra retrouver une démonstration dans G. Warner [19] Th. 6.1.1.7

Définition I-III-10 : Une semi-norme p sur G est une fonction

positive semi-continue inférieurement et bornée sur tout compact

de G telle que:
pxy) L p(x) p(y) Vx,ye G.
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Remarque I-III-11 : Soit p une semi-norme sur G. On désigne par

p‘]C(G) I'algebre de Banach complétée de l'algébre ¥ (G) obtenue a partir
de la p-norme |l . IIp définie par : |l f IIp = IG Il f(x) Il p(x)dx V fe K (G).

On montre que le produit de convolution est continu pour cette norme

. ‘2 R #
. IIp et on définit comme précédemment les sous-algébres pr. 5(G) et

p‘.'K.S(G) de l'algebre p‘}C(G).
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CHAPITRE 11
TRANSFORMATION DE FOURIER SPHERIQUE DE TYPE 3

Soient G un groupe localement compact unimodulaire et K un sous-

groupe compact de G.
Dans ce chapitre, nous trouvons une généralisation de la transfor-
mation de Fourier sphérique que nous appelons la transformation de

Fourier sphérique de type 8. Cette transformation est obtenue aprés avoir

défini une transformation de Guelfand associée a l'algébre non commutative

* . .
X §(G) (transformation de Guelfand généralisée) et établi une correspon-

dance biunivoque entre les espaces Xm(‘.}C%(G)) et ng(G). Dans le paragraphe

II-III, nous étudions les applications au groupe produit semi-direct

G = Axyg K d'un groupe localement compact abélien A et d'un groupe

compact K relativement a2 un homomorphisme o.

§ II-I1 FONCTION SPHERIQUE DE TYPE §

Définition II-I-1 : Une fonction f sur G a valeurs dans un espace
de Banach est dite quasi-bornée s'il existe une semi-norme p sur G

telle que
su I £(x)II ¢ oo
xe% p(x)

Définition II-I-2:Soit & ¢ K. Une fonction sphérique ¢ (sur G) de

type o est une fonction continue quasi-bornée sur G i valeurs

dans Homg (E, E), (E étant un espace vectoriel de dimension finie)
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telle que :

(i) o(kx k'1)=o¢(x). (x€G , keK)
(i) Xg+0 = 0= 0x2Xg

(iii) L'application ug £ o) = IG f(x) ¢(x)dx est une représen-
tation irréductible de 1'algébre fK.%(G).

(La représentation ug est continue pour la norme Il . Ilp).

Deux fonctions sphériques ¢; (i = 1, 2) de type & a valeurs dans Homg (Ei, Ej)

sont équivalentes s'il existe une bijection linéaire Q : E;— E, telle que

0,(x)=Q¢,x) Q1 (vxeG).

Remarque II-I-3 : Si & est une classe triviale de dimension 1 de K, les

fonctions sphériques de type & s'identifient aux fonctions zonales sphériques.

Proposition II-I-4 : Soit ¢ une fonction continue quasi-bornée sur

G a valeurs dans Homg (E, E) telle que ¢g =¢ et Xgx o =¢.
La fonction ¢ est sphérique de type & si et seulement si :

[ o(kx k'ly) dk = ¢(x) 9(y) V x,ye G.
Preuve Soit ¢ une fonction sphérique de type 8. Comme pour tout f € K (G),

v —
¢K(f)=¢(fK) et 28*(1)(f) = f « 28*4)(1): ¢(25* f) ona:
V ge K(G), ofg g = o((fg * 2k) = o(fk * gK)

= ¢(E8*fK* gK*Es) = “¢(58*fK*gK*EB)

(X5 * fK) ug(gK * X5) = ®(f) 6(2).
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Et comme ¥ (G) est dense dans M. (G) on a
Vip,ve M(G): o(ug * v) = ¢(n) ¢(v) etenposant p=¢g; et v = €y ona:
[k o(kx kly) dk = 0(x) 6(y) car (eg)g * £y(9) = (ex)g (by) = (Oy)g (X).
Réciproquement si IK okx k'ly) dk = ¢(x) ¢(y) Tl'application
fr— I G f(x) ¢(x) dx est une représentation irréductible de ‘JC;(G)
(cf. [19] Prop. 6-1-1) et par conséquent ¢ est sphérique de type 6.
CQFD.
Nous allons montrer que l'existence d'une fonction sphérique de type & sur

G de hauteur non nulle est toujours liée a l'existence d'une représentation

de Banach irréductible du groupe G.

Proposition II-I-5 :Si U est une représentation irréductible de

Banach de G dans un espace E telle que & soit contenue dans la

U
restriction de U a K, alors il existe une fonction ¢ 5 définie sur G,

sphérique de type 3.

La fonction q>l;3 est dite associée a la représentation U.
Preuve Soit l'algebre 1(6) = €(K) = 58 = {f« TS, fe 8(K)} qu'on identi-
fie a l'algebre Ml d(§) (C) des matrices carrées d'ordre d(8) a coefficients
complexes. L'application bilinéaire (¢,f) +— ¢+ f de I(5) x ‘J(.#S(G) dans

¥ (G) induit une unique application linéaire du produit tensoriel

1(8) ® ‘JC;(G) dans X (G), lequel produit tensoriel est isomorphe a la sous-
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algebre K 5(G) de K(G) (voir [18] Prop. 4.5.1.8). Si ug est une représen-
tation irréductible de ‘,K.%(G) et si 1d(8) est la représentation triviale de
I'algébre 1(3) alors 1 d(8) ® ug est une représentation irréductible de
1) ® ‘,K.E(G) et réciproquement. Ceci permet d'identifier I'espace E(8) au
produit tensoriel’d'un K-module &get de I'espace Egdes représentations
irréductibles f — ug(f) de ‘K.%(G) et par conséquent les endomorphismes
Ug(f) et 1 ® ug(f) pour tout f e "K,%(G) grice au diagramme suivant :

68®E8 1®ug(f) . 68®E8

E@®) Ug(f) . E@®)
., U . ‘- <
Soit y 5 la fonction uyy S-Spherlque sur G donnée par la formule :
U
v (x) = P(8) U(x) P(3).

Posons \y;,JK(x) = [ Us® wlsj(x) Ug(k-1)dk.

Comme \y;’J K(x) commute avec Ug(k) (V ke K),

alors w;fK(x) € Homg (E(3), E(8)) (d'aprés I-III-2) et il existe une fonction
quasi-bornée ¢l§ sur G a valeurs dans Homg (Eg ; Eg) telle que

U U e g . .
WS,K(X)= 1 ®¢8(x) et qui vérifie les relations suivantes :
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U U U U
dkx k) =0 5(x) et Xx5*dg=05.
En effet :

i) Vxe G, keG, 1® ¢g(kx k) = \V;’JK(kx k1)
= Jk U5(k')\|;g(kx k1) Ug(k' -1y dk
or wslx kD) = Ug®) wg(x) Ug(k)
donc 1® ¢I§(kx kh = w;,JK(x) =1Q® ¢I§(x) et ¢I;(kx k1) = ¢15J(x).
(i) VxeG, 1®(xg=* ¢g)(x) =1® [ x5(k) ¢g(k'1x)dk

U
= IK X 5(k) Ws,K(k'lx)dk
= [g x50 Us (k' hy EK(x)dk
U -1
= v5 k) [ g 50 (1 ® ug (k))dk
U -1
= WS,K(X)[I ® [ o(ugk)) ug (k'1)dk]

U U
= WS,K(X) =1® ¢5(X)
u U . &
et Xg+¢5=05. Dautre partsi fe Kg(G) ona:
U U U
18 [0 0500dx = [ £ (1 ® ¢ 5(x))dx = [ 5 (0 yg 1 (x) dx
= [l o wg(kxk'l)dk dx
= P(8) ([ 5f(0 U(x)dx) P(8) = U(Xg « f + Xg)

= Ug(® = 1 ® ug().

. U U
Ainsi ug(f) = IGf(x) ¢8(x)dx , par conséquent ¢ 5 st sphérique de type 3§
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et wg : x — d(d) t1(¢laj(x)) est la fonction trace sphérique de type & corres-

pondante.

CQFD.

§ II-II TRANSFORMATION DE FOURIER SPHERIQUE DE TYPE 5

Soit @ une algébre normée involutive complexe et Xmp(Q ) l'ensemble des

représentations unitaires irréductibles de @ de dimension finie m.

Définition II-II-1 : Pour tout élément f de &, nous appelons

transformée de Guelfand généralisée de f, l'application notée Q3f

de X (Q) dans 1'algébre M ,(C) des matrices carrées d'ordre m

définie par

ur— u(f)

L'homomorphisme f — Qfde & dans M m(q:)Xm(Q) est appelé la

transformation de Guelfand généralisée associée a 1'algebre Q.
Si l'algébre Q est commutative, les représentations unitaires irréductibles de
& sont de dimension 1, donc s'identifient aux caractéres de €@ et on retrouve

la définition de la transformation de Guelfand usuelle.

m
Soit S5(G) l'ensemble des fonctions sphériques de type & sur G de hauteur

m. Nous allons montrer que si ¢ est une fonction de Slg(G), il existe une re-
P . b i
présentation qu e Xnph(X §(Q) telle que ug(f) = I G f(x) ¢(x)dx et réciproque-

ment . Ce qui permettra d'identifier les espaces Slg(G) et Xm(Kg(G)) et

ensuite définir la transformation de Fourier sphérique de type 3.
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Définition II-II-2 : Un idéal a gauche J dans une algebre
associative @ est dit régulier s'il existe un élément wue ¢ tel que

xu = x modJ pour tout xe Q.
Lemme II-II-3: Soit p une semi-norme sur G, I un idéal a gau-
che régulier maximal dans 1'algebre p‘J('. 5(G) et J={fe p‘J('. (G),
Zgrg+xfxX5e L, Vge ;K (G)). Jest un idéal a gauche régulier
maximal dans X (G), I=1n ;K 5(G) et f+Xg5=f modJ V f epX (G).
Preuve : Jest un idéal a gauche dans ;X (G) (évident). Comme I est régulier,
il existe u e p‘K.S(G) tel que k xu = kmod]I Vke p?CS(G).
VEge pK(G), Xgxgx(fxu-H+Xg=XgrgsfsrusXg-Xg+gsfsXg
=hsxu-h ou

h=%Xgxg+fxXge pKgG) donc fxu-feJ et par conséquent J est
régulier. Comme X+ g« (f+Xg5-f) «+ X5=0 alors fxXg5-feJ et
f+ X5 = f mod J. Montrons que I =1Jn p K 5(G).

Comme I est un idéal maximal dans p‘K. §(G) il suffit de montrer que
InpXK 5(G) est non triviale et contenant I.

TnpX 5(G) * p X §(G) car u¢ J sinon pour tout fe p‘K.(G), f « uelJ
etf=(fxu+f)+fxuel i J= p‘K.(G) (contradiction) et si fe I
ona:Xg+g+fsXg= Xgx*g +Xgxfel (Vge p X (G)) alors feJ ainsi

donc I C J, par conséquent I =J p‘K. §(G). Montrons que J est maximal.
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Soit J' un idéal 2 gauche contenant J et tel que I' # (XK (G). D'apres le méme
raisonnement que précédemment I =17 N K §(G).
Soit fel,f+Xg5-felCTI=>fxXgel

= Xgxgxf+xX5e T

= Xgxg+fxX5e 1N pK5G) =1

= fel.
CQFD.

Lemme II-II-4 : Soit une fonction continue y sur G telle que

V=YK ,X§ *V =y. Les conditions suivantes sont équivalentes

3
i vExg=v(@Eg=*xDh vV ige XsG)
y y b
(i) fxy=yxf vV fe X §5(G)
Preuve : Onsaitque: w®= t+yD=vyst() Ve K(G)

) o+ +vD=vx(@Es+H')
\" v v A"
& gxfxy() =y« «g(l)

Vv Y *
o fxy@)=vxf(g). VI ge KsG).
CQFD.

Lemme II-II-5 : Soit une fonction continue y sur G telle que
V=Yg »Xg#* V¥ =Vy. Soit p une semi-norme sur G telle que
lyx) I < Mp(x) V xXe G (M > o), p‘JC (G) I'algebre de Banach corres-

pondant a p. S'il existe une représentation irréductible de dimen-
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sion finie ug de X 5(G) telle que :

v(® = dG) trug®) Vv fe K5(G). Alors :
v v
(1) f xy=yxf erpKS(G)
(i1) Illf: {fe pﬁ(‘. §(G) , }’ * ¥y = 0} est un idéal bilatére régulier
de p‘K.g(G).
(iii) fe Iwﬁ SCS(G) = u5(f) = 0.

Preuve : (i) Si y(f) = d(8) Tr(ug(f)) onay(f+ g =vy(gx0) VI ge ‘K.%(G) et

%, * Y = % ¥ Vfe ‘.}C%(G) (d'apreés II-1I-4). Comme ¥ (G) est dense
dans p‘.}(‘.(G) et que l'application f +— X5 x fg est une projection continue de
p‘.K'.(G) sur p‘}CqS(G) alors ‘}Ché(G) est dense dans p‘.}(.%(G) et ¥ * Y =Y % %I
Vfe p‘.}(.%(G). L'égalit€ demeure si on remplace f par g x f (ke K) car

{ g *f;fe p‘}C%(G) } est total dans p‘.}(‘. S(G)‘ (cf. [18] Th. 4.5.1.11).
vV v
(ii) La relation (i) et 1'égalité (f « g)v = g x f permettent d'affirmer que

I, est un idéal bilatere de p ¥ 5(G). Montrons que Iy est régulier.

Prenons u EK%(G) tel que ug(u) soit I'opérateur identique dans l'espace de
. . .. v v )
la représentation ug. Ainsiona: yxu=usxy=y etsi fe p‘JC S(G)

alors (f*u—f)v*w

Il
c<
*
rh<
*

<

]
<
*

<

il
=
*

<
*
)

]

)
*
<
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Par conséquent f * u = fmod IW'
3 v v v
(iii) feI\Vn‘K,S(G): fry=0= g+ f+xy(l)=0=2vy(f*xg=0.

= wr(ug® uz®) =0 Vge K3(G)

= ug(f) = 0 . La réciproque est évidente
CQFD.

Théoréeme II-II-6 : Soit y une fonction continue quasi-bornée sur
G telle que yg =y et Xg5* y = .

y est une fonction trace sphérique de type & et de hauteur

m si et seulement si, il existe une représentation irréductible ug

de dimension m de K%(G) telle que :

y(® = [ of0 y(x)dx = d@) trig®) Ve K5(G)

U
Preuve : Soit y 5 une fonction trace sphérique de type & et de hauteur m

correspondant a la représentation de Banach U de G. D'aprés I-III-3, il

existe un isomorphisme F : Ug(f) — ug(f) de {Ug(f), fe ‘K%(G)} sur
M ,(C) ou ug est une représentation irréductible de dimension finie m

de 'algtbre K5(G) avec t(Ug(D) = d(3) tr(ug(f)) V fe KL(G)

et Wg(f) = tr(P(8) U(f) PB)) = tr(Ug(f))
= d(®) t(ug)) Ve K(G).
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Réciproquement, soient I une extension maximale réguliere de I\Il

(lemme II-1I-5) dans ,K5(G) et 1= {fe (K(G), Xgxgxfxxgel,

Vge p‘K,(G)}. Considérons la représentation de Banach irréductible U de G
sur E = p‘.K.(G)/J. La représentation f — U(f) de p‘.K.S(G) sur p‘K.S(G)II est
équivalente a la représentation f = Ug(f) de p‘JC S(G) sur E(8). En effet : la
projection P(3) est définie par : P(8) (f + J) = U §)(f + J) = X § * f + J. D'autre
part fxXg=fmod) Vfe pX(G). Donc f +— f +17 est un homomorphisme

de p‘K. 5(G) sur E(0) etcomme I=1n p‘K. 5(G) alors Uy = Us,.
U
Soit\y5 la fonction trace sphérique de type 8 correspondant a la repré-

U
sentation U de G sur E, ona vy S(f) = tr(Ug(f)= t(Uy(f)) Vfe p‘K.S(G). En
outre, comme I\Il est un idéal bilatere de p‘K.S(G), on a pour tout €lément

b
fe Ly nKgG), Upf) =0 (cf. II-II-5).
Soit n la hauteur de vy 5 - il existe une représentation irréductible de dimen-

sion n, f > vg(f) de ‘.K.%(G) telle que \yg(f) = d(®) tr(vg(f)) Vfe ‘.K.E(G)
d'autre part

Vfe I\Il N fK‘.%(G) e ug(f) =0 = Uf) = 0= vg(f) = 0 par conséquent

ug = vgalorsm =n, (ie htw?: ht y) et

v(D) = d(3) tr(ug(®) = d(3) tr(vg(f)) = v g(f) donc y = wg-
CQFD.
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Corollaire II-II-7 : Soit y une fonction continue quasi-bornée sur
G. Si y est proportionnelle & une fonction trace sphérique de type

3 de hauteur 1 alors :
v
vf * v = dB) tr(ug(f)) v  pour tout fe K5(G).
3
Preuve : V fe Kg(G),
£+ w0 =g vy ody = [g dk [ g fky kD) wiky k'lx)dy.

= [ ([ g vy kK'1x)dk) fy-Ddy.

\v(l) IG vy (x) f(y'Ddy (d'apres I1-111-9)

_ v(x)

(D) 4® ().

CQPFD.
Corollaire II-II-8 : Soit ¢ une fonction continue quasi-bornée de

G dans Homg (E, E) ou E est un espace vectoriel de dimension

finie telle que PK =0 etXg x¢= 0.

¢ est sphérique de type & si et seulement si pour toute fonction

fe SC%(G), il existe un endomorphisme wug(f) de Eg tel que

v
fxo=ug(f) o
Preuve : Supposons que ¢ est sphérique de type 6.
s
Vie KB, fxo() =gy olylxdy = [y dk [ () o(yx)dy

= [l K f&ky ' k1) o(ky k'lx)dy dk



32

=[5 fy') o) e(x)dy = ¢(x) lg F(Y) o(y) dy
= 9(x) ug(f)

v
Réciproquement supposons que pour tout élément f de K%(G), fxo = ug(f).o.
fxo(x) =[fy) o(yx)dy = [ 5] gfky kD) o(ky k-1x)dydk

= [ I kD elky k'1x)dydk
b4
ug(f) o) = o) [ f(y'1) o(y)dy

A%
£+ 0(x) - us(f) 00 =[ I [o(x) 0(y) - golky klx)dk]dy = 0 V fe X}(G),
donc [y o(ky k'Ix)dk = 9(x) @(y) et la fonction ¢ est sphérique de type 3.

CQFD.
Ce corollaire II-1I-8 donne une généralisation d'une propriété

fondamentale des fonctions zonales sphériques (proposition I-1-4).

Théoréme II-II-9 : Soit ¢ une fonction continue quasi-bornée

sur G a valeurs dans Homg (E, E).

La fonction ¢ est sphérique de type & et de hauteur m si et

seulement s'il existe une représentation irréductible u% de K#S(G)

de dimension m telle que u% ® = ¢o(f) Vfe ?C%(G).

Preuve : Si ¢ est sphérique de type & et de hauteur m, alors la fonction

définie sur G par : y(x) = d(8) Tr(¢(x)) est trace sphérique de type 3.
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En effet : Soit U la représentation de Banach topologiquement irréductible

correspondante i ¢. D'aprés la proposition (II-I-5), il existe une fonction

u . U U
\'S,K définie sur G telle que \VS’K(X) =1Q® ¢8(x)

§]
et Tr(P(3) [ Ulkxkl) dk P(8)) = d(8) Tr(¢ 5(x)) (cf. [6] Prop. 13.11.4),

U
donc Tr(P(8) Ug(x)P(3)) = d(8) Tr(¢ SK(x)) = y(x). Par conséquent y est trace
sphérique de type 6 de hauteur m relativement a la représentation Uy, ainsi

donc d'apreés (II-II-6) il existe une représentation unitaire irréductible uq; de

‘K.%(G) de dimension m telle que:
y(f) = d(8) Tr(uq; (f)) et u% ®) =¢o(H) V fe ‘K.‘%(G). Réciproquement s'il existe

5
une représentation irréductible uq; de K 5(G) de dimension m telle que

¢

ug ) = ¢(f), d'aprés le théoreme (II-II-6), il existe une fonction trace

sphérique de type & et de hauteur m telle que wy(f) = d(5) Tr(qu (). Soit U la

représentation topologiquement irréductible de G associée a .

U
D'aprés II-1-5, il existe une fonction sphérique ¢ 5 de type & telle que

) U
ug (0 = [ f(x) ¢ 5(x)dx.
CQEFD.

Le théoréme II-II-9 permet d'identifier les espaces Xm(‘JC#S(G)) et SIg(G).
Si 9 est la transformation de Guelfand généralisée associée a ‘K."S(G), il existe

une application notée Ff rendant commutatif le diagramme suivant :
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Xn(KhG) 8 M@
F ,\ /S'f
m
SS(G) et Qfo F=&f

La transformée Qf de Guelfand généralisée d'un élément f de ‘}(.“S(G) peut
' m
donc &tre identifiée a la fonction ¥ f définie sur S §(G) par :

Ff(o) = 9f(u¢é) = u(g(f) =[G f®) 0(x)dx  d'od la définition suivante :
Définition II-II-10 : Soit f un élément de SC"S(G). Nous appelons

transformée de Fourier sphérique de type & de la fonction f, la

m
fonction notée &F f définie sur S5(G) par :

F (o) = IG f(x) ¢(x)dx et la cotransformée

de Fourier sphérique de type & de la fonction f, la transformée
v
de Fourier sphérique de type & de la fonction f, autrement dit la

y -
fonction &F f, notée F f définie par :

Fi0) = [ fx) o(xDdx = u‘g(}').

m
L'homomorphisme & :f+— Ff de ?C;.;(G) dans Mim(C) Sg(G) est

appelée la transformation de Fourier sphérique de type §. C'est encore la

transformation de Guelfand généralisée associée a l'algebre de convolution

non commutative 'K.%(G).
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Si & est une classe triviale de dimensionl et que (G, K) est une paire de
Guelfand, on retrouve la définition de 1la transformation de Fourier

sphérique.

Proposition II-1I-11 : Soient deux fonctions f et g de ?C%(G). On a

pour tout ¢ € Slg(G) et se G.
(i) &F M) = o(s) F ()
(i) & £,(0) = o(s71) & £(¢)

Gii) F (F+ g = FL(9) Fg(o)

m
Preuve: V f e &cg(G) , ¢ S 5(G) et se G.

) F(H©) = ug(sf) = [ sf00 ¢()dx = [ 5 f(s71x) ¢(x)dx

= [ f (19 00dx =6+ £(5) = ul(D 6(6) = 0(5) FEO)
i)  FENP) =[g f(xs) 6(x)dx = [ 5 f(x) ¢(xs T)dx

= [ 100 $(sxDdx = § + £9) = § » 0(s°1) = ui(® o(s)
= o(s) FH(®)

(i) Vfge X3G) , oeS 3(G)

F =g = Ug(f) - uq;(g) =F1(9) . Fgd)

CQED.

Proposition II-II-12: Soient 5 K,fe X’(G)et e S'5(G) on a :
3'f(‘8' 0)=F1($) =Ff(o5) (1)

Preuve : V ¢ ¢ S5(G) , 5f (39)= [ G0 §odx = [0 T * o(x)dx

= f G IKf(x) xla(k) ¢(kx)dx dk
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= [ I kf&) x.g(k) o(x)dx dk
=[g Ay f(x) 6(x)dx = [ f(x) $(x)dx = F£(¢)

et Ff(og) = [ f(x) o5(x)dx = [ fx) x5(k1) o(xk) dkdx

[alx fx kD x5k o(x) dx dk

[gf* 2 () 9(x) dx =[5 f(x) 0(x) dx = Ff(9).
CQFD.

La relation (1) est toujours vérifiée méme si ¢ est telle que X g » ¢ * ¢.
Définition II-II-13 : Soit © une mesure de Radon bornée sur G.

Nous appelons transformée de Fourier sphérique de type § de la

m
mesure U, la fonction &F p définie sur S S(G) par :

Fp@=[g ox) du(x)
En particulier si p = e, est la2 mesure de Dirac au point x on a :
Feyg(@) =0(x) et Feg(9)=0xD
Proposition II-II-14 : Soient p une mesure de Radon bornée,
fe K5(G) et ¢e S5(G). Ona
FRrDo = ug® Fpuc)

~ ¢ » . 2’
ou ug est la représentation irréductible associée a ¢.

m
Preuve : V fe ‘K,%(G) , 0e Sg(G) on a:
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Fu*Do =[G o) dx=[[ M0 6(x) dxdu(s)
=[] g F D 8(5%) dxdn(s)

=g o+ £ (s) du(s) =uq5>(t) [ o6 dus) = ug(f)f}’u(@

CQED.

§ II-III APPLICATIONS AUX GROUPES PRODUITS SEMI-DIRECTS

Soit G le groupe produit semi-direct A %, K. Dans ce paragraphe, nous allons

définir une représentation intégrale de la fonction trace sphérique, de la
fonction sphérique de type & et de la transformée de Fourier sphérique de

type & sur G.
Proposition II-ITI-1 : Soit vy e U . S(G) et F=yjp.Sifetg sont
b

o 5
*

deux éléments de K%(G) on a : F8 = Ff Fg ,

fxg
Preuve : Un élément y de U c,S(G) est entierement déterminé par sa
restriction a A a cause de la relation : vy (k; & kp) = ué(kl) w(&) ug(k;z).
Soient xe G et fe KE(G). En utilisant la relation f(x) = o(y t§()~1)) on a:

8
Freg® = [ugk'h) f+g (k&) dk

= [l Am D) € ak) gk ~1n-1) dk di’ dn

8 5
= J Al ok Do(ugk) Fe& nyugkr)x olugk "DF (n"h))dkdk'dn
o , P ’
= [ Al Fe® m) vgl) o(ugk’ 1) F (n"h))dk'dn
5, . 8
= [y P& P, dn = B FO®) ainsi Ey, € =Fp» Fo®

CQFD.
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L'espace 8.(A, Fg) est ainsi muni d'une structure d'algebre de convolution.

Si pa est une semi-norme sur A, B.(A, Fg) est une algébre normée en
posant ;: |l f "pA = IA (N{CHR!] pA(i) dA(&) pour fe B(A, FS’)

Remarque II-III-2 : On montre que si V est une représentation irréduc-

tible de dimension finie de ‘U.C,5(A) qui est p A-continue, il existe un carac-
tetre X e X(A) vérifiant [x(a)l < Mp(a) (M > 0) tel que V soit équivalente
a une sous représentation de la représentation : F +— f A x(a) F(a)da de
BAA, Fg). (cf. [19] prop 6-2. 1.1).

En particulier, la représentation ug de ‘K.%(G) (= Uc,S(A)) est équi-
valente a2 une sous-représentation u, de la représentation de dimension

d(8) définie par : f+ | A X(@) F?(a)da.

Lemme II-III-3 : Soit y une fonction trace sphérique de type &

on a :
@) v =vy (x5 fg) vV fe K(G)

(ii) Si la représentation wu, est telle que :

uy () = I A X (a) Fi(a)da alors on a

d3) tr(ug®) = [,%(a) f@da  V fe K4G) et xe X(A)

Preuve (i) V fe X(G), v (X5*fg) = [5 vk X5+ fg(x)dx
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= [l g v 25K fg(cIodx dk

= IGIKIK v(x) X5k) f(kk1x k' “1dk dk' dx
= [l kg &K “Ix k) x5 (k1) f(x)dx dk dk'
= IGIK x5« vk “Ix k) f(x) dx dk' = [ 5[ V(K -1x k") f(x) dx dk'
= [ v () dx = w(f)

(i) Vfe x‘g(G), w(f) = d( 3) tr(uy (f)) = d(3) tr( [ 5 x(a) F?(a)da)

= d(3) tr( [ Aij(a) u%(k'l) f(ka)da dk) = [ AX (@) % :tva(k'l)f(ka)dk)da

= [ A%(a) X * f(a)da = [ , X(a) f(a)da.
CQFD.

Proposition II-ITI-4 :Si la représentation u, de K%(G) est irre-
ductible alors
(i) Toute fonction trace sphérique de type & est de la forme :

v :(a, k) — xgk) ]‘Kx(ak._l(a)) dk'
(if) Toute fonction sphérique de type § est de la forme

6 (k) — [x(a g @) uglkk1k,)dk,

Preuve : Comme u, est irréductible alors il existe une fonction trace

sphérique wy de type 3 telle que :  wy(f) = d(g) tr(u, (f)) = j Af(a) x(a) da.
Ve K(G) , w(f) =w(Xg*fg) =vy(fg * X5)

= [ o[ X @ f(akk' 1) x5(k) dkdk'da
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= [ o J 1] x¥@ 250 foy(@) KKk ~Ddadkdk’
= | A J g% (o1 @) x5k f(ak)dadkdk
et comme y(f) = IG f(x) y(x) dx ona:
w2, k) = x5k [px(ap. () dk.

(ii) Déterminons la fonction sphérique ¢ de type & correspondant a uy.

Soit fe K(G) ona:
b(E) = 0(X g * TK) = Uy (X * ) = [ ,X(2) F%S*fK(a)da

= | Al X@ ug(ky) Eg * g (kza) da dky

= [ pfic @ ug(k ) E50) £k Tk k' )dadkidk; dk

= [ Al i@ ug(k ) x5kky) fkik ak)dadkdkdis

= | ]Sl @ ug(k ) x5(kKk;) flok k(@) kik k;)dadkdk;dk

= [ 0 e 1 1@ 0 ) x (0 kg KyDfCak)dadkdk i

= I 6didd k] (¥ @i @) ey, Dotug(k Kk Duglky)  f(ak)dadkdk, dk;

= [ i ¥ g1, @) vsl k1K) fak) dadkdky = [ G0 6G) dx.

Par conséquent on a :  ¢(a, k) = fo(ak-lkl(a)) ug(klk'lk'll) dky

Théoréme II-III-5: Toute fonction y trace sphérique de type & de

hauteur m sur un groupe produit semi-direct G peut &tre repre-

sentée par la formule intégrale suivante
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v, 1) = d(3) T [ (i ugkpai) X (o 1) dky

ou aj, a3 4.., am st une base orthogonale d'un sous-espace mini-

mal & de Eg.

(Ce théoréme généralise la proposition précédente car la représen-

tation uy peut ne pas €tre irréductible).

Preuve : Soit & C EX un sous-espace minimal invariant par u, . La repré-
. 4 .. . e s

sentation f ¥ u, (f)/e de ‘JCS(G) sur 8 est irréductible, elle définit donc une

fonction trace sphérique y sur G de type 3. Soit a;,.., am une base orthonor-

male de &, Vfe ‘K.%(G) on a (d'aprés II-III-2) :

)
v = d@) X [ (@) Fy(a)ai , ai) da.
Soit fe K(G)ona:

5 -1
Ffa*fK(a)= IKIKIK“{‘)(k ) f(kkoky ak-1) X 5(ky) dkydk,dk.

Ainsi donc  y(f) = w(i_fa * )

d@3) T [l Al kX @ Gi, ux(ky)ai) f(kkz kia k'l) x5(ky) dkydk da dk;

A3z jAjAjKij(a)(ué(kkz)ai,uﬁ(kl) aj) f(kjak-1)x 5(k;)dk dkydkda

dOZ [, [ x@ (ugoai , ugkp)ai) fk; akl) dkjdkda
= d®X [ 5 [ (X @ (ug(kk Dai , ai) £y ak'!) da dkjdk

= dOX [\ [ g gx@ (ugd(kk'll)ai cai) floy (a) kik'1) dadk;dk
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AL [ [ g ¥ @, 1@) (wy(kDai , ai) fa k)da dk;dk

=] AI g f(@k) w(a, k) dadk  par conséquent on a :

¥@ ) = d®) X [ (ai , wglkai) Xy 1() d; .
CQEFD.

b
Proposition II-III-6 : Si la représentation u, de K 5(G) est irré-

ductible alors la transformée de Fourier sphérique de type §

4
d'une fonction fe K S(G) est de la forme :

F10) = [ ,xgxg @ x(og-1k,@) vk k 1k} )dk dkda.

Preuve : (c'est une conséquence immédiate de la proposition II-III-4).
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CHAPITRE 111

REPRESENTATION UNITAIRE IRREDUCTIBLE SPHERIQUE
DE TYPE §

Dans ce chapitre, nous allons grice i la méthode d'induction de Mackey,
construire une représentation unitaire irréductible du groupe produit semi-

direct G = Axy K, définir la représentation de 1-cocycle 2 gauche de G,

ensuite généraliser les représentations unitaires sphériques aprés avoir
donné quelques applications au groupe de Poincaré et au groupe M(2) des

déplacements du plan Euclidien.

§ III-I CONSTRUCTION D'UNE REPRESENTATION UNITAIRE
INDUITE DES PRODUITS SEMI-DIRECTS.

Considérons le groupe produit semi-direct G = Axy K. L'action de K sur X(A)
est définie par : (k, X) — k.x avec k. x(a) = X(ak(a)) , V keK, ac A et
xeX(A).

Fixons X et h respectivement dans X(A) et K et posons :

a;(z) (a) = Xx(ap(a)) et Kx = {he K, a:(x) = X }. Ainsi (x;:(x) € X(A) et Ky

est un sous-groupe fermé de K.
Nous allons, par étapes, construire une représentation unitaire induite

du groupe G.

Proposition III-I-1 : Toute représentation unitaire irréductible

N
Lx de Kx définit une représentation unitaire irréductible L, de

A xy Kx.
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Preuve : Soient Ly une représentation unitaire irréductible de Ky et
g = (a, h) un élément de A x5 K, . Posons I/:x (a, h) = x(a) L4(h). L'applica-
tion (a, h) — fx(a, h) est une représentation unitaire de A x5 K4 . En effet

Ly (@ h) @, h) = Ly(aoy(@) , hh') = X(aoy(a’)) Ly (hh)

= %(a) 2(ap(@)) Lyh Lyh' = %(a) Lyh X(a) Lyh'
=Ly (a, h)Ly(a h)

et (L)" @)= X@ Ly h = x(a1) Ly h=(Ly)" @ ).

Ensuite comme L, est irréductible alors, il en est de méme pour L, .
CQFD.

Théoreme III-I-2 : Toute représentation unitaire irréductible

A .
Ly du sous groupe fermé Ax, Kx de G dans un espace de Hilbert
¥ induit une représentation unitaire irréductible U/i‘z de G dans

Ty

I'espace de Hilbert 3% et est définie par :

L Lx
U™ X uk') = X(op(a)) U uk')
(a,k) KTk
L
ou KU X est une représentation de K induite par la représenta-

L 1/2
tion Ly définie par : LU '* uk") = p" (k") u(k' k).

Preuve : Soit p la dérivée de Radon Nikodym de la mesure quasi-inva-

riante n sur Axy Ky\AxyK et Ly une représentation unitaire irréductible

de Kx sur un espace de Hilbert .
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L
La représentation (U X du groupe K induite par la représentation Ly est
L 1/2
d'aprés (I-II-2) de la forme : KU kx uk) =p (k) uxk) ou ve ‘}Gfx .

On rappelle que si ue % X ona:

u((a, h)g) = I:\x (a, h) u(g) = x(a) Ly(h)u(g) pour (a, h) e A xy K.

Si u est une fonction de ‘.}Gfx sur K relativement au sous-groupe fermé K.

(ie u(hk) = Ly(h) u(k) V ke K et he Ky) , u induit une fonction de %fx
sur G relativement au sous-groupe fermé A xy K, en posant :
u(a, k) = x(a) u(k).
En effet : Soit g=(a,k)e Gona:
u((@, h) g = u(@ay(a), hk) = x(a'ap(a)) u(hk)

= X(a") X(ap(a)) Ly (huck) = x(a’) x(a) Ly (h)u(k)

= 2(2) Ly(h) u(a, k) = Ly (@', h) u(a, k) = Ly (2, h) u(g)

s tz 172
et d'aprées (I-1I-2) on a : U u(g) =p g (g") u((@, k') (a, k))
(a,k)

= pléz(g') u(a’ ay'(a) , k' k)

172, '
pg(8) x@ ap(a)) ulk k)

d'autre part :
o du@k)(ax) duEx) :
) =T @)y dpde - )

ot k,kK e X=Kyg\K par conséquent :
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£
U u) = py () % (ay(a) u(k' ©)

(a.x)
L
= X (oqe(@) gU* u(x).
Soit R(Uf‘it ,Uﬁit ) l'algébre des opérateurs d'entrelacement de Utx.
ona: dim RUSX ,UL2) - dim R@y | £,) (ot (1] Ch16).

Ly

A A ~N
Comme L, est irréductible on a dimR(Ly ,Ls )= 1 et par conséquent U

est irréductible.
CQFD.

En résumé, on peut schématiser la construction par le diagramme suivant :
o £
LZ —_— L;t — U*T%
I I I

ou les fleches (—) représentent les inductions i.e. on a :

Ulx = mdy) = Ind g{lnd(Lx))
AxaKxTAxaK AxaKxTAxaK xTAxaKx

Exemple III-I-3 : Considérons l'espace homogéne X = A x5 K/A x5 Ky.
Nous allons définir une action équilinéaire de G sur le fibré trivial
(X x %, X, pr;). Soit x € X, notons rx un représentant de la classe x.

x=r1x (A Xy Ky) et gx=rgx (AxqKy) Vge G parconséquent il existe

1
un élément u(g, x) € A xy Ko tel que u(g, x) = Tox 8Tk

Posons (g, x) = (fx Ju(g,x) avec rgx u(g x)=gr, ona:
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o(gg',x) = o(g, g'x)o(g,x) vVeggeG

En effet (e, x) = (fx )u(e,x) =1q, et Vg, geG ona:

o(gg’, x) = (Ly Jutgg'x) = (Ly )g;;-.x 88Ty
= (f‘\x)rg-.zg'.x) Blg'y - (I:\x rg-'?x gy
= (g, g'x) w(g'x).
L'application o : (g, x) — (g, x) est alors un 1-cocycle a4 gauche de G a
valeurs dans Aut(3 ). Cette application permet de définir une action de G
sur Xx% (en posant g. (X, z) = (g.x, w(g, x).z)) telle que G opére équilinéai-
rement sur Xx3¥ et sur X. On déduit donc de cette action (cf. [4] § 19.1) un

homomorphisme U de G dans Aut (%X) ot %X est I'espace vectoriel com-

plexe de toutes les applications de X dans 3.
vie %X, olg x) f(x) = pr, (g. (x, {(x)))
= (g. D) (g.x) = Ug f(g.x)
d'od Ug f(x) = a(g, g'lx) f(g'1x) et comme g=(a k) avec ae A etke K

on a :
U, k) fx) = 0@, k), (ag-1(a-1), k'1). x) f((ay.1 (a1), k-1)x).

Cette représentation est induite par le l-cocycle a gauche ®. Nous l'appelons

alors la représentation de 1-cocycle a gauche du groupe G = A x_ K.
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Le théoréme suivant donne une généralisation de la construction du
caractere d'une représentation induite d'un groupe produit semi-direct

G = A xyK dans le cas ou a est quelconque.

Théoréme III-I-4 : Soit U’Liz la représentation unitaire irréduc-

tible induite sur G = Axy K dans l'espace de Hilbert ¥ i‘z telle

A

L
que pour tout ¢ e K (G) , U¢x soit tracable. Le caractére

ZUiz de U’Lx est défini par :

Ly

xyLy 9 = Te(U o )™ Isx\6 Be® ® dug @) o

A
L
Sx = AxyKyx et hy le noyau correspondant a 1'opérateur U x

Preuve : Soient ¢ € K(G) et ue %ﬁx

N /N

L L
U : ug) = [ g 0@ Ug" u(g) duge) = [ o) ey (&) ulge) dugle)

_ - 2
= [gee e Bolg (&) u(®) dugle)
En posant X = Sy\Gon a:

N

L - 2
U ;‘ u(g) = [x dux (@) [, 6(e"'(a hg) p g‘.fl(a,h)g (g) u((a,h)g) dug, (ah)

— 1/2 ~
=[x dux @) [g, 0@ e p -1 (KILx (ah) u(g)dyg, (ah)

= Ix dux @) [g., 0(&"1G ) Pyt (k) X@Ly (Du()dng 5 (ah)
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— 1/2
=[x dux @) [, 0€ @ Q) p 1y, () X(@) u(hg) dugy (aih)
=[x dux®) Js,, 0(&"1@ W) p ity () X(@uce) digp(ah)

— 2
=[x dux(®) [s, 9 1ag) b 41y () X@u(®) dugy(ah).
Soit H¢ :GxG—C

(g, 8) — Hyp(g, g)

172
tel que  Ho(g, 8) = [g, 9(2"'ag) p -1y (K) X(a) dugy(a.h)

A

L _
etona: U z u(g) = [y Ho(g, g) u(g) dux(z).

Comme il existe un isomorphisme S : u — u de L%(X, u, %) sur %tx

(§ D tel que Su () =Ly (k) u(g) od g=kgsy est la décomposition de

~£x fx
Mackey de g, ona U A =810 U o S daprés le diagramme suivant :
L
i X
o
L2(X, p, %) » L2X, 1, %)

S S
Iy
U

! |

%L % L
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U :f ST () = [ Hoe, £) ST (8) dux(2) = [ Hols, &) Ly (k) u(g) dux(z)

= [ Ho(g, &) ulkyg)dng @) = [y Ho(k; & ) ug) dux (@)

= [x Ho(sg, 8) u(e) dux(z)

A

~Ly _
par conséquent u N u(g) = IX H¢(sg, g) S-lu(g) dpx(g)

= Ix Holsg 2) Ly () () dug(@)
= [x Ho(sg» 8) T(sg) duy(g)

A

L - _
et U ¢" u(sg) = [ Holsg sg) T (sg) duy (5p)

Soit hg la fonction définie par: X x X —> €

(&, m) — Hg(sg , sq)

o’ ’~
x . . ~ Ly -
Comme U est tragable, il en est de méme que U et d'aprés le

théoreme (I-1I-6), la fonction § +— h¢(§ ,€) est intégrable et

N

L N
Tr(U ¢x ) = IX hgy(§ , &)dux(g) d'ou le caractére XyjL, de la représentation

L

Uﬁx est définie par : fox (0) = Tr(U )

).

CQFD.
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§ III-II APPLICATIONS AU GROUPE DE POINCARE ET AU GROUPE
DES DEPLACEMENTS DU PLAN EUCLIDIEN.

A) Représentation unitaire du groupe de Poincaré.

Soit 0(1, n) le groupe orthogonal des formes quadratiques

2 2 2 2
- Xgt+ Xy + Xy +o+ x sur ROH]

n
Définition III-II-1 : Le groupe de Lorentz G = SO, (1, n) est la

composante neutre du groupe orthogonal O(1, n).

En language matriciel

O, n) = {ge M,,; (R) ,'gI1g=1}

-1
ol J=[ "l,'OJ
o *1

et SOy(1,n)={ge O(1,n),detg=1 et goo21} ou g= (gij)oSi,an

Définition III-II-2 : Le groupe de Poincaré est le produit semi-direct
G =T x) SO,(1,3) du groupe de translation T et le groupe de
Lorentz SO,(1, 3).

La loi de composition dans G est définie par :
Vo), (@,a)e G
(a, a) (@', ) = (a+ 0a, aa').
Soit K le groupe produit semi-direct T x) SO(3) , L la représentation unitai-
re de K définie par : k—> Ly =Ly, 5= expli (pla)] D(r) ou p= (m, o, 0, 0)

et D une représentation irréductible du groupe compact SO(3).
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Nous allons construire la représentation Ul qu groupe de Poincaré induite
par la représentation L du groupe K.

Posons X = G/K. D'aprés la décomposition de Cartan du groupe SO¢(1, 3),
nous avons SOy(1,3) =9 SOB) ou ? est 'ensemble des transformations de
Lorentz pures (voir [1] chap. 17) et alors :

X =T x) SOx(1,3)/ T x) SO(3) = 9.

Soit ge SOy(1,3) , 3 o€ P telque g= o, I avec re SO(3). Nous allons

P TETI, -1
définir l'opérateur L, 1o
g -1s
o 8

-1 ; -1 -1
8o Sg = (ao’ao)l (0,ap)= (-(10 ao,ao) (0,(xp)

1 -1 -1 -1 -1 -1
ag, 0o ap)- (o,ap) (-a_ o 3, .0, 0, ap)

=(-(1 p o

()]
par conséquent :

= (- a-l a-l a-la-l )
= 35,0, @ oy

-1

- ., 0 -1 -1 -1 -
et L, . =e,xp[1(plonp o, ao)]D(apaoaP)l

o . -1
= expli(plrg apao)] D(ry) en posant ry = o,

o, (lp

., 0 -1
et donc U(a u(ep) = exp i (plry a;ay)] Drgy) u(ao'lap).

o’ao)

B) Représentation unitaire irréductible du groupe des déplace-
ments du plan euclidien.
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Définition III-II-3: Le groupe de déplacementdu plan euclidien
R 2 est le sous-groupe G du groupe GL(2, C) des matrices

h(z, a) = (ela

IZJ pour ae R et ze C. On le note M(2).
o

Soient la rotation r(a): o*— wel® et 1a translation t(z) : @ — o + z. En
posant h(o, o) =r(a) et h(z, o) = #(z) on a les relations suivantes :

1) h(z, o) = t(z) r(a)

2)  r(a) W(z) o)l = (r(a)z)

3)  h(z, o)!= h(r-a)z, - a)

4) h(z, a) . h(o, B) = h(z + r(a)o , o + B)

Ces relations sont prouvées par des calculs directs de produits de matrices.
Posons T={t(z),ze €} et K= {r(a),ae R}, T etK sontdes sous-
groupesde G=M®2),T= R2Z , K= U(l) ~ RR2rz=T, G=TK et

T n K = {1}. Le groupe M(2) est le groupe produit semi-direct de T et K

(cf. [15] ch. IV).

Pour la construction de la représentation unitaire du groupe M(2), nous
allons utiliser la méthode de représentation induite par le caractére
Xga:tz) — ei(z,2) gy sous-groupe T.

Comme K = U(1) = R/2r2 , dr = do/2n est la mesure de Haar normalisée

du groupe compact K. L'espace de la représentation sera l'espace de Hilbert

L2(K) = L2(]o, 21:],;—: )=H
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Proposition III-II-4: Soit a €« R2, il existe une représentation

unitaire U? de M(2) sur H définie par :

(U;l F) (s) = ei(z,sa) F(r(o)1s) ou g = t(z) r() = t(z)r et Fe H.

Preuve: VF, Fe H ona:

(USF,UZF) = [ Fals) F(rls) ds = [ F(s) F(s) ds = (F, F).
Par conséquent UZ est un opérateur unitaire pour tout g € G.
Si gy=tret t=tz)e T, ;e K (i=1,2). Ona g;g,= t(z;+ r1zy)115
Ainsi (Uglgz) (s) = el(Z1+ 1122, 52) F(r'21 r_lls)

ei(z1, sa) ei(rlzz , sa) F(r'zl (r-ll s))

i1 5 o2 1T () () ) = &1 (Ul F) (' 9

a a
[Ll(UgZF)(S) donc 8182 Ugl g2

et alors U2 est une représentation unitaire de M(2).
CQFD.

Proposition III-II-5: Soit R la représentation réguliécre droite de

K. Ona:

-1
RrOUZO RI.=Urga vV re K, ge G, ae R 2.

En particulier si lal = [bl alors U2 = UP
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Preuve : Vr,e K, g=t(z)re G et Fe L2(K) on a:

(Rq, U; Rr'; F) (s) = (UZ Rr'; F) (sto) = el(Z1» STod) R;(l) F (rlsro)
- ei(Zl, $Toa) F (r'ls)

g g

. o a_-1 b
Si lal = Ibl alors il existe reK telque b=ra donc R, U g R, = Ug

-1
=U"'F(s) alors R U Ry = U,"

V ge G et comme R; est un opérateur unitaire sur L2(K) alors U? est équi-
valent 2 UD.
CQEFD.

Proposition III-II-6:Si g = t(pei?) r(a) alors l'opérateur unitaire

UZ est défini par UZ F() = ¢i2Pcos(9-8) (g .q).

Preuve : Comme (z, a) = R.e(za) ona:
U; F(G) = ei(z,r(ﬂ)a) F(e -(X) = eiﬂ C(apei((p'e))F(e -(X)

= ¢l3pcos(9-9) F(g -q).
CQEFD.

§ III-IIT REPRESENTATION UNITAIRE IRREDUCTIBLE SPHERIQUE
DE TYPE 3.

Dans ce paragraphe, nous allons définir et étudier une classe de
représentations dépendant de & et qui généralise les représentations

unitaires sphériques.
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Proposition III-III-1 : (A x; K, K) est une paire de Guelfand.
Preuve : L'application o: Axy K — A x5 K
@k (@, k

est un automorphisme involutif de G. En effet : V (a; , ky) (a, , ky) € G.
-1 -1
o ((a; , k), (ay , ky)) = o(ay ag (ay) , kiky) = (aj ok, (ay), kiky)

-1 -1
= (al ’kl) (82 ’ k2) = O'(al s kl) G(a2 , kz)
et coo(a, k)=(a k) V(a,k)e G. Le sous-groupe K= { ge G, o(g) = g}
s'identifie & {e} x K =2 K. Par conséquent la paire (A x5 K, K) est symétrique

donc de Guelfand (cf. [20] ch. 5).
CQFD.

Soit U une représentation unitaire de G dans un espace de Hilbert H.

Un vecteur u de H est K-invariant si pour tout ke K, Upu = u.

L'espace des vecteurs K-invariants est not€¢ Hy.

Définition III-TII-2 : La représentation unitaire U de G dans H est dite

sphérique si dim Hg = 1 et que tout vecteur non nul de Hg est cyclique.

A. Wawrzynczyk a montré que si (G, K) est une paire de Guelfand, toute
représentation irréductible de G admettant un vecteur K-invariant est
sphérique (cf. [20] Th. 5.3.1).

Proposition III-III-3 : Si U est une représentation unitaire sphé.
rique alors la fonction ¢ définie sur G par ¢(x) = (U(x) xolxo) est

continue, de type positif et sphérique. (xo € Hg).
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Preuve: ¢ est continue et de type positif (évident)
Montrons que ¢ est sphérique
[ otky)dk = [ (Ulxky)xo I x0)dk = ( [ (Uky)xo dk 1 U(x') x,).

Comme IK U(ky)xo dk est K-invariant alors il existe un nombre complexe

Cy telque [ U(ky)xo dk= C, X,

Par suite IK o(xky)dk = Cy x,! Uxh Xo) = Cy (UE) x4 1 x5) = Cy o(x)
en posant X =€ ona Cy = o(y).

D'autre part ¢ est biinvariante par K par conséquent ¢ est sphérique.
CQFD.
Par exemple, considérons le groupe M(2) des déplacements du plan
euclidien R2. Nous allons déterminer l'espace Hg des vecteurs K-invariants
et préciser la fonction sphérique associée a la représentation unitaire de

M(2) définie dans (III-II-3).

Proposition III-III-4 : Soit F un élément de H = L2(K)

1) U: F= F pour tout re K si et seulement si F = C;, (C, une

constante).
a
2) Posons (pa(g) = (Ugl' 1) pour ac R et ge G. Alors on a

<pa(g) = J,(ap) avec g = t(pei(P) r(a) et J, la fonction de Bessel

d'ordre 0.
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Preuve : 1) Comme F € H, alors F peut s'écrire sous la forme
F= Y C,ox,oux,(0)= €™ (cf [15] Th. 4.3).

ned

a a
Uy { Z Gx )@= 5 C ()%, ) (0= 3 CoLyx,)(6)

ned ned ne &

= ¥ Cx,6-a) = ¥ Cpel(6-an
neé ne 2

= ¥ CeeM®x (8) et comme
ne 2

US (s Ccx. )®= 3 Cox. (6 [ind -4 vge R
r(a) 2 nxn (9) = Z nxn( ) ona ¢ = o €
ne neé

etalors n=o0 parsuite F=Cyx  =C,.

2) o, (t(pei‘P) (o)) = 21—1t zjneiapcos((p-e)de - 21—1t zjneiapcos(e)de = 1 ,(ap)
0 0
CQEFD.
Corollaire TII-III-5 : Soit a, b € R?2
U2 est équivalent 2 UP si et seulement si lal = |bl.

Preuve : D'aprés la proposition III-II-5 si lal = Ibl alors U2 = Ub. Réci-

proquement supposons que U2 = UDP. Il existe donc un opérateur T sur H

b
telque TU_ = Ug T pour tout élément ge G.
b
Ur Tl=TU 1=T1 Vre K parconséquent Tl = C(C une constante).

- o 00 B
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Comme T est unitaire on a ICl = 1 et

a

a b B 2 b
o L 1) = (T Ug 1, T1) = (Ug T1, T1) = ICl (Ug 1, 1)

= @,(g8) V ge G. Ainsi nous avons J (ap) =J (bp) V pe R.

0,8 = (U

' 1 2m . 21
or Jy(x) = 5 | elX¢0%0dg donc J,(0) = -1/2z | cos?d6 <O.
] (o]

En posant f,(x) =J,(ax) ona f",(0) = aZJ,(0) donc aZJ' (o) = b2 J' (o)

et a2 = b2 par conséquent lal = Ibl.
CQFD.

Dans la suite de ce paragraphe, nous généralisons 1'étude des repré-

sentations unitaires sphériques pour 3§ non triviale.

Soit U une représentation unitaire de G dans un espace de Hilbert H et
notons H(3) le sous-espace U(Xg)H de H.

3
On pose HK = {ve H(), Ugk) v = E_,.é(k)v, VY ke K}.
Définition III-ITI-6 : La représentation U est dite sphérique de

)
type 0 si l'espace HK est de dimension 1 et que tout vecteur

)
non nul de HK est cyclique .

3
Nous appelons HK I'espace des vecteurs K-3-invariants de la représentation
U.
Le théoréme III-III-7 ci-aprés fournit une généralisation d'un résultat

de Wawrzynczyk ([20] Th. 5.3.1).
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Théoréme III-III-7 : Toute représentation unitaire irréductible U

de G sur un espace de Hilbert H admettant un vecteur
K-d-invariant. non nul, est une représentation sphérique de

type J.

Preuve : Si U est irréductible alors pour tout & e 4 ’US est irréductible. En

effet : soit T un opérateur linéaire borné sur H(8§) qu'on peut étendre sur H

en posant Ta= TP(d)a V ae H.

Si U est irréductible, il existe une suite de fonction f;e ¥ (G) telle que
U(f,) converge simplement vers T. Soit gi=Xg+fixXg, ge Xs(G) et
Ugs(g;) converge simplement vers T. Par conséquent Ug est irréductible.
Le sous-espace fermé H18< est stable pour les opérateurs Ug(f) lorsque f
parcourt 1'algébre ‘K."S(G). En effet : pour tout ke K, xe HIS( etye Hona:
(Ug) U x 1y) = [ () (Ug(k) Ug(s) xly)ds
= IG f(s) (Ug(ks) xly)ds = »[G ftk-1s) (Ug(s) xly)ds
= G fs k') (Ug(s) xly)ds = IG f(s) (Ug(s) Ugk) xly)ds

= 50 [ 1) (Ug(s) xly)ds = &) (Ug® xly)

d'od Ug(k) Ug(x = &k) Up(Dx et Up(Dx HIS(
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. K & 5
Soit Ug:Kg(G)— Gnd(HK)

5
f — Ug(f)/Hy, .

3 3 )
Supposons que dim H,, > 1. Soit H =F8€B F8 une décomposition de H,, en
K K "1 2 K
K
deux sous-espaces propres fermés invariants pour U 5 ©t orthogonaux. Soit u;

un vecteur non nul de F? Considérons le plus petit sous-espace fermé H; de

H contenant les vecteurs Ug(f) u; ou f parcourt ¢.(G). Ce sous-espace est

invariant pour Ug. Montrons que H; est orthogonal a Fg

Soit u, un vecteur non nul de Fi Ona:

Ul u = gy et Ug(Kdup = Ekhu; V¥ k. Ke K

Par suite :

(Us(® ugluy) = [ £(s) (Us(s) uyluy)ds

= IGIKIKf(s)ég(k)Eé(k') (UgGs k1) uyl Us(k"Du,)dsdkdk’
= {clklx £s) &) Ex(ic) (Ugk'sk’1) uyl uy)dsdkdk’

= jGjKjK f(k' ‘lsk)ég(k)—&—g(k') (Ug(s) uyl uy)dsdkdk’
=IKIGE—§* f(sk) g.é(k) (Ug(s) uyt uy)dkds

= IGE:SI* f * &_.5(8) (US(S) uyl u2) ds = (Us(gg* f % §S)u1| uz) =0

K
car 38 * f * E_,S € ‘K.‘S(G) pour tout fe 4 .(G) et que F? est invariant par U g .

Par conséquent H; L Fg , donc distinct de H et il est aussi distinct de {0}
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puisqu'il contient wu; alors Ug n'est pas irréductible (contradiction). Par suite

3
dim HK = 1 et U est une représentation sphérique de type 9.

CQEFD.
Proposition III-III-8 : Toute représentation unitaire U sphéri-

que de type & de G est irréductible.

Preuve : Soient M un sous-espace invariant fermé de H et Pyg le projec-

) d
teur orthogonal sur M. Pour tout u € HK ,le vecteur v =Ppuce HK'

En effet, Py commute avec Ug donc pour k € K

Ug(klv = Ug(k) Pyu. = Py Ug(iu = Pyp Ex(k)u

= &) Pppu = Gx(k)v.

)
Comme dimHK = 1 il existe un nombre complexe A tel que v=2Au. SiA=0
alors v= 0 et ue M-L, ainsi pour x € G, Ug(x) u e ML et comme u est
cyclique ona ML =H et M= {0}.
Sir#0,u=Alv, ve M donc ue M et pour tout x e G, Us(x)u e M

et H= M. Par conséquent la représentation U est irréductible.

C.QFD.

Nous allons déterminer les vecteurs K-38-invariants pour la représen-

tation induite et la représentation de 1-cocycle a gauche.
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Proposition III-III-9 : Soient G = A x5 K et Ui‘it la représenta-
tion induite de G dans Htx. Un vecteur u de th est
K-d8-invariant si et seulement si pour k,k'e K
T xd(k
K) = = 5 k)
Uk = 1/2 u
d(d) Py (k")
Preuve : D'aprés la proposition III-I-2 on a
v wy = pY ) ukky et si B
5 u(k) =py (k) ulkk) etsi wve Hp,

~ Ev(k) xw(k)

Lx k kv _ k kv k' - _8— kl - 1 8 kv
US ( )l]( ) = &S( )U( ) et llk( ) = 172 , ll( )_d(S) 172, ll( )
car xv8= d(d) &g La réciproque est évidente.

CQFD.

Proposition III-II1-10 : Soient G = A x5 K et U une représentation
de 1-cocycle a gauche de G dans l'espace H = % X Le vecteur f est

K-b-invariant si et seulement si pour ke K et xe X

1
o (k,k"1x) kfx) = E(B—)z§(k) f(x) ou o est un 1l-cocycle a

gauche de G.
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Preuve : Soit U unereprésentation de 1-cocycle a gauche.

Vke K et fe ¥X, Upf(x) = ok, k -1 x) f(k -1 x).

fe HIS( e ok, k-1 x) fk'! x) = £3k) f(x)

e okk 1x)  f(x) = $ x¥(k) f(x) . CQFD.
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