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Résumé de la thèse

Les travaux de cette thèse sont consacrés à l'étude des équations différentielles
stochastiques rétrogrades ( en abrégé EDSRs ) et leurs applications.

Dans une première partie, notre étude concerne les EDSRs avec condition dite
de type stochastique. Le premier résultat est un théorème d'existencc et d'unicité
pour les solutions des EDSRs multivoques avec un temps terminal aléatoire pouvant
prendre des valeurs infinies. Ensuite, l'existence et l'unicité de la solution pour les
EDSRs avec condition de monotonie stochastique est établi. Une extension aux
EDSRs-réfléchies à croissance polynomiale est également donnée.

Dans la deuxième partie, nous considérons d'une part la solution réfiéchie d'une
EDSR généralisée. Ce type d'équations a été introduit par Pardoux et Zhang l49].
Ce sont des EDSRs qui présentent une intégrale dirigée par un processus croissant.
Nous établissons un résultat d'existence et d'unicité sous des hypothèses standard
via la méthode de pénalisation. Comme application, nous donnons l'interprétation
probabiliste du prix d'une option américaine ct la représentation de la solution de
viscosité d'une EDP parabolique avec conditions limites de type Neumann. D'autre
part, nous présentons un résultat d'homogénéisation pour les EDPs sémi-linéaires
dont les coefficients sont non périodiques mais admettent une limite au sens de
èesaro. Dans un tel contexte, les coefficients limites peuvent admettre une disconti­
nuité. Nous adoptons une approche probabiliste baséc sur la convergence faible des
solutions des EDSRs correspondantes dans la S-topologie.

Abstract of the thesis

In this thesis, we first addrcss in part one, extcnsion of cxistence and uniqueness
results for backward stochastic equation ( BSDE) with the so-call stochastic con­
dition. That is, the Lipschitz constant arc allowed to be an adapted process. More
precisely, we prove an existence and uniqucness l'l'suIt for multivalued backward
stochastic differential equations with random terminal time (allowed to takes infi­
nite values). The solution is constrained to stay in the domain of a proper, lower
semicontinuous and convex function. The classical Lipscithz condition on the drift
is rcplaced by a stochastic onc. vVe aIso cstablish an existencc and uniqucness l'l'suIt
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for backward stochastic differential equations whose coefficients satisfy a stochastic
rnonotonicity condition. An extension to refiected backward stochastic differential
equations (RBSDEs) in a domain of a lower semi-continuous convex function with
stochastic monotone and polynomial growth generators is also established.

In part two, we study refiected solutions of generalized B5DEs. We establish
an existence and uniqueness result under standard assumptions. vVe highlight its
connections with an american option pricing. This is done in the case of decoup1ed
FBSDEs. Doing so, our RBSDEs allow the diffusion priee proeess to have a refiection.
A link to an obstacle PDE problem of parabo1ic type with non1inear boundary
condition is a1so stated. On other hand, we present an homogenization resu1t for
sorne semi1inear PDEs whose coefficients are non periodic but admit a 1imit in a
èesaro sense. In such a case, the limit coefficients may have discontinuity. vVe use a
probabilistic approach based on weak convergence of solutions to the linked BSDEs
in the S-topo1ogy.
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Chapitre 1

Introduction

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades ( en abrégé EDSRs ) sont
apparues sous forme linéaire en contrôle stochastique. C'est Bismut [5, 6] qui l'in­
troduisit pour la première fois en étudiant l'équation adjointe daus la formulation
du principe tlu maximum stochastique de Pontryagin. La théorie tles EDSRs non­
linéaires a débutée par l'article de Pardoux et Peng [42]. Depuis lors, de nombreux
travaux ont enrichi la littérature sur les EDSRs et leurs applications en théorie des
équations aux dérivées partielles ( en abrégé EDPs ), en théorie de jeu stochastique,
en mathématiques financières ( Cf. Pardoux et Peng [45], Hamadène et Lepeltier
[27], El Karoui et al. [21]).
Nous rappelons ci-dessous ce qu'est la solution d'une EDSR non-linéaire et sa con­
nection aux EDPs quasilinéaires.
Soit T > 0, un temps positif fixé. Soit (Wt, Ft, O:S t :S T) , un mouvement Brown­
ien standard et Ft sa fîltration naturelle augmentée des ensembles nuls. Une solution
d'une EDSR est un couple de processus Ft-adaptés (Y, Z) satisfaisant l'équation
suivante:

{

(i)IE (foTIZ,s12d5) < 00

(li))~ = ç+ ftTt (5, Ys, Zs) d5 - J:T ZsdWs, Vt E [0, T]

(1.1 )

où ç est une variable aléatoire FT-mesurable qui est la valeur de Y cl l'instant
final T. Notons que le processus Z, obtenu grâce au théorème de représentation des
martingales browniennes, joue un rôle fondamental dans la résolution de l'équation
(1.1). En effet, puisque nous connaissons la valeur de {~} cl l'instant final, il n'est
pas très naturel pour la solution {~} d'être adapté cl chaque instant au passé du
mouvement Brownien {Ws : 5 :S t}. Pour satisfaire cette contrainte, le processus
{Zd est choisi indépendamment de {~} et adapté au passé de {Ws : 5 <:::: t} de

1



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

sorte que pour tout y E IR, la solution de l'èquation

satisfait YT = ç.
Sous une hypothèse de Lipschitz continuité, Pardoux et Peng [421 ont montré l'ex­
istence et l'unicitè d'un couple (Y, Z) vérifiant l'èquation (1.1) et satisfaisant

A prèsent, considérons l'équation dite progressive- rétrograde découplée

{

X;,J' = x + J/ b ('IL, X~,J') du - J~T a CU, X~,X) dW,,, 0:::; t :::; s :::; T

}Tt,x = 9 (Xt,X) + f'T f (71" Xt,x Y t,x zt,X) du - f'T zt,xdW 0 < t < s < T.
s . T . s .. 1J,' 1L 'u , suu, -- - --

Le générateur infinitésimal associé au Pl'Ocessus de diffusion X est

Sous de bOImes conditions sur 9 (xiX) et J,

v·t,X 6 (t )I t =(/ ,x

est l'unique solution de viscosité de l'EDP sémilinéaire

{
Ô;:'(L'X): Cu,+ j, ~'". (x), (\JUia) (x)) = 0,

'IL, (T,x) -I, (:1», Z -1. ...d.

i = 1, ...d

(1.2)

De plus, puisque ~t,x est déterministe, la représentation précédente donne également
la version non-linéaire de la formule de Feynmann-Kaç, c'est à dire:

Pour une connaissance approfondie des EDSR.., et leurs connections aux EDPs, nous
ramenons le lecteur aux travaux de Pardoux [43, 441.

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades réfléchies ( en abrégé EDSR­
R ) sont une généralisation des EDSRs. Une EDSR-R s'obtient par l'ajout d'un
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A. ELOUAFLIN

processus continu dans l'équation d'une EDSR . Ce processus additionnel a pour
fonction de maintenir la solution dans un domaine fixé ou au dessus d'un certain
processus fixé appelé "obstacle". Le premier résultat dans cette direction est dû à
El Karoui et aL [24]. Cvitanié et Karatzas [15], Hamadène et al. [28], Hamadène et
Lepeltier [31], Hamadène et al. [29] ont étendu ce résultat aux EDSR" avec deux
obstacles. L'extension des EDSR-R en dimension multiple a été etudié par Pardoux
et Gegout-Petit [26], Pardoux et Rascanu [46], l47], N'zi et üuknine[40] parmi tant
d'autres. Hamadène et al. [29] ont étudié les EDSR-R à horizon infini mais sous
une forte condition de Lipschitz sur le coefficient de dérive. Notons également que,
Talay et Zheng [53] ont établi sous une hypothèse de Lipschitz uniforme, l'existence
et l'unicité de la solution d'une EDSR-R avec deux barrières et un temps terminal
aléatoire.

Depuis leur introduction, les EDSRs, en plus de l'intérêt théorique sont devenues
un outil mathématique important dans plusieurs domaines, ( cf. Hamadène et Lep­
eltier [27], El Karoui et al. ln]). Aussi, de nombreux auteurs ont établi l'existence
et l'unicité de solution pour les EDSR" en affaiblissant la condition de Lipschitz sur
le coefficient de dérive f. A ce propos, on peut citer parmi tant d'autres les travaux
de Bahlali et Pardoux [1], Darling et Pardoux [19], Kobylanski [36]. Cependant, il
faut noter que les résultats d'existence et d'unicité sont obtenus en supposant que
les coefficients de Lipschitz ou de monotonie sont des constantes. Malheuresement
dans de nombreuses applications, la non-dépendance du temps et le caractère non­
aléatoire des dits coefficients ne sont pas vérifiés. Par exemple, il est établi que la
détermination du prix d'une option européenne est équivalente à la résolution de
l'EDSR linéaire

{
-dYt = [r(t)Y(t) + 8(t)Z(t)] dt - Z(t)dWt

YT = ç

où ç est le prix de l'option à l'instant final, r(t) le taux d'intérêt et 8(t) le vecteur
risque. Ici, r(t) et 8(t) sont des processus et ne sont pas bornés en général. Pour
prendre en compte ces nouvelles difficultés et y remédier, El Karoui et Huang [22] ont
introduit la condition dite de Lipschitz stochastique, c'est à dire: les coefficients de
Lipschitz sont des processus :Fe adaptés. Sous cette dernière condition, ils ont établit
l'existence et l'unicité de solutions pour les EDSfu; dirigées par une martingale
ayant la propriété de la représentation prévisible et temps terminal aléatoire. Le
cas particulier où l'EDSR est dirigée par un mouvement brownien standard a été
reconsidéré par Bender and Kohlmann [8]. On notera qu'en affaiblissant la condition
de Lipschitz, l'on doit imposer de fortes conditions d'intégrabilité aussi bien sur les
données que sur les solutions. Des questions naturelles qui apparaissent sont:

3



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1) Peut on affaiblir davantage la condition de Lipschitz stochastique et prendr'e
en compte les générateurs de la jonne :

j(t, y, z) = IL(t)gU, y) + h(t, 0, z), (t, y, z) E [0, T] x IR~ X IRd
,

OÙ IL( t) est un processus nonnégatij, FL-adapté, g satisfait une condition de mono­
tonie unijonne en y et h satisfait la condition de Lipschitz stochastiq'ue en z.
2) Dans le cas où l'EDSR est dÙ'igée par' un rrw'u'uement brownien standard, peut-on
étendre le résultat de El Karoui et Huang 122/ am: EDSR-Réfiéchies ?

Une autre étude menée grâce aux EDSRs est l'homogénéisation des EDPs non­
linéaires. L'homogénéisation est l'approche du comportement d'une variable vivant
dans un milieu hétérogène par celui d'une variable vivant dans un milieu homogène.
Par la représentation (1.2), Pardoux [501, Pardoux et Veretennikov [51] ont étudié
l'approche probabiliste de l'homogénéisation des EDPs sémilinéaires. De fructueuses
recherches ont produit divers résultats sur cc sujet ( cf. Briand et Hu [11], Buck­
dahn et al. [12], Delarue [20], Lejay [37]). Il est aussi important de remarquer qu'à
l'exception de Lejay, tous les résultats sur l'homogénéisation ont été établis sous une
hypothèse de périodicité des coefficients et d'existence d'une densité stationnaire.
Ici encore apparait une question naturelle:
3) la pr'opr'iété de l'homogénéisation des EDPs reste-t-elle vmie en l'absence de ces
hypothèses ?
Une des réponses à cette question a été donné par Lejay [37] dans le cas particulier
où le milieu est aléatoire et l'op(~rateur 12 est sous forme divergence. Khasminskii
et Krylov [35J ont également considéré cette question en étudiant le comportement
asymptotique d'un processus de diffusion dont la composante dite rapide est de
récurrence nulle. En l'absence de périodicité et d'ergodicité, ils ont étudié la con­
vergence du processus vers une diffusion dont les coefficients sont donnés par une
moyenne dite au sens de èesaro. Le résultat obtenu permet l'étude asymptotique
d'une solution faible d'une EDP linéaire.

Résultats et plan de la thèse

Dans ce travail, nous avons d'une part apporté une réponse positive "partielle"
aux questions 1 et 2 et d'autre part combiné le résultat de Khasminskii et Krylov
[35\ avec la représentation probabiliste de la solution d'une EDP pour traiter l'ho­
mogénéisation des EDP sémilinéaires avec coefficients discontinus. Les résultats de
nos travaux se présentent comme suit.

4



Partie 1
tique

A. ELOUAFLIN

EDSRs avec coefficients de type stochas-

EDSRs multivoques avec condition de Lipschitz stochastique

et temps terminal aléatoire

Nous considérons une EDSR multivoque avec un temps terminal aléatoire pou­
vant prendre des valeurs dans [0, +00]. La solution est maintenue dans le domaine
d'une fonction convexe 1>, propre et sémicontinue-inférieurcment. La condition de
Lipschitz uniforme est remplacée par une condition de Lipschitz stochastique, c'est
à dire que le coefficient de dérive staisfait à la relation:
Il existe deux processus r(t) et u(t) non-négatifs, Fcadaptés tels que V(y, z, y', z') E

IRd
X IRdxn

X ffid X IRdxn ,

IJ(t, y, z) - f(t, y', z')1 'S r(t)ly - y'l + u(t)lz - z'l· (1.3)

Sous cette condition, nous établissons l'existence et l'unicité d'un triplet (Y, Z, K)
satisfaisant les conditions de la Définition 2.1.1. Notre démarche a consisté dans un
premier temps, à regarder le cas où le temps terminal est déterministe en utilisant
un argument de pénalisation puis dans un second temps, le cas de l'horizon aléatoire
est traité en utilisant une suite approximante adéquate.

EDSR avec condition de monotonie stochastique

Dans ce chapitre, nous étudions l'EDSR (1.1) sous une condition de monotonie
stochastique. Plus précisement, le générateur f satisfait:

(y - y', J(t, y, z) - f(t, y', z)) 'S 8(t)ly - y'1 2

If(t, y, z) - f(t, y, z')1 'S v(t)lz - z'l (1.4)

Y f---+ f(., ., y, z) est continu dt @ dIPp.s.

Notre résultat d'existence et d'unicité prend en compte les générateurs du type
f(t, y, z) = J1(t)g(t, y) + h(t, 0, z), (t, y, z) E [0, T] x lR~ X md où J1(t) est un
processus nonnégatif, F-adapté, 9 satisfait une condition de monotonie uniforme en
yet h satisfait la condition (1.4) en z. Nous étudions le cas du du temps terminal fixe
ainsi que celui du temps terminal aléatoire. Notre démarche ici a consisté à trouver
une bonne fonction régularisante fn de f et déterminer un bon espace dans lequel la
solution liée aux données (l;", fn) convergence vers la solution de l'EDSR considerée.
Nous établissons par la suite une extension du Théorème 3.2.1 au cas où le générateur
f présente une croissance de type polynomiale. Un théorème d'existence ct d'unicité
pour les EDSR réfléchies est également établi.

5



(1.6)

CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Partie 2 : Sur les EDSRs généralisées réfléchies, Ho­
mogenéisation des EDPs via les EDSRs

EDSR-R généralisées et applications

Nous considérons la solution réfléchie d'une EDSR généralisée. Ce type d'équa­
tions a été introduit par Pardoux et Zhang [491. Ce sont des EDSRs qui présentent
une intégrale dirigée par un processus croissant. Nous établissons un résultat d'exis­
tence et d'unicité sous des hypothèses standard via la méthode de pénalisation. Nous
donnons d'une part, l'interprétation probabiliste du prix d'une option américaine ct
d'autre part la rcpresentation de la solution de viscosité d'une EDP parabolique
avec condition aux limites de type Neumann.

Homogénéisation des EDP avec coefficients discontinus

via les EDSRs

Nous présentons un résultat d'homogénéisation pour les EDP sémi-linéaires dont
les coefficients sont non périodiques mais admettent une limite au sens de èesaro.
Dans un tel cas, les coefficients limites peuvent admettre une discontinuité. Nous
adoptons une approche probabiliste baséee sur la convergence faible dans la S­
topologie des solutions des EDSRs correspondants.
Plus précisement, nous considerons

{
a~; (t, ."" X2)_+ 1:' ("" .X2)'" (L, ."" .",) + /(."" x2, v' (/., x" x,)) ~ 0 (1.5)

v (0, Xl, X2) - H(X1, 1·2),

où

1 ""k 2 1 ""k 1 *
0,00 = "2 L..Ii=l iPi' Q,iO = "2 L...-i=l aijiPi, a = "2 aa .

Le générateur infinitésimal D est associé à un IR x IRd-processus de diffusion (xi' E, x;' E),
( cf. Krylov et Khasminskii [35]).

{

Xl, f = X + l ri In(x 1, f x 2 . E)dW
1 ·1 E Jo r 8 '.5 S

X;,E = X2 + J~ b(X~,E, x;,f)ds + J~ a(;r~,f, x;,f)dWs

6



A. ELOUAFLIN

où xZ' ( est la composante rapide de récurrence nulle, zp (resp. a) est à valeurs dans
IRk (resp. IRâx !") et W un est IRk -brownien standard à composantes indépendantes.
Les coefficients de .cc sont non périodiques mais admettent une limite au sens de
èesaro. La fonction f est définie sur IR x IRd

X IR et à valeurs dans IR.
Soient b( Xl, ;1;2), a(Xl, X2) et 1(Xl, X2, y) la moyenne respective des coefficients définie
de la façon suivante:

avec P(Xl' X2)-1 = ~ 2::=1 ZP;(Xl' X2) et pour toute fonction K E {p, pa, pb, pI}
K+, K- désigne la limite dans le sens de èesaro. Il est important de noter que b, a
et 1 sont discontinus en Xl = O. Le but de ce travail est de montrer la convergence
de v€ vers un certain v solution de d'une EDP moyennisée de type:

{

~;(Cx" X2)_+ I(x" X2)"(t,x,, X2) +1(x" .Xx, v(l, x" x,)) ~ 0 (1.7)

ü(O,.I·I, X2) - H(XI, 1'2)

7



CHAPITRE 1. INTRODUCTION
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Partie 1
EDSRs avec coefficients de type

stochastique
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Chapitre 2

EDSR multivoque avec condition de
Lipschitz stochastique

2.1 Notations, Hypothèses et formulation du prob­
lème

2.1.1 Notations

Dans toute cette partie ~v = {vVt, t ~ O} désigne llll mouvement Brownien 71­

dimensionnel défini sur un espace de probabilté filtré (n, lP, F, :Ft) où {Fdt:;>o est
la filtration naturelle du mouvcmevent Brownien augmenté de tous les ensembles
IP-nuls de F. Le produit scalaire standard de IRd est désigné par (,) et sa norme
par 1.1. La norme sur IRdxn est notée par IZI = tr(ZZ*).

Soient {3 ~ 0 (à préciser plus tard ) et a un processus non négatif, Ft-adapté.
Définissons le processus croissant A(t) = Ir~ a2 (s) ds et les ensembles suivants:

L 2 ({3, a, T, IRd
)

= {C variable aléatoire à valeurs dans ffid telle que IlçllfJ = IE(ePA(Tl\çI2) < +oo}

L 2 ({3, a, [0, T,J, IRd
)

= {Y; processus FI -adapté à valeurs dans ffid tel que IIYII~ = JE(l T

ePA(sl\Y(sWds) < +oo}

L 2
,

C ((3, a, [0, T,], IRd
)

= {Y; processus continu, FI. -adapté à valeurs dans IRd tel que JE( sup. ePA(sllY(sW) < +oo}
O'SS<:T

11
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L2
,0 (;3, a, [0, T,], IRd)

= {Y; processus Ft -adapté à valeurs dans IRd tel que IloYII~ = JE(l T

eiJA(S)a2(s)IY(sWdS)}

Notons

11Y11~,c = JE ( sup eiJA(S)IY(sW)
O::;S<::T

L2 (;3, a, [0, T,], IRd
) muni de la norme IIYII 13 est un espaœ de Banach. En con­

séquence,

M(;3, a, T) = L2,0(;3, a, [0, Tj, IRd
) X L 2(;3, a, [0, T,], IRdXn

)

est un espace de Banach avec la norme II(Y, Z)II~ = IlaYII~ + IIZI13 . Nous d(~signons

par MC(;3, a, T) le sous espace de M(;3, a, T) définie de la façon suivante:

On muni MC(;3, a, T) de la norme

Il (Y, Z) 11~,c = IIYI II3,c + IlaYII~ + IIZII~·

Remarque 2.1.1. Si a et b sunt de'u,x processus nun-négatifs, Ft-adaptés tels que
b> CL, alurs L 2(;3, b, [0, T], JRd) C L2(;3, a, [0, T], JRd). Par conséquent
MC(;3, b, T) C MC(;3, CL, T).

2.1.2 Hypothèses et formulation du problème

Soit f : st X IR+ X IRd
X IRdx1l

------> IRd une fonction telle que pour tout
(y, z) E IRd

X IRdX1l
, f(., ., y, z) est Ft-adapté.

Soient T un temps d'arrêt pouvant prendre des valeurs inifinies et ç une variable
al(~atoire (v .a) FT-mesurable.
Soit ll> : IRd

------> (-00, +00] une fonction convexe, propre, sémi-continue inférieure­
ment. 8ll> désigne l'opérateur sous-diH'éffercntiel de ll>.
Posons

Dom(ll» = {:r E IRd
: ll>(x) < +oo}

8ll>(u) = {u' E IRd : <I>(z) 2> ll>(u) + (2 - U, u') \jz E IR,d}

Dom(8<I» = {u E IRd
: 8ll>(u) =1= Qi}

Gr(8<P) = {(u, u') E IRd
X IRd

: u E Dom(8ll», u' E 8ll>(u)}

12
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Dans la suite, nous supposons sans perte de généralité que 1>(x) 2: 1>(0) = 0, \Ix E

ffid; de sorte que nous avons (0,0) E Gr(81)). Nous supposerons également que
int(Dom(1») cf- 0.
Pour (3 > 0, le triplet (T, ç, 1) satisfait les conditions:

(Hl) T est un Ft-temps d'arrêt.

(H2) Il existe deux processus r(t) et u(t) non-négatifs, Ft-adaptés tels que
\I(y, z, yi, z') E ffid X ffidxn X IRd X IRdxn ,

IJ(t, V, z) - f(t, yi, z')1 :s; r(t,)lv - y'l + u(t)lz - z/l.

La condition (H2) est dite condition de Lipschitz stochastique.

(H4) { Ci) ç est une v.a. Fr-mesurable telle que ç E L
2((3, a, T, IR

d
).

(ii) ç E Dom(1)).

(H5) J( .•.~o,O) E L 2 ((3, a, [0, T], IRd).

. . ". _ { _ IE( fi(Z)IFt) } 2(H6) Le processus f - ft - a ' t 2: 0 E L ((3, 2a, [0, Tl. IR).

A présent, nous introduisons l'équation différentielle stochastique rétrograde
réfléchie ( en abrégé EDSR-R) associée au quadruplet (T, ç, J, 1».

Définition 2.1.1. Une solution de l'ED5RR (T, ç, J, 1» est un triplet (Y, Z, K) de
processus Ft-adaptés à valeurs dans IRd

X IRdxn
X md tel que:

(i) (Y, Z) E MC((3, a, T), c'est à dire

(ii) {Yi : t 2: O} e8t un p1'Oce881l.S continu à valeurs dans Vom(1)) sur l'ensemble
{t:S;T}.

13
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(iii) {Kt : t 2' o} est 'uu pmcessus cuutiuu satistfaisuut K 0 = O. De plus K est
absolumeut cuutiTm paT' rappoT't à la meS'UT'e ef3A(t)a- 2(t)dt.

(iv) POUT' tout T 2' /,2'0,

(v) POUT' tout pmcess'us optiouuels (v, w) tel que (Vt, Wt) E GT'(81)) SUT' l'ensemble
{t ::; T}, ou a

[TI\T

Jo (Ys - v" dKs + a2 (s)wsds) ::; 0, puUT' tuut T 2' O.

(vi) Yi == ç, Zt == 0, Kt == KT SUT' l'ensemble {t > T},

2.2 Cas du temps terminal déterministe

Cette section est consacrée à l'étude de l'EDSR-R (T, ç, f, 1», avec T un temps
terminal fixé,
Tout d'abord, rappelons quelques résultats sur l'approximation de Yosida des opéra­
teurs sous-différentiels ( voir Brezis [9] ). Pour tout n E IN* et tout x E !Rd la fonction
1>" : IRd ------+ IR définie par

1>n(x) = min {~Ix - yl2 + 1>(Y)}
yERd 2

est une fonction convexe de classe Cl telle que V1>n = An, où An(x) = n(x - Jnx)
est l'approximation de Yosida de l'opérateur 81> et Jn sa régularisée de Yosida. An
est lipschitzienne de constante de Lipschitz n. On a également

(2.1)

De plus, il existe b appartenant à int(Dom(1») et une paire de nombre positifs (IL, Î)
tels que pour tout x E !Rd

(2.2)

Pour des compléments sur (2.2), nous réferons le lecteur à Cépa [13].
Pour tout n E IN*, nous considerons l'EDSR non réfléchie

14
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En utilisant El Karoui ct Huang [22], l'EDSR (2.3) admet une solution unique
(yn, zn) E MeCG, 2a, T). Mais en vertu de la Remarque 2.1.1, on a (yn, zn) E

./1,,;(C((3, a. T). Posons

Dans la suite, nous établissons les Lemmes préliminaires suivants qui donnent des
estimations sur la suite (yn, zn).

Lemme 2.2.1. Suit T > O. Suppusuns que les hyputhèses (Hl) - (H5) sunt satis­
faites puUT T == T. AluTS pUUT (3 suffisamment gTand, on IL

(i)

(ii)

(iii)

Preuve. En utilisant la formule d'Itô et l'inégalité (2.2), on obtient

e13A(t)IY;" - W+ (311' e/j'A(s)a2(s)IY:' - b 2ds

+ 11' e13A(S)IZ~\2ds + 2'1 11' e13A(s)a2(s)IAn(Y:,nlds

T

< e13A(T)I~-W+2j e13A(8)(Y,n_b, f(s, Ys1l, Z~))ds
t

'T l' l'

+ 2/L f é A(S)a2 (s)IYsn - blds + 2ÎfL j é A(S)a2(s)ds - 2 f e13A (s) (Ys1l - b, Z:'dWs )'

Jt t.t

Puisque

2(Y;' - b, f(s, Y::" Z:')) ~ 2!y,1l - bl (r(s)IY,1l - bl + u(S)IZ:'1 + If(s, b, 0)1)

~ 2r(s)IYs1l - W+ 2u2(s)lr~1l - bl 2 + }IZ:'1 2
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+(~ _ 1)a2(s) Iyn _ bj2 + (_2_) 11(s, b, 0) [2
2 S (3 - 2 a2 (s)

ct

On déduit que

l' l'

efJA(tll}~n - W+ (~- 2)1 éA(s)a2(s)l~nI2ds + ~JeiJA(slIZ;1 2ds
2 t 2 t

+ 2111' e13A(sla2(s) IAn(Ysnlds
()

< efJA(Tllç - W+ (21 /1 + Ji?) 11' e13A(sla2(s)ds

+ _2_11' efJA(Sl(11(s, b, 0)1
2

ds _ 211' efJA(sl(yn - b ZndW \.
(3 - 2 t a2 (s) t s' s si

Il s'en suit que

(~- 2)IE (11' efJA(Sla2(s)ly,nI2dS) + ~IE (11' efJA (SlIZ; 12 dS)

+ 21IE (11' efJA(Sla2(s)IAn(y,nlds)

< IE (efJA(Tllç - b[2) + (21tt + Ji,2)IE (/1' e/JA(Sla2(s)ds)

+ _2_ IE (11' éA(sl 11(s, b, 0)1
2
ds)

(3-2 t a2 (s)

En choississant (3 > 4, et en utilisant (H4-i) et (H4-ii), on conclut que (i) est vrai.
Pour la preuve de (ii), posons \{In(x) = ~epn(x). Par convolution avec une fonction
suffisament régulière, on peut appliquer la formule d'Itô à la fonction \{In pour obtenir
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ce qui suit:

111' 111'Wn(y~n)e;3A(t) + - e;3A(s)a.2 (s)IAn(Y;'Wds + - e6A(s)Tr(Z;'Z;'*HessW n(Y,n)ds
TL t 2 t

< wn(ç)e;3A(T) + ~ lI' e;3A(s)IAn(Y;')II](s, Ys", Z;') Ids - /311' e;3A(s)a2 (S)Wn(Ys
n)ds

TL t t

- II' e;3A(s) (\7wn(}~,n), Z;"dWs)

< wn(Ç)e f3A (T) +~ lI' e;3A(s)a2 (s)IA,,(Y,Wds +~ lI' e{3A(S) I](s, ~';' )Z~W ds
2n t 2n t a. 5

- /311' e;3A(s)a2 (s)w,,(Ys) -lI' e;3A(s) (\7w,,(y,"), Z;'dWs)'

Puisque <I:>(y) ::;:. <I:>(O) = 0, on a

lE ( w,,(}·~n)e;3A(t) + 2~ lI' e;3A(s)a2 (s) IA,,(}~,nWds)

'S lE (wn(ç)e;3A(T)) + 2~lE (II' e;3A(s)I](s, ~,;~)Z;')12 dS)

En utilisant (i), (H2) et (H4 - ii), on déduit qu'il existe une constante C> 0 telle
que

par suite (ii) est clair.
Pour prouver (iii), nous appliquons la formulc d'Itô pour obtcnir

= e;3A(T)lçI2 + 211' e;3A(s) (Y,", ](s, Y,", Z;l))ds

-211' e;3A(s)a.2(S) (Y" A (Y"))ds - 211' e;3A(s)(yn Z"dW)
5' Tt S - s' s S·

t t

D'autre part la condition (H2) et l'inégalité de Young permet d'obtenir

21 (Y,", ](s, ysn, Z;'))I 'S (0 + 2)a.2(s)IY;"1 2+ l1Z~12 +*1](':2~~)OW

2a2 (s) 1(Y,", A"(Y,")) 1 'S 0a2(s)IY;'12 + *a2 (s)IA,,(ys"W.
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Par conséquent,

De plus, en vertu de l'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy pour les intégrales
stochastiques ( voir Barlow et Protter [7]) et de l'inégalité de Young, on a

Il s'en suit que

:s: 2IE (eiJA(T)lçI2)+4IE (l T

e'iA(S)a2(s)l~nI2ds) +~IE (l T

eiJA(S)a2(s)IAn(YsnWdS)

+~IE (l T

eiJA(s) If(~2~~)OW ds) + 4C2IE (11' eiJA(s) IZ~12ds) .

On obtient alors (iii) en utilisant (H5), (i) et (ii) .•

Remarque 2.2.1. (a) L'estimation (i) peut être obtenu en utilisant seulement
cI>(1;) 2': <p(o) = °et la formule d'Itô pow' eiJA(t)l~nI2.

(b) Une autr'e méthode pour la pr'e'uve de (ii) est obtenue en utilisant le 'résultat suiv­
ant dit d'inégalité sous-différentielle stochastique dû à Pardoux et Rascanu /46j :
Soit W : IR+ x Ilë ---'> IR est 'une fonction de clacsse Cl telle que pou'r chaque
t 2': 0, w(t, .) : IRd

---'> IR est une fonction convexe. Si {Xt; t 2': ü} est 'une semi­
martingale continue; Ul07'S Ifs :s: t :

En effet, il suffit de poser W(t, ~n) = e,6A(t) <Pn(~n) et l'on obtient le résultat par' des
calculs analogues à la pr'euve pr'écécedente.
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Proposition 2.2.1. Sod T > O. Supposons q'll,e les hypothèses (Hl) - (H5) sont
satisfaites pOUT T == T. AloTs pOUT {3 sujfisarmnent grand et pOUT tout (n, TTî) E [N*2)

on a

+JE (1'1' ePA(s) IZ; - z;' 12ds ) ::; C (} + r~) .

Preuve. Par la formule d'Itô, on obtient

'1' '1'
ePA(t)ly:n - y ml2 + 1 ePA(s)lzn - zmI2d,,' + {31 ePA (S)a 2(S'llyn - ym)1 2dst (.1 s S L J).5 S

t t

= 21'1' ePA(s) (Y," - }~:n, f(s, ysn, z:') - f(s, ~,m, z~n))ds

_21Té3A(s)(yn_ym (zn_ z m)dW)dc;-2 1
T

ePA(s)a2(s)(yn_ym 4 (yn)_A (ym))ds
s s' s s S L S s'''' n s ms·

t t

Puisque,

l = Jn+~An = Jm+~Am; An(~,n) E A(Jn(Y;'); Am(Y,m) E A(Jm(y';117) et ab ::; ~a2+b2,
n m 4

on peut montrer que

_(yn _ ym A (yn) _ A (ym)) < _1 lA (yn)1 2+ ~IA (ym)1 2
s s' n s m s - 4rn n s 4n ms'

On obtient alors:

IE (ePA(t)l~n - ~mI2) + ~IE (1'1' ePA(s)!z.:' - Z.~'12ds)

+ ({3 - 2)IE (fT ePA(s)a2(s)ly';n - y';mWdS)

< _l_ IE (ITePA(B)a2(s)IAn(y,nWds) + ~IE (1'1' ePA(S)a2(s)!Am(y,mWds) .
2m t 271 t

Gràce au Lemme 2.2.1, on déduit que

19



CHAPITRE 2. EDSR MULTIVOQUE AVEC CONDITION DE LIPSCHITZ
STOCHASTIQUE

Par suite, en utilusant l'inégalité de Burkhôlder-Davis-Gundy ( en abrégé BDG) et
un argument similaire à celui de la preuve du (iii) du Lemme 2.2.1, on montre alors
que pour {3 suffisamment grand, on a

T

+IE (r ei,A(s) IZ:' - z:n12ds) ~ c (~ + ~) .•Jo n ln

Pour la suite, nous avons besoin du Lemme suivant dû cl Saisho [521.

Lemme 2.2.2. Soient (kn : n ?: 1) et (yn : n ?: 1) deux suites de l'espace
C([O, Tl, md

) convergentes vers k et y respectivement. On suppose que kn est cl
variation bornée avec sUPnEN* Ilknll T < +00, où Ilknll T désigne la variation totale de
k s'ur [0, T]. Alors

A présent, nous énonçons le principal résultat de cette section.

Théorème 2.2.1. Soit T > O. Supposons que les hypothèses (Hl) - (H5) sont
satisfaites pout T == T. Alors, l'EDSR-R (T, ç, f, <1» ad'ffwt une solution unique
(Y, Z, K). De plus pow' {3 s1J,jjisamment grand, on a

+JE (l T

eI3A(s)IZ~ - Zs12dS) = O.

lim JE (sup IK;' - Kt12) = O.
X~+CXl O<:;I<:;T

Preuve. Existence. D'après la Proposition 2.2.1, (yn, zn) est une suite de
c:auc:hy dans l'espaœ de Banac:h MC({3, a, T). Notons Y = hm yn, Z = hm zn et
posons
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On peut alors IIlontrer que

Ainsi la suite (I{n)nEN" converge vers K dans L 2 (0).
Montrons à présent que le triplet (Y, Z, K) est solution de l'EDSR-R (T, ç, j, <I».

En prenant une sous-suite extraite notée (Kn), on a

sup 1 K;' - Kt 1 ----+ °
05c15cT

quand n -----+ +00. Il s'en suit que K est un processus continu. De plus, par le Lemme
2.2.1, on a

sup IE ( fT e,r3A(t)a2(t)IAn(}~nI2dt) < +00.
nEli\[" Jo

En <:onséquence, on a

sup IEllKnl1 !Rd < +00
JN

" Hl(O,T.dL s ,) ,
nE

où dL" = ef3A (")a- 2(s)ds et Hl(O, T, dLs , !Rd) est l'espace de Sobolev des fonctions
absolument wntinus ayant ulle dérivée dans L2([0, Tl, dLs ). Ainsi (Kn)7JEIN" est

bornée dans l'espace de Hilbert L2(0, Hl(O, T, dL", !Rd)). On en déduit l'existence
d'une sous-suite de (Kn)nEJN"qui converge faiblement. La limite K E L2(0, Hl(O, T, dL", !Rd))
et pour presque tout w E 0, K,(w) E Hl(O, T, dL", IRd

). Ainsi K est absolument
continu et il existe Vi E 8<I>(Yi) tel que

La continuité du processus Y provient de la convergence de (yn) dans l'espace
L2,C({3, a, [0, Tl, ]Rd).

Montrons que :

IP {Yi E Vom(<I»} = 1, \/t:::: O.

Supposons qu'il existe °< t o < +00 et Bo E :F tel que IP(Bo) > °et Yia tf­
Vom(<I» , \/w E Bo. De la continuité de Y, on déduit l'existence de cS > 0, Bi E :F
tel que IP(Bd > 0, Yi(w) ri- Vom(<I» pour tout (w, t) E Bi X [to - cS, to + cS]. Mais
puisque
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le Lemme de Fatou donne

ce qui est impossible, puisque limn inf el3A(s)a2(s) IAn(Y:,n) 1 = +00 sur l'ensemble
BI x [tto - 6, tto + 6].
Achevons la preuve de l'existence en établissant (v) de la Définition 2.1.1. Pour ce
faire, nous utilisons le Lemme 2.2.1. En effet, on a

Moyennant une sous suite ( si nécéssaire) Kn et yn convergent uniformement vers
K et Y. Pour tout processus optionnel (vs, ws) E Gr (81) ), on a

fT (Jn(Ysn)-vs, dIÇ+wso?(s)ds) = IT
o?(s)( Jn(Ysn)-vs, -An(Ysn)+wsds) :.S. 0, IP-p..sJo 0

En passant à la limite et en utilisant le Lemme 2.2.2, on obtient (v).

Unicité. L'unicité est une conséquencc immédiate de ce qui suit. En effet,
soit (Y, Z, K) (resp. (Y', Z', K') ) une solution de l'EDSR-R (T, ~, 1, 1» (resp,

(T, e, j', 1»). Puisque 81> est un opérateur monotone, -~1: E 81>(Y;), -~1; E

81>(Y;') ; on peut aisement vérifier que

En appliquant la formule d'Itô à eiJA(t)lY; - y;'1 2 , on obtient

IE (eiJA(t)lY; - Y;'1 2)+}IE (fT eiJA(S)IZs - Z: 12ds) +CIE (fT e/3A(s)a2(s)lY" - Y:l2ds)

:.S. IE (ciJA(T)I~ - en + *IE (fT ciJA(s) 11(s, Y;, z:~2(sr(s, }~:, Z~) ds) .•

2.3 Cas du temps terminal aléatoire

Dans cette section, nous utilisons un schéma d'approximation dont la construc­
tion et la eonvergence sont basées sur le Lemme fondamental suivant:
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Lemme 2.3.1. On suppose !jue f, vér"ijie (H4), (H6). Alors

(i) Il existe Wl pmcessus {'lit: t 2> O} L2-intégmble tel !jue f, = JE(Ç) + IoTT)(s)dW".

(ii) Le processus {f,t : t 2> O} déjini en posant f,t = JE(f, IF,,) est tel !j'ue la paire
(f,t, 171) E Me(,a, a, T).

(iii) De plus JE (IoT
e213A ("l :J~.:? ds) < +00.

Preuve.

(i) : Puisque L2(j3, a, T) C L2(0, 0, T), on a IE(If,1 2) < +00. Le théorème de représen­
tation d'Itô donne l'existence d'un processus '1), L2-intégrable satisfaisant Ci).

(ii) : Puisque f,tllT = IE(f,IFtIlT ), on a

e*A(tllTllf,tllTi ::-::: IE(e*A(tllTllf,IIFtIlT)'

Gràce aux inégalités de Doob et de Jensen, on déduit que

IE( sup e13A(tl lf,t\2) ::-::: 4IE(eI3A(Tllf,12).
O<:,t<:,T

De plus par la forIllule d'Itô, pour tout T 2> t 2> 0 on a

Il vient

(2.4)

IE ( sup eI3A(tllTllf,tIlT12) + j3IE ( (lIT e13A(Sla2(s)if,sl2)dS)
O<:,t<:,TIIT Jo

+ IE (l TIIT
eI3A(.,lI17sI2)dS) (2.5)

< IE (e;3A(TIIT l If,TIIT 1
2) + 2IE ( sup IjTIIT é3A (sl (f,s, 77sdWsll) .

O<:,t<:,TIIT tilT

En combinant les inégalités de Burkholder-Davis-Gundy et l'inégalité de Young
2ab ::-::: '{2 a2 + ~~, on obtient
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:=::: 2CIE {( sup eiJA(ti\T) lçt 12 ) ~ ( [T/\T e!3A(s) l'7s 1

2)dS) ~}
O<;t<;T/\T Jo

2 T/\T
:=::: ,2IE ( SUp eiJi1 (t)lçt I2) + C2IE ([ eiJA (S)I17s I2)dS) .

O<;t<;T/\T 1 Jo

Ainsi, l'inégalité (2.5) devient

:=::: IE (eiJA(Ti\T l IÇTi\T 1

2) + ,2IE ( SUp eiJi1(t)\çtI2) + C: IE ( [Ti\T eiJA(SllrlsI2dS) .
O<;t<;T/\T , Jo

En choisissant ,2 > 2C2
, il s'en suit que

T/\ T/\

pIE (1 TeiJA (S)a2(s)lçs I2)dS) +}IE (1 TeiJA (S)I17s I
2)dS)

:=::: IE (eiJA(T/\TllçTi\T12) + ,2IE ( sup eiJA(t)lçt I2).
O<;t<;T/\T

En faisant tendre T vers +00 et en utilisant à la fois le Lemme de Fatou et le
Théorème de la convergence dominée, on obtient

pIE (lT
eiJA (S)a2(s)llçs I2)dS) + }JE (lT

eiJA(S)lllsI 2)dS)

:=::: JE (eiJA(TllçI2) + ,2IE C~l~fT eiJA(t)lçtI2) .

Finalement, en combinant cette dernière inégalité avec (2.4), on obtient

pIE (lTT
éJA (S)a2(S)lçs I2)dS) +}IE (lT

eiJA (S)I17s I2)dS) :=::: (4,2 + l)IE (eiJA(TllçI2) .

Dès lors (H4 - i) donne (ii).

(iii) <I> étant convexe, il est aisé de voir que çt E Dom(<I». De plus, en vertu de
l'inégalité de Jensen et de (H6), on a

IE ( r e2iJA (s) <I>2(çs) ds) < +00.
Jo a (s)

Ce qui donne (iii) .•
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Théorème 2.3.1. Sous (Hl) - (H6), l'EDSR-R (T, ç, f, <1» admet (JiU pl'ltS une
sohttion.

Preuve Soit (Y, Z, K) et (Y', Z', K') deux solutions de l'EDSR-R (T, ç, f, <1».

Notons 6Yi = Yi - Y;;'; 6Zt = Zt - Z;; 6Kt = Kt - K; et 6f(t) = f(t, Yi, Zd ­
f(t, Y;;', Z;). Pour tout T 2': L 2': 0, on a

La formule d'Itô donne:

En utilisant la condition (H2) et en prenant l'esp(~rance dans ce qui précède, on
obtient pour (3 suffisamment grand:

+~IE (1:1\T efJA (S)16Z, 12dS)

~ IE (efJA(TI\T)16YTATI2) + 2IE (l::'T efJA(s) (6Y" d(6Ks ))) .

Mais

donc
IE (e fJA(ti\T)16YiI\T1 2) ~ IE (efJA (TI\T)16YT i\T[2) .

Comme (6Y, 6Z) E MC((3, a, T), en faisant tendre T vers l'infini et en utilisant du
théorème de la convergence dominée, on obtient:
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Ce qui implique que boytAT = 0 IP-p.s et par suite boZtAT = 0 dIP ()9 dt-p.s. Enfin, on
conclut à l'aide de l'égalité

Pour la preuve du résultat d'existence, nous introduisons la suite (yn, zn) de la
façon suivante: Pour tout n E IN*, {(yn, zn, Kn) : 0 :s: 0 :s: n} est la solution
unique de l'EDSR-R (n, Çn, 1[0, rd, <1». C'est à dire

Y;71 = Çn + ,r I[O,rd(s, y,n, Z~)ds - ,r Z,~dH's + K~ - K~, VO :s: t :s: n.

Étendons ce processus sur l'ensemble [n, +00] de la manière suivante:

1/"n C Zn lnl }/"n \-It >
I t = <,,1, t = T)t, \t = \rl\n' V _ TL

Dans ce qui suit, nous étudions la convergence de la suite (yn, zn, Kn) et nous
montrons que sa limite est solution de l'EDSR-R (T, ç, 1, <1». Donnons tout d'abord
des estimations sur la suite (yn, zn, Kn).

Lemme 2.3.2. Sous (RI) - (R6), pOUT" (3 suffisamment gmnd, il existe une con­
stante C telle que:

(2.6)

sup JE ( sup IK~12):s: C.
nEN O<;t<;nl\r

(2.7)

(2.8)

Preuve. En appliquant la formule d'Itô au processus e(3A(t)I Y tI 2 , on oLJtient :
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En utilisant la condition de Lipschitz; stochastique (H2) et le fait que

j n/\T

e;3A(s) (y::', dJ(~) <::: 0,
t/\ T

on obtient

ce qui dorme (2.6).
Pour obtenir (2.7), il suffit d'appliquer l'inégalité de Burkholder-Davis-Gunùy. En
effet,

Puisque

nous avons

Ce qui permet d'obtenir (2.7).

A présent, p01l1' tout t <::: n, on a
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En utilisant une fois encore l'inégalité de Burkholcler-Davis-Gundy, on déduit que

Ainsi, les in{~galités (2.6) et (2.7) permettent d'obtenir (2.8) .•

Proposition 2.3.1. Son.'! (Hl) - (H6), (Y", Z", [{")"EW e.'!t 'une ::ruite de Canchy.

Preuve. Soit (m, n) E lN':'l tels que m > n. Posons

Nous examinons la convergence du processus (Y", Z") dans la partie A et celle du
processus [{" dans la partie B.

Partie A.
• Pour tout TL :s; t :s; m, on a

J

TAm JT/\r" JTAm
y~m = Çm + J(s, ~:n, Z:")ds - Z:"dWs+ d[{:",

tAT tAT tAT

et

Par la formule d'Itô, on obtient
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On déduit que

Il s'en suit que

dKm

Puisclue --' E 8<I>(ym) on a
dL" s ,

\
d}("')ym _ ç, _8 < <I>(t ) _ <I>(yrn).

8 s, dL 8 - "8 S

Mais <I> 2: 0, donc:

\

d}(rn)ym _ t, _s < <I>(t,).
s <"8' dL

s
- <"s

En conséquence,

J
TAm JTAm <I>(ç )

2 é3A (8) (,6,y" dKs)ds S; 2 e2/3A(s)_,,_S ds
tAT tAT o,-(s)

Ainsi (2.9) devient

(2.9)
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Cràce à l'inégalité de BDC, nous déduisons que

En vertu du Lemme 2.3.1 (iii), le terme à droite de l'inégalité (2.10) tend vers 0
quand '11 tend vers l'infini.

• Pour t :S n, nous avons:

De ces egalités, on tire:

Des calculs similaires au cas déterministe donnent

IE ( sup efJA(t)ILÜ';1 2 ) + IE ( rf\n efJA(S)I~ZsI2dS)
O<;'t<;'Tf\n Jo

+ CIE (lT
f\n efJA (s)a 2 (s) ID.Y:, 12ds )

< IE (e fJA (nAT)ID. YnI 2 ). (2.11)

En tenant compte de (2.10), nous déduisons que le terme de droite tend vers zéro
quand 17, tend vers l'infini.

PartieB
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• pour t :::: n

K n = yn _ Y:" _ITflt j'(c; yn zn)ds + i Tflt
ZndvV

t 0 t c, 8' .5 S S

• 0 0

K;n = y~n _ ~m _lTflt
f(s, ysm, z.:n)ds +iTfIt

z:ndWs

(Tflt [Tflt
I:1Kt = I:1Yo - I:1Yi - Jo [f(s, Y;", Z7') - f(s, Y,n, Z;)]ds + Jo I:1ZsdWs

On a

IE (sup II:1KtI2) :::: CIE (11:1 Yo 12 + sup cfJA (t)II:1YiI 2)
O<;Tfln O<;Tfln

(
(Tfln ) ( (Tfln )

+CŒ Jo efJA (s)II:1Zs [2ds + CIE Jo efJA (s)a,2(s)\I:1Y,1 2ds

En faisant tenùre n vers l'infini, il est clair que le membre ùe gauche tend vers zéro.
• Four n :::: t :S m

On a

IE (II:1KTfln I2) :::: CIE (11:1Yo12 + II:1Yin

+CIE (lTfln
efJA(S)II:1ZsI2dS) + CIE (lTfln

efJA (s)a2(s) 1 1:1 y, 1,2ds)

D'autre part

(2.12)

j

Tflt jTflt
m rn _ "l'fI, TrI, _> rn rn nt ilKt - K Tfln - Yn - ~ - f(é'i, Y:, ,Zs )ds + Zs dH s

TAn TÂn

j

Tflt jTflt
1(m _ 1(m = ym _ yn + yn _ y:m _ f(s ym zm)d + ZmdW

t TAn n n nt.' s' s - S s s
TAn TAn

j

Tflt jTfll
K;' - 1{~~n = I:1Yn + (~~ - ~m) - f(s, ysm, Z.:")ds + Z:"dW,

TAn TAn

Ainsi

{
11T'\t 12 11Tflt

1

2
}

I
Km-Km 12 < 4 II:1Y 1

2 + [yn - y: m
1
2 + f( ym zm)ds + ZmdWt Tflnl - n nt. S, s' s s s

Tl\n TAn

L'inégalité de BDG permet alors d'obtenir

IE ( Sup IK;" - K~~n[2) :::: CIE (11:1}"112+ Sup I~~ _ ~mI2)
n<;t<;m n<;t<;m
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Le Lemme 2.3.2 et la condition (H5) permettent alors de conclure que le terme de
droite tend vers zéro quand Tt tend vers l'infini. Par suite, de l'inégalité (2.12), on
déduit que IE (suPn<t<m 1Kr" - K~12) tend vers zéro.

• Pour t ~m ~ Tt; Kr" - Kr' = Kr;~m - K;';\n qui tend vers zéro. On conclut
ainsi que IE (sUPO<::t<::T 16Kt12) tend vers zéro quand Tt tend vers l'infini.•

Théorème 2.3.2. Supposons (Hl) - (H6) satisfaites. Alors l'EDSR-R (T, ç, f, <I»

admet (L'U moins une solution.

Preuve Notons (f~, Zt, Kt) la limite de la suite (y;n, zr', K~) et prouvons que
le triplet (Yt, Zt, Kt) est solution de l'EDSR-R (T, ç, f, <I». D'après le cas détermin­
iste, on sait que pout tout T > 0, l'EDSR-R (T, fT, l[o,T]f, <I» admet une solution
unique (Y t , Zt, l?d. En conséquence, pour obtenir le résultat, il suffit de prouver
que (~, Zt, Kt) = (Y t, Zt, Kt), Vt ::; T. Pour ce faire, remarquons que

lE (CiJA(tAT)IY t - ~12) = lim IE (ePA(tAT)IY t _ Y;"1 2) ,
n~oo

Il suffit donc de montrer que le terme de droite est égale à zero.

Y t = Yr + fT l[o,T]f(s, Ys, Zs)ds - fT ZsdWs + KT - Kt

Y;" = Y;" + fT l[o,T]f(s, Y;', Z~')ds _fT Z~'dvVs + K~, - K;'
t • t

En utilisant un argument similaire à celui de la preuve de l'unicité, on obtient

Ainsi
lE (e!3A(tAT)IYt - ~'12) ::; lim IE (eiJA(tAT) 1fT - y;,'n = o.

11-----jooo

On conclut ainsi que pour tout l ::; T, (Yt. Zt, Kd = (Y t, Zt, Kt) .•
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Chapitre 3

EDSR avec condition de monotonie
stochastique

3.1 Notations, hypothèses et définitions

3.1.1 Notations

Dans tout ce chapitre H" = {Wh t 2: O} désigne un mouvement Brownien n­
dimensionnel défini sur un espace de probabilté filtré (D, F, Ft) où {Fdt>o est la
filtration naturelle du mouvemevent Brownien augmenté de tous les ensembles IP­
nuls de F. Le produit scalaire standard de IRd est désigné par (., .) et sa norme par
1.1. La norme sur IRdxn est notée par IZI = tr(ZZ*).

Soient /3 2: °(à préciser plus tard ) et a un processus non négatif, Ft-adapté.
L2(,fJ, a, T, IRd

), L2(,fJ, a, [0, Tl, IRd
), L2,a(,fJ, a, [0, Tl, IRd

), L 2,c(,fJ, a, [0, Tl, IRd
), MCG, a, T)

et MC(,fJ, a, T) désignent les même espaces que ceux définis au chapitre 2 munis de
leurs nonnes respectives. Par crainte d'être incomplet, nous rappelons ici la Remar-
que 2.1.1 du chaiptre 2

Remarque 3.1.1. Si a et b sont deux pTOcessus non-négatifs, Ft-adaptés tel que b >
a, alors L2(,fJ, b, [0, Tl, /Rd) C L2(j3, a, [0, Tl, /Rd). Par' c:onséquent MC(,fJ, b, T) C

MCCG, a, T).

3.1.2 Hypothèses et définitions

Soit f : D x IR+ X IRd
X IRdxn

-----+ IRd une fonction telle que pour tout
(y, z) E IRd

X IRdxn
, f(., ., y, z) est progressivememnt mesurable et ç une IRd

_

variable aléatoire FT-lIlesurable.
Pour /3 2: 0, nous supposons que le triplet (T, ç, f) satisfait les conditions suiv­

antes:
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(Hl) Il existe un processus Ft-adapté e(t) et un processus nonnégative, Ft-adapté
v(t) tels que V(y, z, yi, Zl) E IRd

X IRdxn
X IRd

X IRdxn
,

(i) (y - yi, J(t, y, z) - f(t, yi, z)) ~ e(t) Iy _ y' 12

(ii) If(t, y, z) - f(t, y, zl)1 ~ v(t)lz - zll

(iii) Y 1---+ f(., ., y, z) est continu dt 0 dIPp.s.

(H2) Il existe E > a tel que a2(t) = le(t)1 + v 2(t) > E.

(H3)

( ) 2( d)iv ç E L (J, a, T, IR .

(v) f(.,(~,O) E L 2 ({J, a, [a, TL !Rd)

(vi) IE(e,6A(T)) < +00.

(H4) Il existe un processus positif, Tl, Ft-adapté et une constante positive K tels
que,

{

(vi?:) 77 E L 2 ({J, a, [0, TL IRd
)

(viii) If(t, y, z)1 ~ IfU, 0, z)1 + 7J(t) + Klyl

A présent nous précisons la solution de notre EDSR.

Définition 3.1.1. Si T est une constante, alors, une solution de l'EDSR (T, ç, 1)
est un couple de pTOcessus Ft-adaptés {(Yi, Zt); t 2': a} à valeurs dans md x Rdxn

tels que

(j) (Y, Z) E MC({J, a" T), en d'autres termes

JE (suP. e,6A(t)IYiI 2 + r ef:lA(t)a2 (t)IYiI 2dt + r e,6A(t)IZtI2dt) < +00.
O<::t<::T Jo Jo
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Définition 3.1.2. Si Test 'ILn temps aléatoire, alors 'Une sol'Ution de l'EDSR (T, ~, 1)
est 'Un co'Uple de pT'Uces.'ms Ft-adaptés {(yt, Zt); t :::= O} à vale'UTs dans !Rd X Rdxn

tels que

(:Jj) (Y, Z) E MC({3, a" T).

(4j) pO'UT to'Ut T :::= t :::= 0,

f
TI\T jTI\T

yt 1\ T = YT 1\ T + f(s, yS) Z.s)ds - Z.sdWs .

. tl\T II\T

(5j) yt = ~ S'UT l'ensemble {t :::= T}.

3.2 Existence et unicité sur un intervalle fixe

Tout au long de cette section, T est un réel positif fixé et C désignera une con­
stante positive pouvant varier d'une ligne à une autre

3.2.1 Unicité

Nous donnons tout d'abord des estimations à priori sur les solutioIls de notre
EDSR.

Proposition 3.2.1. Supposons (Hl) - (H4) satisfaites. Soient (Y, Z) (resp.(Y', Z'))
'Une sol'ution de l'EDSR (T, ~, 1) (Tesp. (T, f,', .f')).
Notons 6.f(t) = f(t, }~', Zn - .f'(t, Y/, zn, 6.}~ = yt - }~', 6.Zt = Zt - z;, 6.~ =
~ - f,' et l' = JE (e;3A(T) 16.~12 + ~ J; e;3A(s) l~i:~12 dS). Alors pour {3 suffisamment

gmnd, on a ..

(i)

(ii)

{

(O)JE(JOT eIJA(s)I6.Zs12ds) S 21'

(b)JE(J; ef3A(s)a2(s)I6.YsI2ds) S 0:41'
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(iii)

lE (SUp eI3A(t)ILH~12) <::: C(p)f
O<;t<; T

où C(3) est une cow;tante qui dépend 'uniquement de /3.

Preuve. Sans perte de la généralité, nous supposons que les coefficients B(s)
et v( s) sont identiques pour les fonctions 1 et 1". Ci) s'obtient alors en combinant
(Hl - ii), (H3 - v) et (H4).
Par la formule d'Itô, nous avons

eIJA(t)ILü~12 + P fT eIJA(s)a2(s)I.6.}~,12ds + fT e6A(s)I.6.ZsI2ds

= eIJA(T)I.6.Ç-!2 + 2 fT eIJA(s) (.6.Ys , 1(8, y" Zs) - 1'(s, Y::, Z~))ds

-2 fT eIJA(s) (.6.Ys , .6.Zs dWs )'

En utilisant les conditions (Hl - i), (Hl - ii) et l'inégalité de Young 2'U:u <::: ~'U? +
~V2 pour 0: > 0, on obtient

2(.6.Y" 1(s, Ys, Zs) - 1'(s, ~:, Z~))

<::: 2B(s)I.6.YsI2 + 21.6.Ysl[v(s)I.6.Zsl + 1.6.1(s)l]

< (2 + ~) a2(s)I.6.Y 1

2+ ~1.6.ZI2 + ~ I.6.J(sW.
- 2 s 2 s (3 a2 (s)

Il s'en suit que

Par suite, on déduit que

Ce qui donne (ii).
Pour obtenir (ii'i) , il suffit de prendre sUPo<;t<;J) dans (3.1) et d'utiliser (i'i - a) et
l'inégalité de Durkholder-Davis-Gundy.•
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Corollaire 3.2.1. Sous les conditions (Hl) - (H4), l'EDSR (jj) admet (L'U plus
une solution.

Preuve. C'est une conséquence immédiate de la Proposition 3.2.1..

3.2.2 Existence

Tout d'abord, nous avons besoin d'établir le résultat suivant.

Proposition 3.2.2. Supposons les conditions (Hl) - (H2) satisfaites. soit {Vt :
OSt S T} un processus Ft-adapté vérifiant lE(JoT ePA(s)Iv,,!2ds) < +00. De plus,
supposons qu'il existe b > 0 tel que

Alors, il existe un proccss'us (Y, Z), Ft-adapté à. 'Valeurs dans md x mdxTl tel que

(6j) (Y, Z) E MC((3, a, T)

Preuve. Dans ce qui suit, nous posons h(s, y) = I(s, y, v:,) pour tout s E [0, T]
et nous divisons la preuve en deux parties.
Partie J, Posons ~ = e~A(T) 1';/ et supposons que

1~12 + sup Ih(t, ow S C.
o<:::t<::: T

(3.2)

Soit 1.pq unc fonction régulière de IRd vers IR+ telle que 0 S 1.pq S 1 et définie par
1.pq(;r;) = 1 si Ixl S q, 1.pq(x) = 0 dès que 12:12: q + 1. Posons q(n) = [(C+ ~:(nC+
11,3 + K 2n)) ~], ou [r] désignc la partie cntière de r. Définissons

hn(t, y) = 1{rl(t)+e(JA(t)<:::n} fIR,ri 1.pq(n)+2(Y - u)h(t, Y - u)Pn(u)du

où Pn : IRd
----4 IR+ est la suite de fonction régulière à support compact dans la boule

B(O, 1) qui approximc la mesure de Dirac en 0 et satisfaisant fIRd p,,(u)du = 1. Il
est clair que hn(t, .) est une suite de fonction à support compact vérifiant ce qui
suit:

(a) hn(t, .) converge vers h(t, .) sur les ensembles compacts.
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(b) 17n(t, .) est globalement Lipschitz stochastique de coefficient: K(n, l) = a2(t) +
Cn, avec Cn = ~O';,C + O'n(n + K(1 + q(n) + 3)) et O'n = fIff'IVPn(u)ldu.

(d) l17n(t, y)1 'S 1{77(t)+cfJA(t)<::ndl17(t, 0)1 + T)(t) + K(l + Iyl)].

Posons à présent a;,(t) = K(n, t) et An(t) = f~ a;,(s)ds = A(t) + Cnt. On vérifie
aisement que

lE (e/3A,,(T) IÇn < +00, lE ( r e{JA,,(s) l17n~'" 0)1
2
ds) < +00.

Jo an(s)

Ainsi, en utilisant El Karoui et Huang [22], l'équation

}~n = ç+ jT 17,,(s, Y,n)ds _jT Z;'dWs

admet Ulle solutioll unique (yn, zn) dans l'espace MC(j3, an, T). Mais grâce à de la
Remarque 3.1.1, on a (yn, zn) E Mc (13, a, T).

Remarquons que pour tout y, 2(y, 17n(t, y)) 'S (2 + ~)a2(t)lyI2 + ~ Ih'~~it~W. Par con­

séquent, pour tout l fixé dans [0, Tl, en appliquant la formule d'Itô à e{J[A(s)-A(t)] IYsnl2
pour tout s E [t, Tl, puis en prenant l'espérance conditionnelle lE(.1 Ft) et en choi­
sissant j3 grand, on obtient

1}·~nI2 'S lE (e{J[A(T)~A(t)]lçI2 + ;E jT e{J[A(u)-A(t)]lhn(u, OWdu 1Ft) .

De plus, en combinant (3.2) et (d), on a

(jT e;3[A(u)-A(t)] l17n(u, OWdu 1 Ft) 'S 3T(Cn + n3 + K 2n)

On déduit alors que

(3.3)

Ce qui justifie le choix de l'entier q(n). Le reste de la preuve est basée sur les deux
lemmes suivants.

Lemme 3.2.1 ( Estimations à priori uniformes en n). Supposons les condi­
tions (Hl) - (H5) satisfaites. Alors pour j3 suffisamment gmnd, on a :
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(iii) sup IllT* lE (SUJ) e(l+6)IJA(t)IY/'12) < +00
nEflV n~t~T 1 t

Preuve. En vertu de la formule d'Itô, on a

eIJA(t)l~nI2 + (3JT eÔA (s)a2(s)IY,nI2ds + fT eIJA(s)lz~'12ds (3.4)
t • t

:::; e~JA(T)lçI2 + 2fT eIJA(s)IY;'llhn(s, Ys
n)Ids - 2fT eIJA(s) (Y;" Z~'dWs)'

Par l'inégalité de Young et (cl), on montre que

21ynllh (s yn)1 < (~+ 2 + K) a2(s)lynI2 + ~ Ih(s, 0)1
2

+ 7](S)2 + K2

sn, s - 2 é S (3 a2(s) a2(s)

Si nous prenons (3 suffisamment grand de sorte que (~ - 2 - If) > 0, (3.4) devient

Ainsi, (i) s'obtient en combinant (H3), (H4) et (3.2).
En vertu de (d), (3.2) et (i), (ii) est evident.
En prenant l'espérance conditionnelle dans (3.5) et en utilisant (3.2), on obtient

où Cl = ~~; + ~22. Ensuite, par l'inégalité maximale de Doob, ( en posant p = 1 + 6
) on déduit que

ce qui assure (iii) .•
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Lemme 3.2.2. Sou" (Hl) - (H5), (yn, zn) e8t une 8uite de Canchy dan.s MeU], a, T).

Preuve. Pourm > n, posons 6.~ = ~m - ~n, 6.Zt = Z;n - Z;'. Par l aformule
d'Itô, on a

ePA(t)I6.~12 + 13 fT ePA(s)a2(s) l6.y, 1
1
2ds + fT e(JA(s) I6.Zs l

2 ds
t t

= 2fT ePA(s) (6.Ys, hrn(s, Y,m) - hn(s, ~,n)ds - 2fT éJA.(s) (6.Y" 6.ZsdWs )'

t t.

Nous avons

2(6.}~S1 hrn(s, y;n) - hn(s, Y;') = 2(6.Ys , hrn(s, Y,m) - hm(s, y;')

+2(6.Ys, hrn(s, Ys
n) - hn(s, Ysn).

Mais de (3.3), on a IYsrn l ::; q(m) + 1, IYsnl ::; q(n) + 1 ::; q(m) + 1 et par suite

2(6.Ys, hrn(cs, y;") - hrn(s, Ys") ::; I{Il(s)+cIJA(s)o:::m}8(8)\6.YsI2 ::; a2(s)I6.Ys\2.

Il s'en suit que

e13A(t)I6.~12 + ((3 - 2) fT ePA(s)a2(s)I6.YsI2ds + fT ePA(s)I6.Zs\2ds (3.6)

::; 2fT ePA(s)I6.}~sllhm(s,~,n) - hn(s, Y;')lds - 2fT e13A(s) ( 6.Ys, 6.ZsdWs )'

Comme (3 a été choisi suffisamment grand, nous deduisons

D'autre part, l'iuégalité de Burkholder-Davis-Guudy dOlme

2IE (sup l, fT e13A(s) ( 6.Ys , 6.ZsdHls)l) .
0o:::tO:::T t

< ~IE ( sup ePA(t)I6.~12) + 2C2IE ( r ePA(S)I6.ZsI2dS) (3.8)
2 O<::lO:::T Jo

Eu prenant sUPOo:::tO:::T(') daus (3.6), eu combinant avec (3.7) et (3.8), on obtient

IE (suP. e13A(t)I6.Y;1 2) + (/3 - 2)IE (IT
e13A(S)o,2(s)I6.YsI2dS)

Oo:::t<T 0

+ IE (IT
éJA(s) I6.Zs 12 dS)

< CIE (l T
ePA(s)I6.Y,llhrn (s, ~,n) - h,,(s, Y;') IdS) . (3.9)

40



A. ELOUAFLIN

Maintenant pour obtenir le résultat, il suffit de montrer que

tend vers zéro quand m, n ----+ +00.
'1 -MPour tout !vI > 0 "OSOIlS B"v = {(5 w) : Iyml + Iynl > M} B = O\BM et, y 171, n , 1 •., .9 '7n, n m, n

llotons C(0, T) une constante positive pouvant varier d'une ligne à une autre. On a

avec

Nous estimons d'abord t; n' Pour ce faire, nous combinons l'inégalité de Holder et
celle de Young pour obtellir

< C(T, O)IE { s.u1) e13A(t)ly:nI2+2b + l T

e13A(8)lh (5 yn) - h (5 yn) 12d5}- ~1b t m '8 n 1 s
11 O<t<:;T 0

+ C( T, 6) sup IE ( fT e13A(8)·1 11 (5 yn) _ h (5 yn) 12d5)
.AIb Jn 'rll 's n, s

ncIN' Cl

De (d), et des inégalités (ii), (ii'i) du Lemme 3.2.1, on déduit que
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Puisque AI est arbitraire, I7~' " peut etre rendu arbitrairement petit en choisissant
AI suffisamcnt grancl.
E' " Ilstlmons a present 111, ,,'

I7~,,, ~ MIE (lT
e(JA(s)Ihm(s, Ys") - h,,(s, Y;1)11{IY:'I'SAndS)

< MIE (r sup eiJA(s)lhm(s, y) - h,,(s, Y)IdS)Jo {Iyl'SM}

(3.10)

Puisque h,,(t, ,) converge vers h(t, .) sur les ensembles compacts et
sUP{IYi'SM} eiJA (s)lh 11 (s, y)1 ~ {Ihs(s, 0)1 2+77(S)+K(1+M)}elJ-4.(s), le Théoreme de la
convergence dominée de Lebesgue assure que le terme de droite de l'inégalité (3.10)
tend vers zéro quand m, Il ------; +00.

Ainsi, en vertu de (3.9), on conc:lut que

+IE (lT
eiJA(S)116Z,12dS)

tend vers zéro quand m, Il~ +00.•

Posons Y = lim" l'n, Z = lim n zn dans MC({3, a, T). Nous allons montrer que
(Y, Z) est la solution de l'EDSR (T, ç, h). Puisque (y Z) E MC({3, a, T), on a,

et

lim IE ( sup eiJA(t) I~n _ Y~12) = O.
n-.+oc O'St'ST

(3.11)

(3.12)

De l'égalité (3.12), on déduit que 'lit E [0, Tl, ftT
Z.~'dH', -----> ftT

ZsdW, en probabilité.
Ainsi pour obtenir le résultat, nous devons seulement montrer que

De (3.11), nous déduisons l'existence d'une sous suite (yn,) telle que

'litE [0, Tl, ~n, -----> 0" 1P - p.s.
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Pour la simplicité, nous supposons que (3.13) est vraie sans extraction de sous suite.
On a

IE (liT hn(s, ysn)ds -iT h(s, Y,)dsl)

< IE (i T

Ihn(s, ysn) - h(s, y,n) Ids ) + IE (i T

Ih(s, ysn) - h(s, Ys)IdS)

< Il + 12

A l'aide d'un argument similaire à celui de la preuve du Lemme 3.2.2, on montre
que h tend vers zéro.
Soit

x;' = Ih(s, y,n) - h(s, }~)I.

On a

12 IE (l T

X;lds)

< IE (l T

eIJA(s) X;lds)

< IE (l T

eIJA(s) X~lp;:'<::T}ds) + IE (l T

eIJA(s) X~l{.\':'>T}ds)

En vertu du théorème de Fubini et de l'inégalité de Chebychev, on a

r IE ( (T eIJA(s) (X71)2c1s)
h <::: Jo IE(eIJA(s) X.:')ds + Jo T s

De plus, en vertu de (H4) et du Lemme 3.2.2, il est clair que

(3.14)

Par conséquent, le second terme à droite de (3.14) peut être rendu arbitrairement
petit en choisissant T suffisament grand. Ensuite puisque y f----+ h(., y) est continue,
nom, déduisons de (3.13) que pour s fixé, X;' ---+ 0 IF-p.s. En combinant (H3 - vi),
le théorème de Fubini et le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, il
s'en suit que le premier terme à droite de (3.14) tend vers zéro quand n ---+ 00. Ainsir hn(s, }~,n)ds -----> r h(s, Y,)ds en probabilité; ce qui achève la preuve de la Partie
1.
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Partiel1
Soit

hn(t, y) =

iJA(T)

inf(n, e-2-lçl)
!JA(T) 1 ç,

e-2- çl

{

h( ) f ( 0) inf(n,lh(t,O)l)h( 0) . f ( 0) -L 0
,t, Y -,' t, 1_ IhI""Ji l" m, ,t, T

h(t, y), s/ h(t, 0) - o.

On a lE(eiJA(T)lçn - ç12) ----> 0, lEU; eiJA(s) Ilhn(s'~)2(:)(s'O)12 ds) ----> 0 quand n ----> +00, et

(çn, h,,) satisfait (3.2). Ainsi d'après la partie l, pour nE IN*, il existe (yn, Z") qui
satisfait (3j) et

~" = ç" + fT h,,(s, Ys")ds - fT Z;'dWs, 0:::::: t :::::: T.

Ün peut aisement montrer que pour tout n, m E IN*

lE ( sup é 1A
(t) I~" - yt"1 2 + (~2 -2) r eiJA(s)a2(s) 1Y," - ~mI2ds)

O$tST Jo
+ lE (lT

e!lA(s) IZ;' - z~nI2ds)

< lE (eiJA(T)lt _ c 1
2 ) + lE (l T

ei3A(s) Ih,,(s, 0) - h711(s, ow ds)
I<"n <"711 • 2( ) .o a s

Le terme de droite tend vers zéro quand n, m ------> O. Ainsi, il existe un couple de
processus (Y, Z), Ft-adaptés tels que

hm II(Y", Z") - (Y, Z)II~,c = 0
"

et qui satisfait (3j), (4j). La preuve de la Proposition 3.2.2 est complète.• Le
pricinpal résultat de cette section est:

Théorème 3.2.1. Supposons qne les conditions (Hl) - (H5)sont satisfaites. Alors
pour {3 suffisamment grand, l'EDSR (j), (2j) admet une solution nnique.

Preuve Pour (U, V) fixé dans MC({3, a, T), la Proposition 3.2.2 dit que l'EDSR

Yi = ç+ fT 1(s, Y~, v~)ds ~ fT ZsdWs '

admet une solution unique. On peut donc définir l'application

II : M({3, a, T) ------> M({3, a, T)
(U, V) f-+ II(U, V)
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telle que IT(U, V) ~oit l'unique solution de l'ESDR cOITe~pondant.Soit (U, V, UI, V') E

M({3, a, T) x MeS, a, T) et IT(U, V) = (Y, Z), IT(U' , V') = (YI, Z'). En combinant
(ii - a) and (ii - b) de la Propo~ition 3.2.1, on obtient

En d'autre~ terllle~

[I(Y, Z) - (yI, ZI)II~ :::: (~ + (32 ~ 41
3
) II(U, V) - (UI, V/)II~.

Par CO!lsôquent, en prenant (3 sufEsamment grand, IT est une application contractante
et son unique point fixe est la solution de l'EDSR considôrôe.•

3.3 Existence et unicité sur un intervalle aléatoire

Dan~ toute cette section, nous supposons que le~ conditions (Hl) - (H5) sont
satisfaites avec T un temps terminal alôatoire pouvant prendre des valeurs dans
[0, +00]. Nous utilisons un schéma d'approximation dont la construction et la con­
vergence sont basées sur le Lemme fondamental suivant:

Lemme 3.3.1. On suppose que ç véTijie (H3 - i). AloT3

(i) Il e:ciste nn processus {1]t : t 2: O} L2 -intéymble tel que ç = IE(E.) + J;T)(s)dWs '

(ii) Le ]JTocessns {çt : t 2: O} défini en posant çt = IE(çIFt ) est tel que (çt, 1]t) E

MC({3, a, T).

Preuve.

(i) Puisque L2(;3, a, T) C L2(0, 0, T), on a lE([çI2) < +00. Le th(~orème de représen­
tation d'Itô donne l'existence d'un processus 1], L 2- intégrable satistaisant (i).

(ii) Puisque çtf\T = lE(çIFtf\T' on a

Gràce aux inégaliltés de Doob et de Jensen, on déduit que

lE( sup ePA (I)!çtI 2 ) :::: 4lE(eÔA(T)lçI2).
os:ts:T

(3.15)
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Dl' plus par un calcul standard, on obtient que pour tout T ::;> t ::;> 0

En choisissant 1 2 ::;> 2C2
, en faisant tendre T vers +00 et en utilisant à la fois le

Lemme de Fatou et le Théorème de la convergence dominée, on déduit

:::: IE (e13A (T)lç\2) + 1 2IE (sup e13A(t)lçtI2) .
O<;t<;T

Dès lors (3.15) et (H3 - iv) donnent (i).•

Le résultat principal de cette section est:

Théorème 3.3.1. Supposons que les conditions (Hl) - (H5) sont satisfaites. Alors
l'EDSR (T, ç, f) admet une solution unique.

Le résultat d'existence est basé sur la suite de processus suivante:
Pour tout n E lN* nous savons par le Théorème 3.2.1 que l'EDSR (n, Çn, l[o,Tlf)

admet une solution unique (yn, zn). Nous avons:

Nous étendons la suite (yn, zn) en posant

Ainsi, (yn, zn) est solution de l'équation

~n = ç+ fT l[O,nlf(s, y,n, Z~)ds - fT Z:'dWs , vt ::;> 0
lAT lAT

Etudions la convergence de la suite (yn, zn ),,;:'0' Pour ce faire nous avons besoin
des résultats suivants.
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Lemme 3.3.2. (Estimations àpTior'i 'lmifonnes eH n ) Posons

Alors

( /3 ) l"I\T J"2 - 2 IE( lM e
i3A

(S)a
2(s)IY;'1 2ds)

<::: r, (3.16)

(3.17)

Preuve. En appliquant la formule d'Itô au processus ei3A(t)IYtI2 , on obtient:

Par consèquent

<::: lE (e6A(nM)IY;~12) + ~lE (l n
l\T eiJA(s) I/(s'20, 0)1

2
ds)

13 lM a (s)

<::: lE (e6A(T)lçn + ~lE ( r eiJA(s) I/(s, 0, oW ds) ,
;3 Jo a2 (s)

ce qui dOIme (3.16). Pour obtenir (3.17), il suffit d'appliquer l'inègalîté de Burkhülder­
Davis-Gundy. •

Proposition 3.3.1. Sous (Hl) - (H5), (yn, zn, Kn)nElN est une suite de Cauchy
dans MC (,6, a, T).

Preuve. Soit (m, 'Il) E lN*2 tels que m > n. Posons
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• Pour tout n ::; t ::; m, on a

j
T~ jT~

~m = Çm + 1(s, }~:n, Z:")ds - Z~'dWs'
lAT lAT

Ce qui donne

On a

j .TAm [TAm

= 2 eiJA(s)(~y" 1(s, ~m, Z';))ds - 2 eiJA(s)(~Ys, ~ZsdWs)'
lAT , lAT

Puisque

2(~Ys, 1(s, ~m, Z:,,)) 2(~}~, 1(s, Y,m, Z;") - 1(s, Çs, Z;'))

+ 2(~~, 1(s, Çs, Z:") - 1(s, çso 778))

+ 2(~}~" 1(s, (" 7]s)) ,

on obticnt

21TAm 11(' C )1 2 jTAm::; -(3 eiJA(s) 5, ~(' )77s ds) - 2 eiJA(8)(~Ys, ~ZsdlVs).
"AT a s lAT

Grâce à l'inégalité de BDG, nous déduisons que

IE (suP éA(II\T)I~ytI2) +IE (rAmeiJA(S)I~ZsI2ds)
n<;15m JnAT

+ClE (l:~m eiJA(S)a2(s)'~1~sI2ds)

::; CIE (r eiJA(s) 11(5, ,~so (/8)1
2
ds) (3.18)

JnAT a-(s)

Ainsi en vertu du Lemme 3.3.1, le terme à droite dc l'inégalité (3.18) tend vers 0
quand n tend vers l'infini.
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• Pour t ~ n, nous avons:

Par des calculs similaires au l'as précédent, nous obtenons

lE ( sup eI3A(t)I.6.~12) + lE ( {TAn eô .'\(S)I.6.Zs12dS)
O~t~TAn ~

+ClE (l TAn
eI3A(s)a2(S)!.6.Y,12d8) ~ lE (e13A(nl\T)I.6.Yn I

2)

En tenant compte de (3.18), nous déduisons que le tenne de droite tend vers zero
quand n tend vers l'infini.•

Preuve du Théorème3.3.1.
Unicité
Soit (Y, Z) et (Y/, Z/) deux solutions de l'EDSR (T, ç, f). Notons .6.}Î ~ -
}~/; .6.Zt = Zt - Z;. On a

TAT l'AT

.6.~1\T = .6.YTI\T +J [f(8, Ys, ZS) - f(8, Y;, Z:)]d8 - J .6. ZsdWs, T 2' t 2' O.
fAT tAT

La formule d'Itô donne:

En utilisant la condition (Hl) et en prenant l'espérance dans ce qui précède, on
obtient pour (3 suffisamment grand:

lE (e13A(tl\T) 1.6.~1\T 12 )

~ lE (e 13A(l'l\T)I.6.YTI\TI1 2)

Puisque (.6.Y, .6.Z) E MC((3, a, T), en faisant tendre T vers l'infini et en utilisant le
Théorème de la convergence dominée, on obtient:
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Par con~équent ,6.~AT = 0 IP-p.~ et par suite ,6.ZtAT = 0 dIP ® dt-p.~.

Existence: Notons (~, Zt) la limite de la suite (~", Zr) et prouvons que (}~, Zt)
e~t ~olution de l'EDSR (T, ç, f). En vertu du Théorème 3.2.2, on sait que pout tout
T > 0, l'EDSR (T, Yr , l[o,Tlf) admet une solution unique (Y t , Zt). En con~équence,

pour obtenir le résultat, il ~uffit de prouver que (~, Zt) = (Yt, Zt), Vt S; T. On a

Y t = Yr + fT l[o,T]f(s, Ys, Zs)ds _fT ZsdWs
t t

~" = y; + jT l[o,T]f(s, Ys", Z~)ds _jT Z~'dWs

Par extraction d'une sous-suite notée ~", nous avons

IE (ePA(SAT)IYt - ~12) = lim IE (eiJA(SAT)IY t _ ~"12)
11-----+00

Montrons que le terme de droite est zéro.
Notons Mt = Y t - ~", t;"Zt = Zt - Z;'. On a

LiY\ = MT + jT l[o,T][f(s, Ys, Zs) - f(s, Y~", Z~)]ds - jT t;"ZsdW,

En utilisant uu argument similaire à celui cie la preuve de l'unicité, on obtient

IE (eiJA(tAT)IMtI2) S; IE (ePA(tAT)IMTI2)

Ainsi
IE (e!JA(tAT)IYt - Y~12) S; lim IE (eiJA(tAT)IYT - Y;1 2) = O.

n-----+oo

On conclut ainsi que pour tout i S; T, (~, Zt) = (Yi, :2t).•
A présent, nou~ énonçons un résultat cie comparaison.

Théorème 3.3.2. (Théorème de comparaison)
Supposons d = 1 et les conditions (Hl) - (H5) satisfaites. Soit (Y, Z) (Tesp. (Y', Z'))
une solution de l'ESDR (T, ç, f) (resp.(T, Ç', f')) telles que ç S; Ç' p.s, f(t, Yi, Zt) S;
f(t, Y/, ZD dt x dIPp.s. Alors ~ S; y~' p.s SUT l'ensemble {t S; T}.

Preuve
Posons ,6.y/ = ~ - }~'; ,6.Zt = Zt - Z;. Une fois encore, par la formule cI'Itô , OIl

obtient:
TflT l'fiT

e!JA(tAT)I,6.~~TI2 + 131 eiJA(s)a2(s)\,6.Ys+12ds + ! e~1A(s)I,6.ZsI2ds
tflT . tflT
TflT

ePA(TAT)I,6.Y!flTI 2 +1 ePA(S) (,6.Ys+, f(s, Y" Zs) - f'(s, Y;, Z.:))ds
IflT

21TAT
e/3A

(s) (,6. ~,+, ,6.ZsdWs), vo S; t S; T.
tflT
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Et de façon similaire il la preuve de l'unicité, on obtient:

lE (eiJA(lfIr) 1 6.Y: + 1
2 ) = a

1 lAT ,

ce qui donne 6.Y;fIr+ = OIP-p.s .•

Remarque 3.3.1. Lorsque le temps uléutoire est un temps de sortie de lu solution
d'une équation différentielle stochastique (EDS) , le Théorème 3.3.1 permet de don­
ner' 'une interprétation probabiliste de la solution de viscosité d'une EDP de type
élliptique. Plus précisement, soit

la d~fjusion dont le génémteur infinitésimal est

Soit (l" X, ZX) la solution unique de l'EDSR

yx = l(XX ) + fT,r j'(XX y x ZX)dr _fT' ZXdTV q > a
S T;r r' r~ r . r J~T''''-_

S/\Tr SI\T:c

où (y, z) f---t f(XX, y, z) sati8jait les hypothéses (Hl) - (H5),

SUPxEG .Œ (eiJA(T')) < 00 et sUPxEG.Œ (J;c eiJA(t) If(X!2'(~) ow dt) < +00. AloTS u(x) =

Yrir est continu SUT C et est une solution de viscosité du système sémilinéaire ci­
dessous:

{

Lu, +~'("'U(X)' (\7U'<T)~)) ~ 0, xE G, i ~ 1, " d

u,(x) - l,(J,), X E oC, z 1, ... , d,

où C désigne un S01lS ensemble ouver-t borné de IRd
, oC sa frontière de classe Cl,

l E C(C, IRd
) et T x = inf{t ~ 0, Xf tf- C} est mt temps d'a17'êt satisfaisant

IP{ T x < +oo} = 1.
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3.4 EDSRs Réfléchies avec condition de monotonie
stochastique et croissance polynomiale

Dans cette section, T est un temps terminal déterministe et nous dirons que
(Y, Z) E M~CG, a, T) si

lE { sup 1}~121' + ( r éJA(S)a2(s)IY,12dS)1' + ( r e;3A(S)IZsI2dS)1'} < +00
O<:t<:T Jo Jo

Hypothèses et définitions

Soit f : D x [a, T] x ffid X IRdxn
------> IRd une fonction telle que pour tout (y, z) E

IRd
X IRdxn

, f(., ..11, z) est progressivement mesurable, ~ une Rd-variable aléatoire
FT - mesurable .
Pour f3 > a, nous supposons que le triplet (T, ç, j) satisfait les conditions:

(Hl) Il existe un processus Ft-adapté (}(t) et un processus nonnégatif Ft-adapté
v(t) tels que \/(.11, y', z, z') E ffid X IRd

X IRdxn
X IRdxn

,

{

(i) (y-y', f(t,y,z)-f(t.,y',z)) -S:(}(t)ly-y'1 2

(ii) lf(t, y, z) - f(t, y, ;;')\ -s: v(t)lz - zl
(iii) y f----+ f(.,., y, z) is continuous dt @ dJPl a.s.

(H2) Il existe é > a tel que a2 (t) ~ 1(}(t)1 + v 2 (t) > é.

Si (H2) is n'est pas vérifiée, on peut remplacer v(t) par v(t) + Vi.
(H3) Il existe un processus Ft-adapté 7](t) à valeurs dans [a, +00[, p > 1 et une

constante positive K tels que

{
(iv) lE [(J;e;3A(S)\''7(s)12dsrJ <+00

(v) If(t, y, z)I -s: If(t, 0, z)1 + 7](t) + K (1 + Iy'()·

(H4)

{

(vi) lE [e1'iJA(T) (1 + lçl21')] < +00

(vii) lE [(J; e;3A(s) If(~~i~l)12 dsYJ < +00

Remarque 3.4.1. Ici, nous considémns uniquement le cas p > 1 car le cas p = 1
a été étudiué dans Bahlali et al. {2j.

Définition 3.4.1. Une solution de l'EDSR (T,Ç,j) est un couple de processus
Ft-adaptés {(~, Zt); t 2" a} à valeurs dans IRd x IRdx71 tels que
en (Y,Z) E M~(f3,a,T) , c'est à dire

JE C~~~T el';3A(t) 1~121' + (lT
e;3A(s)a2(s) IYsl 2ds) P+ (lT

e;3A(s) IZsl 2 ds )1') < +00

52



A. ELOUAFLIN

3.4.1 Existence et unicité: cas de la solution d'une EDSR

Unicité

Nous donnons tout d'abord des estimations à priori sur les solutions.

Proposition 3.4.1. Supposons que les données (T, ç, J), (T, ç', /) vérifient (Hl)­
(H4) avec les mêmes coefficients1 . Soit (Y, Z) (Tesp. (yi, Z')) une solution de l'EDSR
correspondante. Notons 6.f(t) = f(t, 1";', Z;) - / (t, 1";', Z;), 6.Y; = }~ - 1";', 6.Zt =

Z - Z' 6. ç = E, - ç' . Si de plus JE (fT e13A.(s) lL'>f(sW ds)P < +00 alors pOUT f3
t t>"" Jo a2 (s) ,

suffisamment gmnd, il existr-; une constante qui dépend uniquement de p telle que
(i)

(ii)

JE [(l T
e13 A.(s) I6.Zi ds) P+ (lT

e13A.(s)a
2(s) Il 6.Y: 1

2ds) P] ~ cr

où nous avons posé r ~ JE [(eP13A(T) l6.ç[2P) + ~~ (1; e13A(s) 1L'>~~:r dsYJ.

Preuve. Dans tout cc qui suit, C(p) désigne une constante qui dépend unique­
ment de p et peut varier d'une ligne cl une autre.
Par la formule d'Itô, on a

e13A(t) 16.Y; 1

1

2 + f3iT é4.(s)a2 (s) 16.Yi ds + i
T

éJA(s) l6.zi ds
t t

e13A(T) l6.çl2 + 2fT e13A (s) (6.Ys, f( s, y" Zs) - / (s, y:, Z~) Ids

-2fT e13A (.s) (6.Y" 6.Zs dWs )'

1
La condition (Hl-i), (Hl-ii) et l'inégalité de Young 2ab ~ ka2 + ""kb2, pour tout

k > 0 donnent

2(6.Ys, f(s, y" Zs) -/ (s, y:, Z:))

< 2e(s) I6.Ys I

2+ 2 1 6.Ys 1 [v(s) I6.Zs l + l6.f(s)l]

< (~+ 2) 2() I6.Y'1 2 + ~ 16.Z 1

2
. 3-16.f(s)1

2

2 as., 2 s ~;3 a2(8) .

1 Cette hypothèse n'est pa srestrictive puisque on peut toujours choisir a2 (t) ~ B( t) +V2 (t), avec
O(t) ~ max (Ii(t), Ii'(t)) ,vtt) ~ max (v(t), v'(t)).
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Ainsi, l'égalité précédente devient

En choisissant (3 > 4 et en prenant l'espérance conditionnelle par rapport à FI, on
obtient

Par suite, puisque p > 1, l'inégalité maximale de Doob donne

D'où (i).
De l'inégalité (3.19), on tire

sup eiJA(I) 1.6.}~12 + (~ - 2) r e iJA (s Ja 2(s) I.6.Yi ds + ~ r eiJA(s) I.6.Zi ds
O<;I<;T 2 Jo 2 Jo

< e{JA(T) 1.6.Ç-1 2 + ~ r eiJA(s) 1.6.{(s)1
2

ds + 2 sup liT eiJA(s) (.6. Y" , .6.Zs d\;Vs )!.
{3 Jo a (s) O<;I<;T 1

En combinant l'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy et l'inégalité élémentaire
2 2

ab ~ a2 + ~ , on déduit que

IE (l T

EPA(s) I.6.Zi ds) P

l'

< C(p)f' + C(p)IE (lT

e
2iJA

(sJ 1.6.Y,,121.6.Z5 1
2ds) 2

< C(p)r + C(p)IE ( sup e~iJA(I) 1.6.}~IP ( r eiJA(.s) I.6.Zi dS)~)
O<;t<;T Jo

< C(p)r + C(p)IE( sup epiJA(t) 1.6.}~12p) + ~IE ( r eiJA(s) I.6.Zs I2ds)P
O<;I<;T 2 Jo

Par suite, en tenant compte de (i), on obtient
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De la même mamière, on montre que

et en combinant ces deux dernières inégalités, on obtient (ii) .•

Corollaire 3.4.1. Soit (Y, Z) 'Une solution de l'EDSR (T,Ç, 1). AloTs

Preuve. Par la formule d'Itô,

ePA(t) 1Y;1 2 + !3jT erJA(sla2(s) lYi ds + jT eiJA(s) Izi ds

erJA(T) \ç12 + 2jT erJA(s) (Y:s, 1(s, Y" Zs)) ds - 2 fT erJA(s) (y" ZsdWs ) .

t • t

Grâce à l'iIH'~galité

. (!3 ) 2 2 1 2 211(s, 0, ow
2 (Ys' 1(s, Ys, Zs)) <::: - + 2 a (s) lYs 1 + -IZsl + - 2() ,2 2!3 a s

on obtient

Le résultat se déduit alors par un argument similaire à celui de la Proposition 3.4.1..

Corollaire 3.4.2. Supposons que les condition:; (Hl)- (H4) sont satisfaites. AloTs
l'ED5R (jj) admet au plus 'Une solution.

Preuve. C'est une conséquence immédiate de la Proposition 3.4.1.
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Existence

Le principal résultat est:

Théorème 3.4.1. Supposons que les conditions (Hl) - (H4) sont satisfaites. AloTs
pour (3 suffisamment grand, l'EDSR (j) - (jj) admet au moins une solution.

La preuve est basée sur un argument utilisant le théorème du point fixe, des
estimations à priori et le résultat technique suivant.

Proposition 3.4.2. Supposons (Hl) - (H4) satisfaites. Soit {Vi : 0 ::; t ::; T} un
processus Ft-adapté vérifiant .lE U; éA(s) 1\/i dsr < +00. AloTs, il e:riste 'un p1'o­

cessus Ft-adapté (Y, Z) à valcuTs dans !Rd x mdxn tel que

ct

Preuve. Dans ce qui suit, nous posons h(s, y) ~ f(s,y, Vs) pour tout s E [0, T]
et subdivisons la preuve en deux étapes.
Etape 1. Posons ~ = e%A(T) [ç-I et supposons que

1~12 + sup Ih(l, 0)1 2::; C.
O'St'ST

(3.20)

Posons q(n) = [(C + ~: (nC + n3 + 4K2n))~], où [r] est la partie entière de r et
considérons la suite de fonction définie par :

où Pn et epq sont les fonctions régulières spécifiées dans la sous-section 3.2.l.
Nous rappelons ici les propriétés de hn (t, .).

(a) hn(l, .) converge vers h(l,.) sur les ensembles compacts.

(b) hn(t,.) est globalement Lipschitz stochastique avec les coefficients K(n, l)

a,2(t)+Cn , où Cn = ~a;, ~ +O:n [n + K (2 + (q(n) + 3)P)] et an = fIRd 1\7Pn( 'Il) Idu

(c) Pour [yi, ly'l ::; q(n)+l, (y-y',hn(l,y)-hn(t,y')) ::; 1{'7(t)+e(JA(tl'Sn}e(t)IY-Y'12.
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(d) Ihn(t, y)\ ::; 1{7](t)+cI3A(t)<::n} (Ih(t, 0)1 +I](t) + K(2 + iyjP))·

A présent, posons a;l(t) ~ K(n, t), An(t) ~ J~ a;(s)ds = J~ K(n, s)ds = A(t) +
Cnt. D'après El Karoui et Huang [22], l'équation

}~n = ç+ fT hn(s, Y,n)ds -fT Z;dW,
. t t

(3.21)

admet une solution unique (yn, zn) qui appartient à l'espace Mc ((3, an, T). Mais
en vertu de la Remarque 2.1.1 du chapitre 2, (l'n,zn) E MC((3,a,T). De plus, en
utilisant (3.20), on peut montrer que

VI E [O,T]
') 6T 3 2

I~nl- ::; C+ (3E (nC + n + 4K n), (3.22)

ce qui justifie le choix de q(n). Montrons à présent que la suite (l'n, zn) converge
vers la solution de l'EDSR (4j) . Pour ce faire, nous avons besoin de ce qui suit.

Lemme 3.4.1. (estimations à priori uniformes en n ). Supposons (Hl) - (H4)
satisfaites. Alors pour' (3 s'uffisarmnent grand, il e:riste une constante C dépendant
seulement de p, (3, K et E telle q'U,e :

(i)
sUPnEiN .Œ {sUPO<::t<::T e1'f3A(t) l~n 1

2
1' + CFr; ef3A (s)a2(s) IYsn 1

2
dsr

+ (fOT e!3A(s) IZ~112 dsr}

::; C.Œ{epf3A(T)(l + lçl2P ) + (fOT ef3A(sl!J(s)2d,,,Y}.

Preuve.(i) La formule d'Itô donne

ef3A(tl l~nl2 + (3i
T

ef3A(s)a2(s) IYsnl2 ds + i
T

ef3A
(s) IZ;1 2 ds (3,23)

ef3A(T) [ç12 + 2 fT ef3A
(s) (Y;, hn(s, y;')) ds - 2fT ef3A

(s) (l',n, Z;dWs )'

. t t

Grâce à

2 (l',n, hn(s, }~,n)) 2 (Y,n, hn(s, l';') - hn(s, 0)) + 2 (Y,n, hn(s, 0))

( (3) ,) n 2 2 2
< 2 +"2 a-(s) lYs 1 + ;3E Ihn(s,O)1
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et par des calculs analogues au Corollaire 3.4.1, il vient

IE { sup ePi3A (t) ly;nl2p + (fT ei3A (s)a2(s) IYsnl2ds) P+ (fT ei3A (s) IZ~'12 ds) P}
O<:t<;T 0 0

< C(p)IE {epf3A (T) lçl2p +~ (fT ei3A (s) [hn(s, 0)1 2ds)P} .
(/3E)P 0

Par conséquent en utilisant (d), on déduit (i). Pour obtenir (ii), il suffit d'utiliser
(i) et (H3) .•

Lemme 3.4.2. Supposons (Hl) - (H4) satisfaites. Alors (yn, zn) est une suite
de Cauchy dan::; MC(;3,a,T).

Preuve. Elle est similaire à la preuve du Lemme 3.2.2 du chapitre 3.•

Ainsi, la suite (yn, zn) converge vers (Y, Z) dans l'espace Mc (;3, a, T) . De plus,
nous savons par le Lemme 3.4.1 que (yn, zn) est uniformement bornée dans M~ ({3, a, T).
On déduit par le Lemme de Fatou que (Y, Z) appartient à l'espace M~ (;3, a, T) . En
passant à la limite dans (3.21) on peut montrer que le processus (Y, Z) est solution
de l'équation (7 j) .
Etape 2
Soit

. (JA(r)
mf(n, e-2- lçl)

(JA(r) ç,
e-2-lçl

{

h( l, y) - h( l, 0) + ''''(,~i~~;',°)l} h( l, 0), ifh( i, 0) f ~.

h(t, y) , If h(t, 0) - O.

Nous avons IE (e f3A (T) IC - (1 2) IE (l'T ef3A (s) Ih,,(s,0)-h(s,0)1
2
ds) ----+ 0 et (C h) satis-

"'n "', 0 a2(s) , "'n, n

fait (3.20). Ainsi pour chaque n E IN*, il existe (yn" zn) qui satisfait (3j) et

y;n = Çn + jT hn(s, y;')ds - fT Z:'dWs , 0 :oS t :oS T.

t • t

Oll vérifie aisement que pour tout n, ln E IN*

IE (suP, ei3A (t) I}~" - y;m12 + (~ _ 2) rei3A (S)a
2 (s) \Y,;n _ y;1I1 2ds)

O<;t<T 2 Jo
+IE (fT e13A (s) IZ:' - z~nl2 ds)

< CIE (e 13A(T) içn - çml 2 + r ei3A (s) Ihn(s, 0) ~(h)m(S, 0)1
2

ds) ----+ 0, quand n, rn. ----+ +00.Jo a~ s
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Par consôquent, il existe un couple de processus (Y, Z) Ft-adaptôs vôrifiant

li,~lll (yn, zn) - (Y, Z)IIL = 0,

(3j) et (4j). Une fois de plus, on montre aisement que la suite (yn, zn) est uni­
formement bornée dans M~ ((3, a, T) . Par conséquent le Lemme de Fatou assure que
(Y, Z) appartient à l'espace M~ ((3, a, T) . La preuve est à prôsent complète.•

Preuve du Théorème 3.4.1 Pour tout couple fixé (U, V) E M p ((3, a, T), la
Proposition 3.4.2 assure que l'EDSR

admet une solution unique. Ainsi, nous pouvons définir l'application

Il: M p ((3,a,T) ---4 M~((3,a,T) C M p ((3,a,T)
(U, V) ~ Il (U, V)

de sorte que Il (U, V) soit l'unique solution de l'EDSR correspondante.
Soit ((U, V), (U' , V')) E M p ((3, a, T)xM p (/3, a, T) ct Il (U, V) = (Y, Z), Il (U' ,V') =
(Y', Z'). Posant 6.Y; = Y; - ~', 6.Zt = ZI - Z;, on déduit de la Proposition (3.4.1)
que,

En vertu de (H1-ii), il vient

IE [(l T

eiJA(S)I6.ZsI2dS)P + (l T

ei3A(s)a2(s) I6.Ys I2 ds )P]

< 2P~;P)IE (l T

ei3A(s) I~ _v:1 2
ds)P

Ainsi donc si (3 est suffisament grand, Il est une application contractante et son
unique point fixe est solution de notre EDSR..

3.4.2 Existence et unicité : cas de la solution d'une EDSR
réfléchie

Dans toute cette section, nous considérons les éléments suivants. Soit ç une
variable aléatoire FT-mesurable.
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Soit <I> : !Rd ---+ (-00, +00] une fonction propre, convexe et sémi-continue
inférieurement. 8<I> désigne l'opérateur sousdifférentiel de <I>.

Posons

Dom( <I»

8<I>(u)

Dorn(8<I> )

Gr(8<I»

{ x E !Rd: <I> (x) < +oo}

{u* E !Rd: <I> (z) 2: <I>(u) + ( z - '11" '11,*) ,ljz E !Rd}

{ ('11" '11,*) E ]Rd X IRd
: U E Dom(8<I» and u* E 8<I> (v,)}

Pour (3 > 0, nous supposons que le triplet (T, ç, i ) satisfait (Hl) à (H4) et
de plus

(H5) ç E Dom(<I» , lE (eiJA(Tl<I>(Ç)) < +00.

Nous introduisons maintenant notre équation différentielle stochastique rétro­
grade réfléchie associée aux données (T, ç, i, <I» .

Définition 3.4.2. Une solution de l'EDSR-R (T, ç, i, <I» est un triplet {(yi, Zt, Kt) :
o :::; t :::; T} de pmcessus Ft-adaptés à valeurs dans IRd , IRdxn et IRd respectivement
et tel que

(i) (Y,Z) E M~((3,a,T), c'est à dire

(ii) {Y; : 0 :::; t :::; T} est un pTOcessus contin'lJ, à valeurs dans Dom(<I».

(iii) {Kt: 0 :::; t :::; T} est 'lJ,n processus continu td que K o = 0 p.s. De plus K
est absolument continu par mpporl à la mesur'e eiJA(tldt.

(iv) Pour tout 0:::; t :::; T,

(v) Pour tout pTOcessus optionnel (Ct,(}) tels qv,e (Ctt, (3d E Gr (8<I», on a
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Dans la suite, nous pouvons supposer sans perdre la généralité que 1>(1:) 2:':
1>(0) = O. Ainsi, nous avons (0,0) E GT (81)). Nous supposerons également que
int(Dom(1») # 0.
Rappelons à ce niveau quelques résultats sur l'approximation de Yosida des opéra­
teurs sousdifférentiels.
Pour tout n E IN', et tout x E IRd

, soit

{
n }1>n (x) = min" "2 lx - yl2 + 1>(y) .

YEIR

1>n : IRd ~ IR est ulle fonction convexe de classe Cl avec \71>n = An, où An (x) =

n (x - Jnx) est l'approximée de Yosida de l'opérateur sousdifférentiel 81> et Jn la
régularisée de cet opérateur. An est Lipschitz de constante de Lipschitz n. On a
également

inf 1>(y) <:::: 1>(1n1:) <:::: 1>n (x) <:::: 1>(x).
YEIRd

De plus, il exist b dans l'intérieur de Dom (1)) et une paire de réels positifs (IL, Î)
tels que pour tout x E IRd

:

(An (x) , X - b) 2:': Î 1An (.1:)' - IL 1 X - b1 - Î IL . (3.25)

Pour plus de détails sur cette inégalité, nous référons le lecteur à Cépa [13]. Pour
chaque n E IN', considérons l'EDSR non réfléchie:

(3.26)

Puisque An est un opérateur monotone, la fonction in (8, y, z) = i (8, y, z) - An(y)
satisfait (Hl). En vertu de Théorème 3.4.11'EDSR (3.26) admet une solution unique
(yn, zn) E M

p
C(/3, a, T ).

Notons
tK; = - Jo An P<5n

)ds.

Le résultat principal de cette section est:

Théorème 3.4.2. Supposons (HI)-(H5). AloTs l'E5DR-R (T,ç,i,1» admet une
solution unique (Y,Z,K) dans l'espace M~(/3,a,T) x L2(O). De plus

lim lE (sup !K; - Kt12) = O.
n-'+oo O<;t<;T

Pour la preuve, nous avons besoin des lemmes suivants.
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Lemme 3.4.3. Supposons (Hl)-(H5). Alor's

(i)

(ii)

(iii)
sup IE ( r ei3A (t) IA,,(~")12 dt) < +00.

"EIN* Jo

Preuve. En combinant la formule d'Itô et l'inégalité (3.25), on obtient:

ei3A (t) I~" _ bl 2 + (3fT ei3A(s)a2(s) lYs" - bl 2ds

+ fT ei3A (s) IZ~'12ds + 2, fT ei3A(s) IA"(Ys")lds

< ei3A(T) Iç- - W + 2 fT ei3A (s) (Ys" - b, f (s, Ys", Z~))ds
• t

+2/1 fT ei3A (s) IY," - blds + 2,/1 fT ei3A(S)ds

-2fT ei3A (s) (Ys" - b, Z~'dW,). (3.27)

Gràce aux inégalités

2(Ys" - b, f (s, Ys", Z~'))

< 2 B(s) lYs" - bl2+ lYs" - bl(v(s) IZ;I + If (s, b, 0) 1)

< (2 + ~) a2 (s) IY" _ bl 2+ ~ IZ"12+ ~ If (s, b, 0) 1
2

2 s 2 S (3 a2(s)

et

2ft fT ei3A (s) IY:' - blds :S ~: fT ei3A(S)ds + 2fT ei3A (s) a2 (s) lYs" - Wds,

on déduit en vertu de (3.27) et du Corollaire 3.4.1, que

IE ( (fT ei3A(t)a2(t) I~" - bl 2dt) P+ (fT ei3A (t) IZ;12dt) P+lT
ë'3A(t)a2(t) IA,,(~")I dt)

< CIE [(epi3A(T)(l + 1Ç-1 2P) + :P ( r ei3A(s) If(s, b, 0)1
2
ds)P] .

ÔP Jo a2 (s)
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Ce qui permet d'obtenir (i) et (ii) .
Pour la preuve du (iii), notons Wn (x) = ~1>n (x). En utilisant la convolution

avec des fonctions régulières, on peut appliquer la formule d'Itô à Wn et obtenir:

1 jT 1jTWn (y;n) eiJA(t) + - eI3 .4.(,) IAn(y"nWds + - eLJA(s)Tr (Z~!Z:" Hess(Wn (Ysn))ds
n t 2 t

1jT< Wn (ç-) eLJA(T) + - eLJA(s) IAn(Ysn)llf (s, ysn, Z:') Ids
n t

-(J jT eLJA(S)a2(s)wn (y;') ds _jT eLJA(s) (\7W n (Ysn) , Z~dWs)ds

1 jT . ,1 jT< Wn (ç-) eLJA(T) + -2 é 4 (s) 1 An (YsnWds + -2 eLJA(s)lf (5, ysn, Z~'Wds
n t n t

_(3jT e3A(s)a2(s)w n (Ysn) ds -fT e3A (s) (\7W n (Y;'), Z:'dW.,).

Puisque 1> (y) ::::> 1> (0) = 0, on a

IE (Wn (y;n) eiJA(t) + ~ jT cLJA(s) IAn(ysnWdS)
2n t

< IE (W n (Ç) eLJA(T)) + ~IE (fT e13A(s)If (5, y,n, Z;WdS) .
..n t

Gràœ à (i),(ii), (Hl), (H3) et (H5), nous déduisons que

Csup IE (Wn (y;n) eLJA(t)) ~ -,
O<:;t"::T n

et par suite (iii) .•

Proposition 3.4.3. Supposons (Hl )-(H5) satisfaites. Alors, (yn, zn) est une
suite de Cauchy dans Mc ((3, a, T) .

preuve. Une fois de plus, par la formule cl' Itô, on a :

T T
eLJA(t) Iy;'n - y;'m12 + f e13A (s) IZ.~ - Z;"1 2ds + 13j e13A (S)a 2 (s) I}~n - ysml2ds

2fT eLJA(s) (y;' - ysm, f (s, y,n, Z:') - f (s, ysm, Z:"))ds

-2fT e3A(s) (Ysn - ysm, (Z; - Z:")dWs)

T-2/ e13A(s) (Ysn - y;n, An(Ysn) - Am(Y,m))ds.
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De plus puisque,

on peut montrer que

Ainsi par le Lemme 3.4.3, l'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy et un argument
similaire à celui utilisé dans la preuve du Lemme 3.4.3 -(ii), on peut montrer que
pour f3 suffisamement grand

Ce qui achève la preuve.•

Le Lemme suivant est dû à Saisho [52J

Lemme 3.4.4. :;uit (k n
: n 2': 1) et (yn : n 2': 1) deux suites de C([O, T], !Rd) con­

ve1'geant 'uniformement vers k et y r·espectivernent. Supposons que kn est à var'iation
bomé et sUPnElN* Ilknt < +00, où Il.t désigne la variation totale sur [O,T]. Alors

r (yn,dk:') -----t r (y,dk,).
Jo ~

Preuve du résultat principal.
Existence. De la Proposition 3.4.3, on uéduit que (yn, zn) JN' admet une limite

nE
(Y, Z) dans l'espace Me(;3, a, T). Le Lemme de Fatou et le le Lemme 3.4.3 assurent
que (Y, Z) E j\.1~(f3, a, T).
Posons
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On vérifie aisement que

Dès lors (Kn)"dN' converge uniformement dans L 2 (0) vers K .
Vérifions à présent que le triplet (Y, Z, K) est solution de notre EDSR-R(T, ç, j, <1.l).
En prenant une sous suite si necessaire, on peut supposer que

sup 11<;' - Ktl ----+ °quand n ----+ +00.
O<:;t<:; T

Il s'en suit que K est un processus continu. Oc plus, du Lemme 3.4.3, on déduit que

sup lE Il K n Il 1 ( JR'i) < +00,
lN

• H O,T, dL,
nE .

où dLs = efJA(s)ds et Hl (0, T, dLs, JRd) d(~signe l'espace de Sobolev des fonctions
absolument continues et à dérivée dans L 2 ([0, Tl , dLs). Ainsi (Kn)nElN' est bornée

dans l'espace de Hilbert L2 (0, H1(0,T,dLs,IRd
)). Par conséquent, il existe une sous

suite de (Kn)17ElN' qui converge faiblement.

La limite K E L2 (0, H1(0, T, dLs, IRd
)) et pour presque tout w, K(w) E H1(0, T, dLs, IRd

).

Ou conclut ainsi que K est absolument continu et

La continuité du processus Y provient de la convergence de la suite (Y") dans
l'espace L2,C(p, a, [0, Tl, IRd

).

Montrons quc
lP'{Yi E Dom(<1.l)} = 1, V <::: t <::: T.

De la convergencc de (yn) dans l'espace L2,C(p, a, [0, T] ,]Rd), on déduit l'existence
d'une sous suite ~"k ---4 Yi p.s. On conclut ainsi que Yi EDam (<1.l) pour tout
tE [0, T].
Achevons la preuve de l'existence en vérifiant (v) de la Définition 3.4.2. Pour ce faire,
nous utilisons le Lemme 3.4.4.
En effet, nous avons

suP. lE (lT IAn(y,n)l,ds) <::: suP. lE (lTefJA(s) IAn(Ysn)lds) < +00.
nEIN . 0 "EIN 0

En prenant une sous suite, nous pouvons affirmer que Kn et YTI convergent uni­
forrnement vers K et Y respectivemcnt. Pour tout processus optionnel (a, p) tel que
(as, Ps) E GT (8<1.l) , on a

l T

(Jn(Ys") - as, dK~ + Psds) = l T

(Jn(Ys
n) - as> -A17 (Y:''') + Psds) <::: o. a.s .
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Le Lemme 3.4.4 permet de passer à la limite et d'obtenir (u) .

Unicité. Puisque o<P est un opérateur monotone, -~1: E o<p(Y~) et -~1: E

o<p(~'), on a

IE (fT e~jA(8) (y, - y:, dKs - dK~)) 0:::: o.

Par conséquent, en appliquant la formule d'Itô au processus ePA(t) I~ - Y/1 2 et un
usant de l'inégalité de Young, il s'en suit que si (Y, Z, K) (resp.(Y', z', K')) est
solution de l'EDSR-R( (T, ç, f, <p)) (resp.(T, ç', /, <p)), alors

IE (ePA(t)l~ - ~'12) + ~IE (fT el3A
(s) IZs - Z:12 ds) + CIE (fT é A (S)a2 (s) IY, - Y: 12 ds)

0:::: IE (ePA(t) lç _ .;' 12 ) + ~IE (fT ePA(s) If(s, y:, Z~~2(S(s, y:, Z~ 1
2
ds) .

On en déduit l'unicité de la solution de l'EDSR-R..
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Partie 2
Sur les EDSRs généralisées réfléchies,

Hornogenéisation des EDPs via les
EDSRs
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Chapitre 4

EDSR généralisée réfléchie et
applications

4.1 Formulation du problème

Soit (D, F, lP) UIl espace de probabilité complet et (Wt , Fdt>o un processus de
Wiener unidimensionnel défini sur cet espace. {Fd t>o désigne sa filtration naturelle
augmentée de tous les ensembles lP-nuls de F. -
Considerons les objets suivants:

{

(i) Test nn Ft-temps d'arrêt fini lP - p.s.

(Al).. {{Gdt>o es.'t un process.us continu, à valeurs réelles et croissant,
(LZ) Ft-pn)gressivement mesurable et satisfaisant Go = 0

(A2) f : D x IR+IR x IR 1-+ IR et 9 : D x IR+ x IR 1-+ IR vérifient les hypothèses
suivantes: il exist<.~ des constantes a, /3 E TIl, K > 0 et des processus {<Pt, 7/Jd t>o
à valeurs dans [1, +00) tels que -

(i) {v;y, z) E IR. x IR: (w, t) -->11(f(w. t, y, z), g(w, t, y)) est
J t-progresslvement mesura) e

(ii) \:Jt, \:Jy, \:J (z, Z'), If(t, y, z) - f(t, y, zl)1 ~ Klz - z'l

(iii) \:Jt, \:Jz, \:J(y, y'), (y - y') (f(t, y, z) - f(t, y', z)) ~ aly - y' 12

(iv) \:Jt, \:Jz, \:J(y, y'), (y - y') (g(t, y) - g(L, y')) ~ ;3\y - y ' 12

(v) \:JL, \:Jy, \:Jz, If(t, y, z)1 ~ <Pt + K(lyl + Izl), Ig(L, y)1 ~ 1h + Klyl

(vi) \:Jt,\:Jz, Y f-----+ (f(t,y,z), g(t,y)) est continu.
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(vii) {

{

(i)
(A3)

(ii)

(A4) J(,)
l ((1)

Il existe À> 2[0'1 + K 2
, f-L > 21,û1 tel que

ç est une varaiable aléatoire FT-mesurable telle que IE (e,h+ILC(T) içn < +00.

IE (J; eÀS+llG(S) [Ij(s, 0, 0:11 2ds + Ig(s, 0)1 2dG s ]) < +00.

{

(St)t':>o est un process.us à valeurs réelles continu, progressivement mesurable

satisfaisant IE (sUPO<::t<::T e2Àt+2ILG(t) (Sn 2) < +00.

A présent, précisons ce qu'est la solution généralisée de l'EDSR-R associée aux
données (T,Ç,j,g,S). Une solution généralisée de l'EDSR-R (T,Ç,j,g,S) est un
triplet (~, Zt, Kt)t-;,O de processus progressivement mesurables à valeurs dans IR x
IR x IR et satisfaisant :

(j) y est un processus continu.

(3j) ~ 2' St, sur l'ensemble {t::; T} .

(5j) K est un processus croissant tel que K o = 0 et J;!Œ (~ - St) dKt = 0 p.s. V T 2' O.

(6j) y~ = ç, Zt = 0, Kt = KT sur l'ensemble {t > T} .

4.2 Résultat d'unicité et d'existence

Grâce au résultat de l49], pour tout n E N*, il existe un unique couple de
processus Ft-progressivement mesurables (Y/" Z;')t-;,O à valeurs dans IR tels que
(7j) IE (sUPO<::t<::T eÀt+JlG(t) IYtl + J; é'+f1G(s) [(IY,"1 2+ IZ~12) ds + IY;'12dG s ]) < +00.

{

~/" - ~/" {l'AT J( }'" Z")d {TAT (. Y")dG(8j) I tAT - ITAT + JtAT s, s' s s + JI.AT g.'i, s s

+n Jt~~T (Y," - Ss)- (ds + dGs) - Jt~~T Z~dWSl pour tout 0 ::; t ::; T.
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Définissons

Le principal résultat de cette section est:

Théorème 4.2.1. Supposons que les conditions (Al) (A2), (A3), (A4) sont sat­
isfaites. Supposons de plus que Si est 'un pmcessus d'Itô de la forme:
dSt = mt1[0,TJdt + Ut1[0,T]dGt + Vt1[0,T]dWt, où mi, Ut, Vt sont des pmcessus pm­
gressivement mesurables satisfaisant :IE (ft; e,\s+ILC(s)(lms I2+ IVs '1

2)ds + lus l2dGs) <
+00. Alors, il existe un unique triplet (Y, Z, K) , solution de l 'EDSR-R généralisée
(T, ç, f, g, S). De plus,

1· IE(' I}'n }'1 2)-0lm sup 1 \t - \t -.
n-->+oo O<:t<: T

Preuve.
Preuve de l'e:ristence
Nous la subdivisons cn plusieurs étapes et dans tout ce qui suit, C est une constante
positive qui peut varier d'une ligne à une autre.

Etape 1 : Estimations il priori uniformes en n.
Par la formule d'Itô, on a

En utilisant (A2-ii)-(A2-v), on obtient

{
2Ysnf(s, Y;', Z~) :::; (200 + tI\'2 + p) lY,n l2 + Îl IZ;'1 2 + C If(s, 0, 0)1 2

.

2y,n9(s, r:n :::; (2{3 + p) IYsnl
2 + C Ig(S, 0)1 2

.

En choisissant ,K2
2 < Îl < l, p tels que>': = À - 200 - J.I\'2 - P > 0,1 - ~(1 > 0, et

/ - 0: r1
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/i = IL - 2{3 - P > 0, on obtient

eÀ(tf\T)+JJ.G(tf\T) 1~~T,2 + ]Tf\T é'+IIG(S) W:~TI2 (5.ds + /idGs)
tilT

+(1 -rd ]TIIT eÀ8+JJ.G(s) IZ:'1 2 ds
tilT

< eÀ(TIIT)+JJ.G(TIIT) IY;1IT1 2 + 2C (TIlT cÀs+JJ.G(s) If(s, 0, 0)1 2 ds +

./tllT
TilT TilT

2C] eÀs+JJ.G(s) 1 (s 0)1 2 dG - 2] eÀs+JJ.G(s)Y,n ZndW.g" s S8 S

tilT tilT
TilT

+2] eÀs+ljG(s)}~,ndf{:'. (4.1)
tilT

Il est facile de voir que

L'inégalité (4.1) devient alors:

TilT
eÀ(tIlT)+IIG(tf\T) Ir:n 12 + ] eÀs+ltG(s) Iyn 12 ()..ds -l- OdG ,) (4.2)

tAT 81\T l, S

tilT

+(1 - rd ]TIIT eÀS+11G(s) IZ:'1 2 ds
tilT

< eÀ(TIIT)+IIG(TIIT) IYFIITI 2 + 2C j'TIIT eÀS +JJ.G(8) 11(8,0,0)12 ds +
. tilT

2cJTIIT eÀS+IIG(S) Ig(s,0)1 2 dG
s

_ 2JTIIT eÀS+IIG(S)y';nZ;dWs

tilT tilT

+2 JTf\T eÀs+ IlG (s)S", dK;.
tilT
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Par suite, on déduit que

Mais pour tout 0 < X < min (,\ f-L) , on a

oIE IK:}IIT - K~TI2

< CoIE (1Y;~TI2 + 1Y;'11T12+ \1, jTIIT e>,'s (<p2(S) + IYsnl2+ IZ;1 2
) ds

/ tAT

+ ~/ jTIIT eNG(s) (7fi2(S) + lY:n dG.,)
tAT

oIE IK:;IIT - K~TI2
< CoIE (e,\(tllT)+/LG(tllT) 1Y;~TI2 + eA(TIIT)+/lG(TIIT) IYPIITn

+CoIE (l:T
AT

eAs+ILG(S) [1Y:sn I2(ds + dGs) + IZ;12
ds])

l'AT
+CoIE (lllT eAs+/lG(s) (<p2(s)ds + 7fi2(S)dGs))

En prenant 0 suffisament petit tel que 1 - Co > 0, ;\ = ;\ - Co> 0, 1 - Il - Co> 0,
et /i = Ji - Co > 0, on déduit que

(1 - Co) IE (e,\(tllT)+/lG(tllT) 1Y;~TI2) + IE ([TIlT eAs+11G(S) W:~T'12 (\ds + /idGs))
. tAT

+(1 - Il - Co)IE ([TIlT e'\S+IIG(.,) IZ~12 ds)
. tAT

< (1 + Co) IE (eA(TIIT)+11G(TIIT) IYFIITn + 2CIE (1:11T

e'\S+11G(S) II(s, 0, 0)1 2 ds)

+2CIE (jTIIT eAs+/lG(s) Ig(s, 0)1 2dGs) + ~IE ( sup e2,\t+2/lG(t) (5:)2) .
tIlT () D<::t<::T
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En faisant T ----+ +00 dans l'inégalité précédeute, le Lemme de Fatou et le Théorème
de la convergence dominée permettent d'obtenir

IE (eÀ(tM)+I'G(tM) 1Y;~TI2) + IE (fT e ÀS+I'G(s) W:'12 (l,ds + /idGs)) (4.3)

+IE (fT eÀS+/lG(s) IZ;'1 2 dS)

< CIE (e k +I'G(T) 1Ç-1 2+ fT eÀS+'lG(S) If(s,0,0) 12 dS)

+CIE (sup e 2Àt+
2
I'G(t) 1(5t t1 2

+ fT e ÀS+I'G(s) Ig(8, 0)1 2 dGs) .
O-c:t-C: T t

Par suite,

sup IE (eÀt+llG(t) Iy;nn + IE ( r e Às+I'G(s) [I}:tl (d8 + dG s ) + IZ:'j2 ds])
o-c:t-C: T Jo

< CIE (eÀT+llG(T) IÇ-1 2+ l T

eÀS+llG(S) [If(s, 0,0:11 2 ds + Ig(8, 0)1 2 dG s ]

+ O~\l~T e2Àt+2ILG(t) 1 (5 t )+ 1

2
)

En utilisant une fois encore (4.2) et l'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, on déduit
que

IE ( sup eÀt+llG(t) 1}~nI2 + r eÀS+/1G(s) [1Y,nI 2 (ds + dG s ) + IZ:'1 2 ds])
o-c:t-C: T Jo

< CIE (e ÀT+I'G(T) 1Ç-1 2 + l T

eÀs+/lG(s) [1.f(8, 0, 0)1 2 ds + Ig(8, 0)1 2 dGs ]

+ sup e 2,\t+2IlG(t) 1(5
t t I2 )

o-c:t-c: T

ct

A présent, posons

fn(l, y, z)

on a

f(t, y, z) +n(y - 5tt, gn(t, y) = g(t, y) + n(y - 51)-,
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Par le théorème de comparaison ( cf. Pardoux et Zhang [491 ), nous déduisons que
la suite (Y" ),,>0 est non-décroissante. Il existe donc un processus progressivement
mesurable Y tel que y~n / }î p.s sur l'ensemble {t <e:::: T} . Alors, gràce au Lemme
de Fatou, on a

IE ( sup eAt+ILG(t) IYtl) < +00.

OStST

De plus, le théorème de la convergence dominée assure que

tends vers zéro quand Il ----> 00.

Etape 2 : Montrons que lim,,~+oo IE(sUPOStST eAt+IIG(t) 1(~" - Str 1

2
) = O.

Soit {(YI", Zn, 0 <e:::: t <e:::: T} la solution unique de l'EDSR

Le théorème de comparaison permet de déduire que, pour tout Il E f::j*.

~n <e:::: y~n, IP p.s sur l'ensemble {t <e:::: T} .

Soit lJ un temps d'arrêt tel que 0 <e:::: lJ <e:::: T IP - p.s. Alors en appliquant la formule
d'Itô à e-n(Gt-u+t-v)y~n, et en prenant l'espérance conditionnelle, on a

Yv
n = IE [e-n(GT-V+T-V)ç + l T

e-n(G,-v+(s-v)) f(s, y;" Z.~)ds

+ l T
e-n(G,_,~+(s-v))g(s, ysn)dGs + Il l T

e-n(Gs-v+(s-v)) Ss (ds + dGs) 1 F vl
Il est facile de voir que e-"(GT-,~+T-V)ç+ TL J: e-n(G,-v+(s-v))Ss (ds + dGs) converge

vers çl{v=T} + Sv1{v<T} p.s. et dans L 2 (0, IF) . L'espérance conditionnelle converge
aussi dans L 2 (0, IP) . De plus,
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Ainsi

Par conséquent

Il en résulte que
(4.4)

De (4.4) et du thôoréme de section (voir Dellacherie and Meyer [181, page 220), on
obtient

Ainsi

Grâce au théorème de Dini, la convergence est uniforme en l. Pour la suite, en remar­
quant que pour tout Tl, y;;n :2 l'~n, on peut remplacer St par SI VYo". Ensuite puisque
(y;;n - St) - :s: (St - y;;O) + :s: 1St 1+ 1Y;;°l, on déduit que si IE (sUPOStST eÀt+ILG(t) 1Stn<
CXl, alors le théorème de la convergence dominée donne

lirn IE( sup eÀt+I'G(t) I(y;;n - St)-1 2
) = 0,

n~+CX) OStST

Etape 3 : Cunveryence de la suite (yn, zn, Kn) .

Pour tout Tl :2 p, on obtient par la formule d'Itô,

IE (l:: T

eÀS+ILG(S) IYsn- Yfl 2 (Xds + TidGs))

+(1 - ,dIE ([TM éHI'G(s) IZ:' - Z;.'1 2 dS)
• tAT

< 2lE (l~M eÀs
+I'G(s) (l'::' - Yf) (dK:' - dKn)
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Mais

2IE (l:rÀT
e,\s+pG(s) (~,n - Y1') (dK.:' - dKn)

< 2IE ( sup eÀS+ILG(S) (Y,n - 5,)- U"::;ÀT - K;~r)
f/\r"éos<:T/\r

+ sup eÀs+pG(s) (YP - 5.)- (KP - KI' ))
s s T/\r t/\r .

f/\r"éos<;T/\r

Des étapes 1 et 2, on déduit que le terme à droite de l'inégalité tend vers zéro quand
n, p -t 00. Ensuite, en faisant T -t 00, le Lemme de Fatou assure que

tend vers zéro quand n, p -t 00.

Par suite, l'inégalité de Bürkholder-Davis-Gundy permet de montrer que

IE ( sup eÀs+tIG(s) W,n - Y;1 2
) -t 0, quand n, p -t 00.

t/\r<;s<;T/\r

Une fois encore, en faisant tendre T vers l'infini, le Lemme de Fatou donne

IE ( sup e,\s+pG(s) lY:sn
- Y1'1 2

) -t 0, as n,p -t 00.

O<;s<;r

Par suite de (8j), on déduit que

IE (sup IK~ - K.~12) -t 0, as n,p -t 00.
O<;s<;r

(4.5)

Etape 4 la limde du pmcess'U.'; (Y, Z, K) est sulutiun de nutTe EDSR-R génémlisée
(T, ç, I, g, 5).

De (4.5), on tire l'existence d'un processus non-décroissant Kt ( K o = °)sur
l'ensemble {t :S T} tel que

IE (sup IK:' - Ki) -t 0, as n -t 00.
O<;s<;r

_ 2
D'autre part puisque lim· IE(sup eÀt+fLG(t) 1 (y;n - 5) 1 ) = °, n~+oo O<t<r t t ,

on a }~ 2 St lP p. s. sur {t :S T} . - -
Pour conclure la preuve d'existence, nous devons vérifier qlle

T/\r1 (Ys - Ss) dKs = 0, pour tout T ~ O.
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En eH'ct, puisque Yi 2' St IP p.s. sur {t -::: T}, on a

Mais,

En passant à la limite sur TL, on obtient

D'où

Preuve de l'unicité

Soit {(Yi, Zt, Kt), 0 -::: t -::: T} et {(}~', Z:, KD, 0 -::: t -::: T} deux solutions de l'EDSR­
R généralizée. Posons

Remarquons tout de suite que

Pour tout 0 -::: t -::: T, on a

(4.6)
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Grâce à (4.6), un argument similaire à l'N,ape 3 permet d'obtenir

eÀ(/I\T)+ILG(tl\T) l~yt1\T12 + IT
I\T eÀs+1lG(S) 1 L':,Y, 1

2 (5.ds + JidG s )

tflT

+(1 - Î1) jTflT e~\S+ILG(S) 1 L':,Zs J2 ds

tflT

< eÀ(T!IT)+/lG(T!IT} I~YTflTI2 - 2jTflT eÀS+ILG(S) (L':,Y" L':,ZsdW
s
)'

tflT

On en déduit que

En faisant T ----+ 00, le th(~orème de la convergence dominée donne

Il en résulte que ~ytflT = 0, ~Zt!IT = O. Par suite, on conclut grâce à l'égalité

4.3 Applications

Dans cette section, nous nous plaçons dans un cadre Markovien et dorlIlons à la
fois l'interpretation probabiliste du prix d'une option américaine, et de la solution
de viscosité d'une EDP parabolique avel: obstacle.

4.3.1 Une classe de processus de diffusions réfléchis

Soit b : IRd
-----+ IRd

, a : IRd
-----+ IRdXd des fonctions telles que

lb (x) - b (:r') 1+ la (:I:) - a (x')1 -:; J{ lx - x'l·

Soit e un sous ensemble ouvert connexe bomé de IRd
, tel que pour une certaine

fonction?/J E C;(IRd
), e = {?/J > ü} , De = {1/) = ü} ,et IIIJljJ (:)';)1 = 1, x E De. Notons

qu'en tout point de la frontière x E De, IJ~) (x) est le vecteur normal unitaire orienté
vers l'intérieur de De. D'après Lions et Szitrnan [38J (voir aussi Saisho [52], pour
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chaque ;r; E 8, il existe un unique couple de processus progressivement mesurables,
continu {(X~, G~) : t 2' O} , à valeurs dans 8 x 1R+, et vérifiant

{

X~=X,+ Jo' b(X;Jd: i J: a(X;)d~" + Jo' 'V1,(X;)dG;, 8'" 0 (47)

o., - Jo 1{X;'EcÜe}dGr , 0. est crOissant.

Nous rappelons quelques propriétés du processus {(X:, G~), s 2' O}. Nous référons
le lecteur à Pardoux et Zhang [491.

Proposition 4.3.1. POUT chaque T 2' 0, il e:ciste une constante C(T) telle que pour'
tout x x' E 8,

{

U) lE(sUPO",T IX;,- X~I: " C(T)I·T -TI:)
(n) IE(sUPO<:;s<:;T IGs - Gs 1 ::; C(T)lx - xl)·

De plus, il existe une constante C(p) telle que pour' tout (t,:r) E m+ x 8,
IE(lGfIP) ::; C(p) (1 + t)P, et pOUT chaque /-L, t > 0, il exsiste C(/-L, t) telle que pOUT
tout :r E 8, IE (e IlG!) ::; C(IL, t),

Pour tout (t,:r) E IR+ x 8, {(X;,x,G;'X),s 2' O} désigne l'unique solution de
l'EDS réIléchie

{
X;'x = :r + ,tvs b(X;,X)dr + J/vs cr(X;,X)dWr + J/V8

\1V!(X;,X)dG~'x,s 2' 0

G;,J' = J/vs
1{X;'EcÜe}dG~'x, Gt,x est croissant.

(4.8)
Fixons T > O. Supposons que les données (ç, !, 9, 5) de l'ESDR-R généralisée sont
de la forme:

ç = l(X~X), !(s,y, z) = !(s,X~,X,y,z), g(s,y) = g(s,X;'X,y), 58 = h(s,X;'X).

avec! E C([O, T] x 8 X IR1Xd
; IH,), 9 E C([O, T] x 8 x IR; IR), l E C(8, IR) et ayant

au plus une croissance polynomiale. hE C1,2([O, T] X IRd
; IR)

h (t, :r) ::; ]( (1 +I:rn, t E [0, T], :r: E md
.

Supposons de plus que h (T,:r:) ::; l (:r:) , x E IRd
. Pour chaque t > 0, notons par

{.r,;, t::; s ::; T} la filtration naturelle du monvement Brownien {W8 - Wt , t::; s ::; T},
augmenté des IP'-nuls ensembles de F. D'après le Théorème 4.2.1, pour chaque
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(i) Y t,x = I(Xt,J') + fT 1(1' xt,x Y t,x zt,X)dr + fT g(r Xt,x yt,X)dGt,x
s T s 'T'T'r s 'r'r r

- fT Zt,J'dW + Kt,x - K~'x t < 5 < T
sr r T s' --

(ii) Y}'X ~ h(5, X~,I'), t ::: 5 ::: T

(4.9)

(iv) K~,J: est un processus croissant tel que Ka = 0 et

I T(yt'J' - h(5 Xt,J:))dKt,x = 0
t s 's s .

Etendons yst,x, z~,x, K~'x pour tout 5 E

K~'x = 0 pour tout 5 E [0, t]
[0 T] en posant Y t,x = y;t,J: zt,1' = 0, . st, s ,

4.3.2 Prix d'une option américaine revisitée

Considérons l'équation (4.9). A la lumière de Cvitanic et Ma [16], la diHüsion
(4,7) décrit la dynamique du prix d'un actif financier ayant une réflection dans 8 : le
sous ensemble ouvert connexe, borné de IR specifié plus haut, La diffusion X affecte
la richesse de l'investisseur représentée par le processus Y mais, cet investisseur n'a
aucune influence sur la diH'usion X. Le but de l'investisseur est de maximixer ses
revenus donnés ici par:

lE {JO 1(1' xt,x Y t,x zt,:C)dr + J(} g(r xt,x yt,X)dGt,J'
'T'r'r· 'T'r r

t t

+h(8, x~,J)l{iI<T} + l(xiX)I{(}=T} 1Ft}

pour tout temps d'arrêt 8 à valeurs dans [t, T] .
Le théorème suivant est analoque à celui de Cvitanic and Ma [16],

Théorème 4.3.1. Soit (Y t,x, z.t,x, Kt,X) une solution de l'ESDR-R généralisée (4.9).
Alors, pour chaque t E [0, T] , il existe un temps d'm'Têt opitrual donné par

tel que

IE(R(t,ê;) 1 Ftl = ~t,x = ess sup IE(R(t,e) 1 Ft),
(}EM(t,T)

où M (t, T) est l'ensemble de tous les temps d '(Jrrêt à vale'uTs dans [t, T] .

81
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Preuve
Pour tout e E M (t, T), on a

Y,t,l' - Y,t.x + 1° 1(1' xl,l' yl,x zt,l')dr + 1(J q(1' xt,x yt,X)dGt,x
t - f} 'r'r'r ~~r'r J r

t t

-1° Z;'XdWT + K~'X - Ki,r. (4.10)

y;',x = h(~, X~l')l{ô,<T} + I(X~X)l{ô,=T}'

Puisque ~t,x est déterministe et K~x = K;'x, il vient
tit

De (4.10), on déduit également que pour tout e E M (i, T),

Y,t,x - IE {yl.x + 1(J 1(1' xt,x Y t,x Zt,X)dr
t - ° '1"1"1'

1

+ 1(J g(r, x;,x, y/,X)dG~'x + K~'x - K;,ll Ft} .

Mais KI"r est croissant et

}~,X y;,.r1{(J<T} + y;,ll{(J=T}

> h(e, X~,X)l{(J<T} + I(X;;X)l{o=T}'

Donc

Y,t,x > IE {1° 1(1' xt,x yl,x Zt,X)dr + 1° g(r xt,.r yt,X)dGt,x
t 'r'T'r 'r'r r-

t t

+h(e, X~,X)l{tI<T} + I(X~X)l{o=T} 1 Ft} .

Ainsi
~t,x = css sup IE (RU, e) 1 Fd •.

(JEcM(t,T)

(4.11)

Proposition 4.3.2. Soit (Y t,x ,zt,.r, Kt,x') une solution de l'EDSR-R généralisée
(4.9). Alors la prime ("uppper priee" : le prix maximum que l'investiseur devra
payer) est Y().
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Preuve
Posons

V(t) ess sup IE (R(t, e) 1 Ft) ,
OEM(t,T)

V(O) ess sup IE(R(O,e)).
OE/v1(O,T)

Pour tout t E [0, Tl, on a (en supprimant les inscriptions en exposant"O,X")

Puisque K. est croissant et IE (11Ft ) = 1, le terme de droite est une supennartingale,
ce qui implique que le terme de gauche en est une. Ainsi pour tout temps d'arrêt à
valeurs dans M (t, T), on a

Yi + l t

f(r, X,., YTJ Zr)dr + l t
g(r, X,., Y,.)dGr

> IE (Yo + 1° J(r,Xr,}·~·,Z,.)dr+ 1° g(r,Xr,Yr)dG,. 1 Ft),

Par suite,

yt > IE{Ye+ jOf(r,x,.,YTJZr)dr+ jOg(r'XTJYr)dGrIFt}

> IE {jO f(r, X,., Y~., Z,.)dr + jO g(r, X,., Yr)dG,.

+h( e, X o )1{tI<T} + l(XT ) l{e=T} 1 Ft} .

Par conséquent yt 2: V(t), V t. On déduit alors que l'a 2: V(O).
Inversement, soit (Y, Z, K) une solution indistinguable de notre l'EDSR-R général­
isée . Soit

~ = inf {O ~ u ~ T, Yu = heu, X u)} 1\ T

un temps d'arrê optimal. De la définition de eo, on a Y éiJ > yo pour tout e E

M (0, T) . En vertu du Théorème 4.3.1, on sait que

Y§(, 2: ess sup IE (R(O, e)) = yo.
OEM(O,T)

Ainsi

la preuve est complète.•
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4.3.3 EDPs paraboliques avec obstacle et condition de Neu­
mann non linéaire

Considérons le problème d'obstacle suivant:

min{u (t, x) - h(l, x),

- ~~ (t, x) - ([,11) (t, x) - f (s, .r, 11 (t, x) , (y11 (t, :r))* U (t, x))} = 0,

(t, x) E [0, T] x 8

rl1 (t, :r) + 9 (t, x, 11 (t, :r)) = 0, (t, :r) E [0, T] x a8

11 (T, :I;) = 1(x), :z; E 8,

où
1 d a2 d a

(Dp) (t, T) = ~ L. (UU*)ij (t, x) (a;,) (t, x) + Lbi (l, x) a"P
2 . T, .1'J . x,

',J=1 ,=1

et au point :I; E a8
d
~ a4) acp

(rcp) (t, x) = L.. -a. (:r) -". (l, T).
Xi dT,

i=1

(4.12)

Pour la suite, nous rappelons la notion de solution de viscosité d'une EDP ( voir
l14]).
S (d) designera l'ensemble d x d des matrices symllletri4ues Iloll-llegatives.

Définition 4.3.1. Soit 11 E C ([0, T] x 8)et (t, x) E [0, T] x 8.
Notons p2'+11 (t, x), le Il surject parabolique" de 11 au point (t, x) l'ensemille de
triplets (p, q, X) E IR X !Rd X S (d) tels que

u(t, y) ::; 11 (l, T) + p (8 - /.) + (q, y - x) + ~ (X(y - x), y - x)

+0(18 - li + Iy - :z'1 2
).

De la 'IILêrne rnanièr'e, nous notons piU' p2'-11 (t, x) (le "sow;ject pœrabolique" de 11

au point (t, :I;) l'ensemble des tr'iplets (p, q, X) E IR X !Rd X S (d) tels que

1
11(1, y) ::;> 11 (t, x) + p (8 - t) + (q, y - x) + "2 (X(y - x), y - x)

+o(ls - tl + Iy - xI 2
).

84



A. ELOUAFLIN

Définition 4.3.2. Suit 1/ E C([0, T] x 8) tel que 1/ (T, x) = l(x), xE 8.
(a) 11 est une sous-solution de viscosité de (4.12) si pOUT tout (p, q, X) E p2'+1/ (t, x)
et en tout point (t, x) E [0, T] x 8 tel que

'II (t, x) > h(t, x),

on a

-p - ~Tr ((aa*) (t, 1;)X) - (b(l, x), q) - f (t, x, u(t, .1:), qa(t, x)) <::: 0, xE 8

min (-p - ~TT ((aa*) (t, x)X) - (b(t, x), q) - f(t, x, u(t, x), qa(t, :r)),

(q?jJ (t, x), q) + g(t, 1;, u(t, :r))) <::: 0, 1; E 88.

(b) u est une sm'-solution de viscosité de (4.12) si pOUT tout (p, q, X) E p2,+u (t, .1:)
et en tout point (t, x) E [0, T] x 8 tel que

u (i, .r) 2' h(t, x),

-p - ~TT ((aa*) (t, x)X) - (b(t, x), q) - f (t, x, u(t, .T), qa(t, x)) 2' 0, xE 8

max (-p - ~TT ((aa*) (t, :r)X) - (b(t, x), q) - f(t, x, u(t, .T), qa(t, x)),

(qIjJ(t, .r), q) + g(t,.T, u(t,x))) 2' 0, J; E 88.

(c)u est une solution de viscosité de (4.12) si u est à la fois une sous-solution et une
sur-$olution de viscosité.

DéfinissOlls
1/ (t, x) = ~t,x, (t, :z;) E [0, T] x 8 , (4.13)

u (t, x) est une qualltité deterministe puisque ~t,x est mesurable par rapport
à la a- algèbre a (Wr - H T

t : t <::: r) . Des calculs standards sur les ED8Rs et la
Proposition 4.3.1 permettent d'obtenir la Propositin ci-dessous.

Proposition 4.3.3. La fonction IL satisfait:
(a) u (t, :z;) 2' h (t, x) V (t, x) E [0, T] x 8
(b) sUPxEslu (t, x)11 <::: C (1 + lxl) V t E [0, T]
(c) U E C([0, T] x 8) 1

avec C > 0 une constante independente de t et x.

Le résultat principal est:
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Théorème 4.3.2. La functiun dc'jinie paT (4.13) est une sulutiun de viscosité de
(4.12).

Preuve
Pour chaque (t, x) E [0, T] x 8,soit (Y;;:~, Z~',~) une solution de l'EDSR généralisée

T T

Y t,x = l(Xt,X) -+ 1 f(" xt,x Y t,x zt,X) l . +1 (.Xt,xyt,X) lCt,x
n,5 T - sr, r , n ,T' 17,,1' (.1 S 9 1, T n,T C T

T

l Z t'XdTXT Kt,x K't,x
- n,T IIV r + n,T- n,s'

. "

où

K~'.~ = n18

(y;:;: - 1I(r, X;,X))- (dr + dC~.'X).

En vertu de Pardoux et Zhang [49], Un (t, x) = }";:t est une solution de viscosité de
l'EDP parabolique; pour tout (t, x) E [0, T] x 8

&~t;' (t, x) + (.cu.,,) (t, x) + fn(s, x, 1I.n (t, x), (Vu." (t, x))' a (t, x)) = 0,
(t, x) E [0, T] x 8

min (&~t;, (t, x) + (Lu.,,) (t, x) + fn(s, x, 11.." (t, x), (Vun (t, x))' a (t, ;z:)) ,

fu." (t, x) + 9n (t, x, u." (t, x))) :S 0, (t, x) E [0, T] x 88,

u." (T, x) = l (x), x E 8,
(4.14)

avec j~!(s, x, y, z) = f(s, x, y, z) + n(y - h (t, l:)t et 9.,,(S, x, y) = 9(S, ;r;, y) + n(y­
h (1, x)) -. On peut montrer que

lU." (i, x) - u (t, T)1 2 :S 1E( sup I}"::~ - y,t.xl\ \j (t, ;r;) E [0, T] x 8,
t'SsST

On en déduit que pour chaque (t, x) E [0, T] x 8

Un (t, x) i 'II (t, x) as n -----4 +00.

Puisque u." et u sont continus, le théorème de Dini assure que la convergence ci­
dessus est uniforme sur les ensembles compacts. A présent, montrons seulement que
u est une sous-solution de (4.12). Par le même argument, on peut montrer que 'II est
également sur-solution de (4.12).
Supposons que (t,x) satifaitu(t,T) > h(t,T), et soit (p,q,X) E p2·+u (t,T). Par
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un argument similaire au Lemme 6.1 dans [14], il existe des suites

(t nj , xnJ ) E [0, T] x IR, (Pn" qn
J

, X nj ) E p 2'+Unj (tnj , T nj ) such that

quand j ------+ 00.

Si x E 8, alors, pour tout j

-Pn] - ~TT (aa*(tn" XnJXn,) - (b(tnj , :I:nJ, qnj)

-f(tnj , xn]' unj(tnj , xnj ), qnja(tnJ , xn,))

< -nj('lLn,(tn
J

, Tn ,) - h(tn, , TnJ)-. (4.15)

Puisque 'IL (t, x) > h (t, x) et Un converge uniformement sur les ensembles compacts,
il existe j suffisamment large tel que Un (tn , xnJ > h(tn , Xn ). De (4.15), on déduit

.7 .J., .J.l

que

-P - ~TT ((aa)*(t, T)X) - (b(t, x), q) - f(t, x, 'IL (t, x), qa (t, x)) :::; O.

Si x E 88, de la même manière, on obtient

min (-p - ~TT ((aa*) (t, x)X) - (b(t, x), q) - f(t, x, u(t, x), qa(t, x)),

(q'~) (t, T), q) + 9(t, T, U(t, x))) :::; O.

La preuve est complète •.
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Chapitre 5

Homogénéisation des EDPs à
coefficients discontillUs via les EDSRs

Nous présentons un résultat d'homogénéisation pour les EDPs sémi-linéaires
dont les coefficients sont non périodiques mais admettent une limite au sens de
è~esaro. Dans un tel cas, les coefficients limites peuvent admettre une discontinuité.
Nous adoptons uue approche probabiliste basée sur la convergence faible daus la
S-topologie des solutions des EDSR'3 correspondantes.

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions le comportement asymptotique de la solution VE

de l'EDP

{

~:" (l, .T" x,)_+ L' (.T" x,)v'(I,.T" .T,) + J(T" .T2, v'(I., x" ",)) ~ 0 (5.1)

v (0, Xl, X2) - H(XI, X2),

où

89



CHAPITRE 5. HOMOGÉNÉISATION DES EDPS À COEFFICIENTS
DISCONTINUS VIA LES EDSRS

où x;' E est la composante rapide de réccurrence nulle, zp (resp. a) est à valeurs dans
IRk (resp. IRdxk et West un IRk-brownoien standard à composantes indépendantes.
Les coefficients de LE sont non périodiques mais admettent une limite au sens de
èesaro. La fonction f est définie sur IR+ x IRd

X IR et à valeurs dans IR. Pour ce faire,
nous utilisons la convergence faible de l'EDSR correspondante dans la S-topologie.
Le reste de ce chapitre est organisé comme suit : Dans la section 2, nous don­
nons les hypothèses, précisons davantage le problème et donnons quelques résultats
préliminaires. La section 3 est consacrée à l'étude de la convegence des EDSRs corre­
spondantes. Ce qui permet de déduire le comportement asymptotique de la solution
faible de l'EDP.

5.2 Hypothèses et résultats préliminaires

S · t X],E ],E X 2,E 2,E ~7EOlen t = EXt , t = Xt ,I t =

Progressive-Rétrograde
]E Irt XI,E 2X' = EX + 10(-S- X ,E)dWt ] or E' S S

y%, (5.1) est connectée au système

X 2,E = x + r t b(X~,E X 2,E)ds + r t a(X~,E X 2,E)dW
t ·"2 Jo E' S Jo E' S S

(5.3)

Y,E = H(X],E X?,E) + rT f(X~'E X 2,E YE)ds _ rT ZEdM UC
t T' T Ji E' S 'S Ji S S

où MUE est la partie martingale du processus UE = (X],E, X 2,E)
Sous de bonnes conditions, la solution unique (YE, ZE) de (5.3) est F UE -adaptée.

Soient b(x], X2), o;(x], X2) and 1(x], X2, y) le coefficients moyens définis de la
façon suivante :

(pb)+(X2) (pb)-(X2)
b(x], .T2) +() l{xI>o} + _( ) l{xI <O},

P X2 P X2 -
(pa)+(x2) (pa)-(x2)

o;(x], X2) +( ) l{xI>o} + _( ) l{xI<:o},
P X2 P X2

-( ) (PJ)+(X2, Y)l + (pJ)-(.T2' Y)l
f X], .T2, Y P+(X2) {XI>O} P-(X2) {XI<:O},

où p(x], X2)-] = ~ 2:7=] zp;(x], X2) et pour toue fonction K E {pa, pb, pI} K+, K­
désigne la limite au sens de èesaro (à préciser plus tard). Il est important de remar­
quer queb, 0; and 7sont discontinus en x] = O. Notre oLjectif est de montrer que 1l

converge vers un certain v qui est solution de l'EDP " moyennisé"de type:

{

~~(t, ..T]' X2)_+L(x.], X2)V(t,X], x2)+7(x], X2, v(t, X], X2)) =0
(5.4)

V(O,.T], X2) - H(.T], X2)
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En gardant bien à l'esprit la représentation VE (t, x) = Y~, nous montrerons seule­
ment que Yoc converge vers Yo, où le processus (U = (Xl, X 2

), Y, Z) est solution de
l'EDS progressive-rétrograde

{

Ut = 110 + J~ b(Us)ds + Ir~ a(Us)dlVs

Yi = H(X}, Xj,) + J,T7(x.~, X.;, Y,)ds - ,t ZsdMs
u .

5.2.1 Hypothèses

(5.5)

Dans toute la suite, nous supposerons que les coefficients vérifient les conditions
(A), (B) et (C).

(Al) La fonction b est Lipschitz continu en (Xl, X2) et, pour chaque 1:1, ses dérivées
en X2 jusqu'à l'ordre 2 sont des fonctions bornées et continues de X2-

( A2 ) Il existe des constantes positives C\, C2 , C3 telles que

{

(i) Cl :S (J.OO(Xl, X2) :S C2

(ii) L~=l[(J.ii(Xl' 1:2) + bf(Xl' X2)] :S C:3(1 + IX 21 2)

( BI ) Notons par convenence :p(:rr, X2) = (J.OO(Xl" x2t 1 et supposons que P(Xl, X2)
admet une limite p± au sens de èesaro :

uniformement en X2 E Rd, De plus

DX2 11, D~211 désigne respectivement le vecteur (DX21 'IL, . .. DX2 , 'IL, ... , Dru 11) et la ma­
trice des dérivées secondes en X2 de 11.

(B2) For i = l, ... , . d, j = 0, ... , d, les coefficients
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admettent des limites au sens de èesaro. De plus, pour toute fonction k(x), X2) E

{pbi , Dx2 (pbi), D;2(pbi ), paij, DX2(paij), D;2(paij)}, nous notons

et supposons que

(B3)

où 0: est une fonction bornée telle que

(5.6)

(Cl) Il existe des constantes positives C4 , Cs telles que les fonctions H, f à valeurs
dans IR vérifient

(C2) pf admet une limite au sens de èesaro et satisfait

où (3 est une fonction mesurable et bornée telle que

(5.7)

(C3) Pour chaque Xl, pf admet des dérivées d'ordre 2 en X2 uniformement en y.

Toutes ces dérivées sont bornées et vérifient (C2)
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5.2.2 Résultat préliminaire

Sous les conditions A ct B, Khasminskii ct Krylov ont montré la convergence de
l'EDS. Plus préciscmcnt, ils ont établi lc théorèmc suivant:

Théorème 5.2.1. (Khasminskii and Krylov [35J)
Supposons que les conditions A et B sont satisfaites. Supposons de plus q'ue l'EDS

limite dans (5.5) admet une solution faible 'uniq'ue. Alors, le pmcessus UE = (XI,E , X 2,E)
converge en loi vers le pmcessus U = (Xl 1 X 2).

Lemme 5.2.1. ( Khasminskii and Krylov/35J) Supposons que la fonction (Xl, X2) r-->

f(XI l X2) : IR x IRd
------+ IR est bore! mesurable et satisfait

Supposons que

où la fonction Ll satisfy (5.6). Désignons par ?Je la solution du pmblème

Alor's

Si de prus, po'ur chaque Xl, la fonction F admet des dérivées d'ordre 2 cont'inues en
X2 et satisfaisant

alor'ts, les dérivées en X2 de la solution vérifient:

Nous en déduisons la conséquence suivante,
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Lemme 5.2.2. Pour y E Dt ji:ré, noton8 VE'Y(:D). :];2) la .solution de l'éq'aation :

x) 2 x) --:
aoo(-, x2)D,.]u(x), :1;2) = f(-, X2, y) - j(x), :1'2, y), u(O, X2) = Dx]u(O, X2) = 0(5.8)

E E

Alor's

Dx! vE,y(x), X2) = x) (1 + IX212 + IYI2)/3(X), X2, y) - x) (1 + 1:1:21 2)m(T)" X2" y)
E

et pour' toute fonction

f(E'Y(T), T2) E {VE·Y(X), X2), DX2 vE,y(x[, X2), D;2 vE,y(x), X2), Dx ]Dx2 vE,y(x), T2)},

on a

où rWU8 aVOn8lJosé m(x x. y) = (pf)±(X],X2,yl a(X] x) et a(x x) 13(:1; x. y)), 2. pf(X],X2l E' 2 ), 2, ), 2.
80Td des bonelions bOi"f!ée8 pouvant varier' d'une ligne à une autre et 8ati8jai8ant
respectivement les pmpriétés (5.6) et (5.7).

Preuve Pour tout y fixé, posons

T) 1 lX] t t
F(-, :1;2,y) = -:- p(-, X2)g(-, X2, y)dt

E .r) 0 E E
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On montre aisement que,

vôrifient respectivement (5.6) et (5.7). Pour x < 0, la preuve est identique au prôcô­
dent. Les résultats pour DX2 VE'Y(Xl, :1:2), D~2 VE'Y(:rl, X2) et Dxj DX2 \,n'Y(Xl, X2)

sont obtenus par un argument similaire.

5.3 Convergence des EDSRs

Nous ôtudions la convergence de la suite dans le sens de la topologie de Jakubowsky.

(5.9)

Posons ME = J'T ZEdMU" Le résultat principal estt t s s'

Théorème 5.3.1. Supposons que le8 conditions (A), (B) et (C) 80nt 8ati8faite8.
Suppo.'wns de plus que l'EDS lùnite dans (5.5) est faiblement uniq'ue. Alm's, il existet
un ensemble dénombrable V C [0, T] tel que pOUT une so'Us suite,

Preuve
Rappelons tout d'abord que pour tout k 2' 1, on a

(5.10)

Etape 1 : estimations à priOTi SUT (YE, !vIE). Par la formule ù'ltô's formula, on a

I~EI2 + fT IZ:I 2d( M UE )8

IH(X1,E X2,E)12 + 2jT( YE f(X;'E y2,E YE))ds _ 2jT(YE ZEdMU")
T' T :i' c ,-' s' 8 s1 S S .

t ~ t

< IH(X~,E, X;,'E)1 2+ (2K + 2) jT IYSEI2ds + jT If(X;,E, X;,E, OWds
t t lé:

_ 2fT (}'~E, Z~dMr;E).
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Il s'en suit que

IE (1}~EI2 -+- t' IZ~12d( !l1LF )8)

~ IE (IH(Xi;C, X~,CW) -+- IE cr If(xl'ô, X;,E, O)!2ds)

-+-(2K -+- 2)IE (ftT IYSEI 2ds) ,

Le lemme de Gronwall permet alors de déduire que

Ce qui conduit à

(5.11 )

(5,12)

En combinant (5.12) et l'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy et modifiant C(K, t, T)
si necessaire, on déduit

Ainsi,

En vertu ùe la condition (Cl) et (5.10), on obtient

Etape 2 : Tension de la suite (YE, !ll f
). Il est aisé de voir que

CV(YE) ~ KTIE (Sup I~EI) -+- IE ( fT If(X~'E, X;,E, O) 12 dS) ,
O<;t'ST Jo c
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Par conséquent,

(5.14)

Etape 3 : Convergence. En vertu de (5.14), la suite (YE, l\JE:) est tendue et il existe
un ensemble dénombrable D et un processus (Y, A1) tels que pour une sous suite,
on a pour tout t E [0, T]\ D

Admettons pour l'instant le résultat suivant:

Lemme 5.3.1.

converge en probabilité ven, zào quand E ------+ O.

Par passage à la limite dans l'équation (5.9), on obtient grâce au Lemme 5.3.1

Y t = H(Xj" xj) + fT ICx;, x;, Ys)ds - MT - Mt
t

(5.15)

Etape4: Propriéte de Martingale de lalimiteM. Notons U = (Xl, x 2) et FU,y,
la plus petite filtration admissible et complète générée par U, Y. Nous devons mon­
trer que Ai est une FU, Y, IF-martingale.
(YE, ME) est Fr -adapté. Puisque M est une fonction de Y, Us ( pour s S t) ; il est

FF' y -adapté. Dès lors, en combinant les estimations uniformes de l'étape l, avec les
Lemmes 5.3.2 et 5.3.3 de l'appendice, on déduit que M est bien FU, Y, IF-martingale.
Etape 5 : Identification de la lirnite. Soit (Y, Z) la solution unique FF -adapté de
l'EDSR

Yi = h(UT ) + fT 1(s, us, }~)ds _ fT ZsdM;

avec IE(SUPO::;t::;T IYil 2 + Ir~ \ZsI2d(MU < 00. Comme Y est FF -adapté, il est
. l 'L'U Y l t'ega ement J t' -ac ap e.
D'autre part, le Lemme 5.3.3 dans l'appendice assure que Y t et Mt sont de carré
int(~grables pour chaque t ~ O. L'inégalité
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permet alors de conclure que .rc;r (Y s, divIs) est une martingale de carré intégrable.

A présent, posons lvlt = Ir; Zsdl\1.~!. La formule d'Itô dorme

= 2IE (fT (y, - Ys, 1(5, Us, ~) -1(5, US) Ys)) d5)

<::: 2CIE (fT IY, -- Ys12d5) .

Par le Lemme de Gronwall, on déduit que }( = Y t , IP - p.5 et par suite AI = M .•

5.3.1 Preuve du Lemme 5.3.1

Nous adaptons l'argument utilisé dans Pardoux [501 ou encore dans [51]
Posons

x 1,E

h( '(l,E X 2,E YE) = [(_8- X'2,E Y E) -1(X1,E X2,E Y E)
J 8 , 8' . E' s's s' SIS·

Montrons que pour tout 0 <::: 5 <::: T

tend vers zéro en probabilité quand E tend vers zéro.
Soit yi, ... , yN la famille de fonctions définies sur [0, T] vers IR telles que pour tout
a > 0, l'ensemble AE = nf=l {IL{O <::: 09 <::: t: lYsE - y;\ > a} > 0} satisfait IP(AE) <
a. Posons Af = Uf=l BL où Bk = {1l{0 <::: 09 <::: t: IY:," - y~1 > a} <::: a}. Ün peut
supposer sans perte de la généralité que o91Lpp(h) = IRd x [-M, M]. Posons KM =

sUPIRd [ ] Ih(Xl' X'2, y)1 et w(a) le module de continuité de la fonction h sur son
x -M,M

troisième argument sur l'ensemble [-1\1., M]. On a

Il h(X;'C, X;", y,')dsj <: Il h(X;'C, X;", Y,'ldsll,t, +'fIlh(X;", X;," Y;)dS!ln;

< tKM1Ac + t 1 rt

h(X~,E, X;,E, yk(09))do9I1 Bk
k=l Jo ,

+ tir [h(X~,E, X;,E, Y,c) - h(X~,E, X;,E, yk(09))] do9[l nk
k=l Jo
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~ 1 r [h(V1'E X 2,E '\fE) XI,E 2,c k( .))] 1~ Jo -~'" s ,I s - h( " ,X" ,y i'! ds 1Ef

< fi r [h(X~,E, X;,E, Ys
E) - h(X~,E, X;,E, yk(s))] l{IY,'-Yk(S)I<:b}dS[lBf

k=l Jo

1 ~ IL ["(X;", x;", Y:J - "(X;", x;", yk(8»)] 1(1Y: "("II>'ld8jIBl

N N

< w(o)t L IBf + 2J(M LtL{O 'S s 'S L: lYsE - y2"1 > O}lBf
k=l k=l

< W(O)t + 2J(MO

Il s'en suit que

lit h(X~,E, X;,E, yndSI

< ff(MJ + w(6)( + 2KM 6 +~ Il "(X;", x;", yk(s))d8

Ainsi, en choisissant 0 suffisamment petit tel que pour tout Tf > 0, tJ(MO + W( O)t +
2J(MO < ~, on obtient

Pour achever la preuve, nous devons montrer que

tend vers zéro. Pour ce faire, consiùerons Vyk(S),E la solution de l'équation (5.8). Par
la formule d'Itô-Krylov, on a

Vyk(t),E(Xt1,E, Xf,E) = \lyk(O),E(f:rl, T2) + t h(X~,E, X;,E, yk(s))ds
Jo
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En vertu du Lemme 5.2.2, il est évident que Vyk(o),E(c:r;l' X2) tend vers zéro. Une
fois encore, du Lemme 5.2.2, on obtient

1Vyk(t),,, (Xt
l,E, X;,'') 1

< é [(1 + IXt
2,EI 2+ ',yk(tW)IP(Xi''', X t

2,,,, yk(t))I]

+ é [(1 + IXt
2,EI 2)(pJ):~t;:c:((t)) Icr(X;'E, X t

2,E)I]

+ 1{IX;,el~jE}IXtl'''12 [(1 + IX;,EI 2+ IYk(t)I)IP(Xi,E, X;,'', yk(t))II]

+ 1 I,e IX l '''1 2 [(1 + IX2.EI2)(pJ)+(Xt
2

,E, yk(t)) Icr(Xtl,E X 2''')I]
{IX, l~jE} t , t p+(X;,E) é ' t

Il s'en suit que

IE ( sup jVyk(t),E(Xtl'E, X t
2,E)I) S:: K (é + sup sU,P IP(x

l
, x2, y)1 + SL,lP sup [cr(x

l
, x2)11) .

O<:;t<;T IXll:O-jE(X2.Y) E IXlI:o-jE X2 é

Puisque cr et P vérifient respectivement (5.6) et (5.7), le terme de droite tend vers
zéro quand é ------> a.
De la mème manière, on peut montrer que les termes contenant une intégrale ds et le
dernier tenne tend vers zéro probabilité. On conclut ainsi que 1 J; h(X~' E, X;' E, yk( s) )dsl
tend vers zéro en probabilité.•

Corollaire 5.3.1. YOE converye en loi vers Y o

Preuve La convergence dans la S-topologie n'assure pas la convergence de YOE,
malS nous avons

l
T Xl,E

Y;" = H(X 1,,, X 2 ,E) + j(-"- X 2,,, y,E)ds + M"o T' T , s , s T'
o E

En vertu de la Remarque 5.3.1, on déduit que Mf converge en distribution vers

MT, Il en résulte que Yo" ~ Yo. De plus, comme YOE et Yü sont déterministes,

}~f ------> H (Xi, KM + Jo
T
7(x~, X;, Ys)ds + MT, quand é ------> o.•

Corollaire 5.3.2. Supposons que les conditions A, B et C sont satisfaites. Sup­
posons de plus q'lle la nu1tr'ice (aij )f,y=o est unijonnement non-dégénér'ée. Supposons
en outre que pou'!' toute jonction bornée infiniement diffée'!'entiable H (1;1, X2), l'équa­
tion

{

~; (L, Th x,)_+ I("" .x,)v(L,.x" x,) + f(.", .x" v(L, x" .x,)) ~ 0

1.(a,Xl, .T2) - H(Xl, X2)
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admet une .'iol-ution unique bornée v(t, XI, X2) E 1Vd~~, lac' Alors, la solution bomée

vE(t, :rl, :r2) E W~~~,loc de l'EDP (5.1) satisfait

lim VE(t, :rI, X2) = v(t, :1:1, X2)'
E----->O

Preuve
C'est une conséquence immédiate de la représentation VE(t, 1:) = Ycf, v(t,:r) = Y o
et du Corollaire 5.3.1..

5.3.2 Appendice: S-topologie

La S-topologie a été introduite par Jakubowski ([34]). C'est une topologie définie
sur l'espace de Skorohod des fonctions càdlàg : D([O, T]; IR). Cette topologie est plus
fine que la topologie de skorohod mais présente des critères de tension plus facile à
établir. Ces critères sont les meêmes que ceux de la topologie de de Meyer-Zheng
([39]) .

Soit Na,b(z), le nombre de" up-crossing" de la fonction z E D([O, T]; ffi) dans
un niveau a < b donné. Rappelons quelques résultats sur la S-topologie.

Proposition 5.3.1. ( critère de S-tension). Une suite (YE)OO est S-tendue si et
seulement si elle est r'elativement compacte dans la S-topologie.
Soit ((YE)E>O une famille de processus stochastiques dans DUO, T]; Hl). Alors cette
famille est tendue pour la S-topologie si et seulement si (II YE)E Il (0)00 et (Na, b(yc) )00
sont tendus pour chaque a < b.

Si (Y, IP, (Ft)c-;>o) est un processus dans D([O, T]; IR) tel que Y; soit intégrable
pour tout t, la variation conditionnelle de Y est définie par

n-I

CV(Y) = sup LIEIIIE[}~i+l - Y;;IFdl]·
O<::tl <... <t" =T, partition de [O,T] i=1

Le processus est dit quasimariingale si CV(Y) < +00. Si Y est une Ft-martingale,
CV (Y) = O. Une variation de l'inégalité de Doob (cf. Lemme 3, p.359 dans Meyer
et Zheng, 1984, où YT = 0) implique que

IP [sup IY;I 2: k] ~ l (CV (Y) + IE [sup IYtl]) ,
tE[O, T] tE[O, T]

IE [Na,b(y)] ~ -b1 (lai + CV(Y) + IE [sup I}~l]) .
- a tE[O, T]

Il s'en suit que la suite (YE)OO est tendue si

sup (CV (Y) + IE [sup IY;I]) < +00.
00 tE[O. T]
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Théorème 5.3.2. Soit (YE)OO 'Une famille tend'Ue de proccssw; stoâwstiq'ues dans
D( [0, T]; IR). Alor's, il e:z:iste 'Une s'Uite (El.) kEIN decroissante vers zéro ,un proCC3S'US
y E D([O, T]; IR) et 'Un so'Us-ensemble dé'rwmbmble D E [0, T] tels q'Ue pour' to'Ut n
et to'Ut (t l , ... , tn) E [0, T]\D,

(}TE:k V'E:k) Dist (Y; y; )
t 1 ' ••• , I t

11
------t t l ~ ... , tn

Remarque 5.3.1. La projection :1fT y E (DUO, T]; IR), S) f---t y(T) est contin'Ue
(voir Remark 2.4, p.8 in jak'Ubowski,1997), mais y f---t y(t) n'est pas contin'U po'Ur
chaq'Ue a '5:: l '5:: T.

Lemme 5.3.2. Soit (XE:, ME:) 'Un proCC33'US Tfmltidimensiunnel de D( [0, T]; IRl') (p E

IN*) convergeant ver's (Y, 1If) dans la S-topologie. Soit (:F{Ek",o (r'esp. (:F{)t~o) la
pl'Us petite jiltmtiun admissible complète pO'UT XE (resp.X). S'UPPo30ns q'ue
Supoo lE [SUPO<::t<::T 11I1t

E
1
2] < CT VT > 0, ME: est 'une :F'{€ -'martingale et AI est :Fx _

adapté. Alors M est 'Une :Fx -martingale.

Lemme 5.3.3. Soit (YE:)oo 'Une s'Uite de process'Us convergeant faiblement dans
D([O, T]; IRl') ven; Y. Supposons q'Ue sUPoo JE [SUPO<::I<::T I~EI2] < +00. Ainsi, po'Ur
to'Ut t :;:, 0, E [SUPOSIST 1}~12] < +00.
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Conclusion

Les résultats de nos travaux nous ont permi de donner des réponses positives
aux questions 1, 2 et 3. Cependant, nous annonçons ici des travaux en cours qui
généralisent les résultats présentés dans cette thèse.
1) Localisation des conditions de type stochastique: par exemple supposer l'existence
de processus r(t) et u(t) tels que pour tout N E IN' et tout (y, z, yi, Zl) tels que
Iyl, 'w'l, l, Ilzll, Ilz'll <::: N, on ait

'If(t, y, z) - fU, yi, z')1 <::: rN(t)Iy - y'l + uN(t)lz - z'l.

2) Homogénéisation dans le cas ou le terme nonlinéaire dépend du gradiant de la
solution

{
~:,c (t, .2" X 2 )_+ I:'(X, , x,)V'(t,2" x,) + f(.2" X2, v'(t, x" .T,), Vxv'(t, T" x,)) ~ CI

L (0, .Tl, X2) ~ H(Xl' :T2),
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