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Résumé de la thése

Les travaux de cette thése sont consacrés a ’étude des équations différentielles
stochastiques rétrogrades ( en abrégé EDSRs ) et leurs applications.

Dans une premiére partie, notre étude concerne les EDSRs avee condition dite
de type stochastique. Le premier résultat est un théoréme d’existence et d’unicité
pour les solutions des EDSRs multivoques avec un temmps terminal aléatoire pouvant
prendre des valeurs infinies. Ensuite, I'existence et unicit¢ de la solution pour les
EDSRs avec condition de monotonie stochastique est é¢tabli. Une extension aux
EDSRs-réfléchies a croissance polynomiale est également donnée.

Daus la deuxiéine partie, nous considérons d’une part la solution réfléchie d’une
EDSR généralisée. Ce type d’équations a ¢té¢ introduit par Pardoux et Zhang |49
Ce sont des EDSRs qui présentent une intégrale dirigée par un processus croissant.
Nous établissons un résultat d’existence et d’unicité sous des hypothéses standard
via la méthode de pénalisation. Comme application, nous donnons 'interprétation
probabiliste du prix d’une option américaine ¢t la représentation de la solution de
viscosité d’une EDP parabolique avee conditions limites de type Neumann. D’autre
part, nous présentons un résultat d’homogénéisation pour les EDPs sémi-linéaires
dont les coeflicients sont non périodiques mais admettent une limite au sens de
Cesaro. Dans un tel contexte, les coefficients limites peuvent admettre une disconti-
nuité. Nous adoptons une approche probabiliste basée sur la convergence faible des
solutions des EDSRs correspondantes dans la S-topologie.

Abstract of the thesis

In this thesis, we first address in part one, extension of existence and uniqueness
results for backward stochastic equation ( BSDE) with the so-call stochastic con-
dition. That is, the Lipschitz constant are allowed to be an adapted process. More
precisely, we prove an existence and uniqueness result for multivalued backward
stochastic differential equations with random terminal time (allowed to takes infi-
nite values). The solution is constrained to stay in the domain of a proper, lower
semicontinuous and convex function. The classical Lipscithz condition on the drift
is replaced by a stochastic one. We also establish an existence and uniqueness result

v



for backward stochastic differential equations whose coefficients satisiy a stochastic
monotounicity condition. An extension to reflected backward stochastic differential
equations (RBSDEs) in a domain of a lower semi-continuous convex function with
stochastic monotone and polynomial growth generators is also established.

In part two, we study reflected solutions of generalized BSDEs. We establish
an existence and uniqueness result under standard assumptions. We highlight its
connections with an american option pricing. This is done in the case of decoupled
FBSDESs. Doing so, our RBSDESs allow the diffusion price process to have a reflection.
A link to an obstacle PDE problem of parabolic type with nonlinear boundary
condition is also stated. On other hand, we present an homogenization result for
some semilinear PDEs whose coefficients are non periodic but admit a limit in a
Cesaro sense. In such a case, the limit coefficients may have discontinuity. We use a
probabilistic approach based on weak convergence of solutions to the linked BSDEs
in the S-topology.
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Chapitre 1

Introduction

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades ( en abrégé EDSRs ) sont
apparues sous forme lin¢aire en controle stochastique. C’est Bismut [5, 6] qui l'in-
troduisit pour la premicre fois en ¢tudiant 'équation adjointe dans la formulation
du principe du maximumn stochastique de Pontryagin. La théorie des EDSRs non-
linéaires a débutée par 'article de Pardoux et Peng [42]. Depuis lors, de nombreux
travaux ont enrichi la littérature sur les EDSRs et leurs applicatious en théorie des
équations aux dérivées partielles ( en abrégé EDPs ), en théorie de jeu stochastique,
en mathématiques financiéres ( Cf. Pardoux ct Peng |45, Hamadéne et Lepeltier
[27], El Karoui ct al. [21]).

Nous rappelons ci-dessous ce qu’est la solution d’une EDSR non-linéaire et sa con-
nection aux EDPs quasilinéaires.

Soit 7" > 0, un temps positif fixé. Soit (W,, F, 0 <t < T), un mouvement Brown-
ten standard et Fy sa filtration naturelle augmentée des ensembles nuls. Une solution
d’une EDSR est un couple de processus Fi-adaptés (Y, Z) satisfaisant ’équation
suivante :

() E ( I |Z.s\2d5) < oo
(1.1)
(i)Y, =+ [T [ (s, Ys, Zs)ds — [ ZdW,, Vte [0, T]

ol ¢ est une variable alcatoire Fp-mesurable qui est la valeur de Y a linstant
final T'. Notons que le processus Z, obtenu griace au théoréme de représentation des
martingales browniennes, joue un réle fondamental dans la résolution de ’équation
(1.1). En effet, puisque nous connaissous la valeur de {Y;} a Uinstant final, il n’est
pas trés naturel pour la solution {Y;} d’étre adapté & chaque instant au passé du
mouvement Brownien {W; : s < t}. Pour satisfaire cette contrainte, le processus
{Z,} est choist indépendamment de {Y;} et adapté au pass¢ de {W, : s < t} de



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

sorte que pour tout y € R, la solution de I’équation

t t
)Q—y—/ f (s, Vs, Zs)ds+/ Z,dW,
0 0

satislait Yr = £.
Sous une hypothése de Lipschitz continuité, Pardoux et Peng [42] ont montré Pex-
istence et 'unicité d’un couple (Y, Z) vérifiant Pequation (1.1) et satisfaisant

.
IE(sup Y}2+/ |ZS|2ds> < 00.
0<t<T 0

A présent, considérons I’ équation dite progressive- rétrograde découplée

X =4 [Tb(u, Xo) du — [T o (u, X*)dW,, 0<t<s<T
Y5 = g (X3) + [T f (u, X507, V", Z5%) du ~ [ Z6%dW,, 0 <t < s <T.

S u )

Le générateur infinitésimal associé au processus de diffusion X est

£=(00) (12), 50—+ b{t.x)
= (o £, x).. ———— + bi(t, x .
ERA 0,01 ‘ Ox;
Sous de bonmnes conditions sur g (XtTI) et f,
YT & u(t, x) (1.2)

est I'unique solutiou de viscosité de PEDP sémilinéaire

agf (t,x)+ Lu; + fi (z,u(z),(Vuo) (z)) =0, i=1,..d
w(T,x)=1(z), i=1,..d

. t, . .. . . .. . .
De plus, puisque Y;"" est déterministe, la représentation précédente doune également
la version non-lin¢aire de la formule de Feynmann-Kag, c’est & dire :

7).

Pour une connaissance approfondic des EDSRs et leurs connections aux EDPs, nous
ramenons le lecteur aux travaux de Pardoux [43, 44].

,
u(t,z) =B (g (X57) + / f(u, X5 Y07, Z37) du
t

Les ¢quations différenticlles stochastiques rétrogrades réfléchies ( en abrégé EDSR-
R ) sont une généralisation des EDSRs. Une EDSR-R s’obtient par l'ajout d’un
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A. ELOUAFLIN

processus continu dans I'¢équation d’une EDSR . Ce processus additionuel a pour
fonction de maintenir la solution dans un domaine fix¢é ou au dessus d’un certain
processus fixé appelé “obstacle”. Le premier résultat dans cette direction est di a
El Karoui et al.[24]. Cvitani¢ et Karatzas [15], Hamnadéne et al. [28], Hamadéne et
Lepeltier [31], Hamadeéne et al. [29] ont étendu ce résultat aux EDSRs avee deux
obstacles. L’extension des EDSR-R en dimension multiple a été etudié par Pardoux
et Gegout-Petit |26], Pardoux et Rascanu |46|, |47], N'zi et Ouknine|40| parmi tant
d’autres. Hamadéne et al. [29] ont étudié les EDSR-R & horizon infini mais sous
ute forte condition de Lipschitz sur le coefficient de dérive. Notons également que,
Talay et Zheng |53| ont établi sous une hypothése de Lipschitz uniforme, I'existence
et Punicité de la solution d’une EDSR-R avee deux barriéres et un temps terminal
aléatoire.

Depuis leur introduction, les EDSRs, en plus de intérét théorique sont devenues
un outil mathématique important dans plusieurs domaines, ( ¢f. Hamadeéne et Lep-
eltier [27], El Karoui et al. |21]). Aussi, de nombreux auteurs ont établi existence
et 'unicité de solution pour les KDSRs en aflaiblissant la condition de Lipschitz sur
le coefficient de dérive f. A ce propos, on peut citer parmi tant d’autres les travaux
de Bahlali et Pardoux |1], Darling et Pardoux [19], Kobylanski [36]. Cependant, il
faut noter que les résultats d’existence et d’unicité sont obtenus en supposant que
les coefficients de Lipschitz ou de monotonie sont des constantes. Mallieuresement
dans de noutbreuses applications, la non-dépendance du temps et le caractére non-
aléatoire des dits coeflicients ne sont pas vérifics. Par exemple, il est établi que la
détermination du prix d’une option curopéenne est ¢quivalente a la résolution de
PEDSR linéaire

[
=
N
-
S’
k<
VY
-
=
+
>

{ _dy, (O Z(1)] dt — Z(t)dW,
Yp = ¢

ou & est le prix de 'option a l'instant final, r(¢) le taux d’intérét et 6(t) le vecteur
risque. Ici, 7(¢) et 6(¢) sont des processus et ne sont pas bornés en général. Pour
prendre en coupte ces nouvelles difficultés et y remeédier, El Karoui et Huang [22] out
introduit la condition dite de Lipschitz stochastique, c¢’est a dire : les coeflicients de
Lipschitz sont des processus F;- adaptés. Sous cette derniére condition, ils ont établit
Pexistence et Punicité de solutions pour les EDSRs dirigées par une martingale
ayant la propriété de la représentation prévisible et temps terminal aléatoire. Le
cas particulier ou I'EDSR est dirigée par un mouvement brownien standard a été
reconsidéré par Bender and Kohlmann |8]. On notera qu’en affaiblissant la condition
de Lipschitz, I'on doit imposer de fortes conditions d’intégrabilité aussi bien sur les
données que sur les solutions. Des questions naturelles qui apparaissent sont :
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1) Peut on affuiblic devantage la condition de Lipschitz stochastique et prendre
en compte les générateurs de la forme :

ot 1(t) est un processus nonnégalif, Fi-adapté, g satisfait une condition de mono-
tonie uniforme en y et h satisfait la condition de Lipschitz stochustique en z.

2) Dans le cas ot UEDSR est dirigée par un movvement brownien standard, peut-on
étendre le résultat de El Karout et Huang [22] aux EDSR-Réfléchies ¢

Une autre ¢tude mence grace aux EDSRs est I'homogénéisation des EDPs non-
linéaires. L’homogénéisation est approche du comportement d’une variable vivant
dans un milieu hétérogéne par celui d’une variable vivant dans un milien homogeéne.
Par la représentation (1.2), Pardoux |50], Pardoux et Veretennikov |51] ont étudié
Vapproche probabiliste de I’homogénéisation des EDPs sémilinéaires. De fructueuses
recherches ont produit divers résultats sur ce sujet ( cf. Briand et Hu |11}, Buck-
dahun et al. [12], Delarue [20], Lejay [37]). 11 est aussi important de remarquer qu’ a
I’'exception de Lejay, tous les résultats sur I’homogénéisation ont ét¢ établis sous une
hypothése de périodicité des coeflicients et d’existence d’une densité stationnaire.
Ici encore apparait une question naturelle :

3) la propriété de l'homogénéisation des EDPs reste-t-elle vruie en labsence de ces
hypothéses #.

Une des réponses a cette question a ¢t¢ donné par Lejay [37] dans le cas particulier
ol le milieu est alGatoire et Popérateur £ est sous forme divergence. Khasminskii
et Krylov |35] ont également considéré cette question en étudiant le comportement
asymptotique d'un processus de diffusion dont la composante dite rapide est de
récurrence nulle. En 'absence de périodicité et d’ergodicité, ils ont étudié la con-
vergence du processus vers une diffusion dont les coefficients sont donnés par une
moyenne dite au sens de Cesaro. Le résultat obtenu permet étude asymptotique
d’une solution faible d’'une EDP liné¢aire.

Résultats et plan de la thése

Dans ce travail, nous avons d’une part apporté une réponse positive “partielle”
aux questions 1 et 2 et d’autre part combiné le résultat de Khasminskii et Krylov
|35] avec la représentation probabiliste de la solution d’une EDP pour traiter 'ho-
mogéncisation des EDP sémilinéaires avec coefficients discontinus. Les résultats de
nos travaux se présentent comme suit.
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A. ELOUAFLIN

Partie 1 : EDSRs avec coefficients de type stochas-
tique

EDSRs multivoques avec condition de Lipschitz stochastique

et temps terminal aléatoire

Nous considérons une EDSR multivoque avec un temps terminal aléatoire pou-
vant prendre des valeurs dans [0, +00]. La solution est maintenue dans le domaine
d’une fonction convexe @, propre et sémicontinue-inférieurement. La condition de
Lipschitz uniforme est remplacée par une condition de Lipschitz stochastique, ¢’est
a dire que le coefficient de dérive staisfait a la relation :

Il existe deux processus r(t) et u(t) non-négatifs, Fi-adaptés tels que Y(y, z, i, 2') €
Rd % Rdxn % IR,d % Rdxn’

Sy, 2) = [ty 2 < @)y — ¥+ ut)]z = 2. (1.3)
Sous cette condition, nous établissons Iexistence et Punicité d’un triplet (Y, Z, K)
satisfaisant les conditions de la Définition 2.1.1. Notre démarche a consisté dans un
premier temps, a regarder le cas ol le temps terminal est déterministe en utilisant

un argument de pénalisation puis dans un second temps, le cas de 'horizon aléatoire
est traité en utilisant une suite approximante adéquate.

EDSR avec condition de monotonie stochastique

Daus ce chapitre, nous ¢tudions PEDSR, (1.1) sous une condition de monotonie
stochastique. Plus précisement, le générateur f satisfait :

—v, [ty 2)=ft, ¥, 2) <Ot)ly -y
|f(t7 Y, Z) - f(ta Y, Zl)' S ’U(t)’Z - Z/| (14)

y— f(., ., y, z) est continu dt @ dIPp.s.

Notre résultat d’existence et d’unicité prend en compte les générateurs du type :
flt,y, 2) = ut)glt, y) + h(t, 0, 2), (£, y, 2) € [0, T] x RE x R¢ ot p(t) est un
processus nonnégatit, F-adapté, g satistait une condition de monotonie uniforme en
y et I satisfait la condition (1.4) en z. Nous étudions le cas du du temps terminal fixe
ainst que celui du temps terminal aléatoire. Notre démarche ici a consisté a trouver
une bonne fonction régularisante f, de f et déterminer un bon espace dans lequel la
solution liée aux données (€, f,,) convergence vers la solution de FEDSR considerée.
Nous établissons par la suite une extension du Théoréme 3.2.1 au cas ou le générateur
f présente une croissance de type polyvnomiale. Un théoréme d’existence et d’unicité
pour les EDSR réfléchies est également établi.
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Partie 2 : Sur les EDSRs généralisées réfléchies, Ho-
mogenéisation des EDPs via les EDSRs

EDSR-R généralisées et applications

Nous considérons la solution rélléchie d’'une EDSR. généralisce. Ce type d’équa-
tions a ¢té introduit par Pardoux et Zhang [49]. Ce sont des EDSRs qui présentent
une mntégrale dirigée par un processus croissant. Nous ¢tablissons un résultat d’exis-
tence et d’unicité sous des hypothéses standard via la méthode de pénalisation. Nous
donnons d’une part, I’interprétation probabiliste du prix d’une option américaine ct
d’autre part la representation de la solution de viscosité d’'une EDP parabolique
avec condition aux limites de type Neumnann.

Homogénéisation des EDP avec coeflicients discontinus

via les EDSRs

Nous présentons un résultat d’homogénéisation pour les EDP sémi-linéaires dont
les coefficients sont non périodiques mais admettent une limite au sens de Cesaro.
Dans un tel cas, les coefficients limites peuvent admettre une discontinuité. Nous
adoptons une approche probabiliste baséec sur la convergence faible dans la S-
topologie des solutions des EDSRs correspondants .

Plus précisement, nous considerons

%(t, Ty, Tg) + L(T1, w)v (L, m1, 12) + f(21, B2, V(1 21, 72)) =0

(1.5)
v°(0, 21, 39) = H(xy, 29),
ou
. 9? o?
[:f(gjl, Ig) = 6'2(10()(T1, 1‘2)8T:% + 267'1(“0({[31, QTQ)M
o? 0
ij\ L1, . a5 bi 15 a0
+(LJ(11 xQ)deiaxgj + (ll xz)@.rg

1 k 2 1 k 1 *
Qoo = 3 Doie1 P15 Qip = 3 2oie1 Tijtpi, @ = 290 .
2,¢

Le générateur infinitésimal £° est associé a un IR xIR%processus de diffusion (z,°°, x?
( ef. Krylov et Khasminskii [35]).
T =z + % fof o(zhe, 22 )dW,
(1.6)
7 =3y + f(; bzl z2e)ds + fot’o(;zrbi 2 ) dW,

6

);
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ol x,l '“ est la composante rapide de récurrence nulle, ¢ (resp. o) est & valeurs dans
IR (resp. ]RdX"') et W un est IRF-brownien standard a composantes indépendantes.
Les coefficients de £° sont non périodiques mais admettent une limite au sens de
Cesaro. La fonetion [ est définie sur IR x IR? x IR et a valeurs dans IR.

Soient b(x,, zg), a(xy, x2) et 7(:::1, zg, y) la moyenne respective des coclficients définie
de la fagon suivante :

_ b)*(x b)~
b(xy, 2) = %)—)1{7590} + (pp—_)(;%l{rﬁo}»
_ (pa)*(z2) (pa)” (z2)
a(zy, xy) = %1{190} + %1{“@}’
— + Lo, 1 (T 5 1
f(LEL Ta, y) = (pfl))+((;22> y)l{x1>0} + (pf;((;:) y)l{xlﬁo}y

avec p(xy, 13) ! = %Zle ©2(zy, T3) et pour toute fonction K € {p, pa, pb, pf}

K™*, K~ désigne la limite dans le sens de Cesaro. Il est important de noter que b, @
et f sont discontinus en z, = 0. Le but de ce travail est de montrer la convergence
de v¢ vers un certain v solution de d’'une EDP moyennisée de type :
%(t, Ty, To) + Lz, zo)v(t, z1, x2) + f(z1, T2, (L, 1, T2)) =0
(1.7)
v(0, 71, T3) = H(zy, 72)

]
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Partie 1
EDSRs avec coefficients de type
stochastique






Chapitre 2

EDSR multivoque avec condition de
Lipschitz stochastique

2.1 Notations, Hypothéses et formulation du prob-
léme

2.1.1 Notations

Dans toute cette partie W = {W,, ¢t > 0} désigne un mouvement Brownien n-
dimensionnel défini sur un espace de probabilté filtre (2, P, F, F;) ou {F;}i>0 est
la filtration naturelle du tmouvemeveut Brownien augmenté de tous les ensembles
IP-nuls de F. Le produit scalaire standard de IR® est désigné par (,) et sa norme
par |.|. La norme sur IR™™ est notée par |Z| = tr(ZZ7).

Sotent § > 0 (a préciser plus tard ) et a un processus non négatif, F,-adapté.
Deéfinissons le processus croissant A(t) = fOL a*(s) ds et les ensembles suivants :
L*(8, a, 7, RY)

= {¢; variable aléatoire & valeurs dans IR? telle que |||} = [E(e?*7|¢*) < +o0}

L*(B, a, [0, 7,]. RY)

= {Y; processus F, -adapté a valeurs dans IR? tel que HY||[23 = ]E(/ LAY (5)|%ds) < +oo}
0

L*°(B, a, [0, 7,]. RY)

= {Y; processus continu, F; -adapté a valeurs dans IR® tel que IE( sup €Y (s)]?) < +oo}

0<s<r

11
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L»* (8, a, [0, 7.], RY)

= {Y; processus F; -adapté¢ a valeurs dans IR? tel que [laY [ = IE(/ ePAS) G2 (5)|Y (5)|%ds)

0

Notons

V2. =E ( sup eﬁA<S>|Y<s>|2)

0<s<T

L*(3, a, [0, 7,], IR?) muni de la norme ||Y||5 est un espace de Banach. En con-
séquence,

M(B, a, 7) = L>*(B, a, [0, 7], RY) x L*(3, a, [0, 7,], R*™)

est un espace de Banach avec la norme [|(Y, Z)||3 = [laY'[|3+]|Z|5 . Nous désignons
par M(3, a, 7) le sous espace de M (S, a, 7) définie de la fagon suivante :

M(B, a, ) = (L**(B. a, [0, 7], RY) N L*(B, a, [0, 7], RY) x L*(3, a, [0, 7], R¥™)

On muni M¢(3, a, 7) de la norme
1Y, 215, = Y115, + laY 115 + 12115

Remarque 2.1.1. Si a et b sont deux processus non-négatifs, Fi-adaptés tels que
b > a, alors L*(B, b, [0, 7], IR*) C L*(B, a, [0, 7], IRY). Par conséquent
MEB, b, 7) C M3, a, 7).

2.1.2 Hypothéses et formulation du probléme

Soit f : Q@ x IRy x R x R — R® une fonction telle que pour tout
(y,2) € RE x R™™, f(., ., y, z) est Fr-adapte.
Soient 7 un temps d’arrét pouvaut prendre des valeurs inifinies et £ une variable
aléatoire (v.a) Fr-mesurable.
Soit @ : R — (—00, +00] une fonction convexe, propre, s¢mi-continue inférieure-
ment. 0¢ désigne 'opérateur sous-diffétferentiel de ®.
Posons

Dom(®) = {r € R?: &(z) < +oo}
Ob(u) = {u* € RY: ®(2) > ®(u) + (2 — u, u*) ¥z € R}
Dom(9®) = {u € R*: 9P (u) # 0}

Gr(6®) = {(u, u*) € R x R : u € Dom(0®), u* € 0P (u)}

12
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A. ELOUAFLIN

Dauns la suite, nous supposons sans perte de généralite que ®(z) > &(0) =0, Va €
IR?%; de sorte que nous avons (0, 0) € Gr(d®). Nous supposerons ¢galement que
int(Dom(®)) # 1.

Pour 3 > 0, le triplet (7, &, f) satisfait les conditions :

(H1) 7 est un Fi-temps d’arrét.

(H2) 1l existe deux processus 7(¢) et u(t) non-négatifs, F-adaptés tels que
V(y, 2, y‘r7 Z’) c [Rd % Rdxn % IRd % ]PLan,

Sy, 2) =y ) < ey — o] +u(t)lz — 2.

La condition (H2) est dite condition de Lipschitz stochastique.
(H3) a?(t) = r(t) + u?(t) > 0.

(i) & est une v.a. Fr-mesurable telle que & € L*(3, a, T, RY).
(H4)
(i7) £ € Dom(D).

(H5) L0209 ¢ 725 o, [0, 7], RY).

€ L*(3, 2a, [0, 7], R).

E(/2@©)l7
(H6) Le processus I' = {Ft = <+£)) t> O}

A présent, nous introduisons Véquation différentielle stochastique rétrograde
réflechie (en abrégée EDSR-R) associee au quadruplet (7, €, f, ®).

Définition 2.1.1. Une solution de ’EDSRR (7, &, [, @) est un triplet (Y, Z, K) de
processus Fy-adaptés o valeurs dans IR* x IR™™ x IR tel que :

(i) (Y, Z) € M5, a, ), c’est 4 dire

lE(sup eﬁ’\(t)JYLIQJr/ c‘j"(t)az(t)Ythl‘Jr/ eﬁA“)|Zt)2dt> < +00.
0

o<t<r 0

(i1) {Y; - t > 0} est un processus continu & valeurs dans Dom(®) sur l'ensemble
{t <7}

13
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(itr) {K, : t > 0} est un processus continu satistfaisant Ky = 0. De plus K est
absolurnent continu par rapport a la mesure e Ha=2()dt.

(iv) Pour tout T > 1 >0,

TAT TAT

f(Sv )/;7 Zs)ds - / stW9 + KT/\T - Kt/\T-

tAT

)/:f/\‘l' - YT/\T + /

AT
(v) Pour tout processus optionnels (v, w) tel que (v, w,) € Gr(0®) sur Uensemble
{t<7}, 0na

TAT
/ (Yy — vy, dK, + a*(s)w,ds) <0, pour tout T > 0.
0

(i) Yy =&, 2, =0, K, = K, sur Uensemble {t > 7}.

2.2 Cas du temps terminal déterministe

Cette section est consacrée a I'étude de 'EDSR-R (T, &, f, @), avec T un temps
terminal fixé.
Tout d’abord, rappelons quelques résultats sur approximation de Yosida des opéra-
teurs sous-differenticls ( voir Brezis |9] ). Pour tout n € IN* et tout z € IR® la fonction
®, : IR* — IR définie par

@u(2) = min {Zlo —yl + 0(y) |

yeR

est unc fonction convexe de classe C! telle que 7@, = A, o A,(z) = n(z — J,z)
est 'approximation de Yosida de 'opérateur 09 et J, sa régularisée de Yosida. A,
est lipschitzienne de constante de Lipschitz n. On a également

illléd@(y) < B(Jn(2)) < On(z) < O(2) (2.1)

De plus, il existe b appartenant & int(Dom(®)) et une paire de nombre positifs (u, 7v)
tels que pour tout z € R?

(An(z), = B) > 7| An(@)] =l = b] — . (2.2)

Pour des compléments sur (2.2), nous réferons le lecteur & Cépa |13).
Pour tout n € IN*, nous considerons ’EDSR non réfléchie

T T
Ve =g [ Y 2 = a(s) Au(Yds - / ZraW, Ve 0, T (23)

14



A. ELOUAFLIN

En utilisant El Karoui et Huang [22], PTEDSR (2.3) admet une solution unique
(Y™, Z™) € M3, 2a, T). Mais en vertu de la Remarque 2.1.1, on a (Y™, Z") €
M3, a. T). Posons

3
n 27 n N
K} = —/ a*(s) A, (Y)ds.
0
Dans la suite, nous ¢tablissons les Lemines préliminalres suivants qui donnent des
estimations sur la suite (Y™, Z™).

Lemme 2.2.1. Soit T > 0. Supposons que les hypothéses (H1) — (H5) sont satis-
faites pour T =T, Alors pour 8 suffisainment grand, on «

()

T T T
sup IF (/ PN (1) Y2 dt +/ ePAN| 224t +/ 65‘4(")0,2(15)\An(Yt"]dt) < +00.
nelN* 0 0 0

(i)

T
sup LE’(/ PAO G2 (1) An (Y dt> < +00.
716N 0

(iii)
sup 1E'< sup e’ ‘Y"Q) < 400.
nelN \ost=T

Preuve. En utilisant la formule d’It6 et Uinégalité (2.2), on obtient
Dy — b|2+ﬂ/ PAE G2 ()Y — b 2ds
T T
+ / eﬁA<s>|Z;°\‘~’ds+27/ 402 (8)| A (Y| ds
t L
T
Pl =B 2 [N b s Y 2
t
T
+ 2 / 7a? (s)
i

IN

T T
Y — blds + 2vu / ePA 0% (5)ds — 2 / ePAN Y — b ZdW,).
t Jit

Puisque

VI = b, fls, Y7 Z0)) < 2V = b (r(s)|Y2 = b] + ()| 20| + £ (5. b, 0)])

< 2r(8)| Y — b2 + 2u*(s)

1
),rn [2 _Zn,2
P+ 512
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3 2
H =Dy - o+ (o e D

et
T T T
2,1,/ A2 (s)| Y — blds < ;ﬂ/ eﬁA(s)aQ(s)dH/ ePAD G2 ()Y — b)2ds
t 4 ¢
On déduit que

Z*ds

g T . ( 1 (T
eﬁA(t)‘Yt” _ bl2 + (5 _ 2)/ 6*3'“\(5)(1,2(8)|)2"'|2d5 + 5 / E’/jA(S)
2 t

T
+ 27/ P G2 ()| A (Y |ds
0

IN

T
eﬁA(T)\f — b2+ (2yu + ,u,z)/ eﬁ‘q(")az(s)ds
¢

2 [T 5, b, 0))? T sas
+ ) / 6ﬁA(s)( |f(‘;2(s) )‘ ds — 2/ eﬁA(b)(yvsn —b, Z;‘dVI9>
t t

I s’en suit que

ﬁ T 1 T
(5 -2)E (/ eﬁA(s)a2(s)|YS”|2ds) + §IE (/ eﬁA(s)}Zflzds)
t t

T
4 2E </ 6ﬁA(s)a2(S)|A1L(st‘d’s)
0

T
Ewﬁ“ﬂm—m%+<%w4uﬂm(/ £“%fww§
t

2 . BA(s) |f(57 b? D)|2
! 5—2E([ ’ a2(s) “)

En choississant 3 > 4, et en utilisant (H4-i) et (H4-ii), on conclut que () est vrai.
Pour la preuve de (it), posons ¥, (z) = 1&,(z). Par convolution avec une fonction
suffisament réguliére, on peut appliquer la formule d’[t6 a la fonction ¥, pour obtenir

IN

16
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ce qui suit :

1 T 1 T
L eraanm s s g [ AT 2 Hessv (i
t i

n

\pn (Y'tn)eﬁA(t) T

IN

T
Vo@D L [T Al V2 22— [ PRy

T
— / PANT T, (Y, Z0dW,)
t

1 (7 1 |f(s, Y, ZM)|?
o, BA(T) / 2 A Zd / BA(s) s/
n(e™H 4 o Yt (5)|An(Yo) s + o= o ——az(s)

IN

ds

T
~ 3 / e e <Ys>—/ PN (T, (Y1), ZPdW,).
t

Puisque ®(y) > ¢(0) =0, 0on a

1 T
E (an(y;")eﬂ/“” + 5 / eﬁA<S>a2(s;An(};")%zs)
nJy

En utilisant (i), (H2) et (H4 —ii), on déduit qu'’il existe une constante C' > 0 telle
que

sup E(0,(¥,")e") <

0<t<T

¢
n 3

par suite (4i) est clair.
Pour prouver (iii), nous appliquons la formule d’Itd pour obtenir

T T
(t) |Yrtn‘2 + / eﬁA(s) ‘Z?‘zdb + 5 / CﬁA(s)GQ(S) |st ‘st
t t

T
_ eﬁA(T)‘§‘2+2/ eﬁA(s)<Ysu’ f(S, st7 ZT))db

14
T ‘ T
—2 / A2 () (Y], An(Y]))ds — 2 / PANY D, Z2dW).
t 2
D’autre part la condition (H2) et I'inégalit¢ de Young permet d’obtenir

5 2 |f(s, 0, 0)[2

1
9 Yn. 3 }/n’ gn < (2 9 2 }/"712 - Z’Vl 2
07 7o Y 2N < (5 = 2o iz SR

‘ 2,
20 () YT, An(YI] < BV + Za (s AP

17
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Par conséquent,

, 1 /7
A(£)|Y£”‘2 + 5/ G’HA(S)‘Z:P([S
t

T T
, 2 .
< AR 2 [P 4 5 [ o]
t

0,0 4
ﬁ/ BA( ‘f 8, q) )‘ d8—2/ GﬁA(‘S)<Y;,n, ZSndWs>
© Jit

De plus, en vertu de l'inégalit¢ de Burkholder-Davis-Gundy pour les intégrales
stochastiques ( voir Barlow et Protter |7}) et de I'inégalité de Young, on a

T
" ( up, | f, €05 z:dw;w)

0<t<T t

1 ) T
<:E ( sup eﬁA(t)Ytn|2> +2C°IE (/ eBA(S)Z:|2dS) :
2 0<t<T 0

Il s’en suit que

IE ( sup eﬁA“)|Yt"2)

0<t<T

T T
<2 e0)gP) e ([ e 0o vepas ) S ([ e o) anvias)
0 0

4 T , D)2 4 .
+=IE (/ eﬁf“-s)—‘f(sgo' ol ds> +4C%E (/ eﬁf“s)Zdes) :
g 0 a*(s) 0

On obtient alors (i77) en utilisant (H5), (i) et (i¢).W

Remarque 2.2.1. (a) L’estimation (i) peut étre obtenu en utilisant seulement
®(x) > O(0) = 0 et la formule d’Ité pour e?4 DY, 2,

(b) Une autre méthode pour la preuve de (it) est obtenue en utilisant le résultat suiv-
ant dit d’inégalité sous-différenticlle stochastique di ¢ Pardouz et Rascanu [{6] :
Soit U ¢ IR, x IR* — IR est une fonction de clacsse C' telle que pour chagque
t>0,9(t,.): IR" — IR est une fonction conveze. Si {Xy; t > 0} est une semi-
martingale continue; alors Vs < t:

t . Xr
(s, Xs) +/ [d—\l}(g’r—)dr + (V. ¥(r, X;), dX.)| <V, X)), IP—p.s.

En effet, il suffit de poser U(t, Y;?) = P40, (V) et U'on obtient le résultat par des
calculs analogues o la preuve précécedente.

18
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Proposition 2.2.1. Soit T' > 0. Supposons que les hypotheses (H1) — (H5) sont
satisfaites pour T = T. Alors pour 3 suffisarvment grand et pour tout (n, m) € IN?,

on a
T
E( sup eﬁA(t)D/tn _ )/tm|2) + IE (/ HA( ( )|Yn Y,;”“QdS)
o<t<T 0

T A : 1 1
+IE (/ P Zn Z;"|2ds> <C (— + —) :
0 n m

Preuve. Par la formule d’It6, on obtient

T
eﬁA(t) yr o )/m‘Z + Zn Zm d% + /3 ﬁA(s ‘ }/n ym st
t t o S
t
T
= 2/ ePANYT =Y, fls, YT, Z0) = fls, Y7, Z0))ds
t

S

T T
—2 / AN =Y (27~ 2T )W) ds—2 / PGP () (Y=Y, An(Y)= A (Y])ds.
A t

Puisque,
1,
I = ]n+ An = Jrrﬁ Aﬂlu An(y,n) S 4(Jn()/5n); Am(}/sm) € A(‘]m()/sm) et ab < Zaerbzy
on peut montrer que
1 1
(Y =Y, A (YD) = A (Y)Y < — A (Y2 + — AL (Y2
(V2 = Y A(V) = An(V) < AV + -l An(V)
On obtient alors :

1 T
E <€ﬁA(t)‘}’tn o )/1171‘2) + EIE (/ eﬁA(s)lZ? _ Z:n|2d6>
t

T
v B2k ( [ o v )
Ji

< %IE (/t B4 2 (5)| A, (Y] ds> + ;]—IIE (/ ePAL) )|Am(Y’")2ds>.

Grace au Lemme 2.2.1, on déduit que

, 1 T s
sup IE (eﬁA(t)D/tn _ }/[71.‘2) + EIE (/ GﬁA(b”Z;) _ Z;n|2d5>
0

0<t<T

B -2)E (/T AR - Vs ) < € (22
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Par suite, en utilusant Uinégalité de Burkholder-Davis-Gundy ( en abrégé BDG) et
un argument similaire & celui de la preuve du (7i7) du Lemme 2.2.1, on montre alors
que pour S suffisamment grand, on a

T
E ( sup ePAO)yn - Yt""|2> +IE </ ePAB G2 ()
0

0<t<T

T
11
+E (/ P Zm Z;”|2ds) <C (— + —) i |
0 nom

Pour la suite, nous avons besoin du Lemmie suivant da a Saisho [52).

Y;n . Y'Sm) |2d5)

Lemme 2.2.2, Soient (k" : n > 1) et (y* : n > 1) deur suites de U'espace
C([0, T], RY) convergentes vers k et y respectivement. On suppose que k" est &
variation bornée avee sup,,en- |[K™||7 < +00, ot [|K"|r désigne la variation totale de

k sur (0, T)]. Alors
T T
/ (y", dk) — / (y, dks).
0 Jo

A présent, nous énoncons le principal résultat de cette section.

Théoréme 2.2.1. Soit T > 0. Supposons que les hypothéses (H1) — (H5) sont
satisfaites pout T = T. Alors, UEDSR-R (T, &, f, ®) admet une solution unique
(Y, Z, K). De plus pour 3 suffisamment grand, on a

T
lim IE< sup 2Oy — YL‘2> +IE (/ ePA 2 (s)
0

n-—+oo n<t<T
T
+IE (/ ePA)| Zm — Z_J%) =0.

0

s Ys>2ds)

lim ]E( sup | K} — Kt|2) =0.

T+ 0<t<T
Preuve. Existence. D’aprés la Proposition 2.2.1, (Y, Z") est uue suite de

cauchy dans D'espace de Banach M®((3, a, T). Notons ¥ = lim Y, Z = lim Z" et
posons

t t
Ky =g =y = [ v mase [ zaw,
0 0

t

t t
K =Yy-Y, — / f(s, Vs, Zs)ds+/ ZdW,.

JO 0
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On peut alors montrer que
lim IE [ sup |K]'— K|* | =0.
n—+0o 0<i<T

Ainsi la suite (K™),en- converge vers K dans L%(9).
Montrons a présent que le triplet (Y, Z, K) est solution de 'EDSR-R (T, &, f, ).
En prenant une sous-suite extraite notée (K™), on a

sup |K'— K4 — 0
0<1<T

quand n — +oo. Il s’en suit que K est un processus continu. De plus, par le Lemme
2.2.1, on a

T
sup [E (/ A G2 (1) A, (Y
neh\T~ s

En conséquence, on a

2dt> < +00.

sup B K™

ne

HY0,T,dLs, IR") < Feo,

oi dL, = ePAa72(s)ds et H'(0, T, dL,, IRY) est L'espace de Sobolev des fonctions
absolument continus ayant une dérivée dans L*([0, T, dL,). Ainsi (K", cN- est

bornée dans espace de Hilbert L*(Q, HY(0, T, dL,, IRY)). On en déduit Iexistence

d’une sous-suite de (K™) _py-qui converge faiblement. La limite K € L*(Q, H'(0, T\, dLs, R%))
et pour presque tout w € Q, K (w) € H'(0, T, dL,, IRY). Ainsi K est absolument

continu et il existe V; € 99(Y;) tel que

—dK, = VidL,.

La continuité du processus Y provient de la convergence de (Y™) dans l'espace

L>¢(3, a, [0, T], IRY).

Montrons que :
P {Y, = Dom(q))} — 1, > 0.

Supposons qu’il existe 0 < f5 < +oo et By € F tel que IP(By) > 0 et Yy, ¢

Dom(®), Yw € By. De la continuité de Y, on déduit Uexistence de 6 > 0, B, € F

tel que IP(B)) > 0, Yi(w) ¢ Dom(®) pour tout (w, t) € By X [ty — d, £y + d]. Mais
puisque

T
sup [E (/ eﬁA(S)az(s)Léln(Ys")Ids) < +00,
ne]N. 0
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le Lemme de Fatou donne

to+6
/ / lim inf €74 a?(5)| A, (YT)|dsdIP < +o0,
J By Jtg=§

n

ce qui est impossible, puisque lim, inf e#2)a?(s)
Bl X [ttu — (5, tto + (5]

Achevons la preuve de l'existence en établissant (v) de la Définition 2.1.1. Pour ce
faire, nous utilisons le Lemme 2.2.1. En cffet, on a

A, (Y| = +oo sur Pensemble

T T
sup [E (/ a2(5)|A"(Y;”)|ds> < sup E (/ eﬁA(‘“)az(s)‘Lln(Y;’L)ds) < +o00.
nEIN* 0 nEH\I” 0

Moyennant une sous suite ( si nécéssaire) K™ et Y™ convergent uniformement vers
K ct Y. Pour tout processus optionnel (vs, ws) € Gr(d®), on a

T T
/ ( S (Y —vs, K +w,a?(s)ds) :/ a*(5)(Jo (Y —vs, — A, (Y +weds) <0, [P—p.s
Jo 0
En passant a la limite et en utilisant le Lemme 2.2.2, on obtient (v).
Unicité. L’unicité est une conséquence immédiate de ce qui suit. En effet,
soit (Y, Z, K) (resp. (Y, Z/, K') ) une solution de 'EDSR-R (T, &, f, ®) (resp,

’
(T, &, f', ®)). Puisque 09 est un opérateur monotone, -‘(%: € 09(Y,), —% €
0P (Y/); on peut aisement vérifier que

T
IE (/ PANY, — Y], dK, ~ cm';>> < 0.
0
En appliquant la formule d’Ito a e®4®|Y; — Y/|?, on obtient

1 T » T ,
IE ("40)Y, - Yt’\2)+§]E ( / - Z;|2ds> +CIE ( / P2 ()Y, — Ys’\zds>
4

t

, T Y/. AN s, Y,/ Z/
<IE (D =€) + 2 / e YL Z) = s Y 2 ) g
8 ; a*(s)

2.3 Cas du temps terminal aléatoire

Dans cette section, nous utilisons un schéma d’approximation dont la construc-
tion et la convergence sont basées sur le Lemme fondamental suivant :
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Lemme 2.3.1. On suppose que & vérifie (H4), (H6). Alors
(i) I existe un processus {n, : t > 0} Lo-intégrable tel que & = IE(&) + [ n(s)dW,.

(ii) Le processus {& : t > 0} défini en posant & = IE(E|F,) est tel que la paire
(£t7 77t) € MC(:[))7 @, T)'

(iii) De plus I ( [y 24 %8ds ) < too.

Preuve.

(i) : Puisque L?(3, a, 7) C L*(0, 0, 7), on a [E(|¢|?) < +o00. Le théoréme de représen-
tation d’It6 donne Uexistence d’un processus 7, Lo-intégrable satisfaisant (i).

(ii) : Puisque &y = IE(&]Finr), on a
6%A(t/\r)‘§tm_\ g ]E(Gg'4(tAT>lf‘ |-7:tAr)~

Grace aux inégalités de Doob et de Jensen, on déduit que

E( sup e”0[¢ ) < 4B (2.4)

0<t<r

De plus par la formule d’Itd, pour tout T">¢ >0 on a

TAT TAT
eﬂA('méth+ﬁ/ CBA('”az(S)\ésIQdS+/ 74O [2ds
INT INT
TAT
= MM — 2 / Ay, nedW).
AT

Il vient

TAT
E ( sup eﬁA(MT)KmTl?) + [IE </ eﬁA(S>a2(s)|£sl2)dS>
Jo

0<t<TAT

TAT
+ E (/ eﬁA(s)nS[?)ds> (2.5)
0

TAT
< IE (eﬂA(T/\T)‘é-T/\TIQ) + 9K ( sup / e’jA(S)<fs, 77de5>|> .
AT

0<(<TAT

En combinant les inégalités de Burkhélder-Davis-Gundy et Pinégalité de Young
2 .
2ab < v2%a? + 3—2, on obtient

TAT
21@( up | [ e, 'Wdes>\>
tAT

0<t<TAT
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% TAT %
CIE ( sup eﬁA(MT)]&P) (/ 6/3’1(5)I7732)d3>
0<I<TAT 0

, . C? Lo .
vIE sup eﬁ‘4(‘)£t|2> + ’}—QIE (/ eﬁA(s)|nS|2)ds> )
0

0<t<TAT

IA
b

IN

Ainsi, inégalité (2.5) devient

TAT TAr
IE ( sup eﬁA(LAT)\&ATP) +0E (/ 65‘4(5)(12(5’”55’2)(18) +IE (/ eﬁA(s)|nS|2ds)
0<t<TAT 0 0

nleds) .

C‘? TAT ,
<IE (P gpn [?) + 471 ( sup eﬁ"“)’&?) + SR (/ PA)
v 0

0<t<TAT

En choisissaut 42 > 202, il s’en suit que

TAT 1 TAT
GIE (/ eH1 a2 () Es’Q)ds> + §]E (/ eBAL)
0 0

S = (eﬂA(T/\T)‘gT/\T’Q) + ’YZIE ( sup eﬂA(L)£t|2> )

0<t<TAT

nsF)dS)

En faisant tendre T vers 4+oo et en utilisant & la fois le Lemme de Fatou et le
Théoréme de la convergence dominée, on obtient

SE ( [ eﬁA%z(%,g)dS) Ll ( [ eﬁA(‘“)ln.sJQ)dS)
0 2 1]

0<t<r

Finalement, en combinant cette derniére inégalité avee (2.4), on obtient

Tr r
ﬁlE (/ CBA(S)(IQ(S)|§S|2)([S> + %]E (/ eﬁA(s)ns’Z)d5> < (472+1)[E (eﬁA(T)}§‘2> '
0 0

Dés lors (H4 — i) donne (i).

(i) ® etant convexe, il est aisé de voir que & € Dom(®). De plus, en vertu de
I'in¢galité de Jensen et de (H6), on a

E (/T ezﬁA(s)(D—(gﬁds> < 4oc.
0 0'2(5)

Ce qui donne (izz) . B
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Théoréme 2.3.1. Sous (H1) — (H6), 'EDSR-R (1, &, f, ®) admet au plus une
solution.

Preuve Soit (Y, Z, K) et (Y, Z/, K') deux solutions de TEDSR-R (7, &, f, ®).
Notons AY, =Y, =Y/, AZ, = Z, — Z; AK, = K, — K, et Af(t) = f(t, Vi, Z4) —
ft, Y/, Z)). Pour tout T > 1> 0, 0on a

TAT TAT TAT

Af(s)ds + / d(AK,) — AZ dW,.

tAT AT

A)/t/\r = AYT/\T + /

tAT

La formule d’It6 donne :

TAT TAT

P42 () |AY, [Pds —I—/ P4 AZ|2ds

AT

SANAY,, 45

tAT

TAT TAT

e (AY, Af(s))ds + 2 / HNAY,, d(AK,))

AT

= PATMAY L2 + 2 /

INT

TAT

-2 / PUNAY,, AZdW,).
tAT

En utilisant la condition (H2) et en prenant l'espérance dans ce qui précede, on

obtient pour J suflisamment grand :

AT
IE (e’ DAY 0, 2) + (8 — 2)IE ( / P2 (s) AYSPd.s>
tAT
1 TAT .
+-IE ( / ePAI|AZ, 3ds)
2 AT
ThrT
< E (P4 |AYy,, [2) + 2IE (/ A (AY,, d(AA’S))) .
INT
Mais
TAT
IE (/ A (AY, (I(AKS))> <0,
JIUINT
donc

JiD (CﬂA(t/\T)|AKAT‘2) <IE (eﬁA(j‘/\r)’AYTATF) )

Comme (AY, AZ) € M*(3, a, 7), cn faisant tendre T vers Uinfini et cn utilisant du
théordme de la convergence dominée, on obtient :

IE (P4 AY 0, %) = 0.
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Ce qui implique que AYiar = 0P-p.s et par suite AZ;nr = 0 dIP @ di-p.s. Enfin, on
conclut a l'aide de I’égalité

ThAT

Af(s)ds + / AZ,dWw, 1l

INT

TAT
AKT—AYO—AYt—/

JiAT

Pour la preuve du résultat d’existence, nous introduisons la suite (Y, Z™) de la
facon suivante : Pour tout n € IN*, {(Y, Z™ K™) : 0 < 0 < n} est la solution
unique de 'EDSR-R (n, &, 1j0,-f, ®). Clest a dire

Y/ =&+ [[loaf(s, Y] Z0ds — [T Z0dW, + K — Kp Y0 <t<n.
Etendons ce processus sur ensemble [n, +oo] de la maniére suivante :

n ¢ T Tl
Y,"=&, Z'=mn:, K' =K

TAT?

vt > n.

Dans ce qui suit, nous étudions la convergence de la suite (Y™, 2, K™) et nous
montrons que sa limite est solution de 'EDSR-R (7, £, f, ®). Donnons tout d’abord
des estimations sur la suite (Y, 27 K™).

Lemme 2.3.2. Sous (H1) — (H6), pour (3 suffisarment grand, il existe une con-
stante C telle que :

sup, v [BE(PYELP) - B[ A0 27 ds) - B A (s) v )]

tAT tAT

<C. (2.6)
sup E( sup eﬂA(MT)IYt"F) <C. (2.7)
HGN 0<t<nAT
sup E( sup lKﬂ2> <C. (2.8)
nEN 0<t<nAT

Preuve. En appliquant la formule d’Ité au processus e40[Y*2, on obtient :

nAT

NAT
SﬁA(MT)‘YJL\TF + / eﬁA(s)|Z;z‘2dS + 6/ eﬁA(s)a2(S)\YS”‘2(iS
tAT

INT
. NAT
= SN [T (s Y Z)ds
ENT
nAT NAT
+2 / PAYD dKTY — 2 / ePAN YR 2w,
JINT tAT
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En utilisant la condition de Lipschitz stochastique (H2) et le fait que
nAT
/ Gyr dKT) <
tAT

on obtient

nAT nAT
IE( BA(tAT) ‘} ”T’ ) EIE (/ ﬂA(s Zn 2ds ) + [ 2 (/ 6/34( ( )|Y”’2d$>
2 tAT Jinr
2 nAT |f(3 O
BA(nAT) “m HA ) d
B + 5 (/ 208

BA(T) z o BA) |f(s, 0, 0)|2 >
IE(e £1%) +JE< ——a2(8) ds |,

ce qui doune (2.6).
Pour obtenir (2.7), il suffit d’appliquer Uinégalité de Burkholder-Davis-Gundy. En
effet,

AN

IN

1
5]]3 ( sup eﬁA(t/\T)D/tn|2>

O<t<nAT

2 T (. 2 nAT
E(eﬁA(T)‘ﬂz) + IR (/ eﬁA(s) U<9,207 0)| dS) + 2C2]E (/ eﬁA(s)|Z;L\2dS>
5 0 a?(s) 0

nAT
+ QIE( sup / Py, dK;‘)).

0<t<nAT JtAT

[N

Puisque

nAT
E ( sup / ePA (Y, dK;}>> <0,
o<t<nAT Jiar i

nous avons

1 2 4 T ) ’0’ 2
]E( sup eﬁA(tAT)mn|2> < (248 IE(eﬁA m) E_E (/ eﬁA(a)’,f(SQ—()OM_dS).
0

0<t<nAT ﬁ
Ce qui permet d’obtenir (2.7).

A présent, pour tout t < n, on a

t t
KP=Yr—yr _/0 f(s, ¥ Z:)der/O ZrdW,
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En utilisant une fois encore l'inégalité¢ de Burkhélder-Davis-Gundy, on déduit que

o (L 17)
0<t<nAT

3 . 0, 0)? )
< 4IE (\YO”\Qj + E]E </ eﬁA(s)————‘f(S’ 9) ds) + CIE ( sup 633‘4(‘)]31”‘>
0

a’(s) D<t<nAT
TAN TAT
+ CIE (/ ePAL Z;w?ds) + CIE (/ e’M(s)aZ(s)n”Fds) :
0
Ainsi, les inégalités (2.6) et (2.7) permettent d’obtenir (2.8). W

0

Proposition 2.3.1. Sous (H1) — (H6), (Y, Z", K™) - est une suite de Cauchy.

Preuve. Soit (m,n) € IN** tels que m > n. Posons
AY, = Y™ =Y AZy = 27— 205 AK, = K = K.

Nous examinons la convergence du processus (Y, Z") dans la partie A et celle du
processus A" dans la partie B.

Partie A.

e Pour tout n <t <m, on a

TAM

Vi = € = B(E |F) = & — / n(s)dW,.

tAT
AT TAM TAM
y," :§m+/ (s, Y, Z;”)ds—/ Z?dWs+/ K,
AT tAT AT
et
TAM TAM TAM
AT tAT AT

Par la formule d’It6, on obtient

TAmM

TATI
ePATAY, 2 4 / I AZ,2ds + ﬁ/ PG| AY, s
[ 7% tAT
TAM TAM
:2/ ePAAY,, f(s, Y Z;”))dsu/ PAAY,, dK))
tAT JEAT

TA™M
-2 / ePA(AY,, AZdW,).
t

AT
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On déduit que

TAM 2 TAM
C,@A(tm)AYL|2+/ eﬁf‘(*”)|AZs|2ds+§/ HA(s) ( )|Ay‘ ds
t t

AT AT

ds

) TATIL Zm 2 TA™
< = e 4s) (s Ya ) ds+2/ ePAAY,, dK,)
B Jin a ( ) tAT
TAM
- 2 / IAAY,, AZdW,)
tAT
< il_ A eﬁA(s) ’f(‘S? Y97n7 Z;n) - f(Sa 687 178) d + = 4 TAm e,@A(s) ‘f(S, 657 7]5)‘2
= B Jiar a*(s) B Jine a*(s)
TAM TAM
+ 2 / IACNAY,, dIS,) - 2 / PADAY, AZdW,).
AT tAT

Il s’en suit que

TA™M ) ) [)} TAM
65‘4(tAT)‘AYt|2 + / 6,,dA(s)|AZS|2dS + 5 / BBA(S)G,Q(S)‘AYS{QCLS
AT

INT
g [T BA(s) 2 2 g [T BA(s) 2
< = e a*(s)|AY;|7ds + = P NAZ | ds
/B AT /3 JEAT
rTAM { . 2 TATR
+ 4 cﬁA“)——‘f(é’fs’ s ds+2/ AY,, dK )
B Jinr a*(s) tAT
TAM
- 2 / PANAY, AZdW,). (2.9)
tAT

. dK™ P
Puisque —“7>= € 02(Y[™), on a

dj(;” m
(vr -6 G5 < 0e) - 00,

Mais ¢ > 0, donc :

< ¢, (”(—m> < ()

En couséquence,

TAM TAM ) (g )
2 / PANAY,, dK,)ds < 2 / e?PAls) 222 205 )
t

AT AT

Ainsi (2.9) devient

TA™ TAM
BA(t/\r)|A}/t|2 +/ 6L3,4(.9)Azsl2d$+§/ eBA4(s) ( )1AY| ds
t

AT tAT
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8 “TA 8 TA™ )
— PO 2 ()| AY,Pds + = PN Z |2 ds
=3, G |

{ t

AT
TAM TA™M
/ s)|f 697 775)| ds + 2/ EQHA(S)wdS
B a®(s) tAr a®(s)
TAmM
-2 / PV (AY,, AZdW,).
tAT

Grace a l'inégalité de BDG, nous déduisons que

~TAT
. ( s eﬁA(“T’IAS"tIZ> +IE (/ eﬁ*‘“)IAz:”ds)
n<t<m AT

TAM
+ CE (/ P12 (5)|AY P ds >

AT

T e 2 T
< CE / a8 & m)l” ) N o / ew/‘ﬂq)@ ds). (2.10)
nAT CLQ(S) nAT aZ(S

En vertu du Lenune 2.3.1 (iii), le terme a droite de Pinégalite (2.10) tend vers 0
quand n tend vers I'infini.
e Pour ¢ < n, nous avons :

AR TAT TAR
ey [ sz [ zawos [ axe
t t t

TAT TA TAT
Y=Y 4 / f(s, Y™ Z™)ds — / ZMdW, + / dK™.
t t t

De ces egalités, on tire :

TAR TAN TAN
AY, = AY, + / (s, Y™, Z) = f(s, YT, Z2)|ds— / AZdW,+ / d(AK,).
t t t

Des calculs similaires au cas déterministe donnent

TAN
E < sup eﬁA(‘)AYt2> +IE (/ eﬁA(S)|AZS]2ds>
0<t<rAn 0

TANR
+ CIE (/ eﬁA<S>a2(s>|Ay;2ds>
0

< [E (ePAMTAY, ) (2.11)

En tenant compte de (2.10), nous déduisons que le terme de droite tend vers zéro
quand n tend vers Uinfini.
PartieB
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e pourt <n

TAL TAL
Kp=vp-ve— [ znass [ ziaw,
0 0

:r/\t TAL
K=Y =Y = | [, Y Z0ds + | Z0dW,
0 0

TAL TAL
AK; = AYy — AY, — / [f(s, ", Z7%) — f(s, Y, Z1)]ds + / AZ dW,
0 0

On a
E ( sup \AKt|2> < CE (|AY02 + sup eﬁA(t)|AYt]2>

0<rAn 0<TAn

TAT TAN
+CIE ( / e/M(“')|AZﬁl2d5> +CIE ( / eﬂA(S)ag(s)\AYsgds)

0 0
En faisant tendre n vers Uinfini, il est clair que le membre de gauche tend vers zéro.
e Pourn<t<m

m n __ q-m m m n
Kt - Kt =8y = " TAN + I TAR ('r/\n'
m n o _
K™ — K™ = AKynn.

On a
E (JAK, m?) < CE (JAY,? + [AY:)

rTAN TAN
+CIE ( / eﬁA(s)AZSFds) + CIE < / eﬁA(sm?(s)m;st) (2.12)
0 0

D’autre part

TAL TAL
KD = K =V =¥r = [ s v zyase [ zraw,
TAN T TAN .
K= K =Y =y yr == [ gy zmdss [ zraw,
T/\IAH ’7’/\:/\"
K" — KT = AY, + (Y —Y™) — / fls, Y™, ZMYds + / ZmdW,
TAN TAN
Alnsi
TAL 2 TAL :
K" =K, 1P <4< AY, 2+ Y - Y + / J(s, Y", ZMds| + / Z7 AW,
TATL TAN
L’inégalité de BDG permet alors d’obtenir
i ( sup (K- k) < O (IavP + sup vy =y
n<t<m n<t<m
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T ‘ 10’ 0 2 T , T
IE(/ eaA(a)'f(S—)d,H/ eﬁ/‘(5>a2(.s)\}gm2ds+/ eﬁA(s)}Z;nPds)

An (12 (S) An TAN

Le Lemune 2.3.2 et la condition (H5) permettent alors de conclure que le terme de
droite tend vers zéro quand n tend vers Uinfini. Par suite, de Pinégalite (2.12), on

“m

déduit que IE (sup, <, [ K" — K7'?) tend vers zéro.
. , . m ST LM T [N rare 7hT N .
e Pourt > m > n; K" — K = K7, — K7, qui tend vers zéro. On conclut
alnsi que [E (sup0<t<T |AKt|2) tend vers zéro quand n tend vers Uinfini.ll

Théoréme 2.3.2. Supposons (H1) — (H6) satisfaites. Alors UEDSR-R (7, &, f, ®)
admet au moins une solution.

Preuve Notous (Y;, Z;, K;) la limite de la suite (Y}, Z', K') et prouvons que
le triplet (Y}, Z:, K:) est solution de FEDSR-R (7, &, f, ®). D’apres le cas détermin-
iste, on sait que pout tout T > 0, 'EDSR-R (T, Y7, 1j -1 f, ®) admet une solution
unique (Y, Z;, K;). En conséquence, pour obtenir le résultat, il suffit de prouver
que (Y, Z;, K;) = (Yy, Z,, K;), Yt < T. Pour ce faire, remarquons que

IE (pﬁA(LAT)‘Vt . YL|2> _ nlLHolCIE (eﬁA(U\T)‘?L _ Yt“\:z) ,
[1 suffit donc de montrer que le terme de droite cst égale a zero.

T T
Y, =Yy + / Lo f(s, Vo, Z)ds / Z.dW, + Kr - R,
t

f.
T T
V= v [ vt v znis - [ zaws k- Ky
[4 Jt
Notons Z)\/( = 7t - }’tn’ Z\Zt = Zt - Zt” et H(t = Kt — Ktn OII a
o T o T T
Ayt = Ay,T+'/ 1{(),7][.)"(5* st Z.s)_f(s* Y;;nv Z?)]dS—/ Astwe+/ d(AA’S)
Ji t t
En utilisant un argument similaire & celui de la prcuve de I'unicité, on obtient
E (eﬁA(t/\T))K}\/tP) <IE (eﬁA(t/\T)|Z)\/T‘|Q>

Alnsi

IE (PF, = Vi) < lim 18 (eM07)ve = Vi) = 0,
n—ooc

On conclut ainsi que pour tout £ < T, (Y;. Z,, K,) = (Y, Z,, K;). R
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Chapitre 3

EDSR avec condition de monotonie
stochastique

3.1 Notations, hypothéses et définitions

3.1.1 Notations

Dans tout ce chapitre W = {W,, { > 0} désigne un mouvement Brownicn n-
dimensionnel défini sur un espace de probabilté filtré (2, F, Fi) ou {Fi}iso est la
filtration naturelle du mouvemevent Brownien augmenté de tous les ensembles IP-
nuls de F. Le produit scalaire standard de IR? est désigné par (., .) et sa norme par
|.|. La norme sur IR™ est notée par |Z| = tr(Z2*).

Soient § > 0 (a préciser plus tard ) et a un processus non unégatif, Fi-adapté.

L*(8, a, 7, RY), L*(B, a, [0, 7], RY), L>*(3, a, [0, 7], RY), L><(3, a, [0, 7], RY), M(8, a, T)
et M°(3, a, 7) désignent les méme espaces que ceux définis au chapitre 2 munis de

leurs normes respectives. Par crainte d’étre incomplet, nous rappelons ici la Remar-

que 2.1.1 du chaiptre 2

Remarque 3.1.1. Sia et b sont deux processus non-négatifs, Fi-adaptés tel que b >
a, alors L*(8, b, [0, 7], IRY) < L*(3, a, [0, 7], IRY). Par conséquent M(3, b, ) C
Me(3, a, 7).

3.1.2 Hypothéses et définitions

Soit f : Q x Ry x RY x R™™ — IR? une fonction telle que pour tout
(y, 2) € R x R¥™, f(., ., y, ) est progressivememnt mesurable et & une R
variable aléatoire F,-mesurable.

Pour 8 > 0, nous supposons que le triplet (7, &, f) satisfait les conditions suiv-
antes :
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(H1) Tl existe un processus F-adapté 6(t) et un processus nonnégative, Fi-adapté
v(t) tels que V(y, z, v/, 2') € R? x R™>" x IRY x IR™,

(7) <y - ylv f(tv Y, :) - f(tv y,v 3)> S H(t)\y - y/“l
(@) [f(ty, z)— [ty 2)] <v(t)]z =2
(z13) yw— f(., ., y, ) est continu dt ® dIPp.s.

(H2) 1l existe £ > 0 tel que a?(t) = |0(t)] + v(t) > €.
(H3)

(iv) &€ L*B, a, 7, RY)

(v) 32 e (8, a [0, 7], RY)

(vi) IE(ePAT)) < +o0.

(H4) Il existe un processus positif, n, Fr-adapté et une constante positive K tels
que,

(vid) n € L*(B. a, [0, 7], RY)
(vidd) (1, y. =) < 1(1, 0. 2)] + n(t) + Kly]
A présent nous précisons la solution de notre EDSR.
Définition 3.1.1. Si 7 est une constante, alors, une solution de UEDSR (7, &, f)

est un couple de processus F-adaptés {(Yy, Z); t > 0} a valeurs dans IR* x R¥™
tels que

G) (Y, Z) € M, a, 7), en d’autres termes

IE(sup eﬁA(‘)|Yt2+/ eﬂA(t)ae(t)\YtMt—i-/ eﬁA(t)[Ztlgdt> < 400.
0 0

0<t<r

() Y= &+ [ f(5.Ys, Zs)ds — [ ZdW..

34



A. ELOUAFLIN

Définition 3.1.2. Si 7 est un ternps aléatoire, alors une solution de UEDSR (7, &, f)
est un couple de processus F-adaptés {(Yy, Z,); t > 0} & valeurs dans IR® x R
tels que

(3j) (Y, Z) € M*(B, a, 7).
(47) pour tout T >t >0,

TAT TAT

f(s, Yo, Z2)ds — / Z.dW,,

AT

Y}/\T—YT/\T—#/

JIAT

(57) Y, = & sur Uensemble {t > 7}.

3.2 Existence et unicité sur un intervalle fixe

Tout au long de cette section, 7 est un réel positif fix¢ et C' désignera une con-
stante positive pouvant varier d’une ligne i une autre

3.2.1 Unicité

Nous donnons tout d’abord des estimations 4 priori sur les solutions de notre
EDSR.

Proposition 3.2.1. Supposons (H1) — (H4) satisfaites. Soient (Y, Z) (resp.(Y', Z7))
une solution de 'EDSR (1, &, f) ( resp. (7, &, f')).

Notons AJ(1) = [(t, Y/, Z) — ['(4, Y/, Z), AY, = Y — Y/, AZ, = Z, — Z}, A€ =
E—-¢ et = lE(eﬁA(T>|A§|2 +%for eﬁA(S)’%Q((Z—))Pds). Alors pour 3 suffisamment
grand, on a :

()

(i1)
(@B (] PG| AZ,|2ds) < 2T

(b)IE (fOT 6‘3A(3)a2(s)|A)§\2ds) < —,2?41“
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(iti)

E ( sup e?1M|AY, 2) < BT
0<t<r

ot C(B) est une constante qui dépend uniquement de 3.

Preuve. Sans perte de la généralite, nous supposons que les coeflicients 6(s)
et v(s) sont identiques pour les fonctions f et f'. (i) s’obtient alors en combinant
(H1 —ii), (H3 — v) et (H4).

Par la formule d’Itd, nous avons

”|AY\2+6/ PAS) 2 (5)| AY,] ds+/ N AZ |2 ds
t

= PANALP £ 2 / PANAY,, f(s, Ve, Z.) — f(s, Y/, Z0))ds

t

~2 / PANAY,, AZdW).
t

En utilisant les conditions (H1 — i), (H1 — ii) et I'inégalit¢ de Young 2uv < $u® +
292 pour @ > 0, on obtient

2AY;, f(s. Yo, Z) = ['(s, Y, Z3))
< 20(s)|AY | + 2] AV |[u(s)|AZ] +[Af(s)]]

55 2 2y ZIAJP
< <2+§) GOV GIAZL + 6 a¥(s)

2

Il $’en suit que

ePADIAY|? - (g - 2) / P02 (5)| AY,
t

, 2T Af(s)|? T
< PATAL? +- —/ eﬁA(S)L—é@Lds - 2/ BANAY,, AZdW,).
3 J a*(s) t

2ds + %/ FAIAZ)Pds  (3.1)
t

Par suite, on déduit que

6) T T
(5 - 2) E ( / eﬁ/‘<s>a2(smm?ds> + %IE) ( / cﬁAMAzS?ds)
t t

2 oBA(T) 2 2 ! BA(s)[Af(S)R g)
§Ib<e |AE] +ﬁ/t e 22(5) d.

Ce qui donne (iz).
Pour obtenir (i) , il suffit de prendre supg<,.(.) dans (3.1) et d’utiliser (77 —a) et
Pinégalité de Burkholder-Davis-Gundy.l
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Corollaire 3.2.1. Sous les conditions (H1) — (H4), UEDSR (77) admet av plus
une solution.

Preuve. C'est une conséquence immeédiate de la Proposition 3.2.1.1

3.2.2 Existence

Tout d’abord, nous avons besoin d’établir le résultat suivant.
Proposition 3.2.2. Supposons les conditions (H1) — (H2) satisfuites. soit {V,

0 <t < 7} un processus Fi-adapic vérifiant IE (] ?A9|V,|%ds) < +oo. De plus,
supposons qu’il existe 6 > 0 tel que

(H5) B [e1T98A0(1 4 |g2040) 4 (/ eﬁA(s)'r]fds)} < 400.
0

Alors, il existe un processus (Y, Z), Fi-adapté a valeurs dans IR® x IR tel que

(65) (Y, Z) € M3, a, )

(1) Yo=¢&+ [] [(s, Yy, Vi)ds — [ Z,dW, .

Preuve. Dans ce qui suit, nous posons h(s,y) = f(s, y, V) pour tout s € [0, 7]
et nous divisons la preuve en deux parties.
- 3
Partie I. Posons & = e%A(T)Ifl et supposons que
€[> + sup [A(t, 0)* < C. (3.2)
o<t<r
Soit ¢, unce fonction régulicre de IR? vers IR, telle que 0 < wq < 1 et définie par
wo(z) = Lsi |z] < g, pg(x) =0 dés que |x] > ¢+ 1. Posons g(n) = [(C + g—Z(nC’ +

n? + K?n))z], ou [r] désigne la partie cntiere de r. Définissons
hn(t7 ,7/) = 1{1](t)+€.514(f)§n} /]Rd 'pq(n)+2(y - U)h(t, Y= u)p”(u)du

ol pn 1 R — IR est la suite de fonction régulicre a support compact dans la boule
B(0, 1) qui approxime la mesure de Dirac en 0 et satisfaisant fIRd pn(u)du = 1. 11
est clair que h,(t, .) est une suite de fonction & support compact vérifiant ce qui
suit :

(a) h,(t. .) converge vers A(t, .) sur les ensembles compacts.
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(b) hn(t,.) est gjl()bdlement Lipschitz stochastique de coefficient : K(n, t) = a*(t) +
Cr, avec Cp, = 102C + a(n + K(1 + g(n) + 3)) et o, = fle |V o, (u)|du.

(C‘) Pour ‘y|7 |’(/l| S Q(n) + 11 <y_yl> hn(t7 y) _hn(ta y/)> S 1{n(t)+eﬁ’4(f)§n}9([)‘y_y/P'

(d) ‘hn(t’ y)‘ < 1{7}(t)+eﬁ-"(')§n}[‘h(t’ O)| + n(f) + K(l + |y‘”

Posons a présent aZ(t) = K(n, t) et A,(t) = [ a2(s)ds = A(t) + Cut. On vérifie

alsement que

0

( BAT) ] ) < 400, [E (/0 BAnGs 7‘}] (5, 0)] ds) < 400.

a;(s)

Ainsi, en utilisant El Karoui et Huang [22], I'équation

A / ho(s, Y)ds — / 7AW,
t t

admet une solution unique (Y, Z") dans espace M(5, a,, 7). Mais grace a de la
Remarque 3.1.1, on a (Y, Z™) € M(3, a, 7).

Remarquons que pour tout y, 2(y, h,(t, y)) < (2+ g) 2t)|yl? +3 2 [hndt, )]

2(t
séquent, pour tout ¢ [ix¢ dans [0, 7/, en appliquant la formule d’ Ito 4 eflAE) AWy )2
pour tout s € [t, 7], puis en prenant 'espérance conditionnelle IE(. | F;) et en choi-
sissant [ grand, on obtient

9 T
D/;n <IE ( [A(T)—A(t)] ‘g‘? 6 / eﬁ[A(u)—A(t)]|hn(u7 O)\Qdu |Ft> )
£t

. Par con-

De plus, en combinant (3.2) et (d), on a
</T AA=AON B (4 0)[2du .7-}) < 37(Cn +n® + K*n)
t
On déduit alors que
vielo, 7] |[YP<C+ Z—Z(Cn +n® 4+ K*n). (3.3)

Ce qui justifie le choix de l'entier g(n). Le reste de la preuve est basée sur les deux
lemmes suivants.

Lemme 3.2.1 ( Estimations i priori uniformes en n). Supposons les condi-
tions (H1) — (H5) satisfaites. Alors pour § suffisamment grand, on a :
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(i) sup, v IE( [y P4 9a?(s)|Y]2ds + [y P4 27 2ds) < +oo
(i) sup, - IE ([ €4 |hy (s, Y1) [2ds) < +o0

(it1) sup, e+ IE (suppe i<, e HOPAOY2) < oo

Preuve. En vertu de la formule d’It6, ou a

Y”\Q +ﬁ/ sA(s 8) Y |*ds + / ePAG) | 77 2ds (3.4)
t

< eLM(T)K‘Q + 2/ CBA s |stth(S, st>|d8 _ 2/ eﬁA(s)<YSn7 Z;l(”‘VS>.
t t
Par Pinégalité de Young et (d), on montre que

K 2 [h(s, 0)? P+ K?
2o Y2 < (5 20 T ) atspive 4 SR Al LI

Si nous prenons (3 suffisamment grand de sorte que (g —2— £y >0, (3.4) devient

K T A
A0+ ﬁ —-2-— —)/ a2 (5) Y] ds+/ 4| Z0%ds  (3.5)
SRy t

._ <

. . \h(s, 0) 1 /7 o)
P Al |§‘2 ﬁ/ AA(s) 2( )| ds + = / PAL )772(5)(13
t

+___/ BA(s) _;/ €GA(S)<YS"’, ZHdW,).

Ainsi, (7) s’obtient en combinant (H3), (H4) et (3.2).

En vertu de (d), (3.2) et (z), (4) est evident.
En prenant espérance couditionnelle dans (3.5) et en utilisant (3.2), on obtient

P et g 2 [ e 7
0

ou C = Qﬁg; + Ensuite, par l'inégalit¢ maximale de Doob, ( en posant p =1+ 46

) on déduit quc

v y 1 T ) P
B sup O ) < s |0 g+ S (sias ) |
0

n<t<r

ce qui assure (¢77). 1
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Lemme 3.2.2. Sous (H1) — (H5), (Y, Z™) est une suite de Cauchy dans M(3, a, 7).

Preuve. Pour i > n, posons AY; =Y/" - Y, AZ, = Z* — Z}'. Par | aformule
d’ Itd, on a

(‘)|A)Q|2+/3/ FAS G2 (5)|AY,) ds+/ PASNAZ | ds
t t

= Q/T A AY,, Byp(s, YT = hy(s, YI))ds — 2/T AAS) (AY,, AZdW,).
Nous a\’c:ns L
2(AY, hip(s, Y™) = ha(s, Y[')) = 2(AY, hn(s, Y™) = ha(s, YJ))
F2(AY;, hp(s, Y1) = ha(s, Y1),

Mais de (3.3), on a |Y"] < g(m) + 1, [Y]"| < g(n)+ 1 < g(m)+ 1 et par suite
<A}/Sa hm( Y;") hm(sa }/Sn)> < 1{!) J+eBAls <m}0 )’AY ‘2 <a ( )‘AYQ

2

Il s’en suit que
PAOIAY, 2 4 (8 - 2) / BA) 2 ()| AY, 2 ds + / P4 A Z | ds (3.6)
t t
< Q/T LA |AY, || hp(s, Y] = hols, Y')|ds — Q/T PA(AY, AZdW,).
t t
Comme 7 a ét¢ choisi suflisamment grand, nous deduisons

b ( / eﬁ“‘<s>|Azs|2ds) <R ( | AV s, ¥ = s, Y;')ds) (37)
0 0

D’autre part, 'inégalité de Burkhélder-Davis-Gundy donne

2IE ( sup / eﬁA(s)<AYs, AstI"“'rss)) .
o<t<r Jy

1 . T
< -E ( sup eﬁA(‘)]AYtP) +2C°IE ( / (ﬂA<S>|AZSst) (3.8)
0

2 0<t<r

En prenant supge,<, (. ) dans (3.6), en combinant avee (3.7) et (3.8), on obtient

E ( sup e t)[AYLQ) (8 —2)IE (/ A2 (s )IAY|2d9)
0

o<t<r

+ ]E(/ e"A(S)|AZSst>
0

< CE (/ ePAS|AY, || (5. Y) — Aoy (s, Yj)ds). (3.9)
0
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Maintenant pour obtenir le résultat, il suffit de montrer que

[m,n =1IE (/ 65‘4(3)|AY€H}L17L(5) };”) - }7’71(57 st)’d‘S)
0

tend vers zéro quand m,n — +oc.

Pour tout M > 0, posons B, = {(s,w) : [Y"| + [Y]'| > M}, B,, , = Q\BY et

notons C'(d, 7) une constante positive pouvant varier d’une ligne a une autre. On a

M

m,n

[m,n:[l +[2

m,n m,n

avec

[1111,11 = E (/ 65‘4(8)’A}7@Hh‘m(53 Y;n) - hn(s1 st)‘]'EM dS)
0 m,n

2,=E (/ PYNAY, | A (5, Y]) = B, Y [ 1pm ”ds>
0
Nous estimons d’abord IZ .. Pour ce faire, nous combinons 1’ inégalité de Holder et
celle de Young pour obteuir

1 T ,
L ( [ S Ao, V) = s YN+ s )
Q

1 T s n ke n
ol ([ 1 s, Y2 = s, Vs )
0

IA

< C’(T,&d)]E{ sup HA0)|yn 2428 +/ HA) (s, V) — hals, Y;n)|2d3}
M o<t<r 0

< C(r, 0) sup IE | sup eﬁA(t)|Ytn‘2+‘25>
M nelN™ o<t<r

+ sup IE

(7, 6) (
A{(S nEH\I.

/ 65‘4(5)“)/7,1(8, Y;n) _ hn(& st)’2ds)

0
De (d), ct des inégalités (i2), (4i4) du Lemme 3.2.1, on déduit que

C(r, o)
2

< .
[’In’rL — A[(S
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Puisque M est arbitraire, IZ ,, peut etre rendu arbitrairement petit en choisissant
M suffisament grand.
Estimons a présent I}

m,n’

I, < ME (/ AN (s, YY) = ha(s, Y ll{\Y:'<M}d8) (3.10)
4}

MIE / sup €M b (s, y) = ha(s, y)lds
0 {lyl<ar}

Puisque h,(t, .) converge vers h(t, .) sur les ensembles LOIllpd(,tb et

sup g <nry €74 o (s, )| < {|hs(s, 0)[2+n(s) + K (1+ M)} le Théoreme de la
convergence dominée de Lebesgue assure que le ternie de droite de Vinegalité (3.10)
tend vers zéro quand m, n — +o0.

Aiusi, en vertu de (3.9), on conclut que

IE ( sup eﬁA<f>|AY;F> +(B-2)E (/ AAE G2 (5)|AY| ds)
0<t<r 0

+IE ( / P30 AZﬂds)
0

tend vers zéro quand m, n — +o00. B

VAN

Posons Y = lim, YY", Z = lim, Z" dans M*“(3, a, 7). Nous allons montrer que
(Y, Z) est la solution de 'EDSR (7, €, h). Puisque (Y Z) € M3, a, 7), on a,

lim IE ( sup 21Oy — y;|2) = 0. (3.11)
n—-+oc 0<t<r
et
lim 1 ( / ePAW zn Zt|2dt> =0 (3.12)
n—10Cc 0

De I'égalité (3.12), on déduit que Vit € [0, 7], ftT Z1dW, — ftT ZdW, en probabilité.
Aiusi pour obtenir le résultat, nous devons seulement montrer que

Vi e |0, T],/ ho(s, Y)d b——>/ h(s, Y)ds (en probabilité).
t

De (3.11), nous déduisons existence d’une sous suite (Y) telle que

Vtelo, 7], Y,"* =Y, P —p.s. (3.13)
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Pour la simplicité, nous supposons que (3.13) est vrale sans extraction de sous suite.

On a
E < / hn(s, Y]')ds —/ h(s, Yy)ds )
¢ t

< IE (/ |hn(s, YY) — h(s, Yf)‘ds) +IE (/ \h(s, Y') — h(s, Ys)
‘ t

< L +1

i)

A Taide d’un argument similaire & celui de la preuve du Lemme 3.2.2, on montre
que I tend vers zéro.
Soit

X! =1|h(s, Y') — h(s, Ys)|

I, = E (/ X:ds>
0
E (/ eﬁA(s)de.s)
0
IE ( / eﬁA(s)Xfl{X_yq}ds) +IE ( / eﬁA<s>X:1{‘\»;,>,}ds>
0 0

En vertu du théoréme de Fubini et de I'inégalité de Chebychev, on a

On a

IN

A

E (] A9 (X7)%ds)
”

I < / E(eP XM ds + (3.14)
0

De plus, cn vertu de (H4) et du Lemme 3.2.2; il est clair que

sup IE (/ eﬂA(s)(X:)st> < +oo.
72€]N* 0

Par conséquent, le second terme a droite de (3.14) peut étre rendu arbitrairement
petit en choisissant 7 suffisament grand. Ensuite puisque y — A(., y) est continue,
nous déduisons de (3.13) que pour s fixé, X — 0IP-p.s. En combinant (H3 — vi),
le théoréme de Fubini et le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, il
s’en suit que le premier terme & droite de (3.14) tend vers zéro quand n — oo. Ainsi
" ha(s. Y)ds — [T h(s, Y)ds en probabilité ; ce qui achéve la preuve de la Partie
L
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Partiel I
Soit
inf (n, =5 g
. I
e 2 ¢
h(t, y) = h(t, 0) + 2O R (1 0), sint, 0) #0
ha(t, y) =

h(t,y), sih(l, 0)=0.

On a [E(ePAD)g, — €?) — 0, E(f, eﬁA(s)WQ’,S) — 0 quand n — +o0, et

(&n, hn) satisfait (3.2). Ainsi d’aprés la partie I, pour n € IN*| il existe (Y, Z™) qui
satisfait (37) et

Yr=¢, +/ ha(s, Y7')ds —/ ZMW,, 0< < 7.
t t

On peut aisement montrer que pour tout n, m € IN*

E(p LA A <§—>) / 65‘4(5>a2(8>lysn_Ysm|2ds)

o<t<r 0

+ IE( / eﬁA<5>Z;'—Z;"2ds)
0

T . 2
< E <€BA(T)‘\£n - Sm‘Q) + 1B / ePALs) [t (8, 0) = Pan(s, O)| ds | .
0 a?(s)

Le terme de droite tend vers zéro quand n, m — 0. Ainsi, il existe un couple de
processus (Y, Z), F-adaptés tels que

lim ||(Y", 2%) = (¥, Z)|3,. = 0

et qui satisfait (3j), (47). La preuve de la Proposition 3.2.2 est complete. B Le
pricinpal résultat de cette section est :

Théoréme 3.2.1. Supposons que les conditions (H1) — (H5)sont satisfaites. Alors
pour 0 suffisamment grand, U'EDSR (3), (2j) admet une solution unique.

Preuve Pour (U, V) fixé dans M°(3, a, 7), la Proposition 3.2.2 dit que 'EDSR

Vimer [ st v vads - [ zaw.
t t
admet une solution unique. On peut donc définir 'application

I M(3, a, 7) — M(3, a, 1)
(U, V) II(U, V)
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telle que H( V) soit 'unique solution de PESDR correspondant. Soit (U, V, U’, V') €
M(B, a, T) X M(3, a, ) et INU, V)= (Y, Z), I(U', V') = (Y’ Z"). En combinant
(79 — a) and ( —b) de la Proposition 3.2.1, on obtient

IE(/ IOl ‘Y|45> + Hz(/ eBA(S)}Zs—Z;st>
0 0
4 4 -
< — o BA(s
- (ﬁ+,32—4,5>]E(/0 Wi - Vds)

! 1\ 2 4 4
10 2) = 07, 200 < (5 + s

En d’autres termes

) (U, V) = (U, V"I[3.

Par conséquent, en prenant § suffisamment grand, IT est une application contractante
et son unique point fixe est la solution de 'EDSR considérée. B

3.3 Existence et unicité sur un intervalle aléatoire

Daus toute cette section, nous supposons que les conditions (H1) — (H5) sont
satisfaites avec 7 un temps terminal al¢atoire pouvant prendre des valcurs dans
[0, +o0]. Nous utilisons un schéma d’approximation dont la construction et la con-
vergence sont basées sur le Lemume fondamental suivant :

Lemme 3.3.1. On suppose que € vérifie (H3 —1). Alors

(i) Il existe un processus {n; : t > 0} Lo-intégrable tel que & = IE() + [ n(s)dW.
(i) Le processus {& @ t > 0} défine en posant & = IE(E|Fy) est tel que (&, n) €
MG, a, 7).

Preuve.
(i) Puisque L?(3, a, 7) C L*(0, 0, 7), on a IE(|£]?) < +oo. Le théoréme de représen-
tation d’Ito6 donne Pexistence d’un processus 1, Lo-intégrable satistaisant (7).
(ii) Puisque &ar = IE(E|Finr, on a

B4

e? tAT)|§ /\TI < IE( H\T)\{Hft/\‘r
Grace aux inégaliltés de Doob et de Jensen, on déduit que

E( sup e™W1¢|%) < dE(e™7¢]?). (3.15)

0o<t<r
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De plus par un calcul standard, on obtient que pour tout T > ¢ > 0

TNAT ) TAT
i ([ eooaaie i) < ([ o as)
C 0

2 TAT
<IE (eﬁA(TM)\&TM{Q) ++°E ( sup eﬁA(t>|§t\2> + C—QIE) (/ eﬁA(s)775|2)d$) .
Y 0

0<t<TAr

- . B . e N .
En choisissant 4* > 2C?, en faisant tendre T vers +oc et en utilisant & la fois le
Lemumne de Fatou et le Théoréme de la convergence dominée, on déduit

SIE (/T eﬁA(S)CLQ(s)KSP)ds) + %IE (/T eﬁ‘4('s)]ns|2)ds)
0 0

<IE (eﬁA(r)’g‘Q) + ’VQIE < sup eﬁA(t)‘ét'z) .
0<t<r

Dés lors (3.15) et (H3 — iv) donnent (). I

Le résultat priucipal de cette section est :

Théoréme 3.3.1. Supposons que les conditions (H1) — (H5) sont satisfaites. Alors
U’EDSR (7, &, f) admet une solution unique.

Le résultat d’existence est basé sur la suite de processus suivante :

Pour tout n € IN* nous savons par le Théoréme 3.2.1 que PEDSR (n, &,, Ljo,nf)

admet une solution unique (Y™, Z™). Nous avous :

Y =+ [T f (8, YD, Z0Yds — [T Z0dW, V0 <t < n.

Nous étendons la suite (Y™, Z™) en posant
Yr=4&, Z;' =m, , ¥t >n.

Ainsi, (Y™, Z™) est solution de I'équation
Yp—¢ +/ Lo f(s. Y, ZM)ds — / Z0dW, Nt >0
AT AT

Etudions la convergence de la suite (Y™, Z™),,>o. Pour ce faire nous avons besoin
des résultats suivants.
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Lemme 3.3.2. (Estunations apriori uniformes enn ) Posons

2 (7 1f(s, 0, 0)
[ =[E(PMg)? ¢ _/ 6[3A(S)|_f—d3 .
( ' ‘ ﬂ o (12(5)

Alors
1 nAT , /3 nAT /
sup [—E(/ eﬂA(s)ZLmzdS> 4 (_ _ 2) E(/ e,JA( Y”|2(1S :l
n,EN 2 IAT 2 AT
. (3.16)
sup Bf( sup e”A“AT)Y?W2> <. (3.17)
HEN 0<t<nAT

Preuve. En appliquant la formule d’Ité au processus e’ [Y;*2 | on obtient, :

1 nAT 6 NAT )
eﬁA (tAT) 1 MT’Z 2 / 6,J4 {Zn (5 _ 2) / EBA(S)(IQ(S)D;”\'(IZS
INT tAT
2 nAT U O nAT
<e BA( n/\-r)|Ynl ) + 2 eﬁ—\ ‘f(S )| ds — 2 GﬂA(s)<},.”, anWs>-

B Jinr a?(s) tAT : °

Par conséquent

T 1 " BA(s n 6 AT Als rn
ey Pyt ([ enizkas) (5 -2 e ([ erasias)
tAT tAT
. nAT ) 0 0)‘2
< IE e,dA(n/\‘r) 4 IE(/ GBA(b)Lf(Sa ) dS)
SEENT) + EL, )
5 2 T f(s, 0, O)‘2
< B (£940) ~+—E</emw—————@ ,

ce qui donne (3.16). Pour obtenir (3.17), il suffit d’appliquer I'inégalité de Burkholder-
Davis-Gundy. B

Proposition 3.3.1. Sous (H1) — (H5), (Y™, Z", K") v est une suite de Cauchy
dans M°(f, a, 7).
Preuve. Soit (m,n) € IN*? tels que m > n. Posons

A}/’t Y’"l Adt Z’n'l _
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e Pour tout n <t <m, on a

TAM

Y7 =& = EB(E|F) = £ / n(s)dW,,

AT

TAM TAM
Y = o+ / fs, Y, Z0)ds — / ZdW,.
t

AT tAT

Ce qui donne

TAM TAM
AY, = / f(s, Y, ZM)ds — / AZdW,.
t

AT JINT
On a
TA™M . TAM
ePAUNT I AY |2 - / PN Z |2 ds + 13 / P2 (5)| AY, |2 ds
tAT AT
~TAM TAM
= 2/ P AY, f(s, Y Z;"))ds—’z/ PANAY,, AZdW,).
tAT JINT
Puisque

2AY;, f(s, Y], Z7)) = 2{AY, f(s, Y, Z7) = f(s, &, Z7)
2AY, f(s, & Z7) = f(s, &, ms))
+ 2(AYS, f(s, &, ns)),

#4

on obticnt

‘ 1 TAM ] 3 TAm p )
AT AY, 2 4 5/ P4 | AZ,[2ds + (% — 2) / P02 (5)|AY, P ds
2 t

tAT AT

2 TAM s, ¢s7 5 2 TAM
< o M S m / PN AY,, AZ,dW,).
t

o ﬁ nAT CI,2 (S) AT

Grace a l'inégalité de BDG, nous déduisons que

TAM
IE ( sup eﬂf“wmyﬂ) +IE (/ eﬁA(S)AZs|2d5>
n<t<m nAT
TAM
+CIE </ P2 (5)AY, 2ds)
nAT
< CIE (/ o (5 & )l ) (3.18)
N nAT a?(s)

Ainsi en vertu du Lemme 3.3.1, le terme & droite de l'inégalité (3.18) tend vers 0
quand n tend vers Iiufini.
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e Pour ¢t < n, nous avons :
TAN TAN TAN
AY, = AYH+/ fls, Y Z—f(s, YT, Z;’/)}d.s—/ AZSdVI/SﬁL/ d(AK).
t t t

Par des calculs similaires au cas précédent, nous obtenons

"TAN
E ( sup (JBA(‘)AYJZ) +E (/ e“(s)st\Qd,s)
0

0<t<rAn

TAN
+CIE ( / ef’A<S>a2(s;|Am2ds) < IE (P10 IAY, |2
0

Eu tenant compte de (3.18), nous déduisons que le terme de droite tend vers zero
quand n tend vers l'infini. W

Preuve du Théoreme 3.3.1.
Unicité
Soit (Y, Z) et (Y’ Z') deux solutions de 'EDSR (7, £, f). Notons AY; = Y, —
Y/, AZy =2, — Z;. On a

TAT AT

AYir, = AV, +/ f (s, Yo, Zs) — f(s, Y., Z0)]ds — / AZdW,, T >t > 0.
tAT tAT
La formule d’It6 donne :
ThAr A

PN AY 2+ 8 / 190 (5)|AY, [Fds + / P AZ, P ds

tAT tAT
TAT
—ef’A<T”>|m’TA,|2+2/ PANAY,, f(s, Ys, Zo) — f(s, Y., Z0))ds
tAT

TAT
-2 / AA(AY, AZdW,).
t

AT
En utilisant la condition (H1) et en prenant Pespérance dans ce qui précéde, on
obtient pour g3 suffisamment grand :

IE (eﬁA(t/\‘r) lA}/t/\T ‘2)

S IE (FﬁA(TAT”A}IT/\T\Q)

Puisque (AY, AZ) € M3, a, 7), en faisant tendre T" vers I'infini et en utilisant le
Théoréme de la convergence dominée, on obtient :

IE (eﬁA(t/\‘r)yA}ft/\T‘Q) =0,
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Par couséquent AYiar = 01P-p.s et par suite AZjx, = 0 dIP ® di-p.s.
Existence : Notons (Y;, Z;) la limite de la suite (Y;*, Z}') et prouvons que (Y;, Z;)
est solution de 'EDSR (7, &, f). En vertu du Théoréme 3.2.2, on sait que pout tout

T > 0,VEDSR (T, Yy, 19 +1f) admet une solution unique (72 Z4). Eu conséquence,
pour obtenir le résultat, il suflit de prouver que (Y3, Z;) = (Y4, Z;), vt <T.On a

T T
Vt - YF +/ 1[0,T].f(87 ?S, Zs)dS - / stWs
t t

T T
thn = }"]7“1 + / 1[0, T]f(sv }/snv Z:L)ds - / Z'?d‘vs
t t
Par extraction d’une sous-suite notée Y;", nous avons
E (eﬁA(s/\r)‘?'t _ Y't‘Q) = lim [E (eﬁA(SAT)|?t — }/}"‘2)
n—oc

Montronigue le_ terme de /d\roite est Z(Cro.
Notons AY, =Y, -Y" AZ,=7Z,—-Z. On a
T
?Sa _Z_s) - f(sa y'sn’ Z:L)]ds - AstWs

t

T
AY, =AYy + [ 1[017]“(8,
En utilisant un argument siwilaire a celui de la preuve de unicité, on obtient
E (eﬁA(tAT)|Z\YtI2> <E (eﬁA(t/\T)‘Z}\/ﬂQ)

Alnsi _
B (P47, — Vi) < Tim B (#7)vy - 2 12) = 0.

On conclut ainsi que pour tout £ < 7T, (Y, Z,) = (Y, Z,). 1
A présent, nous énoncons un résultat de comparaison.

Théoréme 3.3.2. (Théoréme de comparaison)

Supposons d = 1 et les conditions (H1) — (H5) satisfastes. Soit (Y, Z) (resp. (Y', Z"))
une solution de VESDR (1, &, f) (resp.(1, &, f')) telles que £ < &' p.s, f(t, Vi, Zy) <
f, Y, Z)) dt x dIPp.s. Alors Y, <Y/ p.s sur Uensemble {t < 7}.

Preuve
Posons AY,* =Y, - Y/; AZ, = Z, — Z]. Une fois encore, par la forinule d’Ito , on
obtient :
TAT
PA G2 () AY [ Pds + / PANNAZ, 2 ds

JINT

TAT

o e |

tAT
TAT
= SATIIAYE 1P+ / PANAYE, [(s, Ve, Z,) — ['(s, Y], Z1))ds

tAT

TAT
- 2 / PANAYF, AZdW,), VO <t < T.
t

AT
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. 1
AV f(5. Vs Z,) =[5 Y0 20) < a9 AYIP 4+ S|AZ [

+ (AYT f(s. Y] Z0) = f1(s. Y] Z0).
Et de facon siniilaire a la preuve de unicité, on obtient :
IB (540 AV ) = 0,
ce qui donne AY, .+ =0P-p.s .1
Remarque 3.3.1. Lorsque le temps wléatoire est un temps de sortie de la solution
d’une équation différentielle stochastique (EDS), le Théoréme 3.3.1 permet de don-

ner une interprétation probabiliste de la solution de viscosité d’une EDP de type
élliptique. Plus précisement, sott

XT=g 4 / B(XT)dr / o (XE)dW,
0 0

la diffusion dont le générateur infinitésimal est

L= (Jafj)(ar)

Soit (Y*, Z%) la solution unique de 'EDSR

T

v+ [ Ry gnde - [ 2w s 2o
SATx

SATe
ot (y, z) — (X", y, z) satisfait les hypothéses (H1) — (H5),
sup, g IE (*4)) < oo et sup, ¢ IE (fOT 65‘4“)%(10 < +oo. Alors u(zx) =

Y& oest continu sur G et est une solution de wviscosité du systéme sémilinéaire ci-
dessous :

Lu; + fi(z, u(z), (Vyo)(z)) =0, z€G,i=1,...d
u(x) =L(x), z€IG,i—1, .., d,
ot G désigne un sous ensemble ouvert borné de IR, G sa fronticre de classe C',

le C(G, RY et 7, = inf{t >0, XF ¢ G} est un temps d’arrét satisfaisant
P{r, < +o0} =1.

ol



CHAPITRE 8. EDSR AVEC CONDITION DE MONOTONIE STOCHASTIQUE

3.4 EDSRs Réfléchies avec condition de monotonie
stochastique et croissance polynomiale

Dans cette section, 7 est un temps terminal déterministe et nous dirons que

(Y, Z) e M3(B, a, T) si

T I4 T P
IE{ sup |Y3|* + (/ AAE) 2 ()Y, ds) + (/ eﬁA<S>ZS|2ds> } < +o00
o<t<r 0 0

Hypothéses et définitions

Soit f: Q x [0,7] x R* x R™™ — IR* une fonction telle que pour tout (y,z) €
IR% x RY™, f(.,.y, 2) est progressivement mesurable, £ une R%—variable aléatoire
F.—mesurable .

Pour > 0, nous supposons que le triplet (7, &, f) satisfait les conditions :
(H1) Il existe un processus Fy—adapt¢ 6(t) et un processus nonnégatif F,—adapté
v(t) tels que Y(y, v, 2z, 2 ) € R x R* x R*™ x R,
(Z) <y_y/’ f(t77>z) _If(’wy,a'z» SH(/t)\y—y"z
() Ly, 2) = flly, 2 <v(t)]z — 2|
(wit) y+— f(., .y, 2) is continuous di @ dP a.s.
(H2) 1l existe € > 0 tel que a®(t) £ |6(¢)] + v2(t) > €.
Si (H2) is n’est pas vérifiée, on peut remplacer v(t) par v(t) + /e
(H3) Il existe un processus F;—adapté n(t) a valeurs dans [0, +o0], p > 1 et une
constante positive K tels que

{ (i) E {(IT B4 In(s |2ds)p} < 400
(W) 1fy 2 < |1(0,2)[ +n() + K (1+[y]").

(vi) IE [epﬁA(r) (1+ |£‘2P)] < 400

(viz) IE {( o Pl s LLDODI ES(O Ik ds) } < 400

Remarque 3.4.1. [ci, nous constdérons uniquement le cas p > 1 car le casp =1
a 6té étudiué dans Bahlali et al. [2].

Définition 3.4.1. Une solution de U'EDSR (7.€, f) est un couple de processus
Fi—adaptés {(Ye. Z,) ;t > 0} & valeurs dans IR® x IR™™ tels que
(7) (Y. Z) e Mg (B,a,7) . clest a dire

T P
ZE( sup eP? 0y, 4 (/ BACY G2 (s) 1YL [ ds) + (/ P |z ds) > < +00
0<t<7 0 0
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Gj) Yi— €+ / J(5, Yy, Z,)ds — / Z.aw,
t t

3.4.1 Existence et unicité : cas de la solution d’'une EDSR
Unicité

Nous donnons tout d’abord des estimations a priori sur les solutions.
Proposition 3.4.1. Supposons que les données (1,€, f), (7,€ ., f') vérifient (H1)-
(H4) avec les mémes coefficients*. Soit (Y, Z) (resp. (Y', Z')) une solution de ’EDSR
correspondante. Notons Af(t) = f(t,Y,,Z) = f (t,Y;,2Z,), AY, =Y, = Y,, AZ, =
Zy — Z;, AE =& —€ . Side plus lE(fOT e”‘%“')%ds)p < +00, alors pour (3
suffisarnrnent grand, il existe une constante qui dépend uniquement de p telle que
(2)

E ( sup ePBA) AYt|2p> <Cr

0<t<r

T 14 T P
ZEK/ H4) |AZ5(2ds> + (/ eﬁA(s)az(s)AYS[st> } <CTr
0 0

> T 3 p
ot nous avons posé U = IE [(ep[“(” IAE]PP) +- % (fo eﬁA(S)%ds> } .

(22)

Preuve. Dans tout ce qui suit, C'(p) désigne une constante qui dépend unique-
ment de p et peut varier d’une ligne & une autre.
Par la formule d’ It6 , on a

B 1AY,)? +ﬁ/ BAS G2 (5) |AY,] ds F/ 94 AZ | ds
t
= 2| Ag? +2/ PYNAY,, f(s, Y, Z) — (s, Y., Z.))ds
t

—9 / SAAY,, AZdW,).
t

La condition (H1-i), (H1-ii) et l'inégalité de Young 2ab < ka® + %bz, pour tout
k > 0 donnent

2AAY, [(5.Ye Z) = (5.1, 2))

20(s) |AYS[* + 2| A [u(s) |AZ] + A [ (s)

INA

]
5 2 L2 o1 2 2|Af(5)\2
<§+2)a () AVT 4 g 1AL 5oty

3 1Cette hypothése n’est pa srestrictive puisque on peut toujours choisir a?(t) £ §(¢) +v2(t), avec
9(t) £ max (8().9'(t)) . B(t) 2 max{v(t),v'(1)).
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Ajinsi, Pégalité précédente devient

AWM | AY? + (§—2>/ eﬁf‘<°’a2(s)m;|2ds+§/ S AZ | ds

t t

SNGE w/ e 'Af<(>) d"2[6““*Ah¢z«me» (3.19)

En choisissant 8 > 4 et en prenant 'espérance conditionuelle par rapport & F;, on

obtient
. 2 [T o AfSY
RINGES » (e‘““) agt 2 [Tema Sl l]—})
0

a?(s)

Par suite, puisque p > 1, 'inégalité maximale de Dooly donne

2p T A 2 p
B ( sup €PA® rAY,F”) < CHE [Cvﬁmﬂ Ag? 4 2 ( / eﬁA<s>Mds> ]
0

o<e<r 3P

D’ou (2).
De linégalite (3.19), on tire

T v ) . 1 T
sup €740 |AY]® + (g - ‘7> / e‘“(s)a‘(s) |AY,* ds + 5/ A1) | AZ, P ds
0 0

0<t<r

A
\AC] +5/ BA(s | f ds+2 sup

0<i<r

/ PANY, AZdW,))| .

t

En LOIIIblIldIlt I'inégalité de Burkhdlder-Davis-Gundy et 'inégalité élémentaire
ab < “ + =, on déduit que

T P
E ( / P A Z P ds)
0
r

T . 2
COIT + C)E ( [ e javtiazp azs)
0

IA

) T g
< C(I +C(p)E (sup AN ( / e‘*’*“’lAZﬁds) )
0

0<i<r

T P
< C(p)T + CP)E(sup €40 |AY*) + E(/ e““’AZSde) '
0

0<t<r

Par suite, en tenant compte de (¢}, on obtient

T p
IE (/ PN | AZ ) ds) < C(p)I.
0
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De la méme marmiére, on montre que

([ e >|m|de) < Cr.

et en combinant ces deux dernicres inégalités, on obtient (¢¢).H

Corollaire 3.4.1. Soit (Y, Z) une solution de UEDSR (1,€, f). Alors

T P P
IF { sup ePP0|y; % 4 (/ "9z, L)d:s> + (/ BAS G2 (5) |V ds) }
0<t<r 0 0

oA gomy - 2 " s/ (5,0,0))° S>p]
< c(p)lE[ ey + 5 (/ e )]

Preuve. Par la formule d’Ité

AR /3/ P12 (s} Yy ds +/ P4 | 72 ds
t
= gz [N S Yz ds =2 [ O,z
t Ji
Grace a 'inégalité

2lf800)\

a*(s)

20,5, 2)) < (5 2) NP+ JI200

on obtlent

| T i R A
t‘Yt‘Z (g _2)/ HA(s) 2 ‘Y.s|~d3 +§/ CJA(S)‘ZS‘zdS
t

e+ ﬁ/ A lst)D) ds_g/TeﬁA(3><stZSdWS>'

t

Le résultat se déduit alors par un argument similaire A celui de la Proposition 3.4.1.1

Corollaire 3.4.2. Supposons que les conditions (H1)- (H4) sont satisfuites. Alors
EDSR (j7) admet au plus une solution.

Preuve. C'est unc conséquence iminédiate de la Proposition 3.4.1.

(@]
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Existence

Le principal résultat est :

Théoréme 3.4.1. Supposons que les conditions (H1) - (H4) sont satisfaites. Alors
pour B suffisamment grand, UEDSR (j) — (jj) admet au moins une solution.

La preuve est basée sur un argument utilisant le théoréme du point fixe, des
estimations a priori et le résultat technique suivant.

Proposition 3.4.2. Supposons (H1) - (H4) satisfaites. Soit {V;: 0 <t <71} un
processus Fe-adapté vérifiant ]E(fOT ePAG) 1V, st)p < Foa. Alors, i existe un pro-
cessus Fi-adapté (Y, Z) & valeurs dans IR® x R¥™ tel que

T P T
(35) I [ sup e”ﬂAlet\Q” + (/ eB‘A(S)ZSst) + (/ E,B‘MS%LQ(S)
0 0

0<t<r

Ys

P
2ds) } < +00.

et
(45) Y, = §+/ f(s,Ys,Vs)ds——/ ZdW .
¢ ¢

Preuve. Dans ce qui suit, nous posons h(s,y) = f(s,y, Vi) pour tout s € [0, 7]
et subdivisons la preuve en deux étapes.
- 3
Etape 1. Posons & = e2() €] et supposons que

€17 + sup [A(4,0)] < C. (3.20)

0<t<r

Posons ¢(n) = [(C + % (nC + n3 + 4K%n))2], ou [r] est la partie enticre de r et
considérons la suite de fonction définie par :

h’n(tv y) é h‘TL, q(n)+2([v y) = 1{7](t)+eﬁA(t)§n} /md @q(n)—l—'l(y - U)h(tv Yy — u)pn(u)dua

ol p, et @q sont les fonctions régulieres spécifiées dans la sous-section 3.2.1.
Nous rappelons ici les propri¢tés de hy, (t, ).
(a) h,(t,.) converge vers h(t,.) sur les ensembles compacts.
(b) hn(t,.) est globalement Lipschitz stochastique avec les coefficients K(n.,t) =

a?(t)+C,,ouC, = iaig+an [n+ K (24 (q(n) + 3)P)] et o, = fIRd |V pn (1) du

(e) Pour [y, [y’ < q(n)+ 1. =y, hnlt,9) = ha(t.4)) < L) pemnneny Ol =y >
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(d) Ih”(t, y)\ < 1{n(t)+s/m(r)§n} (‘h(l‘,, O)' + 77(t) + I((Q + ‘lylp)) .
A présent, posons a2(t) £ K(n,t), A,(t) & Otai(s)ds = fOL K(n,s)ds = A(t) +
Cht. D’aprés El Karoui et Huang |22], 'équation

Yt”:§+/ hn(s,Yq")ds—/ 70 AW, (3.21)
Jit t

admet une solution unique (Y™, Z") qui appartient a Pespace M€ (3,a,, 7). Mais
en vertu de la Remarque 2.1.1 du chapitre 2, (Y, Z") € M°(3,a,7). De plus, en
utilisant (3.20), on peut montrer que

vieo,r] |V <C+ %Ig(nc +nd 4 4K%n), (3.22)

ce qui justifie le choix de g(n). Montrons a présent que la suite (Y™, Z™) converge
vers la solution de PEDSR. (47) . Pour ¢e faire, nous avons besoin de ce qui suit.

Lemme 3.4.1. (estimations & priori uniformes en n ). Supposons (H1) - (H4)
satisfartes. Alors pour 3 suffisarnment grand, il existe une constante C dépendant
seulemnent de p, B, K et ¢ telle que :

SuPneN IE{SUPOStgr epﬁA(t) ‘Ytn|2p + (fDT eﬁA(s)a‘Z(S) ‘stlz ds)p
+ (fOT ePALs) IZ‘Z]|2 ds)p}

< CEA{™ (L4 [€7) + (fy e 40n(s)ds)"}

() sup, - E{ ] e54¢) (5, Y1) ds} < +oo.
Preuve.(i) La formule d’ Ité donne

SNV 45 / e (s) Y|P ds + / e |20 ds (3.23)
t

t

= SOz [ (vl V) ds -2 [P0 (v, 2.

t ¢
Grace a
2 (V7 ha(Y20) = 20V B, V) = hal5.0)) + 2 V2 (5. 0))
Y 2
(245) M2+ Lm0

IN
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et par des calculs analogues au Corollaire 3.4.1, il vient

T 4 T P
]E{ sup epﬂA(t) D/tn|2p + (/ eﬁA(s)CLZ(S) |)/:Sn|2 (15) + (/ eﬁA(s) ’Z;I‘Q dS) }
o<t<r 0 0
< CO)E {epﬁ/\(f) |EIQP + l </T AL | (s 0)|2d5>p}
> (13E)p . nio,

Par conséquent en utilisant (d), on déduit (7). Pour obtenir (iz), il suffit d’utiliser
() et (H3) .1

Lemme 3.4.2. Supposons (H1) - (H4) satisfaites. Alors (Y, Z") est une suite
de Cauchy dans M (3, a,7).

Preuve. Elle est similaire a la preuve du Lemme 3.2.2 du chapitre 3.1

Ainsi, la suite (Y™, Z™) converge vers (Y, Z) dans ’espace M* (3, a, 7). De plus,
nous savons par le Lemme 3.4.1 que (Y™, Z") est uniformement bornée dans M, (3, a,7) .
On déduit par le Lemme de Fatou que (Y, Z) appartient a I'espace M, (3,a.7). En
passant a la limite dans (3.21) on peut montrer que le processus (Y, Z) est solution
de Iéquation (77).

Etape 2
Soit
BA(r)
inf(n,e 2z |€])
b= —@mm . ©
ez g
h(t,y) — h(t, 0) + BB (1, 0), if h(t,0) # 0.
ho(ty) =
h(t,y) . ifA(t,0) = 0.

T ; 3,0)—h(s,0)|? H
Nous avons [E (eﬁA(T) & — £|2)7 E (jo eﬁA“)‘L"Mds) — 0, et (&,, hy) satis-

a*(s)

fait (3.20). Ainsi pour chaque n € IN*| il existe (Y™, Z™) qui satisfait (3j) ct

Y =€, +/ hy(s, Y] )ds — / ZydW,, 0 <t <.
t Ji
On vérifie aisement que pour tout n,m € IN*

E ( sup BA \}/tn _ Y'tm|2 + (g B 2) / eﬁA(S)CLZ(S) D/'Sn _ Y-Sm‘Q dS)
0

0<t<r

+IE ( / BN |z — Z)? ds)
0

T _ 2
< CIE (eﬁA(T) 'En _ ém“z +/ eﬁA(s)‘hn(SaO) ‘)(h)m(8,0)| dS) — 0, quand 1, m — -+oc.
0 a*(s
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Par couséquent, il existe un couple de processus (Y, Z) F,—adaptés vérifiant
lim[|(Y™, Z") — (Y, 2)||5. = O.
n ™

(37) et (47). Unc fois de plus, on montre aiscment que la suite (Y™, Z™) est uni-
formement bornée dans MS (8, a,7) . Par conséquent le Lemme de Fatou assure que
(Y, Z) appartient a I'espace M (3,a, 7). La preuve est a présent compléte. B

Preuve du Théoréme 3.4.1 Pour tout couple fix¢ (U, V) € M,(3,a,7), la
Proposition 3.4.2 assure que ’EDSR

T T
Vimgr [ s vavds - [ zaw.
t t
admet une solution unique. Ainsi, nous pouvons définir Papplication

m: M,(3,ar1) — M;(B,a71)CM,(Ba,rT)
(Uv V) — I (U> ‘,)

de sorte que IT (U, V') soit "'unique solution de ’EDSR correspondante.
Soit ((U, V), (U, V") e M, (B.a,7)xM, (B,a,7)ct IT(U, V)= (Y, 2),II(U,V') =
(Y, Z"). Posant AY; =Y, = Y,, AZ, = Z, — Z,, on déduit de la Proposition (3.4.1)

que,
T 14 T ) p
E {(/ eB4(s) |AZS‘2 ds) + (/ 6‘?’4(3)@2(3) ‘AYS‘Z d8> :l
0 0

2°C(p) T a8 Y V) = f(5,Y, V) : ) g
S /6]) E (/0 (&4 (LQ(S) db

En vertu de (H1-ii), il vient
‘ P
AY,[? ds) }

T P T
E [ / e?Al) AZSQ(LS) + (/ P4 (s)
0 0
P T 2 14
< g ([ o,y
BP 0
Ainsi done si § est suffisament grand, IT est une application contractante et son
unique point fixe est solution de notre EDSR.H

V.-V,

3.4.2 Existence et unicité : cas de la solution d’une EDSR
réfléchie
Dans toute cette section, nous considérons les ¢léments suivants. Soit € une
variable aléatoire Fr-mesurable.
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Soit. @ : R* — (—00, +00] une fonction propre, convexe et sémi-continue
inférieurement. 9% désigue Popérateur sousdifférentiel de .

Posons
Dom(®) = {z¢€ RY: @(z) < +oo}
0P (u) = {u e RY: ®(2)>®u)+(z—u, u) Vze ]Rd}

Dom(09) = {ue R4 : 0P (u) # 0}

Gr(00)

ll

{ (u,u*) € R x IR* : w € Dom(0P) and u* € 5P (u)}

Pour 4 > 0, nous supposous que le triplet (7,€, f ) satisfait (H1) a (H4) et
de plus

(H5) ¢ € Dom(®), IE (eP4Md(€)) < +oc.

Nous introduisous maintenant notre équation différentielle stochastique rétro-
grade réfléchic associée aux données (7,€, f, @) .

Définition 3.4.2. Une solution de UEDSR-R (1,&, f,®) est un triplet {(Y;, Z;, Ky) -
0 <t <71} de processus Fi-adaptés & valeurs dans IR, IR™™ et IR® respectivement
et tel que

(1)) (Y, Z) e Mg (B,a,7), ¢est & dire

] ) T P T P
E ( sup e’y % 4 (/ eﬂA(t)az(t)\Y}gdt> + (/ eﬁA(t)|Zt2dt) ) < +o00.
0<t<r 0 0

(i) {Y: : 0 <t < 7} est un processus continu & valeurs dans Dom(®).

(i13) {K, : 0 <t < 7} est un processus continu tel que Ko = 0 p.s. De plus K
est absolument continu par rapport & la mesure P40t

(tv) Pour tout 0 <t <,

Y; :§+/ f(Sv}/st)dS_/ ZdW, + K — Ky .
Jit

t

(v) Pour tout processus optionnel («, 3) tels que (ay, Br) € Gr (0P), on a

|- avar s sy <o
0
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Dans la suite, nous pouvons supposer sans perdre la généralite que ®(z) >
®(0) = 0. Ainsi, nous avouns (0,0) € Gr (0®). Nous supposerons ¢galement que
int(Dom(®P)) # 0.

Rappelons a ce niveau quelques résultats sur approximation de Yosida des opéra-
teurs sousdifférentiels.
Pour tout n € IN*, et tout z € IR%, soit

. n 2
®,(z) = min < =z —y|"+ (P(y)} :
yelR" { 2

P, : IR — IR est une fonction convexe de classe C! avec V&, = A, ot A, (z) =
n(z — Jyx) est Papproximée de Yosida de lopérateur sousdifférentiel 0@ et J, la
régularisée de cet opérateur. A, est Lipschitz de constante de Lipschitz n. On a
cgalement
inf ®(y) < ®(Jz) < P, (2) < O(z). (3.24)
yelR’
De plus, il exist b dans U'intérieur de Dom (®) et une paire de réels positifs (p, )
tels que pour tout z € R :

(An (), 2 =b) > vy|A, ()] —plr = b —yu . (3.25)
Pour plus de détails sur cette inégalité, nous référons le lecteur a Cépa [13]. Pour
chaque n € IN*, considérons PEDSR non réfléchie :

vemg [z - a0 - [z, el ] @)
t Jt

Puisque A, est un opérateur monotone, la fonction f, (s,y,2) = f (s,y,2) — A.(v)
satisfait (H1). En vertu de Théoréme 3.4.1 PEDSR (3.26) admet une solution unique
(Y™, Z") e M7(B,a,7 ).

Notons

Le résultat principal de cette section est :

Théoréme 3.4.2. Supposons (H1)-(H5). Alors UESDR-R (7,€, f,®) admnet une
solution unique (Y, Z, K ) dans Uespace M (8, a,7) x L*(Q). De plus

lim IE ( sup |K[ — Kt|2> = 0.

n——s+oc 0<t<r

Pour la preuve, nous avons besoin des lemimes suivants.
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Lemme 3.4.3. Supposons (H1)-(H5). Alors

i
§ sup, ey B { (] 54000 WP ) + (7 40 |20 e
+fOT P A, (Y] dt} < 400.
(i)
sup IE ( sup eP?A |Yt"2p> < +o00.
nelN™  \0stsr
(%)

sup IE (/ P4 |4, (Y dt) < +00.
nEIN* 0

Preuve. En combinant la formule d’ It et 'inégalité (3.25), on obtient :
ﬁA |Y71 b‘z +B/ BA(s ) ‘Yn b|2d8

+/ M) | 77| ds+27/ ) | A, (Y])|ds
t

IN

BACY (e b 4 2 / BAG) (YR _ b f (s, Y7, Z0)ds
t

+2u/ ePALs) |Y] — blds + 27/¢/ ePA) g
¢

t
—2 / P (Y — b, ZndW,). (3.27)
t
Grace aux inégalités

2<st - b7 f (87 )/STL, Z:))

< 26000 b+ IYS"‘—bI( (s) 23]+ 1S (s,6,0)[)
B 2 n 2 n2 2 ‘f(S,b,O)P

et
T 2 T
zu/ eI 1y _ plds < ‘QL/ eﬁA<S>ds+2/ P46 a2(s)| Y — bJ2ds,
¢ € Jt ¢

on déduit en vertu de (3.27) et du Corollaire 3.4.1, que

T . p T p T
E(( / e““)a?(t)n”—bzdt) +( / e“<t>|zm2dt) + [Cenoa 4, <Y">|dt)
0 0 0

< CE [(ep/m 1+ ey + f; (/0 BA(s) %S;J)Pds)p} .
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Ce qui permet d’obtenir (i) et (it) .
Pour la preuve du (477), notons ¥, (z) = +®, (z). En utilisant la convolution
avec des fonctions réguliéres; on peut appliquer la formule d’ Ito & ¥, et obtenir :

IR IR .
W, (Y1) PAN 4 = / P A, (Y™ 2ds + 5/ ATy (2227 Hess(W,, (Y))ds
T Jy t

1 T
< W, (6)m g L / O A (YO (5. Y 20 ds
5/ MO ()W, (V) ds - / A (T, (YY), Z2dW,)ds
t
1 ) , 1 T
< U, (6) MM 4 — / P AL (Y™ Pds + — / PG f (5, Y, Z) 2 ds
2n J, 2n

8 [ ey, () [T (07), 70
t

Puisque ¢ (y) > ¢ (0) =0, 0n a

1 T
15 (xy (Y1) ePAn o — / PA) |An(YS”)|2ds>
2n J,
1 T .
< B ©) 5 e ([T (s zbas).
n ¢

Grace a (2),(i7), (H1), (H3) et (H5), nous déduisons que

sup IE (0, (V") P40y < ¢

0<t<r n’

et par suite (i7¢).1

Proposition 3.4.3. Supposons (H1)-(H5) satisfuites. Alors, (Y™, Z") est une
suite de Cauchy dans M°(53,a,7).

preuve. Une fois de plus, par la formule d’ [t6 , on a :

T T
(t) lytn o }/tm’?, +/ eﬁA(s) |Z? _ Z;n.|2ds +/3/ eﬁA(s)a2(8> lyqn _ }/SdeS
t t

T

= o PNV (s YIZD) = (5 YD 2T

S b4 5

T

T
/ LBA(s) Yn }/Sm, (Z?— Z;n)dw's>
)

PANYP =Y AV = An(Y)ds.
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De plus puisque,

8§ S

1 1 1,
= Jot—Ap = Jn+—; A(Y) € A, (Y])); A (YT € AT (YY) etab < Ea‘+b2,
n m :

on peut montrer que

n m mn T 1 k3 1 s
_<Ys - Ys ; An(Ys ) - Am(Ys )> < 4_|An(Ye )‘2 + _“4771(}5 )‘2
m 4dn
Ainsi par le Lemme 3.4.3, I'in¢galité de Burkholder-Davis-Guudy et un argument
sinilaire & celui utilisé dans la preuve du Lemme 3.4.3 -(ii), on peut montrer que
pour [ suffisamement grand

IE ( sup eﬁA(t) |}/tn . th|2> +E (/ eﬁA(s) ‘Z: _ Z;”‘Fds)
0

0<t<r

+1IE </ eﬂA(s)GQ(S) lYSn . }/Sm|2d5>

0
1 1

< C|l—+—

- (4n+4m)’

Ce qui achéve la preuve.l

Le Lemme suivant est di a Saisho [52]

Lemme 3.4.4. soit (k" :n > 1) et (y" : n > 1) deus suites de C([0, 7], IRY) con-
vergeant uniformement vers k et y respectivement. Supposons que kK™ est a variation
borné et sup, _py |K"[|, < +oo, ot ||.|[, désigne la variation totale sur [0,7]. Alors

/ wwwwa/ (v, dks).
0 0

Preuve du résultat principal.
Existence. De la Proposition 3.4.3, on déduit que (Y™, Z2") _y- admet une limite
(Y, Z) dans I'espace M(3, a, 7). Le Leme de Fatou et le le Lemme 3.4.3 assurent
que (Y, Z) € M5(B,a,7).

Posons
t t
Ky o= gy [ fevnzas [ zaw,
0 0

t t
K, = YO—Yt—/ f(s,YS,ZS)ds+/ Z,dW,.
0 0
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On vérifie aisement que

lim IE ( sup K] — K,J*] =0.
n—-+oc 0<t<r

Des lors (Ky), y+ converge uniformement dans L2 () vers K .

Vérifions & présent que le triplet (Y, Z, K) est solution de notre EDSR-R(7,¢&, f, ®).
En prenant une sous suite si necessaire, on peut supposer que

sup |K{' — K¢| — 0 quand n — +o0.
0<t<r

Il s’en suit que K est un processus continu. De plus, du Lemme 3.4.3, on déduit que

nil]lj_il)‘ E HK”HHI(O,T, ar, R") < +oo,
ott dLy = €% ds et H'(0,7,dL,, IRY) désigne Pespace de Sobolev des fonctions
absolument continues et a dérivée dans L*([0,7] , dLy). Ainsi (Kp) <IN est bornce
dans I'espace de Hilbert L*(Q2, H(0,7,dL,,IRY)). Par conséquent, il existe une sous
suite de (K,), N+ qui converge faiblement.

Lalimite K € L*(Q, H(0,7,dL,,IR%)) et pour presque tout w, K (w) € H*(0,7,dL,,RY).
Ou conclut ainsi que K est absolument continu et

—dK; = VidL; avec V; € 00 (Y}).

La continuité du processus Y provient de la convergence de la suite (Y") dans
Pespace L?<(3,qa,0,7],RY).
Montrons que

P{Y; € Dom (®) } =1, V<t<T
De la convergence de (Y™) dans Pespace L*¢(3,a,[0,7],IR%), on déduit Pexistence
d’une sous suite Y"* — Y; p.s. On conclut ainsi que Y; € Dom (®) pour tout
telo,7].
Achevons la preuve de Iexistence en vérifiant (v) de la Définition 3.4.2. Pour ce faire,
nous utilisons le Lemme 3.4.4.
En effet, nous avons

sup [E </ |An(}’;"')ds) < sup E (/ PAE®) An(YS”)|ds> < +00.
nEIN* <0 nEIN* 0

En prcnant unc sous suite, nous pouvons affirmer que K™ ¢t Y™ convergent uni-
formement vers K et Y respectivement. Pour tout processus optionnel (a, 3) tel que
(as,35) € Gr(09), on a

/ (Jn(Y) — a5, dK + Bsds) = / (Jo(Y]) — g, —AR(Y]") + Beds) < 0. a.s .
0 0




CHAPITRE 3. EDSR AVEC CONDITION DE MONOTONIE STOCHASTIQUE

Le Lemme 3.4.4 permet de passer & la limite et d’obtenir (v).

!
i : , R dK
Unicité. Puisque 9 est un opérateur monotone, _% € 00(Y)) e - €

d®(Y,), on a
E (/ P Y, — Y] dK, - d[(;)) <.
¢

Par conséquent, en appliquant la formule d’Ité au processus e?40|Y, — Yt'\? et un
usant de l'inégalité de Young, il s'en suit que si (Y, Z, K) (resp.(Y', Z', K')) est

solution de PEDSR-R((7,&, f, ®)) (resp.(7, &, f, ®)), alors

! ]. T ! T B /
E ("®Y, =Y} + 5B (/ A6 |z, — zﬁds) + CIE (/ P2 () |Y, - Y |2ds>
t t

< (MO - ) 5 S

On en déduit Punicite de la solution de PEDSR-R.H

([ ol L) SOV,
t

a?(s)
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Partie 2
Sur les EDSRs généralisées réfléchies,

Homogenéisation des EDPs via les
EDSRs
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Chapitre 4

EDSR généralisée réfléchie et
applications

4.1 Formulation du probléme

Soit (2, F,IP) un espace de probabilité complet et (W;, Fi),, un processus de
Wiener unidimensionnel défini sur cet espace. {7}, désigne sa filtration naturelle
augmentée de tous les ensembles [P-nuls de F. -

Counsiderons les objets suivants :

(¢) 7 est un Fi-temps d’arrét fini IP — p.s.
(A1) ‘ i : . o "
(id) {Gt}czo est un processus continu, a valeurs réelles et croissant,
Fi-progressivement mesurable et satisfaisant Gg = 0
(A2) f: OxRRxR+—Retg: QxR" x R~ IR vérifient les hypothéses
suivantes : il existe des coustantes ¢, § € IR, K > 0 et des processus {@:, Y1} 5q
a valeurs dans [1, +00) tels que

(i) { V(y,2) € R xR (w, 1) — (f(w.t,y,2), g(w,1,y)) est
Fi-progressivement mesurable

() Vt,Vy,Y(z,2), |f(t,y,2) = f(t,y,2)| < K|z — 2|

(1) VY2 ), (v=v) (f(t.y,2) = f(L.Y,2) < aly =y

(iv) Vt.V2.Y(y,y), (y—y)(g(t.y) —9(t.y) < Bly —y|?

(v)  VEVyVz, | f(y, 2)| <o+ Kyl + 12, 1t )] < ¢+ Kyl

(vi) Vt.Vz, y+— (f(t,y,2), g(t,y)) est continu.

69



CHAPITRE 4. EDSR GENERALISEE REFLECHIE ET APPLICATIONS

Il existe A > 2|l + K2, u > 28] tel que
(vi7)
E (fy e?teO [pP(s)ds + 9 (5)dG]) < +o0,

(1) € est une varaiable aléatoire Fr-mesurable telle que IE (e’\”/‘c"“) 15\2) < +00.

(A3)

(i) IE (fy et [ £(5,0,0) ds + |g(s,0)|* dGy]) < +o0.

’ (S, )i>o €St un processus a valeurs réelles continu, progressivement, mesurable
(A4) satisfaisant IE (sup(,itg e 2G) (5 F) 2) < +00.

(1) S, <EIPas.

A présent, précisons ce qu’est la solution généralisée de TEDSR-R associée aux
dounées (7,&, f,9,5). Une solution généralisée de PEDSR-R (7,€, f,g,S) est un
triplet (Y, Z;, K¢),5o de processus progressivement mesurables & valeurs dans R x
R x IR ct satisfaisant :

(7) Y est un processus continu.

Pour tout 0 <t < T,
(7 AT AT AT

}/f/\T - YT/\T + t7/—\7' f(Sv }/37 ZS)dS + ftT g(S, }'S)dGs - ftT stw/s + KT/\T - Kt/\T-
(37) Y; > Sy, sur 'ensemble {t < 7}.

(4]-) E (SUPOQST eAt+rG(t) |Yz|2 + foT s tuG(s) mys|2 + WZSIZ) ds + |Y;\2 dGs]) < +oo.

(5j) K est un processus croissant tel que Ky =0 et fTAT

Y, = S) dE, = 0 ps. Y T > 0.

(65) Yi=¢& Z; =0, K; = K, sur l'ensemble {t > r}.

4.2 Reésultat d’unicité et d’existence

Grace au résultat de |49], pour tout n € N*, il existe un unique couple de
processus F;—progressivement mesurables (Y, Z*);>0 4 valeurs dans IR tels que
(75) E<Sup0§tgr eMFuG() \ch|2 +fOT erstnG(s) [(‘stﬁ + |Z:\2) ds + \Y;”|2dGs]) < +o0.

Yoo = Vi 4 [ [(s, Y, Z8ds + [0 g(s, Y)dG,s

AT
) )
+n ;:T(Y" — 84)" (ds +dG,) — [27 ZrdW,, pour tout 0 <t < T.

8 tAT
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Définissons

TAT
Ky, — K[, = n/ (Y= Ss)™ (ds + dGy) .
(

AT

Le principal résultat de cette section est :

Théoréme 4.2.1. Supposons que les conditions (A1) (A2), (A3), (A4) sont sat-
1sfaites. Supposons de plus que Sy est un processus d’Itoé de la forme :

dSy = mylp ndt + ulp, dGy + vl 1dWe, od mt, ug, Uy sont des processus pro-
gressivement mesumbles satisfaisant ]E(f MO (I |2 + |ug|B)ds + |us2dGy) <
+oo. Alors, il existe un unique triplet (Y, Z, K, solution de '’EDSR-R généralisée
(1,€,f,9,5). De plus,

lim IF ( sup |K}' — Kt|2> = 0.

n—s+0co 0<t<r

Preuve.
Preuve de Uexistence
Nous la subdivisous en plusieurs étapes et dans tout ce qui suit, C' est une constante
positive qui peut varier d’une ligne & une autre.
Etape 1 : Estimations & priori uniformes en n.
Par la formule d’Itd, on a

THAT
e,\(t/\r)erG(t/\‘r) ‘S/tT/L\T}Z +/ e/\er;tG )|Yn‘ )\db I [LdG )
tAT
TAT
+/ 6/\9+uC' Zn‘ ds
tAT
Thrr
/\(T/\‘r)+u((T/\‘r ‘ . | + 2/ 6/\S+“'G(S)Ynf(3‘YTL,ZT.]')dS+
tAT

TAT TAT
2 / /\s+pG Yn (S, S/Sn)dGS ) / e/\s+uG(s)§/Sn Z;LdH’s
t

AT JUNT

ThAT
) / 6/\S+,U.G(S)§/STL(l[‘/’:,.
t

AT

En utilisant (A2-ii)-(A2-v), on obtient

Y f(s Y Z0) < (20 + LK )|Y"{2+m\ZQ|2+C|f(s,O,O)|2.
2Yg(s, Y < (28 + p) \Y”\ +0\0(9 0).

En choisissant ; K - <71 <1, ptels que A=\—2a— ['2 —p>0,1—-v >0, et
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=pu—23—p>0, on obtient

TAT

6/\(1,/\T)+;AG(U\T) ‘YLT/L\T'Z + / C/\sﬂLG(s) |Y:;\r'2 (ng + ﬁdGs)

AT

TNt
+(1— ’71)/ e THG(s) \Z:|2 ds
¢

AT
TAT

S e / A0 | [(5,0,0)] ds +
Jt

AT

IN

ThAT AT
20/ P/\5+,uG(s) ‘9(87 0)‘2 dGq -9 / e/\s+,uG(s) anZ:de
t

AT AT

TAT )
+9 / 6/\S+“('(5)Y’Snd[(?.
t

AT

Ll est facile de voir que

ThrrT TAT
/ 6/\s+uG(.s)}/;nd[ ;L < / 6/\S+[LG(S) Sdesn
t

AT tAT
L’inégalité (4.1) devient alors :

TAT
UGy P [0 P (s + BG)

tAT

TAT
+(1 B ,)1)/ 6/\s+uG(s) 'Z:;'2 ds
t

AT
"TAT
< MTAT+RG(TAT) |Y'17*1Ar|2 + 20 / st uG(s) |f(s,0, ())|2 ds +
JINT
TAT Tar

20 TGS g5 0)2 dG, — 2 / MG yn gy,

tAT tAT

ThT
+2 / OIS dKT
t

AT

(4.2)
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Par suite, on déduit que

TAT
E (6/\(tAr)+uC (tAT) |Yr7kr’ ) +E (/ et nGls) ‘§,;1;\T‘2 (de 4 ﬁdGs))
t

AT

TAT
+= e ([ ezt a)
tAT

TAT
< IE (e/\(T/\-r)+pG(T/\~r) D/Tn/\-r|2) + 201 (/ /\s+pG ‘f(S O O)’ d5>
t

AT M
2CIE (/ NG (s, 0) % dG, )
t

AT

t/\T> .

—}-lIE ( sup e2z\t+2uG(t) ‘(St)+

4 0<t<r

> + SIE(KD,, — KT

Mais pour tout 0 < X' < min (A, u), on a

(5]E‘K['/\T Ktn/\T‘
n 1 o MNs 2 n|2 n|2
S C(SIE ‘ t/\T’ + }T/\T\ + v € ((7‘0 (S)+ D/:s ‘ + |Zsl )dS
’ AT
1 TAT , 9
+— N (¥*(s) + Y77 (1G3>
)\ AT

SE| K7y, — KJy |
< CSIE ( AUAT)+pG(AT) D/tr/i‘r‘ +e MTATY+uG(TAT) |Y )

TAT
+C(SIE</ M) Ny m)? dq+dG)+|Z;‘|2ds]>
t

AT

TAT

+CIOIE (/ M) (2 (s)ds + wQ(s)dGs))
tAT

En prenant ¢ suffisament petit tel que 1 —C4§ > 0, N=2-C6> 0,1—y—Cd >0,

et T =1 — C§ > 0, on déduit que

TNt

(1= COHIE (XD [yp ) + 1B ( / MTHOE) 1y
t

JEIAT

TAT
+(1 =y — CHIE (/ pA3trG(s) \Zf|2 ds>
¢

JINT

v (s + ﬁdGa)

TAT
< (14 COIE (XTI |y %) 4 2CE (/ AT | £(5.0,0)° )
t

AT

TAT 1
+2CE ( | e gl e, ) b ( sup PO (s;f) .
13 C

EAT n<t<r
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En faisant T'— 400 dans I'inégalité précédente, le Lemme de Fatou et le Théorcue
de la convergence dominée permettent d’obtenir

E (()/\(t/\r)+hG(t/\T) ‘}/;/"(T‘Q) +IE (/ A5 HHG(s) D/Sn|2 (ids + ﬁdG,)) (43)
t

+IE (/ e/\s+/tG(s) IZZL‘Q dS)
t

< CIE (6/\7—4;1(}(7) ‘£|2 4+ / e/\s+;LG(S) ‘f(S, O, O)‘Q d.S)

t

+CIE < sup 62/\t+2uG(t) ‘(St)Jr‘z +/ ()/\s+;¢G(s) |g(8, 0)‘2 dGs> -
t

0<t<r

Par suite,

sup IE (ex\t+ﬁl(;(t) |}/tn‘2) +IE </ erstuGls) [|)>71|3 (ds + dG,) + |Z;1y2 dS])
0

0<i<r

< CIE (e/\T+,lLG(’T') '£|2 + / e/\s+uG’(s) Uf(sv 0‘0:‘
0

*ds + |g(s.0)* dG,]

+ sup 62/\t+2;LG(t)‘(St)+‘2>
0<e<r

Eu utilisant une fois encore (4.2) et Pin¢galité de Burkholder-Davis-Gundy, on déduit
que

E < sup 6/\t+,uC1(1) ‘};11\2 +/ e/\.s+;LG(S) “),;n|2 (dS‘ + dGs> + 'Z:‘Q dS])
0

N<t<r

< CIE (e/\T+[lC;(T) |£‘2 +/ e/\.s+uG(s) “f(S,O, O)‘Z ds + ‘9(8, O)IZ dGs]

0

+ sup CQ,\t+2;LG(t)‘(St>+‘2)

0<t<r
ct
E ( sup |KZ"2> < (.

o<t<r

A présent, posons
fallyy,2) = fltoy. 2)+nly— S0, gult,y) =gt y) +nly— 57,

on a

oy, 2) < fapi(t y, 2). gn(t y) < gnpi(t, ).
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Par le théoréme de comparaison ( ¢f. Pardoux et Zhang [49] ), nous déduisons que
la suite (Y™), ., est non-décroissante. Il existe domnc un processus progressivement
mesurable Y tel que Y 7 ¥} p.s sur ensemble {t < 7}. Alors, grace au Lemme
de Fatou, on a

E ( sup eMTrE®) K|2) < 400.

o<t<r

De plus, le théoréme de la convergence domince assure que

E (/ 6/\s+/LG(s) l};ﬂ _ Ys‘Q (dS + dGs>>
0

tends vers zéro quand n — oo. ‘
Etape 2 : Montrons que limy, . o IE(supgc o, MO [(Yr — 5,)7 ]2) = 0.
Soit {(fﬁn, ZF), 0<t< T} la solution unique de PEDSR

TAT

N _ TnAT - — ~
Yo o= YT”M+/ f(s,SQ”,Z?)d8+/ 9(s,Y")dG,
t

AT AT

TAT ~ TAT -
+n/ (Ss —Y") (ds +dG5) - / ZMW,, 0<t<T
¢

INT tAT

Le théoréine de comparaison permet de déduire que, pour tout n € N*,
Y <Y, IP p.s sur Densemble {f < T}.
Soit v un temps d’arrét tel que 0 < v < 7IP — p.s. Alors en appliquant la formule

A’ Ttd a e™™Cr =)y ot en prenant 'espérance conditionnelle, on a

14

Y = E [e_"(GT—“”"’)g +/ ¢ Camr VD) £ (5 Y ZMds
+ / e MGt =) o6 YINAG, + n / e MGt =) G (s + dG) | f,,}
I est facile de voir que e G+ T7=V¢t p [T =Gt G (ds + dG,) converge

vers E1¢,y + S 1,7y p.S. et dans L% (), IP) . L’espérance conditionnelle converge
aussi dans L? (Q,IP) . De plus,

/e“"(GS"HS"))f(s,i",zg)ds < /C”(‘—”)f(s,)z”,ff)ds
< (/ £ ?RZ”)Q\dY
T s, Y,', Z! S
T oV2n \J,
| T a2 \2
< e/\s+p,G(s) s, Y:!L’ n ds) )
< =(/ Fs. V0, 2
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/ eAn(Cv'..,_u+(-s—1/))g(s7 i;sn)dGs < / ein(G‘q_u)g(S, i5n>dGs

1 T 2 2
< = ([ o[ ac)

2n \Jv )

1

1 T - 2 2
< 6/\S+/LG(S‘) Syy'.n dG5> )
< 7 (/ g(s, Y| dG,

Ainsi
/ e_”(Gs‘“Jr(s_”))j'(s, }M"S”, Zf)ds k/ e‘"m‘"‘"’“s‘”))g(s, }N’;”)dGs —0in L* (Q,1P).

Par cons¢quent

Yr — fl{l,zT} + Syl{y<T} dans L? (Q, ]P) .

v

11 en résulte que
Y, > S, IPp.s. (4.4)

De (4.4) et du theoréme de section (voir Dellacherie and Meyer |18|, page 220), on
obtient
Y; > S, pssur {t <7} .
Ainsi
(Y =5)" 10, Ppssur {t <7} .

Grace au théoréme de Dini, la convergence est uniforme en (. Pour la suite, en remar-
quant que pour tout n, Y > Y', on peut remplacer S; par S, VYy'. Ensuite puisque
(Y= S5)~ < (S =Y <[+ [Y?], on déduit que si [E (supc,c, e 1S,%) <
00, alors le théorcme de la convergence dominée donne

: ; —2

lim IE(sup MW (Y - S)7|7) =0,

n—-+oc 0<t<r
Etape 3 : Convergence de la suite (Y™, 27, K™).

Pour tout n > p, on obtient par la formule d’ It6,

ThAT
IE (/ e/\s+/tG(S) |)/‘5n _ }/SP‘Q (de + ﬁng)>
t

AT

TAT
+(1 =) ( / reHGl | 7 gr? ds>
t

JINT

AT
< 2B ( / MTHE (YR - YD) (dKT — ng))
t

AT
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Mais

TAT
9k </ e,\5+lLG(5) ()/q” — Y;P) (dK:l - d[(f))
t

ENT

< 2IE ( sup  eMHHEE (YR — ST (KT, — K7

INT<s<TAT

+ sup  eMTHOG) (P _ 5T (K%, — Kfm)) :

INT<s<TAT

Des étapes 1 et 2, on déduit que le terme & droite de U'inégalité tend vers zéro quand
n, p — oo. Ensuite, en faisant T'— oo, le Lemme de Fatou assure que

E ( / MHHEE Y —yP ] (Nds + nd@)) +(1-7)IE < / NG | g zr|? d5>
0 J 0O

tend vers zéro quand n,p — cc.
Par suite, I'inégalité de Biirkholder-Davis-Gundy permet de montrer que

E ( sup  eMTROG) yr YSP2> — 0, quand n, p — 0.
tAT<s<TAT
Une fois encore, en faisant tendre T vers Pinfini, le Lemme de Fatou donne
E ( sup M) yn YSPQ> — 0, as n,p — 00.
0<s<r
Par suite de (85), on déduit que
E ( sup |K7 — Kf]2> — 0, as n,p — 0. (4.5)
0<s<r
Etape 4 la limute du processus (Y, Z, K) est solution de notre EDSR-R généralisée
(7'757 -f’g?S> "

De (4.5), on tire Pexistence d’un processus non-décroissant K, { Ko = 0 ) sur
Iensemble {t < 7} tel que

E ( sup |K7 — K,

2
— 0, as n — oo.
0<s<r

. . _2
D’autre part, puisque lim, o [E(supy<se, MO [V~ 5,)7[7) =0,
onal,> S IPps. sur {t<7}.
Pour conclure la preuve d’existence, nous devons vérifier que

TAT
/ (Ys — Ss) dKy =0, pour tout T > 0.
)
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En effet, puisque Y, > S, P p.s. sur {t < 7}, on a

TAT
/ (Y, — S,) dK, > 0.
0
Mais,

TAT ThAT 9
/ (Y — §,)dK™ = —n/ (v = 8,)7) (ds + dG,) < 0

0 0

En passant a la limite sur n, on obtieut

TAT
/ (Y, — S,) dK, < 0.

0
D’ou
TAT
/ (Y, — Sg)dK, = 0.

0

Prewve de l'unicité

Soit {(Y:, Zy, Ki), 0 <t <7}et {(Y/, Z, K]), 0 <t < 7} deux solutions de 'EDSR-
R généralizée. Posons

{((AY;, AZ, AK), 0<t<7}y={(Y, =Y/, Z, - Z/. K, — K!), 0<t<r}.

Remarquons tout de suite que

(Y, = Y/) (dK; - dK}) < 0. (4.6)
Pour tout 0 <t < T, on a
“TNT
e)\(tAT)+/LG(tAT) ‘AKAT|2 + / e/\8+/LG(S) ‘AY;'2 (/\dS + /J/C{Gs)
TAT "
+/ ASHHCE) | A 72 ds
tAT
Thrr
— e/\(TAT)+;LG(TAT) ‘AYTAT‘2 + 2/ )\9+/1G AY (f(S, }/s Zs) (S, 7 ))dS +
tAT
TAT TAT
2/ MTHCINAY, (g(s,Y,) — 9(s,Y])) dG — 2/ eMTHEDAY, A Z dW,
tAT tAT

TNAT
42 / MO AV, AAK .
t

AT
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Grace a (4.6), un argument similaire a 'étape 3 permet d’obtenir
TAT

e/\(l,/\r)+uG(t/\T) ‘AYt/\T\Q + / e/\s+yG(s) ‘AY,,'Q (de + ﬂdGé)

tAT

TNt )
+(1 — 'yl)/ NTHES I A Z ) ds
t

AT
TAT

< AT FG(TAT) \AYTAT\Z _ 2/ eMTHEE) (AY NZdW) .

tAT

On en déduit que
E (e/\(tAT)-HLG(t/\T) IAYMT}Q) <IE (e/\(T/\‘r)-HLG(T/\-r) \AYTAT\Q) .
En faisant T — oo, le théoréme de la convergence dominée donne
E (Cx\(_t/\T)-HLG(t/\T) ‘AYMT'Q) -0

Il en résulte que AYia, = 0, AZ4, = 0. Par suite, on conclut grace a 1’égalité
tAT
AK, = AYy— AY, — / (f(s,Ys, Z)) = [(s, Y], Z0)) ds
0

tAT tAT
—/ (g(s,Ys) ~ g(s,Y)) dG +/ AZdW,.
0 0

4.3 Applications

Dans cette section, nous nous plagons dans un cadre Markovien et donnons & la
fois I'interpretation probabiliste du prix d’une option américaine, et de la solution
de viscosité d’'une EDP parabolique avec obstacle .

4.3.1 Une classe de processus de diffusions réfléchis

Soit b: RY — IRY, 0 : IRY — IR*? des fonctions telles que
1b(z) =02+ |o(z)—o(2)| < K|z —2|.

Soit © un sous ensemble ouvert connexe borné de IR?, tel que pour une certaine
fonction ¢ € CZ2(IRY), 0 = {¢ > 0},00 = {¢» = 0}, et |V4 ()| = 1, © € 9O. Notons
qu’en tout point de la frontiére z € 90O, Vi (x) est le vecteur normal unitaire orienté
vers lintérieur de 90©. D’aprés Lions et Szitman [38] (voir aussi Saisho [52], pour
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chaque z € O, 1l existe un unique couple de processus progressivement mesurables,
coutinu {(XZ,G7) :t > 0}, a valeurs dans © x IRy et vérifiant

Xf=za+ [Jb(XT)dr+ [} o(XZ)dW, + [ Vy(XT)dG?, s > 0
. (4.7)
G? = f[; LixreoeydGy, GT est croissant.

Nous rappelons quelques propriétés du processus {(X7,G?¥),s > 0}. Nous référons
le lecteur a Pardoux et Zhang |49)|.

Proposition 4.3.1. Pour chaque T > 0, il existe une constante C(T) telle que pour
tout v,z € ©

4).

(i) IE(SuPogng |Xf - X7 ‘4 < C(T)|$ —z

(i) B(suppeser |GZ — GT |1 < O(T)|z — 2'|1).

De plus, il existe une constante C(p) telle que pour tout (t,x) € IR, x O,
IE(|GFIP) < Cp) (1 + )", et pour chaque p, t > 0, il exsiste C(u, t) telle que pour
tout w € O, IE (eM7) < Cu,t).

Pour tout (t,z) € IRy x O, {(X’® G4%),s > 0} désigne Punique solution de
I'EDS rélléchie

{ X0 =g 4 [P0(XE)dr + [7 o (X0)YdW, + [ V(X dGEE s > 0
GU = [ 1 xreoydGE®, G4 est croissant.

(4.8)
Fixons T' > 0. Supposons que les données (£, f, g, S) de 'ESDR-R généralisce sont
de la forme :

=X, f(soy,2) = f(s, X7 y,2), g(s,y) = q(s, X" y), S5 = h(s, X[7).

avec f € C([0,T] x © x R4 1R), g € C([0,T] x © x R; IR), I € C(6,1R) et ayant
au plus une croissance polynoriale. h € CY3([0,T) x R%; IR)

hit,z) < K(1+|z|P), t€[0,T], z € IR
Supposons de plus que h (7T, z) < I(z), z € IR% Pour chaque ¢t > 0, notons par

{Fi t < s <Tj}lafiltration naturelle du monvement Brownien {W, — Wy, t < s < T},
augmenté des P-nuls ensembles de F. D’aprés le Théoréme 4.2.1, pour chaque
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(i) Yo = UXGT) + [ flr, XE Yo Z6mydr + [ g(r, X07, Y, 5)dGLe

— [l Zbaw, + Ky — Kb 1< s<T

(i) Yoo > h(s, X37), t <s<T

(iii) (] |20 dr) < +o0. (4.9)

(iv) K'Y cst un processus croissant tel que Ky = 0 ct

[ SV = s, XE))dR T =0

Etendons Y%, Zb% K5 pour tout s € [0,7] en posant V5% = Y;"*, Zb0 = 0,
Kb =0 pour tout s € [0, {]

4.3.2 Prix d’une option américaine revisitée

Considérons I'équation (4.9). A la lumicre de Cvitanic et Ma [16], la diffusion
(4.7) décrit la dynamique du prix d’un actif financier ayant une réflection dans © : le
sous ensemble ouvert connexe, borné de IR specifié plus haut. La diffusion X affecte
la richesse de l'investisseur représentée par le processus Y mais, cet investisseur n’a
aucune influence sur la diffusion .X. Le but de Dinvestisseur est de maximixer ses
revenus donnés ici par :

0 (4
E(R(t,6,)] F:) = IE{/ f(T,Xﬁ’I,W’I>Zﬁ“C)d"+/ gr, X3", Y, dGL
t t

+h(8, Xy") o<ty + X7 Loy | Fo}

pour tout temps d’arrét 6 a valeurs dans [t,T].
Le théorcme suivant est analoque & celui de Cvitanic and Ma [16].

Théoréme 4.3.1. Soit (Y*, 7% K'%) une solution de ’ESDR-R généralisée (4.9).
Alors, pour chaque t € [0,T], il existe un temps d’arrét opitmal donné par

6, =inf {t <u<T, V5 = h(u, X;)} AT
tel que

E(R(t,8,) | Fo) = Y"® =ess sup IE(R(t.6) | F).

eEM(L.T)

o M (t,T) est ’ensemble de tous les temps d’arrét o valeurs dans [t,T).
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Preuve
Pour tout 8 € M (¢,7T), on a

0 G
v = v [ iz [ X vindGy
t t
[
—/ ZEE AW, + ]((f),,a: — Ktt“r. (4.10)

t

D’autre part,
tax o tx t,x
Y@ = h(@t,X@ )1{(3}<T} -+ l(){T )1{§,:T}‘

Puisque Y,"" est déterministe et K ;7”” = Kf‘l, il vient
b 0
vie = By [ sz s [ g X veacy
t t
o tx t,x
+h(9t,/‘(§t >1{§,<T} + Z(XT )1{0::7} ‘ ff} .
De (4.10), on déduit également que pour tout § € M (¢,17),
0
v = {Y(;‘” + / flr, X0 Y00, 2% dr
t
0
+/ g(r, Xp7 Y 5)dGye + Ky — K| ft} |
t

Mais K"* est croissant et

Yt = ¥y ey + ¥y Ly

> W6, Xy") eery + UXE) Lory- (4.11)
Donc
0 0
vz m{ [ vz [ty
t t
+h(6, Xy ) oery + UXP ) o=y | Fi} .
Ainsi

Y/ " =ess sup IE(R(t,0)|F) N
feM(t,T)
Proposition 4.3.2. Soit (Y"*, Z" K"") une solution de ’EDSR-R généralisée
(4.9). Alors la prime (“uppper price” : le priz mazimum quec Uinvestiseur devra
payer) est Yy.
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Preuve
Posons

V(t) = ess sup E(R(t0)]F),
9EM(L,T)

V(0) = ess sup IE(R(0,0)).

0EM(0,T)
Pour tout t € [0,7], on a (en supprimant les inscriptions en exposant %)

t t ‘
K +/ fr, X Yo, Z,)dr */ g9(r, X, ¥,)dG, = C + / Z,dB, — K,.
0 0

v

Puisque K est croissant et IE (1 | F;) = 1, le terme de droite est une supermartingale,
ce qui implique que le terme de gauche en est une. Ainsi pour tout temps d’arrét a
valeurs dans M (t,T), on a

t t
}'L + / f(/r7 X7‘~, }/‘r‘v ZT‘)dT + / g(Tv JYTW )/7>{iGT'
0 0

[’ [’
> IE(Yw | rexeyezoar+ | g(r,Xr,de,,yft),
0

0

Par suite,
0 6
Y > IE{Y(;+ f(T7X7'7)/raZr)dT+/ 9(7'>Xr,Yr)dGrft}
t t
6 [4
> IE{ | sy ziar = [ o X, v,
t t

+h(9, X9)1{9<T} + Z(XT)l{QZT}l ‘7:¢} )

Par conséquent Y; > V(t), V t. On déduit alors que Yy > V/(0).
Inversement, soit (Y, Z, K) unc solution indistinguable de notre 'EDSR-R général-
is¢e . Soit N

o =if{0<u<TY,=h(u,X)} AT

un temps d’arré optimal. De la définition de GAO on a 750 > Y, pour tout 6 €
M{(0,7T). En vertu du Théoréme 4.3.1, on sait que

Ys >ess sup [E(R0,0) =Y.
! 0EM(0.T)

Ainsi

Yo > V(0) > Y,

la preuve est compléte. W
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4.3.3 EDPs paraboliques avec obstacle et condition de Neu-
mann non linéaire

Considérons le probleme d’obstacle suivant :
min{u(t, z) — h({, x),
_% (t1 .’L') - (,CU) (ta 'I) - .f(sﬁ I, u (tv T) ) (vu (tz I))* g (f7 1}))} - 07
(t,z)e [0, T] x© (4.12)

Pu(t,z)+ gt o, u(t,x)=0, (¢ z)€ [0, T] x 900

uw(T, v)=1(z), 1 €0,

ol
1 ¢ . 024,0 d Do
(ﬁcp) (t, J«) = E zjz_l (O'O' )ij (t, L) m (f‘ 17) + Zzzlbz (t’ Jj) axi
et au point z € 00
d
N O

Pour la suite, nous rappelons la notion de solution de viscosité d’une EDP ( voir
|14)).
S (d) designera ensemble d x d des matrices symmetriques non-negatives.

Définition 4.3.1. Soit u € C ([0, T] x ©)et (¢, z) € [0, T] x ©.
Notons P>Tu(t, z), le “ surject parabolique” de w au point (t, x) lensemble de
triplets (p, q, X) € IR x IR* x S (d) tels que

u(t,y) < u(t, @) +p(s—6+(q y—r)+%(/\’(y—m),y—$)

to(ls =t + |y — af).

De la méme maniére, nous notons par P>~ u (t, z) (le “sousject parabolique” de u
au point (t, 2) Uensemble des triplets (p, q, X) € IR x IR* x S (d) tels que

ulty) 2wl @) bpls =0+ (g y -+ 3 (Xy-2)y—2)

+o(ls =t + |y — =)
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Définition 4.3.2. Soit u € C ([0, T) x ©)tel que u(T. z) = l(z), = € O.
(a) w est une sous-solution de viscosité de (4.12) si pour tout (p, g, X) € P>Hu(t, r)
et en tout point (t,x) € [0, T] x © tel que

w(t, ) > h(t, x),

on a

-p— %TI‘((UU*) (t, 2)X)— (b(t. z), q) — f(t, =, ul(t, x), go(t, x)) <0, 2 € O

min (—p — 177 ((00*) (¢, ) X) — (b(t, z), q) — f(t, =, u(t, z), go(l, x)),
(qu(t, ), q) + g(t, z, u(t, 7)) <0, x € 9O.

(b) u est une sur-solution de viscosit¢ de (4.12) si pour tout (p, q. X) € P u(t, x)
et en tout point (t,x) € [0, T| x © tel que

u(t, z) > h(t, z),

—p— %T’r((aa*) (t, 2)X) — (b(t, x), q) — f(t, z, ult, z), go(t, x)) >0, x € O
max (—p — 3T ((007) (t, ©)X) — (b(t, x), q) — f(t, z, u(t, z), qo(t, x)),

(qu(t, ), q) + g(t, T, u(t,z))) >0, 2 € 0O.

(c)u est une solution de viscosité de (4.12) siw est @ lu fois une sous-solution et une
sur-solution de viscosité.

Définissons
u(t,z) =Y, (t,z) €0, T| x O, (4.13)

u(t,x) est une quantité deterministe puisque Ytt’I est wesurable par rapport
a la o— algebre o (W, =W, ¢t <7) . Des calculs standards sur les EDSRs et la
Proposition 4.3.1 permettent d’obtenir la Propositin ci-dessous.

Proposition 4.3.3. La fonction v satisfait :
(@) u(t,z) >h(t,z) ¥V (t, ) €0, T] x ©
(b) sup,eplult, z)l <C(1+|z|) Viel0, T)
(c) ueC ([0, T]x0O),

avec C > 0 une constante independente de ¢ et x.

Le résultat principal est :
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Théoréme 4.3.2. La fonction définie par (4.13) est une solution de viscosité de

(4.12).
Preuve
Pour chaque (¢, ) € [0, T] x ©soit (Y,", ZL%) une solution de 'EDSR généralisée
T
v = a0 [ e A s [ oo X
—/ ZEEdW, + K5 — KLY,
ou

n,r

Kb = / (Y2 — hr, XE7)) " (dr + dGET).
0

En vertu de Pardoux et Zhang [49], u, (t, ) = y! f est une solution de viscosité de
’EDP parabolique ; pour tout (t, z) € [0, T] x ©

B (¢, @) + (Luy) (L 2) + fuls, 7wy (Lox), (Vua (L, 2)) 0 (t, 3)) =0,
(t,2) € [0,TI x ©

min (% (t, ©) + (Lup) (t, ) + fuls, z,u, (8, 2), (Vug (¢, 2)) o (t, 1)),

Cun (6, @) + g (8, T, uy (8, 2))) <0, (¢, 2) €10, T] x 90,

u, (T, z) =1 (x), z €6,

(4.14)
avee fuls,7,9,2) = f(5,2,,2) + nly — h{6,2))" et gals, 7, y) = g(s, 7, )+ nly—
h(t, z))~. On peut montrer cue

YiE - YEEh), v (t ) €0, T) x ©,

1,8

lun (1, ) — u(t, 2)]* < IE( sup

t<s<T

On en déduit que pour chaque (¢, z) € [0, T] x ©
un (¢, ) Tu(t, ©) as n — +o0.

Puisque u, et « sont continus, le théoréme de Dini assure que la convergence ci-
dessus est untforme sur les ensembles compacts. A présent, montrons seulement que
u est une sous-solution de (4.12). Par le méme argument, on peut montrer que  est
également sur-solution de (4.12).

Supposous que (¢, x) satifait u (¢, 2) > h(t, ), et soit (p,q, X) € P*Tu(t,z). Par
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un argument similaire au Lemme 6.1 dans [14], il existe des suites
(tnys Tn,) € [0, T] X IR, (Pn,: @n,» Xn,) € 772'+'u,nj(tnj, Ty,) such that
(tn]'v $7l>/’u71j(tn]7 In])7 Dn, s Qn]»Xn,,) — (t, z, u(t, z), p, ¢, X)
quand j — oo.

Si z € 0, alors, pour tout j

1 . ,
~Pn, — §T7 (UU (tn]y QEn])Xn]) - (b(tnj, Inj)a an)

_f(tnja Inj, un]-(tnjy Inj)a ana(tnjv ‘Tn,))
< (U, (b, Tny) — Bt 20,)) 7 (4.15)
Puisque u (t,z) > h(t,z) et u, converge uniformement sur les ensembles compacts,

il existe j suffisamuent large tel que ., (tn;, Z.,) > h(ty,,, 2y,). De (4.15), on déduit
que

-D - %T’ ((UU)*(t’ l)X) - (b(ta 17), Q) - f(ta z, u(tv I), qo (tv I)) S 0.
Si z € 00, de la méme manicre, on obtient
min (~p — 377 ((007) (t, 2)X) — (b(t, x), q) — f(t, 2, u(t, z), go(t, x)),

(qy(t, @), q) + 9(t, z, u(t, x))) <0.

La preuve est compléte .
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Chapitre 5

Homogénéisation des EDPs a
coeflicients discontinus via les EDSRs

Nous présentons un résultat d’liomogénéisation pour les EDPs sémi-linc¢aires
dont les coeflicients sont non périodiques mais admettent une limite au sens de
Cesaro. Dans un tel cas, les coeflicients limites peuvent admettre une discontinuité.
Nous adoptons uue approche probabiliste basée sur la convergence faible dans la
S-topologie des solutions des EDSRs correspondantes.

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous ¢tudions le comportement asymptotique de la solution v*
de ’EDP

%E(t, Ty, Ta) + L5(xy, x)v (b zy, 22) + f(21, 22, v°(E, 1, 22)) =0

(5.1)
v (0,71, T2) = H(z1, T2),
ou
o? o?
e/, Y 2 I -1 - .
E (£1, 3/2) = (l()()($17 J’JQ)a—g:? + 2¢ ai(j(l], .’I;Q)m
82
7‘" r' k) a. A + bl b —7
+CL1J(~F1 x:z)aflf‘zial‘gj (Il I2>a$2

15k 2 N iq = 4

Aoy = 5 D imy ¥is Gi0 = 3 Zi:j Tijpi), @ = 3007

Le générateur infinitésimal £° est associé au IR x IR%-processus de diffusion (z,'%. a7°)
(voir Krylov et Khasmiuskii |35]).

I
~
m
I
=)
—_
J—
o &
AS)
P
[ =)
-
o
1y
“ b
m
S—
QU
~
-
o

(5.2)
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ol ;rt ¢ est la composante rapide de réccurrence nulle, ¢ (resp. o) est & valeurs dans
IRF (resp. IR™** et W est un IR*-brownoien standard a composantes indépendantes.
Les coefficients de £° sont non périodiques mais admettent une limite au sens de
Cesaro. La fonction f est définie sur IR, x IRYx IR et & valeurs dans IR. Pour ce faire,
nous utilisons la convergence faible de PEDSR correspondante dans la S-topologie.
Le reste de ce chapitre est organis¢ comme suit : Dans la section 2, nous don-
nons les hypothéses, précisons davantage le probléme et donnons quelques résultats
préliminaires. La section 3 est consacrée & I’étude de la convegence des EDSRs corre-
spondantes. Ce qui permet de déduire le comportement asymptotique de la solution
faible de I'EDP.

5.2 Hypothéses et résultats préliminaires
Soient X' = ex}'®, XP¢ = xP° YF = 4, (5.1) est connectée au systéme
Progressive-Rétrograde

th’s =e€ex, + fot <,0(X

1, e

, X2 dW,

£

XD =g+ [ib(X, X29)ds + [ o(X25, X2€)dW, (5.3)

E

YE= H(Xp% Xp9) + [T f(55, X2 ¥e)ds — [ ZedMY”
ot MY est la partie martingale du processus U¢ = (Xb¢ X2¢)
Sous de bonnes conditions, la solution unique (Y, Z¢) de (5.3) est FY _adaptée.
Soient b(x), x2), a(x1, T2) and f(x1, z9, y) le coefficients moyens définis de la
facon suivante :

(pb) " (x2) (pb)”(x2)

b(zy, 33) = m1{11>0}+ﬁ1{m<0}7
+ Io T2
ﬁ(l‘l,l‘g) = %1{z1>0}+%1{$1<0}’
[, 20, y) = %1{11>0}+%1{m<0}7

ol p(xy, x9) ™' = %ZLI ©2(z), T2) et pour toue fonction K € {pa, pb, pf} K+, K~
désigne la limite au sens de Cesaro (2 préciser plus tard). Il est important de remar-
quer queb, @ and f sont discontinus en x, = 0. Notre objectif est de montrer que v¢
converge vers un certain v qui est solution de PEDP ” moyennisé¢’de type :

av(t 21, o) + L(wy, x)v(t, 71, 22) + f(21, T2, v(t, T1, 72)) =0

v(0, 21, z9) = H(zy, x2)
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En gardant bien & lesprit la représentation ve(t, ) = Y, nous montrerous seule-
ment que Yy converge vers Yy, ou le processus (U = (X', X?), Y, Z) est solution de
I’EDS progressive-rétrograde

Ur =g + [y b(U,)ds + [, T(U,)dW,

Yo = H(XE X3) + [TT(XL X2, V)ds — [T Z,dMP.

avec a = 00 *.

1
2

5.2.1 Hypothéses

Dans toute la suite, nous supposerons que les coefficients vérifient les conditions

(A), (B) et (C).

( A1) La fonction b est Lipschitz coutinu en (zy, x2) et, pour chaque z, ses dérivées
en z, jusqu’a l'ordre 2 sont des fonctions bornées et continues de .

( A2 ) 1l existe des constautes positives C, Cy, Cs telles que

(1) Cy < aplxy, z2) < Cy

(1) S0 lau(@y, x2) + b3 (z1, 22)] < Cs(1 + |z2]?)

( B1 ) Notons par convenence :p(zy, T2) = ago(z1,, z2)~! et supposons que p(z), T2)

admet une limite p* au sens de Cesaro :

T

1
pE(z) = lim — p(t, zy)dt
r]—Eoo .’]}1 0

uniformement en z, € IR%. De plus

)

1
D, p*(x3) = lim — D,,p(t, zo)dt
T1—%o0 Ty

xz

. i 1 R
Di2pi<gj2) = I11—1};100 ; Di2p(f, xp)dl
g 0

D, u, ngu désigne respectivement le vecteur (D, u,...D
trice des dérivées secoudes en z, de wu.

U, ..., Dy, u) et la ma-

T2+

(B2) Fori=1, .....d, j =0, ..., d, les coefficients

pbi, Dz, (pb;), D12:2 (pbi), paij, Dry(pai), DZ‘LQ (pai;)
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admettent des limites au sens de Cesaro. De plus, pour toute fonction k(z;, T9) €
{Pbi, Dy(pbi), D, (pbi), pasj, Day(pas;), D3, (pai;)}, nous notons

Tl _ : L[
K (zp) =limy, g o [ K(E @2)dt, k™ (22) = lim — k(t, zo)dt.
*1 r1——00 1 Jy
k= (21, 22) = k7 (22) 1z 50) + b7 (22) Lz <o),
et supposons que
(B3)
I A
. E(t, z0)dt — k= (z1, 23) = (1 + 22D a(zy, 22),
1J0

ol « est une fonction bornée telle que

lim  sup |a(z, 22)] = 0. (5.6)
|z1|—00 a:zEIRd

(C1) II existe des constantes positives Cy, Cs telles que les fonctions H, f a valeurs
dans IR vérifient

(l) <y - ylv f(xla Ia, y) - f(‘rla Iy, y/)> S C4‘y - y,IQ

(ii) |H (21, 22) 2 < Cs(1 4 ) + |y]?).

2| f (a1, 22, ¥)

(C2) pf admet une limite au sens de Cesaro et satisfait
(pf) (@1, 22, y) o= () (@2, ) gers0y + (0F) (@2, ¥) 1 <o)

1 T2 .
- p(t, 32) f(t, T, y)dt — (pf)F(z1, 22, y) = (L + |za|* + [y[) B(21, 22, ¥)
1 Jo

ou [ est une fonction mesurable et bhornée telle que

lim sup |B(z1, x2, y)| = 0. (5.7)
[z1|—00 (Iz,y)EIRdeRd

(C3) Pour chaque z(, pf admet des dérivées d’ordre 2 en xo uniformement en y.
Toutes ces dérivées sont bornées et vérifient (C2)
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5.2.2 Résultat préliminaire

Sous les conditions A ct B, Khasminskii et Krylov ont montré la convergence de
IEDS. Plus précisement, ils ont ¢tabli le théoréme suivant :

Théoréme 5.2.1. (Khasminskii and Krylov [35])

Supposons que les conditions A et B sont satisfaites. Supposons de plus que I’EDS
limite dans (5.5) admet une solution faible unique. Alors, le processus U¢ = (X1¢, X%€)
converge en loi vers le processus U = (X1, X?).

Lemme 5.2.1. ( Khasminskii and Krylov/35]) Supposons que la fonction (x,, xa) —
f(z1, 22) - IR x IR* — IR est borel mesurable et satisfait

|[ (1, 22)] < C(1 + |zo]¥).

Supposons que
1 I ,
Pz, ) = r_/ f(t, zo)dt = (1 + |zoM)a (), 29),
T Jy

ot la fonction o satisfy (5.6). Désignons par u. la solution du probléme

. T
Diluf(.r,l, To) = f(—g—l, z9); u(0, z9) = Dy u (0, o) = 0.

Alors

Dy ue(xy, x2) = z1(1 + }xgjk’)a(?l, T9), ue(Ty, 1) = 23(1 + |x2\")a(§, Tg).

St de plus, pour chaque x1, la fonction F' admet des dérivées d’ordre 2 continues en
o et satisfarsunt

D, F(zy, z2) = (1+ |w2|k)a(a:l, Tg), DigF(zl, z2) = (1+ !xg\k)a(;rl, Ta),

alorts, les dérivées en o de la solution vérifient :

N T
Dpuc(zy, ©3) = 231+ \.7;2]"’)04(?1, T2)
9 3 X
D uc(wr, 2) = (1+ lf'z[k)a(?lv 2)
) T
D, Dy u(xy, zo) = xi(1+ |m2|k)a(?l, Ta).

Nous en déduisons la conséquence suivante,

93



CHAPITRE 5. HOMOGENEISATION DES EDPS A COEFFICIENTS
DISCONTINUS VIA LES EDSRS

Lemme 5.2.2. Poury € IR fizé, notons V=¥(xy, x2) la solution de U'équation :

x T -
am(?l, 22) D2 u(zy, 29) = f(;l za, y) — flxy, 29, y), w(0, zo) = D, u(0, z9) = 0(5.

Alors

x
Drlvs’y<$1. 332) = .T](l + ’1'2}2 + ‘y|2>/3(?1, Zg, y) — l‘](]. + !]72|2)’I7l(.’]71,’ T, y)

et pour toute fonction
I\’E’y<;171, Tg) < {Vvs.y<$1’ .732), DIQVE’y<.I‘1, .I'Q), Dizvf‘y(.rl, $2) DTIDIQV <$1, .I‘Q)}
on a

- : z
K¥(xy, @) = af(L+ @l + [yP)B(=, 22, y) — 27(1 + |22*)m(zy, 22, y)

%ﬁf—g)ﬂa( , Ta) et afzy, To), B(x1, T2, Y)

sont des bonctions bornées pouvant varier dune lzgne a une autre et sotisfuisant
respectivement les propriétés (5.6) et (5.7).

ot nous avons pos€ m(xy, Tq, y) =

Preuve Pour tout y fixé¢, posons

1 1 B t t
F(—, x0,y) = — p(—, —, Ty, Y)dt
(T z2,y) = ~ /ﬂ Pz, 22)9(2. 72, 9)

Iy

ot g(&, z3, y) = (&, 73, y) — f(x1, 22, y). Pour z; > 0, on a

Il

T 1 t t
F(ﬁ 9, Y) o p(2s 22)f (2, 22, y)dt = (pf)" (22, v)

0

) ey - Py L / TRy

p*(rq) ) €
= (Ll WA 2 p) - () 0) 1= / ‘pg,mdt}
+ -
= (1+‘1‘2'2% ‘y‘ ﬁl ? To, Y ) 1+|T ‘ )%Qﬂ%,iEg)

Puisque, D\ V&¥(x1, 2p) = 71 F (%, 29,y), on deduit le résultat pour Dy VEY(xy, 22).
Ensuite en intégrant, on obtient

VoV ) = 231+ [af + [y]) ((5)2/5 Lt o, y)dt)
i) 0

]

- [l W) a2 y) (20 [F a(t, z
— (14 |zo]?) P () (<331) A taq (t, 2)dt>
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On montre aisement que,

ay £

T £ 2 T € s
8(—17 T2, U) = ( )2/ fﬁl(ta T, y)dt‘ a(jl'z IQ) = (_)2/ t@(t, IQ)dt
£ Xy 0 3 Xy 0

~
{

vérifient respectivement (5.6) et (5.7). Pour z < 0, la preuve est identique au préeé-
dent. Les résultats pour D, V=¥(xy, x5), D2 V¥ (xy, 2) et Dy, Dy, Vo¥(xy, 22)
sont obtenus par un argument similaire.

5.3 Convergence des EDSRs

Nous étudions la convergence de la suite dans le sens de la topologie de Jakubowsky.

T ‘X'lye ) T
Vo= HOGS X3+ [ fEE X v - [zt 69)
t

t

Posons M; = jtF ZedMY* . Le résultat principal est

Théoréme 5.3.1. Supposons que les conditions (A), (B) et (C) sont satisfaites.
Supposons de plus que UEDS limite dans (5.5) est faiblement unique. Alors, il existet
un ensemble dénombrable D C [0, T tel que pour une sous suite,
(YF, MY 22 (v, M) Vie D
Preuve
Rappelons tout d’abord que pour tout £ > 1, on a

suplE < sup [

0<s<t

XoePk g Xf‘sl%]) < +00. (5.10)
Etapel : estimations apriori sur (Y€, M¢). Par la formule d’[t6’s formula, on a

T
Y [ 1z,
t

l.¢e
XS
fa

)

T T
= H(XES XE)P 12 / (ve, fR e yeyyds — 2 / (e, Z2dMY"Y,
t t

e

T T
c . 5 X .
< [HOGS XEIP 4 @) [ vePds e [ 1907 X2 0pds
t t

T
- 2 / (Ye, ZedMUT).
t
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Il $’en suit que
E (Ve + [ 1257 M),
<B(HOGS X312 + B (7155, X2e, 0)ds)

+(2K + 2 (f) ¢ [2ds) .

Le lemme de Gronwall permet alors de déduire que

le
s

)
E (Y72 < C(K, 1, T)E (H(X%’i Xz [

c

 XEe 0)|2d5> (5.11)
Ce qui conduit a

IE (/ Z ”%)

l

< U, 0 T (|HXE X2 + [ L OPas). ()

En combinant (5.12) et I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy et modifiant C'(K, ¢, T')
s1 necessaire, on déduit

, 4 T Xhe ,
i sup v} < ot o T (Jone, xp e [T X2 o))

0<t<T 70

Ainsj,

T
IE(p e | Zs|2d<MU5>s)
0<t<T ¢

T s1,e
< ot T (10, X3+ [ 1
0

X2 0)%)
En vertu de la condition (C1) et (5.10), on obtient

T
supIE ( sup |ny2+/ \Zf.|2d<MU€)S> < C(K, t, T) (5.13)
t

c 0<¢<T

Etape2 : Tensionde la suite (Y, M®). 1l est ais¢ de voir que

T Xl,s o
cwmgm(sup Yﬂ)wﬂ( | e opas).
1]

0<t<T

<
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Par conséquent,

sup {CV(YE) +1E ( sup |Yi|* + /T |ZEPd( MY >S> } < +00. (5.14)

5 0<i<T

Etape 3 : Convergence. En vertu de (5.14), la suite (Y, M*) est tendue et il existe
un ensemble dénombrable D et un processus (Y, M) tels que pour une sous suite,
on a pour tout t € [0, T|\ D

LY, M [IP) — L(Y,. M, |IP)
Admettons pour I'instant le résultat suivant :

Lemme 5.3.1.

sup
0<t<T

t XLE _
/ (f( . 7X3155 YE)—f(‘X':‘E’ X.EYEv Ysﬂ) ds
0 £

converge en probabilité vers zéro quand e — 0.

Par passage a la limite dans 'équation (5.9), on obtient grace au Lemme 5.3.1
Y, = / fXL X2 YV )ds — My — M, (5.15)

Etaped : Propriéte de Martingale de lalimite M. Notons U = (X!, X?) et FUY,
la plus petite filtration admissible et compléte générée par U, Y. Nous devons mon-
trer que M est une FUY | IP-martingale.

(Ye, M?) est FU -adapté. Puisque M est une fonction de Y, U, ( pour s < t); il est
EU’Y-ada,pté. Dés lors, en combinant les estimations uniformes de I’étape 1, avec les
Lemmes 5.3.2 et 5.3.3 de 'appendice, on déduit que M est bien FYY | IP-martingale.
Etape5 : Identification delalinite. Soit (Y, Z) la solution unique F -adapté de
I’EDSR

T T
yt:h(UT)+/ f(s, U, );)ds—/ Z,dM?
t

avee IE(bup0<,<1 Y|+ fo |Z,|2d(M),) < oo. Comme Y est F/ -adapté, il est

¢galement ft Y_adapté. - o
D’autre part, le Lemme 5.3.3 dans 'appendice assure que Y, et M, sont de carr¢
intégrables pour chaque ¢ > 0. L’inégalité

T
IE (/ (Y, dMQ) <IE ( sup |Y|? + (W)T> < oo
0 0<t<T
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permet alors de conclure que [0[ ‘ (Y,, dM,) est une martingale de carré intégrable.
A présent, posons M, = fo ZdMV . La formule d’It6 donne

E(Y,-Y]})+E(M-Mlp—[M-M])

o ([ YLV i, U V) - Ts. U, ) )

T
< 2CIE (/ Y, — 75|2d5) 4
t

Par le Lemme de Gronwall, on déduit que Y; =Yy, IP — p.s et par suite M = M.

5.3.1 Preuve du Lemme 5.3.1

Nous adaptons 'argument utilis¢ dans Pardoux [50] ou encore dans [51]
Posons

) Xl € ) _
AXLS, X2 ve) = (22— X222 YE) — f(XLhe, X2e v,

S

Montrons que pour tout 0 < s <T

t
/ h(XLE, X2 YE)ds

J 0O

tend vers z¢ro en probabilité quand ¢ tend vers zéro.

Soit ¥, ..., ¥V la famille de fouctions définies sur [0, 7] vers IR telles que pour tout
§ > 0, Pensemble A, = MYy {pu{0 < s <t: |V —y* >0} >0} satisfait P(A:) <
6. Posons A = UY_ B, ot Bf = {p{0<s<t:|VE—yk[ >4} <6}. On peut
supposer sans perte de la généralité que supp(h) = IR? x [=M, M]. Posons Ky =
SUPIRY, Cyp ag \h(zy, z2, y)| et w(d) le module de continuité de la fonction A sur son

troisi¢iue argument sur 'ensemble [-M, M]. On a

t t
/h('\’ X2 VEds| < /h()‘b , X2E YE)ds X1¢ X2 Y)ds 1
0 0
< L XPE Yt (s))ds Lp:
N t
+ / Wiﬁ X2 V)~ XS X2 M) ds 1
k=1 0
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] =

t
[ xze v - R 2 i) dsf g
k=1 0
N
' wle 2,€ € Ll 2,¢e .k
< Z / [h()(q 7)(S’ st)*h(As vaY Y (S)):\ l{‘yss_yk-(s)[gts}d«s 1Bi
k=1 0
N
: ~ L€ 2,€ € ~he 26 k
+ Z / [h()(is ’Xs N YS ) — h()(‘S ,/\S’ , Y (5))} 1{‘ch;yk(s)‘>§}d5 135
. 0

=~
l

< Zlg +2}(AIZ/L{O<S<[ ‘ —yé\>(5}13
< (®t+2KM6

Il s’en suit que

/}w , X2€ YE)ds
0

N t
gth+w@H2mw+Z:/h@Tgﬁﬂf@M5
k=170

Ainsi, en choisissant ¢ suffisamment petit tel que pour tout n > 0, tK 8 + w(d)t +
2K 6 < %, on obtient
N
> — .
2N )

P ( > ) < ZIP<

Pour achever la preuve, nous devons montrer que

L X2E R (s))ds

5‘ 1

t
/NMXS,XQEYE@
0

N

S (|f

=1

L
\’2 c, k(b))ds

n
>2N>

. . . k . , .
tend vers zéro. Pour ce faire, considerons V¥ )¢ la solution de I'équation (5.8). Par
la formule d’It6-Krylov, on a

3
VI OE (e XDy = VO ey ) 4 / X5, X2, 4 (s))ds
JO

OV (s)e

(X508, X2)ds
0z21

t 62 Vyk(s), £
+ /‘mﬂX}ixfﬂ——————

{
Xbe X3+ [ e, X2
0 39621572_7'( ‘ ) 0 il )

GVYt(e)e ) ) AV, )
- /f‘———%XiiXfﬂﬂXiﬁXiﬂ+————4X‘iX}ﬂ(X}?Xfﬂﬂﬁ
0 5561 0.’[2 )
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En vertu du Lemme 5.2.2, il est é¢vident que Yo, “(exy, 9) tend vers Zéro. Une
fois encore, du Lemme 5.2.2, on obtient

lvy Xl £ X2 6)
Xl €

IA

. [(1 HIXPR ORI X y’“(t))lJ

(pf) (Xﬂsv Y (t))|a(x'tl,57 th,f-:):l
pHX)

+ [(1+|X“
E

15

E g g X {(wwr?m( e Xf‘iy’“(i))}

(pf) (thy;asy‘(t))‘g(xf,s’XtQ,e)|j|
pH(X;7) <

S PP [<1 xR

Il s’en suit que

.l 1

1E< sup |VV e xle X2 )|> <K <6+ sup sup |3(=, 7% y)| + sup supl(y(?— T )).
0<t<T |z |> e (22, ) e’ ENENCED €
Puisque « et 3 vérifient respectivement (5.6) et (5.7), le terme de droite tend vers
zero quand e — 0.

De la méme manicre, on peut montrer que les termes contenant une intégrale ds et le
dernier terme tend vers zéro probabilité. On conclut ainsi que | fot h(X.S, X224 (s))ds|
tend vers zéro en probabilité. W

Corollaire 5.3.1. Y§ converge en loi vers Y

Preuve La convergence dans la S-topologic n’assure pas la convergence de Yy,
mais nous avons

H(X)PE X29) /f CX2E Y08V ds + M.

En vertu de la Remarque 5.3.1, on déduit que M5 converge en distribution vers
Dist

My, 1l en résulte que YE =% Y. De plus, comme Y$ et Yy sont déterministes,
YE — H(XL, X2) + fo FIXL X2 Y,)ds + My, quand € — 0.1

Corollaire 5.3.2. Supposons que les conditions A, B et C' sont satisfaites. Sup-
posons de plus que la matrice (flij)?,j:o est uniformement non-dégénérée. Supposons
en outre que pour toute fonction bornée infiniement difféerentiable H(xy, x,), U'équa-
tion

(f Ty, 3) + Ly, x)v(t, zy, 72) + f(21, T, v(t, 11, T2)) =0

v(0, 21, 19) = H(zy, x2)
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admet une solution unique bornée v(t, xy, T2) € Wr}'j,zoc- Alors, la solution bornée
v (t, xy, x2) € Elef‘l‘loc de UEDP (5.1) satisfait

limOUE(t, Ty, To) = v(l, Ty, T2).
£—

Preuve
C’est une cons¢quence immédiate de la représentation ve(f, x) = Y5, v(t, z) = Y,
et du Corollaire 5.3.1.1

5.3.2 Appendice : S-topologie

La S-topologie a été introduite par Jakubowski ([34]). C’est une topologie définie
sur 'espace de Skorohod des fonctions cadlag : D([0, T]; IR). Cette topologie est plus
fine que la topologie de skorohod mais présente des critéres de tension plus facile a
établir. Ces critéres sont les meémes que ceux de la topologie de de Meyer-Zheng
(139)).

Soit N*°(2), le nombre de “ up-crossing” de la fonction z € D([0, T]; IR) dans
un niveau a < b donné. Rappelons quelques résultats sur la S-topologie.

Proposition 5.3.1. ( critére de S-tension). Une suite (Y¢).5o est S-tendue si et
seulement si elle est relativement compacte dans la S-topologie.

Soit ((Y¢)eso une famille de processus stochastiques dans D([0, T); IR). Alors cette
farmille est tendue pour la S-topologie si et seulement si (||Y)elloo)es0 €t (NT2(Y))eso
sont tendus pour chaque a < b.

Si (Y, IP, (F;)e>0) est un processus dans D([0, T']; R) tel que Y; soit intégrable
pour tout t, la variation conditionnelle de Y est définie par

n—1
CV(Y) = sup > E[E,, — YL 7.
0<t1 <...<ty =T, partitionde [0, T i=1

Le processus est dit quasimartingale si CV(Y) < +00. Si1 Y est une Fi-martingale,
CV(Y) = 0. Une variation de I'inégalité de Doob (cf. Lemme 3, p.359 dans Meyer
et Zheng, 1984, ou Yr = 0) implique que

< % (CV(Y) +E [ sup I}ftlj|> :
te(0, T

E [N*(v)] < b—i—a (|a| LOVY) 4 B { sup |};|D .

t€[0,7T)

><+oo.

P | sup [Vi| =k
te(0,T)

Il s’en suit que la suite (Y).s est tendue si

sup |V}

>0 t€[0,7)

sup (CV(Y) +IE
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Théoréme 5.3.2. Soit (Y¢)csg une famille tendue de processus stochastiques dans
D([0, TT; IR). Alors, il existe une suite (ey), . py decroissante vers zéro, un processus
Y € D([0, T); IR) et un sous-ensemble dénombrable D € [0, T| tels que pour tout n
et tout (ty, .... t,) € [0, TI\D,

. .\ Dist
(O o Vi) P35 (Y s V2

Remarque 5.3.1. La projection :nr y € (D([0, T]; IR), S) — y(T) est continue
(voir Remark 2.4, p.8 in jokubowski, 1997), mais y — y(t) n'est pus continu pour
chaque 0 <t < T,

Lemme 5.3.2. Soit (X=, M¢) un processus rultidimensionnel de D([0, T}, IR?) (p €
IN*) convergeant vers (Y, M) dans la S-topologie. Soit (F;X Vi>o (resp. (F)i»0) la
plus petite filtration admissible compléte pour X© (resp.X ). Supposons que

sup, . & [SUPogth \]\[flz] < Cr VYT >0, M? est une FX -martingale et M est F~-
adapté. Alors M est une FX-muartingale.

Lemme 5.3.3. Soit (Y¢)..q une suite de processus convergeant faiblement dans
D([0, T; IR?) vers Y. Supposons que sup,.q IF [SUP[)gth \YE|?] < 4o00. Ainsi, pour
tout t > 0, E [supgeer |Yi?] < +00.
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Conclusion

Les résultats de nos travaux nous ont permi de donner des réponses positives
aux questions I, 2 et 8. Cependant, nous annoncons ici des travaux en cours qui
généralisent les résultats présentés dans cette thése.

1) Localisation des conditions de type stochastique : par exemple supposer l’existence
de processus 7(t) et u(t) tels que pour tout N € IN" et tout (y, 2, ', ') tels que
lyl, 1 =0 1271 < N onait

1

Sy, 2) = Ly D < vy = |+ un(t)lz = 21,

2) Homogénéisation dans le cas ou le terme nonlinéaire dépend du gradiant de la
solution

%(tv Iy, IQ) + Es(‘rla ‘I‘Q)]'/E(twrla :Ef_’) + f(‘T'lv Ia, vs(tv Zy, IQ)a V:Evs(ta Xy, 332)) = O

v:(0, 71, 22) = H(x1, T2),
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