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0.2 Résumé

Depuis son introduction par Pardoux et Peng (1990), ’étude des équations dif-
férentielles stochastiques rétrogrades (EDSR en abrégé) s’est développée durant
ces derniéres années. Nos travaux constituent un ensemble de résultats d’existence
et d’unicité des solutions de quelques types d’EDSR. Nous traitons aussi des ap-
plications de ces équations aux EDP et a la finance. Notre chapitre 2 concerne
les équations différentielles stochastiques rétrogrades multidimensionnelles avec ré-
flexion oblique dans un orthant et drift localement lipschitzien. Ensuite, toujours
avec un drift localement lipschitzien, nous montrons dans le chapitre 3 ’existence
et I'unicité de la solution des EDSR de type Volterra. Le chapitre 4 concerne une
classe d’équations différentielles stochastiques rétrogrades ou s’ajoute une intégrale
par rapport & un processus positif et croissant. L’existence et I'unicité de la solution
dans le cas réfléchi sur une barriére (processus aléatoire donné) sont établies dans
L,. En application, ce type d’équations nous permet d’étudier les EDP paraboliques
réfléchies avec condition aux limites de type Neumann non linéaire ainsi que leur
homogénéisation. D’autre part, nous obtenons des applications a 'option d’achat
ameéricaine.

0.3 Abstract

In this thesis, we study existence and uniqueness problem for three kinds of ba-
ckward stochastic differential equation (BSDE in short) and their connections to
partial differential equations. Firstly, we deal with multidimensional backward sto-
chastic differential equations with oblique reflection in a orthant and local Lipschitz
drift. The second result is devoted to backward stochastic nonlinear Volterra integral
equation with local Lipschitz drift. We also establish an existence and uniqueness
result in L, for the so-called reflected generalized backward stochastic differential
equation involving an integral with respect to an nonnegative increasing process
(RGBSDE in short) . Further, we give the link to an obstacle problem and homo-
genization of parabolic PDE with nonlinear Neumann boundary condition. We also
applied our result to america option pricing.
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Introduction

0.5 EDSR

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR. en abrégé) furent
introduites pour la premiére fois (la forme linéaire) en 1973 et en 1978 dans les
travaux de Bismut [14, 15] lorsqu’il étudiait 'équation adjointe associée au principe
de maximum stochastique en contréle stochastique optimal. Elle est de la forme

~dY, = [}/&Bs + Zs'Ys]ds — Z,dW,,0<s<T

Yr=¢.

Cependant, il a fallu attendre les années 1990 pour voir une théorie plus générale sur
les EDSR. Elle fut initiée par Pardoux et Peng [56]. On obtient alors une nouvelle

forme
_dY;' = f(S,Ys,ZS)dS - stW37 0 S s S T

Yr=¢

ou f le coefficient de dérive ou drift est une fonction nonlinéaire et globalement
lipschitzienne. Sa solution est un couple de processus (Y,Z). En effet comme la
condition aux limites est donnée a l'instant terminal 7', la présence du processus
Z grace au théoréme de représentation des martingales assure 4 Y d’étre adapté
par rapport a la filtration du mouvement brownien (W), . Depuis lors les EDSR
furent ’objet de plusieurs études; aussi a4 cause de leur connection & maintes do-
maines scientifiques. Par exemple en contréle stochastique optimal et en théorie des
jeux (voir Hamadéne et Lepeltier [34]); en mathématiques financiéres ou elles for-
malisent les fluctuations non linéaires des prix de 'option d’achat dans un marché
incomplet, (voir El Karoui et al. [26]); en mathématique physique ou elles donnent
une interprétation probabiliste des équations aux dérivées partielles (EDP en abrégé)
(voir Peng [63], Pardoux et Peng [57]). Notons que tous ces résultats ont été obténus
sous la condition classique de lipschitz global sur le drift. Cependant cette hypothése
n’est toujours pas satisfaite dans de nombreux problémes en finance. Exemple dans

1
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le probléme de valorisation de ’option d’achat formalisé par 'EDSR linéaire unidi-
mensionel

—dY, = [rY, + Zs05)ds — Z,dW,,0< s <T

YT:§,

r le taux d’intérét du placement et 6 le risque premum sont rarement bornés. Ce qui
ne permet pas d’avoir la condition de lipschitz. Pour palier cette insuffisance et coller
a la réalité, on suppose des conditions plus faibles. On peut citer les EDSR & coefhi-
cients non lipschitziens (voir Pardoux et Peng [58]), les EDSR a drift continu (voir
Hamadéne [32], Lepeltier et San Martin [43], N’zi et Ouknine [51], etc) et ceux a
"drift” localement lipschitzien (voir Balhali [4], [5], Balhali et al.[6], Hamadéne [33],
Aman et N’zi [2], etc). Par la suite, des contraintes rencontrées dans les modéles
économiques et physiques ont engendré ’étude des équations différentielles stochas-
tiques rétrogrades réfléchies. Leur particularité est que la solution Y est confinée
dans un domaine ou derriére une barriére stochastique. On en distingue trois types.
Les EDSR a réflexions normales sur des barriére qu’on trouvent dans les travaux El
Karoui et al.|25], Cvitanic et Karatzas [20], Matoussi [48], Hamadéne et al. [35] et
Zheng et Talay [69]; sous les conditions respectives de lipschitz global, de continuité
sur le drift et de temps terminal aléatoire. Celles & réflexions normales dans un do-
maine convexe sont dans les travaux de Gegout-Petit et Pardoux [31], Pardoux et
Rascanu [60], N’zi et Quknine [50] en dimension multlple Hamadéne et Ouknine
[36], Ouknine [52] , Essaky et al. [27], [29] avec un "saut”. Enfin on a les EDSR &
réflexion oblique dans un domaine convexe de la forme

Yi(t) = &+ / bi(s,Y (s))ds— Z / Zi5(8)dW+ Ki(T) - K(t)+Y / ris (Y ())dK ().

t B

(0.1)
motivée par son utilité en théorie des files d’attente et comme prolongement du
probléme de Skorohod dans un polyhedron convexe avec réflexion oblique (voir Sha-
shiahvili [67]). Elle est décrite dans les travaux de Ramasubramania [65] sous la
condition de lipshitz global et formalise un modéle de vente subventionnée. Parallé-
lement, d’autres classes d’équations différentielles stochastiques rétrogrades ont fait
leur apparution. On retiendra particuliérement deux d’entre elles.
D’abord les EDSR généralisées de la forme

{ —dY, = f(s,Ys,Z5)ds + 9(8,Y;)dG, — Z,dW,, 0< s < T
Yr = ¢

considérées dans les travaux de Pardoux et Zhang [62] comme une extension des
EDSR non linéaires classiques & cause de ’ajout d’une intégrale par rapport a un

2
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processus positif et croissant. Elles donnent une représentation probabiliste de la
solution des EDP paraboliques ou elliptiques avec condition aux limites de type
Neumann non linéaire. Ces travaux ont été prolongés par ceux d’Essaky et al [28]
qui ont étudié le cas réfléchi normalement dans le domaine d’une fonction convexe.
Ensuite on a les EDSR de type Volterra de la forme

E=Y(¥) +/t f(t,5,Y(s),Z(t,s))ds +/t lg(t,8,Y(s)) + Z(t,8)]|dW(s)  (0.2)

introduites dans les travaux de Lin J. [44] sous la conditon de lipschitz global. Ce
travail est le prolongement de celui de Hu et Peng [37] ou ’équation d’évolution
stochastique semi linéaire a valeurs dans un espace de Hilbert complet a été étudiée.
Tous ces travaux étant motivés par 1’étude des EDS de type Volterra (voir Berger
et Mizel [11, 12], Kolodh [39], Pardoux et Protter [59], et Protter [64]) et leur ap-
plication en mathématiques financiéres ( [24, 18]) et en mathématiques physiques
[12}.

0.6 Homogénéisation des EDP via les EDSR

Le but de la théorie de I’homogénéisation est de remplacer, lorsque cela est pos-
sible, un milieu décrit de facon microscopique par une approximation a une échelle
macroscopique. Autrement dit, cela revient i étudier le remplacement d’un milieu
fortement hétérogéne par un milieu homogéne, dont les propriétés caractéristiques
sont données par une moyennisation des hétérogénéités (voir I. Babuska [3] , A.
Lejay [42], etc).

Les enjeux sont bien entendu trés importants, car de nombreux milieux sont
donnés par leurs propriétés microscopiques (soul-sol, coeur de réacteur nucléaire,
matériaux composites, polyméres, etc) et les simulations numériques réalisées 3 ces
échelles sont souvent quasi impossibles. Par exemple, pour I’é¢tude de la diffusion du
pétrole dans un milieu poreux, ’échelle des pores est de I’ordre du millimétre, alors
que les réservoirs ont des tailles de 'ordre du kilométre. De plus, 'utilisation de
maillages adaptifs est souvent nécessaire pour faire face aux brusques variations des
hétérogénéités, ce qui augmente d’autant plus la puissance de calcul et la mémoire
requise.

Plus concrétement considérons u® et u les solutions respectives des systémes
d’EDP linéaires paraboliques suivantes:

% (t,z) + (Lfu) (t,x) + f(s,zuf (t,z), (Ve (t,1))" o (t,x)) = 0,

u (Tz) = g (),
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% (t,x) + (Lu) (t,x) + f(s,x,u(t,z),(Vu(t,z)) o (t,x)) =0,

u(T\x) =g(z),

ol (£f), est une famille d’opérateurs différentiels linéaires de second ordre dont les
coeflicients oscillent rapidement lorsque ¢ est petit et £ sa forme homogénisée. On
étudie le comportement de la quantité u® — u lorsque ¢ tend vers zéro. La méthode
probabiliste basée sur la formule de Feynman-Kac a été introduite par Bensoussan
et al [9, 10]. A cette époque (1978-1979) le cas non linéaire restait un domaine a ex-
plorer. Récemment (1990-1992) grace aux travaux de Pardoux et Peng |56, 57],Peng
[63] 1a formule de Feynman-Kac fut généralisée pour prendre en compte les équations
aux dérivées partielles semi-linéaires classiques. Cette étude s’appuie sur la théorie
des équations différentielles stochastiques rétrogrades. Par conséquent le probléme
d’homogénéisation de Bensousan et al [9, 10] est réduit & une question de stabilité
des EDSR. Ainsi de nombreux résultats d’homogénéisation et de moyennisation ont
été établis. On peut citer par exemple les travaux de Pardoux et Veretennikov [61]
dans lesquels le terme non linéaire est seulement fonction de la solution et non de son
gradient, les travaux de Kozlov [40] avec des opérateurs a coefficients périodiques
oscillant rapidement. Ensuite grace i la notion de solution de viscosité des EDP
semi-linéaires introduite par Crandall et Lions [17] et prolongée par Lions [46, 47] et
son lien aves les EDSR (voir Pardoux [54]) d’autres résultats d’homogénéisation des
EDP semi-linéaires furent énoncés. On a les travaux de Pardoux [55] o elle sont
paraboliques avec des coefficients & oscillations rapides et périodiques, des "drift”
singuliers et des coefficients singuliers en leur terme d’ordre zéro, ceux de Quknine
et Pardoux [53] avec les EDP semi-linéaires avec condition aux limites de type Neu-
mann non linéaire. Enfin notons que d’autres types d’homogénéisation furent établis
respectivement par Buckdahn et al [16], Gaudron et Pardoux [30], et Lejay [42] avec
des opérateurs de divergence.

0.7 Reésultats et plan de la thése

Tout au long de cette thése, nous établissons quatre résultats d’existence et d'uni-

cité des EDSR, puis une homogénéisation. Ensuite nous appliquons ces résultats aux
EDP semi-linéaires avec condition aux limites de type Neumann non linéaire et au
formalisme d’une option d’achat américaine.
Le premier résultat se trouve au Chapitre 2 et concerne ’existence et I'unicité de
la solution de ’EDSR a réflexion oblique (0.1) sous la condition de drift localement
Lipschitzien et étend le résultat de S. Ramasubramania [65]. Sa preuve utilise 'ap-
proximation du drift par une suite de fonction Lipschitzienne (b), ., vérifiant les
hypothéses de S. Ramasubramania [65] et 'étude de la convergence de la suite de
solution unique de 'EDSR 4 réflexion oblique associée a (£,b",R) .

4
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Le résultat suivant est I’existence et 1'unicité de la solution de 'EDSR de type Vol-
terra (0.2) avec condition de Lipschitz local en y sur le drift au Chapitre 3. IL
prolonge le résultat de Lin J. [42] et sa preuve utilise la méme méthode que le ré-
sultat précédent sauf que dans ce cas on impose a la constante de Lipschitz Ly de
satisfaire la condition

1

i 2L 2T =0,¥vT V0< 1.
N1—1>H-1|-oo(2LN+2L?V)N2(1_")exp[( N+ 2Ly)T] =0, >0etV0<ac<

Ensuite le Chapitre 4 examine le probléme d’existence et d’unicité de 'EDSR gé-
néralisée a réflexion normale sur une barriére et temps terminal aléatoire associée a
(r,£,f,9,S) suivante

TAT AT AT
Yonr = Yino + / F(5,YonZ)ds + / 9(,Y,)dG, — / ZodW, + Kong — Kone,
AT t t

sous les conditions standard des travaux de Pardoux et Zhang sur les coefficients
f et g. Sa résolution utilise ’argument de pénalisation habituelle. En application il
étudie le probléme d’obstacle des EDP paraboliques avec condition aux limites de
type Neumann non linéaire et un type d’option d’achat américaine.

Enfin le quatriéme et dernier résultat établit au chapitre 5, est ’lhomogénéisation
de PEDSR généralisée réfléchie précédente avec temps terminal constant et 'EDP
asociée.

Pour la bonne compréhension de tout ce travail le Chapitre 1 présente sous les hypo-
théses classiques des résultats d’existence et d’unicité des classes d’EDSR. étudiées
dans cette thése, la notion de solution de viscosité d’'une EDP et énonce le critére
de Meyer Zheng.
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étant un processus J;—progressivement mesurable,
(i)
d T
d((V,K),(00) =E (Z | a1+ e (K) dt) < +oo,
i=1 70

ol ¢ (g) est la variation totale de g sur [0,7] et § une constante fixée. On montre
aisément que (’I-Nt,d) est un espace métrique complet.

Définition 1.1.1. Soit (Y,K) élément de ’espace (ﬁ,d) et Z un processus F;—mesurable,
de carré intégrable. Le triplet de processus (Y,Z,K,) est solution de ’EDSR (1.1) as-
sociée a (€,b,R) si elle satisfait ’équation (1.1).

Théoréme 1.1.1. (voir Ramasubramania [65])

Supposons vérifiées les hypotheses (A1) — (A3) ; alors il eziste un unique (Y,K) € H

et Z un processus F,—mesurable, de carré intégrable tel que (Y,Z,K) solution de
I’EDSR (1.1) associée & (€,b,R) .

1.2 EDSR de type Volterra

Considérons I’espace probabilisé filtré complet précédent,

D={(t,;s) € R%; 0< ¢t <s<T} et Plao—algebre des Fyy,—progressivement me-
surables sous ensembles de Q x D. On désigne par M?(t,T; R¥) (resp. M?(D;IRF%)),
Pensemble des processus 4 valeurs dans IR*(resp. dans IR*¢) F,,,—progressivement
mesurables et de carré intégrables par rapport 4 P® A\; ® Ay, A étant la mesure
de Lebesgue sur [0,7]. | X| représente la norme Eucludienne de X € IRF et |Y| =
YTr(YY*) celle de Y € IR¥*? consideré comme une k x d matrice.

Pour terminer énongons les hypothéses liées aux données (€, f,g) de 'équation

T T
§=Y(t)+/t f(t,s,Y(s),Z(t,s))ds+/t [g(t,8,Y (3)) + Z(t,8)]dW (s). (1.2)

(B1) f: Q2 x D x RF x RF*? — IRF est P ® Bi/Bi~a mesurable et satisfait
(4) £(.-0,0) € M*(D;IR),

(47) il existe une constante K telle que
|f(ts.,2) = fts59, ) < K (ly — | + 12— 2]), Vy e R, o/ € R,
= IR,kXd, Z e IRkXd.
(B2) g: Q2 x DxIRF — IR¥*? est P ® By /Bxq mesurable et satisfait
{ (3) g(..,0) € M*(D;R")

(i) lg(t,5,9) — g(t,s9)l < Kly —¢/'|, ¥y, € RF,
(B3) £ est un vecteur aléatoire k—dimensionelle de carrée intégrable Fr—mesurable.

9
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(A2) b:[0;T] x Q x IR* — IR? est une fonction bornée mesurable telle que
(i) pour tout y € IR, b(.,.,y) = (b1(.,,4), - - - ,ba(.,-,)) est un processus F;—prévisible;
(i¢) pour tout 1 < i < d, y — b;(t,w,y) est uniformément lipschitzienne en (t,w)
et il existe une constante (; telle que |b;(t,w,y)| < £,

(A3) R:[0;T] x © x R* — M, (IR) est une fonction bornée mesurable telle que
(i) pour tout y € R?, R(.,..y) = (rij(-¥))1<i j<q €St UD processus F,— prévi-
sible avec r;; (.,.,y) =1
(1) pour tout 1 < 4,5 < d, y — r;;(t,w,y) est uniformément lipschitzienne en
(t,w) et pour i # j |rij(tw,y)| < vy, oi V = (v;) est une matrice telle que
vi=0,0(V)<let(I-V) ' =I+V+V24 ... +..; 0(V) désignant le
rayon le rayon spectral de V.

Remarque 1.1.1. D’eprés (A3), il existe des constentes aj,1 <j<detl<a<l1

telles que
Zailrij(tvway” < Zaivij < aaj.
i#j i#j
Proposition 1.1.1. (voir Ramasubramania [65])
Les hypothéses (A1) — (A38) étant satisfaites et {Y (t),Z(t),K(t),0 < t < T} solution
I’EDSR & réflexion oblique associée & (€,b,R),

0<dKi(t) < (I -V)'p),dt, 1<i<d.

En particulier dK;(.) est absolument continu, et par suite le temps local en 0 de Yi(.)
est ausst absolument continu pour touti =1,......d.
Proposition 1.1.2. (voir Ramasubramania [65])
Soit (Y,Z,K) et (Y'\Z' K') deuz solutions de 'EDSR & réflerion obliqgue associée
respectivement auz données (€,f,0) et (¢',f',0) alors, pour tout 8 > 0,0< s <t <T

E / (7 — 1) |d(K: — K1) |(r)
E[(eet —-1)|Y@®) -Y'(®#)| - (eos —1)|Y(s) = Y'(s)|]

IN

_E / 0¥ (r) - Y'(r)|dr
+lE/t (eor = 1) |f(r) = f'(r)|dr.

Soit H la collection des couples de processus (Y,K) continus F;—progressivement
mesurables a valeurs dans G x IR® définis sur IRy x Q tels que:

(2) pour tout < i < d,K; (0) = 0,K;(.) est non décroissant et croit seulement quand
Yi(.)=0;
dK;(t) = Di(t) < (I = V)™' B),, D(t) = (D1(t),Da(t),.....,Da(t))

8
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Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre présente essentiellement des résultats antérieurs sur les différentes
classes ’EDSR étudiées, la notion de solution de viscosité et le critére de Meyer
Zheng. Les preuves ne seront pas données; pour plus d’informations le lecteur se re-
fera a la bibliographie de ce document. La Section 1 est destinée & quelques résultats
des travaux de Ramasubramania [65] sur les EDSR 4 réflexion oblique. La section 2
énumére les résultats des travaux de J. Lin [44] sur les EDSR de type Volterra. Les
EDSR. généralisées initiées par Pardoux et Zhang [62] seront abordées a la Section
3. La Section 4 concerne la notion de solution de viscosité vue dans Crandal et Lions
[17] ou Lions [46, 47] qui lie les EDSR aux EDP. Enfin la Section 5 énonce le critére
de tension de Meyer Zheng [49)].

1.1 EDSR avec réflexion oblique

Soit W = {W(t) = (W1(t),...,Wq(t)) : t > 0} le mouvement Brownien standard
de dimension d— défini sur l’espace probabilisé filtré complet (2, F,P,{F;}) ou {F:}
désigne la filtration naturelle engendrée par W, F; contenant tous les sous ensembles

de mesure P—nulle.
Soit G = {z € R*: z; > 0,1 < < d} l'orthant positif de IR* et 'EDSR

T d
Yi(t):fi—l—/t bi(s,Y (s))ds — Z/ s)dW,; + K;(T) — K;(t)

+Z/ rii(5,Y (s))dK(s); (1.1)

i

avec les hypothéses liées & ses données (£,b,R).

(A1) La valeur terminale £ est une variable aléatoire bornée et & valeurs dans G
Fr—mesurable.
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Remarque 1.2.1. Les hypothéses (B1) — (B2) impliquent que si Y € M?(t,T; IR)
et Z € M*(D; IR¥%) alors f(.,..Y (.),Z(.,.)) € M3(D; IR*) et g(.,..Y(.)) € M%(D; R*%).
Définition 1.2.1. La paire {(Y(s),Z(t,s)); (t,s) € D} de processus Fys—adapté d
valeur dans IR* x IR**? est solution de ’EDSR (1.2) associce & (€,f,g) s'il existe un
vecteur aléatoire ¢ Fr—mesurable et de carré intégrable tel que (1.2) soit satisfait.

Lemme 1.2.1. (voir J. Lin [{{])
Les hypothéses (B1) — (B3) étant vérifiées et (Y (s),Z(t,s)) solution de 'EDSR (1.2)
associée (gyfag) ;

T
E|Y ()] +E / 1Z(t,5)[2ds
Tt
= E|¢> - 2E / (f(t,5,Y(s),Z(t,5)),Y (s))ds

T t
—2IE/ f(t,8,Y(s),Z(t,s))A(t,s)ds

T T
—2]E/t (g(t,s,Y(s),Z(t,s)))ds—E/t lg(t,s,Y (s)|?ds

ou T
Alt,s) :/ (f(s,u,Y (u),Z(s,u)) — f(t,u,Y (u),Z(tu))) du.

Théoréme 1.2.1. (voir J. Lin [{4])

Supposons les hypothéses (B1) — (B3) satisfaites alors il eriste une unique paire
(Y(s),Z(t,s)) € M?*t,T; IR*) x M*(D; IR*™) solution de ’EDSR (1.2) associée &
(&.f.9)-

1.3 EDSR généralisées

1.3.1 Existence et unicité de la solution

Soit
T T T

Vi=tt [ fYuzads+ [ gy, - [ zaw,o<isT 0y
i t t

I'EDSR généralisée associée aux données (£,f,g) vérifiant les hypothéses suivantes.
(H1) £ est un élément de L2(Q,F,,P; R¥) telle que E (e#°7|¢]2) < oo,
(H2) f: Q% [0,T] x RF x R"¢ — R et g : Q x [0,7] x R* — R* sont deux
fonctions satisfaisant les conditions

10
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() flw2) et g(.,y) sont F, — progressivement mesurables
(i)  |f(ty.2) — f(ty,2)] < Klz = 2|

(i5) (Y -y fltyz) - fty,2) < aly -y

¢ @) {y—y.glty) —9ty)) <Bly-y'

W) fEy2)] < e+ K(lyl + [2]) et |g(ty)| < ¢+ Kyl

(vi) y+— (f(t,y,2),9(t,y)) est continue pour tout z, (t,w) p.s.

L (vi7) ]E(fOT eFCrp2dt + fOT e*Cp2dG,) < +oo,
oua,B € IR,K > 0,u sont des constantes, (u choisi arbitrairement) et {¢;,¢0; : 0 <t < T’}
des processus adaptés 4 valeurs dans [1, + 00).

Remarque 1.3.1. On peut toujours sans perdre en généralité choisir 5 < 0.

Définition 1.3.1. Une solution de (1.3) est une paire {(Y3,Z;) : 0 <t < T'} de pro-

cessus progressivement mesurables & valeurs dans IR*x IR*** satisfaisant (1.8) et

E ( sup |Y;|2 + fOT |Zt|2dt) < 400.
0<t<T
Avant de donner le résultat d’existence et d’unicité, présentons quelques estimations

a priori sur la solution et un résultat de comparaison.

Proposition 1.3.1. (Voir pardouz et Zhang [62])
L’hypothése (H2) étant satisfaite et {(Y;,Z:), 0 <t < T} la solution de (1.8), alors
il existe une constante C, dépendant uniqguement de a,3,K et T, tel que:

T T
E( sup (Yt|2+/ |Z,|2ds+/ |Y,)? dG,)
0<t<T 0 0

T T
< CE <l£|2+ / (10,012t + / |g<t,o>|2dat).

De plus, si {éi; 0<t< T} est un processus stochastique quelconque continu, crois-

sant et progressivement mesurable a valeurs dans IR, tel que 60 =0 et ]E(epér) < 400,
alors pour tout p > 0 il existe une constante C (u,0,3,K,T) telle que

~ T T

E( sup e*Ct|Y,]*> + / e\ Z,%dt + / "t |Y? dG,)
0<t<T 0 0

T

- T -
< CE (e“GT|5|2+ | #seoorat [ eﬂGt|g(t,0)|2th).
0 0

11
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Proposition 1.3.2. (Voir pardouz et Zhang [62])
Soit
(Y 772 T g, G) (Y - Y,7Z - ZI7€ - €I7f - flvg - gI7G - G,) 3
ou (Y,Z) et (Y',Z') sont les solutions respectives des EDSR associées aur données
(&,£,9,G) et (¢,f',9',G"). Alors, pour tout p > 0, il existe une constante C telle que

T T
E( sup e* Y, | +/ e”K‘|7t|2dt+/ et |7t|2d@¢)
0 0

0<t<T

T T
< CE (eﬂKT|Z|2+ / Kt £(¢,0,0)%dt + / e"K‘Ig(t,O)I?dﬁt)
0 0

K. = ||Gl|: + G., ||G||; étant la variation total du processus G sur linterval [0,t] .
Théoréme 1.3.1. (Voir pardoux et Zhang [62])

Supposons k = 1; (Y4,Z,) et (Y/,Z;) les solutions respectives des EDSR généralisés
associées au données (¢,f,9,G) et (§',f',9',G) qui vérifient § < &', f(t,y,2) < f'(t,y,2),
g(ty) < ¢'(ty), pour tout (y,2) IRExIR¥*¢ dP x dt, p.s. Alors Y, <Y/ 0 <t < T,
ps.etsienplusYy=Y,, alorsY; =Y/, 0<t<T.

Théoréme 1.3.2. (Voir pardouz et Zhang [62])

Sous les hypothéses (H1) — (H2), VEDSR (1.3) admet une solution unique.

1.3.2 EDSR généralisées dans le cadre markovien

Soient b : [0,T]xIR? — IR?, 0 : [0,T)xIR* — IR*** deux fonctions globalement
lipschitziennes et & croissance sous linéaire. On considére © un ouvert borné régulier
de IR® défini par © = {1 > 0}, 08 = {¢» = 0} ot ¥ € CA(R?) et vérifie |V (x)] = 1,
YV x € 08 ou Vo (z) est normal et dirigé vers I'intérieur de 96. D’aprés les travaux
de Lions et Szitman [45] (voir aussi Saisho [66]) pour tout (t,z) € IR, x © 'EDS
progessive

Xt =g+ [V b(rXE)dr + [ o(r, XP)dW, + [V Vip(XED)GE®,
Gt = [ 1(xzco0)dGE*
(1.4)
admet une solution unique {(X!* ,G%?),s € [0,T]} telle que X}* =z
Proposition 1.3.3. Pour tout T > 0, -
(1) I existe une constante C(T) telle que pour tout z,x € 6

E( sup |X* — X7 %) < Crlz — 7|,

0<s<T

12
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et
{(q(t,x),q) + g(t,z,u(t,x)) <0, si z € 0O.

(b) u est une sur solution de viscosité de (1.5) si u(T,x) > l(t,x),z € O et
V(tz) € [0,T] x O, V(p,g.X) € P>"u(tz)

b £Tr ((00") (12)X) — (bt.2)) — [ (t,0,u(t,2),00(2,2) 2 0, 5i 7 € ©
et
(qy(t,x),q) + g(t,z,u(t,x)) 2 0, st x € 9O.

(¢) u est une solution de viscosité de (1.5) si u est sous et sur solution de viscosité.

Si on considére B
u(t,x) = YV (,2) € [0,T] x 8, (1.6)

alors u (t,z) est déterministe car Y,*® est mesurable par rapport & la o—algébre
o(W,—W,:t<r<T)etona
Proposition 1.4.2. (Voir Pardouz Zhang [62])

(@) suplu(t,z)| <C(1+|z|) Ve[0T
zcO

0 wec (0T x6),

ot C > 0 est une constante indépendante de t et

Théoréme 1.4.1. (Voir Pardour Zhang [62])

La fonction u définie en (1.6), est une solution de viscosité du systéeme d’EDP pa-
rabolique (1.5).

1.5 Critére de tension de Meyer et Zheng

Cette section introduit la notion de topologie pseudo-trajectorielle et de quasi-
martingale telles qu’elles sont dans les travaux de Meyer et Zheng [49]. Pour cela on
définie les ensembles suivants:
oD([0,¢] ,IRF) I’espace des fonctions cadlag sur [0,¢] & valeurs dans IRF,
oIL.°([0,t] ,IR¥) I’espace (classes d’équivalence) des fonctions boréliennes mesurables
4 valeurs dans IR*.

o9 ([0,t] ,IR¥) I'espace (classes d’équivalence) des fonctions boréliennes mesurables
et positives 4 valeurs dans IR

15
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on suppose que f;, la iéme coordonnée de f, dépend uniquement de la iéme colonne
de la matrice z. Cette restriction est nécessaire pour l'existence d’une solution de
I'EDP (1.5). La proposition suivante issue de Pardoux et Peng [56] généralise la
formule de Feynman-Kac.

Proposition 1.4.1. (Voir Pardouz Zhang [62])
Soit u € CY2([0,T] x ©,IR*) une solution classique de (1.5) et C une constante telle
que pour tout (s,z) € [0,T] x O,

|u(s,2)| + |Vu(s,z)o(s,7)] < C(1+|z]);

alors Y™ = u(s,X!"), 20" = Vu(s, X))o (s,X1%), p.s. ou (Y1*,Z0%) est la solution
unique de UEDSR associée aur données (I (X77) ,f.g) précédentes.

Définition 1.4.1. Soient u € C ([0,T] x 8) et S (d) Uespace des matrices non néga-
tives symétriques; on définit par P>+ (t,x) (the “parabolic superject” de u en (t,)
Uensemble des triplets (p,g,X) € R x R x S (d) vérifiant

ulty) < wltd) +pls— 1)+ oy —2) + 3 (X - 2)y - 2)
+o(ls — t| + |y — z[*).
Similairement, on note par P>~ u (t,x) (the “parabolic subject” de u en (t,x) len-
semble des triplets (p,q,X) € R x R? x S (d) vérifiant
ulty) 2 wlte) +p(s— 1)+ oy — ) + 5 (X(y — )y~ )
+ol|s — t] + |y — ).

Exemple 1.4.1. Soit ¢ € C¥2((0,T) x IR?) . Siu— ¢ admet un mazimum local en
(t,x), alors

(% (t0) Ve (0) 20 1)) € PP ultn)

Si u — ¢ admet un minimum local en (t,z), alors

(5 ) Vg (10) 220 (1)) € PP ulto)

Maintenant donnons la définition de la solution de viscosité des EDP semi-
linéaires avec condition de Neumann non linéaire.
Définition 1.4.2. Soit u € C ([0,T] x 6)
(a) u est une sous solution de viscosité de (1.5) si u(T\x) < (), € O et
Y (t,z) € [0,T] x 6Y(p,q,X) € P> u (t,x)

—p— %Tr ((o0”) (t,2)X) — (b(t,x),q) — f (t,xu(t,x),qo(t,z)) <0,sic €O

14
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(43) I existe trois constantes C(T), C(p) et C(u,t) telles que pour tout x,x € O,
te IR,
E( sup |G3* — G H* < Crlz —'|*),
0<s<T

E(IGS'") < C(p) (1 + 57)

et

E (e"G‘:'e) < C(ps)

i étant une constante positive.

Pour la suite, on prendra k = 1 et les données (¢, f,g) de 'EDSR généralisée (1.3)
sous la forme suivante:
€= UXP"), f(s.9.2) = f(s,XE7y,2), 9(s.9) = 9(5,X%y)
ou f € C([0,T] x ©® x RxR™: IR), g € C([0,T] x 8 x R; IR) vérifiant les
hypothéses (H1), (H2) et I € C(6,R). D’aprés les résultats de la Section 1.2.
pour tout (¢,z), il existe un unique couple {(Y*,Z:") t < s < T} de processus
{Ft} —progressivement mesurables solution de 'EDSR, généralisée asociée a (I (X7°) ,f,9) -

1.4 Solution de viscosité des EDP

On appelle solution de viscosité des EDP non linéaires dégénérées une solution
non nécessairement réguliére pour satisfaire 'EDP dans le sens classique. Introduite
par Crandal et Lion [17] dans le but de résoudre les équations de Hamilton-Jacobi
d’ordre un, elle s’est ensuite étendue aux équations de second ordre dans Lions
[46, 47] et Crandall et al [19]. Plus concrétement considérons le systéme d’équations
aux dérivées partielles paraboliques d’inconnu u suivant:

B (t,2) + (Lu) (t,2) + f(tou(tT), (Vu (52)) 0 (7)) =0, (t,2) € (0,T) x ©
Tu(t,z) + g (t,z,u(tr)) =0,(tz) € (0,T) x 00
u(Tx) =h(z), €0,

(1.5)
ou

d
(L) (t,x) Z:: oo”),; () (8 6 (ta: +Zb (t,z) ‘v’:vee

l\JlP—‘

et

(T) (t,z) = _ g’/i (z) axl( z) Yz € 06.

13
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On note que D C L? et pour tout u € L? la pseudo-trajectoire de u est la mesure
de probabilité sur [0,t] x IR définie par:

P (A) = %/OTIA(t,u(t))dt, VAeB(0t]xR).

Comme l’application ¢ : u — P* est injectif alors on identifie tout u € L° avec
sa pseudo-trajectoire et on pose M ’ensemble de tous les pseudo-trajectoires. En
particulier Pespace D peut étre injecté dans 1’espace compact P de toutes les lois
de probabilité sur I'espace compact [0,t] x IR (avec la métrique de Prohorov). Il est
claire que D C M C P et la topologie intuite sur M et D est connue sous le nom
de topologie pseudo-trajectorielle ou la topologie de Meyer-Zheng.

Lemme 1.5.1. (voir Meyer et Zheng [49]). La topologie pseudo-trajectorielle sur
M est équivalente a la topologie de la convergence en mesure.

Définition 1.5.1. Soit 0=ty <t; < ........ < t, =t une partition de [0,t] et

Vt(y) = E (Z IE (Ytu—l - Ytz/]:t:) l)

(1.7)

CV(Y) = supE (Z E (Y., — Y.,/ F:,) |)

ot "sup’signifie que le supremum est pris parmi toutes partitions de lintervalle
[0,t] . On appelle quasi-martingale tout processus Y {F;t > 0}—adapté cadlag véri-
fiant E|Y;| < 400 et CVi(Y) < 400.

Le théoréme suivant est le résultat de tension de Meyer-Zheng
Théoréme 1.5.1. (voir Meyer-Zheng [{9] ou Kurtz [{1]). La suite de quasi-martingales
{V;0 < s <t} défini sur lespace filtré {Q; F;,0 < s < t;P} est tendue sur D si

sup < sup E|V*| + CVt(V")) < +o00.

n 0<s<t
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Chapitre 2

Equations Différentielles
Stochastiques Rétrogrades avec
réflexion oblique et coefficient
localement Lipschitzien !

Dans ce chapitre, la Section 1 énonce les hypothéses de base et le principal
résultat et la Section 2 est destinée & sa preuve.

2.1 Hypothéses et formulation du probléme

On considére 'équation

Yi(t) =&+ /t bi(s,Y (s))ds — Z /t Zi;(s)dW; + Ki(T) — K;(t)

Jj=1

+2. / rij(5,Y (s))dK;(s) (2.1)

g#i !

associée aux données (£,b,R) sous les hypothéses
(A1) La valeur terminale £ est une variable aléatoire bornée et & valeurs dans G
Fr—mesurable.
(A2) b:[0;T) x Q x R* — IR? est une fonction bornée mesurable telle que
(i) pour tout y € R, b(.,.,y) = (b1(.,-,9), - - - ,bal.,.,y)) est un processus F,—prévisible;
(#3) pour tout 1 < i < d, y — b;(t,w,y) est localement Lipschitzienne unifor-
mément en (t,w) et il existe une constante 3; telle que |b;(t,w,y)| < B;,.

1. Ce travail est publié dans Journal of Appl. Math. and Stoch. Anal. 16 (4), 295-309, (2003).
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(A3) R:[0;T) x Q2 x R* — M, (IR) est une fonction bornée mesurable telle que
(i) pour tout y € RY, R(.,.,y) = (rij(,-,4))1<; j<q €St U processus Fi— prévi-
sible avec 7 (.,.,y) =1
(¢) pour tout 1 < i,j < d, y — 7;;(tw,y) est uniformément lipschitzienne en
(t w) et pour i # j |ri(t,w yi| < y;j, o V = (v;;) est une matrice telle que

i=0,0(V)<let(J-V)'=T+V+V2+... +.. 0(V) désignant le
rayon le rayon spectral de V.
Soient (Y,K), (Y,K) éléments de H, alors

(K; — K)) /]D Di(s)\ds

et une intégration par partie permet d’avoir
d((Y,K),(Y,K)) = E (Z/ " a;Yi(t) — Yildt)
i=1 70
d T e@t -1 N
+IE / a,—Dit—Dit dt
> [, g - Do)

= 5 ([ o - o)
+IE(/ D) - D).

oi1 pour tout y € R?, ||y|| = Z‘f a; |yl -
D’autre part pour tout z € My(R), on pose

ll=llf = (Zzazlzul )1/2

7=1 i=1

et on considére H 1'espace de tous les processus Z = (Z;;)1<i j<a Ft—progressivement

mesurables tels que
T
E( [ IzolFe) <+
0

21 [m( TIIIZ(t)IIIZdt>JI/2-

1] est claire que H est un espace de Banach.
On a le résultat principal suivant

Théoréme 2.1.1. Les hypothéses (A1)-(A3) étant vérifiées, 'EDSR & réflexion
oblique associée a (£,b,R) admet une solution unique ((Y,K),Z) € HxH.

muni de la norme
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2.2 Preuve du résultat principal

Les lemmes suivants sont nécessaires i la preuve du Théoréme 2.1.1.
Lemme 2.2.1. b étant un processus vérifiant Uhypothéses (A2)', il existe une suite
de processus b Lipschitziens satisfaisant |b}(t,w,y)| < Bi,V1 < i < d et (twyy) €
[0,T] x @ x R? telle que pour tout p,p,(b* — b) — 0 p.s lorsque n — 400, o

T
po(f) = (/ e sup Hf(s,x)lldb’) :
0 |z|<p

Démonstration. Soit v, une suite de fonctions réguliéres & support dans la boule
B (0,n + 1) telle que sup, = 1. On montre aisément que la suite (b"),, de fonc-
tions tronquées définies par b" = by, vérifie toutes les propriétés citées précédam-
ment. n

D’aprés le théoréme 1.1.1, 'EDSR a réflexion oblique associée a (£,b",R) admet
une solution unique {((Y"(¢),K™(t)),Z2%(t)) : 0 < t <T} € HxH.
Lemme 2.2.2. Les hypothéses (A1)-(A3) étant satisfaites, il existe une constante
C telle que pour tout n > 1

E(/OT e“’t”Y"(t)ndt) + E(/OT eote‘ 1||D"(t)||dt) < C. (2.1)

Démonstration. Le triplet (Y™, K™ Z") étant 'unique solution de 'EDSR 4 réflexion
oblique associée & (£,b",R), il vérifie ’équation

Y™t) = Ei-i-/ b7 (s,Y"™(s) ds—/ Z n(s)dB; + KXMT) — K}\(t)

t

+Z/ rt](sy(s))dK )\7’1<z<det0<t<T
J#i

La proposition 1.1.2 et une intégration par partie, entrainent

IE ( /0 : 0e"‘t|Yi"(t)|dt) +IE ( /0 : Heotgot(Ki")dt)
E (/0 ee"‘m"(t)(dt) +IE (/0 (e 1) |D;‘(t)|dt)

T
< B -1l +E ([ - peroie)
T
+E ( / (-1 |r,,<t,yn(t))|w;<t)|dt) .

#i

|
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Or [res(tw,y)| < vy, [0 (tw,y)| < B et [DF(twy)l < (I = V)™ §);; par conséquent

E ( /0 ' 0%t |V (t)] dt) +1E ( /0 ' Geatcpt(K?)dt)

< E((T 1) |&-|)+1E( /0 ' (e” —1) ﬂidt)
+IE ( / 1Y v ((I-V)” )dt). (2:2)

J#i

Comme
T 6t _

d((Y™,K™),(0,0)) = IE ( /0 ' Y ()) dt) +E ( /0 ¢ ||D"(t I dt)

en multipliant les deux membres de (2.2) par a; et en sommant on a

d

6d((Y",K"),(0,0)) < IE(Z( )aA&)HE(Z / (e” ~ a,ﬁ,dt)
+IE ( / € -1 Y awy (- V) B); dt)

11_7761

En vertue de la remarque 1.1.1 on a

0d((Y™,K™),(0,0)) < IE (Z( a,|§,) +IE (Z / a,ﬁ,dt>

=1

+alE (/ (Cot - 1) Z aj((I - V)_l ﬁ)ﬂit)

< (¢ 1) Efil
T
HBI + all (T = VY B / (e — 1)dt
< C.

O

Le lemme suivant prouve la convergence de la suite (Y",K",Z"),>1.
Lemme 2.2.3. Les hypothéses (A1)—(A3) étant satisfaites, il eziste ((Y,K),Z)
€ HxH tel que

e {E (/OT LS URRLC] dt) +E /0 Te

20
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2.2. PREUVE DU RESULTAT PRINCIPAL Aman Auguste

et

ol
t
Kl(t) = / D,’(S)dS,O < ] < d.
0

Démonstration. La méme idée utilisée dans la preuve du Lemme 2.2.2 entraine que

IE ( / ! 0l |Y,™(t) — Y;"(t)ldt) +IE ( /0 T(e’” — 1)|D(t) — D?(t)ldt)

IA

(/ (€ — 1) (t,Y™(2)) — b?(t,Y"(t))|1A%‘ndt)
+IE (/0 (e — D)6 (t,Y™(t)) — b?(th"(t))llz;mdt)

+IE ( / (€ — 1) Iri(tY™() — w(t,Y"(t))HD?(t)ldt)
0 i
+E ( / (€ = 1) Iri; (Y ™)) IDT(2) — D}‘(t)ldt)
0 it
= Ii+12+13+14, (2.3)

ol
AN —{w e Q|IY™(tw)|| + [V (W)l > N}, A, = Q\AN

On montre aisément que

L - B /T< DI (6 ™)~ B Y O) 1y ot

IA

o / DY ™(6) - bt Y ™ ()1t
+ ( /0 (o )Ibi(t,Y'"(t))—bi(t,Y"(t))llz:’ndt)
;) ( /0 )bt Y (8) - bRt Y"(t))nzzmdt) .

L
N _localement Lipschitzien, (Ly étant la constante de Lipschitz de

i

Comme b; est
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b dans la boule B(0,N))
L<u(f ) Y™ O) b O 1y )
+E ( / (e — 1) |, Y™ (1) — B2 (£,Y™(D))] lzfx‘ﬂdt)
2 ([ -0y - vrolar). (24)

R étant lipschitzien et borné et D}(t) borné,

+

T
I < LE (/0 (e —1) ||Y'"(t)—Y"(t)|||Dy(t)|dt)
< LIE(/ -1y - YOI (I -V )

J#i
< LCllE/ ||Y'"(t) —Y™(¢t)| dt, (2.5)

ou (] est une constante positive et

L<E ( / 1) > v, |DP(t) — D}(t)| dt) . (2.6)

J#

L’introduction respective des inégalités (2.4)-(2.6) dans (2.3) donne
T T
E ( / 8eP Y™ (1) — Y(8)| dt) +E ( / (¢ — 1) 1D (8) — D2(8)| dt)
0 0
IE (I')

+IE ( / (e — 1) |b(£,Y™(t)) — bi(t,Y™(2))| 1Zz‘ﬂdt>

IA

+IE ( / (e — 1) |bi(t,Y™(t)) — b}(t,Y™(2))| lzxyﬂdt)

+ (%- + LCl) E (/OT (" — 1) Y™ () — Y™(1)] dt)

+IE ( / — 1)) vy |DI(t) - DY) dt) . (2.7)

J#i

En multipliant chaque membre de (2.7) par a;, en sommant et d’aprés la remarque
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1.1.1 on obtient

(Y™, K™),(Y",K™))

IE (i a,-I')

d T
+1E (Z /0 (e” — 1) a; B (£,Y™(2)) — bilt,Y™(2))| lx;vlyﬂdt)

=1

(A

d T
+IE (Z / (e” — 1) a; [Bi(t,Y™(t)) — B} (£, Y™ ()] 14~ dt)
. 0 m,n

+ (dLN + (i a,) LCI) (/ (e® —1) [Y™(t) - Y"(t)||dt>

+olE (/OT (e® — 1) ||D™(t) — D"(t)Hdt) :

f étant choisi assez grand tel que % (dLN + (E?:l ai) LCI) <a

™KML (YKY) < ad((Y™E™),(™K)
+2on(" —b) + Zon(™ — b

1 d
+51IE (; aili) . (2.8)

En vertue de 'hypothése (A1), de 'inégalité de Chebychev et de (2.1), il existe

C > 0 tel que
d
. C
IE J | < —=

et l'inégalité (2.8) devient

(1= vk k) < 3 () + gon =0+ gontm -1 (29)

Le passage & la limite en n,m et N dans (2.9 ) montre que la suite (Y",K™),, . est

de Cauchy dans H un espace métrique complet; alors il existe (Y,K) € H limite de
(Y™, K™).
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D’autre part Papplication de la formule d’Ito a [Y;(¢) — Y;(t)|* donne
T d
E(IY(0) — ) + ( [ iz - Z:j(s)l?ds)
=1
T
= ([ )~ YY) = B () ds )
0
T
+2 ([ 1Y) - ¥ 1D76) - Dio)l s
0

2 ( | et = vees)

> rii(s,Y™(s)) DT (s) — rij(s,Y"(5)) D}(s)
J#i

ds)

4GIE (/ Y™ (s) — Y"(s)|ds)+4((1 V) h), (/ |Y™(s) — Y"(s)]ds)
+4Y v (1 -V)” ( / [Y™(s) Y"sblds). (2.10)

J#i

IA

En multipliant chaque membre de (2.10) par a; et en sommant, on trouve
d
(Z a; [Y7™(t) = Y ) +E (/ IO Z;;(S)Pds)
i=1 j=1
(/ > aif [Y(s) — Y (s)| ds)

i=1

+4IE (A Z ((I — V)—l ﬁ)t a; IY;m(S) — Y’zn(s)l dS)
. 1;1
+41E ( /0 Y > awy((L = V)7 B); 1Y (s) = Y(s)] dS)

=1 j#i
T d
< CE (/0 Z ai |[Y"(s) — Y;"(s)lds) , (2.11)

C étant une constante positive. Le passage a la limite en m,n, dans (2.11) montre

que la suite (Z™), ., est de Cauchy dans I'espace de Banach H et admet une limite
Z € H. - |

IA

Lemme 2.2.4. Soit (Y™,K",Z"), ., la solution unique de ’EDSR é réflezion oblique
associée a (§,0",R), alors

b*(.,Y™) converge vers b(..Y) dans (L} (Q x [0,T],dP x % dt)).
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Démonstration. On a

E ( /0 ’ P b2 (t, Y™ (1)) — bi(t,Y (1)) dt)

IA

B(f " Y (0) - b (0) Lugat)
+IE (/OT bR, Y™ (1)) — bi(t,Y™(1))] lzgdt)
+IE (/OT e |bi(t, Y™ (1)) — bi(t,Y (1))] lzivdt)
B ([ e e + o)

T
+IE ( / e BR(E, Y™ (1)) — bilt,Y ()] 1pm dt)
0 n

IA

2 ([ - vola) (212

()

ol
AN = {(tw) € QY™ (W) + |[Y (tw)|| > N}, AN = Q\AY.

En multipliant chaque membre de (2.12) par a; et en sommant, on trouve
T
B( [ ey - oo )
0
P T
< onn =0+ 23k ([ Ayl + Iy o a)
i 0
T
+dLNIE (/ Y™t - Y ()| dt) .
0
En vertue de I'inégalité (2.1), il existe C > 0 tel que
T
B ([ ) - ey a)
0
C T
< o=y + G ([ ey - v )
0

le passage 4 la limite en n,N, compléte la preuve. a

Preuve du Théoréme 2.1.1.
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¢ Existence
La combinaison des lemmes (2.2.1)-(2.2.4) et le passage a la limite dans 'EDSR 4 ré-
flexion oblique associée a (£,b",R), entrainent que le triplet {(Y'(¢),K(¢),Z(t)),0 <t < T}
est solution de ’EDSR 4 réflexion oblique asssociée a (£,b,R).

¢ Unicité
Soit {(Y (t),K(),Z(t)),0 <t < T}et {(Y' (t),K (t),Z (t)),0 < t < T} deux solutions
de ’EDSR 4 réflexion oblique associée & (£,b,R) et

!

(AY (t),AK(1),AZ(t),AD(t)) = (Y (t)-Y (t),K(t)—K'(t),Z(t)-Z (t),D(t)—D'(t)).

La méme démarche que précédament donne
T T
1) (/ 6 |AY;(t)| dt + ]E/ (e — 1) |AD;(t)] dt)
0 0
T
< E (/ (e — 1) |b:(t,Y () — b(t,Y'())] 1Ath)
0
T
+IE (/ (e” — 1) |b:(t,Y () — bi(t,Y' (1)) 1szt>
0

+IE (/T (e - 1) Z lrs; (8,Y (8) — 745 (8,Y ()] | D;(2) dt)
0 I

+IE

T
/0 (€ = 1) Y Iry®Y' E)1AD; ()] dt) ,

J#i

ou
A" ={w e Iyl + IV o)l > N}, A" = o\a®.

Les hypothéses sur les coefficients b, R et I'inégalité de Chebychev impliquent

E (/oToeotlAYi(t)Idt) +E </0T (% 1) IAD,-(t)|dt)
TE ( / e L OT ny'u;.ndt)

+ (LCI + I;”) IE (/OT(e”t — 1)||AY(t)||dt)

+IE AT (em — 1) Z Uyj |AD](t)| dt. (213)

J#

VAN

En multipliant chaque membre de (2.13) par a; et en sommant, I'inégalité (2.1) et
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la remarque 1.1.1 entrainent que

- C
0d((Y,2),(Y ,Z)) < v

d T
+ (dLN + (Z a,) LCl) / (eﬂt — 1) |AY (£)|| dt

=1

+alE (/OT (e — 1) |AD®)| dt) .

f étant choisi assez grand tel que 3 (dLN + (Z ) LCl) <a,ona

C
(1 - ) d(V,K),(Y K )) < 5.

Finalement N tendant vers I’infini
Y=Y et K=K

Pareillement 3 (2.10), il existe C > 0 tel que
d
E (Za,|AY ()] ) +E (/ ZZ(L, |AZ;;(s)] ds)
i=1 j=1
< CE (/ Za,my |ds)

et
Z=27.
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Aman Auguste

Chapitre 3

Equations Différentielles
Stochastiques Rétrogrades de type
Volterra avec drift localement
lipschitzien

Dans ce chapitre la Section 1 énonce les notations essentielles en rapport avec
les EDSR de type Volterra et les hypothéses du probléme. La Section 2 donne le
résultat principal. Enfin la Section 3 établie une propriété de stabilité.

3.1 Formulation du probléme et Hypothéses

Considérons I'équation

E=Y(t) +/t f(t,8,Y(s),Z(t,s))ds +/t (9(t,8,Y (s)) + Z(t,s)| dW(s). (3.1)

assocée aux données (&,f,9) sous les hypothéses
(B1)' f: Q@ x D x R¥ x R*? — IR est P ® By/Bixa mesurable et satisfait
( (i) f(.,-,0,0) € M*(D;R"),

(%) il existe deux constantes K > O(suffisament grand) et 0 < a < 1 telles que
1f(t,s,5.2)] < K (1+ |yl +|2])*, P — presque tout (t,5) € D,

(#7) pour tout N € N, il existe une constante Ly > 0 telle que,
If(tasayrz) - f(t,S,yl,Zl)| S Lle - yll + K“Z - ZI|7 vlyl S Na |y,| S N7
z € R¥4 3’ € R¥*4 avec K la constante du (ii).

\

2. Ce travail est soumis pour publication
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(B2) g: Q x DxIRF — IR*? est P ® Bi/Bjxa mesurable et satisfait
{ (@) 9(.-0) € MA(D; R

(i) lg(t,sy) — glt,s9) < Kly — 9/, V y,y' € RF,
(B3) £ est un vecteur aléatoire k—dimensionelle de carrée intégrable Fr—mesurable.

3.2 Existence et unicité de la solution
Lemme 3.2.1. f étant un processus vérifiant (B1)', il existe une suite de processus

(fn),, telle que pour tout n, f, est POBr®Byxd/Br mesurable, lipschitzien et satisfait
(B1i) — (Btii) et pn(f, — f) — 0 lorsque n — +0o pour tout N > 1 fizé, ot

N[~

pn(f)=IE ( '/D sup lf(t,s,y,Z)lzdf\(t,S))

[y|<N,|zI<N

Démonstration. Considérons 1, une suite de fonctions assez réguliére 4 support dans
la boule B(0,n + 1) telle que ¥, = 1 sur la boule B(0,n) et sup ¢, = 1. On montre
aisément que la suite (f,), -, de fonctions tronquées définies par f, = fi,, satisfait
toutes les propriétés précédentes. O

( fn)nZl étant la suite associée 4 f par le Lemme 3.2.1, le Théoréme 1.2.1 montre
que ’EDSR de type Volterra associée 4 (€, f,.,g) admet une solution unique (Y;, (s),Z,(t,s) : (t,s) € D)
élément de M2(¢,T;R¥) x M?(D;R**4).

Lemme 3.2.2. Supposons les hypothéses (B1) —(B3) satisfaites, alors il existe une
constante C > 0, dépendant de K,T et £ telle que pour tout n > 1

T T T
IE’/ [Yo.(s)|?ds + IE'/ ds/ |Zn(s,u)*du < C. YV t € [T — 9, (3.2)
t t 8

1
24K?

oun<

Démonstration. Comme {(Y,,(s),Zx(t,3)) : (t,s) € D} est solution de ’EDSR de type
Volterra associée a (§,fn,9) , alors

Y,.(t) +/t fa(t,s,Y,(s),Z(t,s))ds +/t [g(t,8,Yn(8)) + Z,(t,8)|dW(s) =& (3.3)
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3.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION Aman Auguste

En vertue du Lemme on a pour tout (¢,s) € D,

T
E|Y,(s)]? +IE/ | Zn(s,1)|?du

— B¢ - 2E / (5306 (1), Zn(5,1)), Yo (1))

—2IE / (fnl(s,u,Yn(u),Z,(s,u)),An(s,u))du

IR / (9(828Ya(0)), Zo(5,0) ) — B / 195,10, (w)) P

IA

E[¢? + ZIE/ [{fa(s,u,Yn(u),Zn(s,u)),Yn(u))|du

SO [ a5, Ya) Za(50), A0}

T
+21E/ [{g(s,u,Yn(w)),Zn(s,u))| du, (3.4)

ol

An(su) = / (fo(u,0,Yo(v),Z0(u,v)) — fu(s,0,Yn(v),Z,(5,v))) dv

et

D,={(ts): T—-n<t<s<T}.

Les hypothéses (B1)', (B2) et l'inégalité de Young (2ab < Ba® + %b2) entrainent

respectivement

A

IA

IA

IN

IN

IA

2/{fa(s,4,Yn(u), Z0(s,u)),Yn(w))]
2| fn(syu,Yn(u),Zn(s,u))|[Ya(u)]

g;|fn<s,u,Yn<u>,zn(s,u>>|2+ﬂ1|Yn<u>|2

2
2 (14 W@l + 1 Zalo0)])* + B Vo)

B
3K? , 3K?
(B + ?”Yn(uﬂ + B
2[{ fa(s,u,Yn(u),Z,(5,u)),An(s,u))]
%Ifn(s,u,yn(u),zn(s,u))|2 + ﬁ2|An(51u)|2

3K?
E_(l + Yo (W) + 1 Za(s,0)[?) + B2l An(s,u)]

3K?

Za(s,u)|? + =,
|Zn(s,u)| 3,

(3.5)
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et
2(g(s,u,Yn(u)),Zn(s,u)) < 25302|Yn(u))|2+é|zn(3,u))l2
+2ﬁ3|g(s,u,0)|2.
Or
T
,B2|An(57u)|2 < 2,32(T—’U,)/ lfn(uyvayn(v)’Zn(uvv))|2dv
T
+20o(T — u)/ | fn(8,0,Yn(v),Z0n(5,0)) [2dv
T
< 66,(T — K> / (14 [Ya()|? + | Za(0) ) dv
T
+66(T — u)K? / (L4 [Ya(0)]? + | Za(s,0) P)dv;
donc

2/(fa(8,u,Yn(u),Z0(s,0)),An(s,u)]|

2
3%(1 + |Yaw) + | Zn(s,))
2

IA

T
+128o(T — w)* K% + 1285(T — u)K2/ Y, (v)[2dv

+00(T — WK [ (1Za(u0)? +1Zus0) P

(3.6)

(3.7)
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L’introduction des inégalités (3.5)-(3.7) dans (3.4) donne

T
IE)|Yn(3)|2 +]E/ |Zn(s,u)|2du

2 3_K2 3_K2 2 r 2
E[£* + (5 + 5, + 5 + 203¢ )IE/s Y, (u)|?du

T T
+128,K*IE / (T — u)du / [V, (v)[*dv

IA

T T
+68, K%E / (T - u) du / (|1 Zn(u,0) [ + | Zo(5,0) %) dv
3K? 3K? 1 T
NG SIS / | Zo(5,2) P

P Bz Ps
3K? 3K?

T
+1262K2]E/ (T — u)2du + (T + E—) (T - S)

T
+2631E/ l9(s,1,0)|” du.

Sachant que pour tout processus {h(s) : s € [0,T]},

IE/ST(T — u)du /uT |h(v)|?dv < %(T - s)zlE/sT Ih(w)|2du;

on a en intégrant chaque membre de (3.8) entre t et T

T T T
IE/ |Yn(s)|2ds+/ ds]E/ | Zoa (5,u) |2 du
t t s
3K? 3K?

A

p B

3K? 3K? 1 T T
Hom et + 3BzK2772)/ dle/ |Zn(5,0)*du
Bl 2 B3 t 8

T T T
+68, K*T / ds / dulE / | Zn (u,0) |2dv
t s u

3K? 3K?
+B K*T* + <— + ——) T?
’ B Pa

T T
+2ﬁ3IE/ ds/ l9(s,u,0)|? du.
t L}

Ensuite si on choisit 31 = 2 = 24K?2, 33 = 8 et on pose

T T T T
Un(t) = E / / Vo) Pduds e, Vi (t) = / E / |20 (5,u) duds,
t 8 i ]

(3.8)

(3.9)

B T T
TE|? + (81 + —— 4+ —— + 203¢% + 66, K%9%) / dsIE / |V, ()| du
2 t 8

33



U.F.R de Mathématiques et Informatique

alors il existe deux constantes K; et C' (C varie de ligne en ligne) dépendant uni-
quement de £,T,K telles que

—% (M UL () + %eK‘tVn(t) <C (1 + / eKlsVn(s)ds> . (3.10)

t

L’intégration de chaque membre de (3.10) de t & T donne

T T T
U, (t)eft + %/ 52V, (s)ds < C (1 +/ ds/ eK"Vn(r)dr> ;
t t K]

'inégalité de Gronwall permettant d’avoir

T T T
IE/ [Y,(s)]?ds < C et ]E/ ds/ | Zn(s,u)?du < C
t t 8
qui met fin & la preuve. O

Théoréme 3.2.1. Si les hypothéses (B1)' — (B3) sont vérifiées et

: 1 2
v (2Ly +2L3)N?(7e) exp|(2Ly + 2L3)T] = 0, (A)

alors 'EDSR de type Volterra associée & (€,f,g) admet une solution unique
{(Y(s),Z(t,s)) : (t,s) € D} élément de M?(t,T;R¥) x M?(D;RF*9),

Remarque 3.2.1. La condition (A) reste valable s’il existe une constante L > 0,
telle que  (2Ln +2L%)T < L+ (1 —a)logN.

Preuve du Théoréme 3.2.1

e Unicité

Supposons {(Y (s),Z(t,s)) : (t,s) € D} et {(Y'(s),Z'(t,s)) : (t,s) € D} deux solutions
de PEDSR de type Volterra associée 4 (§,f,g) et AY (s) = Y(s) = Y'(s), AZ(su) =
Z(s,u) — Z'(s,u), Af(s,u) = f(s,u,Y (u),Z(s,u)) — f(s,u,Y'(u),Z'(s,u)), Ag(s,u) =
9(s,u,Y (u)) — g(s,u,Y’(u)). Dans la suite C est une constante positive dépendant
uniquement de KT et £ qui pourra varier de ligne en ligne. Comme (AY (s),AZ(s,u)
vérifie I’équation

AY(s) + /T Af(s,u)du + /T[Ag(s,u) + AZ(s,u)|dW, =0,
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le Lemme 1.2.1 montre que

ol

J

AN
et ZN
Les hypothéses (B1)'-(B3), I'inégalité de Holder et celle de Young donnent

A

IN

IA

E|AY (s)]* + IE/ST |AZ(s,u)|*du

9 / " (Af () AY () du — 2 / " (A (s.0), Als ) dus

I, / (Bg(s.),AZ(50))du — / " (s,

o / " 1A S (5,0) IAY ()] (Law (50) + Ly (5,0

+IF / 1A £ (5:0)] JA(ss)] (L (5,0) + Low (5,0) )

+2F / " | Ag(s0)| |AZ(50)| du

Jo+ Tty 4 Ju+ T, (3.11)
Als,u) = /u L (A () — Af(s0))dv,

{(wys,u) € @ x Dy, [Y(5)] + [Z(s,u)| +1Y'(u)] + |Z"(s,u)| = N}
Q x D,\AN.

2IE/ [Af(s,u)| |AY (u)| 1 4v (s,u)du

T T
IE/ |AY(u)|2du+IE/ |Af(5,u)[*1 4~ (5,u)du

T
IE/ |AY (u)]2du

T
+4K21E/ 1+ Y ()] +1Z(suw)] + Y ()] + |2 (s,u)])**L aw (5,u)du,

Ja

T
= QIE/ |Af(s,u)| |AY (u)] 14~ (s,u) du

< QIE/ (Ln|AY (w)]? + K|AZ(s,u)|)|AY (u)] 14~ (s,u) du

T K2 T
< QLn+B) / AY ()Pdu+ / AZ(s)Pdu,  (3.12)
8 1 8
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T
J3 = ZIE/ |Af(s,u)] |A(s,u)| 1 4~ (s,u)du

T T
< IE/ |Af(5,u)]*1 4~ (s,u)du + ]E/ |A(s,u)[2du
= L1+ I,

Ja

T
2IE/ |Af(s,u)| |[A(s,u)| 14~ (s,u)du

INA

o / (LalAY ()] + K|AZ(s,0))|A(s,0)] Lyn (5,0)du

IN

T T K2 T

LYIE / |AY (w)|2du + (B2 + 1)IE / |A(s,u)|2du+5—]E / |AZ(s,u)|>du
3 s 2 s

et

T
Js = 2IE/ [Ag(s,u)| |AZ(s,u)| du

T 1 T
< ﬁgIE/ |Ag(s,u)|2du+ ﬁ—IE/ |AZ(s,u)|2du
E) 3 s

IN

T K2 T
,BglE/ |AY (u)|?du + ﬂ_IE/ |AZ(s,u)|*du. (3.13)
s 3 s

Ensuite I'inégalité de Holder, celle de Chebychev et le Lemme 3.2.2 entrainent

T
Cc
J < IE/S |AY (u)|*du + NI (3.14)

D’autre part I'inégalité de Chebychev, les hypothéses (B1)' — (B3) et (3.9) prouvent
que

T
L < 4K21E/ A+ 1Y @)+ 12 (s,u)] + Y (u)] + | Z'(s,u)])** L aw (5,u)du
C

< N2(1-a)’
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et

T
I < 7 / 1A F(s,0)[ (Lo (5,8) + Lpw (5,20)) d

T T
+21E/ (T - u)du/ A f(u,0)? (1aw (u,v) + 1w (u,v)) dv

IN

T
PR [ (Y @]+ |Z0] + Y/ (0)] + 12/ (50 L (s
Cor T
+4172LfV1E/ |AY(u)|2du+4n2K2]E/ |AZ(s,u)|>du
T T ’
+8K2IE/ (T - u)du/ A+ |Y@)| + | Z(up)| + Y (V)] + |2 (w,0)])**1 g (u,0)dv

T T
+4K2TIE/ du/ |AZ (u,v)|*dv;
alors

T T
Js < ALADE / |AY (v)|*du + 2K*n*IE / |AZ(s,u)|?]du

(1+7*)C

+ N2(1-a)

T T
+4K*TIE / du / |AZ (u,0)|?|dv (3.15)
et

T
Ji < [A(B+1)n* + 1] LYE / IAY (u)|*du

T
+ {4(@ +1)n* + —ﬂl—} K2]E/ [AZ (s,u)|?du
2 s

T T
+4(By + )K*TEE / ( / |AZ(u,’u)|2dv) du

+(B2 + D)n* (3.16)

_C
N2(1~a)’

Les inégalités (3.12)-(3.16) étant mises dans (3.11), on obtient en intégrant de t &
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T T T
IE/ |AY(3)|2ds+/ dsIE/ |AZ (s,u)|*du
t t s . .
(14+2Ln + 5 +[4(ﬂ2+2)n2+1]L}i,+ﬂ3)IE/ ds/ |AY (u)[*du
t s
1 1

T T
=+ 5, T4+ 2)n2)K21E/ dS/ |AZ(s,u)|*du
1 2 3 t s

C T T T
+(1+ UQ)WOT) + (4(52 +2)K2TIE/ ds/ du/ |AZ (u,v)|*)dv.

t 8 u
Etant donné ) = B2 = B3 = 8K?, il existe K; et C deux constantes telles que

d 1 T C
—d—t(eKltU(t)) + EeK"V(t) < KQ/t K15V (s)ds + N—z(l_—a)eK‘t (3.17)

ou
T T T T
Ut) = ]E/ / |AY (u)]Pduds et V(t) = IE/ / |AZ(s,u)|*duds.
t s t s

L’ intégration dans [t,T] de chaque membre de (3.17) et l'inégalité de Gronwall
impliquent

c
(2Ln + 2L%)N20-)

T
/ eK1*V (s)ds < exp [(2Ln + 2L3)T].
t

Le passage a la limite en N implique que Y (s) = Y'(s) et Z(t,s) = Z'(t,s) pour
presque tout (t,s) € [T — n,T| x [t,T]. Lorsque t € [T —2n,T — 7], on répéte la méme
démarche avec ’équation

T—q T—n
AY(s) + Af(s,u)du + / [Ag(s,u) + AZ(s,u)|dW, = 0.

s

Ainsi de proche en proche on a I'unicité de 'EDSR de type Volterra associée aux
données (¢,f,9) -
e Existence
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Pour tout n,m € N* et (t,s) € Dy, on a
BIYL0) = Yol + T [ VZu(ts) ~ Z(t)ds
= I [ 53005 2a(69)) ~ It (5) i .0) o) ~ Vi)
2 [ a5 005)) — n15.¥n(5) 2.9 B0
=7 (g(t,5,Ya(5)) ~ 9(1,8Yo(5)). Za(0:5) — Zon(t,8))ds

I / 10(t:5,Ya(5)) — 9(6,5,Yin(s)) Pds

IA

T
2]E/ | fa(t,8,Yn(8),Zn(t,5)) — fm(taS’Ym(S)aZm(tas))l |Yn(s) — You(s)|
X(IA#J‘ (t,S) + lzg‘."(t,s))ds
T
+2]E/ |fn(t,S,Yn(S),Zn(t,S)) - fm(t,S,Ym(S),Zm(t,S))| le,n(trs)'
X (IA,’X,Sn (t,8) + I (t,s))ds
T
H2E [ 1g(t,5.Ya(6) ~ 90t Y 1Zn(t.5) = Zo(,5)|
= JSi+d+ I3+ Jdi+ Js, (318)
ol
T
Bm,n(t,S) = / (fn(S,U,Yn(U),Zn(S,U)) - fm(S,U,Ym(U),Zm(S,U))) du

- / (Fa(ts,Yn(u),Zn(t0)) = fn(t,0,Yim(u), Zm(t,u))) du,

Ann = {Wits) € Qx Dy, [Ya(s) +1Za(t:5)] + |Yin(5)] + | Zm(t,5)| > N}
et Ay, = Qx DN\AN .

De la méme maniére que dans la preuve de I’unicité on a

i

J1 2IE/t | fn(t,8,Y0(8),Zn(t,3)) — fn(t,8,Yin(8),Zm(t,5))|

X|Ya(8) = Y(8)| 1y (t,5)ds

T ) C
E /t [¥a(s) ~ Yinls)Pds + (3.19)

I
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ou

Js

Ju

J2

IN

= 2IE/L [fr,m(t,8)|[Yr(s) —Ym(s)llzzvn(t,s)ds

IA

T

2 [ (fa = E5Yal)Zalt DY) = Yrlo) gy (t5)ds
' T

+2]E1 1 f(t,9)||Ya(s) — Ym(s)llzﬁm(t,s)ds

T
+2IE/t |(fm — ) (,8,Yin(8),Zm(t,8))||Yn(s) — Ym(s)llz:," (t,8)ds
= Il + ]2 + 13,

fam(t,8) = fou(t,8,Yn(8),Z0(t,8)) — fn(#,5,Y(5),Zm(t,5))
fts) = [f(t.5,Ya(5),2a(t,8)) = f(t,8,Ym(5),Zm(t.5));

T
ZE [ 1falt,5.Ya(5),20(8)) = fn(t5.¥on(5), Zom(6,9) | Bmnts5)] Ly (1)
T
I [ 1t Ya(5).Z0(65)) = Fn(tYin(5) (89 PLag (1)

T
+IE/ | Bin.n(t,8))%ds
¢

Iy + Is;
T

2E [ | fa(t,5,Y0(5),Z0n(t,8)) — fm(t,5,Ym(5),Z0(t,5))| | Bmn(t,s)] 1w n(t,s)ds
T

2E [ | (fa— f)(t5,Yn(5),2n(t,9))] le,n(tas)llj{fx’" (t,s)ds

T
+21E/ |f(t,5,Ya(5),2(8,5)) = f(t,8,Ym(s), Zm(t:8)| [ Bra(t,8) [ 1gv (t,5)ds
T
+2IE [(fm — F)(t,8,Ym(8),Zn(t,9))] IBm’n(t,s:lllzfzz "(t,s)ds

t
T

B [ 1= 1) (65.Ya(). Zalt) Py _(15)ds
i T
HE [ (= ) (05.¥n(5) Zmlt, )P (15)ds
! T ‘ T
A [ 1Va(s) = V(o) Pds + (B + 9)E [ Bn(t9)ds

K2 T
+ g / 1Za(t,5) — Zon(t,5)|?ds
B,

40
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et
T
Js < 631E/ |Yo(s) — You(s))?ds + —IE/ | Zn(£,8) — Zm(t,5)|*ds. (3.20)
Sachant que

L,gE/ﬁﬂ@—ﬁ@W@

+IE/ | (fa — ) (£,5,Yn(s),Zn(t, s))|21-~ (t s)ds,

T
I, < (2Ly + B)IE /t [Yo(s) — Yin(s)|?ds + ——]E / | Z0(t,8) — Zum(t,8)|°ds

et
T
I < IE [ |Yu(s)— Yn(s)ds
t
T
+E [ | (fm— f) (¢,5Ym(5),Zm(t,5))Plgn (¢,5)ds
. mn
on a
Jo < (2LN+,31+2)]E/ IY S) (s\lzds

+IE/ | (fn = f) (t,8,Yn(s),Z,(t, s))|21—~ (t s)ds
VI [ U = ) Yals) Zn(t9) gy (1)

——E/thQ () Pdu. (3.21)

D’autre part I'inégalité de Holder, celle de Chebychev, le Lemme 3.2.2 et (3.9) en-
trainent

C
)
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et

2 C 2 g 2
I5 <7 ]—Vm_) + 377 IE/; | (fn - f) (t,S,Yn(S),Zn(t,S))l 1Zﬁ‘n (t,S)d’U,
T
S8 [ = 1) (65 Ynl) Zn(t9) Lz (05)s
T T

+6IE/ (T - s)ds/ | (fn—=1) (s,u,Yn(u),Zn(s,u))|2lzz‘n(s,u)du

o T
+6 [ (T~ 5)ds [ (= 1) (si0.Yn(0). Zn(si0) Ly (si0)

T T
+12n2LfV]E/ Yo (s) — Yo (s)|*ds + 67)2K2]E/ |Z0(t,8) — Zum(t,8)|?ds
t i

’ T T
+12K*TE / ds / \Zn(5,u) — Zpn(s,u)|*du;
t K}

ce qui permet d’avoir

ﬁ,ﬁ%) + [B(B2+3)n* + 1] E /t ! | (fo = £) (t:5,Yn(5), Zn(t,5))PLgn (t.5)ds
+[3(B+3)n*+1]E /t ! | (fn = £) (£,5,Ym(5), Zm(t,5)) 10 (t.5)ds
+&%+$E[ZT—QMLTNh—D@&%WW&@@WEL#WWU
+6(4; + 3)IE /t ' (T — s)du / ' | (fn = f) (s,u,Ym(u),Zm(s,u))Fhﬁm(s,u)du

+ (12, + 3)7? + 1] LLE /t IY(s) — Yin(s)|2ds

1 T
+ |:6(,32 +3)n* + -—] KzIE/ |Zn(t,5) — Zm(t,s)|ds
B2 ¢
T T
+12(32 + 3)K2T]E/ ds/ | Zn(5,0) — Zm(s,u)|*du. (3.22)
i s
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Les inégalités (3.19)—(3.22) mises dans (3.18) donnent
T
BIY(t) ~ YalOF +1B [ 1Z0(t,5) = Zi(t,5)ds
T
< @Bt ot 2+ [L+ 12000+ OPDIRNE [ Va(s) = V(o)
+(_+%+é+6(ﬂ2+4 KQIE/ |Za(t,8) — Zm(t,s)|*ds
2 / | = 1) (63, Ya(8) Zalti8)) Ly _(£,5)ds
2R / | U = ) (85 Ym(5)Zun(6:8)) P gy (£,)ds
! T T Y
+6(82 + 4)IE/ (T - s)du/ | (fn—= 1) (s,u,Yn(u),Zn(s,u))|2lz7::,n(s,u)du
+6(3, + 4 IE/ (T—s du/ | (fm — f) (8,4, Y (w),Zn, (s,u))|2lzzn(s,u)du
12(8, + )K’TE [ d Zn(s,u) — Zm(s,u)’d
+12(08; +4) /t s/s | Zn(s,u) (s,u)|*du

c 2
+m(l + n )

Si on choisit 3) = B, = B3 = 8K? alors il existe deux constantes K, et C dépendant
uniquement de K,T, et £ telles que

d 1
dt( KltUmn(t)) + 26K15an( )

2 [ 5 (o 1) (Y52 Za ) Py (1)

IN

T
Lo / 9| (fn = 1) (5 Ym(5), Zm(t,5))P Loy (1,5)ds
t v

T T
+6(8K* + 4)IE/ (T - s)eK‘sds/ | (fn = 1) (s,u,Yn(u),Zn(s,u))lzlzﬁ "(s,u)du

+6(8K 2% + 4) IE/ - 3) K”ds/ | (fn = ) (5,0, Y (), 2, (s,u))|212~ (s,u)du
2 2 Kls C 1
+12(8K?% + 4)K*T /t Vinn(8)ds + ———— e eft, (3.23)
ou
mnt)—IE/ Ya(s) = Yon(s)Pds et Viom(t) = IE/ 1Za(t,5) — Zo(t,5)[%ds.
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L’intégration de chaque membre de (3.23) dans [t,T] implique

T
eKltUm,n(t) + %/ eKlst,n(s)ds
t
< (2436K* + 977 [p3(fa = 1) + p3(fm — £)] 57
T T
+12(8K* + 4)K*T / ds / € Vi n(u)du
t s

C KT
+ K1N2(1—a) ¢
et I'inégalité de Gronwall donne

C

WKT) op(KaT),

(3.24)

T
[ e Vomalis < <K2 (U= 1) + 02fom = F)] 57 +

K, et K3 étant des constantes dépendant uniquement de K,T €.
Le passage 4 la limite sucessivement en n, m et N entraine grace a la condition (A)

T
/ ef13V, (s)ds — 0 et Upn(t) — 0. (3.25)
t
Par conséquent la suite (Y,2,),,.y st de Cauchy dans I'espace de Banach M2([t,T] ; R¥) x
M*([T —n,T] x [t,T]; R*4) et admet une limite (Y (s),Z(t,s)) € M2([t,T];R¥) x
M2([T — n,T) x [t,T]; R¥*%). D'autre part

T T
E / ds / | f(8,08,Ya (1), Za(5,0)) — F(5,0,Y (u),Z(s,1)) 2du

IA

T T
IE/ ds/ | fr(s,u, Yo (u),Z,(s,u)) — f(s,u,Y(u),Z(s,u))|21A3ydu
t 8
T T
+2]E/t ds/s | (fn—f) (s,u,Yn(u),Zn(s,u))|2lzgdu

T T
2 [ ds 150, Ya(0,Zus0)) — S0 Y (), Z(5,0)) Ly
t s "

IA

c T

e + 204 (= f) +AIRE [ [Ya(s) - Y(o)ds
T T '

+4K2]E/ ds/ | Zn(s,u) — Z(s,u)|*du,

ol

Ay = {(wsw) € Qx Dyl + |V (w)| + [ Z(s,u)] + |Yalu)| + | Za(s,u)] > N}
et A, = QxD)\AV.
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3.3. PROPRIETE DE STABILITE Aman Auguste

Les résultats précédents prouvent que

T T
]E/ dS/ |fn(S7U,Yn(u)7Zn(Sau)) - f(s,u,Y(u),Z(s,u))lzdu — 0
t ’ n,N — 400

et la limite dans (3.3) montre que (Y,Z) est solution de 'EDSR de type Volterra.
Ensuite Y (T — ) étant une variable aléatoire unique, I’équation

T-n T-n
on / Falt8,Ya(8), Za(t,5))d5+ / (0(6,5.Ya(5)) + Za(t,5)] dW (s) = ¥ (T—1)

(3.26)
admet une solution unique (Y,,,Z,) € M%([T — 2n,T — n]; R*)x M*([T — 20, T — ] x
[t,T — 1] ; R¥*4). On montre avec les arguments précédants que (Y,,Z,) est de cauchy
et sa limite (Y,Z) est I'unique solution de PEDSR de type Volterra
T—n T-n
Y(t)+ f(t,8,Y(s),Z(t,s))ds +/ [g(t.5,Y (s)) + Z(t,5)] dW (s) = Y (T —n).
t

t

En continuant cette procédure on prouve l'existence pour tout (¢,s) € D. O

3.3 Propriété de Stabilité

Cette section prouve la stabilité des solutions des EDSR de type Volterra sous la
condition de drift localement lipschitzien. Pour cela on considére (£,, fn.gn)nen une
suite de processus respectant les hypothéses précédentes,

@) pn(fa~fo) — 0
(B4)< (1) m(gn—g0) — O

(1)) Bl —&° — 0

1

2
o0 7 5 = 90) = B Sy u gnt,5) — (59 ds
Yy

et (Yn(t),Zx(t,s)) I'unique solution (Voir théoréme 3.2.1) de 'EDSR de type Volterra
qui lui est associée.

Théoréme 3.3.1. Supposons les hypothéses (B1) — (BY) et (A) satisfaites; alors

(Ya(s),Zn(t:8)) — (Yo(s),Zo(t,s))
n — 400

dans M (t,T)R¥) x M(D,RFxd),
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Démonstration. En vértue du Lemme 1.2.1
E|Y,(t) — Yo(t)|?ds + E /T | Z(t,8) — Zo(t,5)|*ds
= El&n - éh(]l2
+2E—/t (fn(t:31Yn(3)’Zn(ta3)) - fO(taS,YO(s):ZO(tvS))a)/O(S) - Y0(8)>d3
—QE[ (fn(t,s,Yn(u),Zn(t,s)) - fO(taSaYO(s)7Z0(t73)))a1n,0(t73))d3
—'ZIE/ (gn(taSvYn(S)) - gO(tvsv}/O(S))aZn(t’s) - ZO(t73)>d5
T
—IE/t |9 (t,5,Yn(5)) — go(t,s,Yo(s))|*du
ol
Lno(t,s) = / (o (5,0.Ya (1), 2o (5,0)) — Jo(s:,Yo(21), Zo(s,u))) du

- /T (fn(t)u’yn(u)’zn(t>u)) - fO(t,u’YO(u)aZG(LU))) du.

Une procédure presqu’identique a la preuve d’existence du Théoréme 3.2.1, et le
choix de £ = 3, = 8K? et B; = 8 entrainent

E|Y,(t) - Yo(@®))* + %E/t | Za(t,8) — Zo(t,8)|*ds

T
< KiE [ [Ya(s) = Yolo)lds
t
+ K305 (fn — fo) + 1672 (g, — go)

T T
+K3]E/ ds/ | Z,(5,u) — Zo(s,u)|*du
t s

C
+ N2(1—a)’

Ki,K5, K3 et C étant des constantes dépendant uniquement de K,T', et . Le reste
de la preuve est identique & celle d’existence du Théoréme 3.2.1 O
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Chapitre 4

Equations Différentielles
Stochastiques Rétrogrades avec
barriére, temps termmal aléatoire et
Applications?

Dans ce chapitre le probléme et les hypothéses sont posés a la Section 1. La Sec-
tion 2 énonce le résultat principal. En application la Section 3 donne une connection
avec le prix des options d’achats américaines et le probléme d’obstacle des EDP semi-
linéaires paraboliques avec condition aux limites de type Neumann non linéaire.

4.1 Formulation du probléme

Etant donné un espace probabilisé filtré complet standard et un processus de
Wiener de dimension d notée (W), on considére 'EDSR 4 réflexion normale et
temps terminal aléatoire suivante

AT

TAT TAT
},t/\'r = YT/\T + f(SaYs,Zs)dS +/ Q(S,Ys)dGs e / stWs
t t

AT

+Konr — Kipsr (4.1)

ou 7 est un Fi-temps arrét P—p.s. et {G,},,, un processus F;-progressivement me-
surable continu et croissant 4 valeurs réelles satisfaisant Gy = 0. Le probléme est de
prouver I'existence et 'unicité de la solution de (4.1) sous les hypothéses suivantes.

(C1) f et g sont des fonctions définies respectivement sur 2 x IR, x IR x IR? et
1 x R* x IR 4 valeurs dans IR vérifiant

3. Ce travail est soumis pour publication
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( (1) ViVz,y — (f(t,y,2),9(t,y)) est continue

(i) (w,t) — (F(wit,g,2).9(wit,y)) est F, — progressivement mesurable
(1) Yt VyV (2,2), |f(ty,2) — f(ty.2)] < K|z — 2|

() VeV ¥(yy'), (y - ) (fty,2) — f(ty'2) < aly - y'?

(v) VY2 Y(yy), (v —4) (9(ty) — 9(ty) < Bly -y

(vi) VEVy,Vz, |f(ty.2)] < @+ K(lyl +121), 1g(ty)l < v+ Kly|

(vit) I (fy 406 [|£(5,0,0)2ds + |g(s,0,0)|2dG,]) < +o0

| (vits) IE (J e*H#CE [p2(s)ds + $2(s)dG,]) < +00,
ot @ € R,3 < 0,K > 0 sont des constantes telles que A > 2|a| + K? u > 2|4|;
{1, ¥ },50 étant des processus & valeurs dans [1, + 00)

(C2) £ est une variable aléatoire F,-mesurable tel que

]E (eAT—HJG(‘r) I€|2) < +00.

(C3) (St);>p st un processus d’It6 de la forme: dS; = mylpndt + nilpdG, +
vl dW;

tel que
(2) IE(fT AstuG(s) ((Imy,)? + |v,]?) ds + |ns|2dG, )) < 400

(1) S; <& Pp.s.

Définition 4.1.1. La solution de ’EDSR généralisée a réflexion normale associée
d (1.6,£,9,5) est le triplet (Y;,2,,Ky),, de processus progressivement mesurables a

valeurs dans IR x IR*xR et vérifiant:

48



4.2. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE Aman Auguste

[ (j) Y est un processus continu.

Pour tout 0 <t < T,

(J]) TAT

Yt/\T—YT/\T-FfAT I SYS,Z)ds-Irf
+KT/\T Kt/\-r

T/\T -r/\T

(5,Y,)dG, — [

< (39) Yi> S, sur {t <7}.
(47) E(Sup0<t<T At+uG(t)|Y| +fT As+uG(s) [('Y;IQ‘F)Z.;F) d8+|Ys,2dGs]) < +oo.

(59) K est un processus croissant tel que Ko =0 et
! (]TAT (Y, = S)dK;=0ps. VT >0.

| 65) Yi=¢, Z, =0, K, = K, sur {t>7}.

4.2 Résultat d’existence et d’unicité

Les travaux de Pardoux et Zhang dans [62] établissent que 'EDSR généralisée

TAT TAT
Yiie = Yoar t f(s Y Z0)ds + / 9(s,Y)dG,

tAT tAT

TAr Thr
+n / (Y™ — S,)" (ds + dG.) — / ZrdW,, (4.2)
t

AT AT

obtenue par la méthode de pénalisation admet une solution unique (Y*,Z7);>0 4
valeurs dans R x R¢ vérifiant

-
E(sup e/\t—HLG(t) |thn|2+/ e/\s+ltG(s) [(lysn|2 + |Z;1|2) ds + |)/sn|2dGs]) < 400.
0

0<t<r

Théoréme 4.2.1. Les hypothéses (C1) — (C3) étant vérifices , ’EDSR généralisée
a réflexion normale associées auz données (7.£,f,9,5) admet une solution unique

(Y,Z,K).

Démonstration. eExistence

Dans cette partie subdivisée en plusieurs étapes, C est une constante positive qui
peut varier d’une ligne i une autre.

Etape 1: Estimations uniforme en n de (Y",Z" K") .
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La formule d’It6 appliquée & |Y;%,«|*> donne

ThAT

e/\(t/\‘r)-HtG(t/\'r) |}/t7/t‘r|2 + / eAs—HLG(s) |st|2 ()\ds + /LdGs)

tAT

TAT
[ o
t

AT

TAT
— e/\(T/\T)—HtG(T/\'r) IY;/\'rlz +92 / eAs-(—#G(s)y;nf(s’}/sn’Z:)ds
tAT
TAT TAT
+2 / e/\s+/,¢G(s)stg(s’}/sn)dGs -9 / ez\S-{—pG(S)y;nZ‘;LdWs
tAT INT

TAT
+2 / e/\s-é-p.G(s)stdK‘;l’
t

AT

ou

dK™ = (Y — S,)” (ds + dG,).

Les hypotheses (C2i7)—(C2v) entrainent
27 f(s,Y,Z8) < (20 + 202 + p) Y + |22 + C|f(,0,0)]*
2Y7g(s,Y) < 28+ p) [Y2* + Clo(s 0))".

Choisissant0<p<1/2et'y:1—2ptelsqueX=/\~2a—}1u2—p>0,1~7>0,
eti=pu—20—p>0,on trouve

TAT
A [y (24 [ Aot |y [ (Rds + G

tAT

TAT )
Hu—y) [ ez as
tAT

IA

TAT
CA(TAT).;_,,LG(T/\T) IY;’lm-I? + QC/ eAs+ﬂG(s) 'f(S,O,O)lZ dS
tAT

TAT TAT
+2C / X6 19(5,0)|* dG, — 2 / XY 7w,
tAT

AT

TAT
42 / 8>‘3+“G(S)}/sndK:.
t

AT

Sachant que (Y — S,) = (Y — 8, )t — (Y2 = S,)7, fINT etuGle) (yr — 5,)dK™ < 0
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et [T A HHCE YNGR < [IAT s tuG) 5 K, Pinégalité précédente devient

TAT
L R / D Y (s + dG,)

tAT

TAT
+(1 - 7)/ e,\s+uG(s) IZ:l? ds
t

AT

TAT
< e/\(TAT)+;4G(TAT) (Y’;‘LATIQ +2C ex\s-i-uG(s) lf(S,O,O)(2 ds
tAT
TAT . TAT

+2C @”me@mﬁag-zf eNHHEEY R Zn W,

AT tAT

TAT
+2/ﬁ M HHCE 5 AR, (4.3)

tAT

Ensuite 'inégalité de Young appliquée 3 ftf;w e* GG dKT donne

TA
E (e,\(t/\r)wc(t/w) |Yt7\1|2) +E (/
tA

T

TAT
+(1 —7)E (/ ers+uGls) lZ;l[2 ds)
¢

AT

roHHGE) [y 12 (Nds + ﬂdGs))

TAT
< E (e,\(TAT)HLG(TA'r) ,Y’IZ‘I/\T'2) + 2CE (/
t

AT

emwmﬂu@&mf@)+

TAT . |
2CE (/ e o HHG(s) (g(s,O)l2 dGs) + SE ( sup 2Ot+uG(®) |(St)+|z)
t

Ar o<i<T

+OE (KFpr — Kinr)”-
Or

OF (K7, — Kinr)”
< CJE (e(/\(t/\r)+pG(t/\-r)) |)/t7/l\'rl2 + e(,\(T/\‘r)+uG(T/\7')) IY’I1‘1A1-|2

TAT
+ / e tHG(s) (¥2(s) + Y2+ |Z:|2) ds
t

AT

TAT
_+_/ e/\s—HlG(S) (¢2(S) + I}/sn|2) dGs) :
t

AT

alors § étant choisi assez petit tel que 1 — Cé > 0, N=2-0C5> 01—7—-Céd>0,
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eti=%—-C5>0,0ona

TAT
(- i ey ) sk ([ e v, f (s + G )
tAT
TAT
+(1 ——CHE ( / TG | 7|2 ds)
tAT

TAT
< (14 CHE (XTAH+uCGTAT) yyn 12) 4 9CE M THGE) | £(5.0,0)) ds
TAT
A

T

TAT )
OE (/M I Ig(s,o))zdcs) +5E ( sup HOHHGO) (5;*)2)

0<t<r

\CE (/tT/\T e,\3+.uc:(s)( 2(s)ds + 92(s)dG ))

AT

Lorsque T tend vers linfini, le lemme de Fatou et le théoréme de la convergence
dominée de Lebesgue impliquent

E 6A(t/\‘r)+pG(t/\'r) y» 2 +E 7 ez\s—{-pG(s) yn» 2 ids + ﬁdGs
tAT s
1]

+E (/ As+pG(s) Ian dS)
0

CF (eAT+pG(r) (§|2 + /T e sHrG(s) |f(3’0’0)|2 ds)
0

+CE ( sup e2(z\t+p.G(t)) |(St)+|2 + / e,\s+p,G(s) |g(s70)|2 dGs)

o<t<r 0

+CE (/T AtuCGl) (2(5)ds + P2 (s)dGs ))

IN

Ensuite 'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy appliquée a (4.3) entraine

E ( sup eMHHEO |y 4 / M HHEE) YR (ds + dG,) + lZ:lzds])

0<t<r 0

< OB (o gf 1 [ om0 (£(500) ds +1a(s0) G

+ sup EOHHEO) (g 4 / rtuGls) (¢2(s)d5+¢2(s)das))
tAT

0<t<r

et

E ( sup |Kt"|2) < +o0.

0<it<r
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D’autre part, le théoréme de comparaison prouve que (Y") _, est une suite non
décroissante; alors elle admet, pour limite Y un processus progressivement mesurable
sur {¢ < 7} . D’aprés les estimations qui précédent, le lemme de Fatou et le théoréme
de la convergence dominée de Lebesgue assurent,

E ( sup eM+re®) |Yt|2) < 400
o<i<r
et
E ( / MG |yr Y, % (ds + dGs)> — 0

0
n — 0.

Etape 2: Prouver que lim, o E(supyc,c, eXMHHE0) | (Y — St)'lz) =0.
Soit (¥7",Z7) 1a solution de 'EDSR

_ - TAT - TAT .
Voo = Vot [ seFnEnass [ eeTnde,

tAT tAT
AT

TAT ~
+n/ (Ss — YY) (ds + dGy) — / ZMdW;
¢

AT INT

alors le théoréme de comparaison donne pour tout n € N*,
17[‘ <Y, Ppssur {t<T}.
D’autre part v étant un temps d’arrét tel que 0 < v < 7, 'application de la formule

d’'lto a e“"(c"‘-"*t“’))zn et espérance conditionnelle montrent que

Yr = E[e—n(GT_y+T—V)€+/ e—n(G,,_V+(s—u))f(S’an’Z;L)dS

v

+/ e’"(G“‘”*‘(S_”))g(s,YS")dGs +n/ g MGt V) g (ds +dG,) | }',,AT] )

Or e ™MCr—vt7=)y n [T e~(Gav s G (ds + dG,) (resp. son espérance condition-
nelle) converge vers £1(,—r) + Sul{u<r} p.5. (resp. dans L? (Q,P)). Ensuite sachant
que

T

e ™M) f(5,Y, ZM)ds

< ( [ zp d)
In v

. )
([ emooptsivz o as)

v

/T e—n(Gs—u'f'(s_"/))f(syysn7Z.?)dS

v

T

|5l 5i-
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et

/T e—n(Gs—u+(3“”))g(s,st)dGsl <
v

/ e MG )g(5,Y]")dG,

7 3
( / lg(s,Y:)l"‘dGs)
2n v

(/ e,\s+MG(5) lg(s,}/sn”? dGs) z ,

<

IN

fl- 5-

/ e Mo (5, Y, Z7)ds+ / e MGt g (5 Y M)dG, — 0 dans L? (2,P).

Finalement

Y — €1{y=r} + Su1(y<r} dans L* (Q,P)
et
Y,>S, ps.
Le théoréme section (voir Dellacherie et Meyer (page 220) [23]) implique que
Y; > S; p.s sur 'ensemble {t < 7};
ce qui entraine que
(Y —St)” | 0, p.s sur 'ensemble {t < 7}.

En vertue du théoréme de Dini cette convergence est uniforme en ¢ et le théoréme
de la convergence dominée assure que

lim E(sup M0 (v — 87 F) =0,

400 0L

car (Y;* — S)7 < (80— YO)+ < (S| + (Y.
Etape 3: Convergence de la suite (Y™, 2" K™).
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Quelque soit 7 > p, la formule d'Tto appliquée a eXA+#CEAT) |Yn — YP |? donne

TAT
AEAT)HRG(EAT) Yz, — },&7,2 + / s +HG(3) Y — ysp|2 (Ads + pdGy)

tAT

TAT
+ / MHHCE | zn — 782 ds
t

AT

TAT
_ / AHHGE) (YR _ YP) (f(s,YT,Z") — f(s,YP,ZP))ds
t

AT

TAT
2 f O (Y7 _yP) (g(s,YT) — g(s,YP)) G
t

AT

TAT
—a [ e (e - y2) (27 - 22) aW,
i

AT
TAT
+2 / G (Yn _ YP) (K™ — dKP). (4.4)
AT

Prenant I’espérance dans chaque membre de (4.4), les estimations adéquates donnent

TAT
E ( / MHEE) Y — YP)P (Nds + ﬁdGs))
t

AT

TAT
+(1 —~)E ( / e HuClE) | zn _ )2 ds)
t

AT

TAT
< oK ( [ iz v (ng_ng)).
t

AT

TAT
gg ([ 7 e vz - v2) (ar; - k) )
t

AT

< | sup O (V7 - 5) (K - KD

tINT<s<TAT

+sup MO (VP - 5,) (KE,, — KD, }
tAT<s<TAT

et les résultats des étapes 1 et 2, montre que le second membre de I'inégalité précé-

dente tend vers zéro lorsque n,p — oo. Par conséquent lorsque T tend vers 'infini

le lemme de Fatou implique que

E ( / e HHGE) |yr _ yP? (Nds + p‘dGs)>
0

+(1~7)E ( / erstuGls) | Zn Z§’|2ds> — 0
0

np — 400 (4.5)
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et en passant 4 la limite en n, on obtient
TAT
/ (Y, — 5,) dK, < 0.
0

eUnicité
Supposons {(Y;,2;,K:), 0 <t < 7}et {(Y/,Z,,K;), 0 <t < 7} deux solutions de 'TEDSR
a réflexion normale associée a (7,€,f,9,5) et posons

{(AY,AZ,AK,),0<t<7}y={(YV, - Y/, 2, — Z,,K, — K}), 0 <t < T}.

La formule d’It6 appliquée 3 eXAT+6G(AT) |AY, 1> montre que pour tout 0 < ¢t < T,

TAT
eA(t/\T)-l—uG(t/\T) |AYl/\7’I2 + / e)\s+ll-G(S) IAYS‘2 ()\ds + p,dGs)

AT

TAT
+ / Al |AZ [ ds
14

AT
TAT

= HOIHETN) | AY | 42 / I AY,, f(5,Ys,Z,) = [ (.Y, 2.))ds

tAT

TAr TAT

+2 / eMHHCE) (AY, g(s,Y,) — g(s,Y!)) dGs — 2 / MHHCENAY, AZ,dW,)
t/’\I-:—AT tAT

+2 / e HCE AY, AdK,). (4.7)
tAT

Les hypothéses (C1) — (C3) et la méthode précédente appliquées a (4.7) impliquent
que

TAT
eA(t/\T)+,uG(t/\7) IAYt/\rlz + / e/\3+ltG(s) |AY.,|2 (de + I_l'—dGs)

AT

TAT
Hi-) [ e Az ds
AT

TAT
< ATACEAD) Ay, (2o / A (AY, A Z dW,);

AT

d’ou
TAT
F (eA(t/\T)+pG(t/\T) (AYU\T|2 + (1 . 71)/ A5 HuG(s) |AZS|2 ds) <E (EA(T/\T)-HLG(T/\T) lAYT/\rlz) .
INT

En vertue du théoréme de la convergence dominée lorsque T tend vers l'infini on a

TA
E (ek(t/\T)-i-[l-G(t/\T) |A}/t/\-,-|2 + (1 _ ,71)/
t

AT

R VAL ds) =0
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et a la suite AY;n, = 0, AZ;n, = 0. Finalement 1’égalité

tAT
AKipe = AYp— / (F(8.YorZs — f(s:Y\Z0)) ds
0

tAT

AT
_ / (9(s.Y) — g(sYNdGo+ [ AZaW,.
0 0

permet d’avoir AKx, = 0. O

Remarque 4.2.1. Si 7 est une constante déterministe, on choisirait A = p = 0 dans
toute les preuves précédentes et 'utilisation du lemme de gronwall s’imposerait.

4.3 Applications

Dans cette Section, 'EDSR généralisée a réflexion normale associée a (1., f,9,5)
est considérée dans le cadre Markovien c’est 4 dire que ses données sont de la forme

& =1(X27), f(s,9,2) = f(5,X5°5,2), 9(s,y) = 9(s,.X7y), Ss = h(s,X5%)

ou {(Xb?.G4),s > 0} cst la solution unique de EDS (1.4) (voir chapitre 1), les
coeflicients vérifiant .
( (i) f € C([0,T] x © x R4 R)

(i3) g € C([0,T] x © x R;R)

(ii7) L € C(O,R) et I(z) < K(1 + |z]")

| () h e CY([0,T] x &;R) A (tx) < K(1+ |zfP) et h(T,x) <l (z) Vte[0,T], T €R.

4.3.1 Prix de ’option américaine revisité

Contrairement aux travaux de Cvitanic et Ma, [21] le processus de diffusion de
Pactif financier noté X7 est réfléchi. Par conséquent on impose qu’il influence le
procesus richesse de 'investisseur noté Y;” sans que l'inverse soit possible. L’objectif
de l'investisseur étant de maximiser son gain qui est donné par la quantité

9
E(R(.0)| F) — { / F(r, X% Ve 28 dr 4 f o(r, X Y )Gt
t
+h(8,X5%) Lio<ry + UXE") Lio=1y| Fi }

pour tout temps d’arrét @ a valeurs dans [¢,T].
Le théoréme suivant est 'analogue de celui dans Cvitanic et Ma [21].
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Théoréme 4.3.1. (Y'* Z4* K4} étant la solution de ’EDSR & réflexion normale

associée a {1 (X7*) ,f.9,h (.,X"".)) alors pour tout t € [0,T), il existe un temps d’arrét
optimal donné par

0, = inf {¢t < u < T.Y2" = h(u,X5")} AT
tel que

E(R(t,0,) | F)) = Y"" =ess sup E(R(t9)|F),
aeM(t,T)

ot M (1, T) est Uensemble de tous les temps d’arrét & valeurs dans [t,T].

Démonstration. V6 € M (¢,T),
0 0
v = v [ gy g+ [ gt xim ey
t t
0
—/ Z5dW, + Ky° — K[°. (4.8)
t

Sachant Y;"* déterministe, espérance prise dans chaque membre de 'équation pré-
cédente donne

g
vie = m{v s [ sexe v 2
t
4
+/ g(TaX:,x7Yrtyz)dG:',z + Ké’l. - K:J I ft} .
t

Or K% est croissant et

Yi® = Yy lgpery + Yo lio=my
> h(0,X;" ) oty + UX2") o1y (4.9)

Donc

0 6
viee 2 B [ feximviezni s [ aeximyines @)
t i

+h(9,X§’I)1{o<T} + l(Xf,:x)l{ng} I ft} .

D’autre part,
0. é:
YO = ESYT+ [ f(rn XY ZE)dr + / g(r, X" Y, ")dGE"
t ¢ ¢

+KL Kt‘v’} :
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Or
27 = h(6, X2 (a<T} T H(XF)1 (f=T})
et
K = K",
donc

¢ 6:
yie — E{ X 2+ [ g X YiaG )
t t

+h(§t1Xét‘;I)1{é;<T} + l(X%I)l{gAt:T}} .
Finalement (4.12) et (4.11) impliquent

Y} " =ess sup E(R(t0)|F).
8eM(t,T)

a

Proposition 4.3.1. (Y%, Z5% K) la solution unigue de I’EDSR & réflexion nor-
male associée & (! (X;’t) f,.9,h (., X®Y), le priz mazimum de l’option est Y;.

Démonstration. Pour tout t € [0,T], on a (supprimant Uexposant”*")
t t
Vit [ 10X Y2 + [ gln X, Y,)dG,
0 0
t
= Y0+/ Z.dB, — K,.
0

K étant croissant et sachant que E(1 | F;) = 1, on a pour tout temps d’arrét a
valeur dans M (¢,T)

/] 7]
Yt 2 E {YB +/ f(r,Xr,)/,-,Z,-)dT +/ g(r,X,,Yr)dGr | ]:t}
t . t

v

] [}

E {/ f(T',X,.,Y;.,ZT)dT +/ g(r’XT’Y;‘)dG"
t t

+h(0,Xo) gty + U X 1) io—1y| Fi} -

Ce qui implique que Y; > V/(t), V ¢, en particulier Y, > V(0)
on

V(t) = ess sup E(R(t0)|F),
9EM(t,T)

V(0) = ess sup E(R(0,)).
8eM(OT)
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Inversement, étant donnés (Y,Z,K) une solution indistingable de notre EDRS et
fp =inf {0 <u<T)Y, = h(u,X,)} AT

un temps d’arrét optimal, les propriétés de 8y, impliquent Y > Y pour tout
6 € M (0,T). Enfin en vertue du Théoréme 4.3.1 on a

Yo >2V(0) > Yo
3

4.3.2 Probléme d’obstacle pour les EDP semi-linéaires para-
boliques avec condition aux limites de type Neumann
non linéaire

Etant donné le probléme d’obstacle des EDP suivant

min {u (t,z) — h(t, ),
—% (t,.’E) - (‘Cu) (t,I) - f(S,ZL',U (tam), (Vu (t,.’l?))* o (t,:[,‘))} =0,
{ G2 el TIxe (4.12)

Fu(t,z) +g(t,z,u(t,z)) =0, (t,z) € [0,T] x 00

u(T,z) =1(z), z € 6,

ol

(Ly) (tz) = —Z(aa ) (19) 5,5 (4.0 +2b(tz :(t,r),zeﬁ

i,7=1

(Tp) (ta) = Za (2) 52 (1), 7 € 00

et (Y5, Z% K'*) la solution de PEDSR, généralisée a réflexion normale associée a
(L (X3P t) J.a.h (. X)), si on pose

u(t,z) = Y7, (t,z) € [0,T] x 6, (4.13)
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alors on a les résultats suivants
Proposition 4.3.2. La fonction u vérifie:
(a) u(t,x) > h(tz) ¥V (t,z) € [0T] x 6
(0) sup,eglu(t,z)| < C(L+|z]) Ve l0T]
avec C > 0 une constante indépendente de t et x
(¢) weC([0,T) x 6).
Théoréme 4.3.2. La fonction définie en (4.13) est une solution de viscosité de

(4.12).
Démonstration. En vertu des travaux de Pardoux et Zhang [62] PEDSR

T T
v = i)+ [ Xy zinars [ g Yinacs

T
—~ / ZidW, + K7 — K2

n,s?
8

ol
Kyi=n / (Y52 — h(r, X)) (dr + dG&*)
0

admet une solution (Y,%%,Z5%) et u, (t,z) = Y,;7 est une solution de viscosité de
EDP

(% (t,2) + (Luy) (t,2) + fuls,7un (£,2), (Vun (4,2))" 0 (t,2) =0,
(t,x) € [0,T] x 6

Ty (£,2) + gn (.54 (8,2)) < 0, (t,2) € [0,T] x 086, (4.14)

L u, (T)z) =1(x), T €6,

ol fu(s,3,9,2) = f(s,7,9,2) +n{y—h (£,x))” et gn(s,zy) = g(s,2,y) +n(y —h (7))
On montre que '

lun (t2) —u (4,2)|* < E( sup |V2 — YE#[%), V (t,z) € [0,T] x B,

t<s<T

et
up (tz) Tult,x).

u, et u étant continus, en vertue du théoréme de Dini cette convergence est uni-
forme sur tout compacte. D’autre part V (¢,x) tel que u (¢,z) > h(t,x) et (p,g,X) €
P3+u (t,x), le Lemme 6.1 de [19] entraine qu’il existe une suite

(tﬂj ,xnjapnj ’Q‘ﬂj ,an) E [OJT] X R X P2,+uﬂj (tﬂ.] 7x17.j)
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tel que

(tn.j r'l:nj ,unj (tnjy-rnj)apnjaan aan) - (t1$7u(t7$)?p’Q7X)
] — 00,

et

1 *
~Pn, — ETT (oa (tn, ,xnj)an) — (b(tn;+Zn, ) n,)
_f(th 7xnj 7unj (tnjaxnj)aano(tnj 7~Tnj))

< —n(Un,(tn; s Tn;) — Mta; Tn;)) ", Vo € O. (4.15)

Sachant que u (¢t,z) > h (t,x) et u, convergent uniformement, il existe j assez grand
tel que un, (tn;,Tn,;) > h(tn;,2,;). Ensuite (4.15) implique

—pP- %TT ((oo)*(t,2)X) — (b(t,x),q) — f(t,zu(t,x),q0(tx)) <OVr €O
et
(b (t,x),q9) + g(t.zutz)) <0,V z € 96.

qui prouve (a) de la Définition 1.2.4. Un raisonnement analoque prouve (b) et met
fin & la preuve. d
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Chapitre 5

Homogénéisation des EDP
semi-linéaires réfléchies avec
condition aux limites de type
Neumann non linéaire 4

Dans ce chapitre les hypothéses et deux résultats utilisés dans la suite seront
donnés 4 la Section 1. La section 2 prouve la convergence faible de 'EDSR généralisée
a réflexion normale et temps terminal constant et la section 3 donne en application
I’homogénéisation des classes d’EDP a valeurs réelles.

5.1 Hypothéses, notations et quelques résultats

Soient O 'ouvert borné régulier de R? défini au chapitre 1 et b, o deux fonc-
tions lipschitziennes assez réguliéres. On considére I'opérateur différentiél parabo-
lique (L¢,[;) et sa forme homogénéisée (L,I') définis respectivement par

d
x 1 T
L. = Zaij(;)a,-aj + g Zb,(g)@l
i,j

. oY x
r. = Zazi(é)a“ Ve >0

4. Ce travail est soumis pour publication
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et
d
L = ) ay(z)dd; + Y bi(z)d;
i3 i

0
r = Zai(‘”)a"’

ol 8; = 8/8zx; et la matrice a(z) = [a;;(z)] est pris comme o(z)o*(z)/2.
Si (X¢,G°) est la (L,,I'.) —diffusion alors elle est la solution de I’EDS progressive
réfléchie associée & (b,0,¢) et vérifie

t
sup E(| X5 + / IXE[2(ds + dG)) < +o0. (5.1)
£ 0

D’autre part (X¢,G°) converge en loi vers (X,G) 'unique (L,I") —processus de diffu-
sion ergodique & valeur dans T¢ x R, (T? étant le tore de dimension d).

Pour terminer définissons respectivement les espaces

e C([0,T],8) des fonctions sur [0,T] & valeurs dans © muni de la norme de la conver-
gence uniforme,

e D ([0,7],R) des fonctions continues & droite ayant une limite a gauche (c adlag)
sur {0,7] & valeurs dans R muni de la topologie de Meyer-Zheng,

e C, (]0,T] ,R,) des fonctions croissantes sur [0,7] & valeurs dans R, muni de la
norme de la convergence uniforme

et les résultats suivants

Proposition 5.1.1. (Billingsley [13], p 25).

Soit (U®), une famille de variables aléatoires définies dans un méme espace de pro-
babilité. Pour tout € > 0, on suppose Uezxistence d’une famille de variables aléatoires
U=m),,, telles que:

U™ == U%" quand ¢ tend vers zéro

o™ = U* quand n — +o00, uniformement en

U0 — U0 quand n — +oo.

Alors, Ut converge en loi vers U°.

Proposition 5.1.2. (Voir Ouknine et Pardouz [53])

Soient g € C (B xRR) et (X*,G5,Y*") un élément aléatoire de C ([0,T},0) x
C, ([0,7]) R, )xD([0,T] ,R) munie de la topologie précédente. S’il existe (X*,G¢,Y®") €
C ([0,77,8) xC, ([0,7), R, ) xD ([0,T] ,R) tel que (X&,G5,Y") = (X,G,Y™) quand
€| 0, alors

sup - 0

0<t<T

T T
/ g(s,Xj,Y:’")dGi—/ 9(8,X,,Y")dG,
i t

e — 0.

en proba.
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5.2 EDSR réfléchie et convergence faible

Dans cette section on considére les ESDR généralisées a réflexion normale as-
sociées respectivement a ({(X%),f,g,h(.,X°)) et ({(X7),f,9,h(.,X)) dont les données
vérifient les hypothéses

(D1) f et g sont des fonctions définies respectivement sur @ x IR, x IR x IR et

1 x IR" x IR & valeurs dans IR continues vérifiant
((3) VEVz,y — (f(t,2,9),9(t,2,y)) est continue

(i7) (wt) — (f(wit,y,2),9(w,t,y)) est F; — progressivement mesurable
(i@3) VEVE YY), (v — ) (fEzy) - ftzy)) Saly — ¢
() YtV V(yy), (v —¥) (9(t,zy) —g(tzy) < Bly — v/I*
(v)8VtYz Yy, |f(t.ay)| < @+ K(lz}7+ 1), lg(tz,y)] < ve + Klz|?.

(v3) B (f 1£(5.0,0)Pds + g(5,0,0)%dG,} ) < oo

(vid) |E ( I 197()ds + ¥3()dG.) ) < +oo,
oiit a € IR,4 < 0 sont des constantes; {;,¥:},,, étant des processus & valeurs
dans {1, + 00)

{ (?) 1 € C(O,R) et I(z) < K(1 4+ |z|F)
(D2)

(13) h € CV2([0,T] x 6;R),h(t,z) < K(1+ |z[") et h(T\z) <l(z) Vte [0,T],z € R

Par conséquent elles admettent (voir chapitre 4 ) respectivement des solutions uniques
{(Y5,20,K;) 0 <t < T} et {(V;,Z,K;) : 0 <t < T}. Si on pose

t t
ME = — / ZEdW, et M, = — / Z,dW..
0 4]

alors (X¢,G5,Y¢, M K¢) et (X,G,Y,M,K) sont les éléments aléatoires de I'espace
C ([0,71,8) x C4 ([0,T],R,) x D([0,T],R) x D([0,T],R) x C({0,T],R), ot les deux
premiers et le dernier termes sont équipés de la topologie de la norme sup, le troi-
siéme et le quatriéme termes de la topologie de type S de Jakubowski [38].

Théoréme 5.2.1. Sous les hypothéses (D1)—(D2) la famille de processus (X,G*,Y,M¢ K¢)

converge en loi vers (X,G,Y,M,K) dans C ([0,T],6) x C, (0,71 ,R,) x D([0,T] ,R) x
D([()’T] 7R) x C+ ([OvT] ’R) :
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La preuve de ce théoréme neccessite des lemmes. Pour les énoncer considérons
((Yy™,27™) Punique solution de PEDSR généralisée

T
YS" = I(X§)+ / f(s, XY™ ds+/ g(s, X5, YS™)dGE
¢

+n / (Yo" — h(s,X5))™(ds + dGS) + ME™ = ME™  (5.2)
t

ou ,
Me™ = —/ Z7"dW,
0

obtenue par la méthode de pénalisation (voir Pardoux et Zhang [62]).
Lemme 5.2.1. Les conditions (D1) — (D2) étant vérifiées, la famille de processus
(Yo" M&™) converge vers une unique famille de procesus (Y™, M™) dans ({0,177 ,R)2.

Démonstration. Etape 1. Estimation uniforme en ¢
La formule d’Ité appliquée & |Y;""|? donne

T
e [ 1ztas = WP+ [ Yers s XeYe s
‘ T
+2/ Yo" (s,X5Y ™) AGE
t
T T
-2 / YEmZEndW, + 2 / YEndKE™,  (5.3)
t t

Etant données les hypothéses (D1iii), (D1iv), Vinégalité [ YemdKe™ < [T h(s,X¢) dKE™
et celle de Young

T T
ElYS" + / Z5m2ds < EJI(XE)?+E / {2+ 1) [YEm2 4+ 02 + K2|X<[%} ds
t
+IE/ (26 + ) |YE") + 2(¢2 + K?|X5)*dGe
T
+E / h(s,X5) dKS™.
t
Si on choisit v? = |3 alors ’hypothése (D1vii) et 'inégalité de Young entrainent
T T
EYSm + / 12572 ds + |8 E / YEPAGE < EI(GE)P
t t
T
sc 4B [ enfa)
t
1 (2
+5E sup |h(s,X5)|

0<t<T

FOE(KE™ — KE™M2 (5.4)
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Or
T
E(KS™ - KoY < C{E(IW’"("’HZ(X%)(” / (IXEI"+IY§’"(2)ds)}
t

T
CE / (X2 + |V 2)dGS; (5.5)
t

1 |4
doncsuS—mf{zC 20

} , on trouve

T T T
EYrP+E [ jzenpas+ B [ verpacs s ca B [ enpas)
t t t
et lemme de Gronwall conclut
T . T
]E(/ |Z™|*ds + / [YEr2dGE + (K7™)?) <C,0<t<T,neN.
t t

Finalement I'inégalité de Burkholder-Davy-Gundy appliqué & (5.3) donne

T T
B(sup [P+ [ 1250Pds+ [ IYenPAGE + 1K)
0 0

0<i<T

Etape 2 Critére de tension.
En vertue de I'égalité (1.8) et sachant que Y*™ vérifie 'EDSR (5.2) on a

T
OV < B[ (o XE¥Elds + / (5, XE,YEm)|dGE + |K5™)).
0
L’hypothése (D1v), 'inégalité (5.1) et I’étape 1 impliquent
T T
sup(CVi(Y,™) + E( sup [Y,5"* + / |Ze™ s + / Y " 2dGs)) < +oo.
€ 0<t<T 0 0

Par conséquent {(Y;"*,Z,"%), 0 <t < T} satisfait le critére de tension de Meyer-
Zheng pour les quasi-martingales sous P.

Etape 3. Convergence en loi.

L’étape 2 permet de trouver une sous suite de (Y;"",M;™) (qu’on peut encore noter
(Y™ M™)) telle que (X*,G5, Y™, M*™) converge vers un processus (X,G,Y™ M™)
dans C ([0,T),8) x C, ([0,T],R;) x D ([0,T],R)? out les premiers termes son muni
de la topologie produit de la convergence uniforme, le troisiéme de la S—topologie
et le quatriéme de la topologie de la convergence en mesure ds.

D’autre part les applications (z,y) ft f(x(s),y(s))ds et y +s ft y(s) —S9)ds
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étant continues respectivement dans C ([0,7],0) x D ([0,T'] ,R) et D ([0,7] ,R) muni
des méme topologies précédentes et en vertue de la Proposition 5.1.2,

T T
/f(s,Xj,Y:’")ds — /f(s,Xs,Ys")ds
¢
T
/(Y“‘— $,X))ds — /(Ys"-h(s,Xj))_ds
tT
/ ssXYmdGs — [ glsXuC,
t ¢

T T
| e xayass — [ - hx)do,
t t

Par conséquent en prenant la limite de chaque membre de 'EDSR (5.2) on a
T T
Y = I(X7)+ / (s, X5, Y )ds + / 9(s, X, Y dG,
t t
T
+n / (Y™ — h(5,X)" (ds + dG,) + M — MP.
t

Enfin par les méme arguments que Pardoux [54] ou Essaky et Oukaine [27], prouvent
que M"™ et MX (la partie martingale de X) sont des F;*¥" —martingales.

Etape 4. Identification de la limite.

Etant donné {(Y;,U;),0 <t < T}, solution unique de "EDSR généralisée

T T
Yy o= 1)+ [ fls.Xo T )ds + / 9(5,X,,¥7)dG,
t t

T
+n/ (Y, — h(s,X,))” (ds +dG,) + M} — M",
t

t
- / U amX
0

T
IE/ THMXVT™ < +oo.
t

ou

vérifiant

M" est une martingalecar Y , U sont f,x '—adaptés et MX une ]_-tx T —martingale.
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D’autre part la formule d’It6 appliquée & |V, — Yt"|2 donne
E|V} - Y7 + B[M” — M"]; — E[M™ — M"),

T
= 9E / (Yo=Y (3, X, Y?) — f(5,X,,Y"))ds
t , -
28 [ (77— ¥gls, X X?) - o5, XET )G,
tT <N )
+2F / 7" - yr dK" - dK™)
t T on 2 r —n 2
< (2u+1)]E/ Y, - Y7 ds+251E/ Y, - v*|" dG,
t
Tt —n 2
< Ca +1E/ Y7 - Y| ds).
t

On conclut par le lemme de Gronwall que Y, = Y;* et M} = ]T/ft", 0<tLT. O

Lemme 5.2.2. Sous les hypothéses (D1) — (D2), la familles de processus
(Yen Me™ Ko™)  converge uniformement en £ € (0,1] en probabilité vers la famille

n

des processus (Y¢,M*®,K¢)

Démonstration. En vertue de I'étape 1 de la preuve du Lemme 5.2.1
T T
supsupE(sup [V + [ 1257 ds 4 [ VPG + K < oo (56)
€ n 0<t<T 1] Q

Ensuite 5
lim E( sup ,(Yf’" — h(t,Xf))_I ) =0p.s.

n 0<t<T

En effet sachant que les fonctions f, et g, définies par

fa(t,X%y,2) = f(t,X%y,2) +n(y—h(t,X[))”
g (t,X5y) = 9(t,X°y) +n(y — h(t,X5))”

sont croissantes, le théoréme de comparaison montre que la suite de processus Y
est croissante ot (Y ,Z;"™") est la solution de 'EDSR généralisée associéé & (£, fp,9n)-
Par conséquent elle converge vers un processus progressivement mesurable Y~ et le
Lemme 5.2.1, celui de Fatou et le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue
entrainent respectivement que

E( sup |7:[2) < C,

0<t<T
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T
limE / Yo" Y5 2dt = 0.
n ]

D’autre part {(ﬁ"’fz"vf), 0<t< T} étant, I'unique solution de 'EDSR
Vo = )+ [ e XaTemas s [ ol XETEmc:
t t

T _ T _
+n/ (h(5,X5) =Y ™) (ds+ dGE) — / Z:" AWy,
t t

le théoréme de comparaison implique
}"}ts,n S }/ts,n’ D.s

Soit v un temps d’arrét vérifiant 0 < v < T si on applique la formule d’It6 a
e~ MGivtt=rlym on trouve

2 T € ~
Y — e_n(GT‘"+T—”)l(X;)+/ e~n(Gs_u+(s—u))f(S’X§,Y:,n)ds

174
v

T ~ T .
*/ e (Gt o=) g5, X2 VEM)AGE + 1 / e (Gt (5,X7) (ds + dGY)

v

T _—
= / e—n(Gg_u+(s—u))Zss,ndWs.

L’espérance conditionnelle par rapport 4 F, dans chaque membre de 1'égalité pré-
cédente entraine

T
yr — B [e_n(GgT—”+T_V)l(X§w) + / e—n(Gg’"+(s—”))f(S,X_::,}/:'n)dS

v

T
+ / e (Gt o) g5, X2 VM) dGS

T
+n / e ™Gt p (5 X7) (ds + dGE)].
Or on montre que
T
e (G AT-V)(XE) +n / ¢ MCE A ) b (5,X5) (ds + dGT) — U(X5) L ary+h (1,XE) 1<y p.s.
et dans L% () ;
T . _
]E}'u {/ e—n(Gs_,,-{—(sﬂu))f(s,Xj7}/;5,71)(18

T
+/ e_"(Gi-"Hs_"))g(s,Xf,Y:’")dGi} -— 0.
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Donc

Yor — WXL pory + B (4, X5) Lpery

n — —+oo

dans L? () et
Y, >h(v,XZ) ps. (5.7)

L’application du théoréme de section (voir Dellacherie et Meyer [23] page 220) 4 I'in-
égalité (5.7) donne Y; > h(t,Xf) 0<t<Tps; et (Y7 —h(t,X5)" 10, 0<t<T, ps.
En vertue du théoréme de Dini cette convergence est uniforme en ¢ et le théoréme
de la convergence dominée de Lebesgue conclut puisque
(Y™ — h(t,X5))™ < (R (t,XF) = YO)r < |R(6,XD)| + Y.
Enfin il reste & prouver la convergence de la suite (Y™, Z5"),_ .
Pour cela la formule d’It6 appliquée & |Y" — Y,5™|? implique

T T
er -y [z - zemPas v 2ip) [ e - venydc:
T ! T !
< o [ vem-verPas e [ (vEn - h(s,xD) dReT
tT ‘ T
42 [ - nsxoyaren - [ e - vemy 2 - zmaws.s)
t i
et
T T T
B[ 12— 20mPds < OF [ vem—yemPds+ 2 [ (V5" — h(s,X0) dKE"
t t t

T
+2F f (YE™ — h(s,X5)) dKo™.
t

T T
E / (YS" — h(s,X))"dK*" + R / (Vo™ _ b (5,XE))~dKE™ — 0,
t t
donc

T
E / |Ze™ — Z8™?ds — 0
0

n,m — +00.
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D’autre part I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy appliquée 4 (5.8) donne

1 T
SECsup [Vem = vem 2001 [ [ven - vem ey
0

0<t<T

A

T T
2k [ [vem - YemPds +E [ (rem - h(sXe) ke
0 0

T T
+E [ (rem - h(sx9) ke v 2 [ 120 - 2om s
0 0
et

T
E { sup |V" — Y+ E / |zem — Ze™|* ds
0

0<t<T

T
+ [ wen - vempac
0

— 0.

Par conséquent la suite (Y",Z°™) est de Cauchy dans le Banach L des processus
progressivement mesurables vérifiant

T T
E( sup |Y|* +/ VAR (e +/ |Z.|? ds) < +o0
0 0

0<t<T

et y admet une limite (Y*,Z"). Sachant
T T T
K=Yy -Y" - / f(s, XY )ds — / 9(s, X5, Y, ™G + / Z"dWs,
t t t
et
e v v T € T € T——e
K =Vo-Vi- [ f6X5V0is— [ g X063+ [ Ziaw,,
t t t

les I'hypothéses (D1) — (D2), I'inégalité de Burkholder-Gundy-Davis et le théoréme
de la convergence dominée de Lebesgue,
entrainent

E( sup |K{™ - 7:|2) — 0
0<t<T
n — ++00

ol (—I?f) est un processus croissant vériﬁant_f(—f,_: 0. De plus étant donné que
(Yo, Zem K™ converge en probabilité vers (Y ,Z°,K ), la mesure K" tend vers
dK" faiblement et

T T
/ (Y™ — (s, XK — / (Y — h(5,X))dEK"
1] 0

n — +00.
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Le chapitre 3 montre que fOT (75 — h(s,X¢ )) dfz = 0 et le passage 4 la limite en n
dans P’équation (5.2) donne

T T
Y, = ¢+ / f(s,X5Y,)ds + / g (s,X;.Y,) dG,
t t

T
—/ Z.dW, + K7 — K5
2

dou Y =Ye, Z° = Z° et K = K* grace 4 D'unicité de la solution. |

Lemme 5.2.3. Les hypothéses (D1) — (D2) étant satifaites, la famille de processus
(Y™, M™ K™), converge en probabilité vers (Y, M,K).

Démonstration. La preuve est identique & celle du Lemme 5.2.2. il suffit de rem-
placer (X¢,G¢,5%), (Yo", M K*") et (Y ,M ,K') respectivement par (X,G,S),
(Y"M"K") et (Y, MK). 0O

Preuve du Théoréme 5.2.1
Les lemmes 5.2.1, 5.2.2 et 5.2.3 et la Proposition 5.1.1 permettent de conclure que
(X°,Ge,Ye,M¢©,K*) converge en loi vers (X,G,Y,M,K) dans le sens défini plus haut.0J
Corollaire 5.2.1. En tenant compte des conditions du Théoréme 5.2.1, {Y§} converge
vers Yy.

Démonstration. Yy étant deterministe,

T T
Y(:-‘=IE{1(X%>+ | sexaxaass [ g(s,x:,nf)dczm;}.
0 0
Si on pose
T T
B. = 1(X5) + / F(s,XE,YE) ds + / 9(s,XEYE) dGE + K5,
0 0
alors
T
supE B> < C{IE( sup |XE)P + / |X£)* (ds + dG,))
€ 0<t<T 0
T
B [ IV s+ 46 + [R5 |
0

< +00

grace au Lemme 5.2.1 et 4 ’hypothése (5.1). D’autre part sachant que B, converge
en loi vers

T T
L(Xr) + / £ (5,X,,Y) ds + / 9(5,X.,Ys) dG. + Kr = B,
0 0
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et 4 cause de son uniforme intégrabilité

E(B.) — E(B).

Or E(B)=Y,; donc
i — Y.

5.3 Homogénéisation des classes d’EDP

Cette section applique les résultats précédents aux EDP.

5.3.1 Homogénéisation des EDP semi-linéaires avec condi-
tion aux limites de type Neumann non linéaire

Soit uf et u les solutions respectives des EDP

( min (uf (t,z) - h(t,z),
—% (t,x) — (L°uf) (t,2) — f (t,zuf (t,x))) =0,

{ (tz) € 0,T] x 8, (5.9)
Ieuf (t,z) + g (t,z,uf (t,z)) =0, (t,z) € [0,T] x 98,

L v (0,z) =l(z),z€®.
et
( min (u(t,z) — h(t,x),
—% (t,x) — Lu(t,z) — f (s,z,u(t,z))) =0,
(5.10)

¢ (t,x) €[0,T] x 8,

Iu(t,x) + g (t,z,u(t,z)) =0, (t,z) € [0,T] x 00,

L u(0,x) =1(z), z €6.
Théoréme 5.3.1. Sous les conditions du Théoréme 5.2.1 uf (t,x) converge vers
u (¢,z) pour tout [0,T)] x .
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Démonstration. Considérons {(X;”*,G7) :0 <t <T}et {(XF,G7):0<t<T}les
processus de diffusion définis & la section 5.1, ayant pour valeur initiale € © et
{(Y75, 27 K®) : 0 <t < T} et {(Y7,ZF,KF) - 0 <t < T} les solutions respectives
des EDSR généralisées a réflexion normale

T T
Vet = 1+ [ fexeneas+ [ g xieyeaae
t t

T
—/ Z:’EdWs + K;’E - Kf’E
t
et

T T
Ve o= 1+ [ feXsvds+ [ e XiYacE
t .
T t
—/ ZEdW, + K& — K.
t
Conformément au Chapitre 3, les fonctions uf, u : R, x & — R respectivement

définies par u® (t,z) = Y3 et u (¢,z) = Y sont les solutions de viscosité respectives
des EDP (5.9) et (5.10). L’application du corollaire 5.2.1 achéve la démontration. [

5.3.2 Application aux solutions des EDP dans les espaces de
Sobolev

Cette sous section est destinée au résultat d’homogénéisation des solutions des
EDP semi-linéaires avec obstacle h dans un espace de Sobolev (voir [8]). Pour cela
considérons u° et u les solutions respectives des EDP réfléchies avec condition aux
limites de type Neumann non linéaire suivantes:

( min (v (t,z) — h(t,z),
—%:— (t,x) — L (t,z) — F (t,z,0° (t,z) u® (t,z))) =0,
¢ (tx)€[0,T] x 6 (5.11)

Iews (t,z) + H (t,z,uf (t,z)) =0, (t,z) € [0,T] x 66

u (0,z) =1(z), z €6,
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et
( min(u(t,z) — h(tz),
—& (t,x) — (L) (t,z) — F (t,z,0(t,2) u(t,z))) =0,
 (tz) e [0,T]x©O (5.12)
Tu(t,z) + H (t,z,u(t,x)) =0, (t,z) € [0,T] x 90
w(0,z)=1(x),T€O,
ou
F(S r aay) f (S :E,y) + al{y—h(.s x)}f (3 ‘Tay)
et

H (szva)y) =g (S,fl,‘,y) + al{yzh(s,x)}g- (S,Z,y) .

Les hypothéses étant identiques, les EDSR généralisées a réflexion normale

T T

YF = I(X5)+ / (8, XEY) ds+/ g(s,X;,nf)dGs—/ ZEdWs + K5 — K¢,
t t

Y > h(,X)

et

T T T
}/t = l(XT) + / f (saXmY;) dS + / g (3$X8a}/8) dGs - / stWS + KT - Ktv
t t t
Y > h(,X);
ou
t
Kf = / ae (S,X:) l{Y,f:h(s,X,f)}f_ (S,X:,}/:) dS
0
t
+/ a (8, X9) Vvg=n(exsnyg~ (5,X5,Y7) dG;
0
et
t
Kt = / 44 (sts) 1{Y_.,:h(s,X,,)}fﬁ (S,X‘g,}/s) ds
0

i
+/ @ (8,X,) 1y, =h(s, x.)39~ (8, X5,Y;) dG,
0
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admettent des solutions uniques respectives (X¢,G*,Y*,Z¢,a), (X,G\Y,Z,a). En-
suite on a le résultat suivant;

Théoréme 5.3.2. Sous les hypothéses précédentes la famille de processus (X©,G,Y¢,Z¢,af)
converge en loi vers (X,GY,Z «) dans

C ([O>T] 19) X <C+ ([O>T] ’R+) x D ([O,T] 7R2) X C+ ([OaT] 1R) . En outre, YOE - YO

dans R.

Démonstration. On approxime le terme de la réflexion par
i
K" = / a®" (5, XEYE) f (s, X5, Y™ ds
0
i
+ / o (8,X5.Y7) g (8,X5.Y™) dG5;
0

™ (8,XE,YE) = ¢ (YE™) of (5,X5), ot ¢, € C™° tel que 0 < ¢, < 1 et

1 si I ’—h( ixg)‘ S
b (y) = { 05 Iy h(s.XP)] >

S

Les arguments de la Section 2 donnent le résultat car f, (y) = ¢n(v) f~ (y) et
9n (¥) = én (v) g~ (v) sont des fonctions décroisantes. Par suite en vertu du théoréme
de la convergence dominée on a

T
lim]E/ v — Y, dt = 0.
n 0

O

L’application de ce résultat a 'homogénéisation dans le sens de Sobolev (voir
Bally et al) donne
Théoréme 5.3.3. Sous les conditions du Théoréeme 5.3.2, u® (t,x) la solution faible
de VEDP (5.11) converges vers u (t,x) la solution faible de ’EDP (5.12)

Démonstration. Suivant la démarche de [7] u® (t,z) = Y;™*, alors les arguments de
la sous Section et le Théoréme 5.3.2, prouvent le résultat. a
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Conclusion

Dans cette thése, nous avons établi des résultats d’existence et d’unicité de dif-
férentes types d’EDSR. avec des applications & I'appui. Ces résultats prolongent
d’autres antérieurs. Cependant on pourrait se poser certaines questions. Par exemple
au chapitre 3 le drift est localement lipschitzien en y mais globalement en z. Il serait
intéressant de regarder le cas ot il est aussi localement lipschitzien en z. D’autre part
au chapitre 4 et 5 aussi bien les estimations que les solutions de 'EDSR. sont obté-
nues dans V’espace L?. Pourrait-on généraliser ces estimations et résultats a ’espace
Lr?
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