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0.2 Résumé

Depuis son introduction par Pardoux et Peng (1990), l'étude des équations dif
férentielles stochastiques rétrogrades (EDSR en abrégé) s'est développée durant
ces dernières années. Nos travaux constituent un ensemble de résultats d'existence
et d'unicité des solutions de quelques types d'EDSR. Nous traitons aussi des a~
plications de ces équations aux EDP et à la finance. Notre chapitre 2 concerne
les équations différentielles stochastiques rétrogrades multidimensionnelles avec ré
flexion oblique dans un orthant et drift localement lipschitzien. Ensuite, toujours
avec un drift localement lipschitzien, nous montrons dans le chapitre 3 l'existence
et l'unicité de la solution des EDSR de type Volterra. Le chapitre 4 concerne une
classe d'équations différentielles stochastiques rétrogrades où s'ajoute une intégrale
par rapport à un processus positif et croissant. L'existence et l'unicité de la solution
dans le cas réfléchi sur une barrière (processus aléatoire donné) sont établies dans
L2 • En application, ce type d'équations nous permet d'étudier les EDP paraboliques
réfléchies avec condition aux limites de type Neumann non linéaire ainsi que leur
homogénéisation. D'autre part, nous obtenons des applications à l'option d'achat
américaine.

0.3 Abstract

In this thesis, we study existence and uniqueness problem for three kinds of ba
ckward stochastic differential equation (BSDE in short) and their connections to
partial differential equations. Firstly, we deal with multidimensional backward sto
chastic differential equations with oblique reflection in a orthant and local Lipschitz
drift. The second result is devoted to backward stochastic nonlinear Volterra integral
equation with local Lipschitz drift. We also establish an existence and uniqueness
result in L 2 for the so-called reflected generalized backward stochastic differential
equation involving an integral with respect to an nonnegative increasing process
(RGBSDE in short) . Further, we give the link to an obstacle problem and homo
genization of parabolic PDE with nonlinear Neumann boundary condition. We also
applied our result to america option pricing.
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0.5. E D S R

Introduction

0.5 E D S R

Aman Auguste

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR en abrégé) furent
introduites pour la première fois (la forme linéaire) en 1973 et en 1978 dans les
travaux de Bismut [14, 15] lorsqu'il étudiait l'équation adjointe associée au principe
de maximum stochastique en contrôle stochastique optimal. Elle est de la forme

{

-dYs = [Ys,Bs + ZSTs]ds - ZsdWs, 0 S s S T

YT=f

Cependant, il a fallu attendre les années 1990 pour voir une théorie plus générale sur
les EDSR. Elle fut initiée par Pardoux et Peng [56]. On obtient alors une nouvelle
forme

{

-dYs = f(s,Ys,Zs)ds - ZsdWs, 0 S s S T

YT=~

où f le coefficient de dérive ou drift est une fonction nonlinéaire et globalement
lipschitzienne. Sa solution est un couple de processus (Y,Z). En effet comme la
condition aux limites est donnée à l'instant terminal T, la présence du processus
Z grâce au théorème de représentation des martingales assure à Y d'être adapté
par rapport à la filtration du mouvement brownien (Wt)t>o' Depuis lors les EDSR
furent l'objet de plusieurs études; aussi à cause de leur connection à maintes do
maines scientifiques. Par exemple en contrôle stochastique optimal et en théorie des
jeux (voir Hamadène et Lepeltier [34]); en mathématiques financières où elles for
malisent les fluctuations non linéaires des prix de l'option d'achat dans un marché
incomplet (voir El Karoui et al. [26]); en mathématique physique où elles donnent
une interprètation probabiliste des équations aux dérivées partielles (EDP en abrégé)
(voir Peng [63], Pardoux et Peng [57]). Notons que tous ces résultats ont été obténus
sous la condition classique de lipschitz global sur le drift. Cependant cette hypothèse
n'est toujours pas satisfaite dans de nombreux problèmes en finance. Exemple dans

1
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le problème de valorisation de l'option d'achat formalisé par l'EDSR linéaire unidi
mensionel

{

-dYs = [rtYs + Zils]ds - ZsdWs, 0 :s: s :s: T

YT =ç,

r le taux d'intérêt du placement et () le risque premum sont rarement bornés. Ce qui
ne permet pas d'avoir la condition de lipschitz. Pour palier cette insuffisance et coller
à la réalité, on suppose des conditions plus faibles. On peut citer les EDSR à coeffi
cients non lipschitziens (voir Pardoux et Peng [58]), les EDSR à drift continu (voir
Hamadène [32], Lepeltier et San Martin [43), N'zi et Ouknine [51), etc) et ceux à
"drift" localement lipschitzien (voir Balhali [4), [5), Balhali et al.[6), Hamadène [33),
Aman et N'zi [2), etc). Par la suite, des contraintes rencontrées dans les modèles
économiques et physiques ont engendré l'étude des équations différentielles stochas
tiques rétrogrades réfléchies. Leur particularité est que la solution Y est confinée
dans un domaine ou derrière une barrière stochastique. On en distingue trois types.
Les EDSR à réflexions normales sur des barrière qu'on trouvent dans les travaux El
Karoui et al.[25), Cvitanic et Karatzas [20), Matoussi [48), Hamadène et al. [35] et
Zheng et Talay [69]; sous les conditions respectives de lipschitz global, de continuité
sur le drift et de temps terminal aléatoire. Celles à réflexions normales dans un do
maine convexe sont dans les travaux de Gegout-Petit et Pardoux [3:1.], Pardoux et
Rascanu [60), N'zi et Ouknine [50] en dimension multiple; Hamadène et Ouknine
[36), Ouknine [52] , Essaky et al. [27], [29] avec un "saut". Enfin on a les EDSR à
réflexion oblique dans un domaine convexe de la forme

T d T T

Y;(t) = çà1bi(s,Y(s))ds-LI Zij(s)dWj+Ki(T)-Ki(t)+LI rij(s,Y(s))dKj(s).
t j=l t jf-i t

(0.1)
motivée par son utilité en théorie des files d'attente et comme prolongement du
problème de Skorohod dans un polyhedron convexe avec réflexion oblique (voir Sha
shiahvili [67]). Elle est décrite dans les travaux de Ramasubramania [65] sous la
condition de lipshitz global et formalise un modèle de vente subventionnée. Parallè
lement, d'autres classes d'équations différentielles stochastiques rétrogrades ont fait
leur apparution. On retiendra particulièrement deux d'entre elles.
D'abord les EDSR généralisées de la forme

{
-d~ = f(s,~,Zs)ds + g(s,Ys)dGs - ZsdWs, O:S: s :s: T

YT = ç

considérées dans les travaux de Pardoux et Zhang [62] comme une extension des
EDSR non linéaires classiques à cause de l'ajout d'une intégrale par rapport à un

2
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processus positif et croissant. Elles donnent une représentation probabiliste de la
solution des EDP paraboliques ou elliptiques avec condition aux limites de type
Neumann non linéaire. Ces travaux ont été prolongés par ceux d'Essaky et al [28)
qui ont étudié le cas réfléchi normalement dans le domaine d'une fonction convexe.
Ensuite on a les EDSR de type Volterra de la forme

ç = Y(t) + l T

f(t,s,Y(s),Z(t,s))ds + l T

[g(t,s,Y(s)) + Z(t,s)] dW(s) (0.2)

introduites dans les travaux de Lin J. [44) sous la conditon de lipschitz global. Ce
travail est le prolongement de celui de Hu et Peng [37) où l'équation d'évolution
stochastique semi linéaire à valeurs dans un espace de Hilbert complet a été étudiée.
Tous ces travaux étant motivés par l'étude des EDS de type Volterra (voir Berger
et Mizel [11, 12), Kolodh [39), Pardoux et Protter [59], et Protter [64]) et leur a~
plication en mathématiques financières ( [24, 18]) et en mathématiques physiques
[12].

0.6 Homogénéisation des EDP via les EDSR

Le but de la théorie de l'homogénéisation est de remplacer, lorsque cela est pos
sible, un milieu décrit de façon microscopique par une approximation à une échelle
macroscopique. Autrement dit, cela revient à étudier le remplacement d'un milieu
fortement hétérogène par un milieu homogène, dont les propriétés caractéristiques
sont données par une moyennisation des hétérogénéités (voir 1. Babuska [3) , A.
Lejay [42], etc).

Les enjeux sont bien entendu très importants, car de nombreux milieux sont
donnés par leurs propriétés microscopiques (soul-sol, coeur de réacteur nucléaire,
matériaux composites, polymères, etc) et les simulations numériques réalisées à ces
échelles sont souvent quasi impossibles. Par exemple, pour l'étude de la diffusion du
pétrole dans un milieu poreux, l'échelle des pores est de l'ordre du millimètre, alors
que les réservoirs ont des tailles de l'ordre du kilomètre. De plus, l'utilisation de
maillages adaptifs est souvent nécessaire pour faire face aux brusques variations des
hétérogénéités, ce qui augmente d'autant plus la puissance de calcul et la mémoire
requise.

Plus concrètement considérons uE et u les solutions respectives des systèmes
d'EDP linéaires paraboliques suivantes:

{

~< (t,x) + (.L:Eu) (t,x) + f(s,x,uE(t,x), (VUE (t,x))* a (t,x)) = 0,

uE (T,x) = 9 (x),

3
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{

':;: (t,x) + (.cu) (t,x) + f(s,x,u (t,x), (\lu (t,x))* a (t,x)) = 0,

u(T,x)=g(x),

où (Cl>o est une famille d'opérateurs différentiels linéaires de second ordre dont les
coefficients oscillent rapidement lorsque é est petit et .c sa forme homogénisée. On
étudie le comportement de la quantité uE

- u lorsque é tend vers zéro. La méthode
probabiliste basée sur la formule de Feynman-Kac a été introduite par Bensoussan
et al [9, 10]. A cette époque (1978-1979) le cas non linéaire restait un domaine à ex
plorer. Récemment (1990-1992) grâce aux travaux de Pardoux et Peng [56, 57],Peng
[63] la formule de Feynman-Kac fut généralisée pour prendre en compte les équations
aux dérivées partielles semi-linéaires classiques. Cette étude s'appuie sur la théorie
des équations différentielles stochastiques rétrogrades. Par conséquent le problème
d'homogénéisation de Bensousan et al [9, 10] est réduit à une question de stabilité
des EDSR. Ainsi de nombreux résultats d'homogénéisation et de moyennisation ont
été établis. On peut citer par exemple les travaux de Pardoux et Veretennikov [61]
dans lesquels le terme non linéaire est seulement fonction de la solution et non de son
gradient, les travaux de Kozlov [40] avec des opérateurs à coefficients périodiques
oscillant rapidement. Ensuite grâce à la notion de solution de viscosité des EDP
semi-linéaires introduite par Cranda11 et Lions [17] et prolongée par Lions [46, 47] et
son lien aves les EDSR (voir Pardoux [54]) d'autres résultats d'homogénéisation des
EDP semi-linéaires furent énoncés. On a les travaux de Pardoux [55] où elle sont
paraboliques avec des coefficients à oscillations rapides et périodiques, des "drift"
singuliers et des coefficients singuliers en leur terme d'ordre zéro, ceux de Ouknine
et Pardoux [53] avec les EDP semi-linéaires avec condition aux limites de type Neu
mann non linéaire. Enfin notons que d'autres types d'homogénéisation furent établis
respectivement par Buckdahn et al [16], Caudron et Pardoux [30], et Lejay [42] avec
des opérateurs de divergence.

0.7 Résultats et plan de la thèse

Tout au long de cette thèse, nous établissons quatre résultats d'existence et d'uni
cité des EDSR, puis une homogénéisation. Ensuite nous appliquons ces résultats aux
EDP semi-linéaires avec condition aux limites de type Neumann non linéaire et au
formalisme d'une option d'achat américaine.
Le premier résultat se trouve au Chapitre 2 et concerne l'existence et l'unicité de
la solution de l'EDSR à réflexion oblique (0.1) sous la condition de drift localement
Lipschitzien et étend le résultat de S. Ramasubramania [65]. Sa preuve utilise l'ap
proximation du drift par une suite de fonction Lipschitzienne (bn)n>l vérifiant les
hypothèses de S. Ramasubramania [65] et l'étude de la convergence-de la suite de
solution unique de l'EDSR à réflexion oblique associée à (e,bn,R).

4
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Le résultat suivant est l'existence et l'unicité de la solution de l'EDSR de type Vol
terra (0.2) avec condition de Lipschitz local en y sur le drift au Chapitre 3. IL
prolonge le résultat de Lin J. [42] et sa preuve utilise la même méthode que le ré
sultat précédent sauf que dans ce cas on impose à la constante de Lipschitz LN de
satisfaire la condition

. 1 2
hm ( 2L2 )N2(1- ) exp[(2LN + 2LN )T] = 0, V T > 0 et V 0 ~ Cl! < l.

N->+oo 2LN + N 0

Ensuite le Chapitre 4 examine le problème d'existence et d'unicité de l'EDSR gé
néralisée à réflexion normale sur une barrière et temps terminal aléatoire associée à
(T,E,,J,g,S) suivante

sous les conditions standard des travaux de Pardoux et Zhang sur les coefficients
f et g. Sa résolution utilise l'argument de pénalisation habituelle. En application il
étudie le problème d'obstacle des EDP paraboliques avec condition aux limites de
type Neumann non linéaire et un type d'option d'achat américaine.
Enfin le quatrième et dernier résultat établit au chapitre 5, est l'homogénéisation
de l'EDSR généralisée réfléchie précédente avec temps terminal constant et l'EDP
asociée.
Pour la bonne compréhension de tout ce travaille Chapitre 1 présente sous les hypo
thèses classiques des résultats d'existence et d'unicité des classes d'EDSR étudiées
dans cette thèse, la notion de solution de viscosité d'une EDP et énonce le critère
de Meyer Zheng.

5
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1.2. EDSR DE TYPE VOLTERRA

étant un processus Ft-progressivement mesurable,
(ii)

Aman Auguste

d ((Y,K) , (0,0)) ~ lE (t,l T

e"a; (lY; (t) 1 + ;o,(K;)) dt) < +00,

où 'Pt (g) est la variation totale de 9 sur [O,T] et eune constante fixée. On montre
aisément que (if,d) est un espace métrique complet.

Définition 1.1.1. Soit (Y,K) élément de l'espace (if,d) et Z un processus Ft-mesurable,
de carré intégrable. Le triplet de processus (Y,Z,K,) est solution de l'EDSR (1.1) as
sociée à (ç,b,R) si elle satisfait l'équation (1.1).

Théorème 1.1.1. (voir Ramasubramania [65/)
Supposons vérifiées les hypothèses (Al) - (A3); alors il existe un unique (Y,K) E if
et Z un processus Ft-mesurable, de carré intégrable tel que (Y,Z,K) solution de
l'EDSR (1.1) associée à (ç,b,R) .

1.2 EDSR de type Volterra

Considérons l'espace probabilisé filtré complet précédent,
V = {(t,s) E IR~; 0::; t ::; s ::; T} et P la a-algèbre des Ftvs-progressivement me
surables sous ensembles de n x V. On désigne par M 2(t,T; JRk) (resp. M 2(V; IRkxd)),
l'ensemble des processus à valeurs dans IRk(resp. dans IRkxd) Ftvs-progressivement
mesurables et de carré intégrables par rapport à JPl ® ÀI ® À 2 , À étant la mesure
de Lebesgue sur [O,T]. IXI représente la norme Euc1udienne de X E IRk et IYI =
{/Tr (yy*) celle de Y E IRkxd consideré comme une k x d matrice.
Pour terminer énonçons les hypothèses liées aux données (ç,f,g) de l'équation

ç = Y(t) +IT

f(t,s,Y(s),Z(t,s))ds + IT

[g(t,s,Y(s)) + Z(t,s)] dW(s). (1.2)

(BI) f : n x V x IRk
X IRkxd

-----+ IRk est P ® Bk/Bkxd mesurable et satisfait
(i) f(.,.,O,O) E M 2 (V; IRk

),

(ii) il existe une constante K telle que
If(t,s,y,z) - f(t,s,y',z')1 ::; K (Iy - y'l + Iz - z'j), \:f Y E IRk

, y' E IRk
,

Z E IRkxd, Z' E IRkxd.

(B2) g: n x VxIRk
-----+ IRkxd est P ® Bk/Bkxd mesurable et satisfait

{

(i) g(.,.,O) E M 2 (V; IRkxd)

(ii) Ig(t,s,y) - g(t,s,y')1 ::; Kly - y'l, \:f y,y' E IR\
(B3) çest un vecteur aléatoire k-dimensionelle de carrée intégrable FT-mesurable.

9
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(A2) b: [0; T] x n x ffid ----t ffid est une fonction bornée mesurable telle que
(i) pour tout y E ffid, b(.,.,y) = (b1(.,.,y), ... ,bd(.,.,y)) est un processus Ft-prévisible;
(ii) pour tout 1 ~ i ~ d, Y I---t bi(t,w,y) est uniformément lipschitzienne en (t,w)
et il existe une constante f3i telle que Ibi(t,w,y)1 ~ f3i'

(A3) R : [0; T] x n x ffid ----t Md (ffi) est une fonction bornée mesurable telle que
(i) pour tout y E Rd, R(.,.,y) = (rij(""Y))l<i "<d est un processus Ft - prévi-_ ,J_

sible avec rii (.,.,y) == 1
(ii) pour tout 1 ~ i,j ~ d, Y I---t rij(t,w,y) est uniformément lipschitzienne en
(t,w) et pour i =1= j Irij(t,W,y) 1 ~ Vij, où V = (Vij) est une matrice telle que
Vii = 0, (J (V) < 1 et (I - V)-l = 1 + V + V 2 + ..... + ....; (J (V) désignant le
rayon le rayon spectral de V.

Remarque 1.1.1. D'après (A3), il existe des constantes aj,l ~ j ~ d et 0 < a < 1
telles que

L ai!rij(t,w,y) 1 ~ L aiVij ~ aaj.
i#j i#j

Proposition 1.1.1. (voir Ramasubramania (65])
Les hypothèses (At) - (A3) étant satisfaites et {Y(t),Z(t),K(t),O ~ t ~ T} solution
l'EDSR à réflexion oblique associée à (ç,b,R) ,

En particulier dKi(.) est absolument continu, et par suite le temps local en 0 de Yi (. )
est aussi absolument continu pour tout i = 1, ..... ,d.
Proposition 1.1.2. (voir Ramasubramania (65/)
Soit (Y,Z,K) et (Y',Z',K') deux solutions de l'EDSR à réflexion oblique associée
respectivement aux données (ç,J,O) et ((,f',O) alors, pour tout e 2: 0,0 ~ s ~ t ~ T

JEi t

(eOr -1) Id(Ki - KD I(r)

< JE [(eOt -1) lY(t) - Y'(t)l- (eOS -1) IY(s) - Y'(s)1J

-JEi t

eOreIY(r) - Y'(r)ldr

+lEi t

(eOr - 1) If(r) - j'(r)ldr.

Soit Ji la collection des couples de processus (Y,K) continus Ft-progressivement
mesurables à valeurs dans G x ffid définis sur ffi+ x n tels que:
(i) pour tout ~ i ~ d,Ki (0) = O,Ki (.) est non décroissant et croit seulement quand
Yi (.) = 0;
dKi(t) = Di(t) ~ ((1 - Vr 1(3)i' D(t) = (D1(t),D2 (t), ..... ,Dd(t))

8
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Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre présente essentiellement des résultats antérieurs sur les différentes
classes d'EDSR étudiées, la notion de solution de viscosité et le critère de Meyer
Zheng. Les preuves ne seront pas données; pour plus d'informations le lecteur se re
fera à la bibliographie de ce document. La Section 1 est destinée à quelques résultats
des travaux de Ramasubramania [65] sur les EDSR à réflexion oblique. La section 2
énumère les résultats des travaux de J. Lin [44] sur les EDSR de type Volterra. Les
EDSR généralisées initiées par Pardoux et Zhang [62] seront abordées à la Section
3. La Section 4 concerne la notion de solution de viscosité vue dans Crandal et Lions
[17] ou Lions [46,47] qui lie les EDSR aux EDP. Enfin la Section 5 énonce le critère
de tension de Meyer Zheng [49].

1.1 EDSR avec réflexion oblique

Soit W = {W(t) = (W1(t), ... ,Wd(t)) : t 2': O} le mouvement Brownien standard
de dimension d- défini sur l'espace probabilisé filtré complet (n, F,P,{Ft }) où {Fd
désigne la filtration naturelle engendrée par W, Fo contenant tous les sous ensembles
de mesure jp>-nulle.

Soit G = {x E IRd
: Xi > 0,1 ~ i ~ d} l'orthant positif de IRd et l'EDSR

T d T

Yi(t) = Çi + j bi(s,Y(s))ds - LI Zij(s)dWj + Ki(T) - Ki(t)
t j=l t

+L jT rij(s,Y(s))dKj(s); (1.1)
Hi t

avec les hypothèses liées à ses données (ç,b,R).
(Al) La valeur tenninale ç est une variable aléatoire bornée et à valeurs dans G

FT-mesurable. '

7
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Remarque 1.2.1. Les hypothèses (Bt) - (B2) impliquent que si Y E M 2(t,T; mk
)

et Z E M 2 (D; mkXd
) alors f(.,.,Y(.),Z(.,.)) E M 2 (D; mk

) et g(.,.,Y(.)) E M 2 (D; mkXd
).

Définition 1.2.1. La paire ((Y(s) ,Z(t,s)); (t,s) E D} de processus Ftvs-adapté à
valeur dans mk x mkxd est solution de l'EDSR (1.2) associée à (1:,,J,g) s'il existe un
vecteur aléatoire 1:, FT-mesurable et de carré intégrable tel que (1.2) soit satisfait.

Lemme 1.2.1. (voir J. Lin /44])
Les hypothèses (Bt) - (B3) étant vérifiées et (Y(s),Z(t,s)) solution de l'EDSR (1.2)
associée à (1:, ,J,g) ;

lEIY(tW + lE IT
IZ(t,sWds

lEII:,1 2
- 2lE IT(f(t,S,Y(s),Z(t,S)),Y(s))ds

-2lE IT f(t,s,Y(s),Z(t,s))A(t,s)ds

-2lE IT (g(t,s,Y(s),Z(t,s)))ds -lE IT ig(t,s,Y(sWds

où

A(t,s) = IT
(f(s,u,Y(u),Z(s,u)) - f(t,u,Y(u),Z(t,u))) du.

Théorème 1.2.1. (voir J. Lin /44/J
Supposons les hypothèses (Bt) - (B3) satisfaites alors il existe une unique paire
(Y(s),Z(t,s)) E M 2(t,T; mk

) x M 2 (D; mkXd
) solution de l'EDSR (1.2) associée à

(1:,,J,g) .

1.3 EDSR généralisées

1.3.1 Existence et unicité de la solution

Soit

l'EDSR généralisée associée aux données (I:,,f,g) vérifiant les hypothèses suivantes.

(Hl) 1:, est un élément de L2 (n,Ft,lP; IRk
) telle que lE (e ILGT 11:,1 2

) < 00,

(H2) f : n x [O,T] x IRk x IRkxd
------t IRk et 9 : n x [O,T] x IRk

------t IRk sont deux
fonctions satisfaisant les conditions

10
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(i) f(.,y,z) et g(.,y) sont :Ft - progressivement mesurables

(ii) If(t,y,z) - f(t,y,z')1 :S Klz - z'l

(iii) (y - y',J(t,y,z) - f(t,y',z)) :S aly - y'I 2

(iv) (y - y',g(t,y) - g(t,y')) :S ,Bly - y,\2

(v) If(t,y,z)1 :S CPt + K(lyl + Izl) et Ig(t,y)1 :S 'l/Jt + Klyl

(vi) y t-------t (f(t,y,z),g(t,y)) est continue pour tout z, (t,w) p.s.

(vii) JE(JOT elLGtcp;dt + f: eILGt'I/J;dGt) < +00,
où a,,B E IR,K > O,j.l sont des constantes, (j.l choisi arbitrairement) et {cpt,'l/Jt : 0 :S t :S T}
des processus adaptés à valeurs dans [1, + (0).

Remarque 1.3.1. On peut toujours sans perdre en généralité choisir ,B < O.

Définition 1.3.1. Une solution de (1.3) est une paire HYl,Zt) :°:S t :S T} de pro
cessus progressivement mesurables à valeurs dans mk xmkxd satisfaisant (1.3) et

JE (sup IYl/2+ fo
T

IZtl2dt) < +00.
O-:;;t-:;;T

Avant de donner le résultat d'existence et d'unicité, présentons quelques estimations
à priori sur la solution et un résultat de comparaison.

Proposition 1.3.1. (Voir pardoux et Zhang f62})
L'hypothèse (H2) étant satisfaite et {(Yl,Zt) , 0 :S t :S T} la solution de (1.3), alors
il existe une constante C, dépendant uniquement de a,,B,K et T, tel que:

De plus, si {Ct; O:S t :S T} est un processus stochastique quelconque continu, crois

sant et progressivement mesurable à valeurs dans m+ tel que Go = 0 et JE(e ILGT ) < +00,
alors pour tout j.l > 0 il existe une constante C (j.l,a,,B,K,T) telle que

JE( sup elLGt IYll2 + fT elLGt IZtl 2dt + fT elLGt IYll2 dGd
O-:;;t-:;;T Jo Jo

< CJE (eILGTI~12 + l T
eILGt lf(t,O,OI2dt + l T

eILGtlg(t,OWdGt) .

11
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Proposition 1.3.2. (Voir pardoux et Zhang [62f)
Soit

(Y,Z,~,1,9,G) = (Y - y',Z - Z',t, - t,',J - j',g - g',G - G') ,

où (Y,Z) et (Y',Z') sont les solutions respectives des EDSR associées aux données
(t,,J,g,G) et (Ç',J',g',G'). Alors, pour tout J-t > 0, il existe une constante C telle que

E( sup eIJ-Kt lyt !2 +IT
eIJ-Kt/Zt\2dt +I T

eIJ-K, \Yt 1

2
dGt)

09~T 0 0

< CE (eIJ-KTI~\2+ l T
eIJ-K'11(t,0,012dt+ l T

eIJ-KtI9(t,OWdGt)

Kt = IIGllt + G~, IIGllt étant la variation total du processus G sur l'interval [O,t].

Théorème 1.3.1. (Voir pardoux et Zhang [62f)
Supposons k = 1; (Yt,Zt) et (~',ZD les solutions respectives des EDSR généralisés
associées au données (f,,J,g,G) et (Ç',J',g',G) qui vérifient t, ::; Ç', f(t,y,z) ::; f'(t,y,z),
g(t,y) ::; g'(t,y), pour tout (y,z) mkxmkxd,dIP x dt, p.s. Alors Yi ::; ~', °::; t ::; T,
p.s. et si en plus Yo = Y~, alors Yi = ~', 0::; t ::; T.

Théorème 1.3.2. (Voir pardoux et Zhang [62])
Sous les hypothèses (Ht) - (H2) , l'EDSR (1.3) admet une solution unique.

1.3.2 EDSR généralisées dans le cadre markovien

Soient b : [O,T] x ffid ~ ffid, a : [O,T] x ffid~ ffidXd deux fonctions globalement
lipschitziennes et à croissance sous linéaire. On considére 8 un ouvert borné régulier
de ffid défini par 8 = {'Ij; > O} , &8 = {'Ij; = O} où'lj; E Cl(lRd) et vérifie \V'Ij; (x)1 = 1,
V xE &8 où V'Ij; (x) est normal et dirigé vers l'intérieur de &8. D'après les travaux
de Lions et Szitman [45] (voir aussi Saisho [66]) pour tout (t,x) E lI4 x 8 l'EDS
progessive

{

xt.x = x + {tVs b(r Xt,X)dr + {tVs a(r Xt,X)dW + {tVs V"!'(Xt,X)dGt,x s > °
s Jt 'r Jt 'r r Jt Cf' r r , -

Gt.x - {tVs 1 dGt,x
s - Jt {X;EOO} r

(1.4)
admet une solution unique {(X;,x,G;'X),s E [O,T]} telle que xi'x = x.

Proposition 1.3.3. Pour tout T :2 0,
(i) n existe une constante C(T) telle que pour tout x,x' E 8

E( sup Ix;,t - X;'·tI4) ::; CTlx - x'14,
O~s~T

12



1.5. CRlTÈRE DE TENSION DE MEYER ET ZHENG

et

(q'ljJ(t,x),q) + g(t,x,u(t,x)) ::; 0, si x E ae.

Aman Auguste

(b) u est une sur solution de viscosité de (1.5) si u (T,x) 2: l(t,x),x E e et
V (t,x) E [O,T] x e, V (p,q,X) E p2,-u (t,x)

-p - ~Tr ((lm*) (t,x)X) - (b(t,x),q) - f (t,x,u(t,x),qO"(t,x)) 2: 0, si x E e

et

(q'ljJ(t,x),q) + g(t,x,u(t,x)) 2: 0, si x E ae.

(c) u est une solution de viscosité de (1.5) si u est sous et sur solution de viscosité.
Si on considère

u(t,x) = ~t,x,V(t,x) E [O,T] x e, (1.6)

alors u (t,x) est déterministe car ~t,x est mesurable par rapport à la O"-algèbre
0" (Wr - Wt : t ::; r ::; T) et on a
Proposition 1.4.2. (Voir Pardoux Zhang f62J)

(a) sup lu (t,x)1 ::; C (1 + Ixl) V t E [O,T]
xE8

(b) UEC([O,T] xe),

où C > 0 est une constante indépendante de t et x
Théorème 1.4.1. (Voir Pardoux Zhang f62f)
La fonction u définie en (1.6), est une solution de viscosité du système d'EDP pa
rabolique (1.5).

1.5 Critère de tension de Meyer et Zheng

Cette section introduit la notion de topologie pseudo-trajectorielle et de quasi
martingale telles qu'elles sont dans les travaux de Meyer et Zheng [49]. Pour cela on
définie les ensembles suivants:
elTh([O,t] ,]Rk) l'espace des fonctions càdlàg sur [O,t] à valeurs dans IRk,

err..D([O,t] ,IRk
) l'espace (classes d'équivalence) des fonctions boréliennes mesurables

à valeurs dans ]Rk •

elL~([O,t] ,]Rk) l'espace (classes d'équivalence) des fonctions boréliennes mesurables
et positives à valeurs dans IRk •
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on suppose que Ji, la ième coordonnée de J, dépend uniquement de la ième colonne
de la matrice z. Cette restriction est nécessaire pour l'existence d'une solution de
l'EDP (1.5). La proposition suivante issue de Pardoux et Peng [56] généralise la
fonnule de Feynman-Kac.
Proposition 1.4.1. (Voir Pardoux Zhang [62])
Soit u E C1,2([0,T] X 8,JRk) une solution classique de (l.5) et C une constante telle
que pour tout (s,x) E [O,T] x 8,

lu(s,x)1 + lV'u(s,x)O"(s,x)1 :S C (1 + Ixl);

alors Y t,x = u(s Xt,X) zt,x = V'u(s Xt,X)O"(s Xt,X) p s où (y t,x zt,X) est la solution
S , S , 8 ~'s 's'· . s' s

unique de l'EDSR associée aux données (l (xiX) ,1,g) précédentes.

Définition 1.4.1. Soient u E C ([O,T] x e) et S (d) l'espace des matrices non néga
tives symétriques; on définit par p2,+U (t,x) (the "parabolic superject" de u en (t,x)
l'ensemble des triplets (p,q,X) E IR X IRd

X S (d) vérifiant

1
u(t,y) :S u (t,x) + P (s - t) + (q,y - x) + 2(X(y - x),y - x)

+o(ls - tl + Iy - xI2).

Similairement, on note par p2,-U (t,x) (the "parabolic subject" de u en (t,x) l'en
semble des triplets (p,q,X) E IR X IRd

X S (d) vérifiant

1
u(t,y) ~ u (t,x) + P (s - t) + (q,y - x) + 2(X(y - x),y - x)

+o(ls - tl + Iy - x/2).

Exemple 1.4.1. Soit <p E C 1,2 (O,T) x ~) . Si u - <p admet un maximum local en
(t,x) , alors

(~~ (t,x) ,V'x<p (t,x) ,o;<p (t,x)) E p2'+U(t,x).

Si u - <p admet un minimum local en (t,x), alors

(
o<p (2) 2-ot (t,x) ,V'x<P t,x) ,ox<P (t,x) E P , u(t,x).

Maintenant donnons la définition de la solution de viscosité des EDP semi
linéaires avec condition de Neumann non linéaire.
Définition 1.4.2. Soit u E C ([O,T] x e)
(a) u est une sous solution de viscosité de (1.5) si u(T,x) :S l(x),x E e et
V(t,x) E [O,T] x e,V(p,q,X) E p2'+u(t,x)

-p - ~Tr «0"0"*) (t,x)X) - (b(t,x),q) - J (t,x,u(t,x),qO"(t,x)) :S 0, si x E 8
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(ii) n existe trois constantes C(T), C(p) et C(IL,t) telles que pour tout x,x' E e,
tE 1R+

lE( sup IC:,t - C:',tI4 :::; CT\x - x'\4),
0:-:; s:-:;T

et

IL étant une constante positive.
Pour la suite, on prendra k = 1 et les données (E,,J,g) de l'EDSR généralisée (1.3)

sous la forme suivante:
E, = l(X~X), f(s,y,z) = f(s,X;'X,y,z), g(s,y) = g(s,X;'X,y)

où f E C([O,T] x 8 x ]R X ]RIXd; IR), g E C([O,T] x 8 x IR; IR) vérifiant les
hypothèses (Hl), (H2) et l E C(8,IR). D'après les résultats de la Section 1.2.
pour tout (t,x), il existe un unique couple {(~t,x,Z;'X), t :::; s :::; T} de processus
{F;} -progressivement mesurables solution de l'EDSRgénéralisée asociée à (l (X~X) ,J,g) .

1.4 Solution de viscosité des EDP

On appelle solution de viscosité des EDP non linéaires dégénérées une solution
non nécessairement régulière pour satisfaire l'EDP dans le sens classique. Introduite
par Crandal et Lion [17] dans le but de résoudre les équations de Hamilton-Jacobi
d'ordre un, elle s'est ensuite étendue aux équations de second ordre dans Lions
[46,47] et Crandall et al [19]. Plus concrètement considérons le système d'équations
aux dérivées partielles paraboliques d'inconnu u suivant:

~ (t,x) + (.cu) (t,x) + f(t,x,u (t,x), (Vu (t,x))* a (t,x)) = 0, (t,x) E (O,T) x 8

ru (t,x) + g (t,x,u (t,x)) = 0, (t,x) E (O,T) x ae

u(T,x) = h(x), xE 8,
(1.5)

où

1 d a2 d a
(.c<p) (t,x) = 2 L (aa*)ij (t,x) (a X) (t,x) + L bi (t,x) a <p. \Ix E 8

i,j=l X. xJ i=l X.

et
d a'ljJ a<p

(r<p) (t,x) = ~ aXi (x) aXi (t,x) \Ix E a8.

13



U.F.R de Mathématiques et Informatique

On note que ][) c Il} et pour tout u E Il}, la pseudo-trajectoire de u est la mesure
de probabilité sur [O,t] x IR définie par:

liTpu (A) = - lA (t,u(t)) dt,
T 0

V A E B ([O,t] x IR) .

Comme l'application 7/J : u ~ pu est injectif alors on identifie tout u E Il} avec
sa pseudo-trajectoire et on pose M l'ensemble de tous les pseudo-trajectoires. En
particulier l'espace ][) peut être injecté dans l'espace compact P de toutes les lois
de probabilité sur l'espace compact [O,t] x IR (avec la métrique de Prohorov). TI est
claire que ][) C M c P et la topologie intuite sur M et ][) est connue sous le nom
de topologie pseudo-trajectorielle ou la topologie de Meyer-Zheng.

Lemme 1.5.1. (voir Meyer et Zheng {49]). La topologie pseudo-trajectorielle sur
M est équivalente à la topologie de la convergence en mesure.

Définitio~ 1.5.1. Soit °= to < t l < < tn = t une partition de [O,t] et

(1.7)

où "sup''signifie que le supremum est pris parmi toutes partitions de l'intervalle
[O,t]. On appelle quasi-martingale tout processus Y {Fi,t ~ O}-adapté càdlàg véri
fiant 18:IYtI < +00 et C\;f(Y) < +00.

Le théorème suivant est le résultat de tension de Meyer-Zheng

Théorème 1.5.1. (voir Meyer-Zheng f49f ou Kurtz {41]). La suite de quasi-martingales
{Vs

n
;°:s s :s t} défini sur l'espace filtré {n; Fs,O :s s :s t; P} est tendue sur ][) si

16



Aman Auguste

Chapitre 2

Equations Différentielles
Stochastiques Rétrogrades avec
réflexion oblique et coefficient
localement Lipschitzien 1

Dans ce chapitre, la Section 1 énonce les hypothèses de base et le principal
résultat et la Section 2 est destinée à sa preuve.

2.1 Hypothèses et formulation du problème

On considère l'équation

T d T

Yi(t) = Çi +1bi(s,Y(s))ds - L 1Zij(s)dWj + Ki(T) - Ki(t)
t j=l t

+~ fT Tij(S,Y(s))dKj(s) (2.1)
Jr1

associée aux données (ç,b,R) sous les hypothèses

(Al) La valeur terminale ç est une variable aléatoire bornée et à valeurs dans G
FT-mesurable.

(A2)' b: [0; T] x n x !Rd~ !Rd est une fonction bornée mesurable telle que
(i) pour tout y E !Rd, b(.,.,y) = (b1(.,.,y), . .. ,bd(.,.,y)) est un processus Ft-prévisible;
(ii) pour tout 1 ~ i ~ d, y 1---+ bi(t,w,y) est localement Lipschitzienne unifor
mément en (t,w) et il existe une constante (Ji telle que Ibi(t,w,y)1 ~ (Ji"

1. Ce travail est publié dans Journal of Appl. Math. and Stoch. Anal. 16 (4), 295-309, (2003).
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(A3) R: [0; T] x 0 X IRd
--+ Md (IR) est une fonction bornée mesurable telle que

(i) pour tout y E IRd
, R(.,.,y) = (Tij(.'.'Y))1<i '<d est un processus Ft- prévi-_ ,J_

sible avec Tii (.,.,y) == 1
(ii) pour tout 1 ~ i,j ~ d, Y 1---+ Tij(t,w,y) est uniformément lipschitzienne en
(t,w) et pour i =1- j ITij(t,w,y)1 ~ Vij, où V = (Vij) est une matrice telle que
Vii = 0, a (V) < 1 et (I - V)-1 = 1 + V + V 2+ ..... + ....; a (V) désignant le
rayon le rayon spectral de V.

Soient (Y,K), (Y,K) éléments de il, alors

'Pt(Ki - Ki) = fT IDi(s) - Di(s)\ds

et une intégration par partie pennet d'avoir

d( (Y,K) ,(Y,K)) ~ lE (t[ e"ao/Y; (tl - Y; Idt )

+lE (tlT

e"0- 1a;ID;(t) - j);(t)ldt)

= lE (lT

e/itIIY(t) - Y(t)lldt)

+IE (lT

e(Jt e- 11ID (t) - D(t)lldt) ,

où pour tout y E ~d, lIyll = r:.~ ai IYil.
D'autre part pour tout z E Md(~), on pose

et on considère JH[ l'espace de tous les processus Z = (Zijhsi,jSd Ft-progressivement
mesurables tels que

muni de la norme

IZI = [lE (l T

IIIZ(t)IWdt)] 1/2

Il est claire que JH[ est un espace de Banach.
On a le résultat principal suivant
Théorème 2.1.1. Les hypothèses (Al)-(A3) étant vérifiées, l'EDSR à réflexion
oblique associée à (f"b,R) admet une solution unique ((Y,K),Z) E ilxJH[.
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2.2. PREUVE DU RÉSULTAT PRlNCIPAL

2.2 Preuve du résultat principal

Aman Auguste

Les lemmes suivants sont nécessaires à la preuve du Théorème 2.1.1.
Lemme 2.2.1. b étant un processus vérifiant l'hypothèses (A2)', il existe une suite
de processus bn Lipschitziens satisfaisant jbf(t,w,y)/ ~ f3i,Vl ~ i ~ d et (t,w,y) E

[O,T] x n x ]Rd telle que pour tout p,pp(bn - b) -+ 0 p.s lorsque n -+ +00, où

Pp(f) = IE (IT
e(Js sup Ilf(S,X)IIdS) .

o Ixj<p

Démonstration. Soit 'ljJn une suite de fonctions régulières à support dans la boule
B (O,n + 1) telle que sup'IjJn = 1. On montre aisément que la suite (bn )n>1 de fonc
tions tronquées définies par bn = b'IjJn, vérifie toutes les propriétés citées -précédam
ment. 0

D'après le théorème 1.1.1, l'EDSR à réflexion oblique associée à (~,bn ,R) admet
une solution unique {((yn(t),Kn(t)),zn(t)) : 0 ~ t ~ T} E J-lxJHL
Lemme 2.2.2. Les hypothèses (A1)-(A3) étant satisfaites, il existe une constante
C telle que pour tout n ~ 1

IE(lT
e(Jtllyn(t) Ildt) +IE(lT e(Jto-lIIDn(t)lldt) < C. (2.1)

Démonstration. Le triplet (yn ,Kn,zn) étant l'unique solution de l'EDSR à réflexion
oblique associée à (~,bn,R), il vérifie l'équation

T T d

yn(t) = ~i + J b~(s,yn(s))ds - J L ZJ(s)dBj + Kr(T) - Kr(t)
t t j=1

+L JT Tij(S,yn(s))dKj(s), VI ~ i ~ d et 0 ~ t ~ T.
jf=i t

La proposition 1.1.2 et une intégration par partie, entrainent

lE (lT
oe8t1 r:n(t)ldt) + lE (lT

oe(Jtipt(Kr)dt)

= lE (lT
oe(Jtlr:n(t)ldt) + lE (lT

(e(Jt - 1) ID~(t)ldt)

< lE ((e(JT - 1) I~il) + lE (lT
(eOt - 1) Ib~(t,yn(t))ldt)

+JE ([ (e" - 1)~ Ir;j(t,yn(tllIIDj(tlldt) ,
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Or hj(t,w,y)1:S Vij, Ibj(t,w,y)1 :S fJj et IDj(t,w,y)1 :S ((I - V)-l fJ)j; par conséquent

lE (lT
(Je(Jt IYt(t)! dt) +lE (lT

(Je(Jt'Pt(K~)dt)

< lE( (e(JT -1) IÇil) + lE (lT
(e(Jt - 1) fJidt)

+IE (fT (e(Jt -1) LVij((I - V)-l (3)jdt). (2.2)
Jo jf-i

Comme

en multipliant les deux membres de (2.2) par ai et en sommant on a

9d((yn,K"),(O,O)) <: lE (t, (eDT
- 1) ail~il) + lE (t, [(e" - l)aiil'dt)

+IE ([(e" -1) t,~a'Vi;((I- V)-l iI)jdt).

En vertue de la remarque 1.1.1 on a

9d(yn,Kn),(O,O)) <: lE (t,{eDT -1)",161) +IE(t,[(e"-I)ad3;dt)

+"IE ([(e" -1) t,aj«(I - V)-l iI)jdt)

< (eOT
- 1) IEllçll

+(llfJll + all((I - V)-l (3)/1) l T
(e(Jt -l)dt

< c.

o

Le lemme suivant prouve la convergence de la suite (yn,Kn,zn)n>l.

Le~e 2.2.3. Les hypothèses (A1)-(A3) étant satisfaites, il existe ((Y,K),Z)
E 1{ x JH[ tel que

lim {JE ( fT e(Jt lIyn (t) _ Y(t) Il dt) + JE fT e(Jt - 1 IIDn(t) - D(t)1I dt} = 0
n-+oo Jo Jo (J
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et

lim IE(lT

Illzn(t) - Z(t)IWdt) = 0,
n---t+oo 0

où

Aman Auguste

Démonstration. La même idée utilisée dans la preuve du Lemme 2.2.2 entraine que

lE (lT

OeOtlyr(t) - yt(t)ldt) + lE (lT

(eOt -l)ID;n(t) - Dr(t)ldt)

< lE (lT

(e Ot -l)lb;n(t,ym(t)) - br(t,yn(t))11A~,ndt)

+lE (lT

(eOt - l)lb;n(t,ym(t)) - br(t,yn(t))11A;;:,ndt)

+1E (lT

(cll< - 1) 51.lri;(l,ym(l) - rij(t,yn(t))/IDj(I)ldt)

+1E (lT
(C" - 1) 51.lrij(t,ym(I))IIDj(t) - Dj(I)ldl)

= Ii + h + 13 + 14 , (2.3)

où

A:;:,n = {w E O,llym(t,w)11 + Ilyn(t,w)11 > N}, A~,n = H\A:;:,n'

On montre aisément que

12 = lE (lT

(eOt -l)lb;n(t,ym(t)) - br(t,yn(t))11A;;:,ndt)

< lE l T

(eOt - l)lb;n(t,ym(t)) - bi (t,ym(t))11A;;:,n dt

+lE (lT

(eOt - l)lbi (t,ym(t)) - bi (t,yn(t))11A;;:,n dt)

+lE (lT

(eOt - l)lbi (t,yn(t)) - b?(t,yn(t))11A;;:,ndt) .

L
Comme bi est ~-localement Lipschitzien, (LN étant la constante de Lipschitz de

ai
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b dans la boule B(O,N))

/2 :S IE (lT

(e l1t
- 1) Ib:n(t,ym(t)) - bi(t,ym(t))11A:;;:,ndt)

+IE (lT

(e l1t
- 1) Ibi(t,yn(t)) - br(t,yn(t)) 1 1A:;;: ,n dt)

+~ IE (lT

(e l1t -1) II ym(t) - yn(t)11 dt) , (2.4)

R étant lipschitzien et borné et Dj(t) borné,

h < LIE (lT

(e l1t
- 1) IlYm(t) - yn(t)IIIDj(t)1 dt)

< LIE (f.T (e'" - 1) IlYm(t) - yn(t)lI ~((I - Vr' f3)idt)

< LCIIEl T

(e l1t -1) IlYm(t) - yn(t)11 dt, (2.5)

où Cl est une constante positive et

/4 :S IE (lT

(e l1t
- 1) L Vij IDj(t) - Dj(t)1 dt) . (2.6)

o jf-i

L'introduction respective des inégalités (2.4)-(2.6) dans (2.3) donne

IE (lT

()e8t I~m(t) - ~n(t)1 dt) + IE (lT

(e8t
- 1) ID:n(t) - Dr(t)! dt)

< IE (Ii)

+IE (lT

(e8t
- 1) Ib:n(t,ym(t)) - bi(t,ym(t))\lA:;;:,n dt)

+IE (lT

(e8t
- 1) Ibi(t,yn(t)) - br(t,yn(t))11A:;;:,ndt)

+ (~~ + LCl) IE (lT

(e8t
- 1) IIym(t) - yn(t)11 dt)

+IE ([ (e" - 1)~ vii IDj(t) - Dj(t) 1dt) . (2.7)

En multipliant chaque membre de (2.7) par ai, en sommant et d'après la remarque
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1.1.1 on obtient

Aman Auguste

Bd((ym,Km),(yn,Kn))

< lli (t,~I')

+lli (t, loT (e" - 1) ~ lbi(t'ym(t)) - b,(t,ym(t))IIA~,"dt)

+lli (t, loT (e" - 1) ~ Ib,(t,yn(t)) - bi(t,yn(t))IIA~,"dt)

+ (dLN + (t,a,) LCt) lli ([ (e" -1) Ilym(t) - yn(t)lldt)

+alE (lT

(e lU
- 1) IIDm(t) - Dn(t)/Idt) .

Bétant choisi a&'5ez grand tel que ~ (dLN + (L~=l ai) LeI) S; a,

(2.8)

En vertue de l'hypothèse (Al), de l'inégalité de Chebychev et de (2.1), il existe
C > 0 tel que

et l'inégalité (2.8) devient

Le passage à la limite en n,m et N dans (2.9 ) montre que la suite (yn,Kn)nEN est

de Cauchy dans if. un espace métrique complet; alors il existe (Y,K) E if. limite de
(yn,Kn).
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D'autre part l'application de la formule d'Itô à Iy:m(t) - y:n(t) 12 donne

1E( Iy,m(t) - y,n(t)I') + lE (1.' t, [Z;j( s) - Zij(s) ['dB)

= 2lE (lT

Iy:m(s) - y:n(s)llbr(s,ym(s)) - b~(s,yn(s))1 ds)

+2lE (lT

Iy:m(s) - y:n(s)IIDr(s) - D~(s)1 ds)

+2lE (lT

Iy:m(s) - y:n(s) 1 L rij(s,ym(s))Dj(s) - rij(s,yn(s))Dj(s) dS)
o jf-i

< 411i lE (lT

Iy:m(s) - y:n(s) 1 ds) + 4 ((1 - V)-l l1)i lE (lT

Iy:m(s) - y:n(s)1 ds)

+4L Vij ((1 - V)-l 11) j JE (lT

Ir:m(s) - y:n(s)1 ds) . (2.10)
j#i 0

En multipliant chaque membre de (2.10) par ai et en sommant, on trouve

lE (t, a; Iy,m(t) - y,n(t) l') + lE (1.' t, t, a; Iz;j(s) - Zij(s) l' dS)

< 4IE (1.' t, a;ili Iy,m(s) - y,n(B)/ dS)

+4IE (1.'t, ((1 - V)-l il)i ai ly,m(S) - y,n(s) 1dS)

HIE (1.'t,~ aivi;((1 - V)-l il); ly,m(B) - y,n(s) 1dB)

< CIE (1.' t,ady,m(B) - y,n(s) 1dB) > (2.11)

C étant une constante positive. Le passage à la limite en m,n, dans (2.11) montre
que la suite (zn)n>l est de Cauchy dans l'espace de Banach lHI et admet une limite
Z E lHI. - 0

Lemme 2.2.4. Soit (yn,Kn,zn)n>l la solution unique de l'EDSR à réflexion oblique
associée à (ç ,bn,R) , alors -

bn(.'yn) converge vers b(.,Y) dans (L~(n x [O,T] ,dJP> x eOtdt)).
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Démonstration. On a

Aman Auguste

lE (lT

e()t Ib~(t,yn(t)) - bi(t,Y(t))1 dt)

< lE (lT

e()t Ib~(t,yn(t)) - bi(t,Y(t))IIA~dt)

+lE (lT

e()t Ib~(t,yn(t)) - bi(t,yn(t))IIA~dt)

+IE (lT

e()t Ibi(t,yn(t)) - bi(t,Y(t))IIA~dt)

< 2~ilE (lT

e()t (1Iyn(t)11 + IIY(t)ll) dt)

+IE (lT

e()t Ib~(t,yn(t)) - bi(t,yn(t))IIA~dt)

+;; IE (lT

e()t lIyn(t) - Y(t)1I dt) , (2.12)

où
N n -N N

An = {(t,w) E n,IIY (t,w)11 + IIY(t,w)11 > N}, An = n\An .

En multipliant chaque membre de (2.12) par ai et en sommant, on trouve

IE (lT

e()t Ilbn(t,yn(t)) - b(t,Y(t))11 dt)

< PN(bn - b) + ~ t,BiailE (lT

e()t (1Iyn(t)11 + IIY(t)ll) dt)
~

+dLNIE (lT

e()t lI yn(t) - Y(t)11 dt) .

En vertue de l'inégalité (2.1), il existe C > 0 tel que

IE (lT

e()t Ilbn(t,yn(t)) - b(t,Y(t))1I dt)

< PN(bn - b) + ~ + dLNIE (lT

e()t Ilyn(t) - Y(t)11 dt) ;

le passage à la limite en n,N, complète la preuve.

Preuve du Théorême 2.1.1.
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• Existence
La combinaison des lemmes (2.2.1)-(2.2.4) et le passage à la limite dans l'EDSR à ré
flexion oblique associée à (~,bn ,R), entrainent que le triplet {(Y(t),K(t),Z(t)),O ~ t ~ T}
est solution de l'EDSR à réflexion oblique asssociée à (~,b,R) .

• Unicité
Soit {(Y(t),K(t),Z(t)),O ~ t ~ T} et {(Y'(t),K'(t),Z'(t)),O ~ t ~ T} deux solutions
de l'EDSR à réflexion oblique associée à (~,b,R) et

(tlY(t),tlK(t),tlZ(t),tlD(t)) = (Y(t)- y' (t),K(t)- K' (t),Z(t)-Z' (t),D(t)- D' (t)).

La même démarche que précédament donne

IE (l T

BeOt ItlYi(t)1 dt + IEl T

(eOt -1) ItlDi(t) 1dt)

< IE (lT

(e Ot
- 1) Ibi(t,Y(t)) - bi(t,Y'(t))IIANdt)

+IE (lT

(eOt
- 1) Ibi(t,Y(t)) - bi(t,Y'(t))II ANdt)

+!E (1T

(eU< - 1)~ Ir'j(t,Y(t) - r'j(t,Y'(t))IIDj(t)1 dt)

+!E (1T

(eU< - 1)~ Ir'j(t,Y'(t)) 1l"'Dj(t) 1dt) ,

où
AN = {w E D, IIY(t,w)1I + IIY' (t,w)11 > N}, AN = D\AN.

Les hypothèses sur les coefficients b,R et l'inégalité de Chebychev impliquent

IE (lT

Be
Ot

ItlYi(t) 1dt) + IE (lT

(eOt
- 1) ItlDi(t)1 dt)

< 2~iIE (lT

(eOt -1) IIY(t)11 + IIY'(t)lldt)

+ (LeI + r;) IE (lT

(e
Ot

-1)II tlY(t)lldt)

+IEl T

(e Ot
- 1) 0Vij ItlDj(t)1 dt. (2.13)

J-r'

En multipliant chaque membre de (2.13) par ai et en sommant, l'inégalité (2.1) et
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la remarque 1.1.1 entrainent que

Aman Auguste

Od((Y,Z),(Y' ,Z')) :s C
N

+ (dLN + (t ai) LC') lE { (c" - 1) IIM(tlU dt

+aIE (lT

(e lU
- 1) IILlD(t)11 dt) .

" C(1 - a) d((Y,K),(Y ,K )) :s ON.

Finalement N tendant vers l'infini

y = y' et K = K'

Pareillement à (2.10), il existe C > 0 tel que

lE (t, ai 1l>Y;(t1I') + lE ({t t, ai Il>Zij(sll' dS)

< CIE ({t, ai 1l>Y;(s)1 dS)

et

o
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Chapitre 3

Equations Différentielles
Stochastiques Rétrogrades de type
Volterra avec drift localement
lipschitzien 2

Dans ce chapitre la Section 1 énonce les notations essentielles en rapport avec
les EDSR de type Volterra et les hypothèses du problème. La Section 2 donne le
résultat principal. Enfin la Section 3 établie une propriété de stabilité.

3.1 Formulation du problème et Hypothèses

Considérons l'équation

ç = Y(t) + fT f(t,s,Y(s),Z(t,s))ds + fT [g(t,s,Y(s)) + Z(t,s)] dW(s). (3.1)

assocée aux données (ç,f,g) sous les hypothèses
(BI)' f : n x D x IRk

X IRkxd~ IRk est P ® Bk/Bkxd mesurable et satisfait
(i) f(.,.,O,O) E M 2(D; JRk),

(ii) il existe deux constantes K > O(suffisament grand) et °~ a < 1 telles que
lf(t,s,y,z)1 ~ K (1 + Jyl + /zlt , JP> - presque tout (t,s) E D,

(iii) pour tout N E N, il existe une constante LN > °telle que,
If(t,s,y,z) - f(t,s,y',z')1 ~ LNly - y'l + K\z - z'l, \llyl ~ N, ly'J ~ N,
z E JRkxd, Z' E JRkxd avec K la constante du (ii).

2. Ce travail est soumis pour publication

29



U.F.R de Mathématiques et Infonnatique

(B2) g: n x VxIRk -- IRkxd est P 0 Bk/Bkxd mesurable et satisfait

{

(i) g(.,.,O) E M 2 (V; IRkXd)

(ii) Ig(t,s,y) - g(t,s,y')1 :; Kly - y'l, Vy,y' E IRk,
(B3) ~ est un vecteur aléatoire k-dirnensionelle de carrée intégrable FT-mesurable.

3.2 Existence et unicité de la solution

Lemme 3.2.1. f étant un processus vérifiant (B1)', il existe une suite de processus
(fn)n telle que pour tout n, fn est P0Bk0Bkxd/Bk mesurable, lipschitzien et satisfait
(B1i)' - (B1ii)' et PN(fn - J) --t 0 lorsque n --t +00 pour tout N > 1 fixé, où

1

PN(f) = JE (1 sup If(t,s,y,zWd'x (t,S)) "2

v lylSN,lzlsN

Démonstration. Considérons 'l/Jn une suite de fonctions assez régulière à support dans
la boule B(O,n + 1) telle que 'l/Jn = 1 sur la boule B(O,n) et sup 'l/Jn = 1. On montre
aisément que la suite (fn)n>l de fonctions tronquées définies par fn = f'I/Jn, satisfait
toutes les propriétés précédentes. D

(fn)n>l étant la suite associée à f par le Lemme 3.2.1, le Théorème 1.2.1 montre
que l'EDSR de type Volterra associée à (~,Jn,g) admet une solution unique (Yn (s) ,Zn(t,s): (t,s) EV)
élément de M 2 (t,T; JRk) x M 2 (V; JRkXd).

Lemme 3.2.2. Supposons les hypothèses (B1)' - (B3) satisfaites, alors il existe une
constante C > 0, dépendant de K,T et ~ telle que pour tout n ~ 1

. 1
ou "l < 24K2'

Démonstration. Comme {(Yn(s),Zn(t,s)) : (t,s) EV} est solution de l'EDSRde type
Volterra associée à (~,fn,g) , alors

Yn(t) + fT fn(t,s,Yn(s),Z(t,s))ds + fT [g(t,s,Yn(s)) + Zn(t,s)J dW(s) =~. (3.3)
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En vertue du Lemme on a pour tout (t,s) E Dl]

lElYn(s)f + lE1T

IZn(s,u)fdu

lElçl2 - 2lE1T

Un(s,u,Yn(u),Zn(s,u)),Yn(u))du

-2lE1T

Un(s,u,Yn(u),Zn(s,u)),An(s,u))du

-2lE1T

(g(s,u,Yn(u))"Zn(s,u))du -lE1T

Ig(s,u,Yn(u))fdu

< lElçl2 + 2lE1T

IUn(s,u,Yn(u),Zn(s,u)),Yn(u))ldu

+2lE1T

IUn(s,u,Yn(u),Zn(s,u)),An(s,u)) 1 du

+2lE1T

l(g(s,u,Yn(u)),Zn(s,u)) 1 du, (3.4)

où

et
D1/ = {(t,s) : T - "1:S t:S S:S T}.

1
Les hypothèses (BI)', (B2) et l'inégalité de Young (2ab :S (3a2+ ~b2) entraînent

respectivement

21 Un( s,u,Yn(u) ,Zn(s,u) ),Yn(u)) 1

< 2Ifn(s,u,Yn(u),Zn(s,U)) 1IYn(u) 1

1 ( 2 2< (311fn s,u,Yn(u),Zn(s,u))1 + (31 IYn(U) 1

3K2

< ---rJ: (1 + IYn(u)f + IZn(s,u)I)2 + (31IYn(u)f

3K2 3K2 3K2
< ((31 + ---rJ: )IYn(u)f + ---rJ:1Zn(s,u)f + ---rJ:' (3.5)

21 (fn(s,u,Yn(u),Zn(s,u)),An(s,u)) 1

< ~2Ifn(S,U'Yn(U),Zn(S,U))f + (32IAn(s,u)f

3K2

< jh(1 + IYn(u)f + IZn(s,u)1 2) + (32IAn(s,u)f
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Or

1
< 2{33c2 IYn(u)W + (33 IZn (S,u))1 2

+2{33Ig(s,u,O) 1
2. (3.6)

donc

(32IAn(s,u)1 2 < 2{32(T - U) l T
Ifn(U,v,Yn(V),Zn(U,V)Wdv

+2{32(T - U) l T
Ifn(s,v,Yn(V),Zn(S,V)Wdv

< 6{32(T - u) K2 1
T

(1 + IYn(vW + iZn(u,vW)dv

+6{32(T - U) K2 1
T

(1 + IYn(vW + IZn(s,vW)dv;

21 (fn(s,u,Yn(u) ,Zn(s,u)) ,An(s,u)) 1
3K2

< ---,a;-(1 + IYn(uW + IZn(s,u)12)

+12{32(T - U)2 K 2+ 12{32(T - U)K21T IYn(vWdv

+6{32(T - U)K21T('Zn(u,vW + IZn(s,vW)dv. (3.7)
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L'introduction des inégalités (3.5)-(3.7) dans (3.4) donne

IElYn(sW + IE1T
IZn(s,uWdu

3K2 3K2 jT
< IEI~12 + ({3I + -----rJ: + -----;J; + 2{33C2)IE s IYn(uWdu

+12{32 K2IE1T
(T - u)dul T

IYn(vWdv

+6{32K2IE1T
(T - u) du l T

(IZn(u,vW + IZn(s,vW) dv

3K2 3K2 1 jT
+( -----rJ: + -----;J; + {33)IE s IZn(s,uWdu

+12{32K2IE jT(T _ u)2du + (3K
2

+ 3K
2

) (T _ s)
s {3I {32

+2{33IE1T

Ig(s,u,O)12
du.

(3.8)

Sachant que pour tout processus {h(s) : s E [O,T]},

IEjT(T _ u)du l T
Ih(vWdv ~ ~ (T - S)2 IE jT Ih(uWdu; (3.9)

s 'IL 2 s

on a en intégrant chaque membre de (3.8) entre t et T

IE1T
IYn(sWds +1T

dsIE1T
IZn(s,uWdu

3K2 3K2 . jT jT
< TIEI~12 + ({3I + -----rJ: + -----;J; + 2{33c2+ 6{32 K2TJ2) t dsIE s IYn(u)12du

3K
2

3K
2

1 jT jT
+( -----rJ: + -----;J; + {33 + 3{32K2TJ2) t dsIE s IZn(s,uWdu

+6{32K2T1T
dsI T

duIE l T
IZn(u,vWdv

+{32K2T4 + (3K
2

+ 3K
2

) T 2
{3I /h

+2{33IE1T
ds IT

Ig(s,u,O)1
2

du.

Ensuite si on choisit {3I = {32 = 24K2
, {33 = 8 et on pose

Un(t) = IE fT IT
IYn(u)1 2duds et Vn(t) = fT IEIT

IZn(s,uWduds,
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alors il existe deux constantes KI et C (C varie de ligne en ligne) dépendant uni
quement de f"T,K telles que

L'intégration de chaque membre de (3.10) de t à T donne

l'inégalité de Gronwall permettant d'avoir

qui met fin à la preuve.

Théorème 3.2.1. Si les hypothèses (Bi)' - (B3) sont vérifiées et

o

lim ( l2 )N2(1- ) exp[(2LN + 2L7v)T] = 0, (A)
N--->+oo 2LN + 2 N Q

alors l'EDSR de type Volterra associée à (f,,f,g) admet une solution unique
{(Y(s) ,Z(t,s)) : (t,s) E D} élément de M2(t,T; JRk) x M 2(D; JRkXd).

Remarque 3.2.1. La condition (A) reste valable s'il existe une constante L ~ 0,
telle que (2L N + 2L'iv)T ~ L + (1 - a) log N.

Preuve du Théorème 3.2.1
• Unicité
Supposons {(Y(s),Z(t,s)) : (t,s) E D} et {(Y'(s),Z'(t,s)) : (t,s) E D} deux solutions
de l'EDSR de type Volterra associée à (f,,f,g) et ~Y(s) = Y(s) - Y'(s), ~Z(s,u) =
Z(s,u) - Z'(s,u), ~f(s,u) = f(s,u,Y(u),Z(s,u)) - f(s,u,Y'(u),Z'(s,u)), ~g(s,u) =
g(s,u,Y(u)) - g(s,u,Y'(u)). Dans la suite C est une constante positive dépendant
uniquement de K,T, et f, qui pourra varier de ligne en ligne. Comme (~Y(s),~Z(s,u)

vérifie l'équation

~Y(s) + 1
T
~f(s,u)du + 1T[~g(S'U) + ~Z(s,u)]dWu = 0,
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le Lemme 1.2.1 montre que

lEl~Y(S)\2 + lE 1
T
I~Z(s,uWdu

= -2lE 1
T
(~f(s,u),~Y(u))du - 2lE 1

T
(~f(s,u),A(s,u))du

-2lE 1
T
(~g(s,u),~Z(s,u))du - lE 1

T
l~g(s,u)12du

< 2lE 1
T
l~f(s,u)II~Y(u)1 (IAN (s,u) + lAN (s,u))du

+2lE 1
T
l~f(s,u)IIA(s,u)1 (IAN (s,u) + lAN (s,u))du

+2lE 1
T
l~g(s,u)II~Z(s,u)1 du

= JI + J2 + J3 + J4 + J5, (3.11)

où

A(s,u) = lT(~f(U,V) - ~f(s,v))dv,

AN = {(w,s,u) E [2 X '01/' IY(s)1 + IZ(s,u)1 + IY'(u)\ + IZ'(s,u)1 ~ N}
-N N

et A = [2 x '01/\A .

Les hypothèses (Bl)'-(B3), l'inégalité de Hôlder et celle de Young donnent

JI = 2lE 1
T
l~f(s,u)II~Y(u)IIAN (s,u)du

< lE 1
T
I~Y(uWdu + lE 1

T
l~f(s,uWIAN(S,u)du

< lE 1
T
I~Y(u)12du

+4K2lE 1
T

(1 + IY(u)\ + IZ(s,u)1 + IY'(u)1 + IZ'(s,u)1) 2Q IAN(S,u)du,

J2 = 2lE 1
T
l~f(s,u)I\~Y(u)IIAN (s,u) du

< 2lE 1T(LNI~Y(UW + KI~Z(s,u)I)I~Y(u)IIAN (s,u) du

< (2LN+ (31) 1
T
I~Y(uWdu + ~12 lE 1

T
I~Z(s,uWdu, (3.12)
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J3 2IE1T

l~f(s,u)IIA(s,u)IIAN(s,u)du

< IE1T

l~f(s,uWIAN(s,u)du + lE1T

/A(s,uWdu

= Il + 12 ,

J4 2IE1T

l~f(s,u)IIA(s,u)/lAN(s,u)du

< 2IE1T

(LNI~Y(u)1 + KI~Z(s,u)I)IA(s,u)IIAN(s,u)du

< L~IE1T

I~Y(uWdu + (f32 + l)IE1T

IA(s,uWdu + ~: IE1T

I~Z(s,uWdu

et

J5 2IE1T

l~g(s,u)II~Z(s,u)1 du

< f33IE l T

l~g(s,uWdu + ;3 IE l T

I~Z(s,uWdu

< f33IE l T

I~Y(uWdu + ~: IE1T

I~Z(s,uWdu. (3.13)

Ensuite l'inégalité de Holder, celle de Chebychev et le Lemme 3.2.2 entrainent

f
T C

JI ~ IE s I~Y(uWdu + N2(1-a)· (3.14)

D'autre part l'inégalité de Chebychev, les hypothèses (BI)' - (B3) et (3.9) prouvent
que

Il < 4K2IE l T

(l + /Y(u)1 + IZ(s,u)1 + IY'(u)1 + IZ'(s,u)/)2a l AN (s,u)du

C
< N2(1-a) .
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et

Aman Auguste

I2 :s 1]2IE1T

l~f(s,uW (l AN(s,u) + l AN(s,u)) du

+2IE1T

(T - u)du l T

l~f(u,vW (l AN(u,v) + l AN(u,v)) dv

< 41]2K 2IE1T

(1 + IY(u)1 + IZ(s,u)1 + IY'(u)1 + IZ'(s,u)I) 2a l AN(s,u)du

+41]2L~IE1T

I~Y(uWdu + 41]2K 2IE1T

I~Z(s,uWdu

+8K2IE1T

(T - u)du l T

(1 + IY(v)1 + IZ(u,v)1 + IY'(v)/ + IZ'(u,v)I)2a l AN(u,v)dv

+4K2TIE1T

du l T

I~Z(u,vWdv;

alors

et

J4 < [4(132 + 1)1]2 + 1] L~IE1T

I~Y(u)12du

+ [4(132 + 1)1]2 + ;J K 2IE1T

I~Z(s,uWdu

+4(132 + I)K2TIEI T (lT

I~Z(u,vWdV) du

(
2 C

+ 132 + 1)1] N2(1-a)·

(3.15)

(3.16)

Les inégalités (3.12)-(3.16) étant mises dans (3.11), on obtient en intégrant de t à
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T,

Etant donné /31 = /32 = /33 = 8K2
, il existe KI et C deux constantes telles que

(3.17)

où

U(t) = lE fT IT
I~Y(uWduds et V(t) = lE fT IT

I~Z(s,uWduds.

L'intégration dans [t,Tl de chaque membre de (3.17) et l'inégalité de Gronwall
impliquent

Le passage à la limite en N implique que Y(s) = Y'(s) et Z(t,s) = Z'(t,s) pour
presque tout (t,s) E [T -1],T] x [t,Tl. Lorsque tE [T - 21],T -1]], on répète la même
démarche avec l'équation

~Y(s) + l
T
-7J

~f(s,u)du + lT-7J[~g(S'U) + ~Z(s,u)]dWu = O.

Ainsi de proche en proche on a l'unicité de l'EDSR de type Volterra associée aux
données ([,,f,g) .
• Existence
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Pour tout n,m E N* et (t,s) E Vry, on a

Aman Auguste

IElYn(t) - Ym(tW + IE lT IZn(t,s) - Zm(t,sWds

= 2IE lTUn(t,S,Yn(s),Zn(t,s)) - !m(t,S,Ym(s),Zm(t,s)),Yn(s) - Ym(s))ds

-2IE fT Un(t,s,Yn(s),Zn(t,s)) - !m(t,S,Ym(s),Zm(t,s)),Bm,n(t,s))ds

-2IE fT (g(t,s,Yn(s)) - g(t,s,Ym(s)),Zn(t,s) - Zm(t,s))ds

-IEIT
Ig(t,s,Yn(s)) - g(t,s,Ym(s)Wds

< 2IE fT l!n(t,s,Yn(s),Zn(t,s)) - !m(t,S,Ym(S),Zm(t,s))llYn(s) - Ym(s)1

X(lA~,Jt,s) + lA;::.n (t,s))ds

+2IEIT
l!n(t,s,Yn(s),Zn(t,s)) - !m(t,S,Ym(S),Zm(t,s))IIBm,n(t,s)1

x(lA~,Jt,s) + lA;:: Jt,s))ds

+2IEIT
Ig(t,s,Yn(s)) - g(t,s,Ym(s))IIZn(t,s) - Zm(t,s)1 ds

= JI + J2 + h + J4 + J5, (3.18)

où

A~,n =
-N

et Am,n

= IT
Un(s,u,Yn(u),Zn(s,u)) - !m(s,V,Ym(u),Zm(s,u)))du

-lT
Un(t,u,Yn(u),Zn(t,U)) - !m(t,u,Ym(u),Zm(t,u))) du,

{(w,t,s) E n x Vry, IYn(S) 1+ IZn(t,s)1 + IYm(s)1 + IZm(t,s)1 ~ N}

n x Vry\A~,n'

De la même manière que dans la preuve de l'unicité on a

(3.19)
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J2 = 2IE fT IJn,m(t,s)l/Yn(S) - Ym(s)IIA~." (t,s)ds

< 2IE fT l(fn - J)(t,S,Yn(s),Zn(t,s))IIYn(s) - Ym(s)IIA~,,, (t,s)ds

+2IE fT If(t,s)l/Yn(S) - Ym(s)IIA~." (t,s)ds

+2IE fT l(fm - J)(t,s,Ym(s),Zm(t,s))I/Yn(s) - Ym(s)IIA~,,, (t,s)ds

= Il + I2 + I3 ,

où

fn,m(t,s) = fn(t,s,Yn(s),Zn(t,s)) - fm(t,s,Ym(s),Zm(t,s))

f(t,s) = f(t,s,Yn(s),Zn(t,s)) - f(t,s,Ym(s),Zm(t,s));

J3 2IE fT IJn(t,s,Yn(s),Zn(t,s)) - fm(t,s'Ym(s),Zm(t,s))IIBm,n(t,s)IIA~." (t,s)ds

< IE fT Ifn(t,s,Yn(s),Zn(t,s)) - fm(t,s'Ym(S),Zm(t,s)WIA~.Jt,s)ds

+IE fT IBm,n(t,sWds

= I 4 + h;

h - 2IE fT Ifn(t,s,Yn(s),Zn(t,s)) - fm(t,s'Ym(S),Zm(t,s))IIBm,n(t,s)IIA~,,, (t,s)ds

< 2IE fT 1(fn - J) (t,s'Yn(S),Zn(t,s))IIBm,n(t,s)IIA~,,, (t,s)ds

+2IE fT If(t,s,Yn(s),Z(t,s)) - f(t,s'Ym(S),Zm(t,s)IIBm,n(t,s)IIA~,,, (t,s)ds

+2IE fT l(fm - J)(t,s'Ym(S),Zm(t,s))IIBm,n(t,s)IIA~,,, (t,s)ds

< IE fT 1(fn - J) (t,s'Yn(S),Zn(t,s)WIA~,,, (t,s)ds

+IE fT 1(fm - J) (t,s'Ym(S),Zm(t,s)WIA~,,, (t,s)ds

+L;"IE fT /Yn(S) - Ym(s)1 2ds + (f32 + 3)lEI T
IBm,n(t,sWds

+~2 IE fT IZn(t,s) - Zm(t,sWds
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et

Aman Auguste

Sachant que

Il < lE fT IYn(S) - Ym(sWds

+lE fT 1 (fn - J) (t,s'Yn(S),Zn(t,s)WIA~,n (t,s)ds,

(3.20)

et

h < lE fT IYn(S) - Ym(sWds

+lE fT 1(fm - 1) (t,s'Ym(S),Zm(t,s)WIA~,n(t,s)ds

on a

h < (2LN + /31 + 2)lE fT IYn(S) - Ym(s)1 2ds

+lE fT 1 (fn - 1) (t,s'Yn(S),Zn(t,s)WIA~,n(t,s)ds

+lE fT 1 (fm - J) (t,s'Ym(S),Zm(t,s)WIA~,n (t,s)ds

K 2 fT
+~lE s IZn(t,s) - Zm(t,sWdu. (3.21)

D'autre part l'inégalité de RaIder, celle de Chebychev, le Lemme 3.2.2 et (3.9) en
trainent
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et

Is < 'f/2 2~ ) + 3'f/2IE jT 1(fn - J) (t,S,Yn(S),Zn(t,s)WIAN (t,s)du
N 1-0 t m,n

+3'f/2IE jT 1 (lm - J) (t,s'Ym(S),Zm(t,s)WIA~,n (t,s)ds

+6IE jT (T _ s)dslT
1 (fn - J) (S,u'Yn(U),Zn(s,u)WIA~,n (s,u)du

+6IE jT (T - s)ds lT
1(fm - J) (S,u'Ym(U),Zm(s,u)WIA~,n (s,u)du

+12'f/2L~IE jT IYn(s) _ Ym(sWds + 6'f/2K2IE jT IZn(t,s) - Zm(t,sWds

+12K2TIE l T

ds l T

IZn(s,u) - Zm(s,uWdu;

ce qui permet d'avoir

2 C [ 2] jT ) 2h < 'f/ N2(1-0) + 3(112 + 3)'f/ + 1 IE t 1(fn - J) (t,s,Yn(s ,Zn(t,s))1 lA~,n (t,s)ds

+ [3(112 + 3)'f/2 + 1] IElT

1(fm - J) (t,S,Ym(S),Zm(t,s)WIA~,n (t,s)ds

+6(112 + 3)IEl T

(T - s)dul T

1(fn - J) (S,U'Yn(U),Zn(S,U)WIA~,n (s,u)du

+6(112 + 3)IEl T

(T - s)dul T

1(fm - J) (S,u'Ym(U),Zm(S,U)WIA~,n (s,u)du

+ [12(112 + 3)'f/2 + 1] L~IE jT IYn(s) - Ym(s)1 2ds

+ [6(112 + 3)'f/2 + ~J K 2IElT

IZn(t,s) - Zm(t,sWds

+12(112 + 3)K2TIE l T

ds l T

iZn(s,u) - Zm(s,uWdu. (3.22)
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(3.23)

Les inégalités (3.19)-(3.22) mises dans (3.18) donnent

IElYn(t) - Ym(tW + IE fT IZn(t,s) - Zm(t,sWds

< (3 + {3I + {33 + 2LN+ [1 + 12({32 + 4)1]2] )L;')IE fT IYn(S) - Ym(sWds

1 11fT
+({3I + {32 + {33 + 6({32 + 4)1]2)K

2
IE t iZn(t,s) - Zm(t,sWds

+2IE fT 1 (In - J) (t,s,Yn(S),Zn(t,s)Wl}f:.n (t,s)ds

+2IE fT 1(lm - f) (t,S,Ym(S),Zm(t,s)Wl}f:)t,s)ds

+6({32 + 4)IE fT (T - s)du1T
1 (In - f) (s,u,Yn(U),Zn(s,u)Wl}f:.n (s,u)du

+6({32 + 4)IE1T

(T - s)du1T

1 (lm - f) (s,u,Ym(U),Zm(s,u)Wl}f:.n (s,u)du

+12({32 + 4)K2TIE fT ds1T
IZn(s,u) - Zm(s,uWdu

C 2
+ N2(I-a) (1 + 1] ).

Si on choisit {3I = {32 = {33 = 8K2 alors il existe deux constantes KI et C dépendant
uniquement de K,T, et E, telles que

- ~ (eK1tUm,n(t)) + ~eKlSVm,n(S)

< 2IE fT eK1SI (In - f) (t,s,Yn(s2),Zn(t,s)Wl}f:.n (t,s)ds

+2IE fT eK1SI (lm - f) (t,s,Ym(S),Zm(t,S)Wl}f:.n (t,s)ds

+6(8K2+ 4)IE fT (T - s)eK1Sds1T
1(In - J) (s,u,Yn(U),Zn(s,u)Wl}f:.n (s,u)du

+6(8K2+ 4)IE fT (T - s)eK1Sds1T
1(lm - f) (s,u,Ym(u),Zm(s,u)Wl}f:.n (s,u)du

f T C
+12(8K2+ 4)K2T eK1SV; (s)ds + eK1t

m,n N2(I-a) '
t

où

Um,n(t) = IE fT IYn(S) - Ym(s)1 2ds et Vn,m(t) = IE fT iZn(t,s) - Zm(t,sWds.
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L'intégration de chaque membre de (3.23) dans [t,Tl implique

eKltU (t) + ~ fT eK1Sv. (s)ds
m,n 2 t m,n

< (2 + 3(8K2 + 4)772
) [p;,,(fn - 1) + p;,,(fm - 1)) eK1T

+12(8K2+ 4)K2T 1T
ds fT eK1SVm,n(u)du

C
+ eK1T

K 1N2(1-a)

et l'inégalité de Gronwall donne

1T
eK1SVm,n(s)ds ~ (K2 [p;,,(fn - 1) + p;,,(fm - 1)) eK1T + K1N~(1_a)eKIT) cxp(K3T),

(3.24)
K2 et K 3 étant des constantes dépendant uniquement de K,T,ç.
Le passage à la limite sucessivement en n, met N entraine grâce à la condition (A)

1T
eK1SVm,n(s)ds ------t 0 et Um,n(t) ------t O. (3.25)

Par conséquent la suite (Yn,Zn)nEN est de Cauchy dans l'espace de Banach M 2([t,T] ; jRk) x
M 2([T - 77,T] x [t,T]; jRkXd) et admet une limite (Y(s),Z(t,s)) E M 2([t,T]; jRk) x
M2([T - 77,T] x [t,T]; jRkXd). D'autre part

IE1T
ds fT Ifn(s,u,Yn(u),Zn(S,U)) - f(s,u,Y(u),Z(s,u)Wdu

< IE1T
ds fT Ifn(s,u,Yn(u),Zn(S,U)) - f(s,u,Y(u),Z(s,u)WIA~du

+2IEfT dsfT 1(fn - 1) (S,u,Yn(U),Zn(s,u)WIA:Ndu
t S n

+2IE fT ds fT If(s,u,Yn(u),Zn(S,U)) - f(s,u,Y(u),Z(s,u)W1A: Ndu
t S n

C 2 ( ) 2 fT 1 2< N2(1-a) + 2PN f - fn + 4LNIE t Yn(s) - Y(s)1 ds

+4K2IE fT ds l T
IZn(S,U) - Z(s,uWdu,

où

A~ {(w,s,u) E n x V1J,1 + lY(u)1 + IZ(s,u)1 + IYn(u) 1 + IZn(s,u)1 > N}

et A: n x V1J\A~.
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Les résultats précédents prouvent que

Aman Auguste

IE fT ds1T
Ifn(s,u,Yn(u),Zn(S,U)) - f(s,u,Y(u),Z(s,u)Wdu -+ 0

n,N -+ +00

et la limite dans (3.3) montre que (Y,Z) est solution de l'EDSR de type Volterra.
Ensuite Y(T - Tl) étant une variable aléatoire unique, l'équation

Yn(t)+ fT-fi fn(t,s,Yn(s),Zn(t,s))ds+ fT-fi [g(t,S,Yn(S)) + Zn(t,s)] dW(s) = Y(T-Tl)

(3.26)
admet une solution unique (Yn,Zn) E M 2([T - 2Tl,T - Tl] ; jRk) x M 2([T - 2Tl,T - Tl] x
[t,T - Tl] ; jRkXd). On montre avec les arguments précédants que (Yn,Zn) est de cauchy
et sa limite (Y,Z) est l'unique solution de l'EDSR de type Volterra

Y(t) + fT-fi f(t,s,Y(s),Z(t,s))ds + fT-TI [g(t,s,Y(s)) + Z(t,s)] dW(s) = Y(T - Tl).

En continuant cette procédure on prouve l'existence pour tout (t,s) EV. 0

3.3 Propriété de Stabilité

Cette section prouve la stabilité des solutions des EDSR de type Volterra sous la
condition de drift localement lipschitzien. Pour cela on considère (çnJn,gn)nEN une
suite de processus respectant les hypothèses précédentes,

(B4) (ii) 7r (gn - go) -+ 0

(iii) IE lçn - çO\2 -+ 0

où 7r(gn - go) = IE (JDs~Plgn(t,s,y) - go(t,S,Y) 12 dsdt) ~

et (Yn(t),Zn(t,s)) l'unique solution (Voir théorème 3.2.1) de l'EDSR de type Volterra
qui lui est associée.
Théorème 3.3.1. Supposons les hypothèses (Bl) - (B..{.) et (A) satisfaites; alors

n -+ +00
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Démonstration. En vertue du Lemme 1.2.1

lElYn(t) - Yo(tWds + lE fT IZn(t,s) - Zo(t,sWds

lElçn - çOl2

+2lE fTUn(t,s,Yn(s),Zn(t,s)) - Jo(t,s,Yo(s),Zo(t,s)),Yo(s) - Yo(s))ds

-2lE fT Un(t,s,Yn(u),Zn(t,s)) - Jo(t,s,Yo(s),Zo(t,s))),In,O(t,s))ds

-2lE fT (gn(t,s,Yn(s)) - go(t,s,Yo(s)),Zn(t,s) - Zo(t,s))ds

-lE fT Ign(t,s,Yn(s)) - go(t,s'YO(s))1 2du

où

I n,o(t,s) lT
(fn(S,U,Yn(u),Zn(S,U)) - Jo(s,u,Yo(u),Zo(s,u))) du

-lT
Un(t,u,Yn(u),Zn(t,u)) - Jo(t,u,Yo(u),Zo(t,u))) du.

Une procédure presqu'identique à la preuve d'existence du Théorème 3.2.1, et le
choix de {JI = {J2 = 8K2 et (J3 = 8 entraînent

lElYn(t) - YO(t)1 2+ !lE fT iZn(t,s) - Zo(t,sWds
2 t

< KllE fT IYn(S) - Yo(sWds

+K2p~(fn - Jo) + 167f2 (gn - go)

+K3 lE fT ds l T
IZn(s,u) - Zo(s,uWdu

C
+N2(1-o:) ,

K I ,K2,K3 et C étant des constantes dépendant uniquement de K,T, et ç. Le reste
de la preuve est identique à celle d'existence du Théorème 3.2.1 D
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Chapitre 4

Equations Différentielles
Stochastiques Rétrogrades avec
barrière, temps terminal aléatoire et
Applications 3

Dans ce chapitre le problème et les hypothèses sont posés à la Section 1. La Sec
tion 2 énonce le résultat principal. En application la Section 3 donne une connection
avec le prix des options d'achats américaines et le problème d'obstacle des EDP semi
linéaires paraboliques avec condition aux limites de type Neumann non linéaire.

4.1 Formulation du problème

Etant donné un espace probabilisé filtré complet standard et un processus de
Wiener de dimension d notée (Wt)t>o, on considère l'EDSR à réflexion normale et
temps terminal aléatoire suivante -

où T est un Ft-temps arrêt lP-p.s. et {Gd t>O un processus Frprogressivement me
surable continu et croissant à valeurs réelles-satisfaisant Go = O. Le problème est de
prouver l'existence et l'unicité de la solution de (4.1) sous les hypothèses suivantes.

(Cl) f et g sont des fonctions définies respectivement sur n x ffi+ x ffi X IRd et
n x ffi+ x ffi à valeurs dans ffi vérifiant

3. Ce travail est soumis pour publication
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(i) Vt,Vz,y f-----+ (f(t,y,z),g(t,y)) est continue

(ii) (w,t) f-----+ (f(w,t,y,z),g(w,t,y)) est Ft - progressivement mesurable

(iii) Vt,Vy,V (z,z') , If(t,y,z) - f(t,y,z')1 -:; Klz - z'l

(iv) Vt,Vz,V(y,y'), (y - y') (f(t,y,z) - f(t,y',z)) ::; aly _ y'I 2

(v) Vt,Vz,V(y,y'), (y - y') (g(t,y) - g(t,y')) ::; /3ly - y'I 2

(vi) Vt,Vy,Vz, If(t,y,z)1 -:; <Pt + K(lyl + Izl), Ig(t,y)1 -:; 'ljJt + Klyl

(vii) lE U; e>'s+J.lG(s) flf(s,O,OWds + Ig(s,O,O)1 2dGsJ) < +00

(viii) lE U; e>'s+J.lG(s) [<p2(s)ds + 'ljJ2(s)dGs]) < +00,
où Cl:' E IR,/3 < O,K > °sont des constantes telles que À > 21al + K 2 ,p, > 21/31;
{<Pt,'ljJt} t~O étant des processus à valeurs dans [1, + 00)

(C2) ç est une variable aléatoire Fr-mesurable tel que

(C3) (St)t>o est un processus d'Itô de la forme: dSt = mt1[O,r]dt + nt 1[O,r)dGt +
Vt 1 [O,r]dWt

tel que
(i) lE U; e>'s+J.lG(s) ((lms I2+ Ivsl2)ds + InsI

2dGs)) < +00

(ii) Sr ::; ç JIDp.s.

Définition 4.1.1. La solution de l'EDSR généralisée à réflexion normale associée
à (T,Ç,J,g,S) est le triplet (yt,Zt,Kt)t>o de processus progressivement mesurables à
valeurs dans ut x IIrx'R. et vérifiant:-
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(j) y est un processus continu.

Aman Auguste

(jj)

(3j) Yi ~ St, sur {t:=; T}.

(4j) 1E(suPosts-r eÀt+I'G(t) IYil 2 + J; eÀS+I'G(s) [(!YsI2+ IZsJ2) ds + !Yi dGs]) < +00.

(5") K est un processus croissant tel que Ko = 0 et
J Jt'T (Yt - St) dKt = 0 p.s. V T ~ O.

(6j) Yt=ç, Zt=O, Kt=K-r sur {t>T}.

4.2 Résultat d'existence et d'unicité

Les travaux de Pardoux et Zhang dans [62J établissent que l'EDSR généralisée

(4.2)

obtenue par la méthode de pénalisation admet une solution unique (~n,Zfk~o à
valeurs dans IR x IRd vérifiant

Théorème 4.2.1. Les hypothèses (Cl) - (C3) étant vérifiées, l'ED8R généralisée
à réflexion normale associées aux données (T,Ç,f,g,S) admet une solution unique
(Y,Z,K) .

Démonstration. .Existence
Dans cette partie subdivisée en plusieurs étapes, C est une constante positive qui
peut varier d'une ligne à une autre.
Etape 1: Estimations unifonne en n de (yn ,zn,Kn) .
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La fonnule d'Itô appliquée à 1~~Tn 12 donne

où

Les hypothèses (C2ii)-(C2v) entrainent

{

2Ysnf(s,ysn,Z:) ~ (2a + ~V2 + p) IYsn l2 + T IZ:12 + C If(8,0,0)1
2

2Ysn g (s,ysn) ~ (2{3 + p) \Y:,nI 2 + C Ig(s,0)12
•

Choisissant 0 < p < 1/2 et T = 1- 2p tels que X= À - 2a - Iv2 - p > 0,1- T > 0,
1

et Ti = J.L - 2{3 - p > 0, on trouve

Sachant que (yn - S ) = (yn _ S )+ _ (yn - S)- rT/IT e-~s+JLG(s) (yn - S ) dKn < °s S 8 8 S s, J tl\T S S s-
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et r™ eÀs+Jl-G(s)yndKn < r™ eÀs+Jl-G(s)S dKn l'inégalité précédente devientJtl\r s s - Jtl\r s s ,

Ensuite l'inégalité de Young appliquée à ft~~r eÀs+Jl-G(s)SsdK': donne

JE (eÀ(tM)+JlG(tM) 1~~rI2) + lE (1:M
eÀs+JlG(s) 1Y:';.,rI2 (5.ds + 7ldGs))

+(1 - Î)JE (1::r
eÀs+Jl-G(s) IZ:12

dS)

< JE (eÀ(TM)+JlG(TM) IYTM I
2) + 2GlE (1:M

eÀs+JlG(s) I/(s,0,0)1 2 ds) +

2GlE (l™ eÀs+Jl-G(s) Ig(s,0)1 2 dGs) + ~lE (sup e2(Àt+JlG(t» I(St)+1 2
)

tl\r <5 OSt~r

+<5lE(K~M - KtM )2.

Or

<5lE(KTM - K tM )2

< G<5JE (e(À(tM)+Jl-G(tM» 1~~rI2 + e(À(TM)+JlG(TM» IY;M\2

+ (TM eÀs+JlG(s) (cp2(s) + ly:n l2 + IZ,:n ds
ltl\r

+ (TM eÀs+JlG(s) (1/;2(s) + IYsn l
2) dGs) ;

ltl\r

(4.3)

alors 8 étant choisi assez petit tel que 1 - G8 > 0, ",\ = ",\ - C<5 > 0,1 - Î1 - C<5 > 0,
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et /i = Ji - Co > 0, on a

(1 - Co) lE (eÀ(tllT)+I'G(tllT) 1~~Tn + lE (1:11T

eÀs+I'G(s) 1~~TI2 (~ds + /idGs))

+(1 - 1 - Co)lE (1:T
IIT

eÀs+j'G(s) IZ:12
ds)

< (1 + Co) lE (eÀ(TAT)+I'G(TAT) IYTATn + 2ClE (1:
AT

éS+J.lG(s) 11(s,0,0)12 ds)

+ClE (lTIIT
eÀs+I'G(s) Ig(s,0)1 2dGs) + ~lE ( sup e2(>.t+I'G(t)) (8:)2)

tAT 0 OgST

+ClE (l:AT
eÀS+I'G(s) (<p2(s)ds + 'lj?(s)dGs)) .

Lorsque T tend vers l'infini, le lemme de Fatou et le théorème de la convergence
dominée de Lebesgue impliquent

lE (eÀ(tAT)+I'G(tAT) 1~~7"12) + lE (17" eÀS+I'G(s) l~nl2 (=;'ds + /idGs))

+lE (lT
é S+I'G(s) IZ:12 ds)

< CE (eÀT+I'G(7") lçl2 +1T

eÀS+I'G(s) 11(s,0,0)12dS)

+ClE ( sup e2(Àt+I'G(t)) I(St)+1
2 + 1T

eÀS+I'G(s) Ig(s,0)1 2dGs)
OgST 0

+ClE (1:7" eÀS+I'G(s) (<p2(s)ds + VJ 2 (S)dGs)) .

Ensuite l'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy appliquée à (4.3) entraine

lE C~~~T eÀt+I'G(t) l~nl2 + 17" eÀS+I'G(s) [lYsnl
2(ds + dGs) + IZ:12

ds] )

< CE (éT+I'G(7") lçl2 + 17" eÀS+I'G(s) [1J(s,0,0)1 2ds + Ig(s,0)12dGs]

+ sup e2(Àt+I'G(t)) !(St)+1 2 + 17" eÀS+I'G(s) (<p2(s)ds + VJ 2(S)dGs))
O~t~7" tAT

et

lE (sup IK~12) < +00.
O~t~7"
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D'autre part, le théorème de comparaison prouve que (yn)n>O est une suite non
décroissante; alors elle admet pour limite Y un processus progressivement mesurable
sur {t :::; T} . D'après les estimations qui précédent, le lemme de Fatou et le théorème
de la convergence dominée de Lebesgue assurent

lE ( sup e),t+JLG(t) IYlI2) < +00
0:St::ST

et

lE (lT
e),S+JLG(s) IY: - 1":.12 (ds + dGs)) ----> 0

n -- 00.

Etape 2: Prouver que limn ---++oo lE(SUPO:St::ST e2(),t+JLG(t» 1(Yt - Sd-1
2

) = o.
Soit (~n,zr) la solution de l'EDSR

alors le théorème de comparaison donne pour tout n E N*,

~n :::; ~n, lP p.s sur {t:::; T} .

D'autre part v étant un temps d'arrêt tel que 0 :::; v :::; T, l'application de la fonnule
d'Itô à e-n(Gt-v+t-v)~n et l'espérance conditionnelle montrent que

Yvn = lE [e-n(GT-V+T-V)ç + l T
e-n(Gs-v+(s-v» f(s'ysn,Z:)ds

+ l
T

e-n(Gs-v+(s-v»g(s,y"n)dGs + n l T
e-n(Gs-v+(s-v»Ss (ds + dGs) 1 FVÀT] .

Or e-n(GT-v+T-V)ç+ n J: cn(Gs-v+(s-v»Ss (ds + dGs) (resp. son espérance condition
nelle) converge vers çl{v=T} + Svl{v<T} p.s. (resp. dans L2 (n,lP)). Ensuite sachant
que

liT e-n(Gs-v+(S-V» f(s,Ysn,Z:)dsl < liT e-n(s-v) f(s,y"n,Z:)dSI

l

< ~(lT If(s'ysn,Z:) 1
2

ds) 2

l

< ~ (l
T

e),s+JLG(s) lJ(s,ysn,Z:) 1
2 ds) 2
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et

Finalement

et

Le théorème section (voir Dellacberie et Meyer (page 220) [23]) implique que

yt 2: St p.s sur l'ensemble {t :s: T} ;

ce qui entraine que

(yt - St)- 1O,p.s sur l'ensemble {t:s: T}.

En vertue du théorème de Dini cette convergence est uniforme en t et le théorème
de la convergence dominée assure que

car (yt - Sd- :s: (8t - ~O)+ :s: 18t l+ I~ol.

Etape 3: Convergence de la suite (yn ,zn ,Kn) .
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Quelque soit n 2': p, la formule d'Itô appliquée à eÀ(tM)+I'G(tM) I~~T - ~~TI2 donne

eÀ(tM)+I'G(tM) I~~T - ~~TI2 + jTM è S+I'G(s) IYsn _ YII 2 (>'ds + J.LdGs)
tl\T

+ [TM è S+I'G(s) IZ: _ Z~12 ds
Jtl\T

2 [TM è S+I'G(s) (y;;n - YI) (f(s,y;;n,Z:) - f(s,Y!,Zf)) ds
Jtl\T

j

TI\T
+2 è S+I'G(s) (y;;n - YI) (g(s,Y:) - g(s,YI)) des

tl\T

j

TI\T
-2 eÀs+I'G(s) (Ys

n - YI) (Z: - Zf) dWs
tl\T

+21™ eÀs+I'G(s) (Ys
n - YI) (dK: - dKf) . (4.4)

tl\T

Prenant l'espérance dans chaque membre de (4.4), les estimations adéquates donnent

E (l:M
eÀS+ILG(S) IY: - YII 2O:·ds + /ides))

+(1 - ,)E (l:M
eÀS+I'G(s) /Z: - Zfl2ds)

< 2E (l::T
eÀS+l'G(s) (Ys

n - YI) (dK: - dK~)) .

Or

2JE (l:M
eÀS+I'G(s) (Ys

n - YI) (dK: - dKf))

< 2JE [ sup eÀS+I'G(s) (Ys
n - 8s)- (K!].M - K~M)

tl\TSsSTI\T

+ sup cÀS+I'G(s) (YP - 8 )- (KP - K P )]s s TI\T tl\T
tl\TSsSTI\T

et les résultats des étapes 1 et 2, montre que le second membre de l'inégalité précé
dente tend vers zéro lorsque n,p ------t 00. Par conséquent lorsque T tend vers l'infini
le lemme de Fatou implique que

E (lT
eÀs+I'G(s) IY: - Y!12(~ds + /ides))

+(1 - ,)E (lT
eÀS+I'G(s) IZ: - Zfl2ds) -----t 0

n,p -----t +00 (4.5)
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et en passant à la limite en n, on obtient

Aman Auguste

• Unicité
Supposons {(Yt,Zt,Kt} , 0 ~ t ~ T} et {(~/,Z~,KD,0 ~ t ~ T} deux solutions de l'EDSR
à réflexion normale associée à (T,~,f,g,S) et posons

La formule d'Itô appliquée à eÀ(tAT)+IJ.G(tAT) l~ytATl2 montre que pour tout 0::; t ::; T,

(4.7)

Les hypothèses (Cl) - (C3) et la méthode précédente appliquées à (4.7) impliquent
que

eÀ(tllr)+IJ.G(tllr) 1~Y;1Ir12 + jTIIr eÀs+IJ.G(s) I~YsI2 (Xds + /idGs)
tilT

+(1 - Îd jTIIr eÀs+IJ.G(s) I~ZsI2 ds
tilT

< eÀ(TIIr)+IJ.G(TIIT) I~YTllrI2 _ 2 jTIIT eÀs+IJ.G(s) (~Ys,~ZsdWs);
tilT

d'où

lE (eÀ(tllr)+IJ.G(tAT) l~yt1lT12 + (1 - Î1)1:IIT
eÀs+JLG(s) I~ZsI2 ds) ~ lB: (eÀ(TIIT)+JLG(TIIT) I~YTIITI2) .

En vertue du théorème de la convergence dominée lorsque T tend vers l'infini on a

lE (eÀ(tIlT)+JLG(tllT) 1~Y;1IT12 + (1 - ÎI)1:11r

eÀs+JLG(s) I~Zs 1
2 ds) = 0
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et à la suite ~ytM = 0, b.ZtM = O. Finalement l'égalité

permet d'avoir ~KtM = O. o

Remarque 4.2.1. Si 7 est une constante déterministe, on choisirait À. = J1, = °dans
toute les preuves précédentes et l'utilisation du lemme de gronwall s'imposerait.

4.3 Applications

Dans cette Section, l'EDSR généralisée à réflexion normale associée à (7,(,,1,g,S)
est considérée dans le cadre Markovien c'est à dire que ses données sont de la forme

ç = l(XiX), J(s,y,z) = J(s,X~'X,y,z), g(s,y) = g(s,X~'X,y), S8 = h(s,X~'X)

où {(X;,x,G;'X),s ~ o} est la solution unique de EDS (1.4) (voir chapitre 1), les
coefficients vérifiant

(i) J E C([O,T] x 8 x JRlxd; JR)

(C4)
(ii) 9 E C([O,T] x ex JR; JR)

(iii) l E C(8,JR) et l(x) :s: K(l + Ixn

(iv) hE C1,2([O,T] x 8; R),h (t,x) :s: K(l + Ixn et h (T,x) :s: 1(x) \:j t E [O,T] , x E JR.

4.3.1 Prix de l'option américaine revisité

Contrairement aux travaux de Cvitanic et Ma, (21) le processus de diffusion de
l'actif financier noté Xf est réfléchi. Par conséquent on impose qu'il influence le
procesus richesse de l'investisseur noté y;;x sans que l'inverse soit possible. L'objectif
de l'investisseur étant de maximiser son gain qui est donné par la quantité

lE {J9 J(r Xt,x Y t,x Zt,X)dr + J9 g(r Xt,x yt,X)dGt,x
'r'r'r 'r'r r

t t

+h(B,X~,X)1{9<Tl + l(XiX)1{9=Tll Ft}

pour tout temps d'arrêt B à valeurs dans [t,Tl .
Le théorème suivant est l'analogue de celui dans Cvitanic et Ma [2:1-].
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tel que

Théorème 4.3.1. (Y.t,x,Z~,x,K.t,X) étant la solution de l'ED8R à réflexion normale
associée à (l (X?) ,j,g,h (.,X~,t)) alors pourtout tE [O,T], il existe un temps d'arrêt
optimal donné par

ê = inf {t < u < T Y t,x = h(u Xt,X)} 1\ T
t --'u 'u

~ tx
lE(R(t,et) 1 Fd = ~' = ess sup lE (R(t,e) 1 Ft) ,

OEM(t,T)

où M (t,T) est l'ensemble de tous les temps d'arrêt à valeurs dans [t,Tl·

Démonstration. \;je E M (t,T),

Y,t,x - Y t,x + fO f(r xt,x Yt,x Zt,X)dr + fO g(r xt,x yt,X)dCt,x
t - () 'r'r'r 'r'T r

t t

-10

zt,xdW + Kt,x _ Kt,x (4.8)
r rOt·

t

Sachant ~t,x déterministe, l'espérance prise dans chaque membre de l'équation pré
cédente donne

r-:t,x = lE {y;t,x + fO f(r Xt,x Yt,x Zt,X)dr
t 0 , r , r , r

t

+10

g(r,X;,x,y:,X)dG~'X + K~'X - K~'X 1 Ft}.

Or Kt,x est croissant et

y;t,x y;t,xI + y;t,xIo 0 {O<T} 0 {O=T}
> h(e,X~,X)I{o<T} + I(X~X)I{o=T}'

Donc

y;t,x > lB: {fO f(r xt,x Y t,x Zt,X)dr + fOg(r xt,x yt,X)dGt,x
t 'r'r'T 'r'T r

t t

+h(e,X~,X)I{o<T} + I(X~X)I{o=T} 1 Ft}.

D'autre part,

(4.9)

(4.10)

,,,t,x _
It - { lÔt fÔtlB: y!.,x + f(r Xt,x Y t,x Zt,X)dr + g(r Xt,x yt,X)dGt,x

(J 'r'r'r 'r'r T
t t t

+Ki:.x _ Ki'x}.
Ot
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Or

et
K t,x _ Kt,x.

Ôt - t ,

donc

{I
Ôt IÔty:tt,X = lE f(r Xt,x Y t,x Zt,X)dr + g(r Xt,x yt,X)dGt,x

'r'r'r 'r'r r
t t

+h(~,Xt)I{Ôt<T} + l(X~X)I{Ôt=T}} .

Finalement (4.12) et (4.11) impliquent

~t,x = ess sup lE (R(t,O) 1 Ft) .
OEM(t,T)

(4.11)

o

Proposition 4.3.1. (yt,x,Z:,x,K.t,X) la solution unique de l'EDSR à réflexion nor
male associée à (l (X~,t) ,f,g,h (.,X~,t)), le prix maximum de l'option est Yo.

Démonstration. Pour tout t E [O,T], on a (supprimant l'exposant"°'X")

Yi +lt
f(r,Xr,Yr,Zr)dr +l t

g(r,Xr,Yr)dGr

Yo+l t

ZrdBr - Kt.

K. étant croissant et sachant que lE (1 1Fd = 1, on a pour tout temps d'arrêt à
valeur dans M (t,T)

Yi > lE {YO +10

f(r,Xr,Yr,Zr)dr +10

g(r,Xr,Yr)dGr 1 Ft}

> lE {JO f(r,Xr,Yr,Zr)dr +10
g(r,Xr,Y,.)dGr

+h(O,Xo)l{o<T} + l(XT)1{o=T}1 Fd .
Ce qui implique que Yi ~ V(t), V t, en particulier Yo ~ V(O)
où

V(t) ess sup lE (R(t,O) 1 Ft),
OEM(t,T)

V(O) ess sup lE(R(O,O)).
OEM(O,T)
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Inversement, étant donnés (y ,Z,K) une solution indistingable de notre EDRS et

fia = inf {o ::; u ::; T'yu = h(u,Xu)} 1\ T

un temps d'arrêt optimal, les propriétés de fia, impliquent Yêa 2 Yo pour tout
() E M (O,T). Enfin en vertue du Théorème 4.3.1 on a

Yo 2 V(O) 2 Y o.

[]

4.3.2 Problème d'obstacle pour les EDP semi-linéaires para
boliques avec condition aux limites de type NeumaIlll
non linéaire

Etant donné le problème d'obstacle des EDP suivant

où

min {u (t, x) - h (t, x) ,

-~~ (t, x) - (Lu)(t, x) - f(8, x, u (t, x), (V'u (t, x))* lT (t, x))} = 0,

(t,x) E [O,T] x e

ru (t, x) + 9 (t, x, u (t, x)) = 0, (t, x) E [0, T] x De

u(T,x) = l (x), x E e,

(4.12)

(L<p) (t,x)

(r<p) (t,x) =

1 d cP d a
2L (lTlT*)ij (t,x) (ax: .) (t,x) + L bi (t,x) 8 <p. (t,x), xE e

i,j=l t xJ i=l x t

d 8'1j; arpL ax. (x) ax. (t,x) , x E ae
i=l t t

et (~t,x,Z~,x ,K.t,X) la solution de l'EDSR généralisée à réflexion normale associée à
(l (X~,'t) ,f,g,h (.,X.x,t)) , si on pose

u (t,x) = ~t,x, (t,x) E [O,T] x e,

61

(4.13)



(4.14)

U.F.R de Mathématiques et Informatique

alors on a les résultats suivants
Proposition 4.3.2. La fonction u vérifie:
(a) u (t,x) 2: h (t,x) V (t,x) E [OT] x 8
(b) SUPxE6 lu (t,x)1 ::; C (1 + Ixl) V t E [O,T]
avec C > °une constante indépendente de t et x
(c) u E C ([O,T] x 8) .

Théorème 4.3.2. La fonction définie en (4.13) est une solution de viscosité de
(4. 12).

Démonstration. En vertu des travaux de Pardoux et Zhang [62] l'EDSR

y:t,x = l(Xt,X) + fT f(r xt,x y:t,x zt,x )dr + fT g(r xt,x y:t,X)dGt,x
n,s T , r , n,T' n,r , r 'n,T r

s s

_fT zt,xdl'V. + Kt,x _ Kt,x
r r n,T n,s'

8

où

Kt,x = n18

(Y:t,x - h(r Xt,X))-(dr + dGt,X)
n,B n,T' r r

o

admet une solution (y~,: ,z;:~) et Un (t,x) = y~': est une solution de viscosité de, , ,
l'EDP

~ (t,x) + (.cun) (t,x) + fn(s,x,un (t,x), ('Vun (t,x))* a (t,x)) = 0,
(t,x) E [O,T] x 8

fUn (t,x) + gn (t,x,un (t,x)) ::; 0, (t,x) E [O,T] x ae,

Un (T,x) = l (x) , x E e,

où fn(s,x,y,z) = f(s,x,y,z) +n(y- h (t,x))- et gn(s,x,y) = g(s,x,y) +n(y- h (t,x))-.
On montre que

IUn (t,x) - U(t,x)1 2 ~ lE( sup IY~:~ - yst,xl\ V (t,x) E [O,T] x e,
t~s~T

et
un (t,x) i U(t,x).

un et U étant continus, en vertue du théorème de Dini cette convergence est uni
forme sur tout compacte. D'autre part V(t,x) tel que u (t,x) 2: h (t,x) et (p,q,X) E
p2,+u (t,x) , le L€mme 6.1 de [19] entraine qu'il existe une suite
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(tnj ,Xnj ,Unj (tnj,Xnj),Pnj ,qnj ,Xnj ) ~ (t,x,U(t,X),p,q,X)

J ~ 00.

et

-Pnj - ~Tr (aa* (tnj ,XnJXnJ - (b(tnj ,XnJ ,qnJ

- f(tnj ,Xnj ,Unj (tnj ,Xnj ),qnja(tnj ,Xnj ))

< -nj(Unj(tnj,XnJ - h(tnj,xnj ))-, Vx E e. (4.15)

Sachant que U(t,x) ~ h (t,x) et Un convergent unifonnement, il existe j assez grand
tel que Unj (tnj ,XnJ ~ h(tnj ,xnj ). Ensuite (4.15) implique

-P - ~Tr ((aa)*(t,x)X) - (b(t,x),q) - f(t,x,u (t,x) ,qa (t,x)) :::; 0 Vx E e

et
(q'l/J(t,X),q) + g(t,x,u(t,x)) :s; 0, V x E ae.

qui prouve (a) de la Définition 1.2.4. Un raisonnement analoque prouve (b) et met
fin à la preuve. 0
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Chapitre 5

Homogénéisation des EDP
semi-linéaires réfléchies avec
condition aux limites de type
Neumann non linéaire 4

Dans ce chapitre les hypothèses et deux résultats utilisés dans la suite seront
donnés à la Section 1. La section 2 prouve la convergence faible de l'EDSR généralisée
à réflexion normale et temps terminal constant et la section 3 donne en application
l'homogénéisation des classes d'EDP à valeurs réelles.

5.1 Hypothèses, notations et quelques résultats

Soient 8 l'ouvert borné régulier de ~d défini au chapitre 1 et b, CT deux fonc
tions lipschitziennes assez régulières. On considére l'opérateur différentièl parabo
lique (Lore) et sa forme homogénéisée (L,r) définis respectivement par

4. Ce travail est sownis pour publication
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et
d

L - L aij(x)oiOj + L bi(x)oi
i,j

r = L ~~ (X)Oi,

où Oi = OjOXi et la matrice a(x) = [aij(x)] est pris comme o-(x)o-*(x)j2.
Si (XE ,GE) est la (LE,r,,) -diffusion alors elle est la solution de l'EDS progressive
réfléchie associée à (b,o-,'I/J) et vérifie

supJE(IX:12
p + rt IX:I2q(ds + dG~)) < +00.

E Jo
D'autre part (XE ,GE) converge en loi vers (X,G) l'unique (L,r)-processus de diffu
sion ergodique à valeur dans ']['d x R+ (']['d étant le tore de dimension d).
Pour terminer définissons respectivement les espaces
• C ([O,T] ,e) des fonctions sur [O,T] à valeurs dans e muni de la norme de la conver
gence uniforme,
• JI)) ([O,T] ,IR.) des fonctions continues à droite ayant une limite à gauche (c àdlàg)
sur [O,T] à valeurs dans IR. muni de la topologie de Meyer-Zheng,
• C+ ([O,T] ,IR.+) des fonctions croissantes sur [O,T] à valeurs dans IR.+ muni de la
norme de la convergence uniforme
et les résultats suivants
Proposition 5.1.1. (Billingsley (l3], p 25).
Soit (UE)E une famille de variables aléatoires définies dans un même espace de pro
babilité. Pour tout E ~ 0, on suppose l'existence d'une famille de variables aléatoires
(UE,n)n' telles que:
.UE,n~ uO,n quand E tend vers zéro
.UE,n~ UEquand n ----+ +00, uniformement en E

.uO,n~ UO quand n ----+ +00.
Alors, UE converge en loi vers UO.
Proposition 5.1.2. (Voir Ouknine et Pardoux (53])
Soient g E C (e x IR.,R) et (XE,GE'yE,n) un élément aléatoire de C ([O,T] ,e) x
C+ ([O,T] ,IR.+) xlI) ([O,T] ,R) munie de la topologie précédente. S'il existe (XE ,GE ,YE,n) E

C ([O,T],8) xC+ ([O,T] ,R+) x]])) ([O,T] ,IR.) tel que (XE,GE,YE,n) ~ (X,G,yn) quand
El 0, alors

E ~ o.
en proba.
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5.2 EDSR réfléchie et convergence faible

Dans cette section on considère les ESDR généralisées à réflexion nonnale as
sociées respectivement à (l(Xf),J,g,h(.,X~)) et (l(XT),J,g,h(.,X.)) dont les données
vérifient les hypothèses

(Dl) f et 9 sont des fonctions définies respectivement sur n x IR+ x IR X IRd et
n x IR+ x IR à valeurs dans IR continues vérifiant

(i) Vt,Vx,y~ (f(t,x,y),g(t,x,y)) est continue

(ii) (w,t) ~ (f(w,t,y,z),g(w,t,y)) est Ft - progressivement mesurable

(iii) Vt,Vx,V(y,y'), (y - y') (f(t,x,y) - f(t,x,y')) ::; aly - y'I 2

(iv) Vt,Vx,V(y,y'), (y - y') (g(t,x,y) - g(t,x,y')) ::; ,BIy - y'I 2

(v)$Vt,Vx,Vy, If(t,x,y)1 ::; <Pt + K(\x\q + ly\2), \g(t,x,y)l:::; 'ljJt + Klxlq·

(vi) lE (Jo
T

[lf(s,o,O)j2ds + Ig(s,O,OWdGs ]) < +00

(vii) lE (JoT [<p2(s)ds + 'ljJ2(s)dGs ]) < +00,
où a E IR,j3::; °sont des constantes; {<pt,'ljJt}t>o étant des processus à valeurs
dans [1, + 00) -

{

(i) lE C(8,IR.) et l(x) ::; K(1 + Ixn
(D2)

(ii) hE C1,2([O,T] x 8; IR.),h (t,x) ::; K(1 + Ixn et h (T,x) :::; l (x) 'litE [O,T] , x E IR..

Par conséquent elles admettent (voir chapitre 4 ) respectivement des solutions uniques
{(Y/,Zf,Kn : 0:::; t::; T} et {(Y;,Zt,Kt ) : 0:::; t :::; T}. Si on pose

alors (X~,G~,Y~,M~,K~) et (X,G,Y,M,K) sont les éléments aléatoires de l'espace
C ([O,T] ,8) x C+ ([O,T] ,lR+) x 1Dl([O,T] ,IR.) x 1Dl([O,T] ,IR) x <c ([O,T] ,lR), où les deux
premiers et le dernier tennes sont équipés de la topologie de la nonne sup , le troi
sième et le quatrième tennes de la topologie de type S de Jakubowski [38].

Théorème 5.2.1. Sous les hypothèses (D1)-(D2) la famille de processus (X~,G~,Y~,M~,K~)

converge en loi vers (X,G,Y,M,K) dans <C ([O,T] ,8) x C+ ([O,T] ,IR+) x 1Dl([O,T] ,IR.) x
1Dl([O,T] ,IR) x C+ ([O,T] ,IR.) .
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La preuve de ce théorème neccessite des lemmes. Pour les énoncer considérons
((~E,n ,Z~,n) l'unique solution de l'EDSR généralisée

~E,n = I(Xf) + fT f(s,x:,r:E,n)ds + fT g(s,x:,r:E,n)dG~

+n fT(y:,n - h (s,X:))-(ds + dG~) + M~,n - M:,n (5.2)

où

ME,n = -lt z~,ndWs

obtenue par la méthode de pénalisation (voir Pardoux et Zhang [62]).
Lenune 5.2.1. Les conditions (Dt) - (D2) étant vérifiées, la famille de processus
(YE,n ,ME,n) converge vers une unique famille de procesus (yn ,Mn) dans IDJ( [O,T] ,.ll~?'

Démonstration. Etape 1. Estimation uniforme en f

La formule d'Itô appliquée à I~E,nI2 donne

I~E,nI2 + jT Iz~,nI2ds = Il(XfW + 2jT YsE,n f (s,XE'YsE,n) ds

+2jT r:E,ng (S,XE ,r:E,n) dG~

_2jT YE,n ZE,ndW + 2jT YE,ndKE,n (5.3)
s s S s s·

t t

Etant données les hypothèses (Dliii), (D1iv), l'inégalité JtTYsE,ndK:,n :s: JtT h (s,X;) dK;,n
et celle de Young

lEl~E,nI2 + jT Iz.:,nI2ds :s: lEll(XfW + lE jT {(2fJ + 1) Ir:E,nI2 + cp; + K2IX:12q} ds

+lE jT(2!3 + 'l) IYsE,n12 + 'Y~ ('ljJ; + K2IX:12q)dG~

+lE jT h (s,X:) dK:,n.

Si on choisit 'Y2 = 1!31 alors l'hypothèse (Dlvii) et l'inégalité de Young entrainent

lE I~E,nI2 + fT Iz:,nI 2ds + 1!3llE jT IY;.E,nI2dG~ :s: lE Il(XT)1 2

+C(l + lE jT Iy;'E,nI2 ds)

1 2+7lE sup Ih (s,X:)1
u O~t~T

+blE(K;.:n - K~,n? (5.4)

68



5.2. EDSR RÉFLÉCHIE ET CONVERGENCE FAIBLE

Or
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lE(K~n - K:,n)2 < C {lE(I~E,nI2 + II(XrW + IT
(,X:,Q + IYsE,nI2)dS)}

+ClEIT
(IX:IQ + IYsE,nI2)dG~; (5.5)

donc si 8 = inf {2~'~}' on trouve

lElY,.E,nI2 + lEIT
Iz:,nI2ds + lE fT Iy"E,nI2dG~ :S C(l + lE fT IYsE,nI2ds)

et lemme de Gronwall conclut

Finalement l'inégalité de Burkholder-Davy-Gundy appliqué à (5.3) donne

Etape 2 Critère de tension.
En vertue de l'égalité (1.8) et sachant que YE,n vérifie l'EDSR (5.2) on a

L'hypothèse (DIv), l'inégalité (5.1) et l'étape 1 impliquent

sup(C~(~E,n) + lE( sup I~E,nI2 + lT
Iz:,nI2ds + lT

IYsE,nI2dG~)) < +00.
E O::;t::;T 0 0

Par conséquent {(~n,E,Z~,E), °:S t :S T} satisfait le critère de tension de Meyer
Zheng pour les quasi-martingales sous !P.
Etape 3. Convergence en loi.
L'étape 2 permet de trouver une sous suite de (~E,n,M:,n) (qu'on peut encore noter
(~E,n,M:,n)) telle que (XE,G\YE,n,ME,n) converge vers un processus (X,G,yn,Mn )

dans C ([O,T] ,8) x C+ ([O,T] ,1R.+) x JI)) ([O,T] ,}Ri où les premiers termes son muni
de la topologie produit de la convergence uniforme, le troisième de la S-topologie
et le quatrième de la topologie de la convergence en mesure ds.
D'autre part les applications (x,y) ~ hT f(x (s) ,y(s))ds et y ~ hT(y (s) - S;)-ds
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étant continues respectivement dans <C ([O,T] ,8) x j[)) ([D,T,] ,~) et j[)) ([O,T,] ,~) muni
des même topologies précédentes et en vertue de la Proposition 5.1.2,

i

T
f(s,XsE,YsE,n)ds jT f(s X yn)ds

------t t ' s , s

iT(YsE,n_h(s,X:))-dS ------t iT(ysn_h(s,X:))-dS

i
T
g(s,X:'ysE,n)dG~ ------t i

T
g(s,Xs'ysn)dGs

iT(YsE,n - h(s,X:))-dG~ ------t lT(Ysn - h(s,X:))-dGs'

Par conséquent en prenant la limite de chaque membre de l'ED8R (5.2) on a

~n = l (XT) + i
T

f(s,Xs'Ysn)ds + i
T

g(s,Xs,y',n)dGs

+n fT (y;;n - h (s,X:))- (ds + dGs) + MT - Mt.

Enfin par les même arguments que Pardoux [54] ou Essakyet Oulmine [27], prouvent
que Mn et MX (la partie martingale de X) sont des Ftx,yn -martingales.
Etape 4. Identification de la limite.
Etant donné {(Y:',D;),O ::; t ::; T}, solution unique de l'ED8R généralisée

y; = l (XT) + i
T

f(s,Xs,vn)ds + lT g(s,Xs,Y;)dGs

+n lT (Y'; - h (s,Xs))- (ds + dGs) + MT - Mt,

où

vérifiant

Mn est une martingale car r, U" sont F{'-adaptés et MX une F{,yn -martingale.
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D'autre part la formule d'Itô appliquée à IV; - Ytl
2

donne
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lE IV; - Ytl 2
+ lE[Mn

- Mn]T - E[Mn - Mn]t

2JEIT
(F; - Y;,/(s,Xs'Ys

n) - f(s,Xs,r))ds

+2lEIT
(Y:1

- r:n,g(s,Xs,r:n) - g(s,X:,F;))dGs

+2lEIT
(F; - r:n,iJ( - dK:)

< (2/1 + 1) lEIT
IV: - Ytl

2
ds + 2j3lEIT

IV; - Ytl
2

dGs

< C(1 + lEI T

IV; - Ytl
2

ds).

~ ~

On conclut par le lemme de Gronwall que Y t = ~n et M!" = M!", 0 ~ t ~ T. 0

Lemme 5.2.2. Sous les hypothèses (Dl) - (D2), la familles de processus
(YE,n ,ME,n ,KE,n)n converye uniformement en E E (0,1] en probabilité vers la famille
des processus (YE ,ME,KE)

Démonstration. En vertue de l'étape 1 de la preuve du Lemme 5.2.1

Ensuite

En effet sachant que les fonctions fn et gn définies par

fn(t,X E,y,z)

gn(t,XE,y)

f(t,XE,y,z) + n(y - h (t,X:))

g(t,XE,y) + n(y - h (t,X:})-

sont croissantes, le théorème de comparaison montre que la suite de processus YE,n
est croissante où (~E,n ,Z:,n) est la solution de l'EDSRgénéralisée associéé à ((''/n,gn)'
Par conséquent elle converge vers un processus progressivement mesurable ? et le
Lemme 5.2.1, celui de Fatou et le théorème de la convergence dominée de Lebesgue
entraînent respectivement que
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limlEIT I~E,n _ y;,2dt = O.
n 0

D'autre part { (~n,EZ;,E), a :S t :S T} étant l'unique solution de l'EDSR

~E,n = l(Xf) + fT f(s,X:'ysE,n)ds + fT g(s,x:,~E,n)dG~

+n fT (h (s,x:) - YsE,n) (ds + dG~) -fT z:,ndWs,

le théorème de comparaison implique

vE,n < vE,n
I t _ I t ,p.S

Soit Il un temps d'arrêt vérifiant 0 :S Il :S T; si on applique la formule d'Itô à
e-n(Gt-,,+t-v)}':n on trouve

t

Yv
n = e-n(Gk,,+T-V)l(Xf) +l T

e-n(G~_,,+(s-v)) f(s,X:,Y:,E,n)ds

+ l T
e-n(G~_,,+(s-v)) g(s,X:'ysE,n)dG~ + n l T

e-n(G;_,,+(s-v)) h (s,X:) (ds + dG~)

-lT
e-n(G;-,,+(S-v))z:,ndWs'

L'espérance conditionnelle par rapport à F'v dans chaque membre de l'égalité pré
cédente entraîne

Y",n = lEF"[e-n(GL,,+T-v)l(Xf) + l T
e-n(G~_,,+(s-v)) f(s,X:'ysE,n)ds

+ l T
e-n(G~_,,+(s-"'))g(s,x:,~E,n)dG~

+n l T

e-n(G;_,,+(s-v))h (s,X:) (ds + dG~)].

Or on montre que

e-n(Gk,,+T-v)l(Xf)+n l T
e-n(G;_,,+(s-v))h (s,X:) (ds + dG~) -- l(Xf)l{v=T}+h (II,X~) l{v<T}p.s.

et dans L 2 (D) ;

]EF" {lT

e-n(G;_,,+(s-v))f(s,x:,~E,n)ds

+ l T

e-n(G;_"+(S-V))g(s,X:'ysE,n)dG~} __ O.
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Donc

y,;,n ~ l(Xf)l{v=T} + h (v,X~) l{v<T}

n ~ +00

dans L 2 (n) et

v: 2: h (v,X~) p.s.

Aman Auguste

(5.7)

L'application du théorème de section (voir Dellacherie et Meyer [23] page 220) à l'in-
égalité (5.7) donne y: 2: h(t,Xn 0 ~ t ~ T p.s; et (y/,n - h(t,Xf))- 10, 0 ~ t ~ T, p.s.
En vertue du théorème de Dini cette convergence est uniforme en t et le théorème
de la convergence dominée de Lebesgue conclut puisque
(~E,n _ h(t,X;))- ~ (h(t,Xn _ ~E,O)+ ~ Ih(t,Xf)1 + I~E,ol.

Enfin il reste à prouver la convergence de la suite (YE,n,ZE,n)n.
Pour cela la formule d'Itô appliqUée à I~E,n - ~E,mI2 implique

I~E,n _ ~E,mI2 + fT Iz~,n _ z~,mI2 ds + 21,61 fT IYsE,n - Ys
E,mj2 dG~

< 2/1 fT IYsE,n - Ys
E,mi2ds + 2fT(~E,n - h (s,X:))-dK:,n

+2fT(YsE,m - h (s,X:))-dK:,m _fT (~E,n - YsE,m) (z:,n - z~,m)dW'5.8)

et

lE fT Iz~·n - z:·mI2ds < CE fT \ysE,n - Ys
E,m12ds + 2lE iT(YsE,n - h (s,X:))-dK:,n

+2lE IT(~E,m - h(s,X:))-dK:,m.

Or

donc

lE lT Iz~,n - z:,mI2 d8 ~ 0

n,m ~ +00.

73



U.F.R de Mathématiques et Informatique

D'autre part l'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy appliquée à (5.8) donne

-21lE( sup I~E,n _ ~E,mI2 + 21,gllE fT IYsE,n _ Y:.E,mI 2 dG~)
O:::t:::T Jo

< 2J.llElT

I~E,n - ~E,mI2 ds + lElT

(~E,n - h (s,X:))-dKE,m

+lEl T

(~E,m - h (s,X:))-dKE,n + 21T

Iz:,n - z:,mI2ds.

et

lE {sup I~E,n _ ~E,mI2 + lE fT Iz:,n _ z:,mI2ds
~t:::T h

+ l T

I~E,n _ ~E,mI2 dG~}

-----+ o.
Par conséquent la suite (YE,n,ZE,n) est de Cauchy dans le Banach lL des processus
progressivement mesurables vérifiant

lE( sup IYil2 + fT Iyi dGs + fT \Zs12 ds) < +00
O:::t:::T Jo Jo

et y admet une limite (yE ,"T). Sachant

KE,n = y;E,n _ y:",n _jT f(s XE yE,n)ds _jT g(s X" y",n)dGE+ fT ZE,ndW
t 0 t , s' s , s' s s s,

t t t

et

K; = y~ - y; -fT f(s,X:,Y:)ds _jT g(s,X:,Y:)dG~+ fT Z~dWs,

les l'hypothèses (Dl) - (D2), l'inégalité de Burkholder-Gundy-Davis et le théorème
de la convergence dominée de Lebesgue,
entraînent

-----+ 0

n -----+ +00

où (1?';,) est un processus croissant vérifiant K~ = o. De plus étant donné que
(y",n,z",n,K",n) converge en probabilité vers (Y",ZE,K), la mesure dKE,n tend vers
dK faiblement et

lT

(y"",n - h (s,X:))dK~,n -----+ lT

(y"E - h (s,X:))dK
E

n -----+ +00.
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o

Le chapitre 3 montre queJoT (Y: - h (s,X;)) dK: = 0 et le passage à la limite en n
dans l'équation (5.2) donne

y: = ç+ fT f (s,x:,Y:) ds + fT g (s,X:,Y:) dGs

_fT Z:dWs + K~ - K:;

d'où y
E

= Y E, ZE = ZE et K
E

= KE gràce à l'unicité de la solution.

Lemme 5.2.3. Les hypothèses (Dl) - (D2) étant satifaites, la famille de processus
(yn,Mn,Kn)n converge en probabilité vers (Y,M,K).

Démonstration. La preuve est identique à celle du Lemme 5.2.2. il suffit de rem
placer (XE,GE,SE) , (YE,n,ME,n,KE,n) et (yE,ME,KE) respectivement par (X,G,S) ,
(yn,Mn,Kn) et (Y,M,K) . 0

Preuve du Théorème 5.2.1
Les lemmes 5.2.1, 5.2.2 et 5.2.3 et la Proposition 5.1.1 permettent de conclure que
(XE,GE,YE,ME,KE) converge en loi vers (X,G,Y,M,K) dans le sens défini plus haut.D
Corollaire 5.2.1. En tenant compte des conditions du Théorème 5.2.1, {Yo} converge
vers ra.
Démonstration. Yoétant deterministe,

}~r = lE {l (Xf) + l T

f (s,X:'Ys
E) ds + l T

g (s,X:,Ys
E) dG~ + K~}.

Si on pose

alors

suplE IBEI
2 < C {lE( sup IX:1 2P + l T

IX:12p
(ds + dGs))

E O::;t::;T 0

+ lE(1 +lT

Iy;'EI 2
(ds + dGs) + IK~12)}

< +00

gràce au Lemme 5.2.1 et à l'hypothèse (5.1). D'autre part sachant que BE converge
en loi vers
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et à cause de son uniforme intégrabilité

Or lE (B) = Yo; donc

o

5.3 Homogénéisation des classes d'EDP

Cette section applique les résultats précédents aux EDP.

5.3.1 Homogénéisation des EDP semi-linéaires avec condi
tion aux limites de type Neumann non linéaire

Soit u~ et u les solutions respectives des EDP

min (u~ (t,x) - h (t,x) ,

et

_~E (t,x) - (LEu~) (t,x) - f (t,x,u~ (t,x))) = 0,

(t,x) E [O,T] x 8,

r~u~ (t,x) + 9 (t,x,u~ (t,x)) = 0, (t,x) E [O,T] x â8,

u~ (D,x) = l (x), x E 8.

min (u (t,x) - h (t,x) ,

-c:;: (t,x) - Lu (t,x) - f (s,x,u (t,x))) = 0,

(t,x) E [O,T] x 8,

ru (t,x) + 9 (t,x,u (t,x)) = 0, (t,x) E [O,T] x â8,

u (D,x) = l (x) , x E 8.

(5.9)

(5.10)

Théorème 5.3.1. Sous les conditions du Théorème 5.2.1 u~ (t,x) converge vers
u (t,x) pour tout [O,T] x 8.
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Démonstration. Considérons {(Xt,é ,C:,é) : 0 ~ t ~ T} et {(Xf ,cn :0 ~ t ~ T} les
processus de diffusion définis à la section 5.1, ayant pour valeur initiale E 8 et
{(~X,é,Zt,é,Kt,é) : 0 ~ t ~ T} et {(~X ,Zf ,Kt) : 0 ~ t ~ T} les solutions respectives
des EDSR généralisées à réflexion normale

y:X,é l (XX,é) + jT f(~ XX,é yx,é)ds + jT g(s XX,é yx,é)dCX,é
t T "8'8 '8'8 8

t t

_jT ZX,édW + KX,é _ KX,é
8 8 T t

t

et

~x l (XT)+I T

f(s,X:,~X)ds +I T

g(s,X:,~X)dC~

-1T

Z:dW8 + K~ - K~.

Conformément au Chapitre 3, les fonctions u é
, u : lR+ X 8 ------+ lR respectivement

définies par u é (t,x) = yoX,é et u (t,x) = Yox sont les solutions de viscosité respectives
des EDP (5.9) et (5.10). L'application du corollaire 5.2.1 achève la démontration. 0

5.3.2 Application aux solutions des EDP dans les espaces de
Sobolev

Cette sous section est destinée au résultat d'homogénéisation des solutions des
EDP semi-linéaires avec obstacle h dans un espace de Sobolev (voir [8]). Pour cela
considérons u é et u les solutions respectives des EDP réfléchies avec condition aux
limites de type Neumann non linéaire suivantes:

min (ué (t,x) - h (t,x),

-~' (t,x) - Léué (t,x) - F (t,x,aé (t,x) ,ué (t,x))) = 0,

(t,x) E [O,T] x 8

féUé (t,x) + H (t,x,ué (t,x)) = 0, (t,x) E [O,T] x as

u é (O,x) = l (x) , x E 8,
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et
rnin (u (t,x) - h(t,x) ,

-~ (t,x) - (Lu) (t,x) - F (t,x,a (t,x) ,u (t,x))) = 0,

(t,x) E [O,T] x e

ru (t,x) + H (t,x,u (t,x)) = 0, (t,x) E [O,T] x ae

u(O,x) = l(x), x E e,
où

F (s,x,a,y) = f (s,x,y) + al{y=h(s,x)}f- (s,x,y)

et
H (s,x,a,y) = 9 (s,x,y) + al{y=h(s,x)}g- (s,x,y) .

Les hypothèses étant identiques, les ED8R généralisées à réflexion nonnale

(5.12)

yE > h (.,XE)

et

y > h(.,X);

où

K: l t

aE(s,X:) IP'::=h(s,x-mf- (s,X:, ~E) ds

+l t

aE(s,X:) l{Ys'=h(s,X;)}g- (s,X: ,~E) dG~

et

Kt = lt a (s,Xs) l{Ys =h(s,xs )}f- (s,Xs,Y;;) ds

+l t

a (s,Xs) Ip';'=h(s,xs)}g- (s,Xs,Y;;) dGs
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admettent des solutions uniques respectives (XE,GE,YE,ZE,aE) , (X,G,Y,Z,a). En
suite on a le résultat suivant;
Théorème 5.3.2. Sous les hypothèses précédentes la famille de processus (XE,GE,YE,ZE,aE)
converge en loi vers (X,G,Y,Z,a) dans
C ([O,T] ,8) x C+ ([O,T] ,IR+) x JI)l ([O,T] ,IR2

) x C+ ([O,T] ,IR). En outre, Yt -t Yo
dans IR.

Démonstration. On approxime le terme de la réflexion par

KE,n - li aE,n (s XE Y E) f- (s XE YE,n) ds
t - , 8' oS '8' S

o

+l i aE,n (s XE Y E)g- (s XE YE,n) dGE.
, a' s 's' s s'

o

aE,n (s XE YE) = A. (YE,n) aE(s XE) OÙ A. E COQ tel que 0 < A. < 1 et
S 's' s 'fin s , s' 'fin - "f'n -

{
1 si Iy - h(s,X;)1 :s: -.L

cPn (y) = 0 si Iy - h(s,X;)1 ~ ~.

Les arguments de la Section 2 donnent le résultat car fn (y) = cPn (y) f- (y) et
gn (y) = cPn (y) g- (y) sont df'$ fonctions décroisantes. Par suite en vertu du théorème
de la convergence dominée on a

limE fT I~n _ Yll2dt = O.
n Jo

o

L'application de ce résultat à l'homogénéisation dans le sens de Sobolev (voir
Bally et al) donne
Théorème 5.3.3. Sous les conditions du Théorème 5.3.2, uE(t,x) la solution faible
de l'EDP (5.11) converges vers u (t,x) la solution faible de l'EDP (5.12)

Démonstration. Suivant la démarche de [7J uE(t ,x) = yc:,X,E, alors les arguments de
la sous Section et le Théorème 5.3.2, prouvent le résultat. 0
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Conclusion

Aman Auguste

Dans cette thèse, nous avons établi des résultats d'existence et d'unicité de dif
férentes types d'EDSR avec des applications à l'appui. Ces résultats prolongent
d'autres antérieurs. Cependant on pourrait se poser certaines questions. Par exemple
au chapitre 3 le drift est localement lipschitzien en y mais globalement en z. Il serait
intéressant de regarder le cas où il est aussi localement lipschitzien en z. D'autre part
au chapitre 4 et 5 aussi bien les estimations que les solutions de l'EDSR sont obté
nues dans l'espace L 2

• Pourrait-on généraliser ces estimations et résultats à l'espace
LP?
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