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INTRODUCTION ET REVUE
BIBLIOGRAPHIQUE

Le phénoméne de fissuration est un probléme particulier dans le domaine
des matériaux. 11 faut souligner que la fissure fait partir de la vie des maré-
riaux et méme du fonctionnement normal de certains matériaux (exemple de
la mise en charge des armatures dans le béton armé).

A ce titre, on peut affirmer que la mécanique de la rupture ou de la
fissuration existera toujours tant que la construction des structures et le
progres technique se développeront.

Vue sur ce plan, la fissure constitue un véritable probléme pour la durée
d’utilisation des matériaux. Elle contribue ainsi & la diminution de la durée
de vie d’utilisation des matériaux ou des structures.

Il existe deux catégories de rupture : celle qui provient de la conception
du matériau lors de sa fabrication ou de 'utilisation et, celle qui provient de
nouveaux matériaux délicats & maitriser.

Devant la complexité du probléme, la science de la mécanique de la rup-
ture des matériaux scinde I’évolution de la vie d’'un matériau en trois phases

selon un schéma simplifié et approximatif dont la représentation graphique
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peut étre donnée par la fonction de "vie" représentée par G qui est I’énergie
du matériau en fonction du temps. La courbe récapitulative des différentes
phases de la durée de vie d’utilisation d’un matériau est présentéc sur la

Figure. 1.

G

Go A B

D

temps

F1G. 1 - Les différentes phases d’évolution (vie) d’un matériau

1) La premiére phase va du point G¢ au point B. Gg est I'énergie initiale
du matériau ou de la structure & t = 0 (début de sa mise en charge ou
d’utilisation). Cette phase est elle-méme subdivisée en deux et comprend
une phase de latence GgA marquée par la "pureté" du matériau (absence de
fissure) et la phase d’endommagement AB. Cette phase d’endommagement
est marquée par la présence de microfissures surfaciques ou volumiques au
sein du matériau. La mesure mécanique de cet endommagement se fait par
rapport & une direction donnée (—ﬁ) grace au paramétre d’endommagement
noté : Dy.

2) La phase de fissuration va du point B au point C. Cette phase est

caractérisée par la présence de macrofissures ou de fissures visibles a ’oeil nu
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ou encore techniquement détectable au sein du matériau.

3) La phase de rupture va du point C' au point D. Elle se caractérisc par
un accroissement de la longueur de la fissure atteignant des mesures carac-
téristiques du matériau. A ce stade, on assiste impuissamment & la rupture
totale du matériau.

Ces trois phases présentent un caractére d’irréversibilité dans la mesure
ou la fermeture totale de la fissure est impossible. Néanmoins, les fissures
peuvent étre réparées dans la mesure du possible en rebutant la piéce 1a ou
la fissure est présente, ou par affouillement et soudure.

La mécanique de la rupture connait ses premiers essais vers le 15° siécle
avec Léonard de Vinci qui montre que la résistance & la traction varie in-
versement avec la longueur de la fissure. Cette vision de Léonard de Vinci
sera interprétée qualitativement par Griffith avec le critére d’énergie en 1920.
Cette date marque un tournant important comme étant véritablement le de-
but de la science de la mécanique de la rupture par fissuration avec la théorie
de la rupture fragile de Griffith. C’est pourquoi, on peut affirmer que la mé-
canique de la rupture a connu un essor tardif et qu’elle dérive largement de
la théorie de Griffith.

La premiere loi est apparue entre les années 1960 et 1980. Il s’agit dc la
loi empirique de Paris [31] qui est une loi de rupture par fatigue

= C(BKeyy)", )
ou ¢ désigne la longueur de la fissure, N le Nombre de cycles, AK.;; la
variation du facteur d’intensité de contrainte effective, C et n des constantes
du matériau (n est encore appelé exposant de la loi de Paris). Cette loi a

connu plusieurs ameéliorations par plusieurs auteurs, dont celle de Forman
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[31] qui introduit le seuil de non fissuration et un coefficient de 'ordre de 0, 5
pour ajuster les effets de la force moyenne.

Quant & Griffith A. A., en 1920, avec la théorie énergétique [30], il in-
troduit le taux de restitution de I’énergie G indépendant de la géométrie du
matériau pour décrire la propagation de la fissure. Quelques années plus tard,
Irwin G.R. (1956) introduisit la notion de facteur d’intensité de contraintes
K; (M P, /m) pour décrire les contraintes en fond de fissure, ou les différentes
valeurs de i représentent respectivement les différents modes ((voir Figure.
1.5 page 37), ¢« = I correspond au mode [ qui est le mode d’ouverture, i = I'1
correspond au mode I/ qui est le mode de cisaillement plan, ¢ = /] corres-
pond au mode /] qui est le mode de cisaillement antiplan). Cette notion
va permettre & Irwin de caractériser la singularité de la propagation en fond
de fissure et de définir les conditions de propagation d’une fissure a partir de
la ténacité critique du matériau K..

-Pour K; < K, pas de propagation. Dans le cas de la fissuration en
mode [, la dérivée de la longueur de la fissure ¢ par rapport au temps cst

nulle <€ = 0).

- Pour K; = K., il y a possibilité d’une propagation de la fissure (8 > 0)

- Pour K; > K_, il y a propagation de la fissure.

Malgré les avantages de cette théorie proposée par Irwin sur les conditions
de propagation et de stabilite de la fissure, elle comporte néanmoins des
inconvénients notables comme le manque de données sur la position de la
fissure dans I'espace et le temps.

Les travaux de Horii et Nemat-Nasser (1985) [21] sont fondamentaux dans
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le sens ou ils constituent une synthése des recherches précédentes et sont le
point de départ de nouveaux efforts théoriques et d’un progrés considérable
dans le domaine de la micromécanique. L’objectif est de définir un critére
global de résistance pour les matériaux rocheux par la mécanique de la rup-
ture. Pour cela, ils réalisent un programme théorique et expérimental, en
utilisant, pour vérifier leurs conclusions, des plaques de résine présentant &
l'intérieur une ou plusieurs fentes lubrifiées. Pellegrino (1995) [21] cite égale-
ment les modeles de Berkeley (Ewy et Cook, 1990; Ewy, 1990; Ewy, 1989;
Ewy, Kemeny et al., 1987) qui traitent du méme probléme.

Sur un autre plan, on peut citer les travaux récents de Hai-Ping Lin 2003
[17] qui démontrent I'influence de la fissure sur I’équation de fréquence dans le
cas d’une poutre. Ce calcul de Lin permet de détecter la position de la fissure
a partir des fréquences de 'onde de perturbation envoyée sur le matériau (les
techniques d’ultrason, de radiographie "gamma"). On pourra aussi citer en
plus, les techniques d’infiltration de fluides colorés (ressuage).

La mécanique de la rupture a pour origine une approche macroscopique
des problémes d’ingénierie liés & la propagation instable de fissures préexis-
tantes. Elle considére par exemple dans le cas d’une roche, que la rupture
est due a ’existence d’une fracture, c’est & dire d’une discontinuité du ma-
tériau a 1'échelle macroscopique. Elle étudie entre autres, les conditions de
propagation d’une fissure préexistante a partir des études prenant en compte
la singularité de la présence de la fissure en fond de fissure. De maniére gé-
nérale, on peut affirmer que la mécanique de la rupture dérive largement de
la théorie de la rupture fragile de Griffith. Deés lors, plusieurs méthodes vont

voir le jour, parmi lesquelles on pourrait citer la méthode RKR (Ritchie,
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Knott, Rice) [19].
La méthode RKR met en évidence le fait que la rupture brutale au sein
d’un matériau bidimensionnel intervient lorsque les contraintes principales

de traction oy, en avant de la fissure, ou
T
0ij (r,0) = Re- f | &= | - 9i5 (6) (2)
R.
(R, est la limite d’élasticité, f et g;; des fonctions & déterminer et K le facteur
d’intensité de contrainte), dépassent la contrainte critique de clivage o, sur
une distance notée X, (Fig. 2). L’un des inconvénients du modele RKR est
de négliger I'épaisseur du matériau, ce qui rameéne I'analyse a la dimension

deux.

v

Lafis — g

F1G. 2 - Principe du modele de rupture par clivage

En 1986, a partir d’un modéle de plaque fissurée utilisant la méthode d’ho-
mogénéisation & deux variables, Andrieux S., Bamberger Y., Marigo J. J. 1]

definissent les criteres de fermeture et de contact de la fissure et montrent
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que la déformation macroscopique d’une cellule peut s’exprimer & partir des
déplacements mesurés sur les bords. Ces déplacements U sont une contribu-
tion de deux déplacements : le déplacement U™ provenant du matériau sain
et le déplacement U? da 4 la fissure.

En 1995, les travaux de Sehitoglu H., Gall K. et Garcia A. M. [46] vont
permettre une amélioration considérable de la loi de Paris sur la définition
des variables de la fonction AK,s, et son interprétation.

Dans la méme année, Harmuth H. [18] étudie la stabilité de la fissure
en considérant deux formes d’énergies : 'énergie de la rupture et 1’énergie

d’initialisation de la fissure. 1l obtient la relation

1 Y, ,
— 2= I =2 <1 3
2)/]? ( YT T T) = 4 ()

marquant la fin de la stabilité de la fissure(Yy, A7, Yy et )\'T sont des fonctions
de la longueur de la fissure et de la longueur caractéristique du matériau).
Biner S. B. [5] utilise la technique dite hybride & partir des fonctions com-
plexes de Muskhelishvili pour I'analyse du passage des microfissures a la
fissure principale.

Pour ce qui est de la prédiction de la fissure, nous pouvons citer les recents
travaux (en 2006) de Sang Tae Kim, Damir Tadjiev & Hyun Tae Yang,
[45] utilisant le modéle simple de la racine carrée moyenne dans le cas d’un
chargement aléatoire dans les conditions 7475-T7351 de I'alliage d’aluminium
avec le Modele RMS.

Dans I’étude de I'initiation des microfissures, les travaux de P.N.B. Anongba
(2], [3] & [4] ont permis de connaitre les caractéristiques des champs de dé-
placements et de contraintes dans le cas des dislocations sinusoidales prenant

naissance dans les coins.
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Les effets de la bifurcation dans un matériau fragile endommagé furent
étudiés par Xin Sun, Dale Karr [49] (2001) par la théorie des systémes dyna-
miques avec la théorie de la stabilité des systémes dynamiques non linéaires.

Les travaux menés par E. Sanchez-Palencia et D. Leguillon [32], [33] &
[34], et utilisant la méthode de séparation de variables dans le calcul de la
singularit¢ du champ de déplacements avec la théorie des développements
asymptotiques montrent que les déplacements sont singuliers en r a la puis-
sance «, avec @ > 0 en 2D et o > —% en 3D. Ce modele, bien que ne
prenant pas en compte les bifurcations et les différentes combinaisons de
modes, compte tenu de '’hypotése de compatibilité de la fissure initiale et de
la sollicitation extérieure, orientera notre étude & proposer un modele en 3D
applicable en 2D [8] & [9].

Le présent travail se focalise sur la résolution analytique du champ de
déplacements dans un matériau fragile fissuré, soumis aux sollicitations vi-
bratoires hors de la zone de résonance en utilisant le principe de séparation
de variables [8] & [9]. Il est constitué de quatre chapitres.

Le premier chapitre porte sur les généralités de la mécanique de la rupture.

Le deuxiéme est une étude énergétique de la dissipation dans le cas d’un
matériau ductile & la pointe de la fissure et non en fond de fissure.

Le troisiéme chapitre est I'étude proprement dite du cas fragile qui fait
ressortir de nouvelles formes de singularités et un modeéle matriciel [K| du
facteur d’intensité de contrainte afin de prendre en compte les bifurcations
et les combinaisons de modes de fissuration.

Le quatrieéme chapitre porte sur 'implication de la longueur de la fissure

et I'influence des vibrations sur les déplacements en fond de fissure.
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Chapitre 1

GENERALITE

Principales notations

¢ est la longueur de la fissure

¢y est la longueur initaile de la fissure

AK.yy est la variation du facteur d’intensité de contrainte effective
G est le taux de restitution de 1’énergie

G est le taux de restitution d’énergie critique

K; (M P,\/m) est le facteur d’intensité de contrainte

Ko le facteur d’intensité de contrainte critique

R, est la limite d’élasticité

v est le coefficient de Poisson

W, ou W est la densité d’énergie de déformation

o, est la contrainte critique
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1.1 Deéfinition d’un matériau

On définit un matériau comme un assemblage d’atomes liés les uns aux
autres par des liaisons interatomiques. Il est considéré neutre dans la mesure
ol il ne subit aucune sollicitation extérieure. La disposition de ces liaisons
interatomiques dans ’espace constitue le réseau cristallin. La compacité du
matériau est due & l'action des forces de cohésion interatomiques entre les
différents atomes du matériau qui maintiennent les atomes aux différents
nceeuds du réseau.

L’observation microscopique du matériau pur, bien poli en surface, montre
de petits grains de forme presque polygonale, accolés les uns aux autres par le
joint de grain dont les dimensions sont de I’ordre du micron (1u = 10 3mm).
I’examen de ce grain polygonal encore appelé cristal ou monocristal pour
la diffraction des rayons X ou par diffraction électronique montre que le
grain est constitué d’un empilement régulicr d’éléments individualisés appelés
atomes ; dont les distances interatomiques sont de I'ordre de 'Angstrom (1
A 6A°; 14° = 1074p).

Cecl permet de considérer macroscopiquement le matériau comme étant
un domaine continu que dans maints des cas, on considére comme homogéne
et isotrope.

Mais une observation minutieuse d’'un monocristal montre qu’un grain est
parfaitement anisotrope. Ce qui expliquerait parfois, les variations de certains
résultats physiques en fonction de la direction. Toutefois, au sein d’un grain,
les atomes ont une disposition tout a fait périodique, ce qui permet de définir
un grain comme un assemblage régulier d’atomes s’empilant dans les trois

directions de P'espace pour former un ensemble triplement périodique. C'est
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pourquoi on définit le grain comme un assemblage régulier d’atomes. Ainsi,
on définit la compacité d’un matériau en fonction de l’empilement de ses
atomes de facon & occuper la plus grande partie de ’espace qui leur est
offert. Ce qui entraine les atomes dans une disposition en plan de fagon, pour
un atome, a étre entouré de six autres atomes pour constituer la couche A,
de trois atomes pour la couche B et la couche C. Ce qui conduit & deux
possibilités : voir Figure. 1.1 ci-dessous.

Premiére possibilité : les atomes se placent au droit de la couche A pour
donner une structure hexagonale compacte notée HC'

Deuxiéme possibilité : les atomes se placent au droit des interstices non
occupés de la couche A pour donner une structure cubique a face centrée
CFC.

Il existe aussi des ensembles non compacts avec une structure cubique

centrée (métaux).

/‘\\,_./—PCouche B

Couche A

FiG. 1.1 — Disposition compact HC' et non compact CC
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1.1.1 Différents types de matériaux

Il faut signaler qu’il n’est pas toujours facile de classer les matériaux selon
un groupe, dans la mesure on il faut au préalable définir le ou les critére(s)
de chaque groupe. Ainsi, on comprend aisément qu’'on peut avoir plusieurs
méthodes pour différencier ou grouper les matériaux, selon l'objectif ou les
besoins recherchés, & condition de bien définir le paramétre de valeur qui
permettra de dire que tel matériau appartient & tel ensemble ou non. Pour
ce qui est de notre étude, nous utiliserons la méthode classique qui consiste
4 mettre en évidence la zone plastique ou a considérer le glissement en fond
de fissure. Ainsi, on obtient de maniére apparente deux critéres qui, en fin de
compte, se regroupent dans les résultats, dans la mesure ou les deux groupes
de chacun des paramétres de valeur de sélection (plasticité et glissement) ont
les mémes éléments : les deux conduisant a deux types de matériaux.

Le premier critére utilise le phénomeéne de plasticité en fond de fissure : 11
s’agit de mettre d’un coté, ceux des matériaux qui n’ont pas de zone plastique
importante (négligeable) en fond de fissure et qui sont appelés matériaux
fragiles, et de l'autre coté ceux des matériaux qui ont une zone plastique

importante en fond de fissure et qui sont appelés matériaux ductiles.

1.1.2 Description de la méthode de classification

11 s’agit de procéder a des tests macroscopiques en prenant des é chan-
tillons (éprouvette) munis d’une fissure initiale, qu’on soumet & une traction
afin de déterminer la courbe effort- déplacement (P — §), § étant I’augmen-

tation de la distance entre les bords de 'entaille.
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On obtient deux types de courbes selon que le matériau est fragile ou

ductile (Fig.1.2) :

- b

P P

1) Fragike

Fi1c. 1.2 — Courbe P -6

Cas fragile :

le point A marque le début de la propagation de la fissure; le point B, le
début de la décharge. Pour étudier les matériaux fragiles, on peut utiliser la
Mécanique Linéaire de la Rupture (MLR).

Ainsi, on définit par matériau fragile, un matériau dont la zone plastique
a la pointe de la fissure n’apparait pas ou est négligeable. On parle dans ce cas
de rupture fragile. Cette rupture se caractérise par une propagation brutale
de la fissure a grande vitesse sans dissipation plastique, quand les conditions
d’instabilités sont atteintes a la pointe de la fissure. Ceci peut se schématiser
par une courbe de rupture. Soit "G” le taux de restitution d’énergie et "G
” le taux de restitution d’énergie critique. On définit la courbe de rupture

fragile en fonction de la longueur de la fissure ”"¢”. L’analyse de la courbe
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montre une rupture brutale de la fissure une fois que le point “G¢ " est

atteint (Fig.1.3).

G

FiG. 1.3 — Courbe de rupture fragile

Cas ductile (Figure 1. 2) :

le point A/ marque le début de la plasticité; le point A, le début de la
propagation de la fissure. (A/A) caractérise la zone plastique qui se crée a
la pointe de la fissure et qui tend & s’opposer & la propagation de la fissure.
B marque le début de la décharge et C, le point ou la déformation devient
résiduelle.

Lorsque les métaux sont portés & haute température, on constate qu’ils
se déforment beaucoup plus, avant de rompre par rapport aux matériaux
fragiles. Pour étudier ces métaux & haute température, on utilise plutét la
Mécanique Elastoplastique de la Rupture (MEPR).

Le deuxiéme critére consiste & considérer le glissement :

D’un c6té, ceux qui ont une facilité de glissement : les alliages métalliques
qui se déforment avant de rompre sont dits ductiles.

De 'autre coté, ceux qui n’ont pas de glissement : les oxydes, les cimen-
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taires, les verres. Ils sont dits fragiles.

1.2 Définition d’une fissure

On parle de fissuration au sein d’un matériau, quand il y a rupture de
la liaison interatomique. Cette rupture a comme conséquence premiére, la
diminution de la capacité du matériau a résister aux efforts extérieurs et a la
baisse de son énergie. Cette définition chimique de la fissure conduit & une
définition physique de la fissure, comme étant une discontinuité du champ de
déplacement dans un matériau, traduisant une absence de cohésion au sein du
matériau. Ceci se résume comme une incapacité du matériau a transmettre
au travers d’une surface (X)) une contrainte dont la composante normale est

une traction (Fig. 1.4).

v)

F1G. 1.4 — Discontinuité des déplacements au travers d’une fissure

Dans le schéma (a) de la figure.1.4, on observe un matériau présentant
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une fissure simple non sollicitée.

Dans le schéma (b), le matériau fissuré du schéma (a) est maintenant sous
Peffet de sollicitations extérieures. Le point M et la frontiére ¥ due a la fissure
sans sollicitations extérieures du schéma (a) se scindent respectivement en
Mt , M~ et ¥t , ¥~ sous la sollicitation extérieure dont la composante
normale est une traction. La discontinuité du déplacement se traduit par un

saut du déplacement qui s’écrit :

wlj=uvr-u-, (1.1)

ou U" et U~ représentent les déplacements du point (M) appartenant a ()
scindé respectivement en (M) et (M ™). Ces points appartenant respective-

ment & ($4) et (¥7) comme le montre la figure.1 4.

1.2.1 Les différents types de fissure

L’étude du phénomeéne de fissuration étant complexe, il s’avére nécessaire
de décomposer le phénomene de fissuration en des processus élémentaires,
appelés modes élémentaires de fissuration. On distingue ainsi trois modes
élémentaires de fissuration qui sont : le Mode I dit d’ouverture, le Mode 77
dit de cisaillement ou de glissement plan et le Mode /77 dit de cisaillement
ou de glissement antiplan (Fig. 1.5).

Dans ce qui va suivre, |[|U;|] représentera le saut de la grandeur U dans la
direction 1.

Le mode I ou mode d’ouverture : le saut de déplacement est non nul

dans la deuxiéme direction :
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Mode II Mo de IIT

Fia. 1.5 — Les modes élementaires de fissuration

U] # 0. (1.2)

Le mode ] ou mode de glissement plan : le saut de déplacement est non nul

dans la premiére direction :

[|U1]] # 0. (1.3)

Le mode /11 ou mode de glissement antiplan : le saut de déplacement est

non nul dans la troisiéme direction :

[|Us[] # 0. (1.4)

Aprés cette présentation simplifiée de la fissure, nous passons au phénomeéne

de fissuration proprement dit.
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1.2.2 Les types de fissuration

Il existe plusieurs types de rupture par fissuration d’un matériau :

La rupture par fatigue :

Dans ce cas, la rupture survient sous 'effet des sollicitations extérieures
ou chargements répétés, périodiques ou non et parfois méme cycliques. Ce
qui entraine de maniére progressive et discontinue la propagation de la fis-
sure. C’est le cas, par exemple d’un matériau qu’on soumet a un chargement
cyclique (pont).

La fissuration par fluage :

il s’agit dans ce cas, de la décohésion des matériaux due a de fortes tem-
pératures. On observe dans ce cas, des déformations viscoplastiques. La pro-
pagation de la fissure a lieu, méme si la sollicitation mécanique extérieure
demeure constante.

La rupture fragile :

il s’agit de la rupture d’'un matériau ne présentant pas de déformation
plastique; les effets de viscoplasticité sont négligeables.

La rupture ductile :

c'est le contraire de la rupture fragile. On observe 4 la pointe de la fissure
une zone plastique qui tend & s’opposer & la propagation de la fissure.

En ce qui concerne la mesure de la longueur de la fissure, cela peut se
faire soit par la méthode optique, soit par les jauges a fils coupés ou par la

méthode du potentiel.
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1.3 Les variables d’étude

L’étude de la fissuration au sein d’un matériau nécessite ’existence d’une
fissure initiale. Il s’agit en général, d’étudier les effets de la fissure stable ou
non stable sur le comportement du matériau ou de la structure. Cette étude
se passe en fond de fissure ou a la pointe de la fissure. L'expérience ayant
montré que la présence de la fissure modifie le comportement du matériau [1],
il n’est donc plus possible de faire une étude du matériau ou de la structure
sans tenir compte de la présence de la fissure qui entraine de maniére visible
des singularités géométriques, d’ott 'introduction de nouveaux paramétres
de singularités.

Les premiers essais se situent vers le 15° siécle avec Léonard de Vinci qui
montre que la résistance a la traction varie avec la longueur de la fissure in-
versement. Cette vision de Léonard de Vinci sera interprétée qualitativement
par les critéres d’énergie de Griffith en 1920 (il y a propagation si I'énergie
stockée est supérieure & la résistance du matériau).

Le parameétre du taux de restitution de I'énergie noté G a été introduit
par Irwin en 1948 - 1956 ; il traduit 1'énergie disponible pour I’accroissement
de la fissure. Il traduit aussi le caractére stable ou instable de la fissure sans
tenir compte de la géométrie du matériau.

Les facteurs d’intensité de contraintes (K, K;;, K;y;) sont introduits
dans les années 1957 par Westergaards et Mushkhélishoilis pour traduire les
singularités du champ des contraintes & la pointe de la fissure. Ils sc calculent
dans certains cas simples a partir de formules accessibles analytiquement [31].

Par exemple, dans un milieu plan en coordonnées polaires on aura :
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Ky = lim (o3v/2mr) = lim <_‘ - HU3|]) ;

Kip = lim (0:jv/2n7) = lim (%ﬁumu) : (1.5)

r—0

. ) E [2r
K= l{% (oi5v2mr) = 71_1_{% (S_C’;V o HU?H) ;

ou

Cs = 1 en contraintes planes,

Cy = 1 — v? en déformations planes,

v est le coefficient de Poisson, £ est le module de Young et o;; représente
la composante ¢j de la matrice de contrainte notée [o].

Dans le cas d’un milieu tridimensionnel on obtient :

Fi1G. 1.6 — Fissure dans un milieu tridimensionnel

soit (M, n, t, v) le repére orthonormé local au point M de la ligne de
front, défini par la normale n paralléle a z3 et la tangente ¢ & " en M. Soit
(M ,r) une direction quelconque dans le plan (M, n, v) sur laquelle la mesure

de l'abscisse est r. Les facteurs d’intensité de contraintes (K, K;;, Ky;)
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sont de la forme :

K (M) = lim (930/27) = lim (4@#—) e ) |

: . E 27
J K1 (M) = lim (03,v/277) = lim (m U] \/;) , (1.6)

: . E . T
K (M) = lljj(l) (033\/%) = 11_1»% (m U] 27) .

Un des parameétres utilisés dans I'étude de la fissure est I'intégrale de
contour ou intégrale de Rice notée J. Elle a été déduite de la loi de conser-

vation de ’énergie (en dimension deux J = G) :

J= { (Wenl - aijnj%U;) ds. (1.7)

W, est la densité d’énergie de déformation, n; la normale selon la direction
7, U; le déplacement selon la direction i et ¢ le contour dont une partie est
délimitée par la fissure.

L’un des paramétres est aussi ’épaisseur d’ouverture de la fissure notée
COTOD (Crack tip Opening Displacement).

La connaissance des parameétres ou variables d’étude de la fissure nous
conduit, une nouvelle fois, & poser la question suivante : a partir de quelle
valeur (valeur critique) la propagation de la fissure a-t-elle lieu? Afin de
donner une réponse a cette question importante, passons a la section suivante

se rapportant 4 I’étude des valeurs critiques.
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1.4 Détermination des valeurs critiques

Nous présentons ici, quelques unes des méthodes théoriques et expérimen-
tales de la détermination des valeurs critiques.

L'une des méthodes consiste expérimentalement & soumettre un échan-
tillon du matériau avec une fissure initiale sous des charges P et & observer
la fissure afin de déterminer la charge critique P, du matériau. Ainsi, pour
P < P., on constate que la fissure n’évolue pas; pour P > P,, on constatera
que la fissure évolue et, pour P = P., une conclusion ne pourra étre donnée
qu’aprés une analyse précise en ce point singulier correspondant & P = F,.
Cette méthode permet de déterminer en général la contrainte critique o..

Il existe aussi des méthodes utilisant les courbes comme la méthode de
la courbe Jr_as [42] qui consiste a tracer la courbe de J en fonction de A¢
(variation de la longueur de la fissure) et qui donne la valeur de J, (valeur

critique de I'intégrale de Rice).

%ﬁ

F1G6. 1.7 — Courbe Jg_a, pour la determination de J,
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Elle permet aussi de déterminer la tenacité critique du matériau & partir

de la relation :
E
Kic=4/——m" J.
1c =07 J. (1.8)

On a aussi la relation générale [19] & [42] :

Pc 60)
Kc: o et KC:
I e\/§f<B 1

ou P, est la force critique correspondant aussi au chargement critique, K/,

3LP. ¢
o7 Vil f (E) : (1.9)

le facteur d’intensité de contrainte critique en mode I.

(B, e) sont respectivement la largeur et 1'épaisseur de 1’éprouvette ou du
matériau.

¢ est la longueur de la fissure, ¢y la longueur initiale de la fissure et L la
longueur du matériau considéré. Par exemple, dans le cas d’un barreau en

flexion 3 points [31] on a :

F1G. 1.8 — bareau en flexion 3 points
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¢ =1,96—-2,75 ¢ 13,66 A¥ 23,98 ¢ 3+2522 £y’
f E — 5 — 4 E + 5 B ) B ) B >
L
5%
(1.10)
ou
! ] 2 3 4
) =1,00-1,73[ = 0(—) —14,2(=) +14.6( = ,
1(5) =t rm () e (i) () ()
€<06 LNQ
B—7"7 B 7
(1.11)

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre des généralités, aprés un rappel historique de la mé-
canique de la rupture, nous présentons ce que c’est qu'un matériau, la fis-
sure et ses différents modes élementaires, les différents parameétres d’étude et
quelques unes des méthodes de calcul des valeurs critiques. Pour ce qui est
du chapitre suivant sur les matériaux ductiles, nous présentons le calcul de

la dissipation a la pointe de la fissure pour le calcul des déplacements.
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Chapitre 2

MATERIAU DUCTILE

Notations

£ est un n vecteur de composante ﬁp, de variables dites internes et intro-
duit pour rendre compte des phénoménes complexes qu’on n’aurait pas pris
en compte au niveau microscopique et pouvant se manifester macroscopique-
ment par certaines irréversibilités.

gP champ de déformation plastique

¢¢ champ de déformation élastique

W Dénergie de déformation

7 la température

g la quantité de chaleur

o = 0° + oP la contrainte totale (respectivement élastique et plastique)

o, la contrainte au-dessus de laquelle on observe des déformations irré-
versibles

os la contrainte seuil (on rappelle qu’a la limite d’élasticité o, = o).

0eq la contrainte équivalente
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2.1 Deéfinition de la rupture ductile

Le mécanisme de la rupture ductile s’effectue avec de grandes déforma-
tions plastiques dues a la présence de la zone plastique importante a la pointe
de la fissure. Cette zone plastique a la pointe de la fissure est responsable de
la stabilité de la fissure avant la rupture par instabilité. Seule la vitesse de
chargement influe sur la propagation de la fissure. Si les forces extérieures
sont maintenues constantes, la fissure ne progresse plus. Dans ce cas, la ré-
sistance "R~ du milieu fissuré est une fonction de la longueur de la fissure "¢
". En tracant la courbe de résistance ou courbe "R ~, en maintenant la force
extérieure constante, cela permet de déterminer la longueur critique /- = &
partir du point P, qui est le point d’intersection entre la courbe R (/) et la
droite G (¢, F = c'¢) tangente & cette courbe [31], comme I'indique la Figure

2.1,
(. F = )

R(0}

o

FiGc. 2.1 — Courbe R

Tout ceci marque la différence avec la rupture dans le cas des matériaux

fragiles. On montre ainsi que le modéle de ’élasticité linéaire est insuffisant
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pour I’étude de la propagation d’une fissure dans un matériau ductile. Pour
cette étude, on fait I'hypothése de petites déformations en négligeant les
effets thermiques, ce qui conduit a 'hypothése de petites perturbations avec
le parameétre de perturbation qui devient plus complexe dans la mesure ou
on doit tenir compte de la zone plastique en fond de fissure. Comme dans le
cas du matériau fragile, on se place dans le cas d’une fissure initiale de mode
I (voir Figure. 1.5). Avant de passer au calcul en fond de fissure, nous allons

d’abord estimer la zone plastique en fond de fissure.

2.2 Quelques méthodes de la détermination
de la zone plastique en fond de fissure

Il s’agit de déterminer la zone au-dessus de laquelle apparaissent des dé-
formations irréversibles. En dessous de cette zone, on a le domaine ou zone de
plasticité ol toute variation de contraintes n’engendre que des variations de
déformation élastique. L’estimation de cette zone se fait de plusieurs fagons
selon des critéres bien établis.

En général, il existe deux critéres de plasticité : les critéres isotropes avec
un état d’écrouissage isotrope faisant intervenir toutes les composantes du
tenseur des contraintes (le Critére de Von Mises, le Criteére de Tresca) et
les critéres anisotropes avec des directions privilégiées (le Critere de Hill, le

Critere de Tsai).
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2.3 Description de I’écrouissage

Le phénomene d’écrouissage consiste a soumettre le matériau (métal) a
des contraintes o de sorte qu’il acquiert des propriétés plastiques : on parle

d’élévation de la limite d’élasticité du matériau (Figure. 2.2).

Jrc

Fi1G. 2.2 — Phénoméne d’écrouissage

Le chargement s’éffectue du point o au point A. Lors de la décharge, on
remarque que la courbe ABC' est non seulement différente de la courbe oA,
mais elle est sensiblement rectiligne. Si ’on recharge, la courbe C DFE différe
peu de la courbe A BC par suite d'un étirage : le matériau se comporte comme
s’il avait acquis des propriétés élastiques et une limite d’élasticité plus élevée

tout en perdant une partie notable de sa déformation plastique (e = ?—04)

2.3.1 Le Critére de Von Mises

Le matériau est supposé isotrope. Seuls les glissements et les cisaillements

intracristallins venant des contraintes tangentielles sont responsables de la
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déformation plastique. Le seuil de plasticité étant li¢ a Pénergie élastique de
cisaillement, il permet de négliger I'influence du troisiéme invariant [31], et de
prendre une expression linéaire pour la fonction estimée de la zone plastique

"f . Ce qui conduit au résultat :

f=aeq—0y:0- (21)

En dimension trois avec I’hypothése d’isotropie, on rapelle que les inva-
riants du tenscur de contrainte ¢ et de déformation € noté respectivement o’

et ¢ sont definies par la relation :

/

o (o)1

T,
T, (e) 1

i

, , (2.2)
£

o —
o —

Lof— Lol

ot T, (o) et T, (¢) représentent respectivement la trace du tenseur o et ¢ ,
avec I qui représente la matrice identité.

En outre on rappelle que ce sont des tenseurs d’un second ordre possé-
dant trois invariants élementaires definis par trois fonctions scalaires indé-
pendantes, qui sont mathématiquement les coefficients de 1’équation carac-

téristique det (0 —z/) =0 tel qu'on a :

01 = TT (U)
o'” = %TT (0‘2) = %O'ij(fij . (23)
Oy = %T‘r (03) = 301]U]k0k1

.....

a I'énergie mais & la contrainte de cisaillement et la contrainte tangentielle
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maximale. La fonction f s’exprime par la formule :

f=sup(lo; —0gj|) —os. (2.4)
1#£7

2.3.3 Le Critére de Hill

Le matériau est anisotrope avec trois plans de symétrie dans 1’état d’écrouis-
sage. Aprés détermination expérimentale des six parameétres scalaires (Fi,
Fy, F3, Fy, F5, Fg) qui caractérisent 1’état d’écrouissage, par trois expériences

de traction simple et trois de cisaillement simple, on obtient la formule :

F (011—022)2+F2 (022 — 033)° + F3 (033—011)2 (2.5)

2.3.4 Le Critére de Tsal

Il prend en compte les états d’écrouissage de traction et de compression.

Il est la somme d’une forme linéaire et d’une forme quadratique des six com-
q q

posantes des contraintes, ressemblant ainsi au critére de Hill mais avec huit

parametres (FY, Fy, F3, Fy, F{, F§, F;, F}) au lieu de six comme chez Hill.

Ces huit paramétres se déterminent aussi expérimentalement a 'aide des es-

sais de traction, de compression et de cisaillement dans toutes les directions

du matériau. On obtient la formule :

Fl (o — 09)° 4 Fy (090 — 033)° + F} (033 — 011)* + 2F, o,

(2.6)
+2Fé0§3 + 2Fé0%3 + F71011 + FBIO'QQ — (F-; + Fsl) J33 = 1

La zone plastique étant trés difficile & déterminer avec précision, voila

quelques méthodes utilisées dans la pratique.
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2.4 Calcul de la dissipation en fond de fissure

Le calcul de la dissipation en fond de fissure a déja été abordé par Griffith
vers les années 1920, en utilisant des critéres simples qui lui ont permis de
déterminer le taux de restitution de Iénergie G = 2v ou -~ est ’énergie
de liaison positive par unité de surface. Cette théorie, bien qu’instructive
pour la compréhension du phénomeéne, présente des insuffisances comme la
non prise en compte de la chaleur recue pour donner le premier principe
de la thermodynamique, et en outre de considérer le phénomeéne réversible.
Cette théorie fut améliorée a partir du premier et du second principe de la
thermodynamique. En ce qui concerne le calcul de la dissipation, nous allons,
tout en tenant compte des principes de la thermodynamique, déterminer
I’énergie & la pointe de la fissure en réduisant le fond de fissure a sa pointe.

On considére un matériau de volume ) et de surface frontiére 9€2 possé-
dant une fissure initiale quelconque de longueur £y. Sous 'effet de la contrainte
extérieure appliquée o;; et dans les conditions de propagation telle que 3-5 #
0, on a a la pointe de la fissure sous les effets des efforts extérieurs, I’appari-
tion d’une zone dite de fissuration assimilable & la zone plastique dans le cas
fragile. Cette zone occupe un volume Vr et de surface frontiere I'. On a alors
Q) — Vr le volume extérieur a la surface frontiere I' (Fig. 2.3).

On se propose ici de déterminer la dissipation ® en fond de fissure. Soit
d=PF,,—F, (2.7)
avee P.p; qui est la puissance des efforts appliqués au systéme :

P = / wo-nds, (2.8)
an "~
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F1G. 2.3 - Zone plastique en fond de fissure

"." entre les deux quantités représente la contraction tenso-

ou l'opération
rielle ou le produit scalaire, et P, la puissance stockée réversiblement par
le systéme; elle s’interpréte aussi en terme de variation ou méme de taux
d’énergie :
dt
On considére le systéme isotherme et on néglige les effets dus a la visco-

p=2 / W [s(g)] ds. (2.9)

sité (contrainte visqueuse ¢* = 0, {2 est le domaine d’intégration de densité
volumique p, v; et v*:% [gmd v; + (grad vi)T] représentent respectivement

le champ de vitesse et le tenseur des taux de déformation). (2.7) devient :

d
o = / to-nds—— | W [s(u)] ds. (2.10)
o0~ dt Jq ~

Pour une bonne compréhension de la suite, on fixe I'origine du repére a
la pointe de la fissure [14], ce qui permet de fixer le domaine V; de frontiére

I'. En calculant ® sur chacune des parties de 2, on obtient pour P, :

% QW[E@] do = %/VF W [e(w)] dﬂ+%/s%vrw[s(g)] do. (2.11)
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Or, le domaine V- étant fixe, I'intégration par rapport a V- donne

4
dt Jy,

~

%% [s(u)J Ay, :/v o: &(t)dQ, (2.12)

ou ": " représente la double contraction tensorielle (produit de dualité).

(2.11) devient
%/Qw[s@] dQ=/V‘a:é:(t)dQ+d% QVVI‘W[E(E)] &, (213)

or I'intégrale portant sur le contour Q — Vi donne

d

dt Jo_v.

~ ~

W[g(u)} dQ=/Q_V a;é(t)dﬂ-ﬂw[s(u)] dr b -ni. (2.14)

En outre, sachant que I'intégration portant sur le contour Q2 — Vi est fixe,
alors que le contour I' est mobile, et en supposant que la propagation a lieu
dans la direction e, ou i = {r,0, ¢}, et que la normale dans cette direction

est n;, telle que n; = e;n, alors on a

d
dt Jo w

~

W[s(u)] dQ:/Q_V o é(t)dQ-/FW-éi-m dl,  (2.15)

ou (¢;) est prise ici comme une quantité vectorielle. (Q) est la normale exté-
rieure & (I') et I'intégrale portant sur le contour §2 — Vf est une intégrale sur
un domaine fixe avec : :zF = —n (3(2 — V) sur (I'). Par contre U'intégrale
portant sur le contour I' est sur un domaine mobile.

Compte tenu de (2.15), (2.13) devient

d

d W[s(u)} dQ:/ oré(t)dQ+/ o é(t)dQ—/W-éi-ni ar.
dt Jo Vi Q-Vp r

) (2.16)
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Le terme portant sur le contour 2 — Vr de (2.16) donne

/ o: E(t)dQ = / o: U nds, (2.17)
Q-Vp aQ-vp) T

ou encore

/ a:é(t)dQ:/ ua-nds—/?'w-ndF. (2.18)
Q-Vp o~ r~ o~

La relation (2.16) devient en y reportant (2.18) :

er o: £(t)dQ + faﬂ uo - nds
; ~
w v [5(3)] dQ) = | (2.19)
—fpuo-ndF-fFW-& -n; dl,
ou
er o: é(t)dY + fan uo - nds
% [e(u)] dQ) = (2:20)
- [o(W f; n; + uo n)dl.

4
dt /o

Revenons 4 la formule de la dissipation (2.10) en y reportant (2.20). On

obtient
( fanﬂ o-nds— faﬂua-nds
d=4< _ fvr o: &(t)dQ (2.21)
|+ Jo(W 4 n; + o n)dT,
soit

<I>:/F(W b n + 1o n) dF—/ o & (t) do. (2.22)
~ \%

r
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En faisant tendre I" vers 0, on a Vr qui tend aussi vers & (ensemble vide
ou zéro). Ainsi, on obtient & la pointe de la fissure la valeur de la dissipation
o .

o = th“o/F (W b mi + o n) dr. (2.23)

On sait que pour toute grandeur physique notée par exemple " f " attachée
4 un point matériel, "f " a la méme singularité que <—é f,i> au point 0,
ou 7 indique le gradient dans la direction de propagation de la fissure. Ceci

étant, comme " u " admet une contribution singuliére identique a (—Eu, 7;),

~

ona:
o = <1im / (W N — U, 0 n) dI’) ‘. (2.24)
r—o Jp N
En posant
Gyi = lim (W n; — U, ;o n) drl, (2.25)
r—o Jr - ~

on obtient

® =Gy 4 | (2.26)

ou Gy; traduit I'expression d’une force ponctuelle qui permet de faire évoluer
la fissure. G¢; peut aussi étre assimilé au taux de restitution d’énergie a la

pointe de la fissure.

2.5 Deétermination du champ des efforts a la
pointe de la fissure

Compte tenu de la complexité du probléme dans le cas des matériaux

ductiles, on utilisera la méthode énergétique. La fonction de dissipation vérifie
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en fond de fissure la relation
® =0, + b, + by >0, (2.27)

ol : ¢, = gV €° qui représente la dissipation visqueuse; ¢, = o : P+ A8,

la dissipation plastique et &, = 7¢ V (—) la dissipation thermique avec la
T

température T et ¢ la quantité de chaleur. On négligera la viscosité et les

effets thermiques, et ainsi la dissipation (2.27) devient

d=0::P 1 A5 (2.28)

ou A= —%—Z (W est I'énergie de déformation) et 3 est un n vecteur de com-
posante 3, de variables d’¢tat dites internes et introduit pour rendre compte
des phénoménes complexes qu’on n’aurait pas pris en compte au niveau mi-
croscopique et pouvant se manifester macroscopiquement par certaines irré-
versibilités, avec S qui est la dérivée par rapport & la variable associée du
dual du potentiel de dissipation.

En mettant (2.28) sous la forme d’un produit scalaire dans un espace de

dimension appropriée et en appliquant I'inégalité de la dissipation on obtient :

<I><Y,X> =Y. X 20, (2.29)

avec :
Y =(0,4) et X =(7). (2.30)

Sachant que W (&°) représente I’énergie de déformation, on aura :

oW
Oee’

(2.31)

g =
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D’aprés le critére de plasticité, il existe une fonction f (o) du domaine de
plasticité C ou domaine d’écoulement, qui se définit & partie de la relation

f (o) = 0 telle que :

cz{a}f(g><o}, (2.32)
ot C est un domaine convexe contenant l'origine qui dans notre cas est la
pointe de la fissure, avec o qui représente les contraintes déviatoires par
rapport & . C ainsi défini par (2.32) constitue le domaine découlement plas-
tique.

La loi de normalité (2.29) conduit a :

£ = A=, (2.33)
X étant un multiplicateur plastique.
En tenant compte de (2.26), on a
o P+ A-B =Gy ;. (2.34)
Dans le cas particulier ou é¥ =0, on a
A-B =Gy b;. (2.35)
En considérant la dissipation comme un produit de dualité entre la contrainte
et la déformation, c’est & dire
¢ =0y &4, (2.36)
on obtient
gy &g =A-B=Co ;. (2.37)

On peut ainsi, par identification, dire que A=Gy et 3=1¢,.
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2.6 Application

On consideére une fissure initiale de mode I en dim 2. Soit U le vecteur

déplacement tel que : (o = [(6¥ = 0) + ()] )

e =¢e°+¢F,
J €ij = 5 Uiy + Ujs),
U - (U17U2aU3) )

=

o=0"+0°%= Ee°,
\

(2.38)

ou F représente le module de Young.
Pour calculer les contraintes en fond de fissure, on suppose dans un pre-

mier temps que £” est connue. En mode 7 le vecteur déplacement

Q,(Tvy) = [Ul (:va)v U2 (mvy)v 0] (239)

En appliquant la deuxiéme relation de (2.38), on obtient

1
f2 =5 (U, + Ua,y) = €55 + ey,
€11 = U1,1 = 5‘?1 -+ 5‘{31, (240)

_ _ P
€99 = Uy, = €5 + €35,

soit le systéme

[ (O +0n,) =2(e5,+5)

J Uy, =& + &b . (2.41)

: _ e - P
Uz, = €59 + £g9

\

These Unique de Mathématiques 58 WAKEU POLA PIERRIE MARIE



Mécanique Modéle Analytique d’étude d’une Fissure

D’aprés (2.33) on a &5, éF, et &1, tel que :

. O0f et . Of . i
= P ==
3 11 0oz o €1z )\50127

ce qui permet de déterminer le multiplicateur plastique en utilisant I'une des

expressions (2.42) reportées dans (2.41).

On obtient ) of
U At
Ly = 11 + dowt
Uy, = é5g + A
4 2,2 €92 + 80'22 ; (243)
. . of
k U, + U, =2 (612 + )\a 12)
avec
=gl = =¢—¢" (2.44)
ou :
=gl = % (2.45)
En substituant e® par sa valeur (2.45) dans (2.43), on a le sytéme
(00 . Of .
Y
E 80’11 b
& of
)\— = U- . 2.46
) E + 80’22 22 ( )
01y of _» -
= U U.
\ E 80’12 12 + 21
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De méme, comme o = Fe® = E (¢ — €P), et que P est donné par (2.42),

on a
E
J12 = — 2 {U12+U21 //\50—12(1012} (247)
ce qui nous donne
af EU,, + EU;, — 201
doqy = 2 ik 2.48
8012 012 ok ) ( )
d’ou
a= EUa t E(;J;’vl — 2012 (2.49)
2 d
Ef 901 J12

puisque A ne dépend pas de o.
On rappelle que le multiplicateur plastique X est de maniere générale [31]

donné par la relation

. 8f E.e>
A= 0o (2.50)

(57 5%)

déduite de la relation d’orthogonalité entre la vitesse de contrainte et le taux

de déformation plastique ( ¢: ¥ =0 ), ot < -- > indique la partie positive,

soit
zsiz >0
<z >= . (2.51)
—zrsiz <0
Soit la fonction ¢ telle qu’on ait
. U, + U P
22 op | B2 ) (2.52)
3512 2
c’est 4 dire
0 . P
8612
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On en déduit

ap I

guﬂ?(s—s ) (2.53)
c’est a dire

) . .

P —ope —2E: (2.54)

Oe
ou encore

dp = 2F (e’ - gp) O¢. (2.55)

P
En remplagant € par son expression (2.33) dans (2.55) on obtient aprés trans-

2F (/ g0e — 2)\—/85) = / Oy, (2.56)

puisque 'expression (2.33) de € ne depend pas explicitement de ¢.

On en déduit :

formation

1.2 -0f .
2E-¢ — 2E)\—f€ =p+c (2.57)
2 0o

soit.

E (52 - 2)\%&:) =+t (2.58)
Or 0 = Ee®, dot 0 = E¢ = E (é — éP). En introduisant la valeur de
A donnée par l'expression (2.50) dans celle de éP de I’équation (2.33), on
obtient

<?—f—E'&.?> af

- o af
g=Fe— 3f Ea_f FE £
o do
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En posant
of 2
. 1.2 1< 35" E-e > of
\I/(s)-i E- 5 o1 T (2.60)
do do
(2.59) devient
- ov (¢
o= - (2.61)
Oe

On définit ¥ (s) comme le potentiel des vitesses de déformation. Sachant
par hypothése que ¥ est convexe, en utilisant sa transformée de Legendre-

Fenchel, on obtient ¥U* la fonction duale de ¥ par

ot (z) = sup [d e~ (sﬂ : (2.62)
d’ou E
50805 Lo <0
o (g) - , (2.63)
+00 sl non

ou S est le tenseur des complaisances.
On rappelle que (m) représente la dérivée par rapport au temps de la
quantité (z).
L’expression (2.58) devient
2 L Of . pH4cte

g —2/\535— E

qui est une équation du second degré par rapport a la variable €. Soit § son

=0, (2.64)

déterminant réduit, tel que

. 2 le
5= (/\Qg L ere (2.65)

do E
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d étant positif (6 > 0), on obtient les solutions

. -0
8(1)=/\a—£+\/5

) (2.66)
. &
@) = 5§ — Vo

soit
= A= %)
£(1) / ( e + f) dt, (2.67)
ou
= [ (2% .
£@2) / ( - \/Es‘) dt (2.68)
. 1
Or g = 5 (Uij + Uj:) se rameéne ici a 13 = 5 (ug + v1) ce qui permet

la détermination de u(z,y) = U, en fonction de v(z,y) = Uy ou inversement

par la résolution des équations aux dérivées partielles :

( )
U1,2 + UQ‘I = 25(12)1 =2 (/\% + \/S)
ou : (2.69)
- Of _
-9 — 9 AL —
\ U, + Us,, = 2e01), ( e \/5>

2.7 Conclusion

Nous avons abordé dans ce chapitre des généralités sur les matériaux
ductiles, les critéres de détermination de la zone plastique et le calcul de la
dissipation en fond de fissure. Par la suite nous avons déduit, lorsque ¢ tend
vers zéro (¢ — 0), la valeur de la dissipation a la pointe de la fissure. Il en

résulte que :

o =Gy 4,
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ou

~

G()i = lim (VV n, —u ;o TL) dl’.

Comme on le voit, Gy peut soit s'interpréter comme étant une force
ponctuelle qui permet a la pointe de la fissure d’évoluer, ou étre assimilé au
taux de restitution d’énergie a la pointe de la fissure.

Ce résultat obtenu a permis d’exprimer les déformations et les contraintes
a la pointe de la fissure en utilisant le potentiel des vitesses de déformation

v (s) et en tenant compte du multiplicateur plastique A
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ETUDE DES SINGULARITES
EN FOND DE FISSURE
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Chapitre 3

CALCUL DU CHAMP DES
DEPLACEMENTS EN FOND
DE FISSURE

Notations

v est le coefficient de Poisson

A est la constante de Lamé

u est le module de cisaillement

¢ est un parametre de défaut

o;; est le tenseur des contraintes

Ciji est le tenseur de rigidité élastique

£ est le tenseur des déformations

U¢, U7 ou U est le vecteur déplacement de composante (Us, Us, US)
w est la fréquence de la force vibratoire

¢ est la longueur de la fissure et £, est la longueur initaile de la fissure
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3.1 Introduction

En tenant compte des travaux dé¢ja effectués dans ce domaine, comme
ceux de Leguillon D. & Sanchez-Palencia E. [32] & [33]| qui utilisent la mé-
thode asymptotique en 3D et 2D pour la détermination des solutions, celui
de Leblond J.B. [30] qui prend en compte la matrice de facteur d’intensité
de contrainte en mode I, I et 111 avec le facteur d’intensité de contrainte
avant ct apres la fissure, ceux de Adrieux S., Bamberger Y., Marigo J.J. [1]
and Sehitoglu H., Gall K. et Garcia A.M. [46] respectivement sur les dépla-
cements macroscopiques et les parameétres d’étude, ce chapitre présente un
modeéle en dimension trois qui permet la détermination du champ de dépla-
cement en fond de fissure avec la prise en compte des bifurcations et des
combinaisons de modes. Ce modéle met en évidence les facteurs d’intensité
de contrainte sous forme matricielle [K]. D’autre part, comme les travaux de
Hai-Ping LIN [17] ont montré que la fissure interagissait avec les ondes de
perturbation et que les fréquences de vibration s’en trouvaient modifices lors
de tests de detection des fissures, nous ne considérons dans ce travail qu'une
étude de vibration en dehors de la zone de résonance. Le travail se focalisera

sur la résolution analytique des différentes équations du systéme.

3.2 Formulation du probléme

On considére un matériau (S) homogene et isotrope de volume 2, de sur-
face 0F, de masse volumique p et de normale extérieure n, ( nous notons un
vecteur X par X ou X;) de composantes (n1,n9,n3). (S) posséde une fissure

initiale de forme arbitraire ou de mode mixte (mode I, I1, III) et de lon-
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gueur initiale £y, sollicité par des forces surfaciques extérieures d’ordre vibra-
toire Fycoswt (Fy, Fy, F3 étant des constantes) ou les densités volumiques
de force comme le poids sont inopérantes ou négligeables. On rappelle que
les contraintes sont maximales au voisinage des extrémités. En outre, I'hypo-
theése de compatibilité de la force extérieure et la fissure initiale quelconque
exclut toute évolution de la fissure liée a un défaut de structure ou de sa
mise en forme. Ce qui permet de considérer une fissure initiale de mode

mixte compte tenu de la sollicitation généralisée.

3.2.1 Domaine d’étude des solutions

Compte tenu de la présence de la fissure qui crée une discontinuité des
déplacements, les solutions sont particuliérement singuliéres en fond de fissure

dans le domaine €° ou zone de singularité (Fig. 3.1).

SR

hamp réel

-—2 (zone de singularité)

F1G. 3.1 - Courbe de résistance ou de propagation
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Le domaine €2° représente le domaine de fortes singularités autour de la
pointe de la fissure. Ce domaine peut s’étendre tout au long des lévres de la
fissure compte tenu du fait que la fissure initiale est arbitraire ou de mode
mixte. On obtient ainsi le domaine ©° des solutions singuliéres prenant en
compte les léevres de la fissure et constituant dans le cas d’une recherche
asymptotique des solutions, le domaine intérieur. Ces différents domaines
peuvent étre représentés comme suit en tenant compte des travaux de Le-

guillon D. & Sanchez-Palencia E. [32] (Fig. 3.2).

o__—.-Yl

Fi1c. 3.2 — Les différents domaines

a) Q0 représente le domaine des solutions moins perturbées ou non per-
turbées. Dans la recherche de ces solutions, la pointe et les lévres de la fissure
constituent des endroits ot des conditions aux limites doivent étre données
ou recherchées.

b) En mécanique linéaire de la rupture (MLR), la courbe de propagation
fait clairement apparaitre en fond de fissure, une zonc de singularité qui peut

s’étendre aux levres de la fissure qui constituent aussi une zone de singularité :
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Au lieu de ©° on obtient .

¢) Q™ est Pagrandissement du domaine des singularités ou une dilata-
tion de Q° (Qi" = g) Il permet grace au paramétre £ de défaut, de fixer
le domaine constituant ainsi le domaine des solutions intérieures (lorsque
e —» 0) pour une recherche de solutions par la méthode asymptotique par
raccordement, qui n’est pas abordée ici.

La variable € traduit les variations du domainec dues a la présence de la
fissure au travers de la fonction de jauge ¥, (€), ou « est 'indice de somma-
tion asymptotique. Physiquement, le paramétre £ rend compte du défaut de
la structure qui est la fissure dans notre cas. 1l s’interpréte comme le rap-
port des longueurs caractéristiques du domaine perturbé 2 et du domaine
Q0 (QY = Q" + Q) non perturbé ou stable, ce qui se traduit concrétement
comme le rapport de la longueur de la fissure £ sur la longueur caractéristique
L du matériau dans la direction considérée (% < 1len général). Sif=07L,
la fissure est trés importante et on est a la rupture totale du matériau. Pour
e = 0, on retrouve 0 : la structure est stable ¢ = ¢,. Les schémas ci-dessus

représentent de fagon schématique les différents domaines cn fond de fissure.

FiG. 3.3 — Domaine
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Le systeme étant ainsi décrit, Nous passons aux équations régissant la

dynamique du milieu.

3.3 Equations du systéme

Les équations de la dynamique du milieu, en hypothése de petits mouve-
ments linéaires et en dehors des forces de densité volumique s’écrivent
02U
div o = p—— dans ), 1
52 (3.1)

avec I’équation de compatibilité et de comportement du milieu,
1
€= 5(VU +7vU) (3.2)

et

045 = Uijki sz, (3-3)

ou U est le vecteur déplacement, o;; est le tenseur des contraintes, Cyjy le

tenseur de rigidité élastique du milieu et £ celui des déformations. On a

oijn; = F sur 952, (3.4)

2
N ) :  Teeis s
et 7 le vecteur accéleration se réduit a P

Comme nous nous intéressons au comportement des solutions au voisinage
de la fissure dans un matériau isotrope, alors, a partir de (3.2) et (3.3),

’équation d’évolution du systéme (3.1) devient

Q*Ue
ot?

(X + ) grad [divU®] + pdiv [gradUs] = p dans Q°. (3.5)
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Comme div gradU® = V - VU® = AU*, (3.5) s'écrit

, oO*U*
(A + ) grad [divU*] + pAUE = p v dans Q°, (3.6)
soit
: € 2 € 2 82U€
grad [divU®] + a{AU® = a v dans Q°, (3.7)
0 _ M a_ P
avec aj ———(/\4"/1) et a —(/\+M)'

Pour ce qui est de la solution singuliere U¢ sur Q¢ de frontiere I" (Fig.
3.3), la condition (3.4) est vérifiée indirectement a la frontiére de la zone de
fissuration I" pour r =~ ry, tel que U¢ =~ U°. Par contre pour r > 71, on
aUs(r>ry,0,0) = U(r,0,p) dans Q" ou 7, 6 et ¢ sont les coordonnées
sphériques, U% (1,0, ¢) est la solution non pertubée en I’absence de fissure,
et U° est le premier terme du développement de U¢ qui doit se raccorder a
Us (1,0, ).

Pour la suite nous utilisons 'indice i = {1, 2, 3} en coordonnées sphériques
tel que i = {1 =r,2 = 0,3 = ¢} pour désigner les composantes du vecteur

U® dans la base (e,,ep,€,).

3.3.1 Expression de grad[divU¢] en coordonnées sphé-
riques

On a

oUs 18U5>+ L 9Uf g

: € __ 2 € 1 € —
dwt _<;Ul+ 8r>+(rU2COt0+r 00 rsinf g’

soit

o .. .
Tsn 0y (divU®)| e,.
(3.9)

grad [divU°| = l% (divUE)} er+ [%% (divUE)] ep+ [
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En écrivant, en colonne, on a

grad |divU¢] = 1% (diUUE)] eg (3.10)

1 0
2 (divUe
_Tsin98g0( wt )} i

avec

2005 2 we 1 9US
[— L Zyus+ i%+;cot9dag2—

1
5,2 2 Us cot

[% (dz’va)} e =

r Or  r?
_1oUi 10°Us L o5 1 9us)
r2 00  rOrdd rsinf@orde rsinf dp |
(3.11)

1o, 1 [20Uf 10°Uf 10U; 1 .
[?59’ (diwl )] v {‘ 0 " ravor T o0 O agme

1 0°Us 1 8°Us  cosf OUS

T2 T ein0900,  12sin0 9p |

(3.12)
1 0 2  QUs 1 Q%Us cot§ OUS
— (divU* = ZZry 0 2 Er o ZER
frsinf)&p( v >} © {TQSinG dyp + rsin98<p87"+rzsin9 Oy

1 8°U; L ous]

r2sinf 9pdfd  r2sin®6 Op? | 7

(3.13)
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3.3.2 Expression de AU*®

On rappelle que AU® =div gradU®.
Par conséquent,

2

r2sin

8 £ (3
7 (Ufsin@—ksinﬁ—U2 + Uj cos 0 + BUS)} e

:
AU -
vi a6 d¢

L

AU*

[ 2 U; .9, 0UF OU;
~AU2~m<7—Sln 960 + 390 cosf €o

o2 (U; . 0Uf 0Us
2= g (3 057~ 5 o0)] e
(3.14)

avec

X 1 X 10%°X 1 0%°X
AX:w—X o 4+ — cot—=—

2 "X 1 3.15
Tor Tar Tt aE T o O

ot {X} = {Us, Us, Us}.

(3.14) peut se réécrire

r 2 2 9U; 2 2 OUS
e Zpe_29% 2 g .
LAUI Ui~ mge —plic r2sin § 899] ¢

4+ —sinf—— — — cotd

AU 72 08 r? Oy

I
B>
A
S

i 1 2 . oUs 2 aUg} .
5 - A - ]

[ 1 20U 2 9US
Ny — ot
_AUS T2 sin9U3 + r2 Jdy + 2 Oy “« 0}

% )

(3.16)
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En tenant compte de (3.15), on trouve

20U 0WF 1 QUF 1 0%Uf 1 U
- + 5 COt 0 + —"2 _*#_“"
r Or ort 2 20  r? 96 r?sin® 0 Op?
2 20U 2 2 QUL
S~ S22 S tcoth - 95| e
r2 1 r2 98 2 Uz co r2sin 0 Ocp} &
20Us  OUs 1 aus 1 0%*Us 1 Qs
< ~_coth g%, 2
[r or Or? t 2 %Y + 2 90*  r2sin’?0 Oy?
AU® =
1 2 oUus 2 oU;
— f+ = sinf-—' — — cotf- >
r2 sin9U2 s 29 Oy } &
€ 27 1e 3 277€ 2r7e
20U3 8U3+icot98U3 10 1{23 '12 ?_Ug_
r or ar:  r? o6 r? 96 r?sin® § Op?
1 2 0Us 2 0US
U+ = d 0
rZsinf ' 72 Op i r? Oy } G

(3.17)

En revenant a (3.5) et en remplagant grad [divU¢| par

(3.11)e, + (3.12)ey + (3.13)e,) et AU par ((3.17)e, + (3.17)cg + (3.17)e,,

on obtient

((3.11)e, + (3.12)ep + (3.13)e,) +a? ((3.17)e, + (3.17)ep + (3.1T)e, ) =
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Soit trois équations scalaires :

— — Ut + —cot d
r Or r2 1 Or? rc or

( 26 3 277¢€ €
{_ Us 2 oUs 1 oUs ig Us cot 0
T

_loUs 105 1 0 1 oUg
2 00  rorod  rsinfo0rde r?sinf Op

o 20U; 62Uf+_l_cot96Uf l32U15+ 1 0%s
Yr oor orz 277700 12 96  r?sin?f 0p?
2 20U; 2 2 0Us 0?Us
A s B §/ Y B § T Ll
L r2U1 r2 96 7‘2U2 « r2sinf &p} T
(3.18)
( (20U 18°Us  10Us 1
2 : % ot — ———Us
[ﬂ 56 " raar a0 Y T Pente
1<92U§+ 1 0°U5  cosf OUj
r2 00>  r?sinf000p r?sin’6 Op
(eg) J
20U  0°Us 1 oU; 1 0%Us 1 0%Us
2 | 20U5 2 L g%l 10Us 2
o [r o Tor TEC 9 TR T rente 0p?
1 2 ous 2 oUs 0?Us
— U+ =sinf—L — S cot =2 | =a?—=2,
L r2sin9U2+r2 S5 T2 830} TR

(3.19)
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et

([ 2 ouf 1 &Ur  cotd aUg
r¢sinf Jp  rsinfOpdr  r?sinf Oy

1 9§ L 1 Os
r25in 0 000 = rtsin?f Oy?
(e,) 4
20U5  0%Us aU§ 1 0*Ug 1 6%Us
2 3 3 3 3 3
293 cot - l
+a {r or "o T 26 7 06* T i’ Op?
1 2 0U¢ 2 0US 02Us
S (T -2 — 22 V3
L 72sinf °® * r? Op T2 2 dp cotﬁ] o

(3.20)

3.4 Deétermination des équations différentielles
de propagation selon chaque axe

Compte tenu de la complexité du probléme et grace & la méthode de
superposition des solutions, on scinde le probléme en supposant une évolu-
tion indépendante selon chacune des directions. Ainsi, & partir des équations
(3.18), (3.19) et (3.20), on détermine les systémes d’équations d’évolution des
composantes des déplacements selon chacune des trois directions de 1'espace.

On considere la structure de la solution comme suit (U¢ = Uf) [19], [28]
et [33] :

Ui (r,0,9) = 3 [Ki] %
i= (3.21)

3
Z‘IJ ( ) aj (0) (IDO,]( ) Taj (t) P

—

ou [K;] sera dans notre cas, par anticipation, une matrice 3 x 3 dite de facteur
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d’intensité de contrainte puisqu’elle va dépendre de ces quantités.
En substituant (3.21) dans les équations de base (3.18), (3.19) et (3.20),

on détermine les systémes d’équations différentielles.

3.4.1 Selon e,

On remarque que, par regroupement de terme, (3.18) peut se réécrire

ous 2 o\ Tre 0%Us 1 oUs
= —T—2(1+a1)U1+(1+a%) 57 +;cot9 pm

(2

19U 10%Us 1 Qs
1+ 2a3) U cot § — — =2 4 ~ 22 ’
+ 2a3) Us cot.6 2 00 ' rorod + 7sinf Ordyp

_ﬁ(

1 ous
r2sinf Op

+_

+a? | = co +
- 00 12 90  r2sin?@ Oy?

{1 (g0Uf | 10 1 8Us

2005 20U a282Uf
L 7200 r2sin@ 0 | ot
(3.22)

soit en y portant (3.21) et en ignorant dans un premier temps les indices o

et 7, sauf ceux se rapportant aux indices ¢ de Uf, on obtient

4

. 2 -
(]. —+ CL%) R]@l(p]T] — ﬁ (1 + a%) R1®1<I>1T1 + (]. + CL%) R1@1<I>1T1

1. 1
~Ry©y®,T cot 8 — - (1 4+ 2a2) Ry©,®,T, cot 0
T

1 . 1. . 1 . )
(e ) J _?R2@2®2T2 + ~RyOe®oT5 + - R3O303T5 —
" r T rsind

2
T
+

R30303T

r?sin 0

1 . 1 .. 1 .
+CL% {:ﬁ cot. 9R1@1<D1T1 + ﬁRl@lq}lTl + leel(DlTl

2 .
=z &, T, —
T‘2R292 227 2sing

Raga‘i’aTza} = a?R10, 9,11,
(3.23)
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ou les fonctions (Ri, 6;, ¥, TJ et (RL, o,, &, 7"1-) sont des dérivées
premiére et seconde des fonctions (R;, ©;, ®;, T;) par rapport a leur argument

respectif (r, 0, ¢, t), pour éviter les surcharges d’écriture. Ainsi,

. oR;, . 00; . 0d, . oT;
i = T~ 61':—-; (Di:——; T;:— 3.24
B or 0o Oy ot ( )
En divisant chaque membre de (3.23) par R;0,9,7, on obtient
(2 R, 2 Ry 1Ry0,0,T;
2+ 22— (1442 l4+a?) =— 4+ =" cotd
- (1 +a7) R, = (L4 a) + (1 +a)) R rRe P

L Rp0:8:Ty | 1 Ra©, 8005

1 Ry0,9,T,
—— (1 + 2a2 A ek SR Al
2( + al) © r? Rl(‘)lq)lrfl TR191<I>1T1

r RO.0,T,

L R3O3®3Ts 1 RyO35T5
(er) 9 rsinfd R1®1<I>1T1 r2sinf R191(I)1T1

a2 | L cot021 1O, Lo
Clocotgry — 2 - 71
T2 O, r20; r?sin’gd,

2 Ry, 85Ty 2 Re@y®sT3| _ T
L TQ R]@]@]T] T2 sin 6 R]@]‘I)]Tl Tl-

(3.25)

Comme le second membre est indépendant de r, § et ¢ alors que le premier

membre en depend, alors il existe nécessairement une constante Ajp telle que

2 Tl

a'F = —AZ,, (3.26)

c’est a dire

Ty 4+ a7 2X,T) = 0, (3.27)
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et

'{2 R, 2 Ry 1R,0,8,T,
cot @

-1 -———(1 1 e

T'( ta )Rl r? ( ta ) ( ta )Rl TR1@1CI>1T1
1 Ry©,®,T, 1 Ry6,0,T, 1 R,0,8,T)

14 2a%) ————cotl — — —

7' ( + ) Rl@ d T] 7‘2 R]@l(plTl + TR1@1<I>1T1
N 1 R30385T 1  R30:;8:T;
rsinf R©.9,77 r?sinf R,0,9,Ty
1 0, 16, 1 &
t— + —— —
2 Sh r2 6, t r2sin? § ®,
2 RQ@Q@QTQ 2 R3@3¢>3T3

2
+ay

_ 2
—_ _‘/\12.

_ﬁ Rl@ld)lTl B r? siné R1@1<I>1T1
(3.28)

En multipliant (3.28) par 72, on obtient

R Ry0,®,T.
2r(1+a)%—2(1+a%)+7"2(1+a) 47 ﬁcot@
1 1 1

(

&@@ﬂ5m9 &@ﬁﬂ5+#yx%n
R,16,0,T, R,0,0, Ty R,0,9,T,

— (1 + 2a%)

T R3@3¢3T3 _ 1 R3@3<b3T3
sin 6 R1@1<I>1T1 sind R1@1@1T1

+ tGG + L S . o
O — [ES—
al ¢ @1 @1 sin2 7, q)l

RQGQ@QTQ 2 R3@3¢3T3:l o 2/\2
- 12>

B R1@1<I>1T1 B sin 6 R1@1<D1T1
(3.29)

Theése Unique de Mathématiques 80 WAKEU POLA PIERRE MARIE



Mécanique Modeéle Analytique d’étude d’une Fissure

soit

R
o (14 a?) =2
7 ( Jral)Rl

R (
—2(14a?) +r*(1+a?) R% +r2)\f2}

0, 6, 1 &,
+ a? |cot0— + — 4+ ———
! { @1 @1 sin29‘1>1

Ro©y®0T, Ry0, 0,7, Ry0,®,T,

e, — (1 4+ 2a%) 2t 2t — e LeTe e
( )ﬁ [ ( al)R191‘b1T1 “ 119,9,7h TR]@I(D]TI

r R3O3®;T3 1 R30:03Ty

T Sn0R,6,8,T,  sn0R.0,5,T,

Ry0,3,T)

o 2R292<I>2T2 2 R3038,7% 0— 0
s e s U T 0oty =
L ! R1®1(I>1T1 sin @ Rlelq)]Tl Rl@l(I)]Tl ¢ ’
(3.30)
ou encore
( R I
2r(1+a5f)~1—2(1+af)+7‘2(1+a%)—1+r2/\f2 =
R, R,
0, 6, 1 &,
—a? {cot 00— + — —
o @1+<-)1+sin29cbl
Ro©y®y T Ro©y®y Ty Ro©y®y T,
I — - (142a?) =2 "ot — —2 222 pl 2202 (33
(er) 9 { (1+20) 5 587 Y " Re.er " "moor 5

T R393¢.’3T3 _ _1 R3®3¢3T3

sinf R1®1<I>1T1 sin R1®1<I>1T1

Ry, Ty 2 R3O3d4Ty
R1@1¢)1Tl Sin9R1@1¢)1T1

Ry©,0, 7T, o
- — COtL U.
R,0,0,T,

2
__al

—2

-7

\

Comme le premier membre de 'équation ne dépend pas de t, € et ¢ alors

que le second en dépend, alors il existe une constante A3 telle que

{27‘ (1+ai) % ~2(1+a})+7* (1 +a}) % + r2)\f2j| = i3, (3.32)

soit

2R+ 2rR PA M0\ R 2o (3.33)
N R AR e |
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et

cot0— + — +

a2 —
! @1 @1 sinQ 6 (131

0, 6, 1 él}

R0y 8Ty 0 ROr®:Ty  [40,8,Th
R1©,%, Ty R,0,0,T; R16,9,T}

—(1+ 2af)

(&)<
T Rg@g‘i)ng _ 1 R3@3(i>3T3
sinf R1@1(I>1T1 sin 6 R1@1<I>1T1

R,0,8,T,

Ry©,®,T) 2 R30:8;T; .
R,0,8,T}

- ot @ + A3 = 0.
R]@]@]T] Sil’lgR]@]q)]Tl 0 + A

-2

2
+aj

(3.34)

Multiplions cette derniére par sin® 6 pour obtenir

¢ (‘ﬁl
2

1 +
1@1

a + |a} (l sin 29% + sin? 991> + Ai3sin® @

2 ©1 ©,

———(1 + 2a3) sin 29—R292¢>2T2 — sin? 9————R2@2¢2T2 + rsin? 9——R292¢2T2

2 R191<I>1T1 R]@]@]T] R]@]@]Tl

R303 03T _ in93393‘b3T3

infH2-3=373 1837373
trsmbe s 'R 60,1

Ry0,®,T. R30,;0.T r Ry0,,T.
2_2.2922‘22_2.93333 __.20222220
\“1 e e, oMReern| e Reen
(3.35)
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soit
([ & 1 o) o)
afé} = — [af [5 Sin29@—i + sin® (9@%} + A3 8in? 9}
(142a2) | Ry©y®yTy ., Ru©y®yTh Ry©,®,T,
S B Sl Ml TAPY 0, 7/ DS Dl AP FOL ' R At At in2g_t-t-2°2
{ 5 A s Y URewrn T R6 o
(er) {
4+ rsin 9‘———1%3@3&)3T3 — sin 0————R3@3®3T3
R]@]@lTl R1®1®1Tl
Ry0,®,T R30;0,5T: r Ry©,®,T,
_2_2.29 2222_2.03333 __.29 2222.
L “1[ Ve ee T UReern| 2 VR0
(3.36)

Pour des raisons analogues que précédement, il existe une constante Ary

telle que

6
a?é = —Awu, (3.37)
¢’est a dire
. A
®l + _0112—4®1 =, (338)
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et

( 1 0 $
a? (— sin 20— + sin’ 6%) + A1z sin® 6

2 6, ©,
—7(1 + 2a%) sin 297R292®2T2 — sin? 6L2®2®2T2 + 7 sin® 9L2®2®2T2
2 R]@]@]T] R]@]@]T] R]G‘)](DlT]
(er) <
. RyO3d3Ty | R3O393T3 T Ry0,®,T,
4+ rsinf————— —sinf——————— | + - sin20—————
R]@]@]T] R]@]@]T] 2 R191(I>1T1
o Ry©,8,Th _ R30303Ty
+a? | —2sin?——"—""° —2sinf———""| — A4 =0,
| R0,9,T, R0,0,T, 1
(3.39)
801t
( 1 o) )
[a% {Esin29®—1+sin26@—1 + A3sin?d| =
(142a2) . Ry©y® Ty ., Re©0y®;Th 5, Ry©00,T)
— | ————fsin20——————+ — f—"——= g—"==
2 peen U UReern 0" VRO T
(er) <
+ rsin 9—R3@3¢)3T3 — sin 9——R3@3¢)3T3 — Isin ZG—RQGZCI)QTZ
R]@]@]Tl R]@](I)lTl 2 R]@]‘D]Tl
Ry0,®,T: R3030,T:
_ g2 | —ogin2 g2 P2P2le o pI18Y3%sls Aes
aj l sin vRIGICDlTl sin —Rl@lq)lTl + Ag
(3.40)
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De meéme, il existe une constante A5 telle que

1. .6, ., 6 .
{a% (5 sin 29—6_)% + sin® 9@%) + A3 sin® 9} = A3, (341)

c’est & dire

A3 A
©, sin’ 0 +@1—Sln29 + (a in? 6 — 15) 0, =0, (3.42)
1

al
et

R,0,®,T RyQy®,T: ROy &, T |
VASYE SR n262222+rsin292222

(1+ 2a?) ;
19, T) 76,9, Th IERISPR SVA

— 2 2V 6in 26
2

+Tsin6M — sinGM + T sinng
R0,0, Ty Ri©®, Ty 2 10,9, T)

Ry©,%,T, 242 sin gw

—2a?sin LA —Aa+ A5 = 0.
| asin’lp o o T 2 Ree T, T ]
(3.43)

Finalement, on a le systéme

( Tl + (J,—Q/\2 T1 = 0
12

iy g 4 (2 (o)) g o
TRt Tyl \(1+dd) !

Cp ﬁ »
= Alg
d, + -CI)1 =0

A3 A
O, sin’ 0 +Ol—sm26 + (——-31 26——1—5> ©,=0
\ al al

avec (3.43).
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3.4.2 Selon e

Les équations (3.19) selon ey peuvent aussi étre réécrites

(72 pUs 182U 1 U
1 2 cot.f
[ (1+afsind) 5+ S agar 72 1+ g <o
() (U radsind)Us + 5 (14l ) OUf 10U
v ﬁ Zsinzg (| T aisinf)Us + 96° " r2sin0 009
cot [ 1 05 20U 8°U; 1 U 52U
_ 2 2173 2“2 2 2 2| _ .2 2
| T2 (Sin9+ al) ) +a [r or + or? + r2sin? @ dp? ot?’
(3.45)

soit en y reportant (3.21),

([ 2 ) 1. .
[T‘_2 (]. + CL% sin 9) Rl(")](p]Tl + ;R1®1<I>1T1

1 .
+r_2 (1 + a2) Ry©Oy®yT; cot ) — (1 + a?sinf) Ry©,9,T)

r2sin? 0

1

1 . .
(ee)J +;§(1+a?)R292¢>2TQ+ n9R3(~)3(I>3T3

t 0 1
_CO <_—— + 2a1> R363®3T3 + al RQG)Z@‘ZFQ

+ 2
+a1R2@2<I)2T2 7‘ Sa 9R2®‘2®2T‘2 = a2R2@ (I)QTQ.
11

(3.46)
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En divisant chaque membre par Ry;0,®,75, on obtient

(2 R©,0,Ty 1R0,9,Ty
—(14a?sinh) =——rn + =
a(ltasing) w4 k6, 5,T
1 0, 1
+T2(1+a1)é—cot9—r2—sr(l+alsm9)
(es) 4 ) .
1 e) 1 R3©.0.T3 cotf [ 1 R30,3,T.
TR e ——— s N R S H593Ps 1
r O, r?sinf Ry©y9,T5 72 sin 8 Ry©09,T5
2R2 R2 1 (:I.)Q _ T2
\+a TR Ry sint0dy| T
(3.47)

Comme dans le cas des équations selon e, il existe une constante Ay, telle

que
Ty + a~22%,Th = 0, (3.48)
et
(|2 RO, T, 1 R161@1T1 1 O,
1 gy 1Pty S TMPIEUL g 22 ot B
[ﬂ( +atsing) oo oy ByTy T +ai) g,

1 ) 1 NGE 1 R303%3T;

(eg) s (1 + a2sinf) + 3 (1+ ay) o, + 2500 RaO0ByT

1/ 1 R30393T5 2R, Ry 1 & )
N (. cot. 0 ik T S
L 'f‘2 (Siﬂg ¢ ) RQ@Q(I)zTQ +a Rg + RQ + 72 sin29¢>2 22
(3.49)
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En multipliant les membres de la derniére équation par r?, on obtient

( . R1©,® T R6,9,Ty 1 R30303T3
2(1 2
( + arsi 9) RQ@Q@QTQ + TRQ@QCIDQTQ + sin @ RQGQ(I)QTQ

O, T
_(;”a)_@@_u ot

sin @ Ry©o®5T5
(€0) 9 . .
S O, 1
+(1+a?) = 5, +(1+a1)e—200t(9— - 9(1+alsm9)

+

Ry | Ry 1 &,
2r—==+r? ¥ 2 — | =0.
L ( Rt R2> e G <sin29r1>2>

En introduisant la constante A3, le systéme se subdivise en deux. D’un

cOté, on a

(

R1©1<I>1T1+ R,6,0,T} 1 Ry0;8:Ty

2(1+ alsing
(14 afsin )R292¢2T2 TR2@2¢2T2 sin @ Ry0,$,T5

(1 o\ R3O3®3Ts ot 6
sin Ry©,0,Ty
(o)
+(1+a?) = (1+a)©—cot0 ! (1 + a2sin®)
@2 o, sin 6 !

(3.50)

et de l'autre coté, on a

{a? (27’% + 222) +7‘2/\ ‘l = —/\23, (351)
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qui peut encore s’écrire
273 : 2 Ape A
T RQ -+ QTRQ +!r —0,7 - aT Rg = U. (352)

Revenons 4 la relation (3.50), en multipliant le tout par sin®#. On obtient

{

. Ri6® Ty R©,9: Ty .
2(1 +a?sinf) ———"sin? @ + r—————— sin*§
{ (1+ a%sinb) 2.6,5:T% sin® 6 + TRQ@Q@QTQ sin
R303D4T5 1 R303®3T51 |
22 sing — | — 4+ 202 | === —sin20
RQ@Q@QTQ - sin 8 “ RQG‘)Q(I)ZTQ 2 s
(ee)j
g 0,1 _
+ (1 +a?) 9, sin? 8 + (1 + a?) =2 5in20 + Agzsin 0 — (1 + a?sinf)
@2 62 2
b
— —a2=2
\ “ QQ’
(3.53)
de sorte qu’il existe une constante Ay telle que
P
2 ¥12
—a?—= = Ay, 3.594
a; o, 24 ( )
ou encore
. A .
by + oty =0, (3.55)
a
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et
( R16,®,T R16,9.T;
2(1 26ing) =1L 1T L G20 4 T TIN L G2
(14 afsinb) Ry0y0,T sin® 0 + rR2®2(I)2T2 sin
R3O3®5Ty | 1 R3O3®sT5 1
— " " “sinf— | — +2a% | =—=—""_5in20
RQ@Q(I)QTQ Sttt (Sil’l ) + al> RQ@Q(I)QTQ 2 St
(eg) 4 (3.56)
a I, 1
+(1+ a?) O sin? @ + (1 + a?) 921 sin 26 + Mgy sin® @
O, 0,2
| - (14 a?sinf) — Agq = 0,
c’est & dire

(

. RO ROE T
_ 2
2(1+ afysin®) 202357 TR2@2<I>2T2
R3033,T. ~ 1 R303037T5 1
(eg) ZWBVBEES n0) ! — [ 1962 ) 2387873 7 ot g
ﬁ R292©2T2 (Sln ) sin() + al RQ@Q‘I)QTQ 2 0
(:)2 92 1 (1 + )\24 + aif Sil’le)
= Y 22 4 (14 a?) ===cot 0+ Nog — .
L (1+a1)®2 + +a1)®22co +An sin® 6
(3.57)
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De méme, il existe une constante Aps5, telle qu’aprés tout calcul fait, on ait

Ty+a X,y =0

. . by Aos
7‘2R2 + 2TR2 + (7’2 222 —
aj aj

. A
By + 50y =0
aj
. .1 Az — A 1+ Xgg + a?sinf
Oy sin® 0 + Oy sin2 228 7 7B in2f — 24 T Ay S0 _
\ gsin” ¢ + 25 Sin 0+((1+a%) sin‘ § 1+ a?) B0,=0
(3.58)
et
- . ..
ROOT | ROHT ]
2(1 25in@ —
(L+asind) 5 s ah " R0ydely 7
(3.59)
1 R30:;337; 1 o\ R30383T;
) — 2 ———cotf =0
L +Sin9 RQ@Q@QTQ sin @ + @ RQGQ@QTQ «© B

3.4.3 Selon e,

En portant (3.21) dans (3.20) et en divisant le tout par R3©3;®3T3, on

trouve
(]2 L, Ri©: 0Ty 1 R©,dT
T2 sin 8 ! R3@3 (I)3T3 rsiné R3@3 ‘I)ng
1 Ry©,®,T: 1 Ry0,%,T
(L ez ) D222 g L 59,910
(e,) < r? \ sind R303P375 r2sin @ R303P315
1 9 OoR 9 2 R Rs 1 65 1 @3
S =3 M ML - St 4+ =2
4fr“ZSinZH(l-*_al) <D3+al rR; Ry 1?03 +r2®3
1 . Ts
— — | =a=.
L r?sinf T3
(3.60)
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11 existe donc une constante \3,, telle que

Ty + a2 \2,T5 = 0, (3.61)
et
(2 /1 )\ 716,07 L] Ri©:91Th
r2 \sinf ') R3O3P3T35  rsinf RyO304T5
J l 1 a2 R‘2®2(.p‘2T2 o 0 + 1 R2®2®2Tg
(es) r2 \sinf V) Ri©®30,T; r28in 0 R3©3P;T; )
1 o 2R3 Rz 163 1 64
—— {1 = PlZ 2 2 — oot 4 ——
TQSiHQG( +a) o o T Ry + R3 + 7204 cotu r2 O3
1
- A3y = 0.
{7 sin@} s
(3.62)
En multipliant (3.62) par r?, on obtient
r 9 1 2 R1@1<i>1T1 r ngl(blﬂ
—+a
sind ! R3@3¢'3T3 sin R3®3®3T3
1 o\ Ry©,8,T) 1 Ry0,9,T;
— ——————"cot. -
+ (Sin6 + al) R3@3(I)3T3 0 + sin @ Rg@gq)ngg
(e) ) _ ) (3.63)
1 d4 R R
+m (1 + (li?) 33' =+ [a? 2T—R—3 + T2R—3 + T2A§2
©; 1
20 2ot 4 —= — — | =
L +ai [93 coLv O3 smﬁJ 0
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soit.

R.10,9,T;

T R1@1Cb1Tl

+ a?)
+ Qa%)

1

sin f

i

Ry0,®,T, .
R303P3T5

R3030;73

ot 0 +

sin 6 R30305T;

1 Ry0,0,T

De méme, il existe une constante A3, telle que

Ry

P
2’3
R3+r

Rs

a? <2r

ou encore

Ry + 2r Rs + (1”2— ——

et

2 ngl(i)lTl

) + T2A:252 — A33,

r

(3.64)

(3.65)

RIGICbITl

5

Sin

+z( al)
L +( +2a§)

R30303T; *

b
sinf

RQ@ng .
XN

ot 8 +

sin # R3®3®3T3

1 5392@%
sin @ R363<I>3T3

93
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En multipliant (3.66) par sin®4, il vient

4

lsm 29(—;; + g_a sin?  — sin 0] — Ag3sin?é

o3 \

(1+a}) — o, =0

1 R10:0, T . R6,0,T,
— 12— +4a? | =——sin’# f——
(ey) 4 [ ( + al) RyOudsTh sin®# + rsin Ra0,04T

1 0,81 1 Ry©, &, Ty
— .= 20 + ————sinf] .
+ <sin0 + ) Ry0303T3 2 Yt Ru0a0aTy
(3.67)
De méme on dira qu’il existe une constante As4, telle que
by
1+a) = = -\ 3.68
( + al) (b3 34, ( )
ou encore
. ,\34
b3 + &5 =0, 3.69
s (1+a?) s (3.69)
et
al lsm 29@— + 9— sin?f| — a?sin® + sz sin® @
O3 O3
1 R0, &, T R1©,0,T;
(ex) < 19 2 1919100 2 g 9 1 1
w + Sind + aj _33@3‘1>3T3 sin“ @ + rsin 7R3®3<I>3T3
1 Ry©®y®,T5 1 Ry©y®, Ty
207 | ==/ Z_sin20+ =——"_"""sinf — A3y = 0.
\ + (sin9 +ea ) R3@3CD3T3 2 S + R393(I>3T3 S 3
(3.70)
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En divisant cette derniére par sinf, on obtient

(L1 6y 64 A
al [5 00866—3 + @SIHQ} + A33siné — ( a? si§4§) =

1 R10:0:T} R1©:9.T)
2 —+ad?) == sinf 4 3.71
(€0) { (sin@ ) Re0s0sTs T ROy T (871)
1 Ry©0,®, T, R20,8,T)
+ + —22 22 cosd
(SIH9 ) R3®3®3T3 cosv + R303‘I)3T3
Soit la constante Ags telle que
. O3 O A
af (cos 06—3 + @—3 sin 0) + Az3sinf — (af + Si:g) = A3s, (3.72)

d’ou
.. 1 1
O3 sin® 0+@3§ sin 29+¥ (/\33 sin® 6 — (a? + /\35) sinf — /\34) O3 = 0. (3.73)
1

Le systéme final s’écrit

4

Ty +a 2)\5,T5 =0

A A
2Ry + 2r Ry + (r % f’) Rz =10

‘11 aj

A34
(1+ a?)

oy + $; =0

L Ojsin? 6 + @3— sin20 + — ()\33 sin? @ — (a? + Ags)sinf — /\34) O3 =0
a}
(3.74)
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avec
[ 1 R16:0,Ty R0,0,T} i
2\ =+ ad} )| oo sinf +r———— - + A
(sin@ + a1> R393@3T3 SO+ TR3@3®3T3 + A
(3.75)
1 ®,T. 0, ,T.
+ | — +2a? 20,0075 26089+—R2 2272
L sinf Ra (“)3 (Dng R3@3 ®3T3
En conclusion, on obtient les systémes suivants :
Tl + 07-2/\?2T1 =0
3} : 2 )2 A
2Ry + R+< sl —( 13 +2>)R =0
ThTTRT O 0t ad) !
elrj , (3.76)
- A
b1+ 5 =0
a1
.. .1 A A
6,sin?0 +6,5sin20 + [ “psin’0— =5 ) ©; =0
\ 2 aj a’l
avec
1+ 242 Ry0,3,T, Ry0,®,T. Ro©,®,T |
( ——( + 20) sin 20— 222 2R L pg 2t
2 R6:9,T} R6:D.T, R.1©.0,T;
. RsO303Ty |, RyO3D3T5 g R02®, Ty
02220 ginh—2 22 9ggin?h s C ,
+7 sin R.0,0.T, Sin 710,01, aj sin R.0,0,T
. 33@3‘§3T3 ro. R2@2®2T2
—2a%sinfl—""" 4 —sin2— "= — A4 — =
i aj sin R.0,0,T, +281n R,0,0.T, u—Ai5=0 |
(3.77)
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( ..
Ty+a 2221y =0

. . A2y s
T2R2 + 27‘R2 + (7’23—2— - —2> RQ =10
1

egﬁ

IS
by + “ady =0

a3
o -1 Aoz — Ags . 1+ Ayq + ajsind
2 — = gin?g - — ] O, =0
\ O, sin 0+®22sm20+ < 15 ) sin 1+ a?) 2
(3.78)
avec
[ Ri6:0, Ty 69T T
9 . 191011 19,9117
2(1 + ajsinf) R6:9,T) + TRQ*@QQDQTQ
, (3.79)

n 1 Rg@ngng _ 1 9 2) Rg@gcbgjé ot 0 - hos = 0
| sind Ry0.,0,75 sin 6 ! '

Ry©,9,15
et
(. o2,

. ) ,\§2 As3
r’Rs + 2rRRy + (r2—2 ——5 | R3=0
aj a3y

eq,ﬁ
Byt M, —
T +dd)
. 1 1 ) .
Ossin® 0 + @3—2— sin 29 + ) ()\33 sin? @ — (a? + A35)sind — /\34) ;=0
) 1 (3.80)
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avec

r2< 1 +a2) R©:\T) g TR191<i>1T1
sin@ ! R3@3@3T3 R393@3T3
(3.81)

+ M35 =0

+< Lo Ry0,0,T) cosd Ry0,0,Ty
sin 8 ! R393(I)3T3 ' R3@3(I)3T3

Les systémes (3.76), (3.78) et (3.80) peuvent se mettre sous la forme

générique
T+a T =0 (a)
rPR+2rR+ (rPE? —E)R=0 (b)

d+ F3d =0 (c)

ésin20+@%sin29+ (E4sin29—Eg,sin9—-E6)@ =0 (d)
(3.82)

ou les Fi sont des constantes dépendantes de la fréquence w de la force
vibratoire, comme on le verra par la suite.
Les équations (3.77), (3.79) et (3.81) sont des relations de compatibilité

qui vont contribuer a la détermination des constantes.

Theése Unigue de Mathématigues 98 WAKEU POLA PIERRE NARIE



Mécanique Modele Analytique d’étude d'une Fissure

3.5 Matrice de facteur d’intensité de contraintes

Notée [K], nous la définissons comme étant. la matrice "directionnelle" de
facteur d’intensité de contraintes, comportant 9 élements qui ne sont pas des
facteurs d’intensité de contraintes, mais qui dépendent des trois facteurs d’in-
tensité de contraintes. La matrice [K] peut avoir plusieurs interprétations.
Cependant, son introduction repose sur l'idée simple que le déplacement ré-
sultant en un point sera une combinaison de déplacements dus a la fois aux
combinaisons de modes de fissuration, de branchements ou bifurcations éven-
tuelles en ce point et tout cela dans les trois directions principales liées au
repére (7, 0, ¢). Dans le cas du modele de Leblond [{30], [K] peut étre inter-

prétée comme une matrice diagonale telle que les éléments de la diagonale

K; avant les points de branchements
K = : (3.83)
K} aprés les points de branchements

ot les K; et K; sont les facteurs d’intensité de contraintes, avec (K;) =
[Hi5] (K;), ou
Hy (§) Hu(§) His(€)
[Hil = | Hn(€) Hopa(€) Ha(§) (3.84)
H3 (§) Haz(§) Has ()
est un opérateur linéaire dépendant uniquement de I'angle de déviation ou
d’embranchement (¢) de la fissure par rapport a la direction précédente (30].
(K}) et (K;) sont respectivement des vecteurs de colonne de composante (K7,
K3, K3,p) et (Kp,Kpp, Kpp7). La relation (3.84) permet de connaitre les fac-
teurs d'intensité de contrainte K juste apres embranchement en fonction
des facteurs d'intensité de contraintes K; juste avant les points d’embran-

chement.
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Par contre dans le modele de Henry [19] , les composantes de K;; peuvent
étre ramenées sous la forme K;; = F; g;, ou F; est la composante de F dans
la direction ¢ et g; une fonction qui dépend & la fois de la géométrie et des
caractéristiques physiques du matériau, aussi bien que de la géométrie et de
la nature de la fissure ( longueur, épaisseur, mode de fissuration).

La matrice [K], tout en autorisant les trois modes de fissuration et les
combinaisons de modes, permet aussi d’introduire les directions de propa-
gation. Dans certains cas, on pourrait assimiler les élements K;; de la 1™
ligne et j°™¢ colonne de [K] a des facteurs d’intensité de contrainte selon
la direction j. Ainsi, on pourrait aussi interpréter ces facteurs d’intensité de

contrainte comme suit :

K, ;= K dans la direction 1 = r
K; ¢ K, ;= K; dans la direction 2 = ¢ , (3.85)
K31 = K; dans la direction 3 = 0

K111 = K dans la direction 1 =1
K11 { Ks ;= K/ dans la direction 2 = ¢ , (3.86)
K3 11 = K/ dans la direction 3 = 6

K1 111 = Kjyr dans la direction 1 = r
K1 { Ku = Kiyr dans la direction 2 = ¢ . (3.87)

K3,111 = K][[ dans la direction 3 = 4

3.6 Structure de la solution

Compte tenu de la spécificité du probléme lié aux vibrations, la solution

en fond de fissure dans le domaine € ou zone de singularité sera notée
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Ut (r, 0, ). Dans les cas classiques ou il n'y a pas de vibrations, comme dans
les travaux de Leguillon et E.Sanchez-Palencia [33] & [34], les déplacements
sont singuliers en r exposant A >:2l en 3D et A > 0 en 2D. Dans cc cas, la
fonction R(r) = r*. En ce qui concerne notre étude, le niveau de singularité
ne sera connu qu’aprés la détermination des fonctions R(r), © (8) et ® (p).
Sans restreindre la généralité, nous adoptons un modele simple pour la
matrice de facteurs d’intensité de contrainte (K;;) ot le premier indice cor-
respond a la direction d’évolution de la fissure et le deuxiéme au mode de
fissuration. U est le vecteur déplacement effectif en fond de fissure a 'ordre

U, (g) pour une perturbation associée aux variations du domaine dues & la

fissure [34], de sorte que

Us = 0, (e)U. (3.88)

Ainsi, le terme d’ordre ¥, (¢) de (3.21), en ignorant momentanément la

fonction de temps T,, peut s’écrire :

Ut (r,0.v) K110:9; 4+ Kig 0,89 4 K3 O3 R,

Us(r,0.¢) | =VYa (6) | Ku©,®) + Ko ©9Pg + Koz O3P3 Ry

US (r,0.¢) K310191 + Ksp 0205 + K33 O3®3 R3
(3.89)

Connaissant la forme générale de la solution (3.89}, considérons a présent le

cas de sollicitations simples.

3.7 Applications

On se place dans le cas d’un matériau plan, soit en 2.0.
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3.7.1 Déformation plane
A partir de (3.89) on obtient

U (r, 0 K1:10! + Ky, 6] R
i () NGO Y 3.90)
UZE (r,&) Kz]@% + K22 @g R2

En considérant que la fissure est droite, en mode [ et [1, 4 'ordre a = 0,

VU (¢) = 1. On retrouve par identification le cas de singularité en mode I et
1 T 1
11 Ri(r) = — /= [30], ou A = —,
avec R;(r) ™ / o [30], ou 5

O} = (5—8v)cosg —cos et O} =(—5+8v)sing +sin

©2=(-7+8v)sing +sin¥ et O3 = (—7+48v)cos s+ cos Y.
(3.91)

3.7.2 Deéformation antiplane

En considérant uniquement le mode anti plan ou mode I11 en 2D, (3.89)

devient
Ut (r,6) 0 0
Us (r,0) | = Yal(e) 0 0o |. (3.92)
U3E (T,B) K31@:1;+K32 @g+K33 @3 R3

La fissure peut évoluer mathématiquement en mode [11, I et [ dans
la troisiéme direction, traduisant 'incompatibilité de la force appliquée et
la fissure. Dans ce cas, 1’évolution de la fissure est plus liée & un défaut de
structure lors de sa conception ou de sa mise en forme. En considérant que

I’hypothése de compatibilité est satisfaite, on a K33 = K; = 0 et K3y =
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Ky =0, et on retrouve le cas classique tel que

Ut (r, 0 0 0
Us(r,0) | = Yal(e) 0 0o |, (3.93)
U3E (T‘, 9) K33 9% Rg
2 [r )
avec Ry(r) = p\/;—w et O35 = sin 3

3.7.3 Flexion

En considérant le chargement excentré ou extérieur a la fissure avec bi-

furcation, on a F; = (0, F,0) et U® = (u,v,w), d’ou

Kll K12 KIS
Kl]=| 0 0o 0 |- (3.94)
0 0 0

Sans bifurcation, on a U¢ = (0, v, 0) soit

0 Ky O
[Kl=10 0 0]- (3.95)
0O 0 O

3.7.4 Compression

Dans ce cas, la sollicitation est de la forme F; = (+ F1,0,0) avec U* =

(u!,v*,w*). La matrice [K] est de la forme

Kll K12 K13
(K]=| Koy Koo Ko |- (3.96)
K31 Ks Ks3
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Dans ce cas de sollicitation, la fissure peut évoluer dans les différents
modes avec bifurcation. Dans I’hypothése de propagation d’une fissure en
compression, méme sans &tre compatible avec la fissure initiale, la matrice
[K] permet d’envisager et de prévoir, selon la sollicitation, les différents cas de
fissuration possibles y compris les embranchements. Ceci montre 'importance

et la généralisation du facteur d’intensité de contrainte sous forme matricielle.

3.8 Résolution de (3.82-a)

Il existe des constantes By et 3, dépendant de Ey (w) telles que

E
T (t) = By (w) cos [(—Oa(—@> t+ 50] . (3.97)
Pour w #0, on a F (tr, w) = 0 et US (t, w) = 0 pour tout
b (W)= 5= (2k+1),

ol k est un entier naturel (k € N). Il s’en suit que

T (t,)) =0, et cela entraine que

By (w) cos (EO () 21 (2k + 1)+ 60) =0, (3.98)

a 2w
pour tout k£ € N. Par conséquent, il existe un entier naturel n dépendant de
k et noté ny (n, € N) tel que

ﬂgo_a(w_) (2k + 1) = wr (1 + 2ny,) — 2wf,. (3.99)

Comme Ej (w) est indépendant de k, il existe nécessairement des nombres

entiers n et £ ne dépendant pas de k tel que

2ng + 1= (2n+ 1) (2k + 1) et By = £7 (2k + 1). (3.100)
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Comme J est aussi indépendant de k, nécessairement £ est nul et il en est
ainsi de 3.
Finalement on obtient Ej(w) comme étant une fonction dépendant de
n € N, telle que
Eo(w) = 2209 0 41y (3.101)

a

En remplagant By par Bo,, la solution de (3.97) devient :

Tw (t) = Bon (w)cos[(2n + 1)wt] . (3.102)

Les constantes By, () dépendent bien str de I'amplitude de la force de vi-
_%

bration F', de la pulsation w, et des caractéristiques physiques du matériau.

I1 apparait dés lors que Uf est une superposition de solutions modales telles

que

Ui = Z (K] Z (Z Bjo, ) Yan (€) Rjn (1) @jn (0) O (0) cos [(2n + I)Wt]> .
= oo (3.103)

3.9 Résolution de (3.82-b) et mise en évidence

de ’existence de nouvelles solutions mo-
dales singuliéres

En fond de fissure, pour les cas classiques ([31], [33] et [34]) les solutions
1 1 .
sont singuliéres en r & la puissance 3 ou 5 (déplacement ou contrainte).

Nous pouvons donc légitimement penser & priori par anticipation, que dans
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notre cas, les solutions seront aussi singuliéres en r & une certaine puissance
P,. Cette idée n’est cependant pas fortuite. Elle découle de la nature de
I’équation (3.82) qui se préte & une résolution par la méthode de séries en-
tieres.

En effet R, (r) peut étre recherchée sous la forme

+oo
R, (r) = TP"ZASTI:;)TT” , (3.104)
m=0

. Pn . o : .
ot les AS%7) sont déterminés par la relation de récurrence

Pr
_El (na w) Agm_)z)n

A(Pn) — , 3105
mn (m+ P)*+ (m+ P,) — Ey(n,w) ( )

pour tout m > 2 avec Fj (n,w) qui est une constante dépendante du maté-

riau. Cette relation de récurrence a pour équation déterminante associée
P? 4+ P, — By (n,w) =0, (3.106)

avec

(m+ P2+ (m+ B,) — E; (n,w) # 0. (3.107)

Comme (3.106) est vérifice, alors (3.107) revient a
m? +m (2P, + 1) # 0, (3.108)

soit

m# —2P, — 1. (3.109)

On trouve alors

—1 4 /14+4E; (n, —1—+/14+4F; (n,
Pln _ + _; 2 (n CL)) et Pz,n _ + 2 (n w) (3.110)

2

comme étant les solutions de (3.106).

These Unigue de Mathématiques 106 WAKEU POLA PIERRE MARIE



Mécanique Modéle Analytique d’étude d’une Fissure

3.9.1 Etudede Py,, P, et mise en évidence de nouvelles
singularités
Posons
|Pra ~ Pon| = 6. (3.111)

On a alors
bn = /1 +4E; (n,w). (3.112)

Ecrivons 6, sous la forme polaire

b, = Lnet, (3.113)

avec (2 = —1, T, et J, étant respectivement le module et I'argument de

On.-

Intéressons nous & présent & la nature de v/d,,.

3.9.2 Pour les valeurs de n telles que /¢, ¢ N*(N* étant

Pensemble des entiers naturels non nuls)

Soit k}, = \/3,, avec k|, ¢ N*. On a alors

ki, = /1 +4E; (n,w), (3.114)

de sorte que
(kp)* =1

E2 (TL,OJ) = 4

(3.115)

Ainsi, d’aprés la théorie des équations différentielles ordinaires, la solution
> q

(3.104) de (3.82-b) est donnée par la relation
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real { By, Rin (1) + By, Ron (1)}
+1Im {By, Rin (1) + By, Ron (1)},

ou By, et B,, sont des constantes, avec

7 B Jn

cos —=—
2

r?t 2 [ZAP“‘ }

oo (2 (o (3)) ) ooon (52 (s () o)

5

=1
2

Ry, (1) = 4

(3.117)
et
( —_—l—\/r—"cos—J2 +oc0
r 2 2 2 {ZAgfzn)r } X
m=0
RQn (T) = [

e (o () o) o ()]

(3.118)
Real (X) et Im (X) représentant respectivement les parties réelle et ima-

ginaire de X.
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3.9.3 Pour les valeurs de n telles que /J, € N (en-

semble des entiers naturels)

Soit k! = /6, avec k, € N. On a encore

kI = \/1+4F, (n,w), (3.119)
et par conséquent
(ky)* — 1
Ey (n,w) = PR (3.120)

avec la solution de (3.82-b) qui est de la forme

Rb (T, Pln, Pgn) = BgnRgn (T') + B4HR4H (T) , (3121)
ou
B - =1—kn I (Fan)
Ran (1) = 7 lanA in) ZAm,j" rm, (3.122)
m=0
t
) _1 + k” +00

Ren(r)=7 2 ZA(P“ (3.123)

Bjs,, By, et u, étant des constantes.

Finalement, la solution (3.103) s’écrit

3

Us = > 1K1

JI] (04

( Z BOjna\Ilana( 5) Raj ( T‘,Pln, PQH) (I)naj ( SO) ®naj ( 9) COS(QTL + l)wt
n¢l

+Z BOjnb\Ilanb( 5) Rb] ( T,P]n, P2n) (I)nbj ( (p) enbj ( 0) COS(ZTL + l)wt>a
el (3.124)
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oul = {n € N/\/1+4FE; (n,w) entier naturel}, Byna, Bons représentant

les constantes By, les indices a ou b spécifiant dans quel ensemble, respecti-

vement n ¢ [ oun € I est faite la sommation.

3.10 Solution de(3.82-c)

On obtient mathématiquement deux cas de solutions possibles non tri-
viales :

Soit E3 (n,w) < 0 et
®,, = Bs, exp ( —F4 (n,w)cp) + Dy, exp (— —E3(n,w) ) , o (3.125)

et dans ce cas, ne considérant que les ¢ > 0, (3.125) converge si et seulement
st By, = 0, d’oti
®,, = Dy exp (— "By (nw) ) (3.126)

Soit F3 (n,w) > 0 et

g, = By, cOs (( E3 (n,w)) 90) + Dy, sin (( Es4 (n,w)) gp) . (3.127)

Lorsque E3 (n,w) = 0, on trouve la solution triviale ®, = 0.
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3.11 Solution de (3.82-d)

En utilisant le programme maple 9.5, la résolution de (3.82-d) donne :

(E,,n tan fsin’  — Fs, tanfsinf — Eg, tan 9) Y (6}
©, (§) = DESol +Y (0)sin? 0 + Y () tan O sin? 9

{Y (9)}
(3.128)

ott DESol est un opérateur qui permet de donner la structure des solu-
tions d’équation différentielle.

Si Es, = 0, on trouve

Cinr/sin(0) Leg Q (%\/1? AF,, — % VEgn, \/cos? (9))
O, (8) = - EEE——

1
(cos (0) — 1)21— (1 + cos (6))4

1 1
Con+/sin(6) Leg P (5\/1 + 4 by, — 5 vV Een, m>

R

=
Al

(cos (0) — 1)% (1 + cos (0))
(3.129)
ot @ et P sont des fonctions de Legendre.
Pour des variations trés faibles de 6, on a
1
- [ Fs, - -
C,, WhittakerM | 2 = Vo U Emb
an
0,(0) ~ 073 - :
1
-1 E5n - B
Can WhittakerW | 2 Vo 21 VEinl
an
(3.130)
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ou M et W sont des fonctions de Whittaker [25] et C;,, des constantes.

3.12 Estimation des fonctions ¥, (¢)

Les fonctions ¥, (¢) forment une suite de fonctions de Jauge, traduisant
I’état de la singularité du domaine, qui varient selon les différents modes de
vibrations n. Pour des valeurs de n tel que n € I, elles sont représentées par
des fonctions notées f,, (¢), et pour des valeurs de n tel que, n ¢ I, elles sont
représentées par des fonctions notées F, (¢).

On rappelle que I = {n € N/y/1+4E, (n,w) entier naturel}.

Compte tenu du fait que nous avons axé notre étude en fond de fissure,
les fonctions W, (¢) s’obtiennent & partir d’un développement intérieur en
faisant un changement de variable ou r = €Y (voir figure. 3.2 page 69). Afin
de tenir compte de la solution extérieure, on pose r = £*Y.

Une fois le changement de variable fait, nous effectuons un développement
des fonctions de singularités R, (7, Pin, Pan) €t Ry (r,Pin, Pap).

On rappelle que R, (7, Pin, P;,) est donnée par la relation(3.116), tel que

real { B} Ry, (€*Y) + By, Ron (€*Y)}
+Im {Blann (5”)/) + BgnRQn (é‘HY)}

et Ry (r,Py,, Pan) par la relation (3.121), telle que
Rb ((&TKY) ,Pln, Pgn) = BSnRSn (E%Y) + B4nR4n (5}{)/) . (3132)

Passons a présent aux différents calculs intermédiaires. Il s’agit du calcul

de Ry, (€¥Y), Ron (€¥Y), R3n (€*Y) et Ry, (*Y).

These Unigne de Mathématiques 112 WAKEU POLA PIERRE MARIE



Mécanique Modele Analytique d’étude d’une Fissure

Calcul de Rln (E”Y) = Rln
On a, a partir de (3.117),

4

a
M
wi?

(Exy)(:Ql+ 2

)} {Z Affé“)s/mYm}

Rs i Jcos (47 (sin ($)) In (1) 315
+isin (Y2 (sin ($)) In ()]
ou encore
[ A(FE )y (5 3) {ZA%" s%mym}
Rin = x [eos (4= (sin (%)) e + Y= (sin (5 $))inY) (3.134)
tisin (2 (sin (%)) Ine” + ¥ (sin () In v)].

. _ cos(a + b) = cosacosb — sinasinb
En introduisant la formule dans (3.134),
sin(a + b) = sinacos b+ sinbcosa
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on trouve

R]n:J

In
2) {t Ag;lln 6}r'm)/?'nj|

X [(cos ( 5= (sin (%)) Ine” )cos (@ (sin (%)) In Y)

—sin ( = (sin (%)) Ing” ) sin (‘/;‘_" (sin (%)) 1nY))

+i (sin (4= (sin (%)) Ine”) cos (4 (sin (4)) InY)

| +sin (4= (sin (%)) InY) cos (V3= (sin () ne”) )|

(3.135)
Calcul de Ry, (6*Y) = Ro,
On a
( B YA VA —_1_~/F_ Jn
6“( 27 2 2 >Y( 2

R?n =

o f) {Z ALk e”mym}

: XF%<@:Gm(%))mw +m¥0 (3.136)
\ —isin(‘/g_" (sin (%)) (Ine” +lnY))}
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ou encore
( (-1 e Y (-1 o
Ve —5~ 5 cos; —2—- 5 cus—2— “+oo N
£ Y [ Z fl%ﬁn)gzmym}
m=0

Fon =4 {cos (‘/.57" (sin (—‘;ﬁ)) Ine* + ‘/?" (sin (‘]2")> lnY>

mn €

( x(i_m _Jg) (—1 JTa Jn)
2 CUS - Cus —/— +
S\ 2 2)y\2 272 [

= A(Pﬂn) Mmym

| SR |

m=0
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Le calcul de R3, (¢*Y) = Rs,

nous donne
’ unek(_l;kn)Y(%l;kﬂ In(¥Y) +fAS£1") gxmym
Rian = ¢ " (3.139)
+€x(‘15k")y(_l;k") %oAgﬁ") gxmym.
ou encore \ "
’ unek(-l;kn)Y(_l;kn) (Ine* +InY') %oAﬁfﬁ")e”mYm
Ran = ¢ " (3.140)

+gk(_l;kn ) Y ( Al;kn> +ZO:O Afn) gremym.
m=0

Enfin, on obtient pour Ry, (¢*Y) = Ryn,

(—1+kn) (—1+kn)+
Run = € 2 )y 2 TN ARy, (3.141)
m=0

Le calcul des fonctions Ry, (*Y), Ran (€*Y), R3, (€*Y) et Ry, (€*Y)
achevé, les fonctions ¥, (¢) sont les coefficients des fonctions R, (¢*Y) et
Ry (e”Y) qui sont fonctions de € et qui deviennent évanescentes avec € au
voisinage du point singulier.

On rappelle que

(U= 3 K] x5

j=1 a

A\

(Z BOnaj\I,ana ( 5) Raj ( T7P1n, P2n) q)naj ( (P) @naj ( 9) (308(271 + 1)(,dt
n¢l

+>" Bonsj¥Yans ( €) Ruj ( 7,Piny Pan) ©nb; ( @) Onpj (0) cos(2n + l)wt),
\ nel
(3.142)
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peut encore s’écrire sous la forme

3
Uf = > [Kyl 2o
ps R (3.143)
( % BonajVana ( €)Ug; + 3 Bonbj¥ans ( €) ]U?J)’
n¢l

nel

ou encore

Uf = [Kyl Y (Fan () U5 + fan(e) U7), (3.144)

avec la condition asymptotique a savoir, Vo € N, on a

lim Pona (€)

_YoanalE) g
E—“'O‘I}(a—l)na (6)

Ces précisions étant faites, revenons aux calculs de R, (e”Y) et R, (¢*Y)

afin de déterminer les fonctions F, (¢) et fun (€).
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Calcul de R, ((e”Y) ,Pin, Pon) = R,
On a d’aprés la relation (3.116)

(A @) [ g

~—~
el
—_
2]
e @
=
—
w|=
p —
~—
i
=
m
v
o
o}

73]
—~
)y

37
—_
w
<]
=
VemmN
wl?‘
S
SN—’
e
=
~—

X [COS

B, ﬁ —sin (\/ﬁ (sin ($)) 1n5”) sin

+sin(

X
[ |
o
o}

w
/N

!
—_
j¢2)
ot
=
—~
vol$~
~—
~—
[—
j]
(T)
\_/
o
o}
wn
/N
=]
—~
w
ot
=
—~
va|$~
~—
~—
[a—
=)
N———

B, ¢ _in (ﬁn (sin (%)) Ine” ) sin (‘/;F: (sin (£)) In Y)

)
+ sin (‘[g" (sm (7")) In Y) coS (‘/EZ (sin (J—;)) 1n€">] )
(3
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ou encore
/
—l Fn Jn, —_ n n
[ A(F+Fed) (345 ) [
€ Y Z Amnn 5”’"}/7"
m=0

sin (‘[g—" (sin (£)) lns") [cos (‘[QF—" (sin (%)) In Y)

R +
m=0
X [cos (‘/g—” (sin (£)) lns”) [cos (‘/g: (sin (2)) lnY)

B, + sin (‘/21:’_‘ (sin (JT")) In Y)}

™

S

—sin (‘/g—" (sin(£)) In s") {cos (JQT; (sin (%)) lnY)

+ sin (2 (sin (%)) Y ) |
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d’ou
([ ) [ gn]
m=0
x |cos (¥L= (sin (£2)) Ine*) |cos ( L= (sin (£)) InY
con (4 (sin () ) ron (47 (i () 1Y)
Bi.{ +sin (‘/zr_” (Sin(é—"))lnyﬂ +
sin (2 (in (%) Ine") eos (45 (s () 1Y)
R, =
~sin (47 (3 (4)) )]

m=>0

(A, (FF ) [ ey

Ba, { [cos (m (sin (£)) 1116") — sin (@ (sin (35)) lne”)}

| [COS (@ (sin (%)) In Y) + sin (@ (sin (%)) In Y)} .

Ainsi, pour n ¢ I, la fonction ¥, est représentée par F,, (¢).
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Pour les deux premiers termes Fo, (¢) et Fy, (¢), on a

4

FOn (6)

et

Fi. (e) =<

om—1 VIn Ja =1 vVTn  Jn
By |\ Z T ) T )y
1n

(sin (‘/57 (sin (121)) lne) + cos (‘/57 (sin(

w[?
N
S’
—_—
=
m
~
~
_
_+_

2m—-1 VTn Jn ~1 VTa _Jn
2 g "7 2
£ + € X

=1,V I'n ___.Jﬂ) “+o00
+ cos P n
2 2 2 z: ASnrlz )Em e

m=0

a

[cos (‘/g—" (sin (J—;)) lns) + sin ( 5" (sin (JT")) lna)]

H
=
J

In

cos 5
2

+Brzns<_7~ 2 >§°A$7i’n?">am><
=0

5

3

)ine)]

(3.147)

\ [COS (‘/57" (sin (%—)) lns) — sin( 5 (sin(J

w0
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Calcul de Ry ((*Y) ,Pyn, Pon) = Ry
De méme, on a Ry = Bs, R3, + By, R4y, d’'o0

4

Bs, pi, [>¢Ine + InY] 5K(—1;kn)Y(_1;kn) +Zo:o Alfam) gremym
m=0

Ry = ) +Bgnex(_1;kn>Y<_1;kn> JrfASf,%"’ ex¥my™
m=0

+B4ne”(*1;kn>y(_1;kn) 3 AP grmym.
0

\ m=

(3.148)
soit
' (ek(_lgkn>y(_1;kn> Ji‘oAgfé") e”mYm> X
m=0
By = (Bs,p, Ine* + By p,InY + By,) (3.149)
\ +B3ne”(—15kn)y<“15kn>;§)A£f,3"’ exmy™,

Pour n € I, la fonction ¥,, ( €) est représentée par f,, (¢), telle que
pour les deux premiers termes fy, (¢) et fi, (), on a

kn

fon (€) = B3, p, (Ine+1)(g) 2, (3.150)
et
(—1+kn) +oo +oo
fin (€) = Bg,e\ 2 Ly, lneZAﬁfg") g™+ ZAﬁfﬁ") em|. (3.151)
=0 m=0
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On trouve des fonctions ¥, (¢) qui varient avec les modes de vibration et la
fonction de récurrence A Ainsi ¥, (g) devient U, (€) qui est différente
des formes classiques ot ¥, (¢) n’a qu’un seul indice de sommation.

Pour ce qui est du développement extérieur, en 2D, on a 2 = 2 et en 3D,

on a encore s = 2 avec des termes exposant 2F,, + 1 4 la place de 2P,,.

3.13 Conclusion

Cette analyse montre qu’un chargement vibratoire & la surface libre d’un
matériau possédant une fissure initiale, telle que ¢ # 0 engendre une solution
en déplacement. Cette solution est une superposition de modes non classiques

constitués de nouveaux types de singularité apparaissant par le facteur

VTna  Jna -
r*%iT' €75 cos [\/FT., (sin (J"“)) Inr + %X'n] , (3.152)

2 2

en fond de fissure. Selon 'amplitude de la fréquence de la force vibratoire,
on obtient soit de faibles singularités, soit de fortes singularités.

Ces modes ne sont pas rencontrés quand les forces du chargement ne sont
pas vibratoires. De plus, comme la matiére vibre, et la fissure initiale est de
mode quelconque, la condition de compatibilité chargement - mode initial de
fissure n’est plus ni respectée, ni nécessaire. Alors, la force vibratoire produira
des microfissures qui se branchcront a la fissure initiale ou principale, quand
I'intensité de la force et la fréquence auront atteint le seuil critique. On peut
alors assister & une rupture rapide du matériau par rapport au cas classique,
dans lequel le modéle ne prend pas en compte les vibrations qui entrainent

des microfissures.
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La méthode de séparation de variables montre qu’en fond de fissure, la

singularité dépend aussi en coordonnées polaires ou sphériques de la variable

angulaire §. Les déplacements sont aussi singuliers en 02 pour les trés
faibles valeurs de # contrairement au cas classique ot on n’observe pas de
singularité en 6.

La matrice du facteur d’intensité de contrainte [K] permet de prévoir,
compte tenu des sollicitations extérieures, les embranchements et les combi-

naisons de modes de fissuration éventuels.

En outre, on constate une stabilité de la fissure aux instants ¢, = 5 (2k +1)

T

W

avec k € N, et I'existence des fonctions W,,, ( €) qui sont fortement singu-
+00

N o : , Pin) . 12

lieres, et qui varient avec la relation de récurrence ) ALm) qui dépend des
m=0

vibrations, contrairement au cas classique ou il y n’a pas de vibration.
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Chapitre 4

INFLUENCE DE LA
LONGUEUR DE LA FISSURE
ET DES FREQUENCES SUR
LES DEPLACEMENTS EN
FOND DE FISSURE

Notations

0;; est le tenseur des contraintes

A est la constante de Lamé

f¢ est le module de cisaillement

U est le vecteur déplacementde composantes (Uy, Us, Usz)
[K] est la matrice de facteur d’intensité de contrainte

w est la fréquence de la force vibratoire
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Mécanique Modele Analytique d’étude d’une Fissure

4,1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons traité des singularités en fond de
fissure, sans pour autant insister sur les effets de la longueur de la fissure et
de la fréquence de vibration. 11 s’agissait 14, d’une évolution quasi-statique de
la fissure. Dans ce chapitre, il s’agit pour nous, d’étudier I'implication de la
longueur de la fissure et de la fréquence de vibration w sur les déplacements.

Nous sommes donc dans un cas d’évolution dynamique de la fissure.

4.2 Formulation du probléme

Nous considérons un matériau homogeéne et isotrope possédant une fissure
initiale de mode quelconque ou arbitraire et soumis & une force extérieure (F;)

de composantes (F,, F,, F,) appliquée sur la surface 9Q¢ telle que o.n = F.

y

N+-8—de
ax

x* ax > X+U(x 1) L,
| - aa
| U U+ de

F1G. 4.1 — Exemple de matériau fissuré y compris les repéres d’étude

Les solutions appartiennent au domaine €2, de frontiere I' afin de prendre
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en compte les effets de la singularité due a la présence de la fissure. Le vecteur

déplacement U a pour composante (Uy, Us, Us).

L’équation de la dynamique du milieu est encore régie par la relation

2

o°U
(A + p)grad divU + p AU = & dans €. (4.1)

4.3 Changement de coordonnées

Afin de prendre en compte la longueur curviligne £ de la fissure dans son

évolution dynamique, nous procédons a un changement judicieux de repére.

4.3.1 Laplacien en coordonnées curvilignes

Pour tenir compte de l'influence du repére mobile lié a la trajectoire
évolutive de la fissure, on introduit au voisinage de la pointe, un changement
de variables en procédant de la fagon suivante :

Dans le repére initial de reférence, Ry(O, €}, €3, €3) d’origine fixe O, un
point M du milieu est repéré par ses coordonnées (z, y, z) de sorte que
OM = x€1 +yeéy + z€3. Si §2 est la pointe mobile de la fissure, de coordonnées
(—zo, —Yo, —20) dans le repére initiale Ry, alors, dans le repére Ro = (€2,
€)1, €y, €3) translaté de Ry par le vecteur 0% = —(20€] + Y2 + 20€3), un
point M sera repéré par les coordonnées (X, Y, Z) de sorte que W =
Xé +Yeé, + Zés.

Comme OM = OS) + OM , alors le changement de variables judicieux
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(quoique trivial) est trouvée :

=X —zx,
y:Y—yO (42)
2 =17 — z,,

ou les coordonnées (—z,, —y,, — 2,) de la pointe €2 dans R, sont aussi judi-
cieusement choisies pour que la transformation (4.2) soit appropriée. (z, vy, 2)
sont les coordonnées, dans Ry, du point situé en fond de fissure ou au voisi-
nage de la pointe de la fissure, de sorte que, dans le repére lié a la pointe, on
ait

X =rcospcosl

Y =rsinpcosf , (4.3)

Z =rsinf
our, ¢, # sont les coordonnées sphériques habituelles dans le repére Rg. A
partir des transformations (4.2), c’est une trivialité que les opérateurs de dé-
rivation par rapport aux variables initiales (z, y, ) soient transformés en des
opérateurs de dérivation dependant des nouvelles variables (x,, y,, 2,, X, Y, Z)

selon le schéma :

— =557, T =t 75 T =55 i (4.4)

ou le signe "=" signifie tout simplement que dans les équations initiales, les
dérivations par rapport aux variables z, y et z doivent étre remplacées par

les dérivations des schémas (4.4).
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Ainsi, on aura aussi
@ _0(o o
or? Oz \0X Oz,

_o0 (o0 90\ 0 (4 9
T O0X \6X 0x,) Oz, \0X Oz,)

Sachant que c’est la variation de la longueur curviligne de la trajectoirc ¢

(4.5)

de la fissure qui induit la variation des coordonnées (zg, yy, zo) de la pointe
(1, par le biais de la contrainte appliquée o?? c¢n fond de fissure, de ce fait, il
apparait donc que toute variation de quantités physiques ou mathématiques
par rapport & (zg, Yo, z0) nc peut se faire que par le biais de ¢%P et ¢ d’abord,
puis par la variation induite de la longueur de la trajectoire de la fissure £

par rapport & (Zo, Yo, 20)- Ainsi, par le biais de la dérivation composée, on

aura
LA R X AR KR AT
0r?  O0X \0X Oz, 0¢ O0r, 00 \OX Ox,00) '
Nous convenons de noter s, = ﬁ s, = éﬁ_ et s, = gp—
Yoo, P Oy, Oz,

Les s; (1 = {1, 2, 3}) représentent dans le modele les composantes du
vecteur appartenant au sous différentiel 0¢ des champs de gradient de ¢ en §2
et donnant la direction de propagation de la fissure a partir de Q (-zq,-y0,-20)-
Dans la suite du probléme, s; sera le gradient directionnel de la propagation
de la fissure dans la direction t.

On obtient ainsi

¢ _ 0 (9 0N 9(0 9 (4.7)
022~ ox \ox %or)  %oe\ox T Sou '

0 L0
ax2  Zaxor ” Praxae T roe

Hl
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car les s; sont indépendants de X, Y et Z, et ne dépendent pas explicitement

de /. Finalement,

o* o* o? , 0
— = -2 —. 4.8
622~ ox  “Voxor  ae (48)
2 2
De maniére analogue, on obtient 53? et FyoR Or
0? o* O*
= — 4 — 4+ —. 4.9
Blewa) Oz? + Oy? + 022 (4.9)
Par conséquent
0? 02 5 92
ox?  “oxar T hee
- . 82 82 82
A(z,y,z) R A(X,Y,Z,Z) = +5}72 — 282—8}/—a-z + 3‘22872— . (410)
2 82 ) 82
TozE  *oz0t T Som
Posons
sf=sl+s+s (4.11)
On a
. 82 82 32 0 82 82 82 2
= —92 -
Brxvzo (ax2 toxzt 822) + e (S* axot " avae % azae) !
(4.12)
soit
0? 02 0? o?
Dy =D - _9 2.
(ys) = 2(v2) T8 50 (Slaxa/z % ovae T azae)

En considérant les déplacements élémentaires dr, rdf, rsin fdy, le lapla-
cien associé a A, ) s'écrit en coordonnées curviligne-sphériques ou coor-

données curvilino-sphériques

o? o2 o2 0*
DNy = D 2oy =2 aY A/ oY of YA
(z.y.2) (rpo) + S RYE (81 0X0Y TS oY of + GZ(%)
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Passons au calcul de

52 2 52
(818X8€+8’8Y5€+8352—8€> (4.13)
en fonction de (r, ¢, 8, £).

Sachant que les s; ne dépendent pas de ¢, I'expression (4.13) devient en
sortant Q de la parentheése

ot
o 0 0 J
Bi (a_X t 55y +5—z‘) (4.14)

Ainsi, les termes a Vintérieur de la parenthése deviennent :

pour le premier terme s, 3% on a
0 or 0 00 0 Op 0
= kR A 4.15
S 9X (8X8r axaa+axa¢)’ (4.15)
le d t 0 t le troisiéme terme s 0 on retrouve
pour I¢ euxiéme terme S, dY et le troisie T BaZ
0 or 0 90 0 Op 0
O (2 4.16
Sy = (ay or Tavae Ty 3@) (4.16)
et
0 or 8 06 0 Op O
B AT Sk i 4.17
S5z = % (azaﬁazaﬁa 9 ) (4.17)
Calculons maintenant les termes
or 09 d¢ Or 80 Op Or O Op
or 00 ¢ Or 9 90 I T et oo de (4.15), (4.16
5% 5% ax 3Y° 3y oy 07’ 92 oz WS de (415), (416)
et (4.17).

e
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Comme

¢ dY =sinpcosfdr + rcos ¢ cos 8dyp — 7 sin p sin 6df

L dZ = sinf@dr + r cos 6df

réécrivons (4.18) sous forme matricielle. On a :

day | =

cospcosf) —rsingpcost —rcosypsinf
sinpcosfl rcospcosf —rsinpsinf
sin 6 T cos 0 0

dX = cospcosf dr —rsinpcost dy — rcospsing db

i

(4.18)

(4.19)

Pour déterminer dr, dy et df, on introduit la matrice inverse. Il est en effet

évident que la matrice 3 x 3 intervenant dans (4.19) est inversible car étant

une matrice de changement de base. On obtient apres calcul

sin @ Cos 1 \

dr sin @ cosf sin 4 aX

—singp COS

_ 0 , 4.20

dep 7 cosf T COoSs Yy ( )
40 sin(p—#6) cos(p—0) cosf 47

rsin® 6 rsin® 6 rsin® 6 /
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soit,

dr= S0P x _ Sy 1 gy
sin 0 cos 6 sin
D gy = 2509 x4 959 4y . (4.21)
rcosf rcosf
L da:sin(cp—ﬂ)dX_cos(ap—G)dY cos 6

—dZ
rsin® @ 7 sin® 6 rsin® 6
On obtient ainsi dr, dp et df en fonction de dX, dY et dZ.

. 0
Les coefficients de d X, dY et dZ seront respectivement les valeurs des termes ’

a0 op o 00 0p O 00 0
0X’> 0X' oYy’ 9y’ dY’ 8z’ 0Z 0z
D’on

Ir _sing Op _ —sing 99 sin (9’\_92 (4.22)
0X  sinf’ 0X  rcos’ OX  rsin®f '
Or _ cosyp Op _ cosg a0 _cos(ga—H) (4.23)
dY  cos®’ OY rcosb’ oY rsin®f ‘

et
o 1 % _ . 9 _ cosh (4.24)
0Z sinf 0z 0Z rsin® 6

En reportant ces résultats dans (4.15), (4.16) e

t (4.17), on obtient de
nouvelles expressions :

(4.15) devient

9, sing & | sin(p—0) 0  sing 0 )
S — = — , 4.25
ex ~ % (sin9 or T sin?g 00  rcosf g (4.25)
(4.16) devient
o cosp O cos{p—46) 0 cosp 0O )
— = —_— 4.26
Sgy = % ( cos0Or  rsin®f 89+T(‘0895(,0 (426)
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et enfin (4.16) qui donne

0 1 0 cosf 0
%9z = % (sinﬁg + rsinQG%) ' (4.27)

Revenons sur ’expression initiale (4.14). On obtient en introduisant (4.25),

(4.26) et (4.27),

(0 (, 0 0 9N _
e \*'ox T %oy THez) T

9 singp_@_{ﬂsin(go—ﬁ)ﬂ_ sing 9
a¢ | %1 \ sing or rsin?d 80 rcosf Oy
g (4.28)
. _cosp 0 cos(p—0) 8  cosp O
? cosf Or rsin®d 89  rcosf Oy
(10, w00
| s \singar ' rsin?000) ]’
ou encore
(0 (, 0 0 0N _
ot \"'ox " oy T Soz) =
. sin@22+sin(¢—0)gg_ sing 8 0
"\ sinf 8¢ Or rsin®@ 0000 rcosf Oy
¢ (4.29)

n ~cospd 9 cos(p—6)0 8  cosp O 0
% cosfl 9L Or rsin?0 000  rcosfOLOyp

sinf0L0r ' rsin®6 0L o0

( 1 90 cosf O 0)
+8; | — 5+ .
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Ceci peut aussi s’écrire sous la forme
r ﬁ (S a + s 8 + a _
ot \"ox T oy T 2oz) —

(sin ¢ 0* sin(p—40) & sing &°
'\ sin @ 0¢0r rsin®@ 0006  rcos I
< (4.30)

N ( cos 0% cos(p—0) 0? cosp O )
2

" cosf B0r  rsin?0 0000 ' rcos 0Dy

s 1 0° N cosf O?
*\sinf 000r rsin’00£00 )’

ou

il

( 2 2 82
(31 axo0 TS gve T azae)

' : 1 02
(s sing _cosp )

sinf  “2cos® | ?sind) dlor

(4.31)

N sin (p — 0) cos(cp—9)+8 cos@)ﬁ*

' rsin?f > rsin®f *rsin®6 ) 6406

sin p cosp \ O
L * ( 5 eos0 327‘0059) l40 8
Les calculs étant ainsi faits, revenons & I'expression (4.12).
En posant
a o 0 0

Af:%(slﬁ+325}—/'+83“8—2> s (432)
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et , ] .
sin Cos
£1=2 -
! (81 sinf  ?cosf  ’sin 0)
J 2 sin (¢ — 6) cos (p — ) cos @
P _ 4.33
2T (81 sin? ¢ sin® 0 *sin® 0 (4.33)
e 2 sin g + Cos
L “1cosf " 2cosf )’
on a
( sing 5 08P 1 0?
“Vsind  “2cosf | sind ) 0lor
sin (¢ — 0) cos (p — ) cos 0?
Dy = J — = 4.34
. * (Sl rsin’ 0 ? rsin?f *rsin®0 /) 0000 (1.34)
sin cosp \ 0°
+ | —s, 2 .
L T cos rcosf ) OLOy

On rappelle que I'expression du laplacien A,
pitre précédent par la relation (3.17).

Ainsi, on obtient

82

_ 2
By = Dowe) T8 55

En projetant sur e, eg et e,, on trouve :

suivant e,
r 2 82
_A(x,y,a = (Dprps)),, 8 2
suivant ey
_ v
Dy = (Birem)., + 5 55

U a déja été définie au cha-

—2A,. (4.35)
— 2A[:| S, (436)
— 2A£:| Co, (437)
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et sulvant e,, on a

2

[A(I,yz = (A(we) 5122 201 | e, (4.38)

ou (A(,_%g))er, (A(,~7%9))eg et (A(T,%g))ew représentent respectivement les

composantes du laplacien A, g selon ¢,, e, et e,. A est défini ci-dessus
n (4.34).

Nous venons ainst de calculer les différents termes de 1'équation de la

dynamique du milieu (4.1). Nous passons a présent a la projection de (4.1)

sur les différents axes.

4.4 Projection de ’équation (4.1) suivant les
directions e,, €y, et e,

L’expression du AU étant déja connue, nous rappelons que ’expression
grad divU est donnée en coordonnées sphériques suivant ¢, eg et e, par les
relations (3.10), (3.11), (3.12) ct (3.13) du chapitre précédent.

En reconsidérant ’équation du milieu (4.1)

grad divU + a® AU = a %2}21 dans €, (4.39)
avec as = inm et a’ = a—iﬁu), on obtient, en y introduisant le change-
ment de variable (4.2),

grad divU + a? A, Uts 6;72] -20,U=ua 8;_2] dans €, (4.10)
ou encore
grad divU + a® A U— aQig = 282(2] +2A, U dans Q, (4.41)

(r0.0) ot B¢
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En posant
I = grad divU + a® A U — 82U (4.42)
1 = (e 5,52 ’ :
(4.41) devient
,0tU
M= —s? W+2A£U dans €. (4.43)

On rappelle que les composantes de IT (IL,, I, et Il ) suivant e,, ey et
e,, sont données respectivement par les relations (3.18), (3.19) et (3.20).

Projetons (4.43) suivant e,, eg et e,.

4.4.1 Selon e,

On obtient
_ 82 U
m BIE

+20, Uy (4.44)

En y remplacant (3.22) et (4.31) par leurs expressions, on a

(2 ov, 2 ) ) <92U1 1 U
(1+ )?—ﬁ(l+al)U1+(l+al) 8r2 téﬁ

10U, 102U, 1 0%Us

1
—— (14 2a%) Uy cot §

72 2 o0 + r Ordl + rsin g Ordg
e (4.45)
1 aus L1 aU1 1 04U, 1 0%
— it cot §——
r?sinf Op T { f 20 "2 06* * r2sin® § 92
2 U, 2 0Us , 0?0, , 0%,
L 7200 r?sind 8@] ¥ o “20sUi=a ot?
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En remplacant A U; par son expression, on obtient

(2 , OUy 2 . L OU, 1 U,
—T_'(l a])?—ﬁ(l‘ka])(jl‘k(l‘kal) a2 +;(‘Ot9—a7
cot 0 10U, 138U, 1 0%U
—~ 1+2a}) Uy — = - 2
r (1H20) Ve = 550 + 5000 T remd 0rop
1 U L[1 oUy 19 1 9*
— - - —— cot _ .
e " 2sind Oy o [r2 cot 6 5 ' 06* t g Dyt (4.46)
20U, 2 OUs], LB
r2 90  r?sind Oy or?
02U, 02U, 0*U; 0%l
2 L1 — = a? :
{ ( 18€8r+£28€89+£38€6¢) “ o
ot les £; sont définis en (4.33).
4.4.2 Selon ey
En faisant le méme raisonnement, on trouve
Heg = —8 302 + 2 A£ Ug, (447)
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soit
(2 U, 10*U; 1 o OUs
il i | 22 ot 4
72 (1+ ajsind) 55 06 r800T+T2( +a) 59
(1 +a?sind) U +i(1+a2) Uy LU
r2sin® 6 ! 2T Vo967 " r2sinf 060y
() 4
cot 6 1 9 8U3 9 26U2 82U2 1 82U2
o (ém—H + 2a1) Do +a [r ar o r2sin?f Jip?
92U, ,0?Us
|t gm ~2helh=at g
(4.48)
d’on
(2 (9U1 102U, 1 oU,
T (1 a?) 2R cot
r? (1+a1s1n9) oo r(9987‘+7‘9( +a) 00 cotf
1 ) 1 0*U, 1 0*Us
. 0 —(14a
rQSin29(1+a1 sind) Uz + r? (1+ay) o90*  r2sind 000y
€p <
cot. 0 1 9 8(]3 9 2 8U2 BQUQ 1 02U2
72 (sin& +2a1> Oy ta [r or or? " r2sin’§ Op?
0%U, 02U, 02U, 02U, 02U,
2 _ _ 2
AT 2(’5101287« T L5050 T ’63015090) “ o
(4.49)
4.4.3 Selon e,
On a
, 02U
T, = —s" 2 +2 8, Us, (4.50)
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soit
(2 O_Ul N 1 80, cot 8 AU,
r?sinf 0p  rsinfdpdr  r?sinf dy
1 68U, 1 0%,
+5 , + o
r?sin @ 0pdf = r?sin® g Jp?
20U &*°Us 10U 1 02U
2|28 78 278 -3
%) Th [r or o T e cotd+ r? 99° (4.51)

—~cot. 0

1 0%U; B Us 29(_]1 EaUQ
r?2sin?f 0p?  r?sinf  r? Jp 7% Oy

U, PU, | PU, . 0 92Uy
2ot 2 Lyt + Ly - | = 0=
AT ( Y5ear © 25@59*"633&9@) ST

\

Les équations (4.46), 4.49) et (4.51) représentent respectivement les équa-
tions générales de propagation de la fissure selon les directions e,, ¢ et e,.
Nous passons & la formulation de la structure de la solution afin de ressortir

les différentes équations différentielles suivant chacune des directions.

4.5 Formulation de la solution

Pour la résolution des ¢quations (4.46), (4.49) et (4.51), comme, les coef-
ficients des opérateurs ne dépendent pas de £ et ¢, il est classique de chercher

les solutions sous la forme

U] = UJ (Ta ¥, 9) eﬁjfeLUni ) (452)
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ou
U; (r,9,0) = R;(r)®; (v) ©; (9)
: (4.53)
O.=2n+ 1w
! = —1 et B; une variable intrinséque qui rend compte de " l'intensité "

du champ de contrainte en fond de fissure et de la cinématique complexe du
mouvement de la fissure. Il dépend forcément dans ce cas de la contrainte
appliquée.

Ainsi

Uy = U, (r,¢,0) et (4.54)

Uy = U, (r,p,0) e'%elnt 4.55
2

Us = U (1,9, 0) ebstetnt (4.56)

Reprenons le calcul de (4.46), (4.49) et (4.51) en y introduisant Uy, U; et
Us données respectivement par (4.54), (4.55) et (4.56).

4.6 Equation (4.46)

L’équation (4.46) devient en y reportant Uy, U; et Us données ci-dessus,
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2 . 2
—(1+CL%)R1(I)1@1 -
r r

cot. § U,

U, (1 +ai)cotd
r Or

T2

Vo —

1 8°U, 1

0U,
+ rsind ordy

r2sinfd Oy

eri

28U2 2

+— R@Ol

100,
r? 00

{cot )

oU,

(1 + (1%) qu)lgl + (1 + G%) qu)l(‘)]

152U2
r grofd

R1$,0; + R 6,

2 00

r2sin

2

En la multipliant par }»%?;ﬁ

( Ry R
(1 +a§)r2ﬁ? +2r (1 + a?) B

(';)1 é] CL% &’1
+—a%cotf + a?— + —
o,M ay O, ' sin?d o

—'2,,533]7‘ _®_l —

er §
T (I)l

(1+ a?) i

U,
1 U,

U, 1 0%U, r 1 0%,
U, 09

"U, 9706 " sin6 U, 0rdy

| _U;W B sm9U1 dp -

143
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rZsinf Ay

_98, (£1R1<I>]®1 4 LR B0 + £gRlci>l@1)

—2L1Byr? = —

U, 1 du,
cot =2 4 ——*

] + s*32 R 9,0,

—CLQU%Rl(Dl@] .
(4.57)

, on trouve apres calcul

— 2(1 + a?) + r2s*] + a?V2r?

@1
9.£,8,r2 2L
R 2fhyr? 0,

. It

2rcotf

or

1 ldU3
sm9U 8go

(4.58)
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soit
( 2 QRI 2 Rl 2 2,202 2972,.2 _
—(1+a)r*—= —2r(14af)— +2(14+a}) —r*sB] —a“Usr° =
R, Ry
6 6 a1 (I)l Rl @
— = = 2L —
+elalcot9+a1® +s1n 5 B, — 2£,8,7? R T2 o,
o, 19U 1 0U
e —2 L pgmz y L% g 1Y%
L3Br? 3, (14 a%)co U, +U1 R T Co UL 99
182U2+ r 10°U; 1 10U; 24100,
Ul ordf  sinfU,0r0p sinfU, dp  U; 90
_ 2 4oy
L sinfU, 8p

(4.59)

Comme le premier membre de I’équation (4.59) ne dépend que de r, alors

que le second dépend de ¢, 6 et 7, il existe donc une constante Ay, telle que

(1+ a3) r? Rl +2r (14 a}) %l -2 (1+ a1)+r282ﬁ2 +a?0%r? = — )y, (4.60)

Oou encore

B2 4 a3, 24247 — Al,,.) R
- 1

R, +27R ) = 4.61
T, +2rR; + 1+a% T 1+a% 0, (6)
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et
@1 D) @1 (12 @1 R @
“1a2cot@ 2 M1 1 Ft 221 o9 p 21
@lal cot f/ + @3 e, +Sin29 o, 2L1B1r R 2.L9817 0,
b, U, 10U
——2,,53817”2?1 ~ (1 + a*)cot HU_T + ET:T cot.§
e ¢

10y, LGQUQJF r 1 0%U, 1 10U,

U, 90 ' U, 0r00 ' sinfU,0rdp sinfU, dp
200U 2 afoyy

. U, 06 sinf U; dp -
(4.62)

En multipliant (4.62) par sin®#, on obtient

(8 ), d i o
+§llafsin29+%llg2isin29 —2£1BIT2E1« sin® ¢ ~2£2131r2€11sin20
o, . (1+ae)U, . 1 OU, rsin26
—2L3Br?—sin?f — L Z2ginof 4 — — =2
3byr T, sin 5 U, sin 26 + U, or 5
er <
10U, ., r 02Uy ., rsinf 9°U,  sinf 90U,
] 04 o 7
U, 00 " T U 500%™ T U Grop T UL B
2a39U, . . a? U, . o,
_NTP2 G020 _osingal 228y, g
| T, sin sm@Ul 0 A1-8in” 0 as 3,

(4.63)
En appliquant & (4.63) lc méme raisonnement que celui appliqué a (4.59),

on obtient en considérant I’existence d’une constante A3, :

2
Azr

O+ 2o, =0, (4.64)
aj
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et

QO 2
( 2)1 sin 9+—g—19—sm29 —Alrsin29+/\§r =

R 6 d
428,722 sin? 0 + 2L98,72 =L sin2 0 + 2.L38,72 -~ sin? 0
Rl 61 q)l
€r
(1+a?) U, 1 0U,7sin26 1 9U,

—=sin20 -~ — — " 2sin?f - - —~sin0
2 1, sin U, or 9 +Ul a0 sin Ulc?rc?&sm

rsinf 0°U, N sin 6 0U, L 2o 2a2 9U, 29 4 9sin gL ai 0Us
- sin sin :
L U, 0rop U} 0p U 96 U, 890

(4.65)

En appliquant & (4.65) le méme raisonnement que celui appliqué a (4.59)

et (4.63), on obtient en considérant 1'existence d’une constante s, :

2

6,
91 2sin? 0 + @1(; sin20  — Asin?0 4+ AL = g, (4.66)

soit

, 1 1, P I Ve
O:1sin’0 + ©,=sin20 + ( 2L sin® 6 + 2—“—) ©, =0, (4.67)
2 aj aj

et la relation dite " complémentaire "
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/ . : :
R
28, (,Cl'r?R—ll sin® @ + £2T2%11 sin® @ + £3r2% sin® (9)
(1+a3)U, . 1 90U, rsin 20 10U, .
+ —<sin20 - — —= — —ZZgin?
T, sin U, or 5 + T, 0 sin” ¢
€r 4 (4.68)
T 62U2 sin? g — rsing 62U, N sin @ 90U,
U, orol U, O0Ordyp U, O¢
201% 5Ug 9 a/% 6U3
— 21 —=gin“f +2sinf@———" = As,.
\+U1 50 sin + 28sIn U] 8(,0 3

En ce qui est de la projection sur 'axe e,, on obtient le systéme suivant :

(. : §*B3 4 a2 2+ 2a% -\,
PR porkfy 4+ (S0 e ST A p g,
14 a3 1+ af

¥ )‘gr
[ ﬁ (131 + -—2-@1 = 0,
ay

: o1 =i A — A
©; sin® 0 + 91—2—sin29 + (~Tl sin® 6 + —QL%) ©, =0.
a3 a?
(4.69)

\
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4.7 Equation (4.49)

En considérant (4.49) et en substituant Uy, Us et Us par leur expression
(4.54), (4.55) et (4.56), on trouve

oy, 182U1 N 1 02U,
a0 r 000r  r?sinf 000,

( (1+a1 sin )

RQ@Q@Q

r? \sinf Op r2sin? §

cot. 6 ( 1 +2af) 0Us (1L +ajsinf)

J 1+a? 3, 1 202 .
Co +( ;:al)Rg‘DQ@g + ( + al)Rg‘bg@g cot. @ + ﬂRg‘bg@g
7‘ T
a2
+(1 Rz‘bg@g + S QRQ(I) 92 + 8 BQRQ(DQGQ -2£ BgRQ‘DQ@Q
in

—2£232R2‘b2®2 — 2£332R2(b292 = —QQG,,QIRQ(@Q@Q.

(4.70)
2
En multipliant (4.70) par 6—, on a
Sy
( 1 0V, 1 6°U 1 1 0%
2(1 9 — 1 3
(L4 avsind) G55 + 70 360r * sind U, 960,
1 1 0U;  (1+ a?sin6) O,
—cot.d 22 ——=3 1 2y 2
« (Sin() + > U, J¢ sin? 4 tl+a) S
ep ¢ (4.71)
0, R ) i
+cot 8 (1 + a?) o, " 22 £ 327%3 - 27~2£232§z— — 2r2 £48, <1>z
, .
‘1192___22]%2 2]_%__222__222
| YonZoo, aer2 21R2 r°s“B; — a*Usre.
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Comme le premier membre de I'équation dépend de 0, r et ¢, alors que

le second ne dépend que de r, il existe donc une constante Ay, telle que

( 1 oU 1 92U,
0 ¥
2(1+a¥sin )U 50 +r U, 60r

(2L pop2) L0 1 10
—Coto | - 20 U, ¢  sinf U, 900¢

ep ﬁ (4.72)
(1 + a?sinf) O, @2
—_ 4+ (1 + —+C0f91+a
sin® § (1+a) O, ( ), O,
RQ @2 (I)Q af (.I')Q
—2r? o2 LBy — 2r2 £58 4+ ——— = Mg,
\ r £182R2 it 2@2 et 2@2 sin? @ ©y 10
et e .
i
a%rzR + 1202 =2 + 725782 + d*UEr® = Ay, (4.73)
Ry Ry
soit - -
.. . B35 + a0 A
Ry + 2rRy + (—3—27——37"2 - -129) Ry = 0. (4.74)
aq a
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En appliquant le méme raisonnement a (4.72), on obtient en multipliant
par sin? @ et en considérant que les deux membres de I’égalité sont égales a

une constante A3, :

(0, o . o sin®fdU; sin? § 9%V,
1(1)2 2 (1 + afsind) U, o9 +r U, d60r
1 sin20 0U;  sinf §°U
_ 2aq2 ~3 ~ 3 Y . 2(9
(sm@ 1) 2U, Oy + U, 000yp 10 51
€p < (475)
20
— (14 a?sinf) + (1 + a?) sin? Gg—z + 31112 (1+a?) gz

P
—272 £,B, sin? HE —2r2£2132@— sin® 6 — 2T2£3f32—28in2 9,

L R O, o,
d’oti
32
o, + ﬂcpg, (4.76)
et
( , ., sin®89U; sin® § 0*U, 1 sin 26 9Us
o1 - 2
200+ aisin®) =50 + 7" gpar ~ \ama T 2% ) 30, oy
sin 6 8°U, Ry O, b,
—2 208 2022 _ p2 LB, —25in? 0 + 12 £38y— 6
e ¢ + U2 806@ T o SiN R, T 2@251n +r 32@231n

@2 sin 26
0, 2

Oy
(1+ a2) =2 + Mpsin® 6+

—(1+4a?)sin? 9= o,

| (1+alsind) + A3,
(4.77)

Comme le premier membre de 1'équation dépend encore de 6, r et ¢, alors

que le second membre de 1'équation ne dépend que de 8, alors il existe une
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constante Agq, telle que

.

( sin® 6 U sin? 6 9*U sinf 9%U
2(1+ a®sind =1 =1 Z =3
(L+aisind) == +775, aar T ', 060,
1 o\ sin 26 JU; 5 9 R
(Sine + 2a1) 7@—870* -T £1132 sin 9~R—2 (478)

et

o) &
L —TQ,Egﬁgé—z sin?@ + r? ,,633232 sin ) = Agg

o .1 . B ) a . 42
Oy sin® 6 + 925 sin 20 + (ﬂ%"{ sin? @ — H_i{ sin 0 + ﬂf?) ©, = 0. (1.79)

D’ou le systéme

eoJ &

( . .
T2R2 + 2T'R2 + <

s232 4 q2052 A
2 5 ﬂ,r2 _ __1_9> R2 — O
a1 a3

/\2
2 + *220' ®,
aj

a

N9 9 . l 0926 “Ao win2g 03 Aag—AZ,-1 _
O, sin“ g + @22 sin2d + (748 sin" 0 — L sinf + =% — O, = 0.
\ a7 ay

1+af

(4.80)

A présent, considérons la projection sur e, (4.51).

Théase Hniy
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4.8 Equation (4.51)

2

En reportant Uy, U, et Us dans (4.51), et en multipliant par ——r——, on
R3$504
obtient
2 10U, r 1 80*W; cotf 10U, 1 1 9%y,
sinfU; Op  sinfUz0pdr sin@ U; ¢  sin@ U Op0l
202 0U, 242 9U, 1 & O3 O3
B Bt e Bkt S St U M BN S D
U, 9p U, 9p 7 sin?8®; e, YT Y,
e,
) ) . . .
a; P3 aj o, 13 O3 o P3
- b —— + 2L1B37° =+ 2LB337° == + 2L3837¢ — =
SnZ0 Dy sing | TN R, Tekalsig t Shab T
aerE + 2raf—R—3 + 8283r% + r2a?V2.
\ R3 R3

(4.81)
En faisant le méme raisonnement par rapport a la direction de propaga-
tion e,, on obtient en considérant I'existence des constantes Ay, )\EW et A3,
le systéme
(- : 8282 + a%V? A
r?Rs + 2rRs + (—%’iﬁ ~ 2 Ry=0

2
a a1

2

) A2
o Y P, =0
@ 3+(1+a%) 3

\

.. -1 —A _
O, sin® 6 + 935 sin 26 + (—(12& sin? @ — sin @ + ’\3_2%:\@) 03 =0,
1

(4.82)

Theése Unique de Mathématiques 152 WAKEU POLA PIERRE MARITE



Meécanique Modéele Analytique d’étude d’une Fissure

et la relation

(.. 10U 1 0*°U; sin20 1 90U
2sinf-———L 4 rsinf———L 4 227~ Tx2
"0 e T G000 T2 Uy 0
1 8°U 242 U a? oU
{ 4sinf—2=2 4 Z17EL 42 17X — )
e, sin U, 9000 + T, 3y sin‘ 0 + U, 9y sin 20 — Az,
-—2£1337‘2E§ sin g — 2£283r223 sin’g — 2£3f33r2% sin®g = 0.

\ 3 3 3
(4.83)

Comme au chapitre précédent, nous obtenons aprés projection de I’équa-
tion du milieu (4.1) dans le repére sphérique de directions e,, e, et C,, trois
systémes d’équations (4.69), (4.80) et(4.82). Au chapitre précédent, nous
avons résolu ces systémes afin de déterminer en plus des fonctions R(r),

© (8) et @ (), de nouveaux modes de singularité en fond de fissure.

4.9 Détermination de f3;

Nous définissons 8;, conformément & la théorie de la mécanique de la
rupture qui exige des variables intrinséques pour l'étude d’un matériau en
fond de fissure, comme parameétre rendant compte du degré de concentration
des contraintes en fond de fissure. Dans le cas de la mécanique de la rupture,
la prise en compte d’un tel paramétre a été introduite par G.R.Iwin avec le
facteur d’intensité de contrainte (FIC) K et l'intégrale de Rice J.

Ainsi, en considérant (4.52), tel que U; =U; (r, ., 8) el‘e’®~! ou B; carac-
térise les singularités du champ des déplacements en fond de fissure, le terme

"% peut dans certains cas s’identifier formellement. aux facteurs d’intensité

These Unigne de Mathématigues 153 WAKEU POLA PIERRE MARIE



Mécanique Modele Analytique d’étude d’une Fissure

de contrainte K. Soit

K; = %, (4.84)

oui={I[,IIIII}.
On peut obtenir 8; selon chaque mode élementaire de fissuration. Le calcul
de K; étant connu [10], [30] et [31], & partir de la relation (4.84), on obtient

. thi
= 7

B; (4.85)

Ceci nous donne la relation entre B; et K;.
Dans le cas général ou il y a combinaison de modes, il n’est pas certain
que la relation (4.84) reste vérifiée. Dans ce cas, les 88; sont fonction des K et

de la fréquence de vibration w, et ces dépendances peuvent étre complexes.

4.10 Analyse et commentaire des équations
obtenues

On obtient en fin de compte, selon la direction de propagation de la
fissure, un systéme de trois équations différentielles qu’on regroupe sous la

forme générale

r?R; + 2rR; + (E?r* — E3) R, = 0, (a)
ei{ &+ E2®, =0, (b)
O, sin? 0 + @1% sin20 — (B4 sin?0 — Fssinf — Ee) ©;,=0. (¢
(4.86)

(1 ={1,2,3} pour R, © et &, pour e; i = {r, 0, p}).
On remarque, a priori, que les trois équations de ce systéme sont du méme

type que les trois équations (b), (¢) et (d) du systéme (3.82) du chapitre 3.
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Compte tenu de 1'équation de la dynamique du milieu, les constantes F,
prennent les valeurs suivantes selon les directions :

Suivant la direction e,

2 s°8%4a%02 2420} -1, 2 A2
= — r — f2r
El ——2_71+a1 y E2 m%— et E3 = *‘;17, (487)
AL _ Aar=A3,
Ev==3, BEs=0 et =2y (4.88)

Suivant la direction ey

2 5283 +a2052 A 2 AZ
Ef = hle gy =2 ot Ei=2%, (4.89)

_ =g _ _a _ I+25p g0
E4 = m%, E5 = m%- et Eﬁ = m— (490)

Enfin suivant la direction e, on a

, s2824 0252 A2
E? = _Q__azl On  Ep = ige E? = e (4.91)
2 _
Ey= =3¢, By =1 ct By = *_2»0_;— (4.92)

Ceci montre bicn que les différentes constantes dependent des caractéris-
tiques du matériau suivant la direction de propagation.

En ce qui concerne les singularités, nous revenons sur 1’équation (4.86 (a))
qui met en évidence !'influence de la vibration propre et de la longueur de
la fissure par son coefficient 8. Ceci au travers de la résolution de ’équation
différentielle (4.86 (a)) qui fait intervenir les constantes E},., 4 et £}, selon
chacune des directions (voir (4.87), (4.89) et (4.91)).

On remarque que £y, Eyg et £y, sont fonction de la fréquence de vi-

bration U, = (2n + 1) w et du gradient directionnel de la propagation de la
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fissure s. La relation de recurrence (3.105), s’écrit alors

. s21&2+a2UﬁA(pn)
é; (m—2)n
(Pr) —

o = It PI+ (m 1 Py = Ba (m )’ (4.93)

ou a; vaut 1 + a?, a? et a? selon qu'on soit dans la direction e,, ey ou e,.

Les cas U,, = 0, c’est & dire (2n + 1) w = 0 correspondent & w = 0. Dans
ces cas, la force extérieure appliquée (F; = f; coswt) se reduit a 'amplitude
(F; = f). On retrouve le cas d'une force extérieure sans vibration. Dans
ce cas de figure, les risques de combinaison de modes de fissuration et les
bifurcations sont quasi nuls. Le gradient directionnel de propagation de la
fissure se raméne & un gradient uni-dimensionnel. L’évolution de la fissure
est forcément compatible avec la contrainte appliquée et on a s* = s? # 0,
ou ¢ vaut soit 1, 2 ou 3.

Il y a stabilité de la fissure, quand s, = s, = s, = 0. Dans ce cas de
figure, on a (4.93) qui devient

_ 0.202' (Pn)

AlPr) — 81 * (m2)n . 494
e (m4 P24+ (m+ P,) — Ey(n,w) ( )

On constate alors que la contrainte extérieure appliquée est insuffisante pour
faire évoluer la fissure, quel que soit le mode de sollicitation vibratoire. En
outre les singularités en fond de fissure demeurent toujours fonction des fré-
quences de vibration U,,.

L’analyse de la relation (4.85) montre que 8; en un point, est la pente a
la droite d’équation In K; = 8;¢. Quand 8; croit, tel que 8; > B,¢ (8;¢ valeur
critique de 8;), on a une évolution rapide de la fissure qui s’accompagne d’une

amplification des déplacements & un facteur prés de e®*. Quand 83; décroit
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tel qu’on ait ; < 8;¢, forcément on a une stabilité de la fissure avec de faibles
singularités. Si ; tend vers zéro, les concentrations de contrainte en fond de
fissure sont de l'ordre de 'unité; la force appliquée est trés éloignée de la
fissure ou est nulle.

La fissure est alors hors chargement et ¢ = £,. Par contre si 8; = 0 et
O # 0, on retrouve le cas du chapitre IIL.

Sur le plan mathématique, le gradient directionnel s; de propagation de
la fissure par rapport a un point M (g, 4o, 20) est une condition double d’évo-
lution de la fissure. Elle est double parce que s; joue un double role :

il y a évolution de la fissure si et seulement si s; # 0. Ce qui veut dire
que la fissure évolue dans la direction 7 s’il en est ainsi.

Il n y a pas d’évolution de la fissure si et seulement s1 s; = 0.

Contrairement au paramétre K (FIC) qui renseigne uniquement sur 1’évo-
lution de la fissure, le gradient directionnel s; donne en plus, la direction

d’évolution de la fissure quand il y a propagation de la fissure.
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CONCLUSION GENERALE

Ce travail a porté principalement sur une étude analytique des singularités
en fond de fissure dans un matériau fragile possédant une fissure initiale de
mode quelconque, soumise a une force extérieure d’ordre vibratoire.

Dans la premiére partie sur les généralités de la mécanique de la rupture,
nous avons fait une revue de la théorie énergétique dans le cas de I'étude
d’une fissure dans un matériau ductile ou la force ponctuelle Gy; ou le taux
de restitution de I’énergie apparait comme 'un des parametres importants
capable de faire évoluer la fissure. Dans cette théorie, le calcul des déforma-
tions en fond de fissure peut se faire en fonction du potentiel des vitesses de
déformation W (5) et du multiplicateur plastique ).

Dans la deuxiéme partie, qui englobe 'essentiel de notre recherche sur les
singularités en fond de fissure dans un matériau fragile, nous procédons en
deux étapes.

Dans la premiere étape, il s’est agi d’'une propagation de la fissure dans
un cadre quasi-statique dans les conditions de propagation de Griffith. Dans
ces conditions, ’énergie en fond de fissure est supérieure a !’énergie critique
du matériau.

On a obtenu avec I’équation de la dynamique des milieux continus (4.1),

158



Mécanique Modeéle Analytique d’étude d’une Fissure

et la méthode de séparation de variables de Fourier en fond de fissure dans un

|

matérian fragile, les différentes équations différentielles des fonctions R(r),

|

résolution de I'équation différentielle de la fonction du temps fait ressortir

|

le caractére oscillatoire du probléme et une stabilité de la propagation de la

© (0) et ® (¢) du vecteur déplacement et de la fonction du temps 7' (t). La

fissure aux instants ¢, = é% (2k+1) avec k € N. En ce qui concerne les
équations différentielles linéaires a coefficients non constants des fonctions
R(r) et © (), on a obtenu des résultats qui sont singuliers en r et en 6.
Outre les singularités qu’on rencontre dans les cas classiques, mais dont les
exposants sont modifiés ici par la nature vibratoire de la sollicitation, d'autres
singularités nouvelles apparaissent. Ces derniéres singularités trouvées sont

de la forme non classique

liﬂcusﬂ i -1
2 2 cos [‘/—Fj’lﬁ (sin (J’Q‘—“))lnr—}—gxn] et 072,

r 2

La remodélisation du facteur d’intensité de contrainte sous forme matri-
cielle a permis de prendre en compte dans cette étude les embranchements
et les combinaisons de modes de fissurations.

Cette partie de notre travail sur I'’étude des nouveaux modes de singularité
en fond de fissure a fait I'objet d’une publication [§].

En fond de fissure, on a obtenu des fonctions de Jauge ¥,,, ( €), qui sont
aussi de formes non classiques et composées, outre des fonctions de jauge
classiques, de nouvelles fonctions de méme nature que les singularités de
R(r). Cette différence notoire avec les cas classiques résulte ici encore dans
la nature vibratoire de la sollicitation. Ces fonctions de jauge dépendent de

la fréquence de vibration w et de I'exposant P, qui caractérisent 'intensité
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de la singularité du champ de contrainte & la pointe de la fissure.
Dans la seconde étape, nous avons mis en évidence 'influence de la lon-
gueur de la fissure et des fréquences propres de vibration U, = (2n+ 1)w

dans les déplacements en fond de fissure. Ceci & travers la relation de récur-

528240202 (P,)
(Pn) _ V& Ao

A = )
et (m+ P)2 4+ (m+ P,) — Ey (n,w)

Dans ce cas, outre I'influence des fréquences propres U, et des exposants

rence

de singularités atypiques P, jouant un role important dans les cas quasi-
statiques, deux nouveaux paramétres liés a ’évolution de la fissure viennent
jouer des réles importants. Il s’agit des parametres 8; et s;. 8; est ici un pseudo
facteur d’intensité de contrainte; il dépend uniquement de la contrainte ap-
pliquée et rend compte de I’état d’évolution de la fissure. Lorsque 8, = 0 et
w # 0, on retrouve le cas étudié au chapitre III. Lorsque 8; # 0, on est dans
le cadre d’évolution dynamique. Ainsi lorsque, 88; < 0, la fissure a tendance a
une stabilisation totale, puisque les déplacements en fond de fissure sont trés

8,2

atténués & un facteur e pres (¢ étant la longueur de la fissure) par rapport

au cas quasi-statique. Lorsque 8; > 0, la fissure a tendance & s’accroitre ra-
pidement et les déplacements en fond de fissure sont amplifiés au facteur e®*
pres.

Le parametre s = (D s?)é rend compte des directions de propagation. Le
concept de gradient directionnel de la propagation de la fissure s; selon la
direction 7, introduit ici, a permis, s’il y a évolution de la fissure, de donner
sa direction de propagation et de quantifier la vitesse de propagation dans

cette direction. Les embranchements liés & ces variations directionnelles sont

ici pris en compte dans le modéle et influent de maniére interactive sur les
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singularités et leurs intensités, aussi bien que sur la propagation de la fissure
elle méme.

Cette partie de notre travail sur I’étude dynamique des déplacements en
fond de fissure a aussi fait 'objet d’une publication [9].

Nous pouvons finalement retenir de ce travail, qu’il a permis de détermi-
ner les équations différentielles des différentes fonctions des variables radiale
et angulaires du vecteur déplacement, de modéliser le facteur d’intensité de
contrainte sous forme matricielle, ce qui permet la prise en compte des bifur-
cations et des combinaisons de modes de fissuration, de mettre en évidence
I'existence de nouveaux modes de singularité et pour finir, d’étudier a la
fois I'influence de la longueur et la propagation de la fissure, et celle des
frequences de sollicitation de vibration sur les déplacements en fond de fis-
sure. Les cas d’interaction de ces fréquences de sollicitation de vibration avec
les fréquences propres du milieu fissuré n’ont pas été abordés et par consé-
quent, le probléme de la résonnance a été occulté. Une attention particuliere
pourrait étre portée sur ces aspects dans des travaux futurs qui prolongerais

ceux-cl.
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