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INTRODUCTION ET REVUE

BIBLIOGRAPHIQUE

Le phénomène de fissuration est un problème particulier dans le domaine

des matériaux. Il faut souligner que la fissure fait partir de la vie des maré

riaux et même du fonctionnement normal de certains matériaux (exemple de

la mise en charge des armatures dans le béton armé).

A ce titre, on peut affirmer que la mécanique de la rupture ou de la

fissuration existera toujours tant que la construction des structures et le

progrès technique se développeront.

Vue sur ce plan, la fissure constitue un véritable problème pour la durée

d'utilisation des matériaux. Elle contribue ainsi à la diminution de la durée

de vie d'utilisation des matériaux ou des structures.

Il existe deux catégories de rupture : celle qui provient de la conception

du matériau lors de sa fabrication ou de l'utilisation et, celle qui provient de

nouveaux matériaux délicats à maîtriser.

Devant la complexité du problème, la science de la mécanique de la rup

ture des matériaux scinde l'évolution de la vie d'un matériau en trois phases

selon un schéma simplifié et approximatif dont la représentation graphique

20
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1
1
1

peut être donnée par la fonction de "vie" représentée par G qui est l'énergie

du matériau en fonction du temps. La courbe récapitulative des différentes

phases de la durée de vie d'utilisation d'un matériau est présentée sur la

Figure. 1.

G

1
1
1

0 .......---------------------_

Go Ajr--.. B

1
1
1

temps

FIG. 1 - Les différentes phases d'évolution (vie) d'un matériau

1) La première phase va du point Go au point B. Go est l'énergie initiale

du matériau ou de la structure à t = 0 (début de sa mise en charge ou

d'utilisation). Cette phase est elle-même subdivisée en deux et comprend

une phase de latence GoA marquée par la "pureté" du matériau (absence de

fissure) et la phase d'endommagement AB. Cette phase d'endommagement

est marquée par la présence de microfissures surfaciques ou volumiques au

sein du matériau. La mesure mécanique de cet endommagement se fait par

rapport à une direction donnée (N) grâce au paramètre d'endommagement

noté: DN .

2) La phase de fissuration va du point B au point C. Cette phase est

caractérisée par la présence de macrofissures ou de fissures visibles à l'oeil nu

1
1
1
1
1
1
1
1
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ou encore techniquement détectable au sein du matériau.

3) La phase de rupture va du point C au point D. Elle se caractérise par

un accroissement de la longueur de la fissure atteignant des mesures carac

téristiques du matériau. A ce stade, on assiste impuissamment à la rupture

totale du matériau.

Ces trois phases présentent un caractère d'irréversibilité dans la mesure

où la fermeture totale de la fissure est impossible. Néanmoins, les fissures

peuvent être réparées dans la mesure du possible en rebutant la pièce là où

la fissure est présente, ou par affouillement et soudure.

La mécanique de la rupture connaît ses premiers essais vers le 15e siècle

avec Léonard de Vinci qui montre que la résistance à la traction varie in

versement avec la longueur de la fissure. Cette vision de Léonard de Vinci

sera interprétée qualitativement par Griffith avec le critère d'énergie en 1920.

Cette date marque un tournant important comme étant véritablement le de

but de la science de la mécanique de la rupture par fissuration avec la théorie

de la rupture fragile de Griffith. C'est pourquoi, on peut affirmer que la mé

canique de la rupture a connu un essor tardif et qu'elle dérive largement de

la théorie de Griffith.

La première loi est apparue entre les années 1960 et 1980. Il s'agit de la

loi empirique de Paris [31] qui est une loi de rupture par fatigue

al! C (A )'naN = u.Keff ' (1)

où I! désigne la longueur de la fissure, N le Nombre de cycles, 6Keff la

variation du facteur d'intensité de contrainte effective, C et n des constantes

du matériau (n est encore appelé exposant de la loi de Paris). Cette loi a

connu plusieurs améliorations par plusieurs auteurs, dont celle de Forman
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- Pour Ki > K e , il y a propagation de la fissure.

Malgré les avantages de cette théorie proposée par Irwin sur les conditions

de propagation et de stabilité de la fissure, elle comporte néanmoins des

inconvénients notables comme le manque de données sur la position de la

fissure dans l'espace et le temps.

Les travaux de Horii et Nemat-Nasser (1985) [21] sont fondamentaux dans

[31] qui introduit le seuil de non fissuration et un coefficient de l'ordre de 0,5

pour ajuster les effets de la force moyenne.

Quant à Griffith A. A., en 1920, avec la théorie énergétique [30], il in

troduit le taux de restitution de l'énergie G indépendant de la géométrie du

matériau pour décrire la propagation de la fissure. Quelques années plus tard,

Irwin G.R. (1956) introduisit la notion de facteur d'intensité de contraintes

Ki (M Pa Vin) pour décrire les contraintes en fond de fissure, où les différentes

valeurs de i représentent respectivement les différents modes ((voir Figure.

1.5 page 37), i = J correspond au mode J qui est le mode d'ouverture, i = JJ

correspond au mode JJ qui est le mode de cisaillement plan, i = JJJ corres

pond au mode JJJ qui est le mode de cisaillement antiplan). Cette notion

va permettre à Irwin de caractériser la singularité de la propagation en fond

de fissure et de définir les conditions de propagation d'une fissure à partir de

la ténacité critique du matériau K e ·

-Pour Ki < Ke, pas de propagation. Dans le cas de la fissuration en

mode J, la dérivée de la longueur de la fissure e par rapport au temps est

nulle (e = 0).

- Pour Ki = K e , il y a possibilité d'une propagation de la fissure (e 2': 0)

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure
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Mécanique Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

le sens où ils constituent une synthèse des recherches précédentes et sont le

point de départ de nouveaux efforts théoriques et d'un progrès considérable

dans le domaine de la micromécanique. L'objectif est de définir un critère

global de résistance pour les matériaux rocheux par la mécanique de la rup

ture. Pour cela, ils réalisent un programme théorique et expérimental, en

utilisant, pour vérifier leurs conclusions, des plaques de résine présentant à

l'intérieur une ou plusieurs fentes lubrifiées. Pellegrino (1995) [21] cite égale

ment les modèles de Berkeley (Ewy et Cook, 1990; Ewy, 1990; Ewy, 1989;

Ewy, Kemeny et al., 1987) qui traitent du même problème.

Sur un autre plan, on peut citer les travaux récents de Hai-Ping Lin 2003

[17] qui démontrent l'influence de la fissure sur l'équation de fréquence dans le

cas d'une poutre. Ce calcul de Lin permet de détecter la position de la fissure

à partir des fréquences de l'onde de perturbation envoyée sur le matériau (les

techniques d'ultrason, de radiographie "gamma"). On pourra aussi citer en

plus, les techniques d'infiltration de fluides colorés (ressuage).

La mécanique de la rupture a pour origine une approche macroscopique

des problèmes d'ingénierie liés à la propagation instable de fissures préexis

tantes. Elle considère par exemple dans le cas d'une roche, que la rupture

est due à l'existence d'une fracture, c'est à dire d'une discontinuité du ma

tériau à l'échelle macroscopique. Elle étudie entre autres, les conditions de

propagation d'une fissure préexistante à partir des études prenant en compte

la singularité de la présence de la fissure en fond de fissure. De manière gé

nérale, on peut affirmer que la mécanique de la rupture dérive largement de

la théorie de la rupture fragile de Griffith. Dès lors, plusieurs méthodes vont

voir le jour, parmi lesquelles on pourrait citer la méthode RKR (Ritchie,

TI.I'.'H' Iluiqll(' d{~ t-.JlItIH':matiqul's 24 IV A KI'; TT PO LA PH; H H.I·; ~I.~ HH:
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FIG. 2 - Principe du modèle de rupture par clivage
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En 1986, à partir d'un modèle de plaque fissurée utilisant la méthode d'ho

mogénéisation à deux variables, Andrieux S., Bamberger Y, Marigo J. J. [1]

définissent les critères de fermeture et de contact de la fissure et montrent

Knott, Rice) [19].

La méthode RKR met en évidence le fait que la rupture brutale au sein

d'un matériau bidimensionnel intervient lorsque les contraintes principales

de traction (J yy en avant de la fissure, où

(Re est la limite d'élasticité, f et gij des fonctions à déterminer et K le facteur

d'intensité de contrainte), dépassent la contrainte critique de clivage (Je sur

une distance notée Xc (Fig. 2). L'un des inconvénients du modèle RKR est

de négliger l'épaisseur du matériau, ce qui ramène l'analyse à la dimension

deux.
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(3)

que la déformation macroscopique d'une cellule peut s'exprimer à partir des

déplacements mesurés sur les bords. Ces déplacements U sont une contribu

tion de deux déplacements: le déplacement um provenant du matériau sain

et le déplacement Ud dû à la fissure.

En 1995, les travaux de Sehitoglu B., Gall K. et Garcia A. M. [46] vont

permettre une amélioration considérable de la loi de Paris sur la définition

des variables de la fonction tlKef f et son interprétation.

Dans la même année, Barmuth B. [18] étudie la stabilité de la fissure

en considérant deux formes d'énergies: l'énergie de la rupture et l'énergie

d'initialisation de la fissure. Il obtient la relation

1 (Y; 1 )- 2-~ÀT - À < 12Yi YT T - ,

marquant la fin de la stabilité de la fissure(YT , ÀT , y; et À~ sont des fonctions

de la longueur de la fissure et de la longueur caractéristique du matériau).

Biner S. B. [5] utilise la technique dite hybride à partir des fonctions com

plexes de Muskhelishvili pour l'analyse du passage des microfissures à la

fissure principale.

Pour ce qui est de la prédiction de la fissure, nous pouvons citer les recents

travaux (en 2006) de Sang Tae Kim, Damir Tadjiev & Byun Tae Yang,

[45] utilisant le modèle simple de la racine carrée moyenne dans le cas d'un

chargement aléatoire dans les conditions 7475-T7351 de l'alliage d'aluminium

avec le Modèle RMS.

Dans l'étude de l'initiation des microfissures, les travaux de P.N.B. Anongba

[2], [3] & [4] ont permis de connaître les caractéristiques des champs de dé

placements et de contraintes dans le cas des dislocations sinusoïdales prenant

naissance dans les coins.
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Les effets de la bifurcation dans un matériau fragile endommagé furent

étudiés par Xin Sun, Dale Karr [49] (2001) par la théorie des systèmes dyna

miques avec la théorie de la stabilité des systèmes dynamiques non linéaires.

Les travaux menés par E. Sanchez-Palencia et D. Leguillon [32], [33] &

[34], et utilisant la méthode de séparation de variables dans le calcul de la

singularité du champ de déplacements avec la théorie des développements

asymptotiques montrent que les déplacements sont singuliers en r à la puis

sance 0', avec 0' > 0 en 2D et 0' > -~ en 3D. Ce modèle, bien que ne

prenant pas en compte les bifurcations et les différentes combinaisons de

modes, compte tenu de l'hypotèse de compatibilité de la fissure initiale et de

la sollicitation extérieure, orientera notre étude à proposer un modèle en 3D

applicable en 2D [8] & [9].

Le présent travail se focalise sur la résolution analytique du champ de

déplacements dans un matériau fragile fissuré, soumis aux sollicitations vi

bratoires hors de la zone de résonance en utilisant le principe de séparation

de variables [8] & [9]. Il est constitué de quatre chapitres.

Le premier chapitre porte sur les généralités de la mécanique de la rupture.

Le deuxième est une étude énergétique de la dissipation dans le cas d'un

matériau ductile à la pointe de la fissure et non en fond de fissure.

Le troisième chapitre est l'étude proprement dite du cas fragile qui fait

ressortir de nouvelles formes de singularités et un modèle matriciel [K] du

facteur d'intensité de contrainte afin de prendre en compte les bifurcations

et les combinaisons de modes de fissuration.

Le quatrième chapitre porte sur l'implication de la longueur de la fissure

et l'influence des vibrations sur les déplacements en fond de fissure.

Modèle Analytique d'étude d'une FissureMécanique
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Première partie

ETUDE CLASSIQUE
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Chapitre 1

GENERALITE

Principales notations

€ est la longueur de la fissure

€a est la longueur initaile de la fissure

6.Keff est la variation du facteur d'intensité de contrainte effective

G est le taux de restitution de l'énergie

Gc est le taux de restitution d'énergie critique

Ki (M Pa y'rTi) est le facteur d'intensité de contrainte

K iC le facteur d'intensité de contrainte critique

Re est la limite d'élasticité

l/ est le coefficient de Poisson

We ou ~V est la densité d'énergie de déformation

(J c est la contrainte critique

29

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1



Mécanique Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

1.1 Définition d'un matériau

On définit un matériau comme un assemblage d'atomes liés les uns aux

autres par des liaisons interatomiques. Il est considéré neutre dans la mesure

où il ne subit aucune sollicitation extérieure. La disposition de ces liaisons

interatomiques dans l'espace constitue le réseau cristallin. La compacité du

matériau est due à l'action des forces de cohésion interatomiques entre les

différents atomes du matériau qui maintiennent les atomes aux différents

nœuds du réseau.

L'observation microscopique du matériau pur, bien poli cn surface, montre

de petits grains de forme presque polygonale, accolés les uns aux autres par le

joint de grain dont les dimensions sont de l'ordre du micron (lu = 1O-3mm).

L'examen de ce grain polygonal encore appelé cristal ou monocristal pour

la diffraction des rayons X ou par diffraction électronique montre que le

grain est constitué d'un empilement régulier d'éléments individualisés appelés

atomes; dont les distances interatomiques sont de l'ordre de l'Angstrom (1

à 6AD; lAD = 10-4 /1).

Ceci permet de considérer macroscopiquement le matériau comme étant

un domaine continu que dans maints des cas, on considère comme homogène

et isotrope.

Mais une observation minutieuse d'un monocristal montre qu'un grain est

parfaitement anisotrope. Ce qui expliquerait parfois, les variations de certains

résultats physiques en fonction de la direction. Toutefois, au sein d'un grain,

les atomes ont une disposition tout a fait périodique, ce qui permet de définir

un grain comme un assemblage régulier d'atomes s'empilant dans les trois

directions de l'espace pour former un ensemble triplement périodique. C'est
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GFG.

FIG. 1.1 - Disposition compact HG et non compact GG

Il existe aussi des ensembles non compacts avec une structure cubique

centrée (métaux).
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pourquoi on définit le grain comme un assemblage régulier d'atomes. Ainsi,

on définit la compacité d'un matériau en fonction de l'empilement de ses

atomes de façon à occuper la plus grande partie de l'espace qui leur est

offert. Ce qui entraîne les atomes dans une disposition en plan de façon, pour

un atome, à être entouré de six autres atomes pour constituer la couche A,

de trois atomes pour la couche B et la couche G. Ce qui conduit à deux

possibilités: voir Figure. 1.1 ci-dessous.

Première possibilité: les atomes se placent au droit de la couche A pour

donner une structure hexagonale compacte notée HG.

Deuxième possibilité: les atomes se placent au droit des interstices non

occupés de la couche A pour donner une structure cubique à face centrée
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1.1.1 Différents types de matériaux

Il faut signaler qu'il n'est pas toujours facile de classer les matériaux selon

un groupe, dans la mesure où il faut au préalable définir le ou les critère(s)

de chaque groupe. Ainsi, on comprend aisément qu'on peut avoir plusieurs

méthodes pour différencier ou grouper les matériaux, selon l'objectif ou les

besoins recherchés, à condition de bien définir le paramètre de valeur qui

permettra de dire que tel matériau appartient à tel ensemble ou non. Pour

ce qui est de notre étude, nous utiliserons la méthode classique qui consiste

à mettre en évidence la zone plastique ou à considérer le glissement en fond

de fissure. Ainsi, on obtient de manière apparente deux critères qui, en fin de

compte, se regroupent dans les résultats, dans la mesure où les deux groupes

de chacun des paramètres de valeur de sélection (plasticité et glissement) ont

les mêmes éléments: les deux conduisant à deux types de matériaux.

Le premier critère utilise le phénomène de plasticité en fond de fissure: Il

s'agit de mettre d'un côté, ceux des matériaux qui n'ont pas de zone plastique

importante (négligeable) en fond de fissure et qui sont appelés matériaux

fragiles, et de l'autre côté ceux des matériaux qui ont une zone plastique

importante en fond de fissure et qui sont appelés matériaux ductiles.

1.1.2 Description de la méthode de classification

Il s'agit de procéder à des tests macroscopiques en prenant des é chan

tillons (éprouvette) munis d'une fissure initiale, qu'on soumet à une traction

afin de déterminer la courbe effort- déplacement (P - 5), 5 étant l'augmen

tation de la distance entre les bords de l'entaille.

32 WAKI·:lI po),." PlERin: ~IAHII-:



On obtient deux types de courbes selon que le matériau est fragile ou

ductile (Fig.1.2) :

Mécanique

p

o

1) Fngile
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p

E

2) Ductile

FIC. 1.2 - Courbe P - 6
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Cas fragile:

le point A marque le début de la propagation de la fissure; le point B, le

début de la décharge. Pour étudier les matériaux fragiles, on peut utiliser la

Mécanique Linéaire de la Rupture (MLR).

Ainsi, on définit par matériau fragile, un matériau dont la zone plastique

à la pointe de la fissure n'apparaît pas ou est négligeable. On parle dans ce cas

de rupture fragile. Cette rupture se caractérise par une propagation brutale

de la fissure à grande vitesse sans dissipation plastique, quand les conditions

d'instabilités sont atteintes à la pointe de la fissure. Ceci peut se schématiser

par une courbe de rupture. Soit "G" le taux de restitution d'énergie et "Ge

" le taux de restitution d'énergie critique. On définit la courbe de rupture

fragile en fonction de la longueur de la fissure "P". L'analyse de la courbe
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montre une rupture brutale de la fissure une fois que le point "Ge" est

atteint (Fig.1.3).

c

Gt..

t

FIC. 1.3 - Courbe de rupture fragile

Cas ductile (Figure 1. 2) :

le point AI marque le début de la plasticité; le point A, le début de la

propagation de la fissure. (AIA) caractérise la zone plastique qui se crée à

la pointe de la fissure et qui tend à s'opposer à la propagation de la fissure.

B marque le début de la décharge et C, le point où la déformation devient

résiduelle.

Lorsque les métaux sont portés à haute température, on constate qu'ils

se déforment beaucoup plus, avant de rompre par rapport aux matériaux

fragiles. Pour étudier ces métaux à haute température, on utilise plutôt la

Mécanique Elastoplastique de la Rupture (MEPR).

Le deuxième critère consiste à considérer le glissement :

D'un côté, ceux qui ont une facilité de glissement: les alliages métalliques

qui se déforment avant de rompre sont dits ductiles.

De l'autre côté, ceux qui n'ont pas de glissement: les oxydes, les cimen-
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taires, les verres. Ils sont dits fragiles.

1.2 Définition d'une fissure
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li)

On parle de fissuration au sein d'un matériau, quand il y a rupture de

la liaison interatomique. Cette rupture a comme conséquence première, la

diminution de la capacité du matériau à résister aux efforts extérieurs et à la

baisse de son énergie. Cette définition chimique de la fissure conduit à une

définition physique de la fissure, comme étant une discontinuité du champ de

déplacement dans un matériau, traduisant une absence de cohésion au sein du

matériau. Ceci se résume comme une incapacité du matériau à transmettre

au travers d'une surface (L:) une contrainte dont la composante normale est

une traction (Fig. 1.4).

FIG. 1.4 - Discontinuité des déplacements au travers d'une fissure

Dans le schéma (a) de la figure.1.4, on observe un matériau présentant
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une fissure simple non sollicitée.

Dans le schéma (b), le matériau fissuré du schéma (a) est maintenant sous

l'effet de sollicitations extérieures. Le point !vI et la frontière E due à la fissure

sans sollicitations extérieures du schéma (a) se scindent respectivement en

}\;1+ , JvI- et E+ , E- sous la sollicitation extérieure dont la composante

normale est une traction. La discontinuité du déplacement se traduit par un

saut du déplacement qui s'écrit:

[lUI] = U+ - U-, (1.1 )

où U+ et U- représentent les déplacements du point (M) appartenant à (E)

scindé respectivement en (JvI+) et (M-). Ces points appartenant respective

ment à (E+) et (E-) comme le montre la figure.1 4.

1.2.1 Les différents types de fissure

L'étude du phénomène de fissuration étant complexe, il s'avère nécessaire

de décomposer le phénomène de fissuration en des processus élémentaires,

appelés modes élémentaires de fissuration. On distingue ainsi trois moda'>

élémentaires de fissuration qui sont: le Mode l dit d'ouverture, le Mode JI

dit de cisaillement ou de glissement plan et le Mode III dit de cisaillement

ou de glissement antiplan (Fig. 1.5).

Dans ce qui va suivre, [IUi l] représentera le saut de la grandeur U dans la

direction i.

Le mode l ou mode d'ouverture: le saut de déplacement est non nul

dans la deuxième direction :
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2

3

ModeR

FIG. 1.5 - Les modes élementaires de fissuration

Mécanique

[IU2 1] of- O. (1.2)

Le mode II ou mode de glissement plan: le saut de déplacement est non nul

dans la première direction :

[IUII] of- O. (1.3)

Le mode III ou mode de glissement antiplan : le saut de déplacement est

non nul dans la troisième direction :

Après cette présentation simplifiée de la fissure, nous passons au phénomène

de fissuration proprement dit.
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1.2.2 Les types de fissuration

Il existe plusieurs types de rupture par fissuration d'un matériau:

La rupture par fatigue :

Dans ce cas, la rupture survient sous l'effet des sollicitations extérieures

ou chargements répétés, périodiques ou non et parfois même cycliques. Ce

qui entraîne de manière progressive et discontinue la propagation de la fis

sure. C'est le cas, par exemple d'un matériau qu'on soumet à un chargement

cyclique (pont).

La fissuration par fluage :

il s'agit dans ce cas, de la décohésion des matériaux due à de fortes tem

pératures. On observe dans ce cas, des déformations viscoplastiques. La pro

pagation de la fissure a lieu, même si la sollicitation mécanique extérieure

demeure constante.

La rupture fragile:

il s'agit de la rupture d'un matériau ne présentant pas de déformation

plastique; les effets de viscoplasticité sont négligeables.

La rupture ductile:

c'est le contraire de la rupture fragile. On observe à la pointe de la fissure

une zone plastique qui tend à s'opposer à la propagation de la fissure.

En ce qui concerne la mesure de la longueur de la fissure, cela peut se

faire soit par la méthode optique, soit par les jauges à fils coupés ou par la

méthode du potentiel.
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1.3 Les variables d'étude

L'étude de la fissuration au sein d'un matériau nécessite l'existence d'une

fissure initiale. Il s'agit en général, d'étudier les effets de la fissure stable ou

non stable sur le comportement du matériau ou de la structure. Cette étude

se passe en fond de fissure ou à la pointe de la fissure. L'expérience ayant

montré que la présence de la fissure modifie le comportement du matériau [1],

il n'est donc plus possible de faire une étude du matériau ou de la structure

sans tenir compte de la présence de la fissure qui entraîne de manière visible

des singularités géométriques, d'où l'introduction de nouveaux paramètres

de singularités.

Les premiers essais se situent vers le 15e siècle avec Léonard de Vinci qui

montre que la résistance à la traction varie avec la longueur de la fissure in

versement. Cette vision de Léonard de Vinci sera interprétée qualitativement

par les critères d'énergie de Griffith en 1920 (il y a propagation si l'énergie

stockée est supérieure à la résistance du matériau).

Le paramètre du taux de restitution de l'énergie noté G a été introduit

par Irwin en 1948 - 1956; il traduit l'énergie disponible pour l'accroissement

de la fissure. Il traduit aussi le caractère stable ou instable de la fissure sans

tenir compte de la géométrie du matériau.

Les facteurs d'intensité de contraintes (KI, KIl, K IlI ) sont introduits

dans les années 1957 par Westergaards et Mushkhélishoilis pour traduire les

singularités du champ des contraintes à la pointe de la fissure. Ils se calculent

dans certains cas simples à partir de formules accessibles analytiquement [31].

Par exemple, dans un milieu plan en coordonnées polaires on aura:

Modèle Analytique d'étude d'une FissureMécanique
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où

KI = lim (ai j J27rr) = Hm ( EC- fii 1:/ U3 Il) ,
r---+O r---+O 8 2 V---:;:

KH = Hm (ai j J27rr) = Hm (EC fii [IUllJ) ,
r---+O r---+O 8 2 V---:;:

KHI = Hm (ai j J27rr) = Hm (EC fii [IU2/l)
r---+O r---+O 8 2 V---:;:

(1.5)

C2 = 1 en contraintes planes,

C2 = 1 - V2 en déformations planes,

v est le coefficient de Poisson, E est le module de Young et aij représente

la composante ij de la matrice de contrainte notée [al.

Dans le cas d'un milieu tridimensionnel on obtient:

3
1

FIG. 1.6 - Fissure dans un milieu tridimensionnel

soit (M, n, i, v) le repère orthonormé local au point M de la ligne de

front, défini par la normale n parallèle à X3 et la tangente i à r en M. Soit

(M,r) une direction quelconque dans le plan (M, n, v) sur laquelle la mesure

de l'abscisse est r. Les facteurs d'intensité de contraintes (KI, K H , K IlI )
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donner une réponse à cette question importante, passons à la section suivante

se rapportant à l'étude des valeurs critiques.

1
1
1
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(1.7)
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J = { (wen1 - O"ijnj ~~) ds.

We est la densité d'énergie de déformation, nj la normale selon la direction

Mécanique

sont de la forme :

Un des paramètres utilisés dans l'étude de la fissure est l'intégrale de

contour ou intégrale de Rice notée J. Elle a été déduite de la loi de conser

vation de l'énergie (en dimension deux J = G) :

j, Ui le déplacement selon la direction i et c le contour dont une partie est

délimitée par la fissure.

L'un des paramètres est aussi l'épaisseur d'ouverture de la fissure notée

COTOD (Crack tip Opening Displacement).

La connaissance des paramètres ou variables d'étude de la fissure nous

conduit, une nouvelle fois, à poser la question suivante: à partir de quelle

valeur (valeur critique) la propagation de la fissure a-t-elle lieu? Afin de
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1.4 Détermination des valeurs critiques

Nous présentons ici, quelques unes des méthodes théoriques et expérimen

tales de la détermination des valeurs critiques.

L'une des méthodes consiste expérimentalement à soumettre un échan

tillon du matériau avec une fissure initiale sous des charges P et à observer

la fissure afin de déterminer la charge critique Pc du matériau. Ainsi, pour

P < Pc, on constate que la fissure n'évolue pas; pour P > Pc, on constatera

que la fissure évolue et, pour P = Pc, une conclusion ne pourra être donnée

qu'après une analyse précise en ce point singulier correspondant à P = Pc,

Cette méthode permet de déterminer en général la contrainte critique (]"c.

Il existe aussi des méthodes utilisant les courbes comme la méthode de

la courbe JR-M [42] qui consiste à tracer la courbe de J en fonction de f'j,f

(variation de la longueur de la fissure) et qui donne la valeur de Jc (valeur

critique de l'intégrale de Rice).

+~-_... _........

l Evolution de 1.ll. flSSIlre

FIG. 1. 7 - Courbe JR - M pour la determination de Je
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p

FIG. 1.8 - bareau en flexion 3 points
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(1.8)

(1.9)
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etK = ~f (eo)
Je eVE B

Mécanique

L

e

B

K 1G ~J(1 Jo:V2) J,

On a aussi la relation générale [19] & [42] :

Elle permet aussi de déterminer la tenacité critique du matériau à partir

de la relation :

où Pc est la force critique correspondant aussi au chargement critique, K Jc

le facteur d'intensité de contrainte critique en mode J.

(B, e) sont respectivement la largeur et l'épaisseur de l'éprouvette ou du

matériau.

eest la longueur de la fissure, eo la longueur initiale de la fissure et L la

longueur du matériau considéré. Par exemple, dans le cas d'un barreau en

flexion 3 points [31] on a :
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{~0J; = 1,96-2,75 G) + 13,66 (~r -23,98 Gr +25,22 Gr.
(1.10)

ou

I
f G) ~ 1,09 - 1,73 (~) + 8, 20 (~r-14,2 (~r+ 14,6 (~r.
f L- < 0,6,· - ':::: 2.B- B

(1.11)

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre des généralités, après un rappel historique de la mé-

canique de la rupture, nous présentons ce que c'est qu'un matériau, la fis

sure et ses différents modes élementaires, les différents paramètres d'étude et

quelques unes des méthodes de calcul des valeurs critiques. Pour ce qui est

du chapitre suivant sur les matériaux ductiles, nous présentons le calcul de

la dissipation à la pointe de la fissure pour le calcul des déplacements.
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Chapitre 2

MATERIAU DUCTILE

Notations

13 est un n vecteur de composante 13p , de variables dites internes et intro

duit pour rendre compte des phénomènes complexes qu'on n'aurait pas pris

en compte au niveau microscopique et pouvant se manifester macroscopique

ment par certaines irréversibilités.

cP champ de déformation plastique

ce champ de déformation élastique

W l'énergie de déformation

T la température

q la quantité de chaleur

(J = (Je + (JP la contrainte totale (respectivement élastique et plastique)

(J y la contrainte au-dessus de laquelle on observe des déformations irré

versibles

(Js la contrainte seuil (on rappelle qu'à la limite d'élasticité (Jy = (Js).

(J eq la contrainte équivalente
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2.1 Définition de la rupture ductile

Le mécanisme de la rupture ductile s'effectue avec de grandes déforma

tions plastiques dues à la présence de la zone plastique importante à la pointe

de la fissure. Cette zone plastique à la pointe de la fissure est responsable de

la stabilité de la fissure avant la rupture par instabilité. Seule la vitesse de

chargement influe sur la propagation de la fissure. Si les forces extérieures

sont maintenues constantes, la fissure ne progresse plus. Dans ce cas, la ré

sistance .. R .. du milieu fissuré est une fonction de la longueur de la fissure" €

". En traçant la courbe de résistance ou courbe" R ", en maintenant la force

extérieure constante, cela permet de déterminer la longueur critique" €c " à

partir du point ~ qui est le point d'intersection entre la courbe R (€) et la

droite G (€, F = de) tangente à cette courbe [31], comme l'indique la Figure

2.1.

FIG. 2.1 - Courbe R

Tout ceci marque la différence avec la rupture dans le cas des matériaux

fragiles. On montre ainsi que le modèle de l'élasticité linéaire est insuffisant
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2.2 Quelques méthodes de la détermination

de la zone plastique en fond de fissure

pour l'étude de la propagation d'une fissure dans un matériau ductile. Pour

cette étude, on fait l'hypothèse de petites déformations en négligeant les

effets thermiques, ce qui conduit à l'hypothèse de petites perturbations avec

le paramètre de perturbation qui devient plus complexe dans la mesure où

on doit tenir compte de la zone plastique en fond de fissure. Comme dans le

cas du matériau fragile, on se place dans le cas d'une fissure initiale de mode

1 (voir Figure. 1.5). Avant de passer au calcul en fond de fissure, nous allons

d'abord estimer la zone plastique en fond de fissure.

Il s'agit de déterminer la zone au-dessus de laquelle apparaissent des dé

formations irréversibles. En dessous de cette zone, on a le domaine ou zone de

plasticité où toute variation de contraintes n'engendre que des variations de

déformation élastique. L'estimation de cette zone se fait de plusieurs façons

selon des critères bien établis.

En général, il existe deux critères de plasticité: les critères isotropes avec

un état d'écrouissage isotrope faisant intervenir toutes les composantes du

tenseur des contraintes (le Critère de Von Mises, le Critère de Tresca) et

les critères anisotropes avec des directions privilégiées (le Critère de Hill, le

Critère de Tsai).

1
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E

2.3 Description de l'écrouissage

Le phénomène d'écrouissage consiste à soumettre le matériau (métal) à

des contraintes (J de sorte qu'il acquiert des propriétés plastiques: on parle

d'élévation de la limite d'élasticité du matériau (Figure. 2.2).

cr

E

0----......------------c

FIG. 2.2 - Phénomène d'écrouissage

Le chargement s'éffectue du point 0 au point A. Lors de la décharge, on

remarque que la courbe ABC est non seulement différente de la courbe oA,

mais elle est sensiblement rectiligne. Si l'on recharge, la courbe CDE diffère

peu de la courbe ABC par suite d'un étirage: le matériau se comporte comme

s'il avait acquis des propriétés élastiques et une limite d'élasticité plus élevée

tout en perdant une partie notable de sa déformation plastique (E = ~D€)'

2.3.1 Le Critère de Von Mises

Le matériau est supposé isotrope. Seuls les glissements et les cisaillements

intracristallins venant des contraintes tangentielles sont responsables de la
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On considère le matériau isotrope, le seuil de plasticité ici n'est plus lié

à l'énergie mais à la contrainte de cisaillement et la contrainte tangentielle

1
1
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(2.1)

(2.2)

(2.3)
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f = (Jeq - (Jy = 0 .

(JIl = ~Tr ((J2) = ~(Jij(Jij

(JIll = ~Tr ((J3) = ~(Jij(Jjk(Jkl

Mécanique

En dimension trois avec l'hypothèse d'isotropie, on rapelle que les inva

riants du tenseur de contrainte (J et de déformation c noté respectivement (J'

et c' sont definies par la relation :

déformation plastique. Le seuil de plasticité étant lié à l'énergie élastique de

cisaillement, il permet de négliger l'influence du troisième invariant [31], et de

prendre une expression linéaire pour la fonction estimée de la zone pla.stique

"f ". Ce qui conduit au résultat:

où T r ((J) et T r (c) représentent respectivement la trace du tenseur (J et c ,

avec J qui représente la matrice identité.

En outre on rappelle que ce sont des tenseurs d'un second ordre possé

dant trois invariants élementaires definis par trois fonctions scalaires indé

pendantes, qui sont mathématiquement les coefficients de l'équation carac

téristique det ((J - xI) = 0 tel qu'on a :

2.3.2 Le Critère de Tresca
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maximale. La fonction f s'exprime par la formule:

f = sup (l(Ji - (Jj 1) - (JS .
iclj

2.3.3 Le Critère de Hill

(2.4)

Le matériau est anisotrope avec trois plans de symétrie dans l'état d' écrouis

sage. Après détermination expérimentale des six paramètres scalaires (FI,

F2 , F3 , F4 , Fs, F6 ) qui caractérisent l'état d'écrouissage, par trois expériences

de traction simple et trois de cisaillement simple, on obtient la formule:

2.3.4 Le Critère de Tsai

Il prend en compte les états d'écrouissage de traction et de compression.

Il est la somme d'une forme linéaire et d'une forme quadratique des six com

posantes des contraintes, ressemblant ainsi au critère de Hill mais avec huit

paramètres (F{, F~, F~, F~, F~, F~, F~, F~) au lieu de six comme chez Hill.

Ces huit paramètres se déterminent aussi expérimentalement à l'aide des es

sais de traction, de compression et de cisaillement dans toutes les directions

du matériau. On obtient la formule:

La zone plastique étant très difficile à déterminer avec précision, voilà

quelques méthodes utilisées dans la pratique.

50 WAKEll l'(>LA l'IEHIU: ~I,~IUL



<I> = Pext - Pr, (2.7)

2.4 Calcul de la dissipation en fond de fissure

avec Pext qui est la puissance des efforts appliqués au système:

Pext = r iL (J . n ds, (2.8)Jan ~

1
1
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Le calcul de la dissipation en fond de fissure a déjà été abordé par Griffith

vers les années 1920, en utilisant des critères simples qui lui ont permis de

déterminer le taux de restitution de l'énergie G = 2, où , est l'énergie

de liaison positive par unité de surface. Cette théorie, bien qu'instructive

pour la compréhension du phénomène, présente des insuffisances comme la

non prise en compte de la chaleur reçue pour donner le premier principe

de la thermodynamique, et en outre de considérer le phénomène réversible.

Cette théorie fut améliorée à partir du premier et du second principe de la

thermodynamique. En ce qui concerne le calcul de la dissipation, nous allons,

tout en tenant compte des principes de la thermodynamique, déterminer

l'énergie à la pointe de la fissure en réduisant le fond de fissure à sa pointe.

On considère un matériau de volume Sl et de surface frontière aSl possé

dant une fissure initiale quelconque de longueur f o. Sous l'effet de la contrainte
df

extérieure appliquée (Jij et dans les conditions de propagation telle que - -=1
dt

0, on a à la pointe de la fissure sous les effets des efforts extérieurs, l'appari-

tion d'une zone dite de fissuration assimilable à la zone plastique dans le cas

fragile. Cette zone occupe un volume Vr et de surface frontière r. On a alors

Sl - Vr le volume extérieur à la surface frontière r (Fig. 2.3).

On se propose ici de déterminer la dissipation <I> en fond de fissure. Soit
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Q-V:r

FIG. 2.3 - Zone plastique en fond de fissure

où l'opération "." entre les deux quantités représente la contraction tenso

rielle ou le produit scalaire, et Pr la puissance stockée réversiblement par

le système; elle s'interprète aussi en terme de variation ou même de taux

d'énergie:

(2.9)

(2.10)

WAK,·;lJ l'()/'.~ l'II':HHI': ~IAHI/,

On considère le système isotherme et on néglige les effets dus à la visco

sité (contrainte visqueuse aV = 0, 0 est le domaine d'intégration de densité

volumique p, Vi et V*=~ [grad Vi + (grad Vi)T] représentent respectivement

le champ de vitesse et le tenseur des taux de déformation). (2.7) devient :

<I> = r iL a . n ds - dd rW [du)] dO.Jan - t Jo. -
Pour une bonne compréhension de la suite, on fixe l'origine du repère à

la pointe de la fissure [14], ce qui permet de fixer le domaine Vr de frontière

r. En calculant <I> sur chacune des parties de 0, on obtient pour Pr :

~LW [c(~)] dO = ~ Ir ~v [c(~)] dO + ~ L-vr W [c(~)] dD. (2.11)
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or l'intégrale portant sur le contour D - Vr donne

Compte tenu de (2.15), (2.13) devient

Or, le domaine Vr étant fixe, l'intégration par rapport à VI' donne

1
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(2.12)

(2.13)

(2.15)
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~ r W[c(u)] dD=l cr:t(t)dD- rW·€i·nidr,
dt Jo~VI' ~ O-Vr Jr

Mécanique

~ rW [c(u)] dD = r cr: t(t)dD + r cr: dt)dD - rW· fi· ni dl'.
dt Jn ~ ivI' Jo-VI' ir

(2.16)

d
d r W [E(U)] dD = r cr: t(t)dD - rW [c(u)] dl' €i· ni. (2.14)
t Jo-VI' ~ Jo-VI' Jr ~

où ": " représente la double contraction tensorielle (produit de dualité).

(2.11) devient

~1W [c(!::)] dD = 1[, cr: t(t)dD + ~i~vI' W [c(!::)] dD,

En outre, sachant que l'intégration portant sur le contour D - Vr est fixe,

alors que le contour r est mobile, et en supposant que la propagation a lieu

dans la direction ei où i = {T, e, tp}, et que la normale dans cette direction

est ni, telle que ni = ein, alors on a

Thi'sl' {llIiqlll' dt, r.,lat.h(~IJlal.ir"le>l

où (fi) est prise ici comme une quantité vectorielle. C::) est la normale exté

rieure à (r) et l'intégrale portant sur le contour D - Vr est une intégrale sur

un domaine fixe avec: nI' = -n (8(D - VI')) sur (l'). Par contre l'intégrale

portant sur le contour r est sur un domaine mobile.
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Le terme portant sur le contour rl - Vr de (2.16) donne

(2.17)

ou encore

r (J: t(t)drl = r U(J' nds - rU(J' ndr. (2.18)Jn-vr Jan~ ~ Jr~ ~

La relation (2.16) devient en y reportant (2.18) :

Jv, (J: t(t)drl + Jan U(J . nds
r ~ ~

(2.19)

- r U(J. ndr - r W . i! . . n· drJr ~ ~ Jr l l ,

ou

Jv, (J: t(t)drl + Jan U(J . nds
r ~ ~

(2.20)

- Jr(W i!i ni + ~(J n)dr.

Revenons à la formule de la dissipation (2.10) en y reportant (2.20). On

obtient

Jan ~ (J . n ds - Jan ~(J . r;;ds

(2.21)

soit

54



<P:

2.5 Détermination du champ des efforts à la
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(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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<P = (Hm {(w ni - U, t(J n) dr) (
r-oJr ~ ~

En posant

Mécanique

En faisant tendre r vers 0, on a Vr qui tend aussi vers 0 (ensemble vide

ou zéro). Ainsi, on obtient à la pointe de la fissure la valeur de la dissipation

pointe de la fissure

On sait que pour toute grandeur physique notée par exemple" j " attachée

à un point matériel, "j " a la même singularité que (-1. j'i) au point 0,

où i indique le gradient dans la direction de propagation de la fissure. Ceci

étant, comme " ~ " admet une contribution singulière identique à ( -1.u:..- i) ,
on a:

on obtient

Compte tenu de la complexité du problème dans le cas des matériaux

ductiles, on utilisera la méthode énergétique. La fonction de dissipation vérifie

où COi traduit l'expression d'une force ponctuelle qui permet de faire évoluer

la fissure. COi peut aussi être assimilé au taux de restitution d'énergie à la

pointe de la fissure.

TIJ(\:'H' l1lliqllt, dt, t-.lathé'mat.îqllcs



Mécanique

en fond de fissure la relation

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

(2.27)

où : <PV = aV: Ee qui représente la dissipation visqueuse; <Pp = a : El" + A· 13,

la dissipation plastique et <Pth = Tq \! (~) la dissipation thermique avec la

température T et q la quantité de chaleur. On négligera la viscosité et les

effets thermiques, et ainsi la dissipation (2.27) devient

<P = a : El" + A . /3, (2.28)

où A = - : (West l'énergie de déformation) et /3 est un n vecteur de com

posante /3p de variables d'état dites internes et introduit pour rendre compte

des phénomènes complexes qu'on n'aurait pas pris en compte au niveau mi

croscopique et pouvant se manifester macroscopiquement par certaines irré

versibilités, avec /3 qui est la dérivée par rapport à la variable associée du

dual du potentiel de dissipation.

En mettant (2.28) sous la forme d'un produit scalaire dans un espace de

dimension appropriée et en appliquant l'inégalité de la dissipation on obtient:

avec:

y = (a,A) et X = (éP ,/3).

Sachant que W (ée
) représente l'énergie de déformation, on aura:

oW
a = Oée '

(2.29)

(2.30)

(2.31)
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on obtient

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(2.37)

(2.36)

(2.35)

(2.34)

(2.33)

(2.32)
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A· f3 = GOi h

,P . 01
é =>"00"'-

.p . .
0" : é + A . f3 = GOi I!i·

Dans le cas particulier ou t P = 0, on a

>.. étant un multiplicateur plastique.

En tenant compte de (2.26), on a

On peut ainsi, par identification, dire que A = GOi et /3 = I!i'

En considérant la dissipation comme un produit de dualité entre la contrainte

et la déformation, c'est à dire

Mécanique

où C est un domaine convexe contenant l'origine qui dans notre cas est la

pointe de la fissure, avec 0" qui représente les contraintes déviatoires par-
rapport à 0". C ainsi défini par (2.32) constitue le domaine découlement pla..'l-

tique.

La loi de normalité (2.29) conduit à :

D'après le critère de plasticité, il existe une fonction 1 (0") du domaine de

plasticité C ou domaine d'écoulement, qui se définit à partie de la relation

1 (0") = 0 telle que:



Mécanique

2.6 Application

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

On considère une fissure initiale de mode 1 en dim 2. Soit U le vecteur

déplacement tel que: (a = [(aV = 0) + (a e
)] )

Cij = ~ (Ui,j + Uj,i),

Q = (UI ,U2 ,U3 ) ,

(2.38)

où E représente le module de Young.

Pour calculer les contraintes en fond de fissure, on suppose dans un pre

mier temps que cP est connue. En mode 1 le vecteur déplacement

Q (x,y) = [UI (x,y), U2 (x, y) , 0].

En appliquant la deuxième relation de (2.38), on obtient

1
Cl2 = "2 (UI ,2 + U2,\) = c~2 + ci2'

CIl = UI,l = c~l + cil'

C22 = U2 ,2 = c~b + cf2'

soit le système

U· 'e .p
1,1 = cIl + cIl

(2.39)

(2.40)

(2.41)
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(2.46)

(2.44)

(2.45)

(2.43)

(2.42)
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. e
'e . . P 0"
é =é-é =-

E

o-e . al . .
2 E12 +2À-a = U1 ,2 + U2 ,1

0"12

.p ~ al .p ~ al p. al
é Il = A-a ' é22 = A-a et t 12 = À-a'

0" Il 0"22 0"12

En substituant é e par sa valeur (2.45) dans (2.43), on a le sytème

o-~1 ~ al _ (;
E + a - 1,)

0" Il

avec

où:

D'après (2.33) on a tfl' tf2 et tf2 tel que:

Mécanique

ce qui permet de déterminer le multiplicateur plastique en utilisant l'une des

expressions (2.42) reportées dans (2.41).

On obtient
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De même, comme (J = Ece = E (c - cP), et que cP est donné par (2.42),

on a

E { J' af }(J12 = 2 U1,2 + U2,1 - 2 À a(J12 d(J12 ,

ce qui nous donne

d'où

(2.47)

(2.48)

(2.49)

puisque À ne dépend pas de (J.

On rappelle que le multiplicateur plastique À est de manière générale [31]

donné par la relation

af .
<-·E·c>

À = (a~(J. E. af) , (2.50)

a(J a(J
déduite de la relation d'orthogonalité entre la vitesse de contrainte et le taux

de déformation plastique ( èJ: tP = 0 ), où < .. > indique la partie positive,

soit

< x >= { x si x > 0 }.

-x si x < 0

Soit la fonction cp telle qu'on ait

c'est à dire

acp (. .p)
-.- = 2E c12 - c12 .
8C12

(2.51)

(2.52)
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,P
En remplaçant é par son expression (2.33) dans (2.55) on obtient après trans-

formation

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(2.53)

(2.54 )

(2.56)

(2.55)

(2.57)

(2.58)
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ai .
< -. E'é > ai

afJ E ( )

(
ai .E. ai) . afJ' 2.59

afJ afJ

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

acp , ,P
-, =2Eé-2Eé ,
aé

acp (" P)-, = 2E é - é ,
aé

1 .2 . ai· te
2E-é - 2EÀ-é = ln + c2 afJ r ,

ü = EË-

(J " ,aiJ ') 12E éaé - 2À afJ aé =. acp,

Mécanique

On en déduit

c'est à dire

ou encore

,P
puisque l'expression (2.33) de é ne depend pas explicitement de é.

On en déduit:

(

.2 .ai.) t
E é - 2À afJ é = cp + Ce.

Or fJ = Eée
, d'où Ü = E/ = E (E' - Ë

P
). En introduisant la valeur de

.P
À donnée par l'expression (2.50) dans celle de é de l'équation (2.33), on

obtient

soit
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En posant

(2.59) devient

of .2

(
.) 1 .2 1 < -ocr .E . é > of

lIt é = 2"é E - 2" -(,.---"o=f-.-E-'-O-f):-- .E· ocr'
ocr ocr

01It (E:)
cr=

OE:

(2.60)

(2.61)

On définit lIt (E:) comme le potentiel des vitesses de déformation. Sachant

par hypothèse que lIt est convexe, en utilisant sa transformée de Legendre

Fenchel, on obtient 1It* la fonction duale de lIt par

1It* (~) = sap [0- : é - lIt (E:)] , (2.62)

d'où
1. . . of .- crScr SI - : cr ~ 0
2 ocr

+00 si non

(2.63)

où S est le tenseur des complaisances.

On rappelle que (x) représente la dérivée par rapport au temps de la

quantité (x).

L'expression (2.58) devient

. 2 . of. r.p + cte

é - 2À-é - = 0,ocr E
(2.64)

qui est une équation du second degré par rapport à la variable E:. Soit 6 son

déterminant réduit, tel que

_ (. Of) 2 r.p + c
te

6 - À ocr + E

62

(2.65)
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(2.67)

(2.69)
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ou

Mécanique

ou

soit

<5 étant positif (<5 > 0), on obtient les solutions

(2.66)

2.7 Conclusion

C(2) = J(~~~ -VJ) dt. (2.68)

1 1
Or Ci) = 2" (Ui,j + Uj,J se ramène ici à C12 = 2" (U,2 + v,d ce qui permet

la détermination de u(x, y) = U1 en fonction de v(x, y) = U2 ou inversement

par la résolution des équations aux dérivées partielles:

Nous avons abordé dans ce chapitre des généralités sur les matériaux

ductiles, les critères de détermination de la zone plastique et le calcul de la

dissipation en fond de fissure. Par la suite nous avons déduit, lorsque e tend

vers zéro (e~ 0), la valeur de la dissipation à la pointe de la fissure. Il en

résulte que :



Mécanique

où

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

Gai = Hm r(lV ni - u, iCJ n) df.
r----o Jr ~ ~

Comme on le voit, Gai peut soit s'interprèter comme étant une force

ponctuelle qui permet à la pointe de la fissure d'évoluer, ou être assimilé au

taux de restitution d'énergie à la pointe de la fissure.

Ce résultat obtenu a permis d'exprimer les déformations et les contraintes

à la pointe de la fissure en utilisant le potentiel des vitesses de déformation

\li (i) et en tenant compte du multiplicateur plastique ~.
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Deuxième partie

ETUDE DES SINGULARITES

EN FOND DE FISSURE

65
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Chapitre 3

CALCUL DU CHAMP DES

DEPLACEMENTS EN FOND

DE FISSURE

Notations

v est le coefficient de Poisson

À est la constante de Lamé

J-l est le module de cisaillement

é est un paramètre de défaut

aij est le tenseur des contraintes

Cijk1 est le tenseur de rigidité élastique

ç est le tenseur des déformations

U", Ur ou U est le vecteur déplacement de composante (Ur, U2, U~)
west la fréquence de la force vibratoire

/! est la longueur de la fissure et /!o est la longueur initaile de la fissure

66



3.2 Formulation du problème

On considère un matériau (S) homogène et isotrope de volume D, de sur

face aD, de masse volumique p et de normale extérieure ni ( nous notons un

vecteur X par X ou Xi) de composantes (nI, n2, n3)' (S) possède une fissure

initiale de forme arbitraire ou de mode mixte (mode I, II, II1) et de lon-

En tenant compte des travaux déjà effectués dans ce domaine, comme

ceux de Leguillon D. & Sanchez-Palencia E. [32] & [33] qui utilisent la mé

thode asymptotique en 3D et 2D pour la détermination des solutions, celui

de Leblond J.B. [30] qui prend en compte la matrice de facteur d'intensité

de contrainte en mode I, II et III avec le facteur d'intensité de contrainte

avant ct après la fissure, ceux de Adrieux S., Bamberger Y., Marigo .1 ..1. [1]

and Sehitoglu H., Gall K. et Garcia A.M. [46] respectivement sur les dépla

cements macroscopiques et les paramètres d'étude, ce chapitre présente un

modèle en dimension trois qui permet la détermination du champ de dépla

cement en fond de fissure avec la prise en compte des bifurcations et des

combinaisons de modes. Ce modèle met en évidence les facteurs d'intensité

de contrainte sous forme matricielle [K]. D'autre part, comme les travaux de

Hai-Ping LIN [17] ont montré que la fissure interagissait avec les ondes de

perturbation et que les fréquences de vibration s'en trouvaient modifiées lors

de tests de detection des fissures, nous ne considérons dans ce travail qu'une

étude de vibration en dehors de la zone de résonance. Le travail se focalisera

sur la résolution analytique des différentes équations du système.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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3.1 Introduction
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gueur initiale fo, sollicité par des forces surfaciques extérieures d'ordre vibra

toire Fi cos wt (F1 , F2 , F3 étant des constantes) où les densités volumiques

de force comme le poids sont inopérantes ou négligeables. On rappelle que

les contraintes sont maximales au voisinage des extrémités. En outre, l'hypo

thèse de compatibilité de la force extérieure et la fissure initiale quelconque

exclut toute évolution de la fissure liée à un défaut de structure ou de sa

mise en forme. Ce qui permet de considérer une fissure initiale de mode

mixte compte tenu de la sollicitation généralisée.

3.2.1 Domaine d'étude des solutions

Compte tenu de la présence de la fissure qui crée une discontinuité des

déplacements, les solutions sont particulièrement singulières en fond de fissure

dans le domaine Os ou zone de singularité (Fig. 3.1).

t
~--.ch.unp réel

...... 
--~

r

r2 5
(zone de singularite)

FIG. 3.1 - Courbe de résistance ou de propagation
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1

guillon D. & Sanchez-Palencia E. [32] (Fig. 3.2).

Le domaine ns représente le domaine de fortes singularités autour de la

pointe de la fissure. Ce domaine peut s'étendre tout au long des lèvres de la

fissure compte tenu du fait que la fissure initiale est arbitraire ou de mode

mixte. On obtient ainsi le domaine œ: des solutions singulières prenant en

compte les lèvres de la fissure et constituant dans le cas d'une recherche

asymptotique des solutions, le domaine intérieur. Ces différents domaines

peuvent être représentés comme suit en tenant compte des travaux de Le-

1
1
1

1
1

1

1

1

1
1

1
Y:

n"
YI

0

y"
C)

Modèle Analytique d'étude d'une FissureMécanique

n'
X;:. .

b)

FIG. 3.2 - Les différents domaines

1
a) n° représente le domaine des solutions moins perturbées ou non per

turbées. Dans la recherche de ces solutions, la pointe et les lèvres de la fissure

constituent des endroits où des conditions aux limites doivent être données

ou recherchées.

b) En mécanique linéaire de la rupture (MLR), la courbe de propagation

fait clairement apparaître en fond de fissure, une zone de singularité qui peut

s'étendre aux lèvres de la fissure qui constituent aussi une zone de singularité:

1
1
1
1
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1

Mécanique

Au lieu de Os on obtient Ç2t'.

c) oin est l'agrandissement du domaine des singularités ou une dilata-

(
. Oé)tion de Oé om = ~ . Il permet grâce au paramètre é de défaut, de fixer

le domaine constituant ainsi le domaine des solutions intérieures (lorsque

é --> 0) pour une recherche de solutions par la méthode asymptotique par

raccordement, qui n'est pas abordée ici.

La variable é traduit les variations du domaine dues à la présence de la

fissure au travers de la fonction de jauge \{ra (é), ou Cl! est l'indice de somma

tion asymptotique. Physiquement, le paramètre é rend compte du défaut de

la structure qui est la fissure dans notre cas. Il s'interprète comme le rap

port des longueurs caractéristiques du domaine perturbé Oé et du domaine

0 0 (0° = or + ry) non perturbé ou stable, ce qui sc traduit concrètement

comme le rapport de la longueur de la fissure f sur la longueur caractéristique

L du matériau dans la direction considérée (~ « 1 en général). Si f = L,

la fissure est très importante et on est à la rupture totale du matériau. Pour

é = 0, on retrouve 0° : la structure est stable € = fo. Les schémas ci-dessus

représentent de façon schématique les différents domaines cn fond de fissure.

Suâuer

FIG. 3.3 - Domaine

70 WAK l';{) !'o LA !'!t;H HY ~l Ali Il:



et

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(3.3)

(3.4)
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sur aD,
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a2Ué
p. + p,) grad [divUé]+ p,div [gradUé] = p {}t2

Mécanique

ç = ~ (\lU +T \lU) (3.2)

a2U
div (f = P {}t2 dans D, (3.1)

avec l'équation de compatibilité et de comportement du milieu,

Le système étant ainsi décrit, Nous passons aux équations régissant la

dynamique du milieu.

3.3 Equations du système

Les équations de la dynamique du milieu, en hypothèse de petits mouve

ments linéaires et en dehors des forces de densité volumique s'écrivent

où U est le vecteur déplacement, (fij est le tenseur des contraintes, Cijkl le

tenseur de rigidité élastique du milieu et ç celui des déformations. On a

a2u
et --;:y le vecteur accéleration se réduit à p at

2
•

Comme nous nous intéressons au comportement des solutions au voisinage

de la fissure dans un matériau isotrope, alors, à partir de (3.2) et (3.3),

l'équation d'évolution du système (3.1) devient
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Comme div gradUé = \7 . \7Ué = .6.Ué, (3.5) s'écrit

82Ué
(>, + J-t) grad [divUé]+ J-t.6.Ué = P-2-

8t

soit

dans Dé, (3.6)

grad [divUé]+ ai .6.Ué = a2 (82U
é) dans Dé, (3.7)

8t2

avec a2 - J-t et a2 = P
l - (À + J-t) (À + J-t)'

Pour ce qui est de la solution singulière Ué sur Dé de frontière r (Fig.

3.3), la condition (3.4) est vérifiée indirectement à la frontière de la zone de

fissuration r pour r ~ rI, tel que Ué ~ Ua. Par contre pour r > rI, on

a Ué (r > rI, e, rp) = Ua (r, e, rp) dans DT où r, e et rp sont les coordonnées

sphériques, Ua (r, e, rp) est la solution non pertubée en l'absence de fissure,

et Ua est le premier terme du développement de Ué qui doit se raccorder à

Ua (r,e,rp).

Pour la suite nous utilisons l'indice i = {l, 2, 3} en coordonnées sphériques

tel que i = {I = r,2 = e,3 = rp} pour désigner les composantes du vecteur

Ué dans la base (eneo,ecp ).

3.3.1 Expression de grad [divUc] en coordonnées sphé-

riques

On a

soit

(3.8)
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(3.10)

[~e aa (diVUé)] e<p,
r sm tp
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1a2uz 1 a2uf cos e aUf]
+ r 2 ae2 + r2 sin eaea'{J - r 2 sin2 e atp ee,

(3.12)

[
la (' é)] [2 aUf 1 a2

Uf cot e oUz
--~ dwU e = -+- --~+~---
r sin ea1.p <p r 2 sin e 01.p r sin eo1.por r 2 sin e a'{J

Mécanique

En écrivant en colonne, on a

avec

1
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3.3.2 Expression de 6.Ué

On rappelle que 6.UE =div gradUE.

Par conséquent,

[ AUE 2 (UE' e . eauz
TTE e au3)]

U l - r2sin e l sm + sm ae + U 2 cos + alp e,"

[
2 (UE aUE aUE )]6.UE - 2 - sine--l - __2 cos e e,

3 r2 sin e 2 alp alp <P

(3.14)

avec

où {X} = {UI, UZ, Un·

(3.14) peut se réécrire

(3.15)

[
1 2 aUE 2 aUE]

6.Uz - 2 . eUz + 2" sine ael
- 2" cote-a 3r sm r r lp

e<p

(3.16)

Tt](\..,1' 1J lIiqllt· dt~ ~[al,iJ"llIal.iqll(·H 74
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1 2 aUE 2 aUE]
- 2' U2+ 2 sine-a 1 - 2 cote-a 3 eo

r sm e r e r If!

Mécanique

En tenant compte de (3.15), on trouve

(3.17)

En revenant à (3.5) et en remplaçant grad [divUE] par

(3.1l)er + (3.12)eo + (3.13)e<p) et /)"UE par ((3.17)er + (3.17)co + (3.17)e<p,

((3.1l)er + (3.12)eo + (3.13)e<p) +aî ((3.17)er + (3.17)eo + (3.17)e<p ) =
a2uE

2
a -at2 .

on obtient



Mécanique

Soit trois équations scalaires :

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

(3.18)

(3.19)
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(3.21)
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Q

3

UiC (r,e,ep) = L [Kij ] X
j=l

(3.20)

[
2 BUf 1 B2Uf cat e BU§,

r 2 sin e Bep + r sin eBepB; + r2 sin e Bep

de propagation selon chaque axe

Compte t.enu de la complexité du problème et grâce à la méthode de

Mécanique

et

3.4 Détermination des équations différentielles

(3.18), (3.19) et (3.20), on détermine les systèmes d'équat.ions d'évolut.ion des

composantes des déplacements selon chacune des trois directions de l'espace.

On considère la structure de la solution comme suit (Ut: = Un [19], [28]

et [33] :

où rK ij ] sera dans notre cas, par anticipation, une matrice 3 x 3 dite de facteur

superposition des solutions, on scinde le problème en supposant une évolu

tion indépendante selon chacune des directions. Ainsi, à partir des équations

1
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d'intensité de contrainte puisqu'elle va dépendre de ces quantités.

En substituant (3.21) dans les équations de base (3.18), (3.19) et (3.20),

on détermine les systèmes d'équations différentielles.

3.4.1 Selon eT

On remarque que, par regroupement de terme, (3.18) peut se réécrire

2 ( 2) aUf 2 2 é 2 a2Uf 1 aU2- 1 + al -a - 2" (1 + al) Ul + (1 + al) -a2 + - cote-ar r r r r r

1 aUE: [ 1 aUé 1 a2ué 1 a2ué3 2 e 1 1 1- --+al -cot --+---+ --
r2sin e aVJ r2 ae r2 ae2 r2sin2 e aVJ2

2 aU2 2 au3] 2a2uf
r2 ae r2sin e aVJ = a at2 1

(3.22)

soit en y portant (3.21) et en ignorant dans un premier temps les indices 0'

et j, sauf ceux se rapportant aux indices i de Uf, on obtient

(3.23)
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(3.27)

(3.26)

(3.25)

(3.24)
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. aR; . a8i . a4>i . aTi
R;, = ar; 8 i = ae; 4>i = acp; Ti = Bi'

2 Rl324>2T2 2 R383cÎ>3T3] 2 Tl
- r2R I 8 14> I TI - r2sin eR I 8 1 4> I T I = a Tl'

[
." ..

2 1 8 1 1 8 1 1 4>1
+a l 2 cote~8 + 2~8 + 2 . 2e~r - 1 r - 1 r sm 'Pl

1 R383cÎ>3T3 1 R383cÎ>3T3]
+ r sin eRl 8 1 <Pl Tl - r 2 sin eRI 8 1 <Pl Tl

En divisant chaque membre de (3.23) par R I 8 14> I T I , on obtient

Comme le second membre est indépendant de r, (j et cp alors que le premier

membre en depend, alors il existe nécessairement une constante "\12 telle que

c'est à dire

Mécanique
--=----------------~--------------

où les fonctions (k, è i , 4>i, t) et Ut, é i , 4\, t) sont des dérivées

première et seconde des fonctions (R;" 8 i , 4\, Ti) par rapport à leur argument

respectif (r, e, cp, t), pour éviter les surcharges d'écriture. Ainsi,



Mécanique

et

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

(3.28)

En multipliant (3.28) par r 2 , on obtient

(3.29)

Thè'se l1niqll(' dl' ~:IRl.hfIrlatiqlles 80 WAKEIl POLA l'IEllltE MAll.IE



soit

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(3.32)

(3.33)
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ou encore

Mécanique

soit

[2T (1 +a1) ~: - 2 (1 + a1) +T2 (1 + aD ~: + T2
,\;']

2 [ 81 Ëh 1 <p]]
-a] cot()- + - + ---

8 1 8] sin2 e<p]

[
( 2 2) R28 2<P2T '2 e R282<P2T2 R282<P2T2

(er ) - - 1+ al cot - +r (331)
R]8]<p]T] R]8 l <P]Tl R]8 l <P]Tl .

r R38 3<P3T3 1 R383<P3T3]
+ sine R]8]<p]T] - sine R]8]<p]T]

2 [R2 82 <P2T2 2 R3 83 <P3T3] _ r R28 2 <P2 T2 cot e.
-a] -2 R]8]<p]T] - sine R]8]<p]T] R]8]<p]T]

Comme le premier membre de l'équation ne dépend pas de i, eet cp alors

que le second en dépend, alors il existe une constante ),]3 telle que

1



Mécanique

et
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2 [ è l Ë>l 1 <Ï>l]
al cote-

8
+ -8 + -·-2-- +

- l - l sm e<P l

T R38 3<Î>3T3 1 R383<Î>3T3]
+ sine RI8 1<PITI - sine R I8 1<PITI

Multiplions cette dernière par sin2 epour obtenir

Thè,''i(' Olliqne d(' r..1HIIJi'lIIatiqll(~," 82 Wi\KEIJ POLA l'H:RHI·; ~1.i\Hn;



1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(3.38)

(3.37)
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soit

c'est à dire

Pour des raisons analogues que précédement, il existe une constante À14

telle que

Mécanique



Mécanique

et

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

2 (1. () 81 . 2 () ë 1 ) . 2
al - sm2 -8 + sm -8 + À13 sm ()

2 -1 -1

(3.39)

soit

(3.40)
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(3.44)

(3.43)

(3.41)

(3.42)
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[
2 (1. 81 . 2 ë1) . 2 ]al "2 sm 28 8] + sm 88

1
+ '\'13 sm 8

.. 2 . 1 ('\'13 . 2 '\'15)8 1sin 8 + 8 1-2 sin 28 + - sm 8 - - 8 1 = 0,
a2 a2

1 1

Finalement, on a le système

De même, il existe une constante '\'15 telle que

Tlli'St' lJlliqll(' dt· rdl\\.h'~"latiqll('~

avec (3.43).

c'est à dire

Mécanique

et



Mécanique

3.4.2 Selon ee

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

Les équations (3.19) selon eg peuvent aussi être réécrites

cote (1 2) 8Uj 2[28U2 8
2
U2 1 8

2
U2] 282U2

--2- --+2a1 -+a1 --8 +--2 + 2 -82 =a 8t2 'r sin e 8cp r r 8r r2 sin e cp
(3.45)

soit en y reportant (3.21),

(3.46)
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(3.48)

(3.47)
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1 2 82 1 2+- (1 + a ) - cot e- 2 . 2 (1 + al sin e)
r 2 l 8 2 r sm e

Comme dans le cas des équations selon er , il existe une constante ),22 telle

En divisant chaque membre par R282ip2T2, on obtient

et

que

Mécanique



Mécanique Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

En multipliant les membres de la dernière équation par r 2 , on obtient

(
2' e) Rlèl<PITI Rlèl<PITI 1 R3è 3(hT32 1 + al sm + r + --------,---

R2e2<P2T2 R2e2<P2T2 sin eR2e2<P2T2

ë 2 è2 1 .
+(l+ai)-e +(l+ai)-e cote--'-2-(1+aî sme)

- 2 -2 sm e

[(
' 00) ] ( 00)2 R2 2R2 2 2 2 1 <P2

+ al 2r R
2

+ r R
2

+ r ..\22 + al sin2 e<P2 = o.

En introduisant la constante "\23, le système se subdivise en deux. D'un

côté, on a

( 2) ë 2 ( 2) è 2 1 ( 2')]+ 1 + al -e + 1 + al -e cot e- -'-2- 1 + al sm e
- 2 -2 sm e

= -..\23

(3.50)

et de l'autre côté, on a

(3.51)
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(3.55)

(3.54)

(3.53)

(3.52)
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Revenons à la relation (3.50), en multipliant le tout par sin2 e. On obtient

ou encore

de sorte qu'il existe une constante '\24 telle que

Mécanique

qui peut encore s'écrire



Mécanique

et

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

c'est à dire

ë 2 . 2 82 1 . . 2
+ (1 + ai) -e sm 8 + (1 + ai) -e - sm 28 + À 23 sm 8

-2 -2 2

- (1 + ai sin 8) - À24 = 0,

(3.56)

2 ë2 2 82 1 (1 + À24 + ai sin 8)
= (1+a1)-e +(1+a1)-e -2cote+À23- .28

- 2 - 2 sm
(3.57)
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(3.60)
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Th{>s(' Ouitjllt' de r-.latld·lll .... tiques

En portant (3.21) dans (3.20) et en divisant le tout par R38 3 <I>3T3 , on

trouve

3.4.3 Selon e'P

(3.59)

De même, il existe une constante À25 , telle qu'après tout calcul fait, on ait

Mécanique

et
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Il existe donc une constante À~2' telle que

(3.61)

et

(3.62)

En multipliant (3.62) par r 2 , on obtient

(3.63)
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(3.65)

(3.64)
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TIII'.-;l' lJnillll(' dl' 1\lal.j,i~JIIi\l.iqtlf·,'i

De même, il existe une constante À33 , telle que

1 2 <Ï>3 2 [83 ë 3 1]
-.-2- (1 + al) ~ + al -8< cot e+ -8 - -.-e-
sm e '±'3 - 3 - 3 sm

et

ou encore

Mécanique

soit



Mécanique Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

En multipliant (3.66) par sin2 e, il vient

<Ï>3 [1 83 Ë>3 2 ] 2(1 + an - = -ai - sin 2e- + - sin e- sin e - ?-33 sin e
<1>3 2 8 3 8 3

(3.67)

De même on dira qu'il existe une constante ?-34' telle que

(3.68)

ou encore

et

(3.69)
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(3.72)

(3.71 )
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... 2 .1. 1 ( ·2 (2 ). )8 08 3 sm 8 + 8 3 - sm 28 +"2 >'33 sm 8 - al + >'35 sm 8 - >'34 - 3 =
2 al

(3.74)

Le système final s'écrit

Soit la constante >'35 telle que

En divisant cette dernière par sin 8, on obtient

Thi'sl' lflliqul' de !\lH\.h{'llInlilJll(~1'l

d'où

Mécanique



Mécanique

avec

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

(3.75)

En conclusion, on obtient les systèmes suivants:

2 .. . (r2
>"î2 (>"13 ))

r R1+ r R1+ (1 + ai) - (1 + ai) + 2 R1= 0

(3.76)

avec

(3.77)
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

, (3.79)
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.. ·2 .1. 1 ( . 2 (2 )' 8 \)8 08 3 sm 8 + 83 - sm 28 + 2" À33 sm e- al + À35 sm - /\34 3 =
2 al

(3.80)

e'{J

et

avec

Mécanique

eo



Mécanique

avec

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

(3.81 )

Les systèmes (3.76), (3.78) et (3.80) peuvent se mettre sous la forme

générique

<I> + E3 <I> = 0 (c)

ë sin2 () + è~ sin 2() + (E4 sin2
() - Es sin () - E6 ) e = 0 (d)

(3.82)

où les Ek sont des constantes dépendantes de la fréquence w de la force

vibratoire, comme on le verra par la suite.

Les équations (3.77), (3.79) et (3.81) sont des relations de compatibilité

qui vont contribuer à la détermination des constantes.

98 WAKI';U POLA PIEHIU-: ~IAH[E



3.5 Matrice de facteur d'intensité de contraintes

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(3.83)
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H n (ç-) H 12 (ç-) H 13 (Ç)

[Hij ] = H21 (Ç) Hn (ç-) H 23 (ç-) (3.84)

H31 (Ç) H32 (Ç) H33 (ç-)

est un opérateur linéaire dépendant uniquement de l'angle de déviation ou

d'embranchement (ç-) de la fissure par rapport à la direction précédente [30].

(Kt) et (Ki) sont respectivement des vecteurs de colonne de composante (Kj,

Kjl' Kin) et (KI ,KIl, KIl1). La relation (3.84) permet de connaître les fac

teurs d'intensité de contrainte K; juste après embranchement en fonction

des facteurs d'intensité de contraintes K j juste avant les points d'embran

chement.

Ki avant les points de branchements

Kt après les points de branchements

où les Ki et Kt sont les facteurs d'intensité de contraintes, avec (Kt) =

Notée [K], nous la définissons comme étant la matrice "directionnelle" de

facteur d'intensité de contraintes, comportant 9 élements qui ne sont pa" des

facteurs d'intensité de contraintes, mais qui dépendent des trois facteurs d'in

tensité de contraintes. La matrice [K] peut avoir plusieurs interprétations.

Cependant, son introduction repose sur l'idée simple que le déplacement ré

sultant en un point sera une combinaison de déplacements dus à la fois aux

combinaisons de modes de fissuration, de branchements ou bifurcations éven

tuelles en ce point et tout cela dans les trois directions principales liées au

repère (r, e, cp). Dans le cas du modèle de Leblond [30], [K] peut être inter

prétée comme une matrice diagonale telle que les éléments de la diagonale
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Par contre dans le modèle de Henry [19] , les composantes de K ij peuvent

être ramenées sous la forme K ij = :Fi 9j, où :Fi est la composante de :F dans

la direction i et 9j une fonction qui dépend à la fois de la géométrie et des

caractéristiques physiques du matériau, aussi bien que de la géométrie et de

la nature de la fissure ( longueur, épaisseur, mode de fissuration).

La matrice [K], tout en autorisant les trois modes de fissuration et les

combinaisons de modes, permet aussi d'introduire les directions de propa

gation. Dans certains cas, on pourrait assimiler les élements K ij de la i eme

ligne et jeme colonne de [K] à des facteurs d'intensité de contrainte selon

la direction j. Ainsi, on pourrait aussi interpréter ces facteurs d'intensité de

contrainte comme suit:

Kl,J = KI dans la direction 1 = r

K 2,1 = KI dans la direction 2 = cp ,

K 3,1 = KI dans la direction 3 = ()

KI II = KIl dans la direction 1 = r,

K 2,Il = KIl dans la direction 2 = cp ,

K 3,1I = KIl dans la direction 3 = ()

K 1,1II = KIlI dans la direction 1 = r

K 2,HI = KHI dans la direction 2 = cp

K 3,1II = KIl I dans la direction 3 = ()

3.6 Structure de la solution

(3.85)

(3.86)

(3.87)

Compte tenu de la spécificité du problème lié aux vibrations, la solution

en fond de fissure dans le domaine nE ou zone de singularité sera notée
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On se place dans le cas d'un matériau plan, soit en 2D.

3.7 Applications

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(3.88)
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K 1l 8 1 <Pl + K l2 8 2 <P2 + K 13 8 3 <P3

K 21 8 1 <Pl + K 22 8 2 <P2 + K 23 8 3 <P3

K 31 8 1 <Pl + K 32 8 2 <P2 + K 33 8 3 <P3

Uf("e,ip)

Uz("e.ip)

U3(" e, ip)

'l'hi-se l!Jliljllt, de 1\1al.h<·IIll'\tiq\J~~~

Mécanique

RI

R2

R3

(3.89)

Connaissant la forme générale de la solution (3.89), considérons à présent le

cas de sollicitations simples.

Ainsi, le terme d'ordre Wa (é) de (3.21), en ignorant momentanément la

fonction de temps Ta, peut s'écrire :

Uf: (" e, ijJ). Dans les cas classiques où il n'y a pas de vibrations, comme dans

les travaux de Leguillon et E.Sanchez-Palencia [33] & [34], les déplacements

sont singuliers en 1 exposant À > -./ en 3D et À > 0 en 2D. Dans ce cas, la

fonction R(,) = lÀ. En ce qui concerne notre étude, le niveau de singularité

ne sera connu qu'après la détermination des fonctions R(,), 8 (e) et cP (ijJ).

Sans restreindre la généralité, nous adoptons un modèle simple pour la

matrice de facteurs d'intensité de contrainte (Kij ) où le premier indice cor

respond à la direction d'évolution de la fissure et le deuxième au mode de

fissuration. U est le vecteur déplacement effectif en fond de fissure à l'ordre

Wa (é) pour une perturbation associée aux variations du domaine dues à la

fissure [34], de sorte que
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3.7.1 Déformation plane

A partir de (3.89) on obtient

(3.90)

En considérant que la fissure est droite, en mode l et II, à l'ordre ex = 0,

\jJ (ê) = 1. On retrouve par identification le cas de singularité en mode l et

II avec Ri(T) = ~ ~ [30], où >. = ~,
4MV2; 2

8~ = (5 - 8v) cos ~ - cos 3~ et e~ = (-5 + 8v) sin ~ + sin 3:

ei = (-7 + 8v) sin ~ + sin 3: et e~ = (-7 + 8v) cos ~ + cos 3:
(3.91)

3.7.2 Déformation antiplane

En considérant uniquement le mode anti plan ou mode III en 2D, (3.89)

devient

Uf(T, B)

U2(T, B)

U3(T, B)

a
a . (3.92)

La fissure peut évoluer mathématiquement en mode III, II et l dans

la troisième direction, traduisant l'incompatibilité de la force appliquée et

la fissure. Dans ce cas, l'évolution de la fissure est plus liée à un défaut de

structure lors de sa conception ou de sa mise en forme. En considérant que

l'hypothèse de compatibilité est satisfaite, on a K 31 = KI = a et K 32 =
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3.7.4 Compression

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(3,96)

(3.95)

(3.94)

(3.93)

o
o
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K ll K I2 K I3

[K] = K 2I K 22 K 23

103

U[ (r, ()) 0

U2(r,(}) =Wn(é) 0

ug (r, ()) K 33 8~

Kll K I2 K I3

[K] = 0 0 0

0 0 0

Sans bifurcation, on a UE = (0, v, 0) soit

0 K I2 0

[K]= 0 0 0

0 0 0

Dans ce cas, la sollicitation est de la forme Fi = (± FI, 0, 0) avec UE =

(U i, Vi, wi). La matrice [K] est de la forme

3.7.3 Flexion

Mécanique

2 {i~ ()
avec R3(r) = - - et 8~ = sin-.

Il 27f 2

En considérant le chargement excentré ou extérieur à la fissure avec bi

furcation, on a Fi = (0,F2 ,0) et UE = (u,v,w), d'où

Ku = 0, et on retrouve le cas classique tel que
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Dans ce cas de sollicitation, la fissure peut évoluer dans les différents

modes avec bifurcation. Dans l'hypothèse de propagation d'une fissure en

compression, même sans être compatible avec la fissure initiale, la matrice

[K] permet d'envisager et de prévoir, selon la sollicitation, les différents cas de

fissuration possibles y compris les embranchements. Ceci montre l'importance

et la généralisation du facteur d'intensité de contrainte sous forme matricielle.

3.8 Résolution de (3.82-a)

Il existe des constantes Bo et 130 dépendant de Eo (w) telles que

(3.97)

~ ~ ~ ~

Pour w #- 0, on a F (tk, w) = a et UE: (tk,W) = a pour tout

7f
tk (w) = - (2k + 1) ,

2w

où k est un entier naturel (k EN). Il s'en suit que

T (tk(w)) = 0, et cela entraîne que

Bo (w) cos (Eo (w)~ (2k + 1) + 130 ) = 0,
a 2w

(3.98)

(3.99)

pour tout k E No Par conséquent, il existe un entier naturel n dépendant de

k et noté nk (nk E N) tel que

Eo (w)
7f (2k + 1) = W7f (1 + 2nk) - 2w130 .

a

Comme Eo (w) est indépendant de k, il existe nécessairement des nombres

entiers n et ç ne dépendant pas de k tel que

2nk + 1 = (2n+ 1) (2k+ 1) et 130 = ç7f(2k+ 1). (3.100)
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que

de l'existence de nouvelles solutions mo-

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(3.101)

(3.102)
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Eo(n,w)
Eo (w) = = (2n + l)w.

a

Tn (t) = BOn (w) cos [(2n + l)wt] .

En remplaçant B o par Bon, la solution de (3.97) devient:

Mécanique

dales singulières

Comme /30 est aussi indépendant de k, nécessairement ç est nul et il en est

ainsi de /30 ,

Finalement on obtient Eo (w) comme étant une fonction dépendant de

n E N, telle que

Les constantes BOn(w) dépendent bien sûr de l'amplitude de la force de vi
~

bration F, de la pulsation w, et des caractéristiques physiques du matériau.

Il apparaît dès lors que Ut: est une superposition de solutions modales telles

3.9 Résolution de (3.82-b) et mise en évidence

En fond de fissure, pour les cas classiques ([31], [33] et [34]) les solutions

sont singulières en r à la puissance - ~ ou ~ (déplacement ou contrainte).
2 2

Nous pouvons donc légitimement penser à priori par anticipation, que dans

•
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notre cas, les solutions seront aussi singulières en r à une certaine puissance

Pn . Cette idée n'est cependant pas fortuite. Elle découle de la nature de

l'équation (3.82) qui se prête à une résolution par la méthode de séries en-

tières.

En effet Rn (r) peut être recherchée sous la forme

+=
R (r) = r?n~A(Pn)rm

n L....J mn ,

m=O

où les A~~) sont déterminés par la relation de récurrence

(3.104)

(3.105)

pour tout m ~ 2 avec El (n,w) qui est une constante dépendante du maté

riau. Cette relation de récurrence a pour équation déterminante associée

P~+Pn-E2(n,w) =0,

avec

Comme (3.106) est vérifiée, alors (3.107) revient à

m 2 + m (2Pn + 1) o:f 0,

soit

m o:f -2Pn - 1.

On trouve alors

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

-1 + \/1 + 4E2 (n,w)Pln = ------'---------'--
2

-1 - JI + 4Edn,w)
et P2n = -------'-------'------'--

2
(3.110)

comme étant les solutions de (3.106).
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Posons

3.9.1 Etude de PIn, P2n et mise en évidence de nouvelles

singularités

3.9.2 Pour les valeurs de n telles que~ ~ N* (N* étant

l'ensemble des entiers naturels non nuls)

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(3.111)

(3.112)

(3.113)

(3.114)
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k~ = VI + 4E2 (n,w),

Soit k~ = y'l;" avec k~ t/:. N*. On a alors

Mécanique

6n = VI + 4E2 (n,w).

On a alors

Ecrivons On sous la forme polaire

avec r2 = -l, r n et ln étant respectivement le module et l'argument de

On.

Intéressons nous à présent à la nature de V6:,.

(k~)2 - 1
E 2 (n,w) = 4 . (3.115)

Ainsi, d'après la théorie des équations différentielles ordinaires, la solution

(3.104) de (3.82-b) est donnée par la relation

de sorte que

Thè:;l~ l!IIÎlJlIl\ dl' !-.lal.hi·mal.ilJllm..
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(3.116)

où B1n et B2n sont des constantes, avec

[cos (V; (sin ( ~n ) ) ln T) + i sin (V; (sin ( ~n ) ) ln T) ] ,
(3.117)

et

[cos (V; (sin ( ~n ) ) ln T) - i sin ( V; (sin ( ~n ) ) ln T) ].
(3.118)

Real (X) et lm (X) représentant respectivement les parties réelle et ima

ginaire de X.
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3.9.3 Pour les valeurs de n telles que ~ E N (en

semble des entiers naturels)

3

Ur = 2.: [Kij ] 2.:
j=l 0'

( L: BOjna'l!O'na ( E) Raj ( r,Pln' P 2n ) <Pnaj ( rp) 8 naj ( 8) cos(2n + l)wt
nft!

+ 2.: BOjnb'l!O'nb (E) Rbj ( r,Pln, P 2n ) <Pnbj ( rp) 8 nbj ( 8) cos(2n + l)wt) ,
nEf

(3.124)

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(3.123)

(3.122)

(3.121)

(3.120)

(3.119)
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-1 + kn +00

R (r) = r 2 ""' A(P1n)r
m

4n ~ mn ,

m=O

k~ = JI + 4E2 (n,w),

-l+kn +00 -l-kn +00
R

3
(r) = 1/. r-2- ln r ""'A(Pln) r m + r-2- ""' A(P2n) r m

n rn ~ mn ~ mn '
m=O rn=O

Finalement, la solution (3.103) s'écrit

(k~)2 - 1
E2 (n,w) = 4 '

avec la solution de (3.82-b) qui est de la forme

Soit k~ = ..[8;, avec k~ EN. On a encore

où

Thl\St' \Jlliqlh' de ~Ial,hhnal.iqnes

B3n , B4n et Pn étant des constantes.

Mécanique

et

et par conséquent
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où 1 = {n E NI JI + 4E2 (n, w) entier naturel}, Bona, B Onb représentant

les constantes Bon, les indices a ou b spécifiant dans quel ensemble, respecti

vement n ri:- 1 ou n E 1 est faite la sommation.

3.10 Solution de(3.82-c)

On obtient mathématiquement deux cas de solutions possibles non tri-

viales :

Soit E3 (n,w) < a et

<P1n = B 5n exp ( J-E3 (n, w)<p) + D 1n exp ( - J- E3 (n, w)<p) , (3.125)

et dans ce cas, ne considérant que les <p ~ 0, (3.125) converge si et seulement

si B5n = 0, d'où

<PIn = D in exp (-J-E3 (n,w)<p) .

Soit E3 (n, w) > a et

(3.126)

Lorsque E3 (n,w) = 0, on trouve la solution triviale <P n = O.
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Si E5n = 0, on trouve

En utilisant le programme maple 9.5, la résolution de (3.82-d) donne:

Mécanique Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(3.130)

(3.129)
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(

1 )
- l E5n

C2nWhittakerW 2 E
4n

' vfE6n' 21 J E4~e

(

1 )
- l E5n

ClnWhittakerM 2 E
4n

,JE6n' 2IVE4nB

(3.128)

{

(E4n tan8si~2 8 - E5n ta~.8sin8 - E6n tan8) Y (8) },

+Y (8) sin28 + y (8) tan 8 sin28

{Y (8n

C2n~LegP (~Jl + 4E4n -~, JE6n , Jcos2(e))
1 1

(cos (e) - 1)4 (1 + cos (8))4

C1n Jsin(8)Leg Q (~Jl + 4E4n -~, JE6n:, Jcos2(8))

en (8) = - 1 1
- -

(cos (8) - 1)4 (1 + cos (8))4

rhi>se Ulliqu(' dt· ~[nth(>lJJfI,l.iques

où Q et P sont des fonctions de Legendre.

Pour des variations très faibles de 8, on a

3.11 Solution de (3.82-d)

où DEBal est un opérateur qui permet de donner la structure des solu

tions d'équation différentielle.

en (8) = DEBal
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où M et W sont des fonctions de Whittaker [25] et Gin des constantes.

3.12 Estimation des fonctions Wct (é)

Les fonctions \lia (E') forment une suite de fonctions de Jauge, traduisant

l'état de la singularité du domaine, qui varient selon les différents modes de

vibrations n. Pour des valeurs de n tel que n El, elles sont représentées par

des fonctions notées fan (E'), et pour des valeurs de n tel que, n 1:. l, elles sont

représentées par des fonctions notées Fan (E').

On rappelle que 1 = {nE NI JI + 4E2 (n, w) entier naturel}.

Compte tenu du fait que nous avons axé notre étude en fond de fissure,

les fonctions \lia (E') s'obtiennent à partir d'un développement intérieur en

faisant un changement de variable où r = E'Y (voir figure. 3.2 page 69). Afin

de tenir compte de la solution extérieure, on pose r = E'xy.

Une fois le changement de variable fait, nous effectuons un développement

des fonctions de singularités Ra (r, PIn, P2n ) et Rb (r,Pln , P2n ).

On rappelle que Ra (r, PIn, P2n ) est donnée par la relation(3.116), tel que

(3.131 )

et Rb (r,Pln , P2n ) par la relation (3.121), telle que

(3.132)

Passons à présent aux différents calculs intermédiaires. Il s'agit du calcul
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(

cos(a+b) =cosacosb-sinasinb)
En introduisant la formule dans (3.134),

sin(a + b) = sin a cos b + sin b cos a

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(3.134)

(3.133)
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x [cos (~ (sin e2n
) ) ln EX +~ (sin e2n

) ) ln Y)

(-1 ~ ln) (-1 ~ ln) [+00 ]X -+~cus- -+~cus- (P )E 2 2 2 Y 2 2 2 L Amr;n Exmym
m=O

+i sin (Vfn (sin e2n
) ) ln EX + ~ (sin ( ~n ))ln y)] .

+i sin ( 7 (sin ( l2n
)) ln (EX Y) )] ,

Calcul de R1n (Exy) = R1n

On a, à partir de (3.117),

ou encore

Mécanique



Mécanique

on trouve

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

(
-1 VF,;" Jn) ( -1 y'F,;" Jn) [+00 ]EX T+-2- cos 2 y T+-2-

cos 2 foA~~n)Exmym

x [(COS (Vf (sin e2n
) ) ln EX) cos ( Vf (sin e2n

) ) ln Y)

- sin ( Vf (sin ( J2' ) ) ln EX) sin ( v;n (sin ( J2n ) ) ln Y) )

+i (sin ( Vf (sin e2n
) ) ln EX) cos ( Vf (sin e2n

) ) ln Y)

+ sin ( Vf (sin ( J2n ) ) ln Y) cos ( Vf (sin ( J2' ) ) ln EX) )] .
(3.135)

Calcul de R2n (Exy) = R2n

On a

(-1 y'F,;" Jn) (-1 VF,;" J) [+ ]X - -cus- - -Cos n 00
E 2 - 2 2 Y 2 - 2 2 foA~;n) Exm ym

-i sin ( Vf (sin ( ~n ) ) (ln EX + ln Y) ) ] ,

(3.136)
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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x [cos ( Vf (sin ( ~n ) ) ln EX + Vf (sin ( ~l ) ) ln Y )

-i sin ( Vf (sin ( ~n ) ) ln EX + Vf (sin ( ~n ) ) ln Y ) ] ,

(3.137)

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

x[cos (~; (sin n'))ln E")cDS (v~; (sin (~n ) ) ln Y )

- sin (V; (sin ( ~n ) ) ln EX) sin (V; (sin ( ; ) ) ln Y )

-i [sin (v~~ (sin (~n))IllE") cos (V;; (sin (; )) ln Y)

+sin (v~~ (sin (~n)) InY) cos (V;; (sin (~n)) InE")]] .
(3.138)

Mécanique

ou encore

soit finalement
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nous donne

ou encore

(3.139)

(
-l+kn) (-l+kn ) +00

J-Ln éx -2- y -2- (lnéx + ln Y) L A~~n) éxmym
m=O

(3.140)

(
-l-kn ) (-l-kn) +

+éx
-2- Y -2- f A~~n) éxmym.

m=O

(3.141)

Le calcul des fonctions R1n (éxy), R2n (éxy), R3n (éxy) et R4n (éxy)

achevé, les fonctions 'lin (é) sont les coefficients des fonctions Ra (éxy) et

Rb (éxy) qui sont fonctions de é et qui deviennent évanescentes avec é au

voisinage du point singulier.

On rappelle que

3

Ut = L [Kij ] XL
j=l n

(L BOnajWmw (é) R aj ( T,PIn, P 2n ) <Pnaj ( '19) 8 naj ( e) cos(2n + l)wt
n'I-!

+ L BOnbjWnnb ( é) Rbj ( T,PIn, P 2n ) <Pnbj ( '19) 8 nbj ( e) cos(2n + l)wt) ,
nET

(3.142)
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lim \]Jana (é) = O.
c->O\]J(a-1)na (é)

Ces précisions étant faites, revenons aux calculs de Ra (éxy) et Rb (éxy)

afin de déterminer les fonctions Fan (é) et fan (é).

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

ou encore

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(3.144)

(3.143)

IL\KI·;ll l'OLA l'IEHHE ~IAll.IJ:117

3

ut = L [Kij ] L (Fc>n (é) lUj + fan (é) un,
j=l a

3

Ut = L [Kij ] L
j=l a

( L BOnaj \]J ana ( é) lU~j + L BOnbj \]J anb ( é) U~j) ,
n~f nEf

avec la condition asymptotique à savoir, VCi. EN, on a

Mécanique

peut encore s'écrire sous la forme
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Calcul de Ra ((Exy) ,PIn' P2n ) = Ra

On a d'après la relation (3.116)

x [cos (~ (sin ( ~n ) ) ln EX ) cos ( 1-;;- (sin ( J2n )) ln Y)

B In -sin(~ (sin(J2n))lnEx)sin(~(sin(~n))lnY)

+ sin (~ (sin ( J2n ) ) ln EX) cos (~ (sin ( J2n ) ) ln Y)

+ sin (~ (sin ( J2' )) ln Y) cos (~ (sin ( J2n ) ) ln EX) ]

Ra = +
x(.=.l ~cos Jn) (-1 ~ cos Jn) [+00 ]E 2 - 2 2 Y 2 - 2 2 faA~~n)Exmym

x [cos (~ (sin ( ~n ) ) ln EX ) cos (~ (sin ( ~n ) ) ln Y)

- sin ( 1~ (sin ( ~n ) ) ln EX) sin (~ (sin ( ~n ) ) ln Y)

- sin (~ (sin ( J2n ) ) ln EX) cos (~ (sin ( J2' ) ) ln Y)

+ sin ( 1-;;- (sin ( J2' ) ) ln Y) cos ( 1-;;- (sin ( J2n ) ) ln EX) ] ,

(3.145)
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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x lcos ( ? (sin ( ~n )) ln EX) lcos ( ? (sin ( J2n ) ) ln Y)

x lCOS (~ (sin ( ~n ) ) ln EX) [cos (~ (sin ( J2n) ) ln Y)

- sin (~ (sin (l2n
) ) ln EX) lcos ( 7 (sin (l2n

) ) ln Y)

+ sin (~ (sin ( J2n )) ln Y) ]] ,

- sin ( ? (sin ( J2n )) ln Y) ]]
+

( -1 v'F,;" Jn) (.=..l v'F,;" Jn) [+00 ]
EX 2 - 2 eus 2 y 2 - 2 eus 2 fOA}:~n)EX1TLym

+ sin (~ (sin ( J2n )) ln Y) ]

sin (~ (sin (l2n
)) ln EX) [cos (~ (sin (l2' )) ln Y)

Mécanique

ou encore
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d'où

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

x [cos (If (sin ( J2n ) ) ln eX) [cos ( 7 (sin ( J2n ) ) ln Y)

sin ( 7 (sin ( J2n ) ) ln eX) [cos ( 7 (sin ( J2n ) ) ln Y)

- sin ( 7 (sin ( J2n ) ) ln Y) ]]
+

Ex( 2'_1~ '0' t) y( 2'_1~ '"' J,) [foA!,.~n)Exmym]

B2n X [cos ( 7 (sin (J2n ) ) ln eX) - sin ( 7 (sin ('~n ) ) ln eX) ]

[cos ( 7 (sin ( ~n ) ) ln Y) + sin ( 7 (sin ( J2n ) ) ln y)] .
Ainsi, pour n rf:- l, la fonction 'lion est représentée par Fna (e).
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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[cos ( 7 (sin e2' ))ln é) - sin (7 (sin e2n
) ) ln é) ]

(3.147)

[cos ( 7 (sin ( J2n ) ) ln é) + sin ( 7 (sin ( J2n ) ) ln é) ]

(sin ( 7 (sin ( J2n ) ) ln é) + cos ( 7 (sin ( J2n ) ) ln é))]+

[

(
2m-l ~ Jn) (-1 ~ Jn)--+-cus- -+-cus-

B é 2 2 2 +é 2 2 2 X
ln

+ (cos (7 (sin ( t ))ln é) - sin ( 7 (sin ( J2' ) ) ln é) )]
(3.146)

Pour les deux premiers termes FOn (é) et Fln (é), on a

FOn (é) =

Mécanique

et
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(-l+kn) (-l+kn) +00
B3n f1n [x ln E + ln Y] EX -2- Y -2- L A~~n) Exmym

m=O

(-l-kn) (-l-kn) +
+B EX -2- Y -2- ~ A(P2n) Exmym

3n 0 mn
m=O

(3.148)

soit

(
(-l+kn) (-l+kn) +00 )

EX -2- Y -2- foA~~n)Exmym X

(3.149)

Pour n El, la fonction \lion ( E) est représentée par fon (E), telle que

pour les deux premiers termes fon (E) et fIn (E:', on a

(3.150)

et

(3.151)
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1

On trouve des fonctions \fin (é) qui varient avec les modes de vibration et la

fonction de récurrence A~;n). Ainsi \fin (é) devient \finnm (é) qui est différente

des formes classiques où \fla (E) n'a qu'un seul indice de sommation.

Pour ce qui est du développement extérieur, en 2D, on a x = 2 et en 3D,

on a encore x = 2 avec des termes exposant 2~n + 1 à la place de 2Rn.

Mécanique Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

1
1
1
1
1

Cette analyse montre qu'un chargement vibratoire à la surface libre d'un

matériau possédant une fissure initiale, telle que è =1 0 engendre une solution

en déplacement. Cette solution est une superposition de modes non classiques

constitués de nouveaux types de singularité apparaissant par le facteur

en fond de fissure. Selon l'amplitude de la fréquence de la force vibratoire,

on obtient soit de faibles singularités, soit de fortes singularités.

Ces modes ne sont pas rencontrés quand les forces du chargement ne sont

pas vibratoires. De plus, comme la matière vibre, ct la fissure initiale est de

mode quelconque, la condition de compatibilité chargement - mode initial de

fissure n'est plus ni respectée, ni nécessaire. Alors, la force vibratoire produira

des microfissures qui se brancheront à la fissure initiale ou principale, quand

l'intensité de la force et la fréquence auront atteint le seuil critique. On peut

alors assister à une rupture rapide du matériau par rapport au cas classique,

dans lequel le modèle ne prend pas en compte les vibrations qui entraînent

des microfissures.

1 ±~; Jna [ ~- ]r-"2 -2--cos-2-COS v~na(sine2a))lnr+~Xn,

1

1
1
1
1

1
1

1
1

1
1
1

(3.152)
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La méthode de séparation de variables montre qu'en fond de fissure, la

singularité dépend aussi en coordonnées polaires ou sphériques de la variable
-1

angulaire e. Les déplacements sont aussi singuliers en e 2 pour les très

faibles valeurs de e contrairement au cas classique où on n'observe pas de

singularité en e.
La matrice du facteur d'intensité de contrainte [K] permet de prévoir,

compte tenu des sollicitations extérieures, les embranchements et les combi

naisons de modes de fissuration éventuels.
7f

En outre, on constate une stabilité de la fissure aux instants t k = - (2k + 1)
2w

avec kEN, et l'existence des fonctions \lina,b ( c) qui sont fortement singu
+=

lières, et qui varient avec la relation de récurrence 2: A~\~ qui dépend des
m=O

vibrations, contrairement au cas classique où il y n'a pas de vibration.

124 WAKEli l'OLA l'JEnnE ~[AIUI':



Chapitre 4

INFLUENCE DE LA

LONGUEUR DE LA FISSURE

ET DES FREQUENCES SUR

LES DEPLACEMENTS EN

FOND DE FISSURE

Notations

(Jij est le tenseur des contraintes

), est la constante de Lamé

~l est le module de cisaillement

U est le vecteur déplacementde composantes (U1 , Uz, U13 )

[K] est la matrice de facteur d'intensité de contrainte

west la fréquence de la force vibratoire

125
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Mécanique

4.1 Introduction

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

Dans le chapitre précédent, nous avons traité des singularités en fond de

fissure, sans pour autant insister sur les effets de la longueur de la fissure et

de la fréquence de vibration. Il s'agissait là, d'une évolution quasi-statique de

la fissure. Dans ce chapitre, il s'agit pour nous, d'étudier l'implication de la

longueur de la fissure et de la fréquence de vibration w sur les déplacements.

Nous sommes donc dans un cas d'évolution dynamique de la fissure.

4.2 Formulation du problème

Nous considérons un matériau homogène et isotrope possédant une fissure

initiale de mode quelconque ou arbitraire et soumis à une force extérieure (Fi)

de composantes (FI' F2 , F3 ) appliquée sur la surface and telle que (j. n = Fi.

y

y

N N+
iJN

dx
ax:

x x
Z Q L

• LIX+U(x,t)

Q=Q,+Q, • U + iX..J thU êk

FIG. 4.1 - Exemple de matériau fissuré y compris les repères d'étude

Les solutions appartiennent au domaine ns de frontière r afin de prendre
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L'équation de la dynamique du milieu est encore régie par la relation

4.3.1 Laplacien en coordonnées curvilignes

en compte les effets de la singularité due à la présence de la fissure. Le vecteur

déplacement U a pour composante (UI , U2 , U3 ).

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(4.1 )

\\.~KE\I POI.A PIEHI\E ~lAIUE127

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

82U
(À + f-L) grad divU + f-L 6.U = P 8t2 dans 0 8 ,

Mécanique

4.3 Changement de coordonnées

Afin de prendre en compte la longueur curviligne .e de la fissure dans son

évolution dynamique, nous procédons à un changement judicieux de repère.

Pour tenir compte de l'influence du repère mobile lié à la trajectoire

évolutive de la fissure, on introduit au voisinage de la pointe, un changement

de variables en procédant de la façon suivante;

Dans le repère initial de reférence, Ro(O, el, e2, e3) d'origine fixe 0, un

point Ai du milieu est repéré par ses coordonnées (.T, y, z) de sorte que
--4

O!vi = xel + ye2 + ze3. Si 0 est la pointe mobile de la fissure, de coordonnées

(-xa, -Ya, -zo) dans le repère initiale Ra, alors, dans le repère Rn = (0,
---t

el, e2' e3) translaté de Ra par le vecteur 00 = -(Xael + Yae2 + Zae3), un-point !vi sera repéré par les coordonnées (X, Y, Z) de sorte que OM =

Xel + Ye2 + Ze3'
~ ---t _

Comme OAI = 00 + Div!, alors le changement de variables judicieux



Mécanique

(quoique trivial) est trouvé:

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

x = X - X o

y= y - Yo (4.2)

où les coordonnées (-xo' - Yo' - zo) de la pointe [2 dans Ra sont aussi j udi

cieusement choisies pour que la transformation (4.2) soit appropriée. (x, y, z)

sont les coordonnées, dans Ra, du point situé en fond de fissure ou au voisi

nage de la pointe de la fissure, de sorte que, dans le repère lié à la pointe, on

ait
X = T cos 'P cos B

y = Tsin 'P cos B ,

Z = TsinB

(4.3)

où T, 'P, B sont les coordonnées sphériques habituelles dans le repère Rn. A

partir des transformations (4.2), c'est une trivialité que les opérateurs de dé

rivation par rapport aux variables initiales (x, y, z) soient transformés en des

opérateurs de dérivation dependant des nouvelles variables (xo' Yo' zO' X, Y, Z)

selon le schéma :

a a a
-----ax - ax axo'

a a a
-----ay ay ayo'

a a a
-----az - az azo'

(4.4)

où le signe" "signifie tout simplement que dans les équations initiales, les

dérivations par rapport aux variables x, y et z doivent être remplacées par

les dérivations des schémas (4.4).
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1

(4.5)

a2
(J ( 0 0 )--- ---

OX2 - OX oX OXo

Mécanique

Ainsi, on aura aussi

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

1
1
1
1
1

aura

On obtient ainsi

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
J

(4.7)
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Sachant que c'est la variation de la longueur curviligne de la trajectoire €

de la fissure qui induit la variation des coordonnées (.TO, Yo, 20) de la pointe

0, par le biais de la contrainte appliquée aapp en fond de fissure, de ce fait, il

apparaît donc que toute variation de quantités physiques ou mathématiques

par rapport à (xo, Yo, 20) ne peut se faire que par le biais de aapp et I! d'abord,

puis par la variation induite de la longueur de la trajectoire de la fissure I!

par rapport à (xo, Yo, zo). Ainsi, par le biais de la dérivation composée, on

::2 == o~ (a~ -::0 gp) - ::0 gp (a~ -::0 g€) . (4.6)

oR ap o€
Nous convenons de noter SI = ~, S2 = ~ et S3 ;::) .

UXo UYo UX o
Les Si (i = {l, 2, 3}) représentent dans le modèle les composantes du

vecteur appartenant au sous différentiel ol! des champs de gradient de Pen 0

et donnant la direction de propagation de la fissure à partir de 0 (-xo,-Yo,-zo).

Dans la suite du problème, Si sera le gradient directionnel de la propagation

de la fissure dans la direction i.



Mécanique Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

car les Si sont indépendants de X, Y et Z, et ne dépendent pas explicitement

de I!.. Finalement,

a2 _ a2 a2
2 a2

ax2 = aX2 - 2s) axal!. + S) a1!.2·
a2 a2

De manière analogue, on obtient a
y
2et az2' Or

a2 a2 a2
t0.(x,y,z) = ax2 + ay2+ az2'

Par conséquent

a2 a2 a2
aX2 - 2s) axaI!. + s; al!.2

(4.8)

(4.9)

t0.(x,y,z) ------? t0.(x,y,z,e) == (4.10)

Posons

On a

(4.11)

t0. =(X,Y,Z,e) -

soit

a
2

(a
2

a
2

a
2

)
t0.(x,y,z) - t0.(X,Y,Z) + S2 al!.2 - 2 SI axal!. + S2 ayal!. + S3 azal!. .

En considérant les déplacements élémentaires dr, rdf}, r sin f}drp, le lapla-

cien associé à t0.(x,y,z) s'écrit en coordonnées curviligne-sphériques ou coor

données curvilino-sphériques

a
2

(a
2

a
2

a
2

)
t0.(x,y.z) == t0.(T,r.p,f)) + S2 al!.2 - 2 SI aXaI!. + S2 ayal!. + S3 azal!. .
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et

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(4.17)

(4.16)

(4.15)

(4.14)

(4.13)
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Calculons maintenant les termes
aT ae arp ar ae arp ar aB et arp issus de (4.15) (4.16)
ax' ax' aX' aY' aY' aY' aZ' aZ aZ '

et (4.17).

a a
pour le deuxième terme S2 aY et le troisième terme S3 az' on retrouve

Ainsi, les termes à l'intérieur de la parenthèse deviennent:

1
. a

pour e premIer terme SI aX' on a

Passons au calcul de

Mécanique

(
a2 a2 a2 )

Sl aXaf + S2 aYaf + S3 aZaf

en fonction de (T, rp, e, f).

Sachant que les Si ne dépendent pas de f, l'expression (4.13) devient en
a

sortant af de la parenthèse



Mécanique

Comme

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

dX = cos 'P cos e dT - Tsin 'P cos e d'P - Tcos 'P sin e de

dY = sin 'P cos edT + Tcos 'P cos ed'P - Tsin 'P sin ede

dZ = sin edT + Tcos ede

réécrivons (4.18) sous forme matricielle. On a :

(4.18)

dX cos 'P cos e -T sin 'P cos e -T cos 'P sin e dT

dY sin 'P cos e Tcos 'P cos e -T sin 'P sin e d'P

dZ sin e TCOS e 0 de
(4.19)

Pour déterminer dT, d'P et de, on introduit la matrice inverse. Il est en effet

évident que la matrice 3 x 3 intervenant dans (4.19) est inversible car étant

une matrice de changement de base. On obtient après calcul

dT

de

sin 'P cos 'P 1
-- ---

sin e case sine

- sin 'P cos 'P
0

TCOSe TCOS e

sin ('P - e) cos ('P - e) cos e

Tsin2 e Tsin2 e Tsin2 e

dX

dY

dZ

(4.20)
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En reportant ces résultats dans (4.15), (4.16) et (4.17), on obtient de

ar sin~ a~ -sm~ ae sin (~ - e) (4.22)- - - -
rsin2if~

,
ax sin e' ax r cose ' ax

ar cos~ a~ cos 'P ae cos (~ - e) (4.23)-
- cos e'

-
-~~

,ay ay r cos e' ay

et

On obtient ainsi dr, d~ et de en fonction de dX, dY et dZ.
Les coefficients de dX, dY et dZ seront respectivement les valeurs des termes g~,
ae a~ ar ae a~ ar ae a~

aX'aX'aY'ay'ay'aZ'aZetaZ'
D'où

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(4.26)

(4.25)

(4.24)

(4.21 )
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ae cos e
az - r sin2 e'

133

a~
az = 0,

de = sin (~ - e) dX _ cos (~ - e) dY cos e dZ
r sin2 e r sin2 e + r sin2 e

d~ = -sin~dX + cos~ dY
r cos e r cos e

sin ~ cos ~ 1dr = - ·dX - --dY + -dZ
sin e cos e sin e

ar 1

az sine'

soit

(4.16) devient

a (COS ~ a cos (~ - e) a cos ~ a)
S2 ay - S2 - cos ear - r sin2 e ae + r case a~ ,

Tllhl' l:lIiqil(~ de ~I(I,\.hôIlla\.iq\l('~

(4.15) devient

a (sin ~ a sin ('P - e) a sin ~ a)
SI ax == SI sin ear + r sin2 e ae - r cos ea~ ,

nouvelles expressions:

Mécanique



Mécanique

et enfin (4.16) qui donne

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

(4.27)

Revenons sur l'expression initiale (4.14). On obtient en introduisant (4.25),

(4.26) et (4.27),

a [ (sin <p a sin (<p - e) a sin <p a)
al! SI sin ear + r sin2 e ae - r cos e8<p

(4.28)

( la case a)]+s ---+ -
3 sin ear r sin2 eae '

ou encore

(
sin<p a a sin(<p - e) a a sin<p a a)

SI sin eal! ar + r sin2 e al! ae - r cos eal! a<p
(4.29)

(

COS <p a a cos (<p - e) a a cos <p a a)
+S2 - cos eal! ar - r sin2 e al! ae + r cos eal! a<p
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(4.32)
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(
sin (1{) - e) cos (1{) - e) cose) a2

+5------5 +8 2 ~-
1 r sin2 e 2 T sin2 e 3 r sin e aeae

(1.31)

(
1 a2 cos e a2

)+5 ----+ --
3 sin eaear rsin2 eaeDe '

(4.30)

( ~ ~ ~ )
51 axae + 52ayae + 53 azae

(
sin 1{) cos I{)) a2

+ -5 +5 2 --.
lrcose rcose aeal{)

Les calculs étant ainsi faits, revenons à l'expression (4.12).

En posant

Ceci peut aussi s'écrire sous la forme

Mécanique

ou



Mécanique

et

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

(
sin <p cos <p 1)L 1 =28---8--+8--

1 sin e 2 cos e 3 sin e

on a

2 ( sin (<p - e) cos (<p - e) cos e)
L 2 = - 8 - 8 + 8 --

r 1 sin2 e 2 sin2 e 3 sin2 e

2 ( sin <p cos <p)L 3 = - -8 -- + 8 --
r 1 cos e 2 cos e '

(
sin <p cos <p 1) 8 2

8---8--+8-- --
1 sin e 2 cos e 3 sin e 8HJr

(
sin <p cos <p) 82

+ -81 +82 --.
r cos e r cos e 8f8<p

(4.33)

(4.34)

On rappelle que l'expression du laplacien 6(r,'P,(})U a déjà été définie au cha

pitre précédent par la relation (3.17).

Ainsi, on obtient

En projetant sur en e(} et e'P' on trouve:

suivant eT'

suivant e(}

(4.35)

(4.36)

(4.37)
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en (4.34).

4.4 Projection de l'équation (4.1) suivant les

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(4.38)

(4.10)

(4.39)
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et suivant e<p, on a

[6(X'J/'Z) =(6(r''P,IJ)t<p + 82::2 - 26[;] en

où (6(r''P,e)) e
r

' (6(1','P,IJ) Lo et (6(r,'P,IJ) L", représentent respectivement les

composantes du laplacien 6(r,'P,IJ) selon Cr, ee et e'P' 6[; est défini ci-dessus

directions en ee, et etp

avec a2 = __ 1
1
_ et a2 = P ,on obtient, en y introduisant le change-

l ()..+/1) (>.+/1)
ment de variable (4.2),

. 2 282U
2
82U Dgrad dzvU + al 6(r.8<pl U + 8 8f2 - 2 6[; U = a 8t2 dans s,

Nous venons ainsi de calculer lcs différents termes de l'équation de la

dynamique du milieu (4.1). Nous passons à présent à la projection de (4.1)

sur les différents axes.

L'expression du b.U étant déjà connue, nous rappelons que l'expression

grad divU est donnée en coordonnées sphériques suivant er , eIJ et e<p par les

relations (3.10), (3.11), (3.12) ct (3.13) du chapitre précédent.

En reconsidérant l'équation du milieu (4.1)

[)2U
grad divU + ai b.U = a2

[) t2 dans Ds ,

ou encore

1



Mécanique Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

En posant

(4.41) devient

. 2 2a2u
II = grad d'WU + al 6.( 8 ) U - a -a2 '

r, .'!' t (4.42)

(4.43)

On rappelle que les composantes de II (IIer , IIe8 et IIe'!') suivant eT' e(} et

e'P' sont données respectivement par les relations (3.18), (3.19) et (3.20).

Projetons (4.43) suivant eT' e(} et e'P'

4.4.1 Selon er

On obtient

(4.44)

En y remplaçant (3.22) et (4.31) par leurs expressions, on a

(4.45)
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(4.47)

(4.46)
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En remplaçant 6.r;U1 par son expression, on obtient

En faisant le même raisonnement, on trouve

4.4.2 Selon eB

Mécanique

où les li sont définis en (4.33).



Mécanique

soit

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

cote (1 2) 8U3 2[28U2 8
2
U2 1 8

2
U2]--- --+2a -+a ---+--+ --

r2 sin e 1 8cp 1 r 8r 8r2 r2sin2 e 8cp2

(4.48)

d'où

(4.49)

4.4.3 Selon erp

On a

140

(4.50)
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4.5 Formulation de la solution

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(4.51)

(4.52)
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2 OUI 1 oZUI col, e oUz----- +---- +---,z sin e ocp , sin eocpo, ,2 sin e ocp

e<p

Mécanique

soit

Les équations (4.46),4.49) et (4.51) représentent respectivement lcs équa

tions générales de propagation de la fissure selon les directions er , ee et e"".

Nous passons à la formulation de la structure de la solution afin de ressortir

les différentes équations différcntielles suivant chacune des directions.

Pour la résolution des équations (4.46), (4.49) et (4.51), comme, les coef

ficients des opérateurs ne dépendent pas de f! et t, il est classique de chercher

les solutions sous la forme

Th~"~H' "!lIlIUI' d .. ~lalh'·IllIlI.ilJlll·S

1



Mécanique

où

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

(4.53)

Un = (2n + 1) w

/,z = -1 et f3 j une variable intrinsèque qui rend compte de " l'intensité "

du champ de contrainte en fond de fissure et de la cinématique complexe du

mouvement de la fissure. Il dépend forcément dans ce cas de la contrainte

appliquée.

Ainsi

(4.54)

(4.55)

(4.56)

Reprenons le calcul de (4.46), (4.49) et (4.51) en y introduisant U1 , Uz et

U3 données respectivement par (4.54), (4.55) et (4.56).

4.6 Equation (4.46)

L'équation (4.46) devient en y reportant U1 , Uz et U3 données ci-dessus,
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(4.58)
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2aî aU2-----
Ul ae

r 2

En la multipliant par , on trouve après calcul
RI <Pl 8 1

Mécanique



Mécanique

soit

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

(4.59)

Comme le premier membre de l'équation (4.59) ne dépend que de T, alors

que le second dépend de cp, eet T, il existe donc une constante ..\11'l telle que

(4.60)

ou encore

(4.61)
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1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(4.61)
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(4.62)

[l 13 2 C!>1 ( 2) U2 l aU2- 2L 3 Ir ~ - 1+ al coteu- + - a- reote
'l'1 -1 U1 r

En multipliant (4.62) par sin2 e, on obtient

Mécanique

et

(4.63)

En appliquant à (4.63) le même raisonnement que celui appliqué à (4.59),

on obtient en considérant l'existence d'une constante À~r :

•



Mécanique

et

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

f1 {) 2RI . 2() f1 {) 2è l . 2() f1 {) 2 <f>l . 2()
+2.,(,IJJlr RI sm + 2.,(,2 JJl r 8

1
sm + 2.,(,3JJl r ~~ sm

(1 + ai) V2 . () 1 aV2 rsin2() 1 aV2 . 2() r a2V2 . 2()
+ sm2 ---- +---sm ----sm

2 VI VI ar 2 VI a() VI ara()

r sin () a2V3 sin () aV3 2ai aV2 . 2() ai aU3----- + ---- + ---sm + 2sin()----.
VI ara<p VI a<p VI a() VI a<p

(4.65)

En appliquant à (4.65) le même raisonnement que celui appliqué à (4.59)

et (4.63), on obtient en considérant l'existence d'une constante À3• :

ë l è l a2
.

-a2
1

sl'n2() + - -.l SIn 2() \ SI'n2 () + \ 2 \• - AIr A2. = A3"
8 1 8 1 2

soit

(4.66)

(4.67)

et la relation dite " complémentaire "
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1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(4.68)
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(
-À IT . 2e+ À~T - À3T) 8 = 0

2 sm 2 1·
al al

(4.69)

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

.. 2 . 1
8 1 sin 0 + 8 1 - sin 2e +

2

+2ai aU2 . 2 () + 2sin8 ai aaU3 = À 3T .-u a() sm U
-1 -1 'P

En ce qui est de la projection sur l'axe eT' on obtient le système suivant:

Mécanique



Mécanique

4.7 Equation (4.49)

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

En considérant (4.49) et en substituant UI , U2 et U3 par leur expression

(4.54), (4.55) et (4.56), on trouve

2 2' aU I 1 a2UI 1 a2U3
2" (1 + al sm e) ae + - aea + 2' aear r r r sme 'P

(4.70)
2

En multipliant (4.70) par ~, on a
U2

(
2 1 aUI 1 a2uI 1 1 a2u32 1 + al sine) U

2
a-e + r----- + ------

_ U2 aear' sin eU2 aea'P

e(
1 2 2) 1 aU3 (1 + ai sin e) ( 2) ë2

- cot -- + al --- - + 1 + al -
sin e U2 a'P sin2 e 8 2

(4.71 )
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(4.72)

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(4.74)

(4.73)
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(
1 2) 1 au3 1 1 82U3

- cat e ---:--e + 2a1 -v~ + ---:--e -v ::ln::l
SIn _ 2 urp sm _ 2 uuurp

soit

et

Comme le premier membre de l'équation dépend de e, r et rp, alors que

le second ne dépend que de r, il existe donc une constante ),l8, telle que

Mécanique
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En appliquant le même raisonnement à (4.72), on obtient en multipliant

par sin2 e et en considérant que les deux membres de l'égalité sont égales à

une constante À~e :

(
1 2) sin 2e 0113 sin e02113 \ . 2e- -- + 2a ---- + ----- - /'110 SIn

sin e 1 2112 ocp 112 oeocp
(4.75)

2 fl fi . 2 eR2 2 [l fi 8 2 • 2 e 2 fl fi <Î>2 . 2 e- 2r oC, 1 2 sm - - 2r oC, 2 2-8 sm - 2r oC, 3 2- sIn ,
R2 - 2 <P2

d'où

(4.76)

et

(4.77)

Comme le premier membre de l'équation dépend encore de e, r et cp, alors

que le second membre de l'équation ne dépend que de e, alors il existe une
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" 2 . 1 (,\ 2 a2 ,\ _,\2 -1)
8 2 sin e+ 8 22 sin 2e + î+a~ sin () - l+~? sin () + 3el+~f 8 2 = O. (1.79)

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(4.78)
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. .
2 f' 13 8 2 . 2 () 2 f' a <1>2 . 2 \

-T .l-2 2-
8

sm + T .l-3JJ2- sm () = /\30
-2 <1>2

(
1 2) sin 2e ou3 2 2 R2- -- + 2a ----=-- - T .[1132 sin e-

sin () 1 2U2 Olp R2

D'où le système

A présent, considérons la projection sur e<p (4.51).

Mécanique

constante À30 , telle que

et



Mécanique

4.8 Equation (4.51)

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

r2

En reportant U1 , U2 et U3 dans (4.51), et en multipliant par 8 ,on
R3<P3-3

obtient

2 1 8U1 r 1 82U1 cote 1 8U2 1 1 82U2------- - ------- - ------ - -------
sin eU3 8ep sin eU3 8ep8r sin eU3 8ep sin eU3 8ep8e

e<p

.. .
a2r2 R3 + 2ra2 R3 + s2B2r 2 + r 2a 2(j2

1 R
3

1 R
3

3 n'

(4.81)

En faisant le même raisonnement par rapport à la direction de propaga

tion e<p' on obtient en considérant l'existence des constantes À1<p, À~<p et À3<p

le système

.. . 1 (-À1 >. _>.2 )8 3 sin2 e+ 8 3 - sin 2e + -2<p sin2 e- sin e+ 3'1' 2 2'1' 8 3 = 0,
2 a al

1
(4.82)
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et la relation

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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(4.83)

Mécanique

e<.p

4.9 Détermination de Bj

Comme au chapitre précédent, nous obtenons après projection de l'équa

tion du milieu (4.1) dans le repère sphérique de directions en ee et c<.p' trois

systèmes d'équations (4.69), (4.80) et(4.82). Au chapitre précédent, nous

avons résolu ces systèmes afin de déterminer en plus des fonctions R(T),

e (B) et <I> (rp), de nouveaux modes de singularité en fond de fissure.

Nous définissons Ej , conformément à la théorie de la mécanique de la

rupture qui exige des variables intrinsèques pour l'étude d'un matériau en

fond de fissure, comme paramètre rendant compte du degré de concentration

des contraintes en fond de fissure. Dans le cas de la mécanique de la rupture,

la prise en compte d'un tel paramètre a été introduite par G.R.Iwin avec le

facteur d'intensité de contrainte (FIC) K et l'intégrale de Rice J.

Ainsi, en considérant (4.52), tel que Uj =Uj (T, 'P, B) elljfeLUnt où Ej carac

térise les singularités du champ des déplacements en fond de fissure, le terme

el\jf peut dans certains cas s'identifier formellement aux facteurs d'intensité



Mécanique

de contrainte K. Soit

Modèle Analytique d'étude d'une Fissure

où i = {I,II, III}.

(4.84)

On peut obtenir Ej selon chaque mode élementaire de fissuration. Le calcul

de Ki étant connu [10], [30] et [31], à partir de la relation (4.84), on obtient

(4.85)

Ceci nous donne la relation entre Bi et Ki.

Dans le cas général où il y a combinaison de modes, il n'est pas certain

que la relation (4.84) reste vérifiée. Dans ce cas, les Bj sont fonction des Ki et

de la fréquence de vibration w, et ces dépendances peuvent être complexes.

4.10 Analyse et commentaire des équations

obtenues

On obtient en fin de compte, selon la direction de propagation de la

fissure, un système de trois équations différentielles qu'on regroupe sous la

forme générale

r 2k + 2r~ + (Err2
- E 2) Ri = 0,

<Pi + Ej<Pi = 0,
.. . 1
Bi sin2

() + Bi"2 sin 2() - (E4 sin2
() - E5 sin () - E 6 ) Bi = O.

(i = {1,2,3} pour R, 8 et <P, pour ei i = {r,(),<p}).

(a)

(b) ,

(c)

(4.86)

On remarque, à priori, que les trois équations de ce système sont du même

type que les trois équations (b), (c) et (d) du système (3.82) du chapitre 3.
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

(4.92)

(4.91)
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Es = 0E - ->'lr
4-~,

2(12 27<2E 2 - s 2+a un E _ >'lG
1 - ai ' 2 - ~

Suivant la direction eo

Enfin suivant la direction e'l" on a

Mécanique

Compte tenu de l'équation de la dynamique du milieu, les constantes E i

prennent les valeurs suivantes selon les directions :

Suivant la direction eT

On remarque que E 1T , E1IJ et El'l' sont fonction de la fréquence de vi

bration Un = (2n + 1) w et du gradient directionnel de la propagation de la

Ceci montre bien que les différentes constantes dependent des caractéris

tiques du matériau suivant la direction de propagation.

En ce qui concerne les singularités, nous revenons sur l'équation (4.86 (a))

qui met en évidence l'influence de la vibration propre et de la longueur de

la fissure par son coefficient B. Ceci au travers de la résolution de l'équation

différentielle (4.86 (a)) qui fait intervenir les constantes Eh" E1IJ et El'l' selon

chacune des directions (voir (4.87), (4.89) et (4.91)).
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fissure s. La relation de recurrence (3.105), s'écrit alors

(4.93)

où aj vaut 1 + ai, ai et a~ selon qu'on soit dans la direction er , ef) ou erp'

Les cas Un = 0, c'est à dire (2n + 1) w = 0 correspondent à w = O. Dans

ces cas, la force extérieure appliquée (Fi = fi cos wt) se reduit à l'amplitude

(Fi = fi)' On retrouve le cas d'une force extérieure sans vibration. Dans

ce cas de figure, les risques de combinaison de modes de fissuration et les

bifurcations sont quasi nuls. Le gradient directionnel de propagation de la

fissure se ramène à un gradient uni-dimensionnel. L'évolution de la fissure

est forcément compatible avec la contrainte appliquée et on a S2 = 87 -# 0,

où i vaut soit 1, 2 ou 3.

Il y a stabilité de la fissure, quand SI

figure, on a (4.93) qui devient

O. Dans ce cas de

(4.94)

On constate alors que la contrainte extérieure appliquée est insuffisante pour

faire évoluer la fissure, quel que soit le mode de sollicitation vibratoire. En

outre les singularités en fond de fissure demeurent toujours fonction des fré

quences de vibration Un'

L'analyse de la relation (4.85) montre que Bi en un point, est la pente à

la droite d'équation ln Ki = Bje. Quand Bj croit, tel que Bj > Bjc (Bjc valeur

critique de Bi), on a une évolution rapide de la fissure qui s'accompagne d'une

amplification des déplacements à un facteur près de e1lje
. Quand Bj décroit
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tel qu'on ait Bj < Bjc , forcément on a une stabilité de la fissure avec de faibles

singularités. Si Bj tend vers zéro, les concentrations de contrainte en fond de

fissure sont de l'ordre de l'unité; la force appliquée est très éloignée de la

fissure ou est nulle.

La fissure est alors hors chargement et f = f o. Par contre si Bj = 0 et

U i- 0, on retrouve le cas du chapitre III.

Sur le plan mathématique, le gradient directionnel Si de propagation de

la fissure par rapport à un point M(xo, Yo, zo) est une condition double d'évo

lution de la fissure. Elle est double parce que Si joue un double rôle:

il y a évolution de la fissure si et seulement si Si i- o. Ce qui veut dire

que la fissure évolue dans la direction i s'il en est ainsi.

Il n y a pas d'évolution de la fissure si et seulement si Si = o.

Contrairement au paramètre K (FIC) qui renseigne uniquement sur l'évo

lution de la fissure, le gradient directionnel Si donne en plus, la direction

d'évolution de la fissure quand il y a propagation de la fissure.

Modèle Analytique d'étude d'une FissureMécanique
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CONCLUSION GENERALE

Ce travail a porté principalement sur une étude analytique des singularités

en fond de fissure dans un matériau fragile possédant une fissure initiale de

mode quelconque, soumise à une force extérieure d'ordre vibratoire.

Dans la première partie sur les généralités de la mécanique de la rupture,

nous avons fait une revue de la théorie énergétique dans le cas de l'étude

d'une fissure dans un matériau ductile où la force ponctuelle COi ou le taux

de restitution de l'énergie apparaît comme l'un des paramètres importants

capable de faire évoluer la fissure. Dans cette théorie, le calcul des déforma

tions en fond de fissure peut se faire en fonction du potentiel des vitesses de

déformation W (Ê) et du multiplicateur plastique ~.

Dans la deuxième partie, qui englobe l'essentiel de notre recherche sur les

singularités en fond de fissure dans un matériau fragile, nous procédons en

deux étapes.

Dans la première étape, il s'est agi d'une propagation de la fissure dans

un cadre quasi-statique dans les conditions de propagation de Griffith. Dans

ces conditions, l'énergie en fond de fissure est supérieure à l'énergie critique

du matériau.

On a obtenu avec l'équation de la dynamique des milieux continus (4.1),
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Ill. la mét.hode de séparat.ion de variahles de Fourier en fond de fissure dans nn

/matériau fragile, les différentes équations différentielles des fonctions R(r ),

18 (8) et cp (<p) du vecteur déplacement et de la fonction du temps T (t). La

Irésolution de l'équation différentielle de la fonction du temps fait ressortir

Ile caractère oscillatoire du problème et une stabilité de la propagation de la

lfissure aux instants t k = .!!..-.. (2k + 1) avec kEN. En ce qui concerne les
2w

équations différentielles linéaires à coefficients non constants des fonctions

R(r) et 8 (8), on a obtenu des résultats qui sont singuliers en r et en 8.

Outre les singularités qu'on rencontre dans les cas classiques, mais dont les

exposants sont modifiés ici par la nature vibratoire de la sollicitation, d'autres

singularités nouvelles apparaissent. Ces dernières singularités trouvées sont

de la forme non classique

-1
82.

La remodélisation du facteur d'intensité de contrainte sous forme matri-

cielle a permis de prendre en compte dans cette étude les embranchements

et les combinaisons de modes de fissurations.

Cette partie de notre travail sur l'étude des nouveaux modes de singularité

en fond de fissure a fait l'objet d'une publication [8].

En fond de fissure, on a obtenu des fonctions de Jauge wna ( c), qui sont

aussi de formes non classiques et composées, outre des fonctions de jauge

classiques, de nouvelles fonctions de même nature que les singularités de

R(r). Cette différence notoire avec les cas classiques résulte ici encore dans

la nature vibratoire de la sollicitation. Ces fonctions de jauge dépendent de

la fréquence de vibration w et de l'exposant Pn qui caractérisent l'intensité
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de la singularité du champ de contrainte à la pointe de la fissure.

Dans la seconde étape, nous avons mis en évidence l'influence de la lon

gueur de la fissure et des fréquences propres de vibration Un = (2n + 1) w

dans les déplacements en fond de fissure. Ceci à travers la relation de récur-

rence

Dans ce cas, outre l'influence des fréquences propres Un et des exposants

de singularités atypiques Pn jouant un rôle important dans les cas quasi

statiques, deux nouveaux paramètres liés à l'évolution de la fissure viennent

jouer des rôles importants. Il s'agit des paramètres Bj et Si. Bj est ici un pseudo

facteur d'intensité de contrainte; il dépend uniquement de la contrainte ap

pliquée et rend compte de l'état d'évolution de la fissure. Lorsque Bj = 0 et

w =F 0, on retrouve le cas étudié au chapitre III. Lorsque Bj =F 0, on est dans

le cadre d'évolution dynamique. Ainsi lorsque, Bj < 0, la fissure a tendance à

une stabilisation totale, puisque les déplacements en fond de fissure sont très

atténués à un facteur el\je près (f étant la longueur de la fissure) par rapport

au cas quasi-statique. Lorsque Bj > 0, la fissure a tendance à s'accroître ra

pidement et les déplacements en fond de fissure sont amplifiés au facteur el\je

près.
1

Le paramètre S = (2: sn:2 rend compte des directions de propagation. Le

concept de gradient directionnel de la propagation de la fissure Si selon la

direction i, introduit ici, a permis, s'il y a évolution de la fissure, de donner

sa direction de propagation et de quantifier la vitesse de propagation dans

cette direction. Les embranchements liés à ces variations directionnelles sont

ici pris en compte dans le modèle et influent de manière interactive sur les
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singularités et leurs intensités, aussi bien que sur la propagation de la fissure

elle même.

Cette partie de notre travail sur l'étude dynamique des déplacements en

fond de fissure a aussi fait l'objet d'une publication [9].

Nous pouvons finalement retenir de ce travail, qu'il a permis de détermi

ner les équations différentielles des différentes fonctions des variables radiale

et angulaires du vecteur déplacement, de modéliser le facteur d'intensité de

contrainte sous forme matricielle, ce qui permet la prise en compte des bifur

cations et des combinaisons de modes de fissuration, de mettre en évidence

l'existence de nouveaux modes de singularité et pour finir, d'étudier à la

fois l'influence de la longueur et la propagation de la fissure, et celle des

fréquences de sollicitation de vibration sur les déplacements en fond de fis

sure. Les cas d'interaction de ces fréquences de sollicitation de vibration avec

les fréquences propres du milieu fissuré n'ont pas été abordés et par consé

quent, le problème de la résonnance a été occulté. Une attention particulière

pourrait être portée sur ces aspects dans des travaux futurs qui prolongerais

ceux-cl.

Modèle Analytique d'étude d'une FissureMécanique
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