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Présentation
Ce travail porte sur l’oṕerateur p-laplacieǹa travers quelques problèmes asyḿetriques et

symétriques. Dans une première partie on s’int́eressèa un syst̀eme asyḿetrique avec poids dans
un domaine borńe deRN sous des conditions aux limites mêlées (Dirichlet et Neuman) et dans
RN tout entier. Il s’agit pour nous de prouver l’existence d’une valeur propre positive non prin-
cipale. Différentes propriét́es de cette valeur propre particulière sont́etablies.

Comme applicatioǹa cettéetude, on s’interesse au spectre de Fučik. Une premìere courbe de
ce spectre est construite. Dans le Chapitre 1, on démontre que le comportement asymptotique de
la premìere courbe du spectre de Fučik depend seulement de l’intersection du support des poids
avec le bord Dirichlet du domaine consideré. Par contre dans le Chapitre 2 (cas non borné), ce
comportement asymptotique depend du caractère borńe ou non du support de ces poids.

La seconde partie est consacréeà l’étude du principe du maximum pour un système elliptic
cooṕeratif avec poids. Dans cette partie nous géńeralisons les ŕesultats de [14] (cas du p-laplacien
dans un domaine borné en l’absence de poids) et de [34] (cas du laplacien avec poids dans un
domaine non borńe).

L’opérateur p-laplacien est un modèle d’oṕerateurs elliptiques quasi-linéaires qui permet
de mod́eliser des ph́enom̀enes physiques tels que les problèmes de: fluides non-Newtoniens,
réaction-diffusion,́elasticit́e non-lińeaire, glaćeologie, extraction de pétrole, astronomie, courant
à travers les milieux poreux, etc... (voir par exemple [11], [12], [24]).

Ce travail est organisé en quatre chapitres. Chacun des chapitres est préćed́e d’une intro-
duction d́etaillée. Les deux premiers chapitres sont consacrésà la construction d’une première
valeur propre positive non principale et plusieurs propriét́es de cette première valeur propre sont
établies. Nouśetudions ensuite le spectre de Fučik dans un domaine borné et dansRN tout en-
tier. Une premìere courbe de ce spectre est construite et son comportement asymptotiqueétudíe.
Dans le troisìeme chapitre, nous démontrons l’existence de deux suites de valeur propre pour le
p-laplacien en utilisant des théor̀emes de type minimax. Dans le chapitre 4, nous nous sommes in-
teresśesà la validit́e du principe du maximum pour un système non lińeaire elliptique cooṕeratif
avec poids. Enfin dans un chapitre annexe, nous rappellons certains résultats pŕeliminaires connus
dans la litt́erature.
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preuve d’une grande disponibilité et d’une patience sans limiteà mon endroit. Qu’il trouve ici
l’expression de ma profonde reconnaissance.

Je remercie tr̀es sinc̀erement le Professeur François de Thélin (Universit́e Paul Sabatier, Tou-
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Niane, Jean-Pierre Ezin et Jean-Pierre Gossez d’avoir bien voulu participer au jury et d’examiner
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Introduction g énérale
SoitΩ un domaine borńe deRN . On consid̀ere le probl̀eme aux limites de Dirichlet suivant

{ −∆u = f(u) + h(x) dans Ω
u = 0 sur ∂Ω.

(0.1)

Dans le cas òu f(u) = λu avech ∈ L2(Ω) on peutétudier le probl̀eme (0.1) en utilisant l’al-
ternative de Fredholm. Ce qui conduità distinguer les cas où λ est ou non une valeur propre du
laplacien. Dans le cas géńeral, il est bien connu que le comportement asymptotique des quotients

f(s)

s
et

2F (s)

s2
où F (s) =

∫ s

0

f(t)dt,

quands → ±∞ joue un r̂ole important pour l’́etude de la solvabilité de (0.1). Ainsi en notant
par

0 < λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ .... (0.2)

la suite des valeurs propres du laplacien et en posant

a := lim
t→+∞

f(t)

t
, b := lim

t→−∞
f(t)

t
, (0.3)

A. Ambrosetti et G. Prodi (cf. [6]) ont montré que, pour des non-linéarit́esf qui ont un compor-
tement asyḿetriqueà l’infini, c’est à dire sia < b et

a < λ1 < b < λ2,

alors (0.1) admet une, deux ou aucune solution suivant la valeur de
∫

Ω
hϕ1dx, où ϕ1 > 0 est la

fonction propre associéeàλ1.
E. Dancer et S. Fǔcik observ̀erent dans les années 70 que la résolution de problèmes de type

(0.1) avec des non-lińearit́es asyḿetriques, au lieu de dépendre du spectre du laplacien, dépend
fortement de la position du couple(a,b) par rapport̀a l’ensembleΣ des couples de réels(α,β)
pour lesquels le problème

{ −∆u = αu+ − βu− dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

(0.4)

admet au moins une solution non triviale, oùu± := max{±u,0}. L’ensembleΣ est appeĺe spectre
de Fǔcik et ǵeńeralise la notion usuelle de spectre.

Plusieurs auteurs s’étaient int́eresśesà l’étude de ce spectre notamment sa description, ses
propríet́es topologiques et géoḿetriques et des phénom̀enes de ŕesonnance et de non-résonnance.

On peut citer quelques résultats:
(i). S. Fǔcik et E. Dancer montrèrent que dans le casN = 1, Σ est compośe de deux droites

verticale et horizontale, et d’une suite d’hyperboles passant par les couples(λk,λk), k ≥ 2
(où λk est d́efinie par (0.2)).
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(ii). T. Galloüet et O. Kavian (cf. [45]) ont montré quant̀a eux que siλk, aveck ≥ 2, est simple
alors la restriction du spectre de Fučik au carŕe (]λk−1, λk+1[)

2 est exactement la réunion
de deux courbes (pouvantêtre confondues) continues, strictement décroissantes et passant
par(λk, λk). Ces deux courbes sont symétriques par rapport̀a la premìere bissectrice.

(iii). Des ŕesultats similaires ontét́eétablis par B. Ruf ([61]) en utilisant des méthodes diff́erentes.
(iv). C. Magalh̃aes (cf. [58]) a ǵeńeraliśe l’étude faite par T. Galloüet et O. Kavian (dans le cas

où λk est de multiplicit́e suṕerieure oúegaleà1) pour un carŕe contenant plusieurs valeurs
propres et a montré que le spectre de Fučik restreintà ce carŕe est d́elimité suṕerieurement
et inférieurement par deux courbes continues strictement décroissantes.

L’approche qui nous interesse le plus, pour l’étude du probl̀eme (0.4), est celle qui áet́e
abord́ee dans [42] òu il est montŕe l’existence d’une première courbe non triviale deΣ, en utili-
sant une ḿethode variationnelle. Cette dernièreétude peut̂etreétenduèa un oṕerateur diff́erentiel
non ńecessairement lińeaire. Dans [23] on considère l’oṕerateur p-laplacien d́efini par∆pu :=
div(|∇u|p−2∇u), avec1 < p < +∞. (Lorsquep = 2, le 2-laplacien est le laplacien usuel). Plus
précisement ońetudie dans [23] le problème

{ −∆pu = α(u+)p−1 − β(u−)p−1 dans Ω
u = 0 sur ∂Ω.

(0.5)

Le spectre de Fǔcik est, comme pŕećedemment, d́efini comme l’ensembleΣp des(α,β) ∈ R2

pour lesquels (0.5) admet au moins une solution non triviale. En notantλ1(p) la premìere valeur
propre positive du problème

{ −∆pu = λ|u|p−2u dans Ω
u = 0 sur ∂Ω,

(0.6)

il est clair que les droitesλ1(p) × R etR × λ1(p) font partie deΣp. L’existence d’une première
courbeC de Σp a ét́e prouv́ee dans [23] et son comportement asymptotique y aét́e également
étudíe.

Dans [9], l’étude du probl̀eme (0.5) áet́e ǵeńeraliśee par l’introduction de deux poids. Le
spectre de Fǔcik avec poids not́e Σ = Σ(m,n) y est d́efini comme l’ensemble des couples
(α,β) ∈ R2 tels que

{ −∆pu = αm(x)(u+)p−1 − βn(x)(u−)p−1 dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

(0.7)

admet une solution non triviale. D’une manière analoguèa l’étude faite dans [23] il áet́e prouv́e
l’existence d’une première courbe dansΣ(m,n). Il a aussi et́e montŕe dans [9] que le comporte-
ment asymptotique de cette courbe dépend de l’intersection des supports des poidsm etn avec le
bord du domaine. Unéetude semblable áet́e meńee ŕecemment dans [10] pour le cas des condi-
tions aux limites de Neumann et contrairement aux résultats obtenus dans [9], le comportement
asymptotique de la première courbe ne d́epend pas des supports des poids. Dans [9] (et aussi
dans [10]) l’́etude du probl̀eme (0.7) est ramenéeà l’étude du probl̀eme aux valeurs propres (0.8)
suivant { −∆pu = λ[m(x)(u+)p−1 − n(x)(u−)p−1] dans Ω

u = 0 sur ∂Ω.
(0.8)
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L’objectif principal de cette th̀ese est d’́etendre l’́etude des problèmes (0.8) et (0.7)̀a d’autres
conditions aux limites que celles de Dirichlet ou Neumann età des domaines non bornés.

Dans un premier temps on suppose que le domaine borné Ω est ŕegulier et admet un bord
∂Ω qui est partitionńe en deux ferḿes disjoints non videsΓ1,Γ2 qui sont des variét́es C1 de
dimension(N − 1). SurΓ1 on consid̀ere les conditions aux limites de Dirichlet et surΓ2 celles
de Neumann, c’est̀a dire on consid̀ere le probl̀eme m̂elé suivant

{ −∆pu = λ[m(x)(u+)p−1 − n(x)(u−)p−1] dans Ω
u = 0 sur Γ1, ∂u/∂ν = 0 surΓ2.

(0.9)

Le choix de ce cas de conditions aux limites mixtes (mêlées), est motiv́e par le fait qu’il
n’y a aucun ŕesultat de ŕegularit́e des fonctions propres; lequels résultats sont ńecessaires dans
l’application du principe de maximum de Vazquez [66]. Aussi ce travail est la continuité de nos
travaux de ḿemoire de DEA dans lequel nous avons considéŕe les probl̀emes m̂elés en dimension
N = 1 et le travail de Gossez et Marcos [48] pour le laplacien.

Malgré cette absence de résultats de ŕegularit́e, nous avons d́emontŕe l’existence d’une première
valeur propre positive non principale pour le problème (0.9) en utilisant, comme dans [9], une
version du th́eor̀eme du ”col de la montagne” sur une variét́e de classeC1 (cf. Proposition 4 de
[9] et Proposition 2.1 de [21]). Plusieurs propriét́es de cette première valeur propre sont aussi
établies: continuit́e, stricte monotonicité, homoǵeńeité, ... Comme application, nous prouvons
l’existence d’une première courbe non triviale du spectre de Fučik avec poids pour le problème
correspondant. Nous avons aussi montré que le comportement asymptotique de cette première
courbe d́epend seulement de l’intersection des supports des poids avec la partieΓ1 du bord∂Ω.

On s’int̀eresse ensuite au cas où Ω = RN . On consid̀ereà cet effet les problèmes suivants
{ −∆pu = λ[m(x)(u+)p−1 − n(x)(u−)p−1] dansRN

u(x) → 0 quand |x| → +∞.
(0.10)

{ −∆pu = αm(x)(u+)p−1 − βn(x)(u−)p−1 dansRN

u(x) → 0 quand |x| → +∞.
(0.11)

Ici, du fait que le domaine d’étude est non borné, certaines difficult́es techniques vont apparaı̂tre
dans la v́erification de la condition de Palais-Smale (PS)à cause de la perte de compacité dans
certaines injections de Sobolev. Faisons aussi remarquer que la présence de poids indéfinis est
nécessairèa cause des résultats de non existence relatifsà la premìere valeur propre positive
principale (voir [3, 16]).

Comme pŕećedemment, il s’agit d’abord de montrer l’existence d’une première valeur propre
positive non principale de (0.10). Celaétant fait, on peut en déduire l’existence d’une première
courbe du spectre de Fučik pour le probl̀eme (0.11). Nous avons aussi montré que le comporte-
ment asymptotique de cette première courbe d́epend du caractère borńe ou non des supports des
poidsm etn. Diverses difficult́es nouvelles apparaissent dans cetteétude, difficult́es líees princi-
palement au caractère non borńe du domaine (perte de compacité dans certaines immersions de
Sobolev, etc ...).
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Nous abordons ensuite l’étude des propriét́es nodales des solutions de (0.11). D’après le
théor̀eme de Courant, siuλk

désigne une fonction propre associéeà la valeur propreλk définie
en (0.2) alorsuλk

poss̀ede au plusk domaines nodaux. Comme conséquenceuλ2 poss̀ede exac-
tement deux domaines nodaux. La démonstration usuelle du théor̀eme de Courant utilise prin-
cipalement la propriét́e dite de continuation unique dont jouit le laplacien, propriét́e qui n’est
pas connuèa l’heure actuelle pour le p-laplacien lorsquep 6= 2. Néanmoins nous avons montré
que cette propriét́e marche partiellement pour la deuxième valeur propre de (0.10) et pour les
éléments(α,β) de la premìere courbe du spectre de Fučik pour le probl̀eme (0.11), en utilisant la
version du lemme de Hopf utilisée dans [66]. Notons qu’une telleétude avait́et́e faite dans [22]
pour le probl̀eme (0.5) et dans [60] pour le cas du problème (0.7).

Enfin pour finir avec le cas non borné, on consid̀ere le probl̀eme (syḿetrique) aux valeurs
propres { −∆pu = λm(x)|u|p−2u dansRN

u(x) → 0 quand |x| → +∞.
(0.12)

Pour étudier (0.12), on utilisera une approche variationnelle (comme dans le cas des autres
probl̀emes) en consid́erant la fonctionnelleJ(u) =

∫
RN |∇u|pdx restreinteà l’ensemble des

fonctionsu telles que
∫
RN m|u|pdx = 1. Nous avons montré l’existence de deux suites de va-

leurs propres pour (0.12). La construction de ces suites nécessite la v́erification de la condition
de Palais-Smale. Une fois cette condition vérifiée, on peut facilement appliquer divers résultats
connus de la th́eorie des points critiques. Ces deux suites sont connues dans le cas d’un do-
maine borńe: la premìere est dite de type Ljusternik-Schnirelman et la seconde de type Drábek-
Robinson. Une premièreétude avait́et́e faite dans le casRN dans [5, 52] òu est d́emontŕee, sous
des hypoth̀eses un peu plus forte sur les poids, l’existence d’une suite de valeurs propres de type
Ljusternik-Schnirelman. Notre contribution consiste ici en la construction surRN de la suite de
type Dr̀abek-Robinson.

Dans la dernìere partie de ce travail, nous avons consideré un syst̀eme non lińeaire ellip-
tique cooṕeratif dansRN . Des conditions ńecessaires et suffisantes seront données pour garan-
tir l’application du principe du maximum. Ces conditions seront ensuite utilisées pour montrer
l’existence de solutions positives. Notons que ce type de systèmes a fait l’objet de beaucoup de
travaux de recherche auparavant dans le cas d’un domaine borné pour le p-laplacien en l’absence
de poids (cf. [13, 14, 32, 33]) et le laplacien avec poids dansRN (cf. [34]). Dans ce travail, nous
traitons du cas ǵeńeral du p-laplacien avec poids dansRN .
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2.3 Quelques ŕesultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .23
2.4 Construction d’une valeur propre non triviale . . . . . . . . . . . . . . . . . . .31
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3.3 Une deuxìeme suite de valeurs propres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .65

4 Syst̀eme elliptique cooṕeratif non lin éaire dansRN 67
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .67
4.2 Principe du maximum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .68
4.3 Existence de solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .74

5 Annexe 84

Bibliographie 90



2

Chapitre 1

Un probl ème m̂elé asyḿetrique avec poids

1.1 Introduction

Le pŕesent travail concerne le problème aux valeurs propres suivant, sous les conditions aux
limites mêlées :




−∆pu = λ[m(x)(u+)p−1 − n(x)(u−)p−1] dans Ω
u = 0 sur Γ1
∂u
∂ν

= 0 sur Γ2

(1.1)

où Ω ⊂ RN est un domaine borné de classeC1( N ≥ 1 ) dont le bord∂Ω est forḿe de deux
sou-ensembles ferḿes disjoints non videsΓ1 etΓ2, avecΓ1 etΓ2 deux varíet́es de classeC1 et de
dimensionN − 1, u± = max{±u,0}, ∆p := div(|∇u|p−2∇u), avec1 < p < ∞, est l’oṕerateur
p-Laplacien,ν est la normale extérieure au bord∂Ω, m etn sont les poids ind́efinis tels que :

m,n ∈ Lr(Ω) avec r >
N

p
si N ≥ p et r = 1 si N < p.

On dira queλ est une valeur propre pour (1.1) si cette dernière admet au moins une solution non
triviale, laquelle solution est alors appelée fonction propre.

La raison fondamentale qui nous motiveà consid́erer un probl̀eme tel que (1.1) vient de
l’ étude du spectre de Fučik avec poids qui est d́efini commeétant l’ensembleΣ des couples de
réels(α,β) pour lesquels le problème




−∆pu = αm(x)(u+)p−1 − βn(x)(u−)p−1 dans Ω
u = 0 sur Γ1
∂u
∂ν

= 0 sur Γ2

(1.2)

admet au moins une solution non triviale. Il estévident que la droite de pentes (s ∈ R)
passant par l’origine coupeΣ au point (α, β = sα) si et seulement siα est une valeur propre
pour (1.1) avec les poidsm et sn. Lorsquem(x) ≡ n(x), (1.1) devient un problème classique
correspondant̀a un probl̀eme syḿetrique aux valeurs propres avec poids. L’étude de (1.1) avec



1.1 Introduction 3

ses diff́erentes applications, aét́e faite dans [8] pour le cas des conditions aux limites de Dirichlet
c’està dire pour le probl̀eme suivant

{ −∆pu = λ[m(x)(u+)p−1 − n(x)(u−)p−1] dans Ω
u = 0 sur ∂Ω.

(1.3)

En supposantm+ 6≡ 0, n+ 6≡ 0, on d́esigne parν1(m) (resp.ν1(n)) la premìere valeur propre
positive dup-laplacien avec poidsm (resp.n) sous les conditions aux limites de Dirichlet. On
noteψm (resp.ψn) la fonction propre normaliśee associéeà ν1(m) (resp.ν1(n)). Il est évident
queν1(m) etν1(n) sont des valeurs propres principales de (1.3) avec fonctions propres associées
ψm et−ψn respectivement. Le problème (1.3) admet de solutions ne changeant pas de signe si
et seulement siλ est l’une des valeurs propres principalesν1(m), ν1(n), ν−1(m), ν−1(n) (voir
la fin de l’introduction). Il aét́e prouv́e dans [8] que (1.3) admet une valeur propre positive non
principale qui est de plus la première valeur propre positive plus grande queν1(m) et ν1(n).
Cette valeur propre particulière not́eec(m,n) a ét́e construite par l’application du théor̀eme du
”col de la montagne” appliqúeeà la fonctionnelleA(u) =

∫
Ω
|∇u|pdx restreintèa la varíet́e de

classeC1

{u ∈ W 1,p
0 (Ω) : Bm,n =

∫

Ω

[m(u+)p + n(u−)p]dx = 1}.

Le réel c(m,n) joue le m̂eme r̂ole que la deuxìeme valeur propre usuelle et plusieurs de ses
propríet́es ontét́e établies dans [8]̀a savoir : continuit́e, homoǵeńeité, stricte monotonie, etc...

Notre objectif dans le présent travail est d’adapter les méthodes et les approches utilisées
dans [8] pour le cas des conditions aux limites mêlées. La suite de ce travail se présente comme
suit. L’existence de la première valeur propre positive non principalec(m,n) sera prouv́ee dans la
Section 2 en utilisant la version du théor̀eme du ”Col de la montagne” pour une fonctionnelle de
classeC1 restreintèa une varíet́e de classeC1. Nous indiquerons de façon brève ses diff́erentes
propríet́es dans la Section 4. Comme application, dans la Section 5 nousétudierons le spectre de
Fučik avec poids. Remarquons que dans cette section nous avons obtenuà peu pr̀es les m̂emes
résultats que dans [8]̀a la seule diff́erence que pour le cas de petites dimensions (N < p), le
comportement asymptotique de la première courbe du spectre de Fučik dépend de l’intersection
du support des poids avec le bordΓ1 au lieu de∂Ω tout entier.

Pour conclure cette introduction, rappelons certaines propriét́es du spectre dup-Laplacien
avec poids que nous utiliserons dans la suite. Ces différentes propriét́es sont bien connues dans
la littérature. Pour le cas où le domaineΩ est ŕegulier et le poidsm est ind́efini voir [7], pour le
casm ≡ 1 voir [48, 57] et pour le casm ≥ 0 etm 6≡ 0 voir [1, 26] .

Soit Ω un domaine borńe deRN et soitm ∈ Lr(Ω) avecr > N
p

si N ≥ p et r =

1 si N < p. On supposem+ 6≡ 0 et on consid̀ere le probl̀eme aux valeurs propres suivant :



−∆pu = λm(x)|u|p−2u dans Ω
u = 0 sur Γ1
∂u
∂ν

= 0 sur Γ2.
(1.4)
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La premìere valeur propreµ1(m) de (1.4) est d́efini par :

µ1(m) = µ1(m,Ω) = min{
∫

Ω

|∇u|pdx; u ∈ E(Ω) et
∫

Ω

m|u|pdx = 1}

où
E(Ω) = {u ∈ W 1,p(Ω), u = 0 sur Γ1 au sens de la trace}.

En utilisant la ŕegularit́e deΩ on peut montrer que(
∫
Ω
|∇v|pdx)

1
p est une norme surE(Ω)

équivalentèa celle deW 1,p(Ω) .
En adaptant les résultats connus dans la littérature pour le cas des conditions aux limites de

Dirichlet ou Neumann (Voir par exemple [7, 57] pour le cas d’un poids borné, [1, 20, 65] pour le
cas d’un poids non borné), on montre queµ1(m) > 0 est simple et admet une fonction propre
φm = φ(m,Ω) ∈ E(Ω) ∩Cα

loc(Ω) où α ∈]0,1[, avecφm(x) > 0 dansΩ et
∫
Ω

m(φm)pdx = 1. De
plus on a :

µ1(m)

∫

Ω

m|u|pdx ≤
∫

Ω

|∇u|pdx ∀ u ∈ E(Ω)

et on a l’́egalit́e siu ∈ E(Ω) est un multiple deφm. Par ailleursµ1(m) est isoĺe dans le spectre,
ce qui nous permet de définir la deuxìeme valeur propreµ2(m) commeétant:

µ2(m) := min{λ ∈ R, λ valeur propre de (1.4) avecλ > µ1(m)}.
Il est aussi connu dans la littérature que toute fonction propre associéeà une valeur propre autre
queµ1(m) change de signe dansΩ. Dans le cas òu m− 6≡ 0, la premìere et la seconde valeurs
propres ńegatives sont obtenues en renversant le signe du poidsm: µ−1(m) = −µ1(−m) et
µ−2(m) = −µ2(−m).

1.2 Construction d’une valeur propre positive non triviale

Nous supposerons dans la suite queΩ est un domaine borné deRN , m,n ∈ Lr(Ω) avec

r >
N

p
si N ≥ p et r = 1 si N < p. On supposeráegalement, sauf mention du contraire, que

m+ 6≡ 0 et n+ 6≡ 0 dans Ω. (1.5)

Le but de ce paragraphe est de rechercher les valeurs propres positives non principales de
(1.1). Il estévident que (1.1) avecλ > 0 admet de solutions non triviales ne changeant pas de
signe si et seulement siλ = µ1(m) ou λ = µ1(n). La caract́erisation variationnelle de (1.1)
donne

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx = λ

∫

Ω

[m(x)(u+)p−1 − n(x)(u−)p−1]vdx ∀ v ∈ E(Ω). (1.6)

En prenantv = u+ ou v = u− dans (1.6) on montre que si (1.1) admet de solution faible non
triviale et changeant de signe (avecλ > 0) alorsλ > max{µ1(m), µ1(n)}.
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Pour rechercher de telles valeurs propres positives nous allons utiliser une approche varia-
tionnelle en consid́erant les fonctionnelles

A(u) :=

∫

Ω

|∇u|pdx et Bm,n :=

∫

Ω

[m(u+)p + n(u−)p]dx

qui sont de classeC1 surE(Ω) et sont diff́erentiables au sens de Fréchet. On cherche les points
et les valeurs critiques de la restrictioñA de la fonctionnelleA à la varíet́e

Mm,n := {u ∈ E(Ω), Bm,n = 1}.

Remarquons que 1 est une valeur régulìere deBm,n et que les fonctions propresφm et−φn sont
deuxéléments deMm,n qui ne changent pas de signe. Par des arguments de régularisation utili-
sant l’hypoth̀ese (1.5), on peut construireu ∈ C∞

c (Ω) changeant de signe telle que
∫
Ω

m(u+)p > 0

et
∫
Ω

n(u−)p > 0, et par conśequentu/(Bm,n(u))1/p appartient̀aMm,n.

Remarque 1.1. La condition (1.5) assure l’existence de valeurs propres positives. Par ailleurs
si m− 6≡ 0 etn− 6≡ 0 alors on montréegalement l’existence de valeurs propres négatives. D’òu
si m etn changent de signes alors on aura des valeurs propres des deux signes.

Par la r̀egle du multiplicateur de Lagrange (voir chapitre Annexe),u ∈ Mm,n est un point
critique pourÃ si et seulement si il existe un réelα pour lequel on a :̃A′(u) = αB′

m,n(u), c’està
dire ∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx = α

∫

Ω

[m(u+)p−1 − n(u−)p− 1]vdx ∀ v ∈ E(Ω). (1.7)

Donc u est une solution faible de (1.1). De plus en prenantv = u dans (1.7) on montre que
α = Ã(u) et par conśequentα est la valeur critique associée au point critiqueu. D’où la
résolution du probl̀eme(1.1) revientà la recherche des points critiques et des valeurs critiques
de la fonctionnelleA restreintèa la varíet́eMm,n.

En utilisant une minimisation globale on obtient un premier point critique. En effet pour tout
u ∈ Mm,n on a :

Ã(u) =
∫
Ω
|∇u|pdx =

∫
Ω
|∇u+|pdx +

∫
Ω
|∇u−|pdx

≥ µ1(m)
[∫

Ω
m(u+)pdx

]+
+ µ1(n)

[∫
Ω

m(u−)pdx
]+

≥ min{µ1(m), µ1(n)}
(1.8)

et Ã(u) = min{µ1(m), µ1(n)} si u = φm ou u = −φn. Ainsi φm ou−φn est un minimum
global pourÃ et par conśequent un point critique .

Pour trouver un second point critique dẽA on utilise la proposition suivante :

Proposition 1.1. Les fonctions propresφm et−φn sont des minima locaux stricts pour̃A avec
valeurs critiques respectivesµ1(m) etµ1(n).
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Preuve. La preuve de la Proposition 1.1 est une adaptation de celle faite dans [8]. Montrons
par exemple queφm est un minimum local strict pour̃A. Pour cela supposons par l’absurde
l’existence d’une suite(uk) d’éléments deMm,n telle que:uk 6= φm, uk → φm dansE(Ω) et
Ã(uk) ≤ µ1(m). On a, pourk suffisamment grand,uk change de signe. En effet commeuk → φm

avecφm > 0, alorsuk > 0 quelque part dansΩ. Si on suppose queuk ≥ 0 dansΩ, alors on
aurait:

Ã(uk) =

∫

Ω

|∇uk|pdx > µ1(m)

∫

Ω

m|uk|pdx = µ1(m)

puisqueuk 6= ±φm, mais ceci contredit le fait quẽA(uk) ≤ µ1(m). Doncuk change de signe
dansΩ pourk suffisamment grand.

Par ailleurs l’hypoth̀eseÃ(uk) ≤ µ1(m) avecBm,n(uk) = 1 implique que

µ1(m) = µ1(m)

∫

Ω

[
m(u+)p + n(u−)pdx

] ≥
∫

Ω

|∇uk|pdx

=

∫

Ω

|∇u+
k |pdx +

∫

Ω

|∇u−k |pdx

≥ µ1(m)

∫

Ω

m(u+)pdx +

∫

Ω

|∇u−k |pdx.

Par conśequent on a

µ1(m)

∫

Ω

n(u−k )pdx ≥
∫

Ω

|∇u−k |pdx

c’està dire que
1

µ1(m)
≤

∫
Ω

n(u−k )pdx∫
Ω
|∇u−k |pdx

. (1.9)

Puisqueuk → φm alors mes{x ∈ Ω, u−k (x) > 0} → 0. On aboutit alors̀a une contradic-
tion puisque le membre de droite dans (1.9) tend vers 0 quandk → +∞, d’apr̀es le lemme
ci-dessous . ¤

Lemme 1.1. Soitvk ∈ E(Ω) avecvk ≥6≡ 0 et mes{x ∈ Ω, vk(x) > 0} → 0. Soit(nk) ∈ Lr(Ω)
telle quenk → n dansLr(Ω) alors

∫
Ω

nk(vk)
pdx∫

Ω
|∇vk|pdx

→ 0 quand k → +∞.

Preuve. Posonszk = vk/(

∫

Ω

|∇vk|pdx)
1
p . Alors ||zk||E(Ω) = 1, donc pour une sous-suite

not́eeégalementzk on a :zk ⇀ z dansE(Ω) et zk → z dansLr′p(Ω) avecz ≥ 0. De plus on a
mes{x ∈ Ω, vk(x) > 0} = mes{x ∈ Ω, zk(x) > 0} et

∫

Ω

nk(vk)
pdx/

∫

Ω

|∇vk|pdx =

∫

Ω

nk(zk)
pdx →

∫

Ω

n(z)pdx.
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Si z ≡ 0, on a le ŕesultat attendu. Siz 6≡ 0, alors pour toutε > 0, η = |z > ε| > 0. On
déduit alors queη′ = |zk > ε/2| > η/2 pourk suffisamment grand, ce qui contredit l’hypothèse
|vk > 0| → 0 . ¤

Pour trouver un troisième point critique de la fonctionnellẽA, nous allons utiliser une version
du th́eor̀eme du ”Col de la montagne” sur une variét́e de classeC1 que nous allons rappeler dans
un cadre beaucoup plus géńeral.

SoitE un espace de Banach réel et soit

M := {u ∈ E : g(u) = 1} (1.10)

où g ∈ C1(E,R) et 1 une valeur ŕegulìere deg. Soit f ∈ C1(E,R) et f̃ sa restrictioǹa M . La
diff érentielle def̃ au pointu ∈ M a une norme notée ||f̃ ′(u)||∗ qui n’est rien d’autre que la
norme de la restriction def ′(u) à l’espace tangent enu défini par :

Tu(M) = {v ∈ E :< g′(u),v >= 0}

où < , > désigne le crochet de dualité entreE∗ etE. Un point critique def̃ est un pointu ∈ M
tel que||f̃ ′(u)||∗ = 0 et alorsf̃(u) est appeĺe valeur critique dẽf assocíe à u. On dit quef̃
satisfait la condition de Palais-Smale (ou simplementf̃ satisfait la condition (PS)) surM si, pour
toute suiteuk d’éléments deM telle quef̃(uk) est borńe et||f̃ ′(uk)||∗ → 0, on a(uk) admet une
sous-suite convergente. La suite(uk) est appeĺee suite de (PS). Notons que (voir par exemple
[67] pour plus de d́etails)

||f̃ ′(u)||∗ = min
λ∈R

||f̃ ′(u)− λg′(u)||.
On a la proposition suivante

Proposition 1.2. Soitu,v deuxéléments deM avecu 6= v. On suppose que

H := {h ∈ C([−1,1],M); h(−1) = u eth(1) = v}

est non vide. On suppose de plus que :

c := inf
h∈H

max
w∈h([−1,1])

f(w) > max{f(u),f(v)} (1.11)

et f̃ satisfait la condition (PS) surM . Alorsc est une valeur critique dẽf .

La Proposition 1.2 vient de l’application du Théor̀eme 3.2 de [46]̀a une composante de la
variét́e M . Notons que la preuve du Théor̀eme 3.2 de [46] utilise un lemme de déformation
sur une varíet́e de Finsler de classeC1. Classiquement le lemme de déformation est construit
à l’aide de lignes int́egrales d’un champs de vecteur pseudo-gradient def sur M . Et comme
cette construction requiert du champ de vecteurs d’être locallement continu et lipschitzien, il est
nécessaire que la variét́e M soit au moins de classeC1,1. Dans certaines applications la variét́e
peutêtre de classeC1 et alors soit on construit le lemme de déformation avec attention ou on
utilise une approche différente pour prouver le principe de type minimax. Une démonstration
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directe de la Proposition 1.2 qui utilise le principe variationnel de Ekeland peutêtre obtenue
dans [21] òu on exige cependantà l’espace de BanachE d’être uniforḿement convexe. Ce qui
est le cas de l’espaceE(Ω) (ou de l’espaceW du chapitre 2). Notons que dans [21] l’hypothèse
géoḿetrique est plus faible que (1.11) . Elle s’exprime par :

max
w∈h([−1,1])

f(w) > max{f(u) ; f(v)} ∀ h ∈ H. (1.12)

Nous allons appliquer la Proposition (1.2) en prenantE = E(Ω), f = A et g = Bm,n. Nous
avons besoin, pour cela, de deux resultats préliminaires qui concernent la condition (PS) et la
géoḿetrie deÃ aux voisinages deφm et−φn.

Lemme 1.2.La fonctionnelleÃ satisfait la condition (PS) surMm,n.

Preuve. Soit(uk) une suite de (PS) d’éléments deMm,n, c’està dire





∫

Ω

|∇uk|pdx borńe

|
∫

Ω

|∇uk|p−2∇uk∇vdx| ≤ εk||v||
(1.13)

pour toutv ∈ Tuk
(Mm,n) où

Tuk
(Mm,n) = {v ∈ E(Ω) :

∫

Ω

[m(u+
k )p−1 − n(u−k )p−1]vdx = 0}

et ||,|| désigne la norme surE(Ω) . Il estévident que pour une sous-suite,uk converge faiblement
vers un certainu dansE(Ω) et fortement dansLr′p(Ω), où r′ désigne le conjugúe de Ḧolder de
r. Par ailleurs en posantak(w) =

∫
Ω
[m(u+

k )p−1 − n(u−k )p−1]wdx avecw ∈ E(Ω), il est aiśe de
vérifier que(w − ak(w)uk) ∈ Tuk

(Mm,n). On pose alorsv = (uk − u) − ak(uk − u)uk dans
(1.13) et en observant queak(uk − u) → 0 on d́eduit que :

∫

Ω

|∇uk|p−2∇uk∇(uk − u)dx → 0

et par conśequent
∫

Ω

(|∇uk|p−2∇uk − |∇u|p−2∇u)∇(uk − u)dx → 0.

En utilisant l’inégalit́e (cf. [57])

|ξ − η|p ≤ c[(|ξ|p−2ξ − |η|p−2η)(ξ − η)]
s
2 [|ξ|p + |η|p]1− s

2

où (ξ,η) ∈ (RN)2, c = c(p) et s = 2 si p ≥ 2, s = p si 1 < p < 2, et l’inégalit́e de Ḧolder on
montre aiśement queuk → u dansE(Ω). ¤

Le second lemme estétabli dans un cadre abstrait sur la variét́e Mm,n. On pourra trouver sa
preuve dans [8] (cf. Lemma 6 )
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Lemme 1.3.SoitE,g,M,f et f̃ comme dans le lemme préćedent. Soitu0 un minimum local strict
de f̃ , c’està dire pour un certainε0, on a

f̃(u0) < f̃(u) pour tout u ∈ M avec u 6= u0 et ||u− u0||E < ε0.

On suppose quẽf satisfait la condition de (PS) surM . Alors pour toutε tel que0 < ε < ε0 on
a:

f̃(u0) < inf{f̃(u); u ∈ M et ||u− u0||E = ε}.

Pour finirénonçons un autre résultat nous permettant d’utiliser la Proposition 1.2.

Lemme 1.4.L’ensembleΓ défini par

H := {h ∈ C([−1,1],Mm,n); h(−1) = φm eth(1) = −φn}

est non vide .

Preuve. Soit u ∈ E(Ω) tel que
∫
Ω

m(u+)pdx > 0 et
∫

Ω
n(u−)pdx > 0. L’existence d’une

telle fonctionu est possible d’après (1.5). Soitγ1 le chemin d́efini sur[0,1] par

γ1(t) = tu + (1− t)u+.

Ce chemin jointu àu+. On construit un autre cheminγ2 joingnantu+ àφm et d́efini par

γ2(t) = [t(u+)p + (1− t)(φm)p]
1
p t ∈ [0,1].

En utilisant le fait que
∫
Ω

m(φm)pdx > 0, on v́erifie que le cheminγ ainsi construit qui jointu à
φm satisfaitBm,n[γ(t)] > 0 pour toutt. De la m̂eme manìere on construit un chemin qui jointu
à−φn. Ainsi on obtient un chemin liantφm et−φn et la conclusion s’en suit. ¤

Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer le théor̀eme du ”Col de la montagne”
énoncer dans la Proposition1.2.

Théorème 1.1. On consid̀ere l’ensemble

Γ := {γ ∈ C([−1,1]; Mm,n) : γ(−1) = φm et γ(1) = −φn}.

Alors
c(m,n) = inf

γ∈Γ
max

u∈γ([−1,1])
Ã(u) (1.14)

est une valeur critique dẽA, avecc(m,n) > max{µ1(m), µ1(n)}.
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1.3 Une premìere valeur propre positive non triviale

On a vu dans la section préćedente queµ1(m) et µ1(m) sont les premìeres valeurs propres
positives de (1.1). Dans la présente section nous allons montrer que la valeur proprec(m,n)
établie dans (1.14) est la troisième valeur propre positive de (1.1). On a le théor̀eme suivant dont
la preuve peut̂etre aiśement adaptée de celle faite dans [8] (cf. Théor̀eme 3.1).

Théorème 1.2.Il n’existe pas de valeurs propres comprises entremax{µ1(m), µ1(n)} etc(m,n)
pour le probl̀eme (1.1).

En particulier sim ≡ n, on obtient la caractérisation variationnelle de la deuxième valeur
propre dup-Laplacien avec poids sous les conditions aux limites mêlées.

Corollaire 1.1. La deuxìeme valeur propreµ2(m) du p-laplacien avec poidsm est caract́erisée
variationnellement par:

µ2(m) = c(m,m) := inf
γ∈Γ1

max
u∈γ([−1,1])

∫

Ω

|∇u|pdx

où Γ1 est la famille des chemins dansMm,m = {u ∈ E(Ω) :
∫
Ω

m|u|pdx = 1} joignantφm à
−φm.

1.4 Quelques propríetés de la premìere valeur propre positive
non principale

Dans cette partie nous allonsénumerer de façon brève quelques propriét́es de la première va-
leur propre positive non principalec(m,n) qui sont: la continuit́e, la monotonie et l’homoǵeńeité...
Tous ces ŕesultats sont bien connus dans la littérature (cf. [8] dans le cas Dirichlet) et on peut
aiśement les adapter au cas présent qui nous concerne. Pour cela, donnons une petite modifica-
tion de la caract́erisation variationnelle dec(m,n) dans (1.14) pour avoir accèsà une famille plus
grande de chemins dans la variét́eMm,n qui dependra moins des poids.

La proposition suivante peutêtre aiśement prouv́ee en utilisant les m̂emes arguments que
dans [8] (cf. Proposition 21).

Proposition 1.3.
c(m,n) = inf

γ∈Γ0

max
u∈γ([−1,1])

A(u)

où Γ0 = {γ ∈ C([−1,1], Mm,n) : γ(−1) ≥ 0 et γ(1) ≤ 0}.
La continuit́e et la monotonie dec(m,n) par rapport aux poidsm etn sont une conśequence

directe de la Proposition 1.3.

Proposition 1.4. Si (mk,nk) → (m0,n0) dansLr(Ω)× Lr(Ω) alors c(mk,nk) → c(m0,n0).
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Proposition 1.5. Sim ≤ m̂ etn ≤ n̂ alorsc(m,n) ≥ c(m̂, n̂ ).

Remarque 1.2.La monotonie obtenue dans la Proposition 1.5 n’est pas en géńeral stricte. On
a une stricte monotonie moyennant une certaine condition relative aux poidsm et n d’après la
proposition suivante

Proposition 1.6. Sim ≤ m̂ etn ≤ n̂ et si de plus on a
∫

Ω

(m̂−m)(u+)pdx +

∫

Ω

(n̂−mn)(u−)pdx > 0 (1.15)

pour au moins une fonction propre associéeà la valeur proprec(m,n) alors:

c(m,n) ≥ c(m̂, n̂ ).

Corollaire 1.2. On suppose quem ≤ m̂ etn ≤ n̂. Si de plus l’une des conditions suivantes est
satisfaite :

(i). m < m̂ sur{x ∈ Ω : m(x) > 0}
(ii). n < n̂ sur{x ∈ Ω : n(x) > 0}

alors c(m,n) ≥ c(m̂, n̂ ).

Pour conclure cette partie remarquons que d’après la d́efinition dec(m,n) dans (1.14) on
obtient quec(m,n) est homog̀ene de d́egŕe -1 c’està dire

c(sm,sn) =
1

s
c(m,n) ∀ s > 0. (1.16)

On a aussi une sorte de sous-homogenéité sepaŕee qui sera utiliśee plus tard.

Proposition 1.7. Si0 < s < ŝ alors

c(sm,n) > c(ŝm,n) et c(m,sn) > c(m,ŝn). (1.17)

1.5 Spectre de Fǔcik avec poids

Soit m,n ∈ L(Ω) avecr > N
p

si N ≥ p et r = 1 si N < p. On suppose que les poidsm,n
vérifient la condition (1.5). Le spectre de Fučik avec poids sous les conditions aux limites mêlées
est l’ensembleΣ = Σ(m,n) des ŕeels(α,β) pour lesquels le système




−∆pu = αm(x)(u+)p−1 − βn(x)(u−)p−1 dans Ω
u = 0 sur Γ1
∂u
∂ν

= 0 sur Γ2

(1.18)



1.5 Spectre de Fǔcik avec poids 12

a au moins une solution non triviale, avecΓ1 et Γ2 deux ferḿes disjoints qui sont des variét́es
régulìeres de dimension(N − 1) partionnant le bord∂Ω du domaineΩ.

Il est clair queΣ contient les ensembles{µ1(m)} × R et R × {µ1(n)}. De plus sim− 6≡
0 , n− 6≡ 0 on a{µ−1(m)} × R et R × {µ−1(n)} qui sont aussíeléments deΣ. Ces droites
sont constitúees des couples(α,β) ∈ R2 pour lesquels l’́equation (1.17) admet de solutions non
triviales ne changeant pas de signe. NotonsΣ∗ = Σ∗(m,n) l’ensembleΣ privé de ces droites
triviales. En utilisant la caractérisation variationnelle de la première propre principale liée au
poidsm (resp.n), pour tout(α,β) ∈ Σ∗ on a

(i). Si α ≥ 0 etβ ≥ 0 alorsα > µ1(m) etβ > µ1(n)

(ii). Si α ≥ 0 etβ ≤ 0 alorsα > µ1(m) etβ < µ−1(n)

(iii). Si α ≤ 0 etβ ≥ 0 alorsα < µ−1(m) etβ > µ1(n)

(iv). Si α ≤ 0 etβ ≤ 0 alorsα < µ−1(m) etβ < µ−1(n).

Le but de cette partie est de trouver leséléments deΣ∗ qui sont dansR+ × R+. On a plus
précisement le ŕesultat suivant:

Théorème 1.3.Pour tout ŕeel s > 0, la droite d’équationβ = sα dans le quadrant(α, β)
rencontreΣ∗ ∩ (R+ × R+). Plus pŕecisement le premier point de cette intersection est donné
par: α(s) = c(m,sn) etβ(s) = sα(s) = c(m/s,n) où c(.,.) est donńe dans (1.14).

Preuve. Des sections 2 et 3, il résulte que si(α,β) ∈ R+ × R+, alors (α,β) ∈ Σ∗ et
est tel qu’aucun autréelément deΣ∗ n’appartient au segement[(0,0), (α,β)[ si et seulement si
c(αm,βn) = 1. Puisque d’apr̀es (1.15)c(αm,αsn) = c(m,sn)/α pourα > 0, la conclusion s’en
suit. ¤

En faisant variers dansR+
∗ , on obtient ainsi une première courbeC := {(α(s),β(s)) : s > 0}

dansΣ∗ ∩ (R+ × R+). Une premìere propríet́e de cette courbe est donnée dans la proposition
suivante:

Proposition 1.8.
(i). Les fonctionsα(s) etβ(s) du Th́eor̀eme 1.3 sont continues.

(ii). α(s) est strictement d́ecroissante etβ(s) est strictement croissante.
(iii). lim

s→0
α(s) = +∞ et lim

s→+∞
β(s) = +∞.

Preuve. La continuit́e des fonctionsα(s) et β(s) vient de celle dec(m,n) dans (1.4), leur
monotonie vient de (1.17). Pour montrer le point (iii) on suppose par l’absurde queα(s) est borńe
quands est suffisamment petit, alorsβ(s) = sα(s) → 0 quands → 0. Mais ceci est absurde
puisqueβ(s) > µ1(n) pour touts > 0. On utilisera les m̂emes arguments pour montrer que
β(s) → +∞ quands → +∞. ¤

La courbeC est alors une courbe de type hyperbolique dansR+×R+ avec comme asymptotes
α∞ × R etR× β∞ où

α∞ := lim
s→+∞

α(s) et β∞ := lim
s→0

β(s).



1.5 Spectre de Fǔcik avec poids 13

La suite de cette partie sera consacréeà la d́etermination des valeurs limitesα∞ etβ∞. Nous nous
limiteronsà celle deα∞ puisque pour trouverβ∞, il suffit d’interchanger les r̂oles des poidsm
etn. Pour cela d́efinissons le ŕeel suivant:

ᾱ := inf{
∫

Ω

|∇u+|pdx : u ∈ E(Ω),

∫

Ω

m(u+)pdx = 1 et
∫

Ω

n(u−)pdx > 0}. (1.19)

Il est évident quēα ≥ µ1(m). Rappellons aussi que le support d’une fonction mesurableu(x)
dansΩ est d́efini par

supp u := Ω̄\O,

oùO est la plus grande partie ouverte deΩ sur laquelleu s’annule presque partout.
On a la proposition suivante qui donne la valeurα∞ et son estimation .

Proposition 1.9. La valeurα∞ estégaleà ᾱ. De plus siN ≥ p alors ᾱ = µ1(m). Par contre si
N < p, alors on aᾱ = µ1(m) si supp n+ ∩ Γ1 6= ∅ et ᾱ > µ1(m) si supp n+ est compact dans
Ω.

Ainsi lorsqueN ≥ p alors la premìere courbe du spectre de Fučik C est asymptotique aux
droitesµ1(m)×R etR×µ1(n). Par contre siN < p le comportement asymptotique deC dépend
des supports des poidsm+ et n+. Notons que l’influence du support des poids sur le compor-
tement assymptotique de la première courbe áet́e observ́ee dans [2] pour le cas deséquations
diff érentielles ordinaires (cas où p = 2 et N = 1). Notons aussi que les différents casN ≥ p
et N < p observ́es dans la Proposition 1.9 sont de même nature que ceux observés dans [9]
pour l’étude du principe du maximum et le spectre de Fuçik dup-Laplacien avec poids sous les
conditions aux limites de Neumann.

Preuve. Nous allons d’abord montrer queα∞ = ᾱ. Soit(α,β) ∈ C et soitu une solution non
triviale de (1.2) associéeàα, β, alors

0 <

∫

Ω

|∇u+|pdx = α

∫

Ω

m(x)(u+)pdx et 0 <

∫

Ω

|∇u−|pdx = β

∫

Ω

n(x)(u−)pdx .

Ainsi on aα ≥ ᾱ, ce qui impliqueα∞ ≥ ᾱ. Supposons par l’absurde queα∞ > ᾱ, alors il
existeu ∈ E(Ω) telle que

∫
Ω

m(u+)pdx = 1,
∫

Ω
n(u−)pdx > 0 et ᾱ ≤ ∫

Ω
|∇u+|pdx < α∞ ≤

α(s) = c(m,sn). Ce qui implique
∫

Ω

|∇u+|pdx < c(m,sn)

pour touts > 0. Par ailleurs on a

Ã(
u+

Bm,sn(u+)
1
p

) =
A(u+)

Bm,n(u+)
1
p

=

∫

Ω

|∇u+|pdx et

Ã(
−u−

Bm,sn(−u−)
1
p

) =
A(−u−)

Bm,sn(−u−)
1
p

=

∫
Ω
|∇u−|pdx∫

Ω
sn(u−)pdx

.
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On choisits tel que ∫
Ω
|∇u−|pdx∫

Ω
sn(u−)pdx

=

∫

Ω

|∇u+|pdx = µ.

Notre but est de construire un cheminγ qui relieφm à−φsn et pour lequelA sera en dessous du
niveauµ le long du chemin ainsi construit. Pour cela on relieu àu+ par le chemin suivant

γ1(t) =
tu + (1− t)u+

Bm,sn(tu + (1− t)u+)1/p
t ∈ [0,1].

Il est aiśe de montrer que le cheminγ1 est bien d́efini. De plus on aγ1(t) ∈ Mm,sn et Ã(γ1(t)) =
µ pour toutt ∈ [0,1]. D’une manìere analogue on jointu à−u−/Bm,sn(−u−)1/p par un chemin
dansMm,sn en restant au niveauµ. La prochainéetape est de construire un autre chemin qui
va relieru+ à φm en restant en dessous du niveauµ. Une construction similaire pourrâetre uti-
lisée pour joindre−u−/Bm,sn(−u−)1/p à−φsn, et en mettant bout̀a bout les diff́erents chemins
construits, on obtiendra le chemin desiré reliantφm à−φsn.

On consid̀ere la varíet́e Mm = Mm,m. On au+ ∈ Mm. Les points critiques de la restriction
deA àMm sont les fonctions propres normalisées de−∆p avec poidsm. Puisqueu+ ne change
pas de signe et s’annule sur un ensemble de mesure positive, alorsu+ ne peut paŝetre un point
critique de la restriction deA à Mm. On pourra alors utiliser les m̂emes arguments que dans la
preuve du Th́eor̀eme 3.1 dans [8] pour construire un cheminγ2 dansMm,sn reliantu+ à φm, le
long duquelA reste en dessous deµ. D’une manìere analogue on relie−u−/Bm,sn(−u−)1/p à
−φsn tout en restant en dessous du niveauµ. En mettant bout̀a bout ces diff́erents chemins on
obtient un chemin reliantφm à−φsn le long duquel la fonctionnelleA reste en dessous du niveau
µ. Par conśequent, en utilisant la définition dec(m,sn) on obtient:c(m,sn) ≤ µ =

∫
Ω
|∇u+|pdx.

Mais ce qui est absurde puisque
∫
Ω
|∇u+|pdx < c(m,sn). En conclusion on aα∞ = ᾱ.

Considerons maintenant le casN ≥ p et montrons quēα = λ1(m). Ceci sera possible si
l’on montre l’existence d’une suite de fonctions admissibles dans la définition (1.19) dēα et qui
converge versφm. La construction de cette suite est inspirée de [9, 39, 49]. On considère la suite
de fonctions suivantes définies surRN : pourN > p

ak(x) =





1 si |x| ≥ 1/k
2k|x| − 1 si 1/2k < |x| < 1/k
0 si |x| ≤ 1/2k

et pourN = p

ak(x) =





1− 2

k
si |x| ≥ 1/k

|x|δk − 1/k si (1/k)1/δk < |x| < 1/k

0 si |x| ≤ (1/k)1/δk

où δk est choisi dans]0,1[ tel que(1/k)δk = 1− 1/k. Un calcul simple montre queak → 1
dansW 1,p

loc (RN) quandk → +∞. Donc pour toutu ∈ E(Ω) ∩ L∞(Ω) et pour toutx0 ∈ Ω

vk(x) = u(x)ak(x− x0) → u(x) dans E(Ω).
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De plusvk(x) = 0 pour toutx ∈ B(x0,εk) avecεk = (1/k)1/δk si N = p etεk = 1/2k si N > p
Prenonsx0 ∈ supp n+ ∩ Ω et u(x) = φm(x) alors vk(x) = φm(x)ak(x − x0) → ϕm(x)
dansE(Ω); vk(x) ≥ 0 et vk = 0 dansB(x0,εk) . En ŕegularisant la fonction caractéristique de
supp(n+)∩B(x0,εk/2), on obtient une fonctionwk ∈ C∞

c (B(x0,εk)), wk ≥ 0 et
∫
Ω

n(wk)
pdx >

0. On pose

uk(x) = vk(x)− 1

k

wk

||wk||E(Ω)

.

Alors uk → φm dansE(Ω) et apr̀es normalisationuk est admissible dans la définition (1.19) de
ᾱ. Ce qui implique

ᾱ ≤
∫

Ω

|∇u+|pdx →
∫

Ω

|∇ϕm|pdx = λ1(m),

c’està direᾱ ≤ λ1(m). On en d́eduit alors queα∞ = ᾱ = λ1(m) .
On consid̀ere maintenant le casN < p. L’argument utiliśe pŕećedemment n’est plus valable

dans ce cas puisqueak(x) ne converge pas uniforḿement vers1 (car W 1,p(Ω) ↪→ Lp(Ω) ↪→
C(Ω̄)).

On suppose d’abord quesupp n+∩Γ1 6= ∅. Nous allons monter quēα = λ1(m). On proc̀edera
de la m̂eme manìere que dans la première partie de la demonstration.

Pourε > 0 suffisamment petit on considère la boule ouverte

Ω̃ = Ω̃ε ⊂ {x ∈ Ω ; dist(x , Γ1) < ε}
telle que

Ωε = Int(Ω \ Ω̃ε) = {x ∈ Ω ; dist(x , Γ1) > ε}
soit un domaine ŕegulier et borńe . SurΩε on consid̀ere le probl̀eme (1.4) avec condition de
Neumann surΓ2 et celle de Dirichlet sur∂Ωε \ Γ2. Notonsλ1(m,Ωε) la premìere valeur propre
et parφm(Ωε) la fonction propre normaliśee associée. La ŕegularit́e deΩε permet d’avoir une
fonction deE(Ω) en prolongeantφm(Ωε) par 0 en dehorsΩε. On montre queλ1(m,Ω̂ε) → λ1(m)
et φm(Ωε) → φm quandε → 0. L’hypothèsesupp n+ ∩ Γ1 6= ∅ permet de d́eduire quen+ 6≡ 0
surΩ \Ωε. En multipliantφm(Ωε) par la fonction caractéristique ŕegulariśee deΩ \ Ω̄ε on obtient
une fonctionwε ∈ C∞

c (Ω \ Ω̄ε) telle quewε ≥ 0 et
∫

Ω
n(wε)

p > 0. Il s’en suit que la fonction

uε := φm(Ωε)− εwε

||wε||E(Ω)

converge versφm(Ω) dansE(Ω) quandε → 0. En normalisantuk on obtient une fonction ad-
missible pour la d́efinition deᾱ et alorsᾱ ≤ λ1(m). Par conśequent̄α = λ1(m).

On consid̀ere enfin le cas òu supp n+ est compact, avecN < p. Supposons par l’absurde que
ᾱ = λ1(m) et notons par(uk) une suite minimisante pour̄α, c’està dire:

∫

Ω

|∇u+
k |pdx → ᾱ = λ1(m),

∫

Ω

m(u+
k )pdx = 1 et

∫

Ω

n(u−k )pdx > 0

(u+
k ) est borńee dansE(Ω). Pour une sous-suite notée encoreu+

k , u+
k converge faiblement dans

E(Ω), fortement dansC(Ω̄) et dansLpr′(Ω), vers un certainu ∈ E(Ω) qui est positif ou nul.
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De plus on a
∫

Ω
|∇u|pdx ≤ λ1(m) et

∫
Ω

mvpdx = 1. Par conśequentu = φm et u+
k → φm

uniformément danssupp n+. Commeϕm ≥ ε > 0 sur le compactsupp n+ pour un certainε,
on en d́eduit que, pourk suffisamment grand,u+

k ≥ ε/2 sur supp n+. Par conśequent, pourk
suffisamment grand,u−k = 0 sursupp(n+). Ce qui implique

∫

Ω

n(u−k )pdx =

∫

Ω

n+(u−k )pdx−
∫

Ω

n−(u−k )pdx = −
∫

Ω

n−(u−k )pdx ≤ 0,

mais ceci est absurde d’après la d́efinition de la suite(uk). ¤

Donnons une autre caractérisation variationnelle dēα dans le casN < p. On a un ŕesultat
similaire pourβ̄.

Proposition 1.10.On suppose queN < p, alors

ᾱ = inf{
∫

Ω

|∇u|pdx : u ∈ E(Ω),

∫

Ω

m|u|pdx = 1 u s’annulant sursupp n+} (1.20)

L’infimum dans (1.20) est atteint. De plus siu est le minimiseur dans (1.20), alorsu ne
change pas de signe dansΩ etu s’annule au plus une fois danssupp n+ ∩ Ω.

Pour conclure cette partie, nous allons considérer l’intersection deΣ∗ avec les autres qua-
drants deR× R.

Proposition 1.11. Σ∗ = Σ∗(m,n) rencontreR+ × R+ (respectivementR− × R−, R+ × R−,
R−×R+) si et seulement sim+ etn+ 6≡ 0, (resp.m− etn− 6≡ 0, m+ etn− 6≡ 0, m− etn+ 6≡ 0).

Preuve. La condition est ńecessaire. En effet si(α, β) ∈ Σ∗, alors, pour une fonctionu
assocíee, on a:

0 <

∫
|∇u+|pdx = α

∫
m(u+)pdx et 0 <

∫
|∇u−|pdx = β

∫
n(u−)pdx.

Pour la condition suffisante, prenons par exemple le casR+ × R−. On a(α, β) ∈ Σ∗(m,n) ∩
(R+ ×R−) si et seulement si(α, − β) ∈ Σ∗(m,− n) ∩ (R+ ×R+). Puisquem+, n− 6≡ 0 alors
m+, (−n)+ 6≡ 0. Par conśequent, en utilisant le Théor̀eme 1.3 on aΣ∗(m,−n)∩ (R+×R+) 6≡ ∅
et doncΣ∗(m,n) ∩ (R+ × R−) 6≡ ∅. ¤

Corollaire 1.3. Sim etn changent de signe dansΩ, alors chacun des quatre quadrants deR×R
contient une première courbe deΣ∗.

Remarque 1.3. Le résultat de la Proposition 1.9 sur le comportement assymptotique de la
premìere courbe du spectre de Fučik dansR+ ×R+ peutêtreétendue dans les autres quadrants
deR× R si les poidsm etn changent de signe.
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Illustrons ces ŕesultats sur le comportement asymptotique des premières courbes dans chacun
des quadrants deR× R
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Chapitre 2

Un probl ème asyḿetrique elliptique dans
RN avec poids ind́efinis

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allonsétudier le probl̀eme asyḿetrique suivant

−∆pu = λ[m(x)(u+)p−1 − n(x)(u−)p−1] dansRN (2.1)

où ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) avec1 < p < +∞, λ est un param̀etre ŕeel appeĺe valeur propre,
m etn sont des fonctions poids. L’étude du probl̀eme (2.1) est relativement bien connue lorsque
p = 2, m ≡ n et correspond̀a la th́eorie des problèmes lińeaires aux valeurs propres avec poids.
Des hypoth̀eses seront faites sur les poidsm et n pour garantir l’existence d’une valeur propre
principale pour le problème syḿetrique

−∆pu = λm(x)|u|p−2u dansRN . (2.2)

Faisons remarquer que la présence de poids indéfini pour le probl̀eme syḿetrique (2.2) est
nécessaire pour garantir l’existence de valeur propre positive principale. En effet sim ≡ 1 ou si
m est de moyenne positive il áet́e montŕe qu’il n’existe pas de valeur propre principale positive
(voir [16] pour le casp = 2 et [3] pour le casp 6= 2).

Il est clair que (2.1) admet une solution ne changeant pas de signe si et seulement siλ est
l’une des valeurs propres principales (lorsqu’elles existent)λ1(m), λ1(n), λ−1(m), λ−1(n) du
probl̀eme (2.2). (On entend par valeur propre principale, toute valeur propre associéeà une fonc-
tion propre ne changeant pas de signe).

Le but de ce chapitre est de prouver l’existence d’une solution de (2.1) qui change de signe
dansRN . Notre construction est essentiellement basée sur le th́eor̀eme du ”col de la montagne”
(mountain pass theorem), plus précisement sa version sur une variét́e de classeC1. Une telle
étude avait dejà ét́e faite dans [8] dans le cas d’un domaine borné deRN . Dans [8], il aét́e
prouv́e l’existence d’une valeur propre non trivialec(m,n) en utilisant la version du th́eor̀eme
du ”col de la montagne” sur une variét́e de classeC1. Diff érentes propriét́es dec(m,n) ont ét́e
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prouv́ees: continuit́e, stricte monotonie, homogéńeité, ... Cette construction áet́e possiblèa cause
du caract̀ere borńe du domaine, la propriét́e de compacit́e dont jouit la fonctionnelle

∫ |∇u|pdx
et les injections de Sobolev en petites dimensions.

Dans le cadre de ce travail, en essayant d’adapter les mêmes approches au cas où le domaine
estRN , la fonctionnelle correspondante est maintenant

J(u) :=

∫

RN

|∇u|pdx

restreintèa la varíet́e de classeC1

Mm,n := {u ∈ W : Bm,n(u) :=

∫

RN

[m(u+)p + n(u−)p]dx = 1},

où l’espaceW est un espace de Sobolev avec poids surRN qui sera d́efini plus tard. Des dif-
ficultés techniques surviennent, comme on pouvait s’y attendre,à cause du caractère non borńe
du domaine d’́etude, mais ces difficultés vontêtre progressivement surmontées en utilisant un
espace de Sobolev approprié. Une de ces difficultés est la verification de la condition de Palais-
Smale. Cette v́erification sera faite en utilisant des techniques de [4, 52]. Une autre difficulté
concerne la ǵeometrie de la fonctionnelleJ et aussi la construction de suite de fonctions poids
auxilliaires pour montrer l’existence d’une valeur propre positive non principale. Enfin l’étude
des propríet́es de cette valeur propre a nécessit́e une attention particulière à cause du fait que
les poids consid́eŕes ici ne sont pas en géńeral dans un espaceLq(RN). Une fois ces difficult́es
surmont́ees, nous avons prouvé l’existence d’une valeur propre positive non principale pour le
probl̀eme (2.1).

Comme application de cetteétude, nous avonśetudíe le spectre de Fučik avec poids dansRN .
Ce dernier est d́efini comméetant l’ensembleΣ des couples de réels(α,β) tel que

−∆pu = αm(x)(u+)p−1 − βn(x)(u−)p−1 dansRN

admet au moins une solution non triviale. Nous avons montré l’existence d’une première courbe
de ce spectre dans le quadrantR+ × R+ et l’étude de son comportement asymptotique aét́e
faite. Par exemple nous avons prouvé que cette première courbe est asymptotiqueà la droite
d’équationα = λ1(m) si N ≥ p ou si N < p avec la condition quen+ n’est pasà support
compact (non borńe). Par contre elle n’est pas asymptotiqueà cette droite siN < p en+ est
à support compact (borné). On a un ŕesultat similaire pour la droiteβ = λ1(n) par rapport au
support dem+. On ǵeńeralise ces diff́erents ŕesultats aux autres quadrants deR × R. Ainsi si
m,n ∈ L∞loc(RN) ∩ L

N
p (RN) avecN > p et si de plusm et n changent de signe dansRN , alors

on a l’existence d’une première courbe non triviale deΣ dans chacun des quatres quadrants de
R × R. Ceci n’est pas possible siN ≤ p à cause des résultats de non existence de [16] lorsque
p = 2 et de [52] lorsquep 6= 2. Le dernier paragraphe sera consacré à l’étude des propriét́es
nodales dup-Laplacien dansRN .
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2.2 Résultats pŕeliminaires

Tout au long de ce chapitre les poidsm etn seront consid́eŕes sous la forme

m = m1 −m2 n = n1 −m2

et on supposera que les hypothèses ci-dessous sont satisfaites:

(H1) m1, n1 ≥ 0, m1, n1 ∈ L∞loc(RN) ∩ Ls(RN), avecs = N/p si N > p

ets = N0/p pour un certain entierN0 > p si N ≤ p ;

(H2) m2, n2 ≥ 0, m2, n2 ∈ L∞loc(RN), avec de plusm2(x), n2(x) ≥ ε0 > 0 p.p.

dansRN si N ≤ p ;

(H3) m+ 6≡ 0 , n+ 6≡ 0;

(H4) il existe des ŕeelsa, b > 0 tel que: am2(x) ≤ n2(x) ≤ bm2(x) p.p. dansRN .

Notons que la d́ecompositionm = m1 −m2 ne coincide pas ńecessairement avec celle qui
nous est familìere:m = m+ −m−.

On d́efinit l’espace de Sobolev avec poidsW assocíe à m2 commeétant la fermeture de
C∞

c (RN) par rapport̀a la norme

||u||W :=

[∫

RN

(|∇u|p + m2|u|p)dx

]1/p

. (2.3)

Faisons remarquer que d’après l’hypoth̀ese(H4), l’espace de Sobolev correspondant au poids
n2 coincide avec l’espaceW (plus pŕecisement les normes sontéquivalentes). Les injections
suivantes sont satisfaites:

W ↪→ D1,p(RN) ↪→ Lp∗(RN) si N > p.

W ↪→ W 1,p(RN) ↪→ Lq(RN) avecq ∈ [p, +∞[ si N = p et q ∈ [p, +∞] si N < p.

Ici D1,p(RN) désigne, lorsqueN > p, la fermeture deC∞
c (RN) par rapport̀a la norme

||u||D1,p(RN ) =

(∫

RN

|∇u|pdx

)1/p

et p∗ = Np/(N − p) est l’exposant critique de Sobolev. On désignera parA la constante dans
l’injection deD1,p(RN) dansLps′(RN) = Lp∗(RN) si N > p et parB la constante dans l’in-
jection deW 1,p(RN) dansLps′(RN) si N ≤ p, où s est d́efini dans(H1) et s′ son conjugúe de
Hölder.

Remarque 2.1.L’espaceW défini ci-dessus ne dépend pas de la d́ecomposition du poidsm en
m1 −m2. En effet sim = m′

1 −m′
2 est une autre d́ecomposition dem et siW ′ désigne l’espace

de Sobolev associé à m′
2, on am′

2 − m2 = m′
1 − m1 ∈ Ls(RN). Par conśequent en utilisant

l’in équalit́e de Ḧolder on a:

||u||pW ′ ≤ ||u||pW +

(∫

RN

|m′
2 −m2|sdx

)1/s (∫

RN

|u|ps′dx

)1/s′

.
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En utilisant les immersions ci-dessus, on déduit aiśement que les normes||||W et ||||W ′ sont
équivalentes.

Les solutions de (2.1) seront considéŕees au sens faible, c’està dire siu ∈ W est solution de
(2.1) alors on a l’́equation int́egrale :

∫

RN

|∇u|p−2∇u.∇vdx = λ

∫

RN

[m(u+)p−1 − n(u−)p−1]vdx ∀ v ∈ W. (2.4)

Notons que, d’apr̀es les injections de Sobolev ci-dessus, chacune des intégrales de (2.4) est bien
définie. Notons aussi que siN < p ou siN > p avec l’hypoth̀ese(H4) remplaćee par(H ′

4) (voir
Remarque 2.3 plus loin), toute solution faibleu de (2.1) tend vers zero quand|x| → +∞ (cf.
[15] si N < p et [27, 36] siN > p). Ceci d́ecoule des Th́eor̀emes 1.9 et 1.10 de [27], qui utilisent
notamment les estimationsL∞ de Serrin ( cf. [62]).

Supposons un instant que les hypothèses(H1), (H3) sont satisfaites par les poidsm = m1 −
m2 etn = n1 − n2. On suppose de plus que les hypothèses(H2), (H4) sont satisfaites̀a l’infini,
c’està dire on remplace(H2), (H4) par

(H2)
′ m2, n2 ≥ 0, m2, n2 ∈ L∞loc(RN);

(H4)R il existe des ŕeelsa, b, R > 0 tels que: am2(x) ≤ n2(x) ≤ bm2(x) et

m2(x), n2(x) ≥ ε0 > 0 p.p. pour toutx avec|x| ≥ R.

Dans ce cas on posẽm1 = m1 + 1BR
, m̃2 = m2 + 1BR

, ñ1 = n1 + 1BR
, ñ2 = n2 + 1BR

. Ici 1BR

désigne la fonction charactéristique de la boule centrée en0 de rayonR. On a:m = m̃1 − m̃2,
n = ñ1 − ñ2 et il est aiśe de v́erifier que les poidsm,n avec cette nouvelle décomposition satis-
font les hypoth̀eses(H1), (H2),(H3), (H4). De plus en notant par̃W l’espace de Sobolev défini
ci-dessus associé au poidsm̃2, on a le ŕesultat suivant

Proposition 2.1. On aW ≡ W̃ , dans le sens òu les normes qui sont définies surW et surW̃
sontéquivalentes.

La preuve de cette proposition utilise le lemme suivant

Lemme 2.1.SoitΩ un domaine borńe régulier deRN et soitE un sous-ensemble deΩ de mesure
strictement positive. Alors il existe une constantec > 0 telle que

||u||Lp(Ω) ≤ c(||u||Lp(E) + ||∇u||Lp(Ω))

pour toutu ∈ W 1,p(Ω).

Preuve. On suppose par l’absurde que pour toutk ∈ N, il existeuk ∈ W 1,p(Ω) telle que
∫

Ω

|uk|pdx ≥ k(

∫

Ω

|∇uk|pdx +

∫

E

|uk|pdx).



2.2 Résultats pŕeliminaires 22

On peut supposer que
∫

Ω
|uk|pdx = 1 (sinon on posevk = uk/(

∫
Ω
|uk|pdx)1/p et on utilisera le

même raisonnement). Dans ce cas on
∫
Ω
|∇uk|pdx → 0 et

∫
E
|uk|pdx → 0. Par conśequentuk

converge vers un certainu, faiblement dansW 1,p(Ω) et fortement dansLp(Ω). De plus on a
∫

Ω

|∇u|pdx ≤ lim inf

∫

Ω

|∇uk|pdx = 0 et
∫

Ω

|u|pdx = 1.

Par conśequent
∫
Ω
|∇u|pdx = 0 et doncu ≡ constante6= 0. Par ailleurs on a aussi

∫

E

|u|pdx ≤ lim inf

∫

E

|uk|pdx = 0,

donc
∫

E
|u|pdx = 0. Ceci est impossible puisqueE est de mesure strictement positive. ¤

Preuve de la Proposition 2.1.
Puisquem̃2 ≥ m2, on aW̃ ⊂ W . Montrons qu’il existe une constantec1 telle que

∫

RN

m̃2|u|pdx ≤ c1||u||pW̃ .

Une fois ceci d́emontŕe, on a le ŕesultat attendu, c’està direW ⊂ W̃ .
On a d’une part ∫

RN

m̃2|u|pdx =

∫

RN

m2|u|pdx +

∫

BR

|u|pdx

et d’autre part
∫

|x|≤R

|u|pdx ≤
∫

|x|≤2R

|u|pdx ≤ (

∫

R≤|x|≤2R

|u|pdx +

∫

|x|≤2R

|∇u|pdx)

≤ c(

∫

R≤|x|≤2R

m2|u|pdx +

∫

|x|≤2R

|∇u|pdx),

d’apr̀es le Lemme 2.1. (Ici on prendΩ = B2R et E = {x ∈ Ω : R ≤ |x| ≤ 2R}). Par
conśequent

∫

|x|≤R

|u|pdx ≤ c(

∫

R≤|x|≤2R

m2|u|pdx +

∫

|x|≤2R

|∇u|pdx)

≤ c(

∫

RN

m2

ε0

|u|pdx +

∫

RN

|∇u|pdx) ≤ c̃||u||pW .

On d́eduit alors que
∫
RN m̃2|u|pdx ≤ (1 + c̃)||u||pW et la conclusion s’en suit. ¤

Remarque 2.2.Il suit de la Proposition 2.1 que l’espaceW ne d́epend pas de la d́ecomposition
dem = m1 −m2 lorsquem1,m2 vérifient les hypoth̀eses(H1), (H2)

′, (H3) et (H4)R.
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Remarque 2.3.En grandes dimensions, l’hypothèse(H4) peutêtre remplaćee, tout au long de
ce chapitre, par

(H4)
′ : N > p etm2,n2 ∈ LN/p(RN).

Dans ce cas le choix de l’espace de Sobolev, dans lequel les solutions faibles seront considérées
devient relativement simple puisqueW = D1,p(RN). Si les hypoth̀eses(H4), (H4)R et (H4)

′ ne
sont pas satisfaites, le choix d’un espace de Sobolev adéquat n’est pas clair,̀a notre niveau, pour
la résolution des problèmes (2.1) et (2.2)

Donnons̀a pŕesent quelques résultats pŕeliminaires qui nous seront utiles dans la suite.

2.3 Quelques ŕesultats

On consid̀ere les poidsm etn dans (2.1) et on suppose que les hypothèses(H1), (H2), (H3)
et (H4) sont satisfaites.

Proposition 2.2. On a l’injection compacteW ↪→↪→ Lp(m1, RN) où Lp(m1, RN) désigne
l’espaceLp surRN avec poidsm1.

Preuve. La preuve de cette proposition peutêtre obtenue dans [31]. On a un résultat similaire
pour le poidsn1. ¤

On consid̀ere maintenant le casN ≤ p. SoitN0 l’entier naturel d́efini dans l’hypoth̀ese(H1);
on posej = N0 −N . Soita1 un ŕeel positif fix́e, on d́efinit l’ensemble

Aj = {y = (y1,....,yj) ∈ Rj : yi ∈]− a1,a1[ ∀ i = 1,...,j}

et on consid̀ere le probl̀eme aux valeurs propres suivant
{ −∆pu = λ|u|p−2u dans Aj

u = 0 sur ∂Aj.

Désignons parλ(a1) la premìere valeur propre positive de ce problème avecψ la fonction propre

positive correspondante telle que
∫

Aj

ψ(x)pdx = 1. Alors

Lemme 2.2.

λ(a1) ≤ (p + j)(p + j − 1)...(p + 1)

ap
1 j!

.

Preuve. La caract́erisation variationnelle deλ(a1) permet d’́ecrire

λ(a1)

∫

Aj

|u(x)|pdx ≤
∫

Aj

|∇u(x)|pdx ∀ u ∈ W 1,p
0 (Aj).

Pour toutx ∈ Rj on pose
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ϕ(x) =

{
a1 − |x| si |x| ≤ a1

0 si |x| > a1.

Un simple calcul permet d’écrire, en utilisant les coordonnées sph́eriques, (cf. [30]):
∫

Rj

|∇ϕ(x)|pdx =

∫

Ba1(o)

|∇ϕ(x)|p = vol(Ba1(o)) =
aj

1

j

2π
j
2

Γ( j
2
)

et
∫

Rj

|ϕ(x)|pdx =
2π

j
2

Γ( j
2
)

∫ a1

0

rj−1(a1 − r)pdr = a1
j+p 2π

j
2

Γ( j
2
)

Γ(j)Γ(p + 1)

Γ(j + p + 1)

= a1
j+p 2π

j
2

Γ( j
2
)

(j − 1)!

(p + j)(p + j − 1)...(p + 1)
.

Donc

λ(a1) ≤

∫

Rj

|∇ϕ(x)|pdx
∫

Rj

|ϕ(x)|pdx

=
(p + j)(p + j − 1)...(p + 1)

a1
p j!

.

¤

Lemme 2.3.SoitN ≤ p . Pour toutf ∈ L∞loc(RN)∩LN0/p(RN) et pour toutϕ ∈ C∞
c (RN) on a:

∫

RN

|f |.|ϕ|pdx ≤ c1(2a1)
jp/N0||f ||LN0/p(RN )

∫

RN

(|∇ϕ|p + λ(a1)|ϕ|pdx) (2.5)

pour touta1 > 0, où c1 = c1(N0,p) .

Preuve(du Lemme 2.3). Soientx ∈ RN et y ∈ Rj. On poseh(x,y) = f(x)χAj
(y) et

τ(x,y) = ϕ(x)ψ(y), où χAj
repŕesente la fonction caractéristique deAj. On a, d’une part en

utilisant l’inégalit́e de Ḧolder et l’injectionD1,p(RN0) ↪→ Lp∗0(RN0) avecp∗0 = N0p/(N0 − p):
∫

RN0

|h|.|τ |pdx ≤
(∫

RN0

|h|N0/pdx

)p/N0

.

(∫

RN0

|τ |p∗0dx

)p/p∗0

≤ c0

(∫

RN0

|h|N0/pdx

)p/N0

.

(∫

RN0

|∇τ |pdx

)
(2.6)

où c0 = c0(N0,p). D’autre part on a:
(i). ∫

RN0

|h|.|τ |pdx =

∫

RN0

|f(x)χAj
|.|ϕ(x)ψ(y)|pdx

=

(∫

RN

|f(x)|.|ϕ(x)|pdx

)
.

∫

Aj

|ψ(y)|pdx.

=

∫

RN

|f(x)|.|ϕ(x)|pdx
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(ii). ∫

RN0

|h|N0/pdx =

∫

RN0

|f(x)χAj
(y)|N0

p dx

= |Aj|
∫

RN

|f(x)|N0/pdx ≤ (2a1)
j

∫

RN

|f |N0/pdx

(iii). ∫

RN0

|∇τ |pdx ≤ 2p

∫

RN0

(|ψ|p|∇ϕ|p + |ϕ|p|∇ψ|p) dx

= 2p

[∫

Aj

|ψ|pdx.

∫

RN

|∇ϕ|pdx +

∫

Aj

|∇ψ|pdx.

∫

RN

|ϕ|pdx

]

≤ 2p

∫

RN

(|∇ϕ|p + λ(a1)|ϕ|p) dx.

On d́eduit alors de (2.6) que
∫

RN

|f |.|ϕ|pdx ≤ 2pc0(2a1)
jp/N0||f ||LN0/p(RN )

∫

RN

(|∇ϕ|p + λ(a1)|ϕ|p) dx.

¤

Remarque 2.4.PuisqueW est la fermeture deC∞
c (RN) par rapportà la norme d́efinie en (2.3),

on peut ǵeńeraliser le ŕesultat de (2.4) aux́elémentsϕ deW par passagèa la limite en utilisant
la Proposition 2.2 .

On est alors en mesure de donner la preuve de la proposition suivante:

Proposition 2.3. On supposeN ≤ p . Alors il existe une constante
C = C(m1,m2,n1,n2,N,p,N0) telle que

∫

RN

|u|pdx ≤ C

∫

RN

|∇u|pdx

pour toutu ∈ W telle queBm,n(u) ≥ 0. De plus la constanteC peutêtre choisie telle qu’elle
soit borńee sim1 etn1 varient dans un sous espace borné deLN0/p(RN).

Preuve. D’après le Lemme 2.3 et la Remarque 2.4 on a:
∫

RN

|m1|.|u|pdx ≤ c1(2a1)
jp/N0||m1||LN0/p(RN )

∫

RN

(|∇u|p + λ(a1)|u|p)dx

∫

RN

|n1|.|u|pdx ≤ c1(2a1)
jp/N0||n1||LN0/p(RN )

∫

RN

(|∇u|p + λ(a1)|u|p)dx

pour toutu ∈ W . Si Bm,n(u) ≥ 0 alors on a, d’apr̀es(H4):

min(a, 1)

∫

RN

m2|u|pdx ≤
∫

RN

[m2(u
+)p + n2(u

−)p]dx ≤
∫

RN

[m1(u
+)p + n1(u

−)p]dx.
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Par conśequent

min(a, 1)

∫

RN

m2|u|pdx

≤ c1(2a1)
jp/N0

(
||m1||LN0/p(RN ) + ||n1||LN0/p(RN )

) ∫

RN

(|∇u|p + λ(a1)|u|p)dx.

Il r ésulte de l’hypoth̀ese(H2) et du Lemme 2.3 que

0 < min(a, 1)ε0

∫

RN

|u|pdx ≤ min(a, 1)

∫

RN

m2|u|pdx

≤ c1(2a1)
jp/N0

(
||m1||LN0/p(RN ) + ||n1||LN0/p(RN )

) ∫

RN

(
|∇u|p +

(p + j)....(p + 1)

ap
1 j!

|u|p
)

dx.

On choisit le ŕeela1 suffisamment grand tel que:

c1(2a1)
jp/N0(||m1||LN0/p(RN ) + ||n1||LN0/p(RN ))(j + p)....(p + 1)a1

−p (j!)−1 ≤ ε0

2
.

Ce qui implique

ε0

2

∫

RN

|u|pdx ≤ c1(2a1)
jp/N0(||m1||LN0/p(RN ) + ||n1||LN0/p(RN ))

∫

RN

|∇u|pdx

d’où
∫

RN

|u|pdx ≤ C

∫

RN

|∇u|pdx

où C =
2

ε0

c1(2a1)
jp/N0 [||m1||LN0/p(RN ) + ||n1||LN0/p(RN )]. ¤

Remarque 2.5.Le résultat de la Proposition 2.3 avaitét́e énonće dans le Lemme 2.2 de [31]
pour le casm ≡ n en utilisant une conśequence de la d́emonstration du Th́eor̀eme 3 de [5].

Pour terminer ce paragraphe, rappelons quelques propriét́es de la première valeur propre
positive dup-Laplacien dansRN . On consid̀ere le probl̀eme de minimisation suivant:

inf

{∫

RN

|∇u|pdx : u ∈ W et
∫

RN

m|u|pdx = 1

}
. (2.7)

Il est clair que d’apr̀es(H3) l’infimum de (2.7) est fini. Le ŕesultat ci-dessous áet́e prouv́e
dans [31].

Proposition 2.4. L’infimum (2.7) est atteint (et par conséquent est positif). De plus toute suite
minimisanteuk admet une sous-suite qui converge faiblement dans l’espaceW vers un certain
u réalisant cet infimum .
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Remarque 2.6.La Proposition 2.4 implique (d’après la r̀egle des multiplicateurs de Lagrange)
que l’infimum (2.7) est une valeur propre principale du problème

−∆pu = λm|u|p−2u dansRN . (2.8)

En utilisant successivement l’estimationL∞ de [62] quandN ≥ p et les ŕesultats de ŕegularit́e
de[64], on d́eduit que toute solution de (2.8) (et plus géńeralement toute solution de (2.1)) est de
classeC1(RN). De plus du principe de maximum de Vazquez sur chaque bouleBR(o), on peut
déduire que la solutionu qui réalise l’infimum (2.7) est telle queu > 0 surRN . On peut aussi
montrer, en utilisant l’identit́e de Picone, que cet infimum est l’unique valeur propre principale
positive de (2.8) et que cette valeur propre est simple. A partir de maintenant on le noteλ1(m)

λ1(m) = inf

{∫

RN

|∇u|pdx : u ∈ W et
∫

RN

m|u|pdx = 1

}
. (2.9)

On d́esigne parϕm la fonction propre positive associéeàλ1(m) telle que
∫
RN m|ϕm|pdx = 1.

Il est clair que, en utilisant la définition (2.7) deλ1(m), il n’existe pas de valeur propre de (2.8)
dans l’intervalle[0,λ1(m)[. De plusλ1(m) est isoĺe à droite comme le montre le résultat suivant:

Proposition 2.5. Il existeε > 0 tel qu’il n’existe pas de valeur propre de (2.8) dans l’intervalle
]λ1(m),λ1(m) + ε[.

La preuve de cette proposition peutêtre trouv́ee dans [28] ( Lemme 2.3 et Remarque 2.1)
(cf. aussi [5, 27, 31, 36]). Notons que le fait que nos poidsm etn soient localement bornés n’af-
fectent en rien les arguments utilisés dans [28].

SoitΛ+
p le spectre de (2.8) constitué des valeurs propres positives. On a le résultat suivant :

Théorème 2.1.L’ensembleΛ+
p est ferḿe.

Preuve. Soit(λk) une suite d’́eléments deΛ+
p telle queλk → λ. On veut montrer queλ ∈ Λ+

p .
Notons paruk ∈ W la suite de fonctions propres associéesà λk. L’ équation variationnelle de
(2.8) permet d’́ecrire

∫

RN

|∇uk|p−2∇uk∇wdx = λk

∫

RN

m|uk|p−2ukwdx pour tout w ∈ W. (2.10)

En prenantw = uk on a:
∫
RN |∇uk|pdx = λk

∫
RN m|uk|pdx. On pose alorsvk = uk/(

∫
RN m|uk|pdx)1/p

et on a
∫
RN |∇vk|pdx = λk . Puisque par hypothèseλk converge versλ ,

∫
RN |∇vk|pdx est borńe.

De plus
∫
RN m|vk|pdx = 1, ce qui implique que

∫
RN m2|vk|pdx ≤ ∫

RN m1|vk|pdx.
L’in égalit́e de Ḧolder permet d’́ecrire

∫

RN

m1|vk|pdx ≤ ||m1||s||vk||pps′ .
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Si N > p alors on aps′ = p∗ et l’inégalit́e pŕećedente devient
∫

RN

m1|vk|pdx ≤ ||m1||s||vk||pp∗ ≤ A||m1||s.||vk||pD1,p(RN )

et on d́eduit que
∫
RN m1|vk|pdx est borńe. Par conśequent

∫
RN m2|vk|pdx est borńe.

De même siN ≤ p on a, en utilisant l’injectionW ↪→ W 1,p(RN) ↪→ Lps′(RN),
∫

RN

m1|vk|pdx ≤ ||m1||s||vk||pps′ ≤ B||m1||s||vk||pW 1,p(RN )
.

Puisque
∫
RN m|vk|pdx = 1, on d́eduit, en utilisant la Proposition 2.3 (avecm = n) et la Re-

marque 2.5, que: ∫

RN

|vk|pdx ≤ C

∫

RN

|∇vk|pdx,

et donc

||vk||W 1,p(RN ) ≤ (1 + C)

∫

RN

|∇vk|pdx.

D’où ||vk||W 1,p(RN ) est borńe. Par conśequent
∫
RN m1|vk|pdx et

∫
RN m2|vk|pdx le sontégalement.

Donc dans tous les cas(vk) est borńee dansW . Il s’en suit qu’̀a une sous-suite prèsvk converge
vers un certainv faiblement dansW et fortement dansLp(m1,RN). Faisons remarquer quev 6≡ 0.
En effet comme

∫
RN m|vk|pdx = 1, on d́eduit en utilisant le lemme de Fatou que

∫

RN

m2|v|pdx ≤ lim inf

∫

RN

m2|vk|pdx

= lim(−1 +

∫

RN

m1|vk|pdx) = −1 +

∫

RN

m1|v|pdx.

Par conśequent
∫
RN m|v|pdx ≥ 1 et la conclusion s’en suit.

Par ailleurs on d́eduit de (2.10) que
∫

RN

|∇vk|p−2∇vk∇wdx = λk

∫

RN

m|vk|p−2vkwdx. (2.11)

En posantw = vk − vl dans l’́equation (2.11) on a :
∫

RN

|∇vk|p−2∇vk∇(vk − vl)dx = λk

∫

RN

m|vk|p−2vk(vk − vl)dx

∫

RN

|∇vl|p−2∇vl∇(vk − vl)dx = λl

∫

RN

m|vl|p−2vl(vk − vl)dx,

ce qui implique
∫

RN

(|∇vk|p−2∇vk − |∇vl|p−2∇vl

)∇(vk − vl)dx

= λk

∫

RN

m|vk|p−2vk(vk − vl)dx− λl

∫

RN

m|vl|p−2v(vk − vl)dx
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et alors en utilisant la monotonie de la fonctiont 7→ |t|p−2t, on a:

0 ≤
∫

RN

(|∇vk|p−2∇vk − |∇vl|p−2∇vl

)∇(vk − vl)dx

= λk

∫

RN

m
(|vk|p−2vk − |vl|p−2vl

)
(vk − vl)dx (2.12)

+(λk − λl)

∫

RN

m|vl|p−2vl(vk − vl)dx

≤ λk

∫

RN

m1

(|vk|p−2vk − |vl|p−2vl

)
(vk − vl)dx

+|λk − λl|
∫

RN

|m||vl|p−1|vk − vl|dx

On va montrer que le membre de droite de la dernière ińegalit́e tend vers 0 quandk,l → +∞ .
L’in égalit́e de Ḧolder permet d’́ecrire:

∫

RN

|m||vl|p−1|vk − vl|dx ≤
(∫

RN

|m||vl|pdx

)1/p′ (∫

RN

|m||vk − vl|pdx

)1/p

.

Comme
∫
RN mi|vl|pdx est borńe pouri = 1,2, alors il en est de m̂eme pour

∫
RN |m||vl|pdx et∫

RN |m||vk − vl|pdx. Donc|λk − λl|
∫
RN |m||vl|p−1|vk − vl|dx → 0 quandk,l → +∞.

Par ailleurs, en utilisant toujours l’inégalit́e de Ḧolder on a:
∫

RN

m1

(|vk|p−2vk − |vl|p−2vl

)
(vk − vl)dx

≤
∫

RN

m1|vk|p−1|vk − vl|dx +

∫

RN

m1|vl|p−1|vk − vl|dx

≤
[
||vk||p−1

Lp(m1, RN )
+ ||vl||p−1

Lp(m1, RN )

]
||vk − vl||Lp(m1, RN ).

Puisquevk converge versv dansLp(m1, RN) alors on d́eduit que
∫

RN

m1

(|vk|p−2vk − |vl|p−2vl

)
(vk − vl)dx → 0

et par conśequent
∫

RN

(|∇vk|p−2∇vk − |∇vl|p−2∇vl

)∇(vk − vl)dx → 0.

En utilisant l’inégalit́e (cf. [57])

|ζ − η|p ≤ d
{
(|ζ|p−2ζ − |η|p−2η)(ζ − η)

}r/2
(|ζ|p + |η|p)1−r/2 (2.13)
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pour toutζ,η ∈ RN ; avecd = d(p), r = p si p ∈]1,2[ et r = 2 si p ≥ 2 et l’inégalit́e de Ḧolder
on a:

∫

RN

|∇vk −∇vl|pdx ≤ d

{∫

RN

(|∇vk|p−2∇vk − |∇vl|p−2∇vl)∇(vk − vl)dx

}r/2

{∫

RN

(|∇vk|p + |∇vl|p)dx

}1−r/2

.

Il s’en suit que∇vk → ∇v dansLp(RN). Par ailleurs de (2.12) on déduit que

0 ≤ λk

∫

RN

m2

(|vk|p−2vk − |vl|p−2vl

)
(vk − vl)dx

≤ λk

∫

RN

m1

(|vk|p−2vk − |vl|p−2vl

)
(vk − vl)dx + (λk − λl)

∫

RN

m|vl|p−2vl(vk − vl)dx

Par le m̂eme calcul que préćedemment on montre que
∫

RN

m2

(|vk|p−2vk − |vl|p−2vl

)
(vk − vl)dx → 0

puis on d́eduit en utilisant (2.13), que
∫
RN m2|vk − vl|pdx → 0. D’où vk → v dansW . Par

passagèa la limite dans (2.11) on a:
∫

RN

|∇v|p−2∇v.∇wdx = λ

∫

RN

m|v|p−2vwdx ∀ w ∈ W

c’està dire quev est une solution (non triviale) faible de (2.8) associéeà la valeur propreλ. D’où
λ ∈ Λ+

p . ¤

Remarque 2.7.On peut montrer, d’une manière analogue que sim satisfait les hypoth̀eses(H1),
(H2), (H3) et (H4)

′ alors le spectre de (2.8) contenant les valeurs propres négatives est ferḿe.
Dans ces conditions on a alors tout le spectre qui est fermé. Par contre siN ≤ p, en raison
de la d́ecompositionm = m1 − m2, l’hypoth̀ese(H2) n’est pas v́erifiée par le poids(−m) et
donc le ŕesultat du th́eor̀eme pŕećedent ne peut paŝetre ǵeńeralisé à tout le spectre. De plus
les ŕesultats de non existence de [16] et [52] permettent d’affirmer qu’il n’existe pas de valeur
propre principale ńegative lorsqueN < p. L’existence d’autres valeurs propres négatives dans
ce cas pŕecis n’est pas clair̀a notre niveau.

En utilisant la th́eorie de Ljusternik-Schnirelman, on peut monter l’existence d’une suite de
valeurs propres tendant vers+∞ (voir le chapitre 3 pour plus de détails). De tout ce qui préc̀ede,
on peut alors d́efinir la deuxìeme valeur propre de (2.8) commeétant

λ2(m) := inf{λ ∈ R, λ valeur propre de (2.8) etλ > λ1(m)}.

Comme nous le verrons plus loin, cet infimum est atteint.
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2.4 Construction d’une valeur propre non triviale

Dans ce paragraphe on considère le probl̀eme (2.1) dansRN et les poidsm etn sont suppośes
satisfaire les hypoth̀eses(H1), (H2), (H3) et(H4). On cherche les solutions non triviales de (2.1)
dans un sens faible , c’està dire les fonctionsu ∈ W\{0} telles que :

∫

RN

|∇u|p−2∇u∇vdx = λ

∫

RN

[m(u+)p−1 − n(u−)p−1]vdx ∀ v ∈ W. (2.14)

Comme rappelé dans le paragraphe préćedent pour l’́equation (2.8) mais aussi valable pour
l’ équation (2.1), les solutions de (2.8) sont de classeC1(RN).

On cherchèa pŕesent lesλ > 0 pour lesquels (2.8) admet au moins une solution. Il est clair
que l’équation (2.8) avecλ > 0 admet une solutionu ne changeant pas de signe dansRN si et
seulement siλ = λ1(m) ouλ = λ1(n). De plus, en prenantv = u+ ouv = u− dans (2.14) (avec
u± = max{±u,0}), on voit que si (2.1) admet une solution changeant de signe dansRN avec
λ > 0, alorsλ > max{λ1(m), λ1(n)}. Le but de ce paragraphe est de prouver l’existence d’une
solution de (2.1) qui change de signe dansRN . Notons que l’hypoth̀ese(H3) est ńecessaire pour
que (2.1) avecλ > 0 admette au moins une solution qui change de signe dansRN .

Nous allons utiliser une approche variationnelle pour prouver l’existence de telles solutions.
Pour cela , d́efinissons les fonctionnellesJ etBm,n sur l’espaceW par :

J(u) =

∫

RN

|∇u|pdx et Bm,n(u) =

∫

RN

[m(u+)p + n(u−)p]dx .

Ces fonctionnelles sont Fréchet-diff́erentiables et on a :

< J ′(u),v >= p

∫

RN

|∇u|p−2∇u.∇vdx et

< B′
m,n(u),v >= p

∫

RN

[m(u+)p−1 − n(u−)p−1]vdx,

pour toutu,v ∈ W . Ici < , > désigne le crochet de dualité entreW et son dual.
On consid̀ere la varíet́e d́efinie par :

Mm,n = {u ∈ W ; Bm,n(u) = 1}

1 est une valeur régulìere deBm,n. On noteJ̃ la restriction deJ à la varíet́eMm,n. Remarquons
queϕm et (−ϕn) sont deuxéléments deMm,n. De plus en utilisant l’hypoth̀ese(H3) on peut
construire une fonctionu ∈ W telle que

∫
RN m(u+)pdx > 0 et

∫
RN n(u−)pdx > 0, et donc

u/Bm,n(u)1/p ∈ Mm,n.

Par la r̀egle des multiplicateurs de Lagrange,u ∈ Mm,n est un point critique dẽJ si et
seulement si il existeλ ∈ R tel queJ ′(u) = λB′

m,n(u), c’està dire

∫

RN

|∇u|p−2∇u∇vdx = λ

∫

RN

[m(u+)p−1 − n(u−)p−1]vdx (2.15)
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pour toutv ∈ W . Ce qui veut dire queu est solution de (2.1) au sens (2.14). De plus en prenant
u = v dans (2.15) et en utilisant le fait queu ∈ Mm,n, on voit que le multiplicateur de Lagrange
λ estégalà la valeur critiquẽJ(u). Donc notre probl̀eme aux valeurs propres (2.1) se transforme
en un probl̀eme de recherche de valeurs et de points critiques de la fonctionnelleJ̃ .

Un premier point critique dẽJ vient de la minimisation globale suivante :

J̃(u) =

∫

RN

|∇u+|pdx +

∫

RN

|∇u−|pdx

≥ λ1(m)

(∫

RN

m(u+)pdx

)+

+ λ1(n)

(∫

RN

n(u−)pdx

)+

≥ min{λ1(m), λ1(n)}
pour toutu ∈ Mm,n. De plus on aJ̃(u) = min{λ1(m), λ1(n)} si u = ϕm ou u = −ϕn. Donc
ϕm ou−ϕn est un minimum global dẽJ avec comme valeur critiqueλ1(m) ouλ1(n).

Un second point critique dẽJ vient de la proposition suivante :

Proposition 2.6. Les fonctions propresϕm et−ϕn sont des minima locaux stricts pour̃J , avec
valeurs critiques respectivesλ1(m) etλ1(n) .

Preuve. On fera la preuve pourϕm, celle pour−ϕn étant analogue.
Supposons par l’absurde queϕm n’est pas un minimum local strict pour la fonctionnelle

J̃ , c’est à dire qu’il existe une suite(uk) d’éléments de la variét́e Mm,n telle queuk 6≡ ϕm,
uk → ϕm dansW et J̃(uk) ≤ λ1(m). Remarquons d’abord queuk change de signe dansRN .
En effet commeuk → ϕm dansW et ϕm(x) > 0 pour toutx ∈ RN , alors pourk suffisamment
granduk > 0 quelque part dansRN . Si on suppose queuk(x) ≥ 0 pour toutx ∈ RN on aurait :

J̃(uk) =

∫

RN

|∇uk|pdx > λ1(m)

∫

RN

m|uk|pdx = λ1(m),

puisqueuk ∈ Mm,n et uk ≥ 0 (inégalit́e stricte caruk 6= ±ϕm). Ce qui contredit l’hypoth̀ese
faite sur la suiteuk: J̃(uk) ≤ λ1(m). Donc uk change de signe dansRN et u−k 6≡ 0 pour k
suffisamment grand. De plus on a :

J̃(uk) =

∫

RN

|∇u+
k |pdx +

∫

RN

|∇u−k |pdx ≤ λ1(m) = λ1(m)

∫

RN

[m(u+
k )p + n(u−k )p]dx.

Ce qui implique :
∫

RN

|∇u−k |pdx ≤ λ1(m)

∫

RN

n(u−k )pdx, puisque
∫

RN

|∇u+
k |pdx ≥ λ1(m)

∫

RN

m(u+
k )pdx,

et donc
1

λ1(m)
≤

∫

RN

n(u−k )pdx/

∫

RN

|∇u−k |pdx. (2.16)
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On pose alorsvk = u−k /(
∫
RN |∇u−k |pdx)1/p et Ω−

k = {x ∈ RN ; u(x) < 0}. On d́eduit de (2.16)
que :

1

λ1(m)
≤

∫

RN

n(vk)
pdx =

∫

Ω−k

n(vk)
pdx ≤

∫

Ω−k

n1(vk)
pdx.

• Si N > p , de l’injection deD1,p(RN) dansLp∗(RN) on d́eduit que||vk||Lp∗ (RN ) ≤ A
puisque||vk||D1,p(RN ) = 1. Ici le réelA désigne la constance dans l’injection deD1,p(RN) dans
Lp∗(RN), définie dans le paragraphe 2. Par ailleurs l’inégalit́e de Ḧolder permet d’́ecrire :

1

λ1(m)
≤

∫

Ω−k

n1(vk)
pdx ≤ ||n1||Ls(Ω−k )||vk||Lp∗ (Ω−k ) ≤ Ap||n1||Ls(Ω−k )

donc

||n1||Ls(Ω−k ) ≥
1

Apλ1(m)
= ε. (2.17)

On choisitα0 > 0 suffisamment grand tel que||n1||sLs(Bc
α0

) ≤ εs/2, avecBc
α0

= RN\Bc
α0

(o)

(l’existence du ŕeelα0 est justifíee par le fait quen1 ∈ Ls(RN)). L’ équation (2.17) entraı̂ne

εs ≤ ||n1||sLs(Ω−k )
= ||n1||sLs(Ω−k ∩Bα0 )

+ ||n1||sLs(Ω−k ∩Bc
α0

)

≤ ||n1||sLs(Ω−k ∩Bα0)
+ ||n1||sLs(Bc

α0
),

donc

||n1||sLs(Ω−k ∩Bα0 )
≥ εs

2
. (2.18)

D’autre part , de l’hypoth̀ese(H1) on a :n1 ∈ L∞loc(RN) donc

|n1(x)| ≤ ||n1||L∞(Ω−k ∩Bα0) ≤ ||n1||L∞(Bα0 ) ∀ x ∈ Ω−
k ∩Bα0 ,

d’où |Ω−
k ∩Bα0| ≥

εs

2||n1||sL∞(Bα0 )

= c2 > 0 pour toutk ∈ N. (2.19)

Puisqueuk → ϕm dansLp(Bα0) etϕm(x) > 0 pour toutx ∈ Bα0, on d́eduit que

lim
k→+∞

|{x ∈ Bα0 ; u(x) < 0}| = 0.

Mais ceci contredit l’́equation (2.19) .

• Si N ≤ p on a toujours l’ińegalit́e

0 <
1

λ1(m)
≤

∫

Ω−k

n(vk)
pdx ≤

∫

Ω−k

n1(vk)
pdx.

PuisqueBm,n(vk) > 0, on peut utiliser la Proposition2.3 pour déduire que
∫

RN

|vk|pdx ≤ C

∫

RN

|∇vk|pdx, où C = C(m1,m2,n1,n2,N,p,N0).
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Ainsi ||vk||pW 1,p(RN )
≤ 1 + C.

Par ailleurs l’ińegalit́e de ḧolder permet d’́ecrire :

1

λ1(m)
≤

∫

Ω−k

n1(vk)
pdx ≤ ||n1||Ls(Ω−k )||vk||Lps′ (RN )

et commeW 1,p(RN) ↪→ Lq(RN) pour toutq ≥ p , on en d́eduit que

1

λ1(m)
≤ (1 + C)Bp||n1||Ls(Ω−k ).

Donc ||n1||Ls(Ω−k ) ≥
1

Bp(1 + C)λ1(m)
.

La suite de la d́emonstration est analogue au casN > p traité ci-dessus. ¤

Pour trouver un troisième point critique de la fonctionnellẽJ , nous allons utiliser la version
du th́eor̀eme du col de la montagne sur une variét́e de classeC1 rappeĺee dans la Proposition
1.11 du chapitre1 pour le cas où E = W , f = J et g = Bm,n. Mais tout d’abord nous allons
prouver deux ŕesultats pŕeliminaires qui concernent la condition de (PS) et la géoḿetrie de la
fonctionnelleJ̃ au voisinage des minima stricts locauxϕm et−ϕn .

Lemme 2.4.La fonctionnelleJ̃ satisfait la condition de (PS) sur la variét́eMm,n.

Preuve. Soit(uk) une suite de (PS) dansMm,n, c’està dire queJ̃(uk) borńe et||J̃ ′(uk)||∗ →
0. Ce qui implique

(I)





J̃(uk) est borńe∣∣∣∣
∫

RN

|∇uk|p−2∇uk∇vdx

∣∣∣∣ ≤ εk||v||W
pour toutv ∈ Tuk

(Mm,n) avec lim
k→+∞

εk = 0. Nous allons montrer dans un premier temps que la

suiteuk est borńee dansW . Pour cela distinguons deux cas:

Premier cas: Si N > p
J̃(uk) étant borńe par hypoth̀ese, alorsuk est borńe dansLp∗(RN) puisqueD1,p(RN) ↪→

Lp∗(RN). De plus d’apr̀es l’inégalit́e de Ḧolder, on a:
∫

RN

m1|uk|pdx ≤ ||m1||Ls(RN )||uk||Lp∗ (RN ),

donc
∫
RN m1|uk|pdx est borńe. Il en est de m̂eme pour

∫
RN n1|uk|pdx. Par ailleurs commeBm,n(uk) =

1, alors on d́eduit que

min(a, 1)

∫

RN

m2|uk|pdx ≤
∫

RN

m2(u
+
k )pdx +

∫

RN

n2(u
−
k )pdx

= −1 +

∫

RN

[m1(u
+
k )p + n1(u

−
k )p]dx.
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Donc
∫
RN m2|uk|pdx est borńe et alors(uk) est borńe dansW .

Deuxième cas: Si N ≤ p
Bm,n(uk) = 1, alors d’apr̀es la Proposition 2.3 on a:

∫

RN

|uk|pdx ≤ C

∫

RN

|∇uk|pdx.

Donc (uk) est borńe dansW 1,p(RN) et aussi dansLq(RN) pour toutq ≥ p. De plus, d’apr̀es
l’in égalit́e de Ḧolder on a: ∫

RN

m1|uk|pdx ≤ ||m1||s||uk||pps′

donc
∫
RN m1|uk|pdx est borńee. La suite du raisonnement est analogue au premier cas.

On d́eduit de ces deux cas que(uk) est borńee dansW . Par conśequent(uk) converge vers
un certainu ( à une sous-suite près ) faiblement dansW , fortement dansLp(m1,RN) et dans
Lp(n1,RN).

Dans la suite de la d́emonstration, on considère le casN > p (on peut utiliser un argument
similaire pour le casN ≤ p).

Remarquons que siw ∈ W , alors(w − ak(w)uk) ∈ Tuk
(Mm,n) où

ak(w) :=

∫

RN

[m(u+
k )p−1 − n(u−k )p−1]wdx.

En posantv = (uk − ul)− ak(uk − ul)uk dans(I) on a:
∫

RN

|∇uk|p−2∇uk∇(uk − ul)dx = tk

∫

RN

[m(u+
k )p−1 − n(u−k )p−1](uk − ul)dx + 0(εk),

où on a pośe tk :=
∫
RN |∇uk|pdx. Ce qui implique

0 ≤
∫

RN

(|∇uk|p−2∇uk − |∇ul|p−2∇ul)∇(uk − ul)dx

= tk

∫

RN

m[(u+
k )p−1 − (u+

l )p−1](uk − ul)dx + tk

∫

RN

n[−(u−k )p−1 + (u−l )p−1](uk − ul)dx

+ (tk − tl)

∫

RN

[m(u+
l )p−1 − n(u−l )p−1](uk − ul)dx + 0(εk) + 0(εl)

≤ tk(I1 + I2) + |tk − tl|I3 + 0(εk) + 0(εl), (2.20)

avec

I1 =

∫

RN

m1[(u
+
k )p−1 − (u+

l )p−1](uk − ul)dx

I2 =

∫

RN

n1[−(u−k )p−1 + (u−l )p−1](uk − ul)dx

I3 =

∫

RN

[m(u+
l )p−1 − n(u−l )p−1](uk − ul)dx



2.4 Construction d’une valeur propre non triviale 36

Notre objectif est de montrer que le membre de droite dans (2.20) tend vers zéro quandk,l →
+∞.

En utilisant l’inégalit́e de Ḧolder on a:

I1 ≤ [||uk||p−1
Lp(m1, RN )

+ ||ul||p−1
Lp(m1, RN )

]||uk − ul||Lp(m1, RN )

et puisqueuk converge versu dansLp(m1, RN), on d́eduit alors queI1 → 0 quandk,l → +∞.
Par le m̂eme argument on montre queI2 → 0. Un simple calcul, en utilisant l’ińegalit́e de Ḧolder,
permet de montrer queI3 est borńe. Comme(tk − tl) → 0, il s’en suit que

∫

RN

(|∇uk|p−2∇uk − |∇ul|p−2∇ul)∇(uk − ul)dx → 0.

En utilisant l’inégalit́e (2.13) et l’ińegalit́e de Ḧolder, on d́eduit que

∫

RN

|∇uk −∇ul|pdx ≤ c

{∫

RN

(|∇uk|p−2∇uk − |∇ul|p−2∇ul)∇(uk − ul)dx

}r/2

{∫

RN

(|∇uk|p + |∇ul|pdx)

}1−r/2

et alors∇uk → ∇u dansLp(RN). De plus , de (2.20) on a

0 ≤
∫

RN

(|∇uk|p−2∇uk − |∇ul|p−2∇ul)∇(uk − ul)dx

≤ tk

∫

RN

m[(u+
k )p−1 − (u+

l )p−1](uk − ul)dx

+tk

∫

RN

n[−(u−k )p−1 + (u−l )p−1](uk − ul)dx

+(tk − tl)

∫

RN

[m(u+
l )p−1 − n(u−l )p−1](uk − ul)dx + 0(εk) + 0(εl).

Ce qui implique

0 ≤ tk(I1 + I2) + (tk − tl)I3 − tk

∫

RN

m2(|uk|p−2uk − |ul|p−2ul)(uk − ul)dx + 0(εk) + 0(εl)

c’està dire

0 ≤ tk

∫

RN

m2(|uk|p−2uk − |ul|p−2ul)(uk − ul)dx

≤ tk(I1 + I2) + (tk − tl)I3 + 0(εk) + 0(εl).

D’après ce qui pŕec̀edetk(I1 + I2) + (tk − tl)I3 → 0 quandk,l → +∞. De plus

lim
k→+∞

tk = lim
k→+∞

∫

RN

|∇uk|pdx =

∫

RN

|∇u|pdx 6= 0
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puisqueW ne contient pas de fonctions constantes non nulles. On déduit alors, par passageà la
limite dans l’ińegalit́e pŕećedente, que

∫

RN

m2(|uk|p−2uk − |ul|p−2ul)(uk − ul)dx → 0.

Les ińegalit́es de Ḧolder et (2.13) permettent de conclure que
∫
RN m2|uk − ul|pdx → 0. Il s’en

suit alors queuk → u dansW .
Par conśequent la fonctionnellẽJ est de Palais-Smale sur la variét́eMm,n. ¤

Le second lemme seraénonće dans un cadre géńeral sur la varíet́eM de (1.10).

Lemme 2.5. SoitE,g,M,f et f̃ consid́erés dans (1.10). Soitu0 un minimum local strict pour̃f ,
c’està dire pour un certainε0 > 0

f̃(u0) < f̃(u)

pour toutu ∈ M avecu 6= u0 et ||u − u0||E < ε0. On suppose quẽf satisfait la condition de
(PS) surM . Alors pour toutε ∈]0,ε0[ on a :

f̃(u0) < inf{f̃(u) : u ∈ M et ||u− u0||E = ε}.
Preuve. Elle peutêtre trouv́ee dans [8] qui est une adaptation partielle d’un résultat similaire

de [40] dans lequel on a une situation analogue mais sans contraintes. La preuve utilise principa-
lement le principe variationnel de Ekeland. ¤

On est alors en mesure d’appliquer le théor̀eme du col de la montagne de la Proposition 1.2 .

Théorème 2.2.On consid̀ere l’ensembleΓ := {γ ∈ C([−1,1], Mm,n) : γ(−1) = ϕm etγ(1) =
−ϕn}. Alors

c(m,n) := inf
γ∈Γ

max
u∈γ([−1,1])

J̃(u) (2.21)

est une valeur critique dẽJ , avecc(m,n) > max{λ1(m), λ1(n)} .

Preuve. La condition de (PS) et l’hypothèse ǵeoḿetrique sont satisfaites d’après les lemmes
2.4 et 2.5. Il ne nous reste plus qu’à montrer queΓ 6= ∅. Pour cela il suffit de construire un
cheminγ dansW qui relieϕm et−ϕn.

Soit u ∈ W telle que
∫
RN m(u+)pdx > 0 et

∫
RN n(u−)pdx > 0 ( l’existence d’une telle

fonction est assurée par l’hypoth̀ese(H3) ). On relieu à u+ par la combinaison convexe :t 7→
u+ − tu− = tu + (1 − t)u+ ; t ∈ [0,1], puis deu+ on vaà ϕm par le chemint 7→ [t(u+)p +
(1 − t)ϕp

m]1/p. En utilisant le fait que
∫
RN mϕp

mdx > 0 , il est facile de voir que le cheminγ1

ainsi construit reliantu àϕm satisfaitBm,n[γ1(t)] > 0 pour toutt ∈ [0,1]. On pose alors

γ2(t) = γ1(t)/Bm,n[γ1(t)]
1/p ≡ (γ1(t))m,n

pour avoir un chemin dansMm,n. De manìere analogue on construit un cheminγ3 qui relieu à
−ϕn. En mettant tout ensemble, on obtient un chemin dansMm,n qui relieϕm à−ϕn. ¤
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2.5 Premìere valeur propre non principale

Nous avons vu dans le paragraphe préćedent quemin{λ1(m), λ1(n)} etmax{λ1(m), λ1(n)}
sont les premìeres valeurs propres positives de (2.1).

Le but de ce paragraphe est de montrer que la valeur non principale construite en (2.21) est
la prochaine valeur propre positive de (2.1). On a le résultat suivant:

Théorème 2.3.Le probl̀eme (2.1) n’admet pas de valeurs propres dans l’intervalle
] max{λ1(m), λ1(n)}, c(m,n)[

Pour la preuve nous allons utiliser le lemme ci-dessous (dont la preuve peutêtre trouv́ee
dans [8]) qui garantit l’existence d’un point critique dans une composante d’un ensemble de
sous-niveau .

Lemme 2.6.SoitE,g,M,f et f̃ définis comme dans (1.10). On suppose quef̃ est borńee inf́erieurement
dansM et qu’elle satisfait la condition de (PS) surM . Soitr ∈ R, on consid̀ere l’ensemble

O = {u ∈ M, f̃(u) < r}

Alors toute composante non videO1 deO contient une point critique dẽf .

Donnons̀a pŕesent la preuve du Théor̀eme 2.3. Notons que la preuve ci-dessous est partielle-
ment diff́erente de celle correspondante dans [9]. La difficulté ŕesulte au niveau de la construction
de certains poids auxilliaires.

Preuve. On suppose par l’absurde l’existence d’une valeur propreλ de (2.1) avecλ ∈
] max{λ1(m), λ1(n)}, c(m,n)[. Notre but de de construire un chemin dansΓ sur lequelJ̃ restera
inférieur ouégalàλ, ce qui contredira la d́efinition (2.21) dec(m,n).

Soitu ∈ Mm,n le point critique deJ̃ assocíe àλ. On sait queu change de signe dansRN . En
prenantv = u+ ouv = u− dans (2.14) on a:

0 <

∫

RN

|∇u+|pdx = λ

∫

RN

m(u+)pdx et 0 <

∫

RN

|∇u−|pdx = λ

∫

RN

n(u−)pdx. (2.22)

On construira ce chemin en plusieursétapes en prenant pour point de départu. On pose
premìerementv = u+/Bm,n(u+)1/p ≡ (u+)m,n et on consid̀ere le cheminγ1 reliantu àv:

γ1(t) = [tu + (1− t)u+]m,n t ∈ [0,1].

En utilisant (2.22), il est facile de montrer queγ1(t) est bien d́efini et est dansMm,n. De plus
on a J̃(γ1(t)) = λ pour toutt ∈ [0,1]. De la m̂eme manìere on construit un chemin joignant
u à (−u−)m,n, qui est contenu dansMm,n et tel queJ̃ prend la valeurλ sur ce chemin. Nous
allons montrer comment on peut construire un autre chemin qui jointv àϕm qui seràa un niveau
inférieur ouégalàλ. Une construction analogue permet de joindre(−u−)m,n à−ϕn. En mettant
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tout ensemble on obtient alors un chemin dansMm,n joingnantϕm et−ϕn et sur lequelJ̃ resteà
un niveau inf́erieur ouégalàλ.

Pour construire le chemin reliantv àϕm, on consid̀ere la varíet́eMm = Mm,m. Commev ≥ 0
et v ∈ Mm,n, alorsv ∈ Mm. Les points critiques de la restriction deJ à Mm sont les solutions
normaliśees de (2.8). Commev ≥ 0 dansRN et s’annule sur un ensemble de mesure strictement
positive,v ne peut paŝetre un point critique de la restriction deJ àMm. Il existe donc un chemin
ρ :]− ε,ε[→ Mm de classeC1 tel queρ(0) = v et d

dt
[J(ρ(t))]|t=0 6= 0. On peut alors, en choisis-

sant la direction vers laquelleA décroit, se d́eplacer surρ dev à un pointw tout en restant dans
la varíet́eMm et à des niveaux inf́erieursàλ, except́e le point originev où J(v) = λ. Notonsρ1

cette portion de chemin et posonsγ2(t) = |ρ1(t)|. Le cheminγ2 reliev à |w|; commeρ1 est dans
Mm etγ2(t) ≥ 0 alorsγ2 est un chemin dansMm,n tel queJ(γ2(0)) = J(v) = λ etA(γ2(t)) < λ
pour les autres valeurs det.

On d́efinit maintenant la suitem(ε), pour0 ≤ ε ≤ 1, par

m(ε) =

{
m si m < 0
εm1 −m2 si m ≥ 0.

On am(1) = m etm+ 6≡ 0, m(0) ≤ 0 et doncm+ ≡ 0. Par conśequent il existeε0 ∈]0,1[ tel que

m+
(ε)

{ 6≡ 0 pour ε0 < ε
ε ≡ 0 pour 0 ≤ ε ≤ ε0.

Notons quem(ε) ≤ m pour toutε ∈]0,1[.

En utilisant le Lemme 2.7 ci-dessous, on peut extraire de la suite(m(ε)) une fonctionl =
l1 − l2 telle quem,l vérifient les hypoth̀eses(H1),(H2), (H3) et (H4). De plus on aλ1(l) > λ et
l ≤ m dansRN . On fixe unε. Considerons la variét́eMm,l et le sous-ensembleO deMm,l définit
par:

O = {u ∈ Mm,l : J(u) < λ}.
Il est clair que|w|,ϕm ∈ O. On s’int́eresse aux points critiques deJ dansO. On aJ(ϕm) =
λ1(m) < λ et J(ϕl) = λ1(l) > λ. Doncϕm est le seul point critique de la restriction deJ à
Mm,l dansO. En appliquant le Lemme 2.6̀a la composante deO qui contient|w| et en utilisant
le fait que tout ouvert connexe d’une variét́e est connexe par arcs, on obtient un cheminγ3 dans
O reliant|w| àϕm. Par ailleurs, par le choix de la fonctionl, on a:

∫

RN

m|γ3(t)|pdx =

∫

RN

[m(γ+
3 (t))p + m(γ−3 (t))p]dx ≥

∫

RN

[m(γ+
3 (t))p + l(γ−3 (t))p]dx = 1.

Donc le cheminγ4 tel que

γ4(t) = (|γ3(t)|)m,n =
|γ3(t)|(∫

RN

m|γ3(t)|pdx

)1/p
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est bien d́efini et est dansMm,n. De plusγ4 joint |w| àϕm et on a

J(γ4(t)) =

∫

RN

|∇γ3(t)|pdx
∫

RN

m|γ3(t)|pdx

≤
∫

RN

|∇γ3(t)|pdx < λ,

puisqueγ3(t) ∈ O. On a ainsi construit un chemin qui jointu à ϕm et qui restèa un niveau
inférieurà λ. Une d́emarche analogue permet d’avoir un autre chemin joignantu à−ϕn tout en
restant̀a un niveau inf́erieuràλ. ¤

Comme conśequence directe du Théor̀eme 2.3 (avecm ≡ n), on obtient la caractérisation
variationnelle suivante de la deuxième valeur propre dup-Laplacien avec poids dansRN .

Corollaire 2.1. On a

λ2(m) = inf
γ∈Γ0

max
u∈γ([−1,1])

∫

RN

|∇u|pdx,

où Γ0 = {γ ∈ C([−1,1], Mm) : γ(−1) = ϕm etγ(1) = −ϕm} .

Lemme 2.7.λ1[m(ε)] → +∞ quandε ↓ ε0.

Preuve. D’après la d́efinition de la premìere valeur propre positive on a:

1

λ1[m(ε)]
=

∫

RN

m(ε)|ϕm(ε)
|pdx

∫

RN

|∇ϕm(ε)
|pdx

≤

∫

RN

(εm1 −m2)
+|ϕm(ε)

|pdx
∫

RN

|∇ϕm(ε)
|pdx

. (2.23)

En utilisant l’inégalit́e de Ḧolder on a:
∫

RN

(εm1 −m2)
+|ϕm(ε)

|pdx ≤ ||εm1 −m2)
+||Ls(RN )||ϕm(ε)

||p
Lps′ (RN )

.

On distinguera deux cas:

• Si N > p alorsps′ = p∗. L’injection D1,p(RN) ↪→ Lp∗(RN) permet d’́ecrire:

||ϕm(ε)
||pp∗ ≤ A

∫

RN

|∇ϕm(ε)
|pdx

Par conśequent (2.23) implique
1

λ1[m(ε)]
≤ A||(εm1 − m2)

+||Ls(RN ). On a alors le ŕesultat at-

tendu puisque(εm1 −m2)
+ ∈ Ls(RN) et (εm1 −m2)

+ ↓ 0 quandε ↓ ε0.



2.5 Premìere valeur propre non principale 41

• Si N ≤ p, comme
∫
RN m(ε)|ϕm(ε)

|pdx = 1, alors d’apr̀es la Proposition 2.3 et la Remarque
2.5 on a:

∫
RN |ϕm(ε)

|pdx ≤ C(ε)
∫
RN |∇ϕm(ε)

|pdx. Donc||ϕm(ε)
||p

W 1,p(RN )
≤ (1+C(ε))

∫
RN |∇ϕm(ε)

|pdx
et par conśequent

||ϕm(ε)
||p

Lps′(RN )
≤ Bp(1 + C(ε))

∫

RN

|∇ϕm(ε)
|pdx.

On d́eduit alors que

1

λ1[m(ε)]
≤ Bp(1 + C(ε))||(εm1 −m2)

+||Ls(RN )

et la conclusion s’en suit comme dans le premier cas. ¤

Corollaire 2.2. Les valeurs propresλ1(m) etλ1(n) sont isoĺees dans le spectre de (2.1).

Remarque 2.8.De la preuve du Th́eor̀eme2.3, on d́eduit que siu ∈ Mm,n avecu ≥ 0 est telle
queJ(u) < µ pour un certain ŕeelµ, il est possible de relieru etϕm par un chemin contenu dans
Mm,n, constitúe uniquement de fonctions positives et qui se maintientà des niveaux inférieurs
à µ. De m̂eme siv ∈ Mm,n avecv ≤ 0 et J(v) < µ, on peut joindrev à −ϕn par un chemin
constitúe uniquement de fonctions négatives, entièrement contenu dansMm,n tout en restant̀a
des niveaux strictement inférieursà µ .

Nous allons conclure ce paragraphe avec certaines propriét́es de la valeur proprec(m,n)
comme fonction des poidsm et n. La caract́erisation variationnelle suivante de la valeur propre
c(m,n) qui est un peu diff́erente de celle donnée en (2.21) jouera un grand rôle à cet effet.

Proposition 2.7.
c(m,n) = inf

γ∈Γ1

max
u∈γ([−1,1])

A(u) (2.24)

où Γ1 := {γ ∈ C([−1,1], Mm,n) : γ(−1) ≥ 0 etγ(1) ≤ 0}.
Preuve. Désignons pard le second membre de (2.24). On aΓ ⊂ Γ1 et alorsc(m,n) ≥ d.
Supposons par l’absurde qued < c(m,n). Soitµ ∈ R tel qued < µ < c(m,n) et soitγ ∈ Γ1

tel queJ(γ(t)) < µ pour toutt ∈ [−1,1]. Nous allons construire un cheminγ1 ∈ Γ tel que
J(γ1(t)) < µ pour toutt ∈ [−1,1], ce qui va contredire la définition (2.21) dec(m,n).

Commeγ(−1) ≥ 0 et J(γ(−1)) < µ, alors d’apr̀es la Remarque 2.8 on peut relierϕm et
γ(−1). De m̂eme, toujours par la Remarque 2.8 on peut relier−ϕn et γ(1). En conclusion on a
reliéϕm etγ(−1), γ(−1) etγ(1), par le cheminγ, puisγ(1) et−ϕn. En mettant tous les chemins
boutà bout, on obtient un chemin qui relieϕm et−ϕn et pour lequelJ està un niveau inf́erieur
àµ < c(m,n). ¤

Proposition 2.8. Soitm = m1 −m2, n = n1 − n2, m̂ = m̂1 − m̂2 et n̂ = n̂1 − n̂2. On suppose
que les hypoth̀eses(H1), (H2), (H3) et(H4) sont satisfaites par les paires de poidsm, n etm̂, n̂.

Sim1 ≤ m̂1, n1 ≤ n̂1, m̂2 ≤ m2, n̂2 ≤ n2 presque partout dansRN , alorsc(m,n) ≥ c(m̂,n̂).
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Preuve. On d́esigne parW (resp.Ŵ ) l’espace de Sobolev défini dans le premier paragraphe
et assocíe au poidsm2 (resp.m̂2). Il est clair qu’on aW ⊂ Ŵ .

Soitγ ∈ Γ , alors
∫

RN

[m̂(γ+(t))p + n̂(γ−(t))p]dx ≥
∫

RN

[m(γ+(t))p + n(γ−(t))p]dx = 1.

Donc le chemin̂γ tel queγ̂(t) = (γ(t))m̂,n̂ est bien d́efini dansŴ et on aγ̂(t) ∈ Γ̂1 ⊂ Ŵ pour
tout t ∈ [−1,1]. De plus on a

Ĵ(γ̂(t)) = J(γ̂(t)) =

∫

RN

|∇γ(t)|pdx

Bm̂,n̂(γ(t))
≤

∫

RN

|∇γ(t)|pdx,

et la conclusion s’en suit. ¤

Remarquons que la monotonie donnée dans la Proposition 2.8 n’est pas en géńeral stricte. On
a une stricte monotonie moyennant certaine condition sur une fonction propre associéeàc(m,n),
d’apr̀es la proposition suivante :

Proposition 2.9. Sim ≤ m̂, n ≤ n̂ et si de plus
∫

RN

(m̂−m)(u+)pdx +

∫

RN

(n̂− n)(u+)pdx > 0 (2.25)

pour au moins une fonction propre associéeà c(m,n), alorsc(m,n) > c(m̂,n̂).

Preuve. On consid̀ere le cas òu la premìere int́egrale dans (2.25) est strictement positive (on
utilisera un argument analogue si c’est la seconde intégrale de (2.25) qui est> 0). Ainsi on a

∫

RN

m(u+)pdx <

∫

RN

m̂(u+)pdx et
∫

RN

n(u+)pdx ≤
∫

RN

n̂(u+)pdx. (2.26)

On consid̀ere le cheminγ ∈ Γ construità partir de la fonction propreu de (2.25) comme
dans la preuve du Théor̀eme 2.3. En utilisant les notations de cette preuve, le cheminγ est
constitúe d’une premìere partie qui est un chemin reliantu à ϕm constitúe par un cheminγ1,
suivi par un autre cheminγ2 puis parγ4. De façon similaire on a une deuxième partie qui est
un chemin reliantu à −ϕn. Notons queJ̃(γ1(t)) = c(m,n) alors queJ̃(γ2(t)) < c(m,n) et
J̃(γ4(t)) = c(m,n) < c(m,n) à l’exception du pointv = (u+)m,n deγ2 où on aJ̃(v) = c(m,n).
On normalise alors le cheminγ par rapport aux poidŝm et n̂:

γ̂(t) :=
γ(t)

Bm̂,n̂(γ(t))1/p
.

CommeBm̂,n̂(γ(t)) ≥ Bm,n(γ(t)) = 1, on en d́eduit que le chemin̂γ est bien d́efini et on a
γ̂(t) ∈ Mm̂,n̂ pour toutt.
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Donnons une estimation dẽJ(γ̂(t)). Pour cela on distinguera deux cas en utilisant la se-
condeégalit́e de (2.26). Si

∫
RN n(u+)pdx <

∫
RN n̂(u+)pdx alors Bm̂,n̂(γ(t)) > 1 et on a

J(γ̂(t)) < c(m,n) pour tout t. Ceci implique quec(m̂,n̂) < c(m,n). Si
∫
RN n(u+)pdx =∫

RN n̂(u+)pdx, les m̂emes calculs donnentJ(γ̂(t)) < c(m,n) pour tout t, à l’exception du
point v = −u−/Bm̂,n̂(−u−)1/p où J(v) = c(m,n). Le cheminγ̂ joint ϕm/Bm̂,n̂(ϕm)1/p à
−ϕn/Bm̂,n̂(−ϕn)1/p. La fonctionnelleJ en ces deux points prend des valeurs strictement inférieur
àc(m,n). En utilisant la Remarque 2.8, on peut construire un cheminˆ̂γ joignantϕm̂ àϕn̂, le long
duquelJ seraà des niveaux< c(m,n) à l’exceprtion du pointv.

Supposons par l’absurde quec(m̂,n̂) = c(m,n). Le lemme ci-dessous, appliquéeà la restric-
tion Ĵ deJ à la varíet́eMm̂,n̂, permet de conclure quê̂γ contient un point critique dêJ au niveau
c(m̂,n̂). Par conśequentv ne peut̂etre que ce point critique, mais ceci est absurde puisquev ne
change pas de signe dansRN . ¤

Lemme 2.8.SoitE,g,m,f,f̃ comme dans (1.10) et soientu,v ∈ M avecu 6= v. On suppose que
l’ensembleH défini dans la Proposition1.2 est non vide et que (1.11) est satisfaite. On suppose
de plus queh ∈ H est tel que

max
u∈h([−1,1])

f̃(u) = c

où c est la valeur dans (1.11). Alors il existe un point critiqueu ∈ h([−1,1]) def̃ avecf̃(u) = c.

Ainsi dans une situation de ”mountain pass”, tout chemin minimisant contient un point cri-
tique avec valeur critiquec.

La preuve de ce lemme peutêtre trouv́ee dans [8].

Notons que d’apr̀es la d́efinition (2.21), il est clair quec(m,n) est homog̀ene de d́egŕe−1,
c’està dire:

c(sm,sn) =
1

s
c(m,n) ∀s > 0.

On a aussi un ŕesultat de sous-homogenéité qui sera utiliśe plus tard.

Proposition 2.10. On suppose que les poidsm,n satisfont les hypoth̀eses(H1), (H2), (H3) et
(H4). Si0 < s < ŝ, alors

c(sm,n) > c(ŝm,n) et c(m,sn) > c(m,ŝn). (2.27)

Preuve. Remarquons dans un premier temps que la paire de poidsŝm,n (aussi bien que
les autres paires de poids) satisfait aussi les hypothèses(H1), (H2), (H3) et (H4). De plus les
”partiesm2” de ces diff́erentes paires de poids sont comparables au sens de l’hypothèses(H4),
ce qui implique qu’un m̂eme espaceW peurêtre utiliśe pour tous ces poids.

On fera la preuve pour la première ińegalit́e (un argument similaire peutêtre utiliśe pour la
seconde ińegalit́e).
Soit u ∈ Msm,n une fonction propre associée à c(sm,n) et soitγ le chemin dansMsm,n qui
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relie ϕsm et −ϕn, construit dans la preuve du Théor̀eme 2.3. Le chemin̂γ défini par γ̂(t) =

(
s

ŝ
)1/pγ(t)+ − γ(t)− est admissible dans la définition (2.21) dec(ŝm,n). De plus on a

J(γ̂(t)) =
s

ŝ

∫

RN

|∇γ(t)+|pdx +

∫

RN

|∇γ(t)−|pdx ≤ J(γ(t))

avec une stricte ińegalit́e si γ(t)+ 6≡ 0. Ainsi le cheminγ̂ est dansMŝm,n, relie ϕŝm et −ϕn

et se trouvèa un niveau< c(sm,n) à l’exception du pointv = −u−/Bsm,n(−u−)1/p où il
est au niveauc(sm,n). On d́eduit alors quec(ŝm,n) ≤ c(sm,n). Supposons par l’absurde que
c(ŝm,n) = c(sm,n). En appliquant le Lemme 2.8 au cheminγ̂ sur la varíet́e Mŝm,n, on conclut
alors quev est un point critique de la restriction deJ à Mŝm,n au niveauc(ŝm,n). Mais ceci est
absurde puisquev ne change pas de signe dansRN . ¤

Enfin, donnons un résultat de d́ependance continue dec(m,n) par rapport aux poidsm et n.
La situation est un peu compliquée dans notre contexte, par rapportà ce qui avait́et́e fait dans
[9], à cause des hypothèses(H1), (H2), (H3) et (H4) faites sur ces poids.

Proposition 2.11.Soitm = m1−m2, n = n1−n2 satisfaisant les hypothèses(H1), (H2), (H3)
et (H4). On posemk = m1k −m2k, nk = n1k − n2k avecm1k, m2k, n1k, n2k ≥ 0, k = 1,2,...
On suppose quem1k, n1k appartiennent̀a L∞loc(RN) ∩ Ls(RN) et convergent dansLs(RN) vers
m1, n1 respectivement. On suppose de plus quem2k, n2k appartiennent̀a L∞loc(RN) et convergent
versm2, n2 respectivement dans le sens suivant: pourεk → 0,

|m2k −m2| ≤ εkm2 et |n2k − n2| ≤ εkn2, pp. dansRN . (2.28)

Alors c(mk, nk) → c(m,n).

La convergence (2.28) est inhabituelle mais elle suffira plus tard pour montrer la continuité
de la premìere courbe dans le spectre de Fučik.

Preuve. Faisons d’abord remarquer que, sous les hypothèses de la Proposition 2.11, les
”partiesm2” des poidsm, n, mk et nk sont comparables au sens de l’hypothèse(H4) (avec des
constantesa,b indépendantes dek). Par conśequent on peut utiliser un m̂eme espaceW .

Nous allons d’abord montrer la semi-continuité suṕerieure. Soitε > 0, on choisitγ ∈ Γ tel
quemaxt J(γ(t)) < c(m, n) + ε. On poseγk(t) := γ(t)/Bmk,nk

(γ(t))1/p. Montrons queγk est
bien d́efini et que

max
t

J(γk(t)) < c(m,n) + ε (2.29)

pourk suffisamment grand. Une fois ceci fait, on déduit de la Proposition 2.7 que

c(mk,nk) < c(m,n) + ε.

Puisque le ŕeelε > 0 pris au d́ebut est arbitraire, on conclut que

lim sup c(mk,nk) ≤ c(m,n).



2.5 Premìere valeur propre non principale 45

Il est clair que le cheminγk sera bien d́efini si Bmk,nk
(γ(t)) > 0 pour toutt ∈ [0,1]. Pour

montrer cette dernière condition pour desk assez grands, on suppose par l’absurde que pour une
sous-suite, on aBmk,nk

(γ(tk)) ≤ 0 avectk ∈ [0,1]. Pour une autre sous-suite on auratk → t0 et
γ(tk) → γ(t0) dansW et presque partout dansRN . On a

Bmk,nk
(γ(tk)) → Bm,n(γ(t0)).

En effet
|Bmk,nk

(γ(tk))−Bm,n(γ(t0))|

≤
∫

RN

|m1kγ
+(tk)

p −m1γ
+(t0)

p|dx +

∫

RN

|n1kγ
−(tk)

p − n1γ
−(t0)

p|dx

+

∫

RN

|m2kγ
+(tk)

p −m2γ
+(t0)

p|dx +

∫

RN

|n2kγ
−(tk)

p − n2γ
−(t0)

p|dx (2.30)

Montrons d’abord que les deux premières int́egrales dans (2.30) tendent vers zéro quandk →
+∞. En utilisant l’ińegalit́e de Ḧolder on a:

∫

RN

|m1kγ
+(tk)

p −m1γ
+(t0)

p|dx ≤ ||m1k −m1||Ls(RN )||γ+(tk)||pLps′ (RN )

+

∫

RN

m1|γ+(tk)
p − γ+(t0)

p|dx.

La conclusion s’en suit puisqueγ ∈ Γ et W ↪→ Lp(m1, RN). Un raisonnement analogue est
valable pour

∫
RN |n1kγ

−(tk)
p − n1γ

−(t0)
p|dx.

Montrons maintenant que
∫
RN |m2kγ

+(tk)
p−m2γ

+(t0)
p|dx → 0. En utilisant la d́ecomposition

préćedente on a:
∫

RN

|m2kγ
+(tk)

p−m2γ
+(t0)

p|dx ≤
∫

Rn

|m2k−m2|γ+(tk)
pdx+

∫

RN

m2|γ+(tk)
p−γ+(t0)

p|dx.

Puisqueγ(tk) → γ(t0) dansW , alors γ(tk) → γ(t0) dansLp(m2, RN) et par conśequent
m

1/p
2 γ(tk) → m

1/p
2 γ(t0) dansLp(RN). Donc il existev ∈ Lp(RN) et une sous-suite deγ(tk)

(que l’on notera toujoursγ(tk)) telles que|m1/p
2 γ(tk)| ≤ v p.p dansRN . Il s’en suit que

m2|γ+(tk)
p − γ+(t0)

p| ≤ vp + m2γ(t0)
p ∈ L1(Rn) et

|m2k −m2|γ+(tk)
p ≤ vp + Bm2γ(tk)

p ∈ L1(RN).

Puisquem2|γ+(tk)
p − γ+(t0)

p| → 0 et |m2k −m2|γ+(tk)
p presque partout dansRN , on conclut

en utilisant le th́eor̀eme de la convergence dominée que
∫
Rn m2|γ+(tk)

p − γ+(t0)
p|dx → 0 et∫

RN |m2k −m2|γ+(tk)
pdx → 0. Par conśequent

∫
RN |m2kγ

+(tk)
p −m2γ

+(t0)
p|dx → 0 et ainsi

Bmk,nk
(γ(tk)) → Bm,n(γ(t0)). On d́eduit queBm,n(γ(t0)) ≤ 0. Mais ceci est absurde puisque

γ ∈ Γ.
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Montrons maintenant (2.29). Pour cela on posemaxt J(γk(t)) = J(γk(τk)) et on suppose
par absurde que pour une sous-suite on a

J(γk(τk)) ≥ c(m,n) + ε. (2.31)

En utilisant les m̂emes arguments que préćedemment, on montre qu’à une sous-suite près on
a: τk → τ0 et Bmk,nk

(γ(τk)) → Bm,n(γ(τ0)) = 1. Par conśequent, en utilisant (2.31), on a
J(γ(τ0)) ≥ c(m,n) + ε, absurde d’apr̀es le choix du cheminγ.

Pour montrer la continuité inférieure, on suppose par l’absurde qu’il existe une sous-suite
de c(mk,nk) not́ee encorec(mk,nk) telle quec(mk,nk) → c0 avecc0 < c(m,n). On d́esigne
par uk ∈ Mmk,nk

la fonction prpore associée à c(mk,nk). Nous allons d’abord montrer que
uk est borńe dansW . Il est clair, en utilisant l’́equation v́erifiée paruk, que

∫
RN |∇uk|pdx =

c(mk,nk). Par conśequent
∫
RN |∇uk|pdx reste borńe et il en est de m̂eme pour les int́egrales∫

RN m1k|uk|pdx et
∫
RN n1k|uk|pdx. (Ici on utilise les injections rappelées plus haut et la Propo-

sition 2.3 siN ≤ p). Il resteà montrer que
∫
RN m2|uk|pdx est aussi borńe. Pour cela on part de

l’hypothèseBmk,nk
(uk) = 1, et en utilisant(H4) et (2.28) on a:

(1− εk) min(a,1)

∫

RN

m2|uk|pdx ≤ (1− εk)

[∫

RN

m2(u
+
k )pdx +

∫

RN

n2(u
−
k )pdx

]

≤
∫

RN

m2k(u
+
k )pdx +

∫

RN

n2k(u
−
k )pdx

≤
∫

RN

m1k(u
+
k )pdx +

∫

RN

n1k(u
+
k )pdx.

Donc
∫
RN m2|uk|pdx est borńe, et par conśequentuk est borńe dansW . Il s’en suit que pour

une sous-suite notée encoreuk, uk → u faiblement dansW , fortement dansLp(m1, Rn) et dans
Lp(n1, Rn).

Nous allons prouver qu’on a la convergence forte dansW . On posec(mk,nk) = ck et on
prenduk − ul comme fonction test dans leséquations satisfaites paruk etul. Ce qui donne:

∫

RN

|∇uk|p−2∇uk∇(uk − ul)dx = ck

∫

RN

[mk(u
+
k )p−1 − nk(u

−
k )p−1](uk − ul)dx,

et par conśequent

0 ≤
∫

RN

(|∇uk|p−2∇uk − |∇ul|p−2∇ul)∇(uk − ul)dx

= ck

∫

RN

mk[(u
+
k )p−1 − (u+

l )p−1](uk − ul)dx + ck

∫

RN

nk[−(u−k )p−1 + (u−l )p−1](uk − ul)dx

+ (ck − cl)

∫

RN

[mk(u
+
l )p−1 − nk(u

−
l )p−1](uk − ul)dx

+ cl

∫

RN

[(mk −ml)(u
+
l )p−1 − (nk − nl)(u

−
l )p−1](uk − ul)dx

≤ ck(I1 + I2) + |ck − cl|I3 + clI4,
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où

I1 =

∫

RN

m1k[(u
+
k )p−1− (u+

l )p−1](uk− ul)dx, I2 =

∫

RN

n1k[−(u−k )p−1 + (u−l )p−1](uk− ul)dx,

I3 =

∫

RN

[|mk|(u+
k )p−1 + |nk|(u−l )p−1]|uk − ul|dx and

I4 =

∫

RN

[|mk −ml|(u+
l )p−1 + |nk − nl|(u−l )p−1]|uk − ul|dx.

En argumentant comme dans la preuve du Lemme 2.4 on montre aisément qu’on a le ŕesultat
espeŕe, c’està dire queuk → u fortement dansW . Remarquons que l’hypothèse (2.28) sera
utilisée pour montrer queI4 → 0.

Il est clair queu ∈ Mm,n et par passagèa la limite dans l’́equation satisfaite paruk, on
montre queu est solution de (2.1) avecλ = c0. Puisque par hypothèsec0 < c(m,n), on
déduit du Th́eor̀eme 2.3 quec0 = λ1(m) et u = ϕm ou bien c0 = λ1(n) et u = −ϕn.
Consid́erons le premier cas (un argument similaire peutêtre utiliśe pour le second cas). On pose
vk = u−k /(

∫
RN |∇u−k |pdx)1/p etΩ−

k = {x ∈ RN : uk(x) < 0}. On d́eduit de l’́equation satisfaite
paruk que

1

ck

=

∫

RN

nk(vk)
pdx ≤

∫

Ω−k

n1k(vk)
pdx.

Consid́erons le casN > p (un argument similaire peut̂etre utiliśe dans le casN ≤ p). Nous
allons utiliser les m̂emes arguments que dans la Proposition 2.6. En utilisant l’inégalit́e de Ḧolder
on a:

1

ck

≤ ||n1k||Ls(Ω−k )||vk||pLp∗ (RN )
≤ Ap||n1k||Ls(Ω−k ),

ce qui implique que pour un certainξ > 0 on a ||n1k||Ls(Ω−k ) ≥ ξ pourk suffisamment grand.

De plus, puisquen1k → n1 dansLs(RN), on peut choisrr > 0 tel que||n1k||sLs(Bc
r) ≤ ξs/2

pourk suffisamment grand, et par consequent||n1k||sLs(Ω−kr)
≥ ξs/2 où Ω−

kr := Ω−
k ∩Br. Comme

n1k converge versn1 dansL∞loc(RN), alors on d́eduit de cette dernière ińegalit́e qu’il existe une
certaine constanteζ > 0, indépendante dek, telle que|Ω−

kr| > ζ pour k suffisamment grand.
Mais ceci est absurde puisqueuk → ϕm dansLp(Br) etϕm(x) > 0 presque partout dansBr. ¤

Remarque 2.9. Si on remplace l’hypoth̀ese(H4) dans la Proposition 2.11 par(H4)
′, alors

l’hypothèse (2.28) serait remplacer de façon naturelle par la convergence dem2k,n2k dans
LN/p(RN) respectivement versm2,n2.

2.6 Spectre de Fǔcik dansRN

Soitm,n les poids d́efinis dans la première partie et v́erifiant les conditions(H1), (H2), (H3)
et (H4). Le spectre de Fǔcik est d́efini comme l’ensembleΣ = Σ(m,n) des couples de réels
(α,β) pour lesquels le problème
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−∆pu = αm(x)(u+)p−1 − βn(x)(u−)p−1 dansRN (2.32)

admet une solution non triviale. Il est clair queΣ contient les droitesλ1(m)×R etR×λ1(n).
C’est exactement pour les couples(α,β) appartenant̀a ces droites que (2.32) admet une solution
non triviale ayant un signe constant dansRN . Si m− 6≡ 0 avecm ∈ LN/p(RN) ∩ L∞loc(RN) et
N > p (respn− 6≡ 0 avecn ∈ LN/p(RN) ∩ L∞loc(RN) et N > p) alorsΣ contientégalement
la droiteλ−1(m) × R (resp. la droiteR × λ−1(n)). On noteΣ∗ = Σ∗(m,n) l’ensembleΣ privé
de ces deux, trois ou quatre droites triviales.Σ∗ contient leśeléments(α,β) deΣ pour lesquels
(2.32) admet une solution changeant de signe. Remarquons que siN ≤ p , des ŕesultats de non
existence de [16] et de l’hypothèse(H2) , il n’existe pas de valeur propre principale négative. On
déduit également des propriét́es de la valeur propre principale positive que si(α,β) ∈ Σ∗ avec
α ≥ 0 etβ ≥ 0 , alorsα > λ1(m) etβ > λ1(n).
Le but de cette partie est d’étudier leśeléments deΣ∗ qui sont dansR+ × R+. On a le ŕesultat
suivant :

Théorème 2.4.Pour toutr > 0, la droite d’équationβ = rα intersecteΣ∗ ∩ (R+ × R+). De
plus le premier point(a,b) de cette intersection est donnée par :
a = α(r) = c(m,rn) et b = β(r) = c(m/r,n).

Preuve. Si (α,β) ∈ R+ × R+ alors(α,β) ∈ Σ∗ et aucunélément deΣ∗ n’est pas dans le
segment[(0,0); (α,β)] si et seulement sic(αm,βn) = 1. Et commeβ = rα , alors l’homoǵeńeité
dec(m,n) permet de d́eduire queα = α(r) = c(m,rn) etβ = β(r) = rα(r) = c(m/r,n). ¤

En faisant varierr > 0 dansR∗+, on obtient une première courbe du spectre de Fučik :

C = {(α(r),β(r)), r ∈ R∗+} ⊂ Σ∗ ∩ (R+ × R+)

Donnons quelques propriét́es de la courbeC ainsi obtenue :

Proposition 2.12.Les fonctionsr 7→ α(r) et r 7→ β(r) du Th́eor̀eme2.4 sont continues. De plus
α est strictement d́ecroissante;β est strictement croissante et on a :

lim
r→0

α(r) = +∞ lim
r→+∞

β(r) = +∞.

Preuve. La continuit́e des fonctionsα etβ vient de la Proposition 2.11 et la monotonie vient
de la Proposition 2.10. Pour montrer par exemple queα(r) → +∞ quandr → 0. On suppose
par l’absurde queα(r) reste borńe au voisinage de0. Alors lim

r→0
β(r) = lim

r→0
rα(r) = 0, absurde

puisque
β(r) = c(m/r,n) > max{λ1(m/r),λ1(n)}

pour toutr > 0. On utilise le m̂eme argument pour montrer queβ(r) → +∞ quandr → +∞.
¤
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En notantα∞ = lim
r→+∞

α(r) et β∞ = lim
r→0

β(r), on remarque d’après la Proposition 2.12 que

la courbeC est une courbe de type hyperbolique dansR+ × R+ dont les asymptotes sont les
droites d’́equationsα = α∞ etβ = β∞ .

La suite du paragraphe sera consacréeà l’étude du comportement asymptotique de la courbe
C, c’està direà la d́etermination des valeurs deα∞ etβ∞. Pour cela on pose

ᾱ = inf{
∫

RN

|∇u+|pdx : u ∈ W,

∫

RN

m(u+)p = 1 et
∫

n(u−)pdx > 0}

β̄ = inf{
∫

RN

|∇u−|pdx : u ∈ W,

∫

RN

n(u−)pdx = 1 et
∫

RN

m(u+)pdx > 0}.

Il est clair queᾱ ≥ λ1(m) et β̄ ≥ λ1(n). Rappelons que le support d’une fonction mesurableu
dansRN est d́efini comme:supp u = RN\O, oùO est le plus grand ouvert deRN sur lequelu
s’annule presque partout.

Avant d’étudier le comportement asymptotique de la courbeC, énonçons le lemme ci-dessous
qui nous sera d’une grande utilité par la suite.

On consid̀ere le probl̀eme aux valeurs propres
{ −∆pu = λm|u|p−2u dansBR(o)

u = 0 sur∂BR(o)

où BR(o) ≡ BR désigne la boule centrée à l’origine de rayonR > 0. On d́esigne parλR =
λ1(m,BR) la premìere valeur propre principale dup-Laplacien pour ce problème et parϕR la
fonction propre normaliśee associée, c’est̀a dire

∫
BR

m|ϕR|p = 1. (λR et ϕR existent gr̂aceà
l’hypothèse(H3) pour des valeurs suffisamment grande deR).

Lemme 2.9. La valeur propreλR tend versλ1(m) et la fonction propre associéeϕR tend vers
ϕm dansW , lorsqueR → +∞.

Preuve. On utilisera les m̂emes arguments que dans [39] (Lemme 5.2).
Il est évident que la fonctionϕR (prolonǵee par0 en dehors de la bouleBR) appartient̀a W et
satisfait

∫
RN m(ϕR)p = 1. Ce qui implique que

λ1(m) ≤
∫

RN

|∇φ|pdx = λR

et donc
lim inf λR ≥ λ1(m).

Soit δ ∈]0,1[, puisqueϕm ∈ W , il existeψ ∈ C∞
c (RN) telle que:

∣∣∣∣
∫

RN

|∇ϕm|pdx−
∫

RN

|∇ψ|pdx

∣∣∣∣ ≤
δ

2
,

∣∣∣∣
∫

RN

m2|ϕm|pdx−
∫

RN

m2|ψ|pdx

∣∣∣∣ ≤
δ

2
.

Par conśequent ∣∣∣∣
∫

RN

m1|ϕm|pdx−
∫

RN

m1|ψ|pdx

∣∣∣∣ ≤
δ

2
.
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(Ici on a utiliśe l’injectionW ↪→ Lp(m1,RN)) Ceci implique que
∣∣∫
RN m|ϕm|pdx− ∫

RN m|ψ|pdx
∣∣ ≤

δ. Comme
∫
RN m|ϕm|pdx = 1, on d́eduit que

∫
RN m|ψ|pdx > 0. Par conśequent:

λR ≤

∫

BR

|∇ψ|pdx

∫

BR

m|ψ|pdx

≤

∫

RN

|∇ψ|pdx
∫

RN

m|ψ|pdx

,

donc pourR assez grand on a:

λR ≤
δ/2 +

∫

RN

|∇ϕm|pdx

−δ +

∫

RN

m|ϕm|pdx

=
δ/2 + λ1(m)

−δ + 1
∀ δ ∈]0,1[.

Par conśequent

lim
R→+∞

sup λR ≤
δ
2

+ λ1(m)

−δ + 1
∀ δ ∈]0,1[.

Le réelδ étant arbitrairement, on déduit alors quelim sup λR ≤ λ1(m), d’où λR → λ1(m) quand
R → +∞.

Montrons maintenant queϕR → ϕm dansW .
On a :

λR =

∫

BR

|∇ϕR|pdx =

∫

RN

|∇ϕR|pdx → λ1(m) =

∫

RN

|∇ϕm|pdx

et donc
∫
RN |∇ϕR|pdx est borńe. Par ailleurs comme

∫
RN m|ϕR|pdx = 1, on d́eduit en utilisant

l’in égalit́e de Ḧolder, le diff́erentes injections rappelées dans les deux premiers paragraphes de ce
chapitre et la Proposition 2.3 ( dans le casm = n), que

∫
RN m2|ϕR|pdx est borńe. Par conśequent

ϕR est borńe dansW . Il s’en suit queϕR converge vers une certaine fonctionφ, faiblement dans
W et fortement dansLp(m1,RN). Donc

∫

RN

m1|ϕR|pdx →
∫

RN

m1|φ|pdx

et ∫

RN

|∇φ|pdx ≤ lim inf

∫

RN

|∇ϕR|pdx = λ1(m),

c’est à dire
∫
RN |∇φ|pdx ≤ λ1(m). On conclut alors que

∫
RN m|φ|pdx ≤ 1 ( en utilisant la

caract́erisation variationnelle de la première valeur propreλ1(m)). D’autre part on a:
∫

RN

m2|φ|pdx ≤ lim inf

∫

RN

m2|ϕR|pdx = −1 +

∫

RN

m1|φ|pdx

puisque ∫

RN

m2|ϕR|pdx = −1 +

∫

RN

m1|ϕR|pdx
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etϕR → φ dansLp(m1, RN), donc
∫
RN m|φ|pdx ≥ 1. Par conśequent

∫
RN m|φ|pdx = 1 et alors

λ1(m) =
∫
RN |∇φ|pdx etφ = ϕm. On a donc montŕe que

lim

∫

RN

|∇ϕR|pdx = λ1(m) =

∫

RN

|∇φ|pdx =

∫

RN

|∇ϕm|pdx.

Ce qui implique que∇ϕR → ∇ϕm dansLp(RN). De m̂eme on a:

lim
R→+∞

∫

RN

m2|ϕR|pdx = lim
R→+∞

[−1 +

∫

RN

m1|ϕR|pdx]

= −1 +

∫

RN

m1|φ|pdx =

∫

RN

m2|φ|pdx.
(2.33)

Il s’en suit queϕR → φ = ϕm dansW , ce qui ach̀eve la d́emonstration. ¤

La proposition suivante d́ecrit le comportement asymptotique de la première courbe du spectre
de Fǔcik.

Proposition 2.13.Les valeurs asymptotiquesα∞ etβ∞ sont respectivementégalesà ᾱ et β̄. De
plus , siN ≥ p , alors ᾱ = λ1(m) et β̄ = λ1(n). SiN < p alors

(i). ᾱ = λ1(m) si supp n+ n’est pas borńe etᾱ > λ1(m) si supp n+ est borńe dansRN .

(ii). β̄ = λ1(n) si supp m+ n’est pas borńe etβ̄ > λ1(n) si supp m+ est borńe dansRN .

Preuve. On fera la preuve pour̄α. Des arguments similaires permettent d’avoir les mêmes
résultats pour̄β puisqu’il suffit d’interchanger les poidsm etn.

Soit (α,β) ∈ C et soitu la solution correspondante. On sait queu change de signe dansRN ,
donc en prenantv = u+ ouv = u− comme fonction test dans (2.32) on a:

α

∫

RN

m(u+)pdx =

∫

RN

|∇u+|pdx > 0 etβ
∫

RN

n(u−)pdx =

∫

RN

|∇u−|pdx > 0

et par conśequentα ≥ ᾱ, c’est à direα(s) ≥ ᾱ pour touts > 0. Par passagèa la limite on
déduit alors queα∞ ≥ ᾱ. Supposons par l’absurde queα∞ > ᾱ. Alors il existev ∈ W avec∫
RN m(v+)pdx = 1,

∫
RN n(v−)pdx > 0 et ᾱ ≤ ∫

RN |∇v+|pdx < α∞. Commeα∞ ≤ α(s) =
c(m,sn) ∀s > 0, on d́eduit alors que

∫
RN |∇v+|pdx < c(m,sn) ∀s > 0. On choisits > 0 tel

que ∫

RN

|∇v−|pdx/

∫

RN

sn(v−)pdx

∫

RN

|∇v+|pdx.

Les fonctionsv+ et v0 = −v−/
(∫

sn(v−)pdx
)1/p

sont deux́eléments de la variét́e Mm,sn. De
plus on a :v+ ≥ 0 etv0 ≤ 0. On consid̀ere le chemin d́efini par

γ(t) :=
1

(tp + (1− t)p)1/p
[tv+ + (1− t)v0] , t ∈ [0,1].
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On a:

Bm,sn(γ(t)) =
1

tp + (1− t)p

{
tp

∫

RN

m(v+)pdx + (1− t)p

∫

RN

sn(v0)
pdx

}
= 1

pour toutt ∈ [0,1]. Par conśequentγ est bien d́efini dansMm,sn. De plus

∫

RN

|∇γ(t)|pdx =
1

tp + (1− t)p

{
tp

∫

RN

|∇v+|pdx + (1− t)p

∫
|∇v0|pdx

}

=
1

tp + (1− t)p

{
tp

∫

RN

|∇v+|pdx + (1− t)p 1∫
RN sn(v−)pdx

∫

RN

|∇v−|pdx

}
=

∫

RN

|∇v+|pdx.

Ce qui implique que

max
t∈[0,1]

∫

RN

|∇γ(t)|pdx =

∫

RN

|∇v+|pdx etγ ∈ Γ ,

c’està dire ∫

RN

|∇v+|pdx ≥ c(m,sn).

Ce qui est absurde puisque par hypothèse
∫

RN

|∇v+|pdx < c(m,sn).

D’où α∞ = ᾱ.

On consid̀ere maintenant le casN ≥ p. On veut montrer quēα = λ1(m). On utilsera les
mêmes arguments que dans [9]. L’idée consistèa approcher une fonction en la multipliant par
une autre qui tend vers1 dansW 1,p

loc (RN), puis d’ajouter une partie négative qui tend vers0.
Rappelons que l’argument utilisé pour cette construction est locale, donc applicable pour notre
cas.

On consid̀ere la suite de fonctions(ak(x)) définie par, pourN > p

ak(x) =





1 si |x| ≥ 1/k
2k|x| − 1 si 1/2k < |x| < 1/k
0 si |x| ≤ 1/2k

et pourN = p,

ak(x) =





1− 2

k
si |x| ≥ 1/k

|x|δk − 1/k si (1/k)1/δk < |x| < 1/k

0 si |x| ≤ (1/k)1/δk

avecδk ∈]0,1[ tel que(1/k)δk = 1− 1/k.
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Par un simple calcul on peut montrer queak → 1 dansW 1,p
loc (RN). Soit x0 ∈ RN et u ∈

L∞loc(RN) ∩ W 1,p(RN), alorsu(x)ak(x − x0) = vk(x) → u(x) dansW 1,p(RN) et vk s’annule
dans un voisinage dex0. On prend maintenantu ∈ L∞loc(RN) ∩W et on pose

Xk(x) = vk(x)− u(x) = u(x)[ak(x− x0)− 1].

On aXk → 0 dansW , puisqu’on a la convergence dansW 1,p(RN) et il est facile de voir que
∫

RN

m2|Xk|pdx → 0.

On pose alorsu = ϕm et on avk(x) = ϕm(x)ak(x − x0) → ϕm(x) dansW , vk(x) = 0 pour
tout x ∈ Bεk

(x0) avec0 < εk ≤ 1/k. On prendx0 ∈ supp n+. En ŕegularisant la fonction
caract́eristique desupp n+ ∩B 1

2
εk

(x0), on obtient une fonctionwk ≥ 0 avecwk ∈ C∞
c [Bεk

(x0)]
et ∫

RN

n(wk)
pdx > 0.

On pose alors

uk(x) = ϕm(x)ak(x− x0)− wk

k||wk||W
uk → ϕm dansW . En normalisantuk, on obtient une fonction admissible dans la définition de
ᾱ. De plus on a:

ᾱ ≤
∫

RN

|∇u+
k |pdx →

∫

RN

|∇ϕm|pdx = λ1(m)

Par conśequentᾱ ≤ λ1(m) ≤ ᾱ, d’où ᾱ = λ1(m). On a peut utiliser le m̂eme argument pour le
casN = p.

Notons qu’on ne peut utiliser les mêmes arguments dans le casN < p à cause de l’immersion
de Sobolev dans l’espace des fonctions continues. En effet siN < p on n’a pasak → 1 dans
W 1,p

loc (RN).
Nous allons maintenant considérer le casN < p. On suppose, dans un premier temps, que

supp n+ est borńe. Montrons quēα > λ1(m). Pour cela supposons par l’absurde queᾱ = λ1(m).
Soituk une suite minimisante dēα, c’està dire

∫

RN

m(u+
k )pdx = 1,

∫

RN

n(u−k )pdx > 0 et
∫

RN

|∇u+
k |pdx → λ1(m)

On a donc∇u+
k borńe dansLp(RN). Comme

∫
RN m(u+

k )pdx = 1, on d́eduit (d’apr̀es la Proposition2.3)
queu+

k est borńe dansW 1,p(RN) et donc dansLq(RN) pour toutq ∈ [p, +∞]. Des arguments
similairesà ceux des pŕećedents paragraphes permettent de déduire que(u+

k ) est borńee dansW .
Doncu+

k tend versu faiblement dansW , fortement dansLp(m1,RN) et uniforḿement sur tout
domaine borńe deRN . De plus on a

∫

RN

|∇u|pdx ≤ lim inf

∫

RN

|∇u+
k |pdx = λ1(m) et
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. ∫

RN

m2|u|p ≤ lim inf

∫

RN

m2|u+
k |pdx = −1 +

∫

RN

m1|u|pdx.

Ce qui implique que
∫
RN m|u|pdx = 1 et par conśequentu = ϕm et u+

k → ϕm uniformément
sursupp n+. Commeϕm ≥ un certainε > 0 sursupp n+, alorsu+

k ≥ ε/2 et par conśequent
u−k ≡ 0 sursupp n+ pourk assez grand. Ceci entraı̂ne

0 <

∫

RN

n(u−k )pdx =

∫

RN

n+(u−k )pdx−
∫

RN

n−(u−k )pdx

= −
∫

RN

n−(u−k )pdx ≤ 0

pourk assez grand. Ceci est absurde puisqueuk est admissible dans la définition deᾱ.
Considerons enfin le cas où supp n+ n’est pas borńe et montrons quēα = λ1(m). Puisque

supp n+ est non borńe, alors on a pour toutR > 0 , n+ 6≡ 0 surRN\BR. Ceci, en utilisanten un
argument de ŕegularisation comme dans le casN ≥ p, nous permet de construire une fonction
wR ∈ C∞

c (RN\BR) telle quewR ≥ 0 et
∫
RN n(wr)

pdx > 0.
On pose alors

uR = ϕR − wR

R||wR||W .

En utilisant le Lemme 2.9 , on montre queuR → ϕm dansW et uR est admissible dans la
définition deᾱ. Donc

ᾱ ≤
∫

RN

|∇u+
R|pdx →

∫

RN

|∇ϕm|pdx = λ1(m)

et par conśequent̄α = λ1(m).
D’une manìere analogue, on peut montrer ces différents ŕesultats pour̄β. ¤

Pour conclure cette partie donnons la distribution deΣ∗ dans les autres quadrants deR×R.

Proposition 2.14. On supposeN > p et m,n ∈ LN/p(RN) ∩ L∞loc(RN). Σ∗(m,n) intersecte
R+ × R+ (respR− × R−, R+ × R−, R− × R+) si et seulement sim+ etn+ sont 6≡ 0 (respm−

etn− sont 6≡ 0, m+ etn− sont 6≡ 0, m− etn+ sont 6≡ 0).
Preuve. La condition ńecessaire vient du fait que si(α,β) ∈ Σ∗, alors pour une solutionu

de (2.32) correspondante on a

0 <

∫

RN

|∇u+|pdx = α

∫

RN

m(u+)pdx et 0 <

∫

RN

|∇u−|pdx = β

∫

RN

n(u−)pdx.

Pour la condition suffisante, considerons par exemple le cas deR+ × R− (on utilsera des argu-
ments similaires pour les autres quadrants). On a(α,β) ∈ Σ∗(m,n) ∩ R+ × R− si et seulement
si (α,− β) ∈ Σ∗(m,− n)∩R+ ×R+. Si m+ etn− sont 6≡ 0 alorsm+ et (−n)+ sontégalement
6≡ 0. Par conśequent, en utilisant le Théor̀eme 2.4, on d́eduit queΣ∗(m,−n)∩R+×R+ est non
vide. Il s’en suit queΣ∗(m,n) ∩ R+ × R− = ∅. ¤
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Corollaire 2.3. On supposeN > p etm,n ∈ LN/p(RN)∩L∞loc(RN). Si les poidsm etn changent
de signe dansRN , alors tous les quadrants dans le plan(α,β) contiennent une première courbe
deΣ∗.

On peut aussíetendre les ŕesultats de la Propositin 2.13 aux autres quadrants.

Corollaire 2.4. On supposeN > p et m,n ∈ LN/p(RN) ∩ L∞loc(RN) sous les hypoth̀eses
(H1),(H2). On suppose de plus quem− et n+ sont 6≡ 0 et on noteC−,+ la premìere courbe
de Σ∗(m,n) dansR− × R+. Alors C−,+ admet pour assymptotes les droitesλ−1(m) × R et
R× λ1(n).

Remarque 2.10.L’ étude du comportenent asymptotique de la première courbe n’est pas claire
à notre niveau dans le cas de petites dimensions dans les autres quadrants deR×R. Ceci est líe
aux ŕesultats de non existence de valeur propre principale négative (voir [16, 3]).

Illustrons ces diff́erents ŕesultats par les figures suivantes

(m)
1

(m)
−1

(n)
−1

(n)1

0 α

β

    .
Cas d’un domaine non borne

N     P     

λ

λ

λ

λ
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2.7 Propriété nodale pour lep-Laplacien dansRN

Dans le paragraphe préćedent, nous avonśetudíe le spectre de Fučik dup-Laplacien dansRN .
Une premìere courbe de ce spectre aét́e construite:C = {(α(r),β(r)), r ∈ R∗+}. Le compor-
tement asymptotique de la courbeC a ét́e étudíe. Le but de ce paragraphe est d’étudier les pro-
priét́es nodales des fonctions propres du problème (2.32). Rappelons qu’un domaine nodal pour
une fonctionu ∈ C(RN) est un sous-ensemble connexe ouvert maximal de{x ∈ RN ; u(x) 6= 0}.
Notons aussi que toute solution de (2.32) est de classeC1(RN).

Soit Ω ⊂ RN un domaine nodal d’une fonctionu. Nous dirons queΩ est un domaine nodal
positif (resp. ńegatif) siu > 0 pp dansΩ (resp.u < 0 pp dansΩ). Notre objectif est de ǵeńeraliser
dans le contexte des problèmes (2.8) et (2.32), le théor̀eme de Courant pour les régions nodales
des solutions du problème

{ −∆u = λu dansΛ
u = 0 sur∂Λ,

(2.34)

où Λ est un domaine régulier deRN . On d́esigne parλk la suite des valeurs propres de (2.34),
obtenue par la formule de Courant-Fischer (ou par la formule de Ljusternik Schnirelman):

λk = min
X∈ Gk

max
u∈X∩S

∫

Ω

|∇u|2dx,

où
Gk = {X ⊂ H1

0 (Ω), X est un sous-ensemble de dimensionk}
et

S = {u ∈ H1
0 (Ω) :

∫

Ω

|u|2 = 1}.

Rappelons donc le théor̀eme de Courant:

Théorème 2.5.(Théor̀eme de Courant pour les domaines nodaux)
On suppose queuλk

est une fonction propre, pour le problème (2.34), associéeà la fonction
propreλk. Alorsuλk

poss̀ede au plusk domaines nodaux.

La preuve du th́eor̀eme ci-dessus utilise principalement la propriét́e de continuation unique
dont jouit l’opérateur Laplacien:

”Toute solution de (2.34) qui s’annule sur un sous-ensemble ouvert non vide deΛ est
nécessairement la solution triviale.”

L’occurence d’une telle propriét́e pour lep-Laplacien avecp 6= 2 està l’heure actuelle un
probl̀eme ouvert.

Comme conśequence directe du Théor̀eme de Courant, on a le corollaire suivant:

Corollaire 2.5. Toute solution de (2.34) associéeà la deuxìeme valeur propre possède exacte-
ment deux domaines nodaux.
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Nous allonśenoncer le ŕesultat principal de ce paragraphe, qui est une adaptation du Corol-
laire 2.5 malgŕe la non occurence de la propriét́e de la continuation unique pour lep-Laplacien
si p 6= 2.

Théorème 2.6.Soitu une solution non triviale de (2.32) avec(α,β) ∈ C. Alorsu admet exacte-
ment deux domaines nodaux .

Ce ŕesultat avait́et́e d́emontŕe auparavant dans le cas d’un problème de Dirichlet pour le
p-Laplacien avec ou sans poids (voir [22, 60]). Comme conséquence on a:

Corollaire 2.6. Toute solution non triviale associée à la deuxìeme valeur propreλ2(m) du
problème (2.8) admet exactement deux domaines nodaux.

La preuve du Th́eor̀eme 2.6 utilise le principe du maximum de Vazquezà travers le Lemme
suivant:

Lemme 2.10.Soitu une solution non triviale de (2.32) possédant un domaine nodal positifΩ1

et deux domaines nodaux négatifsΩ2 etΩ3. Alors il existe un ouvert connexẽΩ1 tel queΩ̃1 ! Ω1,
Ω̃1 ∩ Ω2 = ∅ ou Ω̃1 ∩ Ω3 = ∅.

Preuve. Puisque les poids sont localement bornés, on peut adapter la preuve de [22].
On a deux possibilit́es: Soit∂Ω1 6⊂ ∂Ω2 ou ∂Ω1 ⊂ ∂Ω2. Si ∂Ω1 6⊂ ∂Ω2, on choisitx ∈

∂Ω1\∂Ω2 etε > 0 tels queB(x,ε)∩Ω2 = ∅. On pose alors̃Ω1 = Ω1 ∪B(x,ε) et on a le ŕesultat
souhait́e. Si∂Ω1 ⊂ ∂Ω2, soientz ∈ ∂Ω1 ∩ ∂Ω2 et ε > 0. En utilisant la ŕegularit́e deu on a
u ∈ C1[Ω1∩B(z,ε)], u > 0 surΩ1 et−∆pu+α||m||L∞[Ω1∩B(z,ε)] ≥ 0 avecu(z) = 0. On choisit
z tel qu’il vérifie la condition de la sph̀ere int́erieure par rapport̀aΩ1 ∩ B(z,ε). Alors d’apr̀es le
principe de maximum de Vazquez, siν désigne la normale extérieureà la sph̀ere int́erieure enz
alors ∂u

∂ν
(z) < 0. Il existe doncj ∈ {1,...,N} tel que ∂u

∂xj
(z) 6= 0.

On consid̀ere alors l’applicationφ : RN −→ RN définie par:
{

(φ(x))i = xi − zi si i 6= j
(φ(x))j = u(x)

φ est de classeC1((RN) etφ(z) = 0. Alors d’apr̀es le th́eor̀eme des fonctions implicites, il existe
un voisinageU dez diff éomorphèa V = {y ∈ RN ; |y| < ε} pourε > 0. PosonsV 0 = {y ∈
V ; yj = 0} etV ± = {y ∈ V ; yj >< 0}. AlorsU = φ−1(V ) = φ−1(V O)∪φ−1(V +)∪φ−1(V −)
et d’apr̀es la d́efinition deφ on a:





u = 0 sur φ−1(V 0)
u > 0 sur φ−1(V +)
u < 0 sur φ−1(V −)

Commez ∈ ∂Ω1 ∩ ∂Ω2 et Ω1 est un domaine nodal positif pouru, alorsφ−1(V +) ⊂ Ω1. De
même on aφ−1(V −) ⊂ Ω2 et doncU ∩ Ω3 = ∅, ce qui entrâıne quez 6∈ ∂Ω3. On a alors
z ∈ ∂Ω1\∂Ω3. Il ne nous reste qu’à poser comme préćedemment̃Ω1 = Ω1 ∪ B(z,δ) avecδ > 0
tel queB(z,δ) ∩ Ω3 = ∅. ¤
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Remarque 2.11.Le Lemme reste vrai siΩ1 est un domaine nodal négatif etΩ2 , Ω3 des domaines
nodaux positifs.

Preuve du Théorème 2.6 Soit u une solution non triviale de (2.32) associéeà (α, β) ∈ C.
Alors u est solution de l’́equation

−∆pu = α(s)m(x)(u+)p−1 − β(s)n(x)(u−)p−1

c’està dire
−∆pu = c(m, sn)[m(x)(u+)p−1 − sn(x)(u−)p−1].

On posen′ = sn; le poidsn′ vérifie les m̂emes hypoth̀eses que le poidsn et on aα = β =
c(m, n′). On peut donc supposer, sans aucune restriction, queα = β = c(m,n).

Comme observ́e au d́ebut du paragraphe préćedent la solutionu change de signe dansRN et
par conśequent elle admet au moins un domaine nodal positifΩ1 et un domaine nodal négatifΩ2.

Supposons par l’absurde l’existence d’un troisième domaine nodal négatifΩ3 (on peut utiliser
un argument similaire siΩ3 est un domaine nodal positif). Alors d’après le Lemme 2.10 il existe
Ω̃1 tel queΩ̃1 ∩ Ω2 = ∅ ou Ω̃1 ∩ Ω3 = ∅ avecΩ1 ( Ω̃1.

Supposons quẽΩ1 ∩ Ω2 = ∅ (un argument analogue pourraitêtre utiliśe siΩ̃1 ∩ Ω3 = ∅). La
fonctionu est solution de (2.8) dansΩ1 avec condition aux limites de Dirichlet sur le bord∂Ω1

et λ = α. Commeu > 0 surΩ1 alorsα = λ1(m,Ω1). De m̂eme on au solution de (2.8) dans
Ω2 et β = λ1(n,Ω2). Par ailleursΩ1 ( Ω̃1, alorsα = λ1(m,Ω1) > λ1(m,Ω̃1). Il est possible de
choisirΩ̃′

1 ( Ω1 et Ω̃2 ! Ω2, disjoints et tels queλ1(m,Ω̃′
1) < α ; λ1(n,Ω̃2) < β. On pose

v1 =

{
ϕm(Ω̃′

1) surΩ̃′
1

0 sur RN\Ω̃′
1

v2 =

{
ϕm(Ω̃2) surΩ̃2

0 sur RN\Ω̃2.

Alors pourv = v1 − v2 on a:
∫
|∇v+|pdx

∫
m(v+)pdx

= λ1(m,Ω̃′
1) < α = c(m,n) et

∫
|∇v−|pdx

∫
n(v−)pdx

= λ1(n,Ω̃2) < β = c(m,n) (2.35)

Notre objectif est de construire un cheminγ qui relieϕm à−ϕn et le long duquel la fonc-
tionnelleA atteint un niveau strictement inférieurà c(m,n). Ce qui contredirait la d́efinition de
c(m,n). Dans un premier temps on définit le cheminγ1 suivant:

γ1(t) = (tv + (1− t)v+)/Bm,n[tv + (1− t)v+]1/p ≡ (tv + (1− t)v+)m,n t ∈ [0,1].
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Ce chemin relie(v)m,n à (v+)m,n. De plus on a d’apr̀es (2.35)

A[(γ1(t))] < c(m,n) ∀ t ∈ [0,1].

Le Lemme 2.7 permet d’extraire de la suite définie par:

mk =

{ 1

k
min(m1,n1)−max(m2,n2) si m ≥ 0 etn ≥ 0

min(m,n) sinon

un poidsl de la formel = l1− l2 tel quel ≤ m, l ≤ n etλ1(l) > c(m,n). On consid̀ere alors
la varíet́eMm,l et on d́efinit le sous-ensemble

O = {u ∈ Mm,l; A(u) < c(m,n)}.

On a:
A(ϕm) = λ1(m) < c(m,n) < A(ϕl) = λ1(l), (v+)m,n ∈ O.

Dans ces conditionsϕm est le seul point critique deA restreinteà Mm,l et ϕm appartient̀a la
composante deO, contenant(v+)m,n, qui est connexe par arcs. Notonsγ2 le chemin contenu
dansO ⊂ Mm,l reliantϕm à (v+)m,n. Il vient que:

Bm,n[|γ2(t)| ] =

∫
m|γ2(t)|pdx =

∫
[m(γ+

2 (t))p + m(γ−2 (t))p]dx

≥
∫

[m(γ+
2 (t))p + l(γ−2 (t))p]dx = 1.

Alors le cheminγ3(t) = (|γ2(t)|)m,n est bien d́efini dansMm,n et relieϕm à (v+)m,n. De plus on
a:

A(γ3(t)) =
A(|γ2(t)|)

Bm,n(|γ2(t)| ) ≤ A(|γ2(t)|) = A(γ2(t)) < c(m,n),

carγ2(t) ∈ O. Doncγ3 est un chemin dansMm,n qui relieϕm à (v+)m,n et sur lequel n’atteint
pas le niveauc(m,n). En proćedant de la m̂eme manìere on construit un autre chemin joingnant
(v)m,n à−ϕn et ainsi on obtient le cheminγ desiŕe, qui relieϕm à−ϕn et pour lequelA ne
dépasse pas le niveauc(m,n).
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Chapitre 3

Deux suites de valeurs propres

3.1 Introduction

On consacre ce chapitreà la construction de deux suites de valeurs propres du problème

−4pu = λm(x)|u|p−2u dansRN (3.1)

avec le poidsm vérifiant les hypoth̀eses(H1), (H2) et (H3) du chapitre pŕećedent dans lequel
nous avons montré que les valeurs propres de (3.1) peuventêtre obtenues commeétant les valeurs
critiques de la fonctionnelle

J(u) =

∫

RN

|∇u|pdx

définie sur l’espaceW et restreintèa la varíet́e

Mm = {u ∈ W,

∫

RN

m|u|pdx = 1}.

L’id ée d’essayer de trouver les valeurs critiques d’une fonctionnelle définie sur une variét́e
C1 ou sur un espace de Banach, en la minimisant le long d’une famille de sous-ensembles, a
ét́e largement exploitée depuis le travail de Ljusternik-Schnirelman. Une approche standard pour
prouver ce type de résultat requiert un lemme de déformation sur la variét́eMm, ce qui ńecessite
queMm soit au moins de classeC1,1. Cette condition n’est en géńeral pas ŕealiśee. Dans certaines
applications la varíet́eMm est de classeC1 et la d́eformation doit̂etre construite avec beaucoup
de pŕecaution (cf. [46]).

L’approche que nous allons utilisé dans ce chapitre est celle de [21] où on exige cependant
à l’espace de Banach considéŕe d’être uniforḿement convexe. Cette approche utilise principale-
ment le principe variationnel de Ekeland au lieu d’un lemme de déformation. Aussi on a besoin
d’un résultat de compacité qui est la condition de Palais-Smale.
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3.2 Premìere suite de valeurs propres

Les solutions de (3.1) seront obtenues au sens faible, c’està dire on cherche les solutions
u ∈ W\{0} telles que ∫

RN

|∇u|p−2∇u.∇v = λ

∫

RN

m|u|p−2uv

pour toutv ∈ W . Le réelλ est appeĺe valeur propre et la fonctionu est alors appelée fonction
propre associée. Donnons une formulation variationnelle de (3.1). Pour cela on fait appel aux
fonctionnelles de classeC1:

J(u) =

∫

RN

|∇u|pdx etBm =

∫

RN

m|u|pdx

définies sur la varíet́e de classeC1

Mm = {u ∈ W :

∫

RN

m|u|pdx = 1}.

Alors λ ∈ R est une valeur propre pour le problème (3.1) si et seulement si il existeu ∈ W\{0}
tel queΦ′(u) = λB′

m(u). Pouru ∈ Mm l’espace tangent̀aMm enu not́eTuMm est d́efini par

TuMm = {u ∈ W :< B′
m(u),v >= 0}.

On noteJ̃ la restriction deJ à la varíet́e Mm. Nous dirons quec est une valeur critique dẽJ si
J ′(u)|TuMm ≡ 0 et J̃(u) = c pour un certainu ∈ Mm appeĺe point critique associé à c.

Une premìere suite de valeurs critiques positives deJ̃ vient de la th́eorie des points critiques
de Ljusternik-Schnirelman sur une variét́e de classeC1. L’existence d’une telle suite áet́e prouv́e
dans [63] en utilisant un principe de type minimax. Donnons unénonće de cette th́eorie dans un
cadre beaucoup plus géńeral.

Soit X un espace de Banach réel, g ∈ C1(X,R) telle que1 soit une valeur ŕegulìere et
M = {u ∈ X, g(u) = 1}. On suppose queM 6= ∅ et Kerg′(u) 6= X pour toutu ∈ X. On
suppose de plus queg est une fonction paire et que0 /∈ M . Un sous-ensembleA deM est dit
symétrique siA = −A. On noteF la famille des sous-ensembles fermés et syḿetriques deM .
Pour toutA ∈ F on poseγ(A) = 0 si A = ∅ et

γ(A) = inf{m ∈ N∗ : ∃h ∈ C(A,Rm\{0}) eth impaire},
γ(A) = +∞ s’il n’existe pas de telm ∈ N∗. γ(A) est appeĺe le genre de Krasnoselski de l’en-
sembleA. Le genre de Krasnoselskii satisfait les propriét́es suivantes (voir par exemple [20]) .

(P1) Pour toutk ∈ N, Sk désigne la sph̀ere unit́e deRk+1. On pose

O(Sk,M) = {h ∈ C(Sk,M), h impaire}.
Alors pour touth ∈ O(Sk,M) γ[h(Sk)] ≥ k + 1.
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(P2) Continuit́e: Soit K ∈ F tel queK soit compact, alorsγ(K) < +∞. De plus il existe
δ > 0 tel que siNδ(K) = {u ∈ X, dist(u,K) ≤ δ} alorsγ(K) = γ[Nδ(K)].

(P3) Monotonie: SoitA,B ∈ F et soitg : A → B une fonction continue. Alorsγ(A) ≤ γ(B).

(P4) Sous-additivit́e: SoitA,B ∈ F . Alorsγ(A∪B) ≤ γ(A)+γ(B). Si de plusγ(B) < +∞
alorsA\B ∈ F etγ(A\B) ≥ γ(A)− γ(B).

(P5) On suppose queX = E1⊕E2 avecdim E1 < +∞. SoitA ∈ F tel queA∩E2 = ∅. Alors
γ(A) ≤ dim E1. Si de plusdim E1 < +∞ alors pour toutA ∈ F tel queγ(A) ≥ dim E1 + 1,
on aA ∩ E2 6= ∅.

(P6) Borsuk-Ulam: Soit E un sous espace invariant de dimension finie. On considère l’en-
sembleB = {u ∈ E : ||u|| = 1}. Alors B ∈ F etγ(B) = dimE.

Le résultat suivant peut̂etre trouv́e dans [20].

Théorème 3.1.SoitΦ ∈ C1(X,R). On suppose queΦ est paire, inf́erieurement borńee et satis-
fait la condition de Palais-Smale surM . On pose

ck = inf
A∈Γk

sup
u∈A

Φ(u)

avec
Γk = {A ⊂ M ; A compact, syḿetrique etγ(A) ≥ k}.

Alors ck est une valeur critique deΦ restreinteà M . De plus

lim
k→+∞

ck = +∞.

Par ailleurs sick = ck+1 = .... = ck+l = c ∈ R pour toutk ≥ 1 et pour toutl > 0 alors
γ(Kc) ≥ l + 1 où

Kc(Φ) = {u ∈ M, Φ(u) = c etΦ′(u) = 0}.
Comme application on prendX = W, J = Φ, g = Bm etM = Mm. La condition de Palais-

Smale est satisfaite par la fonctionnelleJ d’apr̀es le Chapitre 2 (cf. Lemme 2.4, casm ≡ n). On
a alors le ŕesultat suivant

Proposition 3.1. Pour toutk ∈ N on pose

λk = inf
A∈Γk

sup
u∈A

J(u) (3.2)

où
Γk = {A ⊂ M, A compact, syḿetrique etγ(A) ≥ k}.

Alorsλk est une suite de valeur propre pour le problème (3.1). De plus la suite(λk) est croissante
et lim

k→+∞
λk = +∞.
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Preuve. Le fait que la suite(λk) soient une suite de valeurs propres pour le problème (3.1)
découle du th́eor̀eme pŕećedent. Cette suite est par définition croissante. Si(λk) est stationnaire
on auraitγ(Kλk

) = +∞ d’apr̀es le Theor̀eme3.1. Mais ceci est absurde puisque la condition
de Palais-Smale implique queKλk

(J) est compact. Par conséquent en utilisant la propriét́e
(P2) du genre de Krasnoselskii on aγ(Kλk

) < +∞. Par ailleurs si on suppose que(λk) est
suṕerieurement borńee, on aurait̀a l’aide de la d́efinition desλk la convergence deλk (disons
versλ). On pose alors

Kλ := {u ∈ Mm, J(u) = λ et J ′(u) = 0}

et
Jλ := {u ∈ Mm, J(u) ≤ λ}.

Soitd := γ(Kλ(J)). On peut choisir un voisinage symétriqueO deKλ(J) tel queγ(O) = d.
D’après le Th́eor̀eme A (voir Chapitre annexe) il existeε > 0 etη : Mm× [0,1] → Mm continue,
impaire et telle queγ(Jλ+ε\O, 1) ⊂ Jλ−ε. Par ailleurs, en utilisant (3.2) il existeB ∈ Γk tel que

sup
u∈B

J(u) ≤ λk + ε ≤ λ + ε.

Par conśequentB ⊂ Jλ+ε, et on en d́eduit queη(B\O, 1) ⊂ Jλ−ε, c’està dire

sup
u∈η(B\O, 1)

J(u) ≤ λ− ε.

Par ailleurs on sait que (d’après(P4)) γ(B\O) ≥ γ(B)−γ(O) ≥ k−d > 0, pourk suffisamment
grand. Par conśequent en utilisant la propriét́e (P3), on a

γ(η(B\O, 1)) ≥ γ(B\O, 1) ≥ k − d.

On en d́eduit alors queη(B\O, 1) ∈ Γk−d. D’où

λk−d ≤ sup
u∈η(B\O, 1)

J(u) ≤ λ− ε,

mais ceci est impossible si l’on choisitk suffisamment grand. ¤

Corollaire 3.1. On supposeN > p etm ∈ L∞loc(RN) ∩ LN/p(RN), avecm± 6≡ 0. Alors il existe
deux suites de valeurs propres pour le problème (3.1) telles que:

−∞ < ... < λk ≤ ... ≤ λ−2 < λ−1 < 0 < λ1 < λ2 ≤ λ3... < +∞

avecλk → ±∞ quandk → ±∞.

Remarque 3.1.SiN ≤ p, suite au ŕesultat de non existence de [16, 52], nous ne sommes pas en
mesure de d́eduire l’existence d’une suite de valeurs propres négatives pour lep-Laplacien.
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3.3 Une deuxìeme suite de valeurs propres

Nous allonśenoncer un deuxième principe de type minimax qui nous donnera presque toutes
les valeurs critiques de la fonctionnelleJ restreintèa la varíet́eMm. Pour cela on pose

O(Sk,M) = {h ∈ C(Sk,M) : h impaire}.

Donnons uńenonće de ce principe dans un cadre abstrait.

Théorème 3.2.Soit Φ ∈ C1(X,R). On suppose queΦ est paire et satisfait la condition de
Palais-Smale surM . Pour toutk ∈ N∗ on pose

dk := inf
k∈O(Sk−1,M)

max
z∈Sk−1

Φ(h(z))

et on suppose de plus quedk ∈ R. Alors il existe un point critiqueu ∈ M deΦ restreinteà M
tel queΦ(u) = dk.

La preuve du Th́eor̀eme 3.2 peut̂etre trouv́ee dans [21]. Elle utilise principalement le prin-
cipe variationnel de Ekeland.

Comme application on poseJ = Φ, X = W , g = Bm et M = Mm. On a alors le ŕesultat
suivant:

Proposition 3.2. Pour toutk ∈ N∗ on pose

µk = inf
k∈O(Sk−1,Mm)

max
z∈Sk−1

J(h(z)) (3.3)

oùO(Sk,Mm) = {h ∈ C(Sk,Mm) : h impaire}. Alors(µk) est une suite de valeurs propres
pour le probl̀eme (3.1). De plusµk ≥ λk et lim

k→+∞
µk = +∞ .

Preuve. La premìere partie de la Proposition 3.2 vient du Théor̀eme 3.2. Pour la deuxième
partie, en utilisant la propriét́e (P1) du genre de Krasnoselski on a:

∀ h ∈ O(Sk−1,Mm) γ[h(Sk−1)] ≥ k.

Et commeh est paire, on a alorsh(Sk−1) ⊂ Γk. D’où µk ≥ λk et alors lim
k→+∞

µk = +∞. ¤

Remarque 3.2..

(i). La suite d́efinie en (3.3) est appelée suite de valeurs propres de type Dràbek-Robinson.
Elle a ét́e introduite pour la premìere fois dans [29] pour le casm ≡ 1 et dans un borńe
Ω deRN . Dans [29] cette suite áet́e utilisée pourétablir des ŕesultats de ŕesonnance et
de non ŕesonnance pour lep-laplacien. De m̂eme lesµk ont ét́e utilisés dans [18] pour
l’ étude du spectre de Fučik du p-laplacien dans un borné.
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(ii). Il est clair que

λ1(m) = λ1 = µ1 = inf{
∫

RN

|∇u|pdx : u ∈ W et
∫

RN

m|u|pdx = 1}.

(iii). Notonsu2 la fonction propre normaliśee assocíeeà µ2, u2 change de signe dansRN . Soit

A = {v = su+
2 + tu−2 : t,s ∈ R et |s|p||u+

2 ||Lp + |t|p||u−2 ||Lp = 1},

on aA ⊂ F . De plus pour toutv ∈ A,
∫

RN

|∇v|pdx = µ2. Doncλ2 ≤ µ2 et alorsµ2 = λ2

(iv). En utilisant les ŕesultats du Chapitre2 on a:

µ2 = λ2 = λ2(m) = inf
h∈Γ

max
u∈h([−1,1])

∫

RN

|∇u|pdx

où Γ = {h ∈ C([−1,1],Mm) : h(±1) = ±ϕ1(m)}.

Cette dernìere caract́erisation de la deuxième valeur propre est meilleure que celle obtenue
dans (3.2) et (3.3) car il suffit de minimiser le long d’une petite famille de sous-ensembles de la
variét́e Mm pour avoir la m̂eme valeur. L’́egalit́e desλk et µk pour les autres indicesk resteà
l’heure actuelle une question ouverte quandp 6= 2. Il est aiśe de montrer queλk = µk pour tout
k ≥ 1 pour le casp = 2. LorsqueN = 1,m ≡ 1 etp > 1, il a ét́e prouv́e dans [18] queλk = µk

pour toutk ≥ 1 dans le cas d’un domaine borné. Mais cette dernièreégalit́e reste une question
ouverte quandN > 1.
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Chapitre 4

Syst̀eme elliptique cooṕeratif non lin éaire
dansRN

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nousétudions le principe du maximum et montrons l’existence de solutions
pour le syst̀eme elliptique cooṕeratif non lińeaire suivant :




−∆pu = am(x)|u|p−2u + bm1(x)|v|βv + f dansRN

−∆qv = cn1(x)|u|αu + dn(x)|v|q−2v + g dansRN

u(x) → 0 , v(x) → 0 quand|x| → +∞
(4.1)

aveca, b, c, d, α, β des constantes réelles,m, m1, n et n1 sont des fonctions poids dont les
propríet́es seront pŕeciśees plus tard,f etg des fonctions donńees dans des espaces de Lebesgue
appropríes,∆pu := div(|∇u|p−2∇u) pourp > 1 est l’oṕerateurp-Laplacien. Tout au long de ce
chapitre on suppose que1 < p, q < N .

Il est bien connu que le principe du maximum joue un rôle important dans la th́eorie des
équations non lińeaires (cf [47, 59]). Plusieurs travaux ontét́e faits en ce qui concerne les
syst̀emes elliptiques lińeaires et non lińeaires. En particulier dans [32, 33, 37, 38, 39], il aét́e
donńe des conditions ńecessaires et suffisantes pour avoir le principe du maximum dans le cas
d’un domaine borńe sous les conditions aux limites de Dirichlet. Dans [32, 33], ces mêmes
conditions, dans le cas d’un système elliptique cooṕeratif, ont permis de prouver l’existence de
solutions. De m̂eme dans [34] pour le cas semilinéaire dansRN tout entier, en pŕesence d’une
fonction poidsρ vérifiant une certaine condition, une condition nécessaire et suffisante aét́e
utilisée pour, d’une part avoir le principe du maximum, et d’autre part montrer l’existence de
solution.

Le but de ce travail est de géńeraliser les ŕesultats de [34] (système cooṕeratif linéaire avec
poids dansRN ) et de [14] (syst̀eme cooṕeratif non lińeaire dans un borné deRN ). Une condi-
tion nécessaire et suffisante seraégalement donńee pour avoir le principe du maximum pour
le syst̀eme (4.1). De plus, en utilisant la méthode des sous-super solutions de [51], onétablit
l’existence de solutions positives.



4.2 Principe du maximum 68

4.2 Principe du maximum

Dans la suite de ce travail, on suppose que les hypothèses suivantes sont satisfaites:

(H1) m > 0 et m ∈ L∞loc(RN) ∩ LN/p(RN)

n > 0 et n ∈ L∞loc(RN) ∩ LN/q(RN)

(H2) f ≥ 0 ; f 6≡ 0 etf ∈ L(p∗)′(RN)

(H3) g ≥ 0 ; g 6≡ 0 etg ∈ L(q∗)′(RN)

(H4) b, c ≥ 0 ; α, β ≥ 0 et
α + 1

p
+

1

q
= 1 =

β + 1

q
+

1

p

On pose

m1 = m
1
p n

β+1
q ; n1 = n

1
q m

α+1
p

Le syst̀eme (4.1) est dit coopératif si b, c ≥ 0. On noteD1,p(RN) ≡ D1,p la fermeture de
C∞

c (RN) par rapport̀a la norme

||u||D1,p =

(∫

RN

|∇u|pdx

)1/p

.

On montre que (voir [54], Proposition 2.4)

D1,p = {u ∈ Lp∗(RN) : ∇u ∈ (Lp(RN))N}.

De plus on a :D1,p(RN) ↪→ Lp∗(RN) etD1,p(RN) ↪→↪→ Lp(m, RN) (cf [31]).

Rappelons quelques résultats qui nous seront utiles dans la suite. On considère le probl̀eme
de minimisation suivant :

inf

{∫

RN

|∇u|pdx : u ∈ D1,p(RN) et
∫

RN

m|u|pdx = 1

}
(4.2)

Il est clair que d’apr̀es les hypoth̀eses faites sur le poidsm, l’infimum (4.2) est fini. De plus
on a le ŕesultat suivant qui áet́e prouv́e dans [31].

Proposition 4.1. L’infimum (4.2) est atteint (et par conséquent est positive). Toute suite mini-
misanteuk de (4.2) admet une sous-suite convergeant faiblement dansD1,p vers une certaine
fonctionu qui réalise cet infimum .

Notons que d’apr̀es la Proposition 4.1 et la règle des multiplicateurs de Lagrange, l’infimum
(4.2) est l’unique valeur propre principale positive du problème

{ −∆pu = λm(x)|u|p−2u dansRN

u(x) → 0 quand|x| → +∞ . (4.3)
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En utilisant les estimationsL∞ de J.Serrin, les résultats de ŕegularit́e de Tolksdorf et le prin-
cipe de maximum de Vazquez, on montre que la fonction propre associée est dansC1(RN) et est
de signe constant dansRN . On notera cet infimumλ1(m,p).

λ1(m,p) := inf

{∫

RN

|∇u|pdx : u ∈ D1,p(RN) et
∫

RN

m|u|pdx = 1

}
.

λ1(m,p) est l’unique valeur propre de (4.3). De plusλ1(m,p) est simple et isolé dans le spectre
de (4.3) (cf [5, 28]). Comme conséquence de la caractérisation variationnelle deλ1(m,p) on a :

λ1(m,p)

∫

RN

m|u|pdx ≤
∫

RN

|∇u|pdx ∀ u ∈ D1,p (4.4)

On denote parφ (resp.ψ) la fonction propre associée à λ1(m,p) (resp.λ1(n,q)) telle que∫
RN m|φ|pdx =

∫
RN n|ψ|qdx = 1.

Les ŕesultats suivants concernant le problème ci-dessous ontét́e prouv́es dans [31, 35].
{ −∆pu = am(x)|u|p−2u + f dansRN

u(x) → 0 quand|x| → +∞.
(4.5)

Proposition 4.2. Soitf ∈ D−1,p′(RN). Sim satisfait l’hypoth̀ese (H1) et sia < λ1(m,p) alors
l’ équation (4.5) admet au moins une solution dansD1,p.

Preuve. On d́efinit la fonctionnelleJ surD1,p par :

J(u) =
1

p

∫

RN

|∇u|pdx− a

p

∫

RN

m|u|pdx−
∫

RN

fudx.

J est une fonctionnelle faiblement semicontinue inférieure. D’apr̀es (4.4) on a
∫

RN

m|u|pdx ≤ 1

λ1(m,p)

∫

RN

|∇u|pdx.

Si a ∈]0,λ1(m,p)[ alors il existeδ ∈]0,1[ tel que

0 <
a

λ1(m,p)
≤ δ < 1.

Par conśequent

−a

∫

RN

m|u|pdx ≥ (−a/λ1(m,p))

∫

RN

|∇u|pdx ≥ −δ

∫

RN

|∇u|pdx,

c’està dire

−a

∫

RN

m|u|pdx ≥ −δ

∫

RN

|∇u|pdx.
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Si a ≤ 0 alors

−a

∫

RN

m|u|pdx ≥ 0 > −δ

∫

RN

|∇u|pdx.

Donc dans tous les cas on a:

J(u) ≥ 1

p
(1− δ)

∫

RN

|∇u|pdx−
∫

RN

fudx

≥ 1

p
(1− δ)||u||pD1,p − ||f ||D−1,p′ (RN ).||u||D1,p .

Ainsi la fonctionnelleJ est coercive dansD1,p(RN). Par conśequent l’́equation (4.5) admet au
moins une solution dansD1,p. ¤

Proposition 4.3. Soitf ∈ L(p∗)′(RN) ∩ L∞loc(RN) telle quef ≥ 0 et f 6≡ 0. Alors toute solution
de l’équation (4.5) est positive si et seulement sia < λ1(m,p) .

Preuve. La condition est ńecessaire. Supposons quea < λ1(m,p). On prend pour fonction
test dans (4.5)u− et on a:

∫

RN

|∇u−|pdx = a

∫
m|u−|pdx−

∫

RN

fu−dx ≤ a

∫

RN

m|u−|pdx

Donc en utilisant (4.4) on d́eduit que:

(λ1(m,p)− a)

∫

RN

m|u−|pdx ≤ 0.

Par conśequentu− ≡ 0, c’està direu ≥ 0 et en utilisant le principe de maximum de Vazquez on
déduit queu > 0 surRN .

Réciproquement supposons qu’on a le principe du maximum pour (4.5) et supposons par
l’absurde quea ≥ λ1(m,p). Alors en prenantf := (a− λ1(m,p))φp−1, la fonctionu = −φ < 0
est solution de (4.5), ce qui contredit le principe du maximum. ¤

Notons que d’apr̀es l’estimationL∞ de Serrin et les ŕesultats de ŕegularit́e de Tolksdorf, toute
solutionu ∈ D1,p de (4.5) avecf ∈ L(p∗)′(RN) ∩ L∞loc(RN) est dansC1(RN).

On a aussi le ŕesultat de non existence suivant dont la preuve peutêtre trouv́ee dans ([31]).

Théorème 4.1.Soitf ∈ L(p∗)′(RN) telle quef ≥ 0 eth 6≡ 0. Alors (4.5) n’admet pas de solution
si a = λ1(m,p) et n’admet pas de solution positive sia ≥ λ1(m,p).

Par ailleurs en utilisant les résultats de ŕegularit́e de [64] on a:

Proposition 4.4. Pour toutr > 0, toute solution de (4.1) est de classeC1, α(Br), où α = α(r) ∈
]0,1[ etBr est la boule de rayonr centŕee en O.
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On pose alors

a1(r) = inf
Br

k(x) a2(r) = sup
Br

k(x) avec k(x) =

(
m(x)φp(x)

n(x)ψq(x)

)α+1
p

β+1
q

.

On notea1∞ = lim
r→+∞

a1(r) et a2∞ = lim
r→+∞

a2(r) . Soit Θ =
a1∞
a2∞

. Dès lors on aΘ ∈ [0,1] et

Θ ≤ a1(r)

a2(r)
pour toutr > 0.

Nous dirons que (4.1) satisfait le principe du maximum sif ≥ 0 et g ≥ 0 implique que tout
couple(u,v) de solution de (4.1) est tel que :u ≥ 0 ; v ≥ 0 presque partout dansRN . On a le
résultat suivant:

Théorème 4.2.On suppose que les hypothèses(H1), (H2), (H3) et (H4) sont satisfaites. Alors
on a le principe du maximum pour le système (4.1) si
(C1) λ1(m,p) > a
(C2) λ1(n,q) > d et

(C3) (λ1(m,p)− a)
α+1

p (λ1(n,q)− d)
β+1

q > b
α+1

p c
β+1

q

Réciproquement, si le principe du maximum a lieu, alors les conditions(C1), (C2) et (C4) sont
satisfaites, avec

(C4) (λ1(m,p)− a)
α+1

p (λ1(n,q)− d)
β+1

q > Θ b
α+1

p c
β+1

q .

Preuve. La preuve est une adaptation partielle de [14].

La condition est nécessaire

Si λ1(m,p) ≤ a alors les fonctionsf := [a− λ1(m,p)]mφp−1 etg := 0 sont positives et on a
(−φ,0) qui est solution de (4.1). Ce qui contredit le principe du maximum.
De même siλ1(n,q) ≤ d on prendf := 0 et g := [d − λ1(n,q)]nψq−1. On a alors(0, − ψ) qui
est solution de (4.1). Ce qui contreditégalement le principe du maximum.

On suppose maintenant queλ1(m,p) > a et λ1(n,q) > d. Si l’un des coefficientsΘ, b ou c
est nul, il n’y a plus rieǹa d́emontrer dans(C4). On se met alors dans l’hypothèse queΘ 6= 0,
b 6= 0 et c 6= 0. Pour d́emontrer la condition(C4), proćedons par l’absurde en supposant que(C4)
n’est pas satisfaite, c’està dire qu’on a :

(λ1(m,p)− a)
α+1

p (λ1(n,q)− d)
β+1

q ≤ Θ b
α+1

p c
β+1

q

On poseA =

(
λ1(m,p)− a

b

)α+1
p

etB =

(
λ1(n,q)− d

c

)β+1
q

.

On a alorsAB ≤ Θ, ce qui implique A a2∞ ≤ 1

B
a1∞. on d́eduit l’existence d’un ŕeelξ ∈ R∗+
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tel que:

A a2∞ ≤ ξ ≤ 1

B
a1∞.

Comme les fonctionsa1(r) et a2(r) sont respectivement décroissante et croissante, il s’en suit
que

Aa2(r) ≤ Aa2∞ ≤ ξ ≤ 1

B
a1∞ ≤ 1

B
a1(r)

pour toutr > 0. DoncA k(x) ≤ Aa2(r) ≤ ξ ≤ 1

B
a1(r) ≤ 1

B
k(x) pour toutx ∈ RN , c’està

dire 



A k(x) ≤ ξ ∀x ∈ RN (i)
B

k(x)
≤ 1

ξ
∀x ∈ RN (ii) .

On poseξ =

(
kq

1

kp
2

)α+1
p

β+1
q

aveck1 , k2 des constantes positives.

(i) implique

[λ1(m,p)− a]
α+1

p

(
m(x)φ(x)p

n(x)ψ(x)q

) (α+1)
p

β+1
q

≤ b
α+1

p

(
kq

1

kp
2

) (β+1)
q

α+1
p

pour toutx ∈ RN ,

c’està dire

[λ1(m,p)− a]

(
m(x)φ(x)p

n(x)ψ(x)q

)β+1
q

≤ b

(
kq

1

kp
2

) (β+1)
q

Ce qui implique [λ1(m,p)− a] [m(x)(k2φ(x))p](
β+1

q
) ≤ b (n(x)(k1ψ(x))q)

(β+1)
q .

Puisque
β + 1

q
+

1

p
= 1, on d́eduit alors que

[λ1(m,p)− a] [m(x)]
β+1

q [k2φ(x)]p−1 ≤ b [n(x)]
β+1

q [k1ψ(x)](β+1) ,

ce qui implique que

− [λ1(m,p)− a] m(x) [k2φ(x)]p−1 + bm1(x) [k1ψ(x)](β+1) ≥ 0 pour toutx ∈ RN .

D’une manìere analogue, on a en utilisant(ii) :

− [λ1(n,q)− d] n(x) [k1ψ(x)]q−1 + cn1(x) (k2φ(x))(α+1) ≥ 0 pour toutx ∈ RN .

On pose

f(x) = − [λ1(m,p)− a] m(x) [k2φ(x)]p−1 + bm1(x) [k1ψ(x)](β+1) ≥ 0 et

g(x) = − [λ1(n,q)− d] n(x) [k1ψ(x)]q−1 + cn1(x) (k2φ(x))(α+1) ≥ 0.
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Ainsi (−k2φ , − k1ψ) est solution de (4.1), ce qui contredit le principe du maximum.

La condition est suffisante

On suppose que les conditions(C1), (C2) et(C3) sont satisfaites. Si(u,v) est solution de (4.1)
avecf ≥ 0 etg ≥ 0, alors en prenant comme fonction testu− dans la formulation variationnelle
de la premìereéquation dans (4.1) on a:
∫

RN

|∇u−|pdx = a

∫

RN

m|u−|pdx−b

∫

RN

m1u
−(v+)β+1dx+b

∫

RN

m1u
−(v−)β+1dx−

∫

RN

fu−dx.

Donc
∫

RN

|∇u−|pdx ≤ a

∫

RN

m|u−|pdx + b

∫

RN

m1u
−(v−)β+1dx

En utilisant la relation (4.4) et l’ińegalit́e de Ḧolder on a:

[λ1(m,p)−a]

∫

RN

m|u−|pdx ≤ b

∫

RN

m1u
−(v−)β+1dx ≤ b

(∫

RN

n|v−|qdx

)β+1
q

(∫

RN

m|u−|pdx

) 1
p

.

Ce qui implique

(∫

RN

m|u−|pdx

) 1
p

[
(λ1(m,p)− a)

(∫

RN

m|u−|pdx

)β+1
q

− b

(∫

RN

n|v−|qdx

)β+1
q

]
≤ 0.

Si
∫
RN m|u−|pdx = 0 alorsu− ≡ 0. Sinon on a:

(λ1(m,p)− a)

(∫

RN

m|u−|pdx

)β+1
q

≤ b

(∫

RN

n|v−|qdx

)β+1
q

c’està dire

(λ1(m,p)− a)
α+1

p

(∫

RN

m|u−|pdx

)α+1
p

β+1
q

≤ b
α+1

q

(∫

RN

n|v−|qdx

)α+1
p

β+1
q

. (4.6)

D’une manìere analogue, en prenantv− comme fonction test dans la formulation variationnelle
de la deuxìemeéquation dans (4.1) on a:

(∫

RN

n|v−|qdx

) 1
q

[
(λ1(n,q)− d)

(∫

RN

n|v−|qdx

)α+1
p

− c

(∫

RN

m|u−|pdx

)α+1
p

]
≤ 0.

Si
∫
RN n|v−|qdx = 0 alorsv− ≡ 0. Sinon on a:

(λ1(n,q)− d)

(∫

RN

n|v−|qdx

)α+1
p

≤ c

(∫

RN

m|u−|pdx

)α+1
p



4.3 Existence de solutions 74

c’està dire

(λ1(n,q)− d)
β+1

q

(∫

RN

n|v−|qdx

)α+1
p

β+1
q

≤ c
β+1

q

(∫

RN

m|u−|pdx

)α+1
p

β+1
q

. (4.7)

En multipliant (4.6) par 4.7) on a:

[
(λ1(m,p)− a)

α+1
p (λ1(n,q)− d)

β+1
q − b

α+1
q c

β+1
q

] [(∫

RN

m|u−|pdx

)(∫

RN

n|v−|qdx

)]α+1
p

β+1
q

≤ 0.

Les conditions(C1), (C2) et (C3) étant satisfaites, on déduit queu− = v− = 0. Ce qui implique
queu ≥ 0 et v ≥ 0 presque partout dansRN . En utilisant les ŕesultats de ŕegularit́e de [64] et le
principe du maximum de Vazquez [66] dans chaque bouleBr, on conclut queu > 0 etv > 0 sur
RN . ¤

Corollaire 4.1. Sip = q > 1 etm ≡ n, alors on a le principe du maximum pour le système (4.1)
si et seulement si les conditions(C1), (C2) et (C3) sont satisfaites.

Remarque 4.1.Siα = β = 0; p = q = 2 etm = n, on obtient le m̂eme ŕesultat que [34]. Dans
le cas borńe, notre ŕesultat est analoguèa celui obtenu dans [14].

4.3 Existence de solutions

Dans cette partie nous allons montrer l’existence de solution positive pour le système (4.1)
sous les conditions(C1) , (C2) et (C3), en utilisant la ḿethode des sous-super solutions et une
méthode d’approximation (cf. [13]).

Avant d’énoncer le ŕesultat principal de cette partie, donnons d’abord le lemme suivant:

Lemme 4.1.Soit(uk,vk) convergeant vers(u,v) dansLp∗(RN)× Lq∗(RN).

(i). On poseXk =
|uk|p−2uk

1 + |ε1/puk|p−1
X =

|u|p−2u

1 + |ε1/pu|p−1
et

Yk =
|uk|αuk

1 + |ε1/puk|α+1
Y =

|u|αu

1 + |ε1/pu|α+1
.

AlorsXk → X dansL
p∗

p−1 ; Yk → Y dansL
p∗

α+1 et dansLq′(m, RN).
(ii). De m̂eme si on pose

X ′
k =

|vk|q−2vk

1 + |ε1/qvk|q−1
X ′ =

|v|q−2v

1 + |ε1/qv|q−1
.

Y ′
k =

|vk|βvk

1 + |ε1/qvk|β+1
Y ′ =

|v|βv

1 + |ε1/qv|β+1
.

AlorsX ′
k → X ′ dansL

q∗
q−1 ; Y ′

k → Y ′ dansL
q∗

β+1 et dansLp′(n, RN).
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Preuve. On fera la preuve de(i), celle de(ii) étant analogue.
uk → u dansLp∗(RN) alors on a:

{
uk(x) → u(x) pp dansRN

|uk(x)| ≤ l(x) avecl ∈ Lp∗(RN).

Ce qui implique
{

Xk(x) → X(x) pp dansRN

|Xk(x)| ≤ |uk(x)|p−1 ≤ |l(x)|p−1 ∈ L
p∗

p−1 (RN).

Alors d’apr̀es le th́eor̀eme de la convergence dominée de Lebesgue on déduit queXk → X

dansL
p∗

p−1 (RN).

D’une manìere analogue on aYk → Y dansL
p∗

α+1 (RN) puisque
{

Yk(x) → Y (x) pp dansRN

|Yk(x)| ≤ |uk(x)|α+1 ≤ |l(x)|α+1 ∈ L
p∗

α+1 (RN).

Par ailleurs, en utilisant l’ińegalit́e de Ḧolder on a:

||Yk − Y ||q′
Lq′ (m, RN )

=

∫

RN

m|Yk − Y |q′dx ≤ ||m||LN/p||Yk − Y ||q′
Lp∗/(α+1)

On d́eduit alors queYk → Y dansLq′(m, RN). ¤

On peut maintenant́enoncer le th́eor̀eme suivant qui constitue le résultat principal de ce pa-
ragraphe.

Théorème 4.3.On suppose les hypothèses(H1), (H2), (H3) et les conditions(C1) , (C2), (C3) sa-
tisfaites. On suppose de plus quem ∈ L(p∗)′(RN) etn ∈ L(q∗)′(RN). Alors pourf ∈ L(p∗)′(RN)
etg ∈ L(q∗)′(RN), le syst̀eme (4.1) admet au moins une solution(u,v) ∈ D1,p ×D1,q

Preuve. La preuve de ce th́eor̀eme sera donńee en plusieurśetapes. C’est une adaptation de
[14]. Elle utilise certains lemmes techniques que nous allonsénoncer.
Soitr > 0 tel quea+r > 0 etd+r > 0. Alors le syst̀eme (4.1) est́equivalent au système suivant




−∆pu + rm|u|p−2u = (a + r)m|u|p−2u + bm1|v|βv + f dansRN

−∆qv + rn|v|q−2v = cn1|u|αu + (d + r)n|v|q−2v + g dans RN

u(x) → 0 , v(x) → 0 quand |x| → +∞.
(4.8)

En utilisant les m̂emes arguments que dans [13, 14], pourε ∈]0,1[ on introduit le syst̀eme(Sε)
suivant

(Sε)




−∆puε + rm|uε|p−2uε = mh(uε) + m1h1(vε) + f dansRN

−∆qvε + rn|vε|q−2vε = n1k1(uε) + nk(vε) + g dansRN

uε(x) → 0 , vε(x) → 0 quand |x| → +∞
(4.9)
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où

h(u) =
(a + r)|u|p−2u

1 + |ε 1
p u|p−1

h1(v) =
b|v|βv

1 + |ε 1
q v|β+1

k1(u) =
c|u|αu

1 + |ε 1
p u|α+1

k(v) =
(d + r)|v|q−2v

1 + |ε 1
q v|q−1)

On a le lemme suivant :

Lemme 4.2. On suppose que les hypothèses du Th́eor̀eme 4.3 sont satisfaites. Alors le système
(Sε) admet au moins une solution dansLp(m, RN)× Lq(n RN) .

Une fois la preuve du Lemme 4.2 donnée, on d́eduit alors celle du Th́eor̀eme 4.3 en prouvant
qu’il est possible de passerà la limite dans le système (Sε) pour retrouver les solutions du système
(4.1)

Preuve du Lemme 4.2:

Ici ε > 0 est suppośe fixé.

(i). Construction de sous-super solutions pour le système(I) suivant:

(I)




−∆pu + rm|u|p−2u = mh(u) + m1h1(v) + f dansRN

−∆qv + rn|v|q−2v = n1k1(u) + nk(v) + g dansRN

u(x) → 0 , v(x) → 0 quand |x| → +∞.
(4.10)

Les fonctionsh,h1,k1 etk sont borńees, c’est̀a dire il existeM > 0 tel que :

|h(u)| ≤ M, |h1(v)| ≤ M, |k1(u)| ≤ M et |k(v)| ≤ M,

pour tout(u,v) ∈ D1,p×D1,q. On note parξo ∈ D1,p ( respectivementηo ∈ D1,q ) solution
de l’équation

−∆pu+rm|u|p−2u = (m+m1)M +f (resp.−∆qu+rn|u|q−2u = (n+n1)M +g) surRN

et parξo ∈ D1,p ( respectivementηo ∈ D1,q ) solution de l’́equation

−∆pu+rm|u|p−2u = −(m+m1)M+f (resp.−∆qu+rn|u|q−2u = −(n+n1)M+g) surRN .

Les couples(ξo, ξo) ( respectivement(ηo, ηo) ) sont des couples de sous-super solution du
syst̀eme(I) puisque

−∆pξo + rm|ξo|p−2ξo −mh(ξo)−m1h1(η)− f

≤ −∆pξo + rm|ξo|p−2ξo + (m + m1)M − f = 0 ∀ η ∈ [ηo, ηo]

et
−∆pξ

o + rm|ξo|p−2ξo −mh(ξo)−m1h1(η)− f
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≥ −∆pξ
o + rm|ξo|p−2ξo − (m + m1)M − f = 0 ∀ η ∈ [ηo, ηo]

respectivement
−∆qηo + rn|ηo|q−2ηo − n1k1(ξ)− nk(ηo)− g

≤ −∆qηo + rn|ηo|q−2ηo + (n + n1)M − g = 0 ∀ ξ ∈ [ξo, ξo]

−∆qη
o + rn|ηo|q−2ηo − n1k1(ξ)− nk(ηo)− g

≥ −∆qξ
o + rn|ξo|q−2ξo − (n + n1)M − g = 0 ∀ ξ ∈ [ξo, ξo].

PosonsK = [ξo, ξo]× [ηo, ηo].

(ii). Définition de l’opérateur T
On d́efinit l’opérateurT : (u,v) → (w, z) par :

(I)




−∆pw + rm|w|p−2w = mh(u) + m1h1(v) + f dansRN

−∆qz + rn|z|q−2z = n1k1(u) + nk(v) + g dansRN

u(x) → 0 , v(x) → 0 quand |x| → +∞
(4.11)

(iii). T (K) ⊂ K.
En effet si(u,v) ∈ K = [ξo, ξo]× [ηo, ηo] alors

−(∆pw−∆pξ
o) + rm(|w|p−2w− |ξo|p−2ξo) = m[h(u)−M ] + m1[h1(v)−M ]. (4.12)

En prenant comme fonction test(w−ξo)+ dans la forme variationnelle de (4.12) on obtient
∫

RN

(|∇w|p−2∇w − |∇ξo|p−2∇ξo)∇(w − ξo)+dx

+r

∫

RN

m(|w|p−2w − |ξo|p−2ξo)(w − ξo)+dx

=

∫

RN

{m[h(u)−M ] + m1[h1(v)−M ]}(w − ξo)+dx ≤ 0.

De la monotonicit́e dup-Laplacien, on d́eduit alors que(w− ξo)+ = 0 et doncw ≤ ξo. Par
la même ḿethode on peut montrer queξo ≤ w en prenant comme fonction test(w − ξo)−

dans (4.12).
D’une manìere analogue on montre queη0 ≤ z ≤ η0.

(iv). L’op érateur T est compl̀etement continu
a) Montrons queT est continu.
Soit (uk,vk) → (u,v) dansD1,p × D1,q, montrons que(wk,zk) = T (uk,vk) → (w,z) =
T (u,v). On a:

(−∆pwk + rm|wk|p−2wk)− (−∆pw + rm|w|p−2w)
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= m[h(uk)− h(u)] + m1[h1(vk)− h1(v)] = (a + r)m(Xk −X) + bm1(Y
′
k − Y ′)

où Xk, X, Y ′
k etY ′ sont deśeléments d́efinis dans le Lemme 4.1.

En prenant dans cette dernièreéquation(wk − w) comme fonction test on a:
∫

RN

(|∇wk|p−2∇wk − |∇w|p−2∇w).∇(wk − w)dx

≤
∫

RN

(|∇wk|p−2∇wk−|∇w|p−2∇w).∇(wk−w)dx+r

∫

RN

m(|wk|p−2wk−|w|p−2w)(wk−w)dx

= (a + r)

∫

RN

m(Xk −X)(wk − w)dx + b

∫

RN

m1(Y
′
k − Y ′)(wk − w)dx

L’in égalit́e de Ḧolder permet d’́ecrire :

0 ≤
∫

RN

(|∇wk|p−2∇wk − |∇w|p−2∇w).∇(wk − w)dx

≤ (a+ r)||m||
L

N
p
||Xk−X||

L
p∗

p−1
||wk−w||Lp∗ + b||Y ′

k −Y ′||Lp′ (n, RN ).||wk−w||Lp(m, RN )

Par conśequent on a
∫

RN

(|∇wk|p−2∇wk − |∇w|p−2∇w).∇(wk − w)dx → 0. Par ailleurs,

observons que pour touta, b ∈ RN on a l’inégalit́e suivante (cf. [57] )

|a− b|p ≤ c{(|a|p−2a− |b|p−2b)(a− b)}r/2(|a|p + |b|p)1−r/2, (4.13)

où c = c(p), r = p si p ∈]1,2[ et r = 2 si p ≥ 2. En utilisant cette dernière ińegalit́e età
nouveau l’ińegalit́e de Ḧolder, on obtient

∫

RN

|∇uk −∇uq|pdx ≤ c

{∫

RN

(|∇uk|p−2∇uk − |∇uq|p−2∇uq

)∇(uk − uq)dx

}r/2

{∫

RN

(|∇uk|p + |∇uk|p) dx

}1−r/2

.

On d́eduit alors que∇wk → ∇w dansLp(RN), c’està direwk → w dansD1,p(RN).
D’une manìere analogue on montre quezk → z dansD1,q.

b) Montrons queT est compact.
Soit(uk,vk) une suite borńee deK. Montrons queT (uk,vk) = (wk,zk) converge fortement
dansLp(m, RN)× Lq(n, RN). On a:

−∆pwk + rm|wk|p−2wk = mh(uk) + m1h1(vk) + f

On prend pour fonction testwk, ce qui donne
∫

RN

|∇wk|pdx+r

∫

RN

m|wk|pdx =

∫

RN

mh(uk)wkdx+

∫

RN

m1h1(vk)wkdx+

∫

RN

fwkdx
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≤ (a + r)

∫

RN

m|uk|p−1wkdx + b

∫

RN

[m
β+1

q |vk|β+1][m
1
p wk]dx +

∫

RN

fwkdx

≤
[
(a + r)||uk||p−1

Lp(m, RN )
+ b||vk||β+1

Lq(n, RN )

]
.||wk||Lp(m, RN ) + ||f ||L(p∗)′ (RN ).||wk||Lp∗ (RN )

Ainsi wk est borńe dansD1,p. Par conśequentwk converge vers un certainw faiblement
dansD1,p et fortement dansLp(m, RN).
On prend̀a nouveau(wk − wq) comme fonction test. On a alors

∫

RN

|∇wk|p−2∇wk.∇(wk − wq)dx + r

∫

RN

|wk|p−2wk(wk − wq)dx

=

∫

RN

[mh(uk) + m1h1(vk) + f ](wk − wq)dx,

et par conśequent
∫

RN

(|∇wk|p−2∇wk − |∇wq|p−2∇wq).∇(wk − wq)dx

≤
∫

RN

m[h(uk)−h(uq)](wk−wq)dx+

∫

RN

m1[h1(vk)−h1(vq)](wk−wq)dx+

∫

RN

f(wk−wq)dx

≤ [||uk||p−1
Lp(m, RN )

+ ||uq||p−1
Lp(m, RN )

+ ||vk||β+1
Lq(n, RN )

+ ||vq||β+1
Lq(n, RN )

]||wk − wq||Lp(m, RN )

+

∫

RN

f(wk − wq)dx.

On en d́eduit que
∫

RN

(|∇wk|p−2∇wk − |∇wq|p−2∇wq).∇(wk − wq)dx → 0

pour k,q → +∞, et en utilisant l’ińegalit́e (4.13) comme dansa) on conclut quewk

converge versw dansD1,p.
D’une manìere similaire, on montre quezk → z dansLq(n, RN).

K étant un sous-ensemble convexe, fermé et borńe deLp(m, RN) × Lq(n, RN), en ap-
pliquant le th́eor̀eme du point fixe de Schauder, on déduit l’exsitence d’un point fixe de
l’opérateurT , qui n’est rien d’autre que la solution du système(Sε).

Preuve du Théorème 4.3

(i). Montrons que(uε,vε) est borńe dansD1,p×D1,q. Pour cela on posetε = max(||uε||pD1,p ,||vε||qD1,q),

zε = t
−1
p

ε uε etwε = t
−1
q

ε vε. Comme(uε,vε) est solution de(Sε) on d́eduit que:




−∆pzε + rm|zε|p−2zε =
(a + r)m|zε|p−2zε

1 + t
1
p′
ε |ε 1

p zε|p−1

+
bm1|wε|βwε

1 + t
1
p′
ε |ε 1

q wε|β+1

+ ft
−1
p′
ε

−∆qwε + rn|wε|q−2wε =
cn1|zε|αzε

1 + t
1
q′
ε |ε 1

p zε|α+1

+
(d + r)n|wε|q−2wε

1 + t
1
q′
ε |ε 1

q wε|q−1

+ gt
−1
q′

ε .
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En multipliant la premìereéquation du système ci-dessus parzε on obtient:
∫

RN

|∇zε|pdx+r

∫

RN

m|zε|pdx ≤ (a+r)

∫

RN

m|zε|pdx+b

∫

RN

m1|wε|β+1zεdx+t−1/p
ε

∫

RN

fzεdx,

c’està dire
∫

RN

|∇zε|pdx ≤ a

∫

RN

m|zε|pdx + b

(∫

RN

m|zε|pdx

)1/p (∫

RN

n|wε|pdx

)(β+1)/q

+t−1/p
ε ||f ||L(p∗)′ (RN )

(∫

RN

|zε|p∗dx

)1/p∗

.

Ce qui implique

‖ zε ‖p
D1,p≤ a

λ1(m,p)
‖ zε ‖p

D1,p +b
‖ zε ‖D1,p

λ1(m,p)
1
p

‖ wε ‖β+1
D1,q

λ1(n,q)
β+1

q

+ c1/(t
−1/p′
ε ) ‖ zε ‖D1,p .

Ici c1 = c(p)||f ||L(p∗)′ (RN ), où c(p) désigne la constante qui intervient dans l’injection de
D1,p(RN) dansLp∗(RN). On d́eduit alors que

(λ1(m,p)− a)

(
‖ zε ‖D1,p

λ1(m,p)
1
p

)p−1

≤ b

(
‖ wε ‖D1,q

λ1(n,q)
1
q

)β+1

+ c1/(t
−1/p′
ε ). (4.14)

D’une manìere analogue, en multipliant la deuxièmeéquation du système ci-dessus parwε

on obtient

(λ1(n,q)− d)

(
‖ wε ‖D1,q

λ1(n,q)
1
q

)q−1

≤ c

(
‖ zε ‖D1,p

λ1(m,p)
1
p

)α+1

+ c2/(t
−1/q′
ε ). (4.15)

Supposons par l’absurde queuε ouvε est non borńe dansD1,p ouD1,q. On a alorstε → +∞
et on d́eduit de (4.14) et (4.15) que:

(λ1(m,p)− a)
α+1

p

(
‖ zε ‖D1,p

λ1(m,p)
1
p

) (α+1)(β+1)
q

≤ b
α+1

p

(
‖ wε ‖D1,q

λ1(n,q)
1
q

) (α+1)(β+1)
p

et

(λ1(n,q)− d)
β+1

q

(
‖ wε ‖D1,q

λ1(n,q)
1
q

) (α+1)(β+1)
p

≤ c
β+1

q

(
‖ zε ‖D1,p

λ1(m,p)
1
p

) (α+1)(β+1)
q

.

En multipliant membrèa membre ces deux dernières ińegalit́es on obtient

(λ1(m,p)− a)
α+1

p (λ1(n,q)− d)
β+1

q

(
‖ zε ‖D1,p

λ1(m,p)
1
p

) (α+1)(β+1)
q

(
‖ wε ‖D1,q

λ1(n,q)
1
q

) (α+1)(β+1)
p
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≤ b
α+1

p c
β+1

q

(
‖ zε ‖D1,p

λ1(p)
1
p

) (α+1)(β+1)
q

(
‖ wε ‖D1,q

λ1(n,q)
1
q

) (α+1)(β+1)
p

.

Ce qui implique

(
(λ1(m,p)− a)

α+1
p (λ1(n,q)− d)

β+1
q − b

α+1
p c

β+1
q

) (
‖ zε ‖D1,p

λ1(m,p)
1
p

‖ wε ‖D1,q

λ1(n,q)
1
q

) (α+1)(β+1)
p

≤ 0.

Mais ceci est absurde d’après les conditions(C1), (C2) et (C3).

(ii). Montrons que(ε
1
p uε,ε

1
q vε) → (0,0) dansD1,p(RN)×D1,q(RN).

De (i) on d́eduit queε
1
p uε et ε

1
q vε sont borńes respectivement dansD1,p(RN) et dans

D1,q(RN). Par conśequent(ε
1
p uε,ε

1
q vε) converge vers(u∗,v∗) faiblement dansD1,p(RN)×

D1,q(RN) et fortement dansLp(m ,RN)×Lq(n ,RN). En multipliant la premìereéquation

de(Sε) parε
1
p′ et la deuxìeme parε

1
q′ , on obtient





−∆p(ε
1
p uε) + rm|ε 1

p uε|p−2(ε
1
p uε) =

(a + r)m|ε 1
p uε|p−2(ε

1
p uε)

1 + |ε 1
p uε|p−1

+
bm1|ε

1
q vε|β(ε

1
q vε)

1 + |ε 1
q vε|β+1

+ ε
1
p′ f

−∆q(ε
1
q vε) + rn|ε 1

q vε|q−2(ε
1
q vε) =

cn1|ε
1
p uε|α(ε

1
p uε)

1 + |ε 1
p uε|α+1

+
(d + r)n|ε 1

q vε|q−2(ε
1
q vε)

1 + |ε 1
q wε|q−1

+ ε
1
q′ g.

Puisqueε
1
p uε → u∗ dansLp(m, RN) alors on a

{
ε

1
p uε(x) → u∗(x) pour presque toutx ∈ RN

|ε 1
p uε(x)| ≤ l(x) avecl ∈ Lp(m, RN).

(4.16)

Donc d’apr̀es le th́eor̀eme de la convergence dominée on a:

|ε 1
p uε|p−2(ε

1
p uε)

1 + |ε 1
p uε|p−1

→ |u∗|p−2u∗ dansLp′(m, RN)

|ε 1
q vε|β(ε

1
q vε)

1 + |ε 1
q vε|β+1

→ |v∗|p−2v∗ dansLp′(m, RN).

En utilisant les ŕesultats classiques de ( [56], page 172) et par passageà la limite on a:




−∆p(u∗) + rm|u∗|p−2u∗ =
(a + r)m|u∗|p−2u∗

1 + |u∗|p−1
+ b

m1|v∗|βv∗
1 + |v∗|β+1

−∆q(v∗) + rn|v∗|q−2v∗ =
cn1|u∗|αu∗
1 + |u∗|α+1

+
(d + r)n|v∗|q−2v∗

1 + |v∗|q−1

(4.17)

On va montrer queu∗ = v∗ = 0. Pour cela on prend pour fonction testu∗ dans la premìere
équation de (4.17) et on a:

∫

RN

|∇u∗|pdx ≤ a

∫

RN

m|u∗|pdx + b

∫
m1|v∗|βu∗v∗dx.
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Ainsi

(λ1(m,p)−a)

∫

RN

m|u∗|pdx ≤ b

∫

RN

m1|v∗|β+1|u∗|dx ≤ b

(∫

RN

m|v∗|pdx

) 1
p
(∫

RN

n|u∗|qdx

)β+1
q

,

c’està dire

(∫

RN

m|u∗|pdx

) 1
p

[
(λ1(m,p)− a)

(∫

RN

m|u∗|pdx

)β+1
q

− b

(∫

RN

n|v∗|qdx

)β+1
q

]
≤ 0.

Si
∫
RN m|u∗|pdx = 0 alors on au∗ ≡ 0 et on a le ŕesultat attendu. Sinon

(λ1(m,p)− a)

(∫

RN

m|u∗|pdx

)β+1
q

≤ b

(∫

RN

n|v∗|qdx

)β+1
q

.

Par conśequent

(λ1(m,p)− a)
α+1

p

(∫

RN

m|u∗|pdx

)α+1
p

β+1
q

≤ b
α+1

p

(∫

RN

n|v∗|qdx

)α+1
p

β+1
q

. (4.18)

D’une manìere analogue, en multipliant la deuxièmeéquation de (4.17) parw on a

(λ1(n,q)− d)
β+1

q

(∫

RN

n|v∗|qdx

)α+1
p

β+1
q

≤ c
β+1

q

(∫

RN

m|u∗|pdx

)α+1
p

β+1
q

. (4.19)

En multipliant (4.18) par (4.19), on obtient:

(
(λ1(m,p)− a)

α+1
p (λ1(n,q)− d)

β+1
q − b

α+1
p c

β+1
q

) (
(

∫

RN

m|u∗|pdx)(

∫

RN

n|v∗|qdx)

)α+1
p

β+1
q

≤ 0.

On d́eduit alors des conditions(Ci) (i = 1,2,3) queu∗ = v∗ = 0. D’où (ε
1
p uε,ε

1
q vε) → (0,0)

dansD1,p(RN)×D1,q(RN).
(iii). Montrons enfin que(uε,vε) converge fortement dansD1,p ×D1,q. On a d’apr̀es(i) et (ii),

(uε,vε) est borńe dansD1,p×D1,q et ε
1
p uε(x) → 0 pp dansRN . Doncà une sous-suite près

(uε,vε) → (u0,v0) dansLp(m , RN)× Lq(n , RN). Par conśequent
∣∣∣∣∣
|uε|p−2uε

1 + |ε 1
p uε|p−1

∣∣∣∣∣ ≤ |uε|p−1 ≤ lp−1 ∈ Lp′(m, RN) et

|uε(x)|p−2uε(x)

1 + |ε 1
p uε(x)|p−1

→ |u0(x)|p−2u0(x) pp dansRN .
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En utilisant le th́eor̀eme de la convergence dominée, on a alorsh(uε) → h(u0) dans
Lp′(m ,RN). Par un raisonnement similaire on montre queh1(vε) → h1(v0) dansLq′(m1 ,RN),
k1(uε) → k1(u0) dansLp′(n1 , RN) et k(vε) → k(v0) dansLq′(n , RN). Par conśequent
en utilisant (4.13), on a(uε,vε) → (u0,v0) dansD1,p ×D1,q. De plus en passantà la limite
dans(Sε) on obtient :

{ −∆pu0 = am|u0|p−2u0 + bm1|v0|βv0 + f
−∆qv0 = cn1|u0|αu0 + dn|v0|q−2v0 + g.

(4.20)

Ainsi (u0,v0) est solution de (4.1). ¤

Remarque 4.2.La même technique peutêtre utiliśee pour l’́etude du principe du maximum pour
le syst̀eme cooṕeratif elliptique suivant:




−∆pu = am(x)|u|p−2u + bm1(x)|u|α|v|βv + f dansRN

−∆qv = cm1(x)|u|αu|v|β + dn(x)|v|q−2v + g dansRN

u(x) → 0 , v(x) → 0 quand|x| → +∞
(4.21)

où ici on prendm1 = m
α+1

p n
β+1

q . Les ŕesultats des Th́eor̀emes 4.2 et 4.3 restent valables pour
le syst̀eme (4.21). Un tel système avaitét́e consid́eré auparavant dans [14] dans le cas d’un
domaine borńeΩ ⊂ RN etm = n ≡ 1.
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Chapitre 5

Annexe

(i). Multiplicateurs de Lagrange (voir [67])

SoientX un espace de Banach etψ ∈ C2(X,R). On noteX ′ l’espace dual deX et on pose

V := {v ∈ X : ψ(v) = 1}
On suppose que pour toutv ∈ V , ψ′(v) 6= 0. L’espace tangent deV au pointv, not́eTvV ,
est d́efini comméetant

TvV := {y ∈ X :< ψ′(v),y >= 0}.
Soientϕ ∈ C1(X,R) et v ∈ V . On noteϕ̃ la restriction deϕ à V . La norme de la d́erivée
deϕ̃ est d́efinie par:

||ϕ̃′(v)||∗ := sup
y∈TvV, ||y||=1

< ϕ̃′(v),y > .

Le pointv est un point critique dẽϕ si la restriction deϕ′(v) à l’espace tangentTvV est
identiquement nulle. On a le lemme de dualité suivant

Lemme 5.1.Sif,g ∈ X ′, alors

sup
<g,y>=0, ||y||=1

< f,y >= min
λ∈R

||f − λg||.

Preuve
Il est évident que

sup
<g,y>=0, ||y||=1

< f,y >≤ sup
||y||=1

< f − λg,y >= ||f − λg||.

En utilisant le th́eor̀eme de Hahn-Banach, il existe une fonctionnelle linéaire continuef̃
surX telle quekerf − f̃ ⊂ kerg et

sup
<g,y>=0, ||y||=1

< f,y >= ||f̃ ||.
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Puisque(kerf − f̃) ⊂ kerg, alors il existeλ ∈ R tel quef − f̃ = λg. Par conśequent

sup
<g,y>=0, ||y||=1

< f,y >= ||f̃ || = ||f − λg||.

¤

Conśequence: Si ϕ ∈ C1(X, R) etu ∈ V alors

||ϕ̃′(u)||∗ = min
λ∈R

||ϕ′(u)− λψ′(u)||

où ϕ̃ est la restriction deϕ àV .
En particulier,u est un point critique dẽϕ si et seulement si il existeλ ∈ R tel que

ϕ′(u) = λψ′(u).

Le réelλ est appeĺe multiplicateur de Lagrange. D’une manière ǵeńerale on a le ŕesultat
suivant

Théorème 5.1 (Th́eorème 6.3.2 de [25]).SoientX un espace de Banach,f : X → R,
Φ = (Φ1,...,ΦN) : X → R. On suppose quef admet un minimum local (ou un maximum
local) sur la varíet́e

M := {x ∈ X : Φ(x) = 0}
en un pointa ∈ M. On suppose de plus qu’il existe un voisinageU dea dansX tel que
f,Φ ∈ C1(U) et quea est un point ŕegulier deΦ. Alors il existe des nombres réelsλ1,...,λN

tels que (
f −

N∑
i=1

λiΦi

)′

(a) = 0.

Les nombres ŕeelsλ1,...,λN sont appeĺes des multiplicateurs de Lagrange.

(ii). Estimation L∞ de Serrin (voir [62]):

PourN ≥ p, on consid̀ere l’équation

−∆p(u) = f(x,u) sur Ω (5.1)

avecΩ un domaine ŕegulier deRN ( éventuellementΩ = RN ). Soitr > 0 tel queB2r ⊂ Ω,
où B2r désigne la boule centréeà l’origine de rayon2r. On suppose que

|f(x,t)| ≤ a(x)|t|p−1

pour presque toutx ∈ B2r et pour toutt ∈ R, aveca ∈ Lq(B2r) pourq > N
p

.
Le Théor̀eme ci-dessous est une conséquence des Théor̀emes 1 et 2 de [62].
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Théorème 5.2.On suppose que1 < p < N . Soitu une solution de (5.1) avecu ∈ L∞(Ω).
On suppose de plus quef(x,u) ∈ Lγ1(Ω) avecγ1 > N

p
. Alors pour toutx ∈ Ω on a:

||u||L∞(B1(x)) ≤ C
(||u||Lp∗ (B2(x)) + ||f(x,u)||Lγ1(B2(x))

)
, (5.2)

où C = C(p,N,γ1) > 0 etB1(x) ⊂ B2(x) ⊂ Ω.

Remarque 5.1.En particulier, si

lim
|x|→+∞

||u||Lp∗ (B2(x)) = 0 et lim
|x|→+∞

||f(x,u)||Lγ1 (B2(x)) = 0

alors (5.2) implique que
lim

|x|→+∞
u(x) = 0.

Par ailleurs, du Th́eor̀eme 8 de [62] on d́eduit que siu est solution de 5.1, alorsu est loca-
lement Ḧolder continue; c’est̀a dire il existe une constanteα = α(p,N,||u||Lq(Ω)) ∈]0,1[
telle que pour tout sous-domaineΩ′ ⊂ Ω, il existec = c(p,N,||u||Lq(Ω),dist(Ω′,∂Ω)) > 0
telle que

|u(x)− u(y)| ≤ c||||L∞(Ω).|x− y|α ∀ x,y ∈ Ω′.

(iii). In égalité de Harnack(Voir Théor̀eme 5,6 et 9 de [62])

Soit u ∈ W 1,p(Ω) solution de (5.1) avecu ≥ 0. On suppose queB(x0,3r) ⊂ Ω pour un
certainr > 0 etx0 ∈ Ω. Alors il existec = c(p,N,r,||||Lq(B(x0,”r)),Ω) telle que

max
B̄(x0,r)

u ≤ c min
B̄(x0,r)

u.

(iv). Résultat de ŕegularité de Tolksdorf(voir [64]):

On consid̀ere l’équation
−∆p(u) = f(x) dansB2r (5.3)

Soit u ∈ W 1,p
loc (Ω) ∩ L∞(B2r) solution de (5.3) avecL∞(B2r). Le Th́eor̀eme 1 de [64]

donne le ŕesultat suivant:

Il existe une constanteC et un ŕeelα ∈]0,1[, dépendant dep,N,R,||f ||L∞(B2R) et||u||L∞(B2R),
tels que

‖ u ‖C1,α(BR)≤ C.
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(v). Principe du maximum de Vazquez(voir [66]):

SoitΩ un domaine deRN et soitu ∈ C1(Ω). On suppose queu ≥ 0 presque partout dans
Ω et∆p(u) ∈ L2

loc(Ω). On suppose de plus qu’il existec ∈ R tel que

−∆pu + c|u|p−2u ≥ 0 pp dansΩ.

Alors on a soitu ≡ 0 surΩ, soitu > 0 pp sur Ω. De plus siu ∈ C1(Ω ∪ {x0}) pour un
certainx0 ∈ ∂Ω satisfaisant̀a la condition de l’int́erieur de la sph̀ere avecu(x0) = 0 alors

∂u

∂ν
(x0) > 0,

où ν est la normale int́erieure enx0.

(vi). Identit é de Picone pour le p-Laplacien(voir [4]):

Soitv > 0, u ≥ 0 deux fonctions diff́erentiables. On pose

L(u,v) = |∇u|p + (p− 1)
up

vp
|∇v|p − p

up−1

vp−1
∇u|∇v|p−2∇v

R(u,v) = |∇u|p −∇(
up

vp−1
)|∇v|p−1∇v.

Alors L(u,v) = R(u,v). De plusL(u,v) ≥ 0 et L(u,v) = 0 presque partout dansΩ si
et seulement si∇(u/v) = 0 pp dansΩ, c’est à dire queu = kv sur chaque composante
connexe deΩ, aveck une constante.

(vii). Un théorème de d́eformation (cf. [17, 60] pour plus de d́etails):

Théor̀eme A. Soientc ∈ R, ν, µ > 0 etO un voisinage syḿetrique deKc(J). Alors il
existeε > 0 etη : Mm × [0,1] → Mm continue tels que:
• η(−u,t) = −η(u,t), ∀t ∈ [0,1];
• ||η(u,t), u|| ≤ µt, ∀u ∈ Mm ∀t ∈ [0,1];
• J(η(u,t)) ≤ J(u), ∀t ∈ [0,1];
• |J(u)− c| ≥ ν ⇒ η(u,t) = u, ∀u ∈ Mm, ∀t ∈ [0,1];
• η(J c+ε\O, 1) ⊂ J c−ε.

Corollaire. Soientν > 0, U ⊂ Mm fermé et syḿetrique etc une valeur ŕegulìere deJ
restreintèaU . Alors il existeε > 0 etη : U × [0,1] → U continue tels que:
• η(−u,t) = −η(u,t), ∀t ∈ [0,1];
• (t = 0 ou |J(u)− c| ≥ ν) ⇒ η(u,t) = u, ∀u ∈ Mm, ∀t ∈ [0,1];
•η(J c+ε, 1) ⊂ J c−ε.
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(viii). Quelques motivations physiques(cf. [24])

On peut citer quelques phénom̀enes physiques, parmi tant d’autres, pour lesquels l’opérateur
p-Laplacien intervient.

(a) Fluides Non Newtoniens:
L’ équation non lińeaire suivante

−∆pu + λu = 0 p > 1, λ > 0, (5.4)

apparait dans l’́etude des fluides non Newtoniens. En effet, enétudiant les lois du mou-
vement des milieux fluides, les fluides Newtoniens sont habituellement considéŕes comme

ceux pour qui la relation entre la tentionτ et le gradient de la velocité
du

dx
, dans le plan, est

de la forme

τ = µ
du

dx
. (5.5)

D’après l’état du continum, les milieux dispersifs ne satisfont pasà la relation (5.5). On a
plutôt une relation de la forme

τ = µ

∣∣∣∣
du

dx

∣∣∣∣
p−2

du

dx
, p > 1. (5.6)

Une telleéquation est souvent rencontrée en Rh́eologie. Les quantitésµ etp sont appeĺees
les caract́erisques rh́eologiques du milieu. Les milieux pour lesquelsp > 2 sont appeĺes
fluides dilatants et ceux pour lesquelsp < 2 sont desfluides pseudoplastiques. Pour le
casp = 2 on parle defluides Newtoniens.
L’ étude des propriét́es du mouvement d’un fluide non Newtonien ayant une conductivité
dans un champs electro-magnétique, conduit par normalisatioǹa deséquations de type
(5.4), en supposant l’absence de pression, de champs electrique et en supposant de plus
que le champs magnétique ext́erieur de l’induction est perpendiculaire au mur.
L’ étude physique de ce problème montre que pour les fluides dilatants (p > 2) et pourλ
suffisamment large, il apparait des zones de courant dans lesquelles le fluide atteint une
velocit́e qui s’annule sur une coupe transversale du canal.

(b) Problèmes non lińeaires de diffusion:L’ étude deśetats stables, de plusieurs problèmes
gouverńes par une diffusion non lińeaire en pŕesence de termes d’absorption, conduità des
équations de la forme

−∆ϕ(u) + f(u) = g(x) dansΩ (5.7)

u = h(x) sur∂Ω (5.8)

où Ω est un domaine borné deRN , ϕ et f sont des fonctions continues non décroissantes
telles queϕ(0) = f(0) = 0, g eth des fonctions donńees.
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L’ équation (5.7) est parfoiśecrite sous la forme

−div(k(u)∇u) + f(u) = g(x)

où k est une primitive deϕ. Dans certaines applications, on procèdeà un choix typique de
la fonctionϕ.

• (b1) Courants à travers les milieux poreux(Probl̀emes de diffusion lente)
En utilisant les lois de Darcy, l’équation (5.7) est satisfaite si de plus on a

ϕ′(O) = 0 etϕ′(u) > 0 si u 6= 0.

Exemple: ϕ(u) = |u|m−1u, avecm > 1.

Ce m̂eme type de fonctionϕ apparait, dans les problèmes de diffusion non lińeaire de
la chaleur òu la conductivit́e thermique d́epend de la temṕerature, dans l’étude de l’as-
pect biologique du d́eplacement de populations, dans les civilisations galatiques, dans les
proéminences solaires, dans la diffusion d’une goutte peuépaisse de fluide visqueux sur
un plan horizontal sous l’action de la gravité.

• (b2) Physique du plasma(Probl̀emes de diffusion rapide)
Certains mod̀eles math́ematiques de l’́evolution thermique de la température du plasma
conduisent̀a deséquations non lińeaires identiques̀a (5.7). Ici les hypoth̀eses sur la fonc-
tion ϕ changent:

ϕ′(0) = +∞ et ϕ′(u) > 0 si u 6= 0.

Exemple: ϕ(u) = |u|m−1u, avec0 < m < 1.
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[33] J. Fleckinger, J. Herńandez and F. de Thélin, On maximum principle and existence of posi-

tive solutions for some cooperative elliptic systems, Diff. Int. Equat., 8 (1995), 69-85.
[34] J. Fleckinger and Serag,Semilinear elliptic systems onRN , Rendi. Mat., śerie VII, 15
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