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Présentation

Ce travail porte sur I'oprateur p-laplaciem travers quelques prabhes asy@triques et
symétriques. Dans une preére partie on s'irresse un sysme asyratrique avec poids dans
un domaine bora deR” sous des conditions aux limiteséiaes (Dirichlet et Neuman) et dans
R tout entier. Il s’agit pour nous de prouver I'existence d’une valeur propre positive non prin-
cipale. Differentes propétes de cette valeur propre parti@rk sonétablies.

Comme applicatiom cettettude, on s’interesse au spectre déikuJne premere courbe de
ce spectre est construite. Dans le Chapitre 1,émahtre que le comportement asymptotique de
la premere courbe du spectre dedtkidepend seulement de I'intersection du support des poids
avec le bord Dirichlet du domaine considePar contre dans le Chapitre 2 (cas non éproe
comportement asymptotique depend du car@cbor@ ou non du support de ces poids.

La seconde partie est conseéea I'étude du principe du maximum pour un syse elliptic
cooyeratif avec poids. Dans cette partie noasagyalisons lesasultats de [14] (cas du p-laplacien
dans un domaine boenen I'absence de poids) et de [34] (cas du laplacien avec poids dans un
domaine non bor&).

L'opérateur p-laplacien est un mglé d’operateurs elliptiques quasi-Baires qui permet
de mockliser des pénonenes physiques tels que les perbkes de: fluides non-Newtoniens,
réaction-diffusionglasticieé non-lireaire, glaéologie, extraction degtrole, astronomie, courant
a travers les milieux poreux, etc... (voir par exemple [11], [12], [24]).

Ce travail est organésen quatre chapitres. Chacun des chapitres ésegr d'une intro-
duction cktaillee. Les deux premiers chapitres sont coressarla construction d’'une presgrie
valeur propre positive non principale et plusieurs prefgs de cette premare valeur propre sont
établies. Nougtudions ensuite le spectre detfudans un domaine bognet danR” tout en-
tier. Une prenmére courbe de ce spectre est construite et son comportement asympitiidjee
Dans le troisme chapitre, nousétnontrons I'existence de deux suites de valeur propre pour le
p-laplacien en utilisant desébemes de type minimax. Dans le chapitre 4, nous hous sommes in-
teresgésa la validie du principe du maximum pour un sgate non liaire elliptique coopratif
avec poids. Enfin dans un chapitre annexe, nous rappellons ceésitttsits peliminaires connus
dans la literature.



Remerciements

Au terme de ce travall, il m’est agable d’exprimer ma profonde reconnaissaaémternatio-

nal Centre for Theorical Physics” (ICTP, Italyj la Coogration Interuniversitaire Francophone
(CIUF-CUD, Belgique)a I'lnstitut de Matlematiques et de Sciences Physiques (IMSP) et au La-
boratoire d’Analyse Non Ligeaire de I'Universié Libre de Bruxelles, pour les moyens &@els

et financiers mis ma disposition durant mes &@wes de recherche.

Au Professeur Jean-Pierre Ezin, directeur de I'IMSP et co-directeur de ce travall, j'exprime
ma profonde gratitude pour I'attention gu’il a toujours manégsitnonégard et l'aide efficace
qu’il m’a appore tout au cours de mes recherches.

C’est le lieu de remercier vivement le Professeur Jean-Pierre Gossez, de m’avoir accueilli
dans le laboratoire d’Analyse Non l8aire du @partement de Maéimatiques de I'ULB, et
pour la suggestion et la conduite des sujetsésaitans ce travail. Dans c&&me laboratoire, j'ai
bénefice de I'attention des professeurs Enrique Lami Dozo et Paul Godin ainsi que dagiesl|
Humberto Ramos Quoirin, Abderrhamane Senoussaoui et Tuhan Turna. Qu’ils trouvent ici I'ex-
pression de mes siapes remerciements.

Mes vibrants remerciements au Dr Aboubacar Marcos de I'IMSP pour les suggestions et les
remarques pertinentes qu'’il n’a césge me prodiguer depuis mes travaux de D.E.A. Il a fait
preuve d’'une grande disponibéitet d’'une patience sans limigemon endroit. QUu'il trouve ici
I'expression de ma profonde reconnaissance.

Je remercie #&s sinérement le Professeur Francois deeliitn (Universié Paul Sabatier, Tou-
louse) pour les remarques et suggestions enrichissantesé@ggdoce travail.

Je tienggalemena remercier les Professeurs Jean Lubuma, Francois@enTary Teuw
Niane, Jean-Pierre Ezin et Jean-Pierre Gossez d’avoir bien voulu participer au jury et d’examiner
le présent travalil.

Les Professeurs J. Tossa, J. B. Ourou Chabi, N. M. Hounkonnou ainsi que les docteurs C. S.
Ogouyandjou, L. Todjihour J. Hounsou, Y.B. Kouagou, tous membres du corps enseignants
de 'IMSP, ont contribé de marire efficientea ma formation. A tous je dis un grand merci.

Ma profonde gratituda mes parents pour leur patience, le soutien moral et les efforts consen-
tis.

Mes remerciements vorédgalemen@ I'endroit de mes caliguesétudiants-chercheurs de
'IMSP, pour le lien fraternel et affectif qui a toujours exdsntre nous.

Je ne saurai term@nsans avoir une pe@sa tout ceux qui dans I'anonymat, m’ont soutenu
moralement dans laealisation de ce travail. Qu'ils trouvent ici Ierhoignage de ma profonde
gratitude.



A mes parents



A mon fere Moustapha LEADI et
sa femme Zaenab, A mes chers ne-
Veux...



Introduction g enerale

Soit2 un domaine bor@a deR”". On consi@re le probdme aux limites de Dirichlet suivant

—Au = f(u)+ h(z) dans
{ u =0 sur 09. 0.1)
Dans le cas 0 f(u) = \u avech € L*() on peutétudier le prob#me (0.1) en utilisant I'al-
ternative de Fredholm. Ce qui condaidistinguer les casio\ est ou non une valeur propre du

laplacien. Dans le caggeral, il est bien connu que le comportement asymptotique des quotients
2F
[(5) o 2F(s)

S 52

ou Fs) = / Cryr,

guands — oo joue un ble important pour Etude de la solvabikt de (0.1). Ainsi en notant
par

0< A\ < XAy S)\gg (02)
la suite des valeurs propres du laplacien et en posant
a:= lim &, b:= lim m, (0.3)
t—+oo ¢ t——oco {

A. Ambrosetti et G. Prodi (cf. [6]) ont mor#rque, pour des non-ari€s f qui ont un compor-
tement asyratriquea I'infini, c’esta dire sia < b et

a <A\ <b< Mg,

alors (0.1) admet une, deux ou aucune solution suivant la valeyir bg,dz, ol ¢; > 0 est la
fonction propre assogea \;.

E. Dancer et S. Fiik obsenerent dans les ages 70 que lagsolution de prol@mes de type
(0.1) avec des non-léari€s asyrdtriques, au lieu degpendre du spectre du laplacieepend
fortement de la position du couple,b) par rappor@é I'ensembleX des couples detels(«,3)
pour lesquels le probme

{ —Au = out — Bu- dans(

U = (0 sur 9f2 (0.4)

admet au moins une solution non trivialé,w" := max{=+u,0}. Lensemble: est appe# spectre
de FLEik et gereralise la notion usuelle de spectre.

Plusieurs auteurs &taient inéresgsa I'étude de ce spectre notamment sa description, ses
proprietes topologiques etapnetriques et des @monmenes de@sonnance et de noggonnance.
On peut citer quelquegsultats:
(). S. F&Eik et E. Dancer monérent que dans le cdg = 1, ¥ est compos de deux droites
verticale et horizontale, et d'une suite d’hyperboles passant par les conples), £ > 2
(ou A est cefinie par (0.2)).
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(i). T. Gallowet et O. Kavian (cf. [45]) ont mongérquant& eux que sh, aveck > 2, est simple
alors la restriction du spectre dediau caré (J\x_1, A+ 1[)? est exactement l&union
de deux courbes (pouva@tre confondues) continues, strictemeatibissantes et passant
par(\g, Ax). Ces deux courbes sont sgtriques par rappot la premére bissectrice.

(ii). Des esultats similaires orté etablis par B. Ruf ([61]) en utilisant desathodes diférentes.

(iv). C. Magallaes (cf. [58]) a grerali I'étude faite par T. Galldat et O. Kavian (dans le cas
ou )\, est de multiplicié sugerieure olegalea 1) pour un care contenant plusieurs valeurs
propres et a monérque le spectre de Eik restreinta ce careé est @limité sugrieurement
et inferieurement par deux courbes continues strictemeeroissantes.

L'approche qui nous interesse le plus, powtlide du proldme (0.4), est celle qui ate
aborcke dans [42] 0 il est monte I'existence d’'une prerére courbe non triviale dg, en utili-
sant une rathode variationnelle. Cette degnéétude peugtreétenduex un ogerateur diferentiel
non recessairement le@aire. Dans [23] on conséde |'operateur p-laplacien&fini parA,u =
div(|VulP~2Vu), avecl < p < +oo. (Lorsquep = 2, le 2-laplacien est le laplacien usuel). Plus
précisement ometudie dans [23] le probme

{ —Apu = a(ut)Pt — f(um)P~! dansQ (0.5)

u =0 sur 0f2. '

Le spectre de FRiik est, comme f@reedemment, @fini comme I'ensembl&, des(a,5) € R?

pour lesquels (0.5) admet au moins une solution non triviale. En ndtapk la premére valeur
propre positive du probime

{ —Ayu = Mu[P~?u dans

U =0 sur 09, 0.6)

il est clair que les droites; (p) x R etR x A;(p) font partie deX,,. L'existence d’une prerdre
courbeC de ¥, a ét prouee dans [23] et son comportement asymptotiquegje@galement
etudi.

Dans [9], I'etude du prokime (0.5) &t geréralige par l'introduction de deux poids. Le
spectre de Fiik avec poids n@> = X(m,n) y est cefini comme I'ensemble des couples
(a,8) € R? tels que

{ —Apu = am(z)(uT)Pt — fn(z)(u” )P~ dansQ

U =0 sur 9N 0.7)

admet une solution non triviale. D’'une mare analogua I'étude faite dans [23] il &t proue
I'existence d’'une prengre courbe dans(m,n). Il a aussi é monté dans [9] que le comporte-
ment asymptotique de cette courlipend de l'intersection des supports des poidstn avec le

bord du domaine. Unetude semblable &€& meree Ecemment dans [10] pour le cas des condi-
tions aux limites de Neumann et contrairement asuftats obtenus dans [9], le comportement
asymptotique de la presie courbe ne @end pas des supports des poids. Dans [9] (et aussi
dans [10]) Ietude du proldme (0.7) est ramé&ea |'étude du prokime aux valeurs propres (0.8)
suivant

{ —Apu = Am(x)(u*)P~! = n(z)(u")"!] dansQ (0.8)

U =0 sur 9f.
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L'objectif principal de cette thse est dtendre letude des probmes (0.8) et (0.7 d’autres
conditions aux limites que celles de Dirichlet ou Neumana éts domaines non b@s

Dans un premier temps on suppose que le domainetldorest €gulier et admet un bord
09 qui est partitiond en deux ferras disjoints non vide§';,.I', qui sont des vaétes C! de
dimension(N — 1). SurT'; on consi@re les conditions aux limites de Dirichlet et $urcelles
de Neumann, c’est dire on considre le probdme n&lé suivant

{ —Apu = Nm(z)(ut)P~ — n(z)(u )P~ dansQ

u=0 sur 'y, 0u/0v =0surls. (0.9)

Le choix de ce cas de conditions aux limites mixte€lgas), est moti& par le fait qu'il
N’y a aucun esultat de égularieé des fonctions propres; lequebsultats sont @écessaires dans
I'application du principe de maximum de Vazquez [66]. Aussi ce travail est |la corétidainos
travaux de remoire de DEA dans lequel nous avons coegdes probémes nélés en dimension
N =1 et le travail de Gossez et Marcos [48] pour le laplacien.

Malgré cette absence desultats deggularig, nous avons@monte I'existence d’une prerare
valeur propre positive non principale pour le prafle (0.9) en utilisant, comme dans [9], une
version du teoeme du "col de la montagne” sur une \&&i de class€" (cf. Proposition 4 de
[9] et Proposition 2.1 de [21]). Plusieurs pragés de cette preraie valeur propre sont aussi
établies: continué, stricte monotonic#t, homog@nreité, ... Comme application, nous prouvons
I'existence d’'une prengre courbe non triviale du spectre deciuavec poids pour le probime
correspondant. Nous avons aussi merjue le comportement asymptotique de cette i
courbe @pend seulement de l'intersection des supports des poids avec la pattidoordos).

On s'interesse ensuite au cas Q@ = RY. On consi@rea cet effet les prokimes suivants

—Ayu = Am(a)(w" )P~ = n(z)(u")"'] dansRY
{ u(x) — 0 quand |z| — +oo. (0.10)
—Apu = am(z)(ut)P~' — fn(z)(u”)P"" dansRY
{ u(r) — 0 quand |z| — 4-o0. (0.11)

Ici, du fait que le domaine étude est non bo&) certaines difficuéis techniques vont appétra
dans la erification de la condition de Palais-Smale (RS)ause de la perte de compadians
certaines injections de Sobolev. Faisons aussi remarquer quesienge de poids iefinis est
nécessairé cause desesultats de non existence relatéfda premére valeur propre positive
principale (voir [3, 16]).

Comme peccdemment, il s’agit d’abord de montrer I'existence d’'une pegmvaleur propre
positive non principale de (0.10). Cedtant fait, on peut enéatiuire I'existence d’'une presgrie
courbe du spectre de Eilk pour le probéme (0.11). Nous avons aussi m@ue le comporte-
ment asymptotique de cette praémeé courbe dpend du caraéte bori@ ou non des supports des
poidsm etn. Diverses difficulés nouvelles apparaissent dans cetitele, difficulés liees princi-
palement au caraete non boré du domaine (perte de compé&cians certaines immersions de
Soboley, etc ...).
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Nous abordons ensuiteétude des propeies nodales des solutions de (0.11). Dépte
theoeme de Courant, siy,, désigne une fonction propre asseea la valeur propre; définie
en (0.2) alorsy,, pos&de au plug: domaines nodaux. Comme cé@agience:,, posede exac-
tement deux domaines nodaux. Landonstration usuelle duébeme de Courant utilise prin-
cipalement la propété dite de continuation unique dont jouit le laplacien, pregriqui n’est
pas connu& I’heure actuelle pour le p-laplacien lorsquée: 2. Neanmoins nous avons moatr
gue cette propéte marche partiellement pour la deexie valeur propre de (0.10) et pour les
élementq «,3) de la premére courbe du spectre dedtkpour le probéme (0.11), en utilisant la
version du lemme de Hopf utie dans [66]. Notons qu’une tektude avaitte faite dans [22]
pour le probéme (0.5) et dans [60] pour le cas du peghk (0.7).

Enfin pour finir avec le cas non banon considre le probdme (syrétrique) aux valeurs
propres
{ —Ayu = Am(z)|ulP~*u dansRY (0.12)
u(z) — 0 quand|z| — +o0.

Pour étudier (0.12), on utilisera une approche variationnelle (comme dans le cas des autres
problemes) en consatant la fonctionnelle/(u) = [,x [Vu[Pdx restreintea I'ensemble des
fonctionsu telles quef,y m|ul’dz = 1. Nous avons monérI'existence de deux suites de va-
leurs propres pour (0.12). La construction de ces suigegssite la &rification de la condition
de Palais-Smale. Une fois cette conditid@rifiee, on peut facilement appliquer diveesultats
connus de la thorie des points critiques. Ces deux suites sont connues dans le cas d’'un do-
maine bore: la premere est dite de type Ljusternik-Schnirelman et la seconde de tygigeRyr
Robinson. Une preréreétude avaiéte faite dans le caR” dans [5, 52] @ est &montee, sous
des hypotkses un peu plus forte sur les poids, I'existence d’une suite de valeurs propres de type
Ljusternik-Schnirelman. Notre contribution consiste ici en la constructiofRSude la suite de
type Drabek-Robinson.

Dans la derrére partie de ce travail, nous avons congden systme non liaire ellip-
tigue coo@ratif dansR”. Des conditions @cessaires et suffisantes seront d@spour garan-
tir I'application du principe du maximum. Ces conditions seront ensuite @ggigoour montrer
I'existence de solutions positives. Notons que ce type deésyes a fait I'objet de beaucoup de
travaux de recherche auparavant dans le cas d’'un domaine jboun le p-laplacien en I'absence
de poids (cf. [13, 14, 32, 33)) et le laplacien avec poids d&hgcf. [34]). Dans ce travail, nous
traitons du cas@éral du p-laplacien avec poids daR¥.
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Chapitre 1

Un probleme nele asynetrique avec poids

1.1 Introduction

Le présent travail concerne le pr@phe aux valeurs propres suivant, sous les conditions aux
limites nelées:
—Apu = Am(z)(uh)P~t —n(z)(u )P~ dansQ
U = 0 surly (1.2)

ou _
5 = 0 surly

ol 2 Cc RY est un domaine boénde class&''( N > 1) dont le borddf} est forne de deux
sou-ensembles fer@s disjoints non videE, etl'y, avecl’; etl'; deux varétes de class€! et de
dimensionN — 1, u* = max{+u,0}, A, := div(|Vu|P~*Vu), avecl < p < oo, est 'operateur
p-Laplacien, est la normale egrieure au bordf2, m etn sont les poids ingfinis tels que:

N :
m,n € L"(2) avecr > — si N>petr=1si N < p.
p

On dira que\ est une valeur propre pour (1.1) si cette dereaiadmet au moins une solution non
triviale, laquelle solution est alors appelfonction propre.

La raison fondamentale qui nous motigeconsi@rer un prol@me tel que (1.1) vient de
I’ étude du spectre de Eilk avec poids qui estéafini commeétant 'ensemble des couples de
reels(a,3) pour lesquels le probme

—Apu = am(z)(ut)P~t — pn(z)(u” )P~ dansQ
u =0 surI} (1.2)

ou _
5 =0 surly

admet au moins une solution non triviale. Il étident que la droite de pente(s € R)
passant par l'origine coupe au point (v, 5 = s«) Si et seulement sk est une valeur propre
pour (1.1) avec les poids: et sn. Lorsquem(x) = n(z), (1.1) devient un proBime classique
correspondana un probéme syngtrique aux valeurs propres avec poid€tude de (1.1) avec
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ses diferentes applications & faite dans [8] pour le cas des conditions aux limites de Dirichlet
c’esta dire pour le proldme suivant

{ —Ayu = Alm(z)(wh)™! = n(w)(u”)P"] dansQ (1.3)

U = 0 sur o).

En supposant:t # 0, n" # 0, on césigne par;(m) (resp.v1(n)) la premere valeur propre
positive dup-laplacien avec poids: (resp.n) sous les conditions aux limites de Dirichlet. On
note,, (resp.y,) la fonction propre normalee asso&ea v, (m) (resp.v;(n)). Il estévident
quer,(m) ety (n) sont des valeurs propres principales de (1.3) avec fonctions propre$associ
Y., et—1, respectivement. Le prodine (1.3) admet de solutions ne changeant pas de signe si
et seulement sk est I'une des valeurs propres principalgém), v1(n), v_1(m), v_1(n) (voir
la fin de l'introduction). Il aét proue dans [8] que (1.3) admet une valeur propre positive non
principale qui est de plus la preéne valeur propre positive plus grande quém) et v;(n).
Cette valeur propre particelie noéec(m,n) a éte construite par I'application du &eme du
"col de la montagne” appliceea la fonctionnelled(u) = [, [Vu[Pdx restreintea la varéte de
classeC!

{0 € WoH(Q): B = [ (a7 +nfu Pl = 1),
Q
Le réel ¢(m,n) joue le méme Dle que la deuxdme valeur propre usuelle et plusieurs de ses
proprietes ontéte établies dans [8h savoir : continué, homognreite, stricte monotonie, etc...

Notre objectif dans le @sent travail est d’adapter lesethodes et les approches ugks
dans [8] pour le cas des conditions aux limitesl@es. La suite de ce travail seegente comme
suit. L'existence de la prerie valeur propre positive non principalen,n) sera prouge dans la
Section 2 en utilisant la version duéteme du "Col de la montagne” pour une fonctionnelle de
classeC" restreintea une va@te de class€'. Nous indiquerons de fagonéure ses diffrentes
proprietes dans la Section 4. Comme application, dans la Section 5atedierons le spectre de
Fucik avec poids. Remarquons que dans cette section nous avons aljenues les némes
résultats que dans [& la seule diference que pour le cas de petites dimensions<( p), le
comportement asymptotique de la préenei courbe du spectre dedikidéepend de l'intersection
du support des poids avec le bdrdau lieu deos? tout entier.

Pour conclure cette introduction, rappelons certaines pir@sridu spectre dp-Laplacien
avec poids que nous utiliserons dans la suite. Cesrdiftes propétes sont bien connues dans
la littérature. Pour le casude domaing? est egulier et le poidsn est incefini voir [7], pour le
casm = 1 voir [48, 57] et pour le cas: > 0 etm # 0 voir [1, 26] .

Soit 2 un domaine bora deR” et soitm € L"(Q2) avecr > % si N>petr=
1 si N < p.Onsupposent # 0 et on considre le probdme aux valeurs propres suivant:

—Ayu = dm(z)|ulP~*u dans
u =0 surI} (1.4)

ou _
5 =0 sur .
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La premere valeur propre; (m) de (1.4) est dfini par:

pi(m) = py(m,Q) = min{/ \Vul|Pdz;u € E(S2) et /m|u\pd:c =1}
Q Q

ou

E(Q) ={uecW"(Q),u=0 surI'; ausensde latrage
En utilisant la egularié deQ on peut montrer qué |, |Vv|Pd9:)% est une norme Suk(f)
équivalente celle dei7(Q) .

En adaptant lesasultats connus dans la étature pour le cas des conditions aux limites de
Dirichlet ou Neumann (Voir par exemple [7, 57] pour le cas d’'un poidsédih 20, 65] pour le
cas d’un poids non bo#), on montre que,; (m) > 0 est simple et admet une fonction propre
bom = ¢(m,Q) € E(Q) N C.(Q2) ol v €]0,1[, avece,, (z) > 0 dansQ et [, m(¢p,)Pdx = 1. De
plusona:

,ul(m)/m|u|pdx < / |[VulPdz ¥V u e E(Q)
0 0

eton a légali€é siu € F(Q2) est un multiple de,,. Par ailleurs:; (m) est isoé dans le spectre,
ce qui nous permet deefinir la deuxeme valeur propre,(m) commeétant:

p2(m) ;= min{\ € R, A valeur propre de (1.4) avec\ > u;(m)}.

Il est aussi connu dans la Bttature que toute fonction propre as&a@ une valeur propre autre
que i (m) change de signe das Dans le caswm™ # 0, la premere et la seconde valeurs
propres @&gatives sont obtenues en renversant le signe du peids_ ;(m) = —u(—m) et

pi-2(m) = —pz(—m).

1.2 Construction d’une valeur propre positive non triviale

Nous supposerons dans la suite quest un domaine boendeR”Y, m,n € L"(Q) avec

N . . ; . .
r> —siN >petr =1siN < p. On supposeragalement, sauf mention du contraire, que
p

m*T #0 etn™ #£0 dans. (1.5)

Le but de ce paragraphe est de rechercher les valeurs propres positives non principales de
(1.1). Il estévident que (1.1) aves > 0 admet de solutions non triviales ne changeant pas de
signe si et seulement 8i = p;(m) ou A = uy(n). La carackrisation variationnelle de (1.1)
donne

/ |VulP2VuVudr = /\/[m(x)(lﬁ)p_l —n(z)(u )P ode Vove EBQ). (1.6)
Q Q

En prenant = u™ ouv = u~ dans (1.6) on montre que si (1.1) admet de solution faible non
triviale et changeant de signe (avec- 0) alorsA > max{u(m), ui(n)}.
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Pour rechercher de telles valeurs propres positives nous allons utiliser une approche varia-
tionnelle en consigrant les fonctionnelles

:/Q|Vu|de et B, = /Q[m(qu)ern(U_)p]dff

qui sont de class€" sur £(Q) et sont diferentiables au sens deg€het. On cherche les points
et les valeurs critiques de la restrictidnde la fonctionnelled a la varéte

Myn i ={u € E(Q), Byn =1}

Remarquons que 1 est une valegguliere deB,, ,, et que les fonctions propres, et —¢,, sont
deuxélements deV/,, , qui ne changent pas de signe. Par des argumenéydéarisation utili-
sant I’hypothbse (1.5), on peut construires C2°(2) changeant de signe telle gjiem(u™)? > 0
et [,n(u™)? > 0, et par condquentu/(B,, ,,(u))"/? appartient M, ,,.

Remarque 1.1. La condition (1.5) assure I'existence de valeurs propres positives. Par ailleurs
sim~ # 0 etn~ # 0 alors on montreegalement I'existence de valeurs proprégatives. D'al
sim etn changent de signes alors on aura des valeurs propres des deux signes.

Par la egle du multiplicateur de Lagrange (voir chapitre Annexek M., , est un point
critique pourA si et seulement si il existe ugela pour lequel on aA’(u) = a B!, (1), C'esta
dire

/ |VulP2VuVudr = a/[m(u+)p_1 —n(u”)p— ljvde Yo e EQ). 1.7)
Q Q

Donc u est une solution faible de (1.1). De plus en prenant « dans (1.7) on montre que
o = A(u) et par congquenta est la valeur critique ass@s au point critique:. D’ou la
résolution du proldme(1.1) revienta la recherche des points critiques et des valeurs critiques
de la fonctionnelleA restreintea la varet M, ,,.

En utilisant une minimisation globale on obtient un premier point critique. En effet pour tout
u € M,,,ona:

A(u) = [, |Vulpde = [, \Vuﬂ”dx—l—f |Vu~ |Pdz
>y (m) [ [, m(UJr)pdx} + pa(n) [ foml( pdl’] (1.8)
> minf{y (m), pu(n)}

et A(u) = min{u(m), i (n)} siv = ¢, OUu = —¢,. Ainsi ¢,, OU —¢, est un minimum
global pourA et par consquent un point critique .

Pour trouver un second point critique deon utilise la proposition suivante :

Proposition 1.1. Les fonctions propres,, et —¢, sont des minima locaux stricts podravec
valeurs critiques respectives (m) et u(n).
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Preuve La preuve de la Proposition 1.1 est une adaptation de celle faite dans [8]. Montrons
par exemple que,, est un minimum local strict poud. Pour cela supposons par I'absurde
I'existence d'une suit¢u,) d’'élements deV/,, ,, telle que:u, # ¢y, uw, — ¢y, dansk(2) et
A(uy,) < py(m). On a, poulk suffisamment grand,, change de signe. En effet comme— ¢,,,
aveco,, > 0, alorsu, > 0 quelque part dan€. Si on suppose que, > 0 dans(2, alors on

aurait:
Aluy,) = / \Vug|Pdz > py(m) / m|ug|Pdx = py(m)
Q Q

puisqueu;, # +¢,,, mais ceci contredit le fait qué(u;) < u1(m). Doncu,, change de signe
dans(2 pourk suffisamment grand.
Par ailleurs I'hypotBseA(uy) < p1(m) avecB,, ,(u;) = 1 implique que

p1(m) :ul(m)/ [m(ut)? + n(u)Pdz] > /|Vuk|pdx
Q Q
= /|Vu;|pdx+/]Vu,;\pdx
Q Q
> ul(m)/m(u+)pdm+/ |Vuy |Pdx.
Q Q

Par congquent on a
m(m) [ nlu Pde > [ Vi P
Q Q

c’esta dire que
< an(uE)pdaﬁ. (1.9)
m(m) = [, [Vuy [Pds
Puisqueu, — ¢, alors me$¢z € Q, u, () > 0} — 0. On aboutit alorsa une contradic-

tion puisque le membre de droite dans (1.9) tend vers 0 qéand +oo, d’apres le lemme
ci-dessous . OJ

Lemme 1.1. Soitv, € E(2) avecy, > 0 et megz € Q, vy(x) > 0} — 0. Soit(ny) € L"(2)
telle quen,, — n dansL”(£2) alors

Joy e (vg )P

0 quand k )
fQ ‘ka’pdm —0q — +00

Preuve Posonsz;, = vk/(/ |Vvk|pda:)%. Alors ||z;|| gy = 1, donc pour une sous-suite
Q

noteeégalement;, on a:z, — z dansE(Q) etz, — z dansL"?(Q) avecz > 0. De plus on a
megz € Q, vg(z) > 0} = megz € Q, z(z) > 0} et

/an(vk)pdx//Q]Vvk\pdx:/an(zk)pdx%/Qn(z)pdx.
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Siz = 0, on a le esultat attendu. Si £ 0, alors pour tout > 0,7 = |z > ¢/ > 0. On
déduit alors quey = |z, > /2| > n/2 pourk suffisamment grand, ce qui contredit I'hypéte
lup, > 0] — 0. O

Pour trouver un troigime point critique de la fonctionnellg, nous allons utiliser une version
du theoeme du "Col de la montagne” sur une \&i de class€' que nous allons rappeler dans
un cadre beaucoup plugigeral.

Soit £/ un espace de Banackdl et soit

M:={ueFE:gu) =1} (1.10)

ol g € C'(E,R) et 1 une valeur&guliére deg. Soit f € C'(E,R) et f sa restrictiord M. La
differentielle def au pointu € M a une norme née||f’(u)||. qui n'est rien d’autre que la
norme de la restriction d¢ (u) a I'espace tangent endéfini par:

T.M)={veFE:<g(u),w>=0}

ou < , > désigne le crochet de dudientreE™ et 2. Un point critique def est un pointu € M

tel quer (u)||. = 0 et alorsf(u) est apped valeur critique def assodd & u. On dit quef
satisfait la condition de Palais-Smale (ou simplemyesatisfait la condition (PS)) sue si, pour
toute suitew;, d’élements dé\/ telle quef(uy,) est bor et||f(uy)||. — 0, on a(u;,) admet une
sous-suite convergente. La suite,) est appede suite de (PS). Notons que (voir par exemple
[67] pour plus de étails)

1/ @] = min||f'(u) = Ag'(u)]|
On a la proposition suivante
Proposition 1.2. Soitu,v deuxélements dé/ avecu # v. On suppose que
H:={heC([-11],M); h(—1) =ueth(l) = v}
est non vide. On suppose de plus que:

c:=inf max f(w) > max{f(u),f(v)} (1.11)

heH weh([—1,1])
et f satisfait la condition (PS) suk/. Alorsc est une valeur critique dé .

La Proposition 1.2 vient de I'application du &eme 3.2 de [46h une composante de la
variete M. Notons que la preuve du €heme 3.2 de [46] utilise un lemme dé&fdrmation
sur une va@te de Finsler de classé'. Classiqguement le lemme dé&fdrmation est construit
a l'aide de lignes irégrales d’un champs de vecteur pseudo-gradient der M/. Et comme
cette construction requiert du champ de vecteugsrd’locallement continu et lipschitzien, il est
nécessaire que la v&te M soit au moins de classé'!. Dans certaines applications la \&ii
peutétre de class€'" et alors soit on construit le lemme défdrmation avec attention ou on
utilise une approche di#fente pour prouver le principe de type minimax. Ugendnstration
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directe de la Proposition 1.2 qui utilise le principe variationnel de Ekeland gtezitobtenue
dans [21] @ on exige cependa@t|'espace de Banach d’étre unifornement convexe. Ce qui
est le cas de I'espadg((2) (ou de I'espacél du chapitre 2). Notons que dans [21] I'hypege
geonetrique est plus faible que (1.11) . Elle s’exprime par:

max  f(w) > max{f(u); f(v)} Yh e H. (1.12)

weh([~1,1))

Nous allons appliquer la Proposition (1.2) en prenént E(Q?), f = Aetg = B,,,. Nous
avons besoin, pour cela, de deux resultaidiminaires qui concernent la condition (PS) et la
géeontetrie deA aux voisinages de,,, et —¢,.

Lemme 1.2. La fonctionnelled satisfait la condition (PS) SUKL,,, .

Preuve Soit (u;) une suite de (PS) dlements dé\/,, ,,, C’esta dire

/\Vuk|pdx borré

Q (1.13)
| [ VU P2 Vu, Vodz| < i

0

pour toutv € T, (M,,.,) ou

T (M) = {0 € B) s [ [m(a™" = n(uq "~ Jods = 0}

et|],|| désigne la norme sur((2) . Il estévident que pour une sous-suite,converge faiblement
vers un certain dansE () et fortement dang”'?(12), ol ' désigne le conjugiide Hdlder de
r. Par ailleurs en posanf,(w) = [,[m(uf )’ — n(u; )P~ wdz avecw € E(Q), il est ai® de
verifier que(w — ax(w)uy) € Ty, (Mp,). On pose alore = (u, — u) — ag(ux — u)ug dans
(1.13) et en observant qug(u, — u) — 0 on déduit que :

/ |Vur|P2Vur V(up — u)dr — 0
Q
et par consquent
/(|Vuk|p_2Vuk — |[VulP2Vu)V (ug — u)dr — 0.
Q

En utilisant I'inegali€ (cf. [57])

€ —nlP < (€2 = [P 2n) (€ — )2

ou(&n) € (RN, c=c(p)ets=2sip>2,s=psil <p < 2, etlinégalié de Hlder on
montre aiément ques, — u danskE(f2). O]

&P+ nf)' 2

Le second lemme establi dans un cadre abstrait sur la @#il/,, ,. On pourra trouver sa
preuve dans [8] (cf. Lemma 6)
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Lemme 1.3.SoitE,g,M, f et f comme dans le lemme&médent. Soit,, un minimum local strict
de f, c’esta dire pour un certairx,, on a

f(uo) < f(u) pourtoutu € M avecu # uy et |ju—u||p < <.
On suppose qué satisfait la condition de (PS) suv/ . Alors pour tout: tel que0 < ¢ < g, on
a:
flug) < inf{f(u);u € M et ||u—upllp=c}.
Pour finirénoncons un autr@sultat nous permettant d’utiliser la Proposition 1.2.
Lemme 1.4.L’'ensembld” défini par
H = {h € C[= 11|, My ) h(~1) = &, €Lh(1) = —6,}
est non vide .

Preuve Soitu € E(Q) tel quef (ut)Pdx > 0 et [, n(u")Pdz > 0. L'existence d’une
telle fonctionu est possible d'ags (1.5). Soml le chemin (ﬂ!flnl sur[O,l} par

Y(t) =tu+ (1 —t)ut

Ce chemin joint, au™. On construit un autre chemip joingnantu™ a ¢,, et defini par

3 =

Yolt) = [tH(u)” + (L= t)(¢m)] t € [01].

En utilisant le fait quef,, m(¢,,)’dz > 0, on \érifie que le chemiry ainsi construit qui joink &
om SatisfaitB,, ,[v(t)] > 0 pour toutt. De la néme margre on construit un chemin qui joint
a—a¢,. Ainsi on obtient un chemin liant,, et —¢,, et la conclusion s’en suit. O]

Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer é@fme du "Col de la montagne
enoncer dans la Proposition1.2.

Theéoreme 1.1. On consi@re I'ensemble
= {’7 € C([_171]7 Mm,n) : 7(_1) = ¢m et 7(1> = _¢n}
Alors

c(mn) = inf max A(u) (1.14)

veT uey([-1,1))

est une valeur critique dd, avecc(m,n) > max{; (m), 1 (n)}.
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1.3 Une premere valeur propre positive non triviale

On a vu dans la section gédente que, (m) et u1(m) sont les prengires valeurs propres
positives de (1.1). Dans la gsente section nous allons montrer que la valeur propren)
etablie dans (1.14) est la traésne valeur propre positive de (1.1). On a ledi@me suivant dont
la preuve peuétre ai€ment adagate de celle faite dans [8] (cf. €beme 3.1).

Théoreme 1.2.1l n'existe pas de valeurs propres comprises entee{ /i, (m), u1(n)} ete(m,n)
pour le probeme (1.1).

En particulier sim = n, on obtient la caraétisation variationnelle de la degxne valeur
propre dup-Laplacien avec poids sous les conditions aux limitéees.

Corollaire 1.1. La deuxéme valeur propre(m) du p-laplacien avec poids: est carackrisee
variationnellement par:

= := inf VulPd
pa(m) = clmam) i= inf max [ [Vupds
ouI'y est la famille des chemins dang,, ,, = {u € E(Q) : [, m|u[’dz = 1} joignante,, a

__¢nr

1.4 Quelques proprités de la premere valeur propre positive
non principale

Dans cette partie nous alloeaumerer de fagon éve quelques prof@és de la prendire va-
leur propre positive non principatém,n) qui sont: la continu#, la monotonie et ’homagreéité...
Tous ces ésultats sont bien connus dans lelitture (cf. [8] dans le cas Dirichlet) et on peut
aisement les adapter au cagpent qui nous concerne. Pour cela, donnons une petite modifica-
tion de la caraérisation variationnelle dgm,n) dans (1.14) pour avoir aésa une famille plus
grande de chemins dans la \&&i M/, ,, qui dependra moins des poids.

La proposition suivante pewtre ai€ment prouge en utilisant les Bmes arguments que
dans [8] (cf. Proposition 21).

Proposition 1.3.

c(m;n) = inf max A(u)
v€lo uey([-1,1])

ouly={y€eC([-1,1], Mpn) : v(=1) > 0 et y(1) < 0}.

La continui€ et la monotonie de(m,n) par rapport aux poids: etn sont une corsguence
directe de la Proposition 1.3.

Proposition 1.4. Si (my,ni) — (mg,no) dansL”(Q2) x L" () alors ¢(my,ng) — c(mg,ng)-
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Proposition 1.5. Sim < fm etn < f alorsc(m,n) > c¢(M, N ).

Remarque 1.2.La monotonie obtenue dans la Proposition 1.5 n’est paséa®ml stricte. On
a une stricte monotonie moyennant une certaine condition relative aux poets: d’apres la
proposition suivante

Proposition 1.6. Sim < metn < h etside plusona

/(fn— m)(ut)Pdx + /(ﬁ —mn)(u”)Pdx >0 (1.15)
Q

Q

pour au moins une fonction propre asseea la valeur proprec(m,n) alors:

c(m,n) > c(m,n).
Corollaire 1.2. On suppose que: < m etn < n. Si de plus l'une des conditions suivantes est
satisfaite :

@0). m<msur{zx € Q:m(x) >0}
(i). n<nsur{zeN:n(x)>0}

alorsc(m,n) > c(fm,n ).

Pour conclure cette partie remarquons que @&aga cfinition dec(m,n) dans (1.14) on
obtient ques(m,n) est homogne de égié -1 c’esta dire

c(sm,sn) = %c(m,n) Vs> 0. (1.16)

On a aussi une sorte de sous-homa@jgrsepage qui sera utilise plus tard.

Proposition 1.7. Si0 < s < S alors

c(sm,n) > c(Sm,n) et c(m,sn) > c(m,sn). (1.17)

1.5 Spectre de Faik avec poids

Soitm,n € L(Q) avecr > % SIN > petr =1si N < p. On suppose que les poidsn
vérifient la condition (1.5). Le spectre dedtkiavec poids sous les conditions aux limiteglees
est I'ensemble&: = Y (m,n) des eels(a,3) pour lesquels le sysine

—Ayu = am(z)(ut)Pt — Bn(z)(u™)P~! dansQ
u =0 sur I (1.18)

ou _
5 =0 surTly
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a au moins une solution non triviale, avEc et I'; deux ferngés disjoints qui sont des vates
régulieres de dimensioffV — 1) partionnant le bord$2 du domaine?.

Il est clair queX contient les ensembldg:;(m)} x R etR x {u1(n)}. De plus sim~ #
0,n" Z0onaf{u_1(m)} x RetR x {u_i(n)} qui sont ausselements de-. Ces droites
sont constitées des couplggy,3) € R? pour lesquels Bquation (1.17) admet de solutions non
triviales ne changeant pas de signe. Notirs= ¥*(m,n) I'ensembleX privé de ces droites
triviales. En utilisant la caragetisation variationnelle de la preéme propre principale ée au
poidsm (resp.n), pour tout(«,3) € ¥* on a

(). Sia>0etg > 0alorsa > py(m) ets > pi(n)
(i). Sia>0etg <0alorsa > u(m)ets < p_1(n)
(i). Sia<0etf>0alorsa < p_i(m)ets > ui(n)
(iv). Sia<0etg <0alorsa < u_i(m)etf < u_i(n).

Le but de cette partie est de trouver Eéments dec* qui sont dan®R* x R*. On a plus
précisement le@sultat suivant:

Théoreme 1.3.Pour tout eel s > 0, la droite d'équationi = sa dans le quadranta, )
rencontreX* N (RT x RT). Plus pecisement le premier point de cette intersection est @donn
par: a(s) = c(m,sn) etf(s) = sa(s) = ¢(m/s,n) ou c(.,.) est dona dans (1.14).

Preuve Des sections 2 et 3, iesulte que s{«,5) € RT x RT, alors(«,5) € X* et
est tel gu’aucun autrélement dex* n’appartient au segemefib,0), («,5)[ si et seulement si
c(am,fBn) = 1. Puisque d’ag#s (1.15)(am,asn) = ¢(m,sn)/a poura > 0, la conclusion s’en
suit. 0

En faisant varies dansR;", on obtient ainsi une preie courb& := {(a(s),5(s)) : s > 0}
dans¥* N (RT x R*). Une premére propréte de cette courbe est dagmdans la proposition
Suivante:

Proposition 1.8.

(). Les fonctionsy(s) et3(s) du Theoreme 1.3 sont continues.

(i). «a(s) est strictement&croissante ef(s) est strictement croissante.
(iii). 1813(1) a(s) = +o0 etsgrllooﬁ(s) = +00.

Preuve La continuié des fonctionsy(s) et 5(s) vient de celle de:(m,n) dans (1.4), leur
monotonie vient de (1.17). Pour montrer le point (iii) on suppose par I'absurde(quest borre
quands est suffisamment petit, alofys) = sa(s) — 0 quands — 0. Mais ceci est absurde
puisquef(s) > pi(n) pour touts > 0. On utilisera les rmes arguments pour montrer que
B(s) — +oo quands — +oc. O

La courbeC est alors une courbe de type hyperbolique d&ihs R™ avec comme asymptotes
s X RetR x B, 0u

oo = lim afs) et [y = liir(l)ﬁ(s).

s$—+400
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La suite de cette partie sera congaer la cetermination des valeurs limites, et3,,. Nous nous
limiteronsa celle den,, puisque pour trouves,., il suffit d’'interchanger lesales des poids:
etn. Pour cela éfinissons le&el suivant:

= imf{/Q |Vut|Pde : u € E(Q),/ﬂm(u*’)’ﬂx =1 et /Qn(u_)pdx > 0}. (1.19)

Il estévident quex > i1 (m). Rappellons aussi que le support d'une fonction mesurghbie
dans(2 est ckfini par )
supp u := Q\O,

ou O est la plus grande partie ouverte desur laquellex s’annule presque partout.
On a la proposition suivante qui donne la valeyy et son estimation .

Proposition 1.9. La valeura,, estégalea a. De plus siN > p alorsa = p;(m). Par contre si
N < p,alorsonax = py(m) Sisuppnt NTy # 0 eta > ui(m) si supp n™ est compact dans
Q.

Ainsi lorsqueN > p alors la prengére courbe du spectre de @i C est asymptotique aux
droitesy; (m) x R etR x u(n). Par contre sV < p le comportement asymptotique delepend
des supports des poids™ etn™. Notons que I'influence du support des poids sur le compor-
tement assymptotique de la pré&meé courbe @&t& obseree dans [2] pour le cas déguations
différentielles ordinaires (casip = 2 et N = 1). Notons aussi que les difents casV > p
et N < p obsenés dans la Proposition 1.9 sont déme nature que ceux obsésvdans [9]
pour I'étude du principe du maximum et le spectre de Fugcik-tlaplacien avec poids sous les
conditions aux limites de Neumann.

Preuve Nous allons d’abord montrer que, = @. Soit(«,3) € C et soitu une solution non
triviale de (1.2) assoéeac, 3, alors

0< /Q IVt Pdz = a /Q m(z)(utPdr et 0 < /Q V- Pdz = 3 /Q n(@)(u-)dz .

Ainsi on aa > @, ce qui impliquea,, > a. Supposons par 'absurde que, > a, alors il
existeu € E(Q) telle que [, m(u™)Pdz = 1, [yn(u”)Pdz > 0eta < [, |[Vut[Pde < oo <
a(s) = ¢(m,sn). Ce qui Impllque
/ \Vut|Pdx < c(m,sn)
Q

pour touts > 0. Par ailleurs on a

. + +

Ay AWD :/ IVt Pde et
Bosn(ut)r Bpa(ut)r Ja

~ —u~ O A(u) [, |Vu‘]pdﬂc

Bm,sn(_u_)% fQ sn(u pdx'
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On choisits tel que
Vu~ |[Pd
fQ’ uda /!Vu Pdz = p.

fQ sn(u~)Pdx
Notre but est de construire un chemimui relie ¢,, a —¢,,, et pour lequelA sera en dessous du
niveauy le long du chemin ainsi construit. Pour cela on reli@u™ par le chemin suivant
tu+ (1 —t)ut
mosn(tu+ (1 — t)ut)/p

11 (t) = I t € [0,1].

Il est ai® de montrer que le chemin est bien @fini. De plus on ay,(t) € M,, s, et[l(fyl () =

w pour toutt € [0,1]. D’'une manére analogue on joint & —u~/ B, .,(—u~)'/? par un chemin
dans),, s, en restant au niveau. La prochainettape est de construire un autre chemin qui
va relieru™ a ¢,, en restant en dessous du nivealwne construction similaire pouritre uti-
lisee pour joindre—u*/Bmsn(—u*)l/P a—ao,,, et en mettant bowt bout les diferents chemins
construits, on obtiendra le chemin désieliante,, a —¢.,,.

On consi@re la varet M, = M,, .. On au™ € M,,. Les points critiques de la restriction
de A a M, sont les fonctions propres normé&eés de-A,, avec poidsn. Puisqueu™ ne change
pas de signe et s’annule sur un ensemble de mesure positivey aloespeut pagtre un point
critiqgue de la restriction del a M,,,. On pourra alors utiliser les @mes arguments que dans la
preuve du TBoeme 3.1 dans [8] pour construire un chemindansi/,,, o, reliantu™® a¢,,, le
long duquelA reste en dessous ge D’'une manére analogue on relieu™/B,, .,(—u™)"/? &
—¢sn, tout en restant en dessous du nivealEn mettant boud bout ces diffrents chemins on
obtient un chemin reliant,, a —¢,, le long duquel la fonctionnelld reste en dessous du niveau
p. Par congquent, en utilisant laéinition dec(m,sn) on obtientc(m,sn) < p = [, |[Vut|Pdz.
Mais ce qui est absurde puisqyie|Vu'[Pdz < ¢(m,sn). En conclusion on &, = a.

Considerons maintenant le cas > p et montrons qué& = \;(m). Ceci sera possible si
I'on montre I'existence d’une suite de fonctions admissibles danéflaition (1.19) dex et qui
converge verg,,. La construction de cette suite est inggide [9, 39, 49]. On conside la suite
de fonctions suivantesfinies suiR™: pour N > p

1 sijz| > 1/k
ap(x) =< 2k|z| —1 sil/2k < |z| < 1/k
0 si|z| <1/2k

et pourN = p

1—% si|z| > 1/k
() = |l — 1/k si(1/k)Y% < |z < 1/k
0 si|z| < (1/k)Y°%

ol 6;, est choisi dand,1[ tel que(1/k)% = 1 — 1/k. Un calcul simple montre que, — 1
dansiV,>”(RY) quandk — +oo. Donc pour tout: € E(2) N L®(Q) et pour toutz, € 1

loc

vg(x) = u(x)ag(x — z9) — u(x) dans E().
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De plusv,(z) = 0 pour toutr € B(zo,cx) avecey, = (1/k)1/5k SIN =pete, =1/2kSiN > p
Prenonszy € supp n™ N Q etu(z) = ¢p,(z) alorsvg(z) = dm(x)ag(x — xo) — om(x)
dansE(fY); vi(z) > 0 etv, = 0 dansB(xo,cx) . En régularisant la fonction cara'm'stique de
supp(n*)NB(xg,ex/2), 0N obtient une fonctiony, € C°(B(xg,ex)), wy > Oeth n(wg)Pdr >

0. On pose

1 Wi,

up(z) = vp(r) — .
k(w2

Alors u, — ¢, dansE(2) et apes normalisation, est admissible dans l&finition (1.19) de

a. Ce qui implique

@§/|Vu+]pdx—>/\V(pm|pda::)\1(m),
Q 0

c'esta direa < A;(m). On en @duit alors quev,, = @ = A\ (m) .

On consi@re maintenant le ca8 < p. Largument utili€ pfecdemment n’est plus valable
dans ce cas puisque.(z) ne converge pas unifoment versl (car W'?(Q) — LP(Q) —
C()).

On suppose d’abord quepp ntNT'; # (. Nous allons monter que = \;(m). On pro@dera
de la néeme margre que dans la pregre partie de la demonstration.

Poure > 0 suffisamment petit on congice la boule ouverte

Q=Q.c{zeQ; dist(x ,T) < e}

telle que .
Qe =Int(Q\ Q) ={z € Q; dist(z,T'1) > €}

soit un domaineégulier et borg . Sur(). on consiére le probkme (1.4) avec condition de
Neumann suf’, et celle de Dirichlet sudX2, \ I's. Notons\;(m,().) la premere valeur propre
et par¢,,(€2.) la fonction propre normalee assoée. La egularieé de(2, permet d’avoir une
fonction deE(12) en prolongean,, (Q2.) par 0 en dehor€.. On montre que\; (m.£2,) — A (m)
et () — ¢, quande — 0. L'hypothesesupp n™ N Ty # () permet de dduire quen™ # 0
surQ\ Q.. En multipliantg,, (€2.) par la fonction caraé1ristique egularige de? \ . on obtient
une fonctionw, € C*(Q\ ) telle quew. > 0 et [, n(w.)? > 0. Il s’en suit que la fonction
€W,
Ue ¢m(Q€) | |w5| |E(Q)
converge vers,, () dansF () quande — 0. En normalisant,, on obtient une fonction ad-
missible pour la éfinition dea et alorsa < A;(m). Par conéquenty = Ay (m).

On consi@re enfin le cassupp n™ est compact, aved < p. Supposons par I'absurde que
a = A\1(m) et notons pafuy) une suite minimisante pour, c’esta dire:

/\Vuk]pda:ﬁ&—)\ /muk pdx_let/ n(uy )Pdx >0
Q 0

(uy) est borge dans”(Q2). Pour une sous-suite rég encorey,, u; converge faiblement dans
E(Q), fortement dan<’(Q) et dansL”" (Q2), vers un certain: € E(f2) qui est positif ou nul.
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De plus on af, [VulPdz < A\ (m) et [, mvPdz = 1. Par condquentu = ¢,, etu; — ¢n,
uniformément dansupp n*. Commeyp,, > ¢ > 0 sur le compackupp n™ pour un certairg,
on en cduit que, pouk suffisamment grand;;” > /2 sursupp n*. Par congquent, pouk
suffisamment grand,, = 0 sursupp(n™). Ce quiimplique

/Qn(u,;)l’dx: /QnJ“(u,;)pdx—/Qn_(u,;)pdx: —/Qn—(u,;)l’dx <0,

mais ceci est absurde d'a&srla @finition de la suitdwy,). O

Donnons une autre car&citsation variationnelle da dans le casV < p. On a un ésultat
similaire pourg.

Proposition 1.10. On suppose qu&’ < p, alors

a= inf{/ [VulPdz - uw € E(Q), / m|u/Pdx = 1 u s'annulant susupp n*} (1.20)
e Q

L'infimum dans (1.20) est atteint. De plus:siest le minimiseur dans (1.20), alotsne
change pas de signe dafisetu s’annule au plus une fois darspp nt N Q.

Pour conclure cette partie, nous allons coasid I'intersection de_* avec les autres qua-
drants deR x R.

Proposition 1.11. 3* = ¥*(m,n) rencontreR™ x R* (respectivemerR~ x R™, Rt x R,
R~ x R") si et seulement sih™ etn* £ 0, (resp.m™ etn™ £ 0, m™ etn™ £ 0, m~ etnt # 0).

Preuve La condition est acessaire. En effet v, 3) € ¥*, alors, pour une fonction
assocee, on a:

0< /|Vu+|pdx:a/m(u+)pdx eto </|Vu_|pdx:ﬁ/n(u_)pdx.

Pour la condition suffisante, prenons par exemple ledkcask R~. On a(a, 5) € ¥*(m,n) N
(RT x R™) si et seulement §iv, — ) € ¥*(m, —n) N (R x RT). Puisquen™, n~ # 0 alors
m™*, (—n)* £ 0. Par conéquent, en utilisant le Hoeme 1.3 on &*(m,—n)N(RT xRT) £ ()
et doncX*(m,n) N (RT x R™) # 0. O

Corollaire 1.3. Sim etn changent de signe dafj alors chacun des quatre quadrantsie R
contient une prengre courbe de-*.

Remarque 1.3.Le résultat de la Proposition 1.9 sur le comportement assymptotique de la
premere courbe du spectre de Eilk dansR* x R+ peutétre étendue dans les autres quadrants
deR x R siles poidsn etn changent de signe.
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lllustrons ces@&sultats sur le comportement asymptotique des gnesicourbes dans chacun
des quadrants dé x R
Cas mele dans un borne

v N> Pou(N<Pavecsupprit 1717 ¢ et suppm*iTy= ¢)

s N<P et suppii ,suppt compacts

B

1
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Chapitre 2

Un probleme asynetrique elliptique dans
R avec poids incefinis

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allogtudier le prob#me asyratrique suivant

—Apu = A\[m(z)(ut)P~t —n(2) (v )P dansRY (2.1)

ou Ayu = div(|Vul[P~2Vu) avecl < p < +oo, A est un paramtre el apped valeur propre,

m etn sont des fonctions poids. &fude du prol@me (2.1) est relativement bien connue lorsque
p = 2, m = n et correspona la tkeorie des prol@mes lirgaires aux valeurs propres avec poids.
Des hypotkeses seront faites sur les poidset n pour garantir I'existence d’une valeur propre
principale pour le prol@me synétrique

—Ayu = Am(z)|uf?u dansR". (2.2)

Faisons remarquer que lagsence de poids igfini pour le probdme syrétrique (2.2) est
nécessaire pour garantir I'existence de valeur propre positive principale. En effetsi ou si
m est de moyenne positive il&e monté qu'il n’existe pas de valeur propre principale positive
(voir [16] pour le cagp = 2 et [3] pour le cap # 2).

Il est clair que (2.1) admet une solution ne changeant pas de signe si et seulemest si
I'une des valeurs propres principales (lorsqu’elles existenty:), Ai(n), A_1(m), A_1(n) du
probleme (2.2). (On entend par valeur propre principale, toute valeur propre&@ssocie fonc-
tion propre ne changeant pas de signe).

Le but de ce chapitre est de prouver I'existence d’une solution de (2.1) qui change de signe
dansR”. Notre construction est essentiellementdssur le teome du "col de la montagne”
(mountain pass theorem), plusépisement sa version sur une #ide class&’!. Une telle
étude avait dgj éte faite dans [8] dans le cas d’un domaine lodeR”". Dans [8], il aéte
prouvé I'existence d’'une valeur propre non trivialen,n) en utilisant la version du #oeme
du "col de la montagne” sur une vaté de class€. Diff érentes propétés dec(m,n) ont éte
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prouvées: continui, stricte monotonie, homecgite, ... Cette construction&é possiblex cause
du caracre bore du domaine, la progé de compacit dont jouit la fonctionnelld |Vu[Pdz
et les injections de Sobolev en petites dimensions.

Dans le cadre de ce travail, en essayant d’adapteréssan approches au casle domaine
estR”, la fonctionnelle correspondante est maintenant

J(u) := / |VulPdz
]RN
restreintea la varéte de classé'
My = {u € W: Byon(u) = / (Y + n(uldz = 11,
]RN

ol I'espacell/ est un espace de Sobolev avec poidsRlirqui sera @fini plus tard. Des dif-
ficultés techniques surviennent, comme on pouvait s'y atteadrause du caraate non boré

du domaine Btude, mais ces difficids vontétre progressivement surmeées en utilisant un
espace de Sobolev appraprine de ces difficudts est la verification de la condition de Palais-
Smale. Cette é&rification sera faite en utilisant des techniques de [4, 52]. Une autre d#ficult
concerne la gometrie de la fonctionnell¢ et aussi la construction de suite de fonctions poids
auxilliaires pour montrer I'existence d’'une valeur propre positive non principale. Egfindi
des prop@tes de cette valeur propre @aessi une attention particiérea cause du fait que
les poids consi@iés ici ne sont pas erégéral dans un espadeg!(R”). Une fois ces difficuts
surmonées, nous avons pro@\existence d’'une valeur propre positive non principale pour le
probleme (2.1).

Comme application de cetégude, nous avoretudg le spectre de Rk avec poids dang”.
Ce dernier esté&fini commeétant I'ensemblé& des couples deeels(«,3) tel que

~Apyu = am(x)(u")P~! — Bn(x)(u )Pt dansRY

admet au moins une solution non triviale. Nous avons naédigkistence d’'une prerare courbe
de ce spectre dans le quadr@it x R* et I'étude de son comportement asymptotiquetta
faite. Par exemple nous avons préugue cette prerare courbe est asymptotigaela droite
d’équationa = A\;(m) si N > pousiN < p avec la condition que™ n’est pasa support
compact (non bor®). Par contre elle n’est pas asymptotigueette droite siV < p en' est
a support compact (boéj. On a un ésultat similaire pour la droit§ = \;(n) par rapport au
support den™. On geréralise ces diffrents esultats aux autres quadrantsile< R. Ainsi si

m,n € L2 (RY) N L%(RN) avecN > p et si de plusn etn changent de signe dafis", alors
on a I'existence d’'une premie courbe non triviale d€ dans chacun des quatres quadrants de
R x R. Ceci n'est pas possible 8i < p a cause dessultats de non existence de [16] lorsque
p = 2 et de [52] lorsque # 2. Le dernier paragraphe sera congaei’étude des propeiées

nodales dw-Laplacien dan®" .
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2.2 Reésultats préliminaires

Tout au long de ce chapitre les poidsetn seront consiérés sous la forme

m=mp—my N =nN1— My
et on supposera que les hypesles ci-dessous sont satisfaites:
(Hy) my,ng >0, my,n € L2 (RY) N L*(RY), avecs = N/psiN > p

loc
ets = Ny/p pour un certain entieNy > psiN < p;
(Hy)  ma, ny >0, my, ny € LS(RY), avec de plusny(z), nao(z) > g0 > 0 p.p.
dansRY siN < p;
(Hs) m*"#0, n* #0;
(Hy) il existe deséelsa, b > 0 tel que: ams(z) < ny(x) < bmy(z) p.p. danR?.
Notons que la dcompositionn = m; — my ne coincide paséctessairement avec celle qui
nous est famiére:m = m*™ —m~.
On cEfinit I'espace de Sobolev avec poitls assog a m, commeétant la fermeture de
C>(RY) par rapporé la norme

1/p

/R (Ve mofuf)r| (2.3)

Faisons remarquer que d'&srI’hypotrese(H,), 'espace de Sobolev correspondant au poids
no coincide avec I'espac@®’ (plus pecisement les normes sodqjuivalentes). Les injections
suivantes sont satisfaites:

W — DYWRY)— [PRY) siN > p.

W — W'YRY) — LYRY) avecq € [p,+ oo[siN = petq € [p, + o] si N <p.

[lullw =

Ici DV*(RY) désigne, lorsquéV > p, la fermeture d&2>°(R”) par rapport la norme

1/p
lullprsceny = ( [ | 19ulac)
]RN

etp* = Np/(N — p) est I'exposant critique de Sobolev. Oésignera parl la constante dans
linjection de D'?(RY) dansLr* (RV) = LP"(RV) si N > p et parB la constante dans I'in-
jection deWw*(RY) dansL?* (RY) si N < p, ol s est cfini dans(H,) et s’ son conjugé de
Holder.

Remarque 2.1.L’espacellV défini ci-dessus negpend pas de la&tomposition du poids: en
my — mo. En effet sin = m/ — m), est une autre @&composition de. et silV’ désigne I'espace
de Sobolev assa&l mi, on am), — my = m) —m; € L*(RY). Par congquent en utilisant
I'in équalie de Hlder on a:

1/s 1/s
||u||ﬂ§||u||€v+(/ |mg—m2|8dx) (/ Iulpsd:v> |
RN RN
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En utilisant les immersions ci-dessus, ogddit ai€ment que les norme§|y et |||/ sont
équivalentes.

Les solutions de (2.1) seront consiges au sens faible, c’estdire siu € W est solution de
(2.1) alors on a Bquation inégrale :

/ |VulP~2Vu.Vodr = )\/ [m(ut)P~t —n(u™ )P ode Vv e W, (2.4)
RN RN

Notons que, d’ags les injections de Sobolev ci-dessus, chacune dagrales de (2.4) est bien
définie. Notons aussi que 8i < p ou siN > p avec I'hypottese(H,) rempla&e parn H) (voir
Remarque 2.3 plus loin), toute solution faihlede (2.1) tend vers zero quamnd — +oo (cf.
[15] si N < pet[27, 36] SIN > p). Ceci cecoule des Thoremes 1.9 et 1.10 de [27], qui utilisent
notamment les estimatiords® de Serrin ( cf. [62]).

Supposons un instant que les hygestey H, ), (H3) sont satisfaites par les poids = m; —
ms etn = n; — ny. ONn suppose de plus que les hypgestbs Hs), (H,) sont satisfaitea I'infini,
c’esta dire on remplacéH,), (H4) par

(HQ)I ma, N2 Z 07 ma, N2 S L?OOC(RN))
(Hy)r il existe deseelsa, b, R > 0 tels que: amsy(z) < na(x) < bma(x) et
meo(z), na(x) > €9 >0 p.p. pour toutr avec|z| > R.

Dans ce cas on p0$~e1 =mq + 1BR’ Moy = Moy + 1BR’ ny=ny+ 1BR’ Ny = Ng + 1BR' Ici 1BR
désigne la fonction charaatistique de la boule cem@e en) de rayonR. On a:m = m; — s,
n =y — 7y etil est ai¢ de \erifier que les poids:,n avec cette nouvelle&tomposition satis-
font les hypoteses H,), (H2),(Hs), (Hy). De plus en notant pd#” I'espace de Sobolevédini
ci-dessus assaeiau poidsn,, on a le esultat suivant

Proposition 2.1. On alV = W, dans le sensioles normes qui sontéfinies sudl’ et suriv
sontéquivalentes.

La preuve de cette proposition utilise le lemme suivant

Lemme 2.1.SoitQ2 un domaine bora régulier deR" et soit~ un sous-ensemble ¢lede mesure
strictement positive. Alors il existe une constante 0 telle que

lullze@) < e(llullzee) + [IVullr@)
pour toutu € WhP(Q).

Preuve On suppose par I'absurde que pour thut N, il existeu, € Wr(Q) telle que

/]uk|pdx2k(/ |Vuk]pdx—|—/ |ug|Pdz).
Q Q E
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On peut supposer qug, |ux|Pdz = 1 (sinon on posey, = wu,/( [, |u|Pdz)'/? et on utilisera le
méme raisonnement). Dans ce cas[giVu,[Pdz — 0 et [, |ug|’dz — 0. Par congquentu,
converge vers un certain faiblement dani’!*(Q2) et fortement dan£?(2). De plus on a

/ |Vu|Pde < liminf/ |Vug|Pdx = 0 et / |ulPdz = 1.
v Q 0

Par congquent/,, [Vu|[’dz = 0 et doncu = constante# 0. Par ailleurs on a aussi

/ |u|Pdx < liminf/ |ug|Pdx = 0,
E E

donc [, |u[?dz = 0. Ceci estimpossible puisque est de mesure strictement positive. [

Preuve de la Proposition 2.1
Puisquen,; > my, on alW C W. Montrons qu’il existe une constantetelle que

20l )
/RN ma|ulPdz < crfu[f,-

Une fois ceci @montg, on a le esultat attendu, c’estdireWV c V.

On a d’'une part
me|u|Pdx = / me|ulPdx +/ |ulPdz
RN RN Br

et d'autre part

/ |u|pd:z:§/ lulPdz < (/ |u|pdx+/ |Vu|Pdr)
je|<R lo|<2R R<|o|<2R l|<2R

< c(/ m2|u]pda:+/ VulPdz),
R<|z|<2R |z|<2R

d'apres le Lemme 2.1. (Icion preld = Bop etE = {zx € Q : R < |z| < 2R}). Par
congquent

/ |ulPde < c(/ m2|u|pdx+/ |Vu|Pdx)
ja|<R R<fe|<2R 2] <2R

< c(/ @|u|pdx+/ VulPdz) < &lJulf,.
RN 50 ]RN

On ceduit alors quef, v mo|ulPdz < (1+ ¢)||ul[}, et la conclusion s’en suit. O

Remarque 2.2.1l suit de la Proposition 2.1 que I'espad®& ne cepend pas de la&tomposition
dem = my; — my lorsquem;,m, Vérifient les hypotbses H, ), (Hz)', (Hs) et(H,)g.
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Remarque 2.3.En grandes dimensions, I'hypétse( H,) peutétre remplaée, tout au long de
ce chapitre, par
(Hy): N >p etmyn, € LYP(RY).

Dans ce cas le choix de I'espace de Sobolev, dans lequel les solutions faibles seror@réeasid
devient relativement simple puisqué = D'?(RY). Si les hypotbses(H,), (H,)r et(H,)' ne
sont pas satisfaites, le choix d’un espace de Soboléegudat n’est pas claig notre niveau, pour
la résolution des proimes (2.1) et (2.2)

Donnonsa piesent quelquegsultats peliminaires qui nous seront utiles dans la suite.

2.3 Quelques esultats

On consiére les poidsn etn dans (2.1) et on suppose que les hypets H, ), (H2), (Hs)
et (H,) sont satisfaites.

Proposition 2.2. On a l'injection compactdV << LP(m, RY) ol LP(m;, RY) désigne
I'espaceL? surR” avec poidsn;.

Preuve La preuve de cette proposition pé&tite obtenue dans [31]. On a w@sultat similaire
pour le poidsn;. O

On consi@re maintenant le cas < p. Soit N, I'entier naturel @fini dans I'hypotise( H,);
on posej = Ny — N. Soita, un réel positif fixe, on @finit 'ensemble

Aj={y=(y1,...y;) ERI : y €] —ay,a[Vi=1,.,5}
et on considre le probkme aux valeurs propres suivant
{ —Apu = ANulP~?u dans A;
u =0 sur dA;.
Désignons pak(a;) la premere valeur propre positive de ce prebile avea) la fonction propre
positive correspondante telle q%& Y(z)Pdxr = 1. Alors

Aj

Lemme 2.2.
(p+j)p+j—1..(p+1)

A <
(@) < a !

Preuve La carackrisation variationnelle d&(a,) permet décrire

M) /A Jula)Pd < / (Vu()Pde ¥ u € WoP(4y)

Aj

Pour toutr € R’ on pose



2.3 Quelques esultats 24

(z) = a; —|z|  silz| <a
v 0 Si|z| > a;.

Un simple calcul permet écrire, en utilisant les coordoéas spariques, (cf. [30]):

o d
aj 272

[ IVetpas = [ Vel = woi(Bao) = S

omt [u o DT 1
et | |o@)rde = 2 / Vi ay — pydr = age 27 DOT@+ D)
R I'($) Jo () T(G+p+1)
= a1j+p 271-.% » (j _ 1>! .
T (p+i)p+i—1..(p+1)
Donc
Ve(z)|Pde o
Map) < RJ" ) _ p+7)p+7—1)..(p+1)
< _ |
|Q0($)‘pdl’ ar? g!
RJ

0J
Lemme 2.3.SoitN < p. Pour toutf € L (RY) N LNo/P(RY) et pour touty € C=(RY) on a:

/N | fl|elPdr < 01(2G1)jp/N0HfHLNo/p(RN) /quw‘p + Aa1)|p[Pdz) (2.5)
R R
pour touta; > 0, ol ¢; = ¢1(Ng,p) -

Preuve(du Lemme 2.3). Soient € R" ety € R/. On poseh(z,y) = f(x)xa,(y) et

7(z,y) = ¢(x)(y), ol x4, repesente la fonction caramistique deAd;. On a, d’'une part en
utilisant 'inégali€ de Hilder et I'injectionD*(RN) — Lro (RM) avecp; = Nop/(No — p):

p/No p/p;
/ |h].|T|Pdx < (/ |h|N°/pdx> : (/ |Tp3dx)
RNo RMNo N RNo
p/No
co ( / |h|N°/pdx> ( / \V7|pdx) (2.6)
RNo RNo

ol ¢y = co(No,p). D’autre part on a:

).

IN

/RNO |h|.|T|Pdx :/N |f(x)xa, | lp(2)y(y)|Pds

- (1; |f(9”)|-|90($)|pdm) ./Aj o (y)|Pda.
- [ W@llerd
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(ii).
/RN |h|No/Pdy :/RN |f($)XAj(y)\%dx
= |A; No/pq i No/ng
Al [ @i < @y [ 1
(iii).
RNo

RNo

:zp[ wypdx./ |w\pdx+/ |w|pdx./ de]
A; RN A; RN

<2 [ (VP + Ma)lel)do.
RN

On céduit alors de (2.6) que

[ 17116 ds < 22y fllsonan, [ (9617 + Malp) do.
R R

O

Remarque 2.4.PuisquelV est la fermeture d€'>(RY) par rapporta la norme @finie en (2.3),
on peut @réraliser le esultat de (2.4) auglementsy de W par passage la limite en utilisant
la Proposition 2.2 .

On est alors en mesure de donner la preuve de la proposition suivante:

Proposition 2.3. On supposeV < p . Alors il existe une constante
C= C(ml,mg,nl,nQ,N,p,No) telle que

/ |u|pdx§C/ |Vu|Pdx
RN RN

pour toutu € W telle queB,, ,(u) > 0. De plus la constanté’ peutétre choisie telle qu’elle
soit borrée sim, etn, varient dans un sous espace bemeLo/?(RV),

Preuve D’apres le Lemme 2.3 et la Remarque 2.4 on a:

[ il s < e a sy [ (90?4 M) uP)ds
RN

RN
/N Ina|.JulPda < Cl(2a1)jp/N0||n1||LNO/p(RN) /N(|Vu|P + May) |ulP)dx
R R

pour toutu € W. Si B,,, ,(u) > 0 alors on a, d'apFs(H,):

min(a, 1) . mo|ulPdx < /]RN [ma(u)P + ng(u™)Pldx < /RN [my(u)P + ny(u™)Pldz.
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Par conéquent
min(a, 1)/ meo|ulPdx
RN
RN

Il résulte de I'hypothse(H,) et du Lemme 2.3 que

0 < min(a, 1)60/ |ulPdz < min(a, 1) ma|ulPdx
RN RN

< ala P ([l + il [ (1900 +
R

p+j)...(p+1
( 7 j(' )|u|p) dr.
1 .

On choisit le gela, suffisamment grand tel que:

j . —p /- €0
e1(2a1) PN ([l ossny + 1l Lvo/ge) (G + p)-oon(p + D™ (37 < 2
Ce qui implique
€0 P ip/No P
o [ ulPde < e (2a0)"P0 ([l | pvo e vy + ||n1||LN0/P(]RN))/ VulPdz
2 RN RN
d’ou / luPdz < C/ |VulPdz
RN RN
) 2 jp/No
ouC = 6_01(2@1) [l v @y + [1na] | vose @) O
0

Remarque 2.5.Le résultat de la Proposition 2.3 avagte eénon@ dans le Lemme 2.2 de [31]
pour le casm = n en utilisant une coresjuence de la@monstration du Téoreme 3 de [5].

Pour terminer ce paragraphe, rappelons quelques pieprile la prengire valeur propre
positive dup-Laplacien dan®”. On consigére le probkme de minimisation suivant:

inf {/ |VulPde : uwe W et / m|ulPdx = 1} : (2.7
RN RN

Il est clair que d’apes (H;) l'infimum de (2.7) est fini. Le &sultat ci-dessous &é proue
dans [31].

Proposition 2.4. L'infimum (2.7) est atteint (et par coaguent est positif). De plus toute suite
minimisanteu;, admet une sous-suite qui converge faiblement dans I'espagers un certain
u réalisant cet infimum .
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Remarque 2.6.La Proposition 2.4 implique (d’ags la regle des multiplicateurs de Lagrange)
gue l'infimum (2.7) est une valeur propre principale du peohk

—Ayu = Am|u[P~*u dansR". (2.8)

En utilisant successivement I'estimatibfr de [62] quandN > p etles esultats de&gularite
de[64], on ceduit que toute solution de (2.8) (et plusrgralement toute solution de (2.1)) est de
classeC*(RY). De plus du principe de maximum de Vazquez sur chaque ij(e), on peut
déduire que la solution qui réalise I'infimum (2.7) est telle que > 0 sur R". On peut aussi
montrer, en utilisant I'identé& de Picone, que cet infimum est I'unique valeur propre principale
positive de (2.8) et que cette valeur propre est simple. A partir de maintenant on |&;ote

A1(m) = inf {/ |VulPde : uwe W et / m|ulPdx = 1} . (2.9)
RN RN

On désigne parp,, la fonction propre positive ass@ga A, (m) telle que [,y m|py, [Pdz = 1.
Il est clair que, en utilisant laéfinition (2.7) de\;(m), il n’existe pas de valeur propre de (2.8)
dans l'intervallgl0,A; (m)[. De plus)\;(m) est isoé a droite comme le montre I@sultat suivant:

Proposition 2.5. Il existee > 0 tel qu’il n’existe pas de valeur propre de (2.8) dans l'intervalle
]Al(m),)\l(m) —+ 6[.

La preuve de cette proposition pettte trouee dans [28] ( Lemme 2.3 et Remarque 2.1)
(cf. aussi [5, 27, 31, 36]). Notons que le fait que nos peidst n soient localement boés n’af-
fectent en rien les arguments utdsdans [28].

Soit A, le spectre de (2.8) constiudes valeurs propres positives. On aésuitat suivant :

Théoreme 2.1.L’ensemble/\; est ferne.

Preuve Soit(\;) une suite celements de\. telle que\, — A. Onveut montrer que € A
Notons paru, € W la suite de fonctions propres assesa \,. L' équation variationnelle de
(2.8) permet ckcrire

/ |Vu|P~2Vup Vwdr = /\k/ m|ug|P*upwdr pour toutw € W. (2.10)
RN RN

Enprenanty = uj, ona: [,y |Vug[Pde = A [ox m|ug|Pdz. On pose alorsy, = wy,/( fpx m|ug|Pdz)'/?
eton afRN |Vu|Pde = N\ . Puisque par hypo#ise), converge vers , fRN |Vui|Pdx est bor.
De plus [,y m|v|[Pdz = 1, ce qui implique que,y ma|vg[Pde < [ my|vg|Pda.

L'in égalie de Hlder permet cBcrire

/ o Pdz < |l o]l 2.
]RN
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Si N > palors on as’ = px et I'inégali€ precedente devient

/ m1|vk

et on ceduit que |,y m1|vg[Pdx est bor. Par consquent|, y mo|v,|Pdx est bor.
De méme siN < p on a, en utilisant 'injectiod? — W1'2(RY) — [P (RV),

o < Al s f[orl 10 ey

/RN mafoplPde < |lma[s||vkl e < Bllma sl o[y -

Puisque, v m|vy[Pdz = 1, on deduit, en utilisant la Proposition 2.3 (avec = n) et la Re-

marque 2.5, que:
/ |vg|Pdx < C’/ |V [Pz,
RN RN

oullwioges) < (14 C) /N Ty P
R

et donc

D’ou ||vg||w1ery) €St bor. Par consquent(, v mq|vy|Pdx et [y mo|vy[Pdz le sontegalement.
Donc dans tous les cds;) est bor@e dandV . Il s’en suit qua une sous-suite @sv;, converge
vers un certaim faiblement dangl” et fortement dang? (m,,RY). Faisons remarquer que 0.
En effet commeyf,, v m|v;[Pdz = 1, on ceduit en utilisant le lemme de Fatou que

meo|v|Pdx < liminf ma|vg|Pdx
RN RN

= lim(—1 +/ my|vg|Pdx) = =1 + my|v|Pdx.
RN RN

Par congquent(, v m|v[’dz > 1 et la conclusion s’en suit.
Par ailleurs on éduit de (2.10) que

/ |Vor P2V, Vwdr = )\k/ m|vg [P 2vpwdz. (2.11)
RN RN
En posantv = v, — v; dans léquation (2.11)on a:

/ Vg [P 2V V (v, — vy)de = /\k/ m|ve [P~ ?v (v — v;)dx
RN

RN

/ (Vo [P2VuV (v, — v))de = )\l/ m|v [P~ (v, — vy)de,
]RN

RN
ce qui implique

/N (IVuRP2 Vo, — [V [P7Vuy) V(v — v)da
R

= )\k/ m|vg P 2o (v — vi)dw — /\z/ m|vl\p’2v(vk —vy)dx
RN RN
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et alors en utilisant la monotonie de la fonctior> |¢[P~2¢, on a:

0< / (|Vvk!p_2Vvk — |Vvl]p_2Vvl) V<Uk — Ul)d;p
RN

= )\k/ m (Jog[P" vk — [P0 (vk — vr)da (2.12)

]RN
+(Ap — )\l)/ m|v [P0, (v — vy)da
RN
< )\k/ my (]vk]p’%k — \vl]p’%l) (vg — vy)dx
RN

+[ A — N / |m| vy P~ Jop — v|da
RN

On va montrer que le membre de droite de la dairegali€ tend vers 0 quank,l — +oc .
L'in égali€ de Hlder permet cEcrire:

1/p' 1/p
/ il [onf e — wilda < (/ \m|]vl|pdx> (/ im] [ —Ul|pdx) |
RN RN RN

Comme [~ m;|v[Pdz est bor@ pouri = 1,2, alors il en est de @me pour |, |m||v[Pdz et
S~ Im|vg — v [Pdz. Donc |\, — Ni| [on [m|vP~ o, — vlde — 0 quandk,l — +oo.
Par ailleurs, en utilisant toujours l'agali€ de Hlder on a:

/ ma ([ox]P" 2o — |ulP"?0) (v — v)da
RN
< / my|vg|P " oe — vl dx + / ma v P ok — vi|da
RN RN
-1 -1
< 10kl vy + 10110 vy | 1108 = oo, 3.
Puisquev;, converge vers dansL?(m,, RY) alors on @duit que
/ my (]vk\p’%k — |vl\p’2vl) (v —v)dz — 0
RN
et par consquent
/ (|Vvk|p‘2Vvk — |Vvl|p_2Vvl) V(v —v)dx — 0.
RN
En utilisant I'inégalig (cf. [57])

C—nl? < d{(CP2¢ = P2 n) (¢ —m) Y2 (CP + Inlr)"" (2.13)
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pour tout(,n € RY; avecd = d(p),r = psip €]1,2[ etr = 2 sip > 2 et I'inégali€ de Holder
on a:

r/2
/ Vo, — VuylPde < d {/ (|Vur|P 2V — |Vu P2 Vo)V (v, — 'Ul)dx}
RN RN

1-r/2
{/N(\Vv;#’ + \Vvl|p)dx} :
R

Il s’en suit queVv, — Vo dansLP(RY). Par ailleurs de (2.12) oréduit que

0< )\k/ ma ([oxP" v, — |uP0) (v — v)da
RN

< A\ /N ma ([ox]P" 2o, — o 0) (ve — v)dz + (A — \) /N m|v P20, (v — vp)da
R R

Par le néme calcul que @redemment on montre que
/ ma (|vk[P" v, — |u|P 1) (ve — v)dz — 0
RN

puis on aduit en utilisant (2.13), qu§RN ma|vgy — v|Pde — 0. D’'ou v, — v dansW. Par
passage la limite dans (2.11) on a:

/ V[P~ 2Vo.Vwdr = /\/ m|vP 2vwdr Y w € W
RN RN

c’esta dire quev est une solution (non triviale) faible de (2.8) asgeéi la valeur propre. D’ou
Ae AT O
P

Remarque 2.7.0n peut montrer, d’'une maéie analogue que si satisfait les hypotlseq H, ),

(H,), (Hs3) et (H,4)" alors le spectre de (2.8) contenant les valeurs propkésgatives est ferén
Dans ces conditions on a alors tout le spectre qui est &rar contre siV < p, en raison

de la cecompositionn = m; — ms, ’hypothése(H,) n’est pas @rifiee par le poidg—m) et

donc le gésultat du tkoreme pecedent ne peut pastre geréralise a tout le spectre. De plus

les résultats de non existence de [16] et [52] permettent d’affirmer qu’il n’existe pas de valeur
propre principale @gative lorsqueV < p. L'existence d’autres valeurs propreggatives dans

ce cas peécis n’est pas claia notre niveau.

En utilisant la tleorie de Ljusternik-Schnirelman, on peut monter I'existence d’'une suite de
valeurs propres tendant versc (voir le chapitre 3 pour plus deathils). De tout ce qui j@icede,
on peut alors dfinir la deuxeme valeur propre de (2.8) comragant

Ao(m) :=inf{\ € R, X\ valeur propre de (2.8) et > A\;(m)}.

Comme nous le verrons plus loin, cet infimum est atteint.
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2.4 Construction d’'une valeur propre non triviale

Dans ce paragraphe on coresiel le probkme (2.1) danR” et les poidsn etn sont suppass
satisfaire les hypottseq H, ), (H,), (Hs) et(H,). On cherche les solutions non triviales de (2.1)
dans un sens faible , c’eatdire les fonctions € W\{0} telles que:

/ |VulP2VuVudr = )\/ [m(ut)P~t —n(u" )P ode Vv eW. (2.14)
RN RN

Comme rappé dans le paragrapheguedent pour Equation (2.8) mais aussi valable pour
I’équation (2.1), les solutions de (2.8) sont de class&R” ).

On cherchea pesent les\ > 0 pour lesquels (2.8) admet au moins une solution. Il est clair
que l'équation (2.8) aves > 0 admet une solutiom ne changeant pas de signe d&{5si et
seulement sk = \;(m) ou X = \;(n). De plus, en prenant= «* ouv = v~ dans (2.14) (avec
u* = max{=4u,0}), on voit que si (2.1) admet une solution changeant de signe&aresvec
A > 0, alorsA > max{A;(m), A;(n)}. Le but de ce paragraphe est de prouver I'existence d'une
solution de (2.1) qui change de signe d&is Notons que I'hypotbse(H3) est recessaire pour
que (2.1) aved > 0 admette au moins une solution qui change de signe ®ains

Nous allons utiliser une approche variationnelle pour prouver I'existence de telles solutions.
Pour cela, dfinissons les fonctionnelleset B, ,, sur 'espacél’ par:

() = /R IVuPdr et By () = /R m (Y + n(u=)dz

N

Ces fonctionnelles sont échet-diferentiables et on a:

< J'(u)w >:p/ |VulP?Vu.Vudr et
RN

< By, (u)v >= p/RN [m(u™)P~ — n(u )P Hode,

pour toutu,v € W. Ici < , > désigne le crochet de dudientrell et son dual.
On consi@re la varéte cefinie par:

My, ={ueW; B, ,(u) =1}

1 est une valeuréguliere deB,,, ,,. On noteJ la restriction deJ a la varéte M,, . Remarquons
que ¢, et (—y,) sont deuxélements del/,, .. De plus en utilisant I'nypotise(H;) on peut
construire une fonction € W telle que [,y m(u*)?dz > 0 et [,x n(u")?dz > 0, et donc
/) By ()P € My, ..

Par la egle des multiplicateurs de Lagrange,c M,,, est un point critique de/ si et
seulement si il exista € R tel queJ'(u) = A\B,, ,,(u), c’esta dire

m,n

/ |VulP2VuVude = )\/ [m(ut)P~t — n(u )P Hode (2.15)

RN
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pour toutv € . Ce qui veut dire que est solution de (2.1) au sens (2.14). De plus en prenant
u = v dans (2.15) et en utilisant le fait que< M, ,,, on voit que le multiplicateur de Lagrange

) estégala la valeur critique/(u). Donc notre prol#ime aux valeurs propres (2.1) se transforme
en un probtme de recherche de valeurs et de points critiques de la fonctiotnelle

Un premier point critique dg vient de la minimisation globale suivante :

J(u) = / \Vu+|pdx+/ |Vu~™ |Pdz
RN RN

A (m) < /R ) m(u+)pdx) ) ( /R ) n(u)pdx) '

> min{\(m), \1(n)}

v

pour toutu € M, .. De plus on aJ(u) = min{\;(m), A\;(n)} siu = ¢, OUu = —p,. Donc

©m OU—p, est un minimum global dé avec comme valeur critiquig (m) ou Ay (n).

Un second point critique dé vient de la proposition suivante :

Proposition 2.6. Les fonctions propres,, et —y,, sont des minima locaux stricts pour avec
valeurs critiques respectives (m) et \;(n) .

Preuve On fera la preuve pous,,, celle pour—yp,, étant analogue.

Supposons par I'absurde que, n'est pas un minimum local strict pour la fonctionnelle
J, c'esta dire qu'il existe une suitéuy,) d’éléements de la vagte M, , telle quew, # ¢,
up — o, dansi et j(uk) < M\ (m). Remarquons d’abord que. change de signe dafis".
En effet commey;, — ¢, dansW ety,,(z) > 0 pour toutz € RY, alors pourk suffisamment
grandu; > 0 quelque part danR”. Si on suppose que,(z) > 0 pour toutr € RY on aurait:

J(ug) = /RN VuglPdz > A(m) /RN mlus Pz = Ay (m),

puisqueuy, € M,,, etu, > 0 (inégali€ stricte cany, # +¢,,). Ce qui contredit 'nypotbse

faite sur la suiteuy: J(uy) < Ai(m). Doncu, change de signe dafs" etw; # 0 pourk
suffisamment grand. De plus on a:

J(ug) = /]RN \Vu,f [Pdz + /]RN |Vuy |Pde < Ai(m) = Al(m)/ [m ()P + n(u, )P]dz.

RN

Ce qui implique :

/ |V, [Pdx < /\1(m)/ n(uy )Pdz, puisque/ |Vu; Pdz > )\l(m)/ m(u; Pdz,
RN RN RN RN

et donc

e < /RN n(uy )Pdz/ /]RN |V, [Pdz. (2.16)
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On pose alorsy, = u; /([pn |Vuy, [Pdz)'/? et Q; = {z € RV ; u(x) < 0}. On céduit de (2.16)

que:
1
< Py =
oy < [, ey /

e Si N > p, de linjection deD*?(RY) dansL?" (R") on deduit que||vk||pr«(RN}V < A
puisque||vi|| preoryy = 1. Ici le réel A désigne la constance dans l'injection Bé?(R") dans
LP" (RY), définie dans le paragraphe 2. Par ailleursdgali€ de Hlder permet dcrire :

< Pdr <
s < [ mi)de <o

k

n(vk)pdxg/ ny(vg)Pde.

QE

re@ 1okl o oy < APl s oy

donc

1
L) =2 AP (m) £ (2.17)

On choisitay > 0 suffisamment grand tel qq@myzswgo) < ¢°/2, avecB:, = R\B¢ (o)
('existence du &elay est justifee par le fait quer; € L*(RY)). L' équation (2.17) entfae

|74

e® < ny ‘Zs(gg) = ||n] sLs(Q;mBao) + [[na] zS(Q;ﬂBao)
S Hnl| is(QI;mBaO) + Hnl‘ iS(BgO)’
donc
68
|74 SLs(Q;mBao) Z 5 (2.18)

2
D’autre part, de I'hypotlse(H,) on a:n; € L (RY) donc

loc
m1(@)] < [l gy < il V2 € Q5 0 Bay,

S

3

d'ou |, N By,| > = ¢ > 0 pour toutk € N. (2.19)

2l 5oy

Puisqueu, — ¢, dansL?(B,,) ety,,(z) > 0 pour toutz € B,,, on céduit que
lim [{z € By, ; u(z) <0} =0.

k—+4o00

Mais ceci contredit Bquation (2.19) .

e Si N < pon atoujours l'iregalié

V< Al(lm) S/Q

PuisqueB,, ,(vx) > 0, on peut utiliser la Proposition2.3 pougduire que

n(vk)pd:vg/ ny(vg)Pdz.
k &

/ |vg [Pdz < C’/ |Vug|Pdx, ou C = C(my,mz,n1,n2,N,p,No).
RN RN
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Ainsi Hkang,p(RN <1+C.
Par ailleurs I'iregali€é de ldlder permet ccrire :

< Pdr <
o < L m)e < o

k

L3(95) ||vx] |LP5'(RN)

et commeVP(RY) — L4(RY) pour toutg > p, on en éduit que

1
/\1(m)

< (14 C)B"||n4|

Lo (@)

1
cro—y > :
@) = Br(1 4+ C)\(m)
La suite de la @monstration est analogue au ¢és> p traité ci-dessus. U

Donc ||n]

Pour trouver un troigime point critique de la fonctionnellg nous allons utiliser la version
du theoeme du col de la montagne sur une &tiride class€! rappeée dans la Proposition
1.11 du chapitrel pour le casid&’ = W, f = J etg = B,,,,. Mais tout d’abord nous allons
prouver deux &sultats peliminaires qui concernent la condition de (PS) et éametrie de la
fonctionnelleJ au voisinage des minima stricts locapy, et —y,, .

Lemme 2.4. La fonctionnelle/ satisfait la condition de (PS) sur la véte M, 1.

Preuve Soit(uy;) une suite de (PS) dand,, ,,, c’esta dire queJ(u;) borré et||.J’ (u;)||, —
0. Ce qui implique )

J(ux) estbore

1
(D /N |Vur P2 Vu, Vudz | < e |v||w
R

pour toutv € Ty, (M, ) avecklim er = 0. Nous allons montrer dans un premier temps que la
— 400
suiteu,, est bor@e dans¥’. Pour cela distinguons deux cas:

Premier cas Si N > p
J(uy) étant bor@ par hypotkse, alorsy, est bor@ dansL?” (R"Y) puisqueD'?(RY) —
LP"(RY). De plus d’apes I'inégalié de Hdlder, on a:

[ il < s sl vy
]RN

donc [, x mq |ug[Pdx est bor@. Il en est de @me pour(, v ni|ux [Pdz. Par ailleurs comme,,, ,, (ux) =
1, alors on @duit que

min(a, 1) mo|ug [Pdx S/ mg(u;)pdx—i—/ no(uy )Pdx
RN RN

RN

=1+ /RN [ma (w)? + na (uy )Pda.
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DonchN mo|ug|Pdx est bor et alorguy) est bore dandV .

Deuxieme casSi N < p
By,.n(u) = 1, alors d’apes la Proposition 2.3 on a:

/ |uk|pdx§C'/ |Vug|[Pde.
RN RN

Donc (u;) est bore dansiV*(RY) et aussi dang.¢(R") pour toutq > p. De plus, d’apes
I'in égali€ de Hlder on a:
[ milueds < flml
RN
donc [, v m1|ui|Pdz est borge. La suite du raisonnement est analogue au premier cas.

On céduit de ces deux cas quey,) est boriee dandV'. Par conéquent(uy) converge vers
un certainu ( & une sous-suite s ) faiblement dan#/, fortement dand.?(m,R") et dans
Lp(TLl,RN).

Dans la suite de la@monstration, on conside le casV > p (on peut utiliser un argument

similaire pour le casV < p).
Remarquons que si € W, alors(w — ag(w)uy) € Ty, (M, ) OU

ouw) i= [ mlaf = (o P uds.
RN
En posant = (uy — w;) — ag(ux — u;)uy, dans(l) on a:

/]RN (VP 2Vur V (up — wp)de = tk/ [m(uf )P~ — n(uy )P~ (up — w)dx + 0(c),

RN

ol on apo8iy := [, |Vug[Pdz. Ce quiimplique

0 < / (|VurP>Vuy, — VP2V V (uy, — up)dz
]RN

S R 3 U T p A (T s R Uy e (e

RN RN
+ (tx — 1) /RN [m ()P~ — n(u )P (up — w)de + 0(gg) + 0(g;)
< tx(Ly + o) + [te — ti| I3 + 0(ex) + 0(gy), (2.20)
avec
=1, mal ()" = ()P (wg — up)de

B= [l ) Y = w)de

B [ty =y = s
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Notre objectif est de montrer que le membre de droite dans (2.20) tendérersuandk,! —

+00.
En utilisant I'inégali€é de Hlder on a:
—1 -1
L < [||Uk||12p(ml7 RN) + HulHIzp(mh RN)]HUk - ul”LP(ml, RN)

et puisqueu, converge vers dansL”(m;, RY), on ceduit alors qud; — 0 quandk,l — +oo.
Par le néme argument on montre qéie— 0. Un simple calcul, en utilisant I'iegali€é de Hdlder,
permet de montrer qui est bor@. Commet;, — t;) — 0, il S’en suit que

/ (|Vur|P 2V, — [Vu|P~2Vuy)V (ug — w)dz — 0.
RN

En utilisant I'inegalie (2.13) et l'iregali€ de Hlder, on @&duit que

r/2
/ |Vur — Vy|Pdx < ¢ {/ (|VurlP 2V — [V |P~ 2V V (ug — ul)dx}
RN RN

1-7/2
{/ (IVug|? + |Vul|pdx)}
RN

et alorsVu, — Vu dansL?(RY). De plus , de (2.20) on a
0 < /R (Yl [V V)V (o~ )
<o [ ity = e - s
Hk/: nl—(u )P~ 4 (u )P (g, — wp)dae

N

+(tk — t,)/ [ )P~ = n(u; )P (up — w)de 4 0(er) + 0(ey).
]RN
Ce qui implique
0 < tk<11 + [2) + (tk — tl)[5 — tk/ mg(]uk]p_Quk — \ul|p_2ul)(uk — Ul)dl’ + O(a’fk) + 0(51)
RN

c’esta dire
0 <t m2(|uk|p_2uk — |ul|p_2ul)(uk — w)dx
RN
< tk(fl + ]2) + (tk — tl)lg + 0(5k) + 0(65).
D’apres ce qui peeedety, (I + I3) + (tx — t;)I3 — 0 quandk,l — +o0. De plus
lim ¢, = lim |Vuyg|[Pdx :/ |Vu|Pdx # 0
N RN

k—-+o00 k—-+o00 R



2.4 Construction d’'une valeur propre non triviale 37

puisquell’ ne contient pas de fonctions constantes non nulles.&nitlalors, par passagda
limite dans I'irégalié precedente, que

/ mo (|urlP2up — | P~ (up — wy)dz — 0.
RN

Les inegaliés de Hlder et (2.13) permettent de conclure q@@ malug — w[Pde — 0. 11s’en
suit alors ques, — u danslV. )
Par congquent la fonctionnelld est de Palais-Smale sur la \&téi M,,, ,,. O

Le second lemme se&mon@ dans un cadreggéral sur la va@te M de (1.10).

Lemme 2.5.SoitE,g,M, f et f consideres dans (1.10). Soit, un minimum local strict pouy,
c’esta dire pour un certairg, > 0 . )

fluo) < f(u)
pour toutu € M avecu # ug et ||u — ug||p < €. On suppose qug satisfait la condition de
(PS) sur)M. Alors pour toute €]0,¢5[ On a:

f(uo) < inf{f(u) cu € M et|lu—ugllg = €}

Preuve Elle peutétre trouwe dans [8] qui est une adaptation partielle d@sultat similaire
de [40] dans lequel on a une situation analogue mais sans contraintes. La preuve utilise principa-
lement le principe variationnel de Ekeland. O

On est alors en mesure d’appliquer lédeme du col de la montagne de la Proposition 1.2 .

Théoreme 2.2.0n consi@re 'ensemblé’ := {y € C([-1,1], M,, ) : v(—1) = ¢, €ty(1) =
—pn }. Alors

c(mmn):=inf max J(u) (2.21)

vel uey([—1,1])

est une valeur critique dé, avecc(m,n) > max{\;(m), \(n)} .

Preuve La condition de (PS) et I'hypoéise gonetrique sont satisfaites d’'ags les lemmes
2.4 et 2.5. 1l ne nous reste plus qumontrer que™ # (. Pour cela il suffit de construire un
cheminy dansiWW qui relie,, et—y,.

Soitu € W telle que [y m(u)Pdz > 0 et [,y n(u”)?dz > 0 (I'existence d'une telle
fonction est assée par I'hypotse(Hs) ). On reliew au™ par la combinaison convexe :—
ut —tu” =tu+ (1 —t)ut ; t e [0,1], puis deu™ on vaa p,, par le chemin — [t(u™)? +
(1 — t)¢P VP, En utilisant le fait quef,n mek,dz > 0, il est facile de voir que le chemim
ainsi construit reliant a p,,, satisfaitB,,, ,,[v:1(t)] > 0 pour toutt € [0,1]. On pose alors

72(t) = 1)/ Bualn (01" = (1)) mn

pour avoir un chemin dan¥/,, ,. De manére analogue on construit un cheminqui relieu a
—p,. EN mettant tout ensemble, on obtient un chemin ddps, qui reliey,, a —g,,. O
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2.5 Premiere valeur propre non principale

Nous avons vu dans le paragraphégdent quenin{\;(m), A\;(n)} etmax{A;(m), A;(n)}
sont les prengres valeurs propres positives de (2.1).

Le but de ce paragraphe est de montrer que la valeur non principale construite en (2.21) est
la prochaine valeur propre positive de (2.1). On &kultat suivant:

Theoreme 2.3.Le probEme (2.1) n"ladmet pas de valeurs propres dans l'intervalle
Jmax{Ai(m), Ai(n)}, c(m,n)|

Pour la preuve nous allons utiliser le lemme ci-dessous (dont la preuveepeutrouee
dans [8]) qui garantit I'existence d’'un point critique dans une composante d’'un ensemble de
sous-niveau .

Lemme 2.6.SoitE,g,M, f et f definis comme dans (1.10). On suppose fjast borrée inErieurement
dans)M et qu’elle satisfait la condition de (PS) s . Soitr € R, on consi@re I'ensemble

O={ueM, fu) <r}
Alors toute composante non vidg de © contient une point critique dé.

Donnonsa pesent la preuve du Boeme 2.3. Notons que la preuve ci-dessous est partielle-
ment differente de celle correspondante dans [9]. La diffec@sulte au niveau de la construction
de certains poids auxilliaires.

Preuve On suppose par I'absurde I'existence d’'une valeur propde (2.1) avec\ €
| max{;(m), \;(n)}, ¢c(m,n)|. Notre but de de construire un chemin darsur lequel/ restera
inférieur ouégala A, ce qui contredira laé&finition (2.21) de:(m,n).

Soitu € M,,, le point critique deJ assodt a \. On sait que: change de signe daifs'. En
prenanty = vt ouv = «~ dans (2.14) on a:

0 </ |Vu+|pdx:/\/ m(u)Pdr et 0 </ |Vu_|pdx:/\/ n(u”)Pde. (2.22)
RN RN RN RN

On construira ce chemin en plusiel@s®pes en prenant pour point depdrtu. On pose
premerement = ut /B, ,(ut)"? = (u*),,,, €t on considre le cheminy, reliantu av:

1(t) = [tu+ (1 —t)ut],, te][o]1].

En utilisant (2.22), il est facile de montrer que(t) est bien éfini et est dand/,, ,,. De plus
on a.J(v.(t)) = A pour toutt € [0,1]. De la méme margre on construit un chemin joignant
ua(—u")mn, qui est contenu dans/,, ,, et tel queJ~ prend la valeur\ sur ce chemin. Nous
allons montrer comment on peut construire un autre chemin quij@nt,, qui seraa un niveau
inférieur ouégala \. Une construction analogue permet de joingre ™), ,, 8 —p,. En mettant
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tout ensemble on obtient alors un chemin daf)s,, joingnanty,, et —y,, et sur lequel restea
un niveau inérieur ouegala \.

Pour construire le chemin reliang y,,, on consi@re la vare® M,,, = M,, ,,. Commev > 0
etv € M,,,, alorsv € M,,. Les points critiques de la restriction dea 1/, sont les solutions
normaliges de (2.8). Comme> 0 dansR” et s’annule sur un ensemble de mesure strictement
positive,v ne peut pagtre un point critique de la restriction dea M,,,. |l existe donc un chemin
p ] — e.e[— M,, de class&’" tel quep(0) = v et L[ J(p(t))]|:=o # 0. On peut alors, en choisis-
sant la direction vers laquellé décroit, se éplacer sup dev a un pointw tout en restant dans
la variéte M, eta des niveaux irfrieursa \, excepé le point originev ou J(v) = A. Notonsp,
cette portion de chemin et posongt) = |p:(t)|. Le chemimy, reliev a|w|; commep, est dans
M,, ety,(t) > 0 alorsy, estun chemin dank/,, , tel queJ(12(0)) = J(v) = A etA(y(t)) < A
pour les autres valeurs de

On cefinit maintenant la suitey ), pour0 < e < 1, par

fm sim <0
Me) = EMy — Mo sim > 0.

On am@y =metm™* # 0, m < 0 etdoncm™ = 0. Par congquent il existe, €]0,1] tel que

- Z0 pour gp < ¢
@) e=0 pour 0 < e < gg.

Notons quen.) < m pour touts €]0,1].

En utilisant le Lemme 2.7 ci-dessous, on peut extraire de la suitg) une fonction/ =
Iy — [, telle quem,l vérifient les hypoteses H,),(H,), (Hs) et(H,). De pluson a\; (/) > X et
[ < mdansR". On fixe unc. Considerons la vagie M,, ; et le sous-ensembt@ de M,,,; définit
par:

O={ue M, Ju <A}

Il est clair que|w|,p,, € O. On s’interesse aux points critiques dedansO. On aJ(p,,) =
A(m) < AetJ(g) = M(l) > A Donc,, est le seul point critique de la restriction dea
M,,; dansO. En appliquant le Lemme 23&la composante d@ qui contient|w| et en utilisant

le fait que tout ouvert connexe d’'une \@td est connexe par arcs, on obtient un chemidans
O reliant|w| a¢,,. Par ailleurs, par le choix de la fonctiénon a:

[, miards = [ im0y +ms @i = [ mGE 07 + 105 @Flds =1

Donc le cheminy, tel que

[73(1)]

([, mhutopas) "

Y4(t) = (93(t))mm =




2.5 Premiere valeur propre non principale 40

est bien éfini et est dand/,,, ,,. De plusy, joint |w| a¢,, eton a

J((t)) = fw [Vys(t)Pd

< / Vs (t)Pde < A,
mlys(t)|Pde TR

puisqueys(t) € O. On a ainsi construit un chemin qui joiata ¢,, et qui restea un niveau
inférieura A. Une cemarche analogue permet d’avoir un autre chemin joignant o,, tout en
restanta un niveau irérieura \. O

Comme consquence directe du Eoeme 2.3 (aveen = n), on obtient la caraétisation
variationnelle suivante de la deéxne valeur propre dp-Laplacien avec poids dafis" .

Corollaire 2.1. On a

Ao(m) = inf  max / |VulPdz,
RN

v€lo uey([-1,1])

oul'y = {y € C([-L1], M) : ¥(=1) = ¢, €ty(1) = —pn} .

Lemme 2.7. A\ [m)] — +oo quands | &.

Preuve D’apres la @finition de la premére valeur propre positive on a:
L melenode [ emi = ma) o, e
_ RN < RN

/ |v90m(5) Pdx / ’vﬁpm(g) Pdx
RN RN

En utilisant I'inegalie de Hdlder on a:

2.23
At[mye)] (2.23)

[ (e = ma) g P < llemn = ma)*| Py

L5 (RN) | ’@m@
On distinguera deux cas:

e Si N > palorsps’ = p*. Linjection D'?(RY) — LP"(RY) permet décrire:

’|§0m<g) Z* < A/ |v90m(g)|pd17
RN

1
Par congquent (2.23) impliqu < All(emy — mo) || . On a alors le@sultat at-
q ( ) pqm_ |[(emq 2) HL(RN)
tendu puisquésm; — my)t € L*(RY) et(em; —mg)™ | 0 quands | &.
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e SiN < p, comme/, m(g |m,., [Pdz = 1, alors d’apes la Proposition 2.3 et la Remarque

2.50na:fpx [0, [Pdr < O(€) [on [Vipm, [Pda. DONC| [0 | [f1o gy < (1HC(E)) Jon [Vom, [Pda
et par conéquent

em [ pe@ny < BP(1+ C(e)) /RN Vo, [Pdz.

On céduit alors que

1
Al[m(a)}

et la conclusion s’en suit comme dans le premier cas. O

< BP(14 C(e))||(emq — ma) ™| s wny

Corollaire 2.2. Les valeurs propres; (m) et \;(n) sont isoées dans le spectre de (2.1).

Remarque 2.8.De la preuve du Teéoreme2.3, on &duit que siv € M,, ,, avecu > 0 est telle
queJ(u) < p pour un certain éely, il est possible de reliex ety,, par un chemin contenu dans
M, ., constite uniguement de fonctions positives et qui se maintiegs niveaux irieurs

a u. De néme siv € M,,, avecv < 0 etJ(v) < p, on peut joindrev a —¢p,, par un chemin
constitle uniqguement de fonctionggatives, endirement contenu dan¥,, ,, tout en restant
des niveaux strictement &rfeursa p .

Nous allons conclure ce paragraphe avec certaines pteprile la valeur propre(m,n)
comme fonction des poids etn. La carackrisation variationnelle suivante de la valeur propre
c(m,n) qui est un peu difrente de celle do@e en (2.21) jouera un grandle a cet effet.

Proposition 2.7.
c(mmn) = inf max A(u) (2.24)

vel'1 uey([-1,1])

oul’y :={y e C([-1,1], Mimn) : v(—=1) > 0ety(1) <0}.

Preuve Désignons pafi le second membre de (2.24). Oi'a_ I'; et alorsc(m,n) > d.

Supposons par I'absurde qde< ¢(m,n). Soitpy € R tel qued < p < ¢(m,n) et soity € 'y
tel que J(y(t)) < w pour toutt € [—1,1]. Nous allons construire un chemin € T' tel que
J(71(t)) < w pour toutt € [—1,1], ce qui va contredire laéinition (2.21) de:(m,n).

Commey(—1) > 0 et J(vy(—1)) < u, alors d’apes la Remarque 2.8 on peut religy, et
~v(—1). De méme, toujours par la Remarque 2.8 on peut relier, ety(1). En conclusion on a
relie p,, ety(—1),vy(—1) ety(1), par le cheminy, puisy(1) et—y,,. En mettant tous les chemins
bouta bout, on obtient un chemin qui relig, et —y,, et pour lequel/ esta un niveau infrieur
ap < c(myn). O

Proposition 2.8. Soitm = my; — mg, n = ny — ng, M = My — My €tn = ny — ny. ON suppose
que les hypotlses H, ), (H-), (H3) et(H,4) sont satisfaites par les paires de poidsn etm, 7.
Simy < 1y, ng < Ny, me < ma, Ny < Ny presque partout dank”, alorsc(m,n) > c(m,n).
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Preuve On césigne pafV (resp.iV) I'espace de Sobolev&dini dans le premier paragraphe
et asso@ au poidsn, (resp.ms). Il est clair qu’on aVv c W.
Soity € T", alors

[ et @y +at @ > [ im0y + @)y = 1

RN

Donc le cheminy tel qued(t) = (v(t)),.» est bien éfini dansii et on ay(t) € I’y ¢ W pour
toutt € [—1,1]. De plus on a

[ 1vapas
Bina(v(t))

et la conclusion s’en suit. O

J(() = J(3(t) =

< / VA (0)Pdz,
]RN

Remarquons que la monotonie déerdans la Proposition 2.8 n’est pas énggal stricte. On
a une stricte monotonie moyennant certaine condition sur une fonction proprecassdei,n),
d’apres la proposition suivante :

Proposition 2.9. Sim < m,n < n et si de plus

/RN(m —m)(ut)Pdr + / (0 —n)(u™)Pdz > 0 (2.25)

RN
pour au moins une fonction propre asseea c(m,n), alorsc(m,n) > c(m,n).

Preuve On consi@re le cas 0 la premere inegrale dans (2.25) est strictement positive (on
utilisera un argument analogue si c’est la secondegiiaiie de (2.25) qui est 0). Ainsi on a

/RN m(u®)Pdx < /RN m(u")Pdz et /RN n(ut)Pdr < /RN n(ut)?dz. (2.26)

On consi@re le cheminy € I' construita partir de la fonction propre de (2.25) comme
dans la preuve du Horeme 2.3. En utilisant les notations de cette preuve, le chenest
constitile d’'une prengre partie qui est un chemin relianta ¢,, constitle par un cheminy,
suivi par un autre chemin, puis parv,. De facon similaire on a une de@xne partie qui est
un chemin reliant, & —¢,,. Notons queJ(y4(t)) = c(m,n) alors queJ(1,(t)) < c(m,n) et
J(1(t)) = c(m,n) < c¢(m,n) & l'exception du point = (u*),,,, dev, ol on aJ(v) = c(m,n).
On normalise alors le cheminpar rapport aux poids: etn:

v(t)
By a(y(t)V/P

CommeB;;, 4(7(t)) > Bma(y(t)) = 1, on en éduit que le chemiry est bien &fini et on a
A(t) € My, 5 pour toutt.

(t) =
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Donnons une estimation d&#(t)). Pour cela on distinguera deux cas en utilisant la se-
condeégalie de (2.26). Sif,y n(ut)?de < [,y n(ut)Pdz alors an( (t)) > 1leton a
J(&(t)) < c(m,n) pour toutt. Ceci implique quec(m,n) < c¢(m,n). Si fRN n(ut)Pdx =
Jan 2(u)Pdz, les némes calculs donnent((t)) < c¢(m,n) pour toutt, a Iexceptlon du
pomtv = —u"/Bua(—u")Y? ol J(v) = c(m,n). Le cheminy joint o,/ By, a(om)/P &
—¢7L/Bm7fl(—gon)1/1’. La fonctionnelle/ en ces deux points prend des valeurs strictemeatigir
ac(m,n). En utilisant la Remarque 2.8, on peut construire un chénpignanty,, a¢;, le long
duquelJ seraa des niveaux c¢(m,n) a I'exceprtion du point.

Supposons par I'absurde quen,n) = c¢(m,n). Le lemme ci-dessous, appligea la restric-
tion.J de J & la varete M, ;, permet de conclure guecontient un point critique dé au niveau
c(m,n). Par conégquenty ne peutetre que ce point critique, mais ceci est absurde puisque
change pas de signe daRs§. O

Lemme 2.8.SoitE,g,m, f,f comme dans (1.10) et soienv € M avecu # v. On suppose que
'ensembleH défini dans la Propositionl.2 est non vide et que (1.11) est satisfaite. On suppose
de plus qué: € H est tel que )

uEiIlr(l[%)l(,l]) f(u) ¢

ol ¢ est la valeur dans (1.11). Alors il existe un point critique h([—1,1]) de f avecf(u) = c.

Ainsi dans une situation de "mountain pass”, tout chemin minimisant contient un point cri-
tigue avec valeur critique
La preuve de ce lemme pegtre troue dans [8].

Notons que d’agrs la efinition (2.21), il est clair que(m,n) est homogne de égeé —1,
c’esta dire:

1
c(sm,sn) = — c¢(m,n) Vs > 0.
s

On a aussi unasultat de sous-homoggite qui sera utilié plus tard.

Proposition 2.10. On suppose que les poids,n satisfont les hypotses(H,), (H,), (H;) et
(H4). Si0 < s < 3, alors

c(sm,n) > c(Sm,n) et ¢(m,sn) > c(m,sn). (2.27)

Preuve Remarquons dans un premier temps que la paire de poids (aussi bien que
les autres paires de poids) satisfait aussi les hysets{ H,), (H,), (H3) et (H4). De plus les
"partiesm,” de ces diferentes paires de poids sont comparables au sens de I'kgesti, ),
ce qui implique qu’'un rame espac#’ peurétre utili® pour tous ces poids.

On fera la preuve pour la pregre ireégalie (un argument similaire peétre utili€ pour la
seconde iagalig).

Soitu € M,,, une fonction propre ass@a c(sm,n) et soity le chemin dans\/,, ,, qui
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relie ¢, et —p,, construit dans la preuve du &@beme 2.3. Le chemiry défini pard(t) =
(g)l/py(t)Jr — 7(t)” est admissible dans la&finition (2.21) de:(sm,n). De plus on a

I6@) =5 [ 1990 e+ [ 1950 Pl < T6(0)

avec une stricte igali€ siy(t)* # 0. Ainsi le cheminy est dansM;,, ., relie ¢z, et —p,

et se trouvea un niveau< c(sm,n) a I'exception du pointy = —u~/B,..(—u~)Y? ou il
est au niveau(sm,n). On ceduit alors que:(sm,n) < c¢(sm,n). Supposons par I'absurde que
c(sm,n) = ¢(sm,n). En appliqguant le Lemme 2.8 au chemirsur la varé® M, ,, on conclut
alors quev est un point critique de la restriction dea Mg, ,, au niveau:(sm,n). Mais ceci est
absurde puisque ne change pas de signe daks. O

Enfin, donnons unésultat de @pendance continue dén,n) par rapport aux poids: etn.
La situation est un peu compliga dans notre contexte, par rappiite qui avaietée fait dans
[9], & cause des hypatkes H,), (H,), (H3) et(H,) faites sur ces poids.

Proposition 2.11. Soitm = m; —my, n = n; — ny satisfaisant les hypoéises H,), (Hz), (H3)
et(H,). On poseny, = my, — Mok, Ny = Nap — Mok AVECTN,, Moy, Nk, No > 0, k = 1,2,...
On suppose quey, ny; appartiennené L2 (RY) N L*(RY) et convergent dang*(RY) vers

my, ny respectivement. On suppose de plusmug n.;, appartiennené Ly (R"Y) et convergent
versms, ny respectivement dans le sens suivant: pous 0,

|m2k — m2| < egpmsg et |7’L2k — n2| < erng, PP. danSRN. (228)
Alors c(my, ng) — c(m,n).

La convergence (2.28) est inhabituelle mais elle suffira plus tard pour montrer la ca@ntinuit
de la premére courbe dans le spectre de&Eiku

Preuve Faisons d’abord remarquer que, sous les hygssbk de la Proposition 2.11, les
"partiesmy” des poidsm, n, m; etn;, sont comparables au sens de I'hypeste( H,) (avec des
constantes,b independantes de). Par congquent on peut utiliser unéme espacé’.

Nous allons d’abord montrer la semi-contiruguggrieure. Soit > 0, on choisity € I" tel
quemax; J(y(t)) < c¢(m, n) + . On posey,(t) := v(t)/Bum, n, (7(t))/?. Montrons quey, est
bien cefini et que

max J((t) <c(mmn) + e (2.29)

pour k£ suffisamment grand. Une fois ceci fait, oadiiit de la Proposition 2.7 que
c(mg,ng) < e(m,n) + €.
Puisque le&els > 0 pris au é&but est arbitraire, on conclut que

lim sup c(my,ng) < e(m,n).
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Il est clair que le chemin, sera bien dfini si B,,, ,, (y(t)) > 0 pour toutt € [0,1]. Pour
montrer cette dergre condition pour dek assez grands, on suppose par I'absurde que pour une
sous-suite, on &,,, ., (7(tx)) < 0 avect, € [0,1]. Pour une autre sous-suite on atyra— t, et
v(tr) — 7(to) dansiW et presque partout daiis’. On a

By, (v(te)) — B (v(t0)).

En effet
| Bingni (V(tk)) = Binn (7(t0))]

< [t @) =t @i+ [ (0 = my () lds
R R

b [ im0 - mayt P+ [ e (0 - ne (Plde (230)
R R

Montrons d’abord que les deux preameés inégrales dans (2.30) tendent vess@ quandk —
+o00. En utilisant l'inegali& de Hlder on a:

/RN [y (t)” = may ™ (to)? 1 < [lmag — mallps@m) [V (G oy

+ ()" — " (to)?|de.
RN
La conclusion s’en suit puisque € T" et W — LP(m;, RY). Un raisonnement analogue est
valable pourf, y [n1xy™ (tx)? — n1y~ (to)?|de.
Montrons maintenant qug,  [mary ™ (tx)?—may™ (to)?|dz — 0. En utilisant la @composition
précdente on a:

/ Moy ™ (te)? —may* (to)P|de < [ |mox —ma|y " (te)Pdz+ [ ma|y T (te)? — 77 (to)?|du.
RN Rn RN

Puisquey(ty) — 7(to) dansW, alors~(t,) — ~(to) dansLf(msy, RY) et par congquent
ma/Py(t,) — my/Py(te) dansLP(RY). Donc il existev € LP(RY) et une sous-suite de(t),)

(que 'on notera toujours(t;)) telles quqmi/py(tk)] < v p.p dandR¥. Il s’en suit que

ma|y " (tk)" = 7" ()] < 07+ may(to)” € L'(R") et

|mar — ma|y" () < 0P + Bmayy(t)? € Ll(]RN).

Puisquemns |y (tx)? — v 1 (to)?| — 0 et|may, — ma|yT(¢,)? presque partout dafs", on conclut
en utilisant le teoreme de la convergence dora@que |y, ma|y* (ty)? — v (to)?|dz — 0 et
Jan [max — ma|y* (ty)Pdz — 0. Par congquent/, y [mory™ (tx)? — may ™ (to)?|dz — 0 et ainsi
By (7(tk)) = Bmn(v(t0)). On ceduit queB,, . (v(tp)) < 0. Mais ceci est absurde puisque
vel.
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Montrons maintenant (2.29). Pour cela on pasex; J(v(t)) = J(yx(7x)) et on suppose
par absurde que pour une sous-suite on a

J(ve(%)) = e(m,n) + €. (2.31)

En utilisant les mes arguments quegedemment, on montre ca’une sous-suite @s on
a7, — 7o et By, (V(1k)) — Bma(v(10)) = 1. Par congdquent, en utilisant (2.31), on a
J(v(10)) = ¢(m,n) + ¢, absurde d’ags le choix du chemin.

Pour montrer la continuét inferieure, on suppose par I'absurde gu'il existe une sous-suite
de c(my,ni) note encore:(my,ny) telle quec(my,nk) — c¢o avecey < c¢(m,n). On césigne
paru, € M, n,. la fonction prpore assaee a c(my,nx). Nous allons d’abord montrer que
uy, est bore danslV. Il est clair, en utilisant BEquation erifiee paruy, quefRN |\Vug|Pde =
c(my,ng). Par conéquentfRN |Vug|Pdx reste bor@ et il en est de @me pour les irégrales
Jan mag|ugPdz et [y niglug|Pdz. (Ici on utilise les injections rappeés plus haut et la Propo-
sition 2.3 siN < p). Il restea montrer quqRN me|ux|Pdx est aussi bo@ Pour cela on part de
I'hypothéseB,,, .. (ux) = 1, et en utilisan{ H,) et (2.28) on a:

(1 — &) min(a,1) /RN mo|ug|Pdz < (1 — &) [/RN ma(u))Pdz + /RN ng(u,;)pdx}

< ka(u;)pdx—l—/ nag (uy )Pdx
RN RN

< mlk(u;)pdx%—/ nyg(u)) )Pdz.
RN RN

Donc fRN me|ug|Pdx est bor, et par corsquentu,, est bor@ dansiV. Il s’en suit que pour
une sous-suite nee encore, v, — u faiblement dan$V’, fortement dand.”(m,, R") et dans
Lp(nl, Rn)

Nous allons prouver qu’on a la convergence forte ddhsOn posec(my,ni) = ¢, et on
prendu, — u; comme fonction test dans légjuations satisfaites paf etw;. Ce qui donne:

/ IVug P2 Vup V (uy, — w)dr = ck/ [ ()P~ — g (ug )P (g — w)dr,
RN

RN
et par consquent
0 < / (|VurP>Vuy, — VP2V V (up — wp)dz
RN
= e [ ml(w)PT = ()P (ug — w)da + Ck:/ = (u )P+ ()P (g — w)dee
RN RN

o) [y = o = e

e [Tl =m) ™ = (o= ) = )

(i + 1) + | — alls + aly,
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ou

I = ox mg[ (P = ()P (g —w)dz, I = /RN = (g )P+ (g )P (g — w)de,

o= [ el + ol ¥ = wlde and
R

I — / (s — mal (P~ + [ — mal (g )P e — il dr
RN

En argumentant comme dans la preuve du Lemme 2.4 on monémexis qu’on a leé&sultat
espee, c’esta dire queu, — u fortement dang?¥. Remarquons que I'hypodéise (2.28) sera
utilisée pour montrer qué, — 0.

Il est clair queu € M,,, et par passage la limite dans Equation satisfaite par;, on
montre queu est solution de (2.1) avek = c¢,. Puisque par hypolsec, < ¢(m,n), on
déduit du Tleoeme 2.3 quey = Ai(m) etu = ¢, ou biency = A\(n) etu = —¢,.
Consicerons le premier cas (un argument similaire e utili€ pour le second cas). On pose
vp = up /(Jon |Vug [Pdz)V? et = {x € RV : w(x) < 0}. On ceduit de lequation satisfaite
paru; que

1
— = / ng(vp)Pde < / nig(vg)Pdz.
Cr RN Q

Consicerons le casV > p (un argument similaire peutre utili€ dans le casv < p). Nous
allons utiliser les rames arguments que dans la Proposition 2.6. En utilisagtjilié de Hlder
on a:

1
a < ||n1kHLs(Q;)||Ul~cH]zp*(RN) < Ap””lk”Ls(Q;),

ce qui implique que pour un certain> 0 on aHnlkHLs(Q;) > ¢ pour k suffisamment grand.
De plus, puisque:;, — n, dansL*(R"), on peut choisr- > 0 tel que|[ni||7 ) < £°/2
pourk suffisamment grand, et par consequént | SLS(%) > /2008, =, NB,. Comme
ny,x converge vers,, dansLi (RY), alors on @duit de cette derare iregalie qu'il existe une

certaine constant¢ > 0, independante dé, telle que|2, | > ¢ pour k suffisamment grand.
Mais ceci est absurde puisqug — ¢,, dansL?(B,) ety,,(x) > 0 presque partout dari3,.. [

Remarque 2.9.Si on remplace I'hypotse (H,) dans la Proposition 2.11 pafH,)’, alors
I'hypothese (2.28) serait remplacer de fagon naturelle par la convergenceiglen,, dans
LN/P(RN) respectivement vers,,n,.

2.6 Spectre de Faik dans R

Soitm,n les poids éfinis dans la prergre partie et &rifiant les condition$H,), (H), (H3)
et (H,). Le spectre de Hiik est cefini comme I'ensembl& = >(m,n) des couples decels
(ov,3) pour lesquels le probme
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—Ayu = am(x)(u")Pt — Bn(x)(u )Pt dansRY (2.32)

admet une solution non triviale. Il est clair giiecontient les droiteg; (m) x R etR x A;(n).
C’est exactement pour les couples3) appartenana ces droites que (2.32) admet une solution
non triviale ayant un signe constant da®¥. Sim~ # 0 avecm € LY?P(RY) N L2 (RY) et
N > p (respn~ # 0 avecn € LYP(RY) N L2 (RY) et N > p) alorsX. contientégalement
la droiteA_;(m) x R (resp. la droiteR x A_;(n)). On noteX* = ¥*(m,n) 'ensembleX privé
de ces deux, trois ou quatre droites trivialgs.contient lesléments«,3) de > pour lesquels
(2.32) admet une solution changeant de signe. Remarquons ue g , des Esultats de non
existence de [16] et de 'hypadise( H,) , il n’existe pas de valeur propre principalegative. On
déduitégalement des proj@tes de la valeur propre principale positive quésid) € X* avec
a>0etf>0,alorsa > A (m)ets > A (n).

Le but de cette partie est@tudier lestlements de2* qui sont danR*™ x R*. On a le ésultat
Suivant:

Théoreme 2.4.Pour toutr > 0, la droite d'équationg = r« intersecteX* N (R™ x R*). De
plus le premier pointa,b) de cette intersection est dogmpar :
a = a(r) =c(m,rn) etb = (r) = ¢(m/rn).

Preuve Si(a,0) € RT x R alors(a,) € ¥* et aucurélement dex* n’est pas dans le
segmenf(0,0); («,3)] si et seulement gi(am,5n) = 1. Et commes = ra, alors ’homog@réité
dec(m,n) permet de 8duire quex = a(r) = c¢(m,rn) etg = B(r) = ra(r) = ¢(m/rn). O

En faisant varier > 0 dansR’ , on obtient une prergre courbe du spectre dedki:
C = {(a(r),ﬁ(r)), re ]Rj_} c Y n (R+ % R+)

Donnons quelques progtes de la courbé ainsi obtenue :

Proposition 2.12. Les fonctions: — «(r) etr — ((r) du Treoreme2.4 sont continues. De plus
« est strictement&kcroissantejs est strictement croissante et on a:

lima(r) =+oc0  lim [F(r) = +oo.

r—0 r—+00

Preuve La continuit des fonctions et 5 vient de la Proposition 2.11 et la monotonie vient
de la Proposition 2.10. Pour montrer par exemple @(t¢ — +oo quandr — 0. On suppose
par 'absurde que(r) reste boré au voisinage de. Alors lli% B(r) = }}B}] ra(r) = 0, absurde
puisque

B(r) = c(m/rmn) > max{A;(m/r),\(n)}
pour toutr > 0. On utilise le néme argument pour montrer q@ér) — +oo quandr — +oo.
O
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En notanto,, = lir+n a(r) etf, = lin% B(r), on remarque d'ags la Proposition 2.12 que

la courbeC est une courbe de type hyperboliqgue d&is x R dont les asymptotes sont les
droites déquationsy = o, et = B .

La suite du paragraphe sera congaer|'étude du comportement asymptotique de la courbe
C, C'esta direa la cetermination des valeurs de, et 3... Pour cela on pose

m(ut)? =1 et /n(u_)pdx >0}

= inf{/ \Vu~[Pdx : uweW, / n(u™)Pde =1 et/ m(ut)Pdx > 0}.
RN

RN RN

a= inf{/ |Vut[Pdz : uwe W,
RN

Il est clair quea > \(m) et3 > Ai(n n). Rappelons que le support d’'une fonction mesurable
dansR” est c&fini comme:supp u = RN\ O, ol O est le plus grand ouvert d&&" sur lequek:
s’annule presque partout.

Avant d’étudier le comportement asymptotique de la codrlEnoncons le lemme ci-dessous
qui nous sera d’une grande u@ipar la suite.

On consi@re le probdme aux valeurs propres
—Ayu = Am|ulP~*u dansBg(o)
u =0 surdBg(o)

ou Bgr(o) = Bpg désigne la boule ceréea l'origine de rayonk > 0. On césigne pat\p =
A1 (m,Bg) la premere valeur propre principale duLaplacien pour ce probme et paryy la
fonction propre normalée assoée, c’esta dire fBR m|er|P = 1. (Ar et g existent gacea
I'hypothese( H;) pour des valeurs suffisamment grandeie

Lemme 2.9. La valeur propre\r tend vers\;(m) et la fonction propre assoeeyr tend vers
©m dansW, lorsqueR — +oc.

Preuve On utilisera les rames arguments que dans [39] (Lemme 5.2).
Il estévident que la fonctiopy (prolongee pard en dehors de la boulBR) appartiena W et
satisfait [, v m(pr)? = 1. Ce qui implique que

A1(m) §/ |Vo|Pdx = Ag
RN

et donc
liminf Az > A\ (m).

Soito €]0,1], puisquep,, € W, il existew € C>=(RM) telle que:

/ Von|Pde — / Volrda ‘ / malom Pz — / malolda
RN

Par conéquent
/ m1|90m|pd$—/ ma |[¢|Pdz
RN RN

IA
N | &

<

[\3|Q’n
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(Ici on a utilisé I'injection W — L?(m, RY)) Ceciimplique que [,y m|pn[Pdx — [y m|i|Pdz| <
6. Comme /[,y m|¢,[Pdr = 1, on deduit quef, v m|y[’dxz > 0. Par congquent:

/ (Vy|Pdz / IV [Pda
BR S RN ,
[ miopas [ mpyiras
Br RN

Ar <

donc pourR assez grand on a:

5 2+/ Von|Pd
2+ [ Venl C L 5/24 M(m)

Ar < v § €]0,1].
—5—1—/ m|op,[Pdx —0+1
RN
Par congéquent
é
. sS4+ A(m
REI:EOOSUP Ar < 2—5—41-(1) Vo €]0,1].
Le réelo étant arbitrairement, oréduit alors quéim sup Az < A\;(m), d’ou g — A;(m) quand
R — 4o00.
Montrons maintenant quer — ,, dansiv.
Ona:

Ap = / VeonlPda — / VoonlPdz — A (m) = / Voo Pdz
Br RN RN

et donc [, |[Ver|Pdz est bor. Par ailleurs commé, , m|¢g|Pdz = 1, on ceduit en utilisant

I'in égalie de Hlder, le differentes injections rappds dans les deux premiers paragraphes de ce
chapitre et la Proposition 2.3 (dans le @as= n), que [,y ms|¢r|’dx est bor. Par consquent

©r est bore dand/. Il s’en suit quepr converge vers une certaine fonctionfaiblement dans

W et fortement dané”(m;,R"). Donc

m1|ng]pd:1:—>/ my|¢|Pdx
RN

RN
et
/ |VolPdx < lim inf/ |Vpgr|Pde = A (m),
RN RN

c'esta dire [, [Vo|Pde < Ai(m). On conclut alors qug,y m|¢Pdz < 1 (en utilisant la
caracérisation variationnelle de la preene valeur propre; (m)). D’autre part on a:

me|o|Pdr < liminf/ meo|prlPdr = —1 +/ my|pPdx
RN RN RN
puisque

ma|pg|Pdr = —1 +/ mi|gr[Pde
RN RN
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et <pR — ¢ dansL?(my, RY), donc [,y m|¢[Pdx > 1. Par congquent/,y m|p|Pdz = 1 et alors
AM(m) = [on [VoIPda eté = ¢,,. On a donc moné que

lim/ \VrPdr = A (m) :/ |Vo|Pdx :/ |V |Pde.
RN RN RN
Ce qui implique qu& pr — Vi, dansL?(RY). De méme on a:

lim / me|erPdz = lim [—1+/ m|pp[Pdr]
N R—+400 RN

R—Yoo Jp (2.33)
= —1+/ m1\¢|pdaf:/ mo|o|Pdz.
RN RN
Il s’en suit quepr — ¢ = ¢, dansi¥, ce qui ackve la @monstration. OJ

La proposition suivante&trit le comportement asymptotique de la preraicourbe du spectre
de FLEik.

Proposition 2.13. Les valeurs asymptotiques, et 3., sont respectivemekgalesa a et 3. De
plus, siN > p,alorsa = A\ (m) et = A\ (n). SiN < p alors

(i). @ = \i(m) sisupp n* n'est pas bord eta > A\, (m) si supp n* est borreé dansR”.
(ii). B = Ai(n) sisupp m* n'est pas bord et3 > \;(n) sisupp m* est bore dansR” .

Preuve On fera la preuve pouk. Des arguments similaires permettent d’avoir le&nmes
résultats poup puisqu’il suffit d’interchanger les poids etn.

Soit («,3) € C et soitu la solution correspondante. On sait quehange de signe daiis",
donc en prenant = u™ ouv = v~ comme fonction test dans (2.32) on a:

a/ m(u+)pdx:/ |Vu™ Pdz > 0 etﬁ/ pdx—/ |Vu™ [Pdx > 0
RN RN

et par congquenta > @, c’esta direa(s) > & pour touts > 0. Par passaga la limite on
déduit alors quey,, > a. Supposons par I'absurde que, > a. Alors il existev € W avec
Jan m(vT)Pde =1, [pyn(v™)Pde > 0eta < [on [VoTPde < as. COmmea,, < afs) =
c(m, sn) Vs > 0, on (ﬁdUIt alors quefyy |VoT |Pdz < ¢(m,sn) Vs > 0. On choisits > 0 tel

que
/ Vo~ |pdx// pd:z:/ Vot |Pd.

Les fonctionsv™ etvy = —v=/ ([ sn(v de) sont deuxélements de la vagie M, .,. De
plusonaw®™ > 0 etyy < 0. On consiére le chemin éfini par

1

(tr + (1 — t)p)i/P [to™ + (1= t)vo] , € [0.1].

Y(t) =




2.6 Spectre de Faik dansRY 52

On a:

= pd - 1

Bnn0(0) = = [ mt s -

pour toutt € [0,1]. Par conéquenty est bien &fini dans)M,,, 5,,. De plus

1
p — P p 1 p p
/RN |V~(t)|Pdx P (11 {t / Vot |Pdz + (1 —t) /‘ V| daj}

1 1
=<t Vot|Pd 1—1¢t)? Vo~ Pdx 3 = Vot|Pde.
A e o [ W) = [ 9otr

Ce qui implique que

max/ \V’y(t)\pdx:/ Vot |Pde ety e T,
RN RN

t€(0,1]
c'esta dire
/ |Vot|Pdz > c(m,sn).
]RN

Ce qui est absurde puisque par hypsth
/ Vot |Pdx < c(m,sn).
RN

Dol ay = a.

On consi@re maintenant le ca¥ > p. On veut montrer qu& = X;(m). On utilsera les
mémes arguments que dans [9]. E&l consisté approcher une fonction en la multipliant par
une autre qui tend vers danszf;c”(RN), puis d’ajouter une partieagative qui tend vers.
Rappelons que I'argument utiéigoour cette construction est locale, donc applicable pour notre
cas.

On consi@re la suite de fonctiong,(x)) définie par, poutN > p

1 silz| > 1/k
ag(z) =< 2k|z| —1 sil/2k < |z| < 1/k
0 sijz| <1/2k
et pourN = p,
2 .
1— = sila| > 1/k
() = |l — 1/k si(1/k)Y% < |z < 1/k
0 si|z| < (1/k)Y°%
avecs,, €]0,1[tel que(1/k)% =1 — 1/k.
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Par un simple calcul on peut montrer que — 1 dansi,.”(RY). Soitz, € RN etu €
L2 (RY) n WEP(RY), alorsu(z)ay(z — zo) = ve(z) — u(x) dansW?(RY) et v, s'annule

dans un voisinage de,. On prend maintenant € L (RY) N 1V et on pose

Xi(z) = vp(x) — u(x) = u(x)[ag(x — z0) — 1].

On aX; — 0 dansWW, puisqu’on a la convergence dain&»(RY) et il est facile de voir que

ma| Xy |Pdz — 0.
RN
On pose alors. = ¢, et on av(z) = o, (z)ar(z — x9) — om(x) dansW, v,(x) = 0 pour
toutz € B, (z9) avecO < e < 1/k. On prendz, € supp n*. En régularisant la fonction
caracéristique desupp n* N B%ak(l’o), on obtient une fonctiom;, > 0 avecw, € C°[B., (x)]
et

/ n(wy)Pdx > 0.
RN
On pose alors
Wy,
k| lwe|lw

ur — ©, dansi¥. En normalisant.,, on obtient une fonction admissible dans &fidition de
a. De plus on a:

ur(®) = pm () ax(z — o)

a< [ 1Vuipde— [ [9pnpde = riim
RN RN

Par congquenta < A\;(m) < @, d'oua = A\ (m). On a peut utiliser le @me argument pour le
casN = p.

Notons qu’on ne peut utiliser lesémes arguments dans le déds< p a cause de I'immersion
de Sobolev dans I'espace des fonctions continues. En effétsi p on n'a pasa;, — 1 dans
Wit (RY).

Nous allons maintenant consgiger le casV < p. On suppose, dans un premier temps, que
suppnt estbor@. Montrons que& > \;(m). Pour cela supposons par I'absurde gue \;(m).

Soitu, une suite minimisante de, c’esta dire
/ m(u; Pde =1, / n(uy, )Pdz > 0 et / \Vu; [Pdz — A (m)
RN RN RN

OnadoncVu; borré dans?(R"). Comme/, x m(u} )P dxz = 1, on ceduit (d’apes la Proposition2.3)
queu; est borie dansiv!?(R") et donc dand.4(R") pour toutq € [p, + oo]. Des arguments
similairesa ceux des fedents paragraphes permettent éédudre qugu; ) est boriee dansy'.
Doncu; tend versu faiblement dangV’, fortement dand.?(m,,R") et uniformement sur tout
domaine boréa deR”. De plus on a

/ |VulPdz < liminf/ |Vu; Pdz = A (m) et
RN RN
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mo|ul? < liminf/ mo|u) [Pdz = —1 + my|ulPdz.

RN RN RN

Ce qui implique quef,y m|u[’dz = 1 et par congquentu = ¢,, etu;” — ¢, uniformément
sursupp n*. Commeyp,, > un certain: > 0 sursupp n*, alorsu > £/2 et par consquent

u, = 0 sursupp n™ pourk assez grand. Ceci enine

O</ n(uy )Pdx :/ n*(u;)pdm—/ n~ (uy )Pdx
RN RN RN

= — n (uy, )Pdr <0
RN
pour k assez grand. Ceci est absurde puisguest admissible dans la&tinition dea.
Considerons enfin le casigupp n* n'est pas bor@ et montrons qua = \;(m). Puisque
supp n* est non bor@, alors on a pour tout > 0, n* # 0 surR™¥\ Bx. Ceci, en utilisanten un
argument deé&gularisation comme dans le cAs> p, nous permet de construire une fonction
wg € C=(RY\Bg) telle quewy > 0 et [,y n(w, )Pdz > 0.

On pose alors
WR
Ur = —_ .
T Rllwrllw

En utilisant le Lemme 2.9 , on montre qug — ¢, dansWW et ug est admissible dans la
définition dea. Donc

a< [ 1Vupas— [ VeuPds = (m)
RN RN

et par congquentx = A\ (m). )
D’une manere analogue, on peut montrer ceséliéints esultats poup. O

Pour conclure cette partie donnons la distributiortdelans les autres quadrantsiRlex R.

Proposition 2.14.0n supposeNV > p etmn € LYNP(RN) N LS (RY). ¥*(m,n) intersecte
Rt x RT (respR™ x R™, Rt x R~, R~ x R") si et seulement si* etn™ sont£ 0 (respm™
etn~ sontZ£ 0, m* etn™ sont 0, m~ etn™ sontZ 0).

Preuve La condition recessaire vient du fait que gi,3) € ¥*, alors pour une solution
de (2.32) correspondante on a

0< / |Vu+‘pdx = Oé/ m(qu)pdx et 0 </ |Vu*\pd:v — ﬂ/ n(u’)pda:.
RN RN RN RN

Pour la condition suffisante, considerons par exemple le c&"de R~ (on utilsera des argu-
ments similaires pour les autres quadrants). Qn,&) € ¥*(m,n) "R x R~ si et seulement
Si(a, — B) € ¥*(m, —n) NRT x RT. Sim™ etn™ sont 0 alorsm™ et (—n)™ sontégalement
# (0. Par congéquent, en utilisant le Hoeme 2.4, on dduit queX*(m, —n) "R x R™ est non

vide. Il s’en suit ques*(m,n) NRT x R~ = (). O
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Corollaire 2.3. On suppos&V > p etm,n € LN/?(RV)N L (RY). Siles poidsn etn changent
de signe dan&", alors tous les quadrants dans le plém,3) contiennent une preraie courbe
deX*.

On peut aussetendre les@sultats de la Propositin 2.13 aux autres quadrants.

Corollaire 2.4. On supposeN > p etmn € LYP(RY) N L2 (RY) sous les hypottses
(Hy),(Hy). On suppose de plus que~ etn™ sont# 0 et on noteC—* la premire courbe
de X*(m,n) dansR~ x R*. Alors C—* admet pour assymptotes les droites;(m) x R et

R x Ai(n).

Remarque 2.10.L’étude du comportenent asymptotique de la peeencourbe n’est pas claire
a notre niveau dans le cas de petites dimensions dans les autres quadr&nisifieCeci est le
aux résultats de non existence de valeur propre princip&egative (voir [16, 3]).

lllustrons ces diférents esultats par les figures suivantes
Cas d'un domaine non borne
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r N<P avec suppri”, suppm* non bornes

B

M) a

s N<P avecsuppn™, suppm™ bomes

B
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2.7 Propriété nodale pour lep-Laplacien dansR”

Dans le paragraphe@dent, nous avoretudi le spectre de ik dup-Laplacien dan®”.
Une premére courbe de ce spectreete construiteC = {(a(r),8(r)), r € R*}. Le compor-
tement asymptotique de la courBea éte étudie. Le but de ce paragraphe esttiidier les pro-
prietes nodales des fonctions propres du peai (2.32). Rappelons qu’un domaine nodal pour
une fonctionu € C'(RY) est un sous-ensemble connexe ouvert maximélkde RY; u(z) # 0}.
Notons aussi que toute solution de (2.32) est de classg”).

SoitQ) ¢ RY un domaine nodal d’'une fonctian Nous dirons qué) est un domaine nodal
positif (resp. @gatif) siu > 0 pp dang (resp.u < 0 pp dang?). Notre objectif est de@reraliser
dans le contexte des pr@mhes (2.8) et (2.32), le #oeme de Courant pour leégions nodales
des solutions du probie

(2.34)

—Au = \u dansA
u =0 SuroA,

ou A est un domaineagulier deRY. On cesigne pa,, la suite des valeurs propres de (2.34),
obtenue par la formule de Courant-Fischer (ou par la formule de Ljusternik Schnirelman):

Ar = min max / |Vu|*dr,
Xe Gruexns Jq
ou

G = {X C Hy (), X estun sous-ensemble de dimensign

et
S={uec H;(Q): / lu|?> = 1}.
Q
Rappelons donc le #éoeme de Courant:

Theoreme 2.5.(Théoreme de Courant pour les domaines nodgux
On suppose que,, est une fonction propre, pour le pravhe (2.34), assaeea la fonction
propre \;. Alorsu,, posede au plus: domaines nodaux.

La preuve du thoeme ci-dessus utilise principalement la préfiride continuation unique
dont jouit I'opérateur Laplacien:

"Toute solution de (2.34) qui s’annule sur un sous-ensemble ouvert non vide deest
nécessairement la solution triviale.”

L'occurence d’'une telle progete pour lep-Laplacien ave® # 2 esta I'heure actuelle un
probleme ouvert.

Comme consquence directe du EBeeme de Courant, on a le corollaire suivant:

Corollaire 2.5. Toute solution de (2.34) asséeia la deuxeme valeur propre possle exacte-
ment deux domaines nodaux.
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Nous allonsenoncer le &sultat principal de ce paragraphe, qui est une adaptation du Corol-
laire 2.5 malge la non occurence de la progié de la continuation unique pourpelLaplacien

Sip # 2.

Théoreme 2.6.Soitu une solution non triviale de (2.32) avée,5) € C. Alorsu admet exacte-
ment deux domaines nodaux .

Ce resultat avaittte dgmonté auparavant dans le cas d’'un peabke de Dirichlet pour le
p-Laplacien avec ou sans poids (voir [22, 60]). Comme égnence on a:

Corollaire 2.6. Toute solution non triviale assda a la deuxeme valeur propre\y(m) du
probleme (2.8) admet exactement deux domaines nodaux.

La preuve du TRoeme 2.6 utilise le principe du maximum de Vazqgaezavers le Lemme
suivant:

Lemme 2.10.Soitu une solution non triviale de (2.32) pd@stant un domaine nodal positi?,
et deux domaines nodauggatifs(), et(2;. Alors il existe un ouvert connexy tel ques2;, 2 €1,
leQQZQOUleQ;g:@.

Preuve Puisque les poids sont localement liEsnon peut adapter la preuve de [22].

On a deux possibils: Soito); ¢ 09 ou 9, C 0Qs. Si 92y ¢ 0€,, 0On choisitr €
001\09 ete > 0 tels queB(x,e) N Qs = (). On pose alor§, = O, U B(x,e) eton ale ésultat
souhaié. SioQ2; C 09,, soientz € 99, N IN, ete > 0. En utilisant la egularie deu on a
u € CHQ N B(z,e)], u > 0surQ et—Ayu+a||m||<n,np(.) > 0avecu(z) = 0. On choisit
z tel qu'il vérifie la condition de la sgre in€rieure par rappo# 2; N B(z,c). Alors d’apes le
principe de maximum de Vazquez,.sdésigne la normale e&tieurea la splére inerieure erz
alors2%(z) < 0. Il existe dongj € {1,...,N} tel que 2 (z) # 0.

J

On consire alors I'applicationy : RY — R définie par:

{ (O(x))i =, — 2z Sii#j
(¢(2)); = u(z)

¢ est de class€’ ((RY) et¢(z) = 0. Alors d'apees le tieoeme des fonctions implicites, il existe
un voisinagel/ de z diffeomorphea V= {y € R" ; |y| < ¢} poure > 0. Posond/® = {y €
Vi =0betV={yeV;y > 0}.AlorsU = (V) = ¢~ (VO)Up (VU (V")

et d’apes la a@finition de¢ on a:

u =0 sur ¢ (V9
u >0 sur¢ (V)
u <0 sur¢ (V™)

Commez € 99, N 9N, et est un domaine nodal positif pour alors¢= (V") c Q,. De
méme on ap~ (V™) C Q, et doncU N Q3 = 0, ce qui entrine quez ¢ Q3. On a alors
z € 90,\09s. Il ne nous reste q& poser comme predemment); = O, U B(z,6) avecs > 0
tel queB(z,0) N Q3 = 0. O
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Remarque 2.11.Le Lemme reste vrai §l; est un domaine nodabgatif et(, , (23 des domaines
nodaux positifs.

Preuve du Théoreme 2.6 Soit u une solution non triviale de (2.32) asseea («, ) € C.
Alors u est solution de Bquation

—Apu = a(s)m(@)(uh)P = Bs)n(z)(u)

c'esta dire
—Ayu = c(m, sn)[m(z)(uT)P~" — sn(z)(u” )P

On posen’ = sn; le poidsn’ vérifie les némes hypotbses que le poids et on aa = [ =
c(m, n’). On peut donc supposer, sans aucune restrictionpgtes = c(m,n).

Comme obser® au @&but du paragraphe @ident la solution. change de signe dais" et
par congquent elle admet au moins un domaine nodal pdsijtét un domaine nodalagatif(2,.

Supposons par I'absurde I'existence d’un treise domaine nodakgatif(2; (on peut utiliser
un argument similaire $2; est un domaine nodal positif). Alors d’& le Lemme 2.10 il existe
Ql tel qute Ny = 0 ou Ql N Qg 0 avec(); C Ql

Supposons que; N, = § (un argument analogue pourrétre utili€ siQ; N Q3 = 0). La
fonctionwu est solution de (2.8) darig, avec condition aux limites de Dirichlet sur le bap€,
etA = a. Commeu > 0 sur; alorsa = A\;(m,);). De néme on au solution de (2.8) dans
Oy etf = A (n, QQ) Par ailleurs?; C Q,, alorsa = Al(m Q) > Al(m Ql) Il est possible de
ch0|S|rQ’ C et(, 2 o, d|510|nts et tels que, (m, Q’) < a;M(n, QQ) < (3. 0n pose

o om()  surQY,
Tl sur RN\,

b Om(Qy)  suUrQ, )
710 sur RNV\ .

/|VU |Pdx i
= A1 (n,82) < B = c¢(m,n) (2.35)

Notre objectif est de construire un chemirgui relie ¢,,, 2 —p,, et le long duquel la fonc-
tionnelle A atteint un niveau strictement #rfieura c(m,n). Ce qui contredirait la &finition de
¢(m,n). Dans un premier temps ofinit le cheminy, suivant:

() = (tv+ (1 =)o) /Boalto + (1 — ot V? = (tv 4+ (1 = t)v ) pn t € [0,1].
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Ce chemin reli€v),, , & (v"),,,. De plus on a d’agrs (2.35)
Al (1)) < e(m,n) Vit €0,1].
Le Lemme 2.7 permet d’extraire de la sui&fidie par:

1 .
— { e min(ms,ny) — max(mg,ny) Sim>0etn >0

min(m,n) sinon
un poids! de la formel = [; — I, tel quel < m, [ < netA () > ¢(m,n). On consi@re alors
la variete M, ; et on cfinit le sous-ensemble
O ={ue My,;; A(u) < c¢(m,n)}.
On a:
Alom) = Mi(m) < c(mn) < A(e) = M), (0 )mn € O.

Dans ces conditiong,,, est le seul point critique dé restreintea M, ; et ¢, appartienta la
composante d€, contenant(zﬁ)mn, qui est connexe par arcs. Notofisle chemin contenu
dansO C M,,, relianty,, a(v"),,,. Il vient que:

Brnla(t) / mla(t)Pdi = / m(s (B + (5 (6))da

> [ (0 + 1035 (0))do = 1.
Alors le chemimys(t) = (|y2(t)|)m,» €st bien &fini dans)M,, ,, et reliep,, & (v™),, . De plus on

a.
Aln(t)) = % < Alha(®)]) = A (8)) < clmon),

carys(t) € O. Donc~s est un chemin dand/,, , qui reliep,, a (v"),,,, et sur lequel n'atteint
pas le niveau(m,n). En pro@dant de la f@me margre on construit un autre chemin joingnant
(V)m.n & —@, et ainsi on obtient le chemif desigé, qui reliep,, & —y,, et pour lequeld ne
dépasse pas le nivea(n,n).
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Chapitre 3

Deux suites de valeurs propres

3.1 Introduction
On consacre ce chapitéela construction de deux suites de valeurs propres dugmrabl
—Apu = dm(z)uf’~*u dansRY (3.1)

avec le poidsn vérifiant les hypothses(H, ), (H,) et (H3) du chapitre pecédent dans lequel
nous avons mongrque les valeurs propres de (3.1) peuérd obtenues comn&ant les valeurs
critiqgues de la fonctionnelle

() = / Vupdz
RN

définie sur I'espacél et restreinte la varéte
M, ={ueW, / mluPdz = 1}.
RN

L'id ée d’essayer de trouver les valeurs critiques d’une fonctionnéflaid sur une vaéite
C' ou sur un espace de Banach, en la minimisant le long d’une famille de sous-ensembles, a
ete largement explaoge depuis le travail de Ljusternik-Schnirelman. Une approche standard pour
prouver ce type deésultat requiert un lemme défrmation sur la vaéte M, ce qui recessite
quel,, soit au moins de clasgg!!. Cette condition n’est enagéral pas ealie. Dans certaines
applications la vaéte ), est de class€ et la ceformation doittre construite avec beaucoup
de pecaution (cf. [46]).

L'approche que nous allons utiéislans ce chapitre est celle de [21] an exige cependant
a I'espace de Banach conéid d'etre uniforn@ment convexe. Cette approche utilise principale-
ment le principe variationnel de Ekeland au lieu d’'un lemme&femination. Aussi on a besoin
d’'un résultat de compaditqui est la condition de Palais-Smale.
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3.2 Premere suite de valeurs propres

Les solutions de (3.1) seront obtenues au sens faible, &'dse on cherche les solutions
u € W\{0} telles que

/ |Vu|p_2Vu.Vv:)\/ m|ulP~?uw
RN RN

pour toutv € 1. Le réel \ est apped valeur propre et la fonction est alors appék fonction
propre assoéie. Donnons une formulation variationnelle de (3.1). Pour cela on fait appel aux
fonctionnelles de classg!:

J(u) = / \VulPdx etB,, = / m|ulPdz
RN RN
définies sur la vaété de classe'!
M, ={ueW: / m|ulPdx = 1}.
RN

Alors \ € R est une valeur propre pour le prehie (3.1) si et seulement si il existes W\{0}
tel qued’(u) = AB/,(u). Pouru € M,, 'espace tangerd M,, enu not T, M, est cefini par

TuM,, ={ueW :< B, (u),v >=0}.

On note.J la restriction deJ & la varéte M,,. Nous dirons que est une valeur critique dé si
J' ()| 7,01, = 0 et.J(u) = c pour un certain: € M,, appe point critique assoéia c.

Une premére suite de valeurs critiques positives.Beient de la tiéorie des points critiques
de Ljusternik-Schnirelman sur une \&é de class€'*. L'existence d’une telle suite&te proue
dans [63] en utilisant un principe de type minimax. Donnongnon& de cette thorie dans un
cadre beaucoup pluegeral.

Soit X un espace de Banackel,g € C'(X R) telle quel soit une valeur &guliere et
M ={u € X, g(u) = 1}. On suppose qué! # () et Kerg'(u) # X pour toutu € X. On
suppose de plus queest une fonction paire et que¢ M. Un sous-ensembléd de A est dit
symétrique siA = —A. On noteF la famille des sous-ensembles fé&sret syrétriques deV/.
Pour toutA € F on posey(A) =0si A = () et

v(A) = inf{m € N*: 3h € C(AR™\{0}) eth impaire},

7(A) = +oco s'il N'existe pas de teln € N*. v(A) est apped le genre de Krasnoselski de I'en-
sembleA. Le genre de Krasnoselskii satisfait les préf@s suivantes (voir par exemple [20]) .

(P,) Pour toutk € N, S* désigne la spbre unié deR**!. On pose
O(S*,M) = {h € C(S*,M), h impaire}.

Alors pour touth € O(S*,M)  ~[h(S*¥)] > k + 1.



3.2 Premiere suite de valeurs propres 63

(P;) Continuig&: Soit K € F tel que K soit compact, alors(K) < +o0o. De plus il existe
d > 0telque siNs(K) = {u € X, dist(u,K) <} alorsy(K) = v[Ns(K)].

(Ps) Monotonie SoitA,B € F etsoitg : A — B une fonction continue. Alorg(A) < v(B).

(P4) Sous-additivié: Soit A,B € F. Alorsy(AUB) < v(A)+~(B). Side plusy(B) < +oo
alorsA\B € F ety(A\B) > v(A) — ~v(B).

(Ps) On suppose qu& = E,®FE, avecdim B, < +o0o. SoitA € FtelqueANE, = (). Alors
v(A) < dim E;. Side plusiim E; < +oco alors pour toutd € F tel quevy(A) > dim E; + 1,
onaAn E, # (.

(Ps) Borsuk-Ulam Soit £ un sous espace invariant de dimension finie. On censitien-
sembleB ={u € E : ||u|]| = 1}. Alors B € F etv(B) = dimFE.

Le résultat suivant peudtre troue dans [20].

Théeoreme 3.1.Soit® € C*'(X,R). On suppose qué est paire, inérieurement borae et satis-
fait la condition de Palais-Smale su. On pose
= inf o
LA
avec
'y = {A C M; A compact, symtrique ety(A) > k}.

Alors ¢, est une valeur critique dé restreintea M. De plus

lim ¢, = +o0.
k—4o00

Par ailleurs sic, = cxy1 = .... = ¢y = ¢ € R pour toutk > 1 et pour tout! > 0 alors

v(K.) >1+1ou
K.(®)={ue M, ®(u) =cetd’(u) = 0}.

Comme application on prend = W, J = &, g = B,, et M = M,,. La condition de Palais-
Smale est satisfaite par la fonctionnellel’apres le Chapitre 2 (cf. Lemme 2.4, cas= n). On
a alors le esultat suivant

Proposition 3.1. Pour toutk € N on pose

A = ,i?rfk 316112 J(u) (3.2)
ou
'y = {A C M, Acompact, sy@trique ety(A) > k}.
Alors )\, est une suite de valeur propre pour le préivie (3.1). De plus la suite\;) est croissante

et lim A\, = +oo.
k—+o00
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Preuve Le fait que la suité \;) soient une suite de valeurs propres pour le protd (3.1)
découle du tBoeme pécedent. Cette suite est pagféhition croissante. Si\;) est stationnaire
on auraity(K,,) = +oo d'apres le Theotme3.1. Mais ceci est absurde puisque la condition
de Palais-Smale implique quE,, (/) est compact. Par coaguent en utilisant la prog@e
(P2) du genre de Krasnoselskii onndK),,) < +oo. Par ailleurs si on suppose qu&;) est
sugerieurement borge, on aurait I'aide de la @éfinition des)\; la convergence dg;, (disons
vers\). On pose alors

Ky :={ue M,, J(u) =X et J'(u) =0}

et
JY = {u e M, J(u) < \}.

Soitd := (K, (J)). On peut choisir un voisinage sytmiqueO de K, (.J) tel quey(O) = d.
D’apres le Tieoeme A (voir Chapitre annexe) il existe> 0 etn : M, x [0,1] — M, continue,
impaire et telle que/(J**\O, 1) ¢ J*=. Par ailleurs, en utilisant (3.2) il existe € T, tel que

supJ(u) < A +e < A+e.
uchB

Par congquentB C J**¢, et on en @duit quen(B\O, 1) C J*~¢, c'esta dire

sup  J(u) < XA —e.
uen(B\O, 1)

Par ailleurs on sait que (d’as(P,)) v(B\O) > ~(B)—~(0) > k—d > 0, pourk suffisamment
grand. Par corggjuent en utilisant la prog@te (Ps), on a

v(n(B\O, 1)) >~v(B\O, 1) > k —d.
On en e@duit alors quey(B\O, 1) € I',_4. D'ou

Ae—a < sup J(u) <A —e,
uen(B\O, 1)

mais ceci est impossible si I'on choigitsuffisamment grand. O

Corollaire 3.1. On supposeéV > p etm € LS (RYN) N LYP(RY), avecm® # 0. Alors il existe

loc

deux suites de valeurs propres pour le peabke (3.1) telles que:
—0 < . <A< L <A< A <0< A< <A <40

avec), — t+oo quandk — +oo.

Remarque 3.1.Si N < p, suite au ésultat de non existence de [16, 52], nous ne sommes pas en
mesure de @duire I'existence d’'une suite de valeurs proprégatives pour le-Laplacien.
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3.3 Une deuxeme suite de valeurs propres

Nous allongnoncer un deugime principe de type minimax qui nous donnera presque toutes
les valeurs critiques de la fonctionnellerestreintea la varét M,,,. Pour cela on pose

O(S*M) = {h € C(S*,M) : himpaire}.
Donnons urenon@ de ce principe dans un cadre abstrait.

Théoreme 3.2.S0it® € C'(X,R). On suppose qué est paire et satisfait la condition de
Palais-Smale suf/. Pour toutk € N* on pose

d;. = inf d(h
b ot ) e, B(R(2))

et on suppose de plus qdg € R. Alors il existe un point critiques € M de ® restreintea M
tel que®(u) = dy.

La preuve du Thoreme 3.2 peuétre trouee dans [21]. Elle utilise principalement le prin-
cipe variationnel de Ekeland.

Comme application on posé = &, X = W, g = B,, et M = M,,. On a alors le&sultat
Suivant:

Proposition 3.2. Pour toutk € N* on pose

[t = keo(si,gflme) ax J(h(2)) (3.3)
ol O(S*,M,,) = {h € C(S*,M,,) : himpaire}. Alors (1) est une suite de valeurs propres
pour le probeme (3.1). De plug;, > \; etklixf g = 400 .

Preuve La premere partie de la Proposition 3.2 vient duétieme 3.2. Pour la deuime
partie, en utilisant la propgie (P;) du genre de Krasnoselski on a:

Y he oS M, y[h(S*1] > k.

Et commeh est paire, on a alors(S*~!) C I'y. D'ol uy, > A €t alorsklim [ = +00. O

— 400
Remarque 3.2..

(). La suite @finie en (3.3) est apped suite de valeurs propres de typeabek-Robinson.
Elle a été introduite pour la prendre fois dans [29] pour le cas: = 1 et dans un bora
Q deRY. Dans [29] cette suite &t utilisee pourétablir des Esultats de &@&sonnance et
de non Esonnance pour lg-laplacien. De rdme lesu;, ont &t utilises dans [18] pour
I’ étude du spectre de Eik du p-laplacien dans un boén



3.3 Une deuxeme suite de valeurs propres 66

(ii). Il'estclair que
A1(m) = A\ = pp = inf{ |Vul|Pde : uw e W et / m|ulPdz = 1}.
RN RN

(iii). Notonsu; la fonction propre normalige assoéea i, u, change de signe dari". Soit

A={v=suf +tu; : t,s € Ret|s?lu || + [tP]]us |l = 1},

onaA C F.De plus pour touv € A, / |Vu|Pdz = py. DONCAs < s etalorsps = g
RN
(iv). En utilisant les esultats du Chapitre2 on a:

fe = Ay = Ag(m) = inf max / |VulPdz
RN

hel ueh([~1,1])

oul' = {h e C([-1,1),M,,) : h(£1) = £p1(m)}.

Cette derrére carad@risation de la deugime valeur propre est meilleure que celle obtenue
dans (3.2) et (3.3) car il suffit de minimiser le long d’'une petite famille de sous-ensembles de la
variéte M,, pour avoir la néme valeur. L&gali€ des)\; et u, pour les autres indicefs restea
I’heure actuelle une question ouverte quang 2. Il est ai® de montrer que, = . pour tout
k > 1 pourle cap = 2. LorsqueN = 1,m = 1 etp > 1, il a &éte prou\e dans [18] que\, = 1
pour toutk > 1 dans le cas d’'un domaine b@&rnMais cette dergreégali€ reste une question
ouverte quandv > 1.
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Chapitre 4

Syseme elliptique coogeratif non lin eaire
dansRYY

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nowtudions le principe du maximum et montrons I'existence de solutions
pour le systme elliptique coogratif non lireaire suivant:

—Ayu = am(z)|ulP~2u + bmy(z)|v|Pv + f dansRY
—Ayv = cny (@) |u|*u + dn(x)|v]7?v + g dansRY 4.1)
u(z) — 0, v(z) — 0 quand|z| — +oo

aveca, b, ¢, d, a, § des constantegelles,m, m;, n et n; sont des fonctions poids dont les
proprietes seront fciees plus tardf et g des fonctions dores dans des espaces de Lebesgue
appropres,A,u := div(|Vu[P~2Vu) pourp > 1 est I'operateurp-Laplacien. Tout au long de ce
chapitre on suppose que< p, g < N.

Il est bien connu que le principe du maximum joue dferimportant dans la &orie des
equations non lieaires (cf [47, 59]). Plusieurs travaux ogie faits en ce qui concerne les
sysemes elliptiques lieaires et non lieaires. En particulier dans [32, 33, 37, 38, 39], é@
donré des conditionsétessaires et suffisantes pour avoir le principe du maximum dans le cas
d’'un domaine bor@é sous les conditions aux limites de Dirichlet. Dans [32, 33], cémeas
conditions, dans le cas d'un sgste elliptique cooratif, ont permis de prouver I'existence de
solutions. De rdme dans [34] pour le cas seméaire dan®R” tout entier, en gFsence d’une
fonction poidsp verifiant une certaine condition, une conditioacessaire et suffisanteéde
utilisée pour, d’'une part avoir le principe du maximum, et d’autre part montrer I'existence de
solution.

Le but de ce travail est deegéraliser les &ésultats de [34] (syste coopratif linéaire avec
poids dansR?) et de [14] (systme coopratif non lireaire dans un boéndeR?). Une condi-
tion nécessaire et suffisante sérgalement dorge pour avoir le principe du maximum pour
le syseme (4.1). De plus, en utilisant lagthode des sous-super solutions de [51]gtablit
I'existence de solutions positives.
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4.2 Principe du maximum

Dans la suite de ce travail, on suppose que les hgsethsuivantes sont satisfaites:

(Hy) m>0etme L;’;’C(RN) N LN/p(RN)
n>0 etneLZ(RY)NLYYRN)
(Hz) F>0; f£0 etf e Lo (RY)
(Hs) g>0;g#0 etge L(q*)’(RN)
(Hy) baCZO;Oé,ﬂZOeta—HJrl:l:EJrl
p q q P

On pose
1 p+1 1 afl
mp=mrn 9 ; Ny =NIm »

Le syséme (4.1) est dit cod@gatif sib, ¢ > 0. On note D'?(RY) = D' la fermeture de
C>°(RY) par rapporé la norme

1/p
lullore = ( [ | 1vuPas)
RN

On montre que (voir [54], Proposition 2.4)
DY = {y e L' (RY) : Vu € (LP(RV))N}.
De plus on aDP(RY) — L' (RY) et DYP(RY) < LP(m, RY) (cf [31]).

Rappelons quelquegsultats qui nous seront utiles dans la suite. On censit probdme
de minimisation suivant:

inf {/ |VulPdz : u € D'"P(RY) et/ mlulPdx = 1} (4.2)
RN RN

Il est clair que d’apes les hypotbses faites sur le poids, I'infimum (4.2) est fini. De plus
on a le Esultat suivant qui &t proue dans [31].

Proposition 4.1. L'infimum (4.2) est atteint (et par co@guent est positive). Toute suite mini-
misanteu,, de (4.2) admet une sous-suite convergeant faiblement Bafisvers une certaine
fonctionu qui réalise cet infimum .

Notons que d’aprs la Proposition 4.1 et l&gle des multiplicateurs de Lagrange, I'infimum
(4.2) est I'unique valeur propre principale positive du peshé

_ — -2 N
{ Apu = dm(x)|ulP~*u dansR ' (4.3)

u(z) — 0 quand|z| — +oo
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En utilisant les estimations> de J.Serrin, lesasultats deégularié de Tolksdorf et le prin-
cipe de maximum de Vazquez, on montre que la fonction propre &gsesi dan€'' (R”) et est
de signe constant daiis’. On notera cet infimum, (m.p).

A (m.p) ::inf{ / VulPds : ue D'P(RY) et /
RN R

N

m|uPdr = 1} :

A1(m,p) est 'unique valeur propre de (4.3). De plugm,p) est simple et is@ dans le spectre
de (4.3) (cf [5, 28]). Comme coiguence de la cardstsation variationnelle de, (m,p) on a:

Al(m,p>/ m|u|Pdx S/ \VulPdr ¥V u € D'P (4.4)
RN RN

On denote par (resp.t) la fonction propre assoeea A (m.p) (resp.Ai(n,q)) telle que
f]RN m|@|Pdx = fRN n|ylide = 1.

Les esultats suivants concernant le peahk ci-dessous oBte proues dans [31, 35].

_ — 2 N
{ Apu = am(z)|ulP~*u + f dansR (4.5)

u(z) — 0 quand|z| — +oc.

Proposition 4.2. Soit f € D~ (RY). Sim satisfait I'nypothese () et sia < \;(m,p) alors
I’ équation (4.5) admet au moins une solution dans.

Preuve On cEfinit la fonctionnelle/ sur D? par:

1
J(u) :—/ \Vu]pdx—g/ m]u|pdx—/ fudzx.
D Jry D JrN RN

J est une fonctionnelle faiblement semicontinuendure. D’apes (4.4) on a

1
/ mlu|Pdx < —/ |VulPdz.
RN A(m,p) Jrn

Sia €]0,\(m,p)[ alors il existed €]0,1[ tel que

0< <§ <.

)\1 (map)

Par conéquent

—a/ mlu|Pdx > (—a/)\l(m,p))/ |Vu|Pde > —5/ |Vul|Pdz,
RN RN RN

c'esta dire

—a/ m|ulPdx > —5/ \VulPdz.
RN RN
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Sia < 0 alors

—a/ m|ulPdx > 0 > —5/ \VulPdz.
RN RN

Donc dans tous les cas on a:

J(u) > (1—5)/RN|Vu\pdx— RNfuda:

> —(1=0)l[ullprs = I 1lp-10 oy [l 1o

"I RS-

Ainsi la fonctionnelle.J est coercive dan®®?(R"). Par congquent lequation (4.5) admet au
moins une solution dang!>?. O

Proposition 4.3. Soit f € L)' (RY) N L2 (RY) telle quef > 0 et f # 0. Alors toute solution
de I'équation (4.5) est positive si et seulement si A (m,p) .

Preuve La condition est acessaire. Supposons que< A;(m,p). On prend pour fonction
test dans (4.5)~ eton a:

/ |Vu_|pda::a/m|u_|pd:v—/ fu_dxga/ m|u~|Pdx
RN RN RN

Donc en utilisant (4.4) on&tuit que:

(ulm) - a)

m|u” [Pdx < 0.
RN

Par conéquentu~ = 0, c’esta direu > 0 et en utilisant le principe de maximum de Vazquez on
déduit queu > 0 surRY.

Réciproquement supposons qu’on a le principe du maximum pour (4.5) et supposons par
I'absurde que:r > \;(m,p). Alors en prenanf := (a — A\ (m,p))¢P~ !, la fonctionu = —¢ < 0
est solution de (4.5), ce qui contredit le principe du maximum. O

Notons que d’aprs I'estimationl.> de Serrin et lesasultats deagularie de Tolksdorf, toute
solutionu € D'? de (4.5) aveq € L¥)'(RN) N L2 (RY) est dango! (RV).

On a aussi legsultat de non existence suivant dont la preuve peattrousee dans ([31]).

Théoreme 4.1.Soitf € L®)'(RV) telle quef > 0 eth # 0. Alors (4.5) n’admet pas de solution
sia = A\(m,p) et n"admet pas de solution positivess> A (m,p).

Par ailleurs en utilisant legsultats de&gularié de [64] on a:

Proposition 4.4. Pour toutr > 0, toute solution de (4.1) est de clagsé *(B,), oUa = a(r) €
10,1[ et B, est la boule de rayon centée en O.
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On pose alors

a+1 B+1

m()er()\

ar(r) = infk(z) ax(r) = supk(x) avec k(x) = <n<x>wq<x>

By

On notea;, = lim a1(r) etas,, = lim ay(r) . SOitO = M Des lors on @ € [0,1] et

r—+00 r—+400 200
a(r)
a(r)

O <

pour toutr > 0.

Nous dirons que (4.1) satisfait le principe du maximunf st 0 etg > 0 implique que tout
couple(u,v) de solution de (4.1) est tel que:> 0; v > 0 presque partout dari®™. On a le
résultat suivant:

Théoreme 4.2.0n suppose que les hypéses H,), (H:), (Hs) et (H,) sont satisfaites. Alors
on a le principe du maximum pour le syste (4.1) si

(C1) M(mp) >a

(62) /\1(n7Q) >d et

at1 B+1 at+l p+1

(C3) Ma(mop) —a) 7 (Mi(n,g) —d) = >b e

Réciproquement, si le principe du maximum a lieu, alors les conditiéns (C,) et (C,) sont
satisfaites, avec

o+l B+1 atl B+1

(Cs) (M(myp) —a) ? (M(ng) —d) « >Ob» ca .

Preuve La preuve est une adaptation partielle de [14].

La condition est nécessaire

Si\i(m,p) < a alors les fonctiong := [a — A (m,p)|m¢P~! etg := 0 sont positives et on a
(—¢,0) qui est solution de (4.1). Ce qui contredit le principe du maximum.
De méme si\;(n,q) < d on prendf := 0 etg := [d — A\i(n,q)]nyy?'. On a alorg0, — +) qui
est solution de (4.1). Ce qui contredgalement le principe du maximum.

On suppose maintenant que(m,p) > a et A\;(n,q) > d. SiI'un des coefficient®, b ou ¢
est nul, il n’y a plus riera ddmontrer dan$C,). On se met alors dans I'hypatee qued # 0,
b # 0 etc # 0. Pour emontrer la conditioriC,), procdons par I'absurde en supposant (ig
n'est pas satisfaite, c’eatdire qu'on a:

a+1 +1 a+l B+1

(AMi(m,p) —a) 7 (M(n,g) —d) « <Obr ca

a+1 B+1

Onpos%z(%) 3 etB:<M> ! .
C

.. . 1 . . ,
On aalorsAB < 0, ce qui impligue A ass < B a100- ON CBduUit 'existence d’'uné&el{ € R
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tel que:
Aty <€ < %aloo-
Comme les fonctions, (r) etay(r) sont respectivementedroissante et croissante, il s’en suit
que
Aas(r) < Aagee <& < laloo < lal(T)
B B

pour toutr > 0. Donc A k(z) < Aay(r) < & < %al(r) < % k(z) pour toutz € RY, c’esta
dire

Ak(z) <& Vz e RN (i)

B 1
= < Z N
k) Sz VreR (i)
N
On pos€ = (k—;) aveck; , ko des constantes positives.
2
(7) implique
(a+1) g+1 (B+1) at1
at1 (m(x)p(x)P P q at1 (K3 @ »
A (m,p) —a] > (%) <bv (k:é’) pour toutz € RV
c'esta dire o e
m(z)p(x)"\ © AN
_ NS s N < 1
[)\1(77’L7p) a] <n(m)¢(a:)q — b kg
S (551 (B+1)
Ce qui implique [\, (m.p) — a] [m(z)(kep(2))") ) < b (n(w)(kitb(x))?)
Puisqueﬁ + ! = 1, on ckduit alors que
q p

+1

a(m.p) — a] (@) 5 [ka(@)" ™ < b))+ [hap()]
ce qui implique que
— i(mp) — al m(@) [ka(@)]P ™ + b () [k ()] P > 0 pour toutz € RY.
D’une manére analogue, on a en utilisafit) :
— M (nyq) — d n(z) [ (@)]7" + eni(z) (kag(x))*™ >0 pour toutz € RV .
On pose
f(x) = = Pa(m.p) — a] m(z) [kag ()] + bma () [ ()] 7 > 0 et

9(x) = — [M(n,q) — d n(z) [k ()] + eny (z) (kap(2)) T > 0.
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Ainsi (—ko¢, — ky1)) est solution de (4.1), ce qui contredit le principe du maximum.

La condition est suffisante

On suppose que les conditiof@ ), (C,) et(Cs) sont satisfaites. Siu,v) est solution de (4.1)
avecf > 0 etg > 0, alors en prenant comme fonction testdans la formulation variationnelle
de la preméreéquation dans (4.1) on a:

/ |Vu_\pdx—a/ mlu~|Pdx—b myu~ (v da4-b mu” (v) Prde— [ fu"dw.
RN RN RN

RN RN

Donc/ |Vu]pd:c§a/ mlu” [Pdz + b myu” (v7)P  da
RN RN

RN
En utilisant la relation (4.4) et I'iegali€e de Hdlder on a:

+1

B+1 1
[Al(m,p)—a}/ mlu” [Pde < b myu” (v7) e < b (/ n|v_\qu) ' (/ m]u‘]”daz) ’
RN RN RN RN

Ce qui implique

(/R m|u_|pdx) | [(Al(m’p) —4) </RN m'“_'pdg’f) T (/R n!v_|qu) N

Si [pn m|u”|Pdz = 0 alorsu™ = 0. Sinon on a:

<0.

B+l B+1
(A (m,p) — a) (/ m]u!%x) <b (/ n|v!qu)
RN RN
c’'esta dire
a+1 g+1 a+1 +1

()\1(m,p)—0L)QTTl (/ m\u‘]”dm) t < b (/ n|v_]qda:) S (4.6)
RN RN

D’une manere analogue, en prenamt comme fonction test dans la formulation variationnelle
de la deuxtmeéquation dans (4.1) on a:

</RN n|v—|qu)}] [(Al(n,q) —d) (/RN nlv—|qu)a;1 . (/RN mlu‘|”dq;) “31] 0

Si [pn n|v~|%dz = 0 alorsv™ = 0. Sinon on a:

a+1 a+1

i) =) ([ o) T < ([ mlpa)
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c'esta dire

atl +1 atl f+1

(/\l(n,q)—d)% </ n|v_|qu) C gc% (/ m|u_|pdx) o 4.7)
RN RN

En multipliant (4.6) par 4.7) on a:

a+l1 g+1
q

[(Al(m,p) — @) (M(nyg) —d) T — b%“c%] K/RN m]u]pdx) (/RN n|’u]qu>} R

Les conditiongC;), (C2) et(Cs) étant satisfaites, oréduit quew~ = v~ = 0. Ce qui implique
queu > 0 etv > 0 presque partout daf” . En utilisant les &sultats deé&gularié de [64] et le
principe du maximum de Vazquez [66] dans chaque b&,Jen conclut que: > 0 etv > 0 sur
RN, [

Corollaire 4.1. Sip = ¢ > 1 etm = n, alors on a le principe du maximum pour le Sysie (4.1)
si et seulement si les conditiofis,), (C,) et(Cs) sont satisfaites.

Remarque 4.1.Sia = § = 0; p = ¢ = 2 etm = n, on obtient le rBme Eésultat que [34]. Dans
le cas bor, notre ésultat est analogu& celui obtenu dans [14].

4.3 EXxistence de solutions

Dans cette partie nous allons montrer I'existence de solution positive pour é&sy$t.1)
sous les condition&C; ) , (C2) et (Cs3), en utilisant la rdthode des sous-super solutions et une
méthode d’approximation (cf. [13]).

Avant d’énoncer le&sultat principal de cette partie, donnons d’abord le lemme suivant:

Lemme 4.1. Soit (uy,v;) convergeant veréu,v) dansL?” (RY) x L7 (RY).

: | [Py, lu|P~2u
). On poseX; = X=———— et
U P BT 4 et eyt 1+ |et/Pylp-1
v - [ul"w o fu[?w
BT e /pug et 1+ [el/pylatt’

Alors X, — X dansL»7; Y, — Y dansL=+ et dansL? (m, RY).
(i). De néme si on pose

A 7 K A ] K
L4 eV agy|et 1 gyt
|Uk!ﬁvk |U|BU

Y/

Yy

T 1 4 |eHauy AT T 14 |eHay[ArL

Alors X/ — X' dansLa-1; Y, — Y’ dansL7 et dansL? (n, RY).



4.3 Existence de solutions 75

Preuve On fera la preuve dg), celle de(ii) étant analogue.
up — u dansL?” (RY) alors on a:

ug(x) — u(x) pp dansR?¥
lug(z)|] < I(x) avecl € LP" (RY).

Ce qui implique

X (z) — X (z) pp dansR¥
{ Xi(@)] < fup(@)P! < [U(x) € LT (RY),
Alors d’apes le tieoeme de la convergence doraande Lebesgue oreduit queX; — X
danstpf*l(RN ).
D’une manere analogue on ¥, — Y dansLapTZ(RN) puisque
Yi(x) — Y (z) pp dansR¥
{ Yil(@)] < Jua(@)|**! < [i(2)|** € L (RY).

Par ailleurs, en utilisant I'iegali®e de Hlder on a:

Y%= YIEy gy = [l = Y1 < mll sl 1Y = Yo
On céduit alors quéj, — Y dansL? (m, RY). O

On peut maintenarégnoncer le thoeme suivant qui constitue I@sultat principal de ce pa-
ragraphe.

Théoreme 4.3.0n suppose les hypatheg H, ), (H,), (H3) etles conditions$C,) , (C2), (Cs) sa-
tisfaites. On suppose de plus quec L*")'(RY) etn € L)' (RN). Alors pourf € L¥) (RY)
etg € LI (RY), le sysetme (4.1) admet au moins une solutiamw) € D'? x D4

Preuve La preuve de ce #oeme sera dorée en plusieurgtapes. C’est une adaptation de
[14]. Elle utilise certains lemmes techniques que nous akoscer.
Soitr > 0telquea+r > 0 etd+r > 0. Alors le syséme (4.1) eskquivalent au systme suivant

—Apu+ rmlulP~?u = (a + r)m|ulP~2u + bmy|v[Pv + f dansRY
—Av+rafv|T%v = enq|u|®u + (d + r)njv|??v + g dans RY (4.8)
u(z) — 0, v(r) — 0 quand|z| — +oc.
En utilisant les rBmes arguments que dans [13, 14], pow0,1] on introduit le systme(S,)
suivant

—Apue + rmludP"?u, = mh(u.) + mihi(v.) + f dansRY
(S) < —Ayve + rn|v |7 v = niki (ue) + nk(ve) + g dansRY (4.9)
us(z) — 0, v.(z) — 0 quand |z| — +o0
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ou
a+r)|ulP?u blv|Pv
h(w) = % ho(v) = L
1+ |erufp? 1+ |eav|A+t
c|u|*u (d+7)|v]1 20
ki(u) = ———— k()= —F——
1+ |erulat! 1+ |eav|a—1)

On ale lemme suivant:

Lemme 4.2. On suppose que les hypetes du Teoreme 4.3 sont satisfaites. Alors le gyse
(S.) admet au moins une solution dah&(m, RY) x Li(n RY) .

Une fois la preuve du Lemme 4.2 dare on @duit alors celle du Téoeme 4.3 en prouvant
gu'il est possible de passata limite dans le sysme (S.) pour retrouver les solutions du sgste
(4.1)

Preuve du Lemme 4.2
Ici ¢ > 0 est supposfixé.
(). Construction de sous-super solutions pour le systme(7) suivant:
—Ayu + rm|ulP~?u = mh(u) + mihy(v) + f dansRY

(I —Aw+rnv|9 %0 = niky(u) + nk(v) + g dansRY (4.10)
u(xr) — 0, vw) — 0 quand |z| — 4oo.

Les fonctionsh,hq,k; etk sont borees, c’esh dire il existeM > 0 tel que:
(h(w)| < M, [hi(v)] < M, |ki(u)] <M et [k(v)] < M,

pour tout(u,v) € D* x DY, On note pat®° € D'” ( respectivement® € D'%) solution
de I'équation

—ApyutrmlulPu = (m+m)) M+ f (resp—Ayu+rnjul!?u = (n+n,) M +g) surR”
et paré, € D'? (respectivement, € D'%) solution de [equation
—Aputrml|ulP~?u = —(m-+my) M+ f (resp—Agu+rn|u|’?u = —(n+n,) M+g) surRY.

Les couplegé,, £°) ( respectivementy,, 7°) ) sont des couples de sous-super solution du
syséme(/) puisque

_Apfo + Tm’£o|p72£0 - mh(fo) - mlhl (77) - f

< —Ap8 +rml&|" 6 + (m+m)M — f =0 VY n € [, 0]

et
—A,E% + rm|E°P2E° — mh(€°) — maha(n) — f
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> =A%+ rml€°PTE — (m+m)M — f=0 V1 € [no,n°]
respectivement
—Agtlo + 1110|9770 — N1k (€) — nk(n,) — g
< Ao + 10070 + (n+ )M —g=0 V€[, £
—Agn° + |7’ = niki (€) — nk(n°) — g
> — A&+ rnfelTE — (n+ )M — g =0 VE € [&, £°).
Posonsk = [&,, £°] X [110, 1°].

(ii). Définition de I'opérateur T’
On c&finit 'opérateurT” : (u,v) — (w, z) par:

—Ayz +rn|z|7%z = niky(u) + nk(v) + g dansRY (4.11)

—Apw + rm|w|P~ 2w = mh(u) + mihy(v) + f dansRY
(1)
u(xr) — 0,vx) — 0 quand |z| — 400

(iii). T(K) C K.
En effet si(u,v) € K = [&,, £°] X [n,, n°] alors

—(Apw = Ap8°%) +rm(JwlMw — [€°772¢°) = m[h(u) — M] +ma[l (v) — M]. (4.12)

En prenant comme fonction tegt —£°) ™ dans la forme variationnelle de (4.12) on obtient
| (9P 29w - Ve tve)vie - €)'t ds
RN
s [l - e - €7 da
RN

= {m[h(u) — M] + my[hi(v) — M|} w — £°)Tdx < 0.
RN
De la monotonicié dup-Laplacien, on @duit alors quéw —£°)* = 0 et doncw < £°. Par
la méme n&éthode on peut montrer qge < w en prenant comme fonction tgst — £°)~
dans (4.12).
D’une manére analogue on montre que< z < n°.

(iv). L'op érateur T' est compktement continu
a) Montrons quel’ est continu.
Soit (ug,vx) — (u,v) dansD'? x DY, montrons quéwy,,zx) = T (ug,vr) — (w,z) =
T(u,v). Ona:

(—A,wy, + Tm|wk|p_2wk) — (—Aw + rm|w|p_2w)
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= mlh(ux) — h(uw)] + my[hi(ve) — b1 (V)] = (a + r)m(Xy — X) + bm (Y, = Y7)

ou X, X, Y, etY’ sont deléments éfinis dans le Lemme 4.1.
En prenant dans cette deenééquation(w, — w) comme fonction test on a:

/ (| Vw2 Vwy, — |Vw|[P2Vw).V(wy, — w)dx
RN

S/ (|Vwk|pQVwk—]Vw\pQVw).V(wk—w)d:c—i-fr/ m(|wg [P~ wy—|w P~ *w) (w,—w)dx
RN RN

=(a+r) /]RN m(Xy — X)(wg —w)de +b [ my (Y, —Y')(w, — w)dz

RN
L'in égalié de Hilder permet cBcrire :

0< / (|Vwp|P2Vwy, — |[Vw[P*Vw).V(wy, — w)dz
RN

|wi — wl| L+ +b]|Yy — Y/||Lp’(n, ]RN)'Hwk —W|| Lo (m, &Y)

< X
< (atn)llm{] »[|Xk = XI|

Par congquent on a/ (|Vwi P2 Vwy, — |VwP~2Vw).V (wy, — w)dr — 0. Par ailleurs,
RN
observons que pour tout b € RY on a l'inégali€ suivante (cf. [57])
ja—b” < c{(lal""2a — b]P"2b)(a — b)}2(lal? + [b}F) "2, (4.13)

ouc=c(p),r=psip€]l,2] etr = 2sip > 2. En utilisant cette dergre iregalié eta
nouveau l'iregalie de Hlder, on obtient

r/2
/]RN |Vuy — Vug|Pde < c {/]RN ([Vuk P2V — [Vug[P*Vuy) V(ug — uq)dac}

1-r/2
{/ (Vul? + [V |?) dx} .
RN

On ceduit alors qu&/w;, — Vw dansLP(RY), c’esta direw;, — w dansD'?(RY).
D’une manére analogue on montre qug— z dansD%.

b) Montrons quel” est compact.
Soit (u,vx,) une suite boree dek'. Montrons quél ' (u,vx) = (wy,zx) converge fortement
dansL?(m, RY) x Li(n, RY). On a:

—Aywy + rm|wg [P 2wy = mh(ug) + mihi(vy) + f

On prend pour fonction test;, ce qui donne

/ ]Vwk\pdx—l—r/ m|wg|Pdz = mh(ug)widz + mlhl(vk)wkdx—l—/ fwpdx
RN RN RN

RN RN
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< (a+ 7’)/ m|ug|P  wyd + b/ [m%|vk|ﬁ+1][m%wk]d:€ + fwydz
RN RN RN

< (@ Pkl sy BRI s Ll zoon, 39 + 11 00y oy 0] o

Ainsi w;, est bor@ dansD'”. Par conéquentw;, converge vers un certain faiblement
dansD'” et fortement dané?(m, RY).
On prenda nouveayw;, — w,) comme fonction test. On a alors

/ |Vwg P2V, V (wy, — w,)dz + 7“/ |[wi|P 2wy (wy, — wy)dx
RN

RN

= /RN [mh(Uk) + m1h1(1}k) —+ f](wk: _ wq)dﬂf,

et par consquent

/ (|Vwg [P 2Vwy, — |Vw, [P 2Vw,).V (wy, — w,)dx
RN

< [ mihtu)=hulwmw)des [ mh (o) -m()lw)des [ foeug)d

RN

< [Huk| Lp (m, RN) + ||uq, Lp (m, RN) + ||UI€H€:—2 RN) + quHij(lm RN)]Hwk - thHLP(m, RN)

+ f(wy, — wy)dx.
RN

On en eduit que
/RN(|Vwk|p_2Vwk — [Vwy [P 2Vw,).V(wy, — w,)dz — 0

pour k,q — -+oo, et en utilisant l'iregalieé (4.13) comme dang) on conclut quewy
converge versy dansD'?.
D’une manére similaire, on montre que — z dansL?(n, RY).

K étant un sous-ensemble convexe, feret borieé de L”(m, RY) x Li(n, RY), en ap-
pliquant le tieoeme du point fixe de Schauder, oadiliit I'exsitence d’un point fixe de
'opérateurT’, qui n'est rien d’autre que la solution du syste(S,).

Preuve du Théoreme 4.3

@i). MontronsunuE,ve)estborre dansD'?x D'4. Pour cela on pose = max(|[ue||71 .| [vel|biq)

2o =t u, etw, = t. K v.. Comme(u,,v.) est solution d€S,) on deduit que:

(a—+7)m|z|P 2z N bm1|we| W, =

+ftr

—Apze +rmlz Pz = T
L+t [erzr-t 1 +té° e, |0+

o d q—2 -1
At + |, = cn}]z€| e (d+ r)n\we\ W, gt

1 +t?|e%ze|a+1 1 —i—teq |€5we|‘r1




4.3 Existence de solutions 80

En multipliant la preméreéquation du sysime ci-dessus par on obtient:

/ |Vz€|pdrx+r/ m|ze|Pdx < (a—H“)/ m|z€|pdx+b/ m1|w6|5+1zedx+t€_1/p/ fzedx,
RN RN RN RN RN

c'esta dire

1/p (B+1)/q
/ V2 |Pdx < a/ m|ze|Pdx + b </ m|ze|pdx> </ n|we|pdx)
RN RN RN RN

. . 1/p*
T . ( [ dx) .
RN

g1 ,
Dt e /() | 2 [l pro -

)\1 (map)g )\1 (n7Q) 1

Ce qui implique

I ze lpre || 2w ||

| 2e 1510 < v Il 2 I
Ar(m,p)

9.

Ici c1 = c(p)]| fll ey @), OU c(p) désigne la constante qui intervient dans l'injection de
DY(RY) dansL?” (RY). On céduit alors que

p—1 B+1
(a(m.p) — a) <M> <b <M> e/, (414
)\1 (m)p)p >\1 (n7q)q

D’une manere analogue, en multipliant la degrieéquation du sysme ci-dessus par,
on obtient

q—1 a+1
@xm@—wo<ﬂ%i@¥) Sc<ﬂﬁﬂﬁé> LoV (4.15)
Ai(n,q)e A (m.,p)»

Supposons par I'absurde qugouv, est non bora dansD!? ouD. On aalorg, — +o0o
et on ceduit de (4.14) et (4.15) que:

(a4+1)(B+1) (a4+1)(B+1)
(A (m.p) — a)“T“ (@) ' < b (M) ’
) 1 — 1
Al(map)p )\1(”,(])‘1

(a+1)(B+1) (a+1)(B+1)

() - ) (M) o (H - Hmf)
Aln.a)r M (m.p)»

En multipliant membré& membre ces deux deemes irggali€s on obtient

et

(a+1)(B+1) (a+1)(B+1)

(A1 (m,p) — a)%1 (A1(n,q) — d)% (%) q (M) ’

A (m.p)? A (nq)s
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(a4+1)(B+1) (a+1)(B+1)
gbi?g3l<stMfm> q <HU%HDT> ’
Ai(p)r Ai(n,q)
Ce qui implique
(at+1)(B+1)

(i(mp) =)+ ((ng) =)

=)
= |+
=

_ b%c%> (H Ze ||D1,£ | we ||D11»‘1) ’ <o.
)\l(m7p)p )\1(7Z,(])q

Mais ceci est absurde d'as les conditionsC, ), (C2) et(Cs).

(i). Montrons que(eéue,eéve) —

(0,0) dansD¥P(RY) x DL4(RY),

De (i) on céduit quee%ug et cav, sont bories respectivement dar3'?(R") et dans
DY1(RN). Par conéquent(e u, v, ) converge versu,.v, ) faiblement dan)'»(RY) x
DY (RYN) et fortement dang”(m RN) x L4(n ,RY). En multipliant la prengreéquation
de(S, )parep et la deuxéme pareq on obtient

(a+ r)m\e%u P=2(epu,) . by|eve(eiv) 1
P

—Ap(e%ug) + Tm|e%ue|p_2(e%u5) = e’ f
1+]6Pu |p—1 1+\eqve|ﬁ+1
1 d—i—r)n\eqv |9~ (e}zv) 1
—Ag(evve) + rlesv |1 (esv,) = Cnllepw (cru) i - +eiyg.
1+ |€I’U€|a+1 1—}-|5qw6|‘1—1

. 1
Puisques» u, — u, dansL?(m, RY) alors on a

eru.(z) — u.(x) pour presque tout € RV
leru.(z)| < I(z) avecl € LP(m, RN).

(4.16)

Donc d’apes le tleoeme de la convergence doréaon a:

lerue|P~2(eru.)

1+ \6%u€|l’—1
EAEGTS

1+ |enn,|s+1

— |u,|P~2u, dansL? (m, RY)

— |v, P20, dansL? (m, RY).

En utilisant les esultats classiques de ( [56], page 172) et par passkgkmite on a:

—Ap(wy) + rmlu )P ?u, =

—Ay(v.) +rnfv? v, =

On va montrer que., =

(a + r)m|u.|P2u, my|v.|Po,

1+ u,fpt 1+ |v,|B+1
eng|ug|®uy,  (d 4 r)nju,]9 2o, (4.17)
1+ Jufot? 1+ |v.]a?

v, = 0. Pour cela on prend pour fonction testdans la prengre

équation de (4.17) eton a:

/ |Vu,|Pdz < a/ m|u*|pd:1:—|—b/m1|v*\ﬂu*v*da:.
RN RN



4.3 Existence de solutions 82

Ainsi
1 B+1
(Al(m,p)—a)/ m|uy|Pdr < b/ m v [P g |de < b (/ m|v*|pd:17) (/ n|u*|qda:> )
RN RN RN RN
c'esta dire

(/RN m|u*|pdl’); [(/\1(77%19) —a) (/RN m|u*|pdm)ﬁzl —b (/RN n|v*|qd:p) Zl] <0.

Si [pn m|u,|Pdz = 0 alors on au, = 0 et on a le ésultat attendu. Sinon

B+1 B+1

(i (m.p) — a) (/RNmyqudx) q gb(/RNn]v*]qu> "

Par conéquent

atl f+1 a+1 g+1

(Al(m,p)—a)o%l (/ m|u*|pd:z:) o < (/ n|v*|qu) o (4.18)
RN RN

D’une manere analogue, en multipliant la degrieéquation de (4.17) par on a

a+1 B+1 a+1 B+1

(Al(n,q)—d)% (/ n|v*|qd:v> t §c% (/ m\u*|pda:) S (4.19)
RN RN

En multipliant (4.18) par (4.19), on obtient:

a+1 B+1

<(/\1(m,p) ) (M(ng) —d) T — b%%%) <(/sz m|u*|pdx)(/RN n|v*|qu)> <o

On céduit alors des conditioni§;) (: = 1,2,3) queu, = v, = 0. D’'ou (e%ug,eéve) — (0,0)
dansD'?(RY) x DM4(RY).

(iii). Montrons enfin quéu,,v.) converge fortement damg!? x D'4. On a d'apes(i) et (i),
(ue,v.) est boré dansD x DL eteru, () — 0 pp dansR”. Donca une sous-suite ps
(te,ve) — (ug,v9) dansLP(m , RY) x Li(n , RY). Par congquent

p—2 ,
™ ue | oyt <t e 1Y (m, RY) et

1+ |6%ue|?—1

|ue () P2 ue ()

Lt Pt [uo(x)["*uo () pp dansk™.
eru (T
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En utilisant le tleome de la convergence doréa) on a alorsi(u.) — h(uy) dans

L (m ,R™). Par un raisonnement similaire on montre ¢u@.) — hy(vy) dansLé (m, , RY),
ki(ue) — ky(ug) dansL? (ny , RY) etk(v.) — k(vo) dansL? (n , RY). Par conéquent
en utilisant (4.13), on &u.,v.) — (ug,vo) dansD? x D4, De plus en passaatla limite
dans(S.) on obtient:

—Ayug = am|ug[P~2ug + by [vo|Pvg + f (4.20)
—Ayvg = cng|ug|*ug + dnlve|? vy + g. '
Ainsi (ug,vp) est solution de (4.1). O

Remarque 4.2.La méme technique peétre utilisee pour létude du principe du maximum pour
le syseme coopratif elliptique suivant:

—Ayu = am(z)|uP~2u + bmy (z) |u|*v]?v + f dansRY

—Av = emy(x)|ulul|v|? + dn(z)|v]?%v + g dansRY (4.21)

u(z) — 0, v(z) — 0 quand|z| — 400
ou ici on prendm, = mQTﬂn%. Les esultats des Téoremes 4.2 et 4.3 restent valables pour
le syseme (4.21). Un tel sy&sine avaitete consi@ré auparavant dans [14] dans le cas d'un
domaine boraQ) c RN etm =n = 1.
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Chapitre 5

Annexe

(). Multiplicateurs de Lagrange (voir [67])

SoientX un espace de Banachete C?(X,R). On noteX’ I'espace dual d& et on pose
Vi={ve X: ) =1}

On suppose que pour toute V', ¢/ (v) # 0. Lespace tangent d€ au pointv, noe 7,V
est céfini commeétant

T,V :={y e X :<¢'(v),y >= 0}.
Soienty € C'(X,R) etv € V. On notey la restriction dep a V. La norme de la @rivee

de ¢ est cefinie par:

1Z W)= sup  <F(v)y>.
yeTV, Jlyll=1

Le pointv est un point critique de si la restriction dey’(v) a I'espace tangent,V est
identiquement nulle. On a le lemme de duabuivant

Lemme 5.1.Si f,g € X', alors

sup < fyy>=min||f — Ag||.
<g,y>=0, ||y||=1 AER

Preuve
Il estévident que

sup < fy>< sup < f—Agy>=|f—Agl|
<g.y>=0, |lyl|=1 llyll=1

En utilisant le titoeme de Hahn-Banach, il existe une fonctionnell@dine continuef
sur X telle quekerf — f C kerg et

sup < fy >=|f]I.
<g,y>=0, ||ly||=1



85

(ii).

Puisquekerf — f) C kerg, alors il existe\ € R tel quef — f = \g. Par congquent

sup < fy>=|fll = |If — Agl|.
<g,y>=0, |ly||=1

ConsquenceSip € C'(X, R) etu € V alors
~/ - . / o /
1" ()]s = min [l (w) — X' (u)]]

ou ¢ est la restriction de a V.
En particulieru est un point critique de si et seulement si il existe € R tel que

o' (u) = A (u).

Le reel \ est appeéd multiplicateur de Lagrange. D’'une mare gréerale on a le&sultat
suivant

Théeoreme 5.1 (Theoreme 6.3.2 de [25]).SoientX un espace de Banacli,: X — R,
® = (Pyq,...,05) : X — R. On suppose qug¢ admet un minimum local (ou un maximum
local) sur la variete

M:={zreX: &(z)=0}

en un pointa € M. On suppose de plus qu’il existe un voisinafee a dans.X tel que
f,® € C*(U) et quea est un point égulier ded. Alors il existe des nombregels),,..., Ay

tels que
N /
=1

Les nombreséels\,,...,\y sont appedds des multiplicateurs de Lagrange.
Estimation L de Serrin (voir [62]):
PourN > p, on consi@re I'equation

—A,(u) = f(xzu) sur (5.1)

avec) un domaine&gulier deR" ( éventuellemert2 = R”). Soitr > 0 tel queB,, C €,
ou B,, désigne la boule ceréiea I'origine de rayor2r. On suppose que

|[f(z)] < al)[t

pour presque tout € By, et pour tout € R, aveca € L(B,,) pourq > %.
Le Theorme ci-dessous est une cégaence des Hoemes 1 et 2 de [62].
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(i)

(iv).

Théoreme 5.2.0n suppose que < p < N. Soitu une solution de (5.1) avece L>(12).
On suppose de plus qyéz,u) € L7 () avecy, > % Alors pour toutr € €2 on a:

lull e (1w < C (1] o (3 () + 1 (2 0)] |21 (Bae))) (5.2)
ouC = C(p,Nm) > 0etB(z) C Ba(z) C S
Remarque 5.1.En particulier, si

lim HuHLP*(Bz(:U)) =0 et

lim T, ) =0
jal—-+o0 |x|_>+oo|’f( Nzt

alors (5.2) implique que
lim wu(z) =0.
|| —+o00
Par ailleurs, du Teoeme 8 de [62] on &duit que siu est solution de 5.1, alorsest loca-
lement Holder continue; c’esh dire il existe une constante = a(p,N,||u||r)) €]0,1]
telle que pour tout sous-domaif C €, il existec = c(p,N,||u||Ls(),dist(S2,0Q)) > 0
telle que
u(z) —u(y)] < clll|e@)-lz —yl* Vay e

Inégalité de Harnackvoir Theoreme 5,6 et 9 de [62])

Soitu € W?(Q) solution de (5.1) avea > 0. On suppose qu(xq,3r) C £ pour un
certainr > 0 etx, € Q. Alors il existec = ¢(p, N, .| ||| La(B(zo,7r)),$2) telle que

max u < c min u.
B(zo,r) B(zo,r)

Résultat de regularité de Tolksdorfwvoir [64)):

On consi@re I'équation
—A,(u) = f(x) dansBy, (5.3)

Soitu € W P(Q) N L*®(By,) solution de (5.3) aved™(B,,). Le Theokme 1 de [64]
donne le esultat suivant:

Il existe une constant€ et un ela €]0,1[, dependant dg, N, R,|| f|| L= (B,,) €t]|t|| oo (B,p)s
tels que
| ulleroms < C-

rR) —
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(V).

(vi).

(vii).

Principe du maximum de Vazquezvoir [66)):

Soit 2 un domaine d&®” et soitu € C'*(2). On suppose que > 0 presque partout dans
QetA,(u) € LE.(2). On suppose de plus qu'il existes R tel que

—Apu + cluP~2u > 0 pp dang.

Alors on a soitu = 0 sur(2, soitu > 0 pp sur Q. De plus siu € C'(Q U {x}) pour un
certainz, € 0f) satisfaisan& la condition de l'inérieur de la spére avea:(x,) = 0 alors

9
8—3(%) >0,

ou v est la normale irdrieure en,.
ldentit € de Picone pour le p-Laplacienvoir [4)):

Soitv > 0, u > 0 deux fonctions diférentiables. On pose

uP~1

p
L(uw) = [Vl + (p = )= |Vol? = p== Vu| Vo>

pp—1

p
R(u) = |Vulf — v<%)|vv|p—lw.

Alors L(u,v) = R(u,v). De plusL(u,v) > 0 et L(u,v) = 0 presque partout dari$ si
et seulement sV (u/v) = 0 pp dans2, c’esta dire quex = kv sur chaque composante
connexe dé, aveck une constante.

Un théoreme de @&formation (cf. [17, 60] pour plus deétails):

Théoréme A Soientc € R, v, u > 0 et O un voisinage syrtrique deK.(.J). Alors il
existes > 0 ety : M, x [0,1] — M,, continue tels que:

o n)(—u,t) = —n(u,t), vVt € [0,1];

o ||[n(u,t), ul| < ut,Vu € M, vt € [0,1];

o J(n(ut)) < J(u), vt € [0,1];

o |J(u) —c| >v=nlut) =u,Vu € My, Vt € |[0,1];

o n(J\O, 1) C J =,

Corollaire. Soientr > 0, U C M,, fermé et syngétrique etc une valeur eéguliere deJ
restreintea U. Alors il existes > 0 etn : U x [0,1] — U continue tels que:

o n(—u,t) = —n(u,t), vt € [0,1];

o (t=00ul|J(u) —c| >v)=n(ut) =u, Yu € M,, Vvt € [0,1];

.77(‘]0+€7 1) C chs.



88

vii). Quelgues motivations physiquesct. [24])

On peut citer quelques phonenes physiques, parmi tant d’autres, pour lesquelétateur
p-Laplacien intervient.

(a) Fluides Non Newtoniens:
L’ équation non ligaire suivante

—Apu+Adu=0p>1, A>0, (5.4)

apparait dans &tude des fluides non Newtoniens. En effeté&andiant les lois du mou-

vement des milieux fluides, les fluides Newtoniens sont habituellement égEsitbmme
. : : : .. d
ceux pour qui la relation entre la tentioret le gradient de la velocatd—u, dans le plan, est
X
de la forme p
u
=pu—. 55

T= o (5.5)
D’apres I'état du continum, les milieux dispersifs ne satisfont@ésrelation (5.5). On a
plutdt une relation de la forme

—, p>1 (5.6)

Une telleéquation est souvent rencaggren RBologie. Les quantis,: et p sont appeies

les caradrisques rbologiques du milieu. Les milieux pour lesquels> 2 sont appeds

fluides dilatants et ceux pour lesquels < 2 sont dedluides pseudoplastiquesPour le

casp = 2 on parle ddluides Newtoniens

L’ étude des propgies du mouvement d’un fluide non Newtonien ayant une condugtivit
dans un champs electro-maigue, conduit par normalisaticn deséquations de type

(5.4), en supposant I'absence de pression, de champs electrique et en supposant de plus
gue le champs magtique exérieur de I'induction est perpendiculaire au mur.

L’ étude physique de ce pr@phe montre que pour les fluides dilatanis{ 2) et pour\
suffisamment large, il apparait des zones de courant dans lesquelles le fluide atteint une
velocite qui s’annule sur une coupe transversale du canal.

(b) Problémes non lireaires de diffusion:L’ étude degtats stables, de plusieurs préivles
gouverres par une diffusion non lgaire en pesence de termes d’absorption, condudes
equations de la forme

— Ap(u) + f(u) = g(z)dans() (5.7)
u = h(z)surof) (5.8)

ol € est un domaine boéndeR", ¢ et f sont des fonctions continues no@aloissantes
telles quep(0) = f(0) = 0, g eth des fonctions dorges.
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L’ équation (5.7) est parfoicrite sous la forme
—div(k(u)Vu) + f(u) = g(z)

ou k est une primitive deo. Dans certaines applications, on pedea un choix typique de
la fonctionep.

e (b1) Courants a travers les milieux poreux(ProbEmes de diffusion lente)
En utilisant les lois de Darcy,&quation (5.7) est satisfaite si de plus on a

¢'(0)=0ety'(u) >0siu+#0.
Exemple: o(u) = |u|™ tu, avecm > 1.

Ce neéme type de fonctiop apparait, dans les prathes de diffusion non lgmire de

la chaleur @ la conductivié thermique dpend de la tengrature, dans &tude de l'as-

pect biologique du @placement de populations, dans les civilisations galatiques, dans les
proeminences solaires, dans la diffusion d’'une goutte gaisse de fluide visqueux sur

un plan horizontal sous I'action de la grait

e (by) Physique du plasma(ProbEmes de diffusion rapide)
Certains modles matbmatiques de &volution thermique de la tergpature du plasma
conduisent desequations non ligaires identiquea (5.7). Ici les hypotlses sur la fonc-
tion ¢ changent:

¢'(0) = 400 et ¢'(u) > 0siu#0.

Exemple: p(u) = |u|™ tu, avec) < m < 1.
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