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INTRODUCTION

Les lettres 1et J désigneront des idéaux de l'anneau commutatif unita'ire A.
Les nomtlres suivants ont été introduits par P, Samuel [16].

VI(J) =sup {reiN ; J C Ir}

Wr(J) =sup {re 1N ; J ::> Ir}

vl(J) =1i tri t: vI(Jn)
n~Ol> 1

- 1
WI(J) =hm -n wl(il

),
n~*

i~(J) et wI(J) sont appelés les nombres de Samuel de 1 et J. Samuel a

prouvé Que ces nombres exi stent sous 1es condi ti ons sui vantes : A est
nœthérien, 1et J sont non-nilpotents, Vi =..Jj et () In = 10" =() Jn.

n n
D. Rees [ 14] en a déduit 1es pseudo-valuati ons homogènes

x~ vl(x) =lfm 1. vI(xn) en posant pour tout x él ément de A, vl(x) = vI(xA) et
n~oo n

\t'I(x) =vI(xA).

Ces pseudo-va1uat ions ont fel'l l'objet d'une 1ittêrature abondente

(Nagata [12], Pet-o [13), S. Mc Adam [10] et [11] etc...). Les nombres de

Samuel Vi(J) et WI(J) ont des applications en Géométl~ie analytique complexe

(Lejeune Tersier [9]) et en théorie asymptotique des idéaux (O. Sengerê [17]).

Leur généralf sa t lcln aux fll tra ti ons f=(In) sous 1a forme

x 1---+ vf(x)= 1im +vf(xn), oü vf(x) = sup {n el N , Xe In} , 6 été étudi ée par
n~ot'O 1.

Petro [13] et D. Sangaré !17] .

Dans [1] nous avons généralfsé la définition des nombres VI(J) ,

YI(J), wI(J). wI(J) aux filtrat10ns comme suit: si f =(In) est une filtration

de A, nous posons pour tout idéal J de A, Vf(J) =sup {reiN; JJ;.lr } ,

Wf(.J;1 =SUp {reiN; J :::> Ir} et Wf(J) =OQ si l'ensemble {r e/N ; J .2. Ir} est vide.

Si 9 :: (Jn) est une autre filtration de A, on appelle les nombres de Samuel



_ 1 -()' 1 ()'généralisés de f et 9 les nombres vf(g) =1im -n vf(Jn) et 'vYf 9 = 11m -n 'y'y'f Jn a
n-+oo n-+oo

conditions Que ces limites existent dans lR+. En particulier si 1et J sont des idéaux

de A et si fI (resp. fJ) est la filtration: -adique (resp. J-adiQue) de A, nous oyons :

VfI(J) =VI(J) , VfI(fJ} =vI(J) ,Vv'fI(fJ) =Vv'I(J) et WfI(fJ) =wI(J) .

Dans [21, or. a étendu aux fi ltrati ons un résultat dû à D. Rees (14) en prouvant que

si A est nœ+.héri en, 9 (:st une AP fil rôti on et f est fortement AP, a1or~) 9 est enti ère

sur f SI et seulement si vf(g) ~ 1. Plus récemment, avec l'équipe d'Algèbre

Commutati ve de l'Uni versité d'Abi dj an, nous avons publié deux autres art ieles (3) et

[4] sur l'étude des nombres de Samuel; nous avons montré en particuliE!r dans [3] Que:

vf(g+h) :: inf (vf(h) , vf(g» où f, 9 et h sont des filtrati Ins de l'anneau A, telles que f

et 9 soient des AP filtrations. Cette formule généralis,; un resultat de P. Samuel

[ 16).

Il fi été montré dans ([2L 2.9) Que l'on ne pouvait définir vf(g) et wf(g) pour

toutes fi ltrations f et g de l'anne811 A. Pl us préci sément vf(g) exi ste si 9 est une AP

filtration (proposition 2.6, [2]) et wf(g) est défini pour toute AP filtration f de

l'anneau A (proposition II.1.3). On aimerait définir pour toutes filtrations de l'anneau

A deux réels appartenant 8 lR+ et coïncidant avec les nombres de Samuel généralisés

\/f(g) et wf(g) quand ceux-ci existent. Pour ce fa'ire nous généralisons la définition

d'une fil trat i on, en consi dérant un ensemble X non vi de et F := (Fn) une suite

décroi ssante de sous-ensembles non vi des de Xavec F0 =X. Fest appe1ée fi ltration

de l'ensemble X. Si G=(Gn) est une autre filtration de l'ensemble X, FiG signifie

que Fn C Gn pour tout entier n. Si reIN*, F{r) =(For) est une filtration de l'ensemble

de X.

On pose alors:

• flF(G) = sup{reIN* ; Gi F(r)} si {reIN* Gi F(r)} est non vide et
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6F(G) =0 si non

• bF(G) =1nf{reIN* ; F(r) i G} si {reIN* ; F(r) i G} est non vide! et bF(G) =00

s1non.

Nous ayons alors montré Que les nombres

falsons ensuite remarquer Que s1 f et 9 sont des filtrations de l'anneau A et

le nombre de Samuel généra11sé vr(g) (resp. le nombre de Samuel général1sé

Wf(g» existe dans dans lR+ alors af(g) =Yf(g) (resp. bf(g) =Wf(g»·

Nous étendons aussi l'étude des nombres de Samuel généralisés v.,(9) et

"".(9) aux filtr:3tions 'P et 8 d'un A-module M.

Pour deux fil trat ions f =(In) et 9 =(Jo) de l'anneau A.

Nous posons :
ef(g) =sup (naf(g) - af(g( n») 1

nelN*

Les nombres 8r(g) et Er(g) sont appelés des déyiations asymptotiques de

f et g.

Dans [16]. P. Samuel avait posé la Question de savoir si Ctes déviations

asymptoti Ques apparti ennent à R+. Nagata [ 12] et M, Adam [t 1] ont

répondu à cette question lorsque f =fI et g =fJ.

Nous ayons abordé l'étude de ces nombres dans le cas des filtrations Qui

ne sont pas nécessairement adiques.

Nous ayons montré Que Sl f = (In) et 9 = (Jn) sont des filtrations

fortement AP respecUvement de rangs k et s appartenant à Il toJles Que

Il: e U(Js). Alors er(g) e 1R+ et Er(g) e lR+.

Parml nOB principaux résultats figurent les thi~orèmes suivants:
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Théorème 1. 1.4
•

Soi ent F =(Fn)' G:: (Gn) des fil trat i ons de l'ensemble J(' Alors 1es suites

(~ 0F(G( n») et (~ bF(G( n») sont convergentes dons lR+. En plus si

0F(G) =11 m leF(G( n» et bF(G) =1i m n
1

bF(G( n») on e :
n~oo n n~I:O

(;) aF(G) = lim inf ~ vF(Gn).

(ii) bF(G) =lim sup ~ wF(Gn).

Théprème II.2.6

Soient f, 9 et h des filtrations de l'anneau A. Alors on a :

(0 6f(9 + h) =min (of(9), 0f(h».

(ii) bg + h(O =sup (bg(O, bh(O).

Théorème 111.2.9.

E(o) elR+ si et seulement si Cl vérifie la condition IN2·
~ ~

Théorème. 111.2. 11
Soit 9 e F(Aj une filtratiün fortement nœthérienne telle Que la filtration 9soit

nœthèri enne .

Alors: e(g) e iR+ si et seul ement si 9 vérifi e la condit ion 1N1.

Théorème IV.3.7 (Inégalites asymptotiques).

Soient f et 9 des AP flltrations de l'anneau nœthérien A, 'P et 8 des filtrations

separées et non nilpotentes du A-module de type fini M telles que 'P soit faiblement

f-bonne et S faiblement g-bonne,avec dimr =0 et altf =s.
,.. ....

Si 'ir ="9 '31ors on a :

(\lr(9))3e<.,S) i (vljl(S»Se('P,s) i e(8,s) i (wIjl(S»3e('P,S) i (Wr(g»3e('P,S).

Théorème V.2. 13

Si b est un él ément réguli er de A alors pour toute ri' tration f de A, on éI :
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Le théorème 1.1.4 nous permet d'avoir une relation entre 8F(G) et bF(G)
et 1es nombres générali sés de Samue1

Le théorème II.2.6 est une généralisation du théorème 2 de 116J.
Le théorème II1.2.9 et le théorème II1.2.11 sont les analogues pour les

filtrations du théorème 1.2 [ln
le Théorème IV .3.7 est une généralisation du théorème II1.2.2 [1] aux

filtretlons sur un A-module.

Notre t.ravail se di vi se en 5 chapitres.

08ns 1e chapi t.re C nou'; étudi ons aF(G) et bF(G) dans 1e cas des

fi ltrati ons d'un ensemble et nous obtenons 1es théorèmes 1. 1.4 et 1.2.3.

Le chapitre II concerne l'étude de vf(g) et wf(g). Nous y établlssons le

t.héorème 11.2.6 et nous donnons une condi·.ion nécessj~ire et suffisante

portant sur v'f(g) pour que 9 i r.
Au chapitre III nous nous intéressons aux déviations asymptotiques dans

le cas des filtrations sur un anneau et nous démontrons ensuHe les théorè

mes II1.2.9 et 1I1.2.11.

Le chapitre IV nous permet d'étudier les nombres de Samuel générallsés

"'.,(S) et w,(S) sur un module et nous obtenons le théorème IV.3.2 concernant

l'existence de "''9(8) et wrp(8).

Enfin au chapitre V, nous abordons l'étude de deux fonctions ctf(g) et

~f(g) oü f et g sont des filtrations de l'anneau A. Ces foncUons ont été

étudi ées par Mac Adam dons [10] Quand f et 9 sont des fi ltrat;ons ad; Ques.
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CHAPITRE 1

ETUDE DES NOMBRES aF(G) et bF(G).

FILTRATIONS D~UN ENSEMBLE

§. 1 GÉNÉRALITÉS

1.1.1 Définitions.

(1) Soi ent Xun ens8mb1e non ..,1 de et F =(Fn) une SUl t e décroi ssante de sous

ensembles non vides de Xavec Fo =X. F est appelée ulle ffltrat10n de X. Pour

tout réel À>O, on note F(7I,) la filtration (Fr- Ân-I) de X où si ~ est un réel r13'
est le plus petit entier ~ ~ et L~J est la partie entière de ~

(2) Soient G=(Gn) et F = (Fn) des n1trations de X. F~G signifie Fn~Gn

pour tout ent1er n.

(3) Soi ent G=(Gn) et F =(F n) des fl1 trati ons de Xet U un sous en8emb1e non
vide de X. On pose:

(i) YF(U) = sup{n-= 1N, UC Fn}

(li) WF(U) =inf{nelN , Fnc U} et WF(U) =00 si l'ensemble {neIN, FnS;.U} est

vide.

(Hi) aF(G) =sup{reIN*, G i F{r)} si {reIN*, G~ F{r)} est non vide et BF(G) =0

sinon;
(1..,) bF(G) =inffreIN*, F(r);; G} si {reIN*, F(r);; G} est non vide et bF(G) =00

s1non.

1.1.2 Exemples.

Considérons l'ensemble X= IN et posons Gn =3n+ liN, Fn = 3rn/2l + liN pour

tout nelN* et Fo =Go = X. F = (Fn) et G = (Gn) sont des filtrations de

l'ensemble X. On a alors: wF(Gn) =2n - 1 et vF(Gn) = 2n pour tout entier

nl1 . bF(G) =2 =8F(G) .
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Cons1déron3 toujours l'ensel;,ble X = IN et posons Hl = 21N et Hn = 101

POU;" tout entier m2 ; Kn =21N pour tout ent1er n~ 1 ; Ko =Ho =X. H = (Hn)

et K =(Kn) sont des filtrations de X. On a alors YH(Kn) = 1, wH(Kn) = 1,

'V ml bH(K) = 1 et âH(K) = o.

1. 1.3 Proposition.

Solent F = (Fn)' G=(Go) et H =(Ho) des f11tret1ons de Xet U un sous

ensemble non v1de de X. Alors on 6 :

(0 'v'F(U) =in! vF({x})
x~U

rWF(GnL
1(iY) bF(G) = s~p n

(v) Sl Gs H on 6: 6F(G) ~ aF(H) et bF(G) 2: bF(H).

('./1) Pour tout ent1er k ~ 1, on a k6F(G) ~ aF(GÜ:» et bF(G)Od)~: kbF(G).

Preuve.
(i) Si XeU alors YF({x}) ! YF(U)' 51 m = in! vF({X}) < 00, on a U c Fm et

XeU

'y'F(U) ~ m. Malntenant sl m = ocr, alors Uc Fn pour tout n et vF(U) = 00.

(11) Si m =in! wF({x}) <00, 'il exlste xeU tel Que WF({x}) =m Elt Fm c{x}cU
XeU

d'où wF(U) sin! wF({X}),
XeU

(111) ClF(G) =sup{reIN* ; Gi F(r)} =sup{reIN* ; "In , Gnc Fnr}

. vF(Gn)
=sup{rŒI N* ; ovn, vF(Gn)!n 2: r} = 1nnf L n J
(lv) est semblable ou (li1).
(v) et (vO résultent immédiatement des définitions.
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1. 1.4 Théorème

Soient F =(Fn), G=(Gn) des fi ltrati ons de l'ensemble X. Alors 1es

suites (~ 6F(G(n»)) et (:1 bF(G(n»)) sont convergentes dans R+. En plus si

aF{G) =Hm J.. 8F(G(n» et bF(G) =hm n
1

bF(G(n») on a :
n-+oo n n-+oo

(i) aF(G) =lim inf ~ "F(Gn)·

(ii) bF(G) =1im sup ~ WF(Gn)'

Preuve.
1 t 1 VF(Gkn)

(i) Comme n6F(G~n» = knf nL k J, (voir proposition 1.1.3), nous avons

t vF(Gkn) vF(Gkn)
à étudier l'existence de Hm inf -n L 1< J= Hm inf 1< Nous avons à

n-+oo k n-+oo k

tt d .• l' 't 't t 1" f vF(Gkn)prouver Que ce e erm ere 1ml e eXl s e e Que lm ln 11k =
n-+oo k

, f vkn . f vk d' •ln -k1 ~ ln -k ou
k f k~n

v v
lim inf(inf kknO)?: Hm inf nO , Réciproquement si n et m sont entiers et si
n-+oo k n-+oo

On déduit alors la convergence de la suite (J.. aF(G(n»)) et on a (1),n .

(Ii) Nous savons Que ~ bF(G(n» =s~p :1 rWF(Gkn)I, Ainsi on a à étudier

1 rWF(Gkn) l wF(Gkn)
l'existence de lim -n sup k =Hm sup k' Nous allons

n-+oo k n-+oo k n

prouver Que cette derni ère 1imite existe et Qu'on a :
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WF(Gkn) 'vVF(Gn)
11m sup kn =lim sup n
n-+oo k n~oo

wk:n
Posons wn=WF(Gn). Alors on 8 SUD k'rI:S SUD WF/k,8ins1

k IQn

11m sup(supWkkn :S Hm su~. Réciproquement si Il et m sont des ent lers et
n-+oo k n n~oo n

n J Wn (Wmqn+m)
si Qn= L- ,alors on a: Hm sup -:5 l'im lnf sup mQ =

m n-+oo n m n~m n

. . f( Wmqn) l ' . f ( Wmk) l . ( Wmk) A" l11m ln SLIp --, = lm ln SUP k:S lm Sup sup mk . lnSl on a a
m n~m mQn m k m m k

t
convergence de la suite (n bF(G(n»)) et on a (1).

1.1.5 ProDosillim.·

Soient F et Gdes flltrat10ns de l'ensemble X. Pour tout réel ~ >0, on a :

0) aF(G) =~ aF(P)(G) :: ~ aF(G(P»

(ii) bF(G) =~ bF(~)(G) =~ bF(G(P».

Preuve.
Remarquons d'abord Que pour tout p> 0 ; on a L~.J :S ~:S rp1 et pour tout

ent1er n~ l, on a n LPJ s rnpl :s1-pl~.

(0 Montrons tout d'abord Que aF(G(P» = 13 aF(G). Pour tout E!ntier n>~, on note

Qn =L;J ~ 1, alors PQn:S; n < P(Qn +1), d'où G(pqn) ~ G(n) ~ G(P(qn +1) et

6F(G(PQn»:s; 8F(G{n»:s; 8F(G(P(Qn+ 1»), On obtient alors les inégalités su1van-

Q aF(G(pqn» 6F(G( n» 6F(G(P{qn+ 1») q +1
tes: 2D. 1:S ..J!-. et en pmnant la limi-

n Q" n Qn+ 1 n

te Quand n-+oo, on obtient ~ a (G(P» =a (G).
IJ F F

Montrons ma'intenant Que paF(p)(G) = aF(G). Pour cela, remarquons Que

aF(G) = 00 si et seul ement s1 6
F

(p)(G) = 00. En effet s1 aF(p)(G) = 00, Gs F{pn)
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pour tout entfer œ: 1 et comme F(pn) :5 F(LPnj), on a aF(G) ~ L~nJ d'où aF(G) =

<JO, Inyersement si aF(G) =00 , aF(G) ~. n 'v'neIN*, en particulfer aF(G) ~ L~n-l

'v'nelN* donc Gs F(rPn-n s F(pn) car ~n s rn~l . On a donc aF(~)(G) ~ n,

'v'nEIN* c'est-a-dire 6
FW

)(G) = 00. Pour montrer Que ~aF(P)(G) =aF(G), on peut

donc supposer Que 6F(G(n» <00 pour tout entier n~ 1. Notons rn =aF(p)(G(n» ;

alors G(n) s F(Prn) et G(n) n'est pas inférieure il F(P(rn +1». Comme

~(rn +1) s 1- ~(rn ... 1)-1 et L~rn -' s ~rn ,on 0 F(r p(rn" 1)-1> s F(p(rn" 1) et

F<prn) s F(l prnJ). Ainsi G(n) s F(l prn J) et G(n) n'est pas inférieure a

F(r pern + 1)1) c'est-a-dire Que L~rn...l S 6
F

(G(n» < l-~(rn" 1)1 ; en particulfer

pr +1 OF (G( n» ~(rn + 1) + 1
on a ~ s n s n ' et en prenant la lfmfte Quand n-+oo

obtient ~aF(p)(G) = aF(G).

(iO Montrons Que bF(~)(G) =~ bF(G). Pour ce16 remarquons Que bF(G) =00 si

et seulement si bF(p)(G) = 00. En effet, si bF(p)(G) = 00, 11 n'existe aucun entier

r ~ 1 tel Que F(~r) s G. Soft m un entier tel Que Is m~, alors F(mp) s F et si

bF(G) = reiN, on a F(mrp) s F(r) s Gce Qui est absurde, donc bF(G) =CiO, Inver-

sement si bF<G) = 00, il n'existe pas d'enUer r~ 1 tel Que F(r)sG.

Comme F(n[ p ) s F(np) pour tout enUer n~ 1, on 0 b
F

{J3)(G) =00. Pour montrer

que bF(p)(G) = ~ bF(G), on peut donc supposer Que bF(G(n» < 00 pour tout

n~ 1. Posons bn = bF(~)(G(n» pour n~ 1. La sufte (bn)~·tant croisslmte, on va

distlnguer deux cas. Si bn = 1, 'v'n ~ 1 on a bF(p)(G) =0 et pour tout n ~.1, on a

F(f-P-J)s F(P) s G(n), donc bF(G(n» s :-~-1 et bF(G) =O. 51non, 11 existe un

entier no tel Que pour tout n;:: no on aft bn~ 2. Alors F(Pbn) s G(n) et

F(~( bn- 1» n'est pas inféri eur à G( n) .De plus on a F(I-pbn -1) s F(P1>1'l) :i G( n)

et F(PO>n-l) s F(LMbn-1) J ) donc F(LP(bn-1)J) n'est pas inférieure ft

G(n). On a alors la sl:Jfte dlnégalités ~~;uiv6ntes :
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~(bn -1)-1 i-13(bn -1 LI bFW( n» I-~bn -, ~bf)+ 1
~ :: <: <n n n - n - n

et en prenant la limite quand n~oo, on obtlent ~bp(p)(G) ... bF(G). Montrons

maintenant que bp(G(P» =~bF(G). Pour tout entler n>~ on note Qn = 1_ ~J ~ l,

alors 13Qn ~ n ~ ~(Qn +1) d:Oll G(PQn) ~ G(n) ~ G(P(Qn+ 1» et

bF(G(~qn» ~ b
F

W(Ii» ~ bF(G(P(Qn+ 1»). On obtient alors .1es inégalitès suivan-

tes:

Qn b
F

(G(l1<lnJ) bFW(n» bFw(P(Qn+ 1») qn+ 1
::; ~

n qn n Qn+1 n

et en prenont la limite quand n~oo, on obti ent : ~ bFW(P» = bF(G).

Remarquons d'abord que si F est une filtration de l'ensemble X, alors aF(F) ~ 1

1. 1.6 ProDoslt ion

SOl ent F, Eet Gdes fil trat i ons de l'ensemb1e X. Si aF(F) = 1 810rs

bF(G) ~ aF(G).

Preuve.

LB condit1on aF(F) = 1 imp1i que que aF(F( n» est un entier pour tout n~ 1. De

plus on peut supposer que pour t.out n~ l, bF(G( n» est un enti er. Posons

lin = bF(G(n» ; alors le relation F{Vn) 5 G(n) et la propositlon 1.1.3, (v) nous

- -- 'In - __.
donnent l'inégalite vnaF(F) ~ naF(G). Alors ri ~ aF(G), d'où bp(G) ~ ap(G).

1.1.7 lemme.

Soit F une fIltration de l'ensemble X. On a les assertions suivantes:

(1) aF(F) = 1 ou 00

(ii) bF(F) =0 ou 1

(111) 51 aF(F) = 1 ~lors bF(F) = 1.
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Preuve.
(i) Supposons Que aF(F) < 00, alors comme aF(F(n» ~ n on é1 aF(F) ~ 1. Faisons

un =a.F(F(n\ alors F(n) =F(un) et on 1) aF(F(n» =naF(F) =aF(F( un» =

unaF{F) d'où un =n et aF(F) = 1.

(ii) Notons vn = bF(F(n» ; alors vn ~ n d'où bF(F) ~ 1 et F(n) =F(vn). On 8

alors bF(F(n» =nbF(F) = bF(F(Vn» =vnbF(F). Donc si bF(F) ~ 0, on obtient

vn=n et. on bF(F) = 1.

(iii) résulte de la proposition 1.l.6 et de (il).

1.1.8 Proposition.
- 1

Soient F et Gdes filtrations de l'ensemble X. Alors on a: b (G) =a (F)'
F G

Preuve
Posons an = aG(F(n» et bn =bF(G(n». Si an < co et si bn < co alors

. 8bn bn ban a
ab 2: ni ba :$ n et nous obtenons (*) -b- . -' ;t 1 et (**) ._~- . ...n. 51. Donc

n n n n d n n
si a

G
(F) < 00 et si bF(G) < 00, alors an-+00 et bn-+00 quand n-+oo et il vient de

(*) et (**) que bF(G).aG(F) =1. Supposons que aG(F) = 00, alors an-too si n-too.

Si an = 00 pour n assez grand, alors F(n) 5 G(p) pour tOUt entier p et on a

(G(p), - ( ) . .'. - ( ) 1
bF ,5 n et bF G = 0 d ou bF G, = aG(F)'

Maintenant si an < co pour tout n, alors F(n) 5 G(8n) et ba 5 n, donc
n

0n:$ Oi) pour tout n. Il Vlent de (**) Que bF(G) =0 et 18 relation

bF(G) = ~(F) est vraie. De la même façon, si aG(F) < ooet bF(G) = ro, ak>rs

bn-tOi) si n-+ro. Si bn = ro, on a a
G

(F) =0 et si bn< 00, il vient de (*) que

an-.,co si n-+oo et de (**) que a JF) =O. Donc dans tous l es cas on a :
b

- , , 1
bF~·G) = iF"ê1 \ )G
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c.EVIATIOHS ASYMPTOTIQUF.S

Soi ent F = (Fn) et G= (Gn) des fi ltraU ons de l'ensembl e X. Nous a11 ons

étudier les nombres eF(G) =sup (naF(G) - 8F(G(n») et
nelN*

EF(G) =sup (bF(G( n» - nbF(G») aDpe1és dévi aU ons ~symptot i Ques de F et G
nelN*

Preuve.
Comme n8F(G):5 8F(G( n» et nbF(G) ~ bF(G( n», (proposlt ion 1.1.3) Vne 1N*,

on 8 aF(G) ~ 8F(G) et bF{G):5 bF(G) d'où naF(G) ~ 8F(G(n}) et

nbF(G):5 bF(G(n}), (proposition 1.1.5). On déduit alors eF(G) ~ 0 et EF(G) ~ o.

§2 RÉDUCTIONS VALUATIVES SUR LES ENSEMBLES

1.2.1 Définitions

1) Soient 'li =(Mn) une filtr8tion de l'ensemble Xet aelN, posons

tô' = (t'l'n) Ol! M'o = M et. M'n = Ma+n si m1. ta'P est une f'iltration de X

oppe1ée filtration tronquée de '9.

2) Soi ent If' = (t1n) et B = (Un) des fi ltrati ons de l'i~nsernble X. Pour tout
xeX, posons "",(x) = sup{neIN, x ~~. Mn} On dit que la filtration 'P est une

réduction valuative de 10 f'iltration B s"il existe une constante 8elN et pour
tout xeX on a : 0 ~ vS(x) - 'v',(x) ~ o. avec v,(x) = +O'J si et seulement si

vS(x) =+00. Cette notion de réduction valuative a été 'introduite par D. Rees

dans [ 15).

1.2.2 lemme
Soient 'P =(Mn) une filtration de l'ensemble Xet E un sous-ensemble non

vi de de X. Alors 1es 8ssert i ons sui vantes sont éQui val entes.

(i) v,,(E) =+00

(il) v 8e lN, Vtalf'(E) =+00

(ii1) 3 fleiN t.el Que Vta'P(E) = +00.
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Preuve

.~) Montrons 'lue (i) implique (ii).

Si y~(E) =+0) alors Ec Mp , li pelN, donc pour aelN, E C li6+q ,

'fi qelN d'où VtôlP(E) =+0).

b) (i i) imp1i que (il 0: évi dent.

c) Montrons Que (iii) implique (O. Soit eelN tel que Vtôqr(E) =+00 alors

Ec Ivla+q, li Qe1N'I>: et on El Ec Mp, 'fi P>El et 0n déduit que Er. Mp ,

li pe 1N donc 't'~(E) =+00.

1.2.3 Théorème
Soient " = (Mn) et a = (Un) des filtrations de l'ensL.mble X. Alors les asser-

tions suivantes sont équivalentes.

(0 " est une réduction veluative de 8.

(ii) Il existe un entier b~O t.el Que l'on ôit t b8 s.. s. 8.

Preuve

8) Montrons que (i) impl1Que (ii).

Supposons que (i) est vrai e, alors il exi ste se 1N tel que

o s. va(x) - vl{l(x) s. a, li xeX. On e y~(x) 1 Va(x) -a. Si n 1 a alors: xeUn

impl1que Va(x;- ~ n donc v~(x) 1 n -a, d'où Xe Mn-s, par conséquent Un C Mn-a

pour ma. Comme v'9(x) ~ ve(x) alors lin C Un , li ne rH. Pour tout ma on El

Mn C Un c Mn-o C Un-o' Posons n= p+a ôlors on el Up+a clip c Up,

"1 pel N, d'0il t El 8 ~ lf' ~ 8 e1 0n déduit que (0 impli que Ci i) .

b) Montrons maintenant que (ii) implique (i). Supposons (il) 'tTôie, ôlors il

existe bslN, tel qu~? tb8 ~ l' ~ 8. D'ol! on a
Vt.

a
8(;I,) ~ V'9(>:) ~ 'v'8(~<) pour tout :·;e M, (1).

Si VI41 (X} = +00 ôlors vS(x) = +00._ (voir (1)).

Si VEl{:';):: +C·j alors 'vlt.b8(;~) = +00 (Lemme 1.2.2)
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(1) implique alors V.p(X):: +00 par conséquent, on el : V.p(X) :: +00 si et seule

ment si Vs(X):: +00. On déduit alors Que

v,(x) e IN si et seulement si Ve(x)eIN; (2).

Si "'S(X)eIN montrons Que vS(x) ~ VtbS(X) +1+b .

Posons "'tbS(X)::: reiN.

1) SI r ~ 0 on a Xe Ub+r et X~ Ub+r+ 1 on 8

2) Si r::: 0 610rs Xe Ua :: X et X~ Ub+ 1 on fi: 0::: Vtbe(X) ~ vS(>:)

<Vtb8(X) +1 +b .. (*.~)

(*) et (**) impliquent vs(x) <VtbS(X) +1 +tl .: (3)

(1) et (3) Impliquent 0 ~ vS(x) - v.p(X) s. vs(x) - VtbS(X) < 1 +b donc on a

o i va(X) - v,(x) s. VlbS(X) - vs(x) ~ b, (4).

(4) implique que if' est une réduction valuative de a et on a le résultat.

1.2.4 Lemme

Soient !JI :: (Mn) une filtration de l'ensemble X et E un sous-ensemble non

viC:e de X. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(0 vlJlŒ) = +00

(ij) 'V kelN* , V'f'(k)(E) ::: +00

(itO 3 kelN* tel Que "lp(k)(E) = +",.

Preuve

a) 11ontrons que (i) implique (ii)

Si "",(E) = +00 alors E c Mn, "ri nelN d'où pour kelN*, E c MIOl

'V ne 1Ndonc v19{k)(E) = +00

b) (ii) implique (110: évident.

c) Montrons que (iii) implique (i). S'il e>~iste kelN* tel que V.p(k)(E) :::'h))

ôlors E c Mkn 'i nelN, \,.'19(0 ~ kn, "ri nelN d'où v
19

(E) =+00
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1.2.5 Lemme

Soient, = (Mn) une filtration de l'ensemble X et E un sous -ensemble non

vide de X. Alors les assertions suival\tes sont équivalentes.

(i) W\fl{E) =+00

(j i) v ke 1N* , W.,(k){E) =+00

(111) 3 kelN* tel Que W\fl(k){E) =+00.

Preuve

6) Montrons que (i) implique (ii)

SI w,(E) = +00 alors il n'existe pas d'entier n tel Que ~1n soit Inclus dans E.

Donc pour tout kelN* et pour tout nelN, Mkn <t: E alors

Wtp(k)(E) =+00.

b) (ii) implique (iiH~éYident.

c) Montrons Que (lif) implique (O.

Sil existe kelN* tel Que W,(k)(E) =+00 alors Mkn <t: Epour tout entier n et

on dédui t Mn <t: E, 'V ne 1N donc w,(E) =+00.
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CHAPITRE II

FILTRATIONS DANS UN ANNEAU. NOMBRES DE SAMUEL

La plupert des résultats de ce ctHlpltre ont été obtenus en collaboration

avec H. Dichi et D. Sangeré et ont été publiés dens [3J et [4].

§.I RELAT 1ON ENTRE LES NOMBRES DE SAMUEL GÉNÉRAlI SÉS

vf(g) et Wf(g)

Il.1.1 Définittons.

Soit A un- fmneau commutati f unltElire.

(1) Une filtration de l'anneau A est une suite f =(In) d'idéaux de A
te 11 e Que 10 =A, In+1 C In et Inlp C In+m pour tout enti er mO et pour tout

entier m~O .
Soit 1 un idéal de l'anneau A, la filtration f = fI = (In) est E1ppelée

filtration I-adiQue.

Une filtration f de l'anneau est dite triviale si f ='101 ou si f= fA

L'ensemble des fHtrEltions de l'E1nneElu A est noté nA) et est ordonné

per la relation i où si f = (In>' 9 = (Jn) e HA), f~g signHie que

ln C Jn pour tout mO. La sOlnme des filtrations f =(In) et 9 =(Jn) est
n .

la filtration f+g = ( r IpJn_p)J le produit de f et de 9 est la filtration
p=o

(2) Une filtration f = (In) est dite de type fini s'il existe une suite

croissante d'entiers naturels (kn) tendent vers 0) Quend n~O) et telle Que les
idéôU:~ Ikn soient de type fini.

(3) La rôClne de la filtrôtion f :; (In) est l'idéEll ,ri = "JÇ pour tout ml. La

filtration f est dite séparée si n In = 101 et f est dite non nilpotente si
tHl

ln ~ 10: pour tûut nlt.

(4) La filtration f = (In) est dppelée une AP filtration s'il existe une suite
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k m
(kn) d'entiers! 0 telle Que lim --.D. = 1 et si Ik m C ln Quels Que soient les

n.... oo n 0

entiers n,m. La filtration f est dite fortement AP de n'mg n 1 si f(r) = (Ior)

est 1a filtration Ir-adique c'est-à-d'ire si f(r) = (I~). On vérifie facilement

Que toute filtration fortement AP est AP.

f est Ijlt.e nœthérienne SI l'anneau de Rees a\(A,O = L InXn est ncethérien.
ne~

f est dite fortement. nœthérienne si A est ncethérien et s'il existe un entier

kt 1 tel que Im.Io = Im+n pour tout entler mlk et pour tout entier- ml<.

(5) Soient f = (In) e F(A) et vf la pseudo-valuation homogène associée 8 1.

_ Yf(xn) _
Pour tout xeA, Yf(x) =lim elR+ où vf(x) =sup{relN ; XeIr}. On note

n+~ n

ï; = {x.::A ; vf(x) ~ nL In est un idéal de A, et r= (Io) est une filtration de A

eppelée 10 clôture àsyrnptotigue de f.

(6) Les nombres de Samuel généralisés v.-{g) et wf(g) associés aux

filtrations f =(In) e'! 9 =(Jo) de A sont définis de la manière sui Vfmte :
_ vf(Jn) _ Wf(Jn)
'v'f(g) =lim n et Yv'f(g) =lim lorsque ces limites existent dans

n-t 00 n-t 00 n

Rf où Yf(Jn) =sup{relN .: Jn C Ir} et Wf(Jn) = inf {reiN ,: Ir C Jo} ou 00 si cet

ensembl e est vi de,

(7) L'existence de vf(g) â été établie pour toute AP filtn:ltion g de l'anneau A

et celle de wf(g) quand f et 9 sont deux AP filtrations de l'anneau nœthérien

A dens [2]. De plus, on 6 les relations suivantes:

(il ,;i g ~ g', alür~; ~'f(g) l Vv'f(g')

(ii) si f ~ f', ôlor-~, Yv'f(g) ~ Yv'f'(g)

( - , - ') 1 - , (k)'III) pourt.ol.lt.entier k!l, Wf(g)=kWr(k)(g =j(wf(g )

(IV) pour tout entIer k! l, vf(g) =k Vf(k)(g) =~ Vf(g(~») ou r, f', g" g'eF(A).

(6) Lorsque il = (In) est ;8 filtration l-adiQue où 1 est un idéal de A, on note
v· l' ,) - U (J" li. (n\ - 17' ('g)' \101 • (J) - \101 (' T)' ~/ (g) - \101 (g)"l'" - 'j"j, 'l(::l' - il' , 'f1x" - III .... ' '''-1 - ilI .

De même, si 9 = ()o) est. la filtration J-adiQue de A où J est un idéal de A,
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nous noterons Yf(fJ) ='y'f(J) et 'vYf(fJ) =Wf(J)·

Il.1.2 ProDosit1on.

Soient f et 9 des filtrations de l'anneau A. Alors le nombre de Samuel

généralisé wf(g) existe dans R+ pour toute AP flltnltlon f.

Preuve: Posons f =(In) et 9 =Un)' Nous pouvons supposer que
Wf(Jn) _

lirn inf =6e ]Rf et comme la suite (wf(Jn» est croissante, quen
Wf(Jr) tend vers 00 quand n tend vers 00. f étant une AP fi ltrat ion, il exi ste

k·
une suite d'entiers (kj ) ~ 0telle que Ik.n C Ir pour tous Ln et ~ tend vers

, J J
quand j-+oo. Si s,n sont deux entiers ~ 1; la suite d'inclusions Ink (T) C

\Nf '3

<~/f(J~ C J; C Jns nous donne l'inégalité wf(Jns) f nkwf(Js) (*).

Prenons deux entiers n >m t t f.~. notons Qrl le plus petit entier supérieur ou

égal à ~. On a alors d'après (*)

. . wf(3n) Qn kW'f<Jm)
wf(Jn) ~ wfCTQnm) ~ qnk'vlf<Jm)' On éI donc n ~ -Qn---I ' m d'où

. W f(Jn) k'w'f<Jm) k\Nf<Jm) W f{Jm) k'w' f(Jm)
Ilm sup ni' m et comme m = m wf(Jm) 1 on obtient

" kWf~Jn) 'w'çOr~)
lim sup ~ i nf t 1 ~ 1im

n m m rn
vv··(J )

( T n . --
'. n ) converge dans !R+ .

11. 1.3 ProDosi U on

Soi ent f =(In) et 9 =(.In) des fi ltratl ons de l'anneau A te Il es que f soit

.,' "vv'fOn)_
une AP Tlltrôt IOn. Alors 1es SUI tes ( n ) et (n W1n(g») convergent dans

iL. 8t on d ,

_ W f(\) W f(Jn)
( j) VI" f (g) =1i rn --- = inf --:.....-

1'1-+00 n n n

(i j) VI' ((g) = 1i rn n w'! n(q)
1 n-+oo 1-
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Preuve.

m
Soit f une AP filtration et (kn) une suite d'entiers l 0 telle Que Ik me lnn

k
pour tous rr ,m avec Hm .Jl = l ,

n~oo n
(1) On sait Que Wf(Jn) est défini pour tout entier mO. De plus, commE! la suite

,lWf(Jn)) est croissante, on peut supposer Que Wf(Jn) <00 pour tout entier n.

Commp. Wf(J) i k..... f(J) pour tout idéal Jde A, on obttent

Wf(Jn)
lim sup n ! wr(g)· D'ôutre part, on CI pour tout enLer n et tout i3ntier m,

m
vy'f (Jn) \'Vf (Jnm) Wf(J) _

m d'" n n Q d bt' 1. 0 ( )Jo C Jnrn ou nm ~ nm . uan m-+ oo, on Olen n 2 Wf 9 pour

wfOn) _
tout n. Il en résul te Que la suite ( n ) converge vers \"(f(g). De plus,

_ Wf(Jn)
wf(9) =inf n

(ii) t1ontrons tout d'abord que wf(9) =1im inf nWln(9). Dn peut supposor Que

kn l n pour tout n 2 1. Alors si 9 =(Jn), le suite d'inégelftés fI .. i f(Kr.) ! fI
"n n

_ - 1 - -
nous donne w1k (g) ~ 'y'y' f( Kn) (g) =k Wreg) ! WIn(g) (*).

fi n
Alors en multipliant les termes de (*) per kn et en prenant la limite

inférieure, on obtient: lim inf kn Wln(g) ~ wf(g) s. lim inf n Wln(g)

et 1im inf n wi (g) s. lim inf I~n wI .. (g) cer kn 2 n pour tout n. On a eli nsi
n ~n

montré que wf(9) =lim inf n Wl
n
(g)·

r'iontrons maintenant que lim Slip n wI (g)! Wf(q). Supflosons quen ~ r

Vv'j(g) E IR+ et prenons deux entiers p ~ 1 et q ~ t tels que wf(g) <~ ; fll(lrs

wr(g(Q)) ( p et. il exist.e alors un entier N21 tel que pour tout rmN, on ôit

wf(Jmq) ! mp, Par conséquent, pour tout entier m 1 N, on fi

Imp c Jmq' Soit n un entier l 1 et qm la partie entière de r~, On a alors la suite

d'l·ncll"'· n" r(Qrn+
1

)P 1 1 d' . 1'" l't'k.10;;J n C n<Qn/ 1)p C m~1 C JmQ ou lnegô 1 e
WIn (Jrnq ) p(Q + 1)

mq 5. r~lq ,En prenant la 1imi te quand m-+oo, on obtient



21

-() lp, t'"W Q i -- ces -6-01re que
I n ·- n Q'

\",If(9)·

Il. 1.4 Coro llai re.

Soi ent f, 9 et h des fi ltrati ons de l'anneau A telles Que f soit une AP

filtration. On a alors. Wf(gh) ~ Wf(9) + Wf(h).

Preuve. il suiiit de remarquer qll8 si l, J, K sont des idéaux de A, on a

wI(JK) ~ wI(J) + 'v't1(K) et d'ôppliQuer la proposition II.l.3.

Il.1.5 Corollaire.
Soi ent f, 9 et h des fi 1trati ons de l'anneau A te 11 es Que f et 9 soi ent

1 1 1
des AP fi ltrati ons. On a alors: W (h) ~ W (h) + W (h) .

fg f 9

Preuve. D'après 1a proposit i on II. 1.3 (i 1), il suffit de montrer Que si,

l, J, st:'nt des idéeux de A et si heF(A), on a la relation
! 1 1 - --

wIJ(h) ~ WI(h) ... W/h) , Comme 'A.'u(h) ~ inf (wl(h), wlh», on peut supposer

que O!. =WI(h) et p= Wlh) sont des réels> O. Posons h = (Hn) et prenons des

entiers p, p', Q, Q' ! 1 tels Que O!. <~ = r et p< ~: =r'. Alors WI(h(q» < p et

WJ(h{Q'» <p', Il existe alors un entier m tel Que pour tout n ~ m, on oit

wI(Hnq) < np et WJ(Hnq ') < np', c'est -à-dire Que Inp c Hnq et Jfip' C Hnq'. En

t" r lnpp' HP' H t npp' H d" ()npp' H A"par leu 1er, C nq C nqp' e J C nq'p ou IJ C n(p'Q+I)Q')' lnSl

·NI.J(Hn{p'Q+PQ'» i npp' ; en divisônt par n(p'q+pQ') et en prenant la limite

- rr' _ cx.p
Quand n4CO

, on obtient WIJ(h) ~ - .. Ainsi WIJ(h) ~ -:. et on obtient
r+r ~+~

1 oc+P 1 1
}-- +

WIJ(h) - 0:.[3 - WI(h) "IVJ(h) .

II.1.6 ProDosi ti on.

Soient f :: (In) et 9 :: (.Jn) deux filtnltions de l'tmne6u A telles que vr(g) et

Wf(9) 8i<istent. Alors W(g) <Vj(g) si et seulement si il existe un idéal 1 de A

et un entier naturel m tels que pal!'" tout n 2 m on oit ln:: Jn :: 1.
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Preuve. S'il existe un entier m et un idéal 1 tels Que ln = Jn = 1 pour tout

n ~ m, alors Wf(9) =0 <Vf(9) =00. 1nversement, supposons que \"'If(g) <vf(9) et

di st i nguons deux cas. Si Vf(Jn) <00 pour tout n, comme

_ Yv'f(Jo+ 1) _ Vf(Jn)
"'f(9) = lim ' <Vf{g) = lim , il existe un entier N tel Que

n-+oo n n-+oo n

Wf(Jn+ 1) <Vf(Jn) pour tout mN ; en particulier wfUn) <vfUn)· Notons

vn =vfUn) et wn =vfUn)· On a alors IVn C IWn C JnC IVn ' d'où IVn =IWn =Jn·

En particulier Ik =Jn pour tout entier k vérifiant wn ~ k .~ vn.

Comme Vn+1 <vn i Vn+ l, lim \In =00 et en prenant m =max(N,wN) et 1 =JNI on
n..... œ

ooti ent In =Jn =1 pour tout mm. Sil exi ste un ent i er N tel que VfUN) = 00, on

a I WN c JN C ln pour tout entier n ; en particulier, I WN = JN =In pour tout

n 2 WH' Comme la suite (Vn) est croissante, on a aussi vk = 00 pour tout k ~ N,

d'où ln = Jk pour tout n 1 Wk' Il suffit alors de prendre m = max(N,WN) et

1=JN.

H. 1.7 Conséguence~.

(i) Si f et 9 sont des AP filt.rations de A telles Que f soit séparée et non

nilpotente, on 6 Wf(9) i vf(9).

(11) Si f, 9 sont des filtrations sur un anneau de Dedekind A telles Que f soit

fort.ement AP et non triviale, on a Wf(9) ~ Vf(9).

Preuve. Notons f =(In) et 9 =Un). (0 résulte de la proposition 1.1.6 puisque

f ét,ônt. sèpôrée non ni lpotent.e, s'Il exist.E- un idéal 1 tel Que
In =1 pour n ! 0, on aurait 1 = () In = IO~ ce Qui est absurde car f l~sl non

ma i

ni 1potente.

(li) résulte de ([71, proposition 4.2) et des propositions II.1.2 et II.1.6.

§.2 L'ÉGALITÉ ASYMPTOTIQUE ôf(g+b) =rrrin (6f(9), af(h».

Les nomtlres de Samuel généralisés Vf(9) et Wf(9) ont permis d'étenljre aux

riitrôlions les nombres rationnels fl(l) et LIU) définis par P. Samuel pour

Ijes 1déaux 1et J d'un anne8U nœtheri en A [16].
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Il a été montré dans (121. 2.9) que l'on ne pouvait déf1n1r Vf(9) et Wf(9) pour

toutes f11tretions f et 9 de l'anneau A ; plus préc1sément Vf(9) existe si 9

est une AP filtration ([21. proposition 2.6) et Wf(9) est défin1 pour toute AP

fl1traUon f de l'enneau A d'après la propos1t1on II.1.2.

Il résulte de la proposition 1.1.4, que af(g) et 5"(g) eX1stent dans lR+, et

que si \'f(9) existe dans iR+ on a Vf(g) =af(g) et si wreg) et existe dans lR+ on

a Wr(g) =bf(9)·

Notot1ons

On notera pour des idéaux l, J de A, fI étant la flltration I-adique,

afl(g) =6J(g), 8{I(g) = 0l(g), afUJ) = af(J) et Of(fJ) =bf(J)· De même, nous

I3doptons 1es notat ions 8j(g) , bI(g), af(J) , bf(J)

II.2. 1 Remorgues

Il résulte des déf1n1tions 1.1.1 Que Sl f = (11'1) et 9 = (Jn) sont des

filtrations de l'anneau Aet l, J des idéaux, alors on 6 les relations suivantes:

(0 Pour tout entier kll, on a Vf(J~{) l k af(g) et Wf(Jk) i k bf(g).

(j 0 af(J) =Vf(J) et bI(g) ='NI(J1).

Il.2.2 Proposition

Soient f et 9 des filtrations de l'anneau A. Alors af(g) l. l ::::) 9 i f.

Preuve
SOIent f =(In) et 9 =(Jn) ; comme fJo ! 9(1'1), on a BfUn) l Bf(9(n» l n pour

tout entier n > 1 d'oprès l'hypothèse 0r(g) l 1 et la proposition 1.15. Comme

~j(J~) =Vj(J~) d'après la remarque 11.2.1 (iD, on ootient

ô ·(l)
af(Jn) =~~r~ Tk 1'1 =vf(Jn) donc vf\Jn) l n c'est -à~~re que l'on a JfI c: In ; ainsi

9 ~ r.
Il.2.3 Remorgue

La réciproque de le proposit10n II.2.2 est fausse comme le montre

l'exemple suivent. Consiljérons l'anneau A =~/4~, f = fiai et

9 = T= (~) ; ôlors pour tout. n ~ 1, on ô In =2';f./4~ et
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_ 8f(g(n»
8f(g)=lim =0 puisque {r~ 1 ;g(n)~f(r)}=~.

n-t- n

11.2.4 Lemme

Soient f et 9 des filtrations de l'anneau A telles que 9 soit une AP
filtration de type fini. On 6 alors 6f(g) = fir<g) = \/f(g) =\/tg)·

Preuve
Posons 9 = (Jo). Montrons d'abord que \/f(g) = \/rg)· Soit (ko) une suite

croissante d'entiers telle QUE; lim kn =.... et telle Que chaque idéal Jk soit de
n-t~ n

t.ype fini. Comme \/rest la partie entière de \/f, on a pour tout xeA, \/f(x) i

Y-:.f(X) + 1 ~ \/f(x) + 1 ; de plus, \/f(31< ) =inf \/f(x) et \/-f(Jkn) = inf v-:f(x). Par
n xeJ., XeJI<

~n n

conséquent, on ô Yr(g) = \/7<g) puisque d'après 10 proposiUon 4.7 de [2]

v·(J )
- . T k: n _. - - --
\lf(g) = Ilm k . Lomme af(g) =\lf(g) et a1'(g) = V(19)· On a

n-t oo n

8f(g) =8rg) ='v'f(g) ~ \l1(g)·

II.2.S Théorème

Soient f et 9 des filtrat10ns de l'arme8u A telles Que 9 soit une AP

filtration de type fini. Alors Vf(g) l 1e::. 9 ~ f

Preuve
Supposons tout di'abord que \lf(g) ~ 1 ; alors af(g) l 1 et d'après la

proposit; on 11.2.2 on a 9 ~ f 1nversement si 9 ~ r 'V ne 1N* on a

g(n) ~ r(n) d'OlJ ôr(gj ~ 1 et vf(g) = af(g) il, d'après le lemme II.2.4.

Il.2.6 Théorème

Soient f, 9 et. ri des filtrations de l'anneau A. Alors on a :

(0 BT(g+h) =min (6,(g), ôf(h».

(ii) 'bg+I1(O = sup (bg(f), bt1(f).

Preuve

(i) ô) Montrons d'abord que af(g+rt) ~ min (af(g), af(h». Comme 9 ~ g+h

implique 8f(g+h) i af(g) E't h i g+h implique af(g+h) ~ ôf(h) d'après la

proposition 1.1.3, (v), on 8 8r (g+h) i min (8r(g), 8r (h».
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b) Montrons Que 6f(g+~t) ~ À =min (8f(g), 8f(~I» ou Àe!R+. Posons

n
9 = (Jo), h =(Hn) et Kn = L JnHn- p. Supposons À>O et prenons un réel u. >0 tel

p=o
_ vr(Jn)

Que À> Ci.. On salt d'6près 18 proposItion 1.1.4, Que 8f(g) =lim inr -n- et

_ Vf(Hn)
ej(h) =1im 1nf n ; 'il exi ste donc un entier m11 te1Que v nun, vf(Jn) 1 n(X.

et "f(Hn) l nu.. Or Vf(Kn) L min(vf(Jp) + Vf(Hn- p». DOl.e si n>2m, on peut

distin!~uer trois cas; si D<rn, on a vfUp) + Vf(Hn- p) 1 (n -p)Ci.; si Dun et

ps- n-m, on Cl vf(JP) + vf(Hn- p) L nCt. enfin si p ln-m, vf(Jn) + Vf(Ho) 1 pu.,

Dans tous les cas, on a: Vf(JP) + Vf(Hn- p) 2 (n -mM, d'aü Vf(Kn) 2 (n -m)Ct. , et

_ I/f(Kn) (n-m)Ct. _
comme 6f(g+h) =1im inf n ~ Hm inf n =Ct. on a af(g-t h) 2 À.

(iD Comme 6r(g) = iïg~f) (proposition 1.1.6) et en utilisant (il on a (iO.

§.3 ETUDE DE LA CLOTURE ASYMPTOTIQUE r.

Le théorème suivant a été établi par le Professeur D. Sangaré [171 .

II.3.1 Théorème
Soient 1, 9 et h des filtrations de l'anneau A. On a

(i) f ~ r
(ii) f=f

(i i i) Si fig alors fig

(iv) f 9i Tg

(v) Si Th i 9h et f ~ \fh alors ri g. (Loi de simplification pour 16 clôture

asymptot i Que).

Preuve

Ces proprietes se démontrent sans difficulté. lJuant. ri \a loi de simpli

ficat.lon, la relation 19 i gh implique f2Fï i fgh ~ gzFï et par récurrence
fnh ! gnh ! gn pour tout. entier neIN*. Donc nVfnh(x)! n.v n(x) = vg(x) pour

9
tout Xe A car vqf;(X) =~ vg(x), pour tout ne 1N* .
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. r.: - lim - - ( )(Remarque 2.5 [7]). Si f ~ vh alors vf(X) :: n ----t«> Vfnt}x) ~ v9 x , pour tout

xeA. (Corollaire 3.4 [2]): donc f~ g.

11.3.2 Lemme
Soi ent f, 9 des filtrlJ1. ions de l'anneau A. Alors on a :

(0 r<r) ~ rrrr et 7\r}:: nt-) pour tout réel r >0.

(ii) f'"(rJ :: FiT :: f{r), pour tout entier nO

Preuve

(0 Soit f =(In) alors f =(In) :: (Jn) et f(r) :: 0rriff) :: Uft ,j'i) avec

If"'rri\ :: {xe A ; Yf(X) 1 frO\} Si (Tf) =(Kn)1 Kn :: {xe A ; Vf( r) ~~) 1 n} ::

{XcA ; Vf(;;) l rn}. nO ~ W> et comme fer) ~ nr) ~ W) on 8 y(r) :: T~n

(in Comme r est un entier) 0 alors f =(In) :: (Jn) et f(r) :: (Jrn) avec

~n :: {xe A ; Vf(x) ~ rn}. Si 'i1i1:: (Ko>' Ko :: {xeA ; '1 f (r)(X) 2 n} ::

{XcA; "'f(X) L rn} :: I rn d'OlJ nr):: Tm et on déduit f(r) :: W):: nr), pour

tout ent ier nO.

(iiO de f9 ~ fg ~ r 9 i tg (théorème II.3.1) on a fg :: r 9:: Tg

II.3.3 Proposit1cn

Pour toute filtration f de A et pour tout nombre réel s >0 et pour tout réel

1. >0 on a :

(0 f{HO :: f(s) f(t).

(ii) (f($}) (t) :: f(~t)

Preuve. fv lontrons que' f(s+O ~ f(~) f(t).

1 1
Vf ('3) ( x) + 'v' f (t) (x) 'y' Xe A (remôrque 3.1 [2])

1 (s+t.)
=---r-,~, (+ d'où
\,!",(S)f(t)VJ - 1 - 1 - - Vf(x)

- \lf(' ' - Vf("" .S'" t A)

-. 1 _. _ ..
Vf(~)f(t)(X) l s+t vf(x) :: Vf(~+t)(x) donc on fi :
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f(s+f) i f(s) f(t). (1)

Comme f(s) f(t) i f(s+t)

alors f(s) r(t) i r(s+t) (2).

De (1) et (2) on déduit f{s+t} =r(s) r(t).

(lit) COfnme Jjour tous réels t et s>O, Vf(sO(x) =s\ vf(x) = ~ Vf(~;)(x)

=V(r(s»(t)(X) alors on a ((($» (t) = f(st).

11.3.4 Défi nil ion

Deux filtrattons f et 9 de l'anneau A sont dites projectivement

équivalentes s'11 existe un rotionnel nO tel Que vf(x) = rvg(x), "ri xeA.

La re1atto", amsi définte est une relalton d'éQutvalence sur F(i~)

11.3.5 Rp.moroue
Sl aeux f'iltraUons f et 9 de l'anneau A sont projecttvement équiva

lentes alors il existe un rationnel s>O tel Que f =F
- 1 -

En effet il suffit de remarquer que vg(s)(x) =s vg(x).

Notons par B l'ensernble des AP-filtratons séparées .. non nilpotentes de
l'anneau nœthérien A.

Il.3.6 Proposit j on

501 ent f et 9 des éléments de B . Alors 1es assert i ons sut vantes sont
éQut vo1entes.

(i) r =9
(i i) ar(g) = br(g) -: 1

Preuve. Montrons Que (i) implique (il) : f =9 implique 8g(g) =a- (g)
9

=êlr(g) =6r(g) (Lemme II.2.4) et comme 1 =ag(g) (corollaire 4.7, [2]) 610rs

ôf(g) = 1. On déduit que 6g(0 = 1. De bf(g) =- ~r" (proposition 1.1.8) on 6
. 8g\ ,

br(g) = 1. Montrons mai ntenant que Ci 1) tmp1i Que (t) :

af(g) = 1 implique g ~ f (propositton 11.2.2). De bf(g) = 1 on 8 8Q(O = 1 car
1 ~

5"r(g) = 0 1(f) d'où fi 9 et par conséquent r=g.
9
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CHAP 1TRE III

FILTRATIONS DANS UN ANNEAU
DEV 1AT IONS ASVMPTOT 1(lUES

§,1 DÉVIATIONS ASVMPTOTIQUES ET FILTRATIONS FORTEMENT AP.

S01ent f et 9 des flltrations de J'anneau A. Dans le chapitre l, § l, nous

avons dérini les déviations asymptotiques ef(g), Ef(g), Soit g =(Jn), nous
introdulsons les nombres dr(g) =sup (n ar(g) - vr(Jn)) et Dr(9) =

nelN*
sul) (Wf(Jn) - n bf(g)), pour l'étude des déviations asymptotiques er(g) et
nelN*

Er(g) . Soient 1et J des idéaux de J'anneau A. Si 9 =r T la riltration J-adiQue on,

note dr(g) =dr(J), Dr(J) =Dr(g), er(g) =er(J), Er(g) =Er(J) et si r =rI on note

df(g) = dl(g), Dr(g) =[;I(g), er(g) = el(g) et Ef(g) =EI(g)·

111. 1. 1. Propos1 t ion

Soi ent r = (In) et 9 = (Jn) dp.s ri 1trat i ons de l'anneau A. Si r est une

f11trati on fortement AP de rang k alors on a :
(1) d1k(g)e R si et seulement si dr(g)e IR.

(ii) D1k(g)eIR si et seulement si Dr(g)e]R.

Preuve (i) Démontrons Que ÀVr(~)(Jn) i vr(Jn) i À(vf(~)(Jn) + 1) + 1J

*'tIneIN,"VÀeIR +.

a) Montrons d'abord que vr(Jn) =00 si et seulement si Vr{~)(Jn) =00.

En effet si Vr(~)(Jn) =.~ alors Jn cil-À, r-IJ 'V reiN donc Vf(Jn) ~ ,- Àr-I ~ Ar

d'où Vf(Jn) =..... 5i Vr(Jn) =00 alors vr(Jn) ~ p, V pelN et Jn C Ip ,

''1 pelN d'où Jn C Ir?t.r-IJ v relN* et v Àe]R* + et Vr(À,)(Jn) ~ rJ V re/N* donc

vr(À) (Jn) =00. On déduit que vr(Jn) =00 si et seul ement si vr(~) (Jn) =00 et si

J'une des assertions équivalentes est vérHiée on fi :
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À r i I-Àr-: ! 'v'f(Jn) i I-À (r+' ri i À(r+ 1) +', 'fi Àe]R*+ on fi À 'v'f(À)(Jn)

*i Vt(Jn) i À (Vf(À)(Jn) +,) +', "ri ÀeR +.

c) Montrons maintenant Que: dIk(g)e IR si et seulement si df(g)e JR. Comme f

est fortement AP de rang k. fO:> = fIk olors

k VIk(Jn) ~ "f(Jn) ~ k (VIk(Jn) + 1) +1. et on 6

kVIk(Jn) - 8f(g) i Vf(Jn) - Of(g) ~ k(VIk(Jn) + 1) - Of(g) + '. d'où

kVIk(Jn) - kaIég) 5. vf(Jn) - 0f(9) i k(vIk(Jn) +1) - ki~Iég) + " car

kaIég) = ka fo:)(g) = af(g) , (proposai on 1. '.5) et on a :

k(VIk(Jn) - r. alk(g~i vf(Jn) - nOf(g)! k(vIk(Jn) - n8'~k(g» + k + 1

i Vf(Jn) - neT (g) + k+l. 'v' ne 1~l* d'où kdrég)- k- , i df(g)

!-. kdIk(g) et par conséquent kdIk(g) i df(g) i kd1k(g) +k +1 i df(g) + k+ 1 cer

d1k(g) =sup (na1"(g) - V1k(Jn» et df(g) =sup (na f(g) - vf(Jn»'
nelN* ~ nelN*

On dédu1t alors Que: dIk(g)elR si et seulement si df(g)elR.

(li) Pour démontrer (ii) nous allons établlr Que
*À 'y'y'r(À)(Jn) - À i wr(Jn) i À Wf(À)(Jn) + 1. 'v' neIN*. 'v' ÀeR +.

a) Montrons d'abord Que 'y'y'f(Jn) = 00 si et seulement si Wf(À)(Jn) :: 00. En effet

si Wr(~)(Jn)= 00 olors p={r; Ir Àr -'1 C Jn} =~I supposons Wf(Jn) = pelN olors

il existe SeiN tel que ÀS ~ P d'où 1- ÀS l ~ p, Ir Àsl C Ip C Jn Ellors 13;le 121

absurde donc 'Nf(Jn) =00. Si s =- VY'f(;1.,)(Jn) < 00 olors Ir À8-1 c Jn et

Wf(Jn) i [ }, s l .; 00. Donc 'y'y' f(Jn) =00 si et seul ement si Wf(À) (Jn) < 00 et si l'une

des assertions équivalentes est vérifiée on a :

À'v'Y'r(À)(Jn) - À ~ "NfOn) i À 'y'Y'f(À)(Jn) +', 'v' neIN*, "ri ),eIR*+. On déduit que

'y'Y'f(Jn)e IN si et seulement si W f(À) (Jn)e IN.
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d'oùb) Supposonsque r:wf(À)(Jn)eIN.lr"-r-ICJnet Ir"-(r+1}l<tJn

À(r- 1) i rÀ (r- 1)-1 i W f (Jn) i rÀr -1 ~ Àr + 1, V Àe lR*+ 0na:

*À VV'f(i\.) (Jn) - À i 'vVf(Jn) i ÀWf(~,}(Jn) +1, V ÀelR +

c) Montrons maintenant Que: 0Ik(g) l!lR si et seulement si 0f(g)elR.

Comme f est fortement AP de rang k, f(k) : flk

~lors kWlk(Jn) - k i Wf(Jn) i kWlk(Jn) + 1, V kelN* et on 0

k'v'v'Ik(Jn) - nb f(g) - k i Yv'f(Jn) - nb f(g) i k Wlk(Jn) - nb f(g) + 1, V kelN*

kWlk(Jn) - knb1k(9) - k 50 'ft' f(Jn) - nb r(g) i k wlk(Jn) - knblk(g) + 1, V kt: 1N*

car kb1k(g) : kb ro.)g) : bf(g), (propos i tian 1. 1.5) et on a :

k('v'v'lk(Jn) - nblk(g» - k i Yv'f(Jn) - nb f(g) i k(W1k(Jn) - nb1k(g» + 1

i wf(Jn) - nI) f(9) + k + 1, V kelN* pt V nelN* comme

Dr(g) =sup (wf(Jn) - nb f(g)" et 011,(g) =sup (WI1.(Jn) - nbll,<g»,
nelN* ~ nelN* ~ ~

kDlk(g) - k i 0f(g) i kOlk(g) + 1 50 0r(g) +k + 1. On déduit tllors que

DIl(9) e IR si et seul ement si Dr(g) e IR.

Salent 1 et J des idéaux de l'anneau A. Si la filtration adique fI est

projectivement équivalente Èl fJ, nous dirons que 1 est projectivement

équivalente ft J. L'ldéall est dit séparé si la filtration adique fI est séparée.

L'idéel 1 est dit régulier s'il existe ael tel que a ne soit pas un diviseur de

zéro dans A. Soit 1 un idéal, séparé, régulier de l'anneau nœthérien A, notons

U(I) l'ensemble des idéaux séparés, réguliers de l'anneau A, projectivement

équivalents à 1.

Nagtlta ;j montré dans ([ 121, théorème ô), que les déviations asymptotiques

81(.J) et. EI(J) ':ont des réels positifs si le U(J).

Dans cette pert i e nous el 11 ons étudi er l'exi stence de ef(g) et Ef(g) dans lR+ .

III. 1.2. Lemme

~;üient J un idéal de l'anneau nœthérien A, f : (In) une filtration forte-

ment AP de rang k de l'anneau A telle que IkeU(J) . Alors:
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(0 ef(J) e R+

(il) Ef<J) ...:]R+.

Preuve.
Remarquons Que comme Vf(J) = élf<J) et WIk(J) = bI~(Jn)' (remarques II.2.1)

alors ef(J) =df(J) et Olk (J) =Elk (J).

(0 Montrons d'abord Que ef<J) eR+. Comme drk(J) =e1k(J) eR+ (thEwrème 8,

lI2]).
Et comme «1k(J) elR s1 et seulement si df(J) eJR (proposition ilL 1. O. On déduit

Que ef(J) E lR+ car ef(J) =df(J)·

on Montrons maintenant Que Ef(J) elR+ . Pour d~:JX filtrations f :: (In) et

9 =(Jn), nous allons établ1r que Df(g):$ Ef(g) 50 Ef~g):$ 1Df(g)l ... 1.

a) 110ntrons d'abord Que 0f(g)$ Ef(g). Comme wf(Jn):$ bf(9(n», v ne IN*"

(proposi li on 1. 1.3, (1 v» ; Wf(Jn) - nbf(g):$ bf(g< n» - nbf(g), on a alors

Of(g) :$ Ef(g)·

Montrons ensuite Que Ef(g):$ 1Df(g)1 +1. Posons ~ = 1Df(g)1 alors

Wf(Jn) - nbf(g) $ p, v ne 1N"" , Wf(Jkn) :$ knbf(g) + p, V ke IN"" et V ne IN"",

On a ~ WF(J~n) ~ kbf(g) +~ $I<b f (g) + p d'où sup rWf(Jkn)/n-1 -·1 :.'i ~ WF(Jkn)
nelN*

:S kbf(g) + ~, Comme bf(g(k» = sup ,-wf(Jkn)/n -1 , (proposit ion I. 1.3 (lv» on
nelN*

a ; bf(g(k» - 1 :.'i kbf(g) +p d'où Ef (9):.'i IDf(g)1 +1. D'où s1 9 =fJ on a

Df(J) :S Ef(J) ~ IDf(J)I + 1

Comme E1k(J) elR+ (théorème 8 [12]). Et comme D1k(J) =E1k(J)elR+ si et

seulement s1 Di(J) eIR (proposition IIL1.l). On déduit Que Ef<J)elR car s1

Df(J)e lR et comme Df(J} 5. EfU} i IDfU)1 +1, on El Ef(J)e lR.

111.1.3. Théorème

Soient f =\In) et 9 =(Jn) des filtrations fortement AP respectivement de

rang k et s dppartenant à fi telle que IkeU(J$)' Alors

(0 ef(g) e R+ .
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Preuve (i) a) Nous a11 ons établi r que: df(g) ~ ef(g) ~ l:df(g)1 +', (*).

t1ontrons d'aborL Que df(g) ::; ef(g). Comme vf(Jn) ~ 6f (g(n», 'v'ne 1N*

(proposition I.l.3~. (iii) ; on a nOf(g) - yf(Jn):$ nflf(g) - 0f(g(n»,

On déduit olors df(g) ~ 8 f (g) car df(g) = SUI) (n 0f(g) - vf(Jn» et
nelN*

8 f (9) =sup (n8f(g) - 8f (g(n»)).
nelN"

~'ontrons ensuite Que ef(g) ~ Idf(g)1 + 1. Posons p= Idf(g)1 fi lors

n8f (g) - ""f(Jn) :$ ~ pour tout entier r~ l, d'où YF(Jkn) ~ knaf(g) - ~ pour tout

1 - ~-entier k ~, et pour tout ent ier n~ 1. On a nIl f(Jkn) ~ kof(g) - n ~ kof(g) - P
1 .,) - )donc inf L n Il f(JknLI + 1 ~ inf (-n Yf(Jkn) ~ k8f(g - p, Comme

llEIN* neIN*·

81·(J(k» = inf L !- '.If(Jkn)J, (proposi li on I. 1.3) ; on obt1ent
nli:IN* n

8 f (lk» + 1~ k8f(g) - ~ donc ef(g) ~ Idf(g)1 + , et on dédu1 t

df(g) ::; ef(g) ::; Idf(g)1 + ,

b) Prouvons Que: df(g):$ 0 impl ique 0:$ 8 f (g):$ ',(**),

Pour celo posuns: Af(g) =sup (re]R;\ , 9 i f{r)} ou 0 s1 cet ensemble est

vide.
Remarquons Que ôf(g) =LAf(g)J. Par conséquent on fi

3f(g) = lim 1. Af(!~)(n» Comme kAf(g) ~ Af(g(k»,V kelN* ; on déduitn...,+oo n
0f(g) :5 Af(g) s 8 f (g;1

1) Mont.rons d'abord que dr(g) ~ 0 ~ 8 r(g) = Ar(g).

Soi t df(g) =sup . (nêlf(q) - vfUn»:5 O. Si 0f(q) =0 on El 8f (g) =Af(g) C8r
nelN* ~ ~

Àf(g) ~ Ôr(ll), SI 8f (g) = 00. Ijf(g)::; 0 implique n8 f (9) ~ "'f(Jn) = 00 donc Jn C rD'

''ij' pE H~~ et on ô g:5 fer), V rE IR*+ d'où Af(g) ==, s: 8
f
(g) =re IR *, df(g) :5 0

implique rndf(gfl S vf(Jn) alors Jn C I,-naf(grl' v nel~/* d'où 95f(r) et on 8

af (g):5 Af(g) et cürnrne Af(g) ~ af(g); on a Af(g) =8
f
(g),
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2) Remarquons que 8/g) =Af(g) implique 8f (g(k») =Af(g(k» 'v'keIN*.En

effet comme Af(g) ~ "8/9) , alors Af(g(k» ~ flf(g(k» • 'v' kelN* et k8 f (g) =

kAf(g) ~ Af(g(k» ::; 8
f
(g(k» = k6

f
(g), "ri kelN* donc a-f(g(k» =Af(g(k»,

3) Montrons ensuil~ que dr(g)::; 0 implique 0 ~ ef (!}) 51 . En effet df(g) s 0

implique Af(g)= ê1
f
(g) et comme El

r
(g(k»:5 Ar(g(k») <ar(g(k» +1 .. 'v' kelN*

alors 0 ~ k6f (g) - af(g(k») 5 1 donc si dr(g) 5 0 alors ef(g) 5 1 car

. -. . (n»
ef<g)= ~up (n tlf(g) - 8f <9 ),

n~nr

c) Montrons rY'eintenent Que er(g) eR+. Comme 9 est une filtration

fortement AP de rang s de l'anneau A alors pour tout entier ml il existe un
entier Qn tel Que SQn ~ n i S(Qn +1) , (***)

et on El J~(Qn+1) c .In C JSqn d'olJ Vr(JSQn) i VfUn) i Vr(Js(Qn+1» et on a

n8""f(g) - vf(Js
Qn+ 1) i nOr(g) - Vf(Jn) i naf(g) - vf(JsQn) car Jsi =JsJ!,

'r{ .e eIN*. On déduit n6f(g) - Ir'r<Jn) i ~ E1f(g(s» - vr(JsQn) car 6r(g(s» = S8f(g)

et comme 9 = (Jn) est une rlltration rortement AP de rang s alors

13f(g(3» =t'f(Js) et (***) implique n8f(g) - vf(Jn) i (Qn+ 1) af(Js) -vr<Js
Qn) et

n6f(g) =vf(Jn) i Qn BrUs) - Vf(JsQn) + Elf(Js); (1).

IleU(Js) implique que 6f(J3 ) eIR+ ; (lemme 11.3.6).

Si Qn =0 alors Qn of(Js) - Vf(JsQn) + af(Js) =reIR+, (2).

De <1) on a n 8""r(g) - vr<Jn) i df(Js) + 6r(Js) eR+ car dr(Js) = erUs) elR+ • (3)

Lemme III. 1.2). De (2) et de (3) on déduit que

naf(g) - \"r(Jn) i suP(dr(Js) +BrU,) .: r).

D'où df(g) =sup (n Ë1-r (g) - vf(.Jn»~ + 00 . (****)
nelN*

(*); (**) et (****) impliquent que er(g) eIR+ .

(Il) 8) Nous allons d'ôbord établir que: 0r(g) ~ 0 implique 0::; Er(g) s l .

Pour cel~ posons:

ô(:~) = SUD {relR*+ • r(r) i 9 } ou co si cet ensemble est vide.
1
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Remarquons Que bf(g) = 1-6f (g)-1.

Par conséquent on e bf(g)= 1im n
l

Bf(g/n» .Comme pour tout re]R*' et pour
n~+oo

tout k elN*, (f(r»(k) = f(rk) on a Bf(g(k» ~ kBf(g) ,v k elN* et on dèduit

bf(g) :!: 6 f (g) :!: bf(g)·

1) Montrons que Df(g) :$ 0 1mpllQue bf(g) - 6f (g).

Si 0f(g) = 00 alors bf(g) =6 f (g) car bf(g) :!: 6 f (g) 51 bf(g) ~ 00 ,

0r(g) $ 0 impl i Que wf(Jn) :5 n"'5"f(g), 'v' n ~ 1 donc Irnbf(9)l c l Wf(J
n
) C Jn ,

'ri n;e; l d'où f(bf(g)) 5 9 donc 6 f (g) $ bf(g) et comme bf(g) $ 6 f (g) on a
br(g) =6r(g),

2) Montrons ensuite que Df(g) $ 0 implique 0 $ Ef(g) s 1. En effet

0f(g) :5 0 impl1Que bf(g) = 6f (g) et comme bf(9(k» < 6
f
(9(k» :5 bf(9(k» +L

'v kelN*, on a 0 S bf(g(k» - kUf(g(k»:$ 1 car kbf(g) =5"f(g(k» =6
f
(g(k»,

Comme Ef(g) =SU] (bf(g<n» - nbf(g», on a : 0f(g):$ 0 implique 0:$ Ef (g):5 1.
n", 1N*

b) Montrons maintenent Que Er(g) eIR+. Soit 9 = (Jn) une riltration fortement

AP de rang s de l'anneau A alors pour tout entier n ~ 1 n existe un entier Qn

tel Que sQn ~ ni s(qn+ 1), (*).

On a JS(Qn+ 1) C Jn C JSQn d'où wf<JsQn) i wf(Jn) i Wf<Js(Qn+ 0) et on a

Wf(J,qn) - n b(g) ~ wf(Jn) - n bf(g) ~ Wf(J,Qn+ 1) - n bf(g) car J,~ = J, .e.

On déduit : WfUn) - n bf(g) ~ WrU,Qn+ 1) - n bf(g) et

wf(Jn) - n 5""f(g) ~ wf(.\Qn+ 1) - (n/s) bf(g(S» car br(g(S» = s br(g) et comme

9 = (Jn) est. une Hltrat1 on fortement. AP d'ordre s a10rs I)f(g(3» =bfUs) et.

(*) impl1que w(Un) - n br(g) ~ wf(JsQn+l) - (qn) brUs) et on a : wf(.Jn) - n

br(g) ~ Wf(Js
qn+l) - (Qn +1) bf(Js) + bfUs) et wf<Jn) - n bf(g) i Df(Js) + El-rUs);

d'où Dr(g) = sup (Y'Y'f(Jn) - n· bf(g» ~ OreT,) + br(Js)' El Us)
lIe/N* 'k

= D1k(JS)eIR+ et DrUs) elR (voir lemme III. 1.2 et 1a proposition m.1.1). On a

aussi br(J~) elR+ (lemme II.3.6). Par conséquent Df(g) 't +cc· . '

"
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Comme 0f(g) i Ef(~) ~ 10f(g)1 + 1 et 0f(g):$ 0 impllque 0 s Ef(g) sI,

on déduit que Ef(g) e 1R+ .

§.2 FILTRATIONS DANS UN ANNEAU ET DÉVIATIONS ASYMPTOTIQUES
BORNÉES

Rappelons que Il. est l'ensemble des AP filtrations séparèes, non
nil potentes de l'anneau nœthéri en A.

S01t 9 une f1ltn~tlon fortement AP de rang k séparée, non nilpotentes

de l'anneôu nœthéri en A. Notons par Qk(g) l'ensernb1e des f11 trat ions

fortement AP de rang k, sèparées, non nllpotentes de l'anneau ncethérien A

projectivement équivalentes il g.

Oans toute cette parUe nous ne considérons que des filtrations qui

appartiennent à B . Supposons 9 fortement nœthérienne et notons S(g) le

sous-ensemble de Qk(g) formé des filtrations fortement ncettlÉ!riennes de

l'anneau ncethérien A. Donc tous les éléments de S(9) sont projectivement

équl val ents à g. Posons: e(g) =sup{ef(g), f e S(g)} et ":"(g) =suP{Ef(g), f e S(g)}.

Dans cette partie nous allons étudier e(g) et E(g). e(g) l 0 et E(g) l 0 car

ef(g) l 0 et Ef(g) ! o.

111.2. 1.Déti nUion. (vo'j r définit ion 4. 1 [8]).

Soient f =(In) et 9 =On) des filtratIOns de l'anneau A avec fig. f est. appelée

une réduct lOn de 9 s'il eXl ste des enti ers nI et SlO te1s Que Jn+r = Jr In pour

t.out entier ms.

111.2.2. lemme

Soi t f est une réduct i on de 9 alors:

(i) il existe un entier le 1 tel Que pour tout mk; g(n+k) = gCk) fCn).

(ii) r = g.
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Preuve. (1) S; f = (In) est une réduct; on de 9 = (Jn) ; l ex; ste un enti er kl1

tel Que pour tout enti er ml 1 et pour mk, Jm(k+ n) =Jmk Imn et on a

g(n+k) =g(k) r(n) , (vlJir 1°) de lél preuve IjU théorème 4.6., [8]).

(il) g(n+k) =g(k) f(n) ~ f(n) implique Vg(n+k)(X) ~ Vf(n)(X) ; 'fi xeA, on a :

(n/n+k) Vg(X) ~ Vf(X) ; s; n-+oo alors: vg(X) i vf(x) et comme fig, on déduit

Vg(~<) =vf(x), 'roi Xe A d'où f =g.

111.2.3. Défl ni t ion

(voir [6]). Soit f =(In) une filtration de l'anneau A. Un élément XEA est dit

entier sur f si x vérifie une équation de la forme:
x" + a1xn- 1 + a2xn- 2 +...+ an = 0 où aiE Il pour i =ll" .. ,n. L'ensemble des

éléments entiers sur f(k) est un idéal noté Pk(f). La filtration f* =(Pn(O) est

appelée la clôture prufèrienne de f.

111.2.4. Lemme

Soient f et 9 deux t'1ltrations ce l'anneau nœthérien A avec f!g telles que f

soit fortement nœthérienne et 9 nœthérienne. Les assertions suivantes sont

équivalentes:

(i) f est une réduction de g.

(lOf=g.

Preuve. On a f* = f et g* = 9 car f et 9 sont fortement AP, (voi r [6L

proposi t ion 4.7) et comme P( f) = P(g) si et seu lement si f est une réduction

de 9 (thèoreme 4.6.(8]), on achève la démonstration.

Consi dérons 1es deux condit. ions sui vantes Qui nous permettrons

d'etudi er e(g) et E(g).

CondHion 1Nl Etant donnée une filtration geF(A), il existe un entier

r =r(g) tel que pour tout entier m)û et toute fil tratî on f rèduct i on de
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g(m) ; on. ait g(m(n+r)) ~ f(n), V neIN*.

Condition IN,. Etant donnée une filtration geF(A), il 8){iste un entier

s =s(g) tel qL!e pour tout entier m)O et tout entier mO, g(m) (o+s) i g(mn).

111.2.5. Proposition

(i) Si e(g) elR+ alors 9 vérifie la condition IN1·

(ii) Si E(g) elR+ alors 9 vérifie la condition INZ.

Preuve.
(i) Supposons que e(g) eJR+. Soit f une réduction de g(ff1) alors

r= g(ITI). iLemme III.2.2), d'où 8f(9) = 1lm, (lemme II.3.6). Pour tout entier

ml on a : r =fe(gn l (1 im) (mn + mr) - 8f(g(mn +mr» et on 8

6f(g(rnn +mr» l n c'est-à-dire ~~l(rnn+rnr) = g(m(n+r) ~ f(n) donc 9 vérifie la

conditlon IN1.

(ii) Supposons que E(g)elR+ nous montrerons Que 9 satisfait il la condition INZ

avec s =s(g) :: rE(gn ; soit un entier m)O et h =g(m) on 8

bh(g) =1/m (le3mme II.3.6). V nelN* ; (g(ffi»(n) = g(rnn) d'où bh«9(m»(n» =

bh(g(mn» et s ~ bh«9(rfI»(n» - nbh(9(nü) = bh(9(ffin» - mnbh(g(n1») =

bl/gln1n) - n, on a: n+s ~ b~l(g(rnn» d'où (g(m»(n+s) =h(n+s) ~ h(bh(9(mn» ~

g(mn) et 9 satisfait il la condltion IN2.

III.2.6. Remorques

(i) Si ef(g)elR+ ôlors ef(g)eJR+ et ef(9) 2 ef(g).

(ii) Si Ef(g)eJR+ ôlors Er(g)eJR+ et Ef(g) l Er(g ).

En eftet (i) Pour f E S(g), pour tout enti er ml; ôr(g(n» ! ôf(tlin» car

I~ ~ 9 et comme 8(g) =6(g), (lemme II.3.6) on a n6(9) - 6(g(n)) l

nô(g) - 8(g)(n» et on déduit Que si ef(9) eJR+ alors e(g) eJR+ et

8((9 ) l er(g)·

Le (ii) se montre de 18 même façon.
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111.2.7. Remprques. Suit 9 un élément de B .

(i) Si e(g)e R+ el ors e(gCS)e lR+, 'v' se1N* et e(g) l e(g(3).

(ii) Si E(g)elR+ elors E(gCS)eIR+, 'v' SeIN* et E(g) l E(gCs).

En effet (1) Soit fli 5(g), pour tout entier ml et pour tout entier 821 ;

naf(g(') - 6f«g(,)(n) : snaf(g) - af(g(~n) ~ e(g) et on a: e(g(8) ~ e(g) car

pour tout ent.ier n ~ 1 et pour tout entier s21; (g(s)(O) = g(so) par conséquent

Sl e(g)eR+ alors e(g($) eR+, 'v' Selt~* et e(g) ~ e(g(5).

Le (i0 se montre de la même façon.

111.2.8. Lemme.
il existe un entier d = d(g) >0, tel Que pour tout feQk':t:l), "'fN)= gCrn\ pour

un entier n1>O.

Preuve

Soit feQk(9) il existe des entiers s et DO tel Que sVr(x) = rvg(x)

'V >~eA. Comme f et 9 sont fortement AP de rang k alors on a :

Tek) =i 1k, g(k) = fJk et on obtient Skvf(x) =rkVg(X), 'v' xeA ; d'où

SVrCk)(X) =rvg(k)(X) , 'v' Xe A. Pôr conséquent sVl
k
(x) =rvJ

k
(x), 'v' Xe A car

Vr(k)(X) = vl
k
(x). On déliui t que IkeU(J~) .Soit (I)a 1a clôture intégrale de

l'idéal 1. Comme il existe un entier L~ = d(Jk) > 0, tel Que DOUl~ tout

IkeU(Jk), (Ikd)a: (Jk10)8 pour un entier m>O, (1 emme 1. 1 [ 11]), on a

(l/d)Yl
k
(X) =(l/m)vJk(x) 'v'xeA. D'où (l/d)Vf(k)(X) =(l/m)v

g
(k)(X). 'v' Xe/\ et

on déduit yf(d)(x) =vg(m)(X), 'v' xe A donc il exi ste un ent i er d =d(g). tel Que

pour tout f eQk(g), fCd)= rfm).
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111.2.9. Théorème.

E(g) eJR+ si et seulement si 9 vérifie la condition IN2.

Preuve

En util i sant la proposition III.2.5. Il suffit de mO:1trer que si 'J vérifi e la

condition IN2, alors E(g)elR+. Supposons que 9 vérH.e la condition 1N2 avec

s =s(g). Soit feQk(9) on a, f(d) =g(m). d étant l'entier du lemme III.2.Ci pour un

entier m>O. 0f(g) = d/m (lemme II.3.6). Pour tout nelN* on peut trouver un

entier qelN tel que mq ~ n <m(q+ 1) ; (f(d) (q+s+ l) = f(d(q+s+ 1» s. ftàY (q+s+ 1) =
g(m)(q+~+ 1) i g(m(q+ 1)) i g(o) d'où 0f(g(o) i d(q+s+ 1) donc 0f(g(O) - nOf(g) i

d(q+s+ 1) - nd/m ~ d(q+s+ 1) - dq =d(s+ 1) et on a: E(g) i d(s+ 1) donc E(g)e IR+.

111.2.10. Proposi t ion.

Les assertions SU1Vantes sont équivalentes:

(i) E(g)e lR+ .
(li) 3 helN* tel que E(g(h) elR+
(11i) 'fi helN* , E(g(h) e1R+

Preuve. Montrons que (i) impliqu8 (iii) comme E(~})! E(g(h) pour tout

he 1N* ("!oi r preuve des remarques III.2.7) alors si E(g)e]R+ on déduit que

E(g(h) e]R+ pour tout heIN*.

(jii) implique (iO, c'est évident.

Montrons moint';!nont que: (ii) 'implique (i).

Supposons qu'il e:-:iste helN*tel que E(g(h)e lR+ f110rs g(h) vérifie la condi-

tion 1N2, (théorÈ:me III.2.9). Soit s = s(g(h). Pour tOl"t neIN*, il existe un

entier q tel que t.:"'!. n <h(q+ 1) et comme g(m) =9 m pour tout meIN*.. (lemme

II.3.2) alors: günHo+ h(s" 1)) = g(m(o+ h(s+ 1))) i g(m(qh+ h(s+ 1))) = 9(h(m(q+(S+ 1))) =

(g (hm)(Q+s+ 1) = (g(h) (m)(q+(s+ 1)) 5. g(hm(q+ 1)) = g(m(h(q+ 1))) i g(mn) , 'fIneIN*

donc 9 vérifie la condition 1NZ, s(g) = h(s+ 1) donc E(g)elR+, (théorème III.2.9).
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111.2.1 1. Théorème.
Soit ge F(A) une filtration fortement nœthérienne telle que la filtration 9

soi t nœthéri enne.

Alors: e(g)eJR+ si et seulement si 9 vérifie la condition IN1.

Preuve

Si 9est une flltration nœthérienne alors g(rl1) est nœthérienne pour tout

melN* cergCm) =gm pour tout melN:<- (lemme 11.3.2). Montrons que si 9 vérifie

la condaion Nl, a;ors e(g)eIR+. Supposons que 9 vérififl 16 condition Hl, Soit

feS(g) on 6 : fUIT =.~(m). d étant l'entier du lemme 111.2.8, fCd) est une réduc

tion de g:rrJ , (voir lemme III.2.4) et ilf(g) = d/m, (lemme 11.3.6). Pour tout

entier mm(r+ 1) où r = r(g) dans le condition Nl, on peut trouver un entier

qelN* tel que:

m(Q+rh n <m(Q+r+ 1) on fi : gCn) i gCmCq+ r)) i (fCd)Cq) = fCdq) alors ilf(gCn) ~ dq

d'où naf(g) - af(9Cn) i (nd/m) - dq i (m(q+r+ 1)d/m) - dq i d(r+ 1), pour tout

entier n 2 m(r+ 1) on 6 :

naf(g) - af(9Cn) i d(r+ 1), ( 1).

Pour tout entier n<m(r+ 1), naf(g) -af(9Cn) i naf(g) <m(r+ 1)d/m =d(r+ 1), (2).

De (1) et de (2) on dédlJit alors Que pour tout entier ml;

naf(g) - ilf(9Cn) i d(r+ 1) et comme r et d dépendent seul ement de g,

nilf(g) - ilf(9Cn)e lR+ d'où e(g)e IR+..

111.2. 12. Proposition.

Soit 9 une filtration fortement nœthérienne de A telle 9 soit

nœthénenne elors :

(0 : e(g)eIR+ si et seulement si e(g )e1R+.

(i i) : E(g)e ~+ si et seulement si E(g)e 1R+.
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Preuve.

(1) Comme ef(g)} ef(g), (remarques III.2.6) alors e(g) 2 e(g), on déduit que si

e(9)e IR. alors e(g)F-IR.,

Nous allons montrer maintenant que si e(~j)eR+ alors e(9 )eIR+. Il

suffit de montrer que si 9 vérifie la condition INI alors 9 en feit de même,

(théorème III.2.1 1). Supposons que 9 vérifi e 1a condition 1N1 avec r = r(g).

Comme 9 est une réduction de 9 alors il existe t:eIN* tel que g(n).g (u) =

'ij(utn), Vmu ('.;'.:>ir remarque III.2.2 et lemme III.2.4) d'où g(u+n) ~ g(n), Vn~u.

Soit f une réduction de rjm) pou,~ un entier m>O. Comme rjm) = 9(m) pour un

entier m>O, alors pour tout nelN*,

(g(m)(fl+r.U) = (g(m)(n+r+u) =gCm(n+r+u)) ~ rjmcn+r+u)-u) ~ rjm(nH)) ~ f(n)

1a derni ère i néga1ité provi ent de 1a condi ti on 1N1 opp1i Quée 6 g. On déduit que

9sati sfait il );;1 condi ti on 1NI avec r(g) = r+u.

(il) Comme Ef(g) 2 Ef(g-) on a : E(g) 2 E(g) (remarque III.2.6 et on déduit que

si E(g)eJR+ alors E(g)eJR+.

Montrons maintenant Que: E'(g)eIR+ implique E(g)eJR+. Supposons Que

E(g)eJR+ alors grempl1t la condition 1N2, soit u utilisé en haut et

S =S(9 ) tel que pour tout enti er m>O,

gtrn)(f1+u+3) =9(m)(o+u+3)! g(rn(n+u)) ~ g(m(n+u)-u) i g(mn) 'v'n elN* donc 9

I"érifie 113 condition IN2, avec s(g) = s+u et le théorème III.2.9 implique Que

E(g)e IR+

III.2. 13. Proposit1on.

Soit 9 une filtration fortement nœthérienne de A telle Que 9 soit

nœthérienne. Alors les Bs~;ertions suivantes sont équivalent(!~: :

(1) e<g)elR ...

(Ji) 3 hEI~l* tel Que e(g(h)) ElR+
(iii) V ~I€:IN* , e(g(h) eIR+
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Preuve. Montrons que (i) implique (iii) e(g) 2 e(g(h) pour tout hEIN* (voir

preuve des remarques III.2.7) et on dèduit que e(g)elR+ 'implique

e(g(hl)e 1R+ pour tout he 1N*.

(iii) implique (ii), c'est évident.

Montrons maintenant que (ii) implique (i). S'il Hxiste hell'I* tel que

e(g(h) elR+ olors g(h) satisfoit à la condition INl avec r =r(ih), (proposition

III.2.t O. Soit r une réduction de g(ml. Comme g(m~ = c(rn) (lemme 11.32) alors

((h) est une réduction de g(hrn) (ttléorèrne 4.6 [6l)et

«,ih)(m)~n+r) =(g(hrn)(o+r) ~ (f(h)(n) = r(hn) ; (1)

car g(h) satisfait à la condition IN1. Pour tout nell~, 'il existe un entier Q tel

Que ql"l ~ n (h(q+1), en utilisant la relation (1) on a:

g(m(n+ h(r+ 1))) i g(m(qh+ h(r+ 1))) i (g(h)(rn)(q+(r+ 1» ~ r(h(q+ 1)) i r(n)

donc 9 satisfait à la condition 1Nl avec r(g) = h(r+l), en utilisant le théo

rème II1.2. 11 on a : e(g)e lR+.

111.2.14. Théorème.

Soit 9 une filtr-ôtion fortement nœthérienne de A telle que 9 soit

nœthéri9nne. Alors:

(0 e(g)e lR+ =:0 e(Oe lR+ pour tout f e5(g)

(i i) E(g)e IR+ =:0 E(Oe lR+ pour tou: f e5(g).

preuve.

(i) Soit f0::5(g) il exIste un entier d = d(g) > 0, tel'Que f(d) = g(m), pour un

entier fin°,(lemrr,e III.2.ô). Si e(g)elR+, de la proposition II1.2.13 on déduit

que e(g(m)elP.+ et en utilisant la proposition III.2.12 on ô: e(g(rn) =e(f(d))eIR t

et e(Oe !R+, (pronosition III.2.13),

(iO Soit f e5(g) c Qk(9), il e>\iste un entier d = d(g) > Ü tel que r(d) = g(rn),

pour un entier nnO. Si E(g)elR+ on déduit Que E(g(m)elR+ (proposition

m.2.10). En utilisant 103 proposition III.2.12 on ô : E(g(rn:i) = E(f(d.l)elR+ et

E(OelR+, (proposition III.2.1ü)
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111.2.15 Théorème.
Soit A un anneôu de Nagat8 intègre et 9 une filtration fortement

nœthéri en::e de A. On 0 01 ors:

(i) e(g) eR+ si et seulement si e(g)elR+.

(i 1) e(g)e lR+ ç:. 3 Il el N*! e(g)e lR+ ç:. 'V h el N*, e(g(h)e lR+.

(li i) Si e(g)e JR+ alors e(f)e lR+ pour tout f e5(g).

(Iv) E(g)elR+ ~ :3 h EIN* 1 E(g}e1R+ ~ 'V h EIN*, E(g(h)ElR+.

(v) 'Vh el N*, E(g)e lR+ si et seul ernent si E(g(h)e E +.

(vi)SiE(g)e!R+ alors E(OelR+ pour tout feS(g).

Preuve.

On 6 9=g* car 9 est fortement AP, (voir [6J proposition 4.7). Comme la

filtration 9 ['st fortement nœthérienne alors 9 est nœthérienne et comme A

est un Bnneau de Nagata, intègre et 9 ~ 9alors 9est nœthéri enne (proposit ion

4.9. {6]. En utilisant les propositions III.2.10, III.2.12; III.2.13 et les

t~lèorèmes III.:?11 et III.:?14, on 6 (i), (iO, (iii), (i..,.), (v) et (vi)
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CHAPITRE IV

NOMBRES DE SAMUEL GENERALISES "",(0) et w,(B)

SUR UN MODULE

6.1 ETUDE DE VfM(gM) ET DE wfM(gM)

IV.I.1 Déflnitlon

Soit A un anneau commutatH. Une f1ltratf on du ,t. -modul e M est une suite

décroissante" =(Mn) de sous A-modules de M telle ~Je Mo =M.

Nous notons F(M) l'ensemble de toute~ les filtrat ions du A-module M. Si

f =(In) esl une filtration de l'anneau A on note fJ1 = (InM)e F(M).

Dans [2] les nombres de Samuel fjénéralisés Yf(g) et wf(g) ont été déf1nis

pour deux filtrat10ns f et 9 de l'anneau A. Dans cette partie nous étendons

cette notion ClUX nombres de Samuel généralisés Y.(B) et w,(B) ou

, =(Mn) et a=(Fn) sont des filtrations du A-module M en posant:
\1 (Fn) w (Fn)

"',(8) :; 1im f n 1 WID(B) =lim f n si ces 1imites exi stent dans R+
n~+oo T n~+oo

(voir définitions 1.1.1). En utllisant la proposHion 1.1.4, on montre Que si

v,(8) (resp. W.(B» existe dans lR+ alors a'f'(B) =Y'f'(B). (resp. b.(8):: w,(8».

IV.I.2 ProDositlon

Soi ent f =(In) une in trati on de l'anneau A, J un idéa1de A et M un

"f1vl (JnM)
A-module. Alors ld sui le (un) =( n ) conyerge' dans IR+. On note sa

llmHe "f1vl(JM)
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implique Jn"CJMClpM 'v'pelN d'où
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Preuve
t) Remarquons d'abord Que 'V nelN*

a) 51 vfM(J M) =+00 alors: n ~ 0

Yr'-10n M) =+00 et on a le résultat.

b) Si Vn-tUM) elH* alors on déduit Que Jn M C [I."'fM(JM)t M d'où

Jn MC InvfI_fJM)M par conséquent vfM(JnM) ~ nVfM(J M).

vfM(Jnt1)
2) Montrons mflinten6nt Que la suite (un) =( n ) est convergente. Soit

u(resp y) 16 limite supérieure (resp inférieure) de la suite un . Il s'ogit de

montrer que !J. = il _Si 1!. =+00 ou U=0 c'est clair. Nous supposons donc!! t'ini

et ü> 0_ Per définition.

*

**

'v't>O 'VlelN 3J~i

'Vc>O 'v'ielN 3j~i

Uj 5 li + c.

Uj ~ U - {; (si u<+(0)

*** 'VNeIN,'VieIN 3J~i uj~N (siu=+oo).

Fixons un t >0 (et si J =+00 un N) et choisissons un indice i assez gnmd

t c ~

pour Que -1' <=- (resp N)'
U-t

D'après ** (resp *H:) il existe j 2i tel Que Uj ~ u- t (resp N) et d'après * il

e~~iste k2 ij tel que uk i Q + c. Divisons k par .i ; k =j.e + Q où Q<j on a alors:

y. + t ~

.tj+Q
11H10 M)

.i~+q

q e~ .i °

1
~..~ J-J
k -' .i i

_ 1. _ ,U-i:\_
(1' 1) rj U + f; ~ (u - d (1 - -:- ) =u - f:. - l . .) ~ u - 2e
-- 1 - 1

, • 1) , ,
1. resp. N (t- T ~ N - i;.J. PBr consequent on a 1! + t ~ U - 2t

(n~sp_ !:!. ... (; .! N- d donc !! =ü.
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IV.l.3 Proposition

Soient f =(In)?t g =Un) deux fil trati ons de l'anneau A et solt 11 un

A-module. Alors:

YfM(J M)
1 \ n , -

(l) Le suite l. n ) converge.. dElns R+ et on El

(jj) Si 9 est une AP filtration alors YfM(gM) existe dans lR+ et on a

Preuve

Voir la preuve de 18 proposition 2.6 [2].

IV.l.4 Remorgues

Soient 19, 8,~' et 8' des filtrations du A-module Mtelles Que

W'9(8), W~(8'), W'P(8) et wlJl '(8) existent dans lR+. On el alors:

(]) Et i 8' =:> WlP (8) 2 W'P(Et')

(ii) l' ~ 'fi' ~ W'P(8) ~ w'P·(8).

IV.1.5 Propriétés

Soient ~ et 8 des filtrations du A-module M et À>O un nombre réel. Alors

1es àsserti ons sui vantes sont équi va1entes.

(i) W.p(8) existe. dans lR+.

(ii) W1(i\.)(S) e~dste dans iR+.
, ... , - (S(A ')' -U11) 'y'Yq' .. eXl ste dans iR+.

[le plu~; sous ces condit i ons on El: W~(8) =,\ W,{A)(8) =tW~(80'\



47

Preuve
Il suffit d'utiliser la méthode de la démonstration de la proposition 2.3 [2).

1V. 1.6 ProDosi tion.
Soient f et 9 deux filtrôtlons de l'anneôu A et :1 un A-moddule. Alors le

nombre de Sômuel générôl1sé wfM(gI1) existe dans 1R+ pour toute AP filtra-

ti on f.

Preuve:
wfM(JnM)

Posons f =(In) et 9 =Un)' Nous pouvons supposer Que lim inf n =aeJR+

et comme lB suite (wfM(JnM» est croissante, Que wfM(JnM) tend vers 00

quand n tend vers 00. f étant une AP filtration, il existe une suite d'entiers
k'

(Kj) l 0 telle que Ikjn C Ij pour tous j,n et Ttend vers 1 quand j-+oo. Si s,n

sont deux entiers lI; 1a sui te d' ine1usi oris
n n

Ink-..u (J M)·M C Iw (J M)·M C JsM C JnsM nous donne l'inégalitÉ!
7Tfl1 s fM s

wfM(JnsM) i nKwfl1(J
s

M) (*). Prenons deux entiers n ) mil et notons Qn le

plus petit enti8r supérieur ou égal il ~. On a alors d'après (*)

wfM(JnM) i wfM(JqnmM) i QnKwfM(JmM)' On a clone
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IV.1.7 ProposiUon.

Soient f =(In) et 9 =(Jn) deux filtrations de l'anneau A telles Que f soit
WfM(JnM)

une AP fil trati on. Alors 1es suites ( n ) et (nWInM(gM» convergent

dans R+ et on a :

Preuve.

Soit f une AP filtration et (kn) une suite d'entiers 1 Û telle que Iknm c I~

kn
pour tous n, m avec Hm -n =1

n-+-

(0 On saft Que wfM(JnI1) est défini pour tout entier mû. De plus, comme la

suite (WfM(JnI1» est croissante, on peut supposer Que WfM(JnM) <()) pour tout

entier n. Comme WfM(JM) i kWfM(JM) pour tout idéal Jde A, on obtient

wfM(JnM) _
lim sup n i wfM(gM). D'autre part. on ô pour tout entier n et tout

m
m WfM(JnM) wfr1(JnmM)

entier m, JnMc JnmM d'où nm ~ nm . Quand m-too, on obttent

WfM(Jn '1) _
n l WfM(gM) pour tout n. Il en résul te que 16 sul te

_ wfM(JnM)
converge vers wfM(gr1). De plus, wfM(gM) =inf n

(li) Montrons tout d'ôbord que wfM(gM) =Hm inf nWInM(gM). On peut

supposer Que kn l n pour tout n l 1. Alors si 9 =(Jn), 18 suite

d'inégalités fI.. ~ f(kn) ~ fI nous donne
"n n
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WIk
n
M(gM) i Wr(kn)M(gM):: ~n WfM(gM) i wIn(gM) ('*). Alors EH! mult i pli ant

les termes de (*) per kn et en prenant la limite inférieure, on obtient:

lim inf n WInM(gI1) ~ lim inf knW1k M(gM) car kn 1 n pour tout n. (ln fi ainsi
n

montré que 'y'y' fM(gM) :: lim int nW1nM(gM) .

Montrons maintenant que lim sup nWlnM(gM) i wfM(gM). Supposons que

wH1(gM) e R+ et prenons deux entiers p ~ 1 et q ~ 1 tels que wU1(gM) <%;

alors WfM{g(q)M) <p et il existe ,~lors un entier N~ 1 tel que pour tout m~N, on

ait WfM(JmqM) i mp. Par conséquent, pour tout entier m ~ N, on a Imp C Jmq.

Soit n un entier l 1 et qm le partie entière de ~. On a alors la suite

( l'
d'inclusions 1 ~m+ )DM C In(qm+l)pM C ImpM C JmQ 11 d'où l'inégalité

wInM(Jmq) p(qm+ 1) . .
mQ ! mQ . En prenant la lImIte quand m-+oo, on obtient

- (M) 1 P , t . d' l' - (M) P d"'0"(101'1 9 i nQ , ces -8- Ire que lm sup nWlnM 9 i Q ou

1i rn SUD nWInM(gM) ~ WfM(gM).

IV.l.B Remarques et exemples

(i) Dans l'exemple suivant nous allons montrer que si 9 n'est pas une

AP-filtration d'un anneau nœthérien A, l'existence de vf(g) n'assure pas que
_ vf(Jn)
\lf(g) :: lim

n-++<lO n

- .t ~[)(] [J 2 1l' ( )
~Ol A:: (X?) :: lx 8\1eC x :: O. Considerons les filtr8tions f:: In et

9 :: (Jo) de A ~ù Jo :: (230 .. 20x) et ln:: (2n , 20x) pour n>O. 9 n'est pas une
vf(Jo)

AP filtration et on a vf(g):: 1 et 1im :: 3.
n-++<lO n

(ii) Dans l'exemple suivant nous allons montrer Que si f n'est pas une

AP-filtration d'un 8nneau nœthérien A, l'existence de wf(g) n'assure pas que
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_ wf(Jn) ~[Xl
wf(g) = Ilm ,Soit A = (X2) = ~[xl avec x2 = \0], on considère 1es

n-++oo n

filtrations r =(In) et 9 =(Jn) telles que Jn =(23n x) et In = (2nx) pour
wr(Jn)

n>O. f n'est pas une AP filtration et!n a wr(g) =3 et lim n =00,
n-++co

§2 NOMBRES DE SAMUEL GÉNÉRALISÉS ET RÉDUCTWNS VALUATIVES
SUR LES MODULES

IV.2.1 ProDositia!l

SOl ent 'Il =(Mn) , a =(Fn) et 1l. =(En) des fll trflti ons du A-modul e M.

S1 'f est une réduct_Jon valuative de 8 alors on fi :

(1) v'Jl.(8) eXlste sl et seulement si y%(,) existe

(ii) WCJ.(8) exlste sl et seulement si WCJ. (,) exlste.

On a YCJl.(8) =ven.(,) et w~ (8) = wen.(,) slles termes déflnis existent.

Preuve.

(0 , étant une réduction valuative de 8 alors il existe aelN tel Que

Fn+a c Mn c Fn (théorème. 1.2.3), Y nelN* et on a :

a) n+26 ~ (Fn+la) > n+a v~ (Mn+ a) >~ vCjl" (Fn+a) > YCJl. (Mn)
n n+26 - n n+a - n n+a - n

sl n -++00 on a (1) et si "fji,(8) ou vCjl" (,) existe on a vfji, (8) =ven, (,).

b) Pour avo'ir (li) il suffit de remplacer vCJl. par w% dans a).

IV.2.2 Lemme

Soient lJ' = (Mn) et 8 = (F rr ) des filtrations du A-module M. Alors les

assertions suivantes sont équivalentes.

(1) v,(8) existe dans R+ .

(ii) 't/ 6e 1N, Yta~(8) existe dôns ]Rt.
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(110 3 aelN tel que Vt
a
,(8) existe dans R+.

Si l'une des asserUons équivalentes est vérifiée alors pour tout

Preuve.

6) Montrons que (0 implique (iO.

Supposons qu'j] existe nelN tel que v,(Fn) =+00 alors v,(F~) =+00,

'V k ~ n d'où pour 6e1N, 'V k ~ n on a: vta' (Fn) = +00 (Lemme 1.2.2) et on

déduit Que (1) implique 00.
Supposons Que v,(Fn) elN, 'V nelN alors pour 6e1N, Vts,(Fn)eIN,

'V nà1N. (Lemme 1.2.2). Posons vts' (F n) =re 1N.

1) s1 ~o ona FncMa+retFn.tMs+r+l donc a+vts,(Fn)iV,(Fn)

< Vta,(Fn) + 1 + a (*)

2) Si r = 0 610rs Fn c Mo = M et Fn i. Ma+ 1

(*) et (it*) impliquent pour tout reiN.

b) (ii) implique (iiO évident

c) Montrons que (lii) implique (i)

Soit 8elN si Vta.,.(Fn) =+00 alors V'{I(F n) =+00

(Lemme 1.2.2) et on déduit comme dans a) que (ii1) implique (1).
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Supposons Que Vta.,(Fn) elN, V nelN en util1sant les reloUons (*) et (**)

de a) on a :

Si Vte,(S) ex1ste ct 51 n 00H00 on déduit Que V'P(8) existe et Que

1V.2.3 Lemme

Solent '9 = (Mn) et S = (Fn) des f1ltn~tions du A-module n Alors les

assertions sulyantes sont équivalentes.

(1) w,(S) existe dans R+.

(10 v aelN, Wta.(S) exlste dans R+.

(111) :3 aelN tel Que 'y'fte,(S) ex1str; dans lR+.

Sll'une des assertlons éQulvalentes est vérifiée alors pour tout aelN on el

W,(8) =Wt
a
,(8).

preuve.

a) Montrons Que (i) implique (ii).

Supposons Qu'l1 existe nelN tel Que w,(Fn) = +00, alors W.,(FIi) = +00, V kt:n

d'où pour tout aelH, v k ~ n on a Wta,(F~) =+00.

(Lemme 1.2.5) et on déduit Que (i) implique (ii). Supposons Que W.,(Fn~)eIN,

"ri nelN alors Dour tout aelN, Wta,(Fn), (Lemme 1.2.5). Posons Wta,(Fn) =reiN.

1) si r ~ 0 on a Ma+r C Fn et Ma+r-l i. Fn donc

2°) 51 r =0 alors t10 c Fn d'où W.,(Fn) =0 =Wta'P(Fnn) donc

0= Wts.,(Fn) ~ w.,(Fn) ~ Wta.,(Fn) + a, (**)

(*) et (~*) impliquent pour tout reIN,
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w (F ) -l fi + Wt IlJ(Fk) -1 fi + wlfl(Fn)
f n < __--.;8:-T___ ~ !

n - n n

Sl n -+ +- on déduit l'exi stence de wtaT (8) et on 6 w,(8) = wta'(8).

b) (iO impliquent (iiO~évident

c) Montrons Que (iiO implique (O.
Soit aelN. Si Wta,(Fn) = +* alors w,(Fn) = +- (Lemme 1.2.5) et on déduit

comme dans a) Que (liO implique (O.

Supposons que Wta,(Fn) elN, "ri nelN en utilisant les relations (*)

et (**) de a) on a

WtallJ(Fn) -l W (F) a + Wt Ifl(Fn)_
--.;:-T___ f n aT

< <n ... n - n
Si Wta,(B) existe dans R+ et si n -H- on déduit Que w,(B) existe dans R+

Que Wta,(B) =w,(8).

IV.2.4 Proposition

Soient, 1 8 et en. des filtrations du A-modliJe M. Si f est une réduction

valuative de 8 alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(0 "'e(<Jl.); (resp. wS(<J\.» existe dans lR+.

(ii) "',(Cfl,); (resp. w,(<J\.)) eXlste dans lR+.

Si l'une des asserti ons éQl.Jl va1entes est vérifi ée on 8 :

Preuve.

0) Montrons Que (i) implique (ii). Posons 1l, = (En)

Si f est une réduction valuative de 8 alors n existe 6elN tel Que
ta8 ~ , i 8 d'où Vt

a
8(En)/n ~ v,p(En)/n ~ vs(En)/n.
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Si "18(1.) existe et si n -++00 on 0

Vt e(En) v (En)
Ye(<t) =Hm 8 =Hm _!L...n-0-++00 n n-++oo

. ~(En)
(lemme IV.2.5) on déduit que hm n existe et on 6

0-++00

V,(1.) =ve(1.)·

b) Montrons que (li) implique (i). Comme, est une réduction v61uotive de 8

alors 11 existe aEIN tel que ta8 i , i 8 d'où ta' i taS s., et comme d6ns 0) on

montre que si Y,(1..) existe alors Ya(<Jl,) existe (lemme IV.2.2) et on a

Y,(1.) =YS(~)'

c) En remplaçent y per w dans a) et b) et en utillsant le lemme IV.2.3 on a

le reste de le proposition.

§.3 FilTRATIONS FAIBLEMENT BONNES ET AP FILTRATIONS

IV.3.1 Définition

Soient A un anneau commutetif uniteire et f = (In) une l11trat1on de A. La

filtration ,= (Mn) du A-module M est appelée une filtration faiblement

f -bonne si I p Mq c Mp+q pour tous p> q et s'n exi ste un entier m~ 1 tel que
m

Mn = 1: In- p Mp>pOIJr tout n >m.
p=o

IV.3.2 Théorème

Soient, >8 et 'fi. des filtrations du A-module t"1 et f, g, h des filtra

11 ons de A avec f = (In) et 9 =(Jn) .

(0 Si ., est faiblement f-bonne, si 8 est faiblement g-bonne et si 9 Hst une

AP filtration alors "1,(8) existe dans R+ et on 8
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(ii) Si ., est faiblement f-bonne, si 8 est faiblement g-bonne et si f est

une AP filtration alors w'{I(8) existe dans iR+ et on a

_ _ WfM(JnM) WfM(JnM) _
'N 1Il (8) =wfM(gM) =lim =inf =lim n wI 1i(gM).

T n-"oo n n n n~oo n

Preuve
Montrons d'abord Que si 'li = (lin) est faiblement f = (In)-bonne alors fM

est une réduction valuative de .,. Comme '{I est faiblement f-bonne alors on a

!p Mq ~ r1q+ P pour tous p, Q et il exi ste un enti er m~ 1 tel Que
m

Mn = L In- p Mp pour tout mm et on déduit Mn ~ In-mM, 'fi n > m donc
p=o

1"1 n+ m C In Ivl C 11n pour tout neIN*, on a alors tm~ i 1~1 i '{I par conséquent fM

est une réduction valuative de '{l, (théorème 1.2.3).

(i) Si 9 est une AP filtr~tion ~lors vfM(gM) existe d~ns lR+ (proposition

IV.1.3) et on a vfM(gM) = vIJl(gM), (proposition IV.2.1) et en utilis~nt la pro

position IV.2.8, vfM(gM) = v'P(gr-l) =v'P(8) ; d'où l'existence de V'P(8) dans

_ _ vfM(JnM)
R+ et on a "111\(8) =vfM(gM) =lim , (proposition IV.1.3).

T n~ro n

(ii) Comme dans i) si 'fi est faiblement f =(In)-bonne, si 8 est faiblement

9 =(Jn)-bonne et si f est une AP filtration et en utilisant les propositions

IY.1.7; IY.2.1 et 1\/.2.3 on a
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e(., S) =Hm s; .lA(MM) si r:ette limite existe dans lR+, est appelé la
n""*oo n n

multiplicité de , d'ordre s .

(i i) La fi ltrati on f de l'anneau A est dite non tri Yi 61 e si Yi "J. A et si

{i ~ 10\. La dimension de f, notée dimf est la dimension de krull de l'anneau

Ai{i.

L'altitude de f not.ée altf est égale à sup{htp. P::>...fi avec P idéal premier de A

mini mal sur {i L Si f =(In) est une f"il tration de l'anneau ncethéri en A avec

dimf =0 et altf = s et si ri est un A-module de type alors la multiplicité

e(fM, s) sera notéèi e(f, M).

IV.3.4 Lemme

Soient., = (Mo) et 8 = (Fn) deux flltrations du A-module M. Si , est une

réduction valuativ8 de 8 alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) e(., s) existe

(li) ~(e, s) existe.

Si l'une des assertions équivalentes est vérifiée on a e(ljl, s) =e(8, s).

Preuve

Si lfl =(Mn) est une réduction de 8 = (Fn) alors il existe un entier aiO tel que

pour tout entier neiN*

Fil+ 13 C Mn c Fn et on 6

Fn+28 c Mn+8 c Fn+8 C Mn C Fn d'où

(n+a)S.: s! l (_M_) (n+28)8
nS - (n+a)S A Fn+ 28 nS

Si n ~oo on déduit que e(~, s) existe si et seulement si e(8, s) et

e(f, s) =e(8, s).
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IV.3.S P~ODosit1on

SOlent f = (In) et. g= (Jn) des nI traUons de l'anneau A, , = (Mn) et

S =(Fn) des flltr6Uons du A-module M telles Que If' soit faiblement f-bonne

et , fa1blemer:t g-bonne.

(1) Sl ,est séparée et a est non nllpotente alors "',(Fn) elN, 'fi nelN et

Hm wa(Hn) =00.
n-too

(iD Si A est nœthérien et 9 est AP avec {g c Yf alors lim van(F n) =00.
n-too T

(Hi) Si A est nœthérien et si f est AP avec vg c (i alors w,(Fn)eIN. vnelN.

Preuve

i) a) Supposons QU''il existe nelN. tel Que v,(Fn) =+00 alors Fnc Hp.

'V nE 1N donc Fn~ r'\ Hp = 101 car ,est séparée d'où Fn =10\. absurde car B
pelN

est non nilpotente et on déduit Que v,(Fn) elN, pour tout nelN.

b) 1) Comme la suite wn =wa(Mn) est Cr01$Sante, s'il existe nelN tel Que

wn =+00 alors: Ir( pln W p =+00 et on déduit lim wn =00.
n-t+...

2) Supposons Que WneiN. Ir( nelN et que la suite Wn =ws(Mn) soit

majorée. Alors il existe lelN tel Que 'V nelN w,(Fn) i l.

Donc F.t c Mn , Ir( nelN ; d'où Ft c r'\Mn ={O} or F t ~ 101 absurde et on

déduit Hm wa(Mn) =00.
~+oo

n
(il) Soit jelN* 11 existe kjelN* tel que Jkjn c Jj car 9 est AP. Comme

~.f9 c ~ et A est nœthérien, il existe UeIN* tel que .Ij CIl car

Jj c ··../Ii u c .yr; u C Il' Comme 8 est faiblernent g-bonne alors il existe un

entier r t 1 tel Que Fn c Jn- r M pour tout n >r. Soit n >r tel que n-r l kjU

alors n-r = kju t+ i avec 0 i ~ i kju , d'où: Jn- r h Jkjut C Jt c_ I~ c It. Par

conséquent Fn c Jn- r M c It t1 C t1t donc v,(Fn) 2: t. Pour reiN fixé, n-t+oo

impl1Que n-r -Hoo et t -t+/)) et on El Hm v.n(F n) = 'co.
n-+ or, T
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(1U) On déduit comme précédemment: 'ri jelN* il existe kjelN* tel que Ikju

CIj CJ" Soit r 1 1 tel que Mn CIn- r Ms, "fi n >r. En posant n =kju (r+t) +r

on a :
r+t 'd ·tMn C Ikju (r+t) 1'1 C J 1 1'1 c Jr+t M C Fr+t , "fi tell( (In de Ul que

w,(Fr+t) elN, "fi telN. En particulier il existe telN tel que

M.t C Fr c Fr -1 C .... C Fo d'où w,(Fn) elN, 'V nelN.

IV.3.6 Lemme

Soient f =(In) et g= (Jn) des filtratfons de l'anneau A et Mun

A-module. Alors on a :

(0 "'fM(gM)! "'f(g)

(11) WfM{gM) i wf{g)

6 condi ti on que 1es termes qui y sont défini s exi stent.

Preuve:

C'est é"'ldent car JClr impliQueJMclrM et IrCJ implique Ir11ç)M

IV.3.7 Théorème (Inégalités asymptotiques).

Soient f el 9 des AP filtratfons de l'anneau nœthérien A, 'f 13t 8 des

filtratfons séparées et non nilpotentes du A-module de type flni M telles que

" soit faiblement f-bonne et 8 fa1blement g-bonne, avec d1mf =0 et altf = s.

Si -(f =yg alors on a :

Preuve
Posons f =(In) et. 9 =Un), ,= (Mn) et 8 = (Fn)' vn = v,CFn) ,

\"'t'n = WlJ'CFn)· Alors pour tour n ~ 0, vn eIN*, wnelN* (d'après la remarque

IV.3.4) et on a MWn C Fn C MYn (*). Comme .;f =yg alors dimf = (limg =0

et alti =altg= s.
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e(C M) et e(.9, M) exi stent cer f et 9 sont AP (voi r [5]) et en util i sent 1e

Jemme 1\1.3.4 on e l'existence de e(lll, s) et de e(8, s). Oens (**) en feisent

tendre n vers 00 on fi :

(v,(8»)3 e(rtI,s) i e(8,s) i (W.,(S»)3 e(lll,s).

Comme v.,(8) =vfM(gM) ~ vf(g) et w.,(8) =WfM(gM) i Wf(g) on e
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CHAPITRE V

FilTRATIONS SUR F(A). DEUX FONCTIONS
C(.f(J) et ~f(J) de Mc ADAM

§.I FilTRATIONS SUR F(A) ASSOCIÉES À of ET À of.

V.I.I péfln1Uoo

Soient A un !:Inneau commutatif et F(A) l'ensemble des filtrations de A.

Soit f une f11 trati on de A, posons:

Fn(f) ={g eF(A) ; ell(g) ~ n} et Fo(O ={geF(A) ; af(g) ~ n} .

V.I.2 Remorques

(1) F(f) =(Fn(f» et f(f) =(Fn(f» sont des f11trat1ons de l'ensemble F(A) .

Fn(f) ;t l25 pour tout nelN et on 8: F(f) i F(f) i Hf)

(ii) Si ge .Fn(f). et he .Fn(f). alors g+h e .Fn(f). , pour tout nelN.

(iii) Si geFp(f) et he FQ(f) alors gheFp+Q(f) pour tous entiers p et Q.

Si ge Fp(f) et he FQ(f) alors gh e Fp+Q(f) pour tous entiers p et q.

Preuve.

(t) Fn(O ~ 0 pour tout nelN car l(n) e Fn(O pour entier n ~ . et Fo(O =F(A).

Montrons Que: F(f) i F(f) i F(f).

En effet ge Fn(f) équivaut à F.If(g) ~ n. Si 9 e Fn(f) et pelN* alors

fjf(Q{P» _
F.If(9(P») ~ p af(g) et _.~ ~ n d'olJ 8f(g) ~ n par conséquent

ge rn(O et on 8 F(O i nf)

D'après la proposition 11.2.2 ,8f(g) ~. 1~ 9 s. f donc

af(g) ~ n ~ 9 s. f(n) = f (n) (Lemme 11.3.2) d'où F(O i F(f) et on déduit :

F(O i nT) i fer)
(ii) Comme af(g+f) =inf(ôr(g), af(~I», (théorème 11.2.6) alors
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0f(g) l n et af(h) l n impliquer! af(9+h) ~ n et on déduit Que:

9 et h eF",(f) impliquent g+he Fn(O.

(ii 1) "suffit de remorquer que 0f(gh) l 0f(9) + ~f(h) et 0f(gh) l t1f(g) + 6f(h).

V. 1.3 Remarques

Soient fi h et 9 des filtrations de l'anneau A. Alors on a :

(i) "'F(O(gh) l YF(O(g) + "'F(f)(h) ;

(ii) "'F(f)(g + h) l inf( "'F(O(g) , "'F(O(h»).

(iii) YF(f)(g + h) =inf( Yno(g), "'F(O(h»).

Preuve Remarquons d'abord que: si F(O =(Fn(O) alors

"'F(O(g) =sup{r ell~; geFr(O}.

(i) et (ii) sont évidentes. Montrons maintenant

(iii). Supposons r = inf(VF(O(g), '" YF(O(h») = "'F(f)(g) elors ri 6f(g) < r+l,

on déduit Que 6f(9 + h) =af(9) cer 6f(g + h) = inf(af(9, 6f(h») et on a

r = "F(f)(g + h) =lnf(VF(f)(g) , "f(O(h»).

V.1.4 lemme

Soient f et 9 des filtretions de l'6nneau A. Alors

( (n»
- . . vF(O 9
YF(f)(g, =llm

. n-t+oo n

eXistent dans iR+ et on 8

Preuve.

(0 Mont.rons d'abord que '1F(.n(g) =6f(g)

En effet, VF(f)(g) =sup {r elN ; 9 E Fr(O}

=sup {r elN ; ~f(g) l r}

=sup {r elN ; 9 i f(d} =6f(g).
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_ Vno(g(n» _
Of) Montrons Que VF(f)(g) =Hm existe dans IR+

n~+oo n

sIn exlste nelN* tel que vno(g(n» =+00 810rs 8f(9(n» =n8r(g) =+00

et 6r(g) :+00. Comme 16 suite (vno(g(rr») est croissante, VF(f)(g) =+00

et on 6: Vr<n(g) :.: 8r(g) =+00,

Supposons Que "F(O(g(n» = reiN pour tout nelN* , on a :

'v'f<O(g(O» ! 8r(g(n» i vr-(O(g(n» + 1 i ar(g(rr» + 1 .

Comme 8r(g(o» =n6f(g) on déduit Que VF(f)(g) existe dans IR+ et

"'F(O(g) = 8f(g) .

V.1.5 ProDos1tlon

Soient 9 une filtr6tion de l'anneau A et F une filtration de F(A)

telle Que VF(g) =Hm .~ 'y'F(9(n» existe dans lR+ , alors
rt-t+oo n

VF(FCg») =Hm n
1

YF(Fn(g» existe dans IR+ et on 6 VF(F(g») =VF(g).
rt-t+oo

Preuve VF(Fn(g) = inHYf(h)), (proposition 1.1.3), Pour tout heFn(g) on a
he Fn~g)

h i g( n) car Og(h) l n d'où VF(h) l 'y'F(9( n» et comme

8g(9(n» ~ n 6g(g) ~ n alors g(n)e Fn(g) et vF(h) ~ VF(g(n)\ on déduit que

'v'F(Fn(g» =vF(9( n».
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V. 1.6 ,Coro1181 re

Solent f et 9 des 11ltrations de l'anneau A, e-lors

VF(o(F(g» = ~~oo ~ VF(O(Fn(g»

et YF(f)(F(g)) = ~~~oo ~ YF(f)(Fn(g)) existent dans lR+ et on il :

Preuve. Il suffit d'ut111ser le lemme V.I.4 et la propositlon \1.1.5.

V.1.7 Définition

Salent F =(F 0) une filtration de F(A) et ge HA), on dit Que 9 est entière

sur F s'il exlste nelN* et fi e Fi pour 1= l ,... , n tel Que:

g(o) = f
1
g(0-0 + f

2
9(n-2) +...+ fn .

On dit que 9 est enU ère d'ordre ke 1N* sur F si 9 est entière sur

F( k) =(Fok)'

Posons Pk(F) ={ge F(A) telle Que 9 est entière d'ordre kelN* sur F}

F* = (Pk(F» est une flltratlon Cf: HA). F* est appelée la clôture prüférlenne

de F.
Comme pour toute filtration f e F(A) .f(i) = fieFi(f) pour tout lelN* , f est

entier sur F(f) et on déduit Que Pk(F(O)"$.0 pour tout k elN .

V. 1.6 ProDo;l1t1on

Solent f e~. 9 des filtrat10ns de l'anneau A. Si f est une réduction de 9
alors 9 est entière sur F(O.

Preuve.

Si f est une réduction de g, il existe kelN* tel Que pour tout p2k,

g(P+~) = f(p)g(k), (voir lemme II1.2.2). En posant n=p+k, on obtient

g(n) =f(p)g(o-p) donc 9 est entière sur F(f).
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V.l.9 ProDoslUon

SOIent f et 9 des filtrations de l'anneau A. Si 9 est entière sur F(r) alors

8r(9) 2 1.

Preuve

(1) Si 8r(g) = 00 810rs 8r(g) 2 1

(11) Supposons 6r(g) <00. Comme 9 est enttère sur F(r) alors Il existe nelN*

et ri-Fi(f) pour i= l,... ,n tel Que:

g(n) =r 1g(n-l) + r2g(n-2) +...+ rn et comme

8r(g+h) =i nr( 8r(g), 8r(h») et ar(gh) 2 ar(g) + ar(h) pour toute fi ltrati on h de

l'8nne8u A (Tl1éorème 11.2.6) on 8:

8r(g( 1'1» =8rH1g( n-l) + r2g( n- 2) +...+ f n)

= inri (8r(ri g(n-O)

.! inri (8r(r1) + 6r(g(n-O)

o2 q =8f(fs) + (-s) 6f(g) pour un certalf1 s21

d'où ar(g)! 1.

V. 1. 10 L..e.rn.J:W:.

Soi l r une fi llralion de l'anneau A. Alors on a (F(f) * i F(O i nT)

Preuve.

(F(f) * i no i Hf) vient de la pruposition V.I.9 el de la déflnition V.I.l
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V.1.11 Corollolre

Soient f et 9 des filtrations de l'anneau nœthérien A avec f i 9 .
Si f est fortement. ncethérienne et 9 nœthérienne, alors les assertions sui

vtsntes sont éQuivéllenles

(0 9 est entière sur F(t)

(iD 9 est entipre sur f

Preuyp, : Montrons que i) implique ii)

Si 9 est entière sur no, alors af(g) ~ 1 donc 9 ~ f, (proposition V.1.9) d'Où

f =9 et on déduit que 9 e~·t entière sur C (voir proposition 4.7 [6] .

Réci proquement 9 est enli ère sur f i rnpli que 8r(9) ~ 1 et on a r =9 et f

est une réduction de 9, (Lemme III.2.4) et en la proposition V.l.8 on dédult que

9 est entière sur 1.

Soit B' l'ensemble des AP filtrations de l'anneau nœthérien A. Si feB /.

nous posons Gn(r) = Fn(O ri BI et Gn(O =F;.(O ri BI. Gj)(f) et Gn(O sont non

Yldes car pour tOtlt nelN* si f est une AP filtration r(n) est aussi une AP

filtration et f(n) e Gn(O c Gn(f). G(f) = (Gn(f) et G(f) = (Gn(f) sont des

filtrations de l'ensemble BI.

V.I.12 ProDosjHon

Si h eB' alors VG(O(h) et vG(O(l1) existent dans 1R+ et on Cl :

V6(O(h) =vG(O(h) =8f(h).

Preuve:
(l)Montrons d'abord Que "'G(O(h) = 8r(h) .

En effet, VG(f)(h) =sup {r elN ; h e Gr(O}

= sup {r El N ; 8f(h) ~ r}

=sup {r EIN ~ h ~ f(r)} = 8f(h).
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v ( (h(n» fi (h(n»
- GO f-(

Donc: vG(f)(h) =Hm n = Ilm n = af h)
n~+oo n~+oo

"1-( )(h(n»
(li) Montrons Que 'v'G(f)(h) = lim G f n existe dans lR+

. n-*+oo

s'n existe nelN* tel Que 'v'G(O(h(n» = +00 alors af(h(n» =nar(h) = +00

et ef(g) =+00. Comme 16 suite ('v'G(O(h(n») est croissante, VG(O(h) =+00

et on a: "G(O(h) = ef(h) = +00 .

Supposons Que "G(O(h(n» =reiN pour tout nelN* , on a :

Y(j(O(h(n» i af(h(n» i VG(O(h(n»+ 1 i af(h(n» + 1 .

Comme 6r(h(n» =naf(h) on déduit Que VG(O(h) existe dan3 lR+ et

"G(O(h) =ef(h).

'/.1.13 proposition

Soient f et 9 des AP f'iltratïons de l'anneau nœthérien A. Alors les assertions

sufvantes sont équivalentes:

(1) 6(g) 1 G(f).

on g! f.

Preuve:

Montrons Que (0 implique (il).

8'(g) i G(f) implique Og(g) =""G(g)(g) i vG(O(g) = tlf(g) (proposition V.I.12) ;

comme f1 g(g) ~ 1 alors ar(g) i 1 d'où 9 i f, (proposition II.2.2).

Montrons maintenant Que (ii) tmpllQue (O.

l Soit neIN*, olors pour tout h eGn(g) on "1 Og(h) l n. Comme 0g (h) = ag(h)

(Lemme Il.2.4) ; alors si 9~ f, on tl : ag(tj) i af(h) d'olJ arCh) l n et heGn(O.

Donc 9i f implique G(g) i G(O .
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V.l.14 Théorème

Soient f,g et h des AP-filtrations de l'anneau nœthérien A. Si

G(gh) s. G(fh) et si 9 ~ ~ alors G(9) s. G(f)

Preuve

Si G·{gh) ~ G(fh) alors gi)- s. fh (proposition V.I.13) et comme 9 ~ \fh alors

9~ r (Théorème II.3.1) et G(g) s. G(f) (proposition V.I.13)

V.l.15 Théorème

SOl t f une AP fi ltrôt IOn de l'anneau nœthéri en A. 13(0 = G(r) .

Preuve

he Gn(O équivôut à ôf(h) 2: il et ôr(h) 2: il équivaut à h ~ fW, (théorème

II.2.5) car h est une AP fIltration. Comme l-(n) = f(n); (Lemme II.:;.2) ;

h s. fViT =TC n) éQui vaut il ar(h)! n. Par conséquent ar(h)! n équi vaut à

h ebnCO ,d'où Gn(O =Gn(r) et on 'J G(O =G(r) .

§.2 DEUX FONCTIONS ASYMPTOTIQUES DE MC AOAM

FONCTION (X;f(g)

V.2.1 Définitlon

Soient f = (In) une filtration de l'anneau nœHiérien A et J un idé6il de A la

suite F = (Fn) où Fn :: (J: In) est une suite croissante donc stationnaire car

Aest nœthérien. Posons ~f(J) =inf{r ; (J: Ir) =(J: Ir+n), 'v' nelN} ; «-f(J)eIN.

51 Wf(J)eIN alors wf(J) =Cl-f(J) car (J: IYv'f(J)) = A. Si f :: flan écrit

~Yfl(J) =~I(J)

V.2.2 lemme (voir [101 Proposition 6.ô).

Soit J =bA un idéal réguller et 1 un idéal de A.

( n'_ . lim iX.I~J)
~yI (J) =n~~ n -*exi ::~te dans lR +
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_ () 1i m (X.f(Jn)
Nous allons étudler l'exlstence de Ct.f 9 =n~* n où 9 = (Jn) est

une fi 1tratl on de A.

V.2.3 Propost tion

Soi ent f =(I fi) et 9 =(Jn) des fll tratl ons de l'anneau nœthéri en A. Soit un

réel À>O. Alors les Bssertlons suivBntes sont équivalentes:
- , -*(0 O'..f~g) eXlsle dans lR +

- -*(11) O'..f(",)(g) eXlste dans lR +

Si l'une des assertions équivalentes est vérlfée, on a

I),f(g) = À(X,f("') (g).

Preuve.
SoH O'..r(",)(Jn) =r, alors on a (Jn: l'-À r-I' ) = (Jn : IrMr+Q)-I,) pour tout

QelN ; (1). Pour tout seiN 11 existe un entler p~s/À tel que

(Jn : II-Àr-,J c (Jn : II-Àr+ 1)-1,) c ... c (Jn : II-~r+s-I,) c (Jn: II-Mr+p)-,,) .

(l) impl1que Que (Jn: IrÀr-,J =... = (Jn : II-~,r+s-I) pour tout entler s.

Comme Àr i {).r} i }.r + 1 alors: 'V s'elN on a

rÀr-' + s' =).(I-).r-I 1). + s'I).) i ).«).r + 1 + s')/).) i ).(r + (1 + s')/).) d'où

r).r-I i l-).r-' + s' i r).(r + q)-' avec q > (1 + s'I). donc

(Jn : Ir~~r-I) =... =(Jn : 11- Àr-,+s') =(Jn : 1'-Mr+Q)-r) 'V s'elN ; (2).

(1) et (2) impliquent ).(r -1) i '-À(r -1 )-1 s. Ct.f(Jn) i I-).r-I i).r +1 .; on dé,juit

(l),f(Jn) - ).)/n ~ ().\X.f(~.)(Jn) - ). -+ 1)/n ~ (Ct.f(Jn) + 1)/n i ().Ct.r(~)(Jn) + 2)/n

Si n ~oo on ô le résultat..

V.2.4 Proposi ti on

Soit f = (In) une filtration fortement AP et J = bA un idéal régulier- de

_ 1im (1.f(Jn). _ il'

l'anneau A. Alors Ct.fJ) =n---+oo n eXIste dans IR + et il existe kelN*

tel Que O',((g) =két"f(k)(g).
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Preuve. Comme f est fortement AP il existe kelN* tel que fOd = fIk' or

C(.IkU) =Ct.t'Ik(J) ; le lemme V.2.2 et 16 proposition V.2.3 impliquent l'existence

de ~f(J) et on 6 O'.f(J) = kO'.f(k)(J).

V.2.5 Lemme

Soient h =(Un) et 9 =Un) des AP-filtrations dt l'anneau A et 1 un idéal de
r- r-

l'anneau A. 51 h i 9 et vh =\Jg alors (X.hO) ~ ctgO).

Preuve.

Comme ~ =V9 alors il existe selN* tel Que

J~ C yr;S C~s ,Ç Ut car A est nœthérien. Comme 9 est une AP-filtration

alors il existe kt elN* tel Que Jk1 .PC J~ . "ri pelN. Alors on a

Jl:
1

.s.P C J~s c U~ C Up d'où Jk1 .s.P c Up . Soit (X.g(I) =r alors comme

h i 9 on El pour p~r (I : Jr ) c (I : Ur) C ... C (I : Up) C (I : J
k1

.S.
P
)' Comme pour

tout p~ r on 1:1 (I : Jr ) =0 : J
K1

.s.P) on déduit Que 0: Ur) = (I : Up) pour tout

D~r. Par conséquent CthO) i r =Ç(.gO) et on ale résul tat.

V.2.6 Lammt::.

Soient f =0 n) et 9 =Un) des filtrations de l'anneau A. Alors pour tout réel

À >0 on Ci :

Preuve

En utilisant la démonstration de la proposition V.2.3 on a :
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d'OlJ

Comme 18 limite supérieure du deuxième et du dernier terme est

Ct.«71.) (Jn)
~,lim sup n on déduit (1). Le (il) se démontre de la même façon.

V.2.7 ProQosaion

Soit f =(In) une filtration de A et J =bA un idéal régulier de A. Alors on ël:

- -*
(i) la sui te rlCt.I n(J) est convergente dans lR +.

_ lim Ct.'fUn) _il:

(ii) Si f est une AP filtration alors: Ct.f(J) =~oo --n- existe clans JR +

- Hm - .
et Ct.f(J) =n~oo nCt'In(J).

Preuve

(1) fIk =(I~) =(Jn) et (fIk)(k) = (Jn~) = (I~o) = (I~)O = fOk)k d'olJ

Ct.fI (k+ 1)(J) i Ct.fI (k)(J) J (l Bmme V.2.5) et on fi :
k+ 1 k

(k +1) Ct.I (J) i Ct.fI (k)(J) = kCt.I k(J)· On déduit que 1a suite ~I (J) est
k+ 1 k 0

, -*decroissante donc convergente dans lR +.

(ii) t10ntrüns d'6bürd que ë.Zf(J) = lilïl nCt.I (J). f étant une AP-filtratlün, il
m n

existe une suite (ko) d'entiers positifs telle que I kn .m C I~ pour tous entiers

lim kn
m et n avec n-~ 1 n = 1. De plus, on peut supposer que kn 2 n pour tout

n ~ 1 Alors la suite d'inégalités flk 5. f(Kn) 5. fI nous donne
n·m n

lAI kn(··]Q) ( (X.f(kn)(,fl) / (X.I nUl)

q .;. q ~ q
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\hf(,fl) o:.f(,fl) _.
on obtIent !lm kn CX-Ik 0) s. l1rn inf s. lim sup s. lim n(X.I <.J)

n n Q q Q q n n

et liminfrm-I (J)s.liminfkn(X.II< (J) car knln.
n n n "fi

Ainsi Ct.f(J) = 1im inf nIXI (J), (1).
n fi

Mont.rons mai ntenant que 1im sup nCl-I nO) s. (:(.f(J). On peut suppos,er Que

- - p
(~f(J) .: IR+. Prenons deux entiers p.! 1 et Qll tels Que o:.f(J) <q alors

(X.f(jQ) < p et 11 eXl ste alors un enti er n l l ~e1 que pour tout m 1~ N on ai t

Ct.fOmq) s. mp. Par conséquent, pour tout entier rn l N, on a

(JmQ . l ,- (Jmq . 1 )' -. mp' - . mp+ l -'"

Prenons un entier n l 1 et effectuons la division euclidienne dE~ rn par n;

m =nqrn + r rn cu 0 s. r rn <n. On a Ijonc la suite d'i ne )" 'si ons pour tout re 1N

(iOQ . II., « 1) )) - (.JflQ . 1 (Qm + 1) p+r) - ...- (JmQ . 1 ) alors on déduit
. "fi qm + . p+r. - . n - - . mp

O'vl n(J01Q) p(Qm + 1) _ 1 P
s. si rn -++00 on obtient (X.I (J) < - -

mq mq n - n q'

i.e lirn Sup nlX.l n(J) s. ~ d'où lim sup nCX-In(J) i lX.f(J) .. (2).

(1) et (2) impliqurnt lirn nCl-I (.1.) =Cl..f(J)·
n~+oo n
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fONCTION PfCg>

V.2.6 Définition
Solent f =(In) une AP-fl1trat1on et Jun idéal de A, Posons

~f<J)=lnf{h;(lh+r:J)~lr' vrll} et si {h;(lh+r:J)clr,vrll}

est vlde, PrO) =+00,

V.2.9 Proposition

Soient f = On' une filtration de l'anneau nœthérien A et J un idéal

régul1er de A. 51 f est une filtration nœthérienne de A, alors 'V' n 1: l,

PrOn)elN,

Preuve
Notons Fn =(In : <J » =~ (In: JP) La sutte F =(Fn) est une f1ltrejt1on de

A. En effet comme In+ 1 C ln alors (I n+ 1 : JP) C (In: JP) donc la suite Fest

décroissante. Il existe telN tel que Fn =(Jn : Jt) d'où l Fn c Ir. Il existe

aussi naiN tel Que Ir Fp C lp d'où f+t Fp . Fn c In+p~ Fp . Fn C (ln+p : l'+t)

et on ft Fp Fn C H(Intp: JU) =Fp+n·

Notons i\(t, J) l'anneau de Rees généralisé de F,

Posons 1\(1. J)n =... + At- 2 + At- 1 + A + (Il : Jn)t 1 + (12: Jn)t2 t ... ,

ô\(f, J)n est ô\(O-module, C'est un sous module de 1\(f}-module 1\(f, J).

Jn f,\(!. J)n c + R(f). Soft x un élément régulier de J, alors on 8

'o~(O c nu, J) n C l,\(O x- o , ·0i.,(0 étant nœthérien et 'ol(O x- n étant un

R(t) module de type fini alors 1't(0 x- n est un module nœthérien et on

déduit que ôt(f, J)n est un 'R(f) module de type fini car c'est un sous module

de 1\(0 x-n, Comme 1\(0 c 1\n =1\(f, J)n c A lu, tl c 1\(0 [tl =1\(0 [u- 1)

où t =u- 1 .

Il existe un entier h l 0 tel que uh Rn c R(t) où uh Rn = l: (lr+h: J0)tr

re~

donc (I r+ h : JO) c 1r Vr, On déduit alors que ~f(JO) el N'Vtt
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V.2.10 Proposition

Soient r=(In) et 9 =(Jn) deu>< filtrations de l'anneau A, la limite

_ Pr(Jn)
13r<g) = lim n existe dans R+ .

n-++oo

Preuve Posons ~(n) =pr(Jn)'

(i) Soit un enlier le1 Que ~r(Jn) = +00 comme

(lh+r:Jn)c(lh+r:Jn+l)= ~(n)~p(n+1) si Pf(Jn+l)eIN alors

~r(Jn)eIN absurde on alors ~f(Jn+ 1) = +00 et ~r(g) =+00

(i i) Supposons Que ~f(jn) e IN V ne IN.

De (i) on déduit Que la suite ~f(Jn) esl croissante.

11ontrons Que p(n+m) i ~(n) + ~(m). Comme (Ip(n)+r: Jn) C Ir et

(I~(m)+r: Jm) C Ir, 'v rd, (Ip(n)+p(m)+r: Jn+m) C (Ip(n)+p(m)+r: Jn·Jrn )

= «(Ip(n)+p(m)+r: Jn): Jm) C (Ip(m)+r: Jm) C Ir car

OP( n) +Q : 1n) C IQ= Ip(m) +r si Q= p(m) +r Ij'OCl r~(m+n) i ~(m) + pen).

. Pr(Jn)
Soit (l=liminr n vc>O,pournassezgnmdona

B(m) ~m i Ji +"2' Fixons m. Pour tout n ~ 1 écrivons n= Qm + r avec Qet r étant

des entiers nè·lurels et r <rn. Alors on a
c

13(n) = p(qm+r) i Q pern) + r p( 1) <qm (fi. + "2) + m 13( 1) .d'oÙ

~(n) qn c. m. . t ~(1)
- ~ - ([L -l -) + - 13( 1) < (fi. +-) + - si n--++oo ôlors q --++(0 donc rour nn m 2 n _. 2 q

~( 1) c 13(n), pen)
,3ssez gremJ on e -q-' <2 et -n- i p + t on deduit alors Il = lirn 

n--++oo n

V.2.11 Proposition

Pour toutes fi Itrat ions f =(1 n) et 9 = (Jn) de A, on a

~r(Jn) =pU~(f)(Jnat(f»! V nelN

Preuve. Il suffit de montrer que Pf(Jn) elN ~ Puôt(f)(Jn~(f)eIN
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Posons K=(um1\Cf) :Jnlt(f» et F::: i: [(Im+s: Jn) () Islts .
se~

Soit xtSeK avec xeIs alors x JmtSk1m+stS d'où x Jne I m+s et

xe(1m+s : Jn) () Is donc KeF. soit xtS eF ~ xeIs et

XJntS C Im+stS =Im+sts+muffi ~ xeK d'où K::: F.

Supposons Pf(Jn)eIN. Soient n1 et m = ~f(Jn) + r

Alors (u~f(Jn)+r 1\(1) : JnR(O)= l [(IPf(Jn)+r+s: Jn) () Is]ts.
SeZ!

Comme (I~f(Jn)+r+s: Jn) e I r+s alors on a

(uPf(Jn)+r fl,{f) : Jnlt{f) c l I r+s tS urft,(f) donc

~uR(f)(Jn 1\(0) < pf(Jn) 1 (1)

Réei proQuement supposons Que PuReO(Jnft(0) el N.

PfÜn) i PuR(O(Jn 1\(0), (2)

(1) et (2) ~ Pr("n) = Pu~(f)(Jn R(r~)

V.2. 12 lemme (Lemme 6.19 (10))

Si b et c sont des éléments régul iers de l'anneau AI alors

Ol.CA(bnA) = ~bA(cnA) , "ri nelN

V.2. 13 Théorème

Si b est un élément régulier de A alors pour toute filtration f de A, on a

13f(o) =I).bR(O(u~(f».

Preuve

Comme Pf(bOA) =P
U
'4\(O(bn'4\(f), (proposition \/.2.11) et

~u~Hf)(bn'4\(f) =Cl.bl\(O(unf,,(f» 1 (lemme V.2.12), on Cl

J3f(b) =ëZb~(f)(Ufl>(f)) .
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