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Introduction 

Dans la théorie des feuilletages, l'étude feuilletages riemanniens occupe uw" 

prépondérante de par travaux de nombreux :VIathérnaLicieml (B. REINHAHT. V 

MOLINO, A. KACIMI, E. GHYS, ... ). Parmi d'autres sujd.s 

figure en bonne place l'extension de feuilletages riemannien:::. en feuillet 
. . 

l'lCma:UllcL 

:F admet une extension :FI si :F c :FI (chaque fcuille de est contenue dans 111:(: l Lil' 

de FI). 

En effet, pour résoudre un certain nombre de problèmes sur des structures (strucl ure," 

algèbriques, topologiques, géométriques, ... ) il est parfois nécessaire de les "plonger" d,lIh 

des structures du même type "plus grandes" et d'étudier les problèmes ainsi Cet ~( 

méthode est aussi utilisée pour des structures feuilletées. Ainsi CAIRNS a montré 

[Cœi] que si un feuilletage riemannien transversalement orientable:F admet une cxtcllsiul; 

:FI de codimension impaire alors sa classe d'Euler fine est nulle. Cela permet par 

de donner une obstruction à l'existence de flots riemanniens admettant une extension 

dimension 2 SUI des 3-variétés cOlll"[Jades et simplement COllIlexes. 

Dans le même sens, dans [Nf oll J MO LINO a montré que sur une variété M, ::;i lW 

G-feuilletage de Lie :F admet une extension :FI que :F soit dans :FI ct si 

est invariant par l'algèbre de des champs feuilletés L (l'vI,:F), alors f('!uilldage P 

est de Lie ec défini par un sous-gToupe normal de G. Ce a permiS montrer (1 U\ . 

si :F est un G-flot de Lie à feuilles sur une variété connexe et corn pacte Al 

ou bien G est abelien ([G,G] = 0), ou bien [G,G] G et le premier nombre de Bel t i lI, 

J'Il est nul. l\1ais on sait que second ca:,; lie peut se présenter. Ce qui montre k rappuI! 

entre cette notion d'extension de feuillet et le théorème de Yves C AHR1ERE :our 

flots de Lie à feuilles denses. 

Il est donc à priori intéressant d'étudier une extension particllliôrc d'un flot ricnWli-

nien, celle de dimension 2, ou d'une manière générale un drapeau J' 
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feuilletages riemanniens c'est-à-dire UIle suite l ... l :;:;! d'extensions d \m flol r:en;uIlIJj('L 

:FI où chaque :Fi est un feuilletage riemannien de dimension i tel que :Fi C :Fiji, pour 

tout i E {l, ... ,p}. 

L'objet de ce travail est l'étude de tels drapeaux sur les variétés compactes. 

Ainsi, nous montrons principalement 

~ = {:F1 , ••• , :Fp } sur une variété connexe et 

tout drapeau de feuilletages riemannien;; 

l pour lequel le Hot :FI est ,t l'cuiE<;:

linéaires du tore. Par un contre exem:>lt;, denses est conjugué à un drapeau 

nous montrons que 

soit conjugué à un drapeau 

On sait que dans l'étude 

rôle très important.. Il est donc 

est nécessaire pour que le drapcéUl ~ = {:FI ..... 

tore. 

riemanniens, les feuilletages 

d'étudier les drapeaux constitués 

de Lie. Pour de tels drapeaux, nous établissons le résultat suivant: 

Soit ~ = {:FI, ... , :Fp } un drapeau de Ci-feuilletages de Lie de groupes d'holor;om 

fi sur UIle variété connexe et compacte kI, alors il existe un fi-morphisme 

unique f)i de Ci sur C ill tel que: Di+l = f)i 0 Di et fi+l = ei(f;); où Di 

l'application développante du C";-feuilletage de Lie :Fi. Nous déduisons de ce al Cl 

tout drapeau de 

est un cas particulier 

classification 

de Lie ct feuilles denses sur le tore ]'Il est linôaire;, ( 

notre principal résultat citb ci-dessus. Nous tcrrniuOIls !l1ll' li,:< 

de feuilletages de Lie sur les vari{:16s connexes, compac[c-c (' 

orientables dimension 3. 

Notre organisé de la façon suivante: Le chapitre 1 est consacré aux rbLL-

tats sur struct ures transverses des feuilletages, résultats indispensables pour la suite. 

Le chapitre 2 est consacré à l'étude des drapeaux riemanniens. C<;:,;: 

que nous démontrons notre principal 

Enfin le chapitre 3 traite des drapeaux 

chapitre nous démontrons notre deuxième résultat et 

dans ce et donIlOlls le C011[1','

feuilletages de Lie. J)an~. Cf 

UV.lUJ.V.lJlÛ cl la fin, la classificat i, Hl 

et orientables. des drapeaux de Lie sur les 3-variétés connexes, 

2 



Chapitre 1: FEUILLETAGES ET STRUCTURES TRANSVEIJSES. 

Oans ce travail, toutes l(:S 

ct loules 

:,6parées eL à base dénombrable: d'ouverts). AI est une variété différent , ('ClIl \H;X(' (!r' 

(limension n. 

Ce premier chapitre est consac'é aux résulLaL-; sur le;.; s!TucLurc:-; 1 nlIi;.;\'eT,'-" jS ,li 

feuilletages, indispensables pour suite. 

1.1- Préliminaires, 

1.1.1- Définition. Un feu,illetage :F de codimension q sur UIle varic:l C';\{ , d;j; 

'IL, est la donllée d\m recouvrement ouvert lA = 

di11'éomorphismes IRPx Cels que sur chaque :nLcrsect ion Ui [', 

changement de coordorlllécs o 1 (:r, V) = (:rl, Vi) la Lorme; 

(y) où ,V) E !Rn x 

difTéoYl1orphismeCi locaux ct des submersions de >< Ils 

Ce qui s~gnifie que l'image par qJj 0.
1 de Lout sous-espace 

v = constante dans est contenu clans un espace horizontal cl u même 

l'am ille {Ui J q6J est appelée atlas pour le It;u :F, 

..+, '-L 
"t;o~ 

J ,>" 

-------.. 



Pour tout i E 1, l'application fi = po: Ui -1 1l~5 est une submersion 

où p: lE.p+q 
-1 lE.q est la seconde projection de lE." sur lE.q . 

Sur Ui n Uj , on a fj = Iji 0 fi-
Le recouvrement U = (Ui)iEI , la famille de submersions (fi l et les difféomor-

phismes locaux lij caractérisent complètement le feuilletage F sur l'vI. 

Les composantes connexes des fibres de fi sont les plaques de dans Ui et forment UlH, 

base d'une topologie T sur la variété Al pour laquelle ivl est une variété différeIltiable 

de dimension p. Cette topologie est appelée topologie de::; feuilles et les co'mpusilfilc" 

comu::res de (l'VI, T) sont les feuilles de F; elle est plus fine que la topologie usuelle dt, 

.M. On dit aussi que F est un feuilletage de dimension p (p + q n)::;ur M. 

1.1. 2- Feuilletages et systèmes cliff érentiels. 

l.l. 2.1- Définition, Un système différentiel de classe cr et de dimension p sur UIle 

variété différentiable AI, est la donnée en chaque point x de Ai d'un sous-espace F~ de 

1~AI de dimension p tel que; pour tout X o E lvl, il existe un voisinage ouvert U de :t:'J 

dans kI; Xl' ,." X p ) p champs de vecteurs sur U et linéairement indépendant:; 

cr engendrant le sous-espace }'y en tout point y de U. 1~ 

Notons XF = {X E x(k1), X:I' E Fl'} 

1.1.2.2- Définition. Soit F un système différentiel de classe cr et de dimension p 

sur Ai, Une variété intégrale deF est une sous-variété immergée VV de Nf de dimew.;ioIl 

p telle que si i: W -1 /1.1 est l'immersion de W dans M alors 

di(x)(TxW) = }~. 



l.l. 2.3- Définition. Soit F un système différentiel de classe cr el de dimell~iOll 

p sur Ai. On dira que F est complètement intégrable si par tout point x de Ar 

une variété intégrale. Les sous-variétés intégrales maximales forrncnt dans CC:-i cOllClitiow-; 

une partit.ion de AI en sous-variétés connexes de dimension p c:'est-à-din~ un ille/lU}' 

de dimension p de Af et on a l'équivalence suivante: 

1.1.3- Théorème [j\;fol2]. La donnée d'un feuilletage de dimension p sur M est 

équivalente à la donnée d'un système différentiel de dimension p sur !vI, complètemellt 

intégrable. 

On dira qu'un champ de vecteurs est tangent au feuilletage si et seulernenL si, il 

tangent am..:: feuilles de F en chaque point où il est défini. L'ensemble des champs 

vecteurs tangents au feuillet.age F est un sous-fibré du fibré tagent TM appélé jt:bd 

tangent à F. Le quotient QF = TAf /TF est le fibr-é tTanSVtTSC du feuilletage F . 

1.1.4- Théorème de Frobenius [1\;foI2]. Soit un système différentiel de classe cr 

et. de dimension p sur AI. Les propositions suivantes sont équivalentes: 

i) F est complètement intégrable; 

ii) si X et Y sont des champs de vecteurs tangents à F, alors le crochet. [X: 

est aussi tangent à F, c'est-à-dire que XF est une sous-algèbre de Lie de X(!v1) , 

iii) Pour tout X'o E Ai, il existe une carte (U,y) de Al contenant :1;f): w,: .... "'-1 

(n - p) I-formes différentielles sur U engendrant en tout point x de U, le :-iOl1S-espilC< 

q 

(f'x)i. C T; l'vI telles que si Ju {w E iV(U, IR), W =L t\ Wj 'i = l, ... ,n} 
r~l 

dJu c Ju . 

Les (Pij)i,J étant des l-formes différentielles définies localement sur U 

etdJu {dw,WEJu }. 
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1.1.5- Exemple. 

1- Tout champ de vecteurs différentiable X sans singularité sur IV! détermine un 

système différentiel de classe Coo et de dimension 1 sur Iv1 c'est-à-dire un feuilletage de 

dimension 1 sur ~M. 

2- Soit w une 1-forme différentielle sans singularité sur AI. Le sous-fibré F correspOIl-

dant a pour fibre au point x E A1 le sous-espace de codimension 'Un F~ = J{ erw(:r). 

Le sous-fibré F définit UI! feuilletage sur 11,,1 si et seulement si il existe une I-formc 

. telle que dw = f3 1\ w. Ce qui est équivalent à dw;\ w = O. 

En particulier si west fermée ( dw 0), elle définit un feuilletage de codimension ·un. 

Si lv! est compacte, toutes les feuilles sont difféomorphes. L'intégration de w au-dessus 

des lacets de Iv1 donne un morphisme 

h: ", (!vI) --f IR 

L'image r de nI (A1) par h est un sous-groupe de IR qu'on appelle gTOupe d'holonomie 

du feuilletage F. 

Lorsque M = 1['2 et w dy - adx qui est clairement une forme fermée, le groupe 

fondamental de 1['2 est isomorphe à 'l'} et r {T + sa : T, S E Z}. 

Lorsque a est rationnel, les feuilles sont difféomorphes au cercle §1 : si (1 est irral 1. 

elles sont difféomorphes à la droite réelle IR et sont toutes partout. denses. 

1.1.6- Définition. Une fonction différentiable f sur une variété 11,1 est dite basique 

pour un feuilletage F si, pour tout X E >C:r l'algèbre de Lie des champs de vecteurs 

tangents aux feuilles, la dérivée X.f suivant X est identiquement nulle ( X.f = 0 pom 

tout X E >CF ). 

Une forme différentielle w sur .M est. dite F-basique ou basique pour un feuilletage :F 

si pour tout X E Xy, on a: (ywixdw = O. 

L'ensemble nI (1\1/ F) des 1-formes basiques sur AI est un module sur l'anneau 

nO(111/F) = Cr;o(1\1[/F) des fonctions basiques sur 1\1. 

6 



LI. 7- Proposition. Soit f UIle fonction basique ~ur une variété feuilletée (AI, F). 

Les propriétés suivante~ sont éqllivalente~: 

i) f est basique; 

ii) f est con~tante sur chaque feuille. 

En particulier si F admet une feuille partout den~e, alors toute fonction basique f 

est constante sur M et l'anneau D,1(A1jF) des I-formes basiques sur 1VI est un IR-espace 

vectoriel de dimension, la codimension de F. 

1.1.8- Suspension d'un feuilletage par un difféomorphisme. 

Soit f : l'II! ---t AI un diffLuIIlorphisme cl 'UIlC variété . La variété AI J su~pcnsi()n l 

est le quotient de IR x IvI par l'action du groupe discret Z engendré par le cliii'éornorphi~lnc 

(t,x) f-+ (t + 1, f(x)). A! f = IR x Ivl j ( t, x) ~ (t + 1, f ( x ) ) . 

Dans ces conditions, si F est un feuilletage de codimension q de "~/I invariant par I, le 

feuilletage produit IR x F est invariant par l'action de Z et détermine sur "~:ff un feuillet 

F f de codimension q appelé feuilletage suspension de F par difféomorphismc f. 

1.2- Structures transverses 

1.2. Définition. Soit une variété différentiable dimension n et 

Un pseudogroupe r de difféomorphismes locaux de Cs (0 ::; s ::; T ) de J\l est 1111(' 

collection { fi, i El} de difféomorphismes locaux de l'v! de classe Cs tels que: 

i) l'identité de j\!J, idM : 1v! ---t appartient à r ; 

ii) si fi : Ui Vi appartient à r , sa restriction à tout sous-ensemble ouvert de 

son domaine appartient à r ; 

ii'i) si fi E r alors fi- 1 Er; 

iv) si fi, fj E r, li: Ui ---t \1;; fJ: Uj --t 1Jj et \1; n Vj ::f 0, 
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alors Ii 0 fi: fi~\V; n Vj) -+ Ii(~ n \/j) appartient à ri 
v) si f: U -+ V est un difféomorphisme de iV! qui coïncide au voisinage de 

chaque point de U avec un élément de r; fEr. 

1.2.2- Définition. Un fe'Uilletage codimension q sur iV! est donll(~e d\lIJ 

recouvrement ouvert U = (Ui)iEI de iV!: 

telles que: Si Ui n Uj -! 0, alors il exist(~ un difféomorphisme local ~/ij de Tf} v(~rifiant 

où Tg e::lt une variété de dimension (), appelée vaTiété tn..Lnsvcrse ci 11 feuillctftgc :F . 

Les difféomorphismes locaux ::lont appelés changements de caTtes ou de cooTdonntr~8 

transverses et vérifient la condition de cocycle: 

Le système {Ui , fi, lij} est appelé cocycle fe'uilleté définissant :F . En outre, les ~i ij 

engendrent un pseudogTO'Upe r de difféomorphismes locaux de la variété Tg [Codl], 

1.2,3- Définition, On appelle struc11lre transverse à:F 1 toute structnre g{:;orn{;triql;(' 

sur Tq invariante par les difféoIllorphislllcs locaux par le psclldogrol\ pc 

de difféomorphismes locaux vu: __ ,-, ...... v.. par les li)' 

1.2.4- Exemples de structures stransverses. 

1) S'il existe une 
. , 

l'!cUlanIllCIlne g sur invariante par r, on dit 

que e8t 'Un feuilletage 7'iemannien. Cc premier exemple de structure transverse a ôtô 

introduit par B. REINHART dans [ReJ]. Dans ce cas, 

la métrique g. 

Ay .. sont des isométries tJ 

2) Supposons que Tg est une vnriété riemannienne connexe, nl1lIli d'llm: mètri<jll<: 

riemannienne g. Soit G un groupe d'isométries de la variété (T'l, g). On peut imposer ù 
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r la condition supplémentaire d'être un sous-pseudogl'oupe du gl'Cmpc . Dans ces COl:

ions, les changements de coordonnées transverses Ct;j sont des restrictions 

de ln variété (Tq, g) appartenant à G. changements coordonnées trnIlSVer::i(;:-i. 

qui habituellement sont définis localement, ont maintenant. un caractère global. Lurs(jill 

ces conditions sont réalisées, on dit que adrnet une (G, Til) - stTlLctun 

transveT8L 

3) Si l'on suppose en plus condit de l'exemple précédent, que C ': 

transitivement sur Tq, alors C a la :-51rucLnre d'HU groupe de Lic ct Ti! , é\ ';! 

espace homogène de G. On dit dans ce cas que :F t8t /ln feuilleta!Jc r LI ( ,': 

trmiscersalcnte?û homo!Jè'lie. 

4) Si en plus des conditions des exemples 2) et 3), on suppose que G est simplcllH:11 

connexe et agit librement sur Tq, on dit que :F est un G-feuûlelage de Die. Dans C(':-

conditions, la variété Tq s'identifie au groupe de Lie G et lij sont les restriction:-5 de:, 

trarislations à gauche G. 

5) Supposons que la variété 'l'II est PéU1:dlélisablc c'est-à-dire qu'il 

de vecteurs Xl' ... , XI[ constituant une ba:-5e du module x(Tq) des champs de vcctenré: 

le:::; champs de vecteurs Xli ... , X q sont invariant:::; par ~fiJ 1 on dit que :F (.~l 

tTa'! u,ven:,alcn îCI il 

1.3- Feuilletages admettant une (C, Tq) - structure transverse. 

1,3,1- Définition. Soit G un groupe de difféomorphismes variété différclJl ire i il,· 

Tq. On dit que G opè're analytiq'uement sur la variété Til :-5 [ deux difféomorphi:-iIjw-

appartenant à C sont égaux dè:-5 coïncident :-5ur un ouvert Hun vide de '["1. 
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1.3.2- Définition. Soit F feuilletage de codimension q sur une variété Ai 1 défini par 

un cocycle feuilleté {Ui1 fi, Afij} de variété transverse Tq. On dit que 

rq)-struct ure transverse si: 

i) Les chang'ements de cartes')·· sont 
"J 

restrictions de difTéoInorphiC'lll< . .:S ( L 

variété appartenant à un gToupe 

ii) Le groupe C opère analytiquement sur Tq. 

1.3.3- Proposition [H H]. Soit un feuilletage admettant une (C, rq)-strucl m,' 

transverse sur une variété 11.1. Alors il existe: 

- un homomorphisme h : 7f 1 (l'vI) -+ G ; 

une submersion D, définie de lU ( revêtement universel de 1\1) sur un Oll\ut d, 

la variété transverse Tq , équivariante par h et dont composantes connexes libre-

sont les feuilles du feuilletage relevé F = p* F à 11.1; p : Al -+ M. 

D équivaTiante par h signifie que: pour tout 1 7f
1 
(Ai) ct pour tout x E M, 011 <l 

Dbi) = hb)(D(?i)). 

L'application D est appelée application développante de la (C, rq)-structure trèll!èc 

verse. 

Réciproquement, si l'on se donne un homomorphisme h : 7f
j 
(A1) -+ G et une su l)Ill(;rS~( ,:; 

D de 11.1 sur un ouvert de Tq, équivariante par li ; le feuilletage défini par D sur JI 

passe au quotient en un feuilletage sur 1\1 admettant une (G, Tq)-structure tnmS\'(;::':L 

L'image r = h(Tr
J 
(1v1)) du gToupe IOndamentalTr

J 
(Ai) de Ai par la représeIJialio~l l, 

est un sous-gToupe de C appelé gro'upe d'holonomie du feuilletage, F, 

Lorsque G est un gToupe d'isométries de variété connexe Tq, G opère analytiqll';-

ment sur Tq. On dit alors que (G, Tq)-structure transverse est riemannieJlIle, Dali" , ' 

10 



ces conditions, on a théorème de EhresmauIl suivant: 

1.3.4- Théorème [T h'U]. Soit F un feuilletage admettant une (G, Tq)-struct ure 

transverse riemannienne sur une variété compacte !vI. Alors la variété riemannienne 

Tq est complète et l'application développante est une fibration localement triviale d<::\1 

sur Tq. 

Il 
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1.4- Feuilletages de Lie. 

Les feuilletages de Lie ont été étudiés par Edmond FEDIDA [fi'ed2]. DéUlc, ccttt 

partie, nous présentons les définitions et résult ats relatifs aux feuilletagc!'i d(: Lie. 

Soit G un gToupe de Lie connexe et simplement connexe de dimension iJ. Ol! Ilote ç 

son algèbre de Lie. 

lA. Définition. Une structure de G-feuilletage de Lie de codimension q 0:i1ll' nIlC 

variété A1 est la donnée : 

d'un recouvrement ouvert U (Ui)id de At; 

- d'une f~unille de submersioIl!'i fi: Ui -+ C: 

- d'une famille d'applications localement constantes Yi) : jj(Ui rl;) G 

que l'on ait fi Yi) 0 jj sur chaque intersection [Ti r 

Un G-feuilletage de Lie est donc un feuilletage admettant une (G, G)-structure tranSH:fSC. 

On a la proposition suivante: 

l.4.2- Proposition [Féd2]. Soit F un G-feuilletage de Lie sur une variéLô :\1. 1\ 

il existe: 

- un homomorphisme h : Tt 1 ( M) -+ G; 

une submersion D :]\1 -+ () telle que: 

1) Le feuilletage F relevé de F sur M est simple et défini par submersion!J. 

2) D est équivariante par h. 

12 
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1.4.3- Proposition rFéd2]. Une structure de Ci-feuilletage de Lie:F sur une variété ;\1 

est équivalente à la donnée d'une 1-forme différentielle w sur Ar à valeurs dans 

de Lie Q de Ci telle que: 

1) Pour tout x E Nf, l'application linéaire W x : 1:,111 -+ Q est surjective: 

2) w vérifie l'équatioll de Maurer-cartan dw + ~ [w, w] o· ) 
3) deux 1-formes w) et w 2 vérifiant ces propriétés sont liées par la l'datiul! 

W 2 adg(wJ. pour un certain 9 E G. 

En particulier :::;i G est le groupe de Lie le feuillet age :F c" L défini pal' UIle 

1-formes fermées w1 , ... ,wq linéairement indépendantes en chaque point. Cette propriété 

nons servira par la suite (Théorème 2.2). Si l~f est le tore ]'n et les 1-forrncs sont tuute", 

linéaires, on dira que le feuilletage :F est linéaire. 

Dans la suite, on suppose la variété Af connexe et compacte. 

lAA-Théorème de structure [Féd2]. Soit:F Ull Ci-ieuilletage de Lie "ur lWC 

connexe et compacte Al, Alors on Cl : 

1) L'application développante est nne fibration localement. trivial<: dt' 1\/ SI;)' J( 

g1'oupe de Lie Ci. 

2) Les adhérences des feuilles de sont les fibres d'une fihration locnlerclCIl\ 

triviale D : .~,1 -+ Ci / H où H = r est l'adhérence dans G du groupe 

r = h(Kl (1\;1)). 

3) Dans chaque fibre de la fibration D , :F induit un He-feuilletage de Lie " 

feuilles denses, où He est cornpo"ante connexe dans If de l'élément neutre c. 
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1.4.5- Remarque. 

1) D'après 3) du théorème 1.4.4, l'étud.e d'lm feuilletage de Lie sm nnc \'Cuit·' (. 

compacte Al est, modulo uIIe fibration ramenée ù celle d'un fcuilldag(; 

sous-variété fermée de AI ayant toutes ses feuilles partout dem,es. 

Lie SHI' Il;,(' 

2) Le groupe d'holonomie r d'un G feuilletage de Lie est ét.roileIllent li{: ;1 lit 

structure des feuilles du feuilletage comme montre le corollaire suivant: 

1.4.6- Corollaire[Féd2]. Soit :F un G-feuilleLage de Lie sur une variétô connex(' (.~ 

compacte Ai. On a les propriétés suivantes: 

1) Les feuilles de :F ::;ont difféomorphes: 

2) Le féuilletage :F c::;t ù l(;uillc::; den::;e::; si et seulement ::;i le 

r de :F est dense clans G; 

3) Le feuilletage:F est à feuilles compactes si et seulement. si le groupe d'holoIlowi.,' 

r de est un sous-groupe discret uniforme de G (G/r est compacte). 

1.4.7- Exemples de feuilletages de Lie. 

1- Soit June submer::;ion d'une variété AI dans un groupe de Lie G. Alors le feuillet, 

défini par J c'est-à-dire le feuilletage dont les feuilles sont le:-; composantes ('ouw'xcs (~(~ 

fibres de f, est un G-feuilletage de Lie sur [\Ii. 

2- J\1éthode générale de construction des feuilletages de Lie. 

Soient G et H deux groupes de Lie simplement conncxeb et D : G --+ H Ull IrlOl'lJhislIl 1 • 

de groupes surjectif. Supposons que G contient un sous-groupe discret uniforme r. 
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Le feuilletage de C par les fibres de D est invariant par l'action de r, de plus la vari{;t{; 

G Ir est muni d'un feuilletage naturel. C'est un II-feuilletage de Lie dont 

développante est précisement D et dont l'homomorphisme d'holonomie 

h :71" 1 (C If) ~ r -t H; est la restriction de D à r. 
Ce type de construction peut quelque fois être modifiée. Par exemple, si f( c:o' HL 

sous-groupe compact contenant IY l (c) alors l'action à gauche de f{ sur C Ir pr6sen'(' If 

du feuilletage construit. Si cette action est libre, alors on Hll Il-fcnilk: 

de Lie sur la variété K\C Ir. Les feuilletages de Lie construits par ce type de 

sont dits de type homogène. 

En particulier, si H est un sous-gToupe normal, fermé et conIlexe de C, et si l'hOI!lUlllOI[I:l:.-: 

D est donné par la projection D: C -t CI H, le feuilletage de C par ses classes modulu 

H possède une structure canonique de CI Il -feuilletage de Lie. Da11s ces condit iems. 

r est un sous-groupe discret uniforme de C, ce feuilletage détermine un feuilletage SIl!. ii 

variété quotient compacte Al = C Ir avec une structure de G 1 II-feuilletage de Lic. 

Si G = Il{n et r zn, les sous-espaces vectoriels de 

des exemples de lRq-[euilldages de Lie sur tore 

1.4.8- Proposition (Tishler) [God1 j. Une variété compacte possédant un 

de est fibrée sur tore 

1.4.9- Proposition [Cod1J. Une variété compacte possédant un feuilletage de 

mension 2 transversalement de Lie est fibrée sur le cercle §1. 
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1. Flots de Lie. 

On appelle flot de Lic, tout feuilletage de Lie de dimension un. Les 110[:-:; de; r (,,! 

flots riemanniens) ont été étudiés par Yves CARRlERE dans [CC] et dans [Car]. 

1.5. Exemples de flots de Lie. 

1) Flot linéaire d'u. tare. 

'" f) i SOl t ~:r l ) , .. , ,en un vec:LellI' (e eL cOIlsidôron:-; le son:-;- g1'OU pe cl lUI rc dt; 

g1'Oupe de Lie Rn , défini par 1 est uu Ilot sm invariant pat' 

translations d'éléments de Z. Eu projettant sur 11''' \ on obt lent Ull ffL II 
l 

sur le Lore l, Ce flot est dit lin {;alTf .. 

2) Flot pTOpre du tore hyperbolique. 

Considérons le groupe de Lie (résoluble) G obtenu en mettant sur l'espace H 

le produit (t,u)(t', 11') = ( t + t', At·u'+'u.) 

où A est un automorphisme unimoclulaire ( A E 8L(2, Z) ) à coefficient:-; eI1l irIS d, 

plan ayaut pour valeurs propres À et ± positives d différentes de l, ce qui (1 li 

la trace trA > 2 (par exemple l'automorphisme d'Anosov (1 ) î 
l 2 ;' 

Soient. v, et les vecteurs propres associés respect i vement à À el à ±. 
L'algèbre de Lie du groupe de Lie G est engendrée par les champs de vecteurs 

x = (_1_) 
log À 1 

[X,Y]=Y; [X,Z]=-Z; [Y,Z] o. 
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Le réseau r points entiers de IR3 est un sous-groupe discret. uniforme de G 

pour quotient la variété compacte T~\ suspension du difféomorphisme du tore 1['2 . '1,1 
l.lt 

par il, 

appelée turc hypcr-bolique de :3. 

sous-groupe à un paramètre engendré par Y c'est-à-dire la direction "pl'opn:" 

engendrée par VI est un sous-groupe normal et fermé de G ayant pour quotient le groupe 

affine Af f+ (IR) des transformations affines croissantes de la droit.e réelle. Af f+ ) (';1 

identifié au groupe de Lie obtenu en considérant sur IR2 , la loi de gToupe 

(t, x)(t', x') = ( t + t', Àtx'+x) 

On en déduit que v) détermine sur 1[';1 un flot de g1'oupe Aff+ (H), appelé .. 

pI'Op7'C" du tore hyperbolique T~ défini par À. 

La direction "propre" engendrée par v:2 détermine également sur 

groupe Af f+ (IR), appelé" flol propre" du tore hyperbolique défini phI' f. 

Nous allons à présent donner les resultats essentiels concernant les flots de Lie. 

1.5.2- Théorème [CCI [Car]. Soit Ai une variété compacte et connexe de dimcIl,.;iul! 

n et. FI un IRn-l-flot de Lie sur NI. On a les possibilités suivantes: 

1) Les feuilles de FI sont les fibres d'une fibratioIl en cercles §\ de la vari{;l f: .\! 

sur le tore Tn l §l -t 1'vl -t "!f" l, 

2) Les feuilles de FI ne sont pas fermées, dans cc cas, la variété AI est 

au tore TT! et le Ilot FI est conjugné à un flot lin(;aire "ur Tn. 

RemarquoIls que si les feuilles de FI sont fermées, le groupe d'holonomie r est llL 

sous-groupe discret uniforme de 1 (corollaire 1.4.6 ), les orbites FI sont alors 
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fibres d'une fibration D : Ivl -t 

Si les feuilles de F j ne sont pas fermées, CARRIERE [CaT] montre que le flot FI po:-

sède une section A isomorphe au gToupe de Lie ']l'n--l et donc, que le fiot F
J 

s'obtient l)((f 

suspension d'une translation de groupe 1fn-l. La variété M est dans ce cas difféomorphe 

au quotient 

A x IR/(>.,t) ""' (R(>.),t + 1) ~ ']l'Tl, 

R étant un difféomorphisme de l obtenu à partir d'une translation l 

1.5.3- Théorème [CaT]. Soit F
j 

un G-fiot de Lie à feuilles denses sur UIle 

variété compacte et connexe At de dimension n. Alors on a G IRn-l et il existe llIl 

difféomorphisme de M sur le tore 1frl qui transporte F
j 

sur un flot. linéaire de l' 

irrationnelle. 
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1.6- Feuilletages transversalement hom ogènes. 

Les feuilletages transversalement homogènes ont été ôtndiés par iL BLC.\J]·:N'fIL\ . 

[13iu]. 

Ci est un groupe de Lie simplement connexe: If un sous-gToupe de G. 

1.6.1- Définition. Une structure de G / 1I-f(:~uilletag'e homogène de codimension q sur 

une variété différentiable 1v!, est la donnée: 

d'un recouvrement ouvert U = (Ui)icl de /Vi 

2) d'une famille de submersions .h : Ui -t G / II; 

Les 9iJ sont induits par les translations à gauche de G. 

Un G / H -feuilletage transversalement homogène admet donc une (G l G / Jl )-S\ ruet lIT,· 

transverse. On a donc résultat suivant. : 

1.6.2- Théorème [Blu]. Soit F un feuilletage transversalement homogène sur Hne 

variété connexe et compacte jVf et modelé sur un espace homogène G / II. F le rdèv(;IrlCld 

de F à l'vI. Alors il existe un homomorphisme h: 1[1 (l\f) -t G et une 

D : 1\1 -t G / II équivariante par h , telle que: 

1) Les feuilles de F sont les cumposantes connexes film;s de 1) ; 

2) Pour tout élément 1 E "] (M), le diagl'amme suivant est commutatif 

M~G/ii 

~( l l hb) 
~ D , 
A1---t G/H 

Ici 1: IH -t !v! est vue comme automorphisme de revêtement et l'élément lib) est le 
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difféomorphisme de G j H induit par la translation à gauche sur G qui à 9 associe hh)g. 

Lorsque H = {e}, on retrouve la notion de G-feuilletage de Lie. 

1.6.3-Exemples. 

Soit G = SL(2,1I!.) le groupe unimodulaire, K = { (: :) : ac l, a> l} 
et soit r un sous-groupe discret uniforme de SL(2, IR;.). 

Le feuilletage de SL(2, IR;.) engendré par j{ induit sur la variété compacte 

M = f\8L(2, IR;.) un 5L(2, IR;.)j [{ ~ §l-feuilletage homogène. 

2- Considérons la variété §2 X§l obtenue comme le quotient de IR;.:l\ {O} par l'homothél i,; 

h de rapport 2 opérant sur ]R3\ {O}. Ecrivons]R3 sous la forme C x IR;. et considérons 

restriction D à ]R3\ {O} de la projection de IR;.3 sur Co 

Le groupe 'if j (§2 x §l) est cyclique. Soit Co un générateur qui agit sur IR;.3\{O} par 

l'homothétie h et H la représentation de 'ifj (§2 X§l) dans groupe 8im(C) des similit 

de C , qui à Co associe l'homothétie de rapport 2. La submersion D est équivariant.e piLl 

rapport à H. Elle définit donc sur §2 x §l un fiot FI admettant une (8ùn(C), l'neL un' 

transverse. 

Le flot FI obtenu est un flot transversalement homogène. Il a deux orbites {(::rm(cs. 

C'est 'un flot de A1orse-5male. 

La fibration D n'est pas une fibration localement triviale puisque seule la fibre 

dessus de zéro a deux composantes connexes. Le fiot FI n'est donc pas riemannien SillOIl 

D serait une fibration (Théorème 1.3.4). 
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l. 7 - Feuilletages riemanniens. 

Les feuilletages riemanniens ont été introduits par Bruce REINlIAH'I' sou::> le mm; 

de feuilletages à "bundle-like metrics". Une bundle-like metric ou " métrique quasi-fihréc" 

pour un feuilletage :F est une métrique riemannienne pour laquelle, la distance entre 

les feuilles est localement constante. L'étude géométrique des feuilletages riemanniens 

a été développée par P. MOLINO ,{ la suite de celle qu'il EL faite pOUl' les 

transversalement parallélisables. 

l. 7. Feuilletages transversalement parallélisables [Ai ol2]. 

l.7.1. Définition. Soit T une variété différentiable de dimension q. en paTallélislllC 

sur T est la donnée d'un système XI: "': X q de q-champs de vecteurs sur T formant Cl! 

chaque point une base du module x(T) des champs de vecteurs diHerentiables sur T 

1.7.l.2- Exemple. Tout groupe de Lie G est parallélisable. Un parallélislllc l'ICilj! 

dOIlné par une base de l'algèbre de Lie Q des champs de vecteurs invariants ù git L l 

groupe G. 

l.7.l.3- Définition. Un feuilletage :F de codimension q sur une variété connexe ;.\j 

dit transversalement parallélisable, s'il existe un cocycle feuilleté {Ui ) fi: 

:F , de variété transverse T de dimension q, admettant un parallélisme invariant pHI' ';, 

changements de coordonnées transverses lij . En particulier, un G-feuilletage de Lie ('Sl 

un feuilletage transversalement parallélisable. 

Cne submersion J d'une variét(~ ~ur nne variétô p,trall(,lisablc, définit un feuillei (_, 

transversalement parallélisable. Si la variété parallélisable ainsi dorlll{X; Il 'est jJiL:--
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g1'Cmpe on a un exemple de transversalement parallélisable qui Il'( 

de 

1 1 Théorème de structure [M ol2]. SoiL:F un feuilletage (] 

transversalement parallélisable sur une COIlnexe et. compacte Al. 

feuilles de :F sont les fibres d'une fibration localement triviale de Ai sur une vari6t(; 

compacte VV. Dans chacune de ces fibres, F induit un feuilletage de Lie à feuilles den'ic:'i. 

adhérences des feuilles 

relation d'équivalence suivante: 

, définissent un feuilletage noté 

;1: eL y appartiennent ù une même 

toute [onction basique f. 

de :F si, et 

et dôfini t lli:Œ' 

}'(J.') 

Pour cette raison, on dit feuilletage F est le feuillet.age ba8ique défini par F . 

que la variété vV est la var'iélé basique et que la fibration de j\1 sur -VV défini:ssant :F «' 

la fibration basique du feuilletage F. 

1.7.2- Feuilletages riemanniens. 

l.7.2.1- Définition. Soit :F un feuilletage sur une 1\1, défini par un COC\( ) 

variété transverse T, tel que: 

1) La variété transverse T est une variété riemannienne: 

2) Les changements de coordonnées transverses ~(ij sont des isométries 

de la variété T. 

On dit que :F est un feuilletage riemannien. 

Dans ces conditions, si est une métrique quelconque sur l'vi, la métrique riemannie!lw; 

22 



• 

• 

sur T est une identification du fibré tangent TAI à la somme directe des 

gents TF et transverse QF = Tl'vi j'TF. On peut alors construire une unique ruétriqli' 

riemannienne gj sur AI, telle que: 

Les métriques go et gj coïncident sur le fibré tangent 'fF ; 

b) Les fibrés TF ct QF sont orthogonaux pour la métrique 91 

c) La métrique induite par gl sur QF est localement l'image par fi de la mNriquc 

de la variété transverse T. 

Une métrique vérifiant les conditions b) et c) est dite quasi-fibrée relativement il F 

on "bnndle-like" sui van t la terminologie de B. R.EINHART. 

L'existence d'une métrique quasi-fibrée caractérise les feuilletages riemauniens [Ru;. 

On parle clone indifféremment de f cuilletage ave(;une sLrucl'uï'c Ti Il'u fUn '(f 

ou avec une 'mét'/'ique qUCLs'i- fibrée. 

La distance entre les feuilles F est. localement. constante métriq ue quasi- fi b:'6' 

sur le fibré normal VF invariante le long des feuilles). 

Pour une variété Iv1 l tout feuilletage de Lie est transversalement parallélisable el toul 

feuilletage transversalement parallélisable est riemannien. 

1.7.2.2- Définition. Un repère transverse orthonormé en un point x de M est lUlt 

base orthonormée , ... , )( qx) de l'espace transverse QXl que l'on regardera cornIlle Hi! 

isomorphisme linéaire z: IRq - Q~ .. 

On note AIT l'ensemble des repère::J trani:lveri:les orthonormés aux diHérents point::; 

iH et PT : .lI.1T - fd, la. projection qui à un repère traIlsverse orthonormé: CIl nn 

;r; fait correspondre x. l'vIT est un fibré principal base !v! et de gToupe structural 

le gl'oupe orthogonal O( q, IR) et appelé fibTé des repères transverses orthonorrn(.s de la 

variété feuilletée (A1, F). 

Notons FT le feuilletage relevé de F à AlI'. 
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1. 7. 2.;3- Théorème [1'1 ol2]. Soi l F un feuilletage riemannien sur unc varié:! (? (()E1l)i,' 

M. le FT induit par F sur la variété Arr des lratl:-,\'( 

orthonormés est transversalement parallôlisable et v(Tifie les proprié'l{;e:; couivant 

feuilles de F ct 

ii) L'aclion O(q. sm !\h laisse Ff' 

iii) Une feuille de FT se projette sur une feuille M. 

1.7.2.4- Théorème de structure [Mol2]. Soit Fun I(;llilletagc ricrmumicIl ~;Ill '.lJ 

variét.é compacte AI. Alors : 

1) adhérences feuilles de constituent une partition de M cn SOlls-

variétés compactes minimales pour 

2) L'ouvert Er) formé des fcuilles feuilletage llIlC de 

sion rnCLximalc r l' e:::;l dense 1\1. Ces adhôrcnc(;s cOllstit lH.mt Ul: kuilkt l('lllzllllll<'l. 

Er) dont toutes feuille:::; compactes: 

3) Le feuilletage induit par sur l'adhérenœ leuille est un . Jdage rie· 

mannien transversalement localement homogène G IH où f1 est un sous-groupe connexe 

ct fermé de G le structural 

1.7.2. Définition. Un groupe G e:::;t dit virtuellement résoluble s'il eontient un :-;ou:-;-

gTOllpe résoluble Go d'indice Gnl (c'est l'ensemble /(;0 est fini ). pi\rti(,l~j(': 

gToupe;.; rôsolubles, nilpotent s, 

L7.2, Théorème [ . Soit F llIl il feuilles ",Ill' Ir 

Yariété riemannienne eomplôle iH à gTonpe iT
l
(!\/) Vil1c\lcllcIl!i;JJ rC:-;c)l,d,!\C 

Alors :F est trallsversalement hornog(~ne. 

1.7.2.7- Remarque. Un feuilletage F admettant une (G, rI)-stnIctme tnUl::l\'V>" 

Il pas forcement riemannien, Pour que la (G, CI H)-struct ure transverse d'llll 
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transversalement homogène soit rienmnnienne, il et il suHit 

métrique invariante à gauche qui soit invariante à droite de H. Lorsque H est lill 

sous-groupe compact de G, une (C, C / Il) struct ure transverse peut toujours ôlrc n:n<l cc 

riemanllienne [Car]. En particulier, est. vrai si JI est triviaL c 

une 1 G)-structure transverse ou une structure de C -transverse. 

de Lie admet donc toujours une strnclllre riemannienne tnlIls\'crsc. Quitte ;\ 

sur () invariante ct gauche:. 

Le :F) de l'exemple 1.6.3-2, n'est pas riemannien. eITet, l'application d{;vdo)!-

pante D du flot :F) n'est une fibration localement triviale comme le 
, 
~ t ' 

Théorème 1.3.4. 

Dans le cas d'un flot riemannien, on a résultats suivants düs ct Yves CARRIEHJ> 

1.7.2.8- Théorème [Carj Soit:F
1 

un flot riemannien à feuilles denses sur UIW 

connexe et corn pade AI dimensioll n. Alors la variété est dilI(';omorphc: il n t (ll'<' r • 

et le flot :F1 est conjugué à un flot linôaire 

1.7.2.9- Théorème [Car] SoÎl un fiot riemannien sur une variHé COIlIH:XC ( , 

compacte 1'vI. Alors: 

1) Les adhérences des orbit es de constituent une partition de lU CIl l;:,-

variétés compactes minimales pour:Fl ; 

2) Sur l'ouvert constitué des orbites de ayant une adhérence de dimcnsioJ, 

maximale Tl' ces adhérences constituent un feuilletage riemannien: 

;3) L'adhérence d'une orbite :F1 esL difféoIllorphe h un 

4) Le fiot induit. par:F] sur l'adhérence d'une orbite e;,;[ cOlljug;ué h Ul! flot 'il[1 

sur un tore. 
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Chapitre 2: DRAPEAUX DE FEUILLETAGES RIElVIANNIENS. 

Cette partie est consacrée ù l'étude des drapeaux riemanniens. ?\Olb Iwmtrclll (Ille 

tout drapeau de feuilletages riemanniens sur une variété compacte et connexe M 

dimension n, pour lequel le flot est à feuilles denses, est conjugué à un drapeau linéaire 

sur le tore 1['71. 

2.1- Définitions et remarques. 

2.1.1- Définition. On appelle d7'upeœu de feuilletages sur une variété ]\1, la ( 

d'une suite J = {Fl , ••• , F p } où, pour tont i E {1, ... ,p},:Fi est un feuilletage ,]1 

i sur ?vI et tel que Fi C Fi+1 (C'est-à-dire que chaque feuille de Fi est contenue; dans ulle 

feuille de Fi~'.l)' 

On dira que Fest un drapeau riemannien (resp. de Lie) SI tout feuilletage F, 

riemannien (resp. de Lie). L'entier p est la longueur de J. 

2.1.2- Remarque. Pour tont drapeau de feuilletages J {FI' ... , } on a 

suivantes: 

1- Les feuilles de SOllt saturées pour Fj , ponr tout 1 < j <i S Ji (Loule 

de Fi est une réunion de fcuilles de ). 

2- Si F j est à feuilles liartouL denses alors pour tout 1 :s; j < l :s; p. 

feuilles partout denses. En particulier, si le flot FI est à feuilles partout denses, on 

que le drapeau J {FI' ... , Fï'} est un drapeau de feuilletages à feuilles denses. 
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2.1.3- Problème d'existence 

2.1.3.1- Définition. Une variété différentiable jI,/[ de dimension n est dite totalcllté nt 

pamllélisable si et seulement si il existe n champs de vecteurs XI, ... , X n linéain;rn~:èi1. 

indépendants en tout point de lH sont 

fonctions et i, j E {1, ... , ft}. 

D'aprés le théorème de Frobenius LIA, on consLate qlle tout variét.é; 1\1 

parallélisable supporte un drapeau de féllilletages Lransversalement intégTables [ibn' 

transverse est intégrable). 

Les variétés :!Rn, 1f1\ lrA (tore hyperbolique de dimension n) sont totalement par al-

lélisables. Elles supportent donc des drapeaux de feuilletages. 

Sur le tore lrn par exemple, on peut remarquer que tout point est repéré par les angle, 

nu centre el: ... , en- champs de vecteurs D~j' ... , sont linéairement indépeIH 

en tout point et vérifient , D~l 
J 

o pour tout 1, J { 1, ... , ft}. Ces champs dL 

vecteurs linéaires définissent un drapeau J = {FJ , ••• , Fn} de féuilletagcs linéaires. 

riemanniens sur le tore 11'11 où chaque Fi est engendré par les champs Ü(lj 1 ••• , ;~). 

2.1.4- Définition. Soient M et N deux variétés mUIlles respectivement CiCllX 

drapeaux J = {Fj , ••• , Fp } et V {Vj , ••• , vp } de même long;ueur J). On dira 

et V sont conjugués, s'il existe un difféomorphisme h N -+ hi que, pour tUlll 

i E {1, ... ,p}, on 

Les drapeaux de feuilletages riemanniens J = {FI, ... , } le flot F[ est il 

denses sont conjugués à un même modèle comme montre le sllivalll : 
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2. Théorème. Soit J = {FI,"" F p } 'un drapw'IL de ff S U/' 

une variété connexe et compacte M avec FI à feuillu; densc:s. Alors J esl COIL)l1gLJ li. 

un drapeau de feuilletages de Linéaù'es sur le tore Tn. 

diiTéomorphisme h : Tn -t .M tel que chaq'ue h*(Fd 

feuilles denses sur' 

Démonstration 

signifie qu'il 1111 

I) D'après le théorème 1.7.2.8, il existe un difféomorphime h: Tn -t 1\! tel quc' 

h*(FJ soit un flot linéaire sur le tore TT!, c'est-à-dire l/; a pour courbes iul 

n 

celles d'un champ de vecteurs X a 8 où les a8 sont des constanles réelles. 

Pour un tel flot, le module n1(A1jl/l) des I-formes basiques de un sur l'allneau 

DY(Mjl/J des fonctions -basiques est un espace vectoriel de dimension fi, - l 

une base { Tl' "', Tn-l } où toute une I-forme basique linéaire. 

Le difféomorphisme h transporte la métrique riemannienne de départ sur 1\1 en une 

métrique riemannienne sur le tore Tn pour laquelle le drapeau V = {l/l' ... , l/p} 

où l/i h*(Fi ) pour tout i E {l, ... ,p}, est riemannien. 

Nous allons montrer que tout l/i E {v;, ... ,l/p} (qui est à feuilles denses puisque:Ji 

l'est) est en fait un Rn-i-fcuilletage de Lie. 

2) Le gToupe fondamental hl (Tri) est isomorphe à zn , donc virtuellement résoluble: 

d'après la Définition 1.7.2.5. Soit i E {l, ... ,p} et considérons le feuilletage Vi sur 11'''. 

D'après le théorème de A. HAEFLIGER (Théorème 1.7.2.6 ), il existe un gToupe 

connexe et simplement connexe C, un sous-groupe connexe fermé H et une représenta

tion à image dense p : zn ----+ C tel que le diagTamme suivant soit cormnutatif 
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D O/H 

Î l l ph) 

Rn ~~ 0/11. 

On en déduit que 0 est abelien et donc un ( puisque simplement conrwxe); il CL 

découle que JI est nécessairement un où l'entier lest tel que k-l n i,donc 

homogène O/H est en fait le groupe abelien IRn-i. Les feuilles du feuilletage rdévé V, ;~ 

Rn '['n sont les composantes connexes des fibres de l'application développante 

D'autre part, la représentation p: induit, par composition ilH;C ~" 

morphisme de projection canonique ]Fe.n-, ,une représenLatioll 

U . zn -+ 

et pour tout Î E zn) le diagramme suivant est commutatif 

]Fe.n D -i --cr 

~f l l uh) 
]Fe.n ]Fe.1l -- i . 

Ceci montre que Vi est un feuilletage de Lie transversalement modelé sur gIlJllpC d" 

Lie- i
. Il est donc défini par des formes fermées w] , ... l Wni linéairement inct(:pi:Jlc1cl!:' i~ 

en chaque point. Soit w l'une d'entre elles; on aix:.J Ü pour Lout champ de \Tct,'U;:-, 

X tangent à Vi' Comme en plus west fermée eL ixw = ixdw Ü c'est-cl-dire que i.,.c' 

basique pour Vi, elle est donc aussi basique pour v j (puisque V] est contenu dans Vi) c' 

s'écrit donc 

n"~i 

W L ujTj_ 
j=l 
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où U j sont des constantes réelles (car le IR-espace vectoriel des 1-fonncs l)il:-;jq 1 l<' 

pour v] est de dimension n - 1 engendré par 

sur le tore 1['n. 

: ... , Tn--l); la I-forme west dOllC 

Conclus'lon : Le drapeau V {v j , ... , v,J} est llI1 drapeau de feuilletage'" de 

linéaires sur le tore 1['n. Ce qui achève démonstration du lhôoI'(':rne Il 

2.3- Exemples. 

L'hypothèse sur la densité du flot YI est nécessaire pour que le drapeau 

J {Yj,,,.,Yp } soit conjugué à un drapeau linéaire comme le montre l'exemple 

2.3.1- Exemple. Considérons la suite 1['11+1 = xT 1['n ~ 1['n-l où 0 (;::;t li)l(: 

submersion surjective. On suppose en plus que 0(0) = 0 et e n'est pas un mOl'phi:oll1C 

de gToupes. Soient YI le feuilletage défini par pr] et Y~ celui ddini par 00 pl'j , 

J {YI, Y 2 } est un drapeau de feuilletages de Lie simple:::: dont le flot YI est ': 

mais ce drapeau n'est conjugué à aucun drapeau linéaire. En cfiet, s'il l'dait, 0 fli' 

serait un morphisme de groupes. Ce qui entrainerait que e est un morphisme de 

Ce qui est absurde. 

2- L'exemple ci-dessous montre que si le flot y] n'est pas à fcuilles dense:,;, ln vari6t{~ 

Ai n'est pas toujours le tore 'In même si elle supporte un drapeau J {Y1 . 

feuilletages de Lie avec Y2 de dimension 2 à feuilles partout denses. 

2.3,2- Exemple. Considérons le groupe de Heisenberg de dirncIl:)ion 3 

1 a c 

H= o 1 b : a,b,c E IR 

o 0 1 
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Le groupe Il est isomorphe au groupe obtenu en considérant sur JR;.3 le prod uit 

( a, b, c) ( al , f/ , (") (a ol,b+1/,(' c' ab'). 

Il est connexe, simplement connexe et nilpotent. 

L'algèbre de Lie'H du g1'Crupe de Lie JI est engendrée par les champs de vecteurs 

y et Z vérifiant [X, Y] Z; [X, Z! [Y,Z] 0 [God J. 

Notons 'Hl l'idéal de 'H cngendrô par le champ de vecteurs Z et 'H2 l'idéal de 

engendré par les champs Z et X -i- aY où a E lR.\Q. 

On a une suite d'inclusion 'H ~ 'H2 :J 'Hl et les algèbres quotients 'H/'Hl ct 'H/'H~. 

sont des algèbres de Lie commutatives aya.nt pour gTOtlpes de Lie simplement. COll11ex! 

et commutatifs et lR. respectivement. 

1 iL k 

Soit f o 1 rn : n, m, k E Z le sous-groupe de li des matrices il 

o 0 1 
coefficients entiers. C'est un sous-gl'oupe discret de H ayant pour quotient la 

compacte A1 Blf qui n'est pas difféomorphe au tore '[3 . 

Les projections 'H -+ 'H/'Hj et 'H -+ 'H/'H2 c'est-à-dire les submersions 

d(:fiIlissent sur variété Ai l1/f l.m drapeau de feuilletages de Lie c 

ftuilles paTtout dénses. 
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Chapitre 3: DRAPEAUX DE FEUILLETAGES DE LIE. 

3.1- Construction de drapeaux de Lie. 

3.1.1- Définition. Soient G et Il deux groupes de Lie et f un sous-groupe de Lic 

G. "lJn l'-morphisme de G sur fI est une submersion f: G -7 H vérifiant: 

fbg) = fb)f(g) pour tout Î El' et 9 E G. 

3.1. 2- Proposition. Soit F un G-fcuillrlILgt dt Lie 8W' unt varirilé iH, dt y{'{) UjJf 

d'lwIOlLO'rnie r. Si (j e8t un 1'- morphisme de G sur'un g1'OUpC Lie Ji alors il 

i\{ un H -ftuilletage de Lie F H contenant F dt groupe d'holonomie f
H 

tel qUé. fi} O~f'). 

Preuve. Soit D la submersion équivariante du G-feuilletage de Lie F et IL SOll 

homomorphisme d'holonomie. Alors D fI = e 0 D est une submersion équivariante p01ll' 

la représentation hH = 00 h. En effet pour tout x E Ai ct pour tont Î E 7T] (1\1), 

DI1 = (0 0 D) = O(D O(hb) D(x)) 

= O(hb))O(D(i)) 

Le couple ( DH , hn ) définit ainsi sur la variété l'vI un li-feuilletage de Lic Fil 

contenant F et de gToupe d'holonomie l'lI = hII (7f] (M)) = O(h(7f l (M)) = O(r) . 

D'après la Proposition 3.1.2, la donnée d'un Gl-flot de Lie sur une variété et d'unc 

suite de morphismes de groupes de Lie, surjectifs G 01 G o~ 01'-1 GY 
1--1-'2--t"'--7 p 

Lic tels que si ri est le gToupe d'holonomie du feuilletage Ji, alon:; 1',+1 = Oi(fJ 



• 

:).1.~)- Corollaire. Soit:F
j 

un Cl-flot de Lie SUT une 

nilpotent), alors la variété 

de Lie. 

3.2- Théorème. Soit J {:Fj , ... , :Fp } un dmpeau de G i -feuilletages de . de 

d 'holonorrde fi sur une variété conne:ce et compacte M. Pour tout 'l E {l,.", p - 1}, 

il eXlstéun fi-Tnorphisrnt. de groupes unique, (Ji de Ci sur C H-] 

llapplicatioTL développante de :Fi (ÛOTS Di+l = (Ji 0 Di ft fi+l = ()i(fi ). 

Démonstration: Considérons développemenl:-; de ces feuilletage>; sur le revU c-
~ 

lllent uni verse! l'vI 1\1 ct notons :Fi le feuillel.age 

sition 1.4.2, chacun feuilletages :Fi est défini par une submersion Di lH sur Ci el 

il existe une représentation hi, du groupe fondamentalll j (Ivl) de Ivl, dans ()i telle qne 

Di soit équivariante par hi' 

Si ei désigne l'élément neutre de Gi 1 en posant pour i E {1, .",p - 1}, 

D' t 

D~ est équivariante par Pi) et le développement D;, p.J définit le feuilletage 

. Quitte à remplacer Di par D; et hi par Pi' on peut supposer que Di il(Di 1(( ;)) 0''::: 1.'; 

et dans ce cas Di est unique. 

Ensuite remarquons que;J {Fj , .... jp} est un drapeau de feuilletages de 

sur Al. Il existe une suite de submersions surjectives de gl'oupes de Lie 

telle que l'on ait Di+1 

jG 
p 

Pour tout "'( E IIj (l'VI) et xE iV! on a: 

hi+ l = ( (Ji 0 Di) Cii) 

()i(D, 

Oi(hib) Di ). 
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En particulier pour Dlx) = Ci, il vient 

soit hi+1b)(Oi(ei)) = hi+lb) 1 = Oi(hib)), 

donc hi+Ib) = ei(hi(ry)). 

Ce qui montre que hi+1 Oi 0 hi' Il résulte que Oil est un morphisme de gl'oupe:-> 

Il reste à montrer que Oi est un -morphisme groupes et qu'il est uniqlH:. Ln 

sorte que, comme tout Dj est hr{;quivarianle, on a: 

Oi( li gi) = Oi( hi b) . Di(i:)) ()i(Dibi:)) Di+l b i ) 

hi+I b) . DiH Ci) = 0;( h! b) . ()i( Di 

= Oi( ) . Oi(gi ). 

\ 
;. 

L'application développante Dl du flot FI étant fixée, si 0: est un fj-morptisIllC' 

répondant. à question, on aurait 0: 0 DI = g. (0 1 0 Dl) et ce qui impliquerait corrmll 

DI est surjective que e: = gO]. Ensuite, puisque e: et el sont des fi-morphi:->mc:-> on ,( 

nécessairement 9 . Par récurrence on établit l'unicité des autres (Ji 

Ce théorème permet d'établir le corollaire suiVaItl : 

3.:3- Corollaire. Soit ;y {F;, ... , F p } un drapeau de feuilletages Li c su 7' u./I 

variété compacte 1\.f de dimension n. Si le flot est à feuilles denses aioT8 le dmpulI! 

;y est conjugué à un drapeau de feuilletages linéaires du [ore lin. 

Preuve: D'après Y. Carrière [Car], 1\.f est difféomorphe au tore 1fH et le Hot FI c's! 

conjugué à un flot linéaire du tore lirI
• On peut donc supposer que Ai = lirt

, G 1 

et FI linéaire. 

L'application développante du flot Fl est linéaire ct il (~xiste une suite de snlHlICrsi( " 



C associée au drapeau ;J 

F) étant à feuilles denses, les submersions (Ji sont des morphismes de groupes tels qlle 

C Hj est commutatif. Ci est donc commutatif pour tout i E {l, .... p} c'<:sh"-

dire un ~ et l'application Bi lin{;aire. Par suite, les feuillet 
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3.4- Drapeaux de feuilletages de Lie sur les variétés connexes compactes eL 

orientées de dimension 3. 

La cltLSsification des ~5-variétés supportant drapeaux de l..:Îe découle de la dassiIic<ll l\lll 

des flots riemanniens sur les 3-variétés connexes et compactes et de l'étnde des 

de codimension 1 qu'elles supportent. 

3.4.1- Proposition [Car], [Godl]. Soit l'vI une variété compacte et connexe admet t 

un flot Lie 

1) Si FI est à feuilles dense:,.;, la variété 1\1 est difféomorphe au tore ct le i: 

Ft est conjugué à un Ilot linéaire de 

')1 S' 
..... / 1. l est à feuilles compactes, vanôté AI est fi b1'(;c en 

3) Si les feuilles de FI ne sont ni denses, ni fermées, on a les possibilitt':s Slüvantes: 

a) AI est difféomorphe au tore 1r3 et FI est conjugué à un flot linéaire de 

b) l'vI est difféomorphe à un tore hyperbolique 1r~ et le flot FI e:,.;1 

à l'un des flots propres de 1I'~. 

Preuve: 1) et 2) découlent de (1.5.2) et de (1.5.:3). 

3) Si les feuilles du FI ne sont. ni denses, Ili fermées, FI ee:;t un feuillet,lgc 

codimension 2. Le groupe de Lie GIde FI est soit , soi ( /1/ fi ( ce sont 
\ 

groupes de connexes et simplement connexes dc dimcnsion 2). Le::; 

feuilles de FI constituent une fibration D : M --7 §l 

D'après :Meyer [1\1ey] et [Car]: 

si le groupe fondamental Îf 1 (Iv!) est abelien, C 1 est le groupe 

difféomorphe au tore 'Jf3. FI est alors conjugué à un flot linéaire du tore 11'::\. 

- si le groupe fondamental (l'vI) n'est pas abelien, G l est le groupe <·1ff'- ci 

ft! est difféomorphe à la variélé suspension d'un difféomorphisme du tore 
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un automorphisme unimodulaire A à coefficients entiers du plan n'ayant pas l pr)llI 

valeur propre (1t'l'aAI > 2). puisque Fi est orientable, on a [l'A> 2. La var i{; tf; .il Cool 

donc difféomorphe à 1I'~4 et est conj ugué à l'UIl des j'loLs de 

3.4.2- Proposition [Gadl]. Soit F 2 un feuilletage de codimension 1, sallS 

sur UIle 3-variété connexe et compacte Iv!. Alors F2 est conjugué à un feuilletage cU:1iIli 

par une forme fermée et sans singularité. En particulier, 1vl est fibrée sur . Les 

de F 2 sont des tores 1I'2, des cylindres §l X et des plans 

Héciproquement, si F2 est un feuilletage de codimension 1 sans holonomie SHI' 'lL< 

:3-variété ayant pour feuilles des tores, des cylindres ou des plalls, alors la variC;[ ( .\/ ( 

fibrée en tores 1I'2 sur le cercle §l. De plus, dans le cas d'lm feuillet 

est tri vial et la variété NI est le tore 1I'3. 

par plaIls. u; iikr 

3.4.3- Théorème. Soit 11/1 une variété connexe et cOTnpacte 8upp01'lrmi un li 

J = {FI) F 2 } de feuûletages de Lie. 

1) Si le flot FI est à fwilles denses, la variété NI est difféomorphe IL/1 torc ri 

le drapeau J {Fl,F2} est conjugué à un drapf:au de feuületages li71éaiTéS du. [on 7';~ 

2) Si FI est iL feuilles F1 est linc jibnûioll en §l SUT 

a pOUT feuilles, des tores 1I'2(fcuillts ferrntes) ou cylùulns comme l1illl" 1.'1:1 

denses. 

,'j) Les feuilles de FI ne 80nLnl nt parùJu.t . lcllH.LnlH .il i ,,: 

difféomorphe soit œu tOTe 1I'3 soit cl un tore hypeTbolique 1I'~1 (IrA> 2). 

Si lv! i='::j 1I'3, F) est linéaiTe e8t 8oitminimal, 80it une fibration en 

Si M i='::j 1I'~1' FI est conjugué: à l 'lm des floL~ pTOpres 

en tores 1['2 SUT §l . 
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3.4.4- Lemme. 

Tout Z R- morphisme de AfI+ (R) Rj 

où k E IR' et p une fonction Z x IR- périodique. 

Démonstration du lemme. 

L'algèbre de Lie de Af f+(IR) est engendrée pèU' les champs de vecteur;.; X ,J:~~ ( 

Y = :r;y avec le crochet [X, Yj = Y. 

Si cP est un morphisme groupes de Af f+ (IR) sur IR, on a: 

drf;(Q, O)([X, Y]) [dcP(o. Q)(X), dç~(Q, O)(Y)] = 0 et. puisque [X, Y] Y. 011 a: 

drf;(o,o) (Y) = O. 

L'application d9(o,Q) est duue à une cunstante rrmltiplicaiiw; pn~::i, la projt'(liull :-lUI 

droite IRX, On cn déduit que (p = kp1'11 où k E ct est la première 

Af ft (IR) sur !Ft C'est-à-dire que tout morphisme de groupes de Affl (L~) SUl' C::it 

forme kp1'l' De plus, si e est un Z X - morphisme de A}j+ (IR) sur IR alors 0 = kprl 

où k E IR' et p une fonction Z x IR- périodique, 

Démonstration du Théorème 3.4,:3. 

Considérons diagramme 
~. j) 

1\1 ---t 0
1 

1 

Ai 

au drapeau de Lie J {FI) Fd 
O 2 nt 

où est un Gi-feuilletage de Lie de groupe c.i.'holonornie C; i E {1; 2}, 

L'assertion 1) découle immédiatement du théorème 2,2. 

2) Si le fiot est à feuilles fermées, est un sous-groupe discret-uniforme C Ci 

Cl IR:'> ou Cl = Af f+(IR), variété AI est une fibration en cercles §I sur 1"2 (/, il' 

Le groupe Af fI (IR) ne cont aucun sou-groupe discret ct uniforme, G. est d( lL( 

IR2 et r, Z x Z, Pour tout couple (n, m) E rI' O(n, rn) = Cl;J) pm .. 
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Suivant que Clé et sont linéairement indôpcndants ou non dans Q, esl 

à feuilles cylindriques, soit une fibration en tores 1['2 sur §1. 

3) Si les feuilles de FI ne sont ni fermées ni partout denses, d'après proposition (~A.L 

la variété AI est difféomorphe soit à 113 ) soit à un tore hyperbolique avec tnz(Jl) 

, Si M i='::) J3 'L t'st linéaire' G = IR2 et f n'est ni di!::icret ni I)artout ,J'J / '1 l " 

2 -IR , Donc fI Z X IR et sur ) on a e(n, t) = cm + Si (J = 0, f 2 

une fibration en tores 1['2 sur §l, Par contre si /1 1'= 0, f 2 cl 

denses. 

, Si Ai i='::) 1'~) F; est conjugué à l'un des propres 

Comme 1\1 est fibrée en sur ( ' /-1' l' 71 = JI/ 1) on a 1 = tLJ X ct dOIlC a kpl' 1 il 

Dans ce cas f 2 () (f 1) = k Z, F2 est donc une fi brat ion en tores sur §l, 
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