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Résumé

Cette theése s’insére dans le cadre de la théorie de I'information et dc la
statistique, en proposant, au travers de mesures de divergence, d’effectuer des
tests d’hypotheses dans le cadre des modeles paramétriques, mais égalcinent
des tests d’adéquation et de sélection de modele. En s’appuyant sur la notion
de distribution généralisée d’ordre o, nous nous intéressons d’abord (lorsque
o = 1), a la comparaison, d’une statistique de test informationnel, fondé
sur une mesure de divergence J, avec les tests classiques usuels & distance
finie. Nous établissons que cette statistique de test admet une propriété
de robustesse, dans le cas ou I'échantillon considéré est issu d’une loi expo-
nentielle. Nous proposons ensuite un test de choix, fondé sur une classe dc
mesures de divergence, qui s’appuie sur une regle de décision qui prend en
compte le niveau de signification du test.

Une autre partie est ensuite consacrée a une inférence bayésienne de la dis-
tribution généralisée, lorsque 'ordre o tend vers plus 'infini, afin d’élaborer
une technique de calcul qui se révéle particulierement performant notamment
lorsque le calcul direct d’estimateurs du maximum de vraisemblance est im-
possible.

Mots clés: Théorie de l'information, Estimation, Test d’hypotheéses,
Simulation par Monte Carlo, Analyse bayésicnne.

Abstract

This thesis comes within the information theory and statistics, by propos-
ing, through of divergence measures, to perform hypothesis tests in the con-
text of parametric models, but also goodness of fit test and test of model
selection. Leaning on the generalized distribution notion, we take first an
interest in (when o = 1), the comparison of founded upon the divergence
measure J, with classical statistic tests, in finite sample. We obtain, that
this statistic test is robust, in the case where the sample considered is de-
scended from an exponcntial law. We propose after, a test of choice based on
with a class of divergence measures with a rule of decision, which take test
size into account.

Another part is consacreted to a bayesian inference, about gencralized
distribution, in the case where the order o goes to infinity, with intent to
construct a practical alternative to compute maximum likelihood estimator
in exponential families in cases where a direct derivation is impossible.

Key words: Information theory, Estimation, Hypothesis test, Monte
Carlo simulation, bayesian analysis.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE 11

Chapitre 1

Introduction générale

Dans ce chapitre, nous présentons le contexte général de notre recherche.
Nous commencons d’abord par préciser la problématique dans la section 1.1. En-
suite, nous présentons respectivement dans les sections 1.2 et 1.3, une remarque
méthodologique dont nous nous sommes inspirée tout au long de nos travaux, et
une déscription de la démarche que nous avons suivie. Nous finissons ce chapitre

en pésentant dans la section 1.4, 'organisation de cette these.

1.1 Problématique

La théorie classique de I'information a été introduite par I'ingénieur
mathématicien américain Claude Shannon, dans une publication mémorable en
1948 portant sur la théorie mathématique de la conservation, la transformation et
la transmission par lignes de I'information. L’énoncé de son théoréme fondamental
avait ouvert la voie & de nombreux développements aussi bien théoriques que pra-
tiques dans le domaine des techniques de communication mais également dans les
processus de décision, de détermination, de reconnaissance de formes, de réseaux

d’ordinateurs ou encore des systémes experts. Rappelons toutefois que dés 1928,
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un autre ingénieur en transmissions, 'américain R.V. Hartley avait suggéré de me-
surer le degré d’incertitude d’une épreuve a k éventualités par la quantité log k.
Cette présentation de I'incertitude montre une forte similitude avec la définiton de
'entropie de Shannon. Ces deux formulations sont d’ailleurs asymptotiquement
identiques notamment dans le cas d’une répétition infinie de la méme épreuve (
c.f Yaglom ).

Du point de vue de la statistique, la théorie de 'information s’intéresse plus
particulierement & la quantification et a l’estimation de I'information et a I'ap-
plication de celle-ci & des problemes d’analyse ou d’inférence statistiques. C’est
précisément le cas - entre autres - de la contribution remarquable qui a été pro-
posée par Jaynes en (1957), par le biais d’une procédure qui repose sur ’estimation
du ” mazimum entropique”’. Vont également dans ce sens, les travaux menés par
Mokkadem (1994a) qui propose le choix d’un estimateur fondé sur une mesure
de proximité entre deux densités spectrales sur le cercle unité, afin d’élaborer une
méthode pour tester une hypotheése simple d’un processus ARMA. J. Gebert et al.
(1969) ont introduit une procédure constuite & partir de I'estimation d’un indice,
obtenu en fonction de la distribution empirique, pour résoudre un probléme de
test d’adéquation. Dans cet ordre d’idées, S. Kullback en (1967), développe une
méthode d’estimation de la quantité d’information, qui repose essentiellement sur
le prinicipe du " minimum d’information discriminante” qui est une extension du
célébre principe ”d’ignorance ou d’indifférence” de Laplace. Il a ensuite élargi
I'étude de 'estimateur de cette mesure d’information, en proposant, dans le cadre
de la théorie des tests, une application pour la résolution de certains types de
problemes liés aux tableaux de contingence, aux hypothéses linéaires, & ’analyse
multivariée, ainsi qu’aux fonctions de discrimination linéaires.

Divers auteurs ont entrepris des études d’unification des mesures d’informa-
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tion, notamment les mesures de divergence et d’entropie, avant de proposer une
application dans le cadre de la théorie générale de I’estimation et des tests d’hy-

potheéses.

Bien que pertinente, cette approche que propose en particulier Morales, Pardo,

Menendez et Salicru (1992, 1993, 1994, et 1995), qui repose sur une étude systématique

de la grande majorité des différentes mesures d’information, souléve cependant des
problémes que nous pouvons résumer par les questions suivantes: dans quelle me-
sure peut-on comparer les tests issus des mesures d’information avec d’autres plus
classiques que sont, par exemple, les tests de Wald, du Score ou du Rapport de
Vraisemblance? En effet, trés peu d’approches d’analyse (comme dans O. Vasieck
(1976) et (P. Barbe (1990)) ont été menées en vue d’une comparaison entre tests
informationnels et tests classiques dans le cadre des modeles paramétriques. Dans
le cas précis d’un test de sélection, peut-on mettre en évidence, un critére obtenu
a partir d’'une mesure d’information, permettant d’élaborer une régle de décision
en association avec le niveau de signification que 1’on s’accorde?

L’objet primordial de cette étude est de tenter d’apporter des éléments de
réponse & ces questions qui découlent des constats suivants:

e une relative absence de travaux sur la comparaison entre les tests issus des
mesures d’information et les tests classiques;

e insuffisance de critéres pour les tests de sélection qui tiennent compte du
degré de précision du choix du décideur, & privilégier tel modeéle plutét que tel
autre.

La premiére question est traitée, dans le cadre des modeles paramétriques, &
partir de la distribution généralisée d’ordre o qu’évoque Hammad (1987), dans le
cas particulier ou a prend la valeur 1. Nous nous plagons dans un contexte ol on

a défini une famille de lois de probabilité, indicées par un parameétre de dimension
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finie, contenant la vraie loi des observations. En se limitant & une mesure de
divergence J, nous montrons en 'occurrence que la statistique de test associée,
J.., est plus robuste que les statistiques de Wald, du Score et du Rapport de
Vraisemblance; en ce sens qu’elle est moins sensible aux variations du parametre
d’intérét.

Pour mettre en évidence les résultats obtenus, dans le cadre des échantillons
de petite taille, nous proposons, de maniére analogue & D-avidson et Mackinnon
(1994), une procédure de simulation pour comparer les performances par rapport
aux tests classiques usuels.

La seconde question s’intéresse a l'élaboration d’un critere de choix entre
deux modeles. Parmi les critéres les plus utilisés, on peut citer le ccefficient de
détermination, ’AIC de Akaike (1993), et BIC de Schwarz (1978) qui est une mo-
dification du critere de Akaike, tout en présentant I’avantage d’étre convergent.
La démarche alternative que nous avons adoptée pour proposer un critére de
sélection, s’inscrit dans le cadre de ’approche introduite par Vuong et Wang
(1993), et présente contrairement & ceux plus habituels cités ci-dessus, la possibi-
lité de préciser le niveau de signification associé au test de sélection retenu.

Par ailleurs, lorsque la valeur « de la distribution généralisée tend vers I'infini,
nous proposons une démarche alternative a celle introduite par Hammad (1992)
pour une interprétation de la distribution généralisée d’ordre a. Cette démarche
repose sur la méthodologie de I’approche bayésienne, et permet dans ce contexte,
de mettre en évidence une procédure numérique de résolution des équations du
maximum de vraisemblance, dans le cas précis ou la loi de ’échantillon considéré

appartient a la famille exponentielle.
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1.2 Remarque méthodologique

Dans notre cadre de travail, nous adoptons le principe ci-dessous, concer-
nant l'estimateur du parameétre d’intérét 6. Le choix de cet estimateur sera prin-
cipalement guidé par une propriété de normalité asymptotique.

Ce principe suppose que si 6 désigne l'estimateur du parametre 0, il cst alors
convergent et vérifie:

vn (8 -6) - N0, Q]

ou @ est I'inverse d’une matrice inversible.

On remarquera au passage, que ce principe garde un caractere de généralité, dans
la mesure ou il est conforme & la plupart des estimateurs convergents habituelle-
ment utilisés, tels que ceux issus du principe du maximum de vraisemblance, ou
encore ceux obtenus par maximisation d’une fonction objectif.

Toutefois, avant d’expliciter comment nous avons exploité le principe énuméré
ci-dessus, nous allons d’abord introduire une motivation d’ordre méthodologique
qui nous a guidé tout au long de ce travail.

Ainsi, lorsqu’on utilise un échantillon aléatoire de n observations, sous les

conditions de régularité habituelles, on peut estimer l’information de Kullback-

Leibler
_ f(z, 0)
Klfo, for) = [ 1(z, 6)log AN
par la statistique K [fo, fo,] en posant:
7 _ ) f(l‘, §
Rlfor fu) = [ £(z, D)1og 5 =vda

On vérifie sans difficulté que cette statistique est distribuée asymptotiquement

suivant une loi du khi-deux:

2nk\[f9a foo] i) X:
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avec p degrés de liberté (p étant la dimension de l'espace des parametres ©), ou
f(z, 6) est la densité de la loi des observations, § étant un estimateur convergent
et asymptotiquement normal et 8, représentant la vraie valeur du parameétre.
Par analogie avec l’approche suggérée ci-dessus, nous avons cherché a estimer
une mesure de divergence J, avant d’examiner son comportement asymptotique,

pour ensuite en donner une application dans le cadre d’une inférence statistique.
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La démarche suivie dans nos travaux peut étre résumée brievement en

six étapes:

1.

notre hypothése de départ est la théorie de 'information ou
plus particulicrement les mesures d’information dépendant de
deux lois de probabilité. Nous donnons ensuite la définition de
la distribution généraliée ¢, pour a une loi donnée.

nous avons adopté un critére informationnel, noté J pour évaluer
1’écart entre deux distributions f(z, 6) et f(z, 8,) lorsque a = 1.
L’estimateur J, de la mesure J sera obtenu, en remplacant 6
par 5, vérifiant la propriété de normalité asymptotique.

la distribution de J, est ensuite déterminée, puis nous avons
cherché & définir une application dans le domaine de la théorie
des tests d’hypotheses.

une comparaison de J,, avec les statistiques de test classiques
est proposée dans le cadre des petits échantillons, appuyée par

une étude de simulation par Monte Carlo.

. nous avons proposé une méthode de test d’adéquation fondé sur

une autre mesure de divergence A,, plus générale, qui considere
J comme un cas particulier. Une extension est également pro-
posée pour la résolution d’un probléme de test de choix, entre
deux distributions appartenant & un modele paramétrique.

en dernier lieu, nous nous sommes intéressés ensuite a une autre
interprétation possible de 1’inférence statistique, & partir d’une

approche bayésienne de la distribution @,.
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1.4 Organisation de la these

Cette theése est composée de huit chapitres, organisés de la maniere

suivante :

— ce présent chapitre décrit nos motivations et guides méthodologiques
ainsi que 'organisation de la thése;

- la partie I, constituée de deux chapitres, est consacrée aux
critéres, distances et estimateurs fondés sur des mesures d’infor-
mation. Dans le chapitre 2, nous donnons quelques rappels sur
les principaux résultats concernant les mesures d’information
généralisées. Le but ici est d’introduire certains concepts de la
théorie de I'information a partir des distributions généralisées,
telle que I'information et distribution d’ordre a. Dans le cha-
pitre 3, nous présentons une statistique de test J, fondée sur une
mesure de divergence. On exposera les principaux résultats ob-
tenus, notamment le comportement asymptotique de cette sta-
tistique suivant ’hypothése considérée. Nous proposons, dans
le cadre de la théorie des tests, une application dans laquelle,
cette statistique J, est utilisée pour tester une hypothése nulle
de forme explicite (§ = 6,) et une autre de forme implicite
(r(6) = 0).

— la partie II est constituée de trois chapitres. Elle est consacrée
a une étude comparative de la statistique T par rapport aux
statistiques de Wald, du Score et du Rapport de vraisemblance.
Nous essayons, en nous fondant sur une série d’expériences par
le biais de simulations de Monte Carlo, de se faire une idée du
degré de performance en terme de puissance du test basé sur
J. On propose également une méthode de test d’ajustement
et de test de choix entre deux modéles & partir d’une mesure

d’information notée A,.

— la partie III est composée de trois chapitres. Le chapitre 6 traite

18
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d’une approche bayésienne fondée sur la distribution d’ordre c.
Dans le chapitre 7, nous décrivons nos conclusions et perspec-

tives de recherche; le chapitre 8 regroupant les parties annexes.

A
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Premiere partie

Distances et estimateurs fondés
sur des quantités d’information

20
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Chapitre 2

Mesures d’information et
distributions généralisées

2.1 Introduction

Ce chapitre vise & donner un apergu de la théorie de I'information,
en précisant certains aspects des mesures d’information sur lesquels nous nous

appuierons tout au long de notre travail.

La théorie statistique de la communication, plus communément appelée théorie
de 'information, est I’aboutissement des travaux d’un grand nombre de chercheurs
-comme N. Nyquist, R.W.L Hartley, D. Gabor, etc. - sur l'utilisation optimale des
moyens de transmission de l'information ( téléphone, télégraphe, télévision, etc. ).
Rappelons que Claude E. Shannon, ingénieur chez Bell Téléphone, fit le premier
a proposé, dans le cadre de cette théorie, une étude systématique, a travers un
exposé synthétique (1948). L’idée fondamentale consiste & considérer I'information
comme devant étre transmise par le biais d’un canal (ligne téléphonique, ondes

hertziennes). On est donc ramené a étudier trois situations:

- (a) d’une part on s'intéresse & la quantification de linformation au

travers d’une série de mesures d’information ( entropie, divergence etc.)
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— (b) d’autre part, les propriétés liées aux canaux (équivoque, transin-
formation, capacité, etc.)
- (c) enfin les relations qui existent entre I'information & transmettre et

le canal employé, en vue de I'utilisation optimale de celui-ci.

Dans le cadre de notre travail, nous nous intéressons uniquement au premier
point souligné ci-dessus, & savoir le concept d’évaluation de I'information propre-
ment dite. Nous chercherons ensuite une extension de ces mesures d’information
en liaison avec la théorie des tests. Notons au passage que les concepts de base
de la théorie de I’information, en raison des notions générales qui les sous-tendent
font I’objet de plusieurs tentatives d’application dans des disciplines aussi diverses
que les mathématiques, I'informatique, I’économétrie!, la biologie et les sciences

sociales?.

2.2 Information et quantité d’information

Une information désigne, par définition, un ou plusieurs éléments parmi
un ensemble fini d’événements possibles. Pour synthétiser, considérons une expérience
aléatoire qui peut étre résumée par une variable aléatoire X prenant des valeurs
discretes z, . .. ,Z, avec des probabilités py, ... ,p, telles que (P(X = z;) = p;,
pour tout ). Une question fondamentale est de savoir quantifier, par une évaluation
plus ou moins précise, la notion d’information associée & cette expérience. Dans
ce contexte, sur un plan purement pratique, une information sera d’autant plus
intéressante qu’elle diminue davantage le nombre de possibilités ultérieures.

Une caractérisation de la mesure de 'information suite a ’analyse de cette
expérience repose sur le choix approprié d’une fonction de base. Ainsi, sous I’angle
de vue de la mécanique statistique, la quantité d’'information apportée par cette

expérience peut étre mesurée par une expression fondée sur une fonction des pro-

1. C’est Davis (1941) qui a introduit le premier la théorie de l'information dans la
littérature économétrique. Voir également la contribution en économétrie des travaux de
G. Tintner, H. Theil, T. Sawa, E. Maasoumi, H. White, R. Klein, P.M Robinson, J. Segupta
et A. Zellner.

2. Voir Massoumi (1988b)
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babilités, que nous noterons par g(p) avec p = (pi,...,pn) et telle que:
st Jk /pr =1, alorson a nécessairement g(p) =0

car p; =0 Vi#k

Ce qui signifie que la réalisation de x; n’apporte aucune information.
Il est donc tout & fait naturel de considérer g(p) comme une fonction décroissante

de p. On suppose donc qu’elle doit satisfaire & la condition ci-dessous:

g(1)=0
et (2.1)
g9(0) — +o0

C'est dans cet ordre d’idées, que des auteurs comme Hartley (1928), Erdos
(1946) ou encore Rényi (1961) - parmi tant d’autres - ont suggéré de définir g par

une expression relativement simple par exemple en posant :

1
9(p) = log( 5)
Rappelons que cette fonction doit également satisfaire & deux principes de base:
— principe d’additivité,
— principe de décroissance monotone,

qui sont résumés par le lemme fondamental suivant :

Lemme.

Soit g(n) une fonction additive définie pour n =1,2,... .

Si elle vérifie en outre:

1. g(nm) = g(n) + g(m) ; (additivité)
2. im[g(n+1) - g(n)] =0; (décroissance monotone)

alors g(n) = alnn ol a désigne la constante liée au choix de la

base du logarithme.
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2.3 Mesures d’information classiques
2.3.1 Systémes d’axiomes et notion d’entropie

La quantité d’information, notée H, qu’on espére obtenir, a partir d’une
expérience conduisant & n résultats, peut étre définie par I’espérance mathématique
de la fonction g définie précédemment.

On pose alors:

H(p) = E(g(p)) = Y_piglps) 20 2.2
i=1 )
b= (pl)" '7pn)
Dans le cas précis ol la fonction g est définie par g(p;) = —logp;, l'information

H(p)?® est connue sous le nom de mesure d’entropie de Shannon (1948).

Ainsi 'entropie* est en quelque sorte une mesure d’incertitude, de désordre
ou d’imprécision, associée & une distribution ou & une variable aléatoire (ie une
expérience). Historiquement, I’entropie releve d’un concept hérité de la mécanique
statistique. C’est aprés qu’on a pu établir un lien avec le concept physique de

4

’entropie qui, elle, a été définie dans le cadre de la thermodynamique par le ’

2

second principe de la termodynamique ”, qui trouve son origine dans le célebre
mémoire de Sadi Carnot intitulé ” Réflerions sur la puissance motrice du feu et
sur les machines propres & développer cette puissance®.

Nous considérons, en ce qui nous concerne, le concept d’entropie , définie sous
’angle statistique, c’est-a-dire, un formidable outil de mesure permettant de décrire
un phénomene en utilisant le calcul des probabilités pour traduire le caracteére
aléatoire qui lui est attaché.

Rappelons toutefois que le réle fondamental de I'information de Shannon, de

Rényi et tant d’autres, ne doit en aucun cas masquer celui non moins important de

3. Notons que moyennant quelques conditions de convergences et de passage 2 la limite,
on peut étendre cette mesure au cas multidimensionnel ou au cas continu en utilisant des
intégrales et des densités.

4. Précisons cependant qu’il existe d’autres approches de I’entropie qui reposent no-
tamment sur une série de systémes d’axiomes (Fadeev 1957) voir également White (1992)
pour une discussion détaillée sur la définition des mesures de probabilité dans les espaces
continus.

5. Paris en 1824 (cf. Carnot)
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I'information de Fisher, premier exemple de mesure d’information qui ait été étudié
en Statistique Mathématique et plus précisément en théorie de ’estimation. En
dépit de l'indépendance a priori de ces deux théories, on peut montrer, dans certains
cas, les liens étroits qui existent entre le concept de Fisher et celui des autres
mesures d’information®. La quantification de 'information qu’il propose représente
sans nulle doute 'une des mesures d’information les plus fréquemment utilisées
dans l’analyse statistique. Elle est en effet d’une remarquable utilité, précisément
dans le traitement de problémes spécifiques liés a la théorié de l’estimation ou a la

théorie générale des tests.

2.3.2 Distance et divergence entre distributions

Dans de nombreux problémes, 'inférence statistique se résume en une re-
cherche de mesure, ou d’un critére permettant de porter un jugement sur le degré
de proximité de deux (ou plusieurs) distributions de probabilité.

»

Ainsi, la notion de ” distance probabiliste entre deux distributions qui a été
introduite initialement par Jeffreys, reste trés souvent utilisée en théorie de I’infor-
mation, sous le nom de mesure de divergence. Ainsi, si p et g sont deux distributions
de probabilité, cette distance est définie par la fonction symétrique et non-négative

suivante :

Jlp, 9] =D (0 — @) logz—:

i
D’autre part, lorsque la distribution p est donnée, il est tout a fait naturel de
pouvoir mesurer, de maniere quantitative, I'impact résultant de la substitution de

p par une autre distribution ¢. C’est dans cet optique que Kullback et Leibler

(1951) ont défini le gain d’information obtenu par remplacement de p par g, en

6. Pardo et al. ont montré la relation fondamentale qui apparait entre la mesure d’in-
formation de Fisher et toute une classe de mesures généralisées connues sous le nom de
R-divergences dans une publication intitulée ” Generalized Jensen difference divergence
measures and Fisher measure of information ” Kybernetes, Vol. 24 N 2, 1995 pp.15-28
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considérant la quantité?:
pi
Klp, q] = zpilog;
i i

Cette mesure de divergence proposée par Kullback-Leibler - encore appelée di-
vergence directe - constitue, en raison des interprétations intéressantes qu’elle en-
gendre, une mesure privilégiée en statistique inférentielle. Cependant, des lors qu’il
s’agit de considérer une mesure de proximité entre distributions, il est important
de noter qu'’il existe par ailleurs une quantité de mesures de divergence qui per-
mettent d’obtenir des résultats performants suivant le type de probleme étudié,

comme nous le verrons dans la section suivante.

7. La quantité d’information discriminante au sens de Kullback peut étre regardée comme
une mesure naturelle dans quelques cas particuliers importants comme I’exemple de deux lois
normales n—dimensionnelles ayant des matrices de variance-covariance scalaires:

P, = N(my, 02Id), P, = N(mgz, 02Id)
On a alors:
K[P, P =nlog 22 -2 4 nog i = mall?
o2 2 o? 202

Ce qui laisse apparaitre une distance entre moyennes et mesure de proximité entre variances
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2.4 Mesures d’information généralisées

Il existe évidemment plusieurs fonctions, non-négatives, susceptibles de
vérifier la condition (2.1). A partir de 1, plusieurs définitions ont été proposées
conduisant ainsi 4 toute une panoplie de mesures d’information. Il apparait tout
4 fait utile, peut &tre méme nécessaire de mener des études de synthése, dont le
but principal est de proposer des mesures de généralisétion, donc d’unification des
mesures d’information classiques. C’est ainsi qu’en se fondant sur une démarche
méthodologique initialement introduite par Schiitzenberger®, Rényi a fait un ex-
posé synthéthique permettant d’étendre les mesures de Hartley, Shannon, etc.

C’est dans cet esprit qu’il propose une entropie d’ordre a définie par la relation

suivante:
Ho(p) = {a—1}"'log Y pf
=1

Un peu plus tard, une autre approche de la mesure d’entropie de degré r a été

étudiée par Havrda et Charvat (1967) et définie comme suit :

{r=1}1- Zp,’] si T#1
H,-(p) = n =1
- ZlogPi stnon

i=1
Précisons que beaucoup d’autres mesures d’entropie ont été développées par la
suite dans la littérature statistique.

Et c’est en se basant sur ces classes d’entropie, qu'une multitude de mesures de
divergence, pour une variable aléatoire continue - ou pour une variable discrete - ont
été développées plus précisément dans des domaines ou interviennent le concept
de variabilité dans un systeme ou entre individus d’une méme population. On
remarquera les contributions - entre autres - de Jeffreys (1946) qui définit les J-
divergences, de Rényi (1961), qui donne la premiere généralisation de I'informa-
tion discriminante au sens de Kullback-Leibler, de Csiszar (1967) qui introduit les

¢—divergences, de Burbea et Rao (1982) qui proposent les R-divergences, de Ta-

8. Schiitzenberger M. P ”Contributions aux applications statistiques de la théorie de
information”, Inst. Stat. Univ. Paris (A) 2575, 1953.
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neja (1989) qui étudie une extension de la généralisation des J-divergences ainsi
que les R-divergences.

Dans le méme ordre d’idées, soucieux de présenter une étude d’unifiaction
des mesures de divergences, Morales, Pardo, Salicru et Menendez ( 1993-1994)
proposent une généralisation fondée sur deux fonctions, appelées ”(h, ¢)-divergence
” qui inclut les mesures citées précédemment comme cas particuliers.

Dans les limites de notre travail, et en raison du roéle important qu’elle peut
jouer dans certaines applications, nous nous intéressons, principalement, dans le
paragraphe qui suit, & un type de mesure d’information définie par le biais d’un pa-
rametre scalaire et dans le contexte ol les distributions considérées sont supposées

incompleétes.
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2.5 Information d’ordre « et disrtibution incomplete

2.5.1 Information d’ordre «

Une nouvelle approche de la caractérisation de I'information par le biais
d’une idée heuristique de la notion de distribution incompléte a été introduite par
A. Rényi et qui est en relation avec ’observabilité d’une épreuve. L’idée fonda-
mentale consiste, lorsqu’on dispose d’un espace probabilisé (©2,4,P), & considérer
une variable aléatoire dite incomplete, qui se distingue d’une variable aléatoire or-
dinaire par le fait qu’elle n’est pas nécessairement définie pour tout événement w
de Q. Dans ce sens, on peut dire que les variables aléatoires ordinaires constituent
un cas particulier des variables aléatoires incomplétes.

Ainsi, si X est une variable aléatoire incompléte, prenant les valeurs z,,...,z,

associées aux probabilités py,...,p,, on a:

n n
Z pr < 1 et non nécessairement Z pr=1

k=1 k=1
Se faisant, & toute distribution incompléte P = (py,...,p,), on peut faire cor-
respondre une distribution complete, c’est & dire ordinaire P’ = (p},...,p.), en

introduisant un facteur normatif.

On a alors:
D

n
ZP:’
i=1

Pratiquement, une variable aléatoire incompléte peut étre interprétée comme

Py =

une grandeur liée au résultat d’une épreuve - mais qui n’est pas définie pour tout
résultat de ’épreuve - qu’avec une probabilité i p;i < 1. La variable aléatoire
compléte correspondante, quant a elle, peut é’z;é regardée comme une variable
aléatoire conditionnelle de X, sous la condition qu’on puisse observer le résultat
de ’épreuve.

C’est dans cet ordre d’idée que Rényi a défini, & partir d’une distribution

incompléte P = (py,...,p,) quelconque, une mesure d’information d’ordre «, par
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la quantité

1 1 L
1 logln EZpk] a#l
—a e ¥

E, k

k=1

Le passage & la limite (@ — 1) redonnant I'information d’ordre 1, ou information

I(P) =

de Shannon.

2.5.2 Distribution généralisée

En se fondant sur le concept de distribution incompléte évoquée au
paragraphe précédent, P. Hammad propose une étude systématique d'une nouvelle
classe de distributions généralisées®(ou distributions d’ordre a ).

De maniére générale, & partir d’une densité f d’une loi complete donnée, on
s’intéresse 3 la fonction f® (a > 1), qui lui est associée. On peut alors définir une
densité compléte ¢, & partir de f°, en introduisant un facteur de normalisation

K défini par:
¢o = Kf°
avec . (2.3)

K= (/Rfadx)'

On remarque évidemment que:
lim ¢, = f
a—1

La constante de normalisation K est une intégrale prise par rapport a la mesure
de Lebesgue sur R, mais toute autre mesure v, peut étre considérée par exemple
une mesure sur N dans le cas d’'un modele discret.

Cette nouvelle loi ¢,dz sera appelée distribution généralisée d’ordre ¢, ou encore
a-distribution.

L’interét principal attaché a 'usage de la distribution généralisée, réside dans
I'interprétation que I’on peut faire de 'ordre a. On peut envisager, comme le
suggere P. Hammad (1987), une interprétation de @ comme paramétre temporel,

en étudiant un processus stochastique X (¢) & états continus et temps continus.
9. Voir Hammad (1987) p:137-158
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Nous nous intéressons, en ce qui nous concerne, a une utilisation de la distri-
bution ¢, dans la perspective d’une inférence statistique. Pour cela nous allons

considérer deux cas:

(1) on supposera dans un premier temps que a prend la va-
leur 1, autrement dit que la distribution de densité compléte ¢,
est identique a la densité traditionnelle f qui lui est associée. Il

en sera ainsi dans les chapitres 3, 4 et 5,

(2) dans un deuxieéme temps, on tentera d’opérer un rappro-
chement entre a-distribution et analyse bayésienne, afin de pro-
poser un algorithme pour la résolution numérique des équations

de vraisemblance ; ce sera ’objet du chapitre 6.

A
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Chapitre 3

Test fondé sur la mesure de
divergence J |

3.1 Introduction

Les mesures de divergence occupent une place de choix en théorie de
I'information mais également en analyse statistique notamment en théorie de I'es-
timation, des tests et région de confiance. La raison fondamentale vient en partie du
fait que toutes ces mesures apparaissent comme un moyen quantitatif permettant
d’évaluer 'idée de proximité entre distributions ou entre parametres.

L’information discriminante au sens de Kullback peut étre regardée comme un
cas particulier d’'une mesure plus générale appelée 1 — divergence, introduite par

Csiszar (1967) et définie pour deux distributions arbitraires

P =(pi,...,pn) et Q = (gi, ... ,qn) par:
_ = Di
Dy[P, Q] = meb(;)
i=1 i
olt ¢ : [0, + co[—> R est une fonction continue et convexe telle que:

01/)(9) =0 et O’L/)(%) =z lim M

0 u—+00 g
Les 1) —divergences qui reviennent le plus souvent dans la littérature, sont sans
aucun doute, celles de Kullback-Leibler avec 1(z) = zlogz, du x* — divergence

de Kagan avec ¢(z) = 1 — z2, de Matusita avec
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¥(z) = |1 — 2°|"/%,0 < a < 1, de Balakrishman et Sanghvi avec

_1)2 S
Y(z) = gx—+£1)"’ de Havrda et Charvat avec ¢(z) = (:z;l_a;_)’ s # 1, de Cressie
a: ——
a+1 __
et Read avec ¢(z) = (z(—+1;;)’va # 0;a # —1. D’autres exemples sont explicités
a(a

dans Vajda (1989).

On remarquera cependant, qu’il existe d’importantes mesures d’information qui
ne peuvent s’écrire sous la forme d’une 9 — divergence. C’est pourquoi, Menendez,
Pardo, Morales et Salicru proposent une extension de cette généralisation par une

mesure appelée (h, ) — divergence, définie comme suit:

A n .
DyIP, Q1 = 3 mahaly qizpa(gf_) — a(1)]

ol h = (ha)e=1,..4; %= (Ya)a=1,.,4 et poura=1,...,4, 1, vérifie les condi-
tions de la définition de Csiszar, les h, sont non-décroissantes et continues sur
[0, ¥.(0) — %a(1) + Jim w“T(u)] (cf. Theorem 9.1 in Vajda (1989)) et les 1,
représentent des poids positifs. Ainsi, pour différentes fonctions de h, et 1,, on
obtient les mesures de Csiszar (1967), de Rényi (1961), de Sharma et Mittal (1977),
de Taneja (1989), de Battacharyya (1946) etc.

Dans ce présent chapitre, notre but principal est de s’intéresser a l’estima-
tion d’une mesure de i — divergence, avant d’étudier le comportement du test
qui lui sera associé en rapport avec les statistiques de Wald, du Multiplicateur de

Lagrange et du Rapport de Vraisemblance, lorsqu’on travaille dans le cadre des

petits échantillons.
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3.2 Modele paramétrique

La problématique de la modélisation apparait dés lors qu’on souhaite
expliquer, décrire et analyser un phénomeéne réel. Un tel phénomeéme étant souvent
complexe, il devient pratiquement impossible de I’appréhender dans sa totalité. I
est alors nécessaire de construire un résumé de la réalité permettant de 1’étudier
plus ou moins partiellement. C’est-a-dire que ce résumé ne prendra pas en compte
toutes les caractérisques de la réalité, mais seulement celles qui semblent liées a
I'objet de I’ étude et qui ont une importance jugée suffisante. \

Nous considérons, dans tout ce qui suit, le modele statistique que nous définirons
par:

(i) un modele probabiliste :
®={f(z,6),0 €0} et
(i) un modele d’échantillonnnage:
X =(X1,...,.X)

Pour dresser une inférence sur le paramétre § (8 € ©), on considére une
variable aléatoire X, admettant pour densité f(z, 8) pour tout § € ©. On suppose
que la famille de densités ¢ vérifie les conditions de régularité définies ci-dessous

(i) Soit A={z € E/f(z,8) > 0} ne dépendant pas de 6 pour
tout z € A, 0 € O, les dérivées partielles suivantes ezistent et

sont finies:

9f(z, 6) 6*f(z, 6) 6*f(z, 6)
26; 50,00; ' 06,00,00;’

hk=1,....p; p=dim®©

(if) deuz fonctions d valeurs réelles F(z) et H(z) telles que:

of(z, 6
L0 < r,

0’f(=, 6) 2°f(z, 8)

26,56, | < F®); | 56.06,58, < (@)
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ot F est intégrable et E[H(z)] < M < +00, M indépendant
de 6.

(iii) La matrice d’information de Fisher

dlog f(z, 6) 0log f(z, 6)

% (6) = [E{ 2, 76, Hig=1,...0

est finie, définie positive.
Dans la section suivante, nous allons préciser la mesure de divergence sur la-
quelle nous nous appuyerons ainsi que son estimateur, avant d’en donner une ap-

plication en liaison avec la théorie générale des tests.

3.3 Critere de décision informationnel basé sur
la statistique J,

Un tel critére est désirable pour apprécier le degré de proximité entre deux
distributions données. Il existe cependant, comme nous I’avons rappelé précédemment,
plusieurs mesures qui peuvent, de maniere plus ou moins satisfaisante remplir ce
role.

Nous nous limiterons ici au critére de la divergence J, fondé sur la somme de
deux mesures de Kullback, pour deux distributions de probabilité données f(z, 6;)
et f(z, 03).

Ce qui revient donc & choisir la fonction ¢(z) définie dans le paragraphe (3.1),
en posant: ¥(z) = zlogz.

On a alors:

J[f(.’L‘, 01)’ f(.Z‘, 02)] = D¢,[f($, 01)’ f(:L‘, 02)] +D¢[f(.Z‘, 02)a f(xa 01)] (3~1)

Cette mesure de divergence J - symétrique et non négative - est une pseudo-distance
en ce sens qu’elle vérifie toutes les conditions necessaires pour I’existence d’une dis-

tance a I’exception de l'inégalité triangulaire. Elle peut é&tre regardée comme un
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outil permettant d’apprécier I’écart entre f(z, 6,) et f(z, f2) sous 'angle informa-
tionnel.

Nous nous placons dans le contexte, oll nous avons & évaluer la proximité
entre 0 et 0,, la vraie valeur du parameétre, au travers des densités de probabilité
correspondantes, f(z, 8) et f(z, 6,).

En prenant appui sur I’expression définie en (3.1), on propose dans le cas
présent, le critére de proximité qui prend la forme simple suivante:

TF(z, 0, (@ 8)] = [[(/(z, 0) - fla, ) log T taa (3.)
= f(z, 0)
Ainsi, le manque d’information découlant du remplacement de 6§, par une autre
valeur du parametre 6, peut étre apprécié au travers de la divergence J.

Une fois la mesure J = J[f(z, 8), f(z, 6,)] correctement spécifiée, il nous
reste maintenant & lui associer un estimateur. Pour cela, nous pouvons considérer
la statistique J,=nJ , obtenue en remplagant 6, par son estimateur 6. Le choix
de ’estimateur du parametre @ est fondé principalement sur le principe 1, adopté
dans la section (1.2), qui est caractérisé par une convergence et un comportement
asymptotiquement normal.

Cette propriété fondamentale nous permet, par la suite, d’étudier et de donner
la loi asymptotique de jn.

Dans le but d’étudier une inférence statistique & partir de fn, nous avons choisi
la théorie des tests asymptotiques. Rappelons que ces méthodes de test asympto-
tiques seront utilisées ici, lorsqu’on a spécifié un modele paramétrique, ¢’cst-a-dire
lorsqu’on a défini une famille de lois de probabilité, indicées par un parametre de
dimension finie et contenant la vraie loi inconnue des observations.

Nous nous proposons de faire appel a jn, pour résoudre un probleme de test,
dans le cadre d’un modele paramétrique. Plus précisément, cette statistique sera

utilisée dans les situations suivantes:
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situation 1: (test d’'une hypothese explicite)
Considérons une série d’observations zy,...,r,. En utilisant ces
données, on estime le parameétre 6 par g et on procede au test

suivant:

H,: =96,
{ (3.3)

H : 0+#6,
situation 2: (test d’'une hypothese implicite )
A partir des observations dont on dispose, on estime le parameétre

0 par 8 et on décide de tester simultanément plusieurs contraintes

réelles :
H,: r(6)=0
(3.4)
H:r@)#0
ou les fonctions ry,...,r, sont & valeurs dans R, dérivables et
t
telles que la matrice % soit de rang k, V 6 € ©.

Le comportement asymptotique de la statistique fn est donné par le théoréme

suivant :
Théoréeme: 1
Soit J, I’estimateur de la divergence nJ obtenu en remplacant
9 = (61,...,6,) par un estimateur, § = (§1,...,§p) vérifiant le
principe de normalité asymptotique.

Sous I'hypothese nulle (§ = 6,), on a:
Jo=nJ(f(z, 8), f(z, 6,)] 2 32

ou p = dim®
Preuve :

Considérons la fonction suivante :

n(0) = J(f(=z, 0); f(z, 6,)]
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En appliquant le développement de Taylor de la fonction 7n(#) autour de 6, on

obtient :
~ ~ a 1 L& 62 0
10) =(0) + -0~ 0) 0 + 2530 -0 T G- )+ R, (39
i=1 2 i=1j=1 180.7
, e on(0) _ o
sous I'hypothése 6§ = 6,, on a: 50 = 0 et les dérivées secondes de n(f) sont
égales a:
1
aeae - 2/ ae fo)d”"
= 2I,(6

ol [;;(6) est le général de la matrice d’information de Fisher I(#). En remplacant
0°n(6)
06,00,

dans 'expression (3.5), puis en multipliant par n, on a:
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3.4 Application aux tests d’hypotheses

On s’intéresse maintenant, dans la section suivante, a une procédure de test
basée sur la statistique J,,, lorsque la loi des observations est issue d’un modele

paramétrique.

3.4.1 Cas d’une hypothése nulle sous forme explicite: § = 4,

En se référant aux résultats obtenus & partir des propriétés asymptotiques
de la divergence J, on peut chercher & établir une application dans le cadre de la
résolution de problémes liés aux tests d’hypotheses.

Considérons un échantillon X = (X1,...,X,) d’une variable X admettant une
densité f(z, ). La problématique consiste a confronter, sur la base de 'informa-
tion dont on dispose, deux hypotheses complémentaires relativement & une méme
population ou & un méme processus aléatoire. Dans ce contexte, les hypotheses a

tester peuvent étre formuler comme suit :

H,: =6,
{ 6)

H : 6+#86,
Ce qui est équivalent au test d’hypothése défini par:

Hy: J[f(z,8), f(z, 6,)] =0
(3.7)
Hy: J[f(z,0), f(z,0)]#0

Dans ce cadre précis, nous considérons la statistique J,, définie précédemment

en (3.2) et la fonction de test donnée par:

e )= {15 5o > o

La constante c, est déterminée par la relation :
P[J, > ¢o/H,) = a

avec

Ca = Xq
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oli x?(«a) représente la valeur de la loi du Khi-deux pour laquelle, la probabilité
d’étre dépassée est égale & o ( o désignant le niveau de signification du test).

En guise d’illustration de 'utilisation de J,., nous nous proposons d’examiner
deux exemples, correspondant respectivement au cas ou les observations sont issues

d’une population normale ol d’une loi exponentielle.

3.4.2 Exemples

(a) Cas gaussien

Soit X la variable (de dimension un pour simplifier) attachée & un échantillon

de taille n, issu d’une population normale,
X ~ N4, o]

Nous nous intéressons au probléeme de décision défini en (3.3). Ainsi, si f(z, §)
est la densié de X , le test de la moyenne de cette loi (la variance est supposée
connue), sera fondé sur la statistique Jj,, qui prend alors une forme relativement
simple :

o~ -~

Ju=ndlf(z,8), f(z,0)) = (8 - 6,)* —

La constante défissant la région critique est alors égale ¢, = x?(a).

Convergence du test

Sous lalternative, 8 converge vers une valeur 8; # 6,; on a alors:

o~

Jn =

o~

(0 —6,)* — +00 avec n

le =

c’est-a-dire :

P, = Prob[J, > c,/H,] — 1

On en déduit que le test est asymptotiquement convergent au sens de Frazer.
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(b) Cas de la loi exponentielle
Considérons une v.a.r X et (X,Xs,...,X,) un échantillon i.i.d extrait de la
loi de X dont la densité est définie par:

{ f(z, 0) = exp[—0z + log(#)], pour z >0
(3.8)

avec 08>0
On suppose qu’on désire résoudre le méme probléme de test formulé dans (3.3).

Pour cela, un calcul simple de la divergence J montre que:

J[f(e)v f(go)] = (0100) (0 - 00)2;

Jo =nJlf(z, 6), f(z, 6,)] — x*

Propriété du test

Nous obtenons alors ’expression de la puissance donnée par la formule suivante,
pour un niveau de signification égale & o :

PnZP[jn>Ca/Hl]

et comme sous l'alternative J, — +o00 avec n, cela se traduit par la convergence

asymptotique vers 1 de la puissance P,.
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3.5 Test d’une hypothese nulle sous forme
implicite: r(f) =0

Nous commencons par rappeler la définition des tests classiques de base,
dans le contexte de la théorie asymptotique, ainsi que les principales propriétés qui
leurs sont associées. La méthode de construction de ces tests que sont le test de
Wald, le test du multiplicateur de Lagrange (ou test du score) et le test du rapport
de vraisemblance, est spécialement basée sur une fonction de vraisemblance. Le
champ d’application de ces tests est particulierement vaste, mais leurs principales
propriétés sont fondées sur une justification essentiellement asymptotique.

Remarquons que ces tests sont trés pratiques, notamment lorsqu’on dispose -
ce que nous supposons dans ce qui suit - d’'un modeéle paramétrique défini par une

famille de lois de probabilité, indicées par un parametre de dimension finie.

3.5.1 Généralités

Nous nous plagons dans le cas le plus général ou I’espace des parameétres
© ou le sous-espace ©, définissant ’hypothese nulle H, sont multidimensionnels (
la situation ou le parametre 6 est un scalaire représente donc un cas particulier).
On considére une variable aléatoire X et on désigne par f(z, 8) la densité de sa loi
de probabilité.

La vraisemblance d’un échantillon (X,X5,...,X,) de la loi de X est donnée
par:
Uz/0) = f(z1,0),...,f(zn, 0)
Notons L(z, 8) la log-vraissemblance du modele et par § I'estimateur du maxi-
mum de vraissemblance de § ( § € © et © C RP).
On a:

n
L(z,8) =" log f(z, 0)
i=1
On suppose que les conditions de régularité habituelles sont satisfaites, et que

la matrice d’information est définie par:

0% log f(zx, 6)
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qui est une matrice réguliere et continue pour tout point § de ©. L’espérance
mathématique dans ’expression (3.9) est prise par rapport a la loi de densité

f(z, 0) et que les estimateurs convergents de I(6) sont:

10°L(z,8) 1.2 6%log f(zi, 0)

—_ e 3.1
n 0006 n 2 0609¢ (3.10)

ou encore:

-~ o~

1 - 9log f(a:, 0) Olog f(z:, 8)
n& T o6 g

On suppose que ’hypothése nulle définie par le sous-ensemble ©, est une fonc-

(3.11)

tion de 6, et s’écrit sous forme implicite:

(@) =0 (3.12)
ort(9)

et que la matrice des dérivées partielles —— est de rang k; V0 € © ;

06
k< p.

Avant de présenter la forme que prend estimateur J, sous la contrainte
r(6) = 0, nous exposerons d’abord les caractéristiques essentielles des tests asymp-

totiques.

3.5.2 Apergu sur les procédures de tests asymptotiques
classiques

(a) Test du Rapport de vraissemblance

Considérons I'échantillon formé d’observations i.i.d (X;),7=1,...,n; un
vecteur de parametre § € © (on se restreint au cas particulier ot © = ¥ ) avec
une hypothese nulle définie par la condition r() = 0.

Le principe du quotient de vraisemblance revient & étudier la statistique formée

par:

R, = 2[L(z, 5)1 L(z, 9)]
= 2log2—(:% (3.13)
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~

ou {(z, 8) et {(z, 5) désignent les fonctions de vraisemblance maximisées
obtenues, respectivement, sans contrainte et sous I’hypothese nulle.
En d’autres termes, 5 représente l'estimateur contraint de 8, obtenu par la

méthode du maximum de vraisemblance:

{Max Uz, 6)
r() =0,

alors que 8 est I’estimateur obtenu par le maximum de vraisemblance sans contrainte,

en résolvant

{Max Yz, 6)
f €06

Intuitivement, si I'hypothese nulle est fausse, alors la valeur de R,, sera ” grande
” (autrement dit la vraisemblance contrainte sera inférieure a la vraisemblance non
contrainte), ce qui suggere le choix d’une région critique par rapport au critére
R, > ¢, ou ¢ est une constante déterminée par un seuil de signification « ( il s’agit
de la probabilité de rejeter H, alors qu’elle est vraie). La région critique s’obtient
en posant:

Wr, = {(z1,...,2,)/Prob|R, > ¢/H,) = a}

n

Or, la valeur de la constante ¢ ne peut étre déterminée de facon précise que si nous
connaissons la distribution exacte ( petit échantillon ) de la statistique R,. Ce qui
est rare en pratique, notamment dans les modeles trés complexes. C’est pourquoi
on fait appel a la théorie asymptotique qui fournit les bases de la construction
d’un tel test, dés lors que les conditions normalité asymptotique et d’éfficacité de
I'estimateur du maximum de vraisemblance sont remplies.!

Ainsi, sous certaines conditions de régularité, 'utilisation judicieuse de I’ap-
proximation par les séries de Taylor, montre que R, est distribuée asymptotique-

ment suivant une loi du x? avec k degré de liberté.

1. Voir Robert J. SERFLING: ” Approzimation theorems of mathematical statistics ”
Wiley (1980).
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(b) Test du Wald

Le test du rapport de vraisemblance nécessite I’estimation du modele a
la fois sous I’hypotheése nulle et sous l’alternative. Le test de Wald, par contre,
ne nécessite qu'une estimation du modeéle non contraint et il est d’autant plus at-
trayant que le modele contraint est, en général, difficile a estimer dans certains cas.
Pour une meilleure compréhension intuitive de ce test, on va considérer bricvement
le cas simple ot 'hypothése nulle est donnée par § = 6, € R. Ce test est basé sur
le fait que de gros écarts entre g et 6, signifient que les données rejettent I’hy-
pothese nulle. Se pose alors la question de savoir comment apprécier cette notion
de distance selon un critere approprié?

On remarque en effet que deux échantillons distincts peuvent conduire a la
meéme valeur (5 — 6,)%. Par conséquent cette distance doit donc étre pondérée par

ce qu’on appelle I'indicateur de courbure C(8), définie par:

c@) = (8 logaggx, 9))

La statistique de Wald est alors donnée par:

-~

W, = (6 - 6,)2C(6)

On peut généraliser ce résultat au cas § € R?; avec une hypothése nulle symbolisée
par la relation

r(6) =0 (r: R — B*)

Si G désigne, la matrice Jacobienne (k x p)

-~

~  0r(6)
G(6) = (W)lﬁiﬁk, 1<5<p

sous I'hypothese nulle (H, : 7(6) = 0), on a:
Valr(®) = r(6)] = N[0, G(6,)I7(6,)G"(6)]
D’ol on pose:
Wa = nr(0)[G(O) I ()G (B)] ()
On montre a partir de cette forme quadratique, que la statistique de Wald est

distribuée asymtotiquement suivant une loi du khi-deux & k degré de libertés.
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(c) Test du multiplicateur de Lagrange

Ce test provenant également d’une estimation par maximum de vraisem-
blance sous contrainte - conduite selon la méthode du Lagrangien - est souvent
considéré comme équivalent au test du Score, ou le score désigne les dérivées par-

tielles premieres

-~

Ologé(z, 6)
a0

Contrairement au test de Wald, le test du multiplicateur de Lagrange nécessite
I’estimation du modeéle contraint. L’idée est la suivante: si I’hypothese nulle est
vraie, (ie les restrictions sont valides ) alors I’estimateur du maximum de vraisem-
blance contraint 8, sera ” proche ” de ’estimateur non contraint 8. Et comme les
estimateurs non contraints maximisent le log de la fonction de vraisemblance, ils

satisfont 1'équation :
o 1 )
S@) =0 ou S = Olog{(z, 9)
06
On peut donc formuler la statistique Sy, en posant :

.%=%ﬂ@ﬂ“@&ﬂ®

On démontre 13 également, que cette statistique suit, asymptotiquement une dis-
tribution

du khi-deux a k degré de libertés.

3.5.3 Test construit & partir de la divergence J,

De maniére analogue au test du Rapport de vraisemblance, ce test
est fondé sur la divergence entre les valeurs des estimateurs de la vraisemblance
contrainte et non contrainte. Le test d’hypothese nulle définie par (3.4) sera basée

sur la statistique de la divergence

Jo =nJ[f(9), f(6)]
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La densité de probabilité de la loi asymptotique de J,, est donnée par le théoreme

suivant ;

Théoréme: 2
Soit J, lestimateur de la divergence nJ obtenu en remplacant
6 = (6,...,0p) par les estimateurs, g = (51,...,5,,) et §= (0~1

y..., 0p) vérifiant le principe de normalité asymptotique.

Sous ’hypothese nulle H,, on a:

ol k est le rang de la matrice des dérivées partielles de r(6).
Preuve:

Soit 8, la vraie valeur du paramétre.

Posons:
f(6) f(6)
) /f()ogf(m t GO = [ 6)log 15
Soit alors

-~ ~

T =JIf(8), f(8)] = H®) + G(8)

Le developpement de Taylor appliqué aux fonctions log f () et log f (5) au voisinage

de @, donne:
~ ~ ol R
108 0) = log f(6,) + (7 - 025 o)
1z :0%log f(6,) ~ 1
‘*‘2( o) W(9—9o)+Rn

et

log f(g) = log f(8,) + (5 _go)alo%é’(@o)

1~ ,0%log f(6,) ~ )
+2(9 —00) 80893 (9 _90) + Rn

Par différence on a:

F(9) ~ ~ Olog f(6,)
log —=~
; £(8) 0= 05
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D’autre part, en considérant le développement limité autour de la vraie valeur du

parametre §,, on obtient:

) ) ~ 52 ,
aelogf() 5 108 F(6) + (9= 60) 5p5g¢ 108 f (8) + R'n

et comme @ est estimateur du maximum de vraisemblance de 6, on a alors:
2

0 ~ 0
55 1087 (8:) = —(9—9)3030,10gf( )+R’n

En remplagant cette derniére expression dans (3.14), puis en multipliant par

£(6) et en intégrant, on obtient:

HE)=-6-5) [ 10T G040

1 ~ 0?1 fa ?Bt
1 og f (%,
i
2 /f 3050" ————=(0 —0,)dz + R,
En comme
a? log f(6,) 3 log f(6,)
/f 200" ———=——=dz est un estimateur de /f —aeet—dz = —14(6,)

on en déduit que:

-

H(D) = B-0,11,(6,)0~ 8)~50-6,)'1;0)B~0)+ 55 051, (0.)(5 ~02)

5
D’autre part, en posant:

(6 —60)'17(60)(6 ~6,) = (6 —8+8—06,)1,(6.)(6 —6+8—6,)

on aboutit 4 la relation:

nJf(8), £(6)] ~ n(8- §)'1;(6,)(6- B) (3.15)

D’ou le résultat.
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3.5.4 Equivalence entre le test J, et les tests asympto-
tiques classiques

Nous restons toujours dans la condition de test définie par la restruction (3.4).
Rappelons toutefois un résultat fondamental de la théorie asymptotique, permet-

tant d’établir I’équivalence entre les tests W, R,, et S,.

Proposition

Les tests fondés sur les statistiques Wy, Ry, et S, sont asymp-

totiquement équivalentes sous H,, d la statistique notée Ey, :
E, = n(6- §)'1(6,)(6- 6)

Pour montrer que la statistique J, est équivalente 3 celles utilisées dans les
tests classiques, il suffit de montrer qu’il en est de méme avec E,.

En utilisant la relation (3.15), on en déduit que:
Jn=nJlf(8), f(6)] = En

et que J,, est donc asymptotiquement équivalente, sous I’hypothése nulle, aux sta-
tistiques de Wald, du Multiplicateur de Lagrange et du Rapport de Vraisemblance.
Remarque:

On vient de voir - ce qui est tout & fait logique - que fn est équivalente asympto-
tiquement aux statistiques usuelles.

Par contre, dans le cas des petits échantillons, ces mémes statistiques ne sont
plus nécessairement équivalentes, et peuvent donc conduire & des résultats différents.
Tout Iintérét que peut susciter J,, réside donc en ce qu’elle peut apporter a la
résolution des problemes de test, en dimension finie, par rapport aux statistiques
classiques.

C’est cet aspect relatif & son comportement (en terme de puissance notamment)

que nous allons traiter dans le chapitre qui va suivre.

A
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Deuxiéeme partie

Comparaison de J,, avec les
statistiques classiques et test

d’adéquation fondé sur
une mesure d’information



CHAPITRE 4. ETUDE COMPARATIVE DE J AVEC LES STATISTIQUES DE TEST CLA

Chapitre 4

Etude comparative de J avec
les statistiques de test
classiques a distance finie

Dans ce chapitre, nous décrivons la présentation des résultats de compa-
raison obtenus a partir de deux modeles, pour lesquels nous avons mis en ceuvre
des expériences de simulation par la méthode de Monte Carlo.

Trois sections vont composer ce chapitre. Dans la section (4.1), nous rappe-
lons les méthodes utilisées pour interpréter les résultats obtenus. Dans la suite,
nous introduisons dans la section (4.2), la comparaison des quatre statistiques
de test considérés par rapport aux p-valeurs et & la fonction niveau-puissance,
dans le contexte d’un modéle de régression linéaire. Enfin, dans la section (4.3), la
comparaison de ces mémes statistiques de test est faite dans le cadre d’une série

d’observations issues d’'un modele exponentiel.

4.1 Meéthodes d’interprétation graphique

Dans le cadre de la théorie asymptotique, la performance la pécision et
I'exactitude des résultats ne se justifient que lorsque la taille de I’échantillon dont on
dispose est infinie. C’est ainsi que dans le contexte de 1’analyse statistique, plusieurs

procédures, qui a priori peuvent sembler différentes, conduisent généralement a des
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comportement asymptotiques identiques (ou équivalents).

Cependant, lorsqu’on s’intéresse a des échantillons de tailles finies, ces mémes
procédures peuvent entrainer des conclusions différentes du point de vue de I'inférence
statistique. Il existe alors deux principales méthodes pour résoudre ce type de
probléme. La premiére repose sur des procédures d’approximation ou de développement
asymptotiques qui engendrent tres souvent des situations complexes, qui ne se
prétent pas souvent aux calculs explicites.

La deuxieme approche, plus récente et dont le développement est lié¢ a la puis-
sance de calcul des ordinateurs, se fonde sur des résultats d’approximation obtenus
a partir d’expériences de simulation ( simulation par la méthode de Monte Carlo,
de Metropolis ou du Boostrap).

Ces méthodes de simulation peuvent étre regardées comme un outil performant
qui permet soit d’approximer des quantités ou des lois de probabilité, lorsque les
calculs analytiques sont compliqués voir impossibles, soit de porter un jugement
en vue de la validation de résultats.

Pour mettre en évidence I'interprétation et les résultats obtenus dans la com-
paraison de ces différents tests, nous utilisons tout au long de ce chapitre, des
méthodes dont la justification est essentiellement d’ordre graphique. Cette ap-
proche est basée principalement sur la distribution empirique des p-valeurs des
statistiques de test considérées.

En particulier, dans le cas qui nous intéresse ici, la loi asymptotique des sta-

tistiques utilisées est celle de la distribution du khi-deux.

Définition
On appelle p-valeur (ou niveau de significativité marginale) as-
socié a un test, le plus petit seuil o pour lequel on rejette I’hy-

pothése nulle.

Ainsi si la région critique du test considéré est définie par W,, la p-valeur p(z) est

donnée par:

plz) = inf o

€W,
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Considérons, par exemple, une expérience de Monte Carlo dans laquelle N
réalisations d’une statistique S sont générées par un PGD. A chacune des N
répliques de la simulation, on obtient une valeur s; (1 <j < N)de S et donc

une valeur p; de la p-valeur donnée par:
p; = P[S > s;] =1 - Fs(s;) (4.1)

ou Fg représente la fonction de répartition asymptotique de S.
L'estimateur F' de la distribution empirique F des p-valeurs, moyennes des

fonctions indicatrices 1(p;<z), s'écrit :

~ 1 X
F(z) = ¥ > 1p.<a) (4.2)
J=1

pour chaque point z dans [0, 1].
Lorsque la distribution utilisée pour déterminer les p-valeurs p; correspond a

la loi exacte de la statistique S, on a alors, en prenant l’espérance mathématique

de F dans (4.2):

E(F(z))

P(p; < ) = P[1 — Fs(s;) < z]
1- P[1 - Fg(s;) > z] =1— P[Fs(s;) £1 -1
= 1-Fs(F5'(1-2z)) =2

Il

Autrement dit, lorsqu’on désire étudier I'impact du niveau de signification sur
la comparaison des différents tests dont on dispose, on peut chercher & tracer le
graphe qui met en relief ’écart entre F(z) et z, en tragant F'(z) — z en fonction z.

Cette approche nous permet également de comparer tres facilement les compor-
tement des différents tests du point de vue de la puissance, en tracant les courbes de
niveau-puissance, c’est-a -dire F*(z) en fonction de F(z) o F' et F* représentent
respectivement les estimateurs de la distribution empirique des p-valeurs sous 1’hy-
pothese nulle et sous l'alternative.

Pour présenter les résultats obtenus par le biais d’expériences de Monte Carlo,
nous nous limiterons aux deux cas suivants:

e une premiere section sera consacrée & ’étude de la statis-

tique J, par rapport a Wy, a S, et & R, dans le cadre précis ou
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on considéere un modele de régression linéaire standard ;

e nous exposerons dans une deuxieéme section, le cas ou les ob-
servations qui constituent 1’échantillon proviennent d’un modeéle

exponentiel.

54
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4.2 Modele de régression

Avant de présenter le principal critéere d’évaluation du modele, il im-
porte de préciser un aspect fondamental qui est sous-jacent a la méthodologie que
nous avons adopté: I’échantillon des observations est considéré comme provenant
en général d’un processus de génération des données (PGD) d’une trés ”grande”
complexité. Pour en étudier les poiuts saillants et les ‘principales caractéristiques,
nous avons choisi d’élaborer pour cela, un modele, c’est-a-dire une représentation
simpliée nécessairement approximative, basée sur les données observables et sur
toute autre information a priori. Se faisant, la modélisation doit donc prendre en
compte a la fois la réalité intrinséque des données et les sousbassements théoriques
du phénomene étudié.

En toute généralité, le modele retenu, c’est-a-dire le modele dont on suppose
qu’il caractérise de fagon adéquate les données, est d’ordre purement théorique.
Néanmoins, il constitue un indicateur qui nous permet, a partir d’expressions ana-
lytiques, de procéder, dans le cas présent, a une étude comparative des propriétés
du test fondé sur la statistique fn, par rapport aux tests classiques correspondants.

Imaginons par exemple que nous ayons a effectuer la régression d’une variable
y sur une variable z, a partir de n observations.

On considére alors le modeéle suivant :
Y=X0+4+U (4.3)

ol la variable Y (supposée gaussienne), le terme d’erreur U (centré tel que les u; de
méme variance) sont deux vecteurs (n x 1), le regresseur X est une matrice (n x k)
et & est un vecteur (k x 1) de parameétres inconnus.
On en déduit que la loi de U, sachant X, est la loi N[0, o2Id).

On désire tester I’hypothése nulle (§ = 6,) définie comme suit :

{Ho: =0
Hy: 6#£0

On suppose en outre que k = 1 et, pour simplifier, X* = (1,...,1).
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La résolution explicite de ce probleme de test, nécessite la distinction de deux

cas, suivant les quels, une solution sera ensuite proposée.

(a) Variance des perturbations connue

Lorque o2 est connue, le calcul de la valeur correspondant aux statistiques
Wn, Sn, Rn, et jn, engendre a la méme expression.
En effet on a:
o le test de Wald qui est fondé sur I’écart 6— 8, entre 'estimateur du M.V et la
vraie valeur du parametre.

Sous ’hypothese nulle, on a:

(9 - 00) ~ N[O \[‘]
la statistique de Wald, construite en prenant la forme quadratique associée, est

alors donnée par:

Wo = (8 —6,)tvar(6)~1(6 - 6,)

ainsi, sous I’hypotheése H,, on peut écrire:

-~ 4n

o

la statistique du score prend alors la forme suivante:
Sn = (9 6,)" —

e la différence des valeurs de la Log-vraisemblance montre que

-~

£@) - £0.) = o5 (1Y — X~ [I¥ - X6,|1)

d’apres le théoréme de Pythagore, cette expression peut se mettre sous la forme:

-~

£0) - £6,) = o
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et on obtient en fin compte:

1, - ~ 1 -
]ﬁ:E?MO—X%W=nW—%VTW—GJ

06

e J'estimateur de la divergence jn, est obtenu apres un calcul sans difficulté:

ou 'estimateur du maximum de vraisemblance non contraint de 6, coincide avec

I’estimateur des moindres carrés ordinaires, & savoir:
0= (X'X)'XY

On en déduit donc que ces statistiques de test, qui sont asymptotiquement équivalentes,
sont égales & distance finie, et lorsque la variance des perturbations est connue, a
la méme expression :
nJ=W,=S,=R, = n(f — 90)‘—0!5(9 D)
o
Une conséquence sous-jacente a ce résultat, est que lorsque la taille de I’échantillon
est fixée, les propriétés issues de ces différentes statistiques de test sont parfaite-

ment identiques.

(b) Variance des perturbations inconnue

Lorsque o2 est inconnue, il faudra alors ’estimer par 52, donnée par:
~o 1 2y |2
6" =—||Y - 6X]|
n

Sous I’hypothése nulle §, = 0 (ie Y = U ), nous allons considérer I’estimateur
suivant :

~ 1 1
G = SYIPE =~y

Lorsque la taille n de P’échantillon est fixe, les trois tests classiques prennent
les formes simples suivantes :

nF

S = -
" n~1+F



Comparaison de J avec les statistiques de test classiques & distance finie 58

W, = " _F
n-—1

R, = nlog(l+ - 1)
(n-12X1Y)?

F= yy—mmxy "~V

ou F représente la statistique de Fisher.
Un calcul rapide montre par ailleurs que la statistique Tn peut se mettre sous

la forme d’une expression, également fonction de F'. On a en effet:

Jo= 555+ 33) + 50— 6o) (zz+3z)—n
En utilisant les estimateurs 52 et 52 définis plus haut, on aboutit & une relation
de proportionnalité avec F', donnée par:

= n
n=

F

n-—1

Dans ce contexte, toutes ces statistiques suivent asymptotiquement, sous H,,
une loi du x%. On remarquera, dans le cas particulier considéré ici, que les quantiles
de leur loi exacte sont facilement calculables puisqu’elles s’écrivent toutes comme
des fonctions croissantes de la statistique de Fisher. On en déduit que dans le cas
d’un modele linéaire, lorsque la taille des échantillons est finie, la famille des lois
de Fisher F' (ce qui est conforme a l’approche classique) permet de résoudre le

probléme de test défini ci-dessus.

4.2.1 Présentation des résultats

Nous présentons ici les résultats issus d’une suite d’expériences de Monte
Carlo, a partir du modeéle de régression linéaire standard défini en (4.3). Nous
générons d'abord une série u, & partir de la loi de Laplace-Gauss N0, o] avec
o = 1 par exemple.

Ensuite y; est engendrée sur la base de 5.000 répliques de simulation par Monte
Carlo obtenues a partir des PGD (4.2) et calculées sous I'hypothese nulle (H, : 6, =
0).

On sait en outre, que si la distribution de la statistique utilisée pour calculer

les p-valeurs p; est exacte, alors on a nécessairement: F(z) = z.
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Ainsi, pour une taille d’échantillon n = 20, les graphes de I’écart entre F(z) et
1z en fonction des z, permettent une interprétation simple des p-valeurs obtenues

3 partir des quatres statistiques étudiées par rapport au niveau nominal.

0.018 0.026

0.010

s \,\ 1
: ¢
al
el

wold—tast 7
8 — — Score—test
o ceeries Ry—test i
S - - u-teet

Figure 1: Courbes de F(z) — z en fonction z

Dans la Figure 1, les résultats obtenus pour une taille d’échantillon égale &
n = 20, montrent que la statistique du score S, commence par sous-rejeter le test
au voisinage de [0, 0.1], ensuite elle sur-rejette le test partout ailleurs. Les trois
autres tests sur-rejettent systématiquement ’hypothése nulle sur l'intervalle [0, 1].
Cette méthode, qui montre que ces statistiques de test ont un comportement tout a
fait acceptable, vu sous ’angle des p-valeurs, ne permet visiblement pas de disposer
d’un pouvoir de discrimination performant.

Lorsqu’on désire maintenant mettre en compétition les quatre statistiques de
test considérées ici, du point de vue de leur performance en terme de puissance, on
peut représenter les résultats sous forme de courbes de niveau-puissance. 11 suffit
en effet d'utiliser une méthode graphique fondée sur ’estimateur de la fonction de

distribution empirique des p-valeurs F* obtenue & partir d’une série d’expériences
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de Monte Carlo, dans laquelle les données sont générées par le PGD (4.3) sous

I’hypotheése alternative.

Les courbes de niveau puissance sont alors obtenues en tragant F* en fonction

de 'estimateur de la fonction de distribution empirique F.
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Fig2: Courbes de niveau-puissance pour §, = 0 et § = 0.8
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Fig3: Courbes de niveau-puissance pour 6, = 0 et § = 0.5

Comme 'on pouvait le prévoir, les courbes de niveau-puissance relatives aux
quatre statistiques de test sont parfaitement identiques. Cela s’explique par le fait
que, sous ’hypothese nulle, toutes ces statistiques peuvent s’écrire comme fonction
croissante, de la statistique de Fisher.

Les figures 2 et 3 décrivent le comportement de ces courbes de niveau-puissance
lorsque 6 varie. Evidemment, il y a une augmentation de la puissance lorsque 6
s’éloigne de sa vraie valeur 6, = 0.

Regardons maintenant, un cas plus intéressant, ou les observations suivent une loi

exponentielle.
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4.3 Cas de la loi exponentielle

Nous supposons ici que les observations sont issues d’une loi exponentielle
de parametre §. Cette loi est 'analogue continue de la loi géométrique. En effet sa

propriété d’ absence de postaction
Prob[X > t+ s/X > s] = Prob[X > {]

la rend essentielle en théorie des processus markoviens discontinus, et elle est trés
appréciée pour l’analyse d’événements en relation avec les temps d’arrét, la durée

du chdmage etc ...

Ainsi si X cst la variable aléatoire qui résume 1’échantillon considéré, sa densité

est alors donnée par:

Seap{~%)
X~ f(z,8) = { BT (4.4)
B>0; z>0
Considérons le probléme de test défini par les hypothéses suivantes:
H,: B=p,
(4.5)
Hl : ﬁ 76 ,Bo

L’estimateur du maximum de vraisemblance, associé au paramétre 3, s’obtient
au travers de ’expression :
~ 1>
Prn == Z Xi
n i=1
On souhaite maintenant, dans le cadre du modele exponentiel défini en (4.4),

d’étudier et de comparer les statistiques de test asymptotiques usuelles avec celle

fondée sur la divergence J.

On obtient alors les expressions ci-dessous, suivant les statistiques considérées :

o Test de Wald:
La statistique de Wald associée aux hypotheses (4.5), d’aprés le modele (4.4),

peut s’écrire sous H,, suivant la formulation :

W, = (Bn - ﬂo)t UaT-I(Bn) (,Bn - .Bo)
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= (B — Bo)'87% (Bn — Bo) (4.6)

B étant Pestimateur du maximum de vraissemblance.

o Test du Rapport de vraisemblance:

Dans les mémes conditions définies en (4.4) et (4.5), la formulation de la sta-
tistique du rapport de vraisemblance, sous I'hypothése nulle, est donnée par la
relation :

Bn

- Pn _ 47
R, 2n[logﬁ 5 1] (4.7)

e Test fondé sur la divergence:
L’expression de la valeur de la statistique J,, sous les conditions (4.4) et (4.5),

prend une forme relativement simple, toujours sous I’hypothése nulle:

jn = (Bn - 5o)t(BnIBo)—l(Bn - ﬁo) (4'8)

Maintenant que ces statistiques sont parfaitement spécifiées, dans le cadre du
modele retenu, on peut alors chercher & préciser, dans le paragraphe qui suit,

certaines propriétés de la statistique J,.

4.3.1 Propriétés de puissance de ces différentes statistiques

Dans cette section, nous utilisons des développements par approximation
pour examiner les propriétés théoriques liées aux statistiques de Wald, du Rapport
de vraisemblance et celle de la divergence J.

Considérons les développement & ’ordre 2, sous ’hypothése alternative de ces
estimateurs
(B # B,). Dans ce contexte, on a: B, — B1 # Bo.

On obtient :

1) Pour la statistique de Wald

W, = n(Bn - ,Bo)tﬁig(ﬁn - ﬁo)
= (B =8 5(Ba = B) + (6~ o)l gy 56 = 5
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+2n(B, — B1)" ﬂz(ﬂl Bo)
Posons::
Ao = (Bi = Bo)' ﬂg(ﬂl Bo)
Ar = (Ba = Br)* —3(ﬂn - B)
Ay = (Bn — B1)" —;(ﬂl Bo)
Soit alors: &

Wn >~ nd, + n[A; + 24,]

2) Pour la statistique du Rapport de Vraisemblance

(B = €8+ (Bu— B 5 6. + 5 ﬂo)ﬁaa—;ewo)w
= 4(80)+ (B - B gf"> 3P~ B - ’Qﬂ’gﬁ"

Autrement dit:

Wby - o) = BB B (M) e~ 0 +
. 2 L (ﬂnﬂ2ﬂ0)2))_nﬂn(ﬂfbg 5 | o
e ﬂ2ﬂo) L G ﬂgﬂo) (6 5+ R

On obtient enfin de compte:

R~ W, 4 anPo = /1)3

Ce qui entraine:

Rn ~nA, + n[A; + 24, + 24,)

avec

B

3) Pour la statistique de la divergence

Posons

f(z/Bn)

7 _ n z a z ( /,Ho)
Jo = nlf flo/B)tog g it e + [ (o)) 10g L

f(/Bn)

dz]

)+ R

64

R
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= n[K(Ba) + L(Bn)]
avec
3\ v f(fE/En) 3N f(x/ﬂo)
K(B) = [ fleiblos goghds et LB = [ f(o/6a)log iz
T (A B, ~ 2 An =~ Mo 3
) = Mmoo
~ Wn _ n(ﬂnﬂ_g ﬂo)3
Ce qui donne, d’aprés le méme raisonnement que précédemment:
Jn = nd, + n[A; + 24, + A
Soit :
To SWa+ Ri) (4.9)

La relation précédente (4.9) montre que ces statistiques de test ne sont pas
égales en dimension finie. On en conclut que sous ’hypotheése alternative, ’estima-
teur de la divergence T apparait comme une "moyenne” des statistiques de Wald
et du rapport de vraisemblance et que par conséquent, leur puissance ne peut étre
égale, notamment si I’on s’intéresse a des échantillons de tailles finies.

Pour des raisons pratiques, on peut procéder a une évaluation locale de la
puissance du test généré en fonction de J, et la comparer ensuite, avec celles
relevant des statistiques de W, et R,, afin d’obtenir une confirmation de leur
inégalité, dans le cas présent.

En effet sous l'alternative H, : 5 # f,, on considere que la loi limite de fn est

une loi du khi-deux (x2(d, A?)), avec un parametre de non-centralité fourni par:

A2 = Tl(ﬂ — ﬁ0)2

Bbo

Pour obtenir une approximation de la distribution du x2-décentrée, par une loi du

x? centrée, on pose alors:

X*(d, A) = 7x*(c, 0)
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N,

ou

TEarae ¢ ST dr o

En conséquence, pour une valeur ¢, donnée, la puissance approximative P de

_d+2X (d+ X\?)?

Jn, s’obtient aisément, par le biais de 'expression définie par:

(d+ A2)2) d+ A\?

d + 2)2 >cc"al+2,\2] (4.10)

P = Prob|J, > ca] = Prob[x2(

Cette relation (4.10) nous fournit une expression analytique qui permet d’évaluer
I'impact du parameétre de non centralité A% sur la puissance de T

Par ailleurs, cette méme relation, ainsi que celles correspondant & W,, et R,
peuvent permettre, ne serait-ce que localement une comparaison de la puissance,

ici, a partir de deux exemples ou 3 sera respectivement supérieur et inférieur a 3,.

4.3.2 Exemple d’illustration

Reprenons 1’exemple du modele exponentiel (4.4) défini précédemment.

On désire tester ’hypothese nulle
{ Hy: =5
Hl : ﬁ 75 ﬁo

On suppose toujours que f, est I'estimateur du maximun de vraisemblance de

(4.11)

8.
a) La valeur du paramétre 3 est supérieure a 3, ( 5 > 5,)

Considérons les parametres de non-centralité u? , n?, et n?, correspondant res-
pectivement & W,, nJ, R, et supposons en outre la donnée des valeurs suivantes:
B=15;8,=1;n=>50et a=0.05.

Ce qui entraine:

u? = n(—ﬁ—(%")z = 5.56
n? = n(—ﬂﬁ—Tﬁ)i = 8.33
Bo

r? = 2n[log 5 + B —1] =945

On en déduit alors la puissance des trois tests considérés ci-dessus:
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e Puissance du test de Wald

P, = ProbW, > 3.84]
= Prob[x(3.548) > 2.078] =~ 0.57

e Puissance de la divergence J,

P; = Prob[J, > 3.84]
= Prob[x*(4.930) > 2.0287] ~ 0.85

e Puissance du test du rapport de vraisemblance

P, = Prob[R, > 3.84]
= Prob[x*(5.4893) > 2.0164] ~ 0.92

b) La valeur du parameétre j est inférieure & 53, ( 8 < f3,)

On considere ici,lecasou: =06 ; B, =1 ; n=50 et o =5%.

On obtient dans ce cas:

pl = n% = 22.22
n = n(—ﬂ;ﬂ—ﬂ)z = 13.33
r? = 2n[log% + 8 -1 =11.08

On peut alors évaluer, dans ce cas, la puissance correspondant & chaque sta-
tistique considérée.
D’oui l'on a:

e Puissance du test de Wald

P, = ProblW, > 3.84]
= Prob[x*(11.8667) > 1.9623] ~ 0.99
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o Puissance du test fondé sur la divergence Jn

P, = Prob[J, > 3.84]
= Prob[x*(7.4257) > 1.9894] ~ 0.98

e Puissance du test du rapport de vraisemblance

P, = ProbR, > 3.84]
Prob[x?(6.3021) > 2.0029] =~ 0.96

il

On peut conclure, d’aprés a) et b) que les puissances calculées suivant les
procédures de test utilisant les statistiques W, , fn et R,, prennent lorsque l'on
considére de petits échantillons ( ici n = 50), des valeurs différentes selon que
le parametre S soit supérieur ou inférieur a f,. C’est ainsi qu’une analyse de ces
résultats montre que lorsque 8 > 3., une comparaison de ces puissances, au niveau
5%, entraine: P, < P; < P;.

Et lorsque 8 < f,, on aboutit, pour un méme niveau de signification, au
résultat inverse: P. < P; < P,. Ce qui montre comme ’on pouvait s’en douter,
qu'il n’existe pas de test uniformément plus puissant que tous les autres.

Afin d’étendre cette comparaison locale (@ = 5%) au cas d’une étude com-
parative uniforme (« € [0, 1]), on propose de procéder par la méthode graphique
soulignée ci-dessus. C’est précisément ’objet du paragraphe qui va suivre ol notre
centre d’interét est de savoir comment se comportent en pratique ces différentes

statistiques de test en dimension finie.

4.3.3 Analyse des courbes de puissance par une méthode
graphique
La comparaison en terme de puissance de ces tests, repose sur le fait que suivant
la valeur prise par le parameétre 3, par rapport a I’hypothése nulle 3,, on obtient
des valeurs différentes pour les statistiques considérées.
Pour étudier le comportement de puissance relative & ces tests, nous allons,
procéder par une méthode fréquemment utilisée en statistique, qui consiste regarder

I'impact de cette propriété, lorsqu’on s’écarte un peu de ’hypothése & tester.
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Nous allons ensuite comparer les trois tests ( Wy, R, et jn), par le biais des
courbes de niveau-puissance. Pour cela, nous introduisons un modele dans lequel,
I’échantillon des observations est considéré comme provenant d’un processus de
génération des données.

Nous poserons:

1 T
{YN 5 exp{-5} (4.12)
£>0; B=B(1+¢€); B,>0 e€]l-1, +o9

ol B, désigne la vraie valeur du parameétre (cf & 'hypothése nulle ) et e un réel

donné.

Ainsi, on obtient des valeurs correspondantes du parametre, qui sont supérieures
ou inférieures & 8, suivant que € soit positif ou négatif, la valeur ¢ = 0 redonnant
I’hypothése nulle.

Les calculs de la simulation sont basés sur 5000 répliques d’expériences de
Monte-Carlo, & partir du modeéle (4.12).

La figure 4 montre les courbes de niveau-puissance des trois tests considérés
pour le cas n = 50 et € = 0.4.

L’interprétation évidente de ces courbes, montrent que pour une cinquantaine
d’observations et pour ¢ = 0.4, le test du rapport de vraisemblance R, est plus
puissant que celui fondé sur la statistique J... Le test de Wald, quant & lui, reste
moins performant que ces deux concurrents.

L’interprétation de la figure 5, conclut & un résultat inverse, lorsque I’on choisit
une valeur négative pour € (ici on a considéré ¢ = —0.3 pour une méme taille
d’échantillon), en ce sens que la puissance du test associé a la statistique de Wald
est supérieure a celle générée par la statistique de la divergence jn, qui a son tour
fait mieux que celle issue de la statistique du rapport de vraisemblance. Ce qui
confirme ainsi les résultats obtenus par approximation dans ’exemple (4.3.2).

La Figure 6 permet de constater, conformément 3 la logique de la théorie des

tests, que la performance obtenue en fonction de J,, dimunie fortement en terme
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de puissance lorsque € tend vers 0 (hypothése nulle), par valeurs positives (Figure

6a: ¢ = 0.2; 0.4; 0.6) ou négatives (Figure 6b: e = —0.4; —0.3; —0.2).
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Comparaison de J avec les statistiques de test classiques & distance finie 71

CAUSS  Twe Ouc 16 19:1740¢ 1997
Q

-

0.7 0.8 0.8

0.6

0.5

0.4

Q.3

G.2

— sdd-test
| — — Pv-fest
....... j-tzat

0.1

§ RS S S S R T R | J I [ Y S N T | IS R

00 041 0.2 0.3 0.4 Q.5 0.6 0.7 0.8 2.9 1.0

Q.0

Fig 5: Courbes niveau-puissance pour n = 50 et e = —0.3

QEY Mt e T8 200D VT

S ——

a![ . ‘—-'-'—_'_-I P

of . - 7

. -~

L2t 4 1

sl P 7

o / 1

[ 5

QE / '

-]

| 1

'

"

aft .

! ]

nl *

3 4

] 1

™

St 1

" — R

; ——-d}.ﬁﬂ
....... -\ 6 i

af” P S R S S SR S T SR T

a e

290 a4 0.2 03 0.4 a5 0.8 0.7 0.8 .9 1.4

Fig 6a: Courbes niveau-puissance pour n = 50 et ¢ = 0.2, 0.4; 0.6



Comparaison de J avec les statistiques de test classiques & distance finie 72

QR B e TH [ 1M9T

3 -y . . —p———r

. 4—"-'—'—

ol -

S

al

of “/

N s

st ¢

wt /

(=1

H{

wm

el 1
Jf ]
¥ |
x| g
[~ ]

1

™ o
o

—_— 31|

".i, — — —ta| .
OP ....... —4
o " —
[=]

00 a4 0.2 0.3 0.4 4.5 ’Jl.ﬂ 0.7 0.8 o9 1.0
Fig 6 b: Courbes niveau-puissance pour n = 50 et ¢ = —0.4; —-0.3; —0.2

En résumé, nous avons donc considérer une mesure J, appartenant a la famille
des criteres de divergence de type Kullback, afin de proposer une statistique de
test J,,, que I’on compare ensuite avec les statistiques de test classiques.

L’avantage majeur associé a J, est que d’une part, elle présente une propriété
de symétrie, et que d’autre part, elle suit, sous ’hypotheése nulle - comme c’est le
cas des statistiques de test habituelles - une loi du khi-deux, précisément lorsque
la taille de I’échantillon tend vers I'infini.

L'intérét de fn est mis en évidence, lorsque l'on se restreint & des échantillons
finis. Nous avons donc considérés ici, des exemples simples (la méthode pouvant se
généraliser a des cas plus ou moins complexes), pour montrer que grace & la symétrie

Jn possede, par rapport aux statistiques de Wald et du Rapport de vraisemblance,

une propriété de robustesse, lorsque 1'on considére certains types de lois.
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Chapitre 5

Test d’ajustement et test de
sélection a partir d’une mesure
de divergence

5.1 Introduction

Les tests d’adéquation d’un modeéle & un échantillon se fondent en général sur
des statistiques dont la distribution asymptotique suit une loi du Khi-deux. De
nombreux auteurs parmi lesquels Watson (1959), Moore (1978,1986) ont étudiés
ces types de statistiques qui peuvent souvent s’écrire sous formes quadratiques.
C’est ainsi que la statistique d’ajustement la plus fréquemment utilisée est celle
de Pearson, du fait qu’elle fournit une mesure naturelle de la divergence évaluée
par ’écart entre la fréquence empirique et la probabilité théorique. La méthode
proposée par Pearson consiste a regrouper les données dont on dispose en M classes

et a calculer la " distance du khi-deuz ” définie par:

M (A‘_ \2
0 5 pi — t;)
=N ————

" i=1 t;

ou n est la taille de I’échantillon considéré, p; et t; désignent respectivement la

proportion empirique et la fréquence théorique de la classe i correspondante.
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Le foisonnement de la diversité des domaines d’applications du test d’adéquation
fondé sur la statistique du khi-deux, notamment dans les sciences sociales et en
économétrie entre autres, nous incitent & rechercher de nouvelles statistiques en
vue de constuire des tests d’ajustement avec un meillleur comportement par rap-

port & la puissance.

Nous nous proposons dans les pages qui suivent de discuter quelques mesures
de divergence autour desquelles nous établirons un test d’adéquation dans le cadre
d’un modele paramétrique. Ce test sera fondé sur un estimateur A, obtenu & par-
tir d’une classe de mesures de divergence A,. Une étude sera ensuite menée pour
déterminer la valeur du parametre r pour laquelle, le test devient optimal en terme
de puissance et nous le comparerons ensuite avec le test classique de Pearson ainsi

que celui de Kolmogorov-Smirnov.

Nous tenterons, chemin faisant, d’en donner une application a la résolution
d’un probleme de test de choix entre deux distributions, en s’appuyant sur le critere
d’Akaike (A.I.C-1973). Toutefois une difficulté bien connue, liée a I'utilisation di-
recte de ce critere de choix, est qu’il ne précise pas le seuil de confiance que 'on
peut accorder au modele retenu.

Pour tenir compte du niveau de signification inhérente & toute décision statis-
tique, Vuong et Wang (1993) proposent 1'usage d’un test asymptotiquement normal
lorsque la sélection de modeéle est fondée sur des statistiques de type Pearson.

De fagon analogue & 'approche de Vuong et Wang, nous suggérons, dans une
deuxieme partie, d’appuyer le probléme du test de choix entre deux modeéles pa-
ramétriques sur une statistique construite & partir de la distance A;/, et nous
établissons une comparaison, selon la loi suivie par les observations, entre les deux

modéles.
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5.2 Estimateur de la mesure A,

5.2.1 Définitions et hypotheses

La notion de distance entre deux distributions présente un intérét considérable
en théorie de I'information plus particuliéerement en analyse statistique. Dans cette
section nous présentons les hypotheses de base du modéle que nous allons considérer,
les estimateurs des parametres d’intérét ainsi que la statistique fondée sur la mesure
de divergence A, qui formalisent la procédure de test.

La premieére mise en ceuvre d’'une généralisation au travers d’'un parameétre

scalaire, a été introduite par Rényi en 1961, en posant:

n
D[P, Q] = (r — 1)_lln{zp£qg_r} (5.1)
r#1, r>0 =

comme mesure de proximité entre deux distributions données P et Q.

Un peu plus tard, Sharma et Mittal en (1977) ont mené une étude de généralisation

basée sur deux parameétres, incluant la mesure de Rényi comme cas limite, en

posant :

a=1

DiP, Q] =(s— 1)‘1{{§:p2q}"}"‘ -1} (5.2)
r#£1,s#1 r>0 s;IO

La mesure d’information D] correspondant au cas r = s, a été largement

étudiée par plusieurs auteurs. Pour des développement plus généraux, on pourra
se reférer aux contributions - entre autres - de Mathai et Rathie (1975) et Tanéja
(1979).

En vue de présenter une mesure symétrique déduite de D7 [P, @], nous pouvons
envisager un critére d’évaluation de la proximité entre les distributions P et Q, en

considérant la divergence A,[P, Q] définie par:
AP, Ql = DI[P, Q]+ D[P, Q] ; AP, Q]= Jlim AP, Q] (5.3)

C’est autour de cette mesure A,[P, Q], ainsi que son estimateur AT[P, Q], que
nous organisons une méthode de test d’ajustement d’une série d’observations & un

modéle paramétrique donné.
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Toutefois, pour mettre en ceuvre cette procédure de test, des conditions principales
doivent étre observées sous forme d’hypotheses:

Hypothése 1

On suppose que les observations X;, ¢=1,2,... sont indépendantes et iden-
tiques avec une distribution commune H.
L’espace d’échantillonnage = est partionné en M classes deux a deux disjointes:
E|,E,,...,Ey.
Considérons un modele Hy = {H(z,0) ; ¢ € &, 8 € @ C R*} et le vecteur des pro-

babilités associées a la répartition :

avec:

hi(8) =/EA dH(z,8) i=12,...,.M (5.4)

Hypothése 2

On suppose que h;(#) vérifie les conditions de régularité suivantes:
- (i) le support de Hy , est indépendant de tout

— (ii) les dérivées partielles suivantes existent et sont finies:

On()  Oh(h) 33h(0)
6, °  06,00,"  36:00,06,

— (iii) la matrice d’information de Fisher

0 0
IS} (9) = [E{— log h(0).— log h(0)}]i,j=1,,,,,M
09; 8;
est définie positive.

Considérons un échantillon de taille n et E;,Fs,...,Ey la partition en M
classes corespondante. On peut alors calculer la probabilité observée et associée &

chaque classe E;, en posant :

ff=0f, . fy) ou fi*=%zn:IEi(Xj) 1=12,....M (5.5)
j=1
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avec
1 st Xj € FE;

Tg(X;) = {0 stnon

Pour évaluer 1’écart entre les fréqences observées et les probabilités théoriques,
(le parameétre # étant supposé inconnu ), on propose d’utiliser la mesure d’infor-
mation A.[f, h(0)] définie ci-dessus, avec: f = E(f*).

La statistique construite a partir de la mesure A,[f, h(6)] est obtenue en rem-

plagant 6 par son estimateur 8. On a donc:
A, = Alf, b(B)] = A[f, h(O)] (5.6)

Remarque:
Cette mesure de divergence A, définie ci-dessus est dans un sens, une modification
de la mesure de divergence de Jeffreys résultant du remplacement de h(0) par f;
mais elle semble cependant mieuzr adapté pour certains types de test, comme nous

le verrons plus tard,

On a en effet:

Um A [f,R(0)] = A[f,R(6)]
fi hi(0)

- ; filogm+¥hi(9)log"ﬁ— (5.7)

On peut maintenant chercher 4 déterminer la loi de cet estimateur, lorsque ’on

considere des échantillons de grandes tailles.

5.2.2 Comportement asymptotique de
lestimateur A.[f, h(9)]

Nous supposons que l'estimateur 8 de 6 vérifie le principe de la normalité

asymptotique, a savoir:
V(8 - 6) — NJo, 9 (5.8)

ol 2 est I'inverse d’une matrice inversible. Si I’on suppose que f est obtenue par

la méthode du maximum de vraisemblance, on a alors:
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ou 1(6) représente l'information de Fisher sur le parametre 6.

Le comportement asymptotique de la statistique A,[f, h(f)] est donné par le
théoreme suivant :

Suivant que 'on considére ’hypothése f; = h; ou f; # h;, la loi asymptotique de

A, sera donnéc par les deux théoremes suivants:

Théoréme 3:
Soit A,[f, h(8)] Pestimateur de A,[f, h(8)] obtenu en remplacant ¢ par Uesti-
mateur 6 vérifiant (5.8)

si fi =hi(6), 1=12,...,M, avec: f; = E(f’) on a alors:

n ~
—&,[f, h(O)] = G
ou k = dim©

Preuve: Pour la démonstration, on pourra se référer a I’annexe 1.

Théoréme 4 :
Soit A,[f, h(8)] l'estimateur de A[f, h(6)] obtenu en remplacant 8 par I’esti-
mateur 6 vérifiant (5.8).

si fi # hi(0), i=12,...,M, avec: f; = E(f) on a alors:

V{A.[f, k()] - A[f, R(6)]} £+ N[0,T7]

2 1 2 K -1 r r—1 9
M= (—) o {>(1- ,(‘9)+rh‘fl,,(f))a%h,(e)}

Preuve : Voir annexe 2.
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5.3 Application aux tests d’adéquation

Nous nous proposons, dans cette section, de mettre en ceuvre une procédure de
test d’adéquation fondée sur A,, pour ensuite tenter de la comparer par rapport

aux tests usuels,

5.3.1 Ajustement a un modele donné

Pour étudier un phénomeéne décrit par une variable aléatoire X, on procede an
expériences identiques et indépendantes. On obtient M évenements E},E,, ... ,FEyy,
chacun d’eux correspondant a une ou plusieurs des valeurs que peut prendre la va-
riable aléatoire X. On veut savoir si la loi empirique constatée de X, peut étre

assimilée a la loi d’'un modeéle paramétrique Hy donné.

Soient f = (f1,f2,...,fm) et H(0) = (h1(8),ho(0),...,ha(8)) les vecteurs de
probabilité définis en (5.4) et (5.5) et correspondant respectivement aux fréquences

empiriques et théoriques associées & la partition considérée.

Les hypotheses & tester peuvent étre formulées comme suit:

Hy,: f=h
Hi: f#h (5.9)

Pour résoudre ce probléme de test, on considere la statistique

Alf h6)] = i - [Z{h{ffr(g) + }z,(_al)} ~ 2] (5.10)

=1

pour estimer I’écart entre la distribution empirique et la loi du modéle.
Ainsi sous I'hypothése nulle, A, a tendance & prendre de ”petites valeurs”, de sorte
que, si on se fixe un niveau de signification égal a «, la fonction de test est définie

de la maniére suivante:

1si A, > Cq
¢1($1)$21'-')xn) = (511)

0 sinon
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La constante C, se calcule en utilisant le théoréme (3) qui stupile que sous I’hy-
pothése nulle, la loi de EA, suit asymptotiquement une loi du Khi-deux:
T

On a alors:

Ca = 2xk(@) (5.12)

oti x2(a) est la valeur de la loi du khi-deux pour laquelle, la probabilité d’étre
dépassée est égale a «.

Sous lalternative la distribution asymptotiquement normale de A, est donnée
par le théoréme (4), ce qui nous permet de formuler I'expression de la puissance

comme suit:

Pl = ProblA, > C./H))
1= o[Y2(Ca - AIF, O]

ott A.[f, h(9)] est la valeur de la divergence entre les fréquences empiriques et
théoriques, calculée a partir des observations et ¢(.) désigne la fonction de répartition
de la loi normale centrée réduite.

Le test ainsi obtenu est asymptotiquement convergent - au sens de Fraser - puis-
qu'on a:

lim Pr =1 (5.13)

n—-+00
On obtient ce résultat & partir du fait que C, tend vers 0 si n tend vers 'infini, et
que, dans ce cas, C, — A, est négatif, d’ol le résultat.
La relation (5.13) signifie que le risque de seconde espece est asymptotiquement
nul.

Une fois le test mis sur pied, nous allons & présent évaluer son degré de perfor-

mance, en le comparant avec le test du khi-deux et celui de Kolmogorov-Smirnov.

5.3.2 Etude des propriétés des tests par simulation

Pour comparer la précision, ou 'exactitude de résultats relatifs a des tests
asymptotiques, on dispose en général de deux méthodes fondées respectivement

soit sur des procédures d’approximation ou de développement asymptotiques, soit
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sur des méthodes d’approximation résultant d’expériences de simulation. Parce que
la premiére méthode conduit souvent a des calculs analytiques compliqués, nous
avons choisi de comparer le degré de performance du test fondé sur la statistique A,
ou sur celle du Khi-deux, en procédant a des expériences par le biais des simulations
par la méthode de Monte Carlio .

Pour ajuster les données expérimentales, nous allons considérer un processus
de génération des données défini par une loi exponentielle Ezp(1/6), de densité
f(z, 6) = geap(~5)1n* (2).

On pose:
{9=00+e
0,>0, ¢>0

On suppose qu’on désire tester I’hypothése nulle: 6, = 1, et que A, est définie par
la relation (5.10) précédente.

L’espace des observations est partitionné en trois classes contenant les valeurs
caractéristiques de la loi Exp(1l), a savoir l'origine et I’espérance mathématique
m=1:

Cl =[O, 01[ ) CQ=[01, 1[ et C3=[1, OO[

La statistique de Kolmogorov K, est basée sur la distribution empirique, donnée
par:

1
n

Z 1]—00, a:[(xi)

=]

F.(z) =

On pose:
Kn(z) = sup |Fo(2) ~ Fo(z)|

ou F;, et F, représentent respectivement la fonction de répartition empirique et la
fonction de répartition théorique de 1’échantillon.

On choisit ici une taille expérimentale d’échantillon égale & 100 et un nombre
de répliques IV fixé & 5000. Les résultats de la simulation basée sur ces différentes
statistiques sont interprétés & partir d’abord des p-valeurs, puis des valeurs de la

puissance, ce pour chacun des tests considérés.
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a) Comparaison des p-valeurs
Une comparaison des probabilités de rejet sous I'hypothése nulle, effectuée de
facon traditionnelle, consiste & tabuler les résultats obtenus pour quelques valeurs

standards du niveau de signification a (1%, 5% ou 10%).

Niveau de signification | 0.10 | 0.05 | 0.01 |
nominal «
Probabilité de rejet | 0.135 | 0.064 | 0.011
du x?
Probabilité de rejet — 1 0.002 | 0.000
de Kolmogorov
Probabilité de 0.143 | 0.073 | 0.016
rejet de ﬁl /2
Probabilité de 0.143 | 0.073 | 0.016
rejet de 31
Probabilité de 0.148 | 0.082 | 0.022
rejet de A,
Probabilité de 0.161 | 0.091 | 0.030
rejet de A,

Tableau 1: Comparaison entre niveaur de signification
nominauz et réponses obtenues dans le cas d’une loi exponentielle.

Une interprétation en termes de p-valeur, peut étre obtenue en utilisant la
méthode graphique dont l’essentiel a été rappeler dans le chapitre précédent.

Dans ce contexte précis, si F'(z) désigne ’estimateur empirique des p-valeurs,

1
N Z l(PjSz)’

J=1

F(z) — z traduit la différence entre le niveau de signification estimé par F(z) et
le niveau nominal z. On peut donc tracer la courbe correspondante (figure 1) de
(F(z) - z) en fonction de z. Pour des raisons liées aux difficultés de calcul des
fractiles de la loi de Kolmogorov, nous nous limiterons ici aux statistiques A, /2,

Ay, Ay, Az et celle du khi-deux.
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Fig:7 Graphe de (F(z) — z) en fonction de z, pour n = 100

La figure 7 montre, comme 'on pouvait si attendre, compte tenu du tableau
1, que la distance du khi-deux fournit les résultats les plus proches des p-valeurs
nominales. On constate, par ailleurs, que I’ensemble des courbes de la figure 7 se

comportent globalement de fagon analogue {surtout pour Al/g et 51), celle du 2

surclassant les autres.

b) Comparaison des puissances

Pour une meilleure appréciation des propriétés de ces statistiques, considérons

leur comportement en termes de puissance ; dans le cas de A,, la puissance résultera

de 'expression :

PJ =1- ¢[_\;\—ﬁ(ca - Ar)]

Le tableau qui suit établit la comparaison de ces puissances pour différents

tests (basés sur A,, le x2 et Kolmogorov).
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| € | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 |

| khi-deux | 0.199 | 0.358 | 0.555 | 0.731 | 0.855 |

| Kolmogorov | 0.014 | 0.118 | 0.472 | 0.905 | 0.999 |

| Ay, | 0.130]0.286 | 0.530 | 0.769 | 0.920 |

| A, | 0.157]0.331 | 0.581 | 0.809 | 0.940 |
| A, |0.167]0.344 | 0.594 | 0.817 | 0.943 |
| A ]0.177]0.353|0.601 | 0.821 | 0.945 |

Tableau 2: Valeurs de la puissance en fonction
du paramétre € et de la statistique utilisée.

La puissance du test fondé sur A, dépend évidemment de r et il apparait
intéressant de sc faire une idée de son comportement par rapport & ce parameétre.
C’est ce qu’un examen du tableau 2 permet de faire & travers le choix (justifié¢) d'un
ensemble de quatre valeurs de r : {0.5;1;2;3}. On note une croissance monotone
de la puissance avec 7. Ainsi, pour un niveau de signification de 5%, la puissance
du test du khi-deux, lorsque € = 1.4, est égale & 73.10% alors qu’elle est de 76.90%
pour 31/2, de 81.70% pour A, et 82.10% pour A ; la statistique A, engendrant
en fin de compte une puissance supérieure a celle du khi-deux. En comparaison, la
fréquence de rejet est de 90.50% pour le test de Kolmogorov.

Rappelons toutefois que pour qu’une métrique donnée puisse étre qualifiée de
vraie mesure de distance, il faut nécessairement qu’elle soit positive, symétrique et
vérifie 'inégalité triangulaire.

Or parmi les mesures de proximité qui ont été proposées et qui ont conduit &
toute une panoplie de mesures divergence, rares sont celles qui sont & proprement
parlé des mesures de distance, puisqu ’elles ne vérifient pas en général, 'inégalité
triangulaire. On les appelle alors des pseudo-distances. Cependant, dans le cas de

la mesure définie & partir de (5.3), lorsque le paramétre r = 1 /2, on obtient une
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vraie distance en posant:

Avpalfoh(8)] = Dillf, h(6)] + Dyjalh(6), f)
= o Y (A7 - n"(0)7}

i=1
Cette mesure est trés appréciée en analyse statistique; et cet intérét se justifie
probablement par le fait qu’elle présente la propriété d’étre bornée. En effet elle
peut également s’écrire sous la forme suivante:
n 1/2
Al Fh(O)] =41 -3 {£i i(®)} "] (5.14)
Soit alors:
0 < Ayy[f,h(8)] < 4

Notons que d’autres distances proportionnelles a A, /2 ont été définies entre lois de
probabilité. On peut citer par exemple, pour deux distributions de densités p et g

données, les mesures suivantes:

n

Blp,gl=[1-> {pi Qi}l/z] (5.15)

=1

Mp, q =3 {p - &} (5.16)

=1

Les expression (5.15) et (5.16) représentent respectivement les distances de Bhat-
tacharya (1943) et de Matusita (1951, 1967), qui vérifient toutes les deux les pro-
priétés d’une vraie métrique.

Ainsi, les propriétés asymptotiques obtenues a partir d’'un test fondé sur la dis-
tance Ay/ap, ] sont pratiquement les mémes que si on utilise la distance Blp, q|
ou M[p, g]. Cela résulte du fait que ces deux dernitres mesures constituent des
formes déterministes de la divergence Aj/3[p, q]. On obtient en effet les égalités

suivantes:
Ayy2[p, q) = 4Blp, q] = 2M|p, q] (5.17)

La discussion ci-dessus, qui souligne la place privilégié de A,/, parmi les me-
sures de divergences d’une part et la bonne performance aussi bien en liaison avec

les p-valeurs mais également par rapport a la puissance d’autre part, nous incite &
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proposer, dans la section suivante, une application pour la résolution d’un test de

sélection entre modeles paramétriques.

5.4 Test de sélection de modeles

La recherche d’un test pour choisir une distribution parmi deux distribu-
tions s’appuie traditionnellement sur la méthode de Akaike (1973) ou celle souvent
mieux adaptée de Vuong et Wang (1993) dont la base, dans le dernier cas, est la
distance du khi-deux.

Par comparaison, on suggere ici une procédure pour déterminer, entre deux
modeles paramétriques Hy et G, celui qui s’adapte le mieux a la loi empirique
d’une série d’observations donnée. On se basera pour cela sur les mesures d’infor-
mation de type A/, servant de mesure de divergence entre le modéle Hy ou G et
les observations.

Les fonctions f, h et g désignent respectivement la fréquence empirique, la loi
théorique du modele Hy et celle de G. Les estimateurs de @ et de =« vérifient la
relation (5.8).

Soient A, 5[f, h(8)] et Ayja[f, g(r)] les estimateurs respectifs de Ayya(f, h(8)]
et Ay[f, g(m)].

On consideére les hypotheéses suivantes:

() Ho : Avpelf, h(6)] = Aupalf, 9(m)]

(ii) Hig: Aaplf, h(6)] > Ayplf, g(m)]

(iii) Hip o Auplf, h(0)] < Aypalf, g(m).

L’hypothese (i) signifie que les modeles Hp et G, sont équivalents; (ii) traduit le
fait que G est meilleur que Hy et (iii) suggere de choisir Hy plutdt que G;.
La résolution de ce probléme de choix entre Hy et G, sera fondée sur la statis-

tique
Dy, = Do[1(B), 9(7)] = va{A,plf, ()] = Ayplf, 9(m)]}

qui estime \/n{Ay2(f, R(0)] = Ayplf, 9(x)]}.
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Sous I’hypotheése nulle H,, la loi asymptotique de 5,1 est donnée par une version

du théoréme de Vuong-Wang (1993) :

Théoréme 5: Si 0 et 7 représentent respectivement les E.M.V de 6 et 7,
on a (avec la notation ci-dessus de 5,1) :
(1) sous H, : D,[R(8), g(m)] — N[0, £2]
(2) sous Hy , : Dylh(6), g(n)] & +o0
(3) sous Hyp : Dylh(6), g(m)] B —c0

Shp0)=p0) et LA =aln)
C'=Co,m=0'0), —d(m) ;  A=VAl-0)
et 8= +/n(7-m)
£ =C'AC
ou

I7(6) E@ 7
E@f &) I\(r)
puisque 7 et 8 sont des variables aléatoires centrées.

Preuve: Pour la démonstration de ce théoréme, on pourra se référer a

Pannexe 3.

5.4.1 Regle de décision associée a la statistique D,

Nous allons nous appuyer sur l'inégalité triangulaire que vérifie la métrique
A}/, pour un encadrement de D,.

En effet:

Arplf, MO)] < Ayjplf, g(n)] + Avy2lg(m), h(6)]

soit :

Avelf, h(0)] = Dypalfy 9(m)] < Ayjag(n), h(6)] (5.18)
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D’autre part:

Avpalf, g(m)] < Avpelf, R(O)] + Avj2[R(6), g(r)]

ce qui entraine:

A1/2[f, g(m)] - A1/2[f, h(9)] < A1/2[h(9)’ g9(m)] (5.19)

Posons:

kn = V1 Arja[B(0), 9(R)]

En multipliant (5.18) par \/n et (5.19) par —/7, et en remplacant ensuite §

et 7 par leurs estimateurs respectifs 8 et 7, on obtient en fait :
—'kn S Bn S kn

Pour réaliser le test de choix entre h et g, on peut envisager une régle de décision
définie comme suit, pour un niveau de signification supposé égal o

- il y a équivalence entre h et g si:

——

D, € [— Za/2 X, Za/2 E]

- on décide en faveur de h lorsque:

——

Dne€[=kn, = 2ap 5

- on décide en faveur de g si:

——

D, € (202 S, kn

%2 représentant la variance de la statistique D, et Zqa/2 le quantile (1 - /2) de la

loi normale centrée réduite.



i e it b

Test d’ajustement et test de choix entre deux modéles paramétriques 89

5.4.2 Exemples d’application

On propose ici une comparaison entre la statistique En[h(é?), g(m)], construite
avec A, /2 et K,[h(8), g(m)], obtenue en fonction de la statistique de Pearson. Ces

statistiques sont définies comme suit:

—

D,[h(8), g(7)] = \/E{Al/Z[fv h(8)] - A1/2[f, g(m)]} (5.20)

R [h(0), g(m)] = %{@n[f, O] = Oulfy o)} (5.21)

Qnlf, h(8)] désignant la distance du khi-deux entre la fréquence empirique f et la
distribution théorique A.

A titre d’illustration, des simulations par Monte Carlo ont été mises en ceuvre
A partir de quelques distributions, afin de comparer la méthode de Vuong et Wang
avec la procédure que nous avons proposée. On se limitera ici, a trois types de lois
dont les densités de probabilité sont définies sur:

e un intervalle [a, b],

e lensemble R,

e l'ensemble R.

Le nombre de répliques utilisé pour construire les distributions empiriques est
N = 5000 et la taille des échantillons considérés varie entre 70 et 800. Le niveau

de signification retenu est de 5%.

Cas de deux distributions définies sur [0, 1]

On veut sélectionner un modele parmi deux distributions (une loi Béta et une
loi uniforme), sur la base d’une série d’observations obtenues & partir de deux

processus de génération des données (PGD) Y] et Y; de densités respectives f, et

fa:
Yl ~ Be(pv (I) f1 = f[&%gxP—l

Y2 ~ Up, y f2 =1, y(z)

(1-— :C)q_ll[o, 1] (z)
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Afin d’espérer des résultats tangibles, il est nécessaire de pouvoir raisonnable-
ment discerner les deux distributions; on choisira a cet effet les valeurs p = 1 et
g = 2 et l'on regroupera les données en trois classes C, = [0, 0.2[; C, = [0.2, 0.8]
et C3 =[0.8, 1].

On obtient les tableaux suivants:

PGD: Y; ~ Be(l, 2)

Taille de ’échantillon 70 100 150 200
modele fondé sur décision: f; | 0.634 0.809 0.940 0.981
la statistique Kn indécision | 0.366 0.191 0.060 0.019

décision: f, | 0.000 0.000 0.000 0.000
Modele fondé sur décision: f; | 0.605 0.806 0.946 0.987
la statistique Dy, indécision | 0.395 0.194 0.054 0.013

décision: f» | 0.000 0.000 0.000 0.000

Tableau 3: Comparaison des probabilités d’acceptation pour f{\n et Dn

PGD: Y; ~ Uy, 1

Taille de I’échantillon 100 150 200 300
modele fondé sur décision: f; | 0.000 0.000 0.000 0.000
la statistique K, indécision | 0.449 0.254 0.123 0.024

décision: f, | 0.551 0.746 0.877 0.976
Modele fondé sur décision: f; | 0.000 0.000 0.000 0.000
la statistique D, indécision | 0.164 0.050 0.014 0.001

décision: f, | 0.836 0.950 0.986 0.999

Tableau 4: Comparaison des probabilités d’acceptation pour f(\n et Dy,

Cas de deux distributions définies sur R,

Envisageons le probléme qui consiste & choisir, par exemple, entre une distribu-

tion exponentielle Ezp(#) de parametre 6 et une loi Gamma I'(p, ) de paramétres
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(p, @), de densités respectives:

f3(z, 8) = fexp(—0z)
{m3_>_ 0 et 6>0 (522)

P

falz, p, @) = mx”' exp(—az) (5.23)

z>0, p>0 et a>0

Nous supposerons dans ce qui suit que les estimateurs de 6 et o sont obtenus
par la méthode MV.

Pour des raisons de calcul, on donnera une valeur entiére a p, la valeur 2 par
exemple. Par ailleurs, pour espérer ici obtenir des résultats significatifs, on prendra
dans (5.22) 6 = 0.7 et dans (5.23) a = 1, de telle sorte que les données issucs de
ces deux lois conduisent & la méme variance, atténuant ainsi “ I’écart ” entre les
distributions choisies. Les observations seront réparties en trois classes:

C; =[0,0.3[; C; = [0.3, 0.1.5[; C3 = [1.5, + 00|

Dans le cas présent, nous générons les échantillons a partir de deux processus

de génération des données:

Y; ~ Exp(0.7)

Yy ~ T2, 1]
PGD: Y3 ~ Ezp(0.707)

Taille de 1’échantillon 100 200 300 500
modeéle fondé sur décision: f; | 0.449 0.749 0.906 0.989
la statistique K, indécision | 0.551 0.251 0.094 0.011

décision: f4 | 0.000 0.000 0.000 0.000
Modele fondé sur décision: f3 | 0.578 0.859 0.961 0.997
la statistique D, indécision | 0.422 0.141 0.039 0.003

| décision: f4 | 0.000 0.000 0.000 0.000 |

Tableau 5: Comparaison des probabilités d’acceptation pour f(\n et Dy,

PGD: Y; ~T[2, 1]
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Taille de I'échantillon 300 500 600 800
modele fondé sur décision: f3 | 0.003 0.001 0.000 0.000
la statistique K, indécision | 0.681 0.464 0.387 0.249
décision: fy | 0.316 0.535 0.613 750
Modele fondé sur décision: f3 | 0.000 0.000 0.000 0.000
la statistique 5,1 indécision 0.502 0.271 0.207 0.092
décision: fy | 0.497 0.729 0.793 0.908

Tableau 6 : Comparaison des probabilités d’acceptation pour f(\n ct ﬁn

Cas de deux distributions définies sur R

On veut choisir entre une distribution de Laplace £(a, A) (ou loi exponentielle
double) et une loi normale N[m, ¢?]. On considere les PGD Yj et Y5 suivants:
Ys ~ &(a, N) fs(z, @, A) = %e‘*l““‘”
]_ z-m)?
Ys ~ N[m, ¢?] fe(z, m, o) = \/%e— 207

Nous supposerons les observations issues de populations ayant méme moyenne,

m = a = 0 et, pour simplifier, on prendra ¢ = A = 1. On pose C} =] — o0, — 2[;
Cy =[-2, 2[ et C3 =[2, — oo[, comme partition associée aux observations.

On obtient les résultats ci-dessous:

PGD: Ys ~ £(1, 1)

 Taille de ’échantillon 100 200 300 500
modele fondé sur décision: f5 | 0.279 0.467 0.652 0.865
la statistique Kp, indécision | 0.721 0.533 0.348 0.135

décision: fs | 0.000 0.000 0.000 0.000

Modele fondé sur décision: fs | 0.311 0.599 0.797 0.948
la statistique 5,, indécision | 0.687 0.401 0.203 0.052

| décision: fs | 0.002 0.000 0.000 0.000

Tableau 7: Comparaison des probabilités d’acceptation pour ?n et ﬁn



Test d’ajustement et test de choix entre deux modéles paramétriques 93

PGD: Y; ~ N[0, 1]

Taille de I’échantillon 70 100 150 400
modele fondé sur décision: f5 | 0.017 0.010 0.003 0.000
la statistique Kp, indécision | 0.818 0.702 0.398 0.036
décision: fg | 0.165 0.288 0.599 0.964
Modele fondé sur décision: fs | 0.000 0.000 0.000 0.000
la statistique D, indécision | 0.728 0.634 0.507 0.088
décision: f¢ | 0.272 0.366 0.493 0.912 |

Tableau 8: Comparaison des probabilités d’acceptation pour K, et D,

Dans le tableau 3, le test fondé sur la statistique du khi-deux donne des résultats
sensiblement proches de celui fondé sur la mesure D,. Dans les tableanx 4, 5, 6
et 7, les résultats sont nettement meilleurs lorsque 1’on considere le test obtenu a
partir de D,.

En revanche, dans le tableau 8, on notera que la méthode associée a K, semble
préférable dés que la taille de I’échantillon devient suffisamment grande . En effet,
sur la base de 400 observations par exemple, la bonne décision se traduit par une

probabilité d’acceptation de l'ordre de 96.40% pour K, et de 91.20% pour D,.
Conclusion

Nous avons, dans ce chapitre, tenté d’utiliser une distance informationnelle de
type Rényi, pour des tests aussi bien d’ajustement que de choix de modeles. Pour
en cerner |’ efficacité, nous avons en paralléle, comparé nos résultats dans les deux
situations avec ceux fournis par les tests classiques du khi-deux ou de Kolmogorov.
De cette tentative informationnelle et de cette comparaison, on retiendra essentiel-
lement ce qui suit:

e pour le test d’ajustement, a travers le critére des p-valeurs, les distances A, /2 et
A (trés proches 'une de 'autre) sont, parmi les A,, les plus efficaces mais s’avérent
moins performantes que le khi-deux (le test de Kolmogorov n’a pas été ici pris en
compte en raison de difficultés de calcul évidentes). Avec le critére ”puissance”,

a partir de certaines valeurs du paramétre €, A, quel que soit r est préférable au
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khi-deux, le test de Kolmogorov s’avérant cependant meilleur;
e pour le test de choix de modele, on s’est limité, en le justifiant, & comparer 31/2
et le khi-deux au travers des statistiques D, et K, données en (5.20) et (5.21).
Il apparait, d’apres les résultats obtenus, qu’ aucune des deux statistiques de test
considérées ici n’est systématiquement plus performante que P’autre (tableaux 3 et
8). Cependant, dans de nombreux cas, le test basé sur 51 /2 engendre unc meillcure
puissance (tableaux 4, 5, 6 et 7).

On retiendra enfin que dans le cadre des petits échantillons (pour les échantillons
de grande taille, ces statistiques de test sont équivalentes), les résultats obtenus,
en plus de la simplicité de calcul de A, /2, Plaident en faveur de cette distance dans

plusieurs situations.



Test d’ajustement et test de choix entre deux modéles paramétriques

Troisieme partie

Interprétation de la
distribution généralisée

TR a5 henit s e

95



CHAPITRE 6. APPROCHE BAYESIENNE FONDEE SUR LA DISTRIBUTION GENERAL

Chapitre 6

Approche bayesienne fondée
sur la distribution généralisée

6.1 Introduction

Dans I’analyse bayésienne, un modele est composé d’un espace d’échantil-
lonnage X, un espace des parameétres © et une distribution conjointe définie sur
ces deux espaces. Supposons donc, en sus de la loi des observations, f(z/8), une
distribution a priori 7 définie sur 6.

On peut alors écrire, a partir de ces distributions

(1) la loi conjointe de (#, z),

v(z, 0) = f(z/0)n () ;
(2) 1a loi marginale de z,
m(z) = / ¥(z,0)d6
= /f(m/0)7r(0)d0

(3) la loi a postériori de 6, obtenu par la formule de Bayes

f(z/0)m(6)
f(z/0)m(6)d6

?

T(0/z) = /
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F(@/6)r(6) 6.1)

m(z)

C’est en se fondant sur la notion de distribution généralisée suggérée dans la
section (2.5.2), que nous proposons une approche bayésienne de la distribution
d’ordre a.

Dans le cadre présent, partant d'une loi de densité f(z/8), on s’intéresse a
fe(z/0), renormalisée A 1'unité au travers de ¢q(8/x):

ba(8/z) = —I2/6) _
Jo fo(z/0)db
L’interprétation de I’a-distribution en termes bayésiens, repose sur le choix de la
loi a priori. Nous considérons ici, I’approche de I'inférence bayésienne qui consiste
a privilégier, sous coilit quadratique, le recours a la loi a postériori, qui représente
Pactualisation de V'information a priori, 7(6), au vu de ’'information contenue dans
les observations a partir de f*(z/6).

On pose:

_ f¥(=/0) n(6)
ma(0/ z) = Jo f2(/6) 7(6)d6

Lorsque 1'on est en présence d’une situation ou on ne dispose d’aucune infor-
mation sur le modele, il est possible de batir une distribution a priori qui intégre
notre ignorance sur le paramétre du modele. De telles méthodes, connues sous le
nom de loi a priori non informative, conduisent, notamment lorsque le parameétre
appartient & | — 0o, + oo, & retenir une loi a priori contante m(6) = c sur un
intervalle [a, b]. On pourra considérer que la vraisemblance a priori d’un intervalle
[a, b] est proportionnelle & sa longueur b — a, donc la loi a priori, dans ce cas, est
précisément la mesure de Lebesgue sur R.

Dans notre contexte, cela se traduit par:

T8/ ) = ¢a(0/ )
f*(z/0)
Jo fo(z/6)do

Lorsque a prend la valeur 1, les estimateurs obtenus & partir de (6.2) donnent

(6.2)
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de bonnes performances et correspondent en général & des estimateurs classiques

comme ceux issus de la méthode du M. V, ce qui justifie cette extension.

Exemple:

Si X ~ N[0,0%] et n(8) = c, alors 7mo(0/z) ~ N[H,J—za].

Ainsi la moyenne a posteriori redonne I’estimateur du maximum de vraisemblance
X.

La généralisation (6.2) n’est pas génante, méme si l'interprétation de « reste
primordiale, puisque, suivant le principe de vraisemblance, seule la loi a postériori
est importante. Cette approche bayésienne suggere en effet, de travailler condition-
nellement aux observations, ce qui se traduit par une inversion des probabilités par
rapport a I'approche fréquentiste, tout en restant fidele au principe de Vraisem-
blance que nous rappelons ci-dessous.

Principe de vraisemblance
Toute l'inférence sur @ tirée de x est contenue dans la vraisem-
blance £(0/z). De plus si x, et T, sont tels qu’il existe une

constante C telle que, pour tout 0,
€(0/z1) = CL(0]2),

ils apportent la méme information sur 8 et doivent conduire d la
méme inférence.
Notons au passage que le principe de vraisemblance n’est valide que si d’une
part l'inférence concerne le méme parametre 8, et d’autre part 8 prend en compte

toutes les inconnues du modele.

6.2 Résolution numérique des équations
de Vraisemblance a partir de ¢,

Plagons nous dans un cadre purement statistique. Considérons le modéle qui

met en jeu trois espaces: = espace des observations, ©, espace des parametres, et
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D, espace des décisions. L'inférence consiste donc a prendre une décision § concer-
nant # € © au vu d’une série d’observations y = (yy, .

la densité f(y/8).

.yUn), Y et O étant reliés par

L’estimation par la méthode du Maximum de Vraisemblance, consiste, une fois
'observation y = (¥, - - -,yn) effectuée, a retenir, comme estimation du parametre

-~

8, une valeur § = 6(y) rendant maximale la fonction de vraisemblance:

n

60— U(y/0) = ]I f(v:/6)

i=1
Ainsi, par définition, on appelle estimateur du maximum de vraisemblance du

parameétre §, la solution du probléme de maximisation :
max L(Y/6)

Remarquons au passage que la définition précédente pose divers problemes, liés

au fait que:

~ (a) la solution du probléme de maximisation peut ne pas exister,
- (b) il peut exister une multiplicité de solutions.

~ (c) la fonction de vraisemblance peut ne pas étre définie de maniere

unique.

Par ailleurs, la démarche & suivre pour une mise en ceuvre pratique des esti-
mateurs du maximum de vraisemblance, conduit généralement & deux situations:

1- une résolution analytique, qui consiste & rechercher les

solutions des équations de vraisemblance:

Vi{yr,...,yn/0) =0

2- une résolution numérique, qui représente une alternative
a (1), lorsque précisément, une résolution analytique devient im-
possible. Cette approche est basée sur divers algorithmes comme
les méthodes de Gradients, la procédure de Newton-Raphson, ou

encore ’algorithme espérance-maximisation entre autres.
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Dans le cadre de I’approche par approximation, il est possible de proposer une
réponse bayésienne pour une résolution numérique des équations de vraisemblance.

L’idée de base repose principalement sur le lemme suivant:

Lemme:

Si w(6) est une densité de probabilité sur © telle que:

supp(m) D supp L(y1 ..., yn/6)

on a alors

Wk(e/yl, s ayn) X W(B)lk(yl, cee ayn/g)
et T, tend vers une masse de Dirac en 6 quand k tend vers +oo

D’autre part, on peut noter que la plupart des lois usuelles appartiennent a
une famille de lois de probabilités dont 'importance - surtout liée aux statistiques
exhaustives - est essentielle notamment du fait de ’existence de résultats généraux
en théorie de ’estimation et en théorie des tests. De telles lois sont dites ” familles

ezponentielles ” et sont étudiées en détail dans Lehmann (1983 et 1986).

Définition:
Soient u, mesure o—finie sur =, et © 'espace des parametres. On
définit h et C| respectivement fonctions de = et © dans R, et R
et T fonctions de © et = dans R*. La famille de distributions de

densité (par rapport i p)
f(z/6) = C(6)H(z) exp{R(6)T (2)} (6.3)

est dite "famille ezponentielle de dimension k”. Dans le cas par-

ticulier ol © C R*, Z C RF et
f(z/0) = C(0)h(z) exp(fz), (6.4)

la famille cst dite naturelle.
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L’expression (6.3) peut également s’écrire sous la forme:

log f(z, 0) = 3_r;(0)T;(z) + b(z) + B(6) (6.5)

Dans le cadre de cette famille de lois, les distributions d’ordre « associées & une
famille ”meére” tiennent une place privilégiée. Ainsi, lorsque la densité de probabilité
[ est supposée appartenir & 'ensemble des puissances a**™¢ intégrable, on introduit
le terme:
Ka(e) = [ /(. 6)d8

correspondant au facteur normatif de la distribution généralisée.

Cette distribution d’ordre ¢,, associée & f(z, 8) prend alors la forme simple
suivante :

log ¢o = A(z)R(0) + B(z) + C(9) (6.6)

avec:

A(z) = oT(z); B(z) = ob(z) — log Ka(z);  C(6) = af(6)

La famille exponentielle est donc stable par extension & l'ordre o, en ce sens
qu’on obtient une forme canonique des lois & résumé exhaustif pour cette opération.
L’expression de la distribution généralisée apparait donc, dans ce contexte,
comme une réactualisation de la loi mere associée, au travers d’une reparamétrisation
du modele.
Dans ce contexte, on peut interpréter la densité
ulb ) = L0
[ 12(w/6)d6
comme loi a postériori de 6.
On remarquera que méme lorsque la loi a priori 7(#) n’est pas constante, on peut

toujours la choisir en posant:

[ Yy/e)
mal0) = iy 0y

Ce qui permet par conséquent, d’établir la relation suivante :

$a(8/y) o f(y/0)ma(6)
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L’établissement d’un algorithme numérique fondé sur une analyse bayésienne,
permet, en s’appuyer sur le lemme précédent, de résoudre les équations de vrai-
semblance, en considérant I'espérance mathématique de la loi a postériori ¢@,.

Ainsi, d’apres le lemme précédent, on a:

[ 05°(w/0)ds
E¢a(9) — o
| Jo(v/6)d6
= [ 06a(0/y)d6 "5 4§

Exemple 1 : (Régression logistique)

SOlt (yhxl) e a(yn,xn) ou

{O avec une probabilité 1 — p;
Y= Ty
1 avec une probabilité p;
avec
Mo k k
pi = I—;—GFE AER 7 T; €ER

La densité conditionnelle de y; sachant z; est donnée par:

A'(i TY;)
fyi/ziA) = il_—
H(l + M%)
/\‘@"l zi1s) = H(N)

= €

(6.7)

ou
P(A) = Y log(1 + X%
i=1
La solution X vérifie la relation suivante:

~
n )\tI,'

Z Z;e

i=1 1+ erei

n
= Zl‘iyi
i=1

L’équation de vraisemblance associée & ce modele est non linéaire par rap-

port au parametre A; il n’est pas possible d’exprimer 'estimateur comme fonction
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simple des observations et I’équation devra donc étre résolue au moyen d’algo-

rithme numérique.

Une réponse bayésienne, fondée sur la distribution généralisée

X (3 ziys) — ap(N)
baMay) e o=

revient A considérer la moyenne a postériori du parametre A:

aX’( En zii) — ap(X)
//\e =1 d\
E%()\) =

axf(i Tiy;) — ah(A)
i=1

e dA

On doit donc effectuer deux intégrations numeériques pour calculer numdérateur
et dénominateur. On pourra alors utiliser la méthode de Simpson (au travers du
polynéme de Hermite de degré n) ou, lorsque la dimension de © augmente, il est
préférable de se référer & une méthode de simulation.

La méthode Monte-Carlo, de fonction d’importance n (ou 7 est une densité de
probabilité arbitraire sur A), propose une solution par approximation de 'intégrale
n
/\‘(z ) — Y(A)
/ de =t d) (6.8)

L’algorithme consiste ici, & générer Ay,...,\, suivant 7, et (6.8) est alors ap-

prochée par:
1 N
=3 AQ(N\)
N i=1

avec:

exp a/\‘(i T3Yi) — ap(A)
o) = 0

La loi des grands nombres assure, sous certaines conditions de régularité, que

cette approximation converge vers (6.8) quand N tend vers I'infini:

%g&ﬂ(&-) N //\Q(/\)n(/\)d/\
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On obtient :
(Y ziy:) — arp(N) “
> B AR
E%(}) = : ~ 5 (6.9)
aA‘(Z z;Y;) — o (A) Z Q(M)
e =1 dr =l

En général, le résultat (6.9) pcut étre obtenu de maniére relativement rapide.
Mais lorsque le calcul des intégrales assocides est complexe, on peut toujours re-
courir a des méthodes de simulation.

Il suffit alors de déterminer la limite de E% ()) lorsque « tend vers Uinfini,

pour obtenir un estimateur du parametre A

Lois usuelles
On désignera par 4,4, I'estimateur associé a la distribution réalisée d’ordre «. Nous
supposerons que léchantillon est réduit & une seule observation pour faciliter les
calculs (ou pour des raisons d’exhaustivité).

Exemple 2

a - Loi de Poisson: P()\)
: Elle est définie par

b

flz/ A) = e:rp(—/\)i\x—lN(x) ;y A>0

L’a-distribution correspond & la loi de densité
aaz—H

m/\ ezp(—aA) 1o, 1oof(A)

6ol 9) = 5
l autrement dit
ba(A/ ) ~ Glaz + 1, o]

On a alors:

1
E%()\) = a:rc;l— — do(z) = lorsque a — +00

Par conséquent, si zy,...,z, sont i.i.d de densité f(z/A), on obtient:

1 n
(50(.'13) = _T-L-ZXZ
1=]
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b - Loi exponentielle: Ezp(0)

Elle est définie par la densité:
[(2/8) = 61 g, 1ee(z) O > O

Un calcul simple montre que 'a-distribution ¢,(6/ z) correspond & la densité de
la loi Gamma Gla + 1, az].

On a alors:

a—+1
ax

1
E%(6) = — bo(x) = — lorsque o — 400

¢ - Loi normale: N[m, o] (¢ est supposé connu)

La densité est donnée par I’expression

flz/ m) = 20° zER

On vérifie que

o4
¢a(m/ .’L') ~ N[$7 \_/—E]
et que donc

E%(m) =6,(z) =z
d - Loi Gamma: G(a, )

Elle est définie par la densité

['(a)

L’a-distribution associée & cette loi correspond ici a une loi Gamma:

f(:L'/ a, 0) =

e"ozxa‘ll[O, +oo[(T) a>0;60 >0

¢a(0/ z, a) ~ Glaa + 1, az]

et que finalement,

aa+ 1

E¢a(0) - —

a
— ba(z) = p lorsque a — 4+
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Nous avons donc tenter de proposer ici, une nouvelle approche de la distribution
généralisée d’ordre o. En effet, les mesures informationnelles probabilistes d’ordre «
(ou de type o), nous ont permis d’introduire des familles de lois d’ordre «, dites a-
distributions. On montre que lorsque 1’on se restreint a la famille exponentielle, I’a-
distribution peut étre utilisée pour la détermination de ’estimateur du maximum
de vraisemblance, quand l'ordre & devient infiniment grand. Ainsi, lorsque le calcul
analytique de I'estimateur s’avere délicat, on peut contourner cette difficulté par

la mise au point de la procédure fondée sur ce résultat.

A
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives

7.1 Conclusion

Nous avons, dans cette these, tenté d’utiliser une statistique construite a partir
d’une mesure d’information et d’une distribution généralisée ¢,, lorsquc le modele
de base retenu est un modele paramétrique.

Initialement, 'a-distribution avait été introduite par Hammad, lorsque a €
[1, oo[, « non nécessairement entier, en vue d’envisager un parallelisme entre o
et le temps t € R, relatif & un processus stochastique X (t) & temps continu, avec
la correspondance t = ai—l, a € [1, oo] ou bien a =1+ %

a - Dans un premier temps, nous avons privilégié une autre approche de cette
distribution d’ordre «, en vue d’une inférence statistique (sur le parameétre), en
restreignant la valeur de o au cas o = 1, correspondant a la distribution de pro-
babilité ordinaire.

En conséquence, nous avons montré que la statistique de la divergence J,
est asymptotiquement équivalente, sous ’hypothése nulle, aux statistiques de test
classiques. On constate que la seule différence engendrée par ce rapprochement
n’est observable qu’en distance finie.

La simulation par Monte Carlo, d’'un modele de régression d’unc part et d’une
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distribution exponentielle d’autre part, a fait l'objet d’un chapitre particulier,
car I’évaluation constitue une étape importante notamment dans 'optique d’une
décision statistique.

Ainsi, il ressort de cette comparaison, que la statistique de test J, que nous
avons proposé apparait comme étant plus robuste que ces concurrents habituels,
dans la mesure ou elle reste plus stable par rapport aux fluctuations de I’hypothéese
alternative, comme on a pu le voir dans le cas ou la loi des observations admet une
densité exponentielle.

Nous retiendrons qu’il n’existe pas en ’occurrence de test optimal, en ce sens qu’on
ne peut trouver un test qui soit plus puissant que tous les autres.

Enfin, & part la facilité de calcul découlant des estimateurs utilisés ( maximun
de vraisemblance, maximisation non contraint, optimisation d’une fonction objectif
...), il n’existe pas de critére permettant d’obtenir le meilleur choix, & priori entre ces
différentes statistiques de test classiques. On peut donc considérer, que la procédure
de test, fondé sur T que nous avons proposée, peut étre interprétée comme un
compromis entre Wald et le Rapport de vraisemblance, dans la mesure o, elle est
assimilable & une valeur moyenne de ces statistiques, lorsque 1’on suppose que le
modele retenu suit une loi exponentielle.

b - Dans un deuxiéme temps, nous avons considéré o € R.,, et nous avons pro-
posé une approche numérique a partir d’un algorithme basé sur des techniques de
calculs bayésiens, pour la résolution des équations de vraisemblance, lorsqu’aucun
calcul analytique n’est possible.

A notre connaissance, aucun travail n’a encore abordé les situations suivantes:

— une recherche sur I'aspect comparatif entre une statistique d’une me-

sure d’information et les statistiques de test classique habituellement
utilisés en dimension finie,

— I’étude et 'interprétation de @, sous ’approche bayésienne.

Ces deux points constituent ainsi notre principale contribution.
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7.2 Perspectives

Nous avons pu constater un certain nombre de limites dans ce travail. Elles sont
surtout relatives & l'interprétation de l'ordre . Une tentative de rapprochement
avec la théorie de 1’échantillonnage n'a pas donné tous les résultats escomptés.
En effet, ’a-distribution n’a pas pu étre exploitée davantage, notamment lorsque
ce parametre est entier. Cependant il serait souhaitable, d’approfondir le réle que
pourrait jouer « ( lorsque @ € N* — 1), pour au moins une famille de distribution,
comme par exemple, les lois & parametre de position dont la densité s’écrit sous la
forme ” f(z — 0)”. C’est le cas par exemple pour:

(1) la loi normale (la variance étant supposée connue),

(2) la loi exponentielle (le parametre d’échelle est connu),

(3) la loi de Pearson de Type III (le parametre de position étant seul inconnu).

Dans les cas particuliers (1) et (2), ¢q(z/0) coincide avec la densité d’une
statistique exhaustive, ce qui justifie un éventuel usage pour une inférence sur le

parametre d’intérét. En effet, on a:
- si X ~ N[6, 0?] alors ¢,(z/6) est la loi de la moyenne X,

-si X ~ Exp(), 6), dans ce cas ¢q(2/60) (le parametre d’échelle est supposé
connu), représente la loi de la statistique
exhaustive T' = InfX;

Une deuxicine perspective soulignée dans cette thése résulte de l'utilisation
d’autres mesurcs d’information (les (h,¢)-divergences, I’entropie, etc...), dans le
cadre de la théorie de I'estimation ou des tests, en vue d’une étude comparative

avec les méthodes usuelles, lorsqu’on se restreint aux petits échantillons.

VAN
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8.1 Annexel

Preuve du théoréme 3:

Posons:

$(6) =

Arlf, h(6)]

Le développement de Taylor autour de 6 donne:

. ko 8 0 k k
¥() = v(6) + 20— 0)° %ZZG-&
i=1 =1j=1
sifi=hi(8); =1, .,M, on obtient alors: G;Z)g) =
Soit
~ 1 kK k& 62¢(0) -
w(0) = v(0)3 50~ 0) 350
nooa 1 Oh(6) Ohy(8)
—¥(6) = 6; — 6;
- v0) izl;;"( NORED 56;
En posant
X1 0 0
10) = ;W@T%hl(g)ée_jh’w)
X0 1 0
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on obtient:

~

~A1f, hB)] — 2

8.2 Annexe 2

Preuve du théoréme 4:

Considérons toujours la fonction 1(8) = A, [f, h(6)]

Le développement de Taylor autour de 8 & ’ordre 1, donne:

k
W) = v(6) + 10— 0) L + R,
Or:
oyl 1 M 7 h=HB) O
—OT) = z—_—z1((1 - T)h{EH) +r lfz _(1 ))B_H;hl(a)
= m(r)p;(9)
avec:
1 ¥ ’ h (8 9
m(r) = o1 ((1 - T)h,’(lﬁ) +r lf{_(l )) et pi(6) = 6—9ih1(9)

Ce qui donne:

Va{p(6) - $(6)} = m(r)v/n(8 - 6)p(8) + Rn

On peut donc dire que les variables aléatoires /n{1(8) — ()} et

m(r)\/ﬁ(g — 0)p(6) ont la méme distribution asymptotique, & savoir :

V{$(8) — ¥(6)} — N[0, ¥

M T r—1 9
=0 S @3 (= ey + ) o) oo

ou A = (r — 1)~! et ou I;; représente le terme général de la matrice d’information

de Fisher.
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8.3 Annexe 3

Preuve du théoréme 5:

L’expression de la variance £? associée & la statistique D,, est déterminée

moyennant un développement limité de Taylor & l’ordre 1 des fonctions A, 5[ f, h(6)]

et A1/2[f, g(m)].

Posons :

Aip(0) = Awelf, RO)] 5 Avjp(r) = Ayslf, g(n)]

0 0
69A1/2(9) p(0) et a—wAw(W) = q(m)
On obtient alors:
“ 6
VAL (0) = Vndy 2 (0) + \/_Z 69 —NA12(0) + R}, (8.1)
6

Vilipa(m) = Valyp(r) + v/n S —m)gdip(m) + By (82

Par différence des relations (8.1) et (8.2) :

Dy = Du+ a3 (8= 6) pi6) = Va3 (%i — m) gi(m) + R,
V(B —9)
= Do+ (00) , —¢'(m)) + Ry, (8.3)
V(T — )
En posant:

C'=C(6,m)=('0), ~d¢'(m)) ; A=vnl-9)

on obtient :

N gl
Dn=Dn+C'9,7)| |+Ra (8.4)
0
et comme R, = R, — R2—0 quand n tend vers infini, on en déduit que les deux

o~

n

variables aléatoires D,, — D, et C*(0 , 7) ( ) ont asymptotiquement la méme

5
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distribution, autrement dit:
D, — D, — N[0, £

avec

22 =C'AC

I"Y(9) E(7 8
A: -~
E@ dt) I7(m)

puisque 7 et 6 sont des variables aléatoires centrées.

A
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