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Résumé

Deux modéles, 1'un de SAFFMAN-MARBLE et 1'gutre de DREW-SEGEL sont
proposés pour étudier 1la stabilité de deux fluides superposés dont 1'un
contient des particules, en 1l'absence de gravité. Le modéle de DREW-SEGEL
autorise un couplage de pression entre les équations du mouvement mais
alors des termes non conservatifs y apparaissent. Les conditions de saut
pour les discontinuités doivent de ce fait étre traitées & 1'aide d'une
théorie nouvelle. D'autre part, pour 1'approximation linéaire de stabilité
considérée, les équations deviennent non linéaires et la surface de sépa-
ration des deux fluides est alors une onde non sinusoidale. Nous mettons
aussi en évidence la présence d'un nouveau mode pour le cas particulier
d'un écoulement de type KELVIN-HELMHOLTZ diphasique. L'équation aux valeurs
propres dépend, outre de 1la fraction volumique @ des particules, d'un
nombre d'onde "normalisé" K, des masses volumiques des deux fluides et de
celle des particules, du coefficient de couplage de pression X (X = 0 dans
le cas du modéle de SAFFMAN-MARBLE et x = 1 dans le cas de DREW-SEGEL) et
du coefficient de masse induite M. L'influence de ces différents paramétres
sur la stabilité et sur les vitesses de phase est analysée.

Abstract

Two models, one by SAFFMAN-MARBLE and the other one by DREW-SEGEL are
used to study the stability of two layered fluids flows ; there is no
gravity and'particles are present in one of the layers. The model by DREW-
SEGEL allows for a pressure coupling between the constitutive equations but
there thus occur non conservative terms. At the discontinuities, jump
conditions are then to be processed with the help of a new theory. Other-
wise, for the 1linear stability approximation, the equations become non
linear. Then, the interface of the two fluids is a non sinusoidal wave. We
also exhibit a new mode in the particular case of a KELVIN-HELMHOLTZ two-
phase flow. The eigenvalue equation depends upon the bulk fraction «, but
also upon a '"normalized" wave number K, the densities of both fluids and
the particles, the pressure coupling coefficient x {(x = O for the SAFFMAN-
MARBLE model and x = 1 for the DREW-SEGEL one), and the virtual mass coef-
ficient M. The influence of these different parameters on the stability and
on the phase velocities is analysed.



INTRODUCTION GENERALE

L'intérét porté aux écoulements diphasiques et & leur stabilité
existe depuis bien longtemps. Mais 1'engouement véritable pour ce type
d'écoulement ne date que du début des années soixante. Ceci s'explique par
le fait qu'a partir de cette date, on a vraiment commencé & proposer des
modéles mathématiques fiables [20]. Auparavant, on se bornait & des études
empiriques, notamment au niveau des écoulements atmosphériques. Des déve-
loppements importants dans ce domaine sont récemment intervenus, & partir
du milieu des années soixante-dix. Cela résulte de deux circonstances
favorables

La premiére, c'est 1'amélioration assez significative des modéles
d'équations décrivant les milieux particulaires. Une formulation en terme
de milieux continus est faite. Elle prend de plus en plus en compte les
interactions entre les particules et le milieu porteur [7]. Ces modéles
ainsi améliorés permettant alors d'aborder des travaux théoriques de stabi-
1lité dont les résultats se rapprochent beaucoup mieux des réalités
physiques [3,16].

La deuxiéme circonstance favorable est due :
d'une part, au grand développement des sciences météorologiques dont
1'importance actuelle est plus qu'indéniable. D'oiu la nécessité de
connaitre la dynamique des écoulements atmosphériques et notamment ceux
avec présence de masse nuageuse avec la plus grande précision possible. Et
donc 1la formulation d'équations adéquates censées régir le mouvement des
masses nuageuses.

Elle est due aussi d'autre part & 1l'importance sans cesse croissante
des écoulements diphasiques dans le développement industriel. On peut citer
entre autres 1'industrie spatiale qui wutilise des carburants faits de
mélanges, les problémes d'écoulements avec bulles de gaz dans les circuits
de refroidissement, les lits fluidisés etc ... Des instabilités peuvent s'y
développer et il convient de connaitre leurs natures pour y faire face.

Trés t6t, on a commencé & s'intéresser & la propagation et & la
stabilité des ondes acoustiques dans les milieux particulaires. Plusieurs
références a ce sujet sont rapportées par N.A. GUMEROV, A.I. IVANDAEV et
R.I. NIGMATULIN [25]. Le but du travail effectué par les auteurs ci-dessus
cités a été d'établir en fonction des fréquences des perturbations acous-
tigques émises dans 1le milieu particulaire, les domaines de validité des
différentes approximations qu'on a pu faire dans les études antérieures.
Pour cela, 1ils évaluent Jes différences de températures 13-:Ef ,
T;"ur , 1}"13 dans un milieu particulaire gaz - gouttelettes en fonc-
tion des fréquences des perturbations, (W (Tg étant la température dans le
milieu porteur,Ta celle dans les gouttelettes, Te 1a température a la
surface des gouttelettes et Ts 1la température de saturation). Il s'en
dégage quatre régions de fréquences a considérer :
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Dans 1la région (I), les théories qui considérent le milieu parti-
culaire comme étant en équilibre thermique et énergétique restent une bonne
approximation. Dans la région (II), on peut utiliser avec succés 1'approxi-
mation d'échanges quasi-stationnaires & travers les surfaces des goutte-
lettes. Dans la région (III), c'est 1l'approximation prenant en compte les
effets non stationnaires de transferts thermiques et énergétiques & 1l'inté-
rieur du gaz porteur qui doit &tre adopté. Enfin, dans la région (IV), on
se trouve dans 1le cas 1le plus général et les effets instationnaires dans
les particules doivent é&tre aussi pris en compte.

MARBLE & WOOTEN (voir [25]) et MARBLE [13] ont étudié la dispersion
et 1l'atténuation des ondes acoustiques de basses fréquences dans un milieu
gaz -~ particules solides (fumée ou poussiére) pour des concentrations
massiques (m) en particules faibles. Leurs études montrent qu'on a un
maximum d'aiténuation par longueur d'onde pour des fréquences adimension-
nées ¢oOT~m , c'est-a-dire Wl &1 (wetant la fréquence de la perturbation
et T le temps de relaxation caractéristique de stokes entre les vitesses du
fluide porteur et des particules).

DEREVICH, EROSHENKO & ZAICHIK [24] ont analysé 1'influence des parti-
cules sur les écoulements turbulents dans les canaux. Ils montrent que les
particules ont une double influence sur 1'écoulement. Dans un premier
temps, lorsqu'on ajoute une faible quantité de particules & 1'écoulement
turbulent, on y constate une stabilisation. Puis, dans un deuxiéme temps,
la présence des particules va engendrer la naissance de forces qui auront
tendance & les précipiter & travers 1l'écoulement, générant ainsi une
nouvelle source d'énergie qui va alimenter la diffusion turbulente dans le
fluide porteur.

Quant & Yu.A. SERGEEV [26] et [27], il s'est intéressé a la propaga-
tion d'ondes non linéaires dans les lits fluidisés. I1 a notamment étudié
la formation d'onde de choc dans la répartition des particules lorsque
1'écoulement est soumis & ces perturbations. Il a porté une attention
particuliére a 1l'influence de la taille des particules sur la formation
d'inhomogénéités (dues aux discontinuités dans la répartition des parti-
cules). Il s'avére que pour des particules de grandes tailles, seules des
discontinuités de compression pouvaient se former dans la répartition des
particules pour des ondes cinématiques (les ondes cinématiques étant carac-



tériséeg par une valeur élevée du paramétre R défini & travers la formule
(2) de [27])-

Dans 1€ cadre de la stabilité hydrodynamique, P.G. SAFFMAN [20] a été
le premier a étudier en 1962, 1'influence de la taille des particules sur
1a stabilité d'écoulement plan de POISEUILLE. De son étude, il ressort que
les particules fines et peu pesantes ont un effet déstabilisateur alors que
celles de tailles grossiéres et plus lourdes ont un effet plutét stabili-
sateur. Ses travaux ont été repris en 1986 par NAMURATON & SOLOV'EV [16]
qui ont trouve des résultats légérement différents que nous rapportons dans
les généralités du chapitre IV de ce mémoire.

En 1975 DREW [9] a analysé 1'influence, sur la stabilité de 1'écou-
lement de COUETTE plan, de la force de sustentation sur les particules. Il
s'avére Qque 1'écoulement devient instable pour un nombre de stokes & peine
plus grand que 1,23.10°%. Mieux, plus le nombre de Reynolds de 1'écoulement
est 6&leve, et plus petite est 1la taille des particules pour laquelle
1'amorce de 1'instabilité est observee.

En 1979. le méme auteur [10] a analysé la stabilité de la couche de
Stokes particulaire. I1 trouve que pour les particules de forme grossiére,
1'écoulement est instable pour des valeurs suffisamment grandes du temps de
relaxation des particules. Mais il note qu'en faisant décroitre le temps de

relaxation (par augmentation de la trainée), on constate une stabilisation

de 1'écoulement.
Nous pouvons aussi signaler ici un article récent de G.K. BATCHELOR

[3] sur le développement des instabilités dans un lit fluidisé uniforme et

dont nous rapportons également les résultats dans les généralités du

chapitre IV du présent mémoire.

Le propos de ce mémoire est d'étudier la stabilité des écoulements de
fluides en présence de particules : 1'écoulement présentant des surfaces de
discontinuités (interface entre deux fluides, et les frontiéres libres pour

les particules par exemple). Pour cela, nous avons subdivisé le travail en

deux parties
La premiére comporte trois chapitres. Dans le premier, nous présen-

tons deux modeles initiaux proposés pour décrire le mouvement d'un milieu
diphasique, fluide porteur et particules, en les considérant comme des
milieux continus en interaction. Dans 1'un, celui de SAFFMAN-MARBLE [20] et
[13], il n'existe pas de couplage de pression entre les équations du mouve-
ment du fluide porteur et celui des particules. L'autre, celui de DREW-
SEGEL [71, prend en compte un tel couplage.

pour deux fluides en cisaillement et en présence d'une frontiére
libre pour leS particules, l'interface fluide - fluide et 1la frontiére

Constituent des surfaces de discontinuités sur lesquellas des condi-

libre

tions de saut sont & écrire. Les deux modéles, avec couplage ou sans
couplage de pression nous fournissent un systéme de cing équations de
mouvement, auxquelles doivent donc étre associées un systéme de cing rela-

tions de saut. Nous obtenons quatre conditions de saut parmi les cing &

crouver, qui sont identiques pour les deux modéles. L'analyse de ces quatre



relations de saut révélent que de maniére générale, le saut de pression est
non nul. Ce résultat apparemment paradoxal dans un fluide incompressible
résulte en fait de la présence des particules dans le milieu, le rendant
implicitement compressible méme faiblement. Nous arrivons alors & expliquer
le mécanisme de dédoublement des deux frontiéres, celle des fluides et
celle des particules. Lequel mécanisme résulte de la création, & un certain
moment donné, d'une onde de choc & la frontiére commune, résultat de 1'éta-
blissement d'une différence entre la vitesse du fluide et celle des parti-
cules en certains points de la frontiére commune.
Mais, si nous pouvons aisément trouver 1la cinguiéme condition de saut
restant dans le modéle sans couplage de pression de SAFFMAN-MARBLE, il n'en
est rien du modéle avec couplage de pression de DREW-SEGEL. La présence de
ce couplage de pression introduit un terme non conservatif dans les équa-
tions, et aucune méthode antérieure (notamment par le théoréme de la diver-
gence d'OSTROGRADSKII) ne permet de trouver sa contribution. Nous avons
donc élaboré une nouvelle théorie valable pour tout systéme non conservatif
d'équations aux dérivées partielles (c'est-a-dire comportant des termes ne
pouvant étre écrits sous forme d'une divergence) & partir des distributions
non linéaires [21, 22] pour résoudre ce probléme. Cela a fait 1'objet du
deuxiéme chapitre.

Nous avons montré qu'a un systéme d'équations 1locales de la forme

ae LA, = ‘r(a bs 2 Bu) est associée la relation de saut

D
An a ¢ [[®n- Wb
[ Oﬁsz";l] u;“ “u £ :I]

avec n(ﬂ;q,gha normale unitaire &8 1la discontinuité Z,‘Vi la vitesse

d'avancement de Z et lf:-%q'— ol ‘f valeur de ¢ du coté de Z,et Y). R

valeur de ¢ du coté (-). 24, DA ‘f 4. . 28

En revanche, si on a § k= 2 9t * o , on n'a pas
systématiquement [[A - Ny d:ﬂ L] t{,‘f, B,- W b . On a 1'égalité précé-
dente si 1'on considére 'ﬁq& comme une fonction unique discontinue ¢. Mais
si (('Q_ est considéré comme le produit de deux fonctlons discontinues
‘f‘ et Y4 isolément, alors D:A Wg d] # f?,_ ﬂ:B ] . Seule 1la
physique du probléme impose le bon choix. Dans le cas d'uqqpilieu parti-
culaire avec surface 1libre, par exemple, le produit oG (ou « est la
fraction volumique des particules et'a’leur vitesse), doit étre considéré
ccmre une fonction unique.

Ces résultats appliqués au modéle avec couplage de pression de DREW-
SEGEL montrent que les deux surfaces frontiéres restent confondues dés
gu'elles le sont initialement.

Dans 1le troisiéme, nous avons présenté un medéle qui prend en compte
i'effet de masse induite et de sustentation dans les équations du mouve-
ment. C'est celui de DREW-LAHEY [12]. Nous avons notamment comparé les
résultats que nous obtenons avec ceux des deux modéles précédents. Dans ce
cas, on montre que c'est la force tourbillonnaire de sustentation qui
engendre le mécanisme de dédoublement des surfaces frontiéres.



La seconde partie du mémoire comporte aussi trois chapitres (4 a 6) :
le quatriéme chapitre est consacré & 1'étude des perturbations de faibles
amplitudes dans un écoulement de base de cisaillement de deux fluides, en
présence de particules dans 1l'un des deux fiuides initialement.

Deux systémes de conditions de saut non linéarisées autorisent le
dédoublement de la frontiére libre des particules et de l'interface des
deux fluides, faisant apparaitre quatre types de régions dans 1l'écoulement
(comme on le verra au §.V du chap.I) : les conditions de saut issues du
modéle de SAFFMAN-MARBLE et celles issues de celui de DREW-LAHEY,

Une fois linéarisées, on constate que les relations de saut issues du
modéle de DREW-LAHEY ne peuvent é&tre admissibles pour le probléme. En
effet, elles n'autorisent pas, pour les petites perturbations, 1l'existence
des quatre régions. Seules celles issues du modéle de SAFFMAN-MARBLE assu-
rent l'existence des quatre types de régions & la fois aprés linéarisation,
et constituent par conséquent les seules relations de saut admissibles pour
le probléme linéarisé.

La linéarisation des conditions de saut issues du modéle de SAFFMAN-
MARBLE conduit & un systéme d'équations non linéaires dont la résolution
confére & 1'interface z = F(x,y,t) de séparation des deux fluides, un
caractére d'onde non sinusoidale. Et pour 1l'étude de la stabilité d'un tel
écoulement, nous ramenons le probléme & celui de 1'étude du spectre d'un
opérateur différentiel d'ordre 2 (probléme de STURM-LIOUVILLE).

Dans 1le cinquiéme chapitre, nous portons une attention particuliére
au cas d'un écoulement de type KELVIN-HELMHOLTZ. Pour ce cas, nous obtenons
une expression explicite de 1'équation aux valeurs propres : les ondes de
stabilité sont régies par une équation caractéristique polynomiale du 3éme
degré. Elle a donc trois racines, ce qui met en évidence l'existence d'un
troisiéme mode.

Dans 1le dernier chapitre, nous analysons l'influence des différents
paramétres de 1'écoulement (par 1'intermédiaire de Rp le rapport de la
densité des particules & celle du fluide 1 (porteur) et Ry le rapport de la
densité du fluide 2 & celle du fluide 1) ainsi que celle du modéle de base
utilisé (par l'intermédiaire du coefficient de couplage de pression k et
celui de masse induite M). Nous observons le caractére essentiellement
dispersif des ondes di a4 1la présence des particules, et nous dégageons
aussi des critéres simples de stabilité en fonction de Rp et Rﬁ .

Cette étude de stabilité s'est effectuée par rapport & deux écoule-
ments de référence .

Par rapport & 1'approximation barycentrique (qui considére le milieu
diphasique comme un fluide homcgéne de masse volumique fp = oL fe + (1-« )f,
ol P est 1la masse volumique du fluide porteur et Jo celle des particules) on
trouve les résultats suivants pour les différents modéles utilisés : Dans
le cas des modéles sans couplage de pression de SAFFMAN-MARBLE (x = O,
M =0) on a déstabilisation de 1'écoulement pour Rp < 1 (les particules
sont plus légéres que le fluide porteur) et stabilisation de 1'écoulement
lorsque R. > 1.



Dans le cas des modéles de DREW (x,M) # (o,0), on a toujours stebilisation
de 1'écoulement par les particules, qu'elles soient plus lourdes ou plus
1légéres que le fluide porteur.

Par rapport & 1'approximation fluide classigue sans particules, on a
les résultats suivants quels que soient les modéles utilisés :

I1 y a déstebilisation de 1'écoulement lorsque

RP‘ J1IR;E b1 1(“{_ (OULiQ“ RPEJR;)ic 'Y n;(i)

I1 y a stabilisation lorsque

R, £ 1¢ Rp ou Rp € 1<R;

Et lorsque Rp < R? <1 oulc« R? < Rp, pour certaines valeurs de la
concentration «, il existe des plages de nombres d'onde pour lesquels il y
a stabilisation et d'autres pour lesquels il y a déstabilisation de
1'écoulement.



CHAPITRE 1

EQUATIONS DU MOUVEMENT D'UN ECOULEMENT DIFHASIQUE

I. GENERALITES

Dans la littérature, plusieurs modéles d'équations sont proposés
pour décrire un écoulement diphasique constitue d'une phase continue
baignant des particules considérées comme la phase dispersée.

Jusqu'a 1'heure actuelle, de nombreux travaux continuent encore de
porter sur la recherche et la formulation de nouveaux modéles pouvant mieux
rendre compte des phénoménes réels rencontrés. Vu la complexité de ce
champ d'exploration, analogue & ce qui se passe en turbulence, il ne semble
pas se dégager un modéle universel a portée de main et pouvant couvrir tous
les domaines d'écoulements diphasiques possibles. Néanmoins, tous les
modéles disponibles présentement ont une caractéristique commune. A savoir
qu'ils permettent tous de retrouver les équations du mouvement du fluide
classique, en 1'absence de phase dispersée. C'est d'ailleurs la condition
minimale qu'on puisse exiger d'un tel modéle. Par conséquent, un modéle
donné ne pourra donc étre privilégié par rapport & un autre que par son
aptitude & mieux prévoir les phénoménes physiques réels. Sa validité ne
peut donc étre confortée que par la confrontation, dans la mesure du pos-
sible, avec 1l'expérimentation.

De pihs, tous ces modéles considérent 1'écoulement diphasique comme
deux milieux continus en interaction hydrodynamique et ainsi, la phase
porteuse sera régie par un systéme d'équations dépendant de la fraction
volumique de la phase dispersée dans le milieu. Et de méme, la phase disper-
sée sera régie par ses propres équations. Les interactions hydrodynamiques
intervenant alors au niveau des équations par des termes de couplage qui
vont naturellement dépendre de la fraction volumique de la phase dispersée.
Et justement, c'est au niveau de ces termes de couplage qu'il y a désaccord
entre les différents auteurs.

Pendant la premiére décennie des années soixante, un modéle qui
ignorait 1le couplage par les termes de pression dans les équations et ne
prenait en compte que les couplages cinématiques comme la trainée, a été
largement utilisé dans 1les différents travaux. On peut citer ceux de
SAFFMAN [20], MURRAY [15], ANDERSON & JACKSON [1], PANTON [17], RAATS [19],
BATCHELOR [2]. Par une analyse phénoménologique lorsque la concentration de
la phase dispersée dans le milieu est faible, MARBLE [13] a repris avec
succés ce modéle dans 1'étude des gaz contenant des particules de
poussiére.

Mais dés la fin des années soixante et au début des années soixante
dix, ce modéle a commencé & étre remis en question. Des considérations
thermodynamiques et des méthodes de moyennisation conduisent a 1'obtention
de modéles nouveaux faisant apparaitre notamment un couplage systématique
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des équations également par le biais des termes de pression. Et dans ce
domaine, la contribution de DREW [7] & [8] reste essentielle.

Nous pouvons noter que dans la littérature récente, les modéles qui
prennent en compte les couplages des équations du mouvement par les termes
de pression semblent recueillir l'assentiment de tous.

Ceci étant, dans notre étude & venir nous ne privilégierons pas
systématiquement 1'un ou 1'autre des deux types de modéles, & savoir celui
sans couplage des équations par les termes de pression de SAFFMAN-MARBLE ou
celui avec un tel couplage de DREW-SEGEL.Nous menerons une étude de front
pour ces deux cas et si possible comparative, de maniére & pouvoir dégager
les insuffisances et la puissance de 1l'un ou l'autre des deux modéles.

I1. EQUATIONS DU MOUVEMENT

1.2.1 Equations de conservation

les équations & venir vont étre valables aussi bien dans le cas de
couplage que sans couplage par 1l'intermédiaire du gradient de pression.
Seule 1la présence d'un coefficient x qui va valoir 1 dans le cas du cou-
plage par la pression, et 0 dans 1'autre cas, permettra de spécifier 1la
situation dans laguelle 1'on se trouve. De plus, les effets inertiels de
masse 1induite par la différence des accélérations du fluide et des parti-
cules dans la convection, bien connus sous le nom de "non drag forces" ng
seront pas pris en compte 1ici. Leur influence sera analysée dans la
deuxiéme partie. Nous ne tiendrons aussi compte dans les équations, ni des
forces extérieures comme la gravité, ou la force de Coriolis, ni des termes
de diffusion. Enfin, nous supposons qu'il n'y a pas de transfert de masse
entre la phase porteuse et la phase dispersée, ce qui implique la conser-
vation de leur masse respective dans le milieu.

Il est & noter aussi que dans la suite, nous dirons éventuellement
fluide au lieu de phase porteuse, et particules au lieu de phase dispersée.

Avant d'écrire les équations, il est aussi intéressant de spécifier

a

les paramétres et variables que nous aurons & utiliser.

@ représentera la fraction volumique des particules dans le milieu
P la masse volumique du fluide

P, la masse volumique des particules que nous Supposerons

constante
m le coefficient de trainée dépendant de la géométrie des
particules
P la pression dans le milieu

o« - = —
T? de composante u, v, w par rapport au repére de base (el.ez,e3)
fixé représente la vitesse du fluide
6 de composante q, r, s dans le méme repére représente la vitesse

des particules
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Dans ces conditions, les équations du mouvement s'écrivent :

Conservation de la masse du fluide

(1.1) 2 (4-<)f o diw (1- Jr T = o
2t
Conservation de la masse des particules

(1.2) % (Af) + dr (. G) =0

Conservation de la quantité de mouvement pour le fluide

(1.3 (4=o/) (B T+UVE) = - (4-%4) V4 dm (G -U)

Conservation de la quantité de mouvement pour les particules

dfe(2C+ T VC) = ~xoA Ve e dm (T-¢6)

(1.4)

Avec
0] dans le cas du modéle de SAFFMAN-MARBLE

X:
1 dans le cas du modéle avec couplage par le gradient de
pression de DREW-SEGEL.

D'autre part, si nous appelons x , x, et X, les trois variables d'espace,
-

alors pour une quantité vectorielle A de composantes A , A, et A3 et une

quantité tensorielle B, nous aurons en adoptant la convention de 1'indice

muet :

23

et

e — A D

1.2.2 Hypothése d'incompressibilité

Les équations (1.1) & (1.4) sont au nombre de quatre, alors que les incon-
nues du probléme qui sont p, o, P,.ﬁ'et??sont au nombre de cing. Les équa-
tions sont donc en nombre insuffisant et ne pourront nous permettre, &
elles seules, de déterminer toutes les inconnues y intervenant. Il est donc
impératif de leur adjoindre une équation supplémentaire. Celle-ci nous sera
fournie par 1'hypothése d'incompressibilité du fluide, et nous n'aurons pas
a4 écrire la loi d'état & laguelle elle se substitue.
L'hypothése d'incompressibilité exprime le fait que la masse volu-

mique du fluide ait une wvariation totale nulie dans le temps. Ce qui
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s'exprime par la relation mathématigue.

df _

(1.7) e

qui peut é&tre réécrite sous la forme :
) —
oL

Ainsi, le systéme complet d'équations & considérer pour la détermination
des inconnues du probléme est :

((d) Z{‘U.vrzo
° —
(b) ‘—;D_L(i-d)f s div (1-0(]9) U=o90
1.9y 41(€) %(xf;h div (A G) =0
(d)  (4-<)f (‘%DFE‘I»U.VF) =~ (4-2od)VE+ of m (-C;-'U)

(€) <fe(2T:B.18) =-x<VPsdm (U-T)

III. EQUATIONS CONSERVATIVES POUR LES RELATIONS DE SAUT

Les écoulements réels (écoulements atmosphériques, industriels, etc ...)
font souvent' apparaitre des surfaces de discontinuité dans le milieu. Tel
est le cas lorsque deux fluides de masses volumiques différentes sont en
contact. Dans de telles situations, en plus du systéme d'équations (1.9)
ci-dessus, il est nécessaire d'écrire les conditions de saut relatives &
ces équations aux surfaces de discontinuités pour pouvoir résoudre complé-
tement le probléme aux limites qui va en découler. Il est & noter aussi que
le type de discontinuité que nous considérons dans toute la suite de ce
travail est une discontinuité de premiére espéce pour toutes les quantités
ainsi que leurs dérivées successives. Ce qui implique donc des sauts finis
de ces quantités a la traversée de ces discontinuités.

Dans le systéme (1.9), seules la deuxiéme et la troisiéme équation
sont conservatives. Toutes 1les autres sont fortement non conservatives et
ne permettent pas 1'application du théoréme 4d'OSTROGRADSKII qui offre la
possibilité d'obtenir les conditions de saut associées & un systéme conser-
vatif par passage d'une intégrale volumique & une intégrale de surface,
comme nous le verrons.

Néanmoins, nous pouvons réduire le nombre des équations non ccnser-

vatives de la facgon suivante :

1) On combine (1.9,a) et (1.9,b) par soustraction ce qui donne 1'équation

—_
(1.10) %(4-‘\’/+Jif(t-°()U:o
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Dans le cas d'un fluide monophasique classique, la relation (1.10) se
réduit a 1'équation classique (dite de continuite)

e A
dvu =0
ce qui n'est pas le cas ici des écoulements diphasiques, ot cette relation
traduit tout simplement 1la conservation de la fraction volumique totale

}V(i o )dv associée & un volume pseudo-matériel VY donné du fluide lorsque
celui-ci est convecté & la vitesse U

2) D'autre part, les premiers membres des équations (d) et (e) de (1.9)
peuvent é&tre récrits, & l'aide de la formule de dérivation de Leibnitz de
produits de fonctions, respectivement :

(e-«)f (204 V. V) :f_(i-o()rm div (¢-«) T
-U{T;Q-(»L-O[)ff dnr 1 "UrU}
et
Afe (284 G.U8) = 2 (tfe G) 4 dir (41 GOTC)
- @ {:D—E("‘rej v div(cife G)}

En tenant compte des relations (b) et (c) de (1.9) respectivement dans les
seconds membres des deux équations précédentes, elles se réduisent 3 :

(1- o()f( TJ’+L| vh)= ﬂ( AT+ div (2-o) fTT

6

. ip Pa)
fdﬂ‘%? + 6.98)= TS Glediv((fe G G)

de sorte que les relations (d) et (e) de (1.9) seront remplacées respecti-
vement par les relations :

= (14-<)f T dic (4-oL)f ToT == (4-%x4) VP + o(m (G - U)

et

:DT: (ot fe E’)+ div (s GOG) = -2 oL VP +dM(U— Z)

ou seuls les seconds membres de ces équations ne sont pas de forme
conservative.

Mais une de ces deux relations ci-dessus peut étre remplacée par la nou-
velle relation qu'on obtient en les sommant, et qui, elle, est conser-
vative, a savoir :

EE {(A-o()~fU+ oA fo 5} + Air{u-e()fﬁoﬁ +dfe —6:63}

de sorte que le nouveau systéme que nous obtenons et qui se substitue a
(1.9) soit :
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( (d)%(zx-o() + div (2-o) U=o

(b) 2 (4 + div (1-4)PU =0

(1.11) (¢ ﬂ(o(f;)4dw (. @) =0
(d) 24 {(a- )pUsel (e B o dir {(2- £)fUeU+d . GOT|=-VP
N K(#%(gf&‘pdzr(omc;ocv)_—_-x-(VPh(m(u-G)
ch\l'(d-o()fﬁﬁﬁ :%(1-0()1’141!
2 Ue 2 (1-«
(1.12) ot +®y(4-o<)f’vU 05(1 twl

die (12 ToT) = & (<fe 98)s 2 (K G)o ) (4e 6 G)

u, v, w étant les composantes de?i

q, r, s étant celles de Eﬁ

Le systéme (1.11) est justement celui que nous obtenons directement en
partant des équations intégrales globales (voir Annexeﬂ.

Dans le systéme (1.11), seule 1'équation (e) contient encore des termes non
conservatifs ¥« VP et «(U- %). Les autres sont conservatives et les équa-
tions de saut qui leur sont associées peuvent étre déduites du théoréme
d'OSTROGRADSKII.

IV. THEOREME D'OSTROGRADSKII ET RELATIONS DE SAUT

1.4.1 Théoréme d'Ostrogradskii

Considérons un champ tensoriel B défini sur un domaine de R x R" de

variable le n+l-uplet (t, x,, ... , x ).
Si B est conservatif sur R x R", alors nous avons
Qb° 42&..,... QB" = 0
2k DXy en
ce qui peut s'écrire aussi
(1.13) Cjiv'(“n) E) =0
avec

q 3
B, =bB.¢ ;, L=0,...,mn

Soit maintenant V¥, un volume du domaine considéré. Nous avons

(1.14)/V Jirm_) B dr = o0
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et par application du théoréme d'Ostrogradskii & (1.13), nous obtenons :

(1.15)] p.Ods =0
)

théoréme valide méme si B est "légérement" discontinu, par exemple borné
et c'par morceaux, ou 8V représente le bord du volume Y
et l? la normale unitaire de 1l'espace R x R" a 9V sortant,

. , ] , .
Supposons maintenant que B soit ¢ par morgeaux dans le domaine et consi-~
dérons alors un volume é&lémentaire V¥ entourant une partie 2—. de la
surface de discontinuité de premiére espéce de B. Nous avons

AN
avec VLNV =3,

Appliquons le théoréme d'Ostrogradskii & chaque volume Vi, i=1,2, c'est-

a-dire

B: -
.1 ¢
(1.16) jou-

- -
B, et #); étant respectivement les expressions de B et + dans la partie Vi
de V.

M. ds=o

Nous avons alors

,3451./ B,. o, ds -/ .5 ds -o
(1.17) ]M B, 4 g a- Yy -
Or,
B.I‘st+/ B. 2. ds - 8.3
}DVI 1 2 ()'V,‘ 2 a o d
-8 - - .-’ 5
= J By., ds +J B,. &~ ds +f B;,J-J:_dS-l‘/ZBs.JJdS /01/'8“
= [ 8. Bds+f (B, 3,48y 5y )ds - [ 85 ds
JDyr v
= (e, BiresA)ds _ -
= D\r::LhEL)DVE 5,
+-D\&

Mais, en v -
-
c1}2:-.,01

de sorte que
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f

(1.16) devient donc

(1.18) L (8.~ s ). Do ds =0

(B,.lw,.ﬁx)ds:fz (- By ). 3, ds

v

-
et comme Xv est quelconque et les Bi et-Lh sont continues sur Zv, nous en
déduisons

(31- &1). 34 =0

et nous obtenons donc la relation de saut

(1.19) ”:B, I;‘:ﬂ =0

avec

(1N

=l

i -
(1.20) ¥y (wg +1) ("W:,n)

- ’ . - . . - -~
ou V‘z représente la vitesse d'avancement de 1la discontinuité, n le
—d

vecteur unitaire de la composante de # suivant l'espace R”.

1.4.2 Conditions de saut associées aux équations conservatives du systéme

(1.11)

En appliquant le résultat précédent de saut di au théoréme d'Ostro-
gradskii aux quatre premiéres équations de (1.11) qui sont conservatives,
nous obtenons :

La relation de saut associée & (a) de (1.11)
(1.21) []:(4-4)(un-w:) _—_”:o
La relation de saut associée a (b) de (1.11)
(1.22) ﬂ:(4-°(Jf(Uu—Wz):ﬂ =0
La relation de saut associée a (c) de (1.11)

.23) ”}U&(erz) ]]=o

La relation de saut associée a (d) de (1.11)

(1.24) [I__(d"’()f(un_ Wz)ﬁ + o fe (Gn'wz)?*P?\’ ]:0

—~
(=Y



16

-y
Avec, pour une quantité vectorielle A,
-
-
(1.25) An=A-T

oi T est le vecteur unitaire & la discontinuité suivant les variables
d'espace et dirigé dans son sens d'avancement.

I1 nous reste maintenant & écrire la condition de saut relative & 1'équa-
tion (e) du systéme (1.11) pour constituer le systéme complet d'équations
de saut pour le probléme. Mais cette équation est non concervative et du
fait de la présence des discontinuités, elle fait intervenir des produits
non définis au sens classique comme qui seraient en fait des produits
de distributions. Si « ou P était continu & le traversée de la surface, on
pourrait traiter ce probléme via la théorie linéaire classique des distri-
butions. Mais ce n'est pas le cas ici, et il convient de donner un sens &
un tel produit pour pouvoir surmonter la difficulté. Il va donc falloir
opérer une théorie non linéaire des distributions. Ce sera le propos du
prochain chapitre. Néanmoins, nous pouvons déja obtenir quelques résultats
qualitatifs avec les conditions de saut précédentes.

1.4.3 Etude qualitative des conditions de saut

Nous allons voir comment, & partir du systéme non complet de condi-
tions de saut (1.21) a (1.24), nous pouvons obtenir des informations et des
résultats substantiels sur le comportement des surfaces de discontinuité
frontiéres, ne serait-ce que du point de vue qualitatif.

Pour cela, il est intéressant de signaler deux propriétés remarqua-
bles de 1'opération [ I qui exprime le saut aux discontinuités d'une
gquantité.

Premiére propriété

L'opération [ I est une opération additive sur son ensemble d'application.
C'est-a-dire, pour deux quantités a et b qui peuvent é&tre reliées par une
loi additive notée + ou tout simplement qu'on peut sommer et qui admettent
des sauts finis aux discontinuités, on a que a + b admet aussi un saut fini
aux discontinuités et

(1.26) ﬂ:chb:ﬂ:ﬂ:d]] + [[b]]

Cette propriété déccule immédiatement Jde 1'additivité du procédé de
calcul de limite conduisant au saut.

Deuxieme propriété

Nous considérons de nouveau deux quantités a et b définies des deux cotés
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de la discontinuité et admettant des sauts finis. Supposons & présent que a
et b puissent é&tre reliées par 1'opération de multiplication en dehors de
la discontinuité, c'est-a-dire que le produit a x b ait un sens.

Alors le produit ab de a par b admet un saut aux discontinuités et on a :

wzn  [abll=a [b] + b [a]

Nous allons maintenant appliquer les propriétés précédentes de 1'opération
de saut [ J aux équations (1.21) a (1.24).
Nous avons les résultats suivants :

(1.21) devient équivalent &
(1.28) (4-<), [[U..:H = (U~ Wg ). [[0(]]

& partir de laquelle on peut exprimer [[Un]] en fonction de [["(:H , puisque
(1-:1). ne peut s'annuler, du fait que & n'atteint jamais la valeur 1. Il
vient donc que

(1.29) [[Un:[l EB"«)\‘ [[o(:ﬂ

Toujours par application de la relation (1.27), (1.22) devient :

((a-) (- We ]}, [r] +f Dee-vscummwer ] =o

Mais compte-tenu de (1.21), le second terme du premier membre de 1'équation
précédente est nul. Et comme & n'atteint jamais 1, il ne restera plus que

w30 (Un=Wz), [r] =

Quant & 1'équation (1.23), elle devient équivalente a

w3 o [[6] = -(6.-ws) [«]

Et lorsqu'on se trouve & une frontiére de discontinuité séparant deux
régions dont une ne contient pas de particules et donc dans laguelle & vaut
identiguement =zéro, alors dans une telle région sans particules, ??«et par
suite G, ne sont pas définies. Et par voie de conséquence, leurs valeurs
limites lorsqu'on s'approche de la discontinuité en étant dans cette région
rectent non définies et on ne peut donc exprimer-ﬂ}§:u ou ﬂ?h:ﬂqui restent
indéterminés. Cependant, cela ne nous pose pas de probléme guant & la vali-
dité de notre équation (1.31). En effet, & la frontiére "libre" associée
aux particules, on écrit

(1.32) Gn - Wz =
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qui est la définition de Wy
Une fois cette équation posée, on constate qu'elle peut étre écrite sous la
forme (1.31) avec &, =9 . En dehors des frontiéres "libres" associées aux

particules, (1.31) peut s'écrire
(6n=Wz).
a3z [6a]= - — [«]

et Hz;n:ﬂ s'exprime en fonction de [al.

Enfin, en appliquant les relations (1.26) et (1.27) a la relation (1.24) et
en tenant compte des équations (1.22) et (1.23), 1'équation (1.24)
devient :

(1.34) {(4-4)r(un-Wz)}‘ o] (<1 (6~ W)} 6] +[x] # =o

oy
dans laquelle le terme {er (Gn'wl)}‘ EG ]] s'annule lorsqu'on se trouve &
une discontinuité frontiére des particules. '
En projection sur la normale T, la relation (1.34) nous donne :

1:35) {(a- o )f (Un=We)}, U] #{«fe G- wa)}, [6] « [E] =

Et en y portant les expressions de [l-_Un] et [G’n] qui nous sont données
respectivement par (1.29) et . (1.31), nous obtenons une expression nous
donnant [[Y]] en fonction de I]:o(:[l , 4 savoir

(1.36) [E] = ke [«]

(1.37) Kz = fo (Go= We), (Ga- Wa )= £ (Un—Wg), (U= Wz ).

En toute généralité, nous ne pouvons pas supposer que kz: est identiquement
nul en tout lieu, sinon nous aurions une surdétermination sur les inconnues
autres que P. Nous sommes donc conduits & la conclusion non classique
suivante pour un fluide incompressible : A un saut de @ non nul (IIO(]*-O)
va étre en général associé un saut de pression, [[P]] non nul aussi.

A premiére vue, cette conclusion peut paraitre paradoxale. I1 n'en est
rien, puisque le miljeu giobal contient des particules. La présence de
celles-ci introduit de ce fait une certaine compressibilité dans le fluide
de maniére implicite. La preuve en est que divd # 0. Ce qui montre bien
qu'on n'est plus dans un cas classique d'écoulement et que les résultats
qu'on obtient peuvent étre différents de ce que l'on sait jusque-la.

En résumé, nous avons les relations de saut suivantes :
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(@) L o) (Ua-We) ] = 0
] (b) [ 4(G.-wz) J=o

) (Ua= We), [f] = o

() L[] = ke[«

ou Kg est donné par (1.37).

(1.38)

V. APPLICATION AU CAS DU CISAILLEMENT DE DEUX COUCHES FLUIDES SUPERPOSEES
AVEC PRESENCE DE PARTICULES DANS L'UNE DES COUCHES FLUIDES

. . .@l LI -—
AR R <
o RS ... ':.-__;:
j;) ///j;<;;//Lji,€1
—
—
//——9
Figure 1 : Ecoulement initial . Figure 2 : Ecoulement perturbé

Orn considére initialement un écoulement constitué de deux couches fluides
de masses volumiques respectives f; etf; , Séparées par une surface fron-
tiére supposée étre en z = 0. Le fluide 1 de masse volumique f} relatif a
la région notée 1 entraine des particules dont la frontiére coincide avec
la surface de séparation des fluides, &4 la vitesse Mg . Le fluide 2 de la
région 2 a une masse volumique f& et une vitesse 111 (figure 1 ci-dessus}).

Lorsqu'on perturbe cet écoulement, on aura en toute généralité un dédou-
blement des deux frontiéres, celle d'équation z = F(x,y,t) pour les deux
fluides de masse volumique f; et Qi. et celle d'équation z = E(x,y,t) pour
ies particules, faisant ainsi apparaitre quatre types de régions dans
1'écoulement (figure 2 ci-dessus). En plus des régions 1 et 2 initialement
présentes, la région 3 est une poche de fluide 1 qui s'est vidée de parti-
cules, alors gue la région de type 4 est une poche de fluide 2 qui a piégé
des particules.

Dés lors, les frontiéres z = F(x,y,t) et z = E(x,y,t) sont des surfaces de
discontinuité sur iesquelles 1l va falloir écrire 1les relations de saut

(1.38).
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La frontiére z = E(x,y,t) délimite 1'espace d'écoulement en une
région ou «, la fraction volumique des particules est identiquement nulle,
parce qu'il n'y a pas de particules, et une autre ol @ ne 1'est pas. Il
vient alors que 1l'équation (b) de (1.38) se réduit & (1.32) comme nous
1'avons vu, c'est-&-dire

(1.39) Ga= W

du c6té de la frontiére z = E(x,y,t) ol o est non identiquement nulle. Par
conséquent, cette frontiére est surface matérielle pour les particules, et
le coefficient K¢ donné par (1.37) se réduit & :

(1.40) kg = = (Un-We), (Un~ Wel-

Et par suite, dans la relation (d) de (1.38), [Pl ne peut étre, & tout
instant et en tout point de la frontiére libre z = E(x,y,t), identiquement
nul sauf si, & tout instant, et en chaque point de cette frontiére :

Ou bien Mol = O

Ou bien ( Un- We )*'—‘ 0

Ou bien (Un=We)_=0

La premiére éventualité est incompatible avec la définition de la frontiére
libre, & savoir qu'a tout instant, et en tout point de cette frontiére, on
a o # 0 d'un cbété o on definit G, = W, et @ = 0 de 1'autre. Par consé-
quent, & toutl instant, [al ¢ O sur la frontiére libre.

I1 ne nous reste donc plus qu'ad analyser les conditions
(U,~ W), =0ou (U;- W.)_ =0 en tout point de la frontiére libre & chaque
instant ¢ Or, 1'une ou l'autre des deux égalités ne peut avoir lieu sans
qu'on ait 1'autre simultanément, d'aprés la relation (1.38,a). La frontiére
z = E(x,y,t) serait ainsi surface matérielle aussi pour 1les fluides,
puisqu'initialement ces deux frontiéres étaient confondues.

Nous venons donc de montrer qu'au cours du mouvement du milieu : ou
bien, 4 un certain moment donné de 1'évolution, nous avons IP1 # O en
certains points de 1la frontiére particulaire, ou bien la surface de sépa-
ration des deux fluides et la frontiére du domaine particulaire reste une
scule et méme frontiére au cours du temps.

Dans le systéme (1.38), si nous remplagons la relation (a) par la
relation (1.28) qui lui est équivalente, et (b) par (1.39), nous obtenons

((a) (a-o), [Un] = (ta-wel [o]]
b) G = w

(1.41) 4(6) (=) [P = o

W [I=ke ]
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lx] étant toujours non nul en z = E(x,y,t) comme nous 1l'avons remarqué
précédemment, la relation (a) ci-dessus montre que si Un est différente de
Ween un certain point de la frontiére z = E(x,y,t), alors U B y est non
nul aussi, ainsi que IP]. On a donc une onde de choc en des points de la
frontiére z = E(x,y,t) ot U # W,. Nous trouvons l4 une explication du
mécanisme de dédoublement des deux frontiéres : lorsque les deux frontiéres
sont confondues, on a en tout point, & la fois U, = W, {et donc U, =W,
d'aprées (1.38-a)) et G, = W,. Dés qu'en un certai; point de la frontiére
conmune s'établit une différence entre 1la vitesse normale du fluide et
celle des particules qui vaut WE par définition, alors une onde de choc se
crée, et on aboutit & une dissociation des frontiéres.
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CHAPITRE II

RECHERCHE DE LA CONTRIBUTION DES TERMES NON CONSERVATIFS
A TRAVERS UNE DISCONTINUITE
CONDITIONS DE SAUT AUX DISCONTINUITES

I. GENERALITES

Nous nous trouvons en face de 1'un des problémes séculaires auquel
ont été confrontés de nombreux mécaniciens & travers tant de générations.
Je veux parler des intéractions non linéaires. C'est ainsi que, depuis le
temps o0 on a cherché a comprendre le mouvement apparemment simple du si
fameux pendule (de Huygens) jusqu'aux théories actuelles des fractals et du
chaos, en passant par les bufircations, les flambements et la turbulence,
la science mécanique a toujours été confrontée a des problémes ol inter-
viennent des phénoménes non linéaires. S'il y a des non-lin&arités que nous
savons bien traiter, résoudre et comprendre actuellement, malheureusement
beaucoup d'entre elles restent encore, et resteront sfirement longtemps,
hors de notre portée.

Ceci étant, nous allons essayer d'apporter notre contribution &a la
compréhension des distributions non linéaires souvent présentes dans les
systémes d'équations d'évolution non conservatives, c'est-a-dire comportant
des termes non linéaires ne pouvant étre écrits sous la forme de divergence
d'une certaine quantité, sur des domaines comportant des dicontinuités de
premiére espéce pour les variables et fonctions inconnues des équations. Et
dans ce cas, les conditions de saut & écrire aux discontinuités restaient
un probléme non résolu jusqu'alors.

L'objet du présent chapitre va donc étre la recherche de ces condi-
tions de saut via une théorie nouvelle non linéaire de distributions géné-
ralisées dont les prémisses ont été posés récemment par J.F. COLOMBEAU
[21] [22].

II. CONTRIBUTIONS DE TERMES NON CONSERVATIFS NE COMPORTANT PAS DE TERME DE
DERIVATION

Dans 1'équation (e) du systéme (1.11) o0 apparaissent les termes non
conservatifs txﬁf-—fﬁ et oVP, seul le terme oVP est le plus ennuyeux et
pose un probléme nouveau. Quant au terme a(ﬁ‘—'a), il ne comporte pas de
terme de dérivation et comme nous allons le voir, nous n'aurons pas besoin
de faire une théorie nouvelle pour trouver sa contribution a travers une
discontinuité. Il est relativement facile de montrer que la contribution de
a(fr—-§3 &4 travers une surface de discontinuité X est nulle.
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Pour ce faire considérons un
volume élémentaire VY, du milieu contenant
une portion Iv de 1la discontinuité I
(figure ci-contre) et évaluons

o ( G) dv lorsque € tend vers zéro.

Ve

Nous considérons une partition de Y, en VY, et ¥, suivant Zv telle que

J AT-Chde =] 2(T-2)dr o[ A(T-T)d

Et en prenant les modules, il vient que

lf «(U-G)dv \J IO((U—G)Hrf/ 'o((u G)[Jv
¢ 4
\( J_JP ,X(_ﬁ G)’ mes ‘*'b‘.‘l’l*’((l.l—(r)fmuslf:zg

- - —s

Sup IO(( - &) l SUPIO((U—G)I - .
ol A€ et Ve existent, puisque o(U - G) est
continue respectivement sur V;.E et U;,e , et mes A resprésente la

mesure de # prise au sens de Lebesgue. :
De plus, nous pouvons supposer \/:15 et Vit compacts pour tout € < &
(& "assez petit" fixé). I1 existe alors M > 0, indépendant de € et
vérifiant
-t —
suplc’((U G)' sup IO((U-G'”}<M
Vieg

Vae

Ve({c max {

Nous avons donc pour de tels € < & ,

I d(U--g)°[V'I & M (mes Vie +mf:$v.;.£)
Ve

L Mmes U; g me v

O —
ce qui montre bien que la contribution de (U - G) a travers la surface de
discontinuité £ est bien nulle
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II1I. CONTRIBUTION DE TERMES NON CONSERVATIFS FAISANT INTERVENIR DES
QUANTITES DE DERIVATION : THEORIE DES DISTRIBUTIONS (GENERALISEES)

NON_LINFAIRES

2.3.1 Conditions de saut associées & un systéme conservatif via la théorie
linéaire classique des distributions.

Nous avions vu précédemment que 1lorsqu'un systéme était conservatif, les
conditions de saut qui lui étaient associées s'obtenaient & partir du
théoréme d'Ostrogradskii aussi appelé théoréme de la divergence.

Mais ces conditions de saut peuvent également s'obtenir de maniére
naturelle & partir de la théorie linéaire des distributions classiques.

A cet effet, considérons 1l'ensemble

(2.2 A= {Qe DIR") avec JIR" $ dx :4}

ou D(R") est l'ensemble des fonctions ¥ € C°(R") ( C®(R") étant 1'ensem-
ble des fonctions indéfiniment dérivables sur R® ) et & support compact.
Notons supp(f) le support d'une fonction f définie sur R".

Soit maintenant ¢ € A avec supp () C B ou B est une boule de R* entourant
une partie de la surface de discontinuité de la quantité tensorielle # que
nous notons toujours Z, de sorte que 8 = B, U B, avec B, Ny, = 2.

Nous avons au sens des distributions classiques

(2.3) IIP\" Aan}h.cpa\r:f div k. ¢ dr
[Bclur(ﬁ éd‘r*f Jiv(/gi-(Pc‘r

JJN‘(Vé §)dv juﬁ V@Jr+ir(l/52 @)J‘, f(/t Tédv

= [ die (A, é)o’nfd.r(ut &) dv /uz v de f»fs ¥gdv
B,

($08.)7, ds o ($0hy). 7y s AL Ar
B Oky

avec

1'opération e représentant le produit contracté de deux tenseurs,
V l'opérateur gradient,

—

n; la normale sortant de B,, i=1,2
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A la valeur de # lorsqu'on est dans B, i=1,2
0B, représente le bord de B,, i=1,2

Mais
T o= -T, =T sur 88 NJB, = =
et
.7 d (§the) My ds =] (FA)Rdss | (P R).Rd
(2.4) aﬁa(éd) y s’fbbaq) 2 DB, NP +J9%n?>)g’n )
_j (Cfuts_).ﬁcls+J (B Rds
ZNDBy ZNoh,

=Jl (éu@).ﬁds—f@(tﬁi-u&‘)ﬁ’ds
o» =

Comme Supp($) € B, nous avons

J’ofb (dw{),'r?cls =0

de sorte que (2.4) se réduit a —J é((/@g_" ng )~7‘. ds
=

I1 vient donc que (2.3) s'écrit
vk g = | A VP de - Bty - Bs)F s
J"AVH Jy 478 de <[ 04

Ce qui s'écrit sous la forme d'égalité au sens des distributions.

(2.5) Aiv‘(/{? = (Cji‘((/%)"‘ H:UGR] S}‘.

ou {(div #A) représente la fonction tensorielle discontinue définie en dehors
de 1la discontinuité 2 alors que div # représente la divergence de la
distribution # et est définie par :

2.6) { dirch, §>=- JBuQ.V@JV'

et U:W-K]Sz la distribution définie par

2.7 £ [EA:'R:H Sz, ¢) :/;:Cf)(tﬁ_z-(/b,_).ﬁcls

I1 apparait clairement d'aprés 1'égalité (2.5) que div #t a une composante
définie dans le domaine de continuité de #, & savoir (div #), et une compo-
sante suivant la discontinuité Z, & savoir'ﬂéﬂfﬂ:ﬂsz. 11 vient alors que la

relation
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div#=0

va se traduire par 1'annulation simultanée des deux composéintes de div A, a
savoir (div #) et

Proposition : L'annulation de la composante surfacique de div # 4 savoir
l]:w_-ﬁ]] {y=0 est équivalente & la condition de saut

28 [Ar]=o0

avec [A.nl représentant la contribution de div ## & travers la surface de
discontinuité Z de #.

Preuve :
1) le cas ou Z est une surface réguliére.
Dans ce cas, IANn(A)] est une fonction continue sur Z. En effet,

[hzn ] = (hy- A:)-300

et comme # ,.n(A) et A ,.n(A) sont continues sur Z, il en est de méme de

IA.n(X)D.

ponc, Y §¢ D (R") , [[Uq K:ﬂ& est continue sur Z. Or ﬂ:(/‘ ‘n‘]&-o équivaut

avé ¢ D(R") J EIA 3] ¢ ds @ . Et la continuité de I[(/B ‘]Q implique
ﬂ,'(/% nﬂ{’ o, et cela Y § & 47(51") . On en déduit que LA h.n) =

2) Lorsque X est de classe c* par morceaux, la démonstration précédente
s'applique & chaque portion de X, et la proposition reste encore vraie.

Si la conservativité s'exprime par V‘,ﬁ (gradient de #) au lieu de
div #, alors (2.5) devient

(2.9) Vb = (YA )+ [[(/b @R:H $g

[t o7 )= o

ou @ représente le produit tensoriel classique.
Pour s'en apercevoir, il suffit de remarquer que

vh = div(del)

ou I représente le tenseur unité d'ordre 2 et

et (2.8)

Aeoel.? = Aeon
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2.3.2. Cas d'un systéme non conservatif : théorie des distributions (géné-
ralisées) non linéaires.

Au regard de toutes les études précédentes, nous constatons que nous arri-
vons & trouver les contributions & travers les discontinuités de toutes les
qQuantités présentes dans le systéme (1.11) & l'exception du terme oLVE qui
va faire l'objet d'une étude spéciale dans le cadre d'une théorie nouvelle.
Néanmoins, nous pouvons noter au passage Qque si @ était continue 4 la
traversée de la surface de discontinuité X, on aurait pu donner un sens a
o VB via 1a théorie linéaire des distributions classiques de Schwartz.

Mais ce n'est pas le cas puisgque @ et P peuvent é&tre toutes les deux
discontinues en méme temps & la traversée des frontiéres. D'ol la nécessité
d'une autre théorie.

Notion de distributions (généralisées) non linéaires

En théorie linéaire des distributions, un théoréme dit d'impossibilité de
SCHWARTZ stipule qu'il est impossible de trouver une algébre contenant les
distributions et dans laquelle 1le produit puisse coiIncider sur E(Q)
(1'espace des fonctions de classe C% sur Q ouvert de R*) avec la multipli-
cation naturelle des fonctions de E(2). Jusqu'aux travaux récents de
J.F. COLOMBEAU [21], toutes les tentatives précédentes dans la définition
des produits de distributions qui tendaient & violer le théoréme 4d'impossi-
bilité de SCHWARTZ se sont vouées & l'échec. I1 fallait donc procéder
autrement.

La démarche est la suivante (voir Annexe B pour plus de détails).

On considére 1l'ensemble
vﬁ(m")={ fe cP(R") — et & support compact}
et pour tout q EMpIN étant 1l'ensemble des entiers naturels)

on appelle d,ﬁ-_[:fea)(w) :Jaf(;,]h:a et ]w?\iﬁ (A) 44 = 0 pour i < 1il < q}
ou ):(ha,.e.;zn)é R" i—:(".—u’i'lr-';*")e "

et h;’ :A:‘. A:’k:" } II-I = A'-iw"q_f ~-°'('ﬂ

On montre que (voir [21] p. 55. Lemme 3.3.1).

thq # & pour tout g > 1 et #p € Ag pour p > q
Soit € > 0. Pour tout $ € D (R"), on pose

@E (A = ;Ln @(%)

I1 appearait que @z e l/@q dés que @6 U%Q et réciproquement.
Pour tout x € R", on définit 1'opérateur de translation T par :

2.10) (€, ) () = & (n-x)
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On appelle alors ‘f[iR"] 1'ensemble de toutes les fonctions

R:hex RY —— C
(3, ) +—— R(@x)

qui sont de classe C* par rapport & x pour tout ¢ fixé.
Pour deux éléments R4 et Ry de YLR"], on définit leur produit :P\—R.‘@P\Q

tel que
(2.11) R{§,x) = Rl ix) e Ryldyx)

qui est aussi dans Z[[R'fl. R muni des opérations + et @ est ainsi une

algébre sur C " )
On  définit dans £LB"] 1'ensemble %ﬂ[mj des éléments modérés et

1'ensemble ¢N*[R"] des éléments nuls (voir annexe B). %M LR"] est une )
sous-algébre de ‘i[(ﬁ"]et wt‘l’-"] un idéal de %"[R'J (c'est-a-dire YP\iezﬁ'C{‘t{‘]
et Rg € ¢, [R"], g, 0Ry € §, L] ),

L'ensemble quotient
12 G(R) G IRI/LK]

est de ce fait une algébre

"
L'ensemble C.UR) (des fonctions continues sur R®) est identifié & un
sous-espace véctoriel de G (RY par l'application linéaire injective

T @) —— 6w)
telle que Vée Ubi; Rr(é,'x):f .f(h)&();-n)cm
IR"

/r o0
Et de maniére générale, 1'ensemble .7'0(-‘R) des distributions sur R"est
considéré comme sous-espace de G(R") a8 1l'aide de

3., G(R")
T —— Rr

telle que Yoehy, R,(@‘n):'l'(f,_é)
DR 97 #Re &)

De maniére générale, on a
Par exemple,

C(R) 3 . fxl %o Ixl € GUR)

et

2(R) > 5. # %o e G(R)

ot C°(R) représente 1'espace des fonctions continues sur R et D' ({R) 1'ensem-
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ble des distributions sur R.

Par conséquent, une distribution prise au sens de G( .) ne va pas coincider
nécessairement avec la distribution usuelie de D'(:<). Mais la définition &
venir va corriger ce défaut.

Soit € > 0. YA€ R" | on pose

_ 1 A=-%
(2.13) @, () = 2 $(2%)
On donne alors la définition suivante :

Définition :
Soit g € G(Ll}') et R € EM(D({K')) un représentant de g Si pour tout "f, € IJ(}_{Q,
le nombre complexe

j“ R(G, o) F )l

(qui est indépendant du choix du représentant R de g)

a une limite quand €¢ —» 0, indépendante de @ € Ag pour un q "assez large"
et si pour S fO((R'} cette limite définit une distribution sur R" alors on
dit que la distribution généralisée g admet une distribution associée que
nous notons ‘é' et qui est définie par la formule

(2.14) ( g, v = |,,,, gm“ R (6, ) W0)Ix

On montre tout & fait aisément que toute distribution de D' @\'} considérée
comme distribution généralisée au sens de G(Qf] s'admet elle-méme comme

distribution associée.
Outre cette notion de distribution associée dans G(R') la dérivation dans
G(R) respecte la loi de LEIBNITZ, a savoir pour R4 € G(R), et R,- € G@s')

(2. 5)-_(R ©Rs) = (2 RiJohR, +ROZ Ra

La définition (2.14) et le résultat (2.15) vont étre les éléments de base
qui vont nous servir dans toute la suite du travail de ce chapitre.

IV. EQUATIONS DU MOUVEMENT VIA LE LANGAGE DES DISTRIBUTIONS GENERALISEES

Le systéme (1.11) précédent est considéré au sens des distributions généra-
lisées et toutes les quantités y intervenant ne sont plus des fonctions et
distributions classiques usuelles. La solution de (i.11) dans G(R?) sera la
solution forte du probléme posé. Mais la solution qui nous intéresse est
celle qui doit nous étre donnée sous forme de fonctions et distributions
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classiques et non directement des éléments de G(R®). C'est donc une solu-
tion faible associée (au sens de 2.14) a la solution forte dans G(R3) que
nous recherchons pour (1.11). Il faut donc poser le probléme faible associé
a (1.11).

2.4.1 Probléme faible associé & (1.11)

En fait, dans le systéme (1.11), seul le terme oVP pose des problémes. Les
autres termes sont conservatifs et on a vu & la suite de la formule (2.14)
gue toute distribution usuelle de D'(R3) considérée au sens de distribution
généralisée s'admet elle-méme comme distribution associée. Ainsi, la for-
mule (2.5) n'est rien d'autre que la formule de la distribution associée a
div £

En adoptant 1'écriture de la définition (2.14), cette formule (2.5) devient

217 divAh = Ldiveh) 4 ﬂ:db.ﬁ] Ss

od (div A) désigne la fonction discontinue div & définie en dehors de la
discontinuité Z, et . représente le produit contracté entre deux tenseurs.

2.4.2 Distribution associée & oVP lorsque & et P sont discontinus sur Z

1) Cas d'une variable d'espace avec discontinuité en x = 0O

D'aprés la formule (2.5), nous avons au sens classique
(2.18) 2 _ (p') 4§
dx

ou
(P{)est la fonction dp/dx définie pour x # O

(2.19)
o =plo)- Be.) =T E]

Ainsi, nous avons au sens des distributions généralisées

(2.20) o @ ‘?.—_ do(P)+docs

Tout le probléme est de voir s'il existe des distributions & @ (P') et
i
x @64 associées respectivement & a®(P') et Ot@ﬂ‘t‘ conformément & (2.14).
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N-
a - Calcul de a @ (P')

Soient é et ‘]-Y deux fonctions de D(R) avec
AR

D'aprés la formule du produit de deux distributions généralisées (2.10),

on & @

40 (¥){E.} =(Iaazm:—é(&g—")dz)(/ﬂ(wm%Q(a_-e-*-)Aa)

de sorte que

(2.21)

lm [ do(2){8,,} Pix) dx
= lim | UBJ())%M“—;’% JA)-(L(P’){A}H(“—;’%JA%)A

€0

conformément au second membre de (2.14)

Soit maintenant R un réel positif tel que supp(é) C [-R,R]. Un tel R
existe, puisque § est & support borné.

Nous avons :

(2.22)

Premiérement
Pour toute fonction f continue sauf en x =

[ #oz 8smb = [ o0 2§22 42

-ER+X

Par changement de variable

_2-x
ru-é

dans le terme de droite, il vient que

4 F(A-x " Plxse (m)da
s deen s [ poeen)?

D'autre part, f étant continue sauf en x = 0, on a pour tout x
différent de O,

F(X{-G(“) = f(x)+0(€)

puisque 'P' < R.
Nous obtenons donc

Fkti cLﬂ
i [ 1012 8(2:2) & = £G,
Dee:xc:’iémg:ent — f(x) Yx ¥£0

Le résultat (2.22) précédent nous permet d'écrire que
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won [ ] 412 30z ([ ()t 4 §E2)9) ¥

rc,ur x =0

o /) (2 Y], soek

Et par le théoréme de Lebesgue, (2.21) converge vers
( L0x) (B){x}. ¥(x) dx
R

c'est-a-dire vers la distribution o(P') correspondant & la fonction
discontinue o dp/dx définie pour x # O.

/.\/.
b - Calcul de od(x) ® o &

Au sens des distributions généralisées, on a
o(eo'S{h,x} = O‘fﬂﬂ((?&)ﬁ’é— %(2;—75)332- ¢ (- %‘)

et donc

oanfder (&} Yoo deme) (0§05 B TIYO)

D'aprés le résultat (2.22) précédent,

[ J(M%—%(ig—’f)cf)\ s {(x)  pour xzo
123

€ —o

comme Supp (é) < [-R,R], pour x # 0, lorsque € devient suffisamment petit,
l%‘., devient plus grand que R, de sorte que %—é(— éx-)::o. Et on a donc

lim %i(—%—)?(l):o pour Xx ¥ 0

£—0

- o 2) YO
Mais pour x = 0, € € I) € oo 09 et nous ne pouvons plus appli

quer le théoréme de Lebesgue dans ce cas-la.

Nous devons donc effectuer une étude spéciale au voisinage de x = 0.

Le support de @(.L} atant contenu dans [-€R,¢R] puisque supp (§(x))
¢ [-R.R], €
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le second membre de (2.24) s'écrit donc

j“‘ N2 ) .4 FE) Y0 dx

On opére les changements de variables

y=x d Ao
€ P

pour ramener les intervalles d'intégration & des intervalles fixes, soit :

"f jw (. 4) §(4-3) dn-BE3) ¥ley)dy

Comme y varie de -R & R, nous avons 0 € [-R+y, R+y], d'ou la nécessité de
décomposer en deux 1l'intégrale ci-dessus, c'est-a-dire :

R+Y
I-J.R, oA (e ) $(a-9) dn-§ -3 Y(ey)Ady
‘-‘/R] 4 (ep) B(a-y) dn- §EIYEY 4y

- "R'*ﬂ

R Ry
+j ] Ale ) §(-9)dn SEYLEV 4y

R

Premiérement

Considérons la contribution

2.25) [“ j L(ep) &(n3)dn Bly) Ty dy
- R+Y

R

Nous avons les convergences uniformes suivantes :
a(€u) vers x(-o)

et
y{eu) vers y(o)

Par conséquent, (2 25) converge vers

(o 11/(0)] /R , $(a-y)dn G(-3) dy
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Posons
(3
= ) $(s)ds
-R o
et faisant dans J ?(ﬂ-;) d,u. le changement de variable
s = p-y R+Y
Nous avogs alors R _3
fﬂ f § (n-y)da B(-3)dy :}’ [ §(s)ds. B(-y)dy
=R -R+:; -R -R
=[* ). Fen &

-R F‘
= [4F7C) .
= $FUR-%FR)

4
2

puisque F(-R) vaut 0, et F(R) vaut 1. Et finalement (2.25) converge
vers 1/2 a{-o0) w(o).

Deuxiimement

La seconde contribution

Jajn,,o(w §(n-3)dn-3(-y) Py dy
R /o

va converger vers

O)TI)(O)/ fmyé #-3) dw §-3) dy

Et nous avons :



(2.26)

(2.27)

(2.28)
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[ [ gty =t M e fend

R
=" | /_R )4 - 80 &) dy
= : (4-FC2) 860 dy
:[“ §(-:)J;[ Fl-3) 69 4y
[Q(;,)JJ - [% Fa) §) dy
/R F( ) AF(wJ

=4 -g-IR . JJ
-’§- [F (7)]
-y - 3
=4
2

La seconde contribution converge donc vers 1/2 o (+o)y(0).
Par sommation de 1la premiére et de la seconde contribution, nous
obtenons la distribution associée a o oX- J

o(@a'é 4-6'(6{(4'0)‘!'4\-0)){

Enfin, en réunissant les deux résultats (2.23) et (2.26) et en
adoptant la convention

= 4 (30 fCo)

nous ovbtenons la distribution associée & dp/dx que nous cherchons :

’335 <(2)+d [£]5

2) Cas Multidimensionnel

Dans

le cas multidimensionnel également, nous avons au sens des distribu-~

tions classiques, confcrmément a (2.9)
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vp= (VB)s o Ris

(2.29)
ot
/ (VP) représente la distribution correspondant a4 la fonction

discontinue P définie pour x ¢ =, T étant la discontinuité.
o = [P]
avec

(2.30) % [P:ﬂ= P(xei.)"f(x"—'-)

2.

n la normale unitaire & Z, dirigée de X vers X , donc sortant de

T lorsqu'on se trouve du cété de Z sur Z,
| oRSe=k] S §— | [E] RS
=z

En projection de la formule (2.29) suivant les axes de coordonnées, il

vient que pour toute coordonnée x,

-ty
n

(2.31) ?-E ::(P;_‘ ) 4 0 CosB; S}'.

Xl

Avec Eﬂ reprééentant 1'angle entre la normale
n a la surface de discontinuité et le i°"°
vecteur unitaire de base.

Au sens des distributions généralisées, on a

2.32) dOVE= do(FR)+ @0 és

2y

Tout comme dans le cas unidimensicnnel, le probléme revient a4 la recherche

= Jove

Premiérement
Premieremnent

On montre sans aucune difficulté comme dans le cas unidimensionnel

que
i )
2.33) <0 (VD) = A (VE)
Deuxiémement
- /\:——-
A LoT* §z

I1 nous reste donc & connaitre
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Pour cela, il nous faut chercher

(2.34) lim j(J 104 §(2x)da). U €500 & §EH ). Peadx

(2.35)

€0

Or,

j (e de)Q)-40 § (2:%)da =/a-cam(n)g.f (=x) &
R® -

De sorte que (2.34) peut é&tre réécrite

. x =4 §(d=x)d) . Y0 d
lim jn/mo((h)q (A )J“/ e -§(e) x

€0

et dans ce cas multidimensionnel également,

Je@1FE PAE)A converge vers
Z

0 pour x ¢ b2
o pour x € X

Une étude similaire au cas n = 1 doit donc étre effectuée au voisi-
nage de 2.

Si pour le cas n =1, 1'étude a été relativement "facile" du fait
que les changements de variables effectués pour arriver au résultat
étaient presque immédiats, il faut s'attendre a ce que le cas n > 1
présente des difficultés notoires pour 1l'étude. I1 va falloir opé-
rer des transformations judicieuses pour espérer aboutir & un
résuleat.

Appelons B(a,R) une boule de centre a et de rayon R contenant supp

(§(x)). Nous avons alors pour x fixé,

on(4(352)) < Blearn e

I/l V(ieftjo(n;)g; $(d=x)di J&(A)R(A)é‘_h. B (2=%)d») Y (x)dx
= (-((W $A=) . [ (070 & §(A=2) )P dx
Rh

B(caix,er) N B(éancéR)

Sur 1'ensemble des points x de R" tels que la distance de (x + €a)
a X2 est plus grande que €R,

jo-(z)a'(z) £ =) da=o

sNB(ca+tx,€R)
puisque pour de tels x, zZN B(ed-o-x’GR) - ¢

ot ¢ désigne 1'ensemble vide.



(2.36)
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Par conséquent, sur cet ensemble en question, le second membre de

(2.35) est nul. '
Appelons alors ‘\,lq'g (i,‘) 1'ensemble des points x de R* tels que la

distance de (x + €a) & X soit inférieure ou égale & €R.

Si nous notons par Tea la translation de €a, nous avons représenté
conformément & la figure ci-dessous, 1'image Te.a Yv-d,a (2 ,6) .S
de 1'ensemble \fa'g(i,e) par Tea

B, (x,c)
Znp(xradin)

Tea { V4, » (E,e)}

p.(x,€&)

Le second membre de (2.35) s'écrit donc

| | f 200 e 802 0700 8052 Ay
U'd,R(S,c)

Bleo+x €R) SNB(earx,€r)

si x € lfd,R (Z,é) ., alors B(e€a+x,€R) coupe X et l'on a la figure
ci-dessus, c'est-a-dire

D(easx, eRr)=10,(x,e) Ub.(x,e)

Par conséquent, dans (2.36), nous devons décomposer l'intégrale
portant «&(A) en deux, en écrivant (nous laisserons tomber x et €
dans B_(x,€) et B, (x,€))

<)% §(22) b = [ Q)& §(2z2)
By

B(€d+x, €R)

} Bo((h)é-‘;.- § (%) da
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a - Recherche de la contrtbution due a/"(())i"_(f)(ii—l) cl/\ dans (2.36)
€

Appelons x, la projection orthogonale de €e + x sur Z. Nous avons alors
(o ()

(2.37) 4o
n(h) :T\’(xo) + 0(¢)

o(,, (x.) + 0(€) dans B,

i

' )
() vole } dons ZNBlearx, cR)

ou ’(4.(14;) désigne la valeur limite de o lorsqu'on se trouve sur la discon-
tinuité X, du c6té noté (+).
Ce qui nous donne la contribution

2.38) | o(x) o (x) n(x) {>(2 ). [ & $ (29 &) Yoydx
a,R(Z,¢€) zng(em; R )

Désignons par P la distance de x + €a & Z et montrons alors que
4 A-x
° a 1 C[R T q)( < ) da
o

SNblearx, cq)
Pour cela, considérons une variation infinitésimale Jf de p et évaluons la

e"

variation subie alors par I._.f 1 (3- )’-(()) dg a savoir &I
&

B.(e)

Sl
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On a
§1 =J § {‘ 2-x@)} )
B. () e b ))
[ aee b o[ e
B.(£+5f) Be(r)
a-%) 4y _ 4', @( da
jh, ) é( ) JJB € )
Comme Sugp( ——;——))C 5(x+e d,éR) , alors pour Sr suffisamment

petit, Ja,f\SUrP(Q (l‘;‘f)):ﬂ et 9Bg N SUPP(Q@‘Z}-)) =g

Et ainsi, SI se raméne a

j J{ z_xcr))} 4
B, (f) )

=j _ X0y z-xtf’)) dr. §f
B

6&04

‘(f) v

Remarquons maintenant les deux choses essentielles suivantes :

—>
1) 2'(P) = N.(¢) (1a normale unitaire & Z passant par x + €a et dirigée vars

1l'intérieur de B ) .
=x)) =R 27 §(2)

2) Ai\r2 (—:
+ (oliv-a'ﬁf(()). $ (3—;:—’5

). 4V ¢(222)

—*
puisque N (f) ne dépend pas de X et par conséguent

div; W) =
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Nous avons donc

JI A . — - %)
s a,- < dir, (7 ‘}(le—” da

08,

par utilisation du théoréme d'Ostrogradskii (I-fétant la normale unitaire a OB
extérieure & By)

= [ -£8(2)RF 4y
o - & 300 A. P

Mais

Supp (Q(A;x)) C B(xtea ,ER)
et donc J —é'; é(le_l} ’T#'H JS‘ =e

DB,AT
Sur Z, )j:-?; de sorte que _.ﬁ:o‘-’ =4
Finalement on.a :
J ?(?”1) AS pour Sr suffisamment petit, c'est-a-

5 /x

dire le résultat cherché. Nous pouvons écrire :

[ 4 p(2=x) . (2:2) &
b, € JZn Bleasx, er)

—j L §(22)d ,or(j (2:)4)
£k tea)

D'ou la contribution (2.38) vaut :

2
(2.39) | oy (x) 0(xa) nlxa). A S’U <I>(" A). Y(x) dx

V;R(z €)

H

Mais pour € assez petit, nous avons dans a,a(f—,e) biunivoguement

(2.40) X e—o— (%,f)
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ot p< Opour x € ‘Ut‘I,R(-) et P> O pour x € U;,q(” ,
Ua,n ) et Uo';(.) étant tels que

Teo‘ v;a,a (ige)} = ch{ua,n(-)} VTea{Uu,n(o)}

et

Tea{ Va1 } NTea{Vey} =2

conformément & la représentation ci-dessus.
Le changement de variable (2.40) étant opéré, (2.39) s'écrit :

ofy (Xo) 0 (x.) n(x.) 7 U '2‘- ‘I,(Jl_;_’e} J;)z, 111(1) dx

Vo,k (2,€)

_J ff‘::(?(x.) (xe) 1 (xa) %%— (f = é A x Ch) Y X, !’)c‘f&s

--‘R

::J s (xo) r(xo) Rx1 Y (% 0] 4/!’ - >F (j o é() - ‘“)des
Z

& O(e) prés puisque —(-P (X.,f) = .\Y (Xo,o) s o(€)

D'autre part,,

[l s b a3 T

z==-€ER

Or,
pour f:eR , ona E)..::E)(&O&X,GR)

et
pour Pz-€R , on a Be= ¢

Et comme

j»x (h x)J) ::j é(,u)o’,u:’i ,
B(ca+x,€R) B(e,R)
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Donc
-6 2
P ¢ R _D_( _:1_45(}_-_5)4)) dg -4
f"‘“ of B‘G" €

Et par suite, la contribution finale de (2.39) est :

oy | A, (xe) M) Row) Pl dx.
= 2

¢ ?.‘.;—")cl)

En procédant de maniére analogue pour la contrlbutlon due & B_, nous obte-

Recherche de la contribution due a j °<()‘ en

nons une expression analogue & (2.41) avec o_ & la place de &
Et puis, en sommant les deux contributions, celle due & B, et celle due a
B , nous obtenons le résultat cherché, & savoir

J“ J & X d j (¢ 780002 B(222)d) Wcx) dc

(2.42) lim

-
=J 4 (ofy (ra) 4 oo (32)) TCxa) (o) Y (xe) o
2
z
Et on reconnait dans le second membre de (2.42) la formule donnant 1'image

par la distribution .’[0' ndg de v.
On en déduit alors que

P e A —
243 dernég = « v rde

En réunissant maintenant les résultats (2.33) et (2.43), nous obtenons la
relation la plus générale.

oy SV = ()¢ 4 [R]R 4=
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2.4.3 Comparaison de notre résultat (2.44) avec un résultat obtenu par DREW
[24] pour le cas particulier du produit fVx ol x est la fonction caracté-
ristique de £ C Ret £ une fonction discontinue & la frontiére X de €

A travers la formule (19) de son article, DREW tentait de donner un
sens & fVx., Et d'aprés son résultat, f serait définie par :

(2.45) ;V'x:é}______a]”/ i’-f(., $ ds dt
oo Jor

ol f(_) est la valeur de f sur Z, lorsqu'on la traverse en étant dans E&.

On pourrait éventuellement prendre cette formule comme définition pour fVx.
Mais les insuffisances d'une telle définition restent évidentes, ne serait-
ce que du point de vue de son interprétation physique. En effet, elle
signifierait qu'a la traversée de 1la frontiére Z, seule f(_) aurait une
contribution, et f(‘) n'en aurait pas. Ce qui a priori reste peu plausible.
De plus, du point de vue mathématique, le procédé d'obtention de cette

formule n'est pas cohérent. En effet, DREW a écrit de maniére exhaustive

(2.46) (gv'x) f J'x. clk —_ .-/ 1V(F§) dx Jk
R

Rx R? x R?
— J—" ]g v(£8) d= de
, _ J-‘: Jzﬁ' )E(., 3 dx dE

o0 @eD(RxR‘)

<

Le résultat serait tout & fait correct si la premiére ligne de 1l'égalité
(2.46) 1'était. Mais ce n'est pas le cas et cette premiére ligne est
impropre. En effet, DREW utilise la formule de dérivation des distributions
pour 1l'écrire, alors que la fonction f n'est pas une fonction réguliére,
puisque f admet wune discontinuité. Par conséquent, la premiére ligne de
(2.46) est incorrecte et donc le résultat qui en découle ne peut qu'étre
erroné et non valide.

Disons pour finir que ces deux anomalies, tant du point de vue physique que
du point de vue mathématique du résultat de DREW sont levées par nos
résultats précédents via les distributions généralisées. Et d'aprés notre
formule (2.44), on aura :

247 Jo WX @ §r—s - f[l]ﬁ.édbth
- 0O z

|7 P2 ds dt

_..j Ji fnd

A - 0o

os § = %(f(’)i'f(_,)
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V. DETERMINATION DES CONDITIONS DE SAUT VIA LES DISTRIBUTIONS GENERALISEES

Dans ce chapitre, nous allons, & la lumiére d'exemples issus d'équa-
tions de continuité de notre probléme de base, montrer comment :

1) établir les relations de saut assocides & un systéme d'équations
locales d'évolution donné de maniére générale

2) déterminer la contribution & la discontinuité d'un produit faisant
intervenir un gradient et plusieurs fonctions (discontinues) comme par
exemple XG.VG | en mettant en relief le fait que la régle

1(23  ded) e f B -wed]

tombe en échec lorsque L? = ‘P“P,. , sauf si (ﬁl@ représente le "groupement-
fonction Lﬁ%; " et non le produit" de par 92 . Et en déduire la non-
équivalence, de maniére générale, des systémes de relations de saut issues
de deux systémes d‘'équations 1locales équivalents dans les domaines de
continuité

3) nous essaierons de déterminer, en application de notre probléme
physique de milieu diphasique, quelles sont les types de discontinuités sur
lesquelles deéux systémes d'équations locales ~équivalents dans le domaine
de continuité vont conduire aux mémes relations de saut. Et comment le type
de probléme physique que 1l'on considére va nous fixer la maniére de consi-
dérer le produit‘ﬁ?; : comme un "groupement-fonction", ou comme un produit
au sens strict du terme, de deux fonctions séparées Yy et;qg.

2.5.1. Notion de conditions de saut associées & un systéme d'équation
locales d'évolution

a - Considérons par exemple 1'équation (1.4) du chapitre I. Lorsque o« est
non nul, cette équation est équivalente a

(2.48) fg(L+E_VG) — —xVE +m (U-G)



D'aprés les résultats obtenus précédemment

= (%,k) =
(2.49) '%ﬂt_g_—_ (%(.i.), [[6]] b S¢ Flx o >

* -
ol © est 1l'angle entre & , la normale a 1'hypersurface Z(de 1'espace &
quatre dimensions composé de l'axe des temps et de 1'espace physique &
trois dimensions)cl |axe des tenlps

Les points de 1'hypersurface X vérifient 1'équation
(2500 F(x,4,3,t) = o

* - .
Z est supposée réguliére de sorte que & est paralléle au vecteur qui a
pour composante OF/0t suivant l'axe des temps et VF suivant 1'espace

physique (le gradient étant pris par rapport aux variables x, y et z de
1'espace physique).

Nous écrivons donc symboliquement
- OF
N/ (——- , VF)
ok

» L}
Notons v%z ( uq,\u;'ug) la vitesse des points de X, celle-ci n'étant pas
nécessairement une surface matérielle
En différentiant la relation (2.50) par rapport au temps t, nous obtenons

F F o _
2—+M?ffu5?—+%——°
ot ox 0y V3

D'ou nous tirons

OF OF OF F

— —(u&——+u§——+ —
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c'est-a-dire

OF _ _W. .vF

0}
= — |vF] (Wy. ¥F
e (. )
Posons
o VF

|VF]
n est donc la normale & Z dans 1'‘espace physique & trois dimensions et
-— -
Wy est la vitesse d'avancement de la discontinuité X. On a alors
2F_L|vF| W
- = p
Bi=-IvFl
et -
vE=|vF| R
Donc

('.%E , VF): IVF] (‘Wz,—ﬁ)

De sorte que

3// (-‘Wt )?‘)

—
Et comme ) est unitaire, nous avons
4
- -
(2.51) JJ:(W;‘I"I) 2 (—Wz,'ﬁ)
Et ainsi

) -
(2.52) cosB :(4,0 . L
Py -4
= - (‘”‘: *'1) 2 Wz
(2.49) s'écrit alors

(2.53) '%% = (%%)-(Wés‘i}-% Wz EE]} b2

Dans (2.48), on a au sens des distributions généralisées
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Posons -
-—ly
Ga=G.n
On a donc

Y

CoVo

ol

o(v%)+ (w s ¥ 6,0 [€] 6=

Et par suite
N

- 9 "1 A —
ooy Bove = B-(v8)+(wi+e) T G, [B] 8=
Quant & VP, on aura

(2.55) VB = (VE) ¢ (wg +1) [[P]] n 9%

En regroupant maintenant les résultats (2.53), (2.54) et (2.55), l'égalité
(2.48) consicérée dans G(R®) au sens des distributions généralisées conduit
a4 1'égalité dans D' (R3) au sens des distributions classiques suivante :

2.56) Jeo (?_C’ 'c‘;.v'c’)+J'¢(w;+4)‘4i(-wz+@..)[[3]]8-z

2
_v2+ m(T0-8) - (wi+4) 2 [R]W 62
Puis en séparant la composante suivante 8§XZ, il vient -
e - -y
(2.57)  f{q (_ Wg + Gn) [G:ﬂ +x [p]n=
(2.57) est la relation de saut associée & 1'équation d'évolution (2.48)
b - Considérons maintenant 1'équation (1.4) du chapitre I, & savoir
— - -
Lol (2846VC )= x4 TRe md (T-C)
ok

plutdt que (2.48) et recherchons la relation de saut qui lui est associée.
La recherche de cette condition de saut revient a trouver la composante
suivant &6Z de 1'équation faible associée a (1.4)

D'aprés les études précédentes du § IV, nous aurons les contributions
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suivantes :

N— , -
(2.58) fo d @ ?b-f > = (w:*’i)-i wg fo 4 'I.G]] S

JoVE y (Wil ¥ RS

Par contre, il ne faut pas se laisser induire en erreur en écrivant par

exemple que
7ot ore — 40 [2] 5

En fait, on a seulement :
— N A

Mais, si G(R3) (1'algébre des distributions généralisées) est associative,
c'est-a-dire, si @, D ,, ig sont des éléments dans G(R3),

Dio DgGDs — (D;eD,)eh,
D4 O(D:.@DS)

] 'opération d'association {~3 ne respecte pas 1l'association de la loi

multiplicative de G(R?), c'est-a-dire qu'on a en général

—~— ":::::::i'_—__~
259 D, o Do D, + [D,O-D,,) o b,

Pour s’'en convaincre, il suffit de prendre
D,=H , Da_H ,Da- z
ot H est la fonction d'Hefviside associée &4 2, c'est-a-dire
0 dans la région contigue & Z_

1 dans la région contigue & Z,

avec T et Z_ les cotés de Z orientés par rapport au sens de la normale.
Un <calcul similaire & ceux du § IV montre que dans le cas d'une dimen-

sion d'espace,



50

N Vi e
HoHe S =H'of$ (ot HZ = H @ H)
<
=3 $
Alors que
“~
H =

et en posant o égal 4 1 et @ égal & H dans {2.26), on obtient
HS:,_

Et comme
N M

H* 0 $

Ho
= 45§

et que
4 4
Fé+ 39

puisque § est non nul, il apparait bien que
N

HoHod = (HoH) oS

ce qui confirme 1le résultat (2.59), qui reste d'ailleurs vraie pour tout
produit de plus de deux distributions généralisées. Dans ces cas-1la, une
étude spéciale doit toujours étre effectuée, pour trouver la composante
suivante &y de 1la distribution associée au produit des distributions
généralisées.

Néanmoins, la démarche reste analogue & celle du produit de deux
distributions.
On écrit que

& . - -
(2.600 dOGOVG = (a(eﬁav(";'),(wz;,,i)’p(o[c,_]]@nSZGG
3i nous posons
=[]
— - - —
do[E]ewss: 0 = AoT @nd;00C

-
Le probléme revient & trouver dore “SZQG . I1 nous faut donc chercher
la limite lorsque € tend vers zéro de

on a
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w0 Joo ([0 4014 R02) D) [(Fons 004809 5)
U N5 $(22) )y dx
o

é'l

AG) % %(M)C‘hj?r'(:n)o'ﬁ(>.)—;‘:'§(3=‘El‘)<JA

Va,r (z,0) Je(eam.eai Z B (casx,en)

J e 3(22x) D
B(ea+x,anr)

En effectuant la partition de E(éﬂ*" € f'\) en B, et B_ comme au § IV,
puis en développant dl()) 0'()) A0 et Z(h) au voisinage de x,, projec-
tion de A sur Z, il vient que (2.61) vaut

J [ { J.((z,) _3(2:%) JJHI.((;)__{(M)JR}

Ua.ﬁ(l,a) B,
J 7@ R & §(252) 0 [[ Gl g g (33
Z N Bleasx,cn) B

+f G. (x.) %, %(3;—")& }) Y(x) d
B

a 0(¢) prés,
ce qui va donner lieu & quatre contributions C,, C,, C3, C,.

C° = lim j ( J °(¢(Io)——- §(A' )JA Jo'(p)en(x.)ené(z )
Vo “(i é) ."\&(ea-nn &R)
!G_ (l.) (A x)ch)Y(L) dx

B,

C, est identique & C, en remplacant les indices + par les indices -

€=o

C, est une quantité croisée, c'est-a-dire
C, =i j ( J v(A (z.) 4 é(a'__’_‘)ch &’(x.)@ﬁ(l.)%%(a—;f)Jl
3 — m a

a R
ULa(i c) ZNB(catx,eR)

. JBC’- (X.) ;1” §(Azz) JA )II)CZ) dx

Ca s'obtient & partir de 03 en permutant les indices + et ~-.

€ e
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Calcul de C,

En procédant au changement de variebles par la transformation biunivoque
(2.40), en a

[ f:cﬁ \ J{)a
¢« = lim oo (x.) E( 4 T(A-x
C |‘“ Jy Jf—-c{R (x.) ¢ (x.) G, (x.)(j 3 ‘)
J 232 Dy g dy d=
N B(catx,eR)

En remarquant que

| &30z o [£Een =55 ([ eesd)

NB(eas* €R)

et en developpant‘f(x,.r) au voisinage de p = 0, il apparalt que

. . 4 a_xJ 3 f-_-.eR
€ = 4 e 67 (x) O Yo [ { ES R &

=J "-_f,- «, (x.) G (%) T (xe) Y (x0) A=
Z

On en déduit Jdymétriquement que :
Cs =J %- o (x.) G (%) 7 ()Y (xe) dx.
=z

Calcul de C;

La transformation biunivoque {(2.40) étant toujours opérée,

f=€R .
CFL 4 .) G (x.) F(z.ﬂf’(x.)f (Jﬁ' §(2x)d

f--er '/,

je, € 5(3 x) d2 [6-. F(ax ")JA )elr dx.

sAB(carx ,éR)

Jb_é 50-=) 4 __:f 2. 3(2x) Ja_(é__'f@?)gz

B(catx,€R)

Mais

'+

@(a_-_as)dx

i

1 - se.é"

D'ou
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g [ 2 30 ) [EEC)0 )4
Iy P €n — i € !/
z-6R (JB. f( ) Jb- € ) ) T N d(carx €R)

Lt afe [ & gepnyfz e 4 )i

f-e * ZNBEarx,en)

-1,

r:-éll

% 34| & 802)h ) j (& €64 e 204

ZNbleasx, ea) e €R ENnplearren)

Y

Les deux termes du membre de droite ont déja été calculés. Ils valent
respectivement 1/2 et -1/3, de sorte que leur somme vaut 1/6.
Par conséquent, on a :

o ::J -’é- oy (xe) G (xa) T (xe) Yoo dx.
2

Et on en déduit par permutation sur le signe + et ~ a partir de C3,
1l'expression de C, & savoir :

C —{ = £ (%) G (x) 7 () P (xe) dxe

0w -

En sommant les contributions Cl, C C3 et Ca' on obtient

2

M—{ (o(@ +4G}+7(0(G’+4G'}uau3z
a(G +-(a(+c; +a(G)}"GHSz

ce qui donne finalement pour fq_ O(G VG la contribution
’,——~____,,—— A 4 - - —
(2.62) f, @ G © VG ——»JZ( . +4) {%JG.-I' ?G(’G..M(_Gs.)}[c; ]SZ

Puis, en regroupant les contributions (2.58) et (2.62), il vient enfin que
la condition de saut associée a 1'équation (1.4) est

(2.63) ft{_a?‘w,: +.§..?8,,+ %-(.,(‘v,,uo(_v,;)}[a’]m {[e]7 =0

¢ - Discussion

Au chapitre I, nous avions déja écrit quatre relations de saut (1.21),
(1.22), (1.23), (1.24) relatives au systéme d’'équations locales d'évolution
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(1.11). Et il nous restait une équation de saut & déterminer pour le

probléme.
Si nous adjoignons la condition de saut (2.57) associée & 1'équation (2.48)

aux quatre conditions de saut déja déterminées, nous obtenons le systéme de

relations de saut :

(la) [[(4-4) (Ua-Wg) =0

(6)  [[1-a)f (Un-wg) =0

(2.64) < (¢) U:a(rc (6. -Wz) ]] =0

(4) [[(1-0()r(un-wz)ﬁfo(n(e,.-wzjﬁ+Pﬁ:ﬂzo

U(’.) fo (-Wg +@n) [[E:” '+X[[E]]? = o0

Par contre, si nous leur adjoignons la condition de saut (2.63) associée a
1'équation (1.4), nous obtenons le systéme de relations de saut

((a) (2.0%,0)
() (2.64,b)
(C) (2,_6!4.,6)

4

(d) (2.6w4d)
(&) - Lo w2 den st (404 4. A EToxd ] 7=

Toute la question reste de savoir sur quels types de surfaces de discon-
tinuité 1les deux systémes (2.64) et (2.65) représenteront-ils les mémes
relations de saut. ©Sur de telles surfaces de discontinuité, on pourrait
utiliser indifféremment 1'un ou l'autre des deux systémes.

A

(2.65)

Premiérement

A partir de 1'équation (e) de (2.64) nous pouvons voir que

] R = folwg - &) [E]

Portons cette valeur dans 1'équation (e} de (2.65). Nous obtenons

la relation

fol-dwy s 2 46+ 26 vta)f e ]k z(wz-a,)‘[[éﬂw

.

I—
ce qui donne, par factorisation de fe H:G:ﬂ
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A A P

{-4 6.+ a(n‘;(o(.c.uo/.al)}[["(;ﬂ:o
On a

~D N\
_d G, + ? 6, +§ («, G+ 6)

__ () (6de6i), 2 (Gra G, 4 (4, 644 6.)
2 ) 3 2 ¢
N I EAAR A IS P} PR N s

-
l,L,Ci: + o G5 - <OL_Q; +4.6,") }
(40 (6 - 6) = o (6= 6]

1 (”(o"(-) (G:- Gn.)

=51 [&]
vore: [N B (€] =0

ce qui revient simplement a :

[[4]] f6.]=o

Nous ssommes donc conduits a Ial = 0 ou HGnD = 0. ol = O est véri-

—
—

|
NS

I

e

fié & la frontiére z = F(x,y,t) des fluides, et [G I = 0 est véri-
fié a la frontiére z = E(x,y,t) des particules ou [al # 0, en
dehors du cas ou z = E(x,y,t) est une frontiére libre (sur une
frontiére 1libre, @ # 0 d'un co6té de la frontiére, alors que @ est
identiquement nulle de 1l'autre (fig 2, p.21). Ial y est donc non
nul, mais on ne peut définir IG D puisque G est non défini 14 ou
o = 0). (2.64) et (2.65) sont donc équivalents lorsque z = E(x,y,t)
n'est pas une frontiére libre.

Deuxiémement : Cas ou z = E(x,y,t) est une frontiére libre

Four ce type de discontinuité, les systémes (2.64) et (2.65) ne

peuvent représenter les conditions de saut & y considérer. En
-

—~—

effet, elles font intervenir de maniére isolée G; et G; ou G et G
dans les équations. Or ces quantités y restent indéterminées, en
dehors des groupements &G  ou oG. Elles introduisent ainsi dans le
probléme posé, des quantités indéterminées rendant de fait impos-
sible sa résolution.

I1 importe donc de redéfinir un systéme d'équations locales qui
soit équivalent, dans les domaines de continuité, aux systémes
ayant conduit aux relations de saut (2.64) et (2.65) et qui soient
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susceptibles d'avoir des contributions aux discontinuités prenant
en compte le cas ou & vaut zéro d'un c6té de la discontinuité. Un
tel systéme, s'il existe, sera appelé un systéme admissible associé
& un systéme d'équations locales d'évolution données.

En général, en rendant le systéme de départ quasi conservatif,
c'est-a-dire en combinant 1les équations de départ dans le systéme
de maniére & faire apparaitre le maximum de termes conservatifs, on
arrive & obtenir le systéme admissible, & des combinaisons internes
aux équations du systéme prés.

Dans notre cas présent, le systéme admissible en question est
le systéme quasi-conservatif (1.11) ol seul le terme VP était non
conservatif (systéme déduit directement & partir des équations
globales ou intégrales de bilan). Mais nous avons trouvé sa contri-
bution au § 2.4.2, formule (2.44), de sorte que la condition de
saut associée & la relation (e) de (1.11) est

[DQO( (G,-Wz)z*l ‘?f-ﬁ:ﬂ: 0

Et ainsi, le systéme de conditions de saut recherchées pour les
équations du mouvement au départ se trouve étre

f(d) (2.6&-,d.)
(b) (2. 6%,b)
cen  dle) (aee )
(4) (2.6y,d)
(e) ﬂ}aa((en-wz)(,no?e{]]:o

Dans (2.67), _(; apparait toujours par le groupement cx.(-}’ qui s'annule
en méme temps que . Par conséquent, nous ne sommes plus confrontés
au probléme d'indétermination introduit dans les systémes (2.64) et
(2.65) par leur derniére équation de saut (e), lorsque z = E(x,y.t)
est une frontiére libre.

De plus, (2.67) reste encore valable pour les surfaces de discon-
tinuité ol (2.66) est vérifiée et recouvre (2.64) ou (2.65).

En conclusion, il faut noter que 1'étude que nous venons de mener via les
produits de distributions généralisées est tout a fait nouvelle et ouvre
pour la premiére fois {du moins & notre connaissance) la voie dans 1'étude

des systémes non conservatifs pour lesquels les conditions de saut n'ont pu
étre rigoureusement établies jusqu'alors et donc quasiment non considérés
dans 1la littérature. Dés lors, nous avons un outil assez puissant qui va
nous permettre d'aborder un plus grand nombre de problémes qui ne pouvaient
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étre traités jusqu'alors.

Dans 1les problémes physiques, les systémes d'équations locales qui vont
servir a 1'établissement des relations de saut seront ceux gui résultent
directement des équations intégrales (ou globales) d'une part, et d'autre
part, 1ils doivent prendre en compte la plupart des situations physiques
qu'on désire étudier. Et cela, de maniére & ne pas introduire dans les
relations aux discontinuités, des indéterminations pesantes et regret-
tables. Dans le cas présent, non seulement les équations locales doivent
résulter des équations intégrales, mais en plus, les relations de saut qui
vont en résulter doivent faire intervenir U et G non pas de maniére isolée,

mais respectivement par les groupements (1 - afﬁ’ et Gﬁﬂ de maniére &
prendre en compte le cas de la frontiére libre (ou & et par voie de consé-
quence oZ?est identiquement nulle d'un c6té de la discontinuité).

Dans 1le chapitre prochain, nous allons tenir compte explicitement de ce
principe pour reformuler les forces de masse induite et tourbillonnaire de
sustentation proposées initialement par DREW, lorsqu'il n'y a pas de fron-
tiére libre dans le milieu.

Enfin, retenons les résultats essentiels suivants issus de la théorie des
distributions gnénéralisées :

1) si une équation de locale de continuité a la forme

AWA = ‘f((;—:q. W b) ¥

oa,
2L
A
alors la relaition de saut correspondante est En‘Wz d:n‘:. ‘f I]En’wzk]]

2) si une équation de continuité a la forme

Auf“\ = \f %; ( CLT E>)

Deux types de relations de saut peuvent lui étre associées suivant la

. v . .
maniére de considérer le produit %;fh dans 1l'espace Giﬁ») des distri-
butions généralisées.

a) si on considére ‘&ﬂ comme un "groupement fonction discontinue"

P,
alors 1'équation  précédente s'écrit au sens des distributions

généralisées

2 e A = (e 4, )o (2F + divd)

oi . est le produit usuel des fonctions classiques et ® représente le
produit dans (,URV Dans ce cas, la régle précédente pour l'établissement
des relations de saut s'applique et la relation de saut correspondante Q
1'équation de continuité se trouve étre :

[A.- v = €4 o -wet ]
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b) En revanche, si (ﬁ‘fa n'est pas un groupement, mais un produit de
deux fonctions discontinues intervenant indépendamment, alors ‘f“fz est au

sens de G (RR*) ‘f,,o'fg de sorte que 1l'équation de continuité devient dans
G-(iR%):

%‘El,, dv A = Y, 0 o(-’%—%;dir B)

Cette équation ne conduit pas & la relation de saut précédente (exemple de
la relation (2.63) associée & 1'équation (1.4))
Par conséquent, la régle :

j.}di\"/}l: L((%%'bcl;f B) ——> [An"Wz Q—] =LF[bn'wtb]

n'est valable seulement que si ¢ est un "groupement fonction" et non un
produit de fonctions isolées.

Pour savoir si ¢ doit étre considéré comme un "groupement fonction"
ou un "vrai" produit de fonctions, on doit se référer a la physique du
probléme. Par exemple, dans 1le probléme avec frontiére libre que nous
traitons, G doit intervenir par le groupement oz-a Par conséquent, ozG n'est
pas le produit de la fonction o par la fonction G.

VI. APPLICATIGN A L'ECOULEMENT DE CISAILLEMENT

Si nous appliquons la seconde propriété de la relation de saut I 1 étudiée
au chapitre I et exprimée par la formule (1.2%) & la relation (b) du sys-
téme (2.67), celle-ci va s'écrire :

1] (a- o) (Ba- w=J]] v (4-o), (Uq- Wa), Mz 0

Mais comme [(4-'()([1,- W:):B =0 d'aprés 1la relation (a) de (2.67), 1la
relation (b) de (2.67) va s'écrire tout simplement

(4-o) (Ua- We) [[f]]: 0
ou (1 - @) (U - Wg) peut désigner in':lifférenment
(4-«), (un‘ Wz )- ou (4-' °{)+ (Un' Wi )o

la relation (e) de (2.67) implique

[E"ea((@..- Wz)a:”: e H:E:UB’

—y
Et en reportant cette expression de [Ee"(((;"' W‘)C’ :” dans la relation
(d) de (2.67), on trouve la relation

ﬂ:(/iw()f’(un We )l_.ri {(1-x I)P-n':l]: 0
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qui peut étre- ftécrite,
(4-of) (Un- We) [[U]] b (t-2d) [[B] w=o

en raison de la relation (b) de (2.67) qui permet d'écrire que
ﬂ}.-o{)j’( Un-Wt)TJj,: (4-J)Y(L|n-Wz) [U:H

(2.67) est finalement équivalent a
( (a) [4-4) (Ua-Wa) =0

(b) (2-) (Un-wz) [P]=o

(¢) l]}fe (6n-W=) J]=0

(d) (1= (Ua- W) [T ]| +1a-x2) 7 = 0
o) adie-wa)T]=-+< [e] 7

2.5.1 Equations de saut & la frontiére z = F(x,y,t)

(2.68)

Y

A 1la frontiée z = F(x,y.t), nous avons deux fluides différents de part et
d'autre de cette frontiére et nous y avons donc [pl # O et la relation (b)
de (2.68) implique

(2.69) Un =wr

des deux c6tés de la discontinuité frontiére, puisque (1 - &) ne s'annule
pas. La frontiére 2z = F(x,y.t) est donc une surface matérielle pour les
deux fluides. Les particules qui y étaient au départ, y restent tout au
long du mouvement du milieu.

D'autre part, en tenant compte de (2.69) dans 1'équation (d) de (2.68),
il vient

(2.70) [[P:ﬂ =0

puisque (1 - =x &) ne peut s'annuler. Ceci est da au fait que @ < 1 dans
tout 1'écoulement, et doncli?< 1 en raison de la valeur de x (0 ou 1).
I1 y a donc continuité de la pression P a ia traversée de la fron-

tiere z = F(x,y,t).
En portant (2.70) dans la relation (2.68,e), on s'apergoit que

(2.71) [E(fe (6n- Wr)g_._ﬂ= 0
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ce qui est équivalent &
=*
L (Gn- Wi ) [U]: 0

en tenant compte de (2.68,c). © )
Dans 1'égalité précédente, a(Gn - Wr) désigne indifféremment o/(!) (C-,, - W,
Nous sommes donc conduits & :

dg):: o

ou

6E_ W= o0

Ou encore
)

c,_'u: o

Si 1l'on suppose que 1les frontiéres z = F(x,y,t) des deux fluides et
z = E(x,y,t) des particules se dissocient, alors nécessairement, 4 un
certain moment, on doit avoir G.. -We # 0 en certians points de
z = F(x,y,t). C'est le mécanisme de dédoublement des frontiéres par onde de
choc en z = E(x,y,t) que nous avons exposé & la fin du chapitre I.
L'écoulement au voisinage des deux frontiéres a 1l'aspect le plus général

suivant :

Figure 1 : Aspect général de l'écoulement au voisinage de
23 F{m".}) (}rcnhéres tow, 142,304 ) ak Z=E(l‘~"l} (fmnhérﬂz"" ) """)4‘*3)

Et au cours du mouvement, on peut passer par toutes les configurations
imaginables possibles.

Entre 1les régions 1 et 2, nous avons toujours [l ¢ O alors qu'entre 2 et
3, on a toujours [axl = 0. En revanche, entre 1 et 4, on ne peut rien
conclure quant au [all en tout point. On au:f]] =k,- [‘t']] d'aprés (1.36), ou
KF = ye(G -W By (Go - W5 .. Ce qui nous donne seulement Kg [-(]= 0 en
raison de (2.70). A chaque instant, on peut avoir IE(]:} 0 en certains
points, pourvu que (Gn - We ),'(Gn - W), soit nul, ouu:,‘ﬂ= 0 pourvu que
(Gw- Wl")é- (G- W ). soit non nul.

En toute généralité, nous aurons en z = F(x,y,t) les relations de saut
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((a) l)n, = W

(b) U, =

vvf
(2.72) ¢ (c) ﬂg(cn-w,]]: o

(d) [I:P = 0

(&) o« (Gn~ W) ﬂ:?:ﬂ =0

2.6.2 Equations de saut & la frontiére z = E(x,y,t)

Comme z = E(x,y,t) représente la frontiére des particules, & va é&tre identi-
quement nulle d'un cb6té de la frontiére et rester non nulle de 1l‘autre. Si
nous marquons du signe (-) les quantités définies du c6té ol @ = 0 et que
nous fécrivons (2.68) en z = E(x,y,t), nous trouvons

() (4. ), (Un-We),= [U,-We)] =0
() (2-o¢), (Un=We), 5] = o
(C) G:,'Wg =0

() fa-) L (U we [T+ (-2 SL ] R =0

L (e) x ”:PJ]:O

La relation (c) ci-dessus implique

(2.73) 4

c'est-a-dire que la frontiére z = E(x,y,t) est une surface matérielle pour
les particules. Quant & la relation (e), elle implique

x=0
ou
iPI =0

a - Cas ou x = 0 (modéle sans couplage de pression de SAFFMAN-MARBLE)
Le systéme (2.73) est dans ce cas-1a réduit & ses quatre premiéres

équations.
Les conditions de saut pour le modéle de SAFFMAN-MARBLE s'écrivent donc
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((a) (a=d)(Un=Wi), = ([o- W)= 0

(b) (Un-Wel [F] = o
(2.7%) Y (c) Gn —We =0

| (d) (2ol S, (Un-We), [U]] elr=o

b - Cas ou x = 1 (modéle avec couplage de pression de DREW-SEGEL)

On a nécessairement dans ce cas-l1a
IPD = O

et la relation (d) de (2.73) implique
(4= )5, ((Un = We), [[U]:o

soit,

Ljn “-Wg =0

[6]= o

* 3 .
Mais comme la seconde condition EUI = O implique également la condition

[G:-we]=o

et que la relation (a) de (2.73%) peut aussi s'écrire
H:Un‘ ngﬂ ""O(,(Ull"w!)o =0

il va s'ensuivre que

°(, (Uq"wc);: 0

ou bien

et donc

(Un_ Wg)‘z 0

puisque @ est non nul.
Nous aurons donc dans tcus les cas

s = W

ce qgui signifie que dans le cas du modéle de DREW-SEGEL ou x = 1, la fron-
tiére z = E(x,y,t) des particules est également une surface matérielle pour
les fluides, et donc les surfaces z = F(x,,yt) et z = E(x,y,t) restent une
méme et unique surface. Dans ces conditions, les régions 3 et 4 de 1'écou-
lement n'existent plus et les conditions de saut en 1'unique frontiére z =
E(x,y,t) s'écrivent alors
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((a) Us = We

(b) Un= We

BTN 1 (e) 6a = We
(d) [e] =0

¢ - Discussion

Dans le cas du modéle de DREW-SEGEL, la condition trés forte de non disso-
ciation des frontiéres nous a conduit au systéme de relations de saut
(2.75) dans lequel les égalités (a) et (c) impliquent la condition

(2.76) Gl = U,

Cette condition peut s'avérer surabondante dans plusieurscas. Tel peut étre
le cas lorsque G, est une fonction linéaire de U, . La condition (2.76) peut
nous conduire alors & une impossibilité de trouver une solution autre gque
la solution triviale identiquement nulle. En effet, si Gn est une fonction
linéaire de U,, alors G, va s'écrire

(2.77) G =al, ol a est un coefficient.
De telle sorte'que (2.76) va nous donner

al = U
soit

(a - 1)U =0

Lorsque a # 1, et ce qui peut étre le cas, comme dans 1l'étude des petites
perturbations ot Gw et Ua peuvent étre linéairement reliées, il va s'ensui-
vre que U = 0 et il en sera de méme de G . Les conditions de saut relatives
au modéle de DREW-SEGEL vont dans ce cas-1a nous conduire a 1'impossibilité
"de trouver des modes de perturbation non triviaux.
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CHAPITRE IIY

MODELE D'EQUATIONS AVEC COUPLAGE PAR DES
TERMES INERTIELS D'INTERACTION

I. GENERALITES

Dans 1les chapitres précédents, nous avions considéré les équations
de mouvement du fluide porteur et des particules qu'il contient, en ne
prenant en compte, dans les équations de la quantité de mouvement, que la
force de trainée comme seule force d'interaction fluide-particules. L'ana-
lyse des conditions de saut nous avait conduit, dans le cas du modéle de
DREW-SEGEL, & une non-dissociation de 1la frontiére des deux fluides
Z = F(x,y,t), d'avec celle des particules z = E(x,y,t) aprés perturbation
de 1'écoulement initial.

De plus, nous avons montré gque dans le cas du modéle de DREW-SEGEL,
lorsque la vitesse normale des particules est reliée linéairement & celle
du fluide qui 1les contient, alors ces deux vitesses deviennent identi-
quement nullég. Ce qui augure d'une situation assez contraignante pour les
modes de perturbation pouvant évoluer dans un tel milieu. Ils devront dés
lors étre aussi identiquement nuls, rendant ainsi impossible 1'évolution
des perturbations de faibles amplitudes.

Cette déconvenue doit étre recherchée dans la faiblesse du modéle
de DREW-SEGEL qui, bien qu'en apparence plus élaboré que celui de SAFFMAN-
MARBLE (puisque prenant en compte un couplage de pression) reste tout de
méme perfectible.

I1 est tout & fait reconnu aujourd'hui que dans un fluide non
visqueux contenant des particules, les différences entre les gradients
spatiaux et temporels des vitesses du fluide porteur et des particules vont
générer des forces d'interaction. Il y a la force de masse induite prove-
nant de la différence d'accélération, ainsi que des forces tourbillonnaires
engendrant la sustentation des particules (DREW-LAHEY [12]. Ces forces
peuvent-elles engendrer le dédoublement des frontiéres z = F(x,y,t) des

luides et z = E(x,y,t)des particules ?
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II. INFLUENCE DES FORCES COMPLEMENTAIRES :
MASSE INDUITE ET FORCE TOURBILLONNAIRE DE SUSTENTATION

3.2.1 Influence de la masse induite sur les conditions de saut aux discon-
tinuités.

En présence de 1la force due & la masse induite que nous notons M,, les
équations du mouvement du milieu particulaire se réduisent aux équations

de continuité

r(ci) = +T.|'.VJ’: 0

(b) (4. o(){+Jan4. O()fU:
() 2 (m),Aa«(x(g g) =

(3.1) <
(d) (4-4)r('%‘)z'ﬁ+? VU)=-(1-24)Ve 4 oAm (5 . 0)- M,
| (e) «fe (??62 €8 )= -xXVE 4+ dm (T-T)+ M4
?
(3.2) M, = xrm{( 0.0 ) - (?_Q,c, vcyj}

avec M, un coefficient constant de couplage.

Nous pouvons remarquer qu'en 1l'absence de la force de masse induite M,
(3.1) se réduit aux modéles considérés dans la premiére partie.

En wvue des relations de saut associées au probléme physique lorsque le
milieu comporte des dicsontinuités, il importe de considérer le systéme
d'équations locales directement issu des équations intégrales et qui est
équivalent & (3.1) dans les domaines de continuité, & savoir

((a) 2 2 (a-al) v div (4-o)U =

(1-)f # c‘iv(d.-c(}fU:rO
) («fe) + e (e ©) =

’b\ —a-
\b, i
_?_

(3.3) 3¢
d)%{(4~x)rﬁ+4fe8} b drf (1-4) £ Uo T+ 45 oG | =-ve

L(Q) % (o(fe_ -é’) ¥ C{Iv (o( fe-gp—é?) - XXV &+ ’a(m(U-—G;)*'ﬂa:
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Nous avons déja trouvé dans 1le chapitre précédent les contributions aux
discontinuités des différents termes qui apparaissent dans le systéme (3.3)
&4 1l'exception du terme M, .

Ce terme est non conservatif au regard de son expression (3.2). Nous allons
donc 1lui appliquer les résultats relatifs & la théorie des distributions
non linéaires développées dans le chapitre précédent, afin de trouver sa
contribution aux discontinuités.

Remarquons au préalable que M, peut s'écrire sous la forme :

Cependant, si nous ne tenons pas compte du principe expliqué dans la
conclusion faisant suite au systéme (2.67), et que nous considérqgg_gsns
(3.2) 1le produit, au sens des distributions généralisées, de &, p, U, G et
leurs dérivées de maniére isolée, & savoir :

M4—MJ@F@{(Q|: U@V—Lr) ( G@V—G.)}

—
on s'exposera de fagon certaine a des indéterminations liées a [GID ou [6,1
& la frontiére libre. Il convient donc de transformer 1'écriture (3.2) de

M4 en écrivant :
— ._‘

M1=M£. (4-4)3'{:? u. vu} MJ’e o(fe{ '5.7'8}

Et comme
(4- .() {9“ 'D‘vu}— (4-o)f D+ div(s-o) (ol
en raison de (3.3 ,b), et que

a(fe{‘;‘: VG}—- (4,G)+ J'V’("(fefv"c’)

en raison de (3.3,c), on obtient

— —y
Mi=M X {:‘_).(4..4)_('U+ div (¢2-%)f U@U}
4- 1] 3
—-#
-m{ ‘li(dfez)-rcliv (4 f. Z@GJ}
£ 014
Soit au sens des distributions généralisées :

B0 M= (Lg)e 2 adr U dv (4-4)r‘u’e‘d}
M 2 AT, > =
__fe_f@{;t_(a( £.6)4 dir (o, Go 6)}

ce qui nocus donne la contributiocn

(3.5 M,= M (f‘:) . [[(4_«”’(%- WZ)U]-%f.EQ(Gn‘WZ)Z]
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D'ou les conditions de saut relatives a (3.3)

( (a) (2.64,q)

(b) (2.6u,1b)
(300 1 () (9.64,¢)

U.-E] = - ﬂ:(/L"()r(U"'W:)—U*-}"(ﬂ(Gn- W;—_)—G’:H
U_ere(gn-wz)a]: -2 3 [[ex

Portons dans (36,e) 1'expression de'ﬁ; et celle de [P M1 déduite de (3.6,d)
et regroupons les termes. Le systéme (3.6) devient alors équivalent &

((a) ﬂz_’i-")(un-wz):ﬂ -5

1) e (U we) ] =

(0 %% (e, W) = o

b 2] @ =-[[:4 d)F (Un-We ) Ut dfa(6,-We )G ]
(o) (1 8% 2] ) 45 (6a-w=)T ]

L C(ELen () [( ) £ W) T = 0

A 1la frontiére 2z = E(x,y,t) des particules, G = W, et l'équation (e) de
(3.7) se réduit a

(2 n D)) [(4-)s (b vy T =

On est donc conduit de nouveau a la condition contraignante

m/l-a()f(un-WE)U]: o, imr‘i?‘dht Un—-Wg en kout POint 43 z= E(x,t#‘,t)

—t

(3.7) <

Et comme dans le cas du modéle de DREW-SEGEL, on arrive aux mémes conclu-
sions : les frontiéres z = F(x,y,t) et z = E(x,y,t) ne se dédoublent pas.
Elles restent une m2me et unique surface au cours du mouvement.

Nous pouvons donc conclure que T8 force de masse induite n'est pas
responsable du mécanisme du dédoublement des deux frontiéres.
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3.2.2 Importance de la force tourbillonnaire dans le mécanisme de dédouble-
ment des deux frontiéres z = F(x,y,t) et z = E(x,y,t)

Prenons maintenant en compte la force tourbillonnaire dans les égqua-
tions du mouvement. Cette force résulte de la différence de vitesse entre
le fluide porteur et les particules, et de la présence d'un gradient
spatial dans le mouvement du milieu. Elle a pour expression :

(3.8) Mo= L (rot_ﬂ)Adf(E- U)

ou L est un coefficient de couplage constant. Cette force est visiblement
non objective. Cependant, cela ne constitue pas un handicap pour nous, dans
la mesure ou nous travaillons dans des référentiels galliléens. Lorsgue ce
n'est pas le cas, la question de 1'objectivité des forces d'interaction
fluide-particules peut se poser. Cette question reste encore ouverte, et il
y a divergence de point de vue entre les thermodynamiciens des milieux
diphasiques.

Dés lors, le nouveau systéme d'équations du mouvement est obtenu en rempla-
cant seulement dans (3.1) ou (3.3), M, par M, + M,.

Les conditions de saut relatif & ce nouveau systéme seront simi-
laires & (3.6), systéme dans lequel on remplacera ﬁ; par ﬁ1+'ﬁ;. 11 reste
donc & déterminer M
(voir [12]) :

(3.9) M, = LXF(E—U).(VU -(vu)t)

o Pour cela, remarquons que M, peut aussi s'écrire

Et donc,

/——\_/—‘/’-\__—____——

M, =L« f(G-T)ov0 ~ L4f(Z-T)o(vT)*

A partir de la théorie de distributions non linéaires que nous avons mise
en place au chapitre précédent, nous avons

— = _ - :
[« (&-T)ovi = L [ Jext. £7(Z-]
L 77 (G- 0T 0]

Quant a « f(a'—l‘?) - (va)t , remargquons ceci
si ;et_f). sont deux vecteurs, alors, avec la convention de 1l'indice de
sommation, nous avons :

—

—>
T\t —
(3.10) E.(Vb) —_— eio?_b.d

'DX-J'
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et par suite

- N—
(3.11) do(vblt = U} e ] _
nE e ll-:_l;-_]].i'
(%.ﬂfﬁ])n

ol . représente le produit scalaire de deux vecteurs et @ 1leur produit

]!

I

tensoriel.
Par conséquent, nous aurons

,/””’———\‘::“‘-—""ﬂ—' ,////i:\\t:?‘ —
Ldf(6-U)o (vU)E = L(M(G-UJ'H:U])R
Et par suite,

=1 {776 07 [7] - (4700 [WD)R)

Dans 1'expression ci-dessus, décomposons les vecteurs suivant leurs compo-
santes tangentielles et normales. Nous pouvons alors la réécrire :

(3.12) ﬁi ’_L{%\) H:Llnrt»fU:H

(@ ey 0] % m [B.])w)
Lga\r/(c;-—\uh [ - (G -Tol. ALY
Les nouvelles relations de seut seront alors :
(@) (3.3,a)
) (3-%.b)
@ {3.7,¢l

(3.13) 4 (@) (3.3,d)

(e) (4+—r— 10()H}(JE(G.\ Wz ) ]
S(xden () [4 «] £ (Un- Wt)—‘-T]]

= L{ F (G0 [[UJ] (<& - ) [U] )7 )
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Dés lors, nous pouvons Tracrire (3.13) sur chaque frontiére

a - Relations de saut & la frontiére z = F(x,y,t) des fluides

A la frontiére z = F{(x,y,t) de séparation des fluides, U = W, des deux
cotés de la discontinuité et le systéme (3.13) se raméne &

/

(a) UT‘I

1

(b) Un = Wg
(c) [E<(Gn-wr):H= 0
(3.14) <

(d) [P:H = -[E(fe (Gn-wr)G__H

(e) (“?f xa()H_:-(fe(G— W)G-_U

[T [ - a0 B 0n ]

b -~ Relatisns de saut 4 la frontiére z = E(x,y,t) des particules

[, ]

A la frontiére libre z = E(x,y,t) des particules, @ est identiquement
nulle dans le domaine sans particules. Si nous indigons du signe (-) les
quantités a la frontiére lorsqu'on s'y rapproche en étant dans le domaine
sans particules, le systéme (3.13) va se ramener &

((a) (a-o)(Uy-We)=(Us=We) =0
(b) (4 « ) (U - We) [[?iﬂ:: 0

G190 ﬂ_’e]] ® = —<.4-a<)f(u:-Wr-) [[U:”

La relation (3.15,e) peut se Yécrire :
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(24 +M(725) (2= £, (u2- we) [, » u.7

= L{dS (G- tUn) [[u.:ﬂ (4 £ (6-1 J[u:ﬂ)n}

c'est-a-dire

{(1"‘*“(23‘.7))(4-*)1‘2(“1— O - e er-we)) [ ]
o (e M52) ) (e - <)L (U2 We) [u]}

FL4E (G, [["]]}n—-o

Et en séparant les composantes tangentielles et normales, nous obtenons les
deux relations :

(a) {(10(+M(.,1_°_(_‘))(4 4)f(u -We)=- LS (6 —Un)}[IEJt:H_

o) (ot + M)} b= <), (Un - W) [Un] # Lt , (G T ) [5]=o

J1 est impérutif de bien avoir & l'esprit que les relations ci-dessus sont
des relations locales qui doivent étre vérifiées de maniére ponctuelle sur
la frontiére z = E(x,y,t) & tout instant t. Si nous considérons par exemple
{g relation (a), en un point (X% ,} .t} de E(x,y,t) on peut avoir
EH (¢ ,y,,t)1 =0, et en un autre point (x, Y, ,t) de E(x, y t), avoir
I (y,y,.t)0 # 0, mais{(kohM[:‘_o‘))(d"(),ﬁ(u' wg)—-'-"(f(o }=°

La relation (a) est un produit nul de deux facteurs.

-’ -
On ne doit pas avoir [U 1 = 0 dans (a) & tout instant et en chaque point de

z = E(x,y,t), sinon la relation (b) se ramenerait a
(U, - WE) (U I =0 , identiquement

Et on se retrouverait alors dans le cas du non-dédoublement des deux fron-
tiéres. Par conséquent, si l'on veut qu'il puisse y avoir un dédoutlement
des frontiéres & un certain moment, il est nécessaire qu'on puisse trouver
des points sur z = E{(x,y,t) ou ﬁﬁtﬂ + 0. En ces points le systéme précédent

se réduit a :
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(8) (x4 +MEAL)) (a-a) f (U= We) = Lol (6o Un),
() L{df, (Ga=Un), [E_l,,]] ¢ A0(G-T)e [LL:H}:: o

Néanmoins, la seule condition Eﬁtﬂ # 0 en certains points n'est pas suffi-
sante pour qu'il y ait un dédoublement des frontiéres. Il est nécessaire
aussi qu'en ces points, (UA-NW‘L soit non nul. Ce qui impose au secnod
membre de la relation (a) ci-dessus d'étre non nul, puisque le premier
membre est de 1la forme : a(lJn-VVcL , avec a non nul. Pour qu'il en soit
ainsi, il suffit que G:-U; soit non nul dans la mesure ou L est déjé non
nul. Par conséquent, en présence de la force tourbillonnaire de susten-
tation , nous avons le dédoublement des frontiéres z = F(x,y,t) et
z = E(x,y,t) & un instant donné, dés qu'en certains points ol elles étaient
confondues jusque la, on arrive a avoir & la fois Eﬁ;ﬂ #0et GaglUn |

Tout le raisonnement que nous venons de faire pour expliquer le méca-
nisme de dédoublement des deux frontiéres zsE(x,y,t) et z = F(x,y,t) a été
possible parce que nous avons considéré la force tourbillonnaire de susten-
tation (L # 0). Ce qui traduit toute 1l'importance de la force tourbillon-
naire de sustentation dans le mécanisme du dédoublement de ces frontiéres
z = E{x,y,t) et =z = F{x,y,t) dans le cas du modéle avec couplage de
pression.

¢ - Conclusion

Aprés avoir déterminé le mécanisme de séparation des deux surfaces
frontiéres, mécanisme engendré par la force tourbillonnaire, nous avons
écrit les relations de saut relatives a chacune d'elle. Le probléme a
résoudre est parfaitement bien posé maintenant. I1 est constitué par les
équations de continuité (3.1) ( M, devant y étre remplacé par M+ M)
couplées par les relations aux discontinuités (3.14) et (3.15).

Nous pouvons & présent aborder 1'étude de la stabilité de 1'écou-
lement de départ.
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CHAPITRE 1V

ETUDE DES PERTURBATIONS DE FAIBLES AMPLITUDES

I. GENERALITES

La configuration d'écoulement considéré dans ce chapitre est celle
décrite dans les précédents, & savoir deux couches de fluides en contact,
dont 1'une contient des particules initialement (voir fig.2 §.5 Chap.I)

Le principe général de 1'étude des perturbations de faibles ampli-
tudes est basé sur le traitement par linéarisation des équations du mouve-
ment. On considére 1'écoulement instationnaire comme la superposition & un
écoulement initial stationnaire supposé connu, d'un écoulement instation-
naire dit de perturbation. Et les amplitudes de cette perturbation sont
suffisamment faibles pour que les termes non linéaires en ces variables de
perturbation puissent étre considérés comme négligeables devant les termes
linéaires.

La stabilité hydrodynamique des milieux diphasiques a fait 1'objet
de peu d'études jusqu'aux environs de 1980. Cela est di essentiellement au
fait qu'il n'y avait pas assez de modéles consistants pour décrire le
mouvement macroscopique d'un milieu fluide porteur - particules en interac-
tion. Dans la premiére moitié des années soixante, les contributions essen-
tielles a la compréhension de 1l'influence de la présence des particules sur
la stabilité du fluide porteur ont été celles de SAFFMAN [20] dont les
travaux ont été complétés par MICHAEL [1li]. A partir du modéle sans
couplage de pression des équations, SAFFMAN était arrivé a la conclusion
que la stabilité d'un écoulement paralléle de fluide contenant des parti-
cules revenait a celle d'un fluide homogéne dont la masse volumique est la
moyenne pondérée par 1la fraction volumique &, des masses volumiques p du
fluide porteur et p, des particules. Ce fluide ainsi obtenu ayant aussi une
vitesse de base non plus réelle, mais complexe. De plus, 1l'étude effectuée
4 partir du modéle considéré révéle que les particules légéres et de
petites tailles ont une influence déstabilisatrice sur 1'écoulement, alors
que les particules plus larges et plus lourdes ont une influence plutot
stabilisatrice.

I1 a fallu attendre quelques années plus tard pour voir de nouveau
des travaux sur la stabilité de fluides diphasiques. On peut citer MARBLE
en 1970 [13] DREW en 1976 [9;10], NAMURATOV & SOLOVEV en 1986 [16], PRCOSPE-
RETTI & JONES en 1987 [18] et BATCHELOR <n 1988 [3].

Si dans son approche, MARBLE a encore considéré le méme modele que
SAFFMAN, NAMURATOV & SOLOVEV ont plutdot utilisé avec succés le modéle de
DREW-SEGEL dans le cas d'un écoulement de POISEUILLE plan pour analyser
1'influence de la taille des particules. Dans 1l'exewple choisi, p_= 1000,
~=1 et f =0,05 (ou f est la concentration massique en particules et a
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pour expression f = @ pe/p, a = fraction volumique particulaire). Leur

étude révéle que pour un temps de relaxation v (T = pe/mi ou m est le coef-
ficient de trainée et dépend de la géométrie des particules) variant de O &

6 (particules de petites mais aussi de moyennes tailles), les particules

ont un effet plutdt déstabilisateur sur 1'écoulement. A partir de T = 6,

les particules ont tendance & stabiliser 1'écoulement. Et l'effet stabili-

sateur devient maximal pour une valeur T, de T comprise entre 10 et bo.

PROPERETTI & JONES ont étudié la stabilité d'écoulement unidirec-
tionnel avec un modéle prenant en compte les effets de masse ajoutée et de
tension superficielle. L'équation aux valeurs propres qu'ils obtiennent est
un polyndme de degré élevé par rapport a la vitesse de phase complexe .
Dans 1la limite des grandes 1longueurs d'onde, ils obtiennent un critére
algébrique de stabilité dépendant des paramétres de 1'écoulement.

BATCHELOR a obtenu des résultats généraux dans 1'étude de la sédi-
mentation de particules solides dans les lits fluidisés ol 1'écoulement est
encore unidirectionnel et dépendant d'une variable d'espace. Et cela &
partir d'un modéle de diffusion. La stabilité de 1'écoulement est controdlée
par un nombre adimensionnel N (voir [3] formule (4.10)) et ce nombre doit
étre supérieur a8 1 pour qu'il y ait instabilité. Le nombre N dépend du
nombre de FROUDE ¢ et il s'avére que pour une concentration en particules
donnée, il existe wune valeur critique {. du nombre de FROUDE a partir
duquel il y a instabilité.

D'autre part, 1'étude de BATCHELOR montre que le phénoméne de
diffusion tend & s'opposer & une concentration importante des particules
localement.

II. ECOULEMENT DE BASE STATIONNAIRE

4.2.1. Equations de mouvement

L'écoulement intial est supposé s'établir dans les deux couches de
fluides superposés avec une vitesse 'ﬁ’ horizontale suivant le vecteur
E%.(é},%%;ég) constituant les vecteurs de base avec'gg orienté dans le sens
vertical. Nous avons donc

(4.1) U——-U(x.s.s)zz

D'autre part, les particules étant entiérement entrainées initialement dans
le fluide ou elles baignent, nous aurons aussi :

— -

G

=U

et les équations de mouvement dans chague domaine de 1'écoulement, indépen-
damment du modéle considéré, deviennent :
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%
2U
() -a()—'..UE’_‘i(. —~ 0
Dx 2%
4.2) & (e) ol?_u_.+ u2¥ _p
2x %

L () o(fi LI?ZE!. 0 —xx VP
2%
avec naturellement, @ = O dans la partie de 1'écoulement sans particules.

4,.2.2 Condition de saut en z = 0

Les relations de saut en z = O, Qqui est initialement & la fois fron-
tiére libre des particules et surface de séparation des deux fluides, se
réduisent a la condition unique

(4.3) [P]:o

4.2.3 Solution du probléme stationnaire constitué par (4.2) et (4.3)

L'équation (4.2,a) montre que p est indépendante de la variable x
pour U non ide.tiquement nulle. Par conséquent, nous avons

(4.4) p=ply,z)

D'autre part, par sommation de (4.2,b) et (4.2,¢), il vient

2U

—_— =0

2%

U est donc aussi indépendante de x et par suite
(4.5) U = U(y,z)

La relation (4.2,c) devient alors
2d
o°x

ce qui montre que & est aussi indépendante de x, c'est-a-dire

0

(4.6) &= aly,z)
Enfin, la relation (4.2,d) se réduit a VP = O.
P est donc une constante dans chaque domaine de continuité de 1'écoulement.
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Et comme la pression P est continue & la traversée de z = O d'aprés (4.3),
la pression P est une unique et méme constante dens tout 1'écoulement.

III. ETUDE DE L'ECOULEMENT PERTURBE

4.3.1. Introduction des variables de perturbation

Nous nous plagons dans le cadre d'un écoulemnet de base stationnaire
avec une stratification verticale, c'est-&-dire

p = p(z)

U = U(2)
(4.7)

o = x(z)

P = constante

Nous considérons 1'écoulement non stationnaire comme étant la super-
position de 1'écoulement stationnaire représenté par les variables du sys-
téme (4.7) et de quantités de perturbations C, V, g, W, p telles que

(f{x,y,3,t) = f(3)r €(x g,3,})

U(I,g,glt) = UBIT, + Vix,u,3,t)
we Gl y,3,t) = UBIT v Tlx,y,3t)
oA(x,4,3,t) =d(y)+ @(x,y,3 )

\Bt(")'i-|§)t) =Py P(";?;’Q,t)

- —>
fle,g,3,t); Ul 0,3,8)5 GOx gy g b)) dix g 3 k) Blx 4 3,t)

représentant respectivement la masse volumique du fluide porteur, sa
vitesse, celle des particules, la fraction volumique des particules et la
pression dans 1l'écoulement perturbé. Nous rappelons aussi que la masse
volumique p_ des particules est toujours supposée constante au cours du
mouvement.

. . iy —>
Les vitesses de perturbations V et g ont pour compcsantes :
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slx, g,3,t)
Vieyat) = | vixyst)
‘W(x,g,g,t)
‘i(x,«a,},t)
g(x,té,},k) = | rie,y,3,t)
S(x,g,;,\:)

4.,3.2 Linéarisation des équations du mouvement dans les régions de conti-

nuité

On porte les quantités du systéme (4.8) dans le systéme d'équations
de mouvement le plus général (3.1). Comme expliqué dans le §.1 de ce chapi-
tre sur les généralités, nous ne retenons dans le procédé de linéarisation
que les termes linéaires en variables de perturbations qui sont les incon-

nues du probléme.
Le systéme (3.1) linéarisé dans les régions particulaires s'écrit :

r (a) .'a_tQ.,’ U%% + Wi—} :O
7 M o=
ou oV Wl w ,ul_ =0
(b) %? -(4-4\‘){ T 15‘4{/ %?a: X
2T 09 ‘DS Uesr =o
(c) — 0({1;): ‘b) 3}*3633 3% d)vf
— o (a-¥
(d) (A-d)f{‘a—v + U'g:+ wdb “-4} =-(z
o) +4m(;--v')-o<rm{a_v+ TR
3 DX d&
('oz u’:i,,sé_'!z‘)}mo(f {(w-s)z‘:_+(q-u)¢s}
'33 ? dU-o —_ Yyl VP 4 & (‘7'—5)
(Q) 412 { u‘;i' :Ei &‘} =-F Pyom

— dU =
u(rrﬂ"“ T wéi“:-("“ uzs *5;; %)}

L Lo(f%-;-' [(5-w)T, 4 (u-)T3 ]

Dans les régions de fluides classiques sans particules, « est nulle ainsi
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que W. I1 suffit alors de poser & = 0 et W= O dans (4.9) pour obtenir les
équations linéarisées relatives & ces régions, soit le systéme

a1t mn dy

(4.10) ¢ (p) ¥, 2V oW

(c) J'{Z\L Urﬁl’+wd—u F‘} = -V

J1 nous reste maintenant & adjoindre a ces équations de continuité liné-
arisées de type (4.9) et (4.10), les conditions de saut aux discontinuités
frontiéres pour poser entiérement le probléme linéarisé.

Nous disposons de deux ensembles de relations de saut non linéa-

risées autorisant l'existence de deux frontiéres non identiquement confon-
dues dont une pour les deux fluides, z = F(x,y,t), et une autre pour les
particules, z = E(x,y,t).
Le premier ensemble de relations de saut (2.72) et (2.74), on i'avait
obtenu & partir du modéle sans couplage de pression de SAFFMAN-MARBLE. Et
l'autre ensemble (3.14) et (3.15), on 1l'avait obtenu & partir du modéle du
chapitre précédent qui prend en compte dans les équations de mouvement, en
plus du couplage de pression, la force de masse induite et la force tour-
billonnaire de sustentation. Il convient donc d'analyser ces deux ensembles
de relations de saut aprés 1les avoir linéarisées. Et 1'ensemble de rela-
tions de saut‘ linéarisées qui sera admissible pour le probléme sera celui
qui autorisera l'existence & la fois des régions de type 3 et celles de
type U4 aprés linéarisation. Procédons donc & la linéarisation de ces deux
ensembles de relations de saut.

4.3.3 Linéarisation des conditions de saut

L'écoulement a 1l'aspect suivant que nous rappelons ici :

Figure 1 : Aspect de 1'écoulement perturké
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@ - Linéarisation des conditions de saut obtenues & partir du modéle

de SAFFMAN-MARBLE.

Les relations de saut relatives au modéle de SAFFMAN-MARBLE sont
constituées par les systémes (2.72) défini a le frontiére z = F(x,y,t) des
fluides, et (2.74) défini & 1la frontiére z = E(x,y,t) des particules.
L'écoulement perturbé comportant quatre types de régions notées 1, 2, 3, et
4 (voir fig. 1 ci-dessus), il convient de considérer les relations de saut
linéarisées sur chague portion des frontiéres F(x,y,t) et E(x,y,t) séparant
deux quelconques de ces régions. Précisons & cet effet les variables dans
chacune de ces régions. Nous ne mentionnerons pas la dépendance des
quantités de perturbation par rapport aux variables x, y, t pour alléger
les écritures.

Dans 1la région 1 (qui est un domaine particulaire)
Nous avons

ff = f.(3)+ €

—-’ -

U,: = Ut (})?‘ + v4
G' = U,(3)E + 3,

0(: = 0((})* W,
| S— E+1

Dans la région 2 (qui est un domaine de fluide classique sans
particules)

Nous avons

f; = rs, (3)4' e).
U:= U,GIE+ Vs
fgf = P+ h

Dans la région 3 (qui est une poche de fluide 1 vidée de particules)
Nous avons

f; = f;(}) + @3

.—’ I
ur = U, G+ %

By = P+1>3
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Dans la région 4 (qui est une poche de fluide 2 qui a piégé des
particules)

f: = fg_ (3)* eb

£l
|

= U,(%)?:f_vn.

w

G, = L)€ + 3,
9(.: = "((5)" &,
B = Pt

P est la pression constante de 1'écoulement de base stationnaire.

Dans tout le développement & venir, nous utiliserons les signes Y et
A sur les variables de perturbations dans les régions 1 et 2 pour préci-
ser si on se trouve & une frontiére avec la région 4, ou avec la région 3.
Si les conditions de saut doivent étre écrites & wune frontiére avec la
région 4, on utilisera V (pour spécifier que E(x,y,t) & F(x,y,t)). Par
contre, si on se trouve & une frontiére avec 1la région 3, on utilisera
A (pour spécifier que E(x,y,t) 2> F(x,y,t)).

Soit f, wune quantité définie dans le région 4 : on la notera
ﬁ: lorsqu'on est & la frontiére z = F(x,y,t) et f, lorsqu'on se trouve en
z = E(x,y,t). Quant aux quantités f3 dans la région 3, {, désignera la
valeur limite’ en z = E(x,y,t) et f en z = F(x,y,t). On a le schéma
suivant

<= E(X,g,t)

Ecrivons maintenant les relations de saut linéarisées sur les diffé-
rentes frontiéres séparant les domaines.

Remarque :
De maniére générale, en une frontiére z = I(x,y,t) (ol I(x,y,t) désigne
indifféremment F(x,y,t) ou E(x,y,t)) on a

N=vV(3-I(x, ¢, t))= & - 2L g _ g,
e Yy

et si
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ot @ est une quantité de base stationnaire et -4, 4, @ sont les compo-
santes du vecteur de la perturbation,

alors a:. N = — d_:;_l' ¢ .a; + TNL
»®

ou TNL désigne les "Termes Non Linéaires (en variables de perturbation)"

Entre les régions 1 et 4 : on se trouve & la frontiére z = F(x,y,t)
telle que E(x,y,t) < F(x,y.,t). W= OF/0t et on doit y écrire les relations
(2.72) linéarisées : on a (d'aprés la remarque précédente) :

+ 2D Y
U =-u 2y w, s 1nt
v Dx
(U =U, e+ v puisqu'on est dans la région 1 contenant le fluide 1)
- oF
Un = -Ug =Wl
T = U.e .V
(U =4 SRR puisqu'on est dans la région 4 contenant le fluide 2)
Gr= -U2F € 4N
I
—> — _Y.
(puisque G' = W, e, + 9, )

- F
Gnz -U, % st L
K 2 A
—

- -y
(puisque 67 = Ue ?‘ )
: "

Les équations (2.72) linéarisées deviennent alors :

(a) ”lYA = u,2fF 2F
e 2k
(b) w* = (, 2F OF
(4.11) J * Taxt 7E
\ 4
(c) st= S,
+ Y
L@ o=

Entre les régions 2 et 4 : on se trouve & la frontiére z = E(x,y,t)
telle que E(x,y,t) < F(x,y,t). W = 0E/O0t et on doit y écrire les relations

(2.74) linéarisées :
On a (d'aprés la remarque précédente) :
i+
Un = -l ok + Wt TNL
X

(1—_1"_—_ Ll_.lé:ﬁ':‘ puisqu'on est dans le région 4 contenant le fluide 2)
*

- v
V%
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(IT‘: US-E‘,fV; puisqu'on est dans la région 2 contenant le fluide 2)
Gn = ‘Ux—-oﬁ + TNL
X
- -
(puisque G'=U,& + 97 )

Dans les équations (2.74), seule 1la linéarisation de (2.74-d) peut poser
quelques difficultés. Elle s'écrit :

(4-d) TNL + (2= L)' - B, )€, + TNL =0

Le premier TNL provient de

VIR RN 1]

(=) fa (- Ug 25wy -E)(uiz‘,ﬁ; (032 + %) )4 Tos

Y, -
= (4-«) B4 (w“ - Ug 'D._ _'9_5) (v.,_ -V ) t+ToS
PR \’0*—/—-—_—’/
™L
ol TOS signifie "Termes d'ordre supérieur"
Le second TNL provient de [PIR.
D'ou les équations (2.74) linéarisées deviennent :

’ E v
(7 0 b= B
(b) € = &
(4.12) T ) oE
(C) Sl‘_ = U :;—1, —ra—t
x
_ Y
L(d) =t

Entre les régions 1 et 3 : on se trouve & la frontiére z = E(x,y,t)
telle que E(x,y,t) > F(x,y,t). W= 9E/3t et les relations (2.74) y sont
linéarisées suivant un procédé <&nalogue au précédent.

v € %
Un = -U1;‘: +w, +THL

-y Fal
v o - kvi
( u'= LL_ A puisqu'on est dans la région 1 contenant le fluide 1)
Un= =, 28, wt cThL
e

- Lo 4
(U= Uia + Vg puisqu'on est dans la région 3 contenant le fluide 1)
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D'ou les équations linéarisées :

(&) (a-d) W, - UR_E-B_E_} — w - URE 7
W At S T 7k At

(b) €, = ¢

(4.13) <
(c) ‘5\‘ = U4Q)-—E"D_E
% 9t
(@ K =f

Entre les régions 2 et 3 : on se trouve a la frontiére z = F(x,y,t)
telle que E(x,y,t) > F(x,y,t). On a deux fluides classiques en contact.
W,= 0F/0t et les relations (2.72) linéarisées deviennent

A
(a) w, = OF OF
ox 7t
(4.14) ¢ ()  w, = U 2F 2F
2% 9t

Conclusion : Nous avons supposé 1l'existence des poches 3 et 4 dans 1'écou-
lement perturbé et nous avons procédé & la linéarisation des relations de
saut issues du modéle de SAFFMAN-MARBLE sur les différentes frontiéres. Les
systémes de rélations (4.11) a (4.14) résultant ne font apparaitre aucun
terme d'ordre 0O, c'est-a-dire aucun terme qui ne serait pas un infiniment
petit du premier ordre. Par conséquent, 1l'existence supposée au départ des
poches 3 et 4 n'est pas remise en cause. Les systémes de relations (4.11) a
(4.14) sont donc bien admissibles pour le probléme linéarisé.

b - Linéarisation des conditions de saut obtenues & partir du modéle
prenant en compte les forces tourbillonnaires de sustentation.

Ces conditions de saut sont constituées respectivement par les
systémes (3.14) pour 1les frontiéres de type z = F(x,y,t) et (3.15) pour
celles de type z = E(x,y,t). Nous supposons toujours au départ l'existence
des régions 3 et 4. Procédons alors & la linéarisation desdites relations
de saut sur les différentes frontiéres avec ces deux régions. Nous soummes

conduits aux résultats suivants :

Entre les régions 2 et L, aussi bien qu'entre les régions 1 et 3. et
ainsi qu'entre les régions 3 et 4, on retrouve les mémes résultats que dans
les cas précédents étudiés & partir des relations issues du modéle de
SAFFMAN-MARBLE. C'est-a-dire qu'on retrouve respectivement les relations

(4.12), (4.13) et (L4.14).



84

Par contre, entre les régions 1 et 4, en plus des relations (a) & (d)
du systéme (4.11), il apparait une relation supplémentaire due & la prise
en compte de la force tourbillonnaire de sustentation : on l'obtient en
linéarisant (3.14-e).

Le premier membre de (3.14-e) se présente sous la forme

(Gn - Wi )’ [[g]]

v
- -vo . = i~ | . =2
Mais G'=U,€, + 9, et G = U,2+ d , donc [G:n =3 -3

+
[~

Comme C;‘WF=S1-U?_F-Q_F
A% ot

alors (Gn-W.-)’ [[@]] est un TNL.

Quant au membre de droite de (3.14-e), rappelons-nous ceci :

v . v
uh = w1-u1£ sTNL 5 Gn =5, -1, 2F 7N
%
- _ oF - _
Un pms %’-Ug-")—x*'TNL ) Gh — S —U +TNL

Gi-li= 35 -vg sl b G- U= s-wu(u U) L+TNL

L'expression de droite de (3.1l-e) s'écrit alors
L () (40 (5 o o B (5 - 0 s (- )2 ),
..(e(r;({-di);o(fi( Uy v 9 - el )) (Lo Ug 4 Aoy - 45

(& -2 2 ei)}nos
Dx j
Négligeons 1les termes non linéaires en variables de perturbation dans

(3.14,e). Son premier membre doit é&tre égalé 4 0 alors. Son second membre
ci-dessus devient
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alors 1'égalité ci-dessus ne donne aucune condition supplémentaire sur les
variables de perturbaticn, et on est ramené simplement aux relations
données par le modéle de SAFFMAN-MARBLE.

2) si Ug-U,Fo

alors 1'égalité initiale se raméne & :

(ﬁ(g"-\!}’-)"fi(s‘:_w‘: + (ui-u'i)%)a -(f’.(qi-—/:ll‘) +

a0 Ui 40 = 1 (vl - 25

En utilisant les relations (a) a (c) de (4.11), on remarque que dans
1'égalité ci-dessus,

Y | 4 F
S -w! =5, -w, -(Ui-Uiji’,o_n

de sorte que pour ua.- U + o , on est ramené a :

-

(.15) (L +ha) (Fa - %) & = (0 (G- D)o fy (2= mag) s (K- 42)) ) 8

:f,_(&-%)(%-ﬁg ",)—F—e.i

Cette relation comporte dans son membre de droite, le terme pz(Ul—UZ)E%
qui n'est pas 4n infiniment petit.

Par conséquent, si U,- U, # 0, alors un terme d'ordre O apparait dans la

relation (4.15) conduisant & une incompatibilité entre les quantités infi-
niment petites de perturbation et le terme pz(Ul- U2) E% qui ne 1l'est pas,

mettant en cause 1l'existence de la région 4.

Deux conclusions sont possibles a ce niveau, sans que 1'on puisse opérer un

choix net.

1) les phénoménes prenant naissance dans la région 4 sont de nature
purement non linéaire. Dans ce cas, la théorie linéaire ne peut prévoir
leurs évolutions et 1'apparition du terme d'ordre zéro dans 1i'équation
n'est pas choquante. Cette apparition traduit dans ce cas-la 1'inadéquation
de la méthode utilisée pour 1'étude du phénoméne réel (non linéaire)
sous-jacent.Et dans cette hypothése, les conditions de saut obtenues en
présence de la force tourbillonnaire et linéarisées nous conduisent & la
configuration d'écoulement ci-dessous, ou la région 4 n'est plus qu'une

ligne sur laquelle E = F
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Figure 2

On n'a donc plus que trois types de frontiéres & considérer. Entre 1 et 2,
entre 1 et 3, et entre 2 et 3. Entre les régions 1 et 3 et entre 2 et 3, on
aura encore les relations (4.13) et (4.14).

Les relations (4.11) et (4.12) sont remplacées par :

Entre 1 et 2 (E(x,y,t) = F(x,y,t))

r (8.) wj_ -_— ULEE + 1}:
YA ok
(b) w, = Us2F  3F
(4.16) e 9t
W (C) 54. —= Uz%%#?b—i
@ =1

)

2) les phénoménes linéaires dans la région 4 existent bel et bien.
Dans ce cas, l'apparition du terme d'ordre O dans 1'équation "aux infini-
ment petits" révéle 1les limites du procédé classique de linéarisation qui
consiste & écrire les variables réelles comme somme de quantités de base
stationnaires, et de quantités de perturbation , puis & les porter dans les
équations en ne retenant que les termes qui sont de 1'ordre des perturba-
tions. les termes d'ordre O doivent s'éliminer en tant que sclution du
probléme de base stationnaire ; ce qui n'est pas le cas pour ce probléme
non classigque. I1 importerait sans doute d'attaquer le probléme & 1'aide
d'autres méthodes non classiques de linéarisation qui tiennent compte de ce
caractére "singulier" de la poche 4 en présence dekforce tourbillonnaire de
sustentation. Nous ne pourrons le faire dans ce mémoire.

Conclusion : Nous venons de voir que la force tourbillonnaire, si elle a
permis 1l'existence théorique de 1la double frontiére dans le modéle de
DREW-SEGEL initial, n'autorise pas, dans le cadre de la théorie linéaire
classique des petites perturbations, la pénétration des particules dans 1la
région 2 initialement vide de particules pour la formation de la région 4.
Les particules ne peuvent seulement qu'étre refoulées 4 l'intérieur de la
région 1 ol elles étaient, entrainant la formation des poches 3 (cf Fig.

ci-dessus).
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En wutilisant les procédés classiques de linéarisation, les systémes
(4.11) & (4.14) issus du modéle sans couplage de pression de SAFFMAN-MARBLE
sont donc les seules relations admissibles pour le probléme avec quatre
types de régions considéré. Dorénavant, elles constitueront les relations
de saut aux discontinuités pour le probléme linéarisé.

Dans toute la suite du travail, nous ne tiendrons plus compte de la
force tourbillonnaire. Cela revient & poser L = 0 dans (4.9).

IV. CARACTERISTIQUES DE L'ECOULEMENT PERTURBE DANS LES POCHES 3 ET 4 :
DES EQUATIONS LINEARISEES CONDUISANT A UN PROBLEME NON LINEAIRE

4.4.1 Probléme réduit et applatissement des conditions aux limites

Dans chaque domaine de continuité de 1'écoulement correspondant respecti-
vement aux régions de type 1, 2, 3 et 4, nous devions en toute généralité
résoudre les équations de type (4.9) ou (4.10), fortement couplées par les
conditions aux discontinuités (4.11) & (4.14). On ne pourrait se douter du
degré de complexité que constituerait un tel probléme si fortement couplé.
Mais dans les poches 3 et 4 les quadruplets (x,y,z,t) sont tels que

F(X,‘j,t) < 3 L E(l"d!t) ou bien E('*"#)t) Lb L F(x) ‘jlh)

Comme I|E - Fl| est un infiniment petit du méme ordre que E et F, on peut
envisager pour toute quantité # 1liée 4 la perturbation un développement de
Taylor au voisinage de E(x,y.t), soit :

(A(l"#’s't) = (/{1(7.‘,(”['[‘.)" (b-E)(l)?_(f(xu")3=E;tJ
+ termes d'ordre supérieur

ou A(x,y,E,t) est la valeur (ou la limite) de #(x,y,z,t) en z = E(x,y,t).

Puisque # est supposé étre un infiniment petit du ler ordre, le terme
(z =~ E) 8#/8z apparait étre du second ordre ; en conséquence, il doit étre
négligé (ainsi que les autres termes d'ordre supérieur) dans le cadre de la
présente théorie linéaire. Nous avons donc

A e,y 3 b) = hle,y, E0c,y,b)t)

pour tout z dans la poche 3 ou 4.
Mais E(x,y,t) étant infiniment petit, on peut réitérer un dévelop-
pement de Taylor au voisinage de z = O ; on est ainsi conduit & faire fina-

lement 1'identification

wan) Ale g, 3,8 = hix,y,0,)
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pour tout z dans les régions 3 ou 4.En particulier, dans les relations de
saut précédentes, les quantités(ﬁ; et(&; doivent étre égalées (é‘4§(0) ).
11 en sera de méme pourct; et B .

Nous n'aurons donc pas & résoudre les équations linéarisées dans les
poches 3 et 4. Les valeurs des perturbations dans ces régions seront
connues une fois le probléme dans les régions 1 et 2 résolu. Les régions 3
et 4 seront donc assimilées & des portions de la surface z = O.

Nous avons donc un allégement substantiel du probléme de départ qui
se réduit & la résolution des équations dans deux régions seulement 3
savoir 1 et 2, au lieu de quatre, avec des conditions aux limites aplaties
en z = 0.

Les conditions de saut (4.11) a (4.14) doivent maintenant étre
regroupées par deux et ajoutées : elles se réduisent alors a deux types de
relations en z = O.

On doit distinguer deux types de portions de la surface z = 0 (voir
fig 3 ci-dessous). Ceux pour lesquels les triplets (x,y.,t) sont tels que
E(x,y,t) € F(x,y,t) et qui représentent la trace des poches de type 4 ; et
ceux pour lesquels F(x,y,t) € E(x,y.,t) et qui représentent la trace des
poches de type 3.

Figure L4 : Trace des poches 4
3 : Trace des poches 3

I1 vient alors pour les relations de saut a considérer entre les régions 1
et 2, enz =20 :

Premiérement
Pour les i(x,y,t) tels que E(x,y,t) ¢ F(x,y,t), on a :

Y
(a) Wi(x,y,6o,t) = U2k, 2
oI ot
\'4
by Wy (x, g0,t) = U2 .9_} oF 2F A
(’4.18) vi ‘ {:ﬂk*’ah (E )+ u2®x+3t
5 _— D E
(c) "4("9“4:0)” — ui;,—c*%

<

" v
(d) 2(!0‘j;olt) — fi(x;‘i;o;t}
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Deuxiémement
Pour les (x,y,t) tels que E(x,y,t) » F(x,y,t), on a :

’ A
w, b)) = bl LI 2, D
' oot = L fhc+')t =={u 1ox' e (E-F)
7N
(b)  wr (x,g'o,t) = Ug—?ﬁi?az
(4.19) ¢ " L) = . 2F | oE
(€1 Sl gi0b) = ot
@ g0t = B0l

4.4 .2 Equations linéarisées conduisant & la résolution d'un probléme non
linéaire

On peut trouver une formulation qui regroupe les systémes (4.18) et
(4.19) en une seule et unique expression ; c'est :

(a)  w, b)o OF g RF & (2 o -F
( (1;‘50 ) Lf 1%)‘ 4""({’0}:'U1’3x}y(E )
(b)  wa(x, 4,0t U,2F - {2, U2 -E
(4.20) ¢ / b= 1L+ 29% {’ol:* 1’0x}7(r )
]
(c) 54(1-,3, o,t) —%I:* U,%)EL
k(d) f,_(x’qj,o,l:): I’1(x’g’o,l’.)

valide pour tcat (x,y,t) de la surface z = O,
La fonction Y(x) est définie sur R par :

Y(x) = sup (0,x)
_fO0 six <O
T lx six 0

Par conséquent, le probléme & résoudre sera constitué des équations de
continuité (4.9) et (4.10) écrites dans les régions 1 et 2 et qui seront
couplées par le systéme des équations de saut (4.20).

Si les équations (4.9) et (4.10) sont bien linéaires par rapport a la
perturbation, il n'en est rien des conditions de saut (4.20) qui sont non
classiques et qui forment un systéme non linéaire,.

En effet, la fonction Y(x) bien qu'étant linéaire par morceaux, est
une fonction non linéaire sur R tout entier. Et c'est elle qui confére a
(4.20) et donc au probléme couplé son caractére non linéaire, emmenant de
ce fait le paradoxe d'un systéme d'équations linéarisées aboutissant a la
résolution d'un probléme non linéaire.

Dans le systéme (4.20), c'est la présence de la fonction Y(E - F) qui
engendre le plus de d%fficulté. Nous allons par conséquent l'éliminer entre
les deux équations (a) et (b) de (4.20) ou elle est présente. Et a cet
effet, faisons agir 1l'opérateur de dérivation (0/dt + Uza/ax) sur 1'égalité
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1
(a) et l'opérateur I:—-(a/at + U 8/0x) sur 1'égalité (b) et procédons &
leur soustraction. Nous obtenons alors la relstion :

(4.22) (%,, l.lgl_g'o_x.)w,l o o(( o U, ;’ | Wy

—_ of ? 2
=- a2 ){(y(z-:)-y(r-a))*r}
Mais la fonction Y(x) vérifie
(4.23) ¥(x) - ¥Y(-x) =x ; V¥ x€R
et donc
Y(E-F) -Y(F-E)=E-F
et (4.22) s'écrit alors

(_EL.+ Ua-zzr) lA&__ d<¥ (;ﬂ:+ lJi 3:.) )

== 25 (e L2 ) B b 2= ) E

Le systéume (4.20) est donc équivalent a :

(@) sy (x,y,0,t) = 2, 1,2
®) b Ge,y,0k) = P (x40t
(h.24) o () | (%;Ua%)uq—id ( s Uy Dx)' 3
=- -3(—(% ng—x)(%—&ua%)f_
L(d) wy (=, 4,0 t)‘fo U 2 (%,Ug%))’(&‘-&)

Le probléme a8 résoudre reste toujours non linéaire, et cela a cause de
1'équation (d) ci-dessus. Cependant, cette équation est découplée des
autres équations du probléme dans la mesure ol 1l'inconnue F(x,y,t) n'appa-
rait nulle part ailleurs que dans cette seule équation. Nous pourrons donc
résoudre 1les autres équations pour déterminer les inconnues autres que
F(x,y.t), et l'équation (4.24,d) servira alors de probléme non homogene
pour la détermination de F(x,y,t).Du fait que o = o(y,z), (4.24,d) peut
s'écrire :

(4.25) (i* Ug 2 ) (r- of Y([-ﬁ)) = Wy (x,4,0t)

2k 33

Si nous aprelons S{x,y,t) la solution de 1l'équation non homogene

(4.26) (_+U )ij't) = wy (x,y,0t)

alors F(x,y,t) sera connue par la résolution de 1'égquation non linéaire

(4.27) F-<XY(r-E)= 4
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et 1'inversion de cette équation nous donne

(4.28) F=:S’+—i_‘—-y(;f~z)
fzg-e Inversa da F_E-KY(F-!)
d

Y(x)

_ o7 F-E -l T(F-E)

Figure 4 : Représentation de (F - E) - aY(F - E) et son inverse

V. SOLUTION DU PROBLEME LINEARISE ET NATURE NON SINUSOIDALE DE L'INTERFACE
FLUIDE-FLUIQE z = F(x,y,t)

Nous avions wvu & 1la fin du paragraphe précédent gue 1'équation
(4.24,d) était découplé des autres et constituait une équation non homogéne
pour la détermination de F(x,y,t).

Considérons & présent 1'autre groupe d'équations constitué par les
systémes (4.9) et (4.10) et couplés avec les relations (a), (b) et (c) de
(4.24). Nous pouvons y remarquer que les coefficients des opérateurs de
dérivation agissant sur les variables inconnues de perturbation ne dépen-
dent ni de t, ni de x et ni de y. Les perturbations solutions f(x,y,z,t)
peuvent donc étre recherchées sous la forme d'ondes modales (sinusoidales)

en x, yett:
(4.29) ;ﬁ(x,y,z’(._)= Alz) el (kx+1y+0ot)

ol i représente la racine du nombre réel (-1).

En particulier,

ei(kx¢ly+0t) ;

w,(x,y,2z,t) = w, (z)

et
> i(kx+€y+Tt) 2
E{x,y,t) = E e ; E étant une constante complexe.

(4.26) s'écrit alore
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9 i(kx+fyset)
(%DE ¢ Ua;;>:5(z,'a»t) =Wy (o) gt *x*lae 7

Et pour les mémes raisons que précédemment, :f(x,y,t) peut étre cherchée
sous la forme :

Zf(X.Y.t) = Zfeg(kx'ly'ot). Ef étant une constante.

Ce qui nous donne la relation
i+ kU, N =w (o)

Et 1lorsque o + k U2(o) # 0, et ce qui est justement le cas lorsqu'on ne
s'intéresse qu'au spectre discret, alors on trouve

Wa, (o)
A-(ﬁ-'.' & U,_(O))

L'égalité (4.28) s'écrit alors

4300 Fle,g,t) = R (S, 8)) 4 222 V[ R (S 0eg00- B g) ]

avec

g‘\. (:f(",‘;, t)" E(";‘j.t}) =.¢ IS'Z" IElii [f“f[ Cos ("&"f:ﬂ Cos(axtﬁj.y +f)t
* ks

oiu 1Al et ¢4 représente respectivement le module et 1'argument de la quan-

tité complexe #, avec E et;f les constantes introduites précédemment.

I1 s'ensuit de (4.30) que z = F(x,y.,t) est une onde modale non sinusoidale.
Elle va présenter des points angulsux conformément a la représentation ci-
dessous, alors que z = E(x,y,t) est une onde sinusoidale parfaite.
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[]
w
Ky
'™
» iR

_ — 3= E("i":t)

-

\
)

Figure'S : Représentation de z = E(x,y,t) et z = F(x,y,t)

Nous venons donc de voir que la non-linéarité du probléme linéarisé révéle
que la surface z = F(x,y,t) de séparation des deux fluides est une onde non
sinusoidale alors qu'elle s'avére étre une sinusoide parfaite dans le cas
de cisaillement de deux fluides classiques purs.

VI. PROBLEME REDUIT

4.6.1 Systéme d'équation pour les coefficients A{z) des solutions modales

{4.29)

Notre probléme linéarisé de départ se réduit donc aux équations (4.9)
dans la région 1 et (4.10) dans la région 2, avec les relations de coupla-

ges (4.24,a), (4.24,b) et (4.24,c) en z = O.
Portons dans ces équations et relations les sclutions modales (4.29)

pour les perturbations, et posons

(4.31) Q=0+ kU.
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Les équations en question deviennent alors :

Dans la région particulaire 1

Fla) LQe+fW=o0
) QT -l |i(kuslv)tdw)sd W =0

() (@ T 4o{ilkqs Lr)yds}y ds=0

(4.32) 4 (d) (4-J)f{lQVfw gﬂ E‘,} (4.-1-(){L1:(&0-,*9‘1)+D1a }

3
+ dm (9 V). aum{LQ(Y 3) (W’-sl—-—a.,_}
(e °U'«th3+s—o. }_-1-( .,1:(9.4.“24.9_){»01,0.5}
q +alm(V-g)w(rM{a,Q(v-gh(W'S)d; }

~——

Par souci d'allégement d'écriture et de clarté, nous avons omis les indices
pour le moment. I1 faut noter aussi que toutes les quantités présentes dans
(4.31) sont des fonctions qui ne dépendent que de la seule variable
d'espace z. De plus, . (point) et D représente 1l'opérateur de dérivation
d/dz, et dans 1la suite, nous pourrions éventuellement utiliser ' (prime)
pour aussi le désigner.

Dans la région 2

On obtient un systéme analogue a4 (4.34) en y posant

o(::t:):: J =
Enz =0

(@) S(o) = Q,E
(4.33) (b) ?a(o) = T‘(o)
(c) (1-%)Qq W, - Q, Wy + G QE =10

A

Q, et Q, sont données par (4.31) en y remplacant U respectivement par U,
et U,.

4.6.2 Elimination des variables : Probléme de STURM-LIQUVILLE

Le probléme constitué paf les systémes d'équations (4.32) et (4.33)
est un systéme d'équutions différentielles & plusieurs inconnues. Sa réso-
lution directe n'est pas toujours triviale. La méthode générale consiste &
lui substituer un systéme équivalent avec moins d'inconnues, mais d'un
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ordre différentiel souvent plus élevé. Pour ce faire, on procéde par é€limi-
nations successives de certaines inconnues du systéme, pour arriver & un
autre systéme contenant un nombre trés réduit d'inconnues. Lequel systéme
une fois résolu permettra la détermination des inconnues éliminées, au
départ, par remontée successive.

Nous allons donc appliquer cette méthode d'éliminations successives
des inconnues & notre probléme.

Notons au préalable que dans 1les problémes de stabilité hydrodyna-
mique, certaines inconnues sont privilégiées par rapport & d'autres. ainsi,.
les termes de perturbation de pression (p, Dp, etc...) doivent é&tre
éliminés dés qu'on le peut, alors qu'on essaie de conserver la composante
verticale w de 1la vitesse perturbée du fluide. On procéde ainsi parce que
trés souvent, il est possible de faire un rapprochement entre w et la fonc-
tion de courant de 1'écoulement lorsqu'elle existe. Ce qui n'est pas le cas
pour notre écoulement présent. Néanmoins, dans le cas présent, nous privi-
légierons encore w par analogie avec les cas d'écoulements admettant une
fonction de courant.

Revenons a présent & notre probléme.

a - Elimination des inconnues e et W

Dans le systéme (4.32), la relation (a) est découplée des autres
équations et permettra de trouver @ une fois W connue. Nous pouvons donc
1'ignorer.

Nous pouvons aussi éliminer W entre les relations (4.32,b) et
(4.32,c) par séustraction pour obtenir la relation

L{(4-a()(fzu+etr)+ a((acﬁf')}+Dw+(o(.+a(D)(S-W'):O

qui, avec les équations (4.32-d) et (4.32-e) constituent le nouveau systéme
réduit que nous substituons a (4.32).

Projetons maintenant les relations (4.32-d) et (4.32-e) sur les
vecteurs de base pour aveir des relations scalaires.

Le systéme réduit en question obtenu par élimination de @ et W se
trouve étre alors
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((a) i-l(1.-ol)({u* Bv)+ 0((&‘14 Qr)}f.bw +(d+4D)(s-w)=0

) (1-L)f{i@urw .‘j_: b=-i(a-xo) bt s

d(msifMGI(q-a) Mm(s-w)éd%‘
) i{e-o)f@v = o i(4-%xd)Lp s A(meifMQ)(r-v)

(4.34) 1 B
(@D L{1acd)f@W= (4. XL)Dptd(meifMO) (5-w)

© & (i@q13 3% ) coinahp s dlneifm@) (u-9) s
’ , -(,fn(w-s)iag—
(£) Lelf, Qr — ixd £p s dlmeafMQ)(v-r) ?

(@ idfa @s = -xedDpscl(msif MQ)(W-5)

b - Elimination partielle de la pression p entre certaines équations
de (4.34) et expression de la vitesse verticale S des particules en fonc-
tion de w.

" Le but final que nous recherchons est 1'élimination de toutes les

inconnues autres que w dans le systéme en vue d'avoir une équation diffé-
rentielle en la seule variable w. Et 1'étude de 1la stabilité reviendra
alors a 1'étude du spectre de 1l'opérateur associé a cette équation.

Dans un premier temps, nous allons procéder a une élimination
partielle de p entre les équations du systéme, c'est-a-dire essayer de
trouver un systéme équivalent a (4.34) ol p apparait dans le moins d'équa-
tions possibles. Nous ferons aussi apparaiftre dans le nouveau systéme que
nous recherchons 1les groupements (ku + €v) ; (£Lu - kv} ; (kq + £r) ;
(£q - kr), comme nouvelles inconnues en lieu et place de u, v, q et r de
maniére & obtenir un systéme découplé. Procédons par étapes. Eliminons p
entre les relations (4.34,b) et (4.34,c) pour obtenir la relation :

(4.35) (o!mn.f(u-dh M) @} Lu-kv)-(msifme)(Lq-kr)
=y %{ CLICRORCRAS.
3

De méme, élimirons p entre les relations (4.34,e) et (4.34,f) pour
aboutir a la relation

(4.36) (meifMQ)(Ru-kv)-fmei(f+fM)Q}(Eq-kr)
=L‘j—3‘i{mf(s-W)+ﬁ5}

Nous pouvons aucsi éliminer p entre :
d'une part, les relations (U4.34,b) et (4.34,e) pour aboutir a 1'égalité :
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a1 liQuaw S ) s (aoadlf(i@ges L)
d3 dy

du
= (msifMO){1u-9q) + fM(wW=-5) =
a3
et d'autre part, les relations (4.34,c) et (4.34,f) pour obtenir 1'éga-
1ité :
ix(4-o)Pavei(s-xd)feQr=(mrifMQ)(v-r)
Ces deux égalités que nous avons obtenues sont en fait des égalités inter-
médiaires en vue d'aboutir & une nouvelle relation faisant apparaltre les
groupements (ku + £v) et (kq + £r). A cet effet, multiplions la premiére

des deux égalités ci-dessus par k et la seconde par £ et procédons a leur

sommation. Il s'ensuit la relation que voici :

an {meif (x(a-a)e M)R) (hu +ev)
fmsi((ax)fer1)RY (ke br)
=& ((a-xg)hefr)s - (x(aos) e M) S W)

Nous pouvons encore obtenir une quatriéme relation indépendante de p en
éliminant Dp entre les relations (4.34,d) et (4.34,g), soit :

LQ[(/L-xe:')f‘s- 1(4_d)fw} - {mnymo}(w-S)
ce qui nous permet d'exprimer s en fonction de w :

m+£f{‘l(4.-°()+M}Q
;n+i-{(4-7i-l)fa+fﬂ}9

(4.38) S =

Nous voyons bien que s est une forction linéaire de w, c'est-a-dire de la
forme s = aw, et 1le coefficient a est différent de 1. Par conséquent, les
conclusionsque nous avions avancées au terme de la discussion sur le modéle
de DREW-SEGEL dans 1la premiére partie du mémoire, et relatives aux rela-
tions (2.76) et (2.77) sur 1la non-existence de modes non triviaux consé-
quence de la non-dissociation des frontiéres z = F(x,y,t) et z = E(x,y,t)

se trouvent vérifiées et confortées.

La démarche que nous mencns jusqu'ici consiste & trouver un systéme
équivalent & (4.34) dans lequel les nouvelles inconnues seront (ku + 2v) ;
(fu - kv) ; w; (kq + €r) ; (£q - £r) ; S ; et p.

Nous avons déja trouvé quatre équations de ce systéme par combinaison
des équations de (4.34). Ce sont les équations (4.35), (4.36), (4.37) et

(4.38). I1 nous en manque 3.
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Les deux derniéres relations de ce systéme feront intervenir 1a pres-
sion p.

Pour obtenir 1'avant-derniére relation, on multiplie la relation
(4.34,b) par k et (4.34,c) par £ et on procéde & leur sommation. Les
calculs effectués, il s'ensuit la relation

(4:39) (4~ %) (&0 = [idm-(xm4(a-<))£Q] (hus bv)
$ (-im+fMQ)(kqatlr)

. AU{ L(a-g)m = {(a- Ol sg-x) (-0 rea )M} @, W

d3 met{(1-1dife+ fM)Q

Et la relation (4.34,d) constituera la derniére équation du systéme.
Regroupons toutes ces équations. Soit le systéme

[(4.38)
(4.35)
(4.36)
(4.40) 4 (4.37)
(4.34,a)

(4.39)

[ (4.34,4)

Dans (4.40), 1'équation (4.38) nous donnait déja S. Le sous-systéme (4.35)
et (4.36) nous donnera les groupements (fu - kv) et (£€q - kr) par résolu-
tion d'un systéme de Cramer a deux inconnues. De méme, la résolution du
sous-systéme (4.37) et (4.34,a) qui est aussi de Cramer en (ku + £v) et
{kq + £r), nous permettra de les trouver.

Par conséquent, en ignorant (4.38), le sous-systéme (4.40) est découplé en
trois sous-systémes : (4.35) et (4.36) ; (4.37) et (4.34,a) et enfin (4.39)
et (4.34,4d)

Seuls les groupements (ku + £v) et (kg + £r} interviennent dans le dernier
sous-systéme. Nous pouvons donc ignorer le sous-systéme indépendant (4.35)
et (4.36), et ramener le probléme (4.40) a :

J



09

[ (4.38)
(4.37)
(4.41) 4 (4.34,8)

(4.39)

L (4.34,d)

C - Résolution du sous-systéme de Cramer (4.37) ; (4.34,a) avec
(ku + Lv) et (kq + £r) comme inconnues.

Portons 1l'expression de S donnée par (4.38) dans les équations (4.37)
et (4.34,a). Le systéme (4.37) (4.34,a) s'écrit alors :

r(a) {mflf(1(4-d)+M)}(&u+f-‘V’)
-{m+.i.((4.-x-()f+J’M)Q}(fcq+g")

& _ m{(s-xd)fi-x(a-)f} U
(4.42) 1 Mmoo+ L{(a-xed)f+Mf}@ dy

®)  (a-o)(khat f\f}#"(kqi'er}: iDw -

' . {1(4--()1’-(4-7‘-0(}(4}0
L (°<*°<D){ m+1{(4-14)f4+fm} W'}

De (4.42,a), on tire

m+ 4 f{(1-¥)1+ M}Q (kusly)

m{fu(s-x )¢ PR

v k {7.(4--()f-(4-10()f¢}m .JU w
{mei((a-x)ntrd)@ ) dy

qu'on porte dans (4.42,b) pour avoir

(Bus 2v) =

(4.43) H“i* er) =

1
X
Melf(a-u)(xdfs(2-X4)f) ¢ fM} QR

(2(2-w)-(4-24)f2)@ w}}

j(i.m-{fa (1-x<)+fM}Q) {le(-f““’) Cmv t(wriemm)a

l

p °( {1_(4u-‘¥)f-(4-]3<)I;}Iﬂ du W
T ma i {(a-xd)fe e f8Q d3
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Mais
Duw i (o + 4] | (x(1-4)f- (¥ B o 1
mae i ((4_1.()&*“1)(2
-_-_(4. + 4 d (x(1- o) f- (2~ x4)fa)Q DW 4 LW("[*’(D) {_L‘I.(d..-‘()f.(bp()rc)a
mei((a-xd)fiefM)Q ) "‘“((4'1“”0{!'1)62}

M4 {(1--{) (v £ (4-1«0&):,{’[\1}0 Dwee iw (o7 (x(2-4f-(e-200e)Q
T omeil(aaxd)fe+ ] Q pweiwlds D){m+i.((4-1-()ﬁ+m)a }

et donc

(w.uhy  (kus ev) =idw -{

1
mail(a-o) (e ps (4-x 4)5,)+?M}Q } *

{(m s i { fo(2-x4) ,m}q) (°(+ JD){ {x(1-4)f- (1241 } @ }

m+i.{(4-lo()r¢+yM}Q
VRIS (a-xdMf}m U
miif(e-xd)fetfM} R dy }

Nous avons donc exprimé les inconnues du sous-systéme (4.37) (4.34,a) de
(4.41). On va maintenant les porter dans le sous-systéme (4.39) (4.34,d)

pour procéder & l'élimination de la pression.
]

d - Elimination de la pression dans le sous-systéme (4.39) (4.34.d)
de (4.41) :

Portons les expressions (4.43) et (4.44) dans 1la relation (4.39). Nous
trouvons :

(1-xw) (K484 = {(Lc{m-{dﬂq-(/x-o()}ﬂ?)

; maif{x(1-d)s+ M} Q basd
r A (came fMQ) m*’;{(t-"lﬂfnfm}a}( uriv)

& -1 MQ (1(4-w’)f-(4-1o!)f4)m
+ {.c{ ( Lm+ f ) ( me L i(""*~4)12 +.fr1}{3.)2

. L{e=-o)m -{(4-«’)(4-14)f¢+(4-1a()((4-4)5’»,&;‘2)31} G}_C_l_l{w
m+i[(a-x)fe+fM]8 d3

Puis, en y portant de nouveau l'expression de (ku + £v) donnée par (4.44)
et aprés quelques calculs effectués, nous aboutissons & la relation
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) (a-xo) (K428 2 = ADw +(By vk Bg)W

ou ¢

A =-i (4-1'() ((L ) polfe)mei S {(1- <ot ((1- «)f+ dfe )M }
meif(4-x«)f, ¢ M]R

B, =i A (d+4D) {m-wr-(«-w)ra}o}
{ meif(a-xd)faesM}a

}Q

(4.46) &

By =i éﬂ_ (4 o{)f""’{ {1(4. A)5 - (2-xed)f | (Mf@+
mel ((e-xod)fes FM)Q
(4-«>(4-x«)fzfa (meif(e-%1fe(a-xaifst1r}a) (meiMfQ) )
n .
\ (met{(a-%d)fut MF}Q)(m+if(a-%) (xSt (a2 )4 11f]}Q)
I1 suffit maintenant de porter 1'expression de p donnée par (4.45) dans
(4.34,d) pour obtenir 1'équation unique en w a laquelle nous espérions
aboutir au départ. Mais auparavant, remarquons que dans 1'équation (4.34,4d)
intervient s aussi : substituons-y 1l'expression (4.38) de s. Aprés avoir
effectué les calculs, nous pouvons la vrécrire :

Qr'" {{a- -/)ha(f.}uf{(z 4)!’“((1-4)1’4.»({’4 oﬁq)w
m+b ((a-x J* M P} Q

Avant d'y porter 1l'expression (4.45), remarquons que le membre de gauche de
(4.47) peut étle Técrit :

(4-x<¢)de =D{(s.x)p)sxdP

(4.47) (d-xd) Dp ==t (2-2)

et que son second merbre est égal & Aw, c'est-a-dire
Dl(s-x<)2]+xcdt = Aw

Portons dans cette équation 1l'expression de p donnée par (4.45) pour abou-
tir & notre équation finale en w ; soit :

(4.48) Pw=0

olt # est 1l'opérateur différentiel

(h.49) P = A{ (&2 e {(p,,

#{De 2t H)(s,&s,)

avec A, B, et B, dé&finies en (4.46), et D représentant toujours, avec .,

(BorkBg)}D

1'opérateur de dérivation d/dz.
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e - Systéme de STURM-LIOUVILLE pour 1'étude de la stabilité

1) Le probléme de STURM-LIOUVILLE associé a 1'étude de la stabiliteé
sera constitué de deux équations différentielles du second ovdre, 1'uns
définie dans la région 1 ayant pour inconnue w, et l'autre dans la région 2
ayant pour inconnue w, avec des conditions aux limites en z =0 et & 1'infini.

L'équation (4.48) avec w = w, représentera 1'équation différentielle

dans la région 1. L'équation analogue dans la région 2 s'obtient en posant
w=w, et @ =0 dans (4.48). Soit le systéme :

wi=0

Q2 {1 w, + ;_=Dwz- (k% €% w,}-&{.:i Uy s Ug Jwy =0

2 a

(4.50)

avec P définie en (4.49) et Q, introduit en (4.33)

Les conditions en z = O sont données initialement par (4.33). En
éliminant E entre (4.33,a) et (4.33,c), on se raméne au systéme

‘P: U’) —_— P;(O)

4 51
Hon (4.-0().‘93_ Wiyig - Q4 w:(g)+0(015k‘)= o
Remplagons dans ce systéme, s, p, et p, par leurs expressions en fenction
de w, et w,.

s est donnée par (4.38), avec w = w, et Q = Q,

p, est donnée par (4.45) en y posant w = W,

1'expression de p, est aussi obtenue en posant dans (4.45),
=0, w=w, et Q=0Q,, soit :

52y (ke 2"1)13n = ~Lf, (Dwz +h U )

(4.51) devient alcrs :
m +i,{(4,-‘*)(Zﬂ*‘;*’(4-xdf)ﬁzff1fi
mel{(a-x«)fat M ]Qa

q
(4.53) AL } Qq Wi(0}-@, Wyl0) =0

LADW, (o) +(B,+ & By )W, (0) = (1-x)f, (@, IWy (o) h Uy Wy (ol

D'autre part, les perturbations vont s'atténuer & 1'infini si le domaine
d'écoulement est "suffisamment grand". Et ainsi, nous pouvons écrire les

conditions
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Vv‘(+ea) =0
(4.54)
VV!.("°°) =0

L'étude de la stabilité de 1'écoulement perturbé de départ revient ainsi &
1'étude du probléme spectral associé au systéme de STURM-LIOUVILLE (4.50)

avec les conditions aux limites (4.53) et (4.54).
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CHAPITRE V

AFPLICATION A L'ETUDE D'UN ECOULEMENT
DE TYPE KELVIN-HELMHOLTZ

I. GENERALITES

L'écoulement de KELVIN-HELMHOLTZ est un cas particulier d'écoulement
stratifié de deux fluides superposés. Dans cet écoulement, les vitesses U,
du fluide 1, U, du fluide 2, et respectivement les masses volumiques P, et
P, sont constantes initialement.

L'écoulement de KELVIN-HELMHOLTZ est le plus connu et le plus étudié
des écoulements stratifiés. J1 est intéressant pour les travaux théoriques
car il permet des calculs analytiques explicites et comparatifs.

Aujourd'hui encore, cet écoulement sert de base & de nombreux travaux
aussi bien en stabilité magnétohydrodynamique que purement hydrodynamique.
La bibliographie sur ce sujet est assez importante (voir & cet effet quel-
ques références a4 la fin de ce mémoire).

Cet écoulement a été initialement étudié par Lord KELVIN, puis HELM-
HOLTZ dés 1880. L'étude effectuée révéle l'existence de deux modes (conju-
guées), 1'un instable, et l'autre stable. L'apparition simultanée de ces
deux modes indissociables fait que tout écoulement est instable ou bien son
spectre lui f%it défaut.

C'est bien plus tard que les résultats des expériences ont été
expliqués. En effet, la prise en compte de la viscosité dans les équations
de mouvement conduit aux équations d'ORR-SOMMERFELD dans le probléme aux
valeurs propres ; et la solution modale qu'on obtient & partir de ces équa-
tions converge toujours vers le mode instable . lorsqu'on fait tendre la
viscosité vers zéro (écoulements & grands nombres de REYNOLDS). Ce qui
permet de conclure que l'écoulement de KELVIN-HELMHOLTZ non visqueux, qui
est le cas extréme de 1'écoulement visqueux, est instable aux petites
perturbations en théorie linéaire. Le mode stable étant donc un mode

parasite.

I1. RELATION CARACTERISTIQUE AUX VALEURS PROPRES PGUR LE CAS KELVIN-
HELMHOLTZ DANS LE CADRE DE NOTRE THEORIE

5.2.1 Probléme aux limites associé

Nous venons de voir dans les généralités que pour l'écoulement de
KELVIN-HELMHOLTZ, on avait & la fois U, et U,, p, et p, constantes.

Dans 1le cas ﬁfésent, nous avons des particules dans le fluide 1
représentées par leur fraction volumique @, qui n'est pas nécessairement
constante dans le cadre général du chapitre précédent. Ici, nous allons
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supposer homogéne la répartition initiale des particules.
Dans ces conditions, le probléme aux limites ((4.50);(4.53);(4.54))
se réduit & :

(a) A{D’w; (K ﬂz)w;} =0
® Qs {piwy- (&4 )W) = o

Avec
en z = 0

me & f(-ol) (Xt oo Caondlfy ) 1 MEJQ,
Mm+id(e-xd)f, + MS’,} Q4

(d) A.D.VQ;(O)" (4-%‘() rz QS. D%(O): 0

(5.1) (c)

Qa N (0).QW; (0) = 0

A 1'infini

(e) W; (-fbo,
() Wy (-e2)

o

(o]

ol A est donné par (4.46) et Q, par (4.31)

184

5.2.2 Etude des perturbations associées

Si nous observons le probléme aux limites dans le cas général
((4.50); (4.53) ; (4.54)), nous pouvons constater que lorsque A = 0 ou Q,=
0 ce probléme devient singulier. On a une dégénérescence du systéme d'équa-
tions et l'ensemble des valeurs de la vitesse de phase complexe ¢ = - o/k
annulant A ou Q2 est situé dans le spectre des opérateurs du systéme. Et
plus précisément, cet ensemble est situé dans le spectre continu associé au
probléme spectral.

Pour étudier la stabilité d'un écoulement dans le cas général, on
doit considérer une perturbation initiale quelconque et suivre son dévelop-
pement & des instants ultérieurs. Ces perturbations se propagent daans le
milieu sous forme de paquets d'ondes. Certaines de ces ondes peuvent
s'amplifier et d'autres s'atténuer. L'étude de ces ondes de perturbation
revient & celle des valeurs du spectre de 1'opérateur associé au probléme
spectral.

Dans 1les paquets d'ondes, nous trouvons des contributicns dues aux
valeurs discrétes (ou isolées) du spectre (ondes monochromatiques) et
celles dues au spectire essentiel. Ce dernier étant constitué du spectre
continu et des points d'accumulation des valeurs discrétes, lorsqu'ils
existent.
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Dans les études classiques de stabilité, 1'accent est souvent mis sur
les moades propres (correspondant aux valeurs discrétes du spectre) pour
deux raisons essentielles : la premiére de ces deux raisons provient des
travaux originaux de K. CASE [6]. C'est lui qui initialement a montré que
1'étude de la stabilité hydrodynamique se ramenait & celle du spectre d'un
opérateur via les transformations de LAPLACE et de FOURIER . Partant de 1la,
il a établi la corrélation entre les ondes monochromatiques et le spectre
discret d'une part, et celles du spectre essentiel et les paquets d'ondes
associées d'autre part. Cette corrélation étant établie, il appara®t de ce
fait que les modes propres ne forment pas un systéme complet pour la décom-
position spectrale, et qu'il faut par conséquent tenir compte du spectre
essentiel associé aux paquets d'ondes. D'ou la nécessité de 1'étude de ce
spectre {qui dans la plupart des cas se réduit au spectre continu en hydro-
dynamique). Le travail essentiel de K. CASE a été d'avoir montré que pour
les écoulements paralléles classiques, les perturbations situées dans le
spectre continu s'atténuaient. Par conséquent, dans la recherche des modes
instables, on peut ne considérer que les modes propres.

La deuxiéme raison tient plutdt a la difficulté mathématique que
représente la théorie spectrale des opérateurs. La preuve de 1l'existence du
spectre continu et de sa localisation n'est pas toujours triviale. Et
1'étude des paquets d'ondes associés passe par la recherche de fonctions
spectrales qui ne sont pas toujours des distributions classiques, sauf dans
des cas trés particuliers. Tout ceci constitue un domaine d'accés difficile
et quasi-hermétique pour la plupart des chercheurs.

Par cons¥quent, les difficultés inhérentes & la théorie spectrale et
les résultats remarquables de CASE font qu'on se borne souvent au cas des
modes propres dans les études. Et pourtant, dans certains cas le spectre
continu ne se trouve pas sur l'axe des réels comme dans la théorie de CASE.
Une attention particuliére doit étre alors portée & 1'étude du spectre
continu pour savoir s'il n'existe pas de perturbations qui sont suscep-
tibles d'étre amplifiées dans les paquets d'onde associés.

La preuve de 1l'existence d'un spectre continu pour 1l'équation d'ORR-
SOMMERFELD dans la cas du profil de BLASIUS par MACK, GROSCH & SALWEN,
GUSTAVEON a été un fait remarquable sans précédent dans le contexte de la
stabilité hydrodynamique. Cela a été rapporté par M. BOUTHIER [l ] qui dans
un article original a généralisé ce résultat obtenu pour le profil de
Blasius au cas le plus général d'écoulements non paralléles. Mieux, il a
montré que le spectre continu était bidimensionnel et qu'il avait une
frontiére parabolique dans le cas de perturbations a développement tempo-
rel, et hyperbolique dans le cas de perturbations & développement spatial.

Dans 1'étude présente, nous n'aborderons pas l'analyse du spectre
continu. Néanmoins, nous pouvons dire que ce spectre continu est situé dans
le plan complexe, contrairement au cas des fluides classiques ou il est
situé sur 1l'axe réel. ,

Par conséguent, si nous écartons le cas des valeurs spectrales du
spectre continu annulant A et Q,, les deux équations (5.1,a) et (5.1,b)



107

deviennent :

@ Dw, -(&*+8*) =0
(5.2)
() D* wq - (R*+£) =0

5.2.3 Solution modale et relation caractéristique aux valeurs propres

Dans (5.2), posons §¥= k?+ £2, En tenant compte des conditions &
1'infini, la solution de (5.2) est alors de la forme

(W)= w3

(5.3) o3

e* = Exponentielle de x,

et w, étant des constantes.

I1 reste maintenant & satisfaire les conditions en z = 0 (5.1,c) et
(5.1,d). Portons-y (5.3). Nous obtenons alors le systéme en w, et w,

suivant :

[ m+i.’{(4.-o()(1'(f4+(4-\'-’()&)41‘1{; }04 Qg_w"l"wa:.: 0
mas i {(1—1:{)& + Mf“} Q1

[(4-’(){" 4-0\’{..#'1" Lf, {(1-- o)fa + ((1- "Urt*'”‘)M}Q‘w“ #fg ngg =0
mu.{(d.-xd)f., +NQ}Q4

Ce systéme est indépendant du fait que le fluide 1 (particulaire) se trouve
soit au-dessus, soit en-dessous du fluide 2 initialement dans 1'écoulement.
Cette propriété du systéme (5.4) est due au fait qu'il n'y a pas d'aniso-
tropie due a4 la gravité dans le probléme.

L'existence de solutions non triviales pour le systéme de Cramer
(5.4) requiert l'annulation de son déterminant associé. Cela conduit a la

(5.4) ¢

relation caractéristique aux valeurs propres cherchée :

5.5 f G2 {m((»x-c{)i-o{%)«d((»t-o()ru((1-#)]‘1;«(&)1’1)@‘}

+f._.0:{m42((4-o()(lo{f‘+(4-1a(/f¢)+nj’i)6),} — 0

5.2.4 Introduction des® variables adimensionnelles cinématiques et géométri-~

ques dans la relation aux valeurs propres
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Le but de ce sous-paragraphe est de réduire le nombre de paramétres
intervenant dans 1'équation (5.5), en lui substituant une relation équiva-
lente qui ne dépendra que de variables sans dimension. Les paramétres
initiaux sont au nombre de huit : Py Py P,y m U, U, &xetk.

On peut choisir pour paramétres indépendants : p,/p, ; pe/pls o et
p, (U= U,) k
- .

Pour cela, remarquons que (5.5) peut s'écrire aussi, par factori-

sation de m et p,

(5.6) 0;’{(4-o()+ “{:n((bv()% {(4-"“‘(%}“)20‘}

4

+-l:1_02 {'“ L ( (1-4){xa(+(4.-y,a<)-g-} +M)-2‘- Q,}:O
D'autre part, nous avons aussi :

Qg =gk,

=c+fU,+ kAU

=Q0.+bau

ou Au = ui_U,

®19q

Appelons C la vitesse de phase complexe. Nous avons donc C = -

et par suite :
Q =k (U,- C)
Introduisons maintenant les vitesses adimensionnées par AU :

U1 C
(5.7) U=z~— et C=—

AU AU
et appelons Q leur différence, scit :
(5.8) Q=C-1
Nous avons alors

Q =-kAUQ et Q =-kAU (Q-1)

L .
Reportons les expressions de Q, et Q, ci-dessus dans la relaticn (5.6).

Nous obtenons :
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(5.9) {(4 o/)+°1r‘ -L((4 o()ﬁ 1(4 4)+a<ﬂ jn)E f‘ AU&Q)
_&( §-4) { -L(\,,‘ .(){144(4 *«.-l)ﬁl +l"|.)f‘ AUEQ}

Posons & présent dans (5.9)

p Py p
R, =— ;R =—;K=—AUK
P, PP m

pour aboutir & la relation finale cherchée :

(5.10) 02{(4.-0()”(1%, -1 {(2-)R, +{(4-4J+da,}m) kQ }
vRe(@-2)* {4 -i((ame){xe + (4-x)R, }414) K@}=o

qui ne dépend plus que des quatre paramétres annoncés plus haut R, ; Rp ;o
et K.

Nous pouvons remarquer que l'équation caractéristique (5.10) précé-
dente qui va régir la stabilité de 1'écoulement ne dépend que du seul
nombre d'onde K dans la direction longitudinale des x. Le nombre d‘'onde #£
dans la direction transversale des y n'intervient que dans la définition de
l'interface F(x,y,t) & travers la formule (4.30). Par conséquent, si on ne
s'intéresse qﬁ'é la stabilité de 1'écoulement, seules 1les perturbations
bidimensionnelles sont & considérer. C'est 1'élargissement du théoréme de
SQUIRE au cas présent.

5.2.5 Résolution approchée de 1'équation caractéristique aux valeurs
propres lorsque & < 1 (& trés petit devant 1)

La relation aux valeurs propres (5.10) est une équation algébrique
du troisiéme degré en Q. Elle admet donc trois racines, et chaque racine
va représenter un mode propre associé aux ondes de perturbation.

En particulier, pour & = 0, la relation (5.10) devient

(5.11) {Q°’+R:(Q-4J‘}.{4 - i-(R,,+M)Kon =0

Par conséquent, en plus des deux modes symétriques (conjugués) qui nous
sont donnés par la théorie classique de 1'écoulement de KELVIN-HELMHOLTZ et
vérifiant

(5.12) 01* Rg (Q-4)*

nous en trouvons un troisiéme :
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(5.13) @, — L

— (RptM)K

Ce mode non révélé par la théorie classique et mis en évidence par la
présente théorie,

plonge dans le
((4.50) 5 (4.53) ;5 (L.54)).

spectre

continu du probléme général
C'est un mode toujours stable car

Les deux modes

symétriques de KELVIN-HELMHOLTZ classique vérifiant (5.12)
sont :

(5.14) 0¢=4_R_‘__i.e Ef_

avec € = ¢ 1

Appelons toujours Qo 1'une quelconque des solutions dans le cas @

= 0.
Pour & << 1, opérons le développement de Q au voisinage de «
’

(5.15) Q

=0 :
Q, + ®Q + 0(x?)

et portons cette expression de Q dans (5.10).

I1 advient la relation ordonnée par puissancescroissantesde o

{@ 4R (@4 H{2- i(R,4m)KG.]
o (04(1{Q,+R,(Q-4)”4. l(nP+MJkQ,}
S i (R m)k{ Q04 R;(Q.-fx)’})

+G,’{(R,-1)+L(RP+ (4'RP)M}KQ0}
4-LR;(ao-»x)i{(ux)Rp-x}kQ,J +a(L*) =0

et en tenant compte de (5.11), et en annulant le coefficient de o dans la
relation ci-dessus, ors aboutit & la relation



111

(5.16) {2(Q+R )} (4-1(R'+M)k0.)
R +M) k(Qad» R; °—4)2)} Qa.

=-Q2 { (Re-a)+i{Ry+ (4-R)M] kQ,} LRy (00-4)1[(«1)&-1}1(00

qui définit le facteur Q.

1) On s'intéresse aux deux solutions proches de KELVIN-HELMHOLTZ classique
On va ignorer 1l'indice de Q, en posant Q = Q

= Q,. Dans ce cas, (5.12) est
vérifiée et on a a la fois

R, (Q - 1)2 = - @

et

R, (Q-1) =¢ilR, Q

(5.16) devient alors :

2 (syic YR; ) (- i(R+m)kQ)Q,

= - (Ry+1) (2-L(x+M)kQ)Q
Mais nous pouvons transformer 1l'écriture de (5.14) pour obtenir

A4LE R; L_€_(E£4_I)
VR

et donc 1'égalité précédente va s'écrire
die Reet (4 i(R,+M)kQ]Q
ol A
=-(R-4) {1- L (x+M)KQ}

soit
x+M)K
(5.11)  Q, =i€(Rp- 4)1V" {4 L(x+M)KQ

(Re+s) - ({RptM)KQ i
(Re-1) V@'(xm 4

.!.(ggu) Rpttt RfM' 4~5-(R,+M)kQ)

"'Lé ‘Rp 4) EE (‘yﬂ"M Rp"
2(Ret4) Rttl  Rp+M

=LE

4+ L(Rp+M)kT })
[4-i(Ro4M)k Q|2
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ol O représente le conjugué de Q
Portons dans (5.17) 1'expression de Q donnée par (5.14) et séparons
les parties réelle et imeginaire de Q1 pour aboutir aux expressions :

Bk + C
r(a) '.:A-& :
A0, I Rgs1-€(Rps M)VRE K)-LR(Ree MK |2
(5.18) ¢
, ,K C'
(b) ImQ, = A"+ BK:

| (R ea~€ (Ryott) YRe K)-ERe(Rps )|

avec

’

A=C =0

Al _ € (R,-i)(l'iﬂ)m
— A(Ree1)(RpeM)

A

B’__ R{(Rp'i} (Rp-l)
= 2 (2;94)

- G-(Rp"")(RP'I) -
(| C = 2 (R, +F) (R;+4)VRy

a - Cas limites IK| = ocet K = 0
Lorsque I[K| tend vers o (trés courtes longueur d'onde) dans (5.18),

Q, admet une asymptote :
Q&S = i A'
et lorsque K tend vers 0 (grandes longueurs d'onde), Q, admet la valeur

limite

Q = (¢ (RP'.") VR_;
¢ 2 (Rg+4)
Nous avens donc

0 = (Rett)
L7 (x+M)

et nous pcuvons évaluer l'ordre de grandeur relatif des phénoménes de trés
grandes longueurs d'onde par rapport & ceux de trés courtes longueur
L J

d'onde, soit
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Qt""Qm — Rp-l
Qo Tox+ M

(5.19)

Lorsque Rp est trés grand (exemple de la météorologie ou les masses
nuageuses sont constituées de particules d'eau en suspension dans 1l'air),
le rapport (5.19) est trés important. Donc, pour pouvoir observer a la fois
les phénoménes de trés petites et grandes échelles, il faudra utiliser des
appareils d'observation qui tiennent compte de ce rapport.

b - Graphes de R_Q, et Jle
Considérons les variations de (5.18). Suivant le signe de B (ou B'),

on aura :
1) st B > 0
K - b0 4 00
Denominataur O/ 0
2) ST B <« 0

"

K - 60 + 0o
BK4C T, =
Danominataur 0/\’ 0

(5-48) A/\,/A

Les variations de (5.18) résultent 1) de ses valeurs & l'infini, 2) de son

BK + C
signe, 3) de 1la dérivée de —— (IDI? étant le dénominateur) qui se

IDI?

P, (K)

présente scus la forme p ou P2(K) est un polynéme du 2éme degré qui ne
1D
peut donc donner que deux extréma.

On va donc avoir pour o << 1, 1l'un ou l'autre des deux graphes
L ]
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?ﬁuotum Q) ARG (InGy)

_____,____/:x. :—._._/..-N_______--..

/ .
" [ _~

Figure 1 : cas o0 B > 0 Figure 2 : cas ou B < O

2) Cas du troisiéme mode

Pour ce cas, Q, vérifie (5.13) et (5.16) devient (avec Q = Q) :

{(R,+M)(Q%+ Ry (0- 1)*)KQ,

=Q’[(RP,4)+L{RI +(4-R,,)M}kQ}-’LR; (0-4)2{(4+L)R,-1}KQ

En y portant 1l'expression (5.13) de Q, et aprés quelques calculs, on
trouve :

0, = —

-1
&+MFK

{R,+1(RP-4)* (Rr"")(P\?-x) }

1 -Refis(Rem)k}?

Puis en séparant les parties réeile et imaginaire, nous arrivons aux
relations

. 32 Re(R -1)(Ro=X)
(a)R‘Q‘= R m ‘(f 1) lP 3 :
(5.20) 9 ( Pt ){(1+R¥’RF(RP+M) Ka)l'lfR‘z(R;hﬂ) k’}
-4 R -k)(R;(R,m)'k’-(agu))
I =% [1- 14+ (R, -4, }
L(b) 4m &, (Rp¢t)°K Re(s+x)+ (‘*“s"”f(R.*n)’l(’)iw;(kpm)"k"

Graphe de Re Q,
On pose X = (R, + M)? K?

2 2 2.2
Le dénominateur (4.1' R; -Qg(RPiM)‘!K‘) + ¥Ry (RP-O-M) K

s'écrit alors :

Ry X*+ 2Ry (Rp-4)X + (R +4)"
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I1 y a deux cas & distinguer :

1) si R, - 13 0, c'est-a-dire R, % 1, alors :

X )

4+ 00

Ddnominataur (R;!v 4)1/ re

D'ol les variations en fonction de K :

K - oo

+00

x 400

— .

00
I4
Dl.nomlnatl.ur

\ (R'*‘)z/ + oo

Y4

ou R
M 2 R((Rp"‘)(Rp"l) \,

Rd. 04 o :
2) si R, < 1, alors
_ 4 o3
X I (t-R;)/R;

0

Ddneminataur (Rgi-{)" $0o
: \ “_Rg /

D'ou les variations en fonction de K
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K -0 - Y1-Re Ya-Re' ‘oo
(Rp*n)m (R,fM)(RT-'
4 0O

X

Yoo — “'R’)/Rf\* 0o— (1-R‘)/R‘

400

o0

Ddnominataur

Retd)* *
\'»R:/’( M — R

R el e
4 {Xno e a b\Qa (o)
24g /

(RP'4) (Rp-x)

Qb — 2 Re(Rp-1) (Rp =X )
(R, + M) !

G%; —_— -
<RP*M) (Rf#’l)"

avec

Rlso

Figure :x=1,Rp>1;R<1

f
Evolution des ccurbes pour les valeurs croissantes de R, de O al:

R, =0 <R <R,<R, <1
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k

Figure 4 : Cas ou R, %1
Evolution des courbes pour les valeurs croissantes de R, de
1armﬁm:R1=1<m2<m3<w
b-six=0cet Rp 1
Les courbes dans ce cas-ci sont obtenues & partir de celles des cas précé-
dents, symétriquement par rapport & 1l'axe (0,K) des nombres d'onde.

R&Q;

0

f
Evolution des courbes pour les valeurs croissantes de Rf de 0al

Figure 5 : x = 0 ; R ¢ 1 ; R,§ 1

Re=0 <R, < Ri» < Ry <1
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- e tm G e G G A CwE Sm . e T e

Fi re6:x=O;Rp§1;Rf>1
Evolution des courbes pour les valeurs croissantes de R, de 1 & 1'infini
R=1<R12<R13(oo
Graphe de Im Q4
A partir de (5.20,b), nous nous apercevons que

(Rp - d)tgr-x) {(RP’M)"K I,MQ4 +(4_1)RP_1}

est une fraction rationnelle se présentant sous la forme :

Y

T: YL 4w Rp Y 4w Re(Ree 1)

en posant )’: R;(erM)’K’_(R;J-'i)

La wvariation de ¢ va dépendre de celle de Y qu'on peut observer sur le

tableau ci-dessous :

K |-oce (o] ¢ 00

\/ \ - (R‘u)/

La dérivée de ¢ par rapport a Y,
¢ = -Y*+ wRe(Rp+4)
- {y4+uR;7+#R;(R;M)}:

s'annule pour Xi- 2, v R;(R;H) et Z _ 2 v R; (Rfi' 4)

d'ou la variation de ¢ sur R :
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Y |- oo 7. N \/‘1 4 00
° P(va)
! \\,\’ ‘!’(x)/ ™~ o

=X ,1 3 - 11
0= sy = e

Pour les variations de ¢ en fonction de K & travers Y, deux cas sont &
considérer :

si )’ =-1 VR((Q;#i) {- (Rg{,;) ,» c'est-a-dire R, > 1/3, alors on

a le tableau de variation suivant :

K [=o - Ke 0 Ks oo

/ % o0
Y D Yt\_) _(&*4)/”\/1

o
o Rett

2) si R, < g , alors on a les variations :

- 00 "'Kd. 'Kg (o] Ko K'l. 400
t 00

y I TTTh—

e (RM)”"Y"

P(v.)

R (z)
(r / \ / \‘t’(v)/ \

Etudions maintenant ImQ qui se présente sous la forme :

Ima = 1 - c(
(RP*“)k{ t (AJ'W)}

(o]
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ou A et B sont constantes.
La dérivée par rapport a K en est :

T jM)K’ 1+%(-A-BY+ B KLf')}

D'aprés ce qui précéde, ¢ est bornée V K ; il en est de méme de K¢'. Par
conséquent, pour & suffisamment petit, le signe du crochet sera celui de 1,
c'est-a-dire positif. La présence de la correction & ne change donc pas le
signe de la dérivée de JmQ et 1'on a les variations

K |[~oe o + 00
ImQ, ________,,._————"*"°° ——__ﬂ__’_,__a»o
0 - 00
D'aprés ce qui précéde, il y aura donc fluctuation autour de la valeur
1
centrale - ?ﬁ“‘“ﬁ?ﬁ mais jamais changement de variation. D'old 1'allure des
+
P
graphes : 2Im Q‘
’ k
Figure : Allure des graphes Ci (JmQ) = F(K) pour o << 1

3} Conclusion

le premier résultat perceptible de 1'étude des grphes précédents est
le caractére essentiellement dispersif des ondes de perturbation. Les modes
propres dépendent des nombres d'onde K, contrairement aux solutions clias-
siques de KELVIN-HELMHOLTZ.

De plus, on peut relever les symétries suivantes par rapport au

nombre d'onde K. .
1) Pour les modes Q. proches des solutions de KELVIN-HELMOLTZ clas-

sique, nous avons
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(a) Rq. Qc ('K) - RL G_Q (k)

(5.21)
) ImQc(-K) = -Im Q. (k)

2) Pour le troisiéme mode, nous avons :
(a) kd. Q,, (-k) pamnd Rn. G)u (k)
L® Ten Qu (-K) ~Im Q. (K)

(5.22)

II1I. PROPRIETES REMARQUABLES DES TROIS MODES SOLUTIONS DE L'EQUATION AUX
VALEURS PROPRES

5.3.1 Invariance g.QAliléenne des modes

L'invariance g@liléenne des modes est immédiate, puisque toute solu-
tion Q de 1'équation aux valeurs propres (5.10) est une fonction des seuls
paramétres K, ¢, Rp et R, qui ne dépendent pas du repére galiléen choisi.

C'est-a-dire qu'on a :

Q=C-1U
= F(K, o, RP. Rf) VU
Par conséquent, € - U est une quantité indépendante du repére galliléen,

d'ou 1'invariance grlliléenne des modes.

5.3.2 Propriétés de symétrie

a - Théoréme :
Les symétries (5.21) et (5.22) restent vérifiées V «

Preuve .

La preuve de ces symétries est loin d'étre évidente. Toute la démons-
tration va reposer sur la remarque essentielle suivante : K n'intervient
dans (5.10) que par le groupement iK. Nous pouvons donc considérer le
premier membre de (5.10) comme une expression polynomiale P(X:y) & deux
indéterminées complexes X = Q et Y = iK, et a coefficients réels.

Lemme préliminaire
Soit P(X,Y) un polyndéme & coefficients réels et a deux indéterminées

X et Y complexes. Alors :

(5.23) P(X, Y) = P(X,Y)
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od " — " placé sur une quantité complexe signifie qu'on prend son

expression conjuguée.
Le résultat du lemme est immédiat. C'est une propriété des nombres
complexes.

Ceci étant, dans (5.10), si nous faisons la transformation

K— -K

on aboutit a
Y=iK—— -iK=Y

{(5.10) peut donc étre réécrite sous la forme :

(5.24) P (X,Y) =0

Or, d'aprés le lemme précédent, P (X, iﬂ = P(X, Y)
Par conséquent, on aura aussi

P (X, v) = 0.
On en conclut que les trois racines de (5.10) dans la transformation

K —— - K sont les conjuguées des trois racines qu'on trouve pour K,
c'est-a-dire qu'on a 1'égalité ensembliste :

(5.25) C,(-K); C.(-K),' C...(-K)}-_—_- {C,(K); C.(Kk) ) C+(k)}

Ainsi, lorsque l'on passe continGment de K & - K, nous aurons deux types
de configurations possibles, & savoir :

1) soit les modes se correspondent, c'est-a-dire :

G (~-k) = Cu(K)

c.(-k) = C-(k]

L C,(-K) = Ci(K)
Y K

2) soit l'une reste inchangée et les deux autres s'échangent comme par

exemple dans le schéma
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R —

Cgs(‘K) — Cl(k)

{5.26) —

C+ (-kK) = C-(k)
Trois configurations sont possibles pour ce deuxiéme type. Au total, 1'éga-
lité ensembliste (5.25) nous conduit & quatre éventualités. Nous avons donc
une indétermination liée & la configuration de correspondance des modes
qu'il faut lever.

Pour lever cette indétermination, nous allons nous placer en K = 0 ou
(5.10) devient singuliére, amenant une dégénérescence d'ordre 1 de (5.10)
qui passe du troisiéme degré & une équation polynomiale du deuxiéme degré.
Une des trois racines est renvoyée a 1'infini, c'est le troisiéme mode, et
pour les deux autres, nous sommes ramenées @& un cas de KELVIN-HELMOLTZ
classique ot les deux racines sont conjuguées et donc s'échangent par paire
suivant un schéma du deuxiéme type. Il reste donc trois éventualités. Mais
la conclusion définitive résulte de la continuité de deux des trois racines
par rapport a K. Par conséquent, s'il y a deux racines qui s'échangent par
paire, ce ne peut étre que celles qui sont continues. Et comme en K = 0O, le
troisiéme mode est singulier, c'est donc ce mode qui reste solitaire. On a
donc le schéma (5.26), d'ol les symétries qu'on voulait montrer.

b - Corollaire
En posant ¢ = K C, nous pouvons écrire les relations de symétries

relatives au .taux d'amplitude Im o = K Ci et aux vitesses de phase
Re C = Cr, soit :

r(a) Cor (K) = C,, (k)
Oui (k) = Gy (-K)
Cor (K)
& (K)

(5.27) <

H
m

]

<
—
[}
z

(b)

i
A
-
x

\

Preuve

Las dgalites  C,p (k)= G, (-k) ot Cip (K)=C_.(-K)

font partie des résultats de symétrie (5.21,a) et (5.22,a) prouvés dans le
théoréme précédent.
Quant aux deux autres égalités du corollaire, remarquons que
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G (k) =K Cy; (k)

=K (_ Cos (-k)) , d'aprés (5.22,b)
-k Cyi (-K)
= 0y (-K)

et

G (k) =K Cip (K)
=K (‘C.;_('K)) , d'aprés (5.21,b)
=-KC_; (k)
= 0; (-K)

ce qui achéve la démonstration.

¢ - Conclusion :

A partir du théoréme précédent et son corollaire, nous pouvons
restreindre 1"étude des ondes de perturbation de 1'écoulement de KELVIN-
HELMHOLTZ diphasique a celle de deux modes, le troisiéme mode singulier, et
1'un des deux modes conjugués, le premier. De plus, avec les propriétés de
symétrie du troisiéme mode, nous pouvons l'étudier uniquement pour les K <
0.

Dans 1le plan comlexe (C_- U, C;), le deuxiéme mode et 1'évolution du
troisiéme mode pour 1les K > 0, seront symétriques des graphes du premier

mode, et des évolutions du troisiéme mode pour les K < 0, par rapport a
l'axe des C_ - U.

5.3.3 Propriété algébrique des valeurs propres

Théoréme :
Les trois valeurs propres de 1'équation caractéristique (5.10) véri-

fient la relation algébrique remarquable :

(¢ -

(5.38) , -
Z v{(Cr-U)"i- c_;’}’ =0

ol la somme porte sur .les trois modes (valeurs propres) solutions.
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Preuve :
En développant (5.10) suivant les puissances décroissantes de Q, nous
pouvons la récrire sous la forme :

(5.29) 03+(Potq)Q’f(r+Ls)G+Lt =0

ol
(P _2C
="
q — (4-4)+dRp +Rg
T K Cq
C
(5.30) 5 r e— —
Ca
s — -11“(
KCq
t — Re
| ke
avec

Co=ARy {(4“{) (xah (4-xd) Rp)"’M}
Co =(4-ot) (xRt Rp [ 24 Re(4-x)}) 4 MIRp4(2-) 4 ARy }

En raison des symétries précédentes, nous allons nous placer dans le cas ou
K < 0 pour la démonstration du résultat (5.28).

D'aprés (5.30) et 1la remarque ci-dessus, nous avons les relations
remarquables suivantes :

(a) l:p:rs
(5.31)
) E ¢o

gui vont étre les clefs de la démonstration du résultat (5.28).
Considérons & présent les trois racines : a el* ; b elY ; ¢ el? de
(5.29) écrites sous forme polaire. Ces trois racines vérifient donc 1'éga-

lité :

Qe (priq) Qo (reis)Qeit=(0-ac™)(@-be3)(@-cets)
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En développant le membre de droite de la relation ci-dessus et en égalant
les puissances successives de Q, on aboutit entre autres aux égalités
suivantes :

N dbC :-t
((a) abe gt (x+9+d) —-il =
x+ye3=TL[IN]
(b) dfosXx 4+ b gosy 4 C 053 =-p 1

(5.32) 1
(c) abgos(xty) +ac cos(xsz) #be coslysz)=r

(@ ab sin(x¢y) + dc oin (xoé) +be sin(r}) =9

“

(5.31,a) devient équivalent & :
abe {d,r.osx + b,cosj ¢ C ,f-osé}
= {db,c.os(ug) + dc.cos(x+3) +be ,c.osbp;)}
x{ab sin(x+y) ¢ AC sin(x+3)+be S'm(‘av})}

ce qui s'écrit aussi, en tenant compte de x + y + z = [27]

NI

abe ( d.cosx +b,r.os; + ‘-/605;)

= (dbsinéq- acsiny + be 5inx) (db ;osydc £OSY + bc,r_os x)
soit encore

b 2
a be _LOSX ¢+ dbC/COSJ + dbc‘,c.o:g

= (db)zsin3. cos3 + (@c)’ Siny. cosy + (be)?sinx.cosx

+ abc sin(x+3)+ a*bc sin(y+3)+ di:c.-" s'm(x.-r\})
\h____‘\/‘_/ "——\,———/ ~— P

ab*c Losy a*bec <cosx d[:c"/.os§

Nous aboutissons donc a la relation :
Ysi *si c+ (ac)?si =0
(ab) sinz-cos 3 « (be) sinx-cosx + lqc) " Sing. sy =

1

Et en multipliant les deux membres de cette égalité par — — nous
a“b°c

obtenons :
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5iny. 0} . sinx . Cosx . siny .Y

-0

ce qui peut se récrire :

CSiny . C Ao$ dsinx.atsx  bsiny.bcosy
(5.33) =2 2, S %s" =0

et en se rappelant que :

a cos X = C1r -U , asinx=C,
b cos x = C2r -U , bsinx=C,,
cC cos x = C3r ~-U , ¢ sinx = C3i

{5.33) est justement le résultat (5.28). Ce qui achéve la démonstration.

5.3.4 Propriété géométrique des deux modes symétriques dans les limites de
nombres d'onde K = 0 et IK| = + o0

Théoréme
Pour IRl = 0 ou oo,
les deux premilers modes sont situés sur le cercle C (A (‘fﬂ, 1/, ) de centre

A (ﬁ?), et de rayon 1/2 dans le plan complexe (C_- U,c,) des modes propres.

Preuve

Si nous nous plagons dans la limite K = O pour les nombres d'onde,
nous observons une dégénérescence de 1'équation (5.10), et les deux solu-
tions réguliéres en K = 0, c'est-a~dire les deux premiers modes, véri-
fient :

9
(5.34) Q’ +d, (@-4)" =0

avec
_ Re
YT o Rp 4(4-4)

Dans la limite IKIl = oo, (5.10) devient :
2

535 Q0% 4 (@-4)}=0

avec

dg — Re { (4-4) (xels (4-x-()R,)+M}
= (o) Re + 51 | ARy +(a4)}
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Soit Q = 0 ou
(5.36) Q> +a,(Q-1)%2 =0

Le mode qui vérifie la relation Q = O en IK| = eo dans (5.35) coincide
avec le point (0,0) du cercle C(A(‘z}), 1/2) dans le plan complexe (c.- u,c,)
des modes propres.

Ecrivons (5.34) et (5.36) sous forme d'une seule
expression

2
(5.37) Q*+3(Q-1)=o

avec
a, pour K=20

a, pour lkl| = &
En portant 1'expression Q = C - U + i C;, dans (5.37), celle-ci devient :

(Cr"U+.LC'L)2+d(CV'U"4+.LC;)g= 0

Puis en séparant 1les parties réelle et imaginaire, on aboutit aux
. &
relations :

@ (G-~ v af (q-u-af'-cf }=o
o G {(c-U)+ ale-u-1}=o0

Si a > 0 (c'est-a-dire R, > 0), alors dans (5.38,b), on ne doit avoir C,= O,
sinon (5.38,a) serait équivalente & (C_- U)?+ a(C_- U - 1)2 = 0. Ce qui
nous conduirait & la fois 4 C = U et C = U + 1, puisque a > 0. Ce qui est

impossible. Par conséquent, on doit avoir nécessairement

(5.38)

(5.39) Cr=Us d(cr-le) =0 dans (5.38,b)

Dans (5.39), C.-U-1#0. Sinon on aurait aussi C_- U=0; ce qui est

impossible. Nous pouvons donc exprimer a a partir de (5.39), soit :
a=__G-U_
G-U-1

Et comme a > 0, nous avons un encadrement de la vitesse de phase Cr:
Ug Cr§ Usa

ou en variable non adimensionnalisées,

~

(5.40)
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Us 4 ¢ & Ug st BU 20

A1
(5.41) Ug ¢ & & U, Sinon

et 1'égalité a U, a lieu si a = 0, c'est-a-dire si R, = 0 ou R = =, et &4 U,
si a = o, c'est-a-dire R, = co. U, et U, représentant respectivement les
vitesses injtiales du fluide 1 et du fluide 2.

Portons (5.40) dans (5.38,a). Aprés simplification, nous aboutissons & la

relation

2 b §
(5.42) (Cr-u)- 4 } 4 Ci :.1.
2 4
c'est-a-dire que le mode représenté par (C - U,C,) et correspondant 4 K = 0
ou |K| = o0 se trouve sur le cercle CA(AZf).l/Z) dans le plan complexe. Ce

qui achéve la démonstration.
Et nous pouvons ajouter ceci

1) En raison des symétries ((5.21);(5.22)) ou (5.27), nous pouvons conclure
que le premier mode, pour K = 0 et |kl = o, se trouve sur le demi-cercle
supérieur, ainsi que le troisiéme mode, pour K = - eoet K = O,

2) Le cercle caractéristique C(A(:Zi), 1/2) que nous venons de mettre en
évidence peut étre qualifié de "cercle des points de KELVIN-HELMHOLTZ". En
effet, tous les cas classiques de KELVIN-HELMHOLTZ gse raménent au cas

d'ondes trés longues ou trés courtes c'est-a-dire aux cas limites K = O ou
IKl = co. Chaque point du demi-cercle supérieur va donc représenter un écou-
lement particulier de KELVIN-HELMHOLTZ classique

c.

4
1
¢ -U
-4
1
Figure : Cercle des points de KELVIN-HELMHOLTZ

Sur le "cercle de KELVIN-HELMHOLTZ", les coordonnées des points sont :

- _ a
(5.43) Ce U e

et
R )
(5.44) C = T a

3) a) Dans la limite de nombre d'onde K = 0,
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R¢
o (Rp-1)+1
et par conséquent les points correspondants du premier mode décrivent
continliment un arc de cercle a partir du point limite correspondant a

(5.45) 4 =

& = 0, vers le point limite correspondant & o = 1. Pour s'en convain-
cre, 1l suffit de remarquer que C_- U est une fonction monotone de a,
et donc de o/, si a est aussi une fonction monotone de o sur [0,1]. Ce
qui est le cas avec 1l'expression de a ci-dessus.

b) Dans la limite de nombre K =

Si M = 0 (masse induite non prise en compte) ou x = 0 (pas de couplage
de pression), a est encore une fonction monotone de o sur [0,1], et on
a les mémes conclusions que précédemment.

Si M#1et x =1 (couplage de pression), alors a est de la forme :

o tdMi %oy
¢ =Ry~ T ¢S

ou &, %, v, m et 8§ dépendent de R, et M. La monotonie de a sur [0,1]

dépend des valeurs de Rp pour le paramétre M fixé. On ne peut réitérer
d'emblée les conclusions précédentes. On laissera les résultats numé-
riques illustrer les cas d'évolution possibles, si éventuellement on

s'écartait des conclusions précédentes.
L
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CHAPITRE VI

EXPLORATION NUMERIQUE DE L'EQUATION AUX VALEURS PROPRES
ET ETUDE DU COMPORTEMENT DES MODES

I. - DISPERSION DES ONDES DE PERTURBATION

6.1.1 Influence des paramétres K, «, R et R,

Nous avions vu gque les modes propres dépendaient de quatre para-
métres : K, @, R, et R, (équation caractéristique (5.11)).

On fait varier d'abord la longueur d'onde K. Ce qui permet de repré-
senter dans le plan complexe (cr 3 ci) , la courbe décrite par la valeur

propre C = (c, 3 c;) lorsque K varie.

Deuxiémement, on fait varier la concentration particulaire « pour
observer aussi bien 1les positions relatives des courbes les unes par
rapport aux autres que 1'ampleur du phénoméne de dispersion pour les diffé-
rentes valeurs de .

Troisiémement, la variation de Rp nous permet d'observer les compor-
tements des différents modes dans le plan complexe, en suivant également la
variation de . On pourrait alors se rendre compte de 1l'existence ou non du
phénoméne de coalescence entre deux modes, consécutif & une forte disper-
sion. On pourrait ainsi trouver les plages de valeurs de Rp pour lesquels
le phénoméne de coalescence entre deux modes peut se produire.

La derniére variation sera celle de R,. Cette hiérarchie des diffé-
rents paramétres nous est imposée par la physique du probléme. En effet, on
déterminera d'abord la nature des deux fluides en présence, d'ol fixation
de R, en premier. Ensuite, on précisera la nature des particules présentes
dans le fluide, d'ou fixation de R . Puis la connaissance de la concen-
tration volumique considérée nous fixera «. Enfin, on observe les pertur-
bations qui se développent dans 1'écoulement global, d'ct variation des
nombres d'cnde qui leur sont associés.

Nous cbtenons les résultats suivants 4 1'exploration numérique

Pour R, fixé, il existe deux valeurs particuliéres Rg et R; de R
vérifiant Rg 1« R; telles qu'on ait :

1) Pour tout R, € [0 ; Rg] U [R; ; + o[, il existe une valeur particuliére
o, de o telle qu'on ait passage continu entre le prermier et le troisiéme
mode dans le plan complexe (c_, c;) pour toute valeur @ de la concentration
volumique supérieure 5 @, (fig. 2-4-5-7 et 9 ci-apreés).

2) Pour tout RP S JR; ) R;’E , les courbes restent déconnectées dans le
plan ( Ce ,Ci,) pour toutes les valeurs de a (fig 1-3-6 et 8 ci-aprés).
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Chaque graphe est tracé pour un couple coefficient de couplage de
pression-masse induite (x,M) fixé&, correspondant & un modéle particulier.

Lorsque x = O (absence de couplage de pression) ou M # O (prise en
compte de la masse induite), nous avons vérifié que la valeur limite infé-
rieure Rg introduite ci-dessus vaut zéro. Et Rg est différent de zéro
lorsque M= 0 et x = 1 (modéle de DREW-SEGEL). A titre d'exemple, pour
R, = 0.8, R0=0.148 cf a fig.5.
Le phénoméne de raccordement entre les modes dans le plan (C} ,CL) peut
étre interprété de deux maniéres

1) Flle peut étre un test de détermination de la valeur limite o, de o pour
R, et Rp donnés au-dela de laquelle la théorie asymptotique que nous avions
construite pour & << 1 cesserait d'étre valable. En effet, pour o < o, les
graphes représentant C_ (la vitesse de phase) et c; (K c; étant le facteur
d'amplification ou d'atténuation suivant qu'il est positif ou négatif) en
fonction du nombre d'onde K sont analogues & ceux trouvés dans la théorie
asymptotique (chap V, fig 1 & 7). En revanche, au-dela de @,, pour un o
fixé dans la frange de coalescence des modes dans le plan complexe (cr, ci),
si nous représentons c. et c; en fonction de K, nous trouvons les allures
suivantes (fig.10 et 11).

Fig 10 : Représentation de la vitesse de phase c.

des modes I et III en fonction du nombre d'onde K
pour @« fixée dans la frange de coalescence.
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Fig 11 : Représentation de c, en fonction de K pour o
fixée dans la frange de coalescence.

2) Ou encore, l'apparition du phénoméne de raccordement des courbes dans le
plan (cr,ci) pourrait margquer aussi la limite de validité de la présente
théorie, lorsque cette zone d'intense dispersion des ondes correspond a des
valeurs o de 1la concentration élevées (& > 0.5). En effet, nous avons
élaboré nctre théorie a partir de modéles d'équations faisant 1'hypothése
de phase dispersée, donc de concentration volumique en particules faible.
Mais & ce niveau, il faut étre assez prudent avant de tirer des conclusions
hatives, puisque pour des valeurs de Rp élevées, cette coalescence des
modes est observée trés tot, c'est-a-dire pour des valeurs de concentration
o trés faibles et rentrant pleinement dans le cadre de la rrésente théorie.
Dans ce cas-la, nous pensons que c'est la premiére hypothése qui est la
plus plausible. A titre d'exemple, lorsque R, 2= 1 et Rp:: 1000 (écoulements

atmosphériques) la coalescence des modes s'effectue po— oo™ 1074,
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Le fait que le phénoméne de coalescence apparalt trés tbt pour les R
trés grands s'explique. En effet, sur le "cercle des points de KELVIN-
(fig 8, chap V), 1les points correspondants aux Rp trés grands

HELMOLTZ"
sont ires proches de (0,0) ((c - U, Ci)7CF:;:(0. 0) car
(c, - U'Ci)____,(o,o) d'aprés (5.43) et (5.44), et alfi;:;15 0 d'apres

a,4o
1'expression (5.34) de &, ). Par conséquent, la coalescence entre le premier

et le troisiéme mode n€ peut que se produire trés tdt, puisque ces deux

modes sont dans ce cas trés proches de O.
De méme, plus on s'éloigne de la limite inférieure RY (R << RJ), et

plus toét aussi apparait le phénoméne de coalescence.
Tout ceci montre que le milieu est d'autant plus dispersif que

1'écart entre la masse volumique des particules et celle du fluide qui les

porte initialement est important.

Quant & 1l'influence de R, elle se traduit par le fait que les
valeurs limites Rg et R; de R, deviennent respectivement plus petites et

plus grandes lorsque R, devient grand. Cela signifie que le milieu est

d'autant moins dispersif que R, est grand.

6.1.2 Influence des coefficients x (coefficient de couplage de pression) et

M (masse induite)

La partilularité a signaler existe lorsque X = 0 et M = O (modéle de
SAFFMAN-MARBLE) .

Au voisinage de IKI = oo, toutes les courbes fermées du plan complexe
(cr. ci) deviennent tangents au méme point pcur toute valeur de la concen-
tration o (fig 1 et 2). Ce qui montre que dans le modéle de SAFFMAN-MARBLE,
je mode I (et par symétrie pour le mode I1I), la présence des parti-

pour
influence sur les phénoménes de trés courtes longueurs

cules n'a aucune
d'onde.

En ce qui
pour les vitesses (de phase) adimensionnalisées :

Pour R, ¢1,onac, -U<O0 (fig ).
Pour R, > 1, on ac.  -U>0 (fig.2).
tous les autres cas & savoir (x,M) # (0,0), on a toujours

concerne le mode JII, nous avons les résultats suivants

Dans
c -U>o0.

r

Pour tirer les conclusions relatives a ces résultats, il convient de passer
réelles ( c,- U/) non adimensionnalisées en multipliant
Le sens des inégalités précédentes

en variables
c, - U par &u, c'est-a-dire U, - U,.

relatives & c, - U va étre conservé ou pas, selon.-que &u est positif ou
L - . N . :
non. Mais le signe de &u qui devient dés lors primordial pour les conclu-

sions reste relatif. En effet, il va dépendre de i'orientation que l'on va

— . :
se donner au départ sur l'axe e, du ; cmier vecteur d'espace. Cette orien-
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tation peut se faire par rapport au sens de 1'écoulement initial du
fluide 1. Fixons-nous donc au départ dans un choix, celui du sens d'écou-
lement du fluide 1, c'est-a-dire en prenant U, toujours positif (U, > 0).

Dés lors, on a les conclusions suivantes ;

1)SiU2-U1 >00
alors 1le sens des inégalités précédentes reste inchangé et on a les résul-
tats suivants

a) lorsque (x,M) = (0,0)

Pour Rp <1, ¢, - U <0, c'est-a-dire qu'on observe un ralentissement
des ondes de perturbation représentant le troisiéme mode par rapport
au mouvement propre initial du fluide porteur.

Pour Rp >1, onac, - U, > 0 et donc une accélération de ces ondes

N

par rapport & la vitesse initiale du fluide 1.

b) lorsque (x,M) # (0,0),
on aura toujours c, - U > O, c'est-A-dire une accélération de ces

ondes par rapport & la vitesse initiale du fluide 1.

2) si u, - U <0,

les 1inégalités précédentes relatives a c, - U, s'en trouvent inversées

ainsi que les conclusions qui s'y référent.

II. INFLUENCE DE LA PRESENCE DES PARTICULES SUR LA STABILISATION (OU DESTA-
BILISATION) DE L'ECOULEMENT

Dans 1'étude de 1la stabilité de 1l'écoulement classique de KELVIN-
HELMHOLTZ, nous avons wvu qu'on trouvait deux modes conjugués, l'un stable
et 1l'autre instable. Et on montrait que 1'écoulement était plutdot instable
en étudiant le comportement des solutions d'ORR-SOMMERFELD lorsque R, (le
nombre de Reynolds) devient grand. Dans notre présente théorie, nous avons
mis en évidence l'existence d'un troisiéme mode. Ce dernier est toujours
stable car c;, > O pour tout K < O et donc K ¢c; < 0 pour tout K {en vertu
des propriétés de symétries gue nous avons démontrées).

Nous allons donc nous intéresser & la stabilisation {ou déstabili-
sation) du mode 1le plus instable que nous avons appelé le mode I. Cette
étude de stabilité sera regardée par rapport a deux approximations d'écou-
lement. D'une part, nous allons voir les résultats que prédisent notre
théorie par rapport & 1'approximation qui consiste & considérer le fluide
particulaire comme un fluide ordinaire de masse volumique barycentrique
p, =P, + (1 -a)p (p et P, étant respectivement les masses volumiques du

L .
fluide porteur et des particules) ;
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6.2.1 Stabilité par rapport & 1'approximation barycentrique

Dans 1'approximation barycentrique, tout se passe comme Si on rame-
nait 1'étude des ondes de perturbation & celle des ondes de trés grande
longueur d'onde (K—*0). Ainsi, dans le plan complexe des valeurs propres
(c,, ci) les points correspondant & cette approximation seront situées sur
le "cercle des points de KELVIN-HELMHOLTZ" (chap V, fig 8) et précisément
sur l'arc‘ff—'= 0), c(x = 1 ot c{(x = 0) et c{x = 1) sont les points du
cercle correspondant aux valeurs de concentration « =.0 (fluide sans parti-

cules) et @ = 1.

Dans le plan (c_,c;), 1l'arc £(x = 0),c{x = 1) sépare chaque graphe
représentant le mode I en deux portions pour toute valeur de la concen-
tration @ comme sur le schéma ci-contre. ‘QC‘

On remarque une portion correspondant
aux évolutions pour les K < O et une
autre pour les K > 0. C'est la portion
correspondant aux K > O qui va nous
intéresser (c'est cette portion-la qui
est instable du fait que c; > O et donc
Kec, >0 aussi).

¥
On dira qu'il y a stabilisation par rapport & 1'approximation considérée si
la portion correspondant aux k > 0 se trouve en dessous de l'arc
\ & e A . .
'E(a = 0), c{x = 1). Avec ce critére, nous avons les conclusions suivantes :

Lorsque X = 0 et M = 0, nous avons une déstabilisation de 1l'écoule-
ment par rapport & cette approximaiton lorsque c_ (a = 0) ¢ c_{a=1) c_ (o)
étant 1l'abcisse du point c{a) sur le "cercle des points de KELVIN- HELMHOLTZ").
Or,C,.(.(:o) T%%— et Cr(dut) = —Z%%:LR- d'aprés (5.43) (dans (5.43),
= TR +(eert) et on obtient les expressions pour c_(a = 0) et c_ (o = 1)
en remplacant dans 1'expression de a, « perspectivement par O et 1). D'ol
1'inégalité cr(a = Q) < cr(a = 1) revient tout simplement & la conditicn
Rp { 1. Par conséquent, lorsque X = O et M = 0, il y a déstabilisation par
rapport & l1'approximation d'écoulement auquel on se référe pour Rp <1,
c'est-a-dire pour le cas de particules légéres (fig.1l).

Dans tous les autres cas, ((x,M) # (0,0) ou R > 1) i1 y a stabili-

s

sation par rapport a l'approximation de 1'écoulement considéré (fig. 2 & 9).

6.2.2 Stabilité par repport au cas classique de KELVIN-HELMHOLTZ en absence
de particules
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a - Critére de stabilisation de 1'écoulement : approche géométrique,
discussion en fonction de la position relative des graphes par rapport a la
(x = 0) dans le plan (c, ,c )

droite c, = c,

Ici encore, ce sont les portions des courbes correspondant aux
nombres d'onde K > O qui vont nous intéresser.

La stabilité devant étre discutée par rapport au cas classique
correspondant & la concentration o = 0, dans le plan complexe (cr.ci). cela
va se ramener & l'étude de la position relative des courbes pour K > O par
rapport & la droite d'équation ¢, = ¢, (@ = 0), ou ¢, (@ = O) est 1'ordonnée
du point c(a = 0).

Nous aurons stabilisation de 1'écoulement pour une frange de nombres
d'onde K > 0 si 1la position de la portion de courbe correspondante se
trouve en-dessous de la droite c, = c,(a = 0).

Ce critére étant fixé, nous pouvons distinguer plusieurs cas dans la
discussion, selon la position relative de l'arc’c(x = 0), c(ox = 1? sur le
"demi-cercle supérieur des points de KELVIN-HELMHOLTZ". Deux configurations
sont possibles :

ler Cas : l'arc‘G(a = 0), c(x = iy\est entiérement situé sur 1l'une des deux
moitiés du demi-cercle délimitéespar 1'axe d'équation c, = 1/2 comme indi-

qué ci-dessous :

R

—
Fig 12 : Configuration dans laquelle c{o = 0),c(x = 1) se trouve
entiérement dans 1'une des moitiés du demi-cercle,
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2éme cas : L'arc c{@ = 0, c(&x = 1) est & cheval sur les deux moitiés comme
indiqué ci-dessous : :
A Ic' = 4/y
Ce
Y |
’ > .
(~) 4 Cr
. 'd N\
Fig 13 : Configuration dans laquelle l'arc c{ax = 0), c{(x = 1)

se trouve a8 cheval sur les deux moitiés du demi-cercle

Dans 1le premier cas, nous aurons, pour toute concentration o fixée
entre O et 1, une stabilisation du mode pour tout nombre d'onde K > 0 de la
perturbation, si le point c{x = 1) est en-dessous de c{a = 0) dans le plan
1) < ci(a = 0)) puisqu'alors, tous les graphes

(c,»c;) (c'est-d-dire c; (o
vont se trouver en-dessous de la droite c, = ci(a = 0). Et il y aura désta-
bilisation si c(x = 1) est au-dessus de c(x = 0).

Dans le second cas aussi, deux situations sont & considérer :

Si c(x = 1) est au dessus de c(x = 0), 1la encore on a une
déstabilisation de 1'écoulement pour tout nombre d'onde K > O et a toute
concentration @ de particules dans le milieu.

Si c{x = O0) est au-dessus de c{a = 1), alors il va exister deux
valeurs @ et o de la concentration o telles que :

1) Pour tout o < « , l'écoulement sera déstabilisé pour tout nombre
d'onde K de la perturbation émise

2) Pour o > Q. 1'écoulement sera stabilisé pour tout nombre d'onde K
de la perturbation émise

3) Si o L x o, alors il va exister K et K, valeurs de K telles
qu'on ait stabilisation de 1'écoulement pour K E[:km,k{] et déstabili-

sation pour les K & o,k,[‘u]}(’d,w[
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r—--—--——

C(dre) . C"«,d

Fig 14-a : Configuration de désta- Fig 14-b : Configuration dans
bilisation de 1l'écoulement laquelle il existe des zones de

stabilisation et de déstabilisa-
tion de 1l'écoulement.

En résumé, nous pouvons dire que nous avons les situations suivantes :
1) si € (“’ °) edt en desous de C(d?‘l) , c'est-a-dire

(6.1) C;(Az0)  Ci(dz1)

alors on a une déstabilisation de 1'écoulement.

Z X\ R e
2) Si 1'arc C(ﬂ‘:b), ¢(dz24)" se trouve entiérement dans 1'une des moitiés du
demi-cercle et Ca:ej est au-dessus de < (A= 1). c'est-a-dire si on a les
systémes d'inégalités
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[ C (A=) §Cildzo)
(a) 4 €, (L=0) & ¥2
| Cldze) &4

(6'2” ou

¢ (K= 4) § Ci(4z0)
Ce (ds0) > #2

G (d21) 3 2

(b)

\

alors il y a stabilisation de 1'écoulement

r Y 3 .
3) si C(‘:o), C(K=4’ se trouve & cheval sur les deux moitiés du demi-cercle
et C.(e(:O) se trouve au-dessus de ('_(o(: 4) , ce qui se traduit au niveau des
inégalités par :

([ (¢ (d=1) § G {Wz0)
(a) d Cr(d=z0) & %2
| G (dza) ) 2

(6.3) ou
[ci(d=4) 4 & K=0)
() 4 Cr(dze) 2 %2
| G U=1) ¢ %

on a des régions de stabilisation et des régions de déstabilisation de
1'écoulement comme expliqué précédemment.

b - Traduction des critéres de stabilité (6.1) & -6.3) & 1'aide des para-
métres R, et Rp caractéristiques de 1'écoulement.

Dans (6.1) a (6.3), portons les expressions de Cy et C: données par
(5.43) et (5.44) od a dans ces expressions, est donné par (5.45), pour les
valeurs @ = 0 et 1. '

1) L'inégalité (6.1) devient alors :
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ce qui, développé, conduit & 1'inégalité

(R, = Re ) (R, -1) <0

Et donc il y a déstabilisation pour :

(6.5) RPE ]4, R;[ 5y 4¢ R; (c-u' bian R?"JR;,“-[ S Rf("')

(6.4)

2) Le systéme d'inégalités(6.2) se raméne &

’ *
R,,elR\_—_li.R:[
Rg 4
() ¢ —1.+R;$ /2

KelRe (479
L A+Re/R,

(6.6){ ou

[ Roe R\ T1,R L

Re
(b) ¢ 2+ Ry )4/2

Je/Re s 479

avec m’ désignant 1l'ensemble des nombres réels positifs.
La résolution des inégalités (6.6) nous conduit a

Re {4 LR,
(6.7) <€ou
Re £ 14 Re

qui correspond au cas de . . 'statilisation de 1l'écoulement.
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3) Enfin, le systéme d'inégalité (6.3) va conduire aux conditions

(6.8) ou 1

qui correspondent au cas ou on trouve & la fois des régions de stabili-
sation et de déstabilisation de 1'écoulement.

C - Conclusion

En ramenant 1'étude de la stabilité de 1'écoulement & un probléme
géométrique qui a consisté & étudier les positions relatives de courbes
dans 1le plan complexe (C'»CL) , nous avons trouvé des critéres simples
((6.5), (6.7) et (6.8)) de stabilité ne faisant intervenir que les para-
métres dynamiques de 1'écoulement : R; , le rapport des masses volumiques
des deux fluides, et‘RP le rapport des masses volumiques des particules et
du fulide porteur. Aucun travail n'ayant été effectué sur ce sujet précé-
demment, nous n'avons donc pas d'éléments de comparaison possible pour nos
résultats présents.
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CONCLUSION GENERALE

Le but que nous nous étions fixé dans ce mémoire était d'étudier 1la
stabilité d'un milieu fluide stratifié & deux couches, dans un écoulement
de cisaillement et en présence de particules dans 1l'une des couches. Un tel
écoulement présentant des surfaces de discontinuité dont une frontiére
libre pour les particules est non classique dans le contexte de la stabi-
lité hydrodynamique des milieux particulaires. A notre connaissance, aucun
travail antérieur n'a été effectué dans ce sens. Dans les écoulements
étudiés jusqu'alors, on a toujours considéré une répartition de particules
occupant 1le domaine d'écoulement tout entier. Les écoulements dont il est
question dans le présent mémoire font apparaitre des régions de fluides
classiques qui sont contiglies & des régions fluides contenant des
particules.

Aprés avoir dégagé les différents modéles d'équations permettant de

'Y

décrire 1le mouvement du milieu particulaire, nous avons été amenés &
élaborer une théorie nouvelle, & partir des distributions non linéaires,
pour les conditions de saut aux discontinuités dans un systéme non conser-
vatif. Par la suite, i1l s'est avéré que seules 1les conditions de saut
fournies par le modéle sans couplage de pression de SAFFMAN-MARBLE étaient
admissibles pour le probléme avec frontiére libre pour les particules.

Dans 1'étude des conditions de saut linéarisées, nous avons été
conduits & la résolution d'équations non linéaires et il s'est trouvé que
la frontiére de séparation des fluides était wune onde non sinusoidale,
contrairement au résultat de la théorie classique.

La linéarisation des équations du mouvement nous a amenés a la réso-
lution d'un probléme de STURM-LIOUVILLE comme c'est souvent le cas dans les
problémes de stabilité 1linéaire des écoulements de fluides non visqueux.
Dans 1'étude des ondes modales pour l'exemple simple d'un écoulement de
type KELVIN-HELMHOLTZ, nous avons mis en évidence, outre la présence d'un
troisiéme mode, ie caractére essentiellement disPerSIF des ondes de
perturbation dG a la présence des particules. D'autre part, pour certaines
valeurs du rapport RT , nous avons constaté un raccordement des courbes
représentant le troisiéme mode avec celles des deux autres modes dans le
plan complexe (Cr,Ci) pour certaines valeurs de la concentration o plus
grandes qu'une valeur limite °L . Cette valeur limite &, , lorsqu'elle est
petite, margquant la limite de validité de la théorie asymptotique queé nous
avons construite pour les valeurs o de la concentration faibles. Mais
lorsque &, est "suffisamment grande",elle fixe tout simplement le domaine
de wvalidité de 1la thécrie générale que nous avons élaborée a4 partir des
modéles de base considérés qui font 1'hypothése de concentrations peu

élevées.
D'autre part, 'étude de stabilité s'est effectuée par rapport a deux
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approximations d'écoulements : 1'approximation barycentrique qui consiste &
considérer 1le milieu particulaire comme un fluide homogéne avec une masse
volumique pondérée par la fraction volumique «, et 1'approximation fluide
porteur clsssique sans particules.

Dans cette derniére approximation, nous avons utilisé une approche
géométrique pour discuter de la stabilité de 1'écoulement. Ce qui nous a
permis de dégager des critéres simples ne faisant intervenir que des para-
métres dynamiques de 1'écoulement, & savoir Rg et RP ((6.5) ; (6.7) et
(6.8)). Ces critéres sont indépendants des coefficients ¥ (couplage de
pression) et M (coefficient de masse induite), montrant que la stabilité de
1'écoulement est indépendante du modéle choisi. L'influence du modéle
intervenant seulement au niveau de 1la dispersion des ondes, et donc des
vitesses de phase des perturbations émises.

I1 faut aussi noter que dans le prolongement de cette étude, on peut
envisager 1'étude du spectre continu de 1'opérateur de STURM-LIOUVILLE.
Dans 1le cas classique, on sait que le spectre est situé sur une portion de
l'axe réel et que les perturbations associées & ce spectre sont neutres.
Dans le cas présent, une étude générale doit étre réitérée pour la connais-
sance du comportement des perturbations associées a ce spectre.

Il y a aussi un probléme que nous n'avons pas abordé dans ce travail,
c'est celui de 1la prise en compte de la gravité. En présence de gravité,
1'écoulement de base unidirectionnel suivant 1le premier vecteur de base
ii que nous avons considéré dans 1'étude de la stabilité, n'est plus solu-
tion des égquations du mouvement. Il serait donc intéressant de se pencher
sur la maniére d'aborder le probléme lorsqu'on tient compte de la gravité.

Enfin, nous n'avons pas pris en compte dans nos modéles, les phéno-
ménes de couplage thermique et de transfert de masse (évaporation et
condensation), et de plus, nous nous sommes placés dans le cas d'incompres-
sibilité du milieu. Dans des études ultérieures, on pourrait éventuellement
porter une attention particuliére 4 tous ces problémes non résolus.
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Annexe A :

L'ensemble fluide porteur-particules est un milieu continu sur lequel on peut définir les
variables caractéristiques comme ]’ (la masse volumique), v (fa vitesse), P (la pression),
etc... en chaque point et & tout instant t. On peut donc lui appliquer les lois de bilan
classiques de la mécanique des milieux continus résultant de la loi fondamentale de la

dynamique.
En negligeant les effets de transfert de masse, de chaleur, la tension superficielle et la
difiusion, on obtient les équations globales suivantes:

-Conservation de la masse

d
(A-1) d[fav=0
-Loi de bilan pour la quantité de mouvement
d
(A-2) dtnyJV_Jff Jv+J£(n)ds

o
ouVest un volume matériel ¢ arbltralre convecté 3 la vitesse V(i t), et f(x t) estladensité
définie en chaque point (¥, 1). T est une densité volumique de force extérieure (la gravité
par exemple) et T () une densité surfacique de force extérieure 'V, Ti étant la normale & dV°

(sortant).

Les lois globales ci-dessus sont “grossiéres”et ne mettent pas en évidence, de maniére
explicite, I'hétérogénéité du milieu. Il convient de spécifier (ou individualiser) les évolutions

de chaque composante du milieu.
Par conséquent, il est nécessaire de caractériser les régions d’écoulement correspondant a

chaque composante, et d’autre part, de dégager des équations globales de bilan pour

chacune d’elle.
La caractérisation des composantes (ou phases) va se faire par l'introduction d'une

fonction caractéristique dite de phase que nous allons noter 4 (X, t) et définie par :

By (X, t)= 1S X se trouve dans la phase o & I'instant t

0 sinon
Avec cette définition de la fonction de phase, on assure que les équations globales (A-1)
et (A-2) peuvent s'écrire sur chaque phase (voir [7]), et prennent la forme :

4

(A-3) 2 s fdv=0
' dt v ™

d -5 ' - 44' -
(A-4) [ g tPdv=| pofFdve] sabirds « [ T (7, ) ds
dlﬁfﬁ fid fv(’ i 4'J@V go o )
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ol J Ir (‘.:‘ ) dsa représente les forces surfaciques sur la phase a
v

due & lautre phase dans le volume matériei V.

Néanmoins, les équations (A-3) et (A-4) restent encore peu accessibles, du fait de la
présence de f ,VouTqui sont des quantités relatives au milieu continu Initial et non
spécifiées sur chaque phase. Pour y remédier, on va faire intervenir les densités moyennes,
les vitesses moyennes,etc... propres & chaque phase par un processus de moyenne (décrit
dans [7], formule (2.13) dont nous admettrons I'existence.

Notons « le processus de moyenne utilisé.

Soit By " la fraction volumique de la phase a dans le milieu

[ 4

By = a  pourles particules

1 - a pour le fluide porteur

On introduit alors les notions de :
“moyenne volumigque” relativement & la phase a de la quantité

Va=(pay)=/pa*
et “moyenne pondérée” relativement a la phase a de la quantité y

Va=(pa y)*/pa*
En admettant que le processus de moyenne utilisé commute avec toutes ies opérations
classiques de somme, de produit, de dérivation et d'intégration dans

(A - 3) ou (A - 4), on obtient les nouvelles équations globales:

Af * % _
(A-5) 2 n fo dv o zo
dt VQ(E)ﬂ

- ~ —_ L3
NARA Av:J po b fdov| A T ds o[ (b)) ds

d
(A-6) __J
dt Valt) Vo (t) /?U—(k)/\ d)lfq.(l')

ou'Va (t) est un élément de volume convecté a la vitesse Va.

On montre (voir [ 7 ] p211) que pour chaque phase 4, il existe un tenseur de contrainte :I:a tel

que :

ta(n)=Ta.?
Mausdaprés([11]p2730u[7]p 214, formule 3.11) on a
Ta=-Pal+1a

ou Pa est obtenu & partir de la pression microscopique p définie dans le milieu continu
initial, et Ta est une contrainte résidguelle.
On montre, (co..ormément [ 7 ] p 214) que la contrainte Ta est négligeable lorsque la
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phase porteuse est un fluide (classique).

De méme, cn montre ([ 7 ]) que j (.F“ (ﬁ‘,.))'ds =| fdv
TValv) Valb)

ol Fa représente une densité de forces d'interaction entre les phases.

Lorsqu’on se trouve dans le fluide porteur (phase continue), on notera la force _F'a, Fec et
on la notera Fd pour les particules (phase dispersée). De méme, dans le fluide porteur, Va
sera notée U , et pour les particules, on la notera 3 Quant & ra, elle sera notée § pour le

fluide, et § pour les particules.
On montre (voir [ 7], p. 215) qu’'en I'absence de tension superficielle,
e -l .

Fc+Fd=0
On montre également ([ 7 ] p. 214) que pour chaque phase @, Pa est peu différente de P

la pression macroscopique dans le fiuide porteur.
Si on néglige les effets de masse virtuelle (induite) et de sustentation, alors?d prend en

compte deux contributions : une contribution due & la trainée sur les particulesek. valant om
(U - -(3) et l'autre due & la pression dans le milieu, lorsque la fraction volumique o des
particules dans le milieu est variable. Celle-ci vaut

(voir [ 7], appendix B) :

(A-7) F=Pva

On obtient alors
Fd=F+am(U-G)
ou m est le coefficient de trainée.

Par suite si nous négligeons la densité volumique extérieure 7(?: 0), alors les équations
de bilan deviennent :

1) Pour le flui rfeur :
a) Conservation de la masse

- ﬁj.. _d)f dv =
(A-8) m J(V(4 )f 0

b) Equation de bilan pour la quantité de mouvement

A-g D[ (aodp Tdv -‘-]- 1(Ga-2) do -[Bed dr +];zm<n’- 2)dv

dt Ju v

=[~(a-)¥e dv + [m(E - T ) dv
v v
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2) Pour les particules

a) Conservation de la masse

a-10) 4 ; L5, dv = o
dt

b) Equation de bilan pour la quantité de mouvement
(A-11) EAEJ df, G Av:J_ v(«p) dv +/ PV dv v dm (0-C)dv
v v v v
:J -oVp du +}o(m (U-g)‘]"
v v

3) L’hypothése d’incompressibilité (hypothése de travail)

L'incomnpressibilité du fluide porteur va se traduire par la conservation du pseudo-
volume matériel j (1-a)dv  du fluide convecté a la vitesse U au cours du temps,
c'est a dire :

(A-12) _d_f (1-A)dv =o
dt Ju

Les équations globales (A - 12), (A - 8), (A - 10), (A - 9) et (A - 11) vont nous conduire aux

équations locales :
P‘)(A «) + div (1- <)0 =o
(4 )¢+ div (4-4)5D =0
A (df¢)+c(.v(dfe6)-o
{_(4 AT} div{(a-A)fDeT} ==(2-«)VE+«m (2-1)

ﬂ(o(j’e C)e div(Afa GoG) = - Ve 4 odm(i-F)

l‘U @'a) \

et a des conditions de sont associées aux discontinuités (qu'il faut trouver). On remarque
dans (A - 13) la présence du terme non conservatif aYP (non classique) dont I'origine

trouve son explication a travers la force F définie ci-dessus en
(A-7).
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ANNEXE B: INTRODUCTION AUX DISTRIBUTIONS GENERALISEES

Sénéralités et introducti e | £ 1R
On considére I'ensemble

o(IRM) = {®-Ce (IRM) - C et a support compact }

PourtoutqeIN \ {0} fixé, on appel|eﬂql’ensemble:

Aq= {® D(IRN): oA)dr=1

et | Ad(A)dA=0 pouris<li<q)

ou A = (Al,..., Ap) e IR, i=(iy, ... i) « NP

et X =a1i1 x ... xanin Jil=i1+ ... 4in

On montre que Aq # @ pour toutg>1et ﬂpczq pour p > q (voir [ 21], p. 55 Lemme 3.3.1)
Soit > 0. Pour tout ®€2( IR™), on pose
o (=20 (2)
Il apparait que < Aq dés que <D6ﬂq et réciproquement.
Pour toutx IR, définissons 'opérateur de translation 7, par:
(Ty @) (A) =@ (A -X).
oo, , (A)=(% O ()

Appelons £[IR" ] 'ensemble de toutes les fonctions
R:2yx R"> €
(®, x) — R(®, x)
qui sont Cee par rapport a x pour tout @ fixé.
Il ne faut pas confondre £ [IR"] avec 'ensemble Ce (IR") des fonctions de classe Ceo sur

IRM que I'on note aussi E [IRN]. Ce dernier peut étre tout simplement considéré comme

I'ensemble des éiéments de £ [IRM] qui ne Gépendent pas de ®.
Appelons maintenant F(,‘le x IR, C) 'ensemble des applications de A4 x IRM dans C.
Soit :
o0 E[RMxZ[R"M - #Aa4xIR", C)
(R1,R2) - RI®@R2
telle que R1@ R2 (®, x) = R1(®, x) « R2(D, x),

ol » est la multiplication classique dans C.
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L'opération © est en fait une lol interne dans £ [IRP] . Il faut pour cela montrer que R1® R2

est de classe Ce par rapport & x pour & fixé.
Le résuitat est immédiai. En effet, pour tout @ fixe, R1 (®, x) et R2(®P, x) sont des fonctions

classiques de classe Ce sur IRN. Par conséquent, pour tout ® fixé,
R1 (¥, x) * R2{®, x) I'est aussi.

Muni de la loi additive + et de la loi multiplicative ® , £ [IR"] est alors une algébre sur €
qui est unitaire puisque R = 1¢ £ [IR].

'DR"'

&,
%, ...f,),c_'z-

Si D=

etR & £[IR"], DR est défini comme un opérateur de dérivation par rapport & x pour @ fixé :

ikl

PRI®X = io®

R(®, x)

Par définition méme de R, DR va étre aussi de classe Ce par rapport a x, ¢'est a dire DR ez

[IRN]. Par conséquent, si R1 et R2 £ [IR], on aura

2 (RoRa)(#2) = 2 (Raldyn) - RalD0))
,:(?_ Ri(é,x)). Ry (§1%) ¢ Re(d, %)+ (S B2 (£,2))

L84

_(%e&)@,x} +(Re®2Z Ry ) (@,%)

::(’DRT ©Rq + ‘31@?&1> (&,x)
0} P

et par suite, VRic £[IR"etVR2¢ £[IR"],ona
2 (RioR, )= Lrgn 4R
2ok )= oty s ko™

c'est a dire que la régle de dérivation de Leibnitz reste satisfaite sur  [IRM].

2) Notion g'é14 I érés de £ [IR"]
Définition : On dit qu'un élément R de £ [IRM]est modéré, si pour tout compact

Ke IRM et pour tout opérateur de dérivation D (défini ci-dessus, D pouvant étre d'ordre zéro
c’est a dire l'identit¢), il existe un Ne iN tel que si d < Ay, alors il existe y > Oetc>o
satisfaisant: Vxe Ket Ve , 0 <e+< n

IDR (0, ) I <
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Appelons £m [IR™ ] 'ensemble des éléments modérés de [ IR }. On montrera dans la

suite du développement que Ce( IRn)eEm [IR"].

Exemple d'élément modéré (et non modéré) de £[IR" )
Posons Ry(®, x) =®(-x) , ol P4y
Nous avons alors Ry(®, ) = :61.; o(-B

Il est évident que Ry¢ Em [ IRN): { il suffit de choisir
1kt

N=n+Ikl si D-—f:;o—l‘ C= b“\’ 11150 S I = 1 par exemple.

Par contre si nous posons

Ro(®, x) = exp (P(-x) ou PeAq

et exp (t) représente la fonction exponentielle de t,
alors R2(®e, x) = exp [éih O(-%)]

On montre (voir [22], p. 10(1.1.7))que pour tout entier q, il existe ® appartenant &

Aq avec @(0) = 1. Soient alors K un compact contenant x = 0, D I'opérateur de
dérivation d’ordre zéro. Pour tout N entier et tout C positif, on a
IRy (g, 0) I = exp[ =1>C C poure> 0 assez petit

ce qui montre que Ro n appartlent pas 4 £m[IR"]

3) Fonctions continuessur IR" considérées comme éléments de £m[IR"]
Notons C° (IR™) I'ensemble des fonctions continues sur IRN.

Considérons I'épplication X de C°(IRM) dans £m[IR"] telle que
L{f)= R¢
ol Ry est I'application de Aq x IR" dans C définie par :
(B-1) R (@, x) = [f(A)D(A -x) d &

Ry ainsi définie est Ceo par rappori a la variable x car ® appartient & Ce(IR") et

est un élémentde Zm [IR"].

D’aprés (B - 1),
(B-2) R; (e I‘fk)‘P( LEHd) = [ f(x + ep) © (w)du
et

(83)  (©OF @)= 12 1) (09) (%) o

vV UEX
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&l
=(- %)l [ f(x+ep) (D®) (1) dp

ou Ikl = kg + k2 +... + kg est I'ordre de dérivation de D

La relation (B - 3) montre que Ryappartienta £m [ IRM ] puisque I'application

xeIRM = Jig" f(x +ep) (D) (u) du est définie pour tout x @ étant C et
a support compact) st continue d'aprés le théoréme de Lebesgue sur la

continuité d'une intégrale par rapport @ un parametre.
L'application x est d’'une maniére évidente linéaire; elle est également injective.

En effet si Ry vaut zéro identiquement, la relation (B - 2) devient
REE ,x)=] f(x+ew)®@dp=0
pour tout x de IR et tout @ de 24.
Le théoréme de Lebesgue montre que :
(B-4) "nle (Pe, x) = f(x)
c?arl O(p)d(u) = 1

Donc f est alors nécessairement la fonction nulle.

On peut donc, grace & . considérer C°(IR™) comme un sous-espace vectoriel

de £m[IR"]. Cependant, C°(IRM) n’est pas alors une sous-algébre de
£[IRM] car l'image par % du produit fy « fo de deux éiéments de Ce(IRM

n'est pas x(f{)@ x(fo) puisqu’en général :

J 110x + ep) . 2(x + en) D(u) du # [ H1(x +ep) D(u)dp . Jf2(x + ep)d(u)dp

Remarques : on peut identifier C(IRM) avec un sous-espace vectoriel de £m
[IRM ] par deux processus différents. Soit un homomorphisme pour les produits,
soit en identifiant f, élément de Ce(IR") , avec I'é/ément ﬁf de Em[IRN ] défini par
(B-5) R(@.x) = (x)
Le premier processus s'étend & C°(IRM) et le deuxieéme respecte I'égalité.
Re1¢2 =Ri1®Reo  pour tout £y, f5 de Ceo(IRM).

Afin de déterminer un processus d'identification de Ce-(IRM) (et de C°(IRM) ) avec
un sous-espace vectoriel convenable qui respecte ces deux propriétés

simultanément, Colombeau a proposé de ne pas considérer l'algébre Em [IR" ]
elle-méme, mais son quotient par un idéal N [IR"] approprié de telle sorte que

pour tout fe Coo(IR"))Rf =% (f) et 'ﬁf soient regroupés dans une méme classe. A cet effet,
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introduisons la définition suivante :
4) Définition des éléments nuls de [IR" ] et construction de V'algébre quotienté G(IR")

Un élément R e £[IRM ] est dit nul si pour tout compact k < Q et tout opérateur de

dérivation D, il existe NeIN, et une fonction croissante B(qg) définie de IN dans IR+ et vérifiant
5(‘4&:’.?' tels que pour tout®P < Ag, q 2 N, Il existe > 0, ¢ > 0 satisfaisant :

Vxe KetVe, 0<e<
IDR(®e,x) < C g&a)-N
Appelons N'[IR"] 'ensemble des éléments nuls de £ [IRM].
On montre ( voir [21], p. 63) que N'[IR"] est & la fois un sous-espace vectoriel et un idéal
de £m[IR"](c’est a dire que R{##NTIRM et Ry& £m [IR" ] implique
Ri®R2¢N[IRM])

On montre que si feCeo(IR"), alors I'élément R de £m [ IRN ] défini par :

R=F- Ry

appartient aN'[IR"] (voir [22] p. 14)
Soit G(IR" Y= £m [IR" ]/ N [IR"] I'aigébre quotienté de £m [ IRN ] par lidéal N'[IRN] et on
introduit la définition suivante :

Tout élément de G(Ih”) est appelé fonction généralisée sur IRN; il correspond & une

classe d'équivalence module N'[IR™] sur £m[IRM ], c’est & dire que deux éléments Ry etRo

de £m[IR" ] définissent la méme fonction généralisée sur IR si et seulement si Ry - Ry

appartient a ¥ [IRM].

5) Identification de C°(IR™) avec un sous-espace vectoriel de G(IRM)
Soit 1 Papplication de C°(. IR") dans G(IRM) définie par :
X :C°(RM > G(RM
f - L{f)
ou X(f) est la classe de I'élément R,de Em | IRM ] défini par (B - 1).
Comme x, % est linéaire; elle est également injective. En effet, si(f) est la classe nulle, R¢

appartient éN[IR" }; alors la définition d'un élément de N [IRM] montre que

Ri (®ex) = [ #(x +ep) d) du;: OO

lorsque ® est un élément de ,qq'pour q suffisamment grand.
Mais nous avons vu dans le paragraphe 3 que
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';iToI f(x + ep)d(n) dp = f(x)
ponc f(x) est nécessairement nul pour tout x de IRM; par conséquent'i est injective et X
grmet d'identifier C°(IRM) avec un sous-espace vectorigl de G(IR").
i f appartient & Cw(IRM), alors ﬁf et Ry définis par (B - 4) et (B - 5) définissent la méme
fonction géneralisée de G(IRM) puisqu'il a été établi dans le paragraphe précédent que rﬁ‘, -
A gppartient a{\I‘[IR"]. Donc (Ce(IR") ) est une sous algébre de G (IR") car

s =1® T
De plus les opérateurs de dérivation introduits dans £m[IRM ] passent au quotient et les

A

pérateurs de dérivation ainsi définis sur G(IRM ) généralisent exactement ceux définis sur
0

On a donc les inclusions

Ce(IRM)cC*(IR") < G (IRN).

¢ toute fonction appartenant a C° (IR™) considéré comme élément de G(IR") admet des
e

d 4rives partielles de tous ordres au sens de la dérivation dans G(IRM).

cependant, C'(IR") n'est pas une sous-algébre de G(IRM) (nous I'admettons, sinon se
. porte' au contre-exemple dans (22), p16), ce qui est décevant car le produit au sens usuel
r

o deux fonctions de C°(IRM) est encore une fonction de C°(IRM). Afin de corriger ce défaut,
va définir plus loin la notion “d’association” qui est une notion faible par rapport a

égalité stricite dans G(IR") et qui nous permettra de retrouver les résultats classiques.
Il

avant d'en arriver 1a, nous allons voir comment on peut définir la notion fa plus générale

46 fonctions généralisées sur un ouvert QC IRM et montrer comment une distribution

|assiq“e peut étre associeée a un élément de I'ensemble G{Q2) de ces fonctions.
c

Soit £ un ouvert de IRM
n definit Q) et 4q en reprenant les définitions de 2 IR™) et Aq associé et en y remplagant

on considére pour la suite du développement, le sous-ensemble U(Q) de 41 x Q défini

b

pa"”
U(Q) = {(®x)e2y x Q/1eIRT > 7% ) = DA - x)e T(Q)}
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Montrons que Q = {xsC/ 3 ® e 41 vérifiant (®,x)eU(£)} est un ouvert de 0.
Il suffit de montrer que si x< 8, alors Il existe ¢ > 0 tel que la boule B(x, r) ¢ R
Par définition, xe G, donc il existe @ €24 telle que
A2 OA-x) e T(Q)
Appelons K le support compact de @, contenu dans Q.
Le support de ®(A - x) qui est
Kix={2eR"/ (A->x) ¢ K }
est aussi compact et est contenu dans 'ouvert (2  Par définition, 1l existe donc
r>0telque K+ B(x,r)={2A+y , 2 ¢ k o« g€ B(x,r)}
soit contenu dans Q. Par conséquent, pour tout y< B(x, 1), K + y qui est le support de ®(A - y)
est un compact contenu dans Q. Donc B(x, r) ¢ Q, et on a le résultat cherché & savoir Q est

ouvert.
U(Q) posséde la propriété suivante :

- Pour tout compact K ¢ Q et tout @41, il existe y > 0 tel que (®e, x)eU(Q) V xeKet Ve, 0 <e < y

Cette propriété découle immédiatement du fait que & est & support compact et

que la distance du support de @ & la frontiere de Q2 est strictement positive.
Cette propriété ci-dessus nous est utile pour la définition des éléments modérés.
Appelons maintenant £ [Q2] 'ensemble de toutes les fonctions R : U(Q) — €

de classe C = sur Q pour tout @ fixé.

Comme £[IR"], £[Q] est une algébre.
A l'aide de la propriété ci-dessus de U(R), on peut définir ici aussi £m [IRM], A(Q)
exactement de la méme maniére que précédemment en remplagant IRM par Q dans les
définitions. Et on définit de ce fait I'ensemble des fonctions généralisées sur Q par :

G(Q) = £m [Q)/ X (RQ)

istribution me_élémen Q

On appelle T(Q) I'ensemble des distributions sur Q (muni de sa pseudo-topologie de la

convergence des suites) . Appelons encore X I'application de ©'(Q2) dans Z[Q] telle que
L(M=Ry .7 7(Q),

oU Rt est I'application de U(£) (dans C définie par :

(B-6) R(® x)=T(7P)

Remarque ; TeD(Q)«s Y @ ouvert relativement compact de Q,3fe €*(w) et D opérateur de
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dérivation telle que
Vo™ Dgjeo (au sens des distributions classiques) .
Cette définition s’étend & G(Q) : on dit qu'un: élément R G(Q) est une distribution

(généralisée) sur £2 si pour tout ouvert relativement compact @ de Q, il existe un opérateur

de dérivation D et une fonction £ ¢C () telle qu'on ait :

Bjucer= DRejua)

SiTeb(Q),ona: sy o .nJ Py
(B-7) R?/u(w) (§,2) = Ty (5 ) y (- 1) "

dafiaition des aishibutions usuallas

Ce qui montre que RT‘G(Q) et de plus,

Rr/ules) = DRg fuuqw)
Exemples de distributions [au sens de la définition dans G(Q)]

Soit H(x) la fonction de Heaviside sur IR

o 5 X {0
H(X): {4 5i% >0

Pour (§xJa1xIR, posons -

R (@)= [H@ §(A- =)A= | (hx) o
De par sa définition, Rp.c £ [IR].
Soit maintenant la fonction continuef définie par :

051 X460
fx) = {x Six >0
Un représentant de f dans G(IR) est

R (¢ =)= "2 () d7

Ona
4 .
T Bp(@x) =-[A@'(A - x) dA = [ DA - x) dA = Ryy (@, X)
Par conséquent, la classe de Ry que nous notons toujours H, est un élément de G(R) qui
est la dérivée d’'une fonction continue f : dans G(IR), nous écrivons H = I
>
et ainsi, la fonction de Heaviside est une distribution.

De méme,
Edl Ry (@.X) = - J &'(A - x)dA =®(X)
or ox)=8(T &)= 5.+(3) ob & est la distributicn de Dirac. Donc

H est un représentant de Iz distribution généralisée x.
Tout comme dans le cas des fonctions usuelles fe C°(ﬁ), on avait

e« [ L) ®A - x) dA
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dans le cas des distributions classiques aussi,ona T # Ryen général.

Pour corriger ces défauts, on donne la définition suivante :

Définition : soit g - G(Q) et ReZm [IQ] un repreésentant de g. Si pour tout Y& 7{Q), le
nombre complexe | R(d>€, x) .Y (x) dx (qui est indépendant du choix du représentant R

de g) a une limite quand € ~ 0, indépendante de ® ¢ 4q pour un q “suffisamment grand” et
si pour Y<¢ (Q) cette limite définit une distribution classique sur Q, alors on dit gue la
distribution généralisée g admet une distribution associée que nous notons g et qui est
définie par la formule

(B-8) <0.y>= éim] R (®e, X) (x)dx
On montre, en se servant des définitions (B - 6), (B - 7) et du théoréme de Lebesgue que
toute distribution de 2(Q) considérée comme distribution généralisé au sens de G(n)

s'admet elle- méme comme distribution associée.
Outre la notion de distribution associée dans G(2), la dérivation dans G(f2) respecte la

loi de LEIBNITZ & savoir pour R1e G(Q) et R2¢ G(Q),

(B-9) 2 (R1oR2)= ( 2_ R1)eR2+R1e2R2
Dx; VXL M

Ce sont la définition (B - 8) et (B - 9) qui forment les éléments de base de notre travail
dans la recherche des conditions de saut pour les systémes non conservatifs faisant
intervenir les produits de distributions.
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2@

A(x,y.z,t)
C

D

D(N)

D' (Q)

div

E(Q) :

167

Liste des Symboles fréquemment utillisés

ensemble de fonctions-test

: quantité tensorielle
: quantité de perturbation
: vitesse de phase complexe d'une onde de perturbation

opérateur de dérivation

) -]

: ensemble des fonctions de classe & sur Q et a support compact
: ensemble des distributions sur

: opérateur divergence

ensemble des fonctions de classe c® sur Q

Fla]etZ, [£1]: voir les definitions dans 1'annexe B

E(x,y,t) : frontiére (libre) des particules

F(x,y,t) : surface de séparation des fluides

_é(ou E) : vitesse des particules

Gn : composante suivant la normale T\ & la surface de discontinuité
S de G

G(n) :ensemble des distributions (ou fonctions generalisées)

H(x) fonction (ou distribution) d'Heaviside

K (ou k) : nomhre d'onde dans la direction des x

L : constante de la force de sustentation introduite au Chap. III

== < e <la DDurwoowv :ls%za =
oo 1 ™~y
o P
. -
=

M

o]
w

: nombre d'onde dans la direction des y

(voir E'(Q?))

: constante de masse virtuelle introduite au Chap III
: coefficient de trainée

:voir annexe B (definition des elements nuls)

: normale a la surface de discontinuité Z.

: pression

vitesse de phase complexe rapporté a U
lére composante de la vitesse des particules

: 2éme composante de la vitesse des particules

3éme composante de la vitesse des particules

: rapport de la masse volumique du fluide 2 & celle du fluide 1

rapport de la masse volumique des particules & celle du
fluide 1

: vitesse du fluide
: perturbation de la vitesse du f'luide

lére composante de la vitesse du fluide
2éme composante de la vitesse du fluide
3éme composante de la vitesse du fluide

. . ->
: vitesse d'avancement (suivant T) de 1la surface de disconti-

nuité Z o 5 x o
fonction sup(x,0) = x S8 x 20
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a : fraction volumique des particules dans le milieu

,6(‘\) :voir definition des elements nuls («ff’[m"]) dans 1'annexe B
S : la distribution de Dirac

$ : fonction-test élément de D(N)

J' : masse volumique du fluide

e : perturbation de la masse volumique du fluide

IE : masse volumigque des particules

& : perturbation de la fraction volumique

¥ : coefficient de couplage de pression

*(8) ou T(¢)

:identification de c®(R") dans G(R") (voir annexe B)
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