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Résumé

Deux modèles, l'un de SAFFMAN-MARBLE et l'autre de DREW-SEGEL sont
proposés pour étudier la stabilité de deux fluides superposés dont l'un
contient des particules, en l'absence de gravité. Le modèle de DREW-SEGEL
autorise un couplage de pression entre les équations du mouvement m~is

alors des termes non conservatifs y apparaissent. Les conditions de saut
pour les discontinuités doivent de ce fait être traitées à l'aide d'une
théorie nouvelle. D'autre part, pour l'approximation linéaire de stabilité
considérée, les équations deviennent non linéaires et la surface de sépa
ration des deux fluides est alors une onde non sinusoïdale. Nous mettons
aussi en évidence la présence d'un nouveau mode pour le cas particulier
d'un écoulement de type KELVIN-HELMHOLTZ diphasique. L'équation aux valeurs
propres dépend. outre de la fraction volumique ~ des particules, d'un
nombre d'onde "normalisé" K. des masses volumiques des deux fluides et de
celle des particules. du coefficient de couplage de pression X {X = 0 dans
le cas du modèle de SAFFMAN-MARBLE et X = 1 dans le cas de DREW-SEGEL} et
du coefficient de masse induite M. L'influence de ces différents paramètres
sur la stabilité et sur les vitesses de phase est analysée.

Abstract

Two models. one by SAFFMAN-MARBLE and the other one by DREW-SEGEL are
used to study the stability of two layered fluids flows there is no
gravity and'particles are present in one of the layers. The model by DREW
SEGEL allows for a pressure coupling between the constitutive equations but
there thus occur non conservative terms. At the discontinuities. jump
conditions are then to be processed with the help of a new theory. Other
wise, for the linear stability approximation, the equations become non
linear. Then. the interface of the two fluids is a non sinusoïdal wave. We
also exhibit a new mode in the particular case of a KELVIN-HELMHOLTZ two
phase flow. The eigenvalue equation depends upon the bulk fraction ~, but
also upon a "normalized" wave number K, the densities of both fluids and
the particles, the pressure coupling coefficient X (X = 0 for the SAFFMAN
MARBLE model and X = 1 for the DREW-SEGEL one). and' the virtual mass coef
ficient M. The influence of these different parameters on the stability and
on the phase velocities is analysed.
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INTRODUCTION GENERALE

L'intérêt porté aux écoulements diphasiques et à leur stabilité
existe dp.puis bien longtemps. Mais l'engouement véritable pour ce type
d'écoulement ne date que du début des années soixante. Ceci s'explique par
le fait qu'à partir de cette date, on a vraiment commencé à proposer des
modèles mathématiques fiables [20J. Auparavant, on se bornait à des études
empiriques, notamment au niveau des écoulements atmosphériques. Des déve
loppements importants dans ce domaine sont récemment intervenus, à partir
du milieu des années soixante-dix. Cela résulte de deux circonstances

favorables
La première, c'est l'amélioration assez significative des modèles

d'équations décrivant les milieux particulaires. Une formulation en terme
de milieux continus est faite. Elle prend de plus en plus en compte les
interactions entre les particules et le milieu porteur [7J. Ces modèles
ainsi améliorés permettant alors d'aborder des travaux théoriques de stabi
lité dont les résultats se rapprochent beaucoup mieux des réalités
physiques [3,16J.

La deuxième circonstance favorable est due :
d'une part, au grand développement des sciences météorologiques dont
l'importance actuelle est plus qu'indéniable. D'où la nécessité de
connaître la dynamique des écoulements atmosphériques et notamment ceux
avec présence de masse nuageuse avec la plus grande précision possible. Et
donc la formulation d'équations adéquates censées régir le mouvement des
masses nuageuses.

Elle est due aussi d'autre part à l'importance sans cesse croissante
des écoulements diphasiques dans le développement industriel. On peut citer
entre autres l'industrie spatiale qui utilise des carburants faits de
mélanges, les problèmes d'écoulements avec bulles de gaz dans les circuits
de refroidissement, les lits fluidisés etc ... Des instabilités peuvent s'y
développer et il convient de connaître leurs natures pour y faire face.

Très tôt, on a commencé à s'intéresser à la propagation et à la
stabilité des ondes acoustiques dans les milieux particulaires. Plusieurs
références à ce sujet sont rapportées par N.A. GUMEROV, A.I. IVANDAEV et
R.I. NIGMATULIN [25J. Le but du travail effectué par les auteurs ci-dessus
cités a été d'établir en fonction des fréquences des perturbations acous
tiques émises dans le milieu particulaire, les domaines de validité des
différentes approximations qu'on a pu faire dans les études antérieures.
Pour cela, ils évaluent les différences de températures T~ -TI'
Tot.. Ter ,T,. • as dans un milieu particulaire gaz - gouttelettes en fonc
tion des fréquences des perturbations, ~(T~ étant la température dans le
milieu porteur, T~ celle dans les gouttelettes, i r la température à la
surface des gouttelettes et T) la température de saturation). Il s'en
dégage quatre régions de fréquences à considérer :
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(1)

(Il )

(Ill)

(IV) T-~ 1 w'{~ « w,
),i. ~

1;J , 11- ' 'l;ui'~; étant des temps caractéristiques et lb, une fréquence
caractéristique.

Dans l~ région (1), les théories qui considèrent le milieu parti
culaire comme étant en équilibre thermique et énergétique restent une bonne
approximation. Dans la région (II), on peut utiliser avec succès l'approxi
mation d'échanges quasi-stationnaires à travers les surfaces des goutte
lettes. Dans la région (III), c'est l'approximation prenant en compte les
effets non stationnaires de transferts thermiques et énergétiques à l'inté
rieur du gaz porteur qui doit être adopté. Enfin, dans la région (IV), on
se trouve dans le cas le plus général et les effets instationnaires dans
les particules doivent être aussi pris en compte.

MARBLE & WOOTEN (voir [25J) et MARBLE [13J ont étudié la dispersion
et l'atténuation des ondes acoustiques de basses fréquences dans un milieu
gaz particules solides (fumée ou poussière) pour des concentrations
massiques (m) en particules faibles. Leurs études montrent qu'on a un
maximum d'alténuation par longueur d'onde pour des fréquences adimension
nées w-r..... 1'tJ , c'est-à-dire Wf<4i. (",étant la fréquence de la perturbation
et &le temps de relaxation caractéristique de stokes entre les vitesses àu
fluide porteur et des particules).

DEREVICH, EROSHENKO & ZAICHIK [24J ont analysé l'influence des parti
cules sur les écoulements turbulents dans les canaux. Ils montrent que les
particules ont une double influence sur l'écoulement. Dans un premier
temps, lorsqu'on ajoute une faible quantité de particules à l'écoulement
turbulent, on y constate une stabilisation. Puis, dans un deuxième temps,
la présence des particules va engendrer la naissance de forces qui auront
tendance à les précipiter à travers l'écoulement, générant ainsi une
nouvelle source d'énergie qui va alimenter la diffusion turbulente dans le
fluide porteur.

Quant à Yu.A. SERGEEV [26J et [27J, il s'est intéressé à la propaga
tion d'ondes non linéaires dans les lits fluidisés. Il a notamment étudié
la formation d'onde de choc dans la répartition des particules lorsque
l'écoulement est soumis à ces perturbations. Il a porté une attentIon
particulière à l'influence de la taille des particules sur la formation
d'inhomogénéités (dues aux discontinuités dans la répartition des parti
cules). Il s'avère que pour des particules de grandes tailles, seules des
discontinuités de compression pouvaient se former dans la répartition des
particules pour des ondes cinématiques (les ondes cinématiques étant carac-



valeur élevée du paramètre R défini à travers la formule

cadre de la stabilité hydrodynamique, P.G. SAFFMAN [20] a été
étudier en 1962, l'influence de la taille des particules sur

4

térisées par une

(2) de [27])'
Dans le

le premier à
la stabilité d'écoulement plan de POISEUILLE. De son étude, il ressort que
les particules fines et peu pesantes ont un effet déstabilisateur alors que
celles de tailles grossières et plus lourdes ont un effet plutôt stabili
sateur. SeS travaux ont été repris en 1986 par NAMURATON &SOLOV'EV [16]
qui ont troUvé des résultats légèrement différents que nous rapportons dans

les généralités du chapitre IV de ce mémoire.
En 1975. DREW [9] a analysé l'influence, sur la stabilité de l'écou

lement de COUETTE plan, de la force de sustentation sur les particules. Il
s'avère que l'écoulement devient instable pour un nombre de stokes à peine
plus grand que 1,23.10- 4 • Mieux, plus le nombre de Reynolds de l'écoulement
est élevé, et plus petite est la taille des particules pour laquelle

l'amorce de l'instabilité est observée.
En 1979, le même auteur [10] a analysé la stabilité de la couche de

Stokes particulaire. Il trouve que pour les particules de forme grossière,
l'écoulement est instable pour des valeurs suffisamment grandes du temps de
relaxation des particules. Mais il note qu'en faisant décroître le temps de
relaxation (par augmentation de la traînée), on constate une stabilisation

de l'écoulement.
Nous pouvons aussi signaler ici un article récent de G.K. BATCHELOR

[3] sur le développement des instabilités dans un lit fluidisé uniforme et
dont nous ~apportons également les résultats dans les généralités du

chapitre IV du présent mémoire.
Le proPos de ce mémoire est d'étudier l~ stabilité des écoulements de

fluides en présence de particules: l'écoulement présentant des surfaces de
discontinuités (interface entre deux fluides, et les frontières libres pour
les particules par exemple). Pour cela, nous avons subdivisé le travail en

deux parties :
La première comporte trois chapitres. Dans le premier, nous présen-

,tons deux modèles initiaux proposés pour décrire le mouvement d'un milieu
diphasique, fluide porteur et particules, en les considérant comme des
milieux continuS en interaction. Dans l'un, celui de SAFFMAN-MARBLE [20] et
[13], il n'existe pas de couplage de pression entre lès équations du mouve
ment du fluide porteur et celui des particules. L'autre, celui de DREW
SEGEL [7], prend en compte un tel couplage.

Pour deux fluides en cisaillement et en présence d'une frontière
libre pour les parti~ules, l'interface fluide - fluide et la frontière
libre constituent des surfaces de discontinuités sur lesquelles des condi
tions de saut sont à écrire. Les deux modèles, avec couplage ou sans
couplage de pression nous fournissent un système de cinq équations de
mouvement, aUXquelles doivent donc être associées un système de cinq rela
tions de saut. Nous obtenons quatre conditions de saut parmi les cinq à
~rouver, qui sont identiques pour les deux modèles. L'analyse de ces quatre



modèle avec couplage de pression de DREW
surfaces frontières restent confondues dès

un système d'équations locales de la forme
est associée la relation de saut

relations de saut révèlent que de manière générale, le saut de pression est
non nul. Ce résultat apparemment paradoxal dans un fluide incompressible
résulte en fait de la présence des particules dans le milieu, le rendant
implicitement compressible même faiblement. Nous arrivons alors à expliquer
le mécanisme de dédoublement des deux frontières, celle des fluides et
celle des particules. Lequel mécanisme résulte de la création, à un certain
moment donné, d'une onde de choc à la frontière commune, résultat de l'éta
blissement d'une différence entre la vitesse du fluide et celle des parti
cules en certains points de la frontière commune.
Mais, si nous pouvons aisément trouver la cinquième condition de saut
restant dans le modèle sans couplage de pression de SAFFMAN-MARBLE, il n'en
est rien du modèle avec couplage de pression de DflEW-SEGEL. La présence de
ce couplage de pression introduit un terme non conservatif dans les équa
tions, et aucune méthode antérieure (notamment par le théorème de la diver
gence d'OSTROGRADSKII) ne permet de trouver sa contribution. Nous avons
donc élaboré une nouvelle théorie valable pour tout système non conservatif
d'équations aux dérivées partielles (c'est-à-dire comportant des termes ne
pouvant être écrits sous forme d'une divergence) à partir des distributions
non linéaires [21, 22] pour résoudre ce problème. Cela a fait l'objet du
deuxième chapitre.

Nous avons montré qu'à

!. d + 2.A.. ="'(1. b. 'i) ~k)
? ~ 'ùkk 1 t{)t. @c...,

[Aft - W2: d ]: j [~n - W1: ~ ..
où A", = A.n = A .. d.. 1 ~,,: e>.11
avec n(nl.o~l~la normale unitaire à la discontinuité L,~X la vitesse

d'avancement de L et f=t.;If. où 'f. = valeur de <p du côté de L.et Jf. , la

valeur de <p du coté (-). ~d. ~ A _ 1.. 'f. (~ b... '4>8.. )

En revanche, si on a ?I • -r~ -.. !J ~t 'ûlCt. , on n'a pas
sys tématiquement [A... W% à.] ~ '-(1" [en -Wx b] • On al' égali té précé-
dente si l'on considère t~ comme une fonction unique discontinue <p. Mais
si ~~ est considéré comme le produit de deux fonctions discontinues
t et lf~ isolément, alors [Ail - Wr, d.] f. ~ [Bn - Ws. b] . Seule la
physique du problème impose le bon choix. Dans le cas d'un milieu parti--..
culaire avec surface libre, par exemple, le produit ~G (où ~ est la...
fraction volumique des particules et G leur vitesse), doit être considéré
ccmme une fonction unique.

Ces résultats appliqués au
SEGEL montrent que les deux
qu'elles le sont initialement.

Dans le troisième, nous avons présenté un modèle qui prend en compte
l'effet de masse induite et de sustentation dans les équations du mouve
ment. C'est celui de DREW-LAHEY [12]. Nous avons notamment comparé les
résultats que nous obtenons avec ceux des deux modèles précédents. Dans ce
cas, on montre que c'est la force tourbillonnaire de sustentation qui
engendre le mécanisme de dédoublement des surfaces frontières.



sont plus
lorsque R
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La seconde partie du mémoire comporte aussi trois chapitres (4 à 6) :
le quatrième chapitre est consacré à l'étude des perturbations de faibles
amplitudes dans un écoulement de base de cisaillement de deux fluides, en
présence de particules dans l'un des deux fluides initialement.

Deux systèmes de conditions de saut non linéarisées autorisent le
dédoublement de la frontière libre des particules et de l'interface des
deux fluides, faisant apparaitre quatre types de régions dans l'écoulement
(comme on le verra au §.V du chap.I) : les conditions de saut issues du
modèle de SAFFMAN-MARBLE et celles issues de celui de DREW-LAHEY.

Une fois linéarisées, on constate que les relations de saut issues du
modèle de DREW-LAHEY ne peuvent être admissibles pour le problème. En
effet, elles n'autorisent pas, pour les petites perturbations, l'existence
des quatre régions. Seules celles issues du modèle de SAFFMAN-MARBLE assu
rent l'existence des quatre types de régions à la fois après linéarisation,
et constituent par conséquent les seules relations de saut admissibles pour
le problème linéarisé.

La linéarisation des conditions de saut issues du modèle de SAFFMAN
MARBLE conduit à un système d'équations non linéaires dont la résolution
confère à l'interface z : F(x,y,t) de séparation des deux fluides, un
caractère d'onde non sinusoidale. Et pour l'étude de la stabilité d'un tel
écoulement, nous ramenons le problème à celui de l'étude du spectre d'un
opérateur différentiel d'ordre 2 (problème de STURM-LIOUVILLE).

Dans le cinquième chapitre, nous portons une attention particulière
au cas d'un écoulement de type KELVIN-HELMHOLTZ. Pour ce cas, nous obtenons
une expression explicite de l'équation aux valeurs propres: les ondes de
stabilité sont régies par tille équation caractéristique polynomiale du 3ème
degré. Elle a donc trois racines, ce qui met en évidence l'existence d'un
troisième mode.

Dans le dernier chapitre, nous analysons l'influence des différents
paramètres de l'écoulement (par l'intermédiaire de Rp le rapport de la
densité des particules à celle du fluide 1 (porteur) et Rç le rapport de la
densité du fluide 2 à celle du fluide 1) ainsi que celle du modèle de base
utilisé (par l'intermédiaire du coefficient de couplage de pression ~ et
celui de masse induite M). Nous observons le caractère essentielle~ent

dispersif des ondes dû à la présence des particules, et nous dégageons
aussi des critères simples de stabilité en fonction de Rp et RJ.

Cette étude de stabilité s'est effectuée par rapport à deux écoule
ments de référence

Par rapport à l'approximation barycentrique (qui considère le milieu
diphasique comme un fluide homcgène de masse volumique fh = of fe + (1- '" )r,
oû P est la masse volumique du fluide porteur et 'celle des particules) on
trouve les résultats suivants pour les différents ~odèles utilisés : Da~s

le cas des modèles sans couplage de pression de SAFFMAN-MARBLE (X = 0,
M = 0) on a déstabilisation de l'écoulement pour R < 1 (les particules

p

légères que le fluide porteur) et stabilisation de l'écoulement
> 1.
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Dans le cas des modèles de DREW (X,M) f (0,0), on a toujours stabilisation
de l'écoulement par les particules, qu'elles soient plus lourdes ou plus
légères que le fluide porteur.

Par rapport à l'approximation fluide classique sans particules, on a
les résultats suivants quels que soient les modèles utilisés

Il y a déstabilisation de l'écoulement lorsque

Rrli ]~,R/[ e.i i.t.Rf (ou bien R,(JRrl i.[ si Rf '-1.)

Il Y a stabilisation lorsque
Rf ~ 1 , Rp ou R

p
, 1 , Rf

Et lorsque Rp < R~ < 1 ou 1 < R; < R
p

' pour certaines valeurs de la
concentration ~, il existe des plages de nombres d'onde pour lesquels il y

a stabilisation et d'autres pour lesquels il y a déstabilisation de
l'écoulement.
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CHAPITRE 1

EQUATIONS DU MOUVEMENT D'UN ECOULEMENT DIPHASIQUE

1. GENERALITES

Dans la littérature, plusieurs modèles d'équations sont proposés
pour décrire un écoulement diphasique constitué d'une phase continue
baignant des particules considérées comme la phase dispersée.

Jusqu'à l'heure actuelle, de nombreux travaux continuent encore de
porter sur la recherche et la formulation de nouveaux modèles pouvant mieux
rendre compte des phénomènes réels rencontrés. Vu la complexité de ce
champ d'exploration, analogue à ce qui se passe en turbulence, il ne semble
pas se dégager un modèle universel à portée de main et pouvant couvrir tous
les domaines d'écoulements diphasiques possibles. Néanmoins, tous les
modèles disponibles présentement ont une caractéristique commune. A savoir
qu'ils permettent tous de retrouver les équations du mouvement du fluide
classique, en l'absence de phase dispersée. C'est d'ailleurs la condition
minimale qu'on puisse exiger d'un tel modèle. Par conséquent, un modèle
donné ne pourra donc être privilégié par rapport à un autre que par son
aptitude à mieux prévoir les phénomènes physiques réels. Sa validité ne
peut donc être confortée que par la confrontation, dans la mesure du pos
sible, avec l'expérimentation.

De pi~s, tous ces modèles considèrent l'écoulement diphasique comme
deux milieux continus en interaction hydrodynamique et ainsi, la phase
porteuse sera régie par un système d'équations dépendant de la fraction
volumique de la phase dispersée dans le milieu. Et de même, la phase disper
sée sera régie par ses propres équations. Les interactions hydrodynamiques
intervenant alors au niveau des équations par des termes de couplage qui
vont naturellement dépendre de la fraction volumique de la phase dispersée.
Et justement, c'est au niveau de ces termes de couplage qu'il y a désaccord
entre les différe~ts auteurs.

Pendant la première décennie des années soixante, un modèle qui
ignorait le couplage par les termes de pression dans les équations et ne
prenait en compte que les couplages cinématiques comme la traînée, a été
largement utilisé dans les différents travaux. On peut citer ceux de
SAFFMAN [20J, MURRAY [15J, ANDERSON &JACKSON [lJ, PANTON [17J, RAATS [19J,
BATCHELOR [2]. Par une analyse phénoménologique lorsque la concentration de
la phase dispersée dans le milieu est faible, MARBLE [13] a repris avec
succès ce modèle dans l'étude des gaz contenant des particules de
poussière.

Mais dès la fin des années soixante et au début des années soixante
dix, ce modèle a commencé à être remis en question. Des considérations
thermodynamiques et des méthodes de moyennisation conduisent à l'obtention
de modèles nouveaux faisant apparaître notamment un couplage systématique
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des équations également par le biais des termes de pression. Et dans ce
domaine, la contribution de DREW [7] & [8] reste essentielle.

Nous pouvons noter que dans la littérature récente, les modèles qui
prennent en compte les couplages des équations du mouvement par les termes
de pression semblent recueillir l'assentiment de tous.

Ceci étant, dans notre étude à venir nous ne privilégierons pas
systématiquement l'un ou l'autre des deux types de modèles, à savoir celui
sans couplage des équations par les termes de pression de SAFFMAN-MARBLE ou
celui avec un tel couplage de DREW-SEGEL.Nous menerons une étude de front
pour ces deux cas et si possible comparative, de manière à pouvoir dégager
les insuffisances et la puissance de l'un ou l'autre des deux modèles.

II. EQUATIONS DU MOUVEMENT

1.2.1 Equations de conservation

les équations à venir vont être valables aussi bien dans le cas de
couplage que sans couplage par l'intermédiaire du gradient de pression.
Seule la présence d'un coefficient X qui va valoir 1 dans le cas du cou
plage par la pression, et 0 dans l'autre cas, permettra de spécifier la
situation dans laquelle l'on se trouve. De plus, les effets inertiels de
masse induite par la différence des accélérations du fluide et des parti
cules dans la convection, bien connus sous le nom de "non drag forces" ne
seront pas pris en compte ici. Leur influence sera analysée dans la
deuxième paI~ie. Nous ne tiendrons aussi compte dans les équations, ni des
forces extérieures comme la gravité, ou la force de Coriolis, ni des termes
de diffusion. Enfin, nous supposons qu'il n'y a pas de transfert de masse
entre la phase porteuse et la phase dispersée, ce qui implique la conser
vation de leur masse respective dans le milieu.

Il est à noter aussi que dans la suite, nous dirons éventuellement
fluide au lieu de phase porteuse, et particules au lieu de phase dispersée.

Avant d'écrire les équations, il est aussi intéressant de spécifier
les paramètres et variables que nous aurons à utiliser.

~ représentera la fraction volumique des particules dans le milieu
p la masse volumique du fluide

P
e

la masse volumique des particules que nous supposerons

constante
m le coefficient de traînée dépendant de la géométrie des
particules
P la pression dans le milieu
-=' (- - - )u de composante u, v, w par rapport au repère de base e l ,e2 ,e3

fixé représente la vitesse du fluide
G de composante q, r, s dans le même repère représente la vitesse

des particules
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Dans ces conditions. les équations du mouvement s'écrivent

Conservation de la masse du fluide

(1.1 )

Conservation de la masse des particules

(1.2)

(1. 3)

Conservation de la guantité de mouvement pour le fluide

-+ -+ -+ } (- - )
(>1- 01) f l~~ U tU. V u) = - (t - ). ..<) Vf + ~ m G - U

Conservation de la quantité de mouvement pour les particules

(1.4 )

Avec
dans le cas du modèle de SAFFMAN-MARBLE

dans le cas du modèle avec couplage par le gradient de
pression de DREW-SEGEL.

D'autre paru, si nous appelons Xl' X2 et x
3

les trois variables d'espace,-alors pour une quantité vectorielle A de composantes Al' A2 et A3 et une
quantité tensorielle B. nous aurons en adoptant la convention de l'indice
muet:

(1. 5) divA _

(1. 6)

et

-.. - ~A. VB - Ai. - B
"iJl..:

1.2.2 Hypothèse d'incompressibilité

Les équations (1.1) à (1.4) sont au nombre de quatre, alors que les incon
nues du problème qui sont P.O::, P, ÏÎ et ct sont au nombre de cinq. Les équa
tions sont donc en nombre insuffisant et ne pourront nous permettre, à

elles seules. de déterminer toutes les inconll.ues y intervenant. Il est donc
impératif de leur adjoindre une équation supplémentaire. Celle-ci nous sera
fournie par l'hypothèse d'incompressibilité du fluide, et nous n'aurons pas
à écrire la loi d'état à laquelle elle se substitue.

L'hJ~othèse d'incompressibilité exprime le fait que la m~sse volu
mique du fluide ait une variation totale nulle dans le temps. Ce qui
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s'exprime par la relation mathématique.

(1. 7)

qui peut être réécrite sous la forme

(1. 8)

Ainsi, le système complet d'équations à considérer pour la détermination
des inconnues du problème est :

(1. 9)

(d)

lb)

(e )

(d)

(e)

'Or .11. vr = 0
'Dl

~

~ (i.-ol)f + div- (i. - o<f) u = 0
'jl

2.. (0< fe.) + div (0< fe G) '= 0
'i)l

({.-(jf (~~ 17+u.vu) =- ('t-).ot) Vf + o(m CG -U)

-<f~ (2G+G. VG) =--x.o<'VP ... 0{ n1 Cu- G)
'Dt.

(LlO)

III. EQUATIONS CONSERVATlVES POUR LES RELATIONS DE SAUT

Les écoulements réels (écoulements atmosphériques, industriels, etc ... )
font souvent' apparaître des surfaces de discontinuité dans le milieu. Tel
est le cas lorsque deux fluides de masses volumiques différentes sont en
contact. Dans de telles situations, en plus du sys tème d'équations (1. 9)
ci-dessus, il est nécessaire d'écrire les conditions de saut relatives à

ces équations aux surfaces de discontinuités pour pouvoir résoudre complè
tement le problème aux limites qui va en découler. Il est à noter aussi que
le type de discontinuité que nous considérons dans toute la suite de ce
travail est une discontinuité de première espèce pour toutes les quantités
ainsi que leurs dérivées successives. Ce qui implique donc des sauts finis
de ces quantités à la traversée de ces discontinuités.

Dans le système (1.9), seules la deuxième et la troisième équation
sont conservatives. Toutes les autres sont fortement non conservatives et
ne permettent pas l'application du théorème d'OSTROGRADSKII qui offre la
possibilité d'obtenir les conditions de saut associées à un système conser
vatif par passage d'Q~e intégrale volumique à une intégrale de surface,

comme nous le verrons.
Néanmoins, nous pouvons réduire le nombre des équations non ccnser

vatives de la façon suivante :

1) On combine (1.9,a) et (1.9,b) par soustraction ce qui donne l'équation
--+

jL (-t- 01) + diV" (d.-c() U =0
,li:.
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fluide monophasique classique, la relation (1.10) se
classique (dite de continuité) :

ce qui n'est pas le cas ici des écoulements diphasiques, où cette relation
traduit tout simplement la conservation de la fraction volumique totale

J (~.~)d~ associée à un volume pseudo-matériel V donné du fluide lorsque'\T _

celui-ci est convecté à la vitesse U.

2) D'autre part, les premiers membres des équations (d) et (e) de (1.9)
peuvent être récrits, à l'aide de la formule de dérivation de Leibnitz de
produits de fonctions, respectivement :

( - --- -. ~ r- ~(-i - Cln f :i: U + U• VU) =:~ (-i -J) rUt diV- l ~ - o() U e U

Ul~~ (-i.ot)r + diy (1-'Oru}

En tenant compte des relations (b) et (c) de (1.9) respectivement dans les
seconds membres des deux équations précédentes, elles se réduisent à :

( t - 0(; r(~ü\Li, VÜ) =- ~ Ci _oU f U+ diV" (1. - o() f Uil -cr
~l ~~

et -. . -:+ ~

.-1 .p (.J -tG + t. VG,i =;"Lf~ fe 6)+;diV- (otfE. G0 Cr) .
'-\)'" 'vt . "O~

de sorte que les relations (d) et (e) de (1.9) seront remplacées respecti
vement par les relations :

2. (-i-..()fU+ di" (~-cOfÜ~Ü= - (-1- ~O() VP+- 0(10 ((~ - û)
ôl
et

'i) (o<flZ. G)+ di., (o<fQ G~G) =-)..o(vp +-d.m(U-?)
'j)~

où seuls les seconds membres de ces équations ne sont pas de forme
conservative.
Mais une de ces deux relations ci-dessus peut être remplacée par la nou-
velle relation qu'on obtient en les sommant, et qui, elle, est conser-
vative, à savoir:

:1: r(~"~ Jf 11+ 0< fQ "G] + di~ { (-i- 00 f Ue TI +o<fe Ge"&} =-Vf

de sorte que le nouveau système que nous obtenons et qui se substitue à
(1.9) soit:



(1.11)

où

(1.12 ) et

13 -(à.) ~ (4. - 01) + JiV' (~_ al) U = 0
~~ ...

( b) ~ ( -t - J) f + di V" (1 - .() f U = 0
'DI:.

(c.) ~ (o<ic) + div- (o{fc 'G) : 0

~ ~ ~ ~ - - ~
(d)n.{(-1-cl)rU.oIfc Go}+ Jjrt(~-o()f ueU ~ol.Îe&g>6]=-VP

(e.) ?1 (0( fe. &) + dj~ (o(r~ G& 6) = - -x. ,,( 'V f ~ 01 m (Û- G)

....
u, v, w étant les composantes de U,

-+q, r, s étant celles de G.
Le système (1.11) est justement celui que nous obtenons directement en
partant des équations intégrales globales (voir Annexe~.

Dans le système (1.11), seule l'équation (e) contient encore des termes non_ ..
conservatifs l...(VP et a{(U.60). Les autres sont conservatives et les équa
tions de saut qui leur sont associées peuvent être déduites du théorème
d'OSTROGRADSKII.

IV. THEOREME D'OSTROGRADSKII ET RELATIONS DE SAUT

1.4.1 Théorème d'Ostrogradskii

Considérons un champ tensoriel B défini sur un domaine de R x Rn de
variable le n+l-uplet (t, Xl' ••• , Xp.)'

Si B est conservatif sur R x Rn, alors nous avons

? Bo '08,. t;) ~".-+ ... + =()

'ù\:. '1)l;.~ r:>x."
ce qui peut s'écrire aussi

(1.13)

avec

diV": ~: 0
(I.lt ft )

Soit maintenant V, un volume du domaine considéré. Nous avons
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et par application du théorème d'Ostrogradskii à (1.13), nous obtenons

(1.15)} f>.~d~=O
'tnT

théorème valide même si B est "légèrement" discontinu, par exemple borné
et c·par morceaux, où av représente le bord du volume-V
et ~ la normale unitaire de l'espace R x Rn à av sortant.

Supposons maintenant que B soit c'par morçeaux dans le domaine et consi
dérons alors un volume élémentaire V entourant une partie ~v de la
surface de discontinuité de première espèce de B. Nous avons

avec

11= ~ V~

'tJ: (\ Vs. =ZIf
Appliquons le théorème d'Ostrogradskii à chaque volume Vi' i=1,2, c'est
à-dire

~ -B~ et.u~ étant respectivement les expressions de B et ~ dans la partie V.
1

de V.

Nous avons alors

(1. 17) J ~~. 'vl 01 ~ +1 A9,. ~J. d~
D~ DUi

Or,

-j B. oÔ ds :: a
Dl!

Mais, en Lv
-+ -+
oU~ =-J{

de sorte que
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f (B~. j~ + 2>1' jj1 )ds = J~" (B.- e,,. LPi ds
2:" "

(1.16) devient donc

(1.18) f (B... - 2>9, J. ;;f, J~ = 0
%,,, -et comme ~v est quelconque et les Bi et~~ sont continues sur ~v. nous en

déduisons

et nous obtenons donc la relation de saut

(1.19 ) [B. E] = 0

avec

( 1.20)
...u

l
i - - ( J(VIx + '1) .2 - W-r. ) tT

où ~~ représente la vitesse d'avancement de la discontinuité. ~ le-vecteur unitaire de la composante de V suivant l'espace Rn.

1.4.2 Conditions de saut associées aux équations conservatives du système
(1.11)

En appliquant le résultat précédent de saut dû au théorème d'Ostro
gradskii aux quatre premières équations de (1.11) qui sont conservatives.
nous obtenons :

La relation de saut associée à (a) de (1.11)

(1. 21)

La relation de saut associée à (b) de (1.11)

(1. 22)

La relation de saut associée à (c) de (1.11)

(1 2'J)\ ~. .J

La relation de saut associée à (d) de (1.11)

(1.24) [(4.-o<')f(U,,-W2:JU +Jje(G,,-Wrj"t+pt ] =0
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~

Avec, pour une quantité vectorielle A,

(1. 25)
....

An = A·-n

où ~ est le vecteur unitaire à la discontinuité suivant les variables

d'espace et dirigé dans son sens d'avancement.

Il nous reste maintenant à écrire la condition de saut relative à l'équa
tion (e) du système (1.11) pour constituer le système complet d'équations
de saut pour le problème. Mais cette équation est non conservative et du
fait de la présence des discontinuités, elle fait intervenir des produits
non définis au sens classique comme qui seraient en fait des produits
de distributions. Si ~ ou P était continu à la traversée de la surface, on
pourrait traiter ce problème via la théorie linéaire classique des distri
butions. Mais ce n'est pas le cas ici, et il convient de donner un sens à
un tel produit pour pouvoir surmonter la difficulté. Il va donc falloir
opérer une théorie non linéaire des distributions. Ce sera le propos du
prochain chapitre. Néanmoins, nous pouvons déjà obtenir quelques résultats
qualitatifs avec les conditions de saut précédentes.

1.4.3 Etude qualitative des conditions de saut

Nous allons voir comment, à partir du système non complet de condi
tions de saut (1.21) à (1.24), nous pouvons obtenir des informations et des
résultats s~~stantiels sur le comportement des surfaces de discontinuité
frontières, ne serait-ce que du point de vue qualitatif.

Pour cela, il est intéressant de signaler deux propriétés remarqua
bles de l'opération [] qui exprime le saut aux discontinuités d'une
quantité.

Première propriété

L'opération [] est une opération additive sur son ensemble d'application.
C'est-à-dire, pour deux quantités a et b qui peuvent être reliées par une
loi additive notée + ou tout simplement qu'on peut sommer et qui admettent
des sauts finis aux discontinuités, on a que a + b admet aussi un saut fini
aux discontinuités et

(1. 26)

Cette propriété découle immédiatement Je l'additivité du procédé de
calcul de limite conduisant au saut.

Deuxième propriété

Nous considérons de nouveau deux quantités a et b définies des deux côtés
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de la discontinuité et admettant des sauts finis. Supposons à présent que a
et b puissent être reliées par l'opération de multiplication en dehors de
la discontinuité, c'est-à-dire que le produit a x b ait un sens.
Alors le produit ab de a par b admet un saut aux discontinuités et on a :

(1. 27)

Nous allons maintenant appliquer les propriétés précédentes de l'opération
de saut [ ] aux équations (1.21) à (1.24).
Nous avons les résultats suivants

(1.21) devient équivalent à

(1. 28)

à partir de laquelle on peut exprimer [U,,] en fonction de [0(] , puisque
(~_oO. ne peut s'willuler, du fait que Q: n'atteint jamais la valeur 1. Il
vient donc que

(1.29)

Toujours par application de la relation (1.27), (1.22) devient:

Mais compte-tenu de (1.21), le second terme du premier membre de l'équation
précédente est nul. Et comme Q: n'atteint jamais 1, il ne restera plus que

(1. 30)

Quant à l'équation (1.23), elle devient équivalente à

(1. 31 )

Et lorsqu'on se trouve à une frontière de discontinuité séparant deux
régions dont une ne contient pas de particules et donc dans laquelle Q: vautidentiquement zéro, alors dans une telle région sans particules, G et par
suite G ne sont pas définies. Et ~ar voie de conséquence, leurs valeurs

n

limites lorsqu'on s'approche de la discontinuité en étant dans cette région
restent non définies et on ne peut donc exprimer [&] ou [E7..]qUi restent
indéterminés. Cependant, cela ne nous pose pas de problème quant à la vali
dité de notre équation (1.31). En effet, à la frontière "libre" associée
aux particules, on écrit

(1. 32) G" - W'E. = 0



(1. 33)
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qui est la définition de W~

Une fois cette équation posée, on constate qu'elle peut être écrite sous la
forme (1. 31) avec q/.. : 0 . En dehors des frontières "libres" associées aux

particules, (1.31) peut s'écrire

II§.] = _ tb-:..Wx)_ [0(]

et fi:Gn:D s'exprime en fonction de [~].
Enfin, en appliquant les relations (1.26) et (1.27) à la relation (1.24) et
en tenant compte des équations (1.22) et (1.23), l'équation (1.24)

devient ;

ït = 0

dans laquelle le terme lJ. ft (G,,- WzJ]. [G ]
une discontinuité frontière des particules.
En projection sur la normale~, la relation

s'annule lorsqu'on se trouve à

(1.34) nous donne:

(1.35) {(~ _ cl ) f (Un - Ws:J). [un] + lo( fl (Gn- Wr.J}. [G-n] + {[f] =0
Et en y portant les expressions de [Un] et [Gr,,] qui nous sont données
respectivement par (1.29) et, (1.31), nous obtenons une expression nous
donnant [1] en fonction de [01], à savoir

(1. 36)

avec

(1. 37)

[p]

En toute généralité. nous ne pouvons pas supposer que k~ est identiquement
nul en tout lieu, sinon nous aurions une surdétermination sur les inconnues
autres que P. Nous sommes donc conduits à la conclusion non classique
suivante pour un fluide incompressible : A un saut de ~ non nul ([o(J~0 )
va être en général associé un saut de pression, [p] non nul aussi.
A première vue, cette conclusion peut paraître paradoxale. Il n'en est
rien, puisgue le milieu global contient des particules. La présence de
celles-ci introduit de ce fait une certaine compressibilité dans le fluide
de manière implicite. L3. preuve en est que div ït '1 O. Ce qui montre bien
qu'on n'est plus dans un cas classique d'écoulement et que les résultats
qu'on obtient peuvent être différents de ce que l'on sait jusque-là.
En résumé, nous avons les relations de saut suivantes :



(1. 38)

(<t)

(c.)

(d)
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[ (~- J) (U" - Wt. J] - 0

[ ~ (c;." - W:t:) ] = ()
(Un - W'l). [r] = 0

[f]=~s:[~]

où K1 est donné par (1. 37) .

Vo APPLICATION AU CAS DU CISAILLEMENT DE DEUX COUCHES FLUIDES SUPERPOSEES
AVEC PRESENCE DE PARTICULES DANS L'UNE DES COUCHES FLUIDES

'::'.@:'...
. "

• ., r

. '.
. .. .. 0..... '.

,_ 6. .. : .. _<1,".

.... ' ' ... ..' ..'. ~ .. .... .

Figure 1 : Ecoulement initial Figure 2 : Ecoulement perturbé

et z = E(x,y,t) sont des surfaces de
falloir écrire les relations de saut

On considère initialement un écoulement constitué de deux couches fluides
de masses volumiques respectives f~ et f% , séparées par une surface fron
tière supposée être en z = O. Le fluide 1 de masse volumique ri relatif à

la région notée 1 entraîne des particules dont la frontière coïncide avec
la surface de séparation des fluides, à la vitesse ïT"1 . Le fluide 2 de la

~

région 2 a une masse volumique f,- et une vitesse U~ (figure 1 ci-dessus).

Lorsqu'on perturbe cet écoulement, on aura en toute généralité un dédou
blement des deux frontières, celle d'équation z = F(x,y,t) pour les deux
fluides de masse volumique fi. et r~, et celle d'équation z = E(x,y,t) pour
les particules, faisant ainsi apparaître quatre types de régions dfu,s
l'écoulement (figure 2 ci-dessus). En plus des régions 1 et 2 initialement
présentes, la région 3 est une poche de fluide 1 qui s'est vidée de parti
cules, alors que la région de type 4 est une poche de fluide 2 qui a piégé

des particules.
Dès lors, les frontières z = F(x,y,t)
discontinuité sur lesquelles il va

(1. 38) .



région
parce
vient
l'avons

(1. 39)
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La frontière z = E(x,y,t) délimite l'espace d'écoulement en une
où a, la fraction volumique des particules est identiquement nulle,

qu'il n'y a pas de particules, et une autre où a ne l'est pas. Il
alors que l'équation (b) de (1.38) se réduit A (1.32) comme nous

vu, c'est-A-dire

du côté de la frontière z = E(x,y,t) où a est non identiquement nulle. Par
conséquent, cette frontière est surface matérielle pour les particules, et
le coefficient kE donné par (1.37) se réduit à :

(1. 40)

Et par suite, dans la relation (d) de (1.38), [P] ne peut être, à tout
instant et en tout point de la frontière libre z = E(x,y,t), identiquement
nul sauf si, à tout instant, et en chaque point de cette frontière:

Ou bien [a] = 0
Ou bien (Un - WE )+ = 0

Ou bien (U" - WE)_= 0

La première éventualité est incompatible avec la définition de la frontière
libre, à savoir qu'à tout instant, et en tout point de cette frontière, on
a a ~ 0 d'un côté où on définit G

n
= W

E
, et a = 0 de l'autre. Par consé

quent, à tou~ instant, [a] t 0 sur la frontière libre.
Il ne nous reste donc plus qu'à analyser les conditions

(Un - WE )+ = 0 ou (U.- WE )_ = 0 en tout point de la frontière libre à chaque
instant: Or, l'une ou l'autre des deux égalités ne peut avoir lieu sans
qu'on ait l'autre simultanément, d'après la relation (1.38,a). La frontière
z = E(x,y,t) serait ainsi surface matérielle aussi pour les fluides,
puisqu'initialement ces deux frontières étaient confondues.

Nous venons donc de montrer qu'au cours du mouvement du milieu: ou
bien, à un certain moment donné de l'évolution, nous avons [P] # 0 en
certains points de la frontière particulaire, ou bien la surface de sépa
ration des deux fluides.et la frontière du domaine particulaire reste une
seule et mème frontière au cours du temps.

Dans le système (1.38), si nOt.<3 remplaçons la relation (a) par la
relation (1.28) qui lui est équivalente, et (b) par (1.39), nous obtenons

(1.41)

(b)

(c)

(d)

( Un - WE) + [r] =0

[p] = kE [~]
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[~] étant toujours non nul en z = E(x,y,t) comme nous l'avons remarqué
précédemment, la relation (a) ci-dessus montre que si Un est différente de
VVren un certain point de la frontière z = E(x,y,t), alors [Un] y est non

nul aussi, ainsi que [PD. On a donc une onde de choc en des points de la
frontière z = E(x,y,t) où Un ~ W[. Nous trouvons là une explication du
mécarisme de dédoublement des deux frontières : lorsque les deux frontières
sont confondues, on a en tout point, à la fois Un = W[ (et donc Un = WE

+
d'après (1.38-a)) et On = WE • Dès qu'en un certain point de la frontière
commune s'établit une différence entre la vitesse normale du fluide et
celle des particules qui vaut WE par définition, alors une onde de choc se
crée, et on aboutit à une dissociation des frontières.
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CHAPITRE II

RECHERCHE DE LA CONTRIBUTION DES TERMES NON CONSERVATIFS
A TRAVERS UNE DISCONTINUITE

CONDITIONS DE SAUT AUX DISCONTINUITES

1. GENERALITES

Nous nous trouvons en face de l'un des problèmes séculaires auquel
ont été confrontés de nombreux mécaniciens à travers tant de générations.
Je veux parler des intéractions non linéaires. C'est ainsi que, depuis le
temps où on a cherché à comprendre le mouvement apparemment simple du si
fameux pendule (de Huygens) jusqu'aux théories actuelles des fractals et du
chaos, en passant par les bufircations, les flambements et la turbulence,
la science mécanique a toujours été confrontée à des problèmes où inter
viennent des phénomènes non linéaires. S'il y a des non-linéarités que nous
savons bien traiter, résoudre et comprendre actuellement, malheureusement
beaucoup d'entre elles restent encore, et resteront sûrement longtemps,
hors de notre portée.

Ceci étant, nous allons essayer d'apporter notre contribution à la
compréhension des distributions non linéaires souvent présentes dans les
systèmes d'équations d'évolution non conservatives, c'est-à-dire comportant

•des termes non linéaires ne pouvant être écrits sous la forme de divergence
d'une certaine quantité, sur des domaines comportant des dicontinuités de
première espèce pour les variables et fonctions inconnues des équations. Et
dans ce cas, les conditions de saut à écrire aux discontinuités restaient
un problème non résolu jusqu'alors.

L'objet du présent chapitre va donc être la recherche de ces condi
tions de saut via une théorie nouvelle non linéaire de distributions géné
ralisées dont les prémisses ont été posés récemment par J.F. COLOMBEAU
[21J [22J.

II. CONTRIBUTIONS DE TERMES NON CONSERVATIFS NE COMPORTANT PAS DE TERME DE
DERIVATION

Dans l'équation (e) du système (1.11) où apparaissent les termes non
conservatifs cx(Û - cr) et cxY'P, seul le terme cxY'P est le plus ennuyeux et
pose un problème nouveau. Quant au terme cx(U- G), il ne comporte pas de
terme de dérivation et comme nous allons le voir, nous n'aurons pas besoin
de faire une théorie nouvelle pour trouver sa contribution à travers une
discontinuité. Il est relativement facile de montrer que la contribution de
cx(U - a") à travers une surface de discontinuité L est nulle.
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Pour ce faire considérons un
volume élémentaire Ve du milieu contenant

une portion ~v de la discontinuité ~

(figure ci-contre) et évaluons

.. "..,,,,,....'

J 01. (U- G) dV'
V€

lorsque € tend vers zéro.

- -cx(U - G} est
resprésente la

Nous considérons une partition de VE en V1E et VZE suivant ~v telle que

1~CÛ-G)d~=J rJ..CU-G)JLf tf ~(Ü-G)J\f
Vf V;e ~€

Et en prenant les modules, il vient que

4 f Jo<' crr- ?) 1J~ t ( 10<' (ïT-G) 1d"
\41: )Vi(

~ 5 u P '~Ccr-&) ,. mes tJ..t + ~ u rio< (u- (;)~m.!!> 112t.
~b ~E

s~p /oI.(û.~) 1 sup /o((u-"t) ,
où \f1.t et "ü existent, puisque
continue respectivement sur l!~ f et 1};,(. et l'l"I e.S Jt
mesure de ~prise au sens de Lebesgue.
De plus, nous pouvons supposer \11.( et ~f compacts pour tout E <~
( f. "assez pe'tit" fixé). Il existe alors M > 0, indépendant de E et
vérifiant

Vt.(:Ç ,m~x f su f lco< (û- G) 1 J ~up
.~. ~f ~t

Nous avons donc pour de tels €

1 Il!Ëo{(û_G)d.-1
< io ,
~ M (mes ~é ... meS ~,)

~ M m ~s \JI; • tlle~ Z:v" =0
E-..o

~ -ce qui montre bien que la contribution de cx(U - G} à travers la surface de
discontinuité L est bien nulle
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NON CONSERVATIFS FAISANT INTERVENIR DES
: THEORIE DES DISTRIBUTIONS (GENERALISEES)

2.3.1 Conditions de saut associées à un système conservatif via la théorie
linéaire classique des distributions.

Nous avions vu précédemment que lorsqu'un système était conservatif, les
conditions de saut qui lui étaient associées s'obtenaient à partir du
théorème d'Ostrogradskii aussi appelé théorème de la divergence.

Mais ces conditions de saut peuvent également s'obtenir de manière
naturelle à partir de la théorie linéaire des distributions classiques.

A cet effet, considérons l'ensemble

(2.2) A = {4> € DL 6''') dvec. ln<n ~ dx. =;{ }

où D(Rn} est liensemble des fonctions ~ E C~(Rn} ( COO(Rn) étant l'ensem

ble des fonctions indéfiniment dérivables sur Rn } et à support compact.

Notons supp(f} le support d'une fonction f définie sur Rn.
Soit maintenant ~ E A avec supp (~) C B où B est une boule de Rn entourant
une partie de la surface de discontinuité de la quantité tensorielle A que
nous notons toujours L, de sorte que B = BI U B2 avec BI n B

2
= L.

Nous avons au sens des distributions classiques

avec

l'opération. représentant le produit contracté de deux tenseurs,
V l'opérateur gradient,-ni la normale sortant de Bi' i=1,2
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~ la valeur de A lorsqu'on es t dans :Bi i =1 ,2

. oBi repr6sente le bord de Bi' i=1,2
Mais

~ --nI = - n2 = n sur 0131 IÎ 0132 = 1:
et

(2 . 4) J (~ ut'i ).nt d~ 4f (f ut~ ).ni ds =( (q lit). il J5 +1(~Jt). ft d~
2).81 ù~ JD.e~ f\ "ù,i> ;)~~ () ~ Po>

-} (qut.~).nds+J(ftA.1.).~d5
?: (Vu J?>'1 ~ n j)1.> ;l

=)f (4lA ).ri d~ -f~(viol - Jbt ) rr J s
D~ :L

Comme Supp(~) c 13, nous avons

l (~ tAJ. ;: J~ = 0
'O~

de sorte que (2.4) se réduit à - J~ ~ (vts., - ut! ).~ J~
Il vient donc que (2.3) s'écrit

Ce qui s'écrit sous la forme d'égalité au sens des distributions.

où (div ~) représente la fonction tensorielle discontinue définie en dehors
de la discontinuité 1: alors que div ~ représente la divergence de la
distribution ~ et est définie par :

(2.6) < div-ut) ~ )=- I.e v1. V~ AV"

et [Gt.. ft ] Al la distribution définie par

Il apparaît clairement d'après l'égalité (2.5) que div ~ a une composante
définie dans le domaine de continuité de ~ à savoir (div ~), et une compo
sante suivant la discontinuité 1:, à savoir ~.~=n~. Il vient alors que la

relation



26

div dt = 0

va se traduire par l'annulation simultanée des deux composantes de div A, à

savoir (div A) et

Proposition L'annulation de la composante surfacique de div A à savoir

~.n]!"1= 0 est équivalente à la condition de saut

(2.8) [<A. ri ] = 0

avec [1Ln] représentant la contribution de div A à travers la surface de
discontinuité L de A.

Preuve :
1) le cas où L est une surface régulière.
Dans ce cas, [1Ln(À)TI est une fonction continue sur L. En effet,

[lA .iU~)] = (Ji, l - cA ~ ) •"1\(1\)

sont continues sur L, il en est de même deet comme A 2.n(À) et A 1.n(À)
[1Ln(À)] .
Donc, V! €. J:) (11\") , [GA.n] ~ es t

à V! & .7) ((P.") ; J[1ft.. rl] <p dlr =D
1l."fA,.ii]~ :0, el cela Y 4 é 4JelR"}

continue sur L. Or [[f,t.n]~I=O équivaut
Et la continuité de [ut.n]~ implique

On en dédui t que [ dl> .;i) ~ 0.

2) Lorsque L est de classe C4 par morceaux, la démonstration précédente
s'applique à chaque portion de L, et la proposition reste encore vraie.

Si la conservativité s'exprime parVu( (gradient de A) au lieu de
div A, alors (2.5) devient

(2.9)

et (2.8)

où e représente le produit tensoriel classique.
Pour s'en apercevoir, il suffit de remarquer que

vvt - diV' lut el)

où l représente le tenseur unité d'ordre 2 et
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2.3.2. Cas d'un système non conservatif
ralisées) non linéaires.

théorie des distributions (géné-

Au regard de toutes les études précédentes, nous constatons que nous arri
vons à trouver les contributions à travers les discontinuités de toutes les
quantités présentes dans le système (1.11) à l'exception du terme ~Vf qui
va faire l'objet d'une étude spéciale dans le cadre d'une théorie nouvelle.
Néanmoins, nous pouvons noter au passage que si ~ était continue à la
traversée de la surface de discontinuité ~, on aurait pu donner un sens à

dvr via la théorie linéaire des distributions classiques de Schwartz.
Mais ce n'est pas le cas puisque ~ et P peuvent être toutes les deux
discontinues en même temps à la traversée des frontières. D'où la nécessité
d'une autre théorie.

Notion de distributions (généralisées) non linéaires

En théorie linéaire des distributions, un théorème dit d'impossibilité de
SCHWARTZ stipule qu'il est impossible de trouver une algèbre contenant les
distributions et dans laquelle le produit puisse coïncider sur E(O)
(l'espace des fonctions de classe C~ sur 0 ouvert de ~) avec la multipli
cation naturelle des fonctions de E(O). Jusqu'aux travaux récents de
J.F. COLOMBEAU [21], toutes les tentatives précédentes dfuîs la définition
des produits de distributions qui tendaient à violer le théorème d'impossi
bilité de SCHWARTZ se sont vouées à l'échec. Il fallait donc procéder
autrement.
La démarche est la suivante (voir Annexe B pour plus de détails).

On considère l'ensemble
~(Ii\"):{ ft c.oD(IR'l) --+ 4. et à support compact}

et pour tout q En~~l~ étant l'ensemble des entiers naturels)

on appelle vt4~l~E.1)(cP."):~!Cttlh:i et J..~ii (~) ~:: 0 pour i < Iii < q}

ou', À - (1\.. i\) E. JRft .(. : (A~ 1 ~ , ' •• J ..t." ) é lN n
- -.. , '" l '"

~ ~ À.(.f, .~~ ~~ ,. 1 .. ~
et - A. = ~A' ""- ~ ...~ "- ~. .1'" ....-~

On montre que (voir [21] p. 55. Lemme 3.3.1).
vtq 1 ~ pour tout q > 1 et fP C~ pour p > q

Soi t f: > O. Pour tout ~ E :0 (R"), on pose

tfE (À) = i"~ (~ )
Il apparaît que ft €. tA.~ dès que ~ €. V6ct et réciproquement.
Pour tout x E ~ .. , on définit l'opérateur de translation ~ par:
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On appelle alors 1(IR"] l'ensemble de toutes les fonctions

R : ut~ X IR"
(~) x.)

--...~ (
t-----+' R(~ , )C. )

qui sont de classe c..~ par rapport à x pour tout f fixé.
Pour deux éléments R-t, et P..l de ~ [IR"]. on défini t leur produi t : R=R l~i i\~
tel que

qui est aussi dans ~[lR1- ! [\p.") muni des opérations + et Q est ainsi une

algèbre sur cf
On défini t dans "E r: 11\"] l'ensemble 't'l [0\"] des éléments modérés et
l 'ensemble ~rIR"l des éléments nuls (voir annexe B). ~'" (~IlJ est une
sous-algèbre de ~[~"Jet ~[."J un idéal de ~,,[~"J (c'est-à-dire ~ p.;j,eufCÛ:~'\J
t.~ 'l~ E ~M (IR"J ) R.~ f> R" f: i t1 Clf:'J ) .
L'ensemble quotient

(2.12) G(lR") ~M ClI\"] jcJf [~"]

est de ce fait une algèbre

--~ GC\R")

L'ensemble C· (IR") (des

sous-espace vectoriel de

'"1 : CO(iPl")

fonctions continues sur ~.) est identifié à un
Gr (IR") par l'application linéaire injective

f ) Rf

telle que V~ €. tA;1. 1 Rr (4, ~) =( f(1) ~ ~-~) j~
J'Rf)

Et de manière générale, l 'ensemble ~:/(w..#\) des distributions sur R'lest

considéré comme sous-espace de (;(~"J à l'aide de

RT (~, x.) =T Cfx. ~)

:[{(1k~) ~ T ;/: R
t

E: G" ([J'.ft)

telle que

De manière générale, on a
Par exemple,

C°(rp,) ~ ~_ f~' :t: "X. ~ hd E. G(lR)

et

où Co(~) représente l'espace des fonctions continues sur ~ et D'(~) l'ensem-



29

ble des distributions sur ~.

Par conséquent, une distrib1ltion prise au sens de G( .) ne va pas colncider
nécessairement avec la distribution usuelle de D' (;,). Mais la définition à
venir va corriger ce défaut.
Soit E. > O. Vfié [Rn , on pose

(2.13)

On donne alors la définition suivante

Définition :

Soi t g E G~') et R E ~ (D(Utj) un représentant de t Si pour tout \f E :oW') ,
le nombre complexe

1 R(cPt.);lt. ) .'f (x.) dl(.
IR"

(qui est indépendant du choix du représentant R de g)

a une limite quand € -----. 0, indépendante de f E Aq pour un q "assez large"
et si pour E :o(~) cette limite définit une distribution sur R~ alors on
dit que la distribution généralisée g admet une distribution associée que
nous notons g et qui est définie par la formule

(2.14) <. g) lof >
que toute distribution de D'~j considérée
au sens de G(af.. s'admet elle-même comme

distribution associée dans G(fÛ, la dérivation dans
LEIBNITZ, à savoir pour Ri. E G(Jt), et Rj, E G(IJ.~ ,

(fi) R) n R (ë) ~ R"
\ f)x ! e fi"" t '1 '0)(.

On montre tout à fait aisément
comme distribution généralisée
distribution associée.
Outre cette notion de

"G(R) respecte la loi de

La définition (2.14) et le résultat (2.15) vont être les éléments de base
qui vont nous servir dans toute la suite du travail de ce chapitre.

IV. EQUATIONS DU MOUVEMENT VIA LE LANGAGE DES DISTRIBUTIONS GENERALISEES

Le système (1.11) précédent est considéré au sens des distributions généra
lisées et toutes les quantités y intervenant ne sont plus des fonctions et

distributions classiques usuelles. La solution de (J.ll} dans G(~3) sera la
solution forte du problème posé. Mais la solution qui nous intéresse est
celle qui doit nous être donnée sous forme de fonctions et distributions
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classiques et non directement des éléments de G(R3). C'est donc une solu

tion faible associée (au sens de 2.14) à la solution forte dans G(~3) que
nous recherchons pour (1.11). Il faut donc poser le problème faible associé

il (1.11).

2.4.1 Problème faible associé à (1.11)

En fait, dans le système (1.11), seul le terme ~VP pose des problèmes. Les
autres termes sont conservatifs et on a vu à la suite de la formule (2.14)

que toute distribution usuelle de D'(R3) considérée au sens de distribution
généralisée s'admet elle-même comme distribution associée. Ainsi, la for
mule (2.5) n'est rien d'autre que la formule de la distribution associée à

div olt
En adoptant l'écriture de la définition (2.14), cette formule (2.5) devient

(2.17)

où (div~) désigne la fonction discontinue div ~ définie en dehors de la
discontinuité k, et . représente le produit contracté entre deux tenseurs.

2.4.2 Distribution associée à ~VP lorsque ~ et P sont discontinus sur L

1) Cas d'une variable d'espace avec discontinuité en x = 0

D'après la formule (2.5), nous avons au sens classique

(2.18)

où

(2.19)
{

(p') est la fonction dpjdx définie pour x '1 0

(J" =pCc.) - P( 0_) =[ [> ]

Ainsi, nous avons au sens des distributions généralisées

(2.20)

r---
Tout le problème est de voir s'il existe des distributions ~ GD (P') et
~ associées respectivement à ~(!)(P') et ~ecrJ conformément à (2.14).
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,,-
a - Calcul de Cl e (P')

Soient ~ et li" deux fonctions de D(IR) avec

)12. t cl", = i

D'après la formule du produit de deux distributions généralisées (2.10),
on a :

'" Cl> (t'){ t .. } :: (i d ().) ~ 2(À ; ""} dÀ){j, (t')111 t ~ (Y) d~)
J\ R

de sorte que

conformément au second membre de (2.14)
Soit maintenant R un réel positif tel que supp (!) C [-R,RJ. Un tel R
existe, puisque +est à support borné.
Nous avons :

Premièrement
Pour toute fonction f continue sauf en x = 0,

f. fbl; ~~" ;X) J~ = rP.' X f("A) 1- t et) J~
IJ\ -€R+x

Par changement de variable

~I _ 11- 'X.
r"'l - é

dans le terme de droite, il vient que d
( t(~) ~ ~ (~- X) dÀ= JR ç(~ + ~ ~ J ~ ( It) tI

)/R €' - '"

D'autre part, f étant continue sauf en x = 0, on a pour tout x
différent de 0,

t(x+(ifl) =fex).O(€)

puisque Ipl < R.
Nous obtenons donc

Deuxièmement
Le résultat (2.22) précédent nous permet d'écrire que

(2.22)
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(2.23)

)

Et par le théorème de Lebesgue, (2.21) converge vers

llil .{(x.) (t'lIx.!· \>(x.) d-x.

c'est-à-dire vers la distribution œ(P') correspondant à la fonction
discontinue œ dpjdx définie pour x # O.

~

b - Calcul de J l'X.J G) tr S

Au sens des distributions généralisées, on a

et donc

D'après le résultat (2.22) précédent,

'P our "Je. *0

comme supp (t) C [-R,R], pour x. 0, lorsque E devient suffisamment petit,

1~ 1 devient plus grand que R, de sorte que t p(- tJ ::'0. Et on a donc

~~o 4- 1(-f) 'f(~)= 0 pour X. -:f=. 0

MaiS- pour x = 0, ~ ~ (- f) yex) E; -te: 00 et nous ne pouvons plus appli-

quer le théorème de Lebesgue dans ce cas-là.
Nous devons donc effectuer une étude spéciale au voisinage de x = O.
Le support de f (- r) étdnt contenu dans [-ER,ER] puisque supp (! (x) )
C [-R,R],
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1e second membre de (2.24) s'écrit donc

crJE P. j"' ... P. d(~) ~ H~) d~.t t(- t)1t(~) h
•• R x.-aR

On opêre les changements de variables

pour ramener les intervalles d'intégration à des intervalles fixes, soit

Comme y varie de -R à R, nous avons 0 E [-R+y, R+y], d'où la nécessité de
décomposer en deux l'intégrale ci-dessus, c'est-à-dire:

Premiêrement

Considérons la contribution

Nous avons les convergences uniformes suivantes
0:(EU) vers œ( -0)

et
W(EU) vers w(o)

Par conséquent, (2.25) converge vers

R f. ()0( (- ,,) -r(0)1 ! ((CI- )) dp ~ (- d) JJ
-R -'R+)
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Posons
(';J

F()) =L
R

!(:}cls

et faisant dans J ~(,.q-d}d)l, le changement de variable

R-+~
S = t'-~

Nous avons alors

JR J0 ~ (~-~) d).. ~(-~) d~ =)(R.l-~f(S) dS. N-a) d~
-R -~-+~ -R -Pa.

=l R
ç(-~). r'(-~) JJ

-A R
= EtF:I\-~J]_fl
- i f.2.( R) - t f3.(- R)

--
puisque F(-R) vaut 0, et F(R) vaut 1. Et finalement (2.25) converge
vers 1/2 ~(-o) ~(o).

Deuxi~mement

La seconde contribution

va converger vers

ft nou'lo avons:



(2.26)

(2.27)

(2.28)
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=1. -

=-1 

-4--:l

La seconde contribution converge donc vers 1/2 ~ (+o)w(o).
Par sommation de la première et de la seconde contribution, nous
obtenons la distribution associée à 01. e fT J

Enfin, en réunissant les deux résultats (2.23) et (2.26) et en
adoptant la convention

f :: ~ (~(+oJ + fC-o))
nous ùbtenons la distribution associée à dp/dx que nous cherchons

2) Cas Multidimensionnel

Dans le cas multidimensionnel également, nous avons au sens des distribu

tions classiques, confcrmément à (2.9)



3b

(2.29)

OÙ

(VP) représente la distribution correspondant à la fonction
discontinue P définie pour x ~ L, L étant la discontinuité.

a = [PD

avec

(2.30)

n la normale unitaire à L, dirigée de ~vers L., donc sortant de

L lorsqu'on se trouve du côté de L_sur L,

cT it ~E = [r] if JE : *. ·Jf [f'] iL ~ As

En projection de la formule (2.29) suivant les axes de coordonnées, il

vient que pour toute coordonnée Xi

Au sens des distributions généralisées, on a

la normale

et le i éme

Avec e~ représentant l'angle entre
n à la surface de discontinuité

vecteur unitaire de base.

(2.31 )

Tout comme dans le cas unidimensicnnel, le problème revient à la recherche

de f'i;Vf
Premièrement

On montre sans aucune difficulté comme dans le cas unidimensionnel

que

0< (Vf)--
,- -

0(0 (Vi)(2.33)

Deuxièmement

Il nous reste donc à connaître
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Pour cela, il nous faut chercher

{

o pour x t/. k
converge vers

00 pour x E k
1""(~) iUÛ~ f (À;X) d~
z

(2.34) hm ( (J' -l(~l; f(~)di\l.({ (ritSt:)(l}.;~(~J~.lf(x)Jx
'-to JR" pt' E. E. ï )A" €

Or,

J
(<7"';: Sr) (~). ~ ~ (A~X) d;\ =(cr(~) it(~) ~ f ~) d>'

R" J'E,
De sorte que (2.34) peut être réécrite

lim 1. ( ""(,,) ~ H~ -X) hrer(~} ii(~) ~ î ~)d~ .'If(~) (h.
~ ... o R" lR" E € J~
et dans ce cas multidimensionnel également,

Une étude similaire au cas n = 1 doit donc être effectuée au voisi
nage de k.
Si pour le cas n = 1, l'étude a été relativement "facile" du fait
que les changements de variables effectués pour arriver au résultat
étaient presque immédiats, il faut s'attendre à ce que le cas n > 1
présente des difficultés notoires pour l'étude. Il va falloir opé
rer des transformations judicieuses pour espérer aboutir à un
résultat.
Appelons B(a,R) une boule de centre a et de rayon R contenant supp
(!(x)). Nous avons alors pour x fixé,

(2.35)

SUI' l'ensemble des points x de IR" tels que la distance de (x + ca)
à k est plus grande que ER,

j c:r(:\) ~(À) ~ cp~) J~ =0

r f\ B(fi a +x.} € R )

puisque pour de tels x, Z (\ e(E c1+X-,€A)::' ~
où ~ désigne l'ensemble vide.
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Par conséquent, sur cet ensemble en question, le second membre de

(2.35) est nul.
Appelons alors lJ~,~(~,6) l'ensemble des points x de ~ tels que la
distance de (x + Ea) à I soit inférieure ou égale à ER.
Si nous notons par T&a la translation de ES, nous avons représenté
conformément à la figure ci-dessous, l'image Ta a rVd,~ (~ ,E. ) 1
de l'ensemble Vd,l\.(t,€) par TES

~~~ B.tx,~J

..-,..,........c;;; "En ~ (x.+1 cS,' k)

Le second membre de (2.35) s'écrit donc
"

I et l'on a la figure

(2.36)
( ( (./(~) 1-f~) d~llJ(~)it(.) ~(~) J~) 1[1("') d-x

JVd,f\ (S,c) )i (id tX ,E R) ~ fl 8(€dt x., €A)

si x E ~/A (~,E) ,alors B(Ea+x,ER) coupe
ci-dessus, c'est-à-dire

Par conséquent, dans (2.36), nous devons décomposer l'intégrale
portant œ(À) en deux, en écrivant (nous laisserons tomber x et E
dans B_ (X,E) et B+ (X,E))

f ..( (>.) :. i (2?) J~ = l.,((;\Jlo p(~) J~
8 (E' d+)'., ER) Bt

41 d(>.Jf.; P(~) d~
B.
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a - Recherche de ta contribution due àl ole>.);" tli\~lC.)J). dans (2.36)

e~

Appelons Xo la projection orthogonale de Ea + X sur k. Nous aV0ns alors

(2·37)

_ ~+ Cx...) + O(€)

<J Ct.) + 0 (E: )

Jans B..

où J+(Lo) désigne la valeur limite de œ lorsqu'on se trouve sur la discon
tinuité k, du côté noté (+).

Ce qui nous donne la contribution

Désignons par P la distance de x + Ea à k et montrons alors que

~(J. ~ +(~) dA) =j :" ~(~~X) clA
'Vf 8. é:" é / ~ 1"\ e, (E Cl ... X. 1 4& P.)

Pour cela, considérons une variation infinitésimale JS de P et évaluons la
"

variation subie alors par l =1 :. t (A -: Cr}) d~

~+Ct'J

à savoir &1

...
" ... _-_ .. ,.,., ,

..... ... -
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On a

1..!.- ~ ( "- ~) d~ - ( ..!- P(.~.:_~) JÀ
t €."'1:,, JI ,n ~

"B. (r+br) ~t(rJ..-/
~

j e :~ f (~ ; ~) d1\ - JJ ~ rI? Cl ; )f.) JÀ

4e~ B~

Comme oS u pp ( cf ( )j ~ 1<.) ) C ~ (x. tE ~,€ R) ,alors pour Sr suffisamment

petit, Je" n Surp Ct C.ar)) ::,t2f et $B~ () ~ufP(f (.1.~~)) :JK

Et ainsi, SI se ramène à

1 Jl ;~ fCJI-;(r))} d~

&. lrJ:1-~' (rJ V. P(À - x (F)) JÀ. ~f
€"U ~ E

b.(r} . 10

Remarquons maintenant les deux choses essentielles suivantes

1) 4'(r)::. r4((') (la normale unitaire à L passant par x + Ea et dirigée 'v:"~~5
l'intérieur de B+)

2) =n:(n. !. V;\ ~(À~X)
(

+ (di'ri\ 0:«')) • pV' ~~)

=I\((J. ;!. Vi\ ~ ( ~ - >')
e e

~

puisque f4 Cr) ne dépend pas de À et par conséquent
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pour ~r suffisamment petit, c'est-à-
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Nous avons donc

par utilisation du théorème d'Ostrogradskii
extérieure à B.)

- f -:. p(À /) n•. ; ds.
'Ue~ \ 1:

+1'1: - :. pV~: ") n•. ;1 dS.

~uPP(if\i\~X))C B(X:+E4,~~J

l iA-. ( ~ _'lC.)'""1 J1 Js :: 0et donc - '.! -- n~. A
~" li

D~4 \ L
...,. - - ....Sur 1:, }J: - n.. de sorte que - h•• J.J =1-

Finalement on.a :

~I : J. ~ p(/1- )() cl ~ À

6f "1: E''' E

dire le résultat cherché. Nous pouvons écrire :

D·où la contribution (2.38) vaut

...
(JJ étant la normale uni taire 4 v8,

biunivoquement

(2.40) :x. ••- .........-~) (-:c.o , r )
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où p < 0 pour xE 1Tcs,R(.) et p > 0 pour x E 1J.,((+J,

t1'51~ (+) et '\Jo... (.) étant tels que

TE. 0 \ \!Q,1t (~IE)} = Te. a { t1Q ,R(.'} VTeCJ\ \Jo,I\(+>}

et

conformément à la représentation ci-dessus.
Le changement de variable (2.40) étant opéré, (2.39) s'écrit:

j o(t(Xo)a-(x.)n(x.).~ ~(( ?~(~~"}J}l)'(x.) dl<
VO,A (%,€.J lB.

=J t~~(ll.) r(ll.} hC..) r~ (f1b~ f (~) d~.1"1f(x",f)Jr ds
% f=-€A ,

=1"'+ (x.) crC".,) ïH".I'i' (1;, ,0) 1 (f'4~ ~Ufr f(1:f)d~)'dfd~
r )!:.~p. 8.

à 0 (E) près puisque 1p ('X., f) =1f (X 0 , 0) + 0 (€ )
Dt au tre part"

Or,
pour f=e.R , on a ~+=~ (€ a +')c., € R)

et
pour f:: .. E'R , on a ~+-= p
Et comme

j E
4

• H~) JÀ 1pc,") d)l = -1. )

e(Ea~x,~R) ~(d, A)
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Donc

Et par suite, la contribution finale de (2.39) est

(2.41) J .!. 0/+ (Xo) (J(~) n(kc.) \fCXo) Jx.
2:. ~

Recherche de la contribution due à 1~(>.):. ~ e~X) d~
B_

En procédant de manière analogue pour la contribution due à B_, nous obte

nons une expression analogue à (2.41) avec ~_à la place de ~+'

Et puis. en sommant les deux contributions. celle due à B+ et celle due à

B • nous obtenons le résultat cherché. à savoir

- l' J J~(>t)~ ~\e)J~ · ( (~tiS1:)(i\)'~T(~)dÀ ."P(l) dx
(2.42) lm n E" r E. )f'''

E"o R" R ~

=J ~ (0(.. (x.) +0(_ (>e... J) <r(x.) n(x.) Y(x..) d)(.o

'% 2

Et on reconnaît dans le second membre de (2.42) la formule donnant l'image
par la distribution ~ fJ' hIE de w.
On en déduit alors que

En réunissant maintenant les résultats (2.33) et (2.43). nous obtenons la
relation la plus générale.

(2.44)
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2.4.3 Comparaison de notre résultat {2.44} avec un résultat obtenu par DREW
[11] pour le cas particulier du produit f~X où X est la fonction caracté

ristique de e c ~et f une fonction discontinue à la frontière r de e

A travers la formule (19) de son article, DREW tentait de donner un
sens à ~X. Et d'après son résultat, f serait définie par:

où

où f(_) est la valeur de f sur r, lorsqu'on la traverse en étant dans E.
On pourrait éventuellement prendre cette formule comme définition pour f~X.

Mais les insuffisances d'une telle définition restent évidentes, ne serait
ce que du point de vue de son interprétation physique. En effet, elle
signifierait qu'à la traversée de la frontière r, seule f(_) aurait une

contribution, et f(+) n'en aurait pas. Ce qui a priori reste peu plausible.

De plus, du point ùe vue mathématique, le procédé d'obtention de cette
formule n'est pas cohérent. En effet, DREW a écrit de manière exhaustive

(2.46) 1 (fv):) f d"J' cH
R)( R3

Le résultat serait tout à fait correct si la première ligne de l'égalité
(2.46) l'était. Mais ce n'est pas le cas et cette première ligne est
impropre. En effet, DREW utilise la formule de dérivation des distributions
pour l'écrire, alors que la fonction f n'est pas une fonction régulière,
puisque f admet une discontinuité. Par conséquent, la première ligne de
(2.46) est incorrecte et do~c le résultat qui en découle ne peut qu'étre
erroné et non valide.

Disons pour finir que ces deux anomalies, tant du point de vue physique que
du point de vue mathématique du résultat de DREW sont levées par nos
résultats précédents via les distributions généralisées. Et d'après notre
formule (2.44), on aura:

(2.47)

..
ou

...
J -
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V, DETERMINATION DES CONDITIONS DE SAUT VIA LES DISTRIBUTIONS GENERALISEES

Dans ce chapitre, nous allons, à la lumière d'exemples issus d'équa
tions de continuité de notre problème de base, montrer comment :

1} établir les relations de saut associées à un système d'équations
locales d'évolution donné de manière générale

2} déterminer la contribution à la discontinuité d'un produit faisant
intervenir un gradient et plusieurs fonctions (discontinues) comme par
exemple o{G.V'& , en mettant en relief le fait que la règle

tombe en échec lorsque lf = ~ .lf1, , sauf si ~ ~~ représente le "groupement
fonction ~1'f.t "et non le produit" de ~ par ~ Et en déduire la non
équivalence, de manière générale, des systèmes de relations de saut issues
de deux systèmes d'équations locales équivalents dans les domaines de
continuité

3) nous essaierons de déterminer, en application de notre problème
physique de milieu diphasique, quelles sont les types de discontinuités sur
lesquelles deux systèmes d'équations locales équivalents dans le domaine
de continuité vont conduire aux mêmes relations de saut. Et comment le type
de problème physique que l'on considère va nous fixer la manière de consi
dérer le produit <fa fs. : comme un "groupement-fonction", ou comme un produit
au sens strict du terme, de deux fonctions séparées \.fi. et <f!l. .

2.5.1. Notion de conditions de saut associées à un système d'équation
locales d'évolution

a - Considérons par exemple l'équation (1.4) du chapitre 1. Lorsque Œ est
non nul, cette équation est équivalente à

(2.48)
-+ ---Je (~ G. VG)

'D~ ..
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.J----------->_
x.

D'après les résultats obtenus précédemment

(2.49)

où e est l'angle entre;i , la normale à l'hypersurface ~(de l'espace à

quatre dimensions composé de l'axe des temps et de l'espace physique à

trois dimensions) e.t l'dJile. des t eillfs

Les points de l'hypersurface ~ vérifient l'équation

(2.50)

~ est supposée régulière de sorte que 11 est parallèle au vecteur qui a
pour composante oF/ot suivant l'axe des temps et VF suivant l'espace
physique (le gradient étant pris par rapport aux variables x, y et z de
l'espace physique).

Nous écrivons donc symboliquement

_ ('Jf )
,JJ Il -, VF'

7J~

--. '
Notons W~ ( ~'-W;IW;) la vitesse des points de~, celle-ci n'étant pas
nécessairement une surface matérielle
En différentiant la relation (2.50) par rapport au temps t, nous obtenons

D'où nous tirons
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c'est-à-dire

_Wr. . V F

- fv F' (~. Y! )Iv ~r
Posons

_ VF
-WFI

n est donc la normale à L dans l'espace physique à trois dimensions et
~ ...

W~ =W"E. • n

WL est la vitesse d'avancement de la discontinuité L. On a alors

~~=~IVFI Wr.

et

(2.51)

Donc

('lE VF}=lvFI (-W~,n)
'bl 7

De sorte que

iJ 1/ (-'Wt: ;n)
~

Et comme ~ est unitaire, nous avons
-l

Jj =(Wi +-i)- 2 (- W~;~)
Et ainsi

(2.52) c.os9 =(4,0).;; ,
=_(w'; + -i)- l Wr.

(2.49) s'écrit alors

(2.53) ~ -= (;~ )- (wi +l.T ~ W1: [ë:] ~"Z

Dans (2.48), on a au sens des distributions généralisées
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Posons

Gn ... -= G. n
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{lvt) + ["&] e-ü ~%.lEJC;

GE>tVG) t (G.11) G) ['G] ~J:

GG> ( Vc;) + ( W; + 1)- t (G. ri) Q ["&] cS $:

On a donc

~ ...
Gi> VG --

Et par suite

~
(2. 54 ) G G) VG --
Quant à VP, on aura

(2.55)

i-ve = (V.e) t (Wz.#. +1.r s:

En regroupant maintenant les résultats (2.53), (2.54) et (2.55), l'égalité

(2.48) consièérée dans G(~3) au sens des distributions généralisées conduit

à l'égalité dans D' (~3) au sens des distributions classiques suivante:

(2.56) 14 (ôG +G. VG ) ~ Jo. (W; t-1)-ï \_Wr. .. Gt\}[&] &7'.
~ ôt

i.

_ Vi' + tT\ ( Ü- G) - (W~ + -1)" i [f] h ~1:

Puis en séparant la composante suivante bL, il vient

(2.57) est la relation de saut associée à l'équation d'évolution (2.48)

b - Considérons maintenant l'équation (1.4) du chapitre I, à savoir

plutôt que (2.48) et recherchons la relation de saut qui lui est aSSOClee.
La recherche de cette condition de saut revient à trouver la composante

suivant OL de l'équation faible associée à (1.4)
D'après les études précédentes du § IV, nous aurons les contributions



suivantes :

~lA. cl. e ~
(2·58) 'Ô k

.......-.--
e1.fDVf

49

---....". - (w: +4)-1 w~ f.. 1["G]~!:
..

(Wi+1r r ;@]n~%:

Par contre, il ne faut pas se laisser induire en erreur en écrivant par
exemple que

En fait, on a seulement

)

Mais, si G(~3} (l'algèbre des distributions généralisées) est associative,

c'est-à-dire, si :01 , :0 2' :03 sont des éléments dans G(~3},

-- {D-iE)~1)0n~

.D 4 Q (1)101)~)

1'opération d'association (~ ne respecte pas l'association de la loi

multiplicative de G(~3), c'est-à-dire qu'on a en général

~ ,--~-----

(2·59) Di G) Dl G D! '* (Js;;ns.) G> n~

Pour s'en convaincre, il suffit de prendre

.D'i= H .D~=H ,D~ -= bz
où H est la fonction d'Hedviside associée à L, c'est-à-dire

H = {

o daTls la

1 dans la

région contigue à L_

région contigue à L.

avec L et L les côtés de L orientés par rapport au sens de la normale.. -
Un çalcul similaire à ceux du § IV ~ontre que dans le cas d'une dimen-

sion d'espace,
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(où H2 = H" H)

Alors que
,--

H~ = H
et en posant a égal à 1 et ~ égal à H dans (2.26), on obtient

Et comme

~
HJ. E) ~

,. --
- HE>~

- 1:. ('_ ~IJ

puisque 0 est non nul, il apparaît bien que

démarche reste analogue à celle du produit de deux

ce qui confirme le
produit de plus de
étude spéciale doit
suivante 0L de la

généralisées.
Néanmoins, la

distributions.
On écrit que

résultat (2.59), qui reste d'ailleurs vraie pour tout
deux distributions généralisées. Dans ces cas-là, une
toujours être effectuée, pour trouver la composante
distribution associée au produit des distributions

-4 .....

(2 . 60) ci 0 (,. a VCi

on a

Si nous posons

"?=[ë:]
-+

dCD[G]~n~z: e>G = tl.GJ r eti'J,;I3 G

--~- ... ( -
Le problème revient à trouver cl €> q-~ n~!:E) G. Il nous faut donc chercher
la limite lorsque E tend vers zéro de



(2.61)
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J (J c1(->t);' ~(~) d~)·(l(;c»n~%)()]~~(e.}J~J.
~.. p'n € f\t1 E t:

(iR. G(~) ~. of C\") ci ~ ) 'fi (xl J x.

=J J.,«~J ~. H~)d~Jéf(~J. ii (>,) :. H~) J~
tIt.,It(I,4) &(EO+X.,ER} %:(\f,(€d+J'.,E"J

· J G(~) ~. f(~~")J),
e(~Q+X.,,,p.)

En effectuant la partition de 2> (€Q-t'Xo,'i: f\) en B et B comme au § IV

puis en développant D( ()), 1 ('>11. n(>.) et t~) au vo~Sinag~ de xo ' projec~
tion de À sur L, il vient que (2.61) vaut

J l { JJ,(l;.)~f(~)JÀ+l~·(x.)~HàT)Ü}
lIo, R (% ,a) b+ B.

·Jor (x..) e ;r (x.) ~ fC~~") J~. Ua'. (x..)~ f(V) J)
%' " e(E Cl + x. 1 ~ A ) +,

~ f G. (x.) ;. ;PC~) J>. } ) "6.1 d"
B.

à O(E) près,

ce qui va donner lieu à quatre contributions Cl' C
2

, C
3

, C
4

•

e
i
=lim J ( J&.o{.c~.)~" ~().~")J~'J~(-r.}4>t(x.)~'1~(i\;l:)JÀ

, .. 0 \lc., R ('[ , E ) % (\ e(e Q ot "1 <Il! Po )

J
r ( )'::".l(~) cl ~ ) i' (x.) J't

• U"+:t.. E:" l' ~ .
I?>+

C2 est identique à Cl en remplaçant les indices + par les indices 

C
3

est une quantité croisée, c'est-à-dire

e = (im ) ( J -<.(x.)~. P(~)J~lcr(x.)eii(x.J~.t(~J~
~ , ..... li.: (e,+ 2:(\e(l!Q+x./~R)

4,lI. "t , ').1 G. (x.) :n te >. ~ X) d~ ) "If(:.;) cl"
B.

C4 s'obtient à partir de C3 en permutant les indices + et -.
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Calcul de Cl
En procédant au changement de variables par la transformation biunivoque

(2.40). cn a

et en déve1oppant~(l.,j) au voisinage de p = 0, il apparaît que

On en déduit Jymétriquement que :

eS. =J% ~ 0/_ (x..) G~ (x.,) r(x.) \' C~.. ) dx.

--

Calcul de C
3

La transformation biunivoque (2.40) étant toujours opérée,

J lf=!R d
C3 = 'Z: .(.(;t.) G; (X.) r(:t.J1f():..) [J.~ f (~ ) :l

f-:-E.Q fJ...

.j ~. f(~),h rf.,Hy)dil )clr Jx•
fJ.. J%:f\ B(E,o-tx.,ep-)

1:. H:lë"") ,h = [ i- f(~) Ji! - f~N~ )J)
e>. 8(éQi-'t, é R) e,.

( ~ .+.(~) d4
.-1. - JB~ E'" '1' ~

Mais

D'où
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Les deux termes du membre de droite ont déjà été calculés. Ils valent
respectivement 1/2 et -1/3, de sorte que leur somme vaut 1/6.
Par conséquent, on a :

Et on en déduit par permutation sur le signe + et - à partir de C
3

,

l'expression de C4 à savoir:

En sommant les contributions Cl' C2 , C3 et C4 , on obtient

;:~~$~~ ~ = {~ (ot.C: + c(G;) ++(-<'G; +<l.G:)} ~& ~S>:

={t ~.~ 1~(~G: + "'_G.U} lIt II·b:
ce qui donne finalement pour fa. 0( G.VG , la contribution

(2.62) rd;;;;;i: .r.. (wx" +4 t {~,,(G. + ~f<.G.-+ ~.~)}[G]J~

Puis, en régroupant les contributions (2.58) et (2.62), il vient enfin que
la condition de saut associée à l'équation (1.4) est

c - Discussion

Au chapitre l, nous avions déjà écrit quatre relations de saut (1.21),
(1.22), (1.23), (1.24) relatives au système d:équations locales d'évolution
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(1.11). Et il nous restait une équation de saut à déterminer pour le

problème.
Si nous adjoignons la condition de saut (2.57) associée à l'équation (2.48)
aux quatre conditions de saut déjà déterminées, nous obtenons le système de

relations de saut

(2.64)

t cl)

lb)

(c)

l
(d)

(e.)

illi- al) ( Un - W~) ] =0

~ '1 - ol) r (u" - Vi1:)] = 0

[0{ r~ (G tI - W-r,) ] :::. 0

mi-0<') r lu" -W1:.) Ü t 0( f~ (Gr" .. w~J G 4- P il ]=0
fa (- Wz: +G,,) [G] '+ l [e ] ~ = 0

Par contre, si nous leur adjoignons la condition de saut (2.63) associée à

l'équation (1.4), nous obtenons le système de relations de saut

(2.65)

(l.b4- I ())

(i.b!4-,b)

(1.bl+,C)

(~Lb*;d)

f4.{-Jwr +~ ~'l i~ (ol~r;,,- +~_ G:)}[t]+).07[~]if=-O

Toute la question reste de savoir sur quels types de surfaces de discon
tinuité les deux systèmes (2.64) et (2.65) représenteront-ils les mêmes
relations de saut. Sur de telles surfaces de discontinuité, on pourrait
utiliser indifféremment l'un ou l'autre des deux systèmes.

Premièrement

A partir de l'équation (e) de (2.64) nous pouvons voir que

Portons cette valeur dans l'équation (e) de (2.65). Nous obtenons
la relation

fe {_ ; W"i. + ; :6n + ~ (o(. G'l- + ~. G:)} ["G ] •fd. .('(WI-~) [G]:O
ce qU~ donne, par factorisation de fe ~c;J1



(2.66)

5S

On a

- l t~ + ~ fi.. + ~ (ci. C,,- + cl.. ': )
__ (-<....t) IllC:t6,;j + ~ J((c4r;..... .,(-~·)t .!(01 &'4 .. ,) c;r)
-:l. l ' i ,"".'"
= (- ~ •~ ) { ,)+ C: t ri_ G,," } t (- ~. ~) f 0<. (;.,- + ri. Gn~ }

~'1 ~ Ji' Grt• + c{ G"- - (ci. (;",- + P(. G,,·) }
4
-:1~ l..<. (G~ - G..-) - 0<_ (G: - Gr,- j}

; 'j, (~+ - ,,(. ) (G..+ - b,,·)

:1 [0{] [&h]

D~nc, [~] [c;J [C;] =0

ce qui revient simplement à

Nous 4sommes donc conduits à [~] = 0 ou [G ] = O. [~] = 0 est véri-
n

fié à la frontière z = F(x,y,t) des fluides, et rrG ] = 0 est véri-
n

fié à la frontière z = E(x,y,t) des particules où [~] ~ 0, en
dehors du cas où z = E(x,y,t) est une frontière libre (sur une
frontière libre, œ ~ 0 d'un côté de la frontière, alors que œ est
identiquement nulle de l'autre (fig 2, p.21). [œ] y est donc non
nul, mais on ne peut définir [G ] puisque G est non défini là où

n n

œ = 0). (2.64) et (2.65) sont donc équivalents lorsque z = E(x,y,t)
n'est pas une frontière libre.

Deuxièmement: Cas où z = E(x,y,t) est une frontière libre

Pour ce type de discontinuité, les systèmes (2.64) et (2.65) ne
peuvent représenter les conditions de saut à y considérer. En

-+ -effet, elles font intervenir de maniè~e isolée G+ et G- ou G+ et G-.. ...
dans les équations. Or ces quantités y restent indéterminées, en
dehors des groupements œG

n
ou œër. Elles introduisent ainsi dans le

problème posé, des quantités indéterminées rendant de fait impos

sible sa résolution.
Il importe donc de redéfinir un système d'équations locales qui

soit équivalent, dans les domaines de continuité, aux systèmes
ayant conduit aux relations de saut (2.64) et (2.65) et qui soient
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susceptibles d'avoir des contributions aux discontinuités prenant
en compte le cas où ~ vaut zéro d'un côté de la discontinuité. Un
tel l:>ystème, s'il existe, sera appelé un système admissible associé
à un système d'équations locales d'évolution données.

En général, en rendant le système de départ quasi conservatif,
c'est-à-dire en combinant les équations de départ dans le système
de manière à faire apparaître le maximum de termes conservatifs, on
arrive à obtenir le système admissible, à des combinaisons internes
aux équations du système près.

Dans notre cas présent, le système admissible en question est
le système quasi-conservatif (1.11) où seul le terme otVf étei t nOll
conservatif (système déduit directement à partir des équations
globales ou intégrales de bilan). Mais nous avons trouvé sa contri
bution au § 2.4.2, formule (2.44), de sorte que la condition de
saut associée à la relation (e) de (1.11) est

[J}e. 0<' (Gn - W %r~ t ). ..( f n.] = 0

Et ainsi, le système de conditions de saut recherchées pour les
équations du mouvement au départ se trouve être

(2.67)
"

(cl)

(b)

(c)

lA)

te)

l:l. 6... , d.)

(.t. blj.)bJ

t",. blr 1 c.)

t~.llt)d)

rr; -+" .....]u!e 0{ (G" - WJ:) 6- + L ol P n '= 0

- ....Dans (2.67), G apparaît toujours par le groupement ~G qui s'annule
en méme temps que ~. Par conséquent, nous ne sommes plus confrontés
au problème d'indétermination iIltroduit dans les systèmes (2.64) et
(2.65) par leur dernière équation de saut (e), lorsque z = E(x,y,t)
est une frontière libre.
De plus, (2.67) reste encore valable pour les surfaces de discon
tinuité où (2.66) est vérifiée et recouvre (2.64) ou (2.65).

En conclusion, il faut noter que l'étude que nous venons de mener via les
produits de distributions généralisées est tout à fait nouvelle et ouvre
pour la première fois (du moins à notre connaissance) la voie dans l'étude
des systèmes non conservatifs pour lesquels les conditions de saut n'ont pu
étre rigoureusement établies jusqu'alors et donc quasiment non considérés
dans la littérature. Dès lors, nous avons un outil assez puissant qui va
nous permettre d'aborder un plus grand llombre de problèmes qui ne pouvaient
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être traités jusqu'alors.
Dans les problèmes physiques, les systèmes d'équGtions locales qui vont
servir à l'établissement des relations de saut seront ceux qui résultent
directement des équations intégrales (ou globales) d'une part, et d'autre
part, ils doivent prendre en compte la plupart des situations physiques
qu'on désire étudier. Et cela, de manière à ne pas introduire dans les
relations aux discontinuités, des indéterminations pesantes et regret
tables. Dans le cas présent, non seulement les équations locales doivent
résulter des équations intégrales, mais en plus, les relations de saut qui- -vont en résulter doivent faire intervenir U et G non pas de manière isolée,- ~mais respectivement par les groupements (1 - ~)U et œG, de manière à

prendre en compte le cas de la frontière libre (où œ et par voie de consé-
~

quence œG est identiquement nulle d'un côté de la discontinuité).
Dans le chapitre prochain, nous allons tenir compte explicitement de ce
principe pour reformuler les forces de masse induite et tourbillonnaire de
sustentation proposées initialement par DREW, lorsqu'il n'y a pas de fron
tière libre dans le milieu.
Enfin, retenons les résultats essentiels suivants issus de la théorie des
distributions gnénéralisées

1) si une équation ge locale de continuité a la forme

alors la rela~ion

If (9b
+ J;-w f» !

'H

de saut correspondante est ~. - W.. ~= of ~.-w.. 81
2) si une équation de continuité a la forme

Deux types de relations
manière de considérer le
butions généralisées.

de saut
produit

peuvent lui être aSSOC1ees suivant la
f~f~ dans l'espace ~(~~) des distri-

a) si on considère ~~ comme un "groupement fonction discontinue"

(l',

alors l'équation
généralisées :

précédente s'écrit au sens des distributions

où est le produit usuel des fonctions classiques et G représente le
produit dans G(m~. Dans ce cas, la règle précédente pour l'établissement
des relations de saut s'applique et la relation de saut correspondante ct
l'équation de continuité se trouve être:

~. - Wz ù]=« I2. -W% b]



58

b) En revanche, si f-t. ~~ n'est pas un groupement, mais un produit de
deux fonctions discontinues intervenant indépendamment, alors ~i~2 est au
sens de G(IR'"JJ If~fi) 'tt de sorte que l ' équation de continui té devient dans
(;.(IR~) :

Cette équation ne conduit pas à la relation de saut précédente (exemple de
la relation (2.63) associée à l'équation (1.4))
Par conséquent, la règle :

'()d.. +di\( A= lf C~~ + J;~ B) , e ~ [A~ - Wz Cl] :: ~ [e>n - 'N1: b]
0b 9l

~ est un "groupement fonction" et non unn'est valable seulement que si
produit de fonctions isolées.

Pour savoir si ~ doit être considéré comme
ou un "vrai" produit de fonctions, on doit se
problème. Par exemple, dans le problème avec
traitons, crdoit intervenir par le groupement ~(j.

~

pas le produit de la fonction ~ par la fonction G.

un "groupement fonction"
référer à la physique du
frontière libre que nous-Par conséquent, ~G n'est

VI. APPLICATI~N A L'ECOULEMENT DE CISAILLEMENT

Si nous appliquons la seconde propriété de la relation de saut [ ] étudiée
au chapitre l et exprimée par la formule (1.21) à la relation (b) du sys
tème (2.67), celle-ci va s'écrire:

.4 !IT-s.. 01) (u. - W ...J] • (-s. .•<'). ( U. - W...J. [r] = 0

Mais comme [(-s.-ec')(U.-W1)] =0 d'après la relation (a) de (2.67), la
relation (b) de (2.67) va s'écrire tout simplement

Ci- 0<' ) ( UII - WE) [J]= 0

où (1 ~) (Un - Wi:) peut désigner in-:/iff érerliment

(-t--<).(UI\-WzL ou (1.-J).. (UI\-W~)+

la relation (e) de (2.67) implique

~e 0< (Gn - Wx) t] =-~,; [!>]ït
Et en reportant cette expression de [le of. CG" - Wz.) G] dans la relation
(d) de (2.67), on trouve la relation

[]4.-o{) r(Un W%) U + (1-"X. 1) p n] =0



59

qui peut être' (écrite,

en raison de la relation (b) de (2.67) qui permet d'écrire que

[I1._o/}f( U.-ws.Jï1J= (~-olJf(LJn-W~) [û]
(2.67) est finalement équivalent à

(d) [~-o() (Un- W1 )] =0

(b) (1.-ol) lU" - wr.) [r]= 0

(2.68) le) ~rt (Gh-W~)]= 0

(d) (>1-ol){(Un- Wx) [11] + ('1-~.,{) ~]n - 0

l ~ J [[1'e ~ (G" - W2:) ?]= - 1- ; [p] rr

2.5.1 Equations de saut à la frontière z =F(x,y,t)

A la frontiè~e z = F(x,y,t), nous avons deux fluides différents de part et
d'autre de cette frontière et nous y avons donc [p] , 0 et la relation (b)
de (2.68) implique

(2.69)

puisque (1 - ~) ne s'annule
surface matérielle pour les

au départ, y restent tout au

des deux côtés de la discontinuité frontière,
pas. La frontière z = F(x,y,t) est donc une
deux fluides. Les particules qui y étaient
long du mouvement du milieu.

D'autre part, en tenant compte de (2.69) dans l'équation (d) de (2.68),
il vient

(2.70)

(2.71)

puisque (1 - ~ &) ne peut s'armuler. Ceci est dû au fait que ~ < 1 dans
tou t l' écoulement, et donc""';< 1 en raison de la valeur de x. (0 ou 1).

Il Y a donc continuité de la pression P à la traversée de la fron-

tière z = F(x,y,t).
En portant (2.70) dans la relation (2.68,e), on s'aperçoit que

[al fe (Gn - W,) GJ= 0



(
(t) )

désigne indifféremment J(!) Gn - Wr
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ce qui est équivalent à

en tenant compte de (2.68,c).
Dans l' égalité précédente, Q: (G" - 'Nr)

Nous sommes donc conduits à :

oll~) =0
ou
r. (lI \AI -= 0U'" _ ''If

ou encore

[GJl= 0
Si l'on suppose que les frontières z = F(x,y,t) des deux fluides et
z = E(x,y,t) des particules se dissocient, alors nécessairement, à un
certain moment, on doit avoir G.. - WF '1 0 en certians points de
z = F(x,y,t). C'est le mécanisme de dédoublement des frontières par onde de
choc en z = E(x,y,t) que nous avons exposé à la fin du chapitre I.
L'écoulement au voisinage des deux frontières a l'aspect le plus général
suivant :

Figure 1 : Aspect général de l'écoulement au voisinage de
2 "~C",,,,~,D (~\"lhèr!j C"., 1~t,h.. )..t ~"f(ILI~,l) (Jl'Oft~;è.reJ..t... ~ ,1~1,!~3)

Et au cours du mouvement, on peut passer par toutes les configurations
imaginables possibles.
Entre les régions 1 et 2, nous avons toujours [Q:] f 0 alors qu'entre 2 et
3, on a toujours [Q:] = O. En reVilllche, entre 1 et 4, on ne peut rien
conclure quant au [ex] en tout point. On a[p] =kr[ol] d'après (1.36). où
\(~ = Je( G. - 'loi, ).' ((1" - Wr t. Ce qui nous donne seulement kF [.(J = 0 en
raison de (2.70). A chaque instant, on peut avoir [~]1 0 en cert&ins
points , pourvu que ( G" - W" ).. ~ (&'1\ - WF ). soi t nul, ou [ 0< ] = 0 pourvu que
(G" - WF') • (G .. - \Air) soit non nul.

~ -
En toute généralité, nous aurons en z = F(x,y,t) les relations de saut
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( a) Un. Ws:

(b) Un .. Wf

(2.72) (c) I8{G,,-wF J]= 0

(d) [p]= 0

(e) ~ (Gt\ - Wr ) [r:] = 0

2.6.2 Equations de saut à la frontière z ~ E(x,y,t)

Comme z = E(x,y,t) représente la frontière des particules, ~ va être identi
quement nulle d'un côté de la frontière et rester non nulle de l'autre. Si
nous marquons du signe (-) les quantités définies du côté où ~ = 0 et que
nous récrivons (2.68) en z = E(x,y,t), nous trouvons

(2.73)

(aJ (~_ ..Il. (U,,- Wt). - (U.. - W.:L =0

lb) (1-..()+ (U" - WE ). [r] =0

(c) G: -Wt =0

lA} !t-D<').. !+ (UIl-WE).[Ü] + (-1-~ ~ t [p]
le) l-[p]=o

-+n=o

La relation (c) ci-dessus implique

G = Wn E

c'est-à-dire que la frontière z = E(x,y,t) est une surface matérielle pour
les particules. Quant à la relation (e), elle implique

x = 0
ou
[P] = 0

a - Cas où X = a (modèLe sans coupLage de pression de SAFFMAN-MARBLE)

Le système (2.73) est dans ce cas-là réduit ~ ses quatre premières
équations.

Les conditions de saut pour le modèle de SAFFMAN-MARBLE s'écrivent donc



(2.74)

(Il)

( b)

(c. )

ld)
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( A. - al ). ( Uft - W 1 ). - ( U" - Wt L= 0

( Un - 'NE). [r] = 0

b - Cas où X = 1 (modèle avec couplage de pression de DREW-SEGEL)

On a nécessairement dans ce cas-là

[P] = 0

et la relation (d) de (2.73) implique

(-1- 0( 4.f. (Un - WE). [cr]=a

soit,

Un - WE = 0

ou bien

[0]= 0
...

Mais comme la seconde condition [U] = 0 implique également la condition

[9: - WE]= 0
et que la relation (a) de (2.73) peut aussi s'écrire

[Un - Wl ] - 0<.( Un - Wl}. == 0

il va s'ensuivre que

et donc

puisque œ est non nul.
Nous aurons donc dans tous les cas

U: =We

ce qui signifie que dans le cas du modèle de DREW-SEGEL où X = 1, la fron
tière z = E(x,y,t) des particules est également une surface matérielle pour
les fluides, et donc les surfaces z = F(x"yt) et z = E(x,y,t) restent une
même et unique surface. Dans ces conditions, les régions 3 et 4 de l'écou
lement n'existent plus et les conditions de saut en l'unique frontière z =

E(x,y,t) s'écrivent alors
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(al U~ - WE-
( b) U~ - WE-

(2.75) te) G+ - WEn -

l J) [p] = 0

c - Discussion

Dans le cas du modèle de DREW-SEGEL, la condition très forte de non disso
ciation des frontières nous a conduit au système de relations de saut
(2.75) dans lequel les égalités (a) et (c) impliquent la condition

(2.76)

Cette condition peut s'avérer surabondante dans plusieurs cas. Tel peut être
le cas lorsque Gr. est une fonction linéaire de Un. La condition (2.76) peut
nous conduire alors à une impossibilité de trouver une solution autre que
la solution triviale identiquement nulle. En effet, si G

n
est une fonction

linéaire de Un' alors Gn va s'écrire

(2.77) où a est un coefficient .

•De telle sorte que (2.76) va nous donner
a U = Un n

soit
(a - 1 )U

n
= 0

Lorsque a # 1, et ce qui peut être le cas, comme dans l'étude des petites
perturbations où G" et U. peuvent être linéairement reliées, il va s'ensui
vre que U = 0 et il en sera de même de G . Les conditions de saut relatives

n n

au modèle de DREW-SEGEL vont dans ce cas-là nous conduire à l'impossibilité
de trouver des modes de perturbation non triviaux.
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CHAPITRE III

MODELE D'EQUATIONS AVEC COUPLAGE PAR DES
TERMES INERTIELS D'INTERACTION

I. GENERALITES

Dans les chapitres précédents, nous avions considéré les équations
de mouvement du fluide porteur et des particules qu'il contient, en ne
prenant en compte, dans les équations de la quantité de mouvement, que la
force de traînée comme seule force d'interaction fluide-particules. L'ana
lyse des conditions de saut nous avait conduit, dans le cas du modèle de
DREW-SEGEL, à une non-dissociation de la frontière des deux fluides
Z = F(x,y,t), d'avec celle des particules z = E(x,y,t) après perturbation
de l'écoulement initial.

De plus, nous avons montré que dans le cas du modèle de DREW-SEGEL,
lorsque la vitesse normale des particules est reliée linéairement à celle
du fluide qui les contient, alors ces deux vitesses deviennent identi-

•quement nulles. Ce qui augure d'une situation assez contraignante pour les
modes de perturbation pouvant évoluer dans un tel milieu. Ils devront dès
lors être aussi identiquement nuls, rendant ainsi impossible l'évolution
des perturbations de faibles amplitudes.

Cette déconvenue doit être recherchée dans la faiblesse du modèle
de DREW-SEGEL qui, bien qu'en apparence plus élaboré que celui de SAFFMAN
MARBLE (puisque prenant en compte un couplage de pression) reste tout de
même perfectible.

Il est tout à fait reconnu aujourd'hui que dans un fluide non
visqueux contenant des particules, les différences entre les gradients
spatiaux et temporels des vitesses du fluide porteur et des particules vont
generer des forces d'interaction. Il y a la force de masse induite prove
nant de la différence d'accélération, ainsi que des forces tourbillonnaires
engendrant la sustentation des particules (DREW-LAHEY [12]. Ces forces
peuvent-elles engendrer le dédoublement des frontières z = F(x,y,t) des
fluides et z = E(x,y,t)des particules?
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II. INFLUENCE DES FORCES COMPLEMENTAIRES
MASSE INDUITE ET FORCE TOURBILLONNAIRE DE SUSTENTATION

3.2.1 Influence de la masse induite sur les conditions de saut aux discon
tinuités.

En présence de la force due à la masse induite que nous notons M les
1 '

équations du mouvement du milieu particu1aire se réduisent aux équations
de continuité

I"Jf -.
Cd) - + u.Vf= 0

~~

~b) ~ (4..- 0<)r + diV' (1.- o() rU = 0
111:.

(3.1) (c) :l. (-<ft) + dif (~fe ct) =0
"lll

(d) (-!-~) r(~ U~ il VÜ)=-(1-).~)Ve+o(m(t_U)-11~

(e.) O<k (~+ ~. vt) =. - ',t.O< vr + ~tn Cü- 'G) +M"
'bh

où

avec M, un coefficient constant de couplage.
Nous pouvons remarquer qu'en l'absence de la force de masse induite Ml'

(3.1) se réduit aux modèles considérés dans la première partie.
En vue des relations de saut associées au problème physique lorsque le
milieu comporte des dicsontinuités, il importe de considérer le système
d'équations locales directement issu des équations intégrales et qui est
équivalent à (3.1) dans les domaines de continuité, à savoir

--.
((~.> ~(-1.-ol) ~ diV' (-{.c<) U :: 0

'ût
~

(h) ~ (i- o()r ... diV" (-1.- 00 rU= 0
~~ .

(c) ~ (o<re) + J'\," (o<fe c,.) := 0
fù~

(cL) :~{(!. oI}FU • 01(" &J. cilr[C1-'() J' Ueil+-<téGw~l = - vr

(~) ;r. (0( re. t) + div (0( teG~c:) = -""t.. 0< Vf ... ~m(u-"&) ... t1 "



expliqué dans la
considérons dans- -"de Cl, P, U, G et

le chapitre précédent les contributions aux
termes qui apparaissent dans le système (3.3)
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Nous avons déjà trouvé dans
discontinuités des différents
à l'exception du terme Ml'
Ce terme est non conservatif au rpgard de son expression (3.2). Nous allons
donc lui appliquer les résultats relatifs à la théorie des distributions
non linéaires développées dans le chapitre précédent, afin de trouver sa
contribution aux discontinuités.
Remarquons au préalable que Ml peut s'écrire sous la forme

Cependant, si nous ne tenons pas compte du principe
conclusion faisant suite au système (2.67), et que nous
(3.2) le produit, au sens des distributions généralisées,
leurs dérivées de manière isolée, à savoir :

on s'exposera de façon certaine à
à la frontière libre. Il convient
M~ en écrivant :

...
des indéterminations liées à [G] ou [Gn ]

donc de transformer l'écriture (3.2) de

Et comme

en raison de (3.3 ,b), et que

en raison de (3.3,c), on obtient

~ - ......
.M 1 =11 ..:L. {~(4 - li(' ) ru + .di ~ (-1. - e() f U e U J

4- c( III

_M1 L~ (0( kG) t Ji~ (0( fe G([)G) ~
~ l~~

Soit au sens des distributions généralisées :

() -4 ~-+

M1. == ~l (_O<_)e>{_ \-i-""fU t di\"(~-o()rUeU}
'1-at 1>~

- .M. p € J2. (0( [. G) t Ji~ (0(Je G4' G) }
fe J 1. 'V/: e

ce qui nous donne la contribution

(3.5)
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D'où les conditions de saut relatives à (3.3)

(d.) (l.tlt)tt)

(b) (2-, 6lf. 1 b)

tc.)

(cl) [f] Tt = - il]-1-.() r(U" - Ws )U+co( 1:. (Gn - Wt:JG]
(e) fI? fe (G. - W,,)"G] =-le.(@~] t M.

Portons dans (3p,e) l'expression de Ml et celle de [P~ déduite de (3.6,d)
et regroupons les termes. Le système (3.6) devient alors équivalent à

(d)

(bJ

( (. )
(3.7)

t~)

( e. J

A la frontière z = E(x,y,t) des particules, G
n
= WE et l'équation (e) de

(3.7) se réduit à

(~ ; + 1'1 t2J) D-< - ~ ) f ( Un • W.) UJ= 0

On est donc conduit de nouveau à la condition contraignante

~4_.()J(Un - WE)Û] =; 0 • Imy\i1.".t Un= W, 'h lo.l yoint .le z =E("'~llJ

Et comme dans le cas du modèle de DREW-SEGEL, on arrive aux mêmes conclu
sions : les frontièrès z = F(x,y,t) et z = E(x,y,t) ne se dédoublent pas.
Elles restent une même et unique surface au cours du mouvement.

Nous pouvons donc conclure que ~~ force de masse induite n'est pas
responsable du mécanisme du dédoublement des deux frontières.
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3.2.2 Importance de la force tourbillonnaire dans le mêcanisme de dêdoub1e
ment des deux frontières z = F{x,y,t) et z = E{x,y,t)

Prenons maintenant en compte la force tourbillonnaire dans les équa
tions du mouvement. Cette force résulte de la différence de vitesse entre
le fluide porteur et les particules, et de la présence d'un gradient
spatial dans le mouvement du milieu. Elle a pour expression

(3.8)

système seront simi
par li + M2 • Il reste
peut aussi s'écrire

où L est un coefficient de couplage constant. Cette force est visiblement
non objective. Cependant, cela ne constitue pas un handicap pour nous, dans
la mesure où nous travaillons dans des référentiels galliléens. Lorsque ce
n'est pas le cas, la question de l'objectivité des forces d'interaction
fluide-particules peut se poser. Cette question reste encore ouverte, et il
y a divergence de point de vue entre les thermodynamiciens des milieux
diphasiques.
Dès lors, le nouveau système d'équations du mouvement est obtenu en rempla
çant seulement dans (3.1) ou (3.3), Ml par Ml + M2 •

Les conditions de saut relatif à ce nouveau
-v

laires à (3.6), sy~tème dans lequel on remplacera Ml
donc à déterminer M2 • Pour cela, remarquons que M2

(voir [12])

Et donc,

,,----------
M:L Lo(r(G-U)eviJ- LO<f(G-ujG>(VÛ)t

A partir de la théorie de distributions non linéaires que nous avons mise
en place au chapitre précédent, nous avons

L [Û]l'i[ ...û~

L~[Ü]
(- -;1) ( -) tQuant à ri. f G- U • \.VU, remarquons ceci

. - -...Sl a et b sont deux vecteurs, alors, avec la convention de l'indice de
sommation, nous avons :

(3.10)
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et par suite

(3.11) ~ .. [1.I1J .~
- ~~ëj e [b].~

- t%.[b]ln

où . représente le produit scalaire de deux vecteurs et 8 leur produit
tensoriel.
Par conséquent, nous aurons

LoI!{G-Û)El(vL1)~=L(~.[Ü]rn
Et par suite,

Dans l'expression ci-dessus, décomposons les vecteurs suivant leurs compo
santes tangentielles et normales. Nous pouvons alors la réécrire

(3.12) Mot .q~ . ~n ïi. + Ü.J
-(~ ~J it +(~. @'~])it)}

=L \~ [li.] -(~. /ŒT.])n )
Les nouvelles relations de saut seront alors

(a) (~.;,d.)

(b) (?>.t,b)

(c) (3.f)C.)

(d) ("3.1-,d)

(el l ~ t M f - '}.. ; ) !G fe CG" - W~ fë:]
fe

-(x.( + M r?J) !IT«_oi) r( U.- Vol"rU]
-q~ [Û~]-~.[ü~Jn}
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Dès lors, nous pouvons Técrire (3.13) sur chaque frontière

a - Relations de saut à la frontière z = F(x,y,t) des fluides

A la frontière z = F(x,y,t) de séparation des fluides, U
n
= WF des deux

côtés de la discontinuité et le système (3.13) se ramène à

( a)

(b)

(3.14 )
(c) IG (G" - W~)]= 0

(d) [P] it = - [;fe (G" - Wr)"G]

(el C< +~ f -".<') [;re (G. - W,) GJ
= L{~ [ïtJ -(oI~. [rr.])ït}

b - Relatibns de saut à la frontière z = E(x,y,t) des particules

A la frontière libre z = E(x,y,t) des particules, ~ est identiquement
nulle dans le domaine sans particules. Si nous indiçons du signe (-) les
quantités à la frontière lorsqu'on s'y rapproche en étant dans le domaine
sans particules, le système (3.13) va se ramener à

( a) (~_ o() ( U~ - Wt ) - (U; - Wl ) = 0

(b) Ci _~ ) ( L\~ - Wd rJ=o
(c) G~ = WE

(3.15) [p] n =- (",.oIlf (U~ - WtJ [TI](d)

[û]
(e) ( X -< + M ( ~: 0/) ) ('1 -I-"{) L (U; - W[)

"
La relation (3.15,e) peut se récrire:
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(~.( +M(~~o())(1-~Jf.(U~-vJ[) [TI\;+ UO\n]

=L roi r. (G> U~) @:]- (0( r:(G: -u,):@J)it }
c'est-à-dire

tCl..( +1'1 (~~ .. »)t.< _.<) f. (u> w.) l.( r. (Go' -l'l,)J@']
+{ ().~~ MCI.~))(4.-a()4(U:-W() [Un]
+ L 0{ ft (G~ - Ü~): l[üt] }it := 0

Et en séparant les composantes tangentielles et normales, nous obtenons les
deux relations

(a)

(b)

{(~.,( + M(:;~) ) (-1. -.( H, (u: - w<J - L 0{ f, (G. - U.),} [à.]= 0

\].0( +M\b))t-1-t()f.(U"-W,:).[Un]t Le{ t (~-üd:[UJ=o

Il est impér~tif de bien avoir à l'esprit que les relations ci-dessus sont
des relations locales qui doivent être vérifiées de manière ponctuelle sur
la frontière z = E(x,y,t) à tout instant t. Si' nous considérons par exemple
la relation (a), en un point (lo'~o,t) de E(x,y,t) on peut avoir-[~ (~,~" ,t)] = 0, et en un autre point (x..~, '1. ,t) de E(x.y,t), avoir
[U ('Xt '~'1,t)] , 0, maisl(kc<'i 1"q:'o(J)(.~-e()!.(U~-Wl)_Lt>(.r.(G,,-Utl).. }= 0

La relation (a) est un produit nul de deux facteurs.

-On ne doit pas avoir [Ut] = 0 dans (a) à tout instant et en chaque point de

z = E(x,y,t), sinon la relation (b) se ramenerait à

Et on se retrouverait alors dans le cas du non-dédoublement des deux fron
tières. Par conséquent, Si l'on veut qu'il puisse y avoir un dédoutlement
des frontières à un certain moment, il est nécessaire qu'on puisse trouver

-+
des points sur z = E(x,y,t) où [Ut] ~ O. En ces points le système précédent

se réduit à :
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(a ) (~~.. M~ 4~ ;() J (-i - o() !. (U~ - W E) =LJ. r. (G ft - u,,).

(b) lI,( f.( Go. - u.l. ~"] t '" r. (G;. - iJ,): [û.]}= 0

...
Néanmoins, la seule condition [Ut] ~ 0 en certains points n'est pas suffi-

sante pour qu'il y ait un dédoublement des frontières. Il est nécessaire
aussi qu'en ces points, (Un - WI ) soit non nul. Ce qui impose au secnod•membre de la relation (a) ci-dessus d'être non nul, puisque le premier
membre est de la forme: a( U... - W() , avec a non nul. Pour qu'il en soit

".. tainsi, il suffit que 1:>'" - Un soit non nul dans la mesure où L es t déj à non
nul. Par conséquent, en présence de la force tourbillonnaire de susten
tation , nous avons le dédoublement des frontières z = F(x,y,t) et
z = E(x,y,t) à un instant donné, dès qu'en certains points où elles étaient

-. Gt t

confondues jusque là, on arrive à avoir à la fois [Ut] , 0 et '" #U ..

Tout le raisonnement que nous venons de faire pour expliquer le méca
nisme de dédoublement des deux frontières z=E(x,y,t) et z = F(x,y,t) a été
possible parce que nous avons considéré la force tourbillonnaire de susten
tation (L ~ 0). Ce qui traduit toute l'importance de la force tourbillon
naire de sustentation dans le mécanisme du dédoublement de ces frontières
z = E(x,y,t) et z = F(x,y,t) dans le cas du modèle avec couplage de
pression.

c - Conclusion

Après avoir déterminé le mécanisme de séparation des deux surfaces
frontières, mécanisme engendré par la force tourbillonnaire, nous avons
écrit les relations de saut relatives à chacune d'elle. Le problème à
résoudre est parfaitement bien posé maintenant. Il est constitué par les
équations de continuité (3.1) (Ml devant y être remplacé par Ml + M2)
couplées par les relations aux discontinuités (3.14) et (3.15).

Nous pouvons à présent aborder l'étude de la stabilité de l'écou
lement de départ.
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CHAPITRE IV

ETUDE DES PERTURBATIONS DE FAIBLES AMPLITUDES

1. GENERALITES

La configuration d'écoulement considéré dans ce chapitre est celle
décrite dans les précédents, à savoir deux couches de fluides en contact,
dont l'une contient des particules initialement (voir fig.2 §.5 Chap.I)

Le principe général de l'étude des perturbations de faibles ampli
tudes est basé sur le traitement par linéarisation des équations du mouve
ment. On considère l'écoulement instationnaire comme la superposition à un
écoulement initial stationnaire supposé connu, d'un écoulement instation
naire dit de perturbation. Et les amplitudes de cette perturbation sont
suffisamment faibles pour que les termes non linéaires en ces variables de
perturbation puissent être considérés comme négligeables devant les termes
linéaires.

La stabilité hydrodynamique des milieux diphasiques a fait l'objet
de peu d'études jusqu'aux environs de 1980. Cela est dû essentiellement au
fait qu'il n'y avait pas assez de modèles consistants pour décrire le
mouvement macroscopique d'un milieu fluide porteur - particules en interac
tion. Dans la première moitié des années soixante, les contributions essen-

•
tielles à la compréhension de l'influence de la présence des particules sur
la stabilité du fluide porteur ont été celles de SAFFMAN [20J dont les
travaux ont été complétés par MICHAEL [11IJ. A partir du modèle sans
couplage de pression des équations, SAFFMAN était arrivé à la conclusion
que la stabilité d'un écoulement parallèle de fluide contenant des parti
cules revenait à celle d'un fluide homogène dont la masse volumique est la
moyenne pondérée par la fraction vo1umique~, des masses volumiques p du
fluide porteur et P

e
des particules. Ce fluide ainsi obtenu ayant aussi une

vitesse de base non plus réelle, mais complexe. De plus, l'étude effectuée
à partir du modèle conSloere révèle que les particules légères et de
petites tailles ont une influence déstabi1isatrice sur l'écoulement, alors
que les particules plus 19rges et plus lourdes ont une influence plutôt
stabilisatrice.

Il a fallu attendre quelques années plus tard pour voir de nouveau
des travaux sur la stabilité de fluides diphasiques. On peut citer MARBLE
en 1970 [13J DREW en 1976 [9;10], NAMURATOV & SOLOVEV en 1986 [16J, PROSPE
RETTI & JONES en 1987 [18J et BATCHELOR en 1988 [3]·

Si dans son approche, MARBLE a encore considéré le même modèle que
SAFFMAN, NAMURATOV & SOLOVEV ont plutôt utilisé avec succès le modèle de
DREW-SEGEL dans le cas d'un écoulement de POISEUILLE plan pour analyser
l'influence de la tai1Je des particules. Dans l'exemple choisi, Pe = 1000,
n = 1 et f = 0,05 (où f est la concentration massique en particules et a
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pour expression f = ~ Pe/p, ~ = fraction volumique particulaire). Leur

étude révèle que pour un temps de relaxation T (T = Pe/m. où m est le coef

fici8nt de trainée et dépend de la géométrie des particules) variant de 0 à

6 (particules de petites mais aussi de moyennes tailles), les particules
ont un effet plutôt déstabilisateur sur l'écoulement. A partir de T = 6,
les particules ont tenda~ce à stabiliser l'écoulement. Et l'effet stabili
sateur devient maximal pour une valeur Tm de T comprise entre 10 et 40.

PROPERETTI & JONES ont étudié la stabilité d'écoulement unidirec
tionnel avec un modèle prenant en compte les effets de masse ajoutée et de
tension superficielle. L'équation aux valeurs propres qu'ils obtiennent est
un polynôme de degré élevé par rapport à la vitesse de phase complexe w.
Dans la limite des grandes longueurs d'onde, ils obtiennent un critère
algébrique de stabilité dépendant des paramètres de l'écoulement.

BATCHELOR a obtenu des résultats généraux dans l'étude de la sédi
mentation de particules solides dans les lits fluidisés où l'écoulement est
encore unidirectionnel et dépendant d'une variable d'espace. Et cela à

partir d'un modèle de diffusion. La stabilité de l'écoulement est contrôlée
par un nombre adimensionnel N (voir [3] formule (4.10)) et ce nombre doit
être supérieur à 1 pour qu'il y ait instabilité. Le nombre N dépend du
nombre de FROUDE ~ et il s'avère que pour une concentration en particules
donnée, il existe une valeur critique ~c du nombre de FROUDE à partir
duquel il y a instabilité.

D'autre part, l'étude de BATCHELOR montre que le phénomène de
diffusion tend à s'opposer à une concentration importante des particules
localement.

II. ECOULEMENT DE BASE STATIONNAIRE

4.2.1. Equations de mouvement

L'écoulement intial est supposé s'établir dans les deux couches de
--t

fluides superposés avec une vitesse U horizontale suivant le vecteur
..,.. (-...". ~) . t t l d b -., d lel' e1 ,e2 ,e3 constl uan es vecteurs e ase avec e

3
orlente ans e sens

vertical. Nous avons donc

D'autre part, les particules étant entièrement entraînées initialement dans
le fluide où elles baignent, nous aurons aussi

- -G = U

et les équations de mouvement dans chaque domaine de l'écoulement, indépen
damment du modèle considéré, deviennent :
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(a)

(4.2)

(b)

(c)

(d)

(e)

avec naturellement, œ = 0 dans la partie de l'écoulement sans particules.

4.2.2 Condition de saut en z = 0

Les relations de saut en z = 0, qui est initialement à la fois fron
tière libre des particules et surface de séparation des deux fluides, se
réduisent à la condition unique

[r]=o
4.2.3 Solution du problème stationnaire constitué par (4.2) et (4.3)

L'équation (4.2,a) montre que p est indépendante de la variable x
pour U non idedtiquement nulle. Par conséquent, nous avons

(4.4) p = p(y,z)

D'autre part, par sommation de (4.2,b) et (4.2,c), il vient

U est donc aussi indépendante de x et par suite

U =U(y,z)

La relation (4.2,c) devie~t alors

ce qui montre que œ est aussj indépendante de x, c'est-à-dire

(4.6) œ = œ(y,z}

Enfin, la relation (4.2,d) se réduit à ~ P = O.
P est donc une constante dans chaque domaine de continuité de l'écoulement.
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Et comme la pression P est continue à la traversée de z = 0 d'Rprès (4.3),
la pression P est une unique et même constante dans tout l'écoulement.

III. ETUDE DE L'ECOULEMENT PERTURBE

4.3.1. Introduction des variables de perturbation

Nous nous plaçons dans le cadre d'un écoulemnet de base stationnaire
avec une stratification verticale, c'est-à-dire

p = p(z)

U = U(z)

(4.7)
a: = a:(z)

P = constante

Nous considérons l'écoulement non stationnaire comme étant la super
position de l'écoulement stationnaire représenté par les variables du sys
tème (4.7) et de quantités de perturbations C, V, g, lU, P telles que

(4.8)

r.("X.I~,31l) = f(~)t e(~,~,31~)

U("X.')l~llJ U(}.)t: .. V(~J~'31~)

G('):.IIj.,~,~) = U(~)~ t 1(x.,~,J,t)

01.,,( X 1 ~, } , ~) =~ (~) + -u:r (:t., ~ , ) , ~ )

~(-,(. Jl.J.I))~) - P .. P('X.'~I}I~)

r~présentant respectivement la masse volumique du fluide porteur, sa
vitesse, celle des particules, la fraction volumique des particules et la
pression dans l'écoulement perturbé. Nous rappelons aussi que la masse
volumique Pe des particules est toujours supposée constfu~te au cours ùu
mouvement.
Les vitesses de perturbations --v- et ft ont pour composantes :
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.u(l:.,~I},~J

Y(-X·'~II,~)

11/ (-X.,),l,l)

~ (l.'~'~ll)

Y (')C.''a'}l~)

5 t'lol~' 1,~}

4.3.2 Linéarisation des équations du mouvement dans les régions de conti
nuité

On porte les quantités du système (4.8) dans le système d'équations
de mouvement le plus général (3.1). Comme expliqué dans le §.1 de ce chapi
tre sur les généralités, nous ne retenons dans le procédé de linéarisation
que les termes linéaires en variables de perturbations qui sont les incon
nues du problème.

Le système (3.1) linéarisé dans les régions particulaires s'écrit:

l
Dans les régions de fluides classiques sans particules, u est nulle ainsi
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que ur. Il suffi t alors de poser ex = 0 et liT = 0 dans (4.9) pour obtenir les
équations linéarisées relatives à ces régions, soit le système :

(4.10)

(a)

(b)

(c)

Il nous reste maintenant à adjoindre à ces équations de continuité liné
arisées de type (4.9) et (4.10), les conditions de saut aux discontinuités
frontières pour poser entièrement le problème linéarisé.

Nous disposons de deux ensembles de relations de saut non linéa
risées autorisant l'existence de deux frontières non identiquement confon
dues dont une pour les deux fluides, z = F(x,y,t), et une autre pour les
particules, z = E(x,y,t).
Le premier ensemble de relations de saut (2.72) et (2.74), on l'avait
obtenu à partir du modèle sans couplage de pression de SAFFMAN-MARBLE. Et
l'autre ensemble (3.14) et (3.15), on l'avait obtenu à partir du modèle du
chapitre précédent qui prend en compte dans les équations de mouvement, en
plus du couplage de pression, la force de masse induite et la force tour
billonnaire de sustentation. Il convient donc d'analyser ces deux ensembles
de relations de saut après les avoir linéarisées. Et l'ensemble de rela-,
tions de saut linéarisées qui sera admissible pour le problème sera celui
qui autorisera l'existence à la fois des régions de type 3 et celles de
type 4 après linéarisation. Procédons donc à la linéarisation de ces deux
ensembles de relations de saut.

4.3.3 Linéarisation des conditions de saut

L'écoulement a l'aspect suivant que nous rappelons ici

,

Figure 1 Aspect de l'écoulement perturbé



79

a - Linéarisation des conditions de saut obtenues è partir du modèle
de SAFFMAN-MARBLE.
Les relations de saut relatives au modèle de SAFFMAN-MARBLE sont

constituées par les systèmes (2.72) défini è la frontièra z ~ F(x,y,t) des
fluides, et (2.74) défini è la frontière z = E(x,y,t) des particules.
L'écoulement perturbé comportant quatre types de régions notées 1, 2, 3, et
4 (voir fig. 1 ci-dessus), il convient de considérer les relations de saut
linéarisées sur chaque portion des frontières F(x,y,t) et E(x,y,t) séparant
deux quelconques de ces régions. Précisons è cet effet les variables dans
chacune de ces reg10ns. Nous ne mentionnerons pas la dépendance des
quantités de perturbation par rapport aux variables x, y, t pour alléger
les écritures.

Dans la région 1 (qui est un domaine particulaire)
Nous avons

t f... (}) • e.~1

-il
( - ....U- - Uj, ~) ej, f V'1'1

-+ ~

G- U1 (1) e'1 + ~-s'1

Dans la région 2 (qui est un domaine de fluide classique sans
particules)

Nous avons

r;

Dans la région 3 (qui est une poche de fluide 1 vidée de particules)

Nous avons

rtt
~ (-~) t ~3

3
---+ ~

u; U1. (}) t ~

P" P + 1)
~ o,
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Dans la région 4 (qui est une poche de fluide 2 qui a piégé des
particules)

f ...
W f9, (~J" € ...

- U1 (~)~ t v:U· -... -
~

...- Ut (~)"ti + ~'t.. -

P est la pression constante de l'écoulement de base stationnaire.
Dans tout le développement à venir, nous utiliserons les signes V et

A sur les variables de perturbations dans les régions 1 et 2 pour préci
ser si on se trouve à une frontière avec la région 4, ou avec la région 3.
Si les conditions de saut doivent être écrites à une frontière avec la
région 4, on utilisera V (pour spécifier que E(x, y, t) 4. F(x ,y, t) ). Par
contre, si on se trouve à une frontière avec la région 3, on utilisera
/\ (pour spécifier que E(x,y, t) ~ F(x,y, t)).

Soit f 4 une quantité définie dans le région 4 on la notera

r; lorsqu'on est à la frontière z = F(x,y,t) et f; lorsqu'on se trouve en

z = E(x,y,t). Quant aux quantités f
3

dans la région 3, f; désignera la
valeur limite' en z = E(x,y, t) et f~- en z = F(x,y, t). On a le schéma
suivant :

Ecrivons maintenant les relations de saut linéarisées sur les diffé
rentes frontières séparant les domaines.

Remarque :
De manlere générale. en une frontière z = I(x,y,t) (où I(x,y,t) désigne
indifféremment F(x,y, t) ou E(x,y, t)), on a

N=V(~- !( .... , '1# U f= ë, - 1)1 ~ - ~ ë;
1 I))c. 'iI~

et si
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où d es tune quan ti té de base s tationnaire et ,~, .0..1' (),3 sont les compo
santes du vecteur de la perturbation,

alors ct'. N =- do 1 r + a. + TNL1J)f. ~ 3

où TNL désigne les "Termes Non Linéaires (en variables de perturbation)"
Entre les régions 1 et 4 : on se trouve à la frontière z = F(x,y,t)

telle que E(x,y,t) < F(x,y,t). WF = oF/ot et on doit y écrire les relations

(2.72) linéarisées: on a (d'après la remarque précédente) :

U~
ur v

- U~ _ + ~ t TN l
'V)t.

puisqu'on est dans la région 1 contenant le fluide 1)

U· - U oF L ".r·
.... - - 3. - T "'""... + nu

'/))(.

puisqu'on est dans la région 4 contenant le fluide 2)

G~ = -U1. -;>F .. ~~ .. TNL
'h:o

_ _1.

(puisque (;.+ = U'1 e-1 ... ~1.

G~ = - U1 ô r: ... S: + TH L
1)(.

(puisque

Les équations (2.72) linéarisées devier~ent alors

( a)
v

U~~~
()F

+-
'ùx. ?t

(b) lV t U 2!: ~F
't- J ~)(. ... ~

(4.11)

(c)
v

S" s~..
pt Y

(d) tIt-

Entre les régions 2 et 4 : on se trouve à la frontière z = E(x,y,t)
telle que E(x,y,t) < F(x,y,t). W

E
= cE/ct et on doit y écrire les relations

(2.74) linéarisées:
On a (d'après la remarque précédente)

U'+- U JE r- TLn - - ~ - t 'U;,. t N
"il x. ,.

puisqu'on est dans le régio~ 4 contenant le fluide 2)
•
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v- ... -( U· :: u~ ei + V<;.

G;
(puisque

puisqu'on est dans

U '";>E
- 1. - + S~ -t T N L

t~- .......Gt
=. U~ ei, + ~:.

la région 2 contenant le fluide 2)

Dans les équations (2.74), seule la linéarisation de (2.74-d) peut poser
quelques difficultés. Elle s'écrit

(-i _~). TN l t (4. - i )(1)lf-t - ~1 ) ë) + TN L =. 0

Le premier TNL provient de

(-1-o(ll)t f(u .. -wt\[Û]
Il

{-1.-o<)f,- (- Uj ';)E + W
4
- _~)(UQêf.+V2. -(LJlê, + V';))+ ras

J):. 'Ill:... ...

" -(1. -.,() f~ ('W'; _ Ua ~( _ ';)f: ) (~ - VIt- ) +TaS
'--- ... '(l)t. 'il!: ...-/

----TNL
où TOS signifie "Termes d'ordre supérieur"
Le second TNL provient de [P]n.
D'où les équations (2.74) linéarisées deviennent

(a) ,
(~- 0<) { w; I>E

- U9. -
'\1)<.

@- = v
(b) e:l'+

(4.12)
U-1~ +

';)E
(c) ç -...

'iDe. 11:.
V

(d) 1:.- 10'1

Entre
telle que

linéarisées

les rê~ons 1 et 3 : on se trouve à la frontière z = E(x,y,t)
E(x,y,t) > F(x,y,t). WE= oE/ot et les relations (2.74) y sont

suivant un procédé atl dlogue au précédent.

+ 'JE /\
iJ" =-Uf.- + 'W-t +lNL'1)):.

puisqu'on est dans la région 1 contenant le fluide 1)

U~ -= - U1 JE + vJ3+ + TNL
1lt.

puisqu'on est dans la région 3 contenant le fluide 1)

•
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D'où les équations linéarisées :

( a) (-i - ri.) {w~ - U1.~ _ ~ } w+ _ U1. 'Û [: _ '1 E
~'î»<. 'jl:. 'VIC. ';lI:

e+ "\

(b) el3

(4.13) .... U1. "jE t ';) E(c) 51
i»)<. 'i)t

'R t /\

(d) - ~l~

Entre les régions 2 et 3 : on se trouve à la frontière z = F(x,y,t)
telle que E(x,y,t) > F(x,y,t). On a deux fluides classiques en contact.
Wp = ôF/ôt et les relations (2.72) linéarisées deviennent

A

14~+\)F"(a) Wl V)(. "b!::

(4.14) (b) w- = U-t 'i>F t ~ F
3

'/) le- '0 l:

1Ç
-"

(c) 19.

Conclusion : Nous avons supposé l'existence des poches 3 et 4 dans l'écou
lement perturbé et nous avons procédé à la linéarisation des relations de
saut issues du modèle de SAFFMAN-MARBLE sur les différentes frontières. Les
systèmes de r~lations (4.11) à (4.14) résultant ne font apparaître aucun
terme d'ordre 0, c'est-à-dire aucun terme qui ne serait pas un infiniment
petit du premier ordre. Par conséquent, l'existence supposée au départ des
poches 3 et 4 n'est pas remise en cause. Les systèmes de relations (4.11) à
(4.14) sont donc bien admissibles pour le problème linéarisé.

b - Linéarisation des conditions de saut obtenues à partir du modèle
prenant en compte les forces tourbillonnaires de sustentation.

Ces conditions de saut sont constituées respectivement par les
systèmes (3.14) pour les frontières de type z = F(x,y,t) et (3.15) pour
celles de t~?e z = E(x,y,t). Nous supposons toujours au départ l'existence
des régions 3 et 4. Procédons alors à la linéarisation desdites relations
de saut sur les différentes frontières avec ces deux régions. Nous sommes
conàuits aux résultats suivants :

Entre les régions 2 et 4, aussi bien qu'entre les régions 1 et 3. et
ainsi qu'entre les régions 3 et 4, on retrouve les mêmes résultats que dans
les cas précédents étudiés à partir des relations issues du modèle de
SAFFMAN-MARBLE. C'es~-à-dire qu'on retrouve respectivement les relations
(4.12), (4.13) et (4.14).



Par contre, entre
du système (4.11), il
en compte de la force
linéarisant (3.14-e).
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les régions 1 et 4, en plus des relations (a) à (d)
apparait une relation supplémentaire due à la prise
tourbillonnaire de sustenLation: on l'obtient en

Le premier membre de (3.14-e) se présente sous la forme

A (G n - WF ). [ë:]
... 1/
Ct- - u'" -Mais - 1 e~ + CJ

t

... ....
et (;.- = Ui. êJ." J~

rr-] .. y.
,donc u..G = J~ - â1

Comme Ct W V U ';)f
n - F == 51 - 1

';»)t.

est un TNL.

Quant au membre de droite de (3.14-e), rappelons-nous ceci

ut " ()f
&~

v
\.V1. - U1.- +TNL s - U ûF" + TNL'i. ~-I))e_

~)c..

U~ WIt+ - U1 ~r + TtH
)

G; S+_U'ùf tTNL
l))L ,. j, 7!)<.

De sorte que
+ t v Y'

G", - u" = 51 - W~ + TN L

L'expression de droite de (3.14-e) s'écrit alors

; { (~ - ~) ( -< ~ ($1 - .Li) .. ci ',- (S~ - W It+ + (U:l - U1);;. ) ) €1

- (a(r~ (,t -J 1 ) +q' f~ ( U1 - U1 + ,~ - 4~)) ( U1. - u~ i .l1. - A~)

( -t'VI=' ...... 'OF"')} TOSJ. e) - - e. - _ e~ +
'i)jt. t() 'J

Négligeons les termes non linéaires en variables de perturbation dans
(3.14,e). Son premier membre doit être égalé à 0 alors. Son second membre
ci-dessus devient

•
1) Si U1 - Ui, = 0
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alors l'égalité ci-dessus ne donne aucune condition supplémentaire sur les
variables de perturbation, et on est ramené simplement aux relations
données par le modèle de SAFFMAN-MARBLE.

2) Si U!t- U~ +- 0

alors l'égalité initiale se ramène à

( f~ (~ - JJ1.) t fj. t s~ - w It' + ( U2 - U-1) ~: ) ë1 - ( fI. (91 - A1.) +

!l(('f:---U~)+ (11-Al~)))ë). = 1. (U - UD)(ë.-!j)r ë _Dr;.. )
J 'l. 1 ... ;> 7x. i. '(\ a .(,

En utilisant les relations (a) à (c) de (4.11), on remarque que dans
l'égalité ci-dessus,

de sorte que pour U9. - U'1 =t:- 0 , on est ramené à

(4.15) (f1. fo r:1) ( 5,,- - ~~) êL - ( fi. ( ~-1 - ~1.) + f~ (( i:-..u~) t ( ~t - A.t~ ) ) ) ê3

= i.. ( U1. - U9.) ( ë
3

- ~F ë _ ~f ë q )

... \ ())(. 1. '3'J ...

Cette relation comporte dans son membre de droite, le terme P2(U l -U2)e3
qui n'est pasttn infiniment petit.

Par conséquent, si U
2

- U
l

~ 0, alors un terme d'ordre 0 apparaît dans la

relation (4.15) conduisant à une incompatibilité entre les qua~tités infi
niment petites de perturbation et le terme P2 (U

l
- U2 ) ~3 qui ne l'est pas,

mettant en cause l'existence de la région 4.

Deux conclusions sont possibles à ce niveau, sans que l'on puisse opérer un
choix net.

1) les phénomènes prenant naissance dans la reg10n 4 sont de nature
purement non linéaire. Dans ce cas, la théorie linéaire ne peut prévo~r

leurs évolutions et l'apparition du terme d'ordre zéro dans l'équation
n'est pas choquante. Cette apparition traduit dans ce cas-là l'inadéquation
de la méthode utilisée pour l'étude du phénomène réel (non linéai~e)

sous-jacent.Et dans cette h~~othèse. les conditions de saut obtenues en
présence de la force tourbillonnaire et linéarisées nous conduisent à la
configuration d'écoulement ci-dessous, où la région 4 n'est plus qu'une

ligne sur laquelle E ~ F
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l' • • .' •

Figure 2

On n'a donc plus que trois types de frontières à considérer. Entre 1 et 2,
entre 1 et 3, et entre 2 et 3. Entre les régions 1 et 3 et entre 2 et 3, on
aura encore les relations (4.13) et (4.14).
Les relations (4.11) et (4.12) sont remplacées pa~

Entre 1 et 2 (E(x,y,t) = F(x,y,t»

(a) UTt - U 9r()r
~-+ -

'Ole- III

(b) W'll = U~ ';)1=' .. ~r

(4.16) 'Il "X. 11:

(c) S.. Ut 'ê>E f. 'i)E
<;»)C. 'Of:.

(d) t f,2
,'"

2) les phénomènes linéaires dans la région 4 existent bel et bien.
Dans ce cas, l'apparition du terme d'ordre a dans l'équation "aux infini
ment petits" révèle les limites du procédé classique de linéarisation qui
consiste à écrire les variables réelles comme somme de quantités de base
stationnaires, et de quantités de perturbation, puis à les porter dans les
équations en ne retenant que les termes qui sont de l'ordre des perturba
tions. les termes d'ordre 0 doivent s'éliminer en tant que solution du
problème de base stationnaire; ce qui n'est pas le cas pour ce problème
non classique. Il importerait sans doute d'attaquer le problème à l'aide
d'autres méthodes non classiques de linéarisation qui tiennent compte de ce
caractère "singulier" de la poche 4 en présence de14force tourbillonnaire de
sustentation. Nous ne pourrons le faire dans ce mémoire.

Conclusion Nous venons de voir que la force tourbilJonnaire, si elle a
permis l'existence théorique de la double frontière dans le modèle de
DREW-SEGEL initial, n'autorise pas, dans le cadre de la théorie linéaire
classique des petites perturbations, la pénétration des particules dans la
reglon 2 initialement vide de particules pour la formation de la région 4.
Les particules ne pe~vent seulement qu'être refoulées à l'intérieur de la
région 1 où elles étaient, entraînant la formation des poches 3 (cf Fig.
ci-dessus).
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En utilisant les procédés classiques de linéarisation, les systèmes
(4.11) à (4.14) issus du modèle sans couplage de pression de SAFFMAN-MARBLE
sont donc les seules relations admissibles pour le problème av€c quatre
types de régions considéré. Dorénavant, elles constitueront les relations
de saut aux discontinuités pour le problème linéarisé.

Dans toute la suite du travail, nous ne tiendrons plus compte de la
force tourbillonnaire. Cela revient à poser L = 0 dans (4.9).

IV. CARACTERISTIQUES DE L'ECOULEMENT PERTURBE DANS LES POCHES 3 ET 4
DES EQUATIONS LINEARISEES CONDUISANT A UN PROBLEME NON LINEAIRE

4.4.1 Problème réduit et applati.ssement des conditions aux limites

Dans chaque domaine de continuité de l'écoulement correspondant respecti
vement aux régions de type 1, 2, 3 et 4, nous devions en toute généralité
résoudre les équations de type (4.9) ou (4.10), fortement couplées par les
conditions aux discontinuités (4.11) à (4.14). On ne pourrait se douter du
degré de complexité que constituerait un tel problème si fortement couplé.
Mais dans les poches 3 et 4 les quadruplets (x,y.z.t) sont tels que

Comme lE - FI est un infiniment petit du même ordre que E et F. on peut
envisager po~~ toute quantité A liée à la perturbation un développement de
Taylor au voisinage de E(x.y,t). soit:

+ termes d'ordre supérieur

où A(x.y,E.t) est la valeur (ou la limite) de A(x.y.z.t) en z = E(x,y,t).
Puisque Aest supposé être un infiniment petit du 1er ordre, le terme

(z - E) ofVoz apparaît être du second ordre ; en conséquence. il doit être
négligé (ainsi que les autres termes d'ordre supérieur) dans le cadre de la
présente théorie linéaire. Nous avons donc

pour tout z dans la poche 3 ou 4.
Mais E(x,y,t) étant infiniment petit, on peut réitérer un dévelop

pement de Taylor au voisinage de z = 0 ; on est ainsi conduit à faire fina

lement l'identification
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pour tout z dans les régions 3 ou 4.En particulier, dans les relations de
saut précédentes, les quantités ut; et ~; doivent être égalées (à "'\(0) ).

Il en sera de même pour di~ et vt.~ .

Nous n'aurons donc pas à résoudre les équations linéarisées dans les
poches 3 et 4. Les valeurs des perturbations dans ces régions seront
connues une fois le problème dans les régions 1 et 2 résolu. Les régions 3
et 4 seront donc assimilées à des portions de la surface z = O.

Nous avons donc un allègement substantiel du problème de départ qui
se réduit à la résolution des équations dans deux régions seulement à

savoir 1 et 2, au lieu de quatre, avec des conditions aux limites aplaties
en z = O.

Les conditions de saut (4.11) à (4.14) doivent maintenant être
regroupées par deux et ajoutées : elles se réduisent alors à deux types de
relations en z = O.

On doit distinguer deux types de portions de la surface z = 0 (voir
fig 3 ci-dessous). Ceux pour lesquels les triplets (x,y,t) sont tels que
E(x,y,t) 'F(x,y,t) et qui représentent la trace des poches de type 4 ; et
ceux pour lesquels F(x,y,t)' E(x,y,t) et qui représentent la trace des
poches de type 3.

. ...
. .

• r.'\' •
• 1iW.. .

•• " 'tr\~_~ : R\,"
w :-1 '4)

®

z:o

Figure 3 4
3

Trace des poches 4
Trace des poches 3

Il vient alors pour les relations de saut à considérer entre les régions 1

et 2, en z = 0 :

Premièrement
Pour las (x,y,t) tels gue E(x,y,t) , F(x,y,t), on a

(4.18)

v U -;>F ~I="(a) W1. (~, '1, o)~) -- -1-+-
'0 lC. 'J~

v
c{ [ Uj ~ ~ 2- } (E _r) ... U~ 0 F +r1F(b) W"1 (1t. 1 ~,o 1 ~)

Dl(., Cl 1:. 'ë>x. Ï) t
y

(-x., ~,o) 1:.) U~ vE + r;)E(c)
('

.J~

ÎX 'ùt,
v If v

(d) f~ (~ ,~ 10, l:) 1
L

("', 'J, 0) 1:.)





Deuxièmement
Pour les (x,y,t) tels que E(x,y,t) è F(x,y,t), on a :

(4.19)

(a)

(b)

(c)

(d)

'"U!1 (lC. , '1,o,q

Si (l<. 1 d 1 0, t )

"fi (ll 1 d' 0 1l) -

4.4.2 Equations linéarisées conduisant à la résolution d'un problème non

linéaire
On peut trouver une formulation qui regroupe les systèmes (4.18) et

(4.19) en une seule et unique expression; c'est:

(4.20)

(a)

(b)

(c)

(d)

W1(~I~,o,l):= r;)F t U1. ~F _-..:!- f2. t Ui,.Q...}Y(E-F)
rH. 'ù)(. ~-." l 'Ut: ~)(.

WIi()(., 'J, o,l) = 'OF of. U~ ~J: - 0< {.Qi U:î2-} 'f( F- E)
1l 'a-x -ul 'i) x.

St h. 1 ~ 0
1
l) =~ E. • Ui 'J E

, 7>l:. 'î»)(.

r:L(x.,~,o)l:) = t1.(x,'c#,o,l)

valide pour tCnt (x,y,t) de la surface z = O.
La fonction Y(x} est définie sur ~ par

={~

Y(x} = sup (O,x)
si x < 0
si x ~ 0

Par conséquent, le problème à résoudre sera constitué des équations de
continuité (4.9) et (4.10) écrites dans les régions 1 et 2 et qui seront
couplées par le système des équations de saut (4.20).

Si les équations (4.9) et (4.10) sont bien linéaires par rapport à la
perturbation, il n'en est rien des conditions de saut (4.20) qui sont non
classiques et qui forment un système non linéaire.

En effet, la fonction Y(x} bien qu'étant linéaire par morceaux, est
une fonction non linéaire sur ~ tout entier. Et c'est elle qui confère à

(4.20) et donc au problème couplé son caractè~e non linéaire, emmenant de
ce fait le paradoxe d'un système d'équations linéarisées aboutissant à la
résolution d'un problème non linéaire.

Dans le système (4.20), c'est la présence de la fonction Y(E - F} qui
engendre le plus de d~fficulté. Nous allons par conséquent l'éliminer entre
les deux équations (a) et (b) de (4.20) où elle est présente. Et à cet
effet, faisons agir l'opérateur de dérivation (%t + U

2
%x) sur l'égalité
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1
(a) et l'opérateur l-a (%t + UI %x) sur l'égalité (b) et procédons à

leur soustraction. Nous obtenons alors la relation :

(4.22)

Mais la

(4.23)

= - '1 ~ 0( (~~+ U~ :x.) (;l + U~ ~)t ) { (y (E - f) - Y(F. E)) .. r}
fonction Y(x) vérifie
Y(x) - Y( -x) = x V x E lR
et donc
y (E - F) - Y(F - E) = E - F
et (4.22) s'écrit alors

Le systèwe (4.20) est donc équivalent à :

(4.24)

(a)

(b)

(c)

(d)

S4 ("X. l 'i, 0, ~) _ ';) E • U-t JE
~1: ~):.

f~(")(.''1,oJt) -11(1.,~,oJt)

, (;l +U2;)C.) Uf"1 - '1 ~ 0( (:~ +U~ ~")(. )W1

- 0( (1) UJ)(I> J
- - ~ '0 l + Jo Û):. ~ l • U]. '(»)t ) E

urt ("lt l 'J 1 D, t) := 0r ~ U1 ";) r - 0( (2 t 1J1 l.. ) '1 (r· E )
'0 l:. ûx. tH:. ';) J(.

(4.25)

Le problème à résoudre reste toujours non linéaire, et cela à cause de
l'équation (d) ci-dessus. Cependant, cette équation est découplée des
autres équations du problème dfu~s la mesure où l'inconnue F(x,y,t) n'appa
raît nulle part ailleurs que dans cette seule équation. Nous pourrons donc
résoudre les autres équations pour déterminer les inconnues autres que
F(x,y,t), et l'~quation (4.24,d) servira alors de problème non homogène
pour la détermination de F(x,y,t).Du fait que a = a(y,z), (4.24,d) peut
s'écrire

(~+U~2-)(r-tXY(r·f))= W~(X.,~,OJ~J
'ù~ 'Dx.

Si nous appelons S(x,y,t) la solution de l'équation non homogène

(4.26)

alors F(x,y,t) sera connue par la résolution de l'équation non linéaire

(4.27) F-o(Y(F-E)=~
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et l'inversion de cette équation nous donne

J-t

(4.28)

1n\'a.rs, CI

J

1
1

IP
1•

/
1
"1

",/

'.;

tc ... )

p.. !.

Figure 4 Représentation de (F - E) - ~Y(F - E) et son inverse

du paragraphe précédent que l'équation
et constituait une équation non homogène

v. SOLUTION DU PROBLEME LINEARISE ET NATURE NON SINUSOIDALE DE L'INTERFACE
FLUIDE-FLUIDE z = F(x,y,t)

•

Nous avions vu à la fin
(4.24,d) était découplé des autres
pour la détermination de F(x,y,t).

Considérons à présent l'autre groupe d'équations constitué par les
systèmes (4.9) et (4.10) et couplés avec les relations (a), (b) et (c) de
(4.24). Nous pouvons y remarquer que les coefficients des opérateurs de
dérivation agissant sur les variables inconnues de perturbation ne dépen
dent ni de t, ni de x et ni de y. Les perturbations solutions A(x,y,z,t)
peuvent donc être recherchées sous la forme d'ondes modales (sinusoïdales)
en x, y et t :

(4.29) A(x, y , z.,t) = J\:.( z) e i ( kx+l y+crt )

où i représente la racine du nomb~e réel (-1).
En partic'Jlier,

w
2

(x,y,z,t) = w
2

(z) ei(kx+ly+crt) ;

et
E(x,y,t) = È ei(kX+ly+crt) ; E étant une constante complexe.

(4.26) s'écrit a10~~



en

(~ u ';> ) ~ ( ~ ) - w ( ) aL II x + '" • ,. 1: )* t '- "x. J x, ~ 1 -:1 0

Et pour les mêmes raisons que précédemment, tf(x,y,t) peut être cherchée
sous la forme

Ô(x,y,t) = cl' e i (kx+lY+ C1t),

Ce qui nous donne la relation

i (a + k U2 (0));$ = w2 (0)

J étant une constante.

Et lorsque a + k U2 (o) .0, et ce qui est justement le cas lorsqu'on ne

s'intéresse qu'au spectre discret, alors on trouve

'W,. (0)

L'égalité (4.28) s'écrit alors

(4.30)

avec

Kt. [j (x, ';l, ~J - E(>C., ,#, ~J) =~ f~ I~ 1EI~ .2 ISI·JE1CO~ (Cfr 'Ir/ Co~ (8. ..u~ • rt

+~cf-EJJ
où I~I et ~~ représente respectivement le module et l'argument de la quan-

tité complexe ~ avec E et~ les constantes introduites précédemment.

Il s'ensuit de (4.30) que z = F(x,y,t) est une onde modale non sinusoïdale.
Elle va présenter des points anguleux conformément à la représentation ci
dessous, alors que z ~ E(x,y,t) est une onde sinusoïdale parfaite .

•
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- -,- - - -
'V..

\

Figun'S Représentation de z = E(x,y,t) et z = F(x,y,t)

Nous venons donc de voir que la non-linéarité du problème linéarisé révèle
que la surface z = F(x,y,t) de séparation des deux fluides est une onde non
sinusoidale alors qu'elle s'avère être une sinusoide parfaite dans le cas
de cisaillement de deux fluides classiques purs.

VI. PROBLEME REDUIT

4.6.1 Système d'équation pour les coefficients ifUz) des solutions modales
(4.29)

Notre problème linéarisé de départ se réduit donc aux équations (4.9)
dans la région 1 et (4.10) dans la région 2, avec les relations àe coupla
ges (4.24,a), (4.24,b) et (4.24,c) en z = O.

Portons dans ces équations et relations les solutions modales (4.29)
pour les perturbations, et posons

(4.31) Q = a + k U.
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Les équations en question deviennent alors

Dans la région particulaire 1

(4.32)

(a) L. Q e +fW -= 0

(b) i.G"W"_(~-C'O{L(~'tl+l.... )tbwl.iw =0

{c} ':Q"U'"+oC{i(~crt tr)tbs}+ ,,(S==O

(d) (~_.1Jf 1i QVt -W- ~Ua:} =._ (-i.."l. J.J{L1> (le t,. e<il. D1>~)
+ .(In (-; - V).d.! M){ ,(d'V-,J ·bol'· ~J ~ ~ J

{e} «fa {i. Q1+ 5 ~~ ~}= -l.~{ L~ (iG t f~9.) ",l)~ t~}

(~ .... l ." (-., ...) ( )Ju... }+~tn V- d ) +,({M ;(.~ \. v- ~ + W'-~ 1) 4.1.

Par souci d'allègement d'écriture et de clarté, nous avons omis les indices
pour le moment. Il faut noter aussi que toutes les quantités présentes dans
{4.3i} sont des fonctions qui ne dépendent que de la seule variable
d'espace z. De plus, . (point) et D représente l'opérateur de dérivation
d/dz, et dans la suite, nous pourrions éventuellement utiliser' (prime)
pour aussi le désigner.

,1

Dans la région 2

On obtient un système analogue à (4.3t) en y posant

«=r;,=J.=O
En z = 0

(4.33)

(a) S (0) = Q1. E

(b) 1'~(o)= 1
i

(o)

(c) Ci.-.() Q~ W't - Q1.. W1. + 0< Q~ Q~E = 0

QI et Q2 sont données par (4.31) en y reillplaç&~t V respectivement par VI

et V2 •

4.6.2 Elimination des variables: Problème de STURM-LIOUVILLE

Le problème constitué par les systèmes d'équations {4.32} et (4.33)
est un système d'équ~tions différentielles à plusieurs inconnues. Sa réso
lution directe n'est pas toujours triviale. La méthode générale consiste à

lui substituer un système équivalent avec moins d'inconnues, mais d'un
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ordre différentiel souvent plus élevé. Pour ce faire, on procède par élimi
nations successives de certaines inconnues du système, pour arriver à un
autre système contenant un nombre très réduit d'inconnues. Lequel système
une fois résolu permettra la détermination des inconnues éliminées, au
départ, par remontée successive.

Nous allons donc appliquer cette méthode d'éliminations successives
des inconnues à notre problème.

Notons au préalable que dans les problèmes de stabilité hydrodyna
mique, certaines inconnues sont privilégiées par rapport à d'autres. ainsi;
les termes de perturbation de pression (p, Op, etc ... ) doivent être
éliminés dès qu'on le peut, alors qu'on essaie de conserver la composante
verticale w de la vitesse perturbée du fluide. On procède ainsi parce que
très souvent, il est possible de faire un rapprochement entre w et la fonc
tion de courant de l'écoulement lorsqu'elle existe. Ce qui n'est pas le cas
pour notre écoulement présent. Néanmoins, dans le cas présent, nous privi
légierons encore w par analogie avec les cas d'écoulements admettant une
fonction de courant.

Revenons à présent à notre problème.

a - El imination des inconnues ~ et tD

Dans le système (4.32), la relation (a)
équations et permettra de trouver ~ une fois UI
l'ignorer.

Nous pouvons aussi éliminer ro ent!'e les
,1

(4.32,c) par soustraction pour obtenir la relation

est découplée des autres
connue. Nous pouvons donc

relations (4.32,b) et

qui, avec les équations (4.32-d) et (4.32-e) constituent le nouveau système
réduit que nous substituons à (4.32).

Projetons maintenant les relations (4.32-d) et (4.32-e) sur les
vecteurs de base pour avoir des relations scalaires.

Le système réduit en question obtenu par élimination de ~ et 10 se
trouve être alors :



(4.34)

(a) t l(i..ol)(l.üt ey ) + G{(l,\+ frJl+lVlf +(~ ••U)J(s_w)=o

(b) (-1_ o0r{iQA+W f!g }=-i.(-i .. "".()I<~ +
d~ Ju

e-((tn+.ir MQ )(~-~J +~rM(5-W")dJ

(c) L(~_oOfQV"=.. i(ol-'XJ)-!t +e-«m+À.[MG)(r-v)

(d) L(.1. _~) fQ W'= _ (.f.. '):..,() Dt t ol (m t i.r M Q) (5- w)

(e) o<r:a, (i.Q9 t ~ ~u ) =_ i.).ei ~1» ~ ~(h1+..if.MQ)(.<l-")t
~ . ~fr1(~-sJ~U

(f) Lo<ra. Q,. = _i..~'" e~ + c{(rrliA.!M QJ(y.r) )

(g) Ï-D{r4. Q s = -l.olDr t 0( (m + i.f MG) (w-~)

b - Elimination partielle de la pression p entre certaines équations
de (4.34) et expression de la vitesse verticale S des particules en fonc
tion de ùJ.

Le but final que nous recherchons est l'élimination de toutes les
inconnues autres que w dans le système en vue d'avoir une équation diffé
rentielle en la seule variable w. Et l'étude de la stabilité reviendra
alors à l'étude du spectre de l'opérateur associé à cette équation.

Dans un premier temps, nous allons procéder à une élimination
partielle de p entre les équations du système, c'est-à-dire essayer de
trouver un système équivalent à (4.34) où p apparaît dans le moins d'équa
tions possibles. Nous ferons aussi apparaftre dans le nouveau système que
nous recherchons les groupements (ku + tv) (tu - kv) ; (kq + tr) ;
(tg - kr), comme nouvelles inconnues en lieu et place de u. v, q et r de
manière à obtenir un système découplé. Procédons par étapes. Eliminons p

entre les relations (4.34,b) et (4.34,c) pour obtenir la relation:

(4.35) (~m +Lf ( (4. _ .,( ) f el M) Q } { l ,(J .Ie V' ) - c« m ~ l f M Q) (.f ~ • ~ r)

=!r ~ r o<'M(5.W) .(-t.O/JW}
cI~ 1

De même, éliminons p entre les relations (4.34,e) et (4.34,f) pour

aboutir à la relation

(4.36) ( M +~ f 11 QJ( f 1l - i V' ) - { mt L(f& t fM)aJ(t , - 6t r)

=. t ~ { 11f (s - w) +r.. s }
J'à

Nous pouvons au~si éliminer p entre
d'une part, les relations (4.34.b) et (4.34,e) pour aboutir à l'égalité
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_ 1. { ~ - Dl ) r(L. Q 1.L + W ~ ) + (-t. - 1.,( ) fCL lA. Q q+ ~ ~ )
d~ d l= (tn+LfMG)(-U-9) + f.MlW'-S)-.J!

d3
et d'autre part, les relations (4.34,c) et (4.34,f) pour obtenir l'éga

lité:

Ces deux égalités que nous avons obtenues sont en fait des égalités inter
médiaires en vue d'aboutir à une nouvellE:: relation faisant appara1tre les
groupements (ku + iv) et (kq + ir). A cet effet, multiplions la première
des deux égalités ci-dessus par k et la seconde par i et procédons à leur
sommation. Il s'ensuit la relation que voici:

(4.37) l m + i. f ( .... (-i. - 0< ) + 1'1 ) Q} (" 1,) + eV)

_{m .. L((-t-~Dl)fi +rM)G} \~c:y+ er)

= l {( (-i-"X.-<)f~ +f11) s - (:t('1_c() +t1.) rw }

Nous pouvons encore obtenir une quatrième relation indépendante de p en
éliminant Dp entre les relations (4.34,d) et (4.34,g), soit:

ce qui nous permet d'exprimer s en fonction de w :

(4.38) 5=
rn +i. r{l. (4 - c() +Mo 1Q
•
ln + L { ( ~ - l .( ) f

el
+f M JCi

Nous voyons bien que s est une for-ction linéaire de w, c'est-à-dire de la
forme s = aw, et le coefficient a est différent de 1. Par conséquent, les
conclusions que nous avions avancées au terme de la discussion sur le modèle
de DREW-SEGEL dans la première partie du mémoire, et relatives aux rela
tions (2.76) et (2.77) sur 15 non-existence de modes non triviaux consé
quence de la non-dissociation des frontières z = F(x,y,t) et z = E(x,y,t)
se trouvent vérifiées et confor~ées.

La démarche que nous meDons jusqu'ici consiste à trouver un système
équivalent à (4.3L~) dans lequel Ip.s nouvelles inconnues seront (ku + ~v) ;
(.eu - kv) ; w ; (kq + .er) ; (-Cq - .er) ; S ; et p.

Nous avons déjà ~rouvé quatre équations de ce système par combinaison
des équations de (4.34). Ce sont les équations (4.35), (4.36), (4.37) et
(4.38). Il nous en manque 3.



98

Les deux dernières relations de ce système feront intervenir la pres
sion p.

Pour obtenir l'avant-dernière relation, on multiplie la relation
(4.34,b) par k et (4.34,c) par t et on procède à leur sommation. Les
calculs effectués, il s'ensuit la relation

(4.39) ( 4 - l..( ) ( ft.! +e1
) t ={L cial - (0( M +(1. .•<) ) fQJ(l~H eV")

... O«-~rn" fMG) (~9 .. er)

.. ~ f ~{ i.(-i-,,()m- {\~-.{)(4-).~)rfLt(-i-"lo(J((-1-.0r+D{~)M}Qw
d) m", Ll(i.-}.oor.. + fM} q }

Et la relation (4.34,d) constituera la dernière équation du système.
Regroupons toutes ces équations. Soit le système

(4.38)

(4.35)

(4.36)

(4.40) (4.37)

(4.3.f,a)

(4.39)

(4.34,d)

Dans (4.40), l'équation (4.38) nous donnait déjà S. Le sous-système (4.35)
et (4.36) nous donnera les groupements (tu - kv) et (tq - kr) par résolu
tion d'un système de Cramer à deux inconnues. De même, la résolution du
sous-système (4.37) et (4.34,a) qui est aussi de Cramer en (ku + ~v) et
(kq + tr), nous permettra de les trouver.
Par conséquent, en ignorant (4.38), le sous-système (4.40) est découplé en
trois sous-systèmes: (4.35) et (4.36) ; (4.37) et (4.34,a) et enfin (4.39)
et (4.34,d)
Seuls les groupements (ku + ~v) et (kq + tr) interviennent dans le dernier
SOUs-système. Nous pouvons donc ignorer le sous-système indépendant (4.35)
et (4.36), et ramener le problème (4.40) à :



(4.38)

(4.37)

(4.41) (4.34,a)

(4.34,d)

c - Résolution du sous-système de C~amer (4.37) ; (4.34,a) avec
(ku + tv) et (kq + tr) comme inconnues.

Portons l'expression de S donnée par (4.38) dans les équations (4.37)
et (4.34,a). Le système (4.37) (4.34,a) s'écrit alors:

(a) {m t Lr (l (Ji. - o() + M)} ( .r, 4A + 1. V )

-{m+.(.(CJi.-l-lJf +fM)Q} (fc~ter)

=.~ 11'\ {( ~ - let) fo. -l: (1. -.{}r} du 'tV

(4.42) ln + i. t(oi-"'LO<Jr.. +MflQ d~

(b) ("1_.()(~AJ+ .fV"J .. ~(~~+e~)= i.nw -

(0< + 0< ) { (").(-1.-.(}f -l-'1-~II()ro.}G w}
\ ) ", .. L ! (.t - ): .( ) fa. +r11 l

De (4.42,a), on tire

(4.43) (~'l+erJ = .ln+'(fl(i-~)l:+M}Q (&u.+ev)
rn + {lA (~ - ~ e() +rJi } Q

. ~ te J)'.(4-.()f-(.-J:-),tJ() fcd m . Ju w
l ln + t ((4- 'l.aOra. t ffi)er}!l ri ~

qu'on porte dans (4.42,b) pour avoir

1
-----:-------------::---x

tn +t t(.-1.-·n ("l~ r+ (-1.- ta<) f... )" r.M} CV
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Mais

1> w + i. (al t cl ~) l . ().(i- -<) r- (~-"y.o()fCl) Q w 1
m + L ((.f. _l.- -<) fa. +f Ji ) a J

=( -i + .(, d (1C-{.f.- o() 1- (-i.- ~.nf4.)Q )l>w + ;"w(oi+-i'b) ll1-(~.--<Jr-{~-~-or(.)G J
~ tn+i.((-i.-"1.,()fa. .. rH)Q "'+Lt\'-l:"Jf..tr~)Q

_ Mt'" (~-,() ("to«(t (~.lo()r.)+fM}Q J>W"•• W"(JtJD)f(l.(~"()r'(H,,)r.)Q}
m t l {(1.- 'te:{) f4 ... (11. ~ ." .. L((-s.-\e(,f.. trl1)Q

et donc

1.
(4.44) '-'-utfv)=i.]w-{ . }~

hl +i. \ {-1- 00 (~II( rot (-t-'k. ·or.. )t fM} a

{
( n1 + L. {r.. (~-'ttl() +r~}Q)(olto(D){Jl.(:-o()!-(-t-).P(}f .. } Q }

m t L l (~ .. l.o() ~ + rM} Q

. ~ ~ 0( _Cl (~ -G( )f- (4 - t,,<) fe. }~ il U } W'
n1tt{(4.-x.o(}!e.tfM} ~ a)

Nous avons donc exprimé les inconnues du sous-système (4.37) (4.34,a) de
(4.41). On va maintenant les porter dans le sous-système (4.39) (4.34,d)
pour procéder à l'élimination de la pression .

•
d - Elimination de la pression dans le sous-système (4.39) (4.34.d)

de (4.41) :

Portons les expressions (4.43) et (4.44) dans la relation (4.39). Nous
trouvons :

[1-t"'H,".t"Jr = {(i..{IrI-{.{M .. (4. ••>lï }rQj

+o((-~",,+rMQ) h1+~r{l.(-i.-Di)+M}G }(.ft1J t l-r)
rt\ + Co { (~ - "l "0 f4 t f 11 JG

+ .t; {o{ (_ Lrn + f 11 Q ) l "l. ( ~ - .( jr- (-1'" 1.d, ) (4 j an .2

(m. L i (4 - X,() h Tf11} G)

+ f i.("-o()h1-{(-i-o(}(~-l:.,(J!a.+(",-}:~)((~-~)r+o(fCL)~} aJ~w
rtI + i. \ ~4- 'Xo<)r4. +fM } Q d~

Puis, en y portant è~ nouveau l'expression de (ku + ev) donnée par (4.44)
et après quelques calculs effectués, nous aboutissons à la relation
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(1 A =-L(".lt() 1( t· o'lf +"'f.l III • Lrr (4· ... >f•• ((4.~)f.oIf.!M!al
l tn+i.\(4.~o()f4+rJ1.}q JQ

(4.46) e" = L. A (J t ~D){ {~(~.-c( ){-('1-xo()fa.1 Q }

m t L i (Ji. - ~,,{ ) rGo +f M. } a

B:L =i.~.~ { (-i_00 r+ J. i'~ (~ . oc' ) j' - (~. l.e< )rCL J (.M rct +d, fl1+\ (t(-'X.oorCLtfM)G
ln (,,-~O (".'tCl()fCLfQ!- (m +t {(~- el)!. Coi- t.·Of.. +Mrf Q } (mi' ~MfQ )_)11

( m+ t { (~- ).,,< ) fIL .. MrJ~ }(M + i. { (-i - 1( ) ( ')'. e( r t (i.. l.-l)' ) +11 f1Q) )
Il suffit maintenant de porter l'expression de p donnée par (4.45) dans
(4.34,d) pour obtenir l'équation unique en w à laquelle nous espérions
aboutir au départ. Mais auparavant, remarquons que dans l'équation (4.3lj,d)
intervient s aussi : substituons-y l'expression (4.38) de s. Après avoir
effectué les calculs, nous pouvons la Yécrire :

(4.47) (.t- 0<) 1\ --~("1-to() Qftn {C".-'J(+-<f&} +i.f{C..- CIOf&+(C1....0f+,(f4)MJq W"
"t: v1>- m+L t<,~"XCl()fCl.+l1.rJQ j

Avant d'y porter l'expression (4.45), remarquons que le membre de gauche de
(4.47) peut êt~e ~crit :

et que son second membre est égal à Aw, c'est-à-dire

Portons dans cette équation l'expression de p donnée par (4.45) pour abou
tir à notre équation finale en w ; soit :

(4.48) ~ w = 0

où ~ est l'opérateur différentiel
•

(4.49) j> =A { D~ - (~~+ el) } +{ (.b + -'1: :oal )A +( B-l + fe B,)} D

+ tD+ '1~-~.t ) ( &~ + ~ B,,)
avec A, B

l
et B2 dt~inies en (4.46), et D représentant toujours, avec .,

l'opérateur de dérivation d/dz.
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e - Système de STURM-LIOUVILLE pour l'étude de la stabilité

1) Le problème de STURM-LIOUVILLE associé à l'étude de la stabilité
sera constitué de deux équations différentielles du second o~dre, l'une
définie dans la région 1 ayant pour inconnue W et l'autre dans la région 2

1

ayant pour inconnue w2 avec des conditions aux limites en z =0 et à l'infini.
L'équation (4.48) avec W = wl représentera l'équation différentielle

dans la région 1. L'équation analogue dans la région 2 s'obtient en posant
W = w2 et ~ = 0 dans (4.48). Soit le système:

'Pw~=0
(4.50). •

Q2 {~2 1"4.1 • 1.:.. PW2 - W+ e1
) w.J_1: {!=. U~. U~ } W1 = 0

f" r"
avec ~ définie en (4.49) et Q2 introduit en (4.33)

2) Conditions aux limites en z = 0 et à l'infini---------------------------------------------
Les conditions en z = 0 sont données initialement par (4.33). En

éliminant E entre (4.33,a) et (4.33,c), on se ramène au système

Remplaçons dans ce système, s, Pl et P2 par leurs expressions en fonction

de wl et w2 •

s est donnée par (4.38), avec W = wl et Q = QI

Pl est donnée par (4.45) en y posant W = wl

l'expression de P2 est aussi obtenue en posant dans (4.45),

œ = 0, W = W2 et Q = Q2' soit:

(4.52)

(4.53)

(4.51) devient alcrs :

{
rn + i. { (~ - el )( 'X. c{ roi ;. (~ - 'l ~ ] fo. t t1~lq-1. } 0 _

ln + i.. i (1.- 1:-<) f~ + roi 11. ! Q1. Q2 ~(o}-Qof. W2 ( J- 0

i.A {)W1.lc)t(~i+~ eJ)w;&(o)= ('1-1~)r;(Q2}W2«(»)-~U~ W1 (oJ)

D'autre part, les perturbations vont s'atténuer à l'infini si le domaine
d'écoulement est "sut:.fisamment grand". Et ainsi, nous pouvons écrire les

conditions



101

(4.54)
=0

=0

L'étude de la stabilité de l'écoulement perturbé de départ revient ainsi à

l'étude du problème spectral associé au système de STURM-LIOUVILLE (4.50)
avec les conditions aux limites (4.53) et (4.54).

'.

..
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CHA PIT R E V

APPLICATION A L'ETUDE D'UN ECOULEMENT
DE TYPE KELVIN-HELMHOLTZ

1. GENERALITES

L'écoulement de KELVIN-HELMHOLTZ est un cas particulier d'écoulement
stratifié de deux fluides superposés. Dans cet écoulement, les vitesses U

1

du fluide 1, U2 du fluide 2, et respectivement les masses volumiques Pl et

P2 sont constantes initialement.

L'écoulement de KELVIN-HELMHOLTZ est le plus connu et le plus étudié
des écoulements stratifiés. Il est intéressant pour les travaux théoriques
car il permet des calculs analytiques explicites et comparatifs.

Aujourd'hui encore, cet écoulement sert de base à de nombreux travaux
aussi bien en stabilité magnétohydrodynamique que purement hydrodynamique.
La bibliographie sur ce sujet est assez importante {voir à cet effet quel
ques références à la fin de ce mémoire}.

Cet écoulement a été initialement étudié par Lord KELVIN, puis HELM
HOLTZ dès 1880. L'étude effectuée révèle l'existence de deux modes {conju
guées}, l'un instable, et l'autre stable. L'apparition simultanée de ces
deux modes indissociables fait que tout écoulement est instable ou bien son
spectre lui fait défaut.

"C'est bien plus tard que les résultats des expériences ont été
expliqués. En effet, la prise en compte de la viscosité dans les équations
de mouvement conduit aux équations d'ORR-SOMMERFELD dans le problème aux
valeurs propres; et la solution modale qu'on obtient à partir de ces équa
tions converge toujours vers le mode instable. lorsqu'on fait tendre la
viscosité vers zéro {écoulements à grands nombres de REYNOLDS}. Ce qui
permet de conclure que l'écoulement de KELVIN-HELMHOLTZ non visqueux, qui
est le cas extréme de l'écoulement visqueux, est instable aux petites
perturbations en théorie linéaire. Le mode stable étaLt donc un mode
parasite.

II. RELATION C~RACTERISTIQUE AUX VALEURS PROPRES POUR LE CAS KELVIN
HELMHOLTZ DANS LE CADRE DE NOTRE THEORIE

5.2.1 Problème aux limites associé

Nous venons de voir dans les généralités que pour l'écoulement de
KELVIN-HELMHOLTZ, on avait à la fois U1 et U2 , Pl et P2 constantes.

~ .
Dans le cas present, nous avons des particules dans le fluide 1

représentées par leur fraction volumique ~, qui n'est pas nécessairement
constante dans le cadre général du chapitre précédent. Ici, nous allons



d'ondes, nous trouvons des contributions dues aux
isolées) du spectre (ondes monochromatiques) et
essentiel. Ce dernier étant constitué du spectre
d'accumulation des valeurs discrètes, lorsqu'ils
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supposer homogène la répartition initiale des particules.
Dans ces conditions, le problème aux limites ((4.50};(4.53};(4.54})

se réduit à :

(a) A { .DoS W1. _(~.1 + f"~JW1.} =0

(b) Q ~ {).2W; _ (i~+ f'2) 'Wi} : 0

Avec
en z = 0

m + .i [ (4. -oI.) (z,,< fi +(-1 .. ~rJ.)f&) +M f-ij Q~ ,
(c) • t - Qs -w: (oJ.Q w;, Co) -;::: 0

tri + L ( 1. - 'X. C'() r" +M ft } Qi. a

(d) A b~ (0) - (.1- 'X.. o() fi ai ])w;. (0) = 0

A l'infini

(e) ~ (otto) - 0-
(f) Wi (-,,0) : 0

où A est donné par (4.46) et 02 par (4.31)

5.2.2 Etude des perturbations associées

Si nous observons le problème aux limites dans le cas général
((4.50); (4.53); (4.54}), nous pouvons constater que lorsque A = 0 ou 02=

o ce problème devient singulier. On a une dégénérescence du système d'équa
tions et l'ensemble des valeurs de la vitesse de phase complexe c = - u/k
annulant A ou 02 est situé dans le spectre des opérateurs du système. Et

plus précisément, cet ensemble est situé dans le spectre continu associé au
problème spectral.

Pour étudier la stabilité d'un écoulement dans le cas général, on
doit considérer une perturbation initiale quelconque et suivre son dévelop
pement à des instants ultérieurs. Ces perturbations se propagent dfulS le
milieu sous forme de paquets d'ondes. Certaines de ces ondes peuvent
s'amplifier et d'autres s'atténuer. L'étude de ces ondes de perturbation
revient à celle des valeurs du spectre de l'opérateur associé au problème
spectral.

Dans les paquets
valeurs discrètes (ou
celles dues au spectr.e
continu et des points
existent.
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Dans les études classiques de stabilité, l'accent est Souvent mis sur
les modes propres (correspondant aux valeurs discrètes du spectre) pour
deux raisons essentielles: la première de ces deux raisons provient des
t~avaux originaux de K. CASE [6]. C'est lui qui initialement a montré que
l'étude de la stabilité hydrodynamique se ramenait à celle du spectre d'un
opérateur via les transformations de LAPLACE et de FOURIeR . Partant de là ,
il a établi la corrélation entre les ondes monochromatiques et le spectre
discret d'une part, et celles du spectre essentiel et les paquets d'ondes
associées d'autre part. Cette corr~lation étant établie, il appara1t de ce
îait que les modes propres ne forment pas un système complet pour la décom
position spectrale, et qu'il f4ut par conséquent tenir compte du spectre
essentiel associé aux paquets d'ondes. D'où la nécessité de l'étude de ce
spectre (qui dans la plupart des cas se réduit au spectre continu en hydro
dynamique). Le travail essentiel de K. CASE a été d'avoir montré que pour
les écoulements parallèles classiques, les perturbations situées dans le
spectre continu s'atténuaient. Par conséquent, dans la recherche des modes
instables, on peut ne considérer que les modes propres.

La deuxième raison tient plutôt à la difficulté mathématique que
représente la théorie spectrale des opérateurs. La preuve de l'existence du
spectre continu et de sa localisation n'est pas toujours triviale. Et
l'étude des paquets d'ondes associés passe par la recherche de fonctions
spectrales qui ne sont pas toujours des distributions classiques, sauf dans
des cas très particuliers. Tout ceci constitue un domaine d'accès difficile
et quasi-hermétique pour la plupart des chercheurs.

Par con~~quent, les difficultés inhérentes à la théorie spectrale et
les résultats remarquables de CASE font qu'on se borne souvent au cas des
modes propres dans les études. Et pourtant, dans certains cas le spectre
continu ne se trouve pas sur l'axe des réels comme dans la théorie de CASE.
Une attention particulière doit être alors portée à l'étude du spectre
continu pour savoir s'il n'existe pas de perturbations qui sont suscep
tibles d'être amplifiées dans les paquets d'onde associés.

La preuve de l'existence d'un spectre continu pour l'équation d'ORR
SOMMERFELD dans la cas du profil de BLASIUS par MACK, GROSCH & SALWEN,
GUSTAVSON a été un fait remarquable sans précédent dans le contexte de la
stabilité hydrodynamique. Cela a été rapporté par M. BOUTHIER [~] qui dans
un article original a généralisé ce résultat obtenu pour le profil de
Blasius au cas le plus général d'écoulements non parallèles. Mieux, il a
montré que le spectre continu était bidimensionnel et qu'il avait une
frontière parabolique da~s le cas de perturbations à développement tempo
rel, et hyperbolique dans le cas de perturbations à développement spatial.

Dans l'étude présente, nous n'aborderons pas l'analyse àu spectre
continu. Néanmoins, nous pouvons dire que ce spectre continu est situé dans
le plan complexe, contrairement au cas des fluides classiques où il est

si tué sur l'axe réel ..•
Par conséquent, si nous écartons le

spectre continu annulant A et Q2' les
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deviennent :

{

(a) D1 ~ - (f<!. t:) -= 0

(b) Jll W1 _ ( la+ ~ ~) =0

5.2.3 Solution modale et relation caractéristique aux valeurs propres

Dans (5.2), posons oP= k2 + t 2
• En tenant compte des conditions à

l'infini, la solution de (5.2) est alors de la forme

(5.3)

où

eX = Exponentielle de x,
w1 et w

2
étant des constantes.

Il

(5.1,d).

reste maintenant
Portons-y (5.3).

à satisfaire les conditions en z = 0 (5.1,c) et
Nous obtenons alors le système en w1 et w

2

suivant :

(5.4)

m+t 1(~- 00 (-l.{ f" + (~-l'4) fa) ... M r~ }Q. Ql~ _ Q~ W'1. = 0

t'ru t \. (" -~..() f& + 11 foi l Qi,

((4.-t()r~ ...e<r..J'"+ L.t: l(i.-ol)r.+{(~-cl}r~+tl.r.)M}Qy.l +~ QQW =0
• ..t jJ.l

m +&.1 (4 - -x,,,( ) f.. + tt ~ l Q~

Ce système est indépendant du fait que le fluide 1 (particulaire) se trouve
soit au-dessus, soit en-dessous du fluide 2 initialement dans l'écoulement.
Cette propriété du système (5.4) est due au fait qu'il n'y a pas d'aniso
tropie due à la gravité dans le problème.

L'existence de solutions non triviales pour le système de Cramer
(5.4) requiert l'annulation de son déterminant associé. Cel~ conduit à la
relation caractéristique aux valeurs propres cherchée :

(5.5) f. Q/ [Ill ( ...-al)" 0( i ).. i ( ... _.(j f... ((...0/) r. .. .tf..)t1)Q.}

~ t; Q: {nt ... ~ ( (.f. - c() (Xa( ft +(-t - ~o(''J fa.) + .t1. ft ) Q.. j = 0

5.2.4 Introduction de~variab1es adimensionne11es cinématiques et géométr~

gues dans la relation aux valeurs propres
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Le but de ce sous-paragraphe est de réduire le nombre de paramètres
intervenant dans l'équation (5.5), en lui substituant une relation équiva
lente qui ne dépendra que de variables sans dimension. Les paramètres
initiaux sont au nombre de huit: Pl' P2' Pe , m, VI' V2 , ~ et k.
On peut choisir pOUl' paramètres indépendants P2/Pl ; Pe /Pl j 0( et

Pl (V2 - Vl ) k

m
Pour cela, remarquons que (5.5) peut s'écrire aussi, par factori

sation de m et Pl :

(5.6) Q; f( 4. _ o() + ofl + i ( ( If. _ DC') Fe. {(~ - -<J + ,( fcL 111) :: Q~ lII fi ~ ~

+ {,. Qi f -1. t i.( (i.- 01) f }..{ +("'_"-O<)~ i t.l1)~ cq =0
~ ~

D'autre part, nous avons aussi:

Q" = cr + le U~

=cr f. ~ Ui + ~ AU

= Q~ +e~ u

Appelons C la vitesse de phase complexe. Nous avons donc C =
et par suite :

Introduisons maintenant les vitesses adimensionnées par ~

a

k

(5.7) V = et C =
6U

C

6U

et appelons Q leur nifférence, scit

Q = C - V

Nous avons alors

Ql = - k ~ V Q et Q2 = - k ~ V (Q - 1)

• la relation (5·6) .Reportons les expressions de Ql et Q2 ci-dessus dans

Nous obtenons



(5.9) al{(4.-01) +cl f.- -i. ( .. - ~){ +J(.. -o(J +olt t t1)~ âuA a)
+t(Q--1)l\~ -i. (4-.(){l:.(+(4_l:o/Jf }+t1)~ AU~Q}:'O

Posons à présent dans (5 •. 9)

Pl
K=-AUk

m

pour aboutir à la relation finale cherchée

(5·10) Ql { {t- o{J+.( R, - t ( (i. • .,() R, +~ (t.oC! +"'R,.JM) KQ }

+ Rf (Q_~)1 {i - i. ((-1"ot){}.~ ... (.~-).~J R,} ... h) kQ} =0

qui ne dépend plus que des quatre paramètres annoncés plus haut Rf ; R
p

~

et K.
Nous pouvons remarquer que l'équation caractéristique (5.10) prece

dente qui va régir la stabilité de l'écoulement ne dépend que du seul
nombre d'onde K dans la direction longitudinale des x. Le nombre d'onde t
dans la direction transversale des y n'intervient que dfuîs la définition de
l'interface F(x,y,t) à travers la formule (4.30). Par conséquent, si on ne
s'intéresse qû'à la stabilité de l'écoulement, seules les perturbations
bidimensionnelles sont à considérer. C'est l'élargissement du théorème de
SQUIRE au cas présent.

5.2.5 Résolution approchée de l'équation caractéristique aux valeurs
propres lorsque ~ « 1 (~ très petit devant 1)

La relation aux valeurs propres (5.10) est une équation algébrique
du troisième degré en Q. Elle admet donc trois racines, et chaque racine
va représenter un mode propre associé aux ondes de perturbation.

En particulier, pour ~ = 0, la relation (5.10) devient

Par conséquent, en plus des deux modes symétriques (conjugués) qui nous
sont donnés par la théorie classique de l'écoulement de KELVIN-HELMHOLTZ et
vérifiant

(5.12)
•

nous en trouvons un troisième :
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•Q.. __ L
- (R,+M) K

Ce mode non révélé par la théorie classique et mis en évidence par la
présente théorie, plonge dans le spectre continu du problème général
({4.50) ; (4.53) ; (4.54)). C'est un mode toujours stable car

KCi =. l tn (k Olt )

=-. -1 <0 , Vk
R,+ t'\

Les deux modes symétriques de KELVIN-HELMHOLTZ classique vérifiant (5.12)
sont

avec E = ± 1

Appelons toujours Qo l'une quelconque des solutions dans le cas ~ = O.

Pour ~ « l, opérons le développement de Q au voisinage de ~ = 0

et portons cette expression de Q dans (5.10).
Il advient la relation ordonnée par puissance$croissante~de~

{q.'". Rf (Q.--t)'!}{-'1- i(R.-+I1) Ka.}

+0/ rQ.. (" {q. ·llt (Q,-")JI 4. i (R,+ M) kQ.}

_ i. (Rf + t1) k [ a: f Rf (Q.- -t)'- })

+ Go"l (Rr - 1) +l (R p t (4. - ~,JMJk {(Cl }

d. Rf (Q. - ,d'- {{Hl.J Rp -~} kQ. J+a (,,(2) = 0

et en tenant compte de (5.11), et en annulant le coefficient àe ~ dans la
relation ci-dessus, or~aboutit à la relation:
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(5.16) {" ( cr. +Rf (Q. - .,.)) ( ~ - i (Rr + M.) KQ. )

- i. (A. r t MJk (Q0
3 + Rf (41. _"1)"1) } Q~

=-Q; {(K,. '1) + ~{R, • ('i. R,) M } k Qo }- i.. Rr (Q.. 'if[(~t).)K,."t}kQ.
qui définit le facteur Ql'

1) On s'intéresse aux deux solutions proches de KELVIN-HELMHOLTZ classique
On va ignorer l'indice de Qo en posant Q = Qo' Dans ce cas, (5.12) est

vérifiée et on a à la fois

et

Rf (Q - 1) = t i YR;' Q

(5.16) devient alors :

! ( 4 t i., VR; )(1. - il R, +li) k Q) Q'1

=-(R,.1i) (~-i..(Xtn)kQ)Q

Mais nous pouvons transformer l'écriture de (5.14) pour obtenir:

et donc l'égalité précédente va s'écrire

soit

(5.17)
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où 0' représente le conjugué de Q

Portons dans (5.17) l'expression de Q donnée par (5.14) et séparons
les parties réelle et imaginaire de Q1 pour aboutir aux expressions

(5.18)

avec

(a) .14 Q." =A~
~K + C

K Rç +i - E: (R p + M) \'Ri' k)" i. R, (Rp+M)k 1"

~/I{ + C'

A = C. = 0

B ::-E: (Rp-i.J(Rp-").JR,VRf'

A' - é.(R,.-t)(l.+MJ'IR;
- i (R,+i)(R,4M)

BI __ Rf (Rp-1) (R,. xl
t- ~ (RF+-l)

Cl = E.(R,.4)(~,.~) (R -+!)VRt
!. ( "'p +1'1 ) f ç

a - Cas limites IKI : 00 et K : 0
Lorsque IKI tend vers 00 (très courtes longueur d'onde) dans (5.18),

Q1 admet une asymptote :

Qas :: i A'
et lorsque K tend vers 0 (grandes longueurs d'onde) 1 Q1 admet la valeur

limite

Nous avons donc

(R,.+M.) QQ, = as
'" (~+.KJ

et nous pouvons évaluer l'ordre de grandeur relatif des ph~nomènes de très
grandes longuenrs d'onde par rapport à ceux de très courtes longueur

•d'onde. soit
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Lorsque Hp est très grand (exemple de la météorologie où les masses

nuageuses sont constituées de particules d'eau en suspension dans l'air),
le rapport (5.19) est très important. Donc, pour pouvoir observer à la fois
les phénomènes de très petites et grandes échelles, il faudra utiliser des
appareils d'observation qui tiennent compte de ce rapport.

b - Graphes de Re Ql et JmQl

Considérons les variations de (5.18). Suivant le signe de B (ou B t
),

on aura :
1) si B > 0

K -1lO +00

B\{+C .rJt:1 ~ +00
b&no "u"cJk ..ur O~~O

(5.11) A~/~A

2) Si B ,t 0

K _00 +DO

!I<'"
+eo -

~ _DO

D4nonllnal .."r O~~O
(S.-tt) A/~~A

Les variations de (5.18) résultent 1) de ses valeurs à l'infini, 2) de son
BK + C

signe, 3) de la dérivée de (IDI 2 étant le dénominateur) qui se
ID 12

sous la forme

l'un ou l'autre des deux graphes

présente

peut dune donner
On va donc

P2 (K)
----- où P

2
(K) est un polynôme du 2ème degré qui ne

IDI!;
que deux extréma.
avoir pour ~ « 1,

•



Figure 1 cas où B ) 0

R.... Q1. (J", Q1.)

Figure 2 cas où B < 0

2) Cas du troisième mode
Pour ce cas, Qo vérifie (5.13) et (5.16) devient (avec Q = Qo)

i( R,. +M) (Q.t + Rf (Q-1)') KQ'1

=Q- { ( Rr • ..) f i.[ /l, f (.i- Rr)M} kQ}- i. Rç (Q _4.y2{(Ul:-)R, _,-} KQ

En Y portant l'expression (5.13) de Q, et après quelques calculs, on
trouve :

Puis en séparant les parties réelle et imaginaire, nous arrivons aux
relations

(5.20)

Graphe de Re Qi

On pose X = (R + M)2 K2
p

~ .1 ).2. .1 ( ),z.l.
Le dénominateur (-itR, - Rç(Rt +l1) k + ifoR( R,+t1 k

•
s'écrit alors:
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Il Y a deux cas à distinguer

1) si Rf - 1 ~ 0, c'est-à-dire Rf ~ l, alors

x 0 +~

J) ~nomll'\4~o.ur ( 1~+a?R~ +-t )

D'où les variations en fonction de K

K -00 +00

X +~ -.
~- t.o...... 0

J)tnomln(l~"u"
tOC'

~(Rft').t~
+-

R~ Q-t ~~~"'j.~ ~ j R,(R,-1.)(R p"X.) ---------.
~

~ (R,+M}(R~+,,)i~O.. P(

2) si Rf < l, alors

.--. +00
X ..... (t-RdIR -

o -- ç

(Rf+~) !. t'OC

D~o",i"è1L~u ..

-------.. 4Rf~
D'où les variations en fonction de K
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V-s. "" R,'K -oe - 0 V4- Rf .110

~Rp+l1)!'R: (R,tM}fR;1
+00
~( .. --+ "00X .-t-RfJ/R - .... 0-- ~ {1-Rç)/~;

f

DtnoYn in d~ llW," +110~ ~(R,+tJl1~ ~
+1>0

'tR, ItR,

~~~
~Q~ \~.. ~

O' 1~'O"'II.~.Q~QL_____Qa 0

avec Qb: lRr(Rp-~)(R,-~),

, (R f +M.J(R,t-1)l

a - Si Rp > 1 ou X = 1

-----------L.:~~~f----------------40k

Figure 3 : X = l, Rp > 1 ; Rf < 1
Evolution des courbés pour les valeurs croissfu!tes de Rf de a à 1

Rf = 0 < Rii < R12 < R13 < 1
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- --- - - ---- --- --~~---==---- -- ----- -- - --

Figure 4 : Cas où Rf ~ 1

Evolution des courbes pour les valeurs croissantes de Rf de

1 à l'infini: RI = 1 < RI2 < R
I3

< 00

b - si X = 0 et Rp ~ 1

Les courbes dans ce cas-ci sont obtenues à partir de celles des cas précé
dents, symétriquement par rapport à l'axe (O,K) des nombres d'onde.

Figure 5 : X = 0 ; R
p
~ 1 ; Rf~ 1

Evolution des courbes pour les valeurs croissantes de Rf de 0 à 1

R f = 0 < RI l < RI 2 < RI 3 < l
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~.....~- - --- --- ----- -_._--

Figure 6 : X = ° ; Rp t 1 ; Rf > 1
Evolution des courbes pour les valeurs croissantes de Rf de 1 à l'infini

R = 1 < R12 < R13 < ~

Graphe de lm Qi
A partir de (5.20,b), nous nous apercevons que

est une fraction rationnelle se présentant sous la forme :

y

en posant

"" f. + lt RF "1 + Lt Rf (~f+~)

y = Rç(R,.+M)!kJ-(Rf+~)

La variation de ~ va dépendre de celle de Y qu'on peut observer sur le
tableau ci-dessous :

K _00 0 +00

+00 +.c

'f ~-(IlIH)/
La àérivée de ~ par rapport à Y,

( =. -~J + !+ Rf (Rf H) •
ly +If. Rf '1 +lt Rr(r~f·'1)} ....

s'annule pour ~~-".VRl(ll.fH./ et 4:= ~ VR.ç(R:+ ~;'
d'où la variation de ~ sur ~ :



'Y _00 y. . ' Yi. .. 00

lf 0'____ ______ lf(Y.)~
~ ~(~) 0

avec

Pour les variations de ~ en fonction
considérer :

1) si 'Y.,=-~VR(~+1f~-(~f+-1)
a le tableau de variation suivant :

1(Yt)= (~ )
4- 1. + YI~.f (~l +-i.)

de K à travers Y. deux cas sont à

• c'est-à-dire Rf > 1/3. alors on

K -00 - Kt. 0 l<s. +00

+OCJ

• (R,H)--'(1. -------

.-'

't ------.. 'I...~

~
'f(Y.) / ~(YJ

" ~~ ~
R,+i 0

0

1
2) si Rf < 3 . alors on a les variations

K -00 -1<:\ -K o 0 k. Ki. .f00

'f
+00 ____'(. ~~o-

t----'fo~_(&...~)--'tc--- ~

'f(Y~J 'R ~ lf(~)

~ ~ ,41 1

âlf(yo)/ ~'f('t.)/ ~o
0

Etudions maintenant ImQ qui se présente sous la forme
•
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où A et B sont constantes.
La dérivée par rapport à K en est

D'après ce qui précède, ~ est bornée V K ; il en est de même de K~'. Par
conséquent, pour ~ suffisamment petit, le signe du crochet sera celui de l,

c'est-à-dire positif. La présence de la correction ~ ne change donc pas le
signe de la dérivée de JmQ et l'on a les variations:

k
.,

)
mais jamais changement de variation. D'où l'allure des

(R + M K
p

ce qui précède, il y aura donc fluctuation autour de la valeur
1

centrale

D'après

graphes

Figure 7 Allure des graphes Ci (JmQ) = F(K) pour ~ « 1

3) Conclusion

Le premier résult~t perceptible de l'étude des grphes précédents est
le caractère essentiellement dispersif des ondes de perturbation. Les modes
propres dépendent des nombres d'onde K, contrairement aux solutions clas

siques de KELVIN-HELMHOLTZ.
De plus, on peut relever les symétries suivantes par rapport au

nombre d'onde K.
1) Pour les modes Q€ proches des solutions de KELVIN-HELMOLTZ clas-

sique, nous avons :
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rl Ra. a. (-K) = R~ a. Ci (kJ
(5·21)

(b) 1", Q( (- K) = -1", Q_~ l k )

2) Pour le troisième mode, nous avons :

J(a) Ra. Q.. (- k) - .R~ Qw (k)-
(5.22)

r~Q~(-k) _lmQ.(l<)l (b) --
III. PROPRIETES REMARQUABLES DES TROIS MODES SOLUTIONS DE L'EQUATION AUX
VALEURS PROPRES

5.3.1 Invariance g~liléenne des modes

L'invariance galiléenne des modes est immédiate, puisque toute solu
tion Q de l'équation aux valeurs propres (5.10) est une fonction des seuls
paramètres K,~, R

p
et Rf qui ne dépendent pas du repère galiléen choisi.

C'est-à-dire qu'on a :

Q = C - U
= F(K, ~, Rp ' Rf) ; VU

Par conséquent, C - U est une quantité indépendante du repère galliléen,
d'où l'invariance g'dliléenne des modes.

5.3.2 Propriétés de symétrie

a - Théorème :

Les symétries (5.21) et (5.22) restent vérifiées V ~

Preuve :

La preuve de ces symétries est loin d'être évidente. Toute la démons
tration va reposer sur la remarque essentielle suivante: K n'intervient
dans (5.10) que par le groupement iK. Nous pouvons donc considérer le-premier membre de (5.10) comme une expression polynomiale P(X,Y) à deux
indéterminées complexes X = Q et Y = iK, et à coefficients réels.

Lemme préliminaire
Soit P(X,Y) un polynôme à coeffir.ients réels et à deux indéterminées

X et Y complexes. Alors :

P(X, Y) = P(X,Y)
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où " - " placé sur une quantité complexe signifie qu'on prend son
expression conjuguée.

Le résultat du lemme est immédiat. C'est une proprip.té des nombres
complexes.

Ceci étant, dans (5.10), si nous faisons la transformation

K ., - K ,

on aboutit à

y=iK--....... -iK=Y

(5.10) peut donc être réécrite sous la forme

(5.24) P (X, Y) = 0

Or, d'après le lemme précédent, P (X, Y''> = p(X', Y)
Par conséquent, on aura aussi

-P (X, Y) = O.

On en conclut que les trois racines de (5.10) dans la transformation
K • - K sont les conjuguées des ~rois racines qu'on trouve pour K,
c'est-à-dire qL~on a l'égalité ensembliste:

(5 .25) {C. (-K) je. (- \() i C. (- \( )}= te. (1() c. (\() ; C. ( k) }

Ainsi, lorsque l'on passe continûment de K à - K, nous aurons deux types
de configurations possibles, à savoir

1) soit les modes se correspondent, c'est-à-dire

C.{-k) C.,(k}

C_ (- K} C. (k)

C.(-I<) Ct (K)
1

ViS.
2) soit l'une reste inchangée et les deux au~res s'échangent comme par

exemple dans le schéma



(5.26)
'"c. (- K) = C. (K)
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Trois configurations sont possibles pour ce deuxième type. Au total, l'éga
lité ensembliste (5.25) nous conduit à quatre éventualités. Nous avons donc
une indétermination liée à la configuration de correspondance des modes

qu'il faut lever.
Pour lever cette indétermination, nous allons nous placer en K = a où

(5.10) devient singulière, amenant une dégénérescence d'ordre 1 de (5.10)
qui passe du troisième degré à une équation polynomiale du deuxième degré.
Une des trois racines est renvoyée à l'infini, c'est le troisième mode, et
pour les deux autres, nous sommes ramenées à un cas de KELVIN-HELMOLTZ
classique où les deux racines sont conjuguées et donc s'échangent par paire
suivant un schéma du deuxième type. Il reste donc trois éventualités. Mais
la conclusion définitive résulte de la continuité de deux des trois racines
par rapport à K. Par conséquent, s'il y a deux racines qui s'échangent par
paire, ce ne peut être que celles qui sont continues. Et comme en K = 0, le
troisième mode est singulier, c'est donc ce mode qui reste solitaire. On a
donc le schéma (5.26), d'où les symétries qu'on voulait montrer.

b - Coro llaire

En posant a

relatives au ..taux

Re C = C , soit:
r

= K C, nous pouvons écrire les relations de symétries
d'amplitude lm a = K Ci et aux vitesses de phase

{ C.~ (1<) - (.y (- K)-( a)

~~ (14) - ~~ (- K)
(5.21) -

{ Cor (kl - C." (- k)-(b)

l d;i (k) - C1:i (-k)-
Preuve

Les a',~li~cLS C. ... (k)=4.. (·k) Cl ~ C... (K) = C_'" (- k)

font partie des résultats de symétrie (5.21,a) et (5.22,a) prouvés d~ls le
théorème précédent.

Quant aux deux autres égalités du corollaire, remarquons que :
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a;dk) = k C.i. (k)

= K (_ c,,~ (-k))

=_K C.. , (-k)

=lJ;.~ (- K)
et

<r;" (k) = K C+t (k)

= k (-C.L(-k))

=-K C-i. t-,,)
=Cf.:" (-K)

ce qui achève la démonstration.

• d'après (5.22.b)

• d'après (5.21.b)

c - Conclusion
A partir du théorème précédent et son corollaire. nous pouvons

restreindre l'''étude des ondes de perturbation de l'écoulement de KELVIN
HELMHOLTZ diphasique à celle de deux modes. le troisième mode singulier, et
l'un des deux modes conjugués. le premier. De plus. avec les propriétés de
symétrie du troisième mode. nous pouvons l'étudier uniquement pour les K <
O.

Dans le plan comlexe (C - U. C.). le deuxième mode et l'évolution dur l

troisième mode pour les K > O. seront symétriques des graphes du premier
mode, et des évolutions du troisième mode pour les K < 0, par rapport à

l'axe des C - u.r

5.3.3 Propriété algébrique des valeurs propres

Théorème :
Les trois valeurs propres de l'équation caractéristique (5.10) véri

fient la relation algébrique remarquable

(5.38)

où la somme porte sur .les trois modes (valeurs propres) solutions.



(5.29)
lité:

125

Preuve :
En développant (5.10) suivant les puissances décroissantes de Q, nous

pouvons la récrire sous la forme :

(5·29) a" + (rt L') QI t (~"l5)Q + i1 =0

où

l c...p--
- Cs

q :=. (-t.,()+,,(Rp tRI
K C!,

(5.3D) r- c.- c.t

s
_2Aç
K C:z

t - Rf- KC2

avec

Ci == Rf t(-t,,. 0< J ll.e< + (4 -"t,() Rp) +M}

C1 =(-t-Cl(') (tP('Rç+R,f-t+Rç(4.-X,()})+ M{Rf+(-t·D()+olRp }

En raison des symétries précédentes, nous allons nous placer dans le cas où
K < 0 pour la démonstrati~n du résultat (5.28).

D'après (5.30) et la remarque ci-dessus, nous avons les relations
remarquables suivantes

{

(a) ~p=rs
(5.31)

(b) ~ ~ 0

qui vont être les clefs de la démonstration du résultat (5.28).

Considérons à présent les trois racines a e ix b e iy
; c e iz de

écrites sous forme polaire. Ces trois racines vérifient donc l'éga-

Q3+ (r t i. ~) QS+(r + i. ~) Q+i.! =(Q_ Q t ~ Je,) (Q_b ..l., )(G- C a.~ J )
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En développant le membre de droite de la relation ci-dessus et en égalant
les puissances successives de Q, on aboutit entre autres aux égalités
suivantes :

(5.32)

( a)

(b)

(c)

(d)

{

ab c. - .. l
abc a~("+~·) =_i.~ ~ -

X. .~f~:.!:.. [2 ft J
d ~os ):. + b~O)d • c. '""~J =-~ 1.

db~o~()C.t~) +de "o~(~+J) +bc ,,"oS {'1+J ) = r

Ob~in(-x.~d) + de ~i"('X.t~) +be. ~in(~t~) =s

(5.31,a) devient équivalent à

db, {d,Lo s x. + b..c.o!t 'J + c ,c.c:. ~ }

= {db..c.o~(1L+:l) + dCA:.O'("+~) +bc ~o'(';I.~)}

• { d b~ in be. • :1 ) +ac ')in l"X. )) +bCo ~i... ( Cl· ~) }

1T
ce qui s'écrit aussi, en tenant compte de x + y + Z = - [21TJ

2

db c. ( 'Lc.o~ x. +b...c.osd + c. ...."os~)

:: (dbsu.~ +d' Si.:I +bc si.,.) (db jOo' ~ • d' -<-os~ +bc"e..u)

soit encore

cl! bC .... '-05 x. + db"c ,.c.oS~ + dh c..t"""os~

= (dh)2 5inJ . c.o!>à + (éJc.)2 ~it1~. c.os~ + (hC.)sSihX. ..C.O.5x,

+ ebJ Co !>~ (x+!J .. ~b <: .::" ('+J) + ~b e.~ s~n(x.+ 11
d bS,c "c.OS'J aS.bc~o5%. dbcJ.~o.s~

Nous aboutissons donc à la relation

Et en multipliant

obtenons :

1
les deux membres de cette égalité par ------ • nous
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o

ce qui peut se récrire

et en se rappelant que

a cos x = C1r U a sin x = Cu

b cos x = C2r U b sin x = C2i

C cos X = C
3r - U c sin x = C3i

(5.33) est justement le résultat (5.28). Ce qui achève la démonstration.

5.3.4 Propriété géométrique des deux modes symétriques dans les limites de
nombres d'onde K = 0 et IKI = + 00

Théorème
Pour IKI = 0 ou ~,

les deux premlers modes sont si tués sur le cercle C (A (~S), :lI!) de centre
A (~!), et de rayon 1/2 dans le plan complexe (C

r
- U,Ci) des modes propres.

nous
tions
fient

Preuve

Si nous nous plaçons dans la limite K = 0 pour les nombres d'onde,
observons une dégénérescence de l'équation (5.10), et les deux solu-
régulières en K = 0, c'est-à-dire les deux premiers modes, véri-

avec

Dans la limite IKI =~, (5.10) devient

(5.35)

avec •
d

j
_ ..!!rJ (-i- Cl{J('X 0( +(i .. x.() Rp)+ Ci}
- (~ .. ot) RF + 1"1 \ D( Rp t(~-olJJ
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Soit Q = 0 ou

Le mode qui vérifie la relation Q = 0 en IKI = ~ dans (5.35) coïncide
avec le point (0,0) du cercle C(A(~), 1/2) dans le plan complexe (C

r
- U,C

i
)

des modes propres.

Ecrivons (5.34) et (5.36) sous forme d'une seule
expression

(5.37)

avec

a.{"' pour K = 0

a2 pour Ikl =~

En portant l'expression Q = Cr - U + i Ci dans (5.37), celle-ci devient

(Cr - U+i CiJ'Jo + d ( Cr - U-1 t i. C~)~ = 0

Puis en
relations

séparant
l'

les parties réelle et imaginaire, on aboutit aux

{

(a)

(5.38)
(b)

)s i { 1). }( Ct' - U - Ct + d ( c., - U- '1) - CL =0

Ca: { ( Cr - U) + cl ( Cr - U- 1.) } =0

Si a > 0 (c'est-à-dire Rf> 0), alors dans (5.38,b), on ne doit avoir Ci = 0,
sinon (5.38,a) serait équivalente à (C

r
- U)2+ a(C

r
- U 1)2 = O. Ce qui

nous conduir~it à la fois à C
r
= U et C

r
= U + 1, puisque a > O. Ce qui est

impossible. Par conséquent, on doit avoir nécessairement

(5.39) dans (5.38,b)

Dans (5.39), Cr - U - 1 1 O. Sinon on aurait aussi Cr - U = 0; ce qui est

impossible. Nous pouvons donc exprimer a à partir de (5.39), soit:

(5.40) à. =_ Ct -U
(~-U-1

Et comme a > 0, nous avons un encadrement de la vitesse de phase Cr:

U~ C,. " Uii

ou en variable non adimensionnalisées,
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8u ~ ()

Sino"

et l'égalité à U
l

a lieu si a = 0, c'est-à-dire si Rf = 0 ou Rp = ~, et à U2

si a = ~, c'est-à-dire Rf =~. Ul et U
2

représentant respectivement les

vitesses initiales du fluide 1 et du fluide 2.
Portons (5.40) dans (5.38,a). Après simplification, nous aboutissons à la
relation

(5.42)

c'est-à-dire que le mode représenté par (C r - U,Ci) et correspondant à K = 0

ou IKI = ~se trouve sur le cercle CA("'~.. ),l/2) dans le pl&11 complexe. Ce
qui achève la démonstration.

Et nous pouvons ajouter ceci :

1) En raison des symétries ((5.21);(5.22» ou (5.27), nous pouvons conclure
que le premier mode, pour K = 0 et \kl = ~, se trouve sur le demi-cercle
supérieur, ainsi que le troisième mode, pour K = - ~et K = O.
2) Le cercle caractéristique C(A{ ~/~), 1/2) que nous venons de mettre en

o
évidence peut être qualifié de "cercle des points de KELVIN-HELMHOLTZ". En
effet, tous les cas classiques de KELVI~-HELMHOLTZ se ramènent au cas
d'ondes très longues ou très courtes c'est-à-dire aux cas limites K = 0 ou
IKI = ~. Chaque point du demi-cercle supérieur va dunc représenter un écou
lement particul~er de KELVIN-HELMHOLTZ classique

Ci.

c... .. u

_i
l

Figure 7 : Cercle des points de KELVIN-HELMHOLTZ

Sur le "cercle de KELVIN-HELMHOLTZ", les coordonnées des points sont

et
(5.44) C' _ "Vëï'

L- -1.+ d
•

3) a) Dans la limite de nombre d'onde K = 0,



où ~,l;.,

dépend des

DO

Rfà. =--:--......--
el (R,': -1)+ 1-

et par conséquent les points correspondants du premier mode décrivent
continûment un arc de cercle à partir du point limite correspondant à

~ = 0, vers le point limite correspondant à ~ = 1. Pour s'en convain
cre, il suffit de remarquer que C - U est une fonction monotone de a,

r

et donc de 01, si a est aussi une fonction monotone de ~ sur [0,1]. Ce
qui est le cas avec l'expression de a ci-dessus.

b) Dans la limite de nombre K = 00

Si M = 0 (masse induite non prise en compte) ou X = 0 (pas de couplage
de pression), a est encore une fonction monotone de ~ sur [0,1], et on
a les mêmes conclusions que précédemment.
Si MIl et X = 1 (couplage de pression), alors a est de la forme:

d - R 't oiS + 't;. 0( +;
- f' 1)o(+S

~, ~ et 6 dépendent de Rp et M. La monotonie de a sur [0,1]

valeurs de R pour le paramètre M fixé. On ne peut réitérerp

d'emblée les conclusions précédentes. On laissera les résultats numé-
riques illustrer les cas d'évolution possibles, si éventuellement on
s'écartait des conclusions précédentes .

•
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CHA PIT R E VI

EXPLORATION NUMERIQUE DE L'EQUATION AUX VALEURS PROPRES
ET ETUDE DU COMPORTEMENT DES MODES

1. - DISPERSION DES ONDES DE PERTURBATION

6.1.1 Influence des paramètres K, œ, Rpet Rf
Nous avions vu que les modes propres dépendaient de quatre para

mètres: K, œ, R
p

et Rf (équation caractéristique (5.11».
On fait varier d'abord la longueur d'onde K. Ce qui permet de repré

senter dans le plan complexe (cr; Ci) , la courbe décrite par la valeur

propre C = (c ; c.) lorsque K varie.
r 1

Deuxièmement, on fait varier la concentration particulaire œ pour
observer aussi bien les positions relatives des courbes les unes par
rapport aux autres que l'ampleur du phénomène de dispersion pour les diffé
rentes valeurs de œ.

Troisièmement, la variation de Rp nous permet d'observer les compor

tements des dif.érents modes dans le plan complexe, en suivant également la
variation de œ. On pourrait alors se rendre compte de l'existence ou non du
phénomène de coalescence entre deux modes, consécutif à une forte disper
sion. On pourrait ainsi trouver les plages de valeurs de Rp pour lesquels

le phénomène de coalescence entre deux modes peut se produire.
La dernière variation sera celle de Rf. Cette hiérarchie des diffé

rents paramètres nous est imposée par la physique du problème. En effet, on
déterminera d'abord la nature des deux fluides en présence, d'où fixation
de Rf en premier. Ensuite, on précisera la nature des particules présentes

dans le fluide, d'où fixation de R. Puis la connaissance de la concen-p

tration volumique considérée nous fixera œ. Enfin, on observe les pertur-
bations qui se développent dans l'écoulement global, d10ù variation des
nombres d'onde qui leur sont associés.

Nous obtenons les résultats suivants à l'exploration numérique

Pour Rf fixé, il existe deux valeurs particulières RO et Rl de Rppp

vérifiant RO ~ 1 ~ Rl telles qu'on ait:
p p

1) Pour tout R E [0 ; RD] U [R l ; + ~ [, il existe une valeur particulièreppp

œo de œ telle qu'on ait passage continu entre le premier et le troisième

mode dans le plan complexe (c , c.) pour toute valeur œ de la concentration
• r l

volumique supérieure à œo (fig. 2-4-5-7 et 9 ci-après).

2) Pour tout R, E JR; 1 Rt[ , les courbes restent déconnectées dans le
plan ( Cr 1 Co;,,) pour toutes les valeurs de œ (fié, :-3-6 et 8 ci-après).
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Chaque graphe est tracé pour un couple coefficient de couplage de
pression-masse induite (X,M) fixé, correspondant &un modèle particulier.

Lorsque X = 0 (absence de couplage de pression) ou M ~ 0 (prise en
compte de la masse induite), nous avons vérifié que la valeur limite infé

rieure RO introduite ci-dessus vaut zéro. Et RO est différent de zéro
p p

lorsque M = 0 et X = 1 (modèle de DREW-SEGEL). A titre d'exemple, pour

Rf = 0.8, R~~ 0.148 cf à fig.5.
Le phénomène de raccordement entre les modes daTls le plan (CY' 1 c.~) peut
étre interprété de deux manières :

1) Elle peut être un test de détermination de la valeur limite ~o de ~ pour
Rf et Rp donnés au-delà de laquelle la théorie asymptotique que nous avions

construite pour ~ « 1 cesserait d'être valable. En effet, pour ~ < ~o' les

graphes représentant C (la vitesse de phase) et c. (K Ci étant le facteur
r 1

d'amplification ou d'atténuation suivant qu'il est positif ou négatif) en
fonction du nombre d'onde K sont analogues à ceux trouvés dans la théorie
asymptotique (chap V, fig 1 à 7). En revanche, au-delà de ~o' pour un ~

fixé dans la frange de coalescence des modes dans le plan complexe (c , c.),
r 1

si nous représentons cr et Ci en fonction de K, nous trouvons les allures
suivantes (fig.l0 et 11) .

.. ---- .... --------- -

1<:

Fig 10 Représentation de la vitesse de phase c
r

des modes l et III en fonction du nombre d'onde K
pour ~ fixée dans la frange de coalescence.



142

---------- ----------

- - - - - --....

Fig 11 Représentation de c. en fonction de K pour ~
l

fixée dans la frange de coalescence.

2} Ou encore, l'apparition du phénomène de raccordement des courbes dans le
plan (c ,c.) pourrait marquer aussi la limite de validité de la présenter l

théorie, lorsque cette zone d'intense dispersion des ondes correspond à des
valeurs ~ de la concentration élevées (~ > 0.5). En effet, nous avons
élaboré notre théorie à partir de modèles d'équations faisant l'hypothèse
de phase dispersée, donc de concentration volumique en particules faible.
Mais à ce niveau, il faut être assez prudent ~vant de tirer des conclusions
hâtives, puisque pour des valeurs de R élevées, cette coalescence des

p

modes est observée très tôt, c'est-à-dire pour des valeurs de concentration
~ très faibles et rentrant pleinement dans le cadre de la présente théorie.
Dans ce cas-là, nous pensons que c'est la première hypothèse qui est la
plus plausible. A titre d'exemple, lorsque Rf~ 1 et Rp~ 1000 (écoulements

atmosphériques) la coalescence des modes s'effectue pc'- ~ ~ 10- 4 •



ces résultats, il convient de passer
adimensionnalisées en multipliant
Le sens des inégalités précédentes

ou pas, selon.que 61.1 est positif ou
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Le fait que le phénomène de coalescence apparalt très tôt pour les Rp

très grands s'explique. En effet, sur le "cercle des points de KELVIN
HELMOLTZ" (fig 8, chap V), les points correspondants aux Rp trés grands

sont très proches de (0,0) ((cr - U, Ci) • (0, 0) carP.o,'" 00

(Cr - U,c
i

)~ (0,0) d'après (5.43) et (5.44), et a1R, .. ôt a d'après

l'expression (5.34) de al)' Par conséquent, la coalescence entre le premier

et le troisième mode ne peut que se produire très tôt, puisque ces deux

modes sont dans ce cas très proches de O.
De même, plus on s'éloigne de la limite inférieure RO (R « RO), etppp

plus tôt aussi apparaît le phénomène de coalescence.
Tout ceci montre que le milieu est d'autant plus dispersif que

l'écart entre la masse volumique des particules et celle du fluide qui les

porte initialement est important.
Quant à l'influence de Rf' elle se traduit par le fait que les

valeurs limites R~ et R~ de Rp deviennent respectivement plus petites et
plus grandes lorsque Rf devient grand. Cela signifie que le milieu est

d'autant moins dispersif que Rf est grand.

6.1.2 Influence des coefficients X (coefficient de couplage de pression) et

M (masse induitel

La parti~ularité à signaler existe lorsque X = a et M = a (modèle de

SAFFMAN-MARBLE) .
Au voisinage de IKI = 00, toutes les courbes fermées du plan complexe

(c , c) deviennent tangents au même point pour toute valeur de la concen-
r i

tration ~ (fig 1 et 2). Ce qui montre que dans le modèle de SAFFMAN-MARBLE,
pour le mode 1 (et par symétrie pour le mode II), la présence des parti
cules n'a aucune influence sur les phénomènes de très courtes 10n~Jeurs

d'onde.
En ce qui concerne le mode III, nous avons les résultats suivants

pour les vitesses (de phase) adimensionnalisées
Pour R

p
< 1, on a cr - U < a (fig 1).

Pour R
p

> 1, on a cr - U > a (fig.2).
Dans tous les autres cas à savoir (X,M) t (0,0), on a toujours

cr - U > O.

Pour tirer les conclusions relatives à
en variables réelles (cr - UI ) non

cr - U par 61.1, c'est-à-dire U2 - UI •

relatives à c - V va être conservé
r

non. Mais le signe a~ 61.1 qui devient dès lors primordial pour les conclu-
sions reste relatif. En effet, il va dépendre de l'orientation que l'on va-se donner au départ sur l'axe el du ~~2mier vecteur d'espace. Cette orien-
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tation peut se faire par rapport au sens de l'écoulement initial du
fluide 1. Fixons-nous donc au départ dans un choix, celui du sens d'écou
lement du fluide l, c'est-à-dire en prenant Dl toujours positif (U

l
> 0).

Dès lors, on a les conclusions suivantes :

1) Si U2~l-.1......Q,

alors le sens des inégalités précédentes reste inchangé et on a les résul
tats suivants :

a) lorsque (X,M) = (0,0)
Pour Rp < l, cr - Ul < 0, c'est-à-dire qu'on observe un ralentissement

des ondes de perturbation représentant le troisième mode par rapport
au mouvement propre initial du fluide porteur.
Pour R > l, on a c - U

l
> 0 et donc une accélération de ces ondesp r

par rapport à la vitesse initiale du fluide 1.

b) lorSque (X,M) ~ (O,O),
on aura toujours cr - Ul > 0, c'est-à-dire une accélération de ces

ondes par rapport à la vitesse initiale du fluide 1.

2) Si U2~l~'
les inégalités précédentes relatives à cr - Ul s'en trouvent inversées
ainsi que les conclusions qui s'y réfèrent.

II. INFLUENCE DE LA PRESENCE DES PARTICULES SUR LA STABILISATION (OU DESTA
BILISATION) DE L'ECOULEMENT

Dans l'étude de la stabilité de l'écoulement classique de KELVIN
HELMHOLTZ, nous avons vu qu'on trouvait deux modes conjugués, l'un stable
et l'autre instable. Et on montrait que l'écoulement était plutôt instable
en étudiant le comportement des solutions d'ORR-SOMMERFELD lorsque Re (le

nombre de Reynolds) devient grand. Dans notre présente théorie, nous avons
mis en évidence l'existence d'un troisième mode. Ce dernier est toujours
stable car c. > 0 pour tout K < 0 et donc K c. < 0 'pour tout K (en vertu

1 1

des propriétés de symétries ~ue nous avons démontrées).
Nous allons donc nous intéresser à la stabilisation (ou déstabili

sation) du mode le plus instable que nous avons appelé le mode 1. Cette
étude de stabilité sera regardée par rapport à deux approximations d'écou
lement. D'une part, nous allons voir les résultats que prédisent notre
théorie par rapport à l'approximation qui consiste à considérer le fluide
particulaire com~e un fluide ordinaire de masse volumique barycentrique
p = œ p + (1 - œ)p (p et P étant respectivement les masses volu~iques du

b e e

fluide porteur et des particules) ;
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6.2.1 Stabilité par rapport è l'approximation barycentrigue

Dans l'approximation barycentrique, tout se passe ·comme si on rame
nait l'étude des ondes de perturbation à celle des ondes de très grande
longueur d'onde (K---+ 0). Ainsi, dans le plan complexe des valeurs propres
(cr' Ci) les points correspondant à cette approximation seront situées sur
le "cercle des points de KELVIN-HELMHOLTZ" (chap V, fig 8) et précisément
sur l'arc .o([ex = 0), c(ex = ït où c(ex = 0) et c(ex = 1) sont les points du
cercle correspondant aux valeurs de concentration ex =-0 (fluide sans parti
cules) et ex = l.

Dans le plan (cr ,Ci)' l'arc t(ex = O),c(ex = 1r sépare chaque graphe
représentant le mode l en deux portions pour toute valeur de la concen
tration ex comme sur le schéma ci-contre.

On remarque une portion correspondant
aux évolutions pour les K < a et une
autre pour les K > O. C'est la portion
correspondant aux K > a qui va nous
intéresser (c'est cette portion-là qui
est instable du fait que Ci > a et donc

Kc.>Oaussi).
1 .

")0

C,,-U

•

On dira qu'il y a stabilisation par rapport à l'approximation considérée si
la portion correspondant aux k > a se trouve en dessous de l'arc

/c(ex = O}, c(ex = 1}~ Avec ce critère, nous avons les conclusions suivantes:
Lorsque X = a et M = 0, nous avons une déstabilisation de l'écoule

ment par rapport à cette approximaiton lorsque c (ex = 0) < c (ex = 1) Ic (ex)
r r ~ r

étant l'abcisse du point c(ex} sur le "cercle des points de KELVIN-HELMHOLTZ").
Or, C..(.{:o) =1. III et c..-C.c.,) = RE/Re d'après (5.43) (dans (5.43),
a = aiR al + e~ on obtient les e~t:ftfbns pour c (ex = 0) et c (ex = 1)

,+U.~) r r
en remplaçant dans l'expression de a, ex perspectivement par a et 1). D'où
l'inégalité c (ex = 0) < c (ex = 1) revient tout simplement à la condition

r r

Rp < 1. Par conséquent, lorsque X = a et M = 0, il y a déstabilisation par

rapport à l'approximation d'écoulement auquel on se réfère pour R < 1,p

c'est-à-dire pour le cas de particules légères (fig.1).
Dans tous les autres cas, «X,M) i (0,0) ou R' > 1) il Y a stabili

p

sation par rapport à l'approximation de l'écoulement considéré (fig. 2 à 9).

6.2.2 Stabilité par rapport au cas classique de KELVIN-HELMHOLTZ en absence
de particules
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a Critère de stabilisation de l'écoulement
discussion en fonction de la position relative des

: approche géométrigue,
graphes par rapport à la

droite Ci = Ci (a = 0) dans le plan (cr~il

Ici encore, ce sont les portions des courbes correspondant aux
nombres d'onde K > 0 qui vont nous intéresser.

La stabilité devant être discutée par rapport au cas classique
correspondant à la concentration a = 0, dans le plan complexe (cr ,Ci)' cela

va se ramener à l'étude de la position relative des courbes pour K > 0 par
rapport à la droite d'équation Ci = Ci (a = 0), où Ci (a = 0) est l'ordonnée
du point c(a = 0).

Nous aurons stabilisation de l'écoulement pour une frange de nombres
d'onde K > 0 si la position de la portion de courbe correspondante se
trouve en-dessous de la droite Ci = Ci (a = 0).

Ce critère étant fixé, nous pouvons distinguer plusieurs cas dans la
discussion, selon la position relative de l'arc'c(a = 0), c(a = l)'sur le
"demi-cercle supérieur des points de KELVIN-HELMHOLTZ". Deux configurations
sont possibles :

1er Cas: l'arc ~(a = 0), c(a = 1r est entièrement situé sur l'une des deux
moitiés du demi-cercle délimitéespar l'axe d'équation cr = 1/2 comme indi

qué ci-dessous

, c." • 4./"
1
~ .,.y ....., ........ ,-..... ,
!c.(d:o) .. ..1..

t '• •___ .~..... 1

o

Fig 12

i C..

l 'Configuration dans laquelle c(a = O),c(a = 1) se trouve
entièrement dans l'une des moitiés du demi-cercle.
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0, c(~ = l)'est à cheval sur les deux moitiés comme

""5- c.("'-:.o)

k>o
1
1
1,
1

1
1

1

0 y~ -l C..

2éme cas: L'arc ~(~ =
indiqué ci-dessous

Ci.

Fig 13
l ,

Configuration dans laquelle l'arc c(~ = 0), c(~ = 1)
se trouve à cheval sur les deux moitiés du demi-cercle

Dans le premier cas, nous aurons, pour toute concentration ~ fixée
entre 0 et l, une stabilisation du mode pour tout nombre d'onde K ) 0 de la
perturbation, si le point c(~ = 1) est en-dessous de c(~ = 0) dans le plan
(cr ,Ci) (c'est-à-dire Ci (~ = 1) < Ci (~ = 0)) puisqu'alors, tous les graphes
vont se trouver en-dessous de la droite C. = c. (~ = 0). Et il Y aura dés ta-

1 1

bilisation si c(~ = 1) est au-dessus de c(~ = 0).
Dans le second cas aussi, deux situations sont à considérer:
Si c(~ = 1) est au dessus de c(~ = 0), là encore on a une

déstabilisation de l'écoulement pour tout nombre d'onde K ) 0 et à toute
concentration ~ de particules dans le milieu.

Si c(~ = 0) est au-dessus de c(~ = 1), alors il va exister deux
valeurs ~m et ~ de la concentration ~ telles que :

1) Pour tout ~ < ~m' l'écoulement sera déstabilisé pour tout nombre

d'onde K de la perturbation émise
2) Pour ~ ) ~:' l'écoulement sera stabilisé pour tout nombre d'onde K

de la perturbation émise
3) Si ~m ~ ~ ~ ~, alors il va exister Ko et KI valeurs de K telles

qu'on ait stabilisation de l'écoulement pour K Er=ko/k.~ et déstabili
sation pour les K E [0, k" [ V ] k't, 1 +00 [

•
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o

... --- ----

Ifs
"-~IO) _

T
1

1
1

Fig 14-a : Configuration de désta
bilisation de l'écoulement

Fig 14-b : Configuration dans
laquelle il existe des zones de
stabilisation et de déstabilisa
tion de l'écoulement.

En résumé, nous pouvons dire que nous avons les situations suivantes

1) Si C (,(:0) e:::t en desous de c(,,:.~) , c'est-à-dire

alors on a une déstabilisation de l'écoulement.

~(/) fJ \
2) Si l'arc 'VU 0 , c. Uit si) se trouve entièrement dans l'une des moi tiés du
demi-cercle et '(,(-:oJ est au-dessus de c.CI(,: t), c'est-à-dire si on a les
systèmes d'inégalités



(6.2)

(a)

(b)

ou

C~("'~ ,,) "c.~{~: 0)

c.y (-(co) , ~'i

~ (J:~) , C4. (~: 0)

Ct" (~s 0) ). 4ft

c.,. (A ~ i) ~ /j./:J..
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alors il Y a stabilisation de l'écoulement

3) si 'C(~:o}, c(<<=4' se trouve à cheval sur les deux moitiés du demi-cercle
et C (G(':o) se trouve au-dessus de c.. (ol-:. -tJ, ce qui se traduit au niveau des
inégali tés par :

Ci. (cl: -t) , C~ (J: 0 )

(a) c,.(d:o)'- -1/!

C.r (01: ~) ~ otl::

(6.3) ou

(b)

c~ (J:.f.) , ~ ~:o)

C.,(o(:o) ~ +'.1

C.. (p( : '1 ) ,O/~

on a des régions de stabilisation et des régions de déstabilisation de
l'écoulement comme expliqué précédemment.

b - Traduction des critères de stabilité (6.1) à -6.3) à l'aide des para
mètres Rf et Hp caractéristiques de l'écoulement.

Dans (6.1) à (6.3), portons les expressions de Cr et Ci données par
(5.43) et (5.44) où a dans ces expressions, est donné par (5.45), pour les
valeurs ~ = 0 et 1.

1) L'inégalité (6.1) devient alors
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ce qui, développé,
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< VR f //\,'

-1. + Rf/R.,
conduit à l'inégalité

Et donc il y a déstabilisation pour

2} Le système d'inégalitéS{6.2} se ramène à

{a}

{6. 6} ou

Rp E Il\t \ Ji, R; [
R" /.. 4./1

"'1. +R~ ,

R,/Po p {.. /./1
4.+ RçlRp~

(b)

R, E. (Rt \ ] i, Rf [

Rf }!
-:1 + R( ., (2-

Rf/Rp ~ 1./1
4+ Rf/R,

avec lA· désignant l'ensemble des nombres réels positifs.
La résolution des inégalités (6.6) nous conduit à

qui correspond au cas de "stabilisation de l'écoulement.



151

3) Enfin, le système d'inégalité (6.3) va conduire aux conditions

(6.8)

qui correspondent au cas où on trouve à la fois des régions de stabili
sation et de déstabilisation de l'écoulement.

C - Conclusion

En ramenant l'étude de la stabilité de l'écoulement à un problème
géométrique qui a consisté à étudier les positions relatives de courbes
dans le plan complexe (C~IC~), nous avons trouvé des critères simples
((6.5), (6.7) et (6.8)) de stabilité ne faisant intervenir que les para
mètres dynamiques de l'écoulement: Rf ' le rapport des masses volumiques
des deux fluides, et H, le rapport des masses volumiques des particules et
du fulide porteur. Aucun travail n'ayant été effectué sur ce sujet précé
demment, nous n'avons donc pas d'éléments de comparaison possible pour nos
résultats présents.
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ÇONCLUSION GENERALE

Le but que nous nous étions fixé dans ce mémoire était d'étudier la
stabilité d'un milieu fluide stratifié à deux couches, dans un écoulement
de cisaillement et en présence de particules dans l'une des couches. Un tel
écoulement présentant des surfaces de discontinuité dont une frontière
libre pour les particules est non classique dans le contexte de la stabi
lité hydrodynamique des milieux particulaires. A notre connaissance, aucun
travail antérieur n'a été effectué dans ce sens. Dans les écoulements
étudiés jusqu'alors, on a toujours considéré une répartition de particules
occupant le domaine d'écoulement tout entier. Les écoulements dont il est
question dans le présent mémoire font apparaitre des régions de fluides
classiques qui sont contigÜes à des régions fluides contenant des
particules.

Après avoir dégagé les différents modèles d'équations permettant de
décrire le mouvement du milieu particulaire, nous avons été amenés à

élaborer une théorie nouvelle, à partir des distributions non linéaires,
pour les conditions de saut aux discontinuités dans un système non conser
vatif. Par la suite, il s'est avéré que seules les conditions de saut
fournies par le modèle sans couplage de pression de SAFFMAN-MARBLE étaient
admissibles pour le problème avec frontière libre pour les particules.

Dans l'étude des conditions de saut linéarisées, nous avons été
conduits à la résolution d'équations non linéaires et il s'est trouvé que
la frontière de séparation des fluides était une onde non sinusoïdale,
contrairement au résultat de la théorie classique.

La linéarisation des équations du mouvement nous a amenés à la réso
lution d'un problème de STURM-LIOUVILLE comme c'est souvent le cas dans les
problèmes de stabilité linéaire des écoulements de fluides non visqueux.
Dans l'étude des ondes modales pour l'exemple simple d'un écoulement de
type KELVIN-HELMHOLTZ, nous avons mis en évidence, outre la présence d'un
troisième mode, le caractère essentiellement dis pel'" Sl f des ondes de
perturbation dû à la présence des particules. D'autre part, pour certaines
valeurs du rapport Rp ,nous avons constaté un raccorderuent des courbes
représentant le troisième mode avec celles des deux autres modes dans le
plan complexe (Cr, CL) pour certaines valeurs de la concentration œ plus
grandes qu'une valeur limite ~•. Cette valeur limite Q(. , lorsqu'elle est
petite, marquant la limite de validité de la théorie asymptotique que nous
avons construite pour les valeurs œ de la concentratiun faibles. Mais
lorsque 0(0 est "suffisamment grande" ,elle fixe tout simplement le domaine
de validité de la théorie générale que nous avons élaborée à partir des
modèles de base considérés qui font l'hypothèse de concentrations peu

élevées.
D'autre part, ~'étude de stabilité s'est effectuée par rapport à deux



153

approximations d'écoulements: l'approximation barycentrique qui consiste à
considérer le milieu particulaire comme un fluide homogène avec une masse
volumique pondérée par la fraction volumique a, et l'approximation fluide
porteur classique sans particules.

Dans cette dernière approximation, nous avons utilisé ~ne approche
géométrique pour discuter de la stabilité de l'écoulement. Ce qui nous a
permis de dégager des critères simples ne faisant intervenir que des para
mètres dynamiques de l'écoulement, à savoir Rf et Rp ((6.5) ; (6.7) et
(6.8)). Ces critères sont indépendants des coefficients ~ (couplage de
pression) et M (coefficient de masse induite), montrant que la stabilité de
l'écoulement est indépendante du modèle choisi. L'influence du modèle
intervenant seulement au niveau de la dispersion des ondes, et donc des
vitesses de phase des perturbations émises.

Il faut aussi noter que dans le prolongement de cette étude, on peut
envisager l'étude du spectre continu de l'opérateur de STURM-LIOUVILLE.
Dans le cas classique, on sait que le spectre est situé sur une portion de
l'axe réel et que les perturbations associées à ce spectre sont neutres.
Dans le cas présent, une étude générale doit être réitérée pour la connais
sance du comportement des perturbations associées à ce spectre.

Il y a aussi un problème que nous n'avons pas abordé dans ce travail,
c'est celui de la prise en compte de la gravité. En présence de gravité,
l'écoulement de base unidirectionnel suivant le premier vecteur de base
~l que nous avons considéré dans l'étude de la stabilité, n'est plus solu
tion des équations du mouvement. Il serait donc intéressant de se pencher
sur la manière d'aborder le problème lorsqu'on tient compte de la gravité.

Enfin, nous n'avons pas pris en compte dans nos modèles, les phéno
mènes de couplage thermique et de transfert de masse (évaporation et
condensation), et de plus, nous nous sommes placés dans le cas d'incompres
sibilité du milieu. Dans des études ultérieures, on pourrait éventuellement
porter une attention particulière à tous ces problèmes non résolus.
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Annexe A: Equations Intégrales de bilan et Equations locales associées pour

un milieu dlphas!qye.

L'ensemble fluide porteur-particules est un milieu continu sur lequel on peut définir les

variables caractéristiques commef <la masse volumique), V (la vitesse), P (la pression),

etc... en chaque point et à tout instant 1. On peut donc lui appliquer les lois de bilan

classiques de la mécanique des milieux continus iésultant de la loi fondamentale de la

dynamique.

En négligeant les effets de transfert de masse, de chaleur, la tension superficielle et la

difiusion, on obtient les équations globales suivantes:

-Conservation de la masse..
(A-1) cldfcN'=O

'\r

-Loi de bilan pour la quantité de mouvement

(A-2) iL IfVJ..,= 1fT J" + Jl(tt) ch

où Vest un volu~{matérielvarbitraire ;~vecté à la vitesse V(:J., t), et!(x, t) est la densité
.....

définie en chaque point (x. t). f est une densité volumique de force extérieure (la gravité

par exemple) et 7(n) une densité surfacique de force extérieure àV, ii étant la normale à i>V

(sortant).

Les lois globales ci-dessus sont "grossières"et ne mettent pas en évidence, de manière

explicite, l'hétérogénéité du milieu. Il convient de spécifier (ou individualiser) les évolutions

de chaque composante du milieu.

Par conséquent, il est nécessaire de caractériser les régions d'écoulement correspondant à

chaque composante, et d'autre part, de dégager des équations globales de bilan pour

chacune d'elle.

La caractérisation des composantes (ou phases) va se faire par l'introduction d'une

fonction caractéristique dite de phase que nous allons noter ~a (x, t) et définie par:

~a (x, t) = 1 si xse trouve dans la phase a à l'instant t

os!non

Avec cette définition de la fonction de phase, on assure que les équations globales (A-1)

et (A-2) peuvent s'écrire sur chaque phase (voir [7]), et prennent la forme:

(A-3)

(A-4)
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où l
1

v Tt. (itt.! d••

due à l'autre phase dans le volume matériel V.

Néanmoins, les équations (A-3) et (A-4) restent encore peu accessibles, du fait de la

présence de ! 1V ou1qui sont des quantités relatives au milieu continu Initial et non

spécifiées sur chaque phase. Pour y remédier, on va faire intervenir les densités moyennes,

les vitesses moyennes,etc... propres à chaque phase par un processus de moyenne (décrit

dans [7], formule (2.13) dont nous admettrons l'existence.

Notons * le processus de moyenne utilisé.

*Soit ~a la fraction volumique de la phase a dans le milieu

*
~a = a. pour les particules

1 - a. pour le fluide porteur

On introduit alors les notions de :

"moyenne volumique" relativement à la phase a de la quantité '"

"'a =( ~a '" ) * / ~a *

et "moyenne pondérée" relativement à la phase a de la quantité '"
,.;0"

"'a =( ~a 'l') * / ~a *

En admettant que le processus de moyenne utilisé commute avec toutes les opérations

classiques de somme, de produit, de dérivation et d'intégration dans

(A - 3) ou (A - 4), on obtient les nouvelles équations globales:

d ~ tt ....(A - 5) _ 13... jQ. ch, =0

dt Vo. (I:)

,A ,."

(A - 6) i.J ~: l v: dY = J. p: rJdli" + ( l~~ 1. (~) Js T J (t.r<o. cri'.r,Jt cb
dl l!~(t) lt';.(t:J )j)1!(1;) JI!<t.UJ

/'-

oùVa (t) est un élément de volume convecté à la vitesse~.

.......,.

On montre (voir [ 7 ] p211) que pour chaque phase d, il existe un tenseur de contrainte Ta tel

que: ~- -....
ta (n) = Ta . ii

Mais d'après ( [ 11 ] P 273 ou [7] p. 214, formule 3.11) on a

Ta =-PaI+~a
où Pa est obtenu à partir de la l>ression microscopique p définie dans le milieu continu

"-

initiai, et 'ta est une contrainte résiduelle.

On montre, (col'~lJrmément à[ 7] P 214) que la contrainte Ta est négligeable lorsque la
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phase porteuse est un fluide (classique).

De même, en montre ([ 7 ]) que 1 (1ro. (~r.))'" d~ =J F.. d"
'tva lt:) v" (il-où Fa représente une densité de forces d'interaction entre les phases.

Lorsqu'on se trouve dans le fluide porteur (phase continue), on notera la force Fa, Fc et
- -+on la notera Fd pour les particules (phase dispersée). De même, dans le fluide porteur, Va

-- - -sera notée U , et pour les particules, on la notera G. Quant à fa, elle sera notée f pour le

fluide, et t pour les particules.

On montre (voir [ 7], p. 215) qu'en l'absence de tension superficielle,- ...
Fc + Fd =0

.-
On montre également ( [7] p. 214) que pour chaque phase a. Pa est peu différente de P

la pression macroscopique dans le fluide porteur.

Si on néglige les effets de masse virtuelle (induite) et de sustentation, alorsFd prend en

compte deux contributions: une contribution due à la traînée sur les particulesf.t. valant am

(U -G) et l'autre due à la pression dans le milieu, lorsque la fraction volumique a des

particules dans le milieu est variable. Celle-ci vaut

(voir [ 7], appendix B) :

(A -7) F=PVa

On obtient alors- - .... -Fd = F + am (U - G)

où m est le coefficient de traînée.

--.
Par suite si nous négligeons la densité volumique extérieure f(f =0), alors les équations

de bilan deviennent:

1) Pour le fluide porteur:

a) Conservation de la masse

(A - 8)

(A - 9)

b) Equation de bilan pour la quantité de mouvement

.!f. (-1.o()j ÛJv ~f.- V((1..",')E)JV' -fpvJ dV" +jJtn(Û- G)e}"
d~ l! V lI! V'

-j-(-1.- o<')Vf Jv +fo{rrt(G - rJ) dlf
\r V-
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2) pour les particules
a) Conservation de la masse

(A - 10) ~ 1 .IfQ JI!" ~ 0
cil: V

(A - 11)

(A - 13)

b) Equation de bilan pour la quantité de mouvement

.4. J ~ fe ~ Jli = j-V(0( pJ dv + ( P voC' ch,. t / 0( m Cu- G. ) d If
dt. lJ V )\1 )\1

=i
v

- oIVP dIT + fvo<'rn (ü- G) d\T

3l L'hypothèse d'Incompressibilité (hypothèse de travail)

L'incompressibilité du fluide porteur va se traduire par la conservation du pseudo-

volume matériel j (1 - a)dv du fluide convecté à la vitesse Ûau cours du temps,

c'est à dire: V'

(A - 12) A. J (-1. - P() dl,/' =0

dl: lJ

Les équations globales (A - 12), (A - 8), (A - 10), (A - 9) et (A - 11) vont nous conduire aux

équations locales: ...

':l:(A.-"O t div- (-i.-o() U =0

2 (-1.-"l)f + diV" (1.-a<JjU: 0
t'fil:

'V ( 0< ra) t di'l" (0( j~ 6) ~ 0
11: .... _)
~ J (-i- o()rli j t d;...-{ (1.-d)f i1e iJJ= _(1._C()VE.' ... 0("1 (Go. U
~I:l

~t (oire G)+ di\'-(o<fe G~ G) : - ~Vf + O<m (Û- t)

et à des conditions de sont associées aux discontinuités (qu'il faut trouver). On remarque

dans (A - 13) la présence du terme non conservatif a VP (non classique) dont l'origine-trouve son explication à travers la force F définie ci-dessus en

(A - 7).
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ANNEXE B: INTRODUCTION AUX DISTRIBUTIONS GENERALISEES

1) Géoéralités et iotroductioo de l'espace 'E 1BOl

00 coosidère l'eosemble

~ IRo) = {<1>t_Coa (IAo) -. C et à support compact}

Pour tout q E IN \ {O} fixé. 00 appelle~ l'ensemble:

j'lq = {<1> 1) ( IRn) : <1>(Â) d Â= 1

et f Â1 <1>(Â)dÂ=O pour 1 S lilsq}

OÙÂ=(Âl,..... Ân)€JAn. i=(i1,···.in)(Nn

t Xi. '\ i1 '\ in l' 1'1 .e ; =/\,1 x ... x /\,n • 1 =1 + ... +In

On montre que~ :t 0 pour tout q > 1 et j'lpc:~ pour p > q (voir [ 21]. p. 55 Lemme 3.3.1)

Soit e> O. Pour tout <1>e~ IRn). on pose

<1>e (Â) = : .. <1> \~)

Il apparaît que <1>eE j'lq dès que <1>6j'1q et réciproquement.

Pour tout x IRn. définissons l'opérateur de translation ~ par:

('l'x <1» (Â) =<1> (Â - x) ,

et<1>e,x (Â)=(~ <1>e)(Â)

Appelons 'E [ IRn ] l'ensemble de toutes les fonctioos

R:j'l1X IRn-. C

(<1>, x) ......- R(<1>, x)

qui sont Coa par rapport à x pour tout <1> fixé.

Il ne faut pas confondre 'E [IRn] avec l'ensemble Coo (lRn) des fonctions de classe Coo sur

IRn que l'on note aussi E [IRn]. Ce dernier peut être tout simplement considéré comme

l'ensemble des éléments de 'E [IAn] qui ne dépE:ndent pas de <1>.

Appelons maintenant F(j'll x IRn, ~) l'ensemble des applications de j'Ii x IRn dans C.

Soit:

G : 'E [IAn] x 'E [IRn] -. 9'{j'l1 Je IAn• ~)

(R1. R2) -. R1~A2

telle que R10 R2 (<1>. x) = R1 (<1>, x). R2(<I>, x),

où • est la multiplication classique dans C.
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L'opération @ est en fait une 101 interne dans 'L [IRn] . Il faut pour cela montrer que R1<P R2

est de classe Coa par rapport à x pour cI> fixé.

Le résultat est Immédiat En effet, pour tout cI> fixé, R1 (cI>, x) et R2(cI>, x) sont des fonctions

classiques de classe Coa sur IRn. Par conséquent, pour tout cI> fixé,

R1 (cI>, x) • R2(cI>, x) l'est aussi.

Muni de la loi additive + et de la loi multiplicative @ , 'E [IRn] est alors une algèbre sur ~

qui est unitaire puisque R = 1~ 'E [IRn].

() lfo!

Si D =----::--
r;) ~:"" • îh.•te.

et R E. 'E [IRn], DR est défini comme un opérateur de dérivation par rapport à x pour cI> fixé:

DR (cI>, x) =
() 1ft 1

-~-~-1,-:-"•.-.. ';)-x.;;"""':,.-. R(cI>, x)

Par définition même de R, DR va être aussi de classe Coa par rapport à x, c'est à dire DR C'E

[IRn]. Par conséquent, si R1 et R2 'E [IRn], on aura

~ (R1 Q Ri) (f 1~) = 1-. (R~ (4:) x.) • R~ (.p ;~) )
'?; ~ 'Oki"

·=(~ R1, (4> 1x »). R:l (1: 1 X. ) + R~d f) x.) •(~ R:t (~ 1... ) )
~~ j~

=(;~ E) R~) l'Cf, x.) t (R~ i>~~~ Ri) (<Pl x.)

=( ';) R~ f) R'1. + Rl E) '"() R.t ) ( f 1 ~ )

f3x..:. <1):(..;.

et par suite, 'fi R1 € 'E [IRn] et V R26 'E [IRn] , on a

~;) (n f)) (lR 1 n R (JR~
- " ~1 G> 1"\.. = - €) K Q " i G> 
~4 ~ ?~ ~ ~~

c'est à dire que la règle de dérivation de Leibnitz reste satisfaite sur 'E [IRn].

2) Notion d'éléments modérés de 'E [IBnJ

Définition: On dit qu'un élément R de 'E [IRn]est modéré, si pour tout compact

Kc IRn et pour tout opérateur de dérivation 0 (défini ci-dessus, D pouvant être d'ordre zéro

c'est à dire l'identité), il existe un Nec: iN tel que si cI> E.;;IN' alors il existe

satisfaisant: V XE K et Vt ,0 <t·.< ~

1DR (cI>., x) 1:S~
~, r: ,.

, > 0 et c> 0
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Appelons 'Lm [ IRn ] l'ensemble des éléments modérés de 'L [ IRn ]. On montrera dans la

suite du développement que Coo( IRn) C 'Lm [ IRn ].

Exemple d'élément modéré !e1llQIl modéré) œ ~r18n1
Posons R1(<l>, x) = <I>(-x) , où <1> ~}l1

Nous avons alors R1(<I>E, x) = ~" <I>(-f)

Il est évident que R1E 'Lm [ IRn ] : il suffit de choisir
";) 1\ 1 \

N=n+lkl siD= ,C=;U\J lDtl';l)
'ù 1-s.fa~•. 'ù x~· :If IR"

Par contre si nous posons

R2(<I>, x) = exp (<I>(-x) où <1> E}l1

et exp (t) représente la fonction exponentielle de t,

alors R2(<I>E, x) = exp [.i. <1>(- r) ]
ll'l

et II = 1 par exemple.

(B - 2)

On montre (voir [22], p. 10(1.1.7)jque pour tout entier q, il existe <1> appartenant à

~ avec <1>(0) = 1. Soient alors K un compact contenant x = 0, D l'opérateur de

dérivation d'ordre zéro. Pour tout N entier et tout C positif, on a

1R2 (<I>E, 0) 1= exp [ -:-.. ] > C pour E> 0 assez petit
~ e"

ce qui montre que R2 n'appartient pas à 'Lm [IRn ]
.,

3) Fonctions continuessur IRn considérées comme éléments de 'Lm [ IRnj

Notons Co (IRn) l'ensemble des fonctions continues sur IRn.

Considérons l'application 1- de CO(IRn) dans 'Lm [ IRn ] telle que

l (f) = Rf

où Rf est l'application de A1 x IRn dans C définie par:

(8 - 1) At (<1>, x) = I f(l...)cI>(À - x) d À

At ainsi définie est Coo par rapport à la variable x car <1> appartient à Coo(IRn) et

est un élément de 'Lm [ IRn ].

D'après (B - 1),

At (<I>E, x) ~ If; f(À), 4-( ~-x)dÀ = l f(x + E~) <1> (~)d~

et
IllI ~ Â ',t.

(DP;~ ~<1>E,X) =(-H E" f(À) (D<1» (-7-') dÀ
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."",,(- Î") J f(x + t~) (Oct» (~) d~

où Ikl =k1 + k2 + ... + k" est l'ordre de dérivation de D

La relation (B - 3) montre que Rf appartient à 'Lm [ IRn Jpuisque "application

x~ IRn ~ JIRn f(x + tJl) (0<1» (~) d~ est définie pour tout x ~ étant COO et

à support compact) et continue d'après le théorème de Lebesgue sur la

continuité d'une intégrale par rapport à un paramètre.

L'application "X. est d'une manière évidente linéaire; elle est également injective.

En effet si Rf vaut zéro identiquement. la relation (6 - 2) devient

Rf~ , x) =J f(x + E~) <1> (~)d~ =0

pour tout x de IRn et tout <1> de )il1'

Le théorème de Lebesgue montre que:

(6 - 4) Iim Rf (et>E. x) = f(x)
f -tO

car J <1>(~)d(~) = 1

Donc f est alors nécessairement la fonction nulle.

On peut donc, grâce à ).. considérer CO(IRn) comme un sous-espace vectoriel

de 'Lm [IRn J. Cependant. CO(IRn) n'est pas alors une sous-algèbre de

'L [ IRn J car l'image par l- du produit f1 • f2 de deux éléments de CO(IRn)

n'est pas -x{f1)(I) 'X.(f2) puisqu'en général:

J f1 (x + E~) . f2(x + ~) <1>(~) d~ :f= f f1 (x + E~) <1>(~)d~ . Jf2(x + t~)<1>(~)dJ.l.

Remarques: on peut identifier Coo(IRn) avec un sous-espace vectoriel de 'Lm

[IRn Jpar deux processus différents. Soit un homomorphisme pour les produits,

soit en identifiant f, élément de Coo(IRn) • avec l'élément Rf de 'Lm [IRn ] défini par
'"'-

(6 - 5) Rt(<1>,x) =f(x)

Le premier processus s'étend à CO(IRn) et le deuxième respecte l'égalité.

RtH2 =Rf1 (i) Rt2 pour tout f1, f2 de Coo(IRn).

Afin de déterminer un processus d'identification de Coo(IRn) (et de CO(IRn) ) avec

un sous-espace vectoriel convenable qui respecte ces deux propriétés

simultanément. Colombeau a proposé de ne pas considérer l'algèbre 'Lm [ IRn ]

elle-même, mais son quotier,t par un idéal eN' [IRn] approprié de telle sorte que
......

pour tout te: Coo(IRn)JRf ='X. (f) et Rf soient regroupés dans une même classe. A cet effet,
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Introduisons la définition suivante:

4) Définition des éléments nuls de 'L [IBn ] et construction de l'algèbre Quotjenté G(IBnl

Un élément B E 'L [ IBn] est dit nul si pour tout compact k G n et tout opérateur de

dérivation D. il existe Ne.IN. et une fonction croissante f'(q) définie de IN dans IB+ et vérifiant

~(q~-:::. tels que pour toutlJ 'Aq, q ~ N, Il existe 9> O. c> 0 satisfaisant:

'V x& K et 'V E, 0 < E < '1

IDR(<I>E,x) 1$ C E.~(9)-N

Appelons J't [IRn] l'ensemble des éléments nuls de 'L [IRn ].

On montre ( voir [21], p. 63) que.N' [IRn] est à la fois un sous-espace vectoriel et un idéal

de 'Lm [IRn ] (c'est à dire que R1'Jf[1Rn] et R2 & 'Lm [IRn ] implique

R1 G> R21!.N'[IRn] )

On montre que si f_Coo(IRn), alors l'élément R de 'Lm [IRn ] défini par:

R=Rf- Rf

appartient àN[IR~] (voir [22] p. 14)

Soit G(IR
n

) = 'Lm [IRn ] / N [IRn] l'algèbre quotienté de 'Lm [ IRn ] par l'idéalN [IRn] et on

introduit la définition suivante:

Tout élément de G(IFfl) est appelé fonction généralisée sur IRn; il correspond à une

classe d'équivalence module JI [IRn] sur 'Lm[ IRn ], c'est à dire que deux éléments R1 et R2

de 'Lm [ IRn ] définissent la même fonction généralisée sur IRn si et seulement si R1 - R2

appartient àN[IRn].

5) Identification de CO(IRn) avec un sous-espace yectoriel de G(IRnl

Soit i. l'application de CO( IRn) dans G(IRn) définie par:
...
'X: CC(IRn) --+ G(IRn)

....
f '--+:L (f)

où i(f) est la classe de l'élément R" de 'Lm [ IRn ] défini par (8 - 1).

Comme 'X.,~ est linéaire; elle est également injective. En effet, si i(f) est la classe nulle, F)

appartient àN [IR" j; alors la définition d'un élément deN [IRn] montre que

At (<!>E,x) = J f(x + E~) <I>(J!) d~~cP

lorsque <I> est un élément de Jilq pour q suffisamment grand.

Mais nous avons vu dans le paragraphe 3 que
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Iim Jf(x + EJ.1)cI>(J.1) dJ.1 = f(x)
""0

Donc f(x) est nécessairement nul pour tout x de IRn; par conséquentxest injective et i.
permet d'identifier CO(IRn} avec un sous-espace vectoriel de G(IRn).

"-
Si f appartient à Coo(IRn), alors Rf et Rf définis par (B - 4) et (B - 5) définissent la même

fonction généralisée de G(IRn) puisqu'il a été établi dans le paragraphe précédent que R;
RtaPpa~ient à~[IRn]. Donc (Coo(IRn)) est une sous algèbre de G (IRn) car

~1~2 =' 1- f1 @ }f2'

De plus les opérateurs de dérivation introduits dans ï:m[ IRn ] passent au quotient et les

e'rateurs de dérivation ainsi définis sur G(IRn ) généralisent exactement ceux définis sur
oP
C",,(IRn).

on a donc les inclusions

Coo(IRn)cC°(lRn) c: G (IRn).

et toute fonction appartenant à CO (IRn) considéré comme élément de G(IRn) admet des

dérivéS partielles de tous ordres au sens de la dérivation dans G(IRn).

cependant, C·(IRn) n'est pas une sous-algèbre de G(IRn) (nous l'admettons, sinon se

P
orter au contre-exemple dans (22), p16), ce qui est décevant car le produit au sens usuel

re
deux fonctions de CO(IRn) est encore une fonction de CO(IRn). Afin de corriger ce défaut,

de
va définir plus loin !a notion "d'association" qui est une notion faible par rapport à

on
l'égalité stricite dans G(IRn) et qui nous permettra de retrouver les résultats classiques.

Avant d'en arriver là, nous allons voir comment on peut définir la notion la plus générale

fonctions généralisées sur un ouvert ne IRn .et montrer comment une distribution
de
claSSique peut être associée à un élément de l'ensemble G(n) de ces fonctions.

6~ition de G(n) et notion de distribution généralisée sur n

soit Q un ouvell de IRn

définit 1Xn) et JIq en reprenant les définitions de ~ IRn) et JIq associé et en y remplaçant
On

n par Q.

I~ on considère pour la suite du développement, le sous-ensemble U(n) de 511 x n défini,.
~r;p
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Montrons que0 ={x501l <1> € >11 vérifiant (<1>,x)f.U(O)} est un ouvert de O.

Il suffit de montrer que si X( Q, alors Il existe f> 0 tel que la boule S(x, r) c fi
Par définition, x ~n, donc il existe <1> E.>11 telle que

Â -+ <1> (Â - x) e. 1,;(0)

Appelons K le support compact de <1>, contenu dans O.

Le support de <1>(Â - x) qui est

K + x ={~ E: JR"1 ('/\ - "X.) ~ k }
est aussi compact et est contenu dans l'ouvert n par définition. il existe donc

r> 0 tel que K+ B(x,r) ={À+ 'j ) À é k L~ ;J t Bex,"')}

soit contenu dans O. Par conséquent, pour tout Ylô B(x, r), K+ y qui est le support de <1>(Â· y)

est un compact contenu dans O. Donc B(x, r) cn, et on a le résultat cherché à savoirnest

ouvert.

U(O) possède la propriété suivante:

-le-Pour tout compact K c 0 et tout <1>'>11, il existe, > 0 tel que (c1>E, x)e.U(O) V XE- K et "lE, 0 < E < 1

Cette propriété découle immédiatement du fait que <1> est à support compact et

que la distance du support de <1> à la frontière de 0 est strictement positive.

Cette propriété ci-dessus nous est utile pour la définition des éléments modérés.

Appelons maintenant 'E [0] l'ensemble de toutes les fonctions R: U(O) --.o?t
"de classe C 00 sur 0 pour tout <1> fixé.

Comme 'E [IRn], 'E en] est une algèbre.

A l'aide de la propriété ci-dessus de U(O), on peut définir ici aussi 'Em [IRn], ?((n)

exactement de la même manière que précédemment en remplaçant IRn par 0 dans les

définitions. Et on définit de ce fait l'ensemble des fonctions généralisées sur n par:

G(n) = 'Em en] / 9{. (0)

Distribution comme éléments de G(n)

On appelle 1>'(n) l'ensemble des distributions sur n (muni de sa pseudo-topologie de la

convergence des suites) . Appelons encore x.. l'application de 1J(n) dans ~[nJ telle que

!. (T)= RT ,T 1>'(n) ,

où RT est l'application de U(O) dans C définie par:
(

(B-6) Rn<1> ,x) =T( 'Tx <1»

Remarque: Te 1>'(0)~ VCA) ouvert relativement compact de n, 3f e CO{w) et D opérateur de
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dérivation telle que

rie...,,= Df/~ (au sens des distributions classiques) .

, Cette définition s'étend à G(Q) : on dit qu'ur. élément R G(Q) est une distribution

(généralisée) sur 0 si pour tout ouvert relativement compact Cl) de 0, il existe un opérateur

de dérivation D et une fonction f ECo(Cl») telle qu'on ait:

R/~(w)= bRF/~(w)

Si TE; .1:>'(0), on a : 1 ~ j
""'ç lit/ J

(8-7) ~ (~ lt.) = Tf""" (rI' <p) = (-1) Ut.) j) 4> (A. )<-) ~
/Utw) 1 lA> î '0

dc.f.,,:t-;o,", d ..:. d,jh-~b~~ioVl~ "':'U6.I16.~

Ce qui montre que RfG(Q) et de plus,

Rrtu(c..o) : DR,lutv))
Exemp-Ies de distribut~ons [au sens de la définition dans G(Q)]

Soit H(x) la fonction de Heaviside sur IR

{
o 5i x.. <. 0

H(x) = A. Sj"X. ~ 0

Pour (~,X.M1xIR, posons .....

Po. Ii (~, Je.)~ f H(;~) P(i\ - ):.) dÀ = fa ~ (Il - ~ ) cl 71

De par sa définition, RHE. 'E n: [IR] .

Soit maintenant la fonction contjnuef définie par:

JO si Y- ~ 0
f(x) = \.x si x. > 0

Un représentant de f dans G(IR) est

Rç (p 1 )C.) == t~ol'? ~ (;:, -:x.) dA

Ona
d
d~ Rç(<1>,x) =-JA. <1>'(A. - x) dA. =J<1>(A. - x) dA. =RH (<1>, x)

Par conséquent, la classe de RH que nous notons toujours H, est un élément de G(R) qui

est la dérivée d'une fonction continue f : dans G(IR), nous écrivons H = .cl F
a::>c

et ainsi, la fonction de Heaviside est une distribution.

De même,

..i RH (<1>,x) = - J<1>' (Â. - x)dA. =<1>(-x)
dx

Or <1>(-x) = J(~ q; ) = t -x. (~) où ~ est la distribution de Dirac. Donc

H est un représentant de la 'distribution généralisée Jx.

Tout comme dans le cas des fonctions usuelles f e 0'(6), on avait

f(~;.' Jf(A.) <1>(Â-X) di\
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dans le cas des distributions classiques aussi, on a T ~ Ar en général.

Pour corriger ces défauts, on donne la définition suivante:

Définition: soit g G(n) et RE1:m [In] un représentant de g. Si pour tout 1f E: X(n), le

nombre complexe J R(<1>e, x) . lf (x) dx (qui est Indépendant du choix du représentant R

de g) a une limite quand e -> 0, Indépendante de cl> E Jilq pour un q "suffisamment grand" et

si pour "'l', 1:(n) cette limite définit une distribution classique sur n, alors on dit que la

distribution généralisée g admet une distribution associée que nous notons 9et qui est

définie par la formule

(B - i) <g,l' > = limJ R (cI>t:, x)1f (x)dx
1:..0

On montre, en se servant des définitions (8 - 6), (8 - 7) et du théorème de Lebesgue que

toute distribution de !D'(n) considérée comme distribution généiBlisé au sens de G(J1)

s'admet elle- même comme distribution associée.

Outre la notion de distribution associée dans G(n), la dérivation dans G(n) respecte la

loi de LEIBNITZ à savoir pour R1éG(n) et R2eG(n),

(B - 9) j) (R1e>R2) = ( ~ R1)eR2 + R1e.! R2
~~ ~~ ~~

Ce sont la définition (B - 8) et (8 - 9) qui forment les éléments de base de notre travail

dans la recherche des conditions de saut pour les systèmes non conservatifs faisant

intervenir les produits de distributions.
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Liste des Symboles fréquemment utilisés

m

nc.f'[IL]

G(.0. )

H(x)
K (ou k)
L

.e
L(E(n),C)
M

~4 ensemble de fonctions-test
~ quantité tensorielle
~(x,y,z,t) quantité de perturbation
c vitesse de phase complexe d'une onde de perturbation
o opérateur de dérivation

00
~(n) ensemble des fonctions de classe G sur n et à support compact
D' (n) ensemble des distributions sur n
div opérateur divergence
E(n) ensemble des fonctions de classe COD sur n
J![n] et !",,[f1J: voir les defini tions dans l'annexe B

E(x,y,t) frontière (libre) des particules
F(x,y,t) surface de séparation des fluides
-..., -.
G(ou g) vitesse des particules
Gn composante suivant la normale n à la surface de discontinuité

~

L de G
:ensemble des distributions (ou fonctions generalisées)

fonction (ou distribution) d'Heaviside
nom~re d'onde dans la direction des x
constante de la force de sustentation introduite au Chap. III
nombre d'onde dans la direction des y
(voir E' (n))
constante de masse virtuelle introduite au Chap III
coefficient de trainée

:voir annexe B (definition des elements nuls)
normale à la surface de discontinuité L.
pression
vitesse de phase complexe rapporté à U
1ère composante de la vitesse des particules
2ème composante de la vitesse des particules
3ème composante de la vitesse des particules
rapport de la masse volumique du fluide 2 à celle
rapport de la m&sse volumique des particules
fluide 1

p

Q =

q

r

s

Rf
Rp

-U
-4
V

u

v

w

W~

Y(x)

c - U

vitesse du fluide
perturbation de la vitesse du fluide
1ère composante de la vitesse du fluide
2ème composante de la vitesse du fluide

1

3ème composante de la vitesse du fluide
vitesse d'avancement (suivant ~) de la
nuité L
fonction sup(x,o) =

du fluide 1
à celle du

surface de disconti-



ex
f>(~)
.sI.
f,

)

e
Je.
~

l-
l-(fl oIA ~(fJ
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: fraction volumique des particules dans le milieu
:voir definition des elements nuls (~[~n]) dans l'annexe B

la distribution de Dirac
fonction-test élément de D(O)
masse volumique du fluide
perturbation de la masse volumique du fluide
masse volumique des particules
perturbation de la fraction volumique
coefficient de couplage de pression

:identification de c·(IR") dans GOR") (voir annexe B)
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