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·INTRODUCTION 

L'étude des transferts de chaleur par convection dans les cavités est intéressante 
compte tenu de leurs diverses applications dans le génie industriel. La cavité annulaire, 
en particulier, est souvent utilisée comme échangeur dans la conversion énergétique. 
Comme exemples d'applications, on peut citer le chauffage industriel de l'eau et la 
stérilisation médicale. 

Une grande variété de corrélations mathématiques servant à la prédiction des 
transferts de chaleur sont disponibles dans la littérature, concernant aussi bien les 
processus transitoires que permanents, dans des enceintes rectangulaires [1-8J ou des 
cavités annulaires symétriques ou non [9 -12J. 

L'objectif du présent travail est d'étudier la convection naturelle trans,itoire et 
permanente dans une cavité annulaire symétrique limitée par deux plans diamétraux, 
avec un flux de densité constante appliqué sur le cylindre intérieur et une paroi 
cylindrique extérieure maintenue isotherme (fig.1-1). A notre connaissance, cette 
configuration n'a pas encore été étudiée. Notons què la configuration de l'enceinte 
étudiée est intéressante. Elle constitue en effet une généralisation qui admet comme 
cas particulier la cavité annulaire. Le code de calcul mis au point pourra donc 
aisément être appliqué à ce cas. 

Dans le premier chapitre, après avoir bien posé le problème, nous établissons les 
équations du mouvement et du transfert de chaleu r à l'aide de la fonction de cpurant et .. 
de la vorticité. Pour cela nous adoptons les hypothèses de bidimensionnalité de 
l'écoulement et les simplifications classiques de Boussinesq. Pour faciliter l'écriture des 
conditions aux limites, nous utilisons une représentation conforme [13J qui transforme le 
domaine curviligne en domaine rectangulaire. 

Le deuxième chapitre est consacré à l'analyse numenque. Les techniques de 
discrétisations des différentes équations et les algorithmes des calculs sont développés. 
Les équations paraboliques décrivant l'écoulement sont résolues à l'aide de la 
méthode A.D.I. (Alterned Direction /mplicit method) [2-15,14-16,20,21] tandis que 
l'équation de la fonction de courant est résolue par la méthode de surrelaxation S.O.R. 
(Successive Overrelaxation) [17]. 

Dans le troisième chapitre, nous présentons les résultats des simulations 
numériques effectuées. Les lignes de courant et les isothermes au sein du fluide étudié, 
ainsi que les nombres de Nusselt locaux et moyens sur les parois actives de l'enceinte, 
sont représentés et analysés, en fonction du nombre de Grashof modifié et du f~cteur de 
forme, aussi bien en régime transitoire que permanent. 
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Une étude expérimentale qui nous permet de valider les codes de calculs 
développés dans la première partie de ce mémoire est réalisée dans le quatrième 
chapitre. Des mesures de températures sont effectuées à l'aide de l'interférométrie 
holographique, sans perturbation des conditions opératoires. Nous décrivons le 
montage expérimental et présentons les interférogrammes caractéristiques. Une étude 
en temps réel permet de visualiser le régime transitoire et l'établissement du régime 
permanent 

Pour ne pas alourdir le texte, nous présentons dans les annexes quelques 
compléments de mathématiques, l'algorithme de Thomas pour la résolution des 
équations tridiagonales et j'étude de l'influence du maillage sur nos résultats 
numériques. 
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CHAPITRE 1 

DEFINITION ET FORMULATION MATHEMATIQUE 
DU PROBLEME 

1-1 Description du problème 

Cette étude a pour objet la convection naturelle dans une enceinte fermée limitée 
par deux cylindres concentriques horizontaux et deux plans diamétraux. A l'instant initial, 
l'enceinte se trouve à la température TO, La mise en équation du problème est réalisée à 
l'aide des conditions aux limites suivantes: un flux de chaleur de densité constante q1 est 
brusquement imposé sur la paroi cylindrique intérieure, la paroi cylindrique extérieure est 
maintenue à une température constante T2 et les parois diamétrales sont isolées, 

y 

T2 
xt'I 

.:...,.;.--t-'-'"'-' -=-. . . . . . . . 

q1 

o ~--------~------~~ x 

Figure 1-1: Représentation de l'enceinte dans le système cartésien 

Equations des parois de l'enceinte: 

_ cylindre intérieur: x 2 + Y 2 = ( R 1) 2 

_ cylindre extérieur: x 2 + Y 2 = ( R N) 2 

- plan diamétral inférieur: y = x tg(\fI 1) 

- plan diamétral supérieur: y = x tg(\fI M) 
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avec: 

R l' RN: rayons des cylindres intérieur et extérieur 

'l' l' 'l' M : inclinaisons des plans diamétraux inférieur et supérieur 

1-2 Hypothèses simplificatrices 

- Le fluide est incompressible. 
- La viscosité est constante. 
- La masse volumique est considérée comme constante sauf dans l'équation du 

mouvement .Elle obéit à l'approximation de Boussinesq suivante: 

- Dans l'équation de la chaleur, on néglige l'effet de pression, la fonction de dissipation et 
le rayonnement. 

- La conductivité thermique est considérée comme constante 
- Le problème est bidimensionnel et l'étude est réalisée dans un plan normal à l'axe des 

cylindres horizontaux. 

1-3 Formulation vectorielle du problème 

1-3-1 Equation de continuité 

-') 

divV = 0 

1-3-2 Equation du mouvement 

-') av ~~ -') -+ 1 ~ -') 
- + (V grad) V =- ~ (T-TO) 9 - - gradp +V~ V 
~ P 

1-3-3 Equation de la chaleur 

aT ~~ À 
:;- + (V 9 rad) T = -- il T 
ut P Cp 

( 1-2) 

( 1-3) 

(1-4 ) 
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avec: 

p, À masse volumi'que et conductivité thermique du fluide, 

v, ~ viscosité cinématique et coefficient d'expansion thermique du fluide. 
Cp capacité calorifique massique du fluide à pression constante. 
T température du fluide. 

V ,g vitesse du fluide et accélération de la pesanteur. 

1-4 Introduction de la fonction de courant et de la vorticité 

1-4-1 Définition de la fonction de courant et de la vorticité 

1-4-1-1 Fonction de courant 

L'équation de continuité (1-2) peut encore s'écrire de la manière suivante: 

dU dV 
=--

dX dy 
-4 

U et v étant les composantes du vecteur V respectivement suivant les axes Ox et Oy . 

Cela signifie qu'il existe une fonction de courant Q(x,y) telle que les relations suivantes 
soient vérifiées: 

dQ dQ 
u=- etv=--

dy dX 
( 1-5) 

1-4-1-2 Vorticité 

û) = rot V = û) k = - - - k -+ -; (' dV dU')-; 
. dX dy. 

(1-6) 

1-4-2 Equations de transferts 

En introduisant la vorticité dans notre système, le terme de pression disparaît dans 
l'équation du mouvement; les équations de transferts deviennent: 

Equation de continuité: 

û) = _ ( d 2Q + d 2Q ) 

dX 2 dy 2 
( 1-7) 
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Equation du mouvement: 

dm dm dm dT (d 2 m d ·2 m ) 
-+u -+V-==~g-+V --+--2. 
at dX dy dX dX 2 dy 

Equation de la chaleur: 

f.. 
a == -- diffusivité thermique du fluide 

p Cp 

1-4-3 Conditions initiales 

Pour t == O. on a : u = v = 0 et T == TO 

1-4-4 Conditions aux limites 

Pour t > 0 on a : 
- sur la paroi cylindrique intérieure 

dT u == v = 0 et q 1 = - f..-
dr 

- sur la paroi cylindrique extérieure 

u = v = 0 et T = T2 

(1-8) 

(1-9) 

(1-10) 

(1-11) 

avec r = Il;11 = -lx 2 + Y 2 , module du vecteur normal à la paroi cylindrique et dirigé vers 

l'extérieur de l'enceinte. 

- sur le plan diamétral inférieur 

f.. dT 
u ::. V = 0 et q = - - - = 0 

r d\f' 

- sur le plan diamétral supérieur 

u = v 0 et q = + 2: dT = 0 
r d\f' 

avec '1' = Arctg[ ~ 1 

(1-12) 

(1 -1 3) 
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En prévision de l'analyse numérique ultérieure, il est nécessaire de procéder à une 
transformation des équations de notre système. Une représentation conforme appropriée 
peut permettre de transformer les profils curviligr:les de notre enceinte en segments de 
droites. La résolution numérique de notre système d'équations se fera ainsi en maillage 
rectangulaire dont la mise en oeuvre est plus commode. 

1-5 Transformations conformes 

1-5-1 Rappels sur les fonctions d'une variable complexe 

On appelle domaine (0) du plan complexe un ensemble de points possédant les 
propriétés suivantes: 

- avec chaque point de (0) un cercle suffisamment petit centré en ce point lui 
appartient 

- deux points quelconques de (0) peuvent être reliés par une ligne polygonale 
formée de points appartenant à (0). 

Dans un domaine (0) du plan xy, toute fonction f(z) de la variable complexe z peut s'écrire 
sous la forme suivante: 

f(z) = <1>(x,y) + i \fI{x,y) avec i 2= -1 (1-14) 

Soit Z = f(z) une fonction définie et uniforme dans un voisinage d'un point zO = xO + i yO, 
sauf peut-être au point zOo 

- la fonction f(z) est dite continue au point zO si elle est définie dans un voisinage de zO (y 

compris en zO) et si lim f(z) = f(zO). 
z-->zO 

- la fonction f(z) est dite continue dans un domaine (0) si elle est continue en chaque 
point de ce domaine. 

Soit M'un ensemble de points du plan (z). On peut définir, sur ce plan, une fonction 
Z = f{z) si, à chaque point z de M'on fait correspondre un point déterminé ou un ensemble 
de points Z. La fonction Z = f(z) est dite uniforme dans le premier cas et multiforme dans le 
second. L'ensemble M'est appelé ensemble de définition de la fonction f{z) et l'ensemble 
N' de toutes les valeurs Z prises par f(z) sur M' son ensemble de variation. 

Posons: z = x + i Y et Z = <1>+ i \fi (1-1 5) 

La définition d'une fonction de la variable complexe Z = f(z) est équivalente à la définition 

de deux fonctions de deux variables réelles: <1>= <1>(x,y) et \fi = 'P(x,y). 
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En convenant de porter les valeurs z dans un plan complexe et les valeurs Z dans 
un autre, on peut représenter géométriquement une fonction de la variable complexe 
comme une transformation de I~ensemble M' du plan (z) sur l'ensemble N' du plan (Z). 

Si la fonction Z = f(z) est uniforme sur l'ensemble M'et si de plus à tout couple de points 
distincts de M' correspondent des points distincts de N', alors une telle transformation est 

dite biunivoque ou univalente dans M'. 

Citons. sans les démontrer, les deux théorèmes suivants: 

- si une fonction Z = f(z) est continue dans un domaine (d) et réalise une transformation 

biunivoque de ce domaine sur un ensemble (0) du plan (Z), alors (0) est un domaine et 

la fonction inverse z = H(Z) est continue dans (0). 

- soit f(z) = <D(x,y) + i P(x,y) une fonction définie dans un vOIsinage d'un point z. 

Supposons les fonctions <D(x,y) et P(x,y) différentiables en ce point. On dit que la fonction 
de la variable complexe f(z) est différentiable au point z si et seulement si on a, en ce 
point. les relations suivantes, dites conditions de Cauchy-Riemann: 

(1-16) 

Une fonction f(z) différentiable en chaque point d'un domaine (0) est dite analytique dans 
ce domaine. 

En d'autres termes, on peut dire qu'une fonction f(z) est analytique au point z, si on peut 
trouver un cercle de centre z et de rayon non nul tel que, à l'intérieur de ce cercle, les 

fonctions <D(x,y) et P(x,y) soient univoques et aient des dérivées partielles continues 
vérifiant identiquement les conditions Cauchy-Riemann. 

1-5-2 La représentation conforme 

Soit, dans le plan XY ou plan (Z), un point M' repéré par la variable complexe Z et 
dans le plan xy ou plan (z), un point m' repéré par la variable complexe z. 
On peut écrire: 

Z = X + i Y = R e i <1> et z = x + i Y = r e i Q avec R et r;;::; 0 ( 1-17) 

Considérons une fonction de variable complexe Z=f(z) , définie et continue dans un 
domaine (d) du plan (z) qui établit une correspondance ponctuelle continue (fig. 1-4): à 
une courbe (c) décrite par un point m' dans le domaine (d) du plan (z) correspond une 
courbe (C) décrite par un point M' dans le domaine (0) du plan (Z). 
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y 
y 

(d) . (0) 

(c) 
) (C) 

o x o x 

Figure 1-2 : correspondance ponctuelle continue 

Si la fonction f(z) est analytique et biunivoque, on dit que la correspondance est 
conforme, ou encore que f(z) réalise une transformation conforme, ou une représentation 
conforme, du domaine (d) sur le domaine (D). 

Une conséquence résultant de cette définition peut être exprimée par le théorème 

suivant : si une fonction de la variable complexe Z = f(z) réalise une représentation 
conforme d'un domaÎne (d) , sa dérivée est non nulle en tout point du domaine. 

1-5-3 Choix de la transformation 

Posons f(z) = Log( ~) = Q(x,y)+ i \jI(x,y) et z = x + iy 
a 

y 

T2 
'0/

1 

. . . . . • . ~-t-'""...:......:.... 

q=O q1 
.. 
x 

(1-1 8) 

~M~---+:~::~::~:~::~::~::~::+----
· ..... . · .. . .. . · ..... . · ., ... . · ..... . · .. . .. . · ..... . · .. . .. . · ..... . · .. ~'" , ..... . · .. "'. · ..... . · .. . .. . · ..... . · .. . .. . · ..... . · .. . .. . · ... , .. · .. . ... 

1 ~--~-------r--~ 

~n 

Figure 1-3 : Représentation conforme 
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On a ainsi: 

d'où: 

et 

z = a exp(Q + iV) = a exp(<j» ( cosv + i sinV) 

x = a exp(Q) cosv 

y = a exp(<j» sinv 

X 2 + Y 2 = (a e -) 2 et donc ~ = Log [ ,fx 2: y 2 1 avec a> 0 

~ = tgV et donc V == Arctg ( ~ ) 

1-5-4 Formules de transformations 

a a a 
- ==x-+y­
a<j> ax ay 

a a a 
-=-y-+x-
av ax ay 

- =-- cosv - - SlnV -a 1 (. a. a) 
ax a e ci> aQ aV 

a 1 (. a a· 
-=-- slnv-+cosv -) 
ay a e iD \ a<j> aV . 

[ 
2 (a

2 
a) . 2 a 2 2' a -a-x -2 == --- cos V -- - - + Sin V -- + Slnv COSv -

(a e <il) 2 aQ 2 a<» aV 2 av 

a 2 1 

_ 2 sinv cosv a 2 + sin 2V ~ ] 
ava<j> a<j> 

a 2 1 [. 2 a 2 a a 2 . a 
-- = Sin v(-- - -) + cos 2V -- - 2 slnv cosv-
ay 2 (a e 0) 2 a<j> 2 aQ aV 2 av 

( 1-19) 

(1~20) 

(1-21) 

(1-22) 

(1-23) 

(1-24) 

(1-25) 

(1-26) 

(1-27) 

(1-28) 
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_d_
2
_+_d_

2
_= __ 1_(· d

2 
+ d

2 
) 

dX 2 dy 2 (a e ~) 2 d<j> 2 d\jl 2 

1-5-5 Equations de transfert 

Equation de continuité: 

1 ( d 2n d 2n)· 
co = - (a e ~) 2 d<j> 2 + d\jl 2 

Equation du mouvement: 

- + U - + V - = - cos\jI - - SIn\V dCO 1 [dCO dCO 1 ~g [ dT dT. 1 
dt a e <Il d<j> d\V (a e~) d<j> d\V 

Equation de la chaleur: 

avec 

u= _1_ dn 

a e Q d\V 

1 dn 
V=-----

a e 0 d<j> 

1-5-6 Conditions initiales 

Au temps t = 0, on a : 

U(<j>,\V,O) = V(<j>,\V,O) = ° 
CO(<j>,\V,O) = ° et n(<j>,\V,O) = ° 
T(<j>,\V,O) = TO 

(1-29) 

(1-30) 

(1-31 ) 

(1-32) 

(1-33) 

(1-'34) 
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1-5-7 Conditions aux limites 

sur la paroi <p = <p 1 et \jJ 1 ~ \jJ ~ \fi M 

- vitesses: 

dQ(<p 1 ,\)1,t) dQ(<p 1,\)1,t) 
U(<p l'\jJ,t) = V(<p 1'\jJ,t) = 0 d'où = ----

d'V d<p 
o (1-35) 

À dT( <p l' \)1 ,t) 
- flux: q1 = - -----

a exp(<p 1) d<p 
(1-36) 

- vorticité : 

dQ(<p 1 ,\)1,t) 
---- = 0 quel que soit y implique que la fonction de courant est une constante 

que l'on calculera ultérieurement sur la paroi considérée. 

Etant donné la difficulté d'écrire directement les conditions aux limites sur la vorticité, nous 
utilisons les valeurs de la fonction de courant par l'intermédiaire de l'équation de 
continuité (1-30). 

L'expression de la vorticité sur la paroi considéréé est donc: 

() 
1 ( d 2Q(<p 1,\)1,t) d 2Q(<p 1 ,\jJ,t) l 

()) <p 1,\jJ,t = - + ----
(a exp(<p 1)) 2, d<p 2 d\jJ 2 1 

( 1-37) 

sur la paroi <p = <p N et \jJ 1 ~ \jJ ~ \jJ M 

- vitesses et fonction de courant: 

(1-38) 

(1-39) 

- température: T(<p N' \jJ,t) = T2 ( 1-40) 
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- vorticité: 

( 
a 2 2 1 

_ __ 1__ 12(<1> N,,,,,t) + a 12(<1>, N,,,,,t)) 
00(<1> N'''' ,t} =-

(a exp(<1> N)) 2 a<1> 2 a",2, 

sur la paroi '" = '" 1 et <1> 1 ~ <1> ~ <1> N : 

- vitesses et fonction de courant: 

U(<1>,'" 1 ,t) = V(<1>,,,, 1 ,t) = 0 

a12(<1>,,,, 1 ,t} a12(<1>,'" 1 ,t} 
= 0 et 12(<1>,'" 1,t) = constante 

a", a <1> 

- flux: q =- À aT(<1>,'" l't) 
-- =0 
ae

Q 

- vorticité: 

1 ( a 212(<1>,,,, 1,t) + a 20(<1>,'" 1,t) ) 
00(<1>,,,, 1,t} = - ----

(a exp(<1») 2 a<1> 2 a", 2 

sur la paroi '" = '" M et <1> 1 ~ Q ~ <1> N : 

- vitesses et fonction de courant: 

U(<1>,'" M,t) = V(<1>,,,, M,t) = 0 

aO(<1>,,,, M,t) aO(<1>,,,, M,t) 
= = 0 et 0(<1>,,,, M' t} = constante 

a", a<1> 

À aT(Q,,,, M,t} 
-flux: q=+ -- =0 

a e <jl a", 

- vorticité: 

1 ( a 20(<1>,'" M,t) + a 20(<1>,,,, M,t} " 
00(<1>,'" M,t} = -----

(a exp(<1>)} 2 aQ 2 a", 2 1 

(1-41 ) 

(1-42) 

(1-43) 

(1-44) 

(1-45) 

(1-46) 

(1-47) 

(1-48) 

(1-49) 
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1-5-8 Coefficients d'échange de chaleur: 

O~finitions: 

- première définition 

h = Â, Nu = l 
Oh ~T 

d'où: (1-50) 

Nu = 
q Oh 

~T Â, 

avec: 

h coefficient de transfert de chaleur par convection 
Nu nombre adimensionnel de Nusselt 
q densité du flux de chaleur à travers la paroi considérée 

Oh diamètre hydraulique du système 

~ T gradient de température entre les parois actives 

- deuxième définition 

(1-50*) 

avec: 

q : flux de chaleur total traversant la paroi considérée . 
q : flux de chaleur due à la conduction cond 

L : longueur du cylindre étudié 

En introduisant les formules des flux au niveau des parois, on obtient les expressions des 
nombres de Nusselt locaux: 

sur la paroi <j> = <j> 1 et \jf 1 ::;; \jf ::;; \jf M 

et (1-51 ) 
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sur la paroi <l>: <l> N et 'fi 1 ::; 'fi ::; 'fi M ; 

et 

1-6 Adimensionnalisation 

1-6-1 Choix des grandeurs de référence 

b 2 Gr. ·1/2 
- Vorticité: (0 : (0 

y 

- Q 
- Fonction de courant: Q = -

y 

.., y Gr. 1/2 
- Te m ps: t : 2 t 

b 

,.., g~b3Gr.-3/4 
- Température: T = (T - T2) 

y2 

- Composantes de la vitesse: 

b Gr. ·1/4 b Gr. -1/4 
U = U et V : V 

y y 

_ Nombre de Grashoff modifié: Gr.: g ~ b 4 q1 
y 2 À. 

- Nombre de Prandtl: pr:!.. 
a 

- Longueur caractéristique: b : a Gr. 1/4 

(1-52) 

(1-53) 
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1-6-2 Equations de transfert adimensionnelles 

Equation de continuité: 

(1-54) 

Equations de la vorticité et de la chaleur: 

aF 1· - aF ...., aF GaT a T . 
( 

,., ,.,.) 
d ï + ~ (u d<l> + V d'l') = ~ il<!> C05'1' - d'l' 510'1' 

+ _1_ ( a 2F + a 2F )' 
Pe 2<1> a<j> 2 a\jf 2 

(1-55) 

avec: U = 
an 

et 
...., 1 an 
V=---

e 4> a<j> 
(1-56) 

Pour l'équation du mouvement, on a : F = û) G = 1 et P = 1 

Pour l'équation de l'energie, on a : F = T G = 0 et P = Pr 

L'équation de la vorticité peut également s'exprimer en fonction des composantes de la 
vitesse: 

Les vitesses dans le repère cartésien s'écrivent: 

dx v (- ..... ) u = - = - U cos\jf- V simjl 
dt a 

dy v (- ..... ) v=-d =- U simjl+ V cos\jf 
t a 

1-6-3 Conditions initiales 

(1-57) 

(1-58) 
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,., 
Au temps t = 0 on a : 

u (<1>,"',0) = V (<1>,,,,,0) = 0 

00(<1>,,,,,0) = 0 et 0(<1>,,,,,0) = 0 

__ gpb3Gr. ·3/4 
T (<1>,,,,,0) = ----- (TO - T2) 

v 2 

1-6-4 Conditions aux limites 

sur la paroi <1> = <1> 1 et '" 1 ::;; '" ::;; '" M 

- vitesses et fonction de courant: 

,., ,., 

u (<1> 1''''' t) = V (<1> 1''''' t) = 0 

.., ,., 

aO(<1> 1''''' t) aO(<1> 1''''' t) ,., 
= 0 et 0 (<1> 1''''' t) = constante 

a'l' a <1> 

-- .., 

_ flux: a T (<1> 1''''' t) = - exp(<1> 1) 
a<1> 

- vorticité: 

.., 1 
00(<1> 1''''' t) = ---­

exp(2<1> 1) 

sur la paroi <1> = <1> N et '" 1 :s; '" ::;; '" M : 

- vitesses et fonction de courant: 

.., -- .., 

u (<1> N''''. t) = V (<1> N''''' t) = 0 

(1-59) 

(1-60) 

(1 -61 ) 

(1-62) 

(1-63) 

(1-64) 

(1-65) 
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..... ... ..... 
-température: T($ N,\jI, t)= T2 =0 

- vorticité: 

sur la paroi \jI = \jI 1 et $ 1 :;; $ :;; $ N : 

- vitesses et fonction de courant: 

... ... 
U ($,\jI l' t) = V ($,\jI l' t) = 0 

- "'" 
éHl ($,\jIl' t) êl Q ($,\jI1' t) -

= 0 et Q ($,\jI l' t) = constante 

- flux: 

êl\jl êl$ 

..... "'" 
êl T ($,\jI l' t) 
---- =0 

- vorticité: 

sur la paroi \jI = \jI M et $ 1 :;; $:;; $ N : 

- vitesses et fonction de courant: 

... - ... 
U ($,\jI M' t) = V ($,\jI M' t) = 0 

..., -
- flux: 

êl T ($,\jI M' t) 
---- =0 

(1-66) 

(1-67) 

(1-68) 

(1-69) 

(1-70) 

(1-71) 

(1-72) 

(1-73) 

(1-74) 
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- vorticité: 

(1-75) 

1-6-5 Formulation des coefficients d'échange au niveau des parois 

sur la paroi <1> = <1> 1 et \jJ 1 ~ \jJ ~ \jJ M : 

et (1-76) 

",.., "..., ".., ,...., 
avec : il T (<1>1' \jJ) = T (<1>N ' \jJ) - T (<1>1' \jJ), T (<1>N ,\jJ) étant la moyenne de la température 

de la paroi (<1>N , \If) à l'instant considéré. On calcule ensuite la valeur moyenne du nombre 

de Nusselt moyen Nu (<1>1) par la relation suivante: 

(1-77) 

sur la paroi <1> = <1> N et \jJ 1 ~ \jJ ~ \jJ M : 

et (1-78) 

(1-79) 

".., ".., ,..., ,..., 
avec: il T (<1>N , \jJ) = T (<1>1 ' \jJ) - T (<1>N' \jJ), T (<1>1 ,\jJ) étant la moyenne de la température 

de la paroi (<1>1 , \If) à l'instant considéré. 
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CHAPITRE Il 

ANALYSE NUMERIQUE 

-Pour la clarté des équations, le signe" Il sera désormais omis dans l'écriture des 

fonctions et variables adimensionnelles. Les définitions du nombre adimensionnel de 
Grashof correspondant aux différentes conditions aux limites étudiées seront exprimées 
par le symbole Gr. 

11-1 Approximations des dérivées partielles à l'aide de la méthode aux 
différences finies 

Considérons une fonction f{x , y , t) continue et suffisamment dérivable sur le domaine 
étudié. Ecrivons le développement en série de Taylor de cette fonction au voisinage du 

point x 0' respectivement vers l'avant et vers l'arrière: 

df d 2f (Ax) 2 
f(x 0 + Ax , y , t) = f{x 0 ' y , t) + - Ax + -- + ... 

dX dX 2 2 ! 

(2-1 ) 

df d 2f (Ax) 2 
f(x 0 - Ax , y , t) = f(x 0 ' y , t) - - Ax + -- -

dX dX 2 2 ! 

Soit f~,j la valeur de la fonction f en un noeud (k,j,n) du maillage défini. En additionnant et 

en retranchant les deux équations précédentes, on obtient les formulations des dérivées 
premières et secondes sous forme discrétisée: 

fn fn 
df (k' ) _ k+l - k-l 

d 
,J,n-

x 2 Ax 
(2-2) 

et 

d 2 fn -2 fn + fn 
__ f (k,j,n) = hl, j k. j k-l. j + O(Ax 2) 

ax 2 (Ax) 2 
(2-3) 

En appliquant la même procédure au voisinage de y 0' on obtient: 

fn _ fn 
af (k' )_ k.j+1 k.j-l +O(A y 2) 
ay ,J, n - 2 Ay U (2-4) 

et 
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d 2f fn -2 fn + fn 
__ (k,j,n) = k,j+1 k,j k,j-1 + O(,~y 2) 
dy 2 (.1.y) 2 

(2-5) 

Pour écrire les conditions aux limites, au niveau des parois, nous discrétisons les dérivées 
premières au moyen de formules à trois points déduites du développement de Taylor: 

-3 fn + 4 fn - fn 
df (k,j,n) = k,j k+1,j k+2,j + O(.1.X 2) 
dX 2 .1.x 

(2-6) 

ou 

dt , 3 f~J' - 4 fk
n
_1 J'+ t~-2J' 

- (k,J,n) =' , '+ O(~x 2) 
dX 2 ~X 

(2-7) 

et les dérivées secondes au moyen de formules à trois points: 

(2-8) , 

ou 

2 -7 f~,j + 8 f~_l,( f~_2,j+6 ~x~(k.j,n) 
_d_f (k,j,n) = ________ d_X __ + O{~x 2) 
dX2 2 (.1.X)2 

(2-9) 

11-2 Maillage 

Considérons un maillage rectangulaire ayant N noeuds sur l'axe des <1> et M noeuds 

sur celui des \jf. 

Si les pas d'espace sont respectivement ~<1' et ~\jf dans ces deux directions, on obtient un 

rectangle dont la superficie est (N-1) ~<I> x (M-1) ~\jf. 

Pour chaque noeud situé dans le domaine étudié, les valeurs discrètes des variables <1> et 

\jf peuvent s'écrire: 

<1> k=<I> 1+ (k-1) ~<I> 

\jf j= \jf 1 + (j-1) ~\jf 
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Pour le temps, on a: t n = n 6.t 

Les limites du domaine sont ainsi définies par <1> 1 et <1> N sur l'axe des <1> et par", 1 et '" M 

sur l'axe des "'. 

1 1 

'V
M 1 l 

1 1 

1 1 

'V M-1 1 1 1 

1 1 

1 1 

1 1 
- - - -- - - - - - - - - - r--- t- -

1 1 

1 1 

'If 2 ! 1 1 

1 1 

1 1 

'V 1 
1 1 

$ 1 $ 
1 1 

$ 
2 

1 1 
N-1 $N 

Figure 2-1 Mai"age rectangulaire 

11-3 Traitement numérique de l'équation de la fonction de courant 

11-3-1 Discrétisation de l'équation de la fonction de courant 

Q k+1{ 2 Q k,j + Q k-1,j + Q k,j+1 - 2Q k,j+Q k,j-1 
---'----'-!--....:!....- = - (J) k,j exp (2<1> k) 

(6.$) 2 (6.",) 2 
(2-10) 
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avec: 
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Q k' =~ ( (~<1» 2 (~"') 2 )' ( Q k+1,j + Q k-1,j '+ Q k,j+1 + Q k,j-1 _ S k ,) 

,J 2 (~<1» 2 + (~"') 2 (~<1» 2 (~"') 2 ,j 

S k,j = - Ol k,j exp(2<1> k) 

11-3-2 Résolution de l'équation de courant à l'aide de la méthode S.O.R. 
( Successive Overrelaxation ) 

r.P r.P+ 1 (~Ij> ') 2 r.P ( ~<1> ) 2 r.P+ 1 
:l."k+1,j + :l."k-1,j + ~'" :l."k,j+1 + . ~'" :l."k,j-1 

p : indice d'itération 

'Y : facteur de relaxation 

(2-11 ) 

(2-12) 

D'après BEJAN Adrian [17], le calcul converge pour 1 ::; 'Y::; 2 ; il converge très rapidement 

quand 'Y atteint sa valeur optimale qui peut être calculée à l'aide de la formule suivante: 

2 1 - (1-À) 1/2 
"'I opt= 

À 
avec À = 

cos4~) + (~)' 2 co~( 1t ) 2 
'\ 1\1-1 , ~'" M-1 

N : nombre de noeuds sur ,'axe des <1> 

M : nombre de noeuds sur l'axe des '" 

(2-13) 

L'équation de Poisson étant couplée aux équations de la vorticité et de l'énergie, cette 

formule est utilisée comme première approximation. 
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11-4 Discrétisation des composantes de la vitesse 

Les composantes de la vitesse aux points intérieurs sont calculées à partir des 
valeurs de la fonction de courant obtenues en résolvant l'équation de courant à l'aide de 

la méthode de surrelaxation exposée précédemment. 
Nous choisissons de les discrétiser à l'aide de différences centrées [18]. 

u ~, = 1 ( Q~.i+1 - Q~.j-1 ) 

.j exp(<j> k) 2ô\jI 

11-5 Discrétisation des équations de la vorticité et de la chaleur 
à l'intérieur du domaine 

(2-14) 

(2-15) 

Les équations du mouvement et de la chaleur se discrétisent en deux (2) demi­
temps selon la méthode implicite des directions alternées (IDA). Déjà utilisée par 
PEACEMAN et RACH FORD en 1955 [14], cette méthode consiste à discrétiser, sur deux 

demi-pas de temps consécutifs, deux équations aux différences implicites alternativement 

suivant les directions <j> et \jI. 

11-5-1 Premier demi-temps (i mplîcite suivant <j> entre n et n+ 1/2) : 

k,j k,j + 1 un k+ 1 k-1 V n k,j+ 1 k,j-1 
Fn + 1/2_Fn (Fn + 1/2_Fn + 1/2 Fn _Fn 

k + k' 
ôt /2 exp(<j> k) \.J 2 ô<j> ,j 2ô\jl J · 

G 
cos\jl j ----'-'----"---

2ô<j> 

1 
( 

Fn + 1/2 _ 2Fn ,+ 1/2 + Fn + ~/2 Fn 2Fn Fn 
J' k+1,j k,j k-1,J k'1- k'+ k'-1 _--"-__ -.:.!-___ :.!....- + ,J+ ,J ,j 

P exp(2<j> k) , (Ô<j» 2 (Ô\jl) 2 
(2-16) 

11-5-2 Deuxième demi-temps (implicite suivant \jI entre n+ 1/2 et n+ 1) : 
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Fn + 1 _ Fn + 1/2 
1 

Fn + 1/2_ Fn + 1/2 Fn+1_Fn+1 

) = 
k.j k,j (u: k+ 1 ,j k-1,j 

+ V~. k,J+ 1 k,j-1 + 
L\.tl2 exp(<l> k) 

,j 
2L\.<l> 

,j 
2L\.'Jf 

G (' Tn+1.'2_Tn+~/2 
____ COs'Jf j k+1,j k-1,1 

exp( <l> k) 2L\.<l> 
_ sim!, . k,J+1 k,J-l + Tn 

_ Tn
. ) 

J 2L\. 'Jf 

(2-17) 

Les équations (2-16) et (2-17) permettent d'aboutir, quand elles sont appliqué~s à 
chaque point, à deux systèmes d'équations tridiagonales qu'on résout avec la méthode 
d'élimination de Thomas [19]. 

Comme hypothèse de départ, nous considérons que, pendant la période de temps 

L\.t étudié, les gradients de température dans l'équation de la vorticité ainsi que les 
composantes de la vitesse U et V, dans les deux équations paraboliques, restent 
constants. Il en sera de même pour les valeurs de la vorticité aux frontières du domaine. 

Cette approximation, adoptée par de nombreux auteurs comme WILKES et 
CHURCHILL [2], SAMUELS et CHURCHILL [3], TORRANCE [4], est usuellement utilisée 
dans cette méthode de résolution. Elle n'est cependant admissible que pour des valeurs 

de L\.t suffisamment petites et quand il existe un régime permanent.Ces auteurs 
considèrent, en effet, que les erreurs qu'elle génère deviennent de plus en plus faibles au 
cours du temps et tendent à disparaître au voisinage du régime établi. 

Lorsque l'on étudie un phénomène instationnaire, il faut associer à la méthode 
classique directe un processus itératif sur les grandeurs considérées comme constantes 
dans l'hypothèse de départ [20, 21]. Pour résoudre l'équation de la vorticité par exemple, 
nous procédons de la manière suivante: dans une première itération, nous prenons les 

composantes de la vitesse Un et Vn au temps n. La résolution des systèmes d'équations 
(2-16) et (2-17) permet d'obtenir une première approximation de la distribution de la 

vorticité ron+1 au temps n+ 1. La résolution de l'équation de la fonction de courant (2-9) 
permet ensuite de calculer, dans une première approximation, les composantes de la 

vitesse U n+1 et Vn+1 au temps n+1 à l'aide des formules (2-14) et (2-15). 
A ce niveau, on recalcule les composantes de la vitesse en utilisant les moyennes 

(U n+U n+1) (V n+Vn+1) 
arithmétiques suivantes: un = et Vn = . Ces valeurs sont injectées, 

2 2 
pour une deuxième itération, dans les systèmes d'équations (2-16) et (2-17) dont la 
résolution permet d'obtenir une deuxième approximation de la distribution de la vorticité 

ron+1 au temps n+ 1. 
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Ces nouvelles valeurs de la vorticité sont comparées aux précédentes et le processus 
itératif s'arrête lorsque l'écart relatif calculé devient inférieur à une valeur préalablement 
fixée. Dans ce cas, on incrémente l'indice de temps et on continue le processus de calcul. 

avec 

avec 

11-5-3 Développement de la première équation 

C ,Fn+~/2 +C ,Fn:- 1/2 +C ,Fn+1(2 =C ' 1,k,] k-1,] 2,k,J k,j 3,k,J k+ 1,) 4,k,j 

C 4 k = 0 1 k' FkO 1 + 0 2 k' Fn
k, + 0 3 k" Fn

k" + 0 k" •• J ,.J ,J- • ,J.J "J ,J+1 4, ,J 

11-5-4 Développement de la deuxième équation 

CC 1,k.i F~.T_~ + CC 2.k.i F~t + CC 3,k,j F~,~\ ==CC 4.k,j 

CC DO Fn + 1/2 DO Fn +1/2 DO Fn +112 DO 4 k J' = 1 k J' k-1 J' + 2 k J" k J" + 3 k " k l' + 4 k " 
• • l '1 '" 1 tJ + ,J , ,1 

11-5-5 Formulation des coefficients 

C -- il t ( U ~.j 1 J" 

1,k,i - 2 2 exp(<\> k) il<\> + P exp(2<\> k) (il<\» 2 

ilt 
C 2k ==1+------------

•• J P exp(2<\> k) (il<\» 2 

C _ il t (1 U ~,i 1 J 
3.k,j -"2 2 exp(<\> k) il<\> - P exp(2<\> k) (il<\» 2 " 

ilt (V
n 

1) 
o 1,k.i =="2 2 exp(<\> k) il'V + P exp(2<\> k) (il'V) 2 . 

ilt o 2 k" == 1---------
, ,J P exp(2<\> k) (il'V) 2 

(2-18) 

(2-19) 

(2-20) 

(2-21 ) 

(2-22) 

(2-23) 

(2-24) 
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(2-25) 

o . = cos'll . k+ 1,) k-l,j _ sin'll . k,j+ 1 k,j-l GL\t [ (·Tn+l~2_Tn+!/2·l (T
n
. _T

n
. l] 

4,k,) 2 exp{!jl k) J . 2 L\!jl . J 2 L\'II . 
(2-26) 

CC 1 k' = -~ k,j + 1 ( 
vn .) 

, ,) 2 2 exp(!jl k) L\'II P exp(2!jl k) (L\'II) 2 
(2-27) 

L\t 
CC 2k = 1+------

, ,j P exp(2!jl k) (L\'II) 2 
(2-28) 

CC __ ~ k,j _ 1 
( 

Vn ) 
3,k,j -- 2 2 exp(!jl k ) L\\jf P exp(2!jl k) (L\'II) 2 

(2-29) 

DO __ L\ t k,j + 1 (
un .) 

1,k,j -- 2 \ 2 exp(!jl k) L\!jl P exp(2!jl k) (L\!jl) 2 , 
(2-30) 

DO . = 1- L\t 
2,k,j P exp(2!jl k) (L\!jl) 2 

(2-31 ) 

L\t 1 un 1) 
DD 3,k,j = - 2" \ 2 exp(<I> k) LI<I> - P exp(2<1> k) (LI<I» 2 , 

(2-32) 

o D . = COS'll ' k+ 1,) k-l,) _ si n'li ' k,]+ 1 k,j-l G L\ t [ (. T
n 
+ 1/2 - T

n 
+ 1/2 ) (T

n 
- T

n 
, ) 1 

4.k,] 2 exp(q, k) j 2 L\q, J 2 L\\jf 
(2-33) 

11-6 Conditions initiales et aux limites 

11-6-1 Ecriture des conditions initiales 

UkO = V~ = 0 
,j .J 

o 0 
Wk,i = 0 et Qk.j =0 (2-34) 



9 ~ b3 Gr- 3/4 (TO-T2) dim 
TOk · = 

.J V2 

11-6-2 Ecriture des vitesses 

un
1 · =V~. =U~. =V~. =0 .J .J .J .J 
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11-6-3 Discrétisation de la fonction de courant 

- sur la paroi (k=1,j) on a: 

aQ(1 j n) -3 Q~ + 4 Q~ - Q~. _--,---,-' _' _ = .1 ,] ,1 = 0 
a\jf 2 ~\jf 

et donc: 

n 4 Q~.j - Q~.j 
Q 1 ,j = ---"3---"--

- sur la paroi (k=N,j) on a: Qn _ 4 Q~-1,j - Q~.2,j 
N,j - 3 

4 Qn _ Qn 
- sur la paroi (k,j=1) on a : Q~ 1 = k,2 k,3 

, 3 

n 4 Q ~ M-1 - Q ~ M-2 
-sur la paroi (k,j=M) on a: Qk.M = . 3 . 

(2-35) 

(2-36) 

(2-37) 

(2-38) 

(2-39) 

(2-40) 
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11-6-4 Discrétisation de l'équation de la chaleur aux frontières 

En discrétisant l'équation de la chaleur sur les quatres parois du domaine étudié, 
les trois cas de conditions aux limites sont simultanément pris en compte. 

11-6-4-1 Premier demi-temps (implicite suivant 4> entre n et n+ 1/2): 

- sur la paroi k=1 , 1 < j < M : 

T n + 1/2_ T n 1 
1,j 1,j = ___ _ 

.1t12 Pexp(2q> 1) 

• sur la paroi j= 1 , 1 < k < N : 

1 
=----

.1t12 Pexp(24) k) 

- sur la paroi j:M, 1 < k < N : 

T n + 1/2_ T n 1 
k,M kM :----

.1t12 Pexp(24) k) 

. sur le point k=1, j =1 

T n + 1/2. T n 1 
1,1 1,1 --'----'--- = ----

.1t12 Pexp(24) 1) 

_7Tn.+1/2+8Tn,+1/2_Tn.+1/2_6 '\"'9 T n 2Tn T n 
2 3 Ll't' 1 .' 1 - 1 ,+ l' 1 _---'1 ,J=--__ --"-,J __ -',J=--____ + ',J+ ,j ,J-

2~~2 ~~2 

(2-41 ) 

T n + 1/2 _ 2 T n + 1/2 + T n + 1/2 
k+1 k,l k-1 

(.14» 2 

(2-42) 

T n + 1/2 _ 2 + 1/2 + Tn + 1/2 
~1 M ~1 M 

+ 
(èl4» 2 

-7T~M + 8T~M-l - T~,M-2 + 6 èl\jf hk,M 

2 (èl\jf) 2 

_7T n + 1/2 +8Tn+1/2_Tn+1/2_6èl4>9 
1,1 2,1 3,1 1 

2 (èl4» 2 

(2-43) 

(2-44) 
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. sur le point k=1, j =M : 

L\t/2 \

-7 Tn + 1/2 + 8 Tn + 1/2 - Tn +'1/2 - 6 L\<j) 9 1 1,M 2,M 3,M 1 
= 

Pexp(2<j) 1) 2 (L\<j») 2 

-7T~,M + 8T~,M_1 - T~,M_2 + 6 L\'V h 1,M 
+--~~--~----~------~ 

2(L\'V) 2 

(2-45) 

11-6-4-2 Deuxième demi-temps (implicite suivant 'Ventre n+ 1/2 et n+ 1) : 

- sur la paroi 1< k < N, j=1 : 

Tn+1 _ T n + 1/2 1 1 T n + 1/2 - 2Tn+1I2 + T n
+ 1/2 

k,l k,l = k+ 1,1 k,l k-1,1 + 

L\tl2 Pexp(2<j) k) 1 (L\<j») 2 

- sur la paroi 1< k < N, j=M : 

Tn + 1 _ Tn + 1/2 1 Tn + 1/2 _ 2Tn + 1/2 + Tn + 1/2 
k,M k, M = k+1,M k, M k-1, M + 

L\tl2 Pexp(2<j)k) (L\<j») 2 

- sur la paroi 1 < j < M, k=1 : 

-7 T~,;) + 8 T~,+rv~l - T~,~~2+ 6 L\'V hk, M 

2 (L\'V) 2 

(2-46) 

(2-47) 

Tn + 1 _ Tn + 1/2 1 
1.i l,j 

-7Tn + 1/2 + 8Tn + 1/2 _ Tn + 1/2 -6 L\<j) 9 Tn + 1 _ 2 Tn + 1 + Tn + 1 
1,J 2,] 3,J 1 + 1,j+1 1,) 1,)-1 -"--_....:.1.-- = _____ _ 

L\tl2 Pexp(2<j) 1) 2 (L\<j») 2 (L\ '1'-) 2 

(2-48) 
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. sur le point k=1, j=1 : 

Tn+1_Tn+1I2 1 1_7Tn+1/2+8Tn+1/2_Tn+.1/2_6~<l>g 
1,1 1,1 = 1,1 2,1 3,1 1 

~ t/2 Pexp(2<l> 1) , 2 (~<l» 2 

-7 T n+1 + 8 Tn+1 - Tn+1_ 6 ~'V h + 1,1 1,2 1,3 1,1 

2 (~'V) 2 

. sur le point k=1, j=M : 

Tn + 1 _ Tn + 1/2 
1,M 1, M 1 1-7Tn + 1/2 + 8Tn + 1/2 - Tn + 1/2_6 ~<l> 9 =____ 1,M 2,M 3,M 1 

~t/2 Pexp(2<l>1) 1 2(~<l» 2 

+ -7 T~,t,,1 + 8 T~,+J_1 - T~,t,,~2+ 6 ~'V h 1, M 

2(~'V)2 

11-6-4-3 Développement de la première équation 

- sur la paroi k=1, 1 ~j ~ M: 

C Tn+112 + C Tn +1/2 + Pl· T3n+1/2 = C 41· 2,l,j 1,j 3,1,j 2,j ,j ,) , ,j 

avec 

C 4 1 . = D 21 . Tn
1· + D 31 . Tn

1· 1 + D 4 1 . pour j=1 , ,) ,,) ,) ,,) ,)+ , ,) 

Cl' = D 1 1 . Tn
1 . 1 + D 21 . T n

1· + D 4 1 . pour j=M 4, ,) ,.) ,J- "j ,j , ,j 

C 4 1 . = D 1 . Tn
1 . 1 + D 21 . T n

1 . + D 3 1 . Tn
1· 1 + D 4,1,)· pour 1 < j < M , ,) ,1.) ,)- ,,) ,) ,,) ,)+ 

(2-49) 

(2-50) 

(2-51) 

Sur les autres parois, la formulation des équations est la même que pour les points 
intérieurs. 

11-6-4-4 Développement de la deuxième équation 

- sur la paroi 1 ~ k < N, j= 1 : 

(2-52) 
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avec 

pOllrk=1 

CC DO Tn + 1/2 DO T n +1/2 DO T n +1/2 DO 
4,k,l = l,k,l k-l,l, + 2,k,l k.l + 3,k,l k+1,l + 4,k,l pour 1 <k< N 

- sur la paroi 1 $ k < N, j=M : 

Q T n+1 CC T n + 1 CC T n +1 CC 
M,k k,M-2 + l,k,M k,M-1 + 2,k,M k,M = 4,k,M (2-53) 

avec 

pourk=1 

CC DO T n + 112 DO T n +1/2 DO T n +1/2 DO 
4,k,M = l,k,M k-1,M + 2,k,M k,M + 3,k,M k+l,M + 4,k,M pour 1<k<N 

Sur les autres parois, la formulation des équations est la même que pour" les points 
intéri.eurs. 

11-6-4-5 Formulation des coefficients 

11-6-4-5-1 Coefficients de la première équation 

- pou r 1 $ j $ M et k= 1 : 

L'lt 
P l' = -------

,j 4 Pexp(26 1) (L'lq,) 2 

- pour 1<j < M et k=1: 

7 L'lt 
C 21 '=1+-------

, ,J 4 Pexp(2q, 1) (L'l$) 2 

(2-54) 

Les expressions des coefficients 0 l,k,j , 02,k,j et 03,k,J sont les mêmes que celles relatives 
aux points intérieurs. 

3L'ltg 1 0 41 =-------
, ,J 2PL'lq, exp(2 q,1) 

(2-55) 
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- pour 1 < k < N et j=1 ou j=M 

·Les expressions des coefficients C 1.k,i' C 2,k,j et C3,k,j sont les mêmes que celles relatives 

aux points intérieurs. 

D -1- 7t.1t 
2,k,1 - 4 Pexp(2<jl k) (t.1\j1) 2 

7 t.1t 
D 2 k M =1--------

, , 4 Pexp(2<jl k) (t.1\j1) 2 

D _ 8 t.1t 
3,k.l - 4 Pexp(2<jl k) (t.1\j1) 2 

D _ 8t.1t 
1,k,M - 4 Pexp(2<jl k) (t.1\j1) 2 

D ' --'-t.1 t ( 3 h k M T~ M-2 ) 

4.k, M = 2 Pexp(2 <jlk) t.1\j1 - 2 (t.1\j1) 2 
(2-56) 

- pour les points (k=1 ,j=1) , (k=1 ,j=M) 

D _ 8 t.1t 
1,1.M - 4Pexp(2<jl 1) (t.1\j1) 2 

8 t.1t 
D 311 =-------

, , 4Pexp(2<jl 1) (t.1\j1) 2 

D 2,1,M 

7 t.1t 
-D -1--------
- 2,1,1 - 4Pexp(2<jl 1) (t.1\j1) 2 

(2-57) 

11-6-4-5-2 Coefficients de la deuxième équation 

- pour 1~ k <N ,j=1 ou j=M: 
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Q _ Q _ .1t 
M.k - 1.k - 4 Pexp(2(jl k) (.1'V) 2 

cc = CC = 1 + 7 .1t 
2.k.M 2,k.1 4 Pexp(2(jl k) (.1'V) 2 

(2-58) 

cc - CC _ _ 8 .1t 
1,k.M - 3.k.1 - 4 Pexp(2(jl k) (.1'V) 2 

- pour 1< k < 1\1 ,j=1 ou j=M: 

Les expressions des coefficients DD 1.k,j' DD 2.k,j et DD 3.k.j sont les mêmes que celles 

relatives aux points intérieurs. 

(2-59) 

- pour 1<j < M, k=1: 

Les expressions des coefficients CC 1.k,J' CC 2.k•i et CC 3•k.i sont les mêmes que celles 

relatives aux points intérieurs. 

7 .1t 
DO 21":: 1 - -------

, ,j 4 Pexp(2(jl 1) (.1(jl) 2 

8.1t 
DO 31" :: -------

"j 4 Pexp(2(jl 1) (.1(jl) 2 

(2-60) 

- pour les points (k=1 ,j=1) , (k=1 ,j=M) : 

8.1t 
DO 31M = DO 311 =-------

, . 4Pexp(2(jl 1) (.1(jl) 2 

7 .1t 
DO 2,1, M = DO 211 =1 - -------

. . 4Pexp(2(jl 1) (.1(jl) 2 
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DD _ _ "'1 ( 3 9 1 3 hl T",112 ) 
+ + 3,1 

4,1,1 - 2Pexp(2 <j>1) Ô<j> Ô'V 2 (Ô<j> )2 

DD _ "'1 (_ 3 9 1 3 hl Tn +1/2 

+ 
3,M 

4,1, M - 2Pexp(2 <j>1) Ô<j> Ô'V 2 (Ô<j> )2 

11-6-4-5-3 Autres coefficients 

= - exp(<j> 1) 

=0 

11-6-5 Ecriture des conditions de flux et de températures 

Pourk=1 et 1 :::;j:::; M, on a: 

-3 T 1"+4 T 2"-T 3" 
,J ,1 ,1 = gl d'où 

2 ô<j> 

Pour k=1\I et 1 :::;j:::; M, on a: T N" =T2 ,1 

(2-61) 

(2-62) 

(2-63) 

En discrétisant de la même manière les conditions aux limites sur les parois j=1 et j = M, 
on obtient respectivement, pour 1 :::; k < N, les équations suivantes: 

T k,3 = -3 T k,l + 4 T k,2-2 6'V hk,l 
(2-64) 

T k,M-2 = -3 T k,M + 4 T k,M-l +2 6'V h k,M 

11-6-6 Discrétisation de la vorticité 

Développons en série de Taylor la fonction de courant au voisinage de la paroi (k=1,j) 

dans la direction des <j>. 

-:-.r. n (AIfi) 2 -:-.2 r. n
1 n n 6<i> O!.-'l,j il,!, o!.-' 

0 21" = 0 1 J" + - -- + + ... 
, , 1 ! d<j> 2! d<j>2 
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En considérant que 
ann 

_-.:.!.. = 0, l'équation (1-63) de la condition aux limites sur la paroi 

(1 ,j) devient: 

n 1 [n~, 1 - 2 n~, + n~ '-, 2 ( )] co 1./' = ----- _---..:.J:-+ __ ---'.J:......-_.:!-.J - + -- n~, . n~ , 
( 2 ) 2 A th 2 ,) .) 

ex p <l> 1 Il \jI D't' 

(2-65) 

En procédant de la même manière sur les autres parois, on obtient: 

conN,J' = - 1 [n~,j +1 - 2 n~,j + n~,j_l + _2_ (nn ,_ nn .)] 
2 2 N-l,) N.) 

exp(2<l> N) Il\jl Il<l> 
(2-66) 

(2-67) 

n 1 [n~+1,M-2n~.M+n~_1,M 2 (n n)] Cûk.M = - + -- n kM-1 - n kM 
exp(2<l>k) Il<l> 2 1l\jl2" 

(2-68) 

11-6-7 Discrétisation des expressions du nombre de Nusselt sur les parois 

Gr 1/4 ( -3T1, +4T2 - T3, ) 
Nu n ------- ,) ,] ,j 

l' = 
,J (T ~- T~,j) exp(<l>d \ 2 Il<l> 

(2-69) 

<l>N - <l>1 (' -3T t,j +4T 2,j - T 3,j 
Nu2~.=----

,1 ( T ~- T~.) 2 Il<l> 
,j 

(2-70) 

Nu N,=----------n Gr 1/4 ( 3T N,j -4T
2NIl

-1<l>,j + T N-2,j 

,/ (T ~ - T~,j) exp(<l>N) 
(2-71 ) 

Nu2~, = _ <l>N - <l>1 ( 3T N,j -4T N-l,j + T N-2,j ) 
,) ( T ~ - T~,) 2 ll<l> 

,J 

(2-72) 
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11-7 Résolution de l'équation de la chaleur et de la vorticité 

11-7-1 Première équation (implicite suivant <j> entre n et n + 1/2): 

- Equation de la chaleur: 

Pour une valeur de l'indice j déterminée, on fait varier k de 1 à N-1 . On obtient ainsi 
un système tridiagonal de (N-1) équations à (N-1) inconnues qu'on choisit de résoudre 
par la méthode d'élimination de Gauss. En faisant varier j de 1 à M, on obtient M 

systèmes de (N-1) équations à résoudre. 

- Equation de la vorticité: 

Pour une valeur de l'indice j déterminée, on fait varier k de 2 à (N-1) . On obtient un 
système tridiagonal de (N-2) équations à (N-2) inconnues .En faisant varier j de 2 à M-1, 
on obtient (M-2) systèmes de (N-2) équations à résoudre. 

Systèmes d'équations: 

C Fn .+ 1/2 + C ' Fn + 1/2 
2,1,j 1,J 3,1,] 2,j = C 4,l,j 

C ' Fn ,+ 1/2 + C ' Fn+ 1/2 + C ' Fn+ 1/2 
1,2,] 1,] 2,2,1 2,1 3,2,] 3,J = C 4,2,j 

C Fn + 1/2 + C Fn + 1/2 + C Fn + 1/2 
1,3,j 2,j 2,3,j 3,j 3,3,j 4,j = C 3' 4, ,) 

C ' Fn + 1/2 + C ' Fn+ 1/2 + C Fn + 1/2 
1,k,] k-1,J 2,k,j k,j 3,k,j k+1,j = C 4.k,j (2-73) 

C ' Fn+ 1/2 + C ' Fn + 1/2 + C Fn + 1/2 
1, N-3,] N-4,j 2,N-3,j N-3J 3,N-3,j N-2j = C 4,N-3,j 

C ' Fn + 1/2 + C ' Fn + 1/2 + C Fn + 1/2 
1,N-2,] N-3,j 2,N-2,] N-2,j 3,N-2,j N-1j = C 4,N-2,j 

C ' Fn + 1/2 + C ' Fn + 1/2 
1,N-1,] N-2,J 2,N-l,j N-l,] = C 4,N-1,j 

Certains coefficients figurant dans le système précédent ont été modifiés en utilisant les 
conditions aux limites sur les flux et sur la vorticité respectivement pour les équations de 
la chaleur et de la vorticité. 
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11-7-1-1 Transformation des coefficients de l'équation de la chaleur 

C 2 ·=C 21 ·-3P 1 · ,l,) , .J ,1 

C 3 1 . = C 3 1 . +4 Pl' , ,j , ,J ,j 

et (2-74) 

C 4,l,j = C 4,1 ,j + 2 9 1 êl<!> P l,j 

C 4 N.l . = C 4 N.l . - C 3 N-l . T2 
"j "J "J 

11-7 -1-2 Transformation des coefficients de l'équation de la vorticité 

C 42' = C 42' - W~:- 1/2 C 1 2' , ,J ' ,J ,J , ,) 

et (2-75) 

C C n + 1/2 C 
4 N-l . = 4 N-l .- W NJ' 3 N 1 . ,,) "J, , - ,j 

Les valeurs de la vorticité aux limites étant inconnues au temps n+ 1/2, un calcul itératif a 
été nécessaire pour résoudre le système d'équations 

11-7-2 Deuxième équation (implicite suivant \jI entre n+1/2 et n+1): 

Pour une valeur de l'indice k déterminée, on fait varier j de 1 à M . On obtient ainsi 
un système tridiagonal de M équations à M inconnues, puis on fait varier k de 1 à N-1. 

Systèmes d'équations: 

CC Fn+1 CC Fn + 1 
2,k,1 k,l + 3,k,1 k,2 = CC 4,k.l 

CC Fn+l CC Fn + 1 CC Fn + 1 
1 k 2 k,l + 2,k,2 k,2 + 3,k.2 k.3 = CC 4k2 

CC F n~ 1 CC Fn + 1 CC Fn + 1 
l,k.3 k,2 + 2,k.3 k,3 + 3.k,3 kA = CC 4,k,3 
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CC 1,k,J' Fn
+

1 + CC . Fn :r 1 + CC ' Fn
+

1 
k,j-l 2,k,J k,J 3,k.J k,J+ 1 = CC 4,k,j (2-76) 

CC 1,k,M-2 Fn +1 + CC 2 k M-2 Fn +1 CC Fn +1 
CC 4,k,M-2 k,M-3 k,M-2 + 3,k,M-2 k.M-l = .. 

CC 1 k M-l Fn +1 + CC 2.k.M-l F~,M~l + CC 3,k.M-l Fn +1 = CC 4,k,M-l .. k.M-2 k,M 

CC 1,k,M Fn+l + k,M-l CC 2kM Fn+ 1 
k,M = CC 4kM 

11-7 -2-1 Transformationdes coefficients de l'équation de la chaleur 

CC 2,k,1 = CC 2,k,1 - 3 a 1,k 

CC 3 k 1 = CC 3 k 1 + 4 a 1 k 
1 j" , 

CC 4,k.l =CC 4,k.l +2a 1,k Ll1V h k,l 

et (2-77) 

CC 1 kM = CC 1 kM + 4 a M k 
, , 1 1 ; 

CC 2.k,M = CC 2,k,M - 3 a M,k 

CC 4,k,M = CC 4,k,M - 2 aM,k Ll1V h k,M 

11-7-2-2 Transformation des coefficients de l'équation de la vorticité 

CC 4,k,2 = CC 4,k,2 - w~,~ 1 CC 1,k,2 

et (2-78) 

CC 4 k M-l = CC 4 k M-l - w~;) CC 3 k M-l 
, • 1 • ) j , 

Les valeurs de la vorticité aux limites étant inconnues au temps n+1, un calcul itératif a 
été nécessaire pour résoudre le système d'équations 
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11-7-3 Factorisation des systèmes d'équations 

Pour que la factorisation se fasse sans problèmes [22] ,il faut que chaque système 
d'équations soit à diagonale dominante. Cette condition s'écrit: 

IC 2,k,il > IC 1,k,jl + IC3,k,il 

ICC 2,k,il > ICC 1,k,il + ICC3.k,il 

pour la première équation 

pour la deuxième équation 

A l'intérieur du fluide, on a: 

~t U 1 
+- -----

2 2 exp«h} ~<!> 

quel que soit le signe de U. 

Ice 1 ICC 1 - ~t [IVI 1 1 
1.k.i + 3,k,j - 2 2 exp(<!>k) ~'l' + P exp(2 <!>k} (~'l')2 

~t Ivi 
+ 

1 

2 2 exp(<!>k) ~'l' 

quel que soit le signe de V. 

Définissons les nombres de Reynolds de maille par les formules suivantes: 

Re lui P exp(<!>,J ~<!> : nombre de Reynolds de maille horizontal 

Re v= Ivi P exp(<!>k) ~\j1 : nombre de Reynolds de maille vertical 

(2-79) 

(2-80) 

(2-81 ) 

(2-82) 

En appliquant la condition (2-79) au premier système d'équations, deux cas peuvent· se 
présenter: 
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Re u > 2 : on aboutit à une restriction sur le pas de temps: 

(2-83) 

Re u S 2 : l'inégalité (2-79) est toujours vérifiée. 

De même, en appliquant la condition (2-80) au deuxième système d'équations, on peut 
également avoir deux cas: 

Re v > 2 : on a une restriction sur le pas de temps: 

2 P exp(2 (h) (il\jf) 2 

ilt < ------­
Re -2 v 

Re v s 2 : l'inégalité (2-80) est toujours vérifiée. 

(2-84) 

Sur les frontières de notre domaine, les systèmes d'équations sont toujours à diagonale 
dominante. 

11-8 Organisation générale des calculs (voir organigramme page suivante) 
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Figure 2-2 Organigramme des calculs 

Initialisations diverses 

TI U, VI Q, w au temps n 

Résolution de l'équation 
de la chaleurau temps n+1 

Résolution de l'équation de la vorticité 
a ux po i nts i ntérie urs a u temps n + 1 

Résolution de l'équation de Poisson 
au temps n+1 

Calcul des vorticités aux frontières 

si p=1 

Calcul de la distribution des 

vitesses U 1'>1"1 V t'lTl 

VI'>1"1 +V" 
V"= --;::---

OUI 

ARRET 

(/) 

0.. 
::2: 
w 
f-
W 
o 
W 
-l 
o 
:::> 
o 
CD 

NON 
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11-9 Tests de convergence des calculs 

Les tests d'arrêt sont utilisés pour apprécier la convergence des calculs dans trois cas: 

~ sur la convergence des calculs durant la résolution de l'équation de la fonction de 
courant. 

- sur une période de temps Llt donné, les résultats ne sont pris en considération qu'après 
convergence des calculs itératifs sur les vorticités et les températures, 

- à la fin d'une période de temps Llt, les résultats sont comparés à ceux de l'instant 
précédent et les calculs sont arrêtés lorsque la solution stationnaire est atteinte. 

Pour l'équation de Poisson, le test de convergence est appliqué sur la fonction de 
courant. Nous choisissons par ailleurs un critère lié à la vorticité et à la température pour 
la convergence des calculs à chaque pas de temps et pour la recherche de l'état 
stationnaire: 

MAX 1 n P:- 1 - n P 1 

k,j k,j < 10-5 et 

MAX 1 nP:r 1 
1 k,j 

MAX 1 F n + 1 - F n 1 

k,j k,j < 10-5 

MAX 1 Fn
:-

1 
1 k,j 

(2-85) 

avec: 

F : vorticité ou température 
p : indice d'itération des calculs 
n : indice d'jncrémentation du temps. 

11-10 Facteu r de forme 

Le facteur de forme de l'enceinte étudiée est défini dans le domaine transformé par la 
relation suivante: 

(2-86) 
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CHAPITRE III 

RESULTATS NUMERIQUES ET INTERPRETATIONS 

Dans ce chapitre, nous allons valider, dans un premier temps, notre modèle en 
étudiant le cas particulier de l'anneau avant de présenter nos résultats. 

A Validation de notre algorithme par l'étude particulière de l'anneau 

L'approche du problème développée dans ce mémoire s'adapte parfaitement à 
l'étude de la convection naturelle dans un anneau dont les parois sont isothermes. 
Cette configuration, qui est un cas particulier de notre modèle, a fait l'objet de très 
nombreuses études, ce qui nous permet de valider par quelques exemples nos codes 

de calcul. 

Pour nous ramener à l'étude classique de l'anneau, il suffit d'étudier notre modèle entre 

les plans diamétraux définis par \Jf 1 = ~~ et \Jf M = +~ et de considérer les conditions 
2 2 

de symétries suivantes: 

- .... 
dU (<j>,\Jf, t) 

d\Jf 

,.., .... 

=V(<j>,\Jf,t) = Q(<j>,\Jf,t) =0 ; dT (<j>,\Jf, t) =0 et ~(<j>,\Jf,t) =0 
d\Jf 

n n 
sur les plans \Jf = \Jf 1 == - 2 ' <j> 1 :;; <j> :;; <j> N et \Jf == \Jf M = + 2 ' <j> 1 :;; <j>:;; <j> N' 

Afin de comparer les résultats, nous avons appliqué notre algorithme à un anneau dont 
les parois sont isothermes. La longueur de référence utilisée dans les calculs est la 
différence des rayons des cylindres (b == RN ~ RI) et le fluide étudié est l'air. 

Exec. N° RN / R, Gr NxM Nu2 [25] Nos calculs %écart 

01 1,5 0,485 x 104 31x51 1,18 1,186 + 0,51 

02 1,5 0,115x105 31x51 1,48 1,517 + 2,50 

03 1,5 0,262 x 105 31x51 1,88 1,911 + 1,65 

04 2,0 0,100x10 5 31x51 1,64 1,674 + 2,07 

05 2,0 0,388 x 105 31x51 2,40 2,463 + 2,63 

06 2,0 0,880 x 105 31x51 3,08 3,077 - 0,1 ° 
07 1,2 0,732 x 103 16x21 1,00 1,000 + 0,00 
---- -------- Ra ----- _····_·_··[26] ...... _------ --------
08 2,0 0,500 x 106 31x51 5,77615 5,869 + 1,61 

Tableau 3-1: Comparaison des nombres de Nusselt moyens 
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On constate que l'écart relatif maximum entre nos résultats et ceux des auteurs cités 
en référence est inférieur à 3 %, ce qui indique la fiabilité de notre algorithme. 

- Nombre de Nusselt moyen sur la paroi isotherme interne: 

- Nombre de Nusselt moyen sur la paroi isotherme externe: 

- Nombre de Nusselt moyen utilisé dans le tableau 3-1: 

Nu2 = Nu2 (<Pl) + Nu2 (<PN) 
2 

B Résultats numériques et interprétations 

Afin d'observer les phénomènes de symétrie, nous avons exécuté le 
programme de calcul sur des configurations symétriques par rapport à l'axe vertical 

Oy, pour des facteurs de forme variant de 0,2 à 1 et pour 1 00 ~ Gr ~ 106
. 

Pour l'application numérique, nous avons utilisé de l'air avec les propriétés 
physiques suivantes [17]: 

- viscosité cinématique: v = 0,1510-4 m 2/s 

= 0,00341 K -1 - coefficient d'expansion thermique : ~ 

- conductivité thermique À = 0,025 W 1 m 1 K 

les autres données étant: 

- accélération de la pesanteur: 9 = 9,81 mis 2 

- rayon du cylindre intérieur: R 1 = O,10m 

- température du cylindre extérieur: T2 = 20 oC 
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Les calculs ont été effectués pour diverses combinaisons du facteur de forme, 
du nombre de Grashof modifié et du rapport des rayons RN / R1 . Le récapitulatif des 

principales exécutions numériques effectuées est présenté dans le tableau 3 -2. Pour 
chaque exécution, les calculs ont été poursuivis jusqu'à ce que les variations des 

nombres de Nusselt moyens Nu 21 et Nu 2N• respectivement sur les parois 
cylindriques intérieure et extérieure, deviennent négligeables' par rapport au temps. 

111-1 Etude du régime transitoire 

Pour observer les phénomènes transitoires, nous avons choisi d'illustrer les résultats 
des exécutions NN° 2, 4,6, 7, 10, 12, 14 et 16 du tableau 3-2. 

111-1-1 Evolution des lignes de courant et des isothermes 

Pour représenter graphiquement les résultats, nous avons mis au point un 
programme auxiliaire de calcul et de traçage inspiré du sous-programme SEARCH2 
[23]. 

N° Exéc. Fr NXM Gr Nu2 Inmaxl Oh RN/R 1 

001 1/1 21 x 21 10 2 1,00 0,2230. 10.2 0,41985.10. 1 1,4177 

002 1/1 31 x 51 10 4 1,31 1,4078 0,41985.10. 1 1,4177 

003 1/1 31 x 51 10 5 2,70 0,8432. 10 1 0,41985.10. 1 '1,4177 

004 1/1 31 x 51 106 5,42 0,3723. 102 0,41985.10- 1 1,4177 

005 1/2 21 x 21 10 2 1,00 0,8830. 10-2 0,55886 . 10.1 1,4177 

006 1/2 31 x 51 10 4 1,25 0,2690. 10 1 0,55886 . 10-1 1,4177 

007 1/2 31 x 51 105 2,59 0,1175.10 2 0,55886 . 10-1 1,4177 

008 1/2 31 x 51 106 4,41 0,3284. 10 2 0,55886.10- 1 1,4177 

009 1/3 21 x 51 10 2 1,00 0,1787. 10- 1 0,62819 . 10-1 1,4177 

010 1/3 31 x 51 10 4 1,16 0,3380. 10 1 0,62819 . 10-1 1,4177 

011 1/3 31 x 51 105 2,37 0,1354.10 2 0,62819 . 10-1 1,4177 

012 1/3 31 x 51 106 4,04 0,3294. 10 2 0,62819.10- 1 1,4177 

013 1/5 21 x 21 10 2 1,00 0,3696. 10- 1 0,14652 1,8745 
014 1/5 31 x 51 10 4 1,10 0,3100.10 1 0,14652 1,8745 

015 1/5 31 x 51 105 1,98 0,1250.10 2 0,14652 1,8745 
016 1/5 31 x 51 106 3,42 0,2660. 10 2 0,14652 1,8745 

Tableau 3 - 2 : Récapitulatif des principales exécutions numériques effectuées 
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Sur les figures 3-1 à 3-8, nous avons représenté l'évolution des lignes de 
courant et des isothermes des différentes exécutions en fonction du temps 
adimensionnel. 

Les courbes de lignes de courant prennent toujours naissance en deux points 
symétriques, sur la paroi intérieure chauffée à proximité des parois isolées. Au cours 
du temps, ces courbes se développent et les centres de rotation évoluent vers 
l'intérieur du fluide. A l'instant initial, on peut considérer que le mouvementAest 
amorcé par les particules de fluide qui se chauffent au contact de la paroi intérieure' 
chauffée. Elles deviennent plus légères et se déplacent, au niveau de l'axe de 
symétrie, vers la paroi isotherme où elles se refroidissent puis redescendent. 

Quand le flux de chaleur imposé sur la paroi cylindrique intérieure est 
relativement faible, on obtient, à tout moment, deux groupes de cellules symétriques 
positives et négatives qui tournent respectivement dans le sens trigonométrique et 
dans le sens inverse. La fonction de courant prend des valeurs très faibles en début 
d'opération. Ces valeurs augmentent avec le temps jusqu'à une certaine limite puis 
diminuent avant de se stabi liser quand le transfert devient stationnaire. 

Quand le flux devient très élevé (fig. 3-2-b et 3-2-c), deux cellules symétriques 
·supplémentaires prennent naissance, au cours du temps, au niveau des "coins" 
inférieurs de l'enceinte et se développent en tournant en sens inverse des cellules 
voisines. Cette apparition de cellules supplémentaires correspond à un changement 
de régime d'écoulement. Dans le domaine d'investigation étudié, on a illustré ce 
phénomène pour un facteur de forme Fr =1/1 qui représente une configuration assez 

fermée et qui permet aussi d'avoir un flux plus élevé, pour le même nombre de 
Grashof modifié. 

Les isothermes sont initialement parallèles et collées à la paroi intérieure 
chauffée. Cela montre la prédominance du régime conductif au début de l'opération. 
Avec le temps et suivant la valeur du flux imposé, ces lignes se décollent de la paroi, 
se transforment et évoluent vers le régime permanent qui peut être à conduction 
dominante, pour un nombre de Grashof relativement faible ou à convection 
dominante, pour un nombre de Grashof plus important. 
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-2 
IQI X 10 

0) 

0,4 

0,8 

1,6 

Figure 3 - 1 - a : Représentation des lignes de courant et des isothermes au 

temps adimensionnel t ::: 2 pour Fr= 1/1 et Gr=0,1. 105 
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-2 
IQI x 10 

a) 

0,8 

2 

Figure 3 - 1 - b : Représentation des lignes de courant et des isothermes au 

temps adimensionnel t = 5 pour Fr= 1/1 et Gr=0,1. 10 5 
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101 x 10-1 

0,5 

1 

2 

2,5 

3 
3,5 

Figure 3 - 1 - c : Représentation des lignes de courant et des isothermes au 

temps adimensionnel t = 9,2 pour Fr= 1/1 et Gr=0,1. 105 
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IÇ?I x 10--4 
centre extérieur 
7,3 S,S 2,0 1,7 1,4 1,0 0,7 0,3 

• 

T 
bas ) haut 

0,20 0,14 0,08 0,02 

Figure 3 - 2 - a : Représentation des lignes de courant et des isothermes au 

temps adimensionnel t = 0,1 pour Fr= 1/1 et Gr=0,1. 107 
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Figure 3 - 2 - b : Représentation des lignes de courant (l.nmaxl=36,4) et des 

isothermes au temps adimensionnel t = 50 pour Fr= 1/1 et Gr=0,1.10 7 
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26,8 

o 

4 

6 

Figure 3 2 - c : Représentation des lignes de courant et des isothermes au 

temps adimensionnel t = 100 pour Fr= 1/1 et Gr=O,1. 10 7 
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101 X 10-4 

T 
------------1) haut 

D,3D 0,20 0,10 

Figure 3 - 3 - a : Représentation des lignes de courant et des isothermes au temps 

adimensionnel t 0,1 pour Fr= 1/2 et Gr=0,1. 10 5 
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0,2 

0,4 

0,8 

1,2 

1,6 

Figure 3 - 3 - b : Représentation des lignes de courant et des isothermes au temps 

adimensionnel t = 2 pour F r= 1/2 et Gr=O,1. 105 
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Figure 3 - 3 - c : Représentation des lignes de courant et des isothermes au temps 

adimensionnel t = 5 pour F r= 1/2 et Gr=0,1. 105 
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Inl 
• 

0,01 

0,02 

T 
--------------------~)haut 

Figure 3 - 4 - a : Représentation des lignes de courant et des isothermes au temps 

adimensionnel t = 0,1 pour Fr= 1/2 et Gr=0,1. 10 6 
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T 
bas ---------....,) haut 

Figure 3 - 4 - b : Représentation des lignes de courant et des isothermes au -temps 

adimensionnel t = 1 ° pour F r= 1/2 et Gr=O, 1. 106 
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Figure 3 - 4 - c : Représentation des lignes de courant et des isothermes au temps 

adimensionnel t = 19,8 pour F r= 1/2 et Gr=0,1. 106 
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IQI :14,2.10'4 10.10.4 8.10-4 6.10-4 4.10-4 2.10-4 

Tbas--> haut: 0,35 0,25 0,15 0,05 

Figure 3 - 5 - a : Représentation des lignes de courant et des isothermes au 

temps adimensionnel t = 0,1 pour Fr= 1/3 et Gr=0,1. 10 5 
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Inl :0,082 0,07 0,05 0,03 0,01 

Tbas--> haut: 1,0 0,8 0,6 0,4 0,2 

Figure 3 - 5 - b : Représentation des lignes de courant et des isothermes au 

temps adimensionnel t = 1 pour F r= 1/3 et Gr=O, 1. 105 
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IQI :0,21 0,20 0,15 0,10 0,05 

Tbas--> haut: 1,4 1,2 1,0 0,8 0,6 0,4 0,2 

Figure 3 - 5 - c : Représentation des lignes de courant et des isothermes au temps 

adimensionnel t = 2 pour Fr= 1/3 et Gr=O, 1. 10 5 
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Inl : 3,1 2,5 2,0 1,5 1,0 0,5 

Tbas--> haut :5,0 4,5 4,0 3,5 3,0 2,5 2,0 1,5 1,0 0,5 

Figure 3 - 5 - d : Représentation des lignes de courant et des isothermes au 

temps adimensionnel t = 20 pour F r= 1/3 et Gr=0,1. 105 
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Tbas--> haut: 0,25 0,1 5 0,05 

Figure 3 - 6 - a : Représentation des lignes de courant et des isothermes au 

temps adimensionnel t = 0,1 pour Fr= 1/3 et Gr=0,1. 10 7 
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Inl : 5,7 5,0 4,0 3,0 2,0 1,0 

Tbas--> haut: 3,0 2,0 1,0 0,5 

Figure 3 - 6 - b : Représentation des lignes de courant et des isothermes au 

temps adimensionnel t = 0,8 pour Fr= 1/3 et Gr=O,1.10 7 
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IQI : 25,0 20,0 15,0 10,0 5,0 

Tbas--> haut: 5,5 4,5 3,5 2,5 1.5 0,5 

Figure 3 - 6 - c : Représentation des lignes de courant et des isothermes au temps 

adimensionnel t = 1,6 pour F r= 1/3 et Gr=0,1. 10 7 
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ini :30,7 30,0 25,0 19,0 13,0 7,0 1,0 

Tbas--> haut: 5,0 4,0 3,5 3,0 2,5 2,0 1,5 1,0 0,5 

Figure 3 - 6 - d : Représentation des lignes de courant et des isothermes au 

temps adimensionnel t = 5,0 pour F r= 1/3 et Gr=0,1. 107 
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Tbas--> haut: 0,055 0,040 0,025 0,005 

Figure 3 - 7 - a : Représentation des lignes de courant et des isothermes au 

temps adimensionnel t = 0,1 pour Fr= 1/5 et Gr=0,1. 10 5 
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Inl : 0,0071 0,006 0,005 0,004 0,003 0,002 0,001 

Tbas--> haut: 0,8 0,6 0,4 0,2 0,1 

Figure 3 - 7 - b : Représentation des lignes de courant et des isothermes au 

temps adimensionnel t = 0,5 pour F r= 1/5 et Gr=0,1. 105 
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Inl :0,21 0,18 0,14 0,10 0,06 0,02 

Tbas--> haut: 0,8 0,6 0,4 0,2 

Figure 3 - 7 - c : Représentation des lignes de courant et des isothermes au temps 

adimensionnel t = 1 pour Fr= 1/5 et Gr=0,1. 105 
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Inl : 0,75 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 

Tbas--> haut: 1,4 1,0 0,6 0,2 

Figure 3 - 7 - d : Représentation des lignes de courant et des isothermes au 

temps adimensionnel t = 2,5 pour Fr= 1/5 et Gr=0,1. 105 
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Tbas--> haut: 0,30 0,20 0,10 0,05 

Figure 3 - 8 - a : Représentation des lignes de courant et des isothermes au 

temps adimensionnel t = 0,1 pour Fr= 1/5 et Gr=0,1. 107 
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Inl : 8,1 6,4 4,8 3,2 1,6 

Tbas--> haut: 2,8 2,2 1,6 1,0 0,6 0,2 

Figure 3 - 8 - b : Représentation des lignes de courant et des isothermes au 

temps adimensionnel t = 6 pour F r= 1/5 et Gr=0,1. 10 7 
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Inl : 12,7 11,0 9,0 7,0 5,0 3,0 1,0 

Tbas--> haut: 3,0 2,0 1,0 0,5 

Figure 3 - 8 - c : Représentation des lignes de courant et des isothermes au temps 

adimensionnel t = 8 pour F r= 1/5 et Gr=0,1. 10 7 
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Inl : 29,0 23,0 17,0 11,0 5,0 

Tbas--> haut: 5,5 5,0 4,5 4,0 3,5 2,5 2,0 1,5 1,0 0,5 

Figure 3 - 8 - d : Représentation des lignes de courant et des isothermes au 
temps adimensionnel t == 14 pour F r== 1/5 et Gr=0,1. 10 7 
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111~1 ~2 Evolution du nombre de Nusselt moyen 

Sur les figures 3~9 à 3~ 16, nous avons représenté l'évolution du nombre de Nusselt 
moyen en fonction du temps adimensionnel, pour les différents cas étudiés. 

Sur ces figures, on distingue une séparation très nette des périodes transitoires et 
stationnaires. 

En utilisant le nombre de Nusselt défini par la formule [1-50] (fig. 3-9 et 3-10), les 
courbes ne convergent pas, à l'approche du régime stationnaire, du fait de la différence 
des surfaces traversées par le flux de chaleur sur les parois cylindriques intérieure et 
extérieure. On notera que les changements constatés au cours de la formation des deux 
cellules supplémentaires (fig. 3~2-b et 3~2~c) correspondent à une modification importante 
du transfert thermique au niveau de la paroi cylindrique intérieure (fig.3~1 O). 

Quand on utilise la définition [1-50*], on remarque sur les figures 3-11 à 3~16 que 
les nombres de Nusselt calculés sur les parois intérieure et extérieure convergent vers 
des valeurs qui ne s'écartent pas de plus de 2%. Dans ce cas, la séparation des périodes 
transitoires et stationnaires a lieu pour un temps adimensionnel d'environ 40, quand le 

nombre de Grashof est égal à 10 4 et d'environ 20 pour un nombre de Grashof égal à 

106
• 
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Figure 3-9 Evolution du nombre de Nusselt moyen sur les parois cylindriques 
extérieure et intérieure en fonction du temps adimensionnel 

Gr = 0,1.10 5 Fr = 1/1 
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Figure 3-10 Evolution du nombre de Nusselt moyen sur les parois cylindriques 
extérieure et intérieure en fonction du temps adimensionnel 

Gr=10 6 Fr =1/1 
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Figure 3-11 Evolution du nombre de Nusselt moyen sur les parois cylindriques 
extérieure et intérieure en fonction du temps adimensionnel 

Gr = 0,1 .1 05 Fr = 1/2 
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Figure 3-12 Evolution du nombre de Nusselt moyen sur les parois cylindriques 
extérieure et intérieure en fonction du temps adimensionnel 

Gr = 0,1.1 0 7 Fr = 1/2 
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Figure 3-13 Evolution du nombre de Nusselt moyen sur les parois cylindriques 
extérieure et intérieure en fonction du temps adimensionnel 

Gr = 0,1. 1 05 Fr = 1/3 
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Figure 3-14 Evolution du nombre de Nusselt moyen sur les parois cylindriques 
extérieure et intérieure en fonction du temps adimensionnel 

Gr = 0,1 .1 07 Fr = 1/3 



80' 

NI..I2 

451 40 

35 ..., 

30 

25 

20 

15 

10 

5 

0 

0 100 200 300 400 500 600 700 800 

Figure 3-15 Evolution du nombre de Nusselt moyen sur les parois cylindriques 
extérieure et intérieure en fonction du temps adimensionnel 

Gr=O,1.10 5 Fr =1/5 
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Figure 3-16 Evolution du nombre de Nusselt moyen sur les parois cylindriques 
extérieure et intérieure en fonction du temps adimensionnel 

Gr = 0,1.1 07 Fr = 1/5 
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111-2 Etude du régime permanent 

111-2-1 Lignes de courant 

Sur les figures 3-17-a et 3-17-b, nous avons représenté les lignes de courant 
correspondant au régime permanent pour différents nombres de Grashof et pour un 
facteur de forme de 1/1. 

Pour un nombre de Grashof égal à 100, on constate que le centre de rotation des 
lignes de courant est situé à peu près à égale distance des deux parois cylindriques 
et que les valeurs de la fonction de courant sont très faibles. 

Quand le nombre de Grashof augmente et que le régime reste laminaire, les 
centres de rotation s'élèvent vers la paroi extérieure et se rapprochent légérement 
de l'axe de symétrie; les valeurs de la fonction de courant augmentent également 
dans le même sens. Cela indique que les échanges thermiques sont relativement 
équilibrés entre les deux parois cylindriques, lorsque le nombre de Grashof est faible. 
Quand on impose un flux de chaleur plus important, l'influence de la paroi 
supérieure isotherme devient plus accentuée sur le transfert. Quand le flux de chaleur 
imposé sur la paroi cylindrique intérieure devient très élevé, on observe un 
changement de régime d'écoulement par la formation de deux cellules 

supplémentaires( Fr=1/1 et Gr=1 06
). 

Pour les facteurs de forme égaux à 1/2 ,1/3 , les lignes de courant sont 
représentées sur les figures 3-18 et 3-19 respectivement. La valeur de la fonction de 
courant augmente dans le même sens que le nombre de Grashof. Les centres de 
rotation de la convection s'élèvent très légérement mais restent approximativement 
équidistants des deux parois cylindriques. La distance par rapport à l'axe de symétrie 
reste à peu près fixe. 

Sur la figure 3-20, qui représente les lignes de courant correspondant à un 
facteur de forme égal à 1/5, les centres de rotation se rapprochent de l'axe de 
symétrie, quand le nombre de Grashof augmente, mais restent approximativef1.1ent 
équidistants des deux parois intérieure et extérieure. 

On peut déduire de toutes ces considérations que, pour les configurations ~Ius 
ouvertes, les échanges convectifs sont plus équilibrés entre les parois actives. 

111-2-2 Lignes isothermes 

Sur les figures 3-21 à 3-24, nous avons représenté les lignes isothermes dans 
l'enceinte pour différents nombres de Grashof et pour les quatre facteurs de forme 
étudiés. 
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Ces lignes sont grossièrement parallèles pour un nombre de Grashof égal à 100. 
Dans ce cas, la distribution des températures est simplement décroissante de la paroi 
cylindrique intérieure vers la paroi isotherme. On peut dire que l'essentiel des 
transferts thermiques se fait par conduction au niveau de la paroi chauffée. La 
convection est relativement faible, ce qui explique les très petites valeurs de la 
fonction de courant. 

Pour un nombre de Grashof plus grand, les lignes isothermes se transforment 
de manière symétrique par rapport à l'axe vertical Oy. Elles se modifient sensiblement 
et finissent par adopter la forme d'un champignon. Quand le régime de l'écoulement 
est laminaire, la distribution des températures devient plus complexe puisqu'elle est 
maintenant décroissante, non seulement de la paroi cylindrique intérieure vers la 
paroi cylindrique extérieure, mais aussi de l'axe de symétrie vers les parois isolées. 
Le sens de la déformation des isothermes est conforme au sens de rotation des lignes 
de courant. En effet, quand le régime reste laminaire, on peut dire que, sous l'action 
du mouvement des particules qui décollent de la paroi chaude au niveau de l'axe de 
symétrie, les lignes isothermes se "voûtent" et s'éloignent de la paroi à cet endroit. 
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Figure 3 ~ 17 ~ b : Représentaion des lignes de courant respectivement pour Gr=O, 1. 106 

(\nmax\ = 8,43) et Gr=O, 1. 107 (Inmaxl = 37,33) pour un facteur de forme de 1/1 
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Figure 3 - 18 - a : Représentation des lignes de courant respectivement pour 

Gr=0,1. 103 et Gr=0,1. 10 5 pour un facteur de forme de 1/2 
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Figure 3 - 18 - b : Représentation des lignes de courant respectivement pour Gr=O, 1. 1 06 

et Gr=0,1. 107 pour un facteur de forme de 1/2 
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Inl:17,87.10-3 14.10-3 10.10-3 6.10- 3 2.10-3 

Inl : 3,38 2,5 2,0 1,5 1,0 0,5 

Figure 3 - 19 - a : Représentation des lignes de courant respectivement pour Gr=O, 1.103 

et Gr=0,1. 105 pour un facteur de forme de 1/3 
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Inl : 13,54 11,5 9,0 6,5 4,0 1,5 

Inl : 32,94 27,0 21,0 15,0 9,0 3,0 

Figure 3 - 19 - b : Représentation des lignes de courant respectivement pour Gr=O, 1.106 

et Gr=0,1. 10 7 pour un facteur de forme de 1/3 
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IQI : 3,1 2,5 2,0 1,5 1,0 0,5 

Figure 3 • 20 . a : Représentation des lignes de courant respectivement pour Gr=O, 1.103 

et Gr=0,1. 105 pour un facteur de forme de 1/5 
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IQI : 12,5 11,0 9,0 7,0 5,0 3,0 1,0 

IQI : 26,6 22,0 17,0 12,0 7,0 2,0 

Figure 3 - 20 - b : Représentation des lignes de courant respectivement pour Gr=O, 1.106 

et Gr=O,1. 10 7 pour un facteur de forme de 1/5 
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Figure 3 - 21 - a : Représentation des isothermes respectivement pour Gr=O, 1. 103 et 

Gr=O, 1. 105 pour un facteur de forme de 1/1 
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Figure 3 - 21 - b : Représentation des isothermes respectivement pour Gr=0,1. 106 et 
Gr=0,1. 10 7 pour un facteur de forme de 1/1 



93 

T 

1A 

1,6 

Figure 3 - 22 - a : Représentation des isothermes respectivement pour Gr=0,1.10 3 

et Gr=0,1. 10 5 pour un facteur de forme de 1/2 
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Figure 3 • 22 - b : Représentation des isothermes respectivement pour Gr=O, 1.106 

et Gr=0,1.10 7 pourun facteur de forme de 1/2 
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Tbas--> haut: 1,6 1,4 1,2 1,0 0,8 0,6 0,4 0,2 

Tbas--> haut :5,0 4,5 4,0 3,5 3,0 2,5 2,0 1,5 1,0 0,5 

Figure 3 - 23 - a : Représentation des isothermes respectivement pour Gr=O, 1.103 

et Gr=0,1.10 5 pourunfacteurdeformede1/3 
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Tbas--> haut: 4,5 4,0 3,5 3,0 2,5 2,0 1,5 1,0 0,5 

Tbas--> haut: 5,5 5,0 4,5 4,0 3,0 2,5 2,0 1,5 1,0 0,5 

Figure 3 - 23 - b : Représentation des isothermes respectivement pour Gr=O, 1.106 

et Gr=0,1. 10 7 pour un facteur de forme de 1/3 
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Tbas--> haut: 1,2 1,0 0,8 0,6 0,4 0,2 

Tbas--> haut: 4,5 4,0 3,5 3,0 2,5 2,0 1,5 1,0 0,5 

Figure 3 - 24 - a : Représentation des isothermes respectivement pour Gr=O, 1.103 

et Gr=0,1. 10 5 pour un facteur de forme de 1/5 
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Tbas--> haut: 4,5 4,0 3,5 3,0 2,5 2,0 1,5 1,0 0,5 

Tbas--> haut: 5,0 4,5 4,0 3,5 3,0 2,5 2,0 1,5 1,0 0,5 

Figure 3 - 24 - b : Représentation des isothermes respectivement pour Gr=O, 1.106 

et Gr=O,1. 10 7 pour un facteur de forme de 1/5 
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111-2-3 Nombre de Nusselt local 

Les figures 3-25 à 3-28 représentent les variations angulaires du nombre de 
Nusselt local sur la paroi cylindrique intérieure, pour différents nombres de Grashof et 
pour les quatre facteurs de forme étudiés; sur les figures 3-29 à 3-32, nous avons 
représenté les variations correspondantes sur la paroi isotherme. 

Ces figures montrent que sur la paroi cylindrique intérieure, le nombre local de 
Nusselt est minimal sur l'axe de symétrie sauf pour le cas qui correspond à la formation 
de quatre cellules (fig. 3-25). Ceci s'explique par le fait que, sur cette paroi, qua'nd 
l'écoulement est limité à deux cellules, ce sont des particules d'air chauffées qui se 
détachent de la paroi intérieure au niveau de l'axe de symétrie. Par contre, avec la 
formation de quatre cellules, l'air froid entre en contact avec la paroi chauffée au niveau 
de l'axe de symétrie et engendre des échanges plus importants. 

Sur la paroi isotherme, les échanges thermiques fluide-paroi sont plus intenses 
au voisinage de l'axe de symétrie, pour un nombre de Grashof donné, et augmentent 
naturellement avec la densité de chaleur imposée sur la paroi intérieure. On peut noter 
toutefois que, sur cette paroi, les échanges thermiques sont mieux répartis pour un 
facteur de forme 1/1 que pour les autres configurations étudiées. On observe, en effet. 
que sur les figures 3-29 à 3-32, les sommets des courbes en cloche s'élargissent quand 
on augmente le facteur de forme. 

Pour un facteur de forme de 1/5 et un nombre de Grashof égal à 10 4
, par 

exemple, on constate que les parties de la paroi isotherme situées dans les intervalles 
angulaires a - 0,7 et 2,4 - 3,14 radians participent moins bien à l'échange convectif que 
lorsqu'on travaille avec un nombre de Grashof égal à 100. Ces zones "mortes", toujours 
situées sur les coins, diminuent quand on augmente la densité de flux imposée mais 
restent tout de même plus importantes pour les configurations ouvertes. Cette remarque 
semble indiquer que les échanges thermiques sont meilleurs quand on aug mente le 
facteur de forme. 

111-2-4 Nombre de Nusselt moyen 

Les figures 3-33 et 3-34 représentent les variations de la moyenne du nombre de 
Nusselt moyen sur les parois actives en fonction du nombre de Grashof et du facteur de 
forme. Elles montrent que le nombre de Nusselt moyen augmente dans le même sens 
que le nombre de Grashof et le facteur de forme. D'après la figure 3-34 on peut dire 
qu'il n'y a pas de convection pour Gr=1 00. 

Afin de mieux comparer les différentes configurations étudiées, il nous a semblé 
plus indiqué de représenter les variations du nombre de Nusselt moyen en fonction du 
logarithme népérien du nombre de Grashof (figure 3-35). Sur cette figure, on observe 

que les courbes restent pratiquement linéaires, jusqu'à un nombre de Grashof de 103
• 

correspondant approximativement à la limite supérieure du régime conductif dominant. 
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On constate également une séparation assez nette des courbes à partir de cette valeur 
du nombre de Grashof. 

On peut déduire de ces résultats que, pour des nombres de Grashof supérieurs à 
103 , les échanges thermo-convectifs sont meilleurs quand on augmente le facteur de 

forme (Tableaù 3). Pour des nombres de Grashof inférieurs à 10 3
, on peut considérer 

que le transfert se fait seulement par conduction. Cette concusion est en conformité 
avec les observations développées antérieurement. 

Gr Nu2 

Gr ~ 1 03 régime conductif 

Gr> 103 Nu2 1/1 > Nu2 1/2 > Nu2 1/3 > Nu2 1/5 

Tableau 3 : Variations du nombre de Nusselt moyen avec Gr et Fr 

111-2-5 Influence du IIuide dans le transfert de chaleur 

Pour étudier l'influence de la nature du fluide sur le transfert de chaleur, 
quelques exécutions numériques complémentaires (Tableau 4) ont été effectuées 
avec le dioxyde de carbone et l'ammoniac sous forme liquide (propriétés physiques: 
[24]), pour Fr=1/1. 

Exéc.N° Fr NXM Gr Nu2 fnmaxl Fluide 

017 1/1 31 x 50 10 2 0,99 0,5470 x1 0- 2 CO 2 

018 1/1 31 x 50 104 3,00 0,8670 CO 2 

019 1/1 31 x 50 105 4,67 0,3148 x1 a 1 CO 2 

020 1/1 31 x 50 10 6 8,66 0,9426 x1 a 1 CO 2 

021 1/1 31 x 50 10 2 1,00 0,5430 x10- 2 NH 3 

022 1/1 31 x 50 104 2,47 0,9780 NH 3 

023 1/1 31 x 50 105 3,84 0,4474 x1 0 1 NH 3 

024 1/1 31 x 50 10 6 7,61 0,1515x10 2 NH 3 

Tableau 4 : influence du fluide 

Le nombre moyen de Nusselt sur les parois cylindriques augmente avec le 
nombre de Prandtl (fig.3-36) , quand le coefficient de transfert de chaleur augmente 
naturellement avec la conductivité thermique. On constate aussi qu'il n'y a pas de 
régime conductif pour l'ammoniac et le dioxyde de carbone dans le domaine 
d'investigation étudié. 
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Figure 3-25 Variations angulaires du nombre de Nusselt local sur la paroi cylindrique 

intérieure pour un facteur de forme = 1/ 1 et pour différentes valeurs du nombre de 

Grashof modifié: GrA =0,1.103 Grs =0,1.10 5' Grc=0,1.106 GrD=0,1.10 7 
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Figure 3-26 Variations angulaires du nombre de Nusselt local sur la paroi cylindrique 

intérieure pour un facteur de forme = 1/2 et pour différentes valeurs du nombre de 

Grashofmodifié : GrA =0,1.10 3 Grs =0,1.10 5 Grc=0,1.10 6 GrD=0,1.10 7 



S,DO 

4,50 

4,00 

3,50 

3,00 

2,50 

2,00 

1,50 

1,00 

102 

Nu2 

D 

c 

8 
----------~=-~=====-~=------------ A 

0,50~1~1~~~1 ~I~I~~I~I-'I ~J-'~Jill'lïT"TI'lill"ïïl-'I'lïT"ïll'"'' 

1 ,00 1,20 1,40 1,60 1,80 2,00 2,20 

Figure 3-27 Variations angulaires du nombre de Nusselt local sur la paroi cylindrique 

intérieure pour un facteur de forme = 1/ 3 et pour différentes valeurs du nombre de 

Grashofmodifié: GrA =0,1.10 3 Grs =0,1.10 5 Grc=0,1.10 6 GrD=0,1.10 7 
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Figure 3-28 Variations angulaires du nombre de Nusselt local sur la paroi cylin'drique 

intérieure pour un facteur de forme = 1/5 et pour différentes valeurs du nombre de 

Grashofmodifié: GrA =0,1.10 3 GrB =0,1.10 5 Grc=0,1.10 6 Gr
D
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Figure 3-29 Variations angulaires du nombre de Nusselt local sur la paroi cylindrique 

extérieure pour un facteur de forme == 1/ 1 et pour différentes valeurs du nombre de 

Grashofmodifié :GrA =0,1.10 3 Grs =0,1.10 5 Grc=0,l.10 6 GrD=0,1.10 7 
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Figure 3-30 Variations angulaires du nombre de Nusselt local sur la paroi cylindrique 

extérieure pour un facteur de forme == 1/2 et pour différentes valeurs du nombre de 

Grashofmodifié :GrA =0,1.10 3 GrB =0,1.10 5 Grc=0,1.106 GrD ==O,1.10 7 
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Figure 3-31 Variations angulaires du nombre de Nusselt local sur la paroi cylindrique 

extérieure pour un facteur de forme = 1/3 et pour différentes valeurs du nombre de 

Grashofmodifié :GrA =0,1.10 3 Grs =0,1.105 Grc=0,1.1'06 Gr D=0,1.10 7 

Nu2 

D 

0,00 ~~~:::::=:~==::::::~~~~ 
D,DO D,50 1,00 2,00 2,50 3,50 

Figure 3-32 Variations angulaires du nombre de Nusselt local sur la paroi cylindrique 

extérieure pour un facteur de forme = 1/5 et pour différentes valeurs du nombre de 

Grashof modifié: GrA =0,1.10 3 Grs =0,1.10 5 Grc=0,1.106 GrD =0,1.10 7 
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Figure 3-33 Variations du nombre de Nusselt moyen sur les parois cylindriques en 
fonction du nombre de Grashof modifié pour différentes valeurs du facteur de forme 

Fr: A= 1 / 1 B== 1 / 2 C= 1 / 3 0= 1 / 5 
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Figure 3-34 Variations du nombre de Nusselt moyen sur les parois cylindriques en 
fonction du facteur de forme pour différentes valeurs du nombre de Grashof .modifié : 
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Figure 3-35 Variations du nombre de Nusselt moyen sur les parois cylindriques 
en fonction du nombre de Grashof modifié pour différentes valeurs du facteur de forme 

Fr: A=1/1 B=1/2 C=1/3 D=1/5 

10 

8 

6 

4 

2 

co 2( Pr=4,1 0) 

NH 3 (Pr=2,02) 

Air (Pr=0,72) 

Gr 
o -r _____ ~~~~~~~~-,~~~~~~~~~~~~~ 

100 1000 10000 100000 1000000 

Figure 3-36: Variations du nombre de Nusselt moyen sur les parois cylindriques en 
fonction du nombre de Grashof modifié, pour différents fluides et pour Fr = 1/1. 
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111-3 Conclusion 

Dans cette étude, nous avons présenté les différents résultats théoriques 
concernant la distribution de la fonction de courant et le champ des températures, 
ainsi que les nombres adimensionnels de Nusselt locaux et moyens en fonction du 
nombre de Grashof et du facteur de forme. 

Quand l'écoulement est laminaire. l'analyse des lignes de courant montre, à 
tout instant, la formation de deux groupes de cellules positives et négatives, 
symétriques par rapport à l'axe vertical Oy, et tournant respectivement dans le sens 
trigonométrique et dans le sens inverse. Quand on impose un flux de chaleur très 
élevé sur la paroi cylindrique intérieure, le régime de l'écoulement change et on 
observe la formation de deux cellu les supplémentai res au niveau des "coins" 
inférieurs de l'enceinte. Ces cellules supplémentaires tournent dans- le sens 
contraires des cellules voisines, 

Au régime permanent, pour Gr=1 00, les valeurs de la fonction de courant sont 
très faibles et les isothermes sont approximativement parallèles. Pour un nombre de 
Grashof plus important, les valeurs de la fonction de courant augmentent rapidement 
et les lignes isothermes se transforment sensiblement et adoptent la forme d'un 
"champignon", La conduction est le régime de transfert de chaleur dominant, pour des 

nombres de Grashof inférieurs à 103
, quel que soit le facteur de forme. Pour un 

nombre de Grashof supérieur à 103
, le rôle de la convection devient prépondérant et 

on peut dire que le nombre de Nusselt moyen augmente avec le facteur de forme. 

Pour Fr=1, la comparaison du transfert de chaleur pour différents fluides tels 

que l'air, l'ammoniac-liquide et le dioxyde de carbone-liquide permet de conclure que 
le nombre de Nusselt moyen augmente avec le nombre de Prandtl. 
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CHAPITRE IV 

VALIDATION EXPERIMENTALE PAR 
INTERFEROMETRIE HOLOGRAPHIQUE 

Dans ce chapitre nous allons présenter la technique d'interférométrie 
holographique utilisée comme méthode d'enregistrement simultané de la phase et de 
l'amplitude d'une onde lumineuse, décrire le montage expérimental et présenter les 
résultats qui nous permettent de valider les codes de calcul utilisés dans les chapitres 
précédents. 

4-1 Considérations générales 

4-1-1 Historique 

C'est en 1948 que Denis Gabor [27-28], prix Nobel de physique a décrit une 
méthode nouvelle, "l'holographie", qui permet d'obtenir l'image d'un objet à partir de la 
figure de diffraction produite par cet objet. Les possibilités de l'holographie ont été 
mises en évidence avec l'apparition du laser (light amplification by stimulated emission 
of radiation) par les expériences menées à l'Université de Michigan et en particulier par 
E. N. Leith et J. Upatnieks [29] qui ont perfectionné en 1962 la méthode de Gabor. Alors 
que la photographie classique restitue un enregistrement bidimensionnel, la technique 
holographique permet la restitution tridimensionnelle d'une onde lumineuse identique à 
celle diffusée par l'objet réel. Par ailleurs, plusieurs objets ou un même objet. occupant 
différentes positions peuvent être enregistrés sur la même plaque sensible et restitués, 
soit séparément, soit simultanément, propriété qui est à la base de l'interférométrie 
holographique. 

4-1-2 Emu Isions photosensibles 

Les émulsions photosensibles sont utilisées pour fixer les informations contenues dans 
les faisceaux lumineux issus de l'objet à holographier. Les caractéristiques et les 
propriétés fondamentales présentées par ces émulsions sont résumées ci-après: 

4-1-2-1 Propriétés d'une émulsion photosensible: 

- C'est un récepteur quadratique. Elle est sensible à l'énergie lumineuse, c'est-à-dire au 
carré du module de la vibration incidente. 

- Après traitement chimique, les variations de l'énergie lumineuse reçue se traduisent 
par des variations de transparence (fig.4-1) 
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- Elle est caractérisée par: 

. la courbe de noircissement qui donne la densité optique D en fonction du 
logarithme de l'éclairement reçu pendant l'unité de temps. Cette courbe présente trois 
régions l, Il et III respectivement de sous-exposition, linéaire et de surexposition. On 
appelle généralement cette courbe, courbe de H et 0 ( Hurter et Drieffield) ('fig. 4-2) . 

. le pouvoir de résolution : la nature granuleuse du support photographique rend 
impossible la perception de détails de dimensions inférieures à celle du grain moyen. Le 
nombre maximum d'éléments d'information enregistrables sur l'unité de longueur 
caractérise le pouvoir de résolution de l'émulsion. Une émulsion holographique 
courante possède un pouvoir de résolution élevé, de l'ordre de 1000 à 1500 traits par 
millimètre. 

E 

D 

y 

4-1-2-2 Principales définitions 

énergie lumineuse 

durée d'exposition 
intensité lumineuse incidente 

intensité lumineuse transmise 

, 't· T 1 transparence energe Ique =-
10 

transparence en amplitude t = T 1/2 

densité optique D = IOg( +) = IOg( ~ ) 
facteur de contraste 'Y = tg(8) 

On peut passer de la courbe de la figure 4-1 à celle de la figure 4-2 par la relation: 

1 
D= - log - = - 10gT = -2 log t 

10 
(4-1 ) 

Les émulsions photographiques sont utilisées en veillant à ce que la transparence en 
amplitude t de la plaque développée soit proportionnelle à l'éclairement E reçu par 
l'émulsion. Ainsi on peut écrire: 

Cette formule est applicable dans un domaine relativement grand (fig. 4-1). 

Eo' to et t 1 sont définis sur la figure (4-1). 

(4-2) 
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to ---------

E 

Figure 4-1 

Transparence en amplitude d'une plaque 
photographique après développement 
chimique, en fonction de l'éclairement 

reçu (exposition de durée 1: unité) 

D 

B 

pente y= tg 8 

log E 

Figure 4-2 

Courbe de H et D : Variation de la 
densité optique d'un cliché en fonction 
du logarithme de l'éclairement reçu 

(exposition de durée 1: unité) 

4-1-2-3 Influence des non-linéarités de l'enregistrement photographique 

L'enregistrement est linéaire dans les conditions précisées par la relation (4-2), 

donc dans le cas où le point de fonctionnement coïncide avec le point l, (fig. 4-1). Dans 
ce cas, l'image restituée traduit fidèlement les intensités émises par l'objet. 

Etudions la position d'un tel point de fonctionnement sur la courbe H et D. 

Le facteur de contraste y est défini comme la pente de la courbe de H et D. On peut 
donc écrire: 

d D dt 1 
y=tg e = = - 2-

d (log E) t dE 
(4-3) 

E 

d'où: 

dt yt 
=---

dE 2 E 
(4-4) 
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Le point d'inflexion de la courbe de la figure 4~1 est donné par: 

(4-5) 

ainsi: 

l dy 
0= - + 'Y - (log e) -

2 dH 
(4-6) 

(où e est la base des logarithmes népériens et H = log E ) 

Au point It on a donc: 

d 20 1 
-d-H-2 = 2 log e 'Y (2 + 'Y) (4-7) 

Si Y = -2, les points d'inflexion sur les courbes 4-1 et 4-2 se correspondent. On utilise 

généralement en holographie des émulsions négatives y> 0 , ce qui donne: 

(4-8) 

Au point de fonctionnement It , autour duquel on doit travailler, correspond donc 

sur la courbe de H et D une zone dont la concavité est tournée vers les densités 
croissantes: c'est la zone de sous-exposition (zone 1). Ce résultat nous indique que les 
"bons hologrammes" seront de teinte gris clair. 

Si les variations i1E de l'éclairement autour de Eo augmentent, l'écart à la loi 

linéaire devient sensible. Dès lors, la courbe de sensibilité ne peut plus être assimilée à 
une droite. La formule t + t 1 (E - Eo) n'est plus valable. Elle doit être approchée par 

l'équation suivante: 

(4-9) 

On obtient des images parasites et une distorsion des intensités dans l'image qui 
n'est donc plus fidèle à l'objet. Cette baisse de qualité correspond à la présence d'un 
"bruit" qui se superpose à l'image initiale ("signal"). 
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Si le point de fonctionnement ne coïncide pas avec le point d'inflexion It de la courbe 

de la figure (4-1), la tolérance sur les variations 6E diminue pour une même qualité de 

l'image. Pour des valeurs 6E suffisamment petites, on peut utiliser la loi linéaire 

to + t
1 

6E avec une bonne approximation et se placer par conséquent en n'importe quel 

point de la courbe H et D caractéristique de l'émulsion. Il est à noter que la brillance de 

l'image augmente avec 6E . 

L'hypothèse précédente (6E très faible), habituellement prise pour décrire la 
formation de l'image, ne conduit pas à l'expression de la meilleure image. Au point de 
vue expérimental, on réalise généralement un compromis entre la qualité de l'image et 

sa brillance (choix de 6E et, par conséquent, des intensités respectives des faisceaux 
objet et de référence). 

4-1-3 Enregistrements sur émulsions photosensibles 

Nous limiterons ici notre discussion aux émulsions photosensibles du type "noir et 
blanc". L'objet de notre étude va être de montrer comment l'enregistrement 
holographique est le mode d'enregistrement optimal sur ce type de support. 

4-1-3-1 Enregistrement d'objets bidimensionnels 

- L'enregistrement sur support photosensible des ombres portées de type "ombres 
chinoise" ne présente aucun intérêt: l'information est perdue dans l'enregistrement lors 
de la formation de l'ombre portée. 

- On sait enregistrer une information bidimensionnelle c'est-à-dire restituer le contenu de 
l'information perdue dans la zone d'ombre de l'ombre chinoise. Pour cela, on forme à 
l'aide d'une optique une image sur le plan de l'émulsion photosensible. 

source 

S 

A 
objet 

Figure 4-3 

S' 

j' ombre portée 
;i .... 



objet 

A 
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~source 

système optique 

M ~----------------~ 

p 

B' 

image 
.."".-

""'--~-~-~----==~ M' 

A' 

Figure 4-4 

Pour la formation de cette image, tous les points de l'objet, soit émettent de la 
lumière, soit diffusent de la lumière incidente, issue d'une source auxiliaire par exemple, 
selon une loi qui leur est propre: En première approximation, on peut supposer que la 
lumière est monochromatique. La qualité de l'enregistrement sera fonction de la qualité 
de l'optique intermédiaire. En supposant que le système optique soit parfaitement 
stigmatique (tous les rayons issus d'un même point M de l'objet convergent en un même 
point de l'image M'), que l'ouverture du système soit suffisamment grande pour ne pas 
donner lieu à des phénomènes de diffraction, la juxtaposition des points M' reproduira 
dans le plan de l'émulsion photosensible une intensité lumineuse proportionnelle à 
celle du point M de l'objet. 

L'enregistrement étant effectué dans les conditions précisées plus haut, on obtient une 
reproduction bidimensionnelle dans d'excellentes conditions. 

L'information relative à la troisième dimension ( direction d'observation), existe, sous 
forme de flou plus ou moins accentué selon la position d'un point objet par rapport au 
plan de mise au point, mais en général, elle est inexploitable 

4-1-3-2 Enregistrement tridimensionnel: l'holographie 

La vibration lumineuse émise par un point de l'objet s'écrit a = Ao e jql (le terme 

dépendant du temps ei 21tVt sera omis dans toutes les formulations). 
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Dans le procédé d'enregistrement précédent, il y a dans le plan de l'émulsion, soit 
addition des amplitudes, soit addition des intensités suivant que les vibrations sont 
respectivement cohérentes ou incohérentes; ceci conduit finalement à l'enregisfrement 

de IAoI2. Cela signifie qu'il y a perte de l'information de phase <p qui rend compte du 

relief de l'objet. 

La conservation de cette information est réalisée par l'enregistrement, dans le plan du 
récepteur photographique des variations d'intensité lumineuse. La technique 
généralement employée consiste à faire interférer une onde de référence avec toutes 
les ondes émises par les différents points de l'objet. La lumière monochromatique 
utilisée doit présenter un très haut degré de cohérence, ce qui implique l'usage du laser. 

a) Enregistrement 

onde de 
référençe 

Lr 

La : onde émise par l'obje t 

plan de l'émulsion 
p hotose ns lb le 

Figure 4-5 

Pour obtenir facilement deux ondes cohérentes entre elles, il suffit de diviser en 
amplitude l'onde émise par un laser. La grande cohérence spatiale d'un tel faisceau 

permet d'obtenir des interférences de grand contraste entre les deux parties l r 

(référence) et l 0 (objet) diffusées par l'objet. Pour expliquer la formation des images 

en holographie, nous traiterons l'enregistrement de la phase et de "amplitude d'une 
onde émise par une source ponctuelle. 
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La plaque photographique est éclairée par l'onde L r et l'onde L 0 cohérentes entre 

elles. Elles interfèrent dans son plan et tout point M du plan reçoit l'amplitude. 

aM (z.x) = ao (z.x) + a r (z.x) (4-10) 

Le matériau photosensible est impressionné par l'intensité reçue pendant le temps de 

pose 't constant: 

(4-11 ) 

( 4-12) 

En se plaçant dans les conditions optimales d'enregistrement (linéarité, rapport 
d'amplitude .... ) après développement chimique, le négatif obtenu donne par 
transmission une amplitude qui est proportionnelle à E. 

D'après l'équation (4-2), on obtient : 

(4-13) 

Soit Eo l'intensité envoyée par l'onde de référence sur la plaque. On a: 

( 4-14) 

Dans l'expression (4-13) les deux derniers termes montrent que la présence du fond 

cohérent L r a permis de conserver les informations d'amplitude et de phase de la 

fonction ao (x.y) , onde émise par la source S. 

b) Reconstitution: 

En éclairant l'enregistrement obtenu après développement par une onde plane 
d'amplitude complexe bR (x,y) et parallèle au plan de l'hologramme, l'amplitude 

transmise par l'hologramme s'écrit: 

( 4-15) 

En développant cette expression, en explicitant la forme de l'onde de référence a r ,telle 

que: 

2rr 
a = A e jkez avec k = - ( module du vecteur d'onde) 

r r À 
(4-16) 
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l'expression (4-15) s'écrit: 

( 4-17) 

En explicitant cette expression à l'aide de (4-16), on remarque que: 

1) to bR représente, au terme de transmission près to' l'onde de reconstitution. 

2) t
1

11 aOrbR rend compte d'une faible diffraction de l'onde incidente de reconstitution. 

Pratiquement ces deux termes se confondent dans l'onde directement transmise. 

3} b t a· a s'écrit b t A e+pez A ej~r 
R1 r 0 R1 r 0 

(4-18) 

C'est une onde sphérique divergente tout comme l'onde objet, et située dans la direction 

e par rapport à la normale à l'hologramme: c'est l'image virtuelle de l'objet 

4) b t a· a s'écrit b t A e- jk8zA e-jkr 
R10r Rlr 0 

(4-19) 

C'est une onde sphérique convergente. Cette image se trouve dans la direction - e 
avec la normale à l'hologramme et donne naissance à une image réelle de la source. 

onde de 
resco nstitutio n 

S' 

image virtuelle 

-r 

image réelle 

Figure 4-6 
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Pendant la reconstitution, on obtient donc deux images, l'une réelle, l'autre virtuelle, 
symétriques par rapport à la direction de reconstitution. 

En conclusion, on remarque que l'enregistrement holographique permet de reconstituer 
une onde identique en tout point ( phase et amplitude) à l'onde objet. 

4-1-4 Particularité de l'enregistrement holographique 

La possibilité de reproduire une onde Ao expU 'Po) qui soit identique à l'onde provenant 

de l'objet réel lors de l'enregistrement, constitue l'apport fondamental de l'holographie. 

Dans le domaine scientifique, cette propriété de l'holographie très riche d'applications 
permet l'étude de phénomènes instables; un hologramme restituant à loisir toutes les 
caractéristiques spatiales de l'objet à l'instant le plus intéressant. 

Ceci autorise, en outre, la mise en œuvre sans limitations de temps des différents 
moyens optiques d'investigation. 

Soit Po au temps to et P 1 au temps t 1 ' deux états voisins d'un même objet, Poet 

P 1 différant par une variation de position ou de forme. Si nous superposons à 

l'enregistrement de Po' effectué selon le processus décrit, un deuxième enregistrement 

concernant P l' tous les paramètres du montage optique demeurant inchangés, nous 

obtenons, lors de la restitution, une superposition des ondes objet ao exp(j 'Po} et 

a 1 exp(j 'P1} relatives à Poet P l' La variation d'état étant supposée d'amplitude faible, 

ces deux ondes très peu différentes donnent lieu à des phénomènes d'interférences. 
Les franges observées décrivent la variation d'état subie par l'objet entre to et t 1. 

Cette méthode permet de faire interférer deux ondes non contemporaines et par la suite 
d'étudier les perturbations de faible amplitude d'un objet. 

L'interférométrie holographique permet de comparer deux états successifs d'un même 
objet. Il s'agit d'une interférométrie à deux ondes par division d'amplitude grâce à une 
"séparation de temps"; le facteur de cohérence mutuel reste égal à l'unité car il est 
imposé par l'onde de restitution. 

Les techniques d'exposition: 

- La double exposition statique. Dans ce cas, les ondes qui interfèrent proviennent du 
même hologramme et correspondent à deux positions différentes de l'objet. Cette 
technique permet d'étudier l'évolution d'ensemble de l'objet entre deux instants t 1 et t 2 . 

Pendant la durée de chaque exposition, l'objet doit rester immobile. Le laser peut 
fonctionner, soit en continu, soit en impulsions ( la durée de l'impulsion est alors égale à 
la durée d'exposition de la plaque); 
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- L'interférométrie en temps réel. Dans ce cas, l'interférence se produit entre l'onde 
restituée par l'hologramme et l'onde issue de l'objet lui-même. Elle peut poser de 
délicats problèmes de remise en place de l'hologramme après développement, vu 
l'ordre de grandeur des déplacements des deux orides. La meilleure technique consiste 
à effectuer le développement "in situ" grâce à un dispositif adéquat. L'évolution 
temporelle de l'objet peut être contrôlée par l'observation de franges en temps réel. 
L'émission du laser est continue. 
L'interférométrie en temps réel permet un contrôle précis des intensités des faisceaux 
objet et de référence. Le développement in situ est dès lors maîtrisé et l'utilisation d'une 
caméra C.C.D. (coupled charge device) permet de suivre et de traiter l'évolution en 
temps réel. 

4-2 Interféromètre holographique pour l'étude des milieux transparents. 
Description du montage. 

Après avoir étudié les propriétés des enregistrements et des interférogrammes 
holographiques, nous allons, dans ce paragraphe, montrer ce que l'on peut attendre des 
interférogrammes et étudier la géométrie d'un interféromètre, afin d'obtenir des 
enregistrements facilement exploitables. 

Les interféromètres à deux faisceaux sont les appareils les plus adéquats pour 
effectuer des mesures dans les milieux transparents. Il s'agit de mettre en évidence la 
différence de phase entre un faisceau test et un faisceau de référence. Celle-ci peut être 
obtenue par divers facteurs créant une variation de l'indice de réfraction du milieu 
(élevation de température, contrainte, variation de pression, etc ... ) ou bien par une 
différence de marche dans le chemin optique d'un des deux faisceaux. 

L'interféromètre développé au Laboratoire de Physique Appliquée de l'Université de 
Perpignan [30] peut être manipulé par des opérateurs non expérimentés dans le 
maniement des appareils optiques de précision. 

4-2-1 Schéma optique et principe de fonctionnement 

Le schéma de principe du banc d'holographie est représenté sur la figure (4-7). 

Pour réaliser les hologrammes, le montage de base utilisé comporte les principaux 
éléments suivants: 
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* Eléments optiques : 

- un laser He - Ne (6328 Â, 35 mW) dont la" puissance et la cohérence spatiale et 
temporelle sont suffisantes pour les études envisagées. 

- une lame séparatrice Sp qui, par division d'amplitude du front de l'onde émise 
par le laser permet d'obtenir les ondes d'étude et de référence. 

- deux miroirs M1 et M2 qui permettent de réaliser l'égalité des trajets des deux 
ondes ou rendent au moins leur différence inférieure à la longueur de cohérence du 
laser. 

- deux dispositifs atténuateurs constitués par une lame À.,/2 assoclee à un 
polariseur permettent de régler la valeur du rapport entre les intensités des deux ondes 
d'étude et de référence. 

- deux ensembles agrandisseurs de faisceau équipés de filtres spatiaux pour 
obtenir des ondes planes pour le faisceau d'étude, dont l'amplitude est aussi uniforme 
que possible sur l'ensemble de la surface d'onde utilisée. 

- une caméra C.C.D. permet de réaliser l'acquisition de l'interférogramme. Elle 
fournit une représentation analogique de l'image suivant une matrice 512 x 512 pixels 
(éléments d'image). Les données sont transmises d'une part à un moniteur vidéo, ce qui 
permet de visualiser la figure d'interférence pour une analyse qualitative et d'autre part à 
un micro-ordinateur qui analyse quantitativement la figure d'interférence grâce à une 
carte de digitalisation d'images. 

* Eléments mécaniques: 

- l'obturateur est un élément indispensable car il permet de régler la durée 
d'exposition de la plaque holographique. En général, on utilise un obturateur 
électromécanique. 

- les éléments optiques à partir de la lame séparatrice comprise doivent être 
placés sur un support rigide afin d'assurer la stabilité de l'ensemble qui doit être isolé 
des vibrations extérieures par un système anti-vibratoire approprié ("silent bloc ") . 
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Figure 4~ 7: Banc d'interférométrie holographique pour l'étude de milieux 
optiquement transparents 

Description des traiets optiQues 

Le faisceau lumineux est séparé en deux ondes par division d'amplitude à l'aide 
de la séparatrice SP. Les trajets des deux faisceaux ainsi obtenus sont rendus si 
possible égaux par le jeu des miroirs M1 et M2. 

Le faisceau transmis par Sp constitue le trajet d'étude. Il traverse un atténuateur 

variable de précision, constitué par une lame ').,,/2 suivie d'un polariseur. Ce dispositif 

permet par rotation de la lame ').,,/2 d'ajuster l'intensité du faisceau d'étude sans 
introduire de perturbation ou de défauts dans le plan d'onde. Après réflexion sur le 
miroir M1, un objectif 01 et une lentille L 1, constituant un doublet afocal donnent une 
onde plane qui traverse le volume d'étude. Cette onde d'étude est ensuite reprise par 
une lentille L2 et éclaire la plaque holographique. 
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L'onde de référence est obtenue par réflexion sur Sp. Elle traverse un dispositif 
atténuateur puis, après réflexion sur M2 et passage à travers le doublet afocal 02 L2, 
l'onde plane ainsi construite illumine la plaque. holographique H. Cette plaque 
holographique est placée sur un support permettant d'effectuer le traitement chimique 
"in situ", ce qui permet de réaliser l'interférométrie en temps réel 

Description de la zone d'étude 

Sur la plaque holographique H sont enregistrées les franges d'interférences dues 
à la superposition dans son plan, des ondes cohérentes de référence et d'étude. Ceci 
constitue l'hologramme H. On peut naturellement employer ici les deux techniques déjà 
citées de double exposition et d'observation en temps différé , ou d'observation en 
temps réel. 

La lentille L 1 placée sur le faisceau objet est montée sur deux platines à 
translation micrométrique permettant de rajouter une différence de marche 
supplémentaire. Ceci permet de compenser les retards résiduels qui peuvent subvenir 
lors de l'enregistrement de l'hologramme de référence et de se placer ainsi en teinte 
plate. D'autre part, ces déplacements permettent d'introduire un retard supplémentaire 
donc des franges, appelées franges de fond, qui peuvent être utiles pour l'exploitation 
quantitative des interférogrammes. 

Dans ce travail, nous nous limiterons à l'étude en teinte plate qui permet de 
visualiser et de suivre en temps réel les isothermes qui se développent dans le milieu, 
comme nous le montrons ci-après. 

4-2-2 Cas des milieux présentant une symétrie longitudinale 

L'étude de ce type de milieu est plus simple tant du point de vue expérimental que 
du traitement mathématique des données. 

La zone d'étude est directement éclairée par une onde plane. Ce système qui 
permet d'avoir des durées d'exposition brèves, présente d'autres avantages, telles la 
diminution du "speckle" cohérent et l'amélioration de la résolution au niveau de 
l'exploitation de l'interférogramme. 

Ainsi le montage présenté (fig.4-7) permet avec des plaques holographiques de 

sensibilité 5 ~J/cm 2de récupérer environ 60% de l'énergie émise par le laser. Pour un 
laser de 35 mW, la durée d'exposition doit être d'environ un centième de seconde. 

Le laser couramment utilisé dans ce type de montage est le modèle 1248 de 
Spectra Physics de puissance 35 mW et de longueur d'onde 6328 A. Les piaques 
photographiques sont du type haute résolution Agfa Gevaert 107E75 ou Kodak 131.01. 
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Ce montage permet le développement de l'hologramme "in situ" pour rendre possible 
les expériences en temps réel. 

Soulignons enfin l'importance des lentilles L 1 et L2 qui figurent sur ce montage. 
En effet L 1 qui est mobile suivant trois déplacements micrométriques permet d'une part, 
de corriger d'éventuels décalages de l'onde objet pour améliorer la précision du 
traitement des interférogrammes et d'autre part d'introduire les réseaux de franges de 
fond nécessaires aux exploitations quantitatives de précision. La lentille L2 sert à 
collimater le faisceau sur la plaque holographique dans un cercle d'environ 50 
millimètres de diamètre et à éliminer tous les rayons parasites autres que ceux qui se 
propagent dans une direction parallèle à la direction d'éclairement. L'image du plan sur 
lequel apparaissent les franges d'interférence est observée à l'aide d'une optique 
adaptée associée soit à un boîtier photo soit à une caméra C.C.D. 

On peut éviter les difficultés dues à l'uti lisation d'une onde plane dirigée en 
plaçant un dépoli juste avant la lentille. Ainsi on réalise facilement l'hologramme 
(chaque point de la surface de l'hologramme contient une information provenant de 
l'ensemble de l'objet) et l'éclairement est parfaitement uniforme. L'inconvénient est que 
le grain du dépoli crée un speckle qui diminue la visibilité des franges d'interférence. 
Ainsi donc en fonction de l'environnement et la qualité exigée pour les 
interférogrammes, on choisira entre les deux dispositifs. 

Conclusion: 
Nous venons rapidement d'exposer les grandes lignes du principe de la méthode 
utilisée pour mesurer les variations de densité dans un milieu gazeux. Nous 
appliquerons cette méthode à l'étude des distributions de température dans notre 
enceinte annulaire. 

4-3 Mesures des températures 

4-3-1 Description de la cellule expérimentale (photographie 1 et figures 4-8 
et 4-9) 

La cellule expérimentale est composée des principaux éléments suivants: 

- Un tube 'cylindrique en cuivre de 5,4 centimètres de diamètre à l'intérieur duquel 
est placée une résistance chauffante bobinée et en contact avec la paroi interne du 
cylindre. Le contact est assuré par une graisse thermique. 

'. 
- Une paroi semi-cylindrique en cuivre de 10,5 centimètres de diamètre maintenue 

isotherme à l'aide de la pompe de circulation d'eau d'une cuve thermostatique régulant 
à environ un dixième de degré. 

- Un bloc d'isolation thermique en mousse de polystyrène Styrodur. 
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La longueur de la cellule est de 50 centimètres. Nous considérons que cette longueur 
est suffisamment grande, ce qui permettra par la suite de négliger les effets de bout qui 
se produisent sur environ deux centimètres ( retard supplémentaire d'environ une frange 
sur 2 cm, voir page136). . 

Photographie 1: Vue d'ensemble du banc d'interférométrie et de la cellule expérimentale 
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Tubes de circulation d'eau 

parOi!t: .... ·rm-e------j 
Zone d"étude 

Isolation 
Styrodur 

-

Figure 4-8 ; Coupe transversale de la cellule expérimentale 

Les appareils de mesures et de régulation utilisés sont: 

- un enregistreur numérique-analogique Philips de 30 voies PM8237 A/02 

- une résistance Thermocoax 1 Nc Ac 10 de 10 mètres de long 

- un régulateur de température Lauda K4R muni d'une pompe de circulation 

- cinq thermocouples de type Chromel-Alumel pour la mesure des températures de 
référence 

- un régulateur de tension permettant de faire varier la puissance électrique dissipée 
par la résistance chauffante. 
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Enregistreur 
numérique 

Philips PM8237A/02 
Thermoco up les 

~----------~I I~ __________ ~ Résistances 
chauffantes 1 1 . . .------------------4-~ 

1 : 1 : . . . 
~--~~-------{\-~----{~--------~~--
r----~------~~------~~------~---l '\ ' \ f \. l' ~-t-----' 

(\. ./ \ 1 \ l' \. 

1 ... t \ 1" t \ 
1 \ l' \ 1 ... l' 

,,' \" ,/ \ / 
l 

'\ , ,/ \, 
J \. / \. 1 \. 1 \. 

l ,,~ '\ 1 \., '\ 

~L------~~------~+-------~~------~ 
-------~------~~--------~-------

1 

Tuyau de circulation d'eau 

Régulateur 
de tension 

Pompe de circulation 
et rég u latio n 

de température 
LAUDA 

1 

Figure 4-9 : Schéma de détail des connexions de mesures et de régulation 

4-3-2 Calcul de la différence de marche due aux phénomènes thermiques 

La technique employée (double exposition ou temps réel) n'affecte en rien le 
traitement de l'interférogramme. Les franges observées rendent compte des isothermes 
du milieu à étudier. 

La méthode d'interférométrie met en évidence, dans un milieu d'épaisseur e et 

d'indice de réfraction n, des variations du chemin optique L=n e. Une modification L'lL du 
chemin optique peut être créée par des modifications d'indice du milieu et des 
modifications d'épaisseur. De façon générale, on peut écrire: 

L'lL = L'ln e + n L'le (4-20) 

Dans notre cas, les dimensions de la zone d'étude sont fixées et donc L'le=O. En 
fait, il faut tenir compte ici des effets thermiques qui apparaissent aux extrémités: les 
effets de bout Compte tenu de la dimension longitudinale de notre maquette d'étude, 
ces effets, comme nous le montrerons expérimentalement, sont négligeables. Ainsi, 
seules les variations d'indice du milieu provoquent la formation des franges 
d'interférences. 
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Le dépouillement de l'interférogramme permet de déterminer la valeur de l'indice de 
réfraction n en tout point du milieu. La variation d'indice entre deux franges brillantes ou 
sombres est donnée par la relation: 

À 
An=­

e 
(4-21) 

Connaissant la loi de variation de l'indice de réfraction du milieu en fonction de la 
température, on peut utiliser cette méthode pour déterminer le champ de température 
dans le milieu étudié. 

La loi de Gladstone peut s'écrire au premier ordre: 

= 1+ a t (4-22) 

t étant exprimé en degré C, noet nt représentent les valeurs de l'indice de l'air 

respectivement à 0° et à t OC sous la pression atmosphérique normale, et a = 3,678.10-3. 

Entre les deux états (milieu à la température ambiante puis application du gradient), la 
différence de marche est: 

(4-23) 

En un point M quelconque, on peut écrire: 8 = m À , avec m > 0, ainsi: 

( 

n -1 
8 = e 0 -

1 + at 

n -1 .) 
o =m À 

1 + a t' 
(4-24) 

8 = e (n 0 -1 ) a (t' - t) 
(1+ a t) (1+ a t') 

(4-25) 

En posant: t' - t = t ' - t amb = At , il vient: 

mÀ a At =---:-----------
e(n o-1) 1 +a2 t At+a 2 t2 +a At+2at 

(4-26) 

d'où l'écart de température: 

m À (1+ at)2 
At = -- ---------

a e (n 0 - 1) - mÀ (1 + a t) 
(4-27) 
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Les franges d'interférence traduisent le lieu des points d'égale différence de 
marche et le passage d'une frange à la suivante corre~pond à une variation du chemin 
optique égale à une longueur d'onde. 

Cependant d'après l'expression de f1t , il n'en est pas de même en ce qui 
concerne l'écart de température qui existe entre deux franges. Cet écart est fonction de 
"ordre m de la frange observée. Les mesures sont faites aux sommets des franges. S'il 
n' y a pas suffisamment de franges, on peut augmenter leur nombre en introduisant les 
franges de fond. " est, en effet, important d'avoir un grand nombre de mesures pour 
améliorer la précision du traitement par la méthode de la transformée de Fourier rapide 
(Fast Fourier Transform : F.F.T.). 

On peut conclure ce paragraphe en écrivant que les franges rendent bien compte des 

isothermes f1t = constante pour m = constante en remarquant que l'écart de température 
qui sépare deux franges dépend de leur ordre. 

Ainsi entre m=O et m=1, on a, d'après la relation (4-27) : 

f1t 1 x 6328. 10-10 
( ( 1 + 3,678 10-3 x 22,31 )2 ) ,.,,1 39 oC 

3,678 10-3 0,5 x 2,9123 10-4 - 1 x 6328. 10-10 (1 + 3,678 10-3 x 22,31) , 

avec: 

e=0,5 m 

À = 6328. 10-10 m 

no - 1 = 2,9123.10-4 

t = 22,31 oC 

Une exploitation quantitative de l'interférogramme par F.F.T. permet de remonter au 
dixième de frange. 

Sur le tableau 4-1, nous présentons les écarts de température entre deux franges 
quelconques, en fonction de leur ordre et pour une température ambiante moyenne 
t
amb 

= 22,31 oC. Un ordre entier se rapporte à une frange brillante sur l'interféra­

gramme, une frange sombre correspond à un ordre entier + 1/2. Le tableau 4-1 permet 
donc de connaître la température sur les franges des interférogrammes; chaque frange 
correspond à une isotherme. D'après la formule (4-23), l'ordre est positif et craÎt lorsque 
la température s'élève. 

Pour chaque interférogramme, on indique la position de l'ordre un, l'ordre croissant vers 
le centre de la figure. Il est alors aisé d'établir la comparaison avec les courbes 
théoriques obtenues précédemment. 



m 

0,0 
0,5 
1,0 
1,5 
2,0 
2,5 
3,0 
3,5 
4,0 
4,5 
5,0 
5,5 

. 6,0 
6,5 
7,0 
7,5 
8,0 
8,5 
9,0 
9,5 

10,0 
10,5 
11,0 
11,5 
12,0 
12,5 
13,0 
13,5 
14,0 
14,5 
15,0 
15,5 
16,0 
16,5 
17,0 
17,5 
18,0 
18,5 
19,0 
19,5 

0,00 
0,69 
1,39 
2,09 
2,79 
3,50 
4,21 
4,92 
5,64 
6,36 
7,08 
7,81 
8,54 
9,28 

10,01 
10,75 
11,50 
12,25 
13,00 
13,76 
14,52 
15,28 
16,05 
16,82 
17,59 
18,37 
19,16 
19,94 
20,73 
21,53 
22,33 
23,13 
23,94 
24,75 
25,56 
26,38 
27,20 
28,03 
28,86 
29,70 
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Ecart entre deux 
franges (OC) 

0,69 
0,70 
0,70 
0,70 
0,71 
0,71 
0,71 
0,72 
0,72 
0,72 
0,73 
0,73 
0,73 
0,74 
0,74 
0,75 
0,75 
0,75 
0,76 
0,76 
0,76 
0,77 
0,77 
0,77 
0,78 
0,78 
0,79 
0,79 
0,79 
0,80 
0,80 
0,81 
0,81 
0,82 
0,82 
0,82 
0,83 
0,83 
0,84 

Tableau 4-1: Ecarts de température entre franges pour t
amb 

= 22,31 oC 
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4-4 Traitement et saisie des données 

L'image analogique est filmée e.n noir et blanc par la caméra C.C.D. Elle est traitée 
grâce à une carte MATROX qui permet de convertir une image analogique en une image 
numérique, de la garder en mémoire et de la restituer sur un moniteur après 
reconversion analogique. Cette carte est donc un convertisseur analogique-numérique 
et numérique-analogique. 

L'image numérisée correspond à une matrice carrée de 512 x 512 points prenant des 
valeurs de ° (noir) à 255 (blanc) suivant l'intensité d'éclairement du point de l'image 
analogique correspondante. 

Un traitement numérique par F.F.T. des interférogrammes permettrait de tracer la 
carte des isothermes avec une précision de 0,139 oC. 

4-5 Résultats expérimentaux et commentaires 

Toutes les expériences ont été réalisées sur la configuration semi-annulaire 
décrite précédemment. Nous montrons, dans ce paragraphe, l'évolution du régime 
transitoire et l'établissement du régime établi pour différents flux imposés sur la paroi 
cylindrique intérieure. 

4-5-1 Visualisation du régime transitoire ( photographies N° 2 à 19 ) 

temps (mn) t2 (0 C) t(1,O)(OC) t
amb 

(0 C) Photographie N° 
i 04 21,6 25,4 22,7 2 

1 1 21,7 26,6 22,4 3 
19 21,7 27,9 22,6 4 
25 21,7 28,3 22,7 5 
40 21,7 29,4 22,5 6 
53 21,5 29,7 23,0 7 

Tableau 4-2 : Evolution des températures pour un 'flux q1 = 37,2 W/m 2 et 'K = 0° 

'K est l'angle d'inclinaison de la cellule par rapport au plan horizontal 

t2 est la température de la paroi cylindrique isotherme 

tamb est la température ambiante 

t (1,0) est la température moyenne sur la ligne de contact entre l'isolant et la paroi 
cylindrique intérieure. 
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temps (mn) t2 (0 C) t (1 ,0) (0 C) t
amb 

(0 C) Photographie N° 

06 21,4 24,8 21,9 8 
11 21,1 26,5 21,7 9 
16 21,2 28,0 21,9 10 
22 21,1 29,4 21,8 11 
36 21,1 31,2 21,2 12 
37 21,1 31,3 21,4 13 

Tableau 4-3 : Evolution des températures pour un flux q1 = 65,4 W/m 2 et K = 0° 

temps (mn t2 (0 C) t(1,0)(OC} tamb (0 C) Photographie N° 

03 21,3 26,2 22,5 14 
06 21,3 28,3 22,8 15 
09 21,3 30,9 22,5 16 
15 21,3 34,6 22,6 17 
20 21,2 37,7 22,5 18 

104 21,3 45,8 22,7 19 

Tableau 4-4 : Evolution des températures pour un flux q1 = 145,2 W/m 2 et K = 0° 

Sur les différentes photographies, on constate que les isothermes présentent une 
symétrie. Il est à noter que le nombre d'isothermes observables augmente avec l'écart 
de température entre les deux parois actives et donc avec le flux imposé sur la paroi 
cylindrique intérieure. 

En début d'expérience, le mouvement initié est très faible et il est presque impossible de 
visualiser les lignes isothermes. 

De ces photographies, on déduit que, pour les différents cas étudiés, le 
mouvement est toujours représenté par deux écoulements symétriques, conformément à 
l'étude théorique développée dans les chapitres précédents. 
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Photographie 2 : t = 4 mn Photographie 3 : t = 11 mn 

Photographie 4 : t = 19 mn Photographie 5 : t = 25 mn 

Photographie 6: t = 40 mn Photographie 7 : t = 53 mn 

Evolution des isothermes pour q1 = 37,2 W/m 2 et K = 00 
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Photographie 8 : t = 6 mn Photographie 9 : t = 11 mn 

Photographie 10 : t = 16 mn Photographie 11 : t = 22 mn 

Photographie 12: t = 36 mn Photographie 13 : t = 50 mn 

Evolution des isothermes pour q1 = 65,4 W/m 2 et K = 00 
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Photographie 14 : t = 3 mn Photographie 15 : t = 6 mn 

Photographie 16 : t = 9 mn Photographie 17 : t = 15 mn 

Photographie 18 : t = 20 mn Photographie 19 : t = 104 mn 

Evolution des isothermes pour q1 = 145,2 W/m 2 et K = 0° 
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4-$-2 Visualisation du régime permanent 

Pour l'étude du régime permanent, nous avons effectué une deuxième série 
d'expérimentations. Les conditions initiales et ambiantes n'étant pas rigoureusement les 
mêmes que pour l'étude du régime transitoire, on note quelques légères déviations. 

q1 (W/m 2 ) Je (degrés) t2 (0 C) t (1,0) (0 C) t
amb 

(0 C) Photographie N° 

18,1 0 21,3 24,3 21,9 20 
37,2 0 21,5 28,1 22,3 21 
50,9 0 21.4 30,7 22.4 22 
65.4 0 21,3 33,7 22.4 23 
65,4 45 21,1 33,8 22,7 24 
65.4 60 21,2 33,6 22,3 25 

Tableau 4-5 : Valeurs des temp~ratures en régime établi 

Sur les photographies 20 à 23, nous présentons les lignes isothermes, en régime 
établi, dans le cas de configurations symétriques et pour différents flux. Nous constatons 
que la symétrie de l'écoulement est relativement respectée sauf pour la photographie 20 
qui correspond à un flux assez faible. Cela s'explique par le fait que, quand le flux est 
relativement faible, les écoulements engendrés ont des vitesses absolues très petites et 
sont ainsi sensibles aux conditions ambiantes perturbatrices (courants d'air, 
mouvements, etc ... ). 

Sur les photographies 24 et 25, 110US montrons les lignes isothermes 
correspondant à des enceintes inclinées respectivement de 45° et de 60° par rapport au 
plan horizontal. On observe que la symétrie est complètement rompue mais que la ligne 
de séparation des deux écoulements de base coïncide presque, comme dans le cas 
symétrique, avec le plan du rayon vertical des ~eux cylindres. 

4-5-3 Effets de bouts 

Afin d'étudier les effets de bouts, nous montrons (photographie 26, figure 4-10) 

l'interférogramme correspondant à q1 = 65,4 W/m 2 et Je = 0° , à la sortie de l'enceinte. 
On constate que, sur les sept franges observées en régime établi, seule une se 
manifeste hors de l'enceinte sur une distance d'environ un à deux centimètres. Cela 
nous confirme qu'en régime laminaire, la différence de marche produite par les effets 
aux extrémités de la zone d'étude sont négligeables. 
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Photographie 20 : q1 = 18,1 W/m 2
, K = 00 Photographie 21 : q1 == 37,2 W/m 2 , K = 00 

Photographie 22 : q1 == 50,9 W/m 2
, K = 0 0 Photographie 23 : q1 = 65,4 W/m 2 

,K = 00 

Photographie 24 :q1 == 65,4 W/m 2 
, K == 45 0 Photographie 25 : q1 == 65,4 W/m 2 

,K = 60 0 

Visualisation des isothermes au régime permanent pour différents flux 
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Photographie 26 : q1 ::: 65,4 W/m 2 
, K = 0° 

Tubes decirculation d'eau 

Sem Isolation thermique 

Figure 4-10: Effets de bouts (q1 = 65,4 W/m 2 
,K = 0°) 

4-6 Conclusion 

Les résultats expérimentaux présentés confirment parfaitement bien tant sur le plan 
de l'évolution que sur le plan quantitatif les résultats théoriques établis précédemment. 

Il reste cependant un important travail à réaliser notamment en ce qui concerne 
l'évaluation quantitative précise de la distribution des températures à l'intérieur de 
l'enceinte, en tenant compte des différentes corrections (variation de la température 
ambiante et effets de bouts) et la mesure des coefficients d'échange sur les parois. 
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CONCLUSION GENERALE 

Nous avons étudié la convection naturelle bidimensionnelle et laminaire dans une 
enceinte limitée par deux cylindres concentriques horizontaux et deux plans 
diamétraux, avec un flux de densité constante appliqué sur le cylindre intérieur, le 
cylindre extérieur étant maintenu isotherme et les parois latérales adiabatiques. 

Nous avons établi un modèle mathématique traduisant les transferts de 
mouvement au sein du fluide et de chaleur à travers les parois actives de l'enceinte. 
Ce modèle repose sur l'hypothèse de Boussinesq et sur la bidimensionnalité de 
l'écoulement. 

Nous avons mis au point un programme de calcul numenque, basé sur une 
méthode aux différences finies, qui permet de déterminer les champs de températures 
et la distribution de la fonction de courant dans le fluide, ainsi que les nombres 
adimensionnels de Nusselt locaux et moyens sur les parois actives de l'enceinte, en 
fonction des grandeurs caractérisant l'état du système. 

L'influence du nombre de Grashof modifié et du facteur de forme sur l'évolution de 
l'écoulement au cours du temps et en régime stationnaire a été notamment examinée. 
Le transfert de chaleur correspondant à d'autres fluides tels que l'ammoniac-liquide et 
le dioxide de carbone-liquide a été étudié et comparé au comportement thermique de 
l'air. 

Les résultats des simulations numenques ont montré les limites du régime 
laminaire et l'apparition de perturbations au niveau des "coins" inférieurs de l'enceinte, 
quand on augmente progressivement le flux de chaleur imposé sur la paroi cylindrique 
intérieure. La conduction est le régime de transfert de chaleur dominant, pour des 

nombres de Grashof inférieurs à 10 3
, quel que soit le facteur de forme. Pour des 

nombres de Grashof supérieurs à 10 3
, le rôle de la convection devient prépondérant. 

Dans les développements expérimentaux, la méthode d'holographie a permis de 
mettre en évidence l'évolution des isothermes dans l'enceinte. Celles-ci présentent 
une similitude parfaite, tant sur le plan de la distribution spatiale que temporelle avec 
celles obtenues par le calcul, dans les mêmes conditions opératoires et permettent 
donc de valider l'algorithme développé. Ces résultats confirment en particulier la 
justesse de l'hypothèse de bidimensionnalité. 

Une suite intéressante de ce travail serait de généraliser l'algorithme développé 
en appliquant d'autres conditions aux frontières de notre enceinte et en effectuant 
également des simulations théoriques sur des configurations non symétriques. Il serait 
également souhaitable de poursuivre l'exploitation quantitative des expériences 
d'interférométrie holographique afin de comparer les coefficients de transfert mesurés 
aux valeurs calculées. 
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ANNEXE 1 

ELEMENTS D'ANALYSE VECTORIELLE 

1.Transformation des systèmes de coordonnées 

~ ~ ~ ~ -) -) 

(x 1 , x2 ' x3 ) (i 1, i 2, i 3) ---7) (U 1 • u2 ' u3) (11, j 2, j 3) 

-) ..-) 

r := L X k i k = r (u 1 ' U 2 • u 3) 

k 

-+1 

h. = ~ est le coefficient de proportionnalité 
1 au. 

1 

3 .. 

= L dX k i k 

2. Eléments d'arc 

-+ -+ 
ds 2 =dr-dr 

-+ 3.. 3 -) 

d r = Li k dX k := L i k 

k k 
i~ dU j = i [i (i k ~)l 

j aU i j k aU i 

[A 1-1] 

[A 1-2] 

[A 1-3] 

(A 1-4] 

[A 1-5J 
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~ ~ 

ds2 =dr' dr = LL9jkduj dU k où gik représente les coéfficients métriques 
i k 

Pour un système orthogonal, on 9 i k = 0 si i:t: k et 9 .. = h ~ = "" ( dX k ) 2 = g. 
Il 1 t dU

j 
) 

3. Opérateurs vectoriels en coordonnées curvilignes orthogonales 

Soient: 

~ t t t 

<I> = <I> ( U 1 ,U 2 ' u 3) une fonction scalaire et V = V 1 j 1 +V 2 j 2 +V 3 j 3 une fonction 

vectorielle 

3.1 Gradient 

t 

-+ ---t j k d<I> 
V <I> = grad <I> = L- -­

hk dU k 

3.2 Divergence 

3.3 Rotationnel 

-t -) -) 1 
V A V = rot V = 

hlh2 h3 

[A 1-6] 

[A 1-7] 

t t t 

hl j 1 h 2 h h3 h 

d d d [A 1-8] 
dU 1 dU 2 dU 3 

h 1 V 1 h2 V 2 h3 V 3 
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3.4 Laplacien 

[A 1-9] 

4. Détermination des coefficients de proportionnalité 

z z 
Jz 

Jr 

tp 1 
.." 

~~ ... j~ 

Jr J e 
1 . 

y 
o k-------~--------~y 

r 

Figure A 1 Coordonnées cylindriques (r, <1>, z) et sphériques (r, 9 1 <1» 

4.1 Coordonnées cylindriques (r, <1>, z) 

x = r cos(<1» , y = r sin(<1» et z = z 

Dans le domaine étudié: { r ~ 0 1 0:::; <1> :::; 21t et -00 :::; z :::; +00 } , on a: 

h = 1 h = r et h z = 1 r (j) 
[A 1-10] 

4.2 Coordonnées sphériques (r, 9 , <1» 

x = r sin(9) cos(<1» , y = r sin(9) sin(<1» et z = r cos(9) 
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Dans le domaine étudié: { r 2! 0 , 0 ~ e ~ 1t et 0 ~ <!> ~ 21t } , on a: 

. h = 1 h = r et h = r si n (e ) 
r a \li 

4.3 Application à notre transformation conforme 

x = a exp(<!» cos('V) et y = a exp(<!» sin('V) 

et donc: 

h = h = a exp(<!» 
Q '1' 

--+ 1 [ dV dV 1 div V = __ 41 + V + --'1' 

a exp(<!» d<!> 41 d'V 

[A1-11] 

[A 1-12] 

[A 1-13] 

[A1-15] 
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ANNEXE 2 

RESOLUTION D'UN SYSTEME A MATRICE TRIDIAGONALE 1 
METHODE DE THOMAS [19] 

Soit un système linéaire Ax = y à matrice tridiagonale. L'algorithme de Gauss peut être 
simplifié, en tenant compte de la structure particulière de A. 

b, CI 0 

a 2 b2 c2 

a, b, c, 
A= 

a. 
1 

b. 
1 

c. 
1 

cn _! 

0 a" b" 

L'algorithme de Thomas consiste à réduire toutes les lignes à deux termes et à les 
normaliser ensuite conformément aux différentes étapes suivantes: 

- normalisation de la première ligne : 

1 
CI 

0 XI y, 
b, 1 b, 

a2 b2 c2 x2 Y2 

a, b, Cl X, y, 
= 

a. 
1 

b. 
1 Ci 

C n-! 

o a" b" 

[A2-1] 

[A2-2] 
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- réduction de la deuxième ligne: 

1 
CI 

0 XI y, 
b, 1 b, 

(b, a, ~: ) Cl 
X2 y, 
1 Y2 - al b 

1 

a~ b~ C~ xa 
= Ya [A2-3] 

ai b. Ci 1 

C
n

_
1 

o al\ b
ll Y .. 

- normalisation de la deuxième ligne : 

1 CI' b l 0 XI YI 1 br 

1 (b,-a;~,lbl) Xl Yl-aly1/b l 

1 b l -a 2 c l /b, 

a~ b a ca x~ Y~ 

= [A2-4] 

a. 
1 

b. 
1 

c. 
1 

X. 
1 Yi 

C
n

_
1 

0 a bPI 
x YI\ Il 

PI 
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- réduction de la troisième ligne: 

o XI Ydb l 

1 x2 
y a·aa y lib 1 

bz·az C lib, 

YI 
Yz-az1) 

1 xa ya-a a 
CI 

• 10: ba-a:q;-
1 

1 

a. 
1 

b. 
1 

c. 
1 

X. 
1 Yi 

Cil 

0 a" b" XII YII 

[A2-5] 

En continuant ainsi pour les n lignes du système. on obtient un système à matrice 
bidiagonale unitaire dont la résolution est immédiate: 

1 y, 0 XI ~I 

1 Ya xa ~2 

1 Ya 
xa ~a 

= [A2-6] 

1 Yi X. 
1 ~i 

.- -- --

0 1 x" ~II 
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En résumé, l'algorithme de Thomas s'écrit: 

- triangulation: 

[A2-7] 

c· 
'Yi = 1 i = 2,3,4, ... , n-1 

(b i - ai 'Yi-l ) 

[A2-8] 

[A2-9] 

R'I = Yi - ai J3i 1 
t-' ---- i=2,3, ... ,n 

bi - ai 'Yi-1 

- résolution du système à matrice bidiagonale : 

[A2-11 ] 

[A2-12] 
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ANNEXE 3 

APPROXIMATION DES DERIVEES PARTIELLES AUX 
. FRONTIERES PAR LE DEVELOPPEMENT EN SERIE DE TAYLOR 

Considérons une fonction F(<!>,'V) continue et suffisamment dérivable sur le domaine 
étudié D={ 1 ~ k ~ N et 1 ~ j ~ M }. 

1. Approximation de d F sur la paroi (k=1,j) 
d<!> 

Ecrivons le développement en série de Taylor de cette fonction au voisinage de la paroi 
(1,j) : 

F(2 ') = F(1 ') + ô<!> ~ + (Ô<!»2 d
2
F + 0 [ôm]3 ,J ,J 1 1 2 1 2 't' 

, d<!> 'd<!> 

En éliminant les dérivées secondes entre les équations (A3-1] et (A3-2] , on obtient: 

dF 1 = -3 F(1 ,j) + 4 F(2,j) - F(3,j) + 0 [Ô<!>] 2 

d<!> k 1,j 2 ô<!> 

2. Approximation de d F sur la paroi (k=N,j) 
d<!> 

(A3-1 ) 

[A3-2] 

(A3-3) 

Procédons de la même manière que précédemment au voisinage de la paroi (N,j): 

[A3-4] 

[A3-5) 

on obtient: 
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aF 1 3 F(N,j) - 4 F(N-1,j) + F(N-2,j) + 0 [L\<j>] 2 

a<j> k = N,j = 2 L\<j> 

3. Approximation de a 2 F sur la paroi (k=1,j) 
a<j>2 

(2 L\iI\)2 2 (2 L\iI\)3 3 
F(3,j) = F(1 ,j) + 2 L\<j> aF + '+' ~ + '+' ~ + 0 [ L\<j>] 4 

1 1 a<j> 2 ! a<j> 2 3 ! a<j> 3 

= + 0 L\<j> 
a2F 1 -7 F(1 ,j) + 8 F(2,j) -. F(3,j) - 6 L\<j> g 1 [] 2 

a<j> 
2 

k = 1,j 2 (L\<j» 2 

avec 

avec 

4. Approximation de a 2: sur la paroi (k=N,j) 
a<j> 

[A3-6] 

[A3-7] 

[A3-8] 

[A3-9] 

[A3-10] 

[A3-11 ] 

[A3-12] 

[A3-13] 

[A3-14] 
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aF a2 F . 
5. Approximation des dérivées partielles - et -2- sur les paroIs 

a<p a<p 
(k,j=1) 'et (k,j=M) 

En procédant de la même manière que pour les parois (k=1 ,j) et (k=N,j), on obtient: , 

~l = - 3 F(k,1) + 4 F(k,2} - F(k,3) + 0 [Ll"'] 2 = h
k 

1 

a", k ,j = 1 2 Ll '" ' 
(A3-15] 

aF 1 3 F(k,M) - 4 F(k,M-1) + F(k,M-2) + 0 [Ll",] 2 = h
kM a", k,Î=M = 2 Ll '" ' 

[A3-16] 

a2F 1 -7 F(k,1) + 8 F(k,2) - F(k,3) - 6 Ll\jl h k 1 [ ]2 
= 2 ' + 0 Ll", 

a\jl2 k, j=1 2 (Ll"') 
[A3-17] 

a2F 1 -7 F(k,M) + 8 F(k,M-1) - F(k,M-2) + 6 Ll\jl h kM [ ]2 
- = 2 ' + 0 Ll", 
a",2 k,j=M 2 (Ll '" ) 

[A3-18] 
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ANNEXE 4 

ETUDE DE L'INFLUENCE DU MAILLAGE SUR LES RESULTATS 

L'influence du maillage a été étudiée pour Fr= 1/2. Fr=1/3 et Fr=1/5 avec un 

nombre de Grashof modifié égal à 107
. 

Dans la direction azimutale, les courbes A4-1 , A4-2 et A4-3 représentent 
l'évolution du nombre de Nusselt moyen en fonction du maillage pour les différents 
facteurs de forme indiquées ci-dessus. L'examen des ces courbes permet de choisir 
M=51 comme nombre de points dans cette direction. 

Dans la direction radiale, nous avons retenu un nombre de points égal à 31. Ce 
choix résulte d'un compromis permettant d'équilibrer les deux paramètres les plus 
importants de notre étude : le temps de calcul et la précision des résultats. 
- pour Fr=1/2, l'écart entre les maillages 31 x 51 et 41 x 41 est d'environ 3.60 % sur la 

valeur du nombre de Nusselt moyen . 

• pour Fr=1/3, l'écart entre les maillages 31x 51 et 41 x 41 est d'environ 4.12 % et l'écart 

entre les maillages 31 x 51 et 51 x 51, d'environ 5.51 %. 

- pour F r=1 /5, l'écart entre les maillages 31 x 51 et 41 x 41 est d'environ 3.42% et l'écart 

entre les maillages 31x 51 et 51 x 51, d'environ 5.01%. 

5,2 

5,1 

5,0 

4,9 

4,8 

4,7 

4,6 

4,5 

Nu 

21x21 

31x81 NxM 
4 A +r-rIï-'-T-r-'-'r-r-ï""T-.-r=:;::~::;::=:r==r==r=;==r=~~r-r-~"""'" 

o 500 1000 1500 2000 2500 3000 

Figure A4-1 : Variations du nombre de Nusselt moyen en fonction du maillage 

Fr = 1/2 et Gr=107 
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Nu 

4,45 21x21 

4.40 

4,35 

4,30 

4,25 

4,20 

4,15 

4,10 

4,05 
31x41 31x81 

NxM 
4,00 

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 

Figure A4-2: Variations du nombre de Nusselt moyen en fonction du maillage 

Fr = 1/3 et Gr=10 7 
. 

3,55 

3.45 
31x51 31x81 

3,35 
NxM 

o 500 1000 1500 2000 2500 3000 

Figure A4-3: Variations du nombre de Nusselt moyen en fonction du maillage 

Fr = 1/5 et Gr=10 7 
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ANNEXE 5 

COMPARAISON DES ISOTHERMES EXPERIMENTALES ET 
THEORIQUES EN REGIME PERMANENT 

Nous avons appliqué l'algorithme de calcul développé dans la partie théorique à la 
cellule expérimentale. Pour simplifier, nous avons supposé que la température ambiante 
est constante au cours du phénomène. Les résultats théoriques sont comparés aux 
résultats expérimentaux illustrés sur les photographies 20 à 23 en utilisant le tableau 4-1 
du chapitre IV. 

Conditions opératoires: 

- température ambiante Tamb =22,31 oC 

- température du cylindre extérieur T2 =22,31 oC 
- rayon du cylindre intérieur Rl =0,027 m 

- rayon du cylindre extérieur RN =0,0525 m 

Numéro d'ordre de frange 1 2 3 4 5 6 7 8 
température de la frange (OC) 23,70 25,10 26,53 27,95 29,39 30,86 32,32 33,81 

Tableau A5 : Ordre et température des franges brillantes 

Sur les figures A5, nous avons représenté les isothermes correspondant aux 
franges brillantes numérotées dans l'ordre croissant, de la paroi isotherme vers le 
cylindre intérieur. On constate une bonne corrélation des résultats, notamment quand on 
impose un flux de chaleur plus élevé sur la paroi cylindrique intérieure. On peut améliorer 
la précision des résultats expérimentaux en contrôlant davantage les conditions 
atmosphériques ambiantes. 



RESUME 

L'auteur étudie la convection naturelle symétrique dans une enceinte fermée 
limitée par deux cylindres concentriques horizontaux et deux plans diamétraux. La 
paroi cylindrique intérieure est soumise à un flux de chaleur de densité constante alors 
que la paroi cylidrique extérieure est maintenue à une température constante et les 
parois latérales isolées. 

Pour faciliter la mise en équations du problème, l'auteur transforme ce domaine 
curviligne en rectangle à l'aide d'une représentation conforme appropriée. Il étudie les 

transferts thermiques pour des nombres de Grashof modifié variant de 100 à 106 et 
pour des facteurs de forme de 1/1, 1/2, 1/3 et 1/5. 

Les résultats montrent que les échanges thermo-convectifs, au niveau de la paroi 
isotherme, sont meilleurs quand on augmente le facteur de forme et que la limite 
supérieure du régime conductif dominant est atteint pour un nombre de Grashof 

d'environ 103
. 

Les résultats théoriques ont été validés par une méthode expérimentale 
d'interférométrie holographique. 
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