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NOTATIONS
1) Opérateur linéaire .4

D(A) domaine de A

Im(A) image de A

a(A) spectre de A

D6 adhérence de D(A)

p(A) ensemble résolvant de A

I opérateur identité.

2)Ensembles

N ensemble des entiers naturels

Z ensemble des entiers relatifs

IR. ensemble des réels

0 ensemble vide

C. ensemble des nombres complexes z tels que fte(z) > e.

3)Fonctions

fte(z) partie réelle de z

Sm(z) partie imaginaire de z

f(., t) fonction : r *+ f(r,t)
i1.,t; aéti.'ce de /(.,t) par rapport à t

Î(.,s) ttunrformée de Laplace de "f(.,t) par rapport à lavariable t

Sinh fonction sinus hyperbolique

Cosh fonction cosinus hyperbolique

O(€(x)) désigne la fonction vérifiant lO(€("))l < fl((")l où k > 0 est une constante indé-

pendante de z.

4)Espaces fonctionnels

L(E, F) espaces des opérateurs linéaires continus de ,E dans F.

L(E) : L(E, E)

E' : L(E,lR oz C) dual topologique de .8.

L"(0,2e;E) espace des fonctions mesurables / : (0,"0) --+ E telles que t r-r l/(t)l'est
intégrable sur (0,rs).

L2(0,1) espace des fonctions de carré intégrable sur (0, 1)

NOTATIONS 
1) Opérateur linéaire A 

D(A) domaine de A 

Im(A) image de A 

a(A) spectre de A 

D(A) adhérence de D(A) 

p(A) ensemble résolvant de A 

1 opérateur identité. 

2)Ensembles 

N ensemble des entiers naturels 

Z ensemble des entiers relatifs 

lR ensemble des réels 

o ensemble vide 

Cf ensemble des nombres complexes z tels que ~e(z) > E. 

3)Fonctions 

~e(z) partie réelle de z 

~m(z) partie imaginaire de z 

f(., t) fonction: x t-+ f(x, t) 

f(., t) dérivée de f(., t) par rapport à t 

f(., s) transformée de Laplace de f(., t) par rapport à la variable t 

Sinh fonction sinus hyperbolique 

Cosh fonction cosinus hyperbolique 

O(ç(x)) désigne la fonction vérifiant IO(ç(x))1 ~ klç(x)1 où k > ° est une constante indé­

pendante de x. 

4 ) Espaces fonctionnels 

L(E, F) espaces des opérateurs linéaires continus de E dans F. 

L(E) = L(E, E) 

E' = L(E, lR ou C) dual topologique de E. 

tr(O, TO; E) espace des fonctions mesurables f : (0, TO) -t E telles que t t-+ lJ(tW est 

intégrable sur (0, TO)' 

L2 (O, 1) espace des fonctions de carré intégrable sur (0,1) 
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H-(0, t) : {f e L2(0,D;## e L2(0,r) pour tout B € N;,6 S *\
H?(0,1) : {/ e H2(0,1) | /(0) : 0, .f ',(o) : 0}.

5)Notations particulières

X espace d'état choisi

(, )x produit scalaire dans X

(, )qr,1y, crochet de dualité dans Illl

ll ll* norme dans X

U espace de contrôle

Y : L2(0, oo;lRq) espace de sortie (q: nombre de mesures.)

O : IRq espace d'observation

vT transposé du vecteur v

6)Convention

#: +*'
7)Figures

4 figures sous forme de fichiers .ps

Hm(o, 1) = {f E L2(0, 1); S E L2(0, 1) pour tout {3 E N; {3 ::; m} 
H~(O, 1) = {f E H2(0, 1) 1 f(O) = 0, 1'(0) = O}. 

5) Notations particulières 

X espace d'état choisi 

<, >x produit scalaire dans X 

<, >w,w' crochet de dualité dans W 

Il . IIx norme dans X 

U espace de contrôle 

y = L2 (O, 00; IRq) espace de sortie (q= nombre de mesures.) 

o = IRq espace d'observation 

vT transposé du vecteur v 

6) Convention 

o~ = +00. 

7)Figures 

4 figures sous forme de fichiers. ps 
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ABSTRACT
We consider linear infinite dimensional skew-adjoint observation systems on a Hilbert

space X. The observation space is assumed to be another Hilbert space O. We consider

also unbounded boundary observations operators a,nd assume exact observability to hold.

We build some Luenberger like observers which guarantee exponential stability of the error

system under the assumption of some system regularity. The situation is more complex on

the infinite dimension than on the finite dimension because high gain can make unstable

the error system. We present also a rotating body-beam example to illustrate potential

application of our observer. Through that example, we show how to choose decay rate of

the observer. By the method of spectral analysis and by estimating eigenvalues of large

modulus, $/e can determinate the exponential decay rate of the error system and prove that

spectrum determined growth conditions hold. Therefore we ca.n construct an observer with

an arbitrary convergence rate.

RESIJME
On considère des systèmes linéaires anti-adjoints de dimension infinie sur un espace de

Hilbert X. L'espace d'observation est supposé être un autre espace de Hilbert O. L'opéra-

teur de sortie est non borné puisque les mesures sont prises au bord du domaine spatial. On

suppose I'exacte observabilité vérifiée. Il est alors possible de construire des observateurs de

type Luenberger qui guarantissent la stabilité exponentielle du système de I'erreur si une

certaine hypothèse de régularité est satisfaite pour les systèmes considérés. La situation en

dimension infinie présente une certaine complexité par rapport à la dimension finie, puisque

le gain trop grand peut faire diverger l'observateur.

On présente une application basée sur I'exemple du modèle rrcorps-poutrerr pour illustrer ces

résultats. En particulier, on montre que pour toute vitesse angulaire constante et suffisam-

ment petite, le taux de décroissance du semigroupe pour le système de I'erreur est déterminé

par la borne spectrale de son générateur. Par conséquent on peut régler arbitrairement la

vitesse de convergence pour I'observateur.
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INTRODUCTION GENERALE
Les problèmes de modélisation et de contrôle des systèmes mécaniques constitués des corps

rigides couplés avec les structures élastiques sont devenus un important domaine de re

cherche.

D'une part, ces systèmes sont largement utilisés dans la pratique en ingénierie (robots à

bras flexibles contrôlés, véhicules spatiaux avec antennes, panneaux solaires, etc...).

D'autre part le mouvement de la plupart de ces systèmes est généralement décrit par

un ensemble d'équations différentielles ordinaires (EDO) couplés avec des équations aux

dérivées partielles non linéaires (EDP). Ces types de systèmes dits hybrides ont favorisé

l'émergence d'autres théories mathématiques généralisant celles obtenues en contrôle des

équations d'évolution en dimension infinie.

Particulièrement, le modèle à étudier représentant Ia source de nos motivations est le
I'Body-Beam Systemrr, système hybride décrit au chapitre 3.

Le problème de la stabilisation de ce système a été beaucoup étudié dans la littérature :

Bailleul et Levi ont montré (cf.[Z] ) qu'en présence d'un frottement de type structurel et

en absence de contrôle, le système a un nombre fini d'états d'équilibre en rotation.

Plus tard, Bloch et Titi [3] ont montré dans un cas un peu plus compliqué de frottement

visqueux, l'existence d'une variété inertielle pour le système.

En prenant en compte I'effet d'amortissement visqueux, il a été montré par Xu et

Bailleul (cf. [45]) que pour toute vitesse angulaire constante inférieure à une valeur cri-

tique (déterminée uniquement à partir des paramètres physiques de la poutre), le système

est exponentiellement stabilisable par un feedback de type moment de contrôle seulement

(fr(t) :  0; fz(t) :  0; ls(t) :  -ua(t),u > 0).

Dans le même sens B. d'Andréa Novel et J. M Coron ont construit (cf. [t]) une autre loi

de feedback du moment qui stabilise ainsi asymptôtiquement et de façon globale le système

autour du point d'équilibre (0, 0, a.,.) dans I'espace H2"(0,1) x,L2(0, 1) xlR, (ft(t) : 0; fz(É) :

0; fg(r) :'y(Id+ I: u2 dr)+Zu [] uu1d,r,1 êtant bien choisi suivant que u* I 0 ou c,r* : 0)'

Au cours de ces dernières années, il s'est pose comme problème : la stabilisabilité du

système dans le cas où les sorties (mesures) aussi bien que les entrées (contrôles) sont à la

frontière (bord du domaine spatial ou une partie du bord). La raison fondamentale de cette

restriction est que dans la pratique, il est plus facile non seulement d'agir (contrôler) mais
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aussi d'accéder aux mesures à la frontière.

le problème de la stabilisation frontière à I'extrémité libre de la poutre (x:L) a été

largement étudié. En se référant au [21] H. laousy, C.ZXta et G. Sallet ont établi lastabilité

exponentielle du système (sans amortissement) pour deux contrôles frontières linéaires à

l 'ext rémi té l ibrede lapoutre ( f t ( t )  :  -aut* (L, t ) ;12( t ) :  Butu(L, t ) ;a ,Ê> 0;  a+Ê #0)

et un contrôle de type moment (f3(t) : -1@(t) - w*), ? > 0).

Plus tard, B. Chentouf et J.F Couchouron ont étendu les résultats du [21] dans [6] par

une classe de contrôles frontières non linéaires ((f1(t) : =f (ut (L,t)); f2(t) : g(u1"(L,t));

fa(t) : -l@Q) -a*) 'y,f ,g êtant des fonctions non linéaires bien définies).

Dès lors que la stabilisation du système est possible pour des mesures et des lois de

feedbacks à I'extrémité libre de la poutre, il se pose alors tout naturellement la stabilisabilité

du système pour des mesures recueillies à I'autre extrémité de la poutre (encastrement).

En nous inspirant des travaux de Coron et d'Andréa Novel (cf.[l]), on remarque que la

loi de feedback établie par ces auteurs est non localisee et donc exige la mesure de tous

les états du système pour être utile dans la pratique. Malheureusement l'état du système

est de dimension infinie. L'idéal serait donc de construire un observateur sur le système

pour en estimer l'état en vue de faire un retour dynamique de l'état estimé par le principe

de séparation (voir Curtain et Pritchard [8], Gauthier et Kupka [11], Sontag [34]). Ceci

constitue I'objectif de notre travail.

L'observabilité est la propriété à partir de laquelle on peut déterminer de façon exacte

ou approchée l'état d'un système connaissant quelques mesures et contrôle.

L'observateur est un autre système dynamique qui donne une estimation de l'état du

système initial à partir des mesures.

La construction des observateurs est d'une importance capitale en contrôle et appli-

cations (suivi des processus) pour les systèmes de dimensions infinies. Bien que l'état du

système soit de dimension infinie on en donne une estimation à pa^rtir des mesures physiques

qui sont de dimension finie.

On note un grand pas dans l'étude des observateurs en dimension finie avec Celle et al

[5]. En dimension infinie I'observateur de type Luenberger proposee en 15] est aussi valable

dans le cas des systèmes bilinéaires dissipatifs avec des entrées régulièrement persistentes

(voir Gauthier et al dans [12]; Xu et al [46]) bien que ces dernières ne garantissent que la

stabilité au sens faible. La stabilité exponentielle ne peut être obtenue parce que I'opérateur
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de sortie est supposé continue et de dimensions finie.

Dans ce travail, Nous considérons d'abord des opérateurs de sorties non bornés (puisque

les observations sont faites aux bords du domaine) et supposons I'exacte observabilité vérifiée

pour les systèmes considérés . Si ces derniers vérifient en plus une certaine hypothèse de

régularité, on montre qu'on peut construire dans ce cas des observateurs de conv€rgence

exponentielle pour des gains plus petits qu'une valeur critique. Dans ce sens, notre travail

constitue une amélioration, donc un avancement des résultats du [5], [12], [46] et [8] pour la

construction des observateurs de type Luenberger en dimension infinie.

Nous présentons ensuite une application de notre observateur sur le 'rbody -beam sys-

temrr. Da.ns ce cas, I'observateur converge exponentiellement pour tout gain et il est possible

vue la nature de ce modèle de régler le gain pour avoir une vitesse de convergence exponen-

tielle aussi grande que I'on veut.
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Chapitre 1

Généralités et outils mathématiques

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente brièvement la théorie des semi-groupes d'opérateurs l!

néaires, quelques rappels sur le spectre d'un opérateur linéaire et son lien éventuel avec

le taux de croissance exponentielle du semi-groupe . On y présente aussi quelques notions

d'observabilité et d'observateurs et quelques résultats importants d'existence et de régularité

des solutions associées à une classe de svstèmes .

L.2 Semi-groupes continus d'opérateurs linéaires

Cette partie est consacrée à un bref rappel de la notion de semi-groupes linéaires et des

résultats standards pour une classe d'équations d'évolution. Soit X un espace de Banach.

On notera par 1 I'application identité sur X.

L.z.L Semi-groupes continus

Définition L.L Un semi,-groupe cont'inu (Co semi-groupe) d'opérateurs linéai,res sur X est

une famille d'opérateurs T(t)r>o uéri,fiant :

i) T(0) : I et r(t)T(r) : T(t * r), V t,r ) Q.

ii) lim r(t)ô : ô, Vô e X .' 
t+O+
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Définition L.2 On appelle générateur du semi-groupe T(t), l'opérateur A défini par :

D(A) : {ô e x; }X.Try! eristel

et pour tout S e D(A),

Aô: ]s.r(h)I- 
ô

Théorème t.L SoitT(t) un Co semi-groupe sur X, A son générateur et $ un élément de

D(A). Alors :

1) r(ùô e D(A) pour tout t ) 0 et *r(t)$: ArQ)ô : T(t)Aô.

2) A est un opérateur fermé d,e d,omaine dense dans X.

3) Il existe deur constantes M ) L etc.., € lR telles que ll 7(t) ll< M"*,Vt > 0. I

Dans la pratique, on s'intéresse au minimum de ces a, pour lesquels la coadition 3)

du théorème 1.1 soit réalisée. Ce minimum appelé taux de croissance (ou décroissance)

exponentielle du semigroupe eSt défini par

uo(A):inf {uF M,llr(ùll < Me't Vt > o}.

On montre que Ve ) 0, il existe une constante Mr) 1 telle que

ll"(t)ll 3 M,e'@'+4 Vt > 0.

,o(A) peut être aussi caractérisé de la façon suivante :

wo(A):,_lip- !=rqax : ig[ #
Remarque 1.1 t,r6 € [-oo,+oo).

Définition 1.3 û,rs est appelé le tarn de croissance enponentielle deT(t).

Lorsque u.r6 ( 0 on di,t que le semi-groupeT(t) est exponentiellement stable.

Sia:0 dans le 3) duthéorème 1.1 alors Ie semi-groupef(t) est ilit uniformémentborné;

et si de plus M : I alors il est d,it de contraction.

15

Définition 1.2 On appelle générateur du semi-groupe T(t), l'opérateur A défini par: 

D(A) = {~E X; lim T(h)~ - ~ existe} 
h-+O+ h 

et pour tout ~ E D(A), 

A~= Hm T(h)~-~. 
h-+O+ h 

Théorème 1.1 Soit T(t) un Co semi-groupe sur X, A son générateur et ~ un élément de 

D(A). Alors: 

1) T(t)~ E D(A) pour tout t ~ 0 et 1tT(t)~ = AT(t)~ = T(t)A~. 

2) A est un opérateur fermé de domaine dense dans X. 

3) Il existe deux constantes M ~ 1 et w E R telles que Il T(t) II~ Mewt
, 'Vt ~ o. • 

Dans la pratique, on s'intéresse au minimum de ces w pour lesquels la con.dition 3) 

du théorème 1.1 soit réalisée. Ce minimum appelé taux de croissance (ou décroissance) 

exponentielle du semigroupe est défini par 

wo(A) = inf{wj3 M, IIT(t) Il ~ Mewt 
\;ft ~ a}. 

On montre que 'VE > 0, il existe une constante Mf ~ 1 telle que 

wo(A) peut être aussi caractérisé de la façon suivante: 

wo(A) = Hm ln IIT(t) Il = inf ln IIT(t)lI. 
t-++oo t t>O t 

Remarque 1.1 wo E [-00, +00). 

Définition 1.3 wo est appelé le taux de croissance exponentielle de T(t). 

Lorsque wo < 0 on dit que le semi-groupe T(t) est exponentiellement stable. 

Si w = 0 dans le 3) du théorème 1.1 alors le semi-groupe T( t) est dit uniformément borné; 

et si de plus M = 1 alors il est dit de contraction. 

15 



I.2.2 Groupe d'opérateurs linéaires bornês

Définition L.4 Un Co groupe d,'opérateurs bornés sur X est une fami,tle ("(r))r.o d"opé-

rateurs bornés de X dans X uérùfiant :

i) r(0) : I et r(t)rQ) : T(t * r), V f,r € IR.

ii) t;1;r(t)ô : ô, Yô e X.

Théorème L.2 (Stone).

Soi,t X un espace de Hi,lberi. A est générateur d'un groupe d'opérateurs unitaires sur X s'i

et seulement si, A est anti-adjoint. I

L.2.3 Equations d'évolution linéaire

Considérons l'équation d'évolution suivante :

.t., { ottl : Aô(t), vt > o,
' ' - ' td(o):  ôo'

Le théorème suivant assure I'existence globale des solutions de ce problème dans le cas

où I'opérateur est m-dissipatif, ie A dissipatif et Im(ÀI - A) : X, VÀ > 0.

Théorème L.3 (Hille-Yosida-Phillips).

On suppose A est un opérateur m-di,ssipatif dans Ie Banach X, de domaine dense. Alors il

eriste un uni,que semi-groupe d,e contractionT(t) tel que :

1) Pourtout$se D(A), ô(t):T(t)ôo estl 'un' ique solutionttforte tt  duproblème de cauchy

(l ). De ptus,

Q e C( l } ,oo) ;D(A))  n  C1( [0,  oo) ;X) .

2)Pour tout $s € X, ô(t) : T(t)ôo est I'un'ique solution "faiblett du problème de Cauchy

tr ). De plus, Q e C(l1,oo);X). I
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où l'opérateur est rn-dissipatif, ie A dissipatif et Im(>.I - A) = X, "lÀ > o. 

Théorème 1.3 (Hille- Yosida-Phillips). 

On suppose A est un opérateur m-dissipatif dans le Banach X, de domaine dense. Alors il 

existe un unique semi-groupe de contraction T(t) tel que: 

1} Pour tout </Jo E D(A), </J(t) = T(t)</Jo est l'unique solution "forte" du problème de cauchy 

Œ.: }. De plus, 

</J E C([O, 00); D(A)) n C1([0, 00); X). 

2}Pour tout </Jo EX, </J(t) = T(t)</Jo est l'unique solution "faible" du problème de Cauchy 

Œ.:}. De plus, </J E C([O,oo);X). • 
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1.3 Observabilité et observateurs

1.3.1 Notions d'observabilité et de capteurs

En s'inspirant des travaux de A. EL JAI et J. PRJTCHARD [9], on considère un système

distribué non excité, décrit par l'équation (D). L'état d'un tel système ne peut pas toujours

être directement mesuré d'un point de vue physique. Mais il est parfois possible de recueillir

certaines informations sur le système et de suivre son évolution pendant un certain intervalle

de temps [0,t0].L'intermédiaire physique qui permet de réaliser cet objectif est le capteur;

tandis que le problème de I'observabilité est celui de la reconstruction de l'état du système

à pa^rtir des mesures effectuées pendant le même intervalle de temps.

Puisque Q(t) : T(t)ô0, il suffit pour déterminer @ à chaque instant t, de connaître la

valeur de la condition initiale /s.
Supposons que I'on recueille q mesures sur le système, mesures définies par la fonction

de sortie : (  , , ,
,r., I u(t) : (ar(t),az(t),. .- ,ao(t))
" 1. : cÔ(t),

où C est un opérateur non borné. Son domaine D(C) C X est suppose invariant par le C0

semi-groupe ?(t),r.. De plus g(.) € L2(0,T;lRq). On a :

a(t) : CT(t)ôo
: ûdo(r).

Le problème de I'observabilité revient donc à I'existence d'un opérateur inverse

T : .L2(0, ?;lRo) + x

a  H  Ta :  Ôo .

o Si 'itr est inversible, on peut observer tous les états et on pose (V)-l : T.

o D'une façon générale iû n'est pas inversible. On montre dans ce cas sous certaines

conditions que nous ne pourrons pas observer n'importe qu'elle êtat Qs, mais observer des

états aussi proches d" do qu'on le souhaite. Indiquons une manière simple de construire

I'opérateur T :

A partir de (S), on déduit que

V*a: i [*Vdo,
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1.3 Observabilité et observateurs 

1.3.1 Notions d'observabilité et de capteurs 

En s'inspirant des travaux de A. EL JAl et J. PRITCHARD [9], on considère un système 

distribué non excité, décrit par l'équation (2]. L'état d'un tel système ne peut pas toujours 

être directement mesuré d'un point de vue physique. Mais il est parfois possible de recueillir 

certaines informations sur le système et de suivre son évolution pendant un certain intervalle 

de temps [0, TO]. L'intermédiaire physique qui permet de réaliser cet objectif est le capteur; 

tandis que le problème de l'observabilité est celui de la reconstruction de l'état du système 

à partir des mesures effectuées pendant le même intervalle de temps. 

Puisque 4>(t) = T(t)cPo, il suffit pour déterminer cP à chaque instant t, de connaître la 

valeur de la condition initiale 4>0. 
Supposons que l'on recueille q mesures sur le système, mesures définies par la fonction 

de sortie: 
(8) {y(t) = (Y1(t), Y2(t), ... ,Yq(t)) 

= C4>(t), 

où C est un opérateur non borné. Son domaine D( C) c X est supposé invariant par le Co 

semi-groupe T(t)t?o. De plus y(.) E L2(0, Tj Rq). On a : 

y(t) - CT(t)4>o 

w4>o(t). 

Le problème de l'observabilité revient donc à l'existence d'un opérateur inverse 

y : L2(0, T; Rq) ---+ X 

Y 1-+ Yy = 4>0· 
• Si West inversible, on peut observer tous les états et on pose (W)-l = Y . 

• D'une façon générale W n'est pas inversible. On montre dans ce cas sous certaines 

conditions que nous ne pourrons pas observer n'importe qu'elle état 4>0, mais observer des 

états aussi proches de cPo qu'on le souhaite. Indiquons une manière simple de construire 

l'opérateur Y : 

A partir de (8), on déduit que 

w*y = w*w4>o, 
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Ftc. 1.1 - Principe de I'observateur

où ilr* désigne I'adjoint de V. Posons

l y ' :  V*V.

lf tel que défini étant auteadjoint. Si N est en plus défini positif, il est inversible et :

Ôo:  N- l t *a '

Dans ces conditions on dit que le système est exactement observable. Une définition équi-

valente mais plus commode pour application est Ia suivante :

Définition 1.5 (observabilité exacte) Le système(l) augmenté de (S) est eracternent

obseruable sur l},rsl si et seulement si i,l eriste des constantes posi,tiues rs ) 0 et M > 0

telles que

(1 .1 )

L.3.2 Notions d'observateurs et de gains

Dès lors que le système à étudier est observable, l'étape suivante est celle de la construc-

tion des observateurs en vue d'estimer l'état du système à partir des entrées, des sorties et

du modèle.

La construction de I'observateur est basée sur le principe décrit par la figure (voir FIG. 1.1).

C'est un autre système dynamique qui, tout en prenant en compte les mesures effectuées

sur le système original, est couplé avec ce dernier en vue de fournir une certaine estimation

M-' ll ô,ll'xS Io"" , 
cr(t)ôo llo dt s M ll ôo ll'x

de l'état du système.
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R 

FIG. 1.1 - Principe de l'observateur 

où \lI* désigne l'adjoint de \li. Posons 

N = \lI*\lI. 

N tel que défini étant auto-adjoint. Si N est en plus défini positif, il est inversible et : 

Dans ces conditions on dit que le système est exactement observable. Une définition équi­

valente mais plus commode pour application est la suivante : 

Définition 1.5 (observabilité exacte) Le système CL) augmenté de (8) est exactement 

observable sur [0, TO] si et seulement si il existe des constantes positives TO > 0 et M > 0 

telles que 

M-1 Il CPo II~::; 11"0 Il CT(t)cpo II~ dt ::; M Il CPo II~ (1.1 ) 

1.3.2 Notions d'observateurs et de gains 

Dès lors que le système à étudier est observable, l'étape suivante est celle de la construc­

tion des observateurs en vue d'estimer l'état du système à partir des entrées, des sorties et 

du modèle. 

La construction de l'observateur est basée sur le principe décrit par la figure (voir FIG. 1.1). 

C'est un autre système dynamique qui, tout en prenant en compte les mesures effectuées 

sur le système original, est couplé avec ce dernier en vue de fournir une certaine estimation 

de l'état du système. ~~'~'<> 
.... ~ 
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Remarque L.2 La conditi,on initiale d,e I'obseruateur doi,t être proprement bi'en choisie. En

effet l'état d,e I'obseruateur est egat ôt, ôQ) Gtat du système original à I'instant t) lorsqu'i'l

prend, la condi,tion ini'tiale Ôo d,u système original. I

Pour un système excité (ou non) augmenté d'une sortie (S) du type :

oQ)
a(t)
d(0)

Aô(t) + Bu(t)

CÔ(t)

Qo,

on choisi généralement I'observateur suivant :

: Arb(t) + Bu(t) + O(,R(t), Crr(t) - u(t))
:  G(R(t),u(t) ,s(t))
: û o

:0 .

C'est la copie du système avec un terme de correction dépenda^nt du décalage entre les

sorties réelles recueillies du système original et les mesures faites sur I'observateur. L'opéra-

teur O est défini comme le gain. Il sera choisi et réglé de façon interne dans I'observateur pour

une vitesse de convergence plus grande que possible de I'erreur. .R(t) vérifie habituellement

une équation de type Ricatti.

Définition L.6 Un obsertateur sera dit de type erponent'iel si le système de I'erreur asso-

ciée est erponenti,ellement stable. I

Le problème fondamental en contrôle est de fournir une robustesse et une performance

satisfaisante aux systèmes qui sont exposés à des problèmes de perte de qualité (dégradation

des paramètres, incertitudes de type structurelles, perturbations de types stochastiques),

perturbations ou bruits a^ffectant les mesures ou l'état du système.

La construction des observateurs doit donc tenir compte de ces incertitudes dans Ie

modèle. Pour résoudre ces types de problèmes, on dispose de plusieurs approches de solutions

suivant I'aspect qui se présente :

o L'approche .L2 pour laquelle les bruits ou perturbations sont supposés être dans une classe

de fonction de L2. Dans ce cas, on essaye de minimiser leur impact sur les sorties en utilisant

les fonctions de transfert.
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Remarque 1.2 La condition initiale de l'observateur doit être proprement bien choisie. En 

effet l'état de l'observateur est égal à c/J(t) (état du système original à l'instant t) lorsqu'il 

prend la condition initiale c/Jo du système original. • 

Pour un système excité (ou non) augmenté d'une sortie (S) du type: 

{ 

~(t) = Ac/J(t) + Bu(t) 

y(t) = Cc/J(t) 

c/J(O) = c/Jo, 

on choisi généralement l'observateur suivant: 

1;;(t) 

R(t) = 

1/-'(0) 

où 8(R(t), 0) 

A1/-'(t) + Bu(t) + 8(R(t), C1/-'(t) - y(t)) 

G(R(t), u(t), y(t)) 

1/-'0 
O. 

C'est la copie du système avec un terme de correction dépendant du décalage entre les 

sorties réelles recueillies du système original et les mesures faites sur l'observateur. L'opéra­

teur 8 est défini comme le gain. Il sera choisi et réglé de façon interne dans l'observateur pour 

une vitesse de convergence plus grande que possible de l'erreur. R(t) vérifie habituellement 

une équation de type Ricatti. 

Définition 1.6 Un observateur sera dit de type exponentiel si le système de l'erreur asso-

ciée est exponentiellement stable. • 
Le problème fondamental en contrôle est de fournir une robustesse et une performance 

satisfaisante aux systèmes qui sont exposés à des problèmes de perte de qualité (dégradation 

des paramètres, incertitudes de type structurelles, perturbations de types stochastiques), 

perturbations ou bruits affectant les mesures ou l'état du système. 

La construction des observateurs doit donc tenir compte de ces incertitudes dans le 

modèle. Pour résoudre ces types de problèmes, on dispose de plusieurs approches de solutions 

suivant l'aspect qui se présente: 

• L'approche L2 pour laquelle les bruits ou perturbations sont supposés être dans une classe 

de fonction de L 2 • Dans ce cas, on essaye de minimiser leur impact sur les sorties en utilisant 

les fonctions de transfert. 
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o L'approche f12 consiste à minimiser la norme des fonctions de transfert.

o Dans I'approche f/o", il s'agit de minimiser I'effet des contrôles pour un pire effet des

perturbations éventuelles.

Dans la suite, on s'attardera sur quelques principes fondamentaux de la théorie du

contrôle H* et de régularité des systèmes au sens de Weiss [39].

t.4 Systèmes réguliers

Soit X I'espace d'état. Soit t/ I'espace d'entrée. Soit O I'espace de sortie. On suppose que

tous les trois X,U et O sont des espaces de Hilbert munis de leur propres produits scalaires.

Dans cette section, en suivant les travaux de Weiss [39], on considère de façon générale, en

dimension infinie le système linéaire temps invariant décrit par :

do est dit état initial du système (ll).

ô(t) e X est appelé état du système (Il) à I'instant t.

u(t) e L'(l},oo), t/) est le contrôle.

a(t) e L'([O,oo), O) est la sortie.

.4 est en général un opérateur non borné, générateur d'un C0 semi-groupe sur X.

Soit B e p(A). Le domaine D(.4) muni de la norme ll e llt:ll (gI - A)p ll; sera noté Xr

et le complété de X muni de la norm" ll p ll-t:ll (il - A)-tp llzç sera désigné X-r. Donc

X1 c X C X-r. On peut considérer l'extension de A telle que A e L(X,X-1) et étendre

aussi le semi-groupe ("(t))12s sur X-1. Pour tout 0 e p(A), (PI - A)-r peut être étendu

à I'isomorphisme isométrique de X-1 dans X. On notera les opérateurs et leurs extensions

par les mêmes symboles.

B est dit opérateur de contrôle, B e L((J,y-r).On convient que B est borné s'il

appart ient à L(U,X) et non borné si B f L(U,X).

C communément appelé opérateur de sortie, appartient à L(X1,O). On note par Cn la

I oro : Aô(t) + Bu(t),
( I I )  

{  a(t) :  cô(t)*Du(t) ,
I d(o) : ôo.

• L'approche H2 consiste à minimiser la norme des fonctions de transfert . 

• Dans l'approche HO'\ il s'agit de minimiser l'effet des contrôles pour un pire effet des 

perturbations éventuelles. 

Dans la suite, on s'attardera sur quelques principes fondamentaux de la théorie du 

contrôle Hoo et de régularité des systèmes au sens de Weiss [39]. 

1.4 Systèmes réguliers 

Soit X l'espace d'état. Soit U l'espace d'entrée. Soit 0 l'espace de sortie. On suppose que 

tous les trois X ,U et 0 sont des espaces de Hilbert munis de leur propres produits scalaires. 

Dans cette section, en suivant les travaux de Weiss [39], on considère de façon générale, en 

dimension infinie le système linéaire temps invariant décrit par : 

{ 

~(t) 
(II) y(t) = 

</J(O) 

</Jo est dit état initial du système (TI)· 

A</J(t) + Bu(t), 

C</J(t) + Du(t), 

</Jo. 

</J(t) E X est appelé état du système (TI) à l'instant t. 

u(t) E L2([0, 00), U) est le contrôle. 

y(t) E L2 ([0, 00), 0) est la sortie. 

A est en général un opérateur non borné, générateur d'un CO semi-groupe sur X. 

Soit (J E p(A). Le domaine D(A) muni de la norme Il 'P Ih=11 ({JI -A)'P IIx sera noté Xl 

et le complété de X muni de la norme Il 'P 11-1=11 ({JI - A)-l'P IIx sera désigné X-l . Donc 

Xl C X C X- l . On peut considérer l'extension de A telle que A E L(X, X- l ) et étendre 

aussi le semi-groupe (T(t)k~o sur X- l . Pour tout (J E p(A), ({JI - A)-l peut être étendu 

à l'isomorphisme isométrique de X- l dans X. On notera les opérateurs et leurs extensions 

par les mêmes symboles. 

B est dit opérateur de contrôle, B E L(U, X- l ). On convient que B est borné s'il 

appartient à L(U, X) et non borné si B rt L(U, X). 

C communément appelé opérateur de sortie, appartient à L(X l , 0). On note par CA la 
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À extension de C défini par :

I 
or^, : 

{" 
e x,^Iru)C(ÀI - A)-', entste} 

(1.2)
I C,t" : ^I1;ÀC(ÀI 

- A)-'r, Yr e D(Cr,).

Soit Ào e IR tel que [Às, oo) c p(,a). On muni D(Cn) de norme :

l l , l lrtcnr:ll t l l" r sup ll ÀC(ÀI - A)-'* l lo
À>Ào

Muni de cette norme, D(C) est un espace de Banach. Ct, e L(D(Cù,O) et Xr C

D(Cù C X avec injection continue et X1 est dense dans D(Cn).

D (ou opérateur feedthrough de G) appartient à L(U,O). G désigne la fonction de

transfert du système (fl).

On suppose u : 0. Le système (ll) est dit en boucle ouverte. On le notera pour la suite

(il.)

( O<t) : AôQ),0 l

(II) { a(t) : côQ),
I d(o) : ôo.

L.4.L Admissibilité

De la première équation de (flO), on déduit que /(t) : T(t)Ôoest solution (même faible).

En considérant la deuxième équation d" (llo), on remarque que si ôo 4 D(A), on peut avoir

ô(t) 4 D(A) ef donc g(t) n'est pas définie. Pour contourner cette difficulté, on introduit la

notion de I'opérateur de sortie admissible C pour le semi-groupe ("(t))11e au sens suivant :

Définition L.7 [33] On di,t que C est un opérateur de sortie admissible pour le semi-groupe

(?(t))r>o ou tout si,mplement que Ia pai,re (A,C) est admissi,ble s'il eriste d,eun constantes

positiues M,rs telles que :

fTo

J" ll cr(ùôo ll3 at < M ll ôo ll'x .

On suppose u+0 dans fl.

(1 .3 )

(1 .4 )

2 l

A extension de C défini par : 

{ X E X, lim >'C(>.1 - A)-IX existe} 
À~+OO 

lim >'C(>'] - A)-IX, \Ix E D(CA ). 
À--++OO 

(1.2) 

Soit >'0 E ~ tel que [>'0,00) c p(A). On muni D(CA) de norme: 

, (1.3) 

Muni de cette norme, D(CA) est un espace de Banach. CA E L(D(CA), O) et Xl C 

D(CA) C X avec injection continue et Xl est dense dans D(CA). 

D (ou opérateur feedthrough de G) appartient à L(U, 0). G désigne la fonction de 

transfert du système (n). 

On suppose u = O. Le système (n) est dit en boucle ouverte. On le notera pour la suite 

(no). 

1.4.1 Admissibilité 

~(t) 
y(t) -

cp(O) 

De la première équation de (no), on déduit que cp(t) = T(t)cpo est solution (même faible). 

En considérant la deuxième équation de (no), on remarque que si CPo fi. D(A), on peut avoir 

cp(t) fi. D(A) et donc y(t) n'est pas définie. Pour contourner cette difficulté, on introduit la 

notion de l'opérateur de sortie admissible C pour le semi-groupe (T(t))t~O au sens suivant: 

Définition 1.7 f33] On dit que C est un opérateur de sortie admissible pour le semi-groupe 

(T(t))t~O ou tout simplement que la paire (A, C) est admissible s'il existe deux constantes 

positives M,70 telles que : 

(1.4) 

On suppose u =1- 0 dans n. 
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Dêfinition L.8 [40] Auec les mêmes notations, B est dit opérateur de contrôle admissible

pour le semi-groupe T(t), si pour un cer-tain z > 0 et pour tout u € .L2([0, æ),U) on a

Q,u e X, auec @"u défi,ni par

fr
@,'tt : 

J, 
,k - o)Bu(o) do.

Propriété L.L [,4t0] Si I'opérateur B est admissible pour le semi,-groupe (T(t))>_o alors, il

eriste une certaine constante k > 0 telle que pour tout complexe s € C6 pris suffisamment

grand, on a :

l l  ("1- A)-'B l lrru,"r< +
/We(s)

L.4.2 Régularité

Définition L.9 On d,it que le système (ll) ," le quadruplet (A,B,C,D) est regulier au

sens de Weiss si et seulement si :

i) Les pa'ires (A,C) et (A,B) sont admissibles.

i,i) Im(ÀI - A)-'n c D(C^), VÀ e p(,a).

iii) La fonction d,e transfert d,onnée par C 1(sI - A)-' n est analytique et unifortnément bomé

sur un certa'in C.,.

iu) La fonction de transfert entrée-sortie définie par G(s): Ct(sI - A)-'g + D (s 6 C.)

est regulière :

Vu €U, 
orli3*_G(À)u 

eriste et est égale à Du

où D ilésigne I'opérateur feed,through de G.

Autrement dit

orli+_C^(À/ 
- A)-rBu : 0, u Ç. U

L.4.3 Existence et unicité des solutions d'un système régulier

Théorème L.4 Soit ( l l )  :  (A,B,C,D) unsystèmelinéai,reregulier. Alorspourtout$se.

X et pour tout u € L\""(ll,oo);U), le système :

( Arrl : Aô(t) + Bu(t)
|  

' . ,

\ a(t) : cnÔ(t) + Du(t)
I

I d(o) : ô0,
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Définition 1.8 {401 Avec les mêmes notations, B est dit opérateur de contrôle admissible 

pour le semi-groupe T(t), si pour un certain T > 0 et pour tout u E L 2 ([O, 00), U) on a 

CPru E X, avec CPru défini par 

Propriété 1.1 {401 Si l'opérateur B est admissible pour le semi-groupe (T(t))t?o alors, il 

existe une certaine constante k 2': 0 telle que pour tout complexe s E Co pris suffisamment 

grand, on a : 

Il (sI - A)-lB IIL(U,X)~ k 
1.4.2 Régularité 

Définition 1.9 On dit que le système (II) ou le quadruplet (A, B, C, D) est régulier au 

sens de Weiss si et seulement si : 

i) Les paires (A, C) et (A, B) sont admissibles. 

ii) Im(ÀI - A)-l Be D(CA), \:lÀ E p(A). 

iii) La fonction de transfert donnée par CA(sI -Atl B est analytique et uniformément borné 

sur un certain CClI' 

iv) La fonction de transfert entrée-sortie définie par G(s) = CA(sI - A)-l B + D (s E (CClI) 

est régulière : 

\:Iv E U, lim G(À)v existe et est égale à Dv 
1R3À->+oo 

où D désigne l'opérateur feedthrough de G. 

A utrement dit 

1.4.3 Existence et unicité des solutions d'un système régulier 

Théorème 1.4 Soit (II) = (A, B, C, D) un système linéaire régulier. Alors pour tout cjJo E 

X et pour tout u E L~oc([O, 00); U), le système: 

{ 

~(t) AcjJ(t) + Bu(t) 

y(t) = CAcjJ(t) + Du(t) 

cjJ(O) = cjJo, 
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ad,met une soluti,on forte unique

uérifiant ÔQ) : Ôo.
De plus, siu etg sont continues à d,roi,te pour toutt>O, ators Si(t) € D(C^). I

On suppose dans cette rubrique que le système (ll) est bouclé par la loi de feedback

u ( t ) :Ka ( t )+u ( t )

où K est I'opérateur feedback de sortie, i.e., K e L(O,U) et u(.) est une nouvelle entrée

(voir FIG. 1.2).

Pour pouvoir définir le système en boucle fermée on introduit la notion d'admissibilité

de feedback d'après Weiss [39].

Définition L.LO Soi,t G1r1 ur" fonction d,e transfer-t bi,en posée. Soi,t K e L(O,U). On d'it

que K est un opérateur ile feed,back d,e sortie ailmissible pou, é1t1 sl I - KGO est i,nuersible

d,ans H}(L(U)), 1.e., s'il eriste un a €R tel que t - XG@) est inuersible pour tout s €. Co

et que l'inaerse (I - KGGD-L est analytique et uni,form,ément bomé sur C.'.

Proposition L.L [39] On suppose que la fonction de transfert G est régulière et que I'opé-

rateur ttfeedthrough't D e L(U,O) est tel que :

"IÏL:Ëff 
llc(a + iô) - Dll : o'

Alors, pour tout K e L(O,U) , K est un opérateur de feedback admi,ssible si, et seulement

si I - DK est i,nuersible.

On suppose que le système (ll) 
"n 

boucle ouverte est régulier. Soit K un opérateur

feedback de sortie admissible tel que le système (II*) 
"" 

boucle fermée soit aussi régulier.

Alors le système (fl") 
"n 

boucle fermée est gouverné par :

ôQ) : T(t)ôo + 
lo' 

r{t - r)Bu(r)d,r

K I o1l : AK ôQ) + BKu(t),
( I I )  {  af t ) :  cKô(t)+DKu(t) ,

I otol : ôo,
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admet une solution forte unique 

cp(t) = T(t)cpo + l t 

T(t - T)Bu(T)dT 

vérifiant cp(O) = CPo. 

De plus, si u et y sont continues à droite pour tout t 2: 0, alors CPt t)E D( CA)' • 
On suppose dans cette rubrique que le système (fI) est bouclé par la loi de feedback 

u(t) = Ky(t) + v(t) 

où K est l'opérateur feedback de sortie, Le., K E L(O, U) et v(.) est une nouvelle entrée 

(voir FIG. 1.2). 

Pour pouvoir définir le système en boucle fermée on introduit la notion d'admissibilité 

de feedback d'après Weiss [39J. 

Définition 1.10 Soit O(s) une fonction de transfert bien posée. Soit K E L(O, U). On dit 

que K est un opérateur de feedback de sortie admissible pour G(s) si l -KG(.) est inversible 

dans H:(L(U)), i.e., s'il existe un a E IR tel que 1- KG(s) est inversible pour tout s E <Co 

et que l'inverse (I - KG(S))-l est analytique et uniformément borné sur <Co. 

Proposition 1.1 /39J On suppose que la fonction de transfert G est régulière et que l'opé­

rateur "feedthrough" D E L(U,O) est tel que: 

lim sup IIG(O' + ic5) - DII = O. 
u->+oo 6EIR 

Alors, pour tout K E L( 0, U) , K est un opérateur de feedback admissible si et seulement 

si l - D K est inversible. 

On suppose que le système (fI) en boucle ouverte est régulier. Soit K un opérateur 

feedback de sortie admissible tel que le système (fIK) en boucle fermée soit aussi régulier. 

Alors le système (fIK) en boucle fermée est gouverné par: 

K { ~(t) 
(II) y(t) 

cp(O) = 

AKcp(t) + BKu(t), 

CK<jJ(t) + DKu(t), 

CPo, 
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ou

Frc. 1.2 - Système en boucle fermée flK

D(cf) : D(cù
cf:(r -DK)-rc^
BK:B( I -D t<1- r

{r  e D(C1),(A+ BK(I  -  DK)-rC^)x e X}

(A+ BK(I - DK)-rC^)n, Vr € D(AK)
(I - DK)-tCnr, Yr e D(AK)

(1 .5 )

(1 .6)

(1.7)

[ 'to*l

\ t*"

| 
"*,

Théorème L.5 [39]

(1 .8 )

Si (ft) estregulier,K ad,missible et I - DK esti,nuersible, alors (ltK) est reguli,er et

Remarque 1..3 [39, 411

L'obseraabi,lité du système (fl) est inuariante par un retour de sortie admissi'ble. Autrement

d,it si (fl) est obseraable et K ad,mi,ssible alors (flK) est obseruable.

1.5 Préliminaires sur la théorie spectrale

1.5.1 Spectre d'un générateur

Définition L.LL Le spectre o(A) d'un générateur A d,'un Co semi-groupe est constitué d,e

trois par-ties mutuellement erclusiues :

[  , "@ :  ( r  -G(s)K)- 'G( ' ) ,

I  p" :  (r  -  DK)-|D.
(1.e)

où 

v u TI y 

Cf) 

K 

FIG. 1.2 - Système en boucle fermée nK 

D(cf) = D(CA) 

cf = (I - DK)-lCA 

BK = B(I - DK)-l 

{ 

D(AK) = {x E D(CA), (A + BK(I - DK)-lCA)X E X} 

AKx = (A + BK(I - DK)-lCA)X, Vx E D(AK) 

CKx = (I - DK)-lCAX, Vx E D(AK) 

Théorème 1.5 /39j 

Si (n) est régulier,K admissible et 1 - DK est inversible, alors (fIK) est régulier et 

Remarque 1.3 /39, 41j 

{ 
GK(S) = (I - G(S)K)-lG(S), 

D K = (1 - DK)-l D. 

(1.5) 

(1.6) 

(1.7) 

(1.8) 

(1.9) 

L'observabilité du système (fI) est invariante par un retour de sortie admissible. Autrement 

dit si (fI) est observable et K admissible alors (fIK) est observable. 

1.5 Préliminaires sur la théorie spectrale 

1.5.1 Spectre d'un générateur 

Définition 1.11 Le spectre CT(A) d'un générateur A d'un Co se mi-groupe est constitué de 

trois parties mutuellement exclusives : 

24 



.oe(A), spectre ponctuel,

oo 
"(A), 

spectre cont'inu,

oor(A), spectre résiduel.

o\ e or(A) <+ (À/ - A) n'est pas injectif.

o), e o"(A) <+ (À1 - A) est injectif, mais Im(ÀI - A) I X et'tm(>,t -S : X

c), e o,(A) e Im(ÀI - A) est i.njectif, mott7@it -$ I X

o(A) : oo(A) u o 
"\A) 

u o,(A)

Définition L.L2 Un élément non nul t € X est d,it uecteur propre généralisé d,e A, cor-

respond,ant ù la ualeur propre À d,e A, s'il eriste un entier posi,tif n tel que (À1 - A)"r : 0.

Le sous espace propre généralisé de A correspondant ù À est donné par

Hs :  Span {n l1  n , (À I  -  A ) r : 0 } .

La dimensioTl trls d,e Hs est appelé la multiplicité algébrique de ),. Quand TD,s : I, on di,t

que \ est algébri,quement simple.

Si n : !, ms est appelé la multiplicité géométrique de À. C'est Ie nombre d'e uecteurs propres

indépend,ants associés ù la même ualeur propre À.

Si n : I et ms: L, on d,it que À est géométriquement simple'

Remarque L.4 Si À est algébriquement simple, alors À est geomé,tri'quement simple.

1.5.2 Résolvante d'un générateur

Soit A : D(A) C X + X un opérateurlinéaire fermé. On dit que À appartient àl'en-

semble résolva,nt p(A) de A si À/ - ,4 est bijective et (À1 - A)-' e L(X); dans ce cas

I'opérateur B(À, A) : (À/ - A)-' est appelé la résolvante de ,4 en À. L'ensemble complé-

mentaire de p(A) est le spectre o(A).

Proposition L.2 Pour qu'un opérateur A soit à, résoluante compacte dans un Hi'lbert X,

it faut et i,l suffit que p(A) * A et I'iniection de D(A) (muni d,e la norme d,u graphe) dans

X soit compacte.
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eO-p(A) , spectre ponctuel, 

eO-c(A), spectre continu, 

eo-r(A), spectre résiduel. 

e).. E O'p(A) {:::} (>'] - A) n'est pas injectif 

e).. E O'c(A) {:::} (>'] - A) est injectif, mais ]m(>.] - A) f X et,]m(>'] - A) = X 

e).. E O'r(A) {:::} ]m(>.] - A) est injectif, mais ]m(>.] - A) =1= X 

Définition 1.12 Un élément non nul x E X est dit vecteur propre généralisé de A, cor­

respondant à la valeur propre >. de A, s'il existe un entier positifn tel que (>'] - A)nx = o. 
Le sous espace propre généralisé de A correspondant à >. est donné par 

La dimension mÀ de HÀ est appelé la multiplicité algébrique de >.. Quand mÀ = 1, on dit 

que ).. est algébriquement simple. 

Si n = 1, mÀ est appelé la multiplicité géométrique de >.. C'est le nombre de vecteurs propres 

indépendants associés à la même valeur propre >.. 
Si n = 1 et mÀ = 1, on dit que>. est géométriquement simple. 

Remarque 1.4 Si >. est algébriquement simple, alors>' est géométriquement simple. 

1.5.2 Résolvante d'un générateur 

Soit A : D(A) c X --+ X un opérateur linéaire fermé. On dit que>. appartient à l'en­

semble résolvant p(A) de A si >.] - A est bijective et (>'] - A)-l E L(X); dans ce cas 

l'opérateur R(>', A) = (>'] - A)-l est appelé la résolvante de A en >.. L'ensemble complé­

mentaire de p(A) est le spectre O'(A). 

Proposition 1.2 Pour qu'un opérateur A soit à résolvante compacte dans un Hilbert X, 

il faut et il suffit que p(A) =1= 0 et l'injection de D(A) (muni de la norme du graphe) dans 

X soit compacte. • 
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1.5.3 Borne spectrale

La borne spectrale de I'opérateur A est définie par :

s(A) : sup{fte(À), À e o(A)}' (1 .10 )

Souvent dans les applications en ingénierie, on relie @s(A) à S(A). Il est bien connu que

S(A) < ,o(A).Au cours de ces dernières décennies, beaucoup d'efforts ont été concentré

sur l'établissement de la condition :

S(A) : uo(A), (  1 .11 )

cette condition étant d'une certaine utilité dans la pratique pour certains systèmes. Remar-

quons par exemple pour le système (Voir [31])

(1 .12 )

'S('4) : g' 
"(A) 

>I'
Ce contre exemple nous amène à considérer de manière beaucoup plus attentionnée la

condition (1.11) dans le cas des systèmes linéaires de dimension infinie, particulièrement

les systèmes vibratoires pour lesquels (1.11) est satisfait à partir de certaines propriétés

significatives. Parmi ces propriétés, on peut citer fondamentalement le fait que les vecteurs

propres généralisés forment une base de Riesz dans I'espace d'état qui est de Hilbert.

1.6 Bases de Riesz

Définition 1..L3 Soit (An)n>, une suite d,ans un Hilbert W. Alors (Aà est une base de

Riesz si elle est equiualente à une base orthonorrnée (*n)n>t d,eW, i-e., s'il eriste un ho-

meomorphisme linéai,re L tel que Tue An: Lfrn Vn à 1

Caractêrisation d'une base de Riesz

Soit W un Hilbert séparable. Soit (r") une base deW. Alors la suite (zr,),'>1 est une base

de Riesz de W si et seulement si l'espace vectoriel engendré par (rrr)rr21 est dense dans W

et s'il existÊ c1, c2 > 0 I "rD!=rlool'<ll 
DLt apr,ll?w< 

"tDi=rlo4l2 
Vn, e N.. I

I  
uu: u** I uro + eiaur, -@ 1 rra ( *oo,

[  " ( "  
- t  2n,Y)  :  u( r ,U) ,u(n,A *  2r )  :  u( r ,A) ,
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1.5.3 Borne spectrale 

La borne spectrale de l'opérateur A est définie par: 

S(A) = sup{~e(À), À E O"(A)}. (1.10) 

Souvent dans les applications en ingénierie, on relie wo(A) à S(A). Il est bien connu que 

S(A) ~ wo(A). Au cours de ces dernières décennies, beaucoup d'efforts ont été concentré 

sur l'établissement de la condition: 

S(A) = wo(A), (1.11) 

cette condition étant d'une certaine utilité dans la pratique pour certains systèmes. Remar­

quons par exemple pour le système (Voir [31]) 

{ 

Utt = U xx + U yy + eiyux , 

u(x + 211", y) = u(x, y), u(x, y + 211") = u(x, y), 

-00 < x,y < +00, 

S(A) = 0, 
1 

wo(A) ~ "2. 

(1.12) 

Ce contre exemple nous amène à considérer de manière beaucoup plus attentionnée la 

condition (1.11) dans le cas des systèmes linéaires de dimension infinie, particulièrement 

les systèmes vibratoires pour lesquels (1.11) est satisfait à partir de certaines propriétés 

significatives. Parmi ces propriétés, on peut citer fondamentalement le fait que les vecteurs 

propres généralisés forment une base de Riesz dans l'espace d'état qui est de Hilbert. 

1.6 Bases de Riesz 

Définition 1.13 Soit (Yn)n~l une suite dans un Hilbert W. Alors (Yn) est une base de 

Riesz si elle est équivalente à une base orthonormée (Xn)n>l de W, i.e., s'il existe un ho­

méomorphisme linéaire L tel que que Yn = LXn \;In 2: 1 

Caractérisation d'une base de Riesz 

Soit W un Hilbert séparable. Soit (xn) une base de W. Alors la suite (Xn)n~l est une base 

de Riesz de W si et seulement si l'espace vectoriel engendré par (Xn)n~l est dense dans W 

et s'il existe Ct, C2 > 0 / Cl L:~=llaiI2 ~II L:~=1 Qi Xi II~~ C2 L:~IIQiI2 \;In E f;i!*. • 

26 



On se place dans les conditions du théorème L.5. A est désigné par I'opérateur en boucle

ouverte et AK I'opérateur en boucle fermee obtenu par un retour de sortie admissible (K dê-

signe l'opérateur feedback de sortie admissible). Supposons qu'une suite de vecteurs propres

de .A forment une base de Riesz dans X. Le théorème suivant nous donne des conditions

suffisantes pour que les vecteurs propres de AK forment une base, de Riesz dans X.

Théorème L.6 [/tS] On suppose que (n) regulier et K ad,missi,ble. AK est d,éfini, conlrne

au (1.8). De plus si :

i) dim Im(B):1

i,i) A est anti,-adjoint d,e ualeurs propres (i?,,),ex et de aecteurs propres correspondant

(d')'ero formant une base orthonormée d'e X '

ii.i,) Pour (À,r),rero ualeurs propres d,e AK associés au,r aecteurs propres (/,"),,es, on suppose

qu'il eriste un ent'ier posi,tif N, et une constante réelle r ) 0 telle que :

(1 .13 )I tt-r * i"y,+N) - À",1' ( oo,
n€N

Alors il eriste d,es uecteurs ,jr,rtrr,. . . ,û* tels que

fonnent une base de Riesz d,ans X.
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On se place dans les conditions du théorème 1.5. A est désigné par l'opérateur en boucle 

ouverte et AK l'opérateur en boucle fermée obtenu par un retour de sortie admissible (K dé­

signe l'opérateur feedback de sortie admissible). Supposons qu'une suite de vecteurs propres 

de A forment une base de Riesz dans X. Le théorème suivant nous donne des conditions 

suffisantes pour que les vecteurs propres de AK forment une base, de Riesz dans X. 

Théorème 1.6 /48J On suppose que (n) régulier et K admissible. AK est défini comme 

au (1.8). De plus si : 

i) dim Im(B)=l 

ii) A est anti-adjoint de valeurs propres (i'Yn)nEN et de vecteurs propres correspondant 

(<Pn)nEN formant une base orthonormée de X . 

iii) Pour (),n)nEN valeurs propres de AK associés aux vecteurs propres (1Pn)nEN, on suppose 

qu'il existe un entier positif N, et une constante réelle r > 0 telle que : 

?: 1 ( -r + Ï'Yn+N) - ),n 12 < 00, (1.13) 
nEN 

Alors il existe des vecteurs -01, -02, ... , -0 N tels que 

forment une base de Riesz dans X. • 
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Chapitre 2

Observateurs des systèmes anti-adjoints

de dimension infinre

Dans ce chapitre, on se place da,ns un cadre théorique général. Nous proposons une

méthode théorique de construction des observateurs dans le cas des systèmes anti-adjoints

de dimension infinie.

On considère le système linéaire autonome et observé sur I'espace d'état X considéré ici

comme espace de Hilbert :
( . ,
| Ô(ù : AÔ(t)

\ u(t) : cÔ(t) (2'1)

I orol : ô0,
où A est générateur d'un C0 groupe d'opérateurs unitaires sur X et C est un opérateur

linéaire borné de Xr dans O. X1 désigne I'espace de Banach D(A) muni de la norme du

graphe :

l l p llx,:ll (0r - A)p ll"

Ici on choisi A e p@) n p(-A).

Les espaces de Hilbert X et O sont identifiés à leur dual topologique X' et O' respectivement.

X-1 désignant le dual topologique de X1, le produit de dualité sur X1 x X-t, qu'on notera

( .,. )xrxX_1' €st défini comme I'extension continue du produit scalaire sur X :

< g,  f  )xrxX-r : (  g ,  T )x ,  Vg € X1,  f  e  X.
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Chapitre 2 

Observateurs des systèmes anti-adjoints 

de dimension infinie 

Dans ce chapitre, on se place dans un cadre théorique général. Nous proposons une 

méthode théorique de construction des observateurs dans le cas des systèmes anti-adjoints 

de dimension infinie. 

On considère le système linéaire autonome et observé sur l'espace d'état X considéré ici 

comme espace de Hilbert : 

{ 

~(t) = A</>(t) 

y(t) = C</>(t) 

</>(0) = </>0, 

(2.1) 

où A est générateur d'un Co groupe d'opérateurs unitaires sur X et C est un opérateur 

linéaire borné de Xl dans O. Xl désigne l'espace de Banach D(A) muni de la norme du 

graphe: 

Il <P IIxI =11 ({JI - A)<p Ilx 
Ici on choisi (J E p(A) n p( -A). 

Les espaces de Hilbert X et 0 sont identifiés à leur dual topologique X' et 0' respectivement. 

X- I désignant le dual topologique de Xl, le produit de dualité sur Xl x X_l, qu'on notera 

< .,. > Xl XX-Il est défini comme l'extension continue du produit scalaire sur X : 
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On a aussi les injections suivantes qui sont continues et denses :

X1c  X  C  X - r

L'espace dual X-i est aussi un espace de Hilbert muni de la norme induite :

l l  p l l"-,: l l  @t + A)- 'çl l* .

De plus (PI - A) e L(Xr,X) et (PI + A) e L(X,X-1) sont des isomorphismes isométriques.

.4 ici engendre un groupe ("t')r.o qui peut être étendu comme un C0 semi-groupe sur X 1.

Si C. désigne I'opérateur adjoint de C, alors C. e L(O,X-r). On suppose aussi que la paire

(A,C) est exactement observable. L'observateur que nous proposons ici est gouverné par le

svstème :

| ùal : lA - nc*c1lr!(t) + nc*s(t), Æ ) o,

\ 'ltol : ûo.
(2.2)

Dans ce qui suit on adopte la définition restreinte pour la convergence d'un observateur.

Dêfinition 2,L L'obseraateur (2.2) est dit (erponentiellement) conuergent ou stable si le

systèrne (2.9) est un système réguli,er et si le systèrne de I'erreur (2.8) est erponentiellement

stable.

2.L Rêsultat principal

Théorème principal 2.t Soit A un générateur d,'un Co groupe d,'opérateurs unita'ires sur

X. On suppose que le triptet (A,C",C) est regulier et (A,C) est eractement obseruable.

Alors I'obseruateur (2.2) admet une solution unique d,ans C(l0,oo), X) pour tout (Ôo,Ûo) e

X x X et son état conuerge dans X, erponentiellement uers celui du système (2.1) pour tout
1

0 < rc . ;- De plus l'observateur (2.2) est erponentiellement instable si n ) Vj;. Les

quantitéilli,", et K^in sont d,éfinies par :

* 
r .o* 

Bl l@- A)- tc-c^r l lzx,
Ê ' * æ

* u . o* P ll (P - A1-tc.cfi ll2*
,6 * *oo

K^o, : sup
lC6f 16=r

Kn*n : inf
lCntl6=1

(2.3)

(2.4)

I
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On a aussi les injections suivantes qui sont continues et denses : 

L'espace dual X-1 est aussi un espace de Hilbert muni de la norme induite: 

Il cp IIx-l =11 (/31 + At1cp Ilx . 

De plus (/31 - A) E L(X}, X) et (/31 + A) E L(X, X-d sont des isomorphismes isométriques. 

A ici engendre un groupe (etA)tEIR qui peut être étendu comme un CO semi-groupe sur X-1 . 

Si C* désigne l'opérateur adjoint de C, alors C* E L(O, X-1). On suppose aussi que la paire 

(A, C) est exactement observable. L'observateur que nous proposons ici est gouverné par le 

système: 

{ 
-J;(t) = [A - ~C*CA1'lj!(t) + ~C*y(t), ~ > 0, 

1/1(0) = 1/10. 
(2.2) 

Dans ce qui suit on adopte la définition restreinte pour la convergence d'un observateur. 

Définition 2.1 L'observateur (2.2) est dit (exponentiellement) convergent ou stable si le 

système (2.9) est un système régulier et si le système de l'erreur (2.8) est exponentiellement 

stable. 

2.1 Résultat principal 

Théorème principal 2.1 Soit A un générateur d'un CO groupe d'opérateurs unitaires sur 

X. On suppose que le triplet (A, C*, C) est régulier et (A, C) est exactement observable. 

Alors l'observateur (2.2) admet une solution unique dans C([O, (0), X) pour tout (cPo,1/I0) E 

X x X et son état converge dans X, exponentiellement vers celui du système (2.1) pour tout 

o < ~ < _1_. De plus l'observateur (2.2) est exponentiellement instable si ~ > -KI. Les 
K = 
~'Pax 

quantités li max et Kmin sont définies par: 

Kmax = 

K min 

sup 
ICA/lo=l 

lim + /3 Il (13 - A)-lC*CAf IIi-, 
f3ElR 
/3 -+ +00 

Hm 13 E lR+ /3 Il (13 - A)-lC*CAf IIi- . 
13 -+ +00 
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(2.3) 

(2.4) 
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Remarque 2.L On doit noter que la limite supérieure et K,no, sont toutes finies du fait que

(,4,C.) est un système de contrôle bien pose. Lalimite inférieure et K*in sont aussi finies.

Lorsque f e D(A),les limites supérieure et inférieure sont égales (voir les identités dans la

Proposition 2.I4). Dans ce cas la conclusion du Théorème 2.1 reste valable en remplaçant

K^o, et Kmm pt les constantes suivantes :

K^o, : n-r + n-2 sup (A f , f) ,
l?D(AF), lC^Ilo=1

Kmi'n: n-r + o-' 
,roro4nf.,r.fro=1 

(A"r' r)

Il est intéressant de noter que ces constantes K*o, et K^4n sont indépendantes de rc (voir

la preuve ultérieure dans la Proposition 2.14).

Remarque 2.2 En général il est faux qlue Krnor: Kmin:0. Pour s'en convaincre il suffit

de considérer I'exemple suivant qui a été emprunté de la littérature [41]. Soit le système

décrit par I'EDP sur X : L2(O,I) :

avec l'observation

Wt :  W*

w(0,t) -- w(r,t)
W(x ,O) :Wo(n )

a(t) :  w (0,t) .

(2.5)

(2.6)

Il est évident que I'opérateur A : ô, âvec son domaine de définition correspondant est le

générateur d'un Cs semigroupe sur X. L'espace d'observation est O : IR.. L'observateur

d'observation C : Xt --+ O est tel qte C f : /(0). On peut montrer que la paire (A, C) est

admissible et exactement observable. De plus, le triplet (A,C*,C) est un triplet régulier.

D'après le principal Théorème 2.1 I'observateur Luenberger que nous proposons est gouverné

par I'EDP suivante :

f,)t : Q,

CI(1, t) :  0(0, t) - o [CI(t,0) - W(0,t))

0(r,0) : Oo(r).

(2.7)

Il est aisé de trouver qlue K*o, : Kmin: |. Donc I'erreur de I'observateur Luenberger (2.7)

e : Ç)-lrV'converge vers zéro si le gain 0 < rc < 2. Cependant I'erreur diverge lorsque n> 2.
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Remarque 2.1 On doit noter que la limite supérieure et Kmax sont toutes finies du fait que 

(A, C*) est un système de contrôle bien posé. La limite inférieure et Kmin sont aussi finies. 

Lorsque / E D(A), les limites supérieure et inférieure sont égales (voir les identités dans la 

Proposition 2.14). Dans ce cas la conclusion du Théorème 2.1 reste valable en remplaçant 

Kmax et Kmin par les constantes suivantes: 

Kmax = 1\;-1 + 1\;-2 sup (AI< /, J), 
fED(A"),ICAflo=l 

Kmin = 1\;-1 + 1\;-2 inf (AI< /, J) . 
fED(A"),ICAflo=l 

Il est intéressant de noter que ces constantes Kmax et Kmin sont indépendantes de 1\; (voir 

la preuve ultérieure dans la Proposition 2.14). 

Remarque 2.2 En général il est faux que Kmax = Kmin = o. Pour s'en convaincre il suffit 

de considérer l'exemple suivant qui a été emprunté de la littérature [41]. Soit le système 

décrit par l'EDP sur X = L2(0, 1) : 

avec l'observation 

{ 

Wt = Wx 

W(O, t) = W(l, t) 

W(x, 0) = WO(x) 

y(t) = W(O, t). 

(2.5) 

(2.6) 

Il est évident que l'opérateur A = 8x avec son domaine de définition correspondant est le 

générateur d'un Co semigroupe sur X. L'espace d'observation est 0 = lR. L'observateur 

d'observation C : Xl -+ 0 est tel que C / = /(0). On peut montrer que la paire (A, C) est 

admissible et exactement observable. De plus, le triplet (A, C*, C) est un triplet régulier. 

D'après le principal Théorème 2.1 l'observateur Luenberger que nous proposons est gouverné 

par l'EDP suivante: 

{ 

Ot = Ox 

0(1, t) = 0(0, t) - 1\; [O(t, 0) - W(O, t)] 

O(x, 0) = OO(x). 

(2.7) 

Il est aisé de trouver que Kmax = Kmin = ~. Donc l'erreur de l'observateur Luenberger (2.7) 

E = 0 - W converge vers zéro si le gain 0 < 1\; < 2. Cependant l'erreur diverge lorsque 1\; > 2. 
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2.2 Preuve du théorème 2.1

Pour raison de simplicité, on considère X comme un espace de Hilbert réel. Les mêmes

résultats sont valables via une légère modification de la preuve du théorème dans le cas où

X est un Hilbert complexe.

ErRpn L ExrsrpNCE ET uNrcITÉ DES soLUTIoNS DE L'oBSERVATnun (2.2)

On montre que I'observateur (2.2) admet une solution unique dans C([0, oo), X).

Soit A" - A- n.C*Ct et e(t) : rlr(t) - ô(t). On considère I'estimation de I'erreur qui

vérifie I'equation d'évolution :

(  . , . ,
)  u ( t )  :  A *e ( t )  , r c )0 ,

\ r(o) : €s.

Soit le système auxiliaire suivant :

(2.8)

(2.10)

(2.e)

Par hypothèse le triplet (A,C*,C) est régulier (avec I'opérateur feedthrough nul). Soit G(s)

la fonction de transfert du triplet (A,C*,Cn) représentant le système auxiliaire (2.9). Par

régularité G(s) : Cn@I - A)-rg* € I1-(Co, L(O)) pour un certain o > 0 et

I n<q : .40(r) * c.u(t)
t z(t) : C^CI(t).

" l im  
G(s )u  : }Vu  e  O .

On en déduit aussi que I'opérateur 'rfeedthrough[ est nul pour le système auxiliaire (2.9).

Soit la fonction (ou I'opérateur) de transfert ô(s) : lJ --+ U bien posée telle qrr" ô e

I/-(Co). On dit qu" ô1r; est une fonction de transfert réelle positive si ô(s) + ô(s)- > O

pou r tou t s€Cs .

Proposition 2.L La fonction de transfer-t du système (2.9) est réelle positiue.

Preuve de la Proposition 2.1 : Puisque G(s) : Ct(s- A)-1C*, alors son adjoint G(s)- :

C^(3+ A)-'C.. En effet, soit u,u €U. Soit s € Co.Par définition et par commutativité

entre opérateurs de résolvante, nous obtenons les identités suivantes :

(G(s)u, ulu : ^I1; (,lc1,l - A)-'(r - A)-tC.u, u)u
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2.2 Preuve du théorème 2.1 

Pour raison de simplicité, on considère X comme un espace de Hilbert réel. Les mêmes 

résultats sont valables via une légère modification de la preuve du théorème dans le cas où 

X est un Hilbert complexe. 

ETAPE l . EXISTENCE ET UNICITÉ DES SOLUTIONS DE L'OBSERVATEUR (2.2) 

On montre que l'observateur (2.2) admet une solution unique dans C([O, 00), X). 

Soit AI.: = A - K,.C·CA et dt) = 'IjJ(t) - cp(t). On considère l'estimation de l'erreur qui 

vérifie l'equation d'évolution: 

,K, > 0, 
{ 

i(t) = 
E(O) Eo. 

Soit le système auxiliaire suivant : 

.{ O(t) 
z(t) 

An(t) + C·v(t) 

CAn(t). 

(2.8) 

(2.9) 

Par hypothèse le triplet (A, C*, C) est régulier (avec l'opérateur feedthrough nul). Soit G(s) 

la fonction de transfert du triplet (A, C*, CA) représentant le système auxiliaire (2.9). Par 

régularité G(s) = CA(s! - A)-lC* E HOO(!Ca , L(O)) pour un certain ct > 0 et 

lim G(s)v = 0 '7v E O. 
8->+00 

(2.10) 

On en déduit aussi que l'opérateur "feedthrough" est nul pour le système auxiliaire (2.9). 

Soit la fonction (ou l'opérateur) de transfert G(s) : U --+ U bien posée telle que G E 

HOO(Co). On dit que G(s) est une fonction de transfert réelle positive si G(s) + G(s)* ~ 0 

pour tout s ECo. 

Proposition 2.1 La fonction de transfert du système (2.9) est réelle positive. 

Preuve de la Proposition 2.1 : Puisque G(s) = CA(s-A)-lC*, alors son adjoint G(s)* = 

CA(s + A)-lC*. En effet, soit u, v E U. Soit S E Co. Par définition et par commutativité 

entre opérateurs de résolvante, nous obtenons les identités suivantes : 
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: 
^IT* (.1(r - A)-t(r - A1-tc*u, c"r) *,,*_,
: 

^If* ((s - A)-rc*2, À(À + A)-Lc.u) *
:  t im (u,  \c(À +.4)-1(s + A)-rc.u),  - -  \ r ,G(s).u)u.À- *æ '

Il reste à montrer que G(s) + G(s). est positif pour tout s € C6. Par définition, on a

( lG(r) + G(s).1 u,u)u: (Cn f(s - A)- '  + (3 + A)-t f  C.u, u)u

:  ((" + s)Cn(s - A)-t(s + A)-1C.u, u)u :2fte(s) ((s - A)-1C*2, (s - A)-1C.u)u

:  zwe(s) l l (s - / )- lc-" l l l  > o, vs € co.

IAinsi la preuve de Ia proposition est complète.

Proposition 2.2 Soit G1t1 unt foncti,on d,e transfert réelle positiue. Alors, pour chaque

rc > 0 l'opérateur d,e feed,bactr, ile sortie K : -nI est ad,missible pour G@).

Preuve de la Proposition 2.2 : On présente la preuve de Weiss et Curtain [41] qui dé-

montre un peu plus que l'énoncée de Proposition2.2. On démontre I'assertion suivante :si

ct +G@) est réelle positive pour un certain c ) 0, alors, pour tout /c e (0,1/c), I'opérateur

K : -kI est admissible pour ô1r;. n" particulier, pour c : 0 on obtient que K : -kI est

admissible po,rr ô1r), Vk > 0.

Il suffit de prouver que 1 - XéG) est inversible dans f/-(Co).En effet, I - l<G@):

k(a+ô(r)), où o: l lk.Les inégali tés suivantes sont évidentes:

I i,t * at"l] "1, tutu > l( i,t + ô1sy] ","),1= lo' ( [,t * ôt'l] ", ") |

: l( [,' * I (ar'r * ô(,).)] ",") ,l
En posant ?(s) : aI + | (efrl + ô1r1-), on peut écrire

l[,t * ôf')] "1" lulu 2 (?(s)2, ulu 2 (a - c)lul2u.

Donc, pour tout s € Cs,

l[,, * at' l] "1" à (a - c)lulu. (2.11)

= lim (.~(À - A)-l(S - AtlC*u, C*v)x X 
),-'+00 1, -1 

= lim ((s - AtlC*u, À(À + A)-lC*V)X 
),-'+00 

Il reste à montrer que C(s) + G(s)* est positif pour tout s E Co. Par définition, on a 

([G(s) + G(s)*] u, u)u = (CA [Cs - A)-l + (s + Atl] C*u, u)u 

= ((s + s)CA(s - A)-l(S + AtlC*u, u)u = 2Re(s) ((s - AtlC*u, (s - A)-lC*U)U 

= 2Re(s) II(s - A)-lC*ull~ 2:: 0, \;/ sE Co. 

Ainsi la preuve de la proposition est complète. • 
Proposition 2.2 Soit G(s) une fonction de transfert réelle positive. Alors, pour chaque 

'" > 0 l'opérateur de feedback de sortie K = -",1 est admissible pour C(s). 

Preuve de la Proposition 2.2 : On présente la preuve de Weiss et Curtain [411 qui dé­

montre un peu plus que l'énoncée de Proposition 2.2. On démontre l'assertion suivante: si 

cI + C(s) est réelle positive pour un certain c 2:: 0, alors, pour tout k E (0, Ile), l'opérateur 

K = -kI est admissible pour C(s). En particulier, pour c = 0 on obtient que K = -kI est 

admissible pour C(s), \;/ k > O. 

Il suffit de prouver que 1- KC(s) est inversible dans Hoo(Co). En effet, 1- KC(s) = 

k(a + C(s)), où a = l/k. Les inégalités suivantes sont évidentes: 

l[aI+C(s)]ulu lulu 2:: 1([aI+C(s)]u,u)ul2:: IRe([aI+C(s)]u,u)ul 

= \( [al + ~ (C(s) + C(s)*)] u,u) J. 
En posant T(s) = al + ~ (C(s) + C(s)*), on peut écrire 

1 [al + C(s)] ulu lulu 2:: (T(s)u,u)u 2:: (a - c)lul~· 

Donc, pour tout s ECo, 
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Par (2.11), I'opérateur (a/+G(s)) est injectif et àl'image fermée. Montrons que I'image de

(af + ô(s)) est dense. Cela impliquera que (o1 + ô(s)) est surjectif. Soit { € U tel que

( lal +ôr"t l  , .  t \  - o. Y u e u.
\ L  . - t  ' ' / u

Alors, en particuli"t, ( lof 
+ ô1s1] {,(),, : 0. Par conjugaison cela implique que

(1r", + ô(s;+ ô1sy.] €,€), : o.

o r '  
l f  - . .  : . . . r  \z(a-c)14i,  < i lzar+G(s) +G(s).J €,€)r.

Puisque a ) c,on obtient € : 0. Donc I'image de (aI+ô(s)) est dense. L'opérateur aI +G@)

étant à la fois injectif et surjectif admet un inverse continu. A partir de (2.11) on obtient

r  -  r - 1 1  1
l a l+G(s ) l  |  ( - - : ,  Vs€Cs.
L  ' r  

l t < u )  a - c

I  nfr l  :  lA-nc*cnlo(r)+K€(r)  ,Æ)0,
[  ,(t) :  C^Q(t).

r  -  r - l
Donc 

lo1 + G(s)l € H'"(C0). D'après la définition 1.10, K est admissible pour G(s) pour

Irout k e (0,1/c).

Pour le système (2.9), tout opérateur feedback de sortie K : -nI, K ) 0, est admissible

(où / désigne I'opérateur identité dans O). Par conséquent, le système suivant obtenu en

boucle fermée par le feedback u(t) : Kz(t)+,c{(r) est aussi régulier avec "feedthrough'r nul

(d'après théorème 1.5).

(2.r2)

Notons que si €(r) : y(t), le système en boucle fermée (2.I2) n'est rien d'autre que I'obser-

vateur (2.2). Comme conséquence du théorème 1.4 et du (1.8), I'opérateur A'est générateur

d'un C0 semi-groupe en boucle fermée et est défini par :

[ 
,(o-) : {tp e D(Cr)l@- nC.Cle e X}

| ,q^ç : (A - nC*C1)p, Vç e D(A*)
(2 .13)

Depluslesystèmed'observation(2.2)estrégulieretV(/6, ûo) e XxX,onaA e L7""(l0,oo),O),

tlt e C(l0,oo),X) avec

û(t) : 
"'^* 

rlro * o [' "Q-r)A^ 
g* C ne'A $s dr.

Jo

Etnpp II. EstrrrlntroN ExpoNENTIELLE DE L'ERREUR

Par (2.11), l'opérateur (al + G(s)) est injectif et à l'image fermée. Montrons que l'image de 

(al + G(s)) est dense. Cela impliquera que (al + G(s)) est surjectif. Soit ç EU tel que 

([al + G(s)] u,ç)u = 0, VUE U. 

Alors, en particulier, ([al + G(s)] ç, ç) u = O. Par conjugaison cela implique que 

([2aI + G(s) + G(s)*] ç,ç)u = O. 

Or, 

2(a - e)lçl~ ~ ([2aI + G(s) + G(s)*] ç,ç)u' 

Puisque a > e, on obtient ç = O. Doncl'image de (al +G(s)) est dense. L'opérateur al +G(s) 

étant à la fois injectif et surjectif admet un inverse continu. A partir de (2.11) on obtient 

1 [al + G(S)]-11 ~~, Vs ECo. 
L(U) a e 

Donc [al + G(s) r1 
E HOO(Co). D'après la définition 1.10, K est admissible pour G(s) pour 

tout k E (0, Ile). • 

Pour le système (2.9), tout opérateur feedback de sortie K = -Id, '" > 0, est admissible 

(où 1 désigne l'opérateur identité dans 0). Par conséquent, le système suivant obtenu en 

boucle fermée par le feedback v(t) = K z(t) + ~(t) est aussi régulier avec "feedthrough" nul 

(d'après théorème 1.5). 

{ 
O(t) = [A - ",C*CA]O(t) + ~(t) ,'" > 0, 

z(t) = CAO(t). 
(2.12) 

Notons que si ç(t) = y(t), le système en boucle fermée (2.12) n'est rien d'autre que l'obser­

vateur (2.2). Comme conséquence du théorème 1.4 et du (1.8), l'opérateur AK est générateur 

d'un Co semi-groupe en boucle fermée et est défini par : 

{ 
D(AK) = {cp E D(CA)/(A - ",C*CA)cp EX} 

AKcp = (A - ",C*CA)cp, Vep E D(AK) 
(2.13) 

De plus le système d'observation (2.2) est régulier et V(</>o, 1/Jo) E XxX, on a y E L~oc([O, 00),0), 

1/J E C([O, 00), X) avec 

1/J(t) = etAK 1/Jo + '" l t 

e(t-T)AKC*CAeTA</>o dT. 

ETAPE II. ESTIMATION EXPONENTIELLE DE L'ERREUR 
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Proposition 2.3 Pour tout e(0) e D(A*), la solution d,u système satisfai.t les identités

suiuantes :

Ld , ,
; 

" l l  

e(t) l l '*  = < A"e(t),e(t) >x Q.r4)

: -nll c11e(t) llâ + rIÏL K2p ll R(p,A)c.c11e ll2v (2.15)

T
, Preuve de la Proposition 2.L4

L'égalité (2.L4) est évidente.

Pour la preuve de l'égalité (2.15), on rappelle que pour tout À € p(A),.R(À, A) est un isomor-

phisme de X dans X-1 ; .R(À,,4) commute avec A sur D(A) et on a aussi les convergences

suivantes dans X :

i$rn1.l,  A)r: r, J$rn1l, 
-A)r: r Vr € X. (2.16)

Soit B € p(A) o IR+ fixé. On remarque facilement que

e -r R(8, A)nC.C6e : R(P,A)lÊe - A"el e D(A), Ve e D(A*),

ce qui s'écrit encore

Ane : A[e + R(8, A)nC*Cne) - PR(P, A)nC*Cp, Ve e D(A*).

Par passage au produit scalaire dans X, on obtient :

(A"e'e) * : ',)',',IT'*oui^^'u22..'à'u'ri.. 
^i'r,i)i;?."J^l:'*lï, o,."*cÉ) x

- (pfu(p,A)nC*Cp,e)y

\Ale + R(8, A) nC* C Él,le + R(8, A) nC. C p)l y
- (Ale + R(8, A)nC.Cne), R(P, A)nC*Cne) y
- (pR(p,A)nC*Cp,e)y

Aêtant antiadjoint,

(Ale + R(8, A)rcC*CÉl,le + R(8, A)nC.Cpl)x : 0.

Proposition 2.3 Pour tout dO) E D(AK), la solution du système satisfait les identités 

suivantes: 

1 d 2 
"2 dt Il é(t) IIx - < AKc(t), c(t) > x (2.14) 

= -K Il CAc(t) II~ + lim K
2{3 Il R({3, A)C*CAc Iii (2.15) 

f3-++00 

Preuve de la Proposition 2.14 

L'égalité (2.14) est évidente. 

• 
Pour la preuve de l'égalité (2.15), on rappelle que pour tout À E p(A), R(À, A) est un isomor­

phisme de X dans X-1 ; R(À, A) commute avec A sur D(A) et on a aussi les convergences 

suivantes dans X : 

lim ÀR(À, A)x = x, lim ÀR(À, -A)x = x '<Ix E X. 
À-+oo À-+oo 

(2.16) 

Soit (3 E p(A) n R+ fixé. On remarque facilement que 

ce qui s'écrit encore 

Par passage au produit scalaire dans X, on obtient : 

(A [c + R({3, A)KC*CAc] ,c) X - ({3R({3, A)KC*CAc, ch 

(A [c + R({3, A)KC*CAc] , [c + R((3, A)KC*CAc]- R({3, A)KC*CAch 

- ({3R({3, A)KC*CAc, ch 

(A [c + R({3, A)KC*CAc] ,[c + R((3, A) KC· CAc]) x 

- (A [c + R({3, A)KC·CAc] , R({3, A)KC·CAch 

- ({3R({3, A)KC*CAc, c) x 

A étant anti-adjoint , 
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Donc

(A e,e)* :  -  (Ale + R(P,A)nc.cnel,R(P,A)nc.c6elv
- \PR(B,A)nC*Cp,e)y. (2.17)

D'après (2.16), et le caractère anti-adjoint de ,4 dans X on obtient successivement,

(A [6 + R(8, A) nC* C Éf , R(8, A) nC. C rc) x
: - 

^I1; @le + R(8, A)rcC*Cr,€f ,À-R(À, A)R(Ê, A)nC.Cpl *
: 

^IT- {e + A@,A)nC.C11el, -ÀA.R(À, A)R(P,A)nC.C;e)1ç (2.18)

Or, comme A commute avec -R(À,,4), donc

- ÀA.R(À, A) R(P, A) nC* C ne : -ÀÂ(À, A) IAR(P, A)l nC- C p.

De l'identité

,  @r - A)R(p,A) :  I ,

on déduit que

IAR(p,, )I : [-1 + pÀ(p, A)]. (2.1e)

Du (2.19), (2.18) on déduit

- (Ale + R(P, A)nC.Cpl, -R(P, A)nC.Cp) y

: 
^Iru {e + R(B , A) nC. C p), - ÀR(À, A) nC. C p

+ p R(B,A)À,8(À,'A) nC. C pl 7;

De même

- (PR(P, A)nC*Cp,€)x : -^Iru \PR(B,A)À^R(À, A)nC*C6e,e)y. (2.21)

En substituant (2.21), (2.20) dans (2.17), on obtient

(A*e,e\* : . l im (e,-ÀR(À, A)nC.C1,e)y\  '  'A  
À+*oo

+ . l im (R(B,A)nC*Cp,-ÀR(),, A)nC.Cp) y
À+*oo

+ . lim (R(8, A)nC.Cp, BR(8, .4)À.R(À, A)nC*Cne) y . (2.22)
)+*oo

(2.20)

Donc 

(A~é, é) X = - (A [é + R(,6, A)~C*CAé], R(,6, A)~C*CAéh 

- (,6R(,6, A)~C*CAé, éh . (2.17) 

D'après (2.16), et le caractère anti-adjoint de A dans X on obtient successivement, 

- (A [é + R(,6, A)~C*CAé] ,R(,6, A)~C*CAé) X 

- lim (A [é + R(,6, A)~C*CAé] ,>'R(>', A)R(,6, A)~C*CAé) x 
),-++00 

= Hm ([é + R(,6, A)~C*CAé] ,->'AR(>', A)R(,6, A)~C*CAé) x (2.18) 
),-++00 

Or, comme A commute avec R(>', A), donc 

->'AR(>', A)R(,6, A)~C*CAé = ->'R(>', A) [AR(,6, A)] ~C*CAé. 

De l'identité 

(,61 - A)R(,6, A) = l, 

on déduit que 

[AR(,6, A)] = [-1 + ,6R(,6, A)]. 

Du (2.19), (2.18) on déduit 

De même 

- (A [é + R(,6, A)~C*CAé], -R(,6, A)~C*CAé) x 

= Hm ([é + R(,6, A)~C*CAé], ->'R(>', A)~C*CAé 
),-++00 

+,6R(,6, A)>'R(>', A)~C*CAé) x 

En substituant (2.21), (2.20) dans (2.17), on obtient 

= Hm (é, ->'R(>', A)~C*CAéh 
),-++00 

+ lim (R(,6, A)~C*CAé, ->'R(>', A)~C*CAéh 
),-+00 

+ Hm (R(,6, A)~C"CAé, ,6R(,6, A)>'R(>', A)~C*CAé) x . 
),-+00 
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^Iru @(B,A)nC*Cp,-ÀR(À,A)nC.C6e)* (2.24)

: -"'^IT* (cÀ.R(), -A)R(P,A)c*cp,crc)o: -K2 (G(Ê)crc,cÉ)o, Q.25)

^I@@, A)nc.cp, BR(8, A)).R(À, A)rc.cpl x :  K2 P l l  R(P, A)c.cp l l2y .  (2.26)

En récapitulant (2.22), (2.23), (2.24) et (2.26) on obtient I'identité suivante pour tout e dans

D(A*),

(A*e,e)*: -Kll crc l l1" -"', (G(Ê)crc,cÉlo+ n2Ê ll R(B,A)c.c6e ll ' ,* . (2.27)

Puisque (2.27) est vraie pour tout Ê e p(A)OR+, en passant à la limite quand 0 * +oo
on a d'après (2.10), I'expression (2.27) qui s'écrit encore

Les limites dans l'expression

^Ig (e, -ÀR(À, A)nC.Cne)*

(2.22) existent et sont bien définies. En effet,

: -K^!1; (cm(À, -A)e,cÉlo : -tl ll crc llb, Q'23)

(2.28)

I

(2.2e)

(2.30)

(A"e,e) * : -K ll cn, ll3 + rIlL "'P ll R(P, A)c.cp ll2v -

Ceci achève la preuve de la proposition.

o Lorsque 0 < rc a *, stabilité exponentielle de I'erreur

D'après la propriété 1.1 on 
" t/Fll R(P,A)C.C^elluo,xl est uniformément borné pour

Iout B > 0. Ainsi la quantité K,oo, est bien définie. En outre on a d'après (2.3)

,IT- 
K2 P ll R(P, A)c.cp ll'x< o'K,,,o* ll cP ll2o '

Par suite de I'inégalité précédente et de la proposition 2.I4, on obtient

Ld
t;l l E(t) l l?< -rc(1 - nK^o,) ll crc ll lo ve e D(A*),

et pour tout t ) 0 on a,

ll e(r) lli<l; eo llT -2n(r - nK*o*) 
lo' ll "nr{,) 

lllo a,
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(2.31)

Les limites dans l'expression (2.22) existent et sont bien définies. En effet, 

lim (R({3, A)IbC*CAc, -ÀR(À, A)IbC*CAc) x 
À ..... +oo 

(2.24) 

_1b2 lim (CÀR(À, -A)R({3, A)C*CAc, CAc)O = _1b2 (G({3)CAc, CAc)o, (2.25) 
À ..... +oo 

En récapitulant (2.22), (2.23), (2.24) et (2.26) on obtient l'identité suivante pour tout c dans 

D(AK), 

Puisque (2.27) est vraie pour tout (3 E p(A) nlR+, en passant à la limite quand (3 ~ +00 
on a d'après (2.10), l'expression (2.27) qui s'écrit encore 

Ceci achève la preuve de la proposition. • 

• Lorsque 0 < lb < -KI ,stabilité exponentielle de l'erreur 
max 

D'après la propriété LIon a v1J Il R({3, A)C*CAc IIL(O,X) est uniformément borné pour 

tout (3 > O. Ainsi la quantité Kmax est bien définie. En outre on a d'après (2.3) 

Par suite de l'inégalité précédente et de la proposition 2.14, on obtient 

et pour tout t ~ 0 on a, 

Il c(t) II~~II co II~ -21b(1- IbKmax) lot Il CAc(T) II~ dT 
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Puisque le système en boucle ouverte est exactement observable, le système (2.8) est

aussi exactement observable d'après remarque 1.3. Cela implique, d'après la caractérisation

(1.1), qu'il existe 2 constantes positives îs et rit telles que :

fîo

l -  l lcnu(t) l l lo at>ftneo l l?.  (2.32)
J O ztt'

En substituant (2.32) dans (2.31), on obtient :

ll e(to) ll?< tr - nx(I - nK*",)l ll €0 ll?

On vient de montrer que pour tout es € D(A^),

l l e'oA es ll?< (1 - frr) l l eo llI, (2.33)

avec

frt,: û,(L - nK*o,).

Des propriétés de semi-groupe, il découle

l l e(t) l lIS rne-'t l l ro llT,

avec

rn: sup ll "ro^ llt€[0,is]

et

r : i ; r tnl( t-n1-t1.

En conclusion, I'estimation de I'erreur tend exponentiellement vers 0 dans X pour tout

o<rc.+.
hmo,

o Lorsque o > ,c,-*-^, instabilité exponentielle de I'erreur

L'expression (2.a) nous révèle que

lim n2 B ll R(p, A)c.ctte ll',*2 o',K*0, ll ct e llb .9-+æ

Le raisonnement est similaire à celui du cas précédent. Par (2.15) on obtient

1 à

,f;VAf. 
) n(nK*;n - t) lcne(t)l|. (2'34)
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Puisque le système en boucle ouverte est exactement observable, le système (2.8) est 

aussi exactement observable d'après remarque 1.3. Cela implique, d'après la caractérisation 

(1.1), qu'il existe 2 constantes positives 70 et in telles que: 

1TO 

Il CAc(t) II~ dt ~ ~ Il co Iii· 

En substituant (2.32) dans (2.31), on obtient: 

Il c(70) IIi:::;; [1 - in(l - KKmax)] Il co IIi . 

On vient de montrer que pour tout co E D(AII:), 

avec 

Des propriétés de semi-groupe, il découle 

avec 

et 

Il c(t) IIi:::;; me-rt Il co Iii, 

m = sup Il etAI< Il 
tE [O,ToI 

- --Il [(1 :: )-1] r - 70 n - m . 

(2.32) 

(2.33) 

En conclusion, l'estimation de l'erreur tend exponentiellement vers 0 dans X pour tout 

1 
O<K<-K . 

max 

• Lorsque K > -K 1. , instabilité exponentielle de l'erreur 
m,n 

L'expression (2.4) nous révèle que 

Le raisonnement est similaire à celui du cas précédent. Par (2.15) on obtient 

1 d 2 2 2 dt Ic(t)lx ~ K(KKmin - 1) ICAc(t)lo ' 

37 

(2.34) 



En utilisant (2.32) dans (2.34), on obtient

^  (  . )  . o

VGùI'* - tt * nt(nK6n - t)l I'olT. (2.35)

En posant fr.: fr,(nK*n - I),I'inégalité (2.35) s'écrit

l '(70)l? = (t * QVai. (2.36)

Noter qu"fr, > 0lorsque n> Lf K^in.

Soit t > 0. On peut l'écrire sous la forme : t : nVo * d, où d e [0, 7s). En utilisant (2.36)

et la propriété du semigroupe on trouve aisément I'inégalité suivante :

l"ro^ rol'* - (t * â)" l"to rol'*. (2.sT)

En utilisant (2.36) encore une fois,

(t + A) leol? < leToA^ eol2* < fr l"to rol'* ,

où 
k :..gp. l",o^ lr",*,

t€lu,7ol

Par conséquent,

t ^oAK^  12  -  1  + f r  , -1""^"uol* a -T leolI . (2.38)

Substituer (2.38) dans (2.37) permet d'obtenir

l"ro^ rol'*, fr-r(r + fr)"*' leolï 2 o-'"H@;eol?.

Donc letA^eslx croît exponentiellement vers I'infini lorsque t --r oo. La preuve du Théo-

rème 2.1 est complète. I
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En utilisant (2.32) dans (2.34), on obtient 

lé(To)l~ 2: { 1 + ih(/'i,Kmin - 1)} léol~· (2.35) 

En posant in = in(/'i,Kmin - 1), l'inégalité (2.35) s'écrit 

(2.36) 

. Noter que in > 0 lorsque /'i, > 1/ Kmin. 

Soit t 2: O. On peut l'écrire sous la forme: t = nTo + e, où e E [0, To). En utilisant (2.36) 

et la propriété du semigroupe on trouve aisément l'inégalité suivante: 

I
tAl< 1

2 ( :::::)n 1 8AI< 12 
e éD x 2: 1 + m e éD x . 

En utilisant (2.36) encore une fois, 

où 

Par conséquent, 

( :::::) 1 12 1 Ti AI< 12 -1 8AI< 1
2 

1 + m éD x ~ e 0 éD X ~ K e éD x ' 

- 1 tAI<1
2 

K = sup e L(X) . 
tE [D,ToI 

1 
8AI< 12 1 + in 2 e éD x > --- léolx . - K 

Substituer (2.38) dans (2.37) permet d'obtenir 

(2.37) 

(2.38) 

Donc 1 etAI< éolx croît exponentiellement vers l'infini lorsque t ~ 00. La preuve du Théo­

rème 2.1 est complète. • 
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Chapitre 3

Apptications pour un système hybride :

body-beam

3.1 Présentation du modèle hybride et des observateurs

3.1.1 Présentation du modèle

Le modèle que nous considérons ici est un système mécanique de corps-poutre introduit

par Bailleul et Levi [2] pour modéliser certaines structures de l'aérospatial (satellite avec

antenne). Ce système est constitué d'une poutre (p) libre à une extrémité et encastrée à

I'autre extrémité perpendiculairement à un disque (d). Le disque (d) peut tourner librement

autour d'un axe fixe avec une vitesse angulaire u(t). La poutre est contrainte à se mouvoir

dans un plan fixe perpendiculaire au plan du disque (d) (voir FIG. 3.1). On suppose que la

poutre n'est pas extensible. La formulation Lagrangienne donne les équations dynamiques

du déplacement transversal z(r, t) de la poutre et de la vitesse angulaire ar(t) du disque :

( puu@,t) + Elu,,, ,(r, t) * pBul(r,t) :  pu2(t)u(r,t)

{ ,,. f(r) - za(fl fi su(r,t)u1(r,t) dr

[,'tr):---Tirffid"
(3 .1 )

{  
o= r3L

I  r>0
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Chapitre 3 

Applications pour un système hybride · 

body-beam 

3.1 Présentation du modèle hybride et des observateurs 

3.1.1 Présentation du modèle 

Le modèle que nous considérons ici est un système mécanique de corps-poutre introduit 

par Bailleul et Levi [21 pour modéliser certaines structures de l'aérospatial (satellite avec 

antenne). Ce système est constitué d'une poutre (p) libre à une extrémité et encastrée à 

l'autre extrémité perpendiculairement à un disque (d). Le disque (d) peut tourner librement 

autour d'un axe fixe avec une vitesse angulaire w(t). La poutre est contrainte à se mouvoir 

dans un plan fixe perpendiculaire au plan du disque (d) (voir FIG. 3.1). On suppose que la 

poutre n'est pas extensible. La formulation Lagrangienne donne les équations dynamiques 

du déplacement transversal u(x, t) de la poutre et de la vitesse angulaire w(t) du disque: 

{ 

(lUtt(x, t) + EIuxxxx(x, t) + pBut(x, t) = pw2(t)U(X, t) 

() 
r(t) - 2w(t) JoL (lU(x, t)Ut(x, t) dx 

wtt = L 
Id + Jo pu2(X, t) dx 

{ O~X~L t~O 
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Extremite libre de la poutre

Flc. 3.1 - bodv-beam svstem
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Satisfaisant les conditions frontières :

( u@,t) : u,(O,t) : 0 (coniliti'ons d"encastrement')
I

1 
u,,( t , t)  :  f r( t)

[  , , , ,(1, t) : lz(t)

(3.2)

Où f1(r),fz(t),f3(t) représentent respectivement le contrôle du moment, le contrôle de

la force et le contrôle du couple. Les constantes Ia,L,EI,p représentent respectivement le

moment d'inertie du disque (d), la longueur, la rigidité élastique et la densité massique

de la poutre (p). L'opérateur B caractêrise le frottement présent dans le système. Pour

le frottement visqueux, Bu1(r,t) : ku(r,t) et pour le frottement structurel Bu{x,t) :

leu,,*,1(r,t) (voir [32] pour détails).

Pour la suite, on supprime les frottements. On supposera pour raison de simplicité que

L :E I :P :L .

Le système simplifié que nous prendrons en compte pour toute la suite, est gouverné

par :
( urr(r,t) + u,,, ,(x,t) :  u?u(n,t) t  ) 0, r € (0, 1)
I

|  " (O ' t ) :  
z ' (g ' t ) :0  f  )  0 '

1u* , (L , t ) :u , , , ( l , t )  :0  t )0 ,  (3 '3 )
I

I "(0, 
r) : us(r),u1(0,r) : uo(r) r € (0,1)

I

I  g ( t )  :u , , (o , t ) ,  t>o

où c.r* est une constante positive quelconque et y(t) est la seule mesure du moment de force

au point d'encastrement.

Posons

H'"(o,,r) : {r lr, r, e L2(0,1), /(0) : lc(O) : 0}

L'espace d'état pour le système (3.3) est I'espace de Hilbert

x :H?(0 ,1 )x12(0 ,1 ) ,

muni du produit scalaire :

< f ,g r*: ft {fr,,(r)gr,,(r) + lr@)gr(n) - w2.f1@)g1(r)} d,x.
Jo

4T

Satisfaisant les conditions frontières : 

{ 

U(O, t) = Ux(O, t) = ° (conditions d'encastrement.) 

uxx (1, t) = rI (t) 
uxxx(1, t) = r 2 (t) 

(3.2) 

Où rl(t), r 2(t), r3(t) représentent respectivement le contrôle du moment, le contrÔle de 

la force et le contrôle du couple. Les constantes Id, L, El, p représentent respectivement le 

moment d'inertie du disque (d), la longueur, la rigidité élastique et la densité massique 

de la poutre (p). L'opérateur B caractérise le frottement présent dans le système. Pour 

le frottement visqueux, BUt(x, t) = kUt(x, t) et pour le frottement structurel BUt(x, t) = 

kUxxxxt(x, t) (voir [32] pour détails). 

Pour la suite, on supprime les frottements. On supposera pour raison de simplicité que 

L = El = p = 1. 

Le système simplifié que nous prendrons en compte pour toute la suite, est gouverné 

par: 

Utt(x, t) + uxxxx(x, t) = w~u(x, t) t > 0, XE(O,I) 

u(O, t) = ux(O, t) = ° t > 0, 

uxx (1, t) = uxxx (1, t) = ° t > 0, (3.3) 

u(O, x) = uo(x), Ut(O, x) = vo(x) XE(O,I) 

y(t) = uxx(O, t), t>O 

où w* est une constante positive quelconque et y(t) est la seule mesure du moment de force 

au point d'encastrement. 

Posons 

Hi(o, 1) = {I/ l, lx E L2 (0, 1), f(O) = fx(O) = O} 

L'espace d'état pour le système (3.3) est l'espace de Hilbert 

x = Hi(O, 1) x L2 (0, 1), 

muni du produit scalaire: 
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L'espace d'observation est O : IR. muni de son produit scalaire usuel.

A l'aide de As défini dans (3.19) on définit I'opérateur 4,. par :

D(A, . ) :  D(Ao)  x  n2 t@, t ) , (3.4)

et pour tout z, u e D(A,-)

/  \  |  o / l /  \
A,.("  ) (") : l  "  l lu l ( ' ) .  (3.b)-" .  

\  u ) '  
'  

L- to+'? o l  \  u ) '  
'

Pour toute la suite, on désignerapar A I'opérateur A',* pour u* :0.

Remarque 3.1 It a été montré par XU et BAILLEUL dans ft51 que dans le cas u? < lt

I'opérateur A défini dans (3./)-(3.5) engendre un Co groupe d,'opérateurs unitaires sur X et

que l'opérateur de soriie C défini, par C(qygz) : (.pt)',(O) appart'ient à L(X9O).

3.L.2 Observateurs exponentiels pour le modèle

L'observateur que nous proposons est gouverné par :

(3.6)

f ,"" (*) + alF(r) : g
(  F(o) :  F"(1) --  F" '(r) :  o

I r'10; : r.
(3.7)

Observateur pour tout gain rc > 0

Théorème 3.L On suppose que la constante u2* est plus petite que la prcmière aaleur

propreh d,e As, i.e.,0<-u* I ,/Ç. Alors le systèrne 3.3 et I'obseruateur (3.6) admettent

une solution unique dans C(l},oo),X x X) pour tout (us,uo,4tl,rtt} e X x X. De plus

l'obseraateur (3.6) est partiellement erponentiellement stable pour tout gain n > 0. t

L'espace d'observation est 0 = IR muni de son produit scalaire usuel. 

A l'aide de Ao défini dans (3.19) on définit l'opérateur Aw. par: 

D(Aw.} = D(Ao) x H'i(O, 1), 

et pour tout u, v E D(Aw.) 

Aw. ( : ) (xl ~ [-AoO+W: ~ 1 ( : ) (xl· 

Pour toute la suite, on désignera par A l'opérateur Aw. pour w* = O. 

(3.4) 

(3.5) 

Remarque 3.1 Il a été montré par XU et BAILLEUL dans f45] que dans le cas w~ < II 

l'opérateur A défini dans (3.4)-(3.5) engendre un Co groupe d'opérateurs unitaires sur X et 

que l'opérateur de sortie C défini par C(<pI, <P2) = (<Pl)xx(O) appartient à L(XI, 0). 

3.1.2 Observateurs exponentiels pour le modèle 

L'observateur que nous proposons est gouverné par: 

8t1fJI(X, t) = 1fJ2(X, t) - ~.F(x)[8;'1fJI(0, t) - y(t)], ~ > 0, t > 0, x E (0,1), 

8t'1fJ2(X, t) = -8!Vh(X, t) + w~1h(x, t), 
'lfl(O, t) = 8x 'If 1 (0, t) = 0, (3.6) 

8;'lfl(l, t) = a;'lfl(l, t) = 0, 

'lfl (x, 0) = 'If~(x), 'lf2(X, 0) = 'lfg(x) , 

où F(x) est l'unique solution de l'équation différentielle: 

{ 

F""(x) + w~F(x) = 0 

F(O) = F"(I) = F"'(I) = 0 

F'(O) = 1. 

Observateur pour tout gain ~ > 0 

(3.7) 

Théorème 3.1 On suppose que la constante w~ est plus petite que la première valeur 

propre h de Ao, i.e., 0 ~ w* < ~. Alors le système 3.3 et l'observateur (3.6) admettent 

une solution unique dans C([O, 00), X x X) pour tout (uo, vo, 'If~, 'lfg) E X x X. De plus 

l'observateur (3.6) est partiellement exponentiellement stable pour tout gain ~ > O. • 
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Remarque 3.2 La stabi,li,té partielle pri,se en compte dans le théorème 3.1 est au sens

d,écri,te d,ans ft91. Il s'agit d,e la stabilité erponentielle sur l'espace engend,ré par les uecteurs

propres de Ai. et dont les ualeurs propres associées sont ù module grand.

Preuve du théorème 3.1 : Il s'agit de vérifier les conditions du théorème principal2.L.

L'exacte observabilitê du couple (A,C) et la régularité du triplet (A,C,C*) se trouvent

démontrées dans le chapitre 3. On montre aussi à partir du lemme C.l que K*o, : 0. Ce

qui nous permet d'obtenir la stabilité exponentielle de I'observateur (3.6) pour tout gain

r c>0 .

3.1.3 Observateur pour toute vitesse de convergence voulue

Corollaire 3.L La u'itesse de conuergence de I'obseraateur (3 _6) peut être rendue aussi

grand,e que l'on souhaite en remplaçant la correction * | 
't*1 I i F(r) 1

L ; loo," L à'J*"1"1
aaec K et B(r) bien choisis.

Preuve du Corollaire 3.1

On donnera la preuve dans le cas (r* : 0, i.e., F(r) : s.

Soit B > 0. On cherche à construire rc > 0 tel que le taux de décroissance de I'observateur

(3.6) are(A") > -P (i.e. llettA^)ll: o(e-Pt)). Pour cela soit Xule sous espace engendré

par les valeurs propres Àr, . . . , Àiy de A'. Considérons la projection P : X -a Xu et posons

X" : (I - P)X. On fixe d'abord rc suffisamment grand tel que 2n > 0. D'après le Lemme 3.8

et le Théorème 3.6, on a (/ - P)(et{t\1: O("-'P). Sur X,,, la paire (A^,C) est exactement

observable. Puisque X., est de dimension finie, il est possible de placer le pôle, donc de

choisir n et B(r) tels que 
"I(A^+BC6) 

: O(e-Bt) (cf. Tliggiani [35]). I

43

Remarque 3.2 La stabilité partielle prise en compte dans le théorème 3.1 est au sens 

décrite dans f4 9 j. Il s'agit de la stabilité exponentielle sur l'espace engendré par les vecteurs 

propres de A~. et dont les valeurs propres associées sont à module grand. 

Preuve du théorème 3.1 : Il s'agit de vérifier les conditions du thé?rème principal 2.1. 

L'exacte observabilité du couple (A, C) et la régularité du triplet (A, C, C*) se trouvent 

démontrées dans le chapitre 3. On montre aussi à partir du lemme C.1 que Kmax = O. Ce 

qui nous permet d'obtenir la stabilité exponentielle de l'observateur (3.6) pour tout gain 

/'C> O. • 

3.1.3 Observateur pour toute vitesse de convergence voulue 

Corollaire 3.1 La vitesse de convergence de l'observateur (3.6) peut être rendue aussi 

[ 
F(x) ] [ F(x) .] grande que l'on souhaite en remplaçant la correction /'C. 0 par /'C. 0 + B(x) 

avec /'C et B(x) bien choisis. • 

Preuve du Corollaire 3.1 

On donnera la preuve dans le cas w* = 0, Le., F(x) = x. 

Soit (3 > O. On cherche à construire /'C > 0 tel que le taux de décroissance de l'observateur 

(3.6) wo(AIt) ~ -(3 (Le. lIé(A"} Il = O(e- f3t )). Pour cela soit X u le sous espace engendré 

par les valeurs propres ).1, . .. ,).N de Ait. Considérons la projection P : X --+ X u et posons 

X s = (I -P)X. On fixe d'abord /'C suffisamment grand tel que 2/'C > (3. D'après le Lemme 3.8 

et le Théorème 3.6, on a (I - P)(et(A"}) = O(e-tf3 ). Sur X u , la paire (Ait, C) est exactement 

observable. Puisque X u est de dimension finie, il est possible de placer le pôle, donc de 

choisir /'C et B(x) tels que et(A"+BCA) = O(e- f3t ) (cf. 'friggiani [35]). • 
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Observateur dans le cas où la vitesse angulaire c.r(t) n'est pas constante

Le système considéré ici est régis par :

I  uu@, t )  +  u , , , * (n , t )  :  w2 ( t )u ( r , t )  t  )  0 , ,  €  (0 ,  1 )
I
lu (O, t ) :u , (o , t ) :0  f  )0 ,

1  u , , ( I , t ) :  u r r , ( I , t )  : 0  t  >  0  (3 .8 )
l - r r r - r " r q æ e t \ - t " l

I  t ' (0 ,  r )  :  us(r ) ,u1(0, r )  :  uo(n)  r  e  (0,1) ,
I

I  v(t) :u,*(o,t), t  > o.

Le lemme suivant nous renseigne sur la régularité des solutions du système (3.8) pour

u(t) e r-(R).

Lemme 3.L On suppose que la fonction u(t) e ,- (R). Alors le système (3.8) admet une

unique et bonne solution (u,ur) € C(lR, X) pour tout (us,us) e X. De plus, si (u6, us) e

D(A) ators l'unique solution (u,ur) € C(R, D(A)) n Cl(lR, X) et satisfait le système (3.8)

pour presque tout t € IR.

Preuve du lemme 3.1-

Soient O : (2, ut); Bo: | : : I
L/ 0l

(3.8) peut se mettre sous la forme.

qui est un opérateur linéaire borné sur X. Le système

f  ô :  A@+u2( t )Bse

I "tol 
: (us,us)r.

Le système a une unique bonne solution donnée par la formule de variation de constantes :

o(r) :  etaiD(0) + [ '  "o-îtow2(r)Bs{.r(r)d,r 'Jo

Alors pour tout (us, us) e X, on a rD € C(lR.,X). Si (ro,ro) e D(A), alors O(t) est presque

partout différentiable car ABo e L(X).

Corollaire 3.2 On suppose 0 ( c.r* < r/lt etu(t) € r-(R). Soi,te> 0 telle que

l r ( t )  -  u* l  I  e ,  V,  > 0.  (3 .9)

On peut toujours opérer un choin sur e tel que I'obseruateur obtenu en remplaçant u* par

tout u(t) dans (3.6) soit etponentiellement stable. I
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Observateur dans le cas où la vitesse angulaire w(t) n'est pas constante 

Le système considéré ici est régis par : 

Utt(x, t) + uxxxx(x, t) = w2 (t)u(x, t) t > 0, XE (0,1) 

u(O, t) = ux(O, t) = ° t > 0, 

uxx (1, t) = uxxx (1 , t) = ° 
u(O, x) = uo(x), Ut(O, x) = vo(x) 

y(t) = uxx(O, t), 

t > 0, 

t > O. 

xE (0,1), 

(3.8) 

Le lemme suivant nous renseigne sur la régularité des solutions du système (3.8) pour 

w(t) E LOO(IR). 

Lemme 3.1 On suppose que la fonction w(t) E LOO(IR). Alors le système (3.8) admet une 

unique et bonne solution (u, Ut) E C(IR, X) pour tout (uo, vo) EX. De plus, si (uo, vo) E 

D(A) alors l'unique solution (u, Ut) E C(IR, D(A)) n Cl (IR, X) et satisfait le système (3.8) 

pour presque tout t E IR. • 

Preuve du lemme 3.1 

Soient iJ; ~ (u, u,); Ho ~ [~ ~] qui est un opérateur linéaire borné sur X. Le système 

(3.8) peut se mettre sous la forme. 

{
ci; = Ac}) + w2 (t)Boc}) 

c})(0) = (uo,vo)T. 

Le système a une unique bonne solution donnée par la formule de variation de constantes : 

'l>(t) = etA'l>(O) + l t 

e{t-r)AW2 (T)Bo'l>(T) dT. 

Alors pour tout (uo,vo) E X, on a c}) E C(IR, X). Si (uo,vo) E D(A), alors c})(t) est presque 

partout différentiable car ABo E L(X). • 

Corollaire 3.2 On suppose ° :s w* < 01 et w(t) E LOO(IR). Soit E > ° telle que 

(3.9) 

On peut toujours opérer un choix sur E tel que l'observateur obtenu en remplaçant w* par 

tout w(t) dans (3.6) soit exponentiellement stable. • 

44 



Preuve du corollaire 3.2

La preuve est essentiellement basée sur le lemme de Gronwall.

L'observateur considéré ici est alors régis par le système

ïrr!r(r,t) : {2(r,t) - n.F(r)ltr ltt@,t) - a(t)1, Æ ) 0, t ) 0, r e (0, 1),

ôrrbz(r, t) : -4rl.,r(r, t) * u2 (t)$1(r, t),

! r r9 , t ) :ô , th (0 , t )  :0 ,

}|rl,r(r,t) : f lûLG, t) : 0,

,br@,0) : ,/t l(*),rl,r(r,0) : ,!\@),

(3 .10)

où F(c) vérifie toujours (3.7).

L'erreur associée vérifie alors le système suivant

(  t :ArT+(u2( t )_u?)aot  (s .11)
t ttol i;,,

Où I'opérateur A[. est défini par :

D(Ai) :  D(A) :  D(Ao) x H?(o,L), (3.12)

et pour tout T : (€r, e2) e D(Ai.)

/ . .  \  
f  ,  r  n /  \ /  .  , ^ ' ' l

o i , (  "  ) ( " ) :  Iez \ r ) . -K , ' f . \ r ) \e r l cc (u ]  |  1e . ra ;- ' \ r r / "  
L  -aor t (x )+u2 .e { r )  )

Les solutions du (3.11) s'écrivent :

.f (r) : etAtr"To + [' "<r-,',oi,- 
(u2(r) - ullaotçr1ar. (8.14)

Jo

Soi ta:  e(e *o*) .Ona lu . '2( t )  -u? l< a.  D 'aprèsthéorème 3.1,  i lex is te M > 0et  B > 0

telles que ll "'on, llx3 Me-pt. Par suite de l'expression (3.14) on â :

ll T(r) llx< Mp-ry, ll To llx +Mp ft e-u-"to ll r(') llx d,r. (3.15)
Jo

M1êtanl une constante positive bien choisie.

Posons 
rt

g(t): I "u" ll 
T(') l lx dr.

JO

Preuve du corollaire 3.2 

La preuve est essentiellement basée sur le lemme de Gronwall. 

L'observateur considéré ici est alors régis par le système 

Ot1f;I(X, t) = 1fJ2(X, t) - K.F(x) [O;1f;1 (0, t) - y(t)], K> 0, t > 0, xE (0,1), 

Ot1f;2 (x, t) = -&!1f;I(X, t) + W2(t)1f;I(X, t), ' 

1fJI(O, t) = ox1fJI(O, t) = 0, (3.10) 

o;1f;I(l, t) = o;1f;1 (1 , t) = 0, 

1f;1 (x, 0) = 1f;~(x), 1f;2(X, 0) = 1f;g(x) , 

où F(x) vérifie toujours (3.7). 

L'erreur associée vérifie alors le système suivant 

{ 
t = A~. Y + (w2(t) - w~) Bo y 

'l'(O) = 'l'o, 

Où l'opérateur A~. est défihi par: 

D(A:J = D(A) = D(Ao) x HI(O, 1), 

Les solutions du (3.11) s'écrivent: 

'l'(t) = etA~·'l'o + l t 
e(t-T)A~.(w2(T) - w~)Bo'l'(T)dT. 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

Soit lX = E(E+W*). On a Iw2 (t) -w~1 :s: lX. D'après théorème 3.1, il existe M > ° et f3 > ° 
telles que Il etA~. Ilx:S: Me-{3t. Par suite de l'expression (3.14) on a : 

Il Y(t) IIx:S: Ml e-{3t Il 'l'o Ilx +MIlX l t 
e-(t-T){3 Il 'l'(T) IIx dT. (3.15) 

Ml étant une constante positive bien choisie. 

Posons 

g(t) = l t 
e{3T Il 'l'(T) IIx dT. 
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En multipliant (3.15) par eqt, on obtient I'inéquation différentielle

b(t) 3 M' ll To llx +MPs(t1'

En intégrant (3.17) entre 0 et t, on a:

d

dt

(3.16)

(3.17)

(3.18)

1t
M,ll To ll* I e-M'* dr

Jo
Mt ll To llx r., ^-Mtat1

fu l r "  L '  - '  I

ll ro ll'
a

Donc

Du (3.15) et (3.18) on obtient

s(t) 3ll t l lx"l '2,"'

:

l l  r(t) l l ' s Mp-Êt l l  To l l" tMlae

M1s-at ll To llx rMlae

-P'g(t)

-pr ll To ll" eMrot d,après (s.lg)
o

: M, ll To llx l"-s' + s-(Ê-Mv)tl.

La décroissance exponentielle s'obtient pour B ) M1a, ie

€>max(r,;[-"- .,1#1)

T
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En multipliant (3.15) par ef3t , on obtient l'inéquation différentielle 

g(t) ::; MIll 'l'o IIx +Mlag(t). 

:t [e-M1otg(t)] = -Mlo:e-Mlotg(t) + e-M1otg(t) 

< Ml Il 'l' 0 Ilx e-M1f3t d'après (3.16) 

En intégrant (3.17) entre 0 et t, on a : 

Donc 

e-M1otg(t) < Ml Il 'l' 0 Ilx l t 

e-M1
Ci7" dT 

= Ml Il 'l' 0 IIx [1 _ e-M1ot] 

MIO: 
< Il 'l'o IIx 

0: 

Du (3.15) et (3.18) on obtient: 

Il 'l'(t) Ilx < Mle-f3t Il 'l'o Ilx +Mlo:e-f3t g(t) 

< Mle- f3t Il 'l'o IIx +Mlo:e- f3t Il 'l'o IIx eM10t d'après (3.18) 
0: 

Ml Il 'l' 0 IIx [e- f3t + e-(f3-M
I

O )t] . 

La décroissance exponentielle s'obtient pour {3 > MIO:, ie 

( 1 [ rw:+4ff] ) E > max 0'"2 -w* + VM;-· 
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(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 
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FIC. 3.2 - Allures possibles de at(t) pour éspérer un observateur exponentiel

47

ro(t) 

o t 

FIG. 3.2 - Allures possibles de w(t) pour éspérer un observateur exponentiel 
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3.2 Démonstrations et remarques basées sur le modèle

considéré

3.2.L Exacte observabilité du système pour r.r* constante quelconque

Pour l'étude de l'exacte observabilité, on propose deux méthodes.

lère méthode : analyse spectrale.

On définit I'opérateur Ae sur .L2(0,1) par :

I o(or) : {f e H4(0,1)//(0) : /"(0) : .f,,(t) : /,,,(1) : 0}

I aol(") : y@@), vT e D(Ao).
(3.1e)

Proposition 3.L L'opérateur non borné As ainsi défini est linéaire et admet une infi,nité

d,énombrable d,e aaleurs propres0 < Jr 112;-.. . l- !n<... tel les que

' ILl": *oo;

les uecteurs propres correspondants (e,')ns1 forment une base orl'hogonale de L2(0,t):

On se place dans le cas où o* est une constante tres petite. Puisqu'il est possible d'estimer

asymptôtiquement la taille des vecteurs propres de I'opêrateur Ar*, on montre I'exacte

observabilité du doublet (Ar.,C) par I'analyse spectrale et I'inégalité d'Ingham.

Théorème 3.2 Pour toute uitesse angulaire constante a* I 6., le système (3.3) est

eractement obseraable. I

Preuve du théorème 3.2

Un nombre complexe z est valeur propre de I'opératerr Ar- si et seulement si il existe

(u,u) e D(A,.) non nul vérifiant :

(  u :uu

) u,,r, - ('? - v2)u: o

I  " (O l  
:  r t r r :g

(  u " , (1 )  :  u r r r ( l )  :0 .

(3.20)

48

3.2 Démonstrations et remarques basées sur le modèle 

considéré 

3.2.1 Exacte observabilité du système pour w* constante quelconque 

Pour l'étude de l'exacte observabilité, on propose deux méthodes. 

1ère méthode : analyse spectrale. 

On définit l'opérateur Ao sur L2(0, 1) par : 

{ 
D(Ao) 

Aof(x) 

{f E H4(0, 1)/ f(O) = fAO) = fxx(1) = fxxx(1) = O} 
f(4)(X), Vf E D(Ao). 

(3.19) 

Proposition 3.1 L'opérateur non borné Ao ainsi défini est linéaire et admet une infinité 

dénombrable de valeurs propres 0 < h < l2 < ... < ln < . . . telles que 

lim ln = +00; 
n->+oo 

les vecteurs propres correspondants (en)n~l forment une base orthogonale de L2(0, 1). • 

On se place dans le cas où w* est une constante très petite. Puisqu'il est possible d'estimer 

asymptôtiquement la taille des vecteurs propres de l'opérateur Aw., on montre l'exacte 

observabilité du doublet (Aw., C) par l'analyse spectrale et l'inégalité d'Ingham. 

Théorème 3.2 Pour toute vitesse angulaire constante w* < ..;r;, le système (3.3) est 

exactement observable. • 
Preuve du théorème 3.2 

Un nombre complexe v est valeur propre de l'opérateur Aw. si et seulement si il existe 

(u, v) E D(Aw.) non nul vérifiant: 

v = vu 

Uxxxx - (w~ - v2)u = 0 

u(O) = U x = 0 

uxx(1) = uxxx(1) = O. 
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Alors ol - u2 est valeur propre de I'opérateur Ae défini au (3.19). Pour tout n € N\{0},

on a l,, : ,? - ul. En choisissant ar* suffisamment petit tel que

03 r?  (  11  (  l z  1 . . . 11n . - . ,  ( 3 .21 )

le spectre de Ar, s'écrit

( .- t=--------- \

o(Ar . ) : { r *n : * iÀ r , lÀ " ,  : \n , , - r? ,neN. } .  Q .22)

Les vecteurs propres correspondant sont donnés pa.r :

I en I | ", I
ô* :1 . , - "  l ,ô -n :  |  . : " -  |  v rze N\ {o} .

L x ^ n e n J  L - x ^ n e n J

Pour la suite, on choisira (un)n>, de manière à ce que (Ôn)nez. forment une base ortho-

normée de X.

Pour n ) 1, on définit

(xn :1  Ônr (uoruo)  )x ,

Q , - , . : Ç ,

À-t  :  -À"r '

Avec ces notations, les solutions de (3.3) s'ecrivent :

s-(u,r) :  )  
-  
on"-o^" 'ô" +1""-4

n )L  n> l

: Don"-n^^'ô*+ 2 ù.ne-i^ntqn
n) l  n(- l

: Don"-n^*'ôn 
(3.23)

n€.V.'

a(t) : Do,(",),,(0).-o'". (3.24)
n€2,

, Nous utilisons le théorème de Inghame [18] sous la forme suivante :

Théorème 3.3 Soit 
N,

T(t):Don"-n^" ' ,
n=N
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Alors w; _1/2 est valeur propre de l'opérateur Ao défini au (3.19). Pour tout n E N\{O}, 

on a ln = w; - 1/~. En choisissant w* suffisamment petit tel que 

o ~ w~ < h < l2 < ... < ln ... , (3.21) 

le spectre de Aw. s'écrit 

(3.22) 

Les vecteurs propres correspondant sont donnés par : 

'v'n E N\{O}. 

Pour la suite, on choisira (en)n~l de manière à ce que (cPn)nEZ* forment une base ortho­

normée de X. 

Pour n 2: 1, on définit 

Avec ces notations, les solutions de (3.3) s'ecrivent : 

L Qne-i>'ntcPn + L Qne-i>.ntcjJn 

n~l n~-l 

L Qne-i>'ntcjJn (3.23) 
nEZ' 

y(t) = L Qn(en)xx(O)e-i>.nt . (3.24) 
nEZ' 

Nous utilisons le théorème de lnghame [18] sous la forme suivante: 

Théorème 3.3 Soit 
N' 

f(t) = L ane-i>'n t , 

n=N 
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où les À,-'s sont réelles et sati,sfont une relat'ion de la séparation propre telle que pour un

certa'in 7 ) 0,

À " , -À " , - r  ) 7  ) 0 ,  V ,n {  <  n1  N ' .

Alors, pour chaque e > 0 etT : r*e iI eriste une constante positiue C(r) > 0 (ind'épend,ante

de N et de N') telle que

'r rT N' ('!(.\ f

"à6 
J_,tt<t>f 

a'= 
à 

lo,l'<# J-,ll(t)l'zdt' 
(3'25)

De plus, Ia conclusion reste ualable pour d,es séries i,nfinies qui, conuergent uniforvnément sur

I ' interaalle -T <t <7.

Notre objectif est d'appliquer Ie Théorème 3.3 d'Ingham (voir pages 368, 371 du [18])

pour montrer I'exacte observabilité du système (3.3). Vue la forme (3.24) de la sortie et Ia

Définition 1.5 il suffit de montrer que (e,,),r(0) est borné et minoré par rapport à n et que

. li* lÀ",*, - À",1 ' *oo. Ceci est justifié dans le lemme suivant :
lzrl-+oo

Lemme 3.2

,Irul("'),'(o)l : rt
lÀ,"+r - \^l: O(nz)

Preuve du lemme 3.2 : Posons

l : pa :u? -u2 .

De la deuxième et troisième équation du système (3.20), u peut s'écrire :

u(x) :2a(cosh(p,r) - cos(pr)) + za (sinh(pr) - sin(prr)) ,

où a, b sont des constantes réelles. La dernière condition du (3.20) s'écrit :

/  
cosh  p *cos1 t  s i nhp*s i np  

)  ( :  )  :  ( :  )
\  s i nhp -s i np  coshp*cosp  I  \ b  I  \  0  /

(3.26)
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où les Àn 's sont réelles et satisfont une relation de la séparation propre telle que pour un 

certain T > 0, 

Àn - Àn-l ~ T > 0, V N ~ n ~ N'. 

Alors, pour chaque E > 0 et T = 1l"+E il existe une constante positive C( E) > 0 (indépendante 

de N et de N') telle que 

1 fT Nf C(E) fT 
2TC(E) -T If(tWdt ~ ?; lan l

2 ~ 2T -T If(tWdt. (3.25) 

De plus, la conclusion reste valable pour des séries infinies qui convergent uniformément sur 

l'intervalle - T ~ t ~ T. 

Notre objectif est d'appliquer le Théorème 3.3 d'lngham (voir pages 368, 371 du [18]) 

pour montrer l'exacte observabilité du système (3.3). Vue la forme (3.24) de la sortie et la 

Définition 1.5 il suffit de montrer que (en)xx(O) est borné et minoré par rapport à n et que 

lim IÀn+l - Ànl -t +00. Ceci est justifié dans le lemme suivant: 
Inl--t+oo 

Lemme 3.2 

• 
Preuve du lemme 3.2 : Posons 

(3.26) 

De la deuxième et troisième équation du système (3.20), u peut s'écrire: 

u(X) = 2a (cosh(JLx) - cos(JLx)) + 2b (sinh(JLx) - sin(JLx)) , 

où a, b sont des constantes réelles. La dernière condition du (3.20) s'écrit: 

( 
c~sh JL + c~s JL sinh JL + sin JL ) ( a ) = ( 0 ) 
smh JL - sm JL cosh JL + cos JL b 0 
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u est solution non triviale du système (3.20) si et seulement

coshpr * cosp sinhp * sinp

s inhp -s inp  coshp*cosp

c'est à dire,

coshPlcosP *  1 :0

Remarque 3.3 Les propriétés suivantes sont à remarquer

r La solution du (3.27) p € ilR. U IR.

. p > 0 est solution du (3.27) ë -t-L ) 0 est solution du (3.27).

. p,> 0 est solution du (3.27) (à ip est solution du (3.27).

s i :

- 0

(3.27)

Pour éviter la répétition des valeurs propres de I'opératetr Ar* il est suffisant de consi-

dérer le cas p > 0. L'équation (3.27) étant transcendante, on ne peut espérer une résolu-

tion algébrique, mais on peut,donner le comportement asymptôtique des solutions quand

n -r *oo. Il est aisé de constater par Rouché que les solutions positives du (3.27) ont

I'estimation suivante :

F n : F o n * O ( e - n ) , F o n : 1 n - L r ) n ,  V n ) 1 .  ( 3 . 2 8 )

où po", sont solutions de l'équation cos lt :0.

Les constantes a et b sont liees pa-r la relation

a : tenb, kn : - itttl r" I :î_1" I
LCOSn pn + COS lrnJ

(e')"(0) : bknrt\ '

En normalisant @,, dans X , ll ô" ll'*: (2pI - u?) ll en ll2n"@,):1, on obtient :

r I o2ltn o-2ltn ^ ansh lr- l* 
'

lbl : lztl - r?l-u l(tr^ +1)'- - (k^ - 7)'-;-.-. + 8(k?*- r)1-r;"49!-& - b + 4k',1 
' 
-

I zFn 
' 2l-tn Fn Fn 

'"1

D'après (3.28),

l k , l  -  1 ,

|  1  t -à t  .1 .1-È
tblp?" - 

l, 
- otæll In* o(;)l
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u est solution non triviale du système (3.20) si et seulement si : 

c'est à dire, 

cosh J-l + cos J-l sinh J-l + sin J-l 

sinh J-l - sin J-l cosh J-l + cos J-l 

cosh J-l cos J-l + 1 = 0 

Remarque 3.3 Les propriétés suivantes sont à remarquer : 

• La solution du (3.27) J-l E i~* UR 

=0 

• J-l > 0 est solution du (3.27) {:::} -J-l > 0 est solution du (3.27). 

• J-l > 0 est solution du (3.27) {:::} iJ-l est solution du (3.27). 

(3.27) 

• 
Pour éviter la répétition des valeurs propres de l'opérateur Aw. il est suffisant de consi­

dérer le cas J-l > O. L'équation (3.27) étant transcendante, on ne peut espérer une résolu­

tion algébrique, mais on peut, donner le comportement asymptôtique des solutions quand 

n --+ +00. Il est aisé de constater par Rouché que les solutions positives du (3.27) ont 

l'estimation suivante: 

J-ln = J-lOn + O(e-n), J-lon = (n - ~)7r, V n 2: 1. 

où J-lOn sont solutions de l'équation cos J-l = O. 

Les constantes a et b sont liées par la relation 

kn = _ [sinh J-ln + sin J-ln] . 
cosh J-ln + cos J-ln 

(en)xx(O) = 4bknJ-l~. 

En normalisant <Pn dans X : Il <Pn II~= (2J-l; - w;) Il en Ili2(o,1)= 1, on obtient: 

D'après (3.28), 

Iknl rv 1, 
l l 

IblJ-l~ rv \2 - O(~4)\-2\4 + O(~)\-2 
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On en conclut donc que

,"I1; l("")"Xo)l : \/''

De (3.22), (3.28) et (3.26) on déduit aisément que

lÀr,*, - Àrl: O(n2)

T

2ème méthode : méthode des multiplicateurs

Par cette méthode, on généralise le résultat du théorème précédent à toute vitesse an-

gulaire constante.

Théorème 3.4 L'eracte obser"uabilité d,u système (3.3) est uérifi.ée pour toute uitesse an-

gulaire u)* constante quelconque sauf pour une infinité ilénombrable ( u? # ln, Y n € N*,

ln étant définie conrnùe ualeur propre de l'opérateur As;ce demier étant d'éf'nie dans la

Proposition 3.1).

Pour prouver le Théorème 3.4, on aura besoin des lemmes suivants.

Lemme 3.3 Aaec les notations du Lemme 3.1, on a e'i,(O) l0 pour tout n € N\{0}.

I

Preuve du Lemme 3.3 : Supposons par absurde qu'il existe no e N\{0} tel que eflo(O) : 0.

Alors erro vérifie l'équation différentielle ordinaire :

(3.2e)

En utilisant e'*"(r) comme multiplicateur et en intégrant par partie par rapport à r sur [0,1],

on obtient, d'après (3.29), e*o(1) : 0. Le multiplicatew re!.o(r) avec la même méthode nous

conduit à :

[ "l;Al 
: Inoeno(r),

[  "",(o) 
: e;o(o) : e[o(l) :  e!:! .o(r) :o'

f l r

l- lr@':,")'(r) + I*o@^l'(")] dr :0.
J o  L

On en déduit que e'o(r) : 0, Vu € (0,1). Ceci contredit le fait que e'o(r) est vecteur propre

de l'opérateur ,46. I
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On en conclut donc que 

De (3.22), (3.28) et (3.26) on déduit aisément que 

• 
2ème méthode : méthode des multiplicateurs 

Par cette méthode, on généralise le résultat du théorème précédent à toute vitesse an­

gulaire constante. 

Théorème 3.4 L'exacte observabilité du système (3.3) est vérifiée pour toute vitesse an­

gulaire w* constante quelconque sauf pour une infinité dénombrable ( w~ =1= ln, V n E N*, 

ln étant définie comme valeur propre de l'opérateur Ao;ce dernier étant définie dans la 

Proposition 3.1). • 

Pour prouver le Théorème 3.4, on aura besoin des lemmes suivants. 

Lemme 3.3 Avec les notations du Lemme 3.1, on a e~(O) =1= 0 pour tout n E N\{O}. 

• 
Preuve du Lemme 3.3 : Supposons par absurde qu'il existe no E N\{O} tel que e~o(O) = O. 

Alors eno vérifie l'équation différentielle ordinaire: 

(3.29) 

En utilisant e~o(x) comme multiplicateur et en intégrant par partie par rapport à x sur [0,1], 

on obtient, d'après (3.29), eno(l) = O. Le multiplicateur xe~o(x) avec la même méthode nous 

conduit à : 11 

[3(e~o)2(x) + lno(eno?(x)] dx = O. 

On en déduit que eno(x) = 0, Vx E (0,1). Ceci contredit le fait que eno(x) est vecteur propre 

de l'opérateur Ao. • 
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Lemme 3.4 Pour toute u'itesse angula'ire constante u* le spectre o(Ar-) de Ar- s'écrit :

o(A, , )  :  { r *n l r * , :  
a r@Ç,Yn:  I ,2 , .  . . , tn  -  r }  u

où m est le plus petit entier posi,tif tel que u? < I*. De plus les aecteurs propres généiali'sés

correspond,ants seront choisis de rnanière à former une base de Riesz sur X et les ,ualeurs

propres un o'u, L/-n auec n * m - I sont algébri'quement sirnples. I

Remarque 3.4 La preuve du lemme 3.4 est donnée par Xu et Bailleul da,ns [a5]. Si u! I

ln,Vn € N\{0}, toutes les valeurs propres du système sont algébriquement simples. Si c..'l :

l,ro pour un certain n0 € N\{0}, la valeur propre correspondante ulno est de multiplicité

algébrique d'ordre 2. I

Dêfinition 3.1. Auec les notations du lemrne 3./1, les uecteurs propres généralisés formant

une base ile Riesz sulr X seront note, { $\* On pose HT-t Ie sous espace uectoriel
L ' J t = t

engendré par les 2(* - l) prerniers uecteurs propres généralisés Ôx, k : *1,.. .,I(m -

L) et soit Hff le sous espo,ce femné engendré par le sous ensen'rble des uecteurs pr-opres
(-  t
{ d + r l k : r n t T n + 1 ' . . . J .

Remarque 3.5 On a la somme directe de la décomposition

X : HT_'O l/ff.

De plus Hf-t et Hff sont invariants par le générateur A,, et le C0 group e etA'* -

Lemme 3.5 La restricti,on du sytème (3.3) sur Hf-' et Hff est respectiuement eractement

obseraable. I

Preuve du lemme 3.5 :

A partir du lemme 3.3, on peut supposer que C6*n : L pour tout n - 1,. . .,m - 1. La

représentation matricielle du système sur //1"-1 suivant sa base s'écrit :

C:1 I ,1 , . . . ,1 ] .

53

Lemme 3.4 Pour toute vitesse angulaire constante w* le spectre O"(Aw.} de Aw. s'écrit: 

U {lI±nlll±n = ±iJln - w;, 'tin = m, m + 1,.:.}, 
où m est le plus petit entier positif tel que w; < lm. De plus les vecteurs propres généralisés 

correspondants seront choisis de manière à former une base de Riesz sur X et les valeurs 

propres lin ou lI_n avec n =1= m - 1 sont algébriquement simples. • 
Remarque 3.4 La preuve du lemme 3.4 est donnée par Xu et Bailleul dans [451. Si w; =1= 

ln, 'tin E N\{O}, toutes les valeurs propres du système sont algébriquement simples. Si w; = 

lno pour un certain no E N\{O}, la valeur propre correspondante lI±no est de multiplicité 

algébrique d'ordre 2. • 

Définition 3.1 Avec les notations du lemme 3.4, les vecteurs propres généralisés formant 

une base de Riesz sur X se~ont notés {~}OO . On pose H";-l le sous espace vectoriel 
k=l 

engendré par les 2(m - 1) premiers vecteurs propres généralisés ~k, k = ±1, ... , ±(m -

1) et soit H:;:: le sous espace fermé engendré par le sous ensemble des vecteurs propres 

{J;±klk = m,m + 1, ... }. 

Remarque 3.5 On a la somme directe de la décomposition 

X = H";-l œ H;;:. 

De plus Hr- 1 et H:;:: sont invariants par le générateur Aw. et le CO groupe é Aw •. 

Lemme 3.5 La restriction du sytème (3.3) sur Hr-1 et H:;:: est respectivement exactement 

observable. • 
Preuve du lemme 3.5 : 

A partir du lemme 3.3, on peut supposer que C~±n = 1 pour tout n = 1, ... , m - 1. La 

représentation matricielle du système sur Hr- 1 suivant sa base s'écrit: 

C=[I,I, ... ,II· 
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Puisque les valeurs proples un àvecn: *'L,...,*(m - 1) sont algébriquement simples ,

la matrice d'observabilité de Kalman est de rang maximal. D'où I'exacte observabilité du

système (3.3) sur Hf-t.

On utilise la méthode des multiplicateurs pour montrer I'exacte observabilité sur .F/ff.

Soit (us, us) e D(A,.)la; et considérons le multiplicateur 2(o -I)u, dans le système (3.3).

En intégrant par parties, on obtient l'identité :

f r ^  f 7  7 r l

I  u?, , (o , t )d t :2  I  @-r) lu ,u l f ,dr+ |  l l "?+3u?, ,+u2.u2)drdt .  (3 .30)
Jo Jo Jo Jo

On définit l 'énergie e(g1,p2) par

r l

e(çr., gz) : 
J o lv'., + gZ - w2.pl] dr.

Cette énergie ainsi définie est consta,nte le long des trajectoires du système (3.3) :

e(u,u) :  e(uo,  uo) '  (3 '31)

Remarquons aussi que cette énergie est équivalente à la norme de X : il existe une

constante Mo > 0 telle que

Mo l l  (pr,çr) l l2xs e(w,pz) < M;t l l  (pr, çn) l lzx, v(çr,çz) e Hff. (3.32)

Il est aisé de voir que (3.31)-(3.32) impliquent les inégalités suivantes :

[" [' fu? * Ju?,, + ulu2]dxdt
Jo Jo Jo

(3.33)

Des inégalités (3.31)-(3.32) on peut choisir une constante (M1 > 0) dépendant de 4.,*

telle que I'inégalité suivante soit va,lable pour tout u e H?(O,I) |

1r  11

J, Jrlu! 
+ tu?,, + ulu2ld,nd,t < M1Mç2r ll ("o, ro) ll? .

A parbir de (3.31) - (3.32) et de I'inegalité de Cauchy on a :

(3.34)

l, I, 'o 
- L)fu,u]f,0.1=8Mo' ll (,0,,0) llî .
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(3.35)

Puisque les valeurs propres vn avec n = ±1, ... , ±(m - 1) sont algébriquement simples, 

la matrice d'observabilité de Kalman est de rang maximal. D'où l'exacte observabilité du 

système (3.3) sur Hf"-l. 

On utilise la méthode des multiplicateurs pour montrer l'exacte observabilité sur H:;::. 
Soit (uo, vo) E D(Aw')IH~ et considérons le multiplicateur 2(x -l)ux dans le système (3.3). 

En intégrant par parties, on obtient l'identité: 

l T 

u~x(O, t) dt = 211 
(x - l)[uxutlû dx + l T 11 [U~ + 3u~x + w~u2l dxdt. (3.30) 

On définit l'énergie é( 'Pb 'P2) par 

é('Pl, 'P2) = 11 ['P~x + 'P~ - w~'Pil dx. 

Cette énergie ainsi définie est constante le long des trajectoires du système (3.3) : 

(3.31) 

Remarquons aussi que cette énergie est équivalente à la norme de X : il existe une 

constante Mo > 0 telle que 

(3.32) 

Il est aisé de voir que (3.31 )-(3.32) impliquent les inégalités suivantes: 

Tl· T 11 [u~ + 3u~x + w~u2l dxdt > 1 11 (u, Ut) IIi dt 

> MOTé(uo, vo) 

> M~T Il (uo, Vo) Iii· (3.33) 

Des inégalités (3.31)-(3.32) on peut choisir une constante (Ml > 0) dépendant de w* 

telle que l'inégalité suivante soit valable pour tout U E HI(O, 1) : 

l T 11 [U~ + 3u~x + w~u2l dxdt ::; M1Mr;2T Il (Uo, vo) IIi . 

A partir de (3.31) - (3.32) et de l'inegalité de Cauchy on a : 

121\x - l)[uxUtlû dxl ::; 8Mr;2 Il (uo, Vo) IIi . 

54 

(3.34) 

(3.35) 



En substituant (3.33 ), (3.34) et (3.32) dans (3.30), on déduit

(uâ, - s) u;'ll (,ro, ro) ll]5 [" u?,,(o,t) dt < (8 + Mrr) M;' ll (,ro, ro) ll? . (3.36)
Jo

Alors le système (3.3) restreint sur lIff est exactement observable pour tout r > 8Moa. I

D'après la remarqu e 3.2.I, on définit P- comme la projection de X dans I1l"-1 suivant

la direction de Hff. L'opérateur de sortie C s'écrit

C :CP*+C( I -P * ) .

Soient A* et -4- les restrictions de Ar- sur f{"-l et Hff respectivement. D'après remarque

et Pazy (voir P. I22,1291) HT-t et Hff sont 4,.-admissible et on a :

e'A'* (uo,ao) : etA^ P^(ro, ,o) + 
"'A* 

(l - P*)(uo,u6), v(ze, uo) € X'

L'observabilité du système (3.3) n'est rien d'autre que I'observabilité simultanée des sous sys-

tèmes (A*,CP*) et (A-, C(L-P-)). D'après lapreuve du lemme 3.5, les paires (A*,CP*)

et (A*, CQ - P-)) sont exactement observables. Du lemme 3.4, o(A,") À o(A*) : fi.

Puisque HT-'et l'espace de sortie sont de dimensions finies, d'après le résultat de T\rcsnak

et Weiss [36] les deux sous systèmes sont simultanément exactement observables pour tout

r > 8CMoa. D'où la preuve du théorème 3.4. I

Remarque 3.6

o Pour J|, > c.r* constant, la méthode de construction des observateurs suggérée dans le

théorème 2.1 n'est plus efficace, puisque A n'est plus anti-adjoint même si toutes les autres

conditions du théorème sont vérifiées.

o I'exacte observabilité au sens de I'inégalité de gauche dans (1.1) est aussi vraie dans le cas

où ar* < Jlr lorsque la sortie aQ) : u,,(O,t) est remplacée pa"r a(t) : u*,r(O,t) ou bien

aft) : ut r(O,t) dans le système (3.3). De plus dans ces derniers cas, les opérateurs de sortie

admissibles et construire des observateurs. En effet, pour justifier I'inégalité de gauche il

suffit d'utiliser la méthode spectrale décrite pour I'exacte observabilité. En remarquant que

urrr(0,t) : 
t arei^"'en rr(0)1
nêV.'

oo

En substituant (3.33 ), (3.34) et (3.32) dans (3.30), on déduit 

(M~T - 8) Mü2 Il (uo, vo) lIi~ l T 

u;x(O, t) dt ~ (8 + MIT) MO-2 Il (uo, vo) IIi . (3.36) 

Alors le système (3.3) restreint sur H':: est exactement observable pour tout T > 8Mü
4

. • 

D'après la remarque 3.2.1 , on définit Pm comme la projection'de X dans Hr-1 suivant 

la direction de H'::. L'opérateur de sortie Cs' écrit 

C = CPm + C(1 - Pm). 

Soient Am et Aoo les restrictions de Aw. sur Hr-1 et H':: respectivement. D'après remarque 

et pazy (voir P. 122, [29]) Hr-1 et H':: sont Aw.-admissible et on a : 

L'observabilité du système (3.3) n'est rien d'autre que l'observabilité simultanée des sous sys­

tèmes (Am, CPm) et (Aoo , C(1 ~Pm)). D'après la preuve du lemme 3.5, les paires (Am, CPm) 

et (Aoo , C(1 - Pm)) sont exactement observables. Du lemme 3.4, a(Am) n a(Aoo) = 0. 
Puisque Hr- 1 et l'espace de sortie sont de dimensions finies, d'après le résultat de Thcsnak 

et Weiss [36] les deux sous systèmes sont simultanément exactement observables pour tout 

T > 8CMo-
4

. D'où la preuve du théorème 3.4. • 
Remarque 3.6 

• Pour ..;71 2:: w* constant, la méthode de construction des observateurs suggérée dans le 

théorème 2.1 n'est plus efficace, puisque A n'est plus anti-adjoint même si toutes les autres 

conditions du théorème sont vérifiées . 

• l'exacte observabilité au sens de l'inégalité de gauche dans (1.1) est aussi vraie dans le cas 

où w* < ..;71 lorsque la sortie y(t) = uxx(O, t) est remplacée par y(t) = uxxx(O, t) ou bien 

y(t) = Utxx(O, t) dans le système (3.3). De plus dans ces derniers cas, les opérateurs de sortie 

C E L(X 1 , 0). II seratt alors mteressant de regarder d'autres espaces d'états pour les rendre 

admissibles et construire des observateurs. En effet, pour justifier l'inégalité de gauche il 

suffit d'utiliser la méthode spectrale décrite pour l'exacte observabilité. En remarquant que 

uxxx(O, t) = L D:nei.>.ntenxxx(O); 
nEZ' 
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ut r(O,t) : t dnei^"t(i^nerrr(0));
nêV,*

pour la condition initiale s'écrivant :

( ro , ro) :  t  dnôn,
neV"

ô, : len,iÀnen\T, ô-n : ôn, \n : itt?n, Fn : (n - Irl" + O(#), n € N*,

en(r) : 
|1_,*t-### [coshp,"r - cosp,,r] * sinh Fnr -ri'rr"] .

On peut remarquer à partir de

que

et

i$ 1r"1"-2 : 12 '

On déduit I'inégalité de gauche de l'exacte observabilité à partir du théorème d'Ingham

(page 369 du [r8]). I

Remarque 3.7 I24l (pp. 7a7-7a9).

Le système (3.1) avec la sortie

a (t) :  (r, ,  (0, t),  u,*,(0,t),  o (t) ) :  (Ul (t),  a2(t), az(t)). (3.37)

,]ifte""'(o): t/2'

J4t",,,,(0)n-t 
: rttr,

est un systËme plat dans le sens o- Ies solutions du système (3.1) peuvent être déterminées

formelle à partir des coordonnées de la sortie (3.37). En effet considérons la forme

du système équivalent au sens de Cauchy-Kovalevskaya :

E I u*,,,(r, t) + pu11(r, t) : py2t(t)u(r,t)

z(0, t) : u,(g,t) : o

urr(O,t)  :  y{t)

urrr(O,t)  :  az(t)

(3.38)

nEZ· 

pour la condition initiale s'écrivant: 

(uo, vo) = L Un<Pn, 
nEZ· 

avec 

et 

( ) 
1 { sinh /-Ln + sin /-Ln [ ]..} en x = M h cosh /-LnX - cos /-Ln X + smh /-LnX - sm /-LnX . 

v 2/-L; cos /-Ln + COS/-Ln 

On peut remarquer à partir de 

que 

et 
lim IÀnln-2 = 71"2. 

n-oo 

On déduit l'inégalité de gauche de l'exacte observabilité à partir du théorème d'lngham 

(page 369 du [18]). • 
Remarque 3.7 [24] (pp. 747-748). 

Le système (3.1) avec la sortie 

(3.37) 

est un systËme plat dans le sens o~ les solutions du système (3.1) peuvent être déterminées 

de façon formelle à partir des coordonnées de la sortie (3.37). En effet considérons la forme 

du système équivalent au sens de Cauchy-Kovalevskaya: 

Eluxxxx(X, t) + PUtt (x, t) = py~(t)u(x, t) 

u(O, t) = ux(O, t) = ° 
uxx(O, t) = Yl(t) 

uxxAO, t) = Y2(t) 
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Posons de façon formelle u(n,t) : tr*S "nQ)* 
et plongeons cette série dans (3'38)' En

identifiant terme par terme, on obtient :

o o  :  0 ,  û t  : 0 ,  a 2  :  l t t  a 3 :  U 2 ,

et par itération, on obtient les relations suivantes entre les coefficients :

Ela;aa: py2rai - Pai Vi 2 0;

EIaaia2 : F!/2sant-z - Pant-z Vi >

Elaa,ias: Flt2sau-r - Paa;t Vi >

a a t : O  V i  >  1 ;

a u i + L : 0  V i  >  1 '

3.2.2 Régularité du triplet (Ar.,,C*,C) avec û,'* constante quelconque

Théorème 3.5 Le triptet (A,,,C*,C) est regulier. I

On considère le système auxiliaire suivant

01Q1( r , t ) :Qz ( r , t )+  F ( r ) -u ( t ) ,  ,  €  (0 ,1 ) ,

01Q2(r, t) :  -\Qr(r,t) + u2.Q1(r, t),

CI r (0, t )  :  A0r(0, t )  :0 ,

AZQL(L, I )  :  ô l f , r (1 , t )  - -  0 ,

Q1(r ,0)  :  Q?(r ) ,  O2(r ,0)  :  f t3(u) ,

a( t ) :  â fQt(o, t ) ,

(3.3e)

où P(r) vérifie (3.7).

Remarque 3.8 Dans le cas u)* :0, l'un'ique solution d'e (3.7) est F(x) = t'

t ;

t ;

Remarque 3.9 Pour montrer la régularité du triplet (A,C*,C) dans Ie cas o.r* : constante

quelconque, il est donc suffisant de l'étudier dans le cas (,* : 0. En effet toute fonction F(r)

peut se décomposer de ma.nière unique comme un vecteur somme de l'élément r et d'une

fonction F'1r1 e HZQ,1). f(r) € H?(0,1) représente un opêrateur de contrôle borné de

R - I{(0,1), donc rend régulier le triplet resultant.

O J

Posons de façon formelle u(x, t) = L:i=~ ai(t)~ et plongeons cette série dans (3.38). En 

identifiant terme par terme, on obtient : 

et par itération, on obtient les relations suivantes entre les coefficients : 

l;fi 2: 1; 

l;fi 2: 1; 

a4i = ° l;fi 2: 1; 

3.2.2 Régularité du triplet (Aw., C*, C) avec w* constante quelconque 

Théorème 3.5 Le triplet (Aw., C*, C) est régulier. 

On considère le système auxiliaire suivant 

où F(x) vérifie (3.7). 

oS21 (x, t) = 02(X, t) + F(x).u(t), xE (0,1), 

Ot02(X, t) = -a;01(X, t) + W;01(X, t), 

0 1(0, t) = Ox01(0, t) = 0, 

0;01(1, t) = 0;01(1, t) = 0, 

01(X, 0) = O~(x), 02(X, 0) = og(x), 

y(t) = 0;01(0, t), 

Remarque 3.8 Dans le cas w* = 0, l'unique solution de (3.7) est F(x) = x. 

• 

(3.39) 

Remarque 3.9 Pour montrer la régularité du triplet (A, C*, C) dans le cas w* = constante 

quelconque, il est donc suffisant de l'étudier dans le cas w* = O. En effet toute fonction F(x) 

peut se décomposer de manière unique comme un vecteur somme de l'élément x et d'une 

fonction F(x) E Hi(O, 1). F(x) E Hi(O, 1) représente un opérateur de contrôle borné de 

R --+ Hi(O, 1), donc rend régulier le triplet résultant. • 
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L'admissibilité du couple (A,C) étant acquise, on justifie les conditions de régularité du

triplet (A,C*,C) par le théorème suivant :

Théorème 3.6 La fonction de transfert, G(s) est analytique et uniformément bomé sur C,

pour un certa'in e ) 0. De plus

lim G(s) : g'
R)s++oo

I

Pour montrer le théorème 3.6, on a besoin des lemmes suiva'nts :

Lemme 3.6 Soits: r + iy auec r ) 0 etg €lR. ,Alors I'inégalité suiuante est uérifiée,

l* (t a "- l+t) ' lÆ)l - ( l  + a\à (t - '-O*)

où ,/E est désigné par I'unique racine carrée de s ù partie réelle positiue.

Preuve du lemme 3.6

Soit

t / i : a - f i 0 ;

alors on a

(3.40)

T

{ ;

f - ' l

i l r t*+a2+r)

: stsn(fi1f |llæw -.1
(3 .41)

l.Æl lr + e-o+ùrûl

l .Æl (r - le-(l+'0)Æl)

l.Æl (r - ræ"(-tr+o'lz'-)) (3.42)

n" (-tr + t;,fx) :

:

-rt@-B)
,Æ,r- r ,+P '

L'admissibilité du couple (A, C) étant acquise, on justifie les conditions de régularité du 

triplet (A, C", C) par le théorème suivant: 

Théorème 3.6 La fonction de transfert G( s) est analytique et uniformément borné sur C{ 

pour un certain E > o. De plus 

lim G(s) = o. 
lR3s->+oo 

• 
Pour montrer le théorème 3.6, on a besoin des lemmes suivants: 

Lemme 3.6 Soit s = x + iy avec x > 0 et y E lR. Alors l'inégalité suivante est vérifiée, 

où Vs est désigné par l'unique racine carrée de s à partie réelle positive. 

Preuve du lemme 3.6 

Soit 

alors on a 

{: : 
Vs = a + i(3; 

J ~ [y' x2 + y2 + x] 

sign(y) J ~ [y' x2 + y2 - x] 

IVs (1 + e-C1+i)v'2B) 1 IVslll + e-C1+i)v'2B1 

or 

> IVsI (1 _le-C1+i)v'2BI) 

1 VsI (1 - e!Re( -C1+i)v'2B) ) 

~e (-(1 + i)v'2S) = -V2(a - (3) 

V2x 
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(3.40) 

• 

(3.41 ) 

(3.42) 



et on a aussi les équivalences logiques suivantes :

( " -Ê) '>o

<+ (a + 02 < z(a2 + Ê2)

<+ a . rgS 'Æ1a2+B\ t
rt _ 1_.-------=

a- l  0 
-  

(o '+ Ê')à

e n" (-tr +a'tx) 3 ffi 
Vr > o' (3'43)

De (3.42), (3.43) et du fait qu" lrÆl : (o'+ Ê')à : (r2 +rz1ï, on obtient bien la preuve

du Lemme 3.6.

Lemme 3.7 Soit s(a) : @2 + y21i h - 
"-,^-'.el]) 

or", r > 0 et g ) 0. Alors g(ù 2.  - , \  
/

e(0) .  I

Preuve du lemme 3.7

La dérivée d" g(a) par rapport à 3r est donnée par :

g,(a) : : -v-  ^r { t - ( t+#-  ^ t ) " - - . - }  (3.44)ù '  2@2+sr) i | .  \  ( r2+yz1a1 )

La fonction 0(r) :1 - (1 *r)e-' vérifient : g(0) : 0, 9(+oo) : 1 et 0'(') > 0 pour tout

r > 0. Donc g(r) > 0 pour tout r > 0. Remarquons aussi que g'(A) et d ont même signe

pour E > 0. Alors g'(A) > 0 pour g > 0- On montre bien que

g@)2g(0)  :  \Æ(r-  " - f r ) ,  
Vs > 0

I

Preuve du théorème 3.6

D'après (C.9), la fonction de transfert peut se mettre sous la forme

G(s): # 
' (3.45)

et on a aussi les équivalences logiques suivantes : 

(0: - (3)2 ~ 0 

{:} (0: + ,8)2 ~ 2(0:2 + ,82) 

0: +,8 ~ v'2(0:2 + ,82)~ 
v'2 1 -- >----:-

0: + ,8 - (0:2 + ,82)~ 

~e (-(1 + i)5s) ~ -x 1 \/x> O. 
(x2 + y2)4 

(3.43) 

De (3.42), (3.43) et du fait que Iftl = (0:2 + ,82)~ = (x2 + y2)~, on obtient bien la preuve 

du Lemme 3.6. 

g(O). • 
Preuve du lemme 3.7 

La dérivée de g(y) par rapport à y est donnée par: 

g'(y) = y 3 {1- (1 + x 1) e-(X2+XY2)!}. 
2(x2 + y2)4 (x2 + y2)4 

(3.44) 

La fonction 8(r) = 1- (1 + r)e- r vérifient: 8(0) = 0,8(+00) = 1 et 8'(r) > 0 pour tout 

r > O. Donc 8(r) > 0 pour tout r > O. Remarquons aussi que g'(y) et 8 ont même signe 

pour y > o. Alors g' (y) > 0 pour y > o. On montre bien que 

g(y) ~ g(O) = JX(l - e-VX ), 'V y ~ 0 

• 
Preuve du théorème 3.6 

D'après (C.9), la fonction de transfert peut se mettre sous la forme 

1 -e-V2s - ie-(1+i)V2s + ié-1)V2s + 1 
G(s) = 4v'2S· 4e-V2s + e-2V2s + e-(1+i)V2s + e(i-l)V2s + 1· (3.45) 
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Sur Cs, le dénominateur de G(s) n'a pas de zéros et s F-+ {6 est analytique. Par suite

G(s) est analytique sur C6. De plus q;I : G(3). On peut donc réduire l'étude de G sur

{s, $rn,s > 0} nCo. Dans cette région, toutes les puissances des fonctions exponentielles dans

Ie numérateur de I'expression du (3.a5) sont à parties réelles strictement négatives. Il suffit

donc de minorer le dénominateur de G par une fonction de r dont I'inverse tend vers 0. Ceci

est possible avec les lemmes 3.6, 3.7 puisque les autres termes du dénominateur peuvent

être rendus aussi petits que I'on veut en faisant croître r > 0. Plus précisément, posons

et

Ona

N(s) : -e '/% - ie-O+ù'/u + is?-r)J% a 1,

D(s) : nlÆ (r + e-tr+o *) * Jx (+"-tx + e-26 + e(c-l)/%-)] .

G(s):ffi

l lù(s)l < a;
Pour tout r ) 0, A >0, on a :

(3.46)

(3.47)

(3.48)

En remarquant que

,ITL l'Æ (+"-tû * "-z'/x 
* "tr-r)/6) | 

:0, vs 2 0.

On déduit qu'on peut choisir une constante réelle positive c suffisamment grande telle que

l'/N (+e-Æ * 
"-z'/x 

+ e(i-ùJû) | < c, vy à 0.

Il s'ensuit avec (3.46), les lemmes 3.6, 3.7 et les inégalités (3.47), (3.48) qu'il existe c ) 0,

lp(r)l >- +ltr/x(r + e-t'+o*) f - lÆ (+"-a * "-z'/x + e(c-l)Æ) l]

lc(')l < Æ (t  -  
" -e)  

- , ,  vg2o. (3.4e)

I
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Sur CO, le dénominateur de G(s) n'a pas de zéros et s ~ Vs est analytique. Par suite 

G(s) est analytique sur Co. De plus G(s) = G(s). On peut donc réduire l'étude de G sur 

{s, ~ms ~ O} nCo. Dans cette région, toutes les puissances des fonctions exponentielles dans 

le numérateur de l'expression du (3.45) sont à parties réelles strictement négatives. Il suffit 

donc de minorer le dénominateur de G par une fonction de x dont l'inverse tend vers O. Ceci 

est possible avec les lemmes 3.6, 3.7 puisque les autres termes du dénominateur peuvent 

être rendus aussi petits que l'on veut en faisant croître x > O. Plus précisément, posons 

N(s) = _e-v'2s - ie-(1+i)v'2s + ie(i-l)v'2s + 1, 

et 

On a 

Pour tout x > 0, y ~ 0, on a : 

N(s) 
G(s) = D(s). 

IN(s)1 ~ 4; 

ID(s)1 ~ 4 [1v'2S (1 + e-(1+i)V2s) 1 - 1v'2S (4e-v'2s + e-2V2s + e(i-l)V2s) 1] . 

En remarquant que 

(3.46) 

(3.47) 

(3.48) 

On déduit qu'on peut choisir une constante réelle positive c suffisamment grande telle que 

Il s'ensuit avec (3.46), les lemmes 3.6, 3.7 et les inégalités (3.47), (3.48) qu'il existe c > 0, 

. 1 

IG(s)1 ~ ffx (1 _ e-vx) _ c' 'vi y ~ o. (3.49) 

• 
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3.2.3 Estimation du taux de décroissance exponentielle de I'erreur

pour (y'* :0

Analyse asymptôtique des valeurs propres de ltopérateur I' associé à I'erreur

On se place à présent dans le ca.s (r* : 0. L'erreur vérifie le système

( 01e1(n, t ) :e2(n, t )  -  n ' r (e) , , (0 , t ) ,  t  )  0 ,  t  € ]0,1[
I

)  
ô rez (n , t ) : - f i e { r , t ) ,  t }0 ,  u  €10 ,1 [

t -

l  
r r (O , t ) : ( e1 ) , ( 0 , t ) : 0 ,  , >0  

(3 ' 50 )

[ (rt),"( l ,  t) :  (et),, ,( l ,  t) - 0, ,  > o.

Lemme 3.8 Le système (3.50) possède une su'ite de ualeurs propres (),") (telles que p',,1 <

lÀ,+rl, Vn e N ) qui, tend,ent asymptôti,quement uers la d,roite uerticale De()) : -2rc

quand, n ---+ æ. De plus il eriste un ent'ier positif N et un nombre fini de ualeurs propres

8 l r  s2 , . s3 . . . :  s ^  t e l l es  que

(  -  /  1  \  2  1 v- Iuo(A) :  
{ .1 " , .1 "1 .1 " : i ' ' t n+ r , r  

+o  ( "+ Iv  ) , r " :F lon ,  
Fon : (n -  , )n ,ner  )

U { s t , . . . , s - } (3 .51)

(
o(A*) r { À",

(

I n -

ÀrrlÀr, : -.2n * i ' ln+t't- O (tï) '

l f , ?n ,  Fon  :  (n  - ' r )n ,n .  * - ) (3.52)

Preuve du lemme 3.8

On définit I'opérateur A* par :

D(A^) : D(A) : D(Ao) x af (0, t),  (3.53)

et pour tout (e1, e2) < D(A)

u (u,,,) ,,, : l',,', _;::î1".,', ] 
(3 b4)
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3.2.3 Estimation du taux de décroissance exponentielle de l'erreur 

pour w* = 0 

Analyse asymptôtique des valeurs propres de l'opérateur Ait associé à l'erreur 

On se place à présent dans le cas w" = O. L'erreur vérifie le système: 

OtEl(X, t) = E2(X, t) - ,,;.x(EdxX(O, t), t > 0, x ElO, 1[ 

OtE2(X, t) = -8!El(X, t), t> 0, x ElO, 1[ 

El(O, t) = (El)x(O, t) = 0, t > ° (3.50) 

(El)xx(1, t) = (El)xxx(1, t) = 0, t > O. 

Lemme 3.8 Le système (3.50) possède une suite de valeurs propres (Àn) (telles que IÀnl ::; 
IÀn+11, \:In EN) qui tendent asymptôtiquement vers la droite verticale 3?e(À) = -2,,; 

quand n -+ 00. De plus il existe un entier positif N et un nombre fini de valeurs propres 

SI, S2, S3 ..• ,Sm telles que 

{ - . ( 1) 2 1 *} O"(A) = Àn' ÀnlÀn = 2"fn+N + 0 n + N ,"fn = /-Lon' /-LOn = (n - 2")7r, nE N u 

(3.51) 

"fn = /-L~n, /-LOn = (n - ~)7r,n E N*}. (3.52) 

Preuve du lemme 3.8 

On définit l'opérateur Ait par: 

D(A It
) = D(A) = D(Ao) x H'i(O, 1), (3.53) 

et pour tout (EI, E2) E D(A) 

(3.54) 
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Un nombre complexe À est valeur propre de A'si et seulement si il existe (et,ez) non nuls

da^ns D(A') vérifiant :

(3.55)

En dérivant la deuxième équation de (3.55) deux fois par rapport à la variable r, on obtient

er vérifiant

4rr@) -r À2fie{r) :0, u € (0,1)

€ r (0 ) : ( e1 ) ' ( 0 ) : 0 ,

(et ) , , ( t )  :  (sr ) , , , (1)  :0 .

(  , r :  Àer  + rc . r (er ) " (0) ,

) \ut * À2e1-r Àn.r(e),,(o) : o,

I 
er(o) : (e1).(0) : 0,

[  ( r t ) , , ( t )  :  (ei) , , , (1) :  0.

À: i l-rz

e*( r ) : f ie { I - r )

Alors e* vérifie l'équation différentielle

( 4".@) - p'ae*(r) : g, t € (0, 1)

[ '.foi: (r.),(o) : o,

dont les solutions s'écrivent :

e*(r) : c1 (cosh P,r - cos pr) + c2 (sinh p'r - sin p'r) ,

e et c2 étant des constantes réelles.

Du (3.57) on déduit :

ô le{ r )  :  e . ( t - t )

:  c1 (cosh  p , (1 - r )  - cos  p '$ -  r ) )+cz (s inhp ( l  -n )  -  s i np ( l  - r ) )

(3.56)

(3.57)
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Un nombre complexe>. est valeur propre de AI\; si et seulement si il existe (cl, c2) non nuls 

dans D(AI\;) vérifiant: 

C2 = >'cl + fl:.x(cÙl:x(O), 

&:CI + >.2cI + >'fl:.X(CI)xx(O) = 0, 

CI(O) = (cI)x(O) = 0, 

(CI)xx(1) = (cI)xxx(1) = O. 

(3.55) 

En dérivant la deuxième équation de (3.55) deux fois par rapport à la variable x, on obtient 

Cl vérifiant 

Posons 

{ 

~CI(X) + >.28;CI(X) = 0, xE (0,1) 

CI(O) = (CI)x(O) = 0, 

(cI)xx(1) = (CI)xxx(1) = O. 

Alors e* vérifie l'équation différentielle 

{ 
&:e*(x) - 1l4e*(x) = 0, xE (0,1) 

e*(O) = (e*)x(O) = 0, 

dont les solutions s'écrivent : 

Cl et C2 étant des constantes réelles. 

Du (3.57) on déduit: 

e*(1 - x) 

= cdcoshll(1- x) - cosll(1- x)) + C2 (sinhll(1- x) - sinll(1- x)) 
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En intégrant deux fois cette dernière avec les conditions frontières exprimées par la

troisième équation du système (3.55), on obtient

/ \  C 1
€{n) :  p lcosh u(r- r )  *cosp( l  - r ) ]  + 

f r l r i "nuG-r)+sinp( l  
-z) l

+ 3z lsinh p - sin r) * 
T"fchpt 

+ cos P,]
ct 

lcorh 1t -f cos p,l- 3 [tt"rt F * sin p] .
li') 

1"""" t' ' vve rr 
P,t

Reste à déterminer les constantes réelles e et c2 telles que la première equation du

système (3.55) soit vérifiée.

ôlu, + -paer * ip,2 n.r(e1)'"(0) : 0, vr € (0, 1)

e c1 (cosh trt, -f cos p') + c2 (sinh p * sin p)

+ r{c1l in(coshp - cosp) - p(sinhp - sinp)l

+ c2 [ i rc(s inhp -s in  F)  -  F(coshp*cosp) ] ]  :0 ,  Vr  e (0 '1)

I c1 (cosh p * cos p) + c2 (sinh p * sin F) : 0

<+ |  c l f in(coshp-cospr) -p(s inhp-s inp) l  (3 '58)

| +"r[irc (sinh pr, - sin p) - tt (cosh pr, * cos p)] : g'
\

c1, c2 êtant nontrivials, p est solution de l'équation caractéristique

cosh p * cosp sinh pr * sin p -0

im(cosh p,- cos1.r) - p(sinhp - sinp) irc(sinhp - sin p) - p(coshp*cosp)

F0ù:1*cosh Lrcost -111!  lcoshpsinp -  cospsinhP]  :0  (3 '59)
l.r

Remarque 3.L0

. F'?p,): r7t).

. F'fu;: 0 <+ F'çtP1 : O.
o A" étant itissipatif sur X alors fteQt).Srn(p) 2 0.

On peut donc étudier I'equation (3.59) sur le demicadran

Coo: {p e Alfte(p) 2 Srn(p) > 0}

On rappelle que notre objectif est l'étude du comportement asymptôtique des solutions de

(3.5g) lorsque lpl -- +-. Il suffit de travailler sur Cso pour fte(p) + Srn(p) --'+ *oo.

t

En intégrant deux fois cette dernière avec les conditions frontières exprimées par la 

troisième équation du système (3.55), on obtient 

= C~ [cosh 1L(1 - x) + cos 1L(1 - x)] + C~ [sinh 1L(1 - x) + sinlL(1 - x)] 
IL IL 

+ Cl x [sinh IL - sin J.l] + C2 x [chlL + cos IL] 
IL IL 

- c~ [cosh IL + cos IL] - c~ [sinh IL + sin IL]. 
IL IL 

Reste à déterminer les constantes réelles Cl et C2 telles que la première equation du 

système (3.55) soit vérifiée. 

8;CI + -1L4cI + iIL2K.X(cI)xx(0) = 0, "ï/x E (0,1) 

{:} Cl (cosh IL + cos IL) + C2 (sinh IL + sin IL) 

+ x {Cl [iK (cosh IL - cos IL) - IL (sinh IL - sin IL)] 

+ C2 [iK (sinh IL - sin IL) - IL (cosh IL + cos IL)]} = 0, "ï/ xE (0,1) 

{

Cl (cosh IL .+ cos IL) + C2 (sinh IL + sin IL) = 0 

{:} Cl [iK (cosh IL - cos IL) - IL (sinh IL - sin IL)] 

+C2 [iK (sinh J.l - sin IL) - IL (cosh IL + cos IL)] = O. 

Cl, C2 étant nontrivials, IL est solution de l'équation caractéristique 

cosh IL + cos IL sinh IL + sin IL 

iK (cosh IL - cos IL) - IL (sinh IL - sin IL) iK (sinh IL - sin IL) - IL (cosh IL + cos IL) 

ie 

(3.58) 

=0 

- K 
F(IL) = 1 + coshlLCOSIL + i- [coshlLsinlL - cos ILsinh IL] = 0 (3.59) 

IL 
Remarque 3.10 

• F( -IL) = F(IL)· 

• F(IL) = 0 {:} F(iJi) = O . 

• AI< étant dissipatif sur X alors me(IL).~m(lL) ~ O. • 
On peut donc étudier l'equation (3.59) sur le demi-cadran 

On rappelle que notre objectif est l'étude du comportement asymptôtique des solutions de 

(3.59) lorsque IILI ~ +00. Il suffit de travailler sur C oo pour me (IL) + ~m(lL) -+ +00. 
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Lemme 3.9 Asymptôtiquement, toutes les solutions d,e (3.59) uérifient :

SmQt) bomé

szr C66

ffi"fur) ---+ *oo

(3.60)

I

Preuve du lemme 3.9 :

Supposons par absurde que Srn(p) --+ *oo sur C6p. Alors

( s-(r) + *oo
|  * '

{ sur C6

[ *"1p) + *oo

L'équation (3.59) peut s'écrire asymptôtiquement

2 n r'* 
ff-, * qr[-l+ o@-tut11 : sk-tut1'

Ce qui est impossible qua^nd lpl - +oo.

Considérons à présent un voisinage V(fio^) petit de ;l'on dans Coo;

1.r,s^ êtant défini au (3.28). Sur V(ps") l'équation (3.59) peut se mettre asymptôtiquement

sous la forme

cosp*zÆ1s in  p -cos1 t ) :O(e -P) .  (3 ' 61 )
'  

1 1 '

On peut toujours considérer [sinp-cosp] borné sur V(pe,). Dans ce cas (3'61) s'écrit

asymptôtiquement

cosp: ot l l  (3.62)

En réinsérant (3.62) dans (3.61) on obtient 
lI

cos;.r * iI sin p: O(+). (3.63)
pp"

pour tout résumer, l'équation (3.59) est asymptôtiquement équivalent à {(3.62) et (3.63)}.

En appliquant le Lemme de Rouché, on montre que les solutions de l'équation (3'62) peuvent

se mettre dans Cs6 sous la forme 
1

Fn:  t f ,on+ O(; )  (3 '64)
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Lemme 3.9 Asymptôtiquement, toutes les solutions de (3.59) vérifient: 

Preuve du lemme 3.9 : 

{ 

C;Sm(/-L) borné 

sur Coo 

a?e(/-L) ---t +00 

, Supposons par absurde que C;Sm(/-L) ---t +00 sur Coo . Alors 

{ 

C;Sm(/-L) ---t +00 
sur Coo 

a?e(/-L) ---t +00 

L'équation (3.59) peut s'écrire asymptôtiquement 

1+ 2K. [-i+O(e-I/LI)] =O(e-I/LI). 
(1+'t)/-L 

Ce qui est impossible quand I/-LI ---t +00. 
Considérons à présent un voisinage V(/-Lon) petit de /-LOn dans COO ; 

(3.60) 

• 

/-LOn étant défini au (3.28). Sur V(/-LOn) l'équation (3.59) peut se mettre asymptôtiquement 

sous la forme 

cos /-L + i~ [sin /-L - cos /-Ll = O( e-/L). 
/-L 

(3.61) 

On peut toujours considérer [sin/-L - cos/-Ll borné sur V(/-LOn). Dans ce cas (3.61) s'écrit 

asymptôtiquement 

1 
COS/-L=O(-). 

/-L 
En réinsérant (3.62) dans (3.61) on obtient 

. K . O( 1 ) cos/-L + 't- Slll/-L = 2". 
/-L /-L 

(3.62) 

(3.63) 

Pour tout résumer, l'équation (3.59) est asymptôtiquement équivalent à {(3.62) et (3.63)}. 

En appliquant le Lemme de Rouché, on montre que les solutions de l'équation (3.62) peuvent 

se mettre dans Coo sous la forme 

1 
/-Ln = /-LOn + 0(-) 

n 
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En injectant (3.64) dans (3.63), on obtient

(3.65)

Remarquons que

soit k1 tel que 
/ r \'- (rr*r) : orlt : *+ o(#)

On a donc

"", (o11;) - 1 - : lit- *otill'
|n' /  2 Llto" n' )

En insérant ces trois dernières equations dans le (3.65), on obtient

k r :  i n '

Par suite

o(l) :  uo *ot4),' n '  
F O n  

' n ' ' '

et d'après (3.64) 
in ^. I .

Fn :  Fo , r  *  
^+  

U \ * ) '

Par le (3.56), on obtient bien le résultat-

Estimation de la borne spectrale de I'opérateur A"

Lemme 3.1-0
-2nSS( .4 * )<0

T

I

Preuve du Lemme 3.10

Pour tout (Àn)nez. défini (3.52), on a fte(À,,) < s(A,i) vn e z* . Il s'ensuit que

J$nt i '1" ; : -2n<S(A' ) '

Il reste à montrer que

f f i e (À )<0  VÀe  o (A" ) .
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En injectant (3.64) dans (3.63), on obtient 

. ( 1) '" (1) 1 sm 0(-) - i- cos 0(-) = O( 7;) 
n J.Ln n n 

(3.65) 

Remarquons que 

soit kl tel que . ( 1) 1 kl 1 sm 0(-) = 0(-) = - + 0(2"). 
n n J.LOn n 

On a donc 

cos (O(.!.)) = 1 _ ! [~ + O( ~ )] 2 
n 2 J.LOn n2 

En insérant ces trois dernières equations dans le (3.65), on obtient 

Par suite 

O(.!.) = ~ + O(~), 
n J.LOn n2 

et d'après (3.64) 

Par le (3.56), on obtient bien le résultat. • 
Estimation de la borne spectrale de l'opérateur AI< 

Lemme 3.10 

• 
Preuve du Lemme 3.10 

Pour tout (Àn)nEZ. défini (3.52), on a lRe(Àn) ~ S(AI<) 'Vn E Z*. Il s'ensuit que 

lim lRe(Àn) = -2", ~ S(AI<). 
n ..... oo 

Il reste à montrer que 
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Du fait qtrc K*o*:0 (voir lemme c.1) et de I'inégalitê (2.29), on déduit que

,IT- o'P ll R(P,A)c.cP llT: o'

Parsuite 
/ - \

We < A 'e,€ )7ç: - rc le6"(0) l ' ,  Yr :  (  : t  )  e  a1e '1.  (3 .66)
\ e ,  /

L'opérateur ,4" est donc dissipatif sur X. Pour e vecteur propre de A* dans (3.66) on a

me(À) S 0 pour tout .\ e o(A').

Supposons par absurde que ffie(À) : 0. Alors de la relation (3.66), on obtient toujours

pour € vecteur propre de A^, errr(O) :0. Dans ce cas €1 est vecteur propre de I'opérateur

,40' Il existe donc un entier n1 € N* tel que €r : ênr vérifiant le système (3'29) augmenté

de la condition e,r,,,(O) : 0. Ceci est impossible d'après le Lemme 3.3. On en conclut que

-2n <-S(A") < 0.

Thêorème 3.7

i,) A* a une suite d,e uecteurs propres général'isés qui forrnent une base de Ri,esz sur X '

i,i) It eriste un entier N > 0 tel que tous les Àn soient algébriquement simples pour tout

n )  N .

i,ii) Le tarn de croissance erponentielle du semigroupe est d,éterminé par le spectre du géné-

rateur : ws(A^) : S(A*) pour le Co semi-groupe engend're par A'' I

Pour la preuve du i) du théorème 3.7, il suffit à partir de la remarque 3.1, du lemme

3.8, d'appliquer le théorème 1.6 pour r: -2rc.I1 ne nous reste qu'à vérifier que les valeurs

propres de grand module de I'opérateur A" sont algébriquement simples. Le lemrne suivant

concerne la simplicité des valeurs propres de I'opérateur A^ par une méthode directe. On

achève la preuve du Théorème 3.7 à I'aide des résultats de B.z. GUO [15].

Lemme 3.1-L

Les ualeurs propre| (Àn)nez- d,éfinis au (3.52) sont algébriquement simples. I

Preuve du lemme 3.11 :

Pour À : ilt2, on a d'après (3.59) p solution de l'équation

F(p) : o
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Du fait que Kmax = 0 (voir lemme C.l) et de l'inégalité (2.29), on déduit que 

lim ",2{311 R({3, A)C*CAE Ili= O. 
,6-->+00 

Par suite 

!Ile < A'e,e >x= -"h=(O)I', \le = ( :: ) E D(A,). (3.66) 

L'opérateur A~ est donc dissipatif sur X. Pour E vecteur propre de A~ dans (3.66) on a 

lRe(À) ~ 0 pour tout À E O"(A~). 

Supposons par absurde que lRe(À) = O. Alors de la relation (3.66), on obtient toujours 

pour E vecteur propre de A~, Elxx(O) = O. Dans ce cas El est vecteur propre de l'opérateur 

Ao. Il existe donc un entier nI E N* tel que El = enl vérifiant le système (3.29) augmenté 

de la condition enlXX(O) = O. Ceci est impossible d'après le Lemme 3.3. On en conclut que 

-2", ~ S(A~) < O. • 

Théorème 3.7 

i) A~ a une suite de vecteurs propres généralisés qui forment une base de Riesz sur X. 

ii) Il existe un entier N > 0 tel que tous les Àn soient algébriquement simples pour tout 

n>N. 

iii) Le taux de croissance exponentielle du semigroupe est déterminé par le spectre du géné­

rateur : wo(A~) = S(A~) pour le CO semi-groupe engendré par A~. • 

Pour la preuve du i) du théorème 3.7, il suffit à partir de la remarque 3.1, du lemme 

3.8, d'appliquer le théorème 1.6 pour r = -2",. Il ne nous reste qu'à vérifier que les valeurs 

propres de grand module de l'opérateur A~ sont algébriquement simples. Le lemme suivant 

concerne la simplicité des valeurs propres de l'opérateur A~ par une méthode directe. On 

achève la preuve du Théorème 3.7 à l'aide des résultats de B.Z. GUO [15]. 

Lemme 3.11 

Les valeurs propres (Àn)nEZ* définis au (3.52) sont algébriquement simples. • 
Preuve du lemme 3.11 : 

Pour À = iJ.L2, on a d'après (3.59) J.L solution de l'équation 
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avec

F'ùr) : 1 * cosh Pcos I'Ia 4I lcosh p sin p - cos l' sinh p]
p -

: 4 + e-Q+i')p I 
"$-i)u 

a r(-t+i)l, + e1+i)u'

+ ,=?nr, l-s-(r+r)t,  - i"$-t)u a i"Gr+t)u1"o+t)uf .
(L  +  i ) 1 t , '

En tenant compte de la remarque 3.10, le terme domina.nt sur Css 
"rtr 

,(l-i)a' On peut donc

écrire
r0ù: 

"(r-t)up1r1 
(3.67)

où

P1t ) :P ' ( t ' )+R ' ( t t ) '

avec

,  

P t ( l t ) : L + e 2 i P '

et

R,(lr) : 4"$-t)u * e-zt" a 
"2(i-t)p 

. 
&,1-e-zt' 

- i + ie2(-r+i)p + e2it'l

vérifie la condition :

t'tl$-Ët(P) 
: o'

Donc e(i-r)ri,Qt) : F'1t): 1* eizp + Rt(p).Notre objectif est de montrer que pour p

solution de (3.59) à module grand, on a F'(p1 f 0, i.e., li"1t)l ) 0 pour lpl - +*'

Pour toute la suite de cette démonstration dire que lpl + *oo sous entend d'après

lemme 8.9 que S-(p) est borné et ffie(p) --+ *oo sur Css. Dans sa forme (3.67), en dérivant

,É pat rapport à la variable p, on obtient

F"0ù : (1 -?)r(p) +eQ-i)PF'Qù

: e1-i)u Ft 0t)

donc

lf"ftr)l : le(r-c)t' l lP'(p)l
: une[(t-i)p] lF'Q")l

: r[æer+$m(r)l lp,ûr)1.

avec 

1 + cosh J.t cos J.t + i!5:. [cosh J.t sin J.t - cos J.t sinh J.t 1 
J.t 

= 4 + e-(1+i)J.t + e(l-i)J.t + e(-1+i)J.t + e(1+i)J.t 

+ 2~. [_e-(1+i)J.t _ ie(l-i)J.t + ie(-1+i)J.t,+ e(1+i)J.t] . 
(1 + z)J.t 

En tenant compte de la remarque 3.10, le terme dominant sur Coo est e(1-i)J.t. On peut donc 

écrire 

(3.67) 

où 

avec 

et 
R (II) = 4é-1)J.t + e-2J.t + e2(i-l)J.t + 2~ [_e-2J.t _ i + ie2(-1+i)J.t + e2iJ.t] 

1 ,... (1 + i)J.t 

vérifie la condition : 

Donc é-1)J.tF(J.t) = p(J.t) = 1 + ei2J.t + Rl(J.t). Notre objectif est de montrer que pour J.t 

solution de (3.59) à module grand, on a F'(J.t) i= 0, Le., IF'(J.t)1 > 0 pour 1J.t1--+ +00. 
Pour toute la suite de cette démonstration dire que 1J.t1 --+ +00 sous entend d'après 

lemme 3.9 que <;Sm(J.t) est borné et !Re(J.t) --+ +00 sur Coo . Dans sa forme (3.67), en dérivant 

F par rapport à la variable J.t, on obtient 

donc 

F'(J.t) (1 - i)F(J.t) + e(1-i)J.t p'(J.t) 

= e(1-i)J.t p'(J.t) 

IF' (J.t) 1 = le(l-i)J.tIIP' (J.t) 1 

= e~e[(1-i)J.tlIP' (J.t) 1 

= e[~eJ.t+~m(J.t)1jp'(J.t)I·· 
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Puisque ,[ner+srn(r)l ) 0, il suffit alors de montrer que lP'(p)l > 0 pour p solution à

module grand de l'équation (3.59).

Pour cela, remârquons que

F'Q'): PiQ') + nrQ'). (3.68)

Un calcul directe donne

n\Qù : 4(i - DeQ-L) - 2e-2r" + 2(i - L)e?$-t)u

+ ,-. ?.o,, lz"-', + zi(i - r)ez(t-r)u + zi,e2i,f
(I * i')tt' '

,='1 ^ l-e-zt" - i + iez(t-r)tr + e2it'f ,( r+t1rz '  -

et on montre que

rrrl** 
Ht(p) :0. (3.70)

En effet ezip est, borné pour lpl ---+ *oo donc

. .  Ain eà,,  , .  4in

r,l$- ffie2àu 
: 1,f$* 

-trffie2it" : o;

de plus tous les autres termes en exponentielle dans I'expression (3.69) ont leurs exposants

à partie réelle tendant vers -oo quand lpl * +oo.

En outre,

h|t + lt) - Pr(P) : 
"2i(P+Ft) 

- e2it"

: 
"zt'(ù l"zt'(Ft) 

- 1).

En nous inspirant des techniques utilisées par Mifdal dans [25], on peut écrire

e2ti' - L + 2itl - 4it' R(Ft)

avec

R(P):i.r-DL
/c=0

On obtient donc

h1r + lù - Pt(tù : s2i1t' lztp 
- 4i" R(iù] ,

(3.6e)

Puisque e[)Re~+~m(J.I)1 > 0, il suffit alors de montrer que IP'{j./,)1 > 0 pour J.L solution à 

module grand de l'équation (3.59). 

Pour cela, remarquons que 

(3.68) 

Un calcul directe donne 

R~(J.L) = 4(i -1)é-1) - 2e-2J.1 + 2(i - 1)e2(i-l)J.I 

+ 2K. [2e-2J.1 + 2i(i _1)e2(i-l)J.I + 2ie2iJ.l] 
(1 + 't)J.L 

2K [_e-2J.1 _ i + ie2(i-l)J.I + e2iJ.l]' 
(1 + i)J.L2 ' 

(3.69) 

et on montre que 

lim R~(J.L) = o. 
IJ.lI-++oo 

(3.70) 

En effet e2iJ.l est borné pour IJ.LI --t +00 donc 

4iK 2i" 4iK 2iu - o. lim e ,.. = lim e ,.. 
(1 .) (1+';)112 -, IJ.lI-++oo + 't J.L IJ.lI-++oo • ,.., 

de plus tous les autres termes en exponentielle dans l'expression (3.69) ont leurs exposants 

à partie réelle tendant vers -00 quand IJ.LI --t +00. 

En outre, 

e2i(J.I+{t) _ e2iJ.l 

= e2i(J.I) [e2i(ji,) - 1] . 

En nous inspirant des techniques utilisées par Mifdal dans [25], on peut écrire 

avec 

R( -) ~.k (2jj,)k 
J.L = ~ 't (k 2)1" 

k=O + 
On obtient donc 
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ce qui implique
hj t+ i , ' ) -Pr ! ' ) l______-_:_ | : le2it"l l2i - afi,R(fi,), .

p l

En passant à la limite quand Ê - 0, on a

lPij ') l  : 2le2i+l'

on en déduit puisque leziul estborné pour lpl --+ +oo qu'il existe une constante c ) 0 telle

que

l i -  lP i (p) l  :2c)0 .
lpl-+æ

(3 .71)

Donc les zéros de grand module de Pr sont simples. Montrons qu'il en est de même pour les

zéros de grand module de F. En effet (3.68) implique

lFl Q,)l > lpifu,)l - lai(p)l (3.72)

Mais on sait d'après (3.70) que pour tout ô > 0, il existe 16 ) 0 tel que

lp l  ) 15è lÂ i (P ) l  <ô '

De plus on a démontré d'après (3.71) que pour lpl> rt, il existe ôr > 0 tel que

lpiûr)l ) ôr . En prenant r : sup(rl, 16) et en posant 5 : \, on obtient de I'inégalitê (3-72)

lP'(rr) l  >ôr- 6:+.

On vient de montrer que pour tout ô ) 0, il existe r : suP(rr, rô) tel que

I r , l> ,+1P0,) l  - * to .

Remarque B.tl On pouma,it rernarquer que les ualeurs propres de l'opérateur A^ sont géo-

métriquement simples. En effet, supposons que $: (Ôr,Ôz),'b : ('h,tlt2) sont deun uecteurs

propres d,e A* correspond,ant à la même ualeur propre À. On peut choisir des constantes

ct, c2 non simultanément nulles telles que € : (er,rr) : ctÔ* c2tlt sati'sfait la cond'ition

errr(g) :0. Dans ce cas, on constate que e est aussi uecteur propre de A' coffespondant à

la même aaleur propre ),. La condition supplémentaire ey*(O) :0 nous pernt'et d'e déduire

Que \ est uecteur propre d,e I'opérateur As. D'après Ia preuue d,u lemme 3.3, on a néces-

sairement€r :0 (et d,onc e:0). On conclut que d,eu,x uecteurs propres correspondant à

la même aaleur propre sont forcément lineairement dépendants. Par I'absurdité la remarque

est prouaée
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ce qui implique 

1 Pl (,.}, + jl~ - Pl(JJ,) 1 = le2itt l12i - 4jlR(jl)I· 

En passant à la limite quand jl ---+ 0, on a 

On en déduit puisque le2itt l est borné pour IJLI ---+ +00 qu'il existe une constante c > 0 telle 

que 

lim IP{(JL) 1 = 2c > O. 
11'1-->+00 

(3.71) 

Donc les zéros de grand module de Pt sont simples. Montrons qu'il en est de même pour les 

zéros de grand module de P. En effet (3.68) implique 

(3.72) 

Mais on sait d'après (3.70) que pour tout 8 > 0, il existe r6 > 0 tel que 

De plus on a démontré d'après (3.71) que pour IJLI > rI, il existe 81 > 0 tel que 

IP{ü},) 1 > 81 . En prenant r = sup(rI, r6) et en posant 8 = ~, on obtient de l'inégalité (3.72) 

_. 8
1 

IP'(JL)1 2: 81 - 8 = 2· 

On vient de montrer que pour tout 8 > 0, il existe r = sup(rI, r6) tel que 

- 8t IJLI > r =? IP(JL) 1 2: 2 > O. 

Remarque 3.11 On pourrait remarquer que les valeurs propres de l'opérateur Ait sont géo­

métriquement simples. En effet, supposons que <p = «Pt, <P2), 'I/J = ('l/Jl,'l/J2) sont deux vecteurs 

propres de Ait correspondant à la même valeur propre À. On peut choisir des constantes 

cI, C2 non simultanément nulles telles que ê = (êt, ê2) = Cl<P + ~'I/J satisfait la condition 

êlxx(O) = O. Dans ce cas, on constate que ê est aussi vecteur propre de Ait correspondant à 

la même valeur propre À. La condition supplémentaire êlxx(O) = 0 nous permet de déduire 

que êl est vecteur propre de l'opérateur Ao. D'après la preuve du lemme 3.3, on a néces­

sairement êl = 0 (et donc ê = 0). On conclut que deux vecteurs propres correspondant à 

la même valeur propre sont forcément linéairement dépendants. Par l'absurdité la remarque 

est prouvée. 
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES
Il est possible d'obtenir une estimation exponentielle du 'rbody-beam systemt' en mesu-

rant le moment de force à I'encastrement. A partir de I'observateur construit au (3.6) pour

des mesures du moment de force à I'encastrement et de la vitesse angulaire du disque, notre

perspective est d'appliquer le principe de séparation suggéré par Gauthier et Kupka dans

[11] par combinaison avec la loi de feedback du [1] pour réaliser la stabilisation du dit sys-

tème. A partir de la remarque 3.6, autre perspective envisageable serait un choix judicieux

de I'espace d'état en vue de construire des observateurs sur le système 3.3 augmenté de Ia

sortie gr(t) : u,,r(O,t) (ou g(t) : u,,t(O,t)) et d'en assurer Ia stabilisation. En se référant

aussi à la remarque 3.7, on peut espérer un observateur du système(3.1) avec des sorties de

dimension 3 comme indiquées au (3.37).
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES 
Il est possible d'obtenir une estimation exponentielle du "body-beam system" en mesu­

rant le moment de force à l'encastrement. A partir de l'observateur construit au (3.6) pour 

des mesures du moment de force à l'encastrement et de la vitesse angulaire du disque, notre 

perspective est d'appliquer le principe de séparation suggéré par Gauthier et Kupka dans 

[11) par combinaison avec la loi de feedback du [1) pour réaliser la stabilisation du dit sys­

tème. A partir de la remarque 3.6, autre perspective envisageable serait un choix judicieux 

de l'espace d'état en vue de construire des observateurs sur le système 3.3 augmenté de la 

sortie y(t) = uxxx(O, t) (ou y(t) = Uxxt(O, t)) et d'en assurer la stabilisation. En se référant 

aussi à la remarque 3.7, on peut espérer un observateur du système(3.1) avec des sorties de 

dimension 3 comme indiquées au (3.37). 
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Annexe A

Quelques propriétés des opérateurs A0,, A

A.1 Preuve de la proposition 3.1

A.1.1 As est auto-adjoint sur ,2(0, 1)

Pour la preuve, on montre que .46 est maximal monotone, symétrique sur -L2(0,1) et on

applique la proposition VII.6, page 113 du [ ].

o A6 est monotone et Positif :

\Aol ,  ï )  r , to.rr :  [ 'U"@))2 d,r> o v/  e D(Ao).
J O

o A6 est maximal :

On veut montrer par Lax Milgram que Im(l..- Ao) : L2(0,1).

Soit / e L2(0,1). On cherche un élément u e D(As) tel que

( I  + Aùu:  l .  (A.1)

(A.1) est équivalent à : 
(
l "+ ' t1 , , , ' : l
{ " (o) :z ' (0) :0  

(A '2)

[  " " ( t )  
:  u , tn(L)  :0 '

Soit
t :  H?(0,1)  - )  R

,t) à Ii T, ar.

7l

Annexe A 

Quelques propriétés des opérateurs Ao, A 

A.1 Preuve de la proposition 3.1 

A.1.I Ao est auto-adJoint sur L2(O, 1) 

Pour la preuve, on montre que Ao est maximal monotone, symétrique sur L2 (O, 1) et on 

applique la proposition VII.6, page 113 du [4] . 

• Ao est monotone et positif: 

• Ao est maximal: 

On veut montrer par Lax Milgram que Im(I + Ao) = L2 (O, 1). 

Soit f E L2(O, 1). On cherche un élément u E D(Ao) tel que 

(A.1) est équivalent à : 

Soit 

(I + Ao)u = f. 

{ 

u + U xxxx = f 
u(O) = ux(O) = 0 

uxx(1) = uxxx(1) = O. 

l : Hl(O, 1) --+ IR 

v 1-+ fol fv dx. 
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I est une forme linéaire continue. En effet on a d'après Cauchy :

Or

l,(o)l : 
l l, ' r" o.l=ll/ l lr,1s,1ylloll,,z1o,r)

u(r) : 
lr' 

,Ur, dt vu e H2L@,1)

ue (€) : 
lo' 

,*rr, d,,y vae af (0, t);

(A.3)

(4.4)

(4.5)

et

le

impliquant :

-)

H

l - 3

/ ill,*ll?,ro,,r

-3

l, (r)l' < i ll, ll '"i1.,,y,

R,

Ë@" I  urrurr)  dr :< u) ' t )  >L2(o,r)  *  1u,u )n?@,t)

donc, d'après le théorème de Fubini,

u(r) : 
Ir- Ir' 

uon@) d,Ed'(
fr fa:  

Jo'*(u) 1, 
dtda

: 
lr' o - u)unr@) da.

On en déduit d'après I'inégalité de Hôlder :

ll,'o -o)'daf' ll,' w*t'oo)à

^/?
l l 'ull;,1o,ry s f,llrllrilo,'y 

vu e rl(0, t)

De (A.3), (A.4), on déduit :

"Æl ,(r) l  < u:l l / l l4r ' ,ryl lol l41o,ry
On définit aussi b par :

b:  H2" (0 ,1 )  x  r4 (0 ,1 )
( r , r )

l r(") l
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l est une forme linéaire continue. En effet on a d'après Cauchy: 

Or 

et 

v(x) = lX v~(ç) dç "Iv E H;,(O, 1) 

v~(ç) = l~ Vyy(y) dy "Iv E H'i(O, 1); 

donc, d'après le théorème de Fubini, 

ie 

v(x) lX l~ Vyy(Y) dydç 

= lX Vyy(Y) lX dç dy 

= lX (x - Y)Vyy(Y) dy. 

On en déduit d'après l'inégalité de Hûlder : 

Iv(x)1 < [[(x - y)' dY]' [[ Iv",I' dY]' 

[illvyyIlI2(o,1) 

3 

Iv(xW ::; ~ Ilvll~r(O,l)' 
impliquant : 

J3 IIvllL2(O,l) ::; 6I1vIIHr(O,1) "Iv E H'i(O, 1) 

De (A.3), (A.4), on déduit: 

v'3 
Il(v)1 ::; 6I1fIlHr(O,1)lIvIlHL(O,1) 

On définit aussi b par : 

b: H'i(O, 1) x H'i(O, 1) ~ ~ 

(A.3) 

(A.4) 

(A.5) 

(u,v) I-t fo\uv +uxxvxx ) dx =< u,v >L2(O,1) + < u,v >Hr(O,l) 
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Il est aisé de remarquer que

- b est une forme bilinéaire

- b est H?(0,1) coercitive :

b(u,u) : l lzll21,1o,ry + llrl l?r?ro,'r

-b est continue :

b(u,u) S l lzl lr,1s,1yllullz,z1o,r) + l lr l lr?to,tl l lr l lr?to,' l

\  
L A , /

D'après Lax Milgram (corollaire V.8 page 84 du [4]), l'équation

b(u 'u) :  l (u)

admet une solution unique u e H?(0,1) pour tout u e H?(0,1).

Par un calcul direct, on montre que u satisfait l'équation suivante : pour tout u €

H ïQ ,L ) ,

l,'1,,,@ * I,' 1,"' uoùananfu,*(r)o* - 
Io'll," 1," rîz)d,rzd,r),,,(.)d*:0.

Ceci implique que, pour tout u e L2(0,L),

r r f  P  f r t  1  f r l  Î ' ,  f "  l  .
I  lu , , ( r )+  |  I  " îùd, r2d, r1 lu( r )d ' r -  |  l l  I  fQ2)dr2dr1 lu( t )d t :0 '

Jo  L - - "  J t  J r  J  Jo  LJ t  J r  I

Par suite u est solution de l'équation :

u,,(r)* 
Ir' Ir" 

u(r2)d,r2d,r1- 
lr- Ir^ f(r2)d'r2d'r1:0' (A'6)

Pour r : L dans l'équation (A.6) on obtient z"(1) :6.

En dérivant une fois encore par rapport à r l'équation (A'6), on a I'identité :

rr ra
u,,*(n) * 

J, "(r) 
o, - 

J, f Q) dr :0. (A.7)

Il est aisé de remarquer que 

- b est une forme bilinéaire 

- b est Hl(O, 1) coercitive: 

b(u, u) = lIu lli2(O,1) + lIull~i,(O,l) 
> lIull~i,(O,l) 

-b est continue : 

b( u, u) < IluIIL2(O,1) IlvllL2(O,l) + lIu Il Hi,(O,l) IIvIl H[(O,l) 

< (1 + 112) lIuIlHi,(O,l) IIvIl Hi,(O,l) d'après (A.4) 

D'après Lax Milgram (corollaire V.8 page 84 du [4)), l'équation 

b(u, v) = l(v) 
,. 

admet une solution unique u E Hl(O, 1) pour tout v E H'i(O, 1). 

Par un calcul direct, on montre que u satisfait l'équation suivante : pour tout v E 

Hl(O,l), 

11 [uxx(x) + lX 171 

U(T2)dT2dTl] vxx(x)dx -11 [lX 171 

f(T2)dT2dTl] vxx(x)dx = o. 

Ceci implique que, pour tout v E L2 (O, 1), 

Par suite u est solution de l'équation: 

uxx(x) + lX 171 

U(T2) dT2dTl -lx 171 

f(T2) dT2dTl = o. 

Pour x = 1 dans l'équation (A.6) on obtient uxx (1) = O. 

En dérivant une fois encore par rapport à x l'équation (A.6), on a l'identité: 

uxxx(x) + lX U(T) dT -lX f(T) dT = O. 

73 

(A.6) 

(A.7) 



La condition ur*,(!): 0 s'obtient en posant r : r dans (A'7)'

On dérive une dernière fois l'équation (A'7) pour obtenir

u***, I  u: l ,

avec u e D(Aù.

o As symétrique.

Une double intégration par partie nous montre que

1r
I Aol,g )pz1o,L):< f ,Aog );z1o,r): 

Jo 
T*r9,rdr Y1,g e D(Ao)

A.I.2 A6 est à résolvante compacte

Ao défini comme opérateur associé à la forme ô du triplet variationnet (r2(0, 1), H2(0, 1), b).

Comme b est H2(0,1) coercitif, alors As est inversible d'après Lax Milgram. Donc 0 € p(Ao).

L'injection de /14(0,1) dans L?(O,L) est compacte. De plus D(As) C 114(0,1). Donc I'injec-

tion de D(Aù (muni de Ia norme du graphe) dans ,L2(0, L) est compacte. Le résultat découle

de la proposition 1.2.

A.2 Opérateur A associé au modèle du body-beam

Lemme 4.1

i,) L'opérateur A est anti-adjoint sur X c'est -à, -dire A* - -A'

ii) A est à resoluante compacte sur X '

Alors

iii) iA est auto-ad,joint auec résoluante compacte sur X

iu) Il eriste une suite d,e uecteurs propres normalisés de A qui forment une base orthonor-

male de X kf. t29l).
u) La muttiplicité géornétrique de toute ualeur propre d,e I'opérateur A est egale à la rnulti'-

plicité alsébri,que kf PTI)'

ai)Toutes les ualeurs propres de l'opérateur A sont sur l'ane des imaginaires.
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La condition uxxx (1) = ° s'obtient en posant x = 1 dans (A.7). 

On dérive une dernière fois l'équation (A.7) pour obtenir 

avec u E D(Ao) . 

• Ao symétrique. 

uxxxx + u = J, 

Une double intégration par partie nous montre que 

A.1.2 Ao est à résolvante compacte 

Ao défini comme opérateur associé à la forme b du triplet variationnel (L2 (0, 1), H 2 (0, 1), b). 

Comme b est H 2(0, 1) coercitif, alors Ao est inversible d'après Lax Milgram. Donc ° E p(Ao). 

L'injection de H 4 (0, 1) dans L~(O, 1) est compacte. De plus D(Ao) C H 4 (0, 1). Donc l'injec­

tion de D(Ao) (muni de la norme du graphe) dans L2(0, 1) est compacte. Le résultat découle 

de la proposition 1.2. 

A.2 Opérateur A associé au modèle du body-beam 

Lemme A.l 

i) L'opérateur A est anti-adjoint sur X c'est -à -dire A* = -A. 

ii) A est à résolvante compacte sur X. 

Alors 

iii) iA est auto-adjoint avec résolvante compacte sur X . 

iv) Il existe une suite de vecteurs propres normalisés de A qui forment une base orthonor­

male de X (cf. [29j). 

v) La multiplicité géométrique de toute valeur propre de l'opérateur A est égale à la multi­

plicité algébrique (cf. [37]). 

vi)Toutes les valeurs propres de l'opérateur A sont sur l'axe des imaginaires. 
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Annexe B

Quelques résultats d'algèbre

Proposition B.L Soit s € C et a(s) Ia matri,ce définie par

f::::l
o: l  o o t  o l .  (8.1)

L_:, :: lj
Alors

i,) La matrice a admet quatre différentes ualeurs propres

t1 :  -(1 *olt [" ,

t2: (1. _ ,irr,

13:-(1 -,nl|,

ta: -(1 *Otlt
ii) a se décompose de la manière suiuante :

a(s) : v (s\ - d, iag(|1, l ,2, fu , la).V-r (s),

T D

Annexe B 

Quelques résultats d'algèbre 

Proposition B.I Soit SEC et a(s) la matrice définie par 

0 1 0 0 

0 0 1 0 
a= 

0 0 0 1 
_S2 0 0 0 

Alors 

i) La matrice a admet quatre différentes valeurs propres 

h = -(1 +i)~, 

l2 = (1- i)~, 

l3 = -(1 - i)~, 

l4 = -(1 + i)~. 
ii) a se décompose de la manière suivante: 
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ou

t/(s) :

Pour tout r e (0, I) on a

e"' : v (s) . d,iag(ett" , 
"tzæ 

, stsr , 
"tn"1 

.v-1 (s) -

Posons

s* :  (e6i(r ,s))ry4ya

Les composantes utiles dans notre travail sont :

ess(n,s) : !"-o+ttç,'(t * 
"nÆ') (r 

+ 
"r*)

4a(r, s) : (1 + i)+ læ-{t+tttf'* - ie{â' + e'4t /2s r

(8.3)

(8.4)

-(-r+t)yF,n _ 
"{-r+tl{gx) 

(B.b)

_ i"- G r+t) lfga + ieç r+ù \/,2'](".U)

1 1 l lq q iT q
1 l l 1
FrqF"U
1 1 1 1
h l z l s U

1111

(8.2)

(8.7)

eas(r, s)

eaa(r, s)

A . ùirl il-e-o*t',G" * "(r+ù 
J-ia

!"-<r+t1ç,' (t * 
"r'/T",) (t 

+ 
"Æ")
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où 

1 1 1 1 

If ïI if if 
1 1 1 1 

V(S) = If ïI ïI 11 
1 1 1 1 

(B.2) 
h ï; l3 i; 
1 1 1 1 

Pour tout x E (0,1) on a 

Posons 

(B.3) 

Les composantes utiles dans notre travail sont : 

e33(x, s) = ~e-(Hi)0X (1 + eiV2sx ) (1 + eV2sx ) (B.4) 

e34(x, s) = (1 + .) 1 [. -(Hi) frx . frx + -(-Hi) frx (-Hi) frX] ~ -- ~e v 2 - ~eV 2 e v 2 - e v 2 
4J2S 

(B.5) 

e43(x, s) (1 + i)~v;, [_e-(Hi)0X + e(Hi)0x - ie-(-1+i)0x + ie(-1+i)y'1x }B.6) 

e44(x, s) = ~e-(Hi)v1x(1+eiV2sX) (1+eV2sX ) (B.7) 
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Annexe C

Calcul des fonctions de transfert

C.1 Calcul de la fonction de transfert G(s) de l'entrée à

la sortie pour u)* : 0

En se référant au théorème A du [16], il s'agit de définir I'opérateur C(sI - A)C-.

On considère le système auxiliaire suivant

ô1ùv(r,t) : Qz(r,t) + r.u(t), s € Cs, z e (0, 1),

ô1ù2(r,t):  -f tQ1(r,t),

çr1(0, t) :  ô"0r(0, t) :  0,

ô\Qr(r,r) : ôlc,r(l, t) : o,
01(2,0) :  CI?(r ) ,02(2,0)  :  Ct9(r ) ,

a(t) : ô3CIr(o' r).

Supposons Q1(r,0) : dlz(n,O) : 0 dans (C.1). En prenant la transformée de Laplace

suiva.nt la variable temps, on obtient l'équation différentielle suivante :

sÔ1( r , s )  :  Ôz ( r , s )  +2 .û (s ) ,  s  €  C6 ,  r  e  (0 ,1 )

sÔ2( r , s ) :  -â iÔr ( r , s ) ,

Ô,10, s; : a,Ôr(g, s) : o,
alÔt1t,  s) :  ô3Ôr(1, s) :  o,

0(") : alÔt(0, s)'

première équation dans la seconde, on obtient
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(c.1)

(c.2)

IaEn substituant

Annexe C 

Calcul des fonctions de transfert 

C.1 Calcul de la fonction de transfert G (s) de l'entrée à 

la sortie pour w* = 0 

En se référant au théorème A du [16], il s'agit de définir l'opérateur C(sI - A)C*. 

On considère le système auxiliaire suivant 

Ôtnl(X, t) = n2(x, t) + x.u(t), sE Co, xE (0,1), 

Ôtn2(X, t) = -a;n l (x, t), 

nl(O,t) = ôxnl(O,t) = 0, 

ô;nl(l, t) = ô:nl(l, t) = 0, 

nI (x, 0) = n~(x), n2(x, 0) = ng(x), 

y(t) = ô;nl(O, t). 

(C.l) 

Supposons nl(x, 0) = n2 (x,0) = ° dans (C.l). En prenant la transformée de Laplace 

suivant la variable temps, on obtient l'équation différentielle suivante: 

s{h(x, s) = Ô2(x, s) + x.û(s), SE CO, x E (0,1) 
~ 4 ~ 

sn2(x, s) = -ôxnl(x, s), 

ÔI(O, s) = ÔxÔI(O, s) = 0, (C.2) 
2 ~ 3 ~ 

ôxnl(l,s) = ôx nl (1,s) = 0, 

y(s) = ô;ÔI(O, s). 

En substituant la première équation dans la seconde, on obtient 

77 



Ô1(r, s) qui vérifie le système

( bnr{" ,s)  :  -s2Ôr(r ,s)  + r 'û(s) ,

J Ô'(0, s) : â"Ôr(0, s) : o,

I alarç,s; : flÔ'(t, s) : o,
I O(r) : â3Ôr(0, s).

s€C6 ,ze (0 ,1 ) ,

':Iiii )

(c.3)

(c.4)

et

Alors le système (C.3)

/o\
o: | : I

\ ' /

peut se reécrire sur IRa sous Ia forme :

[  " : a g * b n s û 'I i : Ps(o),
sont données par :Dont les solutions

P(r) : e*ç(0) + [* "oo-e)A€a$A'' Jo
(a est la matrice définie au (B.1)).

En intégrant par partie I'expression (c.4)), on obtient I'identité

p(1) : e'P(o)+ [-a - I  + e"]a-2bstt '

Cette identité, combinée avec les conditions frontières du (C.3) impliquent :

[ : l  : t ' ,*z,Iz,zf ulo:*l | 
*lÎ] 

I *,0,",, Iz,zl(-a- I +"o)o-' I 
o"' 1 |

Lol  L lz ,z)Lea(o) l  
r - ro)u 

|  " r  l t ;l
(c.5)

Ô1 (X, s) qui vérifie le système 

Posons 

et 

8!Ô1(X, s) = -S2Ô1(X, s) + x.û(s), sE Co, x E (0,1), 

Ô1(0,s) = 8x Ô1(0,s) = 0, 

8;Ô1(1, s) = a;Ô1(1, s) = 0, 

y(s) = 8;Ô1 (0, s). 

!.p= 

b= 

Ô1 

8X Ô1 

a;Ô1 

a;Ô1 

° 
° 
° 1 

Alors le système (C.3) peut se reécrire sur R4 sous la forme: 

{
!.px = a!.p + bxsû 

y = !.p3(0), 

Dont les solutions sont données par : 

!.p(x) = eax!.p(O) + lX ea(x-e>bÇ df"sÛ. 

(a est la matrice définie au (B.1)). 

En intégrant par partie l'expression (C.4)), on obtient l'identité 

Cette identité, combinée avec les conditions frontières du (C.3) impliquent : 
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où
r:(o o\,  (c.6)

\0  r ) '

En outre O2y2 et.I2r2 désignent respectivement les matrices carrées d'ordre 2 nulle et ldentité.

On obtient de (C.5) I'expression de la fonction de transfert

c(r) : ry
.  .  / .  I  or,. ,  l \ - ':  [1 ,0 ]  [  102,2 ,  12 ,2 ]e"  | ,  

^  
l  I

\  l t z x z  ) /

^for"r l  fol
x [02 ,2 ,  I z *z ] (a+ I - " " )o - '1 " - : - t t  |  (C .8 )

L J J L'J
L -e-Æ - 6"-tt/x + i4Æ * eÆ: 

Æ 
' (c'e)

C.2 Calcul de la fonction de transfert : de la condition

initiale à la sortie

Notre objectif ici est de définir I'opérateur C(sI - A)-r '

On considère à nouveau notre système (C.1) mais avecu:0. En prenant La transformée

de Laplace suivant la variable temps, on obtient :

(c.7)

(c.10)

,Ôr(r,s) - Cf!(r) :  Ôz(t,s), s € C6, r € (0, 1)

s}rçr,s) - 0!(r) : -ftÔ,r@,s),

ôr10, s; : a,Ôr(0, s) : o,
alÔ,1r, s; : ffÔ'(t, s) : o,
01(r, 0) : O1(r), 02(r, 0) : Q3(r),

û(t) : ajÔt10, s)'
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Où 

J_(O 0) 
- 0 1 ' 

(C.6) 

En outre 02x2 et 12x2 désignent respectivement les matrices carrées d'ordre 2 nulle et Identité. 

On obtient de (C.5) l'expression de la fonction de transfert 

G(s) = c,03(0) 
Û 

[l,OJ ([o,x"I,x,Je" [~::: ])-1 
x [O'x,,I,d (a + 1 - eU) a-' [O~'l [ ~ 1 

1 -e-v'2s - ie- i v'2s + i ei v'2s + ev'2s 

4v'2S 4 + e-v'2s + e- i v'2s + eiv'2s + ev'2s . 

(C.7) 

(C.8) 

(C.9) 

C.2 Calcul de la fonction de transfert : de la condition 

initiale à la sortie 

Notre objectif ici est de définir l'opérateur 0(s1 - A)-I. 

On considère à nouveau notre système (C.1) mais avec u = O. En prenant La transformée 

de Laplace suivant la variable temps, on obtient : 

A 0 A 

SOI (x, s) - 01(X) = 02(X, s), sE Co, xE (0,1) 

S02(X, s) - og(x) = -&!OI(X, s), 

01(0,S) = 8x 01(0,s) = 0, 

8;01(1, s) = ~01(1, s) = 0, 

01 (x, 0) = O~(x), 02(X, 0) = og(x), 

y(s) = 8;01(0, s). 
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Par substitution, on a Ô1(r, s) vérifre le système

(  Hçr(* ,s)  :  -s2Ôr(r ,s)+sc) ! (z)+CI ! (z) ,  s  €c,  z  e  (0 ,1) ,
t ^

J clt(o' s) : ô'cli(g, s) : o,

I a3ô'1r, s) : âlÔr(1, s) : o,
I O(") : â3ôr(o,s).

Posons

(c .11)

':Iiii )
et

( : \

n(","):l : I
t, s0!(r)1n,,,, J

Alors le système (C.3) peut se reécrire sur IR.a sous la forme :

I  r ' :a9*s
I i : pa(o),

dont les solutions sont données par :

ç@) : e*ç(0) * 
Io' 

ea(r-€) s(€, s) dÊ' (c'12)

(o est la matrice définie au (8.1)).

En posant r: L dans (C.12)), on obtient l ' identité

çG) : ""ç(o) * 
Io'ea(l-€)e(€' 

s) d€'

80

Par substitution, on a Ô1 (x, s) vérifie le système 

Posons 

'P= 

et 

g(x, s) = 

Ô1 

oxÔl 

~Ôl 
a;Ô1 

o 
o 
o 

sn~(x) + ng(x) 

SEC, x E (0,1), 

Alors le système (C.3) peut se reécrire sur JR4 sous la forme: 

{
'Px = a'P + 9 

y = 'P3(0), 

dont les solutions sont données par : 

(a est la matrice définie au (B.l)). 

En posant x = 1 dans (C.12)), on obtient l'identité 
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Cette identité,

fol
L'l

où J est défini

ps(o) :

- 
lo' "^(t- 

(,,) [, oîtel + cr!(6)] ag. (c.15)

Les coefficients (eir') sont définis au (8.3).

Le lemme suivant justifie qtue K^or:0 :

Lemme C.I il eriste d,es constantes positiues M1 et a telles que pour tout s e Rl n C'

ll Jic(sl + A)-' ll"t*,ot. \ vs > o
s 4

frontières du (C.11) impliquent :

l;:tl l
' ï ' ]  

|,n,u,ïn,,,, ]"

) '

' ] [ 'CItc)Ing,,,]o*

;(1,t Io' "no('- €' s) [s sr!1g) +

combinée avec les conditions I

: l [02*2,r2*2]r" 
l i :; ] [

+ fo' lor,r, rr,r1"^'-" 
I

au (C.6).

1r,01 (tor", ,rz,rleo 
I i:; ],

* 
fo' lor,r,I2*rf s(l-Ê)ol";

ega(1, s)

es(1.,  s)eaa(1, s) -  esa(\ ,  s)ea3
03(€)l

3)

4)

. 1(c

(c

de

C.

Preuve du thêorème C.L

D'après (C.14),

où

û ( r ) :  a ( s ) -22@)

(c.16)

I

(c.17)

(c.18)

(c.1e)

t/r"r(r) : 
ffi I'cr(s,€) l"oîfel + ç,9(€)] d€,

,/"rr(r) : ffi lr' cz(s,€) [rcrî(ç) + cr3(e)] a€,

81

Cette identité, combinée avec les conditions frontières du (C.ll) impliquent: 

[ ~] = ]0",,1,,,] e" [ ~::: ] [ ::~~~ ] 

+ t [0 1 1 a(l-€) [ 02X2] [ 0 ] dC Jo 2x2, 2x2 e J sO~(ç) + O~(ç) "'. 

(G13) 

où J est défini au (C.6). 

1"3(0) = ]1,0] (]o"" 1",] e" [ ~:: ] r 
t [0 l 1 (l-€)a [ 02X2] [ 0 ] dC (C 14) 

x Jo 2x2, 2x2 e J s O~(ç) + O~(ç) '" . 

e34(1,s) 11 ( [0 0)] 
(1 ) (1) (1) (1) e44 1 -ç,s) SOl(Ç)+02(Ç dç e33 ,s e44 ,s - e34 ,s e43 ,s 0 

e44(1,s) 11 ( ) [O( 0)] 
- (1 ) (1) (1) (1) e44 1 - ç, s SOl ç) + 02(Ç dç. e33 ,s e34 ,s - e34 ,s e43 , s 0 

(C.15) 

Les coefficients (eij) sont définis au (B.3). 

Le lemme suivant justifie que Kmax = 0 : 

Lemme C.I Il existe des constantes positives Ml et Q telles que pour tout s E IR~ n Ca: 

Il .;sC(sI + A)-l IIL(X,o)~ ~l Vs > Q 
S4 

Preuve du théorème C.I 

D'après (C.14), 

où 

r:. ( al(s) 11 )[ O() O(] V SZI s) = bl(s) 0 Cl(S, ç SOl ç + O2 ç) dç, 

.;sZ2(S) = ~i;? 11 C2(S, ç) [sO~(ç) + O~(ç)] dÇ, 
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avec

ûr(s) : rtft 
- fuJE l-"rF,t-'*n) + i"of" - ieJEez+t't + "tnGf

o"(r) : 
ftO 

- i)eG l"',tr"t-"*ot + eif' + et/Eez+sot + "*Gl
br(r) : br(r) . 2"lx 

l"-{* 
q- 

"'/x{-z+t') 
a 4"'/Nt-t+t) * 

"i'/* 
1"J1"t-r+Nl)

cr(s, €) : e-r,Fret+e) 
le-otÆt-t*o 

,, 
"1Æ<z<-1+€)-i(-1+€)) 

+ exFrQet+61+t(-t+€))4

*ut'f"t-*e)f ,,

cz(s, €) : s-r,F"t-'+e) 
le-ottrt-'*e) 

- 6"tfttzt-1+€)-i(-l+€D - 
"1Fr<z<-1+€)+i(-1+o)+

*n"trftt-+etl.

Pour tout Cll(g) e H?(0,1), une double intégration par parties nous donne :

11 71

Jo 
'"r(',€)CIÎ(€)d( : 

Jo 
o'(',€)CI|,,(€)d( (c.20)

11 1 l

Jo 
'"r(t,€)aÎ(()d.€ : 

Jo 
or(t,()o?""(€)d(, (c.21)

avec

dr(s,() : -ie-Ji,e+A 
le-ttft<-l+€) 

- 
"t/Elz{-r*ù-t1-r+€)) 

+ et/EQe+€)+i(-1+€))-

_ 
"ttfr<_+ùf ,

dz(s, () : -i,e-rfrt-r+el 
le-ttFrt-r+O 

a ,;s\/Etz{-r+11-r1-r+€)) - 
"t/E?e,*€)+i(-1+€))-

_ u6if i<t+e)).

De (C.17), (C.18), (C.19), (C'20), (C.21)' on déduit que

7 r
t/sû(s): Jo 

u-ur€l(',€) (ct|",(€) + c,1(€)) d€, (c.22)

où pour tout s > 0,

/ (s,  { )  :  o(1) (C.23)

En tenant compte du (C.23) et en appliquant I'inégalité de Holder et de Cauchy à

I'expression (C.22) on obtient bien I'inégalité du (C.16).

avec 

a1(S) 

a2(S) = 

~(l - i)eVI [_eVI(-2+i) + ieiVI _ ieVI(-2+3i) + e3iVI] 

~(l - i)eVI [eVI(-2+i) + eiVI + eVI(-2+3i) + e3iVI] 

b1(s) 

C1(S, ç) = 

b2(s) = 2ev'2s [e-v'2s + ev'2s(-2+i) + 4ev'2s(-1+i) + eiv'2s + ev'2s(-1+2i)] 

e-VI(-1+~) [e-iVI(-1+~) + eVI(2(-lH)-i(-1+Œ + eVI(2(-1+~)+i(-1+Œ+ 

+eiVI(.,..1+~)] , 

C2(S, ç) = e-VI(-1+~) [e-iVI(-1+~) _ ie.JI(2(-1+~)-i(-1+Œ _ e.JI(2(-1+~)+i(-1+Œ+ 

+ieiJ1(-1+~)] . 

Pour tout n~(ç) E H'i(O, 1), une double intégration par parties nous donne: 

avec 

11 SC1(S, ç)n~(ç) dç 

11 SC2(S, ç)n~(ç) dÇ 

11 d1(S,Ç)n~xx(ç) dç 

11 d2(S,Ç)n~xx(ç) dç, 

(C.20) 

(C.21) 

d
1
(s, ç) = -ie-J1"(-1+~) [e-iy'I(-1+~) _ eJ1"(2(-1+{)-i(-1+Œ + eJ1(2(-1+~)+i(-1+Œ _ 

_ eiy'I(-1+{)] , 

d2(s,ç) -ie-VI(-1+~) [e-iVI(-1+~) + ieJ1"(2(-1+~)-i(-1+Œ _ eJ1"(2(-1+{)+i(-1+Œ _ 

_ ieiJ1"(-1+~)] . 

De (C.17), (C.18), (C.19), (C.20), (C.2l), on déduit que 

Vsy(s) = 11 e-VI~f(s,ç) (n~xx(ç) + n~(ç)) dç, (C.22) 

où pour tout s > 0, 

f(8, ç) = 0(1) (C.23) 

En tenant compte du (C.23) et en appliquant l'inégalité de Holder et de Cauchy à 

l'expression (C.22) on obtient bien l'inégalité du (C.16). 
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Annexe D

Preuve de l'identité (3.30)

Multiplions la première équation du (3.3) par (1 - *)u, et intégrons par rapport à r et

t respectivement entre (0, 1) et (0, t). On obtient :

[(r - r)upÀi - 
fo" {r 

- r)up1,d't

(r - x)up,l, - 
Ir" l,t 

- r)(u?,),dt,

lr' I",, 
- x)u6u, d,tdx : 

Ir' u, - x)up*l[ o, - Io' Ir' t 
t - r)(u!)* d'rdt

I" I,' |u7 a*ar: /' ,,, 
- x)up*l[ o* - lo' lo' f,u? o'o',

Irt ,, - r)u,*,*u,d,n : l(l - r)u,,,r"]à + 
Io 

u,,"rr, - r)u,),itn

: 
Irt ,, - r)u*,,u,,a* + 

lot 
't,,",,,dÆ,

83
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J rO- t )upu ,d ' t  
:

:

(D.1)

(D.3)

Annexe D 

Preuve de l'identité (3.30) 

Multiplions la première équation du (3.3) par (1 - X)Ux et intégrons par rapport à x et 

t respectivement entre (0,1) et (0, T). On obtient; 

Jo1 J;(1- x)Utt(x, t)ux(x, t) dtdx + J; Jo1
(1 - x)uxxxx(x, t)ux(x, t) dxdt 

= J; J; w;(l - x)u(x, t)ux(x, t) dxdt 

u(O, t) = ux(O, t) = a 
uxx (1, t) = uxxx (l, t) = 0, 

17 

(1 - x)UttUx dt [(1 - X)UtUx]~ -17 

(1 - x)UtUtx dt 

= (1 - x)UtUx ]~ -17 

~(1 - x)(u~)x dt, 

1\1 -x)uxxxxux dx = [(1 -x)uxxxux]~ + 11 Uxxx((x - l)ux)x dx 

(D.1) 

11 (x - l)uxxxuxx dx + 11 UxxxUx dx, (D.3) 
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lr' o - r)u,*,u*, dr : Ir' Tn 
- L)(u?,*), dr

: lio 
- 't'\.)'o- Io' f,u?'.a'

= Iu?,(r) - 
I,' ï,7,0* (D.4)

fot 
u*r*rrd,* : lurru,ll- lot 

uzrra,

: - 
lo'u,-,a* 

(D.b)

On déduit alors à partir du (D.3), (D.4)' (D.5) :

I" Ir' ,, 
- n)u,,,u,drd,t: Io' Tu?,ro,r) dt - Ir" lr' |uz,,a*at (D.6)

I,' 
,?(, - x)uu,d,r : 

I, *u 
- x)(u2),d,r

: li"" - ù"]'o* Io'f,'?u" a*

lo' |'?u'o'
donc' 

Ir" lr' 
,?(r - x)uu,d,xdt: 

Ir" lr' 
Lrr?u'arat. (D.z)

De (D.1), (D.2), (D.6), (D.7), on obtient I'identité (3'30)'

84

(D.4) 

11 UxxxUx dx [UxxUxl~ - 11 u;x dx 

= -11 u;x dx (D.5) 

On déduit alors à partir du (D.3), (D.4) , (D.5) : 

(D.6) 

donc, 

r t r t l 
Jo Jo w~(1 - x)uux dxdt = Jo Jo 2W~U2 dxdt. (D.7) 

De (D.l), (D.2), (D.6), (D.7), on obtient l'identité (3.30). 
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Annexe E

Résultats numériques sur le

comportement asymptôtique du spectre

de AK

Nous allons donner dans ce paragraphe quelques résultats numériques concernant le

spectre de I'opérateur 4".

Tout d'abord, on sait que \n : il,t?rest une valeur propre de l'opérateur,4' si et seulement

si le complexe p1 vérifie l'équation F(p):0 (voir (3.59)).

Soit ple : rk * iy1, où frp et 91, sont deux réels non simultanément nuls. Dès lors la

condition F(p):0 devient R(*n,Ak)+il(rk,Ur) :0, avec Â et I deux fonctions reelles qui

dépendent des variables /1 et Ux.De ce fait, le complexe Àt défini ci dessus est une valeur

p rop res ie t seu lemen ts i ,B (16 ,U* ) : I ( rn ,A t ) :0pour tou t rp  e t yp€R( ( r?+a ' * *0 ) 'En

utilisant le logiciel MATLAB version 6.0, on peut trouver les points d'intersection (rp,yp)

des graphes des fonctions -R(r;,, Ax) = 0 et, I(rp,Ax) : 0. Ensuite on trouve les valeurs

propres À6 en utilisant la relation

Àn : il.t2n - -2r*ut -l i(r2o - a'zù.

En pratique on utilise le sous-programme fminsearch(J,xs) qui consiste à trouver un mi-

nimiseur local r de la fonction coût J partant d'un point initial rs. Pour le calcul du spectre

on définit J de la façon suivante :

p(* ,ù :  l *  e2 i t ,+4r(n- \u*e-2t"a"2( i - r )p ,+ r=?o, , .  l -e-zr - i+ ie2(- r+t )p*" 'n ' ) ,( 1+ i ) pL

db

Annexe E 

Résultats numériques sur le 

comportement asymptôtique du spectre 

de A~ 

Nous allons donner dans ce paragraphe quelques résultats numériques concernant le 

spectre de l'opérateur AI<:. 

Tout d'abord, on sait que Àk = ij.t~ est une valeur propre de l'opérateur AI<: si et seulement 

si le complexe J1k vérifie l'équation F(J1) = 0 (voir (3.59)). 

Soit j.tk = Xk + iYk où Xk et Yk sont deux réels non simultanément nuls. Dès lors la 

condition F(j.t) = 0 devient R(Xk, Yk) + iI(xk, Yk) = 0, avec Ret 1 deux fonctions réelles qui 

dépendent des variables Xk et Yk . De ce fait, le complexe Àk défini ci dessus est une valeur 

propre si et seulement si R(Xk, Yk) = I(xk, Yk) = 0 pour tout Xk et Yk E 1R ((x~ +y~ =1= 0). En 

utilisant le logiciel MATLAB version 6.0, on peut trouver les points d'intersection (Xk, Yk) 

des graphes des fonctions R(Xk, Yk) = 0 et I(xk, Yk) = O. Ensuite on trouve les valeurs 

propres Àk en utilisant la relation 

En pratique on utilise le sous-programme fminsearch( J, xo) qui consiste à trouver un mi­

nimiseur local x de la fonction coût J partant d'un point initial Xo. Pour le calcul du spectre 

on définit J de la façon suivante : 

P(x y) = 1 + e2i/L + 4é-1)/L + e-2/L + e2(i-l)/L + 2,..; [_e-2/L _ i + ie2(-1+i)/L + e2i/L] 
, (1 + i)J1 ' 
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Les 3(n promlè€s vdilE propG pouf k!'10

Frc. 8.1 - Les premières valeures propres de A' pour rc: 10'

o ù p : n * i Y ,

R(*,a) : We(P(r, g)), I(n,a) : srn(P(r, g)),

J ( t , a ) :  R2 ( r ,u )  +  I2 ( r ,Y ) '

Les paramètres physiques éta.nt fixés (,8/ : p : 1), on fait varier rc. Les résultats nu-

mériques qu'on obtient sont illustrés aux figures Fig.E.l- Fig.E.5. On y observe I'asymptôte

pour chaque valeur de rc. Noter que pour de basses fréquences la forme géométrique varie

en fonction de rc.

Ci-dessous est présenté le programme MATLAB permettant la réalisation de ces simu-

lations numériques :

clear all

real k

real z

global k

k:,lt.p5;

for n:l  :100

z(n):n*'ri-rOi12 ,

86

X 10' Les 300 premières valeurs propres pour k.l 0 
0 

-1 

-2 

-3 

-4 

.É 

-5 

-6 
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-8 

-9 
-25 -20 -15 -10 -5 o 

Re 

FIG. E.1 - Les premières valeures propres de Ait pour fi, = 10. 

où I.L = x + iy, 

R(x, y) = ~e(P(x, y)), J(x, y) = Ç)<m(P(x, y)), 

J(x, y) = R2(X, y) + J2(X, y). 

Les paramètres physiques étant fixés (EJ = p = 1), on fait varier fi,. Les résultats nu­

mériques qu'on obtient sont illustrés aux figures Fig.E.1- Fig.E.5. On y observe l'asymptôte 

pour chaque valeur de fi,. Noter que pour de basses fréquences la forme géométrique varie 

en fonction de fi,. 

Ci-dessous est présenté le programme MATLAB permettant la réalisation de ces simu-

lations numériques : 

clear all 

real k 

real z 

global k 

k=4.25 ; 

for n=1 :100 

z(n}=n *pi+pi/2; 
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I

-5

-6

Frc. E.2 - Les premières valeures propres de A' pour K: 10.

Les 10O pbmÈGs vdilF PmPGs Pow k 10

L6 lm prmi{àm vd€uG prcprs pour 1e0.25

Frc. E.3 - Les premières valeures propres de A* pour K :0.25

.52 -0.515 -0.51 -0.505 -o.5
R€

87

X 10
4 Les 100 premières valeurs propres pour ,,",10 

° ".. x • 
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j' 
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XX 
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x 
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-25 -20 -15 -10 -5 ° Re 

FIG. E.2 - Les premières valeures propres de Ait pour K, = 10. 

X 10
4 

° 
-1 

-2 

-3 

-4 

.§ -5 

-6 

-7 

-8 

-9 

-10 
-0.52 -0.515 

Les 100 premières valeurs propres pour ""'0.25 

-0.51 

• 

. 
• . . 

-0.505 

. . 

-0.5 
Re 

-0.495 

. . 

-0.49 -0.485 -0.48 

FIG. E.3 - Les premières valeures propres de Ait pour K, =0.25 
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Les 50 p€mÈns valêu6 popr€6 pour k-1 25

--2-5 -2

Frc. E.4 - Les premières valeures propres de A^ pourud : l'25'

Las 50 pmièros vaburs propffi pdt k-425

le -8 -? -6 -s

Frc. E.5 - Les premières valeures propres de A* pour 
" 

: 4'25'

x l0'

-05

-2

R€
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x 10' les 50 premières valeurs propres pour k.125 
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FIG. EA - Les premières valeures propres de AK pour /'i, = 1.25. 

OX 10' Les 50 premières valeurs propres pour 1<.425 
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FIG. E.5 - Les premières valeures propres de AK pour /'i, = 4.25. 
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[r, fa aI] : frnins earch ( @ caract, I z ( n )' 0 ] ) ;

uatp(n):-2*r(1)*r(2)+ i*(r(l) ^ 2-r(2)^ 2) ; end

uaIP:11s7r'

rual:real(ualp) ;

iual:imag(ualp) ;
plot(ualp,'r')

title('Les 100 premières ualeurs propres pour lc:1.25')

rlabel('Re')

ylabel('Im')

%%%%%%%%%%%%%%%To%%%%%To%%%%%%

function f:caract(t)
global k

ff: erp ( 2 *i* (r( 1 ) +i*r( 2) ) ) + 1 + I * ery ( ft- 1 ) 
* (r( 1 ) +i*t( 2) ) ) + erp ( - 2 * (t( t ) +i*r( 2) ) )'

+ (-erp (- 2* (r( 1 ) +i*r( 2) ) ) -t + it erp ( 2x (i,- 1 ) 
* (t( 1 ) +i*r@) ) ) + "'

erp ( 2 *i* (r( 1 ) +i* r( 2 ) ) ) ) 
* 2 *k/ ( r( 1 ) +t'*r( 2 ) ) / ( 1 +i) ;

f:real(ff ) 
^ 2+imas(ff ) " 2 ;

89

[x,Jval]=jminsearch(@caract, [z(n),Oj),. 

valp(n)=-2*x{1)*x(2)+ i*(x(lY 2-x(2Y 2),. end 

valp=valp' 

rval=real( valp) ,. 

ival=imag(valp) ,. 

plot(valp, 'x') 

title('Les 100 premières valeurs propres pour k=4.25') 

xlabel('Re ') 

ylabel('lm ') 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
function f=caract(x) 

global k 

ff=exp(2*i*(x{1)+i*x(2)) )+1 + 4 *exp((i-l) *(x{1)+i*x(2)))+exp(-2*(x(l)+i*x(2)) ) ... 

+(-exp(-2*(x{1)+i*x(2)))-i + i*exp(2*(i-l)*(x(1)+i*x(2)))+ ... 

exp (2 *i *(x(l) +i *x(2)))) *2*kj(x(l)+i*x(2))j{1 +i),. 

f=real(ff) A 2+imag(ff) A 2,. 
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