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AFOUDA (Abel). - Contribution à la représentation mathématique 
du fonctionnement hydrodynamique des bassins 
versants - 350 p. 
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Mécanique, 

On propose une description du fonctionnement des bassins ver­
sants, basée sur l'analyse des propriétés dynamiques et des structu­

,res stochastiques des phénomènes natur els qui s'y déroulent. Le mo­
dèle mathématique qui se dégage de cette description est un système 
d'équations différentielles stochastiques non-linéaires, qui permet 
de mettre en relief le caractère markovien de l'évolution des bassins 
versants . 

L'application du modèle à l'étude de la' dynamique des prec~pL­
tations journalières provenant de plusieurs stations de l'Afrique de 
l'Ouest et à l'analyse de l'évolution des débits à la station de 
l' Ouémé à Savé, montre qu 1 il est de mise en oeuvra relat.ivemen.t sim­
ple et peut servir' de modèle de prévision à courts termes pour la 
gestion des ressources en eau. 

Un essai de généralisation pour la prévision à long terme est 
proposé. 
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AFOUDA (Abel) 

ABSTRACT 

Contribution to the mathematical representation 
of the hydrodynamic behaviour of watersheds - 350 p. 

Thesis Doctorat d'Etat ès Sciences, Mécanique, 
Toulouse , IN P , July 1985 

A description of the watershed behaviour 1s ploposed based 
upon the analysis of the dynamic properties and the stochastic 
structures of the natural phenomena that occur, The resulting ma­
thematical model consists of a system of non-linear stochastic 
differential equations that allows to bring to hight the marko­
vian character of the evolution of the watershed. 

The application of the model to the study of the dynamics 
of daily rainfall at different stations situated in West Africa 
as weIl as to the analysis of the evolution of the flow of the 
river Ouémé measured at Savé shows that this model is easily im­
plemented and could be used for short-term prediction for water 
resources management. 

A generalization for long-term prediction is aiso propo-
sed. 
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AVANT PROPOS 

La ~éda~on de ~e mémo~e de ~hè6e, mode8~e ~a~b~on 
à. .ta modéWa.ti.on de.-5 phénomènu hljMO.tog-i.quu, n' C1LIJt~ pM 
Ué p06;.,-i.b.te ;.,aM .ta b-Z.envu.u~e coUabo~on de nomb~eu.;.,u 
peMonnU à. qM nou.,; vouM-i.oM exp~~, -i.ci., w~e no~e p~o -
60nde g~~de. 

Que.tquu moÙ ne peuvent ~ad~e .t' -i.mpo~ance du ~ô.te qu'a 
joué .te PM6u;.,eu.~ C. THTRRTOT daM na~e 6Mma.ti.on. Nou.,; devoM 
à. ;"a !.>O.e.e-i.ùtude d' avo~ pu mÜJU!l no~e up!U-t, pendant de nom­
b~eu.,;u annéu , à..ta Ité~é de .ta modéWa.ti.on du phénomènu 
hljMO tog-i.quu . Vepuu, 1971, il a ;.,u cont-<.nu.e.-Uement nou.,; COmmU­
n-<.qu~ non ;.,eutement ,50n goû:t enthou.,;-i.M~e pOu.lt .ta Itech~che 
ma,{.,; au.,;;.,-<. nou.,; mo~~ que ~o~e activdé ;.,uen.t,{.Mque, ;.,-i. éle­
vée I.>Od- e.-Ue , Uad au.,;;.,-<. 6ade de Itappo~ hu.ma,{.nJ.>. La !t-<.gueu.lt 
;.,uen.t,{.6-<'que U .ta l.>O.e.e-i.ùtude pe.-ltmanente dont il a 6~ p~euve 
à. no~e égMd U .t ' honneu.lt qu' d nou.,; 6ad de plté,;-<'d~ ce jUltIj 
nou.,; .ea-<.,;I.>~ont un l.>Ouven,{./t p~c.u.Uè~ement a.Lta.chant. 

N06 ~è6 ;.,-<.ncè.ltu Item~uemenù vont à. M. Rém-<. GAUVU, .MiLÜlte 
de Con6~enc.u à. .t ' TM~ Na.ti.ona.t Po.tlj~echn-<.que de Toutou.,;e, 
pOUlt .t 'am-<.ûé que , .tM-même U I.>a 6am-<..e.ee, nou.,; ont témo,{.gnée 
pend~ no;., ;.,éjou.lt I.>UCCUl.>-<'ol.>, U pOUlt avo-0t accep~é de 6a.-0te 
p~e de ce jUltIJ. 

No~e ~è6 p~06onde lteconna,{.,;I.>ance va au.,;;.,-<. à. .ta oam-<..e.ee 
J.P. BOMBAUV dont .e'~é u .ta c.o.e.eabolt~on e66-<.cac.e ont Ué 
~èl.> appltéuéu daM .t' acc.ompWI.> ement du ~vaux qi.Ü oont .t' ob­
ju de ce mémo-0te . La g~ande expé!t-<.ence de J.P . BOMBAUV en Tn6o~­
ma.ti.que a Ué u.n appo~ pltéueu.x pOu.lt .ta cOM~on de n06 6-<'­
CMeM de. donnéu u pOUlt .teu.lt exp.tod~on. 

MOM-Z.eUlt J. FONTAN, Plt0 oul.>eu.lt à. .t'Un-<.veMdé Pau.t Saba.ti.~ 
de Toutou.,;e., u MonûeUlt J. VESS ENS, Phljl.>-i.ue.n C N R S au CeYLtlte 
de. Re.ch~chu Mmo,;phé!t-<.qu.u de Camp-05~ou.,; (Lanneme.zan l, ont 
acc.e.p~é d ' éva.eu.~ c~e modu~e c.o~b~on U de. oa.-0te p~e. 
du j Ultlj. Qu. ' ili ~Ou.v e.nt -<.U .t ' e.xp~u;.,-i.o n de no;., v-i.ol.> Item~ue.­
menù. 

Nou.,; e.XP~OM no~e. ~è6 p~060nde glt~de. à. M. R.THTBAULT, 
PIt00Ul.> e.UIt à. .t ' Un-<.veMdé Pau.t Sab~~ de Toutou.,; e, pOUlt .t' -<.nté­
ItU d .t' ~e.n.t,{.on qu'il a po~é,; à. no,; ~avaux u pOu.lt I.>a d-05-
pon-<.bildé à. .tu d-05c.~~ chaqu.e 60-05 qu.e. nou.,; e.n aVOM exp~é 
.te buo-<.n. 

? 



NOU6 ~omme6 ~e~on~~ant à M. J.P. EZTN, P~06e6oeUk à t'u~­
veMdé Nationaie du Bê.~n e.,t V-Utec.teUk du Vépa.M:ement de Ma:théma­
tiqUe6, d'avo-Ut a~~eptê., ma.R.gJté ~e6 mu.Lt<.pte6 ŒMge6 e.,t te6 cü66'<'­
wUU de ta di.Man~e . de oe joÙtMe au. jUkIj . 

No~e ~o6onde ~e~on~~an~e va aU6~.<. à M. J . P. CERON, de 
t' E~ote Nationaie de MUéMOtOgÙ, qu..<. a a..<.mabtement a~~epté de 6a..<.­
~e pM-Ûe du jUkIj. 

Tt noU6 e6t ag~éabte de pouvo-Ut expJU.m~ no~e ~e~an~~an~e 
à M. Eüe YABT, V-Utec.teUk de t ' ASECNA à Cotonou e.,t Che6 de ta Se~­
tion MUéo~otog.<.e, e.,t à 0 e6 ~otR.abo~a:t~ 1 pOUk te6 6aUü-tU 
qu'ili ont b.<.en voulu noU6 a~~o/td~ tOM de ta ~oUec.te de6 donnée6. 

Que te6 AutowU Adm.<.~~ative6 à cüveM ~veau.x (au. Bé~n e.,t 
en F/tan~e), qu..<. ont /tendu. pOM'<'bte ~e ~ava.d pM teUk Mu.-Ûen ma:té­
~d, ~ouvent .<.U t ' exp/te6~.<.on de no~e oent-<-ment ~e~on~~ant. 

Que toU6 te6 ~"oUègue6 de t'Equ..<.pe "~Ue6 e.,t Sé~h~e6~e6", en 
p~~~ M.<.~hd ARNAUV, Hamacü HABATEB e.,t M.<.~had FONTTN, ~ou­
vent, .<.u, t' exp/te6~.<.on de nM ~em~uemenU, pOUk t' e6pW de ~ot­
fubo/tation e.,t d'am.<.tié Qu'ili ont oU ma.<.nten-Ut daM no~e pe.-tde 
éQu..<.pe. 

NM /tem~uemenU vont à MM. CANS, LELEU, BRUNATO pOUk teUk a..<.­
mabte ~oUa.bo~ation. 

La -tâche .<.ng/ta:te de ~end!te te manU6 c.W o~g.<.nai üûbte e.,t 
déch.<.66/ta.bte e6t ~evenu.e à Mme MM.<.e - H Uène PUECH. EUe t'a aMwné 
ave~ dévouement e.,t ~ompUence. Qu'eUe ~ouve .<.U t'exp/te6~.<.on de 
no~e am.<.tié. 

C~ne6 '<'dée6 qu..<. 60nt t' obje.,t de6 déveR.oppemenU p/tU?ntU 
daM ~e mémo-Ute ont Ué mûM.e6 pendant Que noU6 béné6,<,uoM de t' ho~­
p~é du Ce~e Int~nationai d'Hljd!totog.<.e "V.<.no To~~" il 
Padoue (Urue). Que te6 Re6pOMabte6 de ~e Ce~e ~ouvent .<.U 
t'exp~e6~.<.on de no~e p/to6onde g!tati-tu.de. 

L' a~~ompw,sement de no~ rJtavw.x- ~-' a.Uka..0t pM Ué p06û6.te ·olÎM 
.t' a~c.u.u.e. chaieUkeu.x Que noU6 a ~U ~vé M. S~ge BORT ES, V-Utec.teUk 
de .t'TM-Û-tu.-t de Mé~a~Que de~ F.tu..<.de6 de TouloU6e. Qu' il ~ouve, 
.<.u, t' exp/te6~.<.on de nM ~ù ~.<.n~è!te6 ~em~uemenU. 

"LMt, but not teMt" te6 pMenù e.,t te6 ~ ont, pM teuM 
~OMeili, teuM en~o~gemenù, joué un ~ô.te -<-mpolt-tant daM t' ac­
~ompw~ement de ~e6 ~avau.x. Que te6 UM e.,t .te6 ~e6 ~ouvent 
.<.U t'ex~e6~.<.on de nM ~ent-<-m~ ~e~on~~an-t6. A tOU6,nDU6 cU,;OM 
que "t'e66olt-t dod me no~e pa.<.n Quoticüen pOUk Que ta jo.<.e de­
v.<.enne no~e campagne". 
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1.1. MOTIVATiON (Position du problème) 

Parmi les catastrophes naturelles que l'Afrique a connu"ces der -

ni ères années, 1 a sécheresse qu i a frappé (et qu i frappe ancore) 1 es 

deux bandes tropicales qui ~ ceinturent le globe reste la plus sinistre . 

Cette sécheresse présentait , d'après J. SIRCOULON (1976), trois ca r ac­

tères dont la conjonction lui a donné un aspect inhabituel: sa rigueur, 

son extension et su rtout sa persi~tance pendant plusieurs années consé­

cutives. Les effets néfastes de ce phénomène sur la vie des populations 

et sur l'économie des pays ont attei:nt des proportions inégalées. D'a­

près H.H. LAMB (1976), lo rs de son paroxisme en 1971 et 1972, cette sé­

cheresse a : 

- entraîné la mort d'environ 200 .000 personnes et d'un no~bre in­

calculable de bestiaux et d'animaux sauvages; 

obi igé les populations à quitte r massivement leur région et, 

- soulevé des problèmes politiques importants dans la plupart des 

pays. 

Marqués par l'ampleur d'un tel phénomène e.t par ses conséquences, 

de nombreux organ i smes internat i onaux sont i nterveinus, soi t pour ass i s­

ter les populations sinistrées, soit ' pour essayer de mieux connaître 

les causes même de la sécheresse, étudier les risques de son retour et 

déterminer les ressources hydriques des pays concernés . 

Ma is, si dans l'ensemble, l'assistance des organismes internatio­

naux aux pays les plus touchés a permis d'atténuer les effets néfastes 

de ce phénomène naturel, certaines questions posées à l 'hydrologue et 

au cl imatologue restent toujou rs actuel les. La plupart de ces questions 

tournent autour des deux thèmes principaux suivants: 

L 
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a.. péJUocüc.-U:é du phénomènu hyMomé-téOllO.e.Og.{.quu, 

b. 6one-tionnemeYLt hlfModlfna.m.{.que du ba.6<\ù!.6 du C.OUM d'eau 

La final ité de décision attachée au premier thème est évidente. 

II suffit de se rappeler le songe du' pharaon d'Egypte rapporté. par ' la 

Bi b 1 e (Genèse 41) et où "sept vaches laides à voir et maigres de chair 

mangèrent sept vaches belles à voir et grasses de chair, . ... et sept 

épis maigres et brulés par le vent engloutirent sept épis gras et pleins". 

La connaissance de la période de retour permettrait de faire des prévi­

sions à longs termes et donc de se prémunir contré les sécheresses à ve­

ni r. 

De nombreux t rava ux ont exploré cette possibi lité en uti 1 isant soit 

des méthodes statistiques (J. SIP.cOULON, 1976), soit des informations 

paléocl imatiques (SERVANT, 1974 - PET IT- MAIRE, 1984 ) , soit des corréla­

tions entre zones (ROGNON, 1974). Mais ces travaux n'ont pas permis de 

dégager des conclus ions définitives. D'après J. SIRCOULON, il ne parait 

pas possible de se prononcer, f aute de séries suff isamment longues, sur 

l'existence ou non de cycles cl imatiques. 

D'un point de vue conceptuel, la difficulté réside, à notre avis, 

dans le fait que les va riat ions cl imatiques résùltent de la superposi­

tion de plusieurs phénomènes physiques ayant chacun une persistance pro­

pre. Pour être capable de représenter la réal ité physique, tout modèle 

visa nt à la simu lation de la périodicité des phénomènes hyd rornétéorolo­

giques devrait tenir compte de ces éche l les de temps. Il s'agit donc 

essentiellement de prob lème de "systèmes" au sens de VON BERTALANFFY 

(1973) , c 'est- à- dire de problèmes posés par un grand nombre de va ria­

bles en inter- relation . 

Les obj ectifs de gestion 1 lés au second thème parôissent tout aus-

si évidents. Dans les régions tropicales et sabél iennes, les petits 

cours d'eau sont souvent intermittents . Ap rès chaque crue, l 'écoulement 

cesse, sauf lorsque le sol est perméable. ûans ce dernier ca s , l'écoulement 
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peet· être permanent. Par contre, les gra'nds cours d'eau comme le Niger, 

1 e Sénéga l,le Char i, etc. sont toujours permanents . La quest i on que 

l''on se pose alors est la suivante: Peut-on, à partir de la connais­

sance du comportement de chacun des affluents qui peuvent être ' ou non 

permanents, prévoir la réponse d'un bassin versant aux évènements plu­

viométriques ? Quel les vont être les influences des hétérogénéités spa-

ti a 1 es du bass inversant et de ses d imens ions ? I l s' ag i t d'une approche 

quantitat'ive des systèmes, basée sur la construction d'un modèle capa­

ble, à l 'échel le du bassin d'un cours d'eau, de fournir, suivant les 

termes de G. DE MARSILY (1978) des indicatIons: 

- soit sur des grandeurs concomitantes non mesurées 

soit sur ce qui se passe aux points qui n'ont pas été observés 

soit sur ce qui se passera dans le futur pour des conditions 

de fonctionnement différentes des conditions de calage. 

Pour les deux thèmes , le problème se ramène' donc à la recherche 

d'un modèle capable de joue r le rôle d'un outi 1 adéquat pour la 'connaÎs­

sance de notre mi 1 ieu naturel. Pour jouer ce rôle, i l doit avoir une, 

simi 1 itude parfaite de comportement avec ce mi 1 ieu et posséder de bonnes 

capacités prédictives. 

Mais, ainsi que le souligne P . LANGEVIN (cité par J .N. LEVY-LEBLOND, 

1982, P. 195) "raI' une harmonie singulière, les besoins de z.' esrri't, sou­

cieux de construire une rerrésentation adéquate du réel, semblent avoir 

été rrévus et devancés rar l'analyse logique et l'esthétique abstraite 

du mathématicien". "Les mathématiques constituent rour ainsi dire le lan­

gage à l'aide duquel une question reut être rosée et résolue" aff i rme de 

son côté W. HEISENBERG op. cité p. 196). Suivant l'analyse de LEVY-LEBLOND 

cette conception peut s'interpréter de diverses façons, suivant que l'on 

considère les mathématiques comme le tangage de la r ature que. devra s'ef­

forcer d'assimi 1er l 'homme qui l'étudie, ou; à l'inverse , comme le langage 

de l 'homme, dans lequel devront être traduits les faits de la nature pour 

devenir compréhensibles. 
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La première position semble être cel le de GALl LEE et d'EINSTEIN. 

Le second point sera it celui de HEISENBERG. Mais "les deux attitudes, 

loin d'etre opposées, ne constituent que les points extrêmes d'un 

spectre continu. Il s'agit en effet de trouver un 'point d'équil~Dre. 

à l'intérieur d'une structure reposant sur les couples de notions op­

posées,' nature-homme, expérience-théorie, concret-abstrait ... " (op . 

cité p. 196). Suivant le poids assigné à l'un ou l'autre pôle de ces 

oouples, on obtient une infinité de positions se rattachant toutes au 

spectre phi losophique que dél imite le couple empirisme-formalisme. 

1.2. L'IDEE DE BASE DU MEMOIRE (la thèse) 

Le po i nt de vue qu i gu i dera .notre démarche dans cette. étude con­

siste à dire que le modèle mathématique, en tant qu'outi 1 de connais­

sance, et tout comme 1 es modè 1 es· phys i ques (modè 1 e rédu i t, modè 1 e ana-

logique), constitue une image du système que l 'on veut étudier la 

préc i sion de cette i mage. dépend nécessa i rement de l' éche Ile d' oBserva­

tion . En d'aut~es Termes, nos moyens de perception et leurs impréci­

sions s' i nte rposen·t nécessai rement entre le monde qUt nous entoure et 

nous. Nous devons donc reconnaitre avec J. HAMBURGER (1984) que "nous 

t ravai llons sur les reflets que nous avons de l'objet et non sur l 'ob­

jet lui-même" . Tout modèle doit donc inclure dans sa structure une éva-

1 uat i on des "i ncert i tudes" (au sens de HE ISENBERG), qu i sont 1 i ées à 

l 'échel le d'observation pré-supposée. Du point de vue des incertitudes 

1 iées à l 'échel le d'observation, il n'est pas équivalent de décrire un 

bassin ve rsant par un réservoir 1 inéaire ou par les équatj~ns de Saint­

Venant. 

Mais à travers le fi Itre (au sens de KALMAN), que constituent les 

imprécisions de nos moyens de perception, la réalité physique nous appa­

ra it, (on pourra i t même dire s' impose à notre consc i·ence), comme un en­

semble hiérarchisé de structures interdépendantes. Le fonctionnement hy­

drologique d'un bief aval de rivière, pour être mieux compris doit être 

placé dans le cadre de l'évolution de la portion de bassin qui englobe 

-
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ce bief, et suivant le degré de précision voulu, on considérerait 

soit le cours d'eau principal, soit le cours d'eau principal avec 

ses affluents de premier, deuxième, .... , ni-ème ordre, à la maniè­

re d'un agrandissement progressif d'une image donnée par un satel-

1 ite. En adaptant un sonnet de Jonathan SWIFT, cité par H. ~ESIEUR 

(1982), on pourrait traduire cette interdépendance des structures de 

manière imagée en disant: 

Les grands fleuves ont leurs ri viè res 

qui al imentent les débits 

Les rivières ont leu rs r uisseaux 

Et c'est ainsi jusqu'au ru. 

Cette même idée , quai ifiée par B. MAND ELBROT (1982) de "simple 

ma i s pu issante" a été tradu i te sous forme de proverbe : "tout petit 

réseau fluvial n'est.qu'une image réduite d'un grand réseau". 

A une autre échelle, l'évolution d'un bassin versant est à. situer, 

dans le cadre de l 'évo lution du système climatique, où les précipita -

tions à l'entrée du bassin peuvent ètre considérées comme la sortie 

d'un système amont, donc comme le résultat d'une transformation dyna­

-mique. Ce qui se passe a~ niveau du bassin versant devient, dans ce cas , 

une phase d'un processus plus régu 1 i er : 1 e cyc 1 e de l'eau. En tenant 

compte ici de la tu rbulence atmosphérique, on retrouve la même idée 

d'interdépendance des structures hiérarcbisées, tel les qu'el le avait 

déjà été envisagée en 1929 par L.F. RICHARDSON et formulée par A.N. 

KOLMOGOROV en 1941 pour l 'étude de la turbulence développée (in LESIEUR, 

op. cité). 

1.3. LE CONTENU DU MEMOIRE 

Dans ce mémoire, le fonctionnement hydrodynamique du bassin versant 

est donc consi déré comme une fraction de l'évolution du système cl imati­

que. Le modèle mathématique qui décrit ce système sera, de ce fait, un 
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modèle d ' évolution . Nous r amènerons a insi la descript ion physique du 

bassin à la détermination d'un opérateu r d ' évolution adéquat . De 

"même, 1 es re 1 at ions qu i déc r i vent 1 e comportement. des di f féreni'es par­

ties seront des relations d' évolut ion. Pou r un phénomène naturel, les 

hypothèses de 1 inéarité sont loin de la réalité physique, mais el les 

permettent dans une pr emiè r e a pproximation de voir l 'évolution du bas ­

sin comme une super pos ition de l ' évolution de ses différentes part ies . 

Avec l ' introduction de la non- I inéarité, la st r ucture h iérarchisée 

d' ensemb 1 e appa r a i.t r a comme un tout et non plus comme une s i mp 1 e agr é­

gation de ses éléments . La prise en compte des incertitudes 1 iées à 

l 'échel le d'obse rvation conduit à reche r cher un opérateur d'évo l ut ion 

capable de rendre compte à la fois , 

- du ca ractè r e aléatoire associé à l ' évo lution des systèmes natu ­

re 1 s et 

- des influe nces des effets d ' échel les et d ' hété rogénéités sur le 

compo rtement du réseau de t r ansport . 

Le problème mathématique découle de la réuni on de deux t ypes d' ou-, " 

t.i Is mathématiques: 

- une r ep r ésentation s"ynthétique des modè les uti 1 isés actue l lement 

pou r simuler l'évo lution des bassi"ns ve r sants 

- une modél isation du caractèr e aléatoire de cette évo lution par la 

notion de bruit, fondée sur la théor ie des fonct ions aléatoires. On 

est conduit ainsi à résoudre des équations d'évolut ion de t ype sto­

chastique dont les solut ions sont des processus de Markov (cont inus , 
ou discrets) . 

La nécessité de tester ce modèle théorique s ur des données concrè­

tes nous condu i ra à cbo is i r des exemp 1 es préc i s pour i 1 1 ustrer 1 a démar­

che sui v ie . Nous choisirons ces exemples au Béni n (en mi"1 ieu tropical 

humide) et nous compa rerons les résultats avec ceux d ' autres régimes 

c l imatiques. 
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1.4. LES GRANDES DIVISIONS DU MEMOIRE 

Aprés ce prem i er cbap i tre consacré aux généra 1 ités 1 nous i'dent i­

fierons, au deuxième chapitre, la réal ité pbysique en définissant tout 

d'abord le bassin versant comme un système dynamique. La rep r ésentation 

des systèmes dynamiques sera examinée sous sa forme abstrai t e et le pro­

blème conceptuel sera posé. 

Le troisiè~e chapitre sera consacré à un panorama des modèles de 

s imu 1 at ion des bass i ns versants, te 1 s qu' t 1 s sont actue 1 1 ament connus. 

Nous présente rons ainsi les modèles uti 1 isant les équations intégrales, 

les modèles uti 1 isant le concept de rés er vo i r, les modèl es distribués 

uti 1 isant les équations du bilan hydrodynamique et enfin les modèles 

stochastiques. Nous proposerons ensuite une représentation s ynthéti­

que de ces modèles sous la forme d'un système d ' équations différentiel ­

les stochastiques non - I inéaires. Nous poùr r ons ainsi faire usage par 

la suite des principaux résultats déjà disponibles dans ce domaine. 

Le chapitre IV concerne l 'étude particul ière de la fonction d'en­

trée, Après une description des processus physiques qui déte r mi nent le 

paramètre d'entrée, une expression mathématique est proposée pour dé­

crire le cycle de l'eau, et une relation d'équivalence est introduite 

pour décrire l ' évolution du mil ieu physique. L'appl ication de la repré­

sentation s ynthétique à l 'expression du cycle de l'eau permet de mo n­

trer après plusIeurs auteurs (NEUMAN 1962 , YEVJEVICH 1974, THIRRI OT 

1983, TH 1 RRIOT-ARNAUD- BERGAOU 1 1984) que les précipitations à l'entrée 

des bassins versants sont bien représentées par des processus de Mar~ov. 

Quelques exemples de c l imats sont examinés. 

Avant d'examiner ce que peut être ' l'évolution des débits de sortie, 

il nous a paru nécessaire de revenir au chapitre V sur la description 

du bassin en tant que réseau de transport. On décrit ai nsi la géométrie 

du réseau du point de vue de son arborescence et on présente une méthode 

ori g i na 1 e de repérage due au Professeur TH IRRI OT. On dégage ensuïte, à 
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partir d'un schéma hydrodynamique simple, une représentation appro­

chée pour le bassin ve rsant; cette nouvel le représenta tion est com­

parée au modèle synthétique proposé plus haut. 

Plusieurs critères sont proposés au chapitre VI pour le choix du 

modèle de sortie (c ritère de sim~licité, critère de fidél i té et un 

critère intermédiaire). Mais pour des entrées de type stochastique 

la solution théorique du modèle conduit à des sorties de type stochas­

tique pouvant être ramenés au processus de Markov. Nous appl iquons ce 

résultat aux débits de la station de l 'Ouémé au pont de Savé. 

les deux derniers chapitres pourraient être considérés comme une 

sorte d'antithèse et de syntbèse pour les idées développées. En effet, 

sil' idée de représenter 1 a réa 1 i té phys 'que comme un ensemb 1 e hi é rar­

chisé de structures inter dépendantes est conceptuel lement correcte, on 

devrait s'attendre à ce que son domaine de val idité excède l 'échel le 

d.u bass inversant. Une méthode de généra 1 i sat i on souvent ut i 1 i sée con­

siste à ramener les équations à une forme adimensionnel le en uti 1 isant 

des valeurs relatives des grandeurs étudiées. 

le chapitre VII explore la généralité du modèle proposé en 1 iaison 

avec l 'échel le d'observation. Une méthode de passage à la 1 imite est 

exam i née , et on propose une description de la réal ité physique qui s'ap­

puie sur des essais d'interprétation fonctionnelle, géométrique et phy­

sique d'un opérateur qu'on a int rodu it. Une interprétation théorique de 

la relation d'équivalence introduite au chapitre IV est alors suggérée. 

Enf in, 1 e chap i tre V Il 1 s'efforce de dégager une conc 1 us i on de l' é­

tude en insistant surtout sur les particularités de la démarche que nous 

avons suivie. 

Pour une large part, ce mémoire prend appui sur quelques documents 

publ iés entre 1978 et 1983. Aussi , nous a-t-il paru plus commode, pour le 

renvoi à des détai Is, de les rassembler en annexe avec les planches et 

les tableaux élaborés pour la présente synthèse. 
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. La connaissance du mi 1 ieu physique est basée à la fOIS sur 

l'observation directe et sur l'abstraction. Suivant le poids atta-, 

ché à l'un ou l'autre aspect, on obtient une infinité de concep­

tions du modèle de la réal ité physique, compris entre les modèles 

pu rement empiriques, qui s'appuient uniquement sur l'obser vation di­

recte du mil ieu et les modèles purement théoriques ' qui constituent 

le domaine d'investigation des mathématiques (schéma Il. 

Milieu 

physique 

Obs. directes Résultats 

expérimentaux 

Axiomes 
Déductions Théorèmes 

mathématiques logiques 
généraux 

Schéma 1 

Une démarche intermédiaire, et maintenant classique pour abor­

der l'étude du mi 1 ieu physique, consiste à considérer celui -c i comme 

un système naturel , c'est-à-dire une entité physique qui transforme 

les grandeurs d'entrée: les causes,en grandeurs de sortie: les ef­

fets. Dans le cas d'un bassin versant, les grandeurs d'entrée sont 
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généralement les paramètres météo rol ogiques (plu ie, température, éva­

porat i on, évapotransp i r.at i on, i nso 1 at ion, etc.), et 1 es grandeurs de 

sortie se mesurent en termes de modifications du bassin versant, im­

putables à l'évolution de ces paramètres ( ru isse llement, modification 

de la couverture végétale, sécheresse, etc.). Les lois mathématiques 

de base sont cel les qui 1 ient l'évolution des pa ramètres météorologi­

ques aux mod i f i cat i ons observées· . . On dira que ces loi s matnémat i ques, 

si el les existent, décrivent le fonctionnement hyd rod ynamique des bas ­

sins versants. 

L'objectif poursuivi dans ce chapitre est de dégager une des­

cri ption mathématique du fonctionnement hydrodynamique du bassin ver­

sant qui tienne compte des incer titudes 1 iées .à la connaissance impar­

faite des paramètres météorol ogiques et à leu r nature aléatoire. La dé­

marche suôvie consiste, à pa rtir des connaissances antérieures sur l'é­

vo luti on déterministe du mi 1 ieu, à examiner les conséquences théoriques 

de l'adjonction des termes d!incertitudes. 

2.1. BASE· DETERMINISTE DE LA DESCRIPTION MATHEMATIQUE DU BASSIN VERSANT 

Assimi Ions donc le bassin versant à un domaine spatial n de 

f ront ières r et considérons deux entiers positifs, 1 et n. Appe~ 

Ions p (t , x) , une description des paramètres météorologiques au 

temps t E.. [ 0 ,T 1 et au point x = (Xl' ... , xn) e n; q (t , x), 

une description de la réponse du bassin versant; uj (p , q) , 

j = l , 2, ... , k , les grandeurs physiques qui caractér isent l'état 

du mi 1 ieu . On suppose les fonctions p (t , x) , q (t , x) et uj (p , q) 

suffisamment régul ières et on note, pour tout = 1, 2, ... , n , D. 
• 1 

l 'opérateur a / ox. par rapport à la ieme variable indépendante. Si 
1 

Ct est un système de n entiers positifs, Ct = ( 
Ct l' ... , Ct

n 
) , tels 

n 
que I Ct 1 1: Ct . ~ 1 , on pose : 

i = 1 1 
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CL + + Cl 

<l 1 n 
Cl Cl. Cl 

0 D. 1 
0 

n 
= 

1 n al Cl 

<lx l <lx n 
n 

On peu t alo rs es pé rer déc r i r e l'évolut ion du bassin ve r sant pa r 

un système de k équa t ions aux- dé r ivées pa rtielles d'ordre l , à 

n + 1 variables indépendantes: 

F . ( t , x 
oJ 

j = 1, 2 , . .. , k ; (t 

° ( 1 ) 

x) €.. JO , T [ x ÇJ 

L' obj ectif fixé ci - dessus se ramène a lors à la recherche d'une 

fo r mulation plus expl ic ite pour les fonc t ions F .( . ). 
oJ 

Si l'on considèr e les dive r ses br anches de la physique t el les 

que la mécanique des fluides , la mécanique ,des sol ides, et la thermo­

dynamique, etc., qui s'articulent au niveau du bassin ve r sant, on s'a ­

per çoit que toutes ces branches sont intimement 1 iées les unes aux au­

tres par quatre grandeurs physiques qui sont: 

- un gra nd eur cinématique : la vitesse u1 
- deux g randeu r s dynamiques 

la pression u2 
la densité massique u3 

- et une gr andeu r thermodynamique: la température u4 

Même si , théor iquement, une desc r iption générale des propriétés 

du mil i eu phys i que est ce Ile qu i' ~ rend en compte 1 es équat ions du mouve­

me nt de chaque molécule, le problème réel de l'étude se ramène très sou­

vent à la desc r iption du compor tement global de ce mi 1 ieu, c ' est-à-dire 

à su ivre l'évolution des quat re grandeu rs physiques ci - dessus mentionnées . 
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On sait que les pri ncipes appropriés pou r résoudre ce proolè­

me sent les trois principes de conservation (de masse, de quantité de 

mcuvement et d ' énergie) , auxquels on ajoute une équation caracté r is­

tique. L'appl ication de ces principes conduit à la forme expl icite 

suivante pour les fonctions Foj ( ') 

où A = 
et u = 

a u 
a t + A u = f ( u , p) 

CL A (u ,D ,x) 

(u l ' ••• , uk ) 

(2 ) 

Les équations (2) constituent donc une formulation mathémati­

que des principes de conservation. Suivant . les hypothèses de base ad­

mises sur les conditions initiales et les conditions aux 1 imites, les 

équations de conse rvation peuvent se mettre sous l'une des fo rmes sui­

vantes : 

2.1.1. Le modèle de type parabol iqu e 

On a a lors : 

A (u 'V + v/:') (3 ) 

L'exemple classique rencontré en mécanique des fluides est four­

ni par les équations de Navier-Stokes; on rappel le que si l'on pose: 

ul = v = (v
l , .... , v ) pour la vitesse n 

u2 
= cp = (CP 1 CPn ) pour la pression et 

f désignant une description des fo rces de gravité 

alors les équations de Navier-Sto kes s'écrivent sous la forme: 
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a v n 
-v6.V+ l.: V. D. v = 

a t i = l 1 1 

div (v) = ° dans 1 0, T [ 

avec les conditions aux 1 imites et initiales 

v = ° 
v (x,O) 

sur rxlo,TL 

v (x) sur " o 

f - grad <P 

x " 

dans lO,T[x" 

(4) 

(5 ) 

(6 ) 

(7 ) 

Dans l'élaboration du formai isme mathématique qui conduit à la 

démonstration de l'existence de solution théorique (solution faible ou 

solution turbulente au sens de Leray), l'équation (5), qui traduit le 

principe de conservation de masse est incorporée dans la structure de 

l'espace fonctionnel (LIONS 1969, p. 65), ce qui peut conduire, pour 

l' interpréti3tion physique, à une ,perte d'information sur la signi fica­

tion du modèle. En effet, si cette démarche permet la définition d'un 

espace fonctionnel adéquat (espace de Soboiov), el le ramène le problè-

me de Navie r-Stokes à la recherche de v seul au 1 ieu du couple 

(v , <p) comme l'indique le problème de départ (LIONS 1969, p. 69 , 

théorème 1). 

L'uti 1 isation des équations dé Navier-Stokes se rencontre en 

hydrologie sousla forme de modèles numériques de prévision hydrocl ima­

tique ou de modèle de mi 1 ieu poreux, ou encore, de modèle de la turbu­

lence. L'appl ication des équations complètes à la modél isation de bas­

sin versant se rencontre rarement dans la 1 ittérature hydrologique. 

On sait cependant que la conceptual isation des phénomènes phy­

siques par des modèles de type parabol ique peut permettre de prendre 

en compte deux types de diffusions: un premier type de diffusion d'o­

rigine purement physique et où le coefficient de diffusion est fonction 

de l'énergie du mi 1 ieu, et un deuxième type de diffusion d'origine ma­

thématique ce dernier est 1 ié aux incertitudes sur les paramètres du 

mi 1 ieu et, par conséquent, absent dans les modèles déterministes. On 

s'attend donc à ce que la prise en compte des termes d'incertitude con-

duise à des modèles de type parabol ique (autres que les équations com­

plètes de Navier-Stokes). 

-
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2.1.2. Le modèle de type hyperbol igue 

L'opérateur A prend dans ce cas la forme suivante 

A 
n 
E 

i = 1 
a. (u) 

1 
(8 ) 

Les équations hyperbol iques sont considérées comme l'exemple 

type d'équation de conservation. L'exemple le plus immédiat en écou ­

lement des fluides est fourni par les équations de Saint-Venant. Nous 

cons i dérons cet exemp 1 e en posan·t u 1 = v et u2 = h . On a : 

a h a ( v h) 
+ = P (x , t) (9 ) 

a t a x 

a v a V 3 h 
+ v + 9 9 (1 - J) ( 10) 

a t a x a x 

Oans ces équations (x, t) E J 0, T [ x il 

v étant la vitesse des particules fluides 

h la hauteur d'eau 

p le débit d'apport ( ic i les préc ipitations) 

la pente du rad i er 

J la perte de charge 1 inéique 

9 est l 'accé 1 érat i on de la pesanteur 

(9 ) ·est l'équation de conservat i on de masse 

( 1O) est l'équation de conservation de la quantité de mouvement. 

On se donne les conditions initiales (de Cauchy) pour x € il 

= 

v (x) 
o ( 1 1 ) 
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et des conditions aux 1 imites compatibles avec les conditions ini-

tiales. Par exemp le 

de rivière, on a 

si 

{ 

Q ( v (0 

Q ( v (L , 

[ 0 , L 1 désIgne un bief donné 

t) h (0 t) ) 

( 12) 

t) , h (L , t ») 

On cons i dère pour 1 e système ai ns 1 dM i n i 1 a fo,rmu 1 at i on vec­

toriel le suivante : 

:1f1,.[: 
~ .-

9 v 

o v h 
-x r

g(I-Jî} 

p (x , t) 

B so i t en posant. [ : 9 

v 

et 

(1 -

f Tf 
p o 

on a 1 a formu 1 at i on vector i e Ile 

+ f ( 13) 

Les propriétés hyperbol iques de l'équation (13) sont 1 iées 

à l'existence de valeurs propres de la matrice B. On dit en effet 

que le système est hyperbol ique si cette matrice B possède des va ­

leurs propres réel les et distinctes. Dans le cas considéré, on a : 

À 1 2 v + C (avec c = gh) 1/2 ). , 
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On rencontre souvent les équat ions hy perbol iques sous la for­

me conservatrice, par exemple, pour les équations de Saint-Venant 

considéré, on a : 

soit 

avec 

a v 

a t 
a h 

a t 
a y 

a 
+ --

a x 

a 
+ - -

a x 

a 
-- +--
a t a x 

Z(Y) [ E J o 

2 v 
(E) 9 (1 - J) E -- + gh 

avec 2 

(0 ) P 0 v h 

(z (y) ) f ( 14) 

Z(Y) est au moins une fois différentiable en y et (Z f Cl (Il) ) 

de sorte que : 

a E a E 
TV ah v 9 

B grad Z= ( 15) 

a 0 a 0 h v 

J 
TV ah 

De nombreux travaux ont été consacrés à la démonstration de 

l'existence théorique de solution pou r le problème de Cauchy 1 ié aux 

équations du type (14), homogènes, c ' est-à-d i re aux équations de type 

a y a 
- a- t- + ---;'a"'-x- (Z (Y) ) o 

( J 6) 

y (x , 0) 
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On peut citer entre au.tres 1 es travaux de LAX (1957) , de 

WITHAM (1974) , de FRITZ JOHN (J974), de CRANDALL (1978) , de 

TANtUTI et NISHIDA (1983), de SMOLLER (1983), de BARDOS (1984), 

de QUESSEVEUR (1984), etc. Compte tenu des difficultés théoriques 

1 iées à l'apparition de discontinuités, la plupart de ces travaux 

théoriques sont centrés sur l'existence de solutions fajbles. Ce 

sont des solutions vérifiant pour Y 
00 

E- L ( 

pour toute fonction test <P E C
2 st x 1 O,T [ 

à support compact sur st x 1 O,T 

ff (y <Pt + Z (y) <P ) dx dt + f 
x st st x lO,T[ 

et <Px 
a <P 

a x 

st x 1 O,T [ 

) , non négative 

y <P (x, 0) dx 
o 

et 

et 

o 

( 17) 

Supposons en effet que Y soit une solution classique de 

(16) . Dans le cas d'une dimension d'espace considéré pour les équa-

tions de Saint-Venant, (st x 1 O,T [ 

plan (x,t) que nous définissons par 

~ \: 

est un rectangle dans le 

<P est une fonction test dont la dérivée première est con-

tinue dans le rectangle (x,t) et <P 

gle et aux frontières t 

et intégrons pour t > ° 
T , x = a 

on obtient: 

° à l'extérieur de ce rectan­

x = b. Multipl ions (16) par <P 
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0 y o ;~(y)) <P dx 
b T 
(~ o Z ff .( + dt = f f <P+ ax- <P) dx dt t>O 0 t 

a ° o t 

En intégrant par part i e, on obtient 

b T b t=T b T a <p f f ~<p f y <p f dx - f f YaTdx dt a o a t a t =O a 0 

b 
- f 

a 

b T a <p 
Yo(X) <p (x,O) dx - f f y aT dx dt 

a ° 
et de même 

T b 
ff 2..L<p 

T x=b T b 

° a 0 x 
f Z <p f ° x=a 

En add i t i onnant 

ff (y ~ t + Z(Y) ~)dX 
t~O v II,. 

dt - f f Z ~ dx dt ° a 0 x 

dt + f 
t =O 

y (x) <p (x,O)dx o ° ( 17) 

Ce qui montre que si Y est solution de (16) alors (17) est 

vérifiée pour toute fonction test convenablement choisie. 

Par ai 1 leurs, la dérivabi 1 ité de Y(x) n'est plus nécessaire 

(puisque (17) est pris au sens des distributions) . On peut donc con­

sidérer des fonctions sur des parties de (x,t) où el les ne sont pas 

diffé rentiables, notamment aux points d'apparit ion des discontinuités. 

Si on désigne par v la normale aux 1 ignes de discontinuité et par 
+ -

y et Y les 1 imites de Y de part et d'autre de ces 1 ignes , alors 

l'équation (16) est équivalente aux deux assertions suivantes 
(BARDOS - 1984) 

J. En dehors des 1 ignes de discontinuité, on a, 
usue l, J'équation 

a y oZ(Y) 

° + = 0 t a x 

au sens 

2. Sur les 1 ignes de discontinuité, on a la formule 
de saut 

+ v 
x ( 18) 

° 



2.11 

Dans (18), Vt et 

santes de la normale _ v 

v 
x 

désignent respectivement les compo-

dans les drre~trons t et x. La re 1 at ion 

(18) est connue sous le nom de relation de Ranki-ne Hugoniot (BARDOS, 

1984, p.7). On en déduit 

ou bien en désignant par x(t) l'équation de la courbe de disconti­

nu i té, on a 

d x 
dt 

(z (y") - z (y- ) 1 (y" - y ( 19) 

qui est l'analogie discontinue de a z(y) 1 a y " B. 

En somme, 1 a démarche rev fent à paramétrer par s (par exem­

ple), la courbe de discontinuité d'équations x(s), t es) et à consi ­

dérer les caractéristiques d'équations: 

d t 
.'(f5" 

d x 
d s 

a z (y) 
a y 

Le long de ces courbes, on a la relation 

d Y 
'(f5" 

a y 
a-t 

d t 
d s 

a y " ---a x 
d x 

'(f5" 
a y 
a t " 

az(Yl 
ay 

(20) 

o 

Ainsi , on a Y éonstant le long de ~es caractéristiques et puis­

~~-~~, ces caractérist iques que la pente des caractéristiques -est 1 1 
sont des 1 ignes droites, -ayant leurs pentes déterminées par leurs va­

leurs au temps t = 0 , donc par Vo lx) . 

La solution faible permet donc de prendre en compte les solutions 

discontinues et- évite de poser le problème d'unicité. Cependant, BARDOS 

(1984) , SMOLLER ( 1983) et d'autres encore, ont montré l'existence de 

solution entropique qui correspond à la "seule solution ayant une si -

gnification physique". 

L'idée de la solution entropique est basée sur les constatations 

suivantes: 
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Considérons une fonction convexe n (Yl. On remarque que si 

l'on prend an (Yl 1 a y et qu'on multipl ie par l'équation (16l, 

on a 

a n (Y) 
a y 

3 Y 
3 t 

+ 
3 n (Y) 

3 Y 
a Z(Y) 

3 y 
3 Y 
3 x o (21 l 

S'i 1 existe une fonction vectoriel le S(Yl tel le que 

-;, S(Y) 

.. y 
'"à'1. (Yl 

-0 Y 
d Z(Y) 

Î! y 
(22) 

on dit queS(Yl est le flux d'entropie de la fonction n (Yl pour l'é­

quation (16) . Une fonction Y est une solution entropique de (16l, 

si pour toute fonction convexe n (Yl el le vérifie au sens des dis­

tributions, la relation: 

3 3 n n (Yl'" fi S (Y) o 
Iv 

(23l 

L'hypothèse physique introduite consiste à dire que l'entropie 

au 1 ieu de rester constante va décroître et que l 'on aura, au sens des 

distributions, la condition d'entropie: 

3 3 n n (Yl + fi S (Yl ~ 0 (24) 

Dés lors , la démarche essentielle qui · permet d'aboutir à. l'uni­

cité de la solution consiste à supposer l'existence, pour une suite 

vn + 0 (pour n + ool , d'une fami 1 le de fonction Yv 
les propriétés suivantes 

possédant 

est solution (dans (lxjO,T[ l du problème d'évolu- _ 

tion 
3 Y 3 Z (Y

v 
32 y 

v v (25l --- + = v 
3 t 3 x 3 x 

2 

y (x,O ) = y (x) (26l 
v vo 
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Yv est bornée et converge presque partout vers une fonction 

Y(x,t) (donc que lim Z (Y
v

) ~ Z (Ilm Y
v

)). 
v+O · v+O 

Alors, on démontre (BARDOS, 1984, p. 13, théorème 2) que, dans 

ces hypothèses, y est .solution du problème (16) et vérifie la condi­
tion d' entrop i e·. 

On voit que la démarche de la solution entropique consiste à 

profiter des propriétés du modèle parabol ique. 

La signification physIque réel le de l'entropie apparaTt lorsque 

l'on considère les équations complètes de la mécanique des fluides sous 
la forme suivante: 

a p 
a-t 

a u 
a-t 

a 6 
a-t 

+ 

+ u 

+ u 

a u 
a x 

a 6 
a x 

o 

1 a 
+ -p- fi (p6) 

2 
.+ --

3 
a u 

6. ax 

(27) (masse) 

o (28) (qté de mouvement) 

o (29) (énergie) 

Les équations (27), (28) et (29) traduisent respectivement les 

principes de conservation de masse, de quantité de mouvement et d'éner-

gie. En effet, si l'on suppose p, u et 6 continument différen-
tiables, on peut déduire de ces relations une équation supplémentaire 

(BARDOS - note personnel le) . Pour cela, on écrit (27) èt (29) sous les 
formes suivantes 

(2L 2L) a u 
0 + u + ---p a t a x a x (30) 

1 (~ ~) 2 a u 
0 -6- + u + -----a t a x . 3 a x 01 ) 

2 
En multipl iant (30) par ·-3- et en soustrayant de (31), on ob-

tient 

a 2/3 a a-t Log (p / 6 ) + u a-x Log ( o (32) 
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En multipl iant (32) par p et (27) par Log ( p2/3 / j) et 

en additionnant, il vient 

n 

a 2/3 a-t (p,Log (p / 
a , 2/3 e) ) + fi ( P u Log (p / e » 

Log ( p2/3 / e) est appelé la densité d'entropie et 

p . p = P Log ( p2/3 / e) est l'entropie. 
e 

o (33) 

L'équation (32) exprime que la densité d'entropie est conser­

vée le long des trajectoires des particules fluides. Pour les besoins 

de l'ana 1 yse mathémat i que, on démontre que n est convexe. Pou r trou­

ver l'équation vectorielle à laquelle correspond l'équation (33), il 

suffit de mettre le système (27), (28) et (29) sous la forme conserva­

tive . 

L' intérêt de la solution entropique pour notre propos apparaî­

tra clairement avec les pr.opriétés du modèle stochastique. Il est 1 ié 

à l'ut i 1 i sat i.on du modè 1 e pa rabo 1 i que avec un terme de viscos i té éva­

nescent. 

En hydraul ique et en hydrologie, l'existence de discontinuité 

a permis le développement de la théorie des caractéristiques. Parmi. 

les nombreux travaux consacrés au développement de cette tbéori'e, i l 

faut noter ceux effectués à l' 1 . M. F. de Tou louse sous 1 es direct i'ons 

successives des Professeurs ESCANDE, NOUGARO et THIRRIOT, et qui sont 

abondamment cités dans le tome 3 de l'ouvrage de MAHMOOD et YEVJEVICH 

(1975) consacré à ce sujet. 

Mais comme l'indiquait encore récemment C. THIRRIOT (1985) 

"1 'appl ication du modèle de Saint-Venant à l'étude des bassins ver­

sants exige une grande quantité d'informations topographiques et est 

souvent de mise en oeuvre lourde et coOteuse". On a de ce fait recours 

aux équations simpl ifiées. Une des simpl ifications, introduite souvent 

pour l'étude des relations pluie-débit consiste à se ramener à une for­

mulation scalaire. On considère alors que l'écoulement non permanent 

sur le bassin versant est défini avec une bonne approximation par l'é-

quation de continuité et une équation , _univoque 1 iant le débit et la 

hauteur (EAGLESON, 1970 - WOOLHISER, 1975 - DAOUD, 1976). 
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Les hypothèses de base de ce modèle ont été analysées dans 

l'annexe A. On obtient notamment les relations 

a h a ""TT" + fi ( v h) p (x, t) (éq. de continuité) (34) 

q v h = ljJ (0 , t) (éq. dynamique) (35) 

Dans ses nombreux travaux sur les équations de Saint-Venant, 

C. THIRRIOT a indiqué souvent les 1 imites de cette formulation. Tout 

récemment (1982 , 1985) i 1 a encore rappe 1 é que · s i 1 e modè 1 e éta i t 

assez peu uti 1 isé dans les appl ications pratiques pour la prévision 

des crues, ceci serait dû au fait que la célérité des perturbations 

qui découle de cette expression simpl ifiée croit avec q ,ce qui 

conduit a un raidissement de I"'onde de crue en cours de propagation 

or, ce résultat théorique est en contradiction avec l'étalement ob­

servé naturel "lement. Nous montrerons plus loin que l 'i ntroduction d'un ~ 
'"' terme d'incertitude permet de lever cette contradiction puisqu 'e l le 

permet d'ajouter au caractère hyperbol ique de l'équation un caractère 

diffusi f par l'adjonction d'un terme de diffusion. 

~. Le modèle global 

Le passage de l'équation distribuée de départ, (éq . 2) au mo­

dèle global revient a poser Au = 0 , donc a supposer un certain équ i-

1 ib re spatial et a ne considérer que l 'évoluti"on dans le temps. C' est 

le fondement des modè les de la boite noi"re qui caractérisent la repré­

sentation globale en hydrologie. On rencontre de nombreuses variantes 

de ce modèle dans la 1 ittérature hydrologique. Les plus connues sont 

les suivantes: 

- le modèle de l 'hydrogramme unitaire proposé par SHERMAN en 

1932 et développé par NASH en J959 et DOOGE en 1960 (voi r DOOGE, 1973). 

------------ - ~ 
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les modèles à réservOirs dont le schéma le plus connu est 

ce lui de STANFORD (H. ROCHE, 1960) 

- le modèle non 1 inéai r e de AMOROCHO et ORLOB uti 1 isant la 

série intégrale de VOLTERRA (AMOROCHO et ORLOB , 1961). 

Les 1 imites de ces modèles ont été discutées dans notre mémoi­

re de tro isième cycle (AFOUDA , 1974). L'un des avantages du modèle 

es~ qu' i 1 est conceptuel lement simple et relativement faci le de mi­

se en oeuvre. Ainsi, plusieu rs auteurs ont essayé suivant leur domai­

ne d ' i nté rêt d ' appor ter des mod if i cat ions à 1 a théor i e in i t i ale. Par­

mi les nombreux t r ava ux consacrés à ce modèle, on peut citer ceux de 

GAUDU (1978) , DE MARSILLY (J978) LEDOUX (J982) , qui constituent 

des synthèses récentes , re lativement complètes. L'une des faiblesses 

majeures du modèle est bren sû r sa natu re globale qui ne per met pas 

de rendre compte de l'évolution spatiale . 

Nous pr ésentons en annexe A- l la fi 1 iation des différents mo­

dè 1 es déte rm in i stes ana 1 ysés à pa rt i r du modè,1 e basé sur 1 es équa­

tions de Navie r -Stokes. L'une des conclusions qui se dégagent de ces 

ana lyses (Annexes A- l, A- 2, A- 3) est que le fonctionnement hyd rody­

namique d ' un bassin ve r sant peut êtr e représenté par un ensemble d'é­

léments simples et indiv idual isés : des sous- systèmes qui s ' articu- . 

1 ent en cascade et/ou en para 1 1 è 1 e . Lorsque 1 e nomb r e d "é 1 éments si m­

pIes considérés est suffisamment gr and, la rep résentation obtenue est 

proche de la description donnée 'par ' un modèle distribué. On peut ain­

si profite r de la simpl ic jté du modèle de la boite noire et se rap­

procher de la précision des modèles distribués. 

Le po i nt de dép'art de ces ana 1 yses est 1 a constatat i on que 1 e 

passage de la pluie en débit au niveau du bassin versant se fait en 

te rmes d ' étapes: 

- une étape de production 

- une étape de transformation 

- et une étape de propagation 
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La fonction de producti:on décri:t l'action comp lexe de la 

zone non saturée par laquel l e la quanti'té d'eau pr écipitée aug ~ 

mente la teneur en eau du mili'eu et se di'vise en bauteur d'eau ef­

ficace destinée a al imenter le ruissellement de surface et en hau­

teur d'eau d ' infiltration destinée à alimenter (s'il ya lieu) l'é­

coulement soute r rain. Nous avons pr oposé (dans notre mémoi re de troi­

sième cycle et repri s dans les annexes A) la description mathématique 

de cette fonct i on de pr oducti on, sous 1 a forme d'un paramètre 1; (8
0

) 

va r iant de 0 a 1 suivant la teneur en eau 8
0 

du bassIn versant. 

La fonction de transformation décrit le processus par lequel 

la hauteur d'eau efficace al imente 'le ,ruissellement de surface, la 

hauteur d'eau infi Itrée al imente (s' i 1 ya 1 ieu) un écoulement sou­

terrain et les deux formes de transformation se composent pour don­

ner un écoulement résultant. La fonction de transformation va dépen ­

dre des pr opriétés physiographiques du bassin versant et de leurs 

i nf 1 uences sur l' écou 1 ement. Ces i nf 1 uences sont ana 1 ysées en déta i 1 

dans l'annexe (A-2). 

La fonction d'e propagation décrit, quant à elle, l'action par 

1 aque Ile l'onde de crue fo r mée se dép 1 ace ver s l' ava 1 . 

Une représentation globale du bassin versant se présente donc 

sous la forme suivante: 

F~' ITI"Om~,"anc" qf 
1 tl,l rT~ 1 

fonction d. 1 
~ 

ZO&I 

1 r f'Crulcrrttatian 1 
L....-2-,-~-,-c ---1

1 
JOI.Ilwrc ,,,. ,i--q-u-_.J 

Sch~"8; 2·. Modèle mathématique de basain'venanC 

.. 

\ 
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Pour décrire l'état de ce système, on introduit une fonction 

X - X(u) , u - (u 1 ' ... , uk) C L~ débit de sortie est alors fonc­

tion de cet état. On a la représentation mathématique: 

d X 
dt 

q 

q 

l/I (X , t) 

p (36) 

(37) 

La remarque intéressante à faire est que, à ce stade de schéma-

tisation, le débit de sortie q est une fonction un i voque de 1·' état. 

On peut donc considérer une expression plus expl icite sous la forme 

. d'un développement 1 imi'té : 

q l/I (X ,t) Xi 
a. 

1 

(37' ) 

'le po i nt suivant, dans la schémati'sation du fonctionnement hy­

drodynamique du bassin versant, consiste à dire que ce de rn ier peut 

être ~eprésenté par un nombre fini de biefs: 

p~ * Pl. 

~~~------~~-9--~--~1 ______ ~~~ 
En écrivant pour chaque bief les équations analogues à (361 et 

à (37'), on obtient l'équation vectoriel le : 

d X 
dt 

'1' 

\! 

L 
i -] 

\! 

1: 
i -1 

A. 
1 

A. 
1 

X. + P (38) 
1 

X. 
(39) 

1 

Dans ces relations, la forme prise par les A. va dépendre des 
1 

hypothèses admises sur le degré de 1 1néarité des sous-systèmes de sur-

face et des sous-systèmes souterra ins. On donne, dans 1 es annexes (A), 

une analyse de ces hypothèses. Mais quel que soit le degré de non-I i": 

néarité du système global, la précision de la description donnée par 

o 
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les équations augmente avec le nomore N d'éléments considérés . 

Pou r N + ~ , le modè le conve rge ve r s un modèle continu qui est le 

modèle de l ' onde c i némat ique . 

2 . 1.4 . Modèle du fonctio nnement déte rMiniste du bassin ve rsant 

Sur la base des analyses qui précèdent, le modèle déterminis-

te que nous prendrons comme base de la desc r iption mathématique du fonc ­

tionnement hydrodynam ique du bassin versant est défini par les hypo­

thèses suivantes 

Les éléments essentiels de la description du système physique 

considéré sont les noti ons d ' entrée P ~ P , de sor tie q f Q et 

d ' état X f X ( P , Q , et X étanT des espaces fonctionnels appro­

pr iés) . En supposant pou r le moment que le système est complètement 

déterm i niste, on définit son état comme la somme minimale d' informa-

tions su r le 

tion future, 

passé, t ~ to ' nécessaires pour décrire son évolu­

lo rsque l'on conna i t les entrées pour t > t (ATHANS o 
et FALS - 1966 , SEVELY - 1973) . 

Un tel système est entièrement défini pa r les équations 

F (X , P) 

q (t,x) = ~ (t,x ; X (t,x) , P (t , x» 

où ~ est une fonction continue de ses a r guments et 

X (t,x) = <1> (t,x; X (to ' x) , P (t,x» 

est solution de (40) pour la con·dition initiale X(t ,x) 
o 

X (x) 
o 

<' 40 ) 

(4 J ) 

(42) 
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Le système se décompose en éléments simples; des sous-systè­

mes qUI s'articulent en cascade et en parai lèle et pour chacun de ces 

sous-systèmes , A X = a , de· sorte· que 1 e système est décr i t par 1 e 

couple d'équations vectoriel les; 

d X 
d t 

q (t) 

F ( X , P , t) (43) 

1/1 ( X , P , t) (44) 

La précision de la descript ion spatia le du système dépend du 

nombre N d'éléments uti 1 isés en cascade et en parai lèle. Lorsque ce 

nombre est suffisamment grand, le modèle constitue une approximation 

acceptable de la description déterministe de l'évolution temporel le 

et spatiale du mi .1 ieu physique. 

Su r 1 a base de ces hypothè?es, 1 es équat ions (43) et (44) 

constituent le fond ement mathématique de la description déterministe 

du bassin ve rsant. (Une analyse détai liée du modèle est présentée 

dans les annexes A). 

2.2. LE MODELE STOCHASTIQUE 

2.2.1. Le système dynamique naturel 

o 

Dans la pratique, la connaissance des fonctions F et 1/1 qui dé­

finissent les équations (43) et (44) sont entachées d'incertitudes de 

différentes sortes: 

- La première classe d'incertitUdes est 1 iée à notre connaissan­

ce imparfaite du phénomène physique. Une description complète du mi 1 ieu 

physique est en effet celle qui prend en compte l '·évol ution des paramè­

tres au niveau le plus fin possible (niveau· moléculaire par exemple). 
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Le système se décompose en éléments s imp 1 es :, des sous-systè­

mes qui s'articulent en cascade et en parai lèle et pour chacun de ces 

sous-systèmes, A X = 0 , de' sor,te' que le système est décrit par le 

couple d'équations vectoriel les: 

d X 
~ = F ( X , P , t) (43) 

q(t) 1/I(X,P,t) (44) 

La précision de la description spatiale du système dépend du 

nombre N d'éléments uti 1 isés en cascade et en parai lèle . Lorsque ce 

nombre est suff i samment gran'd, 1 e modè 1 e const i tue une approx i mati on 

acceptable de la description déterministe de l'évolution temporel le 

et spatiale du mi,1 ieu physique . 

Sur la base de ces hypothèses, les équations (43) et (44) 

constituent le fondement mathématique de la description déterministe 

du bassin versant. (Une analyse détai liée du modèle est présentée 
dans les annexes A) . 

2.2. LE MODELE STOCHASTIQUE 

~. Le système dynami'que naturel 

Dans la pratique, la connaissance des fonctions F et 1/1 qui dé­

finissent les équations (43) et (44) sont entachées d'incertitudes de 
différentes sortes: 

r' 

- La première classe d'incertitudes est 1 iée à notre connaissan­

ce imparfaite du phénomène physique. Une description complète du mi 1 ieu 

physique est en effet cel le qui prend en compte l'évolution des paramè­

tres au niveau le plus fin possible (niveau moléculaire par exemple). 

1 
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Une tel le description est hors de portée dans le cas d'un 

bassin versant naturel. Le modèle 'global adopté pour la descrip­

t i on des éléments du système const i'tue donc, de pa r sa structure, 

une source d'incertitude. 

_ Une autre classe d'incertitudes est 1 iée à notre mode 

d'évaluation quantitatif des paramètres du mi 1 ieu, Cnotamment les 

précipitations). Cela se fait à l 'aide d'appar~i 1 de mesure dont la 

précision est nécessairement 1 imitée. Une difficulté majeure dans 

l'appréciation de ces erreurs de mesure est que chaque réal isation 

d'un phénomène naturel donné constitue un évènement unique. Dès 

lors, la compensation des erreurs par des mesures répétées est im­

possible . Par ail leu rs, l'installation'd'un appareil de mesure cons~ '" 
titue une perturbation du mi 1 ieu naturel que l'on étudie. Les effets 

d'une tel le perturbation sur le paramètre à mesurer ne sont pas sou-

vent bien connus. 
Il nous a par u nécessaire d'inclure ces formes d' incertitu-

de dans la structu r e même du modèle du bassin versant CAFOUDA - 1981, 

Annexe A) . 
On suppose donc que les fonctions F et ~ Cdans les équations 

43 et 44) se décomposent chacune en deux parties : 

_ une valeur ,moyenne qui permet de représenter l'évolution 

déterministe du mi 1 ieu Cet qui est formée par le terme de tendance 

et le terme d'évolution périodique) 
_ une partie fluctuante qui traduit les termes d'incertitude. 

On le notera (s Ct) , t E:. (D, T) • T ] et on di ra que s Ct) 

définit un processus stochastique. 

On écrira alors: 

F F (X , P , t) • <J
F 

(X , P , t) sF (t) 
(45) 

îji (X , ' P , t) • <J~ (X , P , t) s~ (t) 
(46) 
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Dans ces relaTi:ons, Er eT E.p sonT considér és comme le 

résultat de la superposiTio~ d'un grand nombre de phénomènes phy­

siques ayant chacun une évolution aléatoire. Alo rs, quel le que 

soit la loi de réparTition de ces phénomènes i'ndividuels, l 'appl i-

. <!:aTion du théo rème limite central conduiT à con$idére r [EF (t),tET 

et [E.p (t) , t é T J comme des bruits blancs gaussiens. On voit, 

d'après les relations (45) et (46) , que le caractère stochast ique 

de 1 a descr i pt i on du système dynam i que, natu re 1 en étude, sera 1 i ée 

aux propriéTés mathématiques de bruit blanc gauss ien. 

La notion de bruit blanc est classique en théorie des systè­

mes ou en électronique par exemple,mais on le rencontre très rare­

ment dans la modél isation des paramètres hydrologiques. 1 l ' convient 

donc de rappeler les traits dominants de ce processus stochast ique. 

2.2.2. Rappe l, de 1 a déf i ~ i t i on du bru i t blanc 

Nous considérons la notion de bruit blanc en temps. Nous par­

tirons pou r cela du concept tie densité spectrale d'un procèssus STO-

chastique stationnaire [y(t) 

ASTROM - 1970 (p. 35 et suiv.) 

t E. T Ce concept est déf i ni dans 

VENTSEL - 1973 (p . 416 et suiv.) , 

DOSSOU-GBETE et al; - 1976 (p.31, GUIKMAN et SKOROKHOD - 1977 (p. 68 

et suiv . ). I l est basé sur la constatation que la fonction de cova-· 

riance y (t) d'un processus stationnaire est une fonction défi n ie 

non-négative. Or, d'après un tbécrème de Kintchine-Bochner, une fonc­

tion défin ie non-négative peut toujours ètre représentée par la re­

lation suivante 

00 iwt r (t 1 f e d G (' w, ) (pou r un processus à paramètres 
- 00 continus) 

'TT iwt r (t) f e d G ( w ) (pou r le cas des paramètres 
-'TT discrets) 

CJ 

t 

f 
1 
\ 
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Dans cette re 1 at i'on, G est une fonct ton non décro issante. 

La foncti·on G est appe·lée la ·foncti·on de distribution spectra ­

le du processus stochastique. Elle est définie par: 

w 
G ( w) 0 f 9 ( w') d w' 

- '" 

où 9 ( w) est appelée la densité spectrale; cel le-ci est défi­

~ie par la transformée de Fourier de la fonction cova riance 

ou 

'" 
( w ) f 9 2 TI 

-'" 
'" 

r ( t ) f iwt 
e 9 

-'" 

Q). 

-iwt 
e r 

( w ) 

(t) 

dw 

dt 
pour 1 es paramètres "­

continus 

g(w) E r(n)e- inw 

2 TI n=- '" pour 1 es paramètres 

r ( n ) t 
-TI 

inw e 9 (w) dw 
• discrets 

On en déduit immédiatement que la va riance de y 

var (y) r (0) f d G ( w ) 

où l'intégrale est pris dans l ' interval le ( - TI, TI ) dans te cas 

des paramèt res discrets et dans ( - "', '" ), dans le cas des para­

mètres continus. On a alors îa prop riété importante que I·a varia ­

tion totale de la distribution spectrale est égale à la variance 

du processus. 

L'intérêt de cette prop~tété tient au fait qu' i 1 permet de 

comprendre les propriétés du . brui·t bLanc et sert, par la même oc­

casion à le déHntr. En effet, on appelle bruit blanc un processus 

stochast ique, stationnaire i'yant une densité spectrale constante: 

9 ( w) = constante = ·c. 
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Suivant cette définiti.on, on calcule aisément la fonction ­

cova riance pour -un processus discret [y (t) , te T ] 

11 
r (n) f 

-11 

inw 
e c d w 

d ' où la prop r iété du bru it blanc discret 

11 c si n = 0 

2 c 
n 

_sin n 11 

-{: (471 
r(n) 

+ 
si n - 1 

+ , 2, .. . 

Du point de vue pbysique, ce résultat traduit le fait que les 

va 1 eu rs du processus sont non corre 1 ées pour différents temps di s -, 
cret Le bruit blanc est un processus indépendant. 

Mais si l ' on tente de définir la fonction covariance du pro­

cessus continu, on est confronté à des difficultés d'ordre t héori­

que. En effet, en partant toujou rs de g ( w ) = cst = c , on trou­

ve en intég rant dans ( - "', '" -) , une va riance infinie. Toutefois, 

comme la transformation de Fourier d'une constante est égale à une 

distribution (au sens de Laurent Schwa rtz ) , de masse concentrée à 

l'o ri gine et connu sous la forme de distribution de Dirac, on écriT 

formellement la va riance du bruit blanc continu sous la forme 

r (t) 2- 11 C Il (t) 
(48) 

Tout ce qui précède conduit à définir la partie fluctuante 

traduisant les termes d'incertitude comme un processus stochastique 

[ e: ( t) , t eT vérifiant: 

e: (t) est un processus Indépendant et gaussien 

E [e: (t) ] = 0 (,I est centré) (49) 

E[e:(t) e:(s)] c (t) Il (t - s) 



2.25 

2.2.3. Modèle du fonctionnement stoch.astique du bassin 

versant-. 

A la modél i sation déterministe décrite par les équations (43) 

et (44) et pour laquel le la connaissance de l'état ini t ial permet de 

décrire l'évolution future du syst~me, on substitue la modél isation 

stochastique suivante: 

d X F (X,P ,t). ~ CiF (X, P , t) EF (t) (50) 

X (0) X • i; (5 J ) 
0 

q (t,x) iP (X , P , t) • Ci 'H (X , P , t) Elji (t) (52) 

Les équations (50 - 52) indiquent que l'état du système à 

un instant t donné n'est pas défini univoquement en fonction des 

états pris par le système à des instants antérieurs mais qu' i 1 est 

al éato i re et obé i t à certa i nes lo i s de probab il [tés indu i tes par 

le bruit blanc. Or , on a montré que la définition (49) impl ique une 

variance infinie et conduit à la non-intégrabi 1 rté de E.(t). Pour_ 
1 

contourner cette di ff i cu 1 té théor i que, on i ntrodu i t dans (50) 1 e 

processus du mouvement brown i en (ou processus de \Vi ener-Levy) dont 

le bruit blanc est la dérivée formelle. On a a lors, pou r la descrip­

tion de l'état du système, une équation différentiel le stoch.astique 

vectoriel le de la forme: 

d X F (X , P , t) dt • Ci
F 

(X , P , t) d SF 

(53 ) 

X (0) - X + i; o 

écriture formelle de l'accroissement infinité-

simal du mouvement brownien vectoriel tel que: 

min(t,T) 
f c (s) ds 
o 

(54) 
{

E[S(t)] 

E [ S (t) ST (T) J 

o 

, 



l 

2.26 

On sait, (JAWZINSKI - J970 , p. J06) que la solution de (54) 

est un processus de Markov. On aura ainsi pour l'état du système: 

Prob [X (t ) < ~ 1 X (t J)' C J' .•. , X (t) F; ] n "n n- " n- . 0 0 

(55 ) 

dans le cas d'un processus d'ordre un. 

Les propriétés des équations différentiel les stochastiques (EDS) 

sont bien connueS et __ s~ t rouvent généra lement bien anal ysées dans des ouv rages 

de mathématique ou -d'ana lyse des systèmes stochastiques (JAWZ INSKI -

1970 , FR 1 EDMAN - 1975, .BENSOU8SAM et LIONS - 1978) . Cependant, 1 a théo-

rie des équations différentiel les stochastiques est un outil mathémati-

que relati vement nouveau et encore en plein développement. On la ren-

contre pour le moment très rarement dans la 1 ittérature hyd ro logique. 

Nous avions dégagé dans le rapport cité plus haut et dans l 'annexe (A 

les propriétés essentiel les des E 0 S qui nous paraissent les plus im­

médiates pour la compréhension du fonctionnement à la fois dynamique et 

stochastique du bassin versant. Ces di f férents développements sont ba-

sés sur la notion d'intégrale stochastique pris au sens de Ito. Tout 

récemment, UNNY (1984) , UNNY et KARMESHU (1984) , ont présenté un mo-

dèle basé sur une interprétation de l'intégrale stochastiqu e au sens de 

St ratonovich . Pour permettre une vision plus complète du modèle propo-

sé, il nous a paru nécessaire de rappeler quelques-unes des propriétés 

essentiel les des E 0 S, en faisant apparaître plus nettement les raisons 

du choi x que nous avions fai t. 

2.2 . 4. Pnopri étés matbématiques du modèle stochastique 

Pour analyser les propriétés mathématiques du modèle sto­

chastique, nous consi'dé rons la forme scalai re de l'équation (53) . Pour 

mettre en évidence le fait que l' état du système n'est plus défini uni­

voquement, considérons l'équation aux différences t .irée de (53). On a : 

1 

i 
( 

• 1 , 

l 

! 
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X (t + T) - X(t) • F (X (t),PCt), t) T + cr
F 

(XCt), P(t), t) 

(56) 

[ S Ct + T) - 6 (t) 

Alors, X(t) représentant l'évolution de l'état du système 

dynamique en fonction du temps, on voit que si, à l 'instant présent t, 

le système se trouve dans l'état X(t) connu, son évolution entre t et 

t + T (T petit) est la somme d'un terme connu F (X , P , t) T et 

d'u~ terme aléatoire: 

6'(X , P , t) ( S (t + T) - 6 (t) 

En uti 1 isant les propriétés du processus de Wiener, on a 

E [S (t + T) - B(t) 0 

(avecc 1) 
Z 

E [S (t + T) - S Ct) 1 = T 

Par conséquent, l'évolution moyenne du système entre t et t + T 

est F (X , P , t) T et l'éca rt moyen autour de cette évolution moyen-
+ 

1 cr (X lit . l'on ne est - , P , t) Si divise maintenant les deux mem-

bres de (56) par T , en fa i sant tendre T vers zéro, on obtient une 

équation différentiel le de la forme de (53) d'où il apparait que 

dS ~ (d t)1 /2. Cette dernière relatIon tradui~ une propriété importante 

du mouvement brownien: le processus du mouvement brownien est continu 

au sens de la convergence en moyenne quadratique mais son i'ntégrale 

ne peut être définie au sens des intégrales classiques. 

gra 1 e 

X(t) X(t ) 
o 

Considérons en effet l'équation (53) sous la forme inté-

t t 
+ f F (X(s) , Pts) , s) ds + f cr (X(s) , Pts), s) dB (s) 

to to 
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La première intég rale à drQite est l'intég rale de Riemann ha­

bttuelle (pour la topologie de la con-vergence en moyenne quadratique,). 

La seconde contient le processus du mouvement brownien et nécessite de 

ce fait une définition particul [ère. Elle est appelée intégrale sto­

chastique . 

Une approche matbématique du problème est présentée par GUIKH­

MAN et SKOROKHOD (]977) , ~ENSOUSSAN et LIONS (1978). El le consiste à 

se donner une fam il 1 e cro issante de cr - a Igèlires t.\À,t ' déf Î'n te pour 

t ~ 0 sur l'espace de probab il ité (>1 ,u:t., Pr), à montrer' en su i te 
o 

que le mouvement brownien estut t - mesurable pour chaqu~ t et l'ac-

croissement S (t) - S (s) est indépendant des évènements dell{t pour 

t > s . La définition d 'un espace des fonctions en escal ier approprié 

A (généralement un espace de Hilbert) pe rmet de montrer que l'in­

tégrale stochastique déf init une appl ication 1 inéaire et continue de 

A ~ L2 (>1
0 

,I!\, Pr). Dès lors, l'étude de l'intégrale stochasti­

que et de l'e.d.s. de départ se ramène aux problèmes d'existence et 

d'unicité de solution définie sur un interval le [0, Tl. 

Mais il est bien connu que le problème essentiel pou r l' i ngé­

nieu r n'est pas de prouver l'existence et/ou l'unicité de solution, 

mais d'établ ir un modèle mathématique pbysiquement acceptable, de dé­

veloppe r des méthodes de calcul des lois marginales de comportement, 

et des méthodes permettant une exploitation numérique du modèle. 

Le point de vue développé dans ce mémoire est celui de l 'hydro­

logue, soucieux de cerner de plus près les propriétés hydrodynamiques 

du bassin versant. Pour rester plus près de ces préoccupations, nous 

nous appuyerons sur des considérations plus physiques. On sait, par 

exemple, que si vtt) est une foncti'on déterministe,on al' intégrale 

t r v (T) dv ( T ) 

a 

Considérons l'intégrale 

f t v ( T) dv ( T ) 

2 
2 2 (v (t) - v (0) ) 

a 
pour le cas où [v (t) t E. T J est un processus du mouvement brown i en, 

~ 

1 
1 

( 

[ 

t 
} 

i 
~ 

l 
1 
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de variance unité. Si l'on procède comme dans le cas habituel (en 

passant de la somme de Riemann à l'intégrale de Riemann), on se re­

trouve en présence de deux alternatives ~ 

(58) 

" = 1 im 

où la 1 imite est prise au sens de la convergence en moyenne quadrati­

que. Dans le cas déterministe, la 1 imite de '0 et " existe et est 

un i que. Dans 1 e cas cons i déré par contre, '0 reste di st i nct de " à 

la 1 imite, puisque l'on a 

" - 10 

N 
1 im E 

i = 1 

2 
[v(t.])-v(t.) 1 

1 + 1 
t (60) 

La 1 imite obtenue pour '0 et 1] va dépendre du point de l' in­

terval le où l'évaluation de la fonction à intégrer est faite . 

Cl'" . L "\.7 

~ "-"- ./ " 

t 1 
• 

te b .. ..,tl~ l\.T-I t: t.':'t, ,. t. .. t,:+·, 
'2. :2 

Schéma 3 

La définition de l'intégrale stochastique donnée par [to s'ap­

puie sur une détermination de la fonction à intégrer au point t:. Mais 

il existe plusieurs possibi 1 ités définies par la famil le suivante 

d'intégrales stochastiques (ASTRoM - 1970) : 
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lÀ (]-À)lo+ÀI 1 , 

N 
1 im 1: [( 1 - À) v (t 1') + À v (t. 1.)] [v (t. 1) - v (t .) ] (61 ) 

i = 1 l'" 1 +- 1 

avec 0 < À < l 

10 ' i ntrodu i te par 1 to est appe 1 ée "1 ntégra 1 e de 1 to". 

10 , 5 ~ (1
0 

+ 1]) / 2 a été introduite par Stratonovicl:l. 

En passant à la 1 imite dans (6]) , on trouve: 

On voit d'après cette relation que si À ~ 0.5, ['intégrale 

stochastique donne le même résultat que l' inté'g rale de Riemann nabi ­

tuel . Par contre si À ~ 0 ou ] , la connaissance de v2 est amél io-
+ 1 rer de - --2- t. Cette différence dan s l'inte rprétation du phénomè-

ne subsiste pour des intégrales plus généra les. On montre en effet 

(JAWZINSKI - 1970 , pp. 99 et ]00, théorèmes 4.1. et 4.2) que pour 

toute fonction aléatoire y ( t ,6 ) indépendante de 

et telle que 

f E 
T 

t. 
1 

2 
1 y (t , 8) 1 dt < '" 

l'intégrale de Ito est bien définie . 

T } 

(63) 

L' intég ra 1 e de Stratonov i ch est déf i nie (a u sens .de 1 a conver­

gence en moyenne quad rati que) pou r toute fonction y (t , 8 ), conti­

nue en t , ayant une dérivée pa rtie l le en 6, dy / as , et véri-

fiant en outre (62), El le est 1 iée à l'Intégrale de tto par la for-

mule: 

( 

1 
1 

t 

l 
1 

1 

1 

1 

( , 
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ri a y 

f y (t , 5) dB f y (t , [Il dB 0 f -- dt l6.4 ) ... ---
T T 2 

T a s 
'---v----' , 

• Stratonov i ch t'to correspondant 

L'intégrale stochastique de Stratonovich et l'équation' diffé­

rentiel le stocbastique qui en découle satisfont toutes les règles ha­

bituel les du calcul intégral et diffé rentiel et en particul ier les rè­

gles d'intég ration pa r pa rtie . Si l'on considè r e l ' e . d.s . sous la for­

me scalaire suivante : 

dy f (y , t) dt + cr (y , t) dS 

et si cette derniè r e est prise au sens de Stratonovich, on peut montrer 

(JAWZINSKI, op. cité, p. 119) que l'équation de Ito équivalent est don­

née pa r 

dy 1 a cr [ f (y,t) + --2-- cr (y,t) ~ ] dt + cr (y,t) dS 

On voit que les définitions de Ito et de Stratonovich seront 

équivalentes si acr! ay = O. C'est par exemple le cas si 6 est une' 

fonction va r iant seulement avec le temps (cr = cr (t) ). 

Ce qui montre que, dans le sens de l'a modél isation 1 inéaire, il 

est équivalent de prendre la définition de Stratonovlch ou cel le de [to. 

Il reste cependant le problème du choi'x de l'interprétation phy­

si que du phénomène que l'on veut modé 1 i ser. La re 1 at i on (62) montre, que 

la définition de Ito introduit dans l'évolution du phénomène une correc ­

tion que l ' on pourrait, dans le cas simple considéré, interpréter comme 

la "contr i bution prop re " du temps à l ' évo lution. L'un des aspects im­

portants du fonctionnement des systèmes dynamiques naturels est que les 

évènements qui s'y dérou lent ne sont pas répét itifs . La relation (62) 

fournit une justification simple de cette constatation empi' rique . 
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En effet, pour interpréter ce résultat dans le cadre du 

fonctionnement des systèmes dynamiques naturels, on doit se rap-

pe 1 er que v (t) , t € T ëst un processus du mouvement 

brownien, de var iance unité, et que pour des processus plus géné­

raux [ w (t ) , t ~ T] , l'éca rt moyen autour de l ' évolution moyen­

ne entre t et t + T est de cr ~ et que : 

(w , dw) 1 
- 2-

2 2 [w (t) - w (0) 
2 1 ]+cr (À- - )T 

2 

Alors, lorsqu'on i nterprète l'intégrale stochastique au sens 

de STRATQNOVICH, ( À 0 ,5 ), on suppose que , statistiquement par-

lant, la répétition de l'expérience entre les instants t et t + T 

permt de se ramener à un phénomène de var iance nul le. La définit ion 

de STRATONOVICH est donc symétrique, et suppose l'invariance des con­

ditions de mesure aux temps t et t + T , comme cela peut être le cas 

dans les systèmes dynamiques asservis , (en automatisme et en théorie 

de fil trage ) . 

Cette condition n'est pas réal isée, (à notre avis), pour les 

phénomènes physiques qui se déroulent sur un bassin versant naturel. 

I l leur est attaché dans ce cas une incertitude permanente qu i dépeMd 

auss i bien de la nature du phénomène que de l' i nterval le de temps con­

sidérés. 

1 
- 2- ) T const =f= ° 

On voit en particul ier que dans ce cas , on obtient, pour 

T = 0 , un phénomène de variance infini qui est en conformité avec 

la définition du bruit blanc . 

f • 



2.33 

Pour rester dans le cadre général des modèles non-I inéaires 

conformes à la nature réel le du comportement hydrodynamique du bas­

sin versant, on continuera, dans la suite de ce mémoire, de parler 

des équations différentiel les stochastiques au sens de Ito. 

Une ana lyse du modè le de UNNY et KARMESHY (1984) sera faite 

dans le cadre du chapitre sui vant, consacré au panorama des modèles 

exi stants. 

Dans la suite de ce mémo i re, nous uti 1 iserons les rè­

gles de calcul stochastique établ ies par Ito, notamment le théorème 

su i vant 

Théorème de Ito 

Soit X un vecteur n-dimensionnel, solution unique de 

l'équation différentiel le stochastique vectoriel le ; 

dX F (X,t) dt + crF (X,t) dB (65) 

où [B (t) , t E T 1 est un processus de Wiener vectoriel 

de covar i ance incrémenta 1 li · dt ; so i t q, (X , t), une foncti on 

scalaire à valeur ~éel le, continument différentiable en t et 

deux fois continument différentiable en X, alors <p (X,t) sa­

tisfait l'équation différentiel le stochastique suivante; 

d <p <Pt dt + <pT J T dX + - 2- tr crF ·1[ · cr <PXX dt X 

où <Pt 
3 <p <pT 3 q, 3 <p (66) --n:- X ax;- , ... , ""T'X n 
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a2 
<P a2 

<P a2 
<P 

a XZ 
1 

aX l aX2 
(lX

l 3X n 

<PXX 

i<p (lZ <P 3Z 
<P 

ax n 3X 1 aX n 3X2 
3 XZ 

n 

La démon~tration rigoureuse de ce théorème peut être trouvée 

dans 1 es ou,vrages de mathématique consacrés à ce sujet (par exemp 1 e 

dans BENSOUSSAN et LIONS - 1978, p. 34). Mais co~pte tenu de l' im­

portance de ce théorème pour la su ite de ce mémoi re, on présente une 

justification intuitive pour le cas où X est scalaire. 

Considérons donc, dans ce 

de Taylor en retenant les termes 

a <P 

cas, un développement de 

d'ordre deux en d B 
Z 

a <P 

<P 
On a 

en série 

a <P 
<P - <P =-­

o 3 t 
+-- (X - X ) 

o 
+ __ ---" (X - X)Z 

xZ 0 
+ • ••• 

3 X 2 

soit pour 6t et 6X petits 

d <P <Pt dt + <PX dX + 
1 

-Z- <PXX 
Z (dX) + .... 

<Pt <PX (F dt + <JF d S) 1 (F dt + 
Z 

dt + + -Z- <PXX oF d S) 

= (<Pt + .<PX F + 
1 Z ) dt + <PX <J F d S - Z- <PXX <J F 

qui est l'analogue scalaire de l'équation ci-dessus. 

Le théorème de Ito fixe les règ les du calcul stochastique. On 

a en effet (JAWZINSKI, p. 115), pour deux processus X(t) et y(t) dé­

finis par (65) et deux fonctions scalaires ~ (X,t) et W (Y,t) satis­

faisant les hypothèses du théorème ci-dessus. 

d (<PW) = W d cp + <P d W (67) 
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La démarche que nous avons sui'vie pour la présentation 

du modèle stochastique consiste à se donner le 'modèle déterministe 

pour lequel la connaissance de l'état initial permettait de décrire 

l'évolution future du système. En introduisant les termes d'i ncerti ­

tude [ e: ( t ) , t E T J , on probab il Ise l'espace' des fonctions 

d'entrée et, de ce fa i t , l'espace d' étàt et l'espace de sort i e se pro­

babi 1 isaient de façon natu rel le, pa r image des fonctions d'entrée. La 

tâche de la modél isation stochastique consiste dès lors à déterminer 

les divers moments des paramètres d'état et de la sortie. 

Le modèle 1 inéaire ----------- -------

Considé rons le schéma déterniniste présenté plus haut pour la 

description de l'état d'un bief. I l est défini par les équations (43)­

et (44) que nous récri vons , pour un bief donné, sous la forme suivante 

(en omettant les i ndices ) 

On a 

avec 

d X 
Cft P (t) - q (X) 

q (X) = * (X , t) 

(68) 

Introduisons le terme d'incertitude dans les données d'ent rée. 

p (t) P (t) + cr e: (t) 
p P 

(69) 

E [ E = 0 
P 

E Ep (t) . Ep ( T ) J = M (t) .s (t - T) 

On a a lo rs 

(70) 

Examinons le cas 1 inéaire *(X) =a (t)X 



X(t) 

avec 
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La solution de (70) est donnée par 

t 
+ f <!> (t,T) P (T) dT + 

t 
o 

<!> (t , t 0) • exp (­

dB'E: dT 
P 

ft a (t) d T 

t 
o 

t 
f <!> 
t o 

(t,T) a (T) d 13 (T) 
p 

( 7 J ) 

En prenant l'espérance mathémat i que dans Cl]), on trouve ; 

x = E [ X(t) ] 
t 

<!> (t 1 t ) X +f <!> Ct, T) P (T) d T 
o 0 t 

o 

(72 ) 

qui est la solution babituel le donnée par les modèles déterministes 

1 i néa ires. 

Calculons la va r iance 

Var [ X ] E [ .( X - Xl (X - X) 
t t 

E {(f <!> (t,T)ap(TldB (T 1 ][ f <!>(t,T)ap(T) 
to t 

0 t Tl 2 2 
f f . <li (t,T).a (T) E [E: (T) . E: (T)]dT 
t t p p p 

0 0 

En particul ier si va r [E: J 
p 

l , on a 

var [ · X J (t,T) i (T) dT 
P 

dB (T) 

dT
1 

Par exemp 1 e, si et a = est, on aura pour t 
o 

var [ X ] 

. 
] 

(73 ) 

o 

Les paramètres de la sortie se déduisent, compte tenu de l 'by­
potbèse de 1 inéarité, des paramètres d'état. 

• 

1 
1 

1 

i 
[ 
} 

f 

f 
( 

f 
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n 
On pose ma i ntenant 'V (X) = E 

j = J 
a. (t) Xj 

J 

Dans le cas détenniniste', (étudié dans le mémoire de 3ème Cycle), 

on sait que la solution géné ra le du système non 1 inéai r cl décrit par un 

opérateur pôl ynom i a 1 

d X n 
(J) X - - -+ E 

d t j=J 
a. (tl XJ - P (t) 

J 
o 

se déduit à partir de la solution de la composante 1 inéaire. On est con­

duit, en sui vant cette déma rc he, aux approx imati ons suivantes pour le 

modèle stochastique : 

et 

t t 
X

J <!> (t,to l + J <!>(t,T) P ( T) dT + J <!>(t,T) cr (Tl dS (T) 
t ~ , 

t 
0 0 

X2 J <!>(t,T) [ X2 ( T ) 1 dT 
to 

1 

t 
x3 X = f <!>(t,T) [ (T) dT 3 

to 
1 

- - - - - - - - - -
t 

xJ x. J <!>(t,T) [ ( T ) dT 
J t 1 

0 

n 
X Xl + E a. X. 

J=2 J J 

En se 1 imitant aux te rmes d'ordre deux (n 2) e.t en posant 

0 , t 
o o , on a 
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x 
t t t 2 

f <!>1(t"I)P('I) d '1 + f f <l>2(t"I"2) Il 
o 0 0 i =1 

p (,.) d,. + 
1 1 

t t t 
+ J <1>1 (t"I)O('I)dB ('1) +l fa <l>2(t"I "2)P('I)o('2)d'l dB ('2) 

t 
+ f f<l>2(t l "I"2)O('I)O( '2 )dB (' 1) dB ('2) 

(74) 

o 

Dans cette relation 

<1>1 <1> 

t 

f 
o 

L'espérance mathématique E [ X ] fait apparaître, en plus du 

terme déterministe, un terme additionnel qui est: 

t t 
E { f f <1> (+,","2) 0 (',) 0 ('2) dB (TI) dB ('2) 

o 0 (7 5) 

t t 
= f f <1> ( . ) 0 (, 1 ) 0 (, 2) cov ( E ( , 1) , E (, 2)) dT 1 d, 2 

o 0 

En cla i r, on voit qu'à l 'approximation d'ordre deux, le calcui 

des moments d'ordre un fait apparaître des moments d'ordre supérieur à 

un. On peut vé rif ier que, de manière générale, pour les modèles non 

1 inéaires, l'évaluation de l'espérance mathématique de l ' état et de la 

sortie, nécessite la connaissance des moments d'ordre supérieur. De mê­

me, le calcul du moment centré d'ordre deux conduit à la relation 

E{[ X-X][X - X 
(76) 

Cette relation fait apparaître la nécessité de connaître les mo­

ments d'ordre quatre pour les termes du bruit. 

i 
r 
[ 

~ 
r , 



• 

2.39 

Les considérations qui précèdent montrent que l ' uti 1 isation 

de la méthode d'intégration directe pour l'estimation des moments 

de différents ordres conduit à une perte d'information. 

La prise en compte du caractère markovien de la solution de 

l'équation d'état et l 'appl ication des règles de calcul stochastique 

de Ito permettent une évaluation théorique di recte de la densité de 

probabi 1 ité de transition et de la densité de probabi 1 ité marginale 

et l'on sait que les divers moments peuvent être déterminés si l'on 

connaît ces lois de probabi 1 ité . 

Soit en effet: 

Pr (X , t 1 1',; , T ) t > T E [ 0 , T ] 

la densité de probabi 1 ité de transition d'un processus X vérif iant 

l ' équat i on (70) : 

d X [ p - W (X) ] dt + cr d S (70 ) 

Par définition, on a 

Pr (X , t 1 E; , T) dX = Pr [ X < X(t) < X + dX 

On démontre, moyennant certaines hypothèses de régularité 

sur [ P - W (X) ] et cr (X , t) , (généralement el les doivent être 

cont i nues et bornées), que Pr (X , t 1 1; , T) vér i fie une équat i on aux 

dérivées partiel les du type parabol ique (JAWZINSKI - 1970, p. 129 

GUIKMAN et SKOROKHOD - 1977 , p . 65 , th. 6 ; BENSOUSSAN et LIONS -

1978 , p . 155) : 

a Pr (X , t 1 1; , T ) 

a t 

Pour l'e .d.s. considérée, 

~ 
= "-' [ Pr (X , t 1 1; , T ) ] 

a 
;t[.]= __ [ ( P - w (X)) ' ] - -;-7 a X 

(77 ) 
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(mais [ P - W (X) 1 peut être remplacée dans (70) et dans l'opéra­

teur, par toute fonction vérifiant les conditions de régularité re­

quise). L'équation (77) est appelée équation de Kolmogorov ou équa­

tion directe de Fokker- Planck. La condition in i tiale pour cette équa­

tion est définie par 

1 im 
t+ T 

Pr (X ,t 1 i; , T Ô (X - 1; ) ( 78) 

où ô (X -1;) est la masse ponctuelle de probabilité pour XI;. La 

condition aux 1 imites est définie par 

1 im 
X+'" 

Pr (X ,t 1 1; , T o (79) 

BENSOUSSAN et LIONS ont montré, (dans le passage cité plus haut), 

que Pr (X ,t 1 1; ,T ) défini comme solution de l'équation parabol i­

que (77) est le noyau (ou fonction de transition) de l'opérateur de 

Green associée à dG [ 1. En effet on sait que si une fonction 

~ (X , t) est solution du problème de Cauchy: 

(80) 

~ (X,T) 4i ( X ) 

elle est définie par 

~ (X , t) E [ U (t , Tl . 4i ( X ) 1 

où U (t , Tl est l'opérateur de Green. Si Pr ( • ) est le noyau de 

l'opérateur U (t T), on a 

E [ U (t ,Tl 4i ( X ) 1 = f Pr (X,t II;, Tl ~ (1;) dl; (81) 

On peut aussi déduire l'équation inverse de Kolmogorov pour 

Pr ( • ) . En effet, par appl ication directe des règles de caLcul 

stochastique, on a : 

1 
l 

! 
1 

t 
l 

l 
1 

{ 

i 
l 
l 
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a Pr a Pr 
-- + (82) 

a t 2 

Si cette équation a une solu t ion uniq ue, on montre aussi que 

cette solution est la densité de probabi 1 ité de transition pour le 

processus X(t) . On d i t (JAWZINSK I , p. 130) que l'équation (82) est 

l ' adjo i nt fo rmel de (77) . 

En remarqua nt que Pr (X , t 1 ;, '"[ ) est une fonction aléa -

to ire (pu i squ' e Ile dépend de X et ; . ) , on peut prendre dans 1 es 

équations (77) et (82) l ' espér ance mathématique et comme 

E [Pr (X (t) 1 X (T) = ;) 1 = Pr ( ; ( T) ) 

on voit que la probabi 1 ité ma rginale du processus vérifie les mêmes 

équations . 

De l ' analyse qu i pr écède , il résu lte que s i la so rtie du sys ­

tème défini par le bassin versant vé r ifie l ' équation : 

a q 
2 a q 2 a q 

P - q ( ;,T ) . -- - - cr -
a ; 2 a ;2 

(83) 
a t 

on a, en uti 1 isant (81), une évaluation directe sous la forme 

q (X , t) J Pr (X , t 1 ;, T q(F;ldE; (84 ) 

En pa r ticul ie r , si q (;) = <5 (;) , on déduit que l'espérance 

~athématique du débit à l ' exu t oire du bassin mesure la densité de pro­

babi 1 ité du paramètre d'état. 

En prenant l ' espérance mathématique da ns (84), on a 

E [ q (X , t) 1 J Pr <1; , T) q ( ; ) d ; (85 ) 
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Exemples 

si q CX , t) = a X Ct) , on a 

E [ q CX ,t) 1 = a E [ XCt) 1 = a f Pr Cf; , Tl i; di; 

On retrouve là , le résultat habituel. 

n 
Xj si q CX , tl l: a. on a 

j= 1 J 

n 
i;j E [ q (X , tl 1 f Pr (i; , T) E a. di; 

j =l J 

n 
i;j l: a. f Pr (i; , T) di; 

j = 1 J 

On retrouve ainsi le résultat obtenu plus haut et qui montre 

que: l'évaluation de l 'espérance mathématique de la réponse du sys­

tème nécessite la connaissance de tous les moments' d'ordre supérieur 

de la fonctio n d'état. Si, comme cela se fait , dans la pratique hydro­

logique, on souha ite se 1 imiter aux quatre premiers moments, cette éva ­

luation de E [ q (X , tl 1 pourrait se faire de manière directe, si 

l 'on connait une expression expl icite de Pr (X,tl . 

Malheureusement, l'équation de FOKKER-PLANCK-KOLMOGOROV n'a de 

sol ution expl icite que pour quelques cas très particul iers. L'un de 

ces cas parti cul iers s'obtient en supposant, pour le système en étude, 

que la /quantité d'eau tombée sous forme de précipitat ion, s'écoule in­

tégralement à l'exutoire, sous forme de débit. On a alors (P - q) = 0 

et les équat ions qui décrivent le système sont 

d X cr d i3 Céq. d'état) 

aPr a2pr 
--- - -- cr Céq. F-P-K) 

at 2 a x2 

si cr = 1! ( i dent ité 

p (X ,t) dX ... <5 pour t ... O. 
0 

. , 
1 
r 
~ 

, 
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La solution de ce problème est immédiate et l'on a 

Pr (X , t) 
- 1/2 

(2 'TT tl 2 exp (- X / 2 t) 

Pour obtenir une expression expl icite, dans le cas général, 

on peut uti 1 iser soit les techniques de transformation de Fou r ier 

par rapport à la variable X, soit une méthode d'approximation fonc­

tionnel le. Cette dernière possibi 1 ité sera examinée plus loin, dans 

le cadre de l 'appl ication concrète de la méthode. 

2.3. CONCLUSI ON 

Le développement qui pr écède permet de se rendre compte de 

l'importance de la structure stochastique de l ' espace des fonctions 

d'entrée sur le compor tement dynamique du système . On a montré en 

particul ie r que la probabi 1 isation de l'espace des entrées condui­

sait de façon naturelle à Une probabi 1 isation de l'état et de la 

so rtie. Il est donc nécessaire , pour mieux cerner l'évolution des 

états et' de ( 1 a sort i e des systèmes cons i dé rés, de mieux conna ître 

l'évolution spatiale et temporel le des structures stochast iques de 

la précipitation sur le bassin. 

Dans le développement présenté, nous avons considéré seule­

ment l'évolution des propriétés du bruit blanc dans le temps. Cet­

te démarche se justifie par l 'uti 1 isation d'un modèle discret dans 

l'espace. Il existe en effet une différence profonde entre les i n­

certitudes dans le temps et dans l'espace, due au fait que le temps 

est ordonné alors que l ' espace ne l'est pas. Toutefois, si l'on 

considère une dimension spatiale et un sens de l 'évolution, les 

définitions données pour la variable temps peuvent être éte ndues à 

l'espace. Mais l'avantage de la discrétisation spatiale est qu'el le 
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permet de rester dans un espace fonctionnel de dimension fini e, donc 

de modél iser le compor tement spatial par des variables aléatoires 

alors que l'évolution continue dans le temps (espace fonctionnel de 

dimension infin ie) est mode 1 isée par des processus stochastiques. 

Or, on sait que pour les va r iables aléatoires les tech n·iques de cal­

cul différentiel et du calcul intégral usuel sont uti 1 isables, ce oui 

justifie que les règles du calcul stocbastique ci - dessus rappelées 

s'appl iquent dans le cadre de cette étude à l'évolution des paramè­

tres dans le temps. 

La final ité pratique de la discrétisat ion spatiale est immé­

diate. Les fonctions d'entrée ne sont connues qu'à travers un nombre 

1 imité de stations de mesure, alors que pour chaque station donnée, 

on peut disposer d'enregistrement continu dans le temps . Compte te­

nu de cette impor tance des fonctions d'entrée représentées par les 

précipitations mais aussi des considérations d'échel le dans les pbé­

nomènes p~ysiques qui sont à l'origine de leur production, nous ac­

corderons dans la suite de ce travai 1 une attention particul iè re à 

l'aspect dynamique de l 'évolution des précipitations en Afrique de 

l 'Ouest. 
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3.1. GENERALITES 

"L 'expérience est la source unique de vérité ; elle seu Ze 

peut nous apprendre queZque chose de nouveau; eZZe seuZe peut 

nous donner Za certitude . ... Et pourtant, la physique ma çhémati­

que existe; elZe a rendu des services indéniabZes ; c'est qu'il 

ne suffit pas d'observer; a faut se servir de ses observations 

..•.. et poUY' ceZa, il faut généraZiser .... On fait Za science 

avec des faits COmme une maison avec des pierres ~mais une accu­

muZation de faits n'est pas pZus une science qu'un tas de pierres 

n'est une maison". 

Cette citation de H. POINCARE (tirée d'un texte de 1901, 

en nouvelle édition - 1968 , p. 157) montre la complémentarité 

de l'expérience pratique et de la théorie mathématique. Mais com­

me le soul igne ce grand savant (dans ses "Dernières Pensées", p. 

203), "Zes faits sont susceptibZes de pZusieurs interprétations 

parce qu'iZs ne sont jamais qu'imparfaitement con;'us". Nu 1 ne 

s'étonnera donc que l'expérience pratique dans l'étude du fonc-

tionnement hydrodynamique du bassin versant se traduise par plu­

sieurs approches empiriques, conceptuel les ou analytiques que l'on 

peut classe r suivant la démarche mathématique adoptée en : 

- modèles déte rministes 

- modèles probabil istes 

- modèles stochastiques 

Cependant, le problème de la modél isation des phénomènes 

hydrologiques est, (on l'a vu plus haut), de rendre compte à la 

fois de l'aspect dynamique de l 'évolution et de la nature incom­

plète de notre connaissance du phénomène. En d ' autres termes, il 

s'agit de dégager une description de la réal ité physique, sachant 
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que "les ctrconstances où l'on a opéré ne se reproduiront jamais 

toutes à 1 a fo i s et donc que . 1 e fa i t observé ne recommencera j a­

mais". Les paramètres essentiels de cette réal ité physique sur un 
bassin versant étant: 

- les précipitations 

- les transformations pluie-débit 

- et le débit à l'exutoire du bassin, 

on cherchera donc à rendre compte, dans une formulation mathématique 

cohérente, de l'évolution de ces paramètres. On est conduit de ce 

fait à rechercher cette représentation adéquate du réel qui, selon 

P. LANGEVIN "semble avoir été prévue et devancée par l'analyse lo­

gique et Z 'esthétique abstraite du mathématicien~'. 

D'après DIEUDONNEE (1982), le besoin de perfection qui con­

du i t à cette esthét ique abstra i te est 1 e fru i t d'une "espèce de cu­

riosité innée de Z 'être humain à résoudre des devinettes". Aussi, 

les constructions purement matbém?tiques qui nous permettent de trou­

ver les concepts et les pr incipes nécessaires à la comp·réhension des 

phénomènes nature 1 s appara i ssent-e Iles souvent sous 1 a forme d'une 

théorie mathématique, préalablement form~lée comme le résultat d'un 

simple jeu de devinette! C'est le cas de la théorie des processus 

de Markov uti 1 isés dans l'étude du fonctionnement des bassins ver­
sants. 

En effet, d'après L. TAl<ACS ( 1960), le mathématicien russe 

A.A. MARKOV (1856 - 1922) est arrivé à la notion de la chaine qui por­

te Son nom en examinant l'alternance des voyel les et des consonnes 

dans une oeuvre poétique de A.S. POUCHKINE (1799- 1838) intitulée 

"Onéguine". Ce fut le point de départ de recherches remarquables de 

MARKOV lui - même et de ses continuateurs V. 1. ROMANOVSKY et A.N . KOL­
MOGOROV. 

De nos jours, le champ d'appl ication de la tbéorie des pro­

cessus de Markov ne cesse de s'élargir. On peut citer, entre autres, 
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l 'appl icatton au problème de diffusion, uti 1 isa nt les équations de 

FOKKER - PLANCK - KO LMOGOROV, l 'appl ication au problème de fi Itra­

ge uti 1 i sant la théorie de KALMAN et, plus généralement, les appl i­

cations au problème de contrôle stochastique . ... 

Dans ce chapitre, nous al Ions nous intéresser à l 'appl ica­

tion des processus de Markov à la modél isation du fonctionnement 

hydrodynamique des bassins versants. Nous présenterons ainsi les 

modèles des chaînes de Markov appl iquées à l'étude des précipita­

tions journal ières. L'ana(yse des nombreux travaux consacrés à ce 

problème permet d'entrevoir les 1 imites d'appl i~ation de la formu­

lation discrète. Nous présente rons le modèle des processus ponc­

tuels, introduit récemment, comme modèl e de substitution aux chaî­

nes de Markov. Mais l'étude encore plus récente de UNNY et KAR­

MESHU (1984) , ainsi que le modèle présenté dans ce mémoire, mon­

trent que, en éla rgissant les chaînes de Markov discrètes aux pro­

cessus de Markov continus et non - I inéaires, on peut, de manière 

très natu re l le, élargir le champ d'appl ication de cette théorie 

mathématique à l'étude de la transformation pluie-débit et à l'é­

tude du débit à l 'exutoire. On a montré dans le chapitre précédent 

que l'évolution des lo is de probabi 1 ités marginales et conditionnel­

les est décrite par l'équation de FOKKER - PLANCK - KOLMOGOROV. 

Nous présentons, pour clore ce chapitre, une méthode d'approche de 

solution de cette équation. 

3.2. PRESENTATION DES CHAtN ES DE MARKOV APPLIQUEES A L'ETUDE DES 

PRECIPITATIONS JOURNALIERES. 

3.2 . 1. Définition des chaînes de Markov 

Une démarche fort simple pour définir les chaînes de Ma r kov 

consiste à partir de la notion d'évènements indépendants et à pré­

senter une chaîne de Markov comme une général isation de cette notion. 
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Considérons en effet une fami Ile de v.a. { X(t) , t", T } 

indexée par 1 e paramètre t é T CT dés i gne généra 1 ement 1 e temps). 

Si T = (0, 1, 2, ... ), la fami Ile considérée forme un processus 

stochastique à paramètres discrets. , 
Par contre, si 

à paramètres continus. 

Soit maintenant 

nements. Par exemple, 

finies par des seui Is 

T = { t ; o < t < oo}, le processus est 

El ' E2' ... Ej' un système complet d'évè­

les E. peuvent être des classes de pluies dé­
J 

donnés. Considérons la réal isation de chaque 

tirage en terme de réal isation de l'évènement Ej (j = 1,2 •.. ) et 

définissons la v.a. discrète [{ Xt ; tE. T }~; CT = 0, 1,2 •.• ) 1 

telle que X
t 

= j si la réal isation du tirage au temps t est Er 
5 i 1 es tirages sont indépendants, on a : 

j il' .... , Xt _1 

Pr { X
t 

= j} ( 1 ) 

pour tout ·t E T et pour toutes les valeurs possibles de la v.a. 

Xt · 
On arrive tout naturellement à la notion de chaîne de Ma r kov 

d'ordre l , si l'on suppose plus généralement que la réal isation de 

chaque nouveau tirage dépend de la réal isation du tirage précédant 

immédiatement le tirage considéré mais qu'el le est indépendante de 

tout autre tirage antérieur. On arrive ainsi à la définition . : 

Définition: 
On dit que l es tirages consécutifs ou les v.a. as­

sociées à ces tirages { X
t

} forment une chaine de Markov si pour 

tout tE T = (0 , 1,2 ••.. ) et pour toutes les valeurs possibles de 

la v.a. Xt , on a : 

j x 
o 

j i t-I } (2 ) 
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On dit que la chaine de Markov est d'ordre r si, dans une 

séquence de tirage, la réal isation de chaque tirage dépend de la 

réal isation des r tirages précédents et seulement de ces tirages. 

En conséquence, on dit qu'une v.a. Xt forme , une chaine de Markov 

d'ordre r si , pour tout r donné, et pour toutes les valeurs de 

la v.a. Xt , te T = (0,1 ,2, ... ), on a : 

j il' ... , Xt _ l i t-l } 

(3 ) 

j 

On voit que les tirages indépendants déf i nis par (1) consti­

tuent (par extens i on), 1 a cha i ne de Ma rkov d' ord re zéro. 

Dans les appl ications à l'étude des précipitations journal iè-

res 

- les évènements E. sont appelés les états du système 
J 

logique considéré. Pour un processus binaire, les évènements 

les états secs ou pluvieux (dés ignés généra 1 ement 

l'état 1) 

- la distribution de probabi 1 ité Pr { Xo 
(j 0,1) est appelée la distribution initiale; 

par 

j } 

- et les probabi 1 ités conditionnelles Pr { Xt 
sont appelées les probabi 1 ités de transition. 

l'état 

j 

hydro-

E. sont 
J 

° et 

i} 

Si Xt - l = i et Xt = j , on dit que le système effectue une 

transition E. + E . . 
1 J 

Si l'on connait la distribution initiale et la pcobabi 1 ié de 

transition, on peut déterminer de manière unique la distribution de 

1 a v. a. X
t

. 

L'un des problèmes de la théorie mathématique des chaines de 

Markov discrètes est de rechercher si la distribution 1 imite de la 

v.a. Xt existe lo rsque t + 00 et si el le existe comment peut-on la 

déterminer . Ce problème est abordé par YAKOWITZ (1979 - a , b), 

YAKOWITZ (1984), YAKOWITZ et SZIDAROVSKY (1983), COLLOMB (1984,a,b). 



3.6 

Dans la démarche adoptée dans ce mémoire, ce problème se 

ramène à la recherche de l'existence de solution pour l ' équation 

de FOKKER - PLANCK - KOLMOGOROV (voir ch. Il). une méthode d'ap­

proche de solution de cette équation sera présentée plus loin. 

3.3 . 2. Historique ---

D'après COLE et SHERRIF (1972) , l 'étude des dépendances des 
jours secs et pluvieux remonte à 1916, lorsque NEWHAM a montré qu' 
en Angleterre la probabi 1 ité d'un jour sec est 1 iée au nombre de 
jours pluvieux précédents. Au contraire, lONGlEY (IS53) a montré 

que, au Canada, la probabi 1 ité qu'un jour sec soit suivi d'un jour 

sec est pr esqu 'i ndépendante du nomb re de jou rs secs précédents. 

Mais les études de lAWRENCE (19 54) confirmèrent les résultats de 

NEWHAM. Cependant, la première étude sur le caractère markovien des 

dépendances des jou rs secs et pluvieux est due à GRABIEl et NEUMANN 

( 1959 , 1962). Par la suite, de nombreuses études ont exploré l'ap ­

pl icabi 1 ité des modèles de Markov à l'étude des précipitations jour­

nal ières. On peut citer entre autres les travaux de WEISS ( 1964 ) , 

WISER (1965), FINKELSTEIN (1967) , AOOMOWSKI et al. (1972), COLE et 

al. (1 972) ,MEOHI (1976), etc. Mais ces premières études se sont, 

pour la plupart, intéressées aux chalnes de Markov du ter ordre et à 
la natu re des dépendances fournies par ce modèle. 

Par la suite, il est apparu que la précision fournie par les 

chaînes de Markov d'ordre un n'éta .Î1t pas suffisante dans bien des 

situations. les hydrologues se sont intéressés alors aux chaînes de 

Markov d'un point de vue pl·us critique en faisant intervenir des cbai­

nes d 'ordre supérieur. TONG (]975) , GATES et TONG (1976) , CHIN 

(1977) ont uti 1 isé le critère d'information de AKAIKE (une variante de 

1 a méthode de max i mum de vra i semb 1 ance) pour montrer 1 a nécess i té des 

chaînes de Markov d'ordre supérieur à un. GATES et TONG ont appl iqué 

la méthode aux résultats de GABRIEL et NEUMANN ( 1962) et ont pu con..; 

clure que les chaînes d'ordre supérieur à un conduisaient à des ajus­
tements mei 1 leurs. 
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par exemple des effets saisonniers, on parle de chaînes de Markov 
non homogènes. 

Plusieurs v.a. entrent très naturellement dans la descrip­
tion des évènements pluvieux dans le temps: 

Une première v.a . est cel le qui compte le nombre d'évène­

ments pluvieux à l'intér ieur de divers interval les de temps; 

. Une autre v . a. est cel le qui décrit le passage d'un état 
Ei à un autre Ej ; 

. une troisième v.a. est cel le qui associe une certa ine quan­

tité de pluie (hauteur , volume) aux évènements pluvieux. 

Dans les premie rs t ravaux de GABRIEL et NEUMANN (1962), seul, 

le premier aspect était pris en considération. Ces auteurs ont pré-

cisé en effet qu' i 1 s'agissait d'une "description statistique des ob­

servations". Mais bien que la définition d'un évènement pluvieux dé­

pende de l' i nterva Ile de temps darrs 1 eque Ile processus va être dé­

crit, les différentes v.a. ci-dessus indi~uées peuvent se déduire à 

partir d'une définition unique du processus physique en étude. 

Considérons en effet un interval le de temps discret (le jo"r 

par exemple). Soit YI ' Y2 ' ... , Yt ' une séquence de v.a. tel le 

que {Yt , t E T} définisse la hauteur de pluie au jour t. Dé-
finissons une nouve Ile v.a. { Xt , t E- T } telle que : 

Xt si Y
t 

> 0 

( 5 ) 

Xt 0 si Yt 0 

et 

nt - n(O,t) 1: Xt t=1 
( 6 ) 

a lors {Xt , t E. T } ca ractér i se (comme précédemment déf i ni) l'état 
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du système et nt compte le nombre de jours pou r lequel Xt = 1 dans 

l ' intervalle (O,t) . Xt est la valeur au jour t et Xt _ 1 est la va­

leu r au jou r t - 1 ; i est l ' état réa l isé au jour t - 1 et j est 

l ' état réa 1 i sé au jou r t (i , j = 0 , 1) ; a lo r s 1 a probab i 1 i té 

de transition est donnée par l'équation (4) . En uti lisant les deux 

états (0 , Il, i l apparaît immédiatement que l'on a quatre possibi 1 i ­

tés , d'où la forme matricielle: <Tabl eau J 1 

jou r t 

jou r 0 1 

t - I 

0 a OO aOI 

1 a lO a Il 

:::> 
La matrice 9 est une matrice ca r rée. Ses éléments sont non 

négatifs ( a ij > Ol et E a ij = 1 .. Une matrice de ce type est 

appelée matrice stochastique. 

THIRR IOT et KEBA ILI - BERGAOUI (1983) ont étàbl i le tableau ci-

dessous qui permet de comprend re comment se fait le décompte des cou­

ples d ' états . <Tableau 2l 

Etat au Etat au j our t Nombre 
jour t - 1 

0 1 d'états de la 
• ve i Ile 

0 NOO NOl NO = NOO + NO 1 

1 NIO Nil N, = N,O + Nil 

Nombre N = NO + N, 
d'états N6 =NOO +N ,0 N' = NO 1 +N

" aujourd' hu i 1 N' + N' = 
0 1 
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NOl et Nia représentent respectivement le nombre de jours 

de changement d'ét at, d.e sec vers humide et d'humide vers sec. Si 

la sér ie météo rologique considér ée commence et finit par le même 

état, alors NOl' Nia' sinon, il Y a une différence de un jour. 

Toutefois, cette diffé rence est peu sensible sur les coefficients, 

lorsque la sé r ie considé rée est suffisamment longue. Pour des cas 

pratiques, on peut supposer les égal ités suivantes réal isées : 

NOl NIO d'où N' a NO 

On en déduit 

NO NI N .. 
Fa et 1 - F --- a .. __ '_J_ 

N 0 
N 'J N. , 

La probabi 1 ité ma rgina le pr end la . forme 

Le coefficient d'autoco rrélation du premier ordre est 

- ( 
P 

- F ) a 

(7) 

(8 ) 

En uti 1 isant P et FO ' la matrice des probabi 1 ités condi­

tionnel les devient (THIRRIOT - KEBAILI - BERGAOUI, 1983) : 

(1 - F ) - P (1 - F a 0 

(1 - F 0) + F oP 
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La connaissance des probabi 1 ités de transition et marginale 

permet de calculer les caractéristiques des durées. 

Considérons en effet l'évènement 

"observer une séquence d'exactement n jours secs" 

1 1 est réa 1 i sé sil' on observe 1 a success i'on des états sous 

la forme: 

forme 

1 0 0 •..• 0 1 

'----v-----" 
n fois 

On peut donc introduire la v.a . décrivant la durée sous 'la 

min { n 

On note 

Pr { T
O 

= n } 

X 
n 

o } 

Prob {I. 00 ..... 01 } 
'----v---' 

n foi s 

et on écrit 

Pr hO = n } = Pr (1) . Pr (0(1) Pr
n

-
1 (0/0) . Pr (1/0) 

Avec les notations adoptées, on a 

Pr {Ta = n } 

On en dédu i t : 
00 

1: 
i = 1 

Pr {T
O 

= i} 

( 1 - F ) 
0 alO 

( 1 - FO) a lO 

( 1 - FO) a lO 

n-I aOO a OI 

00 

1: 
i -1 aOI aOO i = 1 

aOI aOO 
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Soit, comme a OO 
+ a OI = 1 

<X> 

l: Pr {TO 
} ( 1 - FO) a lO i = 1 

On a alors les résultats su i vants : 

a) . Espérance mathématique des durées sèches : 

<X> 

l: i Pr { i } ( 1 -F 0) a 1 OaO 1 TO = 
i = 1 m1(To) 

<X> 

l: 
i = 1 

Pr {-ro = i} 

2 
(1 - aOO) 

b). Variance des durées sèches 
<X> 

l: 
.2 Pr { i } 1 TO = 

m
2

(T
O

) = 
i = 1 

<X> 

l: Pr {TO = i } 
i = 1 

On en déduit 

( 1 

].J2(TO) 2 
cr (].JO) m2(].J0) - 2 m1 (].JO) 

+ a
OO a OO 

( 1 + aOO) 
2 ( 1 - aOO) 

2 ( 1 - aOO) 
2 

raoo cr (TO) et Cv(TO) =1 a OO 1 - a OO 

-

<X> 

l: 
i = 1 

F 0) a lO 

i -1 aOO 

(9 ) 

.2 
1 

( 10) 

( 1 1 ) 
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c) . Moments d'ordre 3 

Des calculs analog ues cond uisent à 

( 1 2 
+ 2 0.00 + 0.

00
) 

m3 3 
( 12) 

( 1 - 0.00 ) 

( 13) 

( 14) 

dl . Moments d'o r dr e 4 

1 + 11 
( 15) 

( 16) 

y 

e) . Fonction de répa r tition 
( 1 7 ) 

n 
l: Pr {Ta i} 

Pr {Ta < n} 
i = 1 
'" 
l: Pr {-ra i} 

i = 1 

n 
n i - 1 

- 0.00 
0.01 l: 0.00 0. 01 

i = 1 - 0.00 
d ' où 

Pr { } 
n ( 18) Ta < n - 0.00 
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Durées pluvieuses 

Les mêmes calculs s'effectuent pour les durées pluvieuses. 

Ils conduisent à des résultats identiques en remplaçant les indi­

ces caractérisant la période sècbe par ceux caractérisant la pério­
de pluvieuse. 

PkOQC64~ m~c(a44e ---------------------

El , E
2 , ... , E. (avec J > 2) . La probab il i té de transition J 

multiclasse s'écrit sous la forme 

Le système complet d'évènement est formé par J états 

aIl a 12 a 13 
a

21 a
22 a 21 

a 31 a32 a33 

1 

L 
J 

avec 1: a .. et Cl. •• N .. ! N. 
j =1 IJ IJ IJ 1 

La démarche pour obtenir les différents paramètres est ana­

logue à cel le présentée dans le cas binaire mais avec un degré de com­
prexité croissant des concepts uti 1 isés. 

A l'ord r e un on a 

( 19) 

et 
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Généralement, la considération de processus multiclasses sou­

lève quelques problème~ nouveaux. Un exemple de ces problèmes est 

celui du découpage en classe. Le choix des seui Is doit répondre en 

effet à des critères imposés par la gestion des ressources en eau. 

On peut, dans la pratique, considérer un découpage en classes d'é­

gaies probabi 1 ités, ou encore un découpage faisant intervenir des 

seui Is qui sont fonction de la moyenne et de l'écart type. 

Le recensement des états possibles conduit à la matrice de 

transition suivante où les 6 ijk représentent la probabi 1 ité d'a­

voir un doublet de classe (j , k) succédant à un doublet de classe 

(i , j) avec 1 es p rop ri étés 

et 

Tablea~ 3 

~a~~ ê~x '" 
jou~~ .t":l 

Etats au~ ' et t 00 al 
jours t - l et~ 
t-2 "---

00 6000 6001 

01 a a 

la 6100 6101 

11 0 0 

1 

1: 
k 

i j k 

la 

a 

Sala 

0 

6110 

11 

a 

Sa 1 1 

0 

6111 

Les mêmes considérations que pour les chaînes d'ordre un con­

duisent aux relations suivantes, i et j représentant les états 
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a). Moment d'ordre un 

b). Moment d'ordre deux 

cl. Fonction de répartition 

Pr { Ti < n } J -

2 - Si i i 

- Siii 

(1 -
2 

S i i i ) 

(20 ) 

+ 4 
(21 ) 

(22) 

Il est théoriquement possible d'étendre le raisonnement qui 

précède à un ordre quelconque. Alors, en considérant deux états pos­

sibles (i , j = 0 , 1), à l ' o rdre r ,on va faire intervenir, par 

la 1 iaison entre r jours successifs, 2r classes possibles. Par exem­

ple, pour r = 3, on aura des classes de triplets qui conduisent, . 

après 1 e b i 1 an des évènements poss ib 1 es, à 1 a matr i ce de trans ilt i on 

suivante: 

Yijkl = Nijkl / Nijk représente la probabi 1 ité condition­

nel le d'avoir un triplet de classe j k 1) succédant à un triplet de 

classe (i j k) , de sorte que l'on a 

E Y = i jkl 

.. , . , 
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Tableau 4 

Etats aux jours Etats aux jours t t - 1 • t - 2 

t - 1 t - 2 

t - 3 000 00 1 010 0 11 100 10 1 110 I II 

000 YOOOO YODO I 0 0 0 0 0 0 

00 1 0 0 YOD 10 YODll 0 0 0 0 

010 0 0 0 0 YOIOO YOIO I 0 0 

0 11 0 0 0 0 0 0 YO IIO lOII! 

100 Y,OOO Y,OOI 0 0 0 0 0 0 

101· 0 0 Y 1010 y 1011 0 0 0 0 

11 0 0 0 0 0 y 1100 Yll01 0 0 

III 0 0 0 0 0 0 y 1110 Y 1111 

Les déma rches s[mi laires à cel les suivies pour la détermina­

tion des pa ramèt r es de la chaîne d ' ordre 2 permettent de décrire 

complètement le compo rtement de la cbaîne de Markov d'ordre r. 

C. THIRRIOT (1985) a donné une formule générale pour l'estimation 

des durées moyennes des épisodes . En appelant : 

O. 
l ,m Pr { lJJJ ... jjj } 
~ 

n 

( i ,j 0, 1 ) 

il définit la du rée moyenne de l ' épisode sous la forme suivante 

pour . l ' ordre r : 

m ( T.) 
J 

1+0'2(1+0 . , (1 + 0 '4(1 , . • (1 +0. 1 
1 , l ,.-J l , l ,r-

O. 
(1 + 

I ,r ) ) ) ) ) 

1 - 0 r+ 1 

(22) 

Dans la pratique de l ' appl ication de ces différents résultats, 

nous nous sommes a r rêtés à l'o rdre r = 4 . Les valeurs numériques des 

paramèt res affér ents à ces dif f é rents or dres seront présentés au 

chapitre suivant. 
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/ 

3.2.4. Les tendances actuel les 

Ç~~~_~~_~~~~{~_~~_0~~~~_~ee~q~~_~_~ 

e~~~~~~~ 

Les efforts accrus pour explorer systématiquement les 

possibi 1 ités des chaînes de Markov. permettent d'entrevoir leur 1 i ­

mite d'appl ication . Ainsi, des études. ont été faites pour comparer 

les chaînes de Markov à d'autres modèles stochastiques. 

SMITH et SCHREIBER (1973) ont comparé le modèle mar­

kovien au modèle de Bernoui Iii . D'après leurs résultats, la compa­

raison laisse peu de doute sur les avantages du modèle markovien et 

la non val idité de l 'hypothèse que les averses sont des phénomènes 

séquentiellement indépendants. 

BUISHAND (1977) a comparé les hypothèses du modèle 

markovien binaire, (dépendance stochastique des états), avec cel­

les qui sont à la base du modèle de renouvel lement . Ces dernières 

supposent que les longueurs des épisodes successifs sont indépen­

dantes. L'idée, selon laquel le les épisodes secs et pluvieux sont 

des processus de renouvellement, est testée à partir du calcul des 

coefficients de corrélation entre les longueurs des épisodes secs 

et pluvieux successifs; ces coefficients devront Atre nuls si· 

l 'hypothèse de départ est vérifiée. D'après les résultats de l'au­

teur, il n'y a pas de corrélation évidente entre les longueurs des 

épisodes secs et pluvieux successifs. Des variantes des lois bino­

miales tronquées s'ajustent bien aux longueu rs des épisodes. L'au­

teur note, toutefois, une évidente corrélation entre les hauteurs 

de pluies des jours successifs dans un épisode humide. Il montre 

que la loi gamma s'ajuste bien à la distribution des haute~rs de 

pluie et qu' i 1 n'y a pas une variation saisonnière évidente de la 

fo rme des pa ramètres. 

En conclusion , cet auteur pense que la description des 

épisodes secs et pluvieux de certaines stations hol landaises par 

les processus de renouvellement est raisonnable. Il note cependant 
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que, pour les stations étrangères étudiées, et pour de grandes 

va 1 eurs de k , on sous est i me de man i ère très sér i euse 1 a va- . 

riance du nombre de jours de pluie dans une période de k-jours. 

Il pense enfin que des recherches supplémentaires sont nécessai­

res pour obtenir de mei 1 leurs modèles pour de 'tel les situations. 

ROLDAN et WOOLHISER (1982) ont, après BUISHAND , exa­

miné de manière critique les performances des modèles markovien 

et de renouvellement . Ils ont comparé en particul ier le modèle de 

Markov d'ordre un à un processus de renouvellement uti 1 isant une 

distribution géométrique tronquée pour les épisodes secs. Leurs , 
résul tats montrent que, pour quatre stations étudiées aux Etats ­

Unis, le modèle de Markov est mei 1 leu r que le modèle de renouvel ­

lement. Les auteurs signalent que ces résu ltats sont en contradic ­

tian avec ceux obtenus pa r BU 1 SHAND (1977),. Ils i nd i quent que 1 es 

raisons de cette différence de jugement pourraient être, entre au­

tres, l'uti 1 isation d'un critère de choix, basé sur la méthode d' 

information minimum de Akaide, au 1 ieu d'un critère du khi-deux 

habituel. 

BOUVIER (1983) a comparé le modèle de Markov à ' un mo­

dèle de Polya. D'ap rès ses résu ltats, le schéma de Polya convient 

davantQge à l'étude des séquences des jours de pluies que le pro- . 

cessus ma rkovien. 

Plus récemment, à l ' IMFT, ARNAUD (1985 , communication 

orale) a montré que sur plusieurs stations du sud-ouest de la Fran­

ce l 'appl ication dès modèles markoviens bybrides conduisait à des 

résultats mei 1 leu r s que ceux fournis par le modèle de renouvellement. 

Ce survol de l 'app l ication des chaînes de Markov à 

l'étude des précipitations journal ières, bien que très partiel et 

très rap ide, pe rmet de fa i re 1 es remarques su ivantes sur l'état de 

la question : 

1°. L'uti 1 isation des chaînes de Ma r KOV d'ordre supérieur à un, ap­

porte une amél ioration dans la représentation des pbénomènes (BOU­

VIER, 1983). Mais l 'ordre de la chaîne qui décrit le mieux les 
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les processus, varie avec la saison, (CHIN - 1977) . Ces constata­

tions sont en plein accord avec les résultats des travaux en cours 

à l' IMFT <THIRRIOT - AFOUDA - ARNAUD - 1985). 

2°. La nécessité de prévision de plus en plus fine conduit à consi­

dérer d'autres processus stocha stiques pour·décrire l'évolution des 

séquences sèches et pluvieuses. Mais les avis sont encore contradi:c­

toires quant à la supériorité des modèles de remplacement (modèle 

de renouvellement avec BUISHAND - 1977 , ROLDAN et WOOLHISER - 1982, 

modèle de Polya avec BOUVIER - 1983) sur les mcdèles des cba1nes de 

Markov. Par ai lieurs, l 'uti 1 isation de ces modèles est 1 imitée à 

l'étude de la variabi 1 ité dans le temps, alors que la nécessité de 

prendre en compte les lois physiques qui sont à l'origine de la 

formation de ces séquences conduit à considérer l'évolution spatia­

le en même temps que l'évolution dans le temps (WAYMIRE et GUPTA -

1981 ,WAY~ll RE et al. - 1984 , EAGLESON - 1984). 

3°. Enfin, une appl ication conséquente du modèle de Markov à l'étu­

de des distributions stochastiques des séquences sècb.es et pluvieu­

ses doit prendre en compte des paramètres météorologiques autres 

que la pluie: par exemple, l 'ensolei Ilement (LESTIENNE - 1978) ou 

la température (RICHARDSON - 1981). 

On peut donc conclure, qu'à l 'heure actuel le, il n'e­

xiste pas une approcbe mathématique standard à la modél isation des 

précipitations. La difficulté semble 1 iée à la fois à une exploita­

tion insuffisante des possibi 1 ités des outi Is mathématiques dispo­

nibles et à la nature des précipitations elles -mèmes. La structure 

des précipitations dans différentes parties du globe peut en effet 

présenter des variabi 1 ités considérables. (On ne peut, par exemple, 

pas espérer que les précipitations dans les régions tropicales ouest­

africaines présentent exactement les mèmes structures que dans le 

Sud-Ouest de la France). Cependant, il Y a des caractéristiques·· 

communes, 1 iées à la régularité du phénomène physique de base, qui 
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pourraient servir à la modél isation des dépendances stochastiques . 

Par exemple, la pluie est un phénomène d'espace-temps. Sa représen­

tation mathématique dans l 'espace et dans le temps nécessite, de ce 

fait, des concepts de la théorie des champs .aléatoires. Un critè re 

d'appréciation des modèles pourrait donc bien être la possibi 1 ité 

de rendre compte à la fois de la variabi 1 ité dans l 'es pace et dans 

le temps. 

Bien que les premiers travaux sur l'étude des dépendan­

ces stochastiques des évènements pluvieux aient été orientés vers 

la déte rmination de la probabi 1 ité du pa ramètre nt qui compte le 

nombre de jours secs ou pluvieux dans un interval le de temps (O ,t ) , 

(GABRIEL et NEUMANN - 1962 , SMITH et SCHREIBER - 1973, GUPTA et 

NEUMANN - 1975) , l 'appl ication systématique des chaines de Ma r kova 

été orientée vers la détermination des durées moyennes des épisodes 

secs et de leurs fonctions de répartition. Cela est certainement .1 ié 

aux propriétés mathématiques du processus de comptage nt. En effet, 

d 'après WAYMIRE et GUPTA ( 1981) , bien que la succession des états 

{ Xi } soit à dépendance markovienne, le processus de comptage nt 

n ' est pas markovien ; l 'uti 1 isation du schéma markovien peut seu·le­

ment permett re de déterminer sa probabi 1 ité marginale comme l'ont 

fait GABRIEL et NE UMANN (1962). Mais d 'autres hypothèses peuvent 

être fo r mulées pour étudier la probabi 1 ité marginale de n(t). 

Une approche consiste à considérer que les nt sont 

des v.a. indépendantes et identiquement distribuées. El le conduit 

au modèle de Bernoui Iii dans le cas discret (SMITH et SCHREIBER -

1973) , ou au modèle de Poisson dans le cas continu (GUPTA et 

DUCKSTEIN - 1975). 

Une aut re approche, en cours de développement, consis­

te à s'appuyer sur les régularités physiques révélées par l'observa­

tion des évènements pluvieux. C'est la démarche suivie par KAVVAS 

et DELLEUR ( 1981 ) qui ont introduit le modèle de NEUMANN - SCOTT 

pour décrir~ le processus de comptage nt. 
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WAYMIRE et GUPTA (1981) ont situé ce modèle dans le cadre plus 

géné ral du modèle des processus ponctuels, WAYMIRE et al. (1984) l'ont 

uti 1 isé pour donne r une description du champ d'intensité des précipita ­

tions dans l' espace et dans le temps. Nous présentons ci-après les 

idées essentiel les qui sont à la base de ce modèle. 

Le. modè.te. de. Ka.vVM et Ve.U.WJt ------- - --------- - - - --- --- -- - -

D'ap rès KAVVAS et DELLEUR (1981), les modèles basés sur 

les processus de Ma r kov, les processus de Poisson, comme beaucoup d'au­

tres modèles stochastiques actuellement connus, s'appuient sur la con­

s i dé ration que les précipitations constituent le proQuit final d'un pro­

cessus atmosphérique complexe mais ne prennent pas en compte l'évolution 

spatiale ou temporel le des phénomènes physiques qui aboutissent à ce pro­

duit final. Ils proposent d'uti 1 ise r une adaptation du modèle de Neyman­

Scott, introduit en 1958, sous la forme d'une approche s~atistique en 

cosmologie, pou r la description de la distribution spatiale des gala­

xies. 

D'après le .modèle de Kavvas et Del leur, l'évolution des 

précipitations dans le t emps est considér ée comme un phénomène hierar­

chisé où l'évènement pluvieux prop rement dit se trouve au niveau infé­

rieur. Cependant, pou r simpl ifier, les auteurs considèrent que l'adapta­

tion du modèle de Neyman-Scott pour l'étude des phénomènes pluvieux pré­

sente seulement les deux niveaux suivants 

a). le mécanisme générateu r de pluie (M G P) co r respondant à un ensemble 

de "noyaux pluvieux" , formant un front . Les "noyaux pluvieux" sont des 

phénomènes atmosphériques de durée de vie de quelques minutes à plusieurs 

dizaines de minutes et d'extension spatiale de 10- 50 km2 . (On verra plus 

loin que les fronts eux- mêmes sont organisés en amas, formant un plus 

grand ensemble: pet ite échelle ou mésoéchelle). 

b). la succession des évènements pluvieux dans le temps constituant le 

second niveau . 

L'ensemble des évènements pluvieux produit par un même 

MG P est appelé "amas". En tenant compte de la mémoire des cyclones 

dans la région étudiée, les auteurs admettent que deux amas d'évènements 
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pluvieux peuvent se superposer et avoir en commun un certa in nomb r e de 

pluies. Pour les auteurs, c'est un fait météo rologique bien connu que 

les précipitations s'organisent dans le temps sous forme d'amas et le 

modèle stochastique, capable de rendre compte de cet te forme d'organisa­

tion, est le modèle de Neyman- Scott. L'appl icat ion de ce modèle à l'é­

tude des précipitations jou rnal iè r es s'appuie sur les concepts suivants 

1°/ . la durée d ' un MG P qui détermine la durée de vie de l'amas et la 

dépendance des évè nements pluvieux; 

2° /. 1 a structure de l'amas qu i est déf i nie pa rie nomb re de plu i es et 

leurs positions dans le temps , à l'intérieu r de 1 ;amas. 

Ces concepts sont définis pa r cinq hypothèses qui per­

mettent de construire le modèle en termes de dépendance entre trois va ­

riables aléatoires: 

- une v.a . r pou r le -comptage de l 'occurrence des M G P dans un in­
u 

te r val le de temps (O ,t) ; 

- une v .a. v(u) qui compte le nombre de pluie dans un amas ayant son 

o rigine au point u de l' axe des temps; 

- une v . a . y qui définit la position de la pluie à l'intérieur de l'amas 

Le problème de la modél isation consistera alors à trou­

ver une 1 iaison entre les trois variables. D'ap rès les auteurs, la v.a. 

qui intéresse l ' hyd ro logue est le processus de comptage nt' le pro­

blème consiste donc à donne r la description de ~ en fonction des trois 

pa r amèt res ci - dessus . Comme le modèle de Neyman- Scott rentre dans le ca­

dre des processus ponctuels dont l'exemple le plus usuel est le processus 

de Poisson, on obtient une formulation expl icite du problème en supposant 

que les v.a . ci - dessus obéissent à des lois de Poisson . 

A la suite d ' une vé r ification sur les données de six sta­

t i ons en 1 nd i ana (U SA), 1 es auteu rs ont conc 1 u que 1 e modè 1 e peut ètre 

uti 1 isé dans la pratique, seulement dans le cas où les occu rrences de 

pluies constituent un phénomène stationnaire, mais que des recherches sup ­

plémentaires étaient nécessaires pour explorer ses possibi 1 ités et ses 1 i­

mites. 
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WAYM[RE, GUPTA et RODR[GUEZ-[TURBE ([984) proposent 

une version différente du mème modèle de Neyman-Scott et [' app[ iquent 

à ['étude des intensités du champ de précipitations. L'idée de base 

étant toujours d'incorporer [es structures physiques que révèle ['ob­

servation empirique dans [a modél isation du ph·énomène, i ls ont préci­

sé les hypothèses présentées par KAVVAS et DELLEUR (1981) et les ont 

complétées pa r une sixième hypothèse sur la représentat ion de la pluie 

au niveau du so l . 

Le modèle ainsi complété est encore au niveau de déduc­

tions théoriques (puisqu' i 1 n'a encore donné 1 ieu à aucun essa i d'iden­

tification sur des données d'observation réel les) . Nous ne nous éten­

drons donc pas sur les expressions mathématiques des divers paramètres 

introduits mais d'ap rès les auteurs, le modèle de Neyman-Scott appl i ­

qué à l'étude du champ de précipitat ions semble bien prometteur ma is 

il est encore à ses débuts. 

La caractéristique essentiel le du modèle est qu'i 1 

s'efforce de traduire l'évolution des structures physiques qui condi ­

tionnent la formation des préc i pitations. Le point faible du modèle est 

la nécessité d'imposer à chaque étape une hypothèse simp l ificatrice à 

l'évolution de ces structures physiques; ainsi par exemple, tous les 

paramètres essent iel s (r , v (u) et y dans l 'étude de WAYMIR~ et 

al. (1984) sont des processus ponctuels qui sont statistiquement indé­

pendants et obéissent à la loi de Poisson. 

Le modèle des processus ponctuels ainsi présenté est 

continu dans l'espace et dans le temps. Il est permis alors de le si­

tuer pa r rapport à un modèle de·Markov cont in u. 

On a indiqué plus haut, (Ch. Il), que la théorie des 

processus de Markov est basée sur l'or dre natu rel des nomb res sur l'axe 

des réels, ce qui fait qu' i 1 est possible de définir le passé, le pré­

sent et le futu r. Mais dès lors que l'on consi dè re les dimensions spa­

tiales supérieures à un, cet ordre triv ial est perdu, ce qui peut con ­

dui re à une difficulté de général isation des processus au cbamp aléatoi- . 

re à plusieurs dimensions d ' espace . Cependant, cette d ifficul té s'estompe, 
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lorsqu~ le phénomène physique considéré possède une direction privi ­

légiée d'évolution. C'est par exemple le cas de certains phénomènes 

synoptiques dont l'évolution provoque des perturbations orageuses, en 

mi 1 ieu tropical africain. Nous étudierons au chapitre IV, le cas par­

ticul ier du Front-Intertropical dont le déplacement majeur est l 'os­

ci 1 lation sud-nord - sud, suivant le balancement apparent du solei 1 au 

niveau annuel. Toutefois, on peut déjà faire les remarques suivan­

tes : 

- l 'hypothèse d'indépendance des pa ramètres (qui ne nous semble 

pas naturel pou r ·le phénomène physique étudié) sera relaxée; 

- de même, la nécessité d'imposer à chaque étape de 1 ' évolution 

une nouvel le hypothèse ne se fera pas sentir dès lors que les processus 

de Markov considérés ne sont pas homogènes, mais obtenus comme solution 

de système d'équations différentiel les stochastiques présentées au cha­

pitre précédent; 

- la modél isation des phénomènes hydrologiques par les équations 

différentiel les stochastiques possède, à notre avis l'avantage de ne 

pas altérer la dynamique du phénomène physique et de permettre une des­

cription continue de l'évolution des processus qui déterminent l'état 

du système ainsi que les divers paramèt res qui dépendent de cet état, à 

partir d'une équation de Fokker - Planck - Kolmogorov associée. 

3.3. PROCESSUS DE MARKOV APPLIQUES A LA MODELISATION DES BASSINS 

VERSANTS 

Les propriétés stochastiques des systèmes hydrologiques sont 

prises en compte dans bon nombre d'études récentes. On retrouve en ef­

fet , dans la 1 ittérature, différents modèles stochastiques qui visent 

à la description des structures du débit à 1 ' exutoire du bassin versant . 

Dans 1 api upa rt de ces études, 1 es structu res des p r éc ip i tat i ons sont 

recherchées indépendamment et décrites par un processus stochastique 

approprié, tandis que le couplage avec la fonction de sortie se fait 

dans une seconde étape, à travers une transformation déterministe . 
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WAYMIRE et GUPTA (J98J) indiquent les références des études 

qui ont suivi cette démarche. D'autres études (les plus nombreuses) 

ont considéré les débits d'écoulement à la sortie des bassins ver­

sants comme des séries temporel les et ont concentré leurs efforts 

sur la modél isation des processus A R M A. YAKOWITZ (J979) indique 

de nombreuses références sur l 'uti 1 [sation des modèles A R M A pour 

l'étude des débits . Tout récemment, THIRRIOT (J984) a développé une 

méthode de passage des modèles de Markov aux modèles autorégressifs. 

Mais, d'après YAKOWITZ (1979), les modèles (ARMA) présentent plusieurs 

faiblesses parmi lesquel les on peut citer: 

- L' impossibi 1 ité de représenter les débits extrémes . 

Du pOint de vue mathématique , les modèles A R M A sont des mO­

dèles 1 inéaires , inva r iants dans le temps, qui se déduisent à partir 

des équat ions aux différences. Du point de vue physique, le terme de 

moyenne mobi le est induit pa r l'évolution des précipitations à l'amont, 

La partie autorégressive doit donc traduire l'évolution du systèTe, 

c'est- à- dire l 'évolution des différentes fonctions de production, de 

transformation et de propagation. On sait, par exemple,. que cette der­

nière fonction ~st gouvernée par des équations aux dérivées partiel les 

non 1 inéaires. En conséquence, l 'approximation 1 inéaire supposée par 

la partie A R des modèles A R M A est pbysiquement inadéquat. 

Compte tenu des faiblesse s relevées pour les modèles A R M A, 

YAKOWITZ (1979 - a ) propose de les remplacer par des modèles non para­

métriques. Le fondement de ces modèles est présenté dans YAKOWITZ 

(1979 - b), YAKO'i1ITZ (J984) , YAKOWITZ et SZIDAROlvSKI (1983), COLLOMB 

(1984 a,b). Mais, d'une part les modèles non paramétriques sont des 

modèles purement probabi 1 istes qui ne prennent donc pas en compte la 

dynamique du système physique que l'on cherche à décrire; d'autre 

part, d'après COLLOMB, les modèles non paramétriques ne peuvent assu­

rer une cer taine précision que si le nombre total d'éléments qui com­

pose la fami 1 le des processus stoc hastiques à étudie r n'est pas très 

grand, c'est- à- dire si l'on peut dispose r d'un nomb re d'éléments per­

mettant de s'en approcher le plus près possible. Or, les débits à 
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l'exutoire d'un bassin versant sont des phénomènes naturels et, en 

tant que tels, appartiennent à une fami Ile infinie , tandis que le 

nombre d'observations, dans le mei'ileur des cas , reste 1 imité à 

quelques dizaines d'années. 

Pour ces raisons, nous pensons ' que les modèles non paramétri­

ques ne constituent pas les modèles appropriés pour l'étude des dé­

bits de bassins versants. COLLOMB (J984 - a) indique d 'ai lieurs que 

"cette méthode de prédiction peut aider (seulement) dans le choix 

d'un modèle paramétr ique pou r les processus observés", 

La démarche proposée dans AFOUDA (1981, a,b ; '1982) et rappor­

tée en détai 1 au chapitre 1 t consiste à considérer le bassin versant 

comme un système dynamique décrit par un système d'équations diffé­

rent i e Iles stochast i ques. UNNY (1984), UNNY et KARHF.SHU (1984) ont 

proposé un modèle de bassin versant basé sur les mêmes principes, 

Mais à la différence du système décrit au chapitre Il et qui uti 1 i ­

se les équations différentielles stocbastiques au sens de Ito, le mo­

dèle de UNNY et KARMESHU est basé sur les équations di fférentlelles 

stochastiques pris au sens de Stratonovich. La suite de ce paragra­

phe sera consacrée à la pr ésentation de cette deuxième variante. 

3.3.1. Le modèle du bassin 

On considère le cas d'un réservoir conceptuel 

situé à l'exutoire d'un bassin de surface totale A 
so 

té risé par: 

de surface As 

1 1 est ca rac-

a). la relation qui 1 ie le stockage et le débit de sortie du réser-

voi r : • 

y = a s (23) 

où y est la sortie du réservoir conceptuel au temps t, pa r unité d'ai,­

re du bassin versant , et s est le stockage, a est un coefficient 

de stockage. 
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b) . 1 a re 1 at i on qu i 1 i e 1 e stockage et 1 a surface du bass i n i 1 
s'écrit sous la forme: 

As / A sa 

où c et e sont des coefficients. 

c + e 5 (24) 

Le bi lan des entrées et sorties sur le bass i n condui t à l 'é­
quation de continuité suivante 

ds/ dt = ( 1 - u 1) (1 - u2 ) P + (P - E) u 1 - a s (25 ) 

où P désigne la précipitation par unité de surface du bassin et par 

unité de temps. u2 est un facteur qui tient compte de toutes les 

soustractions d'eau autres que l'évaporation, E est l'évaporation par 

unité de temps et par unité de surface. En tenant compte de (23) et 
(24), l'équation (25) s'écrit sous la forme: 

(26 ) 

En considérant la précipitation P, le facteur u
2 

et l 'évapora­

tion comme des quantités aléato i res, les auteurs posent 

P P + P' 

u2 = u2 + u2 
E Ë + E' 

(27) 

Où les premières va leurs sont des moyennes et les secondes tradu isent 
les f luctuations aléatoires. 

En substituant dans l 'équat ion (26 ) , i ls obtiennent après que l­
ques transformations al gébriques, la forme suivante: 

dy/dt f (y ,t ) + G (y ,T ) w(t) (28) avec 

[ P' , u2 ' E' ] 
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et 

G (y,t) 

En considérant w (t) comme un bruit blanc et en introduisant 

d B = w(t) dt 

ils obtiennent l'équation d ' évolution du bassin sous la forme 

d Y f (y,t) dt + G (y,t) d S (29 ) 

3 . 3.2 . Interprétation de l'équation et choix du modèle 

Le choix du modèle est basé sur des considérations physiques 

et sur. l'inte r prétation mathématique de l'équation différentielle ob­

tenue. 

Les auteurs indiquent que dans le processus physique considéré, 

les parties s~ochastiques tel les que P' , Uz et E' sont toujours cor­

rélées, donc la modél isation par le bruit blanc n'est qu'une approx.i­

mation du compor tement de la partie stochastique. 

En considérant le schéma d ' intégration de la partie stochasti­

que sous la fo rme : 

lÀ f G (y,t) dB 

UNNY (1984 , p. 362) indique que l'espérance mathématique de l' intégra -

. le lÀ ' considérée au sens de Ito est nul le, compte tenu de l' indépen­

dance de G (y,t) et de l'accroissement du mouveme nt brownien . Il indi­

que que l'intégrale de Strotonovich est symétrique et que cela traduit 

une corrélation impl icite entre G (y,t) et le mouvement brownien. UNNY 

(1984) , UNNY et KARMESHU (1984) indiquent alors que l' interprétation 
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de l'e.d.s. qui décrit le bassin versant doit se faire au sens de 

Stratonovich. Mais lorsque G (y,t) est constant, les interpréta­

tions au sens de Ito et au sens de Stratonovich sont équivalentes. 

UNNYa examiné des schémas numériques applicables pour l'in­

tégration des e . d.s. Il montre que 

- la méthode d'Euler est en agrément avec la définition de 

l'intégrale de Ito , 

- la méthode de Runge- Gutt~Gil 1 (R KG) correspond à la dé­

finition de l'intégrale de Stratonovich . 

- en comparant les résultats de l'intégration numérique avec 

des solutions théoriques connues, il conclut· que la méthode de RKG 

donne des erreurs absolues plus petites. Tant qu'une évaluation in­

termédiaire de la fonction est considérée dans le schéma d'intégra­

tion, les résultats obtenus sont en accord avec la définition de 

Stratonovich . 

3 . 3.3. Discussion 

La remarque importante à faire, à notre avis . est que les ré­

sultats de la théorie des équations différenti~1 les stocbastiques sont 

démontrés pour la topologie de la convergence en moyenne quadratique 

(topologie de L2). 

L'interprétation de UNNY, qui conduit à une valeur moyenne nul­

le pour l'intégrale de Ito, ne se vérifie que dans le cas de la topo­

logie de la conve r gence en moyenne (topologie de L'). 

L'espression .obtenue plus haut (ch. Il. eq. 62), à partir des 

travaux de JAWZINSKI (1970) , ASTROM (1970), montre que l'intégrale de 

Ito, prise au sens de la convergence en moyenne quadratique, n'est pas 

nul le mais il fait intervenir un terme supplémentaire qui décrit la va­

riance du processus. En somme, on peut écrire pour le cas considéré 

(v) = 1 (v) 
s 

+ 
' var (v) (30) 

IS étant l'intég r ale stochastique de Stratonovich et ce résultat est 

valable pour des cas plus généraux (voir cbapitre Il). 
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Le schéma symétrique introduit par Stratonovicrr vise à él i­

miner cette variance . (On rappel le en effet que ce scrréma a été 

introduit en automatisme et pour les problèmes de fi Itrage). En con­

séquence, la corrélation implIcite, entre l'Intégrant et l' Intégra­

teur, évoquée par les auteurs, ne semble pas apparente. 

Mais alors, la simi 1 itude entre le schéma numérique de Runge -

Kutta - Gi 1 1 et le schéma d'intégration de Stratonovich peut- i 1 ser­

vir de critère de choix? La réponse doit faire Intervenir, à notre 

avis, un critère de choix du mode de convergence' (en terme plus pré­

cis, le choix d'une topologie commune). 

Compte tenu de ce qui précède, Il apparaît clairement que la 

préférence donnée à l'une ou à l 'a~tre interprétation dépendra des 

propriétés que l'on cherche à modél iser dans le mi 1 ieu physique. Com­

me le soul igne H. POINCARE (dans ses "Dernières Pensées"), "les' faits 

sont susceptibles de plusieurs interprétations, parce qu'ils ne sont 

jamais qu'imparfaitement connus. Parmi ces interprétations, il y en 

a qui sont plus vraisemblables que d'autres. Malheureusement, l'ap­

préciation' de la vraisemblance est une chose déLicate, fugitive, 

éminemment subjective, sur laquelle tous les bons esprits ne peuvent 

toujours s'accorder". 

3.4. APPROXIMATION FONCTIONNELLE DE L'EQUATI ON DE FOKKER - PLANC~­

KOLMOGOROV. 

Dans leurs études, UNNY (1984), UNNY et KARf,1ESHU (1984) ont exa ­

miné, à partir de cas simples d'une équation à coefficient consta~t, 

plusieurs procédures de solution thécrique du système qu'i Is ont pro­

posé . Mais la réal ité des systèmes naturels est bien plus complexe. 

Pour l'étude de l ' évolution des paramètres essentiels, le fait que la 

solution de l'équation d'état est un processus de Markov permet de don­

ner une description plus complète du système à partir de l'équation de 

FOKKER - PLANCK - KOLMOGOROV. Malheureusement, ces équations n'ont de 

solution expl icite que pour des cas très particul iers que l'on ne re­

trouve pas souvent dans les problèmes pra tiques posés par la nature. 
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On est condu i t donc à recherctl.er une sol ut ion théor ique appro~ 

chée mais suffisamment générale pour être appl icable à des problèmes 

conc rets comme ceux que pose l'étude du fonctionnement hydrodynamique 

des bassins versants. 

3.4.1. Idée de base pou r le choix de la méthode d'approximation 

Considérons une description du système sous la forme 

dy = f(y,t) dt + 9 (y , t) d S (3J) 

où (31) est inte r prétée au sen s de Ito . Alor s, les équations de FoKker­

Planck- Kolmogorov associées sont de la fo r me : 

- équa tion directe 

o Pr 
(y , t ;t; , s) [ f (y,t). Pr (y , t ;t;, s) 1 

o t o y C32-a) 

2 [ g (y,t).Pr(y,t t; ,s) 1 

- équation inver se 

o Pr 0 
[y,t;t; , sJ = f (t; , s ) Pr (y,t;t;, s) 

o t; (32- b) 
0

2 
2 

+ -- g (t;, s) Pr(y,t ; t; ,s) 
2 o t;2 

o s 

où Pr (y , t 

si t;(s) . 

~, s) est la probabi 1 ité conditionnelle de y(t) 

Les prop r iétés mathéma t iques de ces équations sont discutées 

plus haut. On rappelle ici que la condition initiale qui leur est as­

sociée est donnée par 

1 im 

t+s 

Pr (y , t t; , s) 8(y - t;) (33) 
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L'idée de base est de ramener la recherche de solution au pro­

blème de l'approximation de la solution d'une équation aux dérivées 

partiel les régissant l'évolution d ' une densité de probabi 1 ité : 

a Pr (y , t) 

a t 
t [ Pr 1 

La déma r che hab i tuel le dans ce cas est cel le basée sur les mé­

thodes de résidus pondérés dont la méthode des moindres carrés ou la 

méthode de Ga lerk in constituent des exemples. El les consistent à con­

sidérer, dans un espace de fonction de carré sommable dans le domaine 

y 
fo rmé par les y , la solution approchée Pro de Pr sous la forme 

Pr (y ,t) 
m 
1: ak(t) Hk(y) 

k=l 
(34) 

où les Hk(y) fo rment un ensemble de fonctions de base 1 inéairement 

indépendantes et le s ak(t) sont so l utions d'un système d'équations 

différentiel les ordinaires. 

En ef fet , la substitution de Pro(y,t) dans l'équation de Fokker­

Planck-Kolmogorov fera apparaître des résidus 

a Pr o r (P r ) = ---"­
o 0 at 

<35.) 

Ces résidus sont une mesure du degré avec lequel la fonction 

Pr (y ,t) satisfait à l'équation de Fokker-P lanck-Kolmogorov et aux o 
conditions initiales associées. 

Si les fonctions Hk sont choisies convenablement, on peut espé­

rer qu ' une augmentations de leu r nomb re entraînera une diminution de 

la valeur des résidus . Dans le cas idéal où Pr (y,t) = Pro (y,t) , 

ro (Pro) doit être identiquement nul. Pour se 

idéal, on peut imposer queles intégrales sur 

rapprocher de ce cas 

n y 
résidus par des fonctions poids appropriées soient 

des produits des 

nu Iles. 

Dans la méthode de Gale r kin , les fonctions poids coTncident 

avec les Hk(y). La méthode de Gale rki n peut donc être interprétée com­

me une méthode d'orthogonal isation pa r rapport à tous les éléments du 

système Hk . 
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Dans la méthode des moind res carrés, 1 es fonctions po ids " 
sont choisies égales à or 

0 
1 oak Ce qui revient à ca Icu 1er : 

mi n f 2 d (36) r y 
n 0 

.. y 

en fonction des variables a k. Cette démarche fournit, on 1 e voit 

aisément, une méthode pour déterminer les a k et rendre l 'approxi­

mation optimale. 

On est donc conduit à la minimisation du produit scalaire 

< r 
o 

o Pr 
o 

o t 
-t [ Pr 1 

o 
(37) 

On voit en considérant (34) et (37) que, lorsque les fonc­

t ions Hk(y) ne forment pas une base orthonormée, cette démarche con­

du ira à inverser une matrice m x m pour déterminer les coeffic ients 

ak . Le choix de la fonction de base revêt donc une importance pri­

mordia le. 

Une étude antérieure de 1'0 R S TOM (BRUNET-MORET, 1971) 

sert de guide pour le choix de la fonction de base appropriée. En 

effet, BRUNET- MORET a examiné les posstbi 1 ités d'uti 1 isat ion des po­

Iynomes orthogonaux dans le développement 1 imité des fonctions de ré­

partition des lois de probabi 1 ités. De tous les polynomes orthogo­

aux examiner par cet auteur, seuls les polynomes d'Hermite semblent 

plus appropr iés. Ce résultat nous a conduit en 1981 (A FOUDA-1 981) 

à choisir les polynomes d ' Hermite comme fonction de base de l ' app ro­

ximation de l 'équation de Fokker - Planck - Kolmogo rov . Plus r écem­

ment, KREE et SOIZE (1983) ont développé une méthode d'approx imat ion 

de la solution de l ' équation de Fokker - Planck - Kolmogorov par les 

poly nomes d'Hermite à plusieurs variables normal isées. 
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3.4.2. Util isation des polynomes d'Hermite 

Les polynomes d'Hermite sont des polynomes orthogonaux associés 

à la fonction de densité de la loi normale 

(38 ) 

sur ( _ 00 , 00 ) Il s sont donnés par la fonction générat r i ce 

u2/2 2 n dn - u /2 
H (u) ( - 1 ) e (e ) (39) 

n d y n 

En posant u = (y - E(y) ) / cr ,on peut considérer le déve-, 
loppement en polynomes d ' He rmite de la densité de probab i 1 ité sous la 

forme su ivante 

_u2/2 m 
Pr (u, t) =---;:;::=- e [ 1 . l 

./2rr i =l 

où les A. 
1 

sont donnés pa r 

M 
(- 1 ) j 11i 2J + A. = l 

1 j '6 J ! ( i 2j) ! + -

avec les 11 représentant les moments de la va riable 

t i e ent i ère de (i + 1) / .2. On a : 

Al = 0 

A2 = 113/3! 

A3 ( 114 - 3\) / 4! etc .. 

(40) 

2J 

u et M, la par-, 

D'après BRUNET- MORET (J971), ce développement est connu sous le 

nom de développement de Gram- Cha r i ier. 

Dans le contexte de l'app roxi mation de l'équation de Fokker -

Planck - Kolmogorov, les coefficients A. doivent être déterminés de fa -
1 

çon à approche r au mieux, au sens du c r itère d'optimal '·té défini plus 

haut , la solution de cette équation aux dérivées pa rtiel les. Compte 
• 
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tenu des propriétés des pol ynomes d'Hermite, les coefficients du 

développement de Gram- Chari ier répondent à ce critère. 

La relation (40) donnant la densité de probabi 1 i té montre 

bien que les calculs des moments d'ordre un ou deux feront inter­

venir les moments d'ordre supérieur à un ou deux. On retrouve ain­

si les résultats déjà obtenus au chap itre Il. 

Les résultats d'appl icat ion pratique de cette méThode seront 

anal ysés au chapitre suivant. 

3.5. CONCLUSION 

L'examen des modèles antérieurs util isés pour la modél isation 

des bassins versants permet de se rendre compte que: 

- ce rta ins travaux récents, (UNNY - 1984 , UNNY et KARMESHU-

1984) considèrent le fonctionnement hydrodynamique des bassins ver­

sants sous l'as'pect de l'évolution des processus stochast iques. La 

description des relations entré l'entrée et la sort ie se fait sous 

la forme de système d 'équations différentiel les stochastiques. Le 

modèle mathématique présenté au chapitre Il et proposé de manière 

indépendante est analogue à ce modèle'; 

- de nombreux travaux ont été consacrés à la description de la 

structure stochastique de la fonction d'entrée. Mais ces travaux par­

tent des hypothèses impl icites suivantes: 

a) les préc ipitations à l'entrée du bassin versant sont le résu ltat 

de phénomènes physiques comp lexes qui leur confèrent un comportement 

stochastique; 

b) les chaînes de Markov discrètes permettent de rendre compte de la 

structure sTochastique des dépendances observées dans les sér i es de 

précipitations journal ières. 
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En tenant compte du fait que la probabi 1 isation des espaces 

d 'entrée condu i t à une probab i 1 i sat ion natu re Ile des espaces d' é­

tat et de sortie, nous accorderons dans la suite de ce mémoire une 

importance toute particul ière à la modél isation de ces fonctions 

d'entrée. Ce faisant, on se situe dans le cadre des travaux entré­

pris à l' 1 M FT sous la direction de C. THIRRIOT. 

- les modèles récents qui décrivent les fonctions d'entrée 

s'effo rcent de rendre compte de la structure des phénomènes physi ­

ques qui déterminent les précipitations (KAVVAS et DELLEUR - 1981, 

WAYMIRE et GUPTA - 1981 , 'tlAYMIRE et al. - 1984) . Nous montrerons, 

dans le chapitre suivant, comment le modèle proposé permet de te­

nir compte de ces exigences. 
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4.1. INTRODUCTION 

Nous avons admis, dès l' (nt roduction à ce mémoire, que la 

réal ité physique se présente sous la for me ·d'une structu r e hiér ar ­

chisée. L'objectif dans ce chapitre est de montrer que le phénomène 

d ' entrée dans les systèmes hydrologiques, définis comme un ensemble de 

st r uctu res en inter -relations dans le cadre du bassin ver sant, cons­

titue la sor tie d'un système amont. Ce système amont est décrit par 

une équation d'évolution qui, suivant le modèle proposé pour la des ­

cription des systèmes natu r els, (ch. Il), est une équation différ én ­

tiel le stochastique. Le problème à résoudre consiste donc à montrer 

que le phénomène d'ent r ée pour les systèmes hydrologiques est solu ­

tion d'une équation diffé r entiel le stochastique . Comme la solution 

à une tel le équation, si el le existe au sens de l a convergence en 

moyenne quadratique, est un processus de Markov (JAWZINSKI, 1970, 

p. 106, Théorème 4 . 5) , on est amené à montrer que le phénomène d'en ­

trée', restre i nt aux préc i p i tat ions, est décr i t par ·1 es pr ocessus de 

Ma r kov. 

De nomb r eux travaux anté r ieu r s ont montré que les chaînes de 

Ma r kov discrètes constituent un outi 1 adapté pour la descrip·tion des 

séquences sèches et pluvieuses (voir ch. 1 1 l, pour le panor ama des 

travaux antér ieu r s). Ma i s ces travaux pa r tent de l'hypothèse (impl i­

cite) de l'existence a prior i des chaînes de Ma r kov discrètes. La 

pa r t i cu 1 a r.i té de 1 a démarche proposée dans ce mémo ire repose sur l ' es ­

sai de modél isation de l'évolution du cycle de l'eau par une re lation 

d'équivalence qui conduit à une fo r mulation continue . 

Ce chap i tre compor ter.a donc deux part i es. La prem i ère part i e 

ser a consacrée à l'étude de quelques aspects dynamiques de la distri ­

out ion journal ière des précipitations en mi 1 ieu tropical ouest-afri­

cain. El le aboutit à l 'établ issement de la relation d'équivalence et 



4.2 

à sa formulation stochastique. Dans la seconde part ie, nous considé­

rons des exemples numériques sur quelques stations du Bénin et du 

Bur.k i na- Fàso .(ex- ·H"ute·.yoit~ J". 

4.2. DES CRIPTION DE L'EVOLUTION DU CYCLE DE L'EAU 

4.2 . 1. Le cycle de l'eau et la répartition de l'énergie 

L'observation généra le de notre environnement naturel révèle 

une relation intime entre l'évolution du cycle de l'eau et la répar­

tition de l 'énergie du mi 1 ieu. DHONNEUR (1974) indique que la circu­

lation de l'énergie, dans l 'atmosphère terrestre, se fait grâce à la 

vapeu r d'eau extraite des régions océan iques tropicales. Pour lui, 

l'importance de la vapeu r d'eau dans le b i lan énergétique de la ter­

re rend nécessaire l'étude du bi lan précipi+ation-évaporation en fonc­

tion de la latitude. Il montre alors que l 'équi 1 ibre de l'atmosphère 

se fait par importation de la vapeur d'eau dans les zones à bi lan po­

sitif et exportation de vapeur d'eau des zones à bi lan négatif. 

GOSSET (1979) montre le rôle de la turbulence dans la répar­

tition de cette énergie. 

Mais pou r mieux cerner l'interaction entre le cycle de l'eau 

et la répartition de l 'énergie, il faut considérer l'ensemble des pro­

cessus physiques qui déterminent le climat et que l'on regroupe sous 

l'appellation de "système climatique". D'après GATES (1979,1981), ces 

processus s'énumèrent : l'atmosphère, 1 a cryosphère, l ' hydrosphère, 

la 1 ithosphère superficiel le et la biosphère. MOREL (1979) indique que 

le temps caracté ristique de chacun de ces éléments se présente de la 

manière suivante: 

atmosphère JO ' 100 jou rs 

hydrosphère 1000 ans 

cryosphè re 106 ans 

biosphère 1 109 ans 

1 i thosphè re 108 - 109 ans 

Cette dispa ri té des échel les de temps caractéristiques des dif­

férents éléments qui composent le système cl imatique et les interac­

tions entre les échel les , expl iquent les évolutions souvent capricieu­

ses a priori, que l'on obse rve et les difficultés rencontrées dans 
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l'élaboration des modèles de prévision pour des objectifs à moyen et 

à long termes. 

Lorsque l'on jette un premier coup d'oei 1 sur les différents 

temps caractéristiques des éléments qui cOmposent le système cl imati­

que, on s'aperçoit que l'atmosphère constitue son élément le plus ac­

tif, et cette activité lui est conférée par l'agitation turbulente 

permanente dont el le est le siège. Un examen plus approfondi permet 

cependant de se rendre compte que cette agitation turbulente de l'at ­

mosphère masque en réal ité des mouvements d'ensemble plus généraux 

~ui se répartissent, d'après GaSSET (1979), en quatre échel les d'ob­

servation qui sont: 

- la microéchelle - celle des phénomènes caractéristiques de l'ordre 

de quelques dizaines de secondes; 

- la petite échel le - cel le des phénomènes ayant un temps caractéris­

tique inférieur à une heure 

- la mésoéchel le - cel le des phénomènes qui durent plus ieurs heu res 

- la grande échel le - cel le des phénomènes synoptiques à laquel le 

sont associés des concepts tels que ceux d'anticyclone et de dépres­

sion. On sait que c'est à cette échel le qu'est associée la for~ation 

des grands systèmes nuageux générateurs des précipitations durables et 

1 iées à la variation de pression. C'est la grande échel le qui détermi­

ne le temps caractéristique de 10 - 100 jours attribué à l'atmosphère 

de la planète. 

L'atmosphère est directement 1 iée, dans ses activités, à l 'hy­

drosphère. L'importance de cette dernière lui est conférée par la pos ­

sibi! ité de fournir de grandes quantités d'eau pour le cycle hydrolo­

gique mondial de précipitation, de ruissellement, d'évaporation et de 

condensation . Comme, en outre, la capacité thermique de l'eau est très 

supérieure à cel le de l'air, on perçort que l 'hydrosphère constitue le 

principa l réservoir de chaleur de not re planète. 

L'importance de la cryosphère dans le système cl imatique est 

due davantage à l'albédo élevé des neiges et des glaces. 
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La 1 itosphère con stitue au contrai re un élément assez passif, 

tandis que la biosphère réagi t avec les autres élément~ du système 

cl imatique à un rythme correspondant aux cycles biologiques de la vé­

gétation. Ce cycle varie en fonction des variations saisonnières du 

rayonnement solaire, de la température et des pluies. 

Lorsque l 'on considère ensemble les diver s éléments du sys­

tème cl imatique, on peut dégager~ sur la base des travaux cités plus 

haut, les remarques suivantes: 

al. Si l'on considère au niveau planétaire la chaine: 

{ température humi d i té nébulosité albédo} 

on s'aperçoit que l'élévation de la température favo rise l'évapora­

tion, l 'humidité accrue favorise la formation d'une couverture nua­

geuse étendue dont l'albédo est très élevé; ceci entraîne une réduc­

tion de la fraction de l'énergie solaire absorbée et, par suite, tend 

à réduire la température. On se trouve donc en présence d'une boucle 

de réactions dont l 'effet est stabi 1 isateur. 

Par contre, si l'on considère l a chaine 

{ température neige ou glace albédo } 

l'élévation de la température au niveau planétai r e 1 imite l 'extensi on 

de la neige et des glaces; ceci a, pour conséquence, de diminuer l'al­

bédo moyen de la planète et d'augmenter la fraction de l'énergie so­

laire absorbée et, par suite, favorise l'élévation de la température. 

On se trouve là en présence d'une boucle dont l'effet est destabi 1 isa­

teur. 

bl. Une description du cyc le de l'eau doit mettre en re l iet le 

rôle prépondérant de l'évaporation et, partant, celui du couple atmos­

phè re-hydros phè re. L'atmosphère représente en effet le transfert de 

chaleur latente de l 'air à l 'eau, chaleur qui est ensuite dégagée au 

point de condensation. Ce flux est provoqué pa r des mouvements turbu­

lents et dépend de l 'humidité de l 'air à la su rface de l'eau et de la 

vi te'sse du vent . 
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Nous pensons que ce rô le prépondérant du couple atmosphère -

hydrosphère explique pourquoi la boucle stabll isatrlce est. la plus 

active et donne sa force à la tendance à la conservation de l'ensem­

ble du système cl imatique. 

Ces différentes observat i.ons suggèrent l'idée qu' il ex i'ste une 

relation mathématique simple entre: 

- l 'évolution du cycle de l'eau, décrite par l'évolution du système 

cl imatique d'une part, 

- et la répartit ion de l'énergie d'autre part. 

Nous poserons cette relation sous la forme d'une relation 

d'équivalence: 

f évolution dU} <,-'-:===:> [répartition de} l cyc 1 e de l'eau" r li' énerg i e 

4.2.2. Essai de description analytique de l'évolution du 

cycle de l'eau. 

(1) 

Pour une description formel le du cycle de l'eau, on introduit 

une fonction S = S (m ,x ) ,où m est une description de la densité de 

vapeu r d'eau dans le mi 1 ieu tandis que x est un paramèt re de position. 

I l Y a bien sûr des aérosols et d'autres particules dont le 

compo rtement n'est pas simple mais que nous ne prendrons pas en compte 

dans cette étude, pour la simpl icité de l'analyse. 

On suppose que la fonction S (m ,x) est régul ière et 1 inéaire 

par rapport à chacune de ses variables. On peut, dans ce cas, approcher 

cette fonction par son développement 1 imité: 

S (m,x) aOO + a]O (m-m
O

) 2 
+ a

20 
(m-m

O
) + 

(x-x
O

) 2 (2) + aO] + a
02 

(x-x
O

) + 

+ ail (m-m
O

) (x-x
O

) + ... 
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Dans ceTte relation, décrit la condition initiale 

inconnue. Les Termes en a20 et a02 sont nuls par hYPoThèse de 

1 inéarité admise. L'importance des termes en a ,O et a
OI 

qui dé­

crivent l'évoluTion de l'ensemble par rapport 8 chacune des va­

riables ne dépend que du choix de l'échelle d'observation . 

DHONNEUR (1974) a montré que pou r l 'échel le planétaire, 

il existe une forme d'équi 1 ibre de l'atmosphère et de stabi 1 ité 

du cl imat. En tenant compte de cette constatation et de l' impor­

trance des interactions entre échel les, on peut considérer com­

me constante l'influence conjointe de a
OO 

et de l'ensemble de 

ces deux termes. 

Alors en posant pour simpl ifier .' 

xo a 

ma 0 

a .. ( i ,j 0, 1 ) 
IJ 

on peut écr ire 

s s SI m x (3) 

avec 

aoo + m + x cst (4 ) 

On écrira alors la relation d'équivalence (1) sous la 

forme 

d S (m , x) 

dt R 

avec S (m,x) = m x où x est, comme indiqué plus caut, un 

(5 ) 

paramèTre de position et m est une description de la densité 

de vapeur d'eau contenue dans l'espace considéré. 
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[1 est claIr que si l'on pose m' cst, la relatIon (5) per­

mettra de suivre seulement la progression spatiale d'une masse cons­

tante de vapeur d'eau contenue dans l'atmosphère. Sil' on sa i t déf i­

nir l'exp r ession de la répartition de l'énergie en mi 1 ieu tropical 

africain, ce principe peut être util isé ~our suivre l'évolution du 

Front intertropical qui détermine les régimes pluviométriques de 

l'Afrique de l'Ouest. En effet, d'après RODIER (1964), DHONNEUR (1974), 

SIRCOULON (1976), une étude simple du mécanisme de la circulation gé­

nérale de l'atmosphère à ces latitudes montre que les précipitations 

résultent pou r l'essentiel de l 'interaction de deux masses d'ai~ : 

- l'ai r tropical continental, ·sec et chaud, provenant de l'Est ou du 

Nord-Est du Sahara . Cette masse d'air est désignée sous le nom d' 

IIharmattan!J. 

- l'air équatorial maritime, bumide, instable, de température relat i ­

vement fraiche et de direction Sud - Ouest . On l'appel le communément 

la mousson. Cet air provient d'une zone de hautes pressions, centrée 

sur l'Océan Atlantique austral: l 'anticyclone de Sainte- Hélène. 

La trace au sol de la surface de contact entre l'air tropi­

ca 1 cont i nenta 1 et l'a i.r équator i a 1 mar i t i me est connue sous 1 e nom 

de Front Intertropical (F 1 T). D'après DHONNEUR (19741, le F.I T ap­

partient à une entité planétaire dénommée l'équateur météorologique 

et qui constitue l'équateur énergétique de la terre. El le est matéria-

1 isée au sol et dans les couches moyennes de l'atmosphère par le creux 

barométr i que équator i al, 1 i mite des ci rcu.1 at ions mé r id i ennes des deux 

hémispbères. 

Les mig r ations du FIT se font par une sorte de gl issement 

de l 'ensemble de l 'atmosphère vers le Nord ou vers le Sud, suivant à 

peu près le déplacement apparent du solei 1 au cours de l'année mais 

avec un retard de sIx semaines. DHONNEUR indique que le solei 1 se 

trouve dans sa position la plus septentrionale le 21 juin (Tropique 

du Cancer: 23° 27' N1 le FIT le 15 août. Sa trace au sol est 

alors située entre 20° N et le 25° N sur l'Afrique Occidentale. Le 
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solei 1 se trouve dans sa position la plus méridionale le 21 décembre 

(Tropique du Capricorne: 23 0 27' S), le FIT le 31 janvier. Sa tra­

ce au sol se trouve alors entre les 06 0 Nord et 04 0 Nord sur l'Afri­

que de l'Ouest. 

Si l'on pose par contre x = cst dans la relation (5), on pour­

ra suivre l'évolution de la masse de vapeur d'eau en un 1 ieu donné. 

Considérons d'abord le détai 1 de ce dernier cas et imaginons un obser­

vateu r placé en un 1 ieu fixe. Cet observateur verra comment les migra­

tions du FronT Intertropical vers le Nord provoquent des formations 

orageuses imporTantes et des averses. En 1963, RaDIER et SIRCOULON 

avaient déjà imaginé un observateur placé en un po int fixe, Kandi, 

au Nord du Bénin, en régime tropical pur. Nous reprenons brièvement 

leur description: 

- En janvier, l'anticyclone de Sainte-Hélène occupe sa posi­

Tion la plus méridionale et l 'anTicyclone sa~arien centré sur le Tren­

tième parai lèle est très puissant. L'harmatTan souffle forTement de 

façon continue du Nord-Est. L'observateur a la sensation d'un venT 

sec, souvent chargé de poussière très fine en forme de broui 1 lard. 

Aucune formation nuageuse n'est observée. 

- En fin mars-avril, le FIT passe par la station d'observa­

tion. lise produit quelques formations nuageuses. S' i 1 Y a peu ou 

pas encore de précipitations, en revanche le degré hyg roméTr ique aug­

mente. 

- Le FIT continuant vers le Nord, l'air de la mousson aug­

mente d'épaisseur. Lorsqu' i 1 atteint 7 à 800 m, il se forme une série 

de grains s'al ignanT parai lèlement au FIT. 

- Lorsque l' épa i sseur eST de l 'ordre de 2000 m, des. tornades 

s.e produ i senT sur 1 es 1 i gnes No rd-Sud, se dép 1 açanT d'Est en Oues.T . 

Ces. tornades sont caractéristiques par leur brièveté et leur violence. 

El les ne durenT au plus que quelques heures. Les hauteurs d'eau tom­

bées atteignent souvent plus de 50 mm. 
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- Enfin, l'épaisseur de la mousson étant maximale, les for­

mations nuageuses instables de cette masse d'air donnent des pluies 

pr olongées, à car actère continu, bien moins violentes que les torna­

des. Ce sont les pluies de mousson. 

- En septembre, 1 e FIT redescend vers 1 e Sud ; i 1 passe 

par la station d'observation en octobre. Mais au 1 ieu de la même sé­

rie de phénomènes qu'à l'aller, il se pr oduit un arrêt très rapide 

des précipitations. 

Cet exemple montre que l'obser vateur fixe, situé à Kandi, 

distinguer a nettement une saison de pluie et une saison sèche. 

Considérons ma intenant le cas où m = cst et imaginons un 

observateu r qui désire rester en per manence dans la zone où l'épais ­

seur de la mousson est maximale. lise déplacer ait lentement en par­

tant de Cotonou. au mois de juin pou r atteind r e Savé au mois de jui 1-

let et Kandi en fin août. Il redescendrait vers le Sud à par tir de 

septembre pou r arr iver à Cotonou en octobre. S'i 1 continue son mou­

vement en suivant le balancement du FIT, il resterait toute l'an ­

née en saison pluvieuse. 

1 1 appa r a î t déj à , d ' après ces deux exemp 1 es, que pour un ob­

ser vateu r fixe, situé plus au Sud de Kandi, la saison de pluies ten ­

dra à s'al longer puisque le FIT passe plus tôt et redescend plus 

tard. Notons cependant qu' au Sud , il tend à se créer un creux de pré­

cipitations en jui Ilet-,août, ce qui conduit à une vé r itable pe.ti·te 

sa i son sèche au Sud du Bén in. Une te Ile sa i son sèche s'exp 1 i que. par 

le fait que l ' anticyclone de Sainte- Hélène étant fortement remonté 

ver s le Nord, une zone de bautes pressions t r opicales moins bumide 

occupe les zones côtières de l'Afrique de l' Ouest. Dans ces rég lons, 

en septembre, le recul de l 'anticyclone entraîne une nouvelle sai­

son de pluie jusqu'au passage du FIT à la fin du mois d'octob r e. 

Un observateu r fixe, situé à Cotonou, compter a donc quatre saisons 

dans l'année tandis que celui de Kandi n'en compfait que"deux. 

i 
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Ces exemples montrent que si l'on sait définir la réparti­

tion de l'énergie en mi 1 ieu tropical Ouest-africain, la relation 

(5 1 peut permettre de su ivre l' évo 1 ut ion des masses d'a i r et de 1 eur 

humidité au cours de l'année. 

En tenant compte de l'importance de la vapeu r d 'eau dans le 

bilan énergétique, on posera: 

R R (5, t) (6) 

Toutefois, en prenant en considération les incertitudes 1 iées 

à la connaissance de 5 , on doit admettre que cette r épartition de 

l'énergie ne peut être déterminée avec la précision voulue. Par ai l­

Ieurs, le rôle prépondérant de la turbulence atmosphérique dans l e 

mécanisme de la répartition de l 'éne rg ie suggère l'idée que toute ex­

pression analytique qui tente de décrire ce phénomène physique doit, 

pour être réa l iste, être capable de rendre compte des fluctuations 

rapides imposées par le processus turbulent. On est alors conduit à 

prendre la relat ion (6l sous la forme suivante 

R (5 , tl R (5 , t l + a (5 , tl sR ( 7 1 

Dans cette relat ion 

- R (5 , tl 

- a (5 , tl 

- est une valeur moyenne de la fonction aléatoire de 

départ. El le décrit le compor tement déterministe de 

cette fonction. 

- désigne l''écart-type instantané . 

- est une va r iable aléatoire. 

Une interprétation réa l iste de l'évolution du mi 1 feu physique 

conduit à interpréter sR comme le nombre d'écarts- types instantanés 

qu'i 1 faut aj outer à la valeur moyenne de la fonction aléato i re pour 

obteni r la valeur observée à l'instant t. Ce nombre apparaît comme 

1 e résu 1 tat d'un très grand nombre de f i uctuat i ons al éato i"res i ndé­

pendantes, dans l'évolution du mi 1 ieu. Prises iso lément, ces fluctua ­

tions peuvent paraître mineu r es mais l'effet total , suivant le théorème 
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central 1 imite, obéit à la lot de Gauss. ER apparatt donc comme 

un br uit blanc. 

L'équation (5) s'écrit alors: 

d 3 
(ft R (3 , t) + f( (3 , t) ER (8) 

L'importance de la notion de bruit blanc dans la modél isa ­

tion des systèmes dynamiques naturels est analysée au chapitre Il. 

On montre notamment que l'équation (8), souvent appelée équation de 

Langevin, n'a de signification mathématique que si elle peut être 

interprétée au sens des distributions de L. SCHWARTZ. Mais en tenant 

compte du fait que le bruit blanc est la dérivée formel le du mouve­

ment brownien: 

d B = E dt 

On est conduit à la relation suivante pour traduire le 

principe d'équivalence posé dans (1) 

d 3 R (3, t) dt + cr (3 t) d i3 

(9 ) 

( 10) 

Cette expression constitue, de ce fait, une description ana­

lytique simpl ifiée de l'évolution du cycle de l'eau. 

D'après une définition de KOCKARTS (1982> "un modèle atmos ­

phérique pa r fait est un ensemble de nombres capable de représenter 

toutes les propriétés physiques et chimiques de l ' atmosphère dans le 

passé, 1 e présent et 1 e futur". Même si, en ut i 1 i sant 1 es techn i ques 

numé r iques les plus élabor ées il n'est pas possible actuellement d' 

atteindre cet objectif, les modèles théor iques, basés sur les prin ­

cipes de conservation (de masse, de la quantité du mouvement et d' 

énergie, écrites pour chaque constituant de l'atmosphère ), représen­

tent les approches les plus rationnel les et les plus près de cette 

définition. Dans un espace à trois dimensions, ces modèles se pré­

sentent sous la fo r me d'un système d'équations aux dé r ivées partiel­

les non 1 inéaires, pour lequel il faut toujours introduire des hypo­

thèses simpl ificatrices (GATES,1981 - KOCKARTS, 1982). Tout récemment, 

ASSAMOI et PLANTON (1984) ont uti 1 isé "le modèle de référence" mis 

au point par la Météorologie Nationale Française pou r la prévision 

des trajectoires de perturbation et pou r l'étude des précipitations 
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associées aux perturbations cycloniques en mi lieu tropical ouest 

africain. Les résultats obtenus par ces auteurs montrent que ce 

modèle qui constitue la "version standard" du modèle tropical basé 

sur les équôtions primitives permet la prévision à 48 heures avec 

une précision satisfaisante. Pour la prévision à plus longs termes, 

les idéal isations et les simpl ifications introduites dans le modè­

le pourraient plus permettre de ga rantir la précision des résultats. 

La relation (la) est un modèle semi-empirique stochastique 

qui vise à prendre en compte à la fois des incertitudes 1 iées à la 

connaissance imparfaite de la répartition de l'énergie et l'aspect 

dynamique de l'évolution globale du cycle de l'eau . Or, on sait 

que, entre les modèles purement probabi 1 istes, qui visent à défi­

nir les propriétés des paramètres hydrocl imatiques sans tenir comp­

te de leu r ordre d'occurrence, et les modèles purement déterministes 

qui v isent la description détai liée du cycle de l'eau, les modèles 

stochastiques ont cette propriété hybride de mettre en rel iet, à la 

fois le caractère incomplet des informations que nous avons sur le 

mi 1 ieu physique et l'aspect dynamique de l'évolution de ce mi l i eu. 

Alors, en tenant compte des analyses physiques qui ont été à la ba­

se de son élaboration, nous sommes conduits à penser que, malgré sa 

simpl icité, l'équation (la) peut servir de modèle pour une 'approche 

rapide de certains processus induits par l'évolut ion du cycle de 

l'eau, comme par exemple, la répartition des séquences sèches ou 

pluvieuses en un point donné. 

Il est inté ressan t de noter que, suivant la quantité d ' infor­

mation disponible, l'équation (la) peut être considér ée soit sous la 

forme scalaire, soit sous la forme vector ielle. Consi·dérons en effet 

la boucle stabi 1 isatrice : 

{ température humidité nébulosité albédo } 

On a montré plus haut que cette boucle se traduit physiquement 

par les impl ications sulvantes : 
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L'augmentation de la température ~ évaporat ion ~ 

~umidité accrue ~nébulosi· té accrue ~albédo 

accrue ~ réduction de la fraction de l'énergie 

solaire absorbée~ diminution de la température. 

On voit qu'il y a une 1 iaison évidente entre les paramètres 

de la boucle et que la masse (m) de vapeur d'eau qui va être dispo­

nible pour le cycle de l'eau dépend de chacun des autres paramè­

tres. 

Appelons R. , le taux de participation de chaque élément i 
1 

à la répartition de l'éne rgie et par a .. le coefficient de corré la ­
IJ 

tion entre les paramètres i· et j. Alors, en se 1 imitant à troi·s pa-

ramètres expl icatifs, on obtient la description de la répartition 

de l 'énerg i e sous la forme su i vante 

ail a l2 a l3 RI 

R a 21 a22 a23 R2 

a31 a32 a33 R3 

Supposons que l'on ait retenu comme paramètres exp 1 icati fs 

la température (T ) , l'évaporation (E) et la radiation solaire 
p 

(r), alors, RI = RI (T) , R2 = R2(E) et R3 = R3 (r). L'hypothèse de 

régularité de ces fonctions fournit la possibi 1 ité de développe­

ment 1 i mité et l 'on a : 

RI - R (T 0) = 'lI (T - T ) 
1 0 

R2 - R CE
o

) n2 ([ - E ) 
2 0 

R3 - R ( r ) n3 (r - r 0) 3 0 

avec ni = d R. / d b i et b. T , E ou r) 
1 1 
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En posant comme référence une situation dont les paramètres 

sont T 0 ' Eo ' r 0 ' on a : 

" R n,E,r) 

En i ntrodu i sant une matri ce des coeff icients A et une va-

riable vectorielle X = [ T - T E - E r - r ]T , une . 0 0 0 

matri ce des écarts types sur X,. noté G , et un processus du mouve-

ment brownien vectorie 1 d 8 [ d 81 d 82 d 83 
]T , 

on a l'é.d.s. vecto r ielle suivante: 

d S = A X dt + G d 8 (10bis) 

On peut aussi considérer les paramètres To ' Eo et ra comme 

des valeurs moyennes et faire intervenir les écarts- types dans l'ex­

pression de X ; on a alors des expressions de la fo rme: 

et l'équation différent ielle 

(b.-b. ) 
l '0 

(J. 
1 

d S A" X dt + G" d 8" 

Xi 

avec b. = T, E ou r) 
1 

(10ter ) 

On obtient ainsi une expression de la forme proposée par 

RtCHARDSON (1981) et analysée au chapitre III. 

Du point de vue théorique, les relations (10) sont des équa­

t ions différentielles stochastiques non - I inéaires . Leurs propriétés 
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mathématiques sont étudiées au chapitre Il. El les sont générale­

ment 1 iées à la présence du terme aléatoire représenté par le pro­

cessus du mouvement brownien d S (t) . Ce dernier est de l'ordre 

de (dt)I/2 , ce qui fait que les méthodes h~bituel les d'intégration 

ne peuvent lui être appl iquées. Toutefois, l'une des propriétés les 

plus intéressantes 1 iée à ce modèle est que la solution de l'équa­

tion (la) (ou des équations IO- bis et la- ter), si el le existe, est 

un processus de Ma rkov. C'est cette propriété que nous tenterons 

d'exploiter dans la suite de ce chapitre pour la formulation sca­

laire du modèle. 

4.2.3. Le modèle discret pour l 'étude des précipitations 

journa 1 i ères 

L'étude des phénomènes orageux 1 iés aux migrations du FIT 

et examinés par un observateur fixe (à Kandi) suggère de distin­

guer les précipitations atmosphériques suivant leu r durée et/ou 

leur extension spatiale. A Kandi, par exemple, on a pu ainsi dis­

tinguer : 

ces séries de grains s'a l ignant parai lèlement au FIT 

- des tornades brèves et violentes pouvant donner jusqu'à' 

50 mm de pluie 

- et des pluies de mousson à caractère continu et prolongé. 

CHANG, KAWAS et DELLEUR (1984), citant les travaux de ~OUZE 

et AUSTIN, donnent une classification générale des précipitations 

atmosphériques en terme de leu r durée et de leur expansion spatiale 

suivant quatre échelles. Ils distinguent 

- les phénomènes orageux appartenant à la peti·te éche.lle et qui du­

rent de quelques minutes à une demi - heure. Ils ont des aires d'ex-
2 tension de 1 - la km et sont associés à des formations nuageuses 

locales . 
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- les phénomènes orageux ayant une durée d'environ une heure et 
2 2 une e~tension horizontale de l'ordre de la - JO km. Ils sont 

à situer à une échel le intermédiaire entre la petite et la méso­

échelle. 

- des phénomènes orageux appa rtenant à 1 a mésoéche I le. Ils ont 

une durée de plusieurs heures et une extension spatiale de l'or­

dre de J0
3 

- 10
4 km2

. 

- et des phénomènes orageux ayant un caractère synoptique. Ils du­

rent plusieu rs jours sur une extension spatiale plus grande que 

10
4 km 2. 

La simi 1 itude des éche l les considérées avec cel le de la tur­

bulence atmosphérique (GOSS ET 1979) traduit l'influence de cette 

dernière dans la génèse des phénomènes orageux . 

Comme le font remarquer CHANG, KAWAS et DELLEUR, la dynami­

que de l'organisation de l 'espace-temps du champ de précipitations 

à une échel le donnée conduit à la formation à l'intér ieur de cette 

échel le d'une ou plusieurs aires de précipitations d'échel les plus 

petites. La distribution des intens ités à l'intérieur d'un phénomè­

ne orageux d'échel le donnée change continuellement au fur et à me­

sure que des aires de précipitations d'échel les plus petites pren­

nent naissance, se déplacent et se dissipent à l'intérieur de cet­

te ai re. 

Tous ces faits d'observation montrent que les phénomènes ora­

geux font partie d'un ensemble de processus continus, organisés par 

la turbulence atmosphérique. A l 'intér ieu r de ce cadre, la place de 

la modél isation des précipitations journal ières doit être considérée 

dans une perspective de mise en valeur de ressources en eau et de 

gestion des phénomènes naturels . Par exemple, pou r décider de la 
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pol itique agricole journal ière, il est nécessaire de connaître 

les probabi 1 ités des différentes réalisations possibles des sé­

quences sèches et pluvieuses. Pour obtenir . ces probabi lités, l'on 

doit analyser et modél iser les précipitations 8 l'échel le journa-

l ière. Pour les pluies de mousson 8 caractère continu , 8 l 'échel le 

d'une journée, les précipitations observées 8 la station de mesure 

correspondent 8 l'accumulation des précipitations de ;diverses in­

tensités. L'observation 8 l 'échel le du jour permet de saisir, dans 

ce cas, les traits caractéristiques moyens de la pluie de mousson. 

Par contre, pour les tornades brèves et les séries de grains, l'ob­

servation 8 l 'échel le du jour permet de mesu rer les précipitations 

cumulatives provenant des processus discrets. Dans les deux cas, 

l 'échel le journal ière fournit donc une description correcte de la 

distribution des phénomènes orageux, en termes d'évolution moyen-

ne. 

. Pour analyser les précipitations journal ières en un 1 ieu 

fixe à partir du modèle proposé, on pose x = 1 dans l'expression 

s = m x , et on admet que m expri me la masse de vapeur d'eau 

contenue dans la masse d'air considérée, alors l' équati on ( 10) 

s'écrit 

d m fi: (m.t) dt + cr (m. t) d B ( 1 1 ) 
1 1 

En considérant la forme discrète de l'équation Cil) et une 

approximation 1 inéaire de fi: (m . t), on obtient : 
1 

m. 
1 

A m. 1 + cr (m . ,) 
1- 1- - B· ,) 1-

C 12) 

On se donne un seui 1 mo' tel que si m. - m > 0, le sur­
I 0 

plus de masse d'eau tombe sous forme de précipitations, alors on 

obtient deux états que nous note rons 

= o s m. 
1 

m. - m ~ 
1 0 

o 
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m~ 
1 

désigne la masse d'eau qui tombe sous forme de précipitation 

et détermine l'état pluvieux; 

d'eau et détermine l'état sec. 

me vectoriel le suivante: 

r ~11 -
s A12 m. 
1 

m~ désigne le déficit de masse 
1 

L'équation (12) prend alor s la for-

s 
m. 1 0' 11 0'12 (8. - 6. 1) 
I- I 1-

+ 

s 

l,,, m~ A22 
p 

0'21 0'22 (6. -8. 1) P m. 1 
1 I - I 1-

L'analyse théorique des traits caractéristiques des mesures 

effectuées à l 'échel le du jou r nous a permis de nous rendre compte 

que ces mesures t ra duisent une évolution moyenne. En d'autres ter­

mes, les instruments de mesure à l 'échel le de la journée constituent 

une sorte de fi It re (au sens de Kalman) , à travers laquel le on ne per­

çoit que le ca ractère moyen des phénomènes orageux. En considérant 

les valeurs moyennes des états, on arrive à : 

r s S. (8 i 
s 

t 
m. - 8. 1) 

1 1 1-

( 14) E = E = 0 

m~ P. (8 i P 8. 1) 
1 1 1 -

On ramène ainsi l'équation (13) à une équation des états bi­

naires pour un processus de premier or dre 

S. AlI A12 S. 1 
1 1-

P . A21 A22 P. 1 
1 1-

Pour ana 1 yser les précipitations en un 

( 1 ) qui pose l'équivalence entre i 'évolution 

1 ieu fixe, 

du cycle de 

( 15) 

la relation 

l 'eau et 

la répartition de l'éne rgie, et traduite en termes simp l ifiés par 

l 'équati on (10) , se ramène ainsi tout naturel lement à l'étude des 

chaînes de Ma r kov discrètes. Sous cette forme discrète, el le a fait 

l'objet de nombreuses études, notamment dans le groupe de rechercbe 

"Crues et Sècheresse" de l' IMFT, sous la direction du Professeur 
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THIRRIOT. Un aperçu de ces études est donné dans le chapitre 1 Il 

réservé au panor ama des travaux antérieurs. On note que tous les 

auteurs pa rtent en génér al de l 'existence a pri o r i de l 'outi 1 ma­

thématique que constituent les chaînes de Markov. La particularité 

de la déma rche proposée ici réside dans le fait qu'el le met à jour 

le contenu physique attaché à cet outi 1 mathématique; el le montre 

notamment que la description ma rkovienne des observations pluviomé­

triques peut être vue comme une conséquence de la formulation sto­

chastique du principe d'équivalence (1). 

On voit, d'après l'équation (33), que les probabi 1 ités de 

passage de l'état sec à pluvieux (et vice versa ) dépendront de la 

va leur du seui 1 m . Plus généralement, la matrice de passage A qui 
o 

décrit la transition d'un état, du jou r (i - l) à un autre, au jour 

i ,. dépend de la valeu r de ce seui 1. On peut, pa r exemple, fixer 

mo de manière à considér e r comme état sec,toute réal isation des 

phénomènes orageux qui conduit à une hauteur journal ière de pluie 

infér ieu r e à une hauteur repère de pr écipitation fixée par avance . 

On en déduit la possibi 1 [té d'analyser les processus multiclasses 

en introduisant non pas un, mais plusieu rs seui Is . Pour obtenir un 

processus à k classes, on introduirait ainsi (k-l ) seui Is. 

Par ai lieurs, il appa ra ît, d'après l'équation (13) , que la 

possibi 1 ité d'obtenir des processus d'ordre supérieur à un est 1 iée 

non seulement à la valeur de mi mais aussi à la persistance de mo 

qui détermine de ce fait l ' effet de mémoire du mi 1 ieu. Par exemple, 

pou r obtenir un processus d'ordre supérieur à un, on doit considé­

rer dans l'expression 1 inéa r isée de R (m,t) non seulement les ter­

mes en m. 1 ' mais aussi des te rmes en m . . , (j = 2, 3 ... ) . La 
,- ' - J 

discrétisation de l 'équation différentiel le se présente alor s sous 

la forme d'un processus ARMA 

m. = A m. 1 + B m. 2 + •••• 
t 1- 1- ( 16) 

••• + cr (m. 1) (S. - S. 1) + cr(m. 2) (S . 1 - 8 · 2)····· 
1- l l - 1- 1- 1-
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Dans le cas en étude, où E { Si - Bj} = 0, on a des 

processus autorégressifs qui sont des processus de Ma rkov expri­

més sous forme paramétrique. THI RRIOT (1984) a développé une mé­

thode de passage des proces·s·us autorégress i fs aux processus marko­

v iens non paramétriques. lia montré notamment que les probabi li ­

tés de transitions s'expriment en fonction des coefficients de ré­

gression. Dans le cadre de la démarche proposée dans cette étude, 

on doit, pour l 'ordre deux par exemple, considérer les pr obabi 1 i ­

tés d'existence des états suivants: 

s m. 
1 

(m. - m ) ==P-
I 0 

( 17) 

1 m~ 
1 

et t els que 

s ss m
i
_

1 
m. 

1 

s ps m
i
_

1 
m. 

1 

S m. 
1 

m~ (18) 
1 

p 
= 

sp m
i
_

1 
m. 

1 

P = m~P m
i
_

1 1 

Ce qui permet d'obtenir les vecteurs des masses et des états 

exprimés respectivement sous la forme transposée : 

ps 
m et [ ss sp ps 

T 
pp 1 ( 19) 

Nou s analysons au paragraphe su ivant les r ésultats des diffé­

rents calculs que nous avons effectués à parti r de ces considér ations 

pour quelques stat ions d'observation du Bénin et du Burkina-Faso (Ex­

Haute-Volta), en Af rique de l ' Ouest. 
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~ APPLICATION A L'ETUDE DE LA DISTRIBUTION DES SEQUENCES SECHES ET 

PLUVIEUSES 

On a di sti ngué tro i s zones d'étude (carte 1) : 

- la première zone est représentée par les stations béninoises pour 

lesquel les on dispose de données couvrant un~ mème période (1961-1980). 

Les résultats obtenus à partir de ces stations constituent les bases phy­

siques de l'interprétat ion du modèle proposé. 

- la seconde zone est représentée par les stations du Burkina-Faso. 

Les données couvrent des périodes différentes. Mais leur étude est inté­

ressante en ceci qu'el les permettent de suivre plus au nord, la progres-

sion du F T et la val idité du modèle markovien. 

- la troisième zone est représentée par les stat[ons du Sénégal, du 

Mal i et du Niger. Les données de ces dernières couvrent des périodes va ­

riables, de l'origine à 1965, et sont donc antérieures à la sécherèsse 

actuel le du Sahel. D'après TODOROV (1985), les pluies moyennes ou norma­

les calculées pour les périodes antérieures à 1968 ne devraient pas être 

util isées pour les appl ications agrométéorologiques.On peut cependant di­

re que pour des objectifs de planification à long terme, ces données cons-. 
tituent des sources d'informations intéressantes. 

4.3.1. Présentation des stations en études 

Pour l 'étude des précipitations au Bénin,20 ans de données d'observa­

tions journal ières ont été analysées aux stations de Cotonou en régime équa­

torial, de Bohicon en régime équatorial de transition,> Savé en régime tro­

pical de transition et Kandi en régime tropical pur. Pour certaines des sta­

tions considérées, les données disponibles couvrent une période plus longue. 

Ces données qui concernent les observations effectuées depuis l'origine des 

stations jusqu 'en 1965 ont été rassemblées dans un' document du CIEH. Dans 

un souci d'util ité et compte tenu de nos moyens 1 imités, nous avons porté 

notre choix sur la période commune de 1961 à 1980, pour laquel le aucune ten­

tat i ve de rassemb 1 ement ou d'exp 10 itat i on n'a été fa i te à. ce jou r. Les don­

nées brutes nous ont été fournies par le Service Météo rolog ique de la Repré­

sentation de l 'ASECNA à Cotonou. Les caractéristiques géographiques des 

stations sont présentées sur le tableau J et sur la carte de situation (Fig.l). 

Les données d'observations journal ières aux stations de Aribinda , Mar­

koye et Gorom- Gorom ao Borkina-Faso en régime sabél len, noos ont été fournies 

dans le cadre d'un accord de travai 1 entre le "Groupe Crues: et Sécberesses" 
• 

de l' IMFT et M. SICOT de l ' ORSTOM. Ces données couvrent une période variaole 
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allant de 20 ans (1954 - 1973) pou r Aribinda à 28 ans (1965 -1982 ) 

pour Gorom-Gorom, la station de Markoye ayant une durée d'observa­

tions de 27 ans (1956 - 1982) . 
.. --.., 

4.3.r. Préserita"i"io,,- des -I"ésultats empiriques 

Le tableau 2 présente les variations saisonnières des pré­

cipitations pour chacune des stations. Il permet de distinguer dif­

férents régimes; (tout comme dans les données d'obs8rvation qui 

leur ont servi de base, les résultats de calcul sont donnés en 

0,1 mm). 

~. ~~g~~-~q~~~-~-~q~~~~~-q~-~~~~~~~ Cotonou et 

Bohicon au sud du Bénin (Figure 2). 

Dans cette prem i ère catégor i e, on note une prem i ère sa i·son sèche 

qui s'étale sur quatre mois, de novembre à février. Pour la pério­

de considérée, le minimum des précipitations est en décembre-jan­

vier: 16 .4 mm et 10.6 mm pour Cotonou et Il .3 mm et 4.6 mm pour 

Bohicon. La première saison des pluies commence en mars et dure 

jusqu'en jui 1 let. Le mois le plus arrosé est le mois de juin avec 

372.9 mm à Cotonou et J 88 . .4 mm à Boh i con. La ·seconde sa i son des 

pluies, moins forte, s'étale en septembre et octobre. La seconde 

saison sèche a 1 ieu au mois d'août (61.7 mm à Cotonou). Cette sai­

son sèche est très atténuée à Boh;con où la hauteur de pluie atteint 

109.5 mm. 

Le nombre total de jours de pluies est de 9J jou rs par an à Cotonou 

et de 106 jours par an à Boh i con. 1 1 fa i t appara itre une certa i ne 

forme d'aridité inhabituel le pour la région. Cette aridité s 'expl i­

que par l'exposition de la côte du Bénin aux vents de mousson. La 

moyenne des jours de pluies est de 1.6 et 1.8 pour Cotonou et Bohi­

con respectivement (tableau 3). 

Le calcul au niveau. mensuel permet une vision plus fine de l'évolu­

tion des séquences sèches et pluvieuses. On remarque en effet (ta­

bleau 4) que la durée moyenne des séquences pluvieuses varie de 1 j our 

en décembre-janvier à 2.4 pour Cotonou et 2.0 pour Bohicon, au mois 

de juin. On voit apparaître par là la 1 iaison évidence entre la lon­

gueur des séquences, les hauteurs maximales mensuel les et la posi­

tion du FIT ou l'épaisseur maximale de la mousson. Une analyse au 

niveau journal ie r pour la station de Cotonou fait appa raît r e l'exis­

tence d'une séquence de trois jou rs à l'intérieur de laquelle se 
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produit toujours la hauteur max imale journal ière. En rapprochant 

cette observat i on de l'ana 1 yse du mil i eu phys i que donnée· plus 

haut (paragraphe 4.1), on esr conduit à penser que pour la zone 

équatoriale en étude, les précipitations maximales journal ières 

se produisent lorsque l'épaisseur de la mousson est maximale. 

Pour ce régime, la saison sèche s'al longe déjà plus que pour le 

régime précédent et dure cinq mois, de début novembre à fin mars. 

Les pluies sont rares pendant cette période. La saison des pluies 

qui commence en avri 1 atteint son maximum au mois de jui 1 let avec 

200.9 mm. Le creux du mois d'août est encore discernable avec 

143.8 mm, mais ce léger fléchissement ne suffit plus pour marquer 

la discontinuité de la saison des pluies qui se prolonge jusqu'au 

mois d'octobre. Elle cesse très rapidement à la fin de ce moi's. 

Si le nombre de jours de pluies est encore égal à. 106 jours (tableau 

3), la légère diminution du nombre de séquences (55 séquences) et 

l'augmentation de la durée moyenne de ces séquences (1.9 j) traduit 

une certaine concentration des épisodes pluvieux. La longueur 

moyenne mensuel le maximale des séquences pluvieuses aura 1 ieu au 

mois de jui 1 let. 

Dans cette catégorie, la saÎson s'allonge encore et dépasse s ix 

mois, d'octobre à avri ,. Il ne tombe aucune pluie pendant p lusieurs 

mois consécutifs et les moyennes interannuel les de novembre, décem­

bre et janvier sont proches de 0 : (0.8 , 0.5 et 0.3 mm respective­

ment). Pendant la saison des pluies les précipitations augmentent 

rapidement jusqu'en août (300.7 mm) puis el les cessent brusquement 

en octobre. La concentration eST encore plus marquée avec deux 

j ours en moyenne par séquence d'épisode pluvieux et la longueur 

moyenne mensuel le maximale pour les séquences est de 2.9 en août. 
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d. ~~_1~g~~_~~~~~~ : Aribinda, Markoye et Gorom-Gorom (fig. 4). 

Il est nettement plus sévère. La saison sèche dure près de huit 

mois dans l'année, d'octobre à mai· . il n'est pas rare de trouver 

à ces stations plus de sept mois sans une goutte d'eau (exemple 

de Aribinda en 1960, Markoye et Go rom-Go rom en 1967). Ici aussi, 

la saison des pluies atteint son point culminant e~ août mais 

les Yëleurs maximales restent nettement inférieures à cel les de 

Kandi : 140.6 mm à Ma r koye , 152.9 mm à Go rom-Go rom et 174 mm à 

Aribinda. On remarque de même une chute brutale du nombre de jours 

de pluies par an (40, 34 et 33 jours pour Aribinda, Gorom- Gorom 

et Ma rkoye respect ivement) et parai lèlement une diminution du nom­

bre moyen de jou rs par séquence pluvieuse (1.3 pour les trois sta­

tions). Les durées moyennes des séquences sèches sont supér ieures 

à dix pour toutes ces stations contre seulement 6 .4 à Kandi et 

4.8 à Cotonou. Les durées moyennes maximales mensuel les des séquen­

ces pluvieuses sont encore au mois d'août mais ne sont plus que 

de 1.4 et 1.5 . Ces caractér istiques montrent qu' i 1 s'agit d'un 

régime nettement distinct . 

On a vu que le comportement de ces divers régimes s'expl i­

quait par les mig rat ions annuel les du FIT. L'étude des données 

d'observation mont re que le maximum annuel se déplace lorsque 

l'on monte du Sud vers le Nord. Les valeurs maximales sont obser­

vées en juin pour le climat équatorial, juillet pour le cl imat tro­

pical de transition et août pour les cl imats tropical pur et sahé-

1 ien. L'une des différences fondamentales au niveau des régimes 

tropical pur et sahél ien rés i de dans les hauteurs observées et da ns 

la longueur des séquences pluvieuses. Les faibles valeurs ob­

servées pour le régime sahél ien s'expl ique par le fait que, dans 

ces régions, l'épai sseur de la mousson n'atteint jamais sa valeur 

maximale, compte tenu de la 1 imite extrême Nord que peut attein­

dre le FIT. 
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Le calcul empirique multiclasse (tableaux 6-a,b,c,dl per­

met de voir la répartition des bauteurs de pluies A l'intérieur 

de la saison pluvieuse. Plusieurs variantes ont été considérées 

les variantes A et C (seui Is Q , la, 25 et 50 et seui Is a , m , 

m + cr et m + 2 cr peuvent servir de base d'analyse pour des 

considérations de gestion des ressources en eau dans sa global i ­

té - formation de crues, al imentation des réservoirs - tandis 

que les variantes B et a peuvent plus spécifiquement servir dans 

la détermination des périodes de semences en culture sèche. 

Les caractér i stiques des d ifféren'tes var i ab 1 es sont ras­

semblées dans les tableaux mentionnés, On remarque nettement une 

certaine uniformité dans la répartition des jours de pluies pour 

lesquels la hauteur est compri'se entre ]0 et 50 mm. Par contre, 

le nombre de jours pour lesquels la hauteur de pluie est supérieu­

re A 50 mm ou plus généralement Am + 2 cr a tendance à diminuer 

du Sud vers le Nord, Ce trait s'observe aussi pour les deux autres 

variantes considérées . Quel le que soit la classe considérée et 

la variante uti 1 isée, le passage du cl imat tropica l pu r au cl imat 

sabél ien est marqué par une nette diminution du nombre de jours 

de pluies (sauf, bien sûr, pour la classe sèche), 

En résumé, on peut di' re que le calcul empirique des divers 

paramètres des stations étudiées permet de donner une bonne des­

cription des régimes pluviométriques de l 'Afrique de l'Ouest en 

parfait accord avec les notions de progression lente du maximum 

des pluies à partir de juin , du Sud vers le No rd. Cette prog res­

sion s'arrête au mois d'août pour s'inverser à partir de septem­

bre, Elle marque de façon claire le balancement annuel du PIT 

suivant le mouvement apparent du soleil, Cette régularité du pbé­

nomène physique au niveau annuel est bien ma r quée par la fo rme 

de la fonction d'autocorrélation qui mont re une nette pér iodicité 

po~r toutes les stations considérées (figu re 3). 
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Le but du calcul markovien sera donc de retrouver les 

différents paramètres dégagés par l'étude empirique ainsi que 

leur dispersion et de passer du stade de l'observation à celui 

de prévision en donnant les probabi 1 ités marginales eT condition­

nel les des divers évènements. 

4.3.3. Présentation des résultats d'identification 

markovienne. 

Les résultats des divers calculs théoriques sont présentés 

dans les tableaux 7 à la et en annexe (sous forme de tableaux et 

de courbes). En comparant ces résultats théoriques obtenus avec 

les chaînes de Markov de différents ordres (1 à 4) et les résul­

tats de calculs empiriques, on peut fa i re les remarques suivantes: 

- on obser ve une bonne restitution de la durée moyenne des 

séquences sèches et pluvieuses quel le que soit la station considé­

rée et quel que soit l'ordre et, ce, malgré les différences notées 

plus haut entre les régimes équatoriaux et tropicaux d'une part 

et le régime sahélien d ' autre part (tableaux 7 et 8). 

- de même, quel que soit le régime considéré, on remarque 

une amél io ration prog ressive de la représentation des écarts­

types et des coefficients de variation lorsque l'ordre de la chaî­

ne de Markov uti 1 isée augmente. Il y a 1 ieu, ici, de distinguer 

deux cas : 

. Pour les durées pluvieuses: ces paramètres sont restitués de 

manière acceptable; on note cependant que pour les régimes équa­

toriaux (équatorial pur et équatorial de transition), les ordres. 

2 et 3 suff i sent pour retrouv,:r 1 es va 1 eu rs emp i ri ques Ctab 1 eaux 

7-a,b,c,d,e,f,g), alors que pour les autres, il fôut monter à 

l'ordre 4 . 

. Pour les durées sècbes : pour tous les régimes étudiés, l 'amél io­

ration progressive constatée avec les chaînes de Markov d'ordre 

de plus en plus élevé ne per met pas d'atteindre, même à l'ordre 4, ' 



.4.27 

les valeurs empiriques calculées pour les écarts-types et les 

coefficients de variation. A l'ordre 4, on est d'autant plus 

loih de la valeur empirique que l'on se trouve plus au Nord 

(tableaux 8-a,b,c,d,e,f,g). 

Nous avons cherché à voir s'i 1 existait un i ien possible 

entre cette tendance et l 'évo lution du FIT. Les tableaux 9 a 

et b présentent les erreurs relatives que l 'on fait par rapport 

aux valeurs empiriques, en représentant l'évolut ion des séquen­

ces par les différents ordres de la chaine de Markov. Pour les 

séquences sèches, on constate que la chaine de Markov d'ordre 4 

représente les séquences empiriques avec une erreur relative de 

24% pour la station de Cotonou, de 42% pour celle de Kandi et 

de 50% pour les trois stations du régime sahél ien. On constate 

que pour Bohicon, l'erreur relative que l'on fait en uti 1 isant 

la chaine de Markov d\ordre 4 est du même ordre que cel le que 

l'on fait en uti 1 isant la chaine de Markov d'ordre 3 pou r Coto­

nou . De même, pour Savé, la chaine de Markov d'ordre 4 donne la 

même précision que la chaine d'ordre 3 à Bohicon et que la chai ­

ne d'ordre 2 à Cotonou. Pour Kandi, la précision avec l ' ordre 4 

est du même ordre que cel le obtenue avec la chaine d'ordre 3 à 

Savé ou la chaine d'ordre 2 à Bohicon ou la chaine d'ordre à 

Cotonou. La plus grande erreur relative (72%) est obtenue en 

représentant l' évo 1 ut i on des séquences sèches à Kand i par 1 a 

chaine de Markov d'ordre J. Ici encore, on constate que les ré­

gimes sahél iens représentent un cès à part. Si l'on considère 

donc seu lement le cas des stations béninoises étudiées, on peut 

dire que l'ordre de la chaine de Markov nécessaire pour obtenir 

une erreur relative fixée à l 'avance croit avec la durée moyen­

ne des séquences sèches. En rapprochant cette constatation des 

résu 1 tats de l 'étude emp i ri que" notamment de ce que 1 a longueur 

des saisons sèches ou pluvieuses est 1 iée aux dates de passage 

du FIT aux stations d'observation, on est amené à conclu re que 
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le nombre de pa ramètres significatifs à conserver dans l'ex­

pression 1 inéarisée de R (m,t) qui décrit la répa r tition de 

l'énergie c roit du Sud vers le Nord. 

On en conclut que pour les régimes équatoriaux et tropi­

caux en étude, le nomb re de degrés de 1 ibe r té à considérer 

augmente lo r squ'on passe d'un régime à l'autre, du Sud vers 

le Nord. Or .. l'une des particu larités de ces rég imes est que 

le régime équatorial, plus au Sud, occupe la partie côtière 

du Bénin; il est donc directement influencé par la proximité 

de l'Océan Atlantique, alors que pour les régimes tropicaux, 

plus au No r d à l'intérieur du pays, cette influence de l'Océan 

est moins sensible. Tout se passe donc comme si la proximité 

de l'Océan Atlantique et du centre de 1 ;anticyclone à Sainte­

Hélène co;stituait un pa ramètre modérateur important dans la 

déte r~ination de l ' ordre de la chaîne de Markov, donc dans la 

répartition de l'énergie: En d'autres termes l'analyse théo­

rique semble indiquer ains i que; pour une station donnée, plus 

l'influence des hautes pressions centrées sur l'Océan Atlan­

tique austral (anticyclone de Sainte- Hélène) se fait sentir, 

plus faible est le nombre de paramètres nécessaires pour décri­

re la répartition de l'éne rgie. Au contraire, plus faible est 

l'influence de l'air tropical maritime, plus grand est le nom­

bre de paramètres à prendre en considération. L'analyse du 

phénomène physique, donnée dans la première partie de ce chapi­

tre, a permis de mettre en rel ief l 'importance relative de 

chacune de ces masses d ' air (§ 4.2.2), le rôle prépondérant de 

la vapeur d'eau dans la répartition de l ' énergie et celui 

• 
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du couple atmosphère-hydrosphère comme étant à l'origine de 

cette répartition (§ 4.2.1). les résultats du calcul théori­

que (tableau 9-b) semblent constituer une confirmation de cet­

te description de l'évolution du cycle de l'eau. 

Un calcul approché, uti 1 isant la régression 1 inéaire, 

permet de se faire une idée (à titre indicatif) de l'ordre ma­

ximal que nécessiterait la dispersion du phénomène . On trouve 

(tableau 9-c) que la dispersion des durées sèches pour les sta­

tions béninoises serait mieux représentée par une chaîne de Mar­

lov d'ordre 8 alors que les stations sahél iennes nécessiteraient 

un ordre plus élevé (figure 4). 

A la lueur de toute l'analyse qui précède, on s'attend 

à ce que les probabil ités marginales et conditionnel les ainsi 

que les fonctions de répartition ref lètent, dans leur évolution, 

les mêmes tendances que les paramètres représentant la disper­

sion. les tableaux 10 (a,b,c,d) présentent les valeurs des pro­

babi 1 ités pour les di fférents ordres. Oans l'ensemble , ces ré­

sultats confirment les résultats connus à pa rtir de l'étude de 

la dispersion. Cette confirmation est particul ièrement nette 

pour les probabi 1 ités conditionnelles des chaînes d'ordre supé­

rieur à 1. les figures représentant les fonctions de réparti tion 

sont présentées en annexe. les tendances ci-dessus mentionnées 

s'y perçoivent encore plus nettement. On remarque en particul ier 

que, si l'on peut considérer que les chaînes de Markov d'ordre 

4 donnent une bonne descripti'on des séquences pluvieuses, les 

séquences sèches sont toujours mal restituées. On expl ique cet-
• te description relativement médiocre de la réalité physique par 

le fait que les diverses formules util isées s'appuient sur une 

approximation 1 inéaire du modèl 'e de base décrit par l 'équation 

(10) .Or, on a montré plus baut (chapitre Il) que la probabi lité 

de transition des processus de MarKOv décrite par les équations 

différentiel les vérifie l'équation de FOKKER-PLANCK- KOLMOGOROV. 

--- -----



4.30 

Lorsque les équations différentiel les de départ sont 

non- I inéaires , 'une approximation de la solution de l'équa­

tion de FOKKER-PLANCK- KOLMOGOROV peut être obtenue à partir 

des polynomes d'HERMITE. Une tel le approximation est présen­

tée au chapitre III. Son appl ication aux données d'observation 

permet d ' amél iorer la représentation des foncti c ns de r éparti­

tion des séquences sèches, mal décrites par l'approximation 

1 i néa i re (f i gu r e ) . 

Les résultats de calcul théorique mensue l et des calculs 

théoriques multiclasses sont rassemblés sous forme de tableaux 

en annexe ( ). On remarq ue que les valeu rs max ·imales 

des durées moyennes des séquences pluvieuses se déplacent. de 

juin (pour Cotonou et Bohicon) au mois d'aout (pour les sta­

tions de Kandi , Aribinda, Gorom- Gorom et Markoye) en passant 

par l 'é tape intermédiaire de jui 1 let (pou r la station de Savé). 

On retrouve encore là l'influence de la migration du FIT . On 

remarque notamment que les maxima du mois d'août sont recuei 1 1 is 

à Kand i, Ar i b i nda, Ma r koye et Gorom- Gor'om, a lors que le FIT 

atteint sa position la plus au Nord (entre 20 0 N et 25°N) lais­

sant les stations conce r nées bren pl~s au Sud (Ma rkoye, la plus 

au Nord, est à ]4°N 38'). Cette observation est conforme âux 

résultats des études météoro logiques antérieures qui indiquent 

que la zone située au no rd de la trace au sol du F T est géné­

ralement claire et sans formation orageuse (RODIER ]964 , DHON­

NEUR ] 974) . 

4.3.4. Influence des effets d'échelle 

La relation d'équivalence proposée (équation ]) pour dé­

crire l 'évolution du cycle ae l'eau et traduite sous la forme 

de l'équation différentiel le stochastique (équation 10) a pe r­

mis de suivre l'évolution de la répartition des précipitations 

pa r rapport aux migrations du FIT. D'après DHONNEUR, le FIT 
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appartient à une entité planétaire appelée équateur météoro­

logique ou équateu r énergétique de la Te r re. El le est maté-

rial i sée au sol et da ns les couches moyennes par le creux ba ­

rométrique équato r ial qui constitue la limite des circulations 

mé r idiennes des deux hémisphè res . On peut donc espérer que la 

prlse en compte de tous les facteurs qui déterminent la répar­

tition de l'énergie Ci .e., une version vectoriel le de l'équa­

tion 10l, conduise à une description plus fine de la structure 

des précipitations dans la région. Pour la version scalaire 

uti 1 j'sée , le modèle 1 inéaire donne une bonne description de la 

répartition des durées de séquences tant que ces durées ne dé­

passent pas quelques jours. Lorsque cette durée dépasse quelques 

dizaines de jours, il faut faire appel au modèle non-I inéaire. 

Ce fait d'obse r vatio n nécessite une analyse plus détai liée. 

En cons i dé rant 1 es bases pbys i ques de l' étab 1 i ssement du 

modèle, la ques tion que l ' on se pos e est la suivante: le passa ­

ge du modèle 1 inéaire au modèle non- I inéaire est- i 1 expl icable 

par un effet d'échel le ? 

Pour répondre à cette question, il faut, d'une part ana­

lyser comment la notton d ' échel le se traduit dans la structure 

du modèle théorique et, d ' autre pa r t comment el le se présente 

dans la réal ité physique. 

Considé rons donc la formulation 1 inéaire du modèle propo­

sé sous la forme suivante : 

d X = - Ca X - P ldt + cr Ctl d 8 

On obtient l'équation d'état sous la forme 

X + f t - a C t - -r) 
e PC-rld-r 

t 
+ r 

a 

o 
- aCt- -rl 

e 

+ 

C20l 

C 21 1 
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En prenant l'espérance mathématique de cette expres­

s i on , on a : 

E [X 1 
t 

+ f e -a (t-T) P ( T) d T 

o 

Cette dernière expression est analogue à cel le que 

l'on rencontre dans la théorie des systèmes déterministes 

invariants. Mais la démarche babituelle dans ce cas consis­

te à considérer comme fixe la constante de temps ç l/a 

et à examiner les situations correspondant à t = ],2, etc .. 

On va considérer dans ce qui suit une approche différente. 

Pour des va 1 eurs de temps données, t, te Iles que t l ' t 2 ' 

t
3 

.... soient des entiers positifs, on se donne des cons­

tantes de temps 

l/a 1 

A chacune de ces constantes de temps, correspond un 

système différent. Supposons, pour fixer les idées, que 

> > > 

(22) 

(23 ) 

(24) 

et que les a. 
1 

sont obtenus par partage d'un système initial 

en sous-systèmes : 

ql 
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On aura < 

Compte tenu des relations sur les constantes de temps, 

si l'on veut que , quels que soient al ' a2 ' a3 ..... 

al • a
2 

t
2 a3 

• , 1 '3 (25 ) 

il faudra que l 'on admette les relations 

t l 

a2 t 2 t 2 • 
a3 t 3 t 3 

= , J (26) 

al n a
J 

m 

ce qui montre que t 2 et t 3 dOivent exprimer des unités n et m 

plus petites que t l . 

On peut aussi parti ~ de systèmes suffisamment petits, 

considérés comme unitaires et compatibles avec le problème 

physique en étude. On procède alors à l'agrégation de plusieurs 

systèmes tels que les relat ions suivantes soient vraies pour 

les systèmes résultants respect ifs : 

< < b
3 

< •.••• 

CCli 1 lb. ) 
1 

(28 ) 

> > > 

Avec les mêmes hypothèses sur t, on peut choisir une 

fo rme agrégée tel le que la constante de temps du système glo­

bal soit un multiple de la constante de temps du système élé­

mentaire. 

Cette analyse fait ressortir l'a 1 iaison impl icite qui 

existe entre les échel les de t~mps et d'espace dans la struc­

tu re du modè 1 e . 

Exami nons maintenan t les 1 iaisons entre les différentes 

échel les de temps et d'espace dans la répartition de l'énergie 

en milieu physique natu re l . 
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D'après DHONNEUR (1 974), le cycle de transfert énergétique 

peut se résumer en quatre phases principales comme suit: 

- la sou rce d'énergie se trouve dans les échanges existant 

entre l'a i r et l'eau (l' éche Ile du phénomène est de l'ordre de 

'" la km) 

- l'énergie est transportée sous forme de cha ' eur latente 

à la base des nuages, (1 'échel le du phénomène coïncide avec la pet i ­

te échelle '" la '" 100 km) ; 

- les nuages, organisés à l'échelle moyenne ou synoptique, 

transportent l'énergie dans la baute troposphère (i 1 s'agit là de 

la mésoéchel le pour le premier et de la macroéchel le pour le second. 

El ies correspondent respectivement à des extensions de l'ordre de 

100 '" 1000 km et 1000 '" 10.000 km) ; 

- cette énergie est alors uti 1 isée dans la circulation géné­

rale, à l 'échel le planétaire. 

On vo i t que (es éche Iles de ces phases de transfert éner­

gétique correspondent aux échel les de turbulence définies par GaSSET 

et rapportées plus haut. 

De même, l'analyse des travaux de CHANG et al. (1984) a mon­

tré qu'i Is donnent une classification des précipitations atmosphéri­

ques en terme de leur durée et de leur extension spatiale. La clas­

sification donnée par ces auteurs est aussi analogue à cel le donnée 

pa r GaSSET pour la turbulence, mais el le s'appuie sur la dynamique 

de l'organisation du champ de précipitation dans l'espace- temps. El­

Ie montre en particul ier qu'à l'intérieur d'un champ de précipitation, 

à une échelle donnée, il s'organise un ou plusieurs champs de précipi­

tations d'échel les plus petites . 

Ces différentes observations nouS ont conduit à la conclusion 

que les phénomènes orageux font partie d'un ensemble de processus con­

tinu. El les doivent être considérées comme le résultat d'une interac­

tion entre les différentes échel les. Mais plus l 'échel le de temps est 
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pet i te, plus l' extens i -,n spat i ale du phénomène dans son ensemb 1 e 

est réduit. L'échel le 1e temps G'un jour, considérée dans cette 

étude, permet de prendre dans une même fami 1 le les précipitations 

cumu 1 at ives provenant des phénomènes discrets ' (p 1 u i es convect ives 

isolées) et les pluies de mousson ayant un caractère continu. Les 

premières ont une du rée et une extension spatiale relativement mo­

destes, tandis que les secondes ont un caractère synoptique. Cette 

différence dans la nature physique du phénomène semble transparaî­

tre dans la représentatIon donnée par la fonction de répartition. 

En effet, en considé rant les phénomènes orageux dont l'é­

chel le de temps est de quelques minutes à une demi - heure et dont 

l'aire d'extension est de l'ordre de 1 à 10 km2 , l'évolution des 

paramètres d'état pour tout le système va dépendre en grande par­

tie des facteu rs locaux situés à l'intér ieur de l'aire d'extension 

de ces phénomènes orageux . Mais comme l'équation du système est 

établ ie à partir du principe d'équivalence de l'évolution du cycle 

de l ' eau et la répartItIon de l ' énergie, sans aucune référence aux 

facteurs locaux, en déduit que, dans la solution de l'équation d'é­

tat, seule la valeur moyenne, E [ X ] , correspond à la variabi-

1 ité de l'état du système, exp 1 i'quée par la relation d ' équivalence, 

tandis que le terme aléatoIre (dans l'équation 2) traduit l 'influe~­

ce des facteurs locaux. On a montré plus haut que la relation d'équi­

valence décrit l'évolution du F t T . Par ai 1 leurs, d'après une étu­

de récente de CERON et ses collaborateurs (1985), si la montée et 

la descente du flux de mousson demeure la première cause de la va­

riabi 1 ité saisonnière des précipitations dans ces régions, à l'é-

che Ile journa 1 i ère , elle prend en compte mo i ns de 13% de 1 a var i a-

bi lité totale. Or, compte tenu du temps d'observation (ou du mode 

d'échanti 1 lonnage) ce sont les phénomènes orageux isolés qui forment 

la majeure partie de la population des évènements d'un jour; on en 

déduit que, en considérant comme unitaire un sous-système qui au ­

rait une constante de temps d'un j our, l 'évolution du paramètre 

d'état va être dominée pa r l'influence des facteurs locaux (à près 

de 87%). 
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Si l'on considère maintenant un phénomène orageux, ayant 

une échelle synoptique, la remarque de CHANG et al (1984) sur la 

dynamique de l 'organisation du champ de précipitations suggère de 

le considérer comme une agrégation de plusieurs sous-systèmes élé­

mentaires, le"système global ayant une échel le de temps beaucoup 

plus grande que ce Ile de chacun des systèmes é 1 émenta ires qu i 1 e 

composent. Ma i s une te Ile agrégat i on se tradu i t pa r un fil trage 

des influences locales qui se réduisent au niveau synoptique à 

une valeur minimale . D'après l'étude de CERON et ses collaborateurs, 

citée plus haut, à l 'échelle de trente jou rs, l'influence des fac ­

teu rs locaux n'est plus que de 29% envi"ron tandis que la variabi-

1 ité exp 1 iquée par le FIT monte à 71%. 

On peut tirer de ces faits d'observation deux conclusions 

importantes : 

a. La première , c'est que l'écart- type apparaît comme une 

fonction du nombre d'éléments agrégés et sa valeu r décroît lorsque 

ce nombre augmente. Les conséquences de cette conclusion seront 

surtout intéressantes pour la prévision à longs termes et seront 

analysées plus loin. 

b. La seconde conclusion est que le comportement moyen du 

système global dépend du nomb re d'éléments agrégés. Lorsque ce nom­

bre n 'est pas grand (ce qui revient à considérer un évènement d'une 

durée de quelques jours) , l ' influence des facteurs locaux reste pré­

pondérante, la valeur moyenne de l ' état du système global reste 

quantitativement modeste; alors ce système se comporte par rap­

port au paramètre exp l icatif cboisi GOmme un système 1 inéaire. Pour 

un nombre d'éléments suffisamment grand, l'influence des facteurs 

locaux s'estompe, le système n'est plus 1 inéaire. 
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En somme, tout se passe comme si, le système naturel ayant 

toujours un comportement non-I inéalre, lorsque l'on considère une 

échel le de plusieurs dizaines de jours, il faut distinguer deux po­

pu 1 ati ons de phénomènes . Une prem i ère popu 1 at i on pour 1 aque Ile tou­

tes les causes possibles de non- lInéa r ité sont rassemblées dans le 

terme aléatoire qui reste prépondérant, mais l ' espérance mathémati­

que de l 'éiat du système est alors 1 inéaire. Pour la seconde popu ­

lation, le fi Itrage progressif des termes aléatoires fait reporter 

les causes de non- I inéarité sur la valeur moyenne du paramètre d'é­

tat. 

Ce sont ces propr iétés du système physique qui apparaissent 

è notre avi s dans la représentat ion des fonc t ions de répa r ti ti on des 

durées de séquences. Le mime raisonnement peut itre fait avec les du ­

rées de séquences sèches ma i's 1 es paramètres sont exp 1 i qués non par 

les flux de mousson mais pa r le f lux d'air continental sahél ien 

(1: harmattan) . 

Une démarche analytique permet d ' aboutir è la mime conclu ­

sion beaucoup plus rapidement. 

Considérons en effet la fonction de répartition condition ­

nel le du processus du premier ordre; 

n Log a . . 
FRl 1 

n 'J (29) = - a .. - e 
IJ 

avec a .. = P (X. 1 X . ) 
IJ r 1 J 

Posons Log a • . = A Par un choix approprié de l'unité, on 
IJ 

peut supposer une évo lution continue en fonction de n ; en en déduit 

a lors 1 a dens i té de probab i' lité sous 1 a fo rme ; 

(30) 

et une équation d'évolution de la densité de probabi 1 ité sous la 

forme : 

d P 
r 

d ,n 
(31) 

-- . j 
----
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Mais par ai lieurs, les développements effectués au chapitre 

Il ont montré que pour une équation d'état du système donnée par: 

d X = F (X , t) dt + cr
F 

d 6 (32) 

la densité de probab i 1 fté de l'ét,at X. si X. est réal isé,est décri-
1 J 

te par l'équation 

il P il Pr 2 il P il P 
dP r 

+ F r 
) dt + cr F 

r 
dB (33) = + -- O'F r 

il t il X 2 il X2 il X 

Comme on a posé Log ex i j = A = est, la variation tota 1 e de 

P (Xi 1 X . ) est nu Ile r J 
, E [ d Pr ] = 0 et l'on a : 

il P il P 2 il P r 
(F 

r r 
A P (34) - + cr 

X2 d t il X 2 il 
r 

A ce niveau, on voit apparaitre l 'analogie entre (31 ) et 

(34), Cette analogie sera parfaite si l ' on a l'approximation 1 inéai­

re : 

il 
- ( F + 

il X 2 

2 
cr A - Log (1 l " .. ) 

IJ 
<35 ) 

Ce que mont re la rep résentation des fonctions de répart ition 

tbéorique, c'est que pour une durée des phénomènes considér és ne dé­

passant pas quelques jours, cette approximation 1 inéaire est accep­

tab 1 e . 
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5.1. INTRODUCTION 

L' une des démarches les plu s cou rantes~ lo r squ ' on aborde l'étu ­

de du fonctionnement hydrodynamique des bassins ve r sants consiste à 

remplacer la complexité spatial e du problème r éel pa r une configuration 

déte rminist e et rès idéal isée . Aux équa t ions complètes déc r ivant le mou ­

vement du fluide sur le bassin , on substitue un modèle .global . La jus­

tification profonde de cette déma rche rés ide dans la différence des ni ­

veaux d'échelle entre les problèmes de l ' hydraul ique de 1 récoulement 

dans les canaux et l'étude du mouvement de l ' eau sur un bassin versant. 

En effet, si dans le premier cas, l'attention est portée sur un canal 

unique, dans le second cas , on a affaire à un réseau fo r mé d'un grand 

nombre de canaux . A un problème d'ord re purement hyd raul ique, s'ajoute 

un . problème d'ordre géomorphologique dépendant de la géométrie du ré­

seau . 

No us étudions dans ce chapitre la géomét r ie du réseau bydrogra ­

phique et son influence sur la réponse du bassin versant. Les aspects 

quai itatifs de la description du r éseau bydrographique sont bien con­

nus des géog raphes puisqu ' i Is font l'objet d ' étude de la 'morphométrie 

fluviale" fondée pa r HORBON (LAMBERT - 1975). En hydrologie, si les 

aspects quantitatifs sont depuis longtemps au centre des préoccupa ­

tions (EAGLESON - 1970), ce n'est que tout récemment que des caracté­

ristiques géomo r phologiques ont été introduites de manière analytique 

dans la réponse du bassin versant (RODRIGUEZ- ITURBE et al. - 1979 , 

GUPTA et al. - 1980) . Depuis ces pr emier s travaux , la théorie de l 'by­

dro9ral!'me unitaire instantané géomorphologique (H U 1 G) a fait l'ob ­

jet d ' i, érêt c roissant de la part des hydrologues; (voir références 

bibliog raphiques). Après avoir posé le problème de la représentation 

des incertitudes spatiales, nous présenterons ici l'idée de base de la 

démarche qui conduit à la déte rmination de l 'H U r G. Nous montrerons 

le lien entre cette idée et le problème de repé rage posé par C. THIRRIOT 

(1982). Un essai de description des prop r iétés fractales et markovien­

nes du réseau hydrographique est présenté . 
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5.2. LE RESEAU HYDROGRAPHIQUE 

5.2. J. Le problème de la représentation des incertitudes 

spati a 1 es 

Le modèle stochastique présenté au chapitre I l est basé sur 

la définition du bruit blanc en temps seulement, s (t) ; (voir 

§ 2.2.2., éq. 49), et sur la définition de l'acc roissement du mouve­

ment brownien 

E[S(t)] 0 

E [ S (t) S ( T) ] 

min(t,T) 
f e (s) ds 
o 

tel que d S = s dt 

Mais la fonction d'entrée est caractérisée non seulement par 

sa variation dans le temps, mais aussi sa variation dans l 'espace. La 

description mathématique du réseau doit permettre de rendre compte non 

seulement de cette variation spatiale de la fonction d'entrée mais 

aussi des hétérogénéités spatiales. En toute rigueur, le terme d'in­

certitude devrait ètre un bruit blanc en temps et en espace. Malbeu­

reusement, la définition d'un tel processus doit faire appel à une 

théorie des champs aléatoires pour laquel le les outi Is mathématiques 

sont seulement en cours d'élaboration. 

En effet . tout récemment, DYNKIN (1980) a montré, en donnant 

une définition symétrique du processus de Ma r kov, certaines proprié­

tés de champ aléatoire gaussien, 1 ié à ce processus. La définition sy­

métrique des processus de Markov consiste à remplacer la notion de dé­

pendance conditionnelle vérifiant 
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par cel le d'indépendance conditionnel le, On considère dans ce cas 

deux processus : 

Xt , t > t n- J Xt , t < t n- l 

et l 'ori dit que les deux processus sont conditionnellement indépen­

dants lorsque Xtn-
1 

est donné. On peut alors envisager la général i ­

sation du processus de Markov en un champ markovien. Si l'on définit 

un champ aléatoire <1> sur un espace E par une fami Ile de v.a. 

<Px ~ E, il sera markovien si sur une parie de sous ensembles B et 

C de E, les valeurs de <1> sur B et C sont conditionnellement indépen-

dantes, étant donné les valeurs sur l' intersection ~ C. On voit 

qu'i 1 sera alor s théoriquement possible de rendre compte des incerti ­

tudes dans l'espace et dans le temps, en défini'ssant E (t,x) tel 

que : 

E t x 

E t x 

t > t n- l 

t < t l n-

x > x l n-

x < x l n-

soient conditionnellement indépendants lorsque 

donné . 

E (t l' x l'est n- n-

Nous considérons ici une dimension spatiale; on peut alors 

profiter du fait qu' i 1 est or donné et considérer E (t,x) sur lequel. 

on pourra définir un processus du mouvement brownien en temps et en 

espace : 

E [S (t , x) J 0 

et d S = E (t,x) dt dx. 

Même dans ce dernier cas , l 'appl ication de la théorie de champ 

aléatoire nécessite un développement théorique préalable. La méthode 

adoptée dans cette étude consiste à considérer un champ aléatoire con­

tinu en temps et discret en espace. Nous montrerons dans les paragraphes 

. qui su·ivent le 1 ien entre ce modèle "continu- discret" et les des­

criptions , . tuelles du réseau hyd rographique, 
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5.2.2. Qescription du réseau hydrog rap hique 

Pour décrire le comportement ducomplexe physique qui constitue 

le bassin versant, les praticiens introduisent nabituel lement un certa in 

nombre de paramètres caractéristiques CROCHE - 1970 , pp. 143- 172). Ce 

sont : 

- les caractéristiques géométriques (indice de compacité, courne nypso­

métrique, rectang le équivalent, indice de pente, densité de drainage ) , 

et 

- les caractéristiques du' sol (indice de saturation, coefficient de ruis­

sell·ement, capacité d'absorption). 

Cette pratique suppose que l'on admette impl icitement l 'existen­

ce d'une structure moyenne du réseau de drainage pour les bassins ver­

sants. EAGLESON (1970, pp . 337-378) indique que l'on admet comme raison­

nable l 'hypothèse qu'en moyenne le réseau de drainage possède une symé­

trie approximative de part et d'autre de l 'axe longitudinal du bassin 

versant. Il montre que si les projections de bassins versants sur un 

plan ont des formes géométriques similaires, alors le rapport de la sur­

face S du bassin sur le carré de la longueur doit rester constant. Mais 

pour BOCQUI LLON <Cité par THIRRIOT - 1982), à une échelle donnée, la fi­

nesse des observations est caractérisée par la tai 1 le des surfaces drai­

nées en amont des extrêmités. La longueur totale développée L et le nom­

bre n d'extrêmités sont alors fonction du rapport (5 / 50 ) ' 5 étant 

la surface moyenne du sous réseau considéré et 50 la surface du réseau 

total . L'analyse de BOCQUILLON fait donc appel aux propriétés fractales 

du réseau. 

Mais les premières études à prendre en compte l'effet d'écbel le 

sont celles de HORTON. En effet, d'après KIRSHEN et BRAS (1983), l'ana­

lyse quantitative du réseau hydrographique a commencé en 1945 avec l 'a ­

nalyse de HORTON qui classifie les tronçons en leu r attribuant des numé­

ros à partir de l 'amont. Les règles de numérotation sont les suivantes: 
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1. Les tronçons qui pa r tent des sources sont définis comme étant 

des tronçons élémentaires d'ordre un. 

2. Lorsque deux tronçons d ' ordre v confluent, un tronçon d'or­

dre ( v + 1) en résulte . 

3. Lorsque deux tronçons de différents ordres se rencontrent, on 

attribue au segment de chenal qui en résulte l'ordre du tron­

çon amont d'ordre le plus élevé. 

4. On attribue au bassin, l ' o r dre du chenal d'ordre le plus élevé. 

Etant donné une classification, HORTON a démontré plusieurs lois 

empiriques parmi lesquelles on peut citer 

- la loi des nomb res de t ronçons 

- la loi des longue urs de tronçons 

Plus ta r d, SCHUMM (1956) partant du modèle de HORTON a proposé 

la loi" des aires . 

La loi des nombres de tronçons i ndique que la quantité totale 

de tronçons de diffé rents ordres dans un bassin de drainage donné suit 

approximativement une progression géométrique décroissante dans lequel 

le premier terme est égal à l'unité et la raison de la série est le rap ­

port de confluence de HORTON, RB 

m- (m- I ) 
RB + 

+ Rm- ( 1 ) 
B 

A partir de l'équation (1), on a 

N m- l,2, .. . , m RB v = v 

On en déduit que 

N = RB m- I 

( 1 ) 

(2 ) 

(3 ) 
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Cette relation montre que RB' est le nombre de tronçons d'ordre 

(m- 1). En uti 1 isant le résultat de l'équation (3) dans l 'équation (2), 

on obtient : 

RB = N 11 N v- v (4 ) 

On peut donc interpréter la loi de HORTON en disant que le rap -

port Nv_ 1 1 Nv pour v = 1,2, •.. ,m approche une valeur commune don-

née par RB' 

Les concepts des lois de longueur de tronçon et de surface drai­

née par le tronçon sont les mêmes que ceux contenus dans la loi des nom­

bres. tndiquons seulement que les autres relations quantitatives des lo;'s 

de HORTON se résument comme suit: 

Loi des longu eurs de tronçon 

(5 ) 

Lo i des aires 

Les résultats empiriques indiquent que pour des bassins naturels, 

la valeu r du rapport de confluence est de l'ord re de 3 à 5. Pour ~L ' 

cette valeur est de l'ordre de 1,5 à 3,5 et pour RS' elle est de l'or­

dre de 3 à 6. 

Les paramètres géomorphologiques RB ' RL et RS sont les para­

mètres descriptifs du bassin à partir desquels l'on déduit la réponse à 

une excitation pluvi~métrique. 

5.3. L'HYDROGRAMME UNITAIRE INSTANTANNE GEOMORPHOLOGIQUE 

5.3.1. Présentation du modèle 

Pour déterminer l 'H U 1 G, on considère l'entrée comme un volume 

composé d'une infinité de gouttes d'eau . L'analyse se concentre sur le 

déplacement d'une goutte (ou grain) choisie au hasard sur le bassin. La 

goutte d'eau est supposée se déplacer sur le bassin versant en faisant 

des transitions d'un tronçon d'ordre inférieur à des tronçons d'ordre 
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supérieur. On peut considérer une transitIon comme un cbangement d'état 

et l'état correspond à l'ordre du tronçon sur 1 eque 1 se dép 1 ace 1 a gout­

te d'eau. RODR IGUEZ-I TURBE et ' ses co 1 1 aborateurs (1979 , 1982) ont montré 

que le déplacement de la goutte d'eau sur le bassin versant peut être 

model isé pa r un processus semi - markovien parce que le temps entre les 

transitions est dépendant de l'état actuel occupé. 

Les états du processus sont définis comme étant les régions de 

surface ou bIen encore les tronçons d'ordre i où se trouve la goutte au 

temps t. L'ensemble des états est noté A, avec: 

A = {1,2 , ... ,m+l} (6 ) 

Le déplacement d'une goutte est gouverné par les règles suivan-

tes 

al. lorsqu'une goutte est encore à la phase de surface, l'état est 

égal à l'ordre du tronçon à laquel le le sous bassin est direc­

tement 1 i é 

bl. les seules transitions possibles à partir de l'état v sont 

ceux de forme v ~ j pour j > v (avec j = v + 1,." '. m) 

cl. en définIssant la sortie comme l'état attracteur m + l , l'état 

final de la goutte sera noté m + 1 et à partir de cet état, au­

cune transition n ' est plus possible . 

Ces règ 1 es déf i ni ssent un ensemb 1 e fin i de pas qu'un gra in tom­

bant de manière aléatoire sur le bassin pourrait suivre pour atteindre 

la sortie. 

Par exemple, si l 'on suppose que le bassin est d'ordre 3, alors 

l'espace des pas Il = { u1 , u2 , u3 , u4 
} est donné par : 

pas u1 = ~ 2 ~ 3 + 4 

pas u2 
+ 3 + 4 

pas u3 2 + 3 + 4 

pas u4 3 + 4 

où 1,2 ,3 désigne les o rdres et 4 représente la sortie du bassin, 
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D'après GUPTA et al. (]geO), la fonction de répartition du 

temps que nécessite une goutte d'eau pour se déplacer jusqu'à la so r­

tie est donnée par: 

avec 

doit 

pas : 

t) = E 
u Tl 

Pr CT "< t) P (u) 
u 

TB est le temps de déplacement jusqu'à la sortie 

(7) 

T est le temps de déplacement pour un pas parti cul ier u 
u 

peu) est la probabi 1 ité d'un grain qui prend le pas u 

Tl est l'ensemble de tous les pas possibles qu'une goutte 

d'eau peut prendre en tombant sur le bassin. 

Le temps de déplacement T dans un pas pa rt i cu 1 i er 
u 

aO 
... al ... a4 

a. 
1 

{ 1 , . .. , m+ 1 } 

être égal à la somme de temps de déplacement dans les éléments 

T = TaO + Ta
1 

+ ... + Ta k 
(e) 

u 

du 

avec Ta. désignant le temps de déplacement dans une région ou sur un 
1 

tronçon d'ordre a. ,a. {l, ... , m+l} et k le nombre de transition 
1 1 

que la goutte d'eau doit effectuer. 

Les auteurs indiquent que si l'on considère plusieurs tronçons 

ayant des ordres donnés et des propriétés données, on peut faire l ' bypo-

thèse que 

but ion de 

tion de T 
u 

Ta. est une 
1 

probabi 1 ité 

va r iable aléatoire indépendante ayant une distri-

donnée par th.(t). Alors la fonction de distrlbu-
1 

s'obtient par la convolution des distributions de probabi 1 i -

té fa. (t), correspondant aux éléments du pas u. 
1 

La fonction de répart ition de probabi 1 ité de 

convolution des fonctions de répartition des Fa. (t). 
1 

T est aussi la 
u 

Alors: 
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est le pas de u et 

( 9) 

est l' opérati:on de 

convolution. Par exemple, si. l'on choisit le pas u2 = 1 + 3 + 4 , 

Pr (T < t) est donné par 
u 

t t 
Pr <T < t) f f F' 

o 0 1 
Ct') FJ Ct" - t') dt' . F3 (t - t") dt" 

u2 ( 1 Q) 

où F; (t) représente la répartlti"on de probabi 1 ité correspondant au 

temps que la goutte passe sur la surface de la rég ion qui draine le 

tronçon d'ordre 1 . 

Si l'on suppose que le temps d'attente dans la région de sur­

face d'origine est négl igeable, alors: 

T 
u 

( JI) 

Pr <T < t) ( 12) 
u 

La probabi 1 ité de suivre un pas donné u , peu) apparaît com­

me une conséquence directe de la structure markovienne de la classifi ­

cation de HORTON- STRAHLER et est donné par 

p (u) = ( 1 3 ) 

où e est la probabi 1 ité pour que la goutte d'eau commence son dé-
aO 

placement dans une région de surface qui draine le tronçon d'ordre O. 

Pa . a. 
un tro.\çoM 

est la probabi 1 ité de transition d'un tronçon d'ordre a.à , 
d'ordre a j' 

ROORIGUEZ-ITURBE et al. (1979) ont montré que les probabi 1 ités 

initiales 

tions de la 

e (0) et les probabi 1 ités de transition p sont fonc -
aO ai a. 

géomorphologie et de la géométrie du bassin etJ se calculenT 
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comme suit 

ev (Q) ~ S ( 50 v 

avec Sv surface totale drai nant directement le tronçon d'ordre 

et S 
0 

surface totale du bassin 

p.. • N .. / N. 
1 J 1 J 1 

N .. 
IJ 

le nombre de tronçons d'ordre 

dre j 

tombant dans le tronçon d'or-

N. le nombre de tronçons d'ordre i. 
1 

KIRSHEN et SRAS (1983) ont donné les expressions de probabi 1 i­

tés de transition en fonction de RA et RS et montré que toutes les pro­

babi 1 ités dépendent de ces deux paramètres. Ils ont donné, pour un bas­

sin d'ordre 3, toutes les expressions de probabi 1 ités possibles. 

Ainsi, la fonction de répartition du temps de dép lacement d'une 

goutte d 'eau sur un bassin Pr (TS < t) est définie en termes de pro­

pr iétés géomorphologiques. Mais comme l 'H U 1 G est défini par la densi ­

té de probabi 1 ité de T
S 

' on a : 

hS(t) d Pr <T S < t) / dt 

(24) 

1: f (t) '" ... '" f ( t) P (u) 
u 11 al a k 

où f (t) est la densité de probabibi 1 ité de T 
ai ai 

En résumé, les auteurs considèrent que la fonction de répart i -

tion du temps de passage constitue une bonne description de l 'i nfluence 

de la géomorphologie. On peut justifier leur démarche par le fa i t que si 

l 'ensemb le du bassin est décrit par un réservoir 1 inéaire, l'inverse du 

coefficient de stockage de'ce réservoir constitue la constante du temps 

du système. La méthode de l 'H U 1 G revient donc à considérer des réser­

voirs à coefficients aléatoires. Ces coefficients seraient fonctions de : 
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la probabi 1 ité pour qu~'une .goutte d'eau de pluie tombe ini-

tialement sur une surface que draine un chenal d'ordre v . , 

- la probabi 1 ité de transition au chenal d ' o rdre supérieur 

v + j (j = l, ... , m - v) et de 

la densité de probabi 1 ité du temps passé su r un chenal d'or­

dre déterm i né. 

Les probabi 1 ités initiales et les probabi 1 ités de transition 

sont fonctions des caractéristiques géomorphologiques du bassin RA et 

RB ' Ces probabi 1 ités de transition fournissent une description du ré­

seau hydrographique et une 1 iaison entre la géomorpHblogie quantitati­

ve et l'hydrologie, 

5.3.2. Analyse critique du modèle 

La premiè re critique que l'on peut fai re à l'adresse du modè­

le concerne son caractère très empirique. Par exemple, pour une appl j­

cation pratique du modèle, il est nécessaire de se donner la forme des 

fonctions f (t) qui décrivent les densités de probabi 1 ité. ROORIGUEZ-
ai 

1 TURBE et al. '(1979) ont dû faire une hypothèse ad'hoc, notamment que 

le temps nécessaire pour le déplacement dans un tronçon d'ordre v 

obé it à une loi de type exponentiel : 

est un 

chenal d'ordre 

paramètre expr îmé 

v . Comme J / Kv 

( 1 5 ) 

- 1 
en t unités et qui caractérise le 

est aussi le temps moyen de dép la-

cement dans la distribution ci - dessus, ROO IGU EZ-ITURBE et ses· col labo­

rateurs ont suggéré de prendre : 

K 
v 

V 

Lv 

où V est la vitesse caractéristique de déplacement. 

( 16 ) 

Cette vitesse constitue le paramètre dynamique du modèle. 
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Les auteurs ont supposé que V = cst pour tout le bassin. En 

tenant compte de l'analogie farte ci-dessus entre la démarche des au­

teurs et la métbode des réservoirs 1 inéaires, on voit que l'on arrive 

à un modèle décrit par une série de réservoirs à coefficients constants. 

KIRSHEN et BRAS (1983) suggèrent de calculer ,la réponse instantanée des 

chenaux individuels en uti 1 isent une forme 1 inéarisée des équations com­

plètes de Saint-Venant. Cette réponse serait ensuite in t erprétée comme 

la densité de probabi 1 ité du temps de passage nécessaire à une gou+te 

tombant au point le plus éloigné de la surface drainée par le chenal. 

Mais les auteurs indiquent que leur ' démarcbe ne permet pas encore de con­

clure, puisqu'el le nécessite encore des essais de calibration sur des 

bassins versants naturels. 

La seconde critique est 1 iée à la classification de HORTON. D'a­

près C. THIRRIOT (1984), une telle classification fige l'acuité de l'ob­

servateur puisqu'el le fa i t démarrer la numérotation à partir des tron­

çons amont dont il est difficile de définir l'origine. S'appuyant sur 

l 'hypothèse de BOCQUILLON, C.THIRRIOT suggère de fixer un seui 1 pour 

cho i sir 1 es tronçons à cons i dérer dans 1 a descr i pt i'on" su i vant 1 es ob­

jectifs ou l'effort consenti. La description de THIRRIOT est présentée 

plus loin. 

Une troisième critique est que 1a classification de départ ne 

permet pas le repérage automatique d'un élément de cours d'eau. Une mul­

titude de tronçons portent le mème numéro, ce qui peut ètre gènant quand 

on vise l'identification automatique sur ordinateur. 

Enfin, d'après GUPTA et al. (1983), le modèle de l'H U 1 G est 

inadéquat dans sa formulation actuelle. Lorsqu'on l'appl ique à un chenal 

de forme simple, il distort la structure de la réponse hydrologique. 

A partir de ces critiques, on voit que si l'idée d'un hydrogram­

me unitaire qui prenne en· compte les caractéristiques géomorphologiques 

du bassin versant répond aux préoccupations actuel les des hydrologues, 

la formulation du modèle est encore fort discutée. Cela s'expl ique par 

le fait que le modèle est encore à ses débuts et que d'autres études se­

ront nécessaires pour aboutir à une mei 1 leure formulation. La contribu­

tion récente de C.THIRRIOT (1984) à la description du réseau bydrograpbi­

que va dans cette direction. 
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5.4. CLASSIFICATION DE THIRRIOT 

5. 4.1. Présentation de la démarche 

Il propose de prendre comme point de départ du repérage l'exu­

toire du bassin ve rsant. On considère un bassin défini une fois pour 

toutes, alors le postulat de base consistera à admettre qu'un confluent 

est la rencontre de deux éléments amont seulement. Ainsi, on a affaire 

à un système binaire, représenté par la figure ,\5 . Sur cet arbre hy­

pothétique, on peut placer l 'arborescence décrivant le réseau hydrogra­

phique en s'arrêtant à une certaine tail le de cours d'eau en remontant 

ve r s l'amont. 

Pour le repérage automatique, la remarque fondamentale est la 

suivante, tout brin est pa r faitement identifié par le noeud amont. Un 

noeud sera identifié par deux coordonnées 

a). L'ordre de la nappe de noe ud , qui est la distanée au noeud aval 

correspond au nombre de brins rencontrés entre l'exutoire et le 

noeud considéré, soit m. 

b). La situation dans la nappe de noeud d'ordre m. Dans cette n9P­

pe, il ya au plus 2m- 1 noeuds compte tenu du caractère binaire. 

Soit n le rang dan s la nappe d'ordre m dans l'arbre, 

n e. [1 , 2m- 1 1 . 

En principe, tout cours d'eau peut donc être décrit par une suc­

cession de brin (m ,n ) avec m croissant d'une unité, mais n est à pré­

ciser lors de la première description. En uti 1 isant .un repérage binaire, 

on obtient la numérotation portée sur la figure 2. Lorsqu'on passe d'une 

nappe de noeud à la nappe d'ordre immédiatement supérieur, le nombre qui 

repère le noeud dans la nappe croTt d'un chiffre binaire. Le nombre m 

de chiffres binaires caractérise l'ordre de la nappe de noeud, et le 

nombre de tronçons aval égal à 2m. 

Pour le repérage d'une rivière sur un bassin versant, la numéro­

tation choisie montre que le nom de la rivière correspond à celui de son 

branchement (numéro du tronçon aboutissant au confluent). Ensuite, on 

ajoute au nombre binaire un 0 pour chaque tronçon amont suivant. 



5.14 

Le nom du branchement est défini à partir du noeud aval qui 

est le confluent. Si k est le numé ro du confluent en code décimal, 

le numéro de branchement en code décimai est 2k-1 . Les tronçons sui­

vants écrits en code décimal sont (2k-1) 2P- 1, pétant l'ordre du 

tronçon vers l'amont sur la rivière afflue nt . 

5.4.2 . Perspectives 

L'un des avantages de la description de THIRRIOT est qu'el le 

permet de prendre en compte l'effet d'échel le . Nous avons insisté, 

dans l'introduction, sur la différence dans les niveaux d'échelle 

1 iés au problème d'hydraul ique des chenaux individuels et d'hydrau-

1 ique de tout le bassin. La classification proposée par C. THIRRIOT 

permet d'aller dans le sens de la complexité croissante et d'arrêter 

cette complexité à un niveau voulu . 

Pour la détermination du débit de sortie, l'un des problè-

mes importants est 1 ié au choix de ce niveau de comp4exité Le 

second problème est 1 ié au ca ractère aléatoire du comportement du 

réseau. En considérant ensemble ces deux aspects .. l'idée de base 

pour inclure les caractér istiques géomorpholol igues dans le compor­

tement hydrodynamique ser a de reche rcher une analogie avec d'autres 

formes d'évolution mettant en jeu le comportement collectif d'un 

grand nombre de composants. Un exemple édifiant dans le domaine peut 

être constitué par la loi des gr ands nombres et son réle dans la tbéo­

rie cinétique de gaz et en mécanique statistique. Dans sa formulation 

la plus simple, la loi des gr ands nombres indique que la moyenne ari ­

thmétique d'un grand nombre de variables aléatoires indépendantes et 

identiquement distribuées converge (en probabi 1 ité) vers son espéran­

ce mathématique. La conséquence de ce théorème en mécanique statisti­

que est qu'un grand nombre de degrés de 1 iberté (~ 1023 ) dans l'équa­

tion décrivant le mouvement des particules individuels (mo lécules ) , se 

réduit à que lques variables macroscopiques représentant le comporte­

ment collectif de ces particules à l 'échel le macroscopique. 

---~~- --
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Dans le cadre de ce mémoire, nous essayerons de présenter la 

description du réseau en termes de ses propriétés fractales et des in­

certitudes 1 iées à leurs influences. 

5.5. ESSAI DE DESCRIPTION DES PROPRIETES FRACTALES ET MARKOV IENNES 

DU RESEAU HYDROGRAPHIQUE . 

5.5 . 1. Les appl ications de la théorie fractale à l'étude du 

réseau. 

Pour notre analyse, nous nous appuyerons sur un réseau hydro­

graphique théorique schématisé par la figure ,IEl-Q. Nous adopterons la 

description du Professeur C. THIRRIOT mais en faisant partir la numéro­

tation des chenaux amont supérieur au premier confluent. Les raisons 

d'un tel choix sont simples; après ce premier confluent, l'évolution 

de la réponse du bassin est décrit par l'équation de propagation de ' 

l'onde de crue qui sera analysée au chapitre suivant , 

La première propriété de ce réseau est son homothétie interne 

ou son caractère "scalant" (au sens de MANDELBROT - 1982), c'est-à- dire 

la possibi 1 ité de dégager des parties ayant la même forme que le tout, 

à cec i près qu' e Iles sont à une éche Ile différente . "Tout pet i t réseau 

fluvial n'est qu'une image réduite d'un grand réseau", a indiqué l'au­

teur des "objects fracta 1 s" . 

On note donc (0) et (1) les deux premières branches et on dira 

que ces branches forment le premier niveau. Au ni veau deux, on aura les 

notations (00 , 0 1, 10 , Il ) ; au niveau trois, <000 , 001, 010 , 011 , 101 , 

110, 111), etc . Pour mett r e en évidence les propriétés fractales de cet 

ensemble, on est amené à dégager un élément unitaire qui se répète iden­

tique à lui-même à chaque niveau. On doit remarquer que la plus peti t e 

entité est constituée par le chenal. Mais un seul chenal ne forme pas 

encore le réseau. Le p lus petit ensemble formant un réseau est const i tué 

par les deux premiers niveaux. 
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On définira donc le réseau élémentalre par un ensemble à 

deux niveaux, suivant le schéma ci - dessous: 

A 

o 

01. 

D'ap r ès MANDELBROT (1984 ), en géomorphologie, le local et 

le global sont également incertain . Donc, que ce soit au niveau glo­

bal ou au niveau local, on doit envisager l 'ad jonction de terme d' in­

certItude de même nature à la description déterministe . Or, on a ~on­

tré (chapitre Il) que, pour décrire l 'évolut ion d'un phénomène naturel, 

l'adjonction d'un terme stohastique de bruit blanc conduit à une équa­

tion différentiel le stochastique dont la solution est un processus de 

Markov. Nous suivrons ici la même démarcbe. 

Appelons 0, la réponse du système en A. Suivant la notation ad­

mise, 1 e déb it sur 1 a branche i sera noté ° i et sur 1 a brancbe i j sera 

noté ° i j' etc. 
GAUDU (1978) a étudié l'influence de la structure arborescente 

sur les caractéristiques des lois de di - tribution des débits. lia 

notamment indiqué que si les stations de contrôle sont suffisamment 

voisines, alors 00 et 01 sont des variables dépendantes tel les que: 

+ °1 ( 17) 
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L'appl ication d'une loi de régressIon 1 inéaire de la forme 

= a 00 + b + ( 18) 

où E est une v.a. indépendante de 00 et a et b sont les coefficients 

de régression, a permis de montre r que: 

E [ 00 J + E [ ° 1 1 ( 191 

et le moment d'ordre deux 

(20) 

Oans la présente étude, nous admettrons que chaque branche 

contribue à la formation du débit total suivant les rapports d'homo-

thétie interne du réseau. Pour les branches 0 et considérées, 

nous noterons ces rapports par r O et rJ . Oans la théorie de MANDEL­

BROT, les rapports d'homothétie interne vérifient la relation 

d 
YO + (21 ) 

où d est la dimension fractale . Mais dans le contexte d'une connais ­

sance incertaine des propriétés du réseau, nous admettrons que le rap­

port d'homothétie interne définit une dépendance stochastique marko­

vienne , non nécessairement 1 inéaire . Nous poserons donc: 

d 
fi = ri 

et nous déduirons que 

°A 

la probabil ité ma rg inale de 00 

la probabi 1 ité marginale de 01 

fO 0A + fi °A 

On notera encore Ci. •• ( i ,j 0, 1 ) les probab i 1 ités 
IJ 

nelles des O. si °ij' , 1 

(22 ) 

condition-



on a 
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On aura 

1: a . . • J 
j IJ 

On au ra 

°0 °00 
+ QQJ 

0J 0JQ + 
°11 

En comparant (17 ) et (22), on a 

°0 

° . = 1 

fa 0A 

De même en compa rant (23) à 

En procédant de la même manière pou r 01 ' on arrive à 

On dédu i t de cette express ion une forme matr ïc i e Ile 

(23) 

(24 ) 

(25 ) 

(26) 

(27 ) 
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(1) ( ] ) 

[ (0) J [ J 
ClOO ClOI 

~OO = f ( 1 ) fU) (28) a ] 
(1) ( ] ) 

Cl jO Cl i ] L 
( 1 ) 

Cl .. Cl . . 
IJ IJ 

A l'étape suivante, on doit env i sager le branchement de systè~ 

mes 

les 

élémentai res sur les quatre branches ( Cl .. ; i ,j = 0,1). Examinons 
IJ 

conditions de branchement sur la branche (0,0). Pour ce faire, on 

pose : 

f (2) = BOOO 
f (2) = 60001 

(29) a 1 

avec f (2) + a 
f (2) 

1 
Cl

OO 

(2 ) 
Cl . . YOOi j IJ 

avec 

l: 
(2 ) 

l: 
( ] ) 

(30) Cl .. YOOij = ClOO 
j IJ 

j 

L'appl ication des mêmes pr i nc i pes que précédemment conduit à 

(2) (2 ) 

[ f6
2

) f ~ 2) ] 

Cl
OO ClO 1 

[ 
( 1 ) 

1 (31 ) Cl
OO 

(2) (2) 
CliO Cl i 1 

L'opération se répète pour chaque branche du même niveau. Il 

est auss i fac i 1 e de montrer, en supposant que l' opéra;t i on est vra i e 

pou r le niveau n ,que l ' on au r a aus s i au niveau (n + 1) pour la bran~ 

che (0 0) : 



On voit, en posant 

[ a~O) J 
IJ 
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fI· n+1 1 
(n+ 1 ) 

a
OO 

(n+ 1 ) 
a lO 

(n+ 1 ) 
aOI 

(n+ 1 ) 
aIl 

(32) 

(33) 

apparaître une suite d'opérateurs matriciels caractérisant les niveaux 

successifs d'agrandissement du réseau hydrographique à la manière, par 

exemple, de la barre de Cantor décrite par MANDELBROT (1984 - p. 52 et 

p . 62) ou de la transformation du boulanger présentée par PRIGOGINE 

(1982 , p. 196 et p. 230). 

L'intérêt de cette description c'est de faire apparaître les 

propriétés fractales du réseau hydrographique . Du point de vue concep­

tuel, on peut considérer, à un niveau d'agrandissement (n) donné, que 

1 e bass inversant est représenté par un système ,de n réservo i rs en 

cascade. On retrouve ainsi la représentation présentée plus haut (chapi ­

tre ,,) et 1 a poss i b il i té de réun i r dans une même formu 1 at i on 1 a des­

cription du comportement stochastique du système et la description des 

propriétés fractales . 

Considérons, pour simpl ifier, l'influence de la géomorphologie 

sur l'évolution moyenne. Dans ce cas , on écrira, pour chaque système élé­

mentaire : 

d y. 
1 

---'- = f (y , , p.) 
1 1 

d t 

f (y .,p) est généra lement une fonction non 1 inéaire de ' l'état y , mais 
1 1 

en uti 1 isant les résultats obtenus dans l'annexe A, on peut considérer 

un développement de Taylor autour d'une position initiale YOi et une 

approximation 1 inéaire pour chaque réservoir: 

d Yi 

d t 



1 

1 

1 
1 

1 

avec d f 
d y. 

1 
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On sait que l'uti 1 isation des réservoirs 1 inéaires en cascade 

est à l'o rig ine de l'élaboration de la théorie de l'hycirog ramme uni ­

taire instantané par NASH en 1959 et OOOGE en 1960. La particularité 

de la démarche ici consiste à interpréter À. comme reflétant l'in-
1 

fluence des conditions géomo rpho logiques caractérisées par le rapport 

d'homothétie interne aléatoire 

Ma 1 heureusement, 1 a représentat i on 1 i néa i re est loi n d' ètre 

satisfaisante puisque le comportement des systèmes natu re ls n'est pas 

1 inéaire. On a montré, en outre, au (§ 2.2.4), en étudiant les pro­

priétés mathématiques du modèle stochastique, que l 'uti 1 isation de la 

méthode d'intégration directe pour l 'estimation des moments de diffé­

rents ordres conduit à une perte d'informations. On est conduit, pour 

déterminer la réponse du système, à uti 1 iser directement les probabi-

1 ités de transition d'un chenal (i j k) à un chenal (i j) . 

5.5.2. Oéterminat ion de la réponse du système 

Nous avons montré, dans le (§ 2.2.4) évoqué plus baut que la 

densité de probabi 1 ité conditionnel le d'un processuSdécrit par une 

équation diffé rentiel le stochastique apparaît comme une réponse im­

pulsionnelle. Bien que cette conclusion soit analogue à celle de 

RODRIGUEZ-I TURBE et al. (1979) , les démarches qui permettent d'y abou­

tir sont différentes dans les deux cas. 

En effet, notre conclusion est une conséquence de la modél isa­

tion de l'évolution du système pa r u~ système d'équations différentiel­

les stochastiques , tandis que le caractère stochastique de la réponse 

impulsionnel le chez RODRIGUEZ- ITURBE et al. est une hypotbèse de travail, 

posée a priori. Mais GUPTA et al. (1983) ont Montré que la description 
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géométrique du réseau hydrographique, uti 1 isée par les auteurs, n'est 

pas appropriée. Nous montrons ici qu'en uti 1 isant les résultats de la 

théorie des e.d.s . tels qu'i Is sont présentés au chapitre Il. on ob­

tient une expression de l 'H U 1 G analogue à cel le de RODRIGUEZ-ITURBE 

et al. (1979). 

Reprenons la description du système en suivant la branche 

(0 0 .... 0). On va avoir: 

°A 
= 

°0 • °1 

°0 °00 • °01 

°00 °000· °001 

- - - - -

En utilisant les probab i 1 i tés conditionnelles, 

d'où l'on déduit: 

on a 

En uti 1 isant les notations de THIRRIOT ( 1985) 

c. . . li m 
1 1 •••• 1 

'----v--' 
m 

0i j j = Di,k 
--v----

k 

0m 0m 0m_I·· ·· 02 fa 0A 

on a 

Mais ° n ' est autre que l'excitation à l'extrêmité m donc 
m 

° = P et l'on déduit que la contribution de P à la formation du m m m 
débit de sortie 0Am est donnée par: 

= a m- l 
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On pose 

HUIG = (0 0 1 00, O2 fO)-l 
m m m-

La tâche, maintenant , va être de déterminer les expresslons des 

0m Or, on sait (chapitre Il) que les probabilitéOs conditionnelles sont 

solutions de l'équation de FOKKER-P LANCK-KOLMOGOROV 

a Pr ;C [ Pr 1 a t 

En utl isant les résultats de la théorie des semi - groupes de trans­

formation (qu e nous définirons plus loin - chapitre VII), on peut écrire: 

Pr = exp {;g [ Pr 1 t } (Pro) 

En posant comme au (§4 02 040 , éqo 35) que, à l'approximation 1 i ­

néa i re, ;[,. [ • 1 = cst = a , on va avo i r 

o 
m 

= 
at e 

Mais le passage de l'espace des opérateurs à l'espace des fonc­

tions conduit à remplacer le produit simple par le produit de convolution, 

tout comme le passage d'un produit simple dans l'espace des transformées 

de Laplace ou de Fou r ier devient un produit de convolution dans l'espace 

des fonctions (Remarquons que si l'on travai Ile dans l 'espace des distri ­

butions, le prbblème ne se poserait pas), 

On va avoir donc: 

HUIG (t) 
m 

m -a 0 t 
K Ir (x) e 1 

i=O 

La contribution de P à la formation du débit de sortie est ap­
m 

prochée par : 

HUIG (t) x P (t) 
m m 
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On ca 1 cu 1 e de 1 a même man i ère 1 a contr i:but i on de toutes 1 es 

extrêmités et la contribution de toutes les branches sous la forme: 

Q 

5.6. CONCLUSION 

m 
E 

k= 1 

Nous avons montré quele problème de l'analyse du réseau de 

transport se ramène à l'étude de l'évaluation des i ncertitudes spa­

tiales et temporelles. En ut! 1 isant une description du réseau donnée 

par HORTON (1945 l, RODIRGUEZ- ITURBE et al. ( 1979) ont proposé une ex­

pression de l 'HUIG. Leu r démarche revient à décrire chaque tronçon du 

réseau par un réservoir 1 inéaire à coefficients aléatoires. 

En uti 1 isant une variante de la description prop~sée par 

TH IRRI OT (1984) , nous avons montré que l'on pouvait dégager les pro­

priétés fractales du réseau que nous caractérisons par une suite d'opé­

rateurs matriciels et donner une expression plus généra le de l 'HUIG. 

L'approximation 1 inéaire de l 'expression proposée est analogue à cel­

le proposée par RODRIGU EZ- ITURBE et ses collaborateurs . 
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6.1. INTRODUCTION 

Dans la pratique de l'étude des bassins versa nts, la question 

qui se pose aux hydrologues lorsqu' i Is doivent uti 1 iser des modèles 

mathématiques pou r l'évaluation du débit à l'exutoire est cel le de 

la définition d'un critère de choix . Faut- i l , en effet . uti 1 iser les 

équations complètes de Saint- Venant qui constituent la description 

fidèle du phénomène physique en étude ou des modèles plus simples, 

mais très souvent empiriques ou semi - empiriques qui ne prennent en 

compte que certaines traits dominants, ou tout simplement le compor­

tement statistique du phénomène phys ique en étude? On sait que les 

premières sont de mise en oeuvre coûteuse tandis que les seconds, ins­

pirés par la pratique, reviennent souvent moins chers à l'exploita­

tion. Compte tenu du deg r é de précision qu'i Is souhaitent atteindre, 

les hydrologues ont donc développé, au cours de ces dernières ënnées, 

plusieurs types de modèle s simpl ifiés. C. THIRRIOT (1984) a présenté 

récemment 1 a fil i at i on entre cesd i ve r s modè 1 es. En pa rtant des équa­

tions de Saint- Venant, il a mis ' en évidence leur degré de caractère 

statistique. 

Nous avons, dans les chapitres précédents, dégagé le double as­

pect dynamique et aléatoire des processus générés par l'évolution des 

systèmes naturels. 

En pa r tant de ces résultats, qui montrent notamment que dans l'étu­

de du fonctionnement hyd rodynamique des bassins versants, la proba-

bi 1 isation de l'espace d'entrée entraîne une probabi 1 isation de l'es­

pace de sortie, nous évaluons, dans ce chapitre, l'influence de l'en­

trée stochastique sur l ' évolu t ion des débits de sor tie. Pour mieux 

faire appa raître l'influence de la prise en compte du caractère aléa­

toire de l'entrée , nous rappelons d'abbrd le modèle déterministe. Nous 

étudions ensuite l'évolution des débits en montrant que cette évolution 

obéit à une équation différentiel le stochastique. Nous appl iquons le 

modèle ainsi obtenu aux débits de l 'Ouémé au pont de Savé. 
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6.2. EQUATION D'EVOLUTION DETERMINtSTE 

Considérons le modèle hydrodynamique présenté dans l'annexe A 

(schéma 6.1 , 6.2) et au chapitre Il. La t r ansfo rmation de la pluie 

en débit est présentée en termes d'étapes: 

l'étape de production, où la précipitation p ex, t) attei­

gnant la su r face du bassin versant augmente la teneur en eau du mi -

l ieu et se subdivise en bauteur d'eau efficace destinée à al [menter 

le ruisse llement de surface et en hauteur d'eau d ' infi Itration desti­

née à al i menter, s' i 1 Y a 1 i eu, l' écou 1 ement souterra in; 

• l'étape de tran s formation où la ha uteu r d'eau efficace al i­

mente 1 e ru i sse 1 1 eme nt de su r face P.t 1 a ha uteur d'eau i nf i 1 trée al i ­

mente, s' i 1 Y a 1 ieu, un écoulement souter rain, et les deux écoule­

ments se rejoignent da ns le réseau pou r donner un écoulement résul­

tant; 

? (xi) 

~.~ . 1. - Sehêma umpliiié d.'écoulement.sur bU'lA venant 



1 

l 

j 

l 
1 
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- enfin,. l'étape de propagation où l'onde de cr·ue ainsi formée 

se déplace vers l'aval. 

Du po i nt de vue du fonct i onnement hydrodynam [que du bass i'n ver­

sant, 1 a structure stochast i que de l' écou 1 ement résu 1 tant des deux pre­

mières étapes a été considérée dans les chapitres précédents. L'évolu­

tion détermin iste de l'onde de crue étant décrite par les équations de 

Saint-Venant, les propriétés stochastiques du débit à l'exutoire dépen­

dront à la fois des propriétés mathématiques du modèle de Saint-Venant 

et du caractère aléatoire du débit d'apport. Une tel le constatation 

avait déjà été faite par EAGLESON (1971 et 1972). 

En effet, d'après KLEMES (1973), EAGLESON a été le premier à 

proposer un modèle hyd rodynamique de bassin versant qui vise à une re­

présentation conceptuel le des propriétés stochastiques du débit de sor­

tie. Dans son modèle, il considère les évènements indépendants formés 

par les pluies exceptionnel les, produisant des crues exceptionnel les. 

Il propose de prendre une distribution empirique, de forme exponentiel­

le pour décrire la loi de probabi 1 ité des précipitations exceptionnel­

les. Il suppose en outre que l'écoulement à la surface du bassin ver ­

sant est décrit par le modèle de l'onde cinématique. De même, l'évolu­

tion de l'onde de crue est décrite par un modèle de l'onde cinématique. 

Il trouve alor s que la répartition des crues produite de cette manière 

suit une loi de probabil ité de type exponentiel. 

Mais, d'après KLEMES, si cette démarche démontre la possibi 1 ité 

d'obtenir la structure de la distribution d'une variable hydrologique à 

partir des propriétés à la fois statistiques et chysiques de ses causes 

premières, l'auteur a dû, pour obtenir une expression mathématique sim­

ple, sacrifier la structure initiale du modèle. Pour étayer cette cri­

tique, KLEMES indique que l'auteur a dû, par exemple, faire usage d'hy­

pothèses d'indépendance statistique pour des variables qui sont forte­

ment interdépendantes. Par ai 1 leurs, le choix de la distribution expo­

nentielle pour la fonction d ' entrée a été motivé par la condition d' in­

tégrabi 1 ité ; plusieurs variables ont été remplacées par des constantes 
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pour satisfaire cette même condition d'lntégrabi 1 ité . Enfin, KLEMES 

montre que la lo i èxponentiel le obtenue pour la distribution des dé­

bits de sortie pourrait être obtenue directement en uti 1 isant la fo r­

mule rationnelle . 

Nous montrerons, dans ce chapitre, que l 'app l ication des rè­

gl es du calcul stochastiqüe de Ito peut permettre d'obtenir une for­

mulation s impl e des lois de distribution du débit à l 'exutoire . Pou r 

ce faire, nou s considérons d'abord le modèle déterniniste sous la 

forme: 

a s a Q (x,t) + = q a t a x 
( 1 ) 

(2) a v a v a h 
( 1 - J) + v + 9 = 9 a t a x a x 

Dans ces équations 

v - est la vitesse des part icules fluides 

S - est la section moui liée 

q _ est le débit d 'a pport , résultant des deux premières étapes 
de la transformation 

désigne la pente longitudina le du fond de la ri vi"è re 

J - est la perte de charge J = J (v
2

) 

9 - est l 'accé lé ration de la pesanteur 

(1) est l'équation de continuité 

(2) est l'équation dynamique 

La variation totale du débit est décrite par 

d Q = ( a Q 
a t + v a Q ) dt a x 

(3 ) 

Ma is on peut uti 1 i ser la connaissance de la section moui liée 

et de la vitesse des particules fluides pour détermine r le débit pa r 

la re lat ion: 

Q = S V (4 ) 

• 
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On a alors la variation totale du débit sous la forme, 

dQ = d lS V) = S dV + V dS (5 ) 

Dans le cas théorique d'un profi 1 rectangulaire, S = Sb. mais 

dans le cas d'une rivière, S n 'a pas une forme aussi régul ière . La 

largeur de la rivière et la forme du 1 it varient d'un po i nt à l'au­

tre . On peut traduire cette variation de la sect ion moui llée pa r la 

relation : 

S = K (x) h l + mlx ) (6) 

où les coefficients K(x) et (m(x) vont dépendre de x et de ~ seul 

(dans l'bypothèse d'un profi 1 stable ) . Alors, s i l 'on fixe le point 

x , m(x) et K(x) pourront être connus. Pour exploiter la relat io n 

(5), reste alors à déterminer l'évolution de V et h le long du cours 

d 'eau . El le peut se faire par la méthode des caractér istiques. Dans 

la suite, nous poserons pour simpl ifier, m(x) = 0 et on écrit l ' é ­

quation de continuité sous la fo rme: 

a v 
a x 

+ 
K 
S 

a h 
a t + v a h 

a x 
- q- - v 

S 
a (Log S) 

a x 1 
(7 ) 

h = cst 

On adjoint aux équations de Saint- Venant ( 7 ) et ( 2) la va ria­

tion total e de h et de v 

On pose, 

-L 
S 

- v 

g (1 - S) 

d h a h dt + = a t 

d v = a v dt + a t 

pou r si mp 1 i fie r 

(Log S) 
a x 

= X2 

a h dx a x 
(8 ) 

a v dx a x 

l 'écri t ure 

= (9 ) 

h est 

( 10) 
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Alors, l 'app l ication de la méthode des caractéristiques donne 

• la vitesse d'évolution des perturbations 

d " 
d t 

+ 
v c 

• la loi de fonctionnement le long des caractéristiques 

+ 
- S>-

d h 
c ( X2 

+ 
- c X J) dt 

( 1 J ) 

( J 2) 

où c = (g h) 1/ 2 est la célérité propre des perturbations. 

t 'expression (12) montre que dv et dh dépendent du débit d'-ap­

port. En effet, en remarquant que 

( g d h ) = gl/2 h- I / 2 dh = d (2 c) 
c 

on écrit (12) sous la forme 

+ 
d(v-2c)= ( X2 

+ 
- c XI) dt ( 13) 

+ 
qui montre que l'évolution de la quantité (v - 2 c ) dépend des apports. 

6.3. EVOLUTION STOCHASTIQUE DES DEBITS 

D'après les résultats du cbapitre 1 l , q (x , t ) est une fonc­

tion aléatoire que l 'on écrira sous la forme 

q (x , t) = E [ q ] + E 
q 

( 14) 

En conséquence, (13) s ' interprète comme une équat ion di ffé ren­

tiel le sotchastique. On en déduit que les espaces des fonctions b et 

v sont probabi 1 isés . Il résulte de cette déduction .. deux observations 

intéressantes: 

• la première est que l'équation d'évolution de la vitesse s'é­

crit sous la forme stochast ique sui vante 

d x = E [ v ()Ç , t) ] dt + cr v d Bv ( 15) 

-

.----
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- la seconde conséquence est que, h(x,t) étant une fo nction 

aléatoire, S(x,t) sera une fonction aléatofre quelque soit K(x). 

En reprenant les équations (1) et (2) compte tenu de ces 
remarques, on a : 

avec 

Q 

a S 
a t 

(S,v,t) 

+ a Q 
a x E [ q ( x , t ) ] 

1 

9 
a v 
a t 

+ 

+ v a v 
a x + 9 

( 16) 

( 17) 

1/2 a h,] 
a x 

( 18 l 

La variation totale de Q peut maintenant être décrite par: 

E [ d Q ] E[d (Svl] ( 19) 

Or, par appl icat ion des rêgles du ca lcul stochast iq ue de Ito, 

E [ d (S v) ] (v d S + S d v + 2 a S a v 
l = cr v a x a x dt 

a S a S 
2 a2 

S = v ( + E [v ] + -- cr l dt . 
v 2 a t a x 2 a x 

a v a v 
2 a2 v 

+ S· ( + E [ v ] + -- cr 
2 l dt a t a x 2 v a x 

+ cr2 a S a v 
dt v a x a x 

d'où l 'on tire après regroupement 
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3 $ 3 v 3 $ 3 v 
E [ d ($ v) ] (v + $ )dt + E [ v ] (v + $ )dt 

3 t 3 t 3 x 3 x 

1 2 32 
$ 

2 3
2 v 2 3 $ 3 v 

+ (- cr + -- cr 
3x

2 
+ cr ) dt 

2 
v 3x 2 2 

v v 
3 x 3 x 

soit 

3 (v $) 3 (v $) 
2 3

2 

E [d ($ v) ] ( + E [ v ] + -- cr 2 
(v $ ) ) dt 

3 t 3 " 2 
v 

3 x 

Il résulte donc que l 'on a 

3 0 3 0 2 3
2 

0 
E [ dO ] + E [ v ] + cr ) dt (20.) 

3 t 3 x 2 
v 

3 
2 

x 

On obtient d'ail leu rs directement le même résultat en partant 

de la distribution des vite sses donnée par l'équation (15) et en ap­

pl iquant le théorème de Ito au débit, 0 (x,t).La variation totale du 

débit s'écrit alors: 

3 0 3 0 3 0 

2 
+ cr -- dB v 

(21 ) d 0 -- + E[v] ---+ 
3 t 3 x 3 x 

En comparant (21) et (3) , on trouve que la correction apportée 

·par l 'hypothèse d'une évolution probabi 1 iste des fonctions d'en­

trée est l'adjonction du terme de diffusion à l'équation déterministe 

et d'un terme d'incert itude. 

= 3 0 
3 x 

d B ( 22 ) 

Il apparaît donc que l 'hypothèse d'une structure stochastique 

des préci pitations à l'entrée du bassin versant conduit à une équa­

tion différentiel le stochastique de la forme: 

d 0 L (0 , t) dt + cro d B (23) 
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En remarquant par ai lieurs que la variation totale du débit 

à l'exutoire dépend de l'évolution du débit d'apport, on peut écri­

.. re , (r ( q ), étant une fonction quèlconque de q ) : 

E [ dOl = r ( q ) avec q E [ q 1 (24 ) 

En comparant (20 ) et (24) , il vient 

0 0 o 0 i 0
2 0 

+ E.[ v 1 + -- r ( q 
0 t o x 2 v ox2 

(25) 

6.4 . APPROXIMATION DE LA DENSITE DE PROBABILITE 

On a montré (§ 2. 2.2.c) que pour une équation différentiel le 

stochastique de type (23), IJp robabi 1 ité marginale de 0 vé ri fie 
! 

l 'équation.de Fokker- Planck-Kolmogorov; on a donc, en notant 

Pr (0 , t) , la probabi 1 ité marg'inale de 0 , l'équation 

o 'Pr 0 Pr 
d Pr (O ,t ) +L (O , t) + 

a t 0 0 

o Pr 
d 6 

o Pr 
--"2) dt + 

o 0 

Soit, comme L (O ,t) = r ( q ) et en posant 

E [ d Pr (0 , t) 1 = 0 

on obtient 

0 Pr a Pr 2 o Pr 
+ r (q) + 

Go 
0 

0 t d 0 2 aQ2 

(26) 

(27 ) 

(28) 
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Le problème majeur pour la so l ut ion de cette équation est, 

comme on l'a indiqué plus haut (§ 3.4), que l'équation de Fokker­

Planck- Kolmogorov n'a de solution expl icite que pour des cas très 

particul iers. On peut cependant, en uti 1 isant l'approximation de 

Gram- Cha r 1 i e r , obten i ria dens i té de probabï 1 i té sous 1 a forme : 

- 2 2 n 
---'-- e - (Q-Q) /2a [ J. L: 

l2ïT a i=l 
A. H. J ( Q - Q) 1 ( 29 ) 

1 1 + cr Pr (Q,t) 

où Q = E [ Q 1 , les Hi •
J 

sont des pol ynômes d'Hermite d 'ordre 

( i. 1 ), 1 es A. sont 1 es coeff ici ents de déve loppement et sont exp 1 i -
1 

cités plus haut; ils sont donnés par: 

Al a 

A2 
= ]..13 / 3! 

A3 = (]..I4 3) / 4! 

- - - - - -

]..1. est le moment centré d'ordre i. 
1 

(0 ) 

Dans le cas pa r ticul ier où E [ dQ 1 = r ( q ) = a , l 'é~ua­

tion (23) qui décrit l'évolution du débit conduit à la relat ion 

(voir ch. 1 l, § 2 . 2.4 . d) 

d Q = .aQ 
d S ( 3 J ) 

et la dens ité de probab i 1 i té est décrite par 

a Pr 2 a2 Pr aQ 
= 

a t 2 a Q2 
( 2 ) 

• 



6.11 

6.5. APPLICATIONS 

Nous disposons, pour vérifier ces résDltats t~éorlques, des 

données d'observation sur l 'Ouémé au pont de Sàvé (flgure J8), 

Le bassin versant de l 'Ouémé à la station du Pont de Savé a 

pour coordonnées géographiques 

7° 58' 

1° 35' 

à 

à 

de latitude Nord 

de longitude Est 

C'est l'un des trois bassins orientés Nord-Sud comprenant 

toute la partie centrale du Bénin et qui correspond à l 'Ouémé supé­

rieur et à ses affluents, l'Okpara et le Zou. 

Les caractéristiques géographiques, physiographiques et géo­

morphologiques du bassin de l 'Ouémé sont bien décrites par J. RODIER 

et J. SIRCOULON (1963). 

Le bassin de l 'Ouémé est 1 imité au Nord par le bassin de 

l'AI ibory qui est le principal affluent béninois du Niger. La 1 i-

gne de partage des eaux, coulant d'une part vers le No rd en direc­

tion du Niger et d'autre part ve rs le Sud en direction du Golfe de 

Guinée, suit à peu près le dixième parai lèle. El le est assez nette 

mais n'est marquée par aucun rel ief, Les 1 imites Ouest du bassin sont 

marquées par la chaîne de l'Atacora et le bassin togolais du Mono. 

tandis que la 1 imite Est est formée par le bassin de l' O~para. 

Le bassin de l 'Ouémé au pont de Savé a une superficie de 

23.600 km 2. Les relevés disponibles couvrent la période de 1964 -

1978. Ils nous- ont été fournis par la Direct-Îon . de f ' Hyd-rau l ique à 

Cotonou. Le régime hydrologique de toute cette partie supérieure de 

l'Ouémé, communément appelé "Ouémé Supérieur", est caractéristique 

du régime tropical de transition et suit généralement le régime des 

précipitations, Cela conduit à des étiages très rigoureux en saison 

sècbe et à des modules annuels faibles. Les pluies s'étendent en ef­

fet sur six mois et leur répartition au cours de cette période a une 
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d'aménagement hydraul ique et de gestion de ressource en eau es.t 1 iée 

à 1 a conna i ssance des va 1 eurs. moyennes et des va 1 eurs extrêmes des 

débits de cours d'eau. Que ce soit pour calculer les dimensions des 

ouvrages de régularisation des débits que pour garantir la bonne ex­

ploitation d ' un aménagement , il est nécessaire de pouvoir préciser de 

manière quantitative les variations interannuel les . Le problème ma­

jeur 1 ié à cette démarche est que la plupart des résultats statisti­

ques ne sont appl icables qu'à des variables indépendantes. Or, pour 

une rivière donnée, les débits à l'instant t et à l'instant t + lit 

ne peuvent être considérés comme indépendants que pour des valeurs 

de lit supérieures à un certain seui 1 qui est fonction du régime de 

la rivière et de l'époque de l ' année. Pour analyser la quai ité de la 

1 iaison entre les valeurs successives des débits, nous avons calculé 

les valeurs des · diffé r en t s coefficients d'autocorrélation. On trouve, 

pour le coefficient d'autocor rélation des débits annuels P
Q 

= 0.351. 

Au niveau mensuel et au niveau journal ier, la cor rélation entre les 

va 1 eurs success ives est pa r contre bien si gn if i cat i ve. Les f:i gures 

20-a et 20- b montrent la fonction d'autocorrélation · des valeurs men ­

suel les et le corrélogramme des débits journal iers. 

Au vu de ces résultats, on peut conclure que les paramètres du 

débit pourraient être étudiés à l'aide des lois statistiques si le 

pas d'échanti 1 lonnage est supérieur ou égal à l'année tandis que pour 

lit égale à un jour ou à un mois, l 'bypotbèse d'indépendance ne serait 

pas vérifiée. 

Fort de cette conclusion, nous avons ajusté quelques lois par­

mi les principales formules pratiques que l'on rencontre pour l 'étude 

des débits . D'après BOBEE (1976), les principales formules uti 1 isées 

en pratique sont les suivantes: 

a. 1 a formu 1 e de HAZEN 

Pr ( k) = 
k - 0,5 

N 

b. la formu 1 e de 'liE 1 BULL 

Pr ( k) k 
= 

N + 1 
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c. la formu le de CHEGODAYEV 

Pr (k) k - 0,3 
N + 0,4 

avec N désignant la tai Ile de -- l'écha-nti lion. 

La figure ( î présente, pour les valeurs ma ximales journa~ 

1 ières annuel les, une comparaison de ces trois formules empiriques à 

l'ajustement théorique par la méthode des moments. 

Nous avons cherché à présenter, pour chaque jour de l'année, 

la probabi 1 ité de dépassement pour les valeurs suivantes: 

10 3 - m / s. 

-100 3 m /s. 

-200 3 m /s. 

-359 3 m /s. 

(débit moyen du mois de juin qui constitue le début de 
l 'écou 1 ement) 

(moyenne interannuel le) 

(moyenne sur les six mois humides de l'année - de juin à 
novembre) 

(moyenne sur les trois mois les plus forts - août, septem­
bre et octobre). 

L'allure de la courbe obtenue pour chaque cas est représentée 

par les figures (20 - Cl • b ,c) 

La première critique que l'on peut faire à l'utili-sation des 

lois statistiques pour l'analyse des données disponibles sur l 'Ouémé 

au pont de Savé est que la longueur de l 'échanti 1 Ion qui est de 14 ans 

est trop courte. 

La seconde critique que l'on ferait à l 'appl ication des lois 

statistiques à l'étude des débits est 1 iée à la nature même des phéno­

mènes hydrologiques tel le qu'el le a été présentée et analysée dans ce 

mémoire. En effet, on a montré plus haut (chapitres Il et III), que 

les processus hydrologiques sont des phénomènes naturels, ayant non 

seulement un caractère stochastique mais aussi un aspect dynamique. 

En citant une étude de KLEMES (1982), on a indiqué que les lois statis­

tiques, couramment uti 1 isées en hydrologie , ont été mises au point pour 

des échanti 1 Ions d'évènements qui se répètent et qui sont contrôlab les, 

tandis que les phénomènes hydrologiques constituent des expériences 

uniques et incontrôlables. A no~re avis donc, toute anal yse des données 
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hydrologiques doit chercher' à prendre en compte à la fois les aspects 

stochastiques et dynamiques. 

De manière intuitive, on peut dire que .1 ' un des paramètres ca ­

ractérisant l 'écoulement d'un cou rs d'eau est la durée des hautes eaux. 

Pour une rivière, ca ractérisée par un écoulement quasi nul pendant plu ­

sieurs mois de l'année, les paramètres de durée revêtent une importance 

encore plus grande pou r les aménagements hyd roagricoles et la gestion 

des ressources en eau. Cette constatation nous a incité à chercher les 

corrélations suivantes 

- corrélation écoulement - durée 0.435 

- corrélation racine du volume - durée 0.616 

- autocorrélation des durées d ' écoulement Pa d , - 0.188 

- autocorrélation des durées sècbes - 0.053 

- corrélation durée sèche - écoulement - 0 . 139 

DUREE :>EC DUREE ECOUL. : DEB. MOY or- : 

1 59 
28 384 

2. 07 

37 32"7 
92.54 

3 340 
139.23 

1 750 
102.75 

63 14 
174.79 

37 288 
O. 00. 

,,·5 288 
129.76 

97 284 
123.67 

103 256 
105.25 

133 287 
28. 04 

1 156 
131. 81 

135 71 
343.7'9 

60 262 
O. 19 

6 2 
145.73 

138 275 
O. 00 

0 163 
47.14 
85.95 
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Le tableau cl -dessus donne la success ion chronol ogique des du ­

rées d'écoulement et des durées d'étiage absolu. Les débits moyens par 

du rée d'écoulement sont aussi présentés. 

Mais, dans la pratique de la gestion .des ressources en eau, 

l 'absence d'écoulement (ou étiag~ absolu) constitue une situation ex­

trême, la situation critique étant caractfrisée par une valeur Q. don-
1 

née, considérée comme caractéristique des basses eaux. On définit dans 

ce cas un paramètre : 

= 
0k.1 - Ok 

O"Ok 

03 ) 

Dans le cas particul ier où 0i représente la moyenne interannul-

le, on retrouve la va r iable réduite habituel le . 

A partir de la relation (33 ), on peut 

distincts caractérisés par ~i (i = O,J) tel 

hautes eaux et ~O çaractérise les basses 

définir deux états bien 

que ~1 caractérise les 

On a donc : eaux, 

~J si I1k > 0 

~i (34) 

~O si I1k " 0 

En prenant le pas de temps d'un jour comme unité et le débit 

moyen mensuel comme référence, nous avons représenté la fonction de 

répartition des durées des basses eaux. Par analogie avec les fonc­

tions d'entrée,nous avons fait l 'hypothèse d'une évolution markovien­

ne du paramètre ~i . La figure (20-a) montre la comparaison de l'ajus­

tement empirique et des courbes théoriques obtenues en uti 1 isant d'une 

part les robabi 1 ités conditionnel les markoviennes et d'autre part 

l'app roximation par les polyn·ômes d'Hermite. La figure (20 -b ) est ob­

tenue en pondérant les coefficients des polynômes d'Hermite par un 

coefficient empirique. 

Dans la figure (20- c), nous avons étudié les fluctuations de 

l'écoulement moyen mensuel. L'une des remarques qui se dégage de cet­

te étude est que l'app roximation de la fonction de répartition par 
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les polynômes d'Hermite donne une précision acceptable. On remarque 

en outre que les trois termes de l'approximation se superposent. Ce­

la traduit le caractère gaussien du paramètre en étude. 

Les figures (21) donnent une rep r ésentation de la fonction de 

répart it ion des déb i ts et une app rox Îmat i on gauss i en ne qu i const i tue 
le premier terme de l'équation (29). 

6.6. CONCLUSION 

L'une des conclusions qui se dégage de l'étude est que les pro­

priétés stochastiques du débit à l'exutoire du bassin dépendent des 

propriétés dynamiques de l'équation de Saint- Venant et du caractère 

stochastique du débit d ' apport. Ce de r nie r dépend de la géométrie du 

réseau de transport, des propriétés physiographiques du bassin et du 

caractère aléatoire des précipitations à l'entrée. Nous avons montré 

que la dist r ibution du débit à la sortie du bassin versant eT de cer­

tains des paramètres qui lui sont 1 iés peut ètre représentée par une 

approximation de Gram- Cha r i ier, proche d~ la loi de Gauss. 
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7.1 . INTRODUCTION 

Dan s 1 es chap ftres précédents, l'ana 1 {se de l' évo 1 ut ion du cy­

cle de l'eau au niveau du bassin versant a permis de montrer la coexis­

tence d'un aspect déterministe et d'un aspect aléatoire (chapit re Il). 

En i ntrodu i sant une ore 1 at i on d' éq u iva 1 ence qu i pren d en compte ce dou ­

ble aspect, on a obtenu (chapitre IV) une bonne description de l'évo­

lution de la répartition des précip itations jou r nal ières par rapport 

aux migrations saisonnières du F t T ; la prise en compte de l ' ent r ée 

stochastique permet d'obtenir une bonne desc ri ption de l'évolution 

des débits. On en déduit que le modè le proposé fou r nit une bonne des ­

cription du fonctionnement hydrodynamique des bassins versants. 

Cependant, l'un des problèmes posés par l 'étude de la réparti­

tion de la précipitation en Afriq ue de l ' Ouest est celui de la longueur 

des durées sèches. Le problème de base est que l ',ap pl ication des mo­

dèles markoviens 1 inéaires permet de décrire la répartition des du­

rées (qu 'e l les soient d'ail leurs sèches ou pluvieuses) tant que cette 

durée n 'excède pas une longueur donnée. Ainsi, pa r exemple, dans le 

cas des stations étudiées en Afrique de l'Ouest, les du r ées pluvieuses 

n'excèdent pas quelques jours et sont bien décr ites par le processus 

de Markov 1 inéaire ; pa r contre, dans le cas des périodes sèches dont 

la du r ée peut excéder 200 jours, c'est le modèle non 1 inéaire qui four ­

nit un mei lieur ajust·ement. On rappelle que le processus physique qui 

se rt de fondement à la description fo rmel le présentée est la boucle de 

rétroaction stabi 1 isatr ice , caractérisée pa r la 1 iaison : 

{ température humidité nébulosité albédo } 

La questi on natu rel le qui vient à l'esp r it devant la catastro­

phe natu rel le que constitue la sécneresse actuel le en Afrique est 

cel le de la val idité de cette description pou r la prévision des évène­

ments futu rs. Les pr obabi 1 ités de passage qui découlent de l'analyse 

des cha înes de Ma rkov discrètes de différents ordres Du les probabi 1 i ­

tés conditionnelles fou rn ies pa r la solution de l ' équat ion de Fokker -
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Planck - Kolmogorov resteront-el les valables pour des périodes suf­

fisamment longues? La réponse à cette question fait intervenir le 

concept d'échel le. 

Nous discutons, dans ce chapitre, des possibilités de géné­

rai isation du modèle proposé, en élargissant l 'éc hel le de l'étude 

au-delà du cadre d'un bassin versant. En effet, suivant le mot de 

KLEMES (1983) , "une recherche rationne Ue poU!' une conceptualisa­

tion significative en hydrologie peut se faire en élargissant l'é­

chelle du phénomène soit vers le haut soit vers le bas". Pour jus­

tifier cet élargissement, nous ferons d'abord un survol rapide des 

méthodes de prévision à long terme. 

7.2. SURVOL RAPIDE DES MODELES DE PREVISION A LONG TERME 

La pratique actuel le des méthodes de prévision à long terme 

ne profite pas des effets d'échel le tel qU'i 1 a été dégagé par 

KLEMES ; on peut, en effet, ranger ces méthodes de prévision sui­

vant deux grandes catégories: 

- les méthodes basées sur l 'analyse statistique 

- et les méthodes uti 1 isant les informations paléocl imato-

logiques. 

7.2.1. Les méthodes basées sur l'analyse statistique 

El les nécessitent la disponibi 1 ité des séries de mesure suffi­

samment longues et constituant une population unique. L'une des ana­

lyses critiques les plus actuel les sur ces méthodes est cel le, récen­

te, de C. THIRRIOT et M. ARNAUD (1985). En analysant la série des pré­

cipitations annuel les observées à Toulouse depuis 1809, ces auteurs 

ont mis en évidence des périodes différentes pour lesquelles il n'y a 
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pas recouv rement des lnterval les de confiance. L'étude de la réparti­

tion dans le temps de la pluie inte rann uel le moyenne et de son écart­

type pour des périodes de 10ngueuGcaractéristiques données a permis 

de confirmer cette constatation. Ils ont pu alors conclure que,pour la 

série étudiée, il existe des échanti 1 Ions qui ne prov[eRnent pas de 

la même population. 

Ce résultat va dans le sens de la justification des réserves 

formulées.par PEGUY (1979) sur l 'ut il isation de la notion de "période 

de retour" en hydro 1 og i e. Ce 1 1 e-c i est en effet 1 i ée au postu 1 at de 1 a 

stabi 1 ité temporaire du cl imat. Dire , par exemple d'une précipitation 

de 150 mm en 24 heures à Cotonou qu'el le a ~ne période de retour de 

vingt ans veut dire qu'el le apparaltra en moyenne Glnq fois . p~r sièc le 

ou, mieux, cinquante fois par mi Ilénaire. Mais il ya une certaine am­

biguité dans une telle estimation, soulign.ée par BLANCHET (1972), qui 

a analysé les précipitations tombées à Beyrouth (Liban) entre le 1er 

décembre 1968 et le 31 janvier 1969 par un ajustement à une loi gamma 

incomplète. Cet ajustement donnerait aux 1105 mm de pluies ·tombées en 

ces deux mois une période de retour de 13 à 14 sièc les . Mais on ne 

peut prétendre faire jouer sur une tel le pé riode une loi de probabi -

1 ité pure, sans prendre en compte l 'éventual ité d'une déri ve cl imaTi­

que due aux phénomènes géophysiques. 

Dans son analyse des modèles empiriques et causales en bydrolo­

gie , KLEMES (1982) Indique que "les méthodes statistiques couramment 

util isées ont été mises au point pour l'analyse de grandes masses de 

données provenant d'expériences répétab les et contrôlées. Dans la mo­

dél isation hyd ro logique , ces méthodes sont appl iquées à des écnantll ­

Ions de tai 1 les ridiculement petites . générés par des expériences uni ­

ques et i ncontro 1 ab 1 es ". Pour cet auteur, "du po i r.t de vue du con­

cept mathématique des processus stochastiques auquel on fait appel de 

manière routinière, une série bistorique d'un ~rocessus hydrologique 

est un échanti lion de dimension unité. ;' 
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A [a lueur de ce qui. précède, i [ apparalt nettement que ['uti ­

[isation des [ois statistiques pour ['étude de l'évolution du cl îmat 

ne peut être env i sagée qu'avec une certè i ne prudence. Les effôrts de 

ces dernières années tendent à considérer les effets de dépendance 

affectant les termes de la série . A la notion de var i ables purement 

indépendantes, on substitue les variables à dépendance stochast ique 

(Y EVJEVICH - J972 , BOUVIER - J983). Ces 'derniè res sont représentées 

par: 

X (t) = XT (t) + Xc (t) + XR (t) (J) 

où XT(t) représente [a tendance générale. On admet que l'espéran -

ce mathématique du phénomène évolue avec le temps. 

XC(t) représerirte le mouvement cycl ique . [1 est généralement [e 

fait des propriétés gécphysiques du mi 1 ieu naturel (rotation de la 

terre sur e[ le-même, rotation autour du so[ei l , etc . ) . Cette composan­

te contient aussi bien la variation sa i sonnière que l'évolution pseudo­

cycl ique à long terme. 

XR(t) désigne la variation résiduel le à laquel le on attribue les 

propriétés stochastiques. 

Si les propriétés mathématiques de la composante stochastique 

XR sont bien étudiées dans la [ittérature hydrologique (voir cbapitre 

Il), la prise en compte de Xc et XT se fait de manière empirique en 

considérant XT soit comme une constante, soit comme une droite fai­

sant un certain angle avec l 'ho r izontale et Xc est représentée par 

une série de Fourier dont on cherche les coefficients, (YEVJEVICH -

1972) . Malheureusement ces différentes représentations ne sont pas 

testables à partir de données d'observation et [e choix d'une repré­

sentation donnée pour X
T 

apparaît plutôt comme une question d'ordre 

phi [osophique. 
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7.2.2. Uti 1 isation des informati.ons paléocl imatolog i ques 

L'uti 1 isation des informations paléocl imatologiques peut cons­

tituer une base quai ttative de cboix du modèle mathématique pour la 

prévision à long terme. Il nous a paru utile de présenter rapidement 

le fondement de la méthode et quelques traits caractéristiques de 

l'évolution du cl imat en Afrique . 

Il existe de nos jours plusieurs travaux de synthèse qui font 

le point des connaissances paléocl imatologiques. 

P. ROGNON (1974) a fait le point des connaissances depu l s 

10 . 000 ans. 

GERASIMOV (1979) a fait une présentation détaillée des problè­

mes 1 iés aux études paléocl imatologiques depuis l'époque plus loin ­

taine où notre planète ne contenait qu ' un continent unique appelé 

"Pangée" et un Océan mondial. 

D'autres travaux tels que ceux de SERVANT (1974), GULl tJ9741, 

DUPLESSY et BOULANGER (1974), BOULANGER et ROYER ( 1976), LAMB (,1976), 

PEGUY (1979), PETIT-MAIRE (J984) ont étudié les divers aspects du pro­

blème et donné une description des méthodes d'étude. 

a.. Fondement de .ta. mUhode 

Les principales info rmations sur le cl imat du passé sont tirées 

de l'interprétation écologique des données fournies par la paléobiolo­

gie, c 'est-à-d ire l'étude des restes macroscopiques et microscopiqueS 

des plantes et d'animaux ensevel is dans les diverses couches géologi­

ques des continents et dans les sédiments au fond des lacs et des ·mers. 

Leur quai ité est va riab le et on les trouve d'ordinaire pa r hasard. On 

complète ces informations par l'étude des types génériques des sols fos­

si les de croûte d'altération et des l' ithosols se trouvant dans les cou ­

ches continentales, ainsi que pa r des données dendrologiques, archéo­

logiques et historiques. Cependant, le progrès fondamental pour la pa­

léocl imatologie a été accompl i par le développement et la mise en ap -

pl ication de la chimie isotopique dont les techniques viennent compléter 
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ou préciser les informations obtenues par les techniques plus tradi­

tionnelles. 

Mais' quelles que soient les techniques de base uti 1 isées, les 

reconstitutions paléocl imatiques se fondent sur les principes que les 

espèces anciennes de plantes et d'animaux servant d'indicateurs paléo­

cl imatiques ·avaient besoin de conditions cl imatiques analogues à cel­

les nécessaires aujourd'hui à des organismes voisins . D'après GERASI­

MOV (1979) , ce principe s'appl ique aussi aux écosystèmes (biocènes) , 

ainsi qu'aux couches d'altération, aux sols et aux aspects 1 ithocl i­

matiques généraux des couches continentales. Les reconstitutions uti-

1 isant les techniques géochimiques s'âppuient sur les compositions iso­

topiques des précipitations, des océans, des coqui Iles fossi les. Elles 

ne donnent pas toujours des résultats très précis mais permettent cepen­

dant une description quantitative des caractéristiques paléoclimatiques. 

Dans le détai l, plusieurs méthodes peuvent être considérées: 

- les méthodes sédimentologiques appl iquées à l 'holocène (les 

méthodes appl icables aux glaces, à la couve r ture végétale, aux lacs) 

- les méthodes d'étude propres à l 'ho loc ène (la dendrologie, les 

documents historiques) ; 

- les méthodes propres aux périodes antérieures à l'holocène. 

Les recherches paléocl imatiques faites par diverses métbodes ont 

conduit à des général isations importantes en ce qui concer ne la recons­

titution des cl imats. Les données les plus précises concernent les tem­

pératures . Tout comme dans les études géologiques, on distingue: 

- les climats du mésozoique (il ya plus d'un mi llion d'années), 

caractérisés par des saisons chaudes, peu marquées, et une distribution 

concentrique des zones terrestres différentes par leur niveau d'humidité 

(G ERASIMOV - 1979) ; 

- les cl imats du pléistocène (1.000.000 années B.P.) caractéri­

sés pa r des grands cycles glaciai res etinterolaciairès,les avances et 

les retraits des glaces qui sont accompagnées de fluctuations eustati­

ques du niveau de l'océan mondial ; 
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- le cl imat de l'holocène (10.000 ans B.P.) proche de l'actuel, 

mais cependant marqué par un réchauffement substantiel entre 6.000 et 

4 .000 ans B.P. (SERVANT - J974, LABEYRIE - 1985). 

Il nous a paru impo rtant d'examiner avec un peu plus de détai 1 

la paléocl imatologie du territoire intéressé par la sécheresse actuel­

le . Ce territoire occupe une bande de 500 à 800 km du Nord au Sud et es t 

longue de 5.000 km d'Est en Ouest, en bordure sud du Sahara . L'étude 

paléoclimatique de cette zone (SERVANT - 1974 , PETIT-MAIRE - 1984 ) in­

dique que pendant le paroxysme de la dernière glaciation entre 20.000 

et 12.000 à r1.000 ans B.P., des conditions d'extrême aridité régnaient 

dans cette région, (massif dunaire jusqu'à la latitude de Dakar ou de 

N'Jamena, endoréisme du fleuve Sénégal, assèchement quasi total du 

Lac Abhé en Ethiopie), ce qui a entraîné une extension vers l 'équateur 

du domaine dése rt ique . Dans le sud du Cameroun, du Nigeria, la forêt 

avait momentanément disparu pendant une partie du pléistocène supérieur 

au profit de la savane claire. 

Mais peu avant l ' holocène , se produit un changement majeur (SER-

VANT- 1974) la forêt s'est rétabl ie beaucoup plus au sud (Cameroun, 

Nigeria), des lacs apparaissent dans toutes les petites dépressions de 

la vaste cuvette tchadienne où convergent les eaux de l'Afrique Inter­

tropicale (Chari, Logone) . Tous les fonds de cuvette importante, depuis 

la Mauritanie jusqu 'à l'Ethiopie, étaient alors occupés par ces lacs 

dont l'ampleur était 1 iée à une période d'humidité générale qui a duré 

jusqu'à vers 7.000 ans B.P. Au cou rs de cette même période où s'est ef­

fectuée la de rnière mise en cha rge des nappes aquifères, les pluies 

étaient assez bien étalées sur tou te l 'a nnée, ce qui a pour autre con ­

séquence , de favorise r l'évapo rat ion. Cette période (1 2. 000 à 8. 000 B.P. ) 

correspond d'après MOREL (J979), à un réchauffement mondial. Cependant 

l'extension exacte de ces premiers lacs de l ' holocène est moins faci le 

à dél imiter que cel le des lacs qui se sont développés à nouveau vers 

6.000 ans B.P., après la petite phase sèche vers 7.500 ans B.P . (PETIT ­

MAIRE - 1984 , LABEYRIE - 1985) . 
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Dans l'ensemble et selon SERVANT (1974) , le pas sage des condi.­

tions très humides de l 'bolocène ancien (9.000 - 5.000 ans B.P.) aux 

conditions humides de l 'holocène moyen (7.000 - 5.000 ans B.P.) cor~ 

respond, au moins en Afrique centrale et occidentale , à l'instauration 

des cl imats tropicaux à saisons contrastées . Vers 6.000 ans B.P., les 

zones cl imatiaues actuel les étaient décaléës de 500 à 1.000 km vers 

le nord à l'intérieu r du Sahara. Ce décalage correspond chronolog ique­

ment au maximum de réchauf fement post-glaciaire de l 'hémisphère nord. 

Mais depuis 5.000 ans B.P., l'évolution a été caractérisée par 

la superposition d'une série d'osci Ilations mineures à une sécheresse 

de plus en plus accusée. D'après ELUARD (1973), les plus marquées des 

osci 1 lations se situent ve r s 3.200 ans B.P. en Mauritanie et au Niger . 

Las nappes lacustres de la bordu re mé r idionale du Sahara s'oriente 

ve rs un assèchement complet et il ne subsiste actuellement que des lacs 

résiduels, al imentés par le drainage des régions humides. 

Cette évolution indique un déplacement probable de la 1 imite 

nord du domaine balayé pa r la convergence intertropicale en direction 

de l'équateur. Nous avons montré, dans les chapitres précédents, l' im­

portance de ce phénomène physique pour la répartition des précipita-

· tions en mi 1 ieu tropical. Mais d'après SERVANT (1974), ce déplacement 

est contemporain d'un léger refroidissement dans l'hémisphère. Il pour­

rait donc s'agir d'un phénomène plus général 1 ié à l'évolution de l'é­

quateu r énergétique de la te rre . 

7.3. ELABORATION DE LA METHODE DE PREVISION A LONG TERME 

7.3.1. Justification physique 

L'uti 1 isation des résultats de la paléocl imatologie pour faire 

la prévision à long terme a nécessité l'orientation des efforts dans 

deux directions : 

- l 'uti 1 isation des corrélations entre zones cl imatiques d i ffé­

rentes et 

- l 'uti 1 isation de la notion de cycle. 
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On t rouvera un développement de la première démarche dans 

ROGNON (1974). La seconde démarche repose sur l'idée que les cycles 

et pseudo- cycles obse r vés dans les osci 1 lations naturel les du cl imat 

sont dus à des cha ngements périodiques de l ' intensité du rayonnement 

solaire . (GULl - 1974 , MOREL - 1979 , GERASIMOV - 1979) . Or, l'idée 

de base du modèle stochastique développé dans les chapitres précé­

dents est fondée sur le principe d ' une équivalence entre le cycle 

de l'eau et la répartition de l'énergie . A partir d'une interpré­

tation formel le de la boucle de rétroaction stabi 1 isatrice, on a ob ­

tenu une description de l'évolution du cycle de l'eau par la rela­

tion 

dS R ( S , t) dt + cr (S , t) d i3 (2 ) 

En élargissant cette interprétation for.mel le de manière à pren­

dre en compte 19 boucle de réaction destabi 1 isatrice 

{ tempé rature neige ou glace albédo} 

on introduit un facteur de variabi 1 ité dans la répartition de l'éner-

gie. Cela 

forcé z 

tri ce. 

apparaîtra dans l'équation (2) sous la forme d'un terme 

( • ) qui décrit l'écart par rapport à la boucle stabil i5a-

d S = R (S, z , t) dt + cr (S , t , z) d 8 (3). 

Pour spécifier la fo rme de z, la première démarche consiste à 

identifier les conditions dans lesquel les cette modification de la 

variation de l'énergie peut intervenir. 

On sait (KOCKARTS - 1982 pp. 44- 45) que le flux d'énergie élec­

tromagnétique provenant du solei 1 et arrivant au somment de l'atmos­

phère à une unité astronomique constitue la "constante solaire" de 
6 - 2-1 

base . Sa valeur la plus récente est de 1,367 x 10 erg/cm S = 
1,367 x 103 W m- 2 

j 
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Comme cette énergie varte inversement avec le carré de la dis­

tance Terre-Solei l, une variatton géométrique de la "constante solai­

re" se produit au cours de l'année. En janvier, la "constante solaire" 

atteint une valeur maximale de 1,41 x 103 W m-2 et en juil let une va­

leur minimale de 1,32 W m-2. D'ap rès KOCKARTS (1982), cette variation 

n'a aucun rapport avec des variati ons physiques de l'émission solaire ; 

el le résulte uniquement de la géométrie du système Terre- Solei 1. On en 

déduit qu'une définition de z dott prendre en compte la va r iation 

géométrique du système Terre-Solei 1. 

D'après LABEYRIE (1985 , p. 148), BERGER (1982, p. 507), cette 

cause de va riabi 1 ité de l 'ensolei 1 lement de la terre a été identifiée 

depuis 1842 par le mathémati cien français ADHEMAR qui a établ i que la 

variation de l 'ensoleillement de la terre est 1 iée à la précession des 

équinoxes mais c'est dans la première moitié du 20ème sicèle que las 

bases d'une théorie astronomique des variations cl imatiques furent po­

sées avec les travaux de MILANKOVICH publ iés en 1920, 1930 et 1941 

(BERGER, p. 508). L'idée de base est que toutes diminutions du rayon­

nement solaire reçu pendant l 'hiver favorise l'accumulation de la 

neige et si cette couverture neigeuse ne fond pas pendant l'été, le 

rayonnement solaire estival est réfléchi par la neige qui a un albédo 

très grand (80%) et la température locale ne s'élève pas. La neige 

pourra alors continuer à s'accumuler pendant des mi 1 1 iers d'années, 

constituant peu à peu des calottes glaciaires, jusqu'à ce que sur­

vienne une longue période d'étés chauds. 

Or, pa r suite des perturbations apportées par les autres pla­

nètes, les caractéristiques de l ' orbite terrestre subissent au cours 

du temps de petites variations qui ont une influence sur la réparti­

tion du rayonnement solaire incident: 

- la précession déplace la date de passage au périhél ie (point 

de l'orbite où la distance au solei 1 est minimale) avec une période 

voisine de 21.000 ans. A l 'heure actuel le, ce point est atteint au 

début de janvier , ce qui tend à modérer les contrastes saisonniers de 

l 'hémisphère No rd. 
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l' incl inaison varie de J,5 0 autour de sa valeur actuel le 

avec une période de l'ordre de 40.000 ans. Cette variation modifie 

1 a répart it ion du rayonnement reçu entrar nant un. dép 1 acement des 

cercles polaires et des tropiques; 

- l'excentricité de l'orbite varie avec une période irré­

gui iè re de 90.000 à 100.000 ans et module les ampl itudes de la pré­

cession. 

D'après LABEYRIE (1985 , p. 200), les périodes fondamentales 

de la théorie astronom ique commencent à ressortir clairement lors­

qu ' on analyse pa r la méthode de Fourier les cycles cl imatiques . D'a ­

près BERGER (1982 , p. 522), 1 e modè 1 e de MI LA NKOV 1 CH a passé à 1 a 

fois les tests de plausibil ité statistique et physique. En effet, 

les nouvelles techniques d'acquisition, d'interprétation et de da­

tation des données paléocl imatiques fiables sont maintenant dispo­

nibles. En conséquence, il a été possible de tester la tbéorie as­

tronomique par la méthode spectrale. Il est apparu alors que la va­

riance cl imatique sur 730.000 ans est concentrée dans la bande de 

fréquence étroite de 19.000, 23.000 et 41.000 comme le prévoient 

même les modèles 1 inéaires les plus simples (IMBRIE - 1982, p. 528). 

Il résulte de ces considérations que le terme forcé z va 

dépendre de ces paramètres géométriques du système Terre-Solei 1. On 

aura: 

avec 

(4 ) 

e - l'excent rici té de l 'orbite de · la terre 
1 

e2 - l 'ob i iqùité dl:l , plan de l 'ecl iptique 

e3 - la longitude du périhél ie pa r rapport au point vernal. 

D'ap rès les études de IMBRIE (1 982 , p . 534), on peut prendre 

z + a ( 5 ) 

où a et b sont des pa ramètres d'ajustement. 
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Avec ces définitions, une formulation déterministe simple de 

l'équation (3) est donnée par la relation: 

d 5 
d t T. 

1 

(z - s) 

où T. est la constante de temps définie par 
1 

Tl si le cl imat 
fement 

T. 
1 

T2 si le climat 
dissement 

(6 ) 

est à la phase de réchauf-

est à la phase de refroi-

La re lation (6) définit le modèle de IMBRIE. L'appl icat ion de 

ce modèle permet, d'après l'auteur, de dire que la "phase de refroi­

dissement qui a commencé voici environ 6.000 ans va se poursuivre 

penda nt 1 es 23.000 procha i nes années". Ces résu 1 tats fourn i ssent une 

bonne indication de l 'exploitation possible des modèles de prévision 

à long terme, mais la prévision 'annoncée devrait être considérée 

avec une certaine réserve. 

On pense en effet que la prise en compte conséquente des ter­

mes d'incertitudes est nécessaire pour apprécier à sa juste valeur 

les résultats de la prévision du modèle. D'une part l'action de l' 

homme est devenue aujourd'hui l'un des facteurs d'incertitude, les 

plus importants pour la prévision à long terme du cl imat, d'autre 

part il est ce rtain que les causes évoquées plus haut ne sont pas 

les seules responsables de la variabi 1 ité de la répartition de 

l'énergie électromagnétique reçue du solei 1. L'une des propriétés 

les plus évidentes du système solaire est que tous les corps céles­

tes à l'intérieur de ce système sont en rotation d'une manière ou 

d'une autre. D'après Mc CREA (1984), ce mouvement de rotation cons­

titue une propriété absolue qui traduit le 1 ien avec le reste de 

l'unive rs. GOUGH (1984) indique que la rotation influence la fré­

quence des osci 1 lations 1 ibres du solei 1. Pour STEPHENSON et 
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et MORRtSON (1984), l'effet de marée (de la lune) constitue le 

couple de forces dominant dans la variation de la rotation de la 

terre mais il existe d'autres variations qui ne s'expliquent pas 

par cet effet de marée et dont l 'écbel le de temps est de l'ordre 

de quelques décades à quelques mi 1 lénaires. BROCHE ( 1984) indique 

que le moment angulaire du système Terre- Lune n'est pas une quan­

tité arbitraire mais correspond bien à la corrélation masse-moment 

angulaire des autres planètes. 

Des études récentes justifient éloquemment que l'on ne peut 

pas attribuer toute la variabil ité du flux d'énergie électromagné­

tique à la modification de la géométrie du système Terre- Solei 1 

mais que l'on doit envisager une certaine interaction avec l'uni­

vers tout entier (Principe de Mach). Mais comme cette interaction 

ne peut pas ètre évaluée à l'état actuel des connaissances, on pen­

se que la prise en compte des termes d'incertitudes est nécessaire 

pour traduire notre ignoranee de ces phénomènes . L'introduction de 

ces termes d'incertitudes dans le modèle différentiel de IMBRIE 

doit permettre de présenter les résultats de prévision en termes 

de probabi 1 ité . Ainsi, la prise en compte des facteurs géophysiques 

permettrait de donner un sens à la probabi 1 ité d'évènements multi­

mil 1 éna ires. 

1 1 apparaT~, d'après tout ce qui précède, que l 'uti 1 isatfon 

de la répartition de l'énergie peut serviT de base de description 

aussi bien pour l'évolution à court terme que pour les évènements 

à long terme: Pour faire apparaTtre le 1 ien entre ces deux échel­

les extrêmes de description, nous uti 1 iserons les résultats du pa­

ragraphe (4.4.2) en faisant correspondre à des constantes de temps 

données des extensions spatiales bien déterminées. 

7.3.2. Uti 1 isation des effets d'échel le 

La pratique quotidienne des météorologues montre que pour pré­

voir le temps à 24 beures ou à 48 heures d'écbéances, il est possible 

d'uti 1 iser les images de satellites géostationnaires, situés à 
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36.000 km dans le plan équatoria l. Ces satellites décrivent leur 

orbite circulaire en 23 beures 56 min utes (durée du jour sidéral); 

ils tournent dans le même sens et à la même vitesse angulaire que 

la terre. Tout se passe donc comme si, pour faire la prévision à 

24 heures ou 48 heures d'échéance, il faut considérer une structu­

re spatiale beaucoup plus grande que le système cl imatique plané­

ta ire. 

De même, on peut penser que si plusieurs mi 1 lénaires d 'oéser­

vation empirique n'avaient pas forgé notre connaissance de la succes­

sion des saisons et si les lois de la physique n'avaient pas permis 

la détermination des orbites planétaires, il aurait fal lu une sta­

tion d'observation hors du système solaire pour prévoir, à partir 

de la situation actuel le, ce que sera la sa i son prochai ne . En sui ­

vant le même raisonnement.. on pourra it dire que les prévisions pour 

une échéance du mi Ilénaire (théori.e astronomique ) nécessiteraient 

un observateur situé hors de la galaxie. Donc, plus loin on se place .. 

plus long est l'échéancier de la prévision. 

Du point de vue conceptue l , on peut a lo rs considérer pour la 

prévision à long te rme un système plus grand que le système cl imati­

~ue planétaire. En choisissant comme échel le de référence le systè­

me ayant une échel le de temps de un an, le système correspondant 

à une échel le de plusieurs années pou rrait être désagrégé sui vant 

ce système unitaire de façon que les observations de l'année (i - l) 

servent de fonction d'entrée à l'année i. En tenant compte des ré­

sultats du chapitre 4, on prendra le système unitaire sous la forme 

1 inéaire. Alors , en appelant ~ = ~ + al El l 'état du système de 

départ (i.e . l'état initial de l 'année de départ), on obtient le sys­

t ème d'équations su iva nt pou r la prévision de. l ' état final, y : 
m 

t: E~ t:. ,-, 
"'" 

!.i 
t j 1 1 
~ •. . y~ ~":-I r"-i ~ 

• 



d YI 

d t 

d YZ 

d t 

d Yi 

d t 

-

+ À YI 

+ À Y2 

- - -

+ À y. 
- t 

= 

- -
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q, 

YJ 
+ (1Z EZ 

- - - - -

- - - - - - - ~ - - ~ 

+ À Y 
m 

(7) 

Les relations (7) sont prises au sens des distributions de 

Laurent SCHWARTZ. On obtient une description de l 'état du système 
ième 

au niveau du m élément soùs !a forme 

d - m 
(- + À) + 
d t 

m 
l: 

k= 1 

d 
(­

d t 

- (m- k+l) 
+ À ) (8 ) 

En ut i 1 i sant 1 es résu 1 tats du chap i tre 4 qu i i nd i quent que 

l'écart type est une fonction du nombre d'éléments agrégés et que 

sa valeur décroit lorsque ce nombre augmente, on vort que l'on a 

( Yk, (1k = (1(m) ) a lors: 

m 
E 

k= 1 

d 
(-

d t 

Si l'on 

d 

-(m-k+ l) 
+ À ) 

pose, pou r décr ire 

- (m- k+l) 
(- + À ) ~ 

d t 

m 
(1 (m) l: 

k = 1 

l es termes 

Ek = ';k 

d 
(- ­

d t 

- (m- k+ 1) 

+ À ) ~ Ek 

d' i nce r t i tude 

alors l'appl ication du théorème central 1 imite conduit à la variable 
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adimensionnel le gaussienne de moyenne nul le, en définissant les 

~k comme des variables adimensionnel les de moyenne nul le : 

m 
w 1: ~k 

k= 1 
(9 ) 

On va avoir 

d - m 

Ym = (- + À ) Ji( ~ + cr (m) w 
d t 

( 10) 

Dans ces relations (Ji() est mis pourle produit de convolution 

On a pris À, coefficient des systèmes, comme constant. Cette sim­

pl ification est une schématisation de ce que peut ètre la situation 

physique réel le mais el le permet de voir que le problème de prévi ­

sion à long terme se ramène à l'étude des opérateurs de la fo rme: 

o 
d 

(­

d t 

m 
+ À) 

Avec À = cst, on a : 

- 1 o 
d -m -Àt 

(- + À) = y (t) e 
d t 

où y (t) est une fonction de Heaviside. 

m- l t 

(m - 1) 

( 1 1) . 

Si À = À (m,t) est une fonction de (m) et de (t), on ne peut 

plus dire avec certitude si 0 est inversible ou si l'équation (8) a 

un sens. On peut cependant, en adoptant un point de vue conceptuel et 

en donnant à À (m,t) des valeurs part.icul ières, dégager certaines 

propriétés formel les de O. 

7.3.3. Quelques propriétés de l'opérateur d'évolution 

Si l'on remarque que la plupart des structures qui intervien­

nent dans le système conceptuel élaboré évolue avec une période pro­

pre (révolution de la terre, révolution du système terre-lune, ré­

volution du système solaire autour d'un centre galactique, etc. 
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À. qui soient constants tant que l'on res­
J 

on peut considérèr des 

te à l'intér ieur d'une structure naturel le donnée. Alors, en partant 

de l ' équation (7), on définit l'opérateur 0 sous la forme 

où j 

o II 
j 

d 
(-- + 

d t 

m. 
À . ) J 

J 

est le nombre de structures naturel les considérées et m. est 
J 

le nombre de système dans chaque structure naturel le. On sait que 

Dour qu'une eXDonentiel le eÀjt ait la Dériode T réel le positive il 

faut et ',1 suff,·t que e ÀjT = 1 ou bl'en À T - 21T l' V • de la" j- j' " 
on déduit À. = i v. 

J J 

- 1 j 
0 E 

k=1 

21T 
T 

Y (t) e 

= i W v. 
J 

- i wV k t 

. Alors : 

m - 1 
t k 

( 12) 

L'évolut ion de l'état se présente dans ce cas sous la forme 

de somme de fonctions trigonométriques. On sait que pour de tel les 

sommes, 1 e rapport des pér iodes const i tue 1 e paramètre pr i mord i a 1 

pour la détermination de la tendance. 

Si les fréquences des composantes sont des multiples entie~s 

ou harmoniques d'une certaine fréquence fondamentales, alors l'évo­

lution du système résultant se fait à cette fréquence fondamentale. 

Si le rapport des fréquences est un nombre rationnel, le ca­

ractère périodique de l'évolution du système apparait aussi nette­

ment . Mais si ce rapport des fréquences est très grand, on n'obser­

ve pas de répétition dans l ' évolution du phénomène. Dans ce cas, la 

vision que l'on a de l'évolution de ce phénomène dépendra de l'é­

chel le des temps considérée et de la définition des termes de bruits. 

L'appl ication de la série de Fourier pour la description des 

sé r ies d'observation hydrologique s'appuie sur la première hypothè­

se, tandis que l 'uti 1 isation des résultats de la théorie astronomi­

que suggère un rapport des fréquences très grand . 
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On peut montrer (A FOUDA - J98Q - Annexe) que le système 

d'équations (7) provient de la discrétisation d'une équat ion de 

conservation donnée par 

a h a F (h , t l 
+ = </l ( 13) 

a t a x 

pour 1 aque 1 .1 e on a posé 

x. 
1 

Yi f b (t x) dx x. - x
i
_

1 
, 

1 x
i
_

1 

x. a F (h t) 
Ij!i - Wi - I f 1 , dx x . - x. 1 a x 

1 l - x
i
_

1 

où Wi = /-y i 

x m 
~ = f </l(x t) dx 

x - Xl 
, 

m Xl 

Dans ce cas, en écrivant (1 3) sous la forme 

a h a F a h 
</l ( 14) + a t a h a x 

et en comparant avec 

a h d X a b d h ( 15) + = a t d t a x d t 

on déduit 

d x a F 
= 

d t a h 

( 16) 

d h 
</l = 

d t 
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Comme d'après la définition 

1 im 1 im d 
À )-m >( cp h = Ym (dt + ( 17) 

m-+-= m-+-= 

on déduit 

1 im d 
À )m d 

(dt + 
d t m -+- = 

( 18) 

La relation (1 8) permet de passer d'un système ayant une struc­

ture complexe à un système simple et cette opération peut théorique­

ment se répéter indéfiniment: 

d 
dt = { 1 im .... 1 im [1 im 

m -+-= 
\! mi""" 

Une tel le description avait été prévue par POINCARE dès 1901 

qui indique (nQuvelle édition - 1968 - p. 164) : Sans doute, si nos 

moyens d'investigation devenaient de plus en plus pénétrants, nous 

découvririons le simple sous le complexe, puis le complexe sous le 

simple, puis de nouveau le simple sous le complexe, et ainsi de sui­

te sans que nous puissions prévoir quel sera le dernier terme". On 

passe d'un niveau de complexité inférieur à un niveau de simplicité 

supérieur par le jeu des moyennes et des grands nombres. En effet, 

comme l' i nd i que KLEMES (1983), "un élément à un niveau d'échelle 

donné s'obtient à partir de l 'interaction d'un grand nombre d'élé­

ments de niveau inférieur . Il s 'ensuit que les lois à l'échelle supé­

rieure expriment les moyennes ou les intégrales des lois dominant 

au niveau inférieur". Ainsi, l'équation (18) apparait comme une rela ­

tion qui permet d'associer à plusieurs éléments· ·un élément unique. 

D'ap rès KLEMES , un aspect dominant de cette relation est que, en pas­

sant d'un niveau de complexité inférieur à un niveau de simpl icité 

supérieu r, la prédominance de l'aspect aléatoire faibl it et l'aspect 

déterm iniste du processus examiné appar?it en fonction du niveau de 

complexité à partir duquel l'observation est faite . C'est aussi le 
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sens des résultats du paragraphe 4.2.4, En somme, l'augmentation 

du désordre avec le nombre d'éléments conduit à un ordre que l'on 

traduit par un système unique. 

THIRRIOT a appelé "le paradoxe 

On retrouve ainsi ce que C. 

de l'information, vue sous l 'angle 

de l'entropie". On exprime ces faits d'observation da ns la relation 

(10) en posant: 

limcr(m) o (20 ) 

Il apparaît, à partir de ce qui précède, que l'élaboration 

d'un modèle de prévision qui prenne en compte aussi bLen l'évo l"u­

tian à court, moyen et long terme nécessLte : 

1°, La définition mathématique de l'opérateur 

te Ile que 

F (i dent i té) si m = 0 

0 0 0 :'! 0 ( 21 ) 
m m+n m n 

1 im 0 d = dt m 
m -+- '" 

Une tel le définition permettrait de faire un rapprochement 

avec la fami 1 le d'opérateurs ' bornés appelée semi-groupe de contrac­

tion et définie, d'après BREZIS (1973), dans E, une partie d'un es­

pace de Hi 1 bert, pa r : 

{ u ( t ) tECO,"') } 

et sat i sfa i sant 



la. U (0) = J 

20
• 

30
, 

40
, 

U (t 1 + t 21 = u (t 1 l 

1 im 
t+O 

U (t) cp - cp 

7, 21 

o 

On sait que ce résultat est 

de Hi 1 le- Yosida qui indique que si 

sur un espace de Banach E avec 

déf i ni .sur E et 

Il (1 + a Al- I Il.$1 

une général isati6n du théorème 

A est un opérateur 1 inéaire déf i ni 
- 1 

la propriété que ( 1 + a Al est 

a > 0 

a lors, i 1 ex i ste, pou r tout t ~ 0 et cp E. E 

y (t) = 1 im 
m->'" 

-tA '" e . '+' 

En outre y(tl est solution du problème de Cauchy 

d Y 
d t 

+Ay=O, y(Ol = CP 

(22) 

(23) 

Si nous considérons la formule exponentiel le (22), en posant 

À (m,t) = t A avec A vé r ifiant les conditions du théorème de Hi 1 le­
m 

Yosida, on peut écrire en ut i 1 isant la définition (21 ) 

y<t) = 1 im 
m->'" 

<1 + tA ) -m cp = 1 im 
m 

t A )- n+ ~)-m cp 
n m 

- tA e cp (24 ) 

La signification physique de I . ~opérateur Dm étant préc isée p lus 

haut, la relation <24l montre que la fami Ile d'opérateurs définie par 

D n'est pas vide, ce qui constitue un argument de plausibi 1 ité pour m 
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son ex i stence. 

2°. On peut envisager la définition de processus stochastiques 

plus généraux, indicés à la fois par t et par m (t étant la variable 

temporel le et m la variable spatiale) . Une démarche simple consiste 

à poser T ensemble des indices: ( (t,m) E:. T ). Si l'on note E 

l'ensemble des états, muni de la tribu B des parties, le processus 

stochastique indexé dans T et ayant des états dans ( E ,B ) , 

relatif à un espace probabil isé ( n ,T ,Pr) sera défini par une 

app 1 ication : 

de T 

(t , m) .,. y (t) 
m 

dans l'espace des variables aléatoires sur n à valeur dans 

E . Dans ce cas, y (t) est un champ aléatoire. On ramène ainsi le 
m 

problème de la prévision à l'étude d'un champ aléatoire dont l'évolu-

tion est déterminée par l'opérateur D . 
m 

Dans le cas habituel, E = Rn et est muni de sa tribu boré-

1 ienne et T est une partie de Rd avec d = 1. Dans le cas envisa­

gé ici, d > 1. 

Les prob 1 èmes 1 i és à 1 a déf in i t i~on mathémat i que du champ al éa­

toire ne sont pas abordés dans ce mémoire. On pense cependant, compte 

tenu des résultats intuitifs rassemblés dans AFOUDA (1983), que E 

et T doivent être choisis de manière à préserver les propriétés 

géométriques de l'opérateur Dm dont l'aspect essentiel doit rester la 

1 i a i son entre 1 es éche Iles de l'espace et du temps. L' importance de 

cette 1 iaison intime entre les échel les de temps et d'espace a déjà 

été soul ignée par KLEMES (1983) qui indique que, lorsqu'une échel le 

de temps est donnée dans un modèle hydrologique, le choix de l'échel­

le d'espace détermine le type de relation que l'on cherche à identi­

fier . Mais cet aspect important de la 1 iaison entre les échel les de 

temps et d'espace n' appara it très c l'g i rement que l' orsqu 'on se situe 

dans le contexte relativiste. On sait que le point essentiel de cette 

théorie est l 'impossibi 1 ité absolue de séparer la mesure de l'espace de 

la mesure du temps. En effet, la mesure du temps ne peut être sépa­

rée de la gravitation universel le et cel le-ci est une propriété 
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géométrique de l'espace-temps, correspondant à une général isation 

de la notion de courbure de la géométrie ordinaire. La possibi 1 i­

té d'une extension relativiste des modèles hydrologiques a été 

envisagée dans AFOUDA (1982, 1983). 

7.4. CONCLUSION 

Face aux catastrophes cl imatiques que connaissent aujourd'nui 

les zones intertropicales de la planète, l'une des grandes interro­

gations de toutes les sociétés humaines est-de savoir ce que sera 

le cl imat du futu r . La réponse à cette question nécessite l'élabo­

ration de méthode de prévision à long terme qui s'appuie sur l'ana­

lyse des cl imats passés et présents et leur extrapolation sur le fu­

tur. Mais, compte tenu de la grande inconnue que constitue l'action 

de l 'homme, ces méthodes doivent aussi être basées sur une connais­

sance approfondie du comportement géophysique de notre mi 1 ieu natu­

îel. 

Or, tout phénomène hydrométéorologique peut se repérer dans 

l'espace et dans le temps. Il possède, non seu lement une extension 

spatiale propre mais également une durée de vie propre. La pratique' 

quotidienne des méthodes de prévision montre en outre que les pertur­

bations hydrométéorologiques sont identifiables par satellite puisque 

toute pertu r bation est associée à un système nuageux identifiable. 

Mais , vues des orbites géostationnaires des satellites, les structu ­

res des perturbations atmosphériques qui peuvent paraitre aléatoires 

au niveau local apparaissent en fait comme parfaitement organisées 

dans l'espace et dans 1 e temps. 

Nous avons uti 1 isé ces faits d ' observation pour dégager un 

opérateur d'évolution qui permet de prendre en compte dans une même 

formu 1 at ion 1 a not i on d' éche Ile d ' espace et de temps. La propr i été 

essent i e Ile de cet opérateur est de montrer 1 e passage de 1 a si tua­

tion locale fortement aléatoire à la situation globale qui montre une 

organisation spatio-temporel le régul fère. 
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Compte tenu de l'analogie formel le que l'on observe dans la 

description donnée par cet opérateur et les concepts habituels de 

la théorie de la Relativité Géné rale, il nous parait souhaitable 

que des études plus approfondies soient consacrées à la recberche 

' des propriétés mathématiques de l'opérateur . 

De tel les recherches pourraient, à notre avis, s'appuyer sur 

les notions d'infiniment grand et d'infiniment petit oris au sens 

de l'analyse non - standard. 
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CHAPfTRE vrr f 

CONCLUSfONS GENERALES 



8.1 

Le prob [ème posé dès [e début de ce mémo i~re présente deux 

aspects 

- [e fonctionnement hydrodynamique du bassin versant et 

- [a périodicité des pbénomènes hydrologiques. 

Face à ces deux problèmes, [e point de vue que nous avons 

soutenu cons i ste à dire que [a réa [ i té phys l'que appara i t comme un 

ensemble hiérarchisé et que tout modèle qui vise à [a description 

de ['évo[ution du phénomène naturel doit inclure dans sa structure 

une évaluation des incertitudes [iées à [lécher [e d'observation. 

Nous avons ramené ainsi ['étude du fonctionnement du b.as­

sin versant à cel [e d'un système dynamtque naturel en insistant 

sur[' importance des incertitudes et leur modé[ isation. La proprié­

té essentiel [e qui résulte de cette· modé[ isation est [e caractère 

ma rkov i en de [, évo [ ut ion de [' ensemb [e du système. 

La présentation du panorama des modèles antérieures permet 

de voir que, bien que [a modé[ isation des fonctions d'entrée par 

[es chaînes de Markov discrètes soit courante en hydrologie, ['uti­

[isation des équations différentiel [es stochastiques constitue une 

approche nouvel le. Aussi, i [ nous a paru uti [e de tester [a val idité 

de [a formulation que nous avons proposée sur ['évo[ution des diffé­

rents paramètres du système. 

Pour étudier [a fonction d'entrée, nous avons introduit un 

principe d'équivalence entre [e cycle de ['eau et [a répartition de 

[ 'énerg i e. Cette équ i va [enceest basée su r [a bouc [e de · :réact ions 

stabi [isatrices constituée pa r [a [iaison : 

{ température 1 humidité 1 nébulosité albédo } 



8.2 

la traduction mathématique formel le de ce principe d'équi­

valence, sous forme d'équations différentiel les stochastiques, nous 

a perm i s de retrouver 1 e caractère ma rkov i en de 1 a di str i but ion jour­

nal ière des précipitations en Afrique de l'Ouest. Le rôle tout parti­

cul ier de l'évolution du Front 1 nter-Tropiea 1 a été -mis en relief. 

Nous avons analysé, à la lueur des travaux récents, l'[nfluen­

ce du réseau hydrographique et considéré l'influence de sa géométrie 

sur la réponse du système. 

Une évaluation des termes correctifs apportés par l 'hypotbè­

se stochastique, sur la descr'iption de l'évolution des débits de sor­

tie , a été faite. On a montré notamment que cette évolution peut être 

traduite sous la forme d'une équation différentiel le stochastique. 

Enfin, la dernièr.e partie de ce travai 1 a été réservée à la 

recherche d'un modèle d'évolution à long terme. Nous proposons un mo­

dè 1 e d,e prév i sion à long terme qu i do i t permettre de fa i re dépendre 

les grandes tendances de l 'évolut ion de notre mi 1 ieu naturel des pa­

ramètres astronomiques de la planète. Ce faisant, nous avons pu re­

trouver une description formel le du mi 1 ieu physique prévue dès 1901 

par POINCARE. Quelques propriétés de I~opérateur d'évolution qui ré­

sulte de cette description fo rmel le ont été présentées . 

Cependant, les problèmes 1 iés aux propriétés mathématrques de 

l'opérateur n'ont été abordées qu e d'un point de vue conceptuel. Il 

nous paraît souhaitable que des études plus approfondies soient consa­

crées à la recherche des propriétés mathématiques de cet opérateur. 

Compte tenu des résultats intuitifs déjà obtenus (A FOUDA , 1983), nous 

pensons que .luti 1 isation de cet opérateur et l 'extensi on du principe 

d'équivalence peuvent permettre une description complète de cette bo­

mothétie interne de notre mi 1 ieu naturel dont pa r le MANDElBROT dans 

son 1 ivre sur les objets fractals. 
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The Simplified Conceptual Watershed Mode!" 

A large number of schemes have been proposed for the representation of the 
Hydrologie processes in the land phase of the hydrological cycle . but they are 
generally too complex for the parametrical modelling of the rainfall-runoff pro­
cess. A description of these models has been made by Dooge (1977) . This study is 
based on the simplified model shown in Fig. 1. 

This model makes a distinction between direct storm response and baseflow 
and also between the movement of soil moi sture in the unsaturated zone and the 
flow of ground water in the 'saturated zone. 

This simplified catchment model has thus two main components : that is . the 
compone nt of overland flow (direct storm response) and the component of 
underground flow which is in itself a component of several processes. A detailed 
description of inter-actions between the two components is given elsewhere 
(Afouda 1974) and it can be . summarized as follows : the unsaturated zone is of 
main importance in that it separates the total amount of water into two major 
parts : the overland component and the underground componen!. The processes in 
the unsaturated zone also comprise depletion of soil moisture by evaporation and 
transpiration soil moisture movement. The resulting overland flow can be positive 
or equal ID zero. As a response to the change in the stream stage. due to the 
overland runoff. the base flow decreases and inflow ID the aquifer can occur (Le . 
the baseflow can be either positive or negative) . These model features are given in 
the form of block diagrarn in Fig. 1. 

Ht) 

O\r •• l aflc! " 1 ( t) 

,---'-'-1 Tn ndo ... . 

s.p.~.t ion 
accord'n, 
to Z C~) 

Und·'I', 

:.an d. 

Fig. 1. Simplified catchment mode!. 
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A Unified Approach 10 Walershed Modelling 

Mathematical Description of the Model 

Now, letx be the total storage ofwater not yet discharged from the watershed and 
be defined by 

t 

x (t) J ( p(,)-Q(,»d , 

t, 

where 

p<t) = [Ct) - EU); 

l ( t ) is the rainfall intensity and E(t ) is the evaporation flux in the watershed; Q(t) is 
the discharge at the outlet from the watershed. Letx,. x, be the volume ofrainfall 
not yet discharged from the watershed and thus in surface and subsurface storage. 

Conservation of mass yields: 

(1) 

If the action of the unsaturated zone is characterized by a parame ter z( 9) 

depending on the water content, then x, and x, are related to the total volume by 
the following relations . 

Xl = [1 - z (9) J x 

x,=z (9) x 

( 2 ) 

( 3 ) 

Z(9) can vary from 0 to 1 and physically it depends on the rainfall intensity, the 
antecedent precipitation and evaporation and the soil properties . For any given 
soil structure however, this parameter wililargely be govemed by the amount and 
distribution of moisture in the soil. The soil structure is assumed as constant and 
z(9) is approximated as a function of soil moisture only. 

Further, when P(I) and Q(tJ are designating the input and the output of the 
system, the lumped continuity equation for the system is given by: 

dr(t) + Q(t) = ptt) 
dt 

and the momentum equation will have the form 

Q(t) = G [x; d9) ; pet) ; tl 

Eqs. (4) and (5) can be combined to obtain 

<Or ,(.t) = F[" ; de) ; p (t) ; t 1 
a. 

( 4 ) 

( 5 ) 

(6 ) 

Eq. (6) describes in principle the dynamic behaviour of the hydrologie system in 
study, and together with Eq . (5) it constitutes the state equation. 
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Expliclt Formulation of the State Equations 

In a previous paragraph we have considered the system to be composed of two 
subsystems of which one produced the overland runoff and the other produced 
the underground contribution to the watershed response . This decomposition is 
now used to specify explicitly the state equations of the hydrologie system. 

Let us consider the overland component characterized by X,(I). 0,(1); q,(t) 

which represent the rainfall volume available for overland transformation and the 
input and the output of the subsystem respectively. As previously. the lumped 
continuity equation for the subsystem is given by 

dx, (t) 
dt +q,(t)=o,(t) 

and the dynamic equation takes the form 

q, (t) = G', (x, ; 0, ; t) 

( 7 ) 

( 8 ) 

As it will be demonstrated later that hydrological analyses have shown that a 
simple power relationship can be assumed between discharge at the downstream 
end of the catchment and the corresponding surface storage over this catchment. 
q, can be assumed to be given by 

k 
q, (t) = " "', (t) (9) 

If X,(I). 0,(1). q,it) are the total amounts of rainfall volume available for under­
ground transformation and the input and output of the underground subsystem 
respectively, the same argument leads to the following equation 

dx, ( t) 
at +q,(t)=o,(t) ( 1 0 ) 

( 11 ) 

It will be demonstrated later that g, (x; 0,; 1) can have the form 

q, (t) = ',x, (t) ( 1 2 ) 

Now Eqs . (7), (9) and (10), (12) can be combined with (1). (2) and (3) to yield the 
equations of the system as 

d::: ( t ) k k 
~ + ".(e)",(t) + ", [1-z(6)J [:::(tlJ = ° (t) 
Q(t) = ",.(6):::(t) + ", [1-Z(6)J k [:(t)J k 

where 

" is the coefficient of underground transformation 
" is the coefficient of overland transformation 

164 

( ., 4) 



A Unified Approach ta Watershed Modelling 

and the other parameters are defined as previously. Eqs. (13) and (14) are explicit 
forms of Eqs. (5) and (6). 

From Eqs. (13) and (14) it appears that, although the system is described in the 
lumped form. it remains non-linear. 

Non-linearity is introduced by the parameters z(e): ",. ", which characterize 
the system and summarize the information about the past history of the system. 
The basic assumption made is that for ail 

r <t,) = '" [ p ( t, ) ; z ( e ) 1 t = t, ; ", ' e, J 

at t, and ail pet) for t>t 0' knowledge of x(t,) and pet) uniquely deterotine Q(t) for 
the same time interval. 

ln fact this is an approximation as the hyrological system of a watershed is weil 
known to behave in a way that is dynamic, non-linear and stochastic. Neverthe­
less. for the moment this deterministic approximation of the physical process can 
be accepted. 

Further, non-linearity is introduced by the power relationship bet",een over­
land flow and the storage. This non-linearity is of a dynamic character and related 
to the turbulence processes while the first mentioned non-linearity is related to 
the structural characteristics of the watershed. 

Solution of the State Equations 

Parame ter estimation - Since the parameters of Eqs. (13) and (14), summarize ail 
the information about the past behaviour of the system, it can be expected that 
available information on the past behaviour of the system allows for , their 
objective estimation. 

Estimation of zle) - From Eqs. (2) and (3) it appears that the estimation of z(e) 
in volves either the knowledge of x and x, or the knowledge of x and x, . Let us 
define 

"', = f (r(T) -q, (T»dT 

where rit) = P,lt) is the infUtration rate. This infUtration rate can be estimate from 
soil physics or hydrologic models of infiltration and q, can be evaluated utilizing 
traditional hydrograph separation methods. lt is not the purpose of this study to 
present in detai! these methods and their validity. Basic information and discus­
sions can be found in classical hydrological textbooks such as Roche (1%3). 
Eagleson (1970), Remenieras (1970), Overton and Meadows (1976), and others. 

The mathematical expression for bath :(e) and other parameters is here 
presented. 
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Suppose that rit) and q, (t) have been adequately evaluated. then z( s) can be 
estimated from the following: 

z (9 1 

t 

J (l'(,l -q, (,lld, 

• ' e 

t 

f (p( ,l -Q (,»d, 

te 

(15 1 

For a given rainfall event :(8) is thus the ratio of the volume of rainfall not yet 
discharged from subsurface storage and the total amount of water not yet 
discharged from the watershed. When calculated from past events, Z(6) is a 
constant parameter for each rainfall event. Hence the mean value can be estima­
ted for a particular watershed by: 

_ 1 n 
z = - L z . ( e) 

. n i=1 1. 

where n is the number of storms considered. 

( 1 5 ) 

Estimation oJ El - From ground water f10w theory , it is weil known that un der 
appropriate assumptions (Rorabaugh 1969. Dooge 1973), the contribution of 
groundwater to runoff for a uniform rate of recharge is given by 

ho ~ { ., n' T } - L exp - t -- t 
a i=1 ,3,5, .... 4a 2 S 

( 1 7 ) q = 2T 

where q = the horizontal f10w per unit width and for one si de of the watercourse . 

ho = the maximum elevation of water table 
T = the transmissivity coefficient 
S = the underground storage coefficient 
a = the distance to the topographie divide of the ground watershed 

lt has been shown that as t becomes large and if (Tla'S) t>O,2 the flrst term in 
the inflnite series will dominate and the outflow will approximate that from a 
single reservoir (Dooge 1973). 

Taking this result into consideration and bearing in mind the knowledge of z; 
then El can be calculated from 

n'T 
E = ---

l 4a 2 Si 
( 1 8 ) 
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Thus El' which is the coefficient of underground transformation is shown to 
depend on the transmissivity, the underground storage coefficient. the size of the 
watershed and the initial saturation condition. Hence 1/ El which corresponds to 
the time constant for this linear groundwater reservoir is related to the characteri­
stics of he watershed by a physics based expression. 

Estimation of E, - Among the parameters to be determined E, and k are the most 
familiar to hydrologists. These two parameters can be easily derived from the 
kinematic wave theory. Henderson (1969), Eagleson (1970) , Woolhiser (1977) 
Overton et al. (1976) have discussed the governing equation of this approxima­
tion. Following Henderson' s analysis on the order of magnitude and taking into 
account the kinematic wave results, the momentum equation for overland f10w 
can be written in the form: 

where 

C = the Chezy resistance coefficient or laminar resistance coefficient 
n = the wetted area of the section 
10 = the bed slope 

A = the watershed area. 

( 1 9 ) 

Eagleson (1970) has shown that for laminar f10w k = 3 and for turbulent f10w k 
= 5/3. However, for a typical vegetated surface the f10w regime may vary 
between laminar and turbulent. Horton found that for natural surface k = 2. As 
noted by Eagleson this result is supported by the results of other investigators 
when dealing with surfaces varying from c1ipped grass 10 tar and grave/. 

The above analysis leads 10 the following expression for E, and k. 

E = , C2 0) 

k = 2 

Hence , <, depends on the surface characteristics of the watershed i.e . the slope , 
the Chezy' s resistance coefficient which de scribes the effect of roughness and the 
degree of vegetated surface , the watershed area and the wetted area of the 
channel cross-section. 

The parameter k gives the indication about the degree of f1 0w turbulence . 
Thus each parameter of the model has a precise physical meaning, and together 

the y de scribe the dynamics of the watershed rainfall and runoff transformation . 
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Mathematlcal Derivation of the Solution 

The state equations of the system is now given by: 

~+À À' () dt ,;: + ," = P t 

Q(t) = À," + À, ;:' 

where 

-
À

1 
= e:.

l 
Z 

\ = <, [1-.J' 

( 22 ) 

(2 3 ) 

( 2 5 ) 

Eqs . (22) and (23) can be solved using the local inverse theorem as presented by 
Halme and Orava (1972) and applied to hydrologic systems by Afouda (1974). 
When appropriate iniùal conditions are found , the solution of the state equation is 
given by: 

m 
: (t) = L 

j=1 

If we cali 

t 

x, = f ~ (T,)P Ct -T, ) dT, 
o 

the linear pan of Eq.(26), then 

k, = exp {-À, T,} 

j 
TI 

~ = 1 

(26) 

( 27 ) 

' ( 27a ) 

The kj Kernel functions for the non-linear components are derived from the 
following convolution product 

x. = - À (k, ' (f " ". 1 ) ) 
J . 2 v = 1 V J - V+ 

The discharge is then given by: 

n 
Q(t) = L 

i=1 

i 
TI p(t-T~)dT, .• • dT

i 
~=1 

( 28) 

C 29 ) 

where the Hi (r; T, .. T i ) Kernel functions are obtained by appropriate combina­
tion of Kernel function kj in accordance with Eq . (23) . 
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Discussion 

The following discussion deals with the theoreticru aspects of applicability . 
Whether the developed model has a good perfonnance in practical applications 
has yet to be proved. 

Comparison >vith earlier models - Most of the earlier physics-based models are 
devoted either to overland flow studies (kinematic wave theory) or to the 
transient saturated-unsaturated flow-studies. 

Nevertheless Smith and Woolhiser (1971) have presented a physics-based 
model that combines the differential equation for overland flow with inf'ùtration 
from rainfall. The infiltration model developed in the fonn of Richard's equation 
was combined with the overland flow equation fonnulated as a cascading kinema­
tic wave equation. The model presented in this paper allows for the use of the 
complete infiltration equation when z( 9) is to be found for a selected rainfall 
event. Moreover, in Eqs . (13) and (14) the combination of overland flow and 
underground flow appears clearly through parame ter : (6) as an internai coupling 
while in the studies of Smith et al. an external coupling was obtained between 
overland flow and infiltration. It should also be noted that Smith et al. did not take 
into account the effect of underground flow and the effect of evaporation. 

Another physics-based model that combines three dimensional transient satura­
ted-unsaturated subsurface flow and one dimensional gradually varied unsteady 
channel flow models has been developed by Freeze (1972). But as reported by 
Natale et al. (1977), the computer implementation of the model uses programs that 
are very complex and requires a large amount of cumputer time . Moreover the 
model was concerned orùy with base flow generation. The model studied in this 
paper deals with the major components involved in the complex runoff process 
that occurs in a watershed. 

Parameter variations - The parameters involved in the mathematical formulation 
have been shown to have precise physical meaning. The accuracy in estimating 
the watershed behaviour are of course related to the approximations made on the 
parameters. in particular Z(9) . 

If z(9) = 1; P (1» 0 the watershed response take the fonn of underground 
contribution 
If z(9) = 1; P (t)<O; that is I(t) =0 then P(t) = -E(t) and r(t) = -E(t). Assuming Q(t) 

= 0 and E = ~ a (9, - ge ) Eq. (30) is obtained: 

dx ) dt = - ~a(S, - se ( 30 ) 

where 
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~a is an atmosphere transfer coefficient 
e, refers to the soil moisture at the soil surface 

and ee is the surface moisture content which would be in equilibrium with the 
vapor pressure existing at elevation h above lhe soil surface . 

If zee) = 0: 0 (1»0, the model corresponds to the weil known Honon-Izzard 
model for urban studies . 

If z( e) = cons!. "" 0: o r/»~ 0, for a given intervaJ we necessarily underesllmate and 
overestimate the volume of infiltration for dry and wetted period respectively. 
This is the reason why time invariant modellinear.Oinear reservoirs IUH), as weil 
as non-linear (non-linear reservoirs, Volterra series) overestimate the Jow flow 
and underestimate the peak. The performance of the model couJd be improved if 
the values of z are considered for each appropriate subinterval . In summary the 
parameter zee) together with Et and ", relate the internai dynamics of the system 
to the input-output and contribute to the answer to the question . What is going on 
inside the black-box«. 

Advantages of the Volterra Series Formulation 

The solution of the state equations assuming a time invariant system lead to the 
. Volterra ' series representation of the watershed processes. This form ofrepresen­
tation has earlier been applied to hydrologic systems by Amorocho and Orlob 
(1961), but their result did not have widespread application because of the 
difficulties involved in the identification of the non-linear Kernel function. The 
problem to be solved was that of the non-linear deconvolution which is a 
complicated inverse problem. The formulation given in this paper is a weil defined 
problem (in a mathematical sense) which lead to separable Kernel furtctions 
which are more easy to handle. A major advantage is that the solution can be used 
in its analytical form (directly or with the multidimensional Laplace transform), 
provided the input function is known in its analytical form. An example is given 
for the Honon-Izzard model when 0(1) = 0 , = cons!. Then 

where U(I) is a unit step function. By simple calculation and algebraic transforma­
tion 

x ( t ) and Q(t) = Oc 
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Conclusion 

One of the basic ide as of this study is to consider a watershed as an in separable 
environmental unit which consists of the input- the storage - the output. Any 
combination of the action of the major components (overland. underground) must 
preserve this physical unit y . It has been shown that the interaction of the se 
components through a defined parame ter z(e) together with a lumped formulation 
of the continuity equation preserves the environmental unit y and satisfies the 
theoretical physic laws of the system. The obtained mathematical formulation of 
the system introduces the concept of astate approach to watershed modelling. 
The parameters of this model are shown to have precise physical meaning and 
they relate the internai behaviour of the system to its input - output response. 

Acknowledgements 

This paper is based upon a previous work presented in 1974 as a D. Thesis. 
Therefore the author wants to thank prof. C. Thirriot of the . Institut de Mécani­
que de Fluides de Toulouse- for his scientific suppon. 

The author gratefully acknowledges the assistance of the staff of the Internatio­
nal Centre of Hydrology of Padua Hydraulics Institute and in panicular the 
assistance of Dr. A. Lorigiola in the preparation of the manuscript. We acknow­
ledge also the help and the encouragement of Civil Engineer J. Hassing of 
Cowiconsult - Consulting Engineers and Planners, Copenhagen. Last but not 
least, the author gratefully acknowledges the valuable comments of prof. J .C.1. 
Dooge. 

References 

Afouda, A. (1974) Contribution à'l'Etude des systèmes hydrologiques non-lineaires; Thèse 
de Doctorat: Université Paul Sabatier Toulouse (France). 

Amoroeho. 1., and Orlob, G.T. (1961) Non-linear analysis of hydrologie system; Water 
resources centre contribution No. 40. 

Astrom. K.J. (l970) Jntroducrion la stochastic control theory. Academie Press. New York. 
Athans, M. , and Falb, L.P. (1966) Optimal control; Mac Graw Hill. New York . . 
Bucy, S.R., and Peters D.J. (1968) Filtering for stochastic processes with application to 

guidance Interscience Publisher. 
Dooge. J.c.l. (1973) The linear theory of hydrologie systems; V.S. Depart. of Agriculture, 

Teehnical Bulletin n. 1463; V.S. Gvt Printing office. 

171 



A. Afouda 

Dooge. J .c.l. (19n) Problems and Methods of rainfall-runotr modelling; in Mathema/ieal 
models for surface wa"r hydrology edited by Ciriani, A. Maiono. V. and Wallis, R.J.; 
John Willey et Son .• London. 

Eagleson. P.S. (1970) Dynamie hydrology; Mac Graw Hill Books New York. 
Freeze. R.A. (1972) Role of the subsurface flow in generating surface runotr. (1) Base flow 

contribution to channel flow. Water Ress. Res. 8. 3 pp. 601-623. 
Halme. A .• and Orava. J. (1972) Generalized Polynomial operator for non-linear systems 

analysis. I.E.E.E. Transaction on aUlomatic control. 
Henderson. F.M. (1969) Open channel flow. Mac Millian. New York. 
Natale, L., and Todini, E. (l9n) A Constrained parameter Estimation technique for linear 

models in hydrology. In Malhemalical models for surface wa/er hydralogy, edited by 
Ciriani. A. Maione, V. and Wallis, R.J.; John Willey et son , London. 

Overton. D.E .• and Meadows. E.M. (1976) Storm wa"r mode/ling; Academic press : New 
York. 

Remenieras . G. (1970) L'Hydrologie de l'ingenieur. Eyrolles édit; Paris. 
Roche. M. (1963) Hydrologie de surface. Gauthier Villar. Paris. 
Rorahaugh. M.I. (1969) L'estimation de la contribution à l'écoulement. des variations des 

reserves des berges et des eaux souterraines. Bulletin du B.R.G .M 2a serie. section Ill. 
n. 2. 

Smith. D.E .. and Woolhiser. D.A. (l97!) Mathematical simulation of infiltrating water­
sheds. Hydrology paper n. 47. Colorado state University. 

Szollosi - Nagy. A .• Todini. E .. and Wood, E~ F . (l9n) Astate space model for real time 
forecasting of hydrological lime series. Journal of hydrological science vol. 4 . No . 1. 

. Woolhiser, D.A. (l9n) Unsteady free surface flow problem. In Mathematieal model for 
surface water hydra/ogy. edited by Ciriani T.A. Maione. V. and Wallis. J .R. John Willey 
el son. London. 

Rec.ived: 24 May. 1978 

Address: 
Abel A. Afouda. 
Direction de l'Hydraulique 
B.P. 385 
Cotonou. (Rep. Pop. du Benin) 
Afrique de l'Ovest. 

172 



ANNEXE A - 2 

ANALYSIS OF . THE RAINFALL-RUNOFF 

TRANSFORMATION PROCESS 

IN." NORDIC HYDROLOGY, VOL. 11, N02 
1980 , PP. 93-112. " 



Nordic Hydra/ogy, 1980, 93-112 

Ana/j'sis of the 

Ra:ri~z!i .. RunQff TrailS~Orn1t1tion Process 
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Université National du Bénin, Coto nou 

Cons.i~k;abl~ effort ha::; bc:-n e.xp.!nded on the thcoreticaJ aspects of the: 3:-,pli· 
cahit: !y of the unstcaJy (. '; eq!J2tions to natural overland f1aw. The maj;r 
difficui.y when th!.'s ~· cqu::!(jolls art: ust:d to simulate watcrshe:.1 fle,," lies in 
estimë.ting [ : J~ friction facto r for natural situation. In [.his paper fi, gcneralizeJ 
fricti .:.'n fal.~t0r 1s introduccd and a kinemalic re lationship whi,b describes the 
»kin::matir statt:.< of th! ""'2!ersh-ed surfilc!!' is proposed. The resulting equa­
lior::;. fvr unstcady fTee surfac.: now Îs :1 kinematic W2.\'C approx.im;ition. Thcse 
eC:l;~.~;.)r,:; a~e sol\'cd am:lr:i.:a1! y and the solution obtai:1ed in the foml of 
int:;"b"::.J s.~ri~.s.. 

IntrocucE-0n 

Because the rd~tion b"tween rain fall and runoff is one of the most important 
problems in hydrolog)'. it has been the subject of man)' studios in these recent 
ye2rs. So there are available if! hydrolugical litt erature a wide spc ::lrum aild 
reas.0n~hl~' accuratr: matjle!TIali ,.: , ~ ! mod~ls fOi rai nfi.dl -runoff modcliing. These 
modds have becn present.d and commentcd on by Dooge (1973). On one hand, 
mast of these models wC'~~ lumpcd and did not give any information about the 
physics of the transformation process involved; on the other hand the olle dimen­
sional gradually varied flow equations, which constitutc the basic equatioIls for 
uns:eady ovcrland flov.', were al ways simrli fied ........ h\!n app!ied to watershcd flow. 
Thus hydrologists have introduced a pi , . ra of modds, bascd on the simplifioe­
tion of the flo\1.' equ::itiofi.s ).cach of which reOects a small portion of hydrulogie 
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reality, together with gross empiricaI simplifying assumptions ba~ed on the perso­
nal judgement of the individual mode 11er. (Natale and Todin; 1977). 

The major difficulty when flow equations are used to simulate watcrshcd flo\\" 
lies in estimating the friction resistance for natural situation. In this paper a 
genera!ized friction factor is introduœd and a rational criteria for the choiee of the 
simplificd equations is proposed. 

The Rough Su~<:ce Flow 

One· of the watershed flow characteristics is that water moves thrùugh a medium 
strcwed up with vegetation, stones and other roughness elements. Boundar)' 
roughncss here is much grcater than chat encol!ntered in ordinary hydraulic stnl!:' 

tures. As nOled ny Woolhiscr (1975), at la,," rates of Oow, tlie roughness elem" .. " 
protuJe through the free water surface, and at high rates of fl"w , the boundary 
geomctry m~y change in time anù distance b..:cause of erosion . This is a confinu3-
tian of \Voocli ng's an:l!yses (1965), who suggest~d to define the dcplh a~ the 
v;,.-du'me of watt:f p:..!f unit afea (averaged ov(;!r an area I:lrgcr. cùmpar!td \\·ith the 
dimension of the irregularitics). However, since on vegl :'3te-d stlrf~~cC's the plant 
lcaves and stems ma)' offer more resistance to flow than the ~oil rùughne5s, the 
geogr=.:phicaI are2!' needed will ~e sa large as to be tcpugra1")!1ically homC'~eneous. 

Physkally speaking, the transformation process in the watcrshcd no\\' conta!!'.s 
\-ariou$ sequenti::d pb:.ses such as infi1trëtion of r:.ün wate! whict. forms the pro­
duction rroees5 , surface now, promp~ sub:mrf2.ce fiow. anù unùerground re~po'nse 
which fOrIn.:; the transformation proeess and the stre~m flow v:hich is the propaga­
tion rracess. Eac'h of tbese !TI"in proc"sse, can be describeJ by aprrvpriate DOW 
eq!Jatil)fjs. The tran:;fonnation process is better deseribed hy the parti:l~ difftrentÎ­
al equatiuns of gradually va.ried unste~dy fl~w. known as De St Venant Equa­
tions 

aU+Vd V + dP.= 
TI d= 9 d:r 

11 
g (I-J)-q­o H 

( 1 ) 

( 2 ) 

WhCiT q ;:: q,-q~. and fJ,. is the ra il~fall r:He, CJ<' is the rainfJn loss (and will be 
describtd lat..ei) . U is the local rr::·an velocity. aiiJ H, th~ loea! depth; 10 is the 
sI ope of the watcrshcd, J is the friction slope, and Q is lhe disclurge re,-,,/tin!; from 

the transformation process. 
If Eqs. (1) and (2) sl',ould be used te> describ" fla\\' over and throllgh the 

watershcd (Fig. 1), th e basic princirks r,; ,,:orlying the lhcory of hydrodynarnics 
must be applied. aac of thes. principles >:.Hes that a fluid, nlùving relative 10 a 
soIid bounùary ex,'>lS a force on the boundary. TIre first is shea" stress which give, 
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1 1 1 1111111/ 
Rain fal\. 9" 

. 1 . • 

• . :: 1 .. : .. ; ... . : ...... . " t hl ' .... _ v, j ov •• \.-' ... ... ,.. .. . .. .... , ... ,'. J ,,4 

.. ', ., :: '. . '.~ ~ • . '" f\o ..... 
. ... ~ . . ." h l ~ .~l PO".:IUS 

' . . , ." . . st-raWm 

l '. .. .. i,.: .".LE ,)"<Y' .. 
Fig. 1. Definition sketch of natural overland now. 

nse to forces tangential to the su rf::tce. The seconù is pressure variation along the 
surface that caus~s for ces n<1nnal tù the surface (Bear 197:!). The vector sum of 
the norrnd and tangential surface fürces integrated aver the- entiTe surface of the 
consiùered body give a resultanr force. l1le component of this force in the direc­
tion of the velocity is callcd drag force. The total drog forCé is tbe SUr.1 of the 
frictional and pressure components and is defir.ed by the Stokes' Equation (Bea, 
1972) 

Fa 
v' CoT S (3) 

where CD is the t0taj drag coefficient and is a function of Reynolds number CD = 
2-1.'Re. S is the frontal area normal to the velocity li. 

In this study il is assumed that ruughness, plant leaves and stems are unifonnly 
distrihutt:d, and thcir in!111cnce 00 flow peT unit length can be simulated by tll?t of 
sph~rical grain. Then if the drag coefficient per unit Iength is defined bl' 

C = _n_ 
1 ma 

Re 

TJ- w:l! characterizè the watershed surface, and mo - will be a coeffici~nt varying 
s!o .... :) from 1 to 0 as the no\\' varie:, s:ow!y from laminar to turbulent. \\'ooding 
(1965) has noteG that for vegetateG catçhment the flow regime may vary between 
laminar and turbulent. Ncverthc!css, a value of mo = 1 will be assumed hereafter 
for simplicity. • 

Thus, it app"ars that if the flo\\' fUIlCtiolls V and H should bé deterr:!ined bl' the 
cnniinuiry and dynamic e0,112tions (Eqs.(l) and (2)), the fonn of the friction slope 
J must be specified bl' other parameters such as Ti and Re, (the Reynolds num"cr). 
lt will be prov~d that Tl is a function of the Froude numbér. Then the roughness 
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infl uence can be better appreciated if a flow through it is compared to flow 
through a medium chosen as reference, Le . if the similitude parameters are de fin­
ed and calculated. 

In hl'draulic studics, normal flows are generally acccpted as reference. Then the 
following normalizing quan tit ies are defined: 
Uo·normal velocity, Ho·normal dcpth-, Lo·a nonnal linear dimension of the wa· 
tershe.d. 

At this juncture if the general flow equations (continuity and dynamic) are 
reduccd to the dimension les> form by expressing the variables in terms of dimen· 
sionles, paramet"rs which descnbe the scale of the water flow compaced to the 
normal flow, il will arpear that the two universal parameters which are meaning· 
full for tbe watersheJ flow are Reynolds number Re and Froude nurnber Fr. 
Hence, along with the continuit)' and the dynamic equations. it is necessary to 
have two additional relationsh ips to describe the watershcd flow. These relation· 
ships must take into account the specifie charactenstic of the flow through the 
mediu:":1, and thus must allo\\' for an objective evaluation of 11; moreo\"cr they 
rr.~,t adequatell' d.scribe the influence of viscosity forces . These rdationships 
must hf:vC the fol1owing forms 

Re ::;. fo (Re o ,n ,f) ( 5 ) 

( 6 ) 

when: ris a paramêttr which desçri~~s the frictional forct:s. Howcver, il is more 
cGnveni~nt to eliminate Reo and Fr O' the Reynolds number and Fraude number 
for noml.! flow accepled as rderence amI to write these relationships in the 
foHo'.vi;:.g forros 

r = f, (ile ,FI') (7) 

n ( 8 ) 

Consideni!g the probkm shov.'n in Fig . 1, it arl' '':. :;~ [hat [he transformat~0n 

process i:l cO!1sid::r:..!tiuu invol'. :: :~ a typi::al catcnrnent fio\\' in the sense givcn by 
Woodinci (1965) and whose dep :h is h,; an interfiow i.e . flo\\' in the ~onJUs surface 
stratum (;2' with high permeabit::y spccified by Ishihara (1971), and lastly aiter tlle 
soil mo!sture storag:! is satbricd, a ground-w:!ter flow resulting from ground water 
recharge il). For simplicity it is assumed hereafter that h, = 0 and then q" the 
deep infiltr_ti"o rate is con,idercd as the loss. Overland catchment flow and 
internow are con;:,idered. 
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The Rainfall-RlInoff TraltSforrnùtion Process 

Ovc:"!:!fld Catchmer:.t Flow 
For channel flo\\', the friction slope (or energy gradient) is usually evaluatcd by 

v2 , 
J l = C2 R 

whcrc C is the Chezy coefficient 
R is hydrauliè radius 
V, is the water velocity 

( 9) 

The catchment flow is a rough surface flow. When one aCCl'unts for the addilio­
nal drag coefficient introduced by the roughness, the friction slope for overland 

flow will be 

( 1 0 ) 

Interiiow C(:n~;:onent 
It is assumed that the porous surface stratum can b~ simulated by a porous 
medium m<.tde of sphcrical grains each of diamçtcr d,,)" Then the number of such 
sphercs in a represcnt3t:ve elementJ.l volume of porous medium that farms a 
cylinder of Icug!h dt in the direction of the flow and Cf0SS section dS can be 
evaluated frolT! the equation (Bear 1972). 

( 11) 

where P is the porosity of the medium 
t3 is a coefficient which accounts for the geometr)' of the grain. For a spherical 

grain p = :t!6 and grains other than spherica! p * :t/6 
For a single. sphere, the Stokes' Equati;:m for drag is given by Eq. (3), wri!:e!! in 

the foem 
v' t 

F, ~ CD ° -:2 50 
( 1 2 ) 

where Vz is the. local velocity and So is the surface of the sph"re. Taking in tC> 
account the effect of ncighbouring spheres, a coefficient ). is introd~ced (Bea r 
1972). Then Eq (12) ma)" be wri!!en as 

( 13 ) 

Taking l it as the average vdocity of flow around the particles (grains) in the main 
direction, it m2 y De defineJ as the ratio of specifie flux (apparent veIocity) ta the 
po rosit)' (Bear 1972, Polubarinova-Kochina-1962) 

v, Ciu) 
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The total drag force is given by 

Now, assuming tbt the body forces in the motion equations are due to gravit)'. 
the total drag is divided bl' the weight of water to give 

no F 0 
., = 

Dg? dA al ( 1 6 ) 

By inserting the value of ". Fo, and V2 , and evaluating Sa = Àd; /12 the follow­

ing equation is obtained 

J = 1 -P À , 
, p' 24 gild, CD v, (17 ) 

This relation is interesting in that it brings out the partieular importance of the 
Reynolds number for the friction slope and gives an explanation to the deviation 
from Darcy'> law and thus gives the fundam ent of the non-Darcian flow extensive­
Il' studied in recent years (Bear 1972; Chevauteau et Thirriot 1967). 

The Gener8!lled Friction Factor 
Assum~ neW.' that the catchment flow and interflow have the same direction, then 
the who!e watershed system can be considc:red as a layered porous medium wherc 
flow is paralid to layers, V, anù V2 -are the upper layer and underlaycr now 
velocities res}J(.:.ctively and thcir corresponding dischar&es per unit width are QI 
211J 0,; h, and h2 being the resvcctive thickness and H = hl + h2 the total 
thic~n ess. The total discharge is Q = QI + Q2' 

lf on~ \':;shes to consider an equiva!cnt velocity such that t~e same di:;~harge Q 
v. ;l: b< conduci~d through the same aquifer of thickncss H such that 

Q = UH ( 1 8 ) 

und", a gi\'en gra&_nt J, then the velocity U must have the following form 

h, h, 
o = VI (1 - a) + V'T ( 1 9 ) 

By comparing this relationship with the relations for V, and V2 and taking the 
gradie.nt to be the same for bath flows the fo!1owing cquation is obta:ned 

0' = 

(20) 

l l!troducil!g a quantity r such that 
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".ll .;reows = 4C 1 h t /r o ' Wh en ro =2~/Re, 0ws = 1'),\/6 

For a smooth suriace '1 = 0 and 0w, = 0, then C., = C; n w, =: no; r = ro 
When h, = 0, we have 

(25) 

Assume do to be sorne length dimension of the porous matrix. For exampk: if do 
sliould be a length dimen,icn representing the elemental channel of the porous 
D!coi'.lm, then the Reynolds number will be defined through porous medium Re = 
V,d j v (v being the kinematic viscosity of the fluid). However in porous medium 
studics, it is customary ta employ sorne representative dimension of the grains for 
do . Bear (1972) mentioned that the me an grain diameter is often taken as the 
le,,&:h dimension do. Sometime, d lO or d5(l are used. Collin (1961) Suggestcd do = 
(' ip) '"2 where k is the permeability and p the porosit)'. Ward (1964) used klf2. ln 
ai: cascs the Darcy-Weisbach friction factor r has been defined for porous media 
a~ 

2gd, J 
--.,-,-

> 2 

the". do is defincd b)' 

r 0 v;z 
do = 2gJ 

( 26) 

(27) 

1'-;:'\ :: rtij ·::kss, Fanning using an3!ogy with overland flow give$ another d!:finition 
[\.1;' ti;~o. fri::tion factor in porou!' medium 

(28 ) 

C",.t' nCl' •• g this ana!ogy, one can define h2 = R = dj4 then the friction factor for 
p(lro :.!~; medium is given by 

<29 ) 

i.e . the friction factor for porous medium depends on the porosit)' and the drâg 
co:.: fficienL 

\ 'ihèn CD = 24iRe, then 

wllkh has the form of Fann ing friction factor. 
Thus it is pwved that Eq . (22) gives a more general foml of the friction facto! 

and is val id fûr channel flo"",-, overland fh.v .. \: and now through porous media. 
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Estima:ion of the Kinemalic Relii~km 

Considering a smooth surface flow (Chezy's flow) as reference for overland flow. 
now. with normal depth Ho and normal velocity Vol = C'Rlo it follows from Eq. 

(10) that 

(30 ) 

where a = Vo 1 ~',; or introducing Fraude numbcrs 

2J 1 1 C =- ( ---) 
l Bo Fr 2 Pr2 

1 0 

( 31 ) 

Fr , and Fro are Frot.!de numbers for the rough surface and smooth surface flow 
respectively. For the normal flowJ = 10 and 

2 Io 1 1 
C, =-Y-(~r' - Fr') ( 32) 

o • l 0 

Parameler C, has dimension (L· ' ). If reduced ta dimensionkss forrn bl' introdu­
cing the reference Jength LOI we have 

Co = C,L, = 2(X,- Xo) ( 3 3 ) 

where K, and Ko are the ki!lematic parameter for rough surface Oow and smc){)th 
surface flow respectively: (Ki = loLo 1 HoFr?). Combining Eq. (33) and the 
ddiniiion of C, (Eq. 4) gives 

n = 2 
ReX o - -- ) 

Lo 

This paramcter has again a dimension of (L· 1
). lt is con\'~nient for the purposes o f 

an.alyses to express Eq. (34) in a dimen,ionless form . Thus one obtains 

L, n 
X, = '2 Re + Xo (3 5 ) 

L o '1 1 2 is a dimensionless quantity characterizing the roughness of the medium 
and Lo '1 I2Re is equivalent to a l:inematic number. Therefore. Eq. (35) will be 
called the kinematic relationshir. Tt expresses the re:ationsllip betwecn the ro ugh· 
ness of th: surface and the kinematic parame ter and thus it can be used ta 
dercrmine the friction slope. 

For Il" purposes of anal)'ses. write the dynamic equation in the following fo rm 

J = I, _C aH +!!. au +2.l!!. ) _ oU ar g ar g dt g li ( 36 ) 
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Fig. 2. Relationship between the kinemalÎc equation and th~ Reynolds number. 

This equation has beer. used to c1assify gradually varied Dow problems into 
kincm.::ic wave problcms and dynamie wave problems. From Eq. (36), it can be 
soen thai d'>eharge (or velocity) is a function of the d) namic equ.tion. When it is 
e:-"p:',:ssed as a function of depth alonc, it ma)' be deri .... t!d from the contiiluity 
c~uation. TI,e latter approach is called the kinematic wave approach and the 
for,ner, the dynamic wave al'proach. 

The fundc;ment of the kinematie apt'roach has been widely describe.:! by Woa· 
el;ng (1965), Eaglc ;on (1970), Waolhiscr (1975) Miller and Cunge (1.975) etc. The 
gis! of the theor)' is that. the kinem<!tic appruxim~tion applies if Fraude numbcr is 
le" tl'~l , two: Fr < 2, and the dynamic approach if Fr <1; when Fr > 2, the 
kinemati: approximatio:1 breaks down . 

Woo!],is:r and Liggett (1967) have provcd that kinematic approximatio;; is 
"alid for Ku = (Lu 10 1 HoFro) > 10. Follawing thes< aurhors, the condition Fro .;; 
2, 1 < Fr, < 2 and Ko > 10 will be assumed ta ho Id throughout the discussion . 

From Eg. (33), the condition for Reynolds number is 

2~H, 
~ <: Re < CD , (37) 

The lower limit of this double inequality depends on the dcfinition of Lon.12 . 
S:!t;T!g Ko :: 10, Fig. (2) shows the relationship between the kincm3tic equation 
(Eq. 35), the Reynolds number Re, and the valu~ of Lon. '2 describin g the wata­
s:,ed surface. In its general form, the kinematic relatior. (Eq . (35)) is similor to the 
friction faotor obtained for the rough surface Dow (Eq.(24)). 1.0 "1.'2 = 0 describcs 
the smooth surface O"w. In this case, the lower limit of the Reynolds number is 
zero. When Lon.12 = 1,00û the kinemJtic relation is ider.tical to the Fanning 
friction factor. Howe.ver , the lower limit of the Reynolds number is Re = 33. It is 
assumed in the fOllowing, that the Reynolds number induced by the equi"alcnt 
velocity U is larger than this value .. 
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Now if 
L, n 1 

Xl > -2-Re + Ko (38) 

the kinematic approximation is applied, then ] = 1 and 
. 0 

"0 ' U =(.y-IoP')l (39) 

There is a unique relalionship between deplh and discharge and depth will be 
nonnal for unif"rm now at that discharge (Woolhiser 1975) . R = H stands for 
hydraulic radius and is approximated by the depth. ris the friction factor and is 
evaluated by Eq. (22). Since the friction factor is a function of depth , a coefficient 
a (H) can be dcfincd 

Saro ' 
a (Ii) = (ï'iH! ), (40) 

thon the discharge is exprcsscd as a unique rdation of deplh 

l 

Q = aU!) Hï = IHH) ( 4 1 ) 

Eq . (41) is used in kinematic approximation thoory assuming a = c st and instead 
of exponent 3/2 an expvncnt m, which aCCQunts for flow varüHion from lam:nar 
(",=3) ta turbulent (m=5/3) (Eaglcson 1970). Thou~h exponent m accounts for 
the vnriabi!ity of the foughness. the inOuence of the friction factor is underestima­
ted when a is assumcd ta be constant. Eqs. (22), (24) and (25) show that a is 
constant onl)' for smooth surface flow. The Kinematic relationship (Eq. (35) 
accounts for the variation of the flow from laminar ta turbe"ent (Fig. 3)). 

If 

(42) 

the kinematic approximation will not rcmain valid any longer. The character of 
the fla", will be goveened by the Reynolds numbe·r and the parame ter LoT]/2. 

'''''' r;-

o 

Fig. 3. Schematic represent::uion of the Kint:matic relationship Re = est. 

103 



• 

Abel A. AfoL/da 

\Vhen LoT)12 = 0 (Smooth surface flo\\') , J is evaluated by Eq . (36) takino r ~ r 
\'l'hen LoT)/2 > 0 the value of J will depend on the Reynolds numbe; and 'ho 

Fraude number explicitely introduced by coefficient Cl> and J will be evaluJk'~ 
from Eqs. (21) and (22) . 

Thus it can be concluded that the kinemalic Eq . (35) describes entirely 'he 
watershed fla\\'. and along with Eq . (22) determines Ihe transformation process ln 
the watershed . 

Ana!y'tica: Solution or the Wat:arshed Flow 

When Eg . (41) is comhined with Eq . (1), a system of equations which describes 
adequate!y the watershed flow is obtained. This system of equations has becn 
solved for a = esC by the methods of characteristics (Eagleson 1970, Ovcrton a~d 
Meadow 1976) and bl' various numerica! methods using finite ditference schemes 
(WooUüser 1975). An anal,1ical al'proach is considered hereafter for a mure 
general case a = a (H). 

ln applied hydrology, when distributcd parameter models are used to de scribe 
the \o!èrshed behav;ou r . the major problem is the areal information availabilily. 
Information on the arcal variability of hydrologie parameters can be galhered only 
bl' means of dense net\'"o::~ . ~ of measureme;'\t stations. Bec3use of the large cost 
in"to!ved, hydroI0gi ~al information are avai: . te, only in farm of art:2.1 average 
values. Thus the accur?ry of the 'distributed mode! is affected by the lack of data 
s;-ecifying the buund~ry and the initial condiliclO, rainfall input distribution etc. 

To match the modo! with the practice, vanous methods are used 10 transform 
the gradualI)' varied flow equation into a lumped hydrologieal mode!. A detailed 
review of these mcthods is gi\'en by Miller and Cunge (1975). The approximated 
scheme deseribed by Muzi\': (1974) is adopted here after , (Fig . 4). 

Con,ider the distributed param;:- ter q (x.c) and Q (x,c) indicating the rate of 
rainfaH excess and the discharge to be lumpcd into a finite number of input and 
output variables resrecti\'cly. qi and Qi, (where i = 1,2 ... n). For each pair of 
input-output the eontinuity equation is eonsidered in the .. hydrologie form« (Doo­
ge 1973, Tnirriot 1974), by integroting Eq . (1) over a correspondent watershed 
reacb to obtain 

= $, - ~, dt 

dy 
...,d2. = Q - (1jJ - ~ ) at n n n-l 

(43) 
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Fig. 4. Definition sketch of o\'~rl:md flow simulation by interacting reser .. oirs. 

where 

Il . = -, 1 Hi<=,t)dx 

In mat.lx notation Eq. (43) can be "Titten in the form 

d' . 
;rt=ID-'!' (44) 

Eq. (44) is the continuity equation and equivalent to Eq. (1). The dynamic equa­
tion is given by 

'1' = 'l'[r(t);t] (45) 

Noting tha! Eq. (41) expresses the discharge as a unique relation of depth, 'i'i(l" .) 
can be de"c1oped in Taylor;· series in the neighbourhood of Yi (10 ) = 0 

~'.(y.(t);t) = 
< < 

m ;t l a .. (t)y.(t) 
j = 1 1.J i. 

(46) 

Eq. (44) the n transforms into 

dr m 
ïIt = L A.r. + ID 

j = 1 J J 
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wherc 

dy, 

"1 

u j 
~, 

Tt 
" , 

dl' 
at = 1, = CC = 

• 
du 

,/ "r. 
ct J n ~n 

-a . 0 0 0 0 o ) 'J 

1 

G
1j 

-a . 0 0 0 0 2J 
A. 

1 J 
0 0 -a . . 0 0 

1 
ai-li OJ 

0 0 0 0 a 
n-l,," 

a . 1 
n. J. ) 

Reservoir approach is of wices?read use in hydrological modelling (Miller et al 
- 1975). Therefurt! thou.;h this s)'st~m can be sqhed numerically wÎthout 100 much 
diEü.:ulty . it is worthwhile to dcrivc an approximative but anJI)tical solution I,I. hid\ 
gi\'es more insight and pcrmits a thcoretical compariSOIl with various existin~ 
reservoir madd. 

Ir. terms of the system approach thcory Eq. (47) is a non-linear ,"cetor differen­
ti.d equ:,.nic..m which de scribes the state Y (/) of the c('ln~idered \\'at~rsht:d and Eq. 
(~.)) expresses the output as a non-linc!ar fUllction of this st~ltC. Thé system of Eqs . 
(,;:~) and (47) can be soh·ed using the local inverse tlleor)'. (1lolmc and Ora,"a. 
1972). 

Definr the following operator 

dl m 
A(Y) = (y(t,); Tt- L A.Y.] 

j=1 J J 

/\ (y) is a polynomial operator having homogcncous components 

( O ;A.l'.] 
J J 

( 50 ) 

The invertibi!ity of polynomial operator has becn disclIsscd by Balme et al 
(1972) for a large ciass of non-linear cquiltions. lt is easily obscrved that for D, (l') 
the inverse D,·' (}Î exists and \Vith re·gard to the set of pair fornlcd by initial 
condition Y(ro) and input functiùn can be rcprescllted in the form 
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t 

~(t,t, )y(t,) + r $(t,O<t>(~)d~ 
t, 

(51) 

where in the general case <l> (t,to) is the n x n fund amental matrix of the system. 
The fundamental matrix for Eq . (45) and (47) can be evaluated by ZTlea ns of the 
Laplace transfarm. Suppose for si mplicity in the reasaning that A, = est anà 
denate the Lapbce val iable by »s« , then taking the Laplace transfarm of (49) 
yielùs after sorne calculatian, the fallawing farm for the fundamental matrix 

o 

(s-+a
11

)(s+a
21 

) 

1 
s+a 

II . . ~ . 
n-2 
n c. 

i - 1 1. 1 

n- '" 
n(s+a . ) 

i=1 

M- 1 
rr c. 

i=1 1. 1 

n 

" 

n (s+a .) 
i =1 1.1 

n-2 
n a. 

i-~ t. 1 

n-1 
il (s+a.) 

i=2 1.1 

M- 1 
rr a. 

i=2 1.1 

M 

n (s +a .) 

" 

o 

o 

o 

o 

1 
s+a 

MI 

It can be praved (Athans and Falb 1966; Sevel)' c t al 1973), that the fundamen­
tal matrix verifies the foliowing properties 

a) 

bl 

cl 

dl 

el 

f) 

gl 

$(t"t,)~I 

1t~(t,t,) = A,(t)$(t,t,) 

d 
A,(t) = Tt~ (t , t,)lt = t - , 

- 1 
$(-:,to ) = fun/(t) y (t o ) whe!"e f unf is a matrix which 

columns are solutio~ of the unforced system. 

9(t 1 , t 1 ) = 9 (t
1

, t,)$(t 2 ,t
1

)· 

-1 
[$(t,t,)1 = $(t, ,tl 

f
t 

èet($(t,t,» = exp [ trace A, (OdO 
t, 

whe!"e trace Al (t) 
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When A, = est 

Ho,t,) : ~(t-t,) = exp[A, (t-t,)] 

By definition of the system Y (to) = 0, and in general il is possible ta define a 
system su ch that Y (to ) = 0 or to introduce a new variahle r = y (t) - y (to) 

suct. that r (tu) = 0; then, Y L (t) can be wrillen in the following form for time 

invariant system 

YL(t) = r $(t-i;)\jl(!;l dE; 
t, 

when. YL (tl is a column matrix element of which has the form 

r ft K (t,!;l~ (!;ldl; 
v:j v,, v , 

and 
k k-1 

li( (t,~) == v, , L TI ail exp [-ai' (;-i;)] 
i=v i==v 

(52 ) 

( 5 3 ) 

Now Dj" (Y) is obtained from the knowkdge of Eq. (52) which expresse; the 
linear component; the vector column Y j are forrncd, and the V'h element is obtai· 

ned in the following form 

v 

L 
i ==1 

1 
i ~=1 ( 

J 

( Ki 
, 1 

~il(E;i,)9. (i;.) ... $. U;. )di; .•.• di;. 
1.

2 
1.

2 
t.j t.j 'LI t.j 

\Vhc;n this expression is used ta calculate q.r the resulting equation is a calumn 
matrix , elemonts of whien can be rearranged in the form of integral series 

k 
L 

i ==1 , iL ( ... ( 
J 

~. (E;. ) ... 0;. (E;. )di; .... di;.) 
'L) 'LI 1.j t.j 'L 1 'Lj 

. (t. i; . ,. , 
J 1 

i;. ) 

'" " 
(55) 

Eq. (55) is a generalizcd systen, approach solution for o\"crland.rain fall·runoff 
transformation process. The ad qlntage of Volterra series repce,cntation has been 
discussed elsewherc (Afouda 1978). A theoretical comparison with sorne reservoir 

al'proaches is only made here after. 
When n = 1, m = 1, the single linear reservoir approaeh is obtained whieh is 

widespread use in hydrology. K (t) reduees ta 
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t 

«:) : a(t) exp (-J a(OdO 
o 

for time varying model , and to a simple exponential expression whcn a = esl. 
Coefficient a is often taken as an empirical coefficient. The general approach 
presented here allows for the calculation of a from Eq. (41) and Eq. (22) . When 
the friction factor is prescnted in a simplified forrn_ Eq. (24), the following forrn is 
obtained -

. 2 
3 1 + 3' a tJs 

a=ïU(,+a 
!J6 

If n '" 2, m = 1, a cascading linear reser\'oir approach is obtained. This case has 
been investigated in laboratory by Muzik (1974). When Eq. (24) is used for the 
friction factor Al = est, and if '+ .. ,. 0, <p, = 0, (i = 2, 3 . .. n), the Dooge approach 
(1959) is obtained. When the Dooge boundory conditions are used, K (1) will 
have the following fonn 

n n-2 n 
d,) = L (-'-) [n 

i=1 Qi 1 \1=1 

1 - 1 -a. t 
( -'- - -- ) Je" 

ail a V,l 
( 56 ) 

In the particlllar case of the Nash conditions au = a" = ... a 

( +) - , 
K ... - (r.-1)~ 

n- 1 -a .... 
(at) e' (57) 

If n = 1, m> 2, a single non Iinear rcser.oir.approach is obtained . The solution 
for this approach has becn proved 10 have the forrn of Volterra series. (Afouda 
1976, 1978), and K (1) are appropriate combina!ion of exponential. 

The case when n ..... ~ , m < ~ is of interest. Considering the linear componen! 

k t 

Y L< (t) = L J K _ (t, 0 ~ U;) dl; 
. \1=1 V,l \1 

o 

It can be casil)' secn from the definition of lhe system that if n ..... =' , this linear 
compon~nt will teods towards 

t 

!I<:::,t) = f K~(.r,t,i;)q(;",Od;; 
o 

(58) 

The task now is to evaluate K~(.r,t,O From the definition of the linear 
compone.nt, 

k 
= lirn L 

k-+<= ':=1 

k k-' 
L li a. exp[-a •. I(t,OJ 

i=1 i=1 1.
1 

.. 

( 59) 

Sincc k -+ a;I ,ail tends to a fixed value al and Nash condition is obtain:!d. Thus 
the internaI summation is equal to 
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1 (at)k- 1 e-a,t 
(k-1)! 

Taking naw 

~ 

J 
1 ( t )k-r -a1t d , . ) 

= (k - 1)! al~ e \. a l ~ 
o 

(60) 

~~ Cz:, t, <> is found ta be constant everywherc and equal to Hcaviside 

function 

~~(z)t,;) ~ u(=)t,~) 

Hence the linear component is 
,t 

H(=,t) = J u(;:;,t-i;lq(;r,i;ldf; 

o 

The resulting d;schaq;e has the follawing forrn 

t 

Q(=,t) = l f 
j=1 o 

Where 

f
t - j 

~ .(=,t,i;) fi q(;r,i;ld" •• . d;;J' 
J 1=1 

Now derive the. solution !rom the distributcd equation 

m . 
Q= L a.aJ 

j=1 J 

The tatal differcntial of H(x, c) is 

By comparing with the continuity Eq. (64) yields 

dH dt = qCz:,t) 

m . 
U = L j a .. i!r' 

j=1 J 
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Solving Eq. (67) for H, yields Eq. (62), and the resulting discharge càn be easil)" 
deduced in the form of Eq. (63). 

Thus it is proved that when n ---+ ~ , the generalised lumped solution tends 
IOward the distributed solution of the kinematic wave theory. 

Conclusion 

Considerable effort has been expended on the theoretical aspects of applicability 
of spatially varied unsteady flow equation to overland flow. ln this paper, a 
generalized friction factor has been introduced ta describe resistance ta storm 
water flow over a natural watershed. This theoretical relationship has been proved 
ta be valid for smooth surface flow, rough surface fla", and flow through porous 
medium. A kinematic relation which accoums for the roughness of the watershed 
surface has been proposed. The similarit)' between this kinemotic relation and the 
friction factor has been undeclined. This kinematic relationship de termines the 
applicability of the kinemalic flo\\" theory and the approximalion of the friction 
slope. \Vhen kinematic approximation applies, an analytical solution can be obtai­
ned in the form of inlcgral series. The lumped kinematic sollltion has been proved 
to tend 10w<!Ids the solution of the dislribuled appruximation when' the dimension · 
Il of the fundanental matrix tends la infinity. 
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of Hydrolof;Y of the Padüa Hydradic Institute in Juil' 1978. The author gratefu!!y 
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tion of the manuscript. The author acknowledges also the valuable comment~ of 
Prof. C. Thirriot of the "Institut de Môcanique de Fluides de Toulouse (France). 
Special tanks are extend,d to J. Hassing of Cowiconsult - Consulting Engineers 
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Étude théorique de modèles 
de transformation pluie-débit 
en milieu semi-urbain (1 ) 

.-\. Abel AFOUDA. 
Section de mathématique. 
P'nivenité national., du Benin. Cotouom 

Le prooü".e a.la transformation a.la. pluie 811 débit d'écoulsment e$t run du.pToblème3 majeurs qui se posent aUo"; 

hydrologue.! et alU: t«hnicieru d. Pcusaini.s.sement des cen.tTe.s urbains. L'e:aension rapicù de la vill. et J9absence d'un 
ri",ou d' (u$oinis"ement ad~quat renderU fTè.s délitai 1. probZAms d. l'évacuation des eau.: d. pluies à Cotonou. La prêunce 
pDr endroÏl3 d'une vigétation .semi·urbaine, l'ab.sen-ce d'une déclivité motnCe (la viU. 8$: pla:.) et la. présence d'une nappe 
p'hréatique d faible profondeur y sont favorables à la stagnation des eau.:: d. pluie& et à l'inondation, et rendent très 
difficile r adaptation des modèles conc'ptueu cla3.sique.s qui $1I""mt au calcul du réseaw: ~ a.s.saini.uement. 

La but tÙ cene étutÙ ~st d. corulTUirr. Il parnr du équatioru classique.! d. Navier·Stoke3, un ml)dèÙJ :l1athématiqu. 
dl tra11$format'Ù)n de la pluie en débit qui puis.s. seM1ir dan.s le calcul de.s réseau: d" as.saini.ssemen' à Cotonou et aiUeun. 

Après avoir fait une analyse ~ue du rTUJcûl. a. G...LQUOT qui a l8rvi au calcul du réseau d'a.ssaini.ssement e:nstant 
actuellement à Cotonou, on propose sur la bll38 du observarion.s en cours ,Sur 1. nUsselùmen' en milieu urbain un .:JeMme 
de rransformation en tTois itopes de la pluie en. débit,' r~tape de p roduction. l'~tape d8 traruformotion I!t rJtape de 
propagation. 

Bien qU8 les résuÛau obtenu.s soient à un stad. encore thAorique, rnalfUln des di.ffirentu possibilités d'application 
montre que le modèle proposé est une gén4ralisation des différenU modèlu à réservoirs utilisés çà e' là daru la pratiqu. 
hydrologiqru. En outre. lu résultat.s obtenus itabli.ssent a. rnaniè,., 8%plicite la relation qui enste entre les modèle.s 
conceptu,l" à réservoirs et les équation.s de Navier .. Stoke.5, bcuée.s .sur de.s con..sidération.! physique.s. 

..I...B5TllAC'l' 

The transformation of rain into floU) diseharge i.s one of th. main problem faang ,he hydrologi.sts and technicians 
in charge of the improvement of the .sanitation of urban centers. Th. fast exparuioll of Cotonou and rhe laeJe of an appro .. 
p.riate urban sewerage nelU10rlc male. the di.spo.sal of rainwater diifieult. The presence here and there of a jemi·urban 
vegetation, th.lacJc of jlow gtmll!rating siope ( Cotorwu i.s fiat) and the emtence of a ûlall01l1 phTIJatic water an propitiou.s 
to rtUnwater stagnancy and jlood3. 5lUh condition.! t!%plain th. difficull adaptation of conceptual modeLt that an u.sed 
f f!r. th. caLcuiation of u.rban drainas. networks. 

Th. goal of tlai.s ltudy i.s to elaborlJte with tlae cla..s.sieal IVavier .. Stoku equarion..s a math8matical model of rain .. 
düclaarge traruformarion that could be und for tla, calculatWn of Cotonou urban drainage nettoork and other places. 

After (J critical analysi.s of the CA.QUOT model primary cho.sen for calculating lM ~ting nehoork of the talOn, Il 
scneme of rain.di.scharge rran..sformati4n i.s proposed on th. bcuis of ob.se",a.tion.s in progre$s on the urban runojf. This 
jch.me 13 con.si.sting of lhne sups: produaion~ tTan.sformation and.flood rowing • 

.d.ùhougn the resulu obtained by thi.s way an still tnflorene. it appean f.ty naminating tne different po'ssibilitie~ of 
application tluJt rhe proposed mt}del is a generali:ation of the t'Grious tank.'ype models wed for hydrologieal purposes • 
• Vlor~er rhese re3UÜ~ demonstTattt th. relarionship e:risring benueen th. conceptual tanJc.type rnodels and :h. N a1lÏar· 
Stoke.s equotiolU" based on physical considerations. 

(1) Cet article est une version êtendue de la communication nO ..\·5 ?rêsentêe sux pre:::liè~s joun:êcs ,cientüiques de j' U:-œ tenues 
:l C OtODOIl les 20. :1. 2~ dêcembre 1919 pu l'auteur. 
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2. 

2.1 

Depuis l'achèvemeun' des travaux du port ~n eaux profoD.d~. f'lmporunc1t économique de la ville do Cotonou 'Où. 
pour 10 pays d'abord et pour la ,oua-régioll ensuite. 3'~t accrue cOQ!idé.rablemollt... Appdée à. servir de point de 
tnDait pour le tralic en"'" le Gha.ua.le Tog.> et le Nigeria. Ja ville ,ett également de principal accOs à l'océan Ad ... 
tique pour NIamey, la c:lpit.ale du N"lSer. C4tonou est devenue donc un nœud de tt:uw;t international et en COa,M. 

queuee s. population a régulièremem augmenté. · C"pendant: le niveau d'urbanisation et l'infr:1sttu~ a:.baine 
~tent tragiquement ÎmlutfUanu. 

U D problème c3pital poeé par 1 .. variations du cycle hydrologique et lié à nnsuJiisance des inin.stnlcmm 
urbaines est celui des inondations. ~ Cotonou.. !'tntensÎté des précipitations atmosphériques est telle que !'a..bsuce 
d"un réseau d'aasai.c.i.ssemeut pluvial adéquat se traduit aoa !euleme!1t par des inoadations provisoires. mais igaito 
ment par des des"ttUctio.as déiini.t:ives des. chaussées ~t des c.u~. L'étude du ruiuellement daJl.5 ce mili~u .i emi·urbai4 
devient ainsi une des toutes premières Jlécesaités. 

Par" aille"... J'implantation du port de Cotonou en modiiiant Je régime hydraulique du débollché I~ 
a !11!cité la C011StruC't:ÏOQ d'un ba.rra.ge. Cet ouvnse pourrait ;J.VOIr entre autres coméquences .. d'accroitre les risques 
d'mondanom de la ville de Cotonou.. n est donc argent de proposer des mesures propres à préve.:1ir de telles cousé­
quences et cl' éuhlizo un plan cohérent de lutte contre les inondauoIU à Cotonou., d' ~t.a.blirun proçamme d'a!sainisseo 
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ment qui permette de réaliser en..6..n une harmonie entre rhomme et le système complexe qui compose son environne .. 
ment naturel. Toutefois, le succès de toute action dans le domaine dépend de la wpocihilitê d'informations compré­
hensibles et de données nouvelles sufiisamment abondantes, qui permettent l'application conséquente des méthodes 
probahillites. il faut du temps pour obtenir ces informations alors que les nuisances que créent les inondations et 
la précarité des conditions de vie des populations commandent de prendre des décisions pratiques et immédiates. 

Le but de l'é rude théorique qui va suivre est de construire à partir des équations de Navier-Stokes et en 
s!appoyant sur les caractémtiqu~ physiographiques et géologiques de la ville de Cotonou~ un modèle mOlthématique 
de tramformatÎoQ de la pluie en débit. La présence dans la ville de Cotonou d'une végétation semi-urbaine, relati .. 
vement dense par endroits, et l'abeence ae déclivité motrice y sont favorables à la stagnation et à l'in.6.ltration de 
l'eau de pluie. L'inteIlSité des précipitations, la présence d'une nappe phréatique à faihle profondeur et d'un système 
laguna.ÎJ'e qui l'alimente concouramment avec l'eau d'infiltration rendent difficile l'adaptation de modèles concep" 
mels claesiques de ruissellement. 

Apr~ une analyse critique du " modèle de Caquot qui a servi au calcul du réseau d'assaitÜ!sement 
existant actuellement à Cotonotl~ on propôee un 3chéma de transformation en trois étapes, de la pluie en débit. On 
p~cède ensuite à une analyse critique du modèle proposé. 

z. FORMULATION CONCEPTUELLE DU ~10DtLE DE TRAJ.'!SFORMATION PLUIE • D~BIT 

2.1. tE >I0DÈLl!: DE c...QUOT 

La nécessité de trouver une formulation analytique pour déerire les relations pluies-déhi"ts a conduit les hydro .. 
logues à développer très tôt une multitude de modèles bien souvent empiriques pour ,imuler ce phénomène pb.ysique. 
L'un des modèles les plus employés est le modèle de Caquot qui permet théoriquement de connaître le débit de 
pointe Q (Tr) de période de retour Tr, à partir de la connaissance des caractéristiques physiques du bassin versant. 

Soit en effet un bassin venant urbain caractérisé par 5a surface 5~ 3a pente moyenne L,. SOIl coefficient de ruis ... 
seHement Cr, et qui reçoit entre les instants to et t une b.auteur de pluie H exprimée en mm. Le volume d'eau qui 
participe à l~ écoulement sur ce bassiD. peut être évalué par la relation 

Y=CrHS~o (1 ) 

danJ laquelle le coefficient ~o traduit l'effet de 19abattement en fonction des dimeD3ioD.5 du bassin versant et de la 
distribution spatiale de la pluie. Ce coefficient est relié à la surface du bauin vet'!ant par une relation de la forme 

~o = 5---'" 

~l étant ttn coefficient numérique empirique. En considérant (1) et (2) on obtient 

y = 104 Cr HS'-3, 

(2) 

(3) 

où Y est en lit::res, H en mm., S en hectares et le coefficient numérique 1 O~ tient compte des unités ut:i.li.!ées. Le prin .. 
cipe de conservation permet de décomposer ce volume et d'écrire 

y = Y"l + Y,,, (4) 

où Yrsl est le volume d"teau écoulé à l'e:xutoire entte les instanu to et t et Ysco 6t le volume d'eau :Stocké sur le :501 
et dans le réseau pendant le même temps. Si maintenant Q (t) est le débit d~écoulement à l'exutoire, on montte 
(REMEl'flE1U.S, 1970. p. 408) que ce débit est maximum pour une avene de durée égale au temps de concentration 
du bassin versant te (c!est à dire le temps de parcours de l'eau entre l'exutoire du bassin et le point qui en estle plus 
hydrauliquement éloigné). Le débit moyen correspondant au volume ruisselé Y nI pendant ce même temps peut être 
exprimé en fouction du débit maximum Qnl = ~ Qmazo D'un autre coté, on peut faire correspondre à Yuo un débit 
fictif ~e l'on représente aussi formellement en fonction du débit ma .. timum Quo = j33 Qmax. On "a alors: 

d'où l'on tire 

10' 1 H 1 Qmax = - . -- . - . Cr 5 -3, 
60 ~,+ Il, te 
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H/t., représente l'iD.tell5ité moyenne r (t ) de la pluie-sur la durée t~ Mais pour une période de retour dOQIlée TI"t 
l"'llltenaité maximale ,ur toute duré-e t peut ré~oDalement ètl'e représentée de façon approximative par la relation 
du type de cel! .. de Gmollet ou de Moutana (RDa."TIZlUS, 1970, p.406). 

r (t.; T,) "" ~. (T,) &.(1'.) 

L'équatiou (5) peut s'écrire doue 

10' 
Q .. .,. "" 6 (i3, + i3,) . ~, l'r,) . t;'(1'.) . Cr • 5' -3, (6) 

La études- théoriques de c....QC'OT conduisent par ailleur.s à tUle expreSsion du temps de eoDcent:ratiou 

t. _ ~ •. r.. -3, ' . 5:l. • Q;;t: (7) 

w combinaisou d .. équation> (6) ot (7) donne : , 
r=u. 

X C,.. x5 (8) 

.:Ünai 10 modèle de C.quot utilise doue par:amètns pour c:uactéruor le bassin ve~ant. ~Ia.is ,i les valeun numé­
riques des nouf paramètres j3t •• ~,.sont counu~, le modèle 50 nmèno à la forme tllOD.ome simple. 

(9) 

Da.a.s l'étude de l' 3Iuin j-aemeu:t de la ville de Cotonou cette formule a été utilisée 'O1l5 la forme 

Q .. ..,. (T,) _ 1 340 X CrU1· X r.. .... X 5 .. 13 (10) 

caleulée pour la région pamienno à partir des valeun 3uÎvantes dOl1llées au..'"'C divan paramètres 

~ ~ ~ =-- 0,75 ; 

:l. - 0,363 ; 

:;,. _ 0,10 ; 

~. - 0,.366 ; ~ = 0'::0 

~, et ~ étaut t:ir<is de la formule de Gruollet pour l'ove .. e déconnale donnent 

~. _ 11 ; 

.Jfais. pacu CDeonoa.. le débit théorique ai.mi obtena. est eorriSé par 1lll coefficient tenant compte de la forme du 
bauia venant et par an coefficien:t de rapport d'1.ntensité de pluie' décennale p8.l'Ùlienne sur pluie quinquennale à 
Cotonou. 

La principal av.antage de la formule de Caquot e5t qu'elle peut être aisément mise JOua forme d'1baque d'WI 
gnnd intérêt pOUl' le tedll1icien de e aaaaiJ::Ussement urbain s,'U peut connaître "aQ.1 a.m.bigulté les paramètres 4, Cn S 
des buaina eu' étude~ .àinsi. lonque les valelU'3 numériques des paramètres :319 •• ., ~t !Ont connues .. le modèle de 
ûquot donne le débit maximum comme une fonctioa. 

Q .. o.x ~ Fo (r..; C. ; S) (11) 

C"pendant.. la forme mOD.ame finale donnée à. la relation équivaut à admettre arbittairemen:c que les trou par:unèms 
interviennent daI13 19éeoulemeut de façon i..c.dépendante. il J~m.hle bien que dans la réalité, l~ indueuces des diHé­
:eau facteun Joiellt imbriquêes les unes da.n.s les autres .. 

Ltétude générale de la validité du modèle de Caquot; entreprise par les diiférent3 t:r:1vaux (RDŒ1'1TI':lLLi. 197Gi 
I..;:;UOtm< et C,,=-rn:. 1974; Cll=, 1975 ; DElIOBDES, 1975; Ixotrnc .. 1976) moutt"e que cott. fonnulatioQ" 
permet qud la conn.aissance du débit ML'"rimal de fréquence doa.née à l'exutoire du b&!!sin venant cad la connais­
sance d'un seul point de l~ydroÇ'3.mme de crue~ L'érude du proceslus de t:raIl5formatioa pluie-débit et de l'inoa· 
d:1tion périodique de la ville de Cotonou nécessite Illle meilleure COI1I1WlanCe de l'hydroçamme de l~ b:owemellt. 

Le domaine d'application. de ce modèle !5t limité aux bassins homogènes de petite 3upenicie~ ~t les mu 
d'adaptation au."I: ré:gimes tl'opicaux (u:zrOU'fl': et CllUXT'TX ... 197-+) montrent que les coedicienu numériques inter· 
venant dans la formule (10) varient d'tl.Q bauU::r. à un au~ •. ~ ces i..nsurlisance5~ Ü faut .1jouter que da.c.s le cas d'llD 
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Bite représente l'intel15ité moyenne r (t) de la pluie· sur la durée t~ Mais pour une période de retour donnée Tf1 
l"'mtolllité maximale !lU" toute duré-e t peut ré~oDaleme1lt ètre repmentée de façon approximative par la relauoD 
du type d. cell .. d. Gmollot ou d. Montana (Rzott'\·'U!lU.:l, 1970, p. 406). 

r (t,;. Tt) ~ ~. (Tt) t!'.(l'.) 

L'équation (S) pout ,'écrin donc 

10' Q .. .,. = 6 «(l, + Il.) . ~t (Tt) . t;'(1'·) . C. . S' -~ (6) 

La études- théoriques de Ûr.QaOT conduiseut par ailleUD à Ulle expmaioll du temps de e'OncentratÏon 

t. _ ~ •. r. - '. Solo • Qmh: (1) 

r.. combinaison des équations (6) et (7) dOlllle : 

1 

. [10
0

• ~ • • (~""'J~ 
Q- = 6 «(l, : Il.) 

1 

r=â:1:. 
x c.. xS (8) 

A.inai le modèle de C.aquot utilise douze paramèt:res pour caractériser le bassin ve~ant .. ~Iais .si les valeu.n numé­
riques d~ neuf paramètres)3" o. ~,lont COtmU~, le modèle 50 nmène à la forme moaome .simple. 

Dana l'étude de r' asuinj .. eme.a:t de la ville de Cotonou cette formule a été utilisée 'ous la forme 

Q .. ax (Tt) - 1 340 X c.u , · X r. .... X S .. " 

calculée pour la région pamienne à partir des valeun .suivantes doanées au.."C. divers paramètres 

~ ~ ~~O;r5; 

:l., - 0,363 ; 

:>" _ 0,10 ; 

~. - 0.366; 

~. et ;l., étaut tirés de la formule de GmoUet pour l'aven. décellll1Ù. dOllllent 

~._11; ;l.,-IT,' 

;l., = 0,:0 

(9) 

(10) 

~. pOa.r ÛCOD.ou.., le débit théorique ainsi obteutl ~c cOI1'Î§'é par un coefficient tenant compte de la forme du 
ba&Ân venant et par an coemcient de rapport d"'l.D.tensieâ de pluie· décennale parisiea.ne- 5ur pluie quinqueuale i 
CotoUOll. 

Lo principal av.anta.§'e de la formule de Caquot ~t qu'dle peut ~tre aisément mise sou.s forme d'J.baque d'~ 
grand intérêt pour le te1:h..uicien de l'aa.ainissemene urhain .s.'U peut coa..a.a..itre .5a.a.s ambigulté l~ paramètres Io. Ct') 5 
des bassin. en: étude4 ..li.nsi. lonque les valeurs llumériques des paramètres i31, ", ~t !Ont connues .. le modèle de 
Caquo"C doa.ne le débit maximum comme une fouction. 

Q .. &X - F. (r.; c. ; S) (11) 

C"pendant., la forme monome finale donnée i la relation éq1:ù.vaut i admettre arbittairement que les troLs par:unètm 
intemennt!nt daI13 l'écoulement de façon. i..c.dépencia.a.te. n .5èmble bien que da..ns la réalité .. l~ induences des diHt­
rents facteun soient imbrique.es les unes da.n.s les autres. 

L'étud. général. d. la validité du modèle de Caquot; ontrepme par 10. diifé""nos tnvaux (RE>n:=lLLi. 19i0; 
L..;:~OIrn;: et C.au:&Tn: .. 19'74: C.a1l"%'X"l'X .. 19"75 ; DEl!OB..DE.S .. 1975; Ixotl'""n"c.L. 19"76) montre que cette formulatioa ce 
permee què la coa.n.aissance du débit mL""Cimal de fréquence donnée à l'exutoire du bassin venant cad la coan.a.is­
.sance d'un seul point de l'b.ydrogramme de crue~ L'étude du processus de t:'rall5formatioa pluie-dêbit et de l'inoD~ 
d.:1tioa. pêriodique de la ville de Cotonou nêeessite a..ne meilleure connaissance de l'hydroçam.me de l~b:oulemeaL 

La domaine d'applica.tion de ce modèle !st limité aU:'t. hassiD.-' homogènes de petite 5upemcie4 et les es.siis 
d'adaptation au."'t régimes Q'OpiC3wt (u:zrOtrfl: et C.aUl:'l"'l'X .. 197-t) monttent que les coedicient5 a.umëriqu~ inter­
venant daa.s la formule (10) varient d'1ll1 bauln à un au-c::e~ .~ ces i.nsurlisance'S~ il faut l.jouter que dam le cas d'~ 
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bauin semi·urbain où l'occupation des sols ne s' accompagne pas d'une imperméabilisation des .surfaces concernées, 
le coeBicient de ruissellement et la pente varieront d'une année à une autre et au cours d'une même année. 

En1in la formule de Caquot., dite superficielle ne permet de tenir compte que de l'écoulement de surface et exclut 
toute contribution d'une nappe urbaine. Le relief~ la géologie et l'hydro~éologie de la ville de Cotonou et de sa région 
excluent toute idée d'un 3ssaini.eaement de type classique qui vise à 1 évacuation des débit! de surface d'une fré-­
quence donnée. L'importance des i.n6.ltrations et la faiblesse du ruissellement de 5uriace, la faible profondeur de 
la nappe phréatique et 53 contribution à l'écoulement, et enAn le rôle du lac Nokoué et de la lagune de Cotonou doivent 
être pris en considération lors de l'élaboration d'un modèle de ruissellement en milieu urbain à Cotonou. 

Compte tenu de tout ce qui précède, il semble logique d'abandonner le modèlë de Caquot et de s'orienter vers 
un modèle qui puisae tenir compte de la complexité relative du pr~essus physique qui traduit les relations pluie. 
débit. Un tel modèle devra le moins possible avoir recoUl'3 à l'empirisme et devra s'appuyer sur des considératio:ns 
physiques et mathématiques universellement admises. 

30 fORMULATION MATH~MATIQUE DE LA RELATION PLUIEoDt:BIT 

301. POSITION DU PROBllllE 

On considère un domaine spatial n et deux entiers positifs m et Il. AppeloQs r (~ :t)~ l'intensité de la pluie au 
temp' t et au point:t = (::tl~ .. , :tn) En, Q (t. x) le débit d'écoulement consécutif. me5uré dam un exutoire dubassia. 
convenablement choisi; ~1 .•• ;lJ les paramètres qui caractérisent le relief .. les effets de l'urbanisation, l'innuence du 
milieu ambiant. On 3uppose les fonctions r (t.,:t) et Q (t .. :c) .suffisamment régulières et on note pour tout i = 1, 2 .•• n 
Dt l'opérateur a/ô'Xl par rapport à la ieme variable indépendante. Si % est un système de n entieI'3 positifs • 
• ~ (" .00 'u) tels que l '" 1 = ~ l 'I l ,. m. 011 po •• 

l 

On peut alors espérer décrire le comportement des bassins versant! choisi.. par un système de j équations wfféren· 
tielles d'ordre m à n + 1 variables indépendant~ 

(12) 

Les (;.J (.) sont des foactioIlS qui peuvent être données SOU! forme explicite et les paramètres physiques ~1 peuvent 
être, soit mesurés directement .sur le milieu physique, soit estimés à partir de la connaissance de ce milieu. Notre 
objectif dans ce travail est de rechercher une forme pOUl' les foncnoM Gj (.) de façon à décrire au mieux le phéno .. 
mène- de transformation hydro"'pluviométrique. en réponse du milieu physique qui nous intéresse. 

Mais il est bien connu que cette réponse du milieu met en jeu.., quatre grandeurs physiques qui sont : 
une grandeur cinématique: la vitesse 131 = U (~ x), 

- deu."t. grandeuI'3 dynamiques: 
• la pre!sion l3'! = P (t, :c), 

•• la densité massique :3, = Il (t, :c) ; 

- et une grandeur thermodynamique : la température ~.\ = T p (t, x) . 

. Le problème revient donc à trouver un sY!ltème·de quatre fonctions G, (.) avec j = (1"-+), qui décrivent l'évo ... 
lunon de c~ grandeurs. Les principes les plus appropriés pour résoudre ce problème sont les trois prinCIpe! de 
conservation: 

1) Con.eervation de la quantité de mouvement (2" loi de Newton) ; 
2) Conservation de masse (équation de continuité) ; 
3) COllServation de l'énergie (1 re loi de la thermodvuamique); 

auxquels on ajoute: . 

4) L'équation caractéristique du fluide (équatiou d'état). 
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Lorsque- les condirions initiales et aux frontières .sont convenablement ch.oisies, le prohlème considéré ~"t un 
probl~me hydrodynamique bien posé. . d 

Co~déroD5 don. que le domaine a .. t oocupé par le Iluide. Ce domàine a peut contenir d .. obstacl .. mobiles 
ou nxM, mais la froQtière r de n doit toujours être formée de particules Buides et couatituel' une sur1ace fluide.. Ou a : 
U (M). le champ des ,;tesaes." (1" •• ) le champ des coatninteo en tout point Ne r, (:;"éunt la normale à r dirigé. 
vera l·o:'Ctérieur).1 (M) la densité volumique d .. effort5 extérieun. 

Le théorème de la quantité de mouvement exprime que le toneur de la somme des forces e.:nérieures volumiques 
et de surface: d"C é§al à la dérivée partic:ulaire du toneur do la quantité sie mouvement du .système considéré : 

Cottr relation étant vérifi~ pour tout le domaine a OD. peut: en déduire 1" équation locale do la dynamique. -au --- - - - --? 1t -+- .. U gnd U - .. F - gnd P -+- ~.Jo U -+-(~ + ,.') gnd (div (U)) 

Dans cette relation 

.. F exprime les foroes de gnvité (forces volumiques). 

- gnd P, 1 .. forces de p,esaion (forees.de .unace) •. 

~.l. Û. les foroes de viocooité de même que (" -+- 10") g;;;i (div. (Û)) 

(13) 

(14) 

~ et j4' .sont des coeâic:ieno qui dépendent de la tempén.ture ~ som appeLés coediciequ de viscolité (oa coemcients 
de Luné). . . ' . 

IA principe de cOMervatlOQ de muee appliqué au domaine de contrOle a conduit à. 19 équation 
• k 

OP . di ( 0)- " ô't"'" v P =- ""'-l ~ 'l' .... (15) 

où !JI traduit le débit volumique foumi pendant un tempe dt. par l1l1e source quelconque situ';" il l'intérieur du 
volume de contrOle. 

Les principes de la thermodynamique appüqués " llll .y.tème fluide el1 mouvement permonel1t de défmir 
l'énergie interne et 1" entropie du 3ystème. 

Pour le do main" 0.. on traduira ce principe d., cOI15ervaùoll en e..."'Cprima:c:c que la dérivé-e totale par rapport 
au tempe" de la somme de l' ~nergle interne et de r ~nergie cinétique d"un volume élémentaire duide est égale à la 
somme des énergies échangées par le tlu."'C de chaleur et des travaux du champ de forces. de pression du duide r!t 
de tensioaa de frottemeD't.. 
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Dans cette relation ~ St désigne les composantes de den.sité de dux de chaleur ; E représente r énergie interne 
du Jluide par unité de masse, --:ij représente les composantes de tension visqueuse tangentielles et normales. 

3;2.4. EquatÎ<>n cGracténstiqu. du fluid. 

Pour décrire les propriétés fondamentales du fluide considéré, on établit une relation qlll permet de relier à 
partir des actions à l'échelle moléculaire, les caractéristiques du Buide : Pt ~, Tp, on a alors : 

(;0 (P ; p ; T p) = 0 (17) 

Cette relation ne dépend que du duide envisagé. 

3.2.5. CaTact're~ générau.: d. ces ëquation.s 

On obtient aiIl!i un système de " équationa à 4 inCOllD.ues, qui avec les conditioIlS initiales et aux limites 
devraient permettre de résoudre le problème de la mécanique du fluide cOlUidéré. Mais malheureusement ces équa. 
tions sont non .. Unéaires, et daus la pratique, leur résolution présente d'énormes difficultés mathématiques. Aussi 
essaie-t-oa. de simplifier le problème soit en envisageant des géométries U8~ simples (écoulement unidimensionnel 
ou bidimensioDllel) soit en négligeant l'i..n.Buence de certains facteurs qui peuvent paraitte secondaires par rapport 
à d'autres. La suite de ce travail sera consacrée à la recherche d'une forme approchée acceptable pour l'étude de 
transformation plui~débit. 

3.3. }looÈu: HYDaOOYN~QUE DE T~"fSJ'OR.X.LnON PLUlz .. oÉBrr 

1.3.1. Equation de l'écoulement (iVavier"SIOke3) 
, 

Dans le problème hydrologique. OD cherche à mieu."'C comprendre le mécanisme du mouvement de l'eau~ sous les 
effets des paramètres fondamentau.."{. qui contrôlent la transformation.. du type entrée-sortie, de la pluie en débit. 
Alan }' équation caractéristique pour l'eau prenm la forme : 

? = G. (T.) (18) 

On admettra comme hypothèse fondamentale que la :somme de la variation d'énergie interne du :système 
et de la variation d'énergie cinétique par rapport au temps est nulle; de même la densité de fiu."'C de chaleur est 
supposée uulle da.ns toutes les directions. Cela re'Vient à négliger la convection thermique et la convection turbu­
lente, responsables. au niveau de la surface libre. de l'évaporation et à ne considérer l'eau que dans sa phase liquide. 
Alan de l'équation qui traduit la conservation de l'énergie, on tire 

ôT. or" = 1: -,- = 0 
O" 

(19) 

La transformation subie par le fluide en mouvement est isotherme. L'équation caractérutique du Buide se réduit à 
p = cst. D'autre part on admet que le fluide est cODservatif alors ~ql = O • .Ain.si pour étudier le mouvement de 
l'eau dans le domaine n. on est ame~é à chercher un vecteur Û défini dans n X ] 0, t ( et une fonction scalaire p. 
vérifiant 

div Ü = 0 dansnx]o,t( 

dall5n x] 0, t( 

avec des conditions initiales et aux limites approprié~, par exemple: 

ü ~ 0 

u (x. 0) = Uo (x) 
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(Continuité) (20) 

(Dynamique) (21 ) 

(22) 

(23) 
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On suppose en outte que F es't donné. Les équations 20 .. 23 constituent les équations fondamentales de l'étou· 
loment et .sont connues sous le Qom d'équations de N a'VÏer .. Sto1tes. Ces équarioll5 forment encore tlll syetème nOD 
linéaire. Elles peuvent néanmoÎ.c.s être rê!olaes à l'aide des diJIérenu algorithmes mat.hématiques dis'P0oibies en 
analyse numériqùe. Mw la solutioe que l' OD obtient ne permet généralement pas d'exprimer de manière expliciu 
l'évolution du débit de sortie en fonction de la pluie. Dans la pntique Q.oua envisagerona ces équations 50115 leun 
formes unidimensionnelles. 

0": co ... id~ ... =. coaJiguratioD .impliJié. du ba.uiD ve .. IU1t (lig. 1) et on .upp"". '{Ue 1 .. condinoas d'éeoul. 
ment sont remplies à sa surface, il apparaît alors clairement que le processus de transformation de la pluie en déhit 
à r exutoire peut .se décomposer en trois composantes : Plnfiltration. l'écoulement de surface 01: la propagation dw 
les chenaux.. Cllacune de ces composantes peut être déer.i:r:e par les équatioJl5 de N avier-Stok.es .. :J'tais dans la pra, 
tique hydrologique seuls les précipit3.tioas et le débit i l' e~toi.re sont convenablement; mesurés. TI convient dOllc 
de coa.aidérer le proCes8US de t:ran.s{ormation en termes d' ~tapes déterminées par les fonctions de prod.uction., d! 
tr.maformation (fig. 2) et d. prop~tion tell .. que : 

Y (A,/} 

r-_...;T~' __ -i r""""'q: hiQ;iOlI ,}-__ o""" __ , 
I~ 1 

.,. J'=-" 1 ----i ~ 

..... ___ -il '-::::':::':' 11l----..1 
....,." Ou 

- L.& fonction de production déerit l'action très complexe de la liane non !aturée par laquelle 13 quantité d'e31l 
précipitée augmente la teneur en eau du milieu et 5e divùe en .. b.auteur d'eau efficace ~ destinée i alimenter le 
ruisaellement de surface. et en li hauteur d'eau d.'inJiltrariOQ" destinée i alimenter l'éeoulement souterrain.. On 
admettra que l'infiltration est le processus déterminant qui commande cette fonction. jIais bien que les ~auatioas 
d.'imiltration puissent .être cOD.!!lidérées sOtU leur forme tridimensioQnelle, on ne prenàra en compte qÙe le mouvement 
vertic31 de l'eau. 
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On juppose en oatre que F est donné. Les équatio~ 20 .. 23 eOI15tituent les équatiom fondamentales de l'ét'ou· 
lament et soat connues sous le nom d'équations de Navier-Stokes. Ces équations forment encore t1D sy&tème non 
linéaire. Elles peuvent néanmoins être r~olues à. l"aido des dilférents algorithmes mathématiques cllipoaihles en 
aaal~e numériqûe. ~lais la .solutioa que 1"011 obtient ne permet' généralement pas d'exprimer de manière explicite 
!" évolutioQ du débit de sortie en fonction de la pluie. Dan.s la pratique noua envisa§erona ces équations sous leun 
formes tmidimensioanolles. 

On conaidère tlJ1. configuration .impliliéo du bau;" venant (fig. 1) et OD .uPP"''' que 1 .. couditioD5 d'écoul~ 
mont sont remplies à sa .surface" il apparaît alOI'3 clairement quo le processus de transformation de la pluie en débit 
à r exutoire peut jO décomposer en trois compOiante"S : l'inliltratioa.. l'écoulement de surface et' la propapriou dam 
les chenaux. Chacune de ces eOmpOdaDtes peu", être décrite par les équat:ioJl5 de Navier-5tokes .. )!aia dans la pra. 
tique hydrologique 5eu.l5 les précipitarioua et le débit à. l'e:mtoire !!Iont convenablement mesurés. n convient donc 
de conaidérer le proc:esaus de tl"'all3formatiol1 eu termes d' ~tapes déterminées par les fonctions de prod.uction., de 
tr:maformation (fig. 2) et do propagation telles quo : 

1 

r-_.....:T.:., __ ,To4nJ:~ .. GiiGjj 

.. 
. ~ 

'-----1 
y. 

IUI'TIXW 

r"saie",oio. 

Ou 

r ,. Y ( .r,f ) 

- 1..& fonction de production déerit l'3.ction très complexe de la 10Qe non saturée par laquelle la quantité d'eau 
précipitée augmente la teneur en eau du milieu et 58 divi:se en , b.auteur d'eau efficace ... destinée à. alimenter le 
rui.s.tellement de ,urface. et en c hauteur d'eau cifin.ê..ltratioD" destinée à. alimenter l'écoulement souterrain. 011 
admettra que l"'i.n.ôltration est le processu déterminant qui commande cette fonction .. :rIais bien que les é<JUacolll 
d"'i.miltration puissent être cOMiàéries !!IOW leur forme t:ri.dimell5ionnelle. on c.e prenàra en comote qÜe le mo~vemeQt 
vertical de l'eau.. . 
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- La fonction de transformation décrit le processus par lequel la « hauteur d'eau eBicace lt alimente le ruissel .. 
lement de surface, la hauteur d'eau inJilnée alimente s 'U y a lieu, un écoulement souterrain:., et les deux écoulements 
se rejoignent dans le réseau. pour donner à l'exutoire le débit résultant4 On suppose aU5si qu'un écoulement uu.idi .. 
meneionnel donne dans chacun de ces cas une bonne description du processus. . 

Endn la fonction de propa2ation décrit l'action par laquelle l'onde de crue ainsi formée se déplace vers rayaI. 
Co processus est largement étudié par les équations de Saint Venant (voir dans YEVJEYlCl! et M.a...sMOOD, 1975), et 
peut être considéré comme classique. TI ne sera donc pas abordé ici. 

Compte tenu de. hypothè!~ simplificatrices ainsi formulées, les équation.! "(20) et (21) seront considérées sous 
leI1%' forme u.nidimen.aioI1l1elle. . 

On po •• donc n = 3 et x = (x" x.. x,) 

Pour question de commodité dans l'écriture, on adopte la notation Xl = ; ; ~ = '71 ; ~ = '1.- ; et on cOIaidère 
l'équation de 19écowement dans la direction'; (le raisonnement serait le même dans d'autres di.reetio~) . 

. -Uors ,i 

U,!, U,t U, !ont les composant~. de Ü 

Ü'!J U'IIt Us les vites.es moyeDl1~ dans les différentes directions 

Q(, Q,. Q. 1 .. courants d. mas •• (ou débits) da". un. direction donn~ tel. que : 

On aura 

1.~' J" Q( (~t) = 
,. " u( (~ ~ ... t) d" d. '" 0 

("f" Q~ (~t) = J.. '. u, (~ ~, '. t) d" d. = 0 

1." f" Q. (~, t) = 
'Ill '1 

1]. (~ ~. " t) d" d. = 0 

U( = Q( (~, t) 1 (~. - ~1) (z. - .J 
U,= 0 

U. = 0 
et le champ des vitesses peut g' écrire en tout point 

U( = U( (~ ,) + U (~ "" '. t) ; 

u, = U~ (~, ~, 2, t) ; u. = U. (~ ... " t) 

avee U~. ~, Û; caractéri.san~ les hétérogénéités de vitesse autour du point. conaidéré et l'on a : 

j " J" û'~ d" d. = 0 ; 
1'1, ~t 1." J"-U, d" <h = 0; 

" " 
= 0 

Pour dC:termio.er les cunditions aux frontières. on remarquera que l'équation de la :surface libre est donnée par 
Z = J (.;, '71). Alors à la surface libre, on peut déterminer la condition cinématique de l'écoulement qui est décrite par 
(dJ (.;, 71, t}/dt - r) 1 sut1' = Uz 1 surf; (r étant le débit d'apport dü à la précipitation). De même au COQuet du 
,01 on pl)urra écrirê l'équation de la surface du sol et déterminer la condition cinématique (d:z;fdt + q Int) = Uz 1 301; 
(Qlnt étant le débit d'infiltration). Au."C frontières latérales de l'écoulement on a cl" ( ~~ z),:dt = O. Ces conditions :se 
traduisent ,au niveau de la surface libre par 

U,I .ur' = _ r + (~. + 
. at 

u ~.) 
T, 0"T1 (24) 

,.,t au niveau du front d'in6ltration par des relations analog-aes. 
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En intégrant maintenant 1~ équatioaa de N avier-Stokes par rapport à '1 et z et en po.ant 

~. - ~\ ~ B ; .. -:" .. H; (~. - ~J ( .. - zJ ... ; 'io ~ r - 'iIA'; <{ .. B 'io 

l'équation de continuité !'le met $Oua la forme 

aQ I Ô~ + a./ ât = 'i 
ot l'équation dynamique 50 ... la forme 

ô~/ at + a (Q~ Üù / ô~ + g a [. ( .. - zJl / a; .. W (Q, .. - '" ~ ,) 

(25) 

(26) 

r- (oaction W (Q .. " '-:", ~ t) traduit l~mJl .. eace des propriétés physi'l"es (topographiqu ... phynographiqu .. ) 
. du milieu sur l'écoulement.. Dana le cas simple d'un éeouleme.a:t sur une surface plane et si l'oa. adopte les hypot.hèses 
de Saint-Ve""", (voir détails dans M..o.m<ooo K. ot Y~n:nCll Y., 191'5),1' équatioa dyuamique" obtie"Honsla forme 
eùuaique donnée par de Saint· Yenant. . 

a l1~ a l1~ ô H . 
ai'"" + l1( ô~ + g ~ = g (10( - Jd (r.) 

!g( et J( .désisnant resp..,tivement la pente e' la l'erre de charse. L"" équations (25) et (27) ' eront lltili.oé .. pour 
détermùttl1' 1 .. diEêrentes {onctio ..... 

•• 3.3. La fOru:noll ,u produm..n 

t4 proeeuus physique le plus im:porant i ce stade est calai de [rl..lUiltr:ltlon. Si les propriétês du :501 sont connue!. 
1 .. équationa (25) .. (::7) peuve,,' ètte Iltiliséeo pour décrire le pm.,.,.. ... d'évolution de l'humidité. r- particularité 
de l'écoulement de l'eau dans ce cu est: q'OZ."U induit 1" écoulement de 1" m da:aa le sol 3.100, le problèU1e est cdui 

. dl'UJl écoulement bipliaaique daua un c:ùlieu poreux.. 
Si l'oD. dénomme ~ la dimension verticale.. mesurée à. partir de la 31l1'Îace du-sol. h désignant la distaJ:1c~ i 11D 

poine quelconque au-d ....... de la nal'pe. alo .. il partir des êquationa (25) et (:!7). Oll obtient 1 .. ",latinns ,uivantes 
pour dée%ire le mouvement vertical de l'eau dans le sol ~ 

Equation de continuité 

? (p S.) + ~ (V.) "" 0 
~ c:: 

(28) 

(29) 

Equationa dynamiques. 

La lou de Darcy qui décrivent l'équation dyuamique en deux poreux sail' obtenues en Q~~ea.nt cl .... 
l'équation (zn l'accélération locale e't l'aceéléraci.on couvective., n en pOIlant J :II K:, V . .liOD on peu't éaire_l~ 
équatiollS de Darcy. respectivement pour l'eau et pov l'air. 

• (30) 

V. __ K. !.(.!...-.) 
a. -&Il 

(31) 

Dam ces équatioaa fi, ct ~1t désignen't les D:1AHeS 3péeinques re5'Oeetives ck l'air et de l·eau ; Vs et v~ lont !~ 
n'teslas respectives de l'air et de l'eau; p désigne la poroeitê du œilieu ; S.s. et 5. désignent les 3&tura:ci.OJlJ volu­
miques en air et en eau; g est l'accélération do la gravité. 

1 
K, .. - =- .. '" "g/!!, 

K.. 
d~e la conductivité hydraulique (permé.bilit'; .lfe<:tive) pour 1. duide j e' \:, es' la perméahili,. intri.a.lèqu. 
par ral'port a .. Huide j. 

La conservation du fluide dans le milieu pOl"etL"'t est définie par S, + 5. :II 1 et la pre55ioQ capillaire e3t dénmt 
parPe:aP~-p._ 
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Lorsque 1·00. combine 1e3 équations de continuité et dynamique, on obtient pour l'air et pour l'eau des équations 
résultantes qui permettent de décrire le comportement du milieu pendant le processus d'infiltration (SMITH 'et 
WOOLmSER., 1971 ). Mais la plupart du temps ces équations doivent encore être simplifiées et la solution finale que 
l'oD obtient dépendra des hypothèses introduites pour leur !impli5cation. 

Cependant lorsque"le proc~sus d'in1iltl'ation s'accompagne d' une recharge de la nappe, le bilan d'eau infiltrée 
et encore en stockage dans le milieu poreux prend la forme: 

Y. = (h - hml.) • (6m .. - Sto) + Y, (32) 

où (h - h'!l1in) désigne la distance de la zone initialement non-saturée, hmin étant la hauteur de la montée capillaire. 
Smalt est la teneur en eau ma.""CÎmum et Sin est la teneur en eau initiale. Y r est le volume d'eau allant à la recharge 
d. la napp.. . 

Soit Y la portion du volume total d" eau précipitée et encore disponible pour le rul.!sellement, on a alors 

Z(6)=Y. / Y 

Z (6) caractérise l'action de la zone non 5aturée puiaqu'elle divise la quantité d'eau précipitée en deux parties : 

d'une part le volume d'eau in1iltJ"é.e et encore en stockage daIlS le milieu poreux : 

Y. = Z (6) . Y 

d'autie part, le volume d'eau e:tcédentaUe encore disponible pour le ruissellement de ~urface : 

Y, = [1 - Z (6)] Y 

(33) 

(34) 

(35) 

La conservation de volume conduit à une relation analogue à la relation (4) Y Il + Ys = Y ; Z (e) est appelé 
fonction de production ( A.i'OUDÂ~ 1974, 1976, 1978). Les débits corre5pondant à Yu et à Y, sont respectivement 
dénommé. Qu ~t Qs (fig. 1) et 1. débit total ré.u1tant Q to •. 

Si l'on utilise maintenant les équations (28.31) pour décrire le comportement du milieu pendant l'infiltration., 
on p.ut définir le. grandeur.! suivantes (MOIlEL.SETr011:'t, 1973). 

La vitesse totale V = V & + Va.. 

La perméabilité relative pour le fluide j (npport de la perméabilité effective sur la perméabilité intriwèque) 
I<.J = K i/lo'Jo 

La mobilité relative pour 1. Buid. j : ÀJ = k, Ji I'J' 
La Mobilite totale À. + Àe = .0\.. 

La fonction d'écoul~meQt :; fi == VefV et la fonction f. = 1./.\.. 

Si l'on 50ppose que dans le milieu poreu."C on peut raisonnablement négliger la compres!ibilité de l'air p rOREL-
5..ETroux. 1973), alors en additionnant les deu."C équ.ations de continuité on trouve que la vitesse totale ne dépend 
pu d •• : 

a a dV 
"" [p (S. + Sa)] + ..... (V. + V.) = -d = 0 
Ulo oz :1 

(36) 

La vitesse totale dépend cependant du temps et l'on a V == V (t) . En additionnant les deux équatioll! dyna­
miques et en diV'Ï5ant par A on obtient: 

V ôP. ôP, 
A = - à. -(1-f.) à. + f. (1.- ,a) g + log (37) 

outbien : 

(38) 

D'après :'doREL-SEYTOU':'t. (1973), ces équations sont valable! quel que soit t et quel que soit le point du milieu 
poreux considéré. En particulier pour un temps 6.xé. on peut intégrer l'équation (37) ou l'équation (38) entre deux 
positions de z. Pour ~ = 0 et z.: ou obtient la vitesse d'infiltration: 

V = (Pa, - P •• ';- ?g (.., -.,) .;-f' f.dP, +-f' f.d.) . (f~:r (39) 
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:l!oRZL.Sz=O= (19'76) a montré quo l'on peut admettte dans certains cas la pression d.l'air égalo à la pr ... ion 
atmoephér.ique. alors · comme V ah_O ~t I1é!ative~ ou trouve en considérant la vlte5Se totale V ~ Ve + V .. que 
V en- inférieur à Ve- L' é!alité a lieu ,ewement si V ats-t ~ o. En remarquant d7 3,utre part que de par les cOllditions 
aux frontières : 

OD trouve : 

V ... UV .. l ~ (:: + qll1t) 

V. - <Ùfdt = + qll1t 

En identi1lant cette équation à la relation qui donne la vitesae totale, Oll obtient V A ~ - d2fdt; V :::la + qJ4t. 
Par définition. V • .- V • ~ e, alo~, à la surface du sol., pour V 11/ __ • =- - d2fdt ::= 0, ou a : 

V ' .. V J:F • .. + qlnt soit. qlnt ~ Uo{s_o{S'"e (40) 

AiDai le volume d'eau. i.nDltrée et encon en stockai" dans le milieu peut être évalué par la relation: 

(41) 

Ou peut utiliaer cO"C1:e reiatioll pour évaluer la fonctioa. de productioa.. .\ÏnsÏ on a : 

(42) 

n apparait aiuai dairement que Z (6) varie avec la messe dY.U1â.ltntl.on et avec l'intenaité de la pluie ; et dépend d~ 
propriétés du milieu physique introduit .. p.ar S'" .. 

IA processus de tr:iI.n&Îormatioa. sur tU1 b .... in versant: comprend d'ane part l'écoulement de ~urf3ce .. c' e5t·à-dire 
l'éeou!ement sur aJle surface fU!UeUM décri" par ..l.l'OUD .... (1979 a) et l'écoulement hypodermique décrit: pu 
ÙJmx.·. (1971), et d'autre pan. l'écoulement soQ.terr:Un provenant de la r1!'C~e de la nappe· par l'eau de pluie. 

- Ecou./A"..,., J. 'uri-
.. ~ppelOI15 nt la hauteur d'eau d'éeoulement sur la sariace ra.gueuae .. ~ la hauteur de [' ~eoulement b:y-podermique 

et .sup~na que les deux éeoulemenu aient L3 mème direction.. Oa déB.nit V l et V" les vitesses loc::ùes respectives 
pour 1 éeQul.men~ hypod.rmique. e~ Q, et Q. les débits conespondants. alors les .;quatiol15 (::5) et (27) peuvent 
être u:tiliaées pour décrire l'écoulement.. 011 obtient après de lé!ères t::ra.nsformationa. 

aH • . ôQ, _ 
at."" ôe ~ r, ( .. 1) (43) 

avec: : 

au. au, aH. U. -.- + u. -ac + g -=- ~ g (~- J~ - r. 'i'r 
ot '" O~ no 

rs =- r - <{tlli - qo; H. ~ ht +- &... !St la hauteur locale' 
Q. ~ Q, + Q. est le débit .otal provenant de l'éeoalement d. !U1'iace 

U. ~ V, ( 1 - i;) + V, ~ est 111Ie vit .... équival.nte 

(44) 

Elle cortespond .. la vit .... de l'ean dans 1111 milieu homogène qui produirait le !Dême débit Q. à partir de 1. 
hauteur H. (MO <mA., 1979 .). 

10< - esc la pente moyenne du buain et 
J~ - es. une perte de charse généralisée. 

La perte de charge généralisée est êvaluée à partir des cOUlidération.s .swvanus : Supposons que pour l'écoule­
ment f'tl!Ueux., les feuilles .. les tiges des herbes et plantes et les auttes rugosités :lont mliiormêment réparties .surune 
lo~eur Lo. Alon pour caractériser la surface du bUlin on peut introduin nn coemcient "'0 et déiinir un coeài~ 
oient de trainétt 
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(45) 

avec I4 le nombre de Reynold3 de l'écoulement et ma un coefficient v ariant de 1 à 0 lorsque l' écoulement varie 
du laminaire au turbulent. Ou peut alors évaluer la perte de charge pour. l'écoulement rugueux (AEOUDA,. 1979 a). 

( 1 C,)! 
J, = c'a+2g Y1 (46) 

ici, C désigne le coefficient de Chézy, R ::: hl désigne le rayon hydraulique et V t est la vitesse locale précédemment 
définie. Bien que cette formulation impose une distribution spécifique de la rugosité, eUe pent être considérée comme 
une approximation valable pour la perte de charge sur une surface couverte de végétation. 

La perte de charge pour l'écoulement hypodermique peut être évaluée à partir de la théorie du milieu porewc 
(Bus. 1972). On obtient (voir détail. dam MOUDA. (1979 a» : . 

1-p l.o • J - -_. ·CoY; 
1 - P 24 g ~ do - (47) 

où p dé:!ligne la porosité de la couche poreuse de surface, ~ est un coefficient qui tient compte de la géométrie d~ 
graina. 

do est le diamètre moyen des grains 
Xe est un coefficient qui tient compte de l'influence des grain.s voisins 
Co est le coefficient de traînée au sens de Stokes et 
V, est la vit .... locale du milieu déjà défini • . 

Si l'on utilise les équations (46) et (47) pour calculer U: en admettant que la loi de résistance de Darcy. 
Weisbach est valable, on obtient uue expresaioQ analytique pour la perte de charge général.isée. 

J~ = (r. 1 8 gR,) li. (48) 

aù r 0 ~t le coefficient de perte de charge générali.sée 

fo = 8 g R •. I( 2 g C' " ) (1 h,)' , 24 g ~ de P' (h' )' 
( 2 g +- C, C' h, ' - H" '"" l.o (1 pl Co ' H, 

( 2 g C' h )11: ( 24. ~ de P' )11' ( h.. ) h.I- 1 

+ 2 2 g : C, ci h, . l.o (1' pl Co . 1 - H~ . H~ ! (49) 

Cette e..,;:pres8ion a été analysée en détail dans AFOtTDA (1979 a). 

DanA la pratique hydrologique. On cherche toujours une forme simplifiée de r équation (44) lorsque Po n écrit 
la relation pluie-débit. Maa malheureusement la plupart des hypothèses admises ne reB.ètent souvent que l'opinion 
personnelle des différenu auteurs et n'ont par cOWiéquent qu 'une valeur subjective. La théorie la plus cohérente 
élaborée dans le domaine est celle de rapproximatioD. de l'onde cinématique. Le fondement de cette théorie a été 
Largement décrit par WOOOlI<C (1965), WCLESOl'f (1970), WOOLmSER (1975) et d'auttes encore. Pour un écoule­
ment ,ur UD" surface libre, déba.rrasaée de toute végétation ou obltacles (é<:oulement de Chézy). WOOLHISER et 
WGGETT (1967) ont introduit un nombre cinématique. 

où Lo est la longueur de référence choisie~ 
10 est la pente moyenne du b8llsin 
Ho la hauteur normale et 
F 0 = V o l (g He,)l /S est le nombre de Froude correspondant à la vitesae Vo• 

(50) 

Ces auteun ont montré que pour Ka> 10 l'approximation de l'onde cinématique est valable et l'équation dyua~ 
miqu. (44) peut être utillié. dano la formulation de Darcy-Weisbach_ 

Lorsque l~oQ considère un ~coulement à travers les obstacles et i i l'influence des obstad~ ~t décrite par le 
coefficient Ctt on obtient le' nombre cinématique sous la forme (.-\..FOUDA." 1979 3) : 

K, = La ~o12 a:o + Ko (51 ) 
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Lorsque Kt > 10 ~012 a.- + Ko. la formulatiol1 de Darcy-Weiooach .. t valable et U e:ti:ste une relatiol1 llIlivoqu. 

el1tre la vit ... e et la hauteor. ,uo .. l'équatiol1 dynamique (44) peut être utili..e ,oas la forme : 

if. - (8 g r..;r) H. (52) 

:'daia comme le coeBicien:r: de perte de charge ~t fonction de la hau:teur de l'écoulemen't., 00. peut dé.5..nir. un coefficient : 

'" (H.) - (8 g Iodr)'J2 (53) 

AJon 18 débit de sortie CQtTeSpoDdant à l'écoulemtrDt de surface s'exprime par la relation : 

Q •. "" '" (H.l . H.'" = <il (H.l (54) 

En com.binan:t cette équation avec 1'8qua'tioD de coD'tÎ.n~té (êq. 43), 011 obtient réquatioQ de l'é1:oulement de suri'ace. 

Pme.doM mamteaaat à la discrétisatiou de r. (;. tl et Q, (~ tl ,uivant la ~e 3. 011 ootiel1t un 110mbre iÏl1i 
de variables d' en~rtie't ru et Q~ ; on intèÇ1t l'équation de coutinuité sur le bief correspond.ant et l'oa. a 

X s, 

S4 

l ' ;:~ _ ~_ -;.."., - rst (~ t) d~. 
~ ,'""' t ... 

.,' . ' . .. • III 
' . ..... . " .. " : . 

. ': '-.... .' 
- , " ... 

:1J. l. - SimalatioQ. d. 19 icalÙemen" d. JUn'aee 
pu 1_ réM'r'TOln ni. eucaci. 

(55) 

'" , sk 
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lque 

(52) 

'nt: 

(53) 

[54) 

lce. 

~ 
) 

! 
1 

f 

f 
) 
\ 

1 

1 
1 
1 
1 

Ce qui doa.ne sous forme matricielle 

(56) 

avec 

if'. = [<!loI - <i<"I-l,I] 
L'~ation (54) devient 

;Y, = if' (X. (t), t) (57) 

u. remarque importante à faire ici ert <flle la relation (45) exprime le débit comme une relation univo<flle de la 
bauteUl'. On peut donc espérer développer la relation (57), qui en déconle, en série de Taylor. On écrit alors pOIU' 
chaque bief une relation ' 

Ou pOle 
dl <!Io 
- :::::I:lU' 
d~ lx.. =%sIO ' 

In -Xss,o =- Ys1 ; 

<!Io I:cst) - ÎI. I:csto) = 9. Ixs. - %sIo) = <!Io (y,,). 

alors pOUl' cha<flle bief on a la relation 

d y" dt '* ~. - (0/, (y,.) - <!Io (y".-l,I) ) 

s 

<!Io (y,,) - 2: ail y~ 
J -, 

et: .p~ar toua tes biefs" on obtient une équation diIférentiell.e veetorielle .. 

-"tJ 

"'1 

AoJ ~ 
0 

0 

d Yu 
di'" 

0 

- "tJ 

0 

0 

0 0 

0 0 

:l(l-l,I 1 - atJ 

0 0 

Ici au désigne le jème coefficient du développement en 3érie de Tayior~ 
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3.(k- l 1J 

(58) 

(59) 

(60) 

(61 ) 

0 

0 

0 
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- L" JaJuU7ftC1U .sout.,.,.ain 

·n a déjà été indiqué plua haut que les ôquatio .... qui décri"ent l'écoulemen .. ,outen"3ÏA peu"ent êtrl! dédui ... des 
ôquatio ... (25) et (21). E..a.G:.J:30" (19'1'0) • monué que pour = ôcoulement a.cidime""ioo.nel et • ,unace libre d .... 
1lIl milieu poreux., 1" équatioa de coatiJ::luité a~ r équatiOA dynamique peuveElc aa.sai ê~ écrites !OIl5 la iorme. 

a li" , aQ aT ~ TI '" r. (62) 

Qu _ ."' .. li" (63) 

Dam ces relatio ... li" '" p li'. ; li' .. êt.:m .. la hauteur de l'écoulement., p dé:riguant la porosité du milieu. 
Qu est le débit de contributiou souten"3ÏAe à récoulem .... t., 

..... - 1<0 g 1 .. 1 p ..., ." ... 1<0 la perméabilité intrins<lque. 
1" _ la pente loc:oLle de la ,ariace phréatique. 
..., _ la viscoGté du duide. 

-:G. ... V' es, la vfte:sae veniC!Ùe apparente avec laqueile 1" éau pénètn' le ~tème pu la .surface phréatique. 

Si l'cUl utilise maintenant Ulle al)proxim.atioa ,imjlêJira à celle déjà u1itiaée pl~ haut.. 0'1 peut krin 'Cour chaque 
bief ' • • 

dyU! . 
"'di"'" '" ~'" - (~ y", - .... <1-,) y,,<I-,) ) 

'ioù - ~'" y", 

- C.";U4S- da Ico..unuftU d.· 'urt"oc ... JO...."."'" 

(64) 

(65) 

Si 1'011 .sUPl'OH" que pov tul bief dOllAi. l'Péeouleme.ac de jud'ace a'C l"éeoulement -'Oo.ten':lin Q.a:t ,eœihlemeat 
. la même dùect:io.a.. 011 pent alo .. réUDir ca deux écoulemenu ell llciiisllAt la fonc:iol1 de production (~o~ .. 

. . 191'4., 19'1'8). On obeien .. : 

! 
z (a) A" -+- (1 - Z (a)] A.t 

~! - (1 - Z (a)] A.f 

pour j '" 1 

pourj>1 

(6~ 

(67) 

L ... équations (66 .c (61) .ont CUle .pproche cinématique ~oèale d"" proc ... us de tnmionn:&tion pluie-<!ébit 
All se"" de la t!léorie d .. ,yotèm ... 1'ôq11a-tion (66) es. =e équatiOA àiiiénntielle ::ton-linéaire qui d';"''';t l'éC3t Y ( 
du bauin considéré. L'ôq11atioll (64) exprime la ,ortie ell ionctioA de cet état.. L .. équaeions (66) et (64) peuvent lUI 
résolu .. à l'aide du théorème d~ll1". .. ioll loc:ùe pmenté par ~ et 011.1. .... (19'1'::). Locque 1 .. condiriolll .. 
tiales appropri';'" JOn. imposées pour le 'ystème invariant., la composante linésire de la JOlurion de l' <quatiOi 
d'état ... de la forme: 

(6iI 
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) 

lt .. 
6) 

68) 

80 

l 
1 
1 

1 

1 

1 

1 ~ • 

où Y L (t) est Ulle matrice coloI1I1e dont: les ~lément.s 50nt dolUlé:s par 

(69) 

... -1 

Jt"1.l (t - ~) = 2: II AIt e"p [- AIt (t - ~)] 
. i-l 1-' 

(70) 

Maintenant à partir de la solution linéa.ÎJ'e doa.née par l'équation (63), aD peut construire par approximations sucees­
siveslasolutiongénérale de l'équation {61}, GI1 obtient les vecteurs colonne Y J dOQt les -,ème ';lémenu ont la forme 
suivante. 

• 
~ f' )1.' Jt"ll" ' lJ (t, '11 .•• 'lÛ X ~h hJ ... \llJ h,) d '11 . .. d '11 

l~ ::-.-.:. •• __ -_ ..... ..:... 

(71 ) PI (t) - 2: 
~'" 

Lonque l'aD tttilise cette eitpressioD pOUl' calculer ~ la relation qui en résulte ~t une matrice colonne dont les ~l~ 
menU peuvent au ... i être réarrangées !Oua la forme d'une série intésnle. 

9k (t) = + (~ ... ~ J'" - - -".-1 i,-l il_' W 0 

4. DISCUSSION 

L'équation (72) .. t la solution générale de l'équation qui dé<:rit le pri>c ... us de transformation pluie-débit. Les 
avantages de cette représentation !OQ5 forme de la série intégrale de Y olterra ont déjà été discutés a.illeun (AMoaoClIo 
et ORLOS (1961), Al'OûD4 (1973)). u cüseuseion qui .uit porte .eulement .ur la comparaison du modèle proposé 
avec les modèles exis"tants. 

D' ahord~ 011 Ilote que les paramètres introduits dans la formulation de ce modèle mathématique ont chacun 
and siguiIication phpique bien précise. La préciJion que 1'011 peut obtenir dans l'~valuatioQ du comportement du 
busin venant penda.c.t le proeeseus de tr:uusiormatioa est liée aux hypothèses admises .sur ces parnmètres, en parti­
culier .ur la fonction de production. 

Si Z (8) = 1 et <1> (t) > 0, la répollSe du bassin prend la forme de la .eule contribution de l'écoulement 
.souterrain. . 

Si Z (6) == 1 et <1> (t) .. 0, l'équation (661 décrit alors l'évolntion de la. teneur en eau à la ,unace du ,oL 

Lorsque Z (8) = 0 et <1> (t) > 0, l"quation (66) décrit l'écoulement de ,unace ,eut La finesse de cette descrip­
tioa dépend d'une part du paramètre k ~ représente la dimension de la matrice fondamentale liée à l'équation (6ô) 
et d'autre part du paramètre m ctui est le nombre de termes adoptés dans le développement en série de T aylor. 

Si :le ::::1 1. m ::1 1 le modèle simule le comportement du ba.s.sm par un !eul réservoir linéaire. Cd modèle est d'usage 
très courant en hydrologie ; il a été Iltillié par Debord .. (1975) dans le cadre d'llI1e étude de rui •• ellement en milieu 
urbain. Dans ce cas, ~ (t) ,e réduit à : 

Jl'(t) = au (t) e~ (-f'a,.d~) d~) (73) 

IOr3que au (t) est une foncnon de temps et à une ,impIe fonction e:ocponentleile si 3n = con3tante. DaD.3 ies modèles 
~térieurs le coefficient au est COI1!idéni comme un coemcient empirique alors que l' approche généralisée pr~ent~ 
let montre que 

d ~ 
~ = --' -,1 d;{ I ;{ = ;{o 

(74) 
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(~ • .L) ~f.'" 

Si k > 2., m. ::II 1, le modèle présen'té es'C équivalen'C à t1l1 sr-stèma de résU'TOlrs en c.a.scacie~ C4 eas a été écdié 
au labof1u:oira pu lIu.:ik (1974). Si a =- corutaDt.e e'C si ~ :;. o. ;t ~ 0, (i ~ 1,2 __ k) oc obaen't l" mod.èle pro'P0sé par 
0001", (1959). Lorsque l'on adopt a 1 .. conditio ... iJ1itial .... aux frontièns da DooS' .Jl' (t ) . ' obtie". lOua la forme 

(75) 

O .... I.caaparticuli.roùl'o .. adoptal .. coaditioaadeNuhat,- ... ,. _ "" a 

a ' 
.,jt(t) - (10 _ 1) ! (at)k-I .-" (76) 

Si Jo _ 1 .. III ,. Z. le modèle •• réduit à an ~ù unique Ilon-llnéaire. La solutiol1 de cette aporoche a été dis-
""tée daaa d .. tl'2vaux =téri81US (MOlm ... 19'74, 1978). ' • 

t. ca. où k·- d et: m. < 0::: e8'C' d'an intérit tolU oartic:uiier4 Si l' o ll eoa.idèn la COlZlllOSaDU linéaire dans le 
ca d,'tUl ''!'!l'Cime i.:va.riaA'c daDa le tem~. OD. a : • . 

(7'7) 

Si 1'011 .. bue sur La dâ.6m1:iOI1 du système alors 0 ... voit que lorsque Jo - c::l, La camposam. linéaire ,":Id vm 

R (t, t) - R., -i' .Jl'~ (t, t - ~) r, (~ . ) d ~ 
I.4 problème à :-ésou1Ùe es1: doue d' ~l1er .Jl' .. (~ t - . ). j, partir de la déânitian ",ème de La com"osante linéaire 

Ir. ~ k-l 

.Jl' .. (~t ~~) - lim ~ :E II a" .:cp (- al, (t - .)j 
Ir._ 1-1 i. _l ,- t 

Lorsque k - ' =. a(~ tend. V1U3. ana- V"2lear d01U1ée ~, 3Î:tÙ OD obcieac ~ coaciitioQ de ~ a:sh. et la iOmm.:ltiou inter.::e 
dme"t 

1 ( "-' 
(k-l) ! a. e) .-. • 

• 
,;c. (t, t -.) _ lim ~ .,.,-_1.,..,..., (a. t )"-' .-,' 

"-t:'j (k- l ) ! 

On trmlve que ,;c .. (~, t ' -~) es1: cocatante et ~ à La 10act:011 éd1elan a:a.ité d. a: .. vi!id .. 

,;c. (t, t - ~l - ,. (~ t - .) 

R (~ tl - E:. - f : ,. (~ . -.) r. (t, . ) d • 

La dèbit résulta ... a la fonce .uivante : , 
II r, (~ ~) d " ... d ~l 

1_1 

(SO) 

(SI) 

(82) 
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Mais oa peut obtenir cette même solution à partir de r équation à par:lmètres répartÎ5 

à H àQ • at + ô~ = r. (<;. t) 

La différentielle toule de H (~ t) ... donn'" par 

En compll1'3l1' avec (83) on a : 

dH=àH UàH 
d. ôt+ ô~ 

dH 
di" = r. (~ t) 

• 
U = ~ i a, Hl-I 

J -1 

(83) 

(as) 

(86) 

(87) 

En résolvant"!'équation (86) pour a on obtient (81) et le débit résultant a la forme (82) •. limi on voit que le 
IIlOdèle proposé tend il la limite ven le modèle de l'onde cinématique proposé par Woodins (1965), Woolhiser et 
~ ... (1967). 

;:.. CONCLUSION 

L. processus de la formation de crue sur W1 bassin ve~ant IUlturel à. partir d~ eau."C de pluie est l'un de~f pro- . 
hlèmes 1 .. plua comple" .. qui ... pooent il. l'hydrologue. Aimi. le problème dela tr.lnsformation de la ?,luie tomb'" 
sur. un bas.in. versant en débit mesuré à l'exutoire COQtinQ~t .. il d'être au centre des préoccupation.! de l hydrologue. 
liais la plupart des modèles propo&é:5 pour étudier ce phénomène sont 30it des modèles purement concepmel.s., .soÎt 
dès modèles fondés 3ur Ithypoth~e de t:r3n.sformatioo. linéaire., alors que daM la c.ature l'hydrologue se trouve 
cunfronté à des phénomènes dont le comportem~nt est loin d'~t:re linéaire. 

On a montré dans cette étude qu'à partir des équatiolU classiques de la mécanique des duides on peut co lU" 

truire un modèle mathématique de tra.naformatioa pluio-débit. L'idée maîtresae du modèle est que le proCetsSllS de 
la· tramformacioa de la pluie en onde de crue se fait en trois étapes fondamentales: une étape de production. une 
éta.pe de transformation et une étape de propaganoe. On propose pour décrire r étap~ de production. une fonc· 
tion Z (e) qui détermine l'inténC'tÎoa. entre la composante sapemcielle et la composante souterraine de l'écoulement. 
IZéquation de tr:ln..sformatioa est. obtenue par couplage de ces deux. composantes. 

Bien qu' apparemment très théorique .. le modèle proposé est iIupiré par les ohserv3.nOM actuellement en coa.r.s 
sur le rui.ssellement à Cotonou. S'il faut bien .sûr attendre les résultats de soa application pratique pour juger de sa 
valeur .. la discussion théorique montte déjà que ce modèle est une générali.5arion des diven modèles à. réservoirs 
ut:iliaés dans la pratique. Elle montre en outre que lorsque le nombre de réservoin ~t s~am.ment grand. ce modèle 
est la forme wcrète du modèle de l'onde cinématique. C~ résultat établit d.e manière e::tplici"te la relation qui e:ciste 
entre les modèles conceptuels à réservoir diu c modèles globaux lt et 11!S modèles b8.!S~ sur l~ é-quatio~ de- la phy­
sique dits c modèles à par.unèttes n!parti3 lt. 
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ANNEXE A - 4 

A GENERALIZED KINEMATIC APPROACH 

TO BASIN MODELLING. 

IN "HYDROLOGICAL FORECASTING - ACTES DU 
COLLOQUE D'OXFORD, AVRIL 1980 : 

IAHS - AISH ,PUBL. N0129 PP. 105-1 14." 
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Hydrological forecasring - Prévisions hydrologiques (Proceedings of the Oxford Symposium. 
~priJ .1980; Actes du Colloque d'Oxford. avril 1980): IAHS-AISH Publ. no. 129. 

A generalized kinematic approach to basin modelling 

ABEL AFOUDA National University of Benin. Cotonou, Benin 

Abstract. The main observation stemmîng Crom hydrologic:ll foreClsting practices is {hat 
rainfaU-runoff transformatÎon in a basin invotves three main pro cesses: the production pro cess, 
the transfonnation process, and the propagation pracess. This paper presents a theoreticaJ hydro­
dynamic::al anaJysis oÎ the rainfall-runotT transformatÎon pro cess. A production function Z(8) 
which describes the soil watet movement in the unsaturated zone and accounts for evaporation is 
introduced. The transformation equations arc obtained by couplîng overland and underground 
tlow. These equations form a lumped kinematic approach which is solved analytic:illy , while the 
solution is obtained in the form of integr:ù series. This is a IheoretiC31 validation of the Volterra 
series representation of the rainfall-runo tT transfo rmation pro cess. 

Approche cinématique généralisée pour la modélisation des bassins 

Résumé. L'obSt!rvatÎon prin,,;ipale que J'on peut raire sur les pnlt iques de prévisions hydro· 
logiques est que la trans(orm<ltion pluie-débit dans un baSSin nécessite 1rois opérations principales: 
le processus de production. le prol.:essus de transformation et le prol.."eSsus de propag<ltion. C~ttt! 
communication présente une lnaly~ hydrodynlmique théorique de processus de transrormation 
pluie-débit. Une fonction de production Z(8) qui décrit les mouvements de l'eau dlns le sol 
dans la zone non saturée est présentée par l'auteur. Les équanons de transformation sont 
obtenues en couplant l'écoulement à la surface du sol et l'écoulement souterrain. Ces cquations 
constituent une approche globale cinématique dont la solution est analytique. la solution est 
obtenue sous la forme de series intégrales. C'est une validation théorique de la représentation par 
des séries de Volterra du processus de transformation pluie-débit. 

INTRODUCTION 

Because the relation between rainfall and runoff is one of the most important 
probrems in hydrotogy t it has been the subject of many studies in recent years. There 
is avaHable in the hydrologic:ll Uterature a wide spectrum of reasonably accurate 
mathematical models for rainfall-runoff modelUng. These models have been presentéd 
and widely commented on by Dooge (1973). On the one hand most of these models 
were lumped and did not give any information about the physics of the transfomation 
process involved. On the other hand, moS[ of the physics-based models considered 
separately overland flow and underground flow. 

Nevertheless, the main idea which stems from hydrologieal practice is that the 
transformation of rainfall into runoff in a basin practice involves three main processes: 

(1) The production pro cess. The action of the unsaturated zone which accounts for 
evaporation and evapouanspiration and divides the resulting rainfalI event into two 
components (overland and underground). 

(2) Tire rransformation pro cess. The proeess by which the amoum of rainfall 
volumes for the overland component and the underground component are transfonned 
into runoff. 

(3) The propagation pro cess. The proeess of the flood wave travelling downstream . 

Following these main ideas. this paper presents a hydrodynamic model which is an 
a[[empt to bring out the essential unit y underlying the many methods that have been 
used in developing storm water models. 
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106 Abel Afouda 
THE PRODUCTION PROCESS 

In a previous paper, a parameter Z(9) was introduced (Afouda, 1978a). This parameter 
which de pends on the rainfall intensity, the antecedent precipitation and evaporation 
and the soil properties, is the main production factor in a basin, and was 'derived as 
follows. 

Let I(t) be the rainfall intensity , E(I) the evaporation flux in the basin and Q(I) the 
discharge at the basin oudet . Deftning 

pet) = 1(1) - E(I) 

and 

,1'(1) =J.' (pm -Q(~)) d~ 
'. 

then X(t) is the total volume of rainfall available at time 1 for overland and under· 
ground transformation. Let now X, and Xu be the volume of rainfall , not yet 
discharged from the basin and thus in surface and subsurface storage, then 

,1',2 [I-Z(O)] X 

and 

X u = [Z(O)] X 

On the other hand , conservation of mass yields 

X=X,+Xu 

(1 ) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

It appears from these relations that the estimation of Z(O) involves the estimation of 
the infiltrated rainfall volume. This can be done by either solving the traditional 
Richard's equation or by using the newly developed two·phase f10w theory (Morel· 
Seytoux, 1976). 

If r(l) is the infiltration rate and qu(t) is the output from the underground sub· 
system, [hen 

Z(O) =J" [rm -qu(m d~/J" [P(~)-Q(~)] d~ 
ro to 

(6) 

It can be seen that for a given rainfall event,Z(O) varies with the infiltration rate and 
the intensity of the storm. 

THE TRANSFORMATION PROCESS 

The transformation process involves fust overland flow, Le. a rough surface flowas 
described by Afouda (1979), interflow as described by Ishihara ( 1971) and then 
groundwater flow resulting t'rom groundwater recharge. 

Overland tlow 
Lei h, be the depth of the rough surface f1ow , h, the depth of the interflow, and 
assume that the rough surface f10w and interflow have che same direction. If VI and 
V, are the local velocity for rough surface flow and the apparent velocity for interflow, 
and q 1 and q, are the corresponding dis charges, chen overland flow can be described 
by the partial differenrial equarions oi graduaJly varied unsteady flow , known as the 

.~ 
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THE PRODUCTION PROCESS 

ln a previaus paper, a parameter Z(9) was intraduced (Afauda, 1 978a). TItis parameter 
which de pends on the rainfall intensity, the antecedent precipitation and evaporation 
and the sail properties, is the main production factor in a basin, and was -derived as 
follows . 

Let I(t) be the rainfall intensity, E(t) the evaporatian flux in the basin and Q(t) the 
discharge at the basin outlet. Defming 

P(t) = I(t) - E(t) 

and 

X(t) =J.' (pm -Q(1iJ) d~ 
'. 

then X(t) is the total volume of rainfall avallable at time t for overland and under­
ground ttansfonnation. Let now X, and Xu be the volume of rainfall, not yet 
discharged from the basin and thus in surface and subsurface storage, then 

x, = [1 -Z(9)] X 

and 

Xu = [Z(9)] X 

On the other hand, conservation of mass yields 

X= X,+Xu 

(1 ) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

It appears from these relations that the estimation of Z(9) involves the estimation of 
the infiltrated rainfall volume_ This can be done by either solving the traditional 
Richard's _quation or by using the newly developed two-phase flow theory (Morel­
Seytoux, 1976). 

If r(t) is the infiltration rate and qu(t) is the output From the underground sub­
system, then 

Z(9) =J" [r(~) -qum] d~/J't [pm -Qm] d~ 
to to 

(6) 

It can be seen that for a given rainfaU event, Z(9) varies with the infiltration rate and 
the intensity of the storm. 

THE TRANSFORMATION PROCESS 

The transformation process involves fust overland flow, Le. a rough surface flowas 
described by Afouda (1979). interflow as described by Isltihara (l97!) and then 
groundwater flow reswting from groundwater recharge. 

Overland Haw 
Let Iz 1 be the depth of the rough surface flow, h, the depth of the interflow, and 
assume that the rough ,urface flow and interflow have the same directian. If VI and 
V, are the local velocity for rough surface flow and the apparent velocity far interflaw, 
and q 1 and q, are the corresponding dis charges, then overland flow can be described 
by the partial differential equations of gradually varied unsteady flow, known as the 
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St Venant equations: 

aH, aq, 
-+-=P(x t) 
a t ax " 

au, au, aH, H, 
- + U,- + g- =g(Io-J)-P,­at ax ax u, 

where P, = pet) -r(t); q,. = q, + q, is the total discharge from overland flow;H, = 
h, + h, is the local depth; U, is an equivalent velocity: 

U, = V, (1 _ ~) + V, h, 
H, H, 

(7) 

(8) 

lois the slope of the basin and 1 is a generalized friction slope and is evaluated from 
the following considerations. 

Assume for the rough surface flow that roughness, plant leaves and stones are 
uniformly distributed over a length LOo then if a drag coefficient is deflned by 

C, = Lof/IR';" (9) 

f/ will characterize the basin surface and mo will be a coefficient varying from 1 ta 0 as 
flow varies slowly from laminar ta turbulent. The friction slope for the rough surface 
flow may be evaluated from (Afouda, 1979): 

l, = (l/C'R +C.r2g)V~ 

where C is the Chezy coefficient, R = h , is the hydraulic radius and V, is the local 
water velo city as defmed previously. Though titis formulation imposes a specifie 
distribution of the roughness. it may serve as a valid approximation of the friction 
slope over a vegetated surface. 

(10) 

The friction slope for the interflow may be evaluated from porous medium theory 
(Bear, 1972). One obtains 

I-po À 
1,=--·--- ·Covt 

P6 24g~do 
(11 ) 

where Po is the porosity of the porous surface stratum; ~ is a coefficient which 
accounts for the geometry of the grains; do is the average <liameter of the grain; X is a 
coefficient accounting for the effect of neighbouring grains; Co is the drag coefficient 
in the sense of Stokes; V, is the apparent velocity. 

Vsing equations (10) and (Il) to calculate u,', and assuming the Darcy-Weisbach 
resistance law ta be valid one obtains an analytic expression for a generalized friction 
slope 

1 = Cf/8gH,) U; (12) 

where fis the generalized friction factor (Afouda, 1979): 

(13) 
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The kinematic relation 
Various simplified forms of the St Venant equation are generally adopted to de scribe 
the overland transformation process. Most of the simplifying assumptions are based on 
the personal judgement of individual modellers and thus reflect only a small portion of 
hydrological reaUty. The most coherent physics-based the ory elaborated for the 
purposes of rainfall-runoff analysis is the kinematic approximation. The fundamentals 
oflhis theory have been widelY'described (Wooding, 1965; Eagleson, 1970; Woolhiser, 
1975). For smooth surface flow (Chezy's flow) Wo.oIhiser and Uggett (1967) 
introduced a kinematic number 

(14) 

where Lo is a reference length of the plane,! 0 is the basin slope, Ho is the normal depth 
and Fr~ = Vi/gHo the corresponding Froude nurnber for a normll velocity Vo. If 
Ko> la, the kinematic approximation is valid and the dynamic equation (8) may be 
used in the Darcy-Weisbach form. When a rough surface flow is considered and if the 
roughness is described by the drag coefficient Ch the kinematic coefficient is obtained 
in the form (Afouda, 1979). 

KI = LoT//2R';" + Ko 

For KI> LoT//2R':' + K 0, a unique relation between depth and velocity can be 
adopted, then the dynamic equation is used in the form : 

U; = (8g loIr) H, 

Since the friction factor is a function of depth, a coefficient a(H,) can be defmed: 

a(H,) = (8g1 o/f(H ,)" 

then the discharge is expressed as a unique relation of depth: 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

This approximation, combined with the continuity equation, provides the distri· 
buted kinematic equation for overland tlow. 

Now, considering the distributed parame ter p.ex,t) and q,(x,t) to be lumped into a 
fmite number of input and output vatiables respectively Psi and q,i (where i = l , . 
2, .. . , n) (Fig. 1). For each pair of input and output the continuity equation is 

FIGURE 1. Def1nition sketch of overland t10w simulation by interacting reservoirs. 
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The kinematic relation 
Variaus simplified forms of the St Venant equation are generally adopted ta describe 
the overland transformatio n process . Most of the simplifying assumptions are based on 
the personal judgement of individual modellers and thus reflect only a smali port ion of 
hydrological reality . The most coherent physics-based theory elaborated for the 
purposes of rainfall-runoff analysis is the kinematic approximation. The fundamentals 
of!his theory have been widely· described (Wooding, 1965 ; Eagleson, 1970; Woolhiser, 
1975). For smoath surface flaw (Chezy's flow) Wa.olhiser and Liggett (1967) 
introduced a kinematic nwnber 

(1 4) 

where L. is a reference length of the plane, l . is the basin slape , H. is the nonnal depth 
and Fr~ = VilgR. the correspanding Froude number for a normal velocity V •. If 
K. > ID, the kinematic approximation is valid and the dynamic equatian (8) may be 
used in the Darcy-Weisbach form. When a rough surface flaw is considered and if the 
roughness is described by the drag coefficient Ch the kinematic coefficient is obtained 
in the ferm (Afouda, 1979). 

KI = L.TlI2R';' + K. 

For KI> LoTl I2R':' + K., a unique relation between depth and velocity can be 
adapted, then the dynamic equation is used in the fonn: 

U; = (8g 1./r) H. 

Sinoe the friction factor is a function of depth, a coefficient Q(H.) can be defmed: 

Q(R,) = (8gl.!r(H;;)Y, 

then the discharge is expressed as a unique relation of depth: 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

This approximation, combined with the continuity equation, provides the distri­
buted kinematic equation far overland tlaw. 

Now, considering the distributed parame ter P,(x ,t) and q,(x,t) to be lumped into a 
fmite number of input and output variables respectively P,i and q.i (where i = l, . 
2, .. . , n) (Fig. 1). For each pair of input and output the continuity equation is 

FIGURE 1. Oef1nition sketch of overland flow simulation by intcracting reservoirs. 
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A generalized kinemat ic approach to basin modelling 109 
considered in the hydrological form by integrating the continuity equation over a 
corresponding basin reach to obtaîn : 

dX. I 

d;" = ~ S1 - "" 1 

dX'2 dt" = ~ . 2- (</1'2- </l , , ) (l9) 

where 

}.X { 

X' i=--- J' H.i (x , t) dx ; 
XI- X i _l %i -I 

1 J'Xi aq'i </I.i- </1'(1-1 ) =---- -- dx 
Xj - Xi _ l Xj _ l aX j 

1 fX ,p.1 = - .. - P. i(X, I) dx 
x' -XC_l xi-l 

In matrix notation (1 9) can be written in the form: 

d)(, , 
"dr- = 4>. -'-1-. (20) 

\-m.ere<j.. = [</l'i - </1 .(1-1)] ' and (l8) transforms into 

<j.. = <Î-(X.(t) , t) (2 1) 

Approximating (21 ) by the Taylor series in the neighbourhood of X,(lo) = a and 
combining with (20) yields the followmg differential equat ion fo r overland tlow: 

dX s m 
--= 2: A.;)(" + 4>. 

d t ; =, 
where 

dX" 
dt 

X, ' [Xi'] [ •. dX. 
4>, = --= 

dt 

dX "'. X .n ~.n 

dt 

-ail a a a a a 
atj -al; : . a 0 a a 

. ................. . . ... ....... . ............ . . 
A,; = a o : GO _ I ); a a 

a o . 0 o 

with Qt;, the j th Taylor series coefficient for the reach i . 

• 

(22) 
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GroWldwater f10w 
The basic equations of groundwater f10w are weU established (Bear , 1972). For 
two-dimensional incompressible unconfmed f10w in a saturated porous medium, the 
continuity and the dynamic equations can be reduced to the foUowing (Eagleson, 
1970): 

aHu aqu 
--+-=Pu 

ar ax .'. 

where Hu = fH~; H~ is the depth of the f1ow, f i • . the porosity of the medium , qu 

(23) 

(24) 

. underground discharge contribution to the runoff, au = ""glu/ .. 'o with ko the intrinsic 
permeability, lu the local slope of the phreatic surface, "0 the viscosity of the f1uid, 
Pu = r(r) is the apparent vertical velocity with which water enters the system across 
the phreatic surface. 

Using now an approximation similar to that used for overland f1ow, a linear vector 
differential equation is obtained 

with 

and 

dX u 
-=A X + .... dt u U 'l'U 

A = u 

a 

o 

o 
-~u2 

o 

o 

o 
o 

o 

Coupling overland and underground flow 

o 
o 

a 

o 
o 

a 

o 
o 

o 

Qu(n -1) -Qun 

(25) 

(26) 

By assuming that fo r each reach, overland f10w and underground f10w can be coupled 
through the production function Z(8) (Afouda, 1976, 1978a,b) (Fig. 2) one obtains 

(27) 

(28) 



1 
1 , 
1 

( 

1 
1 

1 
) 

f 

li.. generalized kinematic approach to basin modelling 111 

FIGURE 2. Coupling overiand and underground flow. 

where 

A; = {Z(O)Au + [1- Z(O)] A", 

[1 - Z(O)] As; 

for j = 1 

for j;> 2 

Equations (27) and (28) are a lumped kinematic approach and describe the transfor· 
mation process in the basin. In terms of systems approach theory, (27) is a nonlinear 
vector clifferential equation which describes the state X(t) of the considered basin and 
equation (28) expresses the output as a nonlinear function of dûs state . Equations 
(27) and (28) can be solved using the local inverse theorem as presented by Halme and 
Orava (1972) and applied to hydrological systems (Afouda, 1974, 1978a, b, 1979). 
When appropriate initial conditions are found for a time invariant system , the linear 
component of the solution of the state equation can be given in the fonns 

(29) 

where X LCt) is a column matrix, an element of which has the form 

(30) 

and 

(31) 

Now, a general solution for (27) is obtained from the knowledge of equation (29) · 
which expresses the linear component, the vector column Xd is fonned and the "th 
element is obtained in the following fonn: 

X;.(t) = ,,' ... 2:" rt 
... r' .)t·i, ... i;(t, ~i . . . ~d 

L. fl =1 fi=l Juo . 1 / 

J 

X <PI, (~i,l· .. <P1;C~iJ)d~I, . . . d~ij 

When tltis expression is used ta calculate <jJ , the resulting equation is a column 
matrix, elements of which can be rearranged in the fonn of an integral series: 

'h(t) = ",' [". . .. ",' r'. .. J"oIê., l, .. . /' Ct, t, .. . t ·) 
.L.,V=l LI,=t .L.,lj=tJo 0 ] , 

x <P" (~I,l· . · <PI/t;ld~i, ... d~lj] 

(32) 

(33) 
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DISCUSSION 

Equation (33) is a generalized systems approach solution for the rainfaJl-runoff trans­
formation process. The advantage of a Volterra series representation has been 
discussed elsewhere (Afouda, 1978a). Only a theoreticaJ aspect of applicability is 
presented here . 

The parameters involved in the mathematicaJ formlÙation have been shown to have 
precise physicaJ meaning. The accuracy in estimating the basin behaviour is of course 
related to the approximation made on these parameters, Ut particlÙar Z(O): 

If Z(O) = l, .p(t) > 0, the basin response takes the form of underground 
contribution. 

If Z(O) = l ,.p(t) " 0 equation (27) will describe the evolution of soil moisture at · the 
soli surface . 

If Z(O) = 0, .p(t) > 0 then equation (27) is a generalized reservoir approach to the 
overland transformation pro cess. 

The accuracy of this approach depends on the parame ter n which represents the 
dimension of the fundamental matrix related to equation (27) and parameter m which 
is the number 0 f terms in the Taylor series development of (21). 

When n = l , m = l , the single linear reservoir approach is obtained which is widely 
used in hydrology . .;(f(t) reduces to 

..Jt'(t) = A .,(t) exp [-f: A .,m d~] (34) 

for time varying mode l, and to a simple exponential expression when A Il ::: constant. 
Coefficient A Il is often taken as an empiricaJ coefficient. The generalized approach 

. presented here gives the physicaJ meaning of this coefficient. When the generalized 
• friction factor is used for the caJclÙation, the following form is obtained: 

Au = [(10, ro, C,) 

If n .. 2, m = 1 a castading linear reservoir approach is obtainod. This case has been 
investigated in the laboratory by Musik (i 974). If A = constant, and </>, .. 0, </>, = 0 
(i .= l , Z, ... ), the Dooge appreach (1959) is obtained. When the Dooge boundary 
conditions are used, .;(f(r) will have the following form 

• l' - 2 [. . 1 1 ]-. 
,/t'Cr) = 2: _ (--) Op 1 (- - -) exp (-ai,l) 

1-1 al, ai, a"l 

In the particlÙar case of the Nash condition a Il = all = ... a 

a 
,/t'Ct) = -- (at)" -. exp (-at) 

(n -I)! 

(35) 

(36) 

(37) 

If n ::: l, m;;. 2 a single nonlinear reservoir approach is obtained . The solution for trus' 
approach has been discussed elsewhere (Afouda, 1978a, b) and has the form of a 
Volterra series. 

The case when n - C:O, m < c:o is of interesr. Considering the [inear component for the 
time invariant case 

(38) 

• 
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Il can be easily seen from the dermition of the system that if k - ~ the linear compon­
ent will tend towards 

(39) 

the task then is to evaluate X_(x,l- ~). From the definitioR of the linear component 

I
k Lk k-I -

.Jt;'(x, r -~) = lim Il ai exp [-ai (1- ~)l 
k- _ j'" 1 1"'1 i :: l 1 1 

(40) 

Al; k -~, a, tends towards a flXed value a 1 and Nash's condition is obtained. Thus the 
interna! summation equals 

1 
-- (arl- I exp(-a,t) 
(k -1)! 

Taking now 

2:
k 1 

X_(x,r -n = lim -- (alt)k-Iexp(-alr) 
k-- '=1 (k-l)! 

X_(x,r -~) is found to be constant everywhere and equals the Heaviside function 

X_(x, r - n = u(x, r -~) 

Hence the lineat component is 

" 
H(x, r) = J 0 u(x, r -;) p(x, ~) d~ 

The resulting discharge has the form: 

Q(x,r)= ~'" ft ... ftJt'j(x,r_~) Il' _ p(x,~)d~I ... d;, 
L. i =lJO Jo 1-1 

where 

Jt'f(x, r - t;) = ft jal Il ;'1 u(x, r - ~)d; Jo 1= 1 

Now derive the solution from the distribution equation 

aH aQ 
- +- =P(x,r) 
ar ax 

Q= ~m aH' 
Li=t 1 

The total differential of H(x,r) is 

dH aH aH 
-=-+U -
dr ar ax 

which comparing with (46) yields 

dH 
~ = p(x, r) 

U= ja;HI- 1 L
m . 

1= 1 

(41 ) 

(42) 

(43) 

(44) 

(45) 

(46) 

(47) 

(48) 

(49) 

(50) 
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Il can be easily seen from the dermition of the system that if k - ~ the linear compon­
ent will tend towards 

(39) 

the task then is ta evaluate J/"_(x,l- n. From the definitioR of the linear component 

I
k Lk k-I -

.Jt:'(X,I-~) = lim Il ai exp [-ai (1- ~)l 
k- _ j:: 1 1 = 1 i = l 1 1 

(40) 

Al; k -~, a, tends towards a flXed value a 1 and Nash's condition is obtained. Thus the 
interna! summation equals 

1 
-- (all- I exp(-a,t) 
(k -1)! 

Taking now 

I
k 1 

J/"_(x,l -n = lim -- (alt)k-Iexp(-a,t) 
k-- /=1 (k-l)! 

J/"_(x,t -~) is found ta be constant everywhere and equals the Heaviside function 

J/"_ (x, 1 - n = u(x, 1 -~) 

Hence the lineat component is 

" 
H(x, 1) = J 0 u(x, 1 -;) p(x, ~) d~ 

The resulting discharge has the form: 

Q(X,I)=~" r' .. . r'Jt'j(x,I-~) Il i _ p(x,~)d~, .. . d;i 
L. i =lJO Jo 1-1 

where 

J!'f(x, 1- t;) = r' jal Il ;'1 u(x, 1- ;)d; Jo 1= 1 

Now derive the solution from the distribution equation 

aH aQ 
- +- = P(X,I) 
al ax 

Q= ~m aH! 
Li=t 1 

The total differential of H(x, 1) is 

dH aH aH 
-=-+U-
dl at ax 

which comparing with (46) yields 

dH 
~ = p(X,I) 

U= jaH!-1 L
m . 

1=1 ! 

(41 ) 

(42) 

(43) 

(44) 

(45) 

(46) 

(47) 

(48) 

(49) 

(50) 
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So lving equatian (49) for H yields (44) and the resulting discharge can be easily 
deduced in the farm of (45). Thus it is proved that when n - ~ the generalized 
lumped solution tends towards the distributed solution of the kinematic wave theory . 

If Z(8) = constant .. a,p(r) > a, for a given interval , we necessarily underestimate 
and averestimate the volume of infiltration for dry and wetted periods respectively . 
This is the reason why time invariant models,llnear (linear reservoir, unit hydrograph) 
as weU as nonlinear (nonlinear reservoirs. Volterra -series) overestimate the low flow 
and underestimate the peak. The performance of the model could be improved if the 
values of Z(8) are cansidered for each appropriate subinterval. 

CONCLUSION 

• 

The process of flood wave formation from rainfall in a natural basin is one of the most 
important and most complex f10w phenomena the engineer has ta deal with . In this ; f 
paper a theoretical physics·based model has been developed for the rainfall-runoff : i 
transformation process . The basic idea of the model is that rainfall-runoff transforma· 
tion involves three main processes: production , transformation and propagation. A 
production function Z.(8 ) has been proposed which derermines the interaction of the 
major components. The transformation process is obtained by coupling overland flow 
and underground tlow in a lumped form . The lumped equations have been proved ta 
tend toward a dlstributed form when the dimension of the fundamental matrix of the 
system tends ta infmity . Though the propagation process can be studied by the 
lumped St Venant equation, it is not analysed in detail here . It is belleved that the 
stochastic extension of the apptoach developed in rhis paper will produce a more 
coherent theory of hydtological systems. 
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QUELQUES ASPECTS CLIMATOLOGIQUES DE L'ELABORATION DES SYSTEMES 
DE DRAINAGE EH MILIEU URBAIN 

I. INTRODUCTION 

par 

AFOUDA A. Abel 
Université Nationale du Bénin 

Cotonou (Rep. Pop. du Bénin) 

Le développement rapide des centres urbains est aujourd'hui un phénomène mondial 
Il a généralement pour conséquence une modification radicale des conditions de ruisselle­
ment et du régime des cours d'eau drainant le terrain bâti. Mais l ' impact des facteurs cli 
matiques dont le plus marquant est celui de la précipitation dépend de la situation géo­
graphique et du niveau de développement du pays concerné ainsi que de l'importance écono­
mique de la ville. 

En effet, les influences physiques et directes de la précipitation se traduisent 
d'une part, par les inondations qui affectent à la fois la sécurité des citadins et l'éco­
nomie du pays, et d'autre part, par l'érosion des sols qui affecte , dans les zones de for­
te pente non imperméabilisée, les chaussées, et, souvent, la stabilité des édifices. Pour 
lutter contre ces effets néfastes de la précipitation, il faut consentir à des investisse­
ments élevés, afin de mettre en place des systèmes de drainage appropriés. 

Dans nombre de 'pays en développement, et particulièrement dans la plupart des 
pays d'Afrique Tropicale, le niveau d'urbanisation des grandes agglomérations reste tragi­
quement insuffisant, le développement des infrastructures urbaines ne suivant pas directe­
ment l'occupation des sols. Cette situation rend très délicate l' élaborat i on des systèmes 
de drainage. L'utilisation des modèles classiques de transformation pluie-débit, inspirés 
par des conditions climatiques différentes de celles de l'Afrique tropicale e~ des condi­
tions de ruissellement moins sévères, ne donne .souvent pas les résultats escomp t és. 

Après une étude rapide des modèles classiques de transformation pluie-àébit en 
milieu urbain, on' examine la notion de pluie de projet et on présente un modè l e théorique 
de ruissellement basé sur les équations fondamentales de l'hydrodynamique. L'interpréta­
tion déterministe de ce modèle montre qu'il généralise les modèles à réservoirs class 
L' interprétation stochastique permet d'établir une relation probabiliste 2ntre d ' une part 
l es précipitations et la fonction de transformation du bassin et, d 'autre part entre la 
fonction de transformation et le débit à l'exutoire. 

II. LES HODELES DE DRAINAGE EN MILIEU URBAIN 

On distingue en général deux types de systèmes de drainage en mil ieu urbain : l e 
système mixte et le système séparatif. Dans les deux cas, la principale di f fi culté rés ide 
dans le fait que le réseau doit être calculé en terme de risque de défaillance en raison 
de la nature aléatoire des précipitations. La recherche du débit maximal "pluvial à 
ou de l'hydrogramme de crue de projet se fait à l'aide des modèles pl uie-déb i t. 

Les modèles pluie-débit, couramment utilisés dans la r echerche du débit pl uvia l 
maximal ou de l'hydrogramme devant servir à l'établissement des projets d ' as sainis s ~ment, 
peuvent être classés en plusieurs catégories, sur la base des critèr es pr éfix és . (Dooge 
[7] , Clarke [5] ) . Nous avons choisi de les classer suiv~nt le fondement théorique ma 
matique auquel ils font appel. On distingue a insi :. les modèles Œrnpi r iques (méthoda ra­
tionnelle, méthode de Caquot) ; les modèles déterministe3 (modèles globaux, modè l es à pa­
ramètres répartis) ; les modèles stochastiques (modèles ARMn). 
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Q(t) ~ ~ (t,to) Qo + !o ~ (t - ,) Pc,) d'f. (7) 

avec {- ( t- t 0) / b 0 } • 

On a 

~ (t, to) ~ exp 

montré, dans [1] , que lorsque l'on considère la relation (5) sous la forme 
k. .• . .. ..• ...•. __ . . _- .. _ . • • - .•• -

le débit de sortie 

Q ~ 1: Cl
i 

yI. 
i~ 

s'obtient sous la forme des séries intégrales 

Ici, les 

k t t 

1: f ... f Q(t)-
. i 

~. ('1 ... '1:.) n (t - '1) d'I 
1. 1. 1~1 iml 0 0 

~ . . sont des combinaisons appropriées d'exponentielles . 
1. 

d,. 
1. 

(8) 

(9) 

b-Les modèZes anaZutiqu.es 
Les modèles analytiques-proëèdent-dTune-c~nëeptTon différente. Ils consistent en effet à 
résoudre le problème inverse des problèmes (3) et (4). Dans sa formulation linéaire in­
troduite par Sherman (Dooge [7]), on suppose que l'on peut déterminer à partir d'une sé­
rie d'observations sur le terrain, la fonction ~ (t) correspondant à l'averse unitaire 
type. La connaissance de cette fonction appelée hydrogramme unitaire du bassin permet, p~r 
convolution linéaire avec une averse quelconque donnée, de connaître le débit à la sortie 
dudit bassin. . 

Le modèle à paramètres répartis couramment utilisé en hydrologie urbaine est basé sur les 
équations de St-Venant 

i a h a Q 
a P (x 

, 
t)- (ID) 

3 
+ a , 

t x 

a U + u a U a h (I - J) Up (11) + g ~ g -a t a x a x 0 h 

Ici, P(x,t) représente la pluie nette; h est la hauteur de l'écoulement sur le 
U est sa vitesse, J - la perte de charg~ et g - l'accélaration de la pesanteur 
étant définis comme précédemment. 

bassin ; 
Q et Io 

Il n'existe malheureusement pas ( à notre connaissance) de solution analytique simple pOUl 
le système d'équations (ID) et (Il). Cependant, dans le cas de l'écoulemen, de surface, 
des simplifications notables peuvent s'introudire dans l'équation dyn~ique (eq.II). 
Woolhiser et Liggett [8] ont montré ~ue le critère théorique de simplification est le 
nombre cinématiqüe Ka ~ Io Lo / Ho Fo ,Io étant la pente moyenne, Lo une longueur de 
référence dans le plan de l'écoulement, Ho - la hauteur de l'écoulement normal, et Fo le 
nombre de Froude de l.'écoulement. Pour Ka ~ 10 , l'équation dynamique (II) peut s'écrire 
sous la forme : 

Q(t) ( 12) 

OÙ À et V dépendent de la formule choisie pour exprimer les termes de résistance. En 
utilisant la méthode des caractéristiques, '''/ooding [21) et ensuite Woolhiser [22) ont 
montré que la solution du système d'équations (ID) et (12), pour des conditions initiales 
appropriées, est donnée par . 

v 
Q(t) ~ À (P t) 

II.3. Les modèles stochastiques 

Généralement, on rencontre en hydrologie, les modèles stochastiques sous la for 
mulation ARMA (m,n) ou ses variantes. Le modèle ARMA (m,n) est décrit par la relation 

m 
~ 1: 

k=1 

n 
+ . 1: 

k=1 
\lk P t - k 

(13) 

où ~ et \lk sont des coefficients du modèle et Nt est un terme de bruit. On ramène, 
après<quelques transformations mathématiques, cette relation sous la forme suivante 

' . " 
U~, • 



" . 

Q '" t 
~-I 1 
À (8). j5 (8) Pt + <1> - (8) 1jI (8) Olt (14) 

Dans_cette relation, B désigne l 'opérateu r r e tard tel que BQt '" Qt-I ; 
Bmqt '" Qt-m ; À (8), j5 (8), <1>(8) et 1jI(B) sont des polynômes en B de degré respectif 
approprié mi (i '" 1 ,4) ; Olt est un terme de bruit , de variance cr~ et de moyenne nulle. 
La résolution du modèle stochastique consiste alors à trouver les paramètres : 

À , j5 , <1> , 1jI et 

Pour conclure ce survol très rapide des différents modèles de transformation 
pluie-débit, il faudrait souligner que 

- les modèles empiriques, malgré les essais d'adaptation ne donnen t toujours pas des r é­
sultats satisfaisants en milieu tropical. Leur utilisation conduit à sous estimer dange­
reusement le débit maximum possible pour une pluie de f r équence donnée ; 

- les modèles stochastiques servent plutôt dans la gestion des grands bassins et dans la 
prédiction à court terme et s'adaptent mal au problème de transformation pluie-débit en 
milieu urbain: (O'Connell [14] ,Todidini et Bouillot [19] , Szollosi Nagy et al [ 17]) . 

- les modèles déterministes pourraient donner des résultats meilleurs parce qu'ils consi· 
dèrent le caractère dynamique du processus de transformation, (Débordes [6] ) . Mais ces 
modèles ne prennent pas en compte l'aspect stochastique at t aché à l'information c limati­
que . Les expériences récentes en hydrologie urbaine indiquent que les effor ts s ' ori entent 
vers l'amélioration de ces modèles. A notre avis, ces efforts do ivent consister d 'abord 
à mieux appréhender la faiblesse des modèles déterministes vis à vis de l'information clio 
matique et .à porter donc sur la définition correcte de la pluie de projet. 

III. LA PLUIE DE PROJET 

rII.l. Aspects socio-économiques 

Une définition correcte de la pluie de projet devrait se faire par un calcul 
économique, mettant en balance, les coûts des investissements nécessaires pour se proté­
ger contre un phénomène de fréquence donnée et le coût des dégâts occasionnés par les 
eaux, en cas de dépassement du phénomène considéré. Ainsi, sur l e plan économique, la 
question se pose en terme de risque que représente un débordement de réseau, Mais, dans l! 
cas général, on éprouve de grandes d i fficultés à effectuer de te l les mesures , car on éva' 
lue mal l'étendue des inondations et les effets physiques correspondant à un phénomène dl 
fréquence donnée, et encore moins le coût des dégâts occasionnés. Dans nombre de cas, 11 
risque encouru peut être uniquement une gêne temporaire apportée à la circulati on pend~t 
une durée relativement courte. Ce risque peut certainement être accepté av ec une fréque~ 
ce assez élevée. Dans d'autres cas, au contraire, la présence de zone de peuplement très 
dense impose, pour des raisons de sécurité, une protection contre les crues de fréquences 
assez rares et pour des· questions de santé une protection contre toute inondat ion . 

Il apparatt donc nettement que, pour un même centre urbain , le problème du choi 
de fréquence peut se poser différemment et il convient de déterminer pour c haque cas, l es 
fréquences correspondant à l'optimum économique et sanitaire. Le choix de la f réquence 
décennale, couramment utilisée dans les pays d'Afrique d'expression française pour l e 
calcul des systèmes d'assainissement en mil i eu urbain, pourrait bien ne correspondre à 
aucun optimum souhaité, surtout si l'on tient compte du caractère torrent i el de l a pluie 
en milieu tropical. 

III.2. Définition de la pluie de projet 

Dans leur essai d'adaptation de la formule de Caquot aux regl.ons intertropica­
les, Lemoine et Cruet te [12] considèrent que l'intensité de la pluie décennale dans ce tt 
zone répond approximativement à la formul'e : . 

i '" 7,5 t-0 ,5 : (1 5) 
mm/mn mn 

pour les averses de durée inférieure à 90 minutes. L'utilisa tion de cette f ormule , walgrî 
les corrections suggérées par l es auteurs, ne permet pas d'améliorer l a performance de la 
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formule de Caquot en milieu tropical. 
Dans une é tude statistique générale des averses exceptionnelles en Afrique Occi­

dentale, Brunet-Moret [4] a montré que les précipitations journalières dans cette région 
s'ajustaient à une loi de distribution gamma incomplète , sauf dans las zones cotières. 
S'appuyant sur les travaux antérieures de l'ORSTOM, (Rodier [15] , Herbaud [10]), il 
montre que le diagramme d'intensité classique d'une averse moyenne ou forte se présente 
comme suit : 

- une période préliminaire, très souvent absente ou de très courte durée, avec 
des inten,si tés moyennes inférieures à 18 mm/heure ; 

- le corps de la tornade à forte ou très forte intensité moyenne, 40 à 80 ou 
100 mm/h, la durée de cette période est courte, parfois très courte, 5 à 20 minutes avec, 
généralement, un paroxysme de 5 minutes au moins qui peut atteindre 150 à 200 mm/h ou 
même plus. Cette pointe peut se dédoubler, auquel cas le corps de l 'averse dure plus de 
20 miriutes ; 

- la traine de l'averse, à faibl'e intensi té, 15 à 20 mm/h au début, tombant vite 
en-dessous de 5 mm/ho La traine dure généralement 1/2 heure à 2 heures. 

Dans le cas d'une averse simple dans la journée, cet auteur propose les rela-:." 
tions suivantes respectivement pour : 

- la hauteur C de précipitation correspondant au corps de l'averse: 

C a O,9 [p J - 5 ] 
PJ étant la pr~ipitation de la journée. 

- la durée de ce corps de l'averse: 
1/3 

14,9 (C'" 1,82) D • 
ml.n 18,2 

- les intensités classées du corps suivant le temps t en minutes 

i(t)mm/h a 6 [ 
(D-t)"'18,2 

1 0,5 

2 
] 

- l'intensité maximale en 5 minutes autour de la Rointe : 
273 

(16) 

(17) 

( 18) 

ip mm/h a 12,06 [C ... ~,8] ~ 4,05 
1/3 

[1 ... 1,8] + 0,45 (19) 

Pour obtenir l'~yétogramme à partir du graphique des intensités classées, 
Brunet-Moret propose un temps de montée en intensité de 8,8 minutes (quelle que soit la 
hauteur de ce corps) à croissance linéaire en intensité suivant le temps. 

On montre par ailleurs (W MOn° 332, p.95) que si PTr est la précipitation 
maximale journalière de période de retour Tr , on peut l'exprimer par la relation 

P a P ... A S 1 (20) Tr n n , 
où Pn et Sn sont respectivement la moyenne et l'écart type de la serl.e de n maxima 
A est une variable statistique qui varie avec les différentes distributions de fréquence 
auxquelles s'ajustent les valeurs ~~trêmes des données hydrologiques étudiées. Si on rem­
place dans cette relation PTr par la précipitation maximale observée et A par Am' on 
trouve que Am représente le nombre d'écarts types qu'il faut ajouter à la moyenne Pn 
pour obtenir Pm : 

Pm a Pn ... Am Sn (21) 

Si, avec cette formulation, on applique la méthode de Brunet-Moret pour le cas 
d'une seule averse dans la journée, on est conduit à l'expression suivante pour représen­
ter l'hyétogramme de projet: 

i(t)mm/h a i (t) + cr (t) Ei(t) (t) (22) 

où i(t) représente l'hyétogramme moyen; cr(t) est l'écart type instantané; E'(t)(t) 
représente le nombre d'écarts-types instantanés qu'il faut ajouter à la valeuf lnstantanée 
de l'hydrogramme moyen pour avoir l'intensité réelle de la pluie observée. Du point de vue 
théorique, on montre (Jawzinski [11] p.48 et p.73) que E,( ,et) est un processus du mou-
vement .brownien. l t 

On admettra par extension qu'un processus hydrologique de fréquence donnée peut 
être décrit par une relation similaire à la relation (22). Cela revient à définir pour 
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formule de Caquot en milieu tropical. 
Dans une é tude statistique générale des averses exceptionnelles en Afrique Occi­

dentale, Brunet-Moret [4] a montré que les précipitations journalières dans cette région 
s'ajustaient à une loi de distribution gamma incomplète , sauf dans las zones cotières. 
S'appuyant sur les travaux antérieures de l'ORSTOM, (Rodier [15] , Herbaud [10]), il 
montre que le diagramme d'intensité classique d'une averse moyenne ou forte se présente 
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- une période préliminaire, très souvent absente ou de très courte durée, avec 
des inten,si tés moyennes inférieures à 18 mm/heure ; 

- le corps de la tornade à forte ou très forte intensité moyenne, 40 à 80 ou 
100 mm/h, la durée de cette période est courte, parfois très courte, 5 à 20 minutes avec, 
généralement, un paroxysme de 5 minutes au moins qui peut atteindre 150 à 200 mm/h ou 
même plus. Cette pointe peut se dédoubler, auquel cas le corps de l 'averse dure plus de 
20 miriutes ; 

- la traine de l'averse, à faibl'e intensi té, 15 à 20 mm/h au début, tombant vite 
en-dessous de 5 mm/ho La traine dure généralement 1/2 heure à 2 heures. 
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tions suivantes respectivement pour : 

- la hauteur C de précipitation correspondant au corps de l'averse: 
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ip mm/h a 12,06 [C ... ~,8] ~ 4,05 
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[1 ... 1,8] + 0,45 (19) 

Pour obtenir l'~yétogramme à partir du graphique des intensités classées, 
Brunet-Moret propose un temps de montée en intensité de 8,8 minutes (quelle que soit la 
hauteur de ce corps) à croissance linéaire en intensité suivant le temps. 

On montre par ailleurs (W MOn° 332, p.95) que si PTr est la précipitation 
maximale journalière de période de retour Tr , on peut l'exprimer par la relation 

P a P ... A S 1 (20) Tr n n , 
où Pn et Sn sont respectivement la moyenne et l'écart type de la serl.e de n maxima 
A est une variable statistique qui varie avec les différentes distributions de fréquence 
auxquelles s'ajustent les valeurs ~~trêmes des données hydrologiques étudiées. Si on rem­
place dans cette relation PTr par la précipitation maximale observée et A par Am' on 
trouve que Am représente le nombre d'écarts types qu'il faut ajouter à la moyenne Pn 
pour obtenir Pm : 

Pm a Pn ... Am Sn (21) 

Si, avec cette formulation, on applique la méthode de Brunet-Moret pour le cas 
d'une seule averse dans la journée, on est conduit à l'expression suivante pour représen­
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théorique, on montre (Jawzinski [11] p.48 et p.73) que E,( ,et) est un processus du mou-
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On admettra par extension qu'un processus hydrologique de fréquence donnée peut 
être décrit par une relation similaire à la relation (22). Cela revient à définir pour 
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chaque processus hydrologique E; (t), une 
E; ( t) 

réduite variable 
)JE; (t) 

€~ (t) 2 ----.-..,;'----

a~ (t) 

. - .. . 
(23) .. 

E;(t) aura les caractéristiques décrites dans Jawzinski [Il] p.72 ou dans Friedman [9] 
p.36. Nous considèrerons par la suite uniquement les processus du mouvement brownien nor· 
malisés. ! 

IV. APPROCHE CINEMATIQUE GENERALISEE 

IV.l. Le modèle déterministe 

En considérant l'écoulement de l'eau comme un mouvement fluide, on peut le dé­
crire par les équations générales qui régissent un système fluide et qui s'appuient sur 
les trois principes suivants : 

- conservation de la quantité de mouvement (2ème loi de Newton) 
- conservation de la masse (équation de continuité) 
- conservation de l'énergie (1ère loi de la thermodynamique). 

A ces principes, on ajoute généralement . 

- l'équation caractéristique du fluide ou équation d'état, qui traduit le passage de la 
description de l'état moléculaire du fluide à l'état macroscopique. Le système d'équa­
tions aux dérivées partielles qui en' résulte est bien complexe et difficile à manier. 
Mais une telle démarche permet de situer l'étude de la relation pluie-débit dans le cadre 
plus général de l'utilisation des informations climatologiques. Heureusement, dans le 
cadre de l'écoulement de l'eau sur une surface urbaine, des modifications évidentes s'in' 
troduisent qui permettent de considérer le processus de transformation pluie-débit en 
ter:ne d'étapes, déterminées par les fonctions de production, de transfonnation et de pro' 
pagation (Afouda [2] [3] ): 

=-l~_!~cti~~~_EE~~~~ion qu'on désigne par Z(6)décrit l'action compl~xe de 
la. zone non saturée par laquelle la quantité d'eau précipitée augmente la teneur en eau 
du milieu et se divise en hauteur d'eau efficace destinée à alimenter le ruissellement 
de surface· ei: en hauteur d'eau d'infiltration destinée à ali::lenter (s'il y a lieu) l'é­
coulement souterrain. 

- la fonction vectorielle de transformation Y(t) est solution de l'équation 
différentiel~-vëëtorIëïlë-~ë~-ïI~êaIrë---------------

dY m -1 
d t = r Aj Yj + q l (24) 

j21 

(25) A. Y. 
J J 

Les équations (24) et (25) constituent la forme hydrologique du système d'éq~' 
tions aux dérivées partielles non linéaires qui décrit le bassin versant. Dans ces rela­
tions, Aj_sont les matrices d'évolution du système, Yj désigne les transformations par­
tielles, q traduit ici le débit d'alimentation par la pluie et ~ est un vecteur colOMe 
qui représente la réponse du système. Pour obtenir le débit de sortie à partir de la 
fonction vectorielle ~ (Y, t), il suffit de considérer le dernier élément de la colonne; 
en d'autres termes : le débit de sortie est une fonction scalaire ~n (Y, t) de la fonctiOl 
vectorielle de transformation. On a montré dans des travaux antérieurs (Afouda [IJ [21 
[3] ) que ce modèle généralise les modèles à réservoirs classiques et que , pour n += 
(le nombre d'éléments tend vers l'infini), le débit de sortie est solution de l'équation 
différentielle scalaire (equation des caractéristiques) tiré du système (la) et (Il) et 
d'une transformation de (24) et (25) : 

i d h 
d t 

2P (x,t) 

Q = Uh 2 

. 1 

j a. hl i 
J 

(26) 

(27) 

.---------.----------t--------.------.. - .---------
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Ce comportement asymptotique du système constitue l'un des résultats fondamen­
taux du modèle déterministe et qui sera utilisé par la suite. 

:_!~_E~~~!i~~_~~_EE~E~g~ti~~ décrit l'action par laquelle l'onde de crue formée 
se propage vers l'aval. La propagation de l'onde de crue dans les caniveaux urbains est 
un phénomène purement hydraulique, il ne subit que très faiblement l'influence des apports 
météorologiques dans le cas des conduites à ciel ouvert et pa; du tout dans le cas des 
conduites enterrées. Par ailleurs, ce phénomène a été très largement étudié (cf. par exem­
ple les travaux de l'Institut de 11écanique des Fluides de Toulouse avec le Professeur C. 
Thirriot [18] et, tout récemment, Mahmood et Yevjevich [13]) . Il ne sera donc pas 
abordé ici. 

IV.2. Le modèle hydrodynamique stochastique 

L'un des aspects les plus marquants des évènements climatiques est celui qui est 
lié à la notion de hasard. La représentation de tels évènements doit donc prendre en comp­
te les incertitudes liées à leur connaissance. Alors, p(x,t) doit être considéré comme 
un processus stochastique, c'est-à-dire une famille de variables aléatoires ind~xées par 
la variable spatiale n et la variable temporelle T et notées : 

.{ P(x,t) , t eT, x n · } 
~'étude des processus stochastiques a connu ces dernières années un grand déve­

loppement. On a indiqué plus haut (équations 13 et 14) les modèles stochastiques couram­
ment utilisés en hydrologie. Le lecteur intéressé à plus de détails pourra consulter 
Friedman [9] pour le développement mathématique de la théorie ; Ja~zinski [II] pour les 
applications à la théorie des systèmes et Yevjevich [23] pour les applications à l'hy­
drologie. Nous admettrons ici que les différents processus intervenant dans l'étude du 
système hydrologique sont décrits chacun par une relation similaire à l'équation (22) ou 
(23;. Alors, en posant plus généralement 

A. Y. + q 
J J 

F (A , Y , q ; t) (28) 
j~1 

on obtient l'équation qui décrit le comportement stochastique du bassin sous la forme 

dY ~ F (A, Y, q ;t ) dt 

t/J ~ ~ (A, Y, q ;t ) + 

+ G (A , Y , q ; 
go (A, y , q ; t) 

-
t) d S 
St/J ( t) 

( t) (29) 

(30) 

Dans ces relations F est une fonction n-vectorielle, G est la matrice des 
écarts-types sur F et Set) est un processus du mouvement bro~ien ; g est la matrice 
des écarts-types sur t/J et ~ est défini coœme précédemment. Une fo~ulation équivalente 
de l'équation (29) est donnée par la relation: 

t t 
Y(t) ~ Y + J F (A, Y, q; ,) d, + J 

o 
to to 

G (A, Y, q ; ,) d S (,) (31) 

Dans cette relation, si le premier terme du membre de droite est une forme clas­
sique de l'intégrale de Riemann, le second terme est moins connu et constitue l'intégra­
le stochastique de Ito (Jawakinski [II] Friedman [9]). 

La solution Y de l'équation (29) ou (31) a une propriété fort intéressante et 
qui peut être d'importance par la suite. Elle constitue un processus de Markov. Ce qui 
montre que, tout comme dans le cas déterministe, toute l'évolution passée du bassin est 
résumée àans la fonction de transformation ; on a ainsi 

y (t ) = X ] 
o 0 (32) 

= Pro [ Y(tn) < Xn / Y (t
n

_
l
) = X

n
_ 1 ] 

On peut donc déterminer complètement la propabilité de Y par la connaissance de 
sa distribution initiale et de sa probabilité de transition. On notera la probabilité ùe 
transition de Y sous la forme Pr (Y,t / X, , ). On montre alors (Ja~zinski [II]) que 
cette probabilité de transition obéit .à l'équation de Fokker-Planck-Kolmogorov : 



• 

--

est 
n 
1: 

i:al 

= t [ P r (Y, t / x , '! ) ] 

l'opérateur défini par 
a (F .• ) 

1. + __ 
dYi '- -- -- '- - 2 

n 
1: 

i,j=-l .'; 

T S • G ) •• 
1.) 

(33) 

. ) 

avec S comme matrice de covariance de 
respectivement . 

i 
B(t), Yi et F. étant les éléments de Y et de F 

1. 

Par ailleurs, d'après un lemme de Ito (Jawzkinski [II] p . 112) , on peut déter­
miner une équation pour l'évolution de toute fonction scalaire à valeur réelle Wn (Y,t) 
continûment différentiable en t et deux fois continûment différ~ntiable en Y sous la 
forme suivante, lorsque Y est l'unique solution de l'équation différentielle stochastique 
(29) • , 

trace T 
(G.S.G Wyy) ] dt S d B (34) 

On voit aiors que, si le débit de sortie vérifie les hypothèses du lemme de Ito, 
son évolution est déterminée par la relation (34). Mais l'équation (34) est aussi une 
équation différentielle stochastique. Alors si West l'unique solution de (34) et si la 
densité de probabilité notée Pr (W, t) est continûment différentiable en t et deux fois 
continûment différentiable en W , son évolution est donnée par : 

T -0'" 1 
dPr(W, t) =[Prt + Pr1jI.J"+ ' Z trace Gg; S dt ] + P~w S dB (35) 

Dans les relations (35) et (36), t, Y, W en indice traduisent la dérivation 
partielle par rapport à t , Y et W respectivement, T en exposant désigne le transposé 
de la matrice. On a posé en outre : 

$ = Wt + 1jJiF ,-+ + trace G • S • G
T 

Wyy 

~ = 1jJi S 

Les équations. (29), (30), (34) constituent les outils essentiels pour l'étudeœ 
comportement du bassin versant en tant que système stcchastique. En effet, à partir de 
ces équations, on a les résultats suivants : ' 

1,;. On suppose que le débit de sortie à l'exutoire du bassin versant 1jJ (Y, t ) est une fon~ 
tion continûment ~ifférentielle en t et deux fois continûment différentiel le en Y, si 
l'espérance mathématique de l'accroissement de 1jJ est nulle, alors l'espérance mathémati· 
que du débit à l'exutoire mesure la densité de probabilité de la fonction vectorielle de 
transformation. 

~,;. Sous les hypothèses 
a - que toute la quantité d'eau tombée sous forme de précipitation se transfo12 
en débit à l'exutoire du bassin versant et 

-b - l'espérance mathématique des accroissements de West nulle et si 
1jJ(Y,to) = ô(Y) (ô exprimant la fonction de Dirac) 

alors, la densité de probabilité de la fonction vectorielle de transformation est une 
loi de Gauss. 

~~ On suppose que l'espérance mathématique des accroissements de W 
P;( 1jJ , to) = Ô , alors la distribution de la densité de probabil ité 

es t nulle. si 
du débit à l' exutoin 

vérifie la loi de Gauss. 

Si l'on passe maintenant au cas limite qui est en fait le cas le plus intéres­
sant dans la pratique, la solution stochastique du système devient remarquablement simple, 
En effet, l'équivalent stochastique de l'équation (26) s'écrit 

d h = l' (x, t)d~ + cr (x, t) d B (36) 

P et cr étant respectivement la moyenne et l'écart type sur P(x,t). 
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L'application du résultat nO 

le débit de sortie : 
d Q 
d t 

~ P (x, t) 

Vi 

conduit à la relation suivante pour exprimer 

3 Q 
a h 

(37) 

Pour mieux faire ressortir l'influence de la variable spatiale, on pose 
. . ...... - - ". - --

- C ~ P (x,t) [ o 
On a alors la relation suivante : 

d Q 
a t 

- C o 
le long d'un.e caractéristique. 

V. CONCLUSION 

d Q 
a x 

-1 1 ; 

(38) 

On s'est attaché dans cet exposé à montrer comment les différents modèles de 
[to, transformation pluie-débit ~xistant permettent de tenir compte de l'information climati­

que en insistant plus particulièrement sur les propriétés stochastiques attachées à l'in-
l a formation pluviométrique. On a présenté un modèle hydrodynamique qui prend en compte à 
lS la fois le caractère stochastique des précipitations et l'aspect dynamique de la trans­

formation. On établit ainsi différents résultats qui peuvent être utiles dans l'étude des 
bassins versants. 
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Il existe sûrement des lacunes dans le développement présenté ; cependant, il 
apparaît déjà Cà notre avis) qu'un approfondissement théorique du modèle hydrodynamique 
s'impose et que les recherches sur ses performances pratiques permettront de réduire 
notablement le coût prohibitif, dans certains cas, des systèmes de drainage en milieu 
urbain. 
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STATION )f COTOHOU; 
~O"eHTS CAalC1ERISTIQU ES 
PERIODE seCttE 

, 
<:0...-0- C~€,"\ ' <,~ ' 1ue<; 

.. JANV • 'EVR .. ~ARS • AVRI .. ~AI • JUIN .. JUIL . • AOUT .. SE'T OtTO .. NOVE t Oft! , 
---------------------------------.---------------------------------------~-----------------------------------------------• • 0.71 0.67 0.60 0.53 0.49 0.53 O.S1 0.70 

------i-------------------------------------~-----------------------------~----------------------------------------------
• "" ' . "t " 13.411 8.41 4.66 - 2.91 . Z.U 1.7'3 3.1" '.14 l.U l.09 $.40 14.17" 
.. ~. t <. • 12:.97 7.89 4.13 2.36 1.56 1.12 1.2Q 4.21 2.99 2 . 54 4.!? 11.66· 

. ... . ' ., 0.96 O.h 0.89 0.51 o.n O~65 0.86 0.59 0.85 O.il 0.90 0.96" 

------~------------------------------------------------------~---.------------------------------------~------------------• ~ ~ .,...,....,.. t 13.79 7.73 4.S4 . 2.84 2.07 . 1.73 3.72 4.73 3.S0 3.03 5. 37 12.61. 
t • , .., t 12.93 S.28 4.24 2.36 1.50 , 1.01 3.H ~.18 2.U 2.40 5.21 11.96" 

'4 1 c.. t 0.94 t.01 0.93 0.41 0.13 0.59 0.92 0.93 0.82 0.79 0.91 0.95. 

----------------------------------------------------------------------------~------------------------.-------------------• ft! . ! ,...~ t 13.H 7.S'- . 4.08 ~.73 1.91 ~ • 1.67 ~ 3.63 ,· "4.40 3.31 l;OO 5.4' H.19. 
• . ' 1 6" t 11.94 1.50 · 4.U 2.35 1.55 1 . 07 1.61 4.15 1 . 11 · 2.61 5.44 n.H· 
t . % w t 0.!7 1.13 0.91 0.16 0.15 0.04 1.01 1.10 0.95 0.19 1.0C 0.91 + 

--------------------------------------~------------~-----~-----------------------------_._------.-------~----------------

: . >. 

STATION DE COTONOU; 
~O~ENTS CARACTfRISTIQU ES 
P·ERIOO! pl.uvreUSE 

JUIN t JUIL t AOuT + SEPT t OCTO t ~OVE • OECE • 
---------------------------------------------------------------------------------------------.---------------------------

t 0. 01 0.07 · 0.1. 0.21 0.10 0.4' 0.25 ~.17 0.21 0.23 0.12 0.04 t 

:--~-r-~-:---~:~:-----~:~~-----~:;~-----~:;~-----~:;~-----;::;-----;:;~-----;:~~-----~::;---.-;:::-----~:;;-----;:;;--: 
• 1 E t 0.20 0.:'2 0.57 0.50 o.u 1.85 1.31 0.98 0.56 0 • .10 0.52 O.l? + 
t;Z:: c..-" 0.19 O.l? 0.4S 0.41 0.58 0.7'r 0.69 0.61 0.57 O.H 0.43 o.n· 
:--;;--I -~-:---;:;~-----;:~;-----~:~:-----;:;:-----~::;-----;::;-----~:;;-----;:;;-----;:::-----;::~-----;:;;-----;:~;--: 
.. , €" . 0 .3.. ..:l .57 0.55 0 .63 .:1.94 2.04 1.42 1.01 O.H 0.77 0.47 0.52 t 

• .:: : w t 0 • .35 0 . 51 0.4:' 0 .55 0.01 0.83 0.80 0.04 0. 61 0.55 0.39 0.49 t 

~~~~~[~1[~~~~~~I~~~~~~~~~~~~~~~~~I~~~~~~~~~~~~~~~~~I~~~~~~~~I~~~~~~~~I~;~~~~~~~~~~~~~~~~;~~~~~~~~f~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~: 
---_._._----
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STATION ~~ ~O~ICON; 

~O~eNTS C'A'CTERISTI~U iS 
PERIODE SECHE 

JUIN .. JUIL .. AOUT + SEPT .. OCT~ .. HOVE • Oftf • 
----------------------------------------------------~--------------------------------------------------------------------0.72 0.57 0.45 0.42 0.36 O.q 0.41 0.41 0.44 0.66 0.72 .. 

.. ..,. ~ .. 18.94 8.38 4.09 LB 2.47 1.83 2.43 3.29 2.'-4 z.n S.H 19.55" 
1 ~ .. 18.4] 7.36 1.H 1.78 1.90 1.23 1.47 2.74 1.$8 2.2Z 7.60 19.04 .. 

.. X w + 0.97 0.94 O.H 0.76 0.17 0.67 0.71 O.al 0.77 0.80 0.94 0.97" 
------------------- .. -------------------------------------------_:._-... ---... _-_ ..... -------------.. ----------_ ........... -......... ----------

f'j 'Pf\. .. 17.04 a.QO 3.~o 1.Z7 2 . 4tl 1.81 2.34 ];2:3 2 .. 38 2.11 7.06 20.17 + 
1 ~"18.61 8.01 '3.60 1.76 1.39 1.25 Z.11 2.95 1.90 2.24 !I.01 H.06 -" 
~ CJ" 1.09 1.00 0.91 0.73 0.77 0.09 0.90 0.92 0.80 0.83 1.05 0.93 

.... _--._------_._._-----------------------------------------------------------------------------------------------------

• 

...... + 17 .19 
t'f" 19.47 
'::.-/" 1.13 

7.95 
7.~1 
0.96 

JANV + HV~ 

0.02 0.07 

3.52 
3. 5 3 
0.92 

2.22 
1.75 
0.80 

STATION DE ~O"ICON; 
~O"EHTS CARACTERISTI.u ES 
PERIODE PLUVI;USE 

1.14 
1.26 
0.72 

2.31 
2.1 a 
0.94 

2.za 
1.a3 
0.80 

2.76 
2 . 38 
0.86 

IURS " lVRI + JUIN + JUIL + AOUT + SEPT + oeTa 

0.17 0.29 0.32 0.38 0.32 0.27 O.B 0.30 

1$".93 t . 

19.65 
1.0. 

"OVE " OHE • 
c.oa 0.02 • ------1------------------------------------------ .. _-----------------------------------.. ------------.... ------.. --- .. ----------

1.08 • .. n, • 1.03 1. 20 1.38 1.55 1.79 1.96 1 . 91 1.59 2.01 1.98 1.2 J , ç • 0.29 0.4~ O. Tl 0.93 1.H 1.11 1. JZ 1.30 1.4:5 1.40 0.53 . 0.29 • 
• t • 0.27 0.41 0.53 0.00 0.66 0.70 0.69 ù.69 0.71 0.70 0.43 a.27 • 
----_._-~~------------_._------------------------------------------------------------------------------------------ .. -----.. "' · 1. OB 1.16 1.B 1 .5 Z 1.7J 1 • ~1 1.ao 1.31 1. 97 1 • il 1. 21 1.ù9 • , 

r; · CI.n 0.53 0.77 J.~5 1.;;: :3 1.0 1.40 1 • l!! 1 . 48 1 • 4 Q 0.70 O.211J • ;t; · CI .20 J. ~~ 0.53 J.63 ;].71 0 . 75 ù.75 0.76 0.75 0.7a a.57 0.26 

._------~~--------------------------------------------------------------------------------------------------------------
'" - 1.00 1.1 1 .31 1. , 1; 7:3 1. 90 1. 80 L7S 1. 91 1. 91 1.10 1. O~ • , CI . 2 ~ o. , :l.H o. a 1 • 30 1.104 1.3é 1 ... 2 1. 4 7 1. .. 1 0.ô4 0.29 • 
t, :.v c.u. e. , a.où o. 0 C.79 a . 76 0.75 O.SO q.77 0.74 0.53 O.2~ 
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JA"'V 

• 0.7l 

JANV Hv~ 

0.01 0.05 

b \ Y1 cu· t-t. 
, 

co. y-Q.. d e.y ( ':, h q ~\ ~ '>. 

c) SctV.e 

STAllJ"t· OE .il 'JE; 
~O":NT$ CARACTERIS1IOU ES 
PtRl~O: S!C!H 

... JUIN • JUIL ... AOUT • SEPT ... OCTO ... HOVE ... OEeE 

0.61 :l.50 0.30 

STATlON DE SAVE; 
"O~ENTS CAR4CT!RISTIQU ~s 
PERIODE PLuvrEUSE 

0.)7 0.3& 0.37 0.45 

lUitS .. AVAl ... JUiN ... JUIL ... AOUT .. SEPT .. OCTO 

O.1l 0.24 0.l8 0.37 0.36 0.37 0.29 

O.6a 

NOVE OHE • 
0.00 0.01 . .. 

-- 'rn... 1.17 1.1 S 1.le 1 .47 1.56 2.01 2.37 2.32 2 . Q6 1.93 1.59 1.22 ' . 
t 6" 0.410 0 ... 0 O.7G 0.83 0.93 1.1,3 1.80 1.15 1.4' 1.34 0.96 0.52 ' · 

---~---~_:_--~::~-----~::~-----~::~-----~::~-----~:~:-----~:~~-----~:~~-----~:::_----~:::_----~:~~-----~::~-----~:::_~: 
'" 1 ..,..." 1.17 1.0? LB 1.46 1.47 Z,ilO 2.32 LB 2.05 1.,s9 1.S4 1.29 -+ 

\ , ($"" D.17 ù . 51 0 .79 0 .67 0.97 1.59 1.73 1.76 1.40 1.44 1.00 0. 105 + 
+ 'Z' ! c..... . 0.32 0 • .:.7 0.60 :J."~ O.6~ 0.79 0.74 0.7! 0.71 0.7.!I 0 .65 O.lS · + 

---~-! -~--:---~~~;-----~~;~-----~~~~-----~~;;-----;~:~-----~~;;-----;~~~-----;:~~-----~:;;-----~:;;-----~~;;-----~:~~--: 

___ ~_l_~_: ___ ~~~· ~ _____ ~~~~ _____ ~~~~ _____ ~:~~ _____ ~:~! _____ ~:;~ _____ ~:~~ _____ ~:~~ _____ ~:~~ _____ ~:~~ _____ ~:~~ _____ ~:~L __ 



~TATIO~ DE AAt~IN01; 

MO~:NT; CA~ACTE~tSTI~UES 
P!~%::,)f SECHE 

Ca. ra' '' +-e ',.. i '> k 'tU """ 
""~ c \.., ~ 5. -'< t 

.-._---------------------.-----------------.-.-----.-.------------------------------------------------------~------------
,I!,US .. AVRI ." • JUIN .. JUIL • AOUt .. SEPT + OCT a .. HOVE OEe! • 

0.74 0.74 0.71 C.l2 0.60 0.59 0.52 0.47 O.SI 0.69 0.14 o.n • 
----------------------------.-------------------------------------------------~-------------------------~----------..... 10.00 30.00 21.03 17.76 7.06 4.17 2 •• 7 2.S9 4.17 10.10 25.96 26.7S • , 0; • 0.00 0.00 20.51 17.25 6. ss 1.6' Ln 2.Q2 l.63 10.1~ 25.45 26.28 • 

• ;X c.. • 0.00 0.00 il.9! :.1.97 0.93 0.87 0.81 0.18 0.87 0.95 o.tS 0.915 • 
.. d "10'\,. 30.00 lO.JO 19.1l 16.0Z 6.79 4.00 2.81 2.56 4.Z8 "'O.lSl 25.96 26.71 + 
• J çr O.CO 0.00 ZO.Z1 17.26 6.H 3.38 2 .. " 2..06 3.58 , 10.19 24.45 2S.28· 
• :; Co.t 0.00 0.00 1.05 1.08 0.94 0.a5 O.U o." 0.a4 0.94 ' 0.94 0.94. 

----- ---------------------------------------------------------------------------------------.-------.-------------------.' '" 1"'" + 30.00 30.00 19.93 B.21 6.54 J.~O 2.11 2.46 4.26 10.85 25.90 19.Z?· 
• , .. • 0.00 ' 0.00 20.11 la • .JO 6.11 1.ZZ 2.42 2.03 1.54 9.86 Zl.4S H.01' + 
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FIGURES DU CHAPITRE VI 
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FONCTION D AUTOCORRELATION: DEBIT 
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