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AFOUDA (Abel). - Contribucion i la représentation mathématigue
du fonctionnement hydrodynamique des bassins
versants = 350 p.

Th. de Doctorzat d'Etac 3g Sciences : MEcanique,
Toulouse, I N P , juillats 1985

RESTUME

On propose une description du fonccionmement des bassins ver—
sants, basée sur l'analyse des propriécés dynamiques at des structu-
-res stochastiques des phénoménes naturels qui s'y déroulent. Le mo-
déle mathématique guli se dégage de cette description ast un systime
d'dquacions différentielles stochastiques mon-linéaires, qui permet
de mettre en relisf le caractére markovien da 1'Evolurion des bassins
versants.

L'application du modéle i 1'Btude de la dynamigue des précipi-
tations journzliZres provenant de plusieurs sctations de l'Afrigue de
1'Ouest et 3 1'analyse de l'&volution des débits i la station de
1'Ouémé 3 Savé, montre qu'il est de mise en oeuvre relativement sim—
ple et peut servir de modéle de prévision 3 courts carmes pour la
gestion des ressources en 2au,

) Un essai de généralisation pour la prévision i loug terme est
proposé. .
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AFOUDA (Abel) . — Contribution to the mathematical representation
of the hydrodymamic behaviour of watersheds = 350 p.

Thesis Doctorat d'Etat &s Sciences, MEcanique ,
Toulouse, I N P , July 1985

ABSTRACT

A deseription of the watershed behaviour is proposed bhased
upon the analysis of the dynamic properties and the stochastic
structures of the natural phenomena that occur, The resulting ma-
thematical model consists of a system of non—linear stochastic
differential squations that allows to bring to hight the marko-
vian character of the evolution of the watershed.

The application of the model to the study of the dynamies
of daily rainfall at different stations situated in West Africa
ds well as to the analysis of the evolution of the flow of the
river Duémé measured at Savé shows that this model is easily im-
plemented and could be used for short—term predicrion for water
resources management.

A generalization for long-term prediction is also propo-—
sed.
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1.1. MOTIVATION (Position du probléms)

Parmi les catastrophes naturelles que |'Afrique a connusces der-
nigéres années, |la sécherssse qui a frappé (et gqul frappe encore) |es
deux bandes fropicales qui ceinturent |le globe reste |a plus sinistra.
Cette sécheresse présentait, d'aprés J. S|RCOULCN (1976), frois carac-
téras dont la conjonction lul a donné un aspect inhabituel : sa rigueur,
son extension ef surtout sa persisfance pendant plusisurs années consé-
cutives. Lss effets néfastes de ce phénoméne sur la vie des populations
et sur |'&conomie des pays ont atteint des proportions inégalfes. D'a-
prés H.H. LAMB (1976}, lors de son paroxisme en 1971 et 1972, cette sé-

cheraesss a

= antrainé la mort d'environ 200.000 personnes et d'un nombre [n-

calculable de bestiaux et d'animaux sauvages ;
= obligé les populations & qultter massivement |sur réglon at,

= soulevé des problémes pollitiques importants dans la plupart des

pays.

Marqués par |'ampleur d'un tel phénoméne et par ses conséquences,
de nombreux organismes [nternaticnaux sont intervenus, solt pour assis-
ter les populations sinistrées, soif pour essayer de mieux connajtre
les causes méme de |la sécheresse, &étudlier les risques de son ratour et

déterminer les ressources hydrigues des pays concernés.

Mals, si dans |'ensemble, |'assistance des organismes internatio-
naux aux pays les plus touchés a permis d'atténuer |les affefs néfastes
de ce phénoméne naturel, certaines questions posées a |'hydroleogue et

au cl|imatologue restent toujours actuelles. La plupart de ces guestions

tournent autour des deux thémes principaux suivants




.
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a. périodieit? des phEnoménes hydrométionologiques,
b. jonctionnement hydrodynamique des bassins des couwrs d'eau

La finallté de décision attachés au premier théme est évidente.
I'l suffit de se rappeler |le songe du pharaon d'Egypte rapporté par |a
Bible (Gendse 41) et ol "sept vaches latdes & voir ot matgres de chair
mangérent sept vaches belles d voir et grasses de chair,.... 2t sept
dpis matgres et bruléds par le vent engloutirent sept dpis gras et pleins’.
La connalssance de |la période de refcur permettralt de faire des prévi-
sions a longs termes et donc de se prémunir confrie |es sécheresses & ve-

nir.

Ce nombrzux travaux onf explorsé cette possibilité an utilisant soift
des méthodes statistigues (J. SIRCCULCON, 1976), scolt des informations
paléoc|imatiques (SERVANT, 1974 - PETIT-MAIRE, 1984), solt des corréla-
tlons entre zones (ROGNON, 1974). Mais ces ftravaux n'ont pas permis de
dégager des conclusions définitives. D'aprés J. SIRCOULON, Tl ne paraiT
pas pessible de se prononcer, faute de séries suffisamment |longues, sur

| Texistance ou non de cycles ¢limatigues,

O'un point de vue concepTtuel, la difficulté réside, 2 nofre avis,
dans le falt que les varlations climatiques résultent de la superposf-
tion de plusisurs phénoménes physiques ayant chacun une persistance pro-
pre. Pour &tre capable de raprésenter |a réalité physique, tout modéle
visant 3 |2 simulation de |2 péricdicité des phéncménes hydrométéorolo-
giques devralt tenir compte de ces échelles de temps. || s'agit donc
essentiel lement de probléme de "systdmes' au sens de VON BERTALANFFY
(1973), c'est-ad-dire de problémes posés par un grand nombra de varia-
bles en Infer-relation.

Les objectifs de gestion |iés au second théme paraissent Tout aus-

si évidents. Dans les régions tropicales et sahéliennes, les petits

cours d'eau sont souvent intermittents. Aprés chagque crue, ['&coulement

cesse, sauf lorsque le sol est perféable. Dans ce dernier cas, |'&coulement




peat &fre permanent. Par confre, lss grands cours d'sau comme |le Niger,
la Sénégal, le Chari, etc. sont toujours permanents. La guestion gque
I'on se pose alors estT la suivante : Peut-on, & partir de |la connais-
sance du comportement de chacun des affluents qui peuvent &ftre ou non
permanents, prévolr la réponse d'un bassin versant aux événements plu-
viométrigues ? Quelles vont &tre les Influences des hé&férogénéités spa-
tiales du bassin versant et de ses dimensions 7 |1 s'aglt d'une approche
guantitative des systémes, basée sur la constructieon d'upn medéle capa-
ble, a |'échelle du bassin d'un cours d'eau, de feournir, suivant les

termes da G. DE MARSILY (1978) des indicatlions

= sgit su

b |

des grandeurs concomitantes non mesurées
= solt sur ce qui se passe aux points qui n'ont pas &t& observeés
= sagit sur ce gui se passera dans le futur. pour des condifions

de fonctionnement différentes des conditions de calage.

Pour les deux thémes, |e probléme se raméne donc & la recherchs
d'un modéle capable de jouer l2 réle d'un out!| adéquat pour la‘-connais-
sance de nofre milieu naturel. Pour jouer ce rdle, il doit avelr une

similiftude parfaite de comportement avec ce milieu T posséder de bonnas

capaciTés prédicTiveas.

Mais, ainsl que le souligne P. LANGEVIN (cifé par J.MN. LEVY-LEBLOND,

1982, P. 195) "par une harmonte strguliére, les bésoins de ['esprit, sou-

cleux de comsirutre une représentation adéguate du réel, semblent aveir

s 3

été prévus et devancéds par l'analyse logique et l'esthétique abstratte

L

du mathématicien”. "Les mathématiques constituent powr ainst dire le lan-
gage d L'atde dugquel wne question peut Eitre posée et rdsolue' affirme de
son c&té W. HEISEMBERG op. c¢ité p. 196), Suivant |'analyse de LEVY-LEBLOND
cette conception peut s'interpréter de diverses fagons, sulvant gue |'on
considére les mathématiques comme le langage de |la naturs gue devra s'ef-
forcer d'assimiler |'homme gqul |'&tudie, ou; & |'inverse, comme |z langage

de |"homme, dans |equel devront &tre fradults les faifs de [a nature pour

devenir compréhensibles.




La premiére position semble &tre celle de GALILEE et d'EINSTEIN.
Le second peint serajit celul de HEISENBERG. Mais "les deux atiitudes,
lotn d'efre opposées, ne comstituent que les potnts exirémes d'un
spectre continu. Il g'agit en effet de trowver un point d'dquilibre
L'intérieur d'une structure reposant sur les couples de notions op-

o
posées : nature-homme, expértence-théorie, comeret-abetrait...” (op.

a

cité p. 196). Sulvant le poids assigné & |'un ou |'autre pSle de ces
wouples, on obtiant une infinité de pesitions se rattachant toutes au

spectre philosephigue que delimite le couple empirisme-formalisme.

1.2. L'IDEE DE BASE OU MEMOQIRE (la théss)

Le point de vue gul guidera notre démarche dans cefte étude con-
siste 4 dire que le modéle mathémaTique, &n Tant qu'outi| de connais-
sance, et touf comme les modéles physiques (medéie réduit, modéle zna-
logique), constitue une image du systéme que |'on veuT &fudier ; la
précision de cettes imags dépend nécessairsment de |'échelle d'observa-

tion. En d'autres ftermes, nos moyens de perception et leurs impréci-

sions s'interposent nécessairement entre le monde qui nous entours et

nous. Nous devons danc reconnaitre avec J, HAMBURGER (1984) gue "nous
travatlions sur les reflets que nous avons de L'objet et nom sur 1'ch-

Jjet lui-méme" . Tout moddle doit donc Inclure dans sa structurs une &va-
luation des "incertitudes" (au sens de HEISENBERG), gul sont |iZes &

|'échel le d'observation pré-supposée. Du point de vue des incert!tudes |

liges & |'échelle d'observation, il n'est pas éguivalent de décrire un

bassin versant par un réservoir |inéaire ou par |les éguations de Saint-

Venant.

Malis & travers le filtre (au sens de KALMAN), que constituent les

imprécisions de nos moyens de percepticn, la réalité physigue nous appa-

rait, (on pourrait méme dire s'impose & noftre conscience), comme un en—

semble higrarchisé de sftructures interdépendantes. Le fonctiannement hy-

drologique d'un bief aval de riviére, pour &tre misux compris doit &fre

placé dans l|e cadre de |'évolution de |a portion de bassin gui englobe
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ce bief, et sulvant le degré de précision voulu, on considérerait
soit le cours d'eau principal, soit le cours d'eau principal avec
ses affluents de premier, deuxiéme, ...., n ome ardra, & |la manié-
re d'un agrandissement progressif d'une image donnés par un satel-
|ite. En adaptant un sonnet de Jonathan SWIFT, cité par H., LES|EUR
{18982), on pourralt traduire cetfte inferdépendance des structures de

maniére imagée en disant :

Les grands fleuves ont leurs riviéres
qui alimentent |es débits
Les riviaeres ont |lsurs ruissaaux

Et c'est ainsl Jusqu'au ruy.

(D
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Catte méme [dée, qualifiée par B. MANDELBROT (198

mais puissante' a &t& fraduite sous forme de proverbe : "tout petit

réseau fluvial n'est qu'une image réduite d'un grand réseau”.

A une autre échelle, |'évolutlon d'un bassin varsant est & situer,
dans le cadre de |'évolution du systéme climatique, ol les preécipita-
tions & |'entrée du bassin peuvent &fre considérées comme |a sortfie
d'un systéme amont, donc comme |e résultat d'ume transformation dyna-
migua. Ce gqul se passe au niveau du bassin versant devient, dans ce cas,
une phase d'un processus plus régullfer : le cycle de |'eau. En tfenant
compte Icl de la turbulence atmosphérique, on refrouve |la méme [dée
d'interdépendance des structures hiérarchisées, telles gu'elle avaif
déja &té envisagée en 1925 par L.F. RICHARDSCN et formulée par A.N.

KOLMOGCROV 2n 1941 pour |'étude de |la turbulence développée (in LESIEUR,

op. cita).

1.3, LE CONTENU DU MEMOIRE

Dans ce mémoire, le fonctionnement hydrodynamique du bassin versant

est donc considéré comme une fraction de |'évolution du systéme climati-

que. Le mod2la mathématique qui décrit ce systéme sera, de ce fait, un




modéle d'évelution. Nous raménerons ainsi |a description physique du
hassin & |a détermination d'un opérateur d'évolution adéquat. De
.méme, les relations qui décrivent |e comportement des différentes par-
ties seront des relations d'évelution. Pour un phénoméne naturel, les
hypothéses de |inéarité sont lein de la réalité physique, mais =lles
permetTtant dans une premiére approximation de voir |'évolution du bas-
sin comme une superposition de |'évolutien de ses différentes parties.
Avec |'introduction de la non-linéarité, la structure hiédrarchisae
d'ensemble apparaitra comme un ftout ef nen plus comme une simple agré-
gation de ses &léments. La prise an compte des Incertitudes liges a
I'échelle d'observation conduit & rechercher un opérateur d'évolution

capable de rendre compte & |a fois :

= du caractére aléatoire associgé & |'é&volution des systTémas natu-
rels et
= des influences des effets d'échelles et d'hétérogénéitas sur le

comportement du réseau de Transport.

Le probléme mathématigue découle de la réunion de deux Types d'ou-
tils mathématiques :

= une représentation synthétique des modéles utilisés actuel lement
pour simuler |'évolufion des bassins versants

= une modélisation du caractérs aléatoire de cefte évalution par la
notion de brult, fondée sur |a théorie des fonctions aléatoires. On
@sT condult ainsi & résoudre des éguations d'évolution de type sto-
chastique dont les solutions sont des processus de Markov {contTinus

ou discrets).

La nécessité de tester ce modéle théorique sur des données concré-
tes nous condulra & choisir des exemples précis pour illustrer la démar-
che suivie. Nous choislrons ces exemples auy Bénin (en miliesu tropical
humide) et nous comparerons |es résultats avec ceux d'autres régimes

climatiques.




1.4. LES GRANDES DIVISIONS DU MEMDIRE

Aprés ce premier chapitre consacré aux général|ités, nous identi-
fierons, au deuxiéme chapitre, la réalitE physique en définissant ftout
d'aberd le bassin versant comme un systéme dynamigue. La représentation
des sysTémes dynamigues sers examinés sous sa forms abstraife et ls pro-

bliéme conceptuel sera posé,

Le troisiépe chapitre sera consacré & un pancrama des modélss de
simulation des bassins versants, tels qu'ils sont actuel lement connus.

Mous présenterons alinsi les modéles utilisant |les Sguations intégrales,

i

les modéles utilisant |e concept da réservoir, les modéles distribus

utl|isant |es éguations du bilan hydrodynamigue et enfin |es modéles
sTochasTiques. Nous proposercons ensuite une représentation synthéfi-
que de ces meodéles scus |la forme d'un systeme d'équations différentiel=
les stochastiques non-|inéaires. Mous pourrons ainsi falre usage par

la suite des principaux résultats déJa dispenibles dans ce domaline.

Le chapitre |V concerne |'&tude particullére de |la fonction d'en-
frée. Aprés une description des processus physiques qui déterminent le
paramétra d'entrée, une expressicn mathématigue est proposée pour de-
crire le cycle de |'sau, ef une relaftion d'équivalence est Infroduite |
pour décrire |'dvolution du milieu physique. L'application de |a repré=-
sentation synthétique & |'expression du cycle de |'eau permet de men-
frer aprés plusjsurs auteurs (NEUMAN 1962 , YEWJEVICH 1974, THIRRICT
1983, THIRR|OT-ARNAUD-BERGAQU! 1984) que les précipitations & |'entrée
des bassins versants sont bien représentées par des processus de Markov.

Quelques exemples de climats sont examinés.

Avant d'examiner ce que peut &tre |'évolution des débits de sortis,

Il nous a paru nécessalre de revenir au chaplifrs V sur la descripfion
du bassin en fant que réseau de transport., On décrit ainsi la géoméirie
du réseau du point de vue de son arborescence et on présante une méthode

originale de repérage due au Professeur THIRRIOT. On dégage ensuite, &
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partir d'un schéma hydrodynamique simple, une représentation appro-
chee pour le bassin versant ; cette nouvelle représentation est com-

parée au modéle synthétique proposé plus haut.

PlusTeurs critéres sont proposés au chapitre VI pour le choix du
modéle de sortle (critéra da simplicité, critére de fidélité et un
critéra Intermédiaire). Mais pour des antrées de type stochastique ,
la solution théorique du modéle conduit & des sorties de type stochas-
tique pouvant &tre ramenés au processus de Markov. Nous appliguons ce

résultat aux débi+s de |a station de |'Ouémé au pont de Savé.

Les deux derniers chapltres pourraient 3tre conslidérés comme une
sorte d'antithése et de synthése pour les idéss développées. En effet,
si |'idée de représenter la réallté physique comme un ensemble hiérar-
chisé de structures interdépendantes ast conceptuel lement correcte, cn
devrait s'attendre & ce que son domaine de validité exceéde |'échelle
du bassin versant. Une méthode de généralisation souvent utilisde con-
siste & ramener les équations & une forme adimensionnelle en utilisant

des valeurs relatives des grandeurs &tudisges.

Le chapitre V|| explore |a genéralité du modele proposé en |laison
avec |'échelle d'observation. Une méthode de passage & la |imite est
gxaminée, et on propose une description de la réalité physigue qui s'ap-
puie sur des essals d'interprétation fonctionnel le, géométrique et phy-
sique d'un opérateur qu'on a introduit. Une interprétaticn théorigue de

la relation d'éguivalence Introdulte au chapitre IV asT alors suggérsde.

Enfin, le chapitre YII| s'efforce de dégager une cenclusion de |
tude en insistant surtout sur les particularités de |a démarche gue nous
avons suivie.

Pour ure |arge part, ce mémolrs prend appui sur gquelgues documents
publiés enfre 1978 et 1983. Aussi, nous a-t-i| paru plus commode, pour le
renvoi & des détalls, de les rassembler en @nnexe avec les planches er

=

les tableaux élaborés pour |a présente synthése.




REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES DU CHAPITRE |

BERTALANFFY, (wen} L. {1973) , Théorle générale des systémes.
Dunod=Paris (nouveau tirage 1980)

HAMBURGER, J. (1984} , La raison et la passion : réflexion sur
les |imites de |la connalssance. Edit. du Seull, Paris

KEBAILI=-BERGAQUI, Z. (1983), Contribution & |'&tude de la pluie
dans |la région de Tunis; Thése de Docteur-Ingénieur, Institut
Mational Polytechnigue de Toulouse

LaMB, H.H. (1976) , Les fluctuations climatigues & longs tarmes.
Lz Météorologie Vle série n? 7, pp. 135-141

W LESIEUR, M. (1982) , La furbulence développés. La Recherche n°
139, décembre, pp. 1412-1425

LEVY-LEBLOND, J.M. (1982), Physigue st Mathématigue (|ln Panser
les mathématiques, pp. 195-21Q) Edit. du Seuil,6 Paris

MANDELBROT, B8, (1982), Des monstres de Cantor et de Peang a la
géométrie fractale de |a nafure (In Penser |les mathématigques,
pp. 226-251), Edit. du Seuil, Paris

MARSILY (de) G. (1978), De |'ldentification des sysiames hydro- |
géologiques , Thése de Doctorat d'Etaf, Université de Faris VI

NEUMAN, G. (1962), A Markov chain mode! for daily rainfall occu-
rence at Tel-Aviv, Roy. Met.Soc. London, cité par Kebai|i-Bergaoui
. (1883)

PETIT-MAIRE, N. (1984), Le Sahara, de la steppe au désert. La
Recherche n® 180, novembres

ROGNON, P. (1974), Modifications naturelles du cycle hydrométéo-

rologique depuis 10.000 ans. Leurs utilisations pour la previsicon
climatigue 3 |longs termes. Xllle Journgée de |'Hydrauligue S.H.F.

quest |. Rapport Général.

SERVANT, M. (1974) , Les variations climatiques des régliens [nter-
tropicales du continent africain depuis la fin du Pl&istocéne.
X1lle Journées de |'Hydraullque, S.H.F., guest. |, Rapport 8

. SIRCOULON, J. (1978), Les sécheresses et |es &tiages : la récente
| sécheresse des régions sahéliennes, S.H,F. session des 18 et 19

mars.”




conTinu comme

THIRRIOT, C. (1983), Rech r
pluvisux.

chatne de Markov dans |
Rapp. Int. |.M.F. Toulous

|
C
i

THIRRIOT, C. , ARNAUD, M., BERGAOU!, Z. (1984) , 5uUr un
~14+hme markovien de la simulation des fortes pluies et s
resses = 5éme Conférance | ternationale sur la planifica

et gestion des ssux , ATheénes, 1-4 octebra.

o

ol F )

2=

=+ i

8]

YEVJEVICH, V. (1974) , Stochastic process in hydrology. Watar
Res. Center Publ. Fort Collins, Colgorado.







CHAPITRE 2

REPRESENTATION MATHEMATIQUE DU

BASSINMN VERSANT

2. BASE DETERMINISTE DE LA DESCRIPTION MATHEMAT ICQUE
DU BASSIN VERSANT
2.1.1. Le modéle de type parabolique
2.1.2. Le medéle de type hyperboligque
2.1.3. Le modéle glabal
2.1.4. Modélae de forctionnement détarministe du
bassin versantT
Z, LE MODELE STOCHASTIQUE

2.2.1. Le systéme dynamique nafurel

2.2.2. Rappel de la définition du bruit blanc

2.2.3. Modéle de fonctionnement stochastique du bassin
2.2.4, Propriétés mathématiques du modéle

a. L'Equation différentielle sitochasiique
b. Intégration des processus stochastiques
c. Rigle de caleul sfochastique

d. Evaluation des paramiines du modile
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La connaissance du milieu physique est basée & |la fols sur
|'observation directe et sur |'abstractien. Suivant le poids afta-
ché 3 |'un ou |'autre aspect, on obtient une infinité de concep-
tions du modéle de |a réalité physique, compris entre les modéles
purement empiriques, gqui s'appulent uniquement sur |'observation di-
racte du milleu et |es modéles purement Théoriques qul constituent

le domaine d'investigation des mathématiques (schema 1).

Milieu Ubs. directes Résultats

physique expérimentaux

Axiomes

Déductions

% ; logiques o
mathématiques Bid généraux

Schéma ]

Une démarche [ntermédiaire, et maintenant classigue pour abor-
der |'étude du mllieu physique, consiste & considérer celui-cl comme

un systéme naturel , c'est=-a-dire une entité physique qui ftransforme

les grandeurs d'enfrée : |es causes, en grandeurs de sorfie : |es ef-

fets. Dans le cas d'un bassin versant, les grandeurs d'entrée sont
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généralement les paramétres météorologiques (plufe, température, éva-

poration, évapotranspiration, Insalation, etc.), et les grandsurs de

sortie se mesurent en termes de modifications du passin versant, im-

putables & |'évolution de ces parameétres {ruissel lement, modification

de |a couverture végétale, sécheresse, efc.). Les lois mathématiques

de base sont celles qu! Ilent I'évolution des paramétres météorologi-

ques aux modlfications observées. On dira que ces lois mathématliques, .
si alles existent, décrivent le fonctionnement hydrodynamigue des bas-

zins versantTs.

L'objectif poursuivi dans ce chapitre est de dégager une des-
cription mathématique du fonctionnement hydrodynamique du bassin ver=
sant qui Tienne compte des incertitudes |tées 3 la connaissance impar-
taite des paramétres météorologiques et & lsur nature aldatoire, La dé-
marche suivie censiste, & partlir des connalssances antérisures sur [ ¥a=
volution déterministe du milieu, & sxaminer les conséquences Théoriques

de |'adjonction des termes d!incertitudes.

2.1. BASE DETERMINISTE DE LA DESCRIPTION MATHEMATIQUE DU BASSIN VERSANT

Assimilons donc le bassin versant & un domaine spatial @ de
frontidres T at considérons deux enfiers positifs , | ef n. Apper
lons p (+ , x) , une descripfion des paramétres méftéorologiques au
temps T € [ 0, T 1 ef aupoint x = (x,, ..., x )& g (T, %),
une description de |a réponse du bassin versant ; u; (g , qQ) ,
j=1,2, ..., k, les grandeurs physiques qui caractérisent |'état

du milieu. On suppose les fonctions p (t , x) , g (f, x) ef u, tp » q) |

J
suffisamment réquliéres et on note, pour Touf i = 1, 2y a3 TH g L
: I
| "opérateur 3 / Bxi par rapport @ la ]éme variable Indépendante. SIi
a ast un systéme de n entiers positifs, o= Cps vres a ), Tels
o 1

| £ s On pose

que @ |= & | 8,
i=1




On peutT alors espérer décrire |'évolution du bassin versanT par

un systéme de k Squations aux dérivéss nartielles d'ordre | , &

n + 1 variables indépendantes :

{17
F=51, 2 eees K ; (, x)E1Q,TL x

L'objectif fixé ci-dessus se raméne alors & la recherche d'une

formulation plus explicite pour les fonctions FOJ{.j.

5i I'on considére les diverses branches de |a physique telles
que la mécanique des fluides, |a mécanique des solides, et |a thermo-
dynamique, etc., qui s'arficulent au niveau du bassin versant, on s'a-
pergoiT que toutes ces branches sont intimement |iées les unes aux au-

tres par quatre grandeurs physiques gqui sont @

= un grandeur cinématique : la vitesse Y,
= deux grandeurs dynamigues

la pression U,

la densiTé massique us
= et une grandeur Thermodynamique : |a fempérature u,
Méme si, théoriquement, une description générale des propriétés
du milieu physique est celle qui prend en compfe les éguations du mouve-
ment de chague molécule, le probléme réel de |'é&tude se raménes trés sou-

vent & la description du comportement global de ce milieu, c'est-a-dire

d sulvre |'évolution des quatre grandeurs physiques ci-dessus mentionndes.




2.4

On sait que les principes apprepriés pour réscudre ce proble=
me sont les trois principes de conservation (de masse, de guantite de
mouvement et d'énergie), auxquels on ajoute une éguation caractéris-
tique. L'application de ces principes conduit & la forme explicite

suivante pour les foncticons FDJ{.F ¥

K i Au = f (u, p) (2)
ol A = A(u, D%, x
et u = {u1 : F ukl

Les éguations (2) constltuent donc une formulation mathémati-
gue des principes de conservation. Suivant les hypothéses de base ad-
mises sur les conditions Initiales et |es conditions aux |imites, les
dquations de conservation peuvent se metire scus |'une des formes sui-

vantes :

2.1.1. Le modéle de type paraboligque

On 3 alors
A = (U + vA) {3)

L'exemple classique rencontré en mécanique des fluides est four-

ni par les éqguations de Navier=Stckes ; on rappelle que si |'on pose :

Uy, = Vi Ev1 # ST vn} pour la vitesss
uy = P = E¢1 A SRR ¢n! pour la pression et
f désignant une description des forces de gravitfé

alors les équations de Navier-5tokes s'dcrivent sous la forme :




|
|
{ 2.5
|

|
| 3 v n
| -vAvs+ L v; Dy v =Ff -grad p dans 16,Tix 0
3+ 1=1 _
' (4)
div (v) = D dans J]0,T[ xR (5)
!
avec les condliticons aux |limites et initlales
v = 0 e T 1O,TH (&)
v i(%,0) = VG(HJ sur (7 1

Dans |'Slaboration du formalisme mathématique gqui condult & Ia
démonstration de |'existence de solution théorigue (soluticon faible ou
solution furtulente au sens de Leray), |'équaticn (5), qui fraduitf le
principe de conservation de masse est incorporée dans la sfructure de
| ] | "espace fonctionnel (LIONS 1969, p. 65), ce qul peut conduire, pour
‘ I'interprétation physique, & une perte d'information sur la significa-~
tlon du modéle. En effet, sl cette démarche permet la définition d'un
espace fonctionne| adéquat (espace de Soboiov), elle raméne le problé-
| ma de Navier-Stokes & |a recherche de v seul au |ieu du couple
(v , &) comme |'indique le probléme de départ (LICNS 1969, p. 89 ,
théorame 1).

L'utl | isation des éguations de Navier-Stokes se renconfrs en
hydrologie scusla forme de modéles numériques de prévision hydroclima=
tlgue ou de mod&le de milieu poreux, ou encore, de modéle de [a turbu-
lence. L'appllication des éguations complétes 3 |a modélisation de bas-
sin versant se rencontre rarement dans la [1ftérature hydrologique,

On salt cependant que la conceptual isation des phénoménes phy-

|
siques par des modéles de type parabollque peut permettre de prendre _

en compte dsux types de diffusions : un premier type de diffusion d'o- -
| rigine purement physique et ol le coefficient de diffusion est fonction f

de |'énergie du milieu, et un deuxiéme type de diffusion d'origine ma=- I

thématique ; ce dernier est |ié aux incertifudes sur les paramétres du

milieu et, par conséquent, absent dans |les modéles déferministes. On

s'attend donc & ce que |la prise en compte des termes d'incertitude con-

duise & des mod&les de type paraboligque lautres gque les éguations com-

plétes de Navier-Stokes).




2.1.2. Le modéle de type hyperbolique

L'opérateur A prend dans ce cas |a forme suivante :

n 9
A = I a, (u) (8]

j=1 3 x; [

Les &quations hyperboliques sont considérées comme |'sexemple
type d'éguation de conservation. L'exempie le plus immédiat en &cou-
lement des fluldes est fourni par les éguations de Saint-Venant. Nous

considérons cet exemple en posant Uy = v et u, = hoe'Gna 3

8 h 3 (vh)

+ =pnix , ) (9}
g T 3 X y
3 v 3 ¥ 3 h

+ v + g =g {l = J) (10)
3T 3 % d %

Dans ces équations (x , PDE] 0, T [ x @
gtant |la vitesse des partlicules fluides

v s
h - la hauteur d'sau

p - le débit d'appert (icl les préciplitaticns)
| = la pente du radier

J = la perte de charge |inaique

@ - est |'accélération de la pesanfteur
(9) est 1'équation de conservaticon de masse

(10) esT |'éguation de conservation de |a quantité de mouvement.

On se donne les condifions initlales (de Cauchy) pour x € 8

v oix , 0) = v (x)
' ° (119

hix, 0) = hylx)




et des conditions aux |Imltes compaftibles avec les conditions ini-

tiales. Par exemple , s1 @ = [0, L] désigne un bief donné

de rivigre, on a :

1]

QUwvio, ), b, = Q,
(12)

QUwiL,t ,hiL, 1)

BL

On considére pourle systéme ainsi défini |a formulation vec-

torialle sylvante :

1 0 My v g v Ig (1 -J;
# "
a | Lh h W h ‘ g, T
T v = X -
v voog |
sait en posant . Y= ; B = |
h h W |

et

Talcr = 1o :
f= : H= '
L P e |

on a la formulation vectorielle ;

H-‘ft+5‘f‘x=f (13)
Les propriétés hyperbeligues de |'équation (13) sont |iges
4 |'existence de valeurs propres de la matrice B. On dit en effet
que le systdme est hyperbolique s1 cette mafrice B posséde des va-
leurs propres réel les et disfincTES.]?;ns e cas considéré, on a ;
Yis

+
RI,Z = g =g favec ¢ = gh)
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Cn rencontre souvent les éguations hyperbeliques sous la for-
me conservatrice, par-exemple, pour les équations de Saint-Venant

considérs, on a

3 v 3 vz
- (E) = g {t = J) E = + gh
g t 2 x Z
avec
3 h 3 !
s Q) = p Q = v h
g T 3 x
— AY O gin -t (14)
o B d X
E
avec ZivY) [ 0 1

Z(Y) est au moins une fois différantiable an ¥ at+ (Z E.Clﬁﬂ ¥y
de sorte que :
R 3E | i
g v

B = grad Z= = (15}

={m
<
(18]

arlar
< [

30 |
3 h

= LS ik

De nombreux travaux ont été consacrss 3 |a démonstration de

|'existence théorique de solution pour le probléme de Cauchy |16 aux

Squations du type (14), homogines, c'est-&-dire aux &quations de type ;

LA S
¥ B ¥

3
]




—_—— e e e

2.9

Cn peut citer entre auires |es travaux de LAX {1957} , de
WITHAM (1974) , de FRITZ JOHN (1874}, de CRANDALL (1978}, de
TANIUTI et NISHIDA (1983), de SMOLLER (1983), de BARDOS (1984),
de QUESSEVEUR (1984), efc. Compte tenu des difficultés théorigues
|7ées & |'apparition de discontinuités, la plupart de ces travaux
théoriques sont centrés sur |'exlstence de solutions faibles. Ce
sont des solutions vérifiant pour Y € L° (Qx 10,T[ ) et
pour Toute foncticn test ¢E:C2 (@ x]10,7TT[ ), non négative et
a supporf compact sur 0 x 1 0,T [

0¥ ¢, +Z (V) §) dx dt + i Y, 0 (x,0) dx =0
g % 10,71 _ &

Supposons en affef que Y soit une selution classique de
(16). Dans le cas d'une dimenslion d'espace considéré pour les Egqua-
tions de Saint=Vepant , (® % ] 0,T [ ) est un rectangle dans le

plan {x,t) gue nous dé&finlssons par : G2tz T,85%2b.

e e el

| —— o= ppert de P

Lo - Ml

¢ est une fonction test dont |la dérivée premiére est con-

Tinue dans le rectangle (x,t) et ¢ = 0 3 |'axtérieur de ce rectan-

gle et aux fronfiéres + =T , x =a , x = b. Multiplions (18} par ¢

et intégrons pour t >0 , on cbflient :




24710
I Yy A8 o TF 0% g BT wr wrt
A 3T ax ' - g T g X
En intégrant par partie, on obtient
B T 1y b +=T b T 3 6
/ =4 = J Yo i =7 % > dx ¢t
a 0 a =0 a 0
b bT 3 b
= =] Y ) $x,0 dx - [ ¥ 3 dx dt
a g @
et de méme
Thb T x=h Tk
- r g 9

[ ] ¢ = [ Z¢ | d¢t =~ [ [ 2 dx dt
0 a 45 Q ®=g 0a K

En additionnant :

[ o028 s 2t B8 e ot | vt g - b (17
t20 8T R +=0 ©

Ce qui montre que si Y est solution de (16) alors (17) ast
vérifiée pour toute fonction test convenablement choisie,

Par allleurs, |la dérivabil[+& g¢e Y{x) n'est plus nécessairs
(puisque (17) est pris au sens des distributiens). On peut donc con-
sidérer des fonctions sur des parfties de (x,1) ol elles ne sont pas

différentiables, notamment aux points d'apparition des discontinui+és.
Sl on désigne par v la normale aux lignes de discontinui+é a+ par
v et v les |imites da Y de part et d'autre de ces |ignes, alors

I'équation (16) est dquivalente aux deux assertions suivantes
(BARDOS - 1984)

I+ En dehors des |ignes de discontinuite, on a, au sens
usuel, |'éguation :

g T i Az Y}
3t 3 x

=0

2. Sur les lignes de discontinuité, on a la formule

de saut :

vy e v (ZK )~z y=o (18)




e e e ot A

Dans -(18), v, et 2 désignent respectivement les compo-
santes de |la normale . v dans les directions + et x. La relation
(18) est connue sous le nom de relation de Rankine Hugeniot (BARDOS,

1984, p.7). On en dédult :

L - - -
Z LY Y= EHYTY w = L uxf U+? YT =T

ou bien en désignant par x(t) 1'&guation de la courbe de disconti-

uité, on a :

sz -zt =Y (199
qui est |'analogle discontinue de 32Z{Y) / 3Y = B.

En somme, |la démarche revient & paramétrer par s (par sxam-
pla), la courbe de discontinuité d'équations xi(s), T(s) &t & consi=-
dérer les caractéristiques d'éguatiens :

x 3Z0Y)
= 3 Y (20)

d
d

Le long de ces courbes, on a la relation :

aln
| =<
)
—+|=<
afo
W+
[ EignE]
X |

Ainsi, on @ ¥ constant |le |long de <ces caractéristigues et puls-
que la pente des caractéristiques est | f-%—%—, ces caractéristiques
sont des |ignes droifes, avant |lsurs pentss déterminées par |eurs va-
leurs au Temps + = 0 , donc par Yg(x).

La solution faible permet donc de prendre en compte |les soluTions
discontinues et évite de poser |le probléme d'unicité. Cependant, BARDOS
(1984) , SMOLLER (1983) et d'autres sncore, ont monireé |'existence de
solution entropique qui correspond & la "seule solution ayant une si-
gniflcation physigue'.

L'idée de |la solution entropique est basée sur |les constatations

sulvantes :




[
ra

Considérons une fonctTlon convexse n (Y). On remarque que si
I'on prend 8n (Y) / 3 Y et qu'on multiplie par |'équation (16),

on a

3 ni) 3y any) 8 ZLY) 3Y
a\r " a;. gy E-T ® EIY " Bx 'U (2]:‘
$'il =xiste une fonction wectorielle S{Y) telles que
=
100 R L W4 B 44.6) (22}
2 Y Y =K i

on dit que S{Y) ast le flux d'entropie de la fonction n (Y} pour |'é-
guation (168). Une fonction Y est une solution entropigue de (16),
si pour toute fonction convexe mnY) elle vérifie au sens des dis-

tributions, la relation

Yi+s=—5(Y) = 0 , (23)

L'hypothése physique introduite consiste & dire que |'entropie
au |leu de rester constante vh décroifre at que |'on aura, au sens das

distributions, la condltion d'sntrople

EE? niy) = Bax 8 0y g 0 (24}

Dés lors, |la démarche essentielle gqui permet d'aboutir & |'uni=-
citeé de la solution consiste & supposer |'ex|stence, pour une suifte
W * @ f(pour n+ =) , d'une fami|le de fonction Yu possédant
les propriétés suivantes :

Yu gst solution (dans % 10, T[ ) du probléme d'évolu-

tion .
d TU a2 {Yu ) g YU
+ = v %

(25)

t26)




(%)
el

Yﬁ est bornée et converge prasque partout vers une faonction

Y(x,t) (donc que lim Z (Y ) =Z ( lim Y ) )
0
w0 w0
Alors, on démontre (BARDOS, 1984, p. 13, théoréme 2) que, dans

ces hypothéses, Y est.solution du probléme (18) et vérifie la condi-
tlon d'entrople.
On voit que la démarche de |z solution entropique consiste a
profiter des propriétéds du modéle parabol igue.
La signification physique réelle de ['entrople apparait |orsgue
|'on considére les &quations complstes de |a mécanigue des tluides sous

la forme sulvante :

3 3

s _F;" + == (pw =0 (27} (masse)

g $ oy g : - Bax (p@) =0 (28) (gté de mouvement)
g?_ rug2 . 2 g g; =0 (29 (&nergis)

Les &quations (27), (28) et (29) tradujsent respecTivemant les
principes de conservation de masse, de quantité de mouvement et d'éner=-
gie. En effef, si |'on suppese g, u et 8  continument di fféren-
Tiables, eon peut déduire de ces relations une équation supplémentaire
(BARDOS - note personnelle). Pour cela, on Scrit (27) &t (29) sous les
formes sulvantes

1 3p 3 p M 3z

5 ¢ ~F u = ]+ T g (303
I 38 | 3 8 2. By

5 { -t u T 1o+ 3 Cpcrala Q0 (312

En multipliant (30) par —%— et en soustrayant de (31), on ob=

Tient :

2/ 2/3

S H8 ) ey aa leg ( p 183 =@ (32)

3
ﬂLOQ{p

A




2/3 /B

En multipliant (32} par p et (27} par Log ( p } et

en additionnant, 1l wvient :

2= (plog ( 027/ @) ) + s= (pu Log 623 rg1y =0 (33

L
Log uzf: /8) est appelé la densité d'entrople et

n =p.pe=gL09{p2’j3;’B}

e ]
il

est |'entrepie.

L'équation (32) exprime que la densité d'entropie est conser-
vée |le long des trajectoires des parficules fluides. Pour les besoins
de |'analyse mathématique, on démontre que n est convexe. Pour Trou-
ver |'équation vecteorielle & laguelle correspond |'éguation (33), il
suffit de mettre le systéme (27), (2B) et (29) sous la forme conserva-
Tive .

L' intérat de la solution entropigue pour notre propes apparal-
tra clairement avec les propriétés du modéle stochastique. [ est |18
3 |'utilisation du mod&le paraboligue avec un terme de viscosité éva-
nescent.

En hydraul ique et en hydrologie, |'existence de discontinuité
a2 permis la développement de la théorie des caractéristiques. Parmi .
|les nombreux travaux consacrés au développement de cetts théorla, 1|
faut noter ceux effectués a |'|.M.F. de Toulouse sous les directions
successives des Professeurs ESCANDE, NOUGARO et THIRRIOT, et qui sont
abondamment cités dans le tome 3 de |'ouvrage de MAHMCOD et YEVJEVICH
{1975) consacré & ce sujet.

Mals comme |'indiguait encore récemment C. THIRRIOT (1985)
"|Tapplication du mod&le de Saint=-Venant & |'sfude des bassins ver-
sants exige une grande guantité d'informations ftopographiques et est
souvent de mise sn oeuvre lourde et colteuse'. On a de ce fait recours
aux équations simplifides. Une des simplificaticons, InTrodulTe souvenT
pour |'&tude des relations pluie-débit consiste & se ramener & une for-
mulation scalaire. On considére alors qua | 'Scoulement non permanent

sur le bassin versant est d&fini avec une bonne approximation par |'é-
quation de continuité et une éguation .univogque liant le débit et la
hauteur {EAGLESONM, 1970 - WOOLHISER, 1975 - DAQUD, 1976).




Les hypothéses de base de ce modéle ont été& analysées dans

| Yannexa A. On obtient notamment les relations

2 h d ; E

- = d
T o ( v hY = p (%,T) (6g. de continuité) (34)
g = wh = g (h, 1 (8g. dynamlique) (35]

Dans ses nombreux travaux sur les équations de Saint-Venant,
C. THIRRIOT a Indiqué souvent les |imites de cette formulation. Tout
récemment (1982 , 1985) il a encore rappel& que-si le modéle &étaif
assez peu utilisé dans les applications pratigues pour la prévision
des crues, cecl seralft dd au fait gue le célérité des perfurbations
qui découle de cette expressicon simplifiée croif avec q , ¢ qui
conduit 3 un raidissament de |'onde de crue en cours de propagatien ;
or, ce résultat théorigue est en contradiction avec |'étalement ob-
servé naturellement. Mous montrereons plus loin gue |'introduction d'un
tarme d'incertitude psrmet de lever cette contradiction puisqu'elle
permet d'ajouter au caractére hyperbol ique de |'&quation un caracters

diffusif par |'adjonction d'un ferme de diffusion.

2.1.3. Le modéle global

Le passage de |'équation distribuée de départ, (ég. 2) au mo-
déle qlobal revient & poser Au = 0 , donc & supposer un certfain €qui-
|ibre spatial et & ne considérer que |'évolution dans le temps. C'esf
le fondement des mod2les de la boTte nolre gul caractérisent la repré-
santation globale an hydrologie. On rencontre de nombreuses variantes
de ce modéle dans la |ittérature hydrologigus. Les plus connues sont

las sulvantes

= |e modéle de |'hydrogramme unitalre proposé par SHERMAN en
1932 et développé par MASH en 1959 et DOOGE en 1960 (voir DOOGE, 1973).
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= |les modéles & réservoirs dont le schéma le plus connu est
celul de STANFORD (H. ROCHE , 1980)

= |le modé&le non |indaire de AMCROCHC et ORLOB utilisant la
série intégrale de VOLTERRA (AMOROCHQ et ORLOE , 19&1).

Les |imites de ces modé&les ont &té& discutées dans rotre mémoi-
re de troisidme cycle (AFQUDA , 1974), L'un des avantages du modéle
esit qu'il st conceptuel lement simple et relativement facile de mi-
se en oeuvre. Alnsi, plusieurs auteurs ont essayé suivant leur domai-
ne d'intérét d'apporter des modifications & la théorie initiale. Par-
mi les nembreux fTravaux consacrés a ce modéle, on peut citer ceux de
GALIDU (1978) , DE MARSILLY (1978) , LEDQUX (1982) , qui constituent
des synthésas ricsntss, relativement compl|é&tes. L'une des faiblasses
majeures du modéle est bien slr sa nature globale qul ne permet pas
de rendre compte de |'évolution spatiale.

Nous présentons an annexe A-1 la filiation das différents mo-
daéles déterministes analysés & partir du modéle basé sur les Sgua-
tions de Navier-Stokes. L'une des conclusicons qui se dégagent de ces
anzlyses [(Annexes A-1 , A-2, A-3) est que |e fonctionnement hydrody-
namigue d'un bassin versant peut &tre représenté par un ensemble d'é-
|éments simples et Individualisés : des sous-systémes qui s'articu-
lent en cascade et/ou en paralléle, Lorsque le nombre d'éléments sim-
ples considérés est suffisamment grand, la représentation cbtenue est
proche de la description donnée par un modéle distribué. On peut alin-
si profiter de |la simplicité du modéle de |la boTte noira et se rap-
procher de la précision des modéles distribués.

Le point de départ de ces analyses est |la constatation que le
passage de la pluie en déblt au niveau du bassin versant ss falf en
tarmes d'&tapes :

- une &tape de production

= une &tape de transformation

= ot une &tape de propagation




Lz fonction de productien décrit |'action complexe de |a
zone non saturée par laquelle la quantité d'eau précipitée aug-
mente la teneur en eau du milieu et se divise en hauteur d'eau ef-
ficace destinge 3 alimenter |e ruissel lement de surface at en hau-
teur d'sau d'infiltration destinée & alimenter (s'il y a lieu) |'é-
coulement souterrain. Nous avons proposé (dans notfre mémoire de froi-
siéme cycle et repris dans |les annexes A) la description mathématique
de cette fonction de production, sous la forme d'un paramgire C(BUE
variant de 0 &8 | suivant |a teneur en sau EQ du bassin versant.

La fonction de fransformation décrit le orocessus par lequel
la hauteur d'=au afficace alimente le rulssellemant de surface, |3
hauteur d'eau inflltrée alimente (s'il y a lieu) un écoulement sou-
terrain et |les deux formes de transformation se composenT pour den-
ner un écoulement résultant. La fenction de transformation va dépen-
dre des propriétéds physiographiques du bassin versant et de leurs
influences sur |'écoulement. Caes influances sont analysdes en détall
dans |'annexs (A=-2).

La fonction de propanation déecrit, quant & elle, ['acTion par
laguel le |'onde de crue formée se déplace vers |'aval.

Une représentation globale du bassin versant se preésente donc

sous |la forme sulivante

P

Tmr’grnuﬁurr Q1
'

-

P Foncrion 2e Q’_q.a*.
—ed  SrOCUCTICN
£ e =

Trarferrmatian
o urerreiTe
Lo oo Qu

SchEma 7. Modéle mathématique de bassin versant




Pour décrire |'&tat de ce systéme, on Introduit une fonction !
}(=X(u},u={u], ..-,ukJ

o Le débit de sortie st alors fonc=-
tTon de cet é&tat. On a

la représentation mathématique :

d X _ )
d T 4q P

[36) '

g = PX,N (37) |

La remargque intéressante 3 faire est que, & ce stade de schéma-

tTisation, |2 débit de sortie g est une fonction univogue de |/ &tat.

Cn peut donc considérer une expression plus explicite sous la forme
.d'un développement |imité :

v ‘ III
g = X = E a X
[=

. L3
| i

“Le point sufvant, dans |la schématisation du fonctionnemenT hy-

drodynamique du bassin versant, consiste 3 dirse que cg dernier peut
&tre représenté par un nombre finl de biefs :

Lo $ B $ "

et

E—

qz. q_‘_. qu ;

a, , o

En écrivant pour chaque bief les équations analogues 3 (38) ef
& (37"), on obtient |'&guation vectorielle

b
d ¥ . 5
0 = _z Ay X, = P {3B)
i=1
W
W = T

Dans ces relations, la forme prise par les A, va dépendre des r
hypothéses admises sur |z degre de |ingarité des sous-systémes de sur- :
face et des sous-systémes souterrains. On donne, dans |es annexes (A),
une analyse de ces hypothéses. Mais quel que soit la degré de non=li-=

ndarité du systéme global, la précision de la description donnée par

T




les équations augmente avec le nombre N d'&léments considérés.
Pour N+ = , |e modéle converge vers un modé&le continu qui est le

I
|
! modéle de |'onde cinématique.
|

2.1.4, Modé|le du fonctionnement déterminisfte du bassin versant

Sur |a base des analyses qui précédent, |e modéle déterminis-
te que nous prendrons comme base de |la description mathématique du fone-
tionnement hydrodynamigue du bassin versant est déflini par les hypo-

Théses suivantes

Hypothése |1

e — ———— —

Les &lSments essentiels de |a description du systéme physliqus
| considéré sont les notions d'entrée P& P , de sorfie gq¢ @ et
f d'état X € ¥ (2, @ , et X étant des espaces fonctionnels appro-
| priés). En supposant pour |e moment gque |e systéme est complétement
| déterminisie, on définit son état comme |a somme minimale d'informa-
! tions sur le passé , T £ #D , nNécessairags pour décrire son 8volu=-
tion future, lorsque |'en connalt les entrées pour + > To [ATHANS
a8t FALB - 1966 , SEVELY - 1973).

Un tel systéme est sntiérement défini par les équations

|
A AR = F (4Q)
g T
g (+,x) = (+,x ; X (+,x) , P (+,x)) (41)

| o @ est une fonction continue de ses arguments st

XK (t,x) = & (+,x ; % (+°, x) , P (t,x)) (42)
est selution de (4Q) pour la condition Initiale KETO,x} = KDExJ
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Hypothese 2

Le systéme se décompose en €léments simples : des sous-systé-
mes qui s'articulent -en cascade et en paralléle et pour chacun de ces
sous-systémes , A X = 0 , de sorfe que le systéme est décrit par le

couple d'éguations vectorielles

gt =49 (X, P, 1 (44)

La précision de |a descripfion spatiale du systéme dépend du
nombre N d'&léments utilisés en cascade et en paralldle. Lorsgue ce
nembra est suffisamment grand, |e modéle constlifue une approximation
acceptables de |la description déterministe de |'évolution ftemporezllae
et spatiale du milleu physique.

Sur la base de ces hypothéses, les équations (43) et (44)
consTituent |e fondement mathématique de la aas;rTDTion déterministe
du bassin versant. {(Uns =2nzalyse défzlll|ée du modéle est présentee

dans |es annexas Al.

2.2. LE MODELE STOCHAST [QUE

2.2,1. Le systéme dynamique natursl| [

Dans |a pratigue, |a connaissance des foncticons F &t U qui dé-
finissant las 2quatians (43) st (44) sont entachées d'incertitudes de

di fférentes scrtess :

= la premlére classe d'incertitudes est |ide & notre connalssan-
ce imparfaiTe du phénoméne physique. Une description compiéte du milieu

physique est en effet celle qui prend en compte |'évoluticn des paramé-

tres au niveau |e plus fin possible (niveau moléculaire par exemple).
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Le systéme se décompose en &lé&ments simples : des sous-systa-
mes qul s'artfculent en cascads et en parall2le et pour chacun de ces
sous-systémes , A X = 0 , de sorte que le systéme est décrit par le

couple d'éguations vectoriel|es : _

T sF(X,P, (43)
QD =YX, P, D (44)

La précision de |a description spatiale du systéme dépend du
nombre N d'é&léments uti|isds en cascade o+ en paralléle. Lorsgue ce
nombre est suffisamment grand, le modéle constiTue une approximation
acceptable de la description déterministe de | "évalution temporella
et spatiale du miliay physigque,

sur la base de ces hypothéses, |es équations (43) et (44)
constituent |e fondement mathématique ds |a description déterministe
du bassin versant. (Une analyse dé+aillée du modé e est présentée

dans |es annexes A).

2.2. LE MODELE STOQCHASTIQUE

2.2.1. Le systéme dynamique raturel

————————

Dans |la pratique, la connaissarce des foncticns F et ¥ qui dé-

e e,

finissent les équations (43) et (44) son+t entachées d'incertitudes de

différentes sortes : T

= La premi&re classe d'incert+itudes est | Tée & notre connaissan- !
ce imparfaite du phénoméne physique. Une description complafe du milisu
physique est en effet cella qul prend en compte |'Svolution des parame-

tres au niveau le plus fin possible (niveau moléculaire par sxemple).

__
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Une telle description esT hors de portée dans |e cas d'un

bassin versant naturel. Le modéle global adopté pour la descrip-

+ion des &|&msnts du sysTéme canstitue donc, de par sa structures,

une source d'incertitude.

= Une autfre classe d'incertitudes est |1ée & notre mode
d'évaluation quantitatif des paramétres du milieu, (notamment les
aréciplitations). Cela se tait 3 |'alde d'appareil de mesurs dont la
précision esT nécessairemenfllimitée; Une difficulté majeure dans
|'appréciation de ces erreurs de mesure est gue chagus réalisation
d'un phénoméne nature! donné constitue un &vénement uniqua. D&s
lors, la compensation des erreurs par des mesures répétées est im-
possible, Par ailleurs, | "Tnstal lation d'un apparei| de mesure consg=
+1+ue une perturbation du milieu nature! que |'on étudis. Les affets
d'une telle perturbation sur ie paraméfre a mesurer ne sont pas: sou-
vent bien connus.

Il nous & paru nécessaire d'inclure ces formes d'incerTitu-
do dans |a structure méme du modéle du bassin versant (AFOUDA - 1581,
Annexe Al.

On suppose donc gue les foncticns F et ¢ (dans les équations
43 et 44) se décomposent chacune en deux parties :

- yne valeur moyenne gul permet de représenter | Té&yo|utTion
déterministe du milieu (et qui est tormée par le terme de tendance
et |e terme d'évolution sériodigue)

= une partie fluctuante gqui traduit les termes d'incertitude.
On le notera ([ & (f) , t & (G,T)

d&finit un processus stochastique.

T ] et on dira gue e {t}

On écrira alaors =

F=E{x,P,+1+ach,P,ﬂE{ﬂ (45)

=
1}

TITE}{,F','I‘JJ«%EK.P.'I‘?EH} (46)
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Dans ceas relations, S at E$ sont considérds comme |le !
résultat de la superposition d'un grand nombre de phénoménes phy-
sigques ayant chacun une évelution aléatoire. Alors, quells qus
soit la loi de répartition de ces phénoménes individuels, ['appli-
cation du théoréme |Imite central conduit & considérer [ EF{f};fET'I :
et [Ew (¥+7 , T ET ] comme des bruits blancs gaussiens. On voit,
d'aprés les relations (45) et (46} , que |le caractére stochastigue
de la description du systéme dynamicue natural en &tude, sera liée
aux propriétés mathématiques de bruit blanc gasussien.
La notion de bruit blanc est classique en tThéorie des systé-
mes ou en &lactronique par exemple mais on |e renconfre frés rare-
ment dans la modél isation des paramétres hydrologiques. || convient

donc de rappeler les ftraits dominants de ce processus stochastigua.

2.2.2. Rappel de la définitien du bruit blanc

Nous considérons |la notion de bruit blanc en temps . Nous par- t
tirons pour cela du concept de densité spectrale d'un procdssus sto- !
chastique stationnaire [ y(+) , + €T 1 . Ce concept ast défini dans
ASTROM - 1970 (p. 35 ot suiv.) , VENTSEL - 1973 (p. 416 et suiv.) ,

DOSSOU~GBETE et al; - 1976 (p.3), GUIKMAN et SKORCKHOD - 1977 (p.58
et suiv.). || est basé sur la constatation que la fonction de cova--

riance vy (t) d'un processus stationnaire est une fonction définie

—— —

non-négative. Or, d'aprés un théoréme de Kintchine-Bochner, uns fonc-
tion définie non-négative peut foujours &tre représentée par la re- {

lation suivante :

o % enefe e
r ) = J iy g G .kuw.) (pour un processus & paramétres
— gentinus)
T iwt
rit) =[ e d6(w) (pour le cas des paramétres

g discrets) |




Dans cette relatlon, @ est une fonction non décroissante.
La fonction G est appelée la fonction de distribution spectra-

le du processus stochastique. Elle est définie par :
w
ctw)e [ gl wy d
=

ol g ( w) est appelée |la densité spectrale ; celle-ci est défi-
nie par |a transformée de Fourier de la fonctien covariance :

glodyes—— [ & p (1) gt
- o pour |es paramefres
e t Ges f Euu"t' g (w) dw continus
-in
ou
m %
gtw)s= 1 A
2m n=—e= i pour |es paramétres
o discrets
FlmY=] @ g (w) dw
-
On en déduit immédiatement que la variance de y :
var (y} = p (0) = [ d G (w)
ol |'Intégrale est pris dans |'intervalle { - ™, 7T ) dans fe cas

des paramétres discrets et dans ( - =, ® ), dans |le cas des para=
métres continus. On a alors la propriété imporftants que |la varia-
tion totale de la distribution spectrale est égale a |a variance
du processus. =
L'intférat de cette propriété tient au fait qu'll permeT de
comprendre |es propriétés du bruit blanc et sert, par la méme oc-
casion & le dé&finir. En effet, on appelle bruit blanc un processus
stochastique, stationnaire ayant une densité spectrale constante :

g { w) = constante = c.
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guivant cette définition, on calcule alisément la fonctien

covarlance pour-un processus discret Ev ey ; TeT ]

LI Z e

riny = [ é™ ecdu = sinn ™
-
d'oll la propri&té du bruit blanc discret :
2 Te s n =10
rin) = (47)
0 5i n:i,:Z....

Du peint de vue physique, ce résultat traduit le fait gue les
valeurs du processus sont non correlees pour différents temps dis-

cret La hruit blanc est un processus i ndépandant.
Mais si |'on fente de définir la fonction covariance du pro-

cassus continu, on est confronté & des di¢flcultés d'ordre Théori-

que. En effet, en partanT toujours de g (w ) = cst =c¢c , On trou-

ve en intégrant dans ( —%=, @7 ; une variance Infinle. Toutefois,

comme |a transformation de Fourier d'une consTante gst &gale & une

distribution lau sens de Laurent Schwartz), de masse concentrée &
|'origine et connu sous la forme de distribution de Dirae, on scrit

tormel lement la variance du brult blanc continu sous la forme :

F(t) =2mTcd {T) (48)

Tout ce quil précéde conduit 2 définir la partie fluctuante

traduisant les termes d'incertifude comme un processus stochastigue

[e(t) , T € T 1 vérifianT

e (+) est un processus [ndépendant eT gaussien

Efel(ry 1 =20 {i| ast centré) (49)

Ef[ei(d) elsd] = c (F) g {+ - s

- —
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2.2.3. Modéle du fonctionnement stochastique du bassin

versant.

A la modélisation déterministe décrite par les équaticons (43)
et (44) et pour laguelle |la connaissance de |'&tat initial permet de
décrire |'évolution future du systeme, on substitue |a modélisation

stochastique suivante :

= F o o4,

TF FO, Pyt)s g X P, 8 g (1) (50Q)

X0y = X 4% ¢& (51)
o

qz.-,x}=Enx,?,fwuwcx,p,ﬂewm (52)

Les équations (50 - 52) Indiquent que |'&tat du systéme &
un Instant t+ donné n'est pas défini univoquement en fonction des
états ﬁris par le systéme & des instants antsrieurs mais qu'il est
aléatocire et obéit & certaines lols de orobabil|i+8s induites par
le bruit blanc, Or, on a montré que la définition (49) implique une
variance infinfe et conduit 3 |la non-intégrabilité de ET{T]. Pour,
contourner cetta difficulté théorigue, on Intreduit dans (50) le
processus du mouvement brownien (ou processus de Wiener-Levy) dont
le brult blanc est la dérivée formelle. On a alors, pour la descrip-
tion de |'éfat du systéme, une équation différentiel e stochastique

vectorialle de la forme :

|

d X = {){,P,ﬂdfecF{x,:,ﬂdBF
(53)

><({}}=x0+ £

avec d BF = e dt : écriture formelle de |'accroiszement Infinlté-

simal du mouvement brownlen vectoriel tel qus :

ELB(H)] =0

min(t,T)

2

ELB(Y B ()] =[ € (s) ds
0
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On sait , (JAWZINSKI| - 197Q , p. 106) que la salufion de (54)
est un processus de Markov. COn aura ains! pour |'état du systéme :

Prob [ X (f ) < & | X 53w gy wwan i RS = 6.7

= E + 30 |
Prob [ X E+n] < &, X ( n o ] .

dans le cas d'un processus d'ordre un,

Les propriétés des équations différentiel les stochastiques (EDS)
sont bien connues et se trouvent généralsment bien .analysées dans des ouyrages
de mathématique cu-d'analyse des systémes stochastigques (JAWZINSK| =
1970 , FRIEDMAN - 1975 ,BENSOUSSAN ot LIONS - 1978), Cependant, la théo- |
rie des équations différentielles stochastiques est un cutil mathémati- |
que relativement nouveau =T encore en plein développement. On la ren-
contre pour le moment trés rarement dans la |[ifttérature hydrologique. '
Nous avions dégagé dans le rapport cité plus haut et dans |'annexse (A ) 1
les propriétés essentielles des € D S qul nous paraissent les plus im- \
médiates pour la compréhension du fonctionnement & la fols dynamique et
stochastigue du bassin versant. Ces différents développements sont ba-
sés sur |la notion d'intégrale stochastique pris au sens de |fo. Tout
récemment, UNNY (1984) , UNNY =t KARMESHU (1984), ont présenté un mo-
déle basé sur une intarprétation de |'intégrale stochastigue au sens de
Stratonovich . Pour permettre une vision plus compléte du modéle prapo-
s&, 1| nous a paru nécessalre de rappeler quelques-unes des propriétés
essentlelles des E D §, en faisant apparalire plus neftement les raisons

du choix gue nous avions fait.

2.2.4, Propriétés mathématiques du moddle stochastique t

Pour analyser les propriétés mathématiques du modéle sfo-
chastique, nous considérons |z forme scalaire de |'équation (531, Pour
mettre en &vidence |le falt que |'état du systéme n'est plus défini uni-

voquement, considérons |'équation aux différences tirée de (53). On a

e g et e e e e
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Xt « 1) = X(F) = F (X (P, 1) T+ o (XCH), PLEY, 1)
(56)

[Bit + 1) - B+ ]

Alors , X(T) raprésentant |'évolution de |'état du sysTime
dynamigque en fonction du temps, en velt gque si, & |'instant présent T,
le systéme se trouve dans |'&tat X(t) connu, son &volution entre T et

t++1 (1 patit) est |la scmma d'un terma connu F (X , P, ™} T ef

d'um terme aldatoire :

(X , P, P LB IT+ T -8 (t))
En utillsant |ss propriéftés du procassus de Wiener, on a

Efpit+T) - B(H)] =0

: 3 (avec ¢ 1)
ETR{++ T - BIFY ] =1

Par conségquent, |'é&volution moyenne du systéme sntre t et + = 1
est F (L, P, T et |"écart moyen aufour de cefte Svelution moyen-
ne est = |UEX A = T |f?_. Si |'on divise maintenant les deux mem-
bres de (56) par T , en falsant tendre T vers zéro, on obtient une
équation différentielle de |z forme de (53) d'ol il| apparalf gue
dg {d+}:f2. Cette dernlére relation tradult une propriété Importante
du mouvement brownien : |g processus du mouvement brownien ast conTinu
au sens de |a convergence en moyenne quadratique mais son [nTégrale

ne peut &tre définie au sens des intégrales classiques,

T b R LE i ————————————— e

Considérons en effeft |'éguation (33) sous |la forme Inté-

grals
- +
X(+) = X(+ ) + [ F (X{s) , Pls) , s) ds + [ ¢ (4(s) , P(s), s) dB (s)
i + %«

Q =]




La premldre [ntégrale A drgite est |'intégrale de Riemann ha-

bituelle (pour la topologie de la convergence en moyenne quadratique).
La seconde contient |e processus du mouvement brownien et nécessite de
ce falt une définition partlcul iéra, Elle est appelée intégrale sto- ;
chastique.
Une approche mathématigue du probléme est présentée par GUIKH- |
MAN et SKOROKHOD (1977), BENSOUSSAN et LIONS (1978), Elle consiste &
J se donner une famille croissante de ¢ - algéhres 1§LT , d&finie pour ;
t 3 0 sur |'espacs de probabilité ( RO ,lEL, Pr), & montrer ansuite
.! gue |e mouvement brownien esTﬁlT - mesurable pour chague T+ et |'ac-
croissement B (f) - B(s) est indépendant des &vénements delﬁ+ pour
t > s, La définitlon d'un espace des fonctlons en escal ier approprisé
A (généralement un espace de Hilbert) permet de montrer que |'in- (
tégrale stochastigue d&finit une application [inéaire et continue de ‘
A+ L2 ( QO ,W , Pr). Dés lors, |'dtude de |'Intégrale stochasti-
que ¢t de |'e.d.s. de départ se raméne aux problémes d'sxistence ef
d'unicité de selution dé&ffnie sur un Tntervalle [0, T 1
Mais I| est bien connu que le probléme essentiel pour |'ingé-
nleur n'est pas de prouver |'sxistence et/ou |'unicité de selufien,
mais d'&tablir un modéle mathématique physiquement acceptahls, de dé-
velopper des méthodes de calcul des lois marginales de comportemesnt,
at des méthodes permettant une exploiftation numérique du modeie, .
Le point de vue développé dans ce mémoire est celul de |'hydro-
logue, soucisux de cerner de plus prés les propriétés hydrodynamigues
du bassin versant. Pour rester plus prés de ces préoccupations, nous

nous appuyersns sur des cons|dérations plus physiques. On sait, par

exemple, que si v(t) est une fonction déterministe,on a2 |'Infégrale
.I..
[ v (T)dv { T et Y =0 )
2
Q
Considérons |'intégrale :

.1..
[ v (T)dv (1)
D -
pour le cas o0 [v (t) , T € T ] aat un processsus du mouyement brownien,
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de variance unité., Si |'on procéde comme dans le cas habitus| len
passant de la somme de Riemann & |'intégrale de Riemann), an se re-
Trouve en présence de deux alternatives :

M

5 [ Tm ]E] Y {TEJ [ ¢ (Ti+

-—
(]

]} -y {+T} ] (58)

fy

N
[ " G o W sl = s
m § ( R [ { " A&
od la limite est prise au sens de |a convergence en moyenne quadrati-
que. Dans le cas déterministe, la limite de |D et |, existe et est

unique. Dans le cas considéré par contra, !o reste distinet da |, 3

1
la |imite, pulsque |'on a :

N
!1 = 1 # [ fm - E [ v (*E+J} - W (Til ¥ = F {5a)

La limite obtenue pour ID at ly va dépendre du point de |"in-

Tervalle ol |'évaluatien de la fonction A intégrer est faite,

Pt o PRt b

-~ e = — —

: . l . !

-L'-' tl'""“““' L—,_,,_, ':'f.- ‘:L"'I-'L‘- Bied =1 t""ﬂ"'- t‘-"'
i g 2
Schéma 3
La définition de ['intégrale stochastique donnde par |fo s'ap-

pule sur une détermination de la fonction 3 intégrer au polnt Ty Mals
[l existe plusieurs possibilités définies par la famille suivante

d'intégrales stochastiques (ASTROM - 1970) :
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g =4 =R) [ *nl, =

N
= |im 721 [ (1 =2 v () «Av Hm_:u] [ v (e ) = vt ] (61) |

avec a < X < 1 - {

lg + Infroduite par [fo est appelée "Intégrale de [ta", b

lo,5 =
En passant & |la limiTe dans (&1), on Trouve :

EIcl - I]} / 2 a &té Introduite par Stratonovich.

y v s @) === [vE) =B 1 e (A=) Lt (62)

On voit d'apras cetta relation que si A = 0.5, |'intégrale

stochastique donne |le méme résultat que 11in+égrale de Blemann nati-
. L2 gy s

tuel. Par contfre sI A =0 ou 1 , |a connaissance de v~ est amél jo-
- i - -

rer de - —%— +. Cette différence dans |'interprétation du phénome-

ne subsiste pour des Infégrales plus générales, On monfre en effef
(JAWZINSKI = 1970 , pp. 99 et 10Q, théorémes 4.1. =t 4,2) que pour
toute fonction aléatoire v ( t ,8 ) indépendante de

tEQits, Jd=BM31 .8 T ¢ |

et felle gue :

e D —

2
[ E |ytt,B ]| dt <= (63)

|'"Intégrale de [to est bien définie,
L'intégrale de Stratonovich est définie (au sens de la conver-
gence an mayenns quadratiquel pour foute fonctlon v (+ , B 1, contl-
nue en T , ayant une dérivée partielle en 8 , By / 88 , et véri-
fiant en outre (62). Elle est liée & |'inTégraie de ito par la for-

mule
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2.31
Ug 3y
[ y(t,8 d8 =[ y(t, B)d8 = / dt (64)
T T 2 5 @8
—_— e ——— — ¥
Stratonovich Ito correspondant

L'intégrale stochastique de Stratonovich et |'équation diffé-
rentlalle stochastigue qul en découle saTisfont toutes les régles ha-
Bituelles du calcul intégral et différentisl et en particulier les ré-
gles d'inftégration par partie, 31 |'on considére |'e.d.s. sous la for-

me scalaire sulvante :
gy & F (¥ ; F)odF ¢ @y ; T) o8

et s] cetfe dernidre est prise au sans de S5iratonovich, on peut montrer
(JAWZINSKI, op. citd, p. 119) gue |'éguation de !fTo &gulivalent est don-

née par =
{jy = [ f {y,'l“}l +LU (y,T) ,a 1dt = o ly,r) dB
Z v §.)"

On voit gue les définiticons de |to et de Stratecnovich seront
équivalentes si 8ag/ 3y = 0. C'est par exemple |le cas si § esf une’

fonction variant seulement avec |e temps (g=0a (T} ).

Ce qul montre gue, dans le sens de [a modélisation linéaire, il
est équivalent de prendre |la définiftlon de Stratonovich ou celle de [To.

|| reste cependant |le probléme du choix de |'interprétation phy-
sigue du phénomé@ne que |'eon veuT modéllser. La relation (62) monfre que
la définition de |to intreduit dans |'évolution du phénoméne une correc-
tion que |'on pourrait, dans le cas simple considéré, interpréter comme
la "contribution propre" du temps & |'évolution., L'un des aspects im-
portants du fonctionnement des systémes dynamlgques nafurels est gue les

événements qui s'y déroulent ne sont pas répétitifs. La relation (62)

fournit une justification simple de cette constatation empirique.
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En effet, pour interpréter ce résultat dans |= cadra du
fonctionnement des systémes dynamiques naturels, on doit se rap-
peler que [ v (T} , T € T 1 %st un processus du mouvement
brownien, de variance unité&, et que pour des processus plus géné-
raux [ w (f) , t&€T 1, |'"écart moyen autour de |'é&volution moyen-

ne enfre T et + + T aest de ov T et que

1 2 Z 2 !
ll (w , dw) = = [ W {+ = w™ €0} ] » o™ (A- = % 1T
Alors, lorsgu'on Inferprats |'intégrale stochastigue au sens
de STRATOMOVICH, ( A = 0,5), on suppose gue. statistiquement par-

lant, la répétition de |'expérience enftre les instants t et + + T
permt de se ramener 3 un phéncméne de variance nulle. La définifion

de STRATCNOVICH est donc sym&frique, ef suppose |'invariance des con-
ditions de mesure aux temps * et t + T , comme cela peut &tre le cas
dans |les systémes dynamlgues asservis, {en automatisme et en théorie

de filtrage).

Cetta condition n'esT pas réalisée, (& notre avis), pour |es
phénoménas physiques qui se déraulsnt sur un bassin versant natural.

Il leur est attaché dans ce cas une Incertitude permanente qul dépend

e ————

aussi bien de la nature du phénomé&ne que de |'Intervalle de femps con-

sidérés. |
1

oty = @ (A =—) 71 = const == 0

On voit en particulier que dans ¢e cas. on obfient, pour

T =0, un phénomé&ns de variance infini gul est en conformité avec i

la définition du brult blanc. ' :
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FPour rester dans le cadre général des mod&les non-|inéaires
conformes 3 la nature réelle du comportement hydrodynamique du bas-
sin versant, on continuera, dans la sulfe de ce mémalre, de parler
des eguations différentiel les stochastiques au sens de |to.

Une analyse du modéle de UNNY =t KARMESHY (1984) sera faite

dans |e cadre du chaplitre sufvant, consacré au panorama des modé|es

]

existants.

Cans la suite de ce mémoire, nous utiliserons las ré-

gles de calcul stochastique &tablies par l+a, notamment |le théordme

suivant

Théoréme de lto

SoitT X un vecteur n-~dimensionnel, solution unique de
| "équation différentielle stochastigque vectorielle :

g¥ = F (X, 1) dt + oo (X,1) dB (a3}

F
cd [BLEY , +€ T1] est un processus de Wiener vectoriel

de covariance incrémental T.dt ; seit & (¥X,+), une fonction
scalaire & valeur réelle, continument différentiable sn t+ et
deux fois continument différentiable en X, alors & (X,T) sa-

tisfait |'équation différentiel le stochastique suivante :

T T
d¢=¢,dt+ by dx + 5 TF.UF!’[-G By A1
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|

32 4 I 22 4
2 " (L] |‘
3 X aX,; 8X, ax, ¥X_ i
Pyx = , I
] |
3% & 3 ¢ 3% :

. . 2

BX_ 3, X 9%, 3 X |

La démonstration rigoursuse de ce Théordme peut &tre frouvee

dans |es guvrages de mathématigue consacrés & ce sujet (par exempls 1
dans BENSOUSSAM et LIONS - 1978, p. 34). Mais compTe fenu de |'im=

nortance de ce théor2me pour la sulte de ce mémoires, on présents uUne
Justification infuitive pour le cas ol X est scalalrs.

Considérons donc, dans ce cas, un développement de ¢ en serie

I R —

de Taylor en retenant |les termes d'ordre deux en d g . On a
2
CA o @ 1 3 9 o
p =g, = + (X =X )+ — = (X = X_.)" =
0 3+ 3 X Q :axl_ Q

soft pour AT et AX petits

1

(dx)%
5 ] Lol ) Rt R

TRA

d & rT dt + Py dx +

i . 2
¢1 dt + ¢X {F df = Op d gl = = ¢XK (F g+ O d Bl

= (d, » by « F ey Op ) 0t + 4 0 48
qui est |'analogue scalairs de |'équation ci-dessus.

Le théoréme de |to fixe les régles du calcul stochastigue. On
a an affet (JAWZINSKI, p. 115), pour deux processus XK(T) et Y{¥) dé-
finis par (65) ef deux fonctions scalaires ¢ (X,f) et ¢ (Y,¥) satis-

faisant |les bypothiéses du th2orame cl-dessus,

= T
ji) = + | + 1 : T ) 7
d () wdd _ D d Y Trace ( Ty Ji§ Tevy ¢Y mIJ dt (673
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La démarche que nous avons suivie pour la présentation
du modéle stochastique consiste & se donner le modéle déferministe
pour lequel |a connafissance de |'&tat Initial permefttait de décrire
|"évolution future du systéme. En introduisant |es termes d'incerti-
tude [ el t), + & T1, on probabl|Ise |'espace des fonctlons
d'entrée et, de ce falt, |'espace d'état et |'espacse de sorfie se oro-
babl|Isalent de fagon naturelle, par image des fonctlions d'entrée. Le
tache de la modélisation stochastigue consiste dés lors & déferminer

les divers moments des paramétres d'état et de la sortis,

Le modéle |inéaire

Considérons |e schéma déterministe présente plus haut pour la
description de |'état d'un bief . || est définl par |les égquations (43)°
et (44) que nous récrivons, pour un bief donné, sous la forme suivante
{en omettant l=s indices)

d X
d+

= 8 (1) = g 5
(68)
q (X)) =9 (X, 1)

Intreduisons le terme d'lncertitude dans |as données d'entrse.

On a :
(t) = p (+) (+) (69)
p D +a, e
avec
E e = )
[ 5 1
EL Ep 1 JE EP (3= M) & (= 1)

On a zlors

g X

+wtx)=3{ﬂ+apepm (70)

Examinons le cas linéaire : ® (X) =a (f) X




La solution de (7Q) est donnée par ;

|
, ; [
XUH) =& (+,4.) X+ if Aty p(T)dT + { & (t,7) a,(1) d 8 (D) |
‘o 5 (71) |
' :

avec ¢ (f , TO} = gxp (- £ g Tk d T

=]
d 8 = Ep d T

En prenant |'espérance mathématique dans (71), on frouve :

_I_
X=E[X(t)]1 =9 (ot %t 8 (F,) P ety d (72) |
+o |
qui est la solution habituel le donnée par |las modélas déterministes
linéairas.

Calculons la variance :

Var [ X1 =EL X -3 -3 1
t +
= E{[f ¢E+,T}op[r}d5 (r210 [ ¢ (t,7)o, (1) d8 (1) ]
To To
T T3 % 2
=/ [ &°tr,n.eltn) E [e (1) , e lt)]dr dr,
+ + P P P '
¢ o |
T ) |
= [ & (t,1) ¢ (T) M (1) dt ;
4 P
o l
En particul fer si var [Ep ] =1, 0ona
a2 2
var [-X 1 = [ 9% (+,1) of (1) d1 73)
ic I

Par exemple, si U; = ¢st et a = cst, on aura pour fg = [

%

(=}

, ~2at
1 -Ega }

var [ X1 =

Les paramétres de |la sortie se déduisent, compte tzanu de |'hy-

pothése de |inéarité, des paramétres d'atat.
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Le modéle non=lingaire

R

On pose maintenant Y (X) = aj () x

J=1

Dans le cas déterministe, (&tudig dans le mémoire de 3&me Cycle)d,
on sait gue la solution générale du systéme non |inéaire décrit par un

opérataur polynomizl

d X n . o
@) x = + I adfyx -pUH) =0
4 j=1 4

se déduit & partir de la solution de |la composante |Ingaire. On est con-
duit, an suivant cette démarche, aux approximations suivantes pour le

modéle stochastique :

+ +
Xy =@ (hE) » [ #t,1) p (x) dr + [ &(t+,7) o (r) d8 (1)
' T t
+ O Q
X, = [ #t,m) [X] (o) 1dr
2 1
k 3
Xs = [ ett,T) [ X] (1) ]dr
1‘0
1.
X,= [ @, [ X (x) 1dr
4 3
Q
at
n
X=X + I 2 X,
482 -

En se limitant aux fermes d'ordre deux (n = 2) et en posant

L.=0,1t.=0, ena:
Q

=]
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I
'1' _ " R g B
X=[ o(r,tiplry) d Ty £ b 2,0, 7,70 TP (t,)dT, + .
D u‘G |=1 &
! y 58 "
+ | By If,T‘]U{T13dB (ty) +] | @ziT,Tl,TzlpiT1]U(T2]dT1 dg (1)
0 0 0
1.

o [ [a et (74)

o

1,T2)UfTL}U{T2]dE ir1j dp (TEJ

Dans catte relaticon

%, = 0

L'espérance mathématique E [ X 1 fait apparalitre, an plus du

terme déterministe, un terme additionngl gqul est

=4

¥ |

+ ¥
[ ] & (F,1,100(T,) 0 (1) d8 (t() dB (Ty) =
o 0
TR
[ ¢t)olr,)alr,} cov (& (1y) 4 &8 (T,)) 4T, 4Ty
¥

s

En clair, on voi+ qu'd |'approximation d'ordre deux, le calcul
des moments d'ordre un fait apparaitre des momenTs d'ordre supérieur 3
un. On peut vérifier gue, de maniére générale, pour les modéles non

|inéaires, |'évaluation de |'espérance mafthématique de |'état ef de la

sortie, nécessite |a connaissance des moments d'ordre supérisur. De mé-

me, le caleul du momenT cantre d'ordre deux conduit & la relation

EL[ ¢, 0dB 1+ ELf] 3, podt, d8 1° + E[2 [¢,0d8 .[] ¢, podT dB 1

« Bl R=HJ[R=% ] (76)

Cette relation fait apparaitre |a nécessité de connaitre les mo-

ments d'ordre guatre pour les termes du brulT.
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Les considérations qui précédent montrent que |'utilisation
de |la méthode d'intégration directe pour |'estimation des moments
de différents ordres conduit & une perte d'information.

La prise en compte du caractére markevien de la solution de
| 'équation d'état et |'application des régles de calcul stochastique
de |to permattent une évaluation théorigue dirscte de la densité de
probabl|1é de transiftion et de la densité de probabilité marginale
et |'on sait que les divers moments peuvent &tre déterminés si |'en
connalt ces lois de probabi |13,

S0it en effet

P ¥[8 ; t>1€l[0,7T]

la densité de probabilité de ftransition d'un processus X vérifiant

| 'équation (70) :
dX=[P=-y(X) ]dt+cdBp (70)
Par définition, on a :

Pyt |[E,nidXsPrl X« XE) X+ g8 | Wt) =€ ]

On démontre, moyannant certaines hypothéses de régularité
sur [P=-4¢ (X)) ] et g (X, t) , (généralement elles doivent &tre
continues et horndes), gue Pr (X,+ |E , TV vérifie une éguation 3ux
dérivées partielles du type parabolique (JAWZINSKI - 1970, p. 129 ;
GUIKMAN et SKORCKHOD - 1977, p.85, fth. & ; BENSOUSSAN st LIONS -
1978, p. 155)

- B[ er (x| E
5+

Pour |'e.d.s. considérée,

=l T

E 1 32 -

[CP = (X)) ¢ ] = —

(=¥ ]
>

2 9 X
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(mais[ P =1 (X) ] peut &tre remplacée dans (70) et dans |'opéra-
teur, par toute fonctien vérifiant les conditions de régularité re-
gquise). L'équation (77) est appelée équation de Kolmogorov ou équa-
tion directe de Fokker-Planck. La condition initiale pour cefte égua-

tion est définie par

lim: Pe 6.+ | Eqw ) = (K =E 2 (78)
t+ 1T

o & (X -E) est |la masse ponctuelle da probabilité pour X = & . La

conditien aux |imifes est définle par : |

lim Pr (X + | EsiT 3 =k (793

¥
¥ o @

BENSOUSSAN et LIONS ont montré, (dans le passage ¢ité plus haut),
que Pr (X , + | E . T ) définl comme salution de |'éguation paraboli-
que (77) est le noyau (ou forcticn de transition) de |'opérateur de
Creen assocliss 3 ﬂ% E=i, tn effet on salt que s| une fonctien

® (X , T) est solution du probléme de Cauchy : l

_ 3% =:ﬁ{ & )

— i p— —

I
(B0)
& (X, TI = & ¢ X))
elle est définie par : [
pX, BN =ELUF, T . FLXY] f

ol U &t , T) est |'opérateur de Gresn. S Pr (+ ) est |le noyau de

['epérateur U (t , T)] , cna i

ELY G, T 34X)1=fpPrax,t|E, TV (5) ¢E (81

On peut aussi déduire |'éguation inverse de Kolmogorov pour

Prt = ) . En affet, par application directe des réagles de calcul

stochastique, on a :




gy

i P

Fad
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3 Pr by arr 1, aZ pr
- =[P-¢(E) ] * g (&) - (82)
ol 3 E 2 3 &

Si cette équation @ une solution unigue, on montre sussi gue
cette solution est |la densité de probablil|ité de transition pour le
processus X(+). On dit (JAWZINSK!, p. 130) que |'éguation (82) est
|'adjolint formel da (77).

En remarquant que Pr (X , + | £, © ) est une fonction alda-
tolre (pulsqu'elle dépend de X et £ ) , on peut prendre dans les

2guations (77) et (82) |'sspérance mathématique et comme :

E [PrOX ) | ®ike) =8)T=Pr {E () )

on voit que la probabl|ité marginale du processus vérifie les mémes
sguations.
De |"analyse guil précéde, il résulte que si la sorfie du sys-

téme défini par le bassin versant vérifle |'équation :

g q B g 1 = 32 q
- s (P-g lET) . - a” 5 (83)
a+t 3 E 2 8 E

an a, en utilisant (81), une évaluatlion directes sous la forme :

q Koy ¥ = Br AN ¥

G, TiqCEY dif (84}

En particulier, si g (£) =8 (E) , on déduit que |'aspérance
mathématique du débit & |'exutoire du bassin mesure la densité de pro-
babi|ité du paramétre d'état.

En prenant |"aspérance mathématique dans (B4), on a :

ELg 0, 1=f PrdE ,v) g (E) JE (85)
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Exemplas
sl g6 ¢ B = Y. On B
ELgn ]+4E] X)) l=a[Pritg , BVE dF
On retrouve |&, |le résultat habltuel.
5 ]
. sl gX, =18 a.,X , ona
J
J=l
n 1
ELgqH1=[PrE, ) L a, & dE
ey 4
J
n i
« B a; [Pr G, ) B o
|
)
On retrouve ainsi le résultat obfenu plus baut et qul mantre
que : |'évaluation de |'espérance mathématique de la réponse du sys- ;

téme nécessite |a connaissance de tous les moments d4'srdre supérieur
de la fonction d'état. 51, comme cela se fait, dans |a pratique hydro-
logique, on souhaite se |imiter aux quatre premiers moments, ceffe éva-
luation de E [ g (X, ¥} 1 pourrait se faire de manidre directs, si
|'on connalt une expression expllcite de Pr (X, f).

Ma | heursusement, |'dguation de FOKKER-PLANCK-KOLMOGQOROV n'a de'
solution explicite que pour quelgues cas trds particuliers. L'un de
cas cas particul isrs s'obtient en supposant, pour le systéme en &tude,
que la‘guantité d'eau tombée sous forme de précipitation, s'dcoule In-
tégralement & |'exutoire, sous forme de débit, On 2 alors (F -g) = 0

et les équations qui décrivent le systéme sont :

dX = odg (égq. d'é&tat)
|
aPr 1 azFr
= - o - (6q. F-P-K)
at 2 4 X

st o= T(identité )
P (X,7) dX = 60 pour t + 0.
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La soluticn de ce probléme est immédiate of ('on a

=12

PrdX ;) ={(Zg #) gxp (= Xz L

[ 2%)

Pour obtenir une exprassion expliclite, dans |e cas général,
on paut utiliser seit les technigues de transformation de Fouriar
par rapport d la variable X, soit une méthode d'approximation fonc-
tionnel la. Cette dernidre possibilité sera examinde plus loin, dans

le cadre de |'application concréte de |3 méthode.

2.5 CONCLUS [N

Le développement qui précéde permet de se rendre compte de
I Importance de |la structure stochastique de |'espace des fonctions
d'entréa sur le comportement dynamigue du systéme. On a montré en
particul ier que la probabilisation de I'espace des antrées condui-
sait de fagon naturelle 3 une probablllsation de |'&tat aof de |a
sortie. || est donc nécessalre, pour misux carner | "8yo |lution des
éfats et de la sortie des systames considérés, de mieux connaltre
|'évolution spatiale et temporel |le des sTructures stochasticues de *

la précipitation sur le bassin.

Dans |e développement préssntd, nous avons considérs seule-
ment |'évolution des propriétés du bruit blanc dans |e temps. Cat=
Te démarche se Justifle par |'ufilisation d'un modéla discret dans
|"espace. |l existe en sffet une di#térance profonde entre |les in-
certifudes dans le temps et dans |'espace, due au fal+ que le tamps
esT ordonné alors que |'espace ne |'es+ pas. Toutefois, si |'oen
considére une dimension spatiale et un sens ds | "évolution, les

definitions dennées pour la variable temps peuvent &tre &tfendues 3

I'espace. Mais ['avantage de |a discrétisation spatiale sst qu'elle
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permet de rester dans un espace foncticnnel de dimension finie, donc

de medél iser |le comportement spatiazl par des variasbles aléatoires

alors que |'évolution continue dans |le temps (espace fonctionnel de

dimension infinie) estT modelisée par des processus sfochastiqgues.

Or, on salt que pour las variables aléatoires les Techniques de cal-
cul différentiel et du calcul intégral usuel sont utilisables, ce aul
Justifie gue |les régles du calcul stochastigue ci-dessus rappelées
s'appl iquent dans |le cadre de cette &tude & |'évolufion des paramé-

tres dans |a temps.

La finalité pratique de |a discrétisation spatiale ast immé-
diate. Les fonctions d'entrée ne sont connues gu'ad travers un nombre
|imité de stations de mesure, alors gue pour chague station donnée,
on peut disposer d'enregistrement continu dans le temps. Compte te-
nu de cette Importance des fonctlions d'entrée représentées par les
précipitations mais auss! des considérations d'échalle dans les phé=
noménes physiques gqul sont & |'orlgine de leur preduction, nous ac-
corderons dans |la suite de ce fravail une attention parficuligére a
| 'aspect dynamique de |'évoluTion des précipitations en Afrique de

| "Ouest.

i.
|
|
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GENERALITES

"L'expérience est la source unique de vérité ; elle seule
peut nous apprendre quelque chose de mowveau ; elle seule peut
nous dovmer la certitude.... Et pourtant, la physique mathémati-
que extate ; elle a rendu des services indéniables ; e'eat quit
ne sUFfit pas d'observer; il faut se servir de ses observations
voe €T pour cela, tl faut génédraliser.... On fait la seience
avee des faits comme ume maison aver des prerres ;. mais wne accu-

mulation de faite n'est pas plus une seiemce qu'un tas de pierves

n'eat une maison’,

Cette citation de H. POINCARE (tirée d'un texte da 1901,
en nouvelle &dition - 1968 , p. 157) montre la complémentarité
de |'expérience pratigue et de la théorie mathématique. Mais com-

me le souligne ce grand savant (dans ses "Darnidres Penséas'', p.

203), "les faits somt susceptibles de plusteurs interprétations

L]
parce qu'itls ne sont jamats qu'tmparfaitement commus'. Nul ne

s'&tonnera donc que |'expérience pratique dans |'&tuds du fonc-
tionnement hydrodynamique du bassin versant se fraduise par plu-
sieurs approches empiriques, conceptuelles ou analytiques gque |'on

peut classer suivant la démarche mathématique adoptée en :

= modéles déterministes
= modéles probabl|istas

= modéles stochastiguas

Cependant, le probléme de la modélisation des phénoménes
hydrologiques ast, (on ['a vu plus haut), de rendre compte & la
fois de |'aspect dynamique de |'évocluticn et de la nature |ncom-
pl&te de notre connaissance du phénomine, En d'autres termes, il

s'agit de dégager une description de |la réalité physigqua, sachant
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que "les circonstances ol 1'en a opéré ns se reprodulront jamais
foutes & la fois et donc que le fait observé ne recommencera Ja-
mais". Les paramétres essentiels de cette réalité physique sur un
bassin varsant &tant

- les précipitations

- les transformations plule-débi+

= af |e aébit & |'exutoire du bassin,
on cherchera donc & rendre compTe, dans une formulation mathématique
cechérente, de ['évolution de ces parametres. On ast condult da ca
falt & rechercher cette représentation adéquate du réel qul, selen
P. LANGEVIN "semble avoir &té prduvue et devancés par L'malyse lo-
gique et L'esthétique abstraite du mathématieien’,

D'aprés D|EUDONNEE (1982), le besoin de perfection qui con-
duit & cette esthétique abstralte est le fruit d'une "espldee de cu-
riogitd tmmde de L'8tre humatn & résoudre des devinettes. Aussi,
les constructions purement mathématiques qui nous permettent de trou-
ver les concepts et |es principes nécessaires 2 |a compréhension des
phénoménes naturels apparasissent-elles souvent sous |a forme d'une
théorie mathématique, préalablement formulée comme le résuitat d'un
simple Jeu de devinette ! C'est le cas de |a théorie des processus
de Markov utilisés dans |'&tude du fonctionnement des bassins ver-
sants.

En effet, d'aprés L. TAKACS {1960), |e mathématicien russe
A.A. MARKOV (1856-1922) est arrivé 2 |a hotion de |la chalne gul por-
te son nom en examinant |'alternance des voyal les et des consennes
dans une oceuvre poétique de A.S. POUCHKINE (1799-1838) Inti+ulde
"Ondquine", Ce fut le point de départ de recherches remarquables de
MARKOV lul-méme et de ses continuateurs V.|. ROMANGVSKY et A.N. KOL-
MOGOROY.

De nos jours, |e champ d'application de la théoris des pro=

cessus de Markov ne cssse de s'élargir. On peut citer, antre altres,
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|'application au probléme de diffusion, utilisant les dquations de
FOKKER — PLANCK - KCLMCGOROV, |'appllication au probléme de filtra-
ge utilisant |a théorie de KALMAN af, plus généralement, les appli-

cations au preobléme de confrdéle stochastique....

Dans ce chapitre, nous allons nous [ntéresser 3 |'appllca-
tion des processus de Markov & |la modé&lisation du fonctionnement
hydrodynamique des bassins versants. Nous présenterons alnsi les
modéles des chaines de Markov appliquées & |'&tuds des précipita-
tions journalidres. L'analyse des nombraux fravaux consacrés 3 ce
probléme permet d'entrevoir les limites d'application de |la formu-
lation discréte. Mous présenterons |2 modéle des processus panc-
Tuels, infroduit récemment, comme modéle de substitution aux chal-
nas de Markov. Mais |'&tude encore plus récente de UNNY et KAR-
MESHU (1984), ainsi gue le modéle présanté dans ce mémolre, mon=-
trent que, en élargissant les chalnes de Markov discrétes aux pro-
cassus de Markov contlnus =t non=linéaires, on peut, de maniére
trés naturelle, &largir le champ d'appllcation de cette théorle
mathématique & |'&tude de Ia +ran5foEmaTron pluie-d2bit et & |'&-
tude du débit 3@ ['exutelire. On a montré dans le chaplfre précédent
que |'&volution des lois de probabi!ités marginales et conditionnel-
les astT décrite par |'&guation de FOKKER - PLANCK - KOLMCGORQV.
Nous présentons, pour cleore ce chapitre, une méthode d'approche de

solution de cette éguation.

Fula PRESENTATION DES CHAINES DE MARKOY APPLIQUEES A L'ETUDE DES
FPRECIPITATIONS JOURNALIERES.

3.2.1. Définition des chaines de Markov

Une démarche forT simple pour détinir les chaines de Markov

consiste 3 partir de |a notion d'événements [ndépendants et & pré-

senter une chaine de Markov comme une généralisation de ceftte notion.
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|

Cons |dérons en effet une fami|le de v.a. { X(t) , t€ T}
Indexée par le paramétre t & T (T désigne généralement |le Temps).
51 T=1(0, 1, 2, ...), la famille considérée forme un processus
stochastigue & paraméfres discrets. By TR

Par contre, s1 T={t; 0 < t <=}, |e processus est
& paramétres continus.

Solt maintenant E; , Egs «os Ej’ un systéme complet d'évé-
nements. Par exemple, les E, peuvent &tre des classes de pluies dé-
finies par des seuils donné;- Cansidéraons la réalisation de chague
+irage en terme de réallsation de | 'évanement EJ e 12 sl er
déflinlissons |la v.a, discrdte [ { Xy s Te T3 ey # 9,0 ] ]
telle que X, = ] si la réalisation du tirage au temps T est Ej'

$i les tirages sont indépendants, on 2

Prof Xe =0 | Xg = Tg 0 Xy = Tye wenn Xy = 1y b =
Pr (X, = ]l (1)
F ]
pour fout <t & T et pour foutes les valeurs possibles de la v.a.
KT.
On arrive fout naturellement & la notion de chaine de Marxov
d'ordre 1, si |'on suppose plus géneralement que la réallsation de

chacue nouveau tirage dépend de la réalisation du Tirage précédant
immad iatement le tirage considéré mais qu'elle est Indépendante de
+out autre tirage antériesur. On arrive ainsl & Ia définition
Définition

On dit gue les tirages consécutifs ou |es v.a. as-
socides & ces tirages { X, } forment une chalne de Markov si pour
tout t e T = (0,1,2 ....) et pour toutes les valsurs possibles de
la v.a. XT, on &

Pr Xy = J | %
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On dif que la chatne de Markev est d'ordre r 51, dans une
séquence de tirage, la réallsation de chague Tirage dépend de la
réalfsation des r tirages précédents et seulement de ces tirages.
En conséquence, on dit qu'une v.a. X* forme une chafne de Markow
d'erdre r si , pour tout r donné, et pour toutes les valeurs de

la v.a. Ky s T T = {0,1,2;..-3, on & :

Pr{ X. =] | Ky = by o By = 1y puves X = |

(5]
Pl M= | Ko o= lo . desipify o =iy 43
On voitT gque les Tirages indépendants d&finis par (1) consti-
tuent (par extension), |a chalne de Markov d'ordre zéro.
Dans les applications 3@ |'é&tude des précipitations Journalie-

res

= |es événements e sonT appelés |es états du systéme hydro-
logigue considéré. Pour un processus binaire, les événements Ej sont
les &tats secs ou pluvieux (désianés générzlement par |'&ftat 0 et
| "&tat 1) ;

« |a distribution de probabilité Pr { M= d } = Fﬂ{ﬂ}

{j = 0,1) est appelée la distribution Initlale ;

= et les probabi|{tés conditionnelles Pr { Hp =] | Ky = i}
sont appeldes |les probabilités de fransition.

S Xy g =0 ef X, =], ondif que le systame affectue une
transition Ei-+ EJ'

Si I'on connalt |a distribution Initiale et |a probabilié de
transition, on peut détarminer de maniérs unigue la distribution de
la v.a. XT'

L'un des problémes de |la théorie mathématique des chaines de
Markov discrétes est de rechercher si la distribution limite de la
¥.a. x* existe lorsque + =+ = gt si ells existe commant peut-on la
déterminer. Ce probléme sst abordé par YAKOWITZ (197% - a , b),

YAKOWITZ (1984), YAKOWITZ et SZIDAROVSKY (1983), COLLCMB (1984,a,b).




Dans la démarche adeptée dans cs mémoire, ce probléme se
raméne & la recherche de |'ex|stence de solution pour |'éguation
de FOKKER - PLANCK - KOLMOGORQY (vofr ch. 11). une mé+hode d'ap-

procne de sclution de cefte équation sera présantée plus lgin.

5.3.2. Historique

D'aprés COLE =t SHERRIF (1972), |"&tude des dépendances des
Jours secs et pluvieux remonte 3 1916, lorsque NEWHAM a montré qu’
en Angleterre la probabili+s d'un Jour sec est |iée au nombre de
Jours pluvieux précddents. Ay contralre, LONGLEY (1953) a montra
que, au Canada, |s probabl|i+& gu'un Jour sec soit sulvi d'un jour
sec est presqu’indfpendants du nombre de jours sescs précédents.
Mals les &fudes de LAWRENCE (1954) conflirmerent les résulfats de
NEWHAM. Cependant, |a premiérs étude sur ls caractére markovien des
dépendances des Jours secs et pluvieux est due 3 GRABIEL &+ NEUMANN
(1959 , 1962). Par |a suite, de nombreuses &tudes ont exploré |'ap=
plicabi|1té des modales de Markov a |'éfude des précipi+ations jour-
nalieéres. On peut citer entre autres les Travaux de WEISS (1964) ,
WISER (1965), FINKELSTEIN (1967) , ADOMOWSK| =+ 5. (1972), COLE et
gl. (1972) , MEDHL (1976}, etc., Mais ces premi&res &tudes sa sont,
pour la plupart, Intéressdes aux chatnes de Markov du ler ordre et i

la nafure des dépendances fournies par ce modale,

Par la suite, 1| est apparu gue la précision fournie par |es
chatnes de Markov d'ordre un n'+ai+ pas suffisante dans bien des
Sitfuations. Les hydrologues se sent intéressés alors aux chaines de
Markov d'un point de vue plus critique en faisant intervenir des chai-
nes d'ordre supérieur. TONG (1975) , GATES ef TONG (1976) , CHIN
(1877) ont utilisé |e critare d'information de AKAIKE (une variante de
la méthode de maximum de vraisemblance) pour montrer |a nécessité des
chaines de Markov d'ordre superfeur & un. GATES et TONG ont appliqué
la méthode aux résul+ats de GABRIEL et NEUMANN ¢1982) at on+ PU con=

clure que les chatnes d'ordre supérieur 3 un conduisaient 2 des ajus-

tements melllaurs.

P—
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par exemple des effets saisonniers, on parle de chaines de Markov

non homogénes.

T T o o e ) M . i . e e L o

Plusieurs v.a. enftrent trés naturel lement dans la descrip-

tion des &vénements pluvieux dans |e femps

. Une premidre v.a. est celle qui compTe |8 nombre d'svidne-
ments pluvieux & |'intérieur de dlvers Inferval les de temps ;
Une aufre v.a. est celle qui décri+ le passage d'un atat
E] a4 un autra Ej 3 '
. une froisiéme v.a. est celle qui associe une certaine quan-

Tité de pluie (hauteur, volume) aux événements pluvieux,

Dans les premiers travaux de GABRIEL et NEUMANN (1962), seul,
le premier aspect &tait pris en considération. Ces auteurs ont pré-
cisa en effet qu'il 3'aglssait d'une "description statistique des ob-
servations". Mais bien que la défini+ion d'un &venement pluvieux dé-
pende de |'iIntervalle de temps dams lequel le processus va &tre dé-
crit, les différentes v.a. ci-dessus indiquées peuvent se déduire a

partir d'une définition unique du processus physigue en &tude.

Considérans an effet un intervalls de femps discret (le jour
par exemple). 5arr'v1 . Yz » wes » T, une séquence de v.a. telle
que { Yo » T € T} définisse la hauteur de pluje au jour t. Dé-
finlssons une nouvellas v.a. { X s T € T1 telle que

:{+= 1 5] “rer 0
(5)
X* =0 si Yf = 0
et
My 3 Bl +Y = z 0 {8)
- fat }

alors { X, + € T} caractérise (comme précédemment définl) |'&tat |
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du systéme ot Ns compte le nombre de jours pour |esque| XT = | dans
I"intervalle (0,t). X, est la valeur au Jour + et X, , esT la va-
leur ay jour + = 1 ; i est |'&tat réalisé au jour + = | et | est
|'eétat réalisé au jour +; (1 , J =0 , 1) ; alers la probabllité
de fransition est donnée par |'déguation (4). En utilisant les deux
&états (0,1), il apparait immédiatement que l'on a gquatre possibili=

tés, d'el la foerme matricielle : (Tableau })

Jour
Jour 0 ]
F=1 |
> I
I i
@ %50 %91
1
' %0 11

= L
La matrice 4 est une matrice carrée. Ses &léments sont ron
négafifs { GTJ > 0) et z aij = 1. . Une matrice de ce type est
appelée matrice stochastique.

THIRRIOT &t KEBAILI-BERGADU! (1983) ont &tabli le tableau ci-
dessous qui permet de comprendre comment se falt |2 décompte des cou-

ples d'états. (Tableau 2)

Efat au Tat au jour T Mombre
Jour + =1 0 . d'états de la
. ) vaills
! | = N + N
4 Noo | Nt Mo = Mo Noa
: Nio My Ny = Nyg = Mg
Nombre N = HG - MI :
d'stats Mi=N. . +N N!' = N, +N
aujourd 'hui el : o =Ny N
|




NG1 et NHj représentent raspectivement |e nombre de Jours
de changement d'état, de sec vers humida af d'humide vers sec. 3i
la série météorologique considérde commence et finit par le méme
etat, alors ND1 = NIG » sinon, il y a une différerce de un Jour,
Toutefois, cette différence est peu sensible sur les coefficients,
lorsque la série considérde est suffisamment longue. Pour des cas

pratigues, on psut supposer |es ¢gal I+8s suivantes réalissas

M M |
Ffo = —— ot 1= Fg = —— 3 &, =L
N N h N

Fo = (7

QDG - FG “1{ = £ 1 =F.)

1 =i, Fi

En u+[llsanf p et FG » la matrice des probabl|{+8s condi-
Tionnelles devient (TH|BRIQT - KEBAILI=-BERGAOUI, 1983)

Fg+ e (1 = Fp) (1= Fgd =0 (1 = F,

-:J-pFO H-FGJ+ FDp
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La connaissance des probabl|ités de fransition et marginale
permeT de calculer les caractéristiques des durdes,
Considérons en effet |'événement :
"observer une séquence d'exactement n Jours secs"
Il est réalisé si |'on observe |a succession des états sous
la forme :
1 8 @ aewe B

'-.___._Y._/

h faois

On peut donc introduire la v.a. décrivant la durde sous |a

farme :

Tg=min{n;Xx =0}

Cn nota :

bp £ 2o FuBrol d 108 oo 01 3
L% e P —
n fois
at on écrit
Pr{ty =n } =Pr (1) . proazay . Pe" tozey L P (170

Avec les notations adoptées , on a

PP { TD =n} =1{1-FJ %yg - EDOF g

On an dédul+ :
I Pri By P} = {1 - FG} o !
=1 i=]

(i ]

I
-n
=




On a alors les résultats suivants

a). Espérance mathématique des durées séches :
o= @ -
" = = I
_E] P Pr { Ty = } (1-F g% 0% ‘%1 I ey
ml'iTD] lﬂ = -
=] = - F
TEI i {TO i) (1 o) %g
- u ! - ]
¢ Z
£l = &GDJ ] = aDD
m, TDJ = e (9)
00
bl. Variance des durées séches
R , T .2 Q-1
ri1 = PPy tg =1 ) (1 = Fylagat g, ;E: I Qg
mE{TOJ- = =
‘E Pr ":TG = T} (1 = Fy) 0yp
[=1
(1)
_ Yoy L
- 3 Z
(1 aGD] (1= GGD}
On en déduit :
2 2
uzlfg} =g EuD? = mzﬂuo} - m]fusi
1+ HGG ] aDD (o
= = - = = = L | i
& & f g & 2 £
L1+ agq! I = apg) (1 aOC)
d'ol
¥ a‘.ﬁ;'\ . "
g \TDJ = 27 LV[TQ} =y %ag
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Mements d'ordre 3

calculs analogues conduisent 3

“»
(1 + @ = 42
R %0’ 2 84 .
(1 = ey,

L
Ll

Jo Qo y.
Hy = T Y 5
2 2
(1 = 050"
1 + 2
q. -y
C.= g/ Ll-:_'h_ = __t'}{; (143
s 3 2 s
Qo
d). Moments d'ordre 4
1+ 11 Gy, + 8 dyp + %o,
g = = - (15)
s (1 — o 14
) s[s}
] A 2 &3
(58 + 5 O = =
7 Pao 00 00 »
Hg = 2 (16)
= )
(1= 24
z
: Ha . %00 Fiiogg = 1) 4
y = - %= + ¥ ,
H: + ﬂge (1 + GCD) (3 ‘dﬁﬂl
# i iR i [ o i |
g). Fonction de répartition 17
.
z P {Tﬂ = il
g 0
Pr {t. ¢ n} = !
u oo
_E Pr {TD = |}
i=1
n 0
= T ‘I]-] = 30
"oy 2. Voo % a1
= f = Gog
d'eou
Pritgs n} =1-ag (18)




Durées pluvisuses
Les mémes calculs s'effectuent peur les durées pluvisuses,

i

Ils conduisent & des résultats identlques en remplagant [a&s indi-
€es caractérisant la période séche par ceux caractérisant la pério-

de pluvieuse,

Le systame complet d'événement est forms par J éiats

By 5 B wowvs Ej lavec J > 2).'La probabilité de transition
multiclasse s'derit+ sous la forme :

%1 L) Uy eeeee |

& %5, oy weees

%31 Ee Ty e

L o
J

avec T @..o= 1 et Qo =N/ NE

3 démarche pour cbtenir |es différents paramétres ast ana-

logue & celle présentée dans 2 cas binaire mais avec un degré de com-

fu

plexit& croissant des ConcepTs Utilisas.
A l'ordre un on a :
|
me (1) e
P Ve bk &
ke
o
2z ki
o o) & ———m
K \9;’
W =l ﬁz
L} k_l{
Co frd= Ja_—
W k Rk
et Pt < & b = =g
C K kk
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[ Généralement,
L l3ve quelques problémes nouveaux. Un exemple de ces problémes
|

la considération de processus multTiclassas sou-

25T

celul du découpage en classe. Le cholx des seuils doit répondre en

effet & des critéres imposés par la gestion des rassources an

[ On peut, dans |a pratigue, considérer un découpage en classes
I
]

seuils qui sont fonction de la moyenne et de |'Bcart type.

Le recensement des

transition sufvante ot les 8

.
xOE

l volr un doublet de classe (j , }

| (i , J) avec les propriéfés :

| Tableay 3
~_ ETafs aux __
~ Jours t-1
| Etats aux~_sef t 00 Qi 0 11
Jours t=1 ot
[ t-2 ~
| r n .
! o 9 4 ®a10 P01
|
g ' 8100 Bio1 0 0
| 1 .
i L . | Biiwo | B
1 | | |

Les mémes considérations gue pour les chalnes

duisent aux re

lations sulvantes, reprasantant |les

| et ]

gales probabil [Té&s, ou sncors un découpage faisant intervenir

eall.

possibles conduit & la maftrice de
représentent la probabi|ité d'a-

) succédant 2 un doublet de classe




a). Moment d'ordre un

e B il o -
i R T2 .
B
b). Moment d'ordre deux
B'? I B + 4
= il AT
m: (t.) = B + B, : 1| (21)
P ] JiJ Ji1 (1 = 6. }.i
111
c). Fonctien de répartition
-1.1 " _ n-ll

Chaine de Matkov hemogene d'ordre supérieun

Il est théoriguement possible d'étendra le ralsonnament gul
précede 2 un ordre guelconque. Alors, en considérant deux &tats pos-
sibles (i , j=0, 1), &2 |l'ordre r , on va faire intervenir, par
la |faison entre r jours successifs, 2" classes possibles. Par exem-

ple, pour r = 3, on aura des classes de friplets gqui conduisent, .

apres |le bilan des &vénements possibles, & la matrice de transition
slivanta: ~ o< 22 - =

Yk © Nijkl / Nijk représente la probabl|ité condition-
nelle d'avoir un triplet de classe { j k |) succédant & un triplet de

classe (i j k) , de sorte que |'on a

Ly &
1K
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E Tableau 4
{ Etats aux jours Efats aux jours vt , Tt -1, ©T=12
] b=l t=2
+-3 ooo Y 010 att 100 101 110 1
|
o Y0000 19001 3 ) 0 o 0 0
f oot 0 0 Yasto, | Yaors 0 0 o 0
[ 010 0 0 g 0 Yoia | Teimn 0 9
L, e v ¢ 0 B 5 Yoo | Youu
100 ¥iaa Yio01 a o o 0 0 0
| 1oy ° ° Yigio | Yion 9 9 9 9
10 0 0 i 0 Vi ¥ii01 o a
( A 9 2 0 o 0 9 Tavig | Yo

| Les démarches similaires & celles suiyies pour [a détaermina-
| tion des paramétres de la chaine d'ordre Z permettent de décrire
completement le comportement de la chaine de Markov d'ordre r .
C. THIRRIOT (1985) a donné une formule générale pour |'estimation

‘ des durées moyennes des épisodes. En  appelant :

§, - = Prl 1JJj ... Jij} (1, =0,
' S’
n

il définit la durde moyenne de |'&pisode sous |z forme sulvante

pour |'ordre r

m (Tj} =1 + 5[,2 £+ 61’3 (1 =+ 1.4 Sl il = S -
5,- i 22)
(1 + L )}:‘]‘.l
s r+]

Cans la pratigue de |'application de ces différents résultafs,
nous nous sommes arrétés 2 l'ordre r = 4. Les valeurs numériques des

parametres afférents 3 ces différents ordres seront présentés au |

chapitre suivant.




3.2.4. Les tendances actuel les

Les efforts accrus pour explorer systématiquement les
possibl|ités des chalnes de Markov permettent d'entreveir leur [[-
mite d'application. Ainsi, des &tudes ont &té faltes pour comparsr

les chalnes de Markov & d'autres modéles stochastiques.

SMITH et SCHREIBER (1973) ont comparé |e modéle mar-
kevien au moddle de Bernoullli., D'aprés leurs résultats, |a compa=-
raison laisse peu de doute sur |les avantages du medeéle markovien et
la non validité de |'hypothése que |es aversss sont des phénoménes

séquential lement Indépendants,

BUISHAND (1877) a comparé les hypothéses du modéle
markovien binalre, (dépendance stochastigque des é&tats), avec cel-
les qui sont & |a base du mod&le de renouvel lement. Ces derniéres
supposent que les lonqueurs des &plsodes success|fs sont |ndépen-
dantes. L'ldée, selon laguells les éplsodes secs et pluvieux sont
des processus de renouvel lement, est testée 3 partir du calcul des
coefficients de corrélation enfre les longueurs des Spiscdes secs
et pluvieux successifs ; ces coefficlents devront &tre nuls si -
| *hypothése de départ est vérifide, D'aprés les résultats de |'au-
teur, il n'y a pas de corrélation évidente entre les longueurs des
éplisodes secs et pluvieux successifs. Des variantes des lois bine-
miales fronquées s'ajustent bien aux longueurs des épisodes. L'au-
teur note, foutefois, une 2vidente corrélation enfre les hauteurs
de pluies des jours successifs dans un épisode humide. || montre
que la lol gamma s'ajuste bien & la distribution des hautsurs de
pluie et qu'll n'y 2 pas une variation saisonniére évidente de |a
forme des parametfres.

En conclusion, cet auteur pense gue |la description des
éplsodes secs et pluvieux de certaines stations hollandaises par

les processus de rencuvel lement est ralsconnable. || nete cependant
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que, pour les stations éfrangéres étudiées, et pour de grandes
valeurs de k , on sous estime de maniere trés sérieuse la va-
riance du nombre de jours de pluie dans une péricde de k-jours.
|| pense enfin gue des recherches supplémentaires sont nécessai-

res pour obfenir de meilleurs modéles pour de telles situations.

RCOLDAN et WOOLHISER (1982) ont, aprés BUISHAND, exa-
miné de manidre critigue les performances des modéles markowvian
et de renouvel lement. |ls ont comparé en particulier le modéle de
Markov d'ordre un & un processus de rencuvel lement utilisant une
distribution géométrigue Trcnquéeipﬂur les épisodes secs. Leurs
résultats montrent que, pour gquatre stations &tudides aux Efats-
Unis, l2 modéle de Markov est mellleur que le modéle de rencuvel-
lement. Les auteurs signalent gque ces résultafts sont en confradic-
tion avec ceux obtenus par BUISHAND (1577). Ils I'ndlguent que les
raisons de cette différence de jugement pourraient &fre, enfre au-
tres, ['utilisation d'un critdre de choix, basé sur |a méthode d'
information minimum de Akatde, au lieu d'un crité&res du khi-deux
habituel. .

BOUVIER (1983) a comparé le modéle de Markoy a un mo-
déle de Polya. D'aprés ses résultats, le schéma de Polya convient
davantage & |'étude des séguences des jours de pluies que le pro-.

cessus markovien.

Plus récemment, & |'IMFT, ARNAUD (1985 , communicaftion
orale) a montré que sur plusieurs stations du sud-cuest de la Fran-
ce |'apolication dés meddles markoviens hybrides conduisalt & des

résultats meilleurs qus ceux fournis par le modéle de renouvellement.

Ce survol de |'application des chalnes de Markov &
| 'étude des précipitations journaliéres, bien que *rds partiasl et
trés rapide, permet de faire |es remargues suivantes sur |'Stat de

la guestion

1°, L'utilisation des chaines de Markov d'ordre supérieur & un, ap-

porte une amélicration dans |la représentation des nhénoménes (BOU-

VIER, 1983). Mais |'ordre de |a chalne qui décritT le mieux les




les processus, varie avec la saison, (CHIM = 1977). Ces constata-
tions sont en plein accord avec les résultats des travaux en cours
& |"IMFT (THIRRIOT - AFOUDA - ARNALD - 1985).

2°. La nécessité de prévision de plus en plus fine conduit & consi-
dérer d'autres processus stochastiques pour décrire ['évolution des
séquences saches et pluvieuses. Mais |las avis sont ancore contradic-
toires quant 3 la supérioriTé des modéles de remplacement (modéle
de renouvel lement avec BUISHAND - 1977 , ROLDAN et WOOLHISER - 1982,
modéle de Polya avec BOUVIER - 1983) sur |les modéles des chafnes de
Markov. Par ailleurs, ['utilisation de ces modaies est |imitée &
|'étude de la variabilité dans le temps, alors que la nécessité da
prandre en compte les lois physiques qui sont & ['origine de Ia
formation de ces séquences conduitT & considérer |'avolution spatia-
le en méme temps que |'évolution dans le temps (WAYMIRE et CUPTA -
1981 , WAYMIRE at al. - 1984 , EAGLESON - 1984).

3°. Enfin, une application conséquente du modéle de Markov & |'"&tu-
de des distributions stochastiques des séquences s&ches ef pluvieu-
ses doit prendra en compte des paramétres météorologiques autres
que la pluie : par exemple, |'ensolelllement (LESTIENME - 1978) ou
la température (RICHARDSON - 1981).

On peut donc conclure, qu'd |'heurs actuells, il n'e-
x1sTe pas une approche mathématique standard & |a modé| isation des
précipitations. La difficulté semble |iés & |la fois 3 une explolta-
tion insuffisante des possibi|ités des outils mathématigues dispo-
nibles et & |a nature des précipltations sl les-mémes. La structure
des précipitations dans différentes parties du globe peut en effet
présenter des variabil!tés considérables. (On ne peut, par exemple,
pas espéerser gue |les précipltations dans les régions fropicales ouaest-
africalnes présentent sxactement |les mémes structures gque dans |e
Sud-Ousest de |a France). Cependant, 1| v a des caractéristigues

communes, |igées a la régularité du phénoméne physique de base, qui




pourralent servir & |a modélisation des dépendances stochastiques.
Par exemple, la pluie est un phénoméne d'espace-temps. Sa représen-
tation mathématique dans |'espace et dans le temps nécessite, de ce
falt, des concepts de |a théorie des champs aléatoires. Un critere
d'appréciation des modé&les pourrait donc blien 8tre la possibi|ité
de rendre compte & la fols de la variabilité dans |'espace et dans
le Temps.

Blen que les premiers travaux sur |'é&tude des dépandan-'
- ces stochastiques des &vénements pluvieux aient &fé orientés vers

la détermination de |la probabi|ifté du paramétre n, qui compte ls
nombre de jours secs ou pluvieux dans un ingervalle de temps (0,7),
(GABRIEL et NEUMANN - 1962 , SMITH et SCHREIBER - 1973, GUPTA et
NEUMANN - 1975), |'application systématique des chaines de Markov a
été orientée vers la détermination des durées moyennes des &plsades
secs ef de leurs fonctions de répartition. Cela est certainement li&
aux propriétés mathématicues du processus de comptage Mg En effet,
d'aprés WAYMIRE et GUPTA (1981), bien que |a succession des &tats

{ X, } soit & dépendance markovienne, le processus de comptage
n'ast pas markovien ; |'utilisation du schéma markovien peut seule-
ment permetire de déterminer sa probabil|ité marginale comme ['ont
falt GABRIEL et NEUMANN (1962). Mais d'autres hypotheéses peuvent
éfre formulées pour &tudler |2 probabl|ité marginale de nif).

Une approche consiste & consldérer que les N, sont
des v.a. Indépendantes et Identiquement distribuées. Elle conduit
au modéle da Bernouilli dans le cas discret (SMITH et SCHREIBER -
1973} , ou au modéle de Polsson dans le cas continu (GUPTA et
DUCKSTEIN = 1975),

Uns autres approches, en cours de développemsnt, consls-
te & s'appuyer sur les régularités physiques révélées par |'cbserva-
tion des événements pluvieux. C'est |la démarche suivis par KAVVAS
et DELLEUR (1981) qul ont Introdult le modéle de NEUMANN - SCOTT

pour décrira |le procsssus de comptage Oy -




WAYMIRE et GUPTA (1981) ont situé ce modéle dans le cadre plus

général du modele des processus ponctuels, WAYMIRE et al. (1984) |'ontT
utilisé pour donner une description du champ d'intensiteé des précipita-
Tions dans |'espace et dans |s Temps. Nous présentons ci-apras les

idées essentielles qui sont a la base de ce modéls.

Le modéfe de Kavvas ef Delleun

o

D'apres KAVVAS et DELLEUR (1981), les modéles basés sur
les processus de Markov, les processus de Polsson, comme beaucoup d'au-
tres modeéles stochastiques actuel lement connus, s'appuient sur la con-
sidération que las précipitatlions constituent |e produit finmal d'un pro-
cessus atmosphérigque complexe mais ne prennent pas en compte |'évolution
spatiale ou temporelle des phénoménes physiques qui aboutissent & ce pro-
dult fipal. |ls proposent d'utiliser une adaptation du modéle de Meyman-
Scott, introdult en 1958, sous |la forme d'une approche statistigue en
cosmologie, pour la description de la distribution spatiale des gala-
xfes.

D'aprés |le modéle de Kavvas et Delleur, |'évolution des
précipitations dans le temps est considérée comme un phénoméne hierar-
chisg ol |'événemenT pluvieux proprement dit se fTrouve au niveau [nfé-
rieur. Cependant, pour simplifier, les auteurs consldérant que |'adapta-
tion du modéle de Meyman-Scott pour |'&tude des phénoménes pluvreui pré-

senta ssulement |es deux niwveaux sulvants :

a). le mécanisme générateur de pluie (M G P) correspondant & un ensemble
de "noyaux pluvieux" , formant un front. Les '"noyaux pluvieux" sont des
phénoménes atmosphériques de durfe de vie de quelgues minutes & plusisurs
dizaines de minutes et d'extension spatiale de 10-50 ka_ (Cn verra plus
loin que les fronts eux-mémes sont organisés en amas, formant un plus
grand ansemble : petite échelle ou méscéchel le).
b). |la succession des événements pluvieux dans |e temps constituant le
second niveau.

L'ensemble des &vénements pluvieux produit par un méme
M G P est appelé "amas". En tenant compte de |la mémoire des cyclones

dans la région &tudide, les auteurs admettent que deux amas d'événements
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pluvieux peuvent se superposer & aveir sn commun un certaln nombre de
pluies. Pour les auteurs, c'est un fait météorologique bien connu gue
les préciplitations s'organisent dans le temps sous forme d'amas ef le
mod&éle stochastique, capable de rendre compte de cette forme d'organisa-
tion, st |e modéle de Neyman-Scott. L'application de ce modéle & |'é=

tude des précipitations journaliéres s'appuie sur les concepts sulvants

19/. |la durée d'un M G P qul détermine |3 durde de vie de |'amas et la
dépendance des Svénements pluviesux ;
2°/. la structure de |'amas qui est définie par |e nombre de pluies ef

leurs positions dans le temps, & |'intérieur de | amas.

Ces concepts sont définis par cing hypcthéses gul per-
mettent de construire le med2le en termes de dépendance entra trols va-

riablas aléatociras

= une v.a. ?u pour le-comptage de |'occurrence des M G P dans un in-

tervalle de temps (0,1) ;

= une v.a. vi{u) qui compte le nombre de pluie dans un amas ayant son
origine au point u de |'axe des temps ;

= une v.a. Y qui définit la position de la pluie & |'intérieur de |'amas

Le probléme de la mcdél isation consistera alors 3 frou-
ver une |iaison entre les trois variables. D'aprés les auteurs, la v.a.
qui Inféresse |'hydrologue est le processus de comptage Ny s le pro-
bléme consiste donc & donner |a descripticon de n, en fonction des Treis
parametres ci-dessus. Comme |le modé|le de MNeyman-Scott reptre dans le ca-
dre des processus ponctuels dont |'exemple le plus usuel ast |e processus
de Poisson, on cbtient une formulation explicite du probléme en supposant

que les v.a. ci-dessus obéissent & des lois de Poisson,

A la sulte d'une vérification sur les donnéss de six sta-
tions an Indiana (U S A), les auteurs ont conclu gque le modéle peut &tre
utilisé& dans |la pratique, ssulement dans |e cas ol |les occurrences de
pluies constituent un phénoméne stationnaire, mais que des recherches sup-
plémentaires é&taient nécessaires pour axplorer ses possibiliftés et ses li-

miltes.
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WAYMIRE, GUPTA et RODRIGUEZ-|TURBE (1984) proposent
une version différente du méme modéle de Neyman-Scott et |'appliguent
3 |'&tude des intensités du champ de précipitations, L'idée de base
étant toujours d'incorporer les structures physiques que révéle ['ob-
servation empirique dans la modélisation du phénoméne, [ls cnt preci-
sé& |es hypothéses présentées par KAVVWAS et CELLEUR (1981) et les ont
comp | &tées par une sixiéme hypothése sur |a représentation de la pluie

auy nliveau du sol.

Le modéle ainsi complété est encore au niveau de déduc-
tions théoriques (puisqu'il n'a encore donné |ieu & aucun essai d'iden-
tification sur des données d'obServation réelles). Nous ne nous éten-
drons donc pas sur |es expressions mathématiques des divers paramétres
infroeduits mais d'aprés |es auteurs, |e modéle de MNeyman-ScofT appli-
qué & |'&tude du champ de précipitations semble bien prometteur mais

il esT encore & ses débuts.

La caractéristique essentielle du modéle est qu'il
s'efforce de traduire |'évolution des structuras physiques gul condl-
ticnnent la formation des précipitations. Le point faible du medéle est
la nécessité d'imposer & chagque &tape une hypothése simplificaftrice a
| 'évolution de ces structures physiques ; ainsi. par exemple, tous les
paramétres essentiels {( ' , v (u) et ¥ ) dans |'dtude de WAYMIRE ot
al. (1984) sont des processus poncfuels qui sont statistiquement indé-

pendants et obéissent & |la lai de Palsson.

Le modéle des processus ponctuels ainsi présenté est
continu dans |'espace et dans |le temps, || estT permis alors de le si-

Tuar par rapport & un modéle de-Markov continu, f

On a indiqué plus haut, (Ch, !}, que |la théorie des
processus de Markov est basée sur |'ordre naturel des nombras sur |'axe t
des réels, ce qui falt qu'il est possible de définir le passé, |e pré-

sent et le futur. Mals dé&s lors que |'on considére |lss dimensions spa-

tiales supérieures & un, cet ordre trivial est perdu, ce qui peut con- i
duire 3 une diffliculté de générallisation des processus au champ aléatoi-

re &8 plusieurs dimensions d'espace. Cependant, cette difficulté s'sstompe,




lorsgue le phénoméne physigque considéré possdde une diraction privi-
légiée d'évolution. C'est par exemple le cas de certalins phénoménes
synoptiques dont |'évolution provogue des perturbations orageuses, en
milieu tropical africain. Nous éfudierons au chapifre |V, |le cas par-
ticulier du Front-Intertropical dont |e déplacement majeur est |'os-
cillation sud=-nord-sud, suivant le balancement apparent du soleil au

niveau annuel. Toutefols, on peut déja faire les remargues suivan-

J
Tes

= |'hypothése d'indépendance des paramétras (qui ne nous semble

pas naturel pour le phénoméne physique étudié) sera reslaxéa ;

- de méme, |a nécessité d'imposer & chague étape de | évolution
une nouvelle hypoThése ne se fera pas sentir dés lors que les processus
de Markov considérés ne sont pas homogénes, mais obtenus comme sclution
de systéme d'équations différentiel les stochastigues présentées au cha-

pitre précédent ;

= |la modél isation des phénoménes hydrologiques par les éguations
différentielles stochastiques posséde, & notre avis |'avantage de ne
pas altérer la dynamique du phénomé&ne physigue et de permettre une des-
cription continue de |'évolution des procassus qul déterminent |'état
du systéme ainsl gue les divers paramétres gui dépendent de cet &tat, 3

partir d'une €quation de Fokker - Planck - Kolmogorov associée. ;

3.3. PROCESSUS DE MARKOV APPLIQUES A LA MODELISATION DES BASSINS

VERSANTS

Les propriétés stochastiques des systémes hydrologiques sont
prises en compfte dans bon nombre d'&tudes récentes. On refrouve en ef-
fat, dans |a |ittérature, différents modéles stochastiques gul visent
a la description des structurses du débit 3 | exutoire du bassin versant,
Dans la plupart de ces etudes, les structures des précipifations sont
recherchées [ndépendamment et décrites par un processus stochastique
approprié, tandis que |e coupiage avec |la foncTicn de sortis se fait

dans une seconde &tapg, 3 travers une transformation déterministe.
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WAYMIRE et GUPTA (1981) Indiguent les références des &tudes

qul ont suivi cette démarche., D'autres &tudes (les plus nombreuses)
ont considéré |les débits d'scoulement & |a sortie des bassins ver-
sants comme des sé@riss temporzlles =t ont concentré lesurs efforts

sur la modéllsation des processus A R M A, YAKOWITZ (1979) indigue

de nombreuses références sur |'utilisation des modé&les A R M A pour
|'étude des débits. Tout récemment, THIRRIOT (1984) a développé une
méthode de passage des modéles de Markov aux modéles autorégressifs.
Mais, d'aprés YAKOWITZ (1979), les modéles (ARMA) présentent plusieurs

falblesses parmi lesquelles on peut citer :

= L'impossibilité de représenter les débits extremes,

Du point de vue mathématique, les modéles A R M A sont des mo-
déles |inéaires,invariants dans le temps, qui se déduisent & partir
des squations aux différences. Du point de vue physique, |le terme de
movenne mobile ast Indult par |'évolution des précipitations & |'amont,
La partie autorégressive doft donc traduire |'évolution du systéme,
c'est-a-dire |'dvolution des différentes fonctions de producticn, de
transformaticen et de propagation. On sait, par exemple, que cette der-
niére fonction ast gouvernée par des Squations aux dérivées partielles
nen |inéaires. En conséquence, |'approximation |indaire supposée par

la partie A R des modéles A R M A sst physiquement Inadéguat.

Compte tenu des faiblesses relevées pour les medéles A RMA,
YAKOWITZ (1979 - 3a) propose de les remplacer par des mod2les non para=
métrigues. Le fondement de ces modéles est présenté dans YAKOWITZ
(1979 = b), YAKOWITZ (1984), YAKOWITZ et SZIDAROWSK! (1983), COLLCOMB
(1984 a,b). Mais, d'une part les mod@les non paramétriques sont des
mode les purement probabilistes qui ne prennent donc pas sn compie |a
dynamique du systame physique que |'on cherche & décrire ; d'aufre
part, d'aprés COLLOMB, les mod&lss non paramétriques ne peuvent assu-
rer une certaine précision gque si le nombre ftotal d'é&léments qul com-
pose |la famille des processus stochastigues & &étudler n'est pas trés

grand, c'est-d-dire si |'on peut disposer d'un nombre d'é&léments per-

mettant de s'en approcher le plus préds possible, Or, les débits &
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| 'exutoire d'un bassin versant sont des phénoménes naturels &f, en
tant que tels, appartiennent & une famille infinie, ftandis que le
nombra d'observations, dans le meilleur des cas, reste |imité &

guelques dizaines d'années.

Pour ces raisons, nous pensons gue l2s modéles non paraméfri-
gues ne constituent pas les moddles appropriés pour |'étude des dé-
blts da bassins versants. COLLOMB (1984 - 3a) indigue d'allleurs gue
"ceTte méthode de prédiction peut aider (seulement) dans le choix

d'un modéle paramétrique pour les processus cbservés",

Lz démarche proposée dans AFQUDA (1981, a,b ; "1982) ef rappor-
tée en détail au chapifre || consiste & considérer le bassin versant
comme un systéme dynamigue déecriT par un systéme d'é&guations diffé-
rentiel |es stochastiques. UNNY (1984), UNNY et KARMESHU (1984) ont
propose un modéle de bassin versant basé sur les mémes principes.
Mais 3 la différence du systéme décrit au chapiftre [l et qui utili-
se |es équations différentiel |les stochastigues au sens de Ito, le me-
déle de UNNY et KARMESHU est basé sur les équations différentiel les
stochastiques pris au sens de Stratonovich, La suite de ce paragra-

phe sera consacrée & |la présantaticn de cette deuxiéme variante.

3.3.1. Le modéle du bassin

On considére le cas d'un réseryoir conceptuel de surface A
1

situé & |'exutoire d'"un bassin de surface totzle Aso' |1 est carac-
térisé par :
al. la relation qul |le le stockage et |le débit de sortie du réser-
vair : '
y =85 (23)
ol vy est |la sortie du résarveoir concaptusl au Temps +, par unité d'ai-
re du bassin versant, et s esT la stockage, a est un coefficient

de stockage.
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b). la relation qui lie le Stockage et la surface du bassin - il

s'éerit sous |a forme :

=c + a5 (24)

ol ¢ et e sont des coefficients,

Le bilan des entrées et sorties syr

le bassin conduit 3 |'3-
quation de continuits suivante

=

ds/dt = (1 - u:} (1 - u2} P+ (P -£) u;y = as (25)

ol P désigne la précipitation par unfté

de surface du bassin a+ par
unité de temps

+ Uy ©5T un facteur qui tient compte de toutes les

Soustractions d'eau autres que | 'eévaporation,

E est |'évaporation par
unité de temps et par units de surfacs.

En Tenant compte de (23) et
(24), |'équation (25) s'derit sous

la forme :

dy/dt = a P = (] - uI} 2 u, P~ a Uy E~-avy (26)

En censidérant |a précipitation P, le factaur U, e |'évapora-
aa

tion comme des quantités aldatolres, |as aufeurs posent

E = E [

ol les premigres valaurs sonT des moyennes et

les secondes +raduisent
les fluctuations 2léatoires,

En substituant dans I'8quation (28),

Ils obtiennent apras quel-
ques fransformations algébriques,

la forme suivants

dy/dt = f v, T) = ¢ Ly, T) wit) (28)
T r 4 =1
wit) =[pr, uy , E' ]
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+ = _-n-|'1- _ﬁ- Ll -
f(y,t) = a P (1 uIJ a U, a u, E=~ay

(] = U, + u

G {y,T) = - (1 - uj]-aP

En considérant w (T) comme un bruit blanc et an introduisant
dB = w(t) dt

i Is obtiennent |'éguation d'évalution du bassin scus |a forme

dy=#f (y,t) dt + G (y,+) d 8 (29)

3.3.2. Interprétation de |'équation ef choix du modele

Le choix du modéle est basé sur des considérations physigues
et sur, |'interprétation mathématique de |'dquation différantielle ob-
tenue.

Les auteurs [ndiquent que dans le processus physique considérs,
les parties s¥ochastiques telles que P' , ué gt E' sont toujours cor-
rélées, donc la modélisation par le brult blanc n'est gqu'une approxi-
mation du comportement de la partie stochastique,

En considérant |le schéma d'intégration de |a partie stochasti-

que sous la forme :

Iy = [ G (y,t) dB

UNNY (1984 , p. 362) indigue que |'espérance mathématique de |'intégra-

L le ll , considérée au sens de |fto est nulle, compte Tenu de |'indépen-
dance de G (y,t) ef ce |'accrolssement du meuvement brownien. 1! indi=
que que |'intégqrale de Strotonovich est symétrigue et gque cela traduit

une correlation Implicite entre G (y,T) =2t |2 mouvement brownlen. UNNY

(1984) , UNNY et KARMESHU (1984) indiguent alors que |'interpreétation




de |'e.d.s. qui décrit le bassin versant doit se faire au sens de
- Stratonovich. Mais lorsgque G (y,T) est constant, les Interpréta-
tions au sens de |to et au sens de Stratanovich sont éguivalenfes.
UNNY a examiné des schémas numériques applicables pour |'in-
Tégratlion des s.d.s. || mentre que :
= |a méthode d'Euler est en agrément avec la définition de
I*intégrale de |to ,
= |a méthode de Runge-GuttaGil| (R K G) correspond & la de-
finition de |'intégrale de Stratonovich
= en comparant les résultats de ['intégration numérique avec
des solutions théoriques connues, il conclut que la méthode de RKG
donne des erreurs absolues plus petites, Tant qu'une évaluation in-
termédialre de |la fonction est considérée dans |e schéma d'intégra-
tion, |les résultats obtenus sont en accord avec la définition de

Stratonovich.

3.3.3. Discussion

-

La remargue Importante & faire, & notre avis. est gque les ré-
sultats de la théorie des éguations différentiel las stochastiques sont
démontrés pour la topologie de la convergence en moyenne guadratique
{topologle de Lzl. .

L' interprétation de UNNY, gul conduit & une valesur moyenne nul-
le pour |'intégrale de Ito, ne se vérifie gue dans |e cas de |la fopo-

| logie de la convergence en moyenne (topologie de L ).

L'espression .obtenue plus baut (ch, 1l, eg. 82), & partir des
travaux de JAWZINSK| (1970} , ASTROM (1970), montre gue |'intégrale de
Ito, prise au sens de |la convergence en moyenne guadratique, n'est pas
nulle mals il fait intervenir un terme supplémentalre gqul décrit |la va-

riance du processus., En somme, on peut écrire pour le cas conslidéré :

I, tw) = 1 vy = var () (30)
A S

| | étant |'intégrale stochastique de Stratonovich et ce résultat est

valable pour des cas plus généraux (vair chapitre I1).
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Le schéma symétrigue introduit par Stratonovich vise & &li=
miner cette variance . (On rappelle en effet que ce schéma a &té
infroduit en automatisme et pour les problémes de flltrage). En con-
séquence, la corrélation implicite, entre |'intégrant et |'intégra-
teur, évogquée par les auteurs, ne semble pas apparente,

Mais alors, la similitude entre |le schéma numérigue de Runge -
Kutta - Gill et le schéma d'intégration de Stratonovich peut-il ser-
vir de critere de choix 7 La réponse doit faire Intervenir, a notre
avls, un critére de choix du mode de convergence: (en terme plus pré-
cis, le choix d'une fopologie commune),

Compte tenu de ce qui précédde, i| apparalt clairament que la
préférenca donnée 3 |'upa cu 2 |'autre inferprétation dépendra das
oroprigtés que |'on cherche 3 modéliser dans le milieu physigque. Com-
me le souligne H. POINCARE (dans ses "Dernidres Pensées"), "les faits
sont susceptibles de plusteurs interprétations, parce gu'ils ne somt
Jamais qu'imparfaitement comnug. Parmi ces interprétattons, 1l y en
a qui sont plus vraisemblables que d'autres. Malheureusement, L'ap=—
préciation de la vratsemblance est une chose délicate, fugtiive,
dminemment subjective, sur laquelle tous les bons esprits ne peuvent

toujours g'agccorden”.

3.4, APPROX IMAT 1ON FONCT |ONNELLE DE L'EQUATION DE FOKKER - PLANCK -
KOLMOGOROV ,

Dans leurs &tudes, UNNY (1884), UNNY et KARMESHU {1984) ont exa-
miné, & partir de cas simples d'une &quation & coefficisnt constanmt,
plusieurs procédurss de solution Théorigue du systéme qu'ils ont pro-
posé. Mais |a réalité des syst@mes naturels est bien plus complexe.
Pour |'&tude de |'évolution des paramétres assentiels, le fait que la
solution de |'éguaticn d'éfat est un processus de Markov permet de don-
ner une description plus compl&te du systéme & partir de |'équaTion de
FOKKER = PLANCK - KOLMOGOROV. Malheursusement, ces équations n'ont de

solutien explicite que pour des cas Trés particuliers gue |'on ne re-

trouve pas souvent dans les problémes pratiques posés par la nature,
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On est condulit donc & rechercher une selution théorique appro-
chée mais suffisamment générale pour &tre applicable & des problémes

concrets comme ceux que pose |'étude du fonctionnement hydrodynamigue
des bassins versants,

3.4.1. |dée de base pour le choix de la méthode d'approximation

Considérens une descriptlion du systéme sous la forme
dy = fly,f) dt + g y,T) d B (31}

ol (31) est Interprétée su sens de |to. Alors, les éguations de Fokker=-

Planck-Kolmogorov associges sont de la forme
- équation directe

3 Pr 3
- (v, T :E , 5) = [ £ tw1Y  Bre Uyt &, 5 1

3+ 3y

(3% ]
Lk
5
[+1]
St

5 [ ngy,‘;‘}.f"'r{y,‘.‘ i E s ]

- éguation inverse

3 Pr 3
= Lyit gfn sl =F4E s Pr (y,t ; E, s)
e
v 2 & (32-b)
! 2 g
* g (§, &) 5= Priy,+ ; € ;8)
2 5 E°
: ou Pr w4 o3 z , 3) est la probabilité conditionnel le de yi(T)
| sl E(s).

Les propriétés mathématiques de css équations sonT discuféss
l plus haut. On rappelle ici gue |la condition initiale gqui leur ast as-
socide est donnée par ;

[ im Priy ; T:E 5 5= & {y=§) (3

T*5

(W
e
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L'idée de base est de ramener la recherche de selution au pro-
bléme de |'approximation de la solution d'une &guation aux dérivées

partielles régissant |'évolution d'une densité de probablilité : -

o Pr (y , T}
= ji 2
at

La démarche hablituelle dans ce cas astT calle basée sur las mé-
thodes de résidus pondérés dont |a méthode des moindres carrés ou |a
méthode de Galerkin constituent des exemples., Ellas consistent & con-
sidérer, dans un espace de fenction de carré sommable dans |e domaine

1 y formé par les y , la solufTion approchée F'r'D de Pr sous la farme
m

Profy;T) = Prc = L B

() Hk{v} (341
k=1

k
ol les Hk{y) forment un ensemble de faonctions de base |inéalrement
indépendantes &t les a, (T) sont solutions d'un systéme d'équations
differentialles ordinairss.

En effetr, |la substitution de Proiy,fi dans |'équation de Fokker-
Planck-Kelmogerov fera apparaitre des résidus

3 Pr
ry (Pry) = ———— ) Pr, ]
3t

L
L

I

Ces résidus sont une mesure du deqré avec leque| |la fonction |
Proty,f} satisfait & |'équation de Fokker-Planck-Kelmogorov et aux |
condiTions initiales asscciédes.

ST les fonctions Hk senT choisies convenablement, on peut espé-
rer gu'une augmentations de leur nombrs entrainera une diminution de
la valeur des résidus. Dans |le cas (déal ol Pr (y,T) = =rg stdl 5
M (Pro} doit &fre identiquement nul. Pour se rapprochar de ce cas
idéal, on peut imposer queles intégrales sur Qy des produlTs des
résidus par des foncticns poids appropriées soient nulles.

Dans la méthode de Galerkin, les fonctions poids coTncident

avec les Hk(y}. La méthode de Galerkin peut denc &fre interprétée com-
me une méthode d'orthoganalisation par rapport & tous les &|éments du

systéme Hy:
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Dans la méthode des moindres carréds, |es fonctions poids

sont choisies 4gales & 3ry { da, . Ce qui revient & calculer

en fonction des variables ak. Cette démarche faurnit, an e voit
aisément, une méthode pour déterminer lss a, et rendre |'approxi=-
mation optimale .

On ast donc condult & |a minimisation du produit scalalre

g Fr &
<r ro> = JF . —i[ .5r'0] )& dy (37
aQ i

On voit en considérant (34) et (37) que, lorsque les fonc-

tions H, (y) ne forment pas une base orthonormée, cette démarche con-

k
duira & inverser une matrice m x m pour déterminer |lgs coefficients

a Le choix de |a fonction de base revét donc une importance pri-

k
mordiale.

Une 3tude antérieure de I'OR S T O M (BRUNET-MORET, 1971)
sert de gulide pour le choix de la fonction de base approprige. En
effet, BRUNET-MORET a examiné les possibillfés d'utilisation des po-~
| ynomes orthogonaux dans |le développement [Imité des fonctions de ré-
partition des lois de probabilltés, De tous les polynomes orthogo-
aux examiner par cet autsur, seuls |les poclynomes d'Hermite semblent
plus appropriés. Ce résultat nous a conduit en 1981 (AFCUDA-1281)

3 choisir les polynomes d'HermiTe comme fonction de base de |'appro-
ximation de |'équation de Fokker - Planck - Kolmogorov, Plus récem-
ment, KREE et SOIZE (1983) ont développ2 une méthode d'approximation

de la selution de |'éguation de Fokker — Planck - Kolmogerov par les

polynomes d'Hermite & plusieurs variables normalisées,
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3.4.2. Utilisation des polynomes d'Hermlte

Les polynomes d'Hermite sont des polynomes orthogonaux associes

8 la fonction de densité de la |lol normale

] p

G) = 1 74 (38)
2T
sur (== , =) ., ||s sont donnés par la fonction génératrice
7
n uzfz 4" -y~ /2
Hu) = (=1} e (e } (39}
n n S
dy

En posant u = (y - Ely) ) /@ , on peut considérer le déve-

loppement en polynomes d'Hermite de la densité de probabllifé sous Ia
forme suivantea :

ol les AT sont donnés par

M ; i,
A = b {_])J LI + 1 = 2]
e iy AT

avec les | représentant les moments de la variable ~u et M, la par-
tie enfiére de (1 + 1) / 2. On a

=
1

2 Lui - 3) / 4! gte, .
D'aprés BRUNET-MCORET (1971), ce développement st connu sous le
nom de développement de Gram-Charller,
Dans |e contexte de |'approximetion de |'éguation de Folkker =
Planck - Kolmogorov, |es coefficients A, doivent &tre déferminés de fa-
gon & approcher au mieux, au sens du criftére d'optimal I'té définl plus

naut, |a solution de cette &quation aux dérivées partielles. Compte

glll;LllllllllIlIllllllllllIIIIIIIIIIIIIIIlIlllIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIllllllllllllllllllIIIII-----l



tenu des propriétés des polynomes d'Hermite, les coefficlents du
développement de Gram—-Charlier répondent & ce critére.

La relation (40) donnant |a densité de probabil it montra
bien gue les calculs des moments d'ordre un ou deux feront inter=
venir |les moments d'ordre supérieur & un ou deux. On reftrouve ain-
si les résultats d&ja obtenus 2u chapitre I,

Les résultats d'application pratigue de catte mérhode seront

analysés au chapitre suivant.

5.5. CONCLUSION

L'examen des modéles antérieurs uti|isés pour |a modélisation

des bassins versants permeT de se rendre compte que : {

= certains travaux récents, (UNNY - 1984 , UNNY et KARMESHU-
1984) considérent le fonctlonnement hydrodynamigque des bassins ver-
sants sous |'aspect de |'évolution des processus stocchastiques. La

description des relations entréd |'entrée et |la sortie se falt sous \

la forme de systéme d'éguations différentielles stochastiogues. Le
modéle mathématique présenté au chapitre || et proposé de maniére

indépendante est analogue 3 ce mod&le ;

= de nombreux travaux ont &t& consacrés & |z description de la
structure stochastique de la fonctlon d'enfrée. Mais ces travaux par-

tent des hypothéses Implicites sulvantas :

a) les précipitations 3 |'entrés du bassin wversant sont le résultat
de phénoménes physiques complexes gul leur conférent un compertement

stochastique ;

b) les chaTnes de Markoy discréftes permettent de rendre compte de la
structure sitochastique des dépendances ocbservées dans les sérfes de

précipitations journaligres.
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En tenant compte du fait gue l|la probabllisation des sspaces
d'entrée condult & une probabilisatlion naturelle des espaces d's-
Tat et de sortia, nous accorderons dans |a suite de ce mémoire une
importance toute particul idre &8 la modélisatlion de ces foncrions
d'entrée. Ce faisant, on se situe dans le cadre des travaux entre-

pris & |'"l M F T sous la direction de C., THIRRIOT.

= |es modéles récents qui décrivent les fonctions d'entrée
s'efforcent de rendre compfe de la structure des phénomé&nes physi-
ques qui déterminent les précipitatians (KAVVAS et DELLEUR - 1981,
WAYMIRE et GUPTA - 1981 , WAYMIRE et al. - 19B4). Nous montrerons,
dans le chaplfre sulvant, comment |le modéle proposé permet de Te-

nir compts de ces exigences,
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4.1. INTRODUCT ICN

Nous avons admis, dés |'introduction & ce mémolre, que |2
réal 1 t& physique se présents scus |la forme d'une structure hifrar-
chisée. L'objectif dans ce chapltre est de montrer que |le phénoméne
d'entrée dans |es systémes hydrologiques, définis comme un ensembie de
structures en Infer-relations dans le cadre du bassin versant, cons-
Titue la sortie d'un systéme amont. Ce systéme amont est décrit par
une équation d'évolution gqul, suivant le modéle proposé pour |a des-
cription des systémes naturels, (ch. |1}, est une &quation différan-
tielle stochastiqua, Le probléme 3 réscudre consliste donc & mentrar
que |e phénoméne d'enfrée pour |es systémes hydroclogigues est solu-
tion d'une Squation différentielle stochastique. Comme la sclution
a une telle égquation, sl 2lle existe au sens de |a convergence an
moyenne quadratique, est un processus de Markev (JAWZINSKI, 1970,

p. 106, Théoréme 4.5), on gst amené & mentrer que le phénoméne d'en-
trée, restreint aux précipitations, est décrit par les processus de

Markov.

De nombreux travaux antérleurs onT montrd que |es chaines de
Markov discrétes constituent un oufil adapté pour |a description des
séquences séches of pluvisusas (voir ch.lll, pour le panorama des
Travaux antérieurs). Mais ces travaux partent de |'hypothése (impli-
citel de |'existence a priori des chaTnes de Markov discrétes. La
particularité de |a démarche proposée dans ce mémoire repose sur |'es-
sal de modélisation de ['dvoluTion du cycle de ['=au par une ralation

d'éguivaltence qul condulT & une formulation continue.

Ce chapitre comportera donc deux parties. La premiéres partie
sera consacrée & |'étude de quelques aspects dynamiques de |a dlistri-

butien journaliere des précipitations en millau tropical cuest-afri-

cain., Elle gboutTitT & |'é&tablissement de |2 relation d'éguivalence et




4.2

a sa formulation sfochastigue., Dans |a seconde partie, nous considé-
rons des exemples numériques sur quelques stations du Bénin et du

Burkina-Faso .(ex-Haute-Yeita).

4.2. DESCRIPTION DE L'EVOLUTICN DU CYCLE DE L'EAU

4.2.1. Le eycle de |'eau et |a rédpartition de |'énergle

L'observation générale de notre environnement naturs| révéle
une relatien intime entre |'évolution du cycle de |'eau at la répar-
tition de |'énergie du milieu. DHONNEUR (1974) indiques que [2 circu-
lation de |'énergie, dans-l'a+mosphéra terrestre, se fait grice a la
vapeur d'eau extralite des régions océaniques fropicales. Pour lul,
| "importance de [a vapeur d'eau dans le bllan énergétique de la ter-
re rend nécessaire |'é&tude du bilan précipitaticn-&vaporation an fonc-
tion de |a latitude. || montre alors gue |'équilibre de |'atmesphére
se fait par importation de |a vapeur d'eau dans les zones & bilan po-
sitif et exportation de vapeur d'=au des zones 3 bilan négatif.

GOSSET (1979) montre le réle de la turbulence dans la répar-
Tition de cette énergle.

Mais pour mieux cerner |'interaction entre le cycle de |'eau
et |a répartition de |'énergie, il faut considérer |'ensemble des pro-
cessus physigues quil déterminent le climat et gque |'on regroupe sous
I'appellation de "systéme climatique”. D'aprés GATES (1979,1381), ces
processus s'énumérent : |'atmosphére, la cryosphére, |'hydrosphére,
la lithosphére superficielle ot |la biosphére. MOREL (1879) indique que
le temps caractéristique de chacun de ces &/&ments se présente de |a

manié&re suivanta :

atmosphéra 10 - *100 jours
bydrosphere = 1000 ans
cryosphére 1 = 108 ans
biosphére ] - 109 ans
| ithosphare 108 - 107 ans

Cette disparitd des échelles de temps caractéristiques des dlf-
férents éléments qul composent le systéme climatique et les Interac-

Tions entre |es &chelles, expliquent les dvolutions souvent capriclieu-

ses a priorl, qua |'on cbserve et les difficultés rencontrées dans
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|"élaboration des modéles de prévision pour des objectifs a moven et

& long Termes.

Lorsque ['on jette un premier coup d'oell sur les differents
temps caractéristiques des &|8ments gqul composent |e systéme climati-
que, on s'apergolt que |'atmosphare constitue son &lément le plus ac-
tif, et cette activite |ui est conférée par |'agitation turbulente
permanante dont alla est |e slége. Un examen plus aporofondi permet
cependant de se rendre compte que cetfte agifafion furbulente de |'at-
mosphére masgque en réal ité des mouvements d'ensemble plus généraux
qui se répartissant, d'aprés GOSSET (1979), en quatre &chelles d'eob-

servation qui sont

= la microéchelle = celle des phéncménes caractéristiques de |'ordre

de quelques dizalnes de secondes ;

= |a petite &chelle = cells des phénoménes ayant un ftemps caractéris-

tigque inférieur & une heure ;

= |a mésoéchelle = calle des phéncménes qui durent plusieurs heures ;

= |a grande &chelle = cella d=s phenoménes synoptiques 3 laguelle

sont associés des concepts tels gue ceux d'anticyclone et de dépres-
sion. On sait que c'est & cetfte échelle qu'est associse |a formation
des grands systémes nuageux générateurs des précipitations durables et
lides & |a variation de pression. C'est |a grande échelle qui détermi-
ne le temps caractéristique de 10 - 100 Jours attribué & |'atmesphére

de la planéte.

L'atmesphére est directement |iée, dans ses activités, a |'hy-
drosphére. L'importance de certe dernlére |ui est conférée par |la pos=
sibilite de fournir de grandes quantiteés d'eau pour |le cycle hydrolo-
gigue mendial de précipitarion, de ruissellement, d'évaporation et de
condensation. Comme, en outre, la capacité thermigue de |'sau est Trés
supérieurs & celle de |'air, on pergelt que |'hydrosphére constitue le

principal réservoir de chaleur de notre plangte.

L' importance de |a cryosphéra dans |le systéme climatigua est

due davantage 3 |'albédo &levé des neliges & des glaces.




La |itosphére constitue au contraire un élément assez passif,
tandis que la biocsphéra réagit avec les aufres &|éments du systama
climatique & un rythme correspondant aux cycles biologiques de la vé-
gétation. Ce cycle varie en foncfion des variations salsonniéres du

rayonnement sclaire, de la température et des pluies.

Lorsque |'on considére ensemble les divers &léments du sys-—
+a&me c|imatique, on peut dégager, sur |la base des fravaux cités plus

haut, les remargues suivantes
al. 31 |'on considére au niveau planétaire la chaine :
{ température | humidité | nébulosité | albédo }

on s'apercait que |'élévation de la température fsvorise |'évapora=
tion, |'humidité accrue favorise |la formaticn d'une couverture nua-
geuse &tendue dont |'albédo est trés élevé ; ceci entraine une réduc-
tion de la fraction de |'énergie sclaire absorbée et, par suite, Tend
3 réduire la température. On se ftrouve donc &n présence d'une boucle
de réactions dont |'effet est stabilisatsur.

Par contra, si |'on considére la chaine
{ température | neige ou glace | albédo }

|'41évation de |a température au niveau planétaire |imite | 'sxtension
de la neige =t des glaces ; ceci @, pour conséguence, de diminuer |'ai-
bédo moyen de la plandts et d'augmenter la fraction de | 'énergle so-
laire absorbée et, par suite, favorise |'élévation de |a fempérature.
On se trouve |& en présence d'une boucle dont |'effet est destabli | Isa-

teur.

bl. Une description du cycle de |'sau doit metfire en relief le
rale prépondérant de |'évaporation et, parfant, celui du couple atmos-
phére-hydrosphére. L'atmosphére représente en sffet le ftransfert da
chalaur latente da |'alr & |'eau, chaleur qui est ensuife dégagée au
saint de condensation. Ce flux esT provequé par des mouvements Turbu-

lents et dépend de |'humidité de |'air & le surface de |'eau et de la

vitesse du vent. .




Nous pensons gque ce r8le prépondérant du couple atmosphére -
hydrosphere expl|igue pourquei la boucle stabilisatrice est |la plus

active et donne sg force & |la tendance & |a conservation de | 'ensem-—

ble du systeme climaTigue.

Cas deféranTesinhservaTTDns suggerent |'idée qu'il sxiste une
relation mathématique simple entre :
= |'évolution du cycle de |'eau, décrite par |'évolution du systéme
climatique d'une part,
= ot la répartition de |'énerale d'autre part.
Nous possrons ceftta relation sous [a forme d'une relatieon

d'équivalence :

&volution du <:ﬁ’}J,rér;:ar'l'i'l'h::n de (1)
cycle de |'eau L | 'énergle

' 4.2.2, Essal de descripfion analytigue ds |"évolution du

cycle de |'eau.

Pour une description formelle du cycle de |'sau, on infroduit
une fonction 5 =5 (m,x) , o0 m est une description de |2 densité de

vapeur d'eau dans le millauy fandis que x est un parametre de position,

|| v a blan sir des aédresois et d'autres particules dont |e
comportement n'est pas simple mals que nous ne prendrons pas en compTe

dans cette &tude, pour la simplicité de |'analyse.

On suppose que la fonction 3 (m,x) es5T régulidre af |ingaire
par rapport & chacune de ses variables. On peur, dans ce cas, approcher

cette fonction par son développement [imité :

= +, - Rl 2
3 {m,x} 240 319 {m mD} * aZG Lm mD1 %

* 3y, {x~xﬂﬁ * 35 {x-xDJZ g 4 (2}

v ayy {m—mD} (x-xG} .




Oans cefte relation, a4, décrit la condition initiale
Inconnue. Les fermes en aZG et aOE sonT nuls par hypothase de
|inéarfité admise. L'importance des termes en 31 et a5 qui dé-
crivent |'évolution de |'ensemble par rapport & chacune des va-
riables ne dépend que du choix de |'&chelle d'ebservation.

CHONNEUR (19743 a montré que pour |'é&challe planétaire,
il existe une forme d'éguilibre de |'atmosphére et de stabilité
du cl|imat. En tenant compte de cefte constatation st de |'Iimpor-
trance des interactiens sntre echelles, on peut considérer com-
me constante |'influence conjointe de 200 et de |'ensemble de
ces deux termes.

Aflors en posant pour simplifier

Xg = o
my = 0
3% | (1,0 = 0,1)
on peuf écrire :
§ = 8 = 5 = mx i3
avec
3y " g * M x = cst (4]
On écrira alers |la relation d'éguivalence (1) sous la
forme
0 P ‘
aF R (5)
avec & (m,x) =mx o0 x est, conme Tndlgqué plus haut, un

paramétre de position et m gsT ung description de la densité

de vapeur d'sau contenue dans | 'espace considéré,




[l est clalr que si |'en pose m = cst, la ralation (5) per-
mettra de suivre seulement la progression spatiale d'une masse cons—
tante de vapeur d'eau contenue dans ['atmosphére. 51 |'on salt défi-
nir |'expression de la répartition de |'énergie en milieu tropical
africain, ce principe peut &tre utilisé pour suivre |'&volution du
Front intertropical qui détermine les ragimes pluviométrigues de
|"Afrique de |'"Ouest. En =ffet, d'aprés RODIER (1964), CHONMEUR (1974),
SIRCOULON (1976), une &tude simple du mécanisme de la circulation gé-
nérale de |'atmosphdre & ces latitudes montre que les précipitations

résultent pour |'essentiel de |'inferaction de deux masses d'air

= |'air fropical continental, -sec et chaud, provenant de |'Est ou du
Nerd=-Est du Sahara. Cefte masse d'alr est désignée sous le nem d'

"harmattan".

= |'air gquatorial maritime, bhumide, Instable, de température relati-
vement fraiche et de direction Sud-Ouest. On |'appelle communément
|a mousson. Cet air provient d'une zone de hautes pressions, centras

sur |'Ocsan Atlantigue austral : ['anticyclone de Sainte-Héléne.

La trace au sol de la surfaca de contact entrs |'air tropi-
cal centinental et |'air gquatorial maritims est connue sous |& nom
de Front Intertroplical (F | T). D'aprés CHOMMEUR (1974), le F.l T ap-
partient & une entité planétaire déncmmée |'squateur méisorologique
et gqui constifue |'@gquateur Snergétique de |a tTerrs. Elle gst matéria-
lisée au sol et dans |les couches moyennes de |'atmosphére par le creux
barométrique £guatorial, |limite des circulations méridiennes des deux
hémisphéres.

Las migrations du F | T se font par une sorte de gl lssement
de |'ensemble de |'atmosphére vers |e Nord ocu vers le Sud, sulvant &
peu prés le déplacement apparent du soleil au cours de |'année mals

avec un retard de six semaines. CHONMEUR Indique que le soleil se

frouve dans sa position la plus sepfentrionale le 21 Juin (Tropique
du Cancer : 23 27" N) , le F | T le 15 aclt. Sa trace au sol sst
alers siftuée entre 20° N et la 25° N sur |'Afrigue Cccidentala. Le




soleil se trouve dans sa position |la plus méridionale le 21 décembre
(Tropique du Capricorne : 23° 27' S8), le F | T le 31 janvier. Sa tra-
ce au sol se trouve alors entre les 06° Nerd et 04° Nord sur |'Afri=
que de | 'Quest.

S1 |'en pose par confre x = cst dans la relation (5), on pour-
ra suivre ['évolution de |a masse de wvapeur d'sau en un |leu donné.
Considérons d'abord |le détail| de ce dernier cas et Imaginons un cbser-
vateur placé en un |isu fixe. Cet observateur verra comment las migra-
tions du Front [ntertropical vers |e Nord provoquent des formations
orageuses importantes et des averses. En 1963, RODIER et S5|RCOULCN
avaient d&ja imaginé un observateur placé en un point fixe, Kandil,
au Nord du Bénin, en régime fropical pur. Nous reprenons bridvement

leur description :

= En janvier, |'anTlcyclone de Salnte-Hélé&ne occupe sa posi-
tion |la plus méridionale et |'anticyclone saharien csniré sur le tran-
tiéme paral |&le est trés puissant. L'harmattan souffle fortement de
fagon continue du Nord-Est. L'observateur a la sensation d'un vent
sec, souvent chargé de poussiére trés fine en forme de broulllard.

Aucune formation nuageuse n'est cbservée,

= En fin mars-avril, le F | T passe par la station d'ckserva-
fion. || se produit quelguss formations nuageuses. S5'il y a beu ou
pas encore de précipitations, en revanche le dagré hygramatrique aug-

menTe.,

= Le F | T continuant vers le Nord, |'air de la mousson aug-
mente d'épaisseur. Lorsqu'll afteint 7 & 80Q m, [| se forme une série

de grains s'al ignant parzallélement au F [ T.

= lorsque |'épaisseur est de |'ordre de 2000 m, des tornades
se produlsent sur les |ignes Nord-Sud, se déplagant d'Est en Ouest.
Ces tornadss sont caractéristigues par |eur brigvetd =f leur violencs.

Elles ne durent z2u plus que guelgues heures. L=s hauteurs d'sau Tom-

bées atteignent souvent plus de 50 mm.

—— ———
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= Enfin, |'épaisseur de |a mousson &fant maximale, les for-
mations nuageuses instables de cefte masse d'alr donnent des pluies
prolongées, & caractérs contlnu, blen moins viclentes que les forna-

des. Ce sonT |l=s pluiss de mousson.

= En septembre, le F | T redescend vers le Sud ; il passa
par la station d'observation en octobre. Mais au |isu de la méme sé-
rie de phénoménes qu'a |'aller, il se produit un arrét trés rapide
des précipitations.

Cat axemple montre que |'obssrvateur fixe, situé & Kandl,

distinguara nettement une salson de plule et une saison séche.

Censidérons maintenant le cas ol m = cst et imaginons un
observateur qui désire rester en permanence dans la zone ol |'épais-
seur de la mousson est maximale. || se déplacersit lentement an par-

Tant de Cofonow au mois de Juin pour attalindre Savé zu mels de Jull-

let et Kandi en fin aolt. || redescendralt vers le Sud & partir de
septembre pour arriver & Cotonou en octobra. S'il continue son mou-
vement en suivant le balancement du F | T, il resterait toute |'an-

née en salson pluvieussa.

Il apparalt d&ja, d'aprés ces deux exemples, que pour un ob-
servateur fixe, sifué plus au Sud de Kandl, l|la saison de pluiss Ten-
dra 3 s'allonger puisque |le F | T passe plus 18t et redescend plus
tard. Notons cependant gu'au Sud, il tend & se créer un creux de pré-
cipitations en jull |et=a3cit, ce gqui conduit & une véritable petite
salson séche au Sud du Bénin. Une tells saison sé&che s'explique per
le fait que |'anticyclone de Sainte-Héldne &tant fortemenT remonTé
vers |e Nord, une zone de hautes pressions tropicales moins humide
occupe las zones cdtléres de ['Afrique de |'Cuest. Dans ces régions,
en saptembrs, |le recul de |'anticyclone entralne une nouvel le sal-
son de pluie Jusqu'au passage du F | T & la fin du mois d'octcbre.

Un observateur fixe, situé & Cotonou, compfera donc gquafre saisons

dans |'année tandis que celul de Kandi n'en compfalt gue deux.




Ces exemples montrent que si |'on sait définir la réparti-
tion de 1'énergie en milieu froplical Cuest-africain, la relation
(5) peut permettre de suivre |'évolution des masses d'air eF de |eur

humidité au cours de |'année.

En tenant compte de |'Importance de |a vapeur d'eau dans le

bilan &nergétigue, on posera !

Toutefols, en prenant en considération les incertitudes | iges
4 |a connaissance de § , on doit admetire gue cette répartition de
|"énergie ne peut &tre déterminée avec |a précision voulue. Par ail-
leurs, le réle prépondérant de |a turbulence atmosphérique dans le
mécanisme de la répartition de |'énergle suggére |'idée que foute ex-
pression analytique qul Tente ce décrire ce phénoména physique dolif,
pour 3tre réallste, &tre capable de rendre compte des fluctuations
rapides imposées par le processus turbulent. On est alors conduit &
prendre la relation (6) sous la forme suivanTe |

pbE , B o= TS, T By (7

Dans cetfte relation :

-R (5 i - est une valeur moyenne de |a fonction aléatoire de
départ. Ella décrit le comportement déterministe de

cotte fonction.
-g (5, t) - désigne ['dcart-type instantané.

=g - est une variable aldatcire.
Une interprétation réaliste de ['&volution du milleu physique

eondul 3 interpréter €. comme le nombre d'Scarts-types instantanés
P P

R
qu'il faut ajouter & la valeur moyenne de |a fonction aléatoire pour

gbtenir la valeur observée a |'instant t. Ce nombre apparaif comme
le résultat d'un trads grand rombra de flucfuaTions aléafoires Indé-
pendantes, dans |'&volution du milieu. Prises isolément, ces fluctua-

tions peuvent paraltre minsures mais |'effet total, sulvant le théoréme




central |imite, obélt & la loi de Gauss, eg @pparalt danc comme
un brult blanc.
L'&quation (5) s'écerit azlors :

d S
daT

=ﬁ(s,f:+€ns,ﬂsﬁ (8)

L' impartance de la notien de bruit hlanc dans la modélisa-
tion des systémes dynamiques naturels est analysée au chapitfre ||.
On monire notamment gue |'éguation (B), souvent appelée égquation de
Langevin, n'a de signification mathématique gue si alle peut &tre
interprétée au sens des distributions de L. SCHWARTZ. Mais en tenant
campte du fait que |l brult blanc ast la derivée faormelle du mouve—
ment brownien :

d g8 = edt {9)

On est condult & |la relation suivante pour traduire le
principe d'dquivalence posé dans (1)

45 = R(§, tNdgr+ogis, t)dsg (10)

Cetta exprassion constitue, de ce fait, une description ana-
Iytique simplifiée de |'dvolution du cycle de |'eau.

C'aprés une définltion de XKOCKARTS (1982} "un modéle &;mcs*
phérique parfait est un ensemble de nombres capable de représenter
foutes les propriadtés physiques et chimigques de |'atmosphére dans le
passé, le présent et le futur", Mé&me si, en utilisant les techniques
numérigues les plus €laborées [| n'est pas possible actuel |ement 4’
atteindre cet cbjectif, les modéles théorigques, basés sur les prin-
cipes de conservation (de masse, de |la quantité du mouvement =1 d'
eneraie, &crites pour chague constituant de |'atmosphére), raprésen-
fent les approches l|es plus rationnelles et les plus prés de cetfe
définition. Dans un espace & trols dlmensions, ces modéles se pré-
sentent sous la forme d'un systéme d'équations aux dérivées partiel-
les non [inéaires, pour leguel 1| faut toujours [ntroduire des hypo-
théses simpli1ficatricaes (GATES,1981 - KOCKARTS, 1982). Tout récemment,
ASSAMO! &t PLANTON (1984) ont utilisé "le modéle de référencs" mis
au point par la Métécrologie Nationale Frangaise pour la prévision

des iTrajectoires de perturbation et pour |'étude des précipitations




associges aux perturbaticns cycloniques en milieu ftropical ouest

africain. Les résultats obtenus par ces auteurs montrent gue ce
modéle qui constitue la "version standard" du modele tropical basaé
sur les équations primifTives permef |la prévision 38 48 heures avec
une précision satisfaisante. Pour la prévision & plus longs fermes,
les idéalisations et les simplifications introduites dans |e moda-

le pourraient plus permettre de garantir la précision des résultats.
f p g

La relation (10) estT un modéle semi-smpirigue stochastigue
qui vise & prendre en compte & la fois des incertitudes |lides & |a
‘connaissance imparfaite de la répartition de |'énergie et |'aspect
dynamique de |'évolution globale du cycle de |'eau. Or, on sait
que, entre les modéles purement probabl|istes, qui visent & défi-
nir |es propriétés des paramétres hydroclimatigues sans tenir comp-
te de leur ordre d'occurrence, et les modéles purement déterministes
qui visent |a daescription détaillée du cycle de |'eau, les modéles
stochastiques ont cette propriété hybride de mettre en relief, A Ia
fois le caractére incomplet deé Informations gue nous avons sur le
milleu physigue et |'aspect dynamique da |'évoclution de ce miliau.
Alors, an +énanf compte des analyses physigues qui ont &té & |a ba-
se de son é&laboration, ncus sommes condults & penser que, malgré sa
simplicité, |'&gquation (1Q) peut servir de modéle pour une approche
rapide de certains processus induits par |'dveolution du cycle de
| 'sau, comme par exemple, |la répartition des séquences séches ou

pluvieuses en un point donné.

|| est intéressant de noter gue, suivant la quantitéd d'infor-
mation disponible, |'dguation (10) psut &tre considérée soit sous la
forme scalaire, soit scus |a forme vectorielle. Considérons en effet
la boucle stabilisatrice

T

{ température | humidité | nébulosité | albédo }

On & montré plus haut que cette boucle se traduit physiguement

par les implications sulvantes :




L'augmentation de la température =2 évaporation =3
=»humid| & accrue =—3 nébulosité accrue =3 a|bédo
accrug = réduction de la fraction de |'énergis

solalre absorbée =p diminution de la température.

On voit qu'il y @ une liaison &vidente entre les paraméfres
de la boucle et que |a masse (m) de vapeur d'eau gqui va &tre dispo-
nible pour le cycle de |'eau dépend de chacun des autres paramé-

Tras,

Appelons R; ; |8 taux de participation de chague 2lement |
3 la répartition de |'énergie et par aij le coefficient de corréla-
tian entre les paramétres | et |. Alors, en se limifant & ftrois pa-
ramétres explicatifs, on obtient |la description de |2 répartition

de |'énergie sous la forme suivante :

h™ - T
a1 37 313_{ &
I = 351 392 B3 Ry
a3, 212 233 Ry

Supposons que |'on ait retenu comme paramétres explicatifs
la temperature [Tpl , |'&vaporation (E} st la radiation solaire
F = = + = 1 [
{r}, alors , Ry = Ry(TY , Ry = R,(E) e HE RSEFJ. L'hypothése de
régularité de ces foncticons fournit la possibl|ité de développe-

mant limité e+ ['on a :

R] = R] (TG}

RZ = RE (EG} -

R:ﬁ -R3 ErD} = Ny - (r = rO}

LI
fim ]
=
.
-
—
]
i
—
®

(E = E.)

avec n = d Rf [ d bi at b, =¢T , Eou r)

i




En posant comme référence une situation dont les param@tres

sant To ¥ EU s Fyo» QN 35

aH 312 313 n1.(T - TD)

B (T.Eur) = |2 a a.._ R il |
rEs 21 22 23 gy

33 339 1 | gl = rg)

En fntrodulsant une matrice des coefficients A et une va-
: : = T
riable vectorielle X = [T = T0 £ Ec I e 1, une
matrice des &carts types sur X, noté G , et un processus du mouve-
ment brownien vectoriel dg = [ d 8, dg, dss 1,

on a |'eé.d.s. vectorielle sulvante :
dg = AXdr+«Gd2g (1Qbis)

On peut aussi considérar las paramétras TD ; E‘__‘I at ry comme

des valeurs moyennes et faire intervenir les &carts-types dans |'ex-

pression de X ; on a alors des exprassions de la forme

R P
mp 8y = Bt e oy oy = Mmoo X
%3
avac bf =T, Eour)
et |'Bguation différentielle :
d5 =A% xat+6 d g° (10ter)

On obtient ains! une expression de |a forme proposée par
RICHARDSON (1981) et analysée au chapitre I,

Ou point de vue théorique, les relations (1Q) sont des Squa-

ticns différentisel les stochastiques non-|inéaires. Leurs propriétés




mathématiques sont £tudiées au chapifre 1. Elles sont générale-
ment |iées & la présence du terme aléatcire représenté par le pro-
cessus du mouvement brownien d 8 (+) . Ce dernier est de |'ordre
de Ed+}1f2 , c2 qui fait que les méthodes habituel les d'intégration

. ne peuvent |ui &tre applliquées. Toutefols, |'une des propriétés les
plus intéressantes lide & ce modéle est que la solution de |'Equa-
tion (10) (ou des égquations 10-bis et 10-ter), si =2lls axiste, st
un processus de Markav. C'est cetfe propriété gue nous tenterons

d'exploiter dans |a suite de ce chapitre pour |a formulation sca-

laire du modéla.

4.2.3. Le modéle discret pour |'é&fude des précipitations

journalidres

L'étude des phéncménes orageux |1és aux migrations du F | T
et examinés par un obsarvateur fixe (& Kandi) suggére de distin=-
guer les précipitations atmosphériques suivant leur durée et/ou
leur exfension spaTTala.-A Kandi, par sxemple, on 2 pu ainsi dis-
tinguar

= das séries de grains s'alignant parall&lement au F | T

-« des fornades bréves et violentes pouvant donner Jusqu'd’

50 mm de pluie

= ot des pluies de mousson & caractére continu et prolongé.

CHANG, KAWAS =t DELLEUR (1984), citant l|les ftravaux de HOUZE
et AUSTIN, donnent une classification générale des précipitations
atmosphérigues en ferme de leur durée et de leur expansion spatiale

sulvant quatre échelles. |ls distinguent :

= |es phénoménes orageux appartenant a4 |la petite &chelle ef gui du-
rent de quelques minutes & une demi-heurs. |ls ont des aires d'ex-

2 - =
tension de 1 - 10 km™ af sont assoclieés 4 des fermations nuageusas

locales.




= |es phénomé&nes orageux ayant une durde d'environ une hsure et
une extension horizontale de |'ordre de 10 - IU2 kmz. | 1s sont

a8 siftuer & une échelle intermédiaire entfre |la petite et la méso~
échel le.

= des phénoménes orageux appartenant & |a mésoéchelle. |ls ont
une durée de plusieurs heurss et une extension spatiale de ['ar-

dra de !G3 - 10ri kmz.

= et des phénoménes crageux ayant un caractére syncptigque. |Is du-
rent plusieurs jours sur une extension spatiale plus grande gque

1G4 kmz.

La similitude des &chelles considéréss avec celle de la tur-
bulence atmosphérique (GOSSET 1979) +raduit |'influence de cette

derniares dans |a génése des phénoménes oragsux.

Comme le font remarquer CHANG, KAWAS et DELLEUR, la dynami-
que de ['organisation de |'espace-temps du champ de précipitations
a une échelle donnée conduit & la formation & |'intérieur de cette
échelle d'une ou plusieurs airss de précipitations d'échelles plus
petites. La disfribution des intensités & ['"Intérieur d'un phénomé-
ne orageux d'échelle donnée change continuel lement au fur et a me-
sure que des alres de précipitations d'échelles plus petites pren-
nent naissance, se déplacent et se dissipent & |'intérieur de cet-

te aire.

Tous ces faits d'observation montrent que |es phéncmenes ora-
geux font partie d'un ensemble de processus continus, organisés par
la furbulence atmospnérigue. A |'inTérisur de ce cadre, la place de
la medé|isation des précipitations journalisres dolt &fre considéris

dans une perspective de mise en valaur de ressources en eau =t de

gestion des phénoménes natursls. Par exemple, pour décider de Ia
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pelitigue agricole journaliére, il ast nécessaire de connaltre

les probabilités des différentes réalisations possibles des sé-
gquences séches et pluvieuses. Pour obtenir ces probabilités, |'on
dolt analyser et modéliser les précipitations & |'échelle journa-
liere. Pour les pluies de mousson & caractére confinu, @ |'échelle
d'une journée, l|es précipitations observées 2 la station de mesure
correspeondenT & |'accumulation des précipitations de diverses in-
tensités. L'observation & |'échelle du jour pesrmet de saisir, dans
ce cas, les tralts caractéristiques moyens de |la nlufe de mousson.
Par contra, pour les tornades bréves et les séries de grains, |'ab-
servation & |'échelle du jour permet de mesurer les précipitations
cumulatives provenant des processus dliscrats. Uans les deux cas,
|'échelle Journallére fournit donc une description corrects de la
distribution des phénomé&nes oragesux, en termes d'évolution moyen-

ne.,

"Pour analyser las précipitations journaligres en un lisu
fixe & partir du modé&le proposé, on pose x = 1 dans | 'expression
§ =mx , et on admet que m exprime la masse de vapeur d'eau
contenue dans la masse d'air considérée, alors |'&quation (10)

s'éerit :

dm=§{miﬂ dt + o (m 1) d 8 (11)

En considérant la forme discréte de |'équation (1]1) et une

approximation |indairs de R {m[ T}, on cbtient :

On se donne un seuil My » tel que si my = m, > Q, le sur-

plus de massa d'=au tombe sous farme de précipitations, alers on

obtient deux &tats gue nous noferons

P 3 s
mh = m, -m. > « m., = m. =-m_ < 0
i | o = | [ o™




{13)

p
I

et détermine |'&tat pluvieux ; m?

d'eau et détermine |'é&tat sec. L'éguation (12} prend zlors la for-

mT désigne |a masse d'eau qul fombe sous forme de priclipitation

désigne le deficit de masse

me vectorielle sulvante

s
m. g (8,-8._ ;)

i 11 12 i =1 11 g

12

]
+*

p _ p
22 M= 9oy 9p (8;-8;_y’

L'analyse théorique des tralts caractérisftiques des mesures
effectuées & |'échelle du jour nous a permis de nous rendre compfe
que ces mesures traduisent une &volution moyenne. En d'autres ter-
mes, les instruments de mesure & |'échelle de la journée constituent
une sorte de filtre (au sens de Kalman), & travers laquelle on ne per-
goit gue le caractére moyen des phénoménes orsgeux. £n considérant

les valeurs moyennes des &tats, on arrive 2 :

5 5
m, 5 (B, - B;_)
(141 E = E =0
P = P
me P (8, By
On raméne ainsi |'éguation (13) & une équation des états bi-

naires pour un processus de premier ordre

(15)

Pour analyser les précipitations an un lleu fixe, |la relafion
(1) qui posg |'équivalence entrg |'évolution du cycle de |'eau et
la répartition de |'énergie, et fraduite en termes simplifiés par
| 'équation (10), se raméne ainsi tout naturellement & |'étude des
chalnes de Markeov discrétes. Sous cette forme discrete, elle a falft
|'objet de nombreuses études, nctamment dans |e groupe de racherche

"Crues ot Sécheresse" de |'IMFT, sous |a direction du Frofesseur




THIRRIOT. Un apergu de ces études esT donné dans le chapitre |II
réservé au pancrama des travaux antérieurs. On note que tous les
auteurs partent en général de |'existence a priori de |'outi| ma=
thématique que constituent les chalnes de Markov. La particularité
de |a démarche proposée ici réside dans |le fait qu'elle met & jour
le contenu physique attache & cet oufil| mathématigue ; el le montre
notammant que la description markovienne des observations pluviomé-
triques peut &tre vue comme une conséguence de |la formulation stc-

chastique du principe d'équivalence (1),

Cn voit, d'aprés |'éguation (13), que les probabilités de
passage de |'éfat sec & pluvieuwx (et vica versa) dépendront de la
valeur du seuf| My Plus généralement, la matrice de passage A qui
décrit la ftransition d'un &tat, du jour (i-1) & un autre, au jour
i , dépend de la valeur de ce seuil., On peut, par exempls, fixer
m, de manidre 3 considérar comme &tat sec,foute réalisation des
phéncménes orageux qui conduit & une hauteur journaliére de pluie
inférieure & une hauteur repére de précipitation Fixde par avance.
On en déduit |la possibilité d'analyser les processus multiclasses
en infroduisant non pas un, mais plusieurs seuils. Pour obtenir un
processus & K classes, on introduirait ainsi (k=1) seuils.

Par ailleurs, 1| apparait, d'aprés |'éguation (13), que la
possibil1té d'obtenir des processus d'ordre supérieur & un est |lée
non ssulement & la valeur de my mais auss! & la persistance de ms
qui détermine de ce falt |'effet de mémoire du milieu. Par exempls,
pour obtenir un processus d'ordre supérieur 3 un, on dolT considé-
rer dans |'expression |inéarisée de R (m,T) non seulement les ter-
mes en m, , , mais aussi des fermes en B 4 (] = 2:3..4). 'La
discrétisation de |'équation différentielle se présente alors sous

la forme d'un processus ARMA

m. = A me_y * B M o5 % eeee

sss * O {m]._l} {ar _"ET_I} * G[mi_z) [Bin_.] - Bi_zj".ctn

(laé)



Dans |le cas en étude, ol E {-BI - ﬁj } =0, onades
processus autorégressifs qui sont des processus de Markov expri-
més sous forme paramétrique. THIRRIOT (1984) a développé une mé-
+thode de passage des processus auforégressifs aux processus marko-
viens non paraméfriques. || a montré nofamment que les probabili-
+3s de transitions s'expriment en fonction des coefficients de ré-
gression. Dans le cadre de |a démarche proposée dans cette etude,
on doit, pour |'erdre deux par exemple, considerer les probabili-

+és d'axistence das états suivants :

5 5
By M=
(m; = m ) = : (m,_y = m = : (17)
1 gl 8
at Tals gue
s _ SS s _ PsS
i 7% M=y =
m? m? {18)
P _ 5P P _ PP
M1 ™™ -1 ™™

Ce qui permet d'obtenir les vecteurs des masses et des états

exprimés respectivement scus la forme transposée :

C m=F mP® mPP ]T et [ ss sp ps op ]T (19)

Nous analysons au paragraphe suivant les résultats des diffé-
rents calculs que nous avons effectués & partir de ces considérations
pour guelques stations d'observation du Bénin et du Burkina-Fasc (Ex-

Haute-Volta), en Afrique de |'Ouest,



4.3, APPLICATION A L'ETUDE DE LA DISTRIBUTION DES SEQUENCES SECHES ET

PLUY | EUSES

On a distingué trois zones d'étude (carte 1) :

= la premiére zone est représentde par les stations béninoises pour
lesquel les on dispose de données couvrant une méme péricde (19361-1980Q),
Les résultats obtenus & partir de ces stations constituent |es bases phy-
sigues de |"interprétation du modéls propose.

= |a seconde zone est représentée par les stations du Burkina-Fasc.
Les données couvrent des péricdes différentes. Mais |eur 2fude st inte-
ressante en ceci qu'elles permeftent de suivre plus au nord, |a progres-
sfon du F | T et la valldi+é du modéle markovien.

= |a troisiéme zone est représentée par les stations du Sénégal, du
Mali et du Niger. Les données des ces dernlérss couvrant des périodes va-
riables, de |'origine @ 1965, et sont donc antérieures & la sécherésse
actuelle du Sahel. D'aprds TODOROV (1985), les pluies moysnnes ou norma-
les calculées pour les périodes antérieures & 1968 ne devraient pas &fre
utilisées pour les applications agrométéoreolegiques.Cn peut cependant di-
re que pour des cobjectifs de planification & |long terme, ces données cons-
#1+uent des sources d'informations intéressantes.

4.5,1. Présentation des stations en &tudes

Pour |'étude des précipitations zu Bénin,20 ans de données d'obsarva-
tions journalléres ont &t& analysées aux stations de Cotonou en régime £qua-
torial, de Bohicon en régime équatorial de transition, Savé en régime fre-
pical de transition et Kandi en régime tropical pur. Pour cerfaines des sta-
tions considérées, les données disponibles couvrent une période plus longus.
Ces données qul concernent |les observations effectudes depuis |'origine des
stations Jusqu'en 1965 ont ét4 rassemblées dans un document du CIEH. Dans
un souc] d'utilite et compte tenu de nos moyens |Imités, nous avons porté
notre cheix sur la période commune de 1961 @ 1980, pour laquelle aucune ten-
tative de rassemblament ou d'exploitation n'a &té faite 2 ce jour. Les don-
nées brutes nous ont &té fourniss par le Service Météorologique de la Repré-
senfation de |'ASECNA & Cofonou. Les caractéristiques geéographliques des
stations sont présentées sur |le tableau ! et sur la carte de situation (Fig.1).

Les données d'ohservations journaliéres aux stations de Aribinda, Mar-
koye et Gorom-Gorom an Burkina-Faso en régime sahalien, nous ont &té fournies

dans le cadre d'un accord de travail entrs le "Groupe Crues et Sécherssses"

de |'{MFT et M. SICOT de |'ORSTOM. Ces données couvrent une période variacle
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allant de 20 ans (1854 - |973) pour Aribinda 3 28 ans (1965-1982)
pour Gerom-Gorom, la station de Markoys ayant une durée d'observa-
ticns de 27 ans (1956 - 1982). '

L

——
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4.3: %, ﬁrésaﬂ?ﬁ?ibn des-résultats empirigues

Le tfableau 2 présente les variations saisonniéres des pré-
cipifations pour chacune des stations. || permet de distinguer dif-
férents régimes ; (tout comme dans les données d'observation qui
leur ont servi de base, les résultats de calcul sonT donnés en

0,1 mm). |

a. Regdme fquatoriak et Squatorial de transition : Cotorou ef '
Bohicon au sud du Bénin (Figure 2).
Dans cette premiéra catégorie, on note une premiérs salson séche
qui s'stale sur quatre mois, de novembre & février. Pour |a pério-
de considérés, |z minimum des précipiftations est en décembre-jan-
vier : 16,4 mm et 10.6 mm pour Cotonou et 11.3 mm &t 4.6 mm pour
Bohicon. La premiére saison des pluies commence en mars =% durs
Jusqu'en juillet. Le mois le plus arrosé est le mois de juin avec
572.9 mm & Cotoncu et 188.4 mm & Bohicen. La secpnde saison des
pluies, moins forte, s'étale en septembre et octobre. La seconde
salson séche a |feu au mois d'aoidt (61.7 mm & Cotonoul. Cette sal-
son s&che est ftras atténuée & Bohicon ol |z hauteur de pluie atteint
109.5 mm,
Le nombre total de jours de pluies est de 91 jours par an & Cotonou
et de 106 jours par an & Bohicon. || fait apparaltre une certaine
forme d'aridité inhabifuelle pour la région. Cette aridité s'expli-
que par |'exposition de la cote du Bénin aux vents de moussen. La
moyenne des jours de pluies ast de 1.6 et 1.8 pour Cotonou et Bohi-
con respectivement (Tableau 3).
Le calcul au niveau.mensuel permet une vision plus fine de |'évolu-
tion des séquences séches et pluvisuses. On remargue en effet (fa-
bleau 4) que la durge moyenne des seéquences pluvisuses varie de ] jour
an décambre-jéﬁv[ar a 2.4 pour Gofonou et 2.0 pour Bohicon, au mois |
de juin. On voit apparalfre par |& la |iaison &vidence entre |a lon-
gueur des s@guences, les hauteurs maximales mansua[ies et la posi-
tion du F | T ou |'épalsseur maximale de |la mousson, Une analyse au

niveau journalier pour |la station de Cotonou fait apparaifre |'exis-

tence d'une séquence de Trois jours & |'intérieur de |aquelle se




produit +toujours |a hautsur maximale Journalié&rs, En rapprochant
cette observation de |'analyse du milieu physique donnée plus
haut (paragraphe 4.1]), on est conduit & penser que pour l|la zone
gquatoriale en &fude, les précipiftaticns maximales Jjournaligres

se produisent lorsgue |'é&paisseur de |a mousson est maximale.

b. Régime thopical de thansition : Savé (figure Z)

Pour ce régime, |la saison sé&che s'allonge déja plus que pour le
régime précédent et dure cing meis, de début novembre & fin mars.
Les pluies sont rares pendant cette période. La saison des pluiss
qui commance en avril| attelnt son maximum au mois de juillet avec
200.9 mm. Le creux du mois d'aclt est encore discernable avec
143.8 mm, mais ce [éger fl&chissement ne suffit plus pour marquer
la discontinuité de la saison des pluies qui se prolonge jusqu'au

mois d'octobre. Elle cesse trés rapidement & la fin de ce mois.

5i le nombre de jours de plules esT encore égal &, 106 jours (fableau
3), l|la légére diminution du nembre de séguences (535 séguences) et

| 'augmentation de |la duréde moyenne de ces séquences (1.9 J) traduirt
una certaine concentration des éplsodes pluvieux. La longueur
moyenne mensuel le maximale des ségquences pluvieuses aura |leu ad

a

mois de juillet.

c. Le n@qume Thopical pur : Kandi (figure 3)

Dans cette catégorie, |la saison s'allonge encore et dépasse six
mols, d'octebre & avril. || ne tombe aucune plule pendant plusisurs

mois consécutifs 2t les moyennes interannugl|gs de novembre, décem-

bre et janvier sont proches de Q ; (Q.8 , 0.5 et 0.3 mm respective-

ment). Pendant |a saison des plufes |as précipitations augmentent
rapidement jusgu'en sclt (30Q0.7 mnm) puis el les cessent brusguement
en cctebre. La concentraticn sst encore plus marguee avec deux

jours en moyenne par séquence d'Spisode pluviesux et |a longueur

moyenne mensual le maximale pour les séguences est de 2.9 en acdf.
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d. Le ndgime sah@fien : Ariblinda, Markoye et Gorom-Gorom (fig. 4).

- " s i B . e . o o o

Il est nettement plus sévére. La saison séche dure prés de huit
mois dans |'année, d'octobre a mai. 1| n'est pas rare de frouver
3 ces stations plus de sept mois sans une goutte d'eau (exemple
de Aribinda en 1960, Markoye et Gorom-Gorom sn 1967). |ci aussi,
la saison des pluies attaint son point culminant an aclt mais
les valeurs maximales restent nettement inférieures 3 celles de
Kandi : 140.5 mm & Markoye, 152.9 mm & Gorom-Gorom et 174 mm 3 I
Aribinda. On remargue de méme une chute brutale du nombre de Jours

de pluies par an (40, 34 et 33 jours pour Aribinda, Corom-Gorom

ot Markoye respectivement) et parall|&lement une diminution du nom= [
bre moyen de jours par séquence pluvieuse (1.3 pour les trois ste-
tiens). Les durées moyennes des séguencas seches sont superieurses

a8 dix pour toutes ces stations contre seulement 6.4 & Kandi et

4.8 a Cotonou. Les durées moyennes maximales mensuel les des séquen-

ces pluvisuses sont encors au mols d'aolt mais ne sont plus gue

de 1.4 et 1.5 . Ces caractéristiques montrent qu'il s'agit d'un

régime nettement distinct.

On a vu que |e comportement de ces divers régimes s'expli-
quait par les migrations annuelles du F | T. L'éfude des données
d'observation montre gque |e maximum annusl se déplacs Iorsqué
| 'on monte du Sud vers |le MNord. Les valeurs maximales sont obser-
vees en juin pour le climat équatorfal, juillet pour le climat fro-
pical de transition et aolt pour les climats ftropical pur et sahé-
lien. L'une des différences fondamentales au niveau des régimes
troplcal pur et sahéllen réside dans les hauteurs cbservées et dans

la longueur des séquences pluvieuses. Les faibles valsurs ob-
servées pour le régime sanéllen s'expllique par le fait que, dans

ces rigicns, |'épaisseur de la mousson n'atteint jamals sa valeur

maximale, compte tenu de |2 limite extréme Nord que peut attein-
dre 18 F | T.
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Le calcul smpirique multiclasse (tableaux 6-a,b,c,d) per=-
met de voir la répartifion des hauteurs de pluies & I'intérieur
de |a saison pluvisuse. Plusieurs variantes ont &té cons|dérées :
les variantes A et C (seulls Q@ , 10, 25 et 50 st seuils 0 , m ,
m+oc etm=+20g ) peuvent servir de base d'analyse pour des
considerations de gestion des resscurces en eau dans sa globali-
té - formation de crues, alimentation des réservoirs - fandis

gque |es variantas B et U peuvent plus spécifiquement servir dans

la détermination des péricdes de semences en cultures séche.

Les caractéristiques des différentes variables sont ras-
semb|des dans les tableaux mentionnés. On remargue nettesment une
certaine uniformité dans la répartition des jours de pluies pour
lesquels |la hauteur est comprise entre 10 et 50 mm. Par contra,
le nombre de jours pour |esquels |la hauteur de pluie estT supérieu-
re a3 50 mm ou plus généralement & m «+ 2 g a tendance & diminuer
du Sud vers la Nord. Ce tralt s'ocbseryve aussi pour les deux autres
variantes considérées. Quelle gue soit |a classe considérée et
la variante utilisée, |e passage du climat tropical pur au climat
sahélien est marqué par une nette diminution du nombre de jours

de pluies (sauf, bien slr, pour la classe séche),.

En résumé&, on peut dire que le calcul emplrique des dlivers

parametres des staticons &fudiées permet de donner une bonne des-
cription des régimes pluviométriques de |'Afrique de ['Ouest en
parfait accord avec les notlons de progression lente du maximum
des plules & partir de juin, du Sud vers le Nord. Catte progres-
slon s'arrégte au mois d'aclt pour s'inverser 3 partir de sepfem-
bre. El le marque de fagon claire le balancement annuel du F [ T
suivant le mouvement apparent du soleil. Cette régulari+é du phé-
nomene physique au niveau annuel =st bien marquée par |la forme

de la fonction d'aufocorrélation qul mantre une nette périodicite

pour toutes les stations considéréss (figura 3).




Le but du calcul markovien sera donc de retrouver lss
différents paramétres dégagés par |'étude empirique ainsi que
leur dispersion et de passer du stade de |'observation & celui
de prévision 2n donnant |es probabilités marginales et condition-

nel les des divers événements.

4,5.5%. Présentation des résultats d'identification

markovieanne.

Les résultats des divers calculs fthéoriques sont présentés
dans |les Tableaux 7 & 10 &t an annexe (sous forme de tableaux et
g¢e courbes). En comparant ces résultats théoriques cbtenus avec
les chaines de Markov de différents erdres (1 & 4) et les résul-

tats de calculs empiriques, on peut faire les remarques sulvantes:

= on observe une bonne restitution de |a durde moyenns des
séquences séches et pluvieusas quelle que soit la station considé-
rée et quel que solT ['erdre et, cs, malgré les djfférences notées
plus haut entre les régimes &quatoriaux =t ftropicaux d'une part

et le régime sahélien d'autre part (tableaux 7 et B).

= de méme, quel gue salt le régime considéré, on remargue

une amélieration progressive de |la représentation des écarts-
types et des coefficlents de variation lorsgue |'ordre de |2 chal-
ne de Markov utilisée augmente. |1 vy a |leu, ici, de distinguer
deux cas

. Pour les durées pluvieuses : ces paramétres sont restlitués de
mani2re acceptable; on nofe cependant que pour les régimes équa-
toriaux (&quatorial pur et 2guateorial de ftransiticon), les ordress

2 et 3 suffisent pour retrouver les valeurs empliriques (tableaux
i-a,b,c,d,e,f,q), alors gue pour les autres, 7! faut monter &

| 'ordre 4.
. Pour |es durées séches : pour fous les régimes étudiés, |'amé|io-

ration progressive constatée avec les chalnes de Markov d'ordres

de plus en plus £levé ne permet pas d'atteindre, méme & |'ordre 4,
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les valeurs empiriques calculées pour |es écarts-types ef les
coefficlents de variation. A |'ordre 4, on est d'autant plus
loin de la valeur empirique que |'on se frouve plus au Nord

(tabl=sux 8&-a,b,c,d,e,f,g).

Nous avons cherché 3 voir s'il existalt un lien possible
antre cette fendance ef |'dvelution du F | T. Les tableaux 9 =z
et b présentent les erresurs relaftives que |'eon fait par rapport
aux valeurs empirigues, en représentant |'évolution des séquen-
ces par les différents ordres de la chaine de Markov. Pour les
séquences séches, on constate ques la chaTne de Markov d'ordre 4
représente |les séquences amplirigues avsc une errsur relative de
24% pour la station de Cotonou, de 42% pour celle de Kandi et
de 20% pour les trois stations du régime sahélien. On constate
que pour Bohicon, |'erresur relative que |'on fait en utilisant
la chalne de Markov d'ordre 4 est du méme ordre gque celle gue
I'on fait en utilisant la chaine de Markov d'ordre 3 pour Coto-
nou. De méme, pour Savé, l|a chaine de Markov d'ordre 4 donns la
méme précision que |a chafne d'ordre 3 & Bohicon et que la chal-
ne d'ordre 2 & Cotonou. Pour Kandi, la précision avec |'ordre 4
est du méme ordre que celle obtenue avec la chaine d'ordre 3 &
Savé ou la chatne d'ordre 2 & Bohicon ou la chaine d'ordre 1 3
Cotonou. La plus grande erreur relative (72%) est obtenue en
représentant |'évolution des sequences séches a Kandi par |a
chatne dea Markov d'ordre 1. lci encore, on constate que les ré-
gimes sahé|iens représentent un cas a part. 5i |'on considérs
donc seulement |le cas des stations bénincises &tudiées, on peut
dire que |'ordre de la chaTne de Markov nécessaire pour obfenir
une erreur relative fixée & |'avance crolt avec la durée moyen-
ne des séguences séches. En rapprochant cette constatation des
résultats de |'&tude empirigue, notamment de ce que la |ongueur

des saisons séches ou pluvieuses sst |i8e aux dates de passags

du F | T aux stations d'observation, on ast amené 2 conclure gue




le nombre de paramé&fres sIgnichaTT¥5 a coenserver dans | 'ex-
pression |inéarisée de R (m,t) quil décrit |a répartition de
| '&nergie crolt du Sud vers le Nord.

Cn en conclut gue pour les régimes é&guatoriaux et tropi-
caux en étude, le nombre de degrés de |iberté 3 considérer
augmente lorsqu'on passe d'un régime & |'autre, du Sud vers
le Nord. Or. |'une des particularités de ces régimes est que
le régime équatorizal, plus au Sud, occupe [a partie cotiére
du Bénin ; 1| est donc dirsctement influencé par la proximité
de ['Océan Atlantigue, alors que pour les régimes tropicaux,
plus au Nord & |'intérieur du pays, cetfe Influence de |'Océan
est moins sensible. Tout se passe donc comme si |a proximité
de |'Océan Atlantigue et du centre de |‘anticyclone & Sainte-
Hél&ne constituait un paramé&tre modérateur important dans la
détermination de |'erdre de la chaine de Markov, donc dans |a
répartition de |'Snergie) En d'autres termes |'analyse théo-
rique semble indiquer ainsi que, pour une station donnée, plus
I"influence des hautes pressions centrées sur |'Oc&an Atflan-
tique austral (anticyclone de Sainte-Hél&ne) se falt sentir,
plus faible est |le nombre de paramétres nécessalres pour décri-
re la répartition de |'Snergie. Au contfraire, plus faible est
I"influence de |'alr tropical maritime, plus grand est le nom-
bre de paramétres & prendre en considératicon. L'analyse du
phénoméne physique, donnée dans |a premigra partie de ces chapi-
tre, a permis de mettre en relief |'imporfance relative de
chacune de ces masses d'air (§ 4.2.2), le rdle prépondérant de
la vapeur d'eau dans la réparfifion de |'énergie et celul
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du couple atmosphére-hydrosphers comme etant & ['origine de

cette répartition (§ 4.2.1). Les résultats du calcul théori-
que (tableau 9-b) semblent constituer une confirmation de cet-

Te description de |'évolution du cycle de |'sau.

Un calcul approché&, utilisant la régression |inéaire,
permet de se faire une Idée (A titra indicatif) de |'erdre ma-
ximal que nécessiterait la dispersion du phénom2ne. On frouve
(tableau 9-c) que la dispersion des durédes s2ches pour les sta-
tions béninoises serait mieux représentée par une chaine de Mar-
lov d'ordre 8 alors que las stations sahéllennes ndcess|teraient

un ordre plus éleyé (figure 4),.

A la lueur de toute |'analyss qui précédse, on s'attend
a ce que les probabilités marginales et conditionnel les ainsi
que les fonctions de répartition refletent, dans leur évolutien,
les mémes tendances que les paramétres représentant la dlsper-
sion. Les tableaux !Q (a,b,c,d) présentent les valeurs des pro-
babi | ités pour les différents ordres. Dans |'ensemble, ces ré-
sultats confirment les résulfats connus & partir de |'étude de
la dispersion. Cette confirmation est particullé&rsment neite
poeur les probabl|ités conditionnal les das chaines d'ordrs supé-
rieur @ 1. Les figures représentant las fonctTions de répartition
sont présentées en annexs. Les tendances cl-dessus mentionnées
s'y pergoivent asncore plus nettement. On remarque en particuller
gue, si |'on peut considérer que les chaines de Markov d'erdra
4 donnent une bonne description des séquences pluvisuses, laes
séquences séches sont foujours mal restituées. On expligue cet-
e descFip+ion relativement médiocre de |la réalité physique par
le fait que les diverses formules utilisées s'appuient sur une
approximation |linéaire du modéle de base décrit par |'équation

(10).0r, on @ montré plus haut (chapitre |l) que la probabiliteé

de fransition des processus de Markov décrite par les quations
différentiel les vérifie |'éguation de FOKKER-PLANCK-KCLMOGOROV.




Lorsque les équations différentiel les de départ sont
non-linéaires, une approximation de la sclution de |'&qua-
tion de FOKKER-PLANCK-KOLMOGOROV peut &tre obfenue a partir
des polynomes d'HERMITE. Une telle approximation est présen-
tée au chapitre I1l. Son application aux données d'observaticon
permet d'améliorer l|la représentation des fonctions de rdparti-
Tion des séquences séches, mal décrites . par |'approximation

[Tnéaire (figure 28

Les résultats de calcul théorigque mensuel &7 des calculs
théoriques multiclasses sont rassemblés sous forme de tablsaux
an annexs ( ). On remarque gue les valeurs maximalas
des durées moyennes des séguences pluvisuses se déplacent de
juin {(pour Cotonou et Bohicon) au mois d'aout (pour les sta-
tions de Kandi, Aribinda, Gorom-Gorom 2t Markoyve) sn passant
par |'étape Intermédiaire de Julllet (pour la station de Save).
On retftrouve encore |3 |'influence de |a migration du F | T. On
remarque notamment que les maxima du mois d'aclt sent recueillis
& Kandi, Aribinda, Markoyve et Gorom-Gorom, alors qua 1e F | T
atteint sa position la plus au Noerd (entre 20°N et 25°N) lais-
sant |les staTions concernées bien plus au Sud (Markoye, la plus
au Nord, est & 14°N 38'). Cette observation est conforme aux
résultats des &tudes métdorologiquas antérieurss qui indiquent
que la zone située au nord de la trace au sol du F | T ast géné-
ralement claire et sans formation orageuse (ROUIER 1964 , DHON-
NEUR 1974).

4.3.4, Influence des effefs d'échella

La relation d'égquivalence proposée (éguation 1) pour dé-
crire ['évolution du cycle de |'eau et traduite sous la forme
de |'dguation différentielle stochastique (&gquation 10) a per-

mis de sulvre |'&volution de |a répartition des précipitations

par rapport aux migrations du F | T. D'aprés DHONNEUR, le F | T




appartient & une entlté planéfaire appelée équateur metéoro=-

logique ou éguateur énergétigue de |la Terre. Elle est maté-
. rialisée au sol| et dans |es couches moysnnes par |e creux ba-

ramétrique eguatorial qul constitue la limite des circulations

méridiennes des deux hémisphéres. On peut donc espérer que la
prise en compte de tous les facteurs gui déterminent |2 répar-
titicn de |'énergie (l.e., une version vectorielle de |'égua=-
tion 10), condulise @ une description plus fine de la structure
des précipitations dans |la région. Pour la varsion scalaire
utilisée, |le modéle |ingaire donne une bonne description de la
répartition des durées de séquences tant que ces durées ne dé-
passent pas quelques Jours. Lorsque cette durde dépasse quelques

dizalnes de jours, Il faut faire appel au mod2la non-lin&aire.

Ce falt d'observation nécessite une analyse plus détalllée.

En considérant las bases physiques de |'&tablissement du
modéle, la guesTion que |'on se pose est la suivante : |le passa-
ge du medéle |indaire au modé&le non-linéairs estT-i| explicable
par un effet d'échelle 7

Pour répondre & cette question, il fauf, d'une part ana-
lyser comment |2 notion d'échelle se traduif dans la structure
du modéle théorigue et, d'autre part comment el le se présente
dans |a réalité physique.

Considérons donc la formulation |inéaire du modéle propo-

5& sous la forme suivante

dX =-(aX-Pidt+o (+) d8 (20)

On obtient |'&quation d'état sous |a forme :

a T = = =
X =¥ =a & + I a a{t-1) PLlsdldgs +
0 (21)

g b dg (¢




En prenant |'espérance mathématigue de cette expres-
sion , on a ;
-at ¥ =2l=r) = -
X 8 *Ie Pézddro {22)

E [X] S
a

Catfte dernié&re expression ast analogue & celle que
| 'an rencontre dans |a théorie des systémes déterministes
invariants. Mais l|la démarche habituelle dans ce cas consis-
te & considérer comme fixe |a constante de temps [ = 1/a
et 3 examiner les situations correspondant a8 + = 1,2, sfc..
On va considérer dans ce qui suit une approche différente.
Pour des valeurs de temps données, T, telles que T1 ' T2 .
TB +... soient des entiers positifs, on se denne des cons-
tantes de Temps

= - r = . r = . PR, 2_1'
g=1/a; ;i b, =la, : % 1/a; ; ete (23

Ll

-

A chacune de ces constantes de Temps, correspond un

systéme différent. Supposons, pour fixer les idees, que :

a > a > Ay P e (24)

et que les a, sonf obtenus par partage d'un systeme initial

egn sous-systémas




On zura By € By < &g eeee.

Compte tenu des relations sur les constantes de temps,
si 1'on veut que, quels que solent 8 5 35 5 Bg cennen
a +1 =

= a f3 & (25}

A T3 3

il faudra que |'on admette jes relations :

a, T t a; t .
tpa—22.2 ;4 .33 .3 (26)
2, n 2, m
ce qui montre que t, st Ts dofvent axprimer des unifés n et m

2
1
On peut aussi partir de systdmes suffisamment petits,

plus petites que T

considérés comme unitaires et compatibles avec le probléme
physigue en &tude. On procéde alors & |'agrégation de plusieurs
systdmes tels que les relations suivanfes sdient vraies pour

les systémes résultants respectifs :

“1: = Ifbil (28)

Avec les mémes hypothéses sur t, on peut choisir une
forme agrégée telle que |la constante de temps du systéme glo-
bal soit un multiple de |la constante de temps du systéme &lé-
mentaire.

Cette analyse fait ressertir a liaison implicite gui
existe entre les échelles de temps et d'sspace dans la struc-

furs du medéle.

Examincns maintenant les |ialsons entra les différentes
&chel les de temps et d'espace dans |la répartition de |'énergle

an milfeu physique naturel.
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D'aprés DHONNEUR (1974), le cycle de transfert énergétique

peuT se résumer en guatfre phases principales comme suit :

= |a source d'énergle se trouve dans les &changes exlistant
enfre |'alr et |'eau (|'échelle du phénoméne est de |'ordre de
T A 10 kmd) ;

= |'énergie est transportde sous forme de chaisur latante
4 la base des nuages, (l'échells du phénoméne coTncide avec la peti-

te échelle <~ 10 ~ 100 km) ;

= les nuages, organisés & |'échel le moyenne ou synoptique,
transportent |'énergie dans la baute troposphére (1| s'agit |3 de
|a mésoéchelle pour le premier et de l|la macroéchelle pour le second.
Elles correspondent respectivement a des exfensions de |'crdre de
100 ~ 1000 km et 1000 -~ 10.000 km) ;

= caette énergie est alors utilisée dans la circulation géng-

rale, & |'échelle planétaire.

On voit que les &chelles de ces phases de transfart éner-
gétique correspondent aux échelles de turbulence définies par GOSSET
et rapportées plus haut.

De méme, |'analyse des travaux de CHANG et al. (1984) a mon-
+ré qu'ils donnent une classification das précipitations atmesphéri-
ques an tarme de leur durés et de leur extension spatiale. La clas-
sification donnée par ces auteurs est aussi analogue & celle donnée
par GOSSET pour la turbulence, mais elle s'appuie sur |a dynamique
de |'organisation du champ de précipitation dans |'aspace-temps., El-
le montre en particulier qu'd |'intérieur d'un champ de précipitation,
& une échalle donnée, il s'organise up ou plusieurs champs de précipi-

tations d'échelles plus petites.

Cas différentas observations nous ont conduit & la conclusion
que les phénoménes orageux font partie d'un ensemble de processus con-

tinu. Elles doivent &tre considérées comme le rédsulfat d'une interac-

tion entre les différentes échelles. Mais plus |'Schelle de temps est
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petite, plus |'extensisn spatiale du phénom&ne dans son snsemble
est réduit. L'échelle fe temps ¢'un Jour, considérée dans cette
étude, permet de prendre dans une méme famille |les précipitations
cumulatives provenant des phénoménes discrets (plules convectives
Isolées) et les plules de mousson ayant un caractére continu. Les
premi@res ont une durée ef une extension spatiale relativement mo-
destes, ftandis que les secondes onT un caractére synoptigue. Cette
différence dans |a nature physique du phénoméne semble transparal-
tre dans la représentation donnée par |a fonction de répartitien.
En effet, en considérant les phénoménes crageux dont |'é-
chelle de temps est de gqusliques minutes & une demi-heure ef dont
I'aire d'extension est de |'ordre de 1 & 10 kmz, |'évelution des
paramétres d'état pour fout le systdme va dépendre an grande par-
tle des facteurs locaux situés & |'Intérisur de |'aire d'extension
de ces phénoménes orageux. Mais comme |'éguation du systéme est
aétablie & partir du principe d'édquivalence de |'évolution du cycle
de |'sau et |a répartition de |'énergfe, sans aucune référence aux
- facteurs locaux, en déduit que, dans la solution de I‘équaTion d's-
tat, saule |a valeur moyenne , E [ X ] , correspond & la variabi-
lité de |'&tat du systéme, expliquée par la relation d'équivalence,
tandis que |e terme aléatoire (dans |'dquation 2) traduit |'influeh-
ce des facteurs locaux. On a montré plus haut que la relaTion d'équi-
valence décrit |'évolution du F | T. Par alllsurs, d'aprés une étu-
de récente de CEROMN et ses collabarateurs (1985), si |la montée et
la descents du flux de mousson demeure la premigre cause de la va-
riabl|1+& salsonniére des précipitations dans ces régions, & |'é-
chelle journaliére, elle prend en compte moins de 13% de |a varia-
bilité totale. Or, compte tenu du temps d'observation (ou du mode
d'échanti|lonnage) ce sont les phénoménes orageux (solés qui forment
la majeure partie de |a populatidn des événements d'un Jjour ; on en
déduit gue, en considérant comme unitaire un sous=-systéme qui au-
ralt une constante de temps d'un jour, |'éveolution du paramétre

d'état va &tre dominée par |'influence das facteurs locaux (2 prés
de 87%).
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S5i I'en considére maintenant un phénoméne orageux, ayant
une échelle synoptique, |la remargque de CHANG =t al (1984) sur la
dynamique de |'organisation du champ de précipitations suggére de
le considérer comme une agrégation de plusieurs sous-systaémes &l&-
mentaires, le systéme global ayant une &chelle de temps beaucoup
plus grande que celle de chacun des systémes &lémentaires qul le
composent. Mals une telle agrégation se tradult par un filfrage
des Influences locales qul se réduisent au niveau synoptique &
une valeur minimale. D'aprés |'&tude de CERON et ses col |laborateurs,
cltée plus haut, & |'dchelle de Trenfe Jours, |'influence des fac-
teurs |ocaux n'est plus que de 29% environ tandis que la variabi-

|ité expliquée par le F | T monte & 71%.

On peut tirer de ces faits d'observation deux conclusions

impartantes :

2. La premiére, c'est que |'écart-type zpparait comme une
fonction du nombre d'éléments agrégés et sa valesur décrolt |orsque
ce nombre augmente. Les conséquences de cette conclusicon seront
surtout intéressantes pour [a prévision a longs termes aT seront

analysées plus loin.

b. La seconde conclusion esT que le comportement moyen du
systéme global dépend du nombres d'éléments agrégés. Lorsque ce nom-
bre n'est pas grand (ce qui revient & considérer un événement d'une
durée de quelques jours), |'influence des facteurs |ocaux reste pré-
pondérante, |a valeur moyenne de |'&tat du systéms global resfe
quantitativement modeste ; alors ce systéme se comperte par rap-
port au paramétre explicatif choisi comme un systéme |inéairs. Pour

un nombre d'éléments sufflisamment grand, |'influence des facteurs

locaux s'estompe, le systéme n'est plus |Tnéaire.
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En somme, fouf se passa comme si, |e systéme naturel ayant
toujours un comportement non-|inéaire, lorsque |'on considéra une
échel le de plusieurs dizaines de Jours, il faut distinguer deux po=-
pulations de phénoménes. Une premiére population pour laquel|e tou-
tes |es causes possibles de non=|inéarité sont rassemb|ées dans e
terme aléatoire qui reste prépondérant, mals |'sspérancs mathémati-
gque de |'a#at du systéme est alers [Inéaire. Pour la seconde popu-
latieon, le filtrage progressif des fTermes als&atoires fait reporter
les causes de non—=lindarité sur la valeur moyenne du paramétre d'é-
tat.

Ce sont ces propriétés du syst2me physigue qui apparaissent
a notre avis dans |a représentatlon des fonctions de répartition des
duréses de séguerices. La mé&me raisonnement peut &frz fait avec les du=-
rées de séquences séches mals les paramétres sont expliqués non par

les flux de mousson mais par le fiux d'air continental sahélien
¢ harmattan).

Une démarche analytigue permet d'aboutir 2 |a méme conclu-
sion beaucoup plus rapidement.
Considérons en effet |la fonction de répartiticn condticn-
nelle du processus du premier ordre :
n Log ui.

FR1-]-G?JHI-E J (29)

avec uij Fr {Xi i XJJ

n

Pasons Log % A, Par un choix approprié de ['unité, on
peut supposer une Svolutieon continue en fenctlion de n ; en en déduit
alors |la densité de probabi|ité sous la forme

= An

. " TAe (302
et une &quaticn d'évolution de la densité de probabilité sous la
forma :

d Pr
= A Pr (31}

d.n
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Mais par ailleurs, les développements effectués au chaplitre

I'l ont montré que pour une équation d'état du systéme donnée par :

dX = F X, NdFr+ o. d8 (32)

F

la densité de probabi|ité de |'&ftat X. si Kj est réalisé ast décri-

i
te par |'éguatian

3P P ] 2P a P

3
) df + o
3 + 3 X 2 F ¢ Fax

-
(%

-

—
L
L
R

dg

Comme on a pose Log Wy = A = cst, la variation totals de

= T
Pr ixi / XJJ est nulla , E [ d Pr ] =0et l'on a

AP a3 P 1 8 P
Eya (F i 2 r

a T g X 2 g X

1 =AP (34)

“—_

A ce niveau, on voit apparaitre |'analogie entre (31) et
(34): Cette analogie sera parfalte si I'on a |'approximation |inéal-

re

3 1 ]

1 =A== Log (1 PR | (35)
3 X 2 3 X% H

Ce que montre la représentation des fonctions de répartition

théorigue, c'est gue pour une durée des phénoménes considérés ne dé-

passanT pas quelques jours, cette approximation llnéaire est accep-
tab le.

—— e
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[NTRODUCT ION

L'une des démarches les plus courantes, lorsqu'on aborde |'étu-
de du fonctionnement hydrodynamique des bassins versants consiste 3
remplacer la complexité spatiale du probléme réel par une configuration
déterministe et rés Idéallsée. Aux équations compl&ftes décrivant le mou-
vement du fluide sur |le bassin, on subsiitue un modéle.global. La jus-
tification profonde de cette démarche réside dans la différence des ni-
veaux d'échelle entre les problémes de |'hydraulique de |"écoulement
dans les canaux et |'étude du mouvement de |'eau sur un bassin versant.
En effet, sl dans le premier cas, |'attention est portée sur un canal
unique, dans e second cas, on a affaire & un réseau formé d'un grand
nombre de canaux. A un probléme d'erdre purement hydraulique, s'ajouts
un probléme d'ordre géomorphologique dépendant de |a géométrie du re-
seau.

Nous &tudions dans ce chapitre la géométrie du réseau hydrogra-
phique et son influence sur la réponse du bassin versant. Les aspects
qualitatifs de la description du réseau hydrographigque sont bien con-
nus des géographes pulsqu'ils font |'objet d'étude de la "morphométrie
fluviale" fondée par HORBON (LAMBERT - 1975). En hydrologie, si les
aspects quantitatifs sont depuis longtemps au centre des préoccupa-
Tions (EAGLESON - 1970), ce n'est que tout récemment que des caracteé-
ristiques géomorphologiques ont &té inftroduifes de maniére analytique

dans la réponse du bassin versant (RODRIGUEZ-ITURBE et al. - 1979 ,
GUPTA et al. = 1980). Depuis ces premiers fravaux, la théorie de |'hy-
drogramme unitalire Instantané géomorphologique (H U | G) a fait |'ob-
jet d'1, érét croissant de la part des hydrologues ; (voir références
bibliographiques). Aprés avoir posé |le probléme de la représentation
des incertitudes spatiales, ncus présenterons [cl |'idée de bhase de la

démarche qui conduit & |la détermination de I'H U | G. Nous montrerons

le lien enire cette idée et le probléme de repérage posé par C. THIRRIOT
(1982). Un essai de description des propriétés fractzles et markovien-
nes du réseau hydrographigue est présenté.




D25 LE RESEAU HYDROGRAPH|QUE

5.2.1. Le probléme de la représentation des Incartitudes

SEETTEIES

Le modele stochastigue présentg au chapifre || est basé sur
la définitien du bruit blanc en temps seulement, e (+) ; (voir
§ 2.2.2., &g. 49), et sur la définitlon de |'accrolssement du mouve-
ment brownien

E[ B8 (1) ] 0

n

minit,T)
EE R EBixs] =] e (s) ds
0

tel que df =g dt "

Mais |la fonction d'entrée est caractérisées non ssulement par
sa varijation dans |e temps, mais aussi sa variation dans |'espace. La
description mathématigue du réseau doit permeftre de rendre compfe non
seulement de cette variation spatiale de la fonction d'entrée mais
aussi des hétérogénéités spatiales, En foufe rigueur, le terme d'in-
certitude devrait &ftre un bruft blanc an temps =t en =space. Malheu-
reusement, la définitien d'un tel processus deoit faire appel 2 une
théorie des champs aléatoires pour laguelle les outils mathématigues
sont seulement en cours d'élaboration.

En effet Tout récemmant, DYNKIN (1980) a montré, en donnant
une définition symétrique du processus de Markov, certalnes proprié-
tés de champ aléatolire gaussien, |ié & ce processus. La définition sy-
métrique des processus de Markov consiste & remplacer la notion de dé-

pendance conditionnel le vérifiant

Pr (X X

fpaqr e Xy) o= ProlX | %y i

+n|
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par celle d'indépendance condiflonnalle, On considére dans ce cas

deux processus

Xpy £20 4 5 B, Ead

P n—1

et I'on dit que les deux processus sont conditionnellement indépen-

dants lorsgque X | est denné. On peut alars envisager la générali-

sation du proca;;usderﬂarkov en un champ markovien. Si ['on définiT
un champ aléatoire & sur un espace E par une famille de v.a.

¢X:E E , il sera markovien sl sur une parie de sous ensembles B =t
Cde E, les valeurs de & sur B et C sont conditionnel lement indépen-
dantes, &tant donné |ses valeurs sur |'infersection B C. On voit
qu'il sera alors fthéorigquement possible de rendre compte des incerti-
tudes dans |'espace et dans le temps, en définfssant e (t,x) Tel
que :

E T, % T - e M- -5

E T

-
=
A
—+

sofent condifionnellement Tndépendants lorsque e (f__,, x__ ) est

donné.

Nous considérons ici une dimension spatiale ; on peut alars
profiter du fait qu'il est ordonné et considérer £ (T,x) sur lequel,
on pourra définir un processus du mouvemenT brownien en Temps =7 en
espace !

E[B{r, )] =10

mfn{+1,+2h minix, ;%]

Tl
E [B(H,x)B(t,,x,) ] = g‘} [J]’ Cis,E)ds dE

et d g =g (T,x) di dx.

Méme dans ce dernier cas, |'appllication de la théorie de champ
aléatoire nécessite un développement théorique préalable. La méthode
adoptée dans cette &tude consiste 3 considérsr un champ al&atolire con-
Tinu an temps et discret en aspace. Nous mentrerons dans les paragraphes

qui suivent le [len entre ce modéle "continu-d|scrat" et les des-

criptions | fuel les du réseau hydrographique.
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5,2.2. Description du réseau hydrographigue

Pour decrire |e comportement ducomplexe physique gui consTifue
le bassin versant, les praticiens introduisent habituel lement un certain
nombre de paramétres caractéristiques (ROCHE - 1970 , pp. 143-172), Ce

sont

= |es caractéristiques géométrigques (indice de compacité, courbe hypso=
métrigue, rectangle équivalent, Indice de pente, densiTE de dralnage),

ar

= lgs caractéristiquas du sol {(Indice de saturation, coefficient de ruis-

sel| |ement, capacité d'absorption).

Cette pratique suppose gque |'on admette implicitement ['existen-
ce d'une structure moyenne du réseau de drainage pour |es bassins ver-
sants. EAGLESCM (1970, pp. 337-378) indique gque |'on admet comme ralscn-
nable |'hypothése gu'en moyenne le réseau de drainage possede une symé-
trie approximative de part et d'autre de |'axe longltudinal du bassin
varsant. || montre gue si les projections de bassins varsants sur un
plan ont des formes géoméfriques similaires, alors |le rapport de la sur-
face 5 du bassin sur le carré de |la longueur doitT rester constant, Mais
pour BOCQUILLON (ci+6& par THIRRIOT - 1982), 3 une &chel le donnée, la fi-
nesse des observations est caractérisée par la faille des surfaces drai-
nées en amont des extrémités, La longueur fotale développée L et le nom=
bre n d'extrémités sont alors fonction du rappert (S / SSJ, 5 &tant
la surface moyenne du sous réseau considéré et SG |a surface du réseau
total. L'analyse de BOCQUILLON falt donc appel aux proprigtes fractales
du réseau.

Mais les premigres éfudes & prendre en compte |'effet d'échelle
sont celles de HORTON. En effet, d'aprés KIRSHEN et BRAS (1983}, |'ana-
|yse quantitative du réseau hydrographique a commencé en 1945 avec |'a-

nalyse de HORTCN qui ¢lassifie les trongons en leur attribuant des numé-

ros & partir de |'amont. Les régles de numérotation sont les suivantes
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i Les trongons qui partent des sources sont définis comme étant

des frongons &€|émentalres d'ordre un.

2. Lersque deux trongons d'ordre v confluent, un trongon d'or-
dre ( v + 1) en résulta.
1 3. Larsque desux trongons de différents ordres se rencontrent, on

atftribue au segment de chenal qui en résulte |'ordre du fron-

gon amont d'ordre |le plus &lavé.

‘ 4. On attribue au bassin, |'ordre du chenal d'ordre |e plus &leva.

Etant donné une classification, HORTON a démontré plusieurs lois

empliriques parmi lesquelles on peut cliter

| = |a lol des nombres de frongons

= |a lol des longueurs de trongons

| : Plus tard, SCHUMM (1956) partant du modéle de HORTOM a proposé
la loi des aires.

La loi des nombres de ftrongons indigue que la quantité ftotale

de frongons de différents ordres dans un bassin de drainage donné suit
approximativement une prograssion géométrique décroissante dans |eque|

le premier terme est égal & |'unité et la raison de |a série est le rap=-

port de confluence de HORTON, RB -
o m=(m) m-(m=1) m=(1) (1)
\JEEN'U g = Bg v il

A partir de |'égquation (1), on a
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Cette relation montre gue Ra_es+ le nombre de trongons d'ardre
| L

{m=1). En utilisant le résultat de |'&quation (3) dans |'éguation (2},
on obtient :

QB = Nu_ ]f N“ (43
On peut donc inferpréfter |a loi de HORTON en disant gue le rap-
port Nv— i / Nu pour v = 1,2,,..,,m approche Une valeur commune don-
née par RB'
Les concepts des lois de |longueur de frongon et de surface drai-
née par |le fTrongon sont les mémes gue ceux contenus dans la loi des nom-
bres. Indiquons seulsment gue las autres relations guantitatives des lois

de HORTON se résument comme suit :

Loi des longueurs de fronmgon L /L 1 =R
Loi des aires g Sv = R

Les résulTtats empirigues indiquent que pour des bassins naTurels,
la valeur du rapport de confluence est de |'ordre de 3 & 5. Pour HL :
cette valeur est de |'ordre de 1,5 & 3,5 et pour HS, glle est de |'or-
dre de 3 & 5.

Les paraméfres géomorphologiques RB i RL et R, sont les para-

S
metres descriptifs du bassin @ partir desquels |'en déduit la réponse 3

ung excitation pluviométrique.

5.3, L'HYDRCGRAMME UNITAIRE INSTANTANME GECMORPHOLOGIQUE

5.3.1. Présantation du modéle

Pour déterminer |'H U | G, on considére |'enfrée comme un volume
composé d'une infinité de gouttes d'eau. L'analyse se concentre sur le
déplacement d'une goutte (ou grain} choisie au hasard sur le bassin. La
goutTe d'eau est supposée se déplacer sur le bassin versant en faisant

des transitions d'un trongen d'erdre inférieur & des frongons d'ordre
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supériaur. On peut considérer une transition comme un changement d'état
et |'état correspond & |'ordre du trongon sur lequel se déplace |la gout-
te d'eau. RODRIGUEZ-ITURBE et ses cocllaboratesurs (1979,1982) ont montré
gque |e déplacement de la goutte d'eau sur le bassin versant peut &fre
mode| Isé par un processus semi-markovien parce gue le femps enfre les
transitions est dépendant de |'&tat actuel occupé,

Les &tats du processus sont définis comme &tant les régions de
surface ou bien encors las trongons d'ordre | ol se trouve la goufte au
temps t. L'snsemble des états est noté A, avec :

A= {1,2, ..., m+1 } (6)

Le déplacement d'une goutte est gouverné par les régles sulvan-

tes

a). lorsqu'une goutte est encore & la phase de surface, |'é&fat est
ggal a l'ordre du frongon & laquelle |le sous bassin est direc-
tement 118 ;

b). les seules transitions possibles & parfir de |'état v sont
ceux de forme v+ | pour J >V (avec J = v + 1,.,,, m

e en défnissant |a sortie comme |'stat attracteur m + 1 , |'é&tat

final de la goutte sera noté m + 1 et & partir de cet é&tat, au-
cune transitlion n'est plus possible,

Ces régles définissent un ansemble fini de pas qu'un grain fom=
bant de maniére aléatoire sur le bassin pourrait suivre pour atteindre
la sortie.

Par exemple, si |'on suppose gue |e bassin est d'ordre 3, alors
|'espace des pas n = { Uy » Uy Uz, Uy } est donné par :

pas u, = ] =2 +3 +4
pas u2 = | +3+4
pas uy = 2=3 >4
pas g = 3+4
el i =1,2,5 désigne les ordres et 4 représente la sortie du bassin,
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D'aprés GUPTA =t al. (198Q), l|a fonction de répartition du
temps que nécessite une goutte d'eau pour se déplacer jusqu'd |a sor-

tie est donnée par :

Pr {TB < = & Pr {Tu < ) p (uw) (73
um

TB aest le temps de déplacement jusqu'a la sorfie

Tu est |e temps de déplacement pour un pas particulier u
plu) est la probabli|ité d'un grain qui prend le pas u

n est |'ensemble de tous |les pas possibles qu'une goutte

d'eau peut prendre en tombant sur |le bassin.

Le temps de déplacement Tu dans un pas particulier :

4

avec a; {1, .., mel ;

dolt &tre égal & |la somme de temps de déplacement dans |es &léments du
pas

™ TaG - Ta] & i Tak (8)

avec Tai désignant |le temps de déplacement dans une région ou sur un
trongon d'ordra a; , a, t 1y cas ;o093 7 at k |e nombre de transition
que la goutte d'eau doit effectuer,
Les auteurs indiquent que si |'en considére plusieurs frongons
' ayant des ordres donnés et des propriétés donndes, on peut falire |'hypo-
thése gue Ta.I ast une variable aléateire indépendante ayant une distri-
bution de probabillté donnée par fg
s'obtient par la convolution des disiributions de probabili-

fo (1), Alors la fonction de distribu-
tion de T ]
ta fé_[fﬁ, correspondant aux &léments du pas u.

La foncticn de répartition de probabl|té de TU gsT aussi la

convolution des fonctions de répartition des F, (t). Alors ;
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Pr LTu < t) = Fa& () = FaJET}_x T FBRFTﬁ (2)
ol By ¥ By Fowew F ak est |le pas de u et x st |'opération de
convolution., Par exemple, sl |'on choisit le pas uy = ' 3+ 4,

i (Tu < t) ast donné par :

+ o+
Pr (T, g3y s f [ F

G R O =) a .
s L

- " ir
5 (T =19 af

(1)

i
= I
F1 (T) = F1KT} E Fjif]

ol F}(fl représente |a répartition de probabili+é correspondant au
temps que |a goutte passe sur la surface de la région qui draine la
troncon d'ardrae 1.

Si !'on suppose que lé temps d'attente dans la région de sur-
face d'origine est négligeable, alors :

Tu = Tal - Taz o Tak . : (11}

PR dT. € #3iE B 0F 2P A1) % o BF 4T (12)
u 3 a a
1 2 k
La probabilité de suivre un pas donné u , plu) apparalt com-
me une conséquence directe de la structure markovienne de la classifi-
cation de HORTOM-STRAHLER et est donné par :

piu) = Ba {0) Pa

b ver P (13)
a 0 a a

8y "9y.8 k-1 2k

ol 8, esT la probabilité pour que la goutts d'eau commence son dé-
placement dans une région de surface gui draine le trongon d'ordre O.
Pal- =

est la probabil ité de transition d'un trongon d'ordre a &
un +rbnquA d'ardre a;-

i

RODRIGUEZ-ITURBE et al. (1979) ont montré que les probabllités
initiales Ea (0) eT les probabilités de transition -
A,

tions de la gégmorpholagie gt de la géométrie du bassin et’se calculent

sont fonc-
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fo

comme suit

W M Q
avec Su surface totale drainant directement le trongon d'ordre
=t Su surface fotale du bassin
. = N, N
le iJ / i
NIJ le nombre de trongons d'ordre 1 fombant dans le trongon d'or-
dre |
N, le nombre de trongons d'ordre T,

“IRSHEN at BRAS (198B3) ont donné les sxpressions de probabili-
tés de transition en fonction de FH et HB et montré que toutes les pro-
babilités dépendent de ces deux paramétres. ||s ont donné, pour un bas-
sin d'ordre 3, foutes les expressions de probabilités possibles.

Ainsl, |la fenction de répartiftion du temps de déplacement d'uns
goutte d'sau sur un bassin Pr {?B < t) est définie en Termes de pro-
prietés géomorphologiques. Mais comme |'H U | G est dé&fini par la densi-
té& de probabilité de TB . BN a

hB(T]

d Pr (T, < 1) {ar
B

w & . ATIR s N E. AT pita)
un % “k

ol faT (¥) est |z densi+& de probabibllité de Tai
En résumé, les auteurs considérent gque la foncTion de réparti-
tion du ftemps de passage constitue une bonne description de |'Influence
de |a géomorphologie. On peut Justifier leur démarche par le fait que si
|'ensemble du bassin est décrit par un réserveoir linéaire, |'inverse du
coefflicient de stockage de ‘ce réserveir constitue |a constanfe du temps

du systaéme. La méthode de |'H U | G revient donc & considérsr des raser=-

voirs 3 coefficients aléatoires, Ces coefficiants seralent fonctions de :




= la probabilité pour qu'une goutte d'sau de pluie tombe ini-

Tlalement sur une surface que draine un chenal d'ordre v ;

= |a probabilité de Transition au chenal d'ordre supérisur
Ve+ JUJ=1, veu , m= Vl at de

- la densité de probabilité du temps passé sur un chenal d'or-
dre détarminé.

Les probabilités initiales et les probabilités de transitien
sont fonctlions des caractéristiques aéomorphologiques du bassin R, et

A

RB. Ces probabilités de fransition fournissent une descripfion du ré-
seau hydrographique et une |laison entre la géomorphblogia guantitati-

ve et |'hydrologie.

5.3.2. Analyse critique du modéle

La premi&re critique que |'on peut faire & |'adresse du mode-
|e concerne son caractére fres empirique. Par exemple, pour une appli-
caTion pratique du modéle, 1| est nécessalire de se donner la forme des
fonctions fa_{+} qul décrivent les densités de probabil|it&, RODRIGUEZ-
ITURBE et ai. (1879) ont dil faire une hypothése ad'hoc, notamment gque
le2 temps nécessaire pour le déplacement dans un trongon d'ordre W

obéit & une loi de type exponentiel

f, = K, =xp { - K, ™ (15}

ol Ku est un paramétre exprimé ean T_I unités et qui caractérise le
chenal d'ordre w . Comme ! / Kv est aussi |e temps moyen de dépla-
cement dans la distribution ci=-dessus, RODIGUEZ-ITURBE et ses. collabo-

ratsurs ont suggéré de prendre :
. B it (16)

ol V ast la vitesse caractéristique da déplacement.

Cette viftesse constifue |le paramétre dynamigue du modale.




Les auteurs ont supposé que V = cst pour tout le bassin. En
tenant compte de |'analegie falte ci-dessus entre la démarche des au-
teurs et la méthode des réserveirs |inéaires, on voitT qua |'on arrive
2 un modéle décrit par une série de réservoirs 3 coefficients constants.
KIRSHEN et BRAS (15983) suggérent de calculer |z réponse instantanée des
chenaux Individuels en utilisant une forme |inéarisée des &quations com-
plédtes de Saint-Venant. Cette réponse serait ensuite interprétée comme
la densité de probabilité du temps de passage nécessaire 3 une goutte
tombant au point le plus &loigné de |la surface drainée par l|e chenal.
Mais les auteurs indiquenT que | sur “démarche ne permet pas encore de con-
clure, puisqu'slle nécessite encore des assais de calibration sur des
bassins versants naturels.

La seconde critigue est |ide & la classification de HORTON. D'a-
prés C. THIRRIOT (1984), une telle classification fige |'acuité de |'ob-
servateur pulsqu'elle falt démarrer |la numérotation & partir des fron-
gons amont dont 1| est difficile de définir |'origine. 5'appuyant sur
| 'hypothése de BGCQUILLON, C.THIRRIOT suggére de fixer un seuil pour
choisir les trongons & considérer dans |a description, suivant les ob-
Jectifs ou |'affort consent!. La description de THIRRIOT est présentée
plus loin.

Une troisiéme critique est gque 1a classification de départ ne
permet pas |e repérage automatigue d'un &lément de cours d'sau. Une mul-
tifude de Trongons portent le méme numéro, ce qul peuf &fre génan} quand
on vise |'identification automatigue sur ordinateur.

Enfin, d'apras GUPTA et al. (1983), le modéle de |'H U | G es?
inadéquat dans sa formulation actuelle. Lorsqu'on |'applique & un chenal
de forme simple, [l distort la structure de la réponse hydrologiqus.

A partir de ces critiques, on voltT que s! |'idée d'un bydregram-
me unitaire qui prenne en-compte les caractéristigues géomorphologiques
du bassin wversant répond aux préoccupations actuelles des hydrologues,
la formulation du modéle est encore fort discutée., Cela s'explique par
le fait gque le mcdé!é est encore & sss débuts at gue d'autres Studes se-
ront nécessalres pour aboutir & une meilleurs formulation. La contribu-
tion récente de C.THIRRIOT (1584) & |a description du réseau hydrographi=

que va dans cefTte direcTicn.
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3., CLASSIFICATION DE THIRRIOT

5.4.1. Présentation de la démarche

|| propose de prendre comme point de départ du repérage |'exu-
toire du bassin warsant. On considére un bassip défini une fois pour
toutes, alors le postulat de base consistera & admettre qu'un confluent
est la rencontre de deux &l|éments amont seulement, Ainsi, on a affalrs
& un systéme binaire, représenté par la figure A5 . Sur cet arbre hy-
pofhéffque, on peut placer |'arborescence décrivant |e réseau hydrogra-
phigue en s'arrétant & une certaine taille de cours d'eau en remontant
vers |Tamont.

Pour le repérage aufomatigue, |a remargue fondamentale est la
suivante, tout brin est parfaitement ldentifié par |le noeud amont. Un
noeud sera identifié par deux coordonnées :

B8). L'ordre de la nappe de noeud, qui est la distande au noeud aval
correspond au nombre de brins rencontrés entre |'exutoire et le
nosud considéré, soitT m .

b). La sifuation dans la nappe de noeud d'ordre m. Dans cette nap-

P = i I
pe, il y a8 au plus 2™ noeuds compte Tenu du caracters binaire.

Seit n le rang dans |a nappe d'ordre m dans | 'arbre ,
nett, 2™ .

En principe; tout cours d'eau peut donc &tre décrit par une suc-
cession de brin (m,n) avec m croissant d'une unité, mais n est & pré-
ciser lers de la premigre description. En utilisant un repérage binaire,
on obtient la numérotation portée sur la figure 2, Lorsgu'on passe d'une
nappe de noeud & la nappe d'ordre immédiatement supérieur, le nombre gul
rapera le nosud dans la nappe croft d'un chiffre binaire. Le nombre m
de chiffres binalres caractérise |'erdre de |a nappe de noeud, =t le
nombre de ftrongons aval égal 2 2,

Peur le repérage d'une riviére sur un bassin versant, la numéro-
Tation choisie montrz que le nom de la riviére correspond & celui de son
branchement (numéro du trongon aboutissant au confluent), EnsuiTe, on

ajoute au nombre binaire un O pour chague ftrongon amont suivant.




Le nom du branchement est défini & partir du noeud aval gul
esf le confluent, Si Kk est le numére du confluent en code décimal,
le numéro de branchement en cocde décimz! est 2k-1. Les trongons sul-
vants écrifts en code décimal sent (2k-1) Ep_], p étant |'erdre du

trongeon vers |'amont sur la riviére affluent,

5.4.2. Perspectives

L'un des avantages de |a description de THIRRIOT est qu'elle
permet de prendre en compte |'effet d'échelle. Nous avons insisté ,
dans |'Infroduction, sur la différence dans |es niveaux d'échel ls
|iés au probléme d'hydraul ique des chenaux individuels &t d'hydrau-
| Tque de tout |e bassin. La classification proposée par C, THIRRICT
permet d'aller dans |le sens de la complex|té croissante et d'arréter
cette complexite & un niveau voulu,

Pour la détermination du dé&bhit de sortie. |'un des probla-
mes imporftants est |ie au choix de ce niveau de complexite Le
second probléme est |i& au caractére aléatoire du comportement du
réseau. En considérant ensemble ces deux aspects. |'idée de base
pour inclure les caractéristiques géomorpholol iques dans le compor-
tement hydrodynamique sera de rechercher une analogie avec d*au?rgs
formes d'évelution mettant en jeu [e comportement collectif d'un
grand nombre de composanis. Un exemple &difiant dans |2 domaine peut
&tre constitué par la loi des grands nombres et son role dans la Théo-
rie cinétigue de gaz et en mécanique statistigue. Dans sa formulation
la plus simple, la loi des grands nombres indique gue |a moyenne ari-
thmétigque d'un grand nombre de variables aléatfoires indépendantes et
identiquement distribuées converge (en probabil[+&) vers son espéran-
ce mafhémafiqu?. La conségquence de ce tThécrame en mecanique statisti-

23y dans |'&qua-

que ast qu'un grand nombre de degrés de |iberté (v 10
tlon décrivant |le mouvement des particules individusls (molécules), se

réduit a quelgues variables macroscopigues représentant |e comporte-

ment col lect!f de ces particulas & |'éche!le macroscopique.




Dans |e cadre de ce mémeire, nous essayarons de présenter la
description du réseau en Termes de ses propriétés fractales et des In-
certitudes |iées & leurs Influences.

(8]
wn
.

ESSA| DE DESCRIPTION DES PROPRIETES FRACTALES ET MARKOVIENNES
DU RESEAU HYDROGRAPH |QUE.

5.5.1. Les app|ications de la théorie fractale & |'étude du

réssau.

Pour nctre analyse, nous nous appuyerons sur un réseau hydro-
graphigue théorique schématisé par la fiqurs |&-qa. Nous adopterocns |a
description du Professeur C. THIRRIOT mals en faisant partir la numéro-
tation des chenaux amont supérieur au premier confluent. Les raisons
d'un tel cholx sont simples ; aprés ce premier confluent, |'é&volution
de la réponse du bassin est décrit par |'éguation de propagation de '
['onde de crue qui sera analysée au chapltre sulvant.

La premiérs propriété de ce réseau est son homothétie Interne
ou son caractére "scalant" (au sens de MANDELBROT - 1982), c'est-a-dire
la possibilité de dégager des parties ayant |a méme forme que le touf,

3 ceci prés qu'elles sont & une échelle différente . "Tout petit réseau
fluvial n'est qu'une image réduite d'un grand réseau", a Tndique |'au-
teur des ''objects fractals".

On note donc (Q) et (1) les deux premiéres branches et on dira
que ces branches forment le premier niveau. Au niveau deux, on aura les
notations (00 , 01, 10, 11) ; au niveau trois ,(00C, QO1, 010, 011, 101,
110, 111), efc. Pour mettre en évidence les propriétés fractales de cef
ensemble, on est amené 3 dégager un &lément unitaire gul se répete lden-
tique & |ui-méme & chaque niveau, On doit remarquer que |3 plus pefite
entité est constituée par |le chenal, Mais un seul chenal ne forme pas

encore |e réseau. Le plus petit ensemble formant un réseau est constitfué

par les deux premiers niveaux.




On définira donc le réseau €lémentaire par un ensemble 3

deux niveaux, suivant |le schéma ci-dessous

A

V-
b
‘&.

]

o4

DO

D'apréds MANDELBROT (1984), en géomorphelogle, le local et
le global sont également Incertain, Oonc, que ge soit au niveau glo=
bzl ou au niveau local, on doit envisager |'adjonction de terme d'in-
certitude de méme nature & |a description défterministe. Or, on a mon=
tré (chapitre Il) que, pour décrire |'édvolution d'un phénoméne naturel,
I'ad jonction d'un terme stohastique de bruit blanc conduit a une égua=
tien différentielle stochastigue dont la soluficon est un processus de
Markev. Mous suivrons ici la méme démarche,

Appelens Q, la réponse du systéme en A, Suivanft |a notation ad-
mise, |lg débit+ sur |a branche | sers noté Qr at sur |a branche i sera
noté Qij’ etc.

GAUDU (1978) a &tudié |'influence de la structure arborescente
sur les caractéristiques des leois de di-fribution des debifs. || 2
notamment indigué que si les stations de conitréle sont suffisamment

vaisines, alers GG et Q] sont des variables dépendantes tel les gque




L'application d'une loi de réaression |inéaire de Ia forme :

Ql = 3 DO + B + £ (18]

ol € est une v.a. indépendante de GU et a et b sont |les coefficients

de reégression, a permis de montrer gue :
E[QA]-EEQOJ +E[{J1I (19}

eT |le moment d'ordre deux :

Ko {QA} ) {QOJ * s {Q]} + 2 pQGQI UED a Qj (20)
Dans |a présente &fude, ncus admettrons que chague branche
contribue & la formation du débit total suivant les rapports d'home-
thétie interne du réseau. Pour les branches 0 et 1 considérées,
0 ; » Dans la théorie de MANDEL-
BROT, les rapports d'homothétie interne vérifiesnt la relation

nous noterons ces rapperts par r. et r

d d
Yg + ¥y 1 (21)

o d est la dimension fractale, Mals dans |e contexte d'une connais-
sance Incertaine des propriéftés du réseau, nous admefttrons que le rap-
port d'homothétle interne définit une dépendance stochastigue marko-

vienne, non nécessalrement |Inéaire. Mous poserans donc :

fo =

=
O i

- |a probabilité marginale de %

f, =r

| - la probabilité marginale de 91

et nous dédulrons gue :
Qy = FD QA - +1 QH (22}

On notera encore a,. (I,] = 0,1} les probabllités condltion=

1

nelles des Qi 51 Qij'




On aura ;:

On aura :

Qo * % * i

{(23)
Q= O * Uy
En comparant (17) &t (22), on a
% = fo O
(24)
c.x P;Qk
De méme en comparant (23) a
| = - i (2
% % % * %1 % (25)
ocn.-a :
Q0 = %0 %
{26)
{ =
Yo1 =% %

En procédant de |a m@me maniérs pour Qi' on arrive a :

Fd
e |

£ = = = £
(uGD FG + aD] FQ + gIU Ty a]].1l | L

On déduit de cette expression une forme matriciel le




| | le)
| § a%ﬂ]

(1)

0 A

(1
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1)

L= =

(1)
%0

£1)
%10

mes é&lémentalres sur las quatre branches ( o ]

(1)
%01

af]?
11

b les conditions de branchement sur la branche (0,0},

| pose :

avec

aves

L'application des mémes principes que précédemment

£1)

[ 254

(2)
fo

(2)
fa

G{ZJ
]

z uE?]
1J

J

(2)

fo

Yo0i J

L(2)

L Yrmn
L ]
| IJ

(2)

(2)
%50

(2}

%10

&

So001

(2}

%51

(2}
11

-

(28)

| A |'étape suivanfe, on doit snvisager |e branchement de systé-
; i,] = 0,1). Examinons

Pour ce faire, on

(29)

(30)

condult a :

€31

L'opération se répéte pour chaque branche du méme niveau. ||

g5t aussi facile de montrer, en supposant que |'opération est vraie

pour ls niveau
che (0 O}

n ,que |'on aura aussi au niveau (n + 1) pour |a bran-
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E— (n+1) {n+1)
| %00 %1
[ it T (32)
00 0 1 :
u(n*a} a{n*1)
10 11
On voit , en posant :
r IR
[ a??’ 1= X ( Tdentite ) (33)

apparaitre une suite d'opérateurs matriciels caractérisant les niveaux
successifs d'agrandissement du réseau hydrographique & |a manidre, par
exemple, de |a barre de Canfor décrifte par MANDELBROT (1984 - p. 52 et
p. 62) ou de la transformation du boulanger présentée par PRIGOGINE
(1982 , p. 156 et p. 230).

L'intérét de cette description c'est de faire apparaitre les
propriétés fractales du réseau hydrographique. Du point de vue concep-
tuel, on peut considérer, & un niveau d'agrandissement (n) donné&, que
le bassin versant est représenté par un systéme de n reésarvoirs ean
cascade. On refrouve ainsi |a représentation présentse plus haut (chapi-
tre |1) et la possibilité de réunir dans une méme formulation |la des-
cription du comportement stochastique du systeme et la description des
propriétés fractales.

Considérons, pour simplifler, |'Influence de la géomorphologle
sur |'évalution moyenne. Dans ce cas. on &crira, pour chague systéme &(&-

mentalirs

3 Evi,ph est généralement une fonction non |inéaire de |'éfat Y mais
en utilisant les résultats obtenus dans | 'annexe A, on peut considsrer
un développement de Taylor autour d'une positien Initlals Yo1 et une

approximation |inéaire pour chaque résarveir

d v ) .
P1 Y

d +




avec AT =

Yi = Yoi

On salt que |'wtllisation des réservoirs |inéaires en cascads
est & |'origine de |'élaboration de la théorie de |'hydrogramme uni-=
tfaire Instanfané par NASH en 1959 et DOOGE en 1960. La particularité
de |la démarche Ici consiste 3 Interpréter li comme rafldtant |'in-
fluence des conditions géomorphologigues caracteérisées par le rapport

d'hcmothétie interne aléatoire

Mal|heureusement, l|la représentation linéaire est loin d'éftre
satisfaisante puisque |le comportement des systémes naturels n'esT pas
linéaire. On 2 montré, en outre, au (§ 2.2.4), en &tudiant les pro-
priétés mathématiques du modéle stochastique, que |'utilisation da |z
méthode d'intégration directe pour |'estimation des moments de djffé-
rents ordres condult 3 une perte d'informations., On est condult, pour
déterminer la réponse du systéme, & utillser directement les probabi-
I1tés de transition d'un chenal (i J k) & un chenal (i ).

5.5.2. Determination de la réponse du systeme

Nous avons montré, dans ie (§ 2.2.4) évcqué plus haut que |a
densité de probabilité conditiconnelle d'un processugdécrit par une
équation différentiel le stochastique apparalt comme une réponse im-
pulsionnel le. Bien que cefte conclusion soiT analogue & celle de
RODRIGUEZ~ITURBE et al. (1979), les démarches qui permeitent d'y abou-
Tir sont différentes dans les deux cas.

En effet, notrs conclusion est une conséquence de |la model [sa-

tion de |'évolution du systéme par un systéme d'éguations différentiel-

les stochastiques, tandis gue |e caractére stochastigue de la reponse
impulsionnel |e chez RCOR|GUEZ-ITURBE et al., est une hypothése de travail,

pasée a priori. Mals GUPTA et al. (1983) ont montré que la desecripTion
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géométrique du réseau hydrographique, utilisée par lss auteurs, n'est
pas approprid&e. Nous montreons ici qu'en utilisant les résultats de |a
théorie des e.d.s. tels qu'ils sont présentés au chapitre ||, on ob-
tient une expression de |'H U | G analogue a celle de RODRIGUEZ-|TURBE
et al. (1979).

Reprenons la description du systéme en suivant la branche

(00 .... 0). Bn va avoir :

En utilisant les probabilités conditionnelles, on a :

o0 = Booo %00 * Boor oo
d'ot |'on déduit :

%900 = Booo P00 = Boon %00 To 4

En utilisant |les notations de THIRRIOT (1985)

8, . ) 3
A R S
¥——_1f___i
m
ﬁi J e J - |.k
‘-_Hf‘ﬁJ
on a : K
U ™ S v St 8, fo %

Mais Qm n'est autre que |'excitation & |'extrémité m donc

Gm = Pm et |'on déduit gque |a contribution de Pm a |la formation du

débit de sortis qu ast donnée par :

QAm - ( Gm Gm-E op-: 52 fq} pm
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On pose ;

con B

1 HUIG = ( ﬁm 8 2 fa

‘m=1

La t3che, maintenant, va &fre de déterminar les expressions des
6, - Or, on sait (chapitre 1) que les orobabi|i+8s conditlonnel les sont

solutions de |'éguation de FOKKER-PLANCK=KOLMCGORQOV
aPr 0
o e [Pr ]

En utlisant les résultats de la théorie des semi-groupes de ftrans-

formation (que nous définirons plus loin - chapitre VII1), on peut écrire :

Pr = exp {Sg iR 3 (ProJ

En posant comme au (§4.2.4. , éq. 35) que, & |'approximation Ii-
néaire, L[ +] =cst=a , Gn va aveir : -

Mais le passage de |'espace des opérateurs & |'espace des fonc-
tions conduit & remplacer le produit simple par le produit de convalution,
tout comme |e passage d'un produit simple dans |'aspace des transformees
de Laplace ou de Fourier devient un produit de convolution dans |'espace
des fonctions (Remarquons que si |'on +ravallle dans |'sspace des distri-
butions, le probléme ne se poseraitf pas),

On va aveir donc :

ey T
[

Q

=3

HUJGm(?? = K [

La contribution de Pm d la formation du débit de sortie est ap-

prochée par :

QAm (t) = HUTGm(f} x Pm(T}
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On calcula de |la méme maniare |a contribution de toutes les

extrémités at |a contribution de toutes |es branches scus |la forme

m
Q= £ L @
k=l fa1 N

5.6.  CONCLUSION

Mous avons montré quele probléme de |'analyse du reseau de
transport se raméne & |'&tude de |'évaluation des [ncertitudes spa-
tiales et temporelles. En utilisant une description du réseau dennée
par HORTON (1945) RODIRGUEZ-ITURBE et al. (1979) ont proposé une ex-
pression de |'HUI|G. lLeur démarche revient & décrire chaque trongon du
réseau par un résarvoir |inéaire & coefficients aléatoirss.

En utilisant une varianfte de |a descripfion proposee par
THIRRIOT (1884), nous avons montré gque ['on pouvait dégager les pro-
priétés fractales du réseau que nous caractérisons par une suite d'opé-
rateurs matriciels et donner une expression plus générale de | "HUIG.
L'approximation linéaire de |'expression proposée ssT analogue 3 cel-

le proposée par RODRIGUEZ-ITURBE et ses col laborateurs.
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6.1

5.1, INTROBUCT ION

Dans |la pratique de |'&tude des bassins versants, la guestion
qul se pese aux hydrolegues lorsqu'ils doivent utiliser des modéles
mathématiques pour |'dvaluation du débit 3 |'exutoire est celle de
la définition d'un critére de choix. Faut-il, en effet utiliser les
équations compléTtes da Saint-Vanant qul constiTuent la description
fidéle du phénoméne pnysique en étude ou des modéles plus simples,
mais trés souvent empiriques ou semi-empiriques qui ne prennent en
compte que certaines Tralts dominants, ou Tout simplement |le compor-
tement statistique du phéneméne physique en &tude ? On salit que les
praﬁiéres sont de mise en oceuvre colteuse fandis que les seconds, Ins-

pirés par |a pratique, reviennent souvent moins chers & |'sxploita-
tion. Compte tenu du degré de précision qu'ils souhaltent atteindre,
les hydrologues ontT donc développé, au cours de ces derniéres années,
plusieurs types de modéles simplifiés, C. THIRRIOT (1984) a présente
récemment la filiation entre ces divers modéies. En partant des égua-

Tions de Saint-Venant, | a mis‘en &vidence leur degré de caractére
statistique.

MNous avons, dans |les chapifres précédents, dégage le double as~
pect dynamique et aldatoire des processus générids par |'dvolution des
systTémes naturels.

En partant de ces résultats, qui montrent notamment que dans |'&tu-
de du fonctionnement hydrodynamique des bassins versants, |2 proba-
bilisation de |'sspace d'entrée enfraine une probabi|isation de |'es-
pace de sertie, nous &valuons, dans ce chapitfre, |'Inf uence de |'en-
frée stochastique sur ['évolution des débits de sortie. Pour mieux
faire apparattre |'influence de la prise en compte du caractére aléa-
toire de |'entrée, nous rappelons d'abord |e modéle déferministe. MNous
8tudions ensuite |'évolution des débits en mentrant gue cefte dvolution

obéit & une équation différentielle stochastique. Nous appliquons le
modéle ainsi obtenu aux débits de |'Ouémé au pont de Savé.
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6.2, EQUATION D'EVOLUTION DETERMINISTE

Considérons le modéle hydrodynamique présentd dans | 'annexa A
{schéma 6.1 , 6.2) &t au chapitre [l. La transformation de la pluie

en débit est présentée sn termes d'étapes

= |'&tape de production, ol la précipitation p (x, T) attei=-
gnant |a surface du bassin versant augmente |a teneur en sau du mi-
lieu et se subdivise en hauteur d'eau efficace destinde & alimenter
le ruissellement de surface &t en hauteur d'eau d'infilTration desti-

née & alimenter, s'il yv a |isu, |'Bcoulement souterrain

= |'&tapes de transformation o0 |la hauteur d'eau afficacs ali-
mente |e ruissellement de surface st la hauteur d'eau infiltrée ali-
mente, s'il y a lieu, un &coulement souterrain, et les deux écoule-
ments se rejoianent dans le réseau pour donner un écoulsment résul-
fant;

e W Wl W B B Ve

* 1. — Schéma 1umplifié d'éiconlement sur bassin versanc



= enfin, |'&tape de propagation ol |'onde de crue ainsi formée

s déplace vers |'aval.

Du peoint de vue du fonctionnement hydrodynamique du bassin ver-

i sant, la structure stochastique de |'dcoulement résultant des deux pre-
: miéres étapes a &té considérée dans les chapitres précédents. L'évolu-

tion déferministe de |'onde de crue Stant décrite par les éguations de

Saint-VYenant, les propriétés stochastiques du débit & |'exutcire dépen-
| dront & |a fois des propriétés mathématiques du moddle de Salnt-Yenant
at du caractére aléatcire du débit d'apport. Une telle constatation
avait déJa &t+4 falte par EAGLESON (1971 et 1972),
' En effet, d'aprés KLEMES (1973), EAGLESON a &té le premier &

proposer un modéle hydrodynamigue de bassin versant qui vise & une re-

présentation conceptuel le des propristés stochastiques du débit de sor-
Tie. Dans son moddle, [l considére |es événements indépendants formés
par les pluies exceptionnel les, produisant des crues exceptionnelles.

Il propose de prendre une distribution empirigue, de forme exponentiel-
le pour déerira la loi de probabilité des précipitations excepticnnel-
les. || suppose en outre gue |'écoulement & la surface du bassin ver-
sant est décrit par |le modéle de |'onde cinématique. De méme, |'&volu-
tion de |'onde de crue est décrife par un modéle de |'onde cinématigue.
Il frouve alors gue la répartition des crues produite de cefte maniére
suit une loi de probabilité de type exponentiel,

Mais, d'aprés KLEMES, si cefte démarche démontre |a possibilité
d'obtenir la structure de la distribution d'une variable hydrologique &
partir des propriétés & la fois statistiques et chysiques de ses causes
premiéres, |'auteur a di, pour obtenir une expression mathématigue sim-
ple, sacrifier |la structurs initiale du modéle. Pour &tayer cetfe cri-
tique, KLEMES indique que |'auteur a di, par exemple, faire usage d'hy-
pothéses d'indépendance stafistique pour des variables qul sont forte-
ment interdépendantes. Par ailleurs, le choix de la distribution expo-

nentielle pour |a fonction d'entrée a &té motivé par la condition d'lin-

tégrabilité ; plusieurs variables ont &té remplacées par des constantes
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oour satisfaire cette méme condifion d'intégrabilité&, Enfin, KLEMES
montre que la loi exponentielle obfenue pour la disfribution des dé-
bits de sortie pourrait &fre obtenue directement en utillsant la for-

mule rationnel le.

Nous mentrerons, dans ce chapitre, que |'application des r&-
gles du calcul stochastigue de |to psut permetire d'ocbtenir une for-
mulation simple des lois de distribution du débit & I 'exutoire. Pour
ce faire, nous considérons d'abord le modele déterministe sous la

forma :

g§+gg-q{x,ﬂ (1)
g:*vg;*ggzﬂg{]—.]] £2)
Dans ces éguations :

W - @st |a vitesse des particules fluides

5 - ast |la section mouillee

g - ast le débit d'apport, résultant des deux premidres &tapes

de la transformation

! - désigne la pente longitudinale du fond de I3 rivigre

J - ast la perte de charge J = KvE}

Q - ast |'accélération de |a pesanteur

(1) est |'équation de continuité
{Z) est |'dguation dynamigue

La variation totale du débit est décrite par :

- a9 . 3 Q " -
d @ {Bf "f—a—";—}d- (3]

Mais on peut utlliser la connaissance de la section moulllde
et de |a vitesse des particules #luides pour déterminer le débit par

la relaticn :

Q= SV (4)




On a alors la variation totale du débit sous la forme :
d) = d (S V) = S d¥ + V¥ dS (5)

Dans le cas théorique d'un profil rectangulaire, § = Bh mails
dans le cas d'une riviére, S n'a pas une forme aussi réguliére. La
largeur de |a rivigre et la forme du |it varient d'un peint & |'au-
tre. On peut traduire cefte variation de la section mouillés par la
relation :

§ = K (x) hitmix] (&)

ol les coefficients Klx) et (m{x) vont dépendre de x et de x seul
(dans |'hypothése d'un profil stable). Alors, si I'on fixe le point
x , mix) et Kix) pourront &tre connus, Pour exploiter la relation
(5), reste alors 38 déterminer |'évolution de V et h |2 long du cours
d'eau. Elle peut se falire par |a méthode des caractéristioues, Dans
la suite, nous poserons pour simplifier, m(x) = 0 et on écrit |'é-

guation de continuité sous la forme :

|
%]
-
]
=]
o
e
4
-

QMo
X|<
+*
L] By
—
@y
—+| F

On adjoint aux égquations de Saint=\enant (7) et (2) la varia-
tion totale de h et de w

d h 9 f

d Wa Sl df & 2N gy
g 1 g X
(8)
3 v 3 v
d =-—...——.-'|'+
W 3T d T dx
On posa, pour simplifier |'écrlture
( 5
h = ¢csT
g Ul =8)Y = {10}
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Alers, |'application de la méthode des caractéristiques donne

= |a yvitesse d'é&volution des perturbations

N = (113

= |a |eil de fonctlonnement |le long des caractéristiques

e = ol dch = X2 Ze Xy) dt (12
=
ol ¢ = (g hllf‘ est |a célérité propre des perturbations.

L'expression (12) montre que dv et dh dépendent du débit d'ap-

port. En effef, en remarquant que

) dh = d (2 &)

f giidly o W2 12

-
b

an éerit (12) socus |la forme

+ -

div=2el= (ys —& ¥ dt (13)

| qui montre que |'évelution de la quantité (v = 2 ¢) dépend des apporTs.

o

B EVOLUT ION STOCHASTIQUE DES DEBITS

D'aprés les résultats du chapitre |I, g (x , t) est une fonc-

tion aléatoire que |'on éerira sous |la forme

gqiéx,t = ELq] + o = (14}
: g 9
! En conséquerice, (13) s'interpréts comme une &quation différen-
Tlelle sotchastigue. On en déduit gque les espaces des foncticns b et
| v sont probabilisés. || résulte de cette déduction. deux observations
1 intéressantes
|f

- |a premiére est que |'équation d'évolution de la vitesse s's-

crit sous la forme stochastique sulvante

|un
——

= F i F |:
I d x ELow {x, 1) 1 dt » g, d B8, !
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= |2 seconde conséquence est que, hix,t) étant une fonctlon
aleatoire, S(x,t) sera una fonction aléatoire qualque soit K(x).

En reprenant les équations (1) et (2) compte *enu de ces
remarquas, con a :

T e vE g tx, )Y = Uq Eq (16)
Q = (S, v, 1)+ nQ nQ (17
avec
172
_ " =i 3 v g v d h

La variation totale de Q peut maintenant &+rs décrite par :

ELdQ]= E[d(5v) ] (19)

Or, par application des régles du ealcul stochastigue de to,

= 2 as 3 v
E[d(SvJ]—Evd5+5dv*av1—x—.w}df
35 3s o BB
=V l— s E[v] ., * o, 5 ) d%*
g ¥ & % 2 3 x
3 v g v I - 32 v
+ 5 ( + £ [y b o T ) g
3t 3 x 2 ¥ g x
2 a5 3 v
* Uv dx ° 3 x dar

d'ol |'en tire apras regroupement :




385 3 v 35 3 v
Eld(sv) 1= (v + 5 Jdt + E[v ] (v + 5 ydt
0 g T g x g %
/| 2 32 5 ] 5 32 2 25 a
% 1 a e o, il ) dt
z i ax~ z ax 3 x 3 =
salt
g {v 5) g v 5) ] 5
E [d (S v) ] =« + E[fwv] - o = (v §) ) di
I o 3 o= Z 2 x

Il résulte donc que |l'cn a :

s =2
a Q 3 Q ! - 3" Q
+ E[wv ] + a > 1 odt (20
gt 3 ox 2

E[d) ] =

On obtient d'ailleurs directement |le méme résultat en partant
de la distribution des vitesses donnée par |'&quation (15) et en ap-
oliquant le théoréme de |to au débit, O (x,t).La variation ftotale du

débit s'éerit alors :

30 3 Q o, a3~ 0 3 0Q
d g = ( + E[v] + 2Jd++r.:rv dg (21)
a T 3 x Z g x 3 X

En comparant (21) et (3) , on trouve que |la correction apportie
par |'hypothésa d'une évolution probabiliste des fonctions d'en=
trée est |'adjonction du terme de diffusion & |'équation déterminists

et d'un terme d'incertitude,

UQ v 3 x

|| apparait donc que |'hypothése d'une sftructure stochastigque
des précipitations & |'entrée du bassin versant conduit a une &gua-
tion différentiel a2 stochastique de |la forme :

d Q=L (Q, +) dt + G@ d g (23)
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En remarquant par ailleurs que la variation fotale du débift
a |'exutoire dépend de |'évolution du débit d'apport, on peut écri-
«re , (T ( q ), &tant une fonction quelconque de gq ) :

E[dR] = T(Q) avec g=E[ q] (24)

En comparant (20) et (24), 1| vlent :

i
s 30

1
*T G"-b" 2’[‘(‘}: {25)

3 Q aQ
» E[lv]
3t 3 x

B

6.4. APPROXIMATION DE LA DENSITE DE PROBABILITE

On a montré (§ 2.2.2.c) que pour une &quation différentielles
stochastique de type (23), |dbrﬁbabil?+é marginale de 0 vérifie
l’équafiun_da Fokkar-Flanck-Kslmagnrav ; on a donc, en nofant
Pr (0, ) , la probabi|ité marginale de Q, |'&quation :

3Pr d Pr ﬁg a3 Pr
d Pr (Q,+) = ¢ + L (Q,1) + E# dt +
3 T 3 Q 2 2 Q
(26)
3 Pr
o3 d8
@ a9
Soit, comme L (Q,f) =T ( g ) et en posant
E [dPr(Q, +) ] =0 (27)
on ébtient :
8 Pr . BFF cé \ B IFE
+ T (q) + i ] (28)

3+ 30 2 30




Le probléme majsur pour |la solution de cette équation est,
comme on |'a indigqué plus haut (§ 3.4), que |'Squation de Fokker-
Planck-KoImogerov n'a de solution explicite que pour des cas trés
particul iers. On peut cependant, en ufilisant |'approximation de

Gram-Charlier, cbtenir |la densité de probabl!|[té sous la forme :

=2 ,,.2 m —
Pr (Q,+) = ' Q20" 4 L 5 AL H {—3_5—3)] (29)

V2 @ i

ol Q=E[Q1], les H,,, sont des polyndmes d'Hermite d'ordre

(1+1), les AT sont les coefflcients de développement et sont expli=

cités plus haut ; ils sont donnés par :
Ay = 0
= i 't.-'_.}
Ay By /3 -
= - 41
A (W, -3/ 4

g, est le moment centré d'ordre T,
Dans le cas particulierod E[dQ 1 =T (g ) =0, |'équa-
tion (23) qui décrit |'évolution du débit conduit & la relation

(voir ch. 11, § 2.2.4.d)

d@Q = o, d§g (31}

10
et |la densiTé ds probabl|i+é est décrite par :

-

g Pr

oz
o
-
(=]
O

9 Qz

ar
_I.
(o]
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68.5.  APPLICATIONS

Nous disposons, pour vérifler ces résoltats théoriques, des
données d'observation sur |'Ouémé au paont de Savé (figure 18),

Le bassin versant de ['Ouémé & la station du Pant de Savé a
pour coordonnées géographigues

7% 58" a 1g° 120 de latitudse Nord
12 3% a 3% 05 de longifude Est

C'est |'un des trois bassins crientés Nerd-Sud comprenant
toute la partie centrale du Bénin et qul correspond & |'Quémé supé-
rieur et & ses affluents, |'Okpara et le Zou.

Les caractéristiques géographlques, physiographiques et géo-
morphologigues du bassin de |'Quémé sont bien décrites par J. RCDIER
et J. SIRCOULON (1963).

Le bassin de |'Ouémé est |imité au MNord par le bassin de
I'Alibory gqui est le principal affluent béninols du Niger. La 1=
gne de partage des eaux, coulant d'une part vers le Nord en direc-
tion du Niger et d'autre part vers le Sud en direction du Golfe de °
Guinée, suit & peu prés |le dixiéme paralléle. Elle est assez nette
mais n'est marquée par aucun relief, Les |imites Duest du bassin sont
marquées par la chalne de |'Atacora et |e bassin fogolals du Mono,
tandis que la |limlte Est est formée par |e bassin de |'Okpara.

Le bassin de |'Ouémé au pont de Savé a une superficie de
23.600 kmz- Les relevés disponibles couvrent |la péricde de 1964 -
1978, |ls nous ont &S fournis par la Direction de |'Hydrauligue 2
Cotonou. Le regime hydrologique de toute cette partie supérieure de
|'Ouémé, communément appelé "Quémé Supérieur", est caractéristique
du régime tropical de fransifion et suit généralement |e régime des
précipitations. Cela conduit & des &tiages frés rigoureux en saison
séche et & des modules annuels faibles. Les plules s'étendent en ef-

fet sur six mols st leur répartition au cours de cefte période a une
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d'aménagement hydraul ique et de gestion de ressource en eau est lide
a |a connalssance des valeurs moyennes et des valeurs exfrémes des
débits de cours d'eau. Que ce soif pour calculer [es dimensions das
ouvrages de régularisation des débits que pour garantir |a bonne ex=-
ploitation d'un aménagement, 1| est nécessaire de pouvoir préciser de
maniére quantitative les variations Interannuelles. Le probléme ma=-
Jeur |ié & cette démarche est que la plupart des résultats sftatisti-
gues ne sont applicables qu'ad des variables indépendantes. Or, pour
une riviére donnée, les débits a |'instant t+ et & |'instant + +« 4T
ne peuvenTt &tre considérés comme [ndépendants gque pour des valeurs
de At supérieurss & un certain seuil qui est fonction du régime de
la rividre et de |'époque de |'année. Pour analyser la qualité de la
Ilaison entre les valeurs successives des débits, nous avons calculé
las valeurs des différents coefficients d'autocorrélation. On trouve,
pour le coefficient d'autocorrélation des débits annuels Py = 3:35%;
Au niveau mensuel et au niveau journalier, |a corrélation enfre les
valeurs successives est par contre bien significative. Les figures
20-a &t 20-b montrent |a fonction d'autocorrélation des valsurs men-
suel les et |e corrélogramme des débits journaliers.

Au vu de ces résultats, on peut conclure que les paraméfres dq
débit pourraient &tre étudiés & |'aide des lois statistiques si ls
pas d'échanti|lonnage est supérieur ou Sgal & |'année tandis que pour
At &gale & un jour ou & un mois, |'hypothése d'indépendance ne serait
pas vérifise.

Fort de cette conclusion, nous avons ajusté quelques lois par-
mi les principales formules pratiques que |'on renconfre pour |'&fude
des débits. D'aprés BOBEE (1976), les principales formules utilisées

gn pratique sont les suivantes

2. la formule de HAZEN
PRtk % _E_:NELE_

b. la formule de WETBULL
Pro(k) = ———

N+ ]




=

s la formule de CHEGODAYEV
k - 0,5
Pr (k) = W

avec N désignant la taille de |'échant!|lon.

La figure ( présente, pour les valeurs maximales Jjourna+
| Tédres annuelles, une comparaison de ces ftrois formules empiriques 3
| 'ajustement théorique par |a méthode des moments.

Nous avons cherché & présenter, pour chaque jour de |'annés,

la probabi | Tté de dépassement pour las valeurs suivantas

3 2 : < ‘ 7 :
- 10 m/s. (débit moyen du mois de juin gqul consfTitue |le début de
| "écoulement)

1
=100 m™/s. (moyenne interannuelle)

3 . - PO : E TRy
-200 m™/s. (moyenne sur l=s six mois humides de |'année - de juin &
novembre)

3 : i -
=359 m™/s. (moyenne sur les trois mois les plus forts - aoilt, septem-
bre st octobre].

L'allure de la courbe obtenue pour chaque cas ast représentée
par les floures (20- = .b.c)

La premiére critique que |'on peut faire & |'utilisation des
lols statistigues pour |'analyse des données disponibles sur | 'Quéme
au pont de Savé est que la longueur de |'&chantillon qui est de 14 ans
ast trop courte,

La seconde critique que |'on ferait & |'application des lois
statistiques 38 |'étude des débits est |iée 3 |a nature méme des phéno-
menes hydrologiques telle qu'elle a &té présentée et analysée dans ce
mémoire. En effet, on a3 montré plus haut (chapitres Il et II1), que
les processus hydrologigues sont des phénoménes naturels, ayant non
seulement un caractére stochastique mals aussi un aspect dynamigue.

En clitant une étude de KLEMES (1982), on a indigué que les |leis statis-
tiques, couramment utilisées en nydrolegie, ont &té mises au point pour
des &chantillons d'événements gqul se répétent et gui sont contrdlables,

Tandis gue |les phéncménes hydrolocgiques constituent des expériences

iniques et incontrdlables. A notre avis deonc, toute analyse des données




hydrologigues doft chercher & prendre en compte & |la fois les aspects
stochastiques et dynamiques.

De maniére infuitive, on psut dire que |'un des paramétres ca-
ractérisant |'écoulement d'un cours d'eau est |a durée des hautes saux.
Pour une riviére, caractérisée par un écoulement quasi nul pendant plu-
sieurs mois de |'année, les paraméires de durée revétent une importance
encore plus grande pour les aménagements hydroagriceles et la gestion
des ressources en eau. Cette constatation nous a Incité & chercher les

corrélations suivantes :

- corrélation écoulement - duréds Pad = 0,435
r

- corrélation racine du volume - durée By = 0.616
»

- autocorrélation des durées d'écoulement P, q = - 0.188
- autocorrélation des durées séches D o ° = €053
- corrélation durée séche - é&coulement Ps s = = 0.139
DUREE SEC  DUREE EcOUL.: IES, WaV.E
1 5%
28 334 %
e 37 133,
3 340 102, 7=
. 750 174. 79
e 14 0. 0n,
s can 129. 76
s £88 123. 67
2t e84 105, 25
o e96 22, 04
e oo 131. 81
135 1 : 34§.?9
' - 9
o ~eE 145, 73
138 275 P

; 183 8s, o5
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Le tableau ci-dessus donne la succession chronclogigque des du-
rées d'écoulement et des durées d'étiage absolu, Les déhits moyens par
durée d'écoulement sont aussi présentés,

Mais, dans la pratique de |la gestion des ressources en eau,
| 'absence d'écoulement (ou étiage absolu) constitue une situation ex-
tréme, la situation critique étant caractérisée par une valsur Q; don=
née, considérée comme caractéristique des basses saux. On définit dans

cg cas un paramé&tre :

C ket ~ % (33)
LTS
L8]

Qk

Dans |le cas particul ier od QT représente la moyenne inferannul-

lae, on reftrouve la variable réduite habituelle,
A partir de la relation (33), on peut définir deux &tats bien
distincts caractérisés par EE (it =0,1) el gus 51 caractérise les

hautes eaux et ED caractérise |les basses esaux, On a donc :

EI 5] n, > 0]
g = (34)

En prenant le pas de temps d'un jour comme unité et le débi+
moyen mensuel comme référesnce, nous avens représenté la fonction de
répartition des durdes des basses saux. Par analogle avec les fonc-
tions d'entrée,nous avons fait |'hypothése d'une é&volution markovien-
ne du paraméfre Ei . La figure (20-3) montre |a comparaison de |'ajus-
tement empirigue et des courbes théoriques obtsnues en utilisant d'une
part |les robabiliftés conditionnel|les markoviennes et d'autre part
| 'approximation par les poiynbmes d'Hermite. La figure (20-b) est ob-
tenue en pondérant les coefficients des polyndmes d'Hermite par un
coefficient emplirigue.

Dans |a figure (20-c), nous avons &tudié les fluctuaticons de

| "écoulement moyen mensuel. L'une des rsmargues qul se dégage de cef-

te étude est que |'approximation de la fonction de répartition par



les polynémes d'Hermite donne une précision acceptable. On remarque
en outre que les trois termes de | "approximation se superposent. Ce-
la traduit |le caractére gaussien du paramétre en &tude.

Les figures (21) donnent une représentation de |a fonction de
répartition des débi+s ot Une approximation gaussienne qui constitue
le premier terme de I'équation (29).

6.6.  CONCLUSION

L'une des conclusions éu? se dégage de |'Stude est que les pro-
priétés stochastiques du débi+ a I "exutoire du bassin dépendent des
propriétés dynamiques de | '"équation de Saint-Venant e+ du caractére
stochastique du débi+ d'apport. Ce dernier dépend de la géométrie du
réseau de fransport, des propriétés Physiographiques du bassin et du
caractere aléatoire des précipitations & |'entrée. Nous avons montré
Que la distribution du débi+ a la sortie du bassin versant el de cer-
tains des paramatres qui luf sont |ié&s peut 8fre représentde par une
approximation de Gram—Charlfer, proche de la loi de Gauss,
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Dans les chapitres précédents, |'anzlyse de |'évolution du cy-
cle de |'esau au niveau du bassin versant a permis de montrer la coexis-
tence d'un aspect déterministe et d'un aspect aléatoire (chapitre 11).
En inTroduisant une relation d'équivalence qui prend en compte ce dou-
ble aspect, on a obtenu (chapitre V) une bonne descripticon de |'évo-
lution de |a répartition des précipitations journali&ras par rapporT
aux migrations salsonniéres du F I T ; la prise en compte de |'entrée
stochastique permet d'aobtenir une bonne description de |'dvolution
des débits. On en déduit que |le modéle proposé fournit une bonne des-
cripTion du fonctionnement hydredynamigque des bassins versanTs.

Cependant, |'un des problémes posés par |'étude de la réparti-
tion de la précipitation en Afrigue de |'Ouest est celui de la longueur
des durées sé&ches. Le probléme de base est que |'applicaticn des mo-
déles markoviens |linéaires permet de décrire la répartition des du-
rées (qu'elles solent d'ailleurs séches ou pluvieusas) tant que cette
durée n'excéde pas une longueur donnée. Ainsi, par exemple, dans le
cas des stations &tudides en Afrique de |'Ouest, les durées pluvisuses
n'esxcddent pas quelques jours et sont bien décrites par |le processus
da Markov |inéaire ; par contre, dans |e cas des périodes séches dont
la durée peut sxcéder 200 jours, c'est le modéle non linéaire qui four-
niT un meil leur ajustement. On rappelle que le processus physigue qui
sert de fondement 3 |a description formelle présentée est la boucle de
rétroaction stabilisatrice, caractérisée par la llaison :

{ température | humidité | nébulosité | =albédo }

La question naturelle qui vient & |'esprit devant la catastro-
phe naturelle que constitue la sécherssse actuelle en Afrigue est
celle de la validité de cefTte description pour |la prévision des &véne~
ments futurs. Les probabilltés de passage qui découlent de ['analyse
des chaines de Markoy discrétes de différents ordries nu |8s probabili-
tés conditionnel les fournies par |a solution de |'dquation de Fokker -
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Planck - Kolmogorov resteront-elles valables pour des périodes suf-
fisamment longues 7 La réponse & cette gquestion falt Intervenir le
concept d'échelle.

MNous discuteons, dans ce chapitre, des possibilités de géné-
ralisation du modéle proposé, en &largissant |'échelle de |'&tude
au-deld du cadre d'un bassin versant. En effet, suivant |le mot de
KLEMES (1983) , "ume recherche rationnelle pour une conceptualisa-
tion significative en hydrologie peut se fatre en élargissant l'é-
chelle du phénoméne soit vers le haut soit vers le bas”. Pour jus-
tifler cet &largissement, nous ferons d'abord un survel rapide des

méthodes de prévision & long ferme.

Taile SURVOL RAPIDE DES MODELES DE PREVISICN A LONG TERME

" La pratique actuelle des mé&thodes de prévision 3 long ferme

ne profite pas des effefs d'échells fel qu'il a &té dégagé par

KLEMES ; on peut, en effet, ranger ces méthodes de prévision suil-

vant deux grandes catégories :

. = |es méthodes basées sur |'analyse statistique

= gt les méthodes utilisant les informations paléoclimato-

legiques.

7.2.1. Les méthodes basées sur |'analyse statistique

Elles nécessitent [a disponibilité des séries de mesure suffi-
samment longues et constituant une population unique. L'une des ana-
‘ lyses critiques les plus actuelles sur ces méthodes est celle, récen-
1 8 te, de C. THIRRICT &t M. ARNAUD (1985), En analysant |a série des pré-
cipitations annuel les observées & Toulouse depuis 1809, ces auteurs

| ant mis an &vidence des périodes différantes pour lesquelles il n'y a

"




pas recouvrement des intervalles de confiance. L'é&tude de |a répartfi-
tion dans |le temps de |la pluie interaznnuelle moyenne et de son écart-
type pour des périodes de longueurs caractéristiques données a permis
de confirmer cette constatation. |ls ont pu alors conclure que,pour la
sérle &tudiée, [| existe des échantillons quil ne proviesnent pas de

la méme population,

Ca résulfat va dans le sens de la justification des réserves
formuléss .par PEGUY (1978) sur |'utilisation de la notion de "période
de retour" en hydrologie. Celle=ci est en effet |ide au postulat de la
stabi | 1té temporaire du climat, Dire, par exemple d'une précipitation
de 150 mm an 24 heures & Cotonou gu'elle a une périocde de retour de
vingt ans veut dire qu'elle apparaftra en moyenne cing fois par siécle
ou, mieux, cinguante fols par millénaire, Mais Il v a une certaine am-
biguité dans une telle estimation, soullgnée par BLANCHET (1972), qui
a analysé les précipitations fombées & Beyrouth (Liban} entre le ler
décembre 1968 et le 31 jJanvier 1969 par un ajustement 3 une lol gamma
fncompléte. Cet ajustement donneralt aux 1105 mm de pluies -fombées en
ces deux mois une période de retour de 13 & 14 siécles. Mals on ne
peut prétendre falire Jouer sur une telle péricde une loi de probabi-
|ité pure, sans prendre en compte ['évantualité d'une dérive climati-
gue due aux phénoménes géophysiques,

Dans son analyse des modéles empiriques et causales en hydrolo-
gie, KLEMES (1982) indlique que "les méthodes statistigues couramment
utilisées ont &té mises au point pour |'analyse de grandes masses de
données provenant d'expériences répétables ef contrdldes. Dans la mo-

délisatTion hydrologique, ces méthodes sont appliquées & das &chantil-
lons de failles ridiculament petites générés par des expériences uni-
gues af Incontrolables ". Pour cet auteur, "du point de vue du con-

cepT mathématique des processus stochastigues auquel on fait appel de
maniére routinlédra, une série historigue d'un processus bydrelogique
asT un £chantillon de dimension unité,"”
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A la lueur de ce qui précadde, [l apparait nettement gue |'ufi-
|isation des lois statistiques pour |'&tude de |'&valution du climat
ne peut &tre envisagée gu'avec une certaine prudence. Les efforts de
ces derniéres années tendent & considérer les effets de dépendance
affectant les fermes de |la sérfe. A la notion de variables purement
indépendantes, on substitue les variables 3 dépendance stochasTique
(YEVJEVICH - 1872 , BOUVIER - 1883), Cas -derniéres sont représentées

par
X A) = g OF) + Yo (1) % % O) (1)

ol X1(1) représente la fendance générale. On admet que |'espéran-
ce mathématique du phénomé&ne évolue avec e Temps.

X (1) représente le mouvement cyclique. || est généralement le
fait des propriétés géophysiques du milieu naturel (rofation de |a
terre sur elle-méme, rotation autour du scleil, etc.), Cette composan-
te contient aussi bien la variation saisonnigre gue |'évolution pseudo-
cyclique & long terme.

ng+} désigne la varlation résiduelle & laguelle on atiribue les
propriétés stochastigues.

S1 les propriétés mathématiques de |a composante s?ucbas%ique

XR sont bien é&tudiees dans la |ittérature hydrologique (voir chapitra
(1), la prise en compte de Xo et X se falt de maniére empirigue en
considarant Xt soiT comme une constante, soit comme une droite fai-
sant un certain angle avec |'horizontale et Xn ost représentée par
une série de Fourler deni on cherche |es coefficients, (YEVJEVICH -
1972). Malheureusement cas différentes représentations ne sont pas
testables & partir de données d'observation et |= choix d'une repré-

sentation donnée pour X. apparait plutdt comme une question d'ordre

phi losophigue.




7.5

7.2.2. Utillsation des Informations palécclimatologigues

L'utilisation des informations paléoclimatologiques peut cons-
tituer une base gqualltative de choix du modéle mathématigue pour |a
prévision & long terme. || nous a paru utile de présenter rapidement
le fondement de |a méthode et guelgues ftraltfs caracteristiques de
|'évelution du climat en Afrique.

|| existe de nos jours plusieurs fravaux de syntheése gui font
le point des connaissances paléoc|imatalogiques,

F. ROGNOM (1974} a falt |z polnt des connalssances depuis
10.000 ans.

GERASIMOV (1979) a falt une présentation détaillée des problé-
mes |iés aux études paléocl|imatologiques depuls |'épogque plus loin-
taine ol notre plandte ne contenait qu'un continent unique appelé
"Pangée" et un Océan mondial .

D'autres travaux tals que ceux de SERVANT (1974), GULl (1974},
DUPLESSY et BOULANGER (1974), BOULANGER et ROYER (1976), LAMB (1976),
PEGUY (1979), PETIT-MAIRE (19B4) ont &tudié les divers aspects du pro-
bléme et donné une description des méthodes d'stude.

a. Fondement de £a méthode

Les principales Informations sur le climat du passé sont tirées
de ['interprétation écologique des données fournies par l|a paléobiclo-
gie, c'est-a-dire |'étude des restes macroscepiques et microscopiques
des planTes et d'animaux ensevelis dans les diverses couches géologi-
ques des continents et dans les sédiments au fond des |lacs et des mers.
Leur gualité est variable et on les trouve d'erdinaire par hasard. On
compleéte ces informations par |'dtude des types génériques des sols fos-
siles de crolte d'altération et des |ithosols se frouvant dans les cou-
ches continentales, ainsi gue par des données dendrologigues, archéc-
logiques et historigues. Cependant, le progrés fondamental pour |a pa-
léoclimatologie a &t& accompll par |e développement ot |a mise en ap-
plicaticn de la chimie isotopique dont |les technigues viennent compléfer




ou préciser les Informations obtenues par les techniques plus tradi-
Tionnel les.

Mais quelles que soient les fechniques de base utilisées, les
reconstitutions paléoclimatiques se fondent sur les principes gue les
espéces anclennes de plantes et d'animaux servant d'indicateurs paléo-
climatiquas avaient besoin de conditions climatigues analogues & cel-

les nécessalres aujourd'hul & des organismes wolsins. D'aprds GERAS|-
MOV (1879), ce principe s'applique aussi aux écosystémes (biccénes),
ainsi qu'aux couches d'altération, aux sols et aux aspects |lithecli=-
matigues généraux des couches continentales. Les reconstitutions ufi-
lisant les techniques géochimiques s'appuient sur les compositions iso=
topiques des précipitations, des océans, des coquil es fosslles. Elles
ne donnent pas foujours des résultafs trés précis mais permeftent cepen=
dant une description quantitative des caractéristiques paléoc|imatiques.

Dans le détail, plusieurs méthodes pesuvent &trz considérées :

= |es méthodes sédimentologiques appliguées a |'helocéne (les
méfthodes applicables aux glaces, & la couverture végétale, aux lacs) ;

= |es méthodes d'étude propres & |'holocégne (la dendrologie, les

documents historiques) ;

= las méthodes propres aux périodes antérieures & |'holocéne.

O T T

Les recherches paléocclimatiques faites par diverses méthodes ont
conduit & des généralisations importanftes en ce qul concerne |a racons-
TiTution des climats. Les données les plus précises concernent |es Tem-

pératures. Tout comme dans les &fudes géoclogiques, on distingue :

= les climats du mésozoique (il y a plus d'un million d'années),
caractérisés par des saisons chaudes, peu marquées, ot une distribution
concentrique des zones terrestras différentes par leur niveau d'humidité
(GERASIMOV - 1979) ;

= |es climats du pléistocéne (1,000,000 années B.P.) caractéri-
sés par des grands cycles alacialires at interolaciaires,les avances ef
les retraits des glaces gui sent accompagnées de fluctuations sustati-
ques du nivesu de |'ocdan mondial ;
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= |le ¢limat de |'holocéne (10,000 ans B.P.) proche de |'actuel,
mais cependant marqué par un réchauffement substantiel entre 5.000 st
4,000 ans B.P. (S5ERVANT - 1574, LABEYRIE - 1885).

Il nous a paru important d'examiner avec un peu plus de détail
la paléoclimatologie du territoire intéressé par la sécheresse actuel-
le. Ce territoire accupe une bande de 500 & 800 km du Nord au Sud et est
longue de 5.000 km d'Est en Ouest. en bordure sud du Sahara. L'é&tude
paléoclimatique de cette zone (SERVANT - 1974 , PETIT-MAIRE - 1984) in-
digue gque pendant |le paroxysme de |la derniére glaciation entre 20,000
et 12.000 & t1.000 ans B.P., des conditions d'extréme aridité régnaient
dans cette région, (massif dunaire jusgu'd la latifude de Dakar ou de
N'Jamena, endoréisme du fleuve Sénégal, asséchement quasi total du
Lac Abhé en Ethlopiel), ce gqui a entrainé une extension vers |'&quaTeur
du domaine désertique. Dans l|le sud du Camercun, du Nigeria, la forét
avéit momentanément disparu pendant une partie du plé&istocine supérieur
au profit de |la savane claire.

Mais peu avant |'holocéne, se ﬁrudui? un changement majeur (SER-
VANT= 1974) ; la forét s'est rétablie beaucoup plus au sud (Cameroun,
Nigerial), des lacs apparalissent dans foutes les pefites dépressions de
la vaste cuvette fchadienne ol convergent les eaux de |'Afrigue Infer-
tropicale (Chari, Logone). Tous les fonds de cuvette Importants, aepuiﬁ
la Mauritanie Jusqu'a |'Ethliople, &taisnt alors occupés par ces lacs
dont |'ampleur &tait |1ée & une période d'humidité générale qul a duré
Jusqu'd vers 7.000 ans B.P. Au cours de cette méme péricde ol s'est ef-
fectfuée la derniére mise en charge des nappes aquiféres, les pluies
étaient assez bien &taldes sur toute |'année, ce qui 2 pour autre. con-
séquence . de favoriser |'édvaporation. Cetfe période (12,000 & 8.000 B.P.
correspond d'aprés MOREL (1979), & un réchauffement mondial, Cependant
| 'extension exactes de ces premiers lacs de |'holocéne est moins facile
a délimiter que celle des lacs qui se sont développés & nouveau vers
§.000 ans B.P., aprés la petite phase séche vers 7.500 ans B.P, (PETIT-
MAIRE - 1984 , LABEYRIE - 1885),
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Dans |'ensemble ef selon SERVANT (1974), |e passage des condi-
tions trés humides de |'holoccéne ancien (9,000 - 5.000 ans B.P.) aux
conditions humides de |'holocéne moyen (7.000 - 5,000 ans B.P.) cor-
respond, au moins en Afrique centrale et occidentale, 3 |'instauration
des climats ftropicaux & salsons contrastées. Vers 6.000 ans B.P., les
zones climatigues actuel les &talent décalées de 500 & 1.000 km vars
le nord & |'intérieur du Sahara, Ce décalage correspond chronologique-
ment au maximum de réchauffement post-glaciaire de |'hémisph&re nord.

Mais depuis 5.000 ans B.P., |'évolution a &té caractérisée par
la superposition d'une série d'oscillaticns mineures a une sécheresse
de plus =n plus accusée. D'aprés ELUARD (1873), les plus marguées des
oscillations se situent vers 3.200 ans B.P. en Mauritanie et au Niger.
Les nagpes lacustres de la bordure méridionale du Sahara s'oriente
vers un asséchement complet et | ne subsiste actuel lement gue des lacs
résiduels, alimentés par le drainage des régions humides,

Cetts évolution indigue un déplacement probable de la limite
nord du domaine balayé par la convergence intertropicale en direction
de |'&quateur. Nous avens monftré, dans les chapitres précédents, |'im-
portance de ce phénoméne physique pour la répartition des précipita-

“fions en milieu Tropical. Mais d'aprés SERVANT (1974}, ce déplacement

estT contemporain d'un |8ger refroidissement dans | 'hémisphére. || pour-
P

rait donc s'agir d'un phénoméne plus général lié & |'évolution de |

quateur énergétique de la terrs,

7.3, ELABORATION DE LA METHODE DE PREVISION A LONG TERME

5
)

1.3.1. Justification physique

L'utilisation des résultats de la paléoc|imatologie pour faire
la prévision & |long terme a nécessité |'orjentation des efforts dans
deux dirsctions

= |'utilisation des corrélatieons entre zones climatigues diffé-

rentes =t

= ['utilisation de la notion de cycle.




On trouvera un développement de |a premi&re démarche dans

ROGNON (1974). La seconde démarche repose sur |'idée que les cycles
et pseudo-cycles observés dans les oscil|lations naturel les du climat
sont dus & des changements péricdiques de |'intensité du rayonnement
solaire. (GULI - 1974 , MOREL - 1979 , GERASIMOV - 1979). Or, |'idée
de base du modéle stochastique développé dans les chaplitres précé-
dents est fondée sur le principe d'une égquivalence entre le cycle
de |"eau et la répartition de |'énergie. A partir d'une interpré-
tation formelle de |la boucle de rétroaction stabilisatrice, on a ob-

tenu une description de |'Svolution du cycle de |'=au par la rela-
tien ¢

d3 =R {5 ; Yot a5 ;1) d8 (2}

En élargissant cette interprétaticn formelle de manidre & pren-
dre en compte |3 boucle de réaction destabilisatrice

{ température | nelge ou glace | =albédo }

on introduit un facteur de variabilité dans la répartition de |'éner-
gie. Cela apparaitra dans |'équation (2) sous la forme d'un terme
forcé z ( « )qui décrit |'&cart par rapport & la boucle stabl|isa-

d S5=R(8,z,t)dt+ olg,+t,2)d8 (3

Pour spécifier la forme de z, la premidre démarche consiste &
identifier les conditions dans lesquelles cette modification de la
variation de |'énergie peut intervenir.

On sait (KOCKARTS - 1982 pp. 44-45) gue le flux d'Snergie &lec-
ftromagnétique provenant du seoleil ef arrivant au somment de |'atmos-
ph&re 3 une unité astronomique constitue |a "constante sclaire" de
base. Sa valeur la plus récente ast de 1,367 x ID5 ergfcm_z 5*1 -
1367 % 107 W m=2




Comme cette énergie varie inversement avec le carré de la dis-
tance Terre-Soleil, une variation géométrique de la "constante solai-
re" se produit au cours de |'année. En janvier, la '"constante solaire"

>Wwm 2 et en Juillet une va-

atteint une valeur maximale de 1,41 x 10
2. D'aprés KOCKARTS (1982), cette variation

n'a aucun rapport avec des variations physiques de |'émissicn solaire;

leur minimale de 1,32 W m

e@lle résulfte uniquement de la géométrie du systéme Terre-Scleil. On en
déduit qu'une définition de z doit prendre en compte la variation
géoméTrique du systéme Terre-Solsil.

D'aprés LABEYRIE (1985 , p. 148), BERGER (1982, p. 507), cette
cause de variabilité de |'enscleillement de la terre a &té identifiée
depuis 1842 par le mathématicien frangais ADHEMAR qui a &tabli que la
variation de |'enscleillement de la terre est |iée & la précession des
équinoxes mais c'est dans |a premiére moitié du 20éme sicéle que las
bases d'une théorie astronomique des variations climatiques furent po-
sées avec les travaux de MILANKOVICH publiés en 1920, 1930 at 194
(BERGER, p. 508). L'idée de base est que toutes diminutions du rayon-
nement solaire regu pendant |'hiver favorise |'accumulation de la
neige et si cette couverture neigeuse ne fond pas pendant |'été, le
rayonnement solaire estival est réfléchi par la neige qui a un albéde
trés grand (80%) et |la température locale ne s'éléve pas. La neige
pourra alors conftinuer @ s'accumuler pendant des milliers d'années,
constituant peu & peu des calottes glaciaires, jusqu'd ce que sur-
vienne une longue période d'é&tés chauds.

Or, par suite des perfurbations apportées par les aufres pla-
netes, les caractéristiques de |'orbite terrestre subissent au cours
du femps de petites variations gul ont une influence sur la réparti-
tion du rayonnement sclaire incident :

= |la précession déplace la date de passage au périhélie (point
de |'orbite ol la distance au soleil est minimale) avec une période

voisine de 21.000 ans. A |'heure actuelle, ce point est atteint au

début de janvier, ce qui tend 2 modérer las contrastes saisonniers de

|''hémisph&re Nord.
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= |'ipclinaison varie de 1,5° autour de sa valesur actuelle
avec une péricde de |'ordre de 40.00Q ans, Cette varfation modifie
la répartition du rayonnement regu entralnant un déplacement des
cercles polaires et des tropiques ;

= |'excentricité de |'orbite varie avec une péricde Irré-
guliére de 90.000 & 100,000 ans et module |les amplitudes de la pré-
cesslion.

D'aprés LABEYRIE (1985 , p. 20Q), les péricdes fondamentales
de la théorie astronomique commencent & ressorftir clairement lors-
qu'on analyse par la méthode de Fourfer les cycles climatiques. D'a-
prads BERGER (1982 , p. 522), le modéle de MILANKOVICH a passé a |a
fols les tests de plausibli|ité statistique et physicue. En effet,
les nouvel les technliques d'acquisition, d'interprétation et de da-
tation des données paléoclimatiques flables sont maintenant dispo-
nibles. En conséguence, [l a &té possible de tester |a théorie as-
tronomique par |a méthode spectrale., || est apparu alers gue [a va=-
riance climatique sur 730.000 ans est concentrée dans la bande de
fréquence étroite de 19.000, 23,000 et 41,000 comme |le prévoient
méme les modéles lindaires les plus simples (IMBRIE - 1982, p. 528).

[l résulte de ces considérations gue |le terme forcé z va
dépendre de ces paramétres géométrigues du systéme Terre-Soleil. On
aura :

z = Z (e ) (4)

1 v Yz 83

avec e, - | 'axcentricité de |'orhite de la terre
e, - |'cbliquité du plan de |'acliptique
ey = la longitude du périhélie par rappert au point vernzal.
O'aprés les études de IMBRIE (1982 , p. 534), on peut prendre :

z = 8; *+ 3 8 sin { 8y = b) (53

ol a et b sont des param&tras d'ajustement.




Avec ces définitions, une formulation déterministe simple de

| 'équation (3) est donnée par la relation :

B . 1 B
= Ti Lz=50 (&)

d
d

ol TT est |as constante de temps définie par :

r Ty si le climat est & la phase de réchauf-
fement
T, =
i
T2 si le climat est 8 la phase de refrol-
dissement

La relation (G) définit |le modéle de IMBRIE. L'application de
ce modéle permet, d'aprés |'auteur, de dire gue |a "phase de refroi-
dissement qui a commencé voici environ 6.000 ans va se poursulvre
pendant les 23,000 prochaines années'". Ces résultats fournissent une
bonne indication de |'exploitaticn possible des modéles de prévisicn
a |ong terme, mais |la prévision annoncée devrait &tre considErée
avec une certaine réserve.

On pense en effet que la prise en compte conséquente des fTer-
mes d'incertitudes ast nécessaires pour apprécier a8 sa juste vajaur
les résultats de |a prévision du modéie, D'une part |'action de |'
homme ast devenue aujourd'hui |'un des facteurs d'incertitude, les
plus importants pour |la prévision & long terme du climat, d'autre
part il est certain que les causes évoquées plus haut ne sont pas
les seules responsables de |la variabilifté de la répartition de
|'énergie &lectromagnétique regue du solefl. L'une des propriéfés
les plus évidentes du systéme solaire est que tous les corps céles-
tas 3 |'intérieur de ce sysTéme sont =n rotation d'une maniére ou
d'une autre. D'aprés Mc CREA (1984), ce mouvement de rotation cons-
titue une propriété absolue gqui traduit le lien avec le reste de
| 'univers. GOUGH (1984) indigue que la rotation influence la fré-

quence des oscillations |ibres du soleil. Pour STEPHENSON et




; et MORRISON (1984), |'effet de marée (de la lune) constitue le

' couple de forces dominant dans la variation de la rotation de la
tferre mais il existe d'autres variations qui ne s'expliquent pas
par cet effet de marée et dont |'échelle de ftemps sst de |'ordre
de quelques décades & quelques millénaires. BROCHE (1984) [ndigque
gque le moment angulaire du systéme Terre-Lune n'est pas une quan-
tité arbitraire mais correspond bien 3 la corrélation masse~moment

angulaire des aufres planétes.

Des &tudes récentes justifient &loquemment gque |'on ne peut
pas attribuer toute la variabilité du flux d'énergie &lectromagné-
tique 8 la modification de la géométrie du systéme Terre-Soleil
mais que |'on doif envisager une certaine inferaction avec |'uni-
vers tout entier (Principe de Mach). Mais comme cefte interaction
ne peut pas &fre évaluée & |'état aciuel des connaissances, en pen-
se que la prise en compte des fermes d'incertifudes est nécessaire
pour traduire notre ignorance de ces phénoménes. L'introduction de
ces termes d'incertitudes dans le modéle différentiel de IMBRIE
doit permettre de présenter les résultats de prévision en ftermes
de probabilité. Ainsi, |a prise en compte des facteurs géophysiques
permettrait de donner un sens & |a probabilité d'événements multi-
millénaires.

|| apparaif, d'aprés fout ce qui précdde, que |'utilisation
de |la répartition de |'énergie peut servir de base de description
auss| bien pour ['évolution & court terme gque pour les événements
3 long terme. Pour faire apparaitre le lien entre ces deux &chel-

les extrémes de description, nous utiliserons les résultats du pa-

ragraphe (4.4.2) en faisant correspondre 3 des constantes de Temps
données des extensions spatiales bien déterminges.

7.3.2. Utilisation des effets d'échel le

La pratique guotidienne des météorologues monfre que pour pré-
voir le femps & 24 heures ou @ 48 heures d'échéances, I| est possible

d'utiliser les images de satellites géostationnaires, sifués 3



36.000 km dans le plan éguatorial. Ces satellites décrivent leur
orbite circulaire en 25 heures 56 minutes (durée du jour sidéral);
ils tournent dans |le méme sens at & |a méme vitesse angulaire gue
la terre. Tout se passe donc comme si, pour faire la prévision &
24 heures ou 48 heures d'schéance, i| faut considérer une structu-
re spatiale beaucoup plus grande que le systéme climatique plané-
taire.

De méme, on peut penser que si plusieurs millénaires d'chser-
vation empirique n'avaient pas forgé notre connaissance de |a succes-
sion des saisons et si les lois de |la physique n'avaient pas permis
la détermination des orbites planétaires, 1] auralt fallu une sta-
Tion d'obssrvation hers du systéme solaire pour prévoir, & partir
de |a situation actuelle, ce que sera la saison prochalne, En sul-
vant |le méme raisconnement, on pourrait dire que |es prévisions pour
une échéance du millénaire {(théorie astronomigue) nécessitaraient
un abservateur situé hors de |a galaxie. Donc, plus loin on se place,
plus long est |'&chéancier de la prévision.

Du point de vue conceptuel, on peut alors considéarer pﬂuf la
prévision & long ferme un systéme plus grand gue le systéme climati-
que planétaire. En cholsissant comme échel le de ré&férence le systé-
me& ayant une &chelle de femps de un an, le systéme correspondant
a une echelle de plusieurs années pourrait &trs désagrégé suivent
ce systéme unitaire de fagon que les obsarvations de |'année (i-1)
servent de fonction d'entrée & |'année 1. En tenant compte des re-
sultats du chapitre 4, on prendra le systéme unitalire sous la forme
lingaire. Alors, an appelant ¢ = @ + o, € ['&tat du systéme de
départ (i.e. |'état initial de |'année de départ), on obtiant le sys-

téme d'équations suivant pour la prévision de |'état final, ¥

E‘_'_I F

[

1 1 1
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Les relations (7) sont prises au sens des distributions de
Laurent SCHWARTZ. On obtient une description

au niveau du miéme Slément sous |la forme :

de |'état du systéme

d -m m d =(m=k+1)

o= +A) = & + T { + i) £ 0, €
" o4t k=1 d t ol

(8)

En utilisant les résultats du chapitre 4 qui indiquent gque
| "écart type est une fonction du nombre d'éléments agrégés et

sa valeur décroit lorsque ce nombre augments, on voit que |
{ ¥k, o, = aim) ) alors :

que
on a

m d ={m=k+1) m d =(m=k+1)
I ¢ =X} X0, 0, =0dgim I (— +)) x €
k=1 dT k=1 d t

Si I'on pose, pour décrire les termes d'incertitude :

d =(m=k+1)
(— + X ) X g = £
d + k K

alors |'application du théordme central limite condult 3 la variable



adimensionnel le gaussienne de moyenne nulle, en définissant les

£, comme des variables adimensionnelles de moyenne nulls :
m -
w = L Ek (9]
On va avoir :

d -m _
+ A x @ + 0 (m w 1)

¥ =X
m o4+
Dans‘ces relations (x) est mis pourle produit de convelution
On g pris A , coefficient des systémes, comme constant. Cetta sim-
plification est une schématisation de ce que peut &tre la situation
physique réelle malis elle permet de voir que |le probléme de prévi-
sion & long terme se raméne & |'&tude des opérateurs de la forme :
d m

D= (— + X)
d + :

Avec A = cst, on a :
-1 d =-m =AT G

07w i # N D W PR @ (1) .
d: + {m=1)1!

ol y () est une fonction de Heaviside.

51 A=A (m,*) est una fonction de im) et de (1), on ne peut
plus dire avec certitude s D est inversible ou si |'équation (B) a
un sens. On peut cependant, an adoptant un point de vue concepiuel et
egn dennant 3 A (m,T) des valeurs particul lé&res, dégager certaines
propriétés formellss de D.

7.3.3. Quelgues propriétés de |'opérateur d'évalution

S! |'on remarque que la plupart des structures qui infervien-
nent dans le systéme conceptuel &laboré svolue avec une péricde pro-
pra (révolution de |la terre, révolution du systéme terre~lune, ré-

volution du systéme solaire autour d'un cenfre galactique. etc. )




an peut considérer des ll qui soient constants ftant que |'on res-
te 3 |'intérieur d'une structure naturelle donnée. Alors, en partant
de 1'équation (7), on définit |'opérateur D sous la forme :

d

s
D=0 f(— =+ lJ}
J AF
o | est le nombre de strucfures naturelles considérées et m; est
le nombra de systéme dans chaaue structure naturelle. On sait aue
pour au'une exponentielle alj+ ait la période T réelle posiTive il
faut ot 11 suffi+ que o ™ = 1 ou blen AT = 2mi v, ; de I3,,

dédult A. = i Zalf i Al - 4~
on J ‘I = i '\.}J. T =1 U‘j ' ors .
-1 i -iwy, t L
D = & xif)e -~ (12)
() e = 17 1

L'évolution de |'état se présente dans ce cas sous la forme
de somme dé fonctions trigonométrigues. On sait que pour de talles
sommes, |e rapport des périodes constitue le paramétre primordial
pour la détermination de la tendance.

S1 les fréquences des composantes sont des multiples entiers
ou harmoniques d'une certaine fréguence fondamentales, alors |'évo-
lufion du systéme résultfant se falt & cefte frégquence fondamentale.

S1 le rapport des fréguences est un nombre raticnnel, le ca=-
ractére périodique de |'évolution du systéme apparait aussi neffe-
ment. Mais si ce rapport des fréquences ast trés grand, on n'obser-
ve pas de répétiftion dans |'évolution du phénoméne., Dans ce cas, la
vision que I'on a de |'dvolution de ce phénoméne dépendra de |'é-
chelle des temps considérée ot de |la définition des termes de bruits.

L'application de la série de Fourier pour la description des
séries d'observation hydrologique s'appuie sur la premiere hypothe-
sg, tandis gue |'utillsation des résultats de |a théorie astronomi=
que suggére un rapport des fréquences frés grand.
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On peut monfrer (AFQUDA = 198Q = Annexe) gue le systeme

d'équations (7) provient de la discrétisation d'une égquation de
censervation donnée par

3 h a F (b, 1)

+ = ¢ 13
g T 3 x

pour laquelle on a posé :

X
Vi =% 1 ° / B (F , %) dx
i i=l x
=1
i} 1 X aF(h, 1)
By = yoy e T X e
i =1 x
f=1
ol by = hyi
o
. 1 m
¢ = ——— [ otx, 1) dx
m ]

Dans ce <c¢as, =n Scrivant (13) sous |a forme :

h E h
g o g h ° g < - ° 2
et an comparant avec @
g h d x g b - d'h
3t  df ' ax df Lok

on déduit




Comme d'aprés |a définition

d -m
h = |im ™ [ Tm ‘d T AT O n G (17)
m =+ = ]
on dédult |
. II
d m_ _d : |
| im {d T X ) T {18)

m =+ o i ||

La relation (18) permet de passer d'un sysTéme ayant une sfruc- ]
ture complexe a un systéme simple et cette opération peut théorique- '
ment se répéter Tndéfiniment :

m m m
L = { lim .eeu lim [ lim nd‘*f + Agm) ) Yy Agimy) 1 2...*lv{mv] 3 ¥

Une telle description avait &té prévue par POINCARE dés 1901
qui indique (nauvelle édition - 1968 - p. 184) : Sans doute, st nos
moyens d'investigation devemaient de plus en plus pémdtrants, nous
dé&cuuriridns le simple sous le compleze, puis le complexe scous le
simple, puts de nouveau le simple sous le complexe, et atnai de sut-
te sans que nous putssions prévoir quel sera le dermier terme’. Cn
passe d'un niveau de complexité inférieur & un niveau de simplicité
supérieur par le Jeu des moyennes et des grands nombres, En effst,
comme |'indigue KLEMES (1983), "un £lément d un niveaqu d'échelle
dormé s'obtient @ partir de l'tnteraction d'un grand nombre d'éié-
ments de niveau inférieur. Il s'ensuit que les lois d l'échelle supé-

rieure expriment les moyennes ou Les intégrales des lois dominant

au niveau infériewr”. Ainsl, |'#quation (18) apparait comme une rela-

Tlon qul permet d'associer a plusieurs &lé&ments un &lément unigue.

D'aprés KLEMES, un aspect dominant de cette relation est gue, en pas-

sant d'un niveau de complexité inférieur & un niveau de simplicité

supérieur, la prédominance de |'aspect aléatoire faiblit et |'aspect
 déterministe du processus examlné apparalt en fonction du niveau de

complexité & partir duquel |'observation est faite. C'est aussi le
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sens des résultats du paragraphe 4,2,4, En sdmme, | Yaugmentation

du désordre avec le nombre d'éléments condult & un ordre gque |'on

traduit par un systéme unlgue. On retrouve ainsi ce que C.

THIRRIOT a appelé "le paradoxe de |'information, vue sous |'angle

de |'entropise'. On exprime ces falts d'observation dans la relation '

(10) en posant :

lima (m) =0 (200
m—=+ =
Il apparait, & partir de ce qui précéde, que |'élaboration
d'un modéle de prévision qul prenne en compte aussi bien |'évolu-
tion a court, moyen et long terme nécessite !

La définition mathématique de |'opérateur

_ d m
Drrl = td = # A (m,+))
telle que : .
T (ldentité) si m =0
Um = 4 Dm+n - Dm * Dn cz::'

. d
lim D = =—
> @ m gt

Une telle définition permettrait de faire un rapprochement
avec la famille d'opérateurs bornés appelée semi-groupe de contrac-
tion et définie, d'aprés BREZIS (1973}, dans E, une partie d'un es-
pace de Hilbert, par :

[ty | ¥& @ ,=4% 1}

et satisfaisant
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12, U ) =T i
o =
J 2°. Utk e )= U ) LU ) ¥+, % 0
3°, lim | () -6 =0 ¥e¢ € E
+40
a — -
40, |U[ﬂ¢1 E’t+l¢2|<|¢T ¢2| ¥0,,9, ¢E
¥+20

On salt que ce résulfat est une généralisation du thécreme
de Hille=Yosida gqu! indigue gue s! A esT un opérateur |linéairs défini
sur un espace de Banach E awvec la propriété que (I + o 27 st

défini sur E et
|1« am™! |] <1 a >0

alors, 7| sxiste, pour tout + 2 0 et & E

y () = lim (TR 5.6y (22)

| m=+ @

En outre y(t) est solution du probléme de Cauchy

d

T sAy=0, y(0)=¢ (23)

S1 nous considérons la formule exponentielle (22), en posant
A (m,¥) = =R avec A vErifiant les conditions du théorame de Hille-

Yosida, on peut écrire en utilisant la définition (21) :

viEr = lim (L 22 9™ $e rim e td—d¥+ TA e, LA
m+ m m e ok n m
s g (24)

La signification physique de |'opératesur Dy &rant précisée plus

haut, la relation (24) montre qus |a famille d'opérateurs définie par

Um n'est pas vide, ce qui constitue un argument de plausibilité pour




son existancs.

2%, On peut envisager la définition de processus stochastiques
plus généraux, indicés & |a fois par t et par m (+ &tant |a variable
temporelle et m la variable spatiale). Une démarche simple consiste
a posar T  ensemble des Indices : ( (+,m) & T ). 8i Il'en note E
I'ensemble des états, muni de la fribu B8 des partises, |2 processus
stochastigue indexé dans T et ayant des états dans ( E , 8 1 ,
relatif & un espace probabilisé ( & , T , Pr) sera défini par une
application :

(t , m) » Y, (1)

de T dans |'espace des variables aléatoires sur {1 & valeur dans
E . Dans ce cas, Yia (t) est un champ aléatcire. On ramdne ainsi le
probléme de |la prévision & |'étude d'un champ aléatoire dont |'évolu-
tion est déterminée par |'cpérateur 0

Dans |le cas habituel, E = R" et est muni de sa tribu boré-
lfenne et T esT une parties de Rd avec d = 1, Dans |le cas envisa-
ge ici, d > 1,

Les probleémes |1&s & la définitlon mathématique du champ aléa-
toire ne sont pas abordés dans ce mémoire. On pense cependant, compfe
tenu des résultats Intultifs rassemblés dans AFOUDA (1983), gque E
et T dolvent &tre cholsis de mani&re & préserver les propriétés
geéometriques de |'opérateur D donf | 'aspect essentigl doit rester la
|faison entre les 3challses de |'espace st du femps., L'importance de
catte |liaison intime entre les échelles de temps et d'espace a déja
81é soul ignde par KLEMES (1983) qul indique gue, lorsqu'une échelle
de Temps est donnée dans un modéle hydrologique, |e choix de |'échel=
le d'espace détermine le type de relation gque |'on cherche & ldenti-
fier. Mais cet aspect important de la |laisan entre les échelles de *
temps et d'espace n'apparalt trés clairement que |'orsqu'on se situe
dans le contexte relativiste. On sait gque le point sssentiel de cette
théorie est |'impossibilité absclue de séparer la mesure de |'espace de

la masure du Temps. En sffef, |a mesurge du temps ne peut &tre sépa=-

rée de |a gravitation universelle et celle-ci est une propriété




géamétrique de |'espace-temps, correspondant a une généralisation
de |la notion de courbure de la géométrie ordinaire. La possibili-
t& d'une sxtension relativiste &es modéles hydrologiques a été
envisagée dans AFOUDA (1982, 1983).

7.4. CONCLUS 10N

Face aux catastrophes climatiques que connaissent aujourd'hui
les zones intertropicales de |z plangts, |'une des grandes interro-
gations de foutes les sociétés humaines esT de savoir ce gue sera
le climat du futur. La réponse & cette question nécessite |'é&labo-
ration de méthode de prévision & long ferme qui s'appuie sur |'ana-
lyse des climats passés et présents et leur extrapolation sur le fu-
tur. Mais, compte tenu de |a grande inconnue que constitue |'action
de |'homme, ces méthodes doivent aussi &fre basées sur une connais-
sance approfondie du comportement gécphysique de notre millieu natu-
rel.

Or, tout phéncmé&ne hydrométéorologique peut se raﬁérer dans
|'espace et dans le femps, || possede, non seulement une extension
spatialse propre mals &galement une durée de vie propra. La pratique
guotidienne des méthedes de prévision monire en oufre que l|es perfur-
bations hydrométéorologigues sont identifiables par safellife puisque
toute perturbation est associée & un systéme nuageux Identifiable.
Mals,vues des orbites géostationnaires des satel|ites, les structu-
res des perturbations atmosphériques qui peuvent paraitre aléatoires
au nivesu |loca| apparaissent en fait comme parfaltemant organisées
dans |'sspace et dans le femps.

Nous avons uti|1sé ces faits d'observation pour degager un
opérateur d'évclution gui permet de prendre en compte dans une méme
formulation la notion d'échelle d'espace et de temps. La proprigté
essentiel le de cet opérateur sst de montrer |e passage de la sifua-
tion locale fortement aldatoire & la situation globale qui montre une

organisation spatio-temporelle régulidre.




Compte tenu de |'analogie formelle que |'on observe dans |a
description donnée par cet opérateur et les concepts habltuels de
la théorie de |a Relativité Générale, || nous paralt souhaltable
gue des études plus approfondies scient consacrées @ |la recherche

‘des propriétés mathématiques de |'opératsur.

Ce telles recherches pourraient, & notre avis, s'appuyer sur
les notions d'infiniment grand ef d'infiniment petit oris au sens
de |'analyse nen-standard.
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A

Schema 7.1.q Passage du complexe au simple

A _ Niveau de complexité inferieur
B - Niveau de simplicits superieur
Aj B =Aj1 Biy1=Aj42 Bi 42 =Ai43

Schema 7.1 . h

| Presentation conceptuelle des passages successifs

du complexe gu simple
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CHAPITRE VIII

CONCLUSIONS GENERALES




Le prohléme posé dés e début de ce mémoire présents deux

aspects

| = |g foncTiennement hydrodynamique du bassin wersant a7t

- |a péricdicité des phénocménes hydroleogiques.

Face & ces deux problemes, |le point de vue que nous avons
soutenu consiste & dire gue la réalité physique apparalt comme un
ensemble hiérarchisé st que Tout modéle qui vise & la descripticn
de |'évelution du phénoméne naturel deoit Inclure dans sa structure

une évaluatlion des Incertitudes |iées & |'&chells d'obsarvation.

' Nous avens ramené ainsi |'étude du foncTicnnement du bas-
] sin varsant & celle d'un systdme dynamigue naturel en insistant -
surl'importance des incertitudes et leur modélisation. La proprié-
té essentielle qul résulte de cette modél isation est |le caractére

markevien de |'évoluticn de |'snsemble du systéme.

Ls présentation du pancrama des medéles antérisures permet
de voir que, bien gue la modélisation des fonctions d'entrée par
les chaines de Markov dliscrdtes soit courante en hydrolegie, |'uti-
lisation des équations différentielles stochastigues constitue uns
approche nouvelle, Auss!, il nous a paru utile de tester la validité

de la formulation gue nous avons proposée sur |'Svolution des diffe-

rents paramétres du systéme.

Pour é&tudler la fenction d'entrée, nous aveons infrodult un
principe d'sguivalence enfre le cycle de |'eau st la répartition de

|'énergie. Cette éguivalence est hasde sur la boucle deréactions

stabl | [satrices constituée par |la |iaisen :

[ température | humidité | nébulosi+é | albéde }




8.2

La traduction mathématique formelle de ce principe d'équi-

valence, sous forme d'équations différentiel |les stochastigues, nous
a permis de refrouver |e caractére markovien de la disfribution jour-
naliére des préclpltaticns an Afrique de |'Cusst. Le rdle tout parti-

culier de |"évolution du Front Inter-Tropical a &tE-mis en relisf.

Nous avons analysé, & |la lusur des travaux récents, |'influen-
ce du réseau hydrographique et considérd |'influence de sa géométrie

sur la réponse du systame,

Une évaluation des termes correctifs apportés par |'hypothé-
se stochastique, sur la description de |'évolution des débits de sor-
tie, a été faite. On @ montré notamment que cette dvoluTion peut é&tre
Traduite sous la forme d'une éguation différentiel le stochastigue.

Enfin, la derniére parfie de ce fravail a éte r%sarvée a la
recherche d'un modéle d'évolution & long terme. Nous proposons un mo-
dele de prévision & long Terme qui doit permeftre de faire dépendre
las grandes tendances de |'&valution de notre milleu naturel des pa-
ramétres astronomiques de la planéte, Ce faisant, nous avons pu ra-
trouver une description formelle du milisu physique prévue dés 15901
par POINCARE. Quelques propriétés de |'opérateur d'évolution qui ré-
sulte de cette description formelle ont é&té& présentées.

Cependant, les problémes |i&s aux propriétés mathématiques de
| 'opérateur n'ont &t& abordées que d'un point de vue conceptuel. 1|
nous parait souhaiftable gque des Studes plus approfondies soienT consa-
crées a |a recherche des propriétés mathématigues de cet operafeur.
Compte tenu des résultats Intuitifs déj& obtenus (AFOUDA, 1983), nous
pensons que lutilisation de cet cpérateur et |'extension du principe
d'équivalence peuvent permettre une description compl2te de cette ho-
mothétis interne de nofre milieu naturel dont parle MANDELBROT dans

son |livre sur les objets fractals.
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A. Afouda

The Simplified Conceptual Watershed Model

A large number of schemes have been proposed for the representation of the
Hydrologic processes in the land phase of the hydrological cycle, but they are
generally too complex for the parametrical modelling of the rainfall-runoff pro-
cess. A description of these models has been made by Dooge (1977). This study is
based on the simplified model shown in Fig. 1.

This model makes a distinction between direct storm response and baseflow
and also between the movement of soil moisture in the unsaturated zone and the
flow of ground water in the saturated zone.

This simplified catchment mode! has thus two main components: that is, the
component of overland flow (direct storm response) and the component of
underground flow which is in itself a component of several processes, A detailed
description of inter-actions between the two components is given elsewhere
(Afouda 1974) and it can be summarized as follows: the unsawrated zone is of
main imporiance in that it separates the total amount of waler into two major
parts: the overland component and the underground component. The processes in
the unsaturated zone also comprise depletion of soil moisture by evaporation and
transpiration soil moisture movement. The resuiting overland flow can be positive
or equal to zero. As a response to the change in the stream stage, due to the
overland runoff, the base flow decreases and inflow to the aguifer can oceur (i.e.
the baseflow can be either positive or negative). These model features are given in
the form of block diagram in Fig. 1.

eobed Dverland g,ltu
Tranafara.

Separation
—j decarding
e Eif)

LnEscEE.

Sranaf.
s, i) g,51L)
i

Fig. 1. Simplified catchment model.
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Mathematical Description of the Model

Now, let x be the total storage of water not yet discharged from the watershed and
be defined by
z=lE) = [ (ofl1)-@{x)idt
;II

where
plz) = I{t)=E(z);

1it) 1s the rainfall intensity and E{r) is the evaporation flux in the watershed: O(1) is

the discharge at the outlet from the watershed. Let x,, r, be the volume of rainfall

nol vet discharged from the watershed and thus in surface and subsurface storage.
Conservation of mass yields:

£13

If the action of the unsaturated zone is characterized by a parameter z(3)
depending on the water content, then x, and x, are related to the total volume by
the following relations.

z, = [1=23(8)]= (2]
T, ==2{8) 2 32

zi8} can vary from 0 to | and physically it depends on the rainfall intensity, the
antecedent precipitation and evaporation and the soil properties. For any given
soil structure however, this parameter will largeiy be governed by the amount and
distribution of moisture in the soil. The soil structure is assumed as constant and
zf2) is approximated as a function of soil moisture only. ;

Further, wheno(t) and Q(r) are designating the input and the output of the
system, the lumped continuity equation for the system is given by:

dz(e) e .

S 4 Q) = ple) (42

and the momentum equation will have the form
gli):= Gla; 5l8) 3 0i8) 5 &]

Eqgs. (4) and (5) can be combined to obtain

E2(E) . gz ; 2(8) ; 002) ; £]

(&)

Eq. (6) describes in principle the dynamic behaviour of the hydrologic system in
study, and together with Eq. (5) it constitutes the state equation.
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Explicit Formulation of the State Equations

In a previous paragraph we have considered the system to be composed of two
subsystems of which one produced the overland runoff and the other produced
the underground contribution to the watershed response. This decomposition is
now used to specify explicitly the state equations of the hydrologic system.

Let us consider the overland component characterized by x,(1), 4t); g.(t)
which represent the rainfall volume available for overland transformation and the
input and the output of the subsystem respectively. As previously, the lumped
continuity equation for the subsystem is given by

dz; (%)

and the dynamic egquation takes the form
g, tey= g fo & p. t) (8]

As it will be demonstrated later that hydrological analyses have shown that a
simple power relationship can be assumed between discharge at the downstream
end of the catchment and the corresponding surface storage over this catchment,
@, can be assumed to be given by

st (3}

g it} = £ =
If x4ft), 04f1). g.(2) are the total amounts of rainfall volume available for under-
ground transformation and the input and output of the underground subsystem

respectively, the same argument leads to the following equation

dz, (t)
- ¥ (&) = p, (&) {10)
q;(t) = g, (z, 50, 3 ) o TN

It will be demonstrated later that g, (x: 0,: 1) can have the form
qs (8} = gy =, (&) (123

Now Egs. (7), (9) and (10), (12) can be combined with (1), (2) and (3) to yield the
equations of the system as

d2f) o o oslada(s) +e, [1-3(8)1% [2()1F =5 (2) (13
Q) = €,2(8)2() + &, [1=2(8)1% L2(£)1* C14)
where

g; is the coefficient of underground transformation
g, is the coefficient of overland transformation
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and the other parameters are defined as previously. Egs. (13) and (14) are explicit
forms of Egs. (5) and (6).

From Eqs. (13) and (14) it appears that, although the system is described in the
lumped form, it remains non-linear,

Non-linearity is introduced by the parameters z(8), ¢,, . which characterize
the system and summarize the information about the past history of the system.
The basic assumption made is that for all

e ) = = [ﬂ“g?iﬂa”t:;ai%'-tzl

at 1, and all p(r) for t>1,, knowledge of x(r,)and o(r) uniquely determine Qf1) for
the same time interval.

In fact this is an approximation as the hyrological system of a watershed is well
known to behave in a way that is dynamic, non-linear and stochastic. Neverthe-
less, for the moment this deterministic approximation of the physical process can
be accepted.

Further, non-lineanty 15 mntroduced by the power relationship between over-
land flow and the storage. This non-linearity is of a dynamic character and related
to the turbulence processes while the first mentioned non-lineanty is related to
the structural characteristics of the watershed.

Solution of the State Equations

Parameter estimation - Since the parameters of Egs. (13) and (14), summarize ail
the information about the past behaviour of the system, it can be expected that
available information on the past behaviour of the system allows for.their
objective estimation.

Esrimarion of z(g) - From Egs. (2) and (3) it appears that the estimation of z(g)
involves either the knowledge of x and x, or the knowledge of x and x, . Let us
define

. = ! (rl{1) -q, (1))dr

where r(1) =p 1) is the infiltration rate. This infiltration rate can be estimate from
soil physics or hydrologic models of infiltration and ¢, can be evaluated utilizing
traditional hydrograph separation methods. It is not the purpose of this study to
present in detail these methods and their validity. Basic information and discus-
sions can be found in classical hydrological textbooks such as Roche (1963),
Eagleson (1970). Remenieras (1970), Overton and Meadows (1976), and others.

The mathematical expression for both z(¢) and other parameters is here
presented.
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Suppose that rr) and ¢, (r) have been adequately evaluated, then z(g) can be
estimated from the following:

t
J- (r(t)=q, (1) JdT

SEEY - (15)
t "
J (plr) =g(1) )t

%o

For a given rainfall event z(#) is thus the ratio of the volume of rainfall not yet
discharged from subsurface storage and the total amount of water not yet
discharged from the watershed. When calculated from past events, z(3) is a
constant parameter for each rainfall event. Hence the mean value can be estima-
ted for a particular watershed by:

-~
-
(i ]
et

mn
z. (8)
1‘£1 +

A=

where 7 is the number of storms considered.

Estimarion of <, - From ground water flow theory, it is well known that under
appropriate assumptions (Rorabaugh 1969, Dooge 1973), the contribution of
groundwater to runoff for a uniform rate of recharge 1s given by

o =
qz?Tﬁé’- I exp{-iz G t} 172
!’::133151 - aw

where ¢ = the horizontal flow per unit width and for one side of the watercourse.

ho = the maximum elevation of water table
T = the transmissivity coefficient
5 = the underground storage coefficient
a = the distance to the topographic divide of the ground watershed

It has been shown that as r becomes large and if (T/a?5) ¢>0.2 the first term in
the infinite series will dominate and the outflow will approximate that from a
single reservoir (Dooge 1973).

Taking this result into consideration and bearing in mind the knowledge of I;
then g, can be calculated from

2
M {18)

EI = —
Ya?ss
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Thus =,, which is the coefficient of underground transformation is shown to
depend on the transmissivity, the underground storage coefficient. the size of the
watershed and the initial saturation condition. Hence 1/ £, which corresponds o
the time constant for this linear groundwater reservoir is related to the characteri-
stics of he watershed by a physics based expression.

Estimarion of £, — Among the parameters 1o be determined <, and & are the most
familiar to hydrologists. These two parameters can be easily derived from the
kinematic wave theory. Henderson (1969), Eagleson (1970), Woolhiser (1977)
Overton et al. (1976) have discussed the governing equation of this approxima-
tion. Following Henderson's analysis on the order of magnitude and taking into
account the kinematic wave results, the momentum equation for overland flow
can be written in the form:

-k - ] k G
= = 4 f.-'l'l,iq-—l_:—' = £13)

M
|

= the Chezy resistance coefficient or laminar resistance coefficient
= the wetted area of the section

the bed slope

A = the watershed area.

=]
|

®

-
(]

Eagieson (1970) has shawn that for laminar flow & = 3 and for turbulent flow &
= 5/3. However, for a typical vegetated surface the flow regime may vary
between laminar and turbulent. Horton found that for natural surface k = 2. As
noted by Eagleson this result is supported by the results of other investigaiors
when dealing with surfaces varying from clipped grass to tar and gravel. .

The above analysis leads to the following expression for =, and 4.

Hence, ¢, depends on the surface characteristics of the watershed i.e. the slope,
the Chezy’s resistance coefficient which describes the effect of roughness and the
degree of vegetated surface, the watershed area and the wetted area of the
channe! cross-section.
The parameter # gives the indication about the degree of flow turbulencs.
Thus each parameter of the model has a precise physical meaning, and together
they describe the dynamics of the watershed rainfall and runoff transformation.
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Mathematical Derivation of the Solution
The state equations of the system is now given by:

dx

- o llzflz:a = pl¢) (222

Q(e) = A, =24+, 2° (23)

where

J"I =g 2 (2u}
. - 1

J‘z E‘[‘F z] (25}

Eqgs. (22) and (23) can be solved using the local inverse theorem as presented by
Halme and Orava (1972) and applied to hydrologic systems by Afouda (1974).
When appropriate initial conditions are found, the solution of the state equation is
given by:

3 & .
” d
z{z) = J‘-"J ko ft, 00 1) 1 ple=t, )dr, ...dr (26)
J‘"E'" g o 9! Joga=n e J
If we call
t
L, = J ol dp (=1, )dyy £27)
1] s
the linear part of Eq.(26), then
k, = exp {=2, 1, } “(27a)

The ki Kernel functions for the non-linear components are derived from the
following convolution product =

Xpom =k Gk 5 Y os ) (28)

x .
v gmg P =]

The discharge is then given by:
13 t

n £
Qle) = 7} JJ By (0, .207.) 0 ple=Tpddt ...dT, (29)
t=1 /y a : L T % ! L

where the H; (t; 7, .. 7;) Kernel functions are obtained by appropriate combina-
tion of Kernel function &; in accordance with Eq. (23).
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Discussion

The following discussion deals with the theoretical aspects of applicability.
Whether the developed model has a good performance in practical applications
has yet to be proved.

Comparison with earlier models = Most of the earlier physics-based models are
devoted either to overland flow studies (kinematic wave theory) or to the
transient saturated-unsaturated flow-studies.

Nevertheless Smith and Woolhiser (1971) have presented a physics-based
mode! that combines the differential equation for overland flow with infiltration
from rainfall. The infiltration model developed in the form of Richard’s equation
was combined with the overland flow equation formulated as a cascading kinema-
tic wave equation. The model presented in this paper allows for the use of the
complete infiltration equation when z(9) is to be found for a selected rainfall
event. Moreover, in Egs. (13) and (14} the combination of overland flow and
underground flow appears clearly through parameter z(#) as an internal coupling
while in the studies of Smith et al. an external coupling was obtained between
overland flow and infiltration. It should also be noted that Smith et al. did not take
into account the effect of underground flow and the effect of evaporation,

Another physics-based model that combines three dimensional transient satura-
ted-unsaturated subsurface flow and one dimensional gradually varied unsteady
channel flow models has been developed by Freeze (1972). But as reported by
Natale et al. (1977), the computer implementation of the model uses programs that
are very complex and requires a large amount of cumputer time. Moreover the
model was concerned only with base flow generation. The model studied in this
paper deals with the major components involved in the complex runoff process
that occurs in a watershed,

Parameter variations — The parameters involved in the mathematical formulation
have been shown to have precise physical meaning. The accuracy in estimating
the watershed behaviour are of course relatad to the approximations made on the
parameters, in particular z(g).

If z2(6) = [; #P(t)>0 the watershed response take the form of underground
contribution
Ifz{8) = 1: p (1)<<0; that is I(t) =0 then o{t) = -£(1) and 1) = -E(t). Assuming Q1)
=0and £ = ng (8,-%) Eq. (30) is obtamned:

dz _ _ .
2z ﬂaiﬁu 'E'g} (30}

where
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Na IS an atmosphere transfer coefficient
%, refers to the soil moisture at the soil surface

and 8, is the surface moisture content which would be in equilibrium with the
vapor pressure existing at elevation 4 above the soil surface.

If 2(8) = 0:0(1)>0, the model corresponds to the well known Horton-lzzard
model for urban studies.

Ifz(8) = const.# 0: 5(#/>0, fora given interval we necessarily underestimate and
overestimate the volume of infiltration for dry and wetted period respectively.
This is the reason why time invariant model linear. (linear reservoirs IUH), as wel]
as non-linear (non-linear reservoirs, Volterra series) overestimate the low flow
and underestimate the peak. The performance of the model could be improved if
the values of £ are considered for each appropnate subinterval. In summary the
parameter z(g) together with £, and &, relate the internal dynamics of the system
to the input-output and contribute to the answer (o the question » What is going on
inside the black-box«.

Advantages of the Volterra Series Formulation

The solution of the state equations assuming a time invariant system lead to the
Volterra® series representation of the watershed processes. This form of represen-
taton has earlier been applied to hydrologic systems by Amorocho and Orlob
(1961), but their result did not have widespread application because of the
difficulties involved in the identification of the non-linear Kernel function. The
problem to be solved was that of the non-linear deconvoiution which is a
complicated inverse problem. The formulation given in this paper is a well defined
problem (in a mathematical sense) which lead to separable Kernel functions
which are more easy to handle. A major advantage is that the solution can be used
in its analytical form (directly or with the multidimensional Laplace transform),
provided the input function is known in its analytical form. An example is given
for the Horton-Izzard model when () = Py = const. Then

=

2 i
z(z) = ] :::" JJ Ir_,l.".'-_.”'rjj

[| = L8

'Tu {t-?ihrrl . ..:T;-

b 1 v L
where u(t) is a unit step function. By simple calculation and algebraic transforma-
tion

1
of 31 il
z{z) = - tanh[egl ol ¢ and Qlt) = e, tanh [a1 2, £]
E
2
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Conclusion

One of the basic ideas of this study is to consider a watershed as an inseparable
environmental unit which consists of the input- the storage — the output. Any
combination of the action of the major components (overland, underground) must
preserve this physical unity. It has been shown that the interaction of these
compenents through a defined parameter z(8) together with a lumped formulation
of the continuity egquation preserves the environmental unity and satisfies the
theoretical physic laws of the system. The obtained mathematical formulation of
the system introduces the concept of a state approach to watershed modelling.
The parameters of this model are shown to have precise physical meaning and
they relate the internal behaviour of the system to its input — output response.
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Analysis of the

Rainfzli-Runoff Transiormiction Process

Abel A, Afouds
Universitd National du Bénin, Cotonou

Considerabie effort has besn expended on the theoretical aspects of the appli-
cabilly of the unsteady [ + eguations to natural overland flow. The major
difficuity when these equations are used to simulate watershed flow liss in
estimating the fnction factor for natural situation. In this paper a generalized
frictivn factor is introduced and 2 kinematic relzationship which describes the
skinematic statews of the watershed surface is proposed. The resulting equa-
tions far unsteady free surface flow is 3 kinematic wave approximation. These
equutions are solved anglyically and the solution obtained in the form of
integral senes.

Introduction

Because the reletion between rainfall and runoff is one of the most important
probiems in hydrology, it has been the subject of many studics in these recent
years. So there are available in hydrological litterzture a wide specirum and
reasonab!y acturate mathemalica! models for rainfull-runoff modclling, These
modils have been presented and commented on by Dooge (1973). On one hand,
most of these models were lumped and did not give any infofmation about the
physics of the transformation process involved; on the other hand the one dimen-
sional gradually varied flow equations, which constitute the basic equations for
unsieady overland flow, were always simplified when applied to watershed flow,
Thus hydrologists have introduced a pi ra of models, based on the simplifica-
tion of the fiow equations »each of which reflects a small portion of hydrulogic
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reality, together with gross empirical simplifying assumptions based on the perso-
nal judgement of the individual modeller« (Natale and Todini 1977).

The major difficulty when flow equations are used to simulate watershed flow
lies in estimating the friction resistance for natural sitwation. In this paper a
generalized friction factor is introduced and a rational criteria for the choice of the
simplificd equations is proposed.

Tre Rough Surfzce Flow

One of the watershed flow charactieristics is that water moves through a medium
strewed up with vegetation, stones and other roughness elements. Boundary
roughness here is much greater than that encountered in ordinary hydraulic strus-
tures. As noted by Woolhiser (1975), at low rates of llow, the roughness elemeris
protude through the free water surface, and at high rates of flow, the boundary
geomatry may change in time and distunce because of erosion. This is a confinna-
tion of Wooding's analysss (1965), who suggested to deline the depth as the
volume of waler per unit area (averaged over an arca larger, compared with the
dimension of the irregularities). However, since on vegciated surfuces the plunt
leaves and stems may offer more resistance to flow than the soil roughness, the
geographical areas needed will be so Jarge as to be tepographicaily homogensous.

Piysically speaking, the trunsformation process in the watershed flow contains
various sequential phases such as infiliration of rain water which forms the pro-
duction process, surface flow, prompt subsurfzce flow, and underground respunse
which forms the transformation process and the stream flow which is the propaga-
ticn process. Each of these main processes can be described by appropriate flow
equations. The transformation process is better described by the partia! diflerenti-
al equatiuns of gradually varied unsteady flow, known as De 5t Venant Equa-
tions

'E"z‘ + ‘g“'g = qﬁ:,ﬂ (1)
%—S*U%*g%—g’“g(f"u’:“qg £2)

where ¢ = q,-q.. and ¢, is the rainfall rate, ¢, ic the rainfall loss (and wili be
described later). U is the local mzan velocity. and H, the local depth; [, is the
slope of the watershed, J is the friction slope, and @ is the discharge resulting from
the transformation process.

If Egs. (1) and (2) should be used te describe flow over and through the
watershed (Fig. 1), the basic principles usdorlying the theory of hydrodynamics
must be applied. Ciic of these principles s:ates that a fluid, moving relative to a
solid bourdary excr's a force oa the boundary. Thie first is shear stress which gives

o4
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Fig. 1. Defininon sketch of natural overland Aow.

nse to forces tangential to the surfuce. The second is pressure variation along the
surface that causes forces normal to the surface (Bear 1972). The vector sum of
the normal and tangentia! surface forces integrated over the entire surface of the
considered body give a resultant force. The component of this force in the direc-
tior: of the velocity is calied drag force. The total drag force is the sum of the
frctional and pressure components and is defined by the Stokes' Equation (Bear
1972)

F, = cpfz,l 5 (3)

where Cp is the totai drag coefflicient and is a function of Reynolds number Cp =
24/Re. § is the frontal area normial to the velocity V. .

In this study it is assumed that roughness, plant lzaves and stems are uniformly
distributed, and their influence on flow per unit length can be simulated by that of
spherical grain. Then if the drag cocfficient per unit length is defined by

£y = ﬁ,;, (4
n- will cheracterize the watershed surface, and mo — will be a coefficient varying
stov.ly from 1 to 0 as the flow varies slowly from laminar to turbulent. Wooding
(1965) has noted that for vegetated catchment the flow regime may vary betwsen
laminar and turbulent. Nevertheless, a value of m, = 1 will be assumed hereafter
for simplicity. =

Thus, it appears that if the flow functions U and A should be determined by the
coniinuity and dynamic equations (Egs.(1) and (2)). the form of the friction slope
J must be sperified by other parameters such as v and Re, (the Reynolds number).
It will be proved that n is a function of the Froude number. Then the roughness
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influence can be better appreciated if a flow through it is compared to flow
throvch a medium chosen as reference, i.e. if the similitude parameters are defin-
ed and calculated.

In hydraulic studies, normal flows are generally accepted as reference. Then the
following normalizing quantities are defined:

U,-nermal velocity, H -normal depth, L,-a normal linear dimension of the wa-
tershed.

At this juncture if the general flow equations (continuity and dynamic) are
reduced 10 the dimensionless form by expressing the variables in terms of dimen-
sionless parameters which describe the scale of the water flow compared to the
normal flow, it will appear that the two universal parameters which are meaning-
full for the watershed flow are Reynolds number Re and Froude number Fr.
Hence, along with the continuity and the dynamic equations, it 1s necessary to
have two additional relationships to describe the watershed flow, These relation-
ships must take into account the specific charactenstic of the flow through the
medivm, and thus must allow for an objective evaluation of vy; moreover they
miust adequately describe the influcnce of viscosity forces. These relationships
musi have the following forms

Be = fy(Re,,n,T) ¢s)

Fr = filFp, ,n,T) (s)

where [ is a parameter which daseribes the frictional forces. However, it is more
convenisnt to eliminate Re, and Fr,, the Reynolds number and Froude number
for normia! flow accepted as reference and to write these relationships in the
followizg forms

P = f, (Re,Fy) : (7)
n = f (Re,Fr) (B)

Estimztizn of the Friction Factor

Considzring the probizin shown in Fig 1, it aproers that the transformation
piceess in considerution involiz: a typical catchment {low in the sense given by
Woaoding (1985) and whose deptlhs is iy; an interfiow i.e. flow in the purous surface
stratum k;, with high permeability specified by Ishihara (1971), and lastly after the
soil moisture storage is satisficd, a ground-water flow resulting from ground water
recharge h;. For simiplicity it is assumed hereafter that A; = 0 and then g, the
deep infiltration rate is convidered as the loss. Overland catchment flow and
interfiow are considered.
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Overlznd Catchment Flow

For channe! flow, the friction slope (or energy gradient) is usually evaluaied by
I'_rl

- (9)

Yy < TTR

where C is the Chezy coefficient
R is hydruulic radius
V, is the water velocity
The catchment flow is a rough surface flow. When one accounts for the additio-
nal drag coefficient introduced by the roughness, the friction slope for overland
flow will be
: TP,
Iy -{ﬁ+!—gav$ €10)

Interfiow Comzonent

It is assumed that the porous surface stratum can be simulated by a porous
medium made of spherical grains cach of diameter . Then the number of such
spheres in a representative elemental volume of porous medium that forms a
cylinder of length d?in the direction of the flow and cross section dS can be
evaluated from the equation (Bear 1972).

_ (1=-p)ds di
n, = ._ET (11}

where P is the porosity of the medium

B is a coefiicient which accounts for the geometry of the grain. For a spherical
prain B = x/6 and grains other than spherical [ /6

For a single sphere, the Siokes’ Equation for drag is given by Eq. (3), writiez in
the form

So (12)

where V; is the local velocity and So is the surface of the sphere. Taking into
account the effect of ncighbouring spheres, a coefficient & is introduced (Bear
1972). Then Eg. (12) may be written as

- Aud, ¥,

F i (13)

Taking V', as the average velocity of flow around the purticles (grains) in the main
direction, it may be defined as the ratio of specific flux (apparent velocity) to the
porosity (Bear 1972, Polubarinova-Kochina-1962)

- Va _ .
]-"l = = (1u)
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The total drag force is given by

P, = Py ' (1s:
Now, assuming tha! the body forces in the motion equations are due to gravity,
the total drag is divided by the weight of water to give

Ny Fy

¢y = FEEE {18)
By inserting the value of v, Fg, and V3, and evaluating So = Adj /12 the follow-
ing equation is obtained

2
.FI = P3 m—c V f1‘.’3

This relation is interesting in that it brings out the particulur importance of the
Reynolds number for the friction slope and gives an explanation to the deviation
from Darcy’s law and thus gives the fundament of the non-Darcian flow extensive-
ly studied in recent years (Bear 1972; Chevauteau et Thirnot 1967).

The Generztized Friclion Factor
Assum=z now that the catchment flow and interflow have the same direction, then
the whole watershed system can be considered as a layered porous medium where
fiow is parallel to layers, V| and V;, ‘are the upper layer and underlayer flow
velocities respoectively and their corresponding discharges per unit widih are Q,
and (s by and Ay being the respective thickness and H = hy + hy the total
thicknzss, The total discharge is @ = @ + Qa.

If one wishes to consider an equivalent velocity such that the same discharge Q
vil! be conductzd through the same aquifer of thickness A such that

g=04d (12)
undwr a given gradiont J, then the velocity U must have the following form
h
v = :5{1-%.:4?,-;. (12)

By compuring this relationship with the relations for V, and V; and taking the
gradient to be the same for boih flows the following equation is obtained

h 24g8d 27 h
Fom 2gC*R | 2 2
e Uoneem 7Y o (T
24g8d P? § h B,
29cR 4
*Uggieem) Cxoeme) O W (20)

Introducing a quantity T such that
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v hizte e uclalxr,. When P = Zu/Re, LA Fnl.fs

For a smooth surfacen=0anda,, =0, then C, =Cin,, =n, =T,
Wien hy = 0, we have

BRI
T -’I: 53 m:fp (25)

Assume d, 10 be some length dimension of the porous matrix. For example if d,
should be a length dimensicn representing the elemental channel of the porous
ri:edium, then the Reynolds number will be defined through porous medium Re =

2dy/v (v being the kinematic viscosity of the fluid). However in porous medium
studies, it is customary to employ some representative dimension of the grains for
dy. Bear (1972) mentioned that the mean grain diameter is often taken as the
eiigeh dimension d,. Sometimes dyg or dsg are used. Collin (1961) Suggested d, =
(*ir) '* where k is the permeability and p the porosity. Ward (1964) used k', In
ail cases the Darcy-Weisbach frction factor I has been defined for porous media

s
?an v

.= (26)
ther d, is defincd by
rﬂ V;
l‘."n = —m 27)

Neverthicless, Fanning using analogy with overland flow gives another definition
for the fniction factor in porous medium
)
r, = 2884 (22)
Vi
Continuing this analogy, one can define h; = R = dg/4 then the friction factor for
porous medium is given by

r = L Py (29)
i.e. the friction factor for porous medium depends on the porosity and the drag

coufficient,
VWhen Cp = 24/Re, then

p = 2A =P 1
) p! .1

which has the form of Fanning {riction factor.
Thus it is pruoved that Eq. (22) gives 2 more general form of the friction facton
and is valid for channel flow, overland flow and flow through porous media.
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Estimation of the Kinemezlic Relalion

Considering a smooth surface flow (Chezy's flow) as reference for overland flow,
now, with normal depth H, and normal velocity V2 = C*RI, it follows from Eq.
(10) that

2afal-1)

8= ST (30)
where a = V,/ V,; or introducing Froude numbecrs
. 2¥ Y- = = y
o _F{{F:r'f ."Jr"]I S

Fr, and Fr, are Froude numbers for the rough surface and smooth surface flow
respactively. For the normal flow J = [, and

. 21‘“ { 1 - 1 3 (32)
o1 H, ."rtz Fr:

Paramzter C; has dimension (L"), If reduced to dimensionless form by introdu-
cing the reference length L, we have
c, = -:'.'115l= = 2{!.'1— RDJ (332

where K, and K, are the kinematic parameter for rough surface flow and smuoth
surface fiow respectively: (K, = [,L, ! H,Fr?). Combining Eq. (33) and th¢
delinition of C; (Eq. 4) gives

Rek, Rek, )

n =12 [T = T H (3u])
This parameter has again a dimension of (L™'). It is convenient for the purposes of
analyses to express Eq. (34) in a dimensionless form. Thus one obtains

Ly o )
= - T K (38)
L, n /2 is a dimensionless quantity characterizing the roughness of the medium
and L, n /2Re is equivalen! to a kinematic numbser. Thereflore, Eq. (35) will be
called the kinematic relationship. It expresses the relationship between the rough-
ness of th- surface and the kinematic parameter and thus it can be used to
determine the {riction slope.

X

The Simplifled Dynamic Tgualion

For th= purposes of analyses, write the dynamic equation in the following form

st
-
1]

J= Iy =te2 s (38)

d

b

l

g1y _ 4@
+9‘333 g

M
s =
(=%
H
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Fig. 2. Relationship between the kinematic equation and the Reynolds number.

This equation has been used to classify gradually varied flow problems into
kinemtic wave problems and dynamic wave problems. From Eg. (36), it can be
sren thai discharge (or veloeity) is a function of the dynamic equation. When it is
expressed as a function of depth alone, it may be derived from the continuity
equation, The latter approach is called the kineinatic wave approach and the
fominer, the dynamic wave approach.

The fundument of the kinematic approach has been widely described by Woo-
ding (1963}, Eagleson (1970), Woelhiser (1975) Miller and Cunge (1975) etc. The
gist of the theory is that, the kinematic appruximation applies if Froude number is
less than two: Fr < 2, and the dynamic approach if Fr <1, when Fr > 2, the
kinematic approximation breaks down.

Woollisor and Ligzett (1967) have proved that Kinematic approximation is
valid for K, = (L, I,/ H Fr,) > 10. Following these authors, the condition Fr, =
2.1 < Fr, <2and K, > 10 will be assumed to hold throughout the discussion.

From Eq. (33), the condition for Reynolds number is

nA,
Tf. < e € = (37)

The lower limit of this double inequality depends on the definition of L,n/2.
Sctving K, = 10, Fig. (2) shows the relationship between the kincmalic equation
(Eq. 35), the Reynolds number Ke, and the value of L ,n'2 describing the water-
shad surface. In its general form, the kinematic relation (Eq. (35)) is similar to the
friction factor obtained for the rough surface flow (Eg.(24)). £.n2 = 0 descnibes
the smooth surface flow. In this case, the lower limit of the Reynolds number is
zero. When Lon/2 = 1,000 the kinemutic relation is identical to the Fanning
friction facior. However, the lower limit of the Reynolds number is Re =33, It is
assumed in the following, that the Reynolds number induced by the equivalent
velocity U is larger than this value.
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Now if
Len 4
KI- > T-ﬁ? + Jf, (38}
the kmtmah_c approximation is applied, then J = [ and
v= (31,22 (39)

There is a unique rclationship between depth and discharge and depth will be
normal for uniform flow at that discharge (Woolhiser 1975). R = H stands for
hydraulic radius and is approximated by the depth. T is the friction factor and is

evaluated by Eqg. (22). Since the friction factor is a function of depth, a coefficient
a (H) can be defined

Sgf 1
u{F!)=(r$-£.—9}-J= (40)

then the discharge is expressed as a unique relation of depth
i =
§ = afZ) 82 = ¢(H) (81)

Eq. (41) is used in kinematic approximation theory assuming o = ¢ st and instead
of exponent 3/2 an exponent m, which accounts for flow variation from laminar
(r1=3) to turbuicnt (m=5/3) (Eagleson 1970), Though exponent m accounts for
the variability of the roughness, the influence of the friction factor is underestima-
ted when a is assumed to be constant. Eqs. (22), (24) and (25) show that a is
constant only for smooth surface flow. The Kinematic relationship (Eq. (35))
accounts for the variation of the flow from laminar to turbulent (Fig. 3)).

If
Lfn
£y <Tﬁ¢ Ko (‘-I-?J_

the kinematic approximation will not remain valid any longer. The character of
the flow will be governed by the Reynolds number and the parameter Lon/2.
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Fig. 3. Schemnatic representation of the Kinematic relationship Re = est.
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When Lgn/Z = 0 (Smooth surface flow), J is evaluated by Eq. (36) taking I =
When Lgn/2 > 0 the value of J will depend on the Reynolds number and :}-..:
Froude number explicitely introduced by coefficient €y, and J will be E\'alua[:;‘u
from Egs. (21) and (22),

Thus it can be concluded that the kinematic Eq. (35) describes entirely 1he

watershed flow, and along with Eq. (22) determines the transformation Process in
the watershed.

kna!g_r:!m:{ Soiution of the Watsrshied Flow

When Eq. (41) is combined with Eq. (1}, a system of equations which describes
adequately the watershed flow is obtained. This system of equations has beun
solved for a = ¢st by the methods of characteristics (Eagleson 1970, Overton and
Meadow 1976) and by various numerical methods using finite difference schemes
(Woolhiser 1975). An analytical approach is considered hereafter for a mors
general case a = a (H).

In applied hydrology, when distributed parameter models are used to describe
the watershed behaviour, the major problem is the areal information availability,
Information on the areal variability of hydrologic parameters can be gathered only
by means of dense netvwo:' : of measurement stations. Because of the large cost
involved, hydrologizal information are avai! *le, only in form of areal average
velues, Thus the accurecy of the distributed mode! is affected by the lack of dara
specifying the bounduary and the initial condition, rainfall input distribution ete.

To match the modsz! with the practice, vanous metlhods are used to transform
the gradually varied flow equation into a lumped hydrological modzl. A detailed
review of these mcihods is ziven by Miller and Cunge (1975). The approximated
scheme described by Muzik (1974) is adopted here after, (Fig. 4).

Consider the distributed paramater g (x,¢) and Q (x,1) indicating the rate of
rainfall excess and the discharge to be lumped into a finite number of input and
ecutput variables respectively. g, and @,, (where i = 1,2 ... n). For each pair of
input-output the continuity equation is considered in the »hydrologic forme« (Doo-
ge 1973, Thirriot 1874), by integrating Eqg. (1) over a correspondent watershed
reach to obtain

dy

2T AT

dy: .

T = % Tyt (43)
du
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Y ) & M
y.
Fig. 4, Definition sketch of overland flow simulation by interacting reservoirs.
where
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g, o= — B (z,t)dz
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$§ = J gqlz,tld=
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In matsix notation Eq. (43) can be written in the form

fus)

Eq. (44) is the continuity equation and equivalent to Eq. (1). The dynamic equa-

tion is given by

¥ = v[r(e);t]

(us)

Noting that Eq. (41) expresses the discharge as a unique relation of depth, Y (v,)

can be developed in Taylors’ series in the neighbourhood of y, (1,) = 0
m
Gt (E):t) = ol
ooy (2);8) £ a..(e)y% (t)

¥, =
g

Eq. (44) then transforms into

(5
L

m
= b
;',Ez-‘ dlli‘l?. o

2
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where
il 1"'If ®y ‘
gt :
:-'_Jt- - - ¥ -r;- g i H g = =
d-["'r. 7
az | I | on )
r—-a]j 6 * 0 0 0 0°)
ais "::j : 0 0 ] 0 !
AIJ." - . - - 0 - - * * - .
g 0 Ta,_, @3 ! 0 }
0 o " 0 + Cparg Bxi }

Reservoir approach is of widespread use in hvdrological modelling (Miller et al
— 1975}, Therefore though this system can be sql.2d numerically without tao much
Gilficulty, it is worthwhile to derive an approximative but analytical solution which
gives more insight and permits a theoretical comparison with varous existing
reservoir model.

In terms of the system approach theory Eq. (47) is a non-linear vector differen-
tiz! equation which describes the state Y (1) of the considered watershed and Eg
(<3} expresses the output as a non-linear function of this state. The system of Egs.
(<7) and (47) can be solved using the local inverse theory. (Ialme and Orava.
1872).

Define the following operator

Ay = (xced; o T oAy (u8)
S N

A () is 2 polynomial operator having homogeneous components

g¥

D (¥ = [¥(e ); 3-',:1:']] (s3)
Yy = [0;A4.%. {502
ﬂjd ) [o; ¥ ;] .

The invertibility of polynomial operator has been discussed by Halme et al
(1972) for a large class of non-linear equations. It is easily observed that for D, (V)
the inverse D, (¥) exists and with regard to the set of puir formed by imitial
condition Y(r,) and input function can be represented in the form
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¢
7NN = xpCe) = 8Ce,e 20D +J oCt,5)0(E)ds ¢s1)

-
]

where in the general case @ (1,f,) is the # X n fundamental matrix of the system.
The fundamental matrix for Eq. (45) and (47) can be evaluated by means of the
Laplace transform. Suppose for simplicity in the reasoning that A, = csr and
denote the Laplace variable by »s«, then taking the Laplace transform of (49)
yields after some calculation, the following form for the fundamental matrix

o

1 0 : 0 0
s+a . .
a
s+ ]‘E + b a+: . 0 0
By gV EEy T
n=7 =2 '
= n 3 '
BHS &% e 1
n-1 n=1 g+g
I (s+a, } T (g+a. ) (n=3h
i=1 T gmi * :
n-1 n-1
I 2. N a
gm1 1 =y b : %y 1
n n « Ls+e Ig+a R
M (s+a,. ) T (s+a, ) . kn=33a n? &
g €1 : 1
L o2=1 =1 .

It can be proved (Athans and Falb 1966, Sevely ot al 1973), that the fundamen-
tal matrix verifies the foliowing properties

a) (e, .6, ) =17T
b) -a'%nc,z,)- A (e)ale,t,)

&) Ay (e) = Sace,e)

t=2,

d) @(e,t,) = l’nnfft) !_lltul where ¥ . is a matrix which

nf

columns dre solution of the unforced system.

e) it ,¢,) = &, 2, )0(e; 8, )

£ feCe, e, 017" = sz, ,2)
t

g) det(alt,t,)) = expl( I trace A, (E)dE]
“
"
where trace 4, (£) = Qi LE)
J ££1 i
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Whe-ﬂAj':l:Tr
8t,t,) = dle=-t,) = exp(4, (£-5,)]

By definition of the system ¥ (;) = 0, and in general it is possible to define a
system such that Y (t,) = 0 or to introduce a new variable Y™ = Y () =Y ()
such that Y™ (¢,) = 0; then, Y, (r) can be written in the following form for time
invariant system

i
EL(r! = J g(z-E)plg) d4E (52)

%

where Y, (/) is a column matrix element of which has the form
x ot ,
yppt) = ) J k, o (E.809, (8)dE
v=1 7, !
and
g k=1
:u’!(t,Ei = E T a,exp [-a_h{ﬁ-!:” {53)
TEY L=V
Now Dy (V) is obtained from the knowledge of Eq. (52) which expresses the
linear component; the vector column Y are formed, and the v'" element is obtai-
ned in the following form

3 u
yo(e) = E Ve
1 =1 "";,r'"

%:Hﬂuiatﬁ’:: vz G KB, L, ,_.dg__.j

When this expression is used to calculate ¥ the resulting equation is a column
matrix, elements of which can be rearranged in the form of integral series

~ k k kK f ¥
cht} = I { I T E J ...J h:u',

u=1 £1-1 ‘.Jl-ll b 8 -1 LR

L.

6g (B Voon 8y (B, M8, o0 dEy )

Eq. (55) is  generalized systers approach solution for overland. rainfall-runoff
transformation process. The advantage of Volterra series representation has been
discussed elsewhere (Afouda 1978). A theoretical comparison with same reservoir
approaches is only made here after.

When n = 1, m = 1, the single linear reservoir approach is obtained which is
widespread use in hydrology. « (#) reduces to
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t

k{s) = alt) exp(—J’ alE)dE)

L .
for time varying model, and to a simple exponential expression when a = est.
Coefficient a is often taken as an empirical coefficient. The genera! approach
presented herz allows for the calculation of a from Eq. (41) and Eq. (22). When
the friction factor is presented in a simplified form, Eq. (24), the following form is
obtained N
3 e % Sus
a =3 Ui T )
e

Ifn =2, m =1, acascading linear reservoir approach is obtained. This case has
been investigated in laboratory by Muzik (1974). When Eq. (24) is used for the
friction factor A; = cst, and if g, 20, q; = 0, (i = 2, 3 ... n), the Dooge approach
(1959) is obtained. When the Dooge boundary conditions are used, () will
have the fullowing form

n =2 " -1 =g..t
1 4 s
€)= § (=) (1 (Z—-L) & * (55)
i=1 il w=1 1 u, !
In the particular cases of the Nash conditions a;; = @2, = ... ¢

k(1) = ey (at)"7' 79 (57)

Ifn=1, m>2, asingle non linear reservoir approach is obtained. The solution
for this approach has been proved to have the form of Volterra series. (Afouda
1976, 1978), and « (r) are appropriate combination of exponential.

The case whenn— = , m <= is of interest. Considering the linear component

k t
by le) = VE'TJ :u_,!{smﬁwvi-ﬁ}dﬁ
a

It can be easily seen from the definition of the system that if n — &7, this linear
componsnt will tends towards
&
Blzst) = J e_(z;t; 80qlz, 804 {58)
[}
The task now is to evaluate x_{z,t,E) . From the definition of the linear
component,
': E IEc k-1
k (z,t,8) = lim n a,, expl-a.,(t,£)] (59)
kew {=1 {21 {=1 *° LA R
Since k — = , a;; tends to a fixed value a; and Nash condition is obtained. Thus
the internal summation is equal to
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: X 1 k=1 -a,t
-:_(:r,t,g] = lim E m{ﬂ.ltJ e

= L .G;.m-tal T e"ﬁltdtaln}

(80)

k_(z.t,E) is found to be constant everywhere and equal to Heaviside

function
k(2. t,E) 8 ulz,t,E)
Hence the linear component is
i3

B(=,t) = J ulz,t=E)gl=z,£)dE
[

The resulting discharge has the following form
t

=1

m o J
Qlz,t) = I I Btz 4,00 T qlz,60dE, ... dE;
-

Fei 5

Where
= & F+1
R 2808 = L jeg 1 uteit-E s
Now derive the solution from the distributed equation

aF 33

- e
m

g = Ia:.Ed
g=1 7

The total differential of H(x,t) is

By comparing with the continuity Eq. (64) yields

& = qtz,t)
m

- R
A
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(62)

(63)

(6u)

(E5)

(66}

(67}

(B8)
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Solving Eq. (67) for H, yields Eq. (62), and the resulting discharge can be easily
deduced in the form of Eq. (63).

Thus it is proved that when n — « , the generalised lumped solution tends
toward the distributed solution of the kinematic wave theory.

Conclusion

Considerable effort has been expended on the theoretical aspects of applicability
of spatially varied unsteady flow equation to overland flow, In this paper, a
generalized friction factor has been introduced to describe resistance to storm
water flow over a natural watershed. This theoretical relationship has been proved
to be valid for smooth surface flow, rough surface flow and flow through porous
medium. A Kinematic relation which accounts for the roughness of the watershed
surface has been preposed. The similarity between this kinematic relation and the
friction factor has been underlined. This kinematic relationship determines the
applicability of the kinematic flow theory and the approximation of the friction
slope. When kinematic approximation appli¢s, an analytical solution can be obtai-
ned in the form of integral series, The lumped kinematic solution has been proved
to tend towards the solution of the distributad approximation when the dimension
n of the fundzmental marrix tends to infinity.
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Emde théorique de modeles
de transformation pluie-débit

en milieu semi-urbain ("
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Section de mathémacdque,
Université nationale do Benin, Cotonou

HESUME

Le Pm.ﬁﬂm. da la rrnmfarmmian de la plu.ia an débit d'fcoulement esi ['un das problemes majeurs gm i€ posens aus
hydrologues ot aux fechniciens de assaintasement des centres urbains. L'extension ropids de la vills et [absence d'un
réseau d'assainissement adéquar rendeng rris délicat [ problimae da {"3vacuarion des saux da pluies & Cotonou. La préisence
por androtss d’une végdtation semi-urbaine, "absence a’une diclivied mocrics (la vills est plate er la présence d’uns nappe
phréatiqua o faible profondeur v soné fovorables & la stagnation des soux ds pluies o d "inondotion, ef rendens irés
difficile ladaptation des modéles conceptuels classiques qui servent au calcul des résesux d’assainissement.

La bus de certe étude est da construire, 3 perir des équations classiques de Navier-Stokes, un madéle mathématiqua
de ransformation de la pluie ¢n dibit qui puisss servir dans le calcul des réssaux d'assainissement a Cotonou ¢ aslleurs.

Aprés avoir fait una analyse crifigus du modila de CaQUoT qui a servi au caicnl du riseau d’assainizsement sexistant
actuellement & Cotonou, on propose sur la boss des observarions +n cours sur ls ruissellement sn milien urbain un schima
da transformuiion <n trois diapes da la pluie en débis: itape da production, 'itaps da transformarion « [ftape de
propagasion.

Bien qua les résultats obtanus soisnt & un seads sncors théorique, Mexamen des différentas possibilitéds L"application
monire que le modéle propesd est une géndralization des différents modéles 4 réservoirs utilisés ¢a et I dans la pratique
hrdrologique. En outre, las résultats obtenus itablissent de maniére sxplictia la relarion qui exists entre les modéles
conceprusls & rdservoirs ot les Squarions de Navier-Stokes, basdes sur des considérations paysiques.

ABSTRACT

The transformarion of rain into flow discharge is one of the main probdlem facing the hydrologisis and technicions
in charge of the improvement of the sanitation of urban centars, The fast expansion of E‘atﬂnau and the lack of an appra-
priate urban samwerage nencork make the dispesal of rainwater difficuit. The presence hers and there of a semi-urben
regetation, the lack of flow generaring siope (Coatonou is flat) and the extstence of a shallow pirectic water ars propirious
lo roinwater stagnancy fmg foods. Such condirions explain the difficult adaptaiion of concsptual models that are used
for the caleulanion of urban drainage neiworks,

The goal of this study is to sioborare with the classical Navier-Stonss equarions ¢ mathemarical modsl of ratin-
discharge transformomon that could be wsed for the calculatian of Cotonou urban drainage network and oiher places.

After a crirical analysis of the Caguor modsl primary chosen for calcularing the existing network of ths town, a
schemna of rain-discharge transformanion is proposed on the basis of observations in progress on the urban runof. This
scheme i3 consisting of three stepa: produdion, transformation and. floed routing.

.ihhnugﬁ the results obtained bv this wav are sitll theor=ric, i1 appears by examinanng the diﬂ'erem puuiﬁifiﬂ:es ‘Jf
application that the proposed model is a generalization of the various tank-type modeis used for hydrolegical purposes.
Moreover thess results demonsirate the relationship exisang befween the conceptual iank-type models and the Navier-
Jtokes equarions, hased on physical considerasions.

1) Cet article sat uns version dtendue da ls communication 20 4-3 présentés aux premitres journdes scientifiques do 'UB teoues
4 Cotonon [es 10, 21, 12 décembre 1979 par ["anteur.
Can. O.R.5.T.0. .. sér. Hydrol., rol. XVII, n= 2, 1980 Tl
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1. INTRODUCTION

Depuis ["achévement des travanx du port en sanx profondes, 'importance économique de la viile de Cotonon
pour ls pays d’abord et pour la sous-région ensuite, s’est acorne considérablement. Appelés i servir de point &y
transit pour le trafic entre le Ghana, le Togo et lo Nigenia, la ville sert également de principal acces i ["océan Adan
tique pour MNiamev, la capitale du Niger. Cotonou est devenne donc un aud de transit international et 20 toms
quence sa population a régnlidrement augmenté. Capendant ls nivean d'arbanisation et |'Infrascrucrare nrhaim
restent Tagiquement insurfisants.

Un probléme capital posé par les variadons du cvele hydrologique ¢ i€ i ['insufisance des infras
arbumines est ceiui des inondadons. 4 Cotonoum, intensits des precipizatons stmosphériques 29t teils que |"2bsensy
d'an résean d'assainissement piuvial adéquat se raduit non seulement par des inondadons provisoires. mais 4
ment par des destructons définitives des chanssées et des cases. L'étade du raisseilement dans ce milien semi-
devient ainsi une des tontes premidres adcessités.

Par aillenrs, "implantation da port de Cotonoa en modifiant le régime hydraulique du débouché
1 suscité [a construction d'un barrage. Cet ouvrage pourrait avoir sofTe autI=s consequencss, d'aceroitrs les o
d'inondarions de la ville de Cotonoa. [l est done urgent de proposer des mesures propres i prévenir de telles conss
quences et d'établir an plan cobérent de lutte contre les inondacions 3 Cotonou, d'établirun programme d’zssainise

- Cai 0.5 T.0.M.. sir. Sydrel, sol. XFIL 2o L 00
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ment qui permette de réaliser anfin une harmonie entre "homme ot le systdme complexe qui compose son environne-
ment naturel. Toutefois, le succés de toute action dans le domaine dépend de la disponibilité d'informations compré-
hensibles et de données nouvelles sufisamment abondantes, qui permettent l"application conséquente des méthodes
robabilistes. I1 faut du temps pour obtenir ces informations alors que les nuisances que créent les inondations et
précarité des conditions de vie des populations commandent de prendre des décisions pratiques et immédiates,

Le but de 'dtude théorique qmi va suivre est de construire i ?m des équations de Navier-Stokes at en
s‘appayant sur les caractéristiques physiographiques et géologiques de la ville de Cotonou, un modéle mathémarique
de transformation de la pluie en débit. La présence dans la ville de Cotonon d'une végétation semi-urbaine. relati-
vement dense par endroits, et ['absence de déclivité motrice y sont favorables i la stagnation et a ['infiltration de
'eau de pluie. L'intensité des précipitations, la présence d'une nappe phréatique i faible profondeur st d'un svstéme
lagunaire qui ["alimente concouramment avec Feau d'infiltration rendent difficile "adaptation de modiles concep-
tuels classiques de rnissellement.

Aprés uge analyse critique du modile de Caquot qui a servi au calcul du réseau d'assainissement
sxistant actuellement i Cotonou, on propose un schéma de transformation en trois étapes, de la ploie ea débit. On
procéde ensuite i une apalyse critique du modéle proposé,

2. FORMULATION CONCEPTUELLE DU MODELE DE TRANSFORMATION PLUIE - DEBIT

2.1, Lz swopzre pe Ciquot

La nécessité de trouver une formulation analytigue pour décrire les relations pluies-débits a condwit les hydro-
logues i développer trés tdt une multitude de modéles bien souvent empiriques pour simuler ce phénoméne phvsique.
L'on des modéles les plus employés est le modéle de Caguot qui permer théoriquement de connaitre le débit de
poinea ) (Ty) de période de retour Ty, i partir de la connaisaance des caractéristiques physigues du bassio versant.

Seit en effet un hassin versant urbain caractérisé par sa surface 5, sa pente movenne L,, son coefficient de ruis-
sellement Cp, 2t qui reqoit entre les instants t; et t une hauteur de pluie H exprimée en mm. Le volume d’ean qmi
participe & |'écoulement sur ce bassin peut étre évalué par la relatdon

Y =C, ES g (1)

dans laquells le coefficient 3, traduit "effet de "abattement en fonction des dimensions du bassin versant et de la
distribution spatiale de la piuie. Ce coetficient est relié i la surface du bassin versant par une relacion de la forme

Bo = 5—H (2)
3, dtant un coefficient numeérique smpirique. En considérant (1) et (2} on obtient
Y =100 G HS' =% (3)

oit Y est en litres, H an mm, 5 en hectares at la coefficient numérique 104 dent compta des unités utilisées. La prin-

cipe de conservation permet de décomposer ce volume et d'écrire
¥ =T+ Yo (4)

0t Ypqy est le volume d'eau écoulé i ["exutoire eatre les instants t, et t et Y,y o3t le volume d’eau stocké sur le sol
¢t dans le résean pendant l¢ méme temps. 3i maintenant () (t) est le débit d'écoulement i l'exutoire, on montre
(REMENIERAS, 1970, p. 408) que ce débit 2st maximum pour une averse de durée égale au temps de concentration
du bassin versant t, (¢'sst 3 dire le temps ds parcours de |'sau sntre ['axutoirs du bassin et le point qui en est le plus
hydrauliquement éloigné). Le débit moyen correspondant au volume ruisseld Yy pendant ce méme temps peut étre
axprimé en fonction du débit maximum (Jry; = 3, Jpax. D'un autre ¢oté, on peut faire correspondre 4 Y, un débit
fetif que I"on represente aussi formellement en fonetion du débit maximam Qg = 3; Qnaz. Una alors:

104 Cp HS' =% = 60 (fy + 39) te Qmax (4)
d'on "on tire
10¢ 1 H g
Qm-:W.m.;.C,S aI‘ ns]
Cah. 0.R.5.T.0.M., sir. Hydrol., vel. XVTI, a0 2, 1980 3
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H/tq repreésente ['intensité moyenne r (t) de la pluie sur la durde t.. Mais g-our une période de retour doande T
I'intensité maximale sur toute durée ¢ peat rdgionalement itre représentée de fagon approximative par la reladon
du type de celle de Grisollet ou de Monrana ( rrERAS, 1970, p. 406).

e (t Te) = 8, (To) Bec®)
L’équadon (5) peut s'écrire donc

Qmaz = Ggoag * 3 (Te) - e € St

Les études théoriques de CuQuUor conduisent par ailleurs i uane expression du temps de concentration
te = By Lo 5% QT
La ¢combinaison des équations (§) st (7) donne :

1 1 1 1= 38—
-1'“]. 5‘ L {ﬁﬁ“ 1 =iy oy N —rly by ™ 1 o—ly e
Qmax = l_w] % Ce x I x 3 (8

Ainsi le modéle de Caguoc ndlise douze paramétres poar caractériser le bassin versane. Mais si les valeurs aumé
riques des neuf paraméatres 3, .. 3, o0t connues, ls modéle se rameéne i la forme monome simple.

Qmaz (Tr) = K (Tp) x Cenn(Te x IymaiTd ¢ § =alTd

Dans |"émade de I"assainissement de la ville de Cotonou cette formule a été udlisée sous la forme
Qmax (Te) = 1 340 x C47 x L2398 x 5878 (108

calcuiée pour la région parisienne i partir des valeurs smivantes donndes aux divers paramemes

iy = By = 0,75 3 = 0,10; 8y =35

a, = 0,363 ; 3y = 0,366 ; 3, = 0,20
3, ot 3 dtant tirés de la formnle de Grisoller pour ["averse décennale donnent
3 =11 3y = 07

 par un coefficient tenant compes de la forme d

bassin versaat et par um coeiicient de rappoert d'lateasits des piuic déceanale parisienne sur pluie quinqueanals |
Cotonon.

Mais pour Coconou. le débit théorigue zinsi obtenn esc cnrn'fi
P

2.2, Lowors THEORIQUE DE viLInITE DU MoDELz DE Cuguor

La principal avantage de la formule de Caguot est qu'ells peut étre aisément muse sous forme d'abaque d'u

intérét pour le technicien de |"assainissement urbain a'il peut connaitrs sans ambignite les paramétres L, G, 3

es bassins ea érude. Ainsi, lorsque les valeurs sumériques des parameétres 3, .., 1, sont connues, ls modile &
Caquot donne ls débit maximum comme ane foncton.

Qmaz = Fo (I Ce: 5) [1:

Capendant, la forme monome finale donnée 4 la relation équivaut i admettre arbitrairement que les Tols paramets
interviennent dans ['écoulement de fagon indépendante. [l semble hien que dans la :ﬁ:ﬁu‘,c}; indoences des difé
renes facteurs soient imbrigquees les unes dans [es anrres.

L’écude générale de la validité du modéle de Caquot; eatreprise par les diférents ravaux (Rzymorezas, 1970
Lzwonve et CaverTE, 1974 ; Caverrs, 1975 ; DEnoanes, 1975 ; [xourrca, 1976) montre que cetrs formuiation
permet que la connaissance du débit maximal de réquence donnée i |'exutoire du bassin versant cad la connus
sance d"un seul point de I"hydrogramme de crue. L'étude du processus de transformation pluie-debic =t de [lnog:
dation périodique de la ville de Cotonon nécessits une meillenre connaissance de 'aydrogramme de ["Scoulement,

La domuine d’spplicadon de ce modile est limits aux bassins homogénes de perits superticie, st |es cosas
d'adaptation aux régimes wopicaux (LExoive =t CauETTE. 1974) montrent que les coedicients numerques infas
venant dans la formule (10) varient d’an bassia i an auers. A ces insudisances, il fant ajouter que dans le cas d'm

14 Cah. O.R.S.T.0.M.. sér. Sydrol. voi. XVIL as 2 (8l
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Hjt, represente l'intensité moyenne r (t) de la pluie sur la durde te. Mais gﬂu une pérode de retour doamse T
I'intensité maximale sur toute durée ¢ pent régionalement itre représentée de fagon approximative par la reladon
do type da celle de Gosollet ou de Montana | rreras, 1970, p. 406).

' t(ty Te) = 3y (Te) e

L’équadon (5) pent s'écrire donc

Qmaz = 5poag) * 34 (Te) -t € - 51

Les études théoriques de CiQuor conduisent par ailleurs i une expression du temps de concencration

Ta = By Lo 5% QT
La combinaison des équations (§) et (7) donne :

1 1 1 1= S dv—d,
108 . 3, . (ANE |1 e 1 i =TT T =t
Quun = [ 2 B T e T il T s

Ainsi le modile de Caguoe ndlise douzs paramétres poor caractériser le bassin versane. Mais si les valeurs oumé:
riques des neuf paramétres 3, .. 3, tont connues, le modéle 3o rameéne i la forme monome simple.

Qmaz (Te) = K (Tp) x Cen(Td x IymaiTr ¢ 5 =(Td

Dans |'étade de ["assainissement de la ville de Cotonou cette formule a été udlisée sous la forme
Qmax (Te) = 1340 x Co7 x L0 i Sus (10
caicuiée pour la région parisienns i partir des valeurs smivantes doaneées aux divers parameTes
2, = 3y = 0,75 3y = 0,10; g =37
3, = 0,363 ; 3y = 0,366 : 3 = 0,20
3, ot 3y dtant trés de la formnule de Grisollet pour "averse décennale donnenc
Ba=11; 3, =07

Mais. pour Cotonou, le débit théorigue 2insi obtenu est corrigé par un coedicient tenant compte de la forme &
bassin versaat et par an coefficient de rapport d'lntensicé de pluie décennale parisienne sor pluie quingueanals i
Cozonou.

2.2, Lowors THEORIQUE DE viriorTi DU wopirz ok Caquor

La principal avantage de la formule de Caguot sat qu’elle peur étre aisément misa sous forme d abaque d'u
Eﬂd incéree pour le technicien de |"assainissement urbain s'il d:u: congaitrs sans ambiguité les paramétres Ly, (ad

bassins en étude. Ainsi, lorsque les valeurs aumériques paramétres 3y, .., J, sont conoues, ls modile &
Caquot donne le débit maximum comme une foncton.

Qmazx = F3 (I,: Ce: 5)

Capendant, la forme monome finale donnée i la relaton équivaur 3 admettres arbitTairement que les Tois paramens
interviennent dans ["seoulsment de fagon Ln.dé?endu:n. semble biea que dans la J:u’:iin'j; induences des dif
renes facteurs soient imbriqueées les unes dans [es anrres.

L’éeude générale de la validité du modile de Caquot; eatreprise par les diférents ravaux (Reymoreass, 1970;
Lzwonve et CaverTE, 1974 : Cav=rrs, 1975 ; DEsoanes, 1973 ; [xourrcs. 19768) montre que cetrs formuiation 2
permet que la connaissance du débit maximai de fréquence donnée i 'exntoire du bassin versant cad la connas
sance d"un seul point de "hydrogramme de crue. L'dtude du processus de transformation pluie-debic =¢ de [lose:
dation périodique de la vills de Cotonon nécessits une meillenrs connaissance de 'aydrogramme de ["écoulement,

Ls domaine d’spplicacion de ce modéle est limité aux bassins homogenes de petrte superficie. 2t les sssal
d'adaptation aux régimes tropicanx (Leymoty® et CAUTETTE. 1974) montrent que les coedicients oumengues intes
venant dans [a formuie (10) varient d’on bassin 4 un auers. A ces insudfisances. i fant ajouter que dans le cas d

13 Cah. O.R.5.T.0.M.. sér. Tydrol. voi. XVTIL ns & (il
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v T
m]u: bassin semi-urbain o |'occupation des sols ne s'accompagne pas d’'une imperméabilisation des surfaces concerndes,

le coefficient de ruisseilsment et |a pente varieront d'uns année i nne autre et au cours d’one méme année.

Enfin |a formule de Caguot, dite superficiells ne permet de tenir compte que de ['écoulement de surface ot exclut
toute contribution d'une nappe urbaine. La relief, la géologie ot l'hydruqénlng{e de la ville de Cotonou et de 3a région
sxcluent toute idée d'un assainissement de type classique qui vise i |'évacuation des débirs de surface d'une fré-
quence donnée. L'importance des infiltrations et la faiblesse du rmssellement de surface, la faible profondeur de
(6) la nappe phréatique et sa contribution i ['écoulement, et enfin le role dulac Nokoué et de la lagune de Cotonou doivent

#tre pris en considération lors de I"élaboration d'un modéle de ruissellement e milien urbain i Cotonou.

Compte tenu de tout ce qui précdde, il semble logique d’abandonner le modéléd de Caquot et de s’orienter vers

un modéle ?u puisss tenir compte de la complexité relative do processus physique qui traduit les relations pluie-
(N debit. Un tel modéle devra ls moins possible avoir reconrs i 'empirisme et devra s'appuyer sur des considérations

physiques ¢t mathématiques universellement admisea.

Cah, O.R.3.T.0. M., sir, Hydeol., vod. XFII, no 2. 1980 2

(8)
me- 3. FORMULATION MATHEMATIQUE DE LA RELATION PLUIE-DEBIT
(9)
3.1. PosiTioN DU PROBLEME
(10) On considérs un domaine spartial (1 et deux entiers positifs m et n. Appelons r (t, x), 'intensité de la pluie au
temps t et au point X = (X, .., Xg) = {L Q(t, x) le débit d’écoulement consecutif. mesure dans un exutoire du bassin.
convenablement choisi ; 3, ... 3y les parametres qui caracténsent le relief, les effets de |'urbanisaton, 'influence du
miliew ambiant. On suppose les fonctions r (&, x) et Q (¢, x) sufisamment régulidres ¢t on note pourtouti =1,2..a
Dy l'opérateur 3/3x; par rapport i la i*®® variable indépendante. 3i z est un svstéme de n enders positifs,
z = (2 ... zn) tels que | 2| = ?[:” < m, on pose
- T
D'=DT‘I ...D:-:m
' d‘} On peat alors espérer déerire le comportement des bassins versants choisis par un systéme de j équations différen-
lo & . tielles d’ordre m a4 n + 1 variables indépendantes
cxsr:0:8:08. 92 . B pe . pegs ) 9
| 5,(:.x,rfq.;,.ﬁ*ﬁ.?r?.na,.an,naa, =0 (12)
| Les Gy () sont des fonctions qui peuvent étre données sous forme explicite et les paramétres phvsiques 3; penvent
dtre, soit mesurés directement sur le milieu physique, soit sstimés & partir de la connaissance de ce milien. Notre
objectif dans ce travail est de rechercher une forme pour les fonctions Gj (¢) de fagon i décrire au misux le phéno-
o méne de transformation hydro-pluviomérrique, en réponse du milien physique qui nous intéresse.
h&i i Mais il est bien connu que cette réponse du milieu met en jeu, quatre grandeurs physiques qui sont :
| — une grandenr cinématique : la vitesse 3, = U (r, x),
» — deux grandeurs dynamigues :
) ® la pression 3, = P (t, x),
res - @ la densité massique 3; = 5 (t, x) ;
Té~ } — et une grandeur thermodynamique : la température 3, = Tp (t, x).
D: ; Le probléme revient donc 4 trouver un systdme: ds quatre fonctions G4 () avee j = (1-4), qui décrivent I"évo-
ae lution de ces grandeurs. Les principes les plus appropriés pour résoudre ce probléme sont les trois principes de
ix= il conservation :
- | 1) Conservation de la quantité de mouvement (2% loi de Newton) ;
_ ' 2) Conservation de masse (équation de continuité) ;
:" 3) Conservation de I"énergie (17® loi de la thermodynamique) :
[u; auxquels on ajouts :
! 4) L'équation caracténstique du Huide (équation d'état).
8o
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Lorsque lea condidons inidales st aux Tontiéres sont convenablement choisies, le probleme considere st un
probléme hydrodynamique bien posé.

3.2, Equitions GEAERALES DE L'EYDEODYNLMIQUE

Considérons dooe que le domaine O sst occups par le fluide. Ce domdine 0 peut concenir des obstacies mobiles
ou fixes, mais la frontiérs [ de Q doit toujours étre formee de particules fnides et constitner une surface Anide. On a:
U (M), le champ des vitesses, « (N, ) le champ des contraintes en tout point N €T, (Tétant la normals a T diriges

vers extériour). | (M) la densité volumique des sfforts sxtérienrs,

3.2.1. Conservarion de la quaniié ds mouvement

Le théordme de la Tu:.m:iui de mouvement exprima que [o torseur de la somme des forces extérieures volomigues
et de surface zst égal i la dérivée particulaire du torsenr de la quantité de mouvement du systéme considérs :

[p?r.m]n + [E'{H. Ji]r = % [aﬁl: | (13)

Certe reladon étant verifids pour tout ls domaine O on pent sn déduire l'équaﬁun iocals de la dynamique.

.1-i;u.'—;-ﬁg::dﬁ'-p?—pui?%—y.i‘.ﬁ-i—{;;-&-;a’};nd[div{-"]j (44)

Dans cette relacion
3 F sxprime les forces de gravité (forces velumigques),
= grad P, lea forces de pression (forces de surface),

w A ﬁ les forces de viscositd de méme que (u — u') grad (div. {T_.l:}}

: et 1’ sont des coaficienrs qui dépendent de la températnre ot sone appeiés coedficients de viscosits (on coedicient
& Lamé).

321, Conservation.ds masse

La principe de conservaton de masse appliqué an domaine de conrrile O conduir i *4quaton

d : = j
S+dveD = a (t5)
(=T

au q traduie le débic 'miumiqua fomrni pundnnt un temps de par ane sourcs u:ucjcnnqun sitnes i |'intérienr duo
volome de coneréle.

3.L3. Conservarion de [inergis

Les principes de la thermodynamique appliqués i un systéme 3nide ¢n mouvement permettent de définir
I'émergie interne et ["antropie du svstame.

Pour le domaine (), on traduira e princips de conservadon sn sxprimant que la dérivés totaie par rapport
ao temps, de la somme de ['énergie interne et de ['dnergie cinétique d’un velume éémentairs duide st égale i la
somme des énergies échangees par le dux de chalenr st des ravaux da champ de forces, de pression du Juide #
de tensions de froczement. )

3 Sy ol S 5 S i N e .
IE(E-:—:".E)I#:UqE:.*iﬁ(i:.}—;E[?Ug}J-;-Ea.:{‘._:r.u'gd (16)
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Dans cette relation Jx, désigne les composantes de deasité de flux de chaleur ; E représente I'énergie interne

du fuide par unité de masse, *:1,'5 représente les composantes de tension visqueuss tangentielles et normales.

3.2.4. Egquation caractéristique du fluids : -

Pour décrire les propriétés fondamentales du fluide considéré, on dtablit une relation qui permet de relier i
partir des actions i ['échelle moléculaire, les caractéristques du fluide : P, 5, T}, on a alors :

Go(PipsTy) =0 (17)

Cette relation ne dépead que du fluide eavisagé.

3.2.5. Caractires généranx de ces dquarions

On obtient ainsi un svsthme de 4 dquations i 4 inconnues, qui avec les conditons initiales st aux limites
devraient permettre de résoudre le probléme de la mécanique du Huide considéré. Mais malhenrensement ces édqua-
tions sont non-lineaires, et dans la pratique, leur résolution preésente d’énormes difficultés mathématiques. Aussi
sssais-t-on de simplifier le probléme soit en envisageant des géométries assex simples (écoulement unidimensionnel
ou bidimensionnel) soit en négligeant ["influence de certains facteurs qui peuvent paraitre secondaires par rapport
i d'autres. La suite de ce travail sera consacrée i la recherche d’une forme approchée acceprable pour I'étude de

transiormadoa pluie-débit. =

-

1.3, MoDRELE HYDRODYNAMIQUE DE TRANSFORMATION PLUIE-DEBIT

13.1. Eguation de ["dcoulsment [ Naviar-Siokes )

Dans le probl2me hydrologique, on cherche 3 mieux comprendre le mécanisme du mouvement de I'eau, sous les
effets des paramécres fondamentaux qui contréleat la transiormation, du type entrée-sortie, de la pluie en débit.
Alors I"équation caracténstique pour I'sau prendra la forme :

2= Gq (Ty) (18)

On admettra comme hypothése fondamentale que la somme de la variation d’énergie interne do systéme
et de la variation d'énergie cinétique par rapport au temps esc oulle ; de méme la densité de Aux de chaleur =ac
supposée nulle dans toutes les directions. Cela revient i négliger la convection thermique et la convection turbu-
lente, responsables, au nivean de la surface libre, de I’évaporadion et i ne considérer I'ean que dans sa phase l[iquide.
Alors de I"équadon qui traduit la conservation de I"énergie, on tire

F's, = ki-TimD {19)
g

La transformation subie par le fluide en mouvement est isotherme. L'équation caractéristique du Auide se réduit i
a = cst, D'autre part on admet que lo duide st conservadf alors Z.q; = 0. Ainsi pour étudier le mouvement de

I"#au dans le domaine (1, on 2t amené i chercher un veeteur E défini dans Q x | o, t[ et une fonetion sealaire P,
vérifiant
divU=0 dansQ x Jo,t (Continuité) (20)
aﬁ " . — — —— - — = a
;-g;-,—pUgmdU:;F—gradP.—;&U dans 3 % Jo, e[ (Dynamique) (21)

avee des conditions initiales ot aux limites appropriées, par exemple :

Tao sar IF'xJo.t[ (22)
U (=, o) = Uy (=) sur a 23)

Cah, O.R.5.T.0. M., sér, Hydroi., vol, XVII, ne 2, 1980 i
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On suppose en cutre que F est donné. Les équations 20-23 constitment les équations fondamentales de "Scons
lement et sont connues sous le nom d’équadions de Navier-Stokes. Ces équations forment encore un systime 208
lindaire. Elles penvent adanmoins itre résolues i ["aide des différents aigorithmes mathématiques disponibies &
analyss nnmérqne. Mais la solntion que |"on obtient ne permer génsralement pas d’sxprimer de maniers explicin
"évolution du débit de sortie en fonction de la pluie. Dans la praodgue nous snvisagerons ces équarions sous [eun
formes unidimensionneiles.

132, Simplificarion de [Squanion de [icoulsment

On considirs une confignration simplifidés du bassin versant (fig. 1) et on suppose que les conditions d'écoule
ment sont remplies i sa surtace, i apparait alors clairement que le processns de transformation de la pluie en débi
i |"axutoire peut s4 décompaser en trois composantes : 'infileration, |'éconlement de surface orla fimp?tinu daz)
les chenanx. Chacune de ces composantes pent itre décrite par les équations de Navier-Stokes. Mais dans la sm
dque hydrologique senls les précipitations et le débit & Pexutoire sont convenablement mesurés. Il convient dooe
da comsidérer le processus de transformation en termes d’itapes déterminées par les fonctions de production. i
transformarion (fig. 1) 2t de propagation teiles que :

! | ’ } i } ) ' Yiat)

IA:' e :

Fig. |. — 3chema uimplifé 4'éconiement mur basain versant

Ts T rTon St
el
IWFTEEW
'
Foneron < " as
T | g Q Ta¢
Z et
1
[ rorrarormaren
AT
B S

Fig, 3. — Modile mathématone des basan: versanc

— La fonetion de production déerit 'action trés complexea de la 1one non saturée per laqueile la quantité d’zan
précipitée angments |3 teneur ¢a ¢au du milieu ot se divise on + hauteur d'sau sficace » destinée 2 alimenter [
ruissellement de surface, st 2n « hanteur d'sau d'infitration s destinds i alimenter ["icoulemeant souterrain. On
admettra que I"infiltration #st le processns déterminant :[m commande cette fonction. Mais hien que les <gquations

d’indltradon puissent itre considérées sous lenr forme tridimensionneile, o ae prendra =z compte que le mouvemeant
verdeal de ["sau.
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On suppose en outrs qus F est donnéd, Les éguadons 20-23 consdtuent les équacions fondamentales de ["Zcou
lement &t sont connnes sous le nom d’iquations de Navier-Stokes. Ces éguarions [orment sncore on systéme 300
lindaire. Elles penvent ndanmoins £tre résolues i ['aide des diférents algorithmes mathématiques disponmibles =2
anaiyse numénque. Mais la solutioa que I"on obtient ne permet généralement pas d'sxprimer de maniare explicite

I'évolution du débit de sortie en fonction de la pinie. Dans la pradque aous snvisagerons ces éguations sous leun

formes onidimensionnelles.

332, Simplificaron da égquarion ds [Micoulsmen:

On considire ans co tion simplifiée du bassin versant (fig. 1) et on supposs que les conditions d'écoule

ment sont remplies i sa & e, il apparait alors clairement que le processus de transformation de la pluie en débit

i I'exutoire peut se décomposer en trois composantes : Uinfiltration, "écoulement de surfacs ot la propagation dan
les chenanx. Chacune de ces composantes peut itre décrite par les équations de Navier-Stokes. fiul dags la pra

dque hydrologique senls les précipitadons et le débit 2 I"exutoire sont convenablement mesurés. T convient dou

de considérer le processus de transiormation en termes d'étapes déterminees par les fonctions de producton.

transformation (fig. 2) ¢t de propagadon telles que :

| | ' b | } ! ' Yiat)

S T
\‘:a"" T - s g s
=)
¥ .3 .-"""a.:"
2 Tar |
Fig, 1. — Feidma sumpliféd d"iconiemeat rur bassia *eriant -
T Troarformanion Sq
i

Foreon cw
—e—m PESEILAETEA
I by

OISO,
LT
Tu =

Fig. 2. — Modile mathemadque ds bassin: versant

— La fonction de production décrit ["action trés complexe de la 10ne non saturés par lagquelle la quanntd d'sm
précipités augmente la temeur sa eau du milieu et s divise sa « hautear d'sau eficace » destinée 3 alimeater s
runissellement de surface, st en « hanzeur d’sau d'infltraton + destinés i alimenter "écoulemant souterrain. (s
admettra que ["infitradon est le processus déterminant qui commande cette fonction. Mais bien que les équaton
dlr‘in:_ﬂl::rindn'ut: puissent itTe considerées sous leur forme tmaimensionneile, on ae prendra en compte que le mouvemeat
Verd e ["eau.

3 . Cahe O.R.5.T.0.M.u sér. Hydrol., sols XVIL, a4 L 198

o s My O

Tan



11
=1

oo

it

=
16
&

Ll S

Eiuds théoriqus de modiles dr tranaformasion pluie-didii sn milisu semi-urbain

— La fonction de transiormarion déerit ls processns par lequel la 1 hautenr d’eau efficace s alimente le ruissel-
lement de surface, la hauteur d’cau infiltrés alimente s'il ¥ a lien, un écoulement souterrain, ot les deux écoulements
se rejoignent dans le réseau pour donner i I'exutoire ls débit résultant. On suppose aussi qu'un écoulement unidi-
mensionnel donne dans chacon de ces cas une bonne deseription du procesaus.

Enfin la fonection de propagadion déerit I"action par laquelle "onde de crue ainsi formés se déplace vers ["aval.
Ce processus est largement étudié par les Squations de Saint Venant (voir dans YEvievica et Maanoon, 1973), =t
peut étre considére comme classique. [l ne sera donc pas abords ici.

Compte tenn des hypothéses simplificatrices ainsi formalées, les équations (20) et (21) seront considérées sous
lear forme unidimensionneils.

On pose done n = 3 et x = (x;, Xy, Xy) )
Pour question de commodité dans ['écriture, on adopte la ootaton x, = 5: X, = 73 x, = 2: t on considére

'iquadion de ["écoulement dans la direction  (le raisonnement serait le méme dans d’autres directions).
Alors si

Ue U, U; sont les composantes de T

T, T, T; les vitesses muyenn&u dans les différentes directions

Qu, Qny Qz les courants de masse (ou débits) dans une direction donnée tels que :

"|'|l L]

QE{E-‘J"‘/. f Us (5 mzt)dnds =0
™ L
T Ty

Qn{E.ti=f f U, (5,4 2, t) dydz =0
Rl £y

Q: [:E":}=f f U (G t)dyds =0

Ty = Qe (5 t)/ (m—m) (a—13y
U.,;uﬂ
T.rizzﬂ

et le champ des vitesses peut 3'écrire en tout point

Ju aura

Ug= Ug (5. t) + U (& n 2, 2);
Uy=Ty (B m 2% Up=1Us (&m0

T
avec -tfg, Un, Uz caractérisant les hétérogénéités de vitesse autour du peint considérd et ['om a :

M s —r T Ty — ™ Ty —
[ J Tk dn dz = 0; f f Uy dn dz = 0; f f Tz dndz=0
h b b | M L]

o M

Pouor déterminer les conditions aux frontikres, on remarquera que 'équation de la surface libre #sc donnée par

3 = 3 (%, n). Alors a la surface libre, on peut déterminer la condition cinématque de ["Zcoulement qui est decrite par

(dz (Z, m, t)/dt — ) | surr = Uz | sure i (¢ étant le débit d"apport di 2 la précipitation). De méme au eoatact du

sol on pourra écrire I"éqnation de la surface du sol et déterminer la condition cinématique (dz/dt — q a¢) = U | 300

(Qyag étant le débit d'infiltration). Aux frontidres latérales de |"écoulement on a dn (3, z):dt = 0. Ces conditions s
traduisent au miveau de la surface libre par

oz oz G )
U:!sm=—r+(ﬁ+U:E—'-Uné—:) (24)

.t au piveau du front d'infiltration par des relations analognes.

Cah. 0.R.5.T.0. M. sér. Hydrol., vel. XFII, n° 2. 1980 ' 9
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En intégrant maintenant les équations de Navier-Stokes par rapport 3 v ot 1 et an pesant
m—m=Big—n=Hi(g—m(ma—3)=sige=r—quriq=38q
"éqmation de continuité se met sous la formes i
Q E+dsfdrt=q (25)
ot |'équation dynamique sous la forme
Qe+ (T B+5dlm—n]/ii=VQa—wiy (26)
6 e v et Dan o sas saple ' Seletuens o e saiace lege o€ 1 20 siopte 6 rYpoCEe

de Saint-Venane (voir déeails dans Magmoon K. et Yevrzvica V., 1973), '4quadon dynamique s ‘obrient sous [a forme
ciassique donneds par de Saint-Venant.

au d T g H
To + TG Te gy =8 Mu—Jd 4

L ot Jx désignant respectivement la pents ac la perre de charge. Leas équations (25) ec (27) seront ucdlisées pour
déterminer les différeates fonctions.

3.3.3. La foncrion de producton

La processus physique le plus important 3 ce stads est celai de "adlocaton. 3i les prooriétés du sol soat connues,
les équacions (25) et (27) peuvent étre atilisées pour décrire le processus d'évoludon de I'humidits, La particuiante
de |"éconiement de ['san dans ce cas est qu'l induit 'écoulement de ['iir dans le sol alors, le prodiéine sst cedw
d'un écouiement biphasique dans on milien porenx.

Si I"on dénomme z la dimension verticals, mesurde i partr de la surfacs du-sol b désignmant la distancs 3w
point queiconque au-dessus de la nappe, alors i partr des équadons (23) ¢ (27), on obdent les relations inivantes
pour décrire le mouvement vertical de |'san dans la sol :

Equation de continnité

%, (p Sa) + é%{?.:a =0 (29)

a .
= (pa p 3a) — 3 (#a V=20 (29)

Las lois de ﬂa.rcy q_'ll:l décrivent l'Eq'ltlﬂ';nn :lynnmiquu en milisox persux sant abtenues =n :;-gii.gmt dans
I"équadion (2T) I'accélération locale et acedléiradon conveetve, st sn posant | = K, V. Alors on peut serirs le

Equations dynamiques.
équations de Darcy. respectvement pour ean et poar ["air. "
[

; ( : )
? N — T b f3‘ﬂ'
i et )
d ( P ) il
Ve — | ——
. e 7z \ 728 : 1 i
Dans ces équations 3y cf 3¢ désigment les masses specifiqnes respectives de "air et de "sam ; vy 2t v, sontls |

Vitesses respectives de ['air et de I"sam ; p désigne la porosits du milien ; 34 et 5, désignent les saturadons vola
miques en iir =t sd cum ; 7 €3t [*2cceélération de l.a.gnnri:u'. |
[

1 ;
Ki'_i-hl P18I % |
désigne la conductivité hydranlique (permeéabilicé effective) pour ls dnide j ot k; est [a permeabilits incinsequ
par rappert an Huide j. i

g.a Cﬂ?amgnn du duide dans le milieu porsux est définie Dar Sy = 3g=1etla pression capillaire est définie |
paAr Ca = [y = D=

g
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Lorsque 'on combine lea équarions de continuité et dynamique, on obtient pour I"air et pour ['ean des équations
résuitantes qui permettent de décrire s comportement du milien pendant le processus d'infiltration (SMITE e
WooLHISER, 19‘(': ) Mais la plupart du temps ces équations doivent encore itre simplifiées et la solution finale que
I'on obtient dépendra des hypotheses introduites pour leur simplification.

Cependant lorsque‘le processus d'infiltration s’accompagne d’une recharge de la nappe, le bilan d’ean infiltrée
¢t sncore en stockage dans le milien porsux prend la forme :

To= {h— hmin) - (Ymaz = Bia) + Y: {32}

oit (h — hmin) désigne la distance de la z0ne initialement non-saturée, hmig étant la Lauteur de la montée capillaire,
Smax et |a teneur ¢n eau maximum st Oiy est la teneur en eau initale. Y, est le volume d'sau allant i la recharge
de la nappe.

Soit Y la portion du volume total d'eau précipitée et encore dispounible pour le ruissellement, on 2 alors
Z(0)=Ya/Y (33)
Z () caractérise "action de la zone non saturée puisqu'eile divise la quantité d'ean preécipitée en deux parties :

— d'une part le volume d’san infiltrée et encore en stockage dans le milien porenx :

Yyo=Z(5).Y (34)
— d'autre part, le volume d’eau sxcédentairs encore disponibls pour le ruissellement de surface :
' Yy=[1—Z(8)] Y (35)

La conservation de volume conduit i une relation analogne i la relation (4) Yy + Yy = Y ; Z (9) est appelé
fonction de prodmction (AFoupa, 1974, 1976, 1978). Les débits correspondant & ¥, et i Y, sont respectivement
dénommeés Qy et Qy (fig. 1) et le débit total résnltanc (4.

Si 'on unilise maintenant les fquations (28-31) pour déerire le comportement du milien pendant |"indltration,
ou peut définir les grandeurs suivantes (MoreL-SEyTOUX, 1973).

La vitesse totale V=V, — V.

La perméabilité relacive pour le fluide j (rapport de la perméabilizé effective sur la permeéabilité intrinséque)
'."H = K”rﬂi.

La mobilité relatve pour le Buide j : &; = keyfu).

La mobilité rotale 0y = 3y = AL

La fonction d’écoulement 7, = ¥,(V et la fonction {j = i/ v

Si I'on suppose que dans le milieu porsux on pent raisonnablement négliger la compressibilitd de ["air (MoreL-
Seyrourx, 1973), alors en additionnant les denx équations de continuité on trouve que la vitesse torale ne dépend
pas de z:

d L @ dv
3;[p{5.-:—5‘}],—3;{vg+?;)=-;=0 (36)

La vitease totale dépend cependant du temps et 'an a ¥ = V (t). En additionnant les denx équations dyna-
miques st ¢n divisant par A on obtient :

v gP aP
== — 0 —f) T fe (e e g + ang (37
outbien :
v apP aP, . i
I=—§—;":"'E|§_::-Itfh—?:]g.—?|ﬁ (38)

D’aprés Monrevr-Sevroux (1973), ces équarions sent valables quel que soit t 2t quel que soit le guint du milien
poreux considéré. En particulier pour un temps fixé, on peut intégrer I"équacon (37) oa I'équation (38) entre denx
positions de 3. Pour 3, = 0 ¢t 2, on obtient la vitesse d'infiltration :

1 - "'d e
V=-(Pu—Pu.—a=:f=:—=d-:-£ r,drtz—f: f,d)U—,L (39)
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Momrzr-SErToUx (1976) 2 montrd que "on peut admettss dans certains cas la preasion da "air ég‘lle ila pression
atmosphérique, alors comme Vismo ¢t négative, on Touve en considérant la vitesse totale V = ¥V, = V, que
v mﬁtzfénm 4 ¥ L'égalité a lien seulement si Viams = 0. Ea remarquant d'aatre part que de par les conditons
aux frootidres :

dz
Ve = Uggar = (EE -'z-'{lu)
on Iouve
Ve —dajdt = + qinr

En idenrifiant cetes équadon i la reladion qui donne la vitessa torale, on obdent ¥y = — dafde; ¥V = 4« quas
Par définition. Vy = ¥ . ¢, alars, i la surface du sol, pour Visme = — dajdt = 0, ona :

Vo Vo/Fom+ qur it quar = Teums/Fe (40)
Ainsi le volume d'san infiltrée ot ancore ¢a stockage dans le milien peut itre évalué par la relation :
1 1
Ya -f (V (=) — Qu (=) ﬁ':-‘-f (TaamolF gy — Qq (7)) d= (41)
L ]

Om peat utiliser cetts reiation poar évalner la foncton de producton. Ainsi om a :

z(a}=(£(v (%) — Qq (7)) d= /‘f:(r(ﬂ—qmm} a-.) (42)

-

Y ! apparait ainsi clairement que Z (8) varie avec la vitesse d'infiltration et avec ['Intensité de la pluie ; «¢ dépend des

propridtés du milien phvsique introduites par .

3.3.4. L'iquarion ds rransformarion

Ls processus de tranaformation sur an bessin versant comprend d'une part ["écoulement de surface, c'sst-d-dirs
|"¢¢oulement sur one surface use décrit par Av¥oUDa (1979 3) et I'éconlement hypodermique décrit par
[smrmama (1971), ot d"anoe part, I'éconlement souterrain provenant de la recharge de la nappe par ['ean de pinie.

— Ecoulsmaens da surfacs

Appelons h, la hantenr d*sau d'4coulement sor [ surface mgnensa, he la haucenr de "dcoulement hyvpodermigque

*t supposons que les denx écoulements aient la méme direction. On défimit ¥, et 7, les vitesses locaies respectivas

pour |'écoulement hypodermique, ¢t ), +t O, les débits correspondants, alors les dquations (25) et (27) peuvent
#tre utilisées pour décrire ["éconiement. On obtent aprés de légeres Tansformadons. ;

dHy , d0Q oy .

‘-51—'-."—-.-5=r;[:.t) _ (43}

a—i—'+m%—:%—;{h—-w—ﬁ% (44]
avee :
Ty =F—qQiat = To; Hy = hy 4= by est [a hantear [ocale
Qs = Q; = Q; ==t le débit toral provenant de "iconlement de surface

U',—"Tl(l —E)+Tl§’;utmﬁtméqﬂvden:l

Elle correspond i la vitesse de ["2an dans un milieu homogéne qui produirait ls méme débit Qy i partir de la
hantenr Hy (Arouna. 1979 a).

Lyg — est |a pente movenne do bassin et

Jg — est une perte de chargs géndraliséa.

La perts de charge geéndruiisée est dvaluée i partir des considéracions snivantes : Supposons que pour ["feoule
ment rugueux, les (euiiles, les Hges des herbes ot piantes et les autres rugosizés sont uniformeément réparties sur ane
ln:_m.gu.-dm- L,. Alors pour caractériser la surface du bassin on peut introduirs un coetficient 3, 2t définir un coed-
cent de trainés

a2 Cah. OLR.5.T.0. M., sér. Hydrol, ol X¥TL ae 2L 1980




Etuds thioriqus de modiles da ransformarion plute-dibit en mulisn semi-urbain

C, = Lo no/RE (45)

avee R, le nombre de Reynolds de 'dcoulement et m, un coefficient variane de 1 i 0 lorsque I"écoulement varie
du laminsire au turbulent. On peut alors évaluer la perte de charge pour I"scoulement rugueux (Aroupa, 1979 a).

=(gg+ )V (46)

ie1, C désigne le coefficient de Chézy, R = h, désigne le rayon hydraulique et V, est la vitesse locale précédemment
définie. Bien que cette formulation impose une distribution spécifique de la rugesité, elle pent &tre considérée comme
une approximation valable pour la perte de charge sur une surdace couverte de végétation.

La perte de charge pour "écoulement hypodermique peut étre évaluée i partir de la théorie du milien poreux
(Bram, 1972). On obuent {voir détails dans Aroopa (1979 a}) :
1=—0p ! A

p ldgidde
o p désigne la porosité de la couche porense de surface, 3 est un coeflicient qui tent compte de la géomérrie des
grains.

dgo est le diamétre moyen des grains

s st un coefficient qui tient compte de I'influence des grains voisins

Cp est le coefficient de trainée an sens de Stokes =t

¥ est la vitesse locale du milieu déja définie.

I, = -Cp Vs (47)

S5i l'on utilise les équations (46) et (47) pour caleuler Us en admettant que la loi de résistance de Darcy-
Weishach est valable, on obtient une sxpression anslytique pour la perts de charge généralisée.

J = (Ta/8 g Hy) U, (48)
air 'y est le coefficient ds perts de charge généralisée

:_2(2;:-: E:lé:hl)m ' (:151:;?:;)”:-(1 —%f:; )th:,%_i (49)

Cette expression a été analvsée en détail dans Arouna (1979 a).

Dans la pratique hvdrologique, on cherche toujours une forme simplifiée de "équation (44) lorsque 'on éfenit
la relation plu.ie-déqbit. Mais mnlhtmuumant la plupart des hypotheses admises ne refétent souvent que ["opiaion
personnelle des diiférents auteurs et n'ont par conseéquent qu une valeur subjecuve. La theore la plus cohérente
élaborée dans le domaine est celle de I'approxamation de ['onde cinématique. Le fondement de cette théorie a été
[argement déerit par Woopee (1963), E_n;x.zsnn {(1970), WooLHISER (1975) et d'autres encore. Pour un euuu.le-
ment sur une surface libre, ﬂeha.muea de toute végétation ou ohastacles (écoulement de Chézy), WooLEISER =t
LiceeTT (1967) ont introduit un nambre cinématique.

Ko=L L/ HF (30)
ol Ly est la longueur de référence choisie,
I, est la pente moyenne du bassin
H, la hauteur normale et
Fo = Vy/ (g HojY/® est le nombre de Froude correspondant i la vitesse V,,

Ces auteurs ont montré que pour K;> 10 "approximation de 'onde cinématique est valable =t I"éguation dyna-
mique (44) peut étre utilisée dans la formnlation Sﬂ Darey-Weisbach.

Lnl‘l-q‘l.‘lo I'on considére un éfcoulement i travers les obstacles et 31 "influence des obstacles est décrite par le
coefficient C,, on obtient le nombre cinématique sous la forme (AFouDa. 1979 2) :

K, = Lo 1o/2 RT* + K, (51)
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Lorsque Ky > Ly n/2 RS + Eou la formulation de Darcy-Weisbach est valable et il sxiste ane relation nnivoque

sntre la vitesas ot la hautenr. Alors "équation dynamigue (4] pent étre ntilisée sous |a forme :
Ui = (8¢ Lyl 5,

Mais comme le coefficient de perte de charge est fonction de la hantear de "écoulement, on pent définic un coedficient |
a (Hy) = (8 g Lf/T)V2 (53]

Alors le débic de sorte nmpm:dm i "écounlement de surface s'exprime par la relacion :
Qo o (Hy) - B m ¢ (H)

En combinant cette équation avec ['équation de continnité (éq. 43), on obtient ['équation de I"écoulement de surface.

Mmm:mihd:.nrémmnd-r, t) =t Qy (& t) smivant la figure 3. On obdent an aombrs i
de variables d'entrée-sortie, ry ot Qy ; on intdgre [équation de r.un'l:nmti sur ls bief correspondant et ['on 3

= m—in

I I




(52)
mt: o
53)

e e

e e

Emds thiorique de mediles da manaformanion pluse-dibis on maliau Jema-wrbaan

Ce qui donne sous forme marricielle

%‘ = 2y — Ty (38)

aveo
Ty = (gt — dinttmy)]
L'équation (54) devient .
Ty =T (X, (t) 1) (57)

La rem e importante i faire ici est que [a relation (45) axprime ls débit comme uns relation anivoque de la

bautear. Un peut donc espérer développer la relation (57), qui ea découle, en série de Taylor. On écxit alors pour
chaque bief une relation '

dl iy
%hl-%&m}+j§ﬁ]h=m-{m—xm)’ (58)
On pose
1
O e =W E—me =i (59)

by (xat) — ¥s (2sio) = ¥s (tas — zato) = & (Yai)-
alors pour chaque bief on a la relation '
d Yui

= = ea — (da (va) — s (Yat—y) )
. (60)
by (Yat) = E ay i

jml

et poor tous les biefs, on obdent une équadon différendeils vectorieile.

dY., <
T L Yt ' (1)
iveo
l_ — = - = -
d Vi :r}u s 18
dt
Y‘.; n
dY
'F = H ?'l = H a’ =
d Vs % *
at YL Fsk
—ay o o 0
By  —ay 0 r o |
Agy =
0 0 | aa-y — ay 0 0
_
0 0 E 0 0 ‘ A=y = gt

Ici aqy désigne le j2me coedficient du développement en série de Taylor.
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— LTicoulament souterrain

I a2 déja ded indiqud plas haac que les équadons qui décrivent "éconlement souzerrain peuvenc i dédnites des
* équadons (25) et (27). Eacrzsor (1970) a moacd que pour an écoulement unidimensionnel 2t i suriace libre dans
un miliea porenx, ['équation ds continuité ot |"équation dynamigue peuvent ansai étre fcrites sons la forme.

%'ﬁ%-rq ' (ﬁf}
Qu = 24 Hy (63}

Dans ces relations H, = p ', E’.iun:hhl-mdl ["écoulement, p désignans la porositéd du milien.
* Qq est le débit de contribution souterraine i ['éeonlement,

dq wm kg g Iq/ p w avec ky la perméabilitéd intrinséque,

Ia = la penta locale de la surface phréatique,

vy w== la viscositd du duide,

zq, = ¥ =5t la vitesse verticale apparente aves lagueile ["san pénetre le systéme par la surface pardadgue.

5il'an udilise maintanant une approximation similaire i cells déja utilisée plus hant, on peut éerire pour chagne

. d .
f&‘l = got — (2t Yol = Sndl=y) Yad=y )

Yai = Tai Yum
¢t pour tout le svstime, oa obtent ane dquation différendsils vaczorieils indaire.

d
%-in‘rq+‘°n

T‘- A.‘ Y‘

= (Couplage des lcoulemants de surface o souterrain

Si I'on suppose que poar un bief donnd, "icoulement de surface st ["Zcoulement souterrain oot sessibiement
la méme direcmion. on peut aors rfunic c=s denx éicoulements ea udiisent la !oncdon de producmon (AFOUN
1974, 1978). On obdent :

dY <
= .-.'L|T|J-@

Lo

E ]
avedq
Z(6) Aa=[1—Z(6)] Agy pourj =1
i Ay = i

(1 =—Z(8)] Ay pour j > 1

Les iquadons (66 4t (67) sont ame approche cinémacdque globale des procsssus de Tansformacoa plunie-dshit
An sens de la théourie des systémes, ["iquation (66) st une squation différendeile zon-linfaire qui déexmt ["sat ¥[8
dn bassin considérd. L'éqmadon (67) exprime la sorte «n fonction de cet érar. Les équadons (56) e (67) peuvent im
résolues i 'aide du théoréme d'inversion locale présentd par Harxw e¢ Omava (1972). Locaque les coaditions i
tales appropriees sont imposees pour le systéme invanant, la composants lineaire de la solution de !'‘guac
d’étac esz de la forme:

Yo () = f:(t—ﬂm(-.-}d.?
- W
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Einds iﬁ.ﬂ-rlq'lu da modiles de transformanon phi.l‘.l-d'.iﬁil o malisu semniewrbdain

oit Y, (t) est une matrics colonne dont les éléments sont donnés par

r@= [ g s e (69)
lmi~ ®
= i
s, == TT duee—au—- (70)

b [ g

Maintsnant i partir de la solution linéaire donnée par ["équation (63), on peut construire par approximations sueces-
sives la solution géndrale de I"équation (61), on obtient les vecteurs colonne Y dont les veme ¢léments ont la forme
saivante.

L] . e e

?*:{ti—E---E J Aoyt oee ) X () - (g dmy ... d oy (T1)
iy Iy [ -
——————— e =

Lorsque I"on ntilise certs expression pour caleunler 4 la relation qui #n résulte est une matrice colonne doat les élé-
ments penvent aussi étre réarrangdes sous la forme d'une série intégrale.

m— r—
by lymi w @ -

k ) * i e
-:-tm-‘.:_"_(?...‘? j ] Mottt (8 T coe ) X 94y (B0 - 20 () domg oo dm) (12)

4. DISCUSSION

-

L'équarion (T2) st la soluton zénérale de "iguation qui déerit e procsssus ds ransibrmadon pluie-débir. Les
avantages de cette representation sons forme de la série intégrale da Volterra ant déja £té discutés ailleurs ( AsroRocEO
et OrLo8 (1961), Arorpa (1973)). La discussion qui suit porte seulemeat sur la comparaison du modile proposé
avee les moddles existants.

D'abord, oo note que les paramérres incroduits dans Ja formuladon de ce modéle mathémadque ont chacun
ane signification physique bien précise. La précision que 'on peut obtenir dans 'évaluacioa du comportement du
bassin versant pendaat le processus de transiormation est liées aux hypothéses admises sur ces parametres, en pard-
culier sur la foncton de production.

SiZ(A)=1 s ® (1) >0, la réponse du bassin prend la forms de la senle conwibution de ['écoulement
soutErTain. .

SiZ(8) =1eeD(t) £ 0, |"équation (66] décrit alors I'"évolntion de la.tenenr en ¢an i la surrace du sol.

Lorsque Z (8) = 0 et @ (r) > 0, "dquation (66) déerit "écoulement de surface seul La fnesse de certe descrip-
Hoa dépend d'une part du parameétre k qui représente la dimension de la matrice fondamentale lide i ["équation (66)
=t d'antre part du paramétre m qui eat ¢ nombre de termes adoptés dans e développement en série de Tavior.

Sik =1, m = 1le modéie simule le comportement du bassin par un seul réservoir linéaire, Co modéie est d'asags

tres courant en hydrologie ; il a ét8 utilisé par Debordes (1973) dans le cadre d’une étude de ruisseilement en milien
urbain. Dans ce cas. ' (t) se redmt i :

;(t]:a._ﬁ:}exp(—f zu[ri-:l-:) 73)

lorsque a4, (t) 2st une fonction de temps et i nne simple fonction exponentiells 41 3,; = constante. Dans les modales
antérieurs le coedicient a,, est considére comme un coedcient smpinqgne alors que Uapproche généralisée presentde
ici montre que

d &

M= AL 2= L
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Sik> 2 = =1, le modils présenté est équivalent i an systéme de réservoirs en cascade. Ca 2as 2 4td seudié
au laboratoire par Mazik (1974). 31 2 = constants et si o, ™ 0, 2y =0, (i = 1, 2. k) on obdent e modéle provosé par
Dooge (1959). Larsque ["on adopta les conditions initiales ez aux frontitres de Dooge ¢ (t) s’obdent sous la forme

wo= ()| [ (G-2)] —~ -

Dans la cas particalier oii "on adopee les condiztions de Nashay =m ayy =~ = a
() = gy (et e (79)

Sikaieem 3 2 la modile se rédait i un réservoir umiqne non-lindaire. La soluton de cetze aporoche a deé dis
cutés dans des cavanx antériemrs (Avoupa 1974, 1978 .

La cas oit k'~ = ot m < = est d’an intérét tout particauiler. 5i "on considére la composants lindaire dans le
cas d'un svatdme invariant dans [s temps, oo a:

LS

13
BACED N P PR (m
v | -

ﬁl'.l'unuhmmhdf.ﬁniﬂun in;mmllmunvﬁ:mlm k = =, la composante linéaire t2ad ven

E{L"}-Eu-f a3 od - (T3)

Le probiéme i resoudre et done d'évaluer fa (3, ¢t — ). A partir de [a dédmition meme de la composante Lnsaire
13 x T {

ar—gmlim > S T wmem (—an(e— -] ™)

o g fwmf yemy

Inuqui--:n.u;uadmmvdmduuﬁ:‘,iﬂiunnh:imhﬂmﬁﬁunda Nash ¢ la sommadon intere
derrient

1
TE=q @

Egn prenaat ensuite

X
- 1
K (et =) -‘I’__-ﬂ ST == (g )it gmms

m—
(B2
Un Swvave que fa (5, ¢ — 7} &5t constants «t <guis i [a fonc=on éckelon onitd de Heaviside,
Ha (Lt =ma(f t=—rs) (30)
Alors la composanta linésire est
E{Lt]""ﬁa-f a(ft—2)rg (B i d = : (81)
La ddbit rémizan 2 la forme suivazte |
- L} L] |
Q[L‘}"Zf f Hi(Hr—ax ty(Eddey...dy (82)
| » . -
aves
- j=
‘E'I{E-':—'-'}—J j:lnn(-.r..:—-:]&.-:

[ ]
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Mais on peut obtenir cects méme solution 3 partir de ["équation i parametres répartis

H
%*%’fﬂﬁ-ﬂ , (83)
Q=- lem _

=i

La différencielle totale de H (5, t) st donnés par .
dH JH JdH
=5 . (35)

En scomparant avee (83) on a :

e O (36)
L1

U= Ej:; -1 (87)
j=i

En résolvant I'équadon (86) pour H, on obdent (81) et la débit résuitant a la forme (82). Ainsi on voit que le
modile proposé tead i la limice vers le modéle de l"onde cinémacdique propesé par Wooding (1963), Woolhiser et

Liggetr (1967).

3. CONCLUSION

Le processus de la formadion de crue sur un bassin versant nature] i partir des eaux de pluis ssc ['un des pro-
hidmes les plus compiexes qui se posent i I"hydrologue. Ainsi. le probidme de |z transformacion de la ;'Jluic tombés
sar un bassin versant en débit mesure 3 |'sxutoire continne~t-il d"3tre 20 centre des préoccupations de ['hydroiogue.
Mais la plupart des modéles proposés pour émmdier ce phénomene sont joit des modéles purement conceptuels, soit
des modeles fondés sur "hypothése de ransformacion lindaire, alors que dans la naturs ["hydrologne se trouvs
confroaté i des phénomeénes dont le comportement est loin d’3tre lineaire.

On a montrs dans cette ¢tude qu'd partir des ¢quations classiqnes de la mecanique des Huides on peur cons-
truirs un modile mathématique de transformation plnie—débit. L'idés maitresss du modile sst que le proc=asus de
la transformation de la piuie an onde de ¢rne se fait en trois dcapes fondamentales : une ézape de production, une
étape de transformation et une étape de propagadon. On propose pour décrire I"stape de production, une fooc-
toa Z (8) qui détermine l'intéraction entre la composante superficieile <t la composante souterraine de ["écoulement.
L'équation de transformation est obtenue par couplage de ces deux composantes.

Bien qu'apparemment tris théorique, le modale proposé est inspiré par les observations actuellement en cours
sur le ruissellement i Cotonoun. 5'il faut bien sar attendre les résuitacs de son application pratigqne pour juger de sa
valeur, la discussion théorique montre déja que cz modele est une géndralisacion des divers modeles i reservoirs
atilisés dans la pratique. Elle montre #n cutre que lorsque le nombre de réservoirs est sufisamment grand, ce modéle
est la forme discréte du modéls de ["onde cinématque. Ce résultar érablic de manidre axplicize [a reladon qui exaste
enrre lea modéles concepruels i réservoir dirts « modeles globaux # et les modeles bases sur les dqnadons de la pay-
sique dits « modéles 3 parameétres reépartis s
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A generalized kinematic approach to basin modelling

ABEL AFOUDA  Nartional University of Benin, Cotonou, Benin

Abstract. The main observation siemming from hydrological forecasnng praciices i3 that
rainfall—runatf transformation in o basin involves three main procssses: the production procsss,
the transformation process, and the propagation proeess. This paper presents @ theoretical hydro-
dynamical analysis of the rainfall—runcff transformation process, A production function Zi{d)
which describes the soil wuter movement in the unsarurated zone and accounts for evaporation is
introduced, The rransformation 2quations are cbrained by coupling overland and underground
flow. These equations form & lumped kinematic approach which is wolved analytically, while the
solution is obrained in the form of integral series. This is a theoretical validation of the Volterra
series representation of the rainfall=runoff rmnsformanon process.

Approche cinématique généralisée pour la modéisation des bassing

Résumé. L'observation principale que ('on peat faire sur les pratigues de previsions hydro-
logiques est que la rransformation pivie —débit dans un bassin necessite trois opertions principales;
le processus de production, l& processus de ransformation el [e processus de propagation. Czue
communication présente une andly < hydmodynamigque théangque de processus de transtormution
pluta—débit, Une fonction de production £ (8) qui déerit |as mouvemeants de |"sau dans le 0l

dans |2 zone non saturée =5t présentée par ["auteur. Les équations de transformation sant

obtenues ¢n couplant "écoulement & la surface du sol et |'Scoulement souterrain, Ces équations
constituent une approche globale cinémanque dont |a solution est analytique, la solurion est
obtenue sous la forme de séries intégrales. Cest une validation theorique de |a représentation par
des séries de Volterra du processus de mansformation piuie —débit.

INTRODUCTION

Because the relation between rainfall and runoff is one of the most important
problems in hydrology . it has been the subjéct of many studies in recent years. There
is available in the hydrological literature a wide spectrum of reasonably accurate
mathematical models for rainfall—runoff modelling, These models have been presentéd
and widely commented on by Dooge (1973). On the one hand most of these models
were lumped and did not give any information about the physics of the transformation
process involved. On the other hand, most of the physics-based models considered
separately overland flow and underground flow.

Nevertheless, the main idea which stems from hydrological practice is that the
transformation of rainfall into runoff in a basin practice involves three main processes:

(1) The production process. The action of the unsaturated zone which accounts for
evaporation and evapotranspiration and divides the resulting rainfall event into two
components (overland and underground).

(2} The transformarion process. The process by which the amount of rainfall
volumes for the overland component and the underground component are transformed
into runoff,

(3) The propagarion process, The process of the flood wave travelling downstream.

Following these main ideas, this paper presents a hydrodynamic mode| which is an
attempt to bring out the essential unity underlying the many methods that have been
used in developing storm water modeis.

105




106 Abel Afouda
THE PRODUCTION PROCESS

In a previous paper, a parameter Z(8) was introduced ( Afouda, 1978a), This parameter
which depends on the rainfall intensity, the antecedent precipitation and evaporation
and the soil properties, is the main production factor in a basin, and was'derived as
follows.

Let {(#) be the rainfall intensity, £(¢) the evaporation flux in the basin and Q(r) the
discharge at the basin outlet. Defining

P() =1(r) - E{2) . (1)
and
X(r) =J: (P(E) - (%) d& (2)
then X(r) is the total volume of rainfall available at time r for overland and under-

ground transformation. Lat now X and X, be the volume of rainfall, not yet
discharged from the basin and thus in surface and subsurface storage, then

X=li=-20@)) X (3)
and

Xy=[2(®)) X (4)
On the other hand, conservation of mass yields

X=X, +X, ' (5)

[t appears from these relations that the estimation of Z(4) involves the estimation of
the infiltrated ranfall volume. This can be done by either solving the tradidonal
Richard’s equation or by using the newly developed two-phase flow theory (Morel-
Seytoux, 1976).

If r(z) is the infiltration rate and g,(¢) is the output from the underground sub-
system, then

2= rO-amia| Po-om) . ®

[t can be s2¢n that for a given rainfall event, Z(9) vanies with the infiltration rate and
the intensity of the storm.

THE TRANSFORMATION PROCESS

The transformation process involves first overland flow, i.e. a rough surface flow as
descrnibed by Afouda (1979), interflow as described by [shihara (1971) and then
groundwater flow resulting from groundwarter recharge.

Overland flow

Let /iy be the depth of the rough surface flow, /- the depth of the interflow, and
assume that the rough surface flow and interflow have the same direction. If ¥, and

V5 are the local velocity for rough surface flow and the apparent velocity for intarflow,
and g, and g are the corresponding discharges, then overland flow can be described
by the partial differential =quations of gradually varied unsteady Mow, knowrn as the

=
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THE PRODUCTION PROCESS

In a previous paper, a parameter Z(3) was introduced { Afouda, 1978a), This parameter
which depends on the rainfall intensity, the antecedent precipitation and evaporation
and the soil properties, is the main production factor in a basin, and was'derived as
follows.

Let {(#) be the rainfall intensity, £{r) the evaporation flux in the basin and Q(¢) the
discharge at the basin outlet. Defining
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ground transformation. L2t now X, and X, be the volume of rainfall, not yet
discharged from the basin and thus in surface and subsurface storage, then

L=[1-206)] X (3)
and

Xy =[2()] X (4)
On the other hand, conservation of mass yields

X=X, +X, : (5)

[t appears from these relations that the estimation of Z(8) involves the estimation of
the infiltrated rainfall volume. This can be done by either solving the tradidonal
Richard’s equation or by using the newly developed two-phase flow theory (Morel-
Sevtoux, 19786).

If r(r) is the infiltration rate and g,(¢) is the output from the underground sub-
system, then

z( =J' (7(8) — qu(®)] ds/']: (P) - 0(8)] d . (6

It can be seen that for a given rainfall event, Z(8) varies with the infiltration rate and
the intensity of the storm.

THE TRANSFORMATION PROCESS

The transformation process involves first overland flow, i.e. a rough surface flow as
described by Afouda (1979), interflow as described by [shihara (1971) and then
groundwater {low resulting from groundwater recharge.

Overland flow

Let it be the depth of the rough surface flow, /i, the depth of the interflow, and
assume that the rough surface flow and interflow have the same direction. [f ¥, and

V5 are the local velocity for rough surface flow and the apparent velocity for interflow,
and q, and g5 are the corresponding discharges, then overland flow can be desenbed
by the partial differential equations of gradually varied unsteady Mow, known as the
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St Venant equations:

dH, dq,

—S o P <
b y(x. 1) (7)
al, ol a4, H,

i e Ry PP (8)
ar L ga.:' glo—7) T

3

where P, = P() —r{(1); 44 = q, * q1 is the total discharge from overland flow, H, =
ty + h4is the local depth; U, is an equivalent velocity:

i h h
, U=V (1= )+ a2
Hy/ Hy
[is the slope of the basin and J is a generalized friction siope and is evaiuated from
. the following considerations.

Assume for the rough surface flow that roughness, plant leaves and stones are
uniformly distributed over a length L, then if a drag coefficient is defined by

Ci = Lon/RE" (9)

n will characterize the basin surface and mgqwill be a coefficient varying from [ to 0 as
flow varies slowly from laminar to turbulent. The friction slope for the rough surface
flow may be evaluated from (Afouda, 1979):

J,=(1/CR + C,[28)V} (10)

where C is the Chezy coeificient, R = kit is the hydraulic radius and V) is the local
water velocity as defined previously. Though this formulation imposes a specific
distribution of the roughness, it may serve as a valid approximauon of the friction
slope aver a vegetated surface.
/ The friction slope for the interflow may be svaluated from porous medium theory
' (Bear, 1972). One obuains

= X
Iy = f“- -G Vi (1)
F2 248’ﬁdo :

_ where pois the porosity of the porous surface stratum: J is a coefficient which
| accounts for the geometry of the grains;dy is the average diameter of the grain; A is 2
coefficient accounting for the effect of neighbouring grains; Cp is the drag coefficient
" in the sense of Stokes; V; is the apparent velocity,
Using equations (10) and (11) to caleulate U7, and assuming the Darcy—Weisbach
resistance law to be valid one obtains an analytic expression for a generalized friction
slope

J=(T18gH)U; (12)
where [ is the generalized friction factor (Afouda, 1979):
[( 28C*hy \ [ i\ 24gfdepy [ha\?
et (R -2
22+ C,Ch, H, Ml=pg)Cn \H;/
1.“( lgclh; "}_‘ﬁ.{’ 245]3&“3‘{“3 )“1 ) (1- JT:) E. =
i H,

(13)
r"\{l_!JanCDr \ H!.-

\2g + C,Ch,
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The kinematic relation

Various simplified forms of the St Venant equation are generally adopted to describe
the overland transformation process. Most of the simplifying assumptions are based on
the personal judgement of (ndividual modellers and thus reflect only a smail ponion of
hydrological reality. The mast coherent physics-based theory elaborated for the
purposes of rainfall —runoff analysis is the kinematic approximarion. The fundamentals
of this theory have been widely described (Wooding, 1965; Eagleson, 1970; Woolhiser,
1975). For smooth surface flow (Chezy's flow) Woolhiser and Liggett (1967)
introduced a kinematic number

xn=fuLuﬁHuF¢!ﬁ (14)

where Lqis a reference length of the plane, [, is the basin slope, &, is the normal depth
and F}, = V§/gHy the corresponding Froude number for 2 normal velocity Fy. If

Kg =10, the kinematic approximation is valid and the dynamic equation (8) may be
used in the Darcy—Weisbach form. When a rough surface flow is considered and if the
roughness is described by the drag coefficient €y, the kinematic coefficient is obtained
in the form (Afouda, 1979).

Ki=Lonf2RTo + Ky ' (15)

For K| > Lon/2RT + K, a unique relation between depth and velocity can be
adopted, then the dynamic equation is used in the form:

Ui =(8gh/T) H, (16)
Since the friction factor is a function of depth, a coefficient a(H]) can be defined:

a(H,) = (3g/o/T(H))" (1mn
then the discharge is expressed as a unique refation of depth:

qs = a(H)HS = U(Hy) (18)

This approximation, combined with the ccnnnu.:t‘y equation, provides the distri-
buted kinematic equation for averland flow.

Now, considering the distributed parameter P,(.r,:] and g ;{x,¢) 10 be lumped into a
finite number of input and output variables respectively p;, and g (where i=1,
2,...,n)(Fig. |). For each pair of input and output the continuity equation is

il _'
e He

FIGURE 1. Definition sketch of overland flow simulation by interacting reservoirs.
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where Lqis a reference length of the plane, [, is the basin slope, A, is the normal depth
and F, = V§/eHy the corresponding Froude number for 2 normal velocity Vy. If

Kg =10, the kinematic approximation is valid and the dynamic equation (8) may be
used in the Darcy—Weisbach form. When a rough surface flow is considered and if the
roughness is described by the drag coefficient €, the kinematic coefficient is obtained
in the form (Afouda, 1979).

Ky =Lonf2RT + Ky ' (15)

For K| > Lon/2RT " + K 3, a unique relation between depth and velocity can be
adopted, then the dynamic 2quation is used in the form:

U3 = (8gh/T) A, (16)
Since the friction factor is a function of depth, a coefficient a(A]) can be defined:

e(H,) = (8g/o/T(H))" (17
then the discharge is expressed as a unique relation of depth:

qs = a(H)H = L(Hy) (18)

This approximation, combined with the Cﬂn‘tml.l.i!}" equation, provides the distn-
buted kinematic equation for overland flow.

Now, considering the distributed parameter F,(;:,n and g (x, r) to be lumped into a
finite number of input and outpur variables respectively p,, and g, (where { = 1,
2,...,n) (Fig. |). For each pair of input and output the continuity squation is

Y ¥

FIGURE |. Definition sketch of overland flow simulation by interacting reservoirs.
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considered in the hydrological form by integrating the continuity equation over a
corresponding basin reach 1o obtain:
dX,,

?= @a1= Yai

dxﬂ
dr

dX

__d.r—z.nbm—[zl;l.‘m'- il:"-;{n-”)

where

= Paz— (V52 = ¥yy) (19)

l x| | “£i 34y
AT By e Hyg(x,1) dx; u"if'wsﬂ-lj:- oy
xf'“"rr'-i-:f_,; Ri—Xf— pdxg g O

1 x

b=—  — Pz, 1) dx

X=X 12y = 3
In matnx notation (19) can be written in the form:

dX, :
— =@, — iy {20)
dr

where P, = [y — Wye 1y ], and (18) transforms into
s = B(Xy(0), 1) (21)

Approximating (21} by the Taylor series in the neighbourhood of X (rg) =0 and
combining with (20) yields the following differential equation for overland flow:

dX, i
= Xap * ' 22
T2, %t (22)
where
dXy;
dt ‘ril ':';I
dX, " . _ :
w | F X ™
dXsn xj;n Py
de
[—ay O 0 0 0 0
dyj —=d2y "0 ] 0 0
‘4”3 0 Q G{.'_l}.,- —ajj a Q
ﬂ 0 0 'D‘ H{n'”f ""ﬂ,”

with ay;, the jth Taylor series coefficient for the reach i.
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Groundwater flow '

The basic equations of groundwater flow are well established (Bear, 1972). For
two-dimensional incompressible unconfined flow in a saturated porous medium, the
continuity and the dynamic equations can be reduced to the following (Eagleson,
1970):

—t,op, (23)

=ayfy (24)

~ where H, = eH,; A is the depth of the flow, ¢ is the porosity of the medium, g,

_ underground discharge contribution to the runoff, a, = kegl,,/evq with k, the intrinsic
permeability, f; the local slope of the phreatic surface, v, the viscosity of the fluid,
P, =r(r) is the apparent vertical velocity with which water entars the system across
the phreatic surface.

Using now an approximation similar to that used for overland flow, a linear vector
differential equation is obtained

dX,

=4, Xy + 23
9 uXy @y (25)
$,=4,X, (26)
with
1 £§
fr [ Ao
Xp=Xi-1 xio|
1 =i
Pui *—-—j Py(x, rydx
Xi—Xp-1 2Py
and
--l‘.'lul ﬂ ﬂ n Q D
@y -y a 0 0 0
"‘u:' 00 S T 0 R A 0 R T S 4 W s P ) e A
0 0 @yi—1)  Cui 0 0
U 'D ﬂ U I'-'lu‘ﬂ..l, —n‘n

Coupling overland and underground flow
By assuming that for 2ach reach, overland flow and underground flow can be coupled
through the production function Z(8) (Afouda, 1976, 1978a,b) (Fig. 2) one obtains

. > A e (@7

¥= Z;., AgX; (28)
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FIGURE 2, Coupling overland md-undergmu.uﬂ flow.
where
[Ziﬂ}Au’f[l—Zfﬂ}!A_-.; forj=1
A‘f -
l[l—Z{ﬂ]]A.u- forj=2

Equations (27) and (28) are a lumped kinematic approach and describe the transfor-
mation process in the basin, In terms of systems approach theory, (27) is a2 nonlinear
vector differential equation which describes the state X(r) of the considered basin and
equation (28) expresses the output asa nonlinear function of this state. Equations
27) and (28) can be solved using the local inverse theorem as presented by Halme and
Orava (1972) and applied to hydrological systems (Afouda, 1974, 1978a,b, 1979).
When appropriate initial conditions are found for a time invariant system, the linear
component of the solution of the state equation can be given in the forms

XL (1) =J: X (-5 dE (29)
where X, (¢) is 2 column matrix, an zlement of which has the form
Xn=3" | =D o@as (30)
and
b - i
Hye-9=2 T Auern (- Aa(- )] @an)

Now, a general solution for (27) is obtained from the knowledge of equation (29)
which expresses the |inear component, the vector column X is formed and the vth
element is obtained in the following form:

w W *t o iy
Xjult) = z[\ e 'z!fl ‘JD : ”_Ju"gfl <o edf (r, £, - "Eij) (32)
I
X qﬁL(Ef,J sas alf[EIIf)dEf.l "'dEi!

When this expression is used to calculate i, the resulting equation is a column
matrix, elements of which can be rearranged in the form of an integral series:

w0=3 (3 2 fo b @

x oy, (50, -.- 8y (&i)dEy .. dE;
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DISCUSSION

Equation (33) is a generalized systems approach solution for the rainfall—runoff trans-
formation process. The advantage of a Volterra series representation has been
discussed elsewhere (Afouda, 1978a), Only a theoretical aspect of applicability is
presented here.

The parameters involved in the mathematical formulation have been shown to have
precise physical meaning, The accuracy in sstimating the basin behaviour is of course
related to the approximation made on these parameters, in particular Z(8):

IfZ(8)=1, #(r)> 0, the basin response takes the form of underground
contribution.

IfZ(8) =1, @(r) < 0 equation (27) will describe the evolution of soil moisture at-the
sail surface.

If Z(8) =0, @(1) > 0 then equation (27) is a generalized reservoir approach to the
overland transformation process.

The accuracy of this approach depends on the parameter n which represents the
dimension of the fundamental matrix related to equation (27) and parameter m which
is the number of terms in the Taylor series development of (21). .

When n =1, m =1, the sngle linear reservoir approach is obtained which is widely
used in hydrology. #(r) reduces to

() —A,lc:}exp[—fn' An®) dz] (34)

for time varying model, and to a simple exponential expression when 4, = constant.
Coefficient A, is often taken as an ¢mpirical coefficient. The generalized approach

“presented here gives the physical meaning of this coefficient, When the generalized

friction factor is used for the calculation, the following form is obtained:
Ay =fll, T, C) (35)

Ifn>2,m=1 a cascading linear reservoir approach is obtained. This case has been
investigated in the laboratory by Musik (1974). If 4 = constant, and ¢, =0, ¢ =0
(i=1,2,...), the Dooge approach (1959) is obtained. When the Dooge boundary

conditions are used, J#(r) will have the following form

" 1 n—12 1 1 =, .
J‘(r}-zf_l (E:) []-—[:*l (ﬂ’_f, _ﬂ—v:]] exp(—a; 1) (36)
[n the particular case of the Nash conditionay; =ay =...a
a
= -1 ;.
#(r) Y (ar)" ~" exp(—ar) (37

I =1, m> 2 a single nonlinear reservoir approach is obtained. The solution for this
approach has been discussed elsewhere (Afouda, 1978a,b) and has the form of a

Velterra series.
The case when n —= <8 m < == is of interest. Considering the linear component for the

time invariant case

SOED N I TN GET (39
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It can be easily seen from the definition of the system that if £ = = the linear compon-
ent will tend towards

. |
H(x, )= i Mo (x 1 =§)p(x E)dE (39)
Jo
the task then is to evaluate J2.(x, ¢ — £). From the definition of the linear component
X k E-1 E
K (x, -5 =l a; expl—ay(r—¢ 40
(%= kan..Z,HZ,ﬂ [T, s owl-a -8 (40)

As ke g; tends towards a fixed value a, and Nash’s condition is obtained. Thus the
internal summation equals

(ary* =lexp(—ua,¢ (41)
[k—-l]'.'g' exp (=i, 1)
Taking now
Ho(x,t—F) = lim zx (rqr}* 'lexp{—alr} (42)
k—=wmi=tizy (k=1)!
S.(x,t —£) is found to be constant everywhere and equals the Heaviside function
Hulx, i =E)=ulx, -5 (43)
Hence the linear component is
“r
H(x, )= [D u(x, 1 —£) p(x, £)dg (44)
The resulting discharge has the form:
m ot 1 o Fi -
Axn=3 J J Hi(xt-8) [T, p(x.Ddg ... d¥ (45)
i=1Jo 0

where

.i'}[x.r—.ﬂ=J’;‘a,n’*'u{x.r-a)ds
a =1

Now derive the solution from the distribution equation

3H 30 _

e et 1 & 500, (46)

dr  dx :
i=t

The total differential of A{x, ) is
dd aH  aH
b R

el ihisian DS (48)
dr ar dx

which comparing with (46) vields
dH
—_— p{x' ;} I:-‘-En
dr

I
= gl =1 3
U Zm jajH (50)
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; e i k k-1 =
Hoe-p=tm > > TT e expl-alr-9] (40)
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Ho(x,t=§ = lim zt ! (a,0)* =" exp(—ay1) (42)
T k—m =y (k=)
H.(x,t —E)is found to be constant everywhere and equals the Heaviside function
Hoa(x,t =) =ulx,r-5) (43)
Hence the linear component is
‘e
H(x,1)= [0 u(x, £ —§) p(x. £) dE (44)
The resulting discharge has the form:
m "t i et i ’
Q(x.I)=Z_ J J Hi(x e85 [T, p(x.DdE ... d§; (45)
F=1Jd0 o
where -

.?}(1.:—95}=Jr;’a,]’[‘“"u[x.r—i}di
(4] e |

Now derive the solution from the distribution equation

3H 30 _
— +— = P(x,1) (46)
df dx :
=S" aut (47
o) Z,—,l”f )

The total differential of H{x, 1) is
df aH aH
U —

ey hioisie Lo (+8)
dr ar dx

which comparing with (468) yields
dH
— =p(x1) (49)
dr

m
= =1 ik
U sza,ﬂ (50)
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Solving equation (49) for A vields (44) and the resulting discharge can be easily
deduced in the form of (45). Thus it is proved that when n —= = the generalized
lumped solution tends towards the distributed solution of the kinematic wave theory.
If Z({6) = constant = 0, p(r) > 0, for a given interval, we necessarily underestimate
and overestimate the volume of infiltration for dry and wetted periods respectively.
This is the reason why time invariant models, linear (linear reservoir, unit hydrograph)
as well as nonlinear (nonlinear reservoirs, Volterra series) overestimate the low flow
and underestimate the peak. The performance of the model could be improved if the
values of Z(#) are considered for each appropriate subinterval.

CONCLUSION

The process of flood wave formation from rainfall in a natural basin is one of the most
important and most complex flow phenomena the engineer has to deal with. In this
paper a theoretical physics-based model has been developed for the rainfall—runoff
transformation process. The basic idea of the model is that rainfall—runoff transforma-
tion involves three main processes: production, transformation and propagation. A
production function Z(#) has been proposed which determines the interaction of the
major components. The transformation process is obtained by coupling overland flow
and underground flow in a lumped form. The lumped equations have been proved to
tend toward a distributed form when the dimension of the fundamental matrix of the
system tends to infinity, Though the propagation process can be studied by the
lumped St Venant squation, it is not analysed in detail here. [t is believed that the
stochastic extension of the approach developed in this paper will produce a more
coherent theory of hydrological systems,
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QUELQUES ASPECTS CLIMATOLCOGIQUES DE L'ELABORATION DES SYSTEMES
DE DRAINAGE EN MILIEU URBAIN
|
par
AFOUDA A. Abel
Universitd Nationale du BZnin
Cotonou (Rep. Pop. du Bénin)

I. INTRODUCTION

Le développement rapide des centres urbains est aujourd'hui un phénoméne mondial)
Il a généralement pour conséquence une modification radicale des conditions de ruisselle-
ment et du régime des cours d'eau drainmant le terrain bdti. Mais 1'impact des facteurs cli-
matiques dont le plus marguant est celui de la précipitation dépend de la situation géo-
graphique et du niveau de développement du pays concerné 2insi que de l'importance &Econo-
mique de la ville.

En effet, les influences physiques et directes de la précipitation se trzduisent
d'une part, par les inondations qui affectent 3 la fois la sécurité@ des citadias ec 1l'éco-
nomie du pays, et d'autra part, par l'é@rosion des sols qui affecte, dans les zones de for-
te pente non imperméabilisée, les chaussées, et, souvent, la stabilité des &difices. Pour
lutter contre ces effets néfastes da la pricipitation, il faut consentir 3 des investisse-
ments &levés, afin de mettre en place des systiZmes de drainage appropriés.

Dans nombre de pays en déveloprement, et particulirement dans la plupart des
pays d'Afrique Tropicale, le niveau d'urbanisation des grandes agglomérations reste tragi-
quement insuffisant, le développement des infrastructures urbaires ne suivant pas directe—
zent l'occupation des sols, Cette sirtuation rend trds délicate 1'élaboration des systSmes
de drainage. L'utilisation des modéles classiques de transformation pluie-débit, inspirés
par des conditions climatiques différentes de celles de 1'Afrique tropicale at des condi-
tions de ruissellement moins sévéres, ne donne souvent pas les risultacs escomptés,

Aprés une &tude rapide des modéles classiques de transformation pluie-d&bit en
milieu urbain, om examine la notiom de pluie de projet et on présente un modéle théorique
de ruissellement basé sur les &quations fondamentales de l'hydrodynamique. L'interpréta-
tion déterministe de ce modéle montre qu'il généralise les modEles 3 réservoirs classiques
L'interprétation stochastique permet d'8tablir une relation probabiliste 2ntre d'une part
les précipitations et la fonction de transformation du bassin et, d'autre part entre la
fonction de transformation et le débit I 1l'exutoire.

II1. LES MODELES DE DRAINAGE EN MILIEU URBAIN

On distingue en général deux types de systimes de drainage en milieu urbain : le
systdme mixte et le systdme séparatif. Dans les deux cas, ia principale difficulré réside
dans le fait que le réseau doit 8tre calculé en terme de risque da défaillance en raison
de la nature aléatoire des précipitations. La recherche du d&bit maximal 'pluvial & Evacuer
ou de l'hydrogramme de crue de projet se fait i 1'aide des mod&les pluia-débit.

Les modé&les pluie-débit, couramment utilisés dans la recherche du d&bit pluvial
maximal ou de l'hydrogramme devant servir 3 1'dtablissement des projets d'assainissement,
peuvent &8trs classés en plusieurs catégorias, sur la base des critdres préfixés. (Dooge
[7] , Clarke [5] ). Nous avons choisi de les classer suivant le fondement théorique mathé-
matique auquel ils font appel. On distingue ainsi : les mod3les empiriques (méthode ra—
tionnelle, méthode de Caquot) ; les modéles déterministes (mod&les globaux, modéles 3 pa-
ramétres répartis) ; les modéles stochastiques (modd@les ARMA).
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On a montré, dans [1] , que lorsque l'on considére la relatiom (5) sous la forme :
k <
Q =& a, ¥y | (8)
i= !
le débit de sortie s nbtlant sous la forme des serles intégrales

QCE) = z f vide f By bty e %) {'1 R AR T
] =]

Ici, les ¢i' sont des cnmhinaisuns appropriées d'expomentielles,
b-Les modéles analytiques

résoudre le probléme inverse des problémes (3) et (4). Dans sa formulation linéaire in-
troduite par Sherman (Dooge [7]), on suppose que l'on peut déterminer I partir d'ume sé-
rie d'observations sur le terrain, la fonction & (t) correspondant 3 l'averse unicaire
type. La comnaissance de cette fonction appelée hydrogramme unitaire du bassin permet, pa:
convolution linéaire avec une averse quelconque donnée, de comnaltre le débit # la sortie
dudit bassin.

b

11.2.2. Les mod2fes 2 paramitres rdpantis |
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Le modéle 3 paramétres répartis couramment utilisé em hydrologie urbaine est basé& sur les

gquations de St-Venmant :
F

3h 3 Q. f

e e P (x, t) (10)
a U g U 3 h Up

3t u 5x 853x B CIO e h an

Tei, P(x,t) représents la pluie nette ; h est la hauteur de l'8coulement sur le bassin ;
U est sa vitesse, J - la perte de charge et g = l'accélaration de la pesanteur ; Q et I,
étant définis comme pré&cédemment.

I1 n'existe malheureusement pas ( 3 notre connaissance) de solution analytique simpla pows
le systéme d'&quations (10) ec (11). Cependan:. dans le cas de l'@coulement de surface,
des simplifications notables peuvent s'introudire dans l'Equation dynamique (eq.ll).
Woolhiser st Liggett [2] ont montré aue le eritdre théorique de simplification est le
nombre cingmatique K, = Ig L, / Hy F§ , I, &tant la pente moyenne, L, une longueur de
référence dans le plan de 1 Ecnulement, Hy, - la hauteur de l'Scoulement normal, =t Fp le
nombre de Froude de l'écoulement. Pour K, 2 10 , l'Equation dynamique (11) peut s'écrire
sous la forme : |

Q(t) = AR’ 5 ' (12)
od A et v dépendent de la formule choisie pour exprimer les termes de résistance. En
utilisant la méthode des caractiéristiques, Wooding [21] ar ensuite Woolhiser [22] omnt

montré que la solution du systéme d'equatlcns {10) et (12), pour des conditioms initiales
appropriges, est donnée par @

Q(t) = A (P t)

II1.3. Les modéles stochastiques

Généralement, on rencontre en hydrologies, les modSles stochastiques sous la for
mulation ARMA (m,n) ou ses variantes. Le mcdéle ARMA (m,n) est décrit par la ralatiom :

m -
g = 3 Q. . = I W B, +N (13)
t Tos MkCek i S P tek 2

ou 4, et U, sont des coefficients du mod&le et N, est un terme de bruit. On raméne,
aprés quelques transformations mathématiques, cette relation sous la forme suivante :




Q= A" ® . F®me e ¢ ®YD v, (14)

Dans.cette relatiom, B d&signe l'opérateur retard tel que BQ, = Qe-1 3
B™Q. = Qe 3 A (B), @(B), ¢(B) et Y(B) sont des polyndmes en B de degrd respectif
approprié my (i = 1,4) ; wg est un terme de bruit, de variance Ué et de moyenne nulle.
La résolution du mod@le stochastique consiste alors 3 trouver les paramétres :
A,B,0, Vet of
t
Pour conclure ce survol tré@s rapide des différents modéles de transformation
pluie-débit, il faudrait souligner que @ :
= les modéles empiriques, malgré les essais d'adaptation ne donnent toujours pas des ré=
sultats satisfaisants en milieu tropical. Leur utilisation conduit i sous estimer dange-
reusement le débit maximum possible pour une pluie de fréquence donnée ;

= les mod@les stochastiques servent plutdt dans la gestion des grands bassins et dans la
prédiction 3 court terme et s'adaptent mal au probléme de transformation pluie-d&bit en
milieu urbain:(0"Comnell [14] , Todidini et Bouillot [19] , Szollosi Nagy et al (17105

= les mod&les déterministes pourraient donmer des résultats meilleurs parce qu'ils consis
dérent le caractiére dynamique du processus de transformation, (Débordes [6] ). Mais ces

modéles ne prennent pas en compte l'aspect stochastique attaché 3 1'information climati-
que. Les expériences récentes en hydrologie urbaine indiquent gue les efforts s'orientest
vers l'amélioration de ces modEles. A notre avis, ces efforts doivent consister d'aberd

d mieux appréhender la faiblesse des modéles déterminisctes vis 3 vis de 1l'information cli
matique et i porter donc sur la définition correcte de la pluis de projet.

l
III. LA PLUIE DE PROJET i

III.1. Aspects socio—&conomiques

Une dé&finition correcte de la pluie de projet devrait se faire par unm caleul
2conomique, mettant en balance, les colits des investissements nécessaires pour se proté=
ger contre un phénoméne de fréquence donnde et le colt des dégdts occasionnés par les
eaux, en cas de dépassement du phénoméne consid&r&. Ainsi, sur le plan Zconomique, la
question se pose en terme de risque que représente un débordement de réseau. Mais, daos ¥
cas général, on Sprouve de grandes difficultés 3 effectuer de telles mesures, car oo v
lue mal 1'&tendue des inondations et les effats physiques correspondant 3 un phénocméne &
fréquence donnée, et encore moins le coiit des dégdts occasionnés. Dans nombre de cas,
risque encouru peut etre uniquement une g8ne temporaire apportée & la circulation pen
une dur@e relativement courte. Ce risque peut certainement 8tre accepté avec une fréques
ce assez €levée. Dans d'autres cas, au contraire, la présence de zone de peuplement trid
dense impose, pour des raisons de s@curitd, une protection contre les crues de fréquen
assez rares eC pour des guestions de santé une protection contre toute inondation. |

Il apparait donc nettement que, pour un méme centre urbain, le probléme du chil
de Iréquence peut se poser diffSremment et il convient de déterminer pour chaque cas,les
fréquences correspondant 3 l'optimum &conomique et sanitaire. Le choix de la fréquence
décennale, couramment utilisée dans les pays d'Afrique d'expression frangaise pour le
calcul des systEmes d'assainissement en milieu urbain, pourrait bien ne corraspondre i
aucun optimum souhait@, surtout si l'om tient compte du caractire torrentiel de la pl
en milieu tropical.

I1I.2. Définition de la pluie de projet

Dans leur essai d'adaptation de la formule de Caquot aux régions intertropicd
les, Lemoine et Cruette [12] comsid@rent que l'intensité de la pluie décemnale dans céf
zone répond approximativement i la formule :

i s 1,5 o (15)

mm/mn mn .
pour les averses de durée inférieure i 90 minutes. L'utilisation de cette formule, nalf
les corrections suggérdes par les auteurs, ne permet pas d'améliorer la performance del




formule de Caquot en milieu tropical. =Tes

Dans une &tude statistique générale des averses excaptlonuelles en Afrique Oceci-
dentale, Brunet-Moret [4] a montr& que les précipitations journaliiZres dans cette régiom
s'ajustaient 3 une loi de distribution gamma incomplite, sauf dans les zones cotidres.
S'appuyant sur les travaux antérieures de 1'ORSTOM, (Rodier [15] , Herbaud [10]), il
montre que le diagramme d'intensité classique d'une averse moyenne ou forte se présente
SomNe SUlt F L0 Ldimanaa oL sthed il

= une période pral;mlnalre, trds souvent absenta ou de trés courte durie, avec
des intensité@s moyennes inférieures 3 18 mm/heure ;

= le corps de la tornade i forte ou tr@s forte intensit@ moyenne, 40 & 80 ou
100 mm/h, la durée de cette période est courte, parfois trés ccurte, 5 i 20 mimutes avec,
généralement, un paroxysme de 5 minutes au moins qui peut atteindre 150 & 200 mm/h ou
méme plus. Cette pointe peut se dédoubler, auquel cas le corps de l'averse dure plus de
20 migutes ;

-

= la traine de l'averse, d faible intemnsité, 15 3 20 mm/h au d&but, tombant vite
en~dessous de 5 mm/h. La traine dure généralement 1/2 heure 3 2 heures.

Dans le cas d'une averse simple dans la journdSe, cet auteur propose les rela='.
tions suivantes respectivement pour :

= la hauteur C de précipitation correspondant au corps de l'averse :

C = 0,9 [PJT-5] (16)
PJ &tant la precipitation de la journée.

- la durée de ce corps de l'averse : ; 1/3

Dmin = 14,9 (C + 1,82) - 18,2 (17)
- les intemsitds classées du corps suivant le temps t en minutes :

2

X - (D =) + 18,2

L) gy = 6 S ] (18)
- l'intensité maximale en 5 minutes autour de la pointe : Wl

- 12,06 [C + {.5] - 4,05 [1 +1,8] + 0,45 (19)

Pour obtenir l'hyBtogramme 3 partir du graphique des intensités classées,
Brunet-Moret propose un temps de montZe en intensité de 8,8 minutes (quelle que soit la
hautesur de ce corps) 2 croissance linfaire en intensitd suivant le temps.

On montre par ailleurs (WM 0 n® 332, p.55) que si Pp, est la précipitation
maximale journaliZre de période de retour T, , on peut l'exprimer par la relatiom :

P, = P o+As | (20)

oi P, et S, sont respectivement la muyeﬂﬂe et 1'8cart type de la série de n maxima annuels
A est une variable statistique qui varie avec les différentes distributions de fréquence
auxquelles s'ajustent les valeurs extrémes des données hydrologigques &tudides., 5i on rem-—
place dans cecte relation Pry Par la précipitation maximale observée et A par Am 5 on
trouve que [\ représente le nombre d'écarts types qu'il faut ajouter 3 la moyenme Pp
pour obtenir Pp : !

P = P + A S_ | (21)

m n m 'n |
S§i, avec cette formulation, on applique la mEthode de Brunet-Moret pour le cas
d'une seule averse dans la jourm@e, on est conduit 3 1l'expression suivante pour représen-
ter 1'hydtogramme de projet

i
L L8y = T (8 + 9(8) g5 () (22)

ol i(t) représente l'hyétogramme moyen ; C(t) est l'Ecart type instantané; ic (t)

représente le nombre d'Ecarts-types instantanés qu'il faut ajouter 3 la valeur "ifistantanée

de l'hydrogramme moyen pour avoir 1'intensit@ réelle de la pluie obsarvé@e. Du point de vue

théorique, on montre (Jawzinski [11] p.48 et p.73) que €, (t) est un processus du mou=

vement brownien. ' =(t)
On admettra par extension qu'un processus hydrologique de fréquence donnée peut

8tre décrit par une relation similaire 3 la relation (22). Cela revient 3 définir pour

—— = S - — N i . i s

i
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chaque processus hydrologique £ (t), unme variable réduite : - -~ ~—- - - e |
O I |
e - () = —— (23) | !

Or (t)

£(t) aura les caractéristiques d&crites dans Jawzinski [11] p.72 ou dans Friedman [9]
P-36. Nous considérerons par la suite uniquement les proecessus du mouvement brownien nor*
malisés. ! 1
EE. APPROCHE CINEMATIQUE GENERALISEE ,

IV.]. Le modéle déterministe

En considérant 1'écoulement de l'eau comme un mouvement fluide, on peut le dé-
crire par les &quations générales qui régissent un systéme fluide et qui s'appuient sur
laes trois principes suivants !

- conservation de la quantité de mouvement (28me loi de Newton)
- conservation de la masse (Equation de continuit8)
- conservation de 1'énergie (l&re loi de la thermodynamique).

A ces principes, on ajoute généralement

= 1l'8quation caractéristique du fluide ou equatluu d'&tar, qui traduit le passage de la
description de l'&tat molSculaire du fluide 3 1'&tat macroscopique. Le systdme d'Equa*
tions aux dérivées partielles qui en résulte est bien complexe et difficile 3 manier,
Mais une telle démarche permet de situer 1'&tude de la relation pluie-d&bit dans le cad
plus géndral de 1l'utilisation des informations climatologiques. Heursusement, dans la
cadre de l'Ecoulement de 1'eau sur ume surface urbaine, des modifications Evidentess s'izx
troduisent qui permettent de consid@rer le processus de transformation pluie-débit en
terme d'étapes, déterminées par les fnnct;ana de production, de transiormation et de pra
pagation (Afouda [2] [3] ) :

- la _fonction de producticon qu'on d&sigme par Z(9)d&crit l'actiom complexe ¢
la zone mon saturd@e par laquelle la quantitéd d'eau précipitde augmente la tensur ea sau
du milieu et se divise en hauteur d'eau efficace destin@e i alimenter le ruissellement
de surface et en hauteur d'eau d'infiltration destinée 3 alimenter (s'il y a lieu) 1'é&
coulement souterrain.

- la fonction vectorielle de transformation Y(t) est solution de 1'Equation
différentielle vectorielie non linéaire :

= .
d¥Y -
S = .E Aj Tj + ql (24)
j=1
pu: §
w - E A. Y. (25:'
=1 3 d

Les EBquations (24) et (25) constituent la forme hydroleogique du systdme d'&quss
tions aux dérivées partielles nom linéaires qui décrit le bassin versant. Dans ces relas
tions, A; sont les matrices d'é&volution du systZme, Y: désigne les transformations par=
tielles, q traduit ici le débit d'alimentation par 13 pluie et ) est un vecteur colonms
qui représente la réponse du systéme. Pour obtenir le d&bit de sortie i partir de la
fonction vectorielle 1 (¥,t), il suffit de considérer le dernier é&lZment de la colomme §
en d'autres termes : le débit de sortie est une fonction scalaire ¥ (¥,t) de la fonctis
vectorielle de transformation. On a montré dans des travaux antérieurs (Afouda (1] 2
[3] ) que ce modéle généralise les moddles i réservoirs classiques ef que, pour n + @
(le nombre d'éléments tend vers 1'infini), le d&bit de sortie ast solution de 1'Squatios
différentielle scalaire (equation des :aracterlsthues) tiré du systéme (10) ec (11) &t
d'"une trans:urmAtlun de (24) et (25) :

d h

(26)

d t P {‘JC,!:}

(27)
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Ce comportement asymptotique du systZme constitue l'un des résultats fondamen-
taux du moddle déterministe et qui sera utilisé par la suite.

se propage vers l'aval. La propagation de l'onde de crue dans les caniveaux urbains est
un phénoméne purement hydraulique, il ne subit que tr@s faiblement 1'influence des apports
météorologiques dans le cas des conduites d ciel ouvert et pag du tout dans le cas des
conduites enterrZes. Par ailleurs, ce phénoméne a &té trés largement &tudii (cf. par exem-
ple les travaux de l'Institut de Mécanique des Fluides de Toulouse avec la Professeur C.
Thirriot [18] et, tout récemment, Mahmood et Yevjevich [13]1 ) . Il ne sera donc pas
aborde ici.

IV.2. Le modile hydrodynamique stochastigque

L'un des aspects les plus marquants des &vénements climatiques est celui qui est
1li& 3 la notion de hasard. La repré@sentation de tels &vénements doit donec prendre en comp-
te les incertitudes liZes 3 leur comnaissance. Alors, p(x,t) doit Etre considéré comme
un processus stochastique, c¢'est-3-dire une famille de variables alZatoires indexées par
la variable spatiale {} et la variable temporelle T et notées :

{P(=,t) ,t€E€ T,x Q }

E'8tude des processus stochastiques a connu ces dernifres annfes un grand déve-
loppement. On a indiqué plus haut (8quations |3 et 14) les modéles stochastiques couram—
ment utilisés en hydrologie. Le lecteur intSressé 3 plus de dEtails pourra consulter
Friedman [9] pour le développement mathématique de la théorie ; Jawzinski [11] pour les
applications 3 la théorie des systémes et Yevjevich [23] pour les applications 3 1'hy-
drologie. Nous admettrons ici que les différents processus intervenant dans l'@tude du
systéme hydrologique sont décrits chacun par une relation similaire 3 1'&quation (22) ocu

(23}. Alors, en posant plus généralement

m
f AXawqg w TR T8 (28)
j._.] JJ
on obtient l'Equation qui d&crit le comportement stochastique du bassin sous la forme :
d¥ = F (A, Y, g3t ) dt +G (A, Y, q;t)dB (8) (29)
b=P (A, Y, qse)+ g (4 Y, q; ) £, (t) (30)

Dans ces relations T est une fonction n-vectorielle, G est la matrice des
Ecarts—types sur F at B(t) est un processus du mouvement browniem ; g est la matrice
des écarts—types sur 1 et est dé&fini comme précidemment. Une formulation Eguivalente
de 1'Equation (29) est donnée par la relation :

c T
W)=Y +[ F@ Y, q{;Ddt +[ GQ@, ¥,T;7)dB (1) (31)

:U ; tﬂ

Dans cette relation, s3i le premier terme du membre de droite est une forme clas-
sique de 1'inté8grale de Riemann, le second terme est moins commu et comstitue l'intSgra-
le stochastique de Ito (Jawakinski [11] Friedman [9] ).

La solution Y de 1'8gquacion (29) ou (31) a une propriété fort intEressante et
qui peut &tre d'importance par la suite. Elle constitue un processus de Markov. Ce qui
montre que, tout comme dans le cas déterministe, toute l'Evolution passde du bassin est
résumée dans la fonction de transformation ; on a ainsi @

P, [2(e) <2 [ T (e ) =X, wee T (e =X ]

=2 [ ?(tn; <X /YA _)=X ]

(32)

: On peut donc déterminer compldtement la propabilité de Y par la connaissance de

sa distribution initiale et de sa probabilits de transition. On notera la probabilité de
transition de ¥ sous la forme P, (Y,t / X, T ). On montre alors (Jawzinski [11] ) que
cette probabilité de transition ob&it.i l'Equation de Fokker-Planck-Xolmogorov :




£IP ,tf'x,'r)] _ By
oﬁdle (-] est 1’upér3teur dé&fini par T
£ n 3 (B *) 1 = a*c{rs.s.c)ij-}
[ == I - I
fl Byi.-‘__m.. 2 1,591 Eyi Eyj -

avec S comme matrice de covariance de B(t), Y et Fi Etant les Sléments de Y et de F
respectivement.

Par ailleurs, d'aprés un lemme de Ito (Jawzkinski [I1] p.112), on peut déter
miner une équation pour l'&volution de toute fonction scalaire 3 valeur réelles §, (¥,t)
continiiment différentiable em t ot deux fois continiment différentiable en Y sous la
forme suivante, lorsque ¥ est l'unique sclutlun de l'&quation diffirentielle stochastique
(29). .

dlb-[tbt+lp.!.?+-£—trace{t}.5.5 np,ﬂjjdr.w;,l $dB (34)

|

On voit alors que, si le débit de sortie vérifie les hypothises du lemme de Its
son évolution est déterminde par la relation (34). Mais 1'Equation (34) est aussi une
équation différentielle stochastique. Alors si ¥ est 1'unique solution de (34) et si la
densité de probabilité notée Pr (1, t) est continlment différentiable en t et deux fois
continument différentiable em ¥ , son &volutionm est dounée par :

G 1 T T
d.PL_(w. t) 'EPrt*Pnpg:*'Tt““GS: S G. P de]l+ P 5 dB8 (35)

T o 4

Dans les relations (35) et (36), t, Y, ¥ en indice traduisent la dErivationm

partielle par rapport 3 ¢t , Y et | respectivement , T en exposant désigne le transposié
de la matrice. OUn a posé en outre !

T = 1 T
b v, + lllYF.-*T:Iraan.S.G -
T i
" ¥y B | |
Les équatioms, (29), (30), (34) constituent les ocutils essentiels pour 1'Ztuded
comportement du bassin versant en tant que systZme stcchastique. En erfat. 3 partir de
ces &quations, on a les résultats suivants :

L# On suppose que le d8bit de sortie 3 l'exutoire du bassin versant W (¥,t) est une fomd
tion continiment différentielle en t et deux fois continlment différenctielle em ¥, si
1'espérance mathématique de l'accroissement de W est nulle, alors l'espérance machémati
que du débit 3 1l'exutoire mesure la densité de probabilité de la fomction vectorielle de
transformation. |
2. Sous les hypothéses : :

a - que toute la quantité d'eau tombée sous forme de priécipitation se transic®

en débit 3 l'exutoire du bassin versant et

‘b - 1'espérance mathématique des accroissements de 1) est nulle et si

P(Y,ey) = &(¥%) ( 8§ exprimant la fonction de Dirac)

alors, la densité de probabilit@ de la fonction vectorielle de transformation est ume
loi de Gauss.

gﬁ On suppose que l'espérance mathématique des accroissements de W est nulle, si _
Pr( W, tg) = & , alors la distribution de la densit@ de probabilitd du débit i 1'exutol
vérifis la loi de Gauss.

Si 1'on passe maintenant au cas limite qui est en fait le cas le plus intéress
sant dans la pratique, la solution stochastique du systémn devient rema’quanlementsﬁWH
En effet, 1'@quivalent stﬂchasthue de l'@quation (26) s'derit :

dh = P (x, thdt + T (x, t) d 8 (36)

P et ¢ 2tant respectivement la moyenne et 1'Scart type sur P(x,t).

-
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L'application du résultat n® 1 conduit 3 la relation suivante pour exprimer
le débit de sortie :

U 3 Q 2 _3%Q o
L B S 14 s
Pour mieux faire ressortir l'influence de la variable spatiale, on pose :

-3 (x,¢) . T o DT RS W 3%h -1

Rl £ (x,t) [T] A ge(x,t) . [—B_x:—]

Co a alors la relation suivante :

3. Q _ 3 Q 3% _
3 t Co 0 x Y0 Tt ¢ (38)

le long d'une caractéristique. E
|
i
|

V. CONCLUSION

On s'est attaché dans cet exposé 3 montrer comment les différents modélas de
transformation pluie-d&bit existant permettent de tenir compte de l'information climati-
que en insistant plus particuliérement sur les propriétd@s stochastiques attaches i l'in-
formation pluviométrique. On a présenté un modéle hydrodynamique qui prend en compte 3
la fois le caractére stochastique des précipitations et l'aspect dynamique de la trans-
formation. On 3tablit ainsi diffdrents ré@sultats qui peuvent 3tre utiles dans l'Scude des
bassins versants.

Il existe slirement des lacunes dans le développement présenté ; cependant, il
apparait déjd (3 notre avis) qu'un spprofondissement théorique du mod3ls hydrodynamique
s'impose et que les recherches sur ses performances pratiques permettront de réduire
notablement le codt prohibitif, dans certains cas, des syst@mes de drainage en milisu
urbain.

|
|
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: FONCTION DE REPARTITION DES DUREES SECHES
APPROXIMATION " POLYNOMES D'HERMITE"
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: FONCTION DE REPARTITION DES DUREES SECHES

Figure 8 — ¢
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: FONCTION DE REPARTITION LES DUREES SECHES
APPROXIMATION " POLYNOMES D'HERMITE "

Figure 8 - d
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FONCTION DE REPARTITION DES DUREES SECHES
APPROXIMATION " POLYNOMES D'HERMITE "
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: FONCTION DE REPARTITION DES DUREES SECHES
APPROXTMATION " POLYNOMES D'HERMITE "
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Figure 11 — a : DESCRIPTION PROBABILISTE DES
ETATS JOURNALTERS

SEUIL : 2.0 mm
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Figure 11 - b :DESCRIPTION PROBABILISTE DES
ETATS JOURNALIERS
SEUIL : 5.0 mm
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Figure 12 - a : FONCTION DE REPARTITION DES

ETATS JOURNALIERS
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1.0 | Figure 13 : VARIATIONS MENSUELLES DES PRHBAHILI’I"ES CONDITIONNELLES
STATION DE COTONOU - AERQO (1961 - 19E0)
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Figure 14 : DESCRIPTION DU BASSIN (D'APRES LA CLASSIFICATION
DE HORTON)
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Figure 14 : DESCRIPTION DU BASSIN (D'APRES LA CLASSIFICATION
DE HORTON)
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EXUTOIRE

Figure 16 - a :

DESCRIPTION MARKOVIENNE
DU RESEAU HYDROGRAPHIQUE }
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Figure 16 - b : DESCRIPTION MARKOVIENNE DU RESEAU

DE LA FIGURE 14
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Figure 17 : DESCRIPTION PAR LES RESERVOIRS EN CASCADE
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Figure 17 : DESCRIPTION PAR LES RESERVOIRS EN CASCADE
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ANNEXE C - 3

FIGURES DU CHAPTTRE VI
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}"m,,/s Figure 19 = a : DEBIT OUEME A SAVE
1964 - 1977
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Figure 19 — b : EVOLUTION DES DEBITS DE SORTIE
DE L'OUEME AU PONT DE SAVE
1964 - 1978
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Figure 20 -a : PROBABILITE DE DEPASSEMENT
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Figure 20 = b * PROBABRTLITE DE DEPASSEMENT
SEUIL : 100 w-/s
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Figure 20 -d :
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Figure 2] - a : EVOLUTION DES DEBITS DE SORTIE
STRUCTURE MARKOVIENNE DU PARAMETRE Ei
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Figure 21 - ¢ : EVOLUTION DES DEBITS DE SORTIE
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FIGURE 25 - a
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