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INTRODUCTION 

1.1 : OBJET DU TRAVAIL 

Dans le présent travail, nous étudions le problème de Cauchy à données sur un 

demi-conoïde caractéristique pour des équations semi-linéaires hyperboliques du second 

ordre du type suivant : 

(E) A ).p( a)D J( a /) ) X .:lµV+ X ,V, vV 0 dans n 

v e v e = rp(xi) 
0 0 

où: 

* a,~,À,~l,V = 0,1,2,3, i = 1,2,3 

D = a2 D a 
/..µ àx:"àx:µ ) V= àx:V 

:i.. * Co est le demi-conoïde cara~téristique pour l'opérateur différentiel linéaire 
L=A µ(xa)D:i,.µ,d'équation x0 = <!>( x1 

), de sommet O(o,o,o,o) et orienté vers les x0 

positifs. 
* n { (xa ) E no ; <!>(xi ) ::;; X 

0 

} no étant un ouvert de IR4 contenant 

l'origine O. 

* v(xa )est une fonction arbitraire définie sur n 

A v:ant d'entrer dans les détails purement mathématiques du problème, parlons 

brièvement des motivations physiques de celui-ci : 

• Les Problèmes de Cauchy sur un conoïde caractéristique interviennent, d'après 

les spécialistes, de façon naturelle dans la théorie de la Relativité Générale et ceci de 

façon, plus régulière que les problèmes de Cauchy ordinaires à données sur une 

hypersurface spatiale. Ceci est dû, en partie, au fait qu'en Relativité Générale les 

hypersurfaces isotropes sont aussi les hypersurfaces caractéristiques pour les équations 

d'EINSTEIN . 

L'importance du problème de Cauchy sur un conoïde caractéristique a été relevée 

dans les questions de Cosmologie, dans l'estimation de la radiation gravitationnelle émise 

par des systèmes isolés, et aussi dans beaucoup d'autres domaines relevant de la 



Relativité Générale dont on peut avoir une idée en consultant les travaux de 

M.C.DOSSA [ B6] l 
• Du point de vue mathématique, le Problème de Cauchy sur un conoïde 

caractéristique pour des équations semi-linéaires hyperboliques du second ordre, 
consiste à ?éterminer une fonction v(xa) vérifiant l'équation (E) et prenant sur C0 la 
valeur <p(x1), restriction à C0 de la fonction arbitraire v(xa) 

étudié: 

Le Problème de Cauchy du second ordre sur un conoïde caractéristique a été 

D'abord dans le cadre des équations linéaires : 

R. D'ADHEMAR: Pour celles à coefficients constants à trois variables . 

M. RIESZ : Pour celles à coefficients constants à n variables. (n~3 ) 

F. CAGNAC: [ B1 ], [ B 2] et F. G. FRIEDLANDER: Pour des équations 

linéaires à coefficients variables. 

Ensuite dans le cadre des équations quasi-linéaires : 

F. CAGNAC [ B3 ], [ B4 ]. et M. C .DOSSA [ B6 ] 

Dans tous ces travaux la question qu'on se posait était de savoir, si on pouvait 

trouver une solution du problème de Cauchy partout où étaient posées les données de 

Cauchy, ici v(xa). 

C'est ainsi, que dans ces différents travaux, on a démontré que le problème de 

Cauchy sur un conoïde caractéristique admettait une solution unique définie dans un 

ouvert D contenu dans l'intérieur D0 , <<D0 ={ (xa), E IR4; Q>( xi ) $ x0 <+oo} >> , de 
C0 , et voisinage d'un domaine .... A de Co où: 

- JJ C0 et D=D0 dans le cas des équations linéaires à coefficients constants : 

-JJ C0 et D c D0 dans le cas des équations linéaires à coefficients variables: 

-JJ est un voisinage du sommet 0 de C0 dans le cas des équations quasi-linéaires. 

Concernant le problème de Cauchy semi-linéaire, objet de ce travail, on 

montrera ce qui suit: 

i) Toute solution bornée du problème de Cauchy, ayant des dérivées partielles 

premières bornées, a celles-ci déterminées de manière unique sur C0 , comme solution 

d'un système d'équations différentielles sur chaque bicaractéristique de C0 . Ce système 

n'étant pas linéaire, sa solution n'est pas forcément définie sur C0 tout entier, mais sur un 
domaine JJ de C0 qui est le domaine maximal pour lequel on puisse se poser le problème 

de Cauchy pour ces données de Cauchy v. C'est ce domaine maximal que nous 

désignerons dans la suite par ( C0 ). 

ii) Toute solution du problème de Cauchy (I i) cinq fois dérivable admettant des 

dérivées quatrièmes continues et bornées, satisfait, ainsi que ses dérivées partielles 

jusqu'à l'ordre trois, à un système d'équations intégrales (Formules de KIRCHHOFF). 

l voir Bibliographie à la fin du document 



iii) Enfin, ce système d'équations intégrales admet une solution unique dans 

l'espace des fonctions continues et bornées définies sur un ouvert Q J, "causal ", voisinage 

de (C0 ) dans IR4 et contenu dans D0 , intérieur de C0 

1.2 : METHODE EMPLOYEE . 

Dans cette thèse, nous utilisons la méthode des formules de KIRCHHOFF 

généralisées, introduites par Madame CHOQUET [ B5]. Le travail cité se rapporte à la 

résolution d'un problème de Cauchy, pour des systèmes linéaires hyperboliques à 

données sur une hypersurface de IR4, orientée dans l'espace. 

où: 

Le résultat obtenu dans ce travail était le suivant: 

Etant donnée une solution (vr) du problème de Cauchy suivant: 

(Er) A).,,u (xa)DÀ.µVr + B:.s(xa )D)., V5 + fr(xa) = 0 dans Q 

• b est une hyperswjace de JR4, d 1équation x 0 =O 

•il un ouvert de JR4, voisinage de 

vrl2, <pr(Xi) 

•A À.P, n;.s, fr (/Jr etxr des jonctions sati5faisa11t à certaines hypothèses 

de différentiabilité. 

• A Â.Jl(xa)D ;,_µun opérateur différentiel linéaire x 0 
- hyperbolique, 

donc: A 00>o et AiJXiXj définie négative 

Alors: 

Il existe un ouvert Q 1cQ, voisinage de h dans JR4 tel que 

VM0 (x~) E01, ona (Formules de KIRCHHOFF) 

avec: 
• (C-) =la partie de demi-conoïde caractéristique de sommet M0 située au 

Mo 

dessus de ÎJ .. 

• [ v] = la trace sur (C-~) d'une fonction v(xo:.) de 4 variables. 
M. 

• S0(M0)= la 2-surface (CM )nb . . 

--------· ----------· 



• ~ et Vs: des fonctions définies sur (CM:) qui ne dépendent que des 

coefficients AAJI, Br,ls et de leurs dérivées jusqu'aux ordres respectifs 4 et 2 au plus. 

• E~ =Des fonctions dépendant des données de Cauchy <Pr et Xr, des fonctions 

cr: et leurs dérivées. 

Dans sa thèse d'Etat F. CAGNAC, [ Bl 1, a montré qu'en remplaçant l'hypersurface l:J d'équation 

x0 =0 par le demi-conoïde caractéristique C0 , d'équation x0 =~(xi), les équations intégrales (E'.s) restaient 

encore valables pour le problème de Cauchy caractéristique , pourvu qu'on introduise des hypothèses 
restrîctives sur les données de Cauchy <pr(xi) et C0 . 

Dans ce travail, nous suivons de près les résultats obtenus par F. CAGNAC dans 

[Bi). 

Considérons, maintenant, le problème (I 1) relatif à l'équation semi-linéaire. Nous 
pouvons de manière formelle, écrire les relations (Gs) pour l'équation (E), en prenant 

B;5=o et fr(xa.) = f(xa.,v(xa),Dvv(xa.)). Toutefois, contrairement aux (Gs) pour (I2), la 

relation obtenue ne sera pas une équation intégrale. Ceci est dû à la présence dans f des 

dérivées partielles Dvv de la fonction inconnue. 

Essayons de lever cette difficulté en dérivant une fois l'équation (E) par rapport 

aux (xa.) . Si nous prenons pour fonctions inconnues v et ses dérivées va.= ::Va. , on peut 
ox 

écrire pour (E) et l'équation dérivée (Ea.) les relations intégrales (c'.s) . Toutefois, on 

constate, une fois de plus, que les ( C~s) ainsi obtenues ne sont pas des équations 

intégrales . En effet les cr: qui sont de la forme cr: =crro: sont telles que : 

• cr ne dépend que des AÀ~t, tandis que : 

• Les fonctions ro: dépendent de la fonction inconnue v et de ses dérivées 

partielles premières va . 

Comme les fonctions L's sont définies à partir des dérivées secondes des cr: elles 

introd~isent les dérivées partielles troisièmes de v . Ce constat nous amènera à dériver 

trois fois l'équation (E) par rapport aux xa . 

En adjoignant à (E) ses équations dérivées jusqu'à l'ordre trois, on obtient un 

système d'équations aux dérivées partielles du type (Er) de (12), où les fonctions 

inconnues sont v et ses dérivées partielles jusqu'à l'ordre trois, que nous noterons (vr) . 
Si on écrit, pour ce nouveau système, les relations intégrales (Cs), on obtient les 

mêmes fonctions Ys au premier et au second membres. Toutefois, on n'obtient toujours 

pas des équations intégrales . En effet les fonctions w: , dépendant des fonctions (vs), 

figurent aussi comme inconnues dans les (l:s) 

Pour obtenir un système d'équations intégrales, il faudra adjoindre aux relations 
intégrales cE'.s) obtenues, des relations intégrales vérifiées par les ro: et leurs dérivées 

jusqu'à l'ordre deux. Enfin, dans les intégrales doubles du système ( é'.s), les fonctions E: 

dépendent des valeurs des fonctions inconnues (vs) sur C0 . Il sera donc nécessaire 



(par définition des vs) de déterminer les restrictions à C0 , des dérivées jusqu'à l'ordre 

trois de la solution du problème de Cauchy. 

Ce sera justement le calcul sur C0 des dérivées partielles premières de la solution 

du problème de Cauchy qui nous permettra de déterminer le domaine (C0 ) auquel nous 

avons fait allusion précédemment. 

1.3 : SUBDIVISION DU TRAVAIL . 

Le présent travail comporte deux grandes parties . 

a) La partie A, avec ses deux chapitres, rappelle et complète les résultats 

obtenus dans [ B l ] 

• Le premier chapitre est consacré à : 

- La définition des conoïdes caractéristiques. 

-L'établissement des formules de KIRCHHOFF. 

-L'étude des fonctions figurant sous les intégrales doubles et triples. 

• Le deuxième chapitre, rappelle les résultats obtenus pour le problème de 

Cauchy caractéristique pour des systèmes linéaires . Ce rappel concernera surtout l'étude 

des 2-surfaces S0 (M0 ) sur lesquelles sont calculées les intégrales doubles. On terminera 

le chapitre par une étude des intégrales doubles et triples. 

~) La partie B, qui traite du problème semi-linéaire, objet de ce travail, 

comporte quatre chapitres. 

• Dans le troisième chapitre, on énonce les hypothèses de base et on écrit le 

système intégral (Cs) vérifié par: 

-La solution du problème de Cauchy et ses dérivées jusqu'à l'ordre trois ; 

relations ( ts). 

-Les fonctions Cù: et leur dérivées jusqu'à l'ordre deux . 

• Dans le quatrième chapitre, on rappelle comment sont déterminées dans [ B3] 

les restrictions à C0 des dérivées jusqu'à l'ordre trois de la solution du problème de 

Cauchy. 

• Dans le cinquième chapitre, on résoud le système d'équations intégrales obtenu 

dans le troisième chapitre en déterminant un ouvert n 1 sur lequel la solution existe. 

• Enfin dans le sixième chapitre, on applique les résultats obtenus dans les 

chapitres précédents au problème de Cauchy semi-linéaire, plus simple, suivant : 

!
AllP(xa)D;i.,uV f (xa, v). 0 

(13) . 
V(! ip(x') 

0 

En utilisant des résultats obtenus dans [Bi], on montrera que le problème (I 3) 

admet une solution au sens des distributions. 



Enfin, le problème consistant à démontrer que la solution du système d'équations 
intégrales (Gs) est effectivement la solution du problème de Cauchy (1 1) ne sera pas 

abordé ici. 

En effet, on sait que ce problème admet une solution unique au voisinage du 

sommet de C0 , [B4] et [B6] . En vertu de l'unicité, celle-ci coïncide avec la solution des 

(~s) dans ce voisinage. Pour montrer que la solution des (C'.s) obtenue dans l'ouvert n 1 

est solution de (1 1) dans n 1 tout entier, on utilise des théorèmes donnant des solutions 

locales du problème de Cauchy . Mais, dans ce cas-ci, on a besoin non seulement du 

théorème classique des solutions locales du problème de Cauchy sur une hypersurface 

spatiale, mais aussi d'un théorème donnant les solutions locales au voisinage de 

l'intersection d'une hypersurface spatiale et d'une hypersurface caractéristique. 

NOTATIONS 

Sauf indications contraires nous adoptons les notations et conventions suivantes 

: •Convention d'Einstein: 

Quand, dans une expression, un indice est répété en haut et en bas, il s'agit d'une 

sommation. 

• Lettre Grecques : 

a, {3, y, À, µ, ... prennent les valeurs 0, 1, 2,3 ... 

• Lettres latines : 

i, j, k, !, ... prennent les valeurs 1, 2, 3, ... 

Si fl est un ouvert borné de JR4, alors : 

· * Bk(n) =l'espace vectoriel des fonctions définies sur n et y admettant des 

dérivées k-ièmes continues et bornées . 

* nk,l(n) ==Le sous-espace de Bk(n) dont les dérivées k-ièmes satisfont à des 

conditions de Lipschitz. 



IPARTIEAI 

RAPPELS ET COMPLEMENTS DES 
RESULTATS OBTENUS POUR LE 

PROBLEME DE CAUCHY LINEAIRESUR UN 
C 0 N 0 Ï D E C A R A C T E R I S T I Q U E , [BI] : 

A ..1.,u (Xa )D,tµ Vr + B:-5 D,t Vs +fr (Xa) 0 

vlco =rpr(Xi) 



où: 

CHAPITRE 1 

FORMULES DE KIRCHHOFF ET 
PROBLEME DE CAUCHY SUR UNE 

HYPERSURFACE SPATIALE 

Dans ce chapitre, on s'intéresse au problème de Cauchy suivant : 

,t o2v Â.s OV (F) A µ(xa) r +B (xa) __ s +J, (xa) 0 dansQ 
r ox,t ox1' r ox,t r 

(1.0) vrl,( 'fJ,.(x
1

) 

•a, À, ~l, .... = 0, l,2,3 ... 

=l,2,3, .... 

r, s,..... = 1,2,3,. . .,n 

ov 1 ' ox~ Li= Xr(x') 

• lJ est une hypersurface de JR4, orientée dans l'espace et d'équation x0 =<P(xi) . 

• <pr et Xr, n fonctions données. 

• Q un ouvert de IR 4, voisinage de b 

Ce chapitre est divisé en six sections: 

- Dans la section 1.1, après avoir énoncé des hypothèses préliminaires, nous 

définissons les demi-conoïdes caractéristiques. 

· - La section 1.2 est consacrée à l'écriture des équations (Fr) sur les demi-conoïdes 

caractéristiques C ç-1 et à l'introduction des fonctions auxiliaires a: . 
J 0 

- Dans la section 1.3, nous écrivons les formules de KIRCHHOFF pour les (Fr). 

- Ces formules seront réécrites dans la section 1.4 sous une forme plus adaptée au 

problème de Cauchy caractéristique que nous aurons à étudier. 

-En vue de l'étude des intégrales doubles et triples, nous calculons dans la section 

1.5, les développements limités de quelques fonctions figurant sous ces intégrales. 

- La dernière section l .6 de ce chapitre est consacrée à l'étude des fonctions 

w: et 1'.,. Ce qui n'était pas nécessaire dans le cas linéaire. 



1.1 CONOÏDES CARACTERISTIQUES. 

Considérons les équations (Fr) de ( l. 0) et faisons les hypothèses suivantes: 

l. l. l: Hypothèses (HQ}: 

1- L = AÀJi (xa)DÀJl est un opérateur différentiel de type hyperbolique 

normal: 
A00 > 0, AiJ XiXJ définie négative. 

2 i) AÀJI E B4 (Q) 

ii) B:s E B2 (Q) 

iii)fr EBO(Q) 

1.1.2: Définitions des conoïdes caractéristiques. 

Les hypersurfaces caractéristiques de l'opérateur L qui ont pour équation: 

xO= F(x1), satisfont à l'équation aux dérivées partielles du premier ordre: 
iJF 

Définition: 

On appelle demi-conoides caractéristiques CM et CM pour l'opérateur L, les 
0 0 

hypersurfaces caractéristiques engendrées par les bicaractéristiques issues de M 0 , 

orientées soit vers les xfJ négatifs, soit vers les xfJ positifs. 

L'équation (1.1.2.1) a pour système différentiel caractéristique: 

Ta A ao + A ai Pi 

avec 

o( a ) Aoo 2 Aoi Aij 
,l. X iPi + Pi+ PiPj 

,1,1 paramètre réel et AÀfl = AÀfl(x 0 = F(xi),xi) 



Les bicaractéristiques passant par M0 (xa) admettent des représentations 

paramétriques: x2 (xg~Âl>p~) et p;(xg;Âl>p~) qui sont solutions du système 

intégral : 
).J x: + J T).(xv,pJ)d). 1 

0 

(1.1. 2. 3) 
)_, 

Pt + J f\(xv,p1 )dÀ1 

Les pf sont choisis tels que: 

(1. 1.2.4) : l(xg;pj) = 0 

0 

Introduisons l'hypothèse suivante dont nous aurons besoin pour l'étude des 

formules de KIRCHHOFF. 

Hypothèse (HM0 ). 

Au point M
0 

les A;.p véifient: 

A00
( M0 ) = 1, A0 i ( M 0 ) = 0 et AiJ( M

0
) = -di 

Conséquence de (HM0 ). 

(1.1.2.4) s'érit 
3 2 
I(P?) =1 
i=l 

On peut donc repérer les bicaractéristiques issues de M 0 au moyen des 

coordonnées sphériques À2 et À3 telles que : 

{

pf = sinÂ2 COSÀ3 

. (1.I.2.5) PÎ = sin}.2 sinÀ3 avec U·2,À3) E [o,n]x[a,2n] 

P3 = COSÀ2 

On aboutit ainsi à une nouvelle représentation paramétrique de CM : 
0 

{

x2 
= x2 (x:;À1>À1i) h=2,3 

(1.1.2.6) 

Pi = Pi(x: ;Ài ,À1i) 

Des hypothèses faites sur les A À.µ, on déduit 

x,i = x,i(xi;À"À 11 ) et Pi = Pi(x:;:i 1,À11 ) sont de classe 

l'ensemble de leurs variables. 

que les fonctions 

C3 par rapport à 



Dans tout domaine de CM 
0 

où: 

Ll=D(x1):t:Oi' 
D(Àj) ,J 

1, 2, 3 

on peut obtenir l'équation de ('.M sous la forme x° F(xl). 
0 

On pose t:!j = '1. oÂi mineursde ,1 
ox· J 

1.2 FONCTIONS AUXILIAIRES 

1.2.1 Ecriture des équations (Fr) sur C'M 

Notation: 

0 

Pour toute fonction u(xa.) de quatre variables, on pose : 

[u] = u(x0 =F(xi),xi) = u!c-
Mo 

Ecriture des dérivées: 

En dérivant [u], on obtient: 

D(u.J = [au]+[ au] a~ et comme DF = -p-. 
axt axl axo axi axl 1 

On trouve successivement : 

(1.2.1.1) [;,~, l 
[:i~j l ~ 

En prenant, à la place de u, les vr et en remarquant que le coefficient de 

[ 

82
v r., ], qui est A 00 + 2A oi Pi +A ij Pi pJ, est nul ,car CM est caractéristique pour L ,et 

(Dxo}- o 

où les AÀ~L sont pris pour les arguments: (xO = F(xi),xÎ) , alors le système (Fr) s'écrit sur 

CM : 
0 



[Fr] : ( l. 2. l. 2) 
2([A'j]Pj +[A 0 ']) ~i [~: HA'j] ~; [~: ]+'jl~f ~l + 

([ B~1 
]Pi + [ B~t J)[ :~] + [ sn ~:) + (fr]= O 

• Lien entre dérivation par rapport aux (x1) et dérivation par rapport aux (Î1.j). 

De (l.1.2.3) on a: 

(1.2.l.3) 

ô[u J ôxi _l'i ô[u] ---- - --
ô/ ôÂ1 ôxi 

ô[u] = ô[u] ÔÂJ 

ôxi ÔÀj ôxi 

ô ( u J = A{ ô ( u J 
ôxi L\ ÔÂJ 

t>/ ô[u] 
-

1 
--: d'où 

L\ ÔÀj 

Comme conséquence de ( 1.2. l .2) et ( l .2.1.3), sur chaque bicaractéristique de 
CM , de paramètre /q, (1.2. l.2) s1écrit: 

0 

2 d~I [:;: ]+[Aü]::~ [::~ ]+([B;']p1 +[s:1 ])[::~ ]+ 
[F'r] : (l.2.1.2') 



l I 

1.2.2: Fonctions auxiliaires cr~ 

Madame CHOQUET a introduit dans [B5], n2 fonctions cr; qu'elle a appelées 

fonctions auxiliaires et a formé des combinaisons linéaires avec les [F rJ telles que les 
cr;[Fr] puissent s'écrire: 

( ) [ ]l r _]'[ f ] o E~ _ " 1.2.2.1: Vr ~s+Us Jr +--. -Û OU. 
OX1 

E: [ Aij]a'.; ~[;;] O (~:)a'.;) [ v, J + [ s;' j[ v, ]a'.; + 

2([ AÏJ]PJ + [ A01 J)[ ~xv~ ]a'; 
(1.2.2.2): u 

r o 2 ([Aü.]o';) o ([s:r]~) 
Ls = oxi oxi oxi 

Ceci à condition que les cr~ vérifient les équations: 

Pour trouver une solution à ces équations, on pose cr: =cr. ro: en imposant à cr et 

aux w,: de vérifier les équations : 

~(A'J] +(A 0 'J) 2([NJ]pj +[A 01
]) ~~ + pj .cr= 0 

ox 
(1.2.2.4) 

0 

Sous l'hypothèse (HM0 ), on montre que : 

• La première équation admet la solution : 

(1.2.2.5) Œ -lsinÂ2 I~ avec lim Â
1
Œ= 

A A,~o 

• En admettant que les ro: vérifient ~1/l, =O =/Y; , alors la deuxième équation a 

pour solution : 



Â.1 

(ù~ s; + j(Qw~ +Q; w'.,)d2, où 
0 

) =-_!_( .--=----=-o[A
1

1. ]+o[A
0

.i]J ( 1. 2.2.6) Q p
1 2 OX1 OX1 

Q; ~(Pi[ Bt] + [ B;" J) 

1.3: FORMULES DE KIRCHHOFF GENERALISEES 

1.3.1: Formules de KIRCHHOFF sous l'hypothèse H 
Mo 

Intégrons les équations ( l.2.2. l) par rapport aux variables x1,dans le domaine V 11 
de CM défini par : 

0 

17· 

Ü > 1] ?. Â 1 ?. If/( Xi , Â 1J 
17 cte 

If/ fonction continue 

h= 2,3 

lVIo 

- - -- ....._ -
s OVIo) 

O a 
À j'Y( Xo .Àh) 

En appliquant la formule de STOKES, on a : 



(i) 

où: 

• cos(n,x1) sont les cosinus directeurs des normales à S0 et s11 orientées vers 

l'extérieur du domaine V 11 . En utilisant l'hypothèse HMo et en passant aux variables (Àj), 

on trouve: 

• dV dx 1dx2dx3 = -11dÀ. 1dÀ.2dÀ3 car 11 < O 
' 

• Sur Sri: cos(n,xÎ)dS = -l11
1dÀ. 2dÀ. 3 

2 • Sur S0 : cos(n,xÎ)dS = (11'.· - Ol/f df )d:t2d:t3 h 2, 3 
!J:t 11 

par conséquent (i) devient 

(ii) 2j dÂ..3j dA2111iE; 2j dA3j dÂ..2 Vf(xylh) 11((vr ]L: +~[fr]) d).I + 
0 0 0 0 1/ 

2
J;r d:t JJT d:t E' ( 111 !) If! 11h) 

3 2 s , oÂ.. , 
0 0 h 

En passant à la limite, quand 11 _, 0, dans (ii), on a montré dans [B5] que: 

- L'intégrale triple converge ; 

- L'intégrale double du premier membre tend vers 4rtv, ( <). On obtient les 

formules de KIRCHHOFF suivantes: 

(Ys) 

4;rvs(x:)= J d13Jd12 J d.4111 [V,.]L:+~[.fr])+ J d13 Jd12 E~ 111i--ti; 
27r 7r lf(X:,Àh) ( 27r 7r ( ô lp J 
0 0 0 0 0 ÔÂh 

1.3.2 Changement de variables 

Pour obtenir les formules (J s), il a fallu admettre l'hypothèse (HM0 ). Afin 

d'obtenir (f s) en tout point M
0
(X:) E Q, on va procéder comme dans [Bi]: 

" A tout point M
0 
<<) on associe un nouveau système de variables (yf3) défini par 

/3 of3 

(1.3.2.1): y = aa(M
0

)xa " 

Telles que les équations (Fr) s'écrivent en coordonnées (yP) 



kV 

(l.3.2.2) 
* Âp ;'.) 2 \J * À.S ;'.) 

a (/ r (M a) (/Vs 1· 0 A (Jv/0 ,y ) Il +Br 0 ,y --4 + r = 
oy oy'' oy 

* Â/I 0 /l 0 /1 * Ï.s 

avec A = aa ap AafJ et Br 
* OO * ai * ij 

i) A (M0 ) = l, A (M0 ) = 0, et A (M0 ) = -ôiJ 
aP 

ii) les a a sont des fonctions analytiques de M 0 par l'intermédiaire des A;<·µ. 
OO 

iii) ai = 0, de façon que toute hypersurface d'équation x0 = cte soit transformée 

en une hypersurface d'équation y0 cte. 
o/J 

On note (aa) la matrice inverse de fa matrice (aa). 
0 fJ 

En tenant compte de ce nouveau changement de variables, on peut résumer les résultats 

précédents dans la proposition suivante: 

Proposition 1.1 

- Si les hypothèses (H J sont vérifiées pour les (Fr); 

- Pour toute solution (vr) des (Fr) dans un domaine Q; 

- Pour toute hypersurface ( J qui coupe tous les demi-conoides caractéristiques 

c 
Klo 

issues de Mo ED suivant des 2-swfaces Su(MoJ définies J1tr les e,Çjo par des 

équations: Â1 = lfl(xi;Âh) h = 2, 3 If/ continue 

- Si les (C., ), partie de C .-
1 

situées entre M 0 et dsont contenues dans D; 
w1 0 w 0 

Alors: 

tf M0 (x~) E Q Oil a: 

où, en coordonnées (yP) associées au point M 
0 

( x~): 
· oF 

a pour équation y0 = F(xa.;y1) et on pose Pi = - --. 
o/ 

- Les bicaractéristiques de C 'f..ïf sont solutions du système intégral: 
0 



À1 *À 

yJ. y:+ f T dA. 1 
0 

À1 

(1.3.2.3) Pi =Pt+ f R1dJL 1 
0 

*À * OÀ * iÀ 

avec T = A + A Pi et R; 

, *OO * ai * ij 

-~[ai. -p ai Î 
2 ay' 

1 
ay 0

) 

l(yJ.,P1)= A +2A P;+A P;PJ 

- On pose 

(1.3.2.4) 

r r - cr. = cr. ro. avec 

(1.3.2.5): 

l ( [ * ir ] [ * or ]J Q; = 2 P; B, + B, 

- Les E: et L', s'écrivent 



1.4: PROBLEME DE CAUCHY SUR UNE HYPERSURFACE ORIENTEE 

DANS L'ESPACE 

Considérons les relations (3 s) de la proposition l. l du § l. 3. Si on se donne sur 

l'hypersurface )J, les valeurs des Vr et ~~ , alors l'expression des E: ( L3 .2.6) montrent 

que les intégrales doubles sont des fonctions connues. Par conséquent les (3s) constituent 

un système d'équations intégrales à fonctions inconnues (vs). 

Considérons le problème de Cauchy ( 1.0). Nous allons dans ce paragraphe écrire 

les formules de KIRCHHOFF pour ce problème, tout en donnant une forme explicite des 

fonctions Js = E;(111
, - Olfl li~) forme adaptée à l'étude du problème de Cauchy 

oÀ.h 

caractéristique. 

·Dans le problème de Cauchy ( 1.0), on fait les hypothèses suivantes. 

1.4.1: Hypothèses ( H 11 

J- L A Àµ(xa )D,_µ, A Àµ, B~ et f, saliJjont aux hypothèses (Ho) du§ 1.1 

2- Soi/ Am domaine fermé et borné de Jtel que Q soit un voisinage de ..# 

vers les x 0 positifs el tel que: 

i)- <P est deux fois différentiable sur 

ii)- 'Pr sont n fonctions deux fois différentiables sur ,;51 

iii)- Xr son/ n fonctions différentiables sur ,!/ 

Posons en coordonnées (yP): 



y 0 = rp*( x <;;y') équation de h 
* ôl ' ôrp 
q

1
. -. (ouq· --.) 

0'' 1 

ôx1 

* 
(1.4.1.l) 'Pr(x::;/) = vr(l(/),/) 'Pr(xi) 

;r(x::;/)= ~ o(rp*(y'),/)= ôv~ (xi). a?' 
uy ax = 

où xi = a1 y' +ai rp* (y') 
01 OO 

L'équation de So(M0) = CMfîh est de la forme /i. 1 =\j1(x~;À 0 ), h 2, 3 qui est la 

solution de l'équation en À 1: 

(1.4. l. 2): Y (x{: ;1 1 ,À1i) = y 0 (x{:; À 1 ,À11 )- r/J*(/ (x;: ;À 1 ,À11 )) = 0 

Comme 

ô3 ôy 0 ôr/J* ô/ 
-=---. - ona (de (l.3.2.3)) 
81, ÔÀ1 ôy' ÔÀ1 

Ô :J * OO * oi * * ij * 
(1.4.1.3) A +A (p;+q;)+A p;qj 

ÔÀ1 

Mais: 
•OO • 01 • ij 

• CM. estcaractéristiquedonc: A +2A pi++A P;PJ=O 
• 1j .. lJ 

• A Y;Y; est définie négative donc: A (p, - q, )(p
1 

- q) < 0 

* ij * 
• A , l, Q; sont continues 

Par conséquent, on montre, dans [Bi], qu'il existe un ouvert 0 0 c D voisinage de 

JJ, définie par: 

D . {x0 
- r/J(x;) < u(x

1
) 

o· (xi) E JJx 

Telle que: 

X JJx 
Où .Bx est la projection de JJ sur l'espace des (x1) 



• D.o est causal, i.e: V Mo ED.o on a (CM ) c no 
0 

ôJ 
( l.4.1. 4 ): • > k > 0, k cte, d'où {'existence de v1( x;:; À1i) 

ÔÀ1 

•l111{x:;À1i),<K(x~-iP(x~)) avecK cte 

(1.4.1.4) montre qu'on peut écrire les formules de KIRCHHOFF pour le problème de 

Cauchy (I.0). 

b) Expression des fonctions J = E' (L\1 -
8

ll' t.ih) 
s s 1 rl'i 1 

011.h 

a) Expression des E~ en fonction des données de Cauchy: 

De (1.4. l. l) on a: 
ôv . À 0 ' 'ov ' 
__ r(x1 ).a=a (x1 )+d--r(x1 ) 
OXÀ OO OO ox0 

OO ox1 

donc 

(1.4. 1.5) • o ( a ) a. i i (/Jr 
Xr(xo ,y ) =a Xr +a 'liXr +--. 

OO OO OX
1 

Mais: 

- Sur (.I>) : 

d'où !'.expression des E: : 

(1.4. l. 6): 

([ •'J] J 
[ ] { 

• } a A cr: 
1 = Â lj f a <p f + • - • - • + 

Es cr, ayi (q 1 p1 )x, q>, ôy 1 

([ • ij] [ • oi ]J • [ • ir l • 2 A pj + A cr:.x,+ Bi cr!.cp, 

* 
Ces relations sont obtenues en tenant compte du fait que sur CM : 1(/", pj) 0 

0 

~)Expression des G; = 1::..
1
; - Ol/f !::..~ 

oÀh 

De la détermination de w on a: 



83 (. ) 
. 0 i qi Pi 

(1.4. J. 7). Gi = /y = L\ oY 

oÀ., oÀ.1 

y)Déduction des J~= Gi_E~~ 

De (1.4.1.6) et (1.4.1.7) on tire 

* * * 
+ .l(/· ,q) Xr 

1.4.2: Remarques: 

1- De (1.4.1.4) et (1.4. I.8) et des propriétés de L\, on peut déduire que 

les intégrales doubles 

ls(x~) = s:1t dÀ3J: dÀ2Js(x~;Àh) 
sont des fonctions continues et bornées indépendantes des fonctions inconnues (v5). Par 

conséquent les formules de KIRCHHOFF (35) constituent un système d'équations 

intégrales linéaires d'inconnues (v5). 

2- Si l'hypersurface (b) était caractéristique pour L, alors on aurait . . * 
l(y:i. ,q;) = 0 et les fonctions c95 (x~; À11) seraient indépendantes des fonctions Xr Ce 

sera le cas dans l'étude du problème de Cauchy caractéristique. 

3- La présence du terme ~:; au dénominateur des c95 (x~; Àh) ne pose 
OÀr 

pas de problème d'après ( 1.4. 1.4). Ce ne sera pas le cas dans l'étude du problème de 

C h d · · · , a:; d o · · d c auc y sur un conoï e caractenst1que ou ten vers au voisinage e o. oÀ, 

1.5: DEVELOPPEMENTS LIMITES AU VOISINAGE DE Mo DES 

FONCTIONS yA.(x:: ;À.1>P}(À,,)),pi(x::; À.1>P}(À.1i )), L\, L\ij_,cr_,_E_T __ L_E_U_R_S 

DERIVEES: 



L'étude des intégrales doubles et triples dans les formules de KIRCHHOFF (:15) 

nécessite une étude particulière du comportement, au voisinage de M0 des fonctions: 
• y\x:;À"p;(,a.h)) et P;(x:;}.1,p;(J.h)) définissant les conoïdes 

caractéristiques CM
0 

• 

• !'., /'.i. et cr 
J 

Notons: 

Nous désignerons par K et K' des fonctions bornées dans A, qui peuvent être 

différentes selon leurs usages. 

Note 

On montre que pour toutes les fonctions étudiées dans ce paragraphe 

et le suivant, on peut dériver termes à termes leurs développements limités au 

11oisinage de Mu 

1.5.1: Développements limités des fonctions yÀ. et Pi.!. 

Le système intégral ( 1.3 .2.3) définissant les con;ïdes CM en coordonnées (y À) et . 
l'hypothèse (HM0 ), montrent qu'on peut obtenir les développements limités suivants au 

voisinage de M0 . 

* En ÂL!. 

Où C1 i(x°';p 0
) est un polynôme par rapport aux p0 et à coefficients continus et 

' 0 J J 

bornés de x; D'où, d'après la note précédente: 

Ô Yo - l K 1 ôyo - K 12 -- - + /l.l -- - /1.1 
ÔÀ1 ôpfi 
ô/ ôyi - . 2 

(1.5.1.2): - = -pf + KÀ1 --
0 

- -bf1À1 + KJ,, 1 ôÀ1 ôp11 

ô = KÀ2 
:'.J 0 :'.J 0 l 
up1iuPk 



Les fonctions définies sur CM peuvent s'exprimer aussi à l'aide des variables y1. 
0 

Dans ce cas, elles admettent un développement limité en fractions rationnelles 

homogènes (f r.h.) en yl, s, ayant pour dénominateur une puissance de s, où 

s = ~t. ( r/ )2 
où 17' / - y~. De (1.5. l. I) on tire: 

À.1 = -s+ K' s2 

(1.5.1. 3): p~ d_ + K' s 
s 

F(xg,/) yi-s+K's2 

1.5.2: Développements limités et propriétés de: L'.1, t:}. et leurs dérivées 
j 

D'où: 

Li Li1 1 op 0 

On pose il=--· il1 = --1 
-· et t/1 = ----11 !:/-'où h j..t 2, 3 

sin À.2 ' 
1 sin À.2 ' 

1 sin À.2 oÀ.11 
1 

' 

En applîq uant les résultats du §( l . 5. l) à 

On obtient: 

{

il= -À~+ KÀ.~ = -s2 + K' ~:J 
(1.5.2.1): il1; = pf À~ + KÀ.~ 

fi} = ( d;1 
- pf Ph )À.1 + KÀ.1 

!
Li1; = tii = -pa + KÀ. = !.i+ K' s 
Li il 1 

l s 
(1.5.2.2): ilh -8: o o 8: _ a a 

_; = ; + P; Ph + K = , P, Ph + K' 
il À.! s 

En dérivant terme à terme on a: 



ô~=-21f+K's2 
ôy1 

Des relations (1.5.2.1) à (1.5.2.3) on déduit le lemme suivant: 

Lemme 1.5.1. 

Au voisinage de ÂJ =0 les/onctions suivantes sont continues et bornées: 

~ A
1
i À A'j _l ôrl: ô

2
rl: À _!!_(A

1i) Â2_!!_(tff) 
À~ ' A ' 1 A ' Â 1 ô / ' ô / ô yj ' 1 ô yj A ' 1 ô yj Li 

1.5.3 Développements limités de cr et de ses dérivées: 

De: 

on a: 

[Â'']a-= -8
; + K = - 8

i + K' et puisqu'on peut dériver termes à termes, on 
. Â1 s 

obtient: 



OŒ P10 K rj K' 

ô/ 
-+-=-+-
À~ À 1 s3 s 

ô ([ Â"}L P° K rf K' 

ô/ 
_J + = -+-

(1.5.3.1): À~ À1 s3 s 

0 2 a- tJi 31/ 1r K' 

o/oyi ----+ 
S3 SS 

ô '([ ÂijH 
K' K 

o/oyi -=-') À.2 s- l 

Les relations ci-dessus permettent d'énoncer: 

Lemme 1.5.2: 

Au voisinage de ,1.1=0, /es fonctions suivantes sont continues et bornées: 

À ([~ij ]a-) 1' ôa À,° ([ Âij H 1' ô 'a / '(P" H 
1 'lôy'' 1 ôy' ' lô/ôyj' 1 ô/ôyj 

1.6: ETUDE DES FONCTIONS w ~ et ~ 

L'étude spécifique des fonctions w ~ et ~' n'a pas été faite dans [Bi], on n'en 

avait pas besoin car le problème était linéaire. Dans le problème semi - linéaire qui nous 

intéresse, les fonctions w ~ et L~ dépendent de la fonction inconnue, donc leur étude est 

nécessaire. 

1.6.l: Etude des fonctions w ~ 

Par définition: 
r a or JA.1 · r 1 (1.6.1.1): m8 (X0 ,À1,À1i) = 08 + 

0 
Pi lû8dÀ1 

Les hypothèses faites sur les A Î·.~l et B~5 , permettent d'affirmer que les 

P/ (x: ;À. 1 ,Àh) sont deux fois dérivables par rapport à l'ensemble de leurs variables. 



r O(J)~ r 
Posons: (J) (J) 

sh oÎL ' shl 

" 
(1.6.1.1) on tire: 

{ 

r JÀ1 ( r 1 r 1 )d 1 (J) sh = 
0 

P1 (J)sh + P1h (J) s 1\.1 

(1.6.1.2): À ( ) 
r J 1 r t r 1 r 1 r 1 d1 (J)shl = 

0 
P1 (J)shl + Pll(J)sh + P1h(J)sl + Pthl(J)s AJ 

Le théorème de dérivabilité sous le signe somme et les hypothèses faites sur les 
r W r 

A Â.µ et BÂ.s montrent que les fonctions w r, w ri , w ri 
1
, w sh _fil!!_ sont continues et 

r S Sl 51 Àl ' ÀJ 

bornées dans A. 

Définition . 

Dans toute la suite, 011 appellera : 

-(J) l'une quelconque des/onctions 

-(J) l'une quelconque des/onctions 

{ r r r ! 
w s ' w sh ' w sh V 

r r 
{ w sh , w shl } 

Àt Àt 

De ce qui précède, w et w sont des fonctions continues et bornées de (x:; Â. 1, À.h) 

Lemme 1.6.1: 
aw r a2w r 

Sous les hypothèses (He) et (HM), les fonctions --~ , ÀJ . 5
. sont des 

i)yl i)yl ôyl 

combinaisons linéaires, à coefjiciel1/s continus et bornés, de (J) et w 
Preuve: 

aw r 
i) Cas de-~: 

i)yl 

o(J)' a ' ô2 J}.1 o(J)' J}.1 o(J)' LY' 
__ s = ~--; = -' __ s = -' __ s +-' (J):;, donc 
0'' ÔÎL j 0'' /). ÔÎL} /). ÔÎL 1 /). 

(1.6.1.3): 
O(J): /).Ji r t /).~ r 
--=-p(J) +-(J) 0;i /). t s /). sh 

Posons 
/j,h 

et b.h = /l. 1 -' on a : 
l /). 

(1.6.1.3)' 

est une combinaisons linéaire de w et w à coefficients a[
1 

et b:1 continus et bornés 

(lemme 1.5. l) 
,.,2w r 
0 s 

ii) cas de Àt . . : ayiayr 

En dérivant l'expression (1.6.1.3) par rapport à yJ on obtient: 



(1.6.l.4) 

.r .rh 

D'après le lemme (l.5.l) les fonctions suivantes aiJm = À1a'. · biJ·m 
!Jill' 

*hl 

et Cij = Â.~C1j1 sont continues et bornées, et comme: 

;:)2 r *r *rh m *hl r 

(1 6 1 5) . 1 u Cüs 111 b Cüs/1 C Cüshl 
. . . . Al . . = Gijm Cüs + ijm -- + ij --

ôy' oy1 À1 Ài 

iJ2ro r 
On en déduit que : À 1 s est une combinaison linéaire des fonctions ro et w ayiayj 

à coefficients continus et bornés. 

1.6.2: Fonctions Lr: s-

Proposition 1.6 

Si les/onctions A Â~l et B~5 sati:;font aux hypothèses H0 et HM0 , alors les 

onctions A e sont des combinaisons linéaires, à coefficients continus et bornés, de w s 

et w 

Démonstration: 

En développant: L~ 
0 '([ ~" ]a:) 0 ([ ~;' ]d, J 

o ~ = aw~, on obtient: 



où: 

a 1J = A a 
[ 

* ijl 

Le lemme l.5.2 montre que les fonctions suivantes: 
•iJ A .. 
a = -alJ 

A.1 
* ir 

Sont continues et bornées. Comme les AL~ sont données par: 

* ij 82 w r * ir àw 1 * r 
(1.6.2.l): Ae =a À1 /. 5 . +P1 -~ +y 1 w

1 

s àylàyj 0-/ s 

(l.6. l.3') et (1.6.1.5) permettent alors d'écrire: 
rom wr 

· (l.6.2.2): Ae =ar wm+brhÀ ~+chl-21!!_ 
s m s m 1 Ài Ài 

* ij * r * ir * r 
où: a~11 =a aijm + P 1 a:

111
+Y 111 

* ij *rh *ir 

brh b·· n bh m =a 1J111 +1-'m i 

* ij *hl 

cll =a Cij 

sont des fonctions continues et bornées. 

En conclusion: La relation ( 1.6 2.2) montre que les fonctions AL~ sont des 

combinaisons linéaires de w et cü à coefficients continus et bornés. 



1.6.3 Conséquences des résultats précédents: 

Dans le cas du problème de Cauchy linéaire à données sur une hypersurface 

spatiale(§ 1.4) les développements limités du § 1.5 permettent d'obtenir les résultats 

suivants: 

(l.6.3.1): * 



CHAPITRE 2 

PROBLEME DE CAUCHY SUR UN CONOÏDE 
CARACTERISTIQUE POUR DES EQUATIONS LINEAJRES 

{

A-'1'(x")D_,1,v, + B)'(xa)D_,v, + f,(xa): 0 fla~s D 

v,jc() - <p, (x ) 

Dans ce chapitre, on rappelle les résultats obtenus dans [Bi], relatifs au problème 
de Cauchy linéaire à données sur un conoïde caractéristique C0 . 

On suppose que C0 a pour équation x0 == ~(xi), de sommet O(x<X==O) et orienté 

vers les x0 positifs. 

On pose D0 = { (x0 ,xi) E IR4 /~(xi)::; x0 <+co} 

Quelles circonstances nouvelles se présentent lorsqu'on passe d'un problème de 

Cauchy à données sur une hyperswface spatiale (schéma 1) à un problème de Cauchy à 

données sur un conoïde caractérist;que (schéma 2) ? 

Mo 

~Io) 

eo 
0 

Schéma 2 

On fait facilement les constats suivants: 
l- Le problème de Cauchy doit être posé autrement qu'en (I.O). En effet, C0 

étant caractéristique pour l'opérateur L =A >-r' (xa) D '-r• les relations (1.2. 1 2) montrent 



qu'on ne peut se donner arbitrairement ,v r et àv r sur C0 . Le problème n'étant, ici, 
ùxo 

'bl . 1 ôv,. '1 . f' 1 b' ' . . d éj poss1 e que s1 <p,. v,. C et Xr = -- C satis ont, sur c 1aque 1caractenst1que e 
0 

0 ox0 
0 

de paramètre Ai, à l'équation différentielle suivante (voir 1.2. l.2'). 

2 :~r + [ Aii] ~ q~ X r + ([ B~1 ]cli + [ B,~1 ])x1 + [ A1i] 
0
°: :,. J + 

(2.0.l): I OX X X 

[ s;1
] ~::. + [/,.] = o 

Ceci nous conduit donc à poser le problème de Cauchy à données sur un conoïde 

caractéristique de la manière suivante: 

Déterminer des fonctions (vr) satisfaisant au problème suivant: 

(2.0.2): 
A (x D;,,v, + B,. (x )D;v, + f,(x ~ 0 ~ans D0 

{ 

J...;1 a) · ils a a 

vrlco ~ <pr(x ) 

2 - O(x~=O) étant un point singulier pour C0 , de nouvelles hypothèses, sur les 

données de Cauchy 4Jr, sont nécessaires. C'est ainsi que nous considérerons les 4Jr 
comme des restrictions, à C0 , des fonctions arbitraires v,(x") définies sur D

0
. 

3 - Dans le cas du problème de Cauchy sur une hypersurface spatiale (schéma 1 ), 

on voit que si M0 (x~) tend vers un point P(Ça.) Eli, les dimensions de (CM
0

) tendent 

uniformément vers 0, ou, en d'autres termes, la fonction If( x:; Âh) définissant S
0
(M

0
) 

tend vers O. 
Par contre, dans le cas du problème de Cauchy sur un conoïde caractéristique C0 , 

quand M0 (x~) tend vers un point P(Ç,a.) E C0 , on constate que: 

- D'une part, la portion de conoïde (CM ), comprise entre M
0 

et C0 garde des 
0 

dimensions qui ne tendent pas vers O. 
- D'autre part, au voisinage de C0 , certaines bicaractéristiques de CM deviennent 

0 

"parallèles" à celles de C0 , d'où la nécessité d'introduire un nouveau paramètre A.2• tel que 

la bicaractéristique BP de contact entre é'P et C0 corresponde à la valeur A. 21 =O. 

Ce qui précède nous conduira à introduire des nouvelles hypothèses sur C0 . 

Ce chapitre se subdivise en quatre sections: 

- Dans la section 2. 1; nous énonçons les nouvelles hypothèses associées au 

problème de Cauchy caractéristique et écrivons les formules de KIRCHHOFF pour ce 

problème. 



- La section 2.2 est réservée au rappel de l'étude faite dans [B 1] des 2-surfaces 
So(Mo) =CM (î Co. 

0 

- En s'appuyant sur les résultats de la section 2.2, nous montrons dans la section 

2.3 que les intégrales doubles: 

1 (xa) = Jl!r dÀ. J:r dÀ. Ei(tl - Ôlf d1
) 

s 0 0 3 0 2 s 1 ÔÀ. 1 

. li 

Sont des fonctions continues et bornées, et prennent les valeurs 4nc.ps(ÇÎ) sur C0 quand 

Mo( X~) tend vers P(ÇŒ) E eo· 
- Enfin, nous terminons le chapitre en démontrant, dans la section 2.4, qu'au 

voisinage de C0 , les intégrales triples tendent vers zéro. 

2.1: FORMULES DE KIRCHHOFF 

2.1.1: Hypothèses (H~1 

Considérons le problème de Cauchy (2.0.2) où: 

i)- (; est le demi-conoide caractéristique pour !'opérateur L = AJ..µ (xa. )DJ..~t de 

sommet O(xa. = 0), orienté vers les xO positifs et d'équation: xO = efJ(xÎ). 

* Soit ..!hm domaine fermé et borné de (;, tel que: 
0 

J- 0 E .)~ . 
0 V 

2- Si P E lJ alors le segment de bicaractéristique OP c li . 

3- fi ne conlient que 0 comme point sing·ufier de Ç 

4- Les demi-conoides CP (P E JJ 0
) n'ont que P comme point singulier 

sur le segment de bicaractéristique OP. 

ii)- Q c D0 est un ouvert de JR.4 voisinage de O(xa. = 0), satisfaisant à la propriété 

suiw.ulte dite de causalité: 
\;;/ M

0
(x:) E Q on a: (CM) c Q. 

iii)- L =A Àµ (xa. )D:;.,µ AA~t, B~s et fr satisfont aux hypothèses (H c) dans .Q 

iv)- Les AJ..µ satüfont en 0 à: A 00 (0) = !, A oî (0) = 0 et Aij(O) = -oij. 

v) Les fonctions c.pr(xî) sont des restrictions au domaineJ:J de C0 

arbitraires vr(xa.)avec vr(xcx.) E B2 (Q). 

des fonctions 



Conséquences de ces hypothèses: 

D<t> fi ' 1 . - -. et con armement aux re at1ons 
àx' 

- C0 étant d'équation xO=<j>(xi), en posant qi 

( l 1.2.3) du § 1.1, les bicaractéristiques de C0 issues de 0 de paramètres A1,(1\ ;::: 0) ont 

pour représentations paramétriques x1
' (A 1, q 0 ) et qi (A 1, q 0 ) qui sont solutions du 

J J 

système intégral. 

(2. 1.1.1): !> f 1 0 ·\ l 
{

xa(A t o) JA1 r·'dA 

l/i(A1,q'}) = qf + L l l\dA1 

où Ta= Aao + ÂœlJ· . V.= _ _!_( ôl -lJ· ôl) 
1 > "i 2 &I 1 &O 

avec l(x,t,q;)= A00 +2A 0 iq;+AÜq//j etl(o,c/j)=O 

Cette dernière égalité permet d'introduire des paramètres A2 et A3 correspondant aux 
paramètres fvi et À.3 définis sur CM , et tels que C 

0 
admette' une représentation 

0 

- En coordonnées (yl3) associées aux points M0 (x~) introduites au §1.3.2 on suppose 

que C
0 

admet pour équation: 

{

y 0 = r/ (x;: ,/), et on pose 

(2. 1.1. 3): • or/ 
qi = - a/ 

2.1.2: Représentation paramétrique de S.Q.tM.Q.t 

Les 2-surfaces S0 (M0 ) = CM n C0 ont pour équation la solution en À J de 
;) 

Péquation suivante: 

y 0 (x:: ;/l1, ÀJi )- r/ (x;: ;/ (x;:; À1, A.11 )) = 0 posons 

Mais~ 

Donc: 

O 3 * OO * Oi * * ij * 
on a:-= A +A (p; + l/; ) +A P; q 1 iJ11 

*OO * oi 

CM étantcarac~ristique, ona: A +2A p;+A PiPJ =0 
0 

* ou * ui * ij 
* * * étant caracéristique, on a: A + 2 A (/; +A (/; q1 = 0 



ôJ 
(2.12.2): -( 1/1) 

ÔÀ1 

1 • lj • • 

2A (p;-q;)(pi -q) 

* IJ 
Comme la forme quadratique A Yi Yjest définie négative on a: 

a:J 
'ï!Mo ~ eo, Mo E Q, ->Ü d'oùlelemmesuivant;[B1]: 

oÀ.1 

Lemme 2.1.1: 

Pour tout M 0 E Q, M 0 ~ C0 , les 2-surjaces S0 (Mc) peuvent être représentées 

par une équation: 

{

À1 == 1j1(x:;/l 11 ) h = 2, 3 
(2.l.2.3): l !J1 < kx~ , k constante 

2.1.3: Formules de KIRCHHOFF: 

avec 

Q étant un domaine causal, le lemme 2.1.1 permet d'énoncer la proposition 

suivante: 

Prooosition 2.1.3.1: 

O• Si les hypothèses (H:;) sont sati::,failes pour le problème de Cauchy (2. O. 2) dans Q 

• Si les jonctions (vr) sont une solution du même problème de Cauchy dans Q 

Alors: Y M 0 (x:) E Q, on a: 

(Ys): 4n-vs<x:) = J:rr dJ3t7 sin Â2 .dJ2 J:<x:;lh) dJ1ts([ v,. ]L: + ~[J~ ]) + J:rr d-13J: dJ2Js 

où: 

Relations obtenues en faisant dans (1.4.1.8), l(xf... ,qi )=O, car C0 est caractéristique. 

Remarque: 
* 

D'après ce qui précède, les fonctions Is sont indépendantes des fonctions X r. par 

conséquent, dans les fonctions E~ (relation ( J.4.1.6)), on peut choisir arbitrairement les 

* * 
valeurs des fonctions x r. Pour des raisons de simplicité, nous choisirons x r 0 dans les 

Ei. Ceci permet d'écrire les Ei sous la fonne suivante: s s 



(2. l .3.2): E~ 
([ •t/] J 

o A~ [] [] . 
* if .:'.) * * il 

* . u<p,. . . * 
- . <p,.+ A ~--. + B,. d~<p1 

iJyl iJyl 

2.1.4: Paramétrage de la bicaractéristigue BP =CP rî C 
0

, p E J) 

La relation (2.1.2.2) montre que la fonction o:J (If/) tend vers 0, lorsque 
oÂ.1 

Mo(x~) tend vers P(Ç,<X) E eo. Par conséquent les fonctions Js(x~;À1i) (relation 

2.1.3. l ), ne sont pas bornées; ce qui rend difficile l'étude des intégrales doubles. 

Dans [Bi], F. CAGNAC a montré que cette difficulté ne se rencontre que sur les 

bicaractéristiques "parallèles" à la bicaractéristique Bp qui sont les seules à s'éloigner; ce 

qui nous pousse à choisir un paramétrage spécial pour BP. Rappelons brièvement le 

procédé: 

- Développons la fonction 3 ( x ~ ; À 1 , À h) dans (2. 1.2. l ). 

Posons: 

ni= - cl (xpa;y~); pour P(x~) E eo, voisin de Mo 
o/ 

On démontre, dans [Bi], qu'il existe un domaine défini par: 

où k1 et k2 sont des constantes, K et K' des fonctions bornées. 
Procédons à un changement de paramètre sur e M . Pour cela, introduisons une matrice 

0 

orthogonale (al·) telle que: 



3 

(2.1.4.2): 

a]. =ni, det( ai·)= 1, posons Pi~ = a;.pf ou 

Pr =sin À2· COSÀ3· 

PÏ: = sin /i.2 .. sin /i.3' 

pJ. = cosÀ2· 

Comme conséquence de ce changement, on a 

- IPF ni= l-cosÀ2·, 
i=l 

alors la bicaractéristique de contact BP entre Ci> et t'
0 

corrnspond à la valeur: À2' O. 

La relation (2. 1.4. L) devient: 

J (Ài) =y~ -l (x;';y:) +À{ 1 cos/i.2. + ~ l/l d + ~ 17] et on en déduit que: 
sP sP 

(2. l.4.3): :::::>- = 1-cos/i.2• +-j/lij +-17 
{
IÀd<k1sp} ôJ K K' 

17 < k2sp ô/i. 1 sp sp 

Cd . 'I d. àYd ... dMd e ermer resu tat permet e mmorer ans un certam vo1smage e 
0

, one oÀ 1 
de majorer les J(x~ ;/i.1J dans ce voisinage. Seulement ceci ne concerne que la partie de 

S
0
(M

0
) qui est voisine de M

0
. 

Pour pouvoir majorer J(x~ ;/i.1z) au voisinage de tout Bp , une étude précise des 

2-surfaces S
0
(M

0
) s'était imposée dans [B 1]. Dans la section suivante, nous rappelons 

brièvement les résultats de cette étude. 

2.2 : ETUDE DES 2-SURFACES S JM~ 

Comme nous l'avons dit dans le §2. l .4, la difficulté dans l'étude des intégrales 

doubles réside dans le fait que : 

"Si M 0 (xS) tendversP(Ça)Er'.0 , alors ôJ tendvers0 11
, car les pi tendent 

ÔÀ, 

vers q, ; en d'autres termes, à la limite ep et C0 sont tangents tout au long de leur 

intersection. Au voisinage de cette limite, S
0
(M0 ) peut, à priori, avoir toutes les 

singularités possibles. S'il est possible de dire quelque chose, ici, c'est parce que, 
C Mo et C0 sont des solutions de la même équation des hypersurfaces caractéristiques. 

Lorsque M0 (x~) est au voisinage de P(Ça) Ee0 , les 2-surfaces S0 (M0 ) ont 

l'allure de "boudins" qui s'allongent tout le long de la bicaractéristique de contact Bp 
entre CP et Co (voir schéma 3). 

Dans [B j}, F. CAGNAC a fait l'étude des 2-swfcu:es S0 (MJ en deux étapes: 



- la première étape consiste à faire tendre M0 (xg) vers un point 

P(i;a) EC0-{o}. On introduit, pour cela, un système de coordonnées (ÇÀ) dans lequel la 
bicaractéristique de contact Bp entre i'-p et C0 est représentée par des équations . 

{
ç ç2 = 0 

s° = ~ (0,0,(3 ) 

où Ç = ~ (Ç) est l'équation de C0 en coordonnées (ÇÀ) Dans ce système de 

coordonnées, on montre que S0 (M0 ) admet une représentation paramétrique : 

!
Ç1 =pah, h=2,3 

p w(M0 ,a,Ç3
) où: a 1 casa 

a2 =sin a 

sauf aux voisinages de M0 et de O. 

Aux voisinages de M 0 et de 0, il y a deux "calottes" (voir schéma 3) pour 

lesquelles on ne peut utiliser la représentation précédente. 

- Du côté de M 0 , on utilisera la représentation : À1 = If( x;; À h) déterminée 

précédemment. 

- Du côté de 0, on utilisera une représentation analogue au moyen des 
paramètres Aj de C0 ; A 1 = lf'(x;, A 1.). 

On aura aussi besoin de développements limités de la fonction w( M
0

; a, Ç) qui 

représente S0 (M0 ). 

* Au voisinage de M0 , c'est-à-dire quand Ç3--tO, ces développements limités ne 
s'écrivent de façon commode qu'en associant à chaque point M

0 
(X:) voisin de C0 , un 

point P(Ça.) bien déterminé de C0 ; ce qui conduira à introduire des coordonnées (Ç', TI) 

pour repérer M0 . 

' L'étude précédente de S0 (M0 ) ne vaut que pour M0 contenu dans un voisinage de 
C0 de la forme : 

3 

O<uscs
0

, (où: 11 x~-~(x~) ets0 = l:Cx~) 2 ), et c=cie 

* Pour terminer l'étude de S0 (M0), quand M0 est voisin de : 0 , il reste une deuxième 

étape, qui consiste à étudier S0(M0 ) quand M0 est voisin de 0 et u2cs0 . 

Etudions donc ces deux étapes. 



2.2.1 Etude des Sgi.M..Q) quand M.Q.. est contenu dans un voisinage de CQ... de 
la forme o < u :::: es . o-

(voir schéma 4). 

A) Définition du système de coordonnées (ÇÀ}. 

Pour P( ça) EC 0-{ 0}, soit (zÀ) le système de coordonnées associé à P, c'est-à­

dire tel que : 

Alors, la bicaractéristique Br Cr nC:0 admet la représentation paramétrique: 

* 
(2211). y4(d )- 4( a_;:a 1 __ o_ (;:1)) , .- ôr/J(i) . . . . S ,Ji -Y X - ':? ,11.-1 - Jt,p - TC; ':? , OU TC1 - --1. Zp . 

1 oz 
- Maintenant, faisons correspondre à tout point de BP, de paramètre À 1 =~l, une matrice 

r{ (Ç.,µ) telle que: 

i) i o/ 
y 3 = ôµ -;=3==i}==i= 

L ( f )2 
i=I oµ 

(2. 2. 1:2): ii) (y~-) est une matrice orthogonale 

iii) Les r}1<t! ,ft), h = 1, 2 SOI/{ trois/ois diffërentiables 

- Alors, en associant aux quatre nombres (ÇÀ). un point de coordonnées (zÀ) par les 

formules: 

l/ =Yi(,gi,Ç3}+y~1 (Çi,Ç3}Ç', h 
(2.2. l.3): 

zo '° 
1, 2 



on a le lemme suivant, démontré dans [B 1]. 

Lemme 2.2.1. 

Il existe 1111 voisinage V(BP) de BP tel que: 

- (2.2.1.3) définit un changement de coordonnées dans V (Br). 

- Lesf onctions !} ( çi,zi) et zi ( çi, t;i) sont trois fois dijférenliables et à dérivées bornées. 

- V(Br) esl causal, c'esl-à-dire que: \fM 0 E V(Br ), on a. (eM
0

) c V(BP ). 

Ce lemme permet donc d'utiliser les coordonnées (ÇÀ.) pour représenter (CM
0 

)et 

pour étudier S0(M0), si M 0 E V(Br ). 

B) Coordonnées ((/ ,iï) de MQ:-

Pour les raisons évoquées à l'introduction du §2.2, à tout point M0 voisin de C0 

on associe un point P E C 
0 

, ce sera le point P tel que dans le système de coordonnées 

(zÀ.) relatif à P, les coordonnées z: de M0 sont : 

{z~ = z~, i = l, 2, 3 
(2.2. l.4) 

zg = z~ +u 

En effet, on démontre dans [B iJ le lemme suivant : 



e. 

) 

r =µ.+mu 

:~u::• ~~1=1Y(~~) 
sur l'espace f, P 1--------1 

desx' 

C(S~ 

Schéma 3. 
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Lemme 2.2.2. 

Il existe un domaine W 1 défini par : 

{
o::; u ::; c1s0 

!· (xb)EJ9_"' c1 c1e,et lF::xg rp(x0) 
tel que : 

A tout M
0 

EWJ. corre5pond un point P(;a) Ei)o et un seul tel que : z~ = z~. 



0 0 0 - 1 n pose : z0 = z P + u . A ors, on a : 

Lemme 2.2.3. [811 
Il existe un domaine W2cW1 défini par: 
0 :::.:;, u :::.:;, c2s

0 
• c2=Cte51.: 1 tel que : 

i) ( Ç ,ïi) constitue un :;,ystème de coordonnées dans W ?· 

ii) \7Jv10 EW2, on a: ( cMJ c V(BP ), où sont définies l:s coordonnées (ÇÀ). 

C) Equations de (cMJ_!!_C
0 

en coordonnées (L,Â). 

i) Eguation de (cM
0 
)! 

Le précédent lemme permet de déterminer une représentation paramétrique de 

(cM ), en coordonnées (ÇÀ), que nous noterons comme dans [Br]: 
0 

(2.2.1.5): Ç1 = F(/;i ,ïï,t}), avec: 

- P trois fois différentiable, sauf en çi=o, et ses dérivées premières bornées. 

- F et ~ E admettent des développements limités en li de la forme : 
ull 

{

Pc_;i,ü,s) z~(Çi)+fi s+K(s+fi) 2 

(2.2.1.6) ôF 
ô u = I + K (S + u) 

où K borné et S ~ J;~ (ç')'. 

ii) Equation de C0_;_ 

La partie de c0 contenue dans V(BP) admet en coordonnées (ÇÀ) une équation 

de la forme: 

{
ç ~(~ ,() où: 

(2.2.1.7) ~(~,()=;(;a,zi(~,s)) 
avec : ~ 3 fois différentiable sauf au point O(Çl=Ç2=0, Ç3= ~t0(ÇÎ)), 

où: 
~t0(ÇÎ) est la valeur du paramètre À 1 =~t au point 0 sur la bicaractéristique BP de Cr. 

D) Equation de S
0
(M0 ) = (t M ) n C0 ! 

0 

Pour tout Mo E vVi, so (Mo) a pour équation : F( c; Ji, ç )- ~( Ç1
, ç) 0 

En introduisant les variables p et a définies par ÇIL,,,pah où a 1 =cosa et 

a2=sina on a démontré le lemme suivant, dans [B iJ : 
Lemme 2.2.4. 



Il existe des constallles 1. m. k 1 et k2 telles que pour tout M0 E W2 et dans le 

domaine: 

-ls0 > ( 3 > µ 0 +mu; u x~ - f/J (x~) 
Su(!vfJ admet une représenta/ion paramétrique : 

p = w(!/, u, a, ç3
) telle que : 

i) ro est lroisfois différentiable, 

if) w satisfait aux inégalités: 

(2.2.1.8): kpfu)Mtn (ls3J,ç3) <w<K1Jïi)Min (ls3,,Ç'3), ('3= (3-f'o 

iii) w es/ : admellenl les développemenls limités suivanls: 

{V =.fff 2B(Ç3) [1 + K -Jii l 
A(a,ç;'3) )Min (ls3!,ç•3) 

ÔCù- 1 B(Ç3) rl+K -Jii ] 
ô u - ..Jîf 2A(a,Ç

3
) JMin (ls3j,ç •3) 

(2.2.1.9) 

K borné 

i · _ ôF ( i 3) B( Ç , Ç) - ôü ; , 0, 0, Ç 
avec: 

A(;i,a,Ç3)= tJiak :~ (ç;,o,o,ç3) 

où G(Çi, (,/) = F(Çi, o,Ç·)- ~(Çi, Ç) 

Enfin, on a les majora/ions : 

(2.2. UO) 
'* :1 < K ; 1; 1 < K ; 1;~1 < K et 

Pour les difficultés qui se présentent au voisinage de M0 , on utilise encore la 

représentation paramétrique' p m(Çî, ü,a.,Ç3
)' 

De [B iJ on a le lemme suivant, relatif aux développements limités de p quand çJ 
tend vers O. 

Lemme 2.2.5. 

Il existe des constantes k2, K2 el l Je/les que : 

pour tout M 0 E W2 el dans le domaine : D · çJ -l.s·0 ; 

S0 (Mc) admel la représentation paramétrique: p = m(Ç i, u,a.,Ç3 ), avec: 



* cv el ses dérivées admeLlenl des développemenJs lim iJés : 

(ù = ~u(u -2ç3)[1 + ~ (u +js31)} 

(2.2.1.11) &iJ - Jii + ~ (u +js31) 
0Ç3 )u - 2Ç3 So 

_PI : = ; ( u + jç31), avec K borné. 
0 . 

Définition. 

La par Lie de S0 (Mc) se lro11va111 dans le domaine 0 ç3 · µ0 +mu, réunion des 

deux domaines définis dans les lemmes (2.2.4-5) sur lequel S0 (Mc) admet la 

représentation paramétrique: p ro(Çi,u,o:,Ç3), sera appelée le corps de S0 (Mc) el 

notée C(Sc). 

Il reste à étudier S0(M0 ) dans les domaines : 

* ç3 ~û, bout de S0(M0 ) du côté de M0 , noté : B(MQ}. 

* ç3 s; p0 +mu; bout de S0(M0 ) du côté de 0, noté B(O). 

Pour ces deux bouts, on a les lemmes suivants (démontrés dans [B l]) : 

Lemme 2.2.6 : Bout B(Mg} 

Pour 10111 M 0 EW2 el dans le domaine ç3;;fJ, 

- il existe une conslanle k le/le que : ~J > k > O. 
Or..I 

- S0(Mc) admet la représentation paramétrique: ;t. 1 = v1(xi ,À.h' ), h'= 2', 3' telle que: 



1

1 1 K , O ri.( i ) Al < U, OU U = XÛ - 'f' XÛ 

(2.2.1.12) /L' > /L' 2 0 

01/f 
o/L < Ku, K et /L '0 des constantes. 

h 

- La frontière (F) d'équation ç3=o, entre B(Mc) et C(Sc) peul être représentée par une 

équation : 

{

/L 2, = y(x~, ,t3, ), avec 

(2.2.1.13) 1 1 
y dérivable et y(À

3
,) - 2 <Ku. 

Lemme 2.2.7: Bout 8(0). 

Pour tout M0 EW2 el dans le domaine (3 5 p0 + mu; 

-S0 (McJ admet la représentation paramétrique: A 1 = \.Jl(x~, Ah). avec hc~2, 3. 

(A J.AIJ les paramètres du demi-conoïde r;;. 

- Il existe des constantes K el A 1
0 telles que sur S0 (M1J on a: 

A1 <Ku 

(2.2.1J4) A1 > A'a 

t

i}\.}Jt 0 j 

0 A <Ku , u == x0 - cp(x0 ). 
h 

Récapitulons les résultats obtenus lorsque Mo ~ p E e 0-{ 0} dans le théorème suivant : 

Théorème 2.1 . 

. Il existe une constante C 3 5 C2 , telle que si M0 esl dans le domaine W3 défini 

par: 

0 < u sC3.~·0, on peut représenter ,)'0 (M1J: 
i) dans le domaine (3;?0, coordonnées (/L2 .,/L3 ~. par l'équation: 

f.. 1 = 'V(X~ ,ÀIJ• ), h'= 2', 3' !el que les résultats du lemme (2.2.6) soienl sati5faits. 

ii) Dans le domaine 0>(3>µ0 +mu, coordonnées (a, (3), par l'équation: 

p = ro(Çi 'u,a,Ç3), lei que salent satisfaits les lemmes (2.2.4-5). 

iii) Dans le tlomaine C3 .5t1Q +mu, coordonnées (A2,Ay, par l'équalion: 

A 1 = \.Jl(x~, Ah), h = 2, 3, tel que soit satfafait le lemme (2.2. 7). 

2.2.2 Etude de S.QiM.Ql quand M 0 (x~) tend vers O. 

On démontre dans (Bi], le théorème suivant : 



)U 

Théorème 2.2. 

Quelque soit la conslante c .S C3, il existe une conslallle x(c) et des constan/es 

k, k' et K positives telles que : 

{
u 2:: cs0 

pour M0 dans le domaine : 
X~< X(C) 

- S0 (MJ admet une représenta/ion paramétrique t-. 1 \jJ(xg, t-. 1i), h = 2, 3; 

~~>k>O; k'x8<u;où:11 xg-q)(xb) 

- (2.2.2.1) :: <Ku; .'i(J < 2x8 
" 

2.3 ETUDE DES INTEGRALES DOUBLES. 

Nous appliquons, dans ce paragraphe, les résultats des théorèmes 2.1 et 2.2 à 

l'étude des intégrales doubles : 

1 ( a)_ r2 Jrd"1 fffd., 0 (a 1) '. 0 - L~i( l Olf ") 
s Xo - Jo /l,3Jo /l,2cJs Xo ,/l.h ' ou. cJs - Ds Di; - èll1i !Y.; . 

• • 
Les J5 étant indépendants des x,, en prenant X, =O dans les E ~' on obtient : 

( ) E i 
0~ [A*if] • J ..,i . • . 2.3.0.1 's ---. rp,.+ o5 f; 0 OU. 
èyJ 

* o[1ij] 
g;. = [A*ti] èrp,. - ;,. . + [;;.'] ;1 

cyl oy1 

sont des fonctions bornées d'après les hypothèses faites sur les A À~t, B ~s et <.p r (xi ) . 

Par conséquent, les relations (1.6.3.1) restent valables pour les E~. Donc on a• 
. 0 * 

(2.3.0.2) E; = P~ rps+ f- , K borné. 
Â;l Aj 

2.3.1 Etude des 15 ( x~) dans le domaine : u:<;;cs.Q..:. 

Conformément aux conclusions du théorème 2. 1, on partage le domaine 

d'intégration en trois parties. On a : 

ls(x[)) = JJB(Mo)d:l3dll2Js + JJc'(So)d:l3d:l2Js + JJB(O/ll3dll)s 

Les calculs faits dans [Bi] conduisent aux résultats suivants · 



a) Etude des lm, domaine ç3::::o. 

On trouve: .. 

.. 
(2. 3.1.l 1) ,î'sp =sin ,12, (/Js + K' 1 u, car ici À 1 = ku 

u = xg- ~ .. (xb), K 1, K' 1 et k bornées. 

En intégrant, on obtient : 
(2.3.1.1) I!>p (xg) = 27rÇJs(.;i)+ Ku , K borné 

b) Etude des Ise, domaine O>Ç3>µ~/mu. 

En passant aux variables a, ç3; on a: 

J =Io dt;3 r2Jr da. Ei ( D(À2·)·3·)) (tll'. - Oljl tF) 
SC µo+mu Jo s D(a,c;3) So 1 oÀll' 1 

Décomposant le domaine O>Ç3>~t0 +mu, comme dans les lemmes (2.2.4-5), on a 

obtenu les résultats suivants dans [B 1 l 

i) Dans le domaine -ls9>ç3>btg +mu. 

D - (D(Àz·,À3·)) (Al' mv Ah') , 'fi I'' 1·,. o i -
3 

u. - :_;;;-- u. ven 1e ega Ite . 
D(a,Ç ) Sa 1 u11.h. 1 

(2.2.1.2 i) Di = K'Fu Min(lç 3 j,Ç'3 ), K' bornée. 

. P0 * k' 
o E1 = -' cp +- k' bornée. s ,2 s Â. ' 

11.1 1 

Comme dans ce domaine :1- = Jk"J' (k" bornée), on a · 
A.1 çJ 

(2 .3.1.22) E~ ~ ko ( 1,: I' + 1,•, I} ko bornée. 

Par conséquent : 



DiE; = kJU(
1
,;o

1
I . +-+J ; k bornée. 

1:; ~'2 1<(2 
En intégrant on obtient : 

(2.3.1.2) Ise =K ff-,Kbornée. 
J ....;so 

ii) Dans le domaine -lsQ <Ç3<o : 

Là , aussi, dans [Bi], on a obtenu le résultat suivant: 

(2. 3.1.31) Di = r. a" r" Ju( u -2ç3
) + r3 u + f .r;;( 11 + ls3 I) ~, 

h 01 01 () 

où : r1 = r,1 ( çi , o) . 
Oi 

ri a1t ~uCïi - 2t;3) +ri t;3 
(2 3 1 3 ) Ei - ( ;;.i) Oh 03 K 
... 2 s - cps ' - 3 3 + 1 31 . 

( U - Ç ) So ( U + Ç ) 

D'où: 

Ces relations sont obtenues à partir de · 

l 1 = -(iï - Ç3
)[ 1 +f (11 +jt;3 j)] 

ç3 
P;o = -"-"'--------='---- + ~ (u + jsJI) 

fi- JO 

l 'I' avec K bornée. li+ ç 

(2.3.1.34) Ssc" = DiE~ = cps(()-(_--"---+ K j;;j u' . 
- u F Su (u+ Ç ) }·~ 

En intégrant, on obtient : 

2 3 - JO d !'31'.!.trd V ( .3.1. ) Ise 2 - -i.e ' 0 a.1 SC 2 

En conclusion : 

Dans le domaine O>t;3>p0 +mu, on a: 

(2.3.I.4) Ise= lsc1 +lsc2 = 2ncps(~)+K if· 



c) Etude des fso dans le domaine ç3s;btQ+mu. 

En passant aux variables Ai> A3, on a : 

J = f'f d A d A ë ( D(l2.Â·3)) (L\1. _ 81/f f:!1) 
sO J(A2J\3)E/l(Ol 2 3 s D(Az,/\3) ~ i CÎÀ.i. ' 

En utilisant les égalités suivantes, valables dans ce domaine : 

{

A1 = k1u 

(2.3.l.51) 1 _k2 ' -x;-
50 

, k1, k2 bornees. 

On montre dans [Bd que : 

Di= K1A1 = K2u2
, E~ K3 

s~ 
/1 11 2 . , , • , Donc :J.. = K ,. 2 , d ou en mtegrant : 

"O "O 

(2.3.l.5) 1.'\J = K ~~' avec: K1, K2 , K3, K', K bornées. 

Conclusion. 

Dans le domaine u.5Cs0 , on a: 

(2. 3.1.6) 1s(xg)=4 lltps( i;i) +Kif, K bornée. 

2.3.2 Etude de ls(xg) quand MQ..tend vers O. 

{

u ~ cso 
Dans le domaine 0 , on a : 

. xo <x(c) 

~i; > K > 0 ; donc en utilisant (2.3.0.2), on obtient : 

* 
(2.3.2.1 1) J5 =sinl2 rp5 +K'l1, etcommel1 =K"x8. 

En intégrant, on a : 

(2.3.2.1) fs(xi) = 4nrp5 (0,0,0)+Kxi, K', K", K bomées. 

Remarques: 

1- K représentant des fonctions bornées, les égalités (2.3. 1.6) et (2.3.2.1) montrent que 

les fonctions 15 sont continues et bornées , et prennent les valeurs 4n<ps sur JY. 



2- Nous verrons que dans le cas des problèmes semi-linéaires, les fonctions K des 

relations (2.3 .1.6) et (2.3 .2. l) dépendent de la fonction inconnue par l'intermédiaire des 

fonctions w ~. 

2.4: ETUDE DE LA FONCTION U(x~) = j 2
dÀ3 JndÀ2 sin À2 J0 

a dÀ l : 
Û Û ljl(Xo ,Àh) 

Pour résoudre, par la méthode des approximations successives, les équations 

intégrales ( :J s), il est nécessaire de montrer que si M 0 ( xg) E Q tend vers un point de C0 , 

la fonction (xg) est majorée par une fonction qui tend vers zéro. Pour montrer qu'il 

existe une telle fonction, on applique à (Clvfo) (domaine des intégrales triples) la même 

décomposition que pour la 2-surface S0(M0) C'est ainsi que dans [B 1], on a obtenu les 

résultats suivants : 

2.4.1 : Dans le domaine us:Cs0 ! 

Appelons: 

JJM
0 

=le domaine de (CM) défini par: Ç3
;;:: 0, 

JJc =le domaine de (C Mo) défini par: 0 > Ç3 > µ 0 +mu, 

JJ0 =le domaine de (CM
0

) défini par· Ç3 
$ µ0 +mu. 

D'où: 

(xf) JfJJJ Mo sin À 2dÀ 2dA3dA1 + JJJJJc sin À 2dÀ. 2dÀ 3dA 1 + JJJJJ
0 

sin À.2dÀ. 2dÀ. 3dA 1. 

lp le ~ 

a) Cas de Ug_;_Ç3
;;:: O,,_ 

En utilisant les variables À 1, A2., el }.3, et le fait que 

!A,I < K,u; K, = C1e; u =xi- tfi(x~), on a montré dans [B1] que: 

(2.4.Ll): U/x:)<K'u; K'=C'". 

b) Cas de Uf~o > Ç3 > µ 0 +mu,,_ 

En utilisant les variables p, a, ç3 et la décomposition faite au §2.3 de ce domaine, 

on montre dans [B 1] que : 

(2.4.1.2): Uc(x:) < K'u!Logu!. K' =cte 

c) Cas de U0~Ç 3 s: ~to +mu.:. 



On utilise les variables A 1, A2 , A3 et le fait que 

A1 ='f(x~,Ah)<K2 u, K2 =Cc, cequidonnedans[Bi]: 

(2.4.l.3): Uo(x~) < K'u. 

On conclut: Dans le domaine u.SC's0 , un a: 

(2.4.l.4): U(x~)<K'ujLogul. 

2.4.2 Dans le domaine u > cs0 et x8 < x(c):. 

On a: 

(x;) = J:Jr dÀ3fuJr d,1,2 sin À2 J~cxg ).,,J dÀ 1 < J:Jr dÀ3J; dÀ2 sin À2 J~K3xg dÀ1 
Soit: 

(2.4.2.1): U(x~)<K'xb 

Résumons les résultats des §2.3 et §2.4. 

Pour c sC3 (C3 constante déterminée au §2.2), on a: 

(2.4.3) 

o Dans le domaine : u S cs0 , 

u (xo) = 1
2

7' dÀ.3 f1' dÀ.2 sin À.2 J0 
( " ' ) dl..1 < K' ujLugul Jo Jo If/ xo ,/l.h 

Is(xo) = f21' dl..3 f1'd22Js = 4JTqJ, +k' f!:-
k ~ ~~ 

0 Dans le domaine: u > CSo et x8 < x(c) 

U(x0) < K'xg 

ls(x(f) = 4JTIJ?s +k' x8, K' constante el k' bomée. 



!PARTIE BI 

PROBLEME DE CAUCHY SEMI-LrNEAlRE 
SUR UN CONOIDE CARACTERISTIQUE 

!
AAP(xa)D v + f (xa V D v) = 0 

A)I ' ' V 

vlca= rp(xi) 



Chapitre 3 

ETABLISSEMENT DES FORMULES DE 
KIRCHHOFF POUR LE PROBLEME DE CAUCHY 

SEMI-LINEAIRE HYPERBOLIQUE 

!
A

1
µ(x")/J;µ" + f<x" •'"_Dvv) ~ 0 

1 
V {' vl . = lp(X ) 

·a Co 

Dans cette deuxième partie, nous étudions le problème de Cauchy semi-linéaire, 

objet de ce travail. Ce chapitre est composé de deux sections • 

- Dans la section 3.1, après avoir posé le problème, nous montrons qu'il est nécessaire de 

dériver trois fois l'équation semi-linéaire pour pouvoir appliquer la méthode précédente. 

Ceci nous imposera de nouvelles hypothèses sur les données (coefficients et données de 

Cauchy). 

- Il sera question dans la section 3.2 d'écrire les formules de KIRCHHOFF pour le 

nouveau système d'équations aux dérivées partielles, dont les fonctions inconnues sont v 

et ses .dérivées partielles jusqu'à l'ordre trois. Enfin, on en déduira un système d'équations 

intégrales à résoudre dont les inconnues sont, en plus des fonctions précédentes, les 

fonctions w: et leurs dérivées jusqu'à l'ordre deux. 

3.1: POSITION DU PROBLEME ET HYPOTHESES 

Considérons le problème de Cauchy semi-linéaire sur un conoïde caractéristique 

C0 suivant • 



Si on écrivait, formellement, pour le problème (3. 1. l ), les formules de KIRCHHOFF 
(Y5) du chapitre 2, la présence des dérivées partielles premières Dvv dans f, de façon non 

linéaire, montrerait que l'égalité obtenue n'est pas une équation intégrale. 

Pour pouvoir appliquer la méthode choisie, dérivons l'équation (E) par rapport 

aux (xa) ; en posant : va. = ::a. (notation valable seulement pour v), on obtient : 

8 2v 0 V 
(E ) : AÀl'(xa) a +BÀ'l __ 11 + l = 0 

a 8x,i8xJI a 8xA ·a 

ol! 

(3. 1.2) 
8f 8j 

f.=--+-v 
a oxa ov a 

En appliquant à (E) et (Ea.) la méthode des chapitres précédents, où les fonctions 

inconnues sont v = v 0et va. , on obtient : 
21f 1[ lfl(Xo,À1i) ? . 81/f 

(t5 ): 4nv5 (xg)= J d,t3 Jsinil2d,12 JdÀ 1t\([v,i~+~[f,i])+j~"d,t3 J:dÀ2 E~(l\~.- oÀ LYI) 
0 0 0 h 

où (Vs ) = ( Vo , V a ) 

~ = C5. w;· avec : 

w,i = 5;· + jA1 (Qw; + Q,,iw~)dÀ1 
s s 0 . 

où: 

(3.1.3) 

Q,,i = 1;{ p{ s];.] + [ B?;· ]) 

À a2<[ÂiiJ~) 
Ls = 8/8yi 

oc[ B:A J~~) 

et xi = al/ +al </>* (/) 
Oi OO 

Ces relations (3.1.3), font apparaître des difficultés dans les (t5) ; en effet : 



- De (3.1.2) et (3.l.3), on constate que les fonctions w:· dépendent des fonctions 

inconnues Vs, par l'intermédiaire des coefficients B:11
, lesquels sont fonctions des 

dérivées partielles premières de f (par rapport aux Dv v ), donc des dérivées partielles 

premières de v. 

- Les fonctions L~ font intervenir les dérivées secondes des w: donc des dérivées 

troisièmes de f et v. 

Du constat précédent, on déduit que pour pouvoir appliquer la méthode des 

formules de KIRCHHOFF au problème de Cauchy semi-linéaire, il est nécessaire de 

dériver au préalable trois fois l'équation (E) par rapport aux (xa). Ceci nous amène aux 

hypothèses suivantes pour le problème de Cauchy (3 1. 1 ). 

Hypothèses (H) : 

1 - Les hypothèses (H y -i) el ii) sont vérijlées; 

2 - L=AÂµ(xa)I) Âµ es/ un opérateur différentiel régulièrement 

hyperbolique, tel que: 

i) A00 >E, (E>O); Aij XiXJ définie négative 

ii) 3 a-;··o; 'tl (x°, /) Eil; -Ai) XiXj ,a/X f 
3 - i) AÀµEB7(.Q) 

ii) AOO(O) f· AOÏ(O)=O el AÙ/O)=-fiJ 

4 - f(xa•v,Dyv) EC5(Qx.Q'x.Q") où: 

.Q' es/ un ouvert de JR 

.Q'' es/ un ouvert de f g:I 

5 - rp(xÏ) est la restriction à C:,d'une fonction arbitraire v(x") où il E 8 7 (Q) 

Remarque 3.1 

Ces hypolhèses "fanes" de dérivabilité faites sur les données AA,u et f ne sont 
nécessaires que sur le demi-cunoide t~ û'ust~fication sera fàite au chapitre 4). En 

dehors de t;, on aura besoin uniquement de AÂf.tEB4(f2) etf EC3(f2xf2'xf211
). 

3.2 FORMULES DE KIRCHHOFF ET SYSTEME INTEGRAL 

3.2.1 Dérivations de {E) 

En conformité avec les arguments soulevés au paragraphe précédent, 

trois fois (E) par rapport aux xa 
. ov 

Posons:f=j0 , v=v0 , va=--a, 
iJx 

dérivons 



(3.2.1.1) 

où: 
B J.. 17 BJ.. 118 B;;·I/& d 1 ~ d ,. . * a , afJ , a/Jr , sont es po ynomes es 1onct10ns : 

- les dérivées partielles premières de A Àp 

_ les dérivées partielles premières de f par rapport aux Dyv. 

* fa (reps. fap et fapy) sont des polynômes des fonctions : 

- AÀ~t et leurs dérivées partielles jusqu'à l'ordre un (resp. deux et trois); 

- f et ses dérivées partielles par rapport à tous ses arguments jusqu'à l'ordre un (resp. 

deux et trois); 

- v et ses dérivées partielles jusqu'à l'ordre un (resp. deux et trois). 

Notation: 

, En prenant comme nouvelles fonctions inconnues 

(vr) = (v0 , va,Vap, Vapy), le système (3.2.1.1) s'écrit: 

3.2.2 Conséquences 

On constate que si les hypothèses (H) sont vérifiées pour (E), alors, à fortiori, les 

hypothèses (H2) sont satisfaites pour les équations (Er), où : 

{ 

B ;-s ( X a ) ::: B ;s ( X a , V ( X a ) , Da V (X a ) ) 

fr(Xa)::: fr(Xa ,v 5 (xa)) 

Par conséquent, on peut appliquer aux (Er) les résultats de la proposition ( 1.1) du 

chapitre 1. On obtient ainsi la proposition suivante : 



Proposition 3.2.2.1 

Si les hypothèses (H) son/ vérifiées pour le problème de Cauchy (3. 1. 1), alors: 

- toute solution v , de (3. 1. 1), cinq fois dérivables à dérivées quatrièmes bornées, 

sati.ifail, ainsi que ses dérivées partielles jusqu'à l'ordre trois, aux formules de 

KIRCHHOFF généralisées: 

où 

(3.2.2.1) 
__,. r 
Os = CJ(J)s 

8 ([;r]d) 
l s 

Toutefois, ici, les fonctions ro ~, toujours définies par : 

l*] l*l (, AY (, AOi 

(3 2 2, 2) . r _ 'i:1" fÎ'IJ'1 _ 1/ __ . r 11( [B*ir] B~r) I 
· · • • {!) s - Vs + Jo A 1 12 P J c);' + l)i' (iJs + 12 Pi 1 + 1 {!) s 

dépendent des fonctions V et Va par l'intermédiaire des fonctions s;r. 
Par conséquent, dans les seconds membres des (ts) il n'y a pas que les fonctions 

(vs) qui sont inconnues, mais aussi les ro ~ et leurs dérivées jusqu'à l'ordre deux qui 

interviennent dans les L~. 

Toutefois, d'après le lemme 1.6.1 du paragraphe 1.6 du chapitre l, les fonctions 
Ô(J) T 82 Cû ~ • • • , • • r r r 
ày et À 1 ày; ày 

1 
sont des combinaisons lmeatres des fonctions w ( {!) s, W_1.,,, wslil) 

( 
r r ) et (i; (J)l~1 

, (JJ 11
/ • Donc pour déterminer les dérivées premières et secondes des co ~, il 



suffit de connaître ro; ,ro :h et m :hi. Les relations ( 1.6.1.2) nous donnent les formules 

intégrales vérifiées par les fonctions m, lesquelles s'écrivent · 

* F( vs, ro) est une combinaison linéaire des fonctions m et dont les coefficients 

sont des polynômes des dérivées des fonctions AÀ~t et f jusqu'à l'ordre trois et des Vs. 

* ro0 est l'une des fonctions { o ~, 0, 0}. 

Considérons maintenant les intégrales doubles dans les équations ( ts), les 

fonctions <pr figurant dans les E ~ ne sont autres que les valeurs sur ( C,, ) des fonctions 

inconnues (vs)· Mais ici, les Ys sont les dérivées de v jusqu'à l'ordre trois. Par 
conséquent, la connaissance sur C(} des dérivées de v jusqu'à l'ordre trois est nécessaire 

pour le calcul des intégrales doubles. Ce travail fera l'objet du chapitre 4. 

Récapitulons les résultats précédents sous la : 

Proposition 3.2.2.2 : 

Si les hypothèses (H) sont vérifiées, alors, dans les conditions de la proposition 

3.2.2.1, fesfonclions Vs el w vérijïent le système intégral suivant: 

!
Js( Vs, OJ) = &{[ V5 ]L'.; ( V5 ,(V)+ CTOJ~ [fr (Vs)]) 

J,(N)~ E;(ù!{ 6\- :~ t.J) 

La résolution du système ( t;,~) fera l'objet du chapitre 5. 



Chapitre 4 

DETERMINATION DES RESTRICTIONS A C0 DES 
DERIVEES DE LA SOLUTION DU PROBLEME DE CAUCHY. 

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que la détermination, sur C0 des 

valeurs des dérivées, jusqu'à l'ordre trois, de la solution du problème de Cauchy était 
nécessaire pour le calcul des intégrales doubles dans le système (Cg). 

Dans [B3], F. CAGNAC a étudié ce problème dans un cadre plus général, celui 

des équations quasi-linéaires hyperboliques du second ordre. Nous rappelons ici les 

résultats qu'il avait obtenus en les appliquant au problème semi-linéaire qui nous 

intéresse. 
- La section 4.1 de ce chapitre est consacrée à la définition du demi-conoide C0 

en coordonnées géodésiques. 

- Dans la section 4.2, nous déterminons les dérivées partielles premières de la 
solution du problème de Cauchy. Le domaine de définition (é'0 ) de celles-ci, étant la 

partie de é'0 dont nous avons parlée au début de ce travail et au voisinage duquel, le 

problème de Cauchy admet une solution. 
Enfin, on énonce le théorème permettant la détermination sur ({?0 ) des dérivées 

secondes et troisièmes de la solution du problème de Cauchy. 

4.1 : é'g_ EN COORDONNEES GEODESIQUES 

· Dans ce chapitre, on a besoin des développements limités de la fonction 
définissant é'0 et ses dérivées au voisinage du sommet O(xa.=o) (ou encore pour A 1 =O). 

Pour ces cas et pour des raisons de simplicité, on choisira comme coordonnées (xa), les 

coordonnées géodésiques au point 0 pour la métrique hyperbolique définie par la matrice 

inverse des A À~l . 

On obtient ainsi : 
- é'0 : est le cône d'équation : 

3 

(4.1.l) x 0 =S où S= L(x') 2 

- Les bicaractéristiques de ~o sont les génératrices du cône, et ont pour équation 

{

x 0 
/\. 1 

:(4.1.2) x'=q~/\. 1 
q, = qi 



- donc le long de chaque bicaractéristique de C0 on a: 

(4.1.3) 1 

{

x0 = A1 =S 

X _ X' _ 0 _ r•le Ai - s - 'li - \_, 

Considérons maintenant les équations ( 1.2.1.1) du chapitre 1, où on prend C0 

(resp. Ai) à la place de e:vi" (resp.À. 1 ), (rappelons que C0 et ;.,l, sont des demi-conoïdes 

caractéristiques pour le même opérateur différentiel). 
On constate que pour déterminer les dérivées partielles d'ordre $ 1 sur C0 d'une 

fonction v, il suffit de connaître : 
iJPv 

les 
0 

, p $ f 
(ox )P n 

lo 

- les dérivées de la fonction définissant C0 : ici :x0=S 

- les dérivées de q> = vie jusqu'à l'ordre 1. 
0 

Par conséquent, pour le cas nous concernant, il suffit de déterminer les 

éf v 
--0- 1

1 pour l== l, 2, 3. 
(& ) Co 

Pour cela, posons : 

vlc
0 

= vlc
0 
= rp = ,;o) 

(4.1.4) 

4.2. DETERMINATION DE v}l) 

·Afin de pouvoir déterminer \Il( 1), écrivons (E) sur C0 . Les relations ( l .2.1.2'), du 

chapitre 1 donnent : 

(E) 2dr/I) +[Aij] Ollï_ v/I) +[Aii] 132rp . +(/) = 0 
dA1 oxl èx' èx1 



où: 

[AU]= Ai/ (x0 = S,:/) 

[f] est pris pour les arguments : 

0 l' 
X = 0 

j i 0 x =x(A1,q1 ) 

V = <p( A 1 ,cf3 ) 
o v = 11/l)(A qo) 
ox0 1' 

1' } 

=o~+qitfc1) 
oxi ox1 

0 f étant lipschitzienne en Dyv, [f] l'est en \jJO). Dans [E], les termes qui posent 

des problèmes sont les fonctions [Aij] OCJ; et [AU] 0
."<p . qui ne sont pas bornées 

ox1 OX1 ox1 

pour A r=O. 

0 Dans [B3], F. CAGNAC a montré que l'hypothèse <p = vie entraîne pour la 
u 

fonction <p(x1) les propriétés suivantes : 

i) <.p admet un développement limité au voisinage de l'origine de la forme : 
rp(xi) = v(O) +a;xi +a0 S+ ... 

0 3 
où: aa=_JJ_(O), a=O,l,2,3 etS= I<xi)2 

. oxa i=l 

ii) Les dérivées de <.p admettent les développements limités dérivés. 

(4.2. l) 

o<p - xi - 0 -. -a; +aoT>+ .... -a; +a0q; + .... 
OX1 

ù 

0 2
<p _ (cii _xixf) _au ( i o o) . . -ao -s· ~+ ... --A 8 -q;qi + ... 

ox1 oxl • S· 1 

Comme: [AÎj] = - oij + KA 1 (K bornée), on a 

(4.2.2) [Aij]~=-2ao +m(A1,qu) 
àx'àxl A1 J 

où m est une fonction continue et bornée au voisinage de Al =O. 

• D'autre part, C0 étant d'équation : x0 =S, on a : 



d'où: 

(4.2.3) [AU]::~ = ll +m'(A 1 ,qJ) 

où m' est une fonction continue et bornée au voisinage de A 1 =O 

Maintenant, si on pose \V~1 J = \v< 1
> - au, alors (4.2.2) et (4 2.3) permettent d'écrire 

[E] sous la forme : 
dr/O 1 

(4.2.4) dAO +A lflbl) + g(A1 ,qj, lfl~l)) = 0 
1 1 

où 

g(A1,q],~1»=t{m+m' v)ll +[/]} 
est une fonction continue en A 1 et lipschitzienne en \j1~1 J (car [f] l'est en \JIO)). 

On en déduit, par conséquent, que Ioule solution bornée de (4.2.4) vérifie 

l'équation intégrale : 

(4.2.5) l/f~lJ =tf~\ 1 [-Ag(A ,qJ,lfl~1 J~A 
1 

Les propriétés de la fonction g montrent que (4.2.5) admet une solution unique • 
\j/~1 l = \j/<

1
l - a0 , qui soit bornée au voisinage de A 1=0 et cette solution s'annule pour 

A1=0. 

Domaine de définition (C0 } de.w(l)...;. 

L'équation intégrale (4.2.5) n'étant pas linéaire en lV(I), car f n'est pas linéaire en 
Dyv, sa solution n'est pas nécessairement prolongeable à tout le demi-conoïde C0 . 

Notation: 

Dans toute la suite, nous désignerons par ( 0). la partie du demi-conoide 0 sur 

laquelle est définie la solution rp{l) de l'équation intégrale (4.2.5). 

Des calculs précédents, on est conduit à la : 



Proposition 4.2.1 : 

Etant donné le problème de Cauchy (A A~t, f, v) salis.faisant aux hypothèses (H), 

alors: 

Il existe sur le demi-co11oide {;, un domaine ( 0J voisinage du sommet 0, formé des 

segments de bicaractéristiques issues de 0 tel que : vJI> = ô \~ 1. soit déterminée de 
ôx (é'o) 

façon unique pour toute solution bomée à dérivées premières bornées. 

Remarque. 
A l'extérieur de ( C0 ), il y a peu d'espoir d'avoir des solutions (et si c'était le cas, 

les dérivées de celles-ci ne seraient pas bornées et donc des solutions sans intérêt). 

Par contre, on peut démontrer qu'on peut trouver une solution du problème de 

Cauchy au voisinage de (C0 ) tout entier. 

Notons ici, d'ailleurs, une grande différence entre les problèmes de Cauchy semi­

linéaire et linéaire. Dans ce dernier cas, on peut prolonger \l'(l) à tout le demi-conoïde C0 

; c'est-à-dire que : (C0 ) C0 dans le cas linéaire. 

Différentiabilité de w<I)! 

On a la proposition suivante qui découle du théorème sur la différentiabilité des 

solutions des équations différentielles ordinaires dépendant d'un paramètre ; voir H. 

CARTAN [B7]. 

Proposition 4.2.2. 

alors: 

Si les AÂµ el v sont de classe CP (p :2: 2) 

- Si f es/ de classe CP-2 

. ? 
vJl)(x') est de classe CP-~ sur ( (;) - {O). 

Corollaire 4.2.2 . 

.._)'ous les hypothèses (H) de notre problème, 011 a : 

vJI)(xi) est de classe c5 sur ( {;) - {O}. 

4.3 DETERMINATION DES w(I), 1=2, 3. 

Pour déterminer \l'(2) et \j/(3), écrivons sur C0 , les équations dérivées de (E) par 

rapport à xo, jusqu'à l'ordre deux. On obtient alors, sur chaque bicaractéristique de C0 : 



-

(4.3.l) 

où, par exemple : 

fi = (} AÂP (} 1, + (} f (} v + t3 f + éJ ~ 
ox0 (}xJ.éJxP cvv oxvox0 ox0 ov ox0 

et 

[f1] = filco = hr11/1(2) + h1 l avec : 

_ o Aoo (} Aoi o AU of of 
h12 - --0- + 2--0-qi +--0 (JiC/j +-::i- + ::;-qi 

0 X 0 X (}X (/0 V Uj \1 

(4.3.2) _ 0 Au ( o 'tfJ oq1 o> iJ1/ 1
! o!f(I) J h11 - --0 --. -c + --. ljl + qi --. + q j --. + 

ox iJx1 ox1 ox1 ox1 OX1 

+ai;1)(20Aoi +of)+ of +of y1(1) 

ox1 ox0 qv ox0 0 V 

On constate que [fi] est linéaire en \11(2) et les mêmes calculs montrent que [f2] 

est aussi linéaire en \11(3) . 

Certaines fonctions qui interviennent dans ces équations ne sont pas bornées au 
sommet de C0 . Toutefois, l'hypothèse <p =vie avec v de classe c7 permet de montrer 

0 

que ces équations ont une solution et une seule bornée en O. 

En conclusion, on obtient le théorème suivant , [B3] : 

Théorème 4.3 

Etalll donné le problème de Cauchy sur 1111 conoide caractéristique t;;, défini 

par les AÂµ,f el v où: 

- AÂµ et v sont de classe C7 

- f est de classe es ; 
alors: 

* Pour I s; 3, les . i I) [ 0 IV l J, . , d /' . ( /J 'f' = (oxo)' son! llelermmees e.1açu11 w11que sur f), pour 

toute solution du problème de Cauchy qui a ses dérivées bomées;usq11'à l'ordre quatre. 
* Lesfonctions \ll(I) (xi) sont de classe c7-21 sur ( ()-{O}. 



Corollaire 4.3. 

De ce théorème, on déduit que les 'Ps entrant e11 compte dans les i11téwates double:.,· du 

5ystème ( t;} sollt déterminées de façon 1111iq11e, et solll de <.:fasse(_ •J, sur ( fd-{0/. 



Chapitre 5 

RESOLUTION DU SYSTEME 
D'EQUATIONS INTEGRALES (Cs) 

Avec ce chapitre, nous entrons dans la partie principale de cette thèse. Il s'agit en 
effet, de résoudre le système d'équations intégrales (Cs) obtenu dans la proposition 

3.2.2.2 du chapitre 3. La méthode de résolution adoptée est la méthode des 

approximations successives. 

Le chapitre comporte trois sections : 

- La section 5. l est un préliminaire, où après avoir exprimé les fonctions à l'aide des 

fonctions w et w , nous donnons une expression des fonctions J5 ( x~ , À h) adaptée au 

problème semi-linéaire. 

- Dans la section 5.2 nous énonçons le théorème principal et construisons un espace 
fonctionnel dans lequel, on cherchera la solution du système (Cs). 

- Cest dans la section 5.3 que se fera la résolution proprement-dite par l'utilisation du 

principe des applications contractantes. 

5.1 EXPRESSION DES FONCTIONS Js ( x~, À1i) = E~ ( Li1i - ;t d;) 

5.1.1 Expression des E~·..:. 

l
co est 1' une quelconque des fonctions { w ~ ,w ~h ,co ~hl} 

Rappelons que { , , } w est l'une quelconque des fonctions ~sh, ~shl 
A1 A1 

~ ~ 1· of -s: 
Notons : OJ les.fonctions (1) 5 = \

1 
s . 

Nous allons démontrer le lemme suivant : 



Lemme 5.1.1. 

LesjonctionsE~ peuvent s'écrire sous la forme: 

0 * E"'( A -

( ) Ei _ Pi_ :, (ù,(ù,OJ) 
5. l. l.l s - À 2 rps + À 

l l 

où E' ( C.Ô, œ, cù) est une fonction affine de ses arguments, à coejfh:ients continus 

el bornés. 

Preuve: 

Comme on l'a vu : 

où ~ = Œ {J): ; donc E~ peut s'écrire : 
i Ai ,.[li , 

Es= J,"ls +lbs OU: 

k =- oa[A*u]o.I r: 
s o/J s rr 

On sait que. 
0 f :2 + ~ d'après (1.5.3. l), 

o-ti + KÂ. 1 (K bornée) 

Donc: 



_ i) _ oa A11 m = l!.!_ m.+ ·os 
[ 

···] • u • Ei 
q.;1 rs Â1 n Â1 

où Ebs sont des fonctions continues et bornées. 

D'autre part : 

··) 1 Ar[A*ij] * OO: _ ~:}· [A*ij]r:,. 121 ~~}· - Il - Aj(ÛS l'/Jr q;i /t. 't' /t. V,)' 

Ar 
- Œs Ei 
- Â1 Ir 

où E;r sont des fonctions bornées. 

Par conséquent . 
() * ( 

(1) Ai_Pi 1 Ei Ei Ar) 
>'.':! s - Â 

1
1 rp s + Ti Os + Ir lû s 

') i 
Calcul des !li . 

:::i r ows 

écrire : 

s-

De (1.6.1.3) du paragraphe 1.6, on a: 
1::,.I. t/.'. 

1 r t J r A p1 lû s +A lû sh , donc : 

continue et bornée (relation 2.3. 0.1 ). On peut 

œ; " ( 11
; Pr [ Âij] ~' + g; )w; + " [ A.ij F ~ œ',, 

Comme À 1 cr est borné et les fonctions entre parenthèses sont bornées, on en 

déduit que: 
r r 

{B 1 = lû s E1 +-1- lûsJi Eth où les E1 et E;1,'. sont des fonctions continues et bornées. 
s Â1 2r Â1 Â1 3,., 2r ·' 

Par conséquent : 

(2) __ l (ë r Eth Œ~1i) 
- 1 2r lû s + 3r Â 

AI l 



Conclusion. 

(1) et (2) donnent : 
() • 1 A -

(5 111) Ei =Pi + E (w,w,w) 
• • • s ;i_ , <fJs 1 , 

1 Al 
r 

, E' ( A - ) - E~i Ei A r E~i r E~ih (J) sh ) ' l d , . d ou OJ, w, w - 'Os + 'lrw s + 2rws + 3r Ai ; ce qui ac 1eve a emonstrat1on u 

lemme. 

Notation. 

Dans toute la suite, E(ÔJ,w,w) désignera une fonction affine de w, w et w, à 

coefficients continus et bornés, qui pourra être différente à chaque usage de ce 

:-,ymbole. 

5.1.2 Expression des Js(w)! 

De l'étude précédente des E;, on a : 

o ( 1 0 111 1 )( pO * E(ÔJ w w)) J (w) = ,1. __ r_~, - 1 m + ' ' soit· 
s ' o..:L ' ..:l , .,, s ..:l . , . 

" 1 1 

(5. L2. I) , sont indépendantes des vs et w. 

1 =(ti1 _ olff ti')E(ÔJ,üJ,w) 
' o..:L1i , ..:li 

En prenant en considération les résultats obtenus au paragraphe 2.4 du chapitre 2 

sur l'étude des intégrales doubles, on a • 

A) Dans le domaine us cs0 : 

i) Dans le domaine Ç3 
2 0 : 

En passant aux variables À.21 et À.3 1, les relations (5.1.2. l) donnent: 
* 

(5.1.2.2) ,Y~P sin..:l2• rps+E(ÔJ,w,w)..:L 1. 



ii) Dans le domaine 0 > Ç3 > ~L 0 +mu : 

On utilise les variables a et ç3 et on subdivise le domaine en deux parties. 

* Dans le domaine: -ls0 >Ç 3 > ~L 0 +mu, 

Les relations (2.3.1.21) et 2.3.1.22) du chapitre 2 et (5.1.2.1) précédentes 

donnent: 

Di = K' Jïi~ Min(jÇj,Ç 3
), K' bornées, 

. K" 
E~ = ls312 

E(w,w,w) _ E(w,w,w) d'"'.. d . r."(A -) lsJI - lsJl
2 

, par eilntl!On e. L~ W,W,W 

(K" bornées) 

(5 l ") 0 D E'i J;; E A - ) • d •t• . . d E( A -.. 2.-' u sc
1 
= i s = --

3
-/ (<v,r.v, c.v , toujours par e m1t1on e , w, w, w). 

ls-3112 

* Dans le domaine 0 > Ç3 > -ls0 . 

On conserve le résultat (2.3 1.34) en prenant K = E(ÔJ,w,ÜJ), on obtient: 
o · J;; E(c".v,w,w)_ 

( 5. }. 2. 4) c} SC2 = {/J S ( ~ ) (-U l . 

so (u+js3IY2 

iii) Dans le domaine Ç 3 s-; ~l 0 +mu : ici, 

!
Di = K" A~, K" bornée 

0 • E A -) 

Ei P; ( w, w, w 
- - m + -'------'-~ 

s - ,1_2 't' s À1 
1 

En utilisant les égalités (obtenues à partir de (2 3 1. 51)) : 
k1u 

On obtient: 

o i12(K+E(w,w,w))=k" u2E(ÔJ w w)= u2 E(w cv w) (5.1.2.5) Ù 50 ? 5i:J l ? ' ' ? ' , ' ' 

~ ~ ~ 

k 1" bornée. 
B) Dans le domaine : 11 > CS'o et X~ < x(c).:. 

La relation (2.3.2.11) s'écrit : 
• 

(5.1.2.6) J5 =sinÀ2 qJ5 +À1E(ÔJ,w,w) 



5.2 THEOREME PRINCIPAL. ESPACES FONCTIONNELS. 

5.2.0 Enoncé du théorème. 

Considérons le problème de Cauchy suivant : 

{

AÂJl(xa)DÂ
11

v+ j(xa,v,Dvv) = 0, dans Q 

(5.2.0.1) 1 ' 

V Co vlco = <p(x') 

C 
0 

est le demi-conoïde caractéristique d'équation : xO=cj>(xÎ), orienté vers les xO positifs. 

n est un ouvert de R4 
; n c Do ={(xa) E R4

; rp (xi) x0 <+ex:} 

Q de frontière contenan(C0 ), domaine de Co défini au chapitrt4. 

n satisfait à la condition: 

VM0 (xg) E .0., on a (C Mo) .0. 

Le théorème suivant est le principal résultat de ce travail : 



Théorème 5.2. 

Hypothèses : 

l - L=AÂJl(xCJ)D ÂJI est u11 opérateur différentiel rég11/ièreme111 

hyperbolique dans Q, tel que : 

i) A00;,e, (e_::~O) el AiJXi){_j déjïnie négative. 

i1) 3a>O, 'V('<'0 ,xi) eQ, -AiJXi){_j ·.a/ X/ 1. 

2 - A ÂJl eB7 (SJ){2J, telles que AOO(O) = J, Aoi (0) =O, A iJ (0) - jJ. 
3 - j(xa. v.Dyv) eC5(f2xQ'x.Q'')(iJ, où: 

Q' est un ouvert de IR et .Q" est 1111 ouvert de !R.4. 
4 - <p est la restriction à 0 d'une fonction arbitraire v(xa). avec: v E B7 (0). 

Conclusions: 

J - Toute solution v du problème de Cauchy (5. 2. O. 1), cinq fois différentiables, 

admettant des dérivées quatrièmes bornées, vérifie, ainsi queses 

dérivéesjusqu'à l'ordre trois, le système i11tégral suivant: 

Les notations étant celles de la proposition 3.2.2.2 du paragraphe 3.2 du 

chapitre 3. 

2 - Il existe un ouvert 1l1cQ, ayant ( 0) pourfrontière et causal, i.e 

VM0 (x;)Ef11 , ona: (C,v)cf11 ;te/que: 

i) - Le système intégral ((./)admette une solution unique (vs, oJ) dans l'espace 

des/onctions continues et bornées sur .Q r 
ii) - Sur ( 0J les Vs preu11e11t les valeurs <fJs (obtenues au corollaire 4.3 du 

chapitre 4). 

Démonstration. 

La première partie des conclusions est une conséquence de la proposition 

(3.2.2.2) du chapitre 3. 

La deuxième partie des conclusions se démontre par la méthode des 

approximations successives. Le reste de ce chapitre sera consacré à cette démonstration. 

2voir la remarque 3.1 du §3.l, chapitre 3. 



5.2.1 ESPACE FONCTIONNEL J. 

Introduisons l'espace fonctionnel S ainsi défini . 

un élément de J est un ensemble V=( vs) des fonctions telles que: 

f t: Les v s(xCt) sont définies, continues et bornées dans un domaine Q l de 
frontière (Co) ' satisfaisant à : \;/Mo E f.\ on a : ( t,;g~) c n, 

f2 : Les Vs prennent les valeurs <Ps sur (C0 ) . 

fJ : Les Ys satisfont à l'inégalité : 1 vs(xO,xi)- <Ps(xi)I <h, où h est une constante 

qui sera précisée plus loin. 
Enfin, on munit ,} de la métrique de convergence uniforme 

ll(V,V') llV'-Vll i);fm:I(l1' 1s(xa)-v~(xa)I) 
(x )En11> 

Remarques 

R l : J :7: 0 (pour la démonstration, voir [B6], théorème l, page 59). 

Ri : L'inégalité de P3 entraîne l'existence d'une constante N telle que : 

lvs<xa)I < Suqlq>s(xi)j+h::::; N, où (C0 )x est la projection de (C0 ) dans l'espace des (xi) 
{X ~e{Co)x 

Ce qui permettra, le moment venu, de majorer les fonctions figurant sous les intégrales 

triples et doubles indépendamment des fonctions Vs. 

5.2.2 APPLICATION DE J DANS J.!. 
Soit 0 l'application définie sur J par : 

''A tout élément V=(vs) 0 associe l'ensemble W=(ws) des fonctions définies par: 

J
•2;ri lff. 1 ,. J"lf'(Xo).h) /1 '! ( ) l2ll'd. lll'd1 Ç ( ) Il cÀ~ SlnA1lA.1 lA1r1"(w v) + A., . 1'1.1r·s (ù 
0. -'() - -o ~ u ·ü -

où: 

(v,w) A([ vr ]E~ + d;[J~ J) 

0 i ( 1 01/f tl~ ,) Js(w) = Es(w) f.,,i OAJi ' 

ci; = a . w: (V) 

Il;,= ]!,.(v,w,w) 

E; E~(êu,w,w) 



les w étant la solution du système intégral 

(5.2.2.2) (ù = (ù 0 + J:1 F( V,(ù )d/L 1. 

Proposition 5.2.2.1. 

Pour 1111 choix convenable de touvert flJ, EJ est une application de dans lui-

même. 

Démontrons d'abord les lemmes suivants 

Lemme 5.2.2.1 1:. 
Si V=(vs) est un élément de , alors les fonctions {V, solulions du système 

intégral (5. 2. 2. 2) sont telles que : 

il existe des constantes h' eth" telles que : 

lwls;h', lwl5h" et lwl~h". 
Démonstration du lemme. 

Introduisons l'espace fonctionnel J', ainsi défini : un élément de J' est l'ensemble 

D. = { w ~, w ~h, w ~hl) des fonctions définies sur A (paragraphe 1. 5 du chapitre l ), avec la 

norme. 

(5.2.2.3) !ID.li= .aSup (iw(x~,t...dl) 
(Xo,Â.;)EA 

= .a Sup (jw ~ (x~, Àï )j,jw ~h (x~ ,Ài )J,jw ~hl (x~ ,Àj )j). 
(x 0 ,Â.;)EA 

(x~) ED.1 

, .. A( a"\) \lf(X~,Àh)5À 1 <Ü 
OU, JCI, X0 , /\; = 

À. 2 E(O, n) 

À3 E(0,2n) 

Le système intégral vérifié par D. = ( w ~, w ~h, w ~hl) s'écrit ainsi · 

JÂ.1 • 
(5.2.2.4) D. 

0 
(PD.)d/... 1 +D.0 , ou: 

* no (o:,o,o); 
* P = la matrice des coefficients du système différentiel associé à ro. Ces 

coefficients sont des polynômes des dérivées des AÀ~l et f jusqu'à l'ordre trois. 
L'hypothèse V=(vs)EJ implique que les coet1icients de la matrice P sont continus 

et bornés. 

Prenons pour norme d'une matrice P=(pij) : l S i~ j Sn, le nombre : 

jjPj! = SuJ_p(E
1
. lpu1), et posons : N' as!'P llP(xg ,J .. 1 )Il· 

( x0 .Ai) eJ\ 

Prenons les normes pour (5.2.2.4), on obtient : 



Appliquons à cette inégalité le lemme de GROMW ALL. Ce qui donne : 

!lnll 5 lino lie N 'I'- 1 1. 
Comme jt.. 1 I s j \Jf ( x~, À 1 )l < k 0 x~, (k0 constante). 

On peut écrire : 

(5.2.2.5 1) !lnl! s h' où h' = jjn0 jjeN'kox~. 

La relation (5.2.2.3) permet d'en déduire : 

ico:I s h' 

(5.2.2.5) icojsh', donc, d'avoir: lco:0 jsh' 

jco :01 j s h' 

Ce qui démontre la première inégalité du lemme. Pour les inégalités concernant 

w et w, considérons l'équation (5.2.2.4), on a• 
(*) jjn no JI s j,{dN'llnll s j,.idN' h' (d'après 5 2 2 Si) 

donc: 

où h" N'h'. 

Mais par définition : 

~n noJI _ , [jw~ -s;l lw~1il lw~1i1IJ 
1 1 

- Sup 1 1 , 1 1 ' 1 i Â1 A Â1 Â1 Â1 

Par conséquent : 

l ev~ - s;I Jin noJI lwl = j,.id s J,.id s h" , de même : 

jw~1il < h" (5.2.2.6) 
l,.i1l -

=> jwj sh" 

Ce qui achève la démonstration du lemme. 

Lemme 5.2.2.1 2:. 

Si V=(v8 ) E ,(alors les fonctions E(CÙ ,w ,w) sont continues et bornées et 

satisf onl à la majoration : 

(5.2.2. 7) jE(w ,co ,w )' s ko (j1n11 + l), ko cte. 

Preuve. 



- Pour toute fonction V=(vs)EJ, les fonctions w ,CÔ et ro obtenues à partir du système 

intégral (5.2.2.2) sont continues et bornées. 

Par conséquent, la définition des E ( CÛ, w, ro) (lemme 5 .1.1) permet de déduire 

que ces fonctions sont continues et bornées. 

Posons: 

llôll = Sup (lro (x~ .t-d) 
(x~ ). 1 )EA 

De l'inégalité(*) on a : 

(5.2.2.8) {
jlnJj s N' llOI! 
llûllsN'liOll 

- On sait que (lemme 5.1.1) : 

E(ÔJ,w,m) Ebs + E{rw~ + Eirw~ + E~; 0J.;1i, où les fonctions E~r,E~1r 
l 

a=O, 1,2,3, 

sont des fonctions continues et bornées. Donc il existe une constante k'0 telle que : 

1 E( ro, w, ro )j s k • o ( i + lro 1+lw1+lw1). 

Les relations (5.2.2.8) donnent donc: 

IE(ro ,w ,ro >I s ko (1+11n11) ' ko = c1e. 

Ce qui achève la démonstration du lemme. 

Démonstration de la proposition 5.2.2.1. 

Il faut démontrer que la fonction W=(ws) définie par les relations (5.2.2. I) 

appartient à «J, en d'autres termes que les Ws satisfont à Pl> P2 et P3 de la définition de :J. 

Ecrivons (5.2.2. l) sous la forme: 

4nw 5 (x~) T5 (x~)+I5 (x~), où: 

f 2 7t f 7t f ljl ( X t •À. h ) 
T5 (x~)= Jo dÀ 3 J

0 
sînÀ 2dÀ 2 J

0 
dÀ 1J5 (v,w) 

15 (x~) J:n dÀ.3 J
0
n dÀ.2E~ (w )( LÎ~ - iRh LÎ

1
i
1

) 

J) Démontrons que les w~ sont continues et bornées sur fllJl~ 

A) Pour les intégrales triples : 

- Les propriétés des intégrales dépendant d'un paramètre montrent que les T s sont 

bornées. 
- Le problème de la continuité ne se pose que sur (t'0 ). Mais la majoration : 



(5.2.2.9) l~(x(f)::; S11p IYs(v,rv)lk;11ILox11I 
(x(f ,À.1 )Ei\ 

obtenue à partir de (2.4.3) du paragraphe 2.4, chapitre 2, montre que les T5 (x~) tendent 

vers 0 quand (x;) tend vers un point de (C0 ). 

B) Pour les intégrales doubles : 

Nous utilisons le résultat du lemme 5.2.2.12 écrit sous la forme : 

(5.2.2.10) E(w,w,w)=k~(l+llD!I), (k~bornée). L'étude préliminaire faite au 

paragraphe 5.1.2 sur les Js(w) permet d'obtenir les résultats suivants: 

a) Dans le domaine u::;Cs0~ 

a) Dans le domaine ç32':0 

On a vu que: 
* 

(1) J~P =sin A-2• 9s+ A. 1E(w, w, w); 

Comme dans ce domaine : A J =k'0 u (k'0 bornée) et O<y(/....3 1)<n:. 

En intégrant (1), on aura ,de (5.2.2.10) : 

Donc: 

(5.2.2.11) Is (x(f) = 2;r9s(Çi) + k;u(lj.Oll + 1), (k; bornée). 
p 

fü Dans le domaine 0 > Ç3 > ~lu +mu. 

i) Pour -ls 0 > Ç3 > ~l 0 +mu 

Les relations (5.1.2.3) donnent : 

(2) Jsc1 =k; ~1 (1+11.0ll), (k; bornée) 

lsl 2 

En intégrant, on obtient : 

Ise =J-lso dÇ3r2;rda.k" ~;(1+11.0ll),donc: 
1 110 +11111 Jo ls3l;2 

(5.2.2.12) I 5c1 
= k~ Jt-o+ll.Oll), (k

1

1 bornée) 

ii) Pour 0 > Ç3 >-!su 

Le même raisonnement appliqué à : 

1 =J
0 

dç3 r
2
7(dar .c4') 11 +J;;E(w,w,w)j.donne: 

sc2 -tsri Jo 9s (71-(3)2 so (11+ls3j/2 

(5.2. 2.13) f sc
1

(x(f)=27r9s( Çi) + k; if, (1 + li.Oii) 



y) Dans le domaine Ç3 < +mu_;_ 

Les relations (5. 1.2.5) donnent : 

J5 = k; 2 ( l + llDll); en intégrant, on a 
0 So 

(5.2.2.14) 150 k~~2
2

(l+llDIJ) 
0 

Par conséquent, on a : 

Dans le domaine u<CsQ_: 

(5.2.2.15) l 5 (x~)=47t<p 5 (Ç,i)+k
1

1 
Donc les I 5 (x~) sont continues et bornées. 

b) Dans le domaine : u ~ cs0 et xg < ,r(c) 

(5.1.2.6) s'écrit : 
* 

Js =sin;t2 <Ps+;t1E(w,w,w) 

• 0 .. 
De À1 = k 1x 0 (k 1 bornée), on en déduit : . 

Js = sin À2 (j) s + k ;·X~ (1 + li.Oii) · 
En intégrant, on obtient : 

(5.2.2.16) l 5 (x~) 4rc<p 5 (0,0,0)+k
1

1 x~(!+JIDll), (k
1

1 bornée). 

Cette relation montre que les ls sont continues et bornées. 

Réca itulons les résultats obtenus de A et B . 

* Dans le domaine 11::::Cs0: 

l7~j ~ SupjJs(xg ,Âi )j~'ulLogul (k~ constante), ou encore: 
A 

T s K~uJLogul (K; borné) 
a i ' et I8 (x0 ) = 4n<p 5 (1; ) + k 1 

1 

( 1 + IJDJI) ( k 1 bornée). 

Par conséquent, 

(5.2.2.17) 4nws(x~1 ) 4Jr<P,.(Ç)+K;ulLoguJ+k; ~(l+jlnjJ) (k.1 & K.1 bornées) 
'\/So 

* Dans le domaine u ~ cs0 et xg < X( c) 

Les mêmes calculs donnelll : 

4nw 8 (x;) = 4 Jr<Ps(O, 0, 0) + k;·. x~ + k;x~ (1 + JIDll). 

Soit: 
a ' Ü 

(5.2.2.18) 47M\(X0 ) = 4;ryrys(0,0, 0) + K1xu(2 +11011). 

Conclusion 



1) Des relations (5.2.2.17) et (5.2.2.18), on déduit que les fonctions W s sont continues 

et bornées. 

2) Les W s prennent les valeurs de <Ps sur t 0, ceci découle directement des deux relations 

précédentes. 

Il reste à démontrer ce qui suit : 
Les Ws salis/0111 à l'i11égalité lw, (x 0

, xi) - <p, ( x' )1 < h pour Q 1 convenablement choisi. 

Enonçons un lemme démontré dans [B l] , page 49, et dont nous aurons besoin 

dans la suite. 

Lemme 5.2.2.2. 

tel que 

Etant donnée une constante M, il existe 1111 domaine D(M) défini par 

(x~) E (C0 )x 

D(M) 0 < u < U(x~) 
0 i i u = x0 - </J(x0 ) et U(x0 ) < M 

Mo ED(M)=>(é'M )c D(M) 
u 

Démontrons le lemme suivant : 

Lemme 5.2.2.3. 

Il existe des constanles C, Met X0 telles que dans le domaine 

{
0< u.<M 

li$ CS0 

ou U>CS0 onait:lw,(x0 ,x')-(p,(xi)l<h. 
{

0< u <M 

X~< X0 

Démonstration. 

Les relations (5.2.2.17-18) peuvent s'écrire : 

..;so 
{

lws-'PsJsK'ulLvgul+k' ~ 011 

lws 'PslsK'x8 oùk' etK' so111desco11stantes 

Pour démontrer la proposition, il sutfira , d'après le lemme précédent , de 

déterminer des constantes C, Met X0 telles que : 

_________ , 



ou: 

0 < u < M) 
u > C.\ =? K'x~ < h (ii) 

xi< Xo 

Nous remarquons que : 

* (i) est satisfaite si on a : !{ 1) 
(2) 

j;; h 
-~<-

]-;:; 2k' 

ujloguj < 
2
t, 

- La condition ( l) permet de choisir la constante c. 

En effet : 
h2 

(1) => u < (2k' )";So ; on choisit : 

( ) < M' ( 112 
) ' b - h ? ? a c_c4 m c3,(

2
k')" ouc3 esto tenuaupa1agrap e-.-· 

- La condition (2) est satisfaite dès que u est inférieure à une certaine constante 

dépendant de h. En d'autres termes, il existe une constante M(h) telle que : 

(/J) 0 < u < M(h) => u!Logul < 2t .. 
(ii) permet de choisir X0 . En effet : 

(ii)--- x 0 < )J_ 011 choi'iit __,,, o K' ' . 

(y) X 0 Min(k.,x (c),M(h)) 

La condition cherchée lw, - .p,j < h est vérifiée s1 Q. 1 est contenu dans le 

{
o < U·<. M(h) {li> CSu domaine : (À) ou 

0 u s cs0 x0 < X u 

M(h), C et X0 données par (a), (J.3), et (y). Enfin, on peut trouver une constante M telle 

que: 

(*) u<M=>(À). 

Par conséquent, le lemme (5.2.2.2) permet de choisir !11 défini ainsi. 

{
(x~) E (C0 ),. 

!11 O<u<U(x~), U(x:J<M 

u=xi rp(x~) 

et tel que : Mo E nl => (C ivïo) c ni. 

Conclusion 



Si V=(vs)E ,/alors W=6>(V)E ,/donc 6>(. )c .let la proposition 5.2.2.J est 

démontrée. 

5.3: 0 EST UNE CONTRACTION DANS :/:. 

Dans ce paragraphe, nous montrons que pour un choix convenable de l'ouvert ni, 
l'application 0 définie dans le §5.2 diminue les distances dans .!. :J étant un espace 

métrique complet, ceci entraînera l'existence d'un point fixe unique, pour 0 , solution de 

(i'.s)-

Pour cela, considérons V=(vs) et V'= (v's) deux éléments de :J. Soient ro et ro' les 

solutions de l'équation intégrale (ns) dans laquelle on a pris successivement ro=ro(v) et 

w'=ro(v'). 

Démontrons le lemme suivant : 

Lemme 5.3.0. 

Si V=(vs) el V'= (v's) son/ deux élémenls de /alors il existe des constantes P 1 

et P2 telles que 

lln'-nll s P1llV' VII 

!ifr-ôll s P,llV' VII 

llù-ôll s P2jJV'-Vjj 

Preuve. 

La relation (5.2.2.4) s'écrit : 

{
n 1:1 PfJ.d). 1 + n0 , awc P = P(V) 

n'= 5:1 P'n'd). 1 +n0 , avec P'= P(V') 

Donc: 
n·-n = 1;1 (P'n'-Pn)d?i.1 

avec: P'Q'-Pn= (.ü.'-n)P'+n(P' P), donc: 

llP'Q' Pnjj s 11n-nJl-llP(V')ll +lln!l-llP(V')- P(V)!i 

i) L'hypothèse V et V' dans 

indépendamment de V. 

entraîne que les coefficients de P sont bornées 

ii) Les hypothèses faites surf entraînent que les coefficients de P sont lipschitziens en V. 

i), ii) et le lemme 5.2.2.11 montrent qu'il existe des constantes k'3, k11 3 et k' 11
3 

telles que : 



d'où: 

i!P(V')IJ s k; 
JjP(V')-P(V)!J s k;11v·-v11 
Jlnl!::;k;· 

Par conséquent, on a : 

11n·-njJsJ/l1lk3llV'-Vll+ J~ k;11n·-njjd/l1, k3 C'". 
1 

Appliquons à cette inégalité le lemme de GROMW ALL, on obtient : 

(*) J!O'-nJJ s j/liJk3ePdk; JJv• -VJI 

(**) !Ï~~~ ~ k,el'd'; llV'-V[[ 

Mais sur le demi-conoïde 

l/lil s k0xS, k0 C'" 

Donc : j/l1 jk3el;tdk; et k3eiAiJk; sont bornées 

(5.3.0.1) 
{

11n·-njj s PillV'-Vll 

11n·-n11<P11v·-v11 
l/ld - 2 

et : 

(5.3.0.2) 
11f2·-nll s ~Ï~~Ï~ s 1~11v·-v11 

11n·-n11 s "ï~~ï" s P2JIV'-Vll 

Ce qui achève la démonstration du lemme 

5.3.1 Fonctions T,(x;)! 

Pour V=(vs) et V'=(v's) dans , démontrons la proposition suivante: 

Proposition 5.3.1. 

( a r2nd'1 rn · 1 d1 rl/f(xf!)., >d·1 ·r (V ) ·,.r. · Les fonctions T.; x0 ) = Jo AJJo sm /L 2 /L2 Jo 1 
Aids ,w sat1s1 ont a: 

(*) l7\-7~j s K;uJLoguJ.IJV'-'Vll dans le domaine 11 s cs0 , et à: 

(**) l7\-1~jsK;x81JV'-VJI dansledomaineu-cs0 et x~ <:x,(c) 
Pour la démonstration : 

Comme Js((ù,V) = ü{[ v,. ]L~(w, w,V) + aw~[J~(V)]), posons. 



{

h, ( ù!,V) : A([ v,: c; ( cv, i'v, V)) 
gs(w,V)- ilcrnJ5 [f,.(V)] 

Démontrons le lemme suivant : 

Lemme 5.3.1.1 

Les/onctions hs et gs, donc Ys, satisfont à une condition de Lipschitz par rapport 

à leurs arguments 

Preuve. 

a) Fonctions h.( w, w, V)__;_ 

Posons h',= h,(ro',ro', V'). On a: 

h~ - h, A{[ v', ]L',(ro ',w', V') ( v, JL'.(ro ,CÛ, V)}, 

l'expression entre les accolades s'écrit : 

([ v',.] [v,.])L:((J)', w' Y') +[vr J(L~;((J)', (ù' Y') (( (J), (v,V')) + 

+[vr](L~((J),w,V') L:((J),w,V)) 

Toutefois: 

- la proposition 1.6 du chapitre 1 portant sur les AL',, 

- la définition de 3, montrant que V est bornée, 

- le lemme 5.2.2.11 portant sur les (J), w et w, 
- les hypothèses sur A À.~L et f montrant que les coeftlcients des AL'., sont 

lipschitziens en V ; 

montrent qu'il existe des constantes k;, k;, k~· et k, telles que : 

(l) l~<(J)',w'Y')ls;k; 

(2) JA( L~((J)', w' ,v·) ~((J), w,V' ))J::; k;Max(l(J)'-(J)I + !w'-wl) 

::; k;(Jin'-njJ+jjü·-nl!) 
(3) jtx( L:( (J), w,V' )- /~( w, w,V) )j s; k~· Max(lv's (xa) vs(xa )!) 

s; k;· JJv· -vJI 
( l ), (2) et (3) entraînent : 

(4) lh~ -h,I::; k1 (Jjn'-!111+ l!n•-ô!j +jjV'-VJI). 

b) Fonctions g,(ro, VL 

Posons g~ g.( ro ',V')= ilcrro ·: [ f,( V') J. On a : 



Les hypothèses faites sur f et V, entraînent l'existence des constantes 
k~,k~,k~", etk3 telles que· 

(1') ltsojsk~ 

(2') !fr (V' )j s k; 
(3') j[J~(V')] [fr(V)]lsk;· ~fax(lv's(xa)-vs(xa)j) 

.î E.01 

Ce qui entraîne : 

(4') lg~ gsl s k3(1!n'-njj+l!V'-Vll) 

Conclusion . 

( 4) et ( 4') entraînent l'existence des constantes k'4 et k4 telles que : 

(5) IJ;-Jsl s k~(l!D'-Djl+!Jn•-njj+JjV'-Vii), ce qui achève la démonstration du lemme. 

En appliquant le lemme 5.3.0, on obtient: 

(5') jJ~ J5 j s k .. jjV'-Vll. 

Revenons à la proposition 5. 3. 1 

Par définition de T s, on a : 

17.:' -T:j $; J~;r dÂ3J; sin Â2dÂ2 J~(xi ).1i) dÂ 1 j."'"., - ','.,! 

L'étude de la fonction U(x~) = J;"dÀ 3J;sin À2dÀ2 J~(xp.11 JdÀ 1 faite au §2.4 et le 

résultat du lemme donnent : 
. Dans le domaine 11 s cs0 

IT"s 1;1 s K' 1 ujLoguj.llV'-Vll 
(5.3.1.1) 

. Dans le domaine u > cs0 et xg <t( c) 

IT' 5 -J;j s K' 1 x8 llV'-Vll 
Ce qui achève la démonstration de la proposition. 

5.3.2 Fonctions Is(x~ ):. 

Montrons que les fonctions ls(xtf) J~;rdÂ3fo''d,{2js(a;), 

où, d'après le lemme 5. l. I : 



ü EC -E~ fi 
2 
+ ' OJÂ.w, w) satisfont à des inégalités de 

l 1 

même la forme que (5.3. l. l). Nous allons dans ce paragraphe, utiliser les résultats du 

§5.1. l obtenus en début de ce chapitre. 

Proposition 5.3.2. 

Pour V=(vs) el V'=(v's) dans r/ les fum.:tiuns ls el l's sali.'ifonf aux inégalilés 

suivantes : 

- Dans le domaine u51::s0 , 

(1) 11~ -Isl :s; k; ~jjV'-Vll 
v5o 

-Dans le domaine u > cs0 et xg < ,r(c), 

jl'.-I,l:s;k'1 x~llV'-Vll oùk1 cie 

Démontrons d'abord le lemme suivant : 

Lemme 5.3.2. 

Les.fonctions E(CÔ,w,w) vérifient: 

- une condition de Lipschitz par rapport à leurs arguments; 
- l'inégalité !E( w' ,ro ', CÜ ')- E(CÔ, W, CÜ )1 :s; k0 !1V' Yjj ; k0 ==etc 

Preuve. 

Le lemme 5. l. l montre que E( cô, w, cû) peut s'écrire sous la forme : 

E(w,w,w) E0 +E'(cû,ro,cû), où: 

E0 sont des fonctions continues et bornées indépendantes de w (donc de w et w ). 
- E' est une combinaison linéaire des fonctions cô, w et w à coefficients continus et 

bornés (V et Y' prenant les mêmes valeurs sur S0 (M 0 )). Par conséquent, il existe une 

constante k" 1 telle que : 
jE(ro',ro',w') E(ro,ro,w)l=IE'(cô',ro',cû')-E'(cô,w,cû)j 

:s; k;Max(lcô' -w 1 + !w '-w 1 +lcü '-cü !) 

Donc: 

(5.3.2.1) jE(w ',w ',w · )- E(cü ,w ,w )j :s; k';(jjn·-nJI + 11n·-n11 + lln·-nll). 
Le lemme 5.3.0 nous conduit à la deuxième conclusion du lemme. 

(5.3.2.2) jE(ro',w',cû')-E(ro,w,cü)I :s; k0 llV' vjj 
Le lemme est démontré. 



Démonstration de la proposition. 

On utilise les résultats du §5.1.2 et le lemme précédent : 

A) Dans le domaine u:s;cs0 .:. 

1) Pour ç3~o: 

Les relations (5.1.2.2) donnent: 

:J:P -Jsp = ,i1(E(w' ,cv' ,âJ') E(éV,w,âJ)). 

Comme ici jÂ. 1j < k0 u, k0 etc et 

(5.3.2.2) donne: 

jcY:P -3~PI ~ k~u llV'-V\j. 
En intégrant on obtient : 

(5.3.2.3 1) II~p -I,ris k'1u!IV'-V!I 

2) Dans le domaine 0 > Ç3 > ~l 0 +mu.:. 

i) Dans -ls0 > Ç3 > +mu"" 

Les relations (5.1.2.3) donnent: 

o' ~ f;; (E( ~, , - , ) E( ~ - )) 
r}SC1 -Jsc1 =-v , (J) ,(J) ,(J) - ' (J),OJ,(ù . 

1ç111 

De (5.3.2.2) on a: 

,9:C1 JSC1 k~ Jf I \\V'-Vll; k~ borné. 

1(3111 

En intégrant on obtient : 

(5. 3.2. 32) Ir' Ise 1 s k
1

1 f!-11v v11, k~ c
1
e 

SC1 1 .ysu 

ii) Dans le domaine 0 > Ç > -ls0 ~ 

Les relations (5. 1.2.4) donnent: 

Q' o JU (E(w' (J)' œ·) - E(w oJ w)) 
u sc2 - rlsc2 = J:; ' ' ' , . 

so( u +!s3! ) -
(5.3.2.2) donne donc. 

n· .~ =k"' __ JU_u __ 11,v·-v11 ko ... borné 
cJSC2 • SC2 Ü 1 / ' ' 

so(u+l~I r2 
En intégrant: on obtient : 



3) Dans le domaine Ç3 s ~L 0 +mu.:. 

(5.1.2.5) donne: 
9' Q = uz(E'(:..• ,,,• ;;,•) E(A -)) 

(,So "so 2 '"' 'u; 'u; ' W,OJ,{1) . 
So 

(5.3.2.2) donne: 

1,~:0 Js
0
l s k~4 ) u; llV'-Vlj, k64

) constante. 
so 

En intégrant, on obtient : 

1 
. 1 . 

112 li ' /'Il . (5.3.2.34) ls
0 
-fs

0 
sk1 ) V -i , k1 constante. 

so 

Conclusion . 

Dans le domaine u s cs0 , on a : 

(5.3.2.3) 11~ -15 1 s k~ ~ llV'-Vlj, k
1

1 constante. 

B) Dans le domaine u > CSo et X~< x(c).:. 

(5.1.2.6) donne : 

J~ -,i5 = À1(E(ro',w',ro') E(cô,co,ro)). 

Ici l"'il < Àoxg, (Ào cte). 

· (5.3.2.2) donne: 

I
J

1 

-J 1 < k(
5
)x011V' Vj! k(S) constante s s-o 0 '0 

En intégrant, on a : 

1

1 1 1 0 (5.3.2.4) 1
5 
-15 s k1x0IJV'-VIJ .!. 

En récapilulant les proposiLions 5. 3. J el 5. 3.2, on ohlienl le résultai suivant : 



Si 0:3 

V=(vs) H W=(ws), avec 

4 ( a) ç2;rd1 çrr · 1 d'1 j"'lf(.i·1~).1i)d1 J·'.';rd1 J;rd · 
7l"Ws Xo = Jo /l.3Jo sm /l.2 .1L2 o /l.l,ts(v) + u .ll.J o Â2Js(v) 

Alors on a: 

* Dans le domaine u s;: cs0 , c s;: c4 . 

(5.3.2.5) 
lw's -wsl s (K1ujLoguj + k1 Jf':-J11v· -VII 

'\}\J 

* Dans Je domaine u > cs0 et xS < X0 . 

lw's -wsl $ K,xgllV'-Vll 

Où : - c4 et X0 ont été déterminées dans le lemme 5.2.2.3 de la proposition 5.2.2.1. 

- k 1 et K 1 sont des constantes. 

5.3.3 Contraction. 

Soient V=(v5) et V'=(v's) deux éléments de J, W=(ws) et W'=(w's) leurs images 

respectives pare. 

On a la proposition suivante : 

Proposition 5.3.3. 
li existe un ouvert !21 causal, ayant pour.fi·o111ière ( ~:;J. tel que: 

dans n1. e diminue la distance dans 

Ü<u<U0 (x~) 

(x~) E(C0 ),~ 
0 i u = X0 <J>(x 0 ) 

U0 (x~) < M 0• M 0 
l< c . 

Démonstration. 

!21 sera dé.fini par: 

~-1 ' a , a i Posonsd(W'JV) Max~w..,.(x )-ll·s(x )1 
(xa) E0.1 

Pour démontrer la proposition, les relations (5.3.2.5) et les lemmes (5.2.2.2) et 

(5.2.2.3) montrent qu'il suffit de déterminer des constantes C, M0 et X'0 telles que : 



ou: 

O < u < M0 

li> CSo 

0 1 

xo < Xo 

(i) 

=> Kx~ < 1 (ii) 

Une démonstration semblable à celle du lemme (5 2.2 3) nous permet de choisir . 

* c·'<C'- , c·, -M· (c· _1_) ~- ~:i ou 5- Ill 4'(2k)2. 

* Une constante M'0 telle que : 
' l u < M 0 => u!Lug(u)I < 2K. 

0 . • . . ( • l ) * x0 < X 0 avec X 0 Mm X 0 ,M0 , K . 

La condition d(W', W)<a d(V', Y), avec O<a< 1 est vérifiée dès que l'ouve11 Q 1 est 

contenu dans le domaine : 

(iii) {O < u < M'0 {u > Cs0 

u ~ Cs
0 

ou X~ < X'
0 

Enfin, on peut trouver une constante M 0 telle que : 

u < M 0 => (iii ). 

L'application du lemme (5.2.2 2) permet de conclure que l'ouvert !11 satisfait aux 

conditions de la proposition. 

Conclusion . 

. e es/ une conlracliun dans /eta11t comp/eJ, il existe 11111111ique point fixe 

V= (vs) E cfl.solulion de (cf}. Ce qui achève la démo11slraliun du lhéorème principal. 



ERRATUM 
Unicité de la solution du système intégral (Cs) des formules de Kirchhoff. 

Les notations et définitions étant celles de la 1 ères partie de la preuve du théorème 5-2 , soit 

V'=( v~) une solution de (Cs) dans le domaine causal Q 1 ; on se propose de montrer que V'= V 

dans f21 . 
Or ,d'après les lemmes 5.2.2.2 et 5.2.'.2.3 . il existe des constantes strictement positives c 1 • 

m1 et X, et un domaine causal D( m 1 , c 1, X 1 ) D(m 1) n A(m 1 ,c 1 ,X 1 ) avec 

X~ E(C 0 }x 

D( m 1} : 0 < u < U ( x ~ ) 

Ù==x~-Hx~) et U(x~)<m 1 

{

o < u < 111 1 

OU U>C1S 0 

X~ <X, 

tel que : 
(i) D(m1 ,c1 ,Xi ) c f21 

(ii) dans le domaine D(m1 ,c1 ,X1) on a: lv~(x 0 ,xi) <ps(xi )j < h. 

L'application 8 étant contractante dans la boule centrée en (<p5) de rayon h, on a alors V V 
dans D(m1 ,c1 ,X 1 ). On en déduit que les intégrales doubles qui apparaissent dans les formules de 

Kirchhoff associées respectivement à V=(vs) et V'=( v~) sont égales, donc on peut prendre c1= c 

(cfthéoèmes 2.1et2.2) 

Soient M 1 la borne supérieure des constantes m 1 s M et X0 la borne supérieure des 

constantes X 1 s X0 telles que: D(m1 ,c ,X1 ) c 121 et V'= V dans D(m 1 ,c ,X,). 

Il suffit de montrer que M1 =Met X 0 =Xo. 

Soit t:>,assez petit .Considérons le point A 0 de composantes ( M 1.E ,0,0,0) et CA le demi-
" 

conoïde caractéristique de sommet A0 orienté vers les x0 ;:::Q avec CA Q 1 .Considérons le 
0 

système intégral des formules de Kirchhoff avec conditions initiales sur le conoïde CA : 
0 

<p s v sic v' I . Comme ci-dessus , on montre que ce système admet dans un voisinage 
Ao s CAo 

D(fü, c, X) de CA ( D(fü, c, X) défini de la même façon que D(fü, c, X) à condition de remplacer 
0 

C0 par C Ao) une solution unique Ws telle que lw 5 - (psis 2h 1 avec: 

h1 Max { surlv: - ~·I . sup!v: -~·!} (x")E n, ; on en déduit que : v, w, < dans D(ili,'C, X) 

donc V'=V dans D(fü, c, X) u D( M 1." ,c,X 1 ) : en prenant t: suffisamment petit . on aboutit à: 

D(fü, c, X) u D( M 1_" ,c,X 1 ) ~ D1 ( M2 ,c,X 1 ) avec M1 M1 , ceci contredit la maximalité de M 1 • 
;é 

donc M 1=M. 

On montre de même que X 1 =X0 • Donc V=V' dans f21 tout entier. 

---------



Chapitre 6 

APPLICATIONS AU PROBLEME 
DE CAUCHY SEMI-LINEAIRE 

AÂ/t (xa)D 
1 

v + f (xa, v) = 0, (E) 
Afl 

Dans ce dernier chapitre, nous considérons un problème de Cauchy semi-linéaire 

où la fonction f ne dépend pas des dérivées partielles premières de la fonction inconnuev. 

Nous pouvons donc écrire - sans dérivation préalable de l'équation (E) - l'équation 
intégrale CC~) associée au problème de Cauchy. 

L'intérêt de ce chapitre réside dans le fait que nous y montrons que la solution de 
l'équation intégrale(('.) est la solution au sens des distributions du problème de Cauchy. 

Le chapitre comporte deux sections. 

- La première section est consacrée à l'écriture de la formule de KIRCHHOFF relative 

au problème de Cauchy, et à la résolution de l'équation intégrale associée. 

- Dans la deuxième section, nous montrons que la solution de cette équation intégrale 

est la solution au sens des distributions du problème de Cauchy, utilisant en cela des 

résultats obtenus dans [Bi], chapitre 6. 

Enonçons le théorème auquel nous conduiront les résultats de ce chapitre. 

Théorème 6.0. 

Considérons le problème de Cauchy suivant : 

(6.0) l
(E): A.:t;i (xa) ~ 11 + f (xa, v) 0 dans Q 

ox ox:I' 

vj. i1 vj <p(xi) 



Hypothèses. 

J - i6, fl sali.~font aux hypothèses H ;ri) el ii) du §2. J. 

2 - L A11' D1p, A1
J.1, <p satisfont à H riii), iv) et l:} du §2. 1. 

3- j(xa,v)EBO,l(Qd1') où Q' est1111011vertde/R. 

Conclusion : 

fi existe un ouvert fl f · causal, ayant ./Y pourfiwllière tel que : 

le problème (6.0) admette, au sens des distributions sur fl], une solution. 

6.1 FORMULES DE KIRCHHOFF ET SOLUTION DE L'EQUATION 

INTEGRALE ASSOCIEE 

6.1.1 Formule de KIRCHHOFF. 

Si les hypothèses du théorème 6.0 sont satisfaites, alors la conclusion de la 

proposition 2.1.3.1 du §2.1.3 s'applique au problème de Cauchy 6.0; par conséquent, on 

a le résultat suivant : 

Pour toute solution bornée v du problème (6.0), on a la formule suivante: 

V M0 (x(f) EQ, on a: 



l 

~· 
lim Â1Œ= l 
?.1~0 

0 2: = aw, avec (ù l + J:1 Qcv.dÂ 1 , où 

Q= 

o L = -rJ '[[~y L ]] 

i} / i)yi 

o 3(xg ,Â1i) = E;( L'.'1~ - ~~: df J avec: 

Remarque l. 

La fonction (J) étant indépendante de la fonction inconnue v, l'étude faite 
au chapitre 2 montre que en est une équation intégrale, d'inconnue v Toutefois, 

( n n'est pas une équation intégrale linéaire, à cause de la fonction f(xO'.., v) qui 

n'est pas linéaire en v. 

Remarque 2. 

La fonction J(x~ ,Àh) étant indépendante de v, contrairement au cas semi~linéaire 

général, les résultats du §2.3 du chapitre 2 s'appliquent. C'est ainsi qu'on a les résultats 
suivants pour ( (~); en posant Y ( v) A(( v ]L + I[ f ( v)]) . 

a) Dans le domaine u:ScsQ~ 

1(4) J;1(dÂ3fo:r d;J,2J(x(),l1J 4 ;rço( Ç' ) + k 1 Fit 
Jso 



') / 

Donc: 

4 ( a) 4 (;:.i) k' j;; J2n:d'1 ln: . 1 11 Jlf/1 .. ,~,il.h)d1 k , nvx0 = TUp'=' + r;:-+ A3 smA2GA 2 · A 1:J(v), 'bornee. 
~~ u u u 

b) Dans le domaine u ~ CSo et xg < x(cL 

I(x0) = 4mp(O, 0, 0) + k' xg. 

4nv(x0) = 4mp(O, O, O) + k' xi+ J~Jr d23 J;'' sin Â2d),d;'t).;,) dÂ 1:: (v). 

6.1.2 Détermination de X= ~J 
& 

! 

0 

L'écriture de (E) (de 6.0), sur C0 donne: 

[f] est pris pour les arguments : 
xo :::: ...)' 

x;=xi(i\.1,CJJ) 

V= <p(i\.1 ,q~) 

[E] est une équation différentielle linéaire en x. L'étude faite au chapitre 4 montre que x 
est déterminée de façon unique sur tout le domaine de C0 , pour toute solution du 

problème (6.0) à dérivées premières bornées. 

6.1.3 Résolution de l'équation intégrale Cl'.1 
En s'appuyant sur le théorème principal (5.2), on va démontrer de façon brève le 

théorème suivant : 

Théorème 6.1.3. 

Si les hypothèses du théorème 6. 0 solll sati:Jàites, alors : 

il existe un ouvert fl1cf2. causal, ayalll A1 po11rji·o111ière et tel que: 

i) L'éq11alio11 intégrale (('.) admette une solution unique v dans lbpace des 

fo11clio11s co11ti11ues et bornées sur il]. 

ii) Sur . .19, v prend la valeur <p. 



Démonstration. 

Elle est calquée sur la démonstration du théorème principal du chapitre 

précédent. 

A) Espace fonctionnel ,Y :. 

On introduit l'espace fonctionnel J défini ainsi . 

un élément de J est une fonction v telle que : 

fi : v est définie, continue et bornée dans un domaine Q l de frontière B satisfaisant à la 

propriété de causalité, à savoir : 
V M 0 E.01, on a· (f'M

0
)c.01. 

f2 : La trace de v sur fi est la fonction <p. 

~: v satisfait à l'inégalité !v(x0 ,x') qi(x')l < h où h = c1
". 

Enfin, on définit sur J la métrique de convergence uniforme : 

d(v',v) llv' 1'11= Jl.f(L'C (!11'(xa)-11(xa)j) 
(xa)E01 

B) Application 8 de .1 dans lui-même. 

Définissons une application 0 sur par : 

VvEJ , on pose 0(v)=w, avec: 

(l ): 47tw( X~)= Jg" dA)~sinA2dÀ2 fo\jf)'t.'-,.l dÀI ~((V ]L + l:[ f ( v)]) + 

+ Jg" dA3 j~dA2J( X~, À,h) 

Lemme 6.1.3.1. 

Pour un choix convenable Je l'ouvert 121, 0 est une application Je .? Jans lui-

même. 

Preuve. 

L'application de ( 6.1.1.1) à ( 1) donne : 



Y'J 

Dans le domaine u s cs0 : 

4nw(xg) = 4mp(Çi) + k' Fo/ü + (2 1r dJ,.,
3

j1rsin ll..,dA,., fif[,,f:,A1tl dA,
1

,'7 (v) 
.. Jo o - -Jo 
"O (*) 

Dans le domaine u > cs0 , xg < ,t(c): 

4mv(xg) = 41up(O,O,O) + k' xg + J~1r dÂ3 j~1sinA,2dX_d:!"~
1 

J dÂ 1,! (v) 

En appliquant à l'intégrale triple les résultats du §2.4 du chapitre 2, et comme vE,.: 

entraîne J'(v) borné, (*)donne : 
Dans le domaine us cs0 : 

(**) 

. Jli 
41up(~) + k' Fo + K'u!Logul 

Dans le domaine u > cs0 , xg < ,t(c): 

4nw(xg) = 4;rq.i(0,0,0) + K' xg, où ket K' bornée 

- Ces relations montrent que si VEJ alors w=8(v) est une fonction continue, bornée et 

prend la valeur <p sur JJ. 

La démonstration de la condition 1 w(x0 ,xi)-<p(xi)I <h se fait de la même façon que 

pour le lemme 5.2.2.3. 

Par conséquent, il existe des constantes : 

• C4 Min( C3,( 2t}) 
• M(h) tel que: 0<11<M(h)=>11iLog11j < 

2
1, 

• M" Min(;. ,,r(c), M(h)) 

telles que . 

* la condition 1 w(x0 ,xi)-<p(xi)I <h est vérifiée dans tout ouvert Q 1 contenu dans le 

domaine. 

O<u<M(h) 

{

o < u < M(h) 

(* * *) li 5 C:\'0 OU 

CS C4 

1i >CS() 

x~ <M" 

donc: 

Enfin, on peut trouver une constante M telle que • 

u < M => (***). 

Le lemme 5.2.2.2 permet de choisir Q l défini ainsi : 

O < u < U(x~) 

{U(x~) < !vf 
(x~) E (l'o)x avec: 

11 x~-~(x~l) n1 causal 

On conclut que si V ' alors on peut trouver l'ouvert n l tel que 8(v)=wE,'I, 



lUV 

8(J)cY et le lemme est démontré 

C) 8 est une contraction dans :1:.. 

Démontrons le lemme suivant qui est l'équivalent de la proposition 5. 3. l. 

Lemme 6.1.3.2. 
Soient v et v' deux élémellts de ,/ét ï' et T les ifllégrales triples de ( J~ calculées 

re!>.pectivement à partir de v et v'. Alors, 011 a: 

Dans le domaine u ::; cs0 : 

jT'-Tj $ K'u!Logul.llv'-vll 

Dans le domaine u > cs0 , xg < ,r(c):· 

IT'-Tj:s;K'x8!1v'-vl!, oü K=cte. 

Preuve. 

où: 

(V)) 

J (v 1
) - J (V)= AL([ v']-[ V])+ AL:(( f ( v') )-[ f (V)]). 

Comme: 

* AL et Ai: sont bornées(§ 1.5 et I.6). 

* f est lipschitzienne en v. 

Il existe une constante À1 telle que : 

!J(v') J(v)I s f...'llv'-vlj. 

En appliquant à (xg)=j2d). 3 rnsinll. 2d). 2J0
" d..1 1. 

0 Jo l/11 ,, ,À1i) 

les rés'ultats du §2.4, on obtient la conclusion du lemme. 

Lemme 6.1.3.3. 

JI existe un ouvert fl]. causal, défini par: 

o < u < U(x(i) 

avec: 

U(x~) < M 

lvl = ( ,/e 

tel que : e diminue la distance dans 
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Démonstration. 

Soient V et v' dans ,Y, w=8(v) et w'=8(v') leurs images pare. 

4rrw(x~)=T(x~)+I(x~) ) 
car 3(x~, Àh) est indépendant de v. 

4rrw'(x~) T'(x~)+I(x~), 

Alors: 

4~ w'(xg)-w(xg)j = IT'(xg)- T(xg )j 
Le lemme 6. l.3.2 entraîne · 

!:: (x ~) w ( x'. li ~ Ku ~Lo,gui Il v' - vil 

jw (x 0 )- w(x 0 )j s Kx 0 jJv -vJj, K = C'". 

Prenons: 
d(w',w)= Maxjw'(x~)-w(x~)j. 

(x~ J.=n, 

D'après les lemmes 5.2.2.2 et 5.2.2 3, pour démontrer qu'il existe un ouvert 

causal n 1 sur lequel e diminue les distances dans J, il sutllt de déterminer des 

constantes C', M'0 et X telles que : 

us cs0 => KujLogul < l (i) 
{

0< u < M~ 

es C' 

ou: 

u > CS0 => K.x~ < l (ii) 
{

0< u < M~ 

X~ <X 

, Il est évident qu'on peut trouver une constante M'0 telle que · 

0 < u < M~ => uj Loguj < k . 
Le lemme 6.1.3 .1 montre qu'on peut choisir : 

{ ~: ~in(M", M~. l) 
Pour que 8 diminue la distance, il suffit que l'ouvert Q 1 soit contenu dans le 

domaine défini par: 

{

o < u < rvf) 
(* * **) U S CS0 

1 

Cs;C_. 
{

O< u < M 

OU U > CS
0 

u 

o X Xo < 



Et comme on peut trouver une constante M telle que : 

u < M => (****), 

alors le lemme 5.2.2.2 permet de déterminer n 1 sur lequel e est une contraction, 

achevant ainsi la démonstration du lemme. 

Conclusion. 

Jétant un espace métrique complet, les lemmes (6.1. 3.1--7-3) achèvent la démonstration 

du théorème 6.1. 3 

6.2 SOLUTION DU PROBLEME DE CAUCHY AU SENS DES 

DISTRIBUTIONS 

Dans ce paragraphe, la solution élémentaire utilisée dans [B 1] nous permettra de 
montrer que la solution de l'équation intégrale en (§6.1.1) est solution du problème de 

Cauchy (6.0) au sens des distributions. 

- On définit, dans la première partie, le problème de Cauchy en terrnes de 

distributions dans le cas où l'hypersurface initiale est d'abord spatiale et ensuite un demi­

conoïde caractéristique. 

- En appliquant un résultat obtenu dans [B 1] nous montrons, dans la deuxième 
partie, que la solution de l'équation intégrale (r''.) est la solution au sens des distributions 

du problème de Cauchy semi-linéaire (6.0). 

6.2.1 Traduction du problème de Cauchy linéaire en termes de 

distributions. 

A) Données sur une hypersurfàce spalia/e. 

Considérons le problème de Cauchy suivant: 

(F): A}.p(xa)D;1..
11

v + BA.(xa)D;1..v +f (xa) = 0, dans n. 

(6.2.1.1) {~, == rp(xi) 

où. 

01 J = x<x') ox ' 



(I) 

o L = A"~'(xu)D 1~'" A"'', B;_, f, l et X satisfont 

aux hypothèses (H 1) du paragraphe 14. chapitre 1 

o Q est un ouvert de lR 4 contenant ! , et partagé par ,1. en deux parties : 

Q+ ={(xu) EQ;x 0 ><!>(x')} 

n- = {(xu) EQ; x0 < <!>(x1)} 

x0 =<!>(x1
) étant l'équation dei 

En considérant l'opérateur linéaire A sur les distributions v sur n, défini par : 
Av AÂJI o 2 v +BÂ ov 

OXÂ oxJI OXÂ 

on a démontré dans [B ! J le lemme suivant : 

Lemme 1. 

* Si les conditions(!) sont satis/ailes; 

* Si v est deux fois différentiable sur fi+; 

* Si v et ses dérivées premières sont cu11tin11es sur j 

* Si les dérivées secondes de v sont sommables: 

* Si v est nulle sur Q-; 

alors on a: 

(6.2.1.2): Av= Av+ T. 
où: 

_ Av= {Av dans n+ 
0 ailleurs. 

- Test une distrib11Lio11, de support ,f d~finie par : 

Vg E y~ 2(Q);(}jk (Q) =espace des fonctions k fois dérivables et à support compact 

dans Q). 

(6.2.l.3): 

{

qi = _!!_t 
avec ox1 

F({/i) == Aoo + 2Ao1qi + Aiiq,q, 

De ce lemme, le problème de Cauchy ordinaire en termes de distributions se pose 

ams1: 
- Trouver une distribution v '(Q) telle que : 

Av= -f + T, avec support devcn_,., car Av= -f 



B) Données sur un demi-conoide caractéristique. 

Le problème de Cauchy est le suivant · 

{

(F): Alp(xa).DJ.;1v+Bl(xa) il~ +f(xa)=O, 
(6.2. l.4) âx 

vl1· = <p( xi ) 
''!J 

dans Q 

On a démontré le lemme suivant dans [B l] : 

lemme 1 (bis}. 

- Si L, A ÀJt, BÀ, f. eL .rp satisfunL aux hypoLhèses (H 2) du §2. 1 d11 chapitre 2; 

- Si v satisfaiL, sauf en 0, aux hypuLhèses du lemme /; 

alors, on a : 

- , . -- {Av= --f, dans Q 
(6.2.l.5): Av=Av+T, avec:Av= . 

0 ailleurs. 

où: 

\f gE J) 2(Q), Test donnée par : 

(6.2.1.6): < T,g >= ' I~d~ 1 dx 2dx'i;[ (- :~ + B0 
+A" z; + B'q}>+ 2(A" + AijqJ z] 

C0 .. >: -<f,(x ) 

En effet, sur C:o· F((/i)= A00 
+2A

0
iqi +lJilfJ 0, par conséquent, (6.2.1.3) 

donne (6.2. l.6). 

C) SoJution au sens des distributions du problème de Cauchy linéaire sur un 

demi-conoïde caracléristique. 

Si les hypothèses du lemme 1 (bis) sont satisfaites, on peut appliquer la 

proposition (2. !. 3. l) au problème de Cauchy linéaire ( 6 2 14) et on obtient l'équation 

intégrale linéaire : 

où: 



l\.JJ 

a[[Àu]z.:) * 
E; = _ . ~+ [)1]2: orp + L.[Êi] ~ 

a/ o/ 
En utilisant la solution élémentaire construite au chapitre 6, page 142, F. CAGNAC 

a démontré dans [B l J, le lemme suivant : 

Lemme 2. 

Si : - les A J...µ sont de classe c.J sur Q, 

- les B sont de classe C2 sur Q, 

- f (xa) est de classe cO sur Q, 

- rp = vie où y est de classe c2 sur Q, 
0 

alors: 

la solution v de l'équation intégrale ( /J vérifie au sens des distributions, l'égalité : 

(6.2.1.7) Av+j=T, où: 

6.2.2 'Application au problème de Cauchy semi-linéaire 

Considérons le problème de Cauchy suivant : 

{

(E): A.:tµ(xa)DA..uv+f(xa,v)=O, .dansD 
(6.0) 

vlco cp(x') 

Sous les hypothèses du théorème 6.0, on a montré au §61.1, que toute solution 
vEB2(.Q) de (6.0) vérifie l'équation intégrale U:J du §6 1. l. 

Le théorème 6.1.3 a permis de déterminer un ouvert causal .Q 1, dans lequel 
l'équation intégrale U'.J admet une solution unique continue et bornée. 

Soit A l'opérateur linéaire, sur les distributions v, sur .Q l, défini par : 



alors on a le lemme suivant, dont la preuve achèvera la démonstration du théorème 6.0. 

Lemme 3. 

Si les hypothèses du théorème 6. 0 sont satiifaites, alors : 

la solution v de l'équation intégrale ( f vérifie au sens des distributions ~11r Dj, 

l'égalité (6.2.3.1) Av,G=T; 

où: 

0 Gest la distribution sur D.1 définie par: G(xa) = f (xa, v(xa)) 

o Test la distribution de support C0 définie par 't:Jg E 1J 2 (D.1) 

car ici, B;i. =O. 

Preuve. 

En effet, si les hypothèses citées sont satisfaites, alors · 
- v est continue et bornée, il en sera de même de G( xa) = f ( x a, v( x a)) (hypothèse sur f). 

Par conséquent, nous pouvons appliquer au problème de Cauchy : 

{ 

A).µ(xa)D).pv+G(xa) = 0 
(6.0') . 

· vjr) = rp(x1
) 

l' 0 

la conclusion du lemme 2 ; ce qui achève la démonstration du lemme 3, et donc du 

théorème 6.0 .. 11 
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ERRATA 

Page 3 : Chapitre 1 à la page 11 au lieu de 12 
1.1 Conoïdes caractétristiques à la page 12 aulieu de 13 

Page 5: [B6]<1> ( 1) Voir Bibliographie 
Page 7: Nommer le système (12) équation dans l' accolade 
Page 12: Partie A aulieu de page 12 
Pages 18 à 39: Lire \Il aulieu de lJ-1 
Page 23 ligne 8: remplacer q par q, 

ligne 11, remplacer <D par <p. 
Page 24: à la place de (1.4.1.8) lire 

. - ~ (* ) [*ijl ,o,;, • a[~iiH. '[*irl * * * * 
(1.4.1.8).J5 _ a:J qCPi A cr50 yj <Pr oyj +cr5. B1 .(Pr +i(i·,qi)Xr 

8/..1 

Page 27: 

Page 40: 

Page 41: 

Page 78: 

Page 88: 
Page 96: 

A A 
Lemme 1.5. l remplacer par 

2 
À1 À1 

Ligne 12 lire: donc de majorer 35(x~ ,Àh) 

Ligne 14 lire pour pouvoir majorer Y5(x~, /..h) 

Avant dernière ligne: lire pour tenniner l'éh1de de So(M0 ) 

Ligne 9 dans l'expression de E(w,ro,cû) lire E~i 

ii) Lire 0 > Ç3 > -ls" 
(*) et suite, remplacer X( c) par XC c) 

Page l 01: . Lemme l: lire Av au lieu de Â v 


