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INTRODUCTION

1.1: OBJET DU TRAVAIL

Dans le présent travail, nous étudions le probléme de Cauchy a données sur un

demi-conoide caractéristique pour des équations semi-linéaires hyperboliques du second
ordre du type suivant

(E) A)'ﬂ(xa)Dluv+f(xa,v,[)vv): 0 dans Q
8]

ou
* o BAnv=0123 1=123

2
Ap :_'g——— , D,= 0
oxoxt ox’

x* Co est le demi-conoide caractéristique pour l'opérateur différentiel linéaire
o M@ R . . .
L=A"(x )Dxp,d’equatlon x° = ¢( x! ), de sommet O(0,0,0,0) et orienté vers les x°

D

positifs. _
* Q={(x%) € Qy;d(x') < X } Qg étant un ouvert de IR4 contenant

l'origine O.
* v(x*)est une fonction arbitraire définie sur
Avant d'entrer dans les détails purement mathématiques du probleme, parlons
briévement des motivations physiques de celui-ci :

o Les Problémes de Cauchy sur un conoide caractéristique interviennent, d'aprés
les spécialistes, de fagon naturelle dans la théorie de la Relativité Générale et ceci de
fagon, plus réguliére que les problémes de Cauchy ordinaires a données sur une
hypersurface spatiale. Ceci est di, en partie, au fait qu'en Relativité¢ Générale les
hypersurfaces isotropes sont aussi les hypersurfaces caractéristiques pour les équations
d'EINSTEIN .

L'importance du probléme de Cauchy sur un conoide caractéristique a été relevée
dans les questions de Cosmologie, dans l'estimation de la radiation gravitationnelle émise
par des systémes isolés, et aussi dans beaucoup d'autres domaines relevant de la




Relativité Générale dont on peut avoir une idée en consultant les travaux de

M.C.DOSSA[Bg ]|

* Du point de vue mathématique, le Probléme de Cauchy sur un conoide
caractéristique pour des équations semi-linéaires hyperboliques du second ordre,
consiste a déterminer une fonction v(x®) vérifiant l'équation (E) et prenant sur C, la

valeur (p(xi), restriction a C,, de la fonction arbitraire ¥(x*).

Le Probléeme de Cauchy du second ordre sur un conoide caractéristique a été
étudié :

D'abord dans le cadre des équations linéaires :

R. D'ADHEMAR: Pour celles a coefficients constants a trois variables .

M. RIESZ : Pour celles a coefficients constants a n variables. (n23 )

F.CAGNAC: [B1],[By]etF. G. FRIEDLANDER: Pour des équations
linéaires a coefficients variables.

Ensuite dans le cadre des équations quasi-linéaires -

F.CAGNAC[B3],[Bg] etM. C DOSSA [ Bg ]

Dans tous ces travaux la question qu'on se posait était de savoir, si on pouvait
trouver une solution du probléme de Cauchy partout ou étaient posées les données de
Cauchy, ici V(x*)

C'est ainsi, que dans ces différents travaux, on a démontré que le probléme de
Cauchy sur un conoide caractéristique admettait une solution unique définie dans un
ouvert D contenu dans l'intérieur Dy, , <<D,={(x%*),e IR4; &( xi ) € x° <t+oo} >> | de
Co, et voisinage d'un domaine J} de Co ou:

-} = C, et D=Ddans le cas des équations linéaires a coefficients constants :

-8 = Cy et D c Dy dans le cas des équations linéaires a coefficients variables:

- est un voisinage du sommet O de C, dans le cas des équations quasi-linéaires.

Concernant le probléeme de Cauchy semi-linéaire, objet de ce travail, on
montrera ce qui suit:

1) Toute solution bornée du probléme de Cauchy, ayant des dérivées partielles
premieres bornées, a celles-ci déterminées de maniére unique sur C,, comme solution
d'un systéme d'équations différentielles sur chaque bicaractéristique de C,. Ce systéme
n'étant pas linéaire, sa solution n'est pas forcément définie sur C; tout entier, mais sur un
domaine J de C, qui est le domaine maximal pour lequel on puisse se poser le probléme
de Cauchy pour ces données de Cauchy v. C'est ce domaine maximal que nous
désignerons dans la suite par ( Cg).

ii) Toute solution du probléme de Cauchy (I]) cinq fois dérivable admettant des
dérivées quatriémes continues et bornées, satisfait, ainsi que ses dérivées partielles

jusqu'a l'ordre trois, a un systéme d'équations intégrales (Formules de KIRCHHOFF).

Lyoir Bibliographie a ia fin du document




i) Enfin, ce systéme d'équations intégrales admet une solution unique dans
l'espace des fonctions continues et bornées définies sur un ouvert €1,"causal ", voisinage
de (C,) dans IR? et contenu dans Dy, intérieur de Cy

.2: METHODE EMPLOYEE.
Dans cette these, nous utilisons la méthode des formules de KIRCHHOFF
généralisées, introduites par Madame CHOQUET [ Bs]. Le travail cité se rapporte a la

résolution d'un probléme de Cauchy, pour des systémes linéaires hyperboliques a
données sur une hypersurface de IR4, orientée dans l'espace.
Le résultat obtenu dans ce travail était le suivant:

Etant donnée une solution (v,) du probléme de Cauchy suivant:

(E,) AM (D, v, +BX(x®)Dyv, + £.(x*)=0 dans Q
r Au'r A

( I2 ) v, ‘j'\;: gDr(xi)
ﬁvr i

= X
&XU )}} ,Xr( )

ol :

e b est une hypersurface de IR?, d'équation x° =0

e un ouvert de IR? voisinage de 5.

o AMH Bf“‘, Jr @y ety des fonctions satisfaisant a certaines hypotheses
de différentiabilité .

el= AM(x@)D A un opérateur différentiel linéaire x°- hyperbolique,
donc:  A°°ro et AVX, i)‘:i définie négative
Alors ;
Il existe un ouvert £2,cS2 voisinage de b dans IR? tel que

UM, (x3) €Q,, ona (Formules de KIRCHHOFF)

() 4ms(x§‘)=jjj(cy)([v,]z,;w{,[f,])dv + I . B costn,x s

avec
o (Cy) =la partie de demi-conoide caractéristique de sommet M, située au

dessus de ..

o [v]=latracesur (C ) dune fonction v(x*) de 4 variables.

e Sy(M,)=la 2-surface (G- ).




o o, et L des fonctions définies sur  (¢-) qui ne dépendent que des

coeflicients A’?“’“,B’;Ly et de leurs dérivées jusqu'aux ordres respectifs 4 et 2 au plus.
. E; = Des fonctions dépendant des données de Cauchy ¢, et ¥, des fonctions
o, et leurs dérivées.
Dans sa thése d'Etat F. CAGNAC, [ B1 ], a montré qu'en remplagant I'hypersurface b d'équation

- " 4. . . . I 7 . . r ¢ -
x7=0 par le denii-conoide caractéristique C,, d'équation x® =¢(xi), les équations intégrales (@s) restaient
encore valables pour le probléme de Cauchy caractéristique , pourvu qu'on introduise des hypothéses
restrictives sur les données de Cauchy @ (xi) et Cy,.

Dans ce travail, nous suivons de prés les résultats obtenus par F. CAGNAC dans
[By].

Considérons, maintenant, le probléme (I;) relatif a I'équation semi-linéaire. Nous
pouvons de maniére formelle, écrire les relations () pour I'équation (E), en prenant
B,’b =0 et f(x*) = f{x*v(x*),D, v(x*)) . Toutefois, contrairement aux (85) pour (1), la
relation obtenue ne sera pas une équation intégrale. Ceci est di a la présence dans f des
dérivées partielles D, v de la fonction inconnue.

Essayons de lever cette difficulté en dérivant une fois I'équation (E) par rapport

o o . e ov
aux (x%) . Si nous prenons pour fonctions inconnues v et ses dérivées v, = ——, on peut
oX

écrire pour (E) et I'équation dérivée (E,) les relations intégrales () . Toutefois, on
constate, une fois de plus, que les (ffs) ainsi obtenues ne sont pas des équations
intégrales . En effet les ] qui sont de la forme o] =cw| sont telles que :

e o ne dépend que des AMY, tandis que :

» Les fonctions ®; dépendent de la fonction inconnue v et de ses dérivées
partielles premiéres v, .

Comme les fonctions L sont définies 4 partir des dérivées secondes des G elles
introduisent les dérivées partielles troisiémes de v . Ce constat nous ameénera a dériver
trois fois I'équation (E) par rapport aux x& .

En adjoignant & (E) ses équations dérivées jusqu'a l'ordre trois, on obtient un
systeme d'équations aux dérivées partielles du type (E;) de (I2), ou les fonctions
inconnues sont v et ses dérivées partielles jusqu'a l'ordre trois, que nous noterons (vy) .

Si on écrit, pour ce nouveau systéme, les relations intégrales (85), on obtient les
mémes fonctions vg au premier et au second membres. Toutefois, on n'obtient toujours
pas des équations intégrales . En effet les fonctions o] , dépendant des fonctions (vg),
figurent aussi comme inconnues dans les (£'g).

Pour obtenir un systeme d'équations intégrales, il faudra adjoindre aux relations
intégrales ({g) obtenues, des relations intégrales vérifiées par les o et leurs dérivées

jusqu'a l'ordre deux. Enfin, dans les intégrales doubles du systéme (£g), les fonctions E!

dépendent des valeurs des fonctions inconnues (vg) sur Cg. 1l sera donc nécessaire




(par définition des vg) de déterminer les restrictions a C,,, des dérivées jusqu'a l'ordre
trois de la solution du probléme de Cauchy.

Ce sera justement le calcul sur Cy des dérivées partielles premiéres de la solution
du probleme de Cauchy qui nous permettra de déterminer le domaine (Cg) auquel nous

avons fait allusion précédemment.

.3 : SUBDIVISION DU TRAVAIL .
Le présent travail comporte deux grandes parties .

o) Lapartie 4, avec ses deux chapitres, rappelle et complete les résultats
obtenus dans [ By ]

o Le premier chapitre est consacré a :

- La défimtion des conoides caractéristiques.
-L'établissement des formules de KIRCHHOFF,
-L'étude des fonctions figurant sous les intégrales doubles et triples.

e Le deuxiéme chapitre, rappelle les résultats obtenus pour le probléeme de
Cauchy caractéristique pour des systémes linéaires . Ce rappel concernera surtout I'étude
des 2-surfaces So(M,,) sur lesquelles sont calculées les intégrales doubles. On terminera
le chapitre par une étude des intégrales doubles et triples.

B) Lapartie B, qui traite du probleme semi-linéaire, objet de ce travail,
comporte quatre chapitres.

e Dans le troisiéme chapitre, on énonce les hypothéses de base et on écrit le
systéme intégral (Cg) vérifié par :

-La solution du probleme de Cauchy et ses dérivées jusqu'a ['ordre trois ;
relations (£y).
-Les fonctions ©! et leur dérivées jusqu'a l'ordre deux .

o Dans le quatriéme chapitre, on rappelle comment sont déterminées dans [ Bs]
les restrictions a C, des dérivées jusqu'a I'ordre trois de la solution du probleme de
Cauchy.

« Dans le cinquiéme chapitre, on résoud le systeme d'équations intégrales obtenu
dans le troisiéme chapitre en déterminant un ouvert 2; sur lequel la solution existe.

» Enfin dans le sixiéme chapitre, on applique les résultats obtenus dans les

chapitres précédents au probléme de Cauchy semi-linéaire, plus simple, suivant :

AM(x*YDy v+ f(x*v) =0

(I3) ;
Ve = ex)

0
En utilisant des résultats obtenus dans [B (], on montrera que le probleme (I3)

admet une solution au sens des distributions.




Enfin, le probléme consistant a démontrer que la solution du systéme d'équations
intégrales (£g) est effectivement la solution du probléme de Cauchy (1) ne sera pas
abordé ici .

En effet, on sait que ce probléme admet une solution unique au voisinage du
sommet de C,, [By] et [Bg] . En vertu de l'unicité, celle-ci coincide avec la solution des
(€5) dans ce voisinage. Pour montrer que la solution des ({.g) obtenue dans l'ouvert Q,
est solution de (I;) dans €2 tout entier, on utilise des théorémes donnant des solutions
locales du probleme de Cauchy . Mais, dans ce cas-ci, on a besoin non seulement du
théoreme classique des solutions locales du probléme de Cauchy sur une hypersurface
spatiale, mais aussi d'un théoréme donnant les solutions locales au voisinage de

I'ntersection d'une hypersurface spatiale et d'une hypersurface caractéristique.

NOTATIONS

Sauf indications contraires nous adoptons les notations et conventions suivantes

- o Convention d'Einstein:

Quand, dans une expression, un indice est répété en haut et en bas, il s'agit d'une
sommation.

e Lettre Grecques :

o, B, v, A, |, ... prennent les valeurs 0,1, 2,3 ...

e Lettres latines :

i, ], k, 1,...prennent les valeurs 1,2, 3, ...

Si 02 est un ouvert borné de IR? alors

~* BK(Q) = l'espace vectoriel des fonctions définies sur Q et y admettant des

dérivées k-iémes continues et bornées .

* BK1(Q)) = Le sous-espace de Bk(Q) dont les dérivées k-iémes satisfont a des

conditions de Lipschitz.




PARTIE A

RAPPELS ET COMPLEMENTS DES
RESULTATS OBTENUS POUR LE
PROBLEME DE CAUCHY LINEAIRESUR UN
CONOIDE CARACTERISTIQUE,[B1]:

A (XD, v, + BED v, + £, (x%) =0

e =0




CHAPITRE 1

FORMULES DE KIRCHHOFF ET
PROBLEME DE CAUCHY SUR UNE
HYPERSURFACE SPATIALE

Dans ce chapitre, on s'intéresse au probléme de Cauchy suivant :

2
(F.) A*ﬂ(x“);%%f(x“)j"; +£,(x%)=0 dansQ
X X X
(1.0) Vel = @, (x")
8]

v -

» - . xi

5¢0 |4 X(x7)

ou :
oo, A1, ...=0,1,23..
1 =1,23,. ...
e =1,2,3,...,n
o ) est une hypersurface de IR4, orientée dans l'espace et d'équation x°=¢(xi) .

r,s

* @, et X, n fonctions données.
e Q un ouvert de IR4, voisinage de 4

Ce chapitre est divisé en six sections.
- Dans la section 1.1, aprés avoir énoncé des hypothéses préliminaires, nous
définissons les demi-conoides caractéristiques.

" - La section 1.2 est consacrée a I'écriture des équations (F;) sur les demi-conoides
R / . e . . eye . r
caractéristiques GH et a I'introduction des fonctions auxiliaires G .
o

- Dans la section 1.3, nous écrivons les formules de KIRCHHOFF pour les (F)).

- Ces formules seront réécrites dans la section 1.4 sous une forme plus adaptée au
probléme de Cauchy caractéristique que nous aurons a €tudier.

-En vue de 1'étude des intégrales doubles et triples, nous calculons dans la section
1.5, les développements limités de quelques fonctions figurant sous ces intégrales.

- La derniére section 1.6 de ce chapitre est consacrée a I'étude des fonctions
w’ et L. Ce qui n'était pas nécessaire dans le cas lin€aire.

- n e i e cw i % e e e



1.1 CONOIDES CARACTERISTIQUES.
Considérons les équations (F,) de (1.0) et faisons les hypothéses suivantes:

1.1.1: Hypotheses (Hg):

I- L = A’I“(x“)[)aﬂ est un opérateur différentiel de type hyperbolique

normal:
A% > 0, AYX; X définie négative.

2- i) AM e BYQ)
i) B® e B2(Q)
i) f. e BY(Q)

1.1.2: Définitions des conoides caractéristiques.

Les hypersurfaces caractéristiques de l'opérateur L qui ont pour équation:

x0= F(x), satisfont 4 I'équation aux dérivées partielles du premier ordre:
oF

(L12.1) A% +24% p; + 47 pp; =0 olp, ==

Définition:

On appelle demi-conoldes caractéristiques Cyz et Cpy - pour lopérateur L, les
hypersurfaces caractéristiques engendrées par les bicaractéristiques issues de M,

orientées soit vers les xO négalifs, soit vers les x9 posilifs.

L'équation (1.1.2.1) a pour systéme différentiel caractéristique:

& g3, oi

(1122) = R

TazAao+Aaipi
1 od

R=-—(—-p —ﬁ——"—-) avec

2 Ox! ox°

L(x%, p)=A% +2A()ipi + Aijp:’pj

Ay paramétre réel et AM =AM (xo= F(x'y,x")




Les bicaractéristiques passant par M,(x*) admettent des représentations
. . Ar.o. 0 a. 0 : . LN Yt
paramétriques: X" (Xo;A4),p;) €t p(xg;4,,p;) qui sont solutions du systéme

intégral :
4
(2,000 = xpw [T
o

(1.1.2.3)
4

PG a ) = pl + [R(xY.p))dA,
L [¢]

Les p? sont choisis tels que:
(1.1.2.4) 1 £(x$; p7)=0

Introduisons l'hypothése suivante dont nous aurons besoin pour l'étude des
formules de KIRCHHOFF.

Hypothése (Hpyq)-
Au point M, les A véifient:

A%(M,) = 1, A(M,) =0etd¥(M,) = -&

Conséquence de (Hpo).
(L1.2.4) s'éric i(p?)2 =1
i
On peut donc repérer les bicaractéristiques issues de My au moyen des
coordonnées sphériques A, et A5 telles que :
pr = sind, cosd,
L(11.2.5) {p9 = sind,sin A3 avec (1;,43) € [o,7]x[0,27]
p3 = cosi,
On aboutit ainsi & une nouvelle représentation paramétrique de O,
o= xr x4, 4,) h=23
(1.1.2.6)
P = B A )
Des hypothéses faites sur les AM | on  déduit que les fonctions
P o= A ALA) et po=p(xE A, 4,) sont de classe  C3 par rapport A
I'ensemble de leurs variables.




Dans tout domaine de Cx1, ou
A= DO

D(A;) ‘

on peut obtenir I'équation de g7 sous la forme x° = F(x!).

#0 1,; = 1,2,3

, A
On pose A'j = A.—é)——‘— mineursde A

Cf?’xls

1.2 FONCTIONS AUXILIAIRES

1.2.1 Ecriture des équations (F,) sur ¢y

Notation :

Pour toute fonction u(x%*) de quatre variables, on pose :

[u] = u(x* =F(x1),x1) = u a
M

0

Ecriture des dérivées:

En dérivant [u], on obtient:

u] [au] {éu}@F oF
= + — €t comme —r = —pj.
0x ox'!

ox’! ox!

On trouve successivement :

'c’?u} J{u] [51:]

-3 T =3 TPl

L& & &

21 3f 2% | _ _01’{514]+ | 2%
aa | alal Pi ()
[ 5% ] 3*[u] c?pi[é’u} 7 [5:4} b2
L&'al | a'a) Al Lla &Lk 2.

{c’?u

ck

ool

7%u
(x°)*

En prenant, & la place de u, les v, et en remarquant que le coeflicient de

2
[ o, } qui est A% +2A%p; +A'p;p;, est nul ,car C;_ est caractéristique pour L et

(0x°)?

ot les AM! sont pris pour les arguments: (x0 = F(x}),x1) , alors le systéme (F;) s'écrit sur

e, :




2([Aij]pj +[A0i})£i—{:§:;

(oo ) 2 - o

[Frl: (1:2.12)

» Lien entre dérivation par rapport aux (x!) et dérivation par rapport aux (Kj).

De (1.1.23)ona:

x4 [ e ‘ .

o 7 ~[A ]+[Aa’]p,~ donc

ou] _ ofu] ox' i o[u]

Ay dx' o4 dx'

ol _ o, _ Mol

o  a; ax A A
0”[11] o[u]

AV A Q

() a2 2

(1.2.1.3) |
O[u] _ A I[u]
ox' A a

Comme conséquence de (1.2.1.2) et (1.2.1.3), sur chaque bicaractéristique de
Cyq, , de parametre Al, (1.2.1.2) s'écrit:

r o 1‘ v, it 50! /,
| e | oy 2 (o) 2]
[F]: (1.2.1.2") 4
it é’ i éa V,
e AR




1.2.2 : Fonctions auxiliaires o

Madame CHOQUET a introduit dans [Bs), n? fonctions oy qu'elle a appelées

fonctions auxiliaires et a formé des combinaisons linéaires avec les [F] telles que les

oi[F,] puissent s'écrire:

(1.2.2.1): [vr]L’;+o§[fr]+§E§:o ou:
X
B ) o\ 4v|d »
TR O SRR

(1.2.2.2):

Ceci a condition que les oy vérifient les équations:

(12.2.3) 25%{([,43'];9}. 4]} - (n[Br)+[B )0 - [Aéf]gfj—of; =0

Pour trouver une solution a ces équations, on pose G, =G.@. en imposant 4 G et
aux o, de vénfier les équations

do a([AU]p; +[Am D

2([A“}pj+[A"‘])5—X-;+ — =0

(1.2.2.4)

~

o[a]p, +[A"]) % {pj . 5[/\0’])@; ~([Bi]p, +[Br JJot =0

X ox! Ox'

Sous I'hypothése (Hyy,), on montre que :

e La premiére équation admet la solution :
]

sinA, |2

(1.2.2.5) o=-

avec lim A,o=

A0

¢ En admettant que les o vérifient a)g)i _O=§; , alors la deuxiéme équation a

1

pour solution :




4
o =5+ [[Qal+0ral)az, o

1220 Jo-A o, 20, A2

<ol 57}

1.3: FORMULES DE KIRCHHOFF GENERALISEES

1.3.1: Formules de KIRCHHOFF sous I'hypothése HM

o

Intégrons les équations (1.2.2.1) par rapport aux variables xi,dans le domaine Vi
de (- défini par .
0> nz "/{1 z W(Xf’lh)
yn=cle
T\ w= fonction continue
h=2,3

Mo

SO(TVIO) i
AFEY(Xo An)

En appliquant la formule de STOKES, on a :




14

ny( L+ o[£ ]+ O;,El}dv [l 1+ L5 av + ][, B costn,x)ds +

X
() 1
Hs" Elcos(n,x")dS
e

ou :

. cos(n,xi) sont les cosinus directeurs des normales a S, et Sn orientées vers
I'extérieur du domaine V,,. En utilisant I'hypothése Hp, et en passant aux variables (}‘j)’
on trouve:

o dV =dx'dx¥dx3 = -AdhdhdRy car A <0

o Sur Sy cos(n,x1)dS = -AldA,dA,
Gy

. A"‘)d&zdﬁu h=23

2 e Sur S, cos(n,x)dS = (AI,
h

par conséquent (i) devient
/4 w(x5 Ap)

2n 2r 7
(if) j di, j dLNE = [disfda, | ML+ o[f])da+ [ dAy] d,%zE;(A’, «»%ﬂa’;)
a i 0 o

o h

En passant a la limite, quand 1 — 0, dans (ii), on a montré dans [Bs] que:
- L'intégrale triple converge ;
- L'intégrale double du premier membre tend vers 4mv (x). On obtient les

formules de KIRCHHOFF suivantes:

(7s)
27 T wixs Ay)

drvaty= [ das[da, | daa(V]E+ s )+ jd;L}jd;Lz [' %ﬂA’;)
o o o h

1.3.2 Changement de variables

Pour obtenir les formules (35), il a fallu admettre I'hypothése (Hypy,). Afin
d'obtenir (55) en tout point M _(x)) e €, on va procéder comme dans [B,]:

" A tout point M_(x{ ) on associe un nouveau systéme de variables (yB) défini par
B
ﬁ o
(1.3.2.1) y =aa(M)x* "

Telles que les équations (F,) s'écrivent en coordonnées (yB)




“~r

¥ Al 3 » AS

7Y v
(1322) 4 M, y)-ZLr o, (M, sy r =0
oytoyt ay*
» Ap o ot » A o
avec A = agag A et B, = asB® et
* 00 * Of * 1 -
) A4 (M)=1, 4 (M)=0, et 4 (My)=-5"
yad
(4]

ii) les aq sont des fonctions analytiques de M, par l'intermédiaire des AM
oo

i) a; =0, de fagon que toute hypersurface d'équation x° = cte soit transformée

en une hypersurface d'équation y° = cte.
o
On note (a“) lamatrice inverse de lamatrice (au) .
0 .

En tenant compte de ce nouveau changement de variables, on peut résumer les résultats

précédents dans la proposition suivante:

Proposition 1.1

- Si les hypothéses (H ;) sont vérifiées pour les (Fp);
- Pour toute solution (v, ) des (F, ) dans un domaine €2;
- Pour toute hypersurface ( f qui coupe tous les demi-conoides caractéristiques

¢ . lssues de My €82 suivant des 2-surfaces So(My) définies sur les G.W par des
0 Ha
équations: A, = w(x&;4,) h =2,3 w continue
- Siles (1 ¢ 7 ), partie de ¢ 7 situées entre M, et A sont contenues dans £2:
7 [ Vg
CAlors :

o B

V M (x]) €12 ona.
2z oz (xg Ay)

4rv(x8)= [ disfdiysindy | anAlv 1+ )+
(Cé . i o Q o
| ddeﬂzE;[Aﬁ ~%A’§)

Lo o

ou, en coordonnées (yP) associées au point M (x2):
oF

oy

-C

7. @ pour équation y° = F(x*yl) et on pose p; = -
0

3

- Les bicaractéristiques de 7. sontsolutions du systeme intégral:
Y




Ay s A
Y=yl [T da
a
’Q*l
(13231 p; = pf + [ RdA,
a

x4 04 xid

* 00 * Of

- On pose
A= DOLY YY)
D(X,,A,,A)
(1.3.2.4)4 A =Ag;y?i;-
A= -A
sin,

(1.3.2.5):5

avec I =4 +A4 p et R=-

204 p)=4 +24 p+

4
o =&+ [(0a) +Qfwt)dA, on
0

RGE

Q=-—| pj—=—+

é’yi
1 ir ] . OF
Q{’;E pi| Be |+| B

-Les E! et L, s'écrivent

| é{{_ o4

i

L

oy’




{ ‘ij
et 2R
i . v, ¥ i
E_WF Jd oyl gy UJ*[& ﬁwkﬂ+
i{}‘. —*Oi ‘a V,o
(1.3.2.6): 2([A }p;ﬁ- A } oﬁ.l;yj]
5 . % i
é ~[{A }aﬂ} V%4 [[B, }oﬁ)
B o y‘ﬁ yj N Ww*é;;‘

1.4: PROBLEME DE CAUCHY SUR UNE HYPERSURFACE ORIENTEE
DANS L'ESPACE

Considérons les relations (Jg) de la proposition 1.1 du § 1.3. Si on se donne sur

ov . »
Fhypersurface 4, les valeurs des v, et E}.x_‘r’“’ alors 'expression des E! (1.3.2.6) montrent

que les intégrales doubles sont des fonctions connues. Par conséquent les (75) constituent
un systéme d'équations intégrales a fonctions inconnues (vg).

Considérons le probleme de Cauchy (1.0). Nous allons dans ce paragraphe écrire
les formules de KIRCHHOFF pour ce probléme, tout en donnant une forme explicite des

. ; 1Z s s .
fonctions J, = E;(A', - E‘%A}:) forme adaptée a l'étude du probléme de Cauchy
h
caractéristique.
- Dans le probléme de Cauchy (1.0), on fait les hypothéses suivantes.

1.4.1: Hypothéses (H,)

/- L=A™(x*)D

2- Soit Sun domaine fermé et borné de Jtel que €2 soit un voisinage de .5

" A™ B et f satisfont aux hypothéses (Hp) du § 1.1
vers les x° positifs et tel que:

i)~ ¢ est deux fois différentiable sur &

ii)- @, sont n fonctions deux fois différentiables sur &

iii)- xy sont n fonctions différentiables sur &

Posons en coordonnées (yP):




yo=¢ (x%y') équationde b

. P %

4=~ ¢,‘ (OU%:‘“"““Z)
&

(L4.L1) (ﬂ,(xo,y )—v (" (). =0,(x7)

v, v i
x,..(xa,m- G0N =00 o

oir x) =a’ _y +af ¢ % )
of (9%}

a) Détermination des w(x;A,)

L'équation de S(M,) = C; ™ est de la forme A j=y(x;; 4, ), h =2, 3 qui est la

solution de I'équation en A|.

(14.12) S8 20,200 = Y & 2 2 = 60 (83 2,,2,)) = 0
Comme

ad 3y’ o oy

Gk A By A

é,g x00 % Of * * i *

(1.4.1.3) EZ =A +A (pi+q;)+A4 Piq;

ona (de (1.3.2.3))

Mais :

* 00 » ol PR
o Uy, estcaractéristique donc: A +2A p,++A pp =0

w i » i »

o A LY, estdéfinie négative donc: 4 (p,—q,)(p, - q) <0

xij
* .
« A , ¢, q,- sont  continues

Par conséquent, on montre, dans [B], qu'il existe un ouvert Q, < Q) voisinage de
5, définie par:
O - {xo —Hx ) <u(x') otu(x')>0
REAREA

N

x‘;
Bx

Ou By est la projection de B sur I'espace des (xi)

Telle que:




* QO esteausal, ie: VM, €eQ ona(lyg )=,
Q

2.4

(2%

(1.4.1.4):5e

1 >k >0,k = cte, d'oul'existence de y(xZ A;)
1
w(xs; 4, )! <K(x) - ¢(xi)) avec K =cte

L
v

(1.4.1.4) montre qu'on peut €crire les formules de KIRCHHOFF pour le probléme de
Cauchy (1.0).
: M H 1 6\3; h
b) Expression des fonctions J, = E. (A, M’—?;;_A' )
% h

o) Expression des E!_en fonction des données de Cauchy:

De(1.4.1.1)on a:

v A0y - - Ov,
F(x).a=a—L(x)+a —(x))
ox oo o0 Jx° oo Jx'

donc

*

a. i o i 5@”
(L4.15) gy, (xg ¥ )=ay.ta|qy,+—=
00 00 (:"Xlf

Mais :

J
- Sur C -*[‘371: é’v’. - p; ﬁv;
oyl |9y’ dy

v, | o9 ..
- Sur () : [-@;—J—} = «5y—7+ q;%,
donc, sur S;(My)ona:
a \ a(}): * *
gy,‘] = oy +(q1‘ - Pj)X,

d'ou l'expression des E! :

'5}-,—‘ q,-p, %, —@{‘—“O‘y‘r—**"
* ij . Of * »ir -
2[':;\ }pi +[A DGQ.)@J{& }G;mr

*
Ces relations sont obtenues en tenant compte du fait que sur (f-ﬁo : f,(y}‘, pj)=0

* i
* 1 ja * * *
E;z{A }o; 72 +( )

(1.4.1.6):5

B)Expression des G, = A v Al
a,

De la détermination de y on a:




od *
5)1" q9;— Pi
141.7). G, = =A 5
A, A,
v)Déduction des §¢= Gi_E; :

De (1.4.1.6) et (1.4.1.7) on tire:

* i
} . 214 |} ,
aarsyd =22 4 lor 9%, AT PR T
4.1.8). s"’éj{ 9~ P 5 é’ijggr c”yj + 0. By P, +=£(}" Ji:)?{r
A,

1.4.2: Remarques:

1- De (1.4.1.4) et (1.4.1.8) et des propriétés de A, on peut déduire que
les intégrales doubles

o 2 s o
Is(xo)zjo d},3J'O dhpdg(x%;hy)
sont des fonctions continues et bornées indépendantes des fonctions inconnues (vg). Par

conséquent les formules de KIRCHHOFF (J,) constituent un systéme d'équations

intégrales linéaires d'inconnues (vg).

2-  Si I'hypersurface () était caractéristique pour L, alors on aurait:
%

2(y*,q,)=0 et les fonctions 5S(x§;lkh) seraient indépendantes des fonctions . Ce
sera le cas dans I'é¢tude du probleme de Cauchy caractéristique.

. o o
3- La présence du terme ——au dénominateur des ﬂs(xg;lh) ne pose
Ohy

pas de probleme d'aprés (1.4.1.4). Ce ne sera pas le cas dans ['étude du probléme de
Cauchy sur un conoide caractéristique ou -_%%I-« tend vers 0 au voisinage de C,,
OA;

1.5 DEVELOPPEMENTS LIMITES AU VOISINAGE DE Mo DES
FONCTIONS y* (x5 44, 05 (A)), 2 (553 41,95 (4,))s_As_ Ao, ET  LEURS

DERIVEES:




L'étude des intégrales doubles et triples dans les formules de KIRCHHOFF (J)

nécessite une étude particuliére du comportement, au voisinage de M, des fonctions:
o YxLALPI(A) el p(xiALpo(A,)  définissant  les  conoides

caractéristiques Cy; .
.« A Aeto
Notons: A(xZ; 1) le domaine défini par:
(x5) € Q
AN w(xZ 4,) <A <0; h=2]3
(A2,43) € [0, 7]x[0,27]

Nous désignerons par K et K' des fonctions bornées dans /\, qui peuvent étre

différentes selon leurs usages.

Note
On montre que pour toutes les fonctions étudiées dans ce paragraphe
et le suivant, on peut dériver termes a termes leurs développements limités au

voisinage de M,

1.5.1: Développements limités des fonctions YK et p;:

Le systéme intégral (1.3.2.3) définissant les conoides (; en coordonnées (yx) et

'hypothese (Hyy,), montrent qu'on peut obtenir les développements limités suivants au
voisinage de M,,.
* En A
B M= yhopid, KA
(1511) )’ yuo pl 1 . Oi ,
pi = pi +Cy(x;p))A + KA

Ou C, i(xg; pj.’) est un polynéme par rapport aux pj? et a coeflicients continus et

bornés de x,. D'ou, d'aprés la note précédente:

o o
W _veka, DLk
g Py
1 1 .
(1.5.1.2):{24&:—;)5’ + K4, _c_?_y;:#éwl + KA
éﬂ'l é’ph
2.2
L
Iy oDy




Les fonctions définies sur (7 peuvent s'exprimer aussi a l'aide des variables y!.
o

Dans ce cas, elles admettent un développement limité en fractions rationnelles
homogenes (fr.h.) en yi, s, ayant pour dénominateur une puissance de s, ou
i(r}")2 oﬂ7}i:yi—~y;. De (1.5.1.1) on tire:
Ay=-s+K's?
(1.5.1.3); pgz—i—+K‘s
F(xcf‘,éyi):yg—s*nLK‘sz

1.5.2:  Développements limités et propriétés de: A, A‘j et leurs dérivées

! T
- ; ; .Al ) e[ﬁ/: __”_-i-__épt’l Af‘ Uh,;{$2,3
sin A, sin A4 sind, J4,,

l
o
i

On pose A

En appliquant les résultats du §(1.5.1) a

3

a O (?Xi

_Du Y vl Y B DD |y &
D(AI,/’?Q,/’L";) j,k2 5/12 5/13 0’%2 513 @}j)
3

o

On obtient:

A=A+ KB =52+ K'S
(1.5.2.1):4 AL = p? 22 + K2

A} = (é* P ph) A+ KA

D'ou
! }
%:ﬁz—p.‘@K&:i%»K’

1.5.2.2):
(522004 o epii; N

A 4, s

En dérivant terme a terme on a;




Ok ; 5
L =) +K's~-
oy s )

2 .
I8 _ 98 +K's
oy oyl
(1.5.2.3): | .

‘_é_.. A__L — éz__%ﬂidw;_K'
Ayi\ A s 53

J AI! O [’ 7j '
o8 ot o

Des relations (1.5.2.1) a (1.5.2.3) on déduit le lemme suivant:

Lemme 1.5.1.
Au voisinage de A; =0 les fonctions suivantes sont continues et bornées:
= é_ll. A éi 1 o4& oA g (é{.) 33__?_.(,42)
BNV A ey ayiay oyl a ) T oy A

1.5.3 Développements limités de o et de ses dérivées:

De:
(}'::—————1 :—}‘—“FK:—}“FK'
T
« if
[A }:-é’f+Ki‘:-(§’4’+K‘s
ona.

w i S S ) . .

[A }r:———-+K:—-—-+K‘ et puisqu'on peut dériver termes a termes, on

s
i

obtient:




'3

ay' A8 s

* if
A\ S e K K

ay' 2o 8 s
2% f_ 31
ay'ay! s 5

2y oy’ s

do p? K_i+£<_‘

(1.5.3.1):

Les relations ci-dessus permettent d'énoncer:

Lemme 1.5.2:
Au voisinage de A;=0, les fonctions suivantes sont continues et bornées:

(01 L.
A0, ,11([/4 ]GJ 2 p 229 p
ay'

oy ’ ]é‘yié’yf’ : oy'ay’
1.6: ETUDE DES FONCTIONS o ; et US

L'étude spécifique des fonctions o et L, n'a pas été faite dans [B;], on n'en

avait pas besoin car le probléme était linéaire. Dans le probléme semi - linéaire qui nous
intéresse, les fonctions w; et Lg dépendent de la fonction inconnue, donc leur étude est

nécessaire.

1.6.1: Etude des fonctions (n;

Par définition:
L6.LY: @f(x&, A d) =8+ [ Plelda,

o {HL[HH}

Py ; : 1
o) J 03/: @)x 2

Les hypothéses faites sur les A’ etBi“S, permettent d'affirmer que les

Pl (xZ;4,,4,) sont deux fois dérivables par rappén a 'ensemble de leurs variables.




N .
5 2 0 ;
Posons: o, =—*, ! 0@ 9 p;

P B et pl, = h, =2,
ar, M T, P a,zh Pini 9,1,,(93,
(1.6.1.1) on tire:

De

W

A
ro_ 4 oo o
Wy = jo (pz @Dy, +[)1;,Cl)s)d/11

(1.6.1.2): 2
r - r .t r { r ! r {
Wy = jo (pl Wy + Py + Py g +plft1ws)dﬁ‘l
Le théoréme de dérivabilité sous le signe somme et les hypothéses faites sur les
r r
AM et B montrent que les fonctions o', 0, o, — Shb sont continues et
r s sh shl 7\1 }‘l

bornées dans /\.

Définition .

Dans toute la suite, on appellera :
- ‘ > cloonone . i g r
w l'une quelconque des fonctions {o, © sh’ sm}

r r
- ) . ©
~w l'une quelconque des fonctions { _}.\_Sll }f’m }
| |

De ce qui précéde, o et @ sont des fonctions continues et bornées de (x;1,,4,)

Lemme 1.6.1:

T Y
P Se ve Frrtinggc s s . ,
Sous les hypothéses (H,) et (Hy), les fonctions o A i) sont des

combinaisons linéaires, a coefficients continus et bornés, de wet @ .
Preuve:
. do’
i) Cas de —2:
, o'
dw, 0w, A, N, dw _A, dw, B .
L= — ', donc
&' é’,f{j &' A 0% A é’/‘i
Jw. A, A
(1.6.1.3): —E);‘—z—-'—pfw‘, +—+ ',
& A A
1 h
A
Posons  d =p,"§~’— et b'=1,~~ona:
A

’

(1.6.1.3)' ;} =a,w, +b"a;

est une combinaisons linéaire de w et @  a coeflicients air[ et bﬁ‘ continus et bornés

¥

(lemme 1.5.1)
62

ii) casde 2

.
T

Gy@yJ

En dérivant I'expression (1.6.1.3) par rapport a yj on obtient:




A0

(1.6.1.4) m i @y +b;f:,w'5’j,+(’f'1 W'y, Ol
Ay
Z (P;, ‘2;) AL ALAl
7 _ pm}! +p£pm =g
Giim = Ayl A?
y
Al
ALA 5[?\‘_)
/
Biim :Z}p,’j ot ay’
1
C’" ALY
N

%7 ~ «Ih

D'apres le lemme (1.5.1) les fonctions suivantes  ajjm = Kla bijm = A 2pth

Um’ "ym

* hi
et Cjj = ?»QIC;EI sont continues et bornées, et comme:

2 wr wrh « il
(59"&)( m d a)r
(16]5) /‘tl ; Aj = dijm a);" +bijm __S_}‘_+ Cy shil
y }’ l} A’l
o |
$_ est une combinaison linéaire des fonctions @ et &

On en déduit que : &) -—
dy' oy’

a coeflicients continus et bornés.

1.6.2: Fonctions L :

Proposition 1.6

¥, . ] . 7\.}1 ?\-S N N . S crer v
Si les fonctions A™" et B'” satisfont aux hypothéses H, et Hy,, alors les
| fonctions & LrS sont des combinaisons linéaires, a coefficients continus et bornés, de w

el @

Démonstration:

z {A };; ’ {éﬁ" H

2y'ay’ ay'

En développant: Ly = o o = 0w, on obtient:

¢ e st A B R i, e S e L T b 1 S KA orm e e 2 s e e s o e s b 4



P o0
Bhalhad BRFRY; Ahahad BNREYL
oy ey’ ay' 7

=
~
i
|
S
e
+
o
]

Ve =~ i + iad S
i ay oy dy
Le lemme 1.5.2 montre que les fonctions suivantes:
»1f '
A
a =—a’
A
x ir

J B, =AR avecA=1,3(-1+K1,), K borné

*

7, =By;

Sont continues et bornées. Comme les A L‘rS sont données par:

' - xij azw; ®1r (703; *T l
(1.6.2.1): AL =« M&yi j+ﬁt AR TRCH
oy
(1.6.1.3") et (1.6.1.5) permettent alors d'écrire:
| oM | of
) . r__ . r_.m rh sh > shl
(1L62.2): AL =a o  +b A " +C "
*ij*f *i[’ xf

S . !
ou- 4, =« allll‘+ﬁt 4im TV m

*ij*rh *ir

rh _ .. h
bm = bgjm"i*ﬁm bl
*IJ *hl
éll - C
=Q ij

sont des fonctions continues et bornées.
En conclusion: La relation (1.6.2.2) montre que les fonctions A LrS sont des

combinaisons linéaires de @ et @ a coefficients continus et bornés.

R oo ot s




1.6.3 Conséquences des résultats précédents:

Dans le cas du probléme de Cauchy linéaire a données sur une hypersurface

spatiale (§ 1.4) les développements limités du § 1.5 permettent d'obtenir les résultats

suivants:
kK Kk
T —
LS - ;“%’“ — ;2*
o %
E! bi =
A 112} (ps ,2,1 ] ]
(1.6.3.1): o
Ai—gd}:—smzﬁ BTk,
. L }=l i
J, = E_;'[Al - ;V’ A’jJ: sin Ay @+ kA
“vh




CHAPITRE 2

PROBLEME DE CAUCHY SUR UN CONOIDE
CARACTERISTIQUE POUR DES EQUATIONS LINEAIRES
A”"“(xa)DMv, + B;’“"(xa)l)lvs + f,(x%)=0 dans D

ric,” Pr (x)

Dans ce chapitre, on rappelle les résultats obtenus dans [B], relatifs au probléme
de Cauchy linéaire a données sur un conoide caractéristique (.

On suppose que {, a pour équation x° = d)(xi), de sommet O(x%=0) et orienté

vers les x° positifs.
On pose Dy = {(x“’,xi) e IR4/ d)(xi) < X% <+eo}

Quelles circonstances nouvelles se présentent lorsqu'on passe d'un probléme de
Cauchy a données sur une hypersurface spatiale (schéma 1) a un probléeme de Cauchy a

données sur un conoide caractéristique (schéma 2) ?

SO(Mo)

Schéma 1

On fait facilement les constats suivants;
1- Le probléme de Cauchy doit étre posé autrement qu'en (1.0). En effet, C,
étant caractéristique pour l'opérateur L = A M (x% )D;,, les relations (1.2.1.2) montrent




qu'on ne peut se donner arbitrairement v, et ~—£— sur (. Le probléme n'étant, ici,
Ox

(5’ ‘)l’ I
ox°
de parametre A |, a I'équation différentielle suivante (voir 1.2.1.2").

e 20 o[ ] 20

possible que si ¢, =V,

e ety = ¢ satisfont, sur chaque bicaractéristique de C,
[¢] (%

(2.0.1):

[B,i‘]%ﬂﬁ:o

Ceci nous conduit donc a poser le probléme de Cauchy a données sur un conoide
caractéristique de la maniére suivante:

Déterminer des fonctions (v,) satisfaisant au probléme suivant:

AM (x¥) Dy v, + BS(x®) Dy, + f.(x%) =0 dans D,
(2.0.2): ;_
Ve 00: @ (x")

2 - O(xg‘=0) étant un point singulier pour C,, de nouvelles hypothéses, sur les

données de Cauchy @, sont nécessaires. C'est ainsi que nous considérerons les ¢y
comme des restrictions, a C,, des fonctions arbitraires ¥_(x“) définies sur D

3 - Dans le cas du probléme de Cauchy sur une hypersurface spatiale (schéma 1),
on voit que si Mo(xg‘) tend vers un point P(§%) € 4, les dimensions de (G"M tendent
uniformément vers 0, ou, en d'autres termes, la fonction Y(x,;A,) définissant S (M)

tend vers 0.
Par contre, dans le cas du probleme de Cauchy sur un conoide caractéristique €,

quand Mo(xg) tend vers un point P(*) e €., on constate que:

- D'une part, la portion de conoide (C"ﬁu ) comprise entre M et (, garde des
dimensions qui ne tendent pas vers 0.

- D'autre part, au voisinage de (,, certaines bicaractéristiques de (57 deviennent

"paralieles” a celles de (,, d'ou la nécessité d'introduire un nouveau parametre Ay tel que
la bicaractéristique By, de contact entre C; et {; corresponde a la valeur A, = 0.

Ce qui précéde nous conduira a introduire des nouvelles hypotheses sur C,,.

Ce chapitre se subdivise en quatre sections:

- Dans la section 2.1; nous énongons les nouvelles hypothéses associées au
probléme de Cauchy caractéristique et €crivons les formules de KIRCHHOFF pour ce

probléme.
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- La section 2.2 est réservée au rappel de I'étude faite dans [B,] des 2-surfaces
S.M,) :C’—M—O e CO.

- En s'appuyant sur les résultats de la section 2.2, nous montrons dans la section
2.3 que les intégrales doubles:

27 0 (% pil A OV
1,(xE)=["dA[dAE| A, - == A

oA,
Sont des fonctions continues et bornées, et prennent les valeurs 4mpS(E_,i) sur C, quand

M, (x5 ) tend vers PEY) & C,,
- Enfin, nous terminons le chapitre en démontrant, dans la section 2.4, qu'au

voisinage de C,, les intégrales triples tendent vers zéro.

2.1:  FORMULES DE KIRCHHOFF

2.1.1: Hypotheses (H»).

Considérons le probléme de Cauchy (2.0.2) on:
i)- ¢ est le demi-conoide caractéristique pour l'opératenr L =A™ (x*)Dy,, de
sommet O(x* = 0), orienté vers les x© positifs et d'équation: x° = g(x}).
* Soit Sun domaine fermé et borné de (, tel que:
o
I- Oe 8.
[ ¢
2- SiP e 8§ alors le segment de bicaractéristique OP < 5 .
3- Pne contient que O comme point singulier de ¢ .
4

1

Les demi-conoides 85 (P e 8°) nont que P comme point singulier
sur le segment de bicaractéristiqiie OP.
ii)- £2c< D, est un ouvert de IR voisinage de O(x* = 0), satisfaisant a la propriété
suivante dite de causalité:

VM, (x]) € Q ona: (0 ) < Q.
jij)- L=A™M (x*)Dyy AM Bi“s et f, satisfont aux hypothéses (H,) dans £2
iv)- Les AM satisfonten O a: A®(0)=1, A%(0)=0et A(0)= -5,
v) Les fonctions (pr(xi) sont des restrictions au domained de C,  des fonctions
arbitraires ¥, (x*)avec v, (x*) € B2 ().




Conséquences de ces hypothéses:

. L : 0 . :
- Cy étant d'équation x0=¢(x!), en posant q; :—% et conformément aux relations
ox

(1.1.2.3) du § 1.1, les bicaractéristiques de (, issues de O de paramétres A (A, > 0) ont
pour représentations parameétriques x>‘(A1,q?) et qi(/\,,q?) qui sont solutions du
systéme intégral:

a oy — [Mopa
x¥(Ay,q7) = [ TN,

(2.1.11): )
gi(A1,gf) = qf + | RdA,
» 1{ad a4
ou T =A% + A%, | R =-—| —=~g¢.
1{ 1{‘ 2(&1 ]; Ij&o)

avec 2(x*,q.) = A% +24%, + A‘;j%(]; etﬁ(o,q?) =0

Cette derniere égalité permet d'introduire des paramétres A, ¢ A, correspondant aux
paramétres A, ot A, définis sur C’M'-O, et tels que C; admette une représentation

paramétrique de la forme:

A_ X
(2.1.1.2): {"‘ =x" (A Ay
Qi = qi(ALAy)

) h=273

- En coordonnées (yP) associées aux points Mo(xg') introduites au §1.3.2 on suppose
que (', admet pour équation:
Yo =g (xZ.y'), el on pose
(2.1.1.3): <, §¢,‘

2.1.2: Représentation paramétrique de S,(M,):

Les 2-surfaces Sy(My) = O3 m C, ont pour équation la solution en A; de

I'4quation suivante:
YOS A, )~ ¢ (x5 (81 4y, 4,)) = O posons

2121 F (xF 20, A) = Yo (5 AL A = ¢ (x50 (xE5 A0, A))
& * 00 « Ol x i *
ona:—éi—z A +A (pi+g)+4 pPiq;
|
» 00 » 0i * if
o Cyr €tant carackristique, ona: A +24 p;+ A4 pp;=0
ais: : .
* OO x O!f *lf

¢ o €tant caracgristiqgue, ona: A +2 A q; +A4 q;q I 0

Donc;




aJ Pty '
2122 — =——A4 (p;—qg. W p; —¢
( ) {%(W) ;A i=9)(p;=aq,)
* 1
Comme la forme quadratique A Y;Yest définie négative on a:

VMg ¢ 0y, My € Q, —%Z—>O d'ou le lemme suivant; [B]:
OAl

Lemme 2.1.1:

Pour tout M, € 2 M, & C,, les 2-surfaces S,(M,) peuvent étre représentées

par une équation:

(2.1.2.3) {l‘ =y{xA,) h=2,3  avec

[yl <kx?, kconstante

2.1.3: Formules de KIRCHHOFF:
€) étant un domaine causal, le lemme 2.1.1 permet d'énoncer la proposition

suivante:

Proposition 2.1.3.1:

[Je Si les hypotheses (Ho) sont satisfaites pour le probléme de Cauchy (2.0.2) dans 2
e Siles fonctions (vy) sont une solution du méme probléme de Cauchy dans Q2
Alors: ¥V M (xJ) € Q, ona:

() 4xvy(e) = [T [Tsindy.dds [ an s[5+ 01, )) ¢ [Ty [Fdand,

ou:

é

*if
‘ A * %l &';go* {A }6{,} * it
a. . A . - * . ) *
‘9s(xo :’1}':) - ﬁ(([y pa) {A }oi é)y/ (?yj (ﬂr +OZ{B’ }pi
A,

Relations obtenues en faisant dans (1.4.1.8), i(xx ,q; )=0, car Cy est caractéristique.

Remarque:
*
D'aprés ce qui précede, les fonctions I sont indépendantes des fonctions . par

conséquent, dans les fonctions E; (relation (1.4.1.6)), on peut choisir arbitrairement les
* *

valeurs des fonctions x . Pour des raisons de simplicité, nous choisirons x = 0 dans les

E.. Ceci permet d'écrire les E_ sous la forme suivante:




i
. * *y ,é’(/)* * i .
2132) El=ee 4 Il g 8 g |
oy’ oy’

2.1.4: Paramétrage de la bicaractéristique B,a = @P_ nC,, ped

<

La relation (2.1.2.2) montre que la fonction —g;l——(:;z) tend vers 0, lorsque
i

Mo(xg) tend vers P(E%) € (, Par conséquent les fonctions Ss(xg;}\h) (relation

2.1.3.1), ne sont pas bornées; ce qui rend difficile I'étude des intégrales doubles.

Dans [B,], F. CAGNAC a montré que cette difficulté ne se rencontre que sur les
bicaractéristiques "paralléles” a la bicaractéristique By qui sont les seules a s'éloigner; ce
qui nous pousse a choisir un paramétrage spécial pour By, Rappelons briévement le
procedé:

- Développons la fonction 7 (x7 1A, Ap) dans (2.1.2.1).

Ona:
&AL =y + A = ¢ (& y - pPA +K' B); K borné.
. O * )
=y; - ¢*(x£‘;y"o)+/1{l+p?—é%(x§;yé)+f<'ﬂx}
Posons:

I, = ~§?T(x}f;yj ); pour P(x;) e C,, voisinde Mg

oy r

e (e

On démontre, dans [B], qu'il existe un domaine defini par:

-—

M <kisp
n= Max}xg - le <kys, ouJ(xgihy,Ay) peut s écrire:

¢ * i 3 o K K'
2.1.4.1): J(Ap =12 -¢ (xf;yow[v—zpf I+ = |2+ =
IES 4 p

ot k; et k, sont des constantes, K et K' des fonctions bornées.
Procédons a un changement de parametre sur (fm- . Pour cela, introduisons une matrice

orthogonale (cx;,) telle que:




ay =T1;, det( a}) =1, posons pf = dip? ol

(2.1.4.2): < pr =sin Ay cosdy
Py = sin Ay sin Ay

pP3 =cosdy

Comme conséquence de ce changement, on a:
3
=Y pf T, = 1-cosdy,
i=]

alors la bicaracténstique de contact B entre (; et ¢, correspond a la valeur: Ay = 0.

o

La relation (2.1.4.1.) devient:

K' o
+—77{ et on en déduit que:

¢ * . K
J(A) =y ¢ (& )+ 1-cos/12r+;—},%l[ ;
, p

p

A< ks y '
A<k, 3ﬁ:1-c0322.+£[2,{+£?]

.\,\p .Sp

(2.1.4.3):
n< kzsp
L : oJ L
Ce dernier résultat permet de minorer -—— dans un certain voisinage de M, donc
1

& 4,) dans ce voisinage. Seulement ceci ne concerne que la partie de

o

de majorer les J(x

S,(M,) qui est voisine de M.
Pour pouvoir majorer J(xZ;4,,) au voisinage de tout By, une étude précise des

2-surfaces S (M,) s'était imposée dans [B|]. Dans la section suivante, nous rappelons

briévement les résultats de cette étude.

2.2 : ETUDE DES 2-SURFACES S,(M,).

Comme nous l'avons dit dans le §2.1.4, la difficulté dans I'étude des intégrales
doubles réside dans le fait que :
. od
"Si My(x§) tend vers P(E%) elly, alors T tend vers 0", car les p; tendent

*

vers g, ; en d'autres termes, 4 la limite (5 et £ sont tangents tout au long de leur

intersection. Au voisinage de cette imite, S (M,) peut, & priori, avolir toutes les

singularités possibles. S'il est possible de dire quelque chose, ici, ¢'est parce que,
Cy, €t C, sont des solutions de la méme équation des hypersurfaces caractéristiques.

Lorsque M (xg‘) est au voisinage de P(&%) €8y, les 2-surfaces S, (M,) ont

I'allure de "boudins” qui s'allongent tout le long de la bicaractéristique de contact B,
entre (5 et (¢ (voir schéma 3).

Dans [B;], F. CAGNAC a fait l'étude des 2-surfaces S, (M) en denx élapes :




- la premiere étape consiste a faire tendre Mo(x(‘f) vers un point

P(£Y) e(?o—{O}. On mtroduit, pour cela, un systéme de coordonnées (Ck) dans lequel la
bicaractéristique de contact By, entre ('; et ) est représentée par des équations :

¢'=¢"=0
¢'=40.0.5
ou ¥ = ¢ (') est I'équation de C, en coordonnées (C*). Dans ce systéme de
coordonnées, on montre que S,(M,) admet une représentation paramétrique
A =pd, h=23
p= ’a)"(MO,a,§3) ol : {a' = cosa

& =sina

sauf aux voisinages de M, et de O.

Aux voisinages de M, et de O, il y a deux "calottes" (voir schéma 3) pour
lesquelles on ne peut utiliser la représentation précédente.

- Du coté de M, on utilisera la représentation : A, = y(x; A,) déterminée
précédemment.

- Du cdété de O, on utilisera une représentation analogue au moyen des
parameétres A; de (g5 A, =¥Y(x2,A,).

On aura aussi besoin de développements limités de la fonction @(M,; a,{’) qui
représente Sy(M,).

* Au voisinage de M,, c'est-a-dire quand {30, ces développements limités ne
s'écrivent de fagon commode qu'en associant a chaque point M_(x.) voisin de (g, un

point P(%) bien déterminé de C,; ce qui conduira & introduire des coordonnées (&', 1)
pour repérer M.

" L'étude précédente de S,(M,) ne vaut que pour M, contenu dans un voisinage de
{, de la forme :

3
O<wu<es,, (on:u=x,—g(x))ets, = [>(x)*), et c=c"
i=1

* Pour terminer ['étude de Sy(M,), quand M, est voisin de (', il reste une deuxieme

étape, qui consiste a étudier So(M,) quand M, est voisin de O et uxcs,,.

Etudions donc ces deux étapes.




Al

2.2.1 Etude des So(Mp) quand Mg est contenu dans un voisinage de ( de
laforme O<u<es,,

"

(votr schéma 4).

A) Définition du systéme de coordonnées (ZA).

Pour P(£%) e’ y—{0}, soit (z*) le systéme de coordonnées associé a P, clest-a-

dire tel que :

A_ 04
2" =a,"(p)xt.

Alors, la bicaractéristique B, =¢; n(, admet la représentation paramétrique :
*
. . . ﬁ :
2.2.11: YA )=y (x® =% 4 = pp! = m (&), ou ;= —E—fj-—(z},).
- Maintenant, faisons correspondre 4 tout point de By,, de parametre A=), une matrice
}';"(;‘i,ﬂ) telle que :
oy 1

au i
\/ 3 (L)
=1 OH

(2.2.1:2): <iiy ( }'}) est une matrice orthogonale

i 7h=

ity Les yf,(fj 1), h=1, 2 sont trois fois différentiables,

- Alors, en associant aux quatre nombres (C?*). un point de coordonnées (zx) par les
formules :

2=y (&) e =12

2)=¢

(2.2.1.3):




on a le lemme suivant, démontré dans [B].

Lemme 2.2.1.

1l existe un voisinage V(B,) de B, tel que :
- (2.2.1.3) définit un changement de coordonnées dans V(B,).
- Les fonctions {1(&21) et £l &.4) sont trois fois différentiables et a dérivées bornées.
- V(B,) est causal, c'est-a-dire que : YM,, € V(B,), ona. ((r‘ﬁo ) C V(B,).

Ce lemme permet donc dutiliser les coordonnées ({M) pour représenter ((’?ﬁo yet
pour €tudier Sy(M,), si My € V(B ).

B) Coordonnées (¢, ) de M,

Pour les raisons évoquées a l'introduction du §2.2, a tout point M voisin de €,

on associe un point PECQ ; ce sera le point P tel que dans le systéme de coordonnées

(z7¥) relatif & P, les coordonnées Zj de M, sont :

=7 i=12,3
@214 {° 7
2=z, +1

En effet, on démontre dans [B ] le lemme suivant :




Mo
S (M)
| R )
4
CMQ < /
‘p
3
f =p°+ mu
Schéma en ‘0:?[0,;3)
projction k.:q{xsym M=Y[Ay)
surl'espace ‘, P g\
des Xl Bﬂ&) \wﬁ B(O)
LN

Schéma 3,




Lemme 2.2.2.

1l existe un domaine Wy défini par .
0su<es
(xbyel,, ¢ =c® et u=x)—-¢(x)
tel que :

A tout M, eW ), correspond un point P(£%) e(y et un seul tel que : Zg = :’Z




On pose : Z, = zl‘i + 7. Alors, ona -

Lemme 2.2.3. [B4].
1l existe un domaine W LWy défini par :
0<u<es,, c,=Cresc; felque :

i) (éi L) constitue un systéme de coordonnées dans W

i VM,eW, ona: ((?

M, ) < V(B,), ou sont définies les coordonnées (. gflj. ’

C) Equations de ({3}\7{0) et ¢ _en coordonnées (Cl).

i) Equation de ((BMO ):

Le précédent lemme permet de déterminer une représentation paramétrique de

(Gﬁo ), en coordonnées (CK), que nous noterons comme dans [B]:

(2.2.1.5): P =F(&,7,¢), avec

- F trois fois différentiable, saufen (=0, et ses dérivées premiéres bornées.

- Fet %—{% admettent des développements limités en i de la forme :
F(E ¢y =20(8) + 7 -5+ K(5+7)*

(2.2.1.6) o
é—i =1+K(5+1)
ou

3.
ouKboméet 5= f (¢)2.
i=1

ii) Equation de €2

La partie de €y contenue dans V(B) admet en coordonnées ((;7‘) une équation
de la forme :
¢ =9(&.¢) ou:

*
W =920
avec: ¢ 3 fois différentiable sauf au point O(G1={2=0, 3= 1i,(E)),
~ou:

Ho(EY) est la valeur du parametre A =1 au point O sur la bicaractéristique B, de (.
D) Equationde S,(M,)=(Cy )NE,.

Pour tout M, eW,, S, (M) a pour équation - F(& 7,¢)-¢(&.¢) =0

En introduisant les variables p et o définies par Ch=pah ou al=cosa et

2.2.17)

a?=sina on a démontré le lemme suivant, dans [B] :

Lemme 2.2.4.




Il existe des constantes |, m, ky et ks telles que pour tout M,eW 5 et dans le

domaine :
sy > > py +mu, u=xS - $(x)
S,(M,) admet une représentation paramétrique :

p=of ﬁﬁ, Q, 43) telle que :
i) w est trois jois différentiable,
ii) o satisfait aux inégalités :
2.2.1.8): K, JE\/Mm (¢l¢?) <@< le/ﬂ\/Mm (12¢?), ¢°=E - ug

iii) o est %‘l admettent les développements limités suivants :

— _ = [2B@) Ji
it T (607

(2.2.1.9) «
é’a)_ ] B(&) Ju
N \24(a ) \/Mm ]@lé”ﬂ
Kbamé
B¢ =2E(£,0,0.8)
avec <

AE 0, Py=d" ﬁ%(f’,o,o, 2
oir G(&,¢)=F(&,0,{)-9&.¢)

Enfin, on a les majorations :

l‘—é%%K; %<K;’ Dol < K et
(2.2.1.10)

- Min{¢?] )

¥ 7

Pour les difficultés qui se présentent au voisinage de M, on utilise encore la
représentation paramétrique : p = 6(§i ,ﬁ,a,C3).

De [B,] on a le lemme suivant, relatif aux développements limités de p quand 3
tend vers O.

Lemme 2.2.5.

11 existe des constantes ko, Ky et 1 telles que :
pour tout MyeW, et dans le domaine : 0 = §3 - -lsy; '
SoM,) admet la représentation paraméirique : p = o ,ﬁ,(x,(;3 ), avec !




he RV

o fli o) < e il

* w et ses dérivées admettent des développements limités -
&)

(2.2.111) S j?:"\/;%*“fg(zw!ﬂ)
= 3

A

%Zg(n«%!f’)

\ é%:%(m—lf!), avec K borné.

@=Jalw-2 [H{?(w
=0

Définition.

La partie de So(M,) se tronvant dans le domaine 0 - < Hot i, réunion des

deux domaines définis dans les lemmes (2.2.4-5) sur lequel  Sy(M,) admet la
représentation paramétrique : p = 6)"(?;',11',(1,@3), sera appelée le corps de Sy(My) et

notée C(S,).
. Il reste a étudier Sy(M,) dans les domaines :
* 3 20, bout de So(M,) du cdté de My, noté : B(M,,).

* 3 < L, tmu; bout de Sy(M,) du coté de O, noté B(O).
Pour ces deux bouts, on a les lemmes suivants (démontrés dans [B1]) :

Lemme 2.2.6 : Bout B(MQ)

Pour tout MyeW, et dans le domaine {320,

- il existe une constante k telle que : g?g >k >0
}

- So(My) admet la représentation paramétrique : Ay = (x5, A,), h'=2', 3" telle que:




“+
4

\ 0 i
]le < Ku, otu= Xg ™ ¢(x0)

(22.1.12) §4'5> A

O
ig/%’//— < Ku, K etxl‘o des constantes.
h
- La frontiére (I) d'équation (3=0, entre BM,y) et C(Sy) peut étre représentée par une
équation :
/12, = }f(xg,/ly), avec
(2.2.1.13)

y dérivable et ly(}tB‘) ! < Ku.

Lemme 2.2.7: Bout B(O).

Pour tout M, eW; et dans le domaine < i+ mu;

- So(M) admet la représentation paramétrique : A, = W(x3, A, ). avec h=2, 3.
(A}, Ap) les paramétres du demi-conoide

- Il existe des constantes K et A', telles que sur S, (M) ona :

Ay < Ku
(2.2.1.14) {A,> A

oy
1OA

Récapitulons les résultats obtenus lorsque My — P e ( O~{O} dans le théoreme sutvant :

<Ku , u:xg —¢(xé).

Théoréme 2.1.

1l existe une constante C3 <C,, telle que si M, est dans le domaine W5 défini
par:
0 <u <(C;s, on peut représenter S,(M,):
i) dans le domaine (320, coordonnées (A2, A3y, par 'équation :
= \y(xg,}k w), h'=2', 3" tel que les résultats du lemme (2.2.6) soient satisfaits.

31) Dans le domaine (}>C3>u,,+mu. coordonmées (a, £3), par l'équation :

p= co(é’; u,a,0> ), tel que soient satisfaits les lemmes (2.2.4-5).

iii) Dans le domaine (3<sp +mu, coordonndées (Ay, Az), par l'équation :
A, =W(xg,A), h=2, 3, tel que soit satisfait le lemme (2.2.7).

2.2.2 Etude de So(Mo) quand M, (x,) tend vers 0.

On démontre dans [B1], le théoréme suivant :




Théoréme 2.2.

Quelque soit la constante ¢ <3, il existe une constante y(c) et des constantes

k, k' et K positives telles que :

U2y,
pour M, dans le domaine : §
Xo < 2(¢)
- S,(M,) admel une représentation paramétrique Ay = \u(xg,?th), h=2, 3,
—gj}:*) k>0, k'xg <u, ol u=xg - g(xh)
oy - 0
-(2.2.2.]) a0, <Ku, s5<2x;
L) < Ku.

2.3 ETUDE DES INTEGRALES DOUBLES.

Nous appliquons, dans ce paragraphe, les résultats des théorémes 2.1 et 2.2 a

I'étude des intégrales doubles :
27 . i 074 )
[s(xg) = j() Td’q’BjO”d/{E“‘)S(xg:’?”h)v ou. ‘ys = ["s(Ali “E%Ali )

* *

Les J étant indépendants des i, en prenant =0 dans les E'S, on obtient :

P o | it :
(2.3.0.1) E‘;:~E}—j—{A”]¢)r+o’;g;, ol

* é’{/;?}
. *“ aw * $. *
S Y r_ it

TTr

sont des fonctions bornées d'aprés les hypothéses faites sur les A et @, (x").
p yp r

Par conséquent, les relations (1.6.3.1) restent valables pour les E;. Doncona:

o ow
(2.3.0.2) E;:i—"zl—(oﬁf , K borné.

2.3.1 Etude des [ (x, ) dans le domaine : u<csg.

Conformément aux conclusions du théoréeme 2.1, on partage le domaine
d'intégration en trois parties. On a
as _ 9 0o
1,(x¢) = j | sty A3d2as + 1. (s ARl + f jB( 0, 2302,

fsp '{sc "xU

Les calculs faits dans [B ] conduisent aux résultats suivants -

A AR I SN e B i e ©




a) Etude des I§E’ domaine £320.

On passe aux variables A,, A,, d'ou
_ (27 z il A Oy
I, =] "d ,13,}%‘)4 Az.ES[Ai ~-§/~1—;}-Ai)

JSP

On trouve -

*
5'Sp =sin Ay @, + KA, ouencore:

(23.LL) (' =sindy o+ K'yu, carici A = ku

U= xg — ¢ (x}), K|, K'| etk borrées.

En intégrant, on obtient :
(231D 1, (xg) =279, (&"Y+Ku , K borné

b) Etude des Iggi domaine O>C3>uﬁ+mu,

En passant aux variables o, ¢3; ona:

DAy Az) v_Ov
— A ——— A"
() -

Décomposant le domaine O>(;3>ue+mu, comme dans les lemmes (2.2.4-5), on a

I, = j;’ ¢ [ da. E

D+mu

D,

obtenu les reésultats suivants dans [B].

1) Dans le domaine -1s.>C3>p +mu,

D(%y.hy) ( I Oy h’) i T -

° Com [l eSS AL — AT | vérifie I'égalite :

i (D(a,§3) )SQ i o, i g
(2.2.1.2)) D; =K'Yu Min(;c;3|,c;'3),1<'bomée.

o Y

1 _ P ko ;
o E = 2 Ps+y, k' bornée.

Comme dans ce domaine 7:1— = ;vé—(-j—- (k" bornée), ona -
1

(2.3.1.29) E; = ko(l-ch T&ﬂ ko bornée.

Par conséquent :

iy i AT o e s LT - PP P S b+




e, ——DE'wk\/'{

. k bornée.
Ig?’!
En intégrant on obtient :
(2.3.1.2) Iy, = K«‘—/-g—, K bornée.

s

11) Dans le domaine -ISQ<Q3<O :

La, aussi, dans [B], on a obtenu le résultat suivant:

ho h X
(23131.) D; = Zla 0;1/11{71 2§i+y i+ «,/v?H»ig
ou: 0‘{:}/[(530)‘
o T (W ~2CI)+7§

(2.3.1.3,) E‘=c0§(§)0" T

2
2

-¢y 50(“1”1531)'

Ces relations sont obtenues a partir de :

A= =@ -1+ [

’a/*\/u(u—2§)+}f s

K
p, (u+
(2.3.1.35) i-¢
0, (2 (. 2)) = 0.+ E(u+| )
1

, avec K bornée.

m

D'ou :

2.3.134) Jy, = DE = TSR
(23:134) se, %(5) 0 S s

En intégrant, on obtient :
0 2 5 i 1"
23.13) I, = j'&cd Gl ady, = 2mp, 8 Kj‘%

En conclusion :

Dans le domaine 0¢3 ~ Hotmu, ona:

(2314) ]sc = }sc, +]sc2 = 2”@3(55)+K%



¢) Etude des /_dans le domaine {3<p+mu.

En passant aux variables A,, A;, ona:

D(4, »lz»))

fso = jj(Az,A;)ewmd Aad A3E;I(m;5 (Al' e A/S)

SG i (;%h i
2]
En utilisant les égalités suivantes, valables dans ce domaine -
Ay =ku
(2.3.1.5) k
Yol =22 )k, bornées
/{i SO -

On montre dans [B|] que :

D =K\ =Ky, B =5

0

u? o
7, d'ou en intégrant :
1]

Donc ‘9.8'0 =K' S

(2.3.15) ]‘%:Kj‘,;, avec: K, K,, K5, K', K bornées.

Conclusion.
Dans le domaine u<Cs,, ona :
(2316) I,(x0)=4mpy(&)+ K{‘i—, K bornée.

s

2.3.2 Etude de /((x;') quand M, tend vers O.

u= sy
Dans le domaine 0 ,ona:
, Yo <x(©)
—%/—f— > K >0 ; donc en utilisant (2.3.0.2), on obtient :
I

*

(2.3.2.1) J =sinA, p,+K'4,, ezcommeﬂ,:K“xg.

En intégrant, ona :
(2.3.2.1) I,(x3)=4mp,(0,0,00+ Kx., K'.K" K bornées

Remargues @

1- K représentant des fonctions bornées, les égalités (2.3.1.6) et (2.3.2.1) montrent que

les fonctions 1 sont continues et bornées , et prennent les valeurs 4nog sur J.




2- Nous verrons que dans le cas des problémes semi-linéaires, les fonctions K des
relations (2.3.1.6) et (2.3.2.1) dépendent de la fonction inconnue par I'intermédiaire des
fonctions ® ;

0
wixg . Ay)
Pour résoudre, par la méthode des approximations successives, les équations

2
2.4: ETUDE DE LA FONCTION U(x{) = j0§x3j:dx2 sin g | dr
intégrales ( Jg), il est nécessaire de montrer que si My (x') € tend vers un point de €y,

la fonction (xg ) est majorée par une fonction qui tend vers zéro. Pour montrer qu'il
existe une telle fonction, on applique a ((?MO) (domaine des intégrales triples) la méme

décomposition que pour la 2-surface S(M,,). C'est ainsi que dans [B], on a obtenu les

résultats suivants :

2.4.1 : Dans le domaine u<Cs,.

Appelons :
B A, = ledomaine de (€ :’70) défini par §3 20,

B, = le domaine de (€ i) défini par: Q> §3 > g +mu,
By = le domaine de (Cy7 ) défini par & < g +mu,

Dou:
(xea) = m’ﬁM sin A,dA,dAsdA, +HL90 sin A,dA,dAdA, + ﬁjﬁo sin A,dA,dAzdA,.
0 "

Up U
()( p ¢ O

a) Cas de U‘Q.;.(;3 >0,

En utilisant les variables 4}, A5, ef 15 et le fait que
|4, < Kju; K, = C*;u = x; - ¢(x;), on a montré dans [B] que :

2.4.11): U,(x8)<K'u, K'=C*.

b) Cas de Uc_:__0>f;3 > U +mu,

En utilisant les variables p, o, 3 et la décomposition faite au §2.3 de ce domaine,

on montre dans [Bj] que:

(2.4.12) U, (xf)y<K'ulLogu|. K =cte

¢) Cas de U_Q;_C_,3 < g +mu, -

ke i S P AT b & B S T v K S W P MO L L e b e hab 4 ek K s



On utilise les variables A}, A,, A5 et le fait que
A ="(x5,A) <Kyu, K, =C", cequidonne dans [B] :
(2.4.1.3) Uglxy)<K'u.

On conclut : Dans le domaine usCs,, ona:
(2.4.1.4) U(xg) <K'ulLogul.

2.4.2 Dans le domaine v >csy et xg < x(c).

Iei, |w(xy,4,)| < Koxy, Ky =C*
Ona:
2 T - 0
(xg)=J."dAs [ dA,ysin A, j%

Soit :
(24.2.1) U(x§)<K'x)

‘f? "Ah)

d, <[ dAs [T dAysin 4, [ dA

Résumons les résultats des §2.3 et §2.4.

Pour ¢ <C5 (C5 constante déterminée au §2.2), ona:

o Dansle domaine : u < csg,

2 , 0 .
U(x§) = Jo ﬂdl3joﬂd22 sin A, jv/(k’é‘,i;,) dA, < K'u|lLogul

1(x&) = J'Ozﬁdﬁ.}j:dlz J, =4mp, + k‘--@

Vs
o Dans le domaine: u> e et xg < 7(¢)
U(x&)y<K'xg

1(x&) =4mp, +k'xy , K' constante et k' bornée.

(2.4.3) |




PARTIE B

PROBLEME DE CAUCHY SEMI-LINEAIRE
SUR UN CONOIDE CARACTERISTIQUE

A"“‘(xa)Diﬂv +f(x*,v,Dv)=0

Vo = o)




Chapitre 3

ETABLISSEMENT DES FORMULES DE
KIRCHHOFF POUR LE PROBLEME DE CAUCHY
SEMI-LINEAIRE HYPERBOLIQUE
AM (x YDy + £ 0, D) = 0

Ve = 7| o= p(x")

0

Dans cette deuxiéme partie, nous étudions le probléme de Cauchy semi-linéaire,
objet de ce travail. Ce chapitre est composé de deux sections :
- Dans la section 3.1, apres avoir posé le probléme, nous montrons qu'il est nécessaire de
dériver trois fois l'équation semi-linéaire pour pouvoir appliquer la méthode précédente.
Ceci nous imposera de nouvelles hypothéses sur les données (coeflicients et données de
Cauchy).
- Il sera question dans la section 3.2 d'écrire les formules de KIRCHHOFF pour le
nouveau systéme d'équations aux dérivées partielles, dont les fonctions inconnues sont v
et ses dérivées partielles jusqu'a ['ordre trois. Enfin, on en déduira un systéme d'équations
intégrales a résoudre dont les inconnues sont, en plus des fonctions précédentes, les
fonctions @', et leurs dérivées jusqu'a l'ordre deux.

3.1: POSITION DU PROBLEME ET HYPOTHESES

Considérons le probléme de Cauchy semi-linéaire sur un conoide caractéristique
Co suivant :

A’t“(x“)[)zpv +/ x4 v, Dy)=0

(3.11) .
A¥ (:Ox {j’{, = (D(Xj)




Si on €crivait, formellement, pour le probléme (3.1.1), les formules de KIRCHHOFF
(75) du chapitre 2, la présence des dérivées partielles premiéres D,v dans f, de fagon non

linéaire, montrerait que l'égalité obtenue n'est pas une équation intégrale.
Pour pouvoir appliquer la méthode choisie, dérivons I'équation (E) par rapport

v . .
aux (x“) ; en posant . v, =-——— (notation valable seulement pour v), on obtient :

2 Fal

a-v oy
’ . AR o A n -
(Ey) A7 (x )maxié’xf‘+3a Méf‘xi +f,=0
olt
B v, _ 5 AM v, . of  Iv,
(3.12) “ oxt ox® oxt oDy xY
af Jf
‘ fazg‘;&“*“é,v Vo

En appliquant a (E) et (E,,) la méthode des chapitres précédents, ou les fonctions

inconnues sont v = vget v, , on obtient :
B} 27 T wixg Ay) )’ . o x I
) : 4wy (x§)= [ diy[sindydd,  [dAa(v, |L5 + 07 fi])a—Jo di jodles(A,- mgz_Af)
0 0 0 h
Ol:I (vs) = (VO :Va)
ojj = 0. a)ﬁ“ avece ;

ot = 5 +Ji’ (Qo? + Ol wl)dd, ot
5 5 0

o] o]
: R o -
(?yt 2y
07 - ‘/{p,{B?”*HB?* D
az([i"f]o?) m[ﬁ"]@

&y‘.&yf &’yi

et x=a’ V' +al § )
0i 00

(3.1.3) {

A

Ces relations (3.1.3), font apparaitre des difficultés dans les (&) ; en effet :

e A A R D At ATt o 0T Y




- De (3.1.2) et (3.1.3), on constate que les fonctions w dépendent des fonctions
. . g . A1 .
inconnues v, par lintermédiaire des coeflicients Bs /| lesquels sont fonctions des

dérivées partielles premieres de f (par rapport aux D,v), donc des dérivées partielles
premiéres de v.

- Les fonctions [ font intervenir les dérivées secondes des @’ donc des dérivées
troisicmes de fet v,

Du constat précédent, on déduit que pour pouvoir appliquer la méthode des
formules de KIRCHHOFF au probléme de Cauchy semi-linéaire, il est nécessaire de
dériver au préalable trois fois I'équation (E) par rapport aux (x*). Cecl nous amene aux
hypotheéses suivantes pour le probléme de Cauchy (3.1.1).

Hypothéses (H) :
1 - Les hypotheses (H) -i) el ii) sont vérifiées;

2- L=At (xa)D,l;z est un opérateur différentiel régulierement
hyperbolique,iel que .
i) A% >, (e>0) ; Alf’Xinr' deﬁr{{e négative
i) Fea0; V(xg, xl) =2 -AUXI')Q”»a/X I
3. i) AAueB)
i) A9C(0)=1 A90)=0 et AY(0)=-&

- fxe v,Dw) eCIHfVxe? ) oir :

L2 est un ouvert de IR

2" est un ouvert de IR
5 - o(x!) est la restriction & Cd'une foriction arbitraire ¥(x“) ou v e B'(Q)

Remarque 3.1

Ces hypothéses "fortes” de dérivabilité faites sur les données qAu et f ne sont
nécessaires que sur le demi-conoide ¢, (justification sera faite au chapitre 4). En
dehors de ¢, on aura besoin uniquement de gAueB() et feC3((x(2x0").

3.2 FORMULES DE KIRCHHOFF ET SYSTEME INTEGRAL

3.2.1 Dérivations de (E)

En conformité avec les arguments soulevés au paragraphe précédent, dérivons

trois fois (E) par rapport aux x&
. v (72‘)
Posons: f =fy, v=vy, v, = Py Yoy = =t

3

a7y
et vy = —G b
ox“ox! P oxoxPox?




On obtient :

i 2%,
() : A% )
3° Va 171(? vy
. e

fo(x vy, D) =0

(E,)  AM(x%)

(3.2.11) S o
. YT Vap Ao Vns
(Egp) - A (x )ér’lé}cf‘_jLB“’B] ”{9;1“*“]((;&* 0
2 v«
Ap inse @ Yyoe .

( ‘aﬂ}') A (X' ) ,{@c“ +Baﬁy &Pi\f;‘ +/a/f)f =0
ou: A And  pAnse
« B, B.), B&gyé, sont des polyndmes des fonctions :

- les dérivées partielles premiéres de AM!
les dérivées partielles premiéres de f par rapport aux Dyv.
fo (reps. fop et fygy) sont des polyndmes des fonctions :
- AMLet leurs dérivées partielles jusqu'a l'ordre un (resp. deux et trois),
- f et ses dérivées partielles par rapport a tous ses arguments jusqu'a l'ordre un (resp.
deux et trois);
- vet ses dérivées partielles jusqu'a l'ordre un (resp. deux et trois).

Notation :

_En prenant comme nouvelles fonctions inconnues
(vr) = (Vo VauVap, Vapy) le systéme (3.2.1.1) s'écrit

1 v, A@V .
(Ep): A #(xa)éxﬂ*o’;‘“+8r (Eclswbj,:().

3.2.2 Conséquences

On constate que si les hypothéses (H) sont vérifiées pour (E), alors, a fortiori, les
hypothéses (H,) sont satisfaites pour les équations (E;), ou :
B (x*) = BM (x*,v(x*), Do v(x*))

fr(x%)= fr(xu Ve(x®))
Par conséquent, on peut appliquer aux (E;) les résultats de la proposition (1.1) du

chapitre 1. On obtient ainsi la proposition suivante :




Proposition 3.2.2.1

Si les hypothéses (H) sont vérifiées pour le probléeme de Cauchy (3.1.1), alors :
- toute solution v , de (3.1.1),cing fois dérivables a dérivées quatriemes bornées,
satisfait, ainsi que ses dérivées partielles jusqu'a l'ordre trois, aux formules de
KIRCHHOFF généralisées :

() 4mr () = 3 [Tin aadi [V da v 1+ 01, 4

2 T y Y]
+y s JodAad(x A

ol
5e8 ) = EL(AL = TE p)
s(xg ,Ap) = £g( i"%‘l—\*i)
#ij
y NS Al A
) Jo” ] x 1/ 6?99 * [ }* * *
Ey=-—2314 (| 4| 5F -9, ——+| B/
G220 { ‘3}”{ }w 5{ 3 "y +[ r]%)
oy = 0w
ﬁ({A!}o@') @({Bf”}oﬂ)
L= I .
{ ¥’ &

Toutefots, ici, les fonctions ; toujours définies par :

* *
) {A"} e{A‘*} . .
(3222) : @y =8, +['dAi~ 4| p, a g (u§+%(pf[3zir}+ Brer)w;

dépendent des fonctions v et v par l'intermédiaire des fonctions Bﬁ”’“‘

Par conséquent, dans les seconds membres des (£5) il n'y a pas que les fonctions
(vg) qui sont inconnues, mais aussi les og et leurs dérivées jusqu'a l'ordre deux qui
interviennent dans les L.

Toutefois, d'aprés le lemme 1.6.1 du paragraphe 1.6 du chapitre 1, les fonctions

O !
> et }"l >

- sont des combinaisons linéaires des fonctions @ (@, , @)
3 sh> @,

i

[, o , ) . . .
et m(——jﬁ—,%) Donc pour déterminer les dérivées premiéres et secondes des © ; il
i i




suffit de connaitre ®,w; etw], Les relations (1.6.1.2) nous donnent les formules

intégrales vérifiées par les fonctions ©, lesquelles s'écrivent -
(3.2.2.3) © =@, +j F(v,,0)dA,, ou :

* F(v,,0) est une combinaison linéaire des fonctions o et dont les coefficients

sont des polyndmes des dérivées des fonctions AM et f jusqu'a l'ordre trois et des vy

* o est l'une des fonctions {6;,&0}.

Considérons maintenant les intégrales doubles dans les équations (&), les

fonctions ¢, figurant dans les E; ne sont autres que les valeurs sur (C, ) des fonctions

inconnues (vg). Mais icl, les vg sont les dérivées de v jusqu'a l'ordre trois. Par
conséquent, la connaissance sur C, des dérivées de v jusqu'a l'ordre trois est nécessaire

pour le calcul des intégrales doubles. Ce travail fera l'objet du chapitre 4.

Récapitulons les résultats précédents sous la :

Proposition 3.2.2.2 :
Si les hypotheses (H) sont vérifides, alors , dans les conditions de la proposition

3.2.2.1, les fonctions vg et w vérifient le systeme intégral suivant :

o 4y (o) = [Ty [Tsin Ao [V AT (v, @) + [T [T dA, (@)
w=wy+ J(f‘ F(v,, @)dA,

,ou

Ji(v,, @) = ﬂ([vs][{;(vs,a)) + oW [fr(‘*’;)])

A o
(@)= a;((»>(A£- —-—éz‘f;ﬂ? J

La résolution du systéme ( § ) fera U'objet du chapitre 5.




Chapitre 4

DETERMINATION DES RESTRICTIONS A C, DES
DERIVEES DE LA SOLUTION DU PROBLEME DE CAUCHY.

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que la détermination, sur (g, des

valeurs des dérivées, jusqu'a l'ordre trois, de la solution du probleme de Cauchy était
nécessaire pour le calcul des intégrales doubles dans le systéme (Cy).

Dans [B;], F. CAGNAC a étudié ce probléme dans un cadre plus général, celui
des équations quasi-linéaires hyperboliques du second ordre. Nous rappelons ici les
résultats qu'll avait obtenus en les appliquant au probleme semi-hnéaire qui nous
intéresse.

- La section 4.1 de ce chapitre est consacrée a la définition du demi-conoide C
en coordonnées géodésiques.

- Dans la section 4.2, nous déterminons les dérivées partielles premiéres de la
solution du probléme de Cauchy. Le domaine de définition (Cq ) de celles-ci, étant la
partie de C, dont nous avons parlée au début de ce travail et au voisinage duquel, le

probléme de Cauchy admet une solution.
Enfin, on énonce le théoréme permettant la détermination sur () des dérivées

secondes et troisiémes de la solution du probléme de Cauchy.

4.1: (o_EN COORDONNEES GEODESIQUES

‘Dans ce chapitre, on a besoin des développements limités de la fonction
définissant C,, et ses dérivées au voisinage du sommet O(x“=0) (ou encore pour A} =0).

Pour ces cas et pour des raisons de simplicité, on choisira comme coordonnées (x*), les
coordonnées géodésiques au point O pour la métrique hyperbolique définie par la matrice
inverse des AA '

On obtient ainsi :
- (o est le cone d'équation :

- ) 3
(4.1.1) x°=5 ou S= /Z(x'y
i=!

- Les bicaractéristiques de ¢, sont les génératrices du cdne, et ont pour équation
x = A,
(4.1.2) <1x'=q/A,
0
4= -




- donc le long de chaque bicaractéristique de C, on a:

XO:Alzs
a13) { .

X _Xx _ 0t

AT e

Considérons maintenant les équations (1.2.1.1) du chapitre 1, ou on prend
(resp. Aq) a la place de O (resp.Ay ), (rappelons que Cpet Uy sont des demi-conoides

caractéristiques pour le méme opérateur différentiel).
On constate que pour déterminer les dérivées partielles d'ordre <1 sur (g d'une
fonction v, il suffit de connaltre :
éPv
(ox")P

- les pl

3
7
Lo
- les dérivées de la fonction définissant Cy: ici :x9=S
- les dérivées de ¢ = v|p  jusqu'a l'ordre |
0

Par conséquent, pour le cas nous concernant, il suffit de déterminer les

pour =1, 2, 3.

LA
(&°)! ¢,

Pour cela, posons :
. 0
viC)O :Vic)o .‘:(p: l//( )
(4.1.4) oby

=y 1=1 2 3

Co

4.2. DETERMINATION DE ! :"5”%
X

Co

“Afin de pouvoir déterminer (1), écrivons (E) sur €. Les relations (1.2.1.2), du

chapitre 1 donnent :

E) & +[A’1]-C§;§W +{AU}§xiﬁxj.+[f]..o




ou
[A"f]: AT(xY = $.x)

[f] est pris pour les arguments :

V=g

¥ =x'(AgY)
{v=p(ALg)
5= v (A

x
74
—é‘)‘:" = mg—?- + q; !VU)
ax'  Ox
® f étant lipschitzienne en Dyv, [f] l'est en (1) Dans [E], les termes qui posent
des problemes sont les fonctions [A’j}ﬁ—’} et {ij}__é_f__ qui ne sont pas bornées
ox? ax' dx’
pour A}=0.
® Dans [B3], F. CAGNAC a montré que l'hypothése ¢ = Q{G entraine pour la
g

fonction (p(xi) les propriétés suivantes ;

i) ¢ admet un développement limité au voisinage de l'origine de la forme
Iy _ o~ i v
p(x) =7(0)+a;x’ +a,5+...

3
- 7 - " - iy
ou:ay = o (0), =0,1,2,3 etS$ /g(x )

ii) Les dérivées de ¢ admettent les développements limités dérivés.

i
X — 4 +a, %,-+._._“:-a,- +aggy ...

oxt
(420 J & X'yt Sy {d 00
. — o
ox' ox’ ~ao( N 53 )er_ Ay (8 g 51,-)+-..

Comme : [All]=- 3l + KA, (K bornée), on a:
(4.2.2) [Aij}ﬂ_:ﬁgﬁ_+m(/\ 0)
o oxiox’ A, b qJ
ou m est une fonction continue et bornée au voisinage de A ;=0.

¢ Drautre part, Cg, étant d'équation : x° =5, ona:




g, = T2 e T e e
g Ox S A,
oq; -
_ oS g xS\ (00
ox’ ox'ox’ S(S SZ) /\!(S q,qj)
d'ou :
194 _ 2 0
i & ' J
(4.2.3) [,4 ]é’xf = (AL

ou m' est une fonction continue et bornée au voisinage de A =0

Maintenant, si on pose y.’ = y'" —a,, alors (4.2.2) et (4.2.3) permettent d'écrire

[E] sous la forme :

vy’ 1 . e
(42.4) ZR-+ 2w+ 8(ALa) W) = 0

s

ou

g(ALa2 v = Hmnr 411}
est une fonction continue en A et lipschitzienne en w.” (car [f] I'est en yw(1)).
On en déduit, par conséquent, que foute solution bornée de (4.2 4) vérifie
I'équation intégrale :
(4.2.5) vy’ = */\l;jé\‘{w/\g(/\ 97 v A
Les propriétés de la fonction g montrent que (4.2.5) admet une solution unique :
Y& =y
A=0.

—a,, qui soit bornée au voisinage de A ;=0 et cette solution s'annule pour

Domaine de définition (C,) de.w(D) :

L'équation intégrale (4.2 5) n'étant pas linéaire en y(), car f n'est pas linéaire en
D,v, sa solution n'est pas nécessairement prolongeable & tout le demi-conoide C,.

Notation :

Dans toute la suite, nous désignerons par ( ), la partie du demi-conoide (] sur

laquelle est définie la solution YAV de Véquation intégrale (4.2.5).

Des calculs précédents, on est conduit a la




Proposition 4.2.1 :
Etant donné le probleme de Cauchy (A £,9) satisfaisant aix hypothéses (H),

alors :
Il existe sur le demi-conoide (;, un domaine ( (3) voisinage du sommet O, formé des

segments de bicaractéristiques issues de O tel que : t//“) = -é)-%- soit déterminée de

Ox ((jo,

Jagon unique pour toute solution bornée & dérivées premicres bornées.

Remarque.
A lextérieur de (Cp), il y a peu d'espoir d'avoir des solutions (et si c'était le cas,

les dérivées de celles-ci ne seraient pas bornées et donc des solutions sans intérét).

Par contre, on peut démontrer qu'on peut trouver une solution du probléme de
Cauchy au voisinage de (C,, ) tout entier.

Notons ici, d'ailleurs, une grande différence entre les problémes de Cauchy semi-
linéaire et linéaire. Dans ce dernier cas, on peut prolonger w(!) a tout le demi-conoide €,

; clest-a-dire que : (Cp) = €, dans le cas linéaire.

Différentiabilité de w(D,

On a la proposition suivante qui découle du théoréme sur la différentiabilité des
solutions des équations différentielles ordinaires dépendant d'un paramétre ; voir H.
CARTAN [B4].

Proposition 4.2.2.

- Siles AM et v sont de classe CP (p22)
- Sifest de classe (P2
alors :
VAV est de classe CP-2 sur () - {0}.
Corollaire 4.2.2.

Sous les hypotheses (H) de notre probléme, on a :
VD) est de classe C2 sur ( () - {0}.

4.3 DETERMINATION DES y) |=2, 3.

Pour déterminer y(2) et w3, écrivons sur (y, les équations dérivées de (E) par

rapport a xO, jusqu'a l'ordre deux. On obtient alors, sur chaque bicaractéristique de Cy -




[£,] 2dyt” +{Aa]ﬁ£¢ U,@)%,;U}M%ﬂ]:@

@30 dA Sx! ox' ox!
N (P P L ANE P LA PR
w0 dA Axt v +{ }_Oj'x"(?xf +[f2] -

ou, par exemple :
oo™ 2% Of o% O OF oy
boox® axtoxt Ow oxvox®  ax® dv ox°

et
[£i]=4 e, :}7131//(2) +hy avec:
_ A% L po4%  aqY af of
hﬁ - é,xo +2 (QXG q; + {f’,\co (1[(1} -+ (90"’ + é}v g,
(4.3.2) J 1 : 2 ()

hn:c?Ag é"w;oké’f];_ w‘“w,-"w. +q},‘9§”_ .

ox’\ dx'dx!  Ix’ ox’ ox
N 04% Of\ of af W

A2 ) S

On constate que [f]] est linéaire en y(?) et les mémes calculs montrent que [f;]
est aussi linéaire en () .

Certaines fonctions qui interviennent dans ces équations ne sont pas bornées au
sommet de (. Toutefois, I'hypothese ¢ = \7’}@ avec v de classe C7 permet de montrer
g

que ces équations ont une solution et une seule bornée en O.

En conclusion, on obtient le théoréme suivant | [B;]:

Théoréme 4.3

Litant donné le probleme de Cauchy sur un conoide caractéristique (, défini
par les AM fet ¥ oir
- AME et G sont de classe C7
- festde classe (5 ;

alors :

\ {
* Pour | < ' h o 2y ont déterminées de facon uni < T
<3, les b Y sonl déterminées de fagon unique sur ( {3, pour

loute svlution du probleme de Canchy qui a ses dévivées bornées jusqu'a l'ordre quatre.
¥ Les fonctions \y(i) (x'Y sont de classe (721 gy ( {)-{0}.




Corollaire 4.3.

De ce théoréme, on déduit que les g entrant en compie dans les intégrales doubles du
systéme (&) sont déterminées de fagon unique, et sont de classe L osur ¢ )-10}.

i mt B gl A L B Rk . o e Ah 4 e



Chapitre §

RESOLUTION DU SYSTEME
D'EQUATIONS INTEGRALES (Cs)

drmvy () = [T dAy [ Tsin 2pd 2, [PV 42 g @) + [T [T AL, (@)
()
w=w,+ [ Flv, 0)di,

Avec ce chapitre, nous entrons dans la partie principale de cette thése. Il s'agit en
effet, de résoudre le systéme d'équations intégrales (C5) obtenu dans la proposition
3.2.2.2 du chapitre 3. La méthode de résolution adoptée est la méthode des
approximations successives.

Le chapitre comporte trois sections :
- La section 5.1 est un préliminaire, ou aprés avoir exprimé les fonctions E. a l'aide des

fonctions @ et @, nous donnons une expression des fonctions 3S(xg Ay ) adaptée au

probléme semi-linéaire.

- Dans la section 5.2 nous énongons le théoréme principal et construisons un espace
fonctionnel dans lequel, on cherchera la solution du systeme (Cg).

- C'est dans la section 5.3 que se fera la résolution proprement-dite par l'utilisation du

principe des applications contractantes.

5.1 EXPRESSION DES FONCTIONS J (x¢,4,) = E;Z(AL - i"’—A’;)

Ay

5.1.1 Expression des Ei‘;

o est I'une quelconque des fonctions {co ; ,0 ;h , 0 ;hl }

Rappelons que o o
@ est I'une quelconque des fonctions {Vi’%}
Y1 l

~ . B
Notons - @ les fonctions @', = —-‘/T~?-
!

Nous allons démontrer le lemme suivant :




Lemme 5.1.1.

Les ()11?(311'01’75;Ez euvent s'écrire sous la forme :
s

. 0 * i o -
(5.1.11) E;:%5¢S+££w7,wl
|

oir EN0,0,0) est une fonction affine de ses arguments, a coefficients continus

el bornés.

Preuve :

Comme on l'a vu :

+j
] % A i * * ({A}# x *
El=- 0 {:A}a,& o {A} %, _ @, {b’jf}%
oy

0},]

ot o =ocw,;, donc K. peut sécrire :

E; = )4; + (5; ou !
i Jo 'ij r
X4s - @/j [A :la}s (/7r
B = ~%}%§{AU}0@,+ ow, [A’ﬂaqﬁf — 5 %{b’i’ }o,

3

Caicu! des x@i;

De @, =0, + 4,0, ona:

=2 0oy i o, 22

On sait que :

0
2 P, kK .
do _ Y '
@f 7,7 + 7, d'apres (1.5.3.1),

et [A"f}z -8’ + KA, (K bornée)

Donc :



_do| 4il, P
1) @11 [A :}@3“2’2 @5

ou Ky, sont des fonctions continues et bornées.

1

D'autre part :

i) - ’11‘;’:%*9}(’)" Y —%{A}]J" Ay
" I
= 7B
ou Elir sont des fonctions bornées.

Par conséquent :
P

(l) ’Qél‘ = @S ﬂll (Eil}s +E;r&)£)

Calcul des (',

De (1.6.1.3) du paragraphe 1.6, on a :

r .
——.—:—A—p{ W +—A—ws;j, done ©

) Al A/I g” * i
B = —Aip{a)i +~Z'—a)§,, [A‘j}z}r+ ow'g, , avec

: * {AU} * *
g :[A"f}&ﬂi" - @, . +{B}’:’}o, continue et bornée (relation 2.3.0.1). On peut
écrire

A; i i ! *f)" * Aj} r
‘b =0 pl AY + 8 |0, + 0 A @f'—g(uslz

. Al * * X i * % AII
Soit: 8! = A0 [Eipf[A‘/}gaﬁg;}% + A0 {Aa}pr Ay A} a;s;;

Comme Ao est borné et les fonctions entre parenthéses sont bornées, on en

[>\»~

déduit que ;

o
bi = S E:z,« /1 /{” E oules £5, et £ sont des fonctions continues et bornées.
1 A

Par consequent :

i - ih Qg
(2) "ﬁ);:"/%((b2r +E%: A )



Conclusion.

(1) et (2) donnent :
GLLY) g=#,  L@00)

e 2
ol EN@,w,&)= Eb + EL&" + E o + E ):” ; ce qui achéve la démonstration du
1
lemme.
Notation.

Dans toute la suite, FE(w,w,w) désignera une fonction affine de @, o et @, a
coefficients continus et bornés, qui pourra étre différente a chaque usage de ce

symbole.

5.1.2 Expression des J ().

De I'étude précédente des E! ona:

Q * - ~ —~
3 (w) :[AI,- ka2 A;'}( by WACATNC), w,m))w s0it

oA, AprTS A
Jo=d0+ 0
(5.1.2.1) QO =| Al - X A}’ p, % , sont indépendantes des v, et .
i 5}%}’ /1 k
9 1 5{1/ h E(Cf) w, 6{})
e "’(A“ A, A ) A

En prenant en considération les résultats obtenus au paragraphe 2.4 du chapitre 2

sur I'étude des intégrales doubles, on a :

A) Dans le domaine # <cs, :

i) Dans le domaine ¢’ > 0

En passant aux variables Ao et A3, les relations (5.1.2.1) donnent :

(5.12.2) &, =sin Ay ¢, + E(@,,0)4,.




ii) Dans le domaine 0>’ > i, + mu -

On utilise les variables o et €3 et on subdivise le domaine en deux parties.
* Dans le domaine : —ls, >’ > p, + mu,

Les relations (2.3.1.2]) et 2.3.1.29) du chapitre 2 et (5.1.2.1) précédentes
donnent :

D,.:K’\/i; Min xﬂ,g"} , K' bomnées,
1{'- + E(w,0,0) _ E(o,0,)
<

, par définition de : E(w,w, @)

(K'" bornées)
(5.1.2.3) ﬁsc‘ =DE = ——@E(&),a), @), toujours par définition de E(®,w, ®).
3]72
£
* Dans le domaine 0>’ > ~Is,.
On conserve le résultat (2.3 1.34) en prenant K = (@, w, @), on obtient :

(5.1.2.4) J.. =g, (Sr‘) i \/a E(o, 0, a))
C) K (uﬂg {\’2

iii) Dans le domaine € <y, +mu “ici, J, = DE! avec:
D; =K"A2, K" bornée
: o * 2 o
\E =Py L Eo,0,0)

2 A
1
En utilisant les égalités (obtenues a partir de (2.3.1.51)) :
1o & k, et k, bornées
A s P ’
On obtient :
(51.2.5) d, u{ k,, +£@—5—0@—@)~} ky 2 p(,w,0) =% LE(o,0,0),
5o o 50
k" bornée.

B) Dans le domaine : u > ¢s, et x, < x(c).

La relation (2.3.2.17) s'écrit :
(5.1.2.6) d =sinA, o, + A4 E(w, w,d)



5.2 THEOREME PRINCIPAL. ESPACES FONCTIONNELS.

5.2.0 Enoncé du théoréme.

Considérons le probleme de Cauchy suivant :
A’z‘“(xa)Dlﬂv + f(x%v,D») =0, dans Q

(5.2.0.1)
V

¢, Ve, = o(x")

ou:

C. est le demi-conoide caractéristique d'équation : x0=¢(x!), orienté vers les xV positifs.
Q est un ouvert de R* ; Q Dy ={(x%) € R*; ¢ (x') 2 x% <+od

Q de frontiere contenan{C,), domaine de C, défini au chapitret.

Q satisfait a 1a condition:

YMy(x§) €, on a(Cﬁo)cQ

Le théoréme suivant est le principal résultat de ce travail :



Théoréme 5.2.

Hypotheses :
1- L=A4 l}f(xa)l) Ay estun opérateur différentiel régulicrement
hyperbolique dans €2 tel que :
i) A% >, (6-0) et AYXiX; définie négative.
i) Jac-0, V(xOx) 2 -AUXX; ol X |2
2= AM BT, telles que AP0(0)=1, A%1(0)=0, AT(0)= - &/,
3 fxEv, Do) eCI(Qe2x82) (1, oiy :
£ est un ouvert de IR et £2" est un ouvert de IR7.
4 - @estla restriction a { d'une jonction arbitraire v(x“), avec : v e B’ (Q).

Conclusions:
1 - Toute solution v du probléme de Cauchy (3.2.0.1), cing fois différentiables,
admetiant des dérivées quatriemes  boriiées, vérifie, ainsi queses

dérivées jusqu'a l'ordre trois, le systeme inmtégral suivant :

. 2z Fap w(xi Ay 2 p
€ () drvg(x) = [T dAs [ sin gl [0 A (v @) + [T dAS [T d A ()
‘8
Ay e
Q) @(x§,21,2,) = wg + [ F(v;, w)dA

Les notations étant celles de la proposition 3.2.2.2 du paragraphe 3.2 du
chapitre 3.
2 - Il existe un ouvert £2;c6 ayant ( ¢, ) pour frontiere et cansal, i.e
« . . 4 .
VM (xg) €, ona: (C ) 1el que
i) - Le systéme intégral () admette une solution unique (v, @) dans l'espace
des fonctions continues et bornées sur £2.
i) - Sur () les vy preuneut les valeurs @g (obteintes au corollaire 4.3 du

chapitre 4).

Démonstration.

La premiére partie des conclusions est une conséquence de la proposition
(3.2.2.2) du chapitre 3.
La deuxieme partie des conclusions se démontre par la méthode des

approximations successives. Le reste de ce chapitre sera consacré a cette démonstration.

2voir la remarque 3.1 du §3.1, chapitre 3.




5.2.1 ESPACE FONCTIONNEL J.

Introduisons l'espace fonctionnel 7 ainsi défini -

un élément de J est un ensemble V=(v) des fonctions telles que :

Py: Les vg(x®*) sont définies, continues et bornées dans un domaine } de
frontiere (o) , satisfaisant 4 : VM, €Q, ona: ({5 )<=,

Py . Les vg prennent les valeurs g sur (Cg) .

P3: Lesvg satisfont a l'inégalité : | vg(x x1)- (ps(x‘)[ <h, ou h est une constante
qui sera précisée plus loin.

Enfin, on munit & de la métrique de convergence uniforme

dv V= vi= Mah, (%) v ()
v (x“yel/n

Remarques

Rp: J # @ (pour la démonstration, voir [Bg], théoréme 1, page 59).

Ry :  L'inégalité de P3 entraine I'existence d'une constante N telle que :

vs(x“)! < SupL@sc(xi )!+h < N, ou (Cg)x est la projection de (Cy) dans l'espace des (x1).
(x"ye(ly),

Ce qui permettra, le moment venu, de majorer les fonctions figurant sous les intégrales

triples et doubles indépendamment des fonctions vg.

5.2.2 APPLICATION DE J DANS J.

Soit © l'application définie sur f par :

"A tout élément V=(vg)e/, ® associe l'ensemble W=(wy) des fonctions définies par :

dis [} dAyd(w)

2

(522.1) dmw,(xf) = | "das [sin Asd Ay [ A (w0 + |
ou :

Sy =al[v 12, + S[1,])

(@)= E;(a))[A‘,» —--(;;;A’:)

o, = 0. (¥)

L =L (v,0,0)

El = EX(o,0,0)




lesew  étant la solution du systéme intégral -

(52.2.2) w=wy+ [ F(v,w)dA,

Proposition 5.2.2.1.

Pour un choix convenable de l'ouvert £2;, © est une application de ./ dans lui-

méme.,

Démontrons d'abord les lemmes suivants

Lemme 5.2.2.1,.
Si V=(v35 est un élément de 7, alors les fonctions w, solutions du systéme
intégral (5.2.2.2) sont telles que :
il existe des constantes h' et h” telles que :
o|<h', |6|<h" et |§[<h"

Démonstration du lemme.
Introduisons l'espace fonctionnel 7', ainsi défini : un élément de 7' est 'ensemble

Q= ((o ; ol of ) des fonctions définies sur A (paragraphe 1.5 du chapitre 1), avec la

sh>™ shi
norme.
229 1ol _sw_ (o0t
C(xgLA)eA
:(‘uS;\'JP)EA(lG)g(Xg‘,Xi)t, mgh(xg)xl)!’mglll(xg»}‘l)')
Xg oA
(x5)€Q,
ou, ici, A(x*,A,) = w(xg, A ) <A, <0
A, €(0,m)
9\'3 6(0,27()

T r

Le systéme intégral vérifié par Q = (co ¢ @ 0 g/ SECTIL AINSI

A
(52.2.4) Q= jo L(PQ)dA, + O, ot
* §’20 = (6;10;0) )
* P
coeflicients sont des polynémes des dérivées des AMiet £ jusqu'a l'ordre trois.
L'hypothese V=(vg)e/ implique que les coefficients de la matrice P sont continus

la matrice des coefficients du systéme différentiel associé a . Ces

il

et bornés.
Prenons pour norme d'une matrice P=(p;;) - 1< i< <n, le nombre :

[Pl = qu(ilpUD, et posons : N'=  Sup P(xg,,%i)"
j \i

(x§ ApeA
Prenons les normes pour (5.2.2.4), on obtient : -




o <[]+ | " NQdr,

.
Appliquons a cette inégalité le lemme de GROMWALL. Ce qui donne :
I < Je eI

Comme |A;| < '\p(xg ,?\,1)1 < kuxg, (ko = constante).
On peut écrire :
(5.2.2.5)) Q< h ou h'=]0qeN k0%

La relation (5.2.2.3) permet d'en déduire :
< h'

4
mS

(52.2.5) |o|<h', donc, d'avoir:

m;h'éh’

<h

r
W shl

Ce qui démontre la premiére inégalité du lemme. Pour les inégalités concernant

@ et @, considérons I'équation (5.2.2.4), on a :
M) Q- Q| <4 |N|Q <|a N (d'apres 5.2.2.5))

donc :
HQ-QO”Sh" 0‘:1 hHENIhI'
1
Mais par définition :
Q-0 @ ~ O W@yl

Sup @i
221 I B T R R R P

Par conséquent :

-8 -
!C:}[: O < HQ Qoﬂ <h" | deméme
2 A
,
(5.2.2.6) {1¥H_ 4.
] e
) =@l <
Qspt|
T

Ce qui acheve la démonstration du lemme.

Lemme 5.2.2.1,.

Si V=(vy Je . alors les fonctions E(o,w,0) sont contimies el borndes et
satisfont a la majoration :
(52.2.7) |E(6,0,8)|<ko(JQ+1). kg =c".

Preuve . . e




- Pour toute fonction V=(vg)eJ, les fonctions 0,0 et@ obtenues a partir du systéme

intégral (5.2.2.2) sont continues et bornées.
Par conséquent, la définition des E(0,0,6) (lemme 5.1.1) permet de déduire

que ces fonctions sont continues et bornées.

Posons :
6] s _(60.:)
o=, s (ot
De l'inégalité (*) on a :
o] oy
(5.2.2.8) 4"
] =Nl
- On sait que (lemme 5.1.1) : ‘
E(&,0,0) = Ey, + E|a) + E) o, + Ei —(fi—l ol les fonctions ! ,EL, a=0,1,23,

1
sont des fonctions continues et bornées. Donc il existe une constante k'y telle que :

E(6,0,0)| <k'o (1+]6]+|o|+|a]).
Les relations (5.2.2.8) donnent donc :
[E(6,0,0)| <kg(1+]Q]) , ko =<'

Ce qui acheve la démonstration du lemme.

Démonstration de la proposition 5.2.2.1.

Il faut démontrer que la fonction W=(wg) définie par les relations (5.2.2.1)
appartient a J, en d'autres termes que les wg satisfont & Py, Py et P5 de la définition de .

Ecrivons (5.2.2.1) sous la forme :
drwg(xy) = To(xy ) +Ig(xg ), ou:

. 2n T WG Ay)
’Is(xg):j0 dMJO smxzdlzjo di (v, @)

_ (%" n - I Oy b
L (xg) = [ dhs ) dnaBL ()] 4] - 24t

1) _Démontrons que les wg sont continues et bornées sur £21 pour V=(vy) € ./

A) Pour les intégrales triples :

- Les propriétés des intégrales dépendant d'un paramétre montrent que les Tg sont

bornées.
- Le probléme de la continuité ne se pose que sur (). Mais la majoration




(5.2.2.9) T(x§)< Sup |, (v, @)lku|Logi]
a/ll)e‘,\

Xy

obtenue a partir de (2.4.3) du paragraphe 2.4, chapitre 2, montre que les T (xg ) tendent

vers 0 quand (x;) tend vers un point de ((y).

B) Pour les intégrales doubles :

Nous utilisons le ré"sultat du lemme 5.2.2.17 €écrit sous la forme :
(52.2.10) E(0,0,0)=k,(1+]Q]), (k:) bornée).  L'é¢tude préliminaire faite au
paragraphe 5.1.2 sur les J¢(w) permet d'obtenir les résultats suivants :
a) Dans le domaine uSng;

a) Dans le domaine £3>0.

Onavuque
(1) (9 = sin A gos+/1 E(o,0,0);

Comme dans ce domaine : Aj=k';u  (k'y bornée) et 0<y(Ay)<m.
En intégrant (1), on aura ,de (5.2.2.10) :

Iy, = J‘ a'/13']‘ ) 3‘9;’) =27, + ku(|Q+1), (k bornée).
Donc : .
(52.2.11) I, (x§)= 270, (&) + ku(|Q+ 1), (k bornée).

B) Dans le domaine 0>’ > i, + mu.

i) Pour —Is, >’ >, + mu

Les relations (5.1.2.3) donnent :
(2) ﬁscl =k, "F ~(1+]Q)) , (ky bormge)

("

En intégrant, on obtient :

=ls, 3 (27 " ’\/7 .
]Scl - -[/lo+r1114 dg -[O da.k 14’3[1;/2 (1 + “Q]D » donc

(5.2.2.12) Iy =k, Ju

\/_
i) Pour 0>C* > -ls,

Le méme raisonnement appliqué a :

), (k, bornée)

, donne :

I :J.?,s()d@,[j”d 5(5) m f E(w,w a))

4)2 % (n + /2

(5.2.2.13) I, (x§)=2mp,(&)+k ﬂ(l +|

A ’ S()




oL

) Dans le domaine * < kL, +mu

Les relations (5.1.2.5) donnent :

Js, = k; fg—(l +]1©2]); en intégrant, on a:

(5.2.2.14) I =k (1+HQ]j

Par conséquent, ona:
Dans le domaine u<CsO :
(5.2.2.15) I(xY) =4mpg(EH) +k,

(l +|Qf) (k bornée).

f

Don les I5(x,; ) sont continues et bornées.

b) Dans le domaine : u > cs, et xg < y(¢)

(5.1.2.6) s'écrit :
(93 =sind, ¢, +1,E(0,w,)

De A, =k,x; (k, bornée), on en déduit :
§, =sink, (1;s+ k;xﬁ(lﬂlQH),
En intégrant, on obtient :
(5.2.2.16) I1g(x)=4m5(0,0,0)+k xg(1+]Q]), (k| bornée).

Cette relation montre que les I sont continues et bornées.

Récapitulons les résultats obtenus de A) et B).

* Dans le domaine u<Cs,.
7] <

=K£u1£0gu] (K‘1 bomé)
et Ig(xg) = drpg (! )+k \/.(1+|[Q]]) (k bornée).

! 5;(x§,ﬂ,-){k;u[L0gw! (k, constante), ou encore
/

Par conséquent,

(52.2.17) 4aw(xy)= 47{@(5)+K1/Logz:+k (1+[Q) (k, & K, bornées)

e

* Dans le domaine = csy et xg < x(¢)

Les mémes calculs donnent :
4w (x) = 4mp,(0,0,0) + ky . x) +kyxy (1+]Q)).
Soit :
(5.2.2.18) daw,(x")=4719,(0,0,0)+ K x5 (2 +]C).

- Conclusion




1) Des relations (5.2.2.17) et (5.2.2.18), on déduit que les fonctions Wy sont continues

et bornées.
2) Les W prennent les valeurs de ¢ sur (), ceci découle directement des deux relations

précédentes.

Il reste a démontrer ce qui suit
Les Wy satisfont a l'inégalité lws(x“,x‘) - (x' )[ <h pour €, convenablement choisi.

Enongons un lemme démontré dans [B{] , page 49, et dont nous aurons besoin

dans la suite,

Lemme 5.2.2.2.

Etamt donnée une constante M, il existe un domaine D(M) défini par
(xp) €(Co)x
D(M) {0<u<U(xh)
w=xg-(xh) et Ulxh)<M
tel que My eD(M)n(CmU)c:D(M)

Démontrons le lemme suivant :

Lemme 5.2.2.3.
1l existe des constantes C, M et X, telles que dans le domaine
O<u<M

O<u<M . 0 i
« ou su>cs, onait: ‘WS(X',X )¢ (x )l<h.
U s Cs, o
Xy < X,
Démonstration.

Les relations (5.2.2.17-18) peuvent s'écrire :
Wy — @] < K'u| Logu| + k'-\/j— ou
Vo

st -l < K'xg  ouk' et K' sont des cons tantes

Pour démontrer la proposition, il suffira , d'aprés le lemme précédent | de

déterminer des constantes C, M et X, telles que :




e

O<u<M
= K'u]/_.,ogu + /{‘-—\[é- <h (1)
uses, %
ou
O<u<M
u>cs, = K'x) <h (i)
x, < X,
Nous remarquons que :
Ju ok
(1) =<z
s, 2k

* (1) est satisfaite siona :

(2) wu|Logu|< -j%

- La condition (1) permet de choisir la constante c.
En effet :
Do>uc< 2 on choisit :
( QkySo '

. 2 N
() c<cy = Mm(c3 , (21;(,)2) ou c5 est obtenu au paragraphe 2.2.

- La condition (2) est satisfaite dés que u est inférieure a une certaine constante

dépendant de h. En d'autres termes, il existe une constante M(h) telle que :

B O<u<Mky=ulLogu| < 2—’},2{,7
(i1) permet de choisir X;. En effet
(iy= xg < —-]g-, , oh choisit
() Xo=Minl Ly (), M)
La condition cherchée |w — ¢ |<h est vérifiée si Q) est contenu dans le
O<u<M(h) {11 > 8y
ou

u<ces

domaine . (A) { Dy
0 0

M(h), C et X données par (ct), (B), et (y). Enfin, on peut trouver une constante M telle
que : |
(*) u<M=(4).
Par conséquent, le lemme (5.2.2.2) permet de choisir {27 défini ainsi :
(x5) € (C),
Q, {0<u<lU(x)), U)<M
u=x, - §(x;)

ettel que: M, e, = (C )< Q.

Conclusion




Si V=(v¢)e Jalors W=0(V)e Jdonc & ) ‘et la proposition 5.2.2.1 est

démontrée.

5.3: ©® EST UNE CONTRACTION DANS /.

Dans ce paragraphe, nous montrons que pour un choix convenable de l'ouvert ),
'application ©® définie dans le §5.2 diminue les distances dans 7. / étant un espace

métrique complet, ceci entrainera l'existence d'un point fixe unique, pour ® | solution de
9.

Pour cela, considérons V=(vq) et V'= (v') deux éléments de /. Soient © et o' les
solutions de I'équation intégrale (€2) dans laquelle on a pris successivement o=w(v) et
o'=o(V'"). |

Démontrons le lemme suivant :

Lemme 5.3.0.

Si V=(vy ) et V'= (V') sont deux éléments de falors il existe des constantes P
|- < Bv'-V]
et Py telles que : ”f)'—flnil’z

Y
|6 -0 < pJv'-v]

Preuve,

La relation (5.2.2.4) s'écrit
Q= [ POdA +Qy | avec P=P(V)

Q=" PQdy+Q, | avecP'= PO

Donc :

Q-Q=[M(P'Q-PQ)dA,

avec : P'QY-PQ = (Q'-Q)P'+Q(P'-P), donc
[P @ -PQ < |- Q [P (V)] + | [PCV') - P(V)]

i)  Lhypothése V et V' dans 7 entraine que les coefficients de P sont bornées

indépendamment de V.
i) Les hypothéses faites sur f entrainent que les coetticients de P sont lipschitziens en V.

i), ii) et le lemme 5.2.2.11 montrent qu'il existe des constantes k's, k"5 et k"3

telles que :

R eeven T e ot P B g L AR e S g P b M e TR S s e S o S bR T, Y SRRV e AR SR



[P < 4
[P = PE < k-]
< &5
Par conséquent, ona :
0 -Qf <kl ]+ [} K-z, k=t
Appliquons a cette inégalité le lemme de GROMWALL, on obtient :
() |- <|afese By

(%) ”Q" ! n<k ZHS HV‘ V”

Mais sur le demi-conoide (“5.)
14| < koxg, ko =C"

Donc - [Ri[k3ei’2"ik3 et /%3(3];L 5 somt bornées

d'ou :
[ -0 < Ay -r|
G0y qjo-9 ..
7 A
et
u@-@us"ﬁﬂw-_yn
5.3.0.2
T el

A

Ce qui acheve la démonstration du lemme

5.3.1 Fonctions 7.(x).

Pour V=(vg) et V'=(v'q) dans ., démontrons la proposition suivante -

Proposition 5.3.1.

. 2 S . a¢1~ (4 . «
Les fonctions T.(xJ) = ﬂdlq "sin Ayl V% "’)d,i J AV, w) satisfont a :
SV Ty T g 22 s

(%) |17 =1| < K Logul |V -V dans le domaine u <cs,, et a :
(9 |1 =T < Kx§V -V dans le domaine u -cs,y et x° <%(c)
Pour la démonstration :
Comme J (@,V) = &([v,.]z,g‘.(w, o Vy+ crfu;[j‘r(b’)}), posons -




hy(w ) =[v. ] (w.0.0)

glw V)= Acrw;[f,.(l/)]

Démontrons le lemme suivant :
Lemme 5.3.1.1

Les fonctions hg et g, done J,, satisfont a une condition de Lipschitz par rapport
a leurs arguments

Preuve.
a) Fonctions h_(0,0,V)_

Posons h',=h (0',é',V'). Ona:
b, ~h, = &{[v!, L (@",&", V) ~[v,]L\ (0,6, V)},
l'expression entre les accolades s'écrit :
(v )-[n De o y + [ e o V) - L w o) +
o, L, o) - L(w,00.1))

Toutefois :
- la proposition 1.6 du chapitre 1 portant sur les AL,
- la définition de J/, montrant que V est bornée,

- le lemme 5.2.2.1 portant sur les w, @ et @,
- les hypothéses sur AMUet f montrant que les coeflicients desAL’, sont

lipschitziens en V ; ,
montrent quil existe des constantes k,,k,,k, etk, telles que :
() AL, @ V)| <k
@ [lL5,o 1 - Le,0.0) < kMo o] +]5'-a)
< ky(Jr -0 +|0r-af)
vy () = vy ()
<k |-V

(3) ]ﬁ(zg(a), V- Lg(m,cb,V))l < ky Max|

(1), (2) et (3) entrainent :
@ Ji-h|s ko -+ -afp-r))

b) Fonctions g (o, V).
Posons g, =g,(0',V')=aAcw ' [f(V")]. Ona:




g~ = ao{(e -0 [t (V)] + 0! ([, (V)] -[£, (V)]
Les hypothéses faites sur f et V, entrainent l'existence des constantes
ki ko k,, etk telles que :

(1) Ao < ks
@) 14,07 < &

&) [A0O)-107)] Vo (x4 =vy (v

< k; Max(
.‘Caefgl

Ce qui entraine :

gs”

) < k(| -0f+p-v])

Conclusion .
(4) et (4") entrainent 'existence des constantes k'y et ky telles que

(5) lJ -7 ’< k. (]{Q’ Q“+HQ‘ ® }‘ s V“) ce qui achéve la démonstration du lemme.
En appliquant le lemme 5.3.0, on obtient :

(5" -V|.

Revenons 3 la proposition 5.3.1

Par définition de Tg, ona :

< [ dA [Tsin A,d 2, ||

da|"

o
// —\/
s .s‘l

(U"iz

L'étude de la fonction U(xy) = [;"dA,[fsin A,dA, e, dA, faite au §2.4 et le

résultat du lemme donnent :

. Dans le domaine # < cs
|7~ T,| < Ky u| Logul | V||
(5.3.L.1) ' 0
. Dans le domaine u > ¢s; etxy; <x(c)

|7 ~T <K'\ xg V"=V

Ce qui achéve la démonstration de la proposition.

5.3.2 Fonctions / (x;).

Montrons que les fonctions /,(x§) = fjgdﬁ;;jﬁ”d&zﬂs(a)),

ou, d'aprés le lemme 5.1.1 :




i o ~f U (G 0 v . .
J(w) = ES[A',— é,;” A{f) avec . [} :%—+éw satisfont a des inégalités de
h | !

méme la forme que (5.3.1.1). Nous allons dans ce paragraphe, utiliser les résultats du
§5.1.1 obtenus en début de ce chapitre.

Proposition 5.3.2.

Pour V=(vs ) et V'=(v's ) dans Jles fonctions I et I'y satisfont aux indgaliiés
suivanies :
- Dans le domaine uscs,,

W -1 sk{j’%nwvn

5

- Dans le domaine u > csy et xg < x(¢),
I' -L|skxov'-V] otk = c*

Démontrons d'abord le lemme suivant :

Lemme 5.3.2.

Les fonctions E(0 ,0,0) vérifient :

- une condition de Lipschitz par rapport & leurs arguments;
- linégalité |E(&',0',60") - E(6,0,0)| < k,JV'-V]; k, =¢*

Preuve.

Le lemme 5.1.1 montre que E(®,w,®) peut s'écrire sous la forme :
E(@,0,0)=E,+E(0,0,d), ot :
- E, sont des fonctions continues et bornées indépendantes de o (donc de © et @ ).
- E' est une combinaison linéaire des fonctions ©,® et @ a coefficients continus et
bornés (V et V' prenant les mémes valeurs sur So3(M)). Par conséquent, il existe une
constante k" telle que :
[E(@',0',0") - E(¢,0,0)|=|E'"(¢",0',6"') - E'(3,0,6)|

< k;Max({é'ﬁSle’m@}+[c5'—a”>])

Donc :
(5321) [E@",0".6)-E@®,0,0)|< k’;(l;é'—é]]+}jg*~g1;1 +Jar-al)

Le lemme 5.3.0 nous conduit a la deuxieme conclusion du lemme.
(53.2.2) |E(&",0",6")-E(@,0.0)| <k, [V'-V]|

Le lemme est démontre.




Démonstration de la proposition.

On utilise les résultats du §5.1.2 et le lemme précédent

A) Dans le domaine u<cs,.

1) POur§320:

Les relations (5.1.2.2) donnent :
Jop =3y = 1 (E(@, 0", &) — E(&,0,&)).

Commeici |A]<kou, k,=c* et u=x)—-d(x}).

(5.3.2.2) donne :

b =S| Skou V=V
En intégrant on obtient :
(53.23) |I, -1, ku[v'-v]

2) Dans le domaine 0> > p, +mu,

i) Dans —ls, >’ > p, +mu,
Les relations (5.1.2.3) donnent :
e =, =—‘[—é—(zf(&f,w',&w—E(cb,w,&))).
’? 72
De(53.22)ona:

"9;6'} #L?scl = k{')'——.\/_i;“V'._V
ok

; kg borng.

"En intégrant on obtient :
\ ' ‘\[l_l Iy ! te
(5.3.2.35) Skx‘gjiw -V|, Kk =c¢€

i
[ -1
sc;, ' 5¢

i) Dans le domaine 0 > & > ~Is,.
" Les relations (5.1.2.4) donnent :

{?‘;CZ - (’936'2 = '__——.\/;_-T(E((’Z)l ’wl 35)1) - Z“‘(&)}{}‘))g{’))) .
SO(?H]@I J N
(5.3.2.2) donne donc :

Ju
5
su(u-a-lgﬁ‘ ) B

En intégrant, on obtient :

V-Vl kg borné

tIR)

‘9:;«:9 - "9362 =k ¢




(53.2.3,)

i)
Nrid

3) Dans le domaine * <p, +mu,

(5.1.2.5) donne :
= (B, o', &)~ E(&,0,@)).
.S'O
(5.3.2.2) donne :
! 4) U2y 4
s, =95, <k )fﬁ—-“V V|, kY constante,

J, -4

S0 &)

En intégrant, on obtient :
(5.3.2.34)

Conclusion .

Dans le domaine u <csj, ona:

(5323) [ -14<k; fﬂv*

B) Dans le domaine u>cs, et x; <y(c).

(5.1.2.6) donne :
5. =ds = M(E(6",0",6") ~ E(6,0,6)).
Ici lel < )\Oxg, (hg =c'),
© (5.3.2.2) donne:
13; —dsi = kE)S}xghv'~V]l, kgS) constante

Enintégrant, ona:
(532.4) [i- 1 <kxg]v'-v]

En récapitulant les propositions 5.3.1 et 5.3.

5 Sk{i—gflV'-—V“, k; constanie.

v, k, constante. .

2, on obtient le résultal suivant :




92

Si 07 — ¢
V=(vy) b W=(w,), avec
dmw, () = Ay | sin AgdAy [P dd (v + | A [Ty, ()

Alorsona:

* Dans le domaine u < csy, ¢<cy.

W' —wl < (Kﬂ:]Logu[ +k, —‘“[ﬁw]}}l/' ~V||

N

* Dans le domaine u >cs;, et x8 < X,.

W' —w | < Kixgly ' -V

(5.3.2.5)

Ou : - ¢4 et X, ont été déterminées dans le lemme 5.2.2.3 de la proposition 5.2.2.1.

- k; et K; sont des constantes.

5.3.3 Contraction.

Soient V=(vg) et V'=(v'g) deux éléments de /, W=(wg) et W'=(Ww'g) leurs images
respectives par ©.
On a la proposition suivante :

Proposition 5.3.3.
11 existe un ouvert £2; causal, ayant pour fronticre ( ), lel que :

dans £2;, @ diminue la distance dans 7' $2; sera défini par
0<u<U,(x})
(X;)) € (60 )x
0 i
u=xg - d(x;)

UO(X;) <Mo, M, = c*.

Q4

Démonstration.

Posons d(W' W) = Maxz;lw’s(xa) - wé.(x“)i
(x9)ey

Pour démontrer la proposition, les relations (5.3.2.5) et les lemmes (53.2.2.2) et
(5.2.2.3) montrent qu'il suffit de déterminer des constantes C, Mg et X' telles que




e

O<u<M
0 :>Ku‘L0gu +ki;;~<l (1)

u s, Sy
ou:
0<u <M
u> s = sz <1 (i1)
0 '
Xy < Xy

Une démonstration semblable & celle du lemme (5.2.2 3) nous permet de choisir .

* C<Cs5 ou (s :Mm(c;, 1 )

(2k)*
* Une constante M telle que :

u< MO = u!Log(u), < WZLI\'

* x <X, avec X, = an(XO,M('),kL).

La condition d(W',W)<a d(V', V), avec 0<a<1 est vérifiée des que l'ouvert 2 est

contenu dans le domaine :

0<u<M| u>Cs,
(11i) ou §
usCs, X, < X'y

Enfin, on peut trouver une constante M, telle que :
u<M, = (i)
L'application du lemme (5.2.2.2) permet de conclure que l'ouvert € satisfait aux

conditions de la proposition.

Conclusion.

O est une contraction dans 7 Atant complet, il existe un unique point fixe

V= (vg ) € Solution de (). Ce qui acheve la démonsiration du théoréme principal.




ERRATUM
Unicité de la solution du systeme intéeral (C, ) des formules de Kirchhoff.
Les notations et définitions étant celles de la léres partie de la preuve du théoréeme 5-2 | soit

Vi=( v;) une solution de (C; ) dans le domaine causal Q, ; on se propose de montrer que V' =V
dans ;.

Or ,d’aprés les lemmes 5.2.2.2 et 5.2.2.3 | il existe des constantes strictement positives ¢; |
m; et X, et un domaine causal D(m;,c;.X;)=D(m;)A(m,,c{,X;) avec:

Xg €(Cy)y
D(my) : 0<u<U(x;) tel que M, € D(my)= (C:{,‘“)c D(my)

a=xS —¢(xh) et UxL)<m

0<u<m
0<u<m,
A(m, ,c1,X) )¢ ‘ ou {u>c¢s,
u<¢s,
(o]
X, <X,

tel que :

(1) Dmy ¢y Xy ) <y

(i) dans le domaine D(m; ,c, ,X; )ona: v',_;(x0 X! ) - (ps(xi )l <h.

L’application ® étant contractante dans la boule centrée en (¢s) de rayon h, on a alors V'=V
dans D(m; ,¢1 ,X; ). On en déduit que les intégrales doubles qui apparaissent dans les formules de
Kirchhoff associées respectivement a V=(v,) et V’=( v;) sont égales, donc on peut prendre ¢;= ¢
(cfthéoemes 2.1 et 2.2)

Soient M la borne supérieure des constantes m; < M et X o la borne supérieure des
constantes X; < X, telles que : D(m; ¢ X, ) <y et V'=V dans Dim;,c X, )

11 suffit de montrer que M; =M et X =X, .

Soit £>,assez petit .Considérons le point A, de composantes ( M., ,0,0.0) et C A, le demi-

conoide caractéristique de sommet A, orienté vers les x° 20 avec C A, C 0, .Considérons le
O

systéme intégral des formules de Kirchhoff avec conditions initiales sur le conoide C,_:

'

Pg=V SI e, =V . Comme ci-dessus , on montre que ce systéme admet dans un voisinage
AO

S

Ca,
ﬁ(fﬁ,”é’,f() de CAO (D(in, ¢, X) défini de la méme fagon que D(in,¢, )?Z) a condition de remplacer

Co par C, ) une solution unique w; telle que |w — § | <2h; avec:

_ i =Max {suplvs o] . SUPIVE —@s‘ (x*)e Q, ; on en déduit que : vs = w = v, dans D(ii, ¢, X) :
s s

donc V'=V dans f)(f’n,"cf, )N() w D( My ,¢.X; )2 en prenant £ suffisamment petit . on aboutit a :
D(i, 8, X) UD( M. ,c. X)) D Dy (Ms,6,X; ) avec Ma> M, , ceci contredit la maximalité de M |
*

donc M;=M.
On montre de méme que X=X, . Donc V=V’ dans Q; tout entier .




Chapitre 6

APPLICATIONS AU PROBLEME
DE CAUCHY SEMI-LINEAIRE

)“f“(x 1D+ (%) =0, (E)

Vi = @(xi)

Y

Dans ce dernier chapitre, nous considérons un probleme de Cauchy semi-linéaire
ou la fonction f ne dépend pas des dérivées partielles premiéres de la fonction inconnuev.
Nous pouvons donc écrire - sans dérivation préalable de I'équation (E) - I'équation
intégrale (&) associée au probléme de Cauchy.

L'intérét de ce chapitre réside dans le fait que nous y montrons que la solution de
I'équation intégrale (£) est la solution au sens des distributions du probléme de Cauchy.
Le chapitre comporte deux sections.
- La premiére section est consacrée a I'écriture de la formule de KIRCHHOFF relative
au probléme de Cauchy, et a la résolution de l'équation intégrale associée.
- Dans la deuxiéme section, nous montrons que la solution de cette equation intégrale
est la solution au sens des distributions du probleme de Cauchy, utilisant en cela des
résultats obtenus dans [B], chapitre 6.

Enongons le théoréme auquel nous condutront les résultats de ce chapitre.

Théoréme 6.0.

Considérons le probléme de Cauchy suivant
(Ey. AM(x%)—2Y 4 £(x“v)=0 dansQ

lé) H
(6.0) ,

T




Hypotheses.

- §, 5 Qsatisfont aux hypothéses Hy-i) et ii) du §2.1.
2- L= A’tﬁl)lﬂ, A’lﬂ, @ satisfont a Ho-iii), iv) et v} du §2.1.
3- f(x%vye BY! (Cx )y ou ' est un ouvert de IR,

Conclusion :

Il existe un ouvert 2y, cansal | ayant /5 pour frontiére tel que :

le probleme (6.0) admette, au sens des distributions sur £2, une solution.

6.1 FORMULES DE KIRCHHOFF ET SOLUTION DE L'EQUATION
INTEGRALE ASSOCIEE

6.1.1 Formule de KIRCHHOFF.

Si les hypothéses du théoréme 6.0 sont satisfaites, alors la conclusion de la
proposition 2.1.3.1 du §2.1.3 s'applique au probleme de Cauchy 6.0 ; par conséquent, on

a le résultat suivant :

Pour toute solution bornée v du probléme (6.0), on a la formule suivante :
V My(x§)eQ, ona:

Gy dxv(x)= j;”d,%3 |y sindad2, jﬂ‘/"‘g A0 AL+ [ )]) +

©2
+[ s [ dAnd e )

ou ; les st stant nuls :




o=—-—2=, lim Ajo=
!f_’gl A0

A - - ~
o ¥ =ow, avec wsl+j0‘ch.d,1,, ol

[ * *
J A‘L’} @{AO‘W
+

Q:‘“l p L{ L J
/2 J é}’

H

ay

*1
JlA X

Sy oy’

o [ =

o ﬂ(x{f,,%;,)tE"(A‘{ 2;/ A/’) avec
I
*if
ollax .
NEY
B=-—o—pi 4 550 d
oy’ oy’

Remarque 1.

La fonction © étant indépendante de la fonction inconnue v, I'étude faite
au chapitre 2 montre que (&) est une équation intégrale, d'inconnue v. Toutefois,

(£) n'est pas une équation intégrale linéaire, a cause de la fonction f{x%,v) qui

n'est pas linéaire en v.

Remarque 2.

La fonction J(x;,A,) étant indépendante de v, contrairement au cas semi-linéaire

général, les résultats du §2.3 du chapitre 2 s'appliquent. C'est ainsi qu'on a les résultats
suivants pour (£); en posant J(v) = A([V]L + E[f(v)]) ,

a) Dans le domaine uscsg,.

1(x) = j{f"dz} [Tany e Ay) = 4mp(& )+k'

x/SO




Donc :

4v(xE) = dmp(&)+ i, jj”d,z3 ju”sin AydAy j{f"‘ A 17/ (v), k' bornée.

s

b) Dans le domaine w > ¢sy et xg < x(¢).

I(x&) = 47¢(0,0,0)+ k'x{.
4y (x{) = 47(0,0,0) + k'x) + [ "dAs [ sin Ay [ da 1 (v).

%
&U

6.1.2 Détermination de y =

2

L'écriture de (E) (de 6.0), sur ( donne :

b 1 9% [ 0%, .
E:Q—————+AJ—-—-—,— +| AY | ——— + =40, o0
[£] v Kl v P RSOLT

. . . 3
[Au]zAu(XU :S,X‘), S:: ;‘(Xl)z‘
[f] est pris pour les arguments :
0=
i i 0
X =X (A]>q_])
V= @(Ap‘l?)

[E] est une équation différentielle linéaire en . L'étude faite au chapitre 4 montre que ¥
est déterminée de fagon unique sur tout le domaine . de Cy, pour toute solution du

probléme (6.0) a dérivées premieres bornées.

6.1.3 Résolution de I'équation intégrale (!).

En s'appuyant sur le théoréme principal (5.2), on va démontrer de fagon breve le

théoréme suivant :

Théoréme 6.1.3.

Si les hypothéses du théoréme 6.0 sont satisfaites , alors :
il existe un ouvert 2y causal | ayant A pour fronticre et tel gue .

i) L'équation intégrale () admette une solution unique v dans l'espace des
Jonctions continies et bornées sur £2;.

if) Sur 4, v prend la valenr g.




e

Démonstration.

Elle est calquée sur la démonstration du théoréme principal du chapitre

précédent.

A) Espace fonctionnel ./ .

On introduit l'espace fonctionnel  défini ainsi :
un élément de 7 est une fonction v telle que :
Py : v est définie, continue et bornée dans un domaine €21 de frontiére . satisfaisant a la
propriété de causalité, a savoir :
; v M, €Ql,0nai(f?H0)CQlA
Py Latrace de v sur f est la fonction ¢.
P3 - v satisfait & linégalite  |v(x°,x')~¢(x') <h ot h=c"

Enfin, on définit sur J la métrique de convergence uniforme :

{1 ,w)=p'—vl= M, s (x%) - v(x?
d(' ) =|pv'—v| (xa)z,él([‘ (x%) - v(x ))

B) Application © de ¢ dans lui-méme.

Définissons une application ® sur ./ par
Vved , on pose O(v)=w, avec :
() drw(x®) = [ dA, [sink,dh, 0520 dh A [vIL + 2[F(v)]) +
+ AR, [dAL (0 )

Lemme 6.1.3.1.

Pour un choix convenable de U'ouvert (2, ® est une application de .7 dans lui-

méme.
Preuve.

L'application de (6.1.1.1) a (1) donne




Dans le domaine u < cs,

4w (x{) = dmp(E) + k‘—*/w:l« + ijd/?.deﬂsin AqdA, JOW("’“ "{")d)tl{f/(v)
o

5

Dans le domaine u > ¢sy, x§ < y(c):

)

4mw(x&) = 47(0,0,0) + k' x$ + j;”d@ | sin Aadi2n j{j""“" 0 g2 )

En appliquant a l'intégrale triple les résultats du §2 4 du chapitre 2, et comme ve.

entraine J(v) borné, (*) donne :
Dans le domaine u < csp.

4mw(x$) = dmp(&)+ k'——‘/—;—- + K'u| Logu|

- 0
Dans le domaine u > csy, xg < y(e):
| daw(xg) = 47¢(0,0,0) + K'xd, ol ket K' bornée

- Ces relations montrent que si ve/ alors w=0)(v) est une fonction continue, bornée et

prend la valeur ¢ sur 4.

- La démonstration de la condition | w(xo,xi)—(p(xi)f <h se fait de la méme fagon que
pour le lemme 5.2.2.3.

Par conséquent, il existe des constantes :
" Mir _h)»
L4 (4 = MIII(C3,(2](I) )

o M(h) tel que: 0<u<M(h)=>u|Logu h

S

o M"= Mm(%,x(c),M(h))

telles que :
* la condition | w(x%,xi)-@(x)l <h est vérifiée dans tout ouvert €)1 contenu dans le
domaine.
O<u< M(h) O<u<M(h)
(***) <u<cesy ou {u>csy
¢y xg <M

Enfin, on peut trouver une constante M telle que :
u<M= (¥*%),

Le lemme 5.2.2.2 permet de choisir €2} défini ainsi

0<u<U(x]) ety < bt
0

i > .
Qp ((xy) eCy)y avec: 0 [
u=x, - ¢(x;)

Q; causal

On conclut que si ve, alors on peut trouver l'ouvert Q tel que O(v)=we/,

donc :



Tuy
O et le lemme est démontré.
C) © est une contraction dans 7,

Démontrons le lemme suivant qui est I'équivalent de la proposition 5.3 1.

Lemme 6.1.3.2.
Soient v et v' deux éléments de et T et T les intégrales triples de () calculées

respectivement a partiv de v et v'. Alors, on a :

Dans le domaine u < ¢S,
IT'-T| < K" u|Logul.Jv' v
Dans le domaine u > csg, xg <);(c):~

| IT'-T| < K'xJv'-v], ot K=cte.

Preuve.

Pourvetv' dans/,ona:

o (2T wial Ay) . . -
T-T= Jod/13j()51n xzdzzjo Ay () =2 (v)).

S)-1(v) = AL([v]-[v]) +aZ([r(v)]-[E)]).

Comme :
* AL et AZ sont bornées (§1.5 et 1.6).
* f est lipschitzienne env.

Il existe une constante A' telle que
5’(\/‘)-7(\/)[ < ?U“V'—VH.

2
En appliquant & (x&) = j0§,13jo’§in Agdiy |

0
Cday,
wiel AL

les résultats du §2.4, on obtient la conclusion du lemme.

Lemme 6.1.3.3.

11 existe un ouvert £2;, causal, défini par :

: i
0<u<U(xy) Ulxy) <M
Q, avec: {M ="
(xf)) ed, usxg-e;z}(x{‘)}

tel que : @ diminue la distance dans .7




Démonstration.

Soient v et v' dans , w=0(v) et w=0O(v') leurs images par ©.
4rnw(x, )y = T(xy)+1(xy)
4nw'(xg ) =T (xy) + (x5 ),
Alors :
am W () = w(xE)

Le lemme 6.1.3.2 entraine

Iw'(xg) - w(x})| < Ku|Logu] Jv'-v]
ou:

|w'(x5) = wixs)

} carJ(x;,A,) estindépendant de v.

=| 1) = T

< Kxpv'=v|, K=C*,

Prenons :
d(w',w)= Max|w'(x; )~ w(xg)l.
(xg)es,

D'apres les lemmes 52.2.2 et 5.2.2.3, pour démontrer qu'il existe un ouvert
causal Q1 sur lequel ® diminue les distances dans 7, il suffit de déterminer des
constantes C', M'g et X telles que :

O<u<M,
u<cs, :bKu[Logu{<l (1)
c< ('
ou !
O<u<M,
u>cs, =Kx;<l (i)

4]
(X <X

~ Hest évident qu'on peut trouver une constante M'y telle que

0<u<M6:>u1,()gul<—[i;-,

Le lemme 6.1.3.1 montre qu'on peut choisir :
C'=Cy
A Wy L )
X = Min( M My,
Pour que ® diminue la distance, il suftit que l'ouvert Q7 soit contenu dans le

domaine défini par:

0<u<M, 0<u<M,
(¥***y Ju<cs, ou {u>Ccs,
C<C, x\ < X

g




FRVH

Et comme on peut trouver une constante M telle que :
u<M—o> (xx*x),
alors le lemme 5.2.2.2 permet de déterminer £} sur lequel ® est une contraction,

achevant ainsi la démonstration du lemme.

Conclusion.

Atant un espace métrique complet, les lemmes (6.1.3.1-33) achévent la démonstration

du théoréme 6.1.3

6.2 SOLUTION DU PROBLEME DE CAUCHY AU _ SENS DES
DISTRIBUTIONS

Dans ce paragraphe, la solution élémentaire utilisée dans [B}] nous permettra de
montrer que la solution de I'équation intégrale (&) (§6.1.1) est solution du probléme de
Cauchy (6.0) au sens des distributions.

- On définit, dans la premiere partie, le probleme de Cauchy en termes de
distributions dans le cas ou I'hypersurface initiale est d'abord spatiale et ensuite un demi-
conoide caractéristique.

- En appliquant un résultat obtenu dans [B|] nous montrons, dans la deuxiéme
partie, que la solution de I'équation intégrale (£) est la solution au sens des distributions

du probléme de Cauchy semi-linéaire (6.0).

6.2.1 Traduction du probléme de Cauchy linéaire en termes de
distributions.

A) Données sur une hypersurface spatiale.

Considérons le probléme de Cauchy suivant:

(Fy. A (D) Dy + BH D) Dy + f(x¥) =0, dans Q.

(6.2.1.1) W = o(x')
Fy . ]
Pl

ou :




[0 L= A™(x*)D,,, A™ B* f ) ety satisfont

aux hypothéses (H,) du paragraphe 14, chapitre 1

o Q est un ouvert de IR contenant /., et partagé par .’ en deux parties :
Q ={() e’ > 40x))
O ={x*)eqx' < o(x")}

M

x’ = ¢(x') étant I'équation de /.

En considérant l'opérateur linéaire A sur les distributions v sur €3, défini par :
2 3
Ay = A (i V__ . pA m;
ax”* axt Ix”-
on a démontré dans [B] le lemme suivant :

Lemme 1.

*  Siles conditions (1) sont satisfaites;
* i v est deux fois différentiable sur 2% ;
¥ Siv et ses dérivées premiéres sont continues sur 4
¥ Siles dérivées secondes de v sont sommables;
*  Sivestnulle sur $;
alorsona:
(62.1.2): Av=Av +T.
on :
i {Av dans QF
0 ailleurs.
- Test une distribution, de support fdéfinie par :
Vg e S2(Q); (S (Q) = espace des fonctions k fois dérivables et & support compact
dans Q).
(6.2.1.3), <«T,g>= H dxidxzdx’z{g{(~—é~% + B+ 4V -{?—q-‘%% By )§0+ F(g). x+
b gl Ox ox’
v2(4Y 4 A‘é"qj)%}g;%nq,.)@}

Vo4
g9, =~ ¢f
avec ox
F(g;)= AY 4 ZAOiq!. + Ai"qlqj

De ce lemme, le probléme de Cauchy ordinaire en termes de distributions se pose
ainsi :
- Trouver une distribution ve5'(Q) telle que :

Av = —f + T, avec support devc Q" car Ay = -/



Ve 3

B) Données sur un demi-conoide caractéristique.

Le probléme de Cauchy est le suivant :
(F). A Dy B ) -CY 4 fix®) =0, dans Q.
(6.2.1.4) | Ix
v, = e(x)
)

On a démontré le lemme suivant dans [B] :

Lemme 1 (bis).

- SiL, A% BA I et g satisfont anx hypothéses (Hy ) dir $2.1 dir chapitre 2;
- Sivsatisfait, sauf en O, aux hypothéses du lemme 1;

alors, ona :
— — JAv =—f dans Q
(6.2.1.5) Av =Av+T7, avec : Av = ‘ /
0 ailleurs.
on
Vge S(€), T est donnée par :

(6.2.1.6): <T,g>= Mdrldxzdx‘}g{(-ﬁ—@% $ B4 a7 iy BQ/J@ + Z(AOE + Ai"'qj)—@:—}
(:JO:szgt(x‘) Z 2 ox

En effet, sur Cy: F(qi):A()()+2A0jz1f+cijj =0, par conséquent, (6.2.1.3)
donne (6.2.1.6).

C) Solution au sens _des distributions du probléme de Cauchy linéaire sur un

demi-conoide caractéristique,

Si les hypothéses du lemme | (bis) sont satisfaites, on peut appliquer la
proposition (2.1.3.1) au probléme de Cauchy linéaire (6.2.1.4) et on obtient I'équation

intégrale linéaire :

@) Amv(x3) = [TdA, [TsinAdydd, [X A dAMIVIL + ) + A [T d AL (xE A)

ou:

P 453

dy' 0y’ cy'

L=cwet L=




ru

MA»_‘ *
C{AUJ @[AO‘}
a):1+j:‘Pale et P =Y p, oy + o +1/2(;),[8’]+[B°D.

J = E’(A& "%A?)’ avec :
H

E'= -t gy {Aé"]zﬁ + 2[3’}@
dy ay'
En utilisant la solution élémentaire construite au chapitre 6, page 142, F. CAGNAC

a démontré dans [B], le lemme suivant :

Lemme 2.

Si - les AMH sont de classe C7 sur 02

- les B sont de classe 2 sur 0

- [ (x@ ) est de classe CU sur

- p= \7[0 ou v est de classe (2 sur 2

[
alors :
la solution v de l'équation intégrale ( ') vérifie au sens des distributions, l'égalité :
(6.2.1.7)  Av+f=T, ou :
A=A"Dy, + 8D,

6.2.2 Application au probléme de Cauchy semi-linéaire

Considérons le probléme de Cauchy suivant :
(E): AM(x)Dy v+ f(x*¥) =0, dansQ
(6.0) ,~
v[i?0 = @(x")

Sous les hypothéses du théoréme 6.0, on a montré au §6.1.1, que toute solution
veB2(Q) de (6.0) vérifie I'équation intégrale () du §6.1.1.

Le théoreme 6.1.3 a permis de determiner un ouvert causal €2, dans lequel
I'équation intégrale (£) admet une solution unique continue et bornée.

Soit A l'opérateur linéaire, sur les distributions v, sur €2y, défini par :

Ay = AM OV
ax*xt

2
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alors on a le lemme suivant, dont la preuve achévera la démonstration du théoréme 6.0.
Lemme 3.
Si les hypothéses du théoréme 6.0 sont satisfaites, alors :
la solution v de I'équation intégrale ( J' vérifie au sens des distributions sur €24,
'égalité (6.2.3.1)  Av+G=T;
ou :

o G est ladistribution sur Q, définie par: G(x%)= f(x%,v(x%))
o T est ladistributionde sup port Uy définie parvg € §2();)

)< T’g>:e | OUL i)dxlci’fzdt‘*g[(wgg% A7 -g—x‘-’—;})wz(/q“" +Aﬁqj)§§]
X =g x

carici, B* =0.
Preuve.

En effet, si les hypothéses citées sont satisfaites, alors :
- v est continue et bornée, il en sera de méme de G(x*) = f(x*, v(x*)) (hypothese sur f).

Par conséquent, nous pouvons appliquer au probléme de Cauchy
AM(x®)Dy v+ Gx®) =0

(6.0") ;

, W = o)

Inl

la conclusion du lemme 2 ; ce qui achéve la démonstration du lemme 3, et donc du
théoréme 6.0. A
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ERRATA

Page 3 : Chapitre 1 ala page 11 au lieu de 12

1.1 Conoides caractétristiques a la page 12 aulieu de 13
Page 5: [B6]™ (1) Voir Bibliographie
Page 7: Nommer le systéme (I,) équation dans I' accolade
Page 12: Partie A aulieu de page 12
Pages 18 a 39: Lire y aulieu de ¥
Page 23 ligne 8: remplacer q par g,

ligne 11, remplacer @ par .

Page 24: a la place de (1.4.1.8) lire

| 3
i * O] A Gg
[* J} . a(Pr * -

*1I' | % * ) * Ok

t
o L — , +0g| Bt o, [ +£( . g%
Say-‘ ¢ 6yJ 5 r i/ Ar

d=b e n
(1.4.1.8).35—85 [qi pl)
oA

Page 27: Lemme 1.5.1 remplacer % par %
L ]

Page 40: Ligne 12 lire: donc de majorer £ (x%, ;)

Ligne 14 lire pour pouvoir majorer J(x*,1,)
Page 41: Avant demiere ligne: lire pour terminer ['étude de So(M,)
Page 78: Ligne 9 dans l'expression de E(6,0,0) lire E‘;}}
Page 88: i) Lire 0> & > -Is,
Page 96 :  (*) et suite, remplacer X(c) par Y (c)
Page 101: . Lemme I: lire Avaulieude Av




