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1 INTRODUCTIO~ 

L'étude de la largeur analytique a fait l'objet de plusieurs travaux avec des 
approches différentes, panni lesquelles le nombre maximum d'éléments ana
lytiquement indépendants dans un idéal 1 d'un anneau nœt hérien local que 
nous notons f(J). 
A) Le concept de largeur analytique a été introduit par D. G. Northcott et 
D. Rees en 1954 dans [N R] de la manière suivante : 

Soit (A, 9Jî) un anneau nœthérien local et soit 1 un idéal de A. 

( /"' ) La fonction 'P 1 : n f---+ dimA/!m 9Jî]"' est polynomiale. La largeur ana.ly-

tique de I est définie par : >.(!) = 1 + d0 'Pn oü d0
([J 

1 
est le degré rlu polynôme 

associé à 'P 1 • 

Ils ont montré que si le corps résiduel de l'anneau (A, 9Jî) est infini alors 
J'(l) = >.(/). 

. R(A, 1) 
Posons 1(1) = d1m 9RR(A,I)" On montre aussi que >.( /) ~;( 1), que 

A/9R soit infini ou non. 

J. S. Okon a défini dans [Ok] la largeur analytique d'une filtration nœthérienne 
J (1,,) d\m anneau A par : 

{d. ~(A,!) ou MA} , 't·) 
sup im (u, 9Jî) ~(A,!) : :.t-'~ E" ax note!\. , 1 

oü ~(A,!) est l'anneau de Rees généralisé L J,,Xn avec X une indéterminée 
nEZ 

ctu l/X. 

B) D. G. Northcott et D. Rees ont défini clam; [N R] deux notions d'ôléments 
analytiquement indépendants de la manière suivante : 

Soit (A, 9Jl) un anr1Pau local nœthérien et soit l un ich5al de A. 

1) Des éléments a 1 , .•. , ar de A sont dits analytiquement iudépendants si 
pour tod polynôme homogène :F de degrés, à r indéterminées et à eoefficientf' 
dans A, la relation F( a 1, ••• , ar) 0 implique que :F a tous ses coeffil'ients 
dans 9Jî. 

2) Des éléments flt,.,., Or de I sont dits analytiqu<>ment indépemlants 
dans I si pour tout polynôme homogtme :F de degré s, à r indétPrnti!técs nt 
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à coefficients dans A, la relation :F(a1, ••• ,ar) E 9JiJ8 implique que :Fa tous 
ses coefficients dans 9.Jl. 
Une généralisation concernant la première notion d'indépendance analytique 
a été introduite par G. Valla en 1970 : 

Soient A un anneau et J un idéal de A. Des éléments a1 , ••• , ar de A 
sont dits }-indépendants si, pour tout polynôme homogène :F de degrés, à r 
indéterminées et à coefficients dans A, la relation F( a 1, .•• , ar) 0 implique 
que a tous ses coefficients dans J. 
Dans ma thèse de troisième cycle. ces deux notions ont été étendues aux fil
trations à l'aide d'une seule définition, ce qui a permis d'avoir des extensions 
de la largeur analytique notées e.1(g, k) et j'ai défini une autre extension de 
'YU, 1) par ÎJ (f, k) où k E N* U { +oo}. Plus tard, dans [D D S], nous avons 
présenté une extension de la largeur analytique en utilisant le degré de tran
scendance dans un sens défini par Hamann dans [Ha] et nous avons présenté 
des comparaisons entre ces notions pour k 1 et k = +oo. 

C) Le premier objectif de cette thèse est de généraliser l'indépendance ana
lytique à des familles g ( Gn)na,J{ +oo} de sous-groupes d'uu anneau com
mutatif et unitaire B tels que C 0 = A est un sous-anneau de B, (0) 
et GPG'I ç;; Gp+q Vp, q E Z ( resp. Vp, q E N)), appelées quasi-graduations 
( resp. +quasi-graduations) de B et de donner des extensions de la largeur 
analytique aux +quasi-graduations comparables à la définition de J.S. Okon 
pour les filtrations nœthériennes. 
Lorsque g ( Gn) est une quasi-graduation (rcsp. une +qmrni-graduation) de 
B avec G0 13 alors pour chaque n E Z (resp. N), Gn est un idéal de B et 
on dit que g est une prégraduation (resp. une +prégraduation) de B. 
Une filtration d'un anneau Best une prégraduation (resp. une +prégraduation) 
de B qui est décroissante. Une filtration J (1,,) dl' A est dite nœthérienm• 
si son anneau de Rces lî(A, f) = !,,X" est nœthérien. 

1!(C;f, 

La filtratimi /·-adique d'un amican A ('S1 la famille (/") où l est un idéal de 
A et /" A \ln S: 0 

Tous les am1eéutX sm:t suppm:és ;:0111111utntifs et unitairt's. Soient B uu au-
ncau, y (Gn +:xi} mw 1qua.si·graduati,Jn de B. k E = N* U {+.x;} 
d .! uu idéal de Go A td ql\(~ J + (,\.li A f A. 
Ü(~S !;lélllclltS lt:, .. . ,a, de (,'1 S(!l1t dits J-iudhH~udants d'ordre/.,: l'l'la!ÎV<'

UH'.llt à y pour tout polynôuw lt!i!llog(·rw de <h·gn~ s, i1 r indét(•rmi11'""s 
et àcoefiicicnt::; dans A, la relation F(a;, .... 11,.) E J(,', +(,',fi, impliq1w q1w 
:F il tous ses codfîcicnt.s dans J (,\. 
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Au chapitre 1 nous donnons des propriétés de l'indépendance analytique 
généralisée pour les +quasi-graduations d'un anneau et nous établissons 
le Théorème (1.2.4) qui donne des critères équivalents de J-indépendance 
d'ordre k relativement à une +quasi-graduation g ( Gn) d'un anneau B 
en termes d'isomorphismes de A-algèbres et d'indépendance algébrique sur 
---- oü A est le sous-anneau G0 de B et J est un idéal de A. 

nombre maximum d'éléments de J, ]-indépendants d'ordre k relative
ment à la +quasi-graduation g = (G,,) est noté f.J(g, k). Lorsque (A, VJ1) est 
un anneau ncethérien local à corps résiduel infini, l et J des idéaux de A 
et g = f 1 la filtration !-adique, e,(g, k) coïncide avec la définition de J. S. 
Okon. Par contre, nous établissons dans [D D S] que {1 (g, k) est en général 
différent de la largeur analytique au sens de Okon même pour les filtrations 
nœthériennes d'un anneau local (A, VJ1) à corps résiduel infini. 

Des notions affaiblies de ]-indépendance relativement à une +quasi-gradua
tion rl"1m a11nca11 pcrn]('Uront d'obt<·nir au drnpitrc ;3 des <>xtensions d0 b 
largeur analytiq11c aux +quasi-graduations, notées fl~(g, k), e<f,(g, k) et f'}(g, k). 

D) :fous adoptons les dôfinitions suivantes lorsque g (G,,) Ci:lt une +qmt8Î-
gradnation de B : 

1) Soit k E f\J*. On dit que g ( G11 ) est k-décroit\sante 8i pour tout 
n 2:: o et pour tout i 2:: 1 on a: Gn+ik n Gn ç Gn+k n G". 

Ou montre par récurrence suri que cela revient à dire que pour tout n 2'.'. 0 
la s11i I\' ( G,._,,k n C11), ?:O est décroissante. 

On dit que g est une k-quasi-filtration de B 8Î g est k -décroit\sante. 

2) On appelle quasi-filtration de B toute +quasi-graduation dfrroissantl' 
de B. 

3) On dit que g C8t une k-préfiltration de B si g c8t nue k--quasi-fill.ration 
<le B et une +prégraduation de B. 

G;:, Vn E 

5) On dit que la + quasi-grndnatien !J c,.;t fortement A-P (fort<'llH'Jlt. n p·· 
proximahlc par d<~s puissaun·~~ de soni:i-µpmpcs) 81 il cxisk 111 _ l vfaifüu1t 

1 

Si u11td111 <:st le pln~; pd.ii (111 dit al\lrs q;ie g est forf!'l!Wlll :\-1' d(' rn11g 111. 

Le Tlifori-11w (L2.l.) pcrmd d·"xpri11wr f'j(y, k) dt';(•/. I·) p;11<ksi11( .',,. k) 
lorsqnc y <'8t uw· k--c111;Lc.:i-filt rntio11. J nmti<•1it (:,li .4 1·t /1/ .! 1·-.t li11i 

{ 'i { ,. ) . /" i · 
./ (/. .. -c-. ' 1 I (/. ' ) 

' .. 1 
f! • . ! 1 
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Le Corollaire (3.2.4) permet de déterminer f'j(g, k) et e'j(g, k) par des l.1(Gn, k) 
lorsque g est une k-quasi-filtration régulière, A= G0 un anneau nœthérien 
et J un idéal de A contenant G k n A: 
Pour tout m 2 1 tel que Gmn = G~, "ln et pour tout k E N* on a : 

e~ (g, k) f,'I (<J k) 
.! • ' €'.~(G1111,,k) sup{l.,(Gmnik): n EN*} vp EN*. 

E) Dans lc8 chapitres 2 et 4 nous ùormons de8 extension::; aux +quasi
graduations en pmmnt : 

"f.J(g, k) = dim R(A, g) n (uk, J)?R(A, g) et 

T.1(g, k) 
R(A, g) 

trdeg_A___ ----------
JH;inA R(A,g)n(1ik,J)~(A,g) 

où g = (Gn) est une +quasi-·graduation de B, A= (Go), R(A, g) e G,,xn 
nEN 

et 3r(A, g) = G,,Xn et où tr C est le degré de transcendance 
nEZ 

l C A · l 1 · d' 'l' d C . ce sur ~ A i.e., e nom Jrc maximum e ements e qm sont 
J + c,k n 

algébriquement indépendants sur --~-A, dim désigne la dimension de 
J + c,k n 

1 
Krull et u -- (avec la convention ·u+'Xl 0). 

X 

La Proposition ( 4.3.3) généralise m1 résultat de [Di] qui montre que 
lorsque (A, 2.Jî) est un anneau nœthèrien local Il corps résiduel infini, pour 
toute filtration nœthérienne J de A, e~J 1 (f, k) coïncide avec les extensions de 
la largeur analytique obtenues dans [D D S] à l'exception de f',.m(f, k) et qu'ils 
coïncident avec f~mU, k) si eH plus f est une fîltratio11 adique. 

Nous présentons à la Gn de <:<'tt{' tlû•se b.; trois arhch's sm l'iwk'pcll(ln11c<' 

analytique généralisée et la larg<~ur aualytiqrn· pour ics <-;1s des lilt rations 
et des prégraduatio11s. L'étude d(' la lnr,!!,<'llf aiialvt i< r [(' d1'S fi 1 trn t ions il\'{'( 

la not.io11 d'iudépendauee règ1tlii•n, n l'·:/· fait<· d;i11s !"art id1· !D 1] i'f cdlc d<'s 
pr<;gradnatio11s d'a111w1u1x <t ('té Liitc d.111:-- l'art id<• [D:) 



Nous établissons les résultats suivants : 

4.3.2. PROPOSITION. -- So'ient A un anneau nœthérien, k E N;, g 
une k-préfiltration de A fortement A-P et 9J1 un idéal rna.rim(i,l de A. 
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4.3.3. PROPOSITION.- Soient A un anneau nœthérien, k E N-;, g = (Cn) 
1me k-préfiltration de A fortement A-P, et 9J1 mi 'idéal ma.r,imal de A. 

(i) On a P~1J1(g, k) :::; f:'t,11 (9, k) :::; ~f<Jn(g, k) r,:m(g, k) :::; r'.m(g) T'JJi(g) 

(ii) Si 9J1 contient Ch alors on a : 

(iii) Si 9J1 contient Gk et si A/9J1 est infini, alors on a · 

( iv) Si A/9J1 est infini, alors pour un idéal 1 Ç 9Jl et pour q > 0 on a : 

4.3.4. COROLLAIRE.- Soient A un anneait nœthérien, k EN* et g = (G,,) 
est une k-préfiltration de A fortement A-P de rang m EN*. Sod p EN* un 
mnltiple de m. Alors pour tout idéal maximal 9J1 de A contenant G1.: (et pour 
tout q E N* on a : 

(i) f9n(g, k) ::; f'.~)l(g, k) e;,,(g) ~hm(g) 

~t<J11(Gpq) = T~m(g, k) T~m(g). 

(ii) Si A/9J1 est infini, alors 

a) P'JJ1(g, k) :::; R.~n(g, k) = P~û1 (g) fi;,11 ( Gpq) = ~f'Jn(g, k) T~m(g. k) 

b) Pour tont idéal J Ç 9Jî, 

e U) = pa (I k) 'JJl . 'J1l ) ~('J)i(l, k) = T9_n( f, k) · 



4.3.5. COROLLAIRE.- Soient (A, 9.Jî) vn anneau nœthéricn local et k 
Supposons que g est une k--préfiltration de A .fortement A-I' de rang rn 
que p E N* est un multiple de m, alors pour tout entier q E N*, on a · 

Î 

(i) l(g, k)::; l"(g, k) = l"(g) = l''(Gpq)::; Î(g, k) = Î(g) Î(Gpq) = T(g, k). 

(ii) Si A/9.Jî est infini, alors 

a) C(g, k) ~ l"(g, k) = f"(g) = f"(Gpq) = Î(g, k) = T(g, k), 

b) pour tout idéal I, 

C(l, k) = C(I) f"(l, k) = C"(l) = C"(l'1, k) = ~f(J, k) T(I, k) = Î( /). 

F) Le Cèuxième objectif est l'extension de la notion d'indépendance analy
tique généralisée à des familles de sous-groupes d'un B--module M compati
bles avec des +quasi-graduations g de B, appelées g-qua::;i-graduatious de M. 

Nous consacrons le chapitre 5 à l'étude de l'indépenda.nce analytique 
généralisée aux qm1<-;i-graduations d'un module. 

Soient M un B-modulc, H (Mn)nEZu{+oo} mie famille de sous-gronpcs 
de (M, +) et g (G11 )nEZu{+oo} une +quasi-graduation de B. 
On dit que H est compatible (respectivement compatible à droite) avec g on 
que 1t est une g-quasi-graduation (respectivement une g+ -quasi-graduation) 
du B-module M si M00 (0) et GpMq Ç Mp+q pour pet q E Z U { +::::io} 
(respectivement p, q E N U { +oo}). ' 

Soient A un sous-anneau de B, k E N* N* U {+oc}. 

Soient a 1, .•. , ar des éléments de B et ~mit I le so11s-A-modulc de B 
qu'ils engendrent. Posons g(A, I) la +qnasi-graduat.icm (l,,) 11 telle que 

! 11 = A Vn ::; 0, l.-xc (0) et I,, r \ln ? 1. 

On S'lppose que 1-( = (Mn) est une g(A, n+ -qnasi-gracluation du B-rnodnlc 
J\-1. Les éléments ai, ... , ar sont dits .!-indépendants d'ordre k relativement 
i1 1t si, pour tout polynôme homog(~ne F de degré s, à r indéterminées et à 
coefficients dans M 0 , la relation F( ai, ... , a,.) E JM,, + M"+k implique que F 
a ses coefficients dans JM0 + M1, . 
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Soit J un idéal de A tel que JM0 + Mk n Mo#- Mo. 
On pose lP'n = I11Mo Vn et lP' (IP\,)nEZu{+x:J· 
Alors lP' est une g(A, !)+-quasi-graduation dn B-modulc ;\1. 

Posons 1Kn lP' n n ( J Mn + Mn+d et 

lP' n !,,Mo 
R1 (H., k) = - = fB ----------

n 1Kn ;; J,,M0 n ( JM" + 

I,, 
Alors R.1(1-i, k) est un © 

1 
(JI 

1 
module gradué. Soit 'Pk le 

n n n n + n+k 

In 
morphisme gradué de J+ AnA[X1 , ... ,X,] dans 

I" n (JI,,+ 

xi 1-+ B; et dont la restriction à l A est l'identité, .+ n 
OÙS; a;+(JI+fk+ 1 n!)E JI+Jk+InI Vi 1, ... ,r. 

R(A, ln 
Il existe un isomorphisme î/Jk : e J 

112:0 n n + l,,+d H(A, !) n (u', J)?J?(A, T) 

dont la restriction à J A A est l'identité. 
+ n 

Posons vi = 'l/Ji.:(si) Vi = 1, ... , r. On a : 

v; a,X + (R(A, f) n (1/, J) 5R(A, !)) 

Soit <P.1(M, k) l'unique morphisme de sous-modules gradués de 
Mo 
M M [Xi, .. .,X,] sur R.1(1-i,k) tel que 

JMo+ kn o 

et 

= /J Vf3 E Mo 
JMo+MknMo 

- R(Mo !) 
II existe un isomorphisme 1/•1,: de R.1 (1-f., k) sur R(Mo, n ' 

1 

J)M tel que 

{ 

J;k(s.Ji) = a;aX + R(M0 , !) n (u', J)M 
et 

J;k(a) a + R(Mo, !) n ( 1i, J)M 

Mo 
Vëi = a + [JMo + Mk n Mo] E JM M M 

o + k n o 
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Posons ij:;k = 9?.1 (M, k) et jjk = ;J;Â. o '·PA. 

Ainsi, le diagramme suivant est commutatif : 

... ,X,.] Mo r J 
J lML Jl.AT Jl.AT [Si, ... ,S,-

l<JitJ + lVllk n lVJlQ 

R(Mio, I) 
R(MI0, I) n (uk, J)MI 

Nous établissons le Théorème (5.2.1) suivant qui donne des critères de .l-indé~ 
pcndancc d'ordre k relativement à une quasi-graduation d'un B-module H. 

5.2.4. THÉORI~ME. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) Les éléments ai, ... , ar sont .!-indépendants d'ordre k relativement à H 

(ii) iJÂ. est un isomorphisme de t1
0

° [X1, ..• , X,] sur ____ R_ .. _(M_o_,_I_) __ 
JTh !) n (uÂ, J)M 

Mo (iii) La famille {s 1, ••• , s,.} est algébriquement libre sur ·-------
.!Mo + Mk r1 Mo 

(. ) L f · 11 { } l ' 1 • 1·1 Mo 1v a arrn c v 1, .• , v,. est a geonquernent 1 >rc sur --.--.. --. 
. · .!Mo + Mk n Mo 

---- .,, ___ ,, ___ ·--·--------
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[Ci-IAPITR_E l] 
·---·, 

QUASI-GRADUATIONS D'ANNEAUX ET 

INDÉPENDANCE ANALYTIQUE GÉNÉRALISÉE 

1.0 Dans ce chapitre nous définissons l'indépendance analytique généralisfr 
pour les +quasi-grndnations d'anneaux et nons présentons qudques propriétés 
tout en donnant des critères éqnivalf~nts de J-iud(~pemlafü·('. 

1.1 - Indépendance analytique généralisée 

1.1.1. DÉFlNITfONS 

1) Soient Bun annf'all et (C'r,)nau{+=} une famille de sous-gronpes (h• B. 

Nous définissons le produit de deux sous-groupes l et. J de B par le so11s-
1. 

groupe formé par l'ensemble des éléments de la forme : L a;l11 tels qnc n, E l 

et b, E J. 

On dit qne (G1i.) est une quasi-graduation (rcsp. une 'qmrni-grnduation) 
de B si A = Go est 11n sous-anneau de B, C00 = (0) et C,lJ" Ç C,,+,1 q E Z 
(resp. Vp, q E N). 

2) Soient g (C,.)nEZu{+=} une -t-quasi-gradnation d'un mmean B, A=" 0 0 . 

k E N• = N* U { +oo} et J un idéal de A teh; que J + Ch n A f: A. 

Des éléments al, ... , Or de C 1 sont ditH ]-indépendants d'ordre k relative
ment à g si, pour tout polynôme homogène F de degré s, à r indéterminées 
et à c<w~cients dans A, la relation :F(a 1 , ••• , ar) E J(/, + G.,+A: impliqw• que 
F a tous ses coefficients dans J + G k. 



1.1.2. PROPOSITION.-- Soient B mi anneaa. g 

+quasi-graduation de B et k E N*. Soit J ·un idéal de Go 

11 

J + Gk n A i= A et soient a 1, •.• , ar des f:léments de B J- indépendant,<; 
d'ordre k relativement à g et 1 = (o. 1, ... , ar) le sous-A-module d<: B 
qu'ils engendrent. On a : 

(i) Si J contient Gk nA alors les éléments 01., ... , Or sont 
(d'ordre +oo) relativement à g et à fi (1"). 

(ii) S'il existe i tel que a; E J + Gk n A alors 

(iii) Sir ?::". 2 et si I Ç A. alors 

indf:pendant:; 

(iv) Si r ?::". 2 et si dem: élém.cnts ai sont dan.~ A alors üs .rnnt 
J + Gk n A par conséquent lP n A Ç GP n A Ç .J + Gk n A, \/p 1. 

Preuve (i) 
Soit x F( a1 , .•. , ar) où F est un polynôme homogèue de degré s a 

coefficients dans A. On considère que J contient Gk n A. 

FE (J+GknA)[Xi, ... ,X,.j. 

Or, J + Gk n A J donc les éléments a, 1 ••• , ar sont J-indépendnnti' 
(d'ordre +oo) relativement à g et à fr-

(ii) 
Si a; E .J + Gk n A alors pour tout p ~ ] et pour tout y E CP n A Oil <1: 
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a 1 ,. _. ,ar êta.ut ]-indépendants d'ordre k relativement it y, OH a: 

y E (J + G~J n A J + Gk n A donc Gl, n A ç J + ck n A l't. OH a alors 

(iii) 
Si i, j E [1, ... ,r] avec i =/:jet F(Xi, ... ,X,)= a;X1 - aiX, alors F e:-;t 

à coefficients dans A et est homogène de degré 1 et l'on a F(a 1 , ••• , or)= 0: 
d'où a; E J + Gk n A. La conclusion découle df' (ii). 

(iv) , 
Si a; et a1 E A avec a; =/: al' soit F(X 1 , _ .• ,X,.) = a.;X1 - ar·\, alors F 

est à coefficients dans A et est homogène de degré l et F( a 1, ••• , ar) = 0: 
d'où ai E J + Gk n A; la conclusion découle de (ii). 

1.1.3. PROPOSITION.- Soient B nn anneau, g = ( Gn) une + rruasi
graduation de B et k E N*. Soit J un idéal de A tel que J + G"' n A# A. 

On suppose que ( Gn+k )n::;:o est décroissante ou qnc 

Gn+ik n Gn ç Gn+k n Cri \ln 2 0, \fi 2 1. 
Soient ai, ... , ar des éléments de G1 }-indépendants d'ordre k relative
ment à g. Alors 'efp 2 1 on a : 

(l.) s. G n A c J (:' n A ..J_ A l .. l · 'l / ' . t f' p i k _ + 7pk r , a ors es e enu.n .8 a 1 , ••• , ar 
sont J - indépendants d'ordre k relativement à la + quasi-.<Jra.duation 
g(P) = (GJYT1)-

(ii) Si Gk n A ç J + c; n A =/: A alors les éléments a1
;, • •• , a~ sont 

]-indépendants d'ordre k relativement à la+ quasi-graduation Je,, = ( c;: ). 

(iii) Si Gk n A Ç J + G~ n A # A alors les éléments a~',_ .. , a~ sont 
J-indépendants d'ordre k relativement à la +quasi-graduation gP ( G~). 

( iv) En particulier, pour tout p E N*, si J contient G k n A alors les 
éléments d{, ... , a~ sont ]-indépendants d'ordre k relativement à gf11l, a 
gP et à fc;P. 

Preuve. 
Cela découle des définitions et du fait que sous les hypothèses on a : 



{ 

dans (i), J + Gk n A Ç J + Gp1. n A, 

et dans (ii), J + Gk n A Ç J + G~ n A 

dans (iii), J + Gk n A ç J + G~ n A. 

1.1.4. NOTATIONS 

Soient Bun anneau, g = ( Gn)nEZu{+oo} une +quasi-graduation de B et k EN-;. 
Soit J un idéal de A tel que J + Gk n Ai= A. On pose : 

EJ(g, k) = sup{r E N/ 3a1, •.. , ar E J, J-inclépenclants d'ordre k relative
ment à g}, 

f(g) = sup{E9.n(g): 9.J1 maximal sur G1.: n A} et 

sup( J) = sup{r E N : 3 ati ... , ar E .J, J - indépendants}. 

1.1.5. REMARQUES 

(i) Si 9.J1 est maximal ne contenant pas Gk n A alors f!w(g) =O. 
Par conséquent, f(g) = sup {l9.11(g): 9.J1 E Max A}. 

(ii) Soit p E N*. Si J contient Gk n A et si on a : 

Gpn+pk n Gpn ç Gpn+k n Gpn Vn ~ 0, alors Vn E N on H ' 

a) t 1 (g,k) s f.1 (g< 11l,k) s f.1(Gr> ,k) s f.1(G;,k); 

b) f.J(g, k) S fJ (g<Pl, k) S f.1(GP1,, k) (voir (1.1.3)-(iv)). 

1.1.6. PROPOSITION.- Avec les hypothèses et notations de (1.Lf) soit P 
un idéal premier de A contenant J + G k n A. On a : 

(1.1.6.1) f.,(g,k) s sup(J+GknA) s ht (J+Gkn.A) s dimA,, = ht P. 

(1.1.6.2) Si J contient Gk n A alors 

(i) f.J(g, k) s f.J(g) s sup J s ht J s dim A. 

(ii) Si de pfos A est nœthérien et Gn+k Ç Gn Vn > 1 alors lo. 
n l--t eJ ( c~·' k) est croissante et stationnaire. 
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1.2 - Critères de .!-indépendance 

Dans cette partie, B désigne un anneau et A un sous-anneau de B. 

1.2.0.- Soit Li un monoïde abélien et soient (!,,),,ED. et ( K,, 
de sous-groupes de B telles que 

deux familles 

I<n Ç In , !,,lm Ç l,,+m et 1,, K11, Ç K 11+m \ln, m E Li. 

I 
Alors le groupe somme directe . EB K,, muni de la multiplication ::mivantc est 

nEb. n 

un anneau gradué: 

Soient P = ED 111 et L = ED Kn. On a: 
llEÔ 11Eb. 

p !,, 
:::::: EB -. 

L nEb. K,, 

1.2.1.- Soient k EN*, g (Gn) et J = (!,.) deux +quasi-graduatiom; de B 
telles que Go Io = A, !,, Ç Gn Vn et J un idéal de A. 

Posons, pour tout n, K,. = 1,,n(JGn+Gn+k); alors Vn Vm, I11 K,,, Ç IC+m 

I. ' l d. t I" d ' ' <·ou a somme Irec .e ~ Kn est un anneau gra ue ou 

(a+ K,,)(b+ Km) (ab+ Kn+m) pour tout a E /,,et tout b E / 111 • 

soient P =ED l,,Xn et G ED G,,Xn; L = e K,,Xn = P n (1/, J)G est un 
n n n 

idéal gradué de Pet on a : f ::::::: ~ ;n; en particulier, pour f = g, on a : 

G Gn 
(1.2.1.1) ( k ) -Gn u·,J G n Gn n (JGn + Gn+k) 

(1.2.1.2) Si Gn+k Ç Gn Vn E Z, en particulier si g est une filtration ou k 
. fi . l G Gn 

est rn m, a ors ( k J)G ::::::: ED JG G 
U 1 nEZ n + 7 n+k 

En remplaçant Z par N on a : 

( ) R(g) Gn , ( ) 
1.2.1.3 R( ) ( k J)G ::::::: ED G (JG G ) ou R g g n u ' n2:0 n n n + n+k 
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1.2.2.- Soit I un sous-groupe de B qui est un A-module (de type fini). 
Posons R(A, I) = e I,,X" l'anneau gradué tel que Io = A, I,, = T" Vn 2: l. 

11 ~.o 

On suppose que 1 Ç G 1. On a : 

R(A,I) A 
R(A,I) n (uk, J)G - J + 

1.2.3.- Soient a 1 , ... , ar E G1 , J un idéal de A tel que J + Gk n A=/= A et 
I le A-module engendré par les éléments a 1, ••• , a1 • 

On pose I<n = In n ( JG,, + Gn+k) pour tout n 2: 0 avec la convention 
]" 

JO A et QJ(g, k) l'anneau gradué 1'!: ](,,. 
Soit ti = ai + K 1 Vi = 1, ... , r. On a : 

A 
J G A [ti, ... , lr] et + kn 

= {.2=. (Cl'i1, . .,ir +I<o)t~ 1 ···t;:0'.; 1 , . .,i, E A}. 
!] , ... ,tr 

Soit 'P.1(g, k) le morphisme gradué de J + ~. n A [X,, ... , X,j sm Q1(g, k) 

tel que 'PJ(g, k)(X;) = ti Viet <p.1(g, k)(a) =a Va E J :, A -- A + :tk n Ko. 

<p.1(9, k) est surjectif. 

Il existe un isomorphisme 'lj;k de QJ(.q, k) sur R(A, ~(~/]., J)G tel que 

1).lk(ti) = aiX + R(A, 1) n (u"', J)G et dont la restriction à J ; A . + k n 
R(A,I) A 

est l'identité; soit u; 'lj;k(t;)'<:li; alors R(A,J)n(ul·•,J)G= K
0

[u1, ... ,u,]. 

Posons <pi.:= rp1 (g, k) et f}i.: o 'Pk· 



1.2.4. '.::'HÉORÈME.- Les assertions sui'llantes sont équivalentes : 

(i) Les éléments a 1, .•• , ar sont )-indépendants d'ordre k relativement à g. 

(ii) . . A [ r J R(A, J) 
()k est un isomorphisme de l" Xt, .. , X, sur J (A J) ( k . 1 'o î . n u , J)(, 

(iii) Lafamille {li, ... ,tr} est alg<~briquement libre sur ~ . 
/<,.Il 

(iv) Lafamille {n1, ... ,1Lr} est algébriquement libre sur ~ . 
/\n 

Preuve. 
Pour tout :F = L À;, ... i,.x;· ... x:· où ÀiJ .... ,ir E A, soit 

, f' .) vi1 V" 
T .\(),.J\J ···_...'\1., 

F(111, ... ,u,.). 

(i) {::::::::} (ii) 

[Les éléments a 1, ... , ar sont J -indépendants d'ordre k rdn.ti V("JTlt'llt ;\ y] <::? 

:Fa tous SC'S Coefficients dans J + (;,,j <::/ 

[\IFE A[X1 , •.• ,X,] homogène de degrés. 

[1f:FEA[X1 1 ••• ,X,j, i.fJA:(:F) ()=}:F=Oi <::? 

'Pk est un isomorphisme ? 

0,.,. est 1111 isomorpbisuw. 
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( ii) <====} ( iv) 

OdX;) = u; et pour tout G = ,.X; 1 
• • ·X;r. on a: 

Î j 

'l1+···+tr==-8 

01; étant surjectif, (ii)ç;. ok est injectif {':} 
(VG E A[X1, •• , X,.], Ok(G) O {':} G = o) {':} 

la famille { u 1 , .•. , Ur} est algébriquement libre sur __ GA -l. 
J-t- 'kîl.J. 

(ii) <====} (iii) 
(ii) ç;. 'Pk est un isomorphisme; en remplaçant, dans la preuve de (ii) {':} 

(iv), Ok par 'Pk et ui part; on obtient : 'Pk est nn isomorphisme ç;. (iii). 

1.2.5. CONSÉQUENCES 

Soient a 1, ••. , ar des éléments de G 1 et 91 = ( I 11 ) la +quasi-graduation de 
B telle que I,, = A pour tout n :::; 0 et In = r Vn > 0 où I CHt le SOUS

A-module de B engendré par les éléments a 1 , •.. , ar i.e., 

!,, = {. L. . O:i 1 .... ,i,. a~1 
• • ·a~,. : 0:1 1 ,. . .,i,. E A} pour tout n E N*. 

11 +~-.---+-ir=n 

On suppose que Gk n A ç J + !;, n A. Posons ~(A, I) == I,,X" et 
nE:f: 

1 
'U = -. Posons Si a;+ JI+ h+1 n /. Pour la +quasi-graduation q,, en 

X 
lieu et place de ti = ai+ In (JG1 + G1.,+1), yk et de pour la +qnasi-
graduation g, on a respectivement s1 et les morphismes gradués <p1 .k et .k 

qui sont surjectifs où <pu,.(X;) S; et i/J1.k est l'isomorphisme canonique de 
A R(A,I) 
Ko [s1, ... , sr] sur R(A, /) n ( ul.", J)~(A, I). Posons Ou. '1/11.k o 'Pi.h 02,k le 

. . R(A, I) 
rnorphrnme canomqnc de R(A, l) îl (u', J)~(A, I) sur li'(A, !) n 

. Ar , A[ i 
i.pz,k celm de -K is1, .•. ,SrJ sur -K t1, ... ,trJ· 

0 ' 0 
Ce sont des morphismes d'anneaux gradués qui sont surjectifs. 

'l/Jk o 'Pz,k = 02,k o ~1 1 ,k de telle sorte que le diagramme suivant commute : 
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A 
Ko [Xi, ... 'X,.] 

Il l î/J1,k 

R(A, l) 
R(A, I) n (é, J)~(A, I) 

1.2.5.1. PROPOSITION.·· Les assertions 

(i) Les éléments ar, ... ,ar sont ]-indépendants d'ordre k relativement à g. 

(ii) 

( iii) 

Les éléments a1 , • •• , ar sont J -·· indépendants d'ordre k 
(relativement à g 1 ) 

et 

[ 

La fa mille { s 1, •.• , sr} est algébriquement libre sur J GA A 
+ "kn 

et 

R(A, I) n (u'', .J)G Il(A, !) n (u", J)31(A, 1). 

01,k est un ·isomorphisme 

A [ . J H(A, !) 
d 1

; .-;- X 1, .. ,, ,\, sur . (A ) ( 1-.-. --)ID_(___ ) 
/\ o 1l , I n u · , J ;Jt A, I 

(iv) ef 

O:u est un. isomo17J!t:is1111 

H(A 1) 
de ---)- 1 )n 4 /{(A 1, fi (il').! 111 (_ . 1) 

li'(AI) 
sn1· - -- . 

H(A. ,') n (111, • • J)(; 
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Preuve. 

{ii) <=> {iii) <=> {iv) 

D'après le Théorème (1.2.4) les éléments a 1, ••• ,ar sont ./-indépendants 
d'ordre k relativement à g1 si et seulement si la famille {8 1, ... , sr} est 

l 'b · t i·b A . , · t f · e · age nquemen i re sur G A ce qm eqmvau au ait que i,k smt 
.J + k n 

un isomorphisme. 

D'autre part, ! 11 n (.JGn + Gn+d .J l,, + l,,+k n J,, Vn 2: O si et seulement 
si R(A, 1) n (u\ J)R(A, 1) = R(A, 1) n (u1

', J)G si et seulement si 82.k est un 
isomorphisme. 

(i) <=> {iv) 

On a : 81.k et 8 2,k sont surjectifs et Bk fh .. k o 81.k donc ek est un isomor-
phisme si et seulement si 01,k et 82,k le sont. 

En appliquant ce résultat à une +prégraduation on a le Corollaire suivant : 
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1.2.5.2 COROLLAIRE.- On suppose que g = (Gn) est une +prégraduation 
de A, que a 1, ... , ar sont des éléments de G1 et que Gk Ç J + Jk où I 
est l'idéal de A engendré par les éléments a 1 , ••• , ar. Alors les assertions 
suivantes sont équivalentes : 

{i) Les éléments a 1, ... , ar sont ]-indépendants d'ordre k relativement à g. 

( 

Les éléments a 1, .•. , ar sont J - indépendants d'ordre k 

( ii) et 

!" n (JGn + Gn+k) =JI"+ r+k Vn 2:: 0 

( 

La famille { s 1 , ••. , sr} est algébriquement libre sur AG 
J + k 

{iii) et 

R(A, I) n (u", J)G = R(A, I) n (u", J)R(A, I). 

el,k est un isomorphisme 
A R(A,I) 

de Ko [X1' ... 'X,.] sur R(A,I) n ( u\ J)R(A, I) 

(iv) et 

B2 ,k est un isomorphisme 

de R(A, /) rnr- R(A, /) 
R(A, /) n ('é, J)R(A, /) c !?(A,!) î' (uA, J)G. 



!CHAPITRE 2] 

DIMENSION, DEGRÉ DE TRANS 

ET LARGEUR ANALYTIQUE D'UNE 

+QUASI-GRADUATION D'ANNEAUX 
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2.0 Nous utilisons la dimension de Krull et le degré de transcendance 
pour définir des extensions de la largeur analytique et nous présentons des 
comparaisons entre ces extensions. 

2.1 - Notations et Définitions 

Soient g (Gn)nEZu{+oo} une +quasi-graduation de B, k E N• et J un 

idéal de A= G0 tel que J + Gk nA :f A. 

1) On pose : 

R(A,g) = EB G,,X" et R(A,g) = G 
nEN 

(Jn ... ~n 

. R(A,g) 
1.1(g, k) = dim R(A, g) n (u", J)JR(A, g) et 

T.J(g,k) d 
R(A,g) 

tr eg A 
J+G,nA R(A,g) n (vk,J)R(A,g) 

1 
où u (avec la convention u+= = 0), trdeg_A.__ C est le degré de 

X J+Gkr.A 

A 
transcendance de C sur J G A i.e., le nombre maximum d'éléments de + Jk n 

A 
C qui sont algébriquement indépendants sur C (Voir [Ha, §1 ]) <:t 

.J + JI.: n A 
dim désigne la dimension de Krull. De plus, nous posons : 

"f.l(g) = /.1(g, -roo), T.1(9) T1(g, +oo). 

1(g, k) = sup h\m(g, k): 9Jt maximal sur Ck n A} et 

1(g, k) sup {1\1n(g, k): 9'Jî maximal sur Ck n A}. 
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2) On dit que la +quasi-graduation g est nœthérienne si l'anneau R(A, g) 
est nœthérien. 

3) On dit que g est une +prégraduation <le B si Gn est un idéal de B pour 
tout n. On remarque que g est une +prégraduation de B si et seulement si 
A= Go= B. 

2.2 Propriétés et comparaisons 

2.2.1. Remarques 

a} Si 9J1 ne contient pas Gk n A alors 1911 (9, k) T9J1(g, k) =O. 

1(9, k) supb9n(g, k) : 9J1 E Max A} 

Par conséquent, et 

T(g,k) sup{T9J1(g,k): 9Jt E MaxA}. 

b} On suppose que Gn+ik n G,, ç Gn+k n G,, \ln?: O et Vi ?: 1. 
Si J contient G k n A alors pour p ?: 1 on a : 

€1(9,k) < CJ(g(l'l,k); 

par consèquent, {(g,k) < f(g(J>l,k). 

Proposition.- Soit B un anrw<m et soient p 

( G,,) une +quasi-graduation de 6 telle que Gn+ik n G" 
?: 0, \li ?: 1 et A C 0 . Si J c;t nn idéal de A contenant 

~i1(!}, k) S: /1(!f. fif;) ",• ti<J) d T,ly, k) ::; T1(g, pk) TJ(g). 

Prc11v<'. 

S()if /1 !: fi• i) { + x_} l'.,~u[I~ 1/ pl; OU if='' -tC<.i. 

Soit v • .\ 1 
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l'application A/ ]-linéaire et graduée définie par 

8 H 

7)1: L (an+ Gn n (JGn + C:n+q)) xn f-) L (an+ G(/ n (JG.,, + G,,+iJ) _\'·n 
n=t n=t 

où an E Gn pour tout n. 
Pour q = pk ou q +oo on a : G,, n Cn+q ç Gn n Gn+A: d'où 1/• Pst nn 

morphisme d'anneaux qui est surjectif. 
Donc dim A2 s; dim A1 et comme J contient c;,,, n A et C,,1.: n A, Oll a : 

tr dcgA/.J A2 s; tr <lcgA/J A 1. 

En prenant q = pk puis q +oo on en dôduit la proposition. 

2.2.3. Théorème.- Soient B un anneau, g ( G,,) une +quasi
gra,foation de B, A = C0 et k E N~. So'it J un idéal de A conterumt 
GknA. 
On suppose que Gn+ik n Cn Ç Gn+k n Gn Vn :::: 0, \fi :::: 1. 
Si p E N*, alors on a : 

(i) "u(g, k) = 1.1 (g(PJ, k) = 1.1(9, pk) s; 1.1 (grPJ) "f.l(g) 

(ii) T.J(g,k) s; T.] (gü>l,k) = T.1(g,pk) s; T.J (g(p)) T.1(g) 

(iii) En particulier, 
si J contient G1 n A et si Gn-i-i n Gn ç Gn-r-1 n Cn Vn :::: 0, Vi :;:: 1 alors 

"(J(g, 1) /.J (g(P), 1) = /.1(9,p) s; /J (g(p)) = /.1(g), 

r.J(g, 1) s; TJ (g(P), 1) = T.1(g,p) s; TJ (ip)) T.1(g). 

Preuve. (i) et (ii) 
1) Soit 1/1 : 

-'t c = 
G,, 



l'application A/ .}-linéaire et. grndrn'-e dt-finie pnr tf· : 

t i 

L(a,,1l G]Yll n (JGpn + Gpri+11k ))X" H L(apn + Gpn n (JG,m 
n=s 

où aPT' E G1,,. pour tout n. 

îf; est un morphisme d'anneaux qui est injectif et C est entier sur B t = f m iJ·. 

En effet, soit F" = Gn n (JGn + Gn+kp)· Pour c,, E Gn, 

((c,, + J.~1 )Xn)P (c;; + F,,p)Xnp ~1 ((d,; + F,,
1
,)X") E B,. 

Donc dimC dimB1 = dimA 1 et /J (g("l,k) î.1(g,pk). 

D'autre part, 41 étant injectif, on a : 

trdcg.,;:1 B1 ~ trdcgd C = T.1(g,pk) 
J .1 

2) La Proposition (2.2.2) implique que 

î.1(9, k) ~ T1(g, kp) :::; r.(J(g) pt T1(g, /.:) T1{.rJ, kp) TJ(_q). 

Alors on a : 

{ /.J (g, k) < /.! (g(J1)' k) /.J (g, kp) < T1(g) 

et TJ (!J(p), k) < TJ(g, kp) < TJ(.<J). 

) 
Gn 

3 Soit r.p : B2 = © G C ) 
n::'.'.0 · n n + "n+A· 

l'application A/ J -linéaire et graduée définie en posa ut pour a,, E G11 , 

<p ([a,,+ Gn n (JGn + Gn+d]X") [a~+ G1m n (JG1,,, + G,m"p,>)] X". 

ip est bien définie. 
En effet, si an E Gn n (JGn + Gn+k), alors :ly E JGn et z E Gn+k n G11 tels 

p-1 p-1 
que an= y+z; d'où a~= L C~:1/zp-i+zP EL (JC,,;C,,(p-i))+c;,+knc;;. 

i"'o i=O 

Alors a~ E JGrn, + G,,p+J.-11 n Grm CP" n (JG,,,, + Gp11+1,k). 
<p est un morphisme d'anneaux. Montrons que A 1 est entier sur /\. 2 = lm t.p : 

Soit V= (anp + Gnp n (JGnp + Gnp+kp))Xn E A1' on a: 



vP <p((anp + Cnp n {JG,.p + Gnp-rkl)X"P) E: lrn 

Ainsi, T1 (gü•l, k) = dirn A 1 dim A2 :<:; dirn lh 

On conclut que 'J1(g, k) Tt (gli'), k) = 11(.rJ, pk) s:; -y,(y). 

Pour k = +oo, on a : "f1 (!/P1) = ~u(g). 

4) Soient Ui, ... , u,. des éléments de C algébriquement indépendants sur 
A/J. Alors les éléments v1 -- 1<, ... , v,. = u~ de B 1 sont algébriq1wrnent 
indépendants sur A/J. 

En effet, pour des éléments .. ... i, de A.j.J, 

Donc trdegd C < tr dcgL, !31 et 
.! - .! 

T.J(g,pk) < T.1 (g(i•l, k) . 

On conclut que T.1(g, k) s:; T.1 (g(Pl, k) = T.1(.q,pk) s:; T.1(g). 

En remplaçant k par -t-00, on a: T 1 (g) = T.1 (.</Pl). 

(iii) 
En utilisant (i) et (ii), pour k = 1, on obtient : 

"(J(g, 1) 

et 

T.1(g,p) < T.1(.<JJ. 
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2.2.4 Conséquences 

2.2.4.1 Corollaire - Soit g (Gn) une +quasi-graduation d'un anneau 
8 telle qu'il existe m E N* vérifiant Gm,. G':i pour tout n et soit A = G0 • 

On suppose que Gn+ik n Gn Ç Gn+k n Gn Vn 2 0, Vi 2 1. 
Pour tout entier positif non nul p multiple de m on a : 

(i) Si J est un idéal de A contenant Gk n A, alors 

1J(g,k) = "/J (g'Pl,k) "/J(Gp ,k) S "/J(Gp) = "/.J(g) et 

r;(g,k) S TJ (g(pl,k) TJ(Gp ,k) S TJ(Gp) = TJ (g(p)) S TJ(g) 

(ii) Si A est nœthérit:n et si 9Jl est un idéal maximal de A contenant 
Gk nA alors 

"/'JJl(g,k) ="fwi(Gp ,k) T!1J1(Gp ,k) S"/!Di(Gp) 

"/'JJl(Gp) = "!'JJl(g) = T<JJl(Gp) =Tm (g(P)) s Tm(g). 

(iii) Si g est nœthérienne et si 9Jl est un idéal maximal de A contenant 
Gk nA alors 

"f9J1(g, k) = "(œ1( Gp , k) = T'JJi( Gp , k) = Tœi(g, k) = T•.m (g(P), k) S 

"/<JJ1(Gp) = "/<JJ1(g) T!m(g). 

Preuve. (i) On déduit du Théorème (2.2.3) que 

ÎJ(g,k) = ÎJ (g<v>,k) = "(J(Gp ,k) S 'Y.1(g) = "(.;(Gp) et 

TJ (g(pl,k) = TJ(Gp ,k) S T.1 (g(pl) = T.J(Gp) S T.1(g). 

En effet, pour p qm où q E N* et pour tout n 2 0, on a : 

Gpn = Gqmn = G?:.1 = (G!.)" = ~q = G; (en convenant que G? G0 ). 

D'où g(p) = {G;)nEZU{+oo} · 
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(ii} et (iii) 
Si 9Jl est un idéal maximal de A contenant Gk n A, comme dans [D D S, 

(2.12)], en utilisant le Lemme 3 de [Ha], on a : 

Sig est une +quasi-graduation nœthérienne, alors: 'Y:m(g, k) T~m(g, k). 
Ainsi, la +quasi-graduation 9Gp ( c;)nEZU{ +oo} étant nœthéricnne, 

'Y:m(Gp ,k) T<J_n(Gp ,k) et "(:m(Gp) T'm(Gp)· 

Pour (ii) on conclut en utilisant (i). 

Pour (iii) on utilise l'égalité '/''JJi(g, k) = T•:m(g, k) et on utilise (i) et (ii). 

2.2.4.2 Corollaire - Soit g (Gn) une +quasi-graduation d'un anneau 
B telle qu'il existe m E N* vérifiant Gm ÇA= Go et Gmn = G~, pour tout 
n. 

On suppose que Gn+ik n G,. ç G11+k n G .. 'ïfn ~ 0, Vi ~ 1. 
Pour tout entier positif non nul p multiple de m on a : 

(i) Si J est un idéal de A contenant à la fois Gm et Gk î A, alors on a : 

'YJ(g,k) = 'YJ (g(pl,k) = 'Y.J(Gp ,k) "tJ(Gr) = "tJ(g) et 

TJ (g(P>, k) = T.J ( Gp 'k) T.J( Gp) = T.J (g(;i)) . 

(ii) !:i A est nœthérien et si 9Jl est un idéal maximal de A contenant Grn 
ou Gk n A, alors on a : 

'Y'JJt(g, k) = 'Y'JJt( Gr , k) = 'Y'JJi( Gp) = 'Y'JJJ(g) = 

T'JJl(Gp, k) = T'JJt(Gp) = 7911 (g(Pl) = T•m(g). 

(iii) Sig est nœthérienne et si 9Jl est 'Un idéal maximal de A contenant 
Gm O'U Gk n A, alors on a : 

'/''JJl(g, k) = /'JJt( Gp , k) = 'Yrm( Gp) 'Y<.m(g) 

T'JJt(g, k) = T'JJt( Gp l k) = T'JJ! (g(p), k) . 



Preuve. (i) On déduit du Théorème (2.2.~~) que 

TJ (g(Pl,k) T.1(Gp ,k) :s; T.1(Gµ) T.1 (g(p)) S T1(g). 

On a: r.1(g, k) = 11 (glp), k) = 'Y1(Gp, k) = 'Y1(g) î1(C:p) et 

TJ (g(Pl,k) T.;(Gp ,k) = T1(Gp) =Tt (!/1'
1) 5 Ti1(y). 

En effet, pour p = qm où q E N* et pour tout n 2: 0, on a : 
Grm = Gqmn = c;:• = (C;Jn G;!.I] c;: (en convenant que G\) G0 ): 

d' ' (p) - (en) 
OU g - P nEZJ{+oo} · 
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D'autre part, pour tout A-module I contenu dans J on a : f'Hk Ç J !". 

1n 
------= Œ -. n Jn n?.O JJn 

D'où /J(J, k) = /J(J) et TJ(J, k) 
suffit de remplacer I par Gw 

(ii} et (iii} 

T.1(!). Comme CP est contenu dans J, il 

Montrons que si un contient Gk n A alors il contient Gm : 

Comme g est k-décroissante, un contient Gk n A =?un 2 G.,.,,k n A= Gmk 
d'où un ;;;:i c:, nA 2 (Cm n A)k. 

Cm nA est un idéal de A; donc un ;;;:i (Gm n A). 

Montrons que si un contient Cm alors il contient Gk n A : 

un contient Cm =? Cm est un idéal de A =? un 2 G~ = Gmk 2 ( Gk n Aym. 
Comme Gk n A est un idéal de A, alors un ;;;:i (Gk n A). 

Si un est un idéal maximal de A contenant Cm, comme dans [D D S, 
(2.12)], en utilisant le Lemme 3 de [Ha], on a : 

Sig est une +quasi-graduation nœthérienne, alors: 'Y'.'ln(g, k) T:1n(g, k). 

Si A est nœthérien, alors la +quasi-graduation gap = ( G~ )nEZu{ +oo} est 
nœthérienne. D'où 'Ywi(G1nk) Ttm(Gp,k). 

Pour (ii) on conclut en utilisant (i). 

Pour (iii) on utilise l'égalité /mr(g, k) = rm1(g, k) et on utilise (i) et (ii). 



2.2.5. Localisation 

2.2.5.1 - Soit B un anneau et soit A un sous-anneau de B. Soient P un 
idéal premier de A et S =A P. Pour tout sous-A-module Af, 

Mp = MAp ={:'..:XE ]Vf et s Es} 
s 

est un sous-Ap-module de 8p. 
Supposons que N est un sous-A-module de B. 
Si P contient N n A alors P AP contient N Ap n Ap. 

En effet, montrons que ( N n A )AP = ( N Ap) n Ap : 

Il est clair que (N n A)AP ç; (N AP) n Ap. 

Vérifions que (NAp) nAP Ç (NnA)AP: Soient y EN et. 11 ES. 

Si y E Ap, alors 3a E A, t, s ES: t(sy - ap) O. 
/1 

alors tsy EN n A. Commet, s, 11 ES, on a: 

y 

µ 
tsy ) 
-· E (NnA Ap. 
tsp 

2.2.5.2 Proposition.- Soient g ( Gn) une +quasi-graduation d'un an
neau B et A G0 . Pour tout idéal maximal 9J1 de A contenant Gk n A 
on a: 

Preuve. Soit r.p : 

l, 1· · A 1· , · d , d 'fi . (' app 1cation 9J1 - rneaire et gra uee . e me en posant pour a 11 E 'n' 

1P: L (an+ Gn n (9J1Gn + Gn+k)) !--+ 2:: O~n + G,.A!'J]î n (9JtGn + Gn+k) Am. 
n n 

<p est un morphisme d'anneaux qui est surjectif. En effet, posons 



Pour touts ES= A\ 911, l'idéal (s, 911) est égal à A. Alors il existe t ES et 
b E 911 tels que 1 st + b. Pour an (:: Gn , on a : 

an H _ an ( st + b) lf + n-- + n 
a,, t b' , -· + - + H11 avec b E Fn· D'où 
1 s s s 

a,,t 
-

1
- +Il,,= 1P (a11t + F,,). 

Montrons que :p est injectif : 
Pour an, hn E Gn, 1P( an + F,,) cp( bn + F") si et scnlcrn('11t si il cxist (' 

t E S tel que t(a11 - b11 ) E F,,. Soient s E Set c E 911 tels que l = st + c. 
Alors 

(1 - c)(an - bn) E F,,, (a,. b11 ) E Fn et an+]'~,= b11 +fi~,. 

Il s'en suit que tp est un isomorphisme. Ainsi. 

r~m(g, k) = dirn Al dim Bi = r~mAw. (gÂry;1, k) 

et T~1n(g, k) = T (gA9J;, k). 

2.2.6 Proposition.- Soient B un anneau, g ( Cn) une + 
graduation k-décroissante de B et A = G0 . Si J est un idéal 
contenant Gk n A, alors 

f.1(g, k) < T.1(g, k) < T.1(g). 

Preuve. 

Si des éléments a 1i ... , ar sont J -indépendants d'ordre k relativement à g 

alors d'après le Théorème (l.2.4) si 1 i:st le sous-A-module clc B engendré par 

1 'l' A [V X l . } . R(A, 1) 
es e ements a1, ••• , an }( ,-" '' ... , ,. est rsomorp ie a -( 4. ) (·· " )1n(A ) 

0 H.,..,Jnu,J:n ,g 
où Ko= J + Gk n A. Ou a alors 

d 
R(A, J) 

tr cg A 2 r. 
· ;+c"0A H(A, /) n (u', J)~l(A, g) 

R(A, /) 
Or, ---- ---- peut être considéré comme un sout:HUHH~au 

R(A, I) n (uk, J)~(A, g) 

R(A,g) D , k) > 
de R(A,g) n (uk, J)~(A,g)" one T.1lg,, - r. 

On conclut que f.1(g, k) ~ T.1(g, k) ~ T.1(g). 
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[ÇHAPITRE]] 

!EXTENSIONS DE LA LARGEUR ANALYTIQU]j 

3.0 Au chapitre 2 nous avons établi la comparaison suivante pour mie 
+quasi-graduation g = (Gn) de 8 et un idéal J de Go tel que J 2 Gk n A 
avec k EN* : f.1(g, k) ~ TJ(g, k) ~ T.1(g). 
Avec des conditions fortes (voir le corollaire (4.3.4)-ii on a : 

Î'.lJl(.IJ, k) = T:m(g, k). 

Mais, contrairement au cas des filtrations adiqlles d'un anneau mx:th{>rien 
local à corps résiduel infini, lorsque .<J est ncethéricnnc en général, f 9_,1(ft, k) 
peut être nul avec ~f:în(g, k) T9n(g, k) f O. 
Cela a donné l'idée d'affaiblir la notion d'indépendance analytiqne généralisée 
pour trouver d'autres extensions de la largeur analytique comparables à 
Î~lJl(g, k) et à T<m(g, k). 

3.1 - Indépendances affaiblies et 
extensions de la largeur analytique 

3.1.1. DÉFINITIONS 

1) Soient 8 un anneau, k E N*, g = ( Gn) une + quru;i-graduatiou de 8 et J 
un idéat de A = Go. Soient ai, ... , Or des éléments de 8. 

a) On dit que les éléments a 1, ..• , ar sont régulièrement J-indépen
dants d'ordre k relativement à g s'il existe p E N* tel que J +Gpk nA f A 

l . 1' <l t I' d · k· 1 . ' fril · 'G ) avec a1, ... , ar. -JD( epen ans c or 1e re at1vement a g = l · pn nEZJ{oo}· 

b) On dit que les éléments a1 , ••• , ar sont faiblement J -indépen
dants d'ordre k relativement à g s'il existe une famille strictement crois
sante (µn)nEZu{oo} telle que J1o = 0, µoo +oo, J + Gµk n A f A et 
G1,pGµq Ç Gµp+q Vp, q E Z avec a 1, .•. , ar J-indépendants d'ordre k rela
tivement à ( G µ,,). 
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c) On dit que les éléments a 1 , ... , ar sont quasi J-indépendants d'ordre 
k relativement à g s ïl existe une famille stric:tcmrnt croissante (/ln)nEZu{ 00 } 

telle que /Io = 0, /lOCJ J + Gµk n A ::/: A et G~'P1 + +µl'q ç 
Gµ 1,1

, ""' Vp 1, ... ,pq E Z avec a 1,. •• ,ar J-indépendants d'ordre k rela
tivement à ( G ,,,, ) . 

2) a) On appelle J-largeur analytique régulière d'ordre !.: de g le 
nombre 

t~(g,k) sup{r EN: 3a 1 ••• .,ar E J, régulièrement .J-indépendants 
d'ordre k relativement à y}. 

On appelle largeur analytique régulière d'ordre k de g le nombre' 

f"(g, k) sup {R:~Jl(g, k): 9J1 E Max A et 9J1 2 Gk n A}. 

b) On appelle }-largeur analytique faible d'ordre k de g k nombre 

C1(g,k) sup{r EN: 3ai, ... ,ar E J, faiblement }-indépendants d'ordre 
k relativement à g}. 

On appelle largeur analytique faible d'ordre k de g le nombre 

(g, k) sup { e;11 (g. k) : 9J1 E l\fax A et 9J1 2 Ch n A}. 

c) On appelle quasi }--largeur analytique d'ordre k de q le nombre 

f'j(y,k) sup{r EN: 3a 1, ... ,a,. E J, qm1~i }-indépendants d'ordre k 
relativcnwm ~t .<J}. 

Ou appelle quasi largeur analytique d'ordre k de .<J le uombrc 

f'1 (y. k) su p : r:;n ( q. !«) : 9Jt l\fax A d 9J1 d ( h n A} . 

:L ] . 2 . !{ 1 \ 1:\ Il Q l1 ES 

S(il\'111 l' 1111 <111tH'<Lll. y ( C,,) lllll' 1 q11a~i-gradnatio11 de B et A= C 0 . Alors 

( i) . / 11" 1° ·111 ·1Hla11ts d · ordr(' k r('g;uli(,rcuwnt .! - imlé1wnda11ts d 'ordn· k ->.. 

q1L1>-1 I 111d,.·p('wlants d'ordre k =~ iaihi<'llwttt J imlépendauts d'ordre' k. 
11:11 • "'l''"(lw11I ( 1(y, k) ~ t'.;(.q, k) ,''~([/, !.:) :.:: l'~(y. h:). 
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(ii) Si pour tout i J contient Gik n A et si les éléments a 1, ••• , ar sont 
régulièrement J-indépendants d'ordre k relativement à g alors ils sont 
J-indépendants d'ordre nk Vn 2 1 et d'ordre +oo. Par conséquent, si 
P est un idéal de A premier sur J, on a : 

f,(g, k) S P'~(g, k) S sup(J) S ht J S dimAv 

et f'.j(g, k) est fini si A est nœthérien. 

(iii) {"(g) = sup {t~~1 (g): :m E IvlaxA}. 

(iv) Si A est sémi-local et nœthérien alors {"(g) est fini et :3:tn E ).faxA 
tel que 

3.2 - Caractérisations d'extensions 
de la largeur analytique 

3.2. l. Soient B ·un anneau, k E N* et g ( G11 ) une+ quasi
graduation de B telle que Gniik n Gn ç:: G11+k n Gn Vn 2 0, Vi > L Soit 
A G0 et J un idéal de A contenant Gk n A. 

(3.2.1.1) Ona: f.1(g("l,k) sf1 (gil"'l,k) st'Hg,k)Vn,pEN* 

(3.2.1.2) Si ht J est fini, w partiwlicr si A est nœthirien alors 

i) 3p EN' tel que f'.j(g,k) PJ (g( 1"'l,k) Vn EN* 

ii) f'./(g,k) sup{f.J (g( 11 i,k): n EN*} 

iii) f'' (o k) = fa (g(•i! k) Vl/ E N~ 
./ ·" J ) 

iv) la 'mite n ,., f., (g1"'l, k) est crois:·m11tc, stationnaire et converge vers 
f'.~(g, k). 

Preuve. (J::!.1.1) 
Vn 1, si des é>l6ments a 1 , ••• , a" d<' J sc1;1t J-indf>pendants d'ordre k 

r<'latiVl'llH'llt it </"l alors ils s<illt r<~f;ulicn·nwut ./-irnh~p<'rnh111ts d'ordre /.: 
r<'lativ<~me11t ;\ q et r:;(y. k) > r: <1i11si, f.1 (.</" 1. k) 'S' f".~(q. k) 



D'autre part, d'après la Remarque (1.1.5)-(ii), 

f,J (g(nl, k) ~ f J ( (g(nlJ (Pl , k) = f J (gCP7•l, k) ~ f'.~ (g, k) Vp ?:: 1. 

D'où (3.2.Ll). 

{3.2.1.2} Si ht J est fini alors on a: 

{i) On suppose que f'j(g, k) #O. 

34 

Supposons que des éléments al, ... , ar de J sont J-indépcndants d'ordre k 
relativement à g(P) où p?:: 1. Alors ils sont J-indépendants. 

En effet, si F est homogène, F (a 1, ••• , ar) = 0 =? F a tous ses coefficients 
dans J + G kp n A ç J + Gk n A = J. 

Donc r :s; supJ ~ htJ et l'.Hg,k) est fini. Soit r e'./(g,k). 
Il existe alors p ?:: 1, des éléments l>t, ... , br E J, ]-indépendants d'ordre k 
relativement à g<P). D'oü f'.j(g, k) ~ eJ (Y'p)' k) . 
(3.2.1.1) entraine alors l'égalité de l'.J(g, k) avec tous les f.1 (gfpn), k). 

{ii} : Conséquence de (3.2.1.1) et (3.2.1.2)-(i). 

{iii} (3.2.1.1) et (3.2.1.2)-(ii) entrainent : 

l'.}(g, k) = sup { fJ (gln), k) : n EN*} :S: sup { f.J (g<''"Î, k) : n EN*} 
:S: fJ(g, k) et on a: 

f'j(g,k) = sup{lJ (g(qnl,k): n EN*} = f'j (gi'1Î, k). 

{iv}: Conséquence de (3.2.1.1) et de (3.2.1.2)-(i). 



3.2.2. THÉORÈME.- Soient Bun anneau, k EN* et g = (Gn) une-" rr1ws·i-
graduation de B. Soient A G0 et J un idéal propre de .A. On a : 

(3.2.2.1) i) On suppose que J contient Gk n A. 
Si Gn+ik n Gn ç; Gn+k n G .. Vn 2: 0, 'ï/i 2: 1, en particuher si k est infini 
ou ( Gn+k )n::::o est décroissante alors on a : 

f,J (g(n),k) :=:; fJ (g(rml,k) :=:; f'.Hg,k) :=:; (~(g,k) :=:; f~(g,k) 

ii) Si k est infini ou J contient Gn n A pour tout n ;::: 1 alors 

f~ (g, k) ::; sup J ::; sup P ::; ht P où P est un idéal de A premier sur J 

iii) Soit P un idéal de A premier sur J. Si k est infini on P contient 
Gn n A sauf pour un nombre fini de termes alors 

fi~(g, k)::; sup P =:; ht P 

iv) Si P est un idéal maximal de A alors 
f f>(g, k) ::; sup P ::; ht P 

(3.2.2.2) On suppose que k est infini ou que les conditions suivantes sont 

{ 

a) J contient G,, n A pour tout n ;::: 1 
remplies : 

b) la suite (Gp+nk n Gµ)n::::o est décroi.ssante Yp ?'.O. 
Si J est de hauteur finie, en particulier si A est nœthérien alors on a : 

i) 3 ko EN* tel que f'}(g, k) = fJ (g{nko), k) V n EN* 

ii) f'.j(g, k) = snp {fJ (g(nl, k): n EN*}= f'./(g, k) 

iii) f'.}(g, k) = f'} (g(P), k) Vp E N*. 

Preuve. {3. 2. 2. J) 
i) En utilisant (3.2.1.1) et les Remarques (1.1.5)-b) et (3.1.2)-(i) on a : 

f (a(n) k) < f (g(pn) k) < fi' (g, k) < e'.1 (g k) < P* 1 ('j. k). V n, p E N*. J . ' - J ' - ./ . - J ) - J\ . . 

'ii) Si des éléments a 1 , ••. , ar sont ]-indépendants d'ordre k relative
ment à ( G 1,J avec G JJµ G JJ<1 Ç G1, 1

,+'1 pour tout p et tout r; alors ils sont 
]-indépendants: Si Fest homogène, à r indéterminées et à coefficieuts dans 
A avec F(a 1, ••• , ar) = 0 alors Fa seH coefficients dans J + G11 , n A = .!. 
Donc f..~ (g, k) ::; sup J et on conclut avec le fait que snp J -::; sup P ::; ht I' 

iii) De la même façon que précédemment, on a : 
si des éléments a 1 , ••• , ar sont }-indépendants d'nrdrc k relativement à ( G11,,) 
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avec Gµ"G1,q Ç G 1,,,+1 
pour tout pet tout q alors ils sont P-indépendants. 

En effet, si F est homogène, à r indéterminées et à coefficients dans A avec 
:F( a1, . .. , ar) = 0 alors Fa ses coefficients dans J + G1," n A Ç P + C11., n A. 
Il existe n ;?: 1 tel que P contient G1,nk n A donc P cont icnt ( G1,, )" n A et 
(Gµk n Ar d'où P contient Gµk n A et P + G1,k n A= P. 
En conclusion, f.)(g, k) ::; sup P. 

iv) Si Pest un idéal maximal de A et ::;i fj,(g, k) f 0 alors P+G1,JIA !: A 
pour une certaine famille (Pn) donc P contient G1,k n A. 

Ou bien k = oo et dans cc cas fj,(g) ::; sup P, on bien k -::f oo et P contient 
alors tous les G11 n A tds que n ;?: 1 et dam; ce cas, en ntilitmut ii) on a : 
i!~(g, k) ::; sup P :-::; ht P. 

(3.2.2 2) Si J est de hauteur finie, alors on a : 
(i) D'après (3.2.2.1)-i) OH a: tj(g, k)::; f'.1(g, k)::; snp J S: ht .1 < :x. 
Ou suppose que f}(g, k) f O. Soit r n(g, k). Alors il existe 11nc familk 

( G,.n) avec G µ,,
1 
+ ... +1,,,n Ç G1,

1
, 
1 

i p,, pour p 1, ••• , p,, E Z et des éléments 
b1 , ••• , br E J, }-indépendants d'ordre k relativement à ( G1,J. 

Vérifions que pour tout p ;?: 1, les éléments b'(, . .. , b1: sont .J-indépendants 
cl 'ordre k relativement à gf Pt•il = ( Gnpµ

1 
)na : Si :F est hornogèfüc de degn~ 

s, :F(ll{, ... , ll:) E JGpµ 1s + Gp1, 1(s+k) impliqne que F(b'1', ••• , l~:) E JG,,1, 1" + 
Gp1qs+pµ1k n GPl'18 ç JGµp., + Gpµ1s+µ1k n Gp/LJS ç JGµJ'' + c,,!p<+l·; n Gj)ll] 

d'où Fa ses coefficients dans J + Gµk n A J J + Gwik n A. 
Donc fj(g, k) ::; f.J (g(pµiJ, k); (3.2.2.1)-(i) entraine alors l'égalité de 

e'j(g, k) avec tous les f.1 (gtP11 1
), k) 

(ii) Conséquence de (3.2.2.1)-(i) et (3.2.2.2)-(i). 

(iii} (3.2.2.1)-(i) et (3.2.2.1)-(ii) entrainent : 

e'~(g, k) = sup {f.1 (gr 11>, k) : n EN*} S: sup { f..1 (g(tm), k) : n EN*} S f'.~(g, k), 
f'Hg, k) = sup { f.J (g(vn), k) : n E N*} fj (g(P), k) et e'j(g, k) €'./ (g, k) 

d'où f.j(g, k) f.j (g<Pl, k) et f'.j(g, k) = l'.}(g, k). 

3.2.3. DÉFINITION 

Soit g (G,,) une +quasi-graduat.ion de B. 

On dit que g est régulière s'il existe ·1n E N* tel que Gmn G~:, Vn E Z. 

En appliquant le Théorème (3.2.2) aux +quasi-graduations régulières on 
obtient le Corollaire suivant qui donne une caractérisation de la J-largcm 



analytique régulière cl 'ordre k d'une +quasi-graduation régulière g ( /,,) pilr 
des f.J(G"' k): 

3.2.4. COROLLAIRE.- Soient B un anneau, g (G,.) une + IJtuLsi
graduation de B telle que ( Gn+dn:::o est décroissante ou telle que 
Gn+ik n Gn ç: Gn+k n Gn \:Jn 2:: 0, \:Ji 2:: 1. Soit A G0 et J un idéal de A 
contenant G k n A. 
On suppose que A est nœthérien et que g est une + qiws·i-graduation 
régulière de B. Soit m 2:: 1 tel que Gmn G~, \:Jn, k E N* et J un idéal 
propre de A contenant G k n A. Alon; on a : 

(i) ia (g k) = i" (G . k) = f'1 (g k) \:Jn E N* J , J mn, J . ' 

(ii) :3p EN*, multiple de m /\:Jn EN* f'.~(g,k) = t,1(G1m,k) 

(iv) la suite n 1-+ f.1 ( G mn, k) est croissante, 8i1Ltùmnairc et conuerqc vers 

i1(g, k) 

(v) la suite n 1-+ iJ(G,,i, k) est stationnaire cf converge vers t'./(g, k). 



1 CHAPITRE 4 I 

,- CAS DES QUASI-FILTRATIONS 

~ES PRÉGRADUATIONS D'ANNEAUX 
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4.0 Dans cc chapitre nous présentons sous certaines conditions des 
comparaisons entre les différentes notions de largeur analytique et nous don
norn; quelques exemples. 

4.1 Généralités 

4.1.1 Dl~FINITIONS 

Soient B un anneau, k N*, g ( Gn) une +quasi-graduatlon. 

1) On dit que la +quasi-graduation g est une k-quasi-filtration de B si 
Gn+ik n Gn ç GnH n Gn pour tout n ~ 0 et pour tout i l. 

2j On appelle quasi-filtration de B toute +quasi-graduation de B qui est 
décroissantf'. 

3) On dit que g est une +prégraduation de B si pour tout n Gn est un 
idéal de B. Cela revient à dire que G0 :c--: B. 

4) On dit que la ~quasi-gr:.tduation g est une k-préfiltration de B si g 
est une /.:-quasi-filtration d0 B et une prégraduation de B. 

5) Une filtration de B est mw prégraduation de B qui est décroi8siuttc. 

6) On dit que la +quasi-graduation g est fortement A-P (fortement ap-
proximablc par de,; puissances de sous-groupes) s'il existe ni 1 vfaifümt 

('',,,.,, c:-: C.~I',',·, w,.,, () ('t.. r:,''..,','·+ li (' c· (~:l \11'r1 > () ('t W./· E [li·'/// v , , 1 m n+' ·~ .. r m , _ .. V • • l ] . 

Si uu tel m <'St le pins pl't.it ou dit alors que g est fortement A-P de nwg 111. 

7) On dit que la 1 qna:,1·grad11ation g = (G11 ) est r{·µ;ufü.~rc d'ordre 111 

si (:"'" = ( :~;, '<:/n ;::: Z. 
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4.1.2 CLASSIFICATION 

On dit que g = ( Gn) est k-décroissante si pour tout n 2 0 et pour tout 
i 2 1 on a: Gn+ik n Gn Ç Gn+k n Gn. 

On montre par récurrence suri que cela revient à dire que pour tout n 2 0 
la suite ( Gn+ik n G 11 );;:.o est décroissante. 

La condition G1,Gq Ç Gr+q sera pour p, q E N ou p, q E Z; on obtient le 
schéma suivant : 

Filtrations 

Idéaux + condition sur N ou l. 

~- Décroîssancl'.' 

Prégraduations 
------------

ldêaux -t- condition ::iur Z 

1:01ulît;ou ~ur 

4.1.3. REMARQUE 

Filtrations 

ld~a.ux + condition sur N nu Z + 

Décrois.sa.nec 

k- Préfiltrations 

Idéaux + condition sur N 

+ k- Décroissance 

+ Prégrad uations 

ld(;a.ux ~ condition !>Ur N 

+Quasi-graduations 
- -----.. -·------

coa•lition sur N 

condition .sor 

-t Dé<toi,!>ia.ncc 

condition sur l'i 

+ k-o~croi::;sancc 

+Quasi-graduations 
condition :-iur ~ 

Soient B nu anneau, g = ( Gn.) llIH' k-qua._c;i-tiltrntion d<' B et A G0 . 

Toute +quasi-graduation .q ( G,,) fortcnwnt A P telle que A G 0 est 
11ccthéri<~11 est une +quasi-graduation H<r-th.,;ri<~llrt<' 

En dfot, comme k montn~nt S. G.itü, i'vl. Hcnn:um. h:. >Jisliida Pl O. Vîlh 
mayor dans [G-H-N-Vj pour l1~s tiltrations, en 11tîlîsnnt l'a1111Pan d<' V/'ro11i·s•· 
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de la +quasi-graduation g : R(A, g)(m) L C,,,,,xmn c:::: R(.A., g<"'l), on a : 

lll-1 

Soit Ri= L Gmn+ixmn. Alors R(A,g) L R,Xi. 
n~O n=O 

Si g est fortement A-P de rang m alors 

R(A, g(m)) = L Gin,,Xn R(A, Gm) 
112".0 

et R, est un idéal de R(A,g)(m) donc c'est un R(A,g)(ml_n10dule nccthérien 
et R(A, g) est un R(A, g)(m)_module de type fini donc R(A, 9) est nccthérien. 

4.2 - Comparaisons 

4.2.1. THÉORÈME. (Voir Théorème 3.2.1) Soient B un annerm, k EN* 
et g (Gn) une k-quasi-filtration de B. Soit A= G0 et J un idéal de A 
contenant Gk n A. 

(4.2.1.1.) On a: f,J (g("i,k) s; f,J (iP"l,k) s; i'j(g,k) Vn,pE N* 

( 4.2.1.2) Si ht J est fini, en particulier si A est nœthérien alors 

i) 3p EN* tel que t;(g, k) = fJ (gtvnl, k) Vn EN* 

ii) f.'j(g,k) = sup{CJ (g<n>,k): n EN*} 

iii) t'j(g,k)=f.j(gM,k) VqEN* 

iv) la suite n 1-+ f.J (g(n!), k) est croissante, stationnaire et converge vers 
t'j(g, k ). 
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4.2.2. COROLLAIRE.- Soient B un anneau, g = (Gn) une k-quasi
filtration de B. Soit A G0 et J un idéal de A contenant Gk n A. 
On suppose que A est nœthérien, que g est une k-quasi-filtration régulière 
de B d'ordre m. 2:: 1 et que J est un idéal propre de A contenant Gk n A. 
Alors on a : 

(ii) :lpE N*, multiple de m /Vn EN* f'.Î(g,k) f.1(Gpn,k) 

(iii) f'}(g, k) = sup{f.1(Cmr" k): n EN*} 

(iv) la suite n f-4 f.1(Gmn, k) est croissante, stationnaire et converge vers 
f'.Î(g, k) 

( v) la suite n f-4 f J ( G11 1, k) est stationnaire et converge vers f'.l(g, k). 

4.2.3. PROPOSITION.- Soient B un anneau, g ( Gn) une 
quasifiltration de B et A= C0 . 

Si A est nœthérien et J est un idéal de A contenant G k n A, alors on a : 

f1 (g, k) :$ f'.~ (g, k) :$ T.t ( g). 

Preuve. 
Il \:'.St clair que f1(g, k) ::; f'Îl9, k). 

D'après la Proposition (2.2.G), pour toute k-quasi-filtrntion g, 

f1(g,k) T1(g,k). 

Le Théor(:mc ( 4.2.1) \'t le Tliéorôme (2.2.'~) impliquent qu'il ('Xiste JJ 2:: 
tel que 

f"Î(!J, k) (i.J (!/ I')' f.") •'t T,1 ((l',)) /.;) T,\(J) 

Alors f,(q, k) ./ 
''·· l'Î (y. k) T/ (<J(/''. k) <.,: T J { t/ i. 



4.3 Cas des k-préfiltrations régulières 

4.3.1. PROPOSITION.- Soient A un annemt nœthérien, k E N* 
et g = ( Gn) une k-préjiltration régulière de rang m. 

(i) Si 9Jt est un idéal maximal de A contenant Gm ou Gk alors 

(ii) t"(g, k) = f"(g). 

Preuve. (i) 

12 

Si g ( G11 ) et si m 2:: 1 est tel que Grrrn c;:, pour tout n, alors en utilbnnt 
le Corollaire ( 4.2.2) on a : 

t~n(.q, k) sup {e:m(G;;,, k): n EN*}. 

Supposons k f. +oo. Soit p E N*. 

Si 9Jt 2 Gm alors 9Jt 2 Gf,, = Gmp 2 c;• donc 9Jl 2 G,,. Dt~ môme si 9Jt 2 G~ 
alors, comme g est k-décroissante, 9Jt 2 Gkp 2 c; donc 9Jl 2 CP. 

Alors 9.JtG~ + c~+k = 9.JtG~ et 9Jt + c; = 9Jt donc des éléments <le CP sont 
9.Jt-indépendants d'ordre k relativement à gr;r si et seulement si ils le sont 
(d'ordre +oo) relativement à gc:,, d'oü on a: 

e~,.(g, k) sup Uw1( G~,) : n E N*} t~;1(9). 

(ii) Si k E N* et 9Jt un idéal maximal sur G k alors, en prenant les sup 
on a (ii). 

4.3.2. PROPOSITION.-- Soient A nn anneœu nœthérien, k EN*, fi (Gn) 
une k-préfiltration de A fortement A-P, et 9J? un idéal maJ:imal de A. 
Alors on a : 

f'JJl(g, k) < t;ll(g, k) < T~m(g, k) = T~m(.rJ). 



Preuve. {i} 
Sig est une k-préfiltration de A fortement A-P et si A est nœthéiien, alors 
g est nœthérienne. Soit m le rang de g. 
Montrons que si 9Jl contient Gk et k i= +oo alors 9Jl contient Cm : 

Comme g est k-décroissante, 9J1 contient Gk ::::? 9J1 ~ Gm1.: n A Gm1.: 
d'où 9J1 2 G~. Alors 9J1 2 Cm. 

Comme 9J1 contient Grn, alors le Corollaire (2.2.4.2) implique que 

T~).r.(g, k) T:m(g). 

On conclut avec la Proposition (4.2.3). 

4.3.3. PROPOSITION. Soient A un anneait nœthérien, k E N*, g ( Gn) 
une k-préfiltration de A fortement A-P, et 9J1 un idéal ma:àmal de A. 

(i) On a i'JJ1(g, k) ::; e;î(g, k) ::; Î'JJî(g, k) = T<JJi(g, k) ::; ~/:m(g) T'JJt(9) 

(ii) Si 9J1 contient Gk alors on a : 

C!D1(g, k) :S i':_m(g, k) = C~1 (g) :S Î<J11(g, k) = T~:m(g, k) = /'JJr(g) = T~m(.<J) 

(iii) Si 9J1 contient Ch et si A/9Jl est infini, alors on a : 

i'JJî(g, k) :S i':_m(g, k) = t;n(g) = Î'JJ1(g, k) T'JJ1(g, k) = Î9Jl(g) = T:m(g) 

(iv) Si A/9Jl est infini, alors pour un idéal I Ç 9J1 et pour q > 0 on a : 

Preuve. 
On utilise le Théorème (2.2.3), les Corollaires de (2.2.Li) et les Propositions 
(4.3.1) et (4.3.2) et pour C:m(J,k) on ut.ilisc la Proposition (2.7.2) de [D 1 ]. 
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4.3.4. COROLLAIRE.- Soient A un anneau nœthérien, k E N• et g (Gn) 
est une k-préfiltration de A fortement A-P de rang m EN*. Soit p EN* un 
multiple de m. Alors pour tout idéal maximal rot de A contenant G k et pour 
tout q E N* on a : 

(i) e'JJ1(9, k) 5 P:Jn(g, k) P:Jn(g) Î9.n(g) 
î•:r:n(Gpq) = T•.m(g, k) = T9Jl(g). 

(ii) Si A/9R est infini, alors 

b) Pour tout idéal I Ç rot, 

---------------·.__, 

~------------------------···--··-----, 

4.3.5. COROLLAIRE.-- Soient (A, rot) un anneau nœthfricn local et k E N•. 
Suppo.-;ons qw~ g est une k-préfiltration de A fortement A-P de rang m et 

que p E N* est un multiple de rn, alors pour tout entier q E N*, on a · 

(i) f(g, k) $ f"(g, k) f'"(g) f"(G1''l) 5 î(g, k) = î(g) = î(Gpq) = T(g, k). 

(ii) Si A/9R est infini, alors 

a) f'(g, k) 5 {"(g, k) = f"(g) = f"(Gpq) := î(g, k) = T(q, k), 

b) vour tont idéal 1, 

(1(1,k) f(l) t'(I,!.;) t'(/) f'IJ'l,k) 'y(/,k) = r(/.k) ~:r/l. 
~--··-~-·--···---·~-------·-----·-----·----··--



4.4. Exemples 

a) Soient B Z[X, Y], A Z[X] et I AX + AY. 

On a : BI BX + BY ;? I. 

Soit f = (Gn) telle que Gn =A 'r/n ~ O; G2n =In et G 2n+t = f'•+ 1 vn 2: 1. 
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On vérifie que g = J(Z) est une qufilli-graduation de B mais pas une 
prégraduation de B: 

Soit 9J1 AX (!'idéal de A engendré par X) 

X et Y sont !.m-indépendants relativement à /( 2
) ( G2n). 

b) Soient B = Z[X, Y], A= Z[Y] et l l'idéal de B égal à BX + BY. 

On a : BI= I = AI et AIP = fP 'r/p 2: l. 

* Soit g = ( G11 ) la quasi-graduation de B telle que 

Gn =A 'r/n 0, G2n = !" 'r/n 2: 1 et G2n+i r+ 1 'r/n 2: o. 
g est une quasi-filtration de B fortement A-P de rang 2 mais pas une prégraduation. 

Soit k EN* et soit 9J1 = AY. Vérifions que X et Y sont !.m-indépendants 
d'ordre k relativement à gC2l ( G2,,) : 

Si Fest homogène de degrés, à 2 i11dôtern1iw;es et à coefficients dan;-; A alorn 
on a : 

F~X,Y) L a:;, 1>~C 1 Y' 2 E 9Jî:C:.2, G2.,+2k implique qnc 
il +i2= .... 

Cela rnt.rainc q1w o, 112 E ( BY r1 A) 1 J ( B X rî 4) A). ~1Jl. 

Par contre, XY 2 -= V(XY) 'JJl/ 1 • ~1)((; 1 <;id. \1/ . . fl· 

Co11111H' 1 '/ 911 + C:~. Ç /. 1J11 rn11<!11I q111 

X et Y lH~ sont. pas 9)( illd1'-!H'11,L111t'-' ,j',,rdr1· k reLir Ï\1·nw111 ;1 11. 
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* Soit h = (H,,) la qua.-;i-grnduation de B telle que 

h est une filtration fortement A-P de B de rang 2. Soit 9J1 1 1. 

X et Y sont 9J1 1-indépendants (d'ordre k) relativement à h(2
) = (fl2,,) = f 1 

i.e., X et Y sont 9J1 1-indépendants (d'ordre k) (dans!) et f'Jn, (!) 2 2. 
Or, P.'JJ1, (/) 5 sup I 5 ht I 5 2, on conclut que frin, (!) = 2. 
Pour tout a E Hi et pour tout n 2 1 on a: 

Comme 1 r/: 9J11 • a n'est pas 9Ji 1 -indépendant d'ordre k relativement à h. 

On conclut que f:•n, (h, k) O. 

Par contre, comme B/9J11 est infini, d'après la Proposition (4.~).3) 011 a: 

f.~1 , ( h, k) = C'/;J,, ( !) f'.1.i1, (J) 
T'JJ1,(/,k) = 2 cl f'.111,(h,k). 
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[ÇHAPITRE 5 j 

INDÉPENDANCE ANATYTIQUE GÉNÉRALISÉE 

AUX QUASI-GRADUATIONS DE MODULES 

1.0 Dans ce chapitre nous définissons l'indépendance analytique généralisée 
pour les quasi-graduations de modules et nous établissons des critères équivalents 
de J-indépendance. 

5.1 - Quasi-graduations de n1odules et 
indépendance analytique généralisée 

5.1.1. Définitions : 

(5.1.1.1) Soient Bun anneau et .A-1 un B-modnlc. 
Soit 'H = (Mn)nEZU{+oo} une famille de sous-groupes de (M, +) et soit 

g (Gn)nEZU{+oo} une +quasi-graduation de B. 
On dit que 'H est une g-quasi-graduation (respectivement une g+ -quasi

graduation) du B-module J.\1 ou que 'H est compatible (respectivement com
patible à droite) avec g si M00 (0) et GpMq Ç Mp+q pour pet q E ZU{ +oo} 
(respectivement NU { +oo} ). 

(5.1.1.2) On dit que 'H est une (J, k, g)-quasi-gradnation (respective
ment une (J, k, g)+-quasi-graduation) du B-module M si M 00 = (0) et si 
Gm(JMn + Mn+k) Ç JMn+m + Mn+m+k 'ïln, m E Z U { +oo} (respectivement 
'ïln, m. E Nu {+oo}). 

(5.1.1.3) Soient B un anneau et .M un B-rnodulc. Soient A un sons
anneau de B, k E N* = N* U { +oo}. Soient a 1 , • •• , ar des 1;1éments de B et 
I le sous-A-rnodnle de B qu'ils engendrent.. 

Posons g(A, !) la +q11asi-grad1iation (1 11 ) d<' B tdlr~ qnc 

{ 

ln = A 'ïln :S 0 
I= = (0) et 
I,, = I" Vn :?: 1. 



Soit J un idéal de A tel que JM0 + Mk n Mo I Mo. 
On suppose que 1t = (Mn) est une g(A, J)+ -quasi-graduation du B-modnle 
M (i.e., Mr est un sous-module du A-module A1 et l~&l' Ç MJ>+l ponr 
tout p E N ) ou que 1-{ est UIH: ( J, k, g(A, !) )+-quasi-graduation du 
B-r:iodule M (i.e., Mn est un sous-module du A-module .1\.1 ('t, 

I(.lMn + Mn+i.:) Ç JMn+1 + M,,+k+1 pour tout n EN). 

Les éléments a 1 , .•• , ar sont dits ]-indépendants d'ordre k rdativemcnt 
à 1-{ si, pour tout polynôme homogène F de degré s, à r indéterminées et à 
coefficients dans Mo, la relation F(at, ... , ar) E JM" + MsH implique que F 
a ses coefficients dans JM0 + MA . 

Pour k +cx1 on omet l'expression "d'ordre k''. On adopte les définitions 
relatives aux autres cas particuliers comme dans [D D S]. 

5.1.2. PROPOSITION.- Soient Bun anneau et M itn B-rnodulc. Soient 
A un sous-anneau de B, k EN* N* U { +oo }, a1 , .•. , Or des éléments 
de B et I le sous-A-module de B qu'il.5 engendrent. 
Soient 1t = (Mn)nau{ +oc} une ( J, k, g(A, l) )+ - quasi-graduation de M, 
J un idéal de A tel qHe .lMo + Mk n Mo i Mo et 01' ... 'Or des éléments 
de B qui sont J - ·mdépendants d'ordre k relativement à 1-{. 

Si JM0 :? Mk n Mo alors les éléments a 1 , ... , ar sont J -indépendants 
(d'ordre +oo) relativement à 1-{ et ]-indépendants d'ordre p relative
ment à Mog(A, I) = g(Mo, J) = (In Mo) pour tout p EN*. 

'--------------------------------

Preuve Soit x F( a 1 , •.• , a,) où F est un polynôme homogène de degré 
s, à r indéterminées et à coefficients dans Mn, on considère que JM0 contient 
Mk n M0 . Vp ~ 1, éventuellement infini on a: 

[x 0 (mod JMs) ou x 0 (mod JI.)!Yllo + 11,+ .• Mo)] ~ :i; E .JM,+M.,+h ~ 
FE (JMo + Mk n Mo)[X1, ... , X,]. 

Or, JM0 + Mk n M0 = JMo Ç JM0 + lpMio donc les éléments a 1, ••• , a,. sont 
}-indépendants (d'ordre +oo) relativement à 1-{ et d'ordre p relativement à 
g(A,I)Mo. 



5.1.3. COROLLAIRE.-· Soient B un anneau et M un B-modnle. Soient 
A un sous-anneau de B, k E N* = N* U { +oo}, a1 , ... , a,. des éléments 
de B et I le sous-A-module de B qu'ils engendrent. 
Soit 1l = (Mn)nEZU{+oo} une g(A, !)+-quasi-graduation du B-module 
M. Soient J un idéal de A tel que JMo + Mk n M 0 # M 0 et a1, ... , a,. 
des éléments de B ]-indépendants d'ordre k relativement à 1l. On a : 

Si JM0 contient Mk n M 0 alors pour tout p E N* les éléments a 1, ... , ar 
sont ]-indépendants {d'ordre +oo) relativement à 1i et ]-indépendants 
d'ordre p relativement à Mog(A, I) = g(M0 , l) (JnMo) où 111 = A 
Vn :=:;: 0 et ln = ln Vn 2 1. 
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5.1.4. PROPOSITION.- Soient B un anneau et M un B-rnodule. Soient 
A un sous-anneau de B, k E N*, a 1 , .•• , a,. des éléments de B et I le 
sous-A-module de B qu'ils engendrent. 
Soit 1l = (Mn)nEZu{+oo} une g(A, J)+ -quasi-graduation du. B-mo<fole M 
et soit J un idéal de A tel que JM0 + Mk n Mo # M0 . 

On suppose que (Mn+k)n>o est décroissante Ott que pour tout n 2 0 et pour 
tout i 2 1, on a : Mn+ik n Mn Ç M11+k n Mn. 
Suposons de plus que a 1 , ... , a,. sont des éléments de B J - indépendants 
d'ordre k relativement à H. 

Si Mk n M0 Ç JM0 + Mpk n Mo # M0 alors les éléments a~', ... , aÇ sont 
]-indépendants d'ordre k relativement à la g(A, JP)+ -qtwsi-graduation 
Ji(P) = (Mim) pour tout p 2 1. 

Preuv1.::. 
Cela découle du fait que sous les hypothèses on a : 

{ 

Vn 2 0 JMpn + Mp(n+k) Ç JMpn + Mpn+k 
et 

JMo + Mk n Mo Ç JMo + Mpk n Mo. 
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5.2 - Critères de J-indépendance 

8 désigne un anneau et M un 8-modulc. 

5.2.0.-- Soient. (111 ) et (J,,) dcm: +quasi-gn1d11ations de l3 tdlcs que 
.Ir, Ç !,,, l,, l," Ç l.,,+m et I,, J,,, Ç J,, , ,,, Vn, et \:/111. 

Alors le groupe so1I1mc directe Œ ~ est 1m armean graclrn~. 
HEZ ~fil 

Soient (lP' n) et (IK1.) deux familles de sous-groupes de .A1 tels qnc 
Ç IK,,,,,, 'rln. m E 

Al 1 d lP' n /,, l 1 J ' ors e groupe somme irecte EB :rr;- est un --mo( u c grac uc avec 
nEZ ll\\.n nEZ J,, 

Soient lP' lP'n et IL 

F = EB I,,Xn et l'on a: 
n 

E:î! IKri. Cc sont des F -modules gradués oî1 
riEZ 

lP' 
IL 

5.2.1.- Soit f = (1,,),,EZu{+oo) une +quasi-graduation de 8 telle q11c Io= A. 
Soient k E N*, 'H (Mn)nEW{+c:lG} et I deux .f+-quasi
graduations du 8-module M avec Mn et lP'n des sous-A-modules de A1 
tels que lP'0 M0 c1 Ç Mn Vn. Soit J un idéal de A. 

On définit le produit d'un sous-groupe 1 de B par un B-modulc /v par : 

IN = { t ai xi : ai E I, bi E N et s E N*} . 
t=l 

Posons, pour tout n, IKn = IP'n n (JMn + M11+k) et J,, = I,, n (.JI,,+ /,,,1,). 

Alors pour tout n et pour tout rn on a : 

avce (an+ J,,)(Ym + JK,,,i) (a,,y,,, + IKn+m) Van E I11 ot Vy,,, E lP'm.· 
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Soient F = 8) I,,xn SR(A, f), T? 1R(?q. I) P,, xn ('j 

n '' M 5R(Mo, 'H) EfJ M11 Xn 
n 

Alors F est un anneau gradué, IP et M sont des F-modules gradués et 

IL 
! 

X 
IP n ( uk, J)M est un sous-module gradué de IP où u 

n 

avec la convention u00 = 0 et on a : 

IP 
- rv Œ 
IL u JK,, 

IP JPn 
7.C., --~···~--~- . .-.......; ~·~---·---

lP' n (uk, J)M n lP',, n (.!Mn -+- M,, .,.") . 

En particulier, pour I Hon a: 

(5.2.1.1) 
M Mn 

ê::::. EB ---------
Mn " M,, n (.!Mn + 

(5.2.l.2l 
M Mn 

Si Mn+k Ç Mn Vn 2 1, alors '. 1, .l)"KT ê::::. ED . \ u. , , 1'Q'1t n JM.,, + M,,+,, · 

En remplaçant Z par N on a : 

M,, ' 1'.AT+ ou l'Q'Jl = 
...;_ Mn+k)' 

MIJX", (5.2.1.3) 
M+ n (uk, J)M ':::: n~o M,. n 
M+ Mn 
--~ --
JM+ - n JMn. (5.2.1.4) 

5.2.2.- Soit R(M0 , 1) EB l,,M0 X" le R(A, 1)-module gradué tel que 
n?'.O 

/ 0 A et 1,, ln Vn 2 1 où I est un so11s-A-module de B tel que 
J,,Mo Ç Mn Vn?:: O. Alors on a: 

R(Mo, /) I11Mo 
---- EB -----~---
R (Mo ,J) n (u1

·', J)M - n /"Mon (.JM" + Mn+k) 
(5.2.2.1) 

R(Mo, J) InMo 
R(Mo, /) n JM+ -- ,, ln Mo n JM,,. 

(5.2.2.2) 

Soit 5R(M0 , 1) EB l 11 M 0X" le SR(A, /)-module gradué td que !,, A 
nEZ 

Vn :S 0 et J,, l"Vn ?:: 1 où I est 11n so11s-A-rnod11le de B tel que TM0 Ç M 1 

et I Ç J. Alors on a : 

(5.2.2.3) 
in( Mo, 1) lnfo1Io 

-----':::EB------
('n, J)in(Mo, I) n J l,.,Mlo + 111+1Mo 

l,,Mo R(Mo, /) 
CD . ~ .. . 
n J l,,Mo J H(Mo, J) 



5.2.3.- Soient Bun anneau et .M uu B-mod11lc. Soient A mt suus-armcau 
de B, k E N* N* U { +oo }. Soient a 1, ••• , a.,. des dément~ d(~ B et soit ! l(: 
sous-A-module de B qu'ils engendrent. Prn;ons g(A, 1) la_, q1msi-graduatiou 
(1,,),, telle que!,,= A Vn S 0, foc, (0) et !,, = ! 11 Vn 2> 1 

Soit 1i = (M,,)nEZu{+oo} une g(A, !)+-quasi-graduation du B-modnlc 
A1. Soit J un idéal de A tel que JM0 -1- Mk n M0 ::J- M 0 . 

On pose lPn = J,,lo/llo Vn et lP (lP,,) 110::.1{ +~ 1. 

Alm.; lP' est nnc q(A, /)+-·quasi-graduation du B-rnodulc M et l'on a: 

Posons OC,, = lP n n (J Mn + Mn+d et 

RJ(1i, k) = EB ~n 
n ~n 

Alors !,, Ç IKn+-m Vn et Vm. 

D'où R.1(H, k) est un EB . :" l 
n !,, n J Il+ 11 I 

module gradu<~. 

Soit 'Pk le morphisme gTadué de 

A [X ] J" 
J + 

n A l, ... 'Xr dans ; X; !---+ S; + l,,;.k) 

dont la restriction à A est ] 'identité 
J+ n 

et où si = a, + (JI + Jk+i n I) E l 
JI+ 

1, ... , r. 

D'après 1.2.3 il existe un isomorphisme 
ln R(A, I) 

EB -+------
n20 !,, n + l,,+k R(A, !) n ( u~·, J)~(A, I) 

dont la restriction à J + A n A est l'identité. 

Posons vi ij1Ac(s;) Vi = 1, ... , r. On a: 

vi = a;X + (R{A, I) n (u.1', J):fè(A, !)) 

Les produits sont définis comme suit : Va: E M 0 et Vb 11 E ! 11 



(a~I ... a~r + (J In+ 1n+k) n !") 
où n = i 1 + · · · i,. 

et 

(bn +(JI"+ ln+k) n /") (ü + lKo) = b"a + !,,Mon (JMn + Mn+k) 
E (!,,Mo)/ [I,,Mo n (JM,, + Mn+d] 

D'o' i1 ;,.( + w ) _a;, .;, , + ,,r u s1 • • • s,. a J1'%0 - 1 ···a,, ü "',..n· 

On a· 

R.1(1t, k) 
Mo 

-------[s1, ... , 
JMo+MknMo 

{.L (ai 1 , .. ,i, +lKo)s;1 ···s~: a:;,,.,;, E Mof). 
i1 , ... ,tr 

Soit ~.1(M, k) l'unique morphiî-ime de sous-modules gradués de 
Mo ------[X1 , ... , X,] snr R,1(1t, k) tel que 

JMio + Mk n Mo 

{ 

1"7i 1(M k'i,(BX ···X) y,_ ' , , 11 ln 

'f?.1(M, k)(,!3) 

et 

= 
Mo 

/3 V,8 E MI 
JMio + k n Mo 

. . . - . ) R(Mo, J) 
Il existe un 1somorph1sme î/Jk de R.1(1t, k sur R(Mo, l) n (u', J)M 

{ 
;j;,J s.Ji) = ajüX + R(. Mo, !). n .. ( 11\ J)M 

tel que et 
{;k(a) = a + R(Mn, I) n ( u.'. J)M 

l 
Mu 

V7i = a + [ JMio + Mk n Mo E JMI MI M -
o + k n o 

Posons ~k = 'f?J(M, k) et è1.: ,,J;1; o ~k· 

Le diagramme ;,;uivant commute : 



Mo r ] 
J ""'M· , 1'\M i\AT t

8 1' · · · ' 8 r 
1\YJ'.f) T l\Yllk n l\Yllf) 

R(Mo, l) 
R(M0 , l) n (u1·, J)M 

Mo, i 
---JV1, ... , 'lI,.: !Ko . , 

5.2.4. THÉORI~ME. - Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) Les éléments ai, ... , ar sont J-indépendants d'ordre k relativement 
à 1-{ 

( .. ) (}- . l . Mor T l R(Mn, 1) 
11 ,. est un lHomorp usme den;;-- _X1, ... , A,.J sur I ( . f) ( k. , r 

m..o f. Mo,. n li • J)ft!ft 
M 

(iii) La famille { s 1, ... , Sr} est. algébriquement libre sur . 
0 

.!Mo +MI\, n 

( iv) La famille { v1, •.• , Vr} est algébriquement libre sur JM ~ 
o + k n 

soit F(X1, ... ,X,)= L (.\1 .. .,i, + 1Kn)X;' ... x:·. 
q +··· H,.c.cs 

(i) Ç:=::} (ii) 

[Les éléments a 1, ••• , ar sont ]-indépendants d'ordre k relativement il 1-l] 
{=} 

[VF= \. . xii ... vi,. 01'1 \, . E "'·1I T((J a\=() 
/'l1 ..... f.r 1 ... /\r ./\q,. .. ,1r l\Yo,..r,·L,·~·~TJ-

i1+ .. ·+i,.=s 

(mod JMs + Ms+k) =}FE (JMo + Ml.)[X1, ... , )C)] 

[\IFE M0 [X1 , ... , X,] homogène de degrés, 
F(a1, ... ,ar) E f.,Mo n (.lMs + Ms+k) IKs =}FE IKo[X1, ... , X,1] ? 

[VF E Mo[X1, .. , X,], :.PdF) 0 =} F o) ? 

G 1 
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Abstract. - Let k be an integer ~ 1 which may be infinite and let f = (In), n E Z U (oo), be 
a filtration on the commutative ring A with the convention tha.t / 00 = (0). Elements ai, ... , a,. of 
! 1 are said to be J-independent of order k with resp€Ct to /, where J is an ideal of A such that 
J + v7î i= A, if for any homogeneous polynomial FE A[X1 1 ••• , X,.] with degF = s, the relation 
F(a1, ... , a,.) E JI,+ l 4 +k implies tha.t FE (J + h)A[X 1 •.•• , X,.J. If k = cxi, we agree to omit the 
expression "of order infinity". 

ln pa.rticular if (A, 97!) is a nœtherian local ring, elernents which are !.JJî-independent with respect 
to the I-adic filtration are thooe which are ana.lytically independent in the ideal I in the scnse of 
Northcott a.nd R.ees IN Rj. In this pa.per we give criteria. for J-independence of a1, ... , a,. with respect 
to a filtration f = Un) in tem1s of the Rees rings of f and f, where I is the ideal generated by 
a1, ... ,ar. 

On the other hand, let lJ(J) be the supremum of ail intcgers r such that there exist.s clernents 
a1 ... ,ar in J which are J-independent with respect to f and let >..1(!) <lim~(A,f)/(u,J)3i(A,f) 

and 11(!) = dirnR(A,J)/JR(A,f), whcre 3~(A,f) = LI,.X" a11d U(A,J) c...: J-=fnX", are the 

llees rini;s of f and wherc u X --I _ 

Wc inv~tigate the relationship between the numbers l1(!), >..1(/), -u(f) a.n<l r;(/) = 
d R(A, [) 

tr egA/J J R(A, !) . 
We show in particular that these four numbers are generally distinct and that each of them is an 

extension of the usual ana.lytic spread. 
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0 - Introduction 

This paper is part of a current trend to study in a unified manner properties of power,; of 

ideals by means of the theory of filtrations. Our main interest hcre is to give a satisfactory 

extension to filtrations of the notion of analytic spread of ide.ais. 

0.1 Let (A, !JJ1) be a nœtherian local ring. k = A/9Jl, its residuc field, I an ideal of A. For 

each integcr n, In /9JUn is a ftnitc dimcnsional k-vcctor space. Let tp 1 ( n) dcnotc its dimension 

as vector space ovcr k. It L<; wcU known that the function n-+ cpr(n) is a polynomial fonction 

i.e that there exists a unique polynomial P E Q[XJ such that P(n) = cp1 (n) for ail large n. 

The degrec of Pis by definition the degree of tpJ. Following D.G. Northcott and D. Rces [N 

R). the analytic spread of I is the number >..(!) defined by >..(!) = 1 + degcpr. The intere<>l of 

the analytic spread cornes among other things from il<> various interpretations. For example if 

k is infmite then the following are shown in [N R] : 

(i) >..(I) = µ(J), where J is a minimal reduction of I and where p.(J) is the cardinal of a 

minimal set of generators of J. 

(ii) >..(I) is the maximal nurnber of elements of I which are analytically independcnt in J. 

Even if k is finite, it can be shown that >..(J) is the Krull dimension of the graded ring 

L 1n;9n1n which is isomorpluc to the ring (u ~;~(1 I). where IR(A, I) = L rnxn 
n.2:,0 ' ' nEZ 

is the Rees ring of I and where we set u = x- 1• sce for cxamplc [Sm]. Thcrcforc 

\(I) - i· 3'~(A, I) 
'' - (!ID . 

( u, 9:n)R(A, I) 
For other interpretations of the analytic sprcad of an ideal, sec [N R]. 

0.2 Let A be a commutative ring. A filtration on A is a family f = Un)nEZ of idcals of 

A such that Io= A, In+l Ç In and Inlm Ç Im+n for ail m, n E Z. 

For a given ideal l of A, the filtratfon fr = (In)nEZ where P 1 = A for ail n S 0, is 

called the J-adic filtration. Ali the filtrations considered here are supposed to be diffcrcnt from 

the filtrations f A=(···, A, A:···) and fo =(···,A, A, (0), (O)i · · ·). 

0.3 The filtration f = Ua) is said to be strongly AP if there exists an integcr k 2 1 

such that Ink = IJ; for ail n. f is called nœtherian if the Rees ring a((A, f) is nœthelian. 

For a given filtration f = Un) on the nœtherian local ring (A, 9Jl), having in mind the 

above interpretations of the analytic sprcad of an ideal, one may ask whcthcr the fonction 

n f--+ VJJ(n) = dim(In/9J1In) is polynomial in ordcr to define an analytic sprcad for f. The 

following example shows thal even for nice filtrations this may fail. lndeed let A = k[X, Y]. 
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1ere k is a field. Put m =(X, Y). 911' = 9J1A!m. Consider the filtration f = (I;J on A!m 

defined by J~ = A!m ,!~ = 
{ 

9Jl'"l2 if n is even 

9J1'(n+l)/2 if n is odd 

1en J~n - 9J1'n . I~n+ l - 9111n+ 1 

9J1' l~n 9)1tn+l • 9J1' l~n+l 9Jlln+2 
One can check that {xn-iyi; 0 ::; i::; n} is a minimal generating set of 9J11n, hence 

!Jn'n 
te dimension of the k-vector space 9J1'n+l is n + 1 for ail n. Ic follows that <p1(2n) = n + 1 

1d <p f (2n + 1) = n + 2 for all n and t.p f is not a polynomial fonction. Remark that I~n = l~n 

)rail n, which means that the filtration f is strongly AP hence nœtherian sinœ (A!m, 9Jt') 

; a nœtherian local ring. 

Fortunately, the notion of analytic independence in an ideal introduced in [N R] can 

>e extended to filtrations in a similar way which leads to the concept of analytic spread for 

iltrations. 

Let k be an integer ~ 1 which may be infinite and let f = Un)neZu(oo) be a filtration 

)0 the commutative ring A, with the convention that 100 = (0). 

Elements a 1 , ..• , ar of 11 are said to be J-independent of order k with respect to f, 
.vhere J is an ideal of A such that J + .Jfï -.f. A, if for any homogeneous polynomial 

P E A[X1, ... , Xr} with degF = s, the relation F'(a1 1 ••• , ar) E J 111 + I:i+k implies that 

'.-' E (J + Ik)A[Xi, ... , Xr]· 

Elements which are J-independent of order k with respect to the 1-adic filtration are 

;aid to be J-independent of order k in I. If a 1 , ••. , ar are J-independent of order k in the 

deal I = a 1 A+···+ arA. they are said to be J-independent of order k. 

In al! the above definitions it may happen that k = oo. In lhis case we agree to omit 

he expression "of order infinity" and in the corresponding dcfinitions it is understood that 

' 00 = (0). In particular if (A, 911) is a nœtherian local ring, elemencs which are 9'Jt-independent 

n an ideal I are those which are called analytically independent in l by Northcott and Rees 

N R]. 

Here we give criteria for J-independence of elements a1 , ... , ar with respect to a given 

iltration f = Un) in terms of the Rees rings of l and j, whcre f = a1A + · · · + arA. In 

mrticular we show in section 1 that the following statements are equivalent : 

(i) ai, ... , ar are J-independent with respect to f. 
(1·1·) Tl . A[X X J R(A,I) . 1 · 

ie nngs J 1 , •.. , r and R( A, I) n J R(A, !) are 1somorp 11c. 

(iii) If ui denotes the image of Xi under the natural epimorph.ism of ~ [X1, ••• , XrJ onto 
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R(A, I) 
R(A, I) n J R(A, !) . then u1, u2, ... , tir are algebraically independent over A/J. 

These criteria are generalizations of Proposition 2 of Barshay [BaJ. 

In section 2 we consider the following four numbers : 

eJ(f) =the supremum of all integers r such that there exists elemcnts a1, ... 1 ar in J, 

which are J-independent with respect to f, 

>.. (f) d" 9\(A,f) 
J = im (u, J)9'(A, f) 

(!) d" R(A, !) 
/J = im JR(A,J) 

R(A,f) 
TJ(f) = trdegA/J JR(A., !) 

We prove in particular that >..J(f) < /J(f) and that eJ(f) ~ TJ(/). We give various 

examples to show that the numbers ÀJ(f), /J(f). lJ(f) and TJ(/) need not be equal and 

need not be in an increasing order inde pendent of J and f. 
In Proposition 2.4, we prove in particular that if the filtration f = Un) is strongly AP 

and if J contains 11, then >-.1(!) = "tJ(f). 

In Proposition 2.12 we show tlmt if f =Un) is a nœtherian filtration on the nœtherian 

ring A and if 9J1 is a maximal ideal of A which contains 11, then T'JJl(f) = /'JJt(/) = À'JJl(/). 

It follows that if (A, 911) is a nœt11erian local ring and if I is a proper ideal of A, then 

r'JJl(!I) = /'JJl(/1) = >..'JJlUr) = >..(!), where fI is the I-adic filtration and :>..(!) the usual 

analytic spread of I. If in addition A/9Jl is infinite, then e'JJl(f r) coincides with each of the 

above numbers, see Corollary 2.13. 

Therefore each of the numbers /J(f), ÀJ(/), eJ(f) and TJ(/) is an extension to 

filtrations of the usual analytic spread. 

1- Criteria for J-independence 

We begin with some easy consequences of J-independence with respect to a filtration. 

1.1 Elements a 1 , ••. , ar of A are J-independent if and only if for any homogeneous 

polynomial FE A[X1, ... , Xr]. if F(a1, ... , ar) = 0 then FE J A[X1, ... , Xr]. 

1.2 PROPOSlTION. - If a1, ... , a,. are J-independent of order k with respect to the 

filtration f = Un), then : 

(i) If r > 2, then a 1 , •.. , a,. belong to J + I1c and li Ç J + I1c. 
! 

(ii) Put Hj = a 1 A + ··· + ajA, j = 1,2, ... ,r. Then the sequence (Hn) is strictly 

increasing. 

(iii) If in addition J contains Ik, then ai, ... , ar are J·independent of order k + p with 

respect to f, for all integers p ~ 1, hence a 1, ••• , ar are J-independent with respect 
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{Of. 

Proof. (i) Put F = 0-iX; - aiX;, E A[X1, ... , Xr]. with i f= j. Then F(a1, ... , ar) = 

0 E J 11 + /l+kt hence <J.i E J + l;.; for all i. On the other hand let b E li. b f= o. 
1l1e polynomial G = bX1 satisfies G(ai, ... ,ar) E /1(J + /k) by the first part. Hence 

G(a11 ... 1 ar) E I1J + Ii+k· Therefore b E J + IJ.;. 

(ii) Suppose chat al+ 1 E H, = a 1 A + · · · + a1 A, where i < r + 1. 1l1en lli+i = 

b1a1 +· · ·+b1ut. with bi E A for all i. Consider lhe polynomial F = b1 X1 +· · ·+bïXi-Xi-H· 

Then F(a1 1 ••• 1 ar) =O. hencc 1 E J + h,, which is absurd. 

(iii) Thi.s is clear. 0 

1.3 Most of the graded rings that we will rneet in the sequel of section 1 arise frorn the 

following more general situation. 

Let A be a commutative monoid and let (I n)nEA and (!<11.)neA be two farnilies of 

subgroups of the ring A such that 1 E Io and for all n, rn in A, I<n C In. Inlm In+m and 

Knlm Ç Kn+m· 

Consider Ùle abelian group G = 1:: In/ Kn (direct surn). Then Gis a graded ring if we 
nEi\ 

define its multiplication by linearity from the following : 

For all n, min A, a in In, b in lm. (a+ Kn)(b +Km)= ab+ Kn+m· In particular for 

any N (resp. Z)-graded ring B = L En and for any graded ideal L = L L n En of .B. the 
. . Bn Bn + L . f 

quotlent nng B / L graded by the ~ L lS o the above type. 
Ln En 

1.4 

(1.4.1) In the sequel of this section f = Un) will denote a filtration on A. 

R(A, !) = L InXn and 9\(A, !) = 2: IriXn, the Rccs rings of f. In pacticular we 
n~O nEZ 

will write R(A, !) ::::: R(A, fI); ~\(A, I) = !n(A, f t), whcre fI is the J-adic filtration for a 

given ideal I of A. 

J will also denote an ideal of A and k > 1 an inreger which may be infinite. We suppose 

that J +JI;# A. We put u = x- 1 . 

If k = oo, then by convention, uk = 0 and h = (0). 

Remark 1.3, when applied to lhe Rees ring 91(A, f) (resp. R(A, !) ; R(A, J) with 

I Ç li) and to the graded ideal L = ( uk, J)!n(A, f) = )~ ( J In + In+k)Xn (resp. 
nEZ 
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of 9t(A, /) (resp. R(A, /); R(A, !)), gives the following ring isomorphisms : 

(1.4.2) 

{l.4.3) 

If l Ç f 1 then 

{l.4.4) 
R(A,J) ~ 111 

R(A, I) n ( uk, J)91(A, !) ~ Jn n J In+ In 1 k) 
n2:0 

If in particular k = oo, then 

{l.4.5) 
R(A,J) In 

R(A,I)nJ91(A,J) ~ L JnnJin 
n2:0 

If in ( 1.4.2) we take k = 1 and f fr, wherc I is an idc,.al su ch that I Ç J, thcn hy ( 1.4 .3) 

we have: 

{l.4.6) 
~J\(A, I) ln R(A, !) 

( U 1 J)9\(A, J) ~ L J I 11 ~ J R(A, I) 
n~O , 

1.5 Under.the hypotheses and notations of (1.4.1) let ai, ... , ar be clemcnts of I1 and 

let I = ai A+···+ arA. Considcr the gradcd ring 

whcrc K 11 =1nn(Jln+ln+k) and t;. is the image of a, in I/K1. Dcnotc hy l[Jk the 

cpimorphism of A [X1, ... , Xr) onto G stich that tfJk(X;.) = t1. Uy ( 1.4.4) thcrc 
J+h 

· · h' f d d · ·'· f G R(A, 1) whosc cxists an 1somorp 1sm o gra e nngs 'f'k rom onto R(A, !) n ( uk, J)9\(A, /) 

. . A 
restnct10n to J 

+h 
A 

J+h[u1, ... ,ur]. 

. 1 "d . L ·'· (t ) 1·1 R(A, I) 1s t 1e 1 ent1ty. et ui = 'f'k ·i . wn R(A, I) n (uk, J)9\(A, !)-

1.6 THEOREM. - Under hypotheses and notations of 1.5, the followir1g statements are 

equivalent : 

(i) a1, ... , ar are J ~independent of order k with respect to f. 
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(ii) ok = tPk 0 </)k is a ring isomorphism of -J Al {X1! ... 1 Xr] Oil[() 
+ k. 

R(A, I) 
-R(_A_,I_) n-·(uk, J)!R(A, /) 

(iii) u1 1 ••• 1 Ur are a/gebraically independent over l A . 
. +h 

Proof: (i) => (ii) It suffices to show that Kenp.1; = (0). Remark that Keripk is a graded 

ide.al. 

Let F = L (,\i1 ···ir + Ko)X~ 1 ... x; belong to Kerrpk;. Then 0 = 

Ît +···+ir=$ 

L À; 1 ••• ;,.a~1 ···a~ .. E J(., Ç JI.,+ I.,+k· Hence each À.; 1 ••• i,. E J + h = Ko and 
i1 +····Hr=" 
F=O. 

(ii) => (iii) 

Let FE J:li. [Xi, ... , Xr] such that F(ui, ... 1 Ur) =O. Then 1f;k(F(t1, ... , tr)) =O. 

lt follows that F(t 11 ••• , tr) = 0 and FE Kerrpk = (0) 

(iii) => (i) 

Let F be a homogeneous polynomial of A[X11 ••• 1 XrJ with degF = s and such that 

F(a1, ... ,ar) belongs to Jl.,+ls+k· Suppose that F = L Àii···i .. Xf1 ···X;. Let 

F E J A [Xti ... , XrJ the polynomial which is obtained from F by reduction modulo 
+h 

J + h. We have F(t 1 • · • tr) = F(a1 ... ar) + 1(1 = 0 sincc F'(a1 1 ••• 1 a,.) E P. 111en 

0 = tj;k(F(t 11 ... ,tr)) = Ji\u 1 , ... ,ur), hence F = 0, which shows chat each coefficient of 

F belongs to J + h. 0 

If in particular we take k = oo in the above theorem, then under the convention in 

(l.4.1) we obtain. 

1.7 Con.OLLARY. - Under tlze lzypotlzeses and notativns of 1.5 witlz k = 00 1 1he 

following statements are equivalent : 

(i) a1, ... , ar are J -Îfuiependel!f with respect to f. 
(/·,·) 0 "' . . I . if A [X X ] R( A, I) 

OO = Vloo 0 'f'oo IS an tsomorp usm 0 J 11 ••• ' r O!l[O R(A,l~I n J R(A, /) 

(iii) u 1 , ... , tLr are algebraically independent over A/ J. 

The following Corollary which follows at once from corollary l. 7 by taking the I -adic 

filtration f 1 in place off, is similar lo Proposition 2 of [Ua]. 

1.8 ConoLLAltY. - Lei J :f A be an ideal of A, a 11 ... , a,. elenumts of J, 
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I = ai A+···+ arA. T~n ai, ... , ar are J-independent if and only if the epimorphism 

000 : A/ J[X1, ... 1 X,.] - ]~~ 1
1]) is an isomorphism. 

If in Theorern 1.6 we take Vl(A, I) in place of R(A, I) and if we take k = 1, then we 

obtain the following. 

1.9 COROLLARY. - Under the convention of 1.5, the following statements are 

equivalent : 

(i) a1, ... 1 ar are J-independent of order 1 wit!z respect to the filtration f. 

(l·,·) e ·'· A [X v 1 9\(A, I) . . . ' . 
l = 'f'lo<p1: J+Ji li···i.,.'-r--+ 9\(A,I)n(u)J)9\({'1.,J) 1sarl!lg1.wmorp11sm 

(l·,·1·) l l · li · i d A tt. 1 , .•. , tt.r are age Jratca y uu epen · ent over --
1
--

1
-. 

c + l 

2 - Extensions to filtrations of the notion of analytic sprcad 

2.1 Let f = (In) be a filtration on A, k > 1 an integer which may be infinite, J an idcal 

of A such that J + JTï-:/:- A. Let lJ(f, k) be the supremum of all integers r such thafthere 

ex.ists elements a 1 , ... , ar in J wlùch are J-indcpendent of ardcr k with respect to f, with 

the convention that e.J(f, k) = 0 if there exists no integer r with the above property. 

If k is infinite we write fJ(f) in place of lJ(J, oo). 

The number eJ(f, k) is called the J-analytic spread of order k off and fJ(f) is called 

the J-analytic spread off. For the J-adic filtration f =JI, we put f.r(I) = e1(!J). This 

numbcr is callcd the J-:mnlytic sprcad of the idcal I. Note that if (A, 9J!) is a 1H1~1hcria11 local 

1ing and if J\/911, is i11fi11itc. tlic11 by ïî1co1clll 3, section 11 of [N RJ, l'!vr(l) is lhe analytic 

sprcad of I. 

Following (VJ, we denote by sup J the maximal numbcr of elemcnts of J which arc 

J-independent. 

2.2 PROPOSITION. - Let A be a nœtherian ring, J = Un) a filtration on A, k an 

integer ~ 1, which may be infinite, J an ideal of A such that J + .JI; -:f:. A. Then the 

following hold : 

(i) e1(!1 k) s; sup(J + Ik) s; ht(J + h). ln particular: f1(J) < sup J htJ. 

(ii) !fin addition J contains h, then eJ(f,k) s; e1(J,k+ 1) s; eJ(f). 

Proof. (i) Let a 1 , ... , ar be elements of J which are J-independent of order k with 

respect to f and let I = a 1A + · · · + arA. Then by l. l, a 1 , .•. , ar are J + h-indcpcndcnt 

and the first inequality follows at once. The second one has been proved in (V]. 

(ii) lt suffices to apply Proposition 1.2, (iii) 0 
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2.3 

Similarly to the /-adic case, we can associate to each pair (J1 f), where J is an ideal of 

A and f a filtration on A, the following two numbers. 
, ( ) d. 9t (A, f) 

(2.3.1) AJ f = un (u, J)!R(A
1 
f) 

( ) 
. R(A, /) 

/J ! =d1m JR(A1f)' 

For any ideal I, we put >.1(!) = >..J(!r) and /J(J) = /J(fr'). 

(2.3.2) The kemel of the canonicat A-epimorphism hn. /rom In onto __ In 
Jin 

is 
Jin+ In+l 

J J n + In+ 1 s h . . . . if nd l if I . . d . JI ----. o nlS tn}ectzve l a on y 1 n+l is contame m n· 
Jin 

R(A, /) 
The sequence (lin) gives rise w a ring-epimorphism h from JR(A,f) 

9î(A1 f) 
(u

1 

J)9î(A, f) (see (1.4.2) and (1.4.3)). It follows that: 

(2.3.3) ÀJ(f) /J(f) 

onto 

Remark chat if I, J are ideals of A such chat I is contained in J and if f = fI is the 

J-adic filtration then each hn in (2.3.2) is an A-isomorphism and h is a ring isomorphism 

from R(t, I) onco ( !R;A,/) ) . Note that this was already shown in ( L4.6). So we 
J R A,I) u, J 9î A, I 

have provcd that : 

(2.3.4) If I c J, then >.1(I) = /J(I). 

The following example shows thac (2.3.3) may be a strict inequality. 

(2.3.5) Example 

Let A= (Z/4Z)[X], J = (2Z/4Z)A, 91t = (2Z/4Z) XA. Tuen J is a prime ideal of 

A and 91t a maximal ideal. 

Consi.der Che filtration f = (In) defined on A by Io = A, In = 91t for all n ~ 1. Tuen 

. 9\(A, !) ~ ~ In ~ ~. It follows Üiat >..J(f) = O. On the other hand 
(u,J)9\(A,J) ~ Jln+ln+l 91t 

n 
consider the graded ring. 

R(A, !) "" In A "" In 
S = JR(A,J) ~~JI = -J· œS+, whcrc S+ = 0 JI 

n~O n n~l ' TL 

Since S/S+ ~ A/J, then S+ is a prime idcal of S and /J(f) 

dirn A/ J = L Hence ÀJ(J) < "YJ(f). 0 

dimS/S+ -
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However. equality holds in (2.3.3) for a large class of filtrations as shown in the following 

Proposition, where, for any filtration f = (ln). JÜ>) denotes the filtration Unri), p bcing a 

given integer ~ 1. 

2.4 PROPOSITION. - Let f = (In) be a .filtration on A and J =I A
1 

an ide al of A 
Then 

(i) For any integer p > 1, 

(ii) ln particular for any ideal I of A and for any integer p 1, 

(iii) If f is strongly AP, then there e.xists an integer k 1 such tlwt for all n ;::: 1, 

ÀJ (!) = ÀJ (I nk); / J (!) = / J ( I nk ). If in addition, J contains f 1, then ÀJ (!) "fJ (!). 

Pro of 

Consider the Rees rings 9'(A, f(P)) = L InpXn and R(A, f(P)) = Ln~O InpXn. 
nEZ 

Put 9'p(A,J) = A[uP,JpXP,J2pX2P, • •. ], where u = x-1 and Rp(A,J) -

A[IpXP, I 2pX2P, •• . J. The mapping <p from 9'(A, j(P)) into 9'v(A, f) such that 

<fJ(L anXn) = L anXnP, where an E Inp for all n. is a ring isomorphism 
9\ j(P)) 

and c.p[(u, J)9\(A, j(P))] = (ttP, J)9\p(A, !). Therefore the rings (u, J)0'\(A, ) and 

{ uP ~J)~; {1,f) are isomorphic. On the other hand the ring 9t (A, !) is integral over 

!Rp(A, J). Indeed, for any element a in Iru (aXn)P = aP xnv E !Rp{A, !). It follows that 
!R(A, /) . . !J\p(A, f) d 1 

(uP, J):R(A, !) is rntegral over !J\p(A, !) n (uP, J)!R(A, !) an consequent y 

. 9'(A, !) d. 9'(A, f) 
À.1(!) = dHn (u, J)!J\(A, !) = im (ti.P, J)91(A, f) 

= dim 91p(A, !) 
:t\p(A, !) n (uP, J)9\(A) !) 

But 9'p(A, f) n (uP, J)!R(A, f) = (uP, J)9'p(A, f). 

Th f ' (J) - d' !Rp(A, f) = cjim !R(A, j(P)) =À (j(Pl). 
ereore"'J - nn (uP,J)91p(A,J) (uiJ)!J\(A,f(P)) J 

By similar arguments one can shàw that '"'fJ(f) = /J(f(P)). 
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(ii) Let I be an ideal of A and let p be an integer ~ 1. Tak:e f :::: fI. Tuen /CP) = JI~ 
and by (i), >..1(!) = ÀJ(f<P>), which means that >..1(!) = >..1(IP). Similarly it is shown that 

"fj (I) = "'IJ (JP). 

(iii) Suppose that f is strongly AP. Then there exists an integer k > 1 such that 

j(k) = fI1c· Therefore J(mk) = !I.,.1r; hence ÀJ(/) = )..;(j(mk)) = ÀJ(Imk) forall m > 1. 

Similar results are easily proved for /J(f). As for the last part, suppose that in addition J 

contains ! 1. Then by (2.3.4) and the above equalities, >..1(!) = >..1(h) = 11(Ik) = 11(/). 

2.5 Theorem 1.6 suggests that there may exist a link between the J-analytic spread 

f.1 (!, k) of the filtration f and some sui table transcendence degree. Let us recall first the 

notion of generalized transcendence degree. 

Definition 

Let E be a commutative A-alge.bra which contains the ring A. We define the 

transcendence degree of E over A to be the integer d such that there exists d elemeots 

in E algebraically independent over A and evcry subset of E with d + 1 elernents is 

algebraically dependent over A. The transcendence clegree of E over A is denoted by 

trdegAE. 

If there exists no integer d satisfying the above propecty, we set trdegAE = oo. lf E 

and A are fields, we recover the usual transcendence degree. But if A and E are not integral 

dom.ains, some classical properties of the transcendencc dcgrcc may not hold. Nevertheless 

the following two properties that we need here are true (see [H] for more information). 

(2.5.1) If E and F are algebras containing A such that there exists an algcbra

Illonomorpltism from E into F', then trdegA E < trdeg .. \ F. 

(2.5.2) (Lemma 3 of [H]). If k is a field and if E is a k-algebra which is finitely 

generated over k, then trdeg1cE = dim E, where dim E is the Krnll dimension of E. 

2.6 PROPOSITION. - Let f = (In) be a filrration on A, k > 1 an integer 

which may be infinite, J an ideal of A such that J + VI~ ~ A. Then f1(/, k) ~ 

trdegA/ 1 +r k (R(A, !) / R(A, f) n ( u\ J)9\(A, f) ). 

Proof. Let a 1 , .•• , ar be ele1ncnts of J which are J-indcpcndent of order k with respect 

to f. Take I = a1 A + · · · + arA. Put 

C = R(A,I) and D = ' R._(A...,.-,_f)_. __ 
R(A, I) n (uk, J)~(A, j) RlA, !) n (uk, J)9\(A, !) 

C can be considered as a subring of D. On the other hand since Dis a graded ring with 1:1,. 
D · A · · A Tuen as sec of homogeneous elements of degrce zero, 1s an 1 + r;-algebra containmg J+r .. · 
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by Thcorem 1.6, (iii) and by (2.5.l), r S frdegA./1-1-fi.C S trdegA/J-t-r,JJ. The Proposition 

follows. 0 

Put r1(!) = trdegA/J -J#.(A.9) and for any ideal I of A, r1(I) = r 1(fI ). Then we 

have: 

2.7 COROLLARY. - For any filtration f on A and for any proper ideal J of A, 

e1(!) < r1(!). ln particular for any proper ideal I of A, el(!) < TJ(I). 

Proot This follows at once from 2.6 where ic suffices to cake k = oo. For the last part, 

take f = f 1 in the first part. 0 

The following example shows that inequalicy in 2.7 may bcstrict. 

2.8 Example : Let A = k[X], where k is a field. Take 9Jt X A and J 9Jl3 . Considcr 

the ryn~adic filtration f = f'JJ1. TI1cn f.'J 11 (!) < T'1J1(!). 

Indeed 1~i~-9J is isomorphic to !lJ~:r [t], whcrc t = X+ ~m4 
· t is tr;:msccndcntal ovcr 

A/9R3 as easily shown. Hcnce r.1(!) ?. 1. On the othcr hand e1 (!) :::-:: O. Indccd let n(X) 

be an element of J. Thcn a(X) {J(X)X3, whcrc (J(X) E A. Consider the homogcncous 

polynomial of A[YJ, P(Y) = XY", where s is an integer 1. lts coefficient X docs not 

belong to J. But P(a:(X)) = {J(X) 3 X 33+1, which bclongs co.Jf3 • Hcnce no clemcnt of J is 

J-independent with respect to J. Thcreforc f1 (f) =O. Cl 

So far we have shown that >u(f) "fJ(/) and that f.1(!) < r 1(!). One may ask if 

these four numbers are in an increasing order, which holds for example if 'YJ(f) e1 (!) or 

if r1(!) S >-1(!). The following examples give negativc answers to this question. 

2.9 Examplc with e1 (f) < r 1 (!) = >.1(!) = --u(f) 

Let A = k[X], where k is a field, J =X A, f = (A, J, J, J 2 , J 2 , ... , ;ri, ;ri, ... ). The 

Rees ring off is R(A, f) = k[X, XY, XY2 J, hence fis nœthcrian. J~~'!J) is isomorphic 

to 1 [v, w], where v (resp. w) is the image of X in A 1 (resp. A 2), An being the n-th 

homogeneous component of R(t, !) . 
Jrt A,J) 

We have v2 = O. bcncc v is algcbraic over 4. But it is casy to show that w is 

transcendental over ~. It follows that r1(!) 2: 1. More precisely r1(!) = 1. Indeed k[v, w];::::; 
k[~; Y], where J' is an ideal of k[X, Y] which contains X 2. Thcreforc dim k{v, w] S 1. The 

conclusion follows, since by [H], Lemma 3, dim k[v, w] = frdegkk[v, w). 
Let us show that e1 (J) = O. Let o:(X) E J. o:(X) = {J(X)X, where {J(X) E A. Takc 

P(Y) == Y 23 E A[YJ. where sis an integer 2: 1. Thcn P(a(X)) belongs to Jfi.7 X·1HA. 

But P(Y) '/.. J A[Y]. Therefore a(X) is not J-independenc wich respect to f. Hence f.1(!) =O. 

Remark that by Proposition 2.12 and Proposition 2.4, (iii), r1(J) = >...1(!) "(J(/). 
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2.10 Example with ÀJ(/) < rJ(f) 

Let A = Z, J - (0). Consider the filtration f = (In). where Io = A and 

n = 2Z for all n > 1. Tuen ÀJ(/) = dim ( 9\~A,/) = dimZ/2Z = o. 
u, J 9' A,!) 

·J(f) = trdegzR(A, f) = 1. Indeed 2X E R(A, !) and 2X is transcendentaJ. over 

~. On the other hand Z C R(A, !) C Z[X]. R(A, !) is an integral domain. ''.therefore 

rdeg-z,R(A, J) ~ 1. The conclusion follows. 

2.11 Example with TJ(f) < ÀJ(J) = /J(f). 

Let A = Z/8Z[XJ, J = :~A, f = f; the J-adic filtration. Note that J" = 0 for 

lit n ~ 2. Hence J~~'f]) "' ~ED J = n: Let K = ~A and J' = ~ œ J. Then 

EJ ~ Z/2Z[X], hence J' is a prime ideal of B and dim EJ = 1. Therefore dim B > 1, i.e. 

i...J(f) = 1J(J) ~ 1. Let a E B. Then a:= v + w, v E j, w E J. TI1en a 2 - 2va: + v2 = 0, 

1encc a is integral over A/ J. Therefore B is intcgral ovcr A/ J and 0 = trdeg A/ J B = r J (/). 

J 

Under reasonable conditions, the three numbers 1"J (f ), / J (!) and ÀJ (!) coïncide as 

:hown in the following. 

2.12 PROPOSITION. - Let f = (/n) be a nœtherianfiltration on the nœtherian ring A 

md let !JJ1 be a maximal ideal of A Then T'JJt(/) = /'JJt(/). ln addition, if!JJ1 contains li, 
hen T911 (/) = Î'JJI (!) = À']]'( (j). 

Proof. Since f is nœtherian, R(A, f) is a nœtherian graded ring, hence a finitely 
9J1R(A, J) 

~enerated A/!JJ1-algebra which contains A/!JJ1. Then by (2.5.2) T'Jlt(f) = /:m(f). 

Suppose, in addition, that 9"Jt contains 11 . Since fis nœtherian, it is strongly AP. Then, 

>y Proposition 2.4 (iii), ,\!!Tl(!) = /'JJt (/) r:vr (!). 0 

To close dus paper we will show in the following Corollary that each of the four numbers 

ntroduced in Scclion 2 is indeed an extension of the usual analylic spread of ideals. 

2.13 CoROLLARY. - Let (A, 9.n) be a nœtherian local ring and let I be a proper ideal 

if A. Then: 

(i) e'JJt(I) ~ T!!Ji(I) =/!!Tl(!)= ,\Œt(I) = ,\(!), where ,\(!) is the analytic spread of I. 

(ii) ln addition if A/!JJ1 is infinite, then the inequality in (i) is indeed an equality. 

Proof. (i) Follows from Corollary 2.7, Proposition 2.12 and from 0.1. 

(ii) lf A/9J1 is infinite, then €!Dt(!) = ,\(!) by [N R] 4, Theorem 3 and the proof is 

:omplete. 
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ABSTRACT 

The notion of Analytic Spread can be extended to filtrations 
by R.J(f, k) which denotes the maximum number of elements of 
J to be J-independent of order k with respect to a filtration f 
Other extensions that we give in this paper are denoted by 
y J(f, k) and r:1(f, k). We show that if fis an adic filtration and 
(A,M) a local ring with infinite residue field, then fM(f,k), 
y M(f, k) and r:M(f, k) are equal; but ifjis not adicé(f, k) may 
be different from the other extensions, even if fis noetherian 
and A a local ring with infinite residue field. We introduce a 
weak notion, called regular analytic independence to which 
corresponds an extension denoted by fj(J, k) and we show 
that if f = Un) is a noetherian filtration with rank m and ,.\..1 is 
a maximal ideal containing vJwith A/ M infini te, then for ail 
q ;:,:::_ 1 we have: 
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fM(J,k) :c:;; fM(fn!l,k) :c:;; fM(f k) fM(f) fM(Imq) YM(/,k) 
rM(f k). 

We also .prove that in the general case, if.! is maximal or 
contains h , then 

O. INTRODUCTION 

The purpose of this paper is to introduce a weak notion of generalîzed 
analytic independence of filtrations and to give from that an extension of 
analytic spread that we compare with an extension of analytic spread of 
filtrations which is studied by J. S. Okon in [OkJ_ In particular, wc will be 
interested in the case of the noetherian filtrations. 

Ali rings are assumed to be commutative and unitary. 

0.1. Let A be a ring, k E N* = N• U { +oo }, (/n)nEZU{+oo} a filtration 
and J an ideal of A. The elements a1, ... , a, of / 1 are said to be 
J-independent of order k with respect to f if for any homogeneous poly
nomial F[X1, ... , X,], with coefficients in A and deg F = s, the relation 
F(..i1, ... , a,) Elis+ Is+k implies that F has its coefficients in J + Ik. The 
elernents a1, ... , a, are said to be regular J-independent of order k with 
respect to f if there exists p E N* such that J + lpk t A and a1, ... , a, are 
J-independent of order le with respect to pl = (/pn)n. 

We adopt the definitions of the particular cases as in ID 0 si and we 
put: 

l;(f, k) = sup{ r E N / 3 a1, ... , a, E J, J-independent of order k with 
respect to f}, 

f'.f(f,k)=sup{rEN/3a1, ... ,a,El, regular J-independent of 
order k with respect to f}, 

t(f,k) = sup{(V1(f,k): ME Max A and M 2 Vf} and 

' 
ga(f,k) = sup{~'A(f,k): ME Max A and M;;? Vf}. 

We will prove that if (A, M) is a local ring with infini te residue field, 
then for any ideal I and for ail q E N*, we have: 
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When f isn't an adic filtration, we prove that P(f, k) is generally dif
ferent from f 0 (f,k), even if/is noetherian and Ais a local ring with infinite 
residue field. 
0.2. Let f = Un)nEZu{+ç,o} be a filtration of A, k E and J an ideal of A 
such that J -t- h =!= A. We put: 

R(A,f) = L InX" and 1R(A,f) = L lnX" 
nEN nEZ 

yJ(f,k) d' R(A,f) 
im R(A,f) n (uk,J)'R(A,f) 

and 

R(A,f) 
r1(f,k) = trde~ -R-(A-,.-f)-n-(,";k,J)SR(A~() 

where u ~ (by convention that u+cx ~-= 0), tr deg_, B is the transcendencc 
degree of B over /:~h i.e., the maximum numbe/'3"[ elements of B which 
are algebraically independent over 

1
:7; (See [Ha. § 1 1) and dim denotes the 

Krull dimension. Furthennore, we set: 

yJ(f) = Y1(/, +oo), rJ(/) = r1(J; +oo), 

y(f,k) sup{yM(f,k): /vl maximal overyf} and 

r(j,k) = sup{rM(f,k): .A1 maximal overyf}. 

0.3. We will prove the following result in (2.7.3): 
If fis a noetherian filtration with rank m i.e., mis the smallest positive 

integer such that Imn r:,, for ail n, then for any positive integer p which is a 
multiple of m, for any maximal ideal /vl containing vJand for ail q E ~· we 
have: 

(i) ('v1 (/, k) _$ (i,M (/, k) t~'v1 (/) t:'vJ (/pq) $ Y ,vt (J; k) ·y M (/pq) 
îM(f, k). 

(ii) If A //vt is infini te, then: 
a) f.M(f,k) $ f.'M(f,k) f~'vJ(f) f'M(lpq) = YMUk) = 

îM(f, k). 
b) For any ideal IÇ /vl, 

fM(I,k) C'M(l) l°M(Jq) Y,'v1(!,k) 'C,'v',(I,k). 

Examples are given proving that the inequality of (ii)-a) can be :;trict. 
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1. REGULAR ANAJ,YTIC INDEPENDENCE 
AND ANALYTIC SPREAD 

DTAGANA 

Definitions 1.1. 
(1.1.1) The number f~(f,k) is called the regular 1-analytic spread of 

order k off 
(1.1.2) The number f 0 (f, k.) is called the regular analytic spread of ordcr 

k off. 

Theorem 1.2. Let A be a ring, k EN• andf = Un) a filtration (~/A. Let 1 be 
a proper ide al of A which contains h. 

(i) For ail n,p E N*, 

f;(f,k) ~ f;(fnl,k) :5: l;(fJ'nl,k) ~ lj(f,k). 

(ii) If A is a noerherian ring, then: 

Proof (i) 

a) There exists p E N* such that for al! n E N* 

b) For ail p E N' 

c) The sequence n ,_. l;(f(n'), k) is increasing and eventually sta
tionary with limit lj(f, k). 

If a 1, •.• , a, are 1-independent of order k with respect to f, then they 
are elements of li and it is easy to see that if J contains h, then the eiements 
aï, ... , a~ of l,, are 1-independent of order k with respect to f"l. Therefore, 

By definition, for ail q EN*, RJ(fql,k)::;: fj(f,k); so (i) is proved. 
(ii) 
a) If the elements a1, •.. , a, are J-independent of order k with respect 

to.fCPl, then they are J-independent in the ideal l (a1,. .. ,a,), i.e., 
J-independent (with respect to /1). Thus we have: 

lj(f,k)::;:: sup{r E N/3a 1, ••• ,a, E 1, 1 independent}::;: htl. 
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Hence if A is noetherian, then E'j(f, k) is fini te. Since the numbcrs 
E;(fn), k) are integers, there exists p E N* such that 

E'j(f, k) = EJ(f Pl, k). By (i) one has: 
tJ(f(Pl,k) ~ tJ(fnPl,k) ~ E'j(f,k). Therefore we have the equalities. 

b) This is a consequence of (i) and (ii)-a) and equalities: 
fnp) = (f Pl](n). 

c) One deduces from (i) that 

Hence, the sequence n f-> E;(f(n!), k) is increasing and uppcr bounded with 
positive integer values. Thus, it is eventually stationary. 

Let p EN* be such that E'j(f, k) f.1(f(pmi, k) for ail m E N*. 
When n > p, n! is a multiple of p, hence E'!,(f, k) = fi.t(f(n'), k). 

Corollary 1.3. Let A be a ring and k E ,f = (/,,) a noetherianfiltration of 
A with rank m and J a proper ideal of A which con tains h. 

(i) ForallnEN*, fJj(f,k)=fj(l,,,n,k) 
(ii) There exists p E :\;"* which is a multiple of m, such that 

f:J(f,k) = EJ(!pn,k) for al! n EN' 

(iii) f'j(f,k) = sup{EJ(Irn11 ,k): n El'\'} 
(iv) The sequence n f-> EJ(Irn(n!), k) is increasing and eventually sta

tionary wi th limit E'j(f, k) 
(v) For large n the sequence nf-->E.1(!n1,k) is stationary and its value is 

f'j(J,k). 

Proof (i) 
Theorem (1.2)-(ii)-b) implies that f.'j(f,k) = Ej(f(mnl,k) = f.](!rnn•k). 
(ii) 
From Theorem (l.2)-(ii)-a), there exists p E N* such that 

f!j(j,k) = tJ(/mpn,k) = tJ(lp'n,k) for n EN', 

where p' mp and p /: O. 
(iii) 
This is clear from Theorem (1.2)-(ii)-b). 
(iv) We have: 

f.(J 1 k) E(lirn(n')l.k) < f([Am(n!)Jj(n"l)k) f(ffm(n+l)'l,k)= J m(n.)> J J . _ J J · ' J ,. . 
fJ Um((n+J)!),k) ~ Ej(f,k). We conclude with Thcorcm (1.2)-(ii)-a). 
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(v) 
Let p be a positive integer which satisfies the relation: 

E~(f,k) ê;(lpq,k) for ail q Er\·. 

If n > p, then n! is a multiple of p. So, f'J(j;lc) = €1 (/n!, k) for large n. 

Corollary 1.4. Let A be a ring and k E . ~f f = (ln) is a noetherian Ji!-
lration of A, then we have: 

(i) For any ideal J which contains h, €}(.(, k) = f':,(f). 
ln particular, for any ideal 1 which is contained in J, 

f.1(1,k) = f.1(1) s e~(l,k) f.~(l). 

(ii) f.a(J, k) = f.G(f), 

Proof (i) 
For any ideal 1 of A which is contained in J, one has JP + p+k JP 

and J + F .!. Therefore elements are J-independent of order k wîth 
respect to f 1 if and only if they are J-independent (of order +oo) with 
respect to f 1. Hence f.1(1, k) = f.1(1). 

Since f.1(J, k) :S f.j(f, k) for any filtration J, we have: 

f.1(1, k) f.1(1) :S f.~(I, k). 

On the other hand, by Corollary (1.3), let p E r\. be such that 
E~(f,k) = f.1(Ipn,k) and q EN* be such that f.<j(f) = f.1(Iqn) for all n E 0*. 
Then: 

(ii) From (i) we deduce that 

f.a(f,k) = sup{f.M(f,k): M maximal over vf} 
sup{f.M(f): M maximal over vf} €0 (!). 

1.5. Localization 

Notations 1.5.1. Let Un) be a filtration of A and Pa prime ideal of A. 
We denote byfAp the filtration of Âp giving by (/nAP)n where Âp is the 
localization of A at P i.e., Àp = {~ : a E A and s E S} where S A P. 
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Theorem 1.5.2. Let ai, ... , a, be elements of A and t1, ... , t, elements of S. If 
Pis a prime ideal containing h. then the foffowing statements are equivalent: 

(i) The efements ai, ... , a, are P-independent ( resp. regular P
independent) of order k with respect to f 

(ii) The elements Ti, ... , T, of Âp are PAp-independent (resp. regular 
PArindependent) of order k with respect to fAp. 

(iii) The elements t1 a1, . .. , t,a, of A are P-independent ( resp. regular 
P-independent) of order k with respect to f 

Proof 
We give only the proof for the J-independencc, the proof for the 

regular J-independence is similar. 

(i) =o} (ii) 

Let a1, ... , a, be P-independent of order k with respect to .f 
For a homogeneous polynomial F L;,, J, ).1,,. .. 1,x;' ···X'; of degree 

s with coefficients in Âp let a;,,. . .,;, E A and l;,, .... i, ES be such that 

If F(ai, ... , a,) = 0 (mod Pl,Ap + fs•kAP), 
f 1 t, 

then ~). · (~)'' · · · (a') 1

' E (PI + I k)Ap .L...,;. ,, ,. .. ,1, !1 t, s h· 

11, ... ,1, 

and there exist s11 ,. •• ,i, E S such that 

~a· ·s ·(ai);' ···(a);' EPI +I k ~ l1 1 ... 1l,. l1 1 ••• ,lr r S S-i- • • 

i1 , ... ,ir 

Therefore a;,,. . .,;,s;,,. . .,1, E P + h P. 
Since s1,. .. .,1, ~ P which is a prime ideal, one has a;,,. ,1, E P and 

).1,, . .,t, E PAp PAp + hAp, which implies (ii). 
( ii) (i) 
Suppose that the elements Ti, .. . , t are PA p-independent of order k 

with respect to fAp. 
For any homogeneous polynomial F = L;,, .,;, a.; 1, .. .,1,X'i' ···X'; of 

degree s with coefficients in A, if F(a1, ... , a,) = 0 (mod Pls+ls+k), 
then , .. .,I, a;i. .... ;,t~' · · · t~('i;-f' · · · (T,-)

1
' =.Li,, .. ,;, a;,, ,;Jt1 'f{Y' · · · (t,7,')'' = 
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2:: r.t.j i ait ... ai' ri· . /1 ... t'' 
11

··,;, ;···'
1 'E(Pls+ls+k)Ap. Thus '1'"'

1
' 'EPApandthcreexist 

s;1 ,. • .,;, E S such that s;, ,. . .,;/t.;, ,. . .,;,t\' · · · t~ E P. Since s;, ,. . .,;,t\' · · · t~ rf_ P one has 
r:t.;1 ,. • .,i, E P and we have proved ( i). 

(iii) ~ (ii) 
Since (i) ~ (ii), the elements t1a 1, ••• , t,a, are P-indepcndent of 

order k with respect to f if and only if the elements 1!_
1

1 = !l!!1-,. . ., q_r, == !!._
1
;1.r. are 

1 /1 r r 

PAp-independent of order k with respect to f A p. 

Corollary 1.5.3. With notations of ( 1.5.1) if P contains h. then we have 

2. DIMENSION, TRANSCENDENCE DEGREE 
AND ANALYTIC SPREAD 

Notations 2.1. 
Next, the notations and hypotheses are the same as in (0.2). 

Remark 2.2. 
) R(Aj) · · h' ""' ~ a R(Aj)n(uk,J)'R(AJ) 1s 1somorp 1c to L.Jn;::o r,n(Jl,+lh,). 

b) For k =!= + oo, if M does not con tain V], then Jv1"'/}_h and 
MI,,+ In+k 2 (M + Ik)I,, = !,,. Therefore 

R(A,f) 
R(A,f) n (uk,M)~(A,f) = (0). Hence we have: 

y(f,k) = sup{y.M(f,k): ME MaxA} and 
r(f,k) = sup{r.M(f,k): ME MaxA}. y(f, 1) is the extension of analytic 
spread studied by J. S. Okon in [OkJ_ 

c) If J contains h, then for p 2: 1,EJ(f,k) :::; €.l(frl,k); 
consequently f.(f, k) '.~ f.(f r), k). 

d) For k =!=+oc, if M does not contain h, then €.M(f,k) and f,~'vt(f,k) 
are equal to zero. 

Thus 

E(f,k)=sup{R..MU~k) :ME Max A} :::;E0 U/c)=sup{ L~'vt(f,k) :ME Max A}. 

Propositon 2.3. Let p and k EN* and/= (!,,)a.filtration of A. If J contains 
h, then we have: 

yJ(f,k):::; YJ(f,k+p):::; yJ(f) and r.1(/,k):::; r.1(/,k+p):::; r,(f). 
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Pro'qf.,...Let p E N* U { +oo} and put q = p or q = +oo. 

~ ·. . l 
Let t/l: A1 = L l (Jl n l r~"1 -> A2 where 

n~O n n n + n+k+q 

A2= L In r 
" . n~o Inn (Jin+ I11+k) 

be the A/ J-linear map defined by 

s s 
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1/1: L (an+ Inn (Jin+ In+k+q))xn 1-t L (an+ Inn (Jin+ In+k))X" 
hr~;i." {"'•ef( n=t 

where an E In for all n. For q = p or q = +oo, t/1 is a surjection. Thus 
dimA2 :S dimA1 and trdegA/JA2 5 trdegA/JA1. The proposition is proved . 

. ' ,. \ 

Theorem 2.4. Let k EN* and/= (In) be a filtration of A. If J contains h, 
tf!e~f~l)ff PP,Sit~~~ integer p we have: 

"°' {J'..:\(ifyJ(f,'k) = yJ(j<P),k) yJ(j,pk) 5 yJ(j) 
~ (i!},~y(};k) :S T:,,(j,pk) ::; îJ{/) and T:J(j<Pl, k) 5 TJ(/,pk) 5 'T:J(f) 

: t'L:;(iii)11'.Jn' particular, we have: 

YJ~f, ;1) . y J(j<Pl, 1) = y J(f,p) 5 y J(j<Pl) y J(f) 
. ~ \._. ' 

1'.roof ,i,.,(i). and (ii) 

Let t/l: At= L Ipn r-> B where 
n~O Ipn n (Jipn + Ipn+pk) 

B= L In r 
n~t Inn (Jin + In+pk) 

be the A/J-linear map defined by 
t 

· ;. i11 = L: (apn + Ipn n (Jipn + Ipn+pk))r 
n=s 

t 

r-; L (apn + Ipn n (Jipn + Ipn+pk))Pn 
'· · n=s 
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where apn E lpn for all n. ijJ is injective and Bis integral over B1 =lm ij1. 
Indeed, let Fil ln n (Jin+ ln~kp)- For Cn E ln, 

Therefore dimB dimB1 = dimA1 and yJ(fPl,k) y1(.f,pk). 
On the other hand, 1/; being injective, one has: 

Proposition (2.3) implies that y.,(f,k) s; yJ(f kp) s; rAf) and 
rJ(J,k) ::S 11 (!,kp) ::S rJ{f). Hence we have: 

yJ(f,k) ::S yJ(fPl,k) / 1(!,pk) ::S yAf) and 

11(!,k) ::S 1;(f,kp)::; r1U) and r1(fPl,k) s; rJ(f kp) S: r1(f). 

By Proposition 2.4 of lD D s] we have 1•1 (.f~ Pl, 1) yJ(.f, 1) for p :?: !. 
So, y

1
(J,p) yJ(f,l) for pEN* and if kjoc, then y1(fk) 

r•1(J, l) = y
1
(f,pk). If k = oo, then y1(f,k) = ïAfpk) = Y;(fPl,k). 

We conclude that ï 1(f k) y1(f Pi, k) vJ(J,pk) s; y 1 (.f) for k E 

(iii) Using (i) and (ii), for k l, we obtain: 

Corollary 2.5. Jff:=- (ln) is a noetherian filtration with rank m. then /(>r a 

positive integer p which is a multiple of m we have: 

(i) J is an ideal over lm implies that 

r'1U, k) Y1(/p, k) yJ(f,pk) Y;(/p) = Y1U) and 

r1(f p), k) r;(/p, k) r;(/p) = îJ(/(Pl) $ î.1(/) 

(ii) M is a maximal ideal containing lm implies that 

Y,\A(J,k) = YM(!p,k) = YA1(/p) = YMU) î,\A(f,k) îM(/p,k). 

Proof (i) One deduces from Theorem (2.4)-(i) that 
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Indeed, for p p'm where p1 is a positive integer and for al! n 0, we have: 

l I I p'n _ (JP)n _ Jn 
pn = p'mn m - m, - mp' 

On the other hand, for any ideal I which is contained in J we have:. 

f' 
L1111 + 
n?;O 

Thus }';(I,k) y;({) and r.1(!,k) r:1 (i). Since IP is containcd in J, it 
suffices to replace I by fp. 

(ii) If Mis a maximal ideal, as in [D D s, using Lemma 3 of [HaJ,f 

being a noetherian filtration, we have: y1v1(f, k) 'M (f k). We conclude by 
(i). 

Proposition 2.6. Let A be a noetherian ring and/= Un) a.filtration of A. We 
have: 

(i) If J is an ideal containing h, then P-J(f,k) :S f.'J(f,k) :<::: r:1(f). 
(ii) If J is a maximal ideal over h andf a noetherian filiration of A, 

then.· 

f.;(f,k) :S f.j(f,k) :S r;(f,k) r:1(f). 

Proof (i) lt is clear that P.1 (!, k) :S P.~(.f, k). If r = /!-.!(/, k) f 0, then as in 
the proof of [D 

0 5l.Proposition (2.6), we have P.J(j; k) S r1 (.f~ k). Theorem 
(1.2) and Theorem (2.4) imply that thcre exists p ?: 1 such that 
t'j(f,k) = f.1 (/(Pl,k) and r:1(fPl,k) S r1(f). 

Hence t-J(f,k) :S P.j(f,k) S rJ(f Pl,k) S r1(/). 
(ii) If J is a maximal ideal containing h and fa noetherian filtration of 

A, Corollary (2.5)-(ii) implies that ri(/, k) = r.1(!). 

2. 7. Localization 

Proposition 2.7.1. For a maximal ideal M we have: 

Proof Let q;: 
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be the ~ linear map defined by setting for an E In, 

<p: L (an+ Inn (.Nlln + In+k)) 
n 

(P is a surjection. Indeed, put 

Fn =Inn (./vll11 + 1,,+k) and !-!,, = !"A .. v. n (Ml"+ l11+k)A,'v1· 

For ail s ES A /vL the ideal (s, A1) is equal to A. Bence there exist 
t E S and b E M such that 1 si + h. For a11 E /,,, wc have 

an+. H an(st+h) a,,t Y . 1 n + Hn -
1 

+ - + H11 WJ th b E F11 • 

s s s 
an a,,t 

Therefore -; + H,, = 
1 

+ l-111 = <p(a,,t + F,,). 

Let us show that cp is injective: For an, b11 E / 11 , (p(a,, + f~) 
<p(h,, + Fn) if and only if there exists t ES such that t(an b11 ) E F11 • Let 
sES and cEM be such that l=st+c. Then (1-c)(a11 bn)E 
Fn, (an - bn) E F11 and an+ Fn = b,, + F11 • It follows that (p is an iso
morphism. Thus Y,'v1(f,k)=dimA1 dimB1 YMAM(JAM,k) and 
<M(f,k) = r(/ÂM,k). 

Proposition 2.7.2. Assume that f = (111 ) is a noetherianfiltration of A and M 
a maximal ideal of A. 

(i) We have eM(fk):::; e~\,j(f k)::; Y,vt(f,k) = 'M(f,k)::; YMU) = 

<MU) 
(ii) rr M contains VJ, then WC have. 

(iii) If M con tains ,,/]and A/ M is Îl!finite, then we have: 

( iv) If A/ M is infini te, then .for an ide al 1 Ç M and for q > 0 we have: 
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Proof (i) 

l) We have fM(f,k) :<:; f~'v1(f,k):::; îM(/,k). 

Indeed, if M does not con tain V/ and k i oo, then fJ'v1 (J, k) 
fJvi.(f, k) O. Jf M contains VJ or k oo, then M contains h and Pro-
position (2.6) implies that fM(f, k) S fJvi.(f, k) S îM(i; k). 

2) We have T)vj(f,k) = YM(J,k) s YJ'v1(f) îM(J). 

Indeed, if A1 con tains VJ, this is a consequence of Corollary (2.5)-(ii). 
If .A1 does not contain v'./and k i oo, then YM(f,k) •MUk) O. 

[D D s, (2·
12n implies that Y.1v1U) = rM(f). If ;\.1 does not contain V/ 

and k oo, we also conclude by Proposition (2.12) of fD 0 si. 

(ü) 
It suffices to apply Corollary (2.5)-(ii) and Corollary ( 1.4 )-(i) and to 

use (i). 
(iii) 
The residue field of the local ring AM which is Aj}vt being infini te, by 

[D D S, Corollary (2.7)] we have: f(IAM) =}'(!AM), for any idcal !. 
Corollary (1.3) and Corollary (2.5) imply that thcre exists q E N' such 

that 

f"(JAM,k) = f(lqÂM,k), r(JAM,k) r(lqA,1v1.,k) = y(JAM,k) 
y(!qAM,k). 

Using Corollary (1.5.3) and Proposition (2.7.1) and putting l lq we 
have: fJvi.(f,k) = PJvi.(f) = ta(JAM,k) t(!AM,k) = f(!AM) = r(!AM) 
r(/AM,k) y(JAM, k) î.M.(f, k) = YM(f k). 

We conclude by (i). 

(iv) 
Replacing f by /I, since AM/ MAM is infini te, wc have: 

The result is given by (iii) and the Corollaries (1.4) and (2.5). 
We have the following corollaries: 

Corollary 2.7.3. Let A be a ring and k E . If f = Un) is a noetherian fil
frtJtion of A of rank m and p EN* a multiple of m, thenfor any maximal ideal 
M containing VJ and/or al/ q EN*, we have: 

(i) f.M.(f,k) $ f~'v1(f,k) i!Jvi.(f) t~'v1(!P'i) $ i,'v1(f,k) = Y.M.(J) = 
YM(Ipq) = •M(f,k) = îM(/). 
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(ii) If A/ M is injinite, then 

a) tM(f,k):::; f'M(f,k) = f'M(f) = l'M(lpq) = Yµ.(f,k) = rµ.(J,k) 
b) For any ideal l Ç M, 

Corollary 2.7.4. Let (A, M) be a local ring and k E . Assume that 
Un) is a noetherian filtration of A of rank m and that p E ~\J* is a multiple 

of m, then for ail q E N*, we have: 

(i) f(f,k):::; ea(f,k) f 0 (f) ea(/pq):::; y(f,k) = y(f) = y(Ipq) = 
r(f,k). 

(ii) If A/ M is injinite, then 
a) f(f,k):::; ea(f,k) = ea(f) = f 0 (/pq) = y(f,k) r(f,k), 
b) for any ideal !, 

f(I,k) f(I) = f 0 (!,k) t0 (!) = l 0 (r,k) = y(I,k) = r(I,k) =y(!). 

Examples 2.8. Let A = K[X1, X2, X3], J (Xi, X2) where K is a field. Let 
M (Xi,X2,X3); Ais a noetherian ring and Mis a maximal ideal of A; lis 
a proper ideal of whose analytic spread }'µ. (!) = dim(I,,/ Mln) = 2. 

If K is infini te, Aµ./ MAM being equal to K, applying Corollary 
(2.7.3)-(ii)-b), we obtain f 11 (!Aµ.) l(/AM) = f..M(I) = YM(I) = 2. 

a) Let/= Un) be such that !,, A for Il~ 0 and hn = r, hn+l = r+ 1 

for n 2:: 1. One verifies that f is a noetherian filtration of rank 2. Let 
k r- N* U {+oo}. For b E !1 we have: 

b211+2 = bb2n-'-l E l1 fin+2 Ç Ml2n+2 + hn+2+k for ail n?: !. 
Since I~M, we have t(JAM, k) éµ.(f, k) O. On the other hand, 

b) Let (!,,) be such that !,, A for n:::; 0, /411 /411+1 = !" for ail 
n ?: 1 and l4n+2 = l4n+3 r+ 1 for ail n ?: 1. 

One verifies thatfis a noetherian filtration ofrank 4 and deduces from 
Theorem (l .2) and Proposition (2. 7.2) that 

But for b E land n?: 1, 1 h4
"-'- 3 = h h411+2 E M l4n+3· Thus 
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2.9. Another Extension for Nœtherian Filtrations 

Let A be a noetherian ring,/= (!,,)a noetherian filtration of A and .M 
a maximal ideal of A containing ,,/]. 

Put <pM(.,f) the map: n,_,(PM(nJ) dimq~y where k = A/M. 
Even if A is a local ring with infinitc residuc" field <P,fvl(.J) is not 

generally a polynomial fonction. But we have: 

1) If fis a /-adic filtration and A a noetherian ring, not necessarily a 
local ring, then 1.fJ,'vl ( .,/) = (P,'vl (., f) is a polynomial fonction. 

2) The restriction of 1.fJM(.,f) on the set {n!: n E can be identificd 
at a polynomial fonction for n » O. 

Indeed, let m > 0 be such that Imn !~, for ail n ?: O. If n ? m, n! is a 
multiple of m, hence 

l (n!)/m ( 1 ) 
1 - • m - ~ CfJM(n.J)-dimk (l)i -CPM ,lm. 

/v1/,,~ ,m m 

Since CfJM(., lm) is a polynomial function, thcre exist ao, a 1 •.•• , a" E Q and 
n0 ;::: m such that for al! n 2". no, 

CfJM(n, lm) aµnP + · · · + a1n ao. 

<fJM(n!,f) = (PM((n!)/m, Tm) 

= ap[(n!)/m]P + · · · -:- a1 [(n!)/m] + ao 

hµ(n!)P + · · · + b1 (n!) +ho 

where b; E Q for 0 ~ i ~p. 
The polynomial n ,_, hµnP + · · · + b1 n -:- b0 has the same degrce as 

<fJM(.,lm) and it is unique, indcpcndcnt from m such that lm" 1;;,, for 
n ?: 0, due to the fact that the set { n! : n E N} is infini te. 

Put 0° <p M ( .,f) the degree of this polynomial, 

;,M(f) = 1+0°<pM(.J) and 

).(/) sup{).,1.1 (/) : M is maximal over Vf}. 

Thus we have the following result: 

Proposition 2.10 Let A be a noetherian ring and f Un) a noetherian 
filtration of A of rank m E N*. For any maximal ideal M which con tains J] 
we have: 
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In particular, if f =:=: f1 where I is an ideal contained in M, rhen 

We omit the proof of the following lemma : 

Lemma 2.11. Let A be a noetherian ring, I an ideal and M a maximal ideal 
. . I 'T'h d' ~ d. r contammg . ;. , en im_A.M_ Ml"A = imA- MI"' 

~ M M 

Proposition 2.12. Let A be a noetherian ring,f (111 ) a noetherianjiltration 
of A and M a maximal idea/ containing ,,/]. Then we have : 

Proof Let ./v1 be a maximal idcal containing V.f and p the rank off. 

By Lemma (2.11) we have 
i5°<PM(.,Ip) = 0°(/JMAM(.,lpAM) and 

d. r d' 1m2~= 1m 
M P 

Corollary 2.13. Let A be a ring and k E . Iff Un) is a noetherian fil
tration of A of rank m and p E N* is a multiple of m, then for any maximal 
ideal M containing ,,/]and for ail q E N* we have: 

(i) fM(f,k) '.S f°M(f,k) = f°M(/pq) $ Î.M(f) 
YM(f,k) = YM(lpq) !M(f,k) 

(ii) If A/ M is infinite, then 
a) f,M (f, k) '.S f'J..1 (f, k) e:'vt (/) ).J\-1 (f) Y;vt (/, k) r.v. (f k) 
b) For any ideal I Ç M, 

Proof It suffices to prove that ).M(f) = YM(f) and to apply the Corollary 
(2.7.3). By a result of Smoke (see [SmJ) we have : 



ANALYTIC SPREAD 2761 

Therefore, applying Proposition (2.10), Proposition (2. l 2), Proposi
tion (2. 7. 1) and Corollary (2.5), we have : 
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ABSTRACT We definc a pregraduation of a commutative ring A by a family 

9 = (Gn)nezu{+oo} of ideals of A such that Go= A, Goo (0) and GpG,1 Ç Gptq 1 for 
ail p, q E Z. The notion of J-indepcndencc of ordcr k with respect to a pregraduation 

of a ring Ais defined a.sin [lj. We will show that r elements of 0 1 are J independent 
of order k with respect to a prcgrncluatio11 g if and 011ly if there t:xiHt isomorphisms fron1 

tho polyuomlul ring with r indctcrminntes ovcr J AG to !:lomc -~-algebras. A 
. + " J +Ci.: 

wcak notion of J-indcpendcncc callcd the regular .J --indcpendcucc will allow to dcfine 

the analytic spread of a pregraduation on a ring. 

INTRODUCTION 

The purpose of Lhis paper is Lo dcfine and study the analytic imlependence of a 
family (G11)11E1.U{too} of ideals of!\ ring A Allch that, Oo:;::;; J\ a11d (,',lit/ c n,,, ,I 

for ull 1,, q E Z, callcd a prcgn.1.duation of A, wiLh the coavculio11 Lbnt G+oo :::; (0) 
ami lo give extensions of the anulytic sprcrnd for a prcgrnduation. 

Theorem 2.4 gives criteria of J-independence of order k with respect to a 
pregraduation of a ring A, where k E N• = N° U { +oo} and J is an ideal of A. 
The .maximum number of elements of J which are J. independent of.order k 
with respect to g = (Gn) will be denoted by f 1 (g, k). We show that this number 
is different from the analytic spread of a filtration as defined by J .S. Okon in 

14]. 
The notion of regular J -independence of order k with respect to a 

pregraduation g will allow to define the regular J-analytic spread of g, de
noted by f](g, k)) and the regular analytic spread eo.(g, k) of g as e0 (g, k) = 

107 
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sup{€M(g, k): ME Max A}. 
C0rollary 3.4 gives a charactcrization of Ej(f, k) by some întcgers €.r(Ip, k) 

whcn f =(In) is a nœtherian filtration. When (A, M) is a nœthcrian local ring 
with infini te residue field and f a nœthcrian filtration on A, Proposition ( 3. 7) 
shows that the integer er;.,.. (!, k) coincidcs with the various extensions of the 
ar1alytic spread obtained in [lj except for €M(j, k). 

Throughout this paper all rings are commutative and filtrations are decreas
ing pregraduations. The I-adic filtration is the family (In), dcnotcd JI, whcrc 
I is an ideal of A and ]" = A for n ::; O. A filtration f = (111 ) is said to be 

nœtherian if its generalized Rees ring ITT(A, !) = ~ InXn is nœtherian. 
nEZ 

1. GENERALIZED ANALYTIC INDEPENDENCE 

DEFINITIONS 1.1. (LLI) Let A be a ring and (Gn)nEZU{t-oo) a family of 
ideals of A. We say that (Gn) is a pregraduation of A if G0 =A, Gcc = (0) 
and GpGq Ç Gp+q for all p, q E z. 

(1.1.2) Let g = (G,...)nEZU{+=} be a pregraduation of a ring A, .Jan idcal 

of A and k E N• = N• U { +oo} such that J + Gk f. A. Elements a1, ... , nr 
of G1 are said to be J-independent of order k with respect to g if for cach 
homogeneous polynomial F(X1 , ... , Xr) of degree s with coefficients in A, thP 
relationF(ai, ... ,ar) E JGs+Gs+k implies that F ha.s its coefficients in J +Gk· 

PROPOSITION 1.2. Let A be a ring, g = (Gn)nEZu{+oo} a pregraduation 
of A and k EN•. Let J be an ideal of A sttch that J + Gk ::f A, a1,.-· ,ar 
elements which are J -independent of order k with respect to g and I the ideal 
(a1 1 ••• ;ar)· We have: 

( i) ' If J contains G k, then the elements a 1, ... , ar are J - in dependent 
with respect to g and to fr= (In). 

1 

(ii) If there exists an integer i su.ch that ai E J + Gk, then 
JP Ç Gp Ç J + Gk for p?. 1. 

(iii) If r ~ 2, then IP Ç Gp Ç J + Gk for p?. 1. 

Proof. (i) Let x = F(a1, ... , ar) where F is an homogeneous polynomial of 
degree s with coefficients in A. Suppose that J contains G k. 

[x:=O (modJG3 )orx:=O (modJl")] implicsthat xEJG5 +Gs+k· 
Hence FE (J + Gk)[X1, ... , Xr]· Furtherrnore, J + Ck = J + Ik = J. 
Therefore the elements a 1, ••• , ar are J -independent (of ordcr +oo) with 
respect to g and to fr. 

(ii} If ai E J + Gk then for p 2: 1 and y E Gp, we have : 
yar E Gp(J + G,.J ç (JGp + Cp+k)· 
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a1, ... ,ar being J-independent of order k with respect to g, we have: 
y E J + Gk. Therefore Gp Ç J + Gk and we have JP Ç Ci Ç G11 Ç J + Gk. 

{iii} If r ~ 2, for i :f j E [l, ... , r], let F(X1 , ... , Xr) = a,X; - a;Xi. 
Then Pis homogeneous of degree 1 and F(a 1 , ..• ,ar) =O. So, <Li E J + Gk. 
The result follows by (ii). 

PROPOSITION 1.3. Let A be a ring, g = (Gn) a pregraduation of A and 
k EN•. Let J be an ideal of A such that J + Gk ':/;A. Assume that (Gn+.dn20 
is decreasing or that Gn+k Ç Gn for n ~ 1. Let a1, ... , ar be J-independent 
elements of order k with respect to g. Then for p ;_::: 1 we have : 

(i) If Gk Ç J + Gpki then af, ... ,a~ are J-independent of ord~r k with 
respect to the pregraduation g<P l = ( G pn). 

(ii) If G;; Ç J + c;, then af, ... , a~ are J-independent of order k with 
respect to the pregraduation f Gp = ( c;). 

(iii) If G;; Ç J + G~, then af, ... , a~ are J-independcnt of order k with 
r·espect to the pregraduation gP = ( G~). 

{iv) In particular, if J 2 G;;, af, ... ,a~ are J-independent of order 
k with respect to the pregraduations g(p) 1 gP and f cP. 

Proof. The Proof follows from definitions of ( 1.1) and from the fact that, 
under the hypotheses, for all n ~ 0 we have : 

{ 
Je;+ c;+k Ç JGpn + Gp(n+kl Ç JGP" + Gpn+k 

JG~ + G~+k ç JGpn + Gp(n+k) ç JGpn + Gpn+k· 

NOTATIONS 1.4. Let A be a ring, g = (G,.)nEZu{+oo} a pregraduation of A 
and k EN•. Let J be an ideal of A such that J + Gk f. A. We put : 
e1(g 1 k) = sup{r EN j 3 ai, ... 1 ar E J, J-independent of order k with respect 
tog}, e(g 1 k) = sup{eM(g,k): M maximal over Gk}, and 
sup(J) = sup {r E N /3 a 1 , ... , a,,. E J 1 J - independent}. 

REMARK 1.5. {i) If M îs a maximal ideal of A and M t_ Gk 1 then eM(g, k) = 
O. Consequt!ntly, e(g,k) =sup{eM(g,k): ME Max A}. 

(ii) Assume that (Cn+k)nEN is decreasing or that Gn+k Ç Gn for all n ::'.'.: 1. 
If J contains G k, then for all p and n E N • we have : 

a) eJ(g, k) s e1(giPl, k) s e1(G,,, k) s e1(G~, k), 

b) e1(g 1 k) S iJ(g(i>l,J,:) 'S f.1(G,,,..J.:). (See (1.:i)-(iv)) 
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PROPOSITION 1.6. Under hypothescs and notations of (1.4), if Pis a prime 
ideal over J + G k, we have : 

(1.6.1) eJ(g, k) :=:; sup(J + Gk) ~ ht(J + Gk) ~ clim Ar== ht P. 

(1.6.2) If J contains Gk, then 

(i) eJ(g, k) :::; eJ(g) ~ ht J::; dirn A. 

(ii) Moreover, if A is a nœtherian ring and k is such that (G11 +k)nEN 

is decreasing or such that Gn+k Ç Gn for ail n 2'.: 1, thcn the scqucnce 
n 1-4 eJ ( a;1 

! k) is an increasing and evcntually stationary sequence. 

2. CRITERIA OF J-INDEPENDENCE 

2.1.- Let k EN•, g = (G11 ) and f =Un) be two pregraduations of A such tbat 
In Ç Gn for a.Il n. Let J be an ideal of A. 

For each n, we put I<n =Inn (JGn + Gn+d; then we have: I<rJm Ç I<n+m 

for all n, m E 'l. So, L _J(n is a gra.dcd ring whcrc (a+ I<n)(b + I<m) = 
J n 

n 

(ab+ I<n+m) for ail a E ln and b E lm· Let F = L ln.X.ri and G = L G11 X". 
tl H 

Then L = LJ(nX11 = Fn(u",J)G is a graclcd idcal of F wherc u = ~ wit.h 
n 

, F ~""' ln 
the convent10n that, u00 = 0 nud wc hnve : -L ~ ~ -;- . 

_, hn 
, n 

In particular, if f = g we have : 

, G '"""" Gn (2.1.1) G k ,..., ~ , n (u , J)G Gn n (JGn + GnH) 
n 

( G "" Cri 2.1.2) If Gn+k Ç Gn for all n ~ 1, then ( k J)G ~ 0 JG _ G 
[ U '• nEZ n t- n+k 

( ) j a+ ""~ Gn ,1 a+ - ~ G x·n 2.1.a G+ n (uk, J)G ""0> Gn n (JGn + Gn+k) w 1ere - L,; n 
' n 0 n>O 
i - -

c+ "" Gn (2.1.4) JG+ ~ L...t JG . 
n n 

2.2.- Let
1

R(AJ) = 2.: JTl xn be the Rees ring of an idcal I Ç G1. We have : 
n~O 

(2.2.1) 

(2.2.2) 

: R(AJ1 " ~ I: n . 1n . 
R(A,J)n(u ,J)G l n(.!Gn+Gn+k) 

n~O 

R(A, !) 1n 
R(A, !) n JG+ ~ L> [n n JGn. 

n_O 
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. 3t(A 1 J) ! 11 R(A, I) 
(2.2.3) If l Ç J 1 then ( J)!R(A J) ~ 'Z J rn ~ J R(A !) ' 

tt, ' n:?:O .1 ' 

where !R(A, !) = L T" X 11 is the generalizccl Rccs ring of the ideal / 
nEZ 

111 

2.3.- Let J be an ideal of A such that J + G k :/= A, ai. ... , ar E G 1 and 
I (a1 1 ••• 1 ar)· Put !(11 = !11 n (JGn + Gn+k) for n 2: 0 and Q1(g,k) the 

[11 
graded ring 'L: J( . Let ti =ai + !(1 for i = 11 ••• , r. We have : 

n n 

Let cp1(g, k) be the graded morphism from J AG [X1 1 ••• , Xr] to Q1(g, k) 
+ k 

such that 'PJ(g, k)(Xi) = t, for each i and cp1(g, k)(o:) = a for a E J: Gk. 

There exists an isomorphism 1/Jk from Q1(g, k) to R(A, ~(:(~~, J)G such that 

A 
1/Jk(ti) = a,X + R(A,I) n (u"',J)G and 7J;k(o) o: for o: E J + Gk 

. R(A,I) A 
Let Ui=7/Jk(t1)foralli. Then R(A,I)n(uk,J)G J+Gk[v.1, ... ,ur]· 

Put 'Pk = cp1(9, k) and Bk = lfJk o 'Pk· We have the following theorèrn : 

THEOREM 2.4. The following statements are equ.ivalent : 

(i) a1 , ... ,ar are J-independent of ordcr k with resvcct to g; 

(1'1') 8 . . h. f A IX V J R(A, I) 
k isanisomorp ismo J+Gk i, ... ,.r\ri over R(A,I)n(uk,J)G; 

(iii) 

(iv) 

. A 
The elements t 1, ... , tr are algebraically inde pendent over -

1
-G ; 

. + k 

The elements u1, ... , Ur are algebraically independent over J AG 
+ k 

Proof. For all F = L Ài 1 ,. .. ,irX1 1 
• • • X~r where Ài 1 ,. ,ir E A, we put 

i1 +· .. +ir=3 

~ (.\1 1 ,. ,ir + Ko)X; 1 
• · · X;r. 

i1+ .. ·+ir=S 

{i} ~ {ii} The elements a 1 , ... , ar are J independent of order k with 
respect to 9 if and only if for all FE A[X1 , ... ,X,.] homogeneous of degree s, 
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F(a1, ... , ar) = 0 (mod JGs + G11 +k) implies that F has all of its coeffi
cients in J + Gk, i.e., F(a1, ... , ar) E P n (JG,, + Gs+k) = K, implies that 
F E Ko[X1,, .. , Xr) this means tha.t for ail FE A[X1, ... , X,.], i.pk(F) = O 
implies tha.t F = 0, i.e., IPk is a.n isomorphism n.nd Ok is an isomorphism. 

(ii) <==> (iv) Ok(X;) = tLi and, for G = 

i1+· .. ·Hr=-' 
ok being surjective, (ii) holds if and only if ok is injective if and 

only if for all G E A[Xi, ... , XrJ, Ok(G) = 0 implics that G = 0 this 
. . A 

means that the elements n 1 , ... , nr are algebra1cally mdepcndent ovcr ---. 
J + Gk 

(ii) {:=> (iii} (ii) hol<ls if and only if i{Jk is an isornorpliiSlll. Ilcplacing ok 

by 'Pk in the proof of ((ii) <:-> (iv)) and 111 by li one obtains : ~fJ1. is Il.li isonwr
phism if a.nd only if ( i ii) holds. 

3. REGULAR INDEPENDENCE AND ANALYTIC 
SPREAD 

DEFINITIONS 3.1. (3.1.1) Let A be a ring, k EN·-, g = (G11 ) a prcgra<luat.ion 
and J a.n idea.l of A. We sa.y t.hat a 1, ... , a,. arc regular J--indepcndent of order 
k with respect to g if thcrc cxists p E W with J + Grk f- A such that a. 1, ... , ar 
are J-independent of order k with respect to g(r) = (Gp 11 ). 

(3.1.2) The regula.r J-analytic spread of order k of g is the integer 
fj(g,k) = sup{r EN such that there exist a 11 ... ,a.r E J, regular 
J-independent of order k with respect to g}. 

(3.1.3) The regula.r analytic <>pread of order k of gis the intcgcr 
ea(g 1 k) = sup {fM(g, k): ME Max A and M 2 Gk}. 

REMARK 3.2. Let A be a ring and g (Gn) a prcgraduat.îon of A. Thc11 we 
have: 

(i) If the elements a1, .•. , ar are .! iudependenl; of orclcr k with respect 
to g1 then thcy are regular .J--independe11t of order k with respect to g. 

Cu11seq11cntly P..1(.11 1 /.,;) :S e'./(.11i A:). 

(ii) Assume LhaL .! contai us G1k for ail i 2 l. lf u.11 .. , u,. are regular 
.! -i11dependent of onlcr k with respccf. t.o g Lhen thcy arc .! - indcpendcnt of 
ordcr n~: for n 2: 1 nnd of orcler +oo; co11seq11euLly, 

a) if P is a prime ideal ovcr ./, thcn we have : 
f1(g,k) ~ fj(g,k):::; sup(J):::; ht J):::; dimAI' 
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b) if A is a nœtherian ring, th en f] (g, k) < co. 

(iv) If A is a nœtherian semi-local ring, then €0 (g, k) is finite and there 
exists a maximal ide al M over G k such that €0 (g, k) = e'.J..,f (g, k). 

THEOREM 3.3. Let A be a ring, k EN• and g:::: (G 11 ) a pregraduation of A. 
We assume that the sequence ( Gn+k)n?O is decreasing or tlwt Gn+k Ç G11 for 
each H ?. !. Del J be 1111 ulcal of A which r.cmtains G k. 

If A is nœtlic1·itm, thw we have : 

(ii) 'l'hcre e:üsts p EN• SHclt tlrnt tj(g,k)::..:; eJ(~/1ml,k) for n E W 

(iii) fj(g,k)=snp{e;(g< 11 l,k):nc:N·} 

(iv) ej(g, k) = fj(g(r), k) for p E W 

(v) The sequence n N fJ(g( 11 'l,k) is an increasing and cventually 
stationary sequence of limit f'.J(g, k). 

Proof. (i) For n 2:: 1, if elements a 1 , ... , a,. are in J and are J inclependent 
of order k with respect to g(n), then they are regular J -independent of order k 
with respect to g. Hence fj(g, k) > r; so, €; (g(n), k) :;: fj(g, k). 
Furthermore, from (1.5)-(ii) we have . 

ej (g(nl,k) :S ej ([g(n)](p),k) = i; (g(pnl,k) :S fj(g,k), for ail p > 1. 

Hence we have (i). 

Suppose that A is nœtherian. Then we have : 

(ii) If a 11 .. , a, E J are J-independent of orcler k wiLh respect Lo g(Pl 

with p ~ 1, we have from (1.2)-(ii) : J contai11s ail Gn, n ;~ l aud from ('.3.2)-(ii), 
fj(g, k) is finite. 

Let r = fj(g,k). There exists p?. 1 and elements b1 , ... ,b, E J which are 
J-independent of order k with respect to g(Pl. Therefore ej(g, k) :::; f 1 (gÜ') 1 k). 
Using (i) we have : €] (g, k) = f 1 (g(pn), k) for n ?. l. 

(iii) is a consequence of (i) and (ii). 

(iv) (i) and (iii) :::} fj(g,k) sup{f1 (g(nl,k): n EN•} 

" sup {e.1(9(1'71
), k): n ( N•} < f'.j(g, k). 

So e1'(<1 k)..:.: sup {e r(P(pn) k): n EN•\= e'1 (1/Pl k). 
1 J .J ' • ,J 1 J J . ' 
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(v) is a co11sequcncc of (i) a11d (ii). 

Applyillg Thcorc1u :L! t.o lt<.rt.hcrian filtrations wc oht.ain i.li<~ fol!owi11g rrslllf 
which givcs a diaracterization of the rcgular J-aualytic sprcad of a uccllir.ria11 
filtration J =(In) in t.erms of €1(!11 ). 

COROLLARY 3.4. Let A be a nœtherian rmg, f = Un) a, nœtherian filtration 
on A and J an ideal of A over ! 1 . Let k be an intcgcr in N•. We as,cwne that 
m is a positive integer such that Imn = 1;,11 for all n EN. Then 

(ii) Thcrc cl:isf..ç p C N•, whù:h is a m11.lfi7Jlr. of 111, snr:h Urnt. 

€}(!, k) e.1(1,,,11 k) for n E fW 

(iii) €](!, k) = sup { e.1Um11, k): HE w} 

(iv) the scquence n H e1(Imn!i k) is an increasing and eventually stationary 
sequence of limit f'j(f, k) 

(v) the sequencc n 1-1 e.1(I"'' k) is c11cnlually .r;lati:onm·y of lirn.il fj(J, k). 

COROLLARY 3.5. Let A be a nœthcrian ring, f = Un) a nœthcrian filtration 
on A and m ? l an integer sv.ch that Imn = !~1 for n ? O. Let k E N•. 

(i) If M iB a rnru:im.al ideal over /J, we /urne f~~(f,k) = €'M(J) 

?roof. {i) From the definition, eM (f, k) sup { (1v1 {l;,\, k) : n E N•}. 
If J 2 Ir, J !7~ + 1;+k .JI; and J + 1; == J. Thcrcforc t.he elc111r.nt::: of 

Ir are J-independent of order k with respect, to f1~ if and only if they arc 
J-independent with respect to fip· 'fhus we have: eJvt(T;:,,k) = €M(I;:,) for 
n ~ 1 and eM(J, k) = sup {eM(I~): n E w} = eM(J). 

(ii) If k E N• and M a maximal idcal ovcr h then /1 c;:: M. 
Taking the suprernurn we have (ii). 

EXAMPLE 3.G. Hcre we prove that e(g, k) can be diffcrent from Cfl(g, k) even 
r or a nœtherian filtration of a local ring wit.h infini te residue field. 

Let (A, M) be a nœtherian local ring and I a proper id cal of A the analytic 

spread of which is given by 1(I) = dim L(r/Min) = 2. 
n;:o 

(For instance it is the case if A îs equal to the localized of K[X 1, X 2 , X 3] at 
(X1, X2, X3), I the localized of (X1, X2) and [(a field). 
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If A/ M is infini te, then by D. G. Northcott and D. Itees [:~, §3, Theorem ~1], 
e(I) is equal to the analytic spread of l, i.e., e(l) = î(I) = 2. (See [l, §Oj for 
various interpretations of analytic spread). 
Thus, thcrc exist a1, a2 E l which are M ~indcpcndent with rcspccl to fI. 

a) Let g = (G11 ) be snch that Gn = A for H ~ 01 G<tn / 2" for n ? 11 

G411+1 ::: G4n·t2 = JÏ.1112 and G4nf·3 :.:: {l" f:J for 11 ? O. One verilies tlwt 
9 is a pregraduation of A and is not a filtration. For ail a E G 1 we have : 

1 a411+2
:;;:;: aa411+1 E G1 G4n+2 Ç MG4H+2 + G4n+2+ki for n 2 1. 

But 1 ~ M = M + Gk therefore f(g, k) =o. 
From Theorem 3.3, Corollary 3.4 and [1, (2.4)] we have : 

f/vt(g,k) = eÏ.-t(g(4},k) e'M(I2 ,k) = ea(I,k) sup{e(In): n E W} = 
sup {î(In): n EN*} = 1(1). Thus e"(g, k) = 2 :f f(g, k) =O. 

b) Let f = (!,..) be a filtration such that In= A for n::; 0, I2n =In for n ~ 1 
and I2n+t = 1n+I for n ~ O. One verifies that f is a nœtherian filtration. 

For k EN•, a E G1 and n? 1, we have: a 2n+ 2 = aa2
n+l E I1fzn+2· 

Thus a 2n+ 2 E }.-'ffin+2 + I2n+2+k· As 1 ~ M, we have: t(f,k) =O. 
Furthermore 1 f"(f,k) ea(I,k) = sup{t(In): n EN•}= 1(1) = 2 f t(J,k). 

Okon defined in [ 4, ( 2.1. 7)] the analytic spread of a fil tra.tion f by the integcr : 

{ 
~r( A !) } . -·, 

Î(f 1) :::: Sll() dim ---·-·---'---.ME Max 4 wlwre 1H(A !) ~-= ".' l xn ' (1L,Mm(A1!). , , , ' L-: " 
11t;,l. 

for f :::c (1 11 ) a11d 11-'- X 1
. Tly (2. l .2) 1 t.llÎH 1111~a11s Uial. 

{ 
. \. "' /li } 1(/, 1) "-= i-;up dun > -···----- · : A1 E Max A . 

'....J M !,. 1 la.1 1 
11 ?:'.O 

PROPOSITION :L7. /,et (A, Jv1) lie a nœthenan local ring, J = (1 11 ) IL no::thc-
rian filtration on A and 1 an -idel!l of A. If A/ }.A is mfimle tlwn : 

( ii) f ( J ) :...c eu (1 ) ::.~ / (/ , 1 ) = î 1'-1 (/ ) '- 1At ( f ) 

. H(A,f) ( ) U(A,J) 
wil.h u()) ~- dittl .. ( .. 1'/) mid 1,/ f . t.rdq•, 1\ 

.JI ( 1 , .1 1 n k ,/ f( ( ;I, /) 

where dim designates the Krnll dimension and tr deg dcsi91Lale;; the irnnsccn
dence degree (See [2, §1]). 

Proof. (i) Let p 2 1 be such that I1m = 1; for n ~ O. Then 
f."(J) = f.a(Ip) sup { e(I;'): n E l''J•}. 

By Northcott and Rees [3, §3 1 Thcorern 3], as A//vt is infinite, wc have 
e(I;) = 1U;'). 
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From Propositions (2.4) and (2.12) of [1], there exists q:.:?: 1 such that 

1(!;) 1(Ip) = î'(Ipq) = 1MU) = 1(/, 1) = rM(J). 
Witb Corollary 3.5, Remark 3.2-(i) and Proposition 1.2-(i) we have : 

eau,/;;) ea(J) 2 e(f, k) and eu, k) < €(!). 

(ii) If A/ M is infini te, then €(!) = 1(!) and the conclusion follows from (i). 
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