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INTRODUCTION 

L6S lettres 1 et J désigneront des idéaux de J'anneau commutatif unitaire A. 
Les nombres suivants ont été introduits par P. Samuel [ 161. 

VI(J) :: sup {rEIN ; J C Ir} 

'ù'I(J) :: sup {rEIN; J ;LIr} 

- l , 1 (ri) VIU' :: li m - vI J 
n-+ <» Il 

Wr(J) = lim nI wI(li). 
n-+* 

Vi(J) et WI(J) sont appelés les nombres de Samuel de 1 et J. Samuel El 

prouve que ces nombres existent sous les conditions suivantes : A est 
nœtJlerien , 1 et J sont non-nilpotents, yI = {j et Il In :: 101 = Il Jn 

n ft 

D. Rees [141 en a deduit les pseudo-valuations homogènes 

>!, ~ vi(x) :: lim n' vIÜ!'O) en posant pour tout x élément de A, YI(X) :: vI(xA) et 
n--- 00 

Vi(x) :: Vj(xA). 

Ces pseudo-vôluôtions ont fait l'objet d'une lHtérature abondante 

(Nôgat6 (121, Petro [131. S. Mc Adam [101 et [Ill etc .. J Les nombres de 

Samuel Vj(J) et WI(J) ont des applications en Géometrie analytique complexe 

(Lejeune Tersier [gD et en théorie asymptotique des idéaux (D. Sangaré [17]). 

Leur généralisation aux filtrations f:: (In) sous la forme 

x ...-. vf(x):: llm l vf(xO), où Yf(X) :: sup {n EIN 1 Xe Io} 1 a été étudiée par 
n-+oo n 

Pet.ro ! 13] et D. Sôngare ! 171 . 

Dans [11 nous avons généreUsé la définition des nombres Vl(J) , 

Vi(J) .. wI(J), wI(J) eux filtrations comme suit: si f :: (In) est une filtration 

de A, nous posons pour tout idéal J de A, vf(J):: sup {reiN; J.b.I r } J 

Wf(.J) = Sup {reIN; J :J Ir} et Wf(J) = 00 $1 l'ensemble {r elN ; J ;L Ir} est vide, 

Si 9 = (Jo) est une autre ftltra110n de A, on appelle les nombres lje Samuel 
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Cünditions que ces limites ei<istent dans R+. En particulier si l etJ sont des idéaux 

Of A et ~,i fI (resp. fJ) est la filtration I-ôdique (resp. J-adique) de A, nous avons: 

VfI<j) = '.JIU) 1 VfIUJ) = VI(J) , WfI(fJ) - W1(J) et WfI(fJ) = V'II(J) . 

Dans [2], on ô étendu aux filtrations un résultat dû il D. Rees [14l en prouvant Que 

si A est nœtt"iérien, 9 est une AP filration et f est fortement AP, alors 9 est entière 

:;ur 1 Sl i?t seulement. si Yf(g) i 1. Plus recemment, avec l'équipe d'Algèbre 

C:ornmutôti ve de l'Uni versité d' Abi d j en, nous avons publié deux autres arti cl es [3) et 

[4] 2;ur l'étude des nornbres ,je Sanlllel; nous avons montré en particulier dans !3] que: 

vr(g+t-,) = lnf (vfO-!) ) vf(g» ou ( 9 et h sont des filtrations de l'anneau A, telles que f 

et 9 soient ,jes AP filtrations. Cette formule généralise un resultat de P. Samuel 

r 1 t: 1 
1 i LiJ. 

1\ ô été montre 08ns H2], 2.9) que l'on ne pouvait définir Vf(g) et wf(g) pour 

toutes flltratlOns f et 9 de l'anneau A. Plus préCisément vf(g) existe si 9 est une AP 

f1ltrôtion (propos1tion 2.6, [2]) et wf(g) est défini pour toute AP filtration f de 

l'anneau A (proposiUon II.l.3). On aimerait définir pour toutes filtrations de l'anneau 

A deux réels apP6rtenant a 1R+ et colncidt:mt 6vec les nombres de Sômuel généralises 

vflg) et wf(g) quand ceux-ci eXlstent. Pour ce fôire nous générôlisons la definitlon 

d'tme filtration, en considérant un ensemble X non vide et F = (F n) une suite 

dècrOlssante de sous-ensembles non vides de X avec Fo = X. F est appelée filtration 

de l'ensemble ~:. Si G = (Gr.) est une autre filtration de l'ensemble X, F 5. G signifie 

que Fn c t3 n pour t.out entier n. Si reIN*, F(r) = (F nr ) est une filtrôUon de l'ensemble 

On PO% alors . 

• 8F(!3) = suplrel~l* ; G s. F(r)} 81 trelN* G s. F(r)} est non vide et 



aF(G) :: 0 sinon 

• bF(G) :: inf{reIN* ; FÜ) :: G} si {reIN* ; F(r) i G} est non vide et bF(G) = ro 

sinon. 

Nous avons alors montré que les nombres 

faisons ensuite remarquer que si f et 9 sont des filtn:ltions de l'anneau A et 

le nombre de Samuel générellsé vf(g) (resp. le nombre de Samuel général1sé 

wf(g) e::<iste dans dans R ... alors 8f(g) = vf<g) (resp. 5"f(g) :: W f(g»)· 

Nous étendons aussi l'étude des nombres de Samuel généralisés v,(8) et 

W,p(8) aux filtrations ~ et 8 d'un A-module M. 

Pour deux filtrations r = (In) et 9 = (Jn) de l'anneau A. 

Nous posons: 
ef(g) = sup . (naf(g) - af(g< n») 1 

nelN* 

Les nombres ef(g) et Ef<g) sont appelés des déviations asymptotiques de 

r et g. 

Dans 1 t 61. P Samuel avait posé la Question de savoir si ces dévisUons 

asymptotiques appartiennent à R+. Nagata [12] et t1, Adam [111 ont 

répondU d cette Question lorsque f = fI et 9 = fJ. 

Nous 8vons 8bordé l'étude de ces nombres dans le cas des fi ltrstions Qui 

ne sont pas néCeSSfl1rement adiques. 

Nous evons montré que si f = (In) et 9 :: (Jn) sont des filtrations 

fortement AP respectivement de rsngs k et s sppartenant al! telles Que 

Ik e U(Js). Alors 8f(g) e IR ... et Ef(g) e lR .... 

Parmi nos principaux résultats figurent les théorèmes suivants: 
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Théorème L lA 

Soient F = (Fn), G = (Gn) des fl1tret1ons de l'ensemble X, Alors les suites 

I~ ô (G(n)), et (J.. b (G(nh) sont convergentes dons m+, En plus si \ n F ' 'n F 1 

~F(G) = Ilm nI ÔF(G(n)) et bFCG) = lim .l bF(G(n))) on e : 
n-* VJ n-t If} n 

(D 6F(G) - iim inf * 'v'F{Gn), 

1 

(ii) bF(G) = Hm sup~' wF(GrJ 

Théorème 11.2.6 

Soient f. 9 et h des filtrations de l'anneau A. Alors on fi : 

(1) 8f(g + h) = min (ar(gL af(h). 

I\lh {')_i" {-b{t"-b(f'n 
,,11 1 L' 9 + 1"1' 1 -;:, up , g' }} ri Il, 

lhèorème IIL2.9. 

E(qi eIR+ si et seulement si Q vérifie la condition IN2 . . ~. ~ 

Théorème. 111.2.11 
Soit 9 e F(Aj une filtration fortement nœthérienne telle que la filtration 9 soit 

nœthèrienne . 

Alors: e(g) eiR+ si et seulement si 9 vérifie la condition 1!~1, 

Théorème 1 V .3. 7 (Inégal itès asymptotiques). 

Soient f et 9 des AP filtrations de l'anneau nœthérien A, 'r et 8 des filtrations 

separees et non ni Ipotentes du A-module de type fini M telles que 'r solt faiblement 

f-bonne et 8 falblement g-bonne, avec dimf = 0 et a1tf = s, 
r- r-

';j '1jf = '\Jg alors on 8 : 

{V.{n.Y\;)P{1fI s~ < (-\/. (8\,S8(11I s' ( A(8 s) < (w (S),SA(,n s) < ('w (g),Se(tR s' 
\tt;,.:;t~··'''''\.-fJ·'-I,..,,\}' r,·;--t\) -\.p )""'11 - f) T/)-

Théorème V.2. 13 

Si b est un élément régulier de A alors pour toute filtrotion f de A, on êI : 



5 

Le théorème 1. \.4 nous permet d'avoir une relation entre 8F(G) et bF(G) 
et les nombres général1sés de Samuel 

Le théorème Il.2.6 est une général1satlon du théorème 2 de [ 16l. 
Le théorème III.2.9 et le théorème IIl.2.11 sont les ônelogues pour les 

fi ltra li ons du théorème 1.2 [ Ill. 
Le Théorème IV.3.7 est une généralisation du U1éorème III.2.2 III aux 

filtr8tions sur un A-module. 

Not.re t.ravail se divise en 5 chapitres. 

Dans le chapitre l, nous étudions 8F(G) et bF(G) d8ns le C8S des 

fi ltretions d'un ensemble et nous obtenons les théorèmes 1.1.4 et 1.2.3. 

Le chapitre II concerne l'étude de vf(g) et wf(g). Nous y établ issons le 

t.héorème II.2.6 et nous donnons une condition nécessaire et suffisante 

portant sur vf(g) pour Que 9 i t. 

Au chapHre III nous nous intéressons aux dévi aU ons asymptotiques dons 

le cas des filtrations sur un emneau et nous démontrons ensuite les théorè-

mes 1II.2.9 et. 1Il.2.1'. 

Le chapltre IV nous permet d'étudi er 1 es nombres de Semue 1 général1sés 

v~(8) et W.,(8) sur un module et nous obtenons le théorème lV.3.2 concernant 

l'existence de v!pŒ) el Wif\(S), 

Enfin au chapitre V, nous abordons l'étude de deux foncUons &:"f<g) et 

~f(g) où f et 9 sont des filtrations de l'anne8u A. Ces fonctions ont été 

étudiées por Moe Adom dons [101 Quand f et 9 sont dbS filtrations adiques. 
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CHAPITRE 1 

ETUDE DES NOMBRES aF(G) et bF(G). 

FILTRATIONS D"UN ENSEMBLE 

§. 1 GÉNÉRALITÉS 

1. 1. 1 Défi nit ions. 

(1) Soient X un ensemble non vide et F :: (Fn) une suite décroissante de sous­

ensembles non vides de X avec Fa = X. Fest appelee une filtration de X. Pour 

t.out réel .),>0, on note F(?~) 16 flltretion (Fr À,n-I) de X où si 13 est un réel n3Î 

est le plus petit entier ~ ~ et LP-' est 16 partie entière de P 

(2) Soient G:: (Go) et F:: (F n) ~jes filtrations de X. FsG ~ignifie Fn C Gn 
pour tout entier n. 

(3) Soient G:: (Go) et F:: (F n) des f1ltratlons de X et U un sous ensemble non 
vide de X. On pose: 

(1) vF(U) :: slIp{neIN} U C Fn} 

(ii) wF(U) :: inf{neiN , Fnc U} et wF(U) = 00 si l'ensemble {naiN, Fnc U} est 

vide. 

(iij) flFCG) :: sup{reIN:t: .. G i F{r)} si {reIN*, G:s F{r)} est non vide et aF(G) = 0 

sinon; 
Uv) DF(G) = inHrEIN*} F(r)::; G} si {reIN*, F(r):s G} est non vide et bF(G) = 00 

sinon. 

1. 1.2 Exemples. 

Considérons rensemble X :: IN et posons Gn = 3n+ liN, Fn = 3rn12l + liN pour 

tout nelN* et Fo:: Go = X. F = (Fn) et G :: (Gn) sont des f1ltn'ltions de 

l'ensemble X. On a alors: wF(Gn) = 2n - 1 et vF(Gn) = 2n pour tout entier 

illl . bF{G):: 2 :: 8F(G) . 
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Considérons toujours rensemble X:: IN et posons HI :: 21N et Ho:: 101 

pour tout entier m2 ; Kn :: 21N pour tout entier ni 1 ; Ko :: Ho :: X. H:: (Ho) 

et K:: (Kn) sont des filtrations de X. On a alors vH(Kn):: 1, WH(Ko):: 1, 

'v' ml bH(K):: 1 et 6H(K):: O. 

1.1.3 Proposition. 

Soient F :: (Fn) , G:: (Go) et H :: (Ho) des filtrations de X et LI un sous 

tmsemble non vide de X. Alors on 8 : 

r 't/F(GnL.
1 (IV) bF(G):: s~p n 

(v) Si G:f H on 8: 8F(G) ~ aF(H) et bF(G) ~ bF(H). 

(vi) Pour tout entier k;;:; 1, on a kaF(G) ~ aF(G(k» et bF(G)(K» ~ kbF(G). 

Preuve. 
(1) Si xeLi alors "'F({X}) l "'F(U)' Si m :: in! "IF({x}) ( 00, on fi LI c Fm et 

xeU 

'v'F(LI) ~ m. Môi ntemmt si m :: 00 1 ôlors Lie Fil pour tout n et vF(LI) :: 00. 

(i 1) SI m:: inf wF({x}) ( 00 1 il existe xeLi tel Que wF({X}) :: m et Fm c {x}cU 
xeU 

d'où wF(U) ~ in! wF({x}), 
}reU 

Uv) est semblôble au (111). 
(v) et ('Il) résultent immédiatement des définitions. 
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1 1.4 Théorème 

Soient F = (Ffi)' G = (Go) des filtrations de l'ensemble X. Alors les 

sUItes (~ ôF(G(n»)) et (:1 bF(G(n») sont convergentes dans Rt· En plus si 

ac(G) = hm .!. ôF(G(n) et bF(G) = Hm .!. bF(G( n»)) on a : 
n~oo n n~oo n 

(i) aF(G) = \lm inf ~ "F(Gn)' 

(iD bF(G) = Hm sup ~ wF(Go)' 

1 ( 1 VF(Gko) 
(1) Comme - ôF(G\n») = inf - L k J, (voir proposition 1.1.3), nous ôvons 

n k n 

1 vF(Gkn) vF(Gkl'l) 
il ètudler l'exIstence de Hm inf -r L 1< J= Hm inf k Nous avons à 

n~oo k 1 n4 00 k 

t t d . , l' . t . t t 1" f 'v'F(Gkn) prouver Que ce. e ermere lml e eX1S e e Que lm ln k = 
n4ro k n 

. f vkn . f vk d' ' ln -k"' ~ ln -k ou 
k ri k~n' 

v v 
hm inf(inf ~kk ) ~ Hm inf nn . Réciproquement si n et m sont entiers et si 
n~oo k ,n n~ro 

n v v~ 
Qn = L m J, alors on a llm inf-'l è: 1im sup( inf n) 

n~oo n m mm mQn + m 

vmq v v 
= lim sup( lOf __ 0) = Ilm sup(inf .:..lI!lkK 

) ~ lim inHinkf mmkk) . 
m . n~m mqn m k rn m 

On déduit 610rs le convergence de le suite (~ eF(G(n»)) et on 8 (1). 

1.11) Nous sôvons que.!. bF(G(n» = sup.!. r wF(Gkn)l. Atnsl on ô è étudier 
n k n 

1 WF(Gkn) wF(Gkn) 
l'existence de Hm - SUD r k l = lim sup k' Nous allons 

Il ~ 00 n k n4 00 k n 

prouver que cette dernière limite existe et Qu'on ô : 
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-1)-1 
b (G< n)) 
F I-~bfl-I ~bn+l 

~ ::: !; -;; n n n n n 
et en prenant la limite quand n~oo, on obtient ~bF(P)(G) = bF(G). Montrons 

mômtemmt que bF(G(~)) = ~br(G), Pour tout entier n>~ on note Qn = 1_ ~-' ~ 1, 

ôlors 13qn s n s ~(qn +1) d'où G<pql):?: G(n) :?: G(P(qn+ 1» et 

+ PC: . 

bFW(n)) b
F

w(P(Qn+ 1))) Qn+ 1 
< ~ 

n qn n QI) + 1 n 

81. en prenônt 1 ô 1 i mite quand n-+oo, on obt i ent : ~ b (G<P)) ;: b (G). 
1) F F 

Rem3rquons d'abord que si F est une filtration de l'ensemble X, alors aF(F) ~ 1 

1. 1,6 Proposltion 

Soient F, E et G des filtrations de l'ensemble X. Si aF(F) = 1 alors 
",Ir \ > - (r'j 
1.' F \.J, - aF . -' l' 

Preuve. 
Le condition aF(F) = 1 implique que 8F(F(n») est un entler pour tout. n:?:1. De 

plus on peut supposer Que pour tout. n?: l , bF(G( fi») est un ent.1 er. Posons 

lin = bF(G(fI)) ; ôlors la relation F(vn)::; G(n) et. 18 proposition 1.1.3, (y) nous 

- -- vn - --
!Jonnenf. llnégallté vnaF(F)?: naF(G). Alors n ?: aF(G), d'où bF(G)?: aF(G). 

1. 1 ,7 lemme. 

~;01t F une fIltration de l'ensemble X. On a les assertions suivantes: 

(i) aF(F) = 1 ou 00 

(ii) bF(F) = 0 ou 1 

{iii) Si aF(F) = 1 alors bF(F) = 1. 
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Pf.!!.U \I.e .. 

Il) ~;uppos(lns que aF(F) <: 0), alors comme ôF(J(n»)?: n on a aF(F)?: 1. Faisons 

un 3i.F(J~\ alors F(n) :: F(un ) et on ô dF(F(n)) = naF(F) = dF(F(un») = 

IJnaF\F) Ij'CII:J un :: n et dF(F) = 1. 

(11) Notons vn ::\)F(F(n»);810rs "'n::;n (j'où bFtF)::; 1 et. F(n) =F(vn),One 

i'llors l)F(F(1i») :: l1bFiF):: bF(F(Vn») = vnbF(F), Donc si bF(F) -:t: O} on obtient 

',1,1 - n pt fin FF{F) 1. 

- 1 
Süient F et G des fini'ôtions de l'ensemble X. Alors on a : b (G) = a (F)' 

F G 

Preuve 
l)r·i").'?,.~ .. jn· .~.' r, ... ', (F(n}) nt "" - b (G(n») ~1' ..... .~ ('" At "'1' b / ('" alor'" '. - • - c n - '.:.\G' 'V. ~Jn - F' ,-' '.:.\n' '.J'.' 'J.;;' n' v '.:. .;;;. 

ôb t ba -.. n ln . ) c, li d n ,"h ::: nt').,. -:; li f'd. nous otltenons (-~) -t
lrl 

-'?: 1 et (:u --. - ::; 1. Donc 
Ln ':ln n . . an n 

':i ;3 ,:;I:yl cr:,;::.t -::1 1)F(I}) < (r:" ::'l1c,r<:; d n -4(,) et bn -4'» quand 11-41» et il vient de 

pour tout entier p et on ô 

i.\ _.. _ 1 
h .f 1,"· Pli < n At ~.) {(~ '1 :: li (l'I'.f1 b «(-;'1 :::: ') 
- ~ .- ,-" •• ' 1,. f ' ... } .'''''....' F '.'- , ;:; .~ (F . 

''I,T . 

t'1ôlt~te~':ent '31 Ôrl -::: ((1 pour tout n, alors F(n) .:.; G(f:l n) et ban':'; n} donc 

tl.-,~: «. no ur tout n Il VIent (je (**) qU2 bF(G) = 0 et la relfltion Il Î' . • . 

. . i " - 'F' ~ a .. J. ..... ,)) ':1 n-7(1) et (ê I,.+:+) que a ,l, ) = u. 
. b 

Donc dans tous ies cas on a : 

_, l 
1),..I,I,:1! _-=~ 

r ,:1" \ r ) 
,-' 
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DEViATIONS ASYMYrOTIQUES 

Soient F = (Fn) et G= (Gn) des f'iltraUons de l'ensemble X. Nous allons 

~tU(111?r les nombres 8F(G) = sup (naF(G) - aFW(n»)) et. 
nelN* 

EdG) = sup (bF(G(O)) - nbF(G)) appelés déviations asymptotiques de F et G 
1 nelN* 

preuve. 
Comme nôF(G):s ôF(G(o» et nbF(G) 2: bFW(o», (proposltlon 1.1..3) v neIN*, 

on 8 aF(i3) 2: ôF(G) et bF(G):s bF(G) d'où naF(G) 2: 8FW(n» et 

nbF(G):s bF(G\n») , (proposition 1.1.5). On déduit alors eF(G) 2: 0 et EF(G) 2: O. 

§2 RÉDUCTIONS VALUATIVES SUR LES ENSEMBLES 

, .2. 1 Défi nH 1 ons 

1) Soient If :: (Mn) une filtnltion de l'ensemble X et ae/N, posons 

t.atp :: (.t"'1'n) où 11'0:: r1 et M'n:: Ma+ n Sl ml. ta'P est une filtrat.ion de X 

appelée filtrôtion tronquée de 'P. 

2) Soient IJI = (t·În) et 8 = (Un) des filtrations de l'ensemble X. Pour tout 
XE;<, posons v,p(x) = sup{nelN, x c Mn} On dit Que la filtration 't'est une 

réduction valuative de la filtnltion 8 s'il existe une constante BEIN et pour 
tout xeX on ô : 0 5. va(>:) - ..... ,(x) i El. Elvec v,(x) = +00 si et seulement si 

v8{x) = +00. Cette notion de réduction valuative a été introduHe par D. Rees 

.J~n'" [' C7 1 ua .., l..Jj. 

1.2.2 Lemme 
Soient tp = (Mn) une iiitraUon de l'ensemble X et E un sous-ensemble non 

vide de X. Alors les ôssert10ns suivantes sont éQulvalentes. 
" ... t',..., 
\1) v'{l\t.) = +00 

(ii) '<f ElelN, Vta'{l(E) = 1-0C> 

".!ll) 3ôelN t.elQue VtalJl(E) = +00. 
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Preuve 

,'j) Montrons que (i) implique (ii). 

Si v1p(E) = +0) alors E c l'iD ! V pelN, donc: pour êlelN, E liô+q! 

V Q€:IN d'ol! Vtô,(E) = +1)), 

b) ( i i) i m pli q II e ( i i 0: é v ide n t. 

ci 11ontrons que (iii) implique (1). Soit a€:IN tel que Vtaav(E) = +00 ôlors 

E IVl a+Q, 'y' q€: 1 N* et on ô E c rip , V p>a et on déduit Que E c t'ip 1 

'v' p=IN donc 'v'tt'(E) = +00. 

1.2.3 Théorème 
Soient If = (.f'1 n) et 8 = (Un) des f1ltrat1ons de l'ensemble X Alors les ôsser-

t ions suivantes sont équivalentes. 

(0 IV est une réduction valuôtive de 8. 

Ui) Il existe un entler b!O t.el que J'on ait t b8 ~,5 8, 

Preuve 

ô) Montrons que (0 implique (ii). 

Supposons que (1) est vraie, alors il existe aelN tel Que 

Cl ~ Y8~x) - v~(X) s: al 'V xeX. On a v,(x)! ve(x) -a. Si n 1 a alors: xeUn 

lInpllOUe Ve(X) l n donc vql(X) 1 n -8, d'où xefin- ô ' par conséquent Un lin-a 

pour ma. Cornrne v'i!(x) ~ v8(x) alors 1'1n C Un , 'v nelN. Pour tout nle on 8 

t1n C Un c t1 n-ô c Un-a Posons n- p+a alors on ô UP+ô 

\-;' pelN, .j'ou ta8 ~ 'f : 8 et on deduit que (1) impllque (1i) 

tl) t1ontr"On3 maintenant que (ii) implique (i) Supposons (il) vrÔle, ô1rJt"s 11 

exi ste be 1 N) te 1 que tt,8 ~ IP ~ 8, D'où on ô 

1'\;}8(:<) l v~(>:) ~ V8(~\) pour tout xeM, (1) 

':'\ v,/X,! _ + oc' ôlors vS(X) = +00, (voir (1) 

.. "(, .• ) - +-r, ôlor-c" _f'f) - +00 (Lernry,e 1 ";, r,) 
VI::! '" - l. '" vt.tll:l\''\ - 1 ..... "-, 
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(1) implique alors 'v'tp(X) = +00 par conséquent, on Il: vIjl(x) = +00 si et seule­

ment si 'v'8(x) - +00. On deduit alors Que 

'v'lp(:<) e IN si et seulement si 'Y'a(x)eIN; (2). 

Si Ve(x)eIN montrons que 'v'S(x) i VtbS(x) + 1 +b . 

Posons Vtb8(X)::: re IN . 

1) SI r ~ 0 on fi Xe Ub+r et Xe: Ub+r+ 1 on 8 

2) Si r = 0 ôlors Xe Uo ::: X et Xe: Ub+' on a: 0::: Vtb8(X) ~ v8(X) 

('1+ 8(X) + 1 +b. (**) 
~lJ 

(:.:) el (*;,,) impliquent v8(x) < Vt.bS(X) + 1 +tl: (3) 

(1) et (3) irnpiiquent 0 i va(x) - v,p(x) i v8(x) - Vtba(X) <. 1 +b donc on El 

i) i 'v' 8 (x) - Il If! (;<) i 'y' t. b 8 (x) - v 8 (x) 5. b J ( 4). 

(4) implique que If est une réduction valuetive de 8 et on a le résultat. 

1.2.4 lemme 

Soi ent If ::: (Mn) une fi ltret i on de l' ensemb le X et E un sous-ensemble non 

vide de X. Alors les ilssertions suiwmtes sont équivalentes. 
" 1" \1 1 E) - + ..... ) 
'. l '~,. 1 - v 

(lI) '>;j kelN* ; VIJ!(k)(E) ::: +00 

1,1iO 3kelN* tel que \!I{I(k)(E):::+oo. 

Preuve 

al "'lontrons que (j) implique (ii) 

Si '1'f!(E)::: +00 alors E.s. Mn} \ri nelN d'où pour keIN*, E .s. Mkn 

Id ne 1 N donc V'4'(k)(E)::: +00 

b) (il) implique (iiO: évident. 

c) Montrons que (lin implique (O. S'il existe kelN* tel que VIfJ(k)(E) :::+00 

::Jlors E C Mkn '>;j nelN, v'PŒ) 2: kn, 'V nelN d'o(J vlJ!(E):: +00 
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'.2.5 Lemme 

Soient 11 :: (Mf!) une filtration de j'ensemble X et E Url SOUS -ensemble non 

vide de X. Alors les assertions suivantes sont équivôlentes. 

(1) W Ifl(E) :: +00 

(ii) 'v' kelN* 1 Wqa(k)(E):: +00 

(iil) 3 kelN* tel Que W1{I(k)(E) = +00. 

Preuve 

ô) Montrons Que (1) implique (ii) 

Si w~(E) = +00 alors il n'existe pas d'entler n tel que ~1n soit inclus dans E. 

Donc pour tout kelN* et pour tout nelN, MkO <t: E alors 

w ~(k)(E) = +00. 

b) (ii) implique (lin: évident. 

e) Montrons que (Hi) implique (1). 

Sl1 existe kelN* tel que W,(k)(E) = +ro alors MkO <t: E pour tout entier n et 

on déduit Mn <t: E! V nEIN donc w,(E):: +ro. 
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CHAPITRE II 

FIL TRAT IONS DANS UN ANNEAU. NOMBRES DE SAMUEL 

La piupôrt des résultats de ce crlapitre ont été obtenus en collôtlorôtion 

avec H. D1Chi et D. Sangf:!ré et ont été pUbliés dans [3] et 14] 

§.1 RELATION ENTRE LES NOMBRES DE SAMUEL GÉNÉRAL! SÉS 

Vf(g) et 'v'Y f(g) 

IL 1.1 Définitions. 

Salt A un anneau commutat if uni t8ire. 

(i) Une fi1tratiün de l'anneau A est une suite f = (In) d'idéaux de A 
telle que 10 ::: A, In+ 1 C In et In1m C In+m pour tout entier n1:0 et pour tout 

t?ntier mzO . 
Soit 1 un idéel de l'anneau A, la nItration f :: fI :: (If!) est appelée 

flltral10n l-ôdlQue. 

Une filtration f de l'anneau est dite triviale si f = f{ol ou si f::: fA 

L'ensemble des ft1tral1ons de l'anneau A est noté F(A) et est ordonné 

par' la feiation i où si f = (In), g ::: (Jn) E F(A), hg signifie que 

in C Jn pour tout m:O. La sornme des flltrati ons f = (In) et 9 = (Jn) est 

n 
la filtr8tion f+g::: ( i: IpJn_p), le produit de f et de 9 est le filtration 

p=o 

(2) Une fIltration f :: (In) est dlle de tlJoe fIni s'Il eXIste une ~:Ulte 

crOIssante d'entiers naturels (k n) tendônt vers 00 Quend n~oo et telle Que lef:; 

idéôu:: Ik soient de tL~pe fini. n ~ 

(),I Le rôClne de le filtn'!t1on f :: (In) est l'ideôl \fi - \~ pour tout ml. Lô 

filtration f est dite séparée si n In :: 101 et f est dite non nilpotente si 
n.!l 

ln ~ 101 pour tout ri':: 1. 

(4) La il1trôtion f = (ln) est appelée une AP filtrôlion s'il eXIste une suite 
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k 

(kn) d'entiers ~ 0 telle Que I1m -:?- = 1 et si Ik m c I~ Quels Que soient les 
n~oo Il n 

entiers n,m. Lô filtration f est dite fortement AP de rông n 1 si f(r) = (Inr) 

est la filtration Ir-adique c'est-à-d'ire si f(r) = (I~), On vérifie faci1ement 

que toute filtration fortement AP est AP, 

1 est Ij\te nœtrlenenne SI l'anneau de Rees l\(A,O - 2: InXn est nœHlérien. 
ne:Z 

f est. dite fortement nœthérienne si A est nœthérien et s'il existe un entier 

k! 1 t.el que Irn.I n ::: I rn +n pour tout entier nuk et pour tout entier mk. 

(5) SOIent t" ::: On) e HA) et vf la pseudo-valuation homogène ôssociée à 1. 

Vf(X O
) 

Paur tout xeA, vr(x) = lim 1 elR+ où "'f(x) = sup{relN ; xeIr}. On note 
n~«; n 

ï; = {;';t=A ,vf(x) ~ n}. in est un idéal de A, et f = (In) est une filtrôtion de A 

appelée 10 clôture ôsyrnQtotigue de f. 

(6) les nombres de Samuel générôlisés \/f(g) et wf(g) associés ôux 

filtrations f = (In) et 9 = (Jn) de A sont définis de lô manière suivante: 

_ .... f{Jo) _ wf(Jn) 
vf(g) - lirn -- et '1"f(9)::: lim lorsque ces limites existent dans 

. n-tw n n-tro n 

JX+ où "'rUn}::: sup{reIN; Jo C Ir} et Wf(Jn) = inf {reiN: Ir C Jn} ou 00 si cet 

ensemb 1 e est vi de. 

(7) L'existence de vf(g) â été établie pour toute AP filtration 9 de l'anneau A 

et celle de :;ç'r(g) Quand f et 9 sont deux AP filtrations de l'anneau nœthérien 

A dôns [2]. De plus, on a les reletions suivantes: 

(i) ';1 g:; g', dlor~, \A.'f(g) ~ Wf(g') 

(ii) si f ~ i"', alür;:, Yv'f(g) s. Yv'r(g) 

- . - 1 - . (k) 
( 111) po ur- t. out. en t i e r k ~ 1 1 W f (. g) :: k W f ( k) (, g) :: k W f <. 9 ) 

1:1\,1) pour lOut erüler kl 1. vf<g):: k Vf(k)(g) :: :. Vf(g(k») où f, r, g, g'eF(A) 

(Ô! Lür~,que il:: Ün) est ie filtration I-adique où 1 est un idéfll de A, on note 
'.!, 1 ! \ - \! 1 T) U. (n \ - Z-, 1 g) \/,1. (J) - \M (' li \A/. (' g) - \hl (g) 1 ! ,,, - . l \.J i , '1 (":;;l' - . P' " 1 11 \ -) '1 ""lit 1 - 1 1 . 

Dt' rtît?rne, si 9 = (..ln) e<:::t. la filtration J-adique de A ou J est un Idéal de A, 
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nous noterûns Yf(f J) = Yf(J) et 'vV fU J) = Y;'f(J)· 

II.1.2 Proposition. 

Soient f et. 9 des filtrations de l'anneau A, Alors le nombre de Samuel 

généralisé ~'f(g) existe dans IR+ pour toute AP filtration f. 

Preuve ~ Posons f = (In) et 9 (..ln)' Nous pouvons supposer que 
W ·iJ , 

t'fi' -
1im inf n = fie .!R+ et comme la suite (Wf(Jn)) est croissante, que 

vV'fUn) tend '~ers 00 qU6nd n tend vers 00, f étant une AP filtration, il existe 
k, 

une suite d'enti ers (k j ) lOte 11 e que lkj n C Ir pour tous Ln et f tend vers 

quond J'-+oo, Si s,n sont deux entiers ~ 1; la suite d'inclusions 1 L r nr-'w' f(Js) ~ 

<:ifUs) C J; C Jns nous donne l'inégalité wf(Jns) ~ nkwf(Js) (*), 

Prenons deux entiers n > rn ! t et notons Qn le plus petit entier supérieur ou 

égal ô .!l., On ô alors d'ôprès (*) 
m 

\'l't·(Jn) Q" kwfOm) .' 
" , ) 11-

W fUn} ~ w f"JQnm, ~ Qnk.wf(Jm)' On a donc Il ~ q-:ï , rn d ou 
n 

, 'l'Y f(sn) k'w'fUm) kwfOm) 'l'Yf(Jm) kVf(Jm) 
Ilm sup i et comme = (J ) ,on obtient 

n m m m wf m 

11.1.3 ProposiUon 

Soient f = (In) et 9 = Un) des filtrations de l'anneau A telles que f soit 

,~'f(Jn) . ,-
'.ln!? /~p flltraUon, Alors les suites ( n ) et I,n W1n(g)) convergent dans 

iL e.:t on a ' 
_ WfUfI'J 

(
'\ J\,' 

.1, 'Nf\qJ - Ilm-­
Il ...... }') n 
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Preuve. 

m 
Soit f une AP filtratlon et (kn) une suite d'entlers 2: 0 telle Que Ik me In 

n 
kn pour tous n,m !lvec llm - = 1 . 

n~oo n 

(i) On sait que Wf(Jn) est défini pour tout enUer mO. De plus, comme le suite 

. CWr(Jn)) est croissante, on peut supposer que wf(Jn) < 00 pour tout entier Il 

Cornrne Wf(J) i k'w'f(.J) pour tout idéal J de A, on obtient 
- ' ... " 
W f\JnJ 

lim sup n ~ wr(g)· D'autre part, on a pour tout entier n et tout entier m, 

( m 
'Nf Jn) \'Vf Unm ) Wf(Jn) _ 

m d" n 0 Q d bt· t ( ) ,Tn c Jnril ou nm 2 nm . uen m-+ oo, on 0 Jen n 2 Wf.9 pour 

wf(Jn) 
tout n. Il en résulte que la suite ( n ) converge vers wf(g). De plus, 

_ WfUn) 
wf(g) = inf n 

(ii) i1ontrons tout d'abord que wf(g) = lim inf nW1 (g). On peut supposer Que 
li 

I:n l n pour tout n 2 1. Alors Sl 9 = (Jn), la suite d'inégalités f1k ~ f(knJ ~ fIn 
fi 

_ - 1 - -
nou; donne 'v'v'lk

n 
(g) i v· ... f(Kn)(g) = k

n 
wf(g) S W1n(g) (*). 

Alors en multipliant les termes de (*) par kn et en prenant la limite 

jnférieure, on obtient: Hm inf kfl wI (g) s Wf(g) s lirn inf n wI (g) 
fi li 

et lim inf n Y;'l (g) ~ Hm inf I(n wIt- (g) car kn 2 n pour tout n. On a ainsi 
n ~n 

montré Que wft,g) = ll1n inf n W1
0
(g). 

tlontrons maIntenant que lirn sup n Wln(g) ~ Wf(9). Supposons que 

Yv'r(g) e JR+ et prenons deux entiers p ~ t et q z 1 tels que wf(g) <: ~; ôlors 
( , 

Y::/f\g\Q,I) < p et il existe elors un enUer ~h l tel que pour tout rnlN, on ait 

WfClmq ) ~ rnp. Par consequent, pour tout entier m !. N, on a 

I rnp C Jm{j' Soit n un entier:: t et qm la partie entière de ~. On Cl ôlors la suite 

I,qr" + 1 )p 
d'j ri C 1 u s i 0 il SIn Il C l f! ( Q m + 1 } pel m p C J mQ d' 0 Ù 1'l n é 9 ô lité 

1/'1 il\ f_ ,) , l n' . mQ 1 P \ lj rn + 1 
--- < . En prenant 18 111mte Quand m~oo, on obtient l'ni] - mq 
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- (' 1 P , t' " 1 . - " D d' ' .' - ') wI q) ~ -- ces -8-01r8 Que lm Sup n wI \qJ i - ou 11rn SUD n wI ,g i 
ri" n q 1 1) ~ Q fi 

-;;:, f (g' t 1 -. l, 

lL1A Corollaire. 

Soient f, 9 et 1-1 des filtrations de l'anneau A telles Que i soit une AP 

filtration, On a alors: Wf(gh) ~ Wf(9) + Wf(h), 

Preuve, il suffit. de rernarquer que si l, J, K sont des idéaux de A, on Cl 

'!VIen:) ~ Y'(I(J) + wI(r:) et d'appliquer la proposition 11.1.3. 

IL 1.5 Coro 1101 ra 

Soient f, 9 et h des fiHrotions de l'onneau A telles que f et 9 sOlent 
1 1 1 

des AP filtrations. On a alors: W (h) 1: W (h) + W (h) , 
fg f 9 

Preuve. D'après la proposition Il,1.3 (iD, il suffit de montrer que si, 

1, J, sont des idéaux de A et si heF(A), on ô la relation 
! 1 1 _ __ 

W 
(hl ~ 'N ('h) + w it , . Comme \'\'u(h) i inf (W1{h), wih)), on peut supposer 

IJ" 1 J,1, 

que C( = W1(h) et ~ = W /h) sont des réels> O. Posons h = (Hn) et prenons des 

entiers P, p', q, q' ! 1 tels Que ex. < ~ = r et p < ~: = r'. Alors WI(t/q») < p et 

WJ(h(Q'») < p' Il existe alors un entier m tel que pour tout n l m, on ait 

('H , t ('H' "t' d' IflP H t JflD H E wI oq' < np e_ WJ flq', < np, ces -a- 1re que C nq e ' C nq'. n 

t , l' npp' HP' H t npp' H d'" )rtPp' H A" par leu 1er, 1 C l'iQ C oQP' e J C flQ'P ou \IJ C n(p'Q+pQ')' lnSl 

'vYIJ(Ho(p'q+PQ')) i npp' , en divisant par n(p'q+PQ') et en prenant la limite 

-, rr' _. oc~ 
Q1.lônd n-4«> .. on obtient WIJ(h) ~ -., Ainsi wIJ0"i) i -, et on obtient 

r+r Çi,+IJ 

1 oc+~ 1 1 
-,,--- } ~- , + 

'N1J(h) - (jy[3 - WI(h) ''Ilf J(h) . 

IL 1.6 Propos! li on. 

Soient f = (In) et 9 - (Jo) deux filtrôtions de l'onneôu A telles que Vf(9) et 

Wf(9) e::istent. Alors wrg) < Vf(9) si et seulement si il ei<iste un idéal 1 de A 

et un entier naturel m tel,;; que pour tout n 2 m on ait In:: Jn :: 1. 
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Preuve. S'il e/~iste un entier m et un idéal 1 tels que In :: Jn :: 1 pour tout 

n 2 m, alors Wf(9) :: 0 < Vf(9) = 00. Inversement, supposons Que \'\'f(g) < vf(g) et 

di sti nguons deux cas. Si Vj(Jn) < 00 pour tout n, comme 

_ 'v"i((Jn+ 1) _ 'v'f(Jn) 
wr(g) = lim . n < IIr(g) :: Hm , il existe un entier N tel Que 

n~oo n-too n 

wfLln+ 1) ( VrOn) pour tout mN ; en particuller Wr(Jn) < VrOn)· Notons 

vn = vrOn) et wn :: "r(Jn)· ün Il elars IV
n 

c IW
n 

C Jn C IYn ,d'où l"'n:: IW n = Jn· 

En pôrticuller Ik = Jn pour tout entier k vérifiant wn s. k ~ vn. 

CornrYle \1 n+ 1 < v ft ~ Y n+ 1, Inn v 1'1 = 00 et en prenemt m :: max(N, WN) et 1 :: .IN .. on 
n-t eo 

obtient In = Jn = 1 pour tout n.!m. S'il existe un entier N tel Que "r(lN) = 00, on 

Cl I WN C jN C In pour- tout entier n ; en particulier, IWI~:: lN - In pour tout 

n 2 WN Comme 18 sulte (Vn) est croissante, on fi aussi vI;: :: 00 pour tout k .! N, 

Ij'ou In = JI;: pour tout n ~ wk' Il suffit f:llors de prendre m :: max(N,wN) et 

1 :: JN 

II. 1.7 Conséquences. 

(1) SI f et. 9 sont des AP filtrations de A telles Que f solt séparée et non 

ni 1 potente, on ô Wf(9).! yr(g). 

(il) Si f, 9 sont des flltrôtions sur un ônneau de Dedekind A telles Que f solt 

iortement AP et non triviale, on 8 Wf(9) l Yf('~)' 

Preuve. Notons i:: (In) et 9 = (Jn). (i) résulte de la proposltion 1.1.6 puisque 

1 èt.ônl. sèpôrée non mlpoten1.e, S'Il eXistr un idéôl 1 tel que 
ICI = 1 pour n ~ CI, on ôurôlt 1 = il ln = lm ce qui est ebsurde côr f est non 

1 ntO l 

ni 1 potente. 

(Ii; I-ésulte de ({7], proposition 4.2) et des propositions Il.l.2 et II.I.6. 

§.2 l'ÉGALITÉ ASVMPTOT 1 QUE af(g+h) = mi n (6r(g), ef(h)). 

L8'; norntlres àe ::.ôrnuei généralisés Yr(g) et Wf(9) ont perrnis d'étendre aux 

flilr',jlions les nombres rôtionnels 1;1(1) et LI(J) définis pôr P Sarnuel pour 

I)es ldeôlJx 1 et J d'r.m anneôu nœthenen A [161. 
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Il el été montré dans ([21, 2,9) Que l'on ne pouvait définir Vf(9) et Yv'f(9) pour 

toutes fiitrations f et 9 de l'anneau A ; plus précisément vr(g) existe si 9 

est une AP filtration ([21, propositfon 2,6) et Wf(9) est défini pour toute AP 

filtration f de l'anneau A d'ôprès la proposition II. 1.2. 

Il résulte de la proposition 1.1.4, Que 6f(9) et bf(9) existent dems ÏR+, et 

que si Vf(9) e~<iste dans lR+ on a Vf(9) = 3f(9) et si Wf(9) et existe dans ïR+ on 

a wf(g):: bf(9)· 

NotoUoos 

On notera pour des idéaux l,.} de A, fI étant la filtratfon l-adiQue, 

ôfI(g) :: ô1(g), bfl(g) = bl(g), 8f(fJ) = ôf(J) et bf(f)) :: bfU). De même, nous 

~doptons les notations ëj(g) ,bl(g), Ôf(.]) , bfU) 

II.2. 1 Remorgues 

ii résulte des Ijéfinitions 1.1. \ que si f = (In) et 9 = Un) sont des 

fIltrations de l'anneau A et 1,J des idéaux, ôlors on a les relations suivantes: 

(i) Pour tout entier k11, on ô vf(Jk) 1: k Elf(g) et Yv'f(Jk) ~ k bf(g). 

(ii) âf(J):: Vf(J) et b1(g):: V"I(J1)· 

II.2.2 ProposHl00 

Soient f et 9 des filtrations de l'anneau A. Alors af(g) ~ 1 ~ 9 ~ f 

Preuve 
Soient r = (In) et 9 = (Jn) ; comme fJn :5. g(n}, on fi 6fUn) l 6f(9(0») 1 n pour 

tout ent j er n > 1 d'ôprès l'hypothèse ôf(g) l 1 et 1 ô proposition 1. 1.5. Comme 

3T(J~) :: Vf(J~) d'âprès la remarque 11.2.1 (l1), on obtient 

• k \ 

I3fUn ,1 - 1 un ~i~Jn' = vf(Jn) donc Vf~Jn) 1. n c'est -à--d~re que l'on ô .ln C ~ ; ôl nsi 
k-t c<> 

.... T 
Y il. 

II.2 3 Remorque 

Le réclproque de lô proposition II.2.2 est fôusse comme le montre 

l'exernple SUlVônt. Considerons l'anneau A = ;J!./ 4~, 1 - rlol et 

9 = f (î";I); ôlors pour tout n ~ l, on ô In = 2;J!./4~ et 
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11.2.4 lemme 

Soierü f et 9 des filtrations de l'anneau A telles que 9 soit une AP 

filtration de type fini. On ô alors 8f(9):: 8-fg) :: Vf(g) = Vtg)· 

Preuve 
Posons g:: (Jr.). ~'lontrons d'abord Que Vf(g) = Vi9). Soit (ko) une suite 

croissente d'entiers telle que lim kn ;;:: 00 et telle Que chôQue idéal Jk soit de 
n-+ «- n 

t.~pe fmi. Comme Vfest 18 partie entiere de vf, on CI pour tout xeA, Vf(X) ~ 

'-I-:f(X) + 1 i vf(;';) + 1 ; de plus., vf(Jk ) :: inf vf(X) et V-f(Jk ) :: inf V-:f(X). Par 
n xeJk n xeJk n '0 

conséquent on ô Yf(g):: V'f(g) puisque d'ôprès la proposition 4,7 de [2] 

vf<h: ) 
\/f(g) - Ilm k rt . Comme 8f<g):: vf<g) et 8"(9):: vrig). On 8 

n"" OC> n 

af(g) :: ô(g) :: Il f(g) :: Vf(g)· 

11.2.5 Théorème 

Salent f et 9 des filtratTons de \'enneeu A telles que 9 soit une AP 

filtration de type fini. Alors vf(g) 1; 1 ç:. 9 i r. 

Preuve 
Supposons tout d:'abord que Vf(g) 1. 1 ; alors 8f(g) ~ 1 et d'après la 

proposition II.2.2 on a 9 ~ r. Inversement si 9 i f v nelN* on CI 

g( n) ~ f< 0) d'ÜlJ df(Q)!; 1 et Vf(g) :: 0f(g) li) d'ôprès le lemme 11.2.4. 

IL2.6 Théorème 

Soient 1. 9 el. ri des filtrations de l'anneôu A, Alors on a • 

!, :) at (g + t'i) rnl n Œ/ g), a f 0-1) ). 

(l1)bg+ I/O - ,::up (tïg(f), b11(0). 

Preuve 
f:) ô) 1"1ontrOilS d'ôbord Que Ôf(g+h) ~ rnln af(g), ôr(tl)) Comrne 9 ~ g+h 

lmpl1Que Ôf(g+h) i Ôf(g) et hi g+h implique 8f(g+h) ~ ôrU"t) d'après la 

proposlt1on L 1.3, (v), on a 8f(g+h) ~ fnln (8f(g), ôr(h)) 
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b) f1ontrons Que afCg+h) ~).. :::: min (8f(g), 8r(h)) ou )..elR+. Posons 

n 
9 = (Jn), h :::: (Hn) et Kn :::: 2: Jn Ho-p. Supposons ),,>0 et prenons un réel ~ >0 tel 

p=o 
_ "'fUn) 

que }..)~. On salt d'après la proposition I. 1.4, Que 6f(g) :::: lirn inf n et 

-'hl 1" .. "r(Hn
} "1 ·t d '1 1 (', I3j\ ,= lm ml n ; 1 eX1S e one un entler ml te Que 'ri nlm, Vf Jn, .?: nr:x 

et 'v'f{Hn) 2: nUv. Or vr{Kn) 2: min(vf(Jp) + vr(Hn- p)). Donc si n/2m, on peut 

di~,tinguer trois cas; si P<n1, on il Yf(JP) + Yr(Hn- p) .?: (n -p)u; si p.?:tn et 

ps. n-m, on a vr(Jp) + "f(Hn- p) l nex. enfin si p >n-m, "'fUn) + Vf(Hn) l p~. 

Dans tous les cas, on Cl: vfUp) + vf(Hn- p) ! (n -m)ex., d'où vf(l(n)! (n -m)Ci., et 

_ y f{Kn) (n-m)ct. _ 
comme af(g+h):::: lim inf l lim inr :::: IX. on Cl ôf(g+h) 2 k n n 

(; 1) Comme art g) = ilg: Il (proposH ion I.l.ô) et en ut il i sant (i) on a (iD 

§.3 ETUDE DE LA CLOTURE ASYMPTOTIQUE f. 

Le théorème suivant a été établl par le Professeur D. Sôngaré [171 . 

II.3.1 Théorème 
Soient f, 9 et tl des filtrations de l'annef:lu A. On a 

(0 f s. r 
(ii) f:::: f 

(iiO Si ri 9 alors r~ 9 
(iv) r 9 s 19 
('-i) Si Th i gh et f ~..fh alors f s. g, (Loi de simplification pour la clôture 

aSyrnp to tique). 

Preuve 

Ces propnetes se dèmontrent. stms difficulte, Quant. El la loi de simpli 

flcôtlon, If! releflon tg s. gh impllQue f2h ~ fgh ~ §Lh et per récurrence 

frth ~ gnh ~ gr, pour tout entier ne 1 N*. Donc nVfnh(;<) ( nv n(x) = vg(x) pour 
9 

_ " 1_ 
t.out xeA cer Vgn(X) = nVg(X), pour tout oeIN*, 
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k - Hm - - ( ) (Remarque 2.5 [2]). Si f: \lh alors vf(x) :: n --t<» vfoI1(x) ~ vg x , pour tout 

xeA. (Corollaire 3.4 [2n : donc ri g. 

11.3.2 Lemme 
Soient f, 9 des filbllÏ.ions de l'anneau A. Alors on a : 

(i) t~r)i({r) et f\r)::nn pourtoutréelr>O. 

(11) ,(r) :: tTrT :: tir), pour tout entier nO 

i 1 i i) fg = Tg:: 'f g. 

Preuye 

(i) Soit f :: (In) ôlors f:: (In) :: (Jn) et f(r) = (JfrFil) :: Urr-ni) avec 

1r·Tt\ :: {>~eA ; vr(x) z frrtlL Si W~:: (Kn), Kn :: {xe A ; Vf(r)(X) Z n} :: 

(;~E?A ; Vr(X) 1 rn}. nO i W) et comme f(r) 5. nn i W) on Il f\r) :: w~ 

Cl 1) Cornrne r est un entier) 0 alors f:: (In) :: (Jn) et f'h) :: (Jrn) avec 
~fi = txeA ; Vr(x) .: rn}. Si TfrT:: (Kn), Kr. :: {xeA ; Vr(r)(X) 1 n} :: 

{xeA ; 'v'r(X) 1 m} - ï;n d'où n r ):: f{rj et on déduit nr) :: W):: nr) J pour 

tout entier nO. 

(111) de 1'g i 19 i r 9 i Tg (théoreme 11.3.1) on 8 fg:: f g:: Tg 

11.3.3 Proposition 

Pour toute fi 1t.n:ltion f de A et pour tout nombre réel s >0 et pour tout rèel 

t. ~,,) on ô : 

(1) r(3+0 :: f\S} f(t.j 

']1) t r(~}) (t) _ r(st) 

---.;. ---

"if XE A (remat-que 3.1 [2]) 

(c;+ t i 
,- ·1 d'où 

~ v
f
( .. \ - Vt(x) 

t . A} 



-.-, {' (t' rÎ.s+t, ~ r ~) f, " (1) 

Comme f(s) f(t) i f(s+t) 

alor-s f(3) f(U i f(HO (2), 
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üe ( 1) et C) on dédui t f(s+t) = r(s) frD, 
_ 1 - 1 -

(iiD ComlYl':: pour tous réeis t et s>O, 'v'f(sO(x) - st vf(X) = t 'v'f(s)(x) 

:: V(r(!,\))(t) (x) dlors on d cr(:,\») (0 = f(st), 

11.3.4 O~fjnHlon 

Deux fi ltrdU ons f et 9 de l'anneau A sont dites pro j ect i vement 

él]l.l1valentes s'II existe un n:1Uonnel nO tel Que vf(X) = rvg(x), v XeA 

La relation 81nSl définie est une relation d'équivalence sur F(A) 

11.3.5 RemorQue 

Sl deux tïarat10ns r et 9 de l'anneau A sont projectivement équiva­
lentes alors 11 existe un rationnel 8>0 tel que r = g(SJ, 

- 1 -
En effet il suffit de reme'lrQuer Que Vg(s)(x) = s vg(x), 

Notons par B l'ensernble des AP-filtratons séparées, non nilpotentes de 
l'anneau nœthérien A. 

II 3.6 ProposHl0n 
S01ent f et. 9 des éléments de B . Alors les assertions sUlVant.es sont 

èqui Vô 1 entes, 

(i) f - g 
(i 1) af(g):: bf(g):: 1 

Preuve. Montrons Que (0 implique (1i) : r = 9 implique 0g(g) = ôg(g) 

:: af(g) = âf(g) (Lemme II.2.4) et comme 1 = ag(g) (corolloire 4.7, [21) alors 

~f(g) :: 1. On déduit que ag(f) = 1. De bf<g) = - ~t'l} (proposition 1.1,8) on a 
. 8 g, 1 

5"f(g) :: 1. Montrons maintenant que (ii) implique (0 : 

~;;-,{ni - 1 iml"\\i .... "e -g ( T (prOnoC'itl'on Il '? '?) De -bf(n)' - 1 on ~ -ô in - 1 r$<r '.J1\;:Ji - "' I-'"'-i.' ' .:., .' 1-' ........ L_.L. , ;; - 1 1 l"j 9,'1 - ~U 

i 

bf(g):; Il 1 (f) d'où ri 9 et par conséquent r:; g, 
g 
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CHAPITRE III 

FILTRATIONS DANS UN ANNEAU 
DEVIATIONS ASYMPTOTIQUES 

§ 1 DÉVIATIONS ASYMPTOTIQUES ET FILTRATIONS FORTEMENT AP. 

';cnent t' et 9 des nltratlOns de l'anneau A, Dans le chapitre l, § l" nous 

avons définl les déviations asymptotiques ef(g), Ef(g). Soit 9 ::; (Jn), nous 

uHrooulsons les nombres df(g) = sup (n 8f(g) - vf(J,,)) et Df(g)::; 
nelN* 

~;up (wtUn) - n b .. (g), pour l'étude des déYiations asymptotiques ef(g) et 
flelN* 

Er(g) , Soient 1 et J des idéaux de l'anneau A. Si g::; fJ la fIltration J-ôdique on 

I"lote ·jf(g)::; dfU), DrU) - Dr(g), ef(g)::; efU), Ef(9)::; Ef(J) et si f::; fIon note 

df<g) ::; dI(g), Df(g) ::; D1(g) J ef(9) ::; el(9) et Ef(g)::; E1(g)· 

111. 1. L Proposition 

Soient f ::; (In) et 9 ::; (Jn) des fi ltrations de l'emneôu A. Si f est une 

iiitrôtion fortement AP de rông k alors on ô: 
(() d1k (g)e IR si et seulement si df(g)e IR. 

(i i) Dlk ~g)e IR si et seui ement si Df(g)e IR. 

Preuve (0 Démontrons que ÀYf(À.)(Jn) i YfOn) S. À(Vf(À.)(Jn) + 1) + 1, 

''V ne 1 N .. TI À e IR * + 

a) t-lontrons d'abord que Yf(Jn) - 00 si et seulement si Yf(Î,)(Jn) ::; 00, 

En effet si Yr()(Jn)::; 00 alors Jn C l,-À, r-I' 'ri reiN donc Yf(J,,) ! r M--' ! Àr 

d'ou 'If Un) ::; <».S1 vf(Jn) ::; 00 alors Yf(Jn) -' Pl 'ri pelN et Jn C Ip' 

.'>/ iJelN ,j'où Jn C II-~ -l' ',1 relN* et 'ri ÀelR* + et Yf(À,)(Jn) ! r, 'ri relN* donc 
(l,r 

'...'f0.){Jn) - 00. On déduit que vf(Jn)::; 00 sl et seulement sl Yf(:~,)(Jn) = 00 et si 

:\me des assertions équivalentes est vérif1ée on il : 
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}, r 5. r),r-l :':. 'v'r(Jn) ~ r).. (r+ 1 )-, ~ )..(r+ 1) + 1, 'V ÀeIR* + on ô }, 'v'fo..)(Jn) 

* ~ Vi(Jn) ~ ,\ ('v'f(it.)(Jn) + 1) + l, 'V AElR +. 

c) Montrons maintenant Que: d1k(g)eIR si et seulement si df(g)ElR. Comme f 

est fortement AP de nmg l(, f< id - f lk alors 

k v1kOn) ~ IIr(Jn):;' k (vI~(Jn) + 1) +1, et on e 

kV1k(Jn) - af(g) ~ vf(Jn) - ôf(g) $. k(Y1k (Jn) + 1 ) - 8f(g) + 1, d'Oll 

kV1k(Jn) - kÔI~(g) ~ Yy(Jn) - élf(g) i k(Vlk(Jn) +1) - ka1k(g) + l, car 

kô 1 (g) = ka fü:)(g) = af(g) , (proposition 1.1.5) et on a : 
k 

k(v1k(Jn) - n ÔI./g~i Yf(JfI) - nÔf(g) i k(V1k(Jn) - na1k(g) + k + 1 

~ 'v'(Jn) - nÔt(g) + k+ 1, 'V nEIN* d'où kdIk(g)- k- 1 i df(g) 

~ kd1k(g) et par conséquent kd1k(g) i df(g) !. kd1k(g) +k + 1 $. df(g) + k+ 1 cer 

,jIL.(g) = sup (nô I (g) - YIL (Jn» et df(g) = sup (na reg) - vr(Jn»' 
~ nelN* k ~ nelN* 

On déduit alors Que: d1k(g)eR si et seulement si df(g)eIR. 

(ii) Pour démontrer (ii) nous allons établir Que 

* A 'Y·Y'fC,,-.>(Jn) - A i wf(Jn) i A ,\,l{f{Î,..)(Jn) + l, 'V nEIN*, 'V AEJR +. 

a) Montrons d'ôbord Que 'vvfUn) = 00 si et seulement si W r(À)(Jn) = 00, En effet 

si Yv'f(À)(Jn)= 00 alors p = {r, Ir Àr -1 C Jn} = 0, supposons \'YrOn) = pEIN alors 

il eXlstesEINtel que Âs!pd'où '-j,slip, IrÂsl ClpCJnôlors li~'l­

ôb~,ur-d8 donc "iv'fUn) - 00, Si s - VY'f\~)(Jn) < 00 alors Ir ~,s-I C JfI et 

vV'fUn) i [), i:; l (0)). Donc. 'y'Y'fUn) = rosi et seulement ~.i 'V'Y'rO,,)(Jn) < ,)j et si l'une 

des assertions equivalentes est verifiee on ô 

À Vv' f CI.,) (J n) - l, i ''iY' f (J fi) i J~ 'y'y' f ( A) (J ri) + 1, 'v' nE 1 N""', '1}, E IR * + (1 n d é d LI it que 

'y\"fUn},::: IN ~,i et seulement si Vi r(À)(Jn)E IN. 
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b) Supposonsque r=vvf(À.)(Jn)eIN.IrÀr-ICJnet IrÀ,(r+1}l<l:Jn d'où 

)..(r-1) i lÀ (r-l )-\ i wr(Jn) i r)..r-I i Àr + 1, V Àe]R* + on ô : 

,\ VVfC~,i(Jn) - À ~ wfUn) ~ Î, Vy'f(~,)(Jn) + 1, V ÀER*+ 

c) ~1ontrons maintenant Que: DIk(g) ER si et seulement si Df(g)elR. 

Comme f est fortelnent AP de reng k, fO:) = f1k 

ülors IC'NIk{Jn) - k i wr(Jn) 5. kW1k(Jn) + 1, V kEIN* et on {'J 

KVV'Ik(Jn} - ni) r(g) - 1< i vV'fUn) - ni) r(g) i k W1k(Jn) - ni) r(g) + 1, V kelN* 

kW1k(Jn) - knb1k(g) - k i 'Nf(Jn) - ni) f(g) i k W1k(Jn) - knblk(g) + l, 'v'keIN* 

cor kb1k(g) = kfJ f(K)(g) = br(g), (proposition 1.1.5) et on ô: 

k('y"i1k(Jn) - nbrk(g)) - k i wf(Jn) - nb f(g) i k(W1k(Jn) - nfi!k(g)) + 1 

i 'vvr(Jn) - nb f(g) + k + 1} V kelN* et V nEIN* comme 

Dj(g) = sup (wf(Jn) - ni) f(g)), et D1k{g) = sUD (w1k(Jn) - nb1k(g)), 
nE1N* nEIN*· 

kD1l(g) - k s. Df(g) s. kDIk(g) + 1 i Df(g) +k + 1. On déduH alors Que 

D1t/g) E IR si et seul ement si Df (9) ER. 

SOlent l et J des idétlux de l'tmneau A. Si la filtration adique fI est 

prO}ectlvement eoulVtilente ô fJ, nous dirons que 1 est proJecf.1vement 

equlVôlente il J. L'Idéal 1 est tjit séparé SI la filtration adique fI est séparée 

L'idéel 1 est dit régulier s'il existe ael tel que a ne soit pas un diviseur de 

:éro dans A. Soit 1 un idéal, sépôré, régulier de l'enneau nœthérien A, notons 

UÜ) l'ensemble des idéaux sépôrés, réguliers de l'enneôu A, projectivement 

équivalents à 1. 

NÔIJôlél ô rnontn~ Ijans (i 121, théorème ô), que les dévititions âswnptotiques 

SICT) et E{J) sont des rèels positifs Sl le U(J). 

Dans cette pôrUe nous allons étudier l'existence de ef(g) et Ef(g) dans IR+ . 

ilL 1 .2. Lemme 

~;üient J un idéel de l'anneôu nœthérien A, f = (In) une filtration forte 

ment AP de rang k de l'annefju A telle que IkeU(J) . Alors: 



(i) 8f(J) EO R+ 

(j j) Ef(J) EO 1R+. 

Preu .... e. 
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Remi:lrquùns Que cornrne vf(J) = ôf(3) et W1k(J) :: bIK(Jn), (rernarques II.21) 

alors ef(J):: dfO) et 0Ik(J) :: E1k(J)· 

(\) Montrons dôbord Que efO) eIR+. Comme d1k(J):: elk(J) elR+ (théoreme ô, 

[ 12]) 
Et comme d1k(J) elR si et seulement si df(J) eIR (proposltion III.I.t). On déduit 

que 8f{J) e IR+ cer efO):: dfU), 

(ii) "lontrons maintenant Que Ef{J) eR+ . Pour d~ux filtrations f :: (In) et 

g:: (Jo), IWUS Cillons établir que Dr<g)$ Ef<g) ~ Er<g)::; IDf<g)1 +1. 

ô) 1'1ontrons d'abord Que Df(g)::; Ef(g) Comme wr(Jn)::; br(9(n), 'ri nelN* 

(proposition i.1.3, (iv)) ; wf(Jn) - ribf(g)::; bf(g{n») - nbf(g), on 8 alors 

Df(g) :s Ef (9). 

1'1onlrons ensuite Que Ef(g):s; 1 0f(g)1 + 1. Posons B = IOr(9)1 alors 

W f(Jn) - nb f ( g) :s ~J 'ri ne 1 N* J W fOkn) ::; knbf<g) + ~, 'ri ke 1 N* et 'ri ne 1 N*, 

On el ~ YYF{Jkn):S kbf(g) + ~::; kbf(g) + ~ d'où ~~~N*rWf(Jkn)!n-1 -1 ::; ~ wF(Jkn) 

:$ kbt·(g) + B, Comme bf(g(k)) =: sup .1-Wf(Jkn)/n-, ,(proposition 1.1.3 (iv)) on 
nelN* 

f, . \ 

Ô : bf(g~K/) -1 ::; kbf<g) + ~ d'où Ef(g)::; 10f(g)1 + 1. D'où si 9 - fJ on a 

OrO) :S Et(J) :S IDf(1)1 + 1 

Comme E1k(J) EOlR+ (theorème Ô \12]). Et comme DIlO) = E1k(J)E01R+ Sl et 

seul ement si DiU) e 1R (proposit ion III. 1. 1). On déduit que EfU)e IR car si 

Dj(J)EIR et comrne DfU) l EiO) ~ ![lfO)! +1, on ô Et(J)E1R 

III. 1.3. Théorème 

Süient f - (In) et q = (Jn) des fI 11.rations forternenl AP respectivement de 

rang k et s appartenant il IJ telle que IkeU(J) Alors 

(0 e1'(g) e1R+ 
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Preuve U) a) Nous allons établir que: df(g) i ef(g) i Idf(g)1 + l, (*). 

t1ontrons d'abord Que df(g) ::.; ef(g). Comme v fUn) l ôf(g(n)), v'ne 1 N* 

(proposition I.1.3), (lii) , on Cl naf(g) - 'v'f(Jn) S n8f(g) - ôf(g(n\ 

On déduIt. alors df<gl ~ 8f <g) car df(g) = sup (n ef(q) - vf(Jn)) et 
nelN" ~ 

ef(q) = sup (nef(g) - 5
f
(g(n))). 

~ nEIN~ 

11onlrons ensuite que ef(g) ~ Idf(g)1 + 1. Posons ~ = Idf(g)1 ôlors 

nÔf(g) - y f(ln) S p pour tout entier m: 1, d'où vF(Jkn)?: knaf(g) - p pour tout 

ent i er k ?: 1 et pour tout enti er n?: 1. On Cl ~I 'v' f(Jkn)?: kaf(g) - ~?: kaf(g) - p 

1 . 1 )-'jonc inf L - ",·(JknLI ... 1 ~ inf (- vf(Jkn) ~ k6f(g) - p, Comme 
nE 1 I·lf. n· nelN* n 

(k \ 1 
ôf(J )):: inf L n'v'fOkn)J, (proposition 1.1.3) ; on obtient 

nEIN* 

ôfC/k)) ... 1 ~ kaf(g) - p donc ef(g) S Idf(g)1 + 1 et on dédui l 

df(g) :; 8 f (g) S Idf(g)1 + 1 

b) Prouvons Que: df(g) s 0 implique 0 ~ ef(g) ~ 1, (**). 

Pour cela posons: Af(g):: sup {reR* + } 9 ~ f(r)} ou 0 si cet ensemble est 

vide. 
Remar-Quons Que 5 f (g) = LAf(g)J. Par conséquent on a 

6f(g) :: lirn -nI Af(g)(n)) Cornrne kAf(g) S Af(g(k)) ,'V kelN* ; on déduit 
n-t+oo 

df\g) :S Af(g) s af(g) 

1) Mont.rons d'abord que df(g) ~ 0 => 8,-(g) = Ar(g). 

3üi t df(I~) ~up . (n6f (g) - Vf(Jn))~ O. Si 8f (g) :: 0 on il 5f (g) - Af<g) car 
lIelN* 

Aflg) ~ Ô,-llj). 51 Bf,.gj = 00, ,jf(g) ~ 0 lmplique nôf (g):5 'v'f(Jn) = 00 donc Jn c f p , 

'r;;' pE i r'~" 81. on ô q:;; f(r), v' r-e IR* + d'où Af(g):: 00, Si 5f (g) - re IR *, df(g) :S ü 

lnlpiique i-nôf(grl ::;vf(Jn)alorSJnC II-nar(grl' v'nelN* d'où 1~:5r(r)et on ô 

6f \Q):;; Af(g) et cùrnrne Af(g) s 8f(g); on ô Af(g) = af(g). 



33 

2; RemEwquons que 6f (g) ;;: Af(g) i mp 1 i que af(g(k» ;;: Af(g(k)) 'v' ke 1 N*. En 

effet comme Af(g) ~ 6
f
(g) ) alors Af(g(k») ~ ôf(g(k»), 'v' kelN+ et kôf(g)= 

kAf\g) :'5 Af(gOd) ::: ôf(g(k)) = kÔf(g), 'v' kelN* donc ôf(g(k) = Af(g(k)). 

3) 11ûntrons ensuite Que df(g) ~ 0 implique 0 ~ 8 f (g):s; 1 . En effet df(g) :s 0 

implique Àf(g) = 8
f
(g) et comme 8

f
(gCk):Ç Àf(g(k) < ôf(g(k)) + l, ''>/ kelN* 

alors 0:5 k8 f (g) - 8 f (g(k)) ~ 1 donc si df<g) ~ 0 ôlors ef(g) ~ '1 car 

8 f (9)= ~~ W(n ~-(g) - 13 f (g(n»)). 

c) Mont.rons maintenant que 8f(g) e1R+. Comme 9 est une filtration 

fortement AP de rang s de l'anneau A alors pour tout entier ml il existe un 
entier Qn tel que sqn ~ n ~ s(qn + 1) , (***) 

et. on Cl J;:'(Qn+ 1) C .ln C JSqn d'où Vf(JsQn) ~ vf(.Jn) ~ Vf(J3(Qn+ 1» et on ô 

nÔf(g) - Vt(J$qn+ 1) ! n6f(g) - Vf(Jn) ! nÔf(g) - Vf(JsQn) cer Jsi = J~ ~, 

''il teIN*. On déduit nÔf(g) - vf(Jn) i ~Ôf(g(s» - vf(Jsqrt) côrôf(g(s»;;: saf(g) 

et. comme 9 :: (Jn) est une filtration fortement AP de rang S ôlors 

8f(g(3») = ef(Js) et CIHHo;) implique naf(g) - vf(Jn) i (Qn+ 1) 6f(Js) -Yf(JsQn) et 

nÔf(g) ;;: vf(Jn) ~ qn ôr(Js) - Yf(\qn) + af(Js); (1). 

!leU(Js) lmplique que Ôt{J$) E.lR+ ; (Jemme II.3.6). 

Sl qn :: 0 alors qf! Ôf(J~) - vf(Jsqn) + BfUs) :: reIR+, (2). 

De ( 1) on 8 n Ôf(g) - vf(Jn) i dfCls) + af(Js) e R+ cer df(J~):: 8 fUs) e!R+ J (3) 

Lemrne m.l ,2). De (2) et de (3) on dédui t que 

ri af(g) - vfOn) ~ sup(df(J.) + ôf(Jn) , r) 

D'ou df(q) = sup (n ôf(g) - '.If Ur )) ;t + co . (****) 
~ nelN* 1 

(*!: (**:' et (****) impliquent Que ef(g) eIR+. 

(ll) 8) Nous allons d'abord établlr que' Of(g) s 0 lmplique O:s; Ef(g)::; l . 

Pour ce 1 ô posons: 
Eif(g) :: sup {relR* + , f(rJ ~ g} ou w si cet ensemble est vide. 

1 
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Remarquons que bf(g) = 1-8 f (g)-1. 

Par conséquent on a bf(g)= 1irn nI 8 f (g)(n») ,Comme pour tout re]R* et pour 
n-HOO 

tout k eIN*, (f{r»O::) = f(rk) on Cl Bf(g(k) ~ k6
f
(g) ;\1' k elN* et on déduit 

bf(g) ~ 8f (g) ~ of(g), 

1) Montrons que D,(g) ~ 0 implique Of(g) "" Bf(g). 

SI Df(g) = 00 alors t,f(g) = 8f (g) car Of(g) :$ 6f (g) Si bf(g) ~ 00 1 

Df(g)::;O implique 'YYf(Jn)::;nbf(gL 'v'n2::1 donc Irnbf(g)lClw,(Jn)CJnJ 

'v' n ;:: 1 d'où f(bf(g)) s 9 donc 6f (g):$ bf(g) et comme bf(g) :$ 6f (g) on CI 

bf(g) = 6r(g), 

2) Montrons ensuite que Df(g)::s 0 implique 0:$ Ef(g):$ 1. En effet 

Df(g) ::; 0 impl1Que bf(g) = 6 f(g) et comme bf(gCk» < Bf(g(k» ::; bf(g(k» + 1, 

'y' Ke Ilfl', on il 0 s bf(g(k) ... kbf(g(k»:$ 1 côr kbf(g) = bf(g(k) = Bf(9(k\ 

Comme Ef(g) = :my (bf(g<n) - nbf(g», on Cl : Df(g) :$ 0 implique 0:$ Ef(g)::; 1. 
nt:IN* 

D) t1ontrons maintenent Que Ef(g) e1R+. Soit 9 = (Jn) une filtrôtion fortement 

AP de rông s de l'anneau A alors pour tout entier n ~1 il existe un entier Qn 

t.el Que sQn:: ni S(Qn+ 1) J (*). 

ün 8 JS(Qn+ 1) C Jn JSQn d'où wf(JSQn) $ wf(Jn) $ Wf(Js(qn+ t ») et on 8 

wf(JsQn) - n bf(g) 5. Wf(.Jn) - n bf(g) f wf(JsQn+ 1) - n Of(g) car Js.e = J
3 
~ 

On dèdUl t W fUn) ... n bf(g) ~ W fUs Qn+ 1) - n Of(g) et 

wr(Jn} ... n I)j(g) ~ V'lf(JsQn+ 1) ... tn/s) bf(g(;;s)) car b-f(g(S») ... <3 bf(g) et comrne 

9 On) est une filtration fortement AP d'ordre s alors bf(g(s») = bf(Js) et. 

(*) ImplIque wf(Jn)'" n bf(g) ~ Wr(JsQn+l) - (qn) brU) et on ô • wf(\)'" n 

bf(g) 5. W fUs Qo+ 1) ... (QI) + 1) bfUs) + bf(.Js) et W r(Jn) - n br(g) .:: Df(J~) + brUs) ; 

d'Oll Dr(g) - sup (vv'r(Jn) n bf(g») 5. Dr(J) + br(Js)' El Us) 
fleiN'" k 

= DI~U)E.lR+ et DfUs> ElP. (voir lemme III. 1.2 et le proposition III 1 1) [In a 

aUSSi bi(J~) E1R+ (lemme II.3.6). Par conséquent Df<g) t. +c':' 
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Comme Of(g) : Ef(g) ~ IDf(g)1 + 1 et Df (g):5 0 implique 0:5 Ef(g) s l , 

on dédui t que Ef(g) e lR+ . 

§.2 FILTRATIONS DANS UN ANNEAU ET DÉVIATIONS ASVMPTOTIQUES 
BORNÉES 

Rôppelons que fi est l'ensemble des AP filtrations séparées. non 
ni 1 potent.es de l'anneau nœtheri en A. 

~;Olt 9 une filtration fortement AP de rang k separee, non nilpotentes 

de j'anneau nœthérh~n A. Notons par Qk(g) l'ensemble des fi ltrations 

fortement AP de rông k, sèpôrées, non nilpotentes de J'anneau nœthenen A 

proJectivement. équlVôlentes fi g. 

Dans toute. cette partie nous ne consi derons que des fi ltrat i ons qui 

appartIennent a B . Supposons 9 fortement nœthérienne et notons S(g) le 

sous-ensemble de 0k(g) formé des filtrations fortement nœthériennes de 

l'ônneôu nœtherien A. Donc tous les Edéments de S(g) sont prO)ectlvement 

équival8nts à g. Posons: e(g) = sup{ef(g), feS(g)} et E(g) = supfEf(g), fe S(g)}. 

Dans cette parUe nous allons étudier e(g) et Hg). e(g) L 0 et E(g) L 0 car 

8f(g) 2 0 et E1'(g) l O. 

1II.2. l.Défl nit l on. (voi r défi nit ion 4. 1 [8}). 

~;Olent t = (In) et 9 = On) des filtrations de l'anneau A avec f ~ g. f est appelée 

une rèauctlOn de 9 s'lI eXlste des entiers nI et SlO tels Que Jn+r = Jr In pour 

t.out entiern~s 

111.2.2. lemme 

Soit f est une réduction de 9 alors: 

(1) il eXl ste un ent i er k~ 1 tel Que pour tout mk; g(n+ k) = gCk) f(n). 

(il) f= 9. 



Preuve. (l) Si f::: (In) est une réducti on de 9 ::: On) il exi ste un entier k21 
tel que pour tout entier mll et pour nl:k, Jm(l::+n)::: Jml:: Imn et on El 

q(n.;.kî ::: qr.k) r(n) , (voir 1<.') de lél preuve du théorème 4.6., [6]). 

(11) d:n+k) ::: n(k) r(n) ~ f(n) lmplique V ( L.)(x) ~ v ( )(x) . ":/ xeA on fi : 
.~ ~ g , n + f, f rr J J 

(n/n+k) Vg(>::) i vf(X) ; si n-too alors: vg(X) ~ vf(x) et comlne f~gJ on déduit 

;; (IJ) - Il'{''' W xeA d'ou' -f::: g. II~"; - T',1'J) v 

III.2.3. Définitlon 

(voir [6]). Soit f = (In) une filtration de l'anneau A. Un élément ~\EA est dit 

entier sur f si x vérifie une équation de la forme: 
:><n + fi 1 xn- 1 + 82Xn- 2 + ... + an ::: Û OIJ ale Ii pour 1 ::: 1 ..... ,n. L'ensemble des 

éléments entiers sur fO:) est un idéal noté Pk(O. La filtration f* = (Pn(f)) est 

ôppelèe la clôt.ure prüfènenne de f. 

UL2.4. Lemme 

~;01ent f et 9 deux filtrations de l'anneau nœthérien A avec f~g telles que f 

solt fortement nœtherienne et 9 nœtherienne. Les assertions suivantes sont 

équivalentes: 

(0 f est une réduction de g. 

(ii)f=g. 

Preuve. On 8 f*::: f et g* ::: 9 car f et 9 sont fort.ement AP, (voir [6L 

proposition 4.7) et comme P(f) ::: P(g) si et seulement si f est une rèduction 

,je 9 (t.hèoreme 4.6[8]), on ôchève la demonstration. 

COrt:ndèrons 1 es deux condit i ons sui vantes qUl nous permettrons 

,j'etudier e(g) et E(g). 

Condition IN1 Etant Ijonnée une filtrat10n geF(A),11 existe un entier 

r = ng) t.el Que pour tout enUer m>û et toute filtration f reduction de 
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Condition IN? Etônt donnée une filtration gEF(A), il existe un entier 

s = s(g) tel Que pour tout entier m>O et tout entier mO, g(m) (r1+S) 5. g(mn) 

III.2.5. Proposi t 1 on 

(i) Si e(g) ell{+ alors 9 vérifie la condition IN1· 

(il) Si E(g) EIR+ alors 9 verifie 18 condition 1N2 

Preuve. 
(0 Supposons que e(g) elR+. Soit f une réduction de g(rn) alors 

r::: g(rn) tLemme III.2.2), d'où 8f(9)::: 1 lm, (lemme II.3.6). Pour tout entier 

n~ 1 on f:I • r ::: re(gn 1: (1 im) (mn + mr) - 8f(gCmo + mr) et on ô 

ôf(g(rnn +mr)) k n c'est-ô-dire g(mn+mr) = g(m(n+r)) $ f(n) donc 9 vénfie 18 

condition IN1. 

(ii) Supposons que E(g)EIR .. nous montrerons que 9 satisfait ô lEI condition 1N2 

ô'vee S - $(g) = rE(gn ; soit un entier m>O et h ::: grrnr on ô 

bh(g)::: l/m (lemme II.3.6). v nelN* ; (gCm)Cn)::: g(rnn) d'où bh«(g(m))(n)) ::: 

t'h(g(mn)) et s ! bh«9Cfrr))Cft)) - nbh(9Cm) ::: bh(gcmn) - mnbh<gCnî)) = 
-- (b (g(mo)) bt-/glrnn)) n, on ô: n+s l bh(9Cmo)) d'où (gCm))(rI+S) ::: h(o+s) $ h tl ~ 

g(mn) et 9 st'ltisfait à la condition IN2. 

III.2.6. RemarQues 

(i) Si ef(g)eIR .. alors ef(g)elR+ et ef(g) ~ 8r(g). 

(ii) Si Er(g)elR+ ôlors EfCg)elR+ et Ef(9) 2 Ej(g) 

En E'ffet (i) Pour fe S(g), pour tout enller n~ 1 ; ôi(g(n) ~ ôf(g)(n) côr 

9 ~ 9 et comme ôr(g) ::: ôf(g), (lemme II36) on 8 naf(g) - ôf(g(n)) ! 

n5f\g) - ôfig/fI)) et on dèdult Que si 8 f Cg) e1R+ alors ef(g) Ell{+ et 

I?f\g ) ! 8f(g) 

Le (i 1) se montre de 1 ô même r ôçon. 
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IIL2. 7. Remargues, Soit 9 un élément de 6 . 

(1') Si e(g)e lR+ 1:11 ors e(g(S)e 1R +, \f Se 1 N* et e(g) l e(g(5)). 

(il) Si E(g)e!R+ alors E(g(~))e!R+ , \f $eIN* et E(g) l E(g(;))). 

En effet (0 SOlt fe S(gL pour tout entier ml et pour tout entier S~ 1; 

nÔf(g~S)) - df(g(S))ÜI)) = snaf(g) - Ôf(g(Sfi) 5. e(g) et on a: e(g(S) 5. e(g) car 

pour t.out. enUer n ~ 1 et pour tout entier sll; (g(S))(ff) = g(Sff) par conséquent 

81 e(g)e R+ alors e(g(:;)) e lR+, V se IN* et 8(g) 2 e(g(3)) 

1 ( i t d 1 .', . ~e ,11, se mon .re 1 e El meme leçon. 

111.2.8. Lemme. 
Il exi ste un enti er d = d(g) > 0, tel que pour tout f e Ok (g), fi]J= g(rfl), pour 

un enlier nnO. 

Preuve 

Soit feOk(9) 11 existe des entiers s et DO tel Que SVf(X) = rvg(x) 

'i ~:iE. A. Comme f et 9 sont f ort.ement AP de rang k fil ors on a : 
r(k) _ flic' g(k) = f Jk et on obtIent Skvf(X) = rkVg(X), V xeA ; d'où 

SVrCk)(X) = rVgCk)(X) , V XEÀ. Par conséquent SVI/X) = rVJk(xL V XEA car 

vr(\~)(x) = Vlk(X), On déljuit que IkEU(Jk) .soit (I)a la clôture intégrale de 

l'idéal 1. Comme il existe un entier d = d(Jk) > 0, tel Que pour tout 

lkEU(Jk), (IkO){j= (Jlcffi)a pour un entier m>O, (lemme 1.1 [11]), on a 

(lld)Vik(x) = (1/m)vJk\x) VxeA. D'où (l/d)V
f
Ck)(X) = (l/m)vgCk)(X), \f XEÀ et 

on déduit Vr(d/X):: v gCffi)(X). V xeA donc il existe un entier d = d(g). tei que 

pour tout h:Qk(9), f(d)= glffi). 
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111.2.11. Théorème 
SOlt gE HA) une filtration fortement nœthérienne telle que lB fIltration 9 

soit nœthérienne. 

Alors: e(g)ElR+ si et seulement si 9 vérHie la condition IN I · 

Preuve 

Si 9 est une filtratlOn nœthénenne alors gUO) est nœthérienne pour tout 

melr~* fer gUO) = gffi pour tout melN* (lemme II.3.2). Montrons que si 9 vérifie 

la conditlon N1, alors e(g)e!R+ Supposons que 9 yérifie la condition t~l. Soit 

IES(g) on a : fCd):: g(rfl) d 8t6nt l'entier du lemme III.2.8, f(d) est une réduc­

tion de g(ffi) , (voir lemme 1lI.2.4) et tlf(g) :: d/m, (lemme 11.3.6) Pour tout 

entier mm(r+l) ou r:: r(g) dans la condition Nl, on peut trouver un entier 

qelN* tel que: 

rn(q+rh n ( rn(q+r+ 1) on ô : g(o) i gC ffi(Q + r)) ~ U(d))(q) :: r(dq) alors ôf(g(n)) ~ dq 

,j'où nÔf(g) - ôf(g(n)) ~ (nd/m) - dq i (m(q+r+ 1 )d/m) - dq i d(r+ 1) J pour tout 

enUer n ~ m(r+ 1) on tj : 

naf(g) - 6f(9(O)) 50 d(r+ 1 ) 1 ( 1 ). 

Pour tout entier n<rn(r+ 1), naf(g) -af(9(n)) ~ nÔf(g) < m(r+ 1 )d/m = d(r+ 1), (2), 

De (1) et de (2) on Ijéduit alors Que pour tout entier ml; 

naf(g) - 8r(gCn)) i d(r+ 1) et comme r et d dépendent seulement de g, 

nd09) - tlf(g(O))E lR+ d'où e(g)e lR+ .. 

IIL2. 12. Proposlt ion 
-

SOIt 9 une fjltrôtlon fortement nœthénenne de A telle 9 solt 

nœ Uîén enne il lors: 

(i) : e ( 9 ) E lR + sie t S 8 U 1 e rn e n t sie (g ) E IR + 

(iD. E(g)E!R+ si et seulement si E(g )ElR+. 
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Preuve. 

(1) Comrne efCg) L ef(g), (remarques 1Il.2.6) 610rs e(g) ~ e(g), on déduit que si 

8(9 )e lR+ f!lors e(g)e lR+. 

Nous allons montrer maintenant Que 81 e(g)e 1R+ alors eCg )e lR+. Il 

suffit de mont.rer que si 9 vérifie la condition 1Hl alors 9 en fait de même, 

(theoreme 1II.2. 11). Supposons Que 9 vérifi e 1 ô condi tion 1 N 1 avec r = r(g). 

Comme 9 est une réôuction de 9 ôlors il existe uelH* tel que g(n)g(u) ::: 

S(U+fÙ, 'v'mu (voir remarque IIL2.2 et lemme IIL2.4) d'où 9 (u+n) ~ g(rl), 'v'mu. 

Soit f une réducUon de t m) pour un entier m>O. Comme g(r(l) = 9 (m) pour un 

entier m>O, alors pour tout neIN*, 

(g(m)(fI+r+u) = (g(m»(rl+r+u)::: g(m(n+r+u)) i trfl(o+r+u)-u) 5. ifm(n+r)) i f(n) 

le derniere inégal Hé provient de la condition IH1 appllquée à g. On déduit que 

9 sat1sfôit ô 18 condition INI avec r(g) ::: r+u. 

(il) Comme Ef\g) L EfCg) on a : E(g) ! E(9) (remôrque IIl.2.6 et on déduit que 

si E(g)elR+ ôlors E<g)elR+. 

Montrons maintenônt que: E'(9)e lR+ implique E(g)elR+. Supposons que 

E(g)elR+ alors grernplit le condition 1H2, soit u utilise en haut et 

s ::: s(q) te 1 que pour tout enti er m)O) 

glJfI)(rI+U+S):: g(flÙ(O+U+3) ~ 9 (m(fI+u)) ~ g(rfl(O+U)-U) ~ g(mo) 'in elN* donc 9 

u8nfie lô conditlOn IN2, ôvec 5(g) :: s+u et le théorème III.2.9 implique que 

E(g)elR+. 

HL2. 13. Proposition. 

Soit 9 une filtration fortement nœthérienne de A telle que 9 soit 

nœthénenne. Alors les es~;ertions suivantes sont équivalente~; : 

(1) e(g)E!R+ 

(,11) 3 hEIN* tel Que e(gÜU) ElR+ 

(il,) 'yi hEIN"" ,e(g(h) ElR+ 
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Preuve. Montrons que (0 implique (iiO e(g) 2 e(g(h)) pour tout heiN"" (voir 

preuve des remarques IIl.2.7) et on déduit que e(g)eIR+ implique 

e(g(h))elR+ pour tout heIN*. 

(iii) implique (iO, c'est évident. 

Montrons maintenant que (ii) implique (O. 5'11 existe heiN"" tel que 

e(g(h)) eR+ alors g(h) sotisfôit à la condition IN I fivec r = r(g<h)), (proposition 

III.2.11). Soit f une réduction de gCm). Comme g(m) = g(rfl) (lemme II.3.2) alors 

r(h) est une réduc t ion de g(hrfl) (théorème 4.6 [8])et 

«g(h))(m)yn+r) = (g(hm))(o+r) i (f(h))(n) = f(hn) ; (1) 

car g(h) satisfait ft la condition INI. Pour tout nelN, il existe un entier q tel 

que qt-I i n < I,(q+ 1), en utilisant la reletion (1) on fi : 

g( m( fI+ h(r + 1))) ~ g(m(qh + h(r + 1))) i (g(h))(m)( Q+ (r+ 1 » s. r(h(q+ 1)) i r(fI) 

donc 9 satisfait à la condition INI avec r(g) = h(r+1), en utilisant le théo­

rème Ill.2.11 on a : e(g)e lR+. 

IIL2. 14. Théorème. 
Soit 9 une filtration fortement nœthérienne de A telle que 9 soit 

nœthénenne. Alors: 

(i) e(g)e IR+ :::::. e(f)e lR+ pour tout r e S(g) 

(ii) E(g)elR+:::::. E(f)eR+ pour tout feS(g). 

Preuve . . _~--

(1) Soit f.:=~;(g) il e:.<iste un entier d - d(g) > 0, tel-que f(d) = g(m), pour un 

entier nnO, (1 emme III.2.ô). Si e(g)e lR+/ de 1 fi proposition 1lI.2. 13 on déduit 

que e(glm))e]R+ et en util1sônt la propositionIII.2.12 on 0: e(gun)) = e(fld))E.!R .. 

et e(f)eIR+ J (proposition III.2.13). 

(il) Soit feS(g) c Qk(9), il e~~lste un entier d = d(g) > 0 tel que f(d) = g(m), 

pour un entier rmO. Si E(g)elR+ on Ijéduit que E(g(m))elR+ (proposition 

III.2.10). En utilisant la proposition III.2.12 on ô: E(g(rn)) = E(f(d))elR+ et 

E(f)eIF~+J (proposition III.2.10) 
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III.2. 15 Théorème. 
Soit A un anne~u de Nôgat8 intègre et 9 une filt.ration fortement 

nœthéri enne de A. On 0 01 ors: 

(0 8(g) elR+ si et. seulement si e{g)e1R+. 

(il) e(g)e1R+ e;::. 3 h eIN*/ e(g)e]R+ e;::. 'fi heiN*, e(g(h))e1R+. 

(iil) Si e(g)elR+ alors e(Oe1R+ pour tout feS(g). 

(w) E(g)elR+ e;::. 3 h elN* / E(g)e]R+ e;::. 'V h elN*, E(g(tÜ)elR+. 

(v) Vh eIN*, E(g)e!R+ si et seulement si E(g(h))eR+. 

(vi)SiE(g)e!R+ alors E(f)e]R+ pour tout feS(g). 

Preuve. 

On a 9 = g* car 9 est fortement AP, (voir [6] proposition 47). Comme le 

filtration 9 est fortement nœthérienne alors 9 est nœthérienne et comme A 

est un anneau de Nagata, intègre et g ~ gal ors 9 est nœthéri enne (proposition 

4.9. [6]. En utilisant les propositions IIL2.10, III.2.12; III.2.13 et les 

théorèmes IlI.2. t 1 et III.2.14, on e (D, (iD, (iiD, (iv), (v) et (vi) 
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CHAPITRE IV 

NOMBRES DE SAMUEL GENERALISES Y",(B) et w,(B) 

SUR UN MODULE 

§.1 ETUDE DE YfM(gM) ET DE wfM(gM) 

IV.l.1 Définition 

Soit A un anneau commutatif. Une filtration du A-module M est une suite 

décroissante, = (~1n) de sous A-modules de M telle Que Mo = ~1. 

Nous notons F(M) l'ensemble de toutes les filtrations du A-module M. Si 

f :: (In) est une fi ltralion de l'anneau A on note fl1:: (Int1)e F(M). 

Dans [2J les nombres de Samuel généralisés vf(g) et wf(g) ont été définis 

pour deux fil tret10ns f et 9 de l'anneau A. Dans cette pertie nous étendons 

cette notion eux nombres de Semuel générelisés v .. (8) et wl{l(8) où 

, = (Mn) et 8 = (FI'!) sont des filtrations du A-module M en posent: 
_ . "'T<Fn) _ . Wf(Fn) 
'v'1D(S) :. Ilm , W 11'1(8) = llm si ces limites existent dans JR+ 

r n-++oo n l n-++oo n 

(yoir déflnitlons 1.1.1). En utilisent le proposition 1.1.4, on montre que si 

V/S) (resp. w~(8» exist.e dans JR+ ôlors a.p(8):; V,(8), (resp. b~(8) = W~(8». 

IV.l.2 Proposition 

Soient f = (Jn) une iiltretion de l'rmneeu A, J un idéel de A et r-i un 

\ v f Ivl(J°M) 
~-rnodu18. Alors lô suite (un) = ( n ) converge dans IR+. On note S8 

11mlte vn~10M) 
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IV.1.3 Proposition 

Soient f = (In) et 9 = On) deux filtrôtions de 1'6nneôu A et soit 11 un 

A-module. Alors: 

(li) Si 9 est une AP filtrôtion alors vfM(gM) existe dans î+ et on el 

Preuve 

\/oir lô preuve de la proposition 2.6 [2}. 

IV.1.4 Remorques 

Soient ~,8, I{l' et 8' des filtrôUons du A-module M telles que 

wl{!(8), w!fltW), W\f'(8) et W'4l'(8) existent dôns IR+. On ô ôlors : 

(1) 8i8'~W\f'(8)lW~(B') 

(11) 'P <. f ~ W'tl(8) <. Wql'(B). 

1 V. 1.5 Propri étés 

Soient ~ et 8 des filtrations du A-module M et ),)0 un nombre réel. Alors 

les assertions sui'v'ôntes sont équi'v'ôlentes. 

(1) W'fl(8) exist8 dans 1R+ 

U i) \-\1 f~ A. /8) e ~d ste d ô n s iF! +. 

(illl Yv~(8(}')) 8i\iste ûarl::' R+. 

- 1 - . ')) 
['e Dlue sous ces conditlOns on ô: wlf,'8',:: w i~)(8) - - W (,8\1\ , • T \ Ifl\/\.·), ~ , 
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Preuve 
Il suffit d'utiliser la méthode de la démonstration de la proposition 2.3 [2]. 

1 V _ 1.6 Proposition. 

Soient f et 9 deux fi 1 trations de l'etnne8u A et M un A-moddule. Alors le 
nombre de Samuel génér81isé wfM(gI1) existe d8ns R+ pour toute AP filtra-

ti on f. 

Preuve: 
wfM(JnM) 

Posons f = (In) et g = Un). Nous pouvons supposer Que Hm inf n = ae lR+ 

et comme 18 suite (WfM(JnM») est cro1ss8nte, Que wfM(Jnt1) tend vers 00 

Quand n tend vers 00. f étant une AP filtration, 11 existe une suite d'entiers 
k· 

(kj ) ~ 0 te11e Que Ikjn C Ij pour tous Ln et j tend vers 1 Quand j-;oo. S1 sin 

sont deux ent i ers ~ 1; 18 suite dl ne 1 us; ons 
n n 

Inkw (J M)·M C Iw (J M)·M C JsM C JnsM nous donne l'inég81ité 
111 s fM s 

WfM(JnsI1) s. nkWff1(J
s

M) (*). Prenons deux entiers n> m ~ 1 et notons Qn le 

plus petit entier supérieur ou égal à ~. On a 810rs d'après (-lE-) 

W fM(JnM) s. W fM(JQnmM) s. QnkWfM(JmM)' On a donc 
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IV.l.1 Proposition. 

SOlent f = (In) et g = (.Jn) deux filtreUons de l'anneau A telles Que f soit 

WfM(JnM) 
une AP filtration. Alors les suites ( n ) et (nWlnM(gM») convergent 

dans R+ et on a : 

Preuve. 
m Soit f une AP filtration et (kn) une suite d'entiers.l: 0 telle Que Iknm C In 

kn pour tous n, m avec Hm -) :: 1 
t)-+"" 1 

(j) On salt que WfM(Jnt1) est défini pour tout entier mO. De plus, comme le 

suite (wfM(Jnt1» est croissante, on peut supposer Que wfM(Jnt1) < 00 pour tout 

entler n. Comme wfM(JM) i kWfM(JM) pour tout idéel Jde A, on obtient 

. Wn1(JnM)_ 
11 rn sup n ~ W fM(gM). D'autre pert on (1 pour tout entier n et tout 

m 
m wn1(Jn M) wfM(JnmM) 

entier m, Jn M C JnmM d'où nm ~ nm . Quand m~OOJ on obtient 

W ft-1 (J fi 1~1) _ 
n l WfM(gM) pour tout n. Il en résulte Que la suite 

_. wfMUnM) 
converge vers wH1(gr1). De plus, wft1(gM) :: inf n 

(il) Montrons tout d'abord Que w'fM(gM) :: Hm inf nWlnM(gM) On peut 

supposer que kn ! n pour tout n .! 1. Alors si g:: (Jn), l f.1 su i te 

d'inegelités fIt- ~ f(kn) ~ fI nous donne 
l'fi n 
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_ - 1 - -
'rVlknM(gM) i VYf(kn)M(gM) = k

n 
WfM(gM) i Wln(gM) (*), Alors en multipliélnt 

les termes de (*) par kn et en premmt 10 1imite inférieure, on obtient: 

11m inf n W1nM(gI1) ~ lim inf knw1k M(gM) car kn l n pour tout n. On 6 ainsi 
n 

montré que Yi fM(gM) = l im 'inf nWlnM(gM) . 

Montrons maintenant que Hm sup nWlnM(gM) i wfM(gM). Supposons Que 

- - p 
w n1(gM) e R+ et prenons deux entiers p 2 1 et Q 2 1 tels Que w fr1(gM) < Q ; 

olors WfM(g(Q)M) < p et il existe alors un entier N11 tel Que pour tout m~N} on 

aft wfM(JmqM) i mp. Por conséquent. pour tout entier m l; N, on 0 Imp C Jmq' 

Soit n un entier l 1 et Qm la portie entière de ~. On 0 alors la suite 

( l' 
d'mc 1 usi ons 1 ~~m + ;p M C In(Qm + 1)pM C ImpM C Jmq 11 d'où l'i nég81 i té 

wlnM(Jmq) p(Qm + 1) . . 
mq $. mq . En prenont 10 11mlte Quond m-too, on obtient 

- (M) l p , t ' d' l ' - (M) p d" wInr1 9 i ri Ci' ' ces -8- 1re que lm sup nWlnM 9 i Q ou 

li rn sup nW1nM(gM) ~ W fM(gM). 

IV.l.8 Rem8rgues et exemples 

(i) Dans l'exemple sui vont nous allons montrer Que si 9 n'est pas une 

AP-filtrôtlon d'un anne8U nœthérien A, l'existence de vf(g) n'assure pas Que 

_ ,. vr(Jn) 
Yf(Q) = Ilnl - n-+ + <» n 
_ . :è:[X] 
'::iOlt. A = (X2) = lI;.:] ôyec x2 :; IO\' Considérons les filtrations f :; (In) et 

9 = (Jn) de A où Jn :; (23n .. 2nx) et In:; (2n , 2nx) pour mO. 9 n'est pas une 
_ Vr(Jn) 

AP filtration et on ô vf(g):; 1 et Hm = 3. 
n-++o<> n 

(ii) Dans l'exemple suivant nous allons montrer Que si r n'est pas une 

AP-filtration d'un anneôu nœthérien A, l'existence de wf(g) n'assure pas Que 
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_ wf(Jn) Z[X] 
wf(g) = ~~"!oo n . Soit A = (X2) = if[x) avec x2 = 101, on considère les 

fi ltrat lOns . f = (In) et 9 = (Jn) telles Que Jn = (23n x) et ln = (2nx) pour 
_ wf(Jn) 

mO. f n'est pas une AP filtration et on a Wf(g) = 3 et lim n = 00, 
n-t +oo 

§2 NOMBRES DE SAMUEL GÉNÉRALISÉS ET RÉDUCTIONS VALUATIVES 
SUR LES MODULES 

IV.2.1 Proposition 

Soient 'Il = (Mn) , 8 = (F n) et CfL = (En) des filtrations du A-module M. 

Si 'P est une réduction valuative de 8 alors on a : 

(i) V'II.(8) existe si et seulement si Y'JL (,) existe 

(ii) w<Jl. (8) existe si et seulement si W1. (~) existe. 

On 8 v<Jl.(S) = v<J1. (,) et w<Jl (8) ::: w<Jl. (,) si les termes définis existent. 

Preuve. 

(0 '9 étant une réduction valuoUve de 8 alors il existe oEIN tel que 

Fn+a c Mn c Fn (théoreme. 1.2.3), "'1 nEIN* et on a: 

n+2a 
ô) n 

b) Pour avoir (ii) il suffit de rempl8cer v<Jl, par w<JI, dans 8). 

lV.2.2 Lemme 

Soient If! ::: (11 0 ) et 8 ::: (Fn> des filtrations du A-module M. Alors les 

assertions suivantes sont équivalentes. 

(1) v'9(8) existe dans R+ . 
U i) V fiE 1 N 1 V t8~ (8) exi ste dl:lns lR+. 
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(iiO 38elN tel que '\1,(8) existe dens 1R+. 

Si rune des assertions équivalentes est vérifiée alors pour tout 

ae IN on a v ~(8) = Vt
a
,(8) 

Preuyo. 

a) 11ontrons que (i) impl1que (li). 

Supposons qu'il existe nelN tel Que v,,(F n) = +00 alors vtp(Fk) = +00, 

'V k ~ n d'où pour aelN, V k ~ n on a: Yta~(Fn) = +00 (Lemme 1.2.2) et on 

déduit Que (1) implique (il). 

Supposons que ",.(Fn) elN, V nelN alors pour aelN, Vtarp(Fn)eIN, 

'V nelN. (Lemme 1.2.2). Posons Vts.(Fn) = re IN. 

i) si r;tO ona FnCMa+ret Fn.tMa+r+l donc 6+Vt
a
,(Fn)iV.(Fn) 

< Vta,(Fn) + 1 + a (*) 

2) Slr=O alors FncMo=M et Fni.Ma+l 

(*) et (**) impliquent pour tout reiN. 

b) (ii) implique (ii1) évident 

c) Montrons que (iiO implique (i) 

Soit 8EIN si Vta'f'(Fn) = +00 alors v",(F n):: +00 

(Lemme 1.2.2) et on déduit comme dans a) Que (lii) implique (i). 
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Supposons Que Vtal{'(Fn) elN, 'v' nelN en utillsant les relations (*) et (**) 

de a) on a : 

Si 'v'tot(B) e~dste et si n -++00 on déduit Que v,(B) existe et Que 

1 V.2.3 Lemme 

Soient 'fi = (Mn) et 8 = (Fn) des filtrations du A-module M. Alors les 

assertions suivantes sont équivalentes. 

(1) W,(8) existe dans :lRo+-

(i;) 'v' aelN, Wt
a
'fl(8) existe dans R+. 

(iiO ::3 aelN tel Que Wt 11\(8) existe dons 1R+. 
(fT 

Si rune des assertions équivalentes est vérifiée alors pour tout fleiN on a 

W ,( 8) = w ta '4' (8). 

Preuve. 

8) Montrons que (1) implique (li). 

Supposons Qu'il existe nelN tel Que w,(Fn) = +00, alors WI{'(F~) = +00, 'v' k~n 

d'où pour t.out eelH, 'V k ! n on a Wte,(Fk) = +00. 

(Lemme 1.2.5) et on déduit Que (i) implique (iO. Supposons que W-r(Fn)eIN, 

TI nelN alors pour tout eelN, Wta,(Fn), (Lemme 1.2.5). Posons Wta'fl(Fn) = reiN. 

1) si r;t. 0 on el 118+ r c F n et Ma+ r- 1 1. F n donc 

2°) Si r = 0 alors ~10 c Ffi d'où W-r(Fn) = 0 .. Wta'fJ(Fnn) donc 

0= Wtl}'fJ<F n) 50 W!f'(F n) 50 Wtl.l'fJ(Fn) + a, (**) 

(*) et (**) impliquent pour tout reiN, 
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si n -+ +t» on déduit l'existence de Wta'P(B) et on a wtp(B) = Wtatp(B). 

b) (ii) impliquent (iii)~évident 

c) Montrons Que (ii1) implique (1). 
Soit. ôelN. Si Wta'P(Fn) = +* ôlors w~(Fn) = +<» (Lemme 1.2.5) et on déduit 

comme dens ô) que (ii1) implique (i) 

Supposons que Wte'P(Fn) elH, V neiN en utilisent les reletions (*) 

et (**) de a) on e 

Wt .. If,(F n) -1 w (F) a + Wt .n(Fn) 
~~~T _______ ~ ,ri < eT 

n n -- n 
Si Wtfj'P(S) existe dans :R+ et si n -H<><> on déduit Que Wcp(8) existe dans lR+ 

Que 'n\IfI(S) = W ~(8). 

IV.2.4 Proposition , 

Soient ~ 1 8 et Tl des filtrations du A-module t1. Si '{l est une réduction 

vôluôtive de B alors les ôssertions suivôntes sont équivalentes. 

(Il) y~«(n,); (resp. W'4l(<J\.,» existe dôns R+. 

Si l'une des assertions équivalentes est vérifiée on a : 

preuve. 

a) Montrons que (j) implique (ii). Posons 11., = (En) 

Si I(! est une réduction yoluotive de 8 alors il existe ôelN tel Que 
toB s. 'P i S d'où Vt

a
8(En)/n ~ Y,p(En)!n ~ v8(En)/n. 
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Si v8(1,.) existe et si n -Hro on el 

. v
19

(En) 
(Lemme IV.2.5) on déduit que llm existe et on a 

n~+ro n 

v~(<J\,) :: 1/8(1\J. 

b) 11ontrons Que (iD lmplique (i). Comme 'fi est une réduction velutltive de 8 

alors il existe 6EIN tel Que ta8 i 'fi S. 8 d'où ta' s. ta8 i, et comme dans e) on 

montre que si 'v',(IJlJ e;~iste alors v8(llJ existe (lemme IV.2.2) et on CI 

V;r(~J = v8(1,)· 

c) En remplaçant v par w dans a) et b) et en utilisant le lemme IV.2.3 on 8 

le reste de le proposition. 

§.3 FILTRATIONS FAIBLEMENT BONNES ET AP FILTRATIONS 

IV.3.1 Définition 

Soient A un anneau eommuttltlf unlteire et f = (In) une filtration de A. La 

filtration '{l:: (Mn) du A-module M est appelée une filtration faiblement 

f-bonne si Ip MQ C Mp+Q pour tous p, Q et s'il eXlste un entier m~l tel Que 
m 

Mn:: l In- p Mp} pour tout n > m. 
p=o 

IV.3.2 Théorème 

Soient. 'fl ,8 et. en .. des filtrôtions du A-module M 1:.1. f, 9, h des flltra­

t1 ons de A Bvee f :: (In) et 9 :: On) . 

Il} SI tp est t"mtdement f-bonne, si 8 est faIblement 9 bonne et SI 9 est une 

AP filtration olors V'r(8) existe dans lR+ et on ô 
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(ii) Si !fi est faiblement f-bonne, si 8 est faiblement g-bonne et si f est 

une AP filtratIOn alors w,p(S) existe dans R+ et on ô 

. _ . wfM(JnM) . WfM(JnM) . _ 
\,".',1\(8) = \Ntïvl(gM) = l1m = lnf = 11rn n w1 1·1(gM). 

T 1 n~ 00 n n n n~ 00 n 

Preuve 

Montrons d'abord que si 'fi = (Mn) est faiblement f = (In)-bonne alors fM 

est une réduction valuative de IP. Comme 'fi est faiblement f-bonne alors on ô 

!p Mq C Mq+D pour tous p, q et il existe un entier rm 1 tel que 
m 

Mn = L In- D Mp pour tout mm et on déduit Mn C In- mM, 'fi n > rn donc 
p=o 

Î'l n+m C In ["1 C 1'1n pour tout nelN*, on a alors tm~ ~ fM :!. ~ paf conséquent ft'l 

p.st une rÉ!ljuctlOn vslustive de l{l, (théorème 1.2.3). 

(i) Si 9 est une AP filtnJtion alors vfM(gM) existe dans R+ (proposition 

1\1.1.3) et on ô vn1(gM) = v,(gM), (proposition IV.2.1) et en utilisent la pro­

position IV.2.8, vft1(gM) = v'{l(gt"D = ,,~(8) ; d'où l'existence de ",p(8) dans 

_ "fM(JnM) 
ïR+ et on a ",I\(S) = v'rM(gM) = lim , (proposition IV. 1.3). 

T n-t(tj n 

(ii) Comme dans i) si 'P est faiblement f = (In)-bonne, si 8 est faiblement 

g = (Jn)-bonne et si f est une AP filtration et en utilisant les propositions 

j'v'. 1.7 ; IV.2.1 et l'v'.2.3 on Cl 

IV.3.3 Définitions 

(0 Soient une filtration I{I = (Mn) ~ F(M) et un entier s > O . .eA(~n) est la 

M M 
longueur du A-l'nodule Mn' Nous supposons que .eA(M

n
) e 1R. Le nombre 
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e(.." S) = lim 31 i.A(MM) S1 cette limite existe dons R+, est oppelé 10 
n~oo n n 

multiplicité de 'fi d'ordre s . 

(il) La filtration f de l'anneau A est dite non triviale si ft ~ A et si 

"if 4! 101. La dimension de f, notée dim! est la dimension de krul1 de l'anneau 

Ai{i. 

L'altitude de f notée alt! est égele ô sup{htp. P:> Yi avec P idéal premier de A 

minimel sur ~'f }. Si f = (In) est une filtration de l'anneau nœthérien A avec 

dlmf = 0 et altf = s et SI ri est un A-module de type alors la multiplicité 

e(fl1, s) sera notée, e(f, M). 

1\1.3.4 Lemme 

Soient 'fi = (Mn) et 8 = (Ffi) deux filtrations du A-module M. Si , est une 

réouctlon valuative de 8 alors les assertions suivantes sont équivalentes. 

(i) e(., s) existe 

(11) e(1, s) eXIste. 

Si l'une des assertions équivalentes est vérifiée on 8 e(" S) = e(B, s). 

Preuve 

Si ql = (t1n) est une réduction de 8 = (Fn) alors il existe un entier 010 tel que 

pour tout entier nelN* 

Fn+8 r1 n cFn etonfl 

F fl + 28 Mn + a C F n + e C li n C F n d' 0 Ù 

(n+e)S Si (1'1 
i nS i (n+ô)S ~ A 1'1 0+8 

Si n -too on déduit que e(~, $) existe si et seulement si e(8., s) et 

e(~! s) = e(8, s). 
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IV.3.5 Proposition 

Soient f = (In' et. g= (Jn) des filtrations de l'anne6u A, tp = (Mn) et 

S = (Fn) des filtr6tions du A-module M telles que tp soit f6iblement f-bonne 

et tp f6iblement g-bonne. 

(1) Si ,est séparée et 8 est non ntlpotente alors Y'tl(F n) elN, 'V rtelN et 

1 i m WS(Mn) = 00. 
n-400 

(ii) Si A est nœthérien et 9 est AP avec {g c ~ alors Hm v IIl(F n) = 00. 
n-4oo T 

(iiO Si A est nœthérien et si f est AP avec {g C ~ alors wt(Fn)eIN, 'VneIN. 

Preuve 

i) a) Supposons qu'il existe nelN, tel que v,(Fn) = +00 alors Fn c Mp, 

'V ne 1 N donc F n C îl Mp :: 101 car tp est séparée d'où F n :: 101, absurde car B 
pelN 

est non nilpotente et on déduit que v.(Fn) elN, pour tout nEIN. 

b) 1) Comme la suite wn = w8(Mn) est croissante, s'il existe nelN tel que 

Wn=+OO alors:'Vpln wp=+ooetondéduit lirn Wn = 00. 
n-++<><> 

2) Supposons que WnEIN, 'V nelN et que la suite wn = ws(Mn) soit 

rnajorée. Àlors il existe .te!N tel que V nelN w.p(Fn) ~ .t. 

Donc F 1. crin .. 'V nelN ; d'où F.t ~()Mn = {O} or F .t ~ 101 absurde et on 

déduit 1 i m wS(Mn) = 00. 
n~+oo 

n 
Ui) Soit jelN* il existe kjelN* tel que Jkjn Jj car 9 est AP. Comme 

.. (g c ~ et A est nœthérien, il existe UeIN* tel que Jj Il car 

U FU .rr- ll t Jj \Ijj C '\111 Il' Comme 8 est fêliblernent g-bonne alors il exis e un 

enUer r t 1 tel que Fn c Jn- r M pour tout n ) r. Soit n ) r tel que n-r 2 kju 

l k" O' k d" ut t P ôorsn-r= jut+~ avec s.Xs. jU, OU:Jn-rCJkjut CJj Il It. er 

conséquent Ffi Jn- r li C It M lit donc V'tl(F n) 2 t. Pour reiN fixé, n-++oo 

impl ique n-r ~+oo et t ~+I)) et on a 1 im v,h(F n) = 00. 

n-+"" T 
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(111) On déduit comme précédemment: 'yi jelN~ il existe kjEIN* tel Que Ikju 

c rj c Jl' Soit r L 1 tel que Mn c In- r Ms, 'v' n > r. En posant n = kju (r+t) +r 

on Cl : 
r+t 

lin C Ikjtl (r+t) li C J 1 1'1 C Jr+t M Fr+t, 'v' tell~. On déduit que 

w~(Fr+t) EIN, 'v' tel"!. En particulier il existe .l!elN tel Que 

11 t C Fr Fr-l Fo lj'ofJ w,,(F n) EIN, 'V nEIN. 

IV.3.6 Lemme 

SOlent f = (In) et g= (JIi ) des filtr8tlons de l'anneau A et M un 

A-module. Alors on a : 
(0 vfM(gM) ~ vf(g) 

(ii) wfM{g~1) ~ wf{g) 

Ô condition que les termes qui y sont définis existent. 

Preuve : 

C'est évident car J C Ir implique J M IrM et Ir C J implique Irt1 C J M 

IV.3.7 Théorème (Inégalités asymptotiques). 

Soient f et 9 des AP filtrations de l'anneôu nœthérien A, '+l et 8 des 

filtrôtions séparées et non nilpotentes du A-module de type fini M te11es que 

tp soit faiblement f-bonne et 8 faiblement g-bonne, avec dirnf = Q et a1tf = s. 

Si .{i = \fg alors on a: 

Preuve 

Posons f = (In) et 9 Un), I{I = (Mn) et B = (F n)· vn = v,,(F n) } 

wn = WIJI(F n). Alors pour tour n ~ Q, Vii eIN*, wnelN* (d'après la remarque 

IV 34) et on ô MWn C Fn C M
Vn 

(*). Comme -fi = yg alors dimf = dimg = Q 

et ôlti = ôltg - s. 
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('li') implique 

e(f, M) et e(g, M) existent car f et g sont AP (voir [5]) et en utilisant le 

lemrne IV.3.4 on êl l'existence de e('{l, s) et de e(9, s). Dans (**) en faisant 

tendre n vers ro on 0 : 
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CHAPITRE V 

FilTRATIONS SUR F(A). DEUX FONCTIONS 
(X'f(J) et 13f(J) de Mc ADAM 

§. 1 Fil T R AT 1 ON S SUR F (A) AS SOC 1 É E S À 0 f ET À 0 f . 

Y. L 1 DéflnHlon 

Soient A un anneau cornrnutaUf et F(A) l'ensemble des flltraUons de A. 

Soit f une filtration de A .. posons: 

FoU) = {g EF(A) ; ôr(g) ~ n} et Fn(O = {geF(A) .: af(g) l n} . 

V.1.2 Remorques 

(1) no = (Fn(f)) et no = (Fn(f)) sont des filtrôtions de l'ensemble F(A) . 

Fn(f);!;li pour tout ne!N et on fi: no s. no s. F(f) 

(11) ~;i ge FnU). et he Fn(f). ôlors g+h e Fn(f). J pour tout nelN. 

l,il]) Si gEFp(f) et he Fq(f) alors gheFp+q(O pour tous entiers p et Q. 

Si gE Fp(f) et h e Fq(f) ôlors gh e Fp+Q(O pour tous entiers p et q. 

Preuve. 

(1) Fn(f) ~0 pour tout nelN car f(n) e Fn(f) pour entier n 21 et Fo(f) = F(A). 

t1ontrons Que: F(f) ~ rU) i Hf). 
En effet gE Fn(f) équivôut à ôf(g)! n. Si 9 E Fn(f) et pEIN* alors 

ôr(g(p)) ! P ôr(g) et 

gE fn(f) et on El Hf) 

df(q(P») 
~ ! n d'où ôf(g)! n par conséquent 

~nf) 

D'après 16 proposiUon I1.2.2 J af(g) ! 1 ::;:. 9 s. f donc 

af(g) ln=:, 9 i f(n) = f(n) (Lemme II.3.2) d'où no s. F(f) et on déduit: 

no ~ F(f) ~ fer) 
(ij) Comme af(g+f) = infCôf(9), af(t'I)), (théorème I1.2.6) alors 
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3l (g) l net 3f ( Il) ~ n i ni pli que n t a f (g + li) l net 0 n dé d u il que : 

9 et h eF,,(O impliquent g+he FI)(O. 

(i i i) Il suffit de remorquer que 0f(gh)! 0f(g) + ôf(h) et ôf(gh) l 0f(g) + ôf(h). 

V. 1_3 Remarques 

SOlent f, h et 9 des fi ltrôtions de l'flnneôu A. Alors on fi : 

(li) vF(f)(g + h) l inf(YF(O(g) 'VF(O(h»). 

(iii) "F(O(g + h) = inf( "F(O(g) l "'no(h»). 

Preuve Remarquons d'ôbord que: si HO = (F nef)~ alors 

vF(f)(g) ;: sup{r elN; geFr(t)}. 

(i) et (ii) sont évidentes. Montrons maintenant 

(i i D. Supposons r = 1nf( 'F(O(g) l '" 'F(f/h») = "'F(r )(g) elors r i af(g) < r+ 1, 

on déduH que 8f(g + h) = 8f(g) C8r 8f(g + h) ;: 1nf(8f(g, 8f(h») et on 8 

r = "'F(o(g + h) = 1nf( Vnn(g) , "'F(O(h»). 

V.1A Lemme 

Soient f et 9 des filtrations de l'anneau A. Alors 

( (1)) 
_ . vnt) 9 

et "In o(g) ;: ~l~oo n 

ex; stent. dans ÏR+ et on fi 

Preuve. 

(i) Montrons d'abord que VF(O(g) = 8r(g) . 

En effet, VF(f)(g);: sup {r elN ; 9 e F r(O} 

;: sup (r elN ; of(g) l r} 

;: sup {r elN ; 9 5. f(r)} ;: ôf(g). 
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v (g(I))) 
- ')' F(t) Donc: liF( f)(g = Il m _ ---'---'--n--

- n"'+tXJ 

el (g(I))) 

= lim f = er<g) 
n-HOO n 

_ ,Vf(O(g(n»), _ 
(ii) r1ontrons que V-F(t-)(g);:; l1m eX1ste dans lR+ , n-t+oo n 

S'il existe nelN* tel que vno(g(n») = +00 alors 8f(9(n») = n8f(g) = +00 

et ô-f(g) ::;+oX', Comme la suite (Ynn(g(rt») est croissante, VF(f)(g) = +00 

et, on ô: I!i=((/g) = ôf(g)::; +00, 

Supposons que Vno(g(rt» = reiN pour tout nelN* , on 8 : 

I,}_ , Ig(nh < ;--,(n(n), < lJ_, (g(I)) + 1 < -;;-r('g(n» + 1 _ 'F(t)' ,_ut,~ '-YF(t)' _u -
i 1: _ _ _ 

Cornme ôf(g~n))::; naf(g) on déduit que Vf(f)(g) existe dans lR+ et 

~ï-- '(g-) - ;--f(g i 'F(f)' _i.J,J, 

V i _5 ProposH ion 

Soient 9 une filtration de l'anneau A et F une filtration de F(A) 

te 11 e que 'v'F(g) = 1 i m l 'v'F(9( 1)) exi ste dans iR+ J Cl lors 
n-t+oo n 

vr(FCg)) ;:; iim n
l 

vFCFn(g)) existe dans lR+ et on a VF(F(g))::; VF(g), 
n'" + ifJ 

Preuve VF(Fn(g) ::; lnf(Vf\h)), (proposition L 1.3), Pour tout heFn(g) on 8 
he F n~g) 

l', ~ g(O) cor ôg(h) l n d'où 'v'F(h)! VF(9(n» et comme 

I3
g
(g(I))) ! n 8

g
(g) !. n ôlors g(n)e Fn(g) et VF(h) 2 VFC9(n»), on déduH que 

',.'ç:(Fn(g»);:; 'v'F(9(n), 
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V.1.6 Corollnire 

Soient f et 9 des filtrations de l'anneau A, alors 

VF(o(F(g)) = ~~~oo ~ VF(f)(F n(g» 

et VF(f)CF(g) = ~~~oo ~ 'v'F(f)(Fn(g)) existent dans 1R+ et on a: 

Preuve. Il suffit d'utiliser le lemme V.I.4 et 18 proposition V.I.S. 

V.1.7 Définition 

Soient F = (Fn) une f11tration de F(A) et ge F(A), on dit que 9 est entière 

sur F s'il existe nelN* et fi e Fi pour i= l, ... } n tel que: 

g(n) = f1g(0-0 + f
2
g(0-2) + ... + fo. 

ün dit que 9 est entière d'ordre kelN* sur F si 9 est entière sur 

F( k) = (F nk)' 

Posons Pk(F) = {ge F(A) telle Que 9 est entière d'ordre kelN* sur F} 

F* = (Pl(F» est une filtration de F(A}. F* est appelée la clôture prüférienne 

de F. 
Comme pour toute filtration f e F(A) ,t(;) = fieFi(f) pour tout ielN* , f est 

entier sur F(f) et on déduit Que Pk(F(f))"J:. '" pour tout k elN 

V.l.B ProDosiUon 

Soi ent f et 9 des fil tr81.i ons de l'enneeu A. Sl f est une reduct lOn de 9 
ô lors 9 est enti ère sur F( n. 

Preuve. 

Si f est une réduction de 9, il existe kelN* tel que pour tout plk, 

g(p+J:) _ f(p)q(k), (voir lemme III.2.2). En posant n=p+k, on obtient 

g(o) _ f(P)g(o-p) donc 9 est entière sur F(O. 
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V.1.9 Proposition 

Salent f et 9 des filtrôtions de l'Bnneôu A. Si 9 est entière sur F(f) alors 

êlf(g) l 1. 

Preuve 

(0 Si af(g) = 00 alors 8f<g) 2 1 

(il) Supposons 6f(g) < 00. Comme 9 est entière sur F(f) alors il existe nelN* 

et fieFj(f) pour i= l , ... ,n tel que: 

g(o) = f
1
g(0-0 + f

2
g(0-2) + ... + f n et comme 

ôf(g+h) = lnf(6f(9), af(h)) et af(gh) ~ 6f(g) + 6f(h) pour toute filtration h de 

l'anneôu A (Théorème 11.2.6) on a: 

8f(9(rl») = 8f(flg(n-0 + fzg(n-Z) + ... + f n) 

::: infi (8r((ig(n-O) 

V.l.10 Lemme 

Süit i une filtration de l'anneau A. Alors on a (F(f)) * ~ nf) ~ F(f) 

Preuve. 

(FU)) * ~ nf) :: F(f) vient de lô proposition V.I.9 et de la définHion V.LI 
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V. 1.11 Corollaire 

Soient f et 9 des filtrations de l'anneau nœthérien A avec f ~ 9 . 
Si f est fortement nœUlérienne et 9 nœthérienne, alors les assertions sui­

vdntes sont équivalentes 

(il g est entièr-e sur no 
(i i) 9 est enti ère sur f 

Preuve: Montrons que i) implique ii) 

'3i 9 est. entière sur no, alors af(g) ~ donc 9 ~ f, (proposition \/.1.9) d'oU 

f = q et on déduit que 9 est entière sur f, (voir proposition 4.7 [6J 

Reciproquement 9 est entière sur f implique af(g) ~ 1 et on a f = 9 et f 

est une reductlOn de g, (Lemme III.24) et en la proposition V.l.S on déduit Que 

9 est. enti ère sur f. 

Solt B' l'ensemble des AP filtrations de l'anneau nœt.hérien A. Si feB', 

nous posons Gn(f) - F n(f) n B' et Gn(f) = n(f) n B', Gn(t) et Gn(f) sont non 

vldes côr pour tout netN* si f est une AP filtration r(n) est aussi une AP 

t'lltratlon et t(n) e Gn(f) c Gn(f). G(f) = (Gn(f)) et G(f) = (Gn(f)) sont des 

filtrôt lOns de l'ensemble B'. 

V. 1. 12 Proposit j on 

Si ri eH' 6iors vG(O(h) et vG(O(h) existent dtJns lR+ et on a : 

vG(O(rl) = VG(O(h) = ar(h) 

Preuve: 

(i)Montrons d'ôbord Que vG(O(h) = ôr(h) , 

En effet, VG(O(h) = sup {r EtN ; h e Gr(f)} 

= sup {r EIN ; af(h) .?: r} 

= sup {r etH; h f f(r)} = ôf(h). 
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et on ô: VG(O(h):: ôf(h):: +00 . 

Supposons que VG(O(h(nJ):: reiN pour tout nelN* , on el : 

VG(f)(h<fl)) ~ af(h(n)) ~ VG(O(h(n)+ 1 ! ar(h(n» + 1 . 

Comme af(h( n)) :: nf:li(h) on déduit Que v G( O(h) exi ste dans lR+ et 

VG( O(h) :: 8,(h). 

V.l.13 Proposition 

Soient f el 9 des AP filtrations de l'anneau nœthérien A. Alors les assertions 

suivantes sont equivôlentes : 

(i) G(g) i G(O. 

Preuve' 

t1ont.rQns que (1) lnlpllque (11) 

G(g) ~ 8(0 implique ôg(g) - VG(g)(g) s. VG(O(g) = af(g) (proposition V.I.12) , 

cornrne ag(g).?: 1 alors 8f(g).?: 1 d'où 9 ~ r, (proposition II.2.2). 

r1ont.rons môintenônt que Ui) implique U). 

Soit Ile 1 N*} il lors pour tout h e Gn(g) on ô Bg(h) z n. Comme Bg (h):: ôg(h) 

(Lem/ne 11.2.4) ~ alors si 9 ~ f, on ô : ôgÜI) s. ôf(h) d'où ôf(h).?: n et hEGn(f). 

Donc 9 s. f lmpl1que G(g) i G(f) . 



67 

V.l.14 Théorème 

Soient Cg et h des AP-filtrations de l'anneau nœthérien A. Si 

G(gh) ~ G(fh) et si 9 ~ 'Ih alors G(g) ~ G(f) 

Preuve 

Si G(gh)!. G(fh) alors gh ~ Th (proposHion V.l.13) et comme 9 s.1h alors 

9 5. f (Théorème 11.3.1) et G(g) s. G(f) (proposition V.1.13) 

V. 1.15 Théorème 

~;Olt f une AP filtratlon de l'anneau nœthérien A. GU) = G(f) . 

Preuve 

lîEGn(f) équivaut à af(h) 1: n et af(h) l n équivaut à h s. fTr0", (théorème 

1l.2.5) car tl est une AP fIltrat lOn. Comme ffrif = f(n); (Lemme II.3.2) ; 

h :. f< n) = "0 nJ équi vaut è at(h) ~ n. Per conséquent ôr(h) ~ n équi veut fi 

ri Ebn(f) ,d'où bn(f) = Gn(f) et on a G(O = G(f) . 

§.2 DEUX FONCT IONS ASVMPTOT 1 QUES DE MC ADAM 

FONeT ION C;:f(g) 

V.2 l Oéflmtlon 

Soient f = (In) une filtrCltion de l'anneau nœthérien A et J un idéal de A la 

:;,uite F = (F o) OIJ Ffi = (J . In) est une suite croissante donc stationnaire car 

A est nŒthérien. Posons lX.f(J) = inf{r ; (J: Ir) = (J: Ir +n), 'y' nEIN} ; (1,.f(J)EIN. 

~;l WfO)eIN alors wf{J) = (1,.fO) car (J: IY'I'/J)) = A. Si f = fIon ecrit 

(V IJ\ - (V (J\ '"f]' , - "1, , 

V .2.2 Lemme (voir [101 Proposition 6.ô). 

Soit .J = bA un idéal régulier et 1 un idéal de A. 

'JO' li m l):,T ~ ) 

(;;0) = n~«> -" -
• . n 

-* exi ste dans lR + 
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_ 1 i m (X.f(J,) 
Nous allons etudier l'existence de Cl.f(g) = n~"" n où 9 = (Jn) est 

une filtration de A. 

V.2.3 Proposition 

Soient f :: (ln) et 9 :: (Jn) des filtrations de l'anneau nœthérien A. Soit un 

réel )..>0. Alors les assertions SUlyantes sont équivalentes : 

(i) Cl.f(g) existe dans IR * + 

- -* (ii) (X.f(:>..){g) existe dans lR + 

Si rune des assertions éqUivalentes est véritée, on a 

O'.f(g) = À (t.f(:>") (g). 

Preuve. 
Soit (1...f(:>..)(Jn) = r, alors on el (Jn : 1

1
-:>" r-I' ) :: (Jn : II-Mr+Q)-I) pour tout 

qe!H ; (1). Pour tout seiN il existe un entier pis/À tel que 

(Jn : 11-À,r-l) C (Jn : l l-À,r+ 1)-1,) C ... C (Jn : IrÀ.r+s-,,) (Jn : l rMr+p)-I,) . 

(1) lmplique Que Urt: IrÀ,r-,J :: ... :: (Jo : 1\-À,r+3-1) pour tout entier s. 

Comme Àr $. {)..r} $. Àr + 1 alors: Tf s'elN on a 

'-Àr-I + s' :: À('-Àr-I/À + s'lÀ) $. ).(Àr + 1 + s')/À) $. À(r + (1 + s')/À) d'où 

I-Àr-I 5. I-Àr-\ + s' 5. '-À(r + q)-' avec q > (1 + s'lÀ donc 

Uo : II-i~r-I) :: ... :: (Jn : 1'-7 .. r-\+5') = (Jn : 1\-Mr+q)-,) Tf s'elN ; (2). 

( 1) e t (2) i m pli que n t À (r - 1) $. r À (r - 1 fi i (1...f (Jo) i ,-À r -1 i À r + 1 .: 0 n dé d u il 

(Cl.f(J/)) - À)/n i (ÀCl.f(À)(J/)) - À + 1 )/n i «(1...f(Jn) + 1 )/n i (À(1...fO
I
.)(Jn) + 2)/n 

'31 n -4~f) on ô le resuHet 

Y.2.4 Proposition 

SOIt f :: Un) une filtrôtlOn fortement AP et J :: bA un Idéel régulIer de 

_ llm (~f(Jn) _ * 
l'ônneôu A. Alors (x'fJ):: n----too eXIste dans IR + et 11 existe kelN'" n 
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Preuve. Comme f est fortement AP il existe kEIN* tel que fUJ = f!k' or 

C(,!L(J) = C'.jI (J); le lemme V.2.2 et le proposition V.2.3 impliquent l'existence 
r- k 

de <X:f(J) et on a <X:f{J) = k(:(,f(k) (J). 

V.2.5 lemme 

Soient h = (Un) et 9 = (Jn) des AP-filtrations de l'anneau A et 1 un idéal de 
.- .-

l'anneau A. Si h i 9 et yh = yg ôlors C(,h(I) i (:(,g(I). 

Preuve. 

Comme {h = yg ôlors il existe SeIN* tel Que 

J~ c{flS c ~s C U1 car A est nœthérien. Comme 9 est une AP-filtration 

alors il existe k1e lN* tel Que J
K1

.P CJ~ V pEIN. Alors on fi 

.Jkl.s:.P C .J~S C U~ C Up d'où Jk, .s.P C Up . Soi t (:(,g(1) = r alors comme 

h ~ 9 on ô pour pzr (I : Jr ) C (I : Ur) C ." C (I : Up) c (I : J
k1

.S.
P
)' Comme pour 

tout pz r on ô (I : Jr ) = (I : Jk, .s.P) on deduit que (I: Ur) = (I : Up) pour tout 

plr. Par conséquent C(,h{I) i r = C(,g(I) et on ole resultot. 

V.2.6 lemme 

Soient f = (I n) et 9 = (Jn) des filtrations de l'émneôu A. Alors pour tout réel 

À > 0 on a : 

Preuve 

En utilisant la démonstration de lô proposition V.2.3 on f:I . 
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«(X.f(Jn) -},.) (;\U,f().)(Jn)-;\ + 1) 
---- ( ----- < 

'" n n 

Comme le limite supérleure du deuxième et du dernier terme est 

Cl.f(f<..)(J n) 
), hm sup n on déduit (1). Le (li) se démontre de la même façon. 

V .2. 7 ProDosH ion 

Soit f = (In) une filtration de A et J = bA un idéal régulier de A. Alors on a: 
. - . -* 
(i) 1 a suite nCt'I/J) est convergente dans R +. 

_ hm Cl.f(JO) _* 
(ii) Si f est une AP filtration alors: Cl.f(J) = rt-----too n existe dans lR + 

- . Hm - . 
et ClvfU) = n~oo n (:('Io(J). 

Preuve 
(1) flk = (I~) = (Jn) et (flk)(k) = (Jnk) = (I~n) = (I~)n = fOk)k d'où 

IX.f 1 (k+ nU) ~ Cl.f 1 (k)(J) , (l emme V.2.5) et on il : 
k+ 1 ' k' 

(k + 1) <X.I (J) ~ U,fI (k)(J) = këZ1k(J)· On déduit Que la suite OCI.I (J) est 
k+ 1 k n 

. -* decroi ssante donc convergente dans lR +. 

(li) î1üntrüns u'ôbürd que ëZf(J) = 11ro n<X.I (1). f étant une AP-filtrôtiün, il 
tri fi 

e:<iste une suite (kn) d'entiers positifs t.elle que Ikn.rn C I~ pour tous entiers 

1 irn kn m et n ôvec n---t 1 - = 1. De plus, on peut supposer que kn 1 n pour tout n 
n ! 1 Alors 113 sUlt.e d'inegêllltes fIl, ~ f(kn) ~ fI nous donne 

J.n· m fi 

0;,1 (Jq) cx,f(knK~) cx,In(Jl) 
-""---- _ ' d' 0 LI 

q q q 
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et Hm inf nl)~"l (1) $. lim inf kn ~lk (J) car kn l n. 
n n n n 

Ainsi ëZf(J) = 'im inf nO'vI (.J), (1). 
n n 

t'lont.rons mômtenent Que lim sup nOl'I n(J) i iX.f(J). On peut supposer que 

- p 
(Zf<J) >: IR+. Prenons dew< entiers p! 1 et qll tels que ~f(J) < ëï alors 

ocfCiG) < p et 11 eXlste alors un entier n l 1 tel que pour tout m l N on ait 

cx,fOmq) ~ rnp Pôr conséquent, pour tout entier m l N, on a 

1 l rnq . 1 i - 1 TrflQ . 1 ') - ... '.' . mp" - \, .• mp+ 1 -

Prenons un entier n l l et effectuons la division euclidienne de m par n ; 

m = nqrn + r m oU 0 ~ rm < n. ün Il donc la suite d'inclusions pour tout reiN 

. . Iqr- +1) p+r • (qrr +1) 1 1 
il. (1. . 1 ) p + r) C l fI" Il C l fi . 1 C fi (q + 1 ) pern p 

"fi \.4m T} - - - 'm -

(.JmQ '1. ') - 1 Jnq ,1 (qm + 1) p+r) -, .. - {JffiQ . 1 ) ôlors on de'.dul' t 
Kn((qm + 1) p+r) - \ . ft - - \ 'mp 

"J'l (Jmq) 

inq 
- 1 D 

si m "-;+00 on obt ient ~I nO) i n q J 

i.e lirn sup nocI (J) ~ f!. d'où lim sup l''Io:.In(J) 5. ~f(J) .. (2). 
ft q 
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"1.2.8 DéflnHion 

Soient f = (In) une AP-filtration et J un idéal de A. Posons 

~t(J)=inf{h;(Ih+r:J)clr' '1rl1} et si {h;(Ih+r:J)clr,'v'r~ 1} 

est vi de, ~f(J) = +00, 

"1.2.9 Proposition 

~;oient f = (In) une filtration de l'anneau nœthérien A et J un idéal 

,-é~ulier de A. Si f est une filtration nœthérienne de A, alors '1 n ~ 1, 

13 r ': Jn) E 1 N. 

Preuve 
Notons Ffi = (I n : < J » = ~l (I n : "P) La suHe F = (F n) est une filtration de 

A, En eifet comme In+ 1 c In alors (In+ 1 : JP) C (In : JP) donc le suite Fest 

déuois::;ante, Il existe telN tel que Fn = Un . Jt) d'ol! l Ffi c Ir' Il existe 

d l~ :;:; i r.:: i I~ tel Que l r F p c l pd' 0 li l + t F p . F ri C 1 n + p ~ F p . F n c (I fi + P • l + t ) 

et on ô Fp Fn C hl (In+p : i J
) = Fp+n 

f~ütonsfl'--U, p l'anneau de ~:ees généralisé de F. 

Pus CI n sil\ U . j) fi = '" -1' At -:: + At - 1 + A + (Il: Jn)t 1 + (I 2 • ll)t 2 +. , 

\1\;U, ,lin est o~,\n-rnoduie. Cest un sous module de O'\,(O-module ôHf, J). 

ÎJÜ f J)n + RU! Soit x un élément t-égul i er de J, alors on a 

iJ\(i) o\(i. J} n il~JO i<;-n , iJ~>(n étant nœthérien etot(O x-n étant un 

ù\(rJ module de tldpe tlnl alors ~~>(f) x- n est un module nœthérien et on 

Déduit Que ô1,U. J)n est un 0\,(0 module de type fini car c'est un sous module 

de ôt(f) x n Cûrnrne ôt(f) ij'i'n - ôt(f, J)n c A lu, tJ c ôl(f) [t! = ôl(f) lu-l] 

ou t = Il l , 

Il ex 1 ste une n t 1 E' r h ~ ri tel que u h ~; fi C 'if~ ( n 0 U u h fi., n = l (I r + h • Jn)t r 
rE~ 

" r ,J- fl ',! ~._. 'l' t' , :--+r:' 
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V .2.10 ProDosi Uon 

SOlent f = (In) et 9 = (Jn) deux flltrat10ns de l'anneau A, la limite 

.".. . , ~f(Jn) 
Ijf(g.! = lm) existe dôns lR+ . 

n-HQO n 

Preuve Posons fJ(n) = fJf(Jn)' 

(0 Soit un entier tel que ~f(Jn) = +00 comme 

(Ih+r: Jn) C (lh+r: Jo+1) ~ p(n) 5. ~(n+1) st ~f(Jn+1)EIN alors 

~f(Jn)eIN absurde on alors ~f(Jn+ 1) = +00 et ~f(g) = +00 

(ii) Supposons que PfOO) eiN V nelN. 

De (i) on déduit que la suite PfOn) est croissante. 

1'1ontrons que ~(n+m) i p(n) + p(m). Comme (Ip(n)+r: Jn) Ir et 

(I~(m) + r : Jm) C Ir, ''if nI, (Ip(n)+p(m) +r : Jn+ m) C (Ip(n)+p(m)+ r : Jn·Jm) 

- (I p ( fi) + P ( r~ ) + r Jo): J m) (I p ( m) + r : J m) c l r C fi r 

(Ip(n)+Q: In) C IQ = Ip(m)+r st q = p(m) +r d'où (3(m+n) i p(m) + pen). 

!Jf(Jn) 
Soit Il = lim inf n V C > 0, pour n flssez grand on a 

~(rn) f; , 

-,,- ~ Il + -2 . Fixons m. Pour tout n l 1 ecrivons n = qm + r ôvec q et r étant 
fil 

des entiers naturels et r < rn. Alors on ô 

(; 

j3(n) = p(qm+r) i q ~(m) + r ~(1) < qm (Il + "2) + m f3( 1) d'où 

ÇHn) qn. {;. m .' {; p(n - ~ - (JI + -:-) + - 13( 1) < (Il + -) + -n rn Ln _. 2 q 

13 ( 1 ) c rH n ) 
assez gn:md on ô --, (r) et - i 13 + (; 

Q L n 

V.2.11 Proposition 

Sl n-Hoo ô lors q ""+00 donc pour ri 

f:î(n) 
on tjéduit alors 12 = lirn -

n""+OO n 

F'our toutes tlltrôt JOns f = (I n) et 9 (ln) de A, on Cl 

l')f(\) = PUQ'\,(O(Jnot(O), ''if nelN 
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Posons K = (uml\(f) : Jnl\(f) et F = L !Om+s: Jn) (\ IsltS 
. 

SE~ 

S S s" 1 t Soit )<teK ôvec xeIs ôlors x Jmt e Im+st d ou x Jn e m+s e 

XE (I m+s : Jn) (\ Is donc KeF. soit xtS 
E F::;:::. Xe Is et 

XJntS C Im+stS = Im+s(>+m uffi
:::::, xeK d'où K = F. 

Supposons ~f(Jn)elN. Soient n 1 et m = ~f(Jn) -+ r 

Alors (uPf(Jn)+r fl.,(f) : Jn'4\(O)= 1: [(I~f(Jn)+r+s: Jn) (\ I s]ts. 
SE~ 

Comme 0Pr(Jn)+r+s: Jn) C I r+s alors on Cl 

(u~f(Jn)+r oHO : J
n
1\,(O C L: I r+s t

S urn,(O donc 

~uR(f)(Jn i~JO) 5 ~f(Jn) , (1) 

RécIproquement supposons Que ~uR(f)(Jnô\(O) eiN. 

~r(Jn) 5. 13uR(O(Jn 11\,(0), (2) 

(1) et (2) ::;:::. PrUn):: ~u'o\,(f)(Jn 'R(rDj 

V.2.12 Lemme (Lemme 6.19 [101) 

b et c sont des éléments réguliers de l'anneau A, alors 

c<'cA(bflA) :: j1bA (CnA) ) v nEIN 

\1.2.13 Théorème 

Si b est un elêment régulier de A alors pour toute riltration f de A, on a 
f:Ji(b) :: ;:b~\,(f)(u'ot(f)) 

Preuve 

Comme h(bI"lA):: I\m,(o(bn'd',,(f)), (proposition \/.2.11) et 

~U~l(f)(bn"Ot(f)) = I):.bô\,(O(un'd',,(f)) , (lemme V.2.12), on a 

[fr(b) - VvblG,(f)(U'd',,(f)) . 
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