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INTRODUCTION

Les tetties 1 et J désigneront des idéaux de 1'anneau commutatif unitaire A
Les nombres suivants ont ete introduits par P. Samuel [16],
vi{d) = sup {reiN ;Jc1"
wilI) = sup {reiN ; J 217

— 1
r‘]\ - P — Jn
vildd = dim = v (af)

n- e

- ]
Wil = him — w, (3,
ol LGRS O

v(J) et wi(3) sont appelés les nombres de Samuel de I et J. Samuel a

prouve que ces nombres existent sous les conditions suivantes @ A est
nrethérien, 1etJ sont non-nilpotents, 1=+ et 91" = |0|:.RJ”.

D. Rees [ 14} en a déduit les pseudo-valuations homogenes
— ! " :
v vi(x) = lim —v(=") en posant pour tout » élément de A, vi(x) = vi(x4) et
nvow

vi(x) = V(i)

Ces pseudo-valuations ont fait 1'objet d'une littérature abondante
(Nagats (12], Petro {13], S. Mc Adam [10} et [11] etc.). Les nombres de
samuel vi(3) et w;(J) ont des applications en Géométrie analytique complexe

(Lejeune Tersier [9]) et en théorie asymptotique des idésux (D. Sangaré [17]).

Leur généralisation aux filtrations 7= (1) sous la forme

- ] . PR
K ve(x)= Hm o Y™, o0 velx) = sup {n eiN, xe 1.}, 8 été étudiée psr
0o

Petro [13] et D. Sangare [17].
Dans [1] nous avons généralisé la definition des nombres  vi(J)
vi(3), w3, wi(J) sux filtrations comme suit : si f = (1) est une filtration

de &, nous posons pour tout idésl Jde A, ve(J) =sup freiN;Jgl, },
wi(3) = sup {reiN ; J 2 1.} et weld) = o 51 I'ensemble {r eiN ; J 2 I,} est vide.
Si g = (Jy) est une autre filtration de A, on appelle les nombres de Samuel
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NV =y ] — _— \
généralisés de f et g les nombres ve(g) = H_f;lgoﬁ‘vfun) et we(g) = I_Iljréoﬁ'v'v‘f(Jn) G

conditions que ces limites existent dans R,. En particulier si IetJ sont des idéaux

de A et i fp {resp. T est 1a filtration I-adique (resp. J-adique) de A, nous avans :
vipdd = vl vl = vl wy(Tyd = wi(Th et wi iy =wld).

Nans |2}, on a étendu aux filtrations un résultat di a D. Rees [14] en prouvant que
51 A g3t nethérien, g est une AP filration et f est fortement AP, alors g est entiere
zur t g1 et seulement gi Uft‘jg) > 1. Plus recemment, avec l'equipe d’Algebre
Commutative de I'Universite d’Abidjan, nous avons publié deux autres articles [3] et
(4] sur 1’étude des nombres de Samuel; nous avons montre en particulier dans {3] que:
welq+nd = inf (veth) | vein)) ou f, g et h sont des filtrations de 1'anneau A, telles que f
2t g soient des AP filtrastions. Cette formule géenéralise un resultat de P. Samue!
16,

Il a ete montre dans {[2], 2.9) que 1'on ne pouvait définir ve(g) et w(g) pour
tautes f1ltrations f et g de I'snneau A. Plus précisement v¢(g) existe si g est une AP
filtration (proposition 2.6, [2]) et wylg) est défini pour toute AP filtration f de
'anneau A (proposition I1.1.3). On aimerait definir pour toutes filtrations de 1'anneau
& deux reels appartensnt a R, et coincidant avec les nombres de Samuel qenérslises
veig) et we(n) quand ceux-ci existent. Pour ce faire nous generslisons 1s définition
d'une filtration, en considérant un ensemble X non vide et F = (F.) une suite
décroissante de sous-ensembles non vides de ¥ avec Fqo = ¥. F est appelée filtration
de I'ensemble X. S1 G = (G, est une autre filtration de I'ensemble X, F ¢ G signifie
que F, £ G, pour tout entier n. Si reinN®, F 2 (F,r) est une filtration de 1'ensemble
ge x .

on poze alors

» 3p(5) = supirelN® ;G ¢ F{b si tremn ;G < F(Y est non vide et



ap(G) = 0 zinon
e be(B) = infiremn* ; F' 1 6} si {remv* ; F") < 6} est non vide et be(G) = «
sinon. )

Nous avons alors montré que les nombres

1 — | —
ap(G) = lim o aF(G(“)) el be(G) = lim o DF(G(“)) existent dans R,. Nous

e N e

faisons ensuite remarquer que si f et g sont des filtrations de 1'anneau A et
le nombre de Samuel généralisé vy(g) (resp. le nombre de Samuel généralisé
w(g)) existe dons dons R, alors a(g) = v((g) (resp. by(g) = w(g)).

Hous étendons aussi Vélude des nombres de Samuel géneralisés V\p(e) et

Tf:"p(B) aux filtrations y et 8.d'un A-module M.
Pour deux Tiltrations 1 = (I,) et g = {J,) de 1'annesu A,

Nous posons : -
es(q) = 'rs]lé;'ix”*\naf(g) ar(gt™),

E¢lg) = sup _(br(g‘™) - nb.
f'g ﬁé‘.ju*( #(g*") - nbg(g))

Les nombres e;{(g) et E;{g) sont appelés des déviations asymptotiques de
fetq

Dans [16]. P. Samuel avait posé la question de savoir si ces deviations
asumptotiques appartiennent & R.. Nagata {12] et M¢ Adam [11] onl
repondu & cette question lorsque f = f; et g=1j.

Nous avons abordé 1'étude de ces nombres dans le cas des filtrations qui
ne sont pas necessairement adiques.
Nous avons montré que si 1 = (I,) et g = (Jy) sont des filtrations

fortement AP respectivement de rangs k et s appartenant a B telles que
Iy € UJs). Alors Ef(g) e R, et E1(g) e R,

Parmi nos principaux resultsts figurent les théoréemes suivants :
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Thécréme 1.1.4

Soient F = (F ), G=(G,) des filtrations de 'ensemble X. Alors les suites
- , |
5c(GY = lim —ap(G

1 —
(- aF(G(“))) et (% DF(G(“})) sont convergentes dens R,. En plus si

. _ 1
(M7 et Be(G) =1im —b6")) ons -
Nn=w F n=w N F

\jt‘,l SF(G) = 1im mf};“ VF{.GH).

(i1) B(B) = 1im sup le wi(By).
Théoreme [1.2.6

= SUp f;tng('f), b ().

Soient 17, g et h des Tiltrations de 'anneau A. Alors on &

Vheoreme 111.2.9.

E{a) eR+ si et seulerent si g verifie la condition INg.
Théoréme. I11.2. 11

S0it g e F{A; une filtration
neetherienne .

fortement neethérienne telle que la filtration g soit
Alars . elq) R+ si el seulement si g verifie la condition INy.

Thegreme IV 3.7 (Inegalites asymptotiques).

Smient T et g des AP filtrations de l'anneau ncethérien A, ¢ et 8 des filtrations

separees et non nilpotentes du A-module de type fini M telles que ¢ soit faiblement
f-bonne et 8 faiblement g-bonne, avec dimf = 0 et sltf = s.
St = «JE slore on a:

(“}f

(g)Fely,5) < (v, (80 ely,s) < (8,5) « (W (B) elp,s) ¢« (wil(g)ely,s).
Théoreme ¥.2.13

51 b est un é1ément régulier de A alors pour toute filtrationf de &4, ona:



wn

Le theoréme 1.1.4 nous permet d’avoir une relation entre ap(G) et bp(G)
et les nombres généralises de Samuel

Le theoreme 11.2.6 est une genéralisation du théoréme 2 de [16].

Le théoréme 111.2.9 et le théoréme 11.2.11 sont les analogues pour les
filtrations du théoreme 1.2 [11].

Le Theoreme 1v.3.7 est une generalisation du theoreme I1.2.2 [1] sux
filtrations sur un A-module.

Notre travail se divise en 5 chapitres.

Dans le chapitre I, nous étudions ap(G) et Dp(G) dans le cas des

filtrations d’un encemble et nous obtenons les théoremes 1.1.4 et 1.2.3.
Le chapitre II concerne 1'étude de ve(g) et w¢(g). Nous y établissons le

theoreme 11.2.6 et nous donnons une condition nécessaire et suffisante
portant sur ve(g) pour que g < 7.
Au chapitre IIf nous nous interessons aux deviations asymptotiques dans

le £as des filtrations sur un anneau et nous demontrons ensuite les theore-
mes 129 et I1.2.11.

Le chapitre IY nous permet d'étudier les nombres de Samuel généralisés
%(8) et w_v,‘,(s) sur un module et nous obtenons le théoreme 1V.3.2 concernant
l'existence de V,F(B) el v—vlp(B).

Enfin au chapitre v, nous abordons V'etude de deux fonctions fx—f(g) et
B(g) ol { et g sont des filtrations de 1'anneau A. Ces fonctions ont été

étudiées par Mac Adam dans [10] quand T et g sont des filtrations adigques.



CHAPITRE 1

ETUDE DES NOMBRES ap(G) et bg(G).
FILTRATIONS D’UN ENSEMBLE

8.1 GENERALITES

I.1.1 Définitions.

(1) Solent X un ensemble non vide et F = (F) une suite décroissante de sous-
ensembles non vides de X avec F = X, F est appelée une filtrstion de X. Pour
tout réel >0, on note F* 1a filtration (F|=aq7)) de X ol si 3 est unréel T[]

est le plus petit entier = f et [_B_| est la partie entiere de j

(2) Soient G=(Gy) et F=(F))des filtrations de X. F<G signifie F, CG,
pour tout entier n.

{2)Soient G =(5,) et F=(F ) des filtrations de X et U un sous ensemble non
vide de X. On pose :

() vpl) = supineiN , UCF}

(i) wpll = inf{neIn , Fpc U} et wp(U) = o si I'ensemble {neiN, F U} est
vide.

{111) ap(G) = sup{rein® G ¢ Fm} si {reIN*, G < F(r)} est non vide et ap(G) = 0
sinon ;

(i) bp(G) = inffrem*, F$7 < G} si {reint, F{) < G} est non vide et bp(G) = »

sinon.

[.1.2 Exemples.

Conzidérons I'ensemble X = IN et posons Gy = 3" Iin, Fp = 3021+ pour
tout neIN* et Fg=06g=X F=(F,) et G=(G,) sont des filtrations de
Vensemble X. Ona alors: wp(By) =2n-1 et vp(Gy) = 2n  pour tout entier

nxt DF(E) = 2= SF(G} .



Considérons toujours 'ensemble X = (N et posans Hy = 2iN et H, = (0]
pour tout entier n22; K, = 2IN pour tout entier n21 ; Kg = Hg =X H=(H,)
et K = (K;) sont des filtrstions de X. On a alors vy(Ky) = 1, wy(Kp) = 1,
v n:l bytK) = 1 et aylK) = 0.

1.1.3 Proposition.

Soient F =(F,), G =(G,) et H=(H,) des filtrations de X et U un sous

enseimble non vide de X. Alors on a ;

1 lvl (U - ( r 3 ’ x\
(1) vplU) inf plx})
i) wip(U) < inf

(1) wi( )<1XnEUwF({><})

ve(Gy)
(ii1) ap(6) = inf L——>]
n n

YVF(GH)_
M=

(1v) bp(G) = sup
n

(v) SiG<Hona: ap(G)zap(H) et bp(G)z be(H).
(vi) Pour tout entier k=1, ona kap(G) < ap(6(%)) et be(6)X?) < kb (6).

Preuye.
(i) Si xeU alors vp({x}) = vg(U). Si m = inf ve{{x}) < w, an a U C F, et
xeU

vp(U) = m. Maintenant sim =, alors UCF, pour tout net vp(U) = .

(1) St m=inf we({x}) <o, il existe xeU tel gue wel{x}) =met Fcixjcl
gell m

d'on wF(U) < 1{nEIU WF({x}).

(iii) 6p(G) = sup{reIN* ; G ¢ Firhy 2 sup{reIN*; vn,G,CF

VF(GD)
—

¥
nr!

= SUp{rCEIN* ; ¥n, vg(G)/n=r) = inf L

(iv) est semblable au (iii).
{v) et (vi) résultent immédiatement des définitions.



1.1.4 Theoreme
Soient F =(F.), G =(G,) des filtrations de I'ensembie X. Alors les

. : . A —
suites (% aF(G("))} et bF(G("))) sont convergentes dans R,. En plus si

|
3:(6) = lim —ap(6™) et Bp(B) = lim —hF(G("))) ona:

n-ow N n-oo N

(i) F.TF(B) = lim inf E"F(Gn)'

e e ! -
(1) Bp(G) = Tim sup — wp(G,)

Preuve

. | oin) VF(Bk )

1) Comme ;aF(G\“ ) = L f—L—-‘-(-—— |, (voir proposition 1.1.3), nous avons

Y (G o) ve(G,.)

& etudier l'existence de lim inf — L .| fim inf F_kn . Nous avons a
n-ew kN n-w k K
. VF(Gkn)

prouver que cette derniere limite existe et que lim inf =

Y (G, Ykn Yk

i'}ﬁloolnf Posons v, = vp(Gy ). Alors on & mf 2 igfn T dou

tim inf(inf "—rL) = lim mf— Réciproquement si n et m sont entiers et si
n-w k KT n-e

| — | &l I AL ( inf _Tmy )
= |_—_l alorsona lim inf— im sup( in
I = - m- n-ow n m P nxm M4, + m
vm | Vin
= lim supt hm su mf—"l- >hm inf(iinf ——
m P n=m Tll] p( ( k mk

_ |
On déduit alors Ja convergence de la suite (~ aF(B("))) et on a (i).

, 1 l : o NPT
L11) Nous savons que — DF(G(")) = Slép o er(Gknﬂ_ Ainst on 8 8 etudier

W (Gk ) w (Gk )
l'existence de lim — sup I‘ F_kn -] = 1im sup F_kn
n-oo N Tk k noeo kDK

- Nous allons

prouver que cette derniere limite existe et qu'on a;



i1

. o : {n) -
Bibg -1-1 Bty 0BG ey pbgen
n = n = n = n T n
et en prenant la limite quand n—w, on obtient ﬁEF(B)(G) = EF(G). Montrons

n
= |1

B ,

maintenant que EF(G(B)) = ﬁEF(B). Pour tout entier n>f on note g, = |

alors fq <n<ftg, +1) dou 5P 5 gl 5 g Blant 1)

bF(GWq“}) < UF(G””‘) < DF(GMQ“”’)). On obtient alors les inégalités suivan-

093-

q—r‘-bF(GU’qn)\) - DF(G(H)) JDF(G(B(Qn*’I))) Qn+]

-«

n 0, - n - 0.+ n

1 — —
et en prenant 1a limite quand n~w, on obtient : = bF(G(’B)) = bF(G).
J

E
Remarquons d'abord que 51 F est une filtration de 'ensemble ¥, alors é—F(F) =1

I.1.6 Proposition

Soient F, E et G des filtrations de 1'ensemble X. Si ETF(F) =1 alors
b (G)za (G).
F F

Preuve. ,

La condition aiF) = | implique que a (F*™Y st un entier paur tout nz1. De
F F

pltis on peut supposer que pour tout nx 1, bF(G(")) est un entier. Poeons

Y = bF(G(”)) - glors la relation Flvn) ¢ gl et 1a proposition 1.1.3, {v) nous

_ — Vo — = —
donnent Vinegelite v ac(F) znac(G). Alors -z ag(G), d'ou br(G) 2 ag(G).

1.1.7 Lemme.

S0t F une Nitration de V'ensemble X. On a les assertions suivantes :
(i) EF(F) =1 oum

1) EF(F) =0ou !

11i1) Si ETF(F) =1 slors BF(F) =1



Preuve.
i) SUpposons que r_T.F&F) < m_ alore comme aFf.‘F(”)) 2N 0na EF(F) = 1. Faisons
1y = 2 F) ators PO = FVY) et on g an(FY) < na(e) - ) -

1, FU‘) douu, =n et aF(F‘J = 1.

(1) Hotons v, = be(F' n)) slors v' zn dol bplF)< 1 et FCn) - pvn) gp 4
alnre h_ﬂa “)) = nthF) r )) 7. bF(F) Danc si bF(F) 20, 0n ﬁhtient

v, = et l:‘-Fl_F =1

S resuite Jde da prouposition i1.6 et de ().

1.1.0 Proposition.
_ — 1

Soient F et G des filtirations de 'ensemble . Alors on a: bF(G) =5 ")
G
Preyve
PoZONS 4y, = Et'.:(Fm") et by = bF(Gm)). 8 a, < e etsi by < w alors
by by _ ball 4n
A =00 b et nous obtenons (=) ——  — =] et (#x) ——  —= <1 Donc
1y ) ] n q] dy
i3 (Flem etba B 03) s walors a,.2met bo-ow anand n2« et il vient de
[ g’ ! 1 11 1

1

) er 1) Gue bF{tJ‘,T (F) =1 Supposons que é—G(F) = @ alors a,2w si now,

) ) ‘/ \ - / \ . N i
sUA. o=@ DoUr fnassez grand, alors g l_r"” paut tout entier p et on 8

£ o o ® 1
b e et B3 =0 Ao BLlG) = —==—=
hpfbrrten el T-‘}u ‘ T‘F"“ a-(F)-
Ly
| (n) (8
Maintenant si g, = e pour tout n, alors O < 680 et b <n, done
i + 3 an !
0, € @ pour taut 1 11 vient de (=#) qua r_)F(G‘\J =0 et s refation
1
— i ia 2t bp(G) o, ALUTS
e (G} ) -:::_f_F_\_ est vraie De Ia ‘nerne faCOI’I gi dF(F) EaRvay=IN bF{G) =, alors
Y ';'-['_‘Y-. ! J
b St it St b= @ 008 ch (F) =0 etsi b, <, il vient de (¥} que
i - E '

a w e et de () que a (F) = 0. Donc dans tous les cas ana
s ‘,J




DEVIATIONS ASYMPTOTIQUES

Soient F = (F,) et G= (G,) des filtrations de 'ensemble X. Nous allons

etudier les nombres ec(G) = sup (naTF(G) - aF(G("))) et
neN*

rvi

c{B) = sup (bF(G("}) - nbp(G)) appelés déviations asymptotiques de F et 6
! neiN

1.1.9 Lemme. eg(G)z0 et E(G)x=0

Preuve _
Comrne naF(G) < aFfL_G(”)) et an(G) z DF(G{")), (proposition I.1.3} ¥ neint,
on e apiB)z 8p(B) et bplB) < bp(B) don rap(B)2 aF(G(‘“)) et

nEFf._G';I < DF(_B( (proposition 1.1.5). On deduit alors ep(G)= 0 et E(G)20

§2 REDUCTIONS VALUATIVES SUR LES ENSEMBLES

1.2.1 Definitions

1) Scient ¢ = (M) une filtration de I’ensemble X et aeiN, posons
tge = (M) ou Mg =M et Mp= Mgy s n2ll tge est une Tiltration de X

sppelee filtration trongquee de .

2 Soient ¢ = (M) el 8= (U,) des filtrations de Vensemble X. Pour tout
xed, posons v,P(x) = suplnelN , x € Mg} On dit que la filtration ¢ est une
reduction valuative de la filtration 8 ¢'il existe une constante aelN et pour
tout xeXon a: 0 ¢ vglx) - vylx) c 8. avec vo(x) = +o si et seulement si
vgix) = +o. Ceite notion de réduction valustive 8 eté introduite par D. Rees

- -}
dans {15].

1.2.2 Lemme
Soient ¢ = (My) une Tiltration de 1'ensernble X et E un saus-ensermble non
vide de X. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

‘E:‘ = +0o

a¥"
111y 3 aeIN tel que Vtaq)(E) = +oo.

(i1} ¥ asIN, vy



Preuve
a) Montrons que (i) implique (ii).

Si VIF(E) = +o glors £EC My, Vv pelN, donc pour asi, E C Mg,
v qeiN dou Vta‘P(E) =+,

by {(11) implique (iii)évident.
¢c) Mantrons que (1ii) implique (i). Soit a=IN tel que Vta‘P(E) = +w glors

ECla+q., YOeIN® etons ECMp, ¥ pra eton déeduit que E cMp,

7 peil donc v (E) = +w.

?

1.2.3 Théoreme

Saient p = (Mp) et B8 = (Uy) des filtrations de I'ensemble X. Alors les asser-
tions suivantes sont equivalentes.
(i) 9 estune réduction valuative de B.

(11) 11 existe un entier b20 tel que 'on it 4,8 < ¢ <8

Preuve
a) Montrons-que (i) implique (ii).

Supposons que (i) est vraie, alors il existe aeIN tel que
0 < vglx) - v\u(x) ca, ¥vxeX 0Ona V‘P(X) » vg(x) -a. Si n2s alors: xely
implique vpix) 2 nodonc vw(x) 2 n -8, d'ou xeM,_g, par consequent Up € My-g
pour nea. Comme V'P(X) < vgix) alors Mp c Uy, v nety. Pour tout n2e on g

Mh C Un & Mp-a © Yy-g POsONs  n= p+a alors on g Upsg C Mp C

U-"x)
W peIN, d'ou 18 <9 < B el ondeduit que (1) imphaque (ii).
b) Montrons maintenant que (i) implique (i). Supposons (i1) vrere, alors ol

exicte b=IN, tel que tyB <y ¢ B. D'ouona
; ) e (n) 2o vps ® (1)
"tag( )i 'P( ) 2 wg(x) pour tout xeM, (1)

S v,;!';fxlf +oo alors vaix) =+, (voir (1)),

51 wgli) = +w alors v,_tle(x) = +w (Lemme 1.2.2)
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(1) implique slors vlp(x) = +® par conséquent, on a: V‘P(X) = +o si et seule-
ment si vg(x) = +«. On déduit alors que

v,P(x) e IN 51 et seulement si vg(xdeln ; (2).

SivglxielN montrons que vgix) ¢ vtbs(x) +1+b
POsSons vtbafﬁx;" = reln .

1181 120 0N 8 Xe Upsy 8L Xe Upsprsy ON @

vtbe(x) +0 < vglxd < vtbe(x) +1+b, (%)

21 Si r=0 slors xellg=% et xelUysy Ona: 0= vtbat'.x) ¢ vl
(¥ glx) + 14D, (*¥)

8 :
(#) et (**) impiiquent vg(x) < v,_ba(x) +1+b (3]
(1) et (3) impiiquent 0 < vg(x) - v, (k) < vplx) - thB(X) < 1+b donc ona
05 wgl) - wplr) < vtbgi{x) - vglx) ¢ b, (4).

AN

{4) implique que ¢ est une reduction valuative de B et an a le résultat.

1.2.4 Lemme
Soient ¢ = (Mp) une filtration de 'ensemble X et E un sous-ensemble non

vide de 4. Alors tes assertions suivantes sont equivalentes.
i) ‘.’w‘._E) = +m

() ¥ kelN* V.p(k)(E) =+

) IkeiN* tel que vo()E) = voo.

Preuve
a) Montrons que () impligue (i)
St vulE) =+ alors E <My, ¥nelN dol pour kelN* E < My,
¥ nelidone v e = o
DY {ii) implique (iii): évident.
) Montrons que (i11) implique {i). 5'1) existe keIN® tel que *ﬂp(k)(E) z+m

slars £ C My, 7 nel, vw(E) > kn, ¥nein dou v,p(E) =+
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1.2.5 Lemme
Soient ¢ = (M) une filtration de l'ensemble X et E un sous -ensemble non
vide de X. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) ww(E)z +o0
(1) v keN® , wy(k)(E) = +o

(i1i) 3 keIN® tel que W\p(k)(E) z 4+ .

Preuve
s) Montrons que (i) implique (i)
Si Wlp(E) =+ alors il n'existe pas d'entier n tel que M, soit inclus dans E.
Donc pour tout kelk* et pour tout neiN, Mo & E alors
Wo(kHE) = +oo
by (ii) implique (iii): evident.
¢) Montrons que (ii1) implique (i).

Sil existe kelN* tel que Wq,(k)(E) =+ 8lors M, ¢ E pour tout entier n et
on geduit M, € E, ¥ nelnN donc WQ(E) z tw.
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CHAPITRE II

FILTRATIONS DANS UN ANNEAU . NOMBRES DE SAMUEL
La piupart des résuitats de ce chapitre ont ete obtenus en collahoration
avec H. Dichi et D Sangare et ont eté publies dans [3] et [4].

§.1 RELATION ENTRE LES NOMBRES DE SAMUEL GENERALISES

I1.1.1 Definitions,

Sait A un anneau commutatif unitsire.

(1) Une fiitretion de V'anneau A est une suite f = (1) d'idéaux de A
teile que I = A, 1, CL, et I 0, Cl,,p pour tout entier n:0 et pour tout
entier mx0 .

Soit T un idéal de 1'snneau A, la filtration f = f; = {I") est appelée
f1ltration I-adique.

Une filtration f de 1"anneau est dite trivisle sif = fgjou si =1y

L'ensemble des filtrations de 1'annesu A est noteé F(A) et est ordonne
par la relation cou si = {.), g=,) e F(A), f¢g signifie que

I, CJ, pour toul nz0. La somme des filtrations f = (1) et g = (J,) est
f ,_ :
ls filtration f+g=( ¢ Ipdn-p/. 16 produit de 1 et de g est 1a filtration
p=0
I'g = (Inln;‘ de &,

(2) Une Nitration { = (1) est dile de lype fini s'il existe une suite
croissante d'entiers naturels (kn) tendant vers o quand n~w« et telle que les
idéau I solent de type fini.

(33 La recine de 1a filtretion 1 = (1) est Videsl \rf = \{T;' pour tout n>1 La

fittration f est dite séparée si ~1, = |0] et f esl dite non nilpotente si
Nnzi

I, = 101 pour tout nzt.

(d) La filtration 1 = (1) est appelee une AP filtration s'i} existe une suite
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Kp
(k,} d'entiers > 0 telle que lim— = 1 et si Iy m C In quels que soient les
n-)m”

entiers n,m. L filtration f est dite fortement AP de rang r21 si (1) = (Ipy)

est 1a fiitration 1,-adique c'est-g-dire si (- (Irr'). On vérifie facilement
que taute filtration fortement AP est AP,

I est dite neetherienne s1 1'anneau de Rees R(Af) = 3 InX" est neetherien.
nez

f ect dite forternent neethérienne si A est neethérien et s'il existe un entier

ka1 telque I1,= I,,, pour tout entier m2k et pour tout entier nxk.
(3) Sofent 1 = (1) e F(A) et vf la pseudo-valuation homogene sssociée 8 I,

_ ve(x™
Pour tout xed, vi{x) = lim
N

=R, ol ve(x) = supfreiN ; xel,}. On note

I, = (ned; ve(x) 2l T est un idéal de A, et T= (1)) est une filtration de A
appelée la cloture asumplotique de f.

(6) Les nombres de Samuel generalisés vy(g) et w(g) associés aux

filtrations f = (I,) et g =(J,) de A sont définis de 1a maniére suivante

Vel Wf(J )
vi(g) = lim et w(g) = lim

—w n—-ro

lorsque ces limites existent dans

—

R, oU veUp) = suplrein ; J, C 1) et wf(Jn) = inf {reiN ;I CJ,} ou w si cet
ensemble est vide.

(7) Ueaistence de vf(g) a ete etablie pour toute AP filtration g de 1'anneau A

et celle de wf(g) quand f et g sont deux AP filtrations de I'anneau ncethérien

A dsns (2] De plus, on a les relations suivantes
() 31g:g,alors welg): welg)
Gi) sl i o alors wilg) ¢ wp(g)

- — | —
() pour tout entier k|, Wf(gj =k wf(k)(,q) = ; (g(”)

[

1y pour tout eniier k2l ?f(g):kif—r(k)(g) = vy ve@'®y ou 1,1, g geF(AY

{0) Lorsque = (1™ est la Tiltratian I—adique oul est un ideal de A, on note
l"-l.]'zt-!-\ = \lJI(‘I} 2 l‘)fl(gj = L"I(\gj, "] ‘J) =W I(‘) 'I (g) - N'I(g)

Ce meme, s1 g = (") ect la filtration J-adique de A ou J est un ideal de A,
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nous noterons ve(fy) = V() et welfy) = welD).

11.1.2 Proposition.

Soient T et g des filtrations de 1'anneau A. Alors le nombre de Samuel
genéralisé w(q) existe dsns R, pour toute AP filtration 1.

Preuve : Posons f = (1) et g = {J,). Nous pouvons supposer que

M’
Wf(‘}ﬁ) — .
lirm inf ——— = ae K, et corme la suite (wg(Jp)) est croissante, que
Wf(Jn) tend vers w quand n tend vers w. f étant une AP filtration, i1 existe

k.
une suite d'entiers (ki) 2 0 telle que ijn C I? pour tous j,n et - tend vers 1

quand j-e 51 s,n sont deux entiers 21; 1a suite dinclusions I“kwf(J ) C
3

n n o P »
Ly (3 € Jg € Jng NOUS donne l'inégalite w (J o) ¢ Ky ¢(J) (*).
Prenons deux entiers n> m 2 1 et notons q,, le plus petit entier superiedr ou
. N1 . N
egal § - Cn s alors d'apres (*)

-.Nf(‘]n) qn kwf(‘]n’l)

~

W) ¢ wfl.glqnm) ¢ O Ky (J,)- On & donc d'al

‘o1
. Wil Kup() N M) Wil Ku g () Cbtient
im sup — =<~ et comme - T WUy , on obtien
| weldd o Keean o welig) A
Yim sup ¢ inf < 1lim inf et 1a suite

n m m m
‘YIUF’) . .
f ~— ! converge dane R, .

11.1.3 Proposition

Soient f = (1) et g=(J,) des filtrations de 1'anneau A telles que f soit

—V—Y‘f(Jn) N —
une AP Tiltration Alors les suites ( I et (n'wy (g)) convergent dans

K.etona.
_ —Vﬁ_/f‘:\]n) ;ﬁvf(Jn]
(1) welg) = Him ——— = inf
(g s] ]

(1) wel@ = im n ‘_v‘—v‘ln(q)
‘ - )



Preuve.

' m
Soit f une AP filtration et (k,) une suite d'entiers 2 O telle que Ikrm cly
t

pour tous n,m avec lim k—rl.—. [

n=o
(i) On sait que ﬁf(Jn) est defini pour tout entier n20. De plus, comme la suite
(WiQ,)) est croissante, on peut supposer que w(J,) < « pour tout entiern.
Comme wiJ) < Ky ¢(Jy POUF tout idéal Jde A, on obtient

weli)
1im sup < wqlg). D'autre part, on a pour tout entier n et tout entier m,
\ ( m-\ -
m . IA(fn Jn ’ ‘an(‘!ﬁm) ) 3 (Jn) —
T € g dou — = 2 — = {Juand m~ o, on obtient 2 wi(g) pour

tout n. 11 en résulte que la suite ( ) converge vers wi(g). De plus,

weld,)
n

Wf(g) = inf
(1) Montrons tout d'aborg que Wf(g) = 1im inf mTvIr(g)A On peut supposer que
|

by 2 nopour tout n 2 1. Alors 31 g = (Jg), 1a suite d'inegalités flk ¢ ftkn) ¢ fln
n

— - 1 — -
nols donne vy (g) 2 v-.-'f(kn)(g) = welg) ¢ WIn(g) (%)
‘0 n

Alors en multipliant les termes de (*) par k,, et en prenant 1a limite
inférieure, on obtient : liminf k, Wln(g) £ welg) < liminf n Wln(g)
et liminfn ﬂ'ln(g) < liminf ky, WI‘, (q) car kg, 2 npour tout n. On a ainsi
“n

montré que  wetg) = hminfn 'v_vln(g).

Mantrons maintenant que lim sup n 'v—vln(g) < \—vf(g). supposons que
wilg) e Ry et prenons deus entiers p2 1 et g2 | tels que wylg) < %; alars
Q?f(g(q:' Vepetilexicste alors un entier N21 tel que pour tout meN, on ait
Wr(-‘mq) < mp. Far consequent, pour tout entier m: N, on a

_ : : . m .
Tmp € Jmg- 901U N un entier > 1 et qg 1a partie entiere de o Onaalors ls suite

fn +1 \p
' . v ! RS e Lo
ginclusions 1" Clyea 4yig Clygg C g GO0 linégalite
t SRR TR S A
WI,,‘---’mq" D<er|+ 1)
¢
m3 - mg

CEnprenant 1s limite quand m-=w, on obtient
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— R N — o P - .
WIn(Q) s;a,u&st-a-one que 1im Sup n vy (@) < q d'ou i SUD”WI,,\Q) <

wi(g).

11.1.4 Corollaire.

Soient T, g et hdes filtrations de l'anneau A telles que 1 soit une AP
filtration. On a alors: ‘wilgh) « wi(g) + wyh).

Preuve. ii suifii de remarquer que sil,J, K sont des ideaux de A, an 8
wi(J) ¢ wp(3) + wy(X) et d'appliquer la proposition11.1.3.

11.1.5 Corollaire.

Soient f, g et h des filtrations de I'anneau A telles que f et g solent

1 |
des AP filtrations. On a alors . = + =

wigth) * W) T W

Preuve. D'apres la proposition 11.1.3 (ii), il suffit de montrer que si,

1,J, sont des ideaux de A el si heF(A), on als relation

! 1
— N— 1+ = vy, i W LY [ c
T Wt Comme wyyth) < inf (with), w,(h)), on peut supposer

que o = wh) et f = w(h) sont des réels > 0. Pasons h = (Hy) et prenons des
enliers p,p’,q,q 21 telsqgue « < % =retp« %— = r'. Alors WI(h(Q)) <p et
v—vJ(h(q')) <p. 1l existe alors un entier m tel que pour tout n 2 m, on ait

wilHng) < np et wi(Hp) < np', cest-a-dire que 1"F C H, et " oc Hog'o EN
particulier, 1"PP ¢ Hﬁq CHpgp €t LT Hyqp d'oU W) ¢ Hn(pgs pg)- AiNSi

wiHp(pnepgy) 2 PPP°, en divisant par n(p'q+pg’) et en prenant la limite

. - rr L — L %P ,
quang n=<«_ on obtient WU(h) < o Ainsi wU(h) < ;—g; et on obtient
LT

I1.1.6 Propasilion.

Soient f = (1) et g = (J,) deux filtrations de l'anneau A telles que vi(g) et
wilg) existent. Alors wi(g) < vilg) 5i et seulement si il existe un idéal I de A

et un entier naturel m tels que pour tout m2monait 1y =J, =1
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Preuve. S'il existe un entier m et un idéal I tels que I = J, = I pour tout
n:m,slors wilg) = 0 < vi(g) = o Inversement, supposons que w(g) < Vf(g) et

distinguons deux cas. Si v;(J,) < w pour tout n, comme
Vf(Jn)

v ( \
_ Wilpe ) ‘
weln) = lim————¢we(a) = lim
re = e 1 (5 N

, 11 existe un entier N tel que

W ildp, 1) < v pour tout mai ; en particulier welJ,) < v¢{Jy). Notons
Vo= vilplet wy= vyl Onaslors 1, Cly cicl, dou Iy =ly =J;
En particulier I =J, pour tout entier k vérifiant wy ¢ k < v,

Carame vy, ¢ <V, € V.., Dmyv, = wet enprenant m = max(N,wy) et 1 =1, on

n-e

obtient I, =J. = pour tout nxm. S'il existe un entier N tel que v¢lJy) = «, on

8 Ly, Cy Cly pour tout entier n ; en particulier, Ly, = In = Iy pour tout

ro2 v Comme 18 suite (v ) est croissante, on & aussi vy = o pour tout kK 2 N,

d'ou I, = I, pour tout n 2w Il suffit alors de prendre m = max(N,wy) et
L=y

(1.1.7 Consequences.

() Sifetosont des AP Tiltrations de A lelles que f soit séparee et non
nitpotente, ona wy(a) 2 vi(g).

{11) S1 1, g sont des Tiltrations sur un annesu de Dedekind A telles que T soit
fortement AP et non triviale, on a w(g) 2 vi(qg).

Preuve. Notons 1 =(I,) et g=(J,). (i) résulte de la proposition 1.1.6 puisque

U étant separee nan nilpotente, s existe un ideéal 1 tel que

L=l pournz0 oneurslt 1 = nlp= |0§ ce qui est absurde car 1 est non
n:o

nilpotente.
(iiy résulte de (7], proposition 4.2) et des propositions 11.1.2 et 11.1.6.

§.2 L'EGALITE ASYMPTOTIQUE a7(g+h) = rain (a1(g), as(h)).

Les nornores de Sarmuel générslisés vi(g) et we(g) ont permis d'étendre sux
fiitralions les nombres rationnels £} et L;{J) définis par P. Samuel pour

des vdeasux et Td'un anneau neetheren A [16].
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1 & &té montré dans ([2], 2.9) que 1'on ne pouvait définir vi(q) et w(g) paur

toutes filtrations f et g de 1'anneau A ; plus précisément vy(g) existe si g
est une AF filtration ([2}, proposition 2.6) et w(g) est défini pour toute AP
filtration f de i'anneau A J'apres la proposition 11.1.2.

Il résulte de ls proposition1.1.4, que a{g) et by(g) existent dans R,, et
gue i vi(g) ewiste dans R, ona vi(g) = aj(g) et si w(g) et existe dans R, on
& wy(g) = by(g).

Notations
On notera pour des ideaux 1, J de A, f; etant la filtration I-adique,
ar(1) = g{@). brlg) = bylg), ar(fy) = 6;(0) et belfy = beld). De méme, naus

adoptons les notations g(q) , by(a), a7(3) , by()

11.2.1 Remarques
11 résulte des définitions L.1.1 que si f = {I,) et g = (Jy) sont des

fltrations de I'anneau A et 1,J des ideaux, alors on a les relations suivantes -
(i) Pour tout entier k21, 0na vi(J) x k a¢(@) et wilJ) < k bela).
(1) ay(3) = v;(2) et by(g) = wyJq).

11.2.2 Proposition

Soient f et g des filtrations de I'anneau A, Alors ag(g) z 1 =g ¢ f.

Preuve
Sotent f = Iy} et g = (Jp) ; comme f; < o‘™, ona By 2 Ef(g(“)) 2 n pour

tout entiern» 1 d'sprés I'hypothese E'f(g) > 1 et la propositionI.1.5. Comme
q(Jﬁ) = '-.»I-(Jt") d'apres la remarque 11.2.1 (i1), on obtient

_ ’31":‘]:;} _ . . _

il = Fl{l_l)ll . vildpd donc veldpd @ nclest-asdire que l'on a Jp < I 8ins)

e
|

g :

11.2.3 Remarque

La récyproque de la proposition 11.2.2 est fasusse comme le montre
I'exemple suivant. Cansiderons 1'anneal A = 2/42 , 1 = flo| et

g=1=(,);nalors pour tout n2 {, ona I, = 22742 et
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(gtn) | N
i) = hm-f—T—: 0 puisque {r> 1 ;g ¢ (N} -

n==

I1.2.4 Lemme

Solent { et g des filtrations de V'annesu A telles que g soit une AP
rfltration de type fini. On g alars ag(Q) = E?(g) = vi(g) = Vf(g)‘

Preuve
Fosons g = (J,). Montrons d'abord que v¢(g) = VT(Q). Soit (k) une suite
croissante d'entiers telle que lim K, = = et telle gue chaque idéal Ji, s0it de
M= <

type fini. Comme Ve est 1a psrtie entiére de Ff, on & pour tout ke A, ve(x) <

vplx) + <vplad + 15 de plus, vy ) =inf - velx) et - i) = inf v—(x). Par

Xe] kn el y f
consequent, on s vel(g) = vf(g) puisgue d'spres la proposition 4.7 de (2]
[T {]k )
ve(g) = ;]‘_Erﬁo . Comme &(g) = v(g) et af(g) = vi{g). Ona

EROE af_(g) = velg) = ’v}(g).

11.2.5 Theoreme

Sotent f et g des Tiltrations de I'anneau A telles que g soit une AP
filtration de type fini. Alors ve(g) 2 1 e g < 1.

Preuve ) _ _

Supposons lout dabord que ve(g) ¢ 1 ; alors ac(g) : | et d'apres la
4 |po"‘mon I220nag«f Inversementsi g¢T ¥nelN* ana
7 g ET(Q) 21 et ve(g) = Ef(g) » 1, d'apres le lemme 11.2.4,

o
q

11.2.6 Theoreme

Soient 7, g el h des Tiltrations de 1'anneau A. Alars on a
(1) a,ig+h) = min (adg), a;ih)).

() qu‘f) = Sup (b (1), by ().

Preuve

(1) &) Montrons d'sbord que ag(g+h) < min (ag(g), a,(h)). Comme g < g+h
imphique ag(g+h) < ag(g) el hcg+h implique ap(g+h) < a.(h) d'apres s
proposition 113, (v), ona aglg+h) < min (as(g), 8,(h))
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b) Montrons que ac(g+h) 2 & = min (a;(g), a(h)) ol AeR.. Posans

n
g = (Jp), h = (Hp) et Ky = 2 J Hy-p. Suppasons A>0 et prenons un réel « >0 tel
p=0

que 2> o.. On sail d'apres la proposition]. 1.4, que Ef(g) = liminf et

Vf(Hn\}

é}(h} = limint ;11 existe donc un entier m21 tel que v n2m, vf(J,,) 2 Noy

et ve(Hp) 2 nex. Or v(Kp) 2 minlveQp) + v¢(Hy_p)). Donc si ny2m, on peut
distinguer trois cas ; i pam, ona ve(p) + ve(Hp_p) 2 (n -pla; 51 porm et
psn-m,ona veQp) + velHp-p) 2 ne enfinsi pon-m, ve(p) + ve(Hy) 2 poc.

Dans tous les cas, ona: vi(Jp) + velHyop) 2 (n -mw, d'ou vi(Kp) 2 (n -ma, et

_ Vi(Kp) (n-me _
comme  &(g+h) = lim inf fn :liminf — =« ona a¢lg+h) 2 A
1
(i1) Comme ay(g) = e {praposition1.1.8) et en utiricant (i) on a (ii).
g\

§.3 ETUDE DE LA CLOTURE ASYMPTOTIQUE T .

Le théoréme suivant a été établi par le Professeur D. Sangare (17].

11.3.1 Théoréme
soient f, g et h des filtrations de 'anneau A. On &

G) f«f

Gi) T=T

{iii) Si f<g alors T¢g
(iv) _5 fg

(v) Sifh:gh et fg Vh alors T q . (Loi de simplification pour 1s clfture
asymptotique).

-

Preuve
Ces propnietes se démontrent cans difficulte. Qusnt a la loi de simpli-

hication, 1a relation 7g < gh imphique f2h < fgh ¢ g¢h et par recurrence

~—h- g"h < g7 pour taut entier nelN*. Donc Vet ¢ nﬁqn(x) - Vg(x) pour

g(x) pour tout nelN*

- N
toul xeA cer vy r(_x) ==
gt n
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(Remarque 2.512]). 51 f ¢ \fﬁ alors Vf(x) =n lim, ?/'fnh(x) < Vg(x), pour tout

xe A (Carollaire 3.4 (2]} donc T<q

11.3.2 Lemme
Soient f, g des filtsalions de T'anneau A. Alors on &

() T ¢ T ot 700 = T pour tout réel r >0,

o - TR 20 _pour tout entier r>o0
i) fg =19 =1q,
Preuve

(i) Soit 1= {,)elors T= ()= () et T = Oﬁﬂ)'aﬂnl) 8vec

}rn\'l e by V(/)’ﬁ’lﬂ.J\ Tr"(}/) Kn-{XEA Vf(r)( ))n}—

(oo A
1A

A Vel 2} TN <TI0 et comme (D) < TIN ¢ TIH) ong 1) = 710

(1) Comme rest un entier > 0 slors T= () =) et TU) = (5, ) avec
[p = R=A V00 2 81 T = (K), K = {xe A vy 2n} =

I~

e A velx) 2} =1, d'od r) = 7N et on déduit Tir) = 70 = TIr) pour
tout entier Q.

(1) de fg¢fget g¢fg (théorémell3.1)ona Tg=T g=1g

11.3.3 Proposition

Pour toute filtration 7 de A et pour tout nombre réel s >0 et pour tout reel

t~daonAa:

(1) 18t < pis) gl

Mt (f'\ﬁ\?) (t) - f(Sl)

Preuve Mantrons que flert) ¢ g(s) (1)

I | |
Vf(s)fft)(?"5 ‘ Uf(g)(x) *W ;¥ xed (remarque 3.1 {2])

| { l f5+1)

= AT + = d'nl
\ 3 -
Mo T g 1y V()

\

[{n) S

><) = ‘Jf/ +){x) doncons:



[
-

fls+t)  fls) g0} (1)

Corame 211 fls+)

alors 10) (i) ¢ flset) ()

De (1) et {2) on déduit fO+h 2 fls) (1)
. — 1 — 1 —
(111) Cornime pour tous réeis t et sy0, ve(st)(x) = o Vi) = T V() (R)

z F.;‘rq;gy)(t)(x) aiors on g (1)) (1 - G

I1.3.4 Definition

Deux filtrations f et g de VT'anneau A sont dites projectivement
equivalentes 11 existe un rationnel r>0 tel que Vf(x) = rVg(x), v Red.

La relation ainsi définie est une relation d’égquivalence sur F(A)

I1.3.5 Remargue
51 deux filtrations 1 et g de 'anneau A sont projectivement équiva-
lentes alors il existe un rationnel s>0 tel que = gBJ

— 1
En effef il suffit de remarquer que Vg(s)(x) =3

Notons par B l'ensemble des AP-filtratons séparées, non nilpotentes de
l'anneau neethérien A,

I1.3.6 Propositian

Sotent f et g des éléments de B . Alors les assertions suivantes sont
aquivalentes.

Preuve. Montrons que (i) implique (ii): T = g implique Eg(g) = Eg(g)

= El,(g) = ag{g) (Lernme 11.2.4) et comme 1 = Eg(g) (corollaire 4.7, [2)) alors
- . — — 1
371g) = 1. On déduit que ag(f) = 1. De belg) = g AT (proposition1.1.8) ona

be(g) = 1. Montrons maintenant que (i1) impligue (i) :
37(g) = 1 implique g < T {propositien11.2.2). De by(g) = ! q{f) =1 car

tT=g.

i{g) = =7 d'oll T<qg etparconséquent
ag(f)
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CHAPITRE 111

FILTRATIONS DANS UN ANNEAU
DEVIATIONS ASYMPTOTIQUES

§.1 DEVIATIONS ASYMPYOTIQUES ET FILTRATIONS FORTEMENT AP

So1ent et g des filtrations de l'anneau A. Dans le chapitre I, 81, nous
avons defini les déviations asymptotiques eg(g), E¢{g). Soit g = (J,)), nous
imtroauisons les nombres de(g) = sup _(nag(g) - v¢(J )} et Dglg) =

Hroduisons 1es (g neFI!N*‘ Q) - vep)) (g
E;U[I!”*':\“.’T(Jn) -n ET-ng)), pour 1'etude des déviations asymptotiques egig) et
el
Erfq) Soient1et ¥des ideaux de I'anneau A. Si g = f;)a filtration J-adique on
note defg) = del3), Deln) = Delg), eelg) = ec(3), Eg(g) = E¢(1) et si f =1, onnote

37(g) = dyg), Dilg) = Dylg), eflg) = gi{g) et E;(g) = Ef{g).

\IL.1.1. Proposition

Soient f = (1) et g = (J,) des filtrations de V'anneau A. Si f est une

Tiitration fortement AP de rang k alors on g :
(1) dlk('g)eIR si et seulement s1 d¢{gleR.

(i) Dy, tg)ek si et seulement si De(g)eR.

Preuve (i) Demontrons que Av(a)Up) £ veldp) € AlveqayUg) +1) +1,

v nelN  vAek ..

a) Montrans d'abord que v;(Jp) = w si et seulement si Vf(;\,)(‘]n) = ®.
Enefiet si v ) (Up) = @ alors Jy, €Iy -, ¥ relN donc ve(dy) 2 17 Ar |2 Ar
dou vilJph = = 5 vf(Jn) = w alors vf(Jn) :p, ¥V peiN et J, gl
¥ peiN d'ol J, -(;II'?..r'l* ¢ reiN* et v AeR’, et Vf(h)Un) >r, ¥ relN* donc
Ve(yUp = @ On déduit que velJy) = w si et seulement si v )(J) = o et si

11

'une des assertions équivalentes est verifiée on a:



29
- ’ . ; \) ’ K " *
Ay ey Up) € vl € (v yUpd + ) +1, v AeR7,
b) Supposons que =V Up) € N T Clmy oy el dn Clmy gy d'ou

Ara AT e v A DT Alre 1) +1, YAeR”, ona AV ein) Up)
vy ALV U #1) 1, v AeR ™,

¢} Montrons maintenant que : dlk(g)eIR si et seulement si de{g)eR. Comme f

est fortement AP de rang k, AL f, alors

kv ) cvpldpd e kv (3p) + 1) +1, etona

kvp, ) - 8¢lg) « veUp) - aglg) « klvy () +1) - aglg) + 1, d'od

kvy, Up) - kEIk(g) ¢vp(g) - ap(g) < klvy (3) +1) - ke Ik(g) + 1, car

kEIk(g) = ke FOLOE as(g), (proposition1.1.5) et ona:

Koy (0 = n (@) i) - naglg) < k(v () - nap (@)« k+ |

¢ vilp) - neglg) + ke 1, v nelN* d'ol kdy, (g)- k- 1 < dlg)

¢ kdlk(g) et par conséquent kdlk(g) < dglg) < kdlk(g) +k+1 ¢ delg) + ks 1 car
)= a, (q)- { = a - velJo))

oy, () :ﬁgﬁju* (nap () - vy, Uy)) et dg(g) sup (na (g) - v,

On déduit alors que : dlk(g)eIR si et seulement si ds(g)eR.

{i1) Pour démoantrer (ii) nous allons etablir que |

Aweayln) - A e well) €A me(Jn) +1, Yneln*, v AeR" 4.

a) Montrans d'abord que wy(J,) =  si et seulement siw (3)(Jp) = w En effet

5i me(Jn): w alors f={r rar | € Jy) = @, supposons wf(Jn) - peiN slars

il existe seiN tel que As:pdol [~ As 12p, l[— a5 C Ip cJ, alors fze

absurde dong wlJ) = . S &= wf(;\_,)un) o oalors IFasT © et

W) £ 1A ] Cw Done we(J) = wsi et seulement & 'v'v‘f(;\,)(Jn) Cw et 51 1'une

des ascertions equivalentes est verifiee on s -

}uv'v'rf_.'a;)‘(Jn) - Al 2 A 'Y'Y'f(?\.)(Jn) +1, ¥ nelN*, ¥AeR . On déduit que

weldgie IN i et seulement si '*"’r(h)(Jn)E IN.
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b) Supposons que 1= w (ayUp) € IN I 7€ g et Ty )€ J, dou
Mr=13 < TA (=17 < wed) <« TArT] <Ar+1, vAieR™ s ana:

A einyUpd = A2 wel0p) L AW ea)Ug) +1, ¥ de R,

¢} Montrons maintenant que : Dy (g) eR si et seulement i Dr(g)eR.
Comme T est fortement AP de rang k, k) T

alors kwy Up) = k< weldp) « kwy (Jp) + 1, v keiN* et on a

kv, () - 1D (@) - k¢ wi3) - nb ((g) < kowy, (3p) - nb ((g) + 1, ¥keIN¥
kwy, () = knby, (@) - k < welp) - nb (@) < k wy () - knby (@) + 1, ¥ ke
car kb (@) = kb «)(a) = be(q), (proposition1.1.5) et ona:

k{wy, (3 = nby, () - k< wel3) - nb (@) < klwy () - nby, (g)) + |

v pldy) - nl—ff(g) tk+ 1, vKelN* et ¥nelN* comme

e T ) , N
D,f\g}-gg?N*\W,(Jn, nb ¢(g)), et Dik(g)-srs‘glfN*(wIk(Jn) nby, (g,

KDy (0) - k¢ Dy(@) < kDy, (@) + 1 < Delg) +k +1. On deduit alors que
Dy, lg) ek siet seulement si De(g) eR.

Soient I et J des ideaux de l'anneasu A. Si la filtration adique fI est
projectivement eaquivalente & fy, nous dirons que I est projectivement
equivalente & J. L'1deal 1 est dit séparé si ia filtration adique 1y est separee.
L'ideal I est dit regulier ¢'il existe ael tel que & ne soit pas un diviseur de
céro dans A. Soit Iun idéal, separé, régulier de 1'anneau neetherien A, notons
U(1) 'ensemble des ideaux sépares, réeguliers de 1'anneau A, projectivement
dquivalents a L.

Nagala a montre dans ([1Z], theoreme 8), que les déviations asymptotiques
201} et E/(1) sont des reels positifs si Ie U(J).

Dans cetie partie nous allons éludier 1'existence de eqtg) el Ef(g) dans R+ .

nr.i.2 Lemme
Soient J un idéal de l'anneau neethérien A, 1 = (1) une filtration forte-

ment AF de rang k de l'anneau A telle que IkeU(J) CAlars



(1) ef(J) E]R+
Preuve.

Rermarquons que comme v} = a;() et wy () = by, (9p), (remarques 11.2.1)
slors e() = d;(0) et Dy () = Ef, (1)
(1) Montrons d'abord que ec(J) eR+. Comme dlk(J) = elk(J) eR.: (theoreme 8,
(12]).
Et comme dy (J) R si et seulement si dg(J) R (proposition 1L 1.1). On déduit
que e;J) eR+ car eg(d) = de{).
(1) IMontrons maintensnt que E¢(J) eR. . Pour deux filtrations 1 = (1) et
g = {Jp), nous allons établir que D(Q)< Ep(g) < E(Q) = 1D(g) +1.
a) Montrons d'abord que Dy{(g) < Eq(g). Cornrne w{J;) < bf(g"'n)), ¥ ne (N
(proposition 1.1.3, (i) ; w{Jy) - nbe(g) < bf(g(")) - ribg(g), on @ alors
Dlg)<E(g).

Montrons ensuite que E (@)= 1D (gl +1. Posons [§=1D(q)l alors

Welp) - rbe(@) < . v nelwt, w () sknb(g)+ B, VKeIN' el v nein,

!, iy B - , - 1
On a =wely,) < Kby(g)+ ~=Kb(g) « § d'ou iiL;N*I W Oynd/nl -1 = —wellin)
< I:Ef(q) + B. Comme bf(g(k)) = 3Up I'Wf(Jkn)/n'I , (proposition1.1.2 (iv}) on
- nelnt
9: b‘-(g"”) -1= kB_f(g) +f d'ou E(g)<IDy(g)l +1. D'ousi g="f; ans
D, 2 Q) 21D, +1
Corame £y (1) e R+ (theoreme & [120). Et comme Dy () = Ey (e R+ si et
seulement <i D;(J) eR (proposition 111 1.1). On déeduit que Ef(J)E]R car sl

DyU)=R et comme De(d) c Ep0) < D¢t +1, one E;(NeR

I.1.3 Theoreme

Sotent = (1) el g = (J,) des filtrations fortement AP respectivernent de
rang k et s appartenant g B telle que 1,e U(Js,). Alors
() e;(g)eRy .



Preuve (i) a) Nous allons etablir que : d.(9) < ec(g) ¢ Id (@l +1, (%)
Montrans d'abord que d (g) z ef(g). Comme "'f(Jn) p af(g(”)), vneiN*
{propositicn 1.1.3), {iii) , on & nas(g) - veldp) 2 nae(g) - af(g(n)).

Un dedunt alors d(g)< ec(g) car dc(q) = gzplvu*(n ac(g) - ve(3)) et

RGN sup, (naf(g) - 8 kg(n 1).

Mantrons ensuite que e (g) < ()l +1. Posons f= 1d(g)l alors

nac(a) - v¢J,) < f§ pour tout entier n=1, d'ob vpQyp) z kna(g) - B pour tout

. | ! _ Foo—
entier k=1 et pour tout entiernz1. Onsa - ve(n) 2 kag(g) - = kaz(g) - f

1 5 =
done  inf \_—v.(J, Y| +1 = inf v (3 )= Ke,(q) - B. Comme
nelh rkn nEIN*( m ViUkn)) 2 keg(g) - P

1
ay (J(“) = mf L ~vf(Jkn).l, (proposition1.1.2) : on obtient
N* n

neil

af(J(k)) * 12ka(g) - doncedg) < ld (gl + 1 et on déduit

b) Prouvons que : d(g) < O implique 0= eglg) < 1, (**).

Pour cela posons : A(g) = sup {reR™, , g« {")} ou 0 si cet ensemble est
vide.
Remarauons que a,(g) = LA (g)_l. Par conséquent on a

5¢(q) = l1 m EA (q)m)) Comme kA (g) < A (g(k)) ¥ keIN* ; on déduit
N+

a‘,{g; < Afng) 2 of\g)

1) Meontrons d'sbord que dg(g) < 0 = 5.(g) = A(q).

Soit dlg) = sup (ag(g) - v,(Ip))=0. 51 8,(q) = 0 one aglg) = A (g) car
Aplgl €800 S1 800 =, d.q)<0 implique ngf(g)< velp) = wdoncdp C Ty,
§pel¥ etona gz () ¢ reR*s d'oll A ((9) = . Si a. (@) =reR¥, df(g) < {
Hmpligue | ncf\QJ | = f(Jnmloran [ I| .t (g E Y nelN* d'ou ggf(r) et an &

A

of\Q) 2 Afg) et cormnime Aglg) = df(g), on g Adg)= Ef(g).



33

2) Remarquons que Ef(g) = A(g) implique Ef(g(k)) = Af(g(k)) ¥ keIN*. En
effet comme A (g) < a.(g) , alors A (g(k)) 28, (g(k)' v kelN* et kag(g)=

kAg(g) < Ay (g('\)’wa (g( ") <5, i{g), ¥ keIN* donc g, (g(k)) A (g(“))
) Montrons ensuite que do(g) < O implique O<e (g) <1 . Eneffet d(g)< 0

impligue A.(g)=a.(g) et comme af(g(k)) < Af(g(k)) < af(g(k)) +1, ¥ keIN*
slars 0 < k8, (g} - a-(g(k)) < 1 donc si dfg) < O slors ef(g) < 1 cor

(g)—eur_p (Ne. ROV f(g("))).

c) Montrons maintensnt que e(g) eR4+. Comme g est une filtration

fortement AP de rang s de 1'anneau A alors pour tout entier n21 il existe un
entier g, tel gue sgp < n<s(qp +1), (%%x)

et on & Jyrq +1) & p Clgq 000 vilgq ) < veldp) € villyq o 1)) et on 8
nap(g) - vy, 90* 1) < nplg) - vi(,) « nap(g) - v(3 ) cer g, =%,
v LelN®. On déduit nag(g) - v, ¢ 2Ef(g(3)) - ve(33n) car a—f(g(S)) = s8¢(g)
et comme g = (J;) est une filtration fortement AP de rang s alors
3(g0)) = 8,(0,) et (xxx) implique naglg) - v,(s,) < (ap+ 1) 3 0) -v¢(1.9n) et
na;(g) = vilp) € 0y B30 = vela n) + B ay); (1),
Lel) implique que 8;(J,) R4 ; (lemme 11.3.6).
S1a,=0alors g, a;Ug) - vp(39n) + 8,(,) = reR., (2).
De (1) ons nardg) - ve(d) ¢ deliy) + a,0,) eRy cor de(ly) = ecl) eRy , (3)
Lerme i11.1.2), De (2) et de (3) on déduit que
nag() - veldy) < supldelly) +agldy) 1)
Dou dffqﬁ - eup (n af(g) vf(Jn)) 4@  (xxxx)
(%1 (xxiet (xxxx) impliguent que ef(g) elR, .

(11} 8) Nous allons d’abord etablir que - Df(g) < 0 implique U= Er(g) < 1.
Pour cela pasons : |
Belg) = sup ireR™, , 1'7 < g} au w si cet ensemble est vide.



Remarquans que be(g) = I"B(g)7].

1
Par conséquent on & bf(q) lim -*B (g)(n)) Comme pour tout reR™ et pour
[|-—)+m

tout k etwx, (f{r)k) - firk) - qn g Bf(g( M ¢ KB(g) ¥k eIN* et on déduit
belg) < B(g) s b(g).

1) Montrons queDy(g)< O implique B(g) =B (g).

S1 bplg) = w alors by(g) =B(g)car be(g) <B(g) Si bylg)=zw,
Df(g)-s 0 impligue W (Jy) 2nbg(g), ¥nz1 donc Il—nﬁf(g)_l c ]WfUn)CJ”'

-1 d'ou j{E(g))sg done Bglg)< bylg) et comme belg) =By(g) ona
= B,(q).

s_/ I

nz
(0

|

G

2) Montrons ensuite que D (g) < O impligue 0= Ef(g) = 1. Eneffet

Di(g) =0 implique By(g) =B (g) et comme bf(g(k)) < Bf(g(k)) = bf(g(k)) +1,

vhkell*, ona 0= bf(g(k)) - kﬁf(g(k)) <1 car kb}(g): Ef(g(k)) _ Bf(g(k)).

Camme E;{g) :f_:lepm* (bf(g(“)) - nE,-(g)), ona: Df(g) < 0 implique 0 < E((g) = 1.

b) Montrons maintenant que E;(g) eR+ Soit g = (J;) une filtration fortement,

AP de rang < de 1'anneau A glors pour tout entier n 21 il existe un entier q,
tel que sq, ¢ n<s{g+1), (*).
O 8 Jg(q,+1) €90 € 3sq, d'ol wf(qun) ¢ welJp) ¢ wf(Js(an)) et ons

w1 9m) - nbrlg) ¢ wlagd - nby(g) ¢ w390+ 1) - nb(g) car J .JSE,

sk~
On deduit = w0} - nby(g) ¢ wy n+ 1) - nb(g) et

Wil ) - nbplg) « w1 n+ 1) - (n/s) bi(g®*)) car b;(g¢*)) = ¢ B(g) et cormme
q = {J,) est une filtration forternent AP d'ordre s alors Ef(gm) = Ef(J.) et
(*) ampligue w30 - n E]-(g) < wf(qu"”) - (q,) b—f('Js) et ona - welJ)-n

bylgh ¢ wedne 1) - (g, +1) be(yg) + _b—f(Js)_et wlJ,) - nb(g) ¢ D_f(JS) + belag)
dot Dy(g) = sup (welp) = n o belg) ¢ D)+ blyy) By, Us)

z DI U,)eRy et Dy (Jg) =E (voir Termme 11.1.2 et 1a proposition IL.1.1). On 8

st byl e Ry (lemme 11.2.6). Par conséquent Dy(g) = +e
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Comme Dy(@) 2 E-(g) < ID(g)l +1 et Dy(gd= O implique O<E{g)= 1,
on déduit que E;(g) eR+ .

8.2 FILTRATIONS DANS UN ANNEAU ET DEVIATIONS ASYMPTOTIQUES
BORNEES

Rappelons que B est Tensernble des AP (filtrations séparees. non
riipotentes de 1'anneau neethérien A.

Sort g une filtration forterent AP de rang k separee, non nilpotentes
de Tannesu nwethérien A Notons par Qy(q) Tensemble des filtrations
fartement AP de rang k, separees, non nilpotentes de 'anneau ncetherien A
projectivement equivalentes a q.

Dans toute cette partie nous ne considerons que des filtrations qui
appartiennent a B = Supposons g fortement ncetherienne et notons Sig) le
sous-ensermble de Oy,{g) formé des filtrations fortement neethériennes de
l'anneau netherien A Donc tous les eléments de Sig) sont projectivement
equivalents & g. Posons « e(g) = supleg(g), TeS(g)) et E(g) = supiE (a), fe S(g)).

Dans cette partie nous allons étudier e(g) et E(g). elg) 2 0 et E(g) 2 0 car
er(g) 2 0 et Ef(g) 2 0.

IL.2.1.Définition. (voir definition 4.1 {8]).
Satent 1= (01,) et g = (J.) des filtrations de I'anneau A avec f < g. f est appelée
une reauction de g 511 existe des entiers r21 et 520 tels que J,,, = J. I, pour

tout entier nxs.

11.2.2. Lemme

Soit f est une réduction de g alors :
{1} 11 existe un entier k21 tel que pour tout nzk ; g+ - gtk ¢
(1) T=3



Preuve (i) Si T = () est une reduction de g = (J;) i1 existe un entier k|
tel que pour tout entier mx1 et pour n2k, Jyeany = Ik Imn €L ON 8

g kY g Y togir 1°) de la preuve du théoreme 4.6., [8]).

‘EH"J g(nﬂg) - g(k) ¢ 1 ymplique Ug(mk)(x;’ ¢ Q_f(n)(x) ; VXeh, ona:

(n/n+k) vgln) < velx) | 81 N2 alors @ vglx) ¢ ve(x) et comine f¢g, on déduit

ugl) = vilk), ¥ xe A dol T= g,

Nn1.2.3. Définition

(voir (6]). Soit f = (1) une filtration de I'anneau A. Un élement xe A est dit
entier sur f si x vérifie une équation de la farme :
"+ g x" v 5" s+ @ = O ol ae L pour i =1,.n Lensemble des
B 1 2 n -_— ] ] D -— PRERF AN ~
slements entiers sur 1K) est un idéal noté P (f). La filtration {" = (P (f)) est
appelee Ja cloture pruferienne de 1.

11.2.4. Lemme

Soient f et g deux filtrations de I'anneau neethérien A avec f¢g telles que f
snit fortement neethérienne et g neetherienne. Les assertions suivantes sont
oequivalentes :

(i) f est une réduction de g.

Preuve (na f* = et g* = gcarf et g sont fortement AP, (voir (6],
proposition 4.7) et comme P{f) = P(g) si et seulement si f est une reduction

de g (theoreme 4.6 (3]}, on acheve 1a demonstration.

Considerons les deux conditions suivantes qui nous permettrons
d'etudier e(g) et Eg).

Condition {Ny Etant donnée une filtration geF(A), il existe un entier

r=r(g) tel que pour tout entier m>0 et toute filtration f reduction de
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d™ on. ait g™ i g e,

Condition IN2 Etant donnée une filtration geF(A), il existe un entier

—

5 = 3(g) tel que pour tout entier m>0 et tout entier ny0, g'™ (m¥e) g(mm.

111.2.5. Proposition

{i) Si elg) eRy alors g verifie la condition Ny,

(i1} Si E(g)eR4 alors g verifie la condition IN2.

Preuve

(1) Supposaons que e(g) eR,. Soit f une reduction de g(m) alors

T=g™ (Lemme m.2.2), doi ap(g) = 1/m, (lemme I1.3.6). Pour tout entier
nzlone - r=rel@] :(1/m) {mn+mr) - af(g("‘" *M) et on 8

g(glmn +10)) 5 n c'est-g-dire gln+mr) = oM+ ¢ ((0) donc g vérifie 1a

candition INy.

(1) Supposons que E(g)e R4 nous montrerons que g satisfait & 1a condition IN2
avec s = 3(g) = [E(g)]; soit un entier m>0 et h = g™ on g

bpgr = 1/m Oemme 113.6). wnelN* ; (gtm)n) = glmn) g'g) by ((glMyM) -
b(gim™) et s 2 b((gl™ymy - by (glM) = by, (g(MMy ~ mnby,(gt™y) =

brlg™™) - n, on & n+s 2 Dh(g(mn)) d'oll (E(ﬁ)")(ms) - pints) ¢ h(bh(g(mn)) .

'™ et g satisfait & le condition Nz,

11.2.6. Remarques
(i) Si ef(g)leRy olors ep(@deR+ et eg(q) 2 eg(g).
(i1) SiEj(gleRy slors Ep(@)eRy+ et Eq(g) 2 E;(Q)

Eneffet (i) Pour fe S(g), pour tout entier n21; a:(q ‘™) < a,(@'™) car
0« 0 et comme () = a.(g), lemme 11.3.6) ana na (@) - a,(q ") >
nEf(g) - af\fg)(“)} et on dedutt que si ef(g) eK. slors es(g) eR.+ et
erig )2 eplg)

Le (ii) se montre de 1s méme fagon.



I11.2.7. Remarques. Soit gunelément de B .
() i elgl=Ry slors e(g®)=R, , ve=IN* et elg) » e(g®).

(i) Si E(gleR4 slore E(g¥)=R,, VselN* et Elg) 2 E(g®).

Eneffet (i) Soit fe S(g), pour tout entier n21 et pour tout entier s> 1 ;
f‘lé}(g(&“) - af((gis))(n)) = sna(g) - af(g(sn)) ce(g) etona: e(d®) <elg) car
pour tout entier n x 1 et pour tout entier s21; (g™ = q5™ par consequent
st elleRy alors e(g®) eRy , ¥ seIN* et e(g) 2 e(gl®).

Le (1) se montre de 1a meéme Tacon.

111.2.8. Lemme.

11 existe un entier d = d{g) > O, tel que pour tout feQy(g), T g™, pour
ur entier 0.
Preuve
Snit feQy(g) il existe dee entiers s et 0 tel que svelx) = rvg(x)
v aeh Comme T et g sont fortement AP de rang k alors on a:
) _ ¢ k) _ o« - T
AR )2 er el on obtient skv(x) = rkvg(x), v xed  dou
8V (%) = rVQ(k)(x) , ¥ xeh. Par conséquent sﬂk(x) = rﬂk(x), V xeh car
Vr(k)(x) = ﬂk(x), On déeduit que I,eU(Jy) Soit (g la cloture integrale de
"idéal 1. Comme i1 existe un entier d = d{J) > 0, tel que pour tout
Lell), 086 ™y  pour un entier m>0, (lemme 1.1 [11]), on 8
H/’d)vlk(x) = (I/m)kaL'x) v xed D'ou (1/d)vf(k)(x) = fl/m}wg(k)(x), ¥ xed et
an deduit Vf(d)(x) = Vg(m)(x), v xeh donc il existe un entier d = d(g), tel que

pour tout feak(g),m: g‘_m_)
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1I.2.11. Theoreme.
Soit ge FiA) une filtration fortement neethérienne telle que la Tiltration g
z0it neethérienne.

Alors :efg)=R, si et seulement si g verifie Ig condition IN;.

Preuve

31 g est une filtration nethérienne slors W est neetherienne pour tout
meiN* car g = §™ pour tout meIN* (lemme 11.3.2). Montrons que si g vérifie
1a condition Ny, alors e{g)eR4. Supposons que g veérifie 1a condition Ny. Soit
feStg) ona: 1@ = g g gtent Ventier du lermme M.2.8, f@ est une réduc-
tian de‘gjFﬁ . (voir Terme 111.2.4) et a¢(g) = d/m, (lemme I11.3.6). Pour tout
entier n2mir+1) ou r = r(g) dans la condition Ny, on peut trouver un entier
QeiN* tel que
mig+ris n cmig+r+1) an & - g™ ¢ M@+ ¢ (F@YD - D) giors a7(gM) 2 dgq
dob napig) - arlg™) ¢ (nd/m) - dq ¢ {m(g+r+1)d/m) - dq ¢ d{r+1), pour tout
entiern:>mir+1) ona:

nar(g) - a(gl™) < d{r+1), (1},

Pour tout entier ncn(r+ 1), nag(g) -a¢(g‘™) ¢« nag(g) < m{r+1)d/m = dir+1), (2).
De (1) et de (2) on déduit alors que pour tout entier n21 ;
nag(g) - a¢(a™) < d(r+1) el comme r et d dépendent seulement de g,

nag(Q) - a¢(gd™eR+ dol elg)eRs.

N1.2.12. Proposition

Soit g une filtration fortement ncethérienne de A telle g soit
netherienne alors .
() -e{gieRy si et seulement si e(] )eRe.

(11)  Edaye R+ si et seulement si E(g )eRy.
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Preuve.
(1) Comme eq(g )2 eq(g), (remarques I11.2.6) slors e(g ) » e(g), on déduit que si
2(g Je R, slors e(gle R+

Nous sllons montrer maintenant que si e(gleR.+ alors e(g JeR4. |1
suffit de mantrer que si g vérifie 1a condition INj alors g en fait de méme,
{theoreme T1.2.11). Supposons que g verifie 1a condition INy avec r = rg).

Comme g est une réduction de q alors il existe ueiN* tel que gtMg (W -

g(u+n)‘ ¥y (voir remarque H1.2.2 et lemme 111.2.4) d'ou g (*M) ¢ gV vnsy.

Soit f une réduction de g{™ pour un entier m>0. Comme g{™ = g (™ payr un

entier m>0, alors pour tout nelN*,
(g(m))(f'”*U) 2 (GO U i r+u) ¢ g+ W= ¢ lm(nen) ¢ (n)

18 derniere inégalite provient de la condition tNy appliquée & g. On déduit que
g sstistait a 1a condition IN, avec r{g ) = r+u.
(i1) Comme E(g) 2 E((g ) on a: E(g) » E(g) (remerque 111.2.6 et on déduit que
31 E(g)e R+ alors E(g JeR+.

Montrons maintenant que : E'(g)eR+ implique E(g)eR.+ . Supposons que
£(g)eR. alors grerplit la condition INy, soit u utilisé en haut et

s = 5(g ) tel que pour tout entier m>0,

——— ——

grmks 0+s) _ G lmparuss) ¢ qrimine ) ¢ gl u)=u) ¢ glmn) yn ein* donc g

verifie 1a condition IN,, avec s{g) = s+u et le theoreme II1.2.9 implique que
E(g)EIR+

M1.2.13 Proposition.

Soit g une filtration fortement neethérienne de A telle que g soit

neethérienne. Alors les assertions suivantes sont equivalentes
() elgieR,

(1) 3Ihein* tel que e(gV) e R,

(i whein e(g™) eR.
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Preuve. Montrons que (i) implique (iii) e(g) 2 e(g"™) pour tout heln* (voir
preuve des remarques I11.2.7) et on déduit que e(g)e R4+ implique

e(g™eR, pour toul helN*,

(i1i) implique (ii), c’est evident.

Montrons maintenant que (ii) implique {i). S'i1 existe heIN* tel que
e(q") e R, alors g™ satisfait & 1a condition IN, avec r = r(g™), (proposition
m1.2.11). Soit f une réduction de g™. Comme g™ = g (™ (lemme 11.3.2) alors
() est une réduction de g™ (théorerme 4.6 (8])et
((gtytmyin+r) (g(hrn))(ro+ r) ¢ (fEym < glhnd - (1)
car g™ satisfait & la condition (Ng. Pour tout nelN, il existe un entier g tel
que gh < n<h(g+1), en utilisant 1a relation (1) on a
glrnn Cr+ 1)) ¢ glmeghe hlr+ 1)) ¢ (qCy(m{g+(r+ 1)) ¢ (C(ha+ 1) ¢ ((m)
donc g satisfait & la condition INy avec r(g) = hir+1), en utilisant le théo-
remeI1.2.11 ona:e(g)eRs.

111.2.14. Theoréme.

Soit g une filtration fortement neethérienne de A telle que g soit

neetherienne. Alors :
(i)  e(g)eRs = e(f)eR, pour tout Te5(g)

(i1)  E@eRs = E(NeR. pour tout feS(g).

Preuve.

(i) Soit 1=5(g) i1 existe un entier d = d(g) » 0, tel.que ?’—d_) = g‘-m), pour un
sntier m»0, (lemme 11.2.8). Si elg)eR,, de la proposition 1.2 13 on déduit
que e(g™)e R, et en utilisant la proposition 111.2.12 on & e(gT‘H)) z e(ﬁd—))eﬂh
et e(fNeR,, (propositionL2.13)

(i1) Soit feS(g) c Qi(g), il existe un entier d = d(g) > O tel que @ . gT”Tj
pour un entier my0. Si E(gleR4 on déduit que E(g™)eR, (proposition
NL.2.10). En utilisant 1a proposition 1.2.12 on a : E(@™) = E(f@eR, et

E{f)eE,, (proposition 111.2.10)
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111.2.15 Théoreme.

Soit A un anneau de Nagats intégre et g une filtration fortement
neethérienne de A. On a alors :

(i) e(g) eR., si et seulement si e(g)eR,.

(iidelgleRe = IhelN*/ e(g)eR. « vheln*, e(@MeR,.
(111} Si e(g)= R+ alors e(f)e R pour toutl f=S(q).

(v) E(g)eRs = 3Ihen* /E(QleRs o vhem*, E(g)eR..
(v} ¥helN*, EfgleR. si el seulement si E(g"™)e R,

(vi)SiE(g)e R+ alors E(f)e R, pour tout feS(g).

Preuve.

On & g = g* car g est fortement AP, (voir [6] proposition 4.7). Comme la
filtration g est fortement neetherienne glors g est neethérienne et comme A
est un enneau de Nagata, intégre et g < g alors g est ncethérienne {proposition
49. [6). En utilisant les propositions NM.2.10, N1.2.12 ; N1L.2.13 et les
théoremes I1.2.11 et 11.2.14, on a (i), (i), {ii1), (iv), (v) et (vi)
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CHAPITRE 1v

NOMBRES DE SAMUEL GENERALISES 7,(8) et W,(B)
SUR UN MODULE

§.1 ETUDE DE vyn(gM) ET DE wgp(gM)

IV.1.1 Définition

Soit A un anneau commutatif. Une filtration du A-module M est une suite

decruissante g = (M,) de sous A-modules de M telle que Mg = M.
Nous notons F(M) 1'ensemble de toutes les filtrations du A-module M. Si

I = (I) est une Tiltration de i'annesu A on note M = (I,M)e F(M).

Dans [2] les nombres de Samuel généralises v,(g) et w{g) ont &té définis

pour deux filtrations f et g de 1'anneau A. Dans cette partie nous étendons
cette notion aux nombres de Samuel généraliseés %(8) et W'{'(B) ou

¢ = (M) et 8=(F,) sont des filtrations du A-module M en posant :

_ VY(Fn) _ W!E(Fn) —
v {8)=lim - ,w.(8) = lim si ces limites existent dens R,
? N+ N ¥ n—=++0w

(voir définitions 1.1.1). En utilisant 1a proposition 1.1.4, on montre que si
Fv(B) {resp. Ww(e)) existe dans R, alors B'W(B) = %(B), (resp. E,p(B) = 'w_v'p(e)).

IV.1.2 Proposition

Soient T =(1,) une filtration de 1'annesau A, J un idéal de A et M un

Vﬂvl(‘nM" _
A-mmodule. Alors la suite (up) = (——n———) converge dans R, . Onnote sa

limite Vﬂ,,(m
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iV.1.3 Proposition

Safent f = (1) et g = (J;) deux Tiltrations de I'annesu A et soit Mun
A-rnodule. Alors

Viyhd M)
. s THMYn \ —
(1) Lasuite — ) tonverge .dans R+ et on s

| Vi)
Ihmesup —— <« lim ——

(i1} Sigestune AP filtration alors ve.4(gM) existe dans Rsetona

o Ve M)
Vit = lim ==

Preuve

Yoir 1a preuve de la proposition 2.6 [2].

1¥.1.4 Remargques

Soient ¢, 8, ¢ et 8 des filtrations du A-module M telles que
wlB), Wy(H'), wol8) et \Tv,;,'(e) existent dans R.. Onaslors:
1) B¢l = WlP(B) > v_v.?(e')

f11) n < -p’ :VV,{,(H) < WQ'(B),

IV.1.5 Propriétés
Solent ¢ et @ des filtrations du A-module M et A>0 un nombre réel. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes.
() we(B)  existe dans R..
(1) T\JW(M(B) evicte dans B
‘- yvoTT (;‘\]\ U are T
ity ”QKB Jeslste dans Ry,

. — — I P
De plus soue ces conditions on 8 wy(8) = ,\\-*/.p(;k)(ti) = ,—*/Qw*"))
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Preuve
11 suffit d'utiliser 1a méthode de 1a démonstration de 1a proposition 2.3 [2].

IV.1.6 Prapeasition.

Soient f et g deux filtrations de 1'annesu A et M un A-moddule. Alors le
nombre de Samuel généralisé we(gh) existe dans R, pour toute AP filtra-

tion f.

Preuve :
Posons 1 = (In) et g = (J,). Nous pouvons supposer que lim inf —-——= a=R,

el comme la suite (w(J, M) est croissante, que wu(JM) tend vers «
quand n tend vers «. f étant une AP filtration, il existe une suite d'entiers

k.
(kj) 2 0 telle que ijn C 1? pour tous j,n et -]-L tend vers 1 quand j-w. Si s,n
sont deux entiers 21; la suite d'inclusions

n n PR
I"kwa(JsM)'M - IWfM(JsM)'M € J M€ JpsM nous donne l'inegalite
W MUpsM) < nka(JSM) (*). Prenons deux entiers n>m 2 1 et notons q, le

.. 3 , N s
plus petit entier superieur ou égal & m On a alors d'apres ()

W (IpM) < wa(anmM) ¢ QpKyy (3, 1) ON & done

AN R T o Wil K fpq (Ima) 3
- R R ol 1im sup — ¢ - 0

kaM(JmM) WfM(JmM) kaM(JmN)

comme = ) ,
m m Wem M)
o WM KweOpm w0 |
o obtient lir sup ¢inf < lim inf —— et la suite
n m m m m
MSTVIONE

(—— ) converge dans R, .



48

I1¥.1.7 Proposition.

Soient f = (1) et g=(J,) deux filtrations de 'anneau A telles que f soit
Y—VI'M(J(-‘M) —
une AP filtration. Alors les suites ( ——ﬁ—) et (nwym(gM) convergent

dans B, etona:

Wip () WM
P . ™ . MY™n
(1) wealgM) = “m«, 0 LU 1nnf 7

(1) wi(gM) = lim nwy {gH)

Preuve.

Soit f une AP filtration et (k,) une suite d'entiers : O telle que Ik,m € Irr?
1

k
pour tous n, m evec lim — = |
(1) On sait que wym{J M) est défini pour tout entier n20. De plus, comme la

suite (wyw{J M) est croissante, on peut supposer que wey(J M) < @ pour tout
entier n. Comme WM ¢ Ky, (g) POUr tout idéel Jde A, on obtient
Wfl‘d(‘]nm —
lim sup — ¢ wa(gM). D'autre part, on a pour tout entier n et tout
Wfr1(Jr:M) me(Jan)
2

. mn .
entierm, J,M CJypM d'ou — — —-

- Quand m~o, on obtient
W epq M) W (I M)
f — , .
—ﬁn—n—— 2 wa(gM) pour tout n. 11 enresulte que la suite (“—m—n——
_ - WfM(JnM)
converge vers we,(gh). De plus, wey(gh) = inf ————
(i) Montrons tout d'abord que W,(gM) = lim inf niwp M(gM). On peut

supposer que kp 2 n pour tout n 2 1. Alors si g = (J,), la suite

d'inegalites flkr ¢ rkn) ¢ fi, nous donne
I
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- — 1 _ — .
"r’v'lknm(gM) < W (kg (OM) = -k—nvv'm(gM) < wy (gM) (%). Alers en multipliant

les termes de (*) par k, et en prenant 1e limite inférieure, on obtient :
Tim inf Kn Wi m(@M) « wey(gM) < Tim inf nwg migh) et

Him inf nowy (g < lim inf knv—vlk m{gM) car Ky 2 n pour tout n. On a ainsi
n
montré que we,(gM) = Tim inf nwy m(gM) .
Montrons maintenant que Tim sup nwy, M(gM) ¢ wep,(gM). Supposons que
Wm(gﬂ) e K, et prenons deux entiers p2 1 et g 2 | tels que 'v_vm(gM) < % ;

alors Weq(g“PM) < p et i1 existe alors un entier N21 tel que pour tout meN, on

ait wm(quM) < mp. Par conséguent, pour tout entier m > N, on a Imp € g

_ . . . m )
50it nun entier > 1 et q la partie entiere de Y Un a alors la suite

, (g !) T
d'inclusions Inm Dlﬂcln(qm+|)pﬂclmpﬂ C Jmg M d'ou linegalite

WInM(qu) ) p(qm+ 1

M g En prenant 1a limite quand m-w, on obtient

~ ! o : — -
(g ¢ H%' c'est-a-dire que 1im sup nwy pm{gM) < d'ou

oo

Hirn sup nwy M(gM) ¢ wey(gh),

1V.1.8 Remarques et exemples

(i) Dans V'exemple suivant nous allons montrer que si g n'est pas une

AP-filtration d'un anneau neethérien A, V'existence de Uf(g) n'assure pas que

— . \TY(JH)
vilg) = iim  ——.
N+
. 21X 2 . . . o
Soit A= 50 - Z[x] avec x4 = |0|. Considerons les filtrations = (I,) et

0= Uy de A ol g, = (230 20) et 1, = (2%, 2") pour ny0. g nest pas une
Uf(Jn)

AP filtration et ona vi(g) = 1 et lim

[+

z
.

t

{i1) Dans V'exemple suivant nous sllons montrer que si f n'est pas une
AP-Tfiltration d'un anneau neethérien A, 'existence de wy(g) n‘assure pas que
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— . wiJp) . ZIX]
wf\,g) = H—mm " .Soit A = )

= 2Ix] avec %€ = |0], on considére les

filtrations 'f = (1) et g=(J,) telles que J, = (237 %) et I, = (2") pour
;Yf(Jn)

n»0. f n'est pas une AP filtration et ona we(g) = 3 et lim

N— +oo

§2 NOMBRES DE SAMUEL GENERALISES ET REDUCTIONS VALUATIVES
SUR LES MODULES

IV.2.1 Proposition

Soient ¢ = (M), 8 = (F) et N = (E,) des filtrations du A-module M.
Si ¢ est une réduction valuative de B alorsona:
(i) ?Lm(e) existe si et seulement si ;‘IL(’) existe
(i1) wq (B) existe si et seulement si wq (9) existe.

Ona v (8) = vq (9) et wq (B) = wq (9) si les termes deéfinis existent.

Preuve.

(i) ¢ etant une réduction valuative de 8 alors il existe aeIN tel que

Frn+s &My CFn (theoreme. 1.2.3), ¥ nelN* etona:
Frneze SMnsa ©F nea EMn CFp

n+2a  Vq,(Fne2a) . n+a ve (M 5) , n*a v, (Frsea) }V%(Nn)
n n+2a TN n+8 TN n+a - n

i N-=+x 0ng (i) el si vy (B) ou vq(y) existeona vq(8) = vq (y).
h) Pour avair (ii) il suffit de remplacer Vg PBr wq dans 8).

1V.2.2 Lemme

Soient ¢ = (M,) et B8 = (F;) des filtrations du A-module M. Alors les
gssertions suivantes sont équivalentes.
(i) vylB) existe dans R, .
(i1} v 8elN, Ftw(a) existe dans R..
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(iii) 3 eeIN tel que Vtﬂ(e) existe dans R..
Si 'une des assertions équivalentes est vérifiée alors pour tout
geIN ona %(B) = vy

30(8)

Preuvce.

a) Montrons que (i) implique (ii).
Supposons qu'il existe nelN tel que V¢(Fn) = +w alors v‘p(Fk) =+,
vkan dol pour aelN, ¥k2an ona: vy vp(F") = +w (Lemme1.2.2) et on
8

déduit que (i) implique (ii).
Supposons que vQ(Fn) €IN, ¥V nelN alors pour aeiN, v, ,P(Fn)eIN,
3

¥ neIN. (Lemme1.2.2). Posons vy (F.) =re IN
tavp n

1) si r20 ona FpCMaey et Fy & Myersy donc a+vta¢(Fn)sv‘¢(Fn)
Fo+1+a (¥

2) Sir=0 slors FocMg=M et F &£ Mgy
Ona 0= vtav(F") ¢ vylFp) ¢ vtav(F”) +14+8 (**)
(*) et (**) impliquent pour tout reiN.
vy(Fa)in ¢ (vtav(F") +1+8)/nclvy(Fy) +1+8)/n si n~ + on
deduit 1'existence de Vtanp(B) et ona vq,(B) = vtaw(B).
b) (i) irnplique (i1i) évident
) Montrons que (iii) impligque (i)
Soit aeIN si V[a'f'(F") =+ glors vy(Fp) = 4o

{Lemme 1.2.2) et on déduit comme dans &) que (iii) implique (i).
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Supposons que vy *P(F“) eIN, vnelN enutilisant les relations (*) et (**)
;]

dea)ona :
Vta'v(F“)/” < vy(Fp)/n ¢ (Vtaqw(Fn) +1+a8)n
Siovy zp(B) existe et si n—+o on déduit que "thP(B) existe et que
3

V.23 Lemme

Soient ¢ = (M) et 8 = (F;) des filtrations du A-module M. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes.
(1) W?(B) existe dans E,.
(ii) v aeIN, V;-tw(e) existe dans Rs.
(1i1) JeeIN tel que w,y o(8) existe dans Rs.

8

Si I'une des assertions équivalentes est vérifiée alors pour tout aIN on a
W?(B) = Wta'{’(g)'
Preuve.

3) Montrons que {i) implique (ii).
Supposons qu'il existe nell tel que sz(Fn) = +w, glors w,P(Fk) = +t®, ¥kzn
d'ou pour tout seIN, ¥k :n ona w, v(Fk) = +®,
8

(Lemre 1.2.5) et on déduit que (i) impligue (ii). Supposons que w(Fp JeIN,
¥ nelN alors pour tout aeti, w,y W(F")' (Lemme 1.2.5). Posons Wy w(F") = rein.
§ 4

1Yy sirz0 ona My, CF, 8t Myyp-y & F, donc

Wtaw(F”) -1 ¢ g+ Wt,,w(F") -1 wq,(Fn) ca+ Wte'P(F“)' (*)

2°) 5i r=0 alors MgcCF, dou W'P(F") = 0 = wy ‘p(an) donc
8

0= Wt,,‘P(F") ¢ WolFp) ¢ Wt,,'P(F") +a, (¥%)

(*) et (**) impliquent pour tout rein,
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ﬁ(Fn) -1 8+ WtaQ(Fk) -1 g + WJ(FH)

< 4
n n n

si n- +« ondéduit 'existence de Wt (8) etona w,(8B) = Wt (8).
a? ¢ ¥
b) (ii) impliquent (iii)-evident

) Montrons que {iii) implique (i).
Soit seIN. Siwy q’(Fn) =+~ alors ww(Fn) =+« (Lemme1.2.5) et on déduit
é]

comme dans a) que (11i) implique (i).
Supposons que wy ¢(Fn) elN, v nelN enutilisant les relations (%)
8

et (**) de a) on 8

w, (F.) -1 a + w, (F)
tgr n ( %(Fn) ( tye"
n - n N n
59 Eft q,(8) existe dans K. et si n =+« on déduit que wq,(B) existe dans R+
A

que Wtav(a) = WQ(B).

IV.2.4 Proposition

Soient ¢, 8 et 9. des filtrations du A-module M. Si ¢ est une réduction

valuative de @ alors les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) vgla) ; (resp. wg()) existe dans R..
(1) %(‘IL) ;{resp. W,p(‘}l,)) existe dens K.

Si l'une des assertions equivalentes est vérifiée on a:

(1) = vg(n), (resp. wo(n) = wg(n)).

Preuve.

a) Montrons que (i) implique (ii). Fosons T, = (E)

Si ¢ est une réduction valuative de 6 alors il existe a=iN tel que
tag ¢ ¢ £ B d'ou Vtae(En)/“ ¢ V,P(En)/n < vglEqg)/n.
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Si vg(%) existe et si n-+o ona

vy glEp) (E)
_ t B\En v (E,
Vgie) = lim = )im
o+ N P+ N
v (Ep)
(Lernme [V.2.5) on déduit que lim = A existe et oh &
n2+e0 N

7y (1) = Vgln).
b} Montrons que (ii) impligue (i). Comme ¢ est une réduction veluative de 8
glors il existe aeIN tel que t,8 < ¢ < B d'ol typ ¢ 1,8 < ¢ el comme dans 8) on
montre que si V'P((R’) existe alors wvg(%) existe (Lemme 1V.2.2) et on a
V() = Vg(R).
c) Enremplacant v par w dans 8) et b) et en utilisant le lemme IV.2.3 an a

le recte de 1a proposition.

8.3 FILTRATIONS FAIBLEMENT BONNES ET AP FILTRATIONS

IV.3.1 Definition

Soient A un anneau commutatif unitaire et f = {I;) une filtration de A. La
filtration ¢ = (M;) du A-module M est appelée une filtration faiblement
f-bonne si Ip Mq gMp+q pour tous p, q et g¢'il existe un entier mx1 tel que
My = rgn In-p Mp, pour tout n> m.

p=0
IV.3.2 Thénréme
Soient ¢ , B et N, des filtrations du A-module M et f, g, h des Nitra-

tions de A avec T = (1) el g = (Jy) .

(1) 5y ¢ est raiblement f-bonne, si 8 est faiblement g-banne et si g est une
AP filtration alors V,P(B) existe dans R, et on a

Vepld o M)
- - I3 . f {
V,p(a) = V.rmggﬁ) = 1m ——M I )

n2w
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(i} 51 g est faiblement f-bonne, si B est faiblement g-bonne et si f est

une AP filtration alors ?/,D(B) existe dans R4 et on a

Wm(lnﬂ) :f—'Y'fm(JnM)
= inf

:’:."?(B) = ?Y”\.](QM) = lim = lim n \'—YInH(gM)

n—=m n n n-ow

Preuve
Montrons d'abord que si ¢ = (M) est faiblement f = {I,)-bonne alors fM
gst une reduction valuative de . Comme ¢ est faiblement f-bonne alors on s

I Mq C Mq+p pour tous p, g et il existe un entier m2! tel que

m
My= Z In-gMp Pour tout mom et on déeduit My € Iy M, ¥ 0> m donc
p=0

Mpem © In M1 C M, pour tout nelN®, ona alors te ¢ M < g par consequent 1

#st une reduction valuative de g, (theoreme 1.2.3).

(i) Si gestune AP Tfiltration alors viu(gM) existe dans R. (proposition
.13) et ana vyq(gM) = %(QM) , (proposition 1¥.2.1) et en utilisant la pro-
position 1V.2.8, ?m(gm) = ?\P(gl‘l) = %(B) - d'ol I'existence de EP(B) dans

— _ _ VM) N

R+ etona v‘?(e) = vm(gr’l) = H—%T (proposition 1¥.1.3).

(i1} Camme dans i) si ¢ est faiblement f = (I5)-bonne, si 8 est faiblement

§ = {Jy)-bonne et si f est une AP filtration et en utilisant les propositions
ivi7 IvV21ietiV23ona

Winal) Wit

WW(B) = Wemlgh) = L)_‘mm——g——_ mnf — = }]L)mm n Wlnm(gﬂ).

IV.3.3 Définitions

. M
(i) Soient une filtration ¢ = (M) « F(M) et un entier s 0.2 4(5-) est 1a
n

iy M
longueur du A-module M. Nous supposons que £A(ﬁ—) e R . Le nombre
n n
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=i

5! M ,
ey, 5) = lim = £ () si cette limite existe dans R+, est appelé la
=0 ° Mn

multipliciié de ¢ d'ordre s .

(ii) La filtration f de 1'anneau A est dite non triviale si \ﬁz Aetsi

xﬁz |0]. La dimension de f, notee dimf est 1a dimension de krull de 1'anneau
A/’\ﬁ,

L'altitude de f notée sltf est égale & sup{nhtp. PD\IG avec P ideal premier de A
minimel sur \ﬁ 1. Sif = (1) est ure filtration de 1'anneau nethérien A avec

dimf = O et 81tf = s et s1 M est un A-module de type slors la multiplicité

e{fM, s) sera notee. e(f, M.

IV.3.4 Lemme
Soient ¢ = (M} et B = (F,) deux filtrations du A-module M. Si ¢ est une
réduction valuative de 8 alors les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) ey, s) existe
(11) e(@ s} existe.

Si 1'une des assertions equivalentes est verifiee ona e(y, s) = e(8, s).

Preuve
51 ¢ = (M) est une réduction de 8 = (F,) alors il existe un entier a20 tel que
pour tout entier neiN*

Fhea CMy CFy etona

Freos CMyeg CFpeg Sy CFy diou

S ,r\)( gl \ (H ‘| sl o M » (n+a)~ sl ( M )
- a1 ¢~ 1< e
ne oAtk nd A "7 (n+a)s A Fres ns (n+a)® A Mp+ve
(n+a)® sl M, (n+28)’

51 n—won déduit que ey, 5) existe si et seulement si e(8, s) et
ely, sJ = e(B, 5.
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I1V.3.5 Proposition

Soient f=(1,) et g=(J,) des filtrations de I'annesu A, y = (M) et
8 = (F,) des filtrations du A-module M telles que ¢ soit faiblement f-bonne
et ¢ faiblement g-bonne.

(1) Si ¢ est séparée et 8 est non nilpotente alars VQ(Fn) elN, ¥V helN et
Iim We(mn) =

N2

(i1} Si A est neetherien et g est AP avec \.@- c N1 elors Inl_)m v,{,(Fn) = ®,
x
(iii) Si A est nethérien et si f est AP avec \JE C \ﬁ alors w?(Fn)em, YNe|N.

Preuve

i) a) Supposons qu'il existe neiN, tel que v‘p(Fn) = +walors Fpc My,

¥ neiN donc FpC ﬁlN My =10} car yest séparée d'od Fp = {0|, absurde car 8
DE

est non nilpotente et on déduit que v‘p(Fn) elN, pour tout nelN.

b} 1) Comme la suite w, = wg(M) est croissante, s'il existe neIN tel que

Wp =+ 8l0rs: ¥V p2n wp = +wet on déduit lim  w, = w.
N+

2) Supposons que wpelN, v nelN et que la suite wy = wg(My) soit

majorée. Alors il existe £e(N tel que V¥ neiN Ww(Fn) < .

Donc Fp cMy, ¥nelN ;dou Fp cnMy={0} or Fp |0 absurde et on
deduit 1im  wg(M,) =

n—=+0w

(i1) Soit jeIN* il existe kjeIN* tel que kan QJ? car g est AP. Comme
\6 C \ﬁ et A est neethérien, il existe ueIN* tel que JL; C Iy car
J;-J g-\.G’}u oy N C 1y. Comme B est faiblement g-bonne alors i1 existe un
entier rz 1 telque Fp € Jy-r M pour tout n> r. Soit n>r tel que n-r: kju
alors n-r = kju t+4 avec 0¢ & ¢ kju ,dou Iy Q‘]kjut gJJ}ﬂ _C_I'; Cl. Par
consequent F, C J,., M C it M c My donc le(Fn) > L. Pour reIN Tixé, no+ow

implique n-r-+o el t-=>+m etona 1im vy(Fy) =«
n-ee
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(1) On déduit comme précedemment : v jeIN* il existe k;eIN* tel que iju
_c_I;l CJy. Sait r2 1 tel que My Clp-r Ms, ¥ n>r Enposant n= kju (r+t) +r
ona:

Mp Qlkju (ret) 1 gJTt MCJrst MCFpey, v tell. On déduit que
wq,(fF,-”) eIN, ¥ telN. En particulier il existe telN tel que

Mp CFrcFroyC....CFg dou W,P(Fn) eIN, ¥ nelN.

IV.3.6 Lemme
Soient f = (I,) et g= (J,) des filtrations de I'anneau A et M un
A-module. Alors on a:
() vemtar) 2 vela)
(i1) wepmlaM) ¢ we(q)
g condition que les termes qui y sont définis existent.

Preuve -

C'est évident car JCI, implique JM CI.M et 1, CJ implique I,.MCJM

IvV.3.7 Théoréme (inegalités asymptotiques).
Soient el g des AP filtrations de 1'anneau ncethérien A, p et B8 des

filtrations separees et non nilpotentes du A-module de type fini M telles que

¢ soit faiblernent f-bonne et 8 faiblement g-bonne, avec dimf = 0 et altf = s.

S \f? = \@ glorson a:
(Velg) P ely,s) ¢ (VIP(B)‘P e(y,s) < e(f,s) ¢ (%(8))3 ely,s) ¢ (w(g)Fely,s).

Preuve
Posons =) et g=U,), ¢=(Mp) et B=(Fp). vy = vo(Fy),
Wy = ‘-‘-’q,(Fr.J- Alors pour tour n : 0, v, eIN*, w,eIN* (d'apres la remarque

IV Z4) etons M, S Fn C M\,n (*). Comme T = \@- alors dimf = dimg = 0

el altl = altg = <.
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(*) implique

M M
(1 g el Lp () ¢ (A g ——T (e
n’ > v, ns = A, n Vo ‘ '

e(f, M) et e(g, M) existent cer f et g sont AP (voir [S]) et en utilisant le
lemme IV 3 4 on a I'existence de e(y, ) et de e(8, s). Dans (**) en faisant

tendre n vers mona
(V‘?(El))3 e(y,s) <e(B,s) ¢ (Wq,(El))3 ely,s).
Cormme V,P(B) = Vo) 2 ve(g) et Ww(e) = wepm(gM) < we(g) on @

(Vi(g)Pely,s) s(%(e))sew,s) se(e,s)s(Wlp(e))se(qw,s)s(?vf(g))se(w,s).
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CHAPITRE V

FILTRATIONS SUR F(A). DEUX FONCTIONS
xe(J) et Bg(J) de Mc ADAM

§.1 FILTRATIONS SUR F(A) ASSOCIEES A ag ET A ay.

V.1 1 Definition
Soient & un snneau commuiatif et F(A) V'ensemble des filtrations de A.
S01t T une Tiltration de A, posons :

Folf) ={g =F(A) ; 84(g) 2 n} et F,(f)={geF(A);a;(g)2n}.

¥.1.2 Remarques
(1) F(f) = (F 00 et Ff) = (F(f)) sont des filtrations de T'ensemble F{A) .

Flf) =g pour tout netM et ona: F(f) < FUf) < F(T)
(1) S ge F (). et he F (). alore g+he F (1), pour tout nein.
Wit S1geFp(f) et he Fo(f) alors gheFp, (f) pour tous entiers p et q.
ge F

= p(f) et he Fq(f) alors gh & Fp+q(f) pour tous entiers p et q.

(V) F (f)2@ pour tout neiN car iln) Fo(1) pour entier n 21 et Fo(f) = F(A).
Montrons que - FOf) < FOO) ¢ F(T ).
Eneffet ge F (M) equivaut 4 ag(g) 2 n SigeF (f) et peiN* alors

ac(gt™)
oY . arid .= ,
apla*P?y > pag(g) et n2n d'ou as(g) 2 n par conséquent

qe Fif)etona F(f) <Fif)

D'aprés la proposition 11.2.2 ,a5(g) 2 1 = g« T donc

Sr(a) rn= g« 10 = T (Lemme 11.3.2) d'ol F(f) < F(T) et on déduit :

—
1

FIEY < F{f) ¢ FT)

(1) Comme ag(g+f) = inf(as(a), as(h)), (théoréme 11.2.6) alors
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8,(g) 2net ay(h) 2n impliguent a;{g+h) 2 n et on déduit que :
geth eF () impliguent g+he F(f).
(iii) 11 suffit de remarquer que ag(gh) » ar(g) + as(h) et ag(gh) 2 as(g) + a;(h).

V.1.3 Remarques

Sotent f, het gdes filtrations de 1'anneau A. Alors on a:
{i) vF(f)(gh) 2 vF(f)(g) + vF(f)(h) ;
(1) veepy(g + 1) 2 inflvp (@), vpepy(h).
(1) vepyig + 1 = infl v (@), v ().

Preuve Remarquons d'abord que : si F(f) = (F,(f)) alors
"’F(f)(g) = sup{r IN; geF (f)}.

(i) et (ii) sont évidentes. Montrons maintenant
(iii). Supposons r = inf(vr(f)(g) , ¥ "F(f)(h)) = vF(f—)(g) glors r < ag(g) <r+l,
on déduit que ac(g+h)=8¢(g) car ss(g+h) = inf(as(g, ar(h)) et ona

Y.1.4 Lemme

Soient f et g des filtrations de 1'anneau A. Alors

yer (gt

Nn=+w n

)
T - im  JEOS :
Fery'8/ = 1M

n=+w n

existent danz R, et on & ?F(f)(g) = F(f)(g) = a4(g).

Preuve.

(i} Montrons d’abord que v ,y(@) = ag(g) .

Eneffet, vF(f)(g) =sup {rein;geF ()}
zsup {relN;ap(g):r}

=sup {rein; g {7} = ag(g).



, (n} (n)
PR )\ A (IR
one - VF(f)tg - n—trl.-_o n - n]—-)rrloo - af‘g
_ @t
e T

{i1) Montrons que veey(@) = lim existe dans R,
F(r) N=++w
511 exicte nelN® tel que *-.*ﬁj”(g(“)) = +malors  ag(gt™) = nag(g) = +o
ot feln) =+ Comme la suite (ve (q'™)) est croissante , v (g) = +o
g F(id F(i)S
Bt oon 8 *.'F“--'.}f;g) EENGUERT
SuppasSong que ~.*f(f)(,g(“)) = reiN pour tout neIN* | ona:
@™ <aptat™ vt e 1 carlgt <1

Comme  ar(g‘™) = na(g) on déduit que VE(1)(@ existe dans R, et

T = aptg)

V.1.5 Proposition
soient g une filtration de 1'anneau A et F une filtration de F(A)

1 -
im —'v'p(g(“}) existe dans R, , alors

]
n-r+e N

telle que vp(g) =

— v | . . = — —

Vel Fig)) = lim 2 v(Folg)) existe dans R, et on vi(F(g)) = vi(g).

Preuve vp(F (q) = mff;vF(;w)), (proposition 1.1.3). Pour tout heF {g) on a
heF \q

heg!™ car ag(h) :n dou vp(h) 2 vF(g(“)) et comme

aq(g(”)i >nagla) 2 n alors giMe F(g) et ve(h) 2 ve(g™), on deduit que

pa

YelFo(@)) = v;(g“‘}).

velFolg))  vp(gt™)

D'ou =
n n

, par conséquent si n+ew ona ve(F(g)) = Ve(g).
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Y.1.6 Corollaire

Soient f et g des filtrations de 1'snneau A, alors

— _ ! .
"}F(f‘)(F(g)) = l‘]]mm 'r']' \’F(f)(Fn(g))

=~ : 1 , —
et Vi (F(@)) = H-';rlooﬁvr(f)“"(g)) existent dans R, etona:

Preuve 11 suffit d'utiliser le lemme Y.1.4 et 1a proposition V.1.5.

V.1.7 Définition
Soient F = (F,) une filtration de F(A) et ge F(A), on dit que g est entiere

sur F sl existe neln* et f; € Fy pour i=1 ,.,n tel que:
g(n) - fig(n‘l) + fzg(n‘Z) Food fn_

Un dit que g est entiere d'ordre keIN* sur F si g est entiére sur
FOY = (F ),

Posons P\ (F) = {ge F(A) telle que g est entiére d'ordre keIN* sur F}
F* = (P (F)) est une filtration de F{A). F¥* est appelée 1a cléture priférienne
de F.

Cornme pour toute filtration f e F(A) 14 = f,eF;(f) pour tout ieIN* | f est
entier sur F(f) et on déduit que P, (F(f)) =@ pour tout k eIN .

vV.1.8 Proposition

Soient f et g des filtrations de 'annesu A. S1 1 esl une reduction de g
glors g ect entiére sur F(f).

Preuve.
Si f est une réduction de g, il existe keIN* tel que pour tout p2k,

g(pk) . f(p)g(k), (voir lemme 1I1.2.2). En posant n=p+k, on aobtient

g = 1P gtn=0) gone g est entigre sur F(f).



64

V.1.9 Proposition

Soient f et g des Tiltrations de I'anneau A. Si g est entiere sur F(f) alors
ag(g) 2 1.
Preuve

(1) Si af(g) = walors ar(g) 2 |
(ii) Supposons a¢(q) < . Comme g est entiére sur F(1) alors il existe nein*
et fyeF;(f) pour i=1, .,n tel que:

g™ = 1,001 1gt0-2) v 1 et comme
ar(g+h) = 1nf(a¢(q), ar(h)) et ar(gh) > a¢(q) + 8¢(h) pour toute filtration h de

I'anneau A (Théoréme I11.26) on a:
gf(g(ﬂ)) - gf(f‘g(ﬂ") + fzg(ﬂ‘Z) P Tn)

= inf; (8¢(f,g¢" 1)
rinf; @p(f,) + ag(gt" )
nag(g) 2 inf; (8¢{f,) + (n-1) a7(g))
0 2 inf; (8¢(1}) + (1) ag(g)) =
021 = ag{fg) + (-s) 87(g) pour un certain s2|

Bilis)  agliy)

donc ap(g) 2 ——— x —— 21 dou aglg) 1.

V.1.10 Lemme
Soit {une filtration de V'anneau A. Alors ona (F(f}) * < F(f) < F(T)
Preuve.

(F(1)) * < F(f) < F(f) vient de 1a proposition V.1.9 et de 1a définition V.1.1
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Y.1.11 Corollaire

Soient f et g des filtrations de 'anneau neethérien A avec f ¢ g.

5i f est fortement neethérienne et g neethérienne, alors les assertions sui-
vantes sont equivalenies

(17 g est entiere sur F(f)

{11) gest entiere sur 1

Preuve : Montrons que i) implique ii)

31 g est entiére sur Ff), alors ac{g) > | donc g <, (proposition V.1.9) d’oi

HE E el on décuit que g est entiére sur f, (voir proposition 4.7 [6] .
Réciproquement g est entiére sur f implique a¢(g) 2 1etona =g etf

rst une requction de g, (Lemme 111.2.4) et en la proposition V.1.8 on déduit que
g est entiere sur f.

Soit B” 1'ensemble des AP filtrations de 1'anneau ncethérien A. Si f=B’.
nous posons G(f) = F(finB et G (1) =F (1} nB" G (1) et G{f) sont non
vides car pour tout neIN* si T est une AF Tiltration f(“) est aussi une AP
riltration et 147 e 6 (1) € B,(1). B(1) = (6,(1) et B(N) = (G,(1)) sont des

filtrations de Vensemble B”.

V.1.12 Propasition

Sih eB” aiors Va(f)(h‘) et Vﬁ(f)(h) existent dans R, et on a ;
'V'G(‘f')(h) = "-"G(f)(h) = Gf(h).

Preuve :
(i)Montrans d’abord que VG(f)(h) = ar(h) .

Eneffet, vG(f)(h) =sup {reIN; he G ()}

sup {r eIN ; agth) 2 r}

A

supireIN ;h¢ flrly - ar(h).
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vrg oy (M) a (h(M)
_ gt 8 _
—abn)
V(i)

(i1} Montrons que »_'G-(f){h) = lim

existe dans R,
=+ 00 n

S'il existe neIN* tel que vg(f)(h(")) =+» glors  ap(h{™) = nag(h) = +m
et a;(g) =+e. Camme la suite (vmf)(h(“))) est croissante, vgip(h) = +o
et ona: vg y(h) = aglh) = v

Supposans qde v—_r;{f)(h(")) = reIN pour tout neIN* ona:

vt &Y v g () 1Ry 1

corme  ar(h{™) = nag(h) on déduit que vgp existe dens R, et

vg ) = agth).

V.1.13 Proposition

Sotent T el g des AP fillrations de I'anneau neethérien A. Alors les assertions

suivantes sont equivalentes :
(i) Glg) « B(1).

SIECIEA A

Preuve -

Montrons aue (1) impligue ().
G(g) ¢« B(f) implique Eg(g) - \Tag)(g) < ?E-(f)(g) = ag(g) (proposition ¥V1.12) ;
COITITE Eg(g) : 1 alors ap(@) 2t d'ol g¢ T, (proposition 11.2.2),

Mantrons maintenant que (ii) implique (i).

Soit netN*, alors pour tout h eGg(g) on a Eg(h) > n. Comme 55 (h) = Eg(h)
{Lemme11.2.4) ; alors si g« T, ona :Eg(h) ¢ glh) d'ol aglh) @ n et heGy(f).

Done g < implique Gtg) < BLT) .
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V.1.14 Théoreme
Soient f,§ et h des AP-Tiltrations de 1'anneau neetherien A. Si

Blgh) < G(th) et si geh slors Gg) ¢ B(f)

Preuve

(gh) < G(fh) alors gh < fh (proposition v.1.13) et comme g < vh alors
g¢T (TheoremeIL.Z.1) et Gig) < G(f) (proposition v.I.13)

€i

o)

V.1.15 Theoreme

501t T une AP filtration de 1'anneau neethérien A, G(f) = G(f ) .
Preuyve
heBn{f) equivaut @ agth) zn et ag(h)2n équivaut d h 1“5, (théoreme

5) car h est une AP filtration. Comme fiN) - T(“); (Lemme 11.3.2) ;

11.2.5)
¢ fiM = 7I0 equivaut & ar-th) 2 n. Per conséquent ey(h) 2 n équivaut

h

h&by(T), d'ol Gu(f) = Gp(T) etona G(f) = G(T) .
§.2 DEUX FONCTIONS ASYMPTOTIGQUES DE MC ADAM

FONCTION o.(g)

v.2.1 pefimtion

Suient T = (I une filtration de l'snneau ncethérien A et J un ideal de 4 la

suite F=(F,) ol F,={:1,)est une suite croissante donc stationnaire car
S weld)eIN  alors well) = arll) car (I IWf(J)) = A Sif =1 onecrit

r_vv]'](J) = ".V.,I(J)

V.2.2 Lemme (voir [10] Proposition 6.8).

Soit J = bA un ideal requlier et T un ideal de A.

Iim “'I':Jn:’

:1 (I = n——

. -— %
existe dans R .
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NI — lim - epldp)
Nous allons etudier I'existence de of(g) = n——=

ou g = (J,) est

une filtration de A.

V.2.3 Proposition

Sofent f ={I_) et g = (J,) des filtrations de I'anneau neetherien A. Soit un
réel A>0. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i} w(g) existe dans R,
(i) we(a)(9) existe dans R,
Si 1'une des assertions équivalentes est verifee, on a
on(g) = AEf(h)(g).

Preuve.

Soit weyUp) =1, alors ana (Jy =y -y, ) = Up o L-agragy-)) pour tout
A=IN ; (1). Pour tout seIN il existe un entier p:s/A tel que

Un I S U i Imara 1y € €U0 T Tpmaras ) S Ut Tmagra g

() implique que (G = L) = o= (g2 Igpggmp) pOUN tout entier s
Comme Ar ¢ {Art<Ar+ 1 alors: ¥ s'elN ons

FAFT] + s = A Ar | /A + 8 /2) ¢ A(QAr + 1+ 8)/2) < A(r + (1 +s')/2) d'ou

FAr < PArT | + 8" < "Alr + @) 7| avec g > (1 + '/& donc

A e YL R e[+ = Uy I|'?u(r+q)'|) v s'elN ; (2).

(1) et (2) impliquent A{r-1) <TA(r-1)7] ¢ ag(Jp) ¢« PACTL <Ar+1 ; on déduit

g g) = 2008 Qe () = A+ 1700 (o Upd + 1D/0 < Gy () + 20/

S1 n-=w onale recuyltat,

Y.2.4 Proposition

Sort f = (1) une filtration fortement AP et J = bA un 1déal requlier de

_ i o™
I'anneal A Alars oc,fj) - n— o

— %
existe dans R , et 1] existe kelIN*

el que ep(gh = k()
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Preuve. Comme f est fortement AP il existe keln* tel que %) - f, » or
EIP(J) = ‘_’:1'“,(” ;le lemme V.2.2 et 1a proposition V.2.3 impliquent I'exislence

de (1) et on & op(d) = ke ().

V.25 Lemme

Soient h = (Uy) et g = (J,) des AP-filtrations de I'anneau A et I un idéal de
I'anneau A. Si h¢g et vh = \fa alors a(l) ¢ ot.g(l).

Preuve.

Comme \('ﬁ = \fa alors il existe seIN* tel que

J? g-\ﬁ;s _C_\ES c Uy car A est neethérien. Comme g est une AP-filtration

alors il existe kyeIN* tel que Jk‘.ch"J ¥ peiN. Alars on @

ps _ P o . }

Jk1_s.p§-']1 cUicUpy dou Jkrs,p £Up . Soit ong(l) = r salors comme
hegone pour par (I3 )cU:Udc..cli:Up)cll: %, s.p)- Comme pour
tout p>r one (I:J.) =(I: Jk,.s.p) on déduit que (I1:U.)=(1:Uy) pour tout

p:r. Par conséquent (1) < r= ag(l) et on a le résultat.

V.26 Lemme

Solent £ = (1 ) et g=(Q,) des filtrations de I'annesu A. Alors pour tout reel

A>Oana:
xgilp) sy Un)
(i) lim sup = Alim sup ——
Ct-(Jn) Otf(;‘,)(Jn)
(1) lim inf = Alimnf
Preuve

En utilisant la demonstration de 1a proposition V.23 on & .
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(oaf(Jn) -A) (I’\af(;,)(Jn)-M 1) (otf(Jn)*f 1) (Aafm(Jn%z)
4 4 <
n - n } n N n
Comme l& limite supérieure du deuxieme et du dernier terme est
%eayIn)

Alim sup on déduit (i). Le (ii} se demontre de la méme fagon.

V.2.7 Proposition

Soit f = (I,) une filtration de A et J=bA unideal réqulier de A. Alors on a:
(i) la suite noT,In(J) est convergente dens R,

o _ _ lim o™
(11) Sif est une AP filtration alors: «f(J)) = —w

. — ¥
existe dans R ,

- lim -
el cfva) = Nn—3on ot,In(J).

Preuve
_ N O NS kn kin K dac
(i) fIk = (Ik) = (Jn) et Ulk) = (Jnk) = (Ik ) = (Ik) = f(lk) d'ou

feae, pt 1 ¢ Tt car (L, k1 ey, ke ik donc

fuk”)(k”) : fuk)(k) et \ﬁuk”)(k’fl) = \/f(lk)(k) =+fI, impliguent que

OLfIk+ ((k+ l)(\f\) SOLfIk(k)(J), (lemme V.25)etona :

(ke oy ) U'flk(k)(J) = kaup, () On déduit que la suite nay, ) est

. . =¥
decroissante donc convergente dans R .

(i) Mantrons dabord que eg(d) = 1im neq (3. 1 étant une AP-filtration, il
m
existe une suite (k) d'entiers positifs telle que Iy, m &1y pour tous entiers

lim K
m et n avec n— | 7" = |. De plus, on peut supposer que Kk, : n pour tout

nxl Alors Is sinte dinegahites fy, < rCkn) ¢ f, nous donne
o

O‘Iy_”(‘ﬂ) oup (k)9 ocln(ﬁ) -
qQ - q - q dou
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“y, qlkn) S wlka))Y)
———— zliminf ——— i limsup — ] {(p
q g q q q n

s (30 ‘ wi(JY)
< {n/kp) hgn Sup

on & indkp g g, () < (n/kg) Tim inf < novp ()
n q

ap() o (J9)
< 1im sup
» d q

on obtient mkp ey, () <Tim inf
N

§

¢ Iir:n n"“ln(])

et lim inf nop ()< limoinf kgeq, () car ky2n.
n n n n

Ainst ag(l) = lim inf neey (3, (1),

Montrans maintenant que lim sup no_e,In(J) < &{J). On peut supposer que
Jf(J} IR, Prenons deux entiers pzl et qx1 tels que o_if(J) <% alors
oT,f(ﬂ") <p et existe alors un entier n > 1 tel que pour tout m 2 N on ait

e (J™) < mp. Far consequent, pour tout entierm > N, on a

myg . v f1ng . A
£y q. Irnﬁ-‘l ={J q : Imp+ ]) =

Prenons un entiern : t et effectuons la division euclidienne de m par n ;
M =ngg, * rp, 20 0 <r <n Unadoncla suite dinclusions pour tout rein

I i:'lm +1) pr C In(‘Jm +”

Ballu + 1) per) 1 € Inta+17p S lmp

':, jrl]q .

' . (q "’]) p+r
| Ik."‘((qm +1) D“f')) = (T )

== (JWG . lmp) alors on déduit

oy £ TN
gt

) p(qm +”

. . —_ 1 p
e si m-+c onobtient n(J) - 7

e Tim sup noy 3 < 2 dou 1im sup neep (30 ¢ ae(3Y, (20,
In J In f

(et izpamphguent 1im neyp (1) = aed).
n—+m n
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FONCTION Be(Q)

V.2.8 Definition
Scient f = (I,) une AP-filtration et ] un idésl de A. Posons

Beil) =infih (1, . -0 cl,, vr2t} et si {h; (I

ey nel, ,vr2l}

her -
est vide, f¢ld) =t

¥.2.9 Proposition

Soient f = (I) une filtration de Vanneau neethérien A et 1 un idéal

regulier de A. S f est une filtration nceethérienne de A, alors v n » 1,
BriaMeiN.

Preuve
Notons Fo =i, <ds)= H (I,:J0P) La suite F = (F,) est une fitration de

& Cneffetcomme 1, clpalers (I 0" c (I . JP) donc la suite F est

decroissante |l existe telN telque Fn= (3, 3 dob 3 F,cl,. I existe

r

_____ )
1

Fpoly dot J™Fp P gl = P Pl

2
rtona FpFog L, o = Fyp

uoonEe
Notons ®.(f, |} 1'anneau de Rees geneéralise de F.

Pusians BRll, Dp = -+ AU+ AU Ve A+ (T Mt « (T, gMt2s

AT, 4l est iTi-module. C'est un sous module de R(7)-madule ®.(1, 7).

JPRAT, Iy €+ RITY Sait x un élément régulier de J, slors on a

mal)C W B w70 1) etant neetherien et &0 x™ " étlant un

i, (1) module de type fim alors  ®.(1) x°" est un module netherien et on

géduit que ®.(7, J)y est un &.(f) module de type fini car c'est un sous module

de R0 x " Comme R C Ry = R, Dy A lu, t] R L] = RO (w1

ol t=u !

Il existe un entier h 0 el que b R, € ®il) o uh #,= 5
rez

done {1,y I CIy v On déduit alors que  [rl0™ eI wn
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v 2 10 Proposition

Sotent f = (1) et g=1(J,) deux Nitrations de I'snneau A, 18 limite

_ Brldg)
Fe(gs = im

n—=+o

existe dans R, .

Preuve Puosons [3{(n) = f¢(Jy).
(i) Soit un entier tel que ﬁf(Jn) = +o0 Ccomme
(Tpyp 3 €y, 30, ) = Bnd < Bln+1) st By, el alors
Be(JeIN absurde on alors Bg(n.q) = +o et flQ) = +
(i1) Supposons que B¢(J") €IN ¥V nelN.

De (i) on déduit que la suite B¢( ) est croissante.
FMontrons que filn+m) ¢« pln) + B(m). Comme (Tgey o3 Iy et
Ug(myer ) S1r s V2l Uginyeptmy+r Inem) S Ugtnyeptmyer - dodee)
= gy eptmyer o) In) € Ugtmyer:Ip) C 1p cOT

Ug(nyeq: In) € 1g= Tg(myer ST Q= Blm) +r d'ot {{men) < Blm) + Bn).
Br(3,)

Soit = liminf

Blrm) ¢

T ¢ g+ 5 Fixans m. Pour tout n 2 1 écrivons n=qm +r avecqet r étant

Ve > O, pour nassez grand on

des entiers naturels et r <m. Alors on g

BN = Blgme+er) cq plm) +r Bl <am (B + %) +m (1) dou

D(n)(qn AL mo c) B(1)

— < + )+ — + = -

i e ([ 2) " ety < (@ 5 S1 n2+w alors 2+ donc pour n
Bl e B(n) o o pn)

8ssez qrand on a -—q <7 et ¢ff +¢ ondeduit alors B =1im —

o+ N

Y.2.11 Proposition

Pour toutes filtrations 1 = (1) et g=(Q ) de A ona

bl )= (_Ziuﬁ(f)(“nﬁﬂt(f)), v nell

Preuve 1l surnit de montrer que [if{J) eIN e Byg TN
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Posons K= (WMR(N :J RN et F= 5 eI n st
sez

Soit xt%ek avec welg alors xJ tScl A% dou xJ cl o el
vel o3 )nlg donc KcF. soit xt® eF = xelg et
RIS €1, =T, BT uM = ek d'ob K=F.

Supposons B(J JeiN. Soient r2l et m =By )+ r

Alors (uPrini+r R(1): Jn'ﬁ(f)): z [(Iﬁf(Jn)+r+s 130 IS
sez
Camme (Iﬁf(Jn)ﬂ-,,S 1J) Clisg glorsona

(Uﬁf(Jn)*r ’ﬂ,(f) : ‘Inﬁél',f) C s If+3 tS urﬂ(f) donc
Burinyl, BN < BeQ), (1)

Réciproguement supposons que ﬁuR(f)(Jniﬂ,(f)) elN.
ona (WPUR(Nn R+ pepy IR U R vt

On & (IﬁuR(f)(Jn?ﬁ,(f)»*r:Jn)glr d'ou

Brld,) < By, B, (2)
(1) et (2) = Brl3) = By (1, BT,

YV.2.12 Lemme (Lemme 6.19[10])

Sib et sont des eléments réguliers de V'anneau &, alors
oo A lDMA) = B ale”A) v nelN

V.2 13 Theoreme

S1 b ect un element regulier de A alors pour toute filtrstion f de A, on &

Preuve

Comme  [r(0"A) = f g 1y "RAM), (proposition v.2.11) et
|rj”ﬁ(f}'](bnm>(f)) - Mbﬂ(f)(unm}(f)) ; (]emme V2.1 2), on g
Ef(b) = ahm)(f)(ulﬂ-‘)u(f)) .
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