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Résumeé

Cette these traite de deux généralistions de la notion de variété d’Osserman.
La notion de variété affine d’Osserman a été introduite, afin de construire des métriques pseudo-
riemanniennes d’Osserman sur le fibré cotangent d’une variété affine via I’extension rieman-
nienne. Dans cette these nous nous sommes intéressés a la construction des métriques pseudo-
riemanniennes Walker-Osserman. Deux familles de connextions sur une 3—variété et une 4—variété
ont été étudiées. Le résultat principal de ce travail est la construction de deux familles de métriques
pseudo-riemanniennes Walker-Osserman de signature (3, 3) et de signature (4,4).

Un autre travail est la définition d’une variété de Finsler-Osserman. En effet, la géométrie de
Finsler est souvent décrite comme une généralisation de la géométrie riemannienne au sens ou
au lieu d’avoir une collection de produit scalaire pour chaque espace tangent d’une variété lisse,
nous avons une famille de norme de Minskowski sur chacun de ces espaces. Cette géométrie
est désormais bien connue, mais bon nombre de questions résolues en géométrie riemannienne
attendent d’étre traitées en géométrie de Finsler. Dans la perspective d’établir des résultats ana-
logues généralisant la théorie classique, nous nous intéréssons dans cette these a I’étude des
conditions pour qu’une variété de Finsler soit d’Osserman. L opérateur de Jacobi en riemannien
assez bien connu s’est révélé un outil fécond. Ainsi tout en utilisant la formulation intrinseque de
la connexion de Chern, I’opérateur de Jacobi en Finsler est défini. C’est ainsi qu’une description
d’une famille de connexion de Chern d’Osserman en dimenssion 2 est donnée dans ce travail.

Contribution a I’étude des Variétés d’Osserman et des Variétés de Finsler d’Osserman Ousmane Toudou Issa © UAM/NIAMEY 2019



Abstract

In this thesis, we study two generalizations of the consept of Osserman manifold.

The concept of affine Osserman connection originated from the effort to build up examples of

pseudo-Riemanniann Osserman manifolds via the construction called the Riemann extension. In
this thesis, we study the Osserman condition on two families of affine connection. We constructs
an example of pseudo-Riemannian Walker Osserman metric of signature (3, 3) and of signature
(4, 4) using the Riemann extensions.
On the other hand, a Finsler manifold is a generalization of a riemannian manifold admitting
its tangent spaces being Banach spaces or, more generaly Minkowski spaces. We construct, as
in Riemannian case,the Osserman structure in Finsler geometry. We introduce the notion of Os-
serman Finsler manifold structures on pull-back bundle 7*7'M, and obtain some caracteriza-
tions.Finaly, we study a particular Chern connection on a 2— dimensional Finsler manifold.
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Introduction

Contexte

Dans sa lecon inaugurale [40] ”Habilitationsvortrag™ (Sur I’hypothese servant de fondement a la
géométrie) de juin 1854, Riemann introduit la notion de structure métrique basée sur un élément
de longueur

ds = F(z', - 2", dzt, - da™),

ou F'(z,y) est une fonction positivement homogene sur le fibré tangent 7'M et de degré 1 en
y. Riemann s’intéresse de pres au cas quadratique qui est a 1’origine de la géométrie rieman-
nienne. Le cas général sans la restriction quadratique apparait dans la these de P. Finsler [23]
en 1918 intitulée “iiber Kurven und Fldchen in Allemeinein Rdumen” sous la direction de C.
Corathéodory. Le sujet, motivé par 1’étude du calcul des variations des courbes, attire beaucoup
de mathématiciens tels que : J. Wegner, L. Berwald, G. Landsberg, E. Cartan, H. Bersmann et H.
Rund,.... C’est E. Cartan qui popularise le nom de ”géométrie finslerienne” en 1934.

La géométrie finslerienne est souvent décrite comme une généralisation de la géométrie rie-
mannienne au sens ou au lieu d’avoir une collection de produit scalaire pour chaque espace
tangent d’une variété lisse, nous avons une famille de norme de Minkowski sur chacun de ces
espaces. La géométrie finslérienne est désormais assez bien connue, mais bon nombre de ques-
tions résolues en géométrie riemannienne attendent d’étre traitées en géométrie finslérienne dans
la perspective d’établir des résultats analogues géneralisant la théorie classique.

L’étude des variétés pseudo-riemanniennes est un aspect des mathématiques qui a suscité
beaucoup d’intérét. L’invariant principal et le plus naturel qui possede beaucoup d’informa-
tions sur la variété est le tenseur de courbure. Mais cet objet est assez difficile a manipuler et
a interpréter. Raison pour laquelle, il est fait des essais pour chercher a en extraire des objets
plus simples, quitte a perdre un peu d’informations sur la variété. Parmi ces objets on peut ci-
ter : la courbure de Ricci, la courbure sectionnelle, la courbure scalaire, 1’opérateur de Szabo et
I’opérateur de Jacobi [13]. Dans cette these, nous nous focaliserons plus a ce dernier.

L’ opérateur de Jacobi est un invariant dont les valeurs propres donnent des informations sur les
variétés riemanniennes. Il intervient dans 1’étude des champs de vecteurs de Jacobi, de la varia-
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Introduction 2

tion des géodésiques et des points conjugués. L’ étude de 1’opérateur de Jacobi a permis d’avancer
dans la connaissance des espaces localement symétriques. En effet, plusieurs de caractérisations
des espaces localement symétriques s’appuient sur I’opérateur de Jacobi [13]. Soit (M, g) est une
variété riemannienne localement symétrique de rang 1 ou une variété riemannienne plate, alors
le groupe des isométries locales agit transitivement sur la sphere unité du fibré tangent, et ainsi
les valeurs propres de I’opérateur de Jacobi sont constantes. R. Osserman [38] conjectura que
I’inverse est vraie : si les valeurs propres de I’opérateur de Jacobi d’une variété riemannienne
(M, g) sont indépendantes du point p de M et d’un vecteur unitaire X tangent en p a M, alors
M est un espace localement symétrique de rang 1 ou un espace plat. Plusieurs mathématiciens
ont travaillé sur la conjecture, on peut citer : Q-S. Chi [8, 9, 10], P. Gilker [27, 28], Z. Rakic [39],
Y. Nikolayevsky [33, 34, 35, 36].

Le concept de variété d’Osserman fut introduit par Gilkey, Swann et Vanhecke [28] en 1995. Plu-
sieurs résultats de classification sur les variétés d’Osserman ont été obtenues. Mais cette théorie
a conduit a d’autres concepts d’Osserman comme celui des variétés pseudo-riemanniennes d’Os-
serman et des variétés affines d’Osserman. Si I’opérateur de Jacobi des variétés riemanniennes
est assez bien connu et s’est révélé etre un outil fécond, celui des variétés pseudo-riemanniennes
représente encore un vaste champ de recherche ouvert. Cet état de fait, ainsi que I’attrait du
monde pseudo-riemannien, si semblable en apparence au cas riemannien et au comportement
pourtant parfois tres différent, son intérét en relativité générale, incitent a s’intéresser au cas
pseudo-riemannien. Une réponse positive a la conjecture a été obtenue en géométrie lorent-
zienne. Il existe des métriques pseudo-riemanniennes d’Osserman non symétriques et ainsi que
des métriques d’Osserman symétriques qui ne sont pas de rang 1 [25]. Ce qui diversifie la re-
cherche sur les variétés pseudo-riemanniennes d’Osserman.

La notion de variété affine d’Osserman a été introduite par Garcia-Rio, Kupeli, Vazquez-Abal
et Vazquez-Lorenzo [24], afin de construire des métriques pseudo-riemanniennes d’Osserman
sur le fibré cotangent d’une variété affine via I’extension riemannienne. Elle se place a un point
de confluence de deux théories : la géométrie affine et la géométrie pseudo-riemannienne. La
description des surfaces affines d’Osserman est complete. En dimension 3, la description n’est
pas complete, mais des résultats importants ont été établis. Nous rappelons les résultats suivants :

— Dans, [12], A. S. Diallo étudie les surfaces affines d’Osserman. Il prouve qu’une surface
affine est d’Osserman si et seulement si son tenseur de Ricci est anti-symétrique. Il prouve
aussi que toute surface affine d’Osserman localement symétrique est a courbure de Ricci
nulle et des exemples sont construits.

— Dans [15], A. S. Diallo et M. Hassirou étudient la condition d’Osserman sur une famille
de connexion sans torsion sur une variété affine de dimension 3. Comme application, ils
construisent un exemple de métrique pseudo-riemannienne d’Osserman de signature (3, 3)
sur le fibré cotangent a partir de I’extension riemannienne. IIs prouvent aussi que le concept
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Introduction 3

affine d’Osserman est preservé par le produit de variété.

— Dans [16], A. S. Diallo et M. Hassirou étudient la condition d’Osserman sur deux familles
différentes de connexions affines sans torsion sur une variété de dimension 3. Avec la
premiere famille, ils exhibent des exemples de variété affine d’Osserman a courbure de
Ricci nulle dont la courbure de Riemann n’est pas nulle, tandis qu’avec la seconde famille,
ils construisent des exemples de variété affine d’Osserman a courbure de Ricci non nulle.

— A. S. Diallo [14], étudie une nouvelle famille de connexion affine d’Osserman sur une
variété affine de dimension 3.

— Dans [19], les auteurs étudient 1’extension riemannienne twistée d’une variété affine d’Os-
serman de dimension 2. L’extension riemannienne twistée est une généralisation de 1’ex-
tension riemannienne classique. Comme application, ils construisent des exemples de métriques
pseudo-riemannienne d’Osserman de signature (2, 2), qui ne sont pas localement symétrique.

— Dans [20], les auteurs ont construit des exemples de variétés affines d’Osserman de dimen-
sion 3 qui sont localement symétrique mais dont la courbure de Riemann n’est pas nulle.
Rappelons qu’en dimension 2 toute variété affine d’Osserman localement symétrique est a
courbure nulle.

— Dans [21], les auteurs exhibent une nouvelle famille de connexions affines d’Osserman
qui sont a courbure de Ricci nulle et dont la courbure de Riemann n’est pas nulle sur une
variété affine de dimension 3.

— Dans [22], Les auteurs étudient deux nouvelles familles de connexions affines d’Osserman.
La premere est a courbure de Ricci nulle et la deuxieme est a courbure de Ricci non nulle
sur une variété de dimension 3.

L’étude des variétés d’Osserman en géométrie pseudo-riemannienne et en géométrie affine est
d’actualité. Le sujet a fait I’objet de plusieurs articles et monographes.

La géométrie finslerienne est souvent décrite comme une généralisation de la géométrie rieman-
nienne au sens ou au lieu d’avoir une collection de produits scalaires pour chaque espace tangent
d’une variété lisse M, nous avons une famille de normes de Minkowski H, avec x € M, sur cha-
cun de ces espaces. La géométrie finslerienne, motivée initialement par les calculs variationnels
semble bien décrire le comportement des géodésiques. Cependant, il est plus difficile de dégager
une notion de transport parallele, et plusieurs connexions apparaissent en géométrie finslerienne.
Nous citons entre autres la connexion de Berwald, introduite en 1926, qui est sans torsion mais
non compatible avec la métrique et la connexion de Cartan, introduite en 1934, qui est compa-
tible avec la métrique mais possede une torsion. Il faut attendre 1948 pour qu’apparaisse dans
les travaux de Chern une connexion qui puisse étre considérée comme un outil remplagant la
connexion de Levi-Civita.

La géométrie de Finsler est bien connue de nos jours, mais beaucoup de questions résolues dans
le cas riemannienn attendent d’étre traitées en géométrie de Finsler dans la logigue d’établir des
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Introduction 4

résultats analogues. C’est ainsi, contrairement aux variétés riemanniennes, 1’opérateur de Jacobi
des variétés finslériennes reste encore un vaste champ de recherche ouvert.

Objectif et présentation des résultats de la these

L’idée dans ce travail est d’étudier deux differentes généralisations de la notion de variété d’Os-
serman. La premiere consiste a étudier les variétés affines d’Osserman. On s’intéresse ensuite a
la construction des métriques pseudo-riemannienne Walker-Osserman. La seconde est celle qui
consiste a étudier les conditions pour qu’une variété de Finsler soit d’Osserman.

Ce document comporte trois (3) chapitres. Dans le chapitre 1 ; nous rappellerons quelques concepts
de base de la géométrie affine, pseudo-riemannienne et de la geométrie de Finsler. Ce chapitre
sert a fixer le cadre général et les notations dans ce document.

Dans le chapitre 2, nous introduirons les variétés affines d’Osserman, 1’extension riemannienne
et les structures de Walker. La premiere section est consacrée a des rappels sur les variétés af-
fines d’Osserman. La deuxieme section est consacrée a 1’étude d’une famille de connexion affine
d’Osserman sur une 3-variété. La troisieme section porte sur I’étude d’une famille de connexion
affine d’Osserman sur une 4-variété. Le résultat principal de ce chapitre est la construction de
deux familles de métrique pseudo-riemannienne de Walker-Osserman de signature (3, 3) et de
signature (4,4). C’est ’objet de la derniére section.

Le Chapitre 3 est consacré a 1’étude de la condition d’Osserman sur une variété de Finsler. Ce
chapitre est divisé en 3 parties. Dans la premere partie, on rappelle la fomulation intrinseque de
connexion de Chern. Dans la deuxieme, on définit I’opérateur de Jacobi associé a la courbure de
Chern et des proprétés sont établies. Dans la troisieme parties une description d’une famille de
connexions de Chern d’Osserman en dimension 2 est donnée.
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CHAPITRE PREMIER

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre nous rappellerons quelques notions de la géométrie qui serviront de base des
concepts étudiés dans les chapitres suivants. Ce chapitre est structuré comme suit :

Dans la premiere section [1.1], nous allons parler de la géométrie du fibré cotangent. Ensuite
nous donnons a la section [1.2] la notion de connexion sur les variétés et les objets géométriques
qui lui sont associés ainsi que leur propriétés. La notion de strutures de Walker est introduite a la
section [1.3]. Sont données dans la section [1.4], les notions de métriques sur le fibré cotangent.
Nous terminons par un rappel sur les notions de base sur les variétés finsleriennes ; en effet nous
présentons juste des outils classiques de la géométrie finslerienne.

1.1 Geéométrie du fibré cotangent

Considerons M une variété différentiable de dimension m, w est une 1—forme différentielle sur
Ty M. Soient u = (u',...,u™) un systtme de coordonnées locales sur un voisinage U de M,
{01,...,0n} une base du fibré tangent 7'M, ou 0; := z% et {du', ..., du™} une base du fibré
cotangent 7™ M. Si h est une fonction lisse sur M, on pose :

J"h

_ . 1.1
Mz Ouydus . .., Ou, SR

Les coordonnées du dual sont écrites avec I’indice vers le bas, car ils se transforment de maniere
covariante plutot que contravariante, ce qui nous permet de conserver le formalisme de la som-
mation sur les indices répétés. Posons

w = updu’ (1.2)

oud =i+m,i=1,...,m. La l-forme w définie par (1.2) est parfois appelée la 1-forme
de Poincaré ou la 1-forme de Liouville [26]. On définit un systeme de coordonnées locales sur
U:=n"Y(U) C T*M de la forme

1

(us .o ™ Uy Uy (1.3)
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Géométrie du fibré cotangent 6

Pour tout champs de vecteur X sur M, on définit une fonction lisse sur le fibré cotangent
1 X :T*M — M appelée application d’évaluation par

X(p,w) =w(X,) ot X=X, (1.4)
Dans un systeme de coordonnées locales, 1’application d’évaluation s’écrit :
L X (u' ug) = up X* (1.5)

Les champs de vecteur sur 7" M sont caractérisés par leur action sur la fonction ¢ X. Plus
précisement on a :

Lemme 1.1.1. Soient Y et Z deux champs de vecteurs lisses sur le fibré cotangent T™ M. Sup-
posons Y (1X) = Z(1X) pour tout champs de vecteurs lisses X sur M. Alors Y = Z.

Démonstration. SoitY = a'(u,u')0; + by (u,w')dy un champs de vecteur lisse sur 7% M tel que
Y (:X) = 0 pour tout champs de vecteur lisse sur M. Nous allons montrer que Y = 0. Soit
X = X’(u)d;. Comme ¢ X = uy X", nous avons :

0=Y(X)=uya'(u,u)(3;X7)(u) + by (u, u') X*(u).
Fixons j. Pour X = 9;, alorsona: X' = 5; ainsi (X = uy et
0=Y(X)=0by(u,u/) ainsi by =0 et Y =a'(u,u)d,
Si nous prenons X = u/ 0;, alors nous obtenons :

0=Y(X) = uya (u,u).

Ainsi @’ (u,u') = 0 quand u; # 0. Comme les fonctions a’(u, u’) sont lisses, ceci implique que
a’ s’annule identiquement et par suite Y = 0. ]

Soit X un champs de vecteur lisse sur M. Le relevément complet de X noté X est le champs
de vecteurs sur le fibré cotangent 7™ M caractérisé a partir du Lemme 1.1.1 par I’identité :

X%(Z)=1[X,Z] pour tout champs de vecteurZ sur M. (1.6)

Lemme 1.1.2. Soit (p,w) dans T*M\ {0}, c’est-a-dire w # 0. Alors I’espace tangent T, \T* M
est engendré par les relevéments complets de tout les champs de vecteurs lisses sur M.

Démonstration. Nous allons d’abord calculé le relevément complet dans un systeme de coor-
données locales. Soit

X =X(u)d; et X =d(u,u)0;+ bjy(u,u)0;.
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Géométrie du fibré cotangent 7

Soit Z = Z'(u)d;. Alors
XCZ) = XCupZ") = upa (u,u')(0;2°) (w) + bjr (u,w') Z7 (u)
= J(X70,Z" — Z79,X")0;}
i (X7 (u)(0;2')(u) — Z7(u)(0;X") (u)).

Comme Z est quelconque, nous pouvons conclure que a’ (u, u') = X7 (u) etbj (u, u') = —up0; X"
tel que

XC = Xj(u)ﬁj — UZ/<8JXZ)(U)8]/

En prenant X = 9, alors X = 9;. Comme w # 0, on a : uy # 0 pour quelques valeurs de i.
En prenant X = 270; alors X© = u/0; — uy ;s ce qui complete la preuve. Nous notons que ceci
n’est pas vrai sur la section nulle ; si w = 0, alors

vect{ X} = vect{9;}.
[]

Lemme 1.1.3. [26] Deux champs de vecteurs lisses V1, Wy de type (0, s) sur T*M coincide si
et seulement si nous avons l’identité suivante pour tous champs de vecteurs X; sur M :

Uy (XC

G107

LX) = Uo(XE, ., XD,

TR is

Soit T' € C°°(End{7T'M })un champ de tenseur de type (1,1) sur M. Le relévement corres-
pondant est la 1-forme (7" € C(T*(T*M)) sur le fibré cotangent défini par :

(T)(XF) = «TX). (1.7)
Localement pour (T = a;(u, u')du’ + b (u,w')du},, TO; = T?0; et X = X?;, ona:
(INX) = ai(u, u) X" (w) = (u, 0 )up (9;X7)
et
UTX) = u(X'TV0;) = uy X'T7.

Ceci montre que b/ = 0 et que a; = uy X T/ du’ avec T = T70; @ du.
Pour plus de détails et d’informations sur la géométrie du fibré cotangent voir le livre de K. Yano
et K. Ishihara [44]
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1.2 Connexions

Soient V un fibré vectoriel sur M et C>°(V) I’espace des sections lisses de V. Une connexion
V sur V est un opétateur différentiel de premier ordre de C*°(V) a C*°(T*M ® V) qui satisfait
la formule de Leibnitz

V(fs)=df @ s+ fVs avec se& C™(V). (1.8)
La dérivée covariante directionnelle associée est définie par
Vxs=X(s) avec se€C®(V) et X e C®(TM).

Si {e;} est une base de T'M et {e’} la base duale associée de T* M, la dérivée covariante totale
est alors donnée en terme des dérivées covariantes directionnelles par

Vs=¢e ®@V,s.

Soient s = (sy,...,s;) un repere local de Vet u = (u',...,u™) un systeme de coordonnées
locales sur M. On pose

b
Vo, sa = 1,5

oui=1,...,m,;a,b=1,... k Les I'’, sont appelés les symboles de Christoffel de premiére
espece. Si V' est muni d’un produit scalaire g, alors on dit que V est une connexion riemannienne
si:

dg(s1,s2) = g(Vsi,82) + g(s1,Vsy) pour s; € C(M).

Ainsi, on définit les symboles de Christoffel de seconde espece par
Fiab = g(vaﬁa, Sb)-

L’ opérateur de coubure de la connexion V est défini par :

R(X, Y)S = {vay — VyVX — V[X7y]}8. (19)

R est un tenseur, c¢’est-a-dire, si X, Y € C*(T'M), s € C*(V),et f € C>°(M), alors :

R(fX,Y)s=R(X,fY)s=R(X,Y)fs= fR(X,Y)s. (1.10)
Soit R(0;,0)Sa = Rfjasb les composantes de 1I’opérateur de courbure dans le systeéme de co-
ordonnées locales u = (u', ..., u™) et relativement au repere local s = (sq,...,s;) sur V. On
a:
b b b b e b e
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Si g est un produit scalaire non-dégénéré sur V, alors on a :
R(X.,Y,s,5) == g(R(X,Y)s,5) etlocalementona R, = g(R(0;,0;)sq,s). (1.12)
Si la connexion V est riemannienne et si §' est un repere orthogonal local sur V, alors
Rijap + Rijbe = 0.

Supposons que V est le fibré tangent sur la variété M et soit V une connexion sur 7'M . On
note X(M) I’ensemble des champs de vecteurs de classe C*> sur M et C*°(M) I’ensemble des
fonctions de classe C* sur M .

Définition 1.2.1. On appelle connexion affine sur M, ’application

Vo X(M) x X(M) = X(M) (1.13)
(X,Y) = VyY (1.14)

vérifiant les propriétés suivantes :

V(fx+gy)Z = fVxZ+9gVyZ VXY, 7 € %(M) etVf,ge COO<M), (1.15)
Vx(fY) = fVxY+ (XY, VXY e X(M)etVf e C®(M) (1.16)

En coordonnés locales, la connexion affine est donnée par :

Vo, 0j = Y Tk (1.17)
k=1
ou {0y, 0a,...,0n}, est une base de 7,,M et les Ffj sont appelés les coefficients de la connexion

affine.

Définition 1.2.2. Soit M une variété différentielle de classe C>° munie d’une connexion affine
V. La paire (M, V) est appelé variété affine .

Définition 1.2.3. Soir (M, V) une variété affine. La torsion associée a la connexion affine V est
I’application
T:X(M)xX(M)— X(M) (1.18)

définie par
T(X,)Y)=VxY —VyX — [X,Y] (1.19)

pour tout champs de vecteurs X et Y sur M ; ou [,] est le crochet de Lie défini par [ X,Y] =
XY —-YX.
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La torsion est un tenseur, c’est-a-dire :
T(fX,)Y)=T(X,fY)=fT(X,Y) pour XY € C*(TM) et feC®M).
Les composantes en coordonnées locales du tenseur torsion 7' sont :
k _ 1k k
Th =TF —T% (1.20)
Remarque 1.2.1. Si, pour tous X,Y € X(M), onaT(X,Y) = 0, on dit que la connexion
affine V est libre ou sans torsion ou symétrique et on a :
VxY = VyX = [X,Y],VX,Y € X(M). (1.21)
Définition 1.2.4. Soit (M, V) une variété affine . L’opérateur de courbure de la connexion affine
V est I’application définie par
R(X,)Y):X(M) — X(M)
Z R(X, Y)Z = VvaZ — VvaZ — V[X,y}Z
pourtous X,Y,Z € X(M).

L’opérateur de courbure est un tenseur. Plus précisement, pour tous champs de vecteurs
X, X1, X5,V Y1, Yy, Z, W et toutes fonctions f, g de classe C*° sur M, on a :

R(fX1+9X2,Y) = [R(X1,Y)+gR(X5,Y)
R(X, fY1+49Y2) = fR(X,Y1)+gR(X,Y3)
RX,)Y)fZ = fR(X,Y)Z
De plus, il vérifie les symétries suivantes :
R(X,Y)Z + R(Y,X)Z=0
RX,Y)Z + RY,Z)X+R(Z,X)Y =0
pour tous champs de vecteurs X, Y, Z sur M. La deuxieme symétrie est connue sous le nom de
la premiere identité de Bianchi. La dérivée covariante premiere de 1’opérateur de courbure est
définie par :
VR(Xy, X2, X4) X3 = Vx,R(X1,X2)X;5 — R(Vx, X1, X2)X3
— R(Xy,Vx,X2)X3 — R(X1, X2)Vx, Xs. (1.22)
V R est un tenseur de @3T*M @ End{T M} et vérifie les symétries suivantes :
VR(X1,X2; X4) X3 + VR(Xg, X1;X4)X3=0
VR(X1,X2; X4) X5 + VR(Xg, X3, X4) X1 + VR(X3, X1; X4) X2 =0
VR(X1, X2; X4) X3 + VR(Xs, X4; X1) X3+ VR(Xy, X1; Xo) X3 = 0.

La deuxieme symétrie est connue sous le nom de la dérivée covariante de la premiere identité de
Bianchi et la troisiéme symétrie sous le nom de la seconde identité de Bianchi.
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Définition 1.2.5. Soient (M, V) une variété affine, R I’opérateur de courbure et T' le tenseur de
torsion de la connexion affine V. Si R = 0, on dit que la variété affine (M, V) est plate. SiT = 0
et VR = 0, on dit que la variété affine (M, V) est localement symétrique .

En coordonnées locales les composantes de I’opérateur de courbure sont :

R(0,0)0; = > Riy0; (1.23)

Définition 1.2.6. La courbure de Ricci de la connexion affine V est la fonction définie par
Ric(Y, Z) := Trace{X — R(X.,Y)Z} (1.24)
En coordonnées locales les composantes de la courbure de Ricci sont données par :

Ric(9;,0r) = ) _ R

Sur une variété pseudo-riemannienne, le tenseur de Ricci est symétrique. Cette propriété n’est pas
vraie pour une variété affine. Cette obstruction est liée au concept d’élément de volume parallele.

Théoreme 1.2.1. [26] Soit V une connexion affine sur T M. Les assertions suivantes sont
équivalentes. Si une est satisfaite, alors V est dite équiaffine ou Ricci symétrique.
(i). Soit w = szdu". Alors dw,, = 0 pour toutes coordonnées locales u sur M.
(ii). Trace{R} = 0.
(iii). La connexion V est Ricci symétrique.
(iv). La connexion V admet localement une forme paralléle.
En géométrie pseudo-riemannienne, le tenseur de courbure d’une variété M induit sur 1’es-
pace tangent 7,/ en un point p € M des opérateurs de courbure dont le spectre détermine la

géométrie de la variété. Les plus importants sont : I’opérateur de Jacobi, I’opérateur de Szabé et
I’opérateur de courbure antisymétrique.

Définition 1.2.7. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne munie d’une connexion de Levi-
Civita V, R I’opérateur de courbure associé a V et p un point de M. On appelle opérateur de
Jacobi en p relatif au vecteur unitaire X de T,M I’endomorphisme Jr(X) de T,,M défini par

Tr(X)Y = R(Y, X)X (1.25)
Par définition de I’opérateur courbure R, on remarque que :
Jr(X)X =0

c¢’est-a-dire le vecteur X est un vecteur propre de Jr(X) trivialement associé a la valeur propre
0. Par suite les vecteurs propres de Jr(X) dont il sera question dans la suite seront toujours
distincts du vecteur X
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Proposition 1.2.1. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne. L’ opérateur de Jacobi Jr(X)
est un opérateur auto-adjoint.

Démonstration. SoientY,Z € T,M.Ona:
9(Tr(X)Y, Z) = g(R(Y, X)X, Z) = g(Tr(X)Z,Y).
Ainsi g(Tr(X)Y, Z) = g(Y, Tr(X)Z) -l

Proposition 1.2.2. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne, R I’'opérateur de courbure et
R le tenseur de courbure. Si Jr = 0 alors R = 0.

Démonstration. Si Jr = 0 alors pour tous X,Y, 72 € T,M ona:
Pour tout W € T,M,ona:

RY,X+W,X+W,2) = R, X, X+W,2)+R(Y,W,X + W, 2)
RV, X, X, Z)+ R(Y, X, W,Z) + R(Y,W, X, Z) + R(Y,W, W, Z)
HTr(X)Y, Z) + R, X, W, Z) + R(Y,W, X, Z) + g(Tr(W)Y, Z)
RV, X,W,Z) +R(Y,W, X, Z)
= 0.

On déduit : R(Y, X, W, Z) = —R(Y, W, X, Z).
En utilisant les symétries du tenseur de courbure de Riemann, on a :

R(X, WY, Z) =R(Y, Z, X, W)
RW,Y, X, Z) = R(Y,W, Z, X)

I’identité algébrique de Bianchi s’écrit successivement

RY, X W, Z)+ R(X,W, Y, Z)+ RW,Y,X,Z) =0
R(Y, X, W, Z) + R(Y. Z. X, W) + R(Y, W, Z,X) = 0
RY, X W, Z)+R(Y,Z, X, W) —-R(Y,W,X,Z)=0
RY, X, W, Z)+R(Y, X, W, Z)-R(Y,X,Z,W) =0
En sommant les trois dernicres équations, on obtient

SR(Y, X, W, Z) =0

d’ou’ R =0 U
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Proposition 1.2.3. Soit Tr(X) [’opérateur de Jacobi d’une variété pseudo-riemannienne (M, g).
Alors :

TraceJr(X) = Ric(X, X). (1.26)

Proposition 1.2.4. Soient Jr(X) I’opérateur de Jacobi d’une variété pseudo-riemannienne
(M, g) et X un vecteur unitaire. Considérons le plan o = vect{Y, X} € TpM avecY € X~ et
unitaire. Alors la courbure sectionnelle de o notée K (o) est donnée par :

K(0) = g(Tp(X)Y,Y). (1.27)

L’ opérateur de Jacobi est un invariant dont les valeurs propres donnent des informations sur
les variétés pseudo-riemanniennes. Il intervient dans I’étude des champs de vecteurs de Jacobi,
de la variation des géodésiques et des points conjugués. L’étude de I’opérateur de Jacobi a per-
mis d’avancer dans la connaissance des espaces localement symétriques. En effet, beaucoup de
caractérisations des espaces localement symétriques s’appuient sur I’opérateur de Jacobi. En
géométrie riemannienne, les valeurs propres de Jr(X) représentent les valeurs extrémales des
courbures sectionnelles, et en géométrie lorentzienne les valeurs propres jouent un role fonda-
mental dans la formulation des modeles mathématiques en rélativité générale.

Soit R I’opérateur de courbure de la variété riemannienne (//, g) de dimension m. A la suite
des travaux fondateurs d’Osserman [38], on dit que (M, g) est Osserman si les valeurs propres
de Jr sont constantes sur la sphere unité.

S(M,g) ={Xe€TM:g(X,X)=1}

Les travaux de Chi [10], of Gilkey et al. [28] et Nikolayevsky [33, 34] ont montré que toute
variété d’Osserman compléte et simplement connexe de dimension m # 16 est un espace
symétrique de rang 1; le cas de dimension 16 est exceptionnel et la situation n’est toujours
pas claire dans ce contexte, bien qu’il y ait des résultat d{, encore une fois, a Nikolayevsky [35].

Supposons que (M, g) est une variété pseudo-Riemannienne de signature (p, ¢) pour p > 0 et
q > 0. Les fibrés unités sont définis en posant :

SE(M,g) :={X € TM : g(X,X) = £1}.

On dit que la variété (M, g) est Osserman de type espace (resp. de type temps ) si les valeurs
propres de J sont constantes sur ST (M, g) (resp. S~ (M, g)). La situation est assez différente
ici car ’opérateur de jacobi n’est plus diagonalisable et peut avoir une forme normale de Jor-
dan non triviale. Nous nous référons a [24] pour plus d’informations sur les variétés pseudo-
riemanniennes d’Osserman.
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1.3 Structures de Walker

Considerons une variété pseudo-riemannienne (M, g) de signature (p, ¢). On suppose que le

fibré tangent se décompose sous la forme 7'M = V; ® V;, ou V; et V5 sont deux sous fibrés
lisses appelés distributions. Ceci entraine deux projections complémentaires 7 et o de 1T'M sur
V; et V5. On dit que la distribution V; est parallele si VV; = 0, c¢’est-a-dire si X; est un champ
de vecteur lisse a valeurs dans V] alors V X est aussi a valeurs dans V;. Si (M, g) est une variété
riemannienne le complémentaire orthogonal de V; défini par V, = V;- est une distribution pa-
rallele. Dans le cas pseudo-riemannienne V5 MV} n’est pas toujours trivial. Il existe des exemples
ou V] est parallele et sans aucune distribution complémentaire parallele [4]. La distribution
complémentaire d’une distribution parallele non-dégénérée est toujours intégrable. Ceci n’est
pas toujours le cas si la distribution parallele D est dégénérée. Si (M, g) est une variété pseudo-
riemannienne de signature (m,m) admettant deux distributions paralléles complémentaires et
dégénérées D et D’ (ceci implique dimD = dimD’ = m). Ainsi R(X,Y)Z € D (respecti-
vement R(X,Y)Z" € D’) pour tous champs X,Y sur M et tout champ de vecteur Z € D
(respectivement Z' € D"). Voir [4] pour plus de détails.
Soit « : [a, b] — M une courbe lisse dans une variété affine connexe (M, V). Pour tout vecteur
tangent v de I’espace tangent a M au point initial de la courbe a(a) = p, soit v(t) défini par le
transport parallele le long de «; v(t) est le champs de vecteur le long de o donné par la solution
de I’équation différentielle suivante :

Vawv(t) =0 avec la condition intiale  v(a) = v.

Si « est une courbe fermée, alors I’application v(a) — wv(b) donnée par le transport parallele
autour de o définit un isomorphisme

Lo :T,M — T,M,

appelé holonomie. L’ ensemble de toutes ces applications linéaires forme un groupe appelé groupe
d’holonomie de la connexion. Comme la variété M est connexe, les groupes d’holonomie corres-
pondants aux différents points de M sont tous isomorphes ; si 3 est une courbe quelconque de p a
q, alors Lg fournit un isomorphisme entre le groupe d’holonomie en p et le groupe d’holonomie
en q. Par conséquent le rdle de point de base p est couramment supprimé.

Le groupe d’holonomie est un groupe de lie, car ¢’est un sous-groupe fermé du groupe linéaire
GL(T,M). En utilisant la connexion de Levi-Civita d’une métrique pseudo-riemannienne, le
groupe d’holonomie est un sous-groupe du groupe orthogonal O(7,,M, g,), puisque le transport
parallele est réalisé par les isométries, nous nous referons a lui comme le groupe d’holonomie de
la variété pseudo-riemannienne.

Dans le cas riemannien, le groupe d’holonomie agit de maniere complétement réductible ; c’est-
a-dire, il existe une décomposition orthogonale en somme directe

TL,M=Vi&- @&V
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ou chaque V; est invariant sous le groupe d’holonomie et ou V; ne contient aucun sous-espace
non trivial. Dans le cas pseudo-riemannien, la situation est plus compliquée. Si V; est un sous-
espace invariant, il n’existe pas de sous-espace invariant complémentaire. On dit que le groupe
d’holonomie agit de maniere indécomposable et que la variété est indécomposable si la métrique
est dégénérée sur tout sous-espace propre invariant. Dans le cas riemannien, 1’indécomposabilité
est équivallente a I'irréductibilité.

Le groupe d’holonomie du produit des variétés pseudo-riemanniennes est le produit des groupes
d’holonomie de ces variétés. La réciproque est vraie dans le cas suivant : supposons que (M, g)
est une variété pseudo-riemannienne connexe telle que 1’espace tangent en un seul point (et donc
a chaque point) admet une décomposition en somme directe orthogonale en des sous-espaces
non dégénérés qui sont invariants sous la répresentation holonomie ; alors (M, g) est localement
isométrique a un produit de variétés pseudo-riemanniennes correspondant aux sous-espaces in-
variants. De plus, le groupe d’holonomie est le produit des groupes agissant sur le sous-espaces
invariants correspondants. Une version globale de cette affirmation, en supposant que la variété
est simplement connexe et complete, a été donnée par de De Rham pour les variétés rieman-
niennes et par Wu dans le cas de signature arbitraire :

Théoreme 1.3.1. [4] Toute variété pseudo-riemannienne compléte et simplement connexe (M, g)
est isométrique a un produit de variétés pseudo-riemenniennes completes et simplement connexes,
dont l'une est plate et les autres ont un groupe d’holonomie indécomposable. De plus, le groupe
d’holonomie de (M, g) est le produit de ces groupes d’holonomie indécomposables.

Pour les métriques indéfinies, il existe la possibilité que certains des facteurs du Théoreme
1.3.1 soient indécomposables, mais pas irréductibles. Céla signifie que I’un des facteurs pourrait
contenir un sous-espace invariant propre nul. Les métriques lorentziennes indécomposables ont
été initialement étudiées par Brinkmann [3], tandis que le cas des métriques pseudo-riemanniennes
a été examiné pour la premiere fois par Walker [43]. Dans tout les cas, I’incompatibilité est
décrite de maniere équivalente par 1’existence d’un plan parallele nul.

Une variété pseudo-riemannienne (M, g) qui admet un champs de plan paralléle nul non
trivial D est appelée variété de Walker. Ces types de métriques n’existent que dans le cas pseudo-
riemannien sans contrepartie riemannien. Voir I’excellent livre [4] pour plus de détails.

L existence de coordonnées adaptées (u, v, u', ..., u™ ?2) sur une variété lorentzienne (M, g)
admettant un champ de ligne parallele nul a été établi par Brinkmann [3]. Dans ces coordonnées
la métrique g est de la forme :

g=2duodv+ fduodu+ a;duodu’ + gjdu' odu’ ou 0,9, =dpa; =0  (1.28)

De plus, 9, f = 0 si et seulement si le champ de ligne paralléle nul D = Span{0, } est engendré
par un champ de vecteur parallele, dans lequel les coordonnées peuvent €tre choisies telle que
a; = 0 et f = 0. Walker [43] a généralisé ce résultat dans le cas des variétés pseudo rieman-
niennes quelconques (M, g) qui admettent un champs de plan paralléle nul D de dimension
comme suit :
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Théoreme 1.3.2. [43] Si (M, g) est une variété pseudo-riemannienne de dimension m qui ad-
met un champ de plan parallele nul D de dimension r, alors il existe des coordonnées locales

(.. ™ ™ ™) sur la variété M tel que le tenseur métrique g soit de la forme :
B H 1d,
(glj) = tH A 0 )
Id, 0 0
ou 1d, est la matrice identité d’ordre r et A, B et H sont des matrices dont les coefficients sont
des fonctions de (u', ..., u™ " um™ " u™) tel que :

A et B sont des matrices symétriques d’ordre m — 2r et r respectivement, H est une matrice
r x (m — 2r) et 'H sa transposée et telles que A et H soient indépendantes des coordonnées
(um™=r L .. u™). Enfin, le champ de plan paralléle nul D est localement engendré par le

champ de vecteurs de coordonnées (0, ..., .- ,0u,,)-

Remarque 1.3.1. Dans le cas particulier, dim(M) = 2m et dim(D) = 3dim(M) = m est
maximale, il existe des coordonnées de Walker (u',... u™ uy, ... um) et une matrice m x m

symétrique B = B(u,u’) telle que :

B ldm
(gij)z(ldm ; ) (1.29)

Les symboles de christoffel de la métrique donnée dans la remarque précédente sont donnés
comme suit :

Lemme 1.3.1. [5] Soit (M, g) une variété de Walker de dimension 2m avec D un champs de
plan parallele nul de dimension m et soit (u',... u™, uy, ..., um) les coordonnées adaptées
ou la métrique prend la forme donnée dans la remarque précédente. Les composantes non nulles
des symboles de Christoffel de connexion de Levi-Civita V sont données par :
—1
k
Iy = 731491‘;‘7
|
Iy = §al’gjka

1
I‘fj = —(ajgik — Ok + 019 + Z gksas’gij>‘

2 a
1<s<m
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Lemme 1.3.2. Les composantes non nulles de I’opérateur de courbure sont données par :

1
ha‘k; = 5(@0}1’9;'5 - ajah’gik)

J

1
+ Z_l Z {as/gikah/gjs - as’gjkah’gis}a

1<s<m
! 1
R = 5(8j8kgih — 0;0n9ik + 0;0kjn)
1
T > {009 (Ongjs — Osgin — 095 — gmer3;:)
1<s,t<m
— 099k (0ngis — Osgin, — Oigsh — GntOp Yis)
— 0y Gin(0s9jk — OkGis — OiGks — GstOv Jik)
+ Oy gin(0sgjr. — OkGjs — DjGks — 9stOr Gjn)
+ 28j(gh805/gik) - 2ai(ghsas’gjk>}
1
R;Li/k = §8i’ah’gjk7
, 1
R?i/k = §(ahai’gjk — k0 gjn)

1
T Z{aS’gjkai’gsh + Oy g (0 gsk — 20 (gnsOs gji) }

/ 1 1
Rl = §<ajak/gih — 0i0k gjn) + 1 > {0k gis0vgin — O gis0wgin},

/

1
Rhi’k’ = — §8i’8k’gjh-

J

1.4 Métriques sur le fibré cotangent

Définition 1.4.1. [26] Soit (M, V) une variété affine de dimension m. L’extension riemannienne
(ou extension de Riemann) notée gy de (M, V) est la métrique pseudo-riemannienne de signa-
ture (m, m) sur le fibré cotangent T* M qui est définie par I’identité

gv(wV,Xc) = w(X)V
gv(wV’QV) = 0
gv(XO YY) = —i(VxY +VyX)

ou
(i). w" et 0V sont les relevements verticaux sur T* M des 1—formes différentielles w et 0 sur
T,M,

(ii). X et Y sont les relevements compléts sur T* M des champs de vecteurs X et'Y sur M,
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(iii). 1Z est une fonction sur T* M définie, pour tout champ de vecteurs Z = ;" | Z'0; sur M,
partZ =" Ui 2N

Dans un systeéme de coordonnées locales (u’, u;) sur T*M, 1’extension riemannienne a la
forme suivante :

—2uk/F’.‘7j (u) Idm

- ¢ 1.30
gv ( Idm 0 ) ( )
par rapport 2 {0y ..., 0y, O/ ... Oy} oti,j=1...m,i =i+ met Ff} sont les symboles de

Christoffel de la connexion affine sur M. Plus précisement on a :
9v(0;,0;) = —2uk'Tl(u), gv(9;,0;) =67, gv(9y,0y) = 0.

Soit 7 la projection naturelle de 7 M sur M. La distribution de Walker est le champ de plan
parallele nul de dimension maximale m donnée par D = Ker{m.,}. Soit (M, g) une variété
pseudo-riemannienne. L’ extension riemannienne de la connexion de Levi-Civita hérite beaucoup
de propriétés de la variété de base. Par exemple, la variété (M, g) a une courbure sectionnelle
constante si et seulement si (7*M, gyv) est localement conformément plat. Cependant, les ap-
plications intéressantes de 1’extension riemannienne apparaissent quand nous considérons une
connexion affine qui n’est pas de Levi-Civita.

Lemme 1.4.1. [44] Soit (M, V) une variété affine. Soient R I'opérateur de courbure de I’exten-
sion riemannienne (T*M, gv) et R I’opérateur de courbure de la variété affine (M, V). Alors
les coefficients de R et R sont reliés par les relations suivantes :

( Rh _ Rh
Uejii kji
]?Z;z = Ea;l xa+n(vr9h szi - vaijoh + F?ztRij’ + thREhj + T%R}Zjh)
Ry = —Rign (1.31)
R%/i = _R{n‘j
. Rllgji = _Riij

Par le Lemme précédent, 1’extension riemannienne (77*M, gv) est localement symétrique
si et seulement si la variété affine (M, V) est localement symétrique. Par ailleurs, 1’extension
riemannienne (7*M, gy ) est localement confomément plat si et seulement si la variété affine
(M, V) est projectivement plat. Cependant ils existent beaucoup de connexions affines projecti-
vement plates.

Théoreme 1.4.1. [5] Soit R I’opérateur de courbure de la variété affine (M, V) et RI ‘opérateur
de courbure de ’extension riemannienne (T* M, g). Pour tout point p € M et pour tout vecteur

(2

X = (0 + 0y, 0, .0) € Ty M,
i=1
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la matrice de I’opérateur de Jacobi Jz(X) dans la base locale {0y, -+ ,0m,0, .+, ,82m/}
est de la forme

= (Jr(X)) 0
a0 = (e )

oit (Jr(X)) est la matrice de I’opérateur de Jacobi relatif au vecteur X =% " | ;0; de T,M
dans la base locale {0\, . ..,0n}

L’extension riemannienne se généralise de la facon suivante :

Définition 1.4.2. Soit ® (0, 2)—champ de tenseur symétrique sur une variété affine (M, V) et soit
7 la projection naturelle de T* M a M. L’extension riemannienne déformée (ou encore twistée)
gv.o est la métrique, de signature neutre (m,m) sur le fibré cotangent donnée par :

gv.e = 9gv + T d. (1.32)

Soient I'}; les symboles de Christoffel de la connexion affine V et ®;; les composantes lo-
cales du (0, 2)—champ de tenseur symétrique ¢. Alors dans un systeme de coordonnées locales
I’extension riemannienne déformée est donnée par :

ou de maniere équivalente :
9v,0(0:,0)) = —2up T (u) + ®i(u),  gv,e(0,0y) =], gva(d,8y) = 0.
Notons que la distribution de Walker est aussi le noyau de la projection de 7" M sur M :
D = Ker{m,} = vect{0y}.

Le tenseur ¢ joue un role important. Méme si la connexion sous-jacente est plate, I’extension
riemannienne déformée peut ne pas €tre plate. Les extensions riemanniennes se caractérisent par
leurs courbures. On a les résultats suivants :

Lemme 1.4.2. [1] La métrique de Walker (1.29) est localement une extension riemannienne
déformée si et seulement si le tenseur de courbure satisfait la condition R(-,D)D = 0.

Lemme 1.4.3. [5] Une extension riemannienne déformée (1M, gv ) est Einstein si et seule-
ment si le tenseur de Ricci est nul. Cela se produit si seulement si le tenseur de Ricci de la
connexion affine V est anti-symétrique.

Définition 1.4.3. Soit V une connexion sans torsion et soit ® un (0,2)— champs de tenseur
symétrique sur la variété M. Soit T, S des (1,1)— champs de tenseur sur M. L’extension rie-
mannienne modifiée est la métrique sur T M donnée par

gvers =T ouS+gve.

Contribution a I’étude des Variétés d’Osserman et des Variétés de Finsler d’Osserman Ousmane Toudou Issa © UAM/NIAMEY 2019



Variétés de Finsler 20

Soit (T 0 S)j¥ := 3(I7S3 + T S?). En coordonnées locales, I’extension riemannienne mo-

difiée est donnée par :

v

Uty (T 0 S)(u)7¥ — 2up T (u) + ij(u)  Idm
( 1 ; (1.34)

gv.e 1.8 =

En d’autres termes

g(@z, 8]) = ur/us/(T @) S)(U)rs — 2uk/FZ(U) + ¢Z’j<U),
9(0i,0y) = &, et g(0y,0y) =

En particulier quand 7" = cId et S = Id, on notera I’extension riemannienne modifiée par gy o ..
Comme dans les cas précédents, les extensions riemanniennes modifiées sont des métriques de
Walker ou la distribution de Walker est donnée par D = Ker(,). Les extensions riemanniennes
modifiées sont aussi caractérisées par leur courbure. On a :

Lemme 1.4.4. [5] La métrique de Walker (1.29) est localement une extension rimannienne mo-
difiée si et seulement si la dérivée covariante de I’opérateur de courbure satisfait (NVpR)(-,D,)D =

0.

Le résultat suivant donne une méthode de construction de métrique d’Einstein de signature
neutre dont le tenseur de Ricci n’est pas nul. Plus précisement :

Lemme 1.4.5. [5] Soit (M, V) une variété affine de dimension m et ¢ # 0. L’extension rieman-
nienne modifiée (T* M, gy o ) est Einstein si et seulement si

4

P =——"=0ps,
c(m—*l)p

ou p, est la partie symétrique du tenseur de Ricci.

1.5 Variétés de Finsler

Dans cette section nous rappelerons les notions de base sur les variétés finsleriennes. Tout le
contenu de la section est tiré de [32] et [2].

Définition 1.5.1. Soit M une variété de classe C*> de dimension m. Une fonction F' = F(x,y)
sur T'M est appelée structure de Finsler sur M, si elle vérifie les propriétés suivantes :
(i). Homogénéité : F est positivement homogeéne de degré 1 eny : F(x, \y) = AF(x,y), pour
tout A > 0;

(ii). Régularité : F est de classe C'™ sur le fibré tangent privé de la section nulle T M, =
TM\ {0};
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(iii). Forte convexité : F' est fortement convexe, c’est-a-dire que la m X m matrice hessienne

1 ?F2 1,
9(e.9) = 5555 = 55 . (135)

est définie positive pour tout point (x,y) € T Mp.

F est souvent appelée le lagrangien. Les (g;;) sont les fonctions de classe C* sur T' M positi-
vement homogene de degré zéro en vy, qui servent a construire un tenseur appelé tenseur fonda-
mental. C’est un analogue finslerien de la métrique riemannienne, qui est un tenseur symétrique
d’ordre 2. Notons que ce tenseur n’est pas défini sur le fibré tangent T' M, mais sur un autre fibré
appelé fibré pull-back. Le couple (M, F') d’une variété différentielle et d’une structure de Finsler
est appelée variété de Finsler ou variété finslerienne.

Remarque 1.5.1. Le tenseur fondamental g;; est une "métrique riemannienne non holonome”,
ij

c’est-a-dire une métrique riemannienne qui dépend non seulement d’un point x, mais aussi d’une

direction y € T, M,

Remarque 1.5.2. La forte convexité implique que {y € T,M; F(xz,y) < 1} est un ensemble
strictement convexe ; mais la reciproque est fausse.

Définition 1.5.2. Une métrique de Finsler F' = F(x,y) sur une variété M est dite reversible si
F(z,—y) = F(x,y) pour touty € T, M.

L’Homogénéité de la structure de Finsler, induit une simplification des calculs a travers le
théoréme d’Euler suivant :

Théoreme 1.5.1. [2](Théoréme d’Euler) Soit V un espace vectoriel et H : V' — R une fonction
positivement homogeéne de degré r, c’est-a-dire : pour tout A > 0 tel que :

H(\y) = AN"H(y).

y'Hyi(y) = rH(y) (1.36)

OH
oy'”

o (y', -+ ,y") sont les coordonnées de y € V et H,i =
Le lagrangien F' vérifie les propriétés suivantes :

Proposition 1.5.1. [2] Soit (M, F') une variété de Finsler. Alors on a :

yiFyi = F;
yiFyiyj = O;
yiFyiyjyk = —ijyk.

Contribution a I’étude des Variétés d’Osserman et des Variétés de Finsler d’Osserman Ousmane Toudou Issa © UAM/NIAMEY 2019



Variétés de Finsler 22

Proposition 1.5.2. [2] Le lagrangien F' peut étre retrouvé a partir du tenseur fondamental par

Fla,5) = /oo vy

Soit M une variété différentielle de dimension m et de classe C'*°. Nous noterons par 71, M
I’espace tangent en un point x de M et TM = |J,.,, T M le fibré tangent de M. Le dual de
I’espace tangent 7', M sera noté Ty M, et est appelé espace cotangenten x et T*M = |J,,, To M
est le fibré cotangentde M. Soit 7 : T'M — M la projection canonique, alors 7'M a une structure
de variété induite par celle de M. Un point z du fibré tangent est representé par la paire (z,y),
ou z = m(z) est un point de M et y est un vecteur de 7, M. Un élément de 7'M, sera noté (z,y)
avecr € M ety # 0.

la formule suivante :

Définition 1.5.3. On appelle fibré pull-back noté 7w T M, un fibré vectoriel dont la base est le

fibré tangent privé de section nulle T M, et dont la fibre au dessus de chaque point (z,y) est une
copie de T, M.

En effet, la collection de tous les points (z,y) avec y # 0, constituant le fibré tangent privé de la
section nulle 7'M, est considérée comme une variété ot en chaque point (x,y) est dressée une
copie de T, M sur laquelle un produit scalaire

g(z,y) = gij(z,y)dr' @ da’

induit par le tenseur fondamental dont les composantes sont des fonctions sur 7'M, peut étre
défini. Cette appelation de fibré pull-back pour 7*1'M vient du fait qu’il est construit a partir du
fibré tangent comme suit :

T TM = {(x,y,v) € TMy x TM/m(z,y) = m(v) = x}.

Ils existent deux sections globalement définies sur 7'M, : il s’agit de la section distinguée | de
7*T'M et de sa duale, la forme de Hilbert w de m*T* M.

Définition 1.5.4. Soit (7*T'M, T My, ) un fibré pull-back. La section distinguée est la section
[:TMy— m'T'M définie par :

y 0 y 0 ;0

l=ley =5 ~75= 775 = -

F(y) 0z  Fox Oz

Définition 1.5.5. Soit (7*T*M,T My, ) le fibré pull-back dual de (7*T M, T My, 7). La forme
de Hilbert est la section w : T' My — 7T M définie par :

W= Wy = Fyi(z,y)da’ = Fuda'.
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La section distinguée et la forme de Hilbert sont globalement définies sur la variété fibré privée
de la section nulle, c’est-a-dire :

w(z):yFy ~ 1

Proposition 1.5.3. La section distinguée | est de norme 1 par rapport a g.
La proposition suivante donne une relation entre la section distinguée et la forme de Hilbert.

Proposition 1.5.4. Soit I = %, les composantes de la section distinguée [, alors la forme de
Hilbert w s’exprime sous la forme :

w = l;dxt

avec ll = g”ll = Fyi.

Soit (p, %) un systtme de coordonnées locales sur un ouvert U C M ; ¢’est-a-dire pour tout
zrelU

Une base de I’espace tangent 7, M sera notée par (%, ERIN %) et une base de 1’espace cotan-

gent T; M est (dz',- -+, dz™). Nous noterons aussi par {2} et {dz'}, les bases des sections de
T'M et T M respectivement. Lorsque les fibrés pull-back 7*T'M et 7*T™* M sont définis, alors
pour tout point (x,y) de la variété 7'M, est dressée deux fibres. La fibre de 7*T' M est I’espace
vectoriel T, M (c’est-a-dire (7*T M )(I,y) = T, M) tandis que la fibre de 7" 1™ M est ’espace
cotangent T M (c’est-a-dire (7*T* M)y, = T M). Les bases {52} et {dz'} de TM et T*M
respectivement induisent des bases correspondentes aux fibrés pull-back 7*T'M et 7*1T™* M res-
pectivement qui sont aussi notées par {%} et {dx'}. Ces nouvelles bases sont appelées sections
transplantées du fait qu’elles ont été transplantées de M vers la variété T'M,. Ces sections sont
définies localement en x et globalement en y car une fois z fixé, des sections transplantées ne

changent pas lorsque y varie.

Remarque 1.5.3. Le tenseur de Cartan peut étre vu dans ces bases transplantées comme une
section symétrique de @3>7*T* M, c’est-a-dire :

A= Ajpde’ ® da? @ dat.
De méme, le tenseur fondamental est une section symétrique de Q*7*T* M, c’est-a-dire
g = gijdasi ® da’.

Nous savons que la dérivation en direction des coordonnées vectoriels du tenseur fondamental
définit le tenseur de Cartan. Par contre a la dérivée dans la direction horizontale du tenseur
fondamental, elle est reliée aux symboles de Christoffel formels de seconde espece.
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Définition 1.5.6. On appelle symboles de Christoffel formels de seconde espéce les quantités
données par :

i is L (0955 O0gjkx  OGrs
Vik =9 ( . 4 )

2\0xk  Oxs  Oxd
Ces symboles sont dit formels car ils ne correspondent pas a des coefficients d’une connection.
Ces symboles sont utilisés pour définir une connexion non linéaire donnée par la formule sui-
vante :

1

FN;I = " — AL AR,

¢, est le tenseur de Cartan.

N . .. L k
otl [* est la section distinguée avec [* = % et Aj

A partir des objets NV }, on peut définir une 1-forme a valeurs dans 7*7'M que nous noterons
6., comme suit :

0
- Oxt

1 . . .
0. ® = (dy' + Njda?).

Grace a 0, et la différentielle m, = dm, on a la définition suivante :

Définition 1.5.7. Les distributions horizontale H = H(TM,) C T(T'My) et verticale V =
V(T My) C T(TM,), associées a la variété finslerienne (M, I'), sont définies par :

H = kerf,
V = kerm,.

Le fibré tangent de la variété 7'M, possede la base {%, Fa%}. Lors d’une transformation in-

el
ozt

duite sur 7'M, par un changement de coordonnées dans M, les
compliquée alors que les 8%1- n’ont pas ce probleme.
Le fibré cotangent de 7'M, possede les bases {dz*, dy'}, et lors d’une transformation sur

se transforment de fagon

T M induite par un changement de coordonnées dans M, les dz’ se transforment simplement

alors que dy’ non. En passant de la base {32, F 8‘31-} vers la base {52, F 8‘31-} pour T'(T'M,) et

de la base {dz?, dy'} vers {dx’, 5%} pour T*(T M) avec :

d 0 N,a

_ _ )

) T

L z]')
F—F(dy + Nida?),
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nous obtenons des bases qui possedent un comportement simple lors d’un changement de coor-
données au sein de M. Ces bases obeissent aux regles de dualité suivantes :

0 dual %

F— .
ayz naturel I

Remarque 1.5.4. Ces objets ont de sens seulement sur T M. En dehors des dz°, les restes sont
non holonomes, c’est-a-dire qu’ils ne sont pas des coordonnées des champs de vecteurs, ni de
coordonnées de 1-forme.

La variété T'M, est munie d’une métrique riemannienne naturelle dite de type de Sasaki définie
par:
i Oyt 0y
G = gjde' @ da? + gjj— @ —=.
Giy @ & Ax T+ Gy @

)

Par rapport a cette métrique, le sous espace horizontal engendré par 57> est orthogonal au sous

espace vertical engendré par les F' 8%-, d’ou la décomposition suivante :

) 0
T(TM,) = vect(—.) @ vect <F—> =HoV.
oxt oy’
Par conséquent la variété T M, possede une connexion a travers cette décomposition directement
liée aux objets IV ; d’ou I’appelation de connexion non linéaire sur T M.

Dans le cas riemannien, la connexion de Levi-Civita posseéde deux propriétés remarquables,
a savoir, la compatibilité avec la métrique et 1’absence de torsion. En géométrie finslerienne
proprement parlé , il n’y a pas connexion “idéal” comme celle de Levi-Civita en géométrie
riemannienne, car les deux propriétés de compatibilité avec la métrique et 1’absence de torsion ne
peuvent pas €tre réunies dans une méme connexion dans le contexte finslerien. C’est pour cela
que plusieurs connexions apparaissent en géomérie finslerienne, nous citons entre autre celle
de Berwald, introduite en 1926, qui est sans torsion mais non compatible avec la métrique ; a
connexion de Cartan, introduite en 1934, qui est compatible avec la métrique mais possede une
torsion et celle de Chern, introduite en 1948 qui est sans torsion et presque g— compatibilité avec
la métrique.

1.5.1 Dérivées covariantes des champs tensoriels sur 7'/,

Dans cette sous section, nous rappelons quelques regles d’écriture de la dérivée covariante des
sections de bases 2 de 7*T'M et dz? de 7*T* M dans la direction v € T'(T My).
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Définition 1.5.8. ([2]) Les dérivées covariantes des sections de bases 5~ de T T'M et dx' de
7*T*M dans une direction v € T (T My) sont définies a travers les 1 —formes de connexion par :

V+(35) =403

et
V,(dz") = —w§(v)dxj (1.37)
Proposition 1.5.5. [2] La dérivée covariante du tenseur fondamental g dans une direction v est
donnée par :
V.9 = (dgi;)(v)da' @ da? + g;;(V,da') @ da’ + gijda’ @ (V,da?). (1.38)

En utilisant (1.37) et en suppriment v dans (1.38), on obtient la relation suivante :
Vg = (dgzj JrjW; — GikW; ) ® da' @ da?

Proposition 1.5.6. [2] La dérivée covariante de la section distinguée { dans une direction v est
donnée par :

0 9 B
— i — Api J
vvﬁ_vv(eaﬂ) A0 (0) 5+ OV

En utilisant (1.37) et en supprimant v dans (1.38) on obtient la relation suivante :

(= (dl* + P’ -
ve=(de+ wj)®8xl

Proposition 1.5.7. [2] La dérivée covariante du tenseur de Cartan A est donnée par :
(V‘A)”]C = (dA”k — Aljkwl» - Ailkwl- - Aiﬂwé)dxi AN dﬁj A d{L‘k
Proposition 1.5.8. [2] La dérivée extérieure de " est donnée par:

d(‘lyf) SaleY —1—5%/\< —¢, 5y)

L’opérateur V définit une connection linéaire sur 7*1'M et sur les fibrés vectoriels associés. On

a le résurtat suivant :

Proposition 1.5.9. ([2]) Toute connexion linéaire sur 7'M satisfait les conditions suivantes :

Vo(fE) = df(v)E+ [V,E;
Vo(EL+ Ey) = V,E +V,Ey;
VwE = AV,E,;
Vs = Vo E+V,,E.

ou [ est une fonction lisse sur M, F, E\, Fy des champs de vecteurs sur m*T'M et )\ est une
constante.

Contribution a I’étude des Variétés d’Osserman et des Variétés de Finsler d’Osserman Ousmane Toudou Issa © UAM/NIAMEY 2019



Variétés de Finsler 27

1.5.2 Formulation classique de la connexion de Chern

La formulation classique de la connexion de Chern qui est définie sur le fibré pull-back 7*T' M
repose sur les 1-formes de la connexion w;-, tirée des équations de structures via le théoreme de
Chern ci dessous :

Théoreme 1.5.2. (Théoréme de Chern)([2]) Soit (M, F') une variété de finsler. Le fibré rappelé
7 T'M admet une unique connexion linéaire appelée connexion de Chern, dont les 1-formes sont
caractérisées par les équations de structure de Cartan :

(i). Absence de torsion :
d(dz') — da? Awl = —da? Aw] = 0. (1.39)

(ii). Une presque g-compatibilité :

5 S
dg; — gkzjwf - gika = QAUS%- (1.40)

Remarque 1.5.5. Les conditions d’absence de torsion et de presque g- compatibilité corres-
pondent, en terme de coefficients de connexion, aux conditions ci-dessous :

(i). la condition d’absence de torsion est équivalente a deux conditions sous-jacentes :
— la premieére est ’absence de termes dy* dans I’expression de wj-, c’est-a-dire :

i ik
w; = [pda™;

— la deuxiéeme est la symétrie des symboles de Christoffel, c’est-a-dire :
i T
ik = L kg

(ii). La presque g-compatibilité implique que :

; N N? N
Fé’k = ’Yé‘k —d (Aijs?k - Ajks? + Akisfj>

ce qui est aussi équivalent a :

i _9_”(5953' 59jk+59k5>

ik 9 \gxk  Sx ol

ou 7; i sont les coefficients de Christoffel formels, A;;s sont les composantes du tenseur de Cartan
et les N7 sont les coefficients d’une connexion non linéaire.

Remarque 1.5.6. ([2]) Il existe trois connexions intéressantes qui sont associées a la connextion
de Chern :
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i oYk

— La connexion de Cartan définie par : w§ + A% "5 elle est compatible avec la métrique

mais avec torsion.

— La connexion de Hashiguchi définie par : w§ + A;k% + A;kdxk coi A = V;A est la

dérivée covariante horizontale de tenseur de Cartan A le long de la direction distinguée
(horizontale) { = (-2

dxt”

— La connexion de Berwald définie par : w; + A;kdxk ; elle est sans torsion dont les co-

efficients sont les coefficients de la connexion de Chern sans dépendance directionnelle,
c’est-a-dire :

j’k('ra y) = ;k(l')
Soit la 2-forme de courbure de la connexion de Chern définie par :
Q) = dw) + wj, A w). (1.41)
La 2-forme de courbure de la connexion de Chern admet la décomposition suivante :

: 1 i i 5?/l 1 i 53/’“ 5yl

ou les Rjii, Pjri, @ sont les composantes de R, P, () respectivement appelées hh-, hv- et vv-
tenseurs de courbure de la connexion de Chern. Certains auteurs utilisent la terminologie cour-
bure riemannienne pour désigner la hh—courbure R et courbure de Minkowski pour désigner la
hv-courbure P. La hv-courbure () n’a pas d’équivalent en géométrie riemannienne. La vv—courbure
(@ est identiquement nulle pour la connexion de Chern. Voir ([2]) pour plus de détails.

La connexion de Chern étant sans torsion, alors on a :

dz? A w;- = 0. (1.43)
La différentielle extérieure de 1’égalité (1.43) donne :
d(da’ A wj) = d*a? Aw) 4 da? A dw) = 0, (1.44)
ce qui entraine :
daz? A dw§ =0. (1.45)
D’autre part, a partir de I’égalité (1.41) on a :
dw} = Qf — wj, AW, (1.46)
En injectant I’égalité (1.46) dans (1.45), on obtient :

dﬂllj/\(Q;-—w,i/\wf):dxj/\Q;-—de/\wli/\w;?:(),
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Puisque le terme dz? A wf A wi s’annule en I’absence de torsion, alors on obtient que :
dx? A QY = 0. (1.47)
En substituant (1.45) dans (1.47), on obtient :

1 ‘ , . Syt 1 . - GyF oy
5 Bouda? A da® A da' + Pjyda? A da® A % + 5 Qjude’ A % A % = 0. (1.43)

Les trois termes de (1.48) étant completement indépendants, alors on a que :

Rl yda? A dz® A dz' =0

Comme conséquence du systeme précédant, nous avons les propositions suivantes :
Proposition 1.5.10. La hh-courbure R satisfait la premiére identité de Bianchi, c’est-a-dire :
R+ Ry + Rjj =0 (1.49)
Démonstration. On a:
R;kldxj ANdx® Ndat = 0
fdjdxk A dxt A da?
}'jkdxl Adzd A dat =

|
o

En sommant membre a membre les égalités précédantes on obtient :
(Rl + Riy; + Rijp)da? A dz® A da' = 0.
Puisque dz’ A dx* A dz! # 0, alorson a:
R+ Rjy; + Rjj = 0.

D’ou la premiere identité de Bianchi. [

Proposition 1.5.11. La hv-courbure P est symétrique par rapport a j, k c¢’est-a-dire :

jikl = Plijl' (1.50)
Démonstration. Par définition, on a :
i j 5yl
Plda’? A da® A - = 0
i i 5311
Pida® A da? A - =0
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En sommant les égalités précédantes, on obtient la relation suivante :

) . . ot

Puisque dz? A dz* A ‘5—17;1 #0,alorsona: Py, — Pp; = 0. D’o le résultat. O

gl

Proposition 1.5.12. La vv-courbure () est symétrique par rapport aux indices k, l, c’est-a-dire :

Qi = Q- (1.51)
Démonstration. Par définition
i j 5yk 5?Jl
jkldxj/\?/\F = 0
i j 53/l 5yk

En sommant les égalités précédantes, on obtient :

i i oyt oy
(Qip — Qi) dx? N Nal A T 0.
Puisque dz’ A % A 5—%[ # 0, alors Q% — Q% = 0. D’ol le résultat. O

Corollaire 1.5.1. Pour la connexion de Chern la vv-courbure () est nulle c’est-a-dire
;kl - 0
Ainsi I’expression de la 2-forme de la courbure (1.42) se reduit a :

N i oy’
Q= §Rjkldxk A dz! + Plydz® A R (1.52)

La proposition suivante définie la hh- et hv-courbures en coordonnées naturelles.

Proposition 1.5.13. (/2]) La hh-courbure R et la hv-courbure P s’expriment en coordonnées
naturelles comme suit :

i i Th i Th
T Sek T gal + Dl — T
i 8F§-k
= g
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Démonstration. Par définition la 2-forme de courbure est donnée par :
i g i k
Q) = dw; + wy, A wy.

D’autre part, on a d’apres (1.52) :

i _ 1o k ! i 5yl
On obtient :
i i PR ! i 5?/1
Puisque w;? sont des 1-formes, alors :
dw} = dI%; A da’ (1.54)

- . . k .
avec dI; une 1-forme locale sur 7'My qui s’exprime en terme de dz* et ‘5% comme suit :

51"'- or, syk
i Tl gk 41 0Y
En injectant (1.55) dans la partie gauche de (1.54), on obtient :

R 2 o, yF

R W 1 il oY !
D’autre part on a : w! = I'},dz!, alors on déduit que :

wy Awl = (Thda®™) A (Thda') =T, T8 (da® A da'). (1.57)

En remplacant (1.56) et (1.57) dans (1.53), on obtient :
8T, Iy 5y Z 1 ; dy'
51,2 dx* Ndat + F ayl = A da® + T3, Thda® A da = §Rjkldxk A dz' + Plyda® A N

équivalent a,

o or oy 1, 5 :
(5 5+ kF;'Ll>dxk Nddt - F ay]lkdxk " % = S Rjuda® A da' + Pyda® A= (1.58)

Par identification on déduit :

1, oT, ; 1, oT,
S = 52 — + T}, I et o5tk = 531 + Ty
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L’équation (1.58), peut se réecrire sous la forme suivante :

oTY, 6Tl or
(52 +Tlh) + (= 528 = Tl ) Jas® A dat = P2
i

Sk 1 Iy’
1, 1, i oy’
- (5 jlk ~ 5 jlk) i
. ' 5 l . :
= Rl da® A da' + Plyda® A %’ car Ry = —Hip.
D’ou le résultat. -

La presque g—compatibilité de la connexion de Chern entraine :

6 S
dgs; — gkj(‘“)gC - gikW;C = 2Aijs%-

En prenant la dérivée extérieure de cette égalité, on obtient :

oy’ oy’
Qd(Aijs)% + 2Aijsd<%> + dgi;wf + grjdw! + dgiw] + girdw] = 0.

et on déduit I’expression suivante :

Qi + Qi = —2(VA) i A ‘%yk — 24 [d(%) + b A %yl} .

Proposition 1.5.14. ([/2]) La 2-forme de courbure vérifie I’égalité appelée I’identité fondamen-
tale suivante :

Qi +Q = _(Az‘juRzl)dl'k A dz!
!

5
— 2AAu P+ Aup)dat A =

ok 6y
+ 2(Aijka — Aijk&)? A ok (1.59)

oul les notations suivantes ont été introduites :

i . gipi
kil T gRjk:l

i . pi
Py = Py

Remarque 1.5.7. A partir de l’identité fondamentale on obtient une multitude d’information sur
la hh- et hv-courbures.

Corollaire 1.5.2. Les coefficients de dz* A dx' dans Iidentité fondamentale (1.59) implique :
Rijii + Rji = 2(—AijuRYy) =: 2Biju (1.60)

avec Bijp = —Aiju R}
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A partir de la formule (1.60) et de la premiere identité de Bianchi, on peut déduire la relation
suivante :

Ryji — Rjit = (Briji — Bjir) + (Brity — Bijri) + (Bijk — Bjkar) (1.61)

Posons : R, := EjRjiklﬁl. En utilisant (1.60) et (1.61), on obtient :
Rii = Ry (1.62)
Corollaire 1.5.3. (/2]) Les coefficients de dz* N %yl dans identité fondamentale (1.59) implique :
Pijri + Pjigg = —2A55u Py — 2Ai5k- (1.63)

Bao et al. [2] ont utilisé la relation précédente pour obtenir la formule suivante appelée rela-
tion constitutive :

P = —(Agjie — Ajri + Agay) + A%Aukl - A}LkAm'z + A% A (1.64)

J

ou Aijk = Ajjis¢°. Larelation constitutive implique que le second tenseur de courbure de Chern
P est un fonctionnel du tenseur de Cartan A;;;, et de sa dérivée covariante horizontale A;jys plus
précisement :

Corollaire 1.5.4. ([2]) Les coefficients de % A % dans ’expression de I’identité fondamentale
(1.59) entraine :

Aijra — Aijie = Aijicli — Aijil. (1.65)

La dérivée extérieure de la 2-forme de courbure (1.41) de la connexion de Chern donne I’égalité
suivante :

Qs — wh A Q)+ wp AQF =0. (1.66)

En substituant Q; par son expression (1.52) dans 1’égalité (1.66), on obtient le résultat suivant :

1 . .
0= 3 (R;.k”t — P, ;;) dz* A dit A dat

Lo i i Au k L0y

+ 5 <Rjkl;t — 2ijt\l + 2P]ku lt)dx A dl‘ A ?
i i oyt oyt
+ (‘ijl;t - ijllt>dxk N ? VAN 7

Ce résultat est une réformulation de la deuxieme identité de Bianchi et est équivalent aux trois
identités suivantes :

R;’kl\t + R;‘lﬂk + R;‘tkﬂ = P;ku it + P;m i T Pjitu ki (1.67)
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R = Piran + Phge — (P Al — PjrAry) (1.68)

P?kl;t - P?kt;l = ijllt - P'Z'ktll (1.69)

J J J

La relation (1.68) est appelée relation constitutive pour le premier tenseur de courbure de Chern
R, c’est-a-dire Ry, est un fonctionnel du tenseur Rj, et ses premiére et seconde dérivées co-
variantes verticales, de A et ses premieres dérivées covariantes horizontales. Explicitement la
relation constitutive de R s’écrit :

i L/ i i i
ikl = g( kit — By + 4Ry — éle;k>
2 i i i i
+ gBZg( kil — Ryl + Rygjn — ngjk>
- (A;‘llk - A;‘kll + AZkA?z — Ay )
Soient X, Y € T'M, deux vecteurs locaux et pour toute 1-forme w, on a la formule de Cartan
suivante :

(dw)(X,Y) = dlw(Y)](X) = dw(X)](Y) —w([X,Y]). (1.70)
Soit £ = ¢ % une section locale de 7*7"M . En utilisant la formule de Cartan, on montre que :

o 0
§]Q}(X,Y)% = (VxVy = VyVx = Vixy))§. (1.71)
Notons que la distribution horizontale est engendrée par les % et la distribution verticale est
engendrée par F' a%' En utilisant la formule de Cartan, on montre que :

] - —WR;ZMFi

b 0
[ dyt

Sk bl
c’est-a-dire que le crochet de Lie des champs de vecteurs horizontaux est strictement vertical et
la distribution horizontale n’est pas involutive, donc pas intégrable. De méme on montre que :

) 0 A - Ny 0

—,F—]:{ i —<Fe) —EZ—}F )

[(m oy wt ) T 1 gy

c’est-a-dire que le crochet de Lie d’'un champ de vecteur horizontal et d’un champ de vecteur
vertical est strictement vertical. Enfin, on montre que :

0 0

)
Y 2
oyk’ ™ Oyt

oyt

[F } — (088 — 001V F

c’est-a-dire que le crochet de Lie des champs de vecteurs verticaux est strictement vertical et la
distribution verticale est involutive donc intégrable.
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En coordonnées locales, les hh-courbure et hv-courbure sont données par les relations sui-

vantes :
5 5y O B B P
(52 51) g ViV Ear Vi ViEar Y s o (1.72)
et
5 AN\ d ) B
P(a o) ow = Vi Veiga ~ Ve Vi om ~ Vsl aw 07
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CHAPITRE DEUX

METRIQUES DE WALKER OSSERMAN

Dans ce chapitre nous allons construire des exemples de métriques pseudo-riemanniennes de
Walker-Osserman en utilisant I’extension riemannienne. L’extension riemannienne est une tech-
nique qui établit un lien entre la géométrie affine et la géométrie pseudo-riemannienne. Elle
jout un rdle important dans divers questions concernant la géométrie spectrale de 1’opérateur de
courbure.

Dans la premiere section de ce chapitre, nous rappelons les notions de base et quelques
résultats de description sur les variétés affines d’Osserman. La deuxiéme section est consacrée
a la description de deux familles de connexion affine d’Osserman sur une 3-variété affine. A
la troisieme section, une description d’une famille de connexion affine d’Osserman sur une 4-
variété affine est donnée. Comme application des variétés affines d’Osserman, des métriques de
Walker-Osserman de signature (3, 3) et de signature (4, 4) sont construites sur le fibré cotangent
de la variété affine, c’est I’object de la quatrieme section. Ces travaux ont conduit a la publication
de deux papiers [17],[29].

2.1 Notions préliminaires sur les variétés affines d’Osserman

Dans cette section, nous présentons quelques résultats consernant 1’étude de la conjecture
d’Osserman en géométrie affine. Notons que cette étude est confrontée a une difficuté due au fait
que la sphere en fibré unité ne peut étre définie. Par conséquent 1’opérateur de Jacobi de toute
variété affine d’Osserman a pour valeurs propres zéro. Cependant de telles variétés ne sont pas
nécessairement plates.

2.1.1 Variétés affines d’Osserman

Définition 2.1.1. Soient (M, V) une variété de dimension m munie d’une connexion affine V,
p un point de M et X un vecteur de I’espace tangent T,,M en un point p de la variété M. On
appelle opérateur de Jacobi affine en p, I’endomorphisme Jpv(X) de T,,M défini par :

Jre(X)Y = RY(Y, X)X,

Contribution a I’étude des Variétés d’Osserman et des Variétés de Finsler d’Osserman Ousmane Toudou Issa © UAM/NIAMEY 2019



Notions préliminaires sur les variétés affines d’Osserman 37

pour tout Y € T,M et RY est I’'opérateur de courbure induit par la connexion affine V.

Définition 2.1.2. Soit (M, V) une variété affine de dimension m. Alors (M, V) est dite affine
d’Osserman en un point p de M si le polyndome caractéristique de ’opérateur de Jacobi affine
en p est indépendant du choix de X dans T,M. La variété (M, V) est dite affine d’Osserman (ou
globalement affine d’Osserman) si elle est affine d’Osserman en chaque point p de M.

Théoreme 2.1.1. Soit M une variété de dimension m munie d’une connexion affine V. Alors
(M, V) est une variété affine d’Osserman en un point p € M si le polyndme caractéristique de
Iopérateur de Jacobi affine Jrv (X ) est donné par :

PA(Jrv (X)) =A™

pour tout X € T,M.

Corollaire 2.1.1. Si (M, V) est une variété affine d’Osserman, alors le spectre de I’opérateur
de Jacobi affine noté spec{ Jrv(X)} ,est réduit au singleton zéro, c’est-a-dire que

spec{Jrv(X)} = {0}

Corollaire 2.1.2. Si (M, V) est une variété affine d’Osserman, alors son tenseur de Ricci est
antisymétrique.

Remarque 2.1.1. Contrairement aux variétés riemanniennes d’Osserman, les notions de variétés
affines d’Osserman en un point, affines d’Osserman point par point et globalement affine d’Os-
serman sont équivalentes.

Remarque 2.1.2. Les variétés affines d’Osserman se placent a un point de confluence de deux
théories : la géométrie affine et la géométrie pseudo-riemannienne. Ce qui, en soit, les confere
un certain intérét.

2.1.2 Classification des connexions affines d’Osserman

Théoréme 2.1.2. [12] Soit R? muni de la connexion affine sans torsion donnée par :

Vo 01 = fii(u1,u2)on + ff(ur, ug)0s;
Vo 0y = fiy(ur, uz)o + fi(ur, ug)0s;
V8282 = f212(u1,u2)81 + f222(u1, U2)a2-

Alors la connexion affine V est Osserman si et seulement si les coefficients de la connexion affine
sont solutions du systeme suivant :

Oofty — OLfiy + [l — 1) + [ (f55 — fia) = 0
81f212—32f112—0—f212(f111—f122)—|—f112(f222—f112) = 0
81JL1112 - (92f111 - 61J6222 + a2f122 + 2(f112f122 - f121f212) = 0

Contribution a I’étude des Variétés d’Osserman et des Variétés de Finsler d’Osserman Ousmane Toudou Issa © UAM/NIAMEY 2019



Notions préliminaires sur les variétés affines d’Osserman 38

La description des surfaces affine d’Osserman est complete. Toute surface affine est Osser-
man si et seulement si le tenseur de Ricci de la connexion affine associée est antisymétrique.
En grande dimension, I’antisymétrie du tenseur de Ricci est une condition nécessaire mais pas
suffisante pour une connexion affine d’étre Osserman. Ce qui rend la classification des variétés
affine d’Osserman de dimension grande un sujet d’actualité. Pour plus de détails voir [12], [24].
En dimension 3 la description des connexions affine d’Osserman est incomplete, mais des résultats
partiels existent dans la littérature.

Proposition 2.1.1. [15] Soit M une variété de dimension 3 munie de connexion affine sans
torsion V définie par :

Vo, 0 = fi(us,uz,u3)0;
Vo,00 = folu, us,us)0s;
Vo, 05 = f3(ur,us, us)0s.

Alors (M, V) est affine d’Osserman si et seulement si les coefficients de la connexion satisfont :

f1<u1au27u3) = A(Ul,Ug);
f2<U1,U2,U3> = B(Ul,UQ);
fg(ul, U2, u3) = k(u?))e(f(m,uz).

ou k est une fonction et A, B et C vérifient :

8214 + ﬁlB =0, ou 820 =—B et 810 = A.
Proposition 2.1.2. [16] Soit M une 3-variété affine munie de la connexion donnée par :

Vo, 01 = fi(ug, usz,us)0s;
Va,00 = folug,us, us)0;
Vo,05 = f3(ur,us,u3)0.

Alors (M, V) est affine d’Osserman si et seulement si les coefficients de la connexion satisfont :

fi(ur,ug,u3) = fi(w), Oifo+ fi(ur)fa =0, et Oifs+ fi(ur)fs =0.

Proposition 2.1.3. [16] Soit M une 3-variété affine munie de la connexion donnée par :

Vo, 01 = fi(u1,us,us)0n;
Vo, 0o = fz(U1>U2,U3)82;
Vagas = fs(ul,UQ,Us)a:s-

Alors (M, V) est affine d’Osserman, si et seulement si les coefficients de la connexion satisfont :

{ Ohfi+0ifa=0; 0sfi+0ifs=0; Osfs+0afs = 0
(O1f2)(03f1) = 0;  (02f1)(05f2) = 0;  (03f2)(O1fs) = 0.
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Proposition 2.1.4. [14] Soit M une 3-variété affine munie de la connexion donnée par :

Vo, 0 = fi(ug,uz,u3)0s;
Vo,00 = folus, us, us)0s;
Vo, 05 = f3(U1>U2,U3)82-

Alors (M, V) est affine d’Osserman si et seulement si les coefficients de la connexion affine
satisfont

Jo(ur,ur,ug) = fo(ug), Oofi + fifa(ug) =0 et Oafs+ fo(ug)fs =0.

Théoreme 2.1.3. [20] Soit M une 3-variété affine munie de la connexion donnée par :

Va0 = fl(U1>U2,U3)a3;
Vazaz = f2(u17u2>u3)83;
Vo, 05 = fs(ur,us, u3)0s.

Alors (M, V) est affine d’Osserman si et seulement si les coefficients de la connexion affine
satisfont :

fa(ur,uy,us) = fs(us), Osfi+ fifs(us) =0 et Osfo+ fafs(us) =0.

De plus la connexion affine d’Osserman est locolement symétrique si les coefficients de la connexion
affine sont solutions du systeme suivant :

10xf1 =0, D01 f>=0, & f>=0, 05 f, =0,
0302 f1 + f302f1 = 0, 0301 fo + f301f2 =0,
O f1+2f305f1+ f1fy =0, 05 f2+ 2f303f> + fof5 = 0.

Proposition 2.1.5. [22] Soit R? muni de la connexion donnée par :

Vo, 01 = fi(ug, ug,us)0s;
Va,00 = folug, us, us)0s;
Vo,05 = f3(ur,us,u3)0.

Alors (R3, V) est affine d’Osserman si et seulement si 'une au moins des conditions suivantes
est vraie :

(l) fl = p(ul), f2 = q(UhUQ) et fg =0.
(ii). fr=pui,uz), fo=0 et f3=r(uy).
(lll) fl = O, fg = q(UQ) et f3 = T’(Ug, U3).

Cette famille de connexions affines d’Osserman est a courbure de Ricci nulle mais la connexion
n’est pas plate.
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Proposition 2.1.6. [22] Soit R® muni de la connexion donnée par :

Vo, 0 = fi(ur,uz,us)0s;
Vo, 0o = fz(U1>U2,U3)al;
Vagas = f3(U17U27U3)a2-

Alors (R3, V) est affine d’Osserman si et seulement si I'une au moins des conditions suivantes
est vraie :

(i). fi =plur,uz), fo=quz) et f3=0.
(ii). fi=p(u), fo=0 et f3=r(uy,us).
(iii). f1 =0, fo=q(ug,usz) et f3=r(us).
Proposition 2.1.7. [22] Soit R? muni de la connexion donnée par :

Vo, 01 = fi(us)0y et Vy,05 = fi(us)0s.

Alors (R3,V) est une variété affine d’Osserman a courbure de Ricci non nulle. Cependant, si
fi1(us) est constante, alors (M, V) une variété affine d’Osserman a courbure de Ricci nulle.

Proposition 2.1.8. /22] Soit R® muni de la connexion donnée par :

Va,01 = fi(u2)01; Vo, 0y = fi(u2)0s.

Alors (M, V) est une variété affine d’Osserman a courbure de Ricci non nulle.

2.2 Exemple de famille de connexion affine d’Osserman sur
une 3-variété

Dans cette section, nous décrivons deux familles de connexions affine ou I’antisymétrie du
tenseur de Ricci est une condition suffisante d’étre Osserman.

2.2.1 Famille 1

Dans cette section M est une variété de dimension 3 et V une connexion affine lisse sans
torsion. Soit (u1, ug, uz) un systeme de coordonnées locales dans un domaine U C M telle que
la connexion affine V soit définie par :

(Vo0 = fi(ur,uz,us)0s;
Vo, 0y = folur, ug, u3)0s;
Vo, 05 = f3(u,uz,u3)0s; @2.1)
Va,0p = falu, uz,u3)0s; ‘
Vo, 03 = f5(u1,ug, u3)0s;

(| Va,05 = fo(ur, uz, u3)0s.
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Cette famille généralise la famille étudiée dans le papier [14].

A partir de la formule R(X,Y)Z = VxVyZ —VyVxZ — V(x,y)Z, on montre que les compo-
santes non nulles de I’opérateur de courbure de la connexion affine (2.1) sont données par

=y
Q

81a
a17
0

2 a1
5)0
)
)
)

3

=
Q

N

Y
®
&

[y

Y

(
(
(
(01,
(01,
(
(
(
(

-
Q
S

=
®
&

0

oy
®
&

[y

Y

=
S
®
>

)

3)
0y, 03)0
0y, 03)03

I

=
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O1fa — 02f2)0;

()

1f5 — 03.f2)02

(
(
(
(
(
(
(
(O2f5 — O3f1)02
(

O1fo — Oofr + f3 — f1.fa)0o

Dofs — Osfs + fafo — [2)0a.

Orfs — Oz f3 + fofs — [3fa)02
Ovfs — O3f1+ fafs — f1f5)02

O1fe — Osf3+ fafs — f3f5)0:
Oy f3 — Osfa+ fafa — fof5)02

On montre facilement que les composantes non nulles du tenseur de Ricci sont données par :

\

Ooft —O1fa+ fifa— f22

Oof2 = Oifa

Oz fs — O1fs + fafa— fofs
Oz fs — Osfa + fafa— fofs

A2 fs — Osfs

ofe — Osfs + fufe — f2.

L’antisymétrie du tenseur de Ricci est équivalente a :

o o oo

A partir de (2.1) et (2.3), nous avons le résultat suivant :

(2.2)

(2.3)

Proposition 2.2.1. [17] La connexion affine V définie en (2.1) est anti-symétrique si les coeffi-

cients de la connexion f;;i =1, ..., 6 sont solutions du systeme d’équations suivant :
Oafo —O1fs=0; Oofs —0sfs = 0
Ofr—o0ifot fifs— 13 0
Oofo — Osfs + fafo — f2 0
200f3 —O1fs — Osfa+2f3fs —2fafs = 0 (2.4)
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Corollaire 2.2.1. [14] Soit V la connexion affine définie comme en (2.1) avec fo = f3 = f5 =
0. Alors la connexion affine est anti-symétrique si seulement si les coefficients [1, f4, f¢ sont
solutions du systeme d’équations suivant :

Ja(ur,ug,ug) = fi(ug), Oofi+ fifs =0, et Osofs+ fafs =0. (2.5)
Nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.2.2. [17] Soit (M, V) une variété affine de dimension 3 munie de la connexion
donnée par (2.1). Alors (M, V) est affine Osserman si et seulement si le tenseur de Ricci est
anti-symétrique.

Démonstration. Comme le tenseur de Ricci de toute connexion affine d’Osserman est anti-
symétrique, il vient que la condition nécéssaire pour que la connexion affine (2.1) soit Osserman
est:

Oofo —01fs =0; Oofs —Os3fs =
hfi —Oifo+ fifi—f; =
Oofs — Osfs + fafe — f3 = 0

et

205 f3 — O1fs — Osfo+2f3fs —2fafs = 0.

Alors, I’opérateur de Jacobi affine associé s’exprime, en coordonnées locales comme suit :

0
(Jrv (X)) = 0
0

oS @ O
S o O

avec

a = aag(Oufs = i+ fofs = fifs)
+asas(200fs = Oufs = Dufo + fofs = o)
0} (0ufo = Dafs + fofs = fufs):

¢ = —al(dfs—aufi+ fofs— fifs)
—a1s (0ufs = Dafs = 20082 + fafa — fofs )
—aras(01fs = Do fs + fofs — fafs ).
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Le polyndme caractéristique de 1’opérateur de Jacobi affine est :
Pr[Jre (X)] = =A°
qui a zéro comme valeurs propres ]

Exemple 2.2.1. [17] Suivant le Corollaire 2.2.1, on peut construire des exemples de connexions
affines d’Osserman. La connexion suivante sur R3 dont les coefficients non nuls sont donnés par

Valal = U1U382 et V{)383 = (Ul + u3)82 (26)

est affine d’Osserman non plate.

2.2.2 Famille 2.

Dans cette section M est une variété de dimension 3 et V une connextion affine lisse sans
torsion. Soit (uy, us, ug) un systtme de coordonnées locales dans un domaine U C M tel que la
connexion affine V soit définie par :

( Vala1 = f1(u1,U2aU3)81,
V8182 = fz(u Uz, U 3)81,
Vo 05 = fs(ur,ug,u3)0n;
2.7
V@QaQ = f4(U U2, U, 3)81, 7
V8283 = fs(u Uz, U 3)817
L Vo, 03 = f6(U17U27U3)31

Cette famille de connextions affine généralise la famille étudiée dans le papier [16].
A partir de la formule R(X,Y)Z = VxVyZ — VyVxZV|xy)Z, on montre que les compo-
santes non nulles de 1’opérateur de courbure de la connexion affine (2.7) sont données par :

R(01,0:)01 = (O1fa — Oaf1)0h

R(01,02)0, (f1 f4 + O f1— f3 — 0af2)0n
R(01,02)05 = (fifs +0ufs — fafs — 02f3)0
R(01,05)01 = (Oifs — 03f1)0h

R(01,03)0; = (fifs +Oifs — fofs — O3f2)0n
R(91,05)05 = (fife+O1fs— f5 — 0sf3)0
R(02,05)01 = (02f5 — 03 f2)0h

R(02,03)0s (fafs + Oafs — f3fa — O3fa)0r
R(02,03)05 = (fafs+ Oafe — f3fs — O3f5)0
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On montre facilement que les composantes non nulles du tenseur de Ricci sont données par

52,81) = Oifa—fi
fifs+0ufs— f3 = 0uf
Jifs +01fs — fofs — Oaf3
O fs — 03f1
= fifs+0ufs — fafs — O3 fe
= fife+0Oufe— f5— 0sfs

L’anti-symétrie du tenseur de Ricci est équivalente a :

( Ric

(2.8)

(
Ric(02,0,)
Ric(0s,03)
Ric(0s,01)
Ric(03, 02)
([ Ric(0s,0)

Ric(0y,07) = Ric(03,03) =
ic(D,01) =
(
(

o)

2.9

o5

ic(0s, 01) -
ic(Oa, 03) + Ric(05,09) =

T DT
o o oo

A partir de (2.7) et (2.9), nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.2.3. La connexion affine V définie en (2.7) est anti-symétrique si les coéficients
de la connexion f;;1 = 1,...,6 sont solutions du systéme d’équations suivant :

Oifa—0of1i =0 Oifs—003f1 =
ONfi—Oafo+ fifi— I3
Ofe — Osfs+ fife — f3

201fs — Oafs — Osfa+2f1fs — 2fafs =

Corollaire 2.2.2. [16] Soit V la connexion affine définie comme en (2.7). supposons que fo =
f3 = fs =0, Alors la connexion affine donnée en (2.7) est anti-symétrique si et seulement si les

0
0
0
0

(2.10)

coefficients de la connexion (2.7) vérifient :

filur,ug,ug) = fi(w), Oifs+ fifa=0, et Oife+ fifs =0. (2.11)
Nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.2.4. Soit (M, V) une variété affine de dimension 3 munie de la connexion donnée
par (2.7). Alors (M,V) est affine Osserman si et seulement si le tenseur de Ricci est anti-
Symétrique.

Démonstration. Comme le tenseur de Ricci de toute connexion affine d’Osserman est anti-
symétrique,il vient que la condition nécéssaire pour que la connexion affine (2.7) Soit Osserman
est :

Oifa—0afi =0 01fs—03f1=0 (2.12)
Orfs—Oafot fifsi—f3=0 Oife—0sfs+ fifs— f:«? =0 (2.13)
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et

201 f5 — Oofs — Osfa +2f1f5 —2faf3 = 0. (2.14)

Alors, I’opérateur de Jacobi affine associé s’exprime, en coordonnées locales comme suit :

(Jrv (X)) =

o O O
o o o
S OO

avec

b = ma (232f3 —O3fi —Oifs — fifs + f2f3>
+azag <32f5 = O3fa+ fofs — f3f4>
+aj (32f6 — O3f5+ fofo — f3f5>;
c = —01 <82f3 —205fa+Oufs + fifs — f2f3>
—a3 (32f5 —Osfa+ fofs — f3f4>
—azas(Dafs — Dofs + fufs = fofs ).
Le polyndme caractéristique de 1’opérateur de Jacobi affine est :
Py[Jrv(X)] = =N’
qui a zéro comme valeurs propres. ]
Exemple 2.2.2. La connextion suivante sur R? dont les coéfficients non nuls sont donnés par :
Vo,00 = uguzdy et V03 = (ug + uz)d; (2.15)

est affine d’Osserman non plate.

2.3 Exemple d’une famille de connexion affine d’Osserman
sur une 4-variété

Soit M une variété affine de dimension 4 munie de la connexion affine sans torsion V définie
dans un systeme de coordonnées locales {uy, ug, usz, w4} par :
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( valal = f1@4
V,04 = f204
V9,02 = f304
2 2.16
\ Vouds = fi0, (216
v8383 - f5a4
| V0,01 = f604

ou f; sont fonctions de w1, us, us, us. Les composantes non nulles de I’opérateur de courbure
sont déterminées par :

O3 = (—0sfs— fafs)O0s, R(02,04)04 = Oafs04
O1 = O03f20s, R(03,04)02 = (—0sfs — faf6)Os
O3 = (—0ufs — f5[6)0s, R(03,04)04 = O3 fs0s.

R(01,0,)00 = —02f101, R(01,05)02 = (O1f3 + f2[3)0u
R(ab 82)83 = (alf4 + f2f4)847 R(ab (92)84 = —0o f204;
R(01,05)01 = —03f104, R(01,03)02 = (O1fa+ f2f1)0s;
R(01,05)05 = (O1fs+ fofs)Os, R(1,05)0s = —05 f204;
R(D1,00)01 = (O1fo = Oufr+ f5 — [1f6)On,  R(1,04)0s = (01 fs — Daf2)0s
R(02,03)0y = (Oafs — 03f3)01, R(Da,03)03 = (Oafs — O3f4)04
R(05,04)01 = 02f204, R(02,04)02 = (—0sf3 — f3[6)0
(02, 0s)
(03, 04)
(03, 0a)

On montre par des calculs simples que les composantes non nulls du tenseur de Ricci sont
données par :

( ) = Oifa—Oufi+ f3— fifs, Ric(Or,02) = Osfo,

( ) = 0Osfa, Ric(0y,00) = —0sfs — fsfe,
Ric(0a,03) = —0Ousfs— fafs, Ric(0s,00) = —0sfs — fafe,

( ) = —0Oufs — [5/s, Ri0(84, 81) = 01 f6 — Oufo,

( ) = Oafs, Ric(Os,03) = 05 fs,

Proposition 2.3.1. [29] La connection affine V définie en (2.16) est anti-symétrique si les fonc-
tions fo et fo ont la forme suivante :

fo=Plui,ug) et fo=Q(ur,uq)
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et fi,i=1,...,06 sont solution des équations aux dérivées partielles suivantes :

ONfo—0ufr+ f35— [ifs =0 Osfs+ f3fs
Oafs + fsfe =0 Oi1fc —0sfo=0 Osfs+ fafe =

Soit X = Z?Zl «; X" un champ de vecteurs sur (M, V); I'opérateur de Jacobi affine est
donné par :

Jr(X)0; ATR(0;,01)01 + a1aaR(0;, 02) 01 + arasR(9;, 03) 01
104 R(0;,04)01 + a1aaR(0;,01) 0y + a3 R(0;, 02)0s
aa3R(0;, 03)0z + gy R(0;, 04) 09 + ayazR(0;, 01)03
03 R(0;, 02)05 + a3 R(0;, 03) 03 + sy R(D;, 0x) O3
a1y R(0;, 01)04 + ey R(0;, 02) 04 + sy R(0;, 03) 04

aiR(@l s 84)84

+ o+ o+ 4

_|_

I’expression matricielle de I’opérateur de Jacobi associé au vecteur X est
0 0 0
0 0 0
0 0

Jr(X) = , (2.17)

0

0
0
0
ar ay asz 0
a1 = —aa0afi — arasdsfi + a3 (Ofs + fafs)
+2a003(01 f1 + fofs) + a3(Oufs + fofs)
ay = G f1 —anaa(01fs + fafs) + aras(Oafs — D5 fs)
—onas(Ovfs + fofs) + a5(0afs — D5 fs)
ag = &30sfi — na(Orfa+ fofs) — a5 (Bafs — Dsfs)
—a1a3(01fs + fofs) — cwas(Oafs — O3 fa)

Le polyndme caractéristique de I’opérateur de Jacobi affine est :
PA(Tr(X) = A" (2.18)
On a le résultat suivant :

Proposition 2.3.2. [29] soit (M, V) une variété affine de dimension 4 munie de la connexion
sans torsion donnée en (2.16). Alors (M, V) est affine Osserman si et seulement si le tenseur de
Ricci est anti-symétrique.
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Exemple 2.3.1. La connextion suivante sur R* dont les coefficients non nuls sont donnés par :
V3184 = (u1 + u4)64 et Va484 = <U1U4)84 (2.19)

est affine d’Osserman.

2.4 Exemple de métriques de Walker-Osserman de signature
(3,3) et de signature (4,4)

Dans cette section, nous utilisons le résultat suivant pour construire des exemples de métriques
pseudo-riemanniennes de Walker-Osserman.

Théoreme 2.4.1. ([25]) Soit (T*M, gv) le fibré cotangent d’une variété affine (M, V) muni de
I’extension riemannienne gy de la connexion affine V. Alors (T* M, gv ) est une variété pseudo-
riemannienne d’Osserman si et seulement si (M, ) est un espace affine d’Osserman.

2.4.1 Exemple de métriques de Walker-Osserman de signature (3, 3)

Soit (uy, us, u3), un systtme de coordonnées locales sur une 3-variété affine (M, V). L’exten-
sion riemannienne est la métrique pseudo-riemannienne notée g sur le fibré cotangent 7™M de
signature (3, 3) définie par :

g(01,04) = §(0a,05) = g(05,06) = 1,

g0, 01) = —2uafly — 2usf — 2uefi,
g(r, 02) _2U4f112 - 2U5f122 - 2U6fi9)27
9(01,08) = —2uafls — 2us fiy — 2ug fis,
§(02,82) = —2uafy, — 2usf35 — 2ugf3,
§(92,05) _2U4f213 - 2U5f223 - 2U6f2337
9(03,08) = —2uafsy — 2us f3s — 2ue f35.

Considérons la connexion affine d’Osserman (2.6). L’extension riemannienne g sur R® de la
connexion (2.6) est de la forme :

—2U5U1U3 0 0 1 00

0 0 0 010

_ 0 0 —2U5(U1+U3) 0 0 1
_ 2.2
g 10 0 000 (220)

0 1 0 0 00

0 0 1 000
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Les composantes non nulles de la dérivée covariante de g sont données par

68131 = uuzdy — uzus0y + u1us0s, vala:a = —uyu50; — us0s,
Vo, 05 = —uju30y, Va,03 = (u1 + uz)da + us04 — us0,
Vo,05 = —(uy + u3)0s.

On obtient de méme, les composantes non nulles de I’opérateur de courbure de (RS, §) par :
R(01,03)01 = —u10y; R(01,05)03 = Oo; R(01,05)05 = u104 — Og;
R(01,05)01 = —u10s; R(O1,05)03 = u10y; R(03,05)01 = Og;
R(03,05)035 = —0,.

Si X = 2?21 a;0; est un champ de vecteur sur RS, alors la matrice de 1’opérateur de Jacobi
Jr(X) = R(:, X)X est donnée par

= (5 %)

ou A est la matrice de taille 3 x 3 définie par

0 0 0
A= 1—U1 0 Ul—l )
0 0 0

et BB est la matrice de taille 3 x 3 définie par

2U1 0 —Up
B = 0 0 O
—1- Uy 0 1

Alorsona:

Proposition 2.4.1. [17] L’extension riemannienne g définie par (2.20) est une métrique Walker
Osserman de signature (3, 3).

Considérons la connexion affine donnée dans 1’exemple (2.15). Son extension riemannienne
g sur RS est définie par :

0 0 0 1 00
0 —uguous 0 010
1 0 0 0 0O
0 1 0 0 0O
0 0 1 0 00

Proposition 2.4.2. L’extension riemannienne g définie par (2.21) est une métrique de Walker-
Osserman de signature (3, 3).
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2.4.2 Exemple de métrique de Walker-Osserman de signature (4, 4)

Soit (uy, ug, us, uy), un systtme de coordonnées locales sur la variété affine (M, V) de di-
mension 4. On note Vy,0; = >, fi’;@k pour i, j, k = 1,2, 3,4 pour définir les coefficient de la
connexion affine V. Soit w = usdu; + ugdus + urdug + ugduy € T*M : (us, ug, ur, ug) sont les
coordonnées du fibré dual. L’extension riemannienne est la métrique pseudo-riemannienne g sur
le fibré cotangent 7* M de signature (4, 4) définie en posant :

G(01,05) = §(02,06) = g(05,07) = (04, 05) = 1,

g0, 01) = —2usfl, — 2uef) — 2urfl — 2usfi,
§(01,05) = _2U5f112 - 2U6fl22 - 2U7f?2 - 2U8ff127
§(01,0,) _2U5f112 - 2Ub‘lez - 2U7J0132 - 2U8ff27
9(01,08) = —2usfis — 2uefis — 2uzfis — 2us fis,
§(01,01) = _2U5f114 - 2U6fl24 - 2U7f?4 - 2U8ff147
§(02,05) = _2U5f212 - 2U6f222 - 2U7f232 - 2U8f§27
9(02,08) = —2usfog — 2ue f3s — 2uz f35 — 2us fa,
§(02,04) = _2U5f214 - 2U6fQ24 - 2U7f234 - 2U8f§47
9(0s,03) _2U5f313 - 2U6f5?3 - 2U7f§’3 - 2U8f§37
9(03,05) = —2usfsy — 2uef3y — 2urfiy — 2us fy,

§(01,00) = —2usfy —2uefiy — 2urfiy — 2usfiy-

Considerons la connexion affine donnée en (2.19). Son extension Riemannienne g sur R® est

definie par :
0 0 0 —2us(us+u) 1 0 0 0
0 0 0 0 01 00
0 0 0 0 0010
_ —2ug(u; +ug) 0 0 —2ugl Uy 0001
= 2.22
J 1 00 0 0000 (2.22)
0 1 0 0 00 0O
0 01 0 00 0O
0 0 0 1 00 00O

Proposition 2.4.3. L’extension riemannienne g définie par (2.22) est une métrique Walker-Osserman
de signature (4, 4).

La géométrie de Walker est intimement liée a de nombreuses questions en physique mathématique.
Notons que I’extension riemannienne est nécessairement une métrique de Walker. C’est un re-
marquable fait que les métriques de Walker satisfaisant a certaines conditions de courbure natu-
relles sont localement des extentions riemanniennes,conduisant ainsi le probleme de classifica-
tion correspondant a une tache en géométrie affine comme montré dans [5]. Chaichi et al. [6] ont
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étudié les conditions pour qu’une métrique de Walker soit Einstein, Osserman, ou conforment
plate localement et ont obtenu ainsi des solutions exates aux équations d’Einstein pour une variété
de Walker restreinte.
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CHAPITRE TROIS

VARIETES DE FINSLER OSSERMAN

Dans ce chapitre, nous formulons un probleme de type d’Osserman sur une variété de Finsler,
ce qui nous amene a étudier I’opérateur de Jacobi associé en Finsler. La premiere section de ce
chapitre rappelle 1’approche intrinseque du théoréme d’existence et d’unicité de la connexion de
Chern developpée dans [32]. Les objects géométriques associés a la connexion de Chern sont
aussi présentés. A la deuxieme section de ce chapitre, nous introduisons la notion de 1’opérateur
de Jacobi en géométrie de Finsler et la notion de variété de Finsler presque Osserman. Nous
établissons quelques propriétés sur les variétés de Finsler presque Osserman. A la derniere sec-
tion de ce chapitre, un exemple d’une connexion de Chern qui est Finsler presque Osserman est
donné. Les resultats contenus dans ce chapitre ont fait I’object d’une publication [30].

3.1 Formulation intrinseque de la connexion de Chern
Soit (M, F') une variété finslérienne. Soit la submersion 7 définie par :
m:TMy — M
(z,y) = w(z,y) =

On note par V le noyau de la différentielle de 7 () = ker,) et V son complémentaire appelé
sous-fibré horizontal, Ainsi nous avons la décomposition suivante :

T(TMy) =TTMy =H & V.

Le sous-fibré vectoriel V appelé sous-fibré vertical est canoniquement déterminé, tandis que
le sous-fibré horizontal ne I’est pas. Le choix d’un sous-fibré horizontal complémentaire a V
conduit a la définition suivante :

Définition 3.1.1. Une connexion de Finsler-Ehresmann relativement a la submersion
7w T'My — M est le noyau de la 1-forme 0. a valeurs dans 7'M définie par :

0
oxt

1 . S
0o i= o & = (dy' + Njda?).
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De facon équivalente, on écrit :
H={X eT(TTM,);0.(X) =0}.

Soient F un fibré vectoriel au dessus de 7'M, et E* son dual. On note par ['?(E) avec p € N,
I’espace des sections du fibré E? := @PE au dessus de T'M,, avec la convention que I''(E) =
C>(T My).

Définition 3.1.2. Soir (M, F') une variété finslerienne. Un tenseur finslerien de type (p, q;r) sur
M est ’application

T TP(x*TM) x DY(TT M) — I"(x*T M)
qui est C*° (T My)-linéaire en chaque variable, selon la variété de base considérée de T M.

Remarque 3.1.1. Les tenseurs finsleriens peuvent étre décomposés en composantes horizontales
et verticales grace a la décomposition suivante : TT' My = H @ V.
Ainsiona:

(i). SiT est un tenseur de type (p; 1;r) alors on a la décomposition suivante :
T=T"+T"
avec

T (wy,...,wy, X) = T(w,...,w, X)
TV (wi, ..., wy, X) = T(wi,...,wy, X")

(ii). SiT est un tenseur de type (p,2; q) alors il admet la décomposition suivante :

T:THH+THV—|—TVH+TVV

on
T (wy, .. wy, X,Y) = Tl(wy, ..., wy, X7, YH)
T (wy, .. yw,, X,Y) = T(wy,...,w, X7 YY)
TV (wy, ... ,w,, X,Y) T(wy,. .. ,wy, XV, YH)
TV (wy,...,wy, X,Y) = T(wy,...,wy, X", YY)

avec wy ... w, € I'(m*TM) et X, Y € I'(TT M,).
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Il faut noter qu’on peut faire la décomposition suivant une variable, méme si on est en
présence d’un tenseur de type (p,2;r), c’est-a-dire que pour tout tenseur 7' de type (p,2;7)
on peut écrire :

T(wi,...,wy, X,Y) = TH(wy,...,w,, X,Y)+ TV (wy,...,w,, X,Y)
= T(wy,...,wy, XL Y)+T(wy,...,w,, X",Y)
Remarque 3.1.2. Nous pouvons aussi associer a tout tenseur T de (1, q;r) deux types de ten-

seurs Ty et Ty de types (0, q + 1;1) qui sont soit horizontal ou vertical suivant la (q + 1)-iéme
variable rajoutée ; c’est-a-dire, si

T(w,Xy,...,X,) eI"(x*TM), we(x*TM), X;e(TTM)

alors, comme toute section w € I'(m*T' M) posséde des antécédants par w, et par 0, on peut donc
définir deux (0, g + 1;1)-tenseurs Ty et Ty donnés par :

TV(X, Xy,....X,) = T(mX,X1,...,X,)
Ty(X, X1,....X,) = T(O(X),X1,...,X,)

On peut constater alors que T traduit la composante horizontale de T' et que T5 traduit sa
composante verticale.

Définition 3.1.3. [32] Soit T un (p, q; 0)-tenseur Finslerien (resp. un (p, q; 1)-tenseur Finslerien)
et X € I'(TTM,). Alors, la dérivée covariante de T dans la direction de X est donnée par :

VXT(wl,...,wp,Xl,...,Xp) = X.T(wl,...,wp,Xl,...,Xp)

— ) T(wi,...,Vxwy, Xi,...,X})
=1

— Y T(wy,...,wy, Xy, ... (VxmX)" . X,)
=1

— Y T(wy,..wp, Xy, (Vim X)L X)
=1

Ainsi, VxT est aussi un (p, q; 0)-tenseur Finslerien (resp.(p, q; 1)-tenseur Finslerien) et VT un
(p,q + 1;0)-tenseur Finslerien (resp.un (p,q + 1,1)-tenseur Finslerien), par le moyen de la
formule suivante :

VT(wl, e ,’LU;D,‘X'7 Xl, ce ,Xq) = V)(T(U)l, ce ,U}p,Xl, ce ,Xq) (31)

Il serait important d’introduire une notion de contraction qui prend en compte le caractere
mixte des tenseurs que nous manipulons en géométrie de Finsler. Par des contractions du (2, 2; 0)-
tenseur de courbure R, nous pouvons définir certains avatars de la courbure de Ricci et la cour-
bure scalaire usuelle.
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Définition 3.1.4. [32] On appelle contraction naturelle du tenseur T de type (p,q;r) d’ordre
(k,m), 1 <k<p;1<m<r, letenseur C'](\];’m)T défini par :

(i). C'](\]f’m)T estde type (p—1,q;r — 1),

(ii). Dans une base, les composantes de C](\],{’m)T sont les composantes de T oit le k-ieme indice

cavariant relativement au fibré pull-back et le m-ieme indice contravariant sont égalisés
PULS SOMmés.

Définition 3.1.5. [32] On appelle contraction directionnelle du tenseur T de type (p, q; 1) d’ordre
(h,m),1 < h<p;1<m<r, letenseur C’gl’m)T défini par :

(i). C’l()h’m)T est de type (p,q — 1;r —1);

(ii). Dans une base ; les composantes de Cg’m)T sont les composantes de T ot le h-ieme indice

covariant relativement au fibré T'T' M et le m-ieme indice contravariant sont égalisés puis

SOMmes.

Remarque 3.1.3. La contraction directionnelle, prend en compte la décomposition de T'T' M,
en sous-fibrés horizontal et vertical, de sorte que la construction directionnelle se traduit par la
somme des contractions dans la direction horisontale C’gg’m)T et verticale C"(/k ™,

Définition 3.1.6. Soient Ty et Ty, deux tenseurs finsleriens de types (p, q;r) et (s, t;u) respective-
ment. Le produit tensoriel de T} et T; est le tenseur finslerien Ty @ Ty de type (p+ s, q+t;r +u),
défini par :

(Tl®T2)(w1a"'7wr7/’71a'"777u7:u17"":upa1/1"'7V87X17"'7Xq7Y17"-a}/;):
Ty(why oo w" gy ey iy Xy, X)To(n oo™ v v, Vi, YY)

onw,n € DN(m*TM), p,v,€ (m*T*M) et X, Y € I'(TTM).

Remarque 3.1.4. Grace a l’existence d’une identification naturelle du fibré ©*T'M avec les
fibrés H'T My et VT My, on peut donner une écriture du tenseur de Ricci horizontal comme une
certaine trace d’endomorphisme de fibré vectoriel suivant le tenseur fondamental :

Ric" (w, X) = trace,(n — R(X,n")w)
ounw,n € L(m*TM)et X € HT' M,

Nous rappelons ici la formulation koszulienne de 1’existence de la connexion de Chern pro-
posée dans [32].

Théoreme 3.1.1. [32] Soient (M, F') une variété finslerienne et g le tenseur fondamental de F.
Il existe une unique connexion linéaire NV sur 7T M telle que pour tout X, Y € T'(TT M) et
Enel(m*TM), ona:
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(i). symétrie :

VxmY — Vym. X = m[X,Y];
(ii). la presque g-compatibité

(Vxg)(&;n) = 2A(0(X), &, n).

out A est le tenseur de cartan. Elle est appelée connexion de Chern.

La connexion de Chern est une connexion linéaire définie sur un fibré pull-back dont la base est
T M . Elle n’est pas une connexion sur le fibré tangent 7'M de la variété M, mais elle joue en
géométrie finslerienne le méme rdle que la connexion de Levi-Civita en géométrie riemannienne.
A TI’instart de la connexion de Levi-Civita en géométrie riemannienne, la connexion de Chern ne
possede pas de torsion, mais elle obeit a des conditions de presque g-compatibilité. Le forma-
lisme koszulien de la connexion de Chern, facilite la compéhension des objets géométriques qui
lui sont associés.

Définition 3.1.7. [32] Le tenseur de coubure compléte, ) : U'(TT My) xU'(TT My) — I'(7*T M)
associé a la connexion de Chern V, est défini par :

QX,Y) = VxVy& = VyVx€ = Vixy€ (3.2)
oi X,Y € D(TTMy) et § € T(m*TM). Pour &€ = &%, ona:
; 0
QX,Y)E = X, Y)axi' (3.3)

Par la décomposition de TT'My = H @ V et la propriété d’additivité de la connexion de
Chern relativement a I’argument directionnel, on a :

VX:vXH+XV :VXH‘I‘V)(V (34)

ot X et XV désignent respectivement les composantes horiontale et verticale de X. Ce qui
permet de décomposer la courbure compléte €2 en trois termes :

QX YV)E=QXH, YHe + QX Y)E+ QXY YH)E+ QXY YY) (3.5)

ot QX YH) est le terme purement horizontal, Q(X",Y") est le terme purement vertical et
les termes mixtes (X7 YY) et Q(XV, V). Nous utiliserons les notations usuelles R, P et
pour désigner respectivement le hh— tenseur, le hv—tenseur et le vv—tenseur de courbure de la
connexion de Chern. Ainsi pour tous X,Y € I'(TT My) on a:

R(X,)Y)¢ = QX yH)
P(X,Y)E = QX" Y e+ XY, vy
QX,Y)E = QXY YV (3.6)
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Remarque 3.1.5. Par la symétrie de la connexion de Chern, la distribution verticale VT M est
intégrable, donc () est identiquement nul. Ainsi le tenseur de courbure compléte §) s’exprime
uniquement en fonction de R et P par la relation :

QX,Y)E = R(X,Y )¢ + P(X,Y)E (3.7)
o X,Y € T(TTM,) et £ € T(m*TM).

Par Le tenseur fondamental de la structure finslérienne, nous avons comme en géométrie
riemannienne un équivalent du tenseur de courbure compléte de type (2,2, 0), défini pour tout
Enel(m*TM)et X, Y € I'(TTM,) par :

Q&n, X, Y)=R(En, X,Y)+ P(&n X,Y). (3.8)

On déduit les équivalents R et P de la hh— courbure et de la courbure mixte respectivement, de
types (2,2,0) donnés par :

R(&,n, X,Y) = g(R(X,Y)¢,n)
P&, X,Y) = g(P(X,Y)¢n) (3.9)

Proposition 3.1.1. Soit (M, g) une variété de Finsler. Pour tous £,n € I'(n*T' M) et X,Y,Z €
['(T'My), on a les relations suivantes :

(i) UX,Y)m.Z +QY, Z)m X +Q(Z, X)m.Y =0
(ii). Q& n, X, Y) +Q(&n,Y, X) =0
(iii). Q& n, X, Y)+Q(n, £, X, Y) =2(A(Y, X)—A(X,Y))—2A0([X,Y]),&,n) on A(Y, X ) =
AO(Y), &, Vxn) + AO(Y), V&, n).
Définition 3.1.8. [32] Soit (M, F') une variété de Finsler et R la composante purement horizon-
tale du (2,2;0)-tenseur de courbure associée a la connexion de Chern. Alors :

(i). La courbure de Ricci horizontale, relativement au tenseur fondamental g de F, est le
(1,1, 0)-tenseur noté Rict et défini par la relation :

Ric = C3PR=CGVCY (R g7,

(ii). La coubure scalaire horizontale relativement au tenseur fondamental g de F, est la fonc-
tion numérique de classe C* sur T'M définie par la relation :

Scal™ = C’](\}’l)C‘(/l’Q)(RicH ®g ).
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Remarque 3.1.6. 1] existe une identification naturelle du fibré pull-back 7*'I' M avec chacun des
sous-fibrés H et V. Ainsi la composante horizontale du tenseur de Ricci est vu comme la trace
d’un endomorphisme du fibré vectoriel a partir du tenseur fondamental, c’est-a-dire

Ric” (¢, X) = Trace{n — R(X,n")¢} (3.10)

oun& € D(m*TM) et X € T'(H). Cette composante horizontale du tenseur de Ricci encore
appelée tenseur de Ricci horizonal,est la version du tenseur de Ricci classique de la géométrie
riemannienne.

Il est a noter qu’en géométrie de Finsler, plusieurs connexions standard intervienent : la
connexion de Chern , la connexion de Cartan, la connexion Berwald, la connexion de Hashigu-
chi. Nous allons donné dans ce qui suit, une formulation koszulienne de ces connexions et nous
allons établir une relation globale entre ces connexions et la connexion de Chern.

Connexion de Cartan

Théoreme 3.1.2. [32] Considérons (M, F') une variété de Finsler et g le tenseur fondamental
de F. Il existe une unique connexion linéaire NV sur 7T M telle que pour tous X,Y € T'(TT M)

et&,meN(m*TM)ona:
(i). Symétrie

VxmY — Vym, X — m,[X, Y] + (A (0(X), m.Y, ) — A*0(Y), 7. X, ),

(ii). g- compatibilité

o A*(&,m,-) est une section de wT* M définie par :

g(A &, ), 1) = A(§,m, 1), pourtout € T(w*TM)

Corollaire 3.1.1. [32] La connexion de Cartan N s’exprime explicitement en fonction de la
connexion de Chern V par la relation suivante :

VxmY = VxmY + A0(X),n.Y,-))
Connexion de Berwald

Théoreme 3.1.3. [32] Soit (M, F) une variété de finsler et g le tenseur fondamental de F, il
existe une unique connexion linéaire N sur 7T M telle que pour tous X,Y € T(TTM,) et

Emel(m*TM)ona:
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(i). Symétrie

VxmY — VymX = m,[X,Y],
(ii). presque g- compatibilité
(Vxg)(&mn) = 2A(0(X),&§,n) — 2L(m.X, &, n)

ou L est le tenseur de Landsberg.

Corollaire 3.1.2. [32] Les connexions ¥V de Berwald et NV de Chern sont liées par la relation
suivante :

VxmY =VxmY + L(nX,71,Y, ),
o L(m, X, .Y, ) est défini par : g(L(m, X, .Y, )" &) = L(m.X, 7Y, &) VEeT(n*TM).
Connextion de Hashiguchi.

Théoreme 3.1.4. [32] Soit (M, F') une variété de finsler et g le tenseur fondamental de F, il
existe une unique connexion linéaire N sur mTM telle que pour tous X,Y € T(TTM,) et
Enel(m*TM)ona:

(i). Symétrie

VxmY — Vym X = n,[X, Y]+ A(O(X), .Y, ) — AO(Y), 7. X, ¥,
(ii). presque g- compatibilité
(Vxg)(&,m) = —2L(m. X, £,m)
o A(€,m,-)* est la section de 7T M définie par :
g(A(&n, ), p) = A& m,p) Y p € D(T"TM)

Corollaire 3.1.3. [32] Les connexions N de Hashiguchi et V de Chern sont liées par la relation
suivante :

VxmY = VxmY + AY0(X), 7Y ") + Lharp(r, X, 7Y, ),

on LF est définie par : g(L¥(m, X, 7,Y,"),€) = L(m, X, 7Y, ) VEeD(m*TM).
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3.2 Variétés de Finsler presque Osserman

Définition 3.2.1. [30] Soient (M, F’) une variété de Finsler munie de la connexion de Chern V
et Q) le tenseur de courbure associé a la connexion N. L’opérateur de Jacobi-Finsler Jo(X) :
L(TTM,) — I'(n*T M) associé au vecteur X € I'(w*T M) est défini par :

Jo(X)Y = Q(Y, X)X 3.11)
on'Y € T(TTM,).

Proposition 3.2.1. Soit Jo(X) l'opérateur de Jacobi- Finsler d’une variété de Finsler (M, F).
Alors :

Trace,{Jo(X)} = Ric” (X, X). (3.12)
De la relation (3.7), on a :
Jo(X)Y = Jr(X)Y + Jp(X)Y (3.13)
ou
Jr(X)Y =R(Y, X)X, Jp(X)Y=PY, X)X et Y e€I(TTM,).

L’ opérateur Jr(X) (respectivement Jp( X)) est appelé R-opérateur de Jacobi- Finsler (P- opérateur
de Jacobi-Finsler). De la décomposition Y = Y + YV ona:

Jo(X)Y = RY" X)X + P(YV, X)X (3.14)

Définition 3.2.2. Une variété de Finsler (M, F') est dite R-Finsler presque Osserman en p €
M si le polynéme caractéristique du R-opérateur de Jacobi Finsler Jr(X) est indépendent de
X € '(n*T'M). Le couple (M, F) est dite R-Finsler presque Osserman si (M, F') est R-Finsler
presque Osserman en tout point p € M.

Définition 3.2.3. Une variété de Finsler (M, F') est dite P-Finsler presque Osserman en p €
M si le polynéme caractéristique du P-opérateur de Jacobi Finsler Jp(X) est indépendent de
X € I'(w*T'M). Le couple (M, F) est dite P-Finsler presque Osserman si (M, F') est P-Finsler
presque Osserman en tout point p € M.

Définition 3.2.4. Une variété de Finsler (M, F) est dite presque Osserman en p € M si le
polynéme caractéristique de Jo(X) est indépendent de X € I'(m*T'M). Le couple (M, F') est
dite presque Osserman si (M, F) est presque Osserman en tout point p € M.

Proposition 3.2.2. Une variété de Finsler (M, F) est dite presque Osserman en p € M si et
seulement si elle est R-Finsler presque Osserman et P-Finsler presque Osserman en p € M.
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3.3 Connexions de Finsler presque Osserman

3.3.1 Connexions R-Finsler presque Osserman

Considérons la connexion de Chern V suivante sur une varié€té de Finsler de dimension 2 donnée
par:

V5,01 = f10
v6282 = f282
V.01 = My (3.15)
V9,02 = hoOs
Les composantes de 1’opérateur de courbure R sont données par :

R(01,01)01 = (61hh — 01 f1)01;  R(01,02)05 = 61ho0s;

3(51,51)32 0; R(52731)51 = 52]1131;

R((SQual)aZ —31f2(92; R(52,32)31 = 0;

R(62,02)02 = (02hg — 02f2)02;  R(d1,02)01 = —0af101. (3.16)

Soit X = 101 + @y un vecteur non nul du fibré pull-back, ou {0;} sont les coordonnées
basiques et a; € R*. Soit Y = 101 + [209;
Le R-opérateur de Finsler-Jacobi est défini par

Jr(X)Y =R(Y, X)X avec Y=Y"cH
Ainsiona:
Jr(X)6 = R(0;, X)X
&1R(51, X)E)l + ozgR(él, X)ag

= &%R(él, 81)81 + OélOégR((sl, 62)61 -+ alagR(él, 81)82 + (X%R(dl, 82>82
= (a%élhl — a%@lfl — a1a282f1)01 + (agcﬁhg)@g.

Jr(X)dy = R(de, X)X
= a1 R(09, X)01 + agR(d2, X)0s
= a2R(03,01)01 + a1 R(89,05)01 + a1 R(82, 01)0s + a3 R(y, 02)0s
= (04%52}“)81 + (—aya201 fo + 06352}12 — O6382f2)32

La matrice du R-opérateur de Jacobi-Finsler dans la base {7, 62} est donnée par :

Tr(X) = ( Zi ;11 ) (3.17)
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avec
a1 = aibihy —aidifi — ajaedsfi
b1 = Oég(slhg
CcT = Oé%(Sth
di = —a190;fa + a36shy — a30xfs.

Le polyndme charactéristique Jr(X) est :
P(Jr(X)) =N — (ay + di)X + ardy — biey (3.18)

Il s’ensuit que la connexion donnée par (3.15) est R-Osserman si et seulement si :

{0t a1
Des calculs simples nous donnent :
[ 61hy — 011 =0
Oaft —O1fa=0
dghy — Oafa =0 (3.20)

01h102hy — 01h10s fo — Oy f102he + O1h1 02 fo + O f101 fo — 02h101he =0
(01hh1 — 01 f1)01fa =0
([ (62h2 — Do f2)0af1 =0

Nous avons le résultat suivant :

Proposition 3.3.1. La connexion de Chern (3.15) est R-Finsler presque Osserman si les fonc-
tions f1, fa, h1, ho vérifient les relations suivantes :

(O:f1 =0
Oifa=0
01thy —01f1 =0 (3.21)
dghg — Oafo =0

[ —0O1f102h2 + O1h1O2hy — 02h101hy = 0

3.3.2 Connexions P-Finsler presque Osserman

Considérons la connexion de Chern V suivante sur une variété de Finsler de dimension 2 donnée
par:

Valal =0
V0, =0

2 3.22
Voroh = Ind, (:22)
v8282 = h232;
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Les composantes de 1’opérateur de courbure P sont données par :

P(31,81)31 = 31h181; P(31,61)82 =0;

P(31,82)81 = 0 P(81;82)32 = 31]1282;

P(82781)81 = 82h151; P(82,(91)82 = 0;
( )

(91 = 0; P(ag,ag)ag = 52h282. (323)
Le P-opérateur de Finsler Jacobi est défini par
Jp(X)Y =P(Y, X)X avec Y=Y"€V (3.24)

Ainsion a :

Jp(X)d = P(0, X)X
a1 P(01, X)0, + ayP(0y, X)0s
= a2P(0y,00)01 + a1y P(Dy, 05)1 + ayay P(Dy,0,)y + a2 P(Dy, 05)0,
= a201h 0y + a20,hy0s

Jp(X)dy = P(0y, X)X
a1 P(0y, X8y + P (dy, X),
= 2P(dy,00)01 + 1o P(dy,02)1 + o P(dy,01)05 + 02 P(Ds, 02)0s
= a20,h 01 + 02050005

La matrice du P-opérateur de Jacobi dans la base {81, (92} est donnée par :

a C
Jp(X) = ( bj dz ) (3.25)
avec
ay = o2ohy (3.26)
by = a2dihs (3.27)
o = alhy (3.28)
dy = a2dyh, (3.29)

Le polynome charactéristique Jp(X) est :

P(JP(X)) = /\2 — (CLQ + dg))\ + a/2d2 — bQCQ (330)
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Il s’ensuit alors que la connexion donnée en (3.22) est P-Osserman si et seulement si :

a9 + dg =0
3.31
{ a2d2 - bQCQ =0 ( )
Par des calculs simples on a :
Oihy =0
Oshy = 0
: 3.32
alhg = 0 ( )
82}11 = 0

Nous avons le résultat suivant :

Proposition 3.3.2. La connexion de Chern (3.22) est P-Finsler presque Osserman si la condition
suivante est vérifiée :

8'1 hl = 0
82]12 = O
: 3.33
81 hg =0 ( )
82h1 =0

Démonstration. De (3.20) et (3.32) nous avons le résultat. O

Proposition 3.3.3. Soit la connexion de Chern V sur une variété de finsler de dimension 2

donnée par :
Vs 01 = f101
V5,00 = fo0a
2 3.34
Vo,dh = hidy -39
V3282 — h282.

Alors V est Finsler presque Osserman si et seulement si les coefficients de la connexion ont la
forme suivante :

hi = ¢1(x1) + d2(x2);  ho = P1(21) + Ya(22);
fi = o) +p(yi,v2);  fo=a(w2) +1(y1,92)

et les fonctions @1, ¢2, 11,0y sont solution de I’équation suivante :

Op1 0o n O¢1 O 02 0y

_(‘3x1 51‘2 aiEl 81’2 5%2 (55(71
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Démonstration. Nous notons les fonctions f1(x1, Z2, Y1, y2), f2(21, T2, Y1, Y2), h1(x1, T2, Y1, Y2),
ho(x1, T2, Y1, Ya) par fi,fa, h1, ho, respectivement.

De la relation (3.33), on a : hy = ¢(x1, x2) et hy = (1, x2). Aussi de (3.21), on a:
Oof1 =0 et O1f1 =d1hi = hi = ¢1(x1) + Pa(xa) et f1 = d1(z1) + p(y1, v2);
et

Oifa =0 et Oyfs = 02hy = hy = 1(x1) + a(x2) et fo =1ba(w2) + U(y1,y2)
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Conclusion et Perspectives

En guise de conclusion, rappelons que cette these porte sur deux thématiques de recherche d’ac-
tualité. La premiere thématique est 1’étude des variétés affines d’Osserman et la seconde traite
des variétés de Finsler d’Osserman. Le point commun est la conjecture d’Osserman. L’ objectif
est la description et la classification des variétés affines et de finsler qui satisfont la condition
d’Osserman.

Dans le Chapitre 2, nous avons commencé par illustrer, I’intérét de I’étude des variétés af-
fines d’Osserman en rappelant les résultats connus en dimension 2 et les résultats partiels en
dimension 3. Ensuite, nous nous sommes focalisés en dimension 3, ou nous avons décrit deux
familles de connexions affines d’Osserman. Enfin, nous avons étudié une famille de connexions
affines d’Osserman sur une variété de dimension 4. Comme application, nous avons exhibé via
I’extension riemannienne des exemples de métriques pseudo-riemanniennes Walker-Osserman
de signature (3, 3) et de signature (4,4).

L’autre theme abordé dans cette these est 1’étude des variétés de Finsler qui satisfont la condi-
tion d’Osserman. C’est I’object du chapitre 3. Nous avons commencé par introduire la notion
de I'opérateur de Jacobi Finsler et établir quelques unes de ces propriétés. Ensuite nous avons
introduit la notion de variété de Finsler presque d’Osserman et donner un exemple d’une famille
de connexion de Chern -Osserman en dimension deux.
Il est clair que plusieurs questions restent encore ouvertes autour de cette these. Ainsi nous envi-
sageons d’étendre les résultats contenus dans celle-ci en cherchant a :
— Apporter notre contribution a la classification des connexions affines d’Osserman en di-
mension supérieure.
— FEtudier et établir les propriétés de I’operateur de Jacobi Finsler afin d’obtenir des résultats
de classification des variéés de Finsler qui satisfont la condition d’Osserman.
— Etudier et établir des exemples de famille de connexions de Chern Osserman en dimension
3 sera aussi 1’un de nos objectifs.
— Etudier et établir des exemples de connexion de Berwald- Osserman, Cartan- Osserman
et Hachiguchi-Osserman en utilisant la relation intrinseque qui lie ces connexions a la
connexion de Chern.
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