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Faculté des Sciences et Techniques
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MOUMOUNI
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Résumé

Cette thèse traite de deux généralistions de la notion de variété d’Osserman.
La notion de variété affine d’Osserman à été introduite, afin de construire des métriques pseudo-
riemanniennes d’Osserman sur le fibré cotangent d’une variété affine via l’extension rieman-
nienne. Dans cette thèse nous nous sommes intéressés à la construction des métriques pseudo-
riemanniennes Walker-Osserman. Deux familles de connextions sur une 3−variété et une 4−variété
ont été étudiées. Le résultat principal de ce travail est la construction de deux familles de métriques
pseudo-riemanniennes Walker-Osserman de signature (3, 3) et de signature (4, 4).

Un autre travail est la définition d’une variété de Finsler-Osserman. En effet, la géométrie de
Finsler est souvent décrite comme une généralisation de la géométrie riemannienne au sens où
au lieu d’avoir une collection de produit scalaire pour chaque espace tangent d’une variété lisse,
nous avons une famille de norme de Minskowski sur chacun de ces espaces. Cette géométrie
est désormais bien connue, mais bon nombre de questions résolues en géométrie riemannienne
attendent d’être traitées en géométrie de Finsler. Dans la perspective d’établir des résultats ana-
logues généralisant la théorie classique, nous nous intéréssons dans cette thèse à l’étude des
conditions pour qu’une variété de Finsler soit d’Osserman. L’ opérateur de Jacobi en riemannien
assez bien connu s’est révélé un outil fécond. Ainsi tout en utilisant la formulation intrinsèque de
la connexion de Chern, l’opérateur de Jacobi en Finsler est défini. C’est ainsi qu’une description
d’une famille de connexion de Chern d’Osserman en dimenssion 2 est donnée dans ce travail.
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Abstract

In this thesis, we study two generalizations of the consept of Osserman manifold.

The concept of affine Osserman connection originated from the effort to build up examples of
pseudo-Riemanniann Osserman manifolds via the construction called the Riemann extension. In
this thesis, we study the Osserman condition on two families of affine connection. We constructs
an example of pseudo-Riemannian Walker Osserman metric of signature (3, 3) and of signature
(4, 4) using the Riemann extensions.
On the other hand, a Finsler manifold is a generalization of a riemannian manifold admitting
its tangent spaces being Banach spaces or, more generaly Minkowski spaces. We construct, as
in Riemannian case,the Osserman structure in Finsler geometry. We introduce the notion of Os-
serman Finsler manifold structures on pull-back bundle π∗TM , and obtain some caracteriza-
tions.Finaly, we study a particular Chern connection on a 2− dimensional Finsler manifold.
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Introduction

Contexte

Dans sa leçon inaugurale [40] ”Habilitationsvortrag” (Sur l’hypothèse servant de fondement à la
géométrie) de juin 1854, Riemann introduit la notion de structure métrique basée sur un élément
de longueur

ds = F (x1, · · · , xn, dx1, · · · , dxn),

où F (x, y) est une fonction positivement homogène sur le fibré tangent TM et de degré 1 en
y. Riemann s’intéresse de près au cas quadratique qui est à l’origine de la géométrie rieman-
nienne. Le cas général sans la restriction quadratique apparait dans la thèse de P. Finsler [23]
en 1918 intitulée ”über Kurven und Flächen in Allemeinein Räumen” sous la direction de C.
Corathéodory. Le sujet, motivé par l’étude du calcul des variations des courbes, attire beaucoup
de mathématiciens tels que : J. Wegner, L. Berwald, G. Landsberg, E. Cartan, H. Bersmann et H.
Rund,.... C’est E. Cartan qui popularise le nom de ”géométrie finslerienne” en 1934.

La géométrie finslerienne est souvent décrite comme une généralisation de la géométrie rie-
mannienne au sens où au lieu d’avoir une collection de produit scalaire pour chaque espace
tangent d’une variété lisse, nous avons une famille de norme de Minkowski sur chacun de ces
espaces. La géométrie finslérienne est désormais assez bien connue, mais bon nombre de ques-
tions résolues en géométrie riemannienne attendent d’être traitées en géométrie finslérienne dans
la perspective d’établir des résultats analogues géneralisant la théorie classique.

L’étude des variétés pseudo-riemanniennes est un aspect des mathématiques qui a suscité
beaucoup d’intérêt. L’invariant principal et le plus naturel qui possède beaucoup d’informa-
tions sur la variété est le tenseur de courbure. Mais cet objet est assez difficile à manipuler et
à interpréter. Raison pour laquelle, il est fait des essais pour chercher à en extraire des objets
plus simples, quitte à perdre un peu d’informations sur la variété. Parmi ces objets on peut ci-
ter : la courbure de Ricci, la courbure sectionnelle, la courbure scalaire, l’opérateur de Szabo et
l’opérateur de Jacobi [13]. Dans cette thèse, nous nous focaliserons plus à ce dernier.
L’opérateur de Jacobi est un invariant dont les valeurs propres donnent des informations sur les
variétés riemanniennes. Il intervient dans l’étude des champs de vecteurs de Jacobi, de la varia-

Contribution à l’étude des Variétés d’Osserman et des Variétés de Finsler d’Osserman Ousmane Toudou Issa c©UAM/NIAMEY 2019



Introduction 2

tion des géodésiques et des points conjugués. L’étude de l’opérateur de Jacobi a permis d’avancer
dans la connaissance des espaces localement symétriques. En effet, plusieurs de caractérisations
des espaces localement symétriques s’appuient sur l’opérateur de Jacobi [13]. Soit (M, g) est une
variété riemannienne localement symétrique de rang 1 ou une variété riemannienne plate, alors
le groupe des isométries locales agit transitivement sur la sphère unité du fibré tangent, et ainsi
les valeurs propres de l’opérateur de Jacobi sont constantes. R. Osserman [38] conjectura que
l’inverse est vraie : si les valeurs propres de l’opérateur de Jacobi d’une variété riemannienne
(M, g) sont indépendantes du point p de M et d’un vecteur unitaire X tangent en p à M , alors
M est un espace localement symétrique de rang 1 ou un espace plat. Plusieurs mathématiciens
ont travaillé sur la conjecture, on peut citer : Q-S. Chi [8, 9, 10], P. Gilker [27, 28], Z. Rakı́c [39],
Y. Nikolayevsky [33, 34, 35, 36].

Le concept de variété d’Osserman fut introduit par Gilkey, Swann et Vanhecke [28] en 1995. Plu-
sieurs résultats de classification sur les variétés d’Osserman ont été obtenues. Mais cette théorie
a conduit à d’autres concepts d’Osserman comme celui des variétés pseudo-riemanniennes d’Os-
serman et des variétés affines d’Osserman. Si l’opérateur de Jacobi des variétés riemanniennes
est assez bien connu et s’est révélé être un outil fécond, celui des variétés pseudo-riemanniennes
représente encore un vaste champ de recherche ouvert. Cet état de fait, ainsi que l’attrait du
monde pseudo-riemannien, si semblable en apparence au cas riemannien et au comportement
pourtant parfois très différent, son intérêt en relativité générale, incitent à s’intéresser au cas
pseudo-riemannien. Une réponse positive à la conjecture a été obtenue en géométrie lorent-
zienne. Il existe des métriques pseudo-riemanniennes d’Osserman non symétriques et ainsi que
des métriques d’Osserman symétriques qui ne sont pas de rang 1 [25]. Ce qui diversifie la re-
cherche sur les variétés pseudo-riemanniennes d’Osserman.

La notion de variété affine d’Osserman a été introduite par Garcı́a-Rı́o, Kupeli, Vázquez-Abal
et Vázquez-Lorenzo [24], afin de construire des métriques pseudo-riemanniennes d’Osserman
sur le fibré cotangent d’une variété affine via l’extension riemannienne. Elle se place à un point
de confluence de deux théories : la géométrie affine et la géométrie pseudo-riemannienne. La
description des surfaces affines d’Osserman est complète. En dimension 3, la description n’est
pas complète, mais des résultats importants ont été établis. Nous rappelons les résultats suivants :

– Dans, [12], A. S. Diallo étudie les surfaces affines d’Osserman. Il prouve qu’une surface
affine est d’Osserman si et seulement si son tenseur de Ricci est anti-symétrique. Il prouve
aussi que toute surface affine d’Osserman localement symétrique est à courbure de Ricci
nulle et des exemples sont construits.

– Dans [15], A. S. Diallo et M. Hassirou étudient la condition d’Osserman sur une famille
de connexion sans torsion sur une variété affine de dimension 3. Comme application, ils
construisent un exemple de métrique pseudo-riemannienne d’Osserman de signature (3, 3)

sur le fibré cotangent à partir de l’extension riemannienne. Ils prouvent aussi que le concept
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Introduction 3

affine d’Osserman est preservé par le produit de variété.
– Dans [16], A. S. Diallo et M. Hassirou étudient la condition d’Osserman sur deux familles

différentes de connexions affines sans torsion sur une variété de dimension 3. Avec la
première famille, ils exhibent des exemples de variété affine d’Osserman à courbure de
Ricci nulle dont la courbure de Riemann n’est pas nulle, tandis qu’avec la seconde famille,
ils construisent des exemples de variété affine d’Osserman à courbure de Ricci non nulle.

– A. S. Diallo [14], étudie une nouvelle famille de connexion affine d’Osserman sur une
variété affine de dimension 3.

– Dans [19], les auteurs étudient l’extension riemannienne twistée d’une variété affine d’Os-
serman de dimension 2. L’extension riemannienne twistée est une généralisation de l’ex-
tension riemannienne classique. Comme application, ils construisent des exemples de métriques
pseudo-riemannienne d’Osserman de signature (2, 2), qui ne sont pas localement symétrique.

– Dans [20], les auteurs ont construit des exemples de variétés affines d’Osserman de dimen-
sion 3 qui sont localement symétrique mais dont la courbure de Riemann n’est pas nulle.
Rappelons qu’en dimension 2 toute variété affine d’Osserman localement symétrique est à
courbure nulle.

– Dans [21], les auteurs exhibent une nouvelle famille de connexions affines d’Osserman
qui sont à courbure de Ricci nulle et dont la courbure de Riemann n’est pas nulle sur une
variété affine de dimension 3.

– Dans [22], Les auteurs étudient deux nouvelles familles de connexions affines d’Osserman.
La premère est à courbure de Ricci nulle et la deuxième est à courbure de Ricci non nulle
sur une variété de dimension 3.

L’étude des variétés d’Osserman en géométrie pseudo-riemannienne et en géométrie affine est
d’actualité. Le sujet a fait l’objet de plusieurs articles et monographes.

La géométrie finslerienne est souvent décrite comme une généralisation de la géométrie rieman-
nienne au sens où au lieu d’avoir une collection de produits scalaires pour chaque espace tangent
d’une variété lisseM , nous avons une famille de normes de MinkowskiHx avec x ∈M , sur cha-
cun de ces espaces. La géométrie finslerienne, motivée initialement par les calculs variationnels
semble bien décrire le comportement des géodésiques. Cependant, il est plus difficile de dégager
une notion de transport parallèle, et plusieurs connexions apparaissent en géométrie finslerienne.
Nous citons entre autres la connexion de Berwald, introduite en 1926, qui est sans torsion mais
non compatible avec la métrique et la connexion de Cartan, introduite en 1934, qui est compa-
tible avec la métrique mais possède une torsion. Il faut attendre 1948 pour qu’apparaisse dans
les travaux de Chern une connexion qui puisse être considérée comme un outil remplaçant la
connexion de Levi-Civita.

La géométrie de Finsler est bien connue de nos jours, mais beaucoup de questions résolues dans
le cas riemannienn attendent d’être traitées en géométrie de Finsler dans la logigue d’établir des
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résultats analogues. C’est ainsi, contrairement aux variétés riemanniennes, l’opérateur de Jacobi
des variétés finslériennes reste encore un vaste champ de recherche ouvert.

Objectif et présentation des résultats de la thèse

L’idée dans ce travail est d’étudier deux differentes généralisations de la notion de variété d’Os-
serman. La première consiste à étudier les variétés affines d’Osserman. On s’intéresse ensuite à
la construction des métriques pseudo-riemannienne Walker-Osserman. La seconde est celle qui
consiste à étudier les conditions pour qu’une variété de Finsler soit d’Osserman.

Ce document comporte trois (3) chapitres. Dans le chapitre 1 ; nous rappellerons quelques concepts
de base de la géométrie affine, pseudo-riemannienne et de la geométrie de Finsler. Ce chapitre
sert à fixer le cadre général et les notations dans ce document.

Dans le chapitre 2, nous introduirons les variétés affines d’Osserman, l’extension riemannienne
et les structures de Walker. La première section est consacrée à des rappels sur les variétés af-
fines d’Osserman. La deuxième section est consacrée à l’étude d’une famille de connexion affine
d’Osserman sur une 3-variété. La troisième section porte sur l’étude d’une famille de connexion
affine d’Osserman sur une 4-variété. Le résultat principal de ce chapitre est la construction de
deux familles de métrique pseudo-riemannienne de Walker-Osserman de signature (3, 3) et de
signature (4, 4). C’est l’objet de la dernière section.

Le Chapitre 3 est consacré à l’étude de la condition d’Osserman sur une variété de Finsler. Ce
chapitre est divisé en 3 parties. Dans la premère partie, on rappelle la fomulation intrinsèque de
connexion de Chern. Dans la deuxième, on définit l’opérateur de Jacobi associé à la courbure de
Chern et des proprétés sont établies. Dans la troisième parties une description d’une famille de
connexions de Chern d’Osserman en dimension 2 est donnée.

Contribution à l’étude des Variétés d’Osserman et des Variétés de Finsler d’Osserman Ousmane Toudou Issa c©UAM/NIAMEY 2019



CHAPITRE PREMIER

PRÉLIMINAIRES

Dans ce chapitre nous rappellerons quelques notions de la géométrie qui serviront de base des
concepts étudiés dans les chapitres suivants. Ce chapitre est structuré comme suit :
Dans la première section [1.1], nous allons parler de la géométrie du fibré cotangent. Ensuite
nous donnons à la section [1.2] la notion de connexion sur les variétés et les objets géométriques
qui lui sont associés ainsi que leur propriétés. La notion de strutures de Walker est introduite à la
section [1.3]. Sont données dans la section [1.4], les notions de métriques sur le fibré cotangent.
Nous terminons par un rappel sur les notions de base sur les variétés finsleriennes ; en effet nous
présentons juste des outils classiques de la géométrie finslerienne.

1.1 Géométrie du fibré cotangent

Considerons M une variété différentiable de dimension m, ω est une 1−forme différentielle sur
T ∗pM . Soient u = (u1, . . . , um) un système de coordonnées locales sur un voisinage U de M ,
{∂1, . . . , ∂m} une base du fibré tangent TM , où ∂i := ∂

∂ui
et {du1, . . . , dum} une base du fibré

cotangent T ∗M . Si h est une fonction lisse sur M , on pose :

h12...r =
∂rh

∂u1∂u2 . . . , ∂ur
. (1.1)

Les coordonnées du dual sont écrites avec l’indice vers le bas, car ils se transforment de manière
covariante plutôt que contravariante, ce qui nous permet de conserver le formalisme de la som-
mation sur les indices répétés. Posons

ω = ui′du
i (1.2)

où i′ = i + m, i = 1, . . . ,m. La 1-forme ω définie par (1.2) est parfois appelée la 1-forme
de Poincaré ou la 1-forme de Liouville [26]. On définit un système de coordonnées locales sur
Ũ := π−1(U) ⊂ T ∗M de la forme

(u1, . . . , um;u1′ , . . . , um′). (1.3)
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Géométrie du fibré cotangent 6

Pour tout champs de vecteur X sur M , on définit une fonction lisse sur le fibré cotangent
ιX : T ∗M →M appelée application d’évaluation par

ιX(p, ω) = ω(Xp) où X = X i∂i. (1.4)

Dans un système de coordonnées locales, l’application d’évaluation s’écrit :

ιX(ui, ui′) = ui′X
i (1.5)

Les champs de vecteur sur T ∗M sont caractérisés par leur action sur la fonction ιX . Plus
précisement on a :

Lemme 1.1.1. Soient Ỹ et Z̃ deux champs de vecteurs lisses sur le fibré cotangent T ∗M . Sup-
posons Ỹ (ιX) = Z̃(ιX) pour tout champs de vecteurs lisses X sur M . Alors Ỹ = Z̃.

Démonstration. Soit Ỹ = ai(u, u′)∂i + bi′(u, u
′)∂i′ un champs de vecteur lisse sur T ∗M tel que

Ỹ (ιX) = 0 pour tout champs de vecteur lisse sur M . Nous allons montrer que Ỹ = 0. Soit
X = Xj(u)∂j . Comme ιX = ui′X

i, nous avons :

0 = Ỹ (ιX) = uj′a
i(u, u′)(∂iX

j)(u) + bi′(u, u
′)X i(u).

Fixons j. Pour X = ∂j , alors on a : X i = δij ainsi ιX = uj′ et

0 = Ỹ (ιX) = bj′(u, u
′) ainsi bj′ = 0 et Ỹ = ai(u, u′)∂i.

Si nous prenons X = uj∂j , alors nous obtenons :

0 = Ỹ (ιX) = uj′a
j(u, u′).

Ainsi aj(u, u′) = 0 quand uj′ 6= 0. Comme les fonctions aj(u, u′) sont lisses, ceci implique que
aj s’annule identiquement et par suite Ỹ = 0.

SoitX un champs de vecteur lisse surM . Le relevément complet deX notéXC est le champs
de vecteurs sur le fibré cotangent T ∗M caractérisé à partir du Lemme 1.1.1 par l’identité :

XC(ιZ) = ι[X,Z] pour tout champs de vecteurZ surM. (1.6)

Lemme 1.1.2. Soit (p, ω) dans T ∗M \{0}, c’est-à-dire ω 6= 0. Alors l’espace tangent T(p,ω)T
∗M

est engendré par les relevéments complets de tout les champs de vecteurs lisses sur M .

Démonstration. Nous allons d’abord calculé le relevément complet dans un système de coor-
données locales. Soit

X = Xj(u)∂j et XC = aj(u, u′)∂j + bj′(u, u
′)∂j′ .
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Soit Z = Zi(u)∂i. Alors

XC(ιZ) = XC(ui′Z
i) = ui′a

j(u, u′)(∂jZ
i)(u) + bj′(u, u

′)Zj(u)

= ι{(Xj∂jZ
i − Zj∂jX

i)∂i}
= xi′(X

j(u)(∂jZ
i)(u)− Zj(u)(∂jX

i)(u)).

CommeZ est quelconque, nous pouvons conclure que aj(u, u′) = Xj(u) et bj′(u, u′) = −ui′∂jX i

tel que

XC = Xj(u)∂j − ui′(∂jX i)(u)∂j′ .

En prenant X = ∂j , alors XC = ∂j . Comme ω 6= 0, on a : ui′ 6= 0 pour quelques valeurs de i.
En prenant X = xj∂i alors XC = uj∂i − ui′∂j′ ce qui complète la preuve. Nous notons que ceci
n’est pas vrai sur la section nulle ; si ω = 0, alors

vect{XC} = vect{∂j}.

Lemme 1.1.3. [26] Deux champs de vecteurs lisses Ψ1,Ψ2 de type (0, s) sur T ∗M coincide si
et seulement si nous avons l’identité suivante pour tous champs de vecteurs Xi sur M :

Ψ1(XC
i1
, . . . , XC

is ) = Ψ2(XC
i1
, . . . , XC

is ).

Soit T ∈ C∞(End{TM})un champ de tenseur de type (1, 1) sur M . Le relévement corres-
pondant est la 1-forme ιT ∈ C∞(T ∗(T ∗M)) sur le fibré cotangent défini par :

(ιT )(XC) = ι(TX). (1.7)

Localement pour ιT = ai(u, u
′)dui + bj(u, u′)du′i, T∂i = T ji ∂j et X = X i∂i, on a :

(ιT )(XC) = ai(u, u
′)X i(u)− bj(u, u′)ui′(∂jX i)

et

ι(TX) = ι(X iT ji ∂j) = uj′X
iT ji .

Ceci montre que bj = 0 et que ai = uj′X
iT ji du

i avec T = T ji ∂j ⊗ duj .
Pour plus de détails et d’informations sur la géométrie du fibré cotangent voir le livre de K. Yano
et K. Ishihara [44]
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1.2 Connexions

Soient V un fibré vectoriel sur M et C∞(V) l’espace des sections lisses de V. Une connexion
∇ sur V est un opétateur différentiel de premier ordre de C∞(V) à C∞(T ∗M ⊗ V) qui satisfait
la formule de Leibnitz

∇(fs) = df ⊗ s+ f∇s avec s ∈ C∞(V). (1.8)

La dérivée covariante directionnelle associée est définie par

∇Xs = X(s) avec s ∈ C∞(V) et X ∈ C∞(TM).

Si {ei} est une base de TM et {ej} la base duale associée de T ∗M , la dérivée covariante totale
est alors donnée en terme des dérivées covariantes directionnelles par

∇s = ej ⊗∇eis.

Soient s = (s1, . . . , sk) un repère local de V et u = (u1, . . . , um) un système de coordonnées
locales sur M . On pose

∇∂isa = Γbiasb

où i = 1, . . . ,m, ; a, b = 1, . . . , k. Les Γbia sont appelés les symboles de Christoffel de première
espèce. Si V est muni d’un produit scalaire g, alors on dit que∇ est une connexion riemannienne
si :

dg(s1, s2) = g(∇s1, s2) + g(s1,∇s2) pour si ∈ C∞(M).

Ainsi, on définit les symboles de Christoffel de seconde espèce par

Γiab := g(∇∂isa, sb).

L’opérateur de coubure de la connexion∇ est défini par :

R(X, Y )s := {∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ]}s. (1.9)

R est un tenseur, c’est-à-dire, si X, Y ∈ C∞(TM), s ∈ C∞(V), et f ∈ C∞(M), alors :

R(fX, Y )s = R(X, fY )s = R(X, Y )fs = fR(X, Y )s. (1.10)

Soit R(∂i, ∂j)sa = Rb
ijasb les composantes de l’opérateur de courbure dans le système de co-

ordonnées locales u = (u1, . . . , um) et relativement au repère local s = (s1, . . . , sk) sur V. On
a :

Rb
ija = ∂iΓ

b
ja − ∂jΓbia + ΓbicΓ

c
ja − ΓbjcΓ

c
ia. (1.11)
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Si g est un produit scalaire non-dégénéré sur V, alors on a :

R(X, Y, s, s̃) := g(R(X, Y )s, s̃) et localement on à Rijab := g(R(∂i, ∂j)sa, sb). (1.12)

Si la connexion∇ est riemannienne et si ~s est un repère orthogonal local sur V, alors

Rijab +Rijba = 0.

Supposons que V est le fibré tangent sur la variété M et soit ∇ une connexion sur TM . On
note X(M) l’ensemble des champs de vecteurs de classe C∞ sur M et C∞(M) l’ensemble des
fonctions de classe C∞ sur M .

Définition 1.2.1. On appelle connexion affine sur M , l’application

∇ : X(M)× X(M)→ X(M) (1.13)

(X, Y ) 7→ ∇XY (1.14)

vérifiant les propriétés suivantes :

∇(fX+gY )Z = f∇XZ + g∇YZ, ∀X, Y, Z ∈ X(M) et ∀f, g ∈ C∞(M), (1.15)

∇X(fY ) = f∇XY + (Xf)Y, ∀X, Y ∈ X(M) et ∀f ∈ C∞(M) (1.16)

En coordonnés locales, la connexion affine est donnée par :

∇∂i∂j =
m∑
k=1

Γkij∂k (1.17)

où {∂1, ∂2, . . . , ∂m}, est une base de TpM et les Γkij sont appelés les coefficients de la connexion
affine.

Définition 1.2.2. Soit M une variété différentielle de classe C∞ munie d’une connexion affine
∇. La paire (M,∇) est appelé variété affine .

Définition 1.2.3. Soit (M,∇) une variété affine. La torsion associée à la connexion affine∇ est
l’application

T : X(M)× X(M)→ X(M) (1.18)

définie par
T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ] (1.19)

pour tout champs de vecteurs X et Y sur M ; où [, ] est le crochet de Lie défini par [X, Y ] =

XY − Y X .
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La torsion est un tenseur, c’est-à-dire :

T (fX, Y ) = T (X, fY ) = fT (X, Y ) pour X, Y ∈ C∞(TM) et f ∈ C∞(M).

Les composantes en coordonnées locales du tenseur torsion T sont :

T kij = Γkij − Γkji (1.20)

Remarque 1.2.1. Si, pour tous X, Y ∈ X(M) , on a T (X, Y ) = 0 , on dit que la connexion
affine ∇ est libre ou sans torsion ou symétrique et on a :

∇XY −∇YX = [X, Y ],∀X, Y ∈ X(M). (1.21)

Définition 1.2.4. Soit (M,∇) une variété affine . L’opérateur de courbure de la connexion affine
∇ est l’application définie par

R(X, Y ) : X(M) → X(M)

Z 7→ R(X, Y )Z := ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

pour tous X, Y, Z ∈ X(M).

L’opérateur de courbure est un tenseur. Plus précisement, pour tous champs de vecteurs
X,X1, X2, Y, Y1, Y2, Z,W et toutes fonctions f, g de classe C∞ sur M , on a :

R(fX1 + gX2, Y ) = fR(X1, Y ) + gR(X2, Y )

R(X, fY1 + gY2) = fR(X, Y1) + gR(X, Y2)

R(X, Y )fZ = fR(X, Y )Z

De plus, il vérifie les symétries suivantes :

R(X, Y )Z + R(Y,X)Z = 0

R(X, Y )Z + R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0

pour tous champs de vecteurs X, Y, Z sur M . La deuxième symétrie est connue sous le nom de
la première identité de Bianchi. La dérivée covariante première de l’opérateur de courbure est
définie par :

∇R(X1, X2, X4)X3 := ∇X4R(X1, X2)X3 −R(∇X4X1, X2)X3

− R(X1,∇X4X2)X3 −R(X1, X2)∇X4X3. (1.22)

∇R est un tenseur de ⊗3T ∗M ⊗ End{TM} et vérifie les symétries suivantes :

∇R(X1, X2;X4)X3 + ∇R(X2, X1;X4)X3 = 0

∇R(X1, X2;X4)X3 + ∇R(X2, X3;X4)X1 +∇R(X3, X1;X4)X2 = 0

∇R(X1, X2;X4)X3 + ∇R(X2, X4;X1)X3 +∇R(X4, X1;X2)X3 = 0.

La deuxième symétrie est connue sous le nom de la dérivée covariante de la première identité de
Bianchi et la troisième symétrie sous le nom de la seconde identité de Bianchi.
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Définition 1.2.5. Soient (M,∇) une variété affine, R l’opérateur de courbure et T le tenseur de
torsion de la connexion affine∇. SiR = 0, on dit que la variété affine (M,∇) est plate. Si T = 0

et∇R = 0, on dit que la variété affine (M,∇) est localement symétrique .

En coordonnées locales les composantes de l’opérateur de courbure sont :

R(∂k, ∂l)∂j =
∑
i

Ri
jkl∂i (1.23)

Définition 1.2.6. La courbure de Ricci de la connexion affine∇ est la fonction définie par

Ric(Y, Z) := Trace{X 7→ R(X, Y )Z} (1.24)

En coordonnées locales les composantes de la courbure de Ricci sont données par :

Ric(∂j, ∂k) =
∑
i

Ri
kij.

Sur une variété pseudo-riemannienne, le tenseur de Ricci est symétrique. Cette propriété n’est pas
vraie pour une variété affine. Cette obstruction est liée au concept d’élément de volume parallèle.

Théorème 1.2.1. [26] Soit ∇ une connexion affine sur TM . Les assertions suivantes sont
équivalentes. Si une est satisfaite, alors∇ est dite équiaffine ou Ricci symétrique.

(i). Soit ω := Γjijdu
i. Alors dωu = 0 pour toutes coordonnées locales u sur M .

(ii). Trace{R} = 0.

(iii). La connexion ∇ est Ricci symétrique.

(iv). La connexion ∇ admet localement une forme parallèle.

En géométrie pseudo-riemannienne, le tenseur de courbure d’une variété M induit sur l’es-
pace tangent TpM en un point p ∈ M des opérateurs de courbure dont le spectre détermine la
géométrie de la variété. Les plus importants sont : l’opérateur de Jacobi, l’opérateur de Szabó et
l’opérateur de courbure antisymétrique.

Définition 1.2.7. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne munie d’une connexion de Levi-
Civita ∇, R l’opérateur de courbure associé à ∇ et p un point de M . On appelle opérateur de
Jacobi en p relatif au vecteur unitaire X de TpM l’endomorphisme JR(X) de TpM défini par

JR(X)Y = R(Y,X)X (1.25)

Par définition de l’opérateur courbure R, on remarque que :

JR(X)X = 0

c’est-à-dire le vecteur X est un vecteur propre de JR(X) trivialement associé à la valeur propre
0. Par suite les vecteurs propres de JR(X) dont il sera question dans la suite seront toujours
distincts du vecteur X
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Proposition 1.2.1. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne. L’opérateur de Jacobi JR(X)

est un opérateur auto-adjoint.

Démonstration. Soient Y, Z ∈ TpM . On a :

g(JR(X)Y, Z) = g(R(Y,X)X,Z) = g(JR(X)Z, Y ).

Ainsi g(JR(X)Y, Z) = g(Y,JR(X)Z)

Proposition 1.2.2. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne, R l’opérateur de courbure et
R le tenseur de courbure. Si JR = 0 alorsR = 0.

Démonstration. Si JR = 0 alors pour tous X, Y, Z ∈ TpM on a :

R(Y,X,X,Z) = g(JR(X)Y, Z) = 0.

Pour tout W ∈ TpM , on a :

R(Y,X +W,X +W,Z) = R(Y,X,X +W,Z) +R(Y,W,X +W,Z)

= R(Y,X,X,Z) +R(Y,X,W,Z) +R(Y,W,X,Z) +R(Y,W,W,Z)

= g(JR(X)Y, Z) +R(Y,X,W,Z) +R(Y,W,X,Z) + g(JR(W )Y, Z)

= R(Y,X,W,Z) +R(Y,W,X,Z)

= 0.

On déduit :R(Y,X,W,Z) = −R(Y,W,X,Z).
En utilisant les symétries du tenseur de courbure de Riemann, on a :

R(X,W, Y, Z) = R(Y, Z,X,W )

R(W,Y,X,Z) = R(Y,W,Z,X)

l’identité algébrique de Bianchi s’écrit successivement

R(Y,X,W,Z) +R(X,W, Y, Z) +R(W,Y,X,Z) = 0

R(Y,X,W,Z) +R(Y, Z,X,W ) +R(Y,W,Z,X) = 0

R(Y,X,W,Z) +R(Y, Z,X,W )−R(Y,W,X,Z) = 0

R(Y,X,W,Z) +R(Y,X,W,Z)−R(Y,X,Z,W ) = 0

En sommant les trois dernières équations, on obtient

3R(Y,X,W,Z) = 0

d ’oùR = 0
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Proposition 1.2.3. SoitJR(X) l’opérateur de Jacobi d’une variété pseudo-riemannienne (M, g).
Alors :

TraceJR(X) = Ric(X,X). (1.26)

Proposition 1.2.4. Soient JR(X) l’opérateur de Jacobi d’une variété pseudo-riemannienne
(M, g) et X un vecteur unitaire. Considérons le plan σ = vect{Y,X} ∈ TpM avec Y ∈ X⊥ et
unitaire. Alors la courbure sectionnelle de σ notée K(σ) est donnée par :

K(σ) = g(JR(X)Y, Y ). (1.27)

L’opérateur de Jacobi est un invariant dont les valeurs propres donnent des informations sur
les variétés pseudo-riemanniennes. Il intervient dans l’étude des champs de vecteurs de Jacobi,
de la variation des géodésiques et des points conjugués. L’étude de l’opérateur de Jacobi a per-
mis d’avancer dans la connaissance des espaces localement symétriques. En effet, beaucoup de
caractérisations des espaces localement symétriques s’appuient sur l’opérateur de Jacobi. En
géométrie riemannienne, les valeurs propres de JR(X) représentent les valeurs extrémales des
courbures sectionnelles, et en géométrie lorentzienne les valeurs propres jouent un rôle fonda-
mental dans la formulation des modèles mathématiques en rélativité générale.

Soit R l’opérateur de courbure de la variété riemannienne (M, g) de dimension m. A la suite
des travaux fondateurs d’Osserman [38], on dit que (M, g) est Osserman si les valeurs propres
de JR sont constantes sur la sphère unité.

S(M, g) := {X ∈ TM : g(X,X) = 1}.

Les travaux de Chi [10], of Gilkey et al. [28] et Nikolayevsky [33, 34] ont montré que toute
variété d’Osserman complète et simplement connexe de dimension m 6= 16 est un espace
symétrique de rang 1 ; le cas de dimension 16 est exceptionnel et la situation n’est toujours
pas claire dans ce contexte, bien qu’il y ait des résultat dû, encore une fois, à Nikolayevsky [35].

Supposons que (M, g) est une variété pseudo-Riemannienne de signature (p, q) pour p > 0 et
q > 0. Les fibrés unités sont définis en posant :

S±(M, g) := {X ∈ TM : g(X,X) = ±1}.

On dit que la variété (M, g) est Osserman de type espace (resp. de type temps ) si les valeurs
propres de J sont constantes sur S+(M, g) (resp. S−(M, g)). La situation est assez différente
ici car l’opérateur de jacobi n’est plus diagonalisable et peut avoir une forme normale de Jor-
dan non triviale. Nous nous référons à [24] pour plus d’informations sur les variétés pseudo-
riemanniennes d’Osserman.
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1.3 Structures de Walker

Considerons une variété pseudo-riemannienne (M, g) de signature (p, q). On suppose que le
fibré tangent se décompose sous la forme TM := V1 ⊗ V2, où V1 et V2 sont deux sous fibrés
lisses appelés distributions. Ceci entraine deux projections complémentaires π1 et π2 de TM sur
V1 et V2. On dit que la distribution V1 est parallèle si ∇V1 = 0, c’est-à-dire si X1 est un champ
de vecteur lisse à valeurs dans V1 alors∇X1 est aussi à valeurs dans V1. Si (M, g) est une variété
riemannienne le complémentaire orthogonal de V1 défini par V2 = V ⊥1 est une distribution pa-
rallèle. Dans le cas pseudo-riemannienne V2∩V1 n’est pas toujours trivial. Il existe des exemples
où V1 est parallèle et sans aucune distribution complémentaire parallèle [4]. La distribution
complémentaire d’une distribution parallèle non-dégénérée est toujours intégrable. Ceci n’est
pas toujours le cas si la distribution parallèle D est dégénérée. Si (M, g) est une variété pseudo-
riemannienne de signature (m,m) admettant deux distributions parallèles complémentaires et
dégénérées D et D′ (ceci implique dimD = dimD′ = m). Ainsi R(X, Y )Z ∈ D (respecti-
vement R(X, Y )Z ′ ∈ D′) pour tous champs X, Y sur M et tout champ de vecteur Z ∈ D
(respectivement Z ′ ∈ D′ ). Voir [4] pour plus de détails.
Soit α : [a, b] → M une courbe lisse dans une variété affine connexe (M,∇). Pour tout vecteur
tangent v de l’espace tangent à M au point initial de la courbe α(a) = p, soit v(t) défini par le
transport parallèle le long de α ; v(t) est le champs de vecteur le long de α donné par la solution
de l’équation différentielle suivante :

∇α̇(t)v(t) = 0 avec la condition intiale v(a) = v.

Si α est une courbe fermée, alors l’application v(a) → v(b) donnée par le transport parallèle
autour de α définit un isomorphisme

Lα : TpM → TpM ;

appelé holonomie. L’ensemble de toutes ces applications linéaires forme un groupe appelé groupe
d’holonomie de la connexion. Comme la variétéM est connexe, les groupes d’holonomie corres-
pondants aux différents points deM sont tous isomorphes ; si β est une courbe quelconque de p à
q, alors Lβ fournit un isomorphisme entre le groupe d’holonomie en p et le groupe d’holonomie
en q. Par conséquent le rôle de point de base p est couramment supprimé.
Le groupe d’holonomie est un groupe de lie, car c’est un sous-groupe fermé du groupe linéaire
GL(TpM). En utilisant la connexion de Levi-Civita d’une métrique pseudo-riemannienne, le
groupe d’holonomie est un sous-groupe du groupe orthogonal O(TpM, gp), puisque le transport
parallèle est réalisé par les isométries, nous nous referons à lui comme le groupe d’holonomie de
la variété pseudo-riemannienne.
Dans le cas riemannien, le groupe d’holonomie agit de manière complétement réductible ; c’est-
à-dire, il existe une décomposition orthogonale en somme directe

TpM = V1 ⊕ · · · ⊕ Vl;
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où chaque Vi est invariant sous le groupe d’holonomie et où Vi ne contient aucun sous-espace
non trivial. Dans le cas pseudo-riemannien, la situation est plus compliquée. Si Vi est un sous-
espace invariant, il n’existe pas de sous-espace invariant complémentaire. On dit que le groupe
d’holonomie agit de manière indécomposable et que la variété est indécomposable si la métrique
est dégénérée sur tout sous-espace propre invariant. Dans le cas riemannien, l’indécomposabilité
est équivallente à l’irréductibilité.
Le groupe d’holonomie du produit des variétés pseudo-riemanniennes est le produit des groupes
d’holonomie de ces variétés. La réciproque est vraie dans le cas suivant : supposons que (M, g)

est une variété pseudo-riemannienne connexe telle que l’espace tangent en un seul point (et donc
à chaque point) admet une décomposition en somme directe orthogonale en des sous-espaces
non dégénérés qui sont invariants sous la répresentation holonomie ; alors (M, g) est localement
isométrique à un produit de variétés pseudo-riemanniennes correspondant aux sous-espaces in-
variants. De plus, le groupe d’holonomie est le produit des groupes agissant sur le sous-espaces
invariants correspondants. Une version globale de cette affirmation, en supposant que la variété
est simplement connexe et complète, a été donnée par de De Rham pour les variétés rieman-
niennes et par Wu dans le cas de signature arbitraire :

Théorème 1.3.1. [4] Toute variété pseudo-riemannienne complète et simplement connexe (M, g)

est isométrique à un produit de variétés pseudo-riemenniennes complètes et simplement connexes,
dont l’une est plate et les autres ont un groupe d’holonomie indécomposable. De plus, le groupe
d’holonomie de (M, g) est le produit de ces groupes d’holonomie indécomposables.

Pour les métriques indéfinies, il existe la possibilité que certains des facteurs du Théorème
1.3.1 soient indécomposables, mais pas irréductibles. Célà signifie que l’un des facteurs pourrait
contenir un sous-espace invariant propre nul. Les métriques lorentziennes indécomposables ont
été initialement étudiées par Brinkmann [3], tandis que le cas des métriques pseudo-riemanniennes
a été examiné pour la première fois par Walker [43]. Dans tout les cas, l’incompatibilité est
décrite de manière équivalente par l’existence d’un plan parallèle nul.

Une variété pseudo-riemannienne (M, g) qui admet un champs de plan parallèle nul non
trivialD est appelée variété de Walker. Ces types de métriques n’existent que dans le cas pseudo-
riemannien sans contrepartie riemannien. Voir l’excellent livre [4] pour plus de détails.

L’existence de coordonnées adaptées (u, v, u1, . . . , um−2) sur une variété lorentzienne (M, g)

admettant un champ de ligne parallèle nul a été établi par Brinkmann [3]. Dans ces coordonnées
la métrique g est de la forme :

g = 2du ◦ dv + fdu ◦ du+ aidu ◦ dui + gijdu
i ◦ duj où ∂vgij = ∂vai = 0 (1.28)

De plus, ∂vf = 0 si et seulement si le champ de ligne parallèle nul D = Span{∂v} est engendré
par un champ de vecteur parallèle, dans lequel les coordonnées peuvent être choisies telle que
ai = 0 et f = 0. Walker [43] a généralisé ce résultat dans le cas des variétés pseudo rieman-
niennes quelconques (M, g) qui admettent un champs de plan parallèle nul D de dimension r
comme suit :
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Théorème 1.3.2. [43] Si (M, g) est une variété pseudo-riemannienne de dimension m qui ad-
met un champ de plan parallèle nul D de dimension r, alors il existe des coordonnées locales
(x1, . . . , xm−r, xm−r+1, . . . xm) sur la variété M tel que le tenseur métrique g soit de la forme :

(gij) =

 B H Idr
tH A 0

Idr 0 0

 ,

où Idr est la matrice identité d’ordre r et A,B et H sont des matrices dont les coefficients sont
des fonctions de (u1, . . . , um−r, um−r+1, . . . um) tel que :
A et B sont des matrices symétriques d’ordre m − 2r et r respectivement, H est une matrice
r × (m − 2r) et tH sa transposée et telles que A et H soient indépendantes des coordonnées
(um−r+1, · · · , um). Enfin, le champ de plan parallèle nul D est localement engendré par le
champ de vecteurs de coordonnées (∂um−r+1 , . . . , ∂um).

Remarque 1.3.1. Dans le cas particulier, dim(M) = 2m et dim(D) = 1
2
dim(M) = m est

maximale, il existe des coordonnées de Walker (u1, . . . , um, u1′ , . . . , um′) et une matrice m×m
symétrique B = B(u, u′) telle que :

(gij) =

(
B Idm

Idm 0

)
. (1.29)

Les symboles de christoffel de la métrique donnée dans la remarque précédente sont donnés
comme suit :

Lemme 1.3.1. [5] Soit (M, g) une variété de Walker de dimension 2m avec D un champs de
plan parallèle nul de dimension m et soit (u1, . . . , um, u1′ , . . . , um′) les coordonnées adaptées
où la métrique prend la forme donnée dans la remarque précédente. Les composantes non nulles
des symboles de Christoffel de connexion de Levi-Civita∇ sont données par :

Γkij =
−1

2
∂k′gij,

Γk
′

i′j =
1

2
∂l′gjk,

Γk
′

ij =
1

2
(∂jgik − ∂kgjk + ∂lgjk +

∑
1≤s≤m

gks∂s′gij).
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Lemme 1.3.2. Les composantes non nulles de l’opérateur de courbure sont données par :

Rh
jik =

1

2
(∂i∂h′gjs − ∂j∂h′gik)

+
1

4

∑
1≤s≤m

{∂s′gik∂h′gjs − ∂s′gjk∂h′gis},

Rh′

jik =
1

2
(∂j∂kgih − ∂j∂hgik + ∂i∂kgjh)

+
1

4

∑
1≤s,t≤m

{∂s′gik(∂hgjs − ∂sgjh − ∂jgsh − ght∂t′gjs)

− ∂s′gjk(∂hgis − ∂sgih − ∂igsh − ght∂t′gis)
− ∂s′gih(∂sgjk − ∂kgis − ∂igks − gst∂t′gik)
+ ∂s′gih(∂sgjk − ∂kgjs − ∂jgks − gst∂t′gjk)
+ 2∂j(ghs∂s′gik)− 2∂i(ghs∂s′gjk)}

Rh
ji′k =

1

2
∂i′∂h′gjk,

Rh′

ji′k =
1

2
(∂h∂i′gjk − ∂k∂i′gjh)

+
1

4

∑
s

{∂s′gjk∂i′gsh + ∂s′gjh(∂i′gsk − 2∂i′(ghs∂s′gjk)}

Rh′

jik′ =
1

2
(∂j∂k′gih − ∂i∂k′gjh) +

1

4

∑
s

{∂k′gis∂s′gjh − ∂k′gjs∂s′gih},

Rh′

ji′k′ = −1

2
∂i′∂k′gjh.

1.4 Métriques sur le fibré cotangent

Définition 1.4.1. [26] Soit (M,∇) une variété affine de dimension m. L’extension riemannienne
(ou extension de Riemann) notée g∇ de (M,∇) est la métrique pseudo-riemannienne de signa-
ture (m,m) sur le fibré cotangent T ∗M qui est définie par l’identité

g∇(ωV , XC) = ω(X)V

g∇(ωV , θV ) = 0

g∇(XC , Y C) = −ι(∇XY +∇YX)

où

(i). ωV et θV sont les relèvements verticaux sur T ∗M des 1−formes différentielles ω et θ sur
TpM ,

(ii). XC et Y C sont les relèvements compléts sur T ∗M des champs de vecteurs X et Y sur M ,
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(iii). ιZ est une fonction sur T ∗M définie, pour tout champ de vecteurs Z =
∑m

i=1 Z
i∂i sur M ,

par ιZ =
∑m

i=1 ui+mZ
i.

Dans un système de coordonnées locales (ui, ui′) sur T ∗M , l’extension riemannienne à la
forme suivante :

g∇ =

(
−2uk′Γ

k
ij(u) Idm

Idm 0

)
, (1.30)

par rapport à {∂1 . . . , ∂m, ∂1′ . . . ∂m′} où i, j = 1 . . .m , i′ = i + m et Γkij sont les symboles de
Christoffel de la connexion affine sur M . Plus précisement on a :

g∇(∂i, ∂i) = −2uk′Γkij(u), g∇(∂i, ∂j′) = δji , g∇(∂i′ , ∂j′) = 0.

Soit π la projection naturelle de T ∗M sur M . La distribution de Walker est le champ de plan
parallèle nul de dimension maximale m donnée par D = Ker{π∗}. Soit (M, g) une variété
pseudo-riemannienne. L’extension riemannienne de la connexion de Levi-Civita hérite beaucoup
de propriétés de la variété de base. Par exemple, la variété (M, g) a une courbure sectionnelle
constante si et seulement si (T ∗M, g∇) est localement conformément plat. Cependant, les ap-
plications intéressantes de l’extension riemannienne apparaissent quand nous considérons une
connexion affine qui n’est pas de Levi-Civita.

Lemme 1.4.1. [44] Soit (M,∇) une variété affine. Soient R̃ l’opérateur de courbure de l’exten-
sion riemannienne (T ∗M, g∇) et R l’opérateur de courbure de la variété affine (M,∇). Alors
les coefficients de R̃ et R sont reliés par les relations suivantes :

R̃h
kji = Rh

kji

R̃h′
kji =

∑n
a=1 xa+n(∇∂hR

a
kji −∇∂iR

a
kjh + ΓahtR

t
kji + ΓaktR

t
ihj + ΓaitR

t
kjh)

R̃h′
kji′ = −Ri

kjh

R̃h′
kj′i = −Rj

hij

R̃h′
k′ji = −Rk

hij

(1.31)

Par le Lemme précédent, l’extension riemannienne (T ∗M, g∇) est localement symétrique
si et seulement si la variété affine (M,∇) est localement symétrique. Par ailleurs, l’extension
riemannienne (T ∗M, g∇) est localement confomément plat si et seulement si la variété affine
(M,∇) est projectivement plat. Cependant ils existent beaucoup de connexions affines projecti-
vement plates.

Théorème 1.4.1. [5] SoitR l’opérateur de courbure de la variété affine (M,∇) et R̃ l’opérateur
de courbure de l’extension riemannienne (T ∗M, ḡ). Pour tout point p ∈M et pour tout vecteur

X̃ =
m∑
i=1

(αi∂i + αi+m′∂i+m′ ) ∈ T
∗
pM,
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la matrice de l’opérateur de Jacobi JR̃(X̃) dans la base locale {∂1, · · · , ∂m, ∂i+m′ , · · · , ∂2m
′}

est de la forme

(JR̃(X̃)) =

(
(JR(X)) 0

∗ t(JR(X))

)
où (JR(X)) est la matrice de l’opérateur de Jacobi relatif au vecteur X =

∑m
i=1 αi∂i de TpM

dans la base locale {∂1, . . . , ∂m}

L’extension riemannienne se généralise de la façon suivante :

Définition 1.4.2. Soit Φ (0, 2)−champ de tenseur symétrique sur une variété affine (M,∇) et soit
π la projection naturelle de T ∗M à M . L’extension riemannienne déformée (ou encore twistée)
g∇,Φ est la métrique, de signature neutre (m,m) sur le fibré cotangent donnée par :

g∇,Φ = g∇ + π∗Φ. (1.32)

Soient Γkij les symboles de Christoffel de la connexion affine ∇ et Φij les composantes lo-
cales du (0, 2)−champ de tenseur symétrique Φ. Alors dans un système de coordonnées locales
l’extension riemannienne déformée est donnée par :

g∇,φ =

(
−2uk′Γ

k
ij(u) + φij(u) Idm
Idm 0

)
(1.33)

où de manière équivalente :

g∇,Φ(∂i, ∂j) = −2uk′Γ
k
ij(u) + Φij(u), g∇,Φ(∂i, ∂j′) = δji , g∇,Φ(∂i′ , ∂j′) = 0.

Notons que la distribution de Walker est aussi le noyau de la projection de T ∗M sur M :

D = Ker{π∗} = vect{∂i′}.

Le tenseur Φ joue un rôle important. Même si la connexion sous-jacente est plate, l’extension
riemannienne déformée peut ne pas être plate. Les extensions riemanniennes se caractérisent par
leurs courbures. On a les résultats suivants :

Lemme 1.4.2. [1] La métrique de Walker (1.29) est localement une extension riemannienne
déformée si et seulement si le tenseur de courbure satisfait la condition R(·,D)D = 0.

Lemme 1.4.3. [5] Une extension riemannienne déformée (T ∗M, g∇,φ) est Einstein si et seule-
ment si le tenseur de Ricci est nul. Cela se produit si seulement si le tenseur de Ricci de la
connexion affine∇ est anti-symétrique.

Définition 1.4.3. Soit ∇ une connexion sans torsion et soit Φ un (0, 2)− champs de tenseur
symétrique sur la variété M . Soit T , S des (1, 1)− champs de tenseur sur M . L’extension rie-
mannienne modifiée est la métrique sur T ∗M donnée par

g∇,Φ,T,S = ιT ◦ ιS + g∇,Φ.
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Soit (T ◦ S)rsij := 1
2
(T ri S

s
j + T rj S

s
i ). En coordonnées locales, l’extension riemannienne mo-

difiée est donnée par :

g∇,Φ,T,S =

(
ur′us′(T ◦ S)(u)rsij − 2uk′Γ

k
ij(u) + Φij(u) Idm

Idm 0

)
(1.34)

En d’autres termes

g(∂i, ∂j) = ur′us′(T ◦ S)(u)rsij − 2uk′Γ
k
ij(u) + φij(u),

g(∂i, ∂j′) = δji , et g(∂i′ , ∂j′) = 0.

En particulier quand T = cId et S = Id, on notera l’extension riemannienne modifiée par g∇,Φ,c.
Comme dans les cas précédents, les extensions riemanniennes modifiées sont des métriques de
Walker où la distribution de Walker est donnée par D = Ker(π∗). Les extensions riemanniennes
modifiées sont aussi caractérisées par leur courbure. On a :

Lemme 1.4.4. [5] La métrique de Walker (1.29) est localement une extension rimannienne mo-
difiée si et seulement si la dérivée covariante de l’opérateur de courbure satisfait (∇DR)(·,D, )D =

0.

Le résultat suivant donne une méthode de construction de métrique d’Einstein de signature
neutre dont le tenseur de Ricci n’est pas nul. Plus précisement :

Lemme 1.4.5. [5] Soit (M,∇) une variété affine de dimension m et c 6= 0. L’extension rieman-
nienne modifiée (T ∗M, g∇,Φ,c) est Einstein si et seulement si

Φ =
4

c(m− ∗1)
ρs,

où ρs est la partie symétrique du tenseur de Ricci.

1.5 Variétés de Finsler

Dans cette section nous rappelerons les notions de base sur les variétés finsleriennes. Tout le
contenu de la section est tiré de [32] et [2].

Définition 1.5.1. Soit M une variété de classe C∞ de dimension m. Une fonction F = F (x, y)

sur TM est appelée structure de Finsler sur M , si elle vérifie les propriétés suivantes :

(i). Homogénéité : F est positivement homogène de degré 1 en y : F (x, λy) = λF (x, y), pour
tout λ > 0 ;

(ii). Régularité : F est de classe C∞ sur le fibré tangent privé de la section nulle TM0 =
TM \ {0} ;
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(iii). Forte convexité : F est fortement convexe, c’est-à-dire que la m×m matrice hessienne

gij(x, y) =
1

2

∂2F 2

∂yi∂yj
=
[1

2
F 2
]
yiyj

(1.35)

est définie positive pour tout point (x, y) ∈ TM0.
F est souvent appelée le lagrangien. Les (gij) sont les fonctions de classe C∞ sur TM0 positi-
vement homogène de degré zéro en y, qui servent à construire un tenseur appelé tenseur fonda-
mental. C’est un analogue finslerien de la métrique riemannienne, qui est un tenseur symétrique
d’ordre 2. Notons que ce tenseur n’est pas défini sur le fibré tangent TM , mais sur un autre fibré
appelé fibré pull-back. Le couple (M,F ) d’une variété différentielle et d’une structure de Finsler
est appelée variété de Finsler ou variété finslerienne.

Remarque 1.5.1. Le tenseur fondamental gij est une ”métrique riemannienne non holonome”,
c’est-à-dire une métrique riemannienne qui dépend non seulement d’un point x, mais aussi d’une
direction y ∈ TxM0

Remarque 1.5.2. La forte convexité implique que {y ∈ TxM ;F (x, y) ≤ 1} est un ensemble
strictement convexe ; mais la reciproque est fausse.

Définition 1.5.2. Une métrique de Finsler F = F (x, y) sur une variété M est dite reversible si
F (x,−y) = F (x, y) pour tout y ∈ TxM .

L’Homogénéité de la structure de Finsler, induit une simplification des calculs à travers le
théorême d’Euler suivant :

Théorème 1.5.1. [2](Théorème d’Euler) Soit V un espace vectoriel et H : V → R une fonction
positivement homogène de degré r, c’est-à-dire : pour tout λ ≥ 0 tel que :

H(λy) = λrH(y).

Alors :
yiHyi(y) = rH(y) (1.36)

où (y1, · · · , yn) sont les coordonnées de y ∈ V et Hyi = ∂H
∂yi

.

Le lagrangien F vérifie les propriétés suivantes :

Proposition 1.5.1. [2] Soit (M,F ) une variété de Finsler. Alors on a :

yiFyi = F ;

yiFyiyj = 0;

yiFyiyjyk = −Fyjyk .
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Proposition 1.5.2. [2] Le lagrangien F peut être retrouvé à partir du tenseur fondamental par
la formule suivante :

F (x, y) =
√
gij(x, y)yiyj.

Soit M une variété différentielle de dimension m et de classe C∞. Nous noterons par TxM
l’espace tangent en un point x de M et TM =

⋃
x∈M TxM le fibré tangent de M . Le dual de

l’espace tangent TxM sera noté T ∗xM , et est appelé espace cotangent en x et T ∗M =
⋃
x∈M TxM

est le fibré cotangent deM . Soit π : TM →M la projection canonique, alors TM a une structure
de variété induite par celle de M . Un point z du fibré tangent est representé par la paire (x, y),
où x = π(z) est un point de M et y est un vecteur de TxM . Un élément de TM0 sera noté (x, y)

avec x ∈M et y 6= 0.

Définition 1.5.3. On appelle fibré pull-back noté π∗TM , un fibré vectoriel dont la base est le
fibré tangent privé de section nulle TMo et dont la fibre au dessus de chaque point (x, y) est une
copie de TxM .

En effet, la collection de tous les points (x, y) avec y 6= 0, constituant le fibré tangent privé de la
section nulle TM0 est considérée comme une variété où en chaque point (x, y) est dressée une
copie de TxM sur laquelle un produit scalaire

g(x, y) = gij(x, y)dxi ⊗ dxj

induit par le tenseur fondamental dont les composantes sont des fonctions sur TM0 peut être
défini. Cette appelation de fibré pull-back pour π∗TM vient du fait qu’il est construit à partir du
fibré tangent comme suit :

π∗TM = {(x, y, v) ∈ TM0 × TM/π(x, y) = π(v) = x}.

Ils existent deux sections globalement définies sur TM0 : il s’agit de la section distinguée l de
π∗TM et de sa duale, la forme de Hilbert ω de π∗T ∗M .

Définition 1.5.4. Soit (π∗TM, TM0, π) un fibré pull-back. La section distinguée est la section
l : TM0 → π∗TM définie par :

l = l(x,y) :=
yi

F (y)

∂

∂xi
=
yi

F

∂

∂xi
=: li

∂

∂xi
.

Définition 1.5.5. Soit (π∗T ∗M,TM0, π) le fibré pull-back dual de (π∗TM, TM0, π). La forme
de Hilbert est la section ω : TM0 → π∗T ∗M définie par :

ω = ω(x,y) := Fyi(x, y)dxi = Fyidx
i.
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La section distinguée et la forme de Hilbert sont globalement définies sur la variété fibré privée
de la section nulle, c’est-à-dire :

ω(l) =
yiFyi

F
= 1.

Proposition 1.5.3. La section distinguée l est de norme 1 par rapport à g.

La proposition suivante donne une relation entre la section distinguée et la forme de Hilbert.

Proposition 1.5.4. Soit li = yi

F
, les composantes de la section distinguée l, alors la forme de

Hilbert ω s’exprime sous la forme :

ω = lidx
i

avec li = gijl
i = Fyi .

Soit (ϕ, xi) un système de coordonnées locales sur un ouvert U ⊂ M ; c’est-à-dire pour tout
x ∈ U

ϕ(x) = (x1, · · · , xm).

Une base de l’espace tangent TxM sera notée par ( ∂
∂x1
, · · · , ∂

∂xm
) et une base de l’espace cotan-

gent T ∗xM est (dx1, · · · , dxm). Nous noterons aussi par { ∂
∂xi
} et {dxi}, les bases des sections de

TM et T ∗M respectivement. Lorsque les fibrés pull-back π∗TM et π∗T ∗M sont définis, alors
pour tout point (x, y) de la variété TM0 est dressée deux fibres. La fibre de π∗TM est l’espace
vectoriel TxM (c’est-à-dire (π∗TM)(x,y) = TxM ) tandis que la fibre de π∗T ∗M est l’espace
cotangent T ∗xM (c’est-à-dire (π∗T ∗M)(x,y) = T ∗xM ). Les bases { ∂

∂xi
} et {dxi} de TM et T ∗M

respectivement induisent des bases correspondentes aux fibrés pull-back π∗TM et π∗T ∗M res-
pectivement qui sont aussi notées par { ∂

∂xi
} et {dxi}. Ces nouvelles bases sont appelées sections

transplantées du fait qu’elles ont été transplantées de M vers la variété TM0. Ces sections sont
définies localement en x et globalement en y car une fois x fixé, des sections transplantées ne
changent pas lorsque y varie.

Remarque 1.5.3. Le tenseur de Cartan peut être vu dans ces bases transplantées comme une
section symétrique de ⊗3π∗T ∗M , c’est-à-dire :

A = Aijkdx
i ⊗ dxj ⊗ dxk.

De même, le tenseur fondamental est une section symétrique de ⊗2π∗T ∗M , c’est-à-dire

g = gijdx
i ⊗ dxj.

Nous savons que la dérivation en direction des coordonnées vectoriels du tenseur fondamental
définit le tenseur de Cartan. Par contre à la dérivée dans la direction horizontale du tenseur
fondamental, elle est reliée aux symboles de Christoffel formels de seconde espèce.
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Définition 1.5.6. On appelle symboles de Christoffel formels de seconde espèce les quantités
données par :

γijk := gis
1

2

(∂gsj
∂xk
− ∂gjk
∂xs

+
∂gks
∂xj

)
.

Ces symboles sont dit formels car ils ne correspondent pas à des coefficients d’une connection.
Ces symboles sont utilisés pour définir une connexion non linéaire donnée par la formule sui-
vante :

1

F
N i
j := γijkl

k − Aijkγkrslrls.

où lk est la section distinguée avec lk = yk

F
et Aijk est le tenseur de Cartan.

A partir des objets N i
j , on peut définir une 1-forme à valeurs dans π∗TM que nous noterons

θc, comme suit :

θc =
∂

∂xi
⊗ 1

F
(dyi +N i

jdx
j).

Grâce à θc et la différentielle π∗ = dπ, on a la définition suivante :

Définition 1.5.7. Les distributions horizontale H ≡ H(TM0) ⊂ T (TM0) et verticale V =

V (TM0) ⊂ T (TM0), associées à la variété finslerienne (M,F ), sont définies par :{
H = kerθc
V = kerπ∗.

Le fibré tangent de la variété TM0 possède la base { ∂
∂xi
, F ∂

∂yi
}. Lors d’une transformation in-

duite sur TM0 par un changement de coordonnées dans M , les ∂
∂xi

se transforment de façon
compliquée alors que les ∂

∂yi
n’ont pas ce problème.

Le fibré cotangent de TM0, possède les bases {dxi, dyi}, et lors d’une transformation sur
TM induite par un changement de coordonnées dans M , les dxi se transforment simplement
alors que dyi non. En passant de la base { ∂

∂xi
, F ∂

∂yi
} vers la base { δ

δxi
, F ∂

∂yi
} pour T (TM0) et

de la base {dxi, dyi} vers {dxi, δyi
F
} pour T ∗(TM0) avec :

δ

δxj
=

∂

∂xj
−N i

j

∂

∂yi

δyi

F
=

1

F

(
dyl +N l

jdx
j
)
,
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nous obtenons des bases qui possèdent un comportement simple lors d’un changement de coor-
données au sein de M . Ces bases obeı̈ssent aux règles de dualité suivantes :

δ

δxj
→dual

naturel dx
j;

F
∂

∂yi
→dual

naturel

δyi

F
.

Remarque 1.5.4. Ces objets ont de sens seulement sur TM0. En dehors des dxi, les restes sont
non holonomes, c’est-à-dire qu’ils ne sont pas des coordonnées des champs de vecteurs, ni de
coordonnées de 1-forme.

La variété TM0 est munie d’une métrique riemannienne naturelle dite de type de Sasaki définie
par :

G = gijdx
i ⊗ dxj + gij

δyi

F
⊗ δyj

F
.

Par rapport à cette métrique, le sous espace horizontal engendré par δ
δxj

est orthogonal au sous
espace vertical engendré par les F ∂

∂yi
, d’où la décomposition suivante :

T (TM0) = vect
( δ

δxi

)
⊕ vect

(
F
∂

∂yi

)
= H⊕ V .

Par conséquent la variété TM0 possède une connexion à travers cette décomposition directement
liée aux objets N i

j d’où l’appelation de connexion non linéaire sur TM0.

Dans le cas riemannien, la connexion de Levi-Civita possède deux propriétés remarquables,
à savoir, la compatibilité avec la métrique et l’absence de torsion. En géométrie finslerienne
proprement parlé , il n’y a pas connexion ”idéal” comme celle de Levi-Civita en géométrie
riemannienne, car les deux propriétés de compatibilité avec la métrique et l’absence de torsion ne
peuvent pas être réunies dans une même connexion dans le contexte finslerien. C’est pour cela
que plusieurs connexions apparaissent en géomérie finslerienne, nous citons entre autre celle
de Berwald, introduite en 1926, qui est sans torsion mais non compatible avec la métrique ; a
connexion de Cartan, introduite en 1934, qui est compatible avec la métrique mais possède une
torsion et celle de Chern, introduite en 1948 qui est sans torsion et presque g− compatibilité avec
la métrique.

1.5.1 Dérivées covariantes des champs tensoriels sur TM0

Dans cette sous section, nous rappelons quelques règles d’écriture de la dérivée covariante des
sections de bases ∂

∂xj
de π∗TM et dxj de π∗T ∗M dans la direction v ∈ T (TM0).
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Définition 1.5.8. ([2]) Les dérivées covariantes des sections de bases ∂
∂xj

de π∗TM et dxi de
π∗T ∗M dans une direction v ∈ T (TM0) sont définies à travers les 1-formes de connexion par :

∇v

( ∂

∂xj

)
= ωij(v)

∂

∂xi

et

∇v(dx
i) = −ωij(v)dxj (1.37)

Proposition 1.5.5. [2] La dérivée covariante du tenseur fondamental g dans une direction v est
donnée par :

∇vg = (dgij)(v)dxi ⊗ dxj + gij(∇vdx
i)⊗ dxj + gijdx

i ⊗ (∇vdx
j). (1.38)

En utilisant (1.37) et en suppriment v dans (1.38), on obtient la relation suivante :

∇g = (dgij − gkjωki − gikωkj )⊗ dxl ⊗ dxj

Proposition 1.5.6. [2] La dérivée covariante de la section distinguée ` dans une direction v est
donnée par :

∇v` = ∇v

(
`i
∂

∂xi

)
= d`j(v)

∂

∂xj
+ `j∇v

∂

∂xj
.

En utilisant (1.37) et en supprimant v dans (1.38) on obtient la relation suivante :

∇` = (d`i + `jωij)⊗
∂

∂xi
.

Proposition 1.5.7. [2] La dérivée covariante du tenseur de Cartan A est donnée par :

(∇A)ijk = (dAijk − Aljkωlj − Ailkωlj − Aijlωlk)dxi ∧ dxj ∧ dxk.

Proposition 1.5.8. [2] La dérivée extérieure de δyi

F
est donnée par :

d
(δyi
F

)
= `jΩi

j +
δyj

F
∧
(
ωij − `j

δyi

F

)
.

L’opérateur ∇ définit une connection linéaire sur π∗TM et sur les fibrés vectoriels associés. On
a le résurtat suivant :

Proposition 1.5.9. ([2]) Toute connexion linéaire sur π∗TM satisfait les conditions suivantes :

∇v(fE) = df(v)E + f∇vE;

∇v(E1 + E2) = ∇vE1 +∇vE2;

∇λvE = λ∇vE;

∇v1+v2E = ∇v1E +∇v2E.

où f est une fonction lisse sur M , E,E1, E2 des champs de vecteurs sur π∗TM et λ est une
constante.
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1.5.2 Formulation classique de la connexion de Chern

La formulation classique de la connexion de Chern qui est définie sur le fibré pull-back π∗TM
repose sur les 1-formes de la connexion ωij , tirée des équations de structures via le théorème de
Chern ci dessous :

Théorème 1.5.2. (Théorème de Chern)([2]) Soit (M,F ) une variété de finsler. Le fibré rappelé
π∗TM admet une unique connexion linéaire appelée connexion de Chern, dont les 1-formes sont
caractérisées par les équations de structure de Cartan :

(i). Absence de torsion :

d(dxi)− dxj ∧ ωij = −dxj ∧ ωij = 0. (1.39)

(ii). Une presque g-compatibilité :

dgij − gkjωki − gikωkj = 2Aijs
δys

F
. (1.40)

Remarque 1.5.5. Les conditions d’absence de torsion et de presque g- compatibilité corres-
pondent, en terme de coefficients de connexion, aux conditions ci-dessous :

(i). la condition d’absence de torsion est équivalente à deux conditions sous-jacentes :
– la première est l’absence de termes dyk dans l’expression de ωij , c’est-à-dire :

ωij = Γijkdx
k;

– la deuxième est la symétrie des symboles de Christoffel, c’est-à-dire :

Γijk = Γikj.

(ii). La presque g-compatibilité implique que :

Γljk = γljk − gli
(
Aijs

N s
k

F
− Ajks

N s
i

F
+ Akis

N s
j

F

)
ce qui est aussi équivalent à :

Γijk =
gis

2

(δgsj
δxk
− δgjk
δxs

+
δgks
δxj

)
où γljk sont les coefficients de Christoffel formels,Aijs sont les composantes du tenseur de Cartan
et les N s

j sont les coefficients d’une connexion non linéaire.

Remarque 1.5.6. ([2]) Il existe trois connexions intéressantes qui sont associées à la connextion
de Chern :
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– La connexion de Cartan définie par : ωij + Aijk
δyk

F
; elle est compatible avec la métrique

mais avec torsion.
– La connexion de Hashiguchi définie par : ωij + Aijk

δyk

F
+ Ȧijkdx

k ; où Ȧ = ∇l̂A est la
dérivée covariante horizontale de tenseur de Cartan A le long de la direction distinguée
(horizontale) ˆ̀= `i δ

δxi
.

– La connexion de Berwald définie par : ωij + Ȧijkdx
k ; elle est sans torsion dont les co-

efficients sont les coefficients de la connexion de Chern sans dépendance directionnelle,
c’est-à-dire :

Γijk(x, y) = Γijk(x).

Soit la 2-forme de courbure de la connexion de Chern définie par :

Ωi
j = dωij + ωik ∧ ωkj . (1.41)

La 2-forme de courbure de la connexion de Chern admet la décomposition suivante :

Ωi
j =

1

2
Ri
jkldx

k ∧ dxl + P i
jkldx

k ∧ δy
l

F
+

1

2
Qi
jkl

δyk

F
∧ δy

l

F
(1.42)

où les Rjkl, Pjkl, Qjkl sont les composantes de R,P,Q respectivement appelées hh-, hv- et vv-
tenseurs de courbure de la connexion de Chern. Certains auteurs utilisent la terminologie cour-
bure riemannienne pour désigner la hh−courbure R et courbure de Minkowski pour désigner la
hv-courbure P . La hv-courbureQ n’a pas d’équivalent en géométrie riemannienne. La vv−courbure
Q est identiquement nulle pour la connexion de Chern. Voir ([2]) pour plus de détails.

La connexion de Chern étant sans torsion, alors on a :

dxj ∧ ωij = 0. (1.43)

La différentielle extérieure de l’égalité (1.43) donne :

d(dxj ∧ ωij) = d2xj ∧ ωij + dxj ∧ dωij = 0, (1.44)

ce qui entraı̂ne :

dxj ∧ dωij = 0. (1.45)

D’autre part, à partir de l’égalité (1.41) on a :

dωij = Ωi
j − ωik ∧ ωkj . (1.46)

En injectant l’égalité (1.46) dans (1.45), on obtient :

dxj ∧ (Ωi
j − ωik ∧ ωkj ) = dxj ∧ Ωi

j − dxj ∧ ωik ∧ ωkj = 0.
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Puisque le terme dxj ∧ ωkj ∧ ωik s’annule en l’absence de torsion, alors on obtient que :

dxj ∧ Ωi
j = 0. (1.47)

En substituant (1.45) dans (1.47), on obtient :

1

2
Ri
jkldx

j ∧ dxk ∧ dxl + P i
jkldx

j ∧ dxk ∧ δy
l

F
+

1

2
Qi
jkldx

j ∧ δy
k

F
∧ δy

l

F
= 0. (1.48)

Les trois termes de (1.48) étant complètement indépendants, alors on a que :
Ri
jkldx

j ∧ dxk ∧ dxl = 0

P i
jkldx

j ∧ dxk ∧ δyl

F
= 0

Qi
jkldx

j ∧ δyk

F
∧ δyl

F
= 0.

Comme conséquence du système précédant, nous avons les propositions suivantes :

Proposition 1.5.10. La hh-courbure R satisfait la première identité de Bianchi, c’est-à-dire :

Ri
jkl +Ri

klj +Ri
ljk = 0 (1.49)

Démonstration. On a :

Ri
jkldx

j ∧ dxk ∧ dxl = 0

Ri
kljdx

k ∧ dxl ∧ dxj = 0

Ri
ljkdx

l ∧ dxj ∧ dxk = 0.

En sommant membre à membre les égalités précédantes on obtient :

(Ri
jkl +Ri

klj +Ri
ljk)dx

j ∧ dxk ∧ dxl = 0.

Puisque dxj ∧ dxk ∧ dxl 6= 0, alors on a :

Ri
jkl +Ri

klj +Ri
ljk = 0.

D’où la première identité de Bianchi.

Proposition 1.5.11. La hv-courbure P est symétrique par rapport à j, k c’est-à-dire :

P i
jkl = P i

kjl. (1.50)

Démonstration. Par définition, on a :

P i
jkldx

j ∧ dxk ∧ δy
l

F
= 0

P i
kjldx

k ∧ dxj ∧ δy
l

F
= 0.
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En sommant les égalités précédantes, on obtient la relation suivante :

(P i
jkl − P i

kjl)dx
j ∧ dxk ∧ δy

l

F
= 0.

Puisque dxj ∧ dxk ∧ δyl

F
6= 0, alors on a : P i

jkl − P i
kjl = 0. D’où le résultat.

Proposition 1.5.12. La vv-courbure Q est symétrique par rapport aux indices k, l, c’est-à-dire :

Qi
jkl = Qi

jlk. (1.51)

Démonstration. Par définition

Qi
jkldx

j ∧ δy
k

F
∧ δy

l

F
= 0

Qi
jlkdx

j ∧ δy
l

F
∧ δy

k

F
= 0.

En sommant les égalités précédantes, on obtient :

(Qi
jkl −Qi

jlk)dx
j ∧ δy

k

F
∧ δy

l

F
= 0.

Puisque dxj ∧ δyk

F
∧ δyl

F
6= 0, alors Qi

jkl −Qi
jlk = 0. D’où le résultat.

Corollaire 1.5.1. Pour la connexion de Chern la vv-courbure Q est nulle c’est-à-dire

Qi
jkl = 0.

Ainsi l’expression de la 2-forme de la courbure (1.42) se reduit à :

Ωi
j =

1

2
Ri
jkldx

k ∧ dxl + P i
jkldx

k ∧ δy
l

F
. (1.52)

La proposition suivante définie la hh- et hv-courbures en coordonnées naturelles.

Proposition 1.5.13. ([2]) La hh-courbure R et la hv-courbure P s’expriment en coordonnées
naturelles comme suit :

Ri
jkl =

δΓijl
δxk
−
δΓijk
δxl

+ ΓihkΓ
h
jl − ΓihlΓ

h
jk

P i
jkl = −F

∂Γijk
∂yl

.
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Démonstration. Par définition la 2-forme de courbure est donnée par :

Ωi
j = dωij + ωik ∧ ωkj .

D’autre part, on a d’après (1.52) :

Ωi
j =

1

2
Ri
jkldx

k ∧ dxl + P i
jkldx

k ∧ δy
l

F
.

On obtient :

dωij + ωik ∧ ωkj =
1

2
Ri
jkldx

k ∧ dxl + P i
jkldx

k ∧ δy
l

F
. (1.53)

Puisque ωij sont des 1-formes, alors :

dωij = dΓijl ∧ dxl (1.54)

avec dΓijl une 1-forme locale sur TM0 qui s’exprime en terme de dxk et δy
k

F
comme suit :

dΓijl =
δΓijl
δxk

dxk + F
∂Γijl
∂yk

δyk

F
. (1.55)

En injectant (1.55) dans la partie gauche de (1.54), on obtient :

dωij =
δΓijl
δxk

dxk ∧ dxl + F
∂Γijl
∂yk

δyk

F
∧ dxl. (1.56)

D’autre part on a : ωij = Γikldx
l, alors on déduit que :

ωih ∧ ωhj = (Γihkdx
k) ∧ (Γhjldx

l) = ΓihkΓ
h
jl(dx

k ∧ dxl). (1.57)

En remplaçant (1.56) et (1.57) dans (1.53), on obtient :

δΓijl
δxk

dxk ∧ dxl + F
∂Γijk
∂yl

δyl

F
∧ dxk + ΓihkΓ

h
jldx

k ∧ dxl =
1

2
Ri
jkldx

k ∧ dxl + P i
jkldx

k ∧ δy
l

F
,

équivalent à,(δΓijl
δxk

+ ΓihkΓ
h
jl

)
dxk ∧ dxl − F

∂Γijk
∂yl

dxk ∧ δy
l

F
=

1

2
Ri
jkldx

k ∧ dxl + P i
jkldx

k ∧ δy
l

F
. (1.58)

Par identification on déduit :

1

2
Ri
jkl =

δΓijl
δxk

+ ΓihkΓ
h
jl et

1

2
Ri
jlk =

δΓijk
δxl

+ ΓihlΓ
h
jk.
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L’équation (1.58), peut se réecrire sous la forme suivante :[(δΓijl
δxk

+ ΓihkΓ
h
jl

)
+
(
−
δΓijk
δxl
− ΓihlΓ

h
jk

)]
dxk ∧ dxl − F

∂Γijk
∂yl

=
(1

2
Ri
jlk −

1

2
Ri
jlk

)
dxk ∧ dxl + P i

jkldx
k ∧ δy

l

F

= Ri
jkldx

k ∧ dxl + P i
jkldx

k ∧ δy
l

F
, car Ri

jlk = −Ri
jlk.

D’où le résultat.

La presque g−compatibilité de la connexion de Chern entraı̂ne :

dgij − gkjωki − gikωkj = 2Aijs
δys

F
.

En prenant la dérivée extérieure de cette égalité, on obtient :

2d(Aijs)
δys

F
+ 2Aijsd

(δys
F

)
+ dgkjω

k
i + gkjdω

k
i + dgikω

k
j + gikdω

k
j = 0.

et on déduit l’expression suivante :

Ωij + Ωji = −2(∇A)ijk ∧
δyk

F
− 2Aijk

[
d
(δyk
F

)
+ ωkl ∧

δyl

F

]
.

Proposition 1.5.14. ([2]) La 2-forme de courbure vérifie l’égalité appelée l’identité fondamen-
tale suivante :

Ωij + Ωji = −(AijuR
u
kl)dx

k ∧ dxl

− 2(AijuP
u
kl + Aijl|k)dx

k ∧ δy
l

F

+ 2(Aijk;l − Aijk`l)
δyk

F
∧ δy

l

F
. (1.59)

où les notations suivantes ont été introduites :

Ri
kl := `jRi

jkl

P i
kl := P i

jkl

Remarque 1.5.7. A partir de l’identité fondamentale on obtient une multitude d’information sur
la hh- et hv-courbures.

Corollaire 1.5.2. Les coefficients de dxk ∧ dxl dans l’identité fondamentale (1.59) implique :

Rijkl +Rjikl = 2(−AijuRu
kl) =: 2Bijkl (1.60)

avec Bijkl := −AijuRu
kl.
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A partir de la formule (1.60) et de la première identité de Bianchi, on peut déduire la relation
suivante :

Rklji −Rjikl = (Bklji −Bjikl) + (Bkilj −Bljki) + (Biljk −Bjkil) (1.61)

Posons :Rik := `jRjikl`
l. En utilisant (1.60) et (1.61), on obtient :

Rki = Rik. (1.62)

Corollaire 1.5.3. ([2]) Les coefficients de dxk∧ δyl
F

dans l’identité fondamentale (1.59) implique :

Pijkl + Pjikl = −2AijuP
u
kl − 2Aijl|k. (1.63)

Bao et al. [2] ont utilisé la relation précédente pour obtenir la formule suivante appelée rela-
tion constitutive :

Pjikl = −(Aijl|k − Ajkl|i + Akil|j) + AuijȦukl − AujkȦuil + AukiȦujl (1.64)

où Ȧijk = Aijk|s`
s. La relation constitutive implique que le second tenseur de courbure de Chern

P est un fonctionnel du tenseur de Cartan Aijk et de sa dérivée covariante horizontale Aijk|s plus
précisement :

Corollaire 1.5.4. ([2]) Les coefficients de δyk

F
∧ δyl

F
dans l’expression de l’identité fondamentale

(1.59) entraı̂ne :

Aijk;l − Aijl;k = Aijkll − Aijllk. (1.65)

La dérivée extérieure de la 2-forme de courbure (1.41) de la connexion de Chern donne l’égalité
suivante :

dΩi
j − ωkj ∧ Ωi

k + ωik ∧ Ωk
j = 0. (1.66)

En substituant Ωi
j par son expression (1.52) dans l’égalité (1.66), on obtient le résultat suivant :

0 =
1

2

(
Ri
jkl|t − P i

jkuR
u
lt

)
dxk ∧ dxl ∧ dxt

+
1

2

(
Ri
jkl;t − 2P i

jkt|l + 2P i
jkuȦ

u
lt

)
dxk ∧ dxl ∧ δy

t

F

+
(
P i
jkl;t − P i

jkllt

)
dxk ∧ δy

l

F
∧ δy

t

F
.

Ce résultat est une réformulation de la deuxième identité de Bianchi et est équivalent aux trois
identités suivantes :

Ri
jkl|t +Ri

jlt|k +Ri
jtk|l = P i

jkuR
u
lt + P i

jluR
u
tk + P i

jtuR
u
kl (1.67)
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Ri
jkl;t = P i

jkl|l + P i
jlt|k − (P i

jkuȦ
u
lt − P i

jluȦ
u
kt) (1.68)

P i
jkl;t − P i

jkt;l = P i
jkllt − P i

jktll (1.69)

La relation (1.68) est appelée relation constitutive pour le premier tenseur de courbure de Chern
R, c’est-à-dire Ri

jkl est un fonctionnel du tenseur Ri
k et ses première et seconde dérivées co-

variantes verticales, de Ȧ et ses premières dérivées covariantes horizontales. Explicitement la
relation constitutive de R s’écrit :

Ri
jkl =

1

3

(
Ri
k;l;j −Ri

l;k;j + `jR
i
k;l − `jRi

l;k

)
+

2

3B
ig(Ri

k;j`l −Ri
l;j`k +Ri

kgjl −Ri
lgjk

)
− (Ȧijl|k − Ȧijk|l + ȦiukȦ

u
jl − ȦiulȦujk).

Soient X, Y ∈ TM0 deux vecteurs locaux et pour toute 1-forme ω, on a la formule de Cartan
suivante :

(dω)(X, Y ) = d[ω(Y )](X)− d[ω(X)](Y )− ω([X, Y ]). (1.70)

Soit ξ = ξj ∂
∂xj

une section locale de π∗TM . En utilisant la formule de Cartan, on montre que :

ξjΩi
j(X, Y )

∂

∂xi
= (∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ])ξ. (1.71)

Notons que la distribution horizontale est engendrée par les δ
δx

et la distribution verticale est
engendrée par F ∂

∂y
. En utilisant la formule de Cartan, on montre que :[ δ

δxk
,
δ

δxl

]
= −`jRi

jklF
∂

∂yi
.

c’est-à-dire que le crochet de Lie des champs de vecteurs horizontaux est strictement vertical et
la distribution horizontale n’est pas involutive, donc pas intégrable. De même on montre que :[ δ

δxk
, F

∂

∂yl

]
=
{
Ȧikl +

`i

F

(
F`k

)
x`
− `iNkl

F

}
F
∂

∂yi
.

c’est-à-dire que le crochet de Lie d’un champ de vecteur horizontal et d’un champ de vecteur
vertical est strictement vertical. Enfin, on montre que :[

F
∂

∂yk
, F

∂

∂y`

]
= (`kδ

i
` − ``δik)F

∂

∂yi
.

c’est-à-dire que le crochet de Lie des champs de vecteurs verticaux est strictement vertical et la
distribution verticale est involutive donc intégrable.
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En coordonnées locales, les hh-courbure et hv-courbure sont données par les relations sui-
vantes :

R
( δ

δxk
,
δ

δxl

) ∂

∂xi
= ∇ δ

δxk
∇ δ

δxl

∂

∂xi
−∇ δ

δxl
∇ δ

δxk

∂

∂xi
−∇[ δ

δxk
, δ
δxl

] ∂
∂xi

(1.72)

et

P
( δ

δxk
, F

∂

∂yl

) ∂

∂xi
= ∇ δ

δxk
∇F ∂

∂yl

∂

∂xi
−∇F ∂

∂yl
∇ δ

δxk

∂

∂xi
−∇[ δ

δxk
,F ∂

∂yl

] ∂
∂xi

(1.73)
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CHAPITRE DEUX

MÉTRIQUES DE WALKER OSSERMAN

Dans ce chapitre nous allons construire des exemples de métriques pseudo-riemanniennes de
Walker-Osserman en utilisant l’extension riemannienne. L’extension riemannienne est une tech-
nique qui établit un lien entre la géométrie affine et la géométrie pseudo-riemannienne. Elle
jout un rôle important dans divers questions concernant la géométrie spectrale de l’opérateur de
courbure.

Dans la première section de ce chapitre, nous rappelons les notions de base et quelques
résultats de description sur les variétés affines d’Osserman. La deuxième section est consacrée
à la description de deux familles de connexion affine d’Osserman sur une 3-variété affine. A
la troisième section, une description d’une famille de connexion affine d’Osserman sur une 4-
variété affine est donnée. Comme application des variétés affines d’Osserman, des métriques de
Walker-Osserman de signature (3, 3) et de signature (4, 4) sont construites sur le fibré cotangent
de la variété affine, c’est l’object de la quatrième section. Ces travaux ont conduit à la publication
de deux papiers [17],[29].

2.1 Notions préliminaires sur les variétés affines d’Osserman

Dans cette section, nous présentons quelques résultats consernant l’étude de la conjecture
d’Osserman en géométrie affine. Notons que cette étude est confrontée à une difficuté due au fait
que la sphère en fibré unité ne peut être définie. Par conséquent l’opérateur de Jacobi de toute
variété affine d’Osserman a pour valeurs propres zéro. Cependant de telles variétés ne sont pas
nécessairement plates.

2.1.1 Variétés affines d’Osserman

Définition 2.1.1. Soient (M,∇) une variété de dimension m munie d’une connexion affine ∇,
p un point de M et X un vecteur de l’espace tangent TpM en un point p de la variété M . On
appelle opérateur de Jacobi affine en p, l’endomorphisme JR∇(X) de TpM défini par :

JR∇(X)Y = R∇(Y,X)X,
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pour tout Y ∈ TpM etR∇ est l’opérateur de courbure induit par la connexion affine∇.

Définition 2.1.2. Soit (M,∇) une variété affine de dimension m. Alors (M,∇) est dite affine
d’Osserman en un point p de M si le polynôme caractéristique de l’opérateur de Jacobi affine
en p est indépendant du choix de X dans TpM . La variété (M,∇) est dite affine d’Osserman (ou
globalement affine d’Osserman) si elle est affine d’Osserman en chaque point p de M .

Théorème 2.1.1. Soit M une variété de dimension m munie d’une connexion affine ∇. Alors
(M,∇) est une variété affine d’Osserman en un point p ∈ M si le polynôme caractéristique de
l’opérateur de Jacobi affine JR∇(X) est donné par :

Pλ(JR∇(X)) = λm

pour tout X ∈ TpM .

Corollaire 2.1.1. Si (M,∇) est une variété affine d’Osserman, alors le spectre de l’opérateur
de Jacobi affine noté spec{JR∇(X)} ,est réduit au singleton zéro, c’est-à-dire que

spec{JR∇(X)} = {0}

Corollaire 2.1.2. Si (M,∇) est une variété affine d’Osserman, alors son tenseur de Ricci est
antisymétrique.

Remarque 2.1.1. Contrairement aux variétés riemanniennes d’Osserman, les notions de variétés
affines d’Osserman en un point, affines d’Osserman point par point et globalement affine d’Os-
serman sont équivalentes.

Remarque 2.1.2. Les variétés affines d’Osserman se placent à un point de confluence de deux
théories : la géométrie affine et la géométrie pseudo-riemannienne. Ce qui, en soit, les confère
un certain intérêt.

2.1.2 Classification des connexions affines d’Osserman

Théorème 2.1.2. [12] Soit R2 muni de la connexion affine sans torsion donnée par :
∇∂1∂1 = f 1

11(u1, u2)∂1 + f 2
11(u1, u2)∂2;

∇∂1∂2 = f 1
12(u1, u2)∂1 + f 2

12(u1, u2)∂2;

∇∂2∂2 = f 1
22(u1, u2)∂1 + f 2

22(u1, u2)∂2.

Alors la connexion affine∇ est Osserman si et seulement si les coefficients de la connexion affine
sont solutions du système suivant :

∂2f
2
11 − ∂1f

2
12 + f 2

12(f 1
11 − f 2

12) + f 2
11(f 2

22 − f 1
12) = 0;

∂1f
1
22 − ∂2f

1
12 + f 1

22(f 1
11 − f 2

12) + f 1
12(f 2

22 − f 1
12) = 0;

∂1f
1
12 − ∂2f

1
11 − ∂1f

2
22 + ∂2f

2
12 + 2(f 1

12f
2
12 − f 2

11f
1
22) = 0.
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La description des surfaces affine d’Osserman est complète. Toute surface affine est Osser-
man si et seulement si le tenseur de Ricci de la connexion affine associée est antisymétrique.
En grande dimension, l’antisymétrie du tenseur de Ricci est une condition nécessaire mais pas
suffisante pour une connexion affine d’être Osserman. Ce qui rend la classification des variétés
affine d’Osserman de dimension grande un sujet d’actualité. Pour plus de détails voir [12], [24].
En dimension 3 la description des connexions affine d’Osserman est incomplète, mais des résultats
partiels existent dans la littérature.

Proposition 2.1.1. [15] Soit M une variété de dimension 3 munie de connexion affine sans
torsion∇ définie par : 

∇∂1∂1 = f1(u1, u2, u3)∂1;

∇∂2∂2 = f2(u1, u2, u3)∂2;

∇∂3∂3 = f3(u1, u2, u3)∂2.

Alors (M,∇) est affine d’Osserman si et seulement si les coefficients de la connexion satisfont :


f1(u1, u2, u3) = A(u1, u2);

f2(u1, u2, u3) = B(u1, u2);

f3(u1, u2, u3) = k(u3)eC(u1,u2).

où k est une fonction et A, B et C vérifient :

∂2A+ ∂1B = 0, où ∂2C = −B et ∂1C = A.

Proposition 2.1.2. [16] Soit M une 3-variété affine munie de la connexion donnée par :
∇∂1∂1 = f1(u1, u2, u3)∂1;

∇∂2∂2 = f2(u1, u2, u3)∂1;

∇∂3∂3 = f3(u1, u2, u3)∂1.

Alors (M,∇) est affine d’Osserman si et seulement si les coefficients de la connexion satisfont :

f1(u1, u2, u3) = f1(u1), ∂1f2 + f1(u1)f2 = 0, et ∂1f3 + f1(u1)f3 = 0.

Proposition 2.1.3. [16] Soit M une 3-variété affine munie de la connexion donnée par :
∇∂1∂1 = f1(u1, u2, u3)∂1;

∇∂2∂2 = f2(u1, u2, u3)∂2;

∇∂3∂3 = f3(u1, u2, u3)∂3.

Alors (M,∇) est affine d’Osserman, si et seulement si les coefficients de la connexion satisfont :{
∂2f1 + ∂1f2 = 0; ∂3f1 + ∂1f3 = 0; ∂3f2 + ∂2f3 = 0;

(∂1f2)(∂3f1) = 0; (∂2f1)(∂3f2) = 0; (∂3f2)(∂1f3) = 0.
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Proposition 2.1.4. [14] Soit M une 3-variété affine munie de la connexion donnée par :
∇∂1∂1 = f1(u1, u2, u3)∂2;

∇∂2∂2 = f2(u1, u2, u3)∂2;

∇∂3∂3 = f3(u1, u2, u3)∂2.

Alors (M,∇) est affine d’Osserman si et seulement si les coefficients de la connexion affine
satisfont

f2(u1, u1, u3) = f2(u2), ∂2f1 + f1f2(u2) = 0 et ∂2f3 + f2(u2)f3 = 0.

Théorème 2.1.3. [20] Soit M une 3-variété affine munie de la connexion donnée par :
∇∂1∂1 = f1(u1, u2, u3)∂3;

∇∂2∂2 = f2(u1, u2, u3)∂3;

∇∂3∂3 = f3(u1, u2, u3)∂3.

Alors (M,∇) est affine d’Osserman si et seulement si les coefficients de la connexion affine
satisfont :

f3(u1, u1, u3) = f3(u3), ∂3f1 + f1f3(u3) = 0 et ∂3f2 + f2f3(u3) = 0.

De plus la connexion affine d’Osserman est locolement symétrique si les coefficients de la connexion
affine sont solutions du système suivant :

∂1∂2f1 = 0, ∂2∂1f2 = 0, ∂2
1f2 = 0, ∂2

2f1 = 0,

∂3∂2f1 + f3∂2f1 = 0, ∂3∂1f2 + f3∂1f2 = 0,

∂2
3f1 + 2f3∂3f1 + f1f

2
3 = 0, ∂2

3f2 + 2f3∂3f2 + f2f
2
3 = 0.

Proposition 2.1.5. [22] Soit R3 muni de la connexion donnée par :
∇∂1∂1 = f1(u1, u2, u3)∂2;

∇∂2∂2 = f2(u1, u2, u3)∂3;

∇∂3∂3 = f3(u1, u2, u3)∂1.

Alors (R3,∇) est affine d’Osserman si et seulement si l’une au moins des conditions suivantes
est vraie :

(i). f1 = p(u1), f2 = q(u1, u2) et f3 = 0.

(ii). f1 = p(u1, u3), f2 = 0 et f3 = r(u3).

(iii). f1 = 0, f2 = q(u2) et f3 = r(u2, u3).

Cette famille de connexions affines d’Osserman est à courbure de Ricci nulle mais la connexion
n’est pas plate.
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Proposition 2.1.6. [22] Soit R3 muni de la connexion donnée par :
∇∂1∂1 = f1(u1, u2, u3)∂3;

∇∂2∂2 = f2(u1, u2, u3)∂1;

∇∂3∂3 = f3(u1, u2, u3)∂2.

Alors (R3,∇) est affine d’Osserman si et seulement si l’une au moins des conditions suivantes
est vraie :

(i). f1 = p(u1, u2), f2 = q(u2) et f3 = 0.

(ii). f1 = p(u1), f2 = 0 et f3 = r(u1, u3).

(iii). f1 = 0, f2 = q(u2, u3) et f3 = r(u3).

Proposition 2.1.7. [22] Soit R3 muni de la connexion donnée par :

∇∂1∂1 = f1(u3)∂1 et ∇∂1∂3 = f1(u3)∂3.

Alors (R3,∇) est une variété affine d’Osserman à courbure de Ricci non nulle. Cependant, si
f1(u3) est constante, alors (M,∇) une variété affine d’Osserman à courbure de Ricci nulle.

Proposition 2.1.8. [22] Soit R3 muni de la connexion donnée par :

∇∂1∂1 = f1(u2)∂1; ∇∂1∂2 = f1(u2)∂2.

Alors (M,∇) est une variété affine d’Osserman à courbure de Ricci non nulle.

2.2 Exemple de famille de connexion affine d’Osserman sur
une 3-variété

Dans cette section, nous décrivons deux familles de connexions affine où l’antisymétrie du
tenseur de Ricci est une condition suffisante d’être Osserman.

2.2.1 Famille 1

Dans cette section M est une variété de dimension 3 et ∇ une connexion affine lisse sans
torsion. Soit (u1, u2, u3) un système de coordonnées locales dans un domaine U ⊂ M telle que
la connexion affine∇ soit définie par :

∇∂1∂1 = f1(u1, u2, u3)∂2;

∇∂1∂2 = f2(u1, u2, u3)∂2;

∇∂1∂3 = f3(u1, u2, u3)∂2;

∇∂2∂2 = f4(u1, u2, u3)∂2;

∇∂2∂3 = f5(u1, u2, u3)∂2;

∇∂3∂3 = f6(u1, u2, u3)∂2.

(2.1)
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Cette famille généralise la famille étudiée dans le papier [14].
À partir de la formule R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, on montre que les compo-
santes non nulles de l’opérateur de courbure de la connexion affine (2.1) sont données par

R(∂1, ∂2)∂1 = (∂1f2 − ∂2f1 + f 2
2 − f1f4)∂2

R(∂1, ∂2)∂2 = (∂1f4 − ∂2f2)∂2

R(∂1, ∂2)∂3 = (∂1f5 − ∂2f3 + f2f5 − f3f4)∂2

R(∂1, ∂3)∂1 = (∂1f3 − ∂3f1 + f2f3 − f1f5)∂2

R(∂1, ∂3)∂2 = (∂1f5 − ∂3f2)∂2

R(∂1, ∂3)∂3 = (∂1f6 − ∂3f3 + f2f6 − f3f5)∂2

R(∂2, ∂3)∂1 = (∂2f3 − ∂3f2 + f3f4 − f2f5)∂2

R(∂2, ∂3)∂2 = (∂2f5 − ∂3f4)∂2

R(∂2, ∂3)∂3 = (∂2f6 − ∂3f5 + f4f6 − f 2
5 )∂2.

On montre facilement que les composantes non nulles du tenseur de Ricci sont données par :



Ric(∂1, ∂1) = ∂2f1 − ∂1f2 + f1f4 − f 2
2

Ric(∂1, ∂2) = ∂2f2 − ∂1f4

Ric(∂1, ∂3) = ∂2f3 − ∂1f5 + f3f4 − f2f5

Ric(∂3, ∂1) = ∂2f3 − ∂3f2 + f3f4 − f2f5

Ric(∂3, ∂2) = ∂2f5 − ∂3f4

Ric(∂3, ∂3) = ∂2f6 − ∂3f5 + f4f6 − f 2
5 .

(2.2)

L’antisymétrie du tenseur de Ricci est équivalente à :


Ric(∂1, ∂1) = Ric(∂3, ∂3) = 0

Ric(∂1, ∂2) = 0

Ric(∂1, ∂3) +Ric(∂3, ∂1) = 0

Ric(∂3, ∂2) = 0.

(2.3)

À partir de (2.1) et (2.3), nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.2.1. [17] La connexion affine ∇ définie en (2.1) est anti-symétrique si les coeffi-
cients de la connexion fi, i = 1, . . . , 6 sont solutions du système d’équations suivant :

∂2f2 − ∂1f4 = 0; ∂2f5 − ∂3f4 = 0

∂2f1 − ∂1f2 + f1f4 − f 2
2 = 0

∂2f6 − ∂3f5 + f4f6 − f 2
5 = 0

2∂2f3 − ∂1f5 − ∂3f2 + 2f3f4 − 2f2f5 = 0. (2.4)
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Corollaire 2.2.1. [14] Soit ∇ la connexion affine définie comme en (2.1) avec f2 = f3 = f5 =

0. Alors la connexion affine est anti-symétrique si seulement si les coefficients f1, f4, f6 sont
solutions du système d’équations suivant :

f4(u1, u2, u3) = f1(u2), ∂2f1 + f1f4 = 0, et ∂2f6 + f4f6 = 0. (2.5)

Nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.2.2. [17] Soit (M,∇) une variété affine de dimension 3 munie de la connexion
donnée par (2.1). Alors (M,∇) est affine Osserman si et seulement si le tenseur de Ricci est
anti-symétrique.

Démonstration. Comme le tenseur de Ricci de toute connexion affine d’Osserman est anti-
symétrique, il vient que la condition nécéssaire pour que la connexion affine (2.1) soit Osserman
est :

∂2f2 − ∂1f4 = 0; ∂2f5 − ∂3f4 = 0

∂2f1 − ∂1f2 + f1f4 − f 2
2 = 0

∂2f6 − ∂3f5 + f4f6 − f 2
5 = 0

et

2∂2f3 − ∂1f5 − ∂3f2 + 2f3f4 − 2f2f5 = 0.

Alors, l’opérateur de Jacobi affine associé s’exprime, en coordonnées locales comme suit :

(JR∇(X)) =

 0 0 0

a 0 c

0 0 0

 ,

avec

a = α1α3

(
∂1f3 − ∂3f1 + f2f3 − f1f4

)
+α2α3

(
2∂1f5 − ∂2f3 − ∂3f2 + f2f5 − f3f4

)
+α2

3

(
∂1f6 − ∂3f3 + f2f6 − f3f5

)
;

c = −α2
1

(
∂1f3 − ∂3f1 + f2f3 − f1f5

)
−α1α2

(
∂1f5 − ∂2f3 − 2∂3f2 + f3f4 − f2f5

)
−α1α3

(
∂1f6 − ∂3f3 + f2f6 − f3f5

)
.
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Le polynôme caractéristique de l’opérateur de Jacobi affine est :

Pλ[JR∇(X)] = −λ3

qui a zéro comme valeurs propres

Exemple 2.2.1. [17] Suivant le Corollaire 2.2.1, on peut construire des exemples de connexions
affines d’Osserman. La connexion suivante sur R3 dont les coefficients non nuls sont donnés par

∇∂1∂1 = u1u3∂2 et ∇∂3∂3 = (u1 + u3)∂2 (2.6)

est affine d’Osserman non plate.

2.2.2 Famille 2.

Dans cette section M est une variété de dimension 3 et ∇ une connextion affine lisse sans
torsion. Soit (u1, u2, u3) un système de coordonnées locales dans un domaine U ⊂ M tel que la
connexion affine∇ soit définie par :



∇∂1∂1 = f1(u1, u2, u3)∂1;

∇∂1∂2 = f2(u1, u2, u3)∂1;

∇∂1∂3 = f3(u1, u2, u3)∂1;

∇∂2∂2 = f4(u1, u2, u3)∂1;

∇∂2∂3 = f5(u1, u2, u3)∂1;

∇∂3∂3 = f6(u1, u2, u3)∂1.

(2.7)

Cette famille de connextions affine généralise la famille étudiée dans le papier [16].
A partir de la formule R(X, Y )Z = ∇X∇YZ − ∇Y∇XZ∇[X,Y ]Z, on montre que les compo-
santes non nulles de l’opérateur de courbure de la connexion affine (2.7) sont données par :

R(∂1, ∂2)∂1 = (∂1f2 − ∂2f1)∂1

R(∂1, ∂2)∂2 = (f1f4 + ∂1f4 − f 2
2 − ∂2f2)∂1

R(∂1, ∂2)∂3 = (f1f5 + ∂1f5 − f2f3 − ∂2f3)∂1

R(∂1, ∂3)∂1 = (∂1f3 − ∂3f1)∂1

R(∂1, ∂3)∂2 = (f1f5 + ∂1f5 − f2f3 − ∂3f2)∂1

R(∂1, ∂3)∂3 = (f1f6 + ∂1f6 − f 2
3 − ∂3f3)∂1

R(∂2, ∂3)∂1 = (∂2f3 − ∂3f2)∂1

R(∂2, ∂3)∂2 = (f2f5 + ∂2f5 − f3f4 − ∂3f4)∂1

R(∂2, ∂3)∂3 = (f2f6 + ∂2f6 − f3f5 − ∂3f5)∂1.
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On montre facilement que les composantes non nulles du tenseur de Ricci sont données par

Ric(∂2, ∂1) = ∂1f2 − ∂2f1

Ric(∂2, ∂2) = f1f4 + ∂1f4 − f 2
2 − ∂2f1

Ric(∂2, ∂3) = f1f5 + ∂1f5 − f2f3 − ∂2f3

Ric(∂3, ∂1) = ∂1f3 − ∂3f1

Ric(∂3, ∂2) = f1f5 + ∂1f5 − f2f3 − ∂3f2

Ric(∂3, ∂3) = f1f6 + ∂1f6 − f 2
3 − ∂3f3

(2.8)

L’anti-symétrie du tenseur de Ricci est équivalente à :
Ric(∂2, ∂2) = Ric(∂3, ∂3) = 0

Ric(∂2, ∂1) = 0

Ric(∂3, ∂1) = 0

Ric(∂2, ∂3) +Ric(∂3, ∂2) = 0.

(2.9)

A partir de (2.7) et (2.9), nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.2.3. La connexion affine ∇ définie en (2.7) est anti-symétrique si les coéficients
de la connexion fi, i = 1, . . . , 6 sont solutions du système d’équations suivant :

∂1f2 − ∂2f1 = 0 ∂1f3 − ∂3f1 = 0

∂1f4 − ∂2f2 + f1f4 − f 2
2 = 0

∂1f6 − ∂3f3 + f1f6 − f 2
3 = 0

2∂1f5 − ∂2f3 − ∂3f2 + 2f1f5 − 2f2f3 = 0. (2.10)

Corollaire 2.2.2. [16] Soit ∇ la connexion affine définie comme en (2.7). supposons que f2 =

f3 = f5 = 0, Alors la connexion affine donnée en (2.7) est anti-symétrique si et seulement si les
coefficients de la connexion (2.7) vérifient :

f1(u1, u2, u3) = f1(u1), ∂1f4 + f1f4 = 0, et ∂1f6 + f1f6 = 0. (2.11)

Nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.2.4. Soit (M,∇) une variété affine de dimension 3 munie de la connexion donnée
par (2.7). Alors (M,∇) est affine Osserman si et seulement si le tenseur de Ricci est anti-
symétrique.

Démonstration. Comme le tenseur de Ricci de toute connexion affine d’Osserman est anti-
symétrique,il vient que la condition nécéssaire pour que la connexion affine (2.7) Soit Osserman
est :

∂1f2 − ∂2f1 = 0 ∂1f3 − ∂3f1 = 0 (2.12)

∂1f4 − ∂2f2 + f1f4 − f 2
2 = 0 ∂1f6 − ∂3f3 + f1f6 − f 2

3 = 0 (2.13)
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et

2∂1f5 − ∂2f3 − ∂3f2 + 2f1f5 − 2f2f3 = 0. (2.14)

Alors, l’opérateur de Jacobi affine associé s’exprime, en coordonnées locales comme suit :

(JR∇(X)) =

 0 b c

0 0 0

0 0 0

 ,

avec

b = α1α3

(
2∂2f3 − ∂3f1 − ∂1f5 − f1f5 + f2f3

)
+α2α3

(
∂2f5 − ∂3f4 + f2f5 − f3f4

)
+α2

3

(
∂2f6 − ∂3f5 + f2f6 − f3f5

)
;

c = −α1α2

(
∂2f3 − 2∂3f2 + ∂1f5 + f1f5 − f2f3

)
−α2

2

(
∂2f5 − ∂3f4 + f2f5 − f3f4

)
−α2α3

(
∂2f6 − ∂3f5 + f2f6 − f3f5

)
.

Le polynôme caractéristique de l’opérateur de Jacobi affine est :

Pλ[JR∇(X)] = −λ3

qui a zéro comme valeurs propres.

Exemple 2.2.2. La connextion suivante sur R3 dont les coéfficients non nuls sont donnés par :

∇∂2∂2 = u2u3∂1 et ∇∂3∂3 = (u2 + u3)∂1 (2.15)

est affine d’Osserman non plate.

2.3 Exemple d’une famille de connexion affine d’Osserman
sur une 4-variété

Soit M une variété affine de dimension 4 munie de la connexion affine sans torsion∇ définie
dans un système de coordonnées locales {u1, u2, u3, u4} par :
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∇∂1∂1 = f1∂4

∇∂1∂4 = f2∂4

∇∂2∂2 = f3∂4

∇∂2∂3 = f4∂4

∇∂3∂3 = f5∂4

∇∂4∂4 = f6∂4

(2.16)

où fi sont fonctions de u1, u2, u3, u4. Les composantes non nulles de l’opérateur de courbure
sont déterminées par :

R(∂1, ∂2)∂1 = −∂2f1∂4, R(∂1, ∂2)∂2 = (∂1f3 + f2f3)∂4;

R(∂1, ∂2)∂3 = (∂1f4 + f2f4)∂4, R(∂1, ∂2)∂4 = −∂2f2∂4;

R(∂1, ∂3)∂1 = −∂3f1∂4, R(∂1, ∂3)∂2 = (∂1f4 + f2f4)∂4;

R(∂1, ∂3)∂3 = (∂1f5 + f2f5)∂4, R(∂1, ∂3)∂4 = −∂3f2∂4;

R(∂1, ∂4)∂1 = (∂1f2 − ∂4f1 + f 2
2 − f1f6)∂4, R(∂1, ∂4)∂4 = (∂1f6 − ∂4f2)∂4

R(∂2, ∂3)∂2 = (∂2f4 − ∂3f3)∂4, R(∂2, ∂3)∂3 = (∂2f5 − ∂3f4)∂4

R(∂2, ∂4)∂1 = ∂2f2∂4, R(∂2, ∂4)∂2 = (−∂4f3 − f3f6)∂4

R(∂2, ∂4)∂3 = (−∂4f4 − f4f6)∂4, R(∂2, ∂4)∂4 = ∂2f6∂4

R(∂3, ∂4)∂1 = ∂3f2∂4, R(∂3, ∂4)∂2 = (−∂4f4 − f4f6)∂4

R(∂3, ∂4)∂3 = (−∂4f5 − f5f6)∂4, R(∂3, ∂4)∂4 = ∂3f6∂4.

On montre par des calculs simples que les composantes non nulls du tenseur de Ricci sont
données par :

Ric(∂1, ∂1) = ∂1f2 − ∂4f1 + f 2
2 − f1f6, Ric(∂1, ∂2) = ∂2f2,

Ric(∂1, ∂3) = ∂3f2, Ric(∂2, ∂2) = −∂4f3 − f3f6,

Ric(∂2, ∂3) = −∂4f4 − f4f6, Ric(∂3, ∂2) = −∂4f4 − f4f6,

Ric(∂3, ∂3) = −∂4f5 − f5f6, Ric(∂4, ∂1) = ∂1f6 − ∂4f2,

Ric(∂4, ∂2) = ∂2f6, Ric(∂4, ∂3) = ∂3f6,

Proposition 2.3.1. [29] La connection affine ∇ définie en (2.16) est anti-symétrique si les fonc-
tions f2 et f6 ont la forme suivante :

f2 = P (u1, u4) et f6 = Q(u1, u4)
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et fi, i = 1, . . . , 6 sont solution des équations aux dérivées partielles suivantes :

∂1f2 − ∂4f1 + f 2
2 − f1f6 = 0 ∂4f3 + f3f6 = 0

∂4f5 + f5f6 = 0 ∂1f6 − ∂4f2 = 0 ∂4f4 + f4f6 = 0.

Soit X =
∑4

i=1 αiX
i un champ de vecteurs sur (M,∇) ; l’opérateur de Jacobi affine est

donné par :

JR(X)∂i = α2
1R(∂i, ∂1)∂1 + α1α2R(∂i, ∂2)∂1 + α1α3R(∂i, ∂3)∂1

+ α1α4R(∂i, ∂4)∂1 + α1α2R(∂i, ∂1)∂2 + α2
2R(∂i, ∂2)∂2

+ α2α3R(∂i, ∂3)∂2 + α2α4R(∂i, ∂4)∂2 + α1α3R(∂i, ∂1)∂3

+ α2α3R(∂i, ∂2)∂3 + α2
3R(∂i, ∂3)∂3 + α3α4R(∂i, ∂4)∂3

+ α1α4R(∂i, ∂1)∂4 + α2α4R(∂i, ∂2)∂4 + α3α4R(∂i, ∂3)∂4

+ α2
4R(∂i, ∂4)∂4

l’expression matricielle de l’opérateur de Jacobi associé au vecteur X est

JR(X) =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

a1 a2 a3 0

 , (2.17)

où

a1 = −α1α2∂2f1 − α1α3∂3f1 + α2
2(∂1f3 + f2f3)

+2α2α3(∂1f4 + f2f4) + α2
3(∂1f5 + f2f5)

a2 = α2
1∂2f1 − α1α2(∂1f3 + f2f3) + α2α3(∂2f4 − ∂3f3)

−α1α3(∂1f4 + f2f4) + α2
3(∂2f5 − ∂3f4)

a3 = α2
1∂3f1 − α1α2(∂1f4 + f2f4)− α2

2(∂2f4 − ∂3f3)

−α1α3(∂1f5 + f2f5)− α2α3(∂2f5 − ∂3f4)

Le polynôme caractéristique de l’opérateur de Jacobi affine est :

Pλ(JR(X) = λ4. (2.18)

On a le résultat suivant :

Proposition 2.3.2. [29] soit (M,∇) une variété affine de dimension 4 munie de la connexion
sans torsion donnée en (2.16). Alors (M,∇) est affine Osserman si et seulement si le tenseur de
Ricci est anti-symétrique.
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Exemple 2.3.1. La connextion suivante sur R4 dont les coefficients non nuls sont donnés par :

∇∂1∂4 = (u1 + u4)∂4 et ∇∂4∂4 = (u1u4)∂4 (2.19)

est affine d’Osserman.

2.4 Exemple de métriques de Walker-Osserman de signature
(3, 3) et de signature (4, 4)

Dans cette section, nous utilisons le résultat suivant pour construire des exemples de métriques
pseudo-riemanniennes de Walker-Osserman.

Théorème 2.4.1. ([25]) Soit (T ∗M, g∇) le fibré cotangent d’une variété affine (M,∇) muni de
l’extension riemannienne g∇ de la connexion affine ∇. Alors (T ∗M, g∇) est une variété pseudo-
riemannienne d’Osserman si et seulement si (M,∇) est un espace affine d’Osserman.

2.4.1 Exemple de métriques de Walker-Osserman de signature (3, 3)

Soit (u1, u2, u3), un système de coordonnées locales sur une 3-variété affine (M,∇). L’exten-
sion riemannienne est la métrique pseudo-riemannienne notée ḡ sur le fibré cotangent T ∗M de
signature (3, 3) définie par :

ḡ(∂1, ∂4) = ḡ(∂2, ∂5) = ḡ(∂3, ∂6) = 1,

ḡ(∂1, ∂1) = −2u4f
1
11 − 2u5f

2
11 − 2u6f

3
11,

ḡ(∂1, ∂2) = −2u4f
1
12 − 2u5f

2
12 − 2u6f

3
12,

ḡ(∂1, ∂3) = −2u4f
1
13 − 2u5f

2
13 − 2u6f

3
13,

ḡ(∂2, ∂2) = −2u4f
1
22 − 2u5f

2
22 − 2u6f

3
22,

ḡ(∂2, ∂3) = −2u4f
1
23 − 2u5f

2
23 − 2u6f

3
23,

ḡ(∂3, ∂3) = −2u4f
1
33 − 2u5f

2
33 − 2u6f

3
33.

Considérons la connexion affine d’Osserman (2.6). L’extension riemannienne ḡ sur R6 de la
connexion (2.6) est de la forme :

ḡ =



−2u5u1u3 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 −2u5(u1 + u3) 0 0 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0


. (2.20)
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Les composantes non nulles de la dérivée covariante de ḡ sont données par

∇̄∂1∂1 = u1u3∂2 − u3u5∂4 + u1u5∂6, ∇̄∂1∂3 = −u1u5∂4 − u5∂6,

∇̄∂1∂5 = −u1u3∂4, ∇̄∂3∂3 = (u1 + u3)∂2 + u5∂4 − u5∂6,

∇̄∂3∂5 = −(u1 + u3)∂6.

On obtient de même, les composantes non nulles de l’opérateur de courbure de (R6, ḡ) par :

R(∂1, ∂3)∂1 = −u1∂2; R(∂1, ∂3)∂3 = ∂2; R(∂1, ∂3)∂5 = u1∂4 − ∂6;

R(∂1, ∂5)∂1 = −u1∂6; R(∂1, ∂5)∂3 = u1∂4; R(∂3, ∂5)∂1 = ∂6;

R(∂3, ∂5)∂3 = −∂4.

Si X =
∑6

i=1 αi∂i est un champ de vecteur sur R6, alors la matrice de l’opérateur de Jacobi
JR(X) = R(·, X)X est donnée par

(JR(X)) =

(
A 0

B At

)
,

où A est la matrice de taille 3× 3 définie par

A =

 0 0 0

1− u1 0 u1 − 1

0 0 0

 ;

et B est la matrice de taille 3× 3 définie par

B =

 2u1 0 −u1

0 0 0

−1− u1 0 1

 .

Alors on a :

Proposition 2.4.1. [17] L’extension riemannienne ḡ définie par (2.20) est une métrique Walker
Osserman de signature (3, 3).

Considérons la connexion affine donnée dans l’exemple (2.15). Son extension riemannienne
ḡ sur R6 est définie par :

ḡ =



0 0 0 1 0 0

0 −u4u2u3 0 0 1 0

0 0 −2u4(u2 + u3) 0 0 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0


. (2.21)

Proposition 2.4.2. L’extension riemannienne ḡ définie par (2.21) est une métrique de Walker-
Osserman de signature (3, 3).
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2.4.2 Exemple de métrique de Walker-Osserman de signature (4, 4)

Soit (u1, u2, u3, u4), un système de coordonnées locales sur la variété affine (M,∇) de di-
mension 4. On note ∇∂i∂j =

∑
k f

k
ij∂k pour i, j, k = 1, 2, 3, 4 pour définir les coefficient de la

connexion affine∇. Soit ω = u5du1 + u6du2 + u7du3 + u8du4 ∈ T ∗M : (u5, u6, u7, u8) sont les
coordonnées du fibré dual. L’extension riemannienne est la métrique pseudo-riemannienne ḡ sur
le fibré cotangent T ∗M de signature (4, 4) définie en posant :

ḡ(∂1, ∂5) = ḡ(∂2, ∂6) = ḡ(∂3, ∂7) = ḡ(∂4, ∂8) = 1,

ḡ(∂1, ∂1) = −2u5f
1
11 − 2u6f

2
11 − 2u7f

3
11 − 2u8f

4
11,

ḡ(∂1, ∂2) = −2u5f
1
12 − 2u6f

2
12 − 2u7f

3
12 − 2u8f

4
12,

ḡ(∂1, ∂2) = −2u5f
1
12 − 2u6f

2
12 − 2u7f

3
12 − 2u8f

4
12,

ḡ(∂1, ∂3) = −2u5f
1
13 − 2u6f

2
13 − 2u7f

3
13 − 2u8f

4
13,

ḡ(∂1, ∂4) = −2u5f
1
14 − 2u6f

2
14 − 2u7f

3
14 − 2u8f

4
14,

ḡ(∂2, ∂2) = −2u5f
1
22 − 2u6f

2
22 − 2u7f

3
22 − 2u8f

8
22,

ḡ(∂2, ∂3) = −2u5f
1
23 − 2u6f

2
23 − 2u7f

3
23 − 2u8f

4
23,

ḡ(∂2, ∂4) = −2u5f
1
24 − 2u6f

2
24 − 2u7f

3
24 − 2u8f

4
24,

ḡ(∂3, ∂3) = −2u5f
1
33 − 2u6f

2
33 − 2u7f

3
33 − 2u8f

4
33,

ḡ(∂3, ∂4) = −2u5f
1
34 − 2u6f

2
34 − 2u7f

3
34 − 2u8f

4
34,

ḡ(∂4, ∂4) = −2u5f
1
44 − 2u6f

2
44 − 2u7f

3
44 − 2u8f

4
44.

Considerons la connexion affine donnée en (2.19). Son extension Riemannienne ḡ sur R8 est
definie par :

ḡ =



0 0 0 −2u8(u1 + u4) 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

−2u8(u1 + u4) 0 0 −2u8u1u4 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0


(2.22)

Proposition 2.4.3. L’extension riemannienne ḡ définie par (2.22) est une métrique Walker-Osserman
de signature (4, 4).

La géométrie de Walker est intimement liée à de nombreuses questions en physique mathématique.
Notons que l’extension riemannienne est nécessairement une métrique de Walker. C’est un re-
marquable fait que les métriques de Walker satisfaisant à certaines conditions de courbure natu-
relles sont localement des extentions riemanniennes,conduisant ainsi le problème de classifica-
tion correspondant à une tâche en géométrie affine comme montré dans [5]. Chaichi et al. [6] ont
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étudié les conditions pour qu’une métrique de Walker soit Einstein, Osserman, ou conforment
plate localement et ont obtenu ainsi des solutions exates aux équations d’Einstein pour une variété
de Walker restreinte.
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CHAPITRE TROIS

VARIETES DE FINSLER OSSERMAN

Dans ce chapitre, nous formulons un problème de type d’Osserman sur une variété de Finsler,
ce qui nous amène à étudier l’opérateur de Jacobi associé en Finsler. La première section de ce
chapitre rappelle l’approche intrinsèque du théorème d’existence et d’unicité de la connexion de
Chern developpée dans [32]. Les objects géométriques associés à la connexion de Chern sont
aussi présentés. A la deuxième section de ce chapitre, nous introduisons la notion de l’opérateur
de Jacobi en géométrie de Finsler et la notion de variété de Finsler presque Osserman. Nous
établissons quelques propriétés sur les variétés de Finsler presque Osserman. A la dernière sec-
tion de ce chapitre, un exemple d’une connexion de Chern qui est Finsler presque Osserman est
donné. Les resultats contenus dans ce chapitre ont fait l’object d’une publication [30].

3.1 Formulation intrinsèque de la connexion de Chern

Soit (M,F ) une variété finslérienne. Soit la submersion π définie par :

π : TM0 → M

(x, y) 7→ π(x, y) = x.

On note par V le noyau de la différentielle de π (V = ker π∗) et V son complémentaire appelé
sous-fibré horizontal, Ainsi nous avons la décomposition suivante :

T (TM0) = TTM0 = H⊕ V .

Le sous-fibré vectoriel V appelé sous-fibré vertical est canoniquement déterminé, tandis que
le sous-fibré horizontal ne l’est pas. Le choix d’un sous-fibré horizontal complémentaire à V
conduit à la définition suivante :

Définition 3.1.1. Une connexion de Finsler-Ehresmann relativement à la submersion
π : TM0 →M est le noyau de la 1-forme θc à valeurs dans π∗TM définie par :

θc :=
∂

∂xi
⊗ 1

F

(
dyi +N i

jdx
j
)
.
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De façon équivalente, on écrit :

H = {X ∈ Γ(TTM0); θc(X) = 0}.

Soient E un fibré vectoriel au dessus de TM0 et E∗ son dual. On note par Γp(E) avec p ∈ N,
l’espace des sections du fibré Ep := ⊗pE au dessus de TM0, avec la convention que Γ0(E) =

C∞(TM0).

Définition 3.1.2. Soit (M,F ) une variété finslerienne. Un tenseur finslerien de type (p, q; r) sur
M est l’application

T : Γp(π∗TM)× Γq(TTM0)→ Γr(π∗TM)

qui est C∞(TM0)-linéaire en chaque variable, selon la variété de base considérée de π∗TM .

Remarque 3.1.1. Les tenseurs finsleriens peuvent être décomposés en composantes horizontales
et verticales grace à la décomposition suivante : TTM0 = H⊕ V .
Ainsi on a :

(i). Si T est un tenseur de type (p; 1; r) alors on a la décomposition suivante :

T = TH + T V

avec

TH(w1, . . . , wp, X) = T (w1, . . . , wp, X
H)

T V (w1, . . . , wp, X) = T (w1, . . . , wp, X
V )

(ii). Si T est un tenseur de type (p, 2; q) alors il admet la décomposition suivante :

T = THH + THV + T V H + T V V

où

THH(w1, . . . , wp, X, Y ) = T (w1, . . . , wp, X
H , Y H)

THV (w1, . . . , wp, X, Y ) = T (w1, . . . , wp, X
H , Y V )

T V H(w1, . . . , wp, X, Y ) = T (w1, . . . , wp, X
V , Y H)

T V V (w1, . . . , wp, X, Y ) = T (w1, . . . , wp, X
V , Y V )

avec w1 . . . wp ∈ Γ(π∗TM) et X, Y ∈ Γ(TTM0).

Contribution à l’étude des Variétés d’Osserman et des Variétés de Finsler d’Osserman Ousmane Toudou Issa c©UAM/NIAMEY 2019
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Il faut noter qu’on peut faire la décomposition suivant une variable, même si on est en
présence d’un tenseur de type (p, 2; r), c’est-à-dire que pour tout tenseur T de type (p, 2; r)

on peut écrire :

T (w1, . . . , wp, X, Y ) = TH(w1, . . . , wp, X, Y ) + T V (w1, . . . , wp, X, Y )

= T (w1, . . . , wp, X
H , Y ) + T (w1, . . . , wp, X

V , Y )

Remarque 3.1.2. Nous pouvons aussi associer à tout tenseur T de (1, q; r) deux types de ten-
seurs T1 et T2 de types (0, q + 1; r) qui sont soit horizontal ou vertical suivant la (q + 1)-ième
variable rajoutée ; c’est-à-dire, si

T (w,X1, . . . , Xq) ∈ Γr(π∗TM), w ∈ Γ(π∗TM), Xi ∈ Γ(TTM0)

alors, comme toute section w ∈ Γ(π∗TM) possède des antécédants par π∗ et par θ, on peut donc
définir deux (0, q + 1; r)-tenseurs T1 et T2 donnés par :

T1(X,X1, . . . , Xq) = T (π∗X,X1, . . . , Xq)

T2(X,X1, . . . , Xq) = T (θ(X), X1, . . . , Xq)

On peut constater alors que T1 traduit la composante horizontale de T et que T2 traduit sa
composante verticale.

Définition 3.1.3. [32] Soit T un (p, q; 0)-tenseur Finslerien (resp. un (p, q; 1)-tenseur Finslerien)
et X ∈ Γ(TTM0). Alors, la dérivée covariante de T dans la direction de X est donnée par :

∇XT (w1, . . . , wp, X1, . . . , Xp) := X.T (w1, . . . , wp, X1, . . . , Xp)

−
n∑
i=1

T (w1, . . . ,∇Xwp, X1, . . . , Xp)

−
n∑
i=1

T (w1, . . . , wp, X1, . . . , (∇Xπ∗Xi)
H . . . , Xp)

−
n∑
i=1

T (w1, . . . , wp, X1, . . . , (∇Xπ∗Xi)
V , . . . , Xp)

Ainsi, ∇XT est aussi un (p, q; 0)-tenseur Finslerien (resp.(p, q; 1)-tenseur Finslerien) et ∇T un
(p, q + 1; 0)-tenseur Finslerien (resp.un (p, q + 1, 1)-tenseur Finslerien), par le moyen de la
formule suivante :

∇T (w1, . . . , wp, X,X1, . . . , Xq) := ∇XT (w1, . . . , wp, X1, . . . , Xq) (3.1)

Il serait important d’introduire une notion de contraction qui prend en compte le caractère
mixte des tenseurs que nous manipulons en géométrie de Finsler. Par des contractions du (2, 2; 0)-
tenseur de courbure R, nous pouvons définir certains avatars de la courbure de Ricci et la cour-
bure scalaire usuelle.
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Définition 3.1.4. [32] On appelle contraction naturelle du tenseur T de type (p, q; r) d’ordre
(k,m), 1 ≤ k ≤ p ; 1 ≤ m ≤ r, le tenseur C(k,m)

N T défini par :

(i). C(k,m)
N T est de type (p− 1, q; r − 1) ;

(ii). Dans une base, les composantes de C(k,m)
N T sont les composantes de T où le k-ieme indice

cavariant relativement au fibré pull-back et le m-ieme indice contravariant sont égalisés
puis sommés.

Définition 3.1.5. [32] On appelle contraction directionnelle du tenseur T de type (p, q; r) d’ordre
(h,m), 1 ≤ h ≤ p ; 1 ≤ m ≤ r, le tenseur C(h,m)

D T défini par :

(i). C(h,m)
D T est de type (p, q − 1; r − 1) ;

(ii). Dans une base ; les composantes deC(h,m)
D T sont les composantes de T où le h-ieme indice

covariant relativement au fibré TTM0 et lem-ieme indice contravariant sont égalisés puis
sommés.

Remarque 3.1.3. La contraction directionnelle, prend en compte la décomposition de TTM0

en sous-fibrés horizontal et vertical, de sorte que la construction directionnelle se traduit par la
somme des contractions dans la direction horisontale C(k,m)

H T et verticale C(k,m)
V T .

Définition 3.1.6. Soient T1 et T2 deux tenseurs finsleriens de types (p, q; r) et (s, t;u) respective-
ment. Le produit tensoriel de T1 et T2 est le tenseur finslerien T1⊗T2 de type (p+s, q+ t; r+u),
défini par :

(T1 ⊗ T2)(w1, . . . , wr, η1, . . . , ηu, µ1, . . . , µp, ν1 . . . , νs, X1, . . . , Xq, Y1, . . . , Yt) =

T1(w1, . . . , wr, µ1, . . . , µp, X1, . . . , Xq)T2(η1, . . . , ηu, ν1 . . . , νs, Y1, . . . , Yt)

où w, η ∈ Γ(π∗TM), µ, ν,∈ Γ(π∗T ∗M) et X, Y ∈ Γ(TTM0).

Remarque 3.1.4. Grace à l’existence d’une identification naturelle du fibré π∗TM avec les
fibrés HTM0 et VTM0, on peut donner une écriture du tenseur de Ricci horizontal comme une
certaine trace d’endomorphisme de fibré vectoriel suivant le tenseur fondamental :

RicH(w,X) = traceg(η → R(X, ηH)w)

où w, η ∈ Γ(π∗TM) et X ∈ HTM0

Nous rappelons ici la formulation koszulienne de l’existence de la connexion de Chern pro-
posée dans [32].

Théorème 3.1.1. [32] Soient (M,F ) une variété finslerienne et g le tenseur fondamental de F .
Il existe une unique connexion linéaire ∇ sur π∗TM telle que pour tout X, Y ∈ Γ(TTM0) et
ξ, η ∈ Γ(π∗TM), on a :
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(i). symétrie :

∇Xπ∗Y −∇Y π∗X = π∗[X, Y ];

(ii). la presque g-compatibité

(∇Xg)(ξ, η) = 2A(θ(X), ξ, η).

où A est le tenseur de cartan. Elle est appelée connexion de Chern.

La connexion de Chern est une connexion linéaire définie sur un fibré pull-back dont la base est
TM0 . Elle n’est pas une connexion sur le fibré tangent TM de la variété M , mais elle joue en
géométrie finslerienne le même rôle que la connexion de Levi-Civita en géométrie riemannienne.
A l’instart de la connexion de Levi-Civita en géométrie riemannienne, la connexion de Chern ne
possède pas de torsion, mais elle obeı̈t à des conditions de presque g-compatibilité. Le forma-
lisme koszulien de la connexion de Chern, facilite la compéhension des objets géométriques qui
lui sont associés.

Définition 3.1.7. [32] Le tenseur de coubure complète, Ω : Γ(TTM0)×Γ(TTM0)→ Γ(π∗TM)

associé à la connexion de Chern∇, est défini par :

Ω(X, Y )ξ = ∇X∇Y ξ −∇Y∇Xξ −∇[X,Y ]ξ (3.2)

où X, Y ∈ Γ(TTM0) et ξ ∈ Γ(π∗TM). Pour ξ = ξi ∂
∂xi

, on a :

Ω(X, Y )ξ = ξiΩ(X, Y )
∂

∂xi
. (3.3)

Par la décomposition de TTM0
∼= H ⊕ V et la propriété d’additivité de la connexion de

Chern relativement à l’argument directionnel, on a :

∇X = ∇XH+XV = ∇XH +∇XV (3.4)

où XH et XV désignent respectivement les composantes horiontale et verticale de X . Ce qui
permet de décomposer la courbure complète Ω en trois termes :

Ω(X, Y )ξ = Ω(XH , Y H)ξ + Ω(XH , Y V )ξ + Ω(XV , Y H)ξ + Ω(XV , Y V )ξ (3.5)

où Ω(XH , Y H) est le terme purement horizontal, Ω(XV , Y V ) est le terme purement vertical et
les termes mixtes Ω(XH , Y V ) et Ω(XV , Y H). Nous utiliserons les notations usuelles R, P et Q
pour désigner respectivement le hh− tenseur, le hv−tenseur et le vv−tenseur de courbure de la
connexion de Chern. Ainsi pour tous X, Y ∈ Γ(TTM0) on a :

R(X, Y )ξ = Ω(XH , Y H)ξ

P (X, Y )ξ = Ω(XH , Y V )ξ + Ω(XV , Y H)ξ

Q(X, Y )ξ = Ω(XV , Y V )ξ. (3.6)
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Remarque 3.1.5. Par la symétrie de la connexion de Chern, la distribution verticale VTM0 est
intégrable, donc Q est identiquement nul. Ainsi le tenseur de courbure complète Ω s’exprime
uniquement en fonction de R et P par la relation :

Ω(X, Y )ξ = R(X, Y )ξ + P (X, Y )ξ (3.7)

où X, Y ∈ Γ(TTM0) et ξ ∈ Γ(π∗TM).

Par Le tenseur fondamental de la structure finslérienne, nous avons comme en géométrie
riemannienne un équivalent du tenseur de courbure complète de type (2, 2, 0), défini pour tout
ξ, η ∈ Γ(π∗TM) et X, Y ∈ Γ(TTM0) par :

Ω(ξ, η,X, Y ) = R(ξ, η,X, Y ) + P (ξ, η,X, Y ). (3.8)

On déduit les équivalents R et P de la hh− courbure et de la courbure mixte respectivement, de
types (2, 2, 0) donnés par :

R(ξ, η,X, Y ) = g(R(X, Y )ξ, η)

P (ξ, η,X, Y ) = g(P (X, Y )ξ, η) (3.9)

Proposition 3.1.1. Soit (M, g) une variété de Finsler. Pour tous ξ, η ∈ Γ(π∗TM) et X, Y, Z ∈
Γ(TM0), on a les relations suivantes :

(i). Ω(X, Y )π∗Z + Ω(Y, Z)π∗X + Ω(Z,X)π∗Y = 0

(ii). Ω(ξ, η,X, Y ) + Ω(ξ, η, Y,X) = 0

(iii). Ω(ξ, η,X, Y )+Ω(η, ξ,X, Y ) = 2(A(Y,X)−A(X, Y ))−2A(θ([X, Y ]), ξ, η) oùA(Y,X) =

A(θ(Y ), ξ,∇Xη) + A(θ(Y ),∇Xξ, η).

Définition 3.1.8. [32] Soit (M,F ) une variété de Finsler et R la composante purement horizon-
tale du (2, 2; 0)-tenseur de courbure associée à la connexion de Chern. Alors :

(i). La courbure de Ricci horizontale, relativement au tenseur fondamental g de F , est le
(1, 1, 0)-tenseur noté RicH et défini par la relation :

RicH = C
(2,2)
H R = C

(2,1)
N C

(2,2)
H (R⊗ g−1).

(ii). La coubure scalaire horizontale relativement au tenseur fondamental g de F , est la fonc-
tion numérique de classe C∞ sur TM0 définie par la relation :

ScalH = C
(1,1)
N C

(1,2)
V (RicH ⊗ g−1).
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Remarque 3.1.6. Il existe une identification naturelle du fibré pull-back π∗TM avec chacun des
sous-fibrés H et V . Ainsi la composante horizontale du tenseur de Ricci est vu comme la trace
d’un endomorphisme du fibré vectoriel à partir du tenseur fondamental, c’est-à-dire

RicH(ξ,X) = Trace{η 7→ R(X, ηH)ξ} (3.10)

où η, ξ ∈ Γ(π∗TM) et X ∈ Γ(H). Cette composante horizontale du tenseur de Ricci encore
appelée tenseur de Ricci horizonal,est la version du tenseur de Ricci classique de la géométrie
riemannienne.

Il est à noter qu’en géométrie de Finsler, plusieurs connexions standard intervienent : la
connexion de Chern , la connexion de Cartan, la connexion Berwald, la connexion de Hashigu-
chi. Nous allons donné dans ce qui suit, une formulation koszuliènne de ces connexions et nous
allons établir une relation globale entre ces connexions et la connexion de Chern.

Connexion de Cartan

Théorème 3.1.2. [32] Considérons (M,F ) une variété de Finsler et g le tenseur fondamental
de F. Il existe une unique connexion linéaire ∇̄ sur π∗TM telle que pour tous X, Y ∈ Γ(TTM0)

et ξ, η ∈ Γ(π∗TM) on a :

(i). Symétrie

∇̄Xπ∗Y − ∇̄Y π∗X − π∗[X, Y ] + (A](θ(X), π∗Y, ·)− A](θ(Y ), π∗X, ·)),

(ii). g- compatibilité

∇̄g = 0,

où A](ξ, η, ·) est une section de π∗T ∗M définie par :

g(A](ξ, η, ·), µ) = A(ξ, η, µ), pour tout µ ∈ Γ(π∗TM)

Corollaire 3.1.1. [32] La connexion de Cartan ∇̄ s’exprime explicitement en fonction de la
connexion de Chern∇ par la relation suivante :

∇̄Xπ∗Y = ∇Xπ∗Y + A](θ(X), π∗Y, ·))

Connexion de Berwald

Théorème 3.1.3. [32] Soit (M,F ) une variété de finsler et g le tenseur fondamental de F , il
existe une unique connexion linéaire ∇̄ sur π∗TM telle que pour tous X, Y ∈ Γ(TTM0) et
ξ, η ∈ Γ(π∗TM) on a :
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(i). Symétrie

∇̄Xπ∗Y − ∇̄Y π∗X = π∗[X, Y ],

(ii). presque g- compatibilité

(∇̄Xg)(ξ, η) = 2A(θ(X), ξ, η)− 2L(π∗X, ξ, η)

où L est le tenseur de Landsberg.

Corollaire 3.1.2. [32] Les connexions ∇̄ de Berwald et ∇ de Chern sont liées par la relation
suivante :

∇̄Xπ∗Y = ∇Xπ∗Y + L(π∗X, π∗Y, ·)],

où L(π∗X, π∗Y, ·)] est défini par : g(L(π∗X, π∗Y, ·)], ξ) = L(π∗X, π∗Y, ξ) ∀ξ ∈ Γ(π∗TM).

Connextion de Hashiguchi.

Théorème 3.1.4. [32] Soit (M,F ) une variété de finsler et g le tenseur fondamental de F , il
existe une unique connexion linéaire ∇̄ sur π∗TM telle que pour tous X, Y ∈ Γ(TTM0) et
ξ, η ∈ Γ(π∗TM) on a :

(i). Symétrie

∇̄Xπ∗Y − ∇̄Y π∗X = π∗[X, Y ] + A(θ(X), π∗Y, ·)] − A(θ(Y ), π∗X, ·)],

(ii). presque g- compatibilité

(∇̄Xg)(ξ, η) = −2L(π∗X, ξ, η)

où A(ξ, η, ·)] est la section de π∗TM définie par :

g(A(ξ, η, ·)], µ) = A(ξ, η, µ) ∀ µ ∈ Γ(π∗TM)

Corollaire 3.1.3. [32] Les connexions ∇̄ de Hashiguchi et∇ de Chern sont liées par la relation
suivante :

∇̄Xπ∗Y = ∇Xπ∗Y + A](θ(X), π∗Y ·) + Lsharp(π∗X, π∗Y, ·),

où L] est définie par : g(L](π∗X, π∗Y, ·), ξ) = L(π∗X, π∗Y, ξ) ∀ξ ∈ Γ(π∗TM).
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3.2 Variétés de Finsler presque Osserman

Définition 3.2.1. [30] Soient (M,F ) une variété de Finsler munie de la connexion de Chern ∇
et Ω le tenseur de courbure associé à la connexion ∇. L’opérateur de Jacobi-Finsler JΩ(X) :

Γ(TTM0)→ Γ(π∗TM) associé au vecteur X ∈ Γ(π∗TM) est défini par :

JΩ(X)Y = Ω(Y,X)X (3.11)

où Y ∈ Γ(TTM0).

Proposition 3.2.1. Soit JΩ(X) l’opérateur de Jacobi- Finsler d’une variété de Finsler (M,F ).
Alors :

Traceg{JΩ(X)} = RicH(X,X). (3.12)

De la relation (3.7), on a :

JΩ(X)Y = JR(X)Y + JP (X)Y (3.13)

où

JR(X)Y = R(Y,X)X, JP (X)Y = P (Y,X)X et Y ∈ Γ(TTM0).

L’opérateur JR(X) (respectivement JP (X)) est appeléR-opérateur de Jacobi- Finsler (P - opérateur
de Jacobi-Finsler). De la décomposition Y = Y H + Y V , on a :

JΩ(X)Y = R(Y H , X)X + P (Y V , X)X (3.14)

Définition 3.2.2. Une variété de Finsler (M,F ) est dite R-Finsler presque Osserman en p ∈
M si le polynôme caractéristique du R-opérateur de Jacobi Finsler JR(X) est indépendent de
X ∈ Γ(π∗TM). Le couple (M,F ) est dite R-Finsler presque Osserman si (M,F ) est R-Finsler
presque Osserman en tout point p ∈M .

Définition 3.2.3. Une variété de Finsler (M,F ) est dite P -Finsler presque Osserman en p ∈
M si le polynôme caractéristique du P -opérateur de Jacobi Finsler JP (X) est indépendent de
X ∈ Γ(π∗TM). Le couple (M,F ) est dite P -Finsler presque Osserman si (M,F ) est P -Finsler
presque Osserman en tout point p ∈M .

Définition 3.2.4. Une variété de Finsler (M,F ) est dite presque Osserman en p ∈ M si le
polynôme caractéristique de JΩ(X) est indépendent de X ∈ Γ(π∗TM). Le couple (M,F ) est
dite presque Osserman si (M,F ) est presque Osserman en tout point p ∈M .

Proposition 3.2.2. Une variété de Finsler (M,F ) est dite presque Osserman en p ∈ M si et
seulement si elle est R-Finsler presque Osserman et P -Finsler presque Osserman en p ∈M .
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3.3 Connexions de Finsler presque Osserman

3.3.1 Connexions R-Finsler presque Osserman

Considérons la connexion de Chern∇ suivante sur une variété de Finsler de dimension 2 donnée
par : 

∇δ1∂1 = f1∂1

∇δ2∂2 = f2∂2

∇∂1∂1 = h1∂1

∇∂2∂2 = h2∂2

(3.15)

Les composantes de l’opérateur de courbure R sont données par :

R(δ1, ∂1)∂1 = (δ1h1 − ∂1f1)∂1; R(δ1, ∂2)∂2 = δ1h2∂2;

R(δ1, ∂1)∂2 = 0; R(δ2, ∂1)∂1 = δ2h1∂1;

R(δ2, ∂1)∂2 = −∂1f2∂2; R(δ2, ∂2)∂1 = 0;

R(δ2, ∂2)∂2 = (δ2h2 − ∂2f2)∂2; R(δ1, ∂2)∂1 = −∂2f1∂1. (3.16)

Soit X = α1∂1 + α2∂2 un vecteur non nul du fibré pull-back, où {∂i} sont les coordonnées
basiques et αi ∈ R∗. Soit Y = β1δ1 + β2δ2;

Le R-opérateur de Finsler-Jacobi est défini par

JR(X)Y = R(Y,X)X avec Y = Y H ∈ H

Ainsi on a :

JR(X)δ1 = R(δ1, X)X

= α1R(δ1, X)∂1 + α2R(δ1, X)∂2

= α2
1R(δ1, ∂1)∂1 + α1α2R(δ1, ∂2)∂1 + α1α2R(δ1, ∂1)∂2 + α2

2R(δ1, ∂2)∂2

= (α2
1δ1h1 − α2

1∂1f1 − α1α2∂2f1)∂1 + (α2
2δ1h2)∂2.

JR(X)δ2 = R(δ2, X)X

= α1R(δ2, X)∂1 + α2R(δ2, X)∂2

= α2
1R(δ2, ∂1)∂1 + α1α2R(δ2, ∂2)∂1 + α1α2R(δ2, ∂1)∂2 + α2

2R(δ2, ∂2)∂2

= (α2
1δ2h1)∂1 + (−α1α2∂1f2 + α2

2δ2h2 − α2
2∂2f2)∂2

La matrice du R-opérateur de Jacobi-Finsler dans la base {δ1, δ2} est donnée par :

JR(X) =

(
a1 c1

b1 d1

)
(3.17)
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avec

a1 = α2
1δ1h1 − α2

1∂1f1 − α1α2∂2f1

b1 = α2
2δ1h2

c1 = α2
1δ2h1

d1 = −α1α2∂1f2 + α2
2δ2h2 − α2

2∂2f2.

Le polynôme charactéristique JR(X) est :

P (JR(X)) = λ2 − (a1 + d1)λ+ a1d1 − b1c1 (3.18)

Il s’ensuit que la connexion donnée par (3.15) est R-Osserman si et seulement si :{
a1 + d1 = 0

a1d1 − b1c1 = 0
(3.19)

Des calculs simples nous donnent :

δ1h1 − ∂1f1 = 0

∂2f1 − ∂1f2 = 0

δ2h2 − ∂2f2 = 0

δ1h1δ2h2 − δ1h1∂2f2 − ∂1f1δ2h2 + ∂1h1∂2f2 + ∂2f1∂1f2 − δ2h1δ1h2 = 0

(δ1h1 − ∂1f1)∂1f2 = 0

(δ2h2 − ∂2f2)∂2f1 = 0

(3.20)

Nous avons le résultat suivant :

Proposition 3.3.1. La connexion de Chern (3.15) est R-Finsler presque Osserman si les fonc-
tions f1, f2, h1, h2 vérifient les relations suivantes :

∂2f1 = 0

∂1f2 = 0

δ1h1 − ∂1f1 = 0

δ2h2 − ∂2f2 = 0

−∂1f1δ2h2 + ∂1h1∂2h2 − δ2h1δ1h2 = 0

(3.21)

3.3.2 Connexions P -Finsler presque Osserman

Considérons la connexion de Chern∇ suivante sur une variété de Finsler de dimension 2 donnée
par : 

∇∂̇1
∂1 = 0

∇∂̇2
∂2 = 0

∇∂1∂1 = h1∂1

∇∂2∂2 = h2∂2;

(3.22)
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Les composantes de l’opérateur de courbure P sont données par :

P (∂̇1, ∂1)∂1 = ∂̇1h1∂1; P (∂̇1, ∂1)∂2 = 0;

P (∂̇1, ∂2)∂1 = 0; P (∂̇1, ∂2)∂2 = ∂̇1h2∂2;

P (∂̇2, ∂1)∂1 = ∂̇2h1∂1; P (∂̇2, ∂1)∂2 = 0;

P (∂̇2, ∂1)∂1 = 0; P (∂̇2, ∂2)∂2 = ∂̇2h2∂2. (3.23)

Le P -opérateur de Finsler Jacobi est défini par

JP (X)Y = P (Y,X)X avec Y = Y V ∈ V (3.24)

Ainsi on a :

JP (X)∂̇1 = P (∂̇1, X)X

= α1P (∂̇1, X)∂1 + α2P (∂̇1, X)∂2

= α2
1P (∂̇1, ∂1)∂1 + α1α2P (∂̇1, ∂2)∂1 + α1α2P (∂̇1, ∂1)∂2 + α2

2P (∂̇1, ∂2)∂2

= α2
1∂̇1h1∂1 + α2

2∂̇1h2∂2

JP (X)∂̇2 = P (∂̇2, X)X

= α1P (∂̇2, X)∂1 + α2P (∂̇2, X)∂2

= α2
1P (∂̇2, ∂1)∂1 + α1α2P (∂̇2, ∂2)∂1 + α1α2P (∂̇2, ∂1)∂2 + α2

2P (∂̇2, ∂2)∂2

= α2
1∂̇2h1∂1 + α2

2∂̇2h2∂2

La matrice du P -opérateur de Jacobi dans la base {∂̇1, ∂̇2} est donnée par :

JP (X) =

(
a2 c2

b2 d2

)
(3.25)

avec

a2 = α2
1∂̇1h1 (3.26)

b2 = α2
2∂̇1h2 (3.27)

c2 = α2
1∂̇2h1 (3.28)

d2 = α2
2∂̇2h2 (3.29)

Le polynome charactéristique JP (X) est :

P (JP (X)) = λ2 − (a2 + d2)λ+ a2d2 − b2c2 (3.30)
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Il s’ensuit alors que la connexion donnée en (3.22) est P -Osserman si et seulement si :{
a2 + d2 = 0

a2d2 − b2c2 = 0
(3.31)

Par des calculs simples on a : 
∂̇1h1 = 0

∂̇2h2 = 0

∂̇1h2 = 0

∂̇2h1 = 0

(3.32)

Nous avons le résultat suivant :

Proposition 3.3.2. La connexion de Chern (3.22) est P -Finsler presque Osserman si la condition
suivante est vérifiée : 

∂̇1h1 = 0

∂̇2h2 = 0

∂̇1h2 = 0

∂̇2h1 = 0

(3.33)

Démonstration. De (3.20) et (3.32) nous avons le résultat.

Proposition 3.3.3. Soit la connexion de Chern ∇ sur une variété de finsler de dimension 2

donnée par : 
∇δ1∂1 = f1∂1

∇δ2∂2 = f2∂2

∇∂1∂1 = h1∂1

∇∂2∂2 = h2∂2.

(3.34)

Alors ∇ est Finsler presque Osserman si et seulement si les coefficients de la connexion ont la
forme suivante :

h1 = φ1(x1) + φ2(x2); h2 = ψ1(x1) + ψ2(x2);

f1 = φ1(x1) + p(y1, y2); f2 = ψ2(x2) + l(y1, y2)

et les fonctions φ1, φ2, ψ1, ψ2 sont solution de l’équation suivante :

−∂φ1

∂x1

δψ2

δx2

+
∂φ1

∂x1

∂ψ2

∂x2

− δφ2

δx2

δψ1

δx1

= 0.
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Démonstration. Nous notons les fonctions f1(x1, x2, y1, y2), f2(x1, x2, y1, y2), h1(x1, x2, y1, y2),
h2(x1, x2, y1, y2) par f1,f2, h1, h2, respectivement.

De la relation (3.33), on a : h1 = φ(x1, x2) et h2 = ψ(x1, x2). Aussi de (3.21), on a :

∂2f1 = 0 et ∂1f1 = δ1h1 ⇒ h1 = φ1(x1) + φ2(x2) et f1 = φ1(x1) + p(y1, y2);

et

∂1f2 = 0 et ∂2f2 = δ2h2 ⇒ h2 = ψ1(x1) + ψ2(x2) et f2 = ψ2(x2) + l(y1, y2)
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Conclusion et Perspectives

En guise de conclusion, rappelons que cette thèse porte sur deux thématiques de recherche d’ac-
tualité. La première thématique est l’étude des variétés affines d’Osserman et la seconde traite
des variétés de Finsler d’Osserman. Le point commun est la conjecture d’Osserman. L’objectif
est la description et la classification des variétés affines et de finsler qui satisfont la condition
d’Osserman.

Dans le Chapitre 2, nous avons commencé par illustrer, l’intérêt de l’étude des variétés af-
fines d’Osserman en rappelant les résultats connus en dimension 2 et les résultats partiels en
dimension 3. Ensuite, nous nous sommes focalisés en dimension 3, où nous avons décrit deux
familles de connexions affines d’Osserman. Enfin, nous avons étudié une famille de connexions
affines d’Osserman sur une variété de dimension 4. Comme application, nous avons exhibé via
l’extension riemannienne des exemples de métriques pseudo-riemanniennes Walker-Osserman
de signature (3, 3) et de signature (4, 4).

L’autre thème abordé dans cette thèse est l’étude des variétés de Finsler qui satisfont la condi-
tion d’Osserman. C’est l’object du chapitre 3. Nous avons commencé par introduire la notion
de l’opérateur de Jacobi Finsler et établir quelques unes de ces propriétés. Ensuite nous avons
introduit la notion de variété de Finsler presque d’Osserman et donner un exemple d’une famille
de connexion de Chern -Osserman en dimension deux.
Il est clair que plusieurs questions restent encore ouvertes autour de cette thèse. Ainsi nous envi-
sageons d’étendre les résultats contenus dans celle-ci en cherchant à :

– Apporter notre contribution à la classification des connexions affines d’Osserman en di-
mension supérieure.

– Étudier et établir les propriétés de l’operateur de Jacobi Finsler afin d’obtenir des résultats
de classification des variéés de Finsler qui satisfont la condition d’Osserman.

– Étudier et établir des exemples de famille de connexions de Chern Osserman en dimension
3 sera aussi l’un de nos objectifs.

– Étudier et établir des exemples de connexion de Berwald- Osserman, Cartan- Osserman
et Hachiguchi-Osserman en utilisant la relation intrinsèque qui lie ces connexions à la
connexion de Chern.
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[22] A. S. Diallo, M. Hassirou and I. Katambé, Examples of affine Osserman 3-manifolds, Far
East J. Math. Sci. (FJMS), 91, (2014), (3), 1-11.

[23] P. Finsler, Uber Kurven und Flachen in algeimeinen Raumen, PhD thesis, Gottingen, Zu-
rich : O Fussli, 120, S. 1918.

[24] E. Garcı́a-Rı́o, D. N. Kupeli, M. E. Vázquez-Abal and R. Vázquez-Lorenzo, Affine Os-
serman connections and their Riemann extensions, Differential Geom. Appl. 11 (1999),
145-153.

[25] E. Garcia-Rio, D. Kupelli and R. Vazquez-Lorenzo, Osserman Manifold in Semi-
Riemannian. Lecture Notes in Mathematics 1777, Springer Verlag, Berlin (2002).
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