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INTRODUCTION GENERALE 

Les mathématiques ont toujours été présentes dans les autres disciplines scientifiques. Les 

modèles mathématiques étaient surtout utilisés pour la description des processus de nature 

purement physique. Mais aujourd'hui, les mathématiques ont encore gagné pIns du terrain. 

Elles sont devenues un outil efficace et indispensable pour lc développement des SCiCllceS de la 

vie et de la terre. 

Le monde réel est caractérisé par une diversité et une complexité. Cela se constate à travers 

la description des phénomènes physiques ou biologiques, Par exemple, le corps humain peut 

être comparé à une société de cellules qui communiquent entre elles par 

et le système immunitaire. 

hormones, les nerfs 

Le seul langage capable de regrouper à la fois tous les aspects essentiels d'un système com­

plexe (composantes, intéractions, modulations, mécanismes de contrôle ... ) semble être le langage 

mathématique à travers la modélisation. Celle-ci est un compromis entre une réalité physique 

et l'aptitude des mathématiciens à résoudre les équations qui en résultent. A ce niveau, il faut 

éviter l'utilisation abusive de mathématiques ésotériques qui privilégient l'aspect mathématique 

au détriment de la réalité physique, Ainsi, dans le domaine de la biomathématique qui nous 

intéresse, les mathématiques doivent servir d'instruments et la biologie doit être la finalité (le 

modèle doit être validé par le biologiste). 

Pendant longtemps, les formulations mathématiques privilégiées sont linéaires pour des rai­

sons pratiques: les outils mathématiques les plus puissants so>:>t conçus pour l'analyse linéaire. 

Mais l'inconvenient majeur réside dans leur incapacité à prendre en compte certaines propriétés 

non linéaires essentielles et inhérentes aux phénomènes naturels. 

Pour résoudre les équations non linéaires qui gouvernent la plupart des phénomènes phy­

siques réels, on a recours aux méthodes numériques. Les méthodes numériques les plus anciennes 

et les plus usuelles sont des méthodes de discrétisation ct de linéarisatioll. 

Dans notre travail, nous adopterons la méthode d'Adomian qui pennel d'obtenir des so­

lutions plus réalistes des modèles. Elle évite la discrétisation et la linéarisation. Elle satisfait 
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ainsi à l'un des objectfs fondamentaux de la physique qui consiste à ne pas détruire la nature 

des phénomènes modélisés en les linéarisant ou en les discrétisant. 

L'idée originelle de la méthode décompositionnelle est due à Georges ADOMIAN, phy-

sicien américain [5] [6] [7]. Mais c'est sous l'impulsion du professeur Y.Cherruault, directeur 

du laboratoire Medimat que les bases théoriques et pratiques de la méthode ont été initiées 

et développées. N'eût été donc les apports fondamentaux de Y.Cherruault et de ses élèves 

K.Abbaoui, S.Guellal, B.Some, V.Seng, M.Ndour, L.Gabet ... [1][2][21][43][53][55][26][27] .... 

la méthode serait restée à l'état d'ébauche. 

La méthode est basée sur la recherche de la solution d'une équation fonctionnelle du type 

u G(u) sous la forme d'une série et sur la décomposition en séries de l'opérateur non linéaire. 

C'est surtout ce dernier aspect qui singularise la méthode d'Adomian comparativement aux 

autres méthodes décompositionnelles [1][26][33]. 

La môthodo d'Adomian permet d'approcher des équations non linéaires par des solutions 

analytiqllC'S. Dalls cC'rtaillS cas lîl]{;aires. on obtient des algorithmes qui convergent en général 

très vite vers lé, solution exacte. Elle permet aussi d'éviter des calculs lourds qui apparaissent 

dans l'emploi des méthodes classiques de discrétisation (généralement )utilisées pour résoudre 

des équations dilJérentielles. Dans le cas des modèles biologiques complexes, tous les paramètres 

intervenant dans la formulation du modèle peuvent apparaître explicitement dans la solution 

calculée. 

La mëthode a été utilisée (empiriquement) par le physicien Georges ADOMIAN et 

quelques-uns de ses collègues américains pour la résolution de différents types d'équations 

fonctionnelles. Mais des bases théoriques importantes n'étaient pas développées au départ . 

De plus, les conditions aux limites considérées dans les équations différentielles sont toujours 

choisies simples ct faciles à prendre en compte dans les équations à résoudre. 

De nos jour:" l'applio1tion de la méthode d'Adomian aux équations algébriques, intégrales 

et différentielles, constituellt des problèmes moins ardus. Cependant le champ reste peu exploré 

dans certains domainet..Les problèmes suivants demeurent ouverts[18] : 

Démontrer la convergence de la méthode sous des hypothèses plus faciles à vérifier dans 

la pratique. 
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- Adapter la méthode décompositionnelle pour qu'elle puisse résoudre tous les types d'équa­

tions aux dérivées partielles. A ce niveau, une difficulté majeure subsiste pour l'obtention 

d'une forme canonique prenant en compte les conditions initiales et/ou aux limites 

Comment résoudre des équations intégrales de première espèce qui ne sont pas sous la 

forme canonique, et, surtout, celles dont le noyau présente des singularités. 

Dans ce travail, notre contribution à la méthode décompositionnelle est une des réponses 

possibles aux problèmes ouverts ci-dessus énumérés. 

Ce travail est composé de trois parties: 

La première partie concerne la présentation de la méthode d'Adomian, la deuxième partie 

traite des problèmes de diffusion et la troisième partie est consacrée aux équatiom; intégrales. 

Nous nous bornerons dans la première partie à rappélcr les principes de base de la méthode 

décompositionnelle d'Adomian et à en donner des bases théoriques déja ôtablies. 

La deuxième partie traitera des problèmes de diffusion qui apparliennent à la classe des 

équations aux dérivées partielles paraboliques. Cette partie se décompose en trois chapitres. 

Au premier chapitre, nous rappelons une généralité sur les équations aux dérivées partielles et 

nous présentons quelques modèles de diffusion avec leur importance dans la pratique. Ensuite 

au chapitre deux, nous rentrerons dans le vif du sujet en les résolvant numériquement par la 

méthode d'Adomian.Notre apport personnel sera à deux niveaux. D'une part, nous donne­

rons une condition suffisante de convergence de la méthode d' Adomian appliquée 

aux équations de diffusion-réaction les plus couramment rencontrées dans la modélisation 

des phénomènes biologiques. D'autre part, nous donnerons, une nouvelle technique qui 

permet d'intégrer dans la forme canonique des conditions aux limites de certains 

types d'équations de diffusion. Cette technique est simple et permet de résoudre des pro­

blèmes non résolubles par le schéma classique de la méthode d'Adomian. Enfin le troisième 

chapitre aborde un problème de contrôle optimal. Nous faisons ressortir l'avantage de l'utilisa­

tion de la méthode d'Adomian pour passer d'un problème de contrôlf' optimal <1. un problème 
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d'optimisation classique facile à résoudre. Cette partie ouvre des perspectives pour nos travaux 

futurs. 

Enfin, la. troisième partie portera sur l'étude des équations intégrales. Notre attention 

portera particulièrement sur les équations intégrales de prémière espèce. Cette partie 

comportera deux chapitres. Au premier chapitre, nous rappelerons des généralités sur les équa­

tions intégrales avec quelques exemples de méthodes numériques de résolution. Le chapitre deux 

comporte l'essentiel du travail avec un certain nombre de résultats originaux qui constituent 

notre apport. Il s'agira ici de résoudre des équations intégrales de première espèce qui ne sont 

pas sous la forme canonique par la méthode d'Adomian. Cela nécéssitera au préalable la re­

cherche des formes canoniques. Nous présenterons d'abord des résultats déjà obtenus [55] avant 

d'aboutir à nos propres résultats. Nous utiliserons des techniques appropriées pour ramener 

des équations de première espèce à des équations de deuxième espèce qui seront des 

formes canoniques recherchées. 

Notre apport scientifique global dans cc travail a été déjà l'objet des publications suivantes: 

- N.Ngal'hasta, B.Some, K.Abbaoui and Y.Cherruault : New numerical study of 

Actomian method applied to a diffusion mode.Kybernetcs, vol 31 N°l, pp 61-75(2002). 

- N.Ngarhasta et B.Some : Quelques nouvelles formes canoniques d'Adomian applicables 
, 

aux équations intégrales de 1ere especes.Afrika Matematika, série 3 volume 13, pp 53-73 (2002). 

Une publication acceptée pour parution en 2003 : 

N.Ngarhasta, B.Some. Solving integral equations of first kind by Adomian method. 

Far East ,Journal of Mathematical Sciences(F JMS). To be published in 2003. 
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Deuxième partie 

Méthode d'Adomian : Description 
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Chapitre 1 

DESCRIPTION GENERALE DE 

LA METHODE 

DECOMPOSITIONNNELLE 

D'ADOMIAN. 

1.1 Introduction 

La première partie de ce document est consacrée à un exposé détaillé sur la méthode dé­

compositionnelle d'Adomian. Nous tenterons de la présenter d'une manière assez complète en 

faisant un tour d'horizon depuis le début de l'art jusqu'au stade actuel de la recherche. Dans 

un premier temps, nous décrivons d'une manière générale les méthodes décompositionnelles et 

cc1ic d'Adomian. Celle-ci sera présentée sous sa forme originelle telle que l'auteur en avait l'ha­

bitude[5][G][18]. Puis nous finirons par des bases théoriques déjà étabies [1][2][3][4][27][30][33] 

sur lesquelles nous llOUS référons. lei, il s'agit de donner des justifications de l'existence des 

polynômes d'Adomian, de nouvelles formules plus pratiques pour la mise en oeuvre infor­

matique. Ensuite, nous donnerons des résultats théoriques de convergence . Les résultats de 

convergence sont établis soit par le théorème du point fixe[18], soit en ayant recours à 
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l'analyse combinatoire[l]. 

1.2 Fondement Mathématique de la Théorie Décomposition-

nelle. 

Dans ce paragraphe nous allons donner une série de définitions qui permettront de mieux 

comprendre l'origine supposée de la méthode décompositionnelle. 

Considérons d'une manière générale une équation fonctionnelle de type 

u Gu 

dans un espace de Banach E, u la fonction inconnue à déterminer. 

1.2.1 Notion de Série Décompositionnelle [26]. 

Définition 1 Série décompositionnellc 

On appelle série décompositionnelle toute série de fonctions L 
k 

fonction des (k + 1) variables de : X 0, .... , X k à valeurs dans E. 

Définition 2 Convergence faible des séries décompositionnclles 

où chaque Ck est une 

Une série décompositionnelle L Ck esl dite faiblement con'!e'lgC'Il/r: SI pour 10It[(: sé7'W 

k 

convergente LUn d'éléments de E, la série LCk(UQ, .... ,Uk) d'éléments de E converge. 
n k 

Définition 3 Somme d'une série décompositionnelle convergente 

La somme S d'une serie décompositionnelle convergente est 'une application de l'ensemble 

des series convergentes d'éléments de E dans E: S ( ~ Un ) ~ Ck ( Ua, ... , Uk) 

Définition 4 Convergence forte des séries décornpositioIlIlelles 

On appelle serie décompositionnelle fortement conveT:qenie iouie t;{;7'ie déeomposilionnelle 

faiblement convergente dont la valeur de la somme ne depend ql1.e de la somme de la série 

considérée, c'est à dire: 

13 



L 1Ln= LVn 
il 11 

Théorème[26] 1 

L '(:n8emiJlc dl.,': scnes rlécomposi.Lionnelles fortement convergentes possède VJ1e structure 

d vcclo?~(i, 

Proprièté :( Somme dégôllôrôe d'une série décompositionnelle fortement convergente) 

On peut définiT, à partir de la 80mrne 8 d'une 8érie décompositionnelle fortement conver­

gente, un opénûeur S* dans E que l'on peut confondre avec 8 . 

.J ustification : Soit 8 la somme d'une série décompositionnelle fortement convergente. 

Alors, pour tout ôlément u de E, on peut définir 8*(u) par S(L Ui) avec LUi série quelconque 
i i 

d'éléments de E a.yant u pour somme. Comme série convergente de ce type, on peut prendre 

celle se réduisant à un seul terme général égal à u. On a donc: 8*(u) 8(u) .• 

1.2.2 Notion Générale d'une Méthode Décompositionnelle [26]. 

Définition 5 Schéma décompositionnel 

80it une série décornpositionnelle fortement convergente L CdXo, .... , X k ). On appelle 
k 

scld:ma !l(:r:1)1111i(i,'il,I,Ollllcl fJ.S80CÙ' d 2...:: Ck (uo , .... , liA:) le schérna réc~trrent : 
k 

Ua 0 
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qui permet de construire une série L Un d'éléments de E. 
n 

Justification : 

On peut construire une telle série parce que chaque en ne depend que de Uo, ... , Un et 'pas 

des termes suivants. _ 

Définition 6 Méthode décompositionnelle 

On appelle méthode décompositionnelle la méthode cons'istant à construire la solution d'une 

équation à l'aide d'un schéma décompositionnel. 

1.2.3 Schéma Décompositionnel de Base 

. Soit de nouveau à résoudre une équation fonctionnnelle U = Ou dans un espace de Banach 

Définition 7 Série décompositionnelle de base 

On appelle série décompositionnelle de base associée à l'opénûew' C, la série L 13n dont 
n 

les termes sont définis par: 

Bo G(Xo) 

n n-l 

Bn G(L Xi) -- G(L Xi) 
i=O i=O 

Justification : 

Bn sont bien à valeurs dans E et fonction de ni 1 variables. -

Théorème 2 Convergence de la série décornpositionnelle de base 

La série décompositionnelle de base L Bk associée à l'opémteur G eBt une Bérie décompo­
k 

sitionnelle fortement convergente de somme dégénérée G. 
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Justification 

Il est facile de vérifier que si L Un converge alors la série L Bn(uo, ... , un) converge vers 
n n 

+00 

G(L un) qui ne dépend que de la somme de la série. -
ri 

Définition 8 Série décompositionnelle de base associé à un opérateur linéaire: 

La série décompositionnellc de base L Bn associé à l'opémteur linéaire L, est donnée par: 
n 

130 L(Xo) 

Dans cc parH!"raplw, nous avons mis en évidence le concept mathématique de la série dé­

compositiounellc ci 'une manière générale. Partant de ce concept, nous pouvons expliquer 

la méthode décompositionnelle d'Adomian par sa description: 

1.3 Présentation Générale de la Méthode d'Adomian [18]. 

Considérons l'équation fonctionnelle générale 

F(u(t)) g(t) (1.1) 

où est un opérateur non linéaire quelconque d'un espace de Banach E dans E possédant 

... des termes linéaires et non linéaires, 9 une fonction donnée dans E et u la fonction inconnue. 

Le terme linéaire est décomposé en L + R avec L "facilement inversible" et R le reste de 

l'opératf'\lr linéaire. 

L'équation (1. 1 ) devient 

LlIl Ru + Nu, = g (1.2) 
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où N représente le terme non linôaÎrc. T ôtant "inv(~rsiblc", on a 1'('xpn~SSi()ll {;ljllivakJlü: il 

(1.2) suivant: 

(1.3 ) 

avec e une fonction vérifiant Le 0 l et L ~ 1 "l'inverse" de L 

La méthode d'Adomian consiste à chercher la nOlUtiOll (quand cll(: (>xistc 1) u. de (1.1) sous 

la forme d'une série 

+00 

U LUn ( 1.4) 
n=O 

et à décomposer le terme non linéaire Nu en série 

+00 

Nu= LAn (1.5) 
n=O 

où les An sont des polnômes spéciaux appélés polynômes d'Adomian" qui dépendent excul-

sivement de Uo, U 1, ... , Un, et sont obtenus à partir dcs relations sui vallt('s lI] 

+00 +00 
Z L >..iUi , N(z) L>..iAi (1.6) 

i=O i=O 

où>.. est un paramètre introduit par "convenance." Ces relations consistent à substituer la série 
+00 +00 
L>..iUi dans la série N(u) = LAi' 
i=O i=O 

Les propriétés des séries substituées permettent de justifier le 

Théorème 3 

Les An ne dépendent que de Uo, Ul, ... , Un et sont donnés paT les fOTmules 
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(1. 7) 

+00 +00 

Cc résultat Tl 'est que formel et les convergences des séries 2:: Ui et 2:: Ai demeurent non 
i=O i=O 

justifiées. En reportant les expressions(1.4) et (1.5) dans (1.3) 

+00 +00 

e + L -1g L-1 R(2:: un) - L -1(2:: An) (1.8) 
n=O n=O 

-;"00 +00 

En sllppOsallt le::; sôries 2:: 'Un et 2:: An convergentes, on obtient par identification les termes 

100 

dc la :sôric L '/ln par l'algorithmc suivant: 
n=O 

- L -1 Ruo L l Ao 

(1.9) 

dit algorithme d'Adornian. 

1.3.1 Justifications des polynômes d'Adomian. 

COll"irlh'Ul "('qlwtioll 1/ 0'11 et supposons que l'opérateur G soit analytique. 

rrhôrèrne 4 [26] Elan! donné, un opérateur G analytique et 1me séne convergente 

"100 

L Un cl 'éléments de on peut définir lcs polynômes d'Adomian par: 
HecO 
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+.= 1-= 

On note u z= Un et on définit u+(>\) = L'unÀn
. 

n=O n=O 
Cette série entière converge pour À = 1. Or la somme d'une série entière de rayon de 

convergence p est analytique sur DO(O, p), disque ouvert de centre 0 et de rayon p , donc u+ 

est analytique sur DO(O, p). Comme G est aussi analytique, par composition[17], Go u+est 

analytique sur DO(O, p) c'est à dire qu'il existe des Ak tels que 

+= 
Gou-l z=Ak Àk 

k=O 

qui vérifient 

Dans la pratique, le calcul des polynômes d'Adomian utilisant l'expression (1.10) est un peu 

délicat. Mais on peut remarquer qu'en posant 

N Gou 

on retrouve la formule de Mc Laurin 

Et on a le théorème suivant : 

Théorème 5 [27] 

Si N est analytique, alors : 
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+00 

1.4 Remarque 

1) Les An données par (1.7 ) ne dependent que de Uo, ... , Un et peuvent ainsi être écrits 

simplement: 

(1.11) 

2) En pratiqw, il sera des foi;; difficile (sinon impossible) de calculer la somme de la série 
+= L 11'11_ On se coutentera dans ce cas d'une solution approchée sous la forme de série tronquée 
n="O 

n-l 

t:Pn = LUi (1.12) 
i=O 

où 

U = lim t:Pn n-++oo 
(1.13) 

3) En posant 

.r = () -1 L - l g et G (1.14) 

alors la relation ( 1.3) est équivalente à 
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u = f + Gu (1.15 ) 

L'équation (1.15) est dite forme canonique d'Adomian. Cette notion a été introduite 

par Y.Cherruault[18]. En utilisant cette forme canonique, le schéma d'Adomian sera donné 

par: 

ua f 

ll.J Ao 

(1.16) 

1.4.1 Quelques Formules Pratiques des Polynômes d'Adomian. 

Dans ce paragraphe, nous donnerons équivalentes des polynômes d'AdomÎan 

relativement faciles pour la mise en oeuvre informatique. L'établissement de ces formules fait 

essentiellement appel à la notion de la théorie des nombres [1] [3] [27]. 

Si N est une fonction scalaire on a le 

Théorème 6 [lJ 

(n + l)!An 
dTl 

r t\,dn4 1' ( )] dun li c J U u=uo 

Y.Cherruault et K.Abbaoui[l] [18] [2] [3] [4] ont montré les théorèmes suivants: 
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Théorème 7 

f 

où (Œi)i=l, .. ,n est une suite décroissante. 

Théorème 8 

N(Pl + ... ·tPn) (uo) 
Pl!.' . 1hz : 

Théorème 9 

An 

1.5 Résultats Généraux de Convergence. 

Si on considère l'équation fonctionnelle générale 

u= N(n) j f 

dans un espace convenablement choisi, on peut établir des resultats de convergence en faisant 

des hypothèses sur N. 
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1.5.1 Convergence utilisant l'analyse combinatoire [1] [18]. 

Théorème 10 

Si 

vn ~ 0 

00 

alors la série décompositionnelle L Un est absolument convergente et on a de plus la majora-
n=O 

tion: 

Estimation de l'erreur de troncature 

Nous avons signalé plus haut qu'clI- pratique, on se cOlltenter;\ : j' :1'1(1 solution approch(~c S011S 

forme de série tronquée 

1J-Î 

-LUi 
iccQ 

Dans ce cas, une estimation de l'erreur de troncature peut être <10111l{'(: par le suivant: 

Théorème Il 

Sous les hypothèses du théorème précédent, l'erreur de trOll('(}!IfH (:81 par: 

lu cP Il < --,--O\_-f_ex--=-p--,--( 1 ____ ) )". 
n ~ 1 ~ exp(l) 

On a: liEnll Ilu <Pnll 
l=n i=n 'l,=n 
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• 

00 

= (M exp(l))n L)M exp(l))n 
n=O 

(M exp(l))n 
1- M exp(l) 

Ce résultat de convergence a été amélioré par Himoun [30] : 

Théorème 12[30] 

Si on suppose que N satisfait la condition suivante 

alors '/lne condition suffisante de convergence de la méthode d Admian cst; .' 

Preuve: 

indication [30] : 

La preuve se fait en 2 étapes 

Mf3<l 
e 

1) 1 eTe étape : cas où N est une fonction scalaire : 

en utilisant 

On montre que 

t~±-l ) 11 AF'+ J 

(n + 1)! 
,n 2: 0 

la formule de Stirling[13] permet de déduire la convergence de la série pour Al,Be <::::: 1 
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2) 2eme étape: cas où N est un opérateur 

Dans ce cas il est suffisant de prouver par récurrence que : 

li A Il = (n + l)n Mn+lr:<n n> 0 
n (n + 1)! /J,_ 

Dans[53], on a donné le théorème suivant : 

Théorème 13 [53] 

Si N est analytique en no avec un rayon R fini, la série 

00 

UV' = L nn·rpn 
n=O 

est majorée paT mil (1 1- 'I=(1 : é)r! X (~) n où m' > m 
n=O 

00 = 

> miR 

et p ~ 1 la séne LA n.Àn = N(L Un.À7L
) admet nn rayon de conver.qenœ T > 1. Donc 

n=O 
00 

no + LAn est solution de l'équation( 1.15). 
n=O 

La démonstration de ce théorème utilise uniquement les propriétés des séries substituées. 

théorème comporte de paramètres (complexes) difficiles à vérifier pratiquement. Ainsi M.J.Pujol 

a pr:oposé des conditions de convergence plus simples à vérifier: 

Théorème 14 r33] 

Si la fonction N est analytique en no pour I!n - uoll < R et si IIN(n)(UO)'i ~ nLi\!I.an 

avec M > 0, 0: 0, alors une condition suffisante pOUT la convergence de la méthode est : 

a) 4Ma ~ 1 sz R est infini 

b) 5Ma ~ 1 sz R est fini 

Preuve 
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Indications [33] 

a) D'abord en posant 

On montre que les polynômes d'Adomian vérifient 

La démonstration se fait en 2 étapes en supposant le cas où N est un scalaire et le ca') où N 

est un opérateur. Ce dernier se démontre par récurrence. 

- Si R est infini il suffit de prouver que 

LI1Anll<X 
1),=0 

on a 

Mais 

cela se montre par la formule de STIRLING [13]. Or 

n 

converge si et seulement si 

4Mo;< 1 
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- Si R est fini, on a : 

car 

(2n)!/(4n(n~- l)!n!) < 1 

AI 
On peut donc écrire IIAnl1 < M.(4Ma)n = --.-- car ,1iVf a < 1 avec 

E 
1 M 

((4Ma)) -12 (If M) 

<> 

(1 -41lfa).( 1 ) 24M2a 
a-M 

En développant on a 

(4Af2a) - 5M 

Par suite 

> 4A1 2 0: {::} 1 25NI 
o - Cl: 

5Mo -s:: 1 

On note que IIAnl :; (1 :e:)n est une condition suffissante de convergence de la série[30]. 
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1.5.2 Convergence utilsant le théorème du point fixe[21]. 

Y.Cherruault[21] a été le premier à établir la convergence de la méthode d'Adomian. Il 

procède par le théorème du point fixe comme suit: 

Soit une équation fonctionnelle générale : 

y N(y) f (1.17) 

où N: II-t II est un opérateur linéaire ou non, II un espace de Hilbert et June 

fonction donnée dans II. 

Puis on cherche une solution approchée de l'équation ( 1.17) sous la forme d'une série 

tronquée 

on peut donc écrire 

n 

Un = LYl 
i=O 

11 

N(un ) L Ai (:11o ,YI , ...• y,) 
i=O 

en reportant (1.18) et (1.19 ) dans (1.17 ) on a : 

n 

L Ai(Yo,Yl, .... YI) + f 
i=O i=O 
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on en déduit l'algorithme d'Adomian 

Yo f 

YI = Ao 

Yn = An+l 

(1.21) 

On peut prouver [18] que la méthode décompositionnelle équivaut à trouver la suite 

(1.22) 

satisfaisant la relation récurrente 

Sn+J N(lIol ,Sn = 0, n = 0, 1,2, ... 

effet: d'après (1.20) et (1.21) on il : 

YI c-.:: N(yo) Ao 

puis 

Mais puisque YI Ao, on déduit que 1I2 - Al et de proche en proche, on retrouve ainsi toutes 

les relations définissant la méthode décompositionnelle. 

On peut donc en déduire le résultat de convergence : 

Théorème 15 [18] [21] 

Supposons que l'operateur N soit une contraction (IINII < 15 < 1) alors la suite Sn vérifiant 

la relation de récurrence 
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converge vers 8 solution de 

Preuve [21] 

on a: 

118n +! + 811 = IIN(yo + 8n ) 

::; IINII·1I8n 

(1.23) 

o 

N(yo + 8) = 8 (1.24) 

N(yo + 8)1 1 

8 Il < o. 1 8n ~ 81 

on en déduit que 8n converge vers 8.Pour retrouver toutes les relations de la méthode 

ci'Adoman, oil doit poser en plus de la définitiOI' donnant 811 : 

Yo f ( 1.25) 

• 

1.6 Convergence dans un cas plus général des EDP. 

Il s'agit ici de faire une extention de la méthode décompositionnelle et de montrer la conver­

gence dans des circonstances plus générales. En partant de la technique principale proposée 

par Sibony et Brezis pour la résolution des équations variatonnelles non linéaires[15][58], 

Cherruault[18].a montré la convergence de la méthode d'Adomian de la manière suivante: 

Considérons un espace de Hilbert H et son dual Hf. Désignons par Il.jlla norme dans H 

associée au produit scalaire (, ).Soit à résoudre le problème 
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y N(y) = f (1.26) 

où f est donnée dans H'. Sous les hypothèses suivantes[21][18][34][35] : 

R(y) N(y) Y ( 1.27) 

est hémicontinue (c'est à dire la restriction de l'opérateur (N - 1) est continue sur les segments 

de H relativement à la topologie faible de H'). 

(H2 ) R(y) satisfait l'inégalité suivante: 

(Ru-Rv,u v) k Ilu vii 2 (1.28) 

pour tout u et v H, k > 0 

(I-h) quelque soit M > 0 , il existe une constante C(/\1) > 0 telle que pour u et v E Il 

avec 

(1.29) 

on a: 

( Ru Rv, w) S; C (A1) Il u v 1 j 1 w Il (1.30) 

pour tout wEIl 

On a le résultat suivant: 

Théorème 16[21] 

1) pour tout f E H', il existe y appartenant à H lel que 
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y N(y) = f (1.31) 

2) la suite (Yn) définie par: 

{ 
Yn+l 

Yo 

Yn p(N(yo + Yn) - Yn) p> 0, n 2': 0 

f 
(1.32) 

est fortement convergente dans H et sa limite y est la solution de : 

y N(yo+y) 

Une première conséquence de œ théorème est que u = Yo + Y avec Yo f est solution de 

u f + N(u) (1.31) 

Preuve[21][18] 

1) Indication: cette partie a été dcmontrée par H.Brezis et M.Sibony[15]. 

2) pour justifier la convergence de la suite (Yn) on pose: 

En+l Yn+l Y (1.35 ) 

où y est la solution de l'équation (1.33). On peut écrire : 

II En-HI12 l'Yn P (N(yo + Yn) - Yn) (y - p(N(yo + y) - y) 
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où l'on a posé 

R(y)=N(yo+y)-y 

Si on choisit Mo tel que Ilyll s: Jv;o (qui implique Ilyll s: Mo) alors 

(Ih) et l'hypothèse de récurrence permettent d'écrire: 

soit ellcore 

ct par conséquent: 

I~ 
ni J Il 

,1:1 ' 
li U 

Si \Jll choisit p > 0 tel <JIU; () l, l'hypothèse de récurrence est 

On en déduit alors que En t 0 lorsque n tend vers cx:. 

Ce qui démontre la convergencc de la suite (Yn). 

(1.36) 

hypothèses (H2 ), 

(1.37) 

(1.38) 

(1.39) 

cl l'étape n + 1. 

01\ remarque que la relation (L~2) permet de calculer ln solution (approchée) de façon 

IÙ"llnCnLC. En fait la limite de la suite (YrJ vérifie l'équatioll : 

N(yo + y) y (1.40) 

• 
Lien avec la méthode décompositionnelle[18] 
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on pose Yn = Sn dans la relation (1.32) on a : 

( 

Sn+l 

Yo = f 

o 
(lAI) 

En posant 

1 ... 1 Zn 

Lorsque 71 est. grand, Oll montre que les tr01lV(~S par ceLte mé'l hodc SOllt idclltÏques à Ct~llX 

donnés par môthode dècompositiol1nelle. 

En effet lorsquc n cst grand on a : 

( Il:\) 

En cons6qcllœ ; 

N(Yll ~ 1 ) 

puisque n suffîsamment grand, 

~ \ 
j / ( 1 

Or d'après le théorème15 précédent 



(1.46) 

cela implique que 

n 

N(yo + Sn) = ~Ai (1.47) 
i=O 

on en déduit que 

1. 7 Conclusion 

A la lumière de la présentation générale de la méthode décompositionnelle d'Adomian, et 

surtout des concepts théoriques de base y afférant, nous pouvons conclure que cette méthode 

est bien fiable et elle peut être utilsée à raison pour la résolution des équations fonctionnelles. 

A travers les différents théorèmes, les résultats de convergence sont établis sous des hypo­

thèses faciles à vérifiées. Des formules donnant des polynômes d'Adomian sont faciles pour la 

mise en oeuvre informatique. 

Pour la suite, nous utlIserons la méthode d'Adomian pour la résolution des problèmes de 

diffusion de type équations aux dérivées partielles paraboliques et des équations intégrales. Nous 

donnerons aussi de nouveaux résultats permettant une amélioration de la méthode. 
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'Iroisième partie 

Equations aux dérivées partielles 
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Chapitre 2 

GENERALITES SUR LES 

EQUATIONS AUX DERIVEES 

PARTIELLES ET DES MODELES 

DE DIFFUSION 

2.1 Introduction 

Ce chapitre sera consacré à quelques rappels sur les équations aux dérivées partielles (EDP). 

Notre attention portera particulièrement sur les EDP de type parabolique pour pouvoir at­

teindre notre objectif qni est l'étude des modèles de diffusion. Après avoir rappelé quelques 

définitions classiques des EDP, nous donnerons des solutions analytiques classiques des princi­

paux problèmes de diffusion linéaire connus. Quant aux problèmes non linéaires, il n'existe pas 

de méthodes analytiques spécifiques pour leur résolution. Nous nous contenterons de donner 

des résultats de l'analyse fonctionnelle sur l'existence et l'unicité des solutions des équations 

de diffusion-réaction généralement rencontrées. On se propose de résoudre numériquement les 

EDP non linéaires par la méthode décompositionnelle en supposant les conditions d'existence 

et / ou d'unicité remplies. 
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2.2 Définitions générales 

Définition 1 

On appelle une équation aux dérivées partielles(EDP), toute relation du type 

f(x, y, ... , U, 1Lx, 1Ly, "') 1Lxx , tLyy ) ... ) = 0 (2.1 ) 

qui contient les variables indépendantes x, y, etc, la fonction inconnue u et ses dérivées partielles 

successives. 

Définition 2 

On appelle ordre d'une EDP le plus grand ordre des dérivées partielles "qui y appamissenl". 

Définition 3 

On dit qu'une EDP (2.1) est linéaire si la fonction J est linéaire en 1L el en loules ses 

dérivées. 

2.3 Classification d'EDP d'ordre 2 

Les EDP d'ordre 2 sont les plus couramment rencontrées en mathématiques appliquées lors 

de la modélisation des phénomènes physiques [24]. 

2.3.1 Equations â plusieurs variables 

Sur un domaine D c Rn, une EDP d'ordre 2 à plusieurs variables est de la forme 
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n n n 

L L aijUx,x] + L biUXi + cu + f 
j=li=l i=l 

où aij aji et a, b, C, f sont des fonctions de Xl,X2, ... , Xn. 

Notation: 

Classification 

(Pu 

axJ)Xj 

au 

o 

l'EDP(2.2) peut ètre classée en trois grands types suivant les f01:'~nes : 

(i) Si l'EDP(2.2) peut se mettre sous la forme 

alors elle est dite de type elliptique : 

Si l'EDP(2.2) peut se m~.ttre sous la 

Tl. 

alors elle est dite de type hyperbolique: 

(iii) Si l'EDP(2.2) peut se mettre sous la forme 

m n 

L U XiX ; L UX;Xi -j. <J) 

i=l i=m+l 
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alors elle est dite de type ultrahyperbolique : 

Si l'EDP(2.2) peut se mettre sous la forme 

n-m 

L (±UXiXi ) + q.> 0 
i=l 

alors elle est dite de type parabolique. 

(m> 0) (2.6) 

Ces différentes formes qui permettent d'établir la classification sont obtenues à partir de 

(2.2) en effectuant des changements de variables. On pourra consulter[61]. 

2.3.2 Equations à deux variables 

Sur un domaine 0 C ]R2 ,une EDP d'ordre 2 à 2 variables indépendentes est de la forme; 

au au 
ri-- + c~- 1 J(u) ax a1} o (2. 

avec a, b, C, ri ,e ,J des fonctions continûment dérivables de ::r et y. 

Les propriétés de ces solutions dépendent fortement de la grandeur relative des coefficients 

a, b, c. 

Classification 

Par définition l'EDP(2.7) est: 

(1) hyperbolique si 

ac - lJ2 < 0 

Exemple 1 : équation d'ondes 
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o 

(2) parabolique si 

Exemple 2 : équation de la chaleur 

(:3) elliptique si 

ac - b2 > 0 

Exemple 3 : équation de Laplace 

Nous notons qu'en pratique, les deux variables indépendantes seront la variable spatiale et 

la variable temporelle. Cela se justifie par le fait que phénomènes de la nature évoluent 

suivant l'espace et le temps. Ces équations sont étudiées sur des ensembles donnés. 
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2.4 Cadre Fonctionnel 

Si n est le nombre de variables indépendantes dans une EDP, on considère cette équation 

sur un domaine D c Rn (espace euclidien). Mais selon la nature de certains problèmes, il est 

plus convenable de travailler dans des espaces plus généraux (réguliers) tels que les espaces de 

Hilbert [14]. 

Pour des précisions mathématiques, il est nécessaire de doter ces espaces des topologies 

adéquates afin d'établir (s'il est nécessaire), l'existence et l'unicité des solutions recherchées. 

En pratique, pour obtenir de façon unique la solution d'une EDP, on lui ajoute des contraintes 

liées à la nature physique des phénomènes à étudier. Dans notre travail où nous nous intéres­

sons aux phénomènes de diffusion évoluant dans le temps et l'espace, ces contraintes seront sous 

formes des conditions initiales liées à la variable temporelle et des conditions aux bords liées 

aux variables spatiales. 

Les deux (ypes de conditions aux limites les plus usuelles sont : 

- Condition de type Diriclet : on impose des valeurs particulières sur la fonction inconnue. 

Condition de type Neuman : on fixe des valeurs sur le flux de la fonction inconnue. 

Quand le domaine est non borné, on a des fois recours à des conditions de régularités [14] 

[59] pour établir l'existence et l'unicité des solutions . 

.'\Tous allons à présent rappéler quelques résultats théoriques sur des problèmes de diffu­

sion. Ces résultats seront basés essentiellement sur l'équation de la chaleur qui est un exemple 

fondamental des phénomènes de diffusion. Les autres cas en seront des généralisations. 

2.5 Rappel sur des problèmes de diffusion linéaire. 

Les problèmes de diffusion linéaire sont régis par des EDP linéaires de type parabolique. 

Des méthodes analytiques classiques (méthode de Laplace ou de Fourier) sont bien adaptées 

pour leur résolution. Il existe suffisamment d'outils de l'analyse fonctionnelle pour leur étude. 
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Nous allons à présent donner quelques résultats sur l'équation de la chaleur que l'on peut 

étendre aux différents modèles régis par des équations de diffusion de types paraboliques simples. 

Lemme 1 

Soient 

D {(x,t)jt E [O,T] et x [a,bl} 

Al {(x, O)jx E [a, bl} 

fh {(a, t)jt E [0, Tl} 

A3 {(b, t)jt E [0, Tl} 

Si u(x, L) :::> 0 SUT 1, alors u(x, l) 0 SUT D 

Ce lemme implique la positivité des solutions de diffusion. Nous allons l'utiliser pour le 

principe du maximum qui va suivre. 
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2.5.1 Principe du maximum 

On considère le modèle : 

OU 02U 
ot = a ox2 ,0 < x < 1 et 0 < t < T (2.8) 

1) Si Ul ~ U2 sur r( ulet U2 sont des solutions de (2.8) sur D), alors Ul ~ U2 sur D 

2) Les extrémas d'une solution U sont atteints sur r : 
si 

m ~ u(x, t) ~ M sur r 

alors 

m ~ u(x, n < lVI sur J) 

3) Si u n'est pas constante sur r alors 

m < u(x, t) < M sur J) 

Les extrémas sont seulement atteints sur r . 

Le principe du maximum est employé pour établir l'unicité de cerLains problèmes. Nous 

allons le montrer sur un exemple : 

Considérons 

où 
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u = u(x, t), (x, t) E [a, b] x [0, T] 

Supposons de plus 

u(x,O) ~(x) 

u(a, t) f(t) 

u(b, t) g(t) 

Si Ul et U2 sont deux solutions ce problème, leur différence est nulle sur r, elle est aussi 

nulle sur D [a, b] x [0, T] et UI U2. 

A présent nous donnons sous forme de théorèmes des solutions de quelques types d'équations 

de la chaleur que l'on rencont.re couramment. II s'agit des EDP linéaires lésolubles analytique-

ment par des méthodes exactes méthode de Laplace ou la méthode de Fourier.). 

Théorème 1 

La solution de l'équation de diffusion 

at a <:: x b ct 0 <:: t <:: T 

(2.9) 

1t(X,O) ~(x) 

est .' 
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u(x, t) 1 Jb ((X w)2) --- exp - if> (w)dw 
2Vnot a 40t 

Théorème 2 

La solution du pmblème de diffusion : 

est: 

âu 
ât 

â2u 
0--- +f(t,x) a:::;xS;betOS;f,:::;T 

âx2 

u(x,O) if> (x) 

b 

1 J ((x W)2) u(x,t) = --- exp -~--- tP(w)dw 
2Vnot 40t 

a 

(2.10) 

+_~-= lb ds -t/<Xl exp (_~ __ ~:) f(w, t _ s)dw 
2Jn.. 40::1 

Théorème 3 

La solution du pmblème 

est 

âu 
ât 
u(x,O) 

u(x, 0) 0 

+00 

(J -CX) 

1 J (x w)2 (x - w)2 
u(x,t) = ----= [exp[-4oi--]- exp [---4-a;-]14>(w)dw 

o 
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Définition 4 

On dit que la fonction (j) est une fonction à croissance exponentielle sur IRn s'il existe deux 

nombres a et b tels que : 

D'après cette définition 

Théorème 4 

La solution de 

071 

ai 

1 rp Il aexp(bt), Vt E 

0271 
(t_.... x> 0 ·ox2 

n(;r, 0) 0 

71(0, L) rjJ(i) 

et t > 0 

où rjJ est à croissance e;rpo7lcnlielle est 

n(x,t) X /1.3 ((-X)2) 
--.... S2 exp --- rjJ(t - s)ds 
2v0fa 4as 

o 

'J'outes les démonstrations de ces théorèmes 1 , 2, 3, 4 sont basées sur 
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intégrales classiques de Laplace ou de Fourier. Pour plus d'information, on pourra consulter 

les ouvrages[25][62][50][52]. 

2.6 Cas des problèmes de diffusion non linéaires. 

Comme nous l'avons dit plus haut, les EDP non linéaires sont difficiles à résoudre. Il n'existe 

pas de méthodes de résolution analytique spécifique. Seules les méthodes numériques permettent 

d'obtenir des solutions approchées avec certaines précisions. Dans ce paragraphe, nous nous 

contenterons juste de donner des résultats théoriques généralement utilisés pour prouver l'exis­

tence et/ou l'unicité de solution des EDP non linéaires. 

En générai, il est facile d'établir l'unicité de la solution d'une EDP donnée. Pour établir 

l'existence (pas toujours évidente ), on procède souvent de trois façons: 

(i) Soit on impose des conditions sur la partie non linéaire de l'équation [14][59]. 

(ii) Soit aIl utilise le théorème du point fixe[18]. 

(ùi) Soit on utilise la théorie variationnelle [15][58]. 

2.6.] Existence et unicité de la solution de l'équation Vt 

N (:r, i, 11, l1,x) 

Dans cc para.gaphe, on se limitera. à donner des conditions d'existence et d'unicité de 

solutions sur un domaine rectangulaire. Les résultats restent valables pour les espaces semi­

infinis: 

{ t),x~O,t~O} (2.13) 

Soit le problème: 
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Ltu Lxxu - N(:c, t, u, ux ) 

u(O, t) f(t) o ~ t ~ T 

(2.14) 

u(1,t) g(t) o ~ t ~ T 

u(x,O) h(x) -00 < x < lX! 

où 

cP a 
Lxx - 8;;2 et Lt af 

Pour établir l'existence et l'unicité de ce type de problèmes (2.lt1), on fait des hypothèses sur 

l'opérateur N : 

(III) La fonction N est définie et continue sur : 

8 { t,1Lp)/(x,t)ED=JhUHr avecu,pbornées} 

est l'intérieur de D et BT aD est la frontière de ]) paramétrée par T > O. 

Uh) Pour chaque C > 0 et pour chaque lui, Ipl < C, la fonction N i,1L,p) est unifor­

lllement continue au sens de Hûlder en x et en t sur chaque compact de D. 

( li;)) Il existe une constante eN telle que : 

(J14) Si DT n'est pas bornée, on peut ajouter une hypothèse sur N et dire que N est borné 

pour u et p. Avec u, Ut et U xx continues sur DT. 

Lemme 2 : (existence) 

On considère le problème à valeur initiale: 
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1 
LtU 

u(x,O) 

Lxxu + N(x, t, u, U x) -00 <: x < +00 0::; t ::; T 

(2.15) 

<p(x) -00 < x < +00 

où <p E D(lR) et <P, <pl sont bornés. 

Le problème (2.15) possède au moins une solution. On sait que la solution du problème(2.15) 

pour N nul (solution fondamentale de l'équation de la chaleur) est: 

K(x, t) = 

D'après le lemme de Friedmann[25] 

exp(·~-- ) 
4t 

i(ll((, T)K((:r (, t~ T))( N((, T, u((, T))K(x - (, t - T) 

où ()'7" et Oç sont respectivement les dérivées en T et (. 

En intégrant l'identité sur -CX) < ( < +00 et ° < T <; t , on obtient la représentation: 

( +00 

u(~c) t) ()<p(()dç + J J K(x ~~ (, t - T)N((, T, u((, T), u((, T))d(dt (2.16) 

-00 o -00 

On remarque que toutes les hypothèses (Ht) (lh) (lh) el (lh) sont vérifiées. Ce qui 

permet de conclure que (2.16) est bien une solution du problème (2.15). 

Lemme 3 : (unicité) 
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Le prablème à valeur initiale (2.15) possède une solution unique si et seulement si l'équation 

intégra-différentielle (2.16) possède une solution unique telle que u et U x continues et bornées 

pour x E ]-00, +oo[ et tE ]0, T] 

Pour la démonstration de ces 2 lemmes, se référer à [25] 

2.7 Quelques modèles des phénomènes de diffusion 

La modélisation de beaucoup de phénomènes physiques et en particulier biologiques aboutit 

à des équations de diffusion. En biologie, un grand nombre d'exemples est caractérisé par 

des bases physico-chimiques. Ces équations qui intègrent à la fois la dimension temporelle et 

la dimension spatiale, appartiennent à la classe des équations aux dérivées partielles de type 

parabolique dite évolutive. 

Dans ce paragraphe, notre objectif n'est pas de faire une théorie de la modélisation des 

problèmes de diffusion. Nous allons donner quelques exemples rencontrés dans la vie pratique 

de ces problèmes, qui ont nécessité l'utilisation de la méthode d'Adomian. 

Mais aV'l,nt tout , nous voulons définir le phénomène de diffusion : 

2.7.1 La diffusion 

La diffusion est un phénomène par lequel un groupe de particules s'étend suivant un mou­

vement irrégulier. Autrement dit, lorsque le mouvement microscopique irrégulier de chMue 

particule débouche sur une régularit(~ du mouvement du groupe total de particules (régula­

rité macroscopique), le phénomène de diffusion survient. La diffusion résulte d'une dispersion 

aléatoire des particules. 

On peut citer des exemples simples suivants: 

- Osmose: la diffusion de l'eau à travers une membrane. 

- Il peut y avoir diffusion s'il existe une différence de potentiel (ddp) entre 2 comparti-

ments membranaires. Ici, la diffusion est fonction des gradients de concentrations mais aussi du 

gradient élèctrique. On parle alors de gradient éléctro-chimique. 
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Le modèle de diffusion le plus courant et usuel est l'équation de la chaleur 

au 
= Cléilu 

8t 
(2.17) 

où Clé est le coefficient de diffusion et il (.) désigne le laplacien. 

En dimension 1 d'espace, par exemple le cas d'une barre métallique dont la température u 

ne depend que de l'abscisse x et du temps t, on a 

(2.18) 

Cette équation de la chaleur est le prototype des équations paraboliques qui caractérisent 

les équations de diffusion les plus couramment rencontrées. 

L'expression de l'équation de la chaleur peut être établie par la loi de Fick[1l][19]. 

2.7.2 Equation de diffusion-réaction. 

L'équation(2.18) représente une diffusion simple. Mais dam; la pratique, des mécanismes 

tels que la convection (lié au mouvement global du milieu dans lequel la diffusion se produit) 

ou la réaction (qui indique une formation ou une perte de substance diffusante) int.erviennent 

dans la formulation d'une équation de diffusioIl. 

Ainsi, une équation générale de diffusion en dimensio111 d'espace sera -t.-elle de la forme: 

Dans cette équation : 
au 
8t : représente le stockage 

(2.19) 
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8u , . 
- C 8x : represente le terme de convectIOn 

82u . 
- a 8x2 : représente le terme de diffusion 

- F(u): représente le terme de la réaction 

où C répresente la vitesse du milieu dans lequel la diffusion se produit. C est aussi appelé 

la célérité. 

Dans une diffusion moléculaire, le terme de la réaction exprime les relations intra et inter­

espèces. Ces relations résultent des mouvements en général non aléatoires. Ce sont des mouve­

ments qui obéissent à certaines lois et qui agissent sur la distribution spatiale des populations 

(attraction ou répulsion entre espèces, effet de l'environnement, etc) 

L'équation (2.19) avec des conditions assez simples où l'EDP est linéaire, peut être résolue 

par des méthodes exactes classiques telles que la transformée de Laplace ou de Fourier. Mais 

il n'existe pas de méthodes générales pour résoudre le problème(2.19) lorsque F(u) est une 

fonctionnelle non linéaire en 11. Et plusieurs méthodes numériques peuvent être utilisées pour 

trouver des solutions approchées. 

En réalité l'équation générale de la diffusion-réaction Ut aL'è.u F( u) peut être écrite en 

différentes coordonnées selon la nature physique des phénomènes à étudier[55]. 

2.7.3 Exemples des modèles de diffusion-réaction dans les sciences du vivant. 

Contrairement au milieu physique, le milieu biologique se caractérise par une complexité 

dans sa structure physiologique et son activité chimique. Les paramètres décrivant le transport 

des molécules sont souvent trés nombreux et les propriétés des milieux biologiques sont souvent 

rnalconnues[1O][11][26][33]. 

Diffusion d'une souche de bactérie dans l'eau. 
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On suppose que les bactéries sont soumises à deux facteurs, l'un limitant sa croissance, 

l'autre stimulant sa prolifération. Ces deux facteurs seront exprimés par les taux de croissance 

et de mortalité des bactéries. Ainsi la propagation des bactéries peut être décrite par[43] : 

Be 
Bi 

ab.e + (r - q)f(e) 

où r est le taux de croissance des bacteries et q leur taux de mortalité. 

(2.20) 

Nous signalons que le diamètre des bactéries varie en général entre 0,2 et 1,5/l,m. Le') germes 

sont assujettis à un mouvement brownien du fait de la petitesse de leur rayon effectif qui est 

de l'ordre de l.im(micro-mètre). 

Le coefficient de diffusion des bactéries peut être déterminé par: 
RI' 

où T est la température du milieu(eau) 

r est le rayon des bactéries 

TI est la:viscosité de l'eau 

Rest ia constante des gaz 

1'1 est le nombre d'Avogadro 

La population de germes sera soumise à des facteurs biotiques ou abiotiques. Ceci est pris 

en compte dans la fonction cinétique f. 

Les fàcteurs abiotiques sont: Les radiations solaires, la température, le PH, la salinité 

de l'eau et la présence de matière organique. 

les facteurs biotiques sont: les propriétés intrinsèques des micro-organismes, comme leur 

faculté de résister à des conditions de famine, leur éventuelle fixation sur un support, et leur 

relation avec les autres espèces de l'écosystème. 

Pour la suite, nous considérons l'équation de diffusion générale à une dimension d'espace 



(2.21) 

où 

F(c) = (r q)f(c) (2.22) 

Et nous y ajoutons des conditions aux limites[42] 

c(O,O) = a et 
OC ox (0, 0) = b (2.23) 

où a représcnte le nombre de bactéries libérées par unité de surface au point (x 0, t = 0). 

Et b désigne le fllLX au même point. 

Diffusion de médicaments dans le cerveau. 

Sur le plall clinique, le traitement de la tumeur c3,ncéreuse du cerveau par des inhibi­

teurs( anticancéreux) permet de garantir un traitement optimal. En effet le cerveau est U11 

organe trés sensible ct l'usage de l'intervention chirurgicale classique pourrait provoquer UllC 

destruction massive des neurones. Il en est de même pour un traitement d'accident cérébro­

vasculaire. 

La modélisation de la diffusion de l'inhibineur dans le cerveau obéit à l'équation sui-

vante[10][1l]f33] : 

OC 
ot (2.24 ) 

où c c(x, t) est la concentration de la substance (inhibiteur) injectée dans le cerveau. Ici x 

représente la variable spatiale et t la variable temporelle avec la condition initiale soullaitée : 

c(x,O) O. Les paramètres V, K représentent respectivement la vitesse de réaction et la 

constante de Michaelis-Menten. 



L'étude de ce phénomène permet de prédire la quantité minimale de substance initiale à 

injecter pour obtenir une certaine concentration assez précise à une profondeur Xo voulue et à 

un instant donné to. 

On rencontre aussi fréquemment les équations de diffusion-réaction de type(2.21) dans les 

domaines tels que : 

L'étude dynamique des phénomènes physiques, chimiques ou biologiques. 

- En chimie: on rencontre ce type d'équations lorsque l'on a des substances qui se diffusent 

dans un liquide ou dans un gaz. 

- En écologie: on retrouve ces équations lorsqu'on étudie la pollution des eaux (rivières, 

nappes phréatiques, ... ). 

- En médecine, ces équations interviennent en épidémiologie et bio-ingéniérie(génie-génétique, 

immuno-technologie, biotechnologie) ,la dispersion de matériaux injectés dans le plasma sanguin. 

etc. 

Or la maîtrise de ces phénomènes peut contribuer à la prise de nombreuses décisions politico­

écologiques. L'étude donc d'un tel type d'équation révèle Ull grand intérêt pratique. 

2.8 Conclusion 

Un grand nombre de phénomènes iss,us des sciences du vivant est modélisé par des équa­

tions de diffusion de diffusion-réaction de type Ut aAu F(u). D'où l'étude de tels types 

d'équations revêt une importance, indéniable, pour des applications. Nous utilsons la méthode 

d'Adomian pour leur résolution. L'avantage de cette méthode réside au niveau de l'apparition 

explicite de différents paramètres physiques dans la solutioll calculée. Ce qui facilitetra l'étude de 

l'identification et du contrôle des systèmes qui en découlent comme l'a montré Y.Cherruault 

dans ses deux ouvrages fondamentaux[18][20]. De plus, l'algorithme utilisé permet d'éviter des 

calculs lourds. 
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Chapitre 3 

RESOLUTION DES PROBLEMES 

DE DIFFUSION PAR LA 

METHODE D'ADOMIAN 

3.1 PREALABLE 

Nous voulons résoudre numériquement des problèmes de diffusion par la méthode décom­

positionnelle. Il y a quelques travaux sur ces problèmes[26][36][43][55], mais des difficultés de­

meurent quant â l'intégration des conditions initiales et des conditions aux limites 

dans la forme ca,,?-onique des équations â résoudre. Notre contribution dans ce travail a été 

une technique permettant de prelldre en compte conditions initiales ou aux limites dans la 

forme canonique d'Adomian. qui a fait l'objet d'une publication:44]. La technique consiste 

à ajouter un terme supplémentaire au premier terme de la série d'Adomian pour 

inclure les contraintes imposées au problème considéré. 

Notons que dans [44], en plus de la technique ci-dessus cité, nous avons donné une condition 

suffisante de convergence de la méthode d'Adomian appliquée aux équations de type diffusion­

réaction. Ce sont les deux aspects qui constituent l'essentiel de ce chapitre. 
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3.2 Cadre fonctionnel 

Nous nous intéressons à la résolution des équations de diffusion-réaction de la forme: 

Ut = Dflu -+- F(u) (3.1 ) 

en dimension 1 d'espace où u = u(x, t) sera la concentration de la substance diffusante, 

définie sur un domaine borné D de IR2 

D = (a,{3) x (0, T) 

Nous savons qu'avec la présence du terme de la réaction F(u) (en général non linéaire) 

dalls (3.1), les résultats exprimés dans le chapitre1 à travers les théorèmes 1, 2, :3 et <'1 ne 

permettent pas la résolution de tels problèmes. D'où la nécéssité d'envisager des méthodes 

numériques pour leur résolution. En général, on utilise des méthodes classiques de discrétisation 

ou d'approximation. Dans ce travail, nous proposons d'utiliser la méthode décompositionnclle 

d'Adomian pour leur rôsolution. 

Nous allons considérer l'espace de Hilbert H défini par: 

H = J}((a,{3) x (O,T),IR) (3.2) 

l'ensemble des [onctions 

u: (a,{3) x (O,T) -~ IR (3.3) 
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telle que: 

Avec le produit scalaire 

et 

la norme associée. 

J u2 (x, s)dxds < +00 
(Q,,8) x (O,T) 

(u, V)H J u(x, s)v(x, s)dxds 

Il 

(Q,,8) x (O,T) 

J u2 (x,s)dxds 

(D',,B) x(O,T) 

Soit H' L(H, IR) le dual de H. 

3.3 Schéma numérique d'Adomian de résolution 

Soit l'équation 

Si on considère les opérateurs L, R et N définis par 

au 
Lu= - Ru 

at' 
N = -F('u) 

L'équation (3.7) peut se réécrire: 
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(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 



Lu+Ru+Nu 0 

où encore l'équation équivalente; 

i 

avec g(x) = u(x,O) et [-1(.) = j(.)dS. 

a 

(3.8) 

(3.9) 

Nous notons que l'équation (3.9) représente la forme canonique d'Adomian[1][18]. En 

effet si on pose 

13 _L- 1 Hu- C- 1 Nu 

alors l'équation (3.9) ;:>ellt s'ôcrin: 

Il = g -1 1311 

On peut donc appliquer la méthode d'Adomian à (3.9). 

Soit alors 

+00 -j-CO 

U L /Ln et N'iL = L 
7/,"'0, 

En les reportant dans (3.9), on a : 

-100 +00 

g(x) L~l R I:: 11 71 - L ~1 LAn 
Tl~-O n=O 

On peut en déduire l'algorithme d'Adomian suivant : 

GO 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 



ct 

Uo g(x) 

Ao 

Un+l -L-1Run L-1An 

NB: forme canonique (3.9) n'est pas unique. 

On peut par exemple considérer 

x x 

L J J (.)dsds 
o 0 

Dalls ce cas. la [orme canonique sera: 

En posant 

OU lIOU 1_1 , 
u(x, t) = 11.(0. t) + ax (0, t) + DL at- - DL F ('IL) 

- 1 _10U 
]]7J, = DL 8L ~L F(u) 

]) 

9 ( ) ou (. , 
u O,t; -\;::) O,t) 

vX 

on a : 

u = gl Bu 

Il en ré~imltera l'algorithme d'Adomian : 
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(3.13) 

(3.1 il) 

(3.15 ) 

(3.16) 

(3.17) 



· Du 
uo '11(0, t) + Dx (0, t) 

1 L- l DUn 

D Dt 
1 

D 

(3.18) 

3.4 Etude théorique de la convergence de l'algorithme d'Ado-

mian. 

Dans ce paragraphe, nous allons faire l'étude théorique de la convergence de l'algorithme 

d'Adomian associé aux problèmes de diffusion-réaction ~~ D ~:~ + F( '11) .en donnant de 

nouveaux résultats. Plus précisement, nous utiliserons propriétés des opérateurs monotones 

décrits par les hypothèses (Hl), (H2 ) et (H3) du chapitre] pour établir une condition suffisante 

d'existence de solution de l'équation(3.7) puis surtout assurer la convergence de l'algorithme 

d'Adomian(3.13) vers une solution du problème considérée. 

Théorème[44] (existence ) 

Pour toute fonclion 9 dans Hf (le dual de II), 8/ F(u) est lipschitzienne alors l'équation 

(3.7) 

équivalente à (8.9) 

admet une solution dans H. 

Théorème [44] ( convergence) 

Du 
Dt , 
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Si F(u) est lipschitzienne dans H alors pour toute fonction uo = g(x) dans HI, 

l'algorithme d'Adomian défini par la relation (3.13) est convergent. 

Preuves: 

Si on pose l'opérateur 

Tu= Ru+N'u 

Alors d'après Sibony-Brezis [15] et Cherruault,Mavoungou [21][34][35], pour établir 

les preuves des théorèmes 1 et 2 , il suffit que l'opérateur T vérifie 

et (H3 ) définies précédemment au paragraphe (1.6) du chapitre 1. 

On a: 

Tu Ru +Nu 
[]Zu 

- F(u) 

(Ih) Si F ( u) lypschitl\ienne alors l'opérateur 

7' = 

est hémicontinue. 

(H2 ) l'vlontrons que 

(Tu- Tv,u v)::;o. k vl1 2 

pour tout 'Il ct vC li, k > O'? 

on a: 

Tu-Tv 
cP 

1) (71, - v) (F(u) - F(v)) 
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et 

(Tu Tv,U-V)=D(-::2(U-V),U-V)-(F(U) F(v),u-v) 

EP 
Comme 8x

2 
est un opérateur différentiel dans H, on a [34] : 

Aussi on déduit de l'inégalité de Schwartz que: 

(F(u) F(v), u -- v) < IIF(u) - F(vH llu - vi 

puis 

(F(u) -F(v), 'U - v) :; n I!u -

où « pst constante de lipschitz relativement à F 

j'vrai" 

(F(u) F(v), u - v) < Cl: Ilu - vl1 2 
{c} (F(u) F(v), u-- v) 2:> ~(x Ilu vl, 2 

par suite 

En posant k = Do - a (avec Do > a), l'hypothèse (Ih) est satisfaite. 
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(H3 ) Montrons que 

VM > 0,:3 C(M) > 0 tels que Iluil S; M et Ilvll S; M 

=> (Tu - Tv, w) S; C(M) Ilu vllllwll, VWEH? 

Ona: 

(Tu Tv,w) 
82 

(-D 8x2 (u - v) (F(u) F(v), w) 

S; ( -D ::2 Cn - v), 10) (-F(u) - F(v), w) 

S; IDllu -- vlllwli + Cf liU vlllwli 

on en déduit que: 

(Tu - Tv, 71)) s: CCH)iu - vllluJjJ 

avec 

C(M) -== ID + Ct 

Ainsi 1 'hypothèse (H 3) est satisfaite. 

CQFD 

3.5 Quelques exemples d'application 
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Si on considère l'espace de Hilbert H = L2 ([a, P'l x [0, Tl, IR) alors nous avons les propo-

sitions suivantes : 

Proposition 

La méthode d'Adomian appliquée au problème de diffusion 

est convergente. 

au 
at 

Ce type de modèle réprésente la diffusion d'une population à taux de croissance 

exponentielle. 

Proposition 

La méthode d'Adomian al)pliquée au problème de diffusion 

u), (J IR 

est convergente. 

Ce type de modèle réprésclltc la diffusion d'une population à taux de croissance 

logistique. 

Proposition 

La méthode d'Adomian au pTOblème de diffusion 

est convergente. 

Pour les preuves de ces propositionsl,2,3 se référer [44J. 
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3.6 Résolution numérique de problème de diffusion- réaction 

avec conditions initiales ou aux limites. 

La résolution d'une équation aux dérivées partielles inclut des conditions initiales ou aux 

limites. Or la méthode décompositionnelle telle que exposée dans le chapitre 2 ne permet pas en 

général de prendre en compte simultanement toutes les contraintes imposées à certaines formes 

d'EDP[55][18][43][36]. Cela conduit à de solutions moins satisfaisantes. 

D'où la nécessité de trouver des formes canoniques adaptées(formes canon niques bien 

posées) prenant en compte conditions initiales et aux limites. 

En effet, la méthode décompositionnelle s'adapte bien aux équations fonctionnelles qui 

peuvent être écrites sous la forme 

u = Nu + 1 

(forme canonique). Et si une équation n'est pas sous cette forme, il conviendra de 

avant de pouvoir appliquer la méthode d'Adomian. 

(3.19) 

ramener 

Au niveau des {'qua Lion aux dérivées partielles, cette forme s'obtient gènéralemenL par des 

intégrations successives. Cette procédure ne permet pas d'inclure à la fois les conditions initiales 

et les conditions aux bords dans la forme canonique. 

En effet: 

Sion considère le problème 
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811, 8211, 
- = D 8x2 + F(u) 8t 

u(x, 0) g(x) 

(3.20) 

11,(0, t) hl (t) 

11,((3, t) h2(t) 

avec 11, u(x, t) et t,) C (0, (3) x (0, T) 

En considérant les opérateurs 

[ 

[) J L :ccc -;-) (.) et 10-1 = (. )ds 
ct 

o 

L'équation 

peut se réécrire formellement 

t t 

11, = ,0) + J D82~~~dS + J F(11,(x, s))ds 

o 0 

qui est une forme canonique d'Adomian. 

Cette forme canonique ne permet pas de prendre en compte les 2 conditions aux bords. 
J; x 

De même en considérant les opérateurs 10 = ::2 (.) et L- 1 = J J (. )ds 

o 0 
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L'équation 

peut se réécrire formellement 

x x 

U U (0, t) + ~~ (0, t) + ~ J J 
o 0 

x x 

I---'-::---,-dsds + J J F(u(s, t))dsds 

o 0 

qui est aussi une forme canonique d'Adomian où une seule condition aux bords y figure. 

On dit dans les deux cas que les formes canoniques sont incomplètes. les solutions 

obtenues par la méthode d'Adomian ne vérifient pas en général les cOllditions aux limites. 

D'où la nôcessité de chercher des formes canoniques qui puissent englober conditions initiales 

et conditiolls aux limites. 

3.7 PRlSE EN COMPTE DES CONDITIONS INITIALES ET 

AUX LIMITES DANS LA FORME CANONIQUE. 

3.7.1 Résultats existants [43] [55] 

Les premiers travaux sur la prise en compte des conditions aux limites équations aux 

dérivéeti partielles dans la forme canonique ont été ceux de V.Seng et coll[55]. Elle transforme 

le problèllle d'EDP en une équation intégrale ou intégro-différentielle dans laquelle toutes 

conditions imposées à l'EDP Y apparaissent. Les différentes transformations font appel essentiel­

lement à la théorie du potentiel, au principe de superposition, à la transformation de Fourier 

et de Laplace. Mais les calculs sont trop lourds du point de vue application. 

J'on considère l'équation 
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Ut U xx + F(u) 

u(x,O) g(x) (3.21) 

u(O, t) f(t) 

avec 

u = u(x, t) , x > ° et t > ° 
La résolution du problème (3.21) se fait par le principe de superposition en résolvant deux 

sous problèmes (3.22) et (3.23) dont la somme des solutions donne la solution de (:3.21). 

Soit 

Vi 

v(x,O) g(:r) (:3.22) 

v(O, t) f(L) 

et 

Wt lU)) 

W(x,O) ° 
W(O, t) ° 
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Et alors 

u(x, t) v(x, t) + w(x, t) (3.24) 

La résolution de (3.22) se fait par le principe de superposition linéaire 

(3.25) 

avec 

(v1h (Vl)xx 

g(x) (3.26) 

/'1(0.1; 0 

dont la solution est : 

~ +00 

./ e <:2g(2z0 x)dz + ./ g(2zVt - x)dz (3.27) 

-x 

(3.28) 
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Et 

(V2)t (V2)xx 

V2(X, 0) ° (3.29) 

V2(0, t) jet) 

avec la solution : 

t -3 -x2 +00 

~ .. - j(t -- ()( 2 e 4T d( = -~ j(t XJ ._- 2J 
2vTI vTI 

(3.30) 

o x 

20 

La résolution du problème (3.23) est plus complexe. Elle utilise la méthode des images, la 

transformation de Fourier, la transformation de Laplace [55]. 

La solution satisfait: 

I.,x' 

'w(:r, i) = ./ ./ (t - () 1/2 { exp 
(X- y)2] [(X+y)2]} , 
4(t- () - exp --::t(t () x J< lv(y, () 1- w(y, ()] dyd( 

o () 

(:3.31) 

Et enfin 011 peut obtenir la solution du problème(3.21) sous.la forme: 

t +00 

u(x, t;) v(:1:) t)j 2~ J J (t ()-1/2 {exp [-- ~~t Yj;]} x F [u(y, ()j dyd( (3.32) 
o 0 

qui est une forme canonique d'Adomian. On peut donc en déduire l'algorithme d'Adomian 
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uo(x, t) v(x, t) 

1 
t +00 

J J (t 
o 0 

(3.33) 

) 1/2{ [(X y)2]} (- exp -4(t() An {F[u(y,()]}dyd( 

M.Ndour[43] également a contourné le problème en ramenant un problème d'EDP de 

type diffusion en un système d'équations différentielles ordinaires( EDO) facile à résoudre par 

la méthode décompositionnelle. Il procède par des changements de variables dans un cas très 

particulier. 

Soit donc l'équation: 

ac a2c 
F(C) at DI 

C(x, 0) gl (x) (3.34) 

ae 
ax (x,O) 92 

C( +00, t) 0 

où J E L2(lR) , 91 ct 92 sont uniformément bornées el appartiennent à L2(lR) 

L'idée est se ramener à un système d'équations différentielles ordinaires où l'utilisation 

de la méthode décompositionnelle sera ai~ée. 

Pour Oll fait le changement de variables suivaTlt 

z x - ct 

h(z) - h(x ct) = 

9 
dh 
dz 
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Ce qui permet d'écrire: 

dh de ae 
dz dz ax 

dh aeaz ae 
dt az at 

- -c az 

(3.36) 

dh dh dt 1 dh 

dz dt dz c dt 

dg dg dt 1 dg 
dz dt dz c dt 

où c réprésente la vélocité. 

Si nous supposons que x parcourt l'ensemble ]-00, , nous constatons que z parcourt 

le même ensemble, 

Ainsi, .f devient une fonction non linéaire de la variable h. 

Nous:Jbtellons le système d'équations différentielles ordinaires suivant: 

avec h/,=o 0 

dit 
dt. 

dy 
dt 

C(:!;,O) YI (:1:) 
ae 
'a-(x, O) m 

x 

(3.37) 

Le système (3.37) peut être résolu à l'aide de la méthode décompositionnelle. Remarquons 

que les conditions initiales et aux limites sont bien prises en compte. 

Résolution du système d'équations différentielles ordinaires équivalent à l'aide de la méthode 

décompositionnelle : 

Pour la resolution du système dîf[én~nti('l (:1.:17) par la méthode d'Adomian, on peut poser: 
= 

F(h) LAn 
n=O n=O 11==0 

où les An réprésentent les polynômes d'Adomian relatifs à la fonction non linéaire F(h). 
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Gn et Hn seront déterminés par les formules suivantes : 

Ho 

(3.38) 

Go g2(X) 

3.8 Nouvelle technique pour l'obtention d'une bonne forme ca-

nonique des EDP[44]. 

Vu les difficultés persistantes dans ['obtention d'une forme canonique d'Adomian prenant 

en compte toutes conditions imposées à une EDP, nous proposons ici une nouvelle idée 

qui permet de pallier au problème et surtout de résoudre directement le problème 

sans avoir à faire une transformation sous forme d'équations différentielles ou 

intégro-différentielles. L'efficacité de cette technique sera vérifi(;e à travers des exemples 

non résolubles par le schéma classique de la méthode d'Adomian. 

Considérons la forme canonique classique d'une équation aux dérivées partielles obtenue par 

des intégrations successives : 

u Nu+f (3.39) 

Si on écrit 

u = ~ Un et Nu = LAn (3.40) 
11 n 
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et on les reporte dans cette forme canonique(3.39), on obtient: 

00 00 

(3.41) 

On en déduit l'algorithme d'Adomian suivant· 

Ua f 

(3.42) 

Mais nous savons que dans les EDP, la forme canonique Ci39) conduisant à cet algorithme 

(3.'12) ne permet pas de prendre en compte toutes les condiUons imposées à une EDP . Pour 

pallier à cet handicap, nous propOSOllS d'ajouter un terme supplementaire au premier 

terme de la série d'Adomian comme suitl44] : 

/Lo HO -+ 6(x, t) (~U3) 

où <jJ(x, t) est une fonction à choisir qui prend en compte toutes les contraintes 

imposées au problème d'EDP considérée. 

Cela nous permet d'obtenir un nouvel algorithme d'Adomian 
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Uo f +p 

et aussi une nouvelle forme canonique[44] 

La série solution s'obtient par: 

u=Nu+f+p 

00 

u = LUn 

n=O 

Ainsi si nous réconsidérons le problème 

Du 
Dt 

0) 

avec u=u(x,t) et (x,t) (O"B) x (O,T) 

D2u 
D-··· + f(u) 

Dx2 

g(u) 
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Alors en considérant les opérateurs 

t 
â -1 

L = ât (.) et L !(.)dS 
o 

La forme canonique classique sera: 

u(x, t) (3.48) 

Et la nouvelle forme canonique que nous proposons sera [44] : 

u(x, t) (3.49) 

n n 

On déduit de la nouvelle forme canonique, l'algorithme d'Adomian suivant: 

v.(x,O)t i) 

LI 

(3.50) 

Si on considère les opérateurs 

Jl X 

! !(.)dSdS (3.51 ) 

(] 0 

alors on a : 

Forme canonique classique 
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u(x, t) (I(u)) (3.52) 

soit encore 

x x x x 

u(x,t) = u(O, t) + x~~ (0, t) + ~ j j ~~ (s, t)dsds - ~ j j (I(u(s, t)))dsds (3.53) 
o 0 0 0 

L'algorithme d'Adomian : 

--t.T (1 t:r)u(O,t) 
au 

u(O, t) + x-a (0, t) 
x 

.r x x (3.54) 

Un+l 1 /./ Du" 
f). . -aL (s, t)dsds 

() 0 

.h j j An {f(u)}dsds, vn 
. 0 0 

La nouvelle forme canonique sera : 

x X X x 

u(x, t) u(O, t) + x ~~ (0, t) j ,Tl +}; j j ~~(s,t)dsds -- }) j jU(u(s,t)))dSdS (3.55) 
o 0 0 0 

avec l'algorit.hme d'Adornian suivant: 

) Bu ) 
71.(0, t +:c ax (0, t) + cP(x, t 

x x x x (3.56) 

Un+l 1 j j BUn 1 j j { } D Bt (s, t)dsds - D An 1(11.) dsds 
o 0 0 0 

Note: La vérification de la prise en compte des conditions initiales et aux limites 

en incluant le terme supplémentaire cP(x, t) se fera sur des exemples concrèts. 
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3.9 Applications 

Ici, pour les problèmes linéaires, la nouvelle technique va permettre d'obtenir des solutions 

exactes. Dans les cas non linéaires, on obtient des solutions approchées( sous forme de série 

tronquée )qui vérifient les conditions aux limites. On considérera deux types de problème avec 

des conditions aux limites de nature différente. 

3.9.1 Résolution d'un problème de diffusion réaction avec conditions aux 

bords portant sur le flux. 

Nous considérons ici lm type d'équations de diffusion-réaction non résolubles par la forme 

canonique classique de la méthode d'Adomian. 

Soit l'équation de diffusion de type: 

l
Ut 

u(O, L) - 'lLx(O, t) 

U xx + f(u) 

(3.57) 

h(t) 

Avec U 11.(:1',1,), x> 0 ct L> U 

L'utilisation classique de la méthode clécompositionnelle[18] ne permet pas de résoudre di­

rectement ce type d'équations. 

Si on considère les opérateurs 

x x 

J j(.)dSdS 
o 0 

Forme canonique classsique : 

x x x x 

u(x, t) = u(O, t) + xUx(O, t) + J J ~~ (s, t)dsds - J j (f(u(s, t)))dsds (3.58) 

o 0 0 0 
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Et l'algorithme d'Adomian 

Ua u(O, t) + xUx(O, 0 

x x x x (3.59) 

Un+l / /â;tn(s,t)dSds- // An{j(u(s,t))}dsds 
a a a a 

comme 

u(O, t) - ux(O, t) h(t) (3.60) 

cela implique que 

Ua u(O, t) - xUx(O, t) -h(t)x + (1 + :r)u(O,t) (3.61) 

Nouvelle forme canonique 

x X :L X 

u(x, t) = -h(t)x + (1 + x)u(O, t) + cf;(x, t) + J J %i(s, t)d8d8 - J J f(u(s, t))dsd8 (3.f;2) 

o 0 0 0 

Algorithme d'Adomian 

Ua = -h(t)x + (1 + x)u(O, t) + t) 

x x ~ x (3.63) 

J J â;? (8, t)dsds - J ;'And8dS 

a 0 0 () 

Choix de q;(x, t) ( bon choix de ua) 
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soit :,( l", i 

h(t) 

, 
, ! + L)(h(t)u(O, t)) 

J ni 

l u(O, t) - 1Lx(O, t) 

U xx + U 

t 

Ici on a: f(u) u et h(t) =t 

D'où 

<jJ(x, t) (x + l)(t u(O, t)) 

Par suite 

Ua = -tx + (1 + x)u(O, t) + <jJ(x, t) = t 

L'algorithme d'Adomian sera : 
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Ua t 

x x x x 

ff â'un ff 1ln+l ât (s, t)dsds - un(s, t)dsds 

a 0 0 a 

Cela permet de calculer de manière récursive les différents termes de la série d'Adomian : 

Un ( - 1 
X2n 

+ t(-l)l1-
2n! 

l) = L Un = tcosx 
,,=0 

SlllX 
x--

2 

qui est une solution exacte du problème (pl) 

Exemple 2 : Résolution d'un problème non linéaire 

f Ut 

1 u(O, t) uAO, t) = t 

(p2) 

Dans ce cas il n'est pas possible de calculer tous les termes de la série d'Adomian. On se 

limitera à une solution approchée ( série tronquée ) . Et cette solution vérifiera la contrainte 

imposée au problème. 
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Ici on a : f(u) = u2 et h(t) /, 

Avec le choix de la fonction 

4>(x, t) = (x + l)(h(t) - u(O, t)) 

Le premier terme de la série est le même que dans le cas linéaire : 

Uo t 

On obtient l'algorithme d'Adomian suivant: 

Uo i 

'r 

j' "~l' ,,- \( c; l ')dsds al. .': v, 

o 1.' 

x x 

J J An{J(u(s, t))}dsds 
o 0 

où f ( u) = u2 , les polynômes d: an An sont donnés par : 

Ao f( uo) c= 

Al =f'(uo)(uJ} = IIOV, 

A2 = ~f"(uo)ur l'(uo)u':'. uIi 2UOU2 

Et les termes de la série d'Adomian . 
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x 4 

U2 4! ( -4t+ 2t3
) 

6 6 ~ 

U3 = x (-4 + 6t2 )l ~(l _ t2 )2+ x (8t2 + 4t4) 
6! 6! 6! 

La solution approchée 

vérifie bien : 

(0, t) - ~3(O, t) t 

il en est de même pour la troncature à l'ordre n 

On pourra vérifier que 

n 

(P" -. Lv' 
i--,O 

rh (D, L) 

3.10 Application à la résolution de la diffusion d'une souche de 

bactéries dans l'eau. 

Réconsiderons le problème associ(~ rl la diffusion d'une de bactéries dans l'cau, décrit 

dans le chapit re2. 

Soit donc à résoudre le problème de diffusioll s1livant 

85 



où u- u(x, t) et 

Bu 
Bt 

u(O, 0) a 

Bu(O, 0) = b 
Bx 

(x,i) E (a,{-J) x (0,1') 

(3.66) 

Cet type de problème (3.66) est un modèle qui peut généraliser la diffusion de germes au 

niveau de l'eau[43]. 

Remarque: Cc problème pOllyait être ]'(:'presenté par le modèle suivant 

! il . () ! ao(:r) 

1 ;) /( 
1 ~ x, 
i. 

où 8(k) est la masse de Dirac dé'iinil' ;)(lI' 

Ii(k) 

J'viais on peut rernarquer que 

u(U, 0;, 

(0,0) 

i l,k = 0 

0, k cf 0 

ao(O) 

bO(O) 

g6 

il 

.. ~ Il 

(3.67) 

(3.68) 

(3.69) 



Mais avec le modèle considéré(3.66), nous prenons la valeur de Ua comme suit 

Ua = a + q;(x, t). 

L'algorithme peut alors se réécrire: 

Ua a+q;(x,t) 

Un+l J
l [Pu Jl 

D 8x2 (x, s)ds + An{J(u(x, s))}ds 

(3.73) 

o 0 

3.10.1 CHOIX DE rjJ(x, t). (ou choix de ua)[44] 

Nous notons que le choix de q; revient au même du choix de Ua 

Dans la suite, n011S montrerons <l. travers des exemples que plusieurs choix de q;(x, t) sont 

possibles. Nons donnerons des assertions(théorèmes, corollaires, propositions)qui seront justi­

fiées à tra\'erc: la résolution effective du problème considéré en distinguant le cas linéaire et le 

ca.s non ]inéa.iJ c. 

Thèorènle 

Soit 

HO = a -1- q;(:1:, 1,) 

Si (M:z;, t) est telle que 

. oq; 
qJ(O,O)=Oct ox(O,O)=b 

Alors 

() ()) o~UxO (0, 0) -- b Ua (, = a ei u 

et la méthode d'Adomian permet d'obtenir des solutions exactes dans le cas où F(u) est 
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t 

L-1 j(.)dS 
fJ 

et Si on considère les opérateurs L 
fJt 

o 
alors la forme canonique classique associé à (3.67) est: 

t t 
fJ2 

. u(x,t) = u(x,O) + j D 8x~ds + j F(u)ds 
o 0 

La nouvelle forme canonique sera: 

L 1 

1 (PU 
u(x, t) = u(x, 0) + <jJ(x, t) +. D df:i j F(n)ds 

o o 

où cj;(x, t) est une fonction à choisir. 
00 00 

En ôerivant u = L Un et dé1l1S la nouvelle forme canonique, on 
n=O n=O 

peut en déduire l'algorithme d'Adomian suivant: 

nO U(x, 0) -+ <jJ(x, t) 

(3.70) 

Un+l {.r (u ,)) }ds 

En résolvant le problème (3.67), on devrait avoir 

u(x,O) = a8(:c) (3.71) 

et donc 

Uo a8(x) + d;(x, t) (3.72) 
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linéaire puis dans le cas non linéaire toute solution approchée : 

n 

u(x, t) :::::: <f;n(x, t) LUi 
i=l 

vérifie les conditions 

() au ( \ b 
U 0,0 a et ax 0, 0) = 

Corollaire : 

Dans notre étude présente, il suffit de choisir Uo dans la forme simplifiée 

où 

() el (0) = b 

Aillsi l'algorithme d'Adomian du pmÎJlôlIl(, ( :t(j(l) sera le suivant: 

'Uo Il ! ) . 

J
I. ,)2 

. jJo unds 
(3. 

(1 

<f;(x) sous forme polynômiale 

Si 
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Proposition : 

avec 

m 

Pm(X) = b Lxi 
i=l 

alors 

et l'algorithme d'Adomian (3.74) converge vers une solution exacte dans le ca" liné~aire et dans 

le cab non linéaire toute solution approchée vérifie les deux conditions imposée;., au problème. 

Nou::; fai::;on::; remarquer ici que qi(O) = 0 et aqi (0) = b ax 

Résolution d'un problème linéaire: soit 

u(o, 0) a 

au 
él (0,0) b 
üX 

Si F(71)- ŒU alors Vn E N et Œ E Il 

L'aJgorithllle d'Adomian s'écrit: 
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m 

Ua a + b Lxi 
i=l 

Les solutions sont données par: 

Théorème [46] 

Si on pose 

171 

Ua (Ji h Lxi = u~' 
i=1 

alors la solution exacte du pmblèmc ( p3) de la forme 

suit: 

où 

n 

u=u1 = LU7l -

n 

--- am;] est une fonction de m, L .7 

- [ml est la partie entière de m 

ILL USTRATION[46] 

- Si m = 1, 

[1~~ j 17/-2i 

lIi,(1 
i=1 J=O 

lllij ,,; m < [ml + 1 

,,~ t 
u(x, t.) = ~ Un = (a + bx)e 

est une solution exacte 
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u = L Un pe1d s'écrire comme 
n 



- Si m = 2, 

00 

u(x, t) = L Un = [a +~ b(x + x2
) + 2b(Dt)]é 

n=O 

est une solution exacte. 

Si m = 3, 

00 

u(x, t) = L Un = [a + b(x + x2 + x3
) + 2bDt(1 + 3x)]é 

n=O 

est une solution exacte 

Si m 4, 

00 

( t) ""' rr l '-( -+ 2 ,,:',A\l l ')/,[(1 1 1er 1 f)'r2 \ J r,( TI/\2jl ,1 n x, ' L.., un a ~l Il X ~ X 

n=O 

est une solution exacte 

Si rn 5, 

00 

u(;:c,L) LUn 

n=() 

est une solution exacte 

Si rn 6, 

oc 

u(x, t) LUn 

w=o 

[ 
2 = a+b(x +x + ,1 5 6) t] xl- x +x e + 



Résolution du problème non linéaire soit 

u(O,O) a (p4) 

~~(O,O) b 

l'algorithme s'écrit comme suit pour le choix de Uo suivant :pour 

comme suit: 

1. /. 
(,3.76) 

j' {pun J " 
.]) ds T A71{U~} 

o 0 

Les polynômes d' AdolllÎan sont données par : 

Ao F(1I0) = 116 
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On en déduit : 

Uo a+bx 

Les solutions approchées 

vérifient: 

li , t.) , f.) 
11 

,\.---. 
/' il, 
L-.I 

1 

r?1l (0,0) = u(O, 0) () 

94 
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(3.78) 



ÔU (0,0) = ôepn (0, 0) b 
ôx ôx 

(3.79) 

Remarque 

Nous obtenons encore des solutions approchées veifiant (3.78) et (3.79) si on prend la valeur 

de Uo comme suit : 

m 

Uo = a + b L xi avec m ::: 2 
i=l 

cb(x) sous forme trigonométrique 

Proposition: 

Si 

ç(x) acosx bsinx - a· 

Alor::; 

Uo a + ep( x) = a cos x b sin :r 

(3.80) 

:5.81 ) 

cL l'aigorilhmc d'Adomian (3.74) convcrge \'Crs une solution exacte dans le cas lÎn('ain' el 

dan::; le C,-LS llon linéaire, toute solution approchée vérifie les 2 cO!lditiolls imposées au problème. 

On a 

ôep 
ip(O) = 0 et ax (0) b (3.8:3) 
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Résolution d'un problème linéaire Soit 

au 
at 

u(O, 0) 

~~ (0,0) 

L'algorithme d'Adomian s'écrira: 

a2u 
D--+u ax2 

a 

b 

Uo n cos;c j- b sin x 

uo[(l -- D)t]n 
n! 

t 

J 1tn(X, s)ds 

o 

U L Un = 'LLoe(l-D)1 = (a cos x + bsinx)e(1-J))L 
{l 

cst une solution exacLc. 

96 



Résolution d'un problème non Linéaire Soit 

L'algorithme d'Adomian pour 

nous donne; 

au 
at 

u(O, 0) 

au (0 0) at ' 

a 

b 

no a cos x + b sin x 

Uo a cos x i- b sin x 

Ur = r -Dno 

lL2 "[2])(-.)2 
dx 

1 

ID 
o 

2 1. 

2! 

t. 

ds j J An{u2 (x, 8)}ds 

o 

J 

t 3 
2 2 3 4 1Duo + 10D no + 2no 3! 

Les solutions approchées : 

97 

(3.85) 



Elles vérifient : 

Si n 1, 

n 

u(x, t) :::::: !/Jn(x, t) LUi 
i=O 

'11,(0,0) = !/Jn(O, 0) a 

àu 
-;:;- (0,0) 
uX 

~~n(o, 0) = b 
u:1: 

on a: u(x, i) ::-- !/JI (x, t) = '11,01 Ul 

a COi) x b sin x ·l [a2 cos2 x + 1;2 sÏlr" x· l 2o.b cos xson:r: -- aD (f)S ]'- bD sin 

Elle vérifie : 

(1(0.0) =:: (0,0) (1 

àu(. 0) (0 .. , -- 1 àx 0, .. :::--= àx ) U)- ) 

Si n = 2, 

on a: u(x, t) ::-- !/J2(X, t) Ua + '11,1 + 712 

= a cos x 1- /) sin x -1 cos2 xl/)2 sin 2 ::1:1 20 b cos x sin ;1: aD (;OS :1: /; [) si 11 t 

J; ()al;J) sin" 

2 

+ [2a3 cos3 x + 2b3 sin3 x + 3a2b Cos x sin 2x 1- ~3a/)2 cos x 8i112 x] ~j 

gR 



Elle vérifie : 

3.11 Diffusion à croissance logistique(Modèle de Fisher) 

Nous appliquons ici la même technique qui a permis de 'prendre en compte les conditions 

aux limites pour résoudre le modèle de diffusion de Fisher. 

Soit donc le problème : 

l
lL(OlO) 

au (0 0) 
3t ' 

a 

b 

où par exemple a O.;) ('l /) =-0.1195731559 comme dans[42]. 

En choisissant la premier terme de la série d' Adomian sous la forme polynô-

miale 

ua = a+bx 

, on obtient l'algorithme d'Adomian suivant: 
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Uo a + bx 

t t J D82u;;~, s) ds + J An{u(l - u)(x, s)}ds 

(3.86) 

o 0 

où 

Ao = Uo 

Al = (1 - 2UO)UI 

"42 (1 2UO)U2 - ui 

De l'alogorithme ci-dessus., on déduit les termes de série d'Adomian : 

Uo = al bx 

'» 
11.) = ('11.0 Uô t 

.') 

U2 = [-2b2 
'Uo 3u5 - 2u6J Li 

Les solutions approchées: 

n 

u(x, t:) ~ (x, t) = LUz 
i=() 

vérifient 

U(O,O) ~n(O,O) a 
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~~ (0,0) fJx (0,0) b 

En choisissant la valeur du premier terme de la série d'Adomian sous la forme trigono­

métrique 

Ua acosx bsinx 

, on obtient l'algorithme d'Adomian suivant: 

Ua (L('():-;;r bsin:l: 

t 

I 
De cet algorithme, on déduit 

Ua = acosx + bsin x 

U2 = [2 (a sin x + b cos x) u() -

Les solutions approchées 

i 

'·~~""c-..:.d8 + J A,~{u(1 - u)(:r, s)}ds 

a 

n 

U.(T,/.) ~<Pll(x,t) = LUi 
i=O 
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vérifient 

u(O,O) = cPn(O, 0) = a 

~~(O,O) = ~n(o,O) = b 
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Chapitre 4 

PROBLEME DU CONTROLE 

OPTIMAL APPLIQUE AU 

MODELE DE DIFFUSION DE 

MEDICAMENTS DANS LE 

CERVEAU 

L'étude du modèle de diffusion de l'inhibiteur dans le cerveau est d'une importance capitale 

en cancérologie [37] [38] [39] [10]. 

En effet, dans le traitement du cancer de cerveau par des inhibiteurs, la stabilisation de la 

concentration de la substance utilisée c(x, t), à une quantité constante a pendant un temps to 

au niveau de la zone cancéreuse, permet de garantir un traitement optimal. Cette étude conduit 

à la résolution numérique d'lm problème de contrôle optimal. 

Il s'agira de trouver un contrôle optimal u(t) qui rend minimal le critère: 
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T 

min J [e(xo, to) a]2 dt 
u(t) 

(P) 

o 

où T constante fixée, est la durée de l'observation du phénomène; Xo est la profondeur de la 

zone tumorale par rapport au cortex de la surface du cerveau. 

e(x, t), u( t) satisfont aux contraintes: 

âe 
ât 

c(O, t) u(t), t> 0 

e(x,O) = Coe-f(c x , .T > 0 

n, v, K, Ka et Co sont des paramètres biologiques à identifi(èL 

( 4.1) 

La résolution pffective de ce problème de contr61e optimal llécessite l'usage d'une panoplie 

d 'outils mathématiques. L'utilisation du couple Alicnor-Adomian est plus simple ct adapté 

]l\l1lr la rôsolutioll d'ml tcl problème[18][20j. 

4.1 La méthode Alienor 

C'est une méthode d'optimisation globale qui a él é ciévéloppée au début des années 80 au 

Laboratoire MEDIMAT. Elle a été illventée par Y.Cherruault et A.Guillez. Mais c'est 

dallS les travaux de Y.Cherruault que la méthode a reçu sa justification t.h(:orique, complétée 

par les résultats de A.Ziadi, G.Mora, Y.Cherruault [<lOj[rll][62J 

La méthode utilise un algorithme déterministe ba.o:é sur les propriétés de l CL spirale d'Archi-

mède. L'idée principale consiste à transformer un problème d'optimisatiOlI Ù /1 \,niables en un 

problème d'optimisation à une seule variable. 

Il s'agit là d'une transforrnation réductrice utilisant des approximaticllls de l'espace i!{rt 

par des courbes a-denses. 
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Nous exposerons la méthode d'Alienor sous sa forme originelle et des indications seront 

données pour sa justification. 

Soit à résoudre le problème de minimisation 

(4.2) 

où f est une fonction supposée continue sur ]Rn. 

La fonction continue f vérifie de plus la condition de croissance à l'infini[18] 

lim +00 

En dimension deux, soit (Xt,X2) E]Rn (n 2) 

La t:rall"furma1Îon réductrice consiste à exprimer Xl et X2 en polaires cornIl\(' 

suivant: 

J Tl T cos () 

l 
l,'L'! j 

;7;2 TsinO 

En se restreignallt à la ;:;pirale d'Archimède, on pose: 

T - aO 02:0 

a est un paramètre positif, destiné à tendre vers 0 . Ainsi en (1.6) dalle. 

la rélation (4.5), on aura 

ae cos () 

(l(J sin (J 

10') 



On relie d'abord Xl et X2 par la spirale d'équation 

T = a(h 

a(h COS 01 

a01 sin 01 

Ensuite, on relie 01 et X3 par la spirale d'équation: 

aO 

aOcos 0 

aO sin 0 

Puis cnfin , en substltliaJ1t (4.11) et (4.10) dans (4.9), on obtient: 

02 0 cos 0 cos [aO cos 0] 

a2e cos 0 sin [aO cos 0] 

aOsinO , 020 

A in::;Î de suite. pOlll t (nt n. on obtiendra en dimension n 

(4.7) 

(4.8) 

(1.10) 

(1.11) 

où h i ( 0) est une fonchon de classe Ccc. constituée d'un produit de sinus et cosinus[181 Les 

(8) peuvent t,1re ObH'JIUS à l'aide d'un logiciel de calcul formel. 

En définitive, la transformation réductrice d'Alienor permet de passer du problème de 

minimisation de n variRbles (éventuellement de la maximisation) (4.3) au problème de minimi­

sation(éventuellement llHlc.ximisation) à une seule variable suivant: 
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avec 

Globmin r(O) 
e 

et 0 E [O,oma.xl ; où Omax est à définir. 

(4.13) 

On démontre que tout millimum de f peut être approché par un minimum de rmais la 

réciproque est fausse [18]. Cela s'explique par le fait que 1* est la restriction de f à la spirale 

généralisée et donc elle peut introduire minima locaux parasites. Par contre tout minimum 

al)solu de 1* approche un minimum absolu de f. 

4.2 Courbes a-denses [9] [18] 

Définition 1 : ensemble n .. deTlSf 

Soit B une partie de IRf! 7/U/nie la d associée à la norme euclidzcnne. Soit .1 

une partie de B . On dit que il c8i a-dense dans B si et seulement si : quelque soit un 

A1 dans B il existe au moin.s 1111 point N dans A tel que d(M, N) < 0:. 

Définition 2 : courbe a-deuse 

Une courbe de IRn définie paT : 

TI 

est dite o:-dense dans II [ai, 
i=l 

n 

h : A -+ II [ai, bi 1 
i=l 

n 

si pour tout x E II [ai, bil il existe au moins un t E A tel 
i=l 

107 



que 

d(x, h(t)) ::; Cl' 

où d e8t la di8tance euclidienne dan8 IRn. 

4.3 Transformation Alienor Modifiée. 

La méthode Alienor a connu une grande évolution, nous en donnons quelques unes: 

Dans [8] [9], en prenant a = ~, on obtient en dimension 3 (IR3) une courbe paramétrée 

dont les coordonnées sont données par : 

Xl hl(O) INT(h l al) (b
1 

al 
al) 

X2 h2(O) _INT(h2 - a2)(b2 a2) (1. 1 i ) 
b2 - a2 

0 
X3 a3 --(b3 - a3) 

03 

INT(.) est la fonction partie entière. 

(0) ~((l (1.1 
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Cette courbe paramétrée eBt 

INT(()!fh) 

i(b1 - al)2 + (b2 - a2)2 
2a 

3 

dans II [ai, bil 
i=l 

Pour la généralisation à fi. dinlPllSions, voir [9]. 

4.4 Méthode d'optiinisatioD globale DIVA.NU 

DIVANU: Diminution Varial,]l':O Number 

C'est une variante d'Aliénor déyél')PPl'(~ par Bendiab et Cherruault [12][18]. 

La méthode consiste à réduire: le IJOE!Îlrc de variables en pOSimi . 

(t), l2::0, 1, ... , n 

(4.18) 

(4.19) 

(4.20) 

(4.21 ) 

est une fonction dél'ivil iJle, bornée et que mésure de son noyau au sens de 

Lebesgue soit nulle : 

IVle8(Kenç) ···0 et Icp(t) bf' [max] (4.22) 

De plus les fonctions hi : JR -, R, sont bornées et T -périodiques. 
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Si on note 

H(t) (hl(t), ... , hn(L)) (4.23) 

alors 

Jbh>O / IIH(i)I:<b" ,VI., [O,Lmlx l ( 1. ~ 1 ) 

Avec ses conditions on peut définir une a-densité où Œ = V2bfbh' Pour plus d'information, 

consulter [12]. Dans [18] Cherruault a montn'~ que si Oll considôre la, t.rallsfonnation 

(1.2fi ) 

où la suite ai est croissante vérifiant : 

rI = 1 

a~ » ai-l (4.2C)) 

-~ p , p constante a,+l 

alors cette transformation réductrice densifie l'espace Rn avec 

a= 

Une méthode constructive pour générer des courbes (j'-denses avec un Lemps de calcul 

optimal a été donnée par Mora et Cherruault [101 [>11]. Mais ce sont lœ transformations 

du type(4.25) qui sont les plus utiles en pratique. 
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4.5 Application à l'identification de paramètres [18] . 

On peut se placer dans un cadre général d'un système biologique, modélisé par le système 

différentiel suivant : 

fi(X1(t), ... , xn(t) , 01, ... , Op, t) 

Pi i=l, ... ,n 

où les fi et Pi sont respectivement des fonctions non linéaires et des paramètres connus. Dans 

l'expression des fi, les paramètres 01, ... , Op sont inconnus et ils doivent être identifiés à partir 

d'une observation. 

Soit 

z=Bx (4.27) 

l'observation où B est une matrice (n x n) connue. 

Alors les 0i, i = 1, ... ,p sont obtenus en minimisant la fonctionnelle d'erreur 

m n 

J L L[Zi(tj) zf(tj)]2 ( 4.28) 
j=li=l 

Dans cette expression (4.28), les tj sont des instants de mesure et zf désigne la fonction 

Zi(t) calculée à partir de (4.29) en fixant les oi,i 1, ... ,p. 

De manière pratique : 

La fonctionnelle J contient des paramètres Ob"" Op à déterminer(c'est l'identification). 

La méthode d'Alienor peut être utilisée suivant le schéma[20] : 

1. Soit J(nl, "') op) la fonctionnelle à minimiser 

2. J dépend des variables Xl, ... , X p ' Ces variables peuvent être décrites par un parallélopi­

pède: 
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( 4.29) 

3. On densifie H par une courbe a-dense d'équation 

(4.30) 

4. Par l'a-densité on a : 

min J(Xl, ... ,Xp ) min J*(O) J*(Oo) 
(Xl1 .. ,Xp)EH OE[a,b] 

(4.31) 

où 

( 4.32) 

5. En fin les paramètres sont obtenus par : 

( 4.33) 

4.6 Exemple d'application. 

Nous allons montrer comment appliquer la méthode d'identification au modèle de diffusion 

d'inhibiteur dans le cerveau. 

Soit 
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ôe 
ôt 

e(x,O) 

où C = c(x, t), x> 0, t> 0 

v (e c?) 
K K 

D, V, K, et Ka sont des paramètres biologiques à identifier. 

(4.34) 

La résolution de ce problème par la méthode d'Adomian, permet d'obtenir une solution 

(approchée) où apparaissent explicitement les variables x et t et des paramètres D, V, K, Ka . 

L'identification de ces paramètres suit le schéma suivant 

On définit la fonction coût 

par la formule : 

J(D, V,K, Ka) 

J(D, V, K, Ka) = I::[C(Xi' tj, D, V, K, Ka) - Ci,j]2 
i,j 

( 4.35) 

(4.36) 

où C(Xi, tj) est la solution c(x, t) du problème(4.34), obtenue par la méthode d'Adomian, 

appliquée au point (Xi, tj) . Et Ci,j les concentrations observées à la profondeur Xi. avec un 

temps de diffusion tj. 

L'identification de D, V, K, et Ka revient à minimiser la fonctionnelle J sur un ensemble 

admissible 

( 4.37) 
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Soit 

minJ(D, V,K,Ko) = J(D*, V*,K*,Kô) 
fi 

les valeurs D*, V*, K*, Kô étant les solutions de notre problème d'identification. 

En utilisant la méthode Aliénor courbes a-dense on aura: 

min J* ( ( ()) ) 
OE[O,OmaxJ 

J*(fJo) 

On en déduira: 

4.7 Contrôle optimal 

Soit un phénomène physique modélisé par une équation différentielle 

x(t) = f(t, X, u) 

- L'équation (4.49) est appelée équation controlée. 

X E JR:ri est le vecteur d'état 

- u E JR:1' est le vecteur de contrôle (ou de commande) 

On suppose que les fonctions: 
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sont continues 

avec 

al al al 
-a = (-a ""'-a ) x Xl X n 

On appelle U C ]RT l'ensemble des valeurs admissibles prises par le paramètre de contrôle 

u(t). 

- Un contrôle u(t) EU, mesurable et borné est dit un contrôle admissible. 

- La classe des contrôles admissibles est notée no 

On peut donc définir : 

Définition : 

un problème de contrôle optimal est la donrmé : 

d'une équation controlée (4.39). 

-- d'une class/, de contrôle admissible no 
d'un certain critère donné qu'on veut optimiser par le contrôle u(t) vérifiant (4.39). 

d'un état du phénomène décrit par x(t) dans (4.89). 

Pour plus de détails, consulter par exemple[32]. 

D'une manière générale, il s'agira de trouver 

qui minimise (ou maximise) le critère: 

J = 9(X, il)dt, x = (Xl, ... , xn ) 

où: 

La fonction 9 et le paramètre T sont connus. 

- x et il doivent vérifier le système 
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fi(xl, ... , xn ; Ul,.··, Up ; t) , n ~ p 
(4.42) 

ai ,i = 1, ... , n 

fi ,ai sont connus. X et Xi désignent les dérivées respectives de x et Xi par rapport au temps. 

En général, la résolution du problème de contrôle optimal fait appel aux méthodes classiques 

telles que la méthode de programmation dynamique de Richard Bellman ou la méthode liée 

au principe du maximum de Pontryangin. Quand bien mème que ces méthodes sont bien 

sophistiquées, elles sont lourdes pour la mise en oeuvre pratique. Mais l'utilisation du couple 

Alienor-Adomian est plus aisée en ce sens que l'on ramène un problème de contrôle optimal 

en un problème d'optimisation classique[20]. 

4.8 Couple Alienor-Adomian. 

Prenons le cas général d'un problème de contrôle optimal. 

Soit à trouver le contrôle 

minimisant le critère 

T 

J = J g(fi, il)dt, 

o 

où la fonction 9 et T sont connus; fi et il satisfaisant le système suivant : 

fi(xl, ... , Xn ; Ul, ... , up ; t) ; n ~ p 

ai ,i = 1, ... , n 

fi et ai sont connus. 
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Ici, la fonctionnnelle J depend implicitement du contrôle ü(t). 

En effet, la solution fi de (4.39) contient implicitement les UI, ... , up à travers les fonctions fi . 

Et donc, on ne peut appliquer directement les méthodes d'optimisation classique (locale ou glo­

bale) à (4.44). Il serait intéressant de transformer d'abord le problème de contrôle optimal(4.44) 

en un problème d'optimisation classique[20]. 

Nous savons qu'en utilisant la méthode décompositionnelle d'Adomian pour la résolution 

du problème ( 4.45), nous obtenons une solution fi où apparaissent explicitement les variables du 

contrôle. La démarche est la suivante : 

Tout d'abord il faut poser 

q 

u 1(t) = I: CkOk(t), i = 1, ... ,p (4.46) 
k=l 

où les Ok(t) sont des fonctions connues qui constituent une base dans l'espace des fonctions où 

évoluent les Ui(t). Selon l'approximation choisie, les Ok(t) peuvent être des fonctions polynô­

miales, exponentielles, splines .... 

Ainsi, déterminer les Ui (t) qui minimisent la fonctionnelle J de (4.44), sous les contraintes( 4.45). 

revient à déterminer les paramètres C~, i 1, ... , p, k 1, ... , q. 

La solution de (4.45) obtenue par l'emploi de la méthode d'Adomian sera sous la forme 

qui est une fonction explicite de p.q variables (CZ). 

, 
'. 

(4.47) 

Pour minimiser la fonctiollilelle J, on peut utiliser la méthode d'Alienor ou une de ses 

variantes [18] [20 ]. Une transformation réductrice permet d'écrire: 

Ck hk(O) , O~O, s 1, ... ,p; k=I, ... ,q 
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La fonctionnelle J de (4.44) devient une fonction d'une seule variable 0 : 

J ((Ch)) = J ((h~(O))) J*(O) 

Par suite, il ne restera qu'à trouver les minima globaux de J* qui seront des approximations 

des minima globaux de J. 

L'étude de l'existence et d'unicité du problème de contrôle optimal se ramène ainsi à l'étude 

d'existence et d'unicité des minima de la fonction d'une variable J*(O). 

Souvent J* (0) sera une fonction continue dont on cherchera le (les) minimum sur un ensemble 

fermé et borné (compact) [0, Ornax] , et donc l'existence d'un minimum global est évidente. 

L'étude de l'unicité fait appel à des propriètés supplémentaires, pas toujours facile à vérifier 

pratiquement[ 18]. 

4.9 Application au modèle de diffusion de substances dans le 

cerveau. 

En revenant au problème du contrôle optimal(P) sous la contraite( 4.1). On suppose que 

les paramètres D, V, K, Ko sont déja déterminés par identification. La démarche Alienor­

Adomian consistera à : 

- Prendre le contrôle sous la forme 

p 

u(t) L UiOi(t) (4.48) 
i=l 

- La méthode d'Adomian permet d'exprimer la solution c(x, t) de (4.1) par 

N 

c(x, t) L en(x, t, Ul, ... , up ) (4.49) 
n=O 
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où les en dépendent explicitement des paramètres de contrôle Ul, .•. , up• 

- En posant x = xo, et t = tO 

,on aura: 

N 

c(xo, t~) = I: en(xo, to, Ul, ... up ) ( 4.50) 
n=O 

en reportant cette expression(4.50) dans l'expression de la fonctionnelle à minimiser (P), le 

problème du contrôle optimal (P) devient un problème de minimisation classique 

T 

u~~p J [c(xo, t~) - af dt (4.51) 

° 
où la méthode Alienor peut être employée aisément. 

Exemple de résolution 

Nous résolvons ici un cas très particulier. Les valeurs des paramètres D, V, K et Ka sont 

prises dans[33:. Elles ont été obtenues par identification en utilisant des données expérimentales 

obtenues par le Dr A.Meulemans[37] [38]. 

Il en est de même pour xo, ta, a, qui sont respecllvement la profondeur de la zone tumorale, 

l'instant vOlùue et la concentration souhaitée de l'inhibiteur. 

On a[33] : 

D 38.10-6 ; V = 10-7 ; K = 10-4 ; Ko 1100 

Xo O,Olem; to 12008; a 10-3 

De plus, on simplifiera le problème en prenant: 

p 

u(t) I: ui(h(t) = ul 

i=l 
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Problème 

Trouver le contrôle Ul qui minimise le critère 

où c satisfait 

avec c c(x, t), 

De 

On peut déduire : 

min [c(O, 01; 1200) 0,001]2 
'!LI 

8c 
ôt 

c(x, 0) 

t t 

J Ô2c(x, j) V J 
c(x, t) = c(x, 0)+ D ôx2 ds+ K c(x, s)ds 

o 0 

Le schéma de la méthode d'Adomian permet d'écrire: 

t t 
00 00 J ô2 

00 V J 00 L en(x, t) = L en(x, 0) + D Len(x, s)ds + K L en(x, s)ds 
n=O n=O 0 n=O 0 n=O 

Il en résulte l'algorithme d'Adomian suivant: 

120 



= ft a2 v ft v ft 
Cn+1 D 0 ax2Cn(X, s)ds + K 0 Cn(x, s)ds - K2 0 An {c2(x, s)} ds 

avec 

Ao ca 

.d'où 

Cl = D f: ::2CO (X, s)ds + ~ f: Cf)(x,s)ds - ;2 f: Aods 

2 v V 2 = DUIKO exp ( -Kox)t + RUI exp(-Kox)t - ](2ul exp ( -2Kox)t 

Cl [DUIK5 exp( -Kox) + ifUl exp( -Kox) - ~ur exp( -2Kox)]t 

f t a2 V ft V ft 
C2 = D 0 ai2 CI (x, s) ds + K 0 Cl (x, s) ds - K2 0 Al ds 

D[Du1K6exp(-Kox) + *ulKijexp(-Kox) - ~uyKijexp(-2Kox)1% 

+if [Du1 K6 exp(-Kox) + *ulexp(-Kox) - ~uIexp(-2Kox)1% 
v [ 2 2 ( ) 2u

2
V ( ) 2u

3
V 2 ( ]l2 K'i 2DulKo exp - 2Kox + ~Ul exp -2Kox- ~Ul exp - 3Kox) 2 , 

En remplaçant les différentes constantes par leur valeur, on obtient une solution approchée: 

c( x, t) ~ Cf) + Cl + C2 

Ul exp( -llOOx) + [4,5981ul - ur exp ( -2200x)] t 
1 +2 [-27, 5881uy exp( -2200x) - 0, 0002uj exp( -2200x)] t 2 

1 +2 [2uî exp( -3300x) + 21, 14252361ul exp(-llOOx)] t 2 
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Et on obtientt en utilisant le logiciel Matlab : 

min [c(O, 01; 1200) - 0, 001]2 ~ 0,381966.10-5 
Ul 

Ce minimum s'observe bien à travers la courbe suivante: 

1-

o.a 

o.", 
! 

o~ 

O.2c 

II ., 02 05 
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Quatrième partie 

Equations intégrales, 

, 
" 

123 



Chapitre 5 

ETUDE GENERALE 

D'EQUATIONS INTEGRALES 

5.1 Introduction 

Les équations intégrales interviennent fréquemment dans la modélisation de problèmes phy­

siques dont les plus courants sont : des phénomènes de cause à effet, des problèmes de type 

hérédité, l'étude dynamique des populations etc. Nous notons aussi que des systèmes d'équa­

LiullS différentielles avec des conditions initiales ou aux limites sc transforment facilement en 

équations intégrales. La formulation en équations intégrales permet de prendre en compte simul­

tanément des conditions initiales ou aux limites et rendent plus facile leur traitement numérique 

par la méthode d' Adomian .. 

Plusieurs méthodes numériques classiques sont généralement utilisées pour la résolution des 

équations intégrales. Parmi celles-ci, on peut citer des méthodes exactes(Laplace, Fourier ... ), 

des méthodes d'approximation (la méthode du noyau résolvant, la méthode des approximations 

successives) et des méthodes de discrétisation. Cependant ces méthodes ne convergent pas dans 

les cas où le noyau de l'équation intégrale présente des singularités ou quand l'intervalle d'in­

tégration est infini[47][57,1[48]. De plus ces méthodes conduisent, le plus souvent à des systèmes 

algébriques non linéaires qui sont difficiles à résoudre numériquement. En général leur résolution 

exige des moyens très robustes. Nous proposons ici de les résoudre par la méthode d'Adomian 
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qui donne des résultats très satisfaisants si les équations à résoudre sont sous la forme cano­

nique. 

Dans ce chapitre, nous rappélerons quelques notions sur les équations intégrales avec des 

exemples de méthodes numériques de résolution. La méthode d'Adomian sera utilisée pour 

résoudre des équations de deuxième espèce qui sont déja posées sous la forme canonique. 

L'étude des équations intégrales de prémière espèce qui ne sont pas sous la forme canonique 

d'Adomian, fera l'objet du prochain chapitre avec de nouveaux résultats. 

5.2 Classification des équations intégrales[51] 

Soit l'équation intégrale suivante: 

b J K(x, t)g(u(t))dt = f(x), a < x < b (5.1 ) 

a 

où f(x), K(x, t), et 9 sont des fonctions <;.onnues, a et b sont des nombres fixés, puis 1L 

l'inconnue à déterminer. 

Cette équation(5.1) est appélée équation intégrale de première espèce de type Fredholm. 

K(x, t) est appelé le noyau de l'intégrale. 

L'équation 

b 

u(x) = f(x) + À J K(x, t)g(u(t))dt , a < x < b (5.2) 

a 

,où f(x), K(x, t) sont des fonctions connues puis a, b, et À sont des nombres fixés, est appélée 

équation intégrale de 2éme espèce de type Fredholm. 

L'équation 

x J K(x, t)g(u(t))dt = f(x) ,x > a (5.3) 

a 

est appelée équation de première espèce de type Volterra. 
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L'équation 

x 

u(x) f(x) + À J K(x, t)g(u(t))dt ,x> a (5.4) 

a 

est appélée équation de 2eme espèce de type Volterra. 

Ces différents types d'équations ci-dessus peuvent être présentées comme des cas particuliers 

de l'équation générale suivante dite: équation de seme espèce: 

p(x) 

o-(x) u(x) = f(x) + À J K(x, t)g(u(t))dt 
a 

(1) Cas de Volterra on a : 

p(x) = x 

(2) Cas de Fredholm on a : 

p(x) = b 

(3) Cas des équations de 1ere espèce: 

o-(x) = 0 
\. 

(4) Cas des équations de 2eme espèce: 

o-(x) = 1 

Remarque: 

la forme de l'équation générale(5.5) est la suivante: 
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p(x) 

a(x) u(x) = J(x) +). J K(x, t, g(u(t))dt (5.6) 
a 

c'est à dire que le noyau contient le terme en u . 

5.3 Quelques definitions 

Définition 1 

On appelle équation singulière une équation pour laquelle l'intervalle d'intégration est infini 

ou dans laquelle le noyau posséde au moins un point singulier. 

Définition 2 

L'équation(5.5) sera dite homogène si J(x) = 0 

Définition 3 

Si le noyau de l'équation intégrale est tel que K(x, y) K(y, x) , on dit que le noyau est 

symétrique. 

Définition 4 

Une équation de type (5.5) est dite bien posée si 

(i) pour toute Jonction J, il existe une etLune seule solution 

(ii) la dépendance de u par rapport à J est continue. 

Définition 5 : 

J 

Un noyau k(x, t) de la Jorme k(x, t) = L aj(x)bj(t) où les aj (j = 0 .... 1) sont linéairement 
j=O 

indépendants aussi bien que les Jonctions bj (j 0 .... 1), est appélé noyau dégénéré d'ordre J. 
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5.4 Etude théorique d'équations intégrales 

fout d'abord, nous rappellons la formule généralisée de Leibnitz qui sera exploitée dans 

la recherche de certaines formes canoniques, à travers le théorème suivant : 

Théorème 1: Soit ne lR 

I
F: n x [a,b] 

(x, t) f---- > F(x, t) 

une application bornée 

(i) admettant une dérivée partielle en x, Fx(x, t), bornée 

(ii) Séparablement continue en t sur [a, b] 

Soit C: n [a, bl une application dérivable. Alors l'apphcation 

1: n l
C(3;) 

a F CL', t)dt 

est dérivable de dérivée 

C(x) 

l'(x) J F(x, t)dt + C'(x)F(x, C(x)) 
a 

Corollaire : 

Plus généralement, on a la formule de dérivation suivante : 

{3(x) 

d~ J F(x, t)dt 
o(x) 

{3(x) 

J F(x, t)dt + fJ'(x)F(x,/3(x)) 

o(x) 
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Dans toute la suite, on utilisera la notation suivante: 

Kx(k} (x, t) IJk K(x, t) k N* 
IJxk ' E 

(5.11) 

5.5 Résultats d'existence et d'unicité de solution d'équations 

intégrales de première espèce. 

Nous considerons les équations de la forme 

b(x) ! K(x, t, u(t))dt f(x) (5.12) 

a 

avec a:::: x :::: T et a:::: t :::: b(x) :::: T. Mais sans restreindre la généralité et pour simplifier 

les calculs, nous allons nous intéresser aux équations de type : 

x ! K(x, t)g(u(t)(dt f(x) (5.13) 

o 

où le noyau K est une fonction réelle connue définie sur [0, Tl X [0, x]. Les conditions d'existence 

et d'unicité d'une solution de (5.13) sont données par le théorème suivant: 

Théorème 2[31] 

Sous les hypothèses : 

(i) K(x, x) et Kx(x, t) continue sur 0:::: t :::: x:::: T 

(ii) K(x, x) =f. 0 partout sur 0:::: x:::: T 

(iii) f(O) = 0 (iv) f(x) et f '(x) continues sur 0:::: x :::: T 

Alors (5.13) possède une unique solution continue. 
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5.6 Résultats d'existence et d'unicité de solution d'équations 

intégrales de deuxièrne espèce. 

Soit l'équation non linéaire d'incollilue u : 

b(x) 

u(x) = / K(x, t, u(t))dy + f(x) 

a(x) 

(5.14) 

Cette équation peut être une équation de Volterra ou une équation de Fredholm. Les 

conditions d'existence d'une solution de (5.14) sont assurées par le théorème suivant [31] : 

Théorème 3[31] 

Si les hypothèses s1tivantes sont vérifiées: (i) f: [0, T]--" IR est continue (ii) K(x, t, u) 

est continue et bornée sur l'espace b.T x IR où 

!:lT := {(x, t)/ü :s: t :s: x :s: T} 

Alors il existe au moins une solution continue 71(::1:) de l'équation 

u(;:c) := f(x) + / K(x, t, u(t))dt 

o 

qui est définie sur tout l'intervalle [0, Tl. 
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5.7 Quelques méthodes numériques de résolution d'équations 

intégrales 

Nous rappélerons ici quelques méthodes numériques classiques qui sont généralement utili­

sées pour la résolution des équations intégrales avec quelques exemples. La méthode d'Adomian 

exposée dans la première partie de ce document sera utilisée pour la résolution des équations 

intégrales de deuxième espèce qui sont déja sous la forme canonique. 

5.7.1 Résolution à l'aide des méthodes d'optimisation 

Soit une équation intégrale de type Fredholm de seconde espèce. Elle s'écrit sous la forme: 

u= Nu l f (5.15) 

où N est un opérateur intégral non linéaire connu. La fonction f est donnée et l'on cherche u 

dans un ensemble de Hilbert H . Dans la pratique, H sera souvent l'espace L2(n) où ne l1ln 

On peut aussi se placer dans des espaces plus réguliers (espaces de Sobolev). On suppose 

Vf H, (5.15) admet une unique solution. Pour résoudre (5.15), on utilise la fonctionnelle J: 

J = Ilu _. Nu f117~2 (5.16) 

La résolution de (5.16) est ramenée\.à un problème d'optimisation 

(5.17) 

qui n'est pas tout à fait un problème de minimisation classique. Et pour s'y ramener, il suffit 
n 

de chercher la solution u(t) sous la forme u(t) ~ L CpOp(t) où les Op(t) sont des fonctions 
p=l 

connues. Nous verrons plus loin qu'il existe une méthode d'optimisation plus indiquée pour la 

résolution de (5.17) : la méthode réductrice d'Alienor. 
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5.7.2 La méthode de collocation 

Soit l'équation intégrale linéaire: 

b J K(x, t)u(t)dt = f(x) , x E [a, b] (5.18) 

a 

où K(x, t) et f(x) sont connues et où l'on cherche la fonction u(t) satisfaisant (5.18). La 

méthode de collocation consiste à utiliser une formule approchée pour le calcul de l'intégrale. 

On obtient une équation approchée de (5.18) sous la forme: 

n I: WiK(X, ti)Ui = J(x) (5.19) 
ic=l 

où les Wi sont les poids de la méthode d'intégration, où les ti sont associés à la méthode 

d'intégration et où l'on a posé 

On écrit l'équation fonctionnelle (5,19), dépendant de la variable x, aux points 

Ce qui donne : . 

, 
i. 

n 

x Xj; j = 1, ... , n 

L WiK(Xj, ii)Ui = f(Xi) ,j 1, ... , n. 
i=l 

(5.20) 

(5.21) 

(5.22) 

On obtient alors les inconnues Ui en résolvant (5.22) qui est un système algébrique linéaire 

de n équations à n inconnues. Il suffira que le déterminant de ce système soit non nul pour 

que la solution existe (et soit unique). On peut montrer que les U(ti) ainsi trouvées sont des 
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approximations de la solution de l'équation intégrale (5.18). 

Remarque 

Si l'on considère une équation intégrale non linéaire 

b 

U(X) = J K(x, t)g(u(t)dt + f(x) , x E [a, b] 
a 

Alors la méthode de collocation conduit à un système algébrique non linéaire et la mise en 

oeuvre numérique sera bien délicat. Mais la méthode d'AdomÎan s'appliquera bien à ce type 

d'équation 

5.7.3 Méthode de Liouville-Neumann. 

Soit une équation intégrale : 

b(x) 

cjy(x) = f(x) 1 ,\ J K(x, y)cjy(y)dy 

a(x) 

où le noyau K est supposé suffisamment régulier. On écrira : 

f(x) 

b(x) 

f(x) + ,\ J K(x, y)cjy(n-l) (y)dy 

a(x) 

11 2,3, .... alors la solution cjy(x) de l'équation (5.24) sera donnée par la série: 

cjy(x) lim 
n->oo 
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dite série de Liouville-Neumann. 

Avec 

Kf 

ln 2,3, ... 

b(x) 

~ K(x,y)f(y)dy 

a(x) 

b{x) 

~ K(x , y)K(n-l) fdy 

a(x) 

Condition suffisante de convergence[51] 

Une condition suffisante de convergence de la série (5.26) est: 

IÀI (b(x) - a(x)) ma:x: IK(x, y)1 <- l 

avec 

a(x):::; x,y:::; b(x) 

Exemple 1 : Résoudre l'équation de Fredholm 

Par itération on a : 

tjJ(O)(x) = x 

1 

tjJ(x) = x + ~ ~ xytjJ(y )dy 
o 
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1 

1 J 1 1 JIll 1 1P)(x) = x + ~ xy2dy = (1 + -)x 1P)(x) = x + ~ x(l + - )y2dy = (1 + - + -)x 
5 15 . 5 0 15 15 152 

o 

... </>(x) 
1 1 15 

(1+ 15 + + ... )x= 14x 

Exemple 2 : Résoudre l'équation de Volterra 

x 

</>(x) x + ~ J xy</>(y)dy , x > 0 

On a: 

x 

cP(O)(x) = x </>(1)(x) = x + ~ J xy2dy 

o 

1 1 1 3 2 x[I + ~_~ + -(-;r ) 1 
Ivx3 2! 15 

Par suite: 

</>(x) 

o 

1 
x + 15 
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5.8 Résolution des équations intégrales de deuxième espèce par 

la méthode d'Adomian 

Soit d'une manière générale, une équation non linéaire d'inconnue u : 

b(x) 

u(x) == J K(x, t , u(t))dt + f(x) 

a.(x) 

(5.31 ) 

Cette équation peut être une équation de Volterra ou à une équation de :Fredholm. Nous 

remarquons ici que les équations intégrales de 2eme espèce sont sous la forme canonique. 

Et donc on peut appliquer directement la méthode d'Adomian pour leur résolution. En effet 

l'équation (5.31) peut s'écrire en terme d'opérateur : 

avec 

Il NUI" f 

b(x) 

Hu J K(x, t, u(t))dt 

a(x) 

Ici on peut se contenter des polynômes d'Adomian associés à la [onction scalaire 

Il ~~~-t K(.,., u). 

(5.32) 

(5.33) 

(5.34) 

Et nous pouvons calculer chaque termes de la série d'Adomian par le schéma récursif suivant: 
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uo(x) f(x) 

b(x) J An{u ~ K(x,t,u(t))}dt 

a(x) 

Cas Linéaire où k(x, t, u(t)) = K(x, t)u(t) 

Soit l'équation linéaire générale 

b(x) 

U(X) À J K(x, t)u(t)dt + f(x) 

a(x) 

L'algorithme d'AdomÎan sera: 

uo(x) f(x) 

b(x) 

À J K(:c, t)un(t)dt 

a(x) 

(5.35) 

(5.36) 

(5.37) 

On peut montrer que la série solution de (5.37) calculée par la méthode décompositionnelle se 

réduit à la série de Neumann(5.26) ~ La convergence de cette série depend de l'espace dans 

lequel nous cherchons la solution du problème considéré. Dans l'espace C[a, b] muni de la norme 

de la convergence uniforme, la condition de convergence est : 

1 
IÀI < --b(-x)----

max J K(x, t)dt 

a(x) 

Dans L 2 , une condition suffisante de convergence est : 
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IÀI < b(x) b(x) 

1 

[J J IK(x, t)1
2 dxdtl~ 

a(x) a(x) 

En effet: Soit l'équation linéaire générale 

b(x) 

<.p(x) = À J K(x, t)<.p(t)dt + f(x) 

a(x) 

(5.39) 

(5.40) 

où K et f sont continues et <.p( x) l'inconnue à déterminer. Alors on a le théorème suivant : 

Théorème 4 [1] 
00 

La série solution 2: <.pn de l'équation(5.40) donnée par la méthode décompositionnelle coïn-
n=O 

cide avec la série classique de Neumann. 

Preuve 

En appliquant la méthode d'Adomian à la forme canonique (5.36), les termes de la série 

d'Adomian solution de l'équation ( 5.40) s'écrivent: 

'Po = f(x) 

b(x) b(x) 

'Pl K 'Po À J K(x , t)f(t)dt == À J Kl(X, t)f(t)dt ... 

a(x) a(x) 

b(x) b(x) 

-Pn - KUn-l = À
n J ... J [{(X, td···K(tn-l, t)f(t)dtldt2 ... dtn-ldt 

a(x) a(x) 
b(x) b(x) b(x) 

À
n J Kn(x, t)f(t)dt où 

a(x) 

Kn(x,t) = J ... J K(x, tI)K(tl, t2) ... K(tn-l, t)dtl .. .dtn-l 

a(x) a(x) 

Ainsi donc nous retrouvons la résolvante classique de la formule de Neumann 
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00 

R(x,t,>..) L>..nKn+I(X,t) 
n=O 

et les noyaux itérés Kn(x, t). Nous allons appliquer la méthode d'Adomian à la résolution 

de quelques équations intégrales de 2e espèce. 

Exemple 3 : Considérons l'équation linéaire suivante: 

2x rI 
u(x) = 3 + Jo xtu(t)dt 

En appliquant le schéma de la méthode d'Adomian, nous obtenons: : 

'UO(x) 
2x 

fx 
Ul(X) (3)2 

'U2(X) 
2x 

(3)3 

00 00 2x 
d'où la solution de l'équation: u(x) L un(x) L (3)n+1 x 

n=O n=O 
Exemple 4 : Considérons l'équation suivante: 

qui peut encore s'écrire 

x 

x 

J _1_,--,-'P
2
----:,( t-'..) dt 

1 + t2 

o 

'P(x) J! t2dt +- 'P(x) 
o 
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Avec la méthode d'Adomian, on peut écrire : 

Arctg(x) + lX 1 ~ (5.45) 

où les r.pi sont calculés par le schéma suivant: 

r.po (x) Arctg(x) 

r.pl (x) 
(Arctgx)3 

3 

if2 (x) 
2(Arctgx) 5 

(5.46) 
15 

il est facile de montrer que : 

00 

L r.pi(X) = tg(Artcgx) = x (5.47) 
1=0 

Exemple 5 

Considérons l'équation intégrale suivante: 

X 

(x) = J tr.p(t) dt 
r.p, l+t+r.p(t) 

(5.48) 

o 
\ 

En résolvant cette équation avec la méthode décompositionnelle, nous trouvons: 

(5.49) 

et donc: 

r.p(x) 0 est solution de l'équation (5.48) 

Remarque 
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Avec la méthode des approximations successives, le choix de <Po(x) = 0, donne la même 

solution exacte, mais si l'on choisit <Po(x) =1 0, la méthode donne un résultat faux. 

5.9 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons décrit les différentes équations intégrales et nous avons indiqué 

quelques méthodes numériques de résolution. Nous venons aussi de constater à travers des 

exemples, l'efficacité de la méthode d'Adomian appliquée aux équations intégrales de 2e espèce. 

Dans le prochain chapitre, nous aborderons la résolution des équations intégrales de prémière 

espèce par la méthode d'AdomÎan. 
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Chapitre 6 

ETUDE DES EQUATIONS 

INTEGRALES DE PREMIERE 

ESPECE PAR LA METHODE 

DECOMPOSITIONNELLE. 

Les équations intégrales de première espèce sont les plus utilisées dans la modélisation 

des phénomènes réels. On peut en citer: la localisation de tumeurs par tomographie, la dé­

termination de profils atmosphériques de températures à partir des données télémétriques, la 

prospection sismique ... etc. 

La méthode d'Adomian s'applique bien aux équations de 2eme espèce qui sont déjà sous 

la forme canonique [11 [18]. Cependant une grande difficulté demeure au niveau des 

équations de 1 ere espèce qui ne sont pas sous la forme canonique. Par exemple pour 

les équations de type 

b(x) 

J k(x, t)g(u(t))dt f(x). (6.1 ) 

a 
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Les travaux existants ont montré que la méthode décompositionnelle d'Adomian ne s'ap­

plique que lorsque le noyau k est de classe en avec 

(6.2) 

etc.Cet handicap est lié à la forme canonique classique de la méthode utilisée par les auteurs 

[54][55]. 

De plus, pour les équations de type Fredholm (qui appartiennent à la cla..<;se des équations 

dites mal posés), la méthode d'Adomian n'a pu être appliquée qu'après transformation des 

dites équations à des équations approchées en utilisant la technique de régularisation. 

Dans ce chapitre qui constitue l'essentiel du travail de la troisième partie de cette thèse, 

nous rappelons des résultats déja obtenus [55] avant de présenter de nouveaux résultats qui 

constituent notre apport personnel. Il s'agira de ramener ces équations sous la forme cano­

nique (et donc en équations de 2eme espèce) pour rendre possible l'application de la méthode 

décompositionnelk. A cet effet, nous utiliserons dans un premier temps une méthode de sub­

stitution pour obtenir des formes canoniques. Nous en donnerons aussi une forme de la 

décomposition asymptotique. Nous montrerons ensuite par une technique basée sur la re­

lation de Chasles comment transformer des équations de type Fredholm en équations 

type Volterra où on en déduira deux nouvelles formes canoniques. Puis enfin nous finirons 

par des applications biologiques. 

6.1 Résultats déja obtenus. 

Les techniques qui ont permis l'obtention des formes canoniques diffèrent selon qu'il s'agisse 

d'équations de type Volterra ou d'équations df' FredhoJ1Yl 
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6.1.1 Equation de type Fredholm 

Dans le cas des équations de 1ère espèce de type Fredholm, la forme canonique est obtenue 

en utilisant la technique classique de régularisation dite de TIKHONOV[54][51]. 

Pour la suite, on pourra restreindre l'étude au cas d'équations linéaires et envisager la 

généralisation aux équations non linéaires. 

Considérons les équations intégrales linéaires de la forme 

lb K(x, t)u(t)dt f(x) (6.3) 

où K et f sont des fonctions continues connues, u(x) la fonction inconnue à déterminer. 

L'équation (6.3) n'est pas sous la forme canonique et il n'est pas possible d'appliquer la 

méthode d'Adomian. 

On note que ce type d'équation (6.3) appéi.rtient à la classe des problèmes mal posés, au 

sens de Hadamard. 

Ivfais -nous notons aussi qu'aujourd'hui bon nombres de problèmes scientifiques s'expriment 

à l'aide de problèmes ne répondant pas au critère de Hadamard. Et les équations de type (6.3) 

modélisent beaucoup de problèmes physiques réels. 

Pour pouvoir appliquer la méthode décompositionnelle à l'équatioIl (6.3), on utilise l'équa­

tion régularisée [54]. 

/; 

E'1Ld x ) + J K(x, 
a 

qui est une équation approchée de l'équation (6.3). 

(i)di = f(x) (6.4) 

On voit bien que l'équation (6.4) est sous UIle forme canonique et donc il est possible de lui 

appliquer la méthode décompositionnelle. 
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Sous certaines hypothèses, on pourra montrer à travers le Lemme qui suit, que la solution 

U ê de l'équation (6.4) converge (quand é ---t 0 ) vers la solution u de l'équation(6.3). 

Lemme [54] 

Si on suppose que l'opérateur intégral de l'équation (6.4) est continu, coercitif dans l'espace 

de Hilbert où sont définies f, u et U ê alors 

(i) lIuêll est uniformement bornée (bornée indépendamment de é) 

(ii) Iluê - ull tend vers 0 quand E tend vers 0 

Preuve: 

(i) De l'équation (6.4) on peut déduire 

(6.5) 

De la coercitivité de l'operateur intégral on a : 

(6.6) 

où ex est la constante de coercitivité. 

De (6.5) et (6.6) on tire: 

Ilwêll ~ ex 1 Il Il fil 

par suite 

(ex - é) Iluêll ~ Ilfll 

ce qui établit (i). 

(ii) Pour prouver (ii), on a d'après (6.3) et (6.4) : 
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b 

c(Uê(X) U(X)):= J K(x, t)[Uê(t) - u(t)]dt éU(X) (6.7) 

a 

En réarrangeant (6.7) on obtient: 

b J K(x, t)[uê(t) u(t)]dt = -c(uê(x) - u(x)) - w(x) 
a 

on en déduit : 

en suite 

par suite 

quand 

o (a» 

• 
Solution de l'équation régularisée (6.4) : 

On cherche donc la solution sous la forme 

00 

1té(X) = L u;,(x) (6.8) 
n=O 
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où les u~ sont les termes de la série d'Adomian déterminés par le schéma récursif suivant: 

uô(x) 
f(x) 

(6.9) 

1 lb - _ K(x, t)u~(t)dt 
C a 

Cas non linéaire 

Soit l'équation 

b 1 K(x, t)g(u(t))dt = f(x) (6.10) 

a 

où J, K 9 sont connues et 9 est une fonction non linéaire en u (inconnue à déterminer). 

L'équation régularisée de (6.10) sera : 

b 

EUE(X) -1 1 K(x, t)g(uc(t))dt = J(x) (CUl) 

Il 

raisonnement est analogue au cas linéaire[54]. L'équation (6.11) étant sous la forme 

canonique, la méthode d'Adomian est applicable. De (6.11) on peut déduire l'algorithme 

d'Adomian: 

f(x) 

(6.12) 

147 



6.1.2 Equation de type Volterra 

Dans la suite, on traitera séparermnent le cas linéaire et le cas non linéaire. 

Forme canonique dans le cas linéaire : 

Soit l'équation linéaire 

x 

J K(x, t)u(t)dt f(x), o ::; t ::; x ::; T, T < +CXl (6.13) 

o 

Pour notre étude nllmérj,''''' nous snpllosons que les conditions d'existence (et d'unicité) de 

solution sont remplies. En dérivant (6.13) par rapport à x, on obtient par la formule généralisée 

de Leibnitz. 

:c 

K(:r. ;z:)-u(J;) + .1 Kx(x, t)u(t)dt f'(x), 

o 

Si K(x,x) "1 0, on peut écrire (G.14) sous la forme suivante: 

En posant 

.1 
Kx(x, t) f'(x) 

u(./:) + u(t)dt = ---.. 
]«x,x) K(x,x) 

o 

N(u) 

x 

/ 
Kx(x, t) u(t)dt 
K(x, x) 

o 
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Alors (6.15) peut encore s'écrire 

g(x) f'(x) 
K(x,x) 

u = Nu+g 

qui est la forme canonique classique d'Adomian. 

(6.17) 

(6.18) 

L'application de la méthode d'Adomian à la forme canonique (6.15) permet d'obtenir le 

schéma récursif suivant: 

f{(x, x) 

19.\ 

(t)dL ,nEN 

L'algorithme (6.19) provient d'une équation linéaire de 2ème espèce. Sur C([O, '1'], 1IIIcx:J, la 

condition de convergence s'écrit: 

x 

sup J Kx dt < 1 
K(x,x) 

(t3.20) 

o 

Remarque: 

1) Si 

[((x, x) = 0 
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on peut continuer la dérivation jusqu'à obtenir 

où 

K(n) = an K(x t) 
x axn ' 

2) La formule (6.14) peut être obtenue en effectuant une intégration par parties [55)[29]. 

Forme canonique dans le cas non linéaire 

Soit l'équation non linéaire: 

x J K(x, t)g(1cl(t))dt = f(x), 0 s: t s: x :; T 

o 

(6.21) 

En utilisant la formule généralisée de Leibnitz comme précédemment, et par dérivation de 

(6.21) par rapport à x on obtient: 

x 

K(x,x)gu(x)) -+ J Kx(x,t)g(u(t))dt f'(x) (6.22) 

o 

Si on effectue un changement de variable en posant 

v(x) = g(u(x)) (6.23) 
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on retrouve l'équation linéaire suivante 

x 

K(x, x)v(x) + J Kx(x, t)v(x)dt = f'(x) 

o 

(6.24) 

qui est une équation équivalente à l'équation non linéaire (6.22). On peut alors déduire de (6.24) 

une forme canonique de type (6.15). 

Une fois que la solution v(x) de l'équation (6.24) est trouvée en utilisant l'algorithme 

d'Adomian (6.19) , si 9 est facilement inversible d'inverse g-l alors on déduit; 

qui est la solution de l'équation (6.21). 

Exemple 1 Considérons l'équation : 

x J (J - x2 + ë)u3 (t)dt 
o 

avec 0 S x S T < +00 , u : [0, Tl .. -+ IR 

En posant: 

l'équation(6.26) devient: 

x 

J (1 x 2 + t2 )v(t)dt 
o 

2 

avec la technique de dérivation, on obtient l'algoritlune d'Adomian suivant : 
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Va x 

x 

Vn+l 2x J vn(t)dt 
a 

et les termes de la série d'Adomian 

Vo(x) x 

V] (x) x 3 

v2(:r) 
x5 

2 

ce qui permet d'avoir: 

v(x) I:vn(x) = xexp(x2) 
n='O 

On en déduit la solution, du problème (6.2G) par: 

qui est une solution exacte. 

Quelques Observations: 

1 2 

x3 exp(X ) 
3 

(6.29) 

(6.30) 

(6.31) 

a) L'opérateur linéaire défini par (6.25) n'a généralement pas d'inverse g-l continue de sorte 

qu'il est difficile de trouver une solution numérique précise par les méthodes de discrétisation 
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classique. 

b) De plus la méthode proposée par V.Seng ne marche pas dans les cas suivants: 

1) 

K(n)(x x) = 0 '\In E IN x' , 

2) Kàn) (x, t) et/ou fCn)(x) n'existent pas 

3) Kàn) (x, t) et/ou f(n) (x) sont infinis 

Pour surmonter toutes les difficultés, nous allons dans le paragraphe suivant proposer de 

nouvelles formes canoniques[45]. Celles-ci sont plus faciles à obtenir et surtout permettent 

de résoudre des équations où le noyau présente des singularités. De plus elles permettent 

aussi de résoudre directement des équations de type Fredho!m sans passer par une équation 

approchée. 

6.2 Nouveaux résultats [45] . 

Dans cette partie, nous allons donner une technique qui permet d'obtenir de nouvelles formes 

canoniques. Cette technique sera utilisable aussi bien pour une équation de type Volterra 

que pour une équation de type Fredholm. Elle s'applique au cas des équations singulières et 

s'adapte bien aux équations à noyau non régulier. De plus, nous montrerons comment passer 

d'une équation de type Fredholm à une équation de type Volterra et en déduire d'autres 

formes canoniques. 

Nous distinguerons le cas d'équations linéaires des équations non linéaires. 
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6.2.1 Recherche de la forme canonique dans le cas linéaire 

Considérons l'équation linéaire générale suivante: 

b(x) J K(x, t)u(t)dt = f(x), a(x) St S b(x) ST 

arr) 

(6.32) 

où f(x) et K(x, t) sont des fonctions connues et on cherche à déterminer la fonction 

inconnue u(x) en utilisant la méthode d'Adomian. 

L'équation (6.32) peut bien être une équation de Volterra ou une équation de Fredholm. 

La technique consiste à écrire: 

Si on pose 

b(x) 

J K(x, t)u(t)dt 

a(x) 

b(x) J K(x, t)[u(t) -

a(:r) 

ber) 

h(x) J K(x, t)dt 

a(r) 

qui est fonction connue car K est une fonction donnée. 

ber) 

+ u(x) J K(x, t)it 

a(x) 

Alors en injectant les rélations (6.34) et (6.;33) dans (6.32) , on obtient: 

ber) 

h(x)u(x) + J K(x, t)[u(t;) - u(:E)]dt f(x) 

arr) 

qui est une équation intégrale de 3ème espèce. 
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Si 

h(x)=f=O 

on a l'expression équivalente à (6.35) suivante: 

b(x) 

1 J. f(x) 
u(x) - h(x) K(x, t)[u(t) - u(x)]dt + h(x) (6.36) 

a(x) 

qui est une équation intégrale linéaire de 2e espèce. 

L'équation (6.36) est sous la forme canonique d'Adomian. Il suffit en effet de poser en 

terme d'opérateur: 

[Vu 

et 

pour avoir 

b(x) 

1
. rI) J K(x, t)[u(t) u(x)]dt 
I\X 

a(x) 

g(X) J(x) 
h(x) 

U=JV7L 9 

La relation (6.36) permet d'écrire l'algorithme d'Adomian suivant: 
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Uo(x) = 

Soit l'expression équivalente: 

uo(x) 

Remarque 

f(x) 
h(x) 

b(x) 

-ï:;:(X5 J K(x, t)[un(t) un(x)]dt 

a(x) 

f(x) 
h(x) 

b(x) 

h(~Tî J K(x, t)un(t)dt + un(x) 

a(x) 

(6.40) 

(fi~lî 

1) Dans la nouvelle forme callonique (6,36), même si K(x, x) devait être infini, alors le 

facteur 11(1,) U(T) s'annule pour f c= :r, Et donc le produit K(x, t)[u(t) u(x)] s'annulerait 

au point t J;, Il aussi noter q1ll-: parfois la singularité du noyau peut être si forte que 

2) On n'a pas besoin d'une dérivée quelconque dans cette nouvelle forme canonique. La 

dérivée des fonctions dans l'équation !1('ccssite de plus des hypothèses de régularité. Gè qui 

pourrait restreindre le champ d'applicati<m. 

Exemple 2 

Trouver u(x) la solution de l'équation: 

Cl' 

/:'< . t)u(t)dt (6.42) 
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L'algorithme (6.41) permet d'écrire: 

x 
Uo(x) -

3 

x -2/ ~ (x - t)un(t)dt + un(x) 
o 

+00 
et les termes de la série L Un sont calculés de manière récursive comme suit : 

n=O 
x -2/ 2 Ul = ~ (x - t)uo(t)dt + uo(x) = 3uo 
o 

x 

-2 ( 
U2 = 2 (:r 

x J 

2 
-11.1 

3 
o 

2 
Un = 3Un-1 

+CXl 

U(:D) = L'Un N 
l­

, Un = lim uo( x) ---"~-
L N--->+= 1 

1l=() n=O 

qui est la solution exacte du Problème(6.42). 

Exemple 3 

Trouver u(x) la solution de l'équation 
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l'algorithme(6.40) donne: 

x J cos (x - t)u(t)dt 
o 

uo(x) 1 

x 

-.- cos(x -1 J 
smx 

o 

ILl! 0 Vn > l 

Une seule itération conduit à : 
+= 

sin x 

Un (x)]dt 

u L Vil 110 = 1, qui e;-;t la ;-;olution exacte du problème(6.44). 
n=O 

6.2.2 Cas HUll Linéaire 

On cOIl;-;idérc n'qui1tion 

b(x) 

J K(x, t)g(u(t))dt f(x) 

a(x) 

où u est à calculer ct fi une fonction non linéaire en u. 

On écrira: 
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b(x) b(x) b(x) J K(x, t)g(u(t))dt = J K(x, t)[g(u(t)) - g(u(x))]dt + g(u(x)) J K(x, t)dt (6.47) 

a(x) a(x) a(x) 

En posant 

b(x) 

h(x) = J K(x, t)dt 

a(x) 

Alors (6.48) peut se réécrire comme suit: 

b(x) 

h(x)g(u(x)) + J K(x, t)[g(u(t)) - g(u(x))]dt f(x) 

a(x) 

EH cfreclll<llll lIU changement de variable: 

v(x) = g(u(x)) 

l'équation (6.'18) dévient 

b(x) 

h(x)v(x) + J K(x, t)[v(t) - v(x)]dt f(x) 

a(x) 

(6.'18) 

(6.49) 

(6,49) est une (oquation linéaire de 3e espèce. La résolution se fait exactement comme dans le 

cas linéaire. 

Si 9 cst facilemcnt inversible avec g-l comme inverse alors la solution u( x) de l'équation 
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(6.46) se déduit de celle de l'équation (6.49) par la rélation 

u(x) = g-l(v(x)) 

Exemple 4 

Trouver u(x) solution de l'équation 

avec 0 < xs T < +00 

x 

j(X t)u2(t)dt 
o 

(6.50) 

Ell appliquant la méthode de substitution dèvelopp(;e dam; œLLc Ulèse, on obtient l'albu­

rithrnc cl' Adomian suivant: 

'Uo( x) 
6 

x 

Vn+l(X) ~2j (x ~ t)vn(t)dt 

o 

+00 
Cela nous permet de calculer les diffèrents termes de la série L V:L comme suit : 

n=O 

x 

Vl = -2 j (x t)vo(t)dt + vo(x) 

o 
x 

'112 :~ j(X-t)Vl(t)dt~ .. Vl(X)=~Vl(X) 
o 
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+00 
V(x) L: Vn 

n=O 

N 1 (Q)N+l 
lim L: Vn = lim vo( x) -_ .. ~ = x2 

N -++00 n=O N --+00 1 fi 

On peut maintenant déduire la solution du problème(6.50) par: 

u(x) = g-l(v(x) X 

qui est la solution exacte. 

Exemple 5 

Trouveru(x) solution de l'équation définie sur lO' Tl 

x J (x - t) log (u(t))dt = ~~ (6.51) 

o 

avec 0 ::; x ::; T < +00 

En utilisant la nouvelle forme canonique obtenue par substitution, on a : 

/

": x4 

t) log(u(i))di = (x -- t)v(t)dt = 12 (6.52) 

o 

en posant 

v(t) log(u(t)) (6.53) 

La nouvelle forme canonique sera alors : 
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V(x) 

avec 

et 

x 

h(:) J (x - t)[v(t) 
o 

f(x) 
v(x)]dt + h(x) 

x 2 

h(:];) J (x - t)dt = ~ 
o 

f(x) x2 

h(x) 6 

Pllis ]'aJgorihmc cl 'Adomian y afférent: 

---1_ x J
x 

h(:r,) 0 ( t)[vn(t) - vn(x)]dt, 'In::: 0 

+00 
On les différents termes de la série L Vn par : 

n=O 

VO(x) 
6 

Vl(X) 
5x2 

36 

V2(X) 
5 5 2 

636
x 
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Par récurrence on a : 

Soit 

Et on en déduit : 

00 

v = LVn = X
2 

n=O 

qui est la solution exacte du problème(6.51). 

6.3 Décomposition ASJ!mptotique 

La 110tîOl; Je décolllposiüon asymptotique a été ULliis(';(; vour la ,uis dans la 

théorie de la mNhode décompositionnelle par K.Abhaoui [1]. L'auteur s'r:st ,;ervi de cette 

technique pour la recherche des solutions particulières des équations fonctionnelles admettant 

plusieurs solutions. Cette technique a été utilisée après par V.Seng [55] relativemcl1t aux formes 

canoniques qu'elle a obtenues. Nous allons à présent adapter cette idée à notre nouvelle forme 

c~nonique, obtenue par substitution. 

Considérons à nouveau l'équation non linéaire 

b(x) J K(x,t)g(u(t))dt f(x) (6.56) 

a(x) 

par la méthode de substitution vue précédemment, nous obtenons: 

163 



avec 

b(x) 

h(x)g(u(x) + J K(x, t)[g(u(t) g(u(x))]dt = f(x) 

a(x) 

b(x) 

h(x) = J K(x, t)dt 

a(x) 

(6.57) 

(6.58) 

Nous avons plus haut indiqué que pour résoudre ce type d'équation (6.57) , on procède par 

un changement de variable en posant v(x) = g(u(x)) et on résout l'équation linéaire 

b:x) 

h(x)v(x) + J K(~C, L)IV(t) ~ v(x)]dt = f(x) 

a(x) 

avant d'en déduire comme précédemment la solution u(:r) (si 9 est inversible) par 

Soit encore 

00 

u(x) = g~J(L vn(x)) 
n=O 

.Mais il est également possible d'obtenir la solution u(x) sans avoir à calculer la somme 

00 

L vn(:Y). 
HO='O 

De l'équation (6.57 ) on peut déduire: 
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b(x) 

g(U(X)) = - h(1X) J K(x, t)[g(u(t)) - g(u(x))Jdt + ~~:~, (h(x) -10) (6.63) 
a(x) 

Mais nous savons que les polynômes d'Adomian sont construits pour les non linéarités 

comme suit: 

00 

g(u) = L An(g(u)) (6.64) 
n=O 

avec 

(6.65) 

En reportant (6.64 ) dans ( 6.63) on obLiclll : 

+. b(x) 
00 1 J 00 

LAn = - h(x) K(x, t)[L An{g(u(t))} 
n=O a(x) n=O 

00 f(x) 
LAn{g('u(x))}]dt + h(x) 
n=O 

(6.66) 

Pour réaliser l'identité fonctionnelle, les An peuvent être déterminés de façon unique[18] par 

le schéma récursif suivant : 
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Ao(uo) 
f(x) 
h(x) 

b(x) 

-h!X) J K(x,t)[Ao(uo(t)) Ao(uo(x))]dt 
a(x) 

b(x) 

- h!X) J K(x,t)[An{g(u(t))} An{g(u(x))}]dt 

a(x) 

D'autre part on sait que 

Ao(uo) = g(uo) 

A1(uo,1l1) = Ul(X)g'(UO(X)) 

A2 (UO, Ul, U2) = uîi~) g"( UO(X)) ~+ U2(X )g'( UO(:I:)) 

L N(Pl + .. ~'PH) (lin 

Pl +2P2+ .. .+npn=n 

Donc de l'algorithme ci-dessus, nous pouvons de proche en proche déterminer tous les termes 
+00 

lie la série solution LUi. 
i=O 

En effet si 9 est inversible, de la relation 

A(uo) g(uo) 

on déduit 

Uo 

166 

f(:r) 

h(~r) 
(6.67) 

(6.68) 



puis de 

b{x) 

AI(UO, UI) = UIg'(UO) - htx) J K(x, t)[Ao{UO(t)} Ao{uo(x)}]dt (6.69) 
a(x) 

on tire 

b(x) 

1 -1 J 
UI = g'(uo) {h(x) K(x, t)[Ao{uo(t)} - Ao{uo(x)}]dt} (6.70) 

a(x) 

Ainsi de suite, on pourra calculer les autres termes de la serie. 

Exemple 6 

Soit à résoudre le problème non linéaire suivant: 

x 

3 J xtu3(t)dt x:l (6.71) 

o 

1 

La solution théorique est : (~) 3 = 0,8735804646 

00 

J
x 3x3 

3 xtdt =:2 

° 
En posant g(u) = u3 L An{g(u(x))}, f(x) = x3 et h(x) 

n=O 
alors de l'algorithme(*), on peut écrire: 

f(x) 2 
h(x) 3 

x 

- 3~3 J xt[Ao(uo(t)) - Ao(uo )]dt 

° 

x 

- 3~3 J xt[An{g(u(t))} An {g(u(x))}]dt 

° On a alors : 
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Ao(uo) = g(uo) = u5 
2 
-
3 

1 

on en déduit que Uo = (~):3 
et An = 0 \In 2:: 1. li en résulte de même Un = 0 \In 2:: 1 

Une seule itération conduit à : 
1 

+00 (2) 3 u(x) I:: Un = uo(x) = - qui est la solution exacte du problème(6.71). 
n=O 3 

Notons que ce même problème a été résolu dans [55J où sont obtenues des solutions appro-

chées trés voisines de la solution exacte selon le degré de troncature de la série d'Adomian 

comme suit: 

2 0.888888889 0.9085602963 0.01530842416 
3 0.8672839506 0.8549879,'35 0.00629651413 

TI. 

où L Uk est la solution obtenue par la décomposition asymptotique relativement à la forme 
k=cû 

ca.nonique trouvée dans[55]. 

6.4 Thansformation d':Equations de Type Fredholm en Equa­

tions de Type Volterra[45]. 

\, 

Jcj. nous milisol1s la relation de Chasles pour transformer des équations de type Fredholm 

en équations de type Volterra. Cette transformation nous permet d'ohtenir deux nouvelles 

formes canoniques d'Adomian. 

Nous allons nous limiter au cas linéaire et envisager la généralisation au cas non linéraire 

par le même procédé que précédemment. 

Soit alors l'équation linéaire; 
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b J K(x, t)u(t)dt J(x) (6.72) 

a 

Les résultats obtenus peuvent être généralisés aux équations non linéaires du type ; 

b J K(x, t)g(u(t))dt J(x) (6.73) 

a 

En effect uant un changement de variable : 

v(t) g(u(t)) (6.74) 

on obtient l'équation linéaire 

b J K(:r, t)v(/.)(U = f(::r) (6.75) 

a 

où a et b sont des constantes connues; K et f des fonctions données. 

Par la relation de chasles on peut écrire : 

b x b J K(x, t)u(t)dt J K(x, t)u,(t)dt + J K('x, I,)u(t)dl (6.76) 

a a x 

avec a:'S x :'S b donc l'équation (6.72) peut se rèécdre 

x b J K(x, t)u(t)dt + J K(x, t)u(t)dt = J(x) (6.77) 

a 
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De l'équation (6.77), nous pouvons déduire deux formes canoniques en utilisant la nouvelle 

technique de substitution que nous avons proposée dans cette thèse. 

6.4.1 Formes canoniques : 

1er cas : 

On écrit 

x x f K(x, t)u(t)dt = f K(x, t)[u(t) - u(x)]dt h1(x)u(X) (6.78) 

a a 

avec 

x 

= f K(x,t)dt (6.79) 

a 

"i h1(x) # () alors en injectant (6.77) et (6.78) dans (6.76) ,on peul déduire la forme callonique 

slIÏvante : 

x 

u(:c) = jJx)) __ 1_ fK(J~,t)lv(t) 
h](x h1(x) 

a 

LI l'algorithme d'Adomian qui en résulte: 

1 "o(x) 

, 1In-!1(X) 
l 

1 
x 

f K(x, t) 
a 
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./ [((:c.l)u(t)dL 

b 

1 .1 [((:1:, 
hl (:c) 

(t)df. 

(G.80) 

(li.Bl) 



2eme cas : 

Cette fois-ci on considère : 

b b J K(x, t)un(t)dt = J K(x, t)[u(t) - u(x)]dt + h2(X)U(X) (6.82) 

x x 

où 

b 

h2(X) = J K(x, t)u(t)dt (6.83) 

x 

En réinjectant (6.82) dans (6.77) on a : 

b x 

h2 (x)u(X) -j .1 K(x, t)[u(t) - u(x)]dt + .1 K(x, t)u(t)dt (6.84) 

x a 

Ce qui pCrllH't d'obtenir la forme canonique (pour h2 0 ; 

b x 

u(x) - h2~X) .1 K(x, t)[u(t) u(x)Jdt 1 .!J((x,t)u(t)dt 
h2(x) 

(6.85) 

x a. 

et l'algorithme d'Adomian : 

tto(x) 

b b 
1 J K(x, t)[un(t) -- un(x)]dt h2~X) J K(x, t)~Ln(t)dt 

x x 

(6.86) 
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Dans les deux cas, les formes canoniques diffèrent au niveau des bornes de l'intégrale. Il en 

est de même pour les fonctions h1(x) et h2(X) . 

6.5 Applications Biologiques 

6.5.1 Phénomènes de "CAUSE A EFFET" [18] 

La modélisation des phénomènes de < <Cause à Effet > > conduit généralement, de façon 

directe, à des équations intégrales. 

Dans la réalité, si on a une cause x(t) alors l'effet qui suit cette cause, noté y y(s), va 

résulter d'un processus détermini')te K. On notera y K(:r) 

D'un point de vue schématique, de tels processus peuvent être représentés par: 

cause x(t) 
entrée (input) 

(processus) 

effet y( <;) sortie ------. 
(cutpUl) 

où la cause :r est souvent appelée l'entrée du système (ou illput en anglais) et l'effet y 

est encore appélé sortie (ou output) 

Le rectangle est encore appélé "boite noire". 

En général, l'opérateur K décrivant le modèle n'est pas C0111m. On sait seulement mésurer 

des couples < <d'entrée-sortie> > de la forme: 

(Xi(t),Yi(S)), tE [D,l'], sE [0,1'], i =-co] :2. (6.87) 

En faisant des hypothèses sur l'opérate1lT K, il va devenir POSS] ble de préciser sa structure. 
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Supposons K linéaire : 

(6.88) 

De plus on fait l'hypothèse que l'effet y(t) à l'instant t, résulte d'une combinaison linéaire 

de l'instant 0 à l'instant t, alors on peut écrire: 

(6.89) 

Ki sont les coefficients de la combinaison linéaire. 

Or on sait que les formules d'intégration (classique) approchées sont de la forme 

b J f(t)rlt. n 

(fi. gO) 

a 

où les Ài sont les poids de la méthode d'intégration considérée et les ti les points d'intégration 

de l'intervalle [a, b] qui dépendent aussi de la méthode choisie. 

L'expression (6.90) peut alors être considérée comme une formule approchée de l'intégrale 

T 

y(t) ~~ J K(t,s)x(s)ds . 

o 

(6.91) 

Cette équation qui relic l'entrée à la sortie est une équation intégrale linéaire de Fredholm de 

Dans la pratique, il sera toujours question de déterminer x(s) lorsque l'on connait y(t) . Cc 

qui nécessite des méthodes spécifiques [51]. 
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La méthode décompositionnelle permet de mieux résoudre ces types d'équations (linéaire 

ou non) à condition qu'elles se présentent sous la forme canonique. 

En appliquant Palgorithme (6.41) ft l'équation (6.92) on a : 

xo(t) 

avec 

i~L la soluthm x(t) sera donnée fli!cl 

Cdtc solution dépendra des 

Si on ;!tilise la transformai l'Tl 

]·algorithme(6.81) appliqué à 

xo(t) 
y( t) 

" (t) 

1 (i 

Il ( t ) ! n ; '. U, ' \:z (-j 

(6.92) 

T ! [((i, s)ds (6.93) 

'l 

il Il 

sont (.:O!iilL!f'S, SUPPOS('CS rôgu-

'll: Fredholm cn é'l,lWi :1)jJ de Volterra. a.lors 

l'·· ] ,1 j 

hU) /' rI. 1. :,,' 

, 1 

,( 

" , 



avec 

t 

h(t) = J K(t,s)ds ,O:S t:S T 

o 

Et la solution exacte x(t) sera donnée par: 

00 

x(t) L xn(t) 
n=O 

soit une solution approchée 

N 

x(t) L xn(t) 
n=O 

6.6 Conclusion 

(6.96) 

(6.97) 

(6.98) 

La difTiculté de l'application de la méthode décompositionnelle au.x équations intégrales de 

première esp(~ce est essentiellement liée à la recherche de bonnes formes canoniques. V.Seng 

avait dOll11[55] un de but de solution à la problématique. Ce travail vient en complément en 

fournissant de nouvelles formes canoniques à travers des résultats originaux. 

Les formes canoniques proposées dans ce travail sont plus simples et peuvent être appliquées 

à tout type d'équations intégrales de 1ere espèce. L'efficacité de nos résultats a été vérifiée sur 

des exemples simples dont les solutions théoriques sont connues. Désormais ces résultats peuvent 

être appliqués aux modèles biologiques compliqués. 
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Chapitre 7 

Conel usion gérlérale 

CONCLUSION GENERALE 

Au terme de notre trayaiL nous pouvons dire que la méthode décompositionnelle décrite dans 

la prémière partie de cc document. est dot ée d'une base théorique sufIisante[ll [18][55]etc. Elle 

peut être présentée comme UIIe' théorie génôrale de résolution explicite des systèmes dynamiques. 

Telle que nous l'avons constaté tout au long de cc travail, la méthode d'Adomian permet 

d'appréhender de nombreux problèmes linéaires ou non avec simplicité et efficacité 

sans linéarisation ou discrétisation. 

La méthode d'Adomian permet. d'éviter des approximations grossières généralement ren­

contrées dans les méthodes dp linéarisation. L'utilisation des schémas classiques de différences 

finies nécessite la connaissanl"c de tous les coefficients intervenant dans la formulation. A cc lIi­

veau, l'avantagè et l'originalil ,', de la méthode d'Adomian sont dus au fait qu'elle peut fournir 

une approximation analytiqlw de la solution même lorsque les valeurs de certains paramètl'<:fi 

sont inconnues. Cela ouvre la voie à de nombreuses et utiles applications: identification, opti­

misation, contrôle etc.DOllC la méthode présente un interêt certain par rapport aux méthodes 

classiques de contrôle optimal car l'utilisation préalable de la méthode d'Adomian permet de 

sc ramener à un problème d'optimisation classique sur lequel on peut greffer la. méthode d'op­

timisation globale Alienori20]. 

D'autre part, nous saVOllS que la convergence d'un algorithme vers la SOlution exacte (le: 
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l'équation fonctionnelle à résoudre est bien évidemment ce que l'on attend de toute méthode. 

Cette préoccupation est bien satisfaite à travers certains exemples concrets traités dans ce 

document. 

Dans notre travail, nous avons abordé deux grands types d'équations fonctionnelles com­

plémentaires : des équations de diffusion régies par des EDP et des équations intégrales. 

Nous avons apporté quelques réponses à certaines interrogations soulévées quant aux difficultés 

d'application de la méthode décompositionnelle d'Adomian. 

Au niveau des EDP, plus précisément des équations de diffusion-réaction de la forme Ut 

aüu + F(u), nous avons pu définir une condition suffisante de convergence de la méthode 

d'Adomian, facile à vérifier sur des exemples concrets. De plus, nous savons que le schéma 

classique de la méthode d'Adomian ne se prête fort bien qu'à la résolution des problèrnes ril' 

Cauchy où seules cmiliitiOlls initiales apparaissent. Ce qui n'est pas le ca..'3 pour d'autres 

types d'EDP. IcL r (> de notre travail a consisté à trouver une technique pour pouvoir 

appliquer directement la méthode dl Adomian aux équations paraboliques avec des 

conditions initiaies et des conditions aux limites. Nous ne pouvons affirmer que rOll 

EJî P ;,." ('di (' nOl! n'lle technique. f-.1ais déja ce travail ('SI 1JJl 

:,\.:nilV de la prise en compte des contraintes imposées à une EDP par 

1<1 llll'tllode d'Adonâan (:1. peut donc ouvrir le champ à la résolution de cet épineux problème 

re"ü? partiellement. ouvert [18). 

Quant aux équations intégrales, nous savons que la forme canonique est nne condition 

sine flua non d'applicatiOlI .1.: méthode décompositionnelle d'AdomiaG: Nous avons dans cc 

! raw\il donné des r0S"111,a1s originalLx pour l'obtention de la forme canonique des équations 

intégrales de première espèce qui ne sont pas d'emblée sous une forme canonique, Nous 

avons d'abord procédé par une technique basée sur la substitution pour obtenir Ulle forme 

canonique de tout type d'équation intégrale de première espèce( Volterra ou Fredholm 

), Par suite, nOUti aVOllS lll(îl!1 ré comment transformer une équation de type l<"redholm en 

une èql1ation de type Vote l'l'a en utilisant la relation de Chasles. De cette transformation 
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Pour nos études, nous avons restreint le domaine de travail à une dimension, mais il y a la 

possibilité de généraliser à une dimension n quelconque en utilisant les formules des polynômes 

d'Adomian en dimension n [55][56J. 

Jusqu'à ce jour, nous ne prétendons pas encore savoir résoudre tous les problèmes( surtout 

non linéaires )avec la méthode d'Adomian. Les recherches sont loin d'être terminées. Mais 

nous esperons que l'amélioration de la méthode d'Adomian permettra de résoudre dans le 

futur des systèmes fonctionnels de plus en plus complexes, pour la satisfaction des utilisateurs. 

En définitive, malgré cet apport à la méthode d'Adomian, beaucoup de problèmes de­

meurent ouverts[18]. Nous sommes donc invités à continuer de travailler sur ce sujet bien 

passionnant qui repose sur les importants travaux du Pr Cherruault et de son équipe au 

Laboratoire Medimat de l'Université Pierre ct Marie Curic(Paris VI). 
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Résumé 

Dans cette thèse, nous étudion::; la méthode décompositionnellc d'Adomian pour la 
résolution numérique de deux grandes classes d'équations fonctionnelles: des équations aux 
dérivées partielles(EDP) de type diffusion réaction et des équations intégrales. 

Cette thèse est composée de six chapitres regroupés en trois parties. 

La première partie est une présentation générale de la méthode d' Adomian avec les 
principaux résultats dé convergence et de cakul des polynômes d'Adomian 

La deuxième p2rtie concerne les EDP de typ~ dltTusion réc:ct1,m : 
D'abord, nous rappelons des généralités sur les équaLiolls au;: dénvées pèlrti.;lles 

associées aux phénomènes de diffusion. Nous retenons deux exemples de modèles de 
diffusion que nous traiterons par la suite: « la diffusion d'une souche de bactérie dans 1 cau» 
et « la diffusion de médicaments dans le eerveau ». 

Ensuite, nous procédons à la résolution effective des problèmes de diffusion réaction 
avec des résultats originaux. La fornle canonique d'Adomian associée à EDP avec 
conditions initiales et aux limites est difficile à trouver. Nous proposons des approches 
originales pour y parvenir par adjonction de fonctions dans le premi'~r terme de la série 
d'Adomian. Nous avons testé l'efficacité de nos idées sur des ex~mples concrets et montré un 
résultat de convergence théorique de l'algorithme d' Adomian appliqué aux problèmes de 
diffusion réaction. 

Enfin, nous abordons un problème de contrôle optimal associé à la diffusion de 
médicaments dans le cerveau pour une thérapeutique optimale dans le ::raitement de cancer. 
Pour cela nous avons fait un couplage de la méthode d'optimisation globale Alienor avec la 
méthode d'Adomian, ce qui nous a permis de ramener le probii::mc de contrôle optimal à un 
problème d'optimisation classique sans contrainte. 

Dans la troisième partie, nous traitons des équations intégrales: 
Nous rappelons d'abord les différents types d'équaÜons :ntégrales et les méthodes 

classiques de leur résolution numérique. 
Ensuite, nous abordons «l'étude des équations intégrales de prènlière espèce par 

la méthode d'Adomian ». La méthode d'Adomian s'applique sans difficulté aux équations 
intégrales de deuxième espèce et celles de trois~me espèce. Cependant l:lIC difficulté 11l3jeure 
résidait au niveau des équations de première e~;èce qui ne sont pas sous la formé canonique 
d'Adomian. Nous montrons par des techniques originales comment construire des formes 
canoniques appropriées des équations de première espèce afin de rendre possible leur 
résolution par la méthode décompositionnelle. 
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