UNIVERSITE DE OUAGADOUGOU

U.F.R DES SCIENCES EXACTES ET APPLIQUEES

THESE
Presentée par :
Ngarkodje NGARHASTA
Pour obteair le grade de DOCTEUR DE L’UNIVERSITE DE OUAGADOUGOU
Spécialité : Mathématiques Appliquées.
Option : Analyse Numérigue.
THEME :
ETUDE NUMERIQUE DE QUELQUES PROBLEMES DE DIFFUSIOSJ’
ET D’EQUATIONS INTEGRALES PAR LA METHODE
DECOMPOSITIONNELLE D’ADOMIAN.

Directeur de thése : _
Blaise SOME, Maitre de Conférence Université de Ouagadougou (Burkina-Faso).

- Rapporteurs :
Yves CHERRUAULT ; Professeur Université Pierre et Marie Cune Paris VL

Qusseynou NAKOULDVIA, Professeur Université de Pointe & Pitre (Aux Antilles).
Albert OUEDRAOGO, Professeur Université de Ouagadougou (Burkina-Faso).
Benjamin MAMPASSI, Maitre Assistant Université Check Anta Diop (Sénégal).

Soutenue le 10 janvier 2003
Devant le jury :

Président :
Jacques Teghem, Professeur Faculté Polytechnique de Mons(Belgique).

Membres :
Albert OUAGADOUGOU , Professeur Université de Ouagadouoou (Burkina-Faso).
Benjamin MAMPASSI, Maitre Assistant Université Check Anta Diop(Sénégal).
Cyprien GNANVO, Maitre de Conférence Université de Calavie Abomey( Bemn)
Koina RODOUMTA, Maitre Assistant Université de Ndjamena (Tchad).
Blaise SOME, Maitre de Conférence Université de Ouagadougou(Burkina-Faso).



DEDICACE

A

Ma mcre,
Toute ma famlle,
Mes parents.



REMERCIEMENT

Je tiens a exprimer mes vifs remerciements et ma profonde gratitude a mon directeur de thése,
le Professeur B.SOME pour m’avoir donné I’ensemble des moyens nécessaires a la réalisation de ce
travail et qui m’a fait bénéficier de son aide bienvcillante et de précieux conscils tout au long de la
préparation de cette thése. J’al beaucoup apprécié ses qualités humaincs.

Je remercie sincérement le Professcur J TEGHEM qui me fait 'honneur de présider le jury.

Le Professeur Y.CHERRUAULT m’a accucilli au scin de son laboratoire pour un stage qui
m’a permis d’avoir de rencontres fructucuses sur mon théme de rccherche. 1l a aussi accepté
d’examiner ce travail avec un intérét bienveillant et d’en €tre rapporteur. Qu’il trouve ici I’expression
de ma gratitude et mes vifs remerciements. Je dois ¢galement toute ma reconnaissance au Professeur
K. ABBAQOUI avec qui j’ai eu beaucoup d’¢changes constructifs sur la nouvelle méthode
décompositionnelle.

Je remercie trés chaleureusement le Professeur BMAMPASSI, rapporteur et membre du jury.
Par sa collaboration fructueuse et scs multiples conseils, il a contribué¢ de manicre significative a
I’aboutissement de ce travail. Je lui exprime ici toute ma reconnaissance. |

Je remercie tres vivement les Professeurs A.Quecdraogo, K.Rodoumta d’avoir cxaminé cc
travail et de faire partie du jury. Merci pour leurs multiples conseils ct encouragements au long de mon
parcours.

Je remercie également le Professeur O.NAKOULIMA, rapporteur de cette these. De méme je
remercie le Professeur C.GNANVO qui a accepté de participer au jury.

Un grand merci a tous les enseignants du département de mathématiques de ’université de
Ouagadougou. Particuliérement, le Dr Longin SOME a été pour moi une personne ressource. Je lui
exprime toute ma gratitude.

Mes remerciements vont également a tous mes amis, collégues, fréres et sceurs de la CTQ, du
RAMAD, de I’Université de Ouagadougou et de notre laboratoire LANIBIO avec qui nous avons
pass¢ des moments agréables et inoubliables. Je ne saurais oublier mon ami SOME Pascal, le
gestionnaire du projet CIUF-CUD pour toute sa disponibilité a mon égard

Bien sir, ma profonde gratitude va a mes parents ct ma famille dont le soutien m’a ¢été
indispensable. Je remercie en particulier Noubara, Nguéyam, Ngombaye, Ndolnibé et Kladoumadje
qui m’ont beaucoup soutenu ces derni¢res années. Que chacun trouve en ce travail I’aboutissement de
son sentiment désiré.

Qu’il me soit permis d’exprimer toute ma rcconnaissance a Madjyara pour sa fraternité et son
amitié a mon endroit. Qu’il trouve aussi en ce travail le fruit de ses efforts.

Le soutien financier de la coopération belge CIUF-CUD Activités mathématiques dc
I'Université de Ouagadougou a été indispensable pour la réalisation de ce travail. Je remercie trcs
vivement les responsables de ce projet, les Professeurs, JTEGHEM de la Faculté Polytechnique de
Mons et B.SOME de I’Universit¢ de Ouagadougou.



Table des matiéres

!

I Introduction 6

II Meéthode d’Adomian : Description 11

1 DESCRIPTION GENERALE DE LA METHODE DECOMPOSITIONN-

NELLE D’ ADOMIAN. 12
1.1 Introduction . . . . . . . . e 12
1.2 Fondement Mathématique de la Théorie Décompositionnelle. . . . . . .. .. .. 13
1.2.1 Notion de Série Décompositionnelle [26]. . . . . . . ... ... .. ... .. 13
1.2.2  Notion Générale d'une Méthode Décompositionnelle [26]. . . . . ... .. 14
1.2.3 Schéma Décompositionnel de Base . . . . . .. ... ... ... ... 15
1.3 Présentation Générale de la Méthode d’Adomian [18]. . . . . ... ... ... .. 16
1.3.1  Justifications des polyndémes d’Adomian. . . . . . . .. .. ... L. 18
1.4 Remarque . . . . . . .. e e e 20
1.4.1 Quelques Formules Pratiques des Polynomes d’Adomian. . . . . ... .. 21
1.5 Reésultats Généraux de Convergence. . . . . . . . o o v v v v i e e e 22
1.5.1 Convergence utilisant 'analyse combinatoire [1] [18]. . . . . ... ... .. 23
1.5.2 Convergence utilsant le théoreme du point fixe[21]. . . . .. ... ... .. 28
1.6 Convergence dans un cas plus général des EDP. . . . . . ... ... ... ..... 30
1.7 Conclusion . . . . . . . e 35



II1 Equations aux dérivées partielles 36

2 GENERALITES SUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

ET DES MODELES DE DIFFUSION 37
2.1 Imtroduction. . . . . . . . . . . . .. 37
2.2 Définitions générales . . . . . . ..o 38
2.3 Classification ’EDP d'ordre 2 . . . . . . . . . . 38
2.3.1 Equations a plusieurs variables . . . . . . ... ..o 38
2.3.2 Equations & deux variables . . . . . .. ... ... ... 40
2.4 Cadre Fonctionnel . . . . ... ... .. .. 42
2.5 Rappel sur des problémes de diffusion linéaire. . . . . ... .. ... ... ... 2 42
2.5.1 Principedumaximum . . . . . . . ... e e 44
2.6 Cas des problémes de diffusion non linéaires. . . . .. . ... ... .. ... 48
2.6.1 Existence et unicité de la solution de I'équation : u; = Ugy —
Nz, b,u,Uuz) o o o 48
2.7 Quelques modéles des phénomenes de diffusion . . . . ... . ... ... ..., 51
271 Ladiffusion . . . . ... ... ... 51
2.7.2 Equation de diffusion-réaction. . . . . .. . ... ... L., 52
2.7.3 Exemples des modéles de diffusion-réaction dans les sciences du vivant. . 53
28 Conclusion . ... ... .. .. 56
3 RESOLUTION DES PROBLEMES DE DIFFUSION PAR LA METHODE
D’ADOMIAN 57
3.1 PREALABLE . . .. ... .. . .. . 57
3.2 Cadrefonctionnel . . . . . ... ... ... 58
3.3 Schéma numérique d’Adomian de résolution . . . . . . . . ... L. 99
3.4 [Etude théorique de la convergence de I'algorithme d’Adomian. . . . .. ... .. 62

2



3.5 Quelques exemples d’application

........................... 66
3.6 Résolution numérique de probléme de diffusion- réaction avec conditions initiales
ouaux limites. . . . .. .. 67
3.7 PRISE EN COMPTE DES CONDITIONS INITIALES ET AUX LIMITES DANS
LA FORME CANONIQUE. . . . . . . . . . 69
3.7.1 Résultats existants[43][55] . . . . . . ... L 69

3.8 Nouvelle technique pour I'obtention d’une bonne forme canonique des EDP[44]. . 75

3.9 Applications . . . . . . .. 80

3.9.1 Résolution d’un probléme de diffusion réaction avec conditions aux bords
portant surle flux. . . .. .. ... ... ... e 30
3.10 Application & la résolution de la diffusion d’une souche de bactéries dans I’eau.
85
3.10.1 CHOIX DE ¢(z,t). (ou choix de ug)[44]

3.11 Diffusion a croissance logistique(Modele de Fisher)

4 PROBLEME DU CONTROLE OPTIMAL APPLIQUE AU MODELE

DE DIFFUSION DE MEDICAMENTS DANS LE CERVEAU 103
4.1 Laméthode Alienor . . . . . . . . . . ... e 104
4.2 Courbes a-denses[9][18] PP (11
4.3 Transformation Alienor Modifiée. . . . . . . . . .. .. ..o oo 108
4.4 Méthode d’optimisation globale DIVANU . . . .. ... .. .. ... ....... 109
4.5 Application 4 l'identification de parametres[18]. . . . . . ... ... .. ... ... 111
46 Exemple d’application. . . . . . . . .. ... 112
4.7 Contrdle optimal . . . . . . . . ... 114
4.8 Couple Alienor-Adomian. . . . . . .. .. 116
4.9 Application au modele de diffusion de substances dans le cerveau. . . . . . . . .. 118
IV Equations intégrales 123
5 ETUDE GENERALE D’EQUATIONS INTEGRALES 124



51 Imtroduction . . . . . . . . . 124

5.2 Classification des équations intégrales[51] . . .. .. .. ... .. ... ... 125
5.3 Quelques definitions . . . . . . . .. e e 127
5.4 Iitude theorique d’équations intégrales . . . . . . . . . ... L., 128
5.5 Reésultats d’existence et d’unicité de solution d’équations intégrales de premiére
ESPECE. © .+ . e e e e e e e e e e e e e e e 129
0.6 Résultats d’existence et d’unicité de solution d’équations intégrales de deuxiéme
ESPECE. . . L i e e e e e e e e e e 130
5.7 Quelques méthodes numériques de résolution d’équations intégrales . . . . . . .. 131
5.7.1 Reésolution a 'aide des méthodes d’optimisation . . . . .. ... ... ... 131
5.7.2 Laméthode de collocation . . . . . . . ... ... L. 132
5.7.3 Méthode de Liouville-Neumann. . . . . . . .. ... .. ... ....... 133

5.8 Résolution des équations intégrales de deuxiéme espéce par la méthode d’Adomian136

5.9 Conclusion

ETUDE DES EQUATIONS INTEGRALES DE PREMIERE ESPECE PAR

LA METHODE DECOMPOSITIONNELLE. 142
6.1 Résultats déja obtenus. . . . . . . . L e 143
6.1.1 Iiguation de type Fredholm . . . . . . .. .. ... ... ... 144
6.1.2 Equation de type Volterra . . . . . . . . .. . ... .. L 148
6.2  Nouveaux résultats[45]. . . . . . .. .. L 153
6.2.1 Recherche de la forme canonique dans le cas linéaire . . . . . .. .. 154
6.2.2 CasnonLin€aire. . . . . . . . . . . . 158
6.3 Décomposition Asymptotique . . . . . . ..o L 163

6.4 Transformation d’Equations de Type Fredholm en Equations de Type Volterra[45]. 168



6.4.1 Formes canoniques : . . . .. ... 170

6.5 Applications Biologiques . . . . . . ... ... 172
6.5.1 Phénomeénes de "CAUSE A EFFET” 18] . . . ... ... ... ..... 172

6.6 Conclusion . . .. . . . ... 175

7 Conclusion générale 176



Premiére partie

Introduction



INTRODUCTION GENERALE

Les mathématiques ont toujours été présentes dans les autres disciplines scientifiques. Les

modeles mathématiques étaient surtout utilisés pour la description des processus de nature

purement physique. Mais aujourd’hui, les mathématiques ont encore gagné¢ plus du terrain.
Elles sont devenues un outil efficace et indispensable pour le développement des sciences de la
vie et de la terre.

Le monde réel est caractérisé par une diversité et une complexité. Cela se constate a travers
la description des phénomeénes physiques ou biologiques. Par exemple, le corps humain peut
&tre comparé a une société de cellules qui communiquent entre elles par les hormones, les nerfs

et le systéme immunitaire.

Le seul langage capable de regrouper a la fois tous les aspects essenticls d’un systéme com-
pléxe (composantes, intéractions, modulations, mécanismes de controle...) semble étre le langage
mathématique & travers la modélisation.Celle-ci est un compromis entre une réalité physique
et 'aptitude des mathématiciens & résoudre les équations qui en résultent. A ce niveau, il faut
éviter 'utilisation abusive de mathématiques ésotériques qui privilégient ’aspect mathématique
au détriment de la réalité physique. Ainsi, dans le domaine de la biomathématique qui nous
intéresse, les mathématiques doivent servir d’instruments et la biologie doit étre la finalité (le

modele doit étre validé par le biologiste).

Pendant longtemps, les formulations mathématiques privilégiées sont linéaires pour des rai-
sons pratiques : les outils mathématiques les plus puissants sont congus pour ’analyse linéaire.
Mais l'inconvenient majeur réside dans leur incapacité a prendre en compte certaines propriétés

non linéaires essentielles et inhérentes aux phénomeénes naturels.

Pour résoudre les équations non linéaires qui gouvernent la plupart des phénomeénes phy-
siques réels, on a recours aux méthodes numériques. Les méthodes numéricues les plus anciennes

et les plus usuelles sont des méthodes de discrétisation et de linéarisation.

Dans notre travail, nous adopterons la méthode d’Adomian qui permet d’obtenir des so-

lutions plus réalistes des modeles. Elle évite la discrétisation et la linéarisation. Elle satisfait



ainsi & 'un des objectfs fondamentaux de la physique qui consiste & ne pas détruire la nature

des phénomeénes modélisés en les linéarisant ou en les discrétisant.

1’idée originelle de la méthode décompositionnelle est due & Georges ADOMIAN, phy-
sicien américain [5] [6] [7]. Mails c’est sous I'impulsion du professeur Y.Cherruault, directeur
du laboratoire Medimat que les bases théoriques et pratiques de la méthode ont été initiées
et développées. N’elit été donc les apports fondamentaux de Y.Cherruault et de ses éléves
K.Abbaoui, S.Guellal, B.Some, V.Seng, M.Ndour, L.Gabet...[1][2][21][43][53][55][26][27]....
la méthode serait restée a I’état d’ébauche.

La méthode est basée sur la recherche de la solution d’une équation fonctionnelle du type
u = G(u) sous la forme d’une série et sur la décomposition en séries de 'opérateur non linéaire.
C’est surtout ce dernier aspect qui singularise la méthode d’Adomian comparativement aux

autres méthodes décompositionnelles [1][26][33].

La méthode d’Adomian permet d’approcher des équations non linéaires par des solutions
analytiques. Dains certains cas linéaires, on obtient des algorithmes qui convergent en général
trés vite vers la solution exacte. Elle permet aussi d’éviter des calculs lourds qui apparaissent
dans l'emploi des méthodes classiques de discrétisation (généralement)utilisées pour résoudre
des équations dillérentielles. Dans le cas des modeles biologiques complexes, tous les parameétres

intervenant dans la formulation du modele peuvent apparaitre explicitement dans la solution

calculée. /

La méthode a été utilisée (cmpiriquement) par le physicien Georges ADOMIAN et
quelques-uns de ses collegues américains pour la résolution de différents types d’équations
fonctionnelles. Mais des bases théoriques importantes n’étaient pas développées au départ .
De plus, les conditions aux limitcs considérées dans les équations différentielles sont toujours

choisies simples ct faciles a prendre en compte dans les équations & résoudre.

De nos jours, Papplication de la méthode d’Adomian aux équations algébriques, intégrales
et différenticlles, constituent des problémes moins ardus. Cependant le champ reste peu exploré
dans certains domaines.Les problémes suivants demeurent ouverts{18] :

- Deémontrer la convergence de la méthode sous des hypotheses plus faciles & vérifier dans

la pratique.



- Adapter la méthode décompositionnelle pour qu’elle puisse résoudre tous les types d’équa-
tions aux dérivées partielles. A ce niveau, une difficulté majeure subsiste pour 'obtention

d’une forme canonique prenant en compte les conditions initiales et/ou aux limites

- Comment résoudre des équations intégrales de premiére espéce qui ne sont pas sous la

forme canonique, et, surtout, celles dont le noyau présente des singularités.

Dans ce travail, notre contribution & la méthode décompositionnelle est une des réponses
possibles aux problémes ouverts ci-dessus énumérés.

Ce travail est composé de trois parties :

La premiére partie concerne la présentation de la méthode d’Adomian, la deuxiéme partie

traite des problemes de diffusion et la troisiéme partie est consacréc aux équations intégrales.

Nous nous bornerons dans la premiére partie a rappéler les principes de base de la méthode

décompositionnelle d’Adomian et & en donner des bases théoriques déja établies.

La deuxi¢me partie traitera des problémes de diffusion qui appartiennent a la classe des
équations aux dérivées partielles paraboliques. Cette partie se décompose en trois chapitres.
Au premier chapitre, nous rappelons une généralité sur les équations aux dérivées partielles et
nous présentons quelques modéles de diffusion avec leur importance dans la pratique. Insuite
au chapitre deux, nous rentrerons dans le vif du sujet en les résolvant numériquement par la
méthode d’Adomian.Notre apport personnel sera & deux niveaux. DD’une part, nous donne-
rons une condition suffisante de convergence de la méthode d’Adomian appliquée
aux équations de diffusion-réaction les plus couramment rencontrées dans la modélisation
des phénomenes biologiques. D’autre part, nous donnerons une nouvelle technique qui
permet d’intégrer dans la forme canonique des conditions aux limites de certains
types d’équations de diffusion. Cette technique est simple et permet de résoudre des pro-
blémes non résolubles par le schéma classique de la méthode d’Adomian. Enfin le troisiéme
chapitre aborde un probléme de controle optimal. Nous faisons ressortir 'avantage de I'utilisa-

tion de la méthode d’Adomian pour passer d'un probleéme de contréle optimal a un probléme



d’optimisation classique facile 4 résoudre. Cette partie ouvre des perspectives pour nos travaux

futurs.

Enfin, la troisiéme partie portera sur 'étude des équations intégrales. Notre attention
portera particulierement sur les équations intégrales de prémiére espéce. Cette partie
comportera deux chapitres. Au premier chapitre, nous rappelerons des généralités sur les équa-
tions intégrales avec quelques exemples de méthodes numériques de résolution. Le chapitre deux
comporte 'essentiel du travail avec un certain nombre de résultats originaux qui constituent
notre apport. 1l s’agira ici de résoudre des équations intégrales de premiere espéce qui ne sont
pas sous la forme canonique par la méthode d’Adomian. Cela nécéssitera au préalable la re-
“cherche des formes canoniques. Nous présenterons d’abord des résultats déja obtenus [55] avant
d’aboutir 4 nos propres résultats. Nous utiliserons des techniques appropriées pour ramener

des équations de premiére espéce i des équations de deuxiéme espéce qui seront des

formes canoniques recherchées.

Notre apport scientifique global dans ce travail a été déja 1'objet des publications suivantes :

- N.Ngarhasta, B.Some, K.Abbaoui and Y.Cherruault : New numerical study of
Adomian method applied to a diffusion mode.Kybernetes, vol 31 N°1, pp 61-75(2002).

- N.Ngarhasta et B.Some : Quelques nouvelles formes canoniques d’Adomian applicables
aux équations intégrales de"lere especes. Afrika Matematika, série 3 volume 13, pp 53-73 (2002).

Une publication acceptée pour parution en 2003 :

- N.Ngarhasta, B.Some. Solving integral equations of first kind by Adomian method.
Far Fast Journal of Mathematical Sciences(FJMS). To be published in 2003.
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Deuxiéme partie

Méthode d’Adomian : Description
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Chapitre 1

DESCRIPTION GENERALE DE
LA METHODE
DECOMPOSITIONNNELLE
D’ADOMIAN.

1.1 Introduction

La premiére partie de ce document est consacrée i un exposé détaillé sur la méthode dé-
compositionnelle d’Adomian. Nous tenterons de la présenter d’une maniére assez compléte en
" faisant un tour d’horizon depuis le début de V’art jusqu’au stade actuel de la recherche. Dans
un premier temps, nous déerivons d’'une maniére générale les méthodes décompositionnelles et
celle d’Adomian. Celle-ci sera présentée sous sa [orme originelle telle que Pauteur en avait 'ha-
bitude[5][6][18]. PPuis nous [inirons par des bases théoriques déja étabies [1][2](3][4][27](30](33]
sur lesquelles nous nous référons. Ici, 1 s’agit de donner des justifications de l’existence des
polyndmes d’Adomian, de nouvelles formules plus pratiques pour la mise en oeuvre infor-
matique. Ensuite, nous donnerons des résultats théoriques de convergence . Les résultats de
convergence sont établis soit par le théoréme du point fixe[18], soit en ayant recours a

[

12



I'analyse combinatoire[1].

1.2 Fondement Mathématique de la Théorie Décomposition-

nelle.

Dans ce paragraphe nous allons donner une série de définitions qui permettront de mieux

comprendre l'origine supposée de la méthode décompositionnelle.

Considérons d’une maniére générale une équation fonctionnelle de type
1= Gu

dans un espace de Banach FE, u la fonction inconnue & déterminer.

1.2.1 Notion de Série Décompositionnelle [26].

Définition 1 Série décompositionnelle

On appelle série décompositionnelle toute série de fonctions ZCk ou chague Cy est une
k

fonction des (k + 1) variables de E : Xy, ...., Xy & valeurs dans L.
Définition 2 Convergence faible des séries décompositionnelles

Une série décompositionnelle g Cy est dite faiblement conmergente st pour toule série
k
convergente E un d’éléments de E, la série E Ck(ug, ....,ux) d’éléments de L converge.
n

k
Définition 3 Somme d'une série décompositionnelle convergente
La somme S d’une serie décompositionnelle convergente est une application de l’ensemble
o0
des series convergentes d’éléments de ¥ dans I : S (E un> = E Crlug, ..., ug)

n k=0
Deéfinition 4 Convergence forte des séries décompositionnelles
On appelle serie décompositionnelle forternent convergente toute série décomnpositionnelle

faiblement convergente dont la valeur de la somme ne depend que de la somme de la série

considérée, c’est a dire : !

13



Z“’L:ZU” = S Zun =5 Z’Un

n n

Théoréme|26] 1

Lensemble des series décomposilionnelles fortement convergentes posséde une structure

d’espace vectoricd.

Propri¢té :( Somme dégénérée d’une série décompositionnelle fortement convergente)

On peut définir, & partir de la somme S d’une série décompositionnelle fortement conver-

gente, un opéraleur S* dans E que 'on peut confondre avec S.

Justification : Soit S la somme d’une série décompositionnelle fortement convergente.

Alors, pour tout ¢lément u de I, on peuf définir S*(u) par S (Z u;) avec Z u; série quelconque
i i

d’éléments de Y ayant u pour somme. Comme série convergente de ce type, on peut prendre

celle se réduisant a un seul terme général égal & u. On a donc : S*(u) = S(u). m

1.2.2 Notion Générale d’une Méthode Décompositionnelle [26].

Définition 5 Schéma décompositionnel

Soit une série décompositionnelle fortement convergente ZC’k(XO,....,Xk). On appelle

k
scheéma décompositionnel associc @ E Cr(ug, ..., ux) le schéma récurrent :
k
UQ = 0
: Un+1 — Cn(UOa----aun)

14



qut permet de construire une série E Un d'éléments de I.

n

Justification :

On peut construire une telle série parce que chaque C,, ne depend que de uy, ..., un et pas

des termes suivants. =

Définition 6 Méthode décompositionnelle

On appelle méthode décompositionnelle la méthode consistant ¢ construire la solution d’une

équation o l'aide d’un schéma décompositionnel.

1.2.3 Schéma Décompositionnel de Base

Soit de nouveau a résoudre une équation fonctionnnelle u = Gu dans un espace de Banach

E.

Définition 7 Série décompositionnelle de base

On appelle série décompositionnelle de base associée a lopérateur G, la série g B, dont

n

les termes sont définis par :

By = G(Xo)
n n—1
B = GO X)-G()_X)
=0 1=0

Justification :
Les B,, sont bien a valeurs dans E et fonction de n -1 variables. =

Théoréme 2 Convergence de la série décompositionnelle de base
La série décompositionnelle de base E By associée ¢ Uopérateur G est une série décompo-

k
sitionnelle fortement convergente de somme dégénérée G.
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Justification

11 est facile de vérifier que si E Uy converge alors la série E By (ug, ..., un) converge vers

n n
-+00

G( E uy) qui ne dépend que de la somme de la séric. m

n
Définition 8 Série décompositionnelle de base associé & un opérateur linéaire :

La série décompositionnelle de base E B, associé a l'opérateur linéaire L, est donnée par :

n

By = L(X())

Bn = L(Xn>

Dans ce paragraphe, nous avons mis cn évidence le concept mathématique de la série dé-
compositionnelle d’une maniére générale. Partant de ce concept, nous pouvons expliquer

la méthode décompositionnelle d’Adomian par sa description :

1.3 Présentation Générale de la Méthode d’Adomian [18].

Considérons 'équation fonctionnelle générale

F(u(t)) = g(t) (1.1)

ol F est un opérateur non linéaire quelconque d’'un espace de Banach FE dans E possédant

" des termes linéaires et non linéaires, g une fonction donnée dans F et u la fonction inconnue.

Le terme linéairc est décornposé en L + R avec L "facilement inversible” et R le reste de
I'opérateur linéaire.

Léquation (1.1 ) devient :
Lu+ Ru+ Nu=g (1.2)
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ou N représente le terme non lincaire. [ ¢étant "inversible”, on a Pexpression équivalente i

(1.2) suivant :

wu=60+L'g~ L 'Ru~L"'Nu (1.3)

avec @ une fonction vérifiant L = 0, et L~ "Pinverse” de L.

La méthode d’Adomian consiste a chercher la solution (quand elle existe!) w de (1.1) sous

la forme d’une série

+oo
U= Zun (1.4)
n=0

et & décomposer le terme non linéaire Nu en série

+o0
Nu=>"A4, (1.5)

n=0

ou les A, sont des polndmes spéciaux appélés ”polyndmes d’Adomian” qui dépendent excul-

sivement de wug, uy, ..., un, €t sont obtenus a partir des relations suivantes [5][6][7](1)[18] :

400 +-00
z = Z Mg, N(z) = Z N A; (1.6)
1=0 1=0

ol X est un parametre introduit par ”convenance.” Ces relations consistent a substituer la série
400

+oo
Z MNa; dans la série N(u) = Z A;.
1=0 1=0

Les propriétés des séries substituées permettent de justifier le

Théoréme 3

Les A,, ne dépendent que de ug,u1, ..., u, et sont donnés par les formules

17



ld”

An = lw Z/\ ui)|a=0, 7 =0,1,2,... (1.7)
+oo +o0
Ce résultat n’est que formel et les convergences des séries Zui et Z A; demeurent non

justifiées. En reportant les expressions(1.4) et (1.5) dans (1.3)

+o00 +o0 +o0
D un=0+L7g— LR un) = LD An) (1.8)
n=0 n=0 n=0
+00 400
En supposant, les séries Zun ct ZAn convergentes, on obtient par identification les termes
n=0 n=0
4 oo
de la série Z iy, par Palgorithme suivant :
n=>0
Ug = 6 4 Lklg
’ U1 = ~L'Rugy— L—lA()

Upny1 = —L 'Ru, — L71A,

dit algorithme d’Adomian.

1.3.1  Justifications des polyndmes d’Adomian.

Considérons equation v - Gu et supposons que Uopérateur G soit analytique.

Théreme 4 [27](26] : Elant donné, un opérateur G analytique et une série convergente

4-00
E un d’éléments de I, on peut définir les polynémes d’Adomian par :
n=0 :

18



A = d)\k quz (1.10)

+00 {-00
On note u = Zun et on définit ut () = Zun)\”.
n=0 n=0
Cette série entiére converge pour A = 1. Or la somme d’une série entiére de rayon de

convergence p est analytique sur DO(0, p), disque ouvert de centre O et de rayon p , donc u™
est analytique sur DO(0, p). Comme G est aussi analytique, par composition[17], G o uTest

analytique sur DO(0, p) c’est & dire qu'il existe des Ak tels que

+o0
Gou+ = ZAk)‘k

qui vérifient

Ay H[wa(gx w)]a=o

Dans la pratique, le calcul des polynomes d’Adomian utilisant I’expression (1.10) est un peu

délicat. Mais on peut remarquer qu’en posant

N=Gou
on retrouve la formule de Mc Laurin
N&)(0)
A=

Et on a le théoréme suivant :

Théoréme 5 [27]

Si N est analytique, alors :
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+o0 +o0

N An= Z[M]N(n)(w)

n!
n=0 n=0

1.4 Remarque

1) Les A, données par (1.7 ) ne dependent que de ug, ..., u, et peuvent ainsi étre écrits

~ simplement :

A, = l[%N(ZO M) a=o (1.11)

2) En pratique, il sera des fois difficile (sinon impossible) de calculer la somme de la série
+-00
E un. On sc coutentera dans ce cas d’une solution approchée sous la forme de série tronquée

n=:0

n—1
i=0
ol
u = n—l—lolfoo¢n (1.13)
3) En posant
J :6-|—L_1g et G=—L "Ru— L 'Nu (1~14)

alors la relation ( 1.3) est équivalente &

20



u=f+ Gu (1.15)

L’équation (1.15) est dite forme canonique d’Adomian. Cette notion a été introduite
par Y.Cherruault[18]. En utilisant cette forme canonique, le schéma d’Adomian sera donné

par :

uw = f
(151 = Ao
(1.16)
) Unpy1 = An

1.4.1 Quelques Formules Pratiques des Polyndtmes d’Adomian.

Dans ce paragraphe, nous donnerons des formules équivalentes des polyndmes d’Adomian
relativement faciles pour la mise en ceuvre informatique. L’établissement de ces formules fait

essentiellement appel a la notion de la théorie des nombres [1|[3][18][27].

Si N est une fonction scalaire on a le

Théoréme 6 [1]

dn . n+]
(n+1)14, = —— [NI ](u)]u:w

du™

Y.Cherruault et K.Abbaoui[1][18][2][3][4] ont montré les théorémes suivants :
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Théoréme 7

s

Ao(’lLo) - f
(al—ag) (a"—lﬁa") Qn
- (a1) () 11 Un—1 Lo
An(ug, ...y Un) Z N{*i(ug) (1 — ag)!  (an_1 — an)! ay!

a1+ fan=n
00 (ev)i=1,..n est une suite décroissante.

Théoréme 8

(P14 4pn) uft ol
An = Z N (uo) -
B D1 Dn-
P1+2P2+---+TLPn—n
Théoréme 9
- 1 . N
An - Z ‘N(})1+..--7 Pr) (UOIJ (ul[pl], . u'n[p,,])

I p !
P +2pa+. Anpp=n pLe--pn-

ot

Uilpy] = (Wiyooes i)

pyfois

1.5 Reésultats Généraux de Convergence.

Si on considére I’équation fonctionnelle générale
uw=N(u) t f

dans un espace convenablement choisi, on peut établir des resultats de convergence en faisant

des hypothéses sur N.
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1.5.1 Convergence utilisant 1’analyse combinatoire [1] [18].

Théoréme 10

Si

HN(">(u0)H §M<é Vn >0

alors la série décompositionnelle Zun est absolument convergenie et on a de plus la majora-
) n=0
tion :

1]l = [|An] < M™ exp(n 4 1)

Estimation de ’erreur de troncature

Nous avons signalé plus haut qu’en pratique, on se contentera < ine solution approchée sous

forme de série tronquée

Dans ce cas, unc estimation de I'erreur de troncature peut étre donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 11

Sous les hypothéses du théoréme précédent, Uerreur de troncature est bornée par :

Jeall =l — gy < TR

—exp(1)

< Z || || < Z (M exp(l

1=n

S

Ona: ] = [lu—¢nl =

23



0

= (Mexp(1))* 3 (M exp(1))"

n=0
. (Mexp())”
1 — M exp(1)

Ce résultat de convergence a été amélioré par Himoun [30] :

Théoréme 12{30]

Si on suppose que N satisfait la condition suivante

”N(") H<Mﬂ" B>0 Vn>0

alors une condition suffisante de convergence de la méthode d’Admian cst :

1
MpB < -
e

Preuve

indication [30] :

La preuve se fait en 2 étapes

1) 1¢7¢ étape : cas ot N est une fonction scalaire :

en utilisant L

A — Nlent)
BENCES "(XE; QL. an+1' o) (to)
On montre que
+ 1) <
A Mg — (n M g >
Anl = (n +1)'Zauan = (n+1)! Fhn 20

laf=n

la formule de Stirling[13] permet de déduire la convergence de la série pour Mpe <1
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2) 2°™€ étape : cas ot N est un opérateur

Dans ce cas il est suffisant de prouver par récurrence que :

(n+1)"

n+1 on
(n—l—l)!M Fn =0

||AnH =

Dans[53], on a donné le théoréme suivant :

Théoréme 13 [53]

Si N est analytique en vy avec un rayon R fini, la série

Ie’S)

_ n

Uy = E Up.Q
n=0

x
. 1 A"
est majorée par m'/(1 + ¢€) E (l—l—sjﬁﬁ X (—) ot m' > m = sup|u,l, e > m/R
p
n=0

o0 o
et p<1lla sérieZA N N(Z Un. X)) admet un rayon de convergence r > 1. Donc
7720 n=0

o>
Uy + ZA n est solution de U’équation( 1.15).
n=0
La démonstration de ce théoréme utilise uniquement les propriétés des séries substituées. Ce
théoréme coruporte de parameétres (complexes) difficiles a vérifier pratiquement. Ainsi M.J.Pujol

a proposé des conditions de convergence plus simples 4 vérifier :
Théoréme 14 [33]

Si la fonction N est analytique en u, pour ||lu—1u,|| < R et si HN(")(UO)H < n!M.a™

avec M >0, a > 0, alors une condition suffisante pour la convergence de la méthode est :

a) 4Ma <1 st R est infint
b) 5Ma <1 si R est fini
Preuve
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Indications|33)

a) D’abord en posant

1 (n)
— [n+1]
A= T (N (uo))

On montre que les polynémes d’Adomian vérifient

HAnH < {(2”)!/((714— 1)!71!)].Mn+1a”

La démonstration se fait en 2 étapes en supposant le cas ot N est un scalaire et le cas ot N

est un opérateur. Ce dernier se démontre par récurrence.

- Si R est infini il suffit de prouver que

o0

S A < o0

n=0

on a
1A < [@2n)/ ((n+ D] M e
Mais
[2n)!/((n A4 DI 0 ("M ) [v/r(nA 1), (1 o)

cela se montre par la formule de STIRLING(13]. Or

SO (@M [y (n 4 1)

n

converge si et seulement si

AMa < 1
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-Si Restfini,on a :

4 al < [(20)!/((n + Dind)]. M am

<[@2n)IM/(4"(n+ 1)Inh)](4"M™a™)

< M(AMao)™
car

2n)l/(d"(n+ 1)In!) < 1

M
On peut donc écrire |[A, ]| < M.(dMa)" = (i j s car AMa < 1 avec

(g =
e _ o

(AMa) T (R— M)
< (1 —4AMa).( ) > 4M2a

o
o (1= AMa).(——) > am?
()2 a

En développant on a
2 ! 2 1
(AM*a) —BM + — > 4AM*a < — > B5M
« o
Par suite

SMa <1

On note que ||4, || < est une condition suffissante de convergence de la série[30].

M
(I+¢)n



1.5.2 Convergence utilsant le théoréme du point fixe[21].

Y.Cherruault[21] a été le premier & établir la convergence de la méthode d’Adomian. 11

procéde par le théoréme du point fixe comme suit :

Soit une équation fonctionnelle générale :

y—N(y)=f (1.17)

ol N : H — H est un opérateur linéaire ou non, H un espace de Hilbert et f une

fonction donnée dans H.

Puis on cherche une solution approchée de 'équation ( 1.17) sous la forme d’une série

tronquée

un:Zgﬁ (1.18)

=0

on peut donc écrire
N(un) = ZAi(?JO,yl:maIUi) (1.19)

en reportant (1.18 ) et (1.19 ) dans (1.17 ) on a :

Zyz = Z Ailyo v, ) 1 f (1.20)
i=0

1=0

28



on en déduit I'algorithme d’Adomian

yo=f
y1 = Ao
(1.21)
Un = An+1

On peut prouver|[18] que la méthode décompositionnelle équivaut & trouver la suite

Sp=y1+y2+ ... +Yn, S0 =0 (1.22)
satisfaisant la relation récurrente
Sni1 = N(yo 1 Sn), 8 =0, n=0,1,2, ..
En effet : d’apres (1.20) et (1.21) ona:
y1 = 51 = N(yo) = Ag
puis
So=w +y2 =Ny +y1) = Ag + A

Mais puisque 11 = Ag, on déduit que yo = A; et de proche en proche, on retrouve ainsi toutes
les relations définissant la méthode décompositionnelle.

On peut donc en déduire le résultat de convergence :

Théoréme 15[18][21]
Supposons que l'operateur N soil une contraction (||N|| < < 1) alors la suite S,, vérifiant

la relation de récurrence
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Sny1 = N(y0+5n) n >0

(1.23)
So =0
converge vers S solution de
N{yo+5) =5 (1.24)
Preuve|21]
on a :

[Sn+1 + S|l = | N{yo + Sn) — N(yo + S)||
SN 1S = ST < 6. [1Sn — 5]

on en déduit que S, converge vers S.Pour retrouver toutes les relations de la méthode

d'Adoman, ori doit poser en plus de la définition donnant S, :

vo = f (1.25)

1.6 Convergence dans un cas plus général des EDP.

Il s’agit ici de faire une extention de la méthode décompositionnelle et de montrer la conver-
gence dans des circonstances plus générales. En partant de la technique principale proposée
par Sibony et Brezis pour la résolution des équations variatonnelles non linéaires|[15][58],

Cherruault[18].a montré la convergence de la méthode d’Adomian de la maniére suivante :

Considérons un espace de Hilbert H et son dual H’. Désignons par ||.|| la norme dans H

associée au produit scalaire (,).Soit a résoudre le probléme
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y—Ny)=f (1.26)
ou f est donnée dans H'. Sous les hypothéses suivantes[21][18][34][35] :

(H1)
Ry)=N(y)—y (1.27)

est hémicontinue (c’est & dire la restriction de 'opérateur (N — I') est continue sur les segments

de H relativement a la topologie faible de H').

(Hy) R(y) satisfait l'inégalité suivante :

(Ru — Rv,u—v) > kllu—v|j” (1.28)

pour tout u et v € H, k > 0
(Hs) quelque soit M > 0, il existe une constante C(M) > 0 telle que pour u et v € I

avec

[ull <M, |v]| <M (1.29)

ona:
(Ru — Rv,w) < C(M) |u — v ||w]| (1.30)

pour tout w € H
On a le résultat suivant :

Théoréme 16[21]

1) pour tout f € H',il existe y appartenant a H el que
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y-N@) =/ (1.31)

2) la suite (yn) définie par :

1 = — p(N{(yo + — >0,n>0
Yn+1 Yn — P(N(yo +¥n) —yn) p (1.32)
Yo = f
est fortemeni convergente dans H et sa limite y est la solution de :
y =Ny +y) (1.33)

Une premiére conséquence de =e théoréme est que u = yg +y avec yo = [ est solution de

u=f+N(u) (1.34)

Preuve[21][18]

1) Indication : cette partie a été demontrée par H.Brezis et M.Sibony|[15].

2) pour justifier la convergence de la suite (y,) on pose :

Entt = Yn+1 — Y (]35)

ol y est la solution de I'équation (1.33). On peut écrire :

lental® = llyn — o (N (W0 +¥n) = ¥n) — (¥ — (N (o + 1) — »)|I?
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= ”511”2 - 2P (R(yn) - R(y)a En) + p2 (R(yn) - R(y)’ R(yn) - R(y))

ou l'on a posé
R(y) = N(yo+y) —y (1.36)

Si on choisit My tel que |ly|| < 70 (qui implique |ly]] < Mg ) alors les hypotheses (Ha),

(H3) et 'hypotheése de récurrence permettent d’écrire :

1R (yn) — R()II* < V(Mo) [|R(yn) — R(y)ll [len]] (1.37)
soit encore
112(yn) = Byl < C(Mo) [[en ] (1.38)
et par conséquent :
lienrll” < (1= 20k +p°C?) lenil” - 0 lien (1.39)

St 'on choisit p > 0 tel que ) < 1, 'hypotheése de récurrence est satisfaite a I'élape n 4 1.

On en déduit alors que g, ~» 0 lorsque n tend vers oc.
Ce qui démontre la convergence de la suite (yn ).

On remarque que la relation (1.32) permet de calculer la solution (approchée) de fagon

récurrente. Ion fait la limite de la suite (y,,) vérifie 'équation :

N(yo+y) =y (1.40)

Lien avec la méthode décompositionnelle[18]
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Si on pose y, = S, dans la relation (1.32) on a :

Spi1 = Sn— p(N(yo + Sp) —Sn) ,50 =0
(1.41)

yo=f

En posant

S =21t z20 b 2, (1.42)

Lorsque 71 est grand. on montre que les z, trouveés par cette méthode sont identiques a ceux
(=) H 1

donnés par la méthode décompositionnelle.

En effet lorsque n est grand on a :

“(\"\7(,(/(! i ‘Qrz) - ‘Sv‘/l'{])' (*l\"(.//‘/‘ : 5'”\> ‘H'“) k (‘\VH H/J&]\‘ -0 (11{)

En conséqence :

Snq1 — Sn = 2ng1 N(?lo t Sn) - AI(’.‘/O i Snr-l) (1-‘1‘/])

puisque 7 suffisamment grand,

Sna1 >~ N(yo 1 S0), 9 ~ N{yy + 5, 1) (1.15)

Or d’apres le théorémeld précédent



Sn+1 = N{yo + Sp) (1.46)

cela implique que

N{yo+ 8n) = Y A (1.47)
i=0
on en déduit que
Sn+1-Sn:Zn+1 =Ao+ A1+ ...+ A, — A —Ay— ... — A1 = A,

1.7 Conclusion

A la lumiére de la présentation générale de la méthode décompositionnelle d’Adomian, et
surtout des concepts théoriques de base y afférant, nous pouvons conclure que cette méthode
est bien fiable et elle peut étre utilsée a raison pour la résolution des équations fonctionnelles.

A travers les différents théorémes, les résultats de convergence sont établis sous des hypo-
theses faciles & vérifiées. Des formules donnant des polynémes d’Adomian sont faciles pour la
mise en oeuvre informatique.

Pour la suite, nous utl%serons la méthode d’Adomian pour la résolution des problémes de
diffusion de type équations aux dérivées partielles paraboliques et des équations intégrales. Nous

donnerons aussi de nouveaux résultats permettant une amélioration de la méthode.
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Troisiéme partie

Equations aux dérivées partielles
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Chapitre 2

GENERALITES SUR LES
EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES ET DES MODELES
DE DIFFUSION

2.1 Introduction

Ce chapitre sera consacré & quelques rappels sur les équations aux dérivées partielles (EDP).
Notre attention portera particuliérement sur les EDP de type parabolique pour pouvoir at-
teindre notre objectif qui est 'étude des modeéles de diffusi(;'n. Aprés avoir rappelé quelques
définitions classiques des EDP, nous donnerons des solutions analytiques classiques des princi-
paux problémes de diffusion linéaire connus. Quant aux probiémes non lingaires, il n’existe pas
de méthodes analytiques spécifiques pour leur résolution. Nous nous contenterons de donner
des résultats de I'analyse fonctionnelle sur I’existence et 1'unicité des solutions des équations
de diffusion-réaction généralement rencontrées. On se propose de résoudre numériquement les
EDP non lincaires par la méthode décompositionnelle en supposant les conditions d’existence

et / ou d’unicité remplies.
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2.2 Définitions générales

Définition 1

On appelle une équation auzx dérivées partielles(EDP), toute relation du type

F@y, o Uy Uy oo, Uy Uy o) = O (2.1)

qui contient les variables indépendantes x, y, etc, la fonction inconnue u et ses dérivées particlles

SUCCesses.
Définition 2
On appelle ordre d’une EDP le plus grand ordre des dérivées partielles "qui y apparaissent”.
Définition 3
On dit qu'une EDP (2.1) est linéaire st la fonction [ est linéaire en u et en loutes ses

dérivées.

2.3 Classification A’EDP d’ordre 2

Les EDP d’ordre 2 sont les plus couramment rencontrées en mathématiques appliquées lors

de la modélisation des phénomeénes physiques [24].

2.3.1 Equations a plusieurs variables

Sur un domaine D C R”, une EDP d’ordre 2 4 plusieurs variables est de la forme
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n n ‘ n
D> Giteg, + Y b toutf o= 0 (2.2)

j=1i=1 i=1
ou ai; = aj; et a, b, ¢, f sont des fonctions de z1 z2, ..., Zn.

Notation :

0%y
U =
Tits aﬂfiaﬂjj
ou
U _
o aﬂii

Classification

PEDP(2.2) peut étre classée en trois grands types suivant les formes :
(i) Si 'EDP(2.2) peut se mettre sous la forme
Ugyzy + Uspay oo+ Ugpzy + @ =0 (2.3)
alors elle est dite de type elliptique :
(43) Si PEDP(2.2) peut se méttre sous la forme

n
Uz — Zuzﬂi +¢ (2'4)
=2

alors elle est dite de type hyperbolique :

(131) Si’EDP(2.2) peut se mettre sous la forme

m n
Zuzﬂi = Z Uz + P (2.5)
i=1

i=m-+1
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alors elle est dite de type ultrahyperbolique :

Si PEDP(2.2) peut se mettre sous la forme

n—

f(:*:“zimi) +®=0 (m >0) (2.6)
i=1

alors elle est dite de type parabolique.

Ces différentes formes qui permettent d’établir la classification sont obtenues a partir de

(2.2) en effectuant des changements de variables. On pourra consulter[61].

2.3.2 Equations a deux variables

Sur un domaine 2 C R?, une EDP d’ordre 2 & 2 variables indépendentes est de la forme :

0%y & 0%y ou ou
—_— —_— —_— — . e - 1 —_— 27
@92 +2b83:8y +68y2 i d(?:z: ! 08,1/ F ) =0 27)

avec a, b, ¢, d ,e , f des fonctions continfiment dérivables de 2 et y.

Les propriétés de ces solutions dépendent fortement de la grandeur relative des coeflicients

a, b, c.

Classification
Par définition PEDP(2.7) est :
(1) hyperbolique si

ac— b <0

Exemple 1 : équation d’ondes
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2u O

o2z o 0
(2) parabolique si
ac—b0° =0
Exemple 2 : équation de la chaleur
o
dz? Oy
(3) elliptique si
ac—b%>0
Exemple 3 : équation de Laplace
Pu Pu
Au=——+—_-—5=0
U= Bt t Oy?

Nous notons qu’en pratique, les deux variables indépendantes seront la variable spatiale et
la variable temporelle. Cela se justifie par le fait que les phénomeénes de la nature évoluent

suivant l'espace et le temps. Ces équations sont étudiées sur des ensembles donnés.
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2.4 Cadre Fonctionnel

Si n est le nombre de variables indépendantes dans une EDP, on considére cette équation
sur un domaine D C R™ (espace euclidien). Mais selon la nature de certains problémes, il est
plus convenable de travailler dans des espaces plus généraux (réguliers) tels que les espaces de

Hilbert [14].

Pour des précisions mathématiques, il est nécessaire de doter ces espaces des topologies

adéquates afin d’établir (s’il est nécessaire), Uexistence et I'unicité des solutions recherchées.

En pratique, pour obtenir de fagon unique la solution d’une EDP, on lui ajoute des contraintes
liées & la nature physique des phénomeénes a étudier. Dans notre travail ol nous nous intéres-
sons aux phénomeénes de diffusion évoluant dans le temps et 'espace, ces contraintes seront sous
formes des conditions initiales liées a la variable temporelle et des conditions aux bords liées

aux variables spatiales.

Les deux types de conditions aux limites les plus usuelles sont :
- Condition de type Diriclet : on impose des valeurs particuliéres sur la fonction inconnue.

- Condition de type Neuman : on fixe des valeurs sur le flux de la fonction inconnue.

Quand le domaine est non borné, on a des fois recours a des conditions de régularités [14]
[59] pour établir I'existence et 'unicité des solutions.

Nous allons & présent rappéler quelques résultats théoriques sur des problémes de diffu-
sion. Ces résultats scront basés cssentiellement sur ’équation de la chaleur qui est un exempie

fondamental des phénomeénes de diffusion. Les autres cas en seront des généralisations.

2.5 Rappel sur des problémes de diffusion linéaire.

Les problemes de diffusion linéaire sont régis par des EDP linéaires de type parabolique.
Des méthodes analytiques classiques (méthode de Laplace ou de Fourier ) sont bien adaptées

pour leur résolution. Il existe suffisamment d’outils de I'analyse fonctionnelle pour leur étude.
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Nous allons & présent donner quelques résultats sur ’équation de la chaleur que ’on peut
étendre aux différents modeéles régis par des équations de diffusion de types paraboliques simples.

Lemme 1

Soient

D= {(z,t)/t €[0,T] et = € [a, b]}

Ay = {(z,0)/z € |a, b}

Ay = {(a.t)/t €0,T]}

Ay = {(b.0)/t € 0,71}

= A1 N AyN Aj

St u(z,t) > 0 sur I, alors u(z,t) > 0 sur D

Ce lemme implique la positivité des solutions de diffusion. Nous allons 'utiliser pour le

principe du maximum qui va suivre.

43



2.5.1 Principe du maximum

On considére le modeéle :

ou 0%

il O<zr<letO<t<T (2.8)

1) Si uy <up sur I'( uzet up sont des solutions de (2.8) sur D), alors uy < ug sur D

2) Les extrémas d’une solution u sont atteints sur I' :

si

m < u(z,t) <M sur I

alors

m < u(z,t) <M sur D

3) St u n’est pas constante sur I" alors
m < u(z,t) < M sur D

Les extrémas sont seulement atteints sur I' .

Le principe du maximum est employé pour établir I'unicité de certains problémes. Nous
allons le montrer sur un exemple :

Considérons

ou_ o
ot _aamz

ol
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u =u(z,t), (z,t) € [a,b] x [0,T]

Supposons de plus

Si 4y et ug sont deux solutions de ce probléme, leur différence est nulle sur T, elle est aussi

nulle sur D = [a,b] x [0,7T] et u; = ug.

A présent nous donnons sous forme de théorémes des solutions de quelques types d’équations
de la chaleur que 'on rencontre couramment. 1l s’agit des KDP linéaires 1ésolubles analytique-

ment par des méthodes exactes (la méthode de Laplace ou la méthode de Fourier.).
Théoréme 1

La solution de I’équation de diffusion

ou d%u
ot T Ox2? -
(2.9)

u(z,0) = &(z) avec ®(z) € LY(R)

est :
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u(z,t) = 2\/% /Zexp (—%ZU«P) & (w)dw

Théoréme 2

La solution du probléeme de diffusion :

Ju 0%u
— = —_ 4 << <t <7T
oy aaﬂ%f(t,x) a<z<bet <L <
(2.10)
u(z,0) = @(z)
est :
[ (e wy
1 —(z—w
u(x, t) = 2\/@/6)@< 1 ) (w)dw
1 b d +-00 ( )2
—(z —w
S et . _ 9\
IQ\/%/\/Q_/(’XP< ot )f(w,t s)dw
Théoréme 3
La solution du probléme
ou 8%y
E = a@ >0 ct t>0
u(z,0) = P(x) (2.11)
u(z,0) = 0
est
1T e wp (¢~ w)?
—(z — —(x —w
uw,t) = 5o [ fel = el ()



Définition 4

On dit que la fonction @ est une fonction & croissance exponentielle sur R™ s’il existe deuz

nombres a et b tels que :

| v I< aexp(bt), VtcRT

D’aprés cette définition

¢ LHR™)

Théoréme 4

La solution de

0 ok
8—7 = aa—gfé x>0 et >0
u(z,0) = 0

u(0,1) = ¢(1)

ol ¢ est & croissance exponenlielle est

u(z, 1) = 2\;71 ]sf exp (_%’f) o(t — s)ds (2.12)
0

Toutes les démonstrations de ces théorémesl, 2, 3, 4 sont basées sur les transformations
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intégrales classiques de Laplace ou de Fourier. Pour plus d’information, on pourra consulter

les ouvrages|[25][62](50][52].

2.6 Cas des problémes de diffusion non linéaires.

Comme nous 'avons dit plus haut, les EDP non linéaires sont difficiles a résoudre. 1l n’existe
pas de méthodes de résolution analytique spécifique. Seules les méthodes numériques permettent
d’obtenir des solutions approchées avec certaines précisions. Dans ce paragraphe, nous nous
contenterons juste de donner des résultats théoriques généralement utilisés pour prouver Vexis-
tence et/ou 'unicité de solution des EDP non linéaires.

En général, il est facile d’établir 'unicité de la solution d’une EDP donnée. Pour établir
I'existence (pas toujours évidente ), on procéde souvent de trois fagons :

(z) Soit on impose des conditions sur la partie non linéaire de ’équation [14][59].

(72) Soit on utilise le théoréme du point fixe[18].

(271) Soit on utilise la théorie variationnelle [15][58].

2.6.1 Existence et unicité de la solution de ’équation : v, = v, —

N, tiu, uy)

Dans ce paragaphe, on se limitera & donner des conditions d’existence et d'unicité de

solutions sur un domaine rectangulaire. Les résultats restent valables pour les espaces semi-

infinis :

{(z,t),z 2 0,t 2 0} (2.13)

Soit le probléme :
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( Liu = Lpzu— N(z,t,u,uy)
u(0,t) = f(¢) 0<t<T
(2.14)
u(l,t) = g(t) 0<t<T
u(z,0) = h(z) —00 < T < 400
ou
2
Loy = =5 et Ly = —.
< Ox? et Mt ot

Pour établir I'existence et 'unicité de ce type de problémes (2.14), on fait des hypothéses sur

Popérateur N :
(Iy) La fonction N est définie et continue sur :
S = {(z,t,u,p)/ (xz,t) € D = Dy U Br avec u,p bornées}
ol Drp =D est l'intérieur de D et Br = 0D est la frontiére de DD paramétrée par T > 0.

(Hy) TPour chaque C > 0 et pour chaque |ul,|p| < C, la fonction N(z,t,u,p) est unifor-

mement continue au sens de Hélder en x et en ¢t sur chaque compact de D.
(H3) Il existe une constante Cy telle que :
IN(z,t,u1,p1) — N(2,t,ug, p2)| < Cn {|ua-ua| = [p1 — p2[}

(Hy4) Si Dr n’est pas bornée, on peut ajouter une hypothése sur NV et dire que N est borné

pour u et p. Avec u, u; et ug, continues sur Dr.
Lemme 2 : (existence)

On considére le probléeme a valeur initiale :
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Liu = Lgzu+ N(z,t,u,uy) —co<z<+oo 0<t<T
(2.15)

u(z,0) = ¢é(z) —00 < T < 400
ou ¢ € D(R) et ¢, ¢’ sont bornés.

Le probléme (2.15) posseéde au moins une solution. On sait que la solution du probléeme(2.15)

pour N nul (solution fondamentale de 1'équation de la chaleur) est :

D’apres le lemme de Friedmann|25]

(U(Ca T)K(I - Cvt - T)) - (UC(C’ T)K(‘T - Cvt - T))(

*(“(ga T)]{C(F - .C) L T))C = N(C» T, U(C, T))]{(IE - C?t - 7_)
ou (), et ()¢ sont respectivement les dérivées en 7 et (.

En intégrant I'identité sur —oco < ( < +o00 et 0 < 7 <t , on obtient la représentation :

et

+00 { 7]
u(z,t) = k(z — Q)é(()de + Kz~ t —7)N(( 7, u(C, 1), u(C,7))dedt (2.16)
/ /]

On remarque que toutes les hypotheses (Hy) (Ha) (ff3) et (Hy) sont vérifies. Ce qui

permet de conclure que (2.16) est bien une solution du probleme (2.15).

Lemme 3 : (unicité)



Le probléeme a valeur initiale (2.15) posséde une solution unique si et seulement si l’équation
intégro-différentielle (2.16) posséde une solution unique telle que u et uy continues et bornées

pour T € |—o0,4o00[ et t € ]0,T]

Pour la démonstration de ces 2 lemmes, se référer a [25]
2.7 Quelques modéles des phénoménes de diffusion

La modélisation de beaucoup de phénomeénes physiques et en particulier biologiques aboutit
a des équations de diffusion. En biologie, un grand nombre d’exemples est caractérisé par
des bases physico-chimiques. Ces équations qui intégrent a la fois la dimension temporelle et
la dimension spatiale, appartiennent & la classe des équations aux dérivées partielles de type
parabolique dite évolutive.

Dans ce paragraphe, notre objectif n’est pas de faire une théorie de la modélisation des
problémes de diffusion. Nous allons donner quelques exemples rencontrés dans la vie pratique
de ces problémes, qui ont nécessité I'utilisation de la méthode d’Adomian.

Mais avant tout , nous voulons définir le phénomene de diffusion :

2.7.1 La diffusion

La diffusion est un phénomene par lequel un groupe de particules s’étend suivant un mou-
vement irrégulier. Autrement dit, lorsque le mouvement microscopique irrégulier de chaque
particule débouche sur une régularit¢ du mouvement du groupe total de particules (régula-
rité macroscopique), le phénomeéne de diffusion survient. La diffusion résulte d’une dispersion
aléatoire des particules.

On peut citer des exemples simples suivants :

- Osmose : la diffusion de 'eau & travers une membrane.

- 1l peut y avoir diffusion s’il existe une différence de potentiel (ddp) entre 2 comparti-
ments membranaires. Ici, la diffusion est fonction des gradients de concentrations mais aussi du

gradient, éléctrique. On parle alors de gradient éléctro-chimique.



Le modele de diffusion le plus courant et usuel est 'équation de la chaleur

ol « est le coefficient de diffusion et A(.) désigne le laplacien.
En dimension 1 d’espace, par exemple le cas d’une barre métallique dont la température u

nc depend que de P'abscisse z et du temps £, on a

ou_
ot Oz

(2.18)
Cette équation de la chaleur est le prototype des équations paraboliques qui caractérisent

les équations de diffusion les plus couramment rencontrées.

L’expression de 1'équation de la chaleur peut étre établic par la loi de Fick[11}{19].

2.7.2 Equation de diffusion-réaction.

L’équation(2.18) représente une diffusion simple. Mais dans la pratique, des mécanismes
tels que la convection(lié au mouvement global du milieu dans lequel la diflusion se produit)
ou la réaction (qui indique une formation ou une perte de substance diffusante) interviennent

dans la formulation d’une équation de diffusion.

Alnsi, une équation générale de diffusion en dimensionl d’espace sera -t-elle de la forme :

ou ou A%
bl TV et ” 2.19
o Cc')m' g + F(u) (2.19)

Dans cette équation :

0
L représente le stockage

ot



- 08_ : représente le terme de convection
s
8%y . ep
- a-a—2 : représente le terme de diffusion
fs

- F(u): représente le terme de la réaction
ou C répresente la vitesse du milieu dans lequel la diffusion se produit. C est aussi appelé

la célérité.

Dans une diffusion moléculaire, le terme de la réaction exprime les relations intra et inter-
espéces. Ces relations résultent des mouvements en général non aléatoires. Ce sont des mouve-
ments qui obéissent & certaines lois et qui agissent sur la distribution spatiale des populations
(attraction ou répulsion entre espéces, effet de l'environnement, etc )

L’équation (2.19) avec des conditions assez simples ou 'EDP est linéaire, peut étre résolue
par des méthodes exactes classiques telles que la transformée de Laplace ou de Fourier. Mais
il n’existe pas de méthodes générales pour résoudre le probléeme(2.19) lorsque F(u) est une
fonctionnelle non linéaire en u. ISt plusieurs méthodes numeériques peuvent étre utilisées pour

trouver des solutions approchées.

En réalité I’équation générale de la diffusion-réaction u; = aAu + F(u) peut étre écrite en
q g

différentes coordonnées selon la nature physique des phénomenes a étudier[55).

2.7.3 Exemples des modeéles de diffusion-réaction dans les sciences du vivant.

Contrairement au milieu physique, le milieu biologique se caractérise par une complexité
dans sa structure physiologique et son activité chimique. Les parameétres décrivant le transport
des molécules sont souvent trés nombreux et les propriétés des milieux biologiques sont souvent

malconnues|[10][11]]26][33].

Diffusion d’une souche de bactérie dans 1’eau.
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On suppose que les bactéries sont soumises a deux facteurs, I'un limitant sa croissance,
Pautre stimulant sa prolifération. Ces deux facteurs seront exprimés par les taux de croissance

et de mortalité des bactéries. Ainsi la propagation des bactéries peut étre décrite par[43] :

% =alc+ (r—q)f(c) (2.20)

oll 7 est le taux de croissance des bacteries et g leur taux de mortalité.

Nous signalons que le diametre des bactéries varie en général entre 0,2 et 1,5um. Les germes
sont assujettis & un mouvement brownien du fait de la petitesse de leur rayon effectif qui est

de l’ordre de pm(micro-métre).

Le coefficient de diffusion des bactéries peut étre déterminé par :
RT

o= ol T est la température du milieu(eau)
6mnrN

T est le rayon des bactéries
7 est la viscosité de 'eau
R est ia constante des gaz

N est le nombre d’Avogadro

La population de germes sera soumise a des facteurs biotiques ou abiotiques. Ceci est pris

en compte dans la fonction cinétique f.

Les facteurs abiotiques sont : Les radiations solaires, la température, le PH, la salinité
de l'eau et la présence de matiére organique.

les facteurs biotiques sont : les propriétés intrinséques des micro-organismes, comme leur
faculté de résister a des conditions de famine, leur éventuelle fixation sur un support, et leur

relation avec les autres espéces de 1’écosystéme.

Pour la suite, nous considérons ’équation de diffusion générale & une dimension d’espace
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dc - 9%c

ou
Flc)=(r—q)f(c) (2.22)
It nous y ajoutons des conditions aux limites[42]
dc
_ de _ 2
c(0,0)=a et (0,0)=b (2.23)

ol a représente le nombre de bactéries libérées par unité de surface au point  (z = 0,¢ = 0).

Et b désigne le flux au méme point.
Diffusion de médicaments dans le cerveau.

Sur l¢ plan clinique, ier traitement de la tumeur cancércuse du cervcau par des inhibi-
teurs(anticancéreux) permet de garantir un traitement optimal. En effet le cerveau est un
organe trés sensible et 'usage de 'intervention chirurgicale classique pourrait provoquer une
destruction massive des neurones. Il en est de méme pour un traitement d’accident cérébro-
vasculaire.

La modélisation de la diffusion de linhibineur dans le cerveau obéit a ’équation sui-

vante[10][11]133] :

Jc 9% VvV c2
dc _ V.._< 9.24
o Yot TR (2.24)

ou ¢ = c(z,t) est la concentration de la substance (inhibiteur) injectée dans le cerveau. Ici z
représente la variable spatiale et ¢ la variable temporelle avec la condition initiale souhaitée :
c(z,0) = 0. Les parametres V, K représentent respectivement la vitesse de réaction et la

constante de Michaelis-Menten.
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L’étude de ce phénomeéne permet de prédire la quantité minimale de substance initiale &
injecter pour obtenir une certaine concentration assez précise & une profondeur zg voulue et &

un instant donné tg.

On rencontre aussi fréquemment les équations de diffusion-réaction de type(2.21) dans les
domaines tels que :

- L’étude dynamique des phénomeénes physiques, chimiques ou biologiques.

- En chimie : on rencontre ce type d’équations lorsque 1’on a des substances qui se diffusent
yp q q q

dans un liquide ou dans un gaz.

- En écologie : on retrouve ces équations lorsqu’on étudie la pollution des eaux (riviéres,

nappes phreatiques,...).

- En médecine, ces équations interviennent en ¢pidémiologie et bio-ingéniérie(génie-génétique,
immuno-technologie, biotechnologie),la dispersion de matériaux injectés dans le plasma sanguin.

cte.

Or la maitrise de ces phénomeénes peut contribuer a la prise de nombreuses décisions politico-

écologiques. L’étude donc d’'un tel type d’équation révele un grand intérét pratique.
g YP g

2.8 Conclusion

Un grand nombre de phénoménes issus des sciences du vivant est modélisé par des équa-
tions de diffusion de diffusion-réaction dé type wy = aAu + F(u). D’ou 'étude de tels types
d’équations revét une importance, indéniable, pour des applications. Nous utilsons la méthode
d’Adomian pour leur résolution. L’avantage de cette méthode réside au niveau de I’apparition
explicite de différents parameétres physiques dans la solution calculée. Ce qui facilitetra ’'étude de
I'identification et du controle des systémes qui en découlent comme 1’a montré Y.Cherruault

dans ses deux ouvrages fondamentaux[18][20]. De plus, ’algorithme utilisé permet d’éviter des

calculs lourds.
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Chapitre 3

RESOLUTION DES PROBLEMES
DE DIFFUSION PAR LA

METHODE D’ADOMIAN

3.1 PREALABLE

Nous voulons résoudre numériquement des problémes de diffusion par la méthode décom-
positionnelle. Il y a quelques travaux sur ces problémes|26[36][43][55], mais des difficultés de-
meurent quant i ’'intégration des conditions initiales et des conditions aux limites
dans la forme canonique des ¢quations 4 résoudre. Notre contribution dans ce travail a été
une technique permettant de prendre en compte les conditions initiales ou aux limites dans la
forme canonique d’Adomian. Ce qui a fait 'objet d’une publication[44]. La technique consiste
4 ajouter un terme supplémentaire au premier terme de la série d’Adomian pour
inclure les contraintes imposées au probléme considéré.

Notons que dans [44], en plus de la technique ci-dessus cité, nous avons donné une condition
suffisante de convergence de la méthode d’Adomian appliquée aux équations de type diffusion-

réaction. Ce sont les deux aspects qui constituent I’essentiel de ce chapitre.
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3.2 Cadre fonctionnel

Nous nous intéressons a la résolution des équations de diffusion-réaction de la forme :

u = DAu + F(u) (3.1)
en dimension 1 d’espace ou u = u(z,t) sera la concentration de la substance diffusante,
définie sur un domaine borné D de R?
D= (a,ﬁ) x (O3T)

Nous savons qu’avee la présence du terme de la réaction F(u) (en général non linéaire)
dans (3.1), les résultats exprimés dans le chapitrel a travers les théorémes 1, 2, 3 et 4 ne
permettent pas la résolution de tels problémes. D’oll la nécéssité d’envisager des méthodces
numériques pour leur résolution. En général, on utilise des méthodes classiques de discrétisation
ou d’approximation. Dans ce travail, nous proposons d’utiliser la méthode décoinpositionnelle

d’Adomian pour leur résolution.

Nous allons considérer ’espace de Hilbert H défini par :

H =1L ((O‘aﬁ) x (O’T)a R) v (3'2)

I'ensemble des fonctions

u: (o, f) x (0,T) — R (3.3)
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telle que :

u?(z, s)dzds < +oo (3.4)
(a,8)x(0,T)
Avec le produit scalaire
(u,v)pgr = / u(z, s)v(z, s)dzds (3.5)
(a,8)x(0,T)
et
Jull?, = / W2(z, s)dzds (3.6)
(@,8)x(0,T)

la norme associée.

Soit H' = L(I,R) le dual de H.

3.3 Schéma numérique d’Adomian de résolution
Soit ’équation

ou 0%u

\

Si on considere les opérateurs L, R et N définis par

Lu = Ou Ru=-D—-—, N=-F(u)
t z

I.’équation (3.7) peut se réécrire :
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Iu+Ru+Nu=0

ou encore ’équation équivalente :

u=g(z)~ L7'Ru — L 'Nu

avec g(x) = u(z,0) et L71() = /(.)ds.
0

(3.8)

Nous notons que I’équation (3.9) représente la forme canonique d’Adomian(1|(18]. En

effet st on pose

B=—-L'Ru—L 'Nu

alors I’équation (3.9) neut s’éerire

u = g4 DBu

On peut donc appliquer la méthode d’Adomian & (3.9).

Soit alors
400 +-00
—\ —=
U= L Un et Nu = L An
=0 n=>0

En les reportant dans (3.9), on a :

n=_

On peut en déduire I'algorithme d’Adomian suivant :
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+oo +-00
Zu” =g(z) — L‘lRZ gy — L7t Z A,
n—=~(

(3.10)

(3.11)

(3.12)



Up = g(z)
Uy = —L 1RU0 —L 1A0
Uni1 = —L'Ru, —L7'A,

\

NB : la forme canonique (3.9) n’est pas unique.

On peut par exemple considérer

L:—etL // Ydsds
00

Dans ce cas, la forme canonique sera :

ou 1 ,0u 1

..t - N - ,t f]J *‘”“'*JilF',
u(z,t) = u(0,t) + 03:(0 )4 ) 5D (u)
Ln posant
1 ou 1
Bu= L' - L7F
“TD" a D ()
¢t
du
0,t) + —(0,¢
0,6+ S2 (0,0
on a :
u=g- Bu
1l en résultera 1’algorithme d’Adomian :
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(3.14)

(3.16)

(3.17)



w = uw(0,)+ 240,

o
(3.18)
1, _,0u 1
Untl ¥ & bt M

3.4 Etude théorique de la convergence de I’algorithme d’Ado-

mian.

Dans ce paragraphe, nous allons faire I'étude théorique de la convergence de I’algorithme

. o o?
d’Adomian associé¢ aux problémes de diffusion-réaction 2 _ptt. F(u) .en donnant de

ot oz?

nouveaux résultats. Plus précisement, nous utiliserons les propri¢tés des opérateurs monotones
décrits par les hypothéses (Hy), (Ha) et (Hs) du chapitrel pour établir une condition suffisante
d’existence de solution de I’équation(3.7) puis surtout assurer la convergence de l'algorithme

d’Adomian(3.13) vers une solution du probléme considérée.
Théoréme[44](existence )

Pour toute fonction g dans H' (le dual de H), st F(u) est lz’pschitzz‘eﬁne alors ’équation

(3.7)

o ?u
—~—=D—+F(u
o Dot
équivalente o (3.9)
u=g(z) — L7'Ru— L. 'Nu

admet une solution dans H.

Théoréme[44](convergence)
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Si F(u) est lipschitzienne dans H alors pour toute fonction uy = g(z) dans H,
I’algorithme d’Adomian défini par la relation (3.13) est convergent.
Preuves :

Si on pose ’opérateur
Tu = Ru+ Nu

Alors d’apreés Sibony-Brezis [15] et Cherruault,Mavoungou [21][34][35], pour établir
les preuves des théorémes 1 et 2 , il suffit que opérateur T' vérifie les hypotheéses (Hi), (Ha),
et (Hs3) définies précédemment au paragraphe (1.6) du chapitre 1.

On a:

82
Tu = Ru+ Nu = 78—931; — F(u)
(H1) Si F(u) lypschitzienne alors I'opérateur
. 9%u

est hémicontinue.

(H2) Montrons que
(Tw — Tv,u—v) > kllu— vl?

pour tout v et v&€ H, k> 07

o1n a :

Tu—~Tv=—D-——(u—v)— (F(u) — F(v))

Ox?
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et

12
(Tu —Tv,u—v) = D(—%(u—v),u—v) — (F(u) — F(v),u —v)
2
Comme 322 est un opérateur différentiel dans H, on a [34] :
45 > 0 tel que (—ﬁ(u —v),u—v) > d|u— vl
q 62}'2 ’ -

Aussi on déduit de l’'inégalité de Schwartz que :

(F'(u) = F(v),u—v) < [[F(u) = Fu)l} [u -]

puis

(F(u) — Fv),u—v) <allu—uv|?

o1l « est la constante de lipschitz relativement & I

Mais

(F(u) — F(v),u —v) < afju —v|* & —(F(u) = Fv),u —v) > —alju - v|?

par suite

(Tu —Tv,u—v) > (DS — ) [|Ju— vl

En posant k= DJ —a (avec DJ > a), 'hypothese (Ha) est satisfaite.
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(H3) Montrons que
VM > 0,3 C(M) > 0 tels que |ju]| <M et |v|| <M

=> (Tu~Tv,w) <CM) |lu—v| ||w], Vw e H?
Ona:
82
(Tu — Tv,w) = (—D@(u —v) — (F(u) — F(v),w)

2
< <—D%(u — U),U)) + (—F(u) — F(v),w)

< D[ lu = vl lwl| + o flu = o] fJw]

on en déduit que :

(Tu —Tv,w) < C(M) [lu — | ||Jw]

avec

C(AM) = D) +

Ainsi I’hypothese (H3) est satisfaite.
CQFD

3.5 Quelques exemples d’application
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Si on considére ’espace de Hilbert H = L? ([, 8] % [0,T], R) alors nous avons les propo-
sitions suivantes :

Proposition
La méthode d’Adomian appliquée au probléme de diffusion

du 0Pu
ézg D@+au

est convergente.

Ce type de modeéle réprésente la diffusion d’une population a4 taux de croissance
exponentielle.
Proposition

La méthode d’Adomian appliquée au probléeme de diffusion

u 532?1 .
~— = D—— - fu(l — cl
i al%ﬂu( u), B I

est convergente.

Ce type de modéle réprésente la diffusion d’une population a taux de croissance
logistique.
Proposition

La méthode d’Adomian appliquée au probléme de diffusion

est convergente.

Pour les preuves de ces propositions1,2,3 se référer [44).
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3.6 Résolution numérique de probléme de diffusion- réaction

avec conditions initiales ou aux limites.

La résolution d'une équation aux dérivées partielles inclut des conditions initiales ou aux
limites. Or la méthode décompositionnelle telle que exposée dans le chapitre 2 ne permet pas en
général de prendre en compte simultanement toutes les contraintes imposées a certaines formes
d’EDP[55](18][43][36]. Cela conduit a de solutions moins satisfaisantes.

D’ou la nécessité de trouver des formes canoniques adaptées(formes canonniques bien
posées) prenant en compte les conditions initiales et aux limites.

En effet, la méthode décompositionnelle s’adapte bien aux équations fonctionnelles qui

peuvent étre écrites sous la forme

w=Nul (3.19)

(forme canonique). Et si une équation n’est pas sous cette forme, il conviendra de I’y ramener

avant de pouvoir appliquer la méthode d’Adomian.

Au niveau des ¢quation aux dérivées partielles, cette forme s’obtient généralement par des
intégrations successives. Cette procédure ne permet pas d’inclure & la fois les conditions initiales
et les conditions aux bords dans la forme canonique.

En effet :

Si:on consideére le probléme
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( Ou 0%u
5{ = D@+F(u)

(3.20)

avec u =u(z,t) et (z,1) e (0,8)x(0,T)

En considérant les opérateurs

A
L= %(.) et L1 = /(.)ds
=0

L’équation

Ou 9%u

— =D+ F

o~ Dogr T W

peut se réécrire formellement
L 82 L
u:u(:r.[})wL/D%—)dswL/F( u(z, s))ds

0 0

qui est une forme canonique d’Adomian.

Cette forme canonique ne permet pas de prendre en compte les 2 condmons aux bords.

. 32
De méme en considérant les opérateurs L = 3 2 et L~ / /
x
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L’équation

peut se réécrire formellement

:u(O,t)+—~Ot // 82 dsds+//F ))dsds
0

qui est aussi une forme canonique d’Adomian ol une seule condition aux bords y figure.

On dit dans les deux cas que les formes canoniques sont incomplétes. It les solutions
obtenues par la méthode d’Adomian ne vérifient pas en général les conditions aux limites .
[D’ou la nécessité de chercher des formes canoniques qui puissent englober conditions initiales

et conditions aux limites.

3.7 PRISE EN COMPTE DES CONDITIONS INITTALES ET
AUX LIMITES DANS LA FORME CANONIQUE.

3.7.1 Reésultats existants[43][55]

Les premiers travaux sur la prise en compte des conditions aux limites des équations aux
dérivées partielles dans la forme canonique ont été ceux de V.Seng et coll[55]. Elle transforme
le probleme d’EDP en une équation intégrale ou intégro-différentielle dans laquelle toutes les
conditions imposées a 'EDP y apparaissent. Les différentes transformations font appel essentiel-
lement & la théorie du potentiel, au principe de superposition, 4 la transformation de Fourier
et de Laplace. Mais les calculs sont trop lourds du point de vue application.

Si Von considére 'équation
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avec

u(z, 0)

u(0, t)

g(zx) (3.21)

v=ulz,t) , >0 ¢ >0

La résolution du probléme (3.21) se fait par le principe de superposition en résolvant deux

sous problémes (3.22 ) et (3.23) dont la somme des solutions donne la solution de (3.21).

Soit,

et
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Et alors
u(z,t) = v(z,t) +w(z,t)
La résolution de (3.22) se fait par le principe de superposition linéaire

v(z,t) = vi(z,t) + va(z, t)

avec
(U1>t - (Ul):ra-
vi(z.0) = g(z)
01(0,0) = 0
dont la solution est :
-
1 400 +oo
2 2
vz, t)=— |— e 22Vt — x)dz + / e ? g(2z\/2—:r)dz
@) == |- [ )
< T
2\/f 2\/2
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(3.25)

(3.26)

(3.27)
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Et

(@) = (v2)as

< 'Uz(;z;’()) = 0 (329)

v2(0,8) = f(¥)

avec la solution :

-3 —.732 +o0

t - 2
va(z, t) = 2\$/ﬁ/f(tn()g 2 ¢ 47 d¢ = 7% / Pt = e dz (3.30)
0 T

2/t

La résolution du probléme (3.23) est plus complexe. Elle utilise la méthode des images, la
transformation de Fourier, la transformation de Laplace [55].

La solution satisfait :

| .F(t —O7 {eXp {— Eit:ygi] S [“ Ef(:j_ygﬂ } x I [u(y, €) + w(y, €)] dyd(
0

(3.31)

Et enfin on peut obtenir la solution du probléme(3.21) sous la forme :

e )=o) 1 ]Ta R {exp [—%} } X Flufy,Qldyde  (3.32)
0 O

qui est unc forme canonique d’Adomian. On peut donc en déduire I’algorithme d’ Adomian

72



4

up(z, t) = v(z,t)

(3.33)

tna(5) = ﬁ{ JZO(“O"W {ex [~%}}Anmu<y,ondydc

\

M.Ndour[43] également a contourné le probléme en ramenant un probléeme d’EDP de
type diffusion en un systéme d’équations différentielles ordinaires( EDO ) facile a résoudre par
la méthode décompositionnelle. Il procéde par des changements de variables dans un cas trés

particulier.

Soit, donc ’équation :

e, 82C .

o = D5 4 F(O)

Clz,0) = gi(z) ‘ (3.34)
aC

@0 = )

T

C(+oo,t) = 0

oit f € L*(R) , g1 et g2 sont uniformément bornées ct appartiennent a L?(R)
L’idée est de se ramener & un systéme d’équations différentielles ordinaires ot l'utilisation
de la méthode décompositionnelle sera aisée.

Pour cela, on fait le changement de variables suivant :

z = zr—ct

h(z) = h(z—ct)=C(z,1t) (3.35)
_ dh

g dz
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Ce qui permet d’écrire :

(o _ o ec
dz  dz - Oz
dh _ oco: _ _oc
d — 9z 0t 0z
(3.36)
dh_ dnd1dh
dz ~ dtdz c dt
dg _ dgdt _ _1do
dz — ditdz c dt

ol ¢ réprésente la vélocité.
Si nous supposons que z parcourt ’ensemble |—oo, +00| , nous constatons que z parcourt

le méme ensemble.

Ainsi, [ devient une fonction non linéaire de la variable h.

Nous.obtenons le systéme d’équations différentielles ordinaires suivant :

-
dt “
(3.37)
dg 1, .
i b—(c g +cl'(h))
oC
avee hy—g =0 = C(z,0) = g1(x) gr=0 =0 = 51:—(1‘,[]) = go(x)

Le systeme (3.37) peut étre résolu a 'aide de la méthode décompositionnelle. Remarquons
que les conditions initiales et aux limites sont bien prises en compte.

Résolution du systéme d’équations différentielles ordinaires équivalent & 1’aide de la méthode
décompositionnelle :

Pour la resolution du systéme différentiel (3.37) par la méthode d’Adomian, on peut poser :

h:ZI{n ) g:ZGn ) F(]I'):ZAn
n=0

n=0 n=0

ou les A, réprésentent les polynémes d’Adomian relatifs & la fonction non linéaire F(h).
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Les G, et H, seront déterminés par les formules suivantes :

Hy = gi(2)
Hn+1 = vCL_lGTL

(3.38)
Go = goz)

3.8 Nouvelle technique pour I’obtention d’une bonne forme ca-

nonique des EDP[44].

Vu les difficultés persistantes dans 'obtention d’'une forme canonique d’Adomian prenant
en compte toutes les conditions imposées & une EDDI°, nous proposons ici une nouvelle idée
qui permet de pallier au probléme et surfout de résoudre directement le probléme
sans avoir a faire une transformation sous forme d’équations différentielles ou

intégro-différentielles. L'eflicacité de cette technique sera vérifice & travers des exemples

non résolubles par le schéma classique de la méthode d’Adomian.
Considérons la forme canonique classique d’une équation aux dérivées partielles obtenue par

des intégrations successives :
u=Nu-+tf (3.39)
Si on écrit

u=> up et Nu= A, (3.40)
n n
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et on les reporte dans cette forme canonique(3.39), on obtient :

S un =3 Antf (3.41)
n=0 n

On en déduit P’algorithme d’Adomian suivant :

up = f
Ul — Ao

(3.42)
Un {1 = An

Mais nous savons que dans les EDP, la {orme canonique (3.39) conduisant a cet algorithme
(3.42) ne permet pas de prendre en compte toutes les conditions imposées a une EDP . Pour
pallier & cet handicap, nous proposons d’ajouter un terme supplementaire au premier

terme de la série d’Adomian comme suit[44] :

g = up + oz, t) (3.43)

ou ¢(z,t) est une fonction a choisir qui prend en compte toutes les contraintes
imposées au probléme d’EDP considérée.

Cela nous permet d’obtenir un nouvel algorithme d’Adomian
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et aussi une nouvelle forme canonique[44]

La série solution s’obtient par :

Ainsi si nous réconsidérons le probléme

u = f+¢
uy = A
(3.44)
an+1 = An
u=Nu+ f+¢ (3.45)
u=Y Uy (3.46)
n=0
Ou B Dazu
ot = Py + flu)
w(z,0) = g(u)
(3.47)
u(0,t) = hy(t)

et (z,t) ¢ (0,8) x (0,T)

avec u = u(x,t)
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Alors en considérant les opérateurs

6 . t
L=2()et L 1:{(.)(13

La forme canonique classique sera :

2
u(z,t) = u(z,0) + L~ (Dg——) + L7 f(w) (3.48)

Et la nouvelle forme canonique que nous proposons sera [44]

2,,
u(:r,t):u(x,0)+¢(:r,t)+L‘1(D8 )+ L7 (f(w)

92 (3.49)
En posant u = Zun , ZA
On déduit de la nouvelle forme canomque lalgorithme d’Adomian suivant :
ug = ulz,0) 1 o(z,1)
() Ug . 1
Uy L~ (])—jfw )+ L7 A
T
(3.50)
9%u
N g n -1
Un+1 = L (DEI)Q) +4 L An
Si on considére les opérateurs
L= @(.) et 71 = /(.)dsds (3.51)
0 0

alors on a :

Forme canonique classique
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o 1 ou

u(z, t) :u(O,t)er—a;(O,t)Jr i (&)Jr DL Y f(w) (3.52)

soit encore

ou 1 8u 1
u(z,6) = w(0,0) + T 540, + / / 2 (s, )dsds - / / VNdsds  (3.53)
0
L’algorithme d’Adomian :
( ug = -tz 4 (1 1 2)u0,t) = u(0,t) + m@(o,t)
oz
(3.54)

Unt1 = //gu”stdsds—l// Ap{f(u)}dsds, ¥n

La nouvelle forme canonique sera :

\

U(ﬂ%t)ZU(O,t)H%(U,t) Pl 1) + »])-//—a—zz(s,t)dsds «%/
0 0 0

avec ’algorithme d’Adomian suivant :

ug = u(0,4) + .’E%(O,t) + ¢(z, t)
Oz

Lunﬂ = //d“” dsds——//A {f(w)}dsds

Note : La vérification de la prise en compte des conditions initiales et aux limites

(3.56)

en incluant le terme supplémentaire ¢(z,t) se fera sur des exemples concréts.
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3.9 Applications

Ici, pour les problémes linéaires, la nouvelle technique va permettre d’obtenir des solutions
exactes. Dans les cas non linéaires, on obtient des solutions approchées( sous forme de série
tronquée )qui vérifient les conditions aux limites. On considérera deux types de probléme avec

des conditions aux limites de nature différente.

3.9.1 Reésolution d’un probléme de diffusion réaction avec conditions aux

bords portant sur le flux.

Nous considérons ici un type d’équations de diffusion-réaction non résolubles par la forme
canonique classique de la méthode d’ Adomian.

Soit I’équation de diffusion de type :

u = Uz + f(u)
(3.57)

u(0,1) —uy(0,t) = h(t)

Avee w = u(a,l), x>0 ct >0
L’utilisation classique de la méthode décompositionnelle|18] ne permet pas de résoudre di-
rectement ce type d’équations.

Si on consideére les opérateurs

e T
L= "- et 77 = .
ooz //( Ydsds
0 0

Forme canonique classsique :

QJ

u(z,t) = u(0,t) + zuy (0,t) //0; s,t)dsds — // ))dsds (3.58)
0

0
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Et I’algorithme d’Adomian

Uy = u(0,1) - zugy(0, ()

. . o (3.59)

- //a—g?(s,t)dsds—/./An{f(u(s,t))}dsds
0 0 0 0

comme

u(0,1) — uz(0,t) = h(t) (3.60)

cela implique que

uo = u(0,t) ~ zuz(0,t) = —h(t)z + (1 + z)u(0, t) (3.61)

Nouvelle forme canonique

8 T

uw(z,t) = —h(t)z + (1 + z)u(0,t) + ¢(z, 1) +// ﬁ s, t)dsds — / flu(s,t))dsds (3.62)
0 0

O\H

Algorithme d’Adomian

U = —h(t)z+ (1 +2)u(0,t) + ¢(x,t)

Untl = //%—stdsds—///l dsds
0

Choix de ¢(z,t) ( bon choix de ug)

(3.63)

\
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[ei nous cheisissons @(2,¢) tels que Ia contrainie

00 g (0,8 = (L)

soil satisfaine e wg

Pour cela, il =it de porendie

Fxempic | Réselution d’up probléme lineaire

Uy = Ugg + U

w(0,t) —ug(0,t) = ¢t

Iciona: f(u)=wu et h{t)=t
D’ou

¢(z,t) = (@ + 1)(t — u(0,1))

Par suite

ug = —tz + (1 + 2)u(0,t) + ¢(z,t) =t

Lalgorithme d’Adomian sera :

32
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Upy1 = //%(s,t)dsds—//un(s,t)dsds
0 0 0 0

Cela permet de calculer de maniére récursive les différents termes de la série d’Adomian :

B 1.2 txZ
W Ty
T t.’L‘
R T
2n 2n
o (A, it
= (—1) ng +¢(-1) o
100

sinz

2

u(z,t) = Z U, —tcosz +x

n=(

qui est une solution exacte du probléme (pl)

Exemple 2 : Résolution d’un probléme non linéaire

i’ = Dugy + u?

w(0,1) —ug(0,t) = ¢

Dans ce cas il n’est pas possible de calculer tous les termes de la séric d’Adomian. On se
limitera a une solution approchée ( série tronquée ) . Et cette solution vérifiera la contrainte

imposée au probléme.
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Iciona: f(uy=u2 et ht)=

Avec le choix de la fonction

¢(z,t) = (z + 1)(h(t) — u(0,1))

Le premier terme de la série est le méme que dans le cas linéaire :

ug =1t

On obtient I’algorithme d’Adomian suivant :

Un+1

/TL[ gtdsdér-//A {f(u(s,t))}dsds
(

§

ot f(u) = u?, les polynomes d'Adomian A, sont donnés par :

AO = f(U()) IL(
A1 f/(U())(U]) = 2ugu
Ap = —f”(uo)u] 4 [Mug)us = ul - Qugus

1 ,
Ag = §f"'(UO)U:13 + f"(ug)wius - flugiuz = 2uyug + 2ugug

It les termes de la série d’Adomian :

U():t
2
T
Ui :?(1——t2)
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.’E4
z° 2 z® 212 z 2 4
USZE(—4+6t )+a(1—i ) +E(8t + 4t )

La solution approchée

Y3 = U= Uy + U+ U+ U3

vérifie bien :

Ops
©3(0,1) — T;(O,t) =t

Et il en est de méme pour la troncature & l'ordre n :

n
9971 - E U,
=0

On pourra vérifier que

de,,

20 (0, 1) — ZH0,1) = |
0.1 = T(0,0) =

3.10 Application a la résolution de la diffusion d’une souche de

bactéries dans ’eau.

Réconsiderons le probleme associé A la diffusion d'une souche de bactéries dans 'eau, décrit

dans le chapitre2.

Soit donc a résoudre le probléme de diffusion suivant :
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ou 5u

§u0,0) = a (3.66)
Ou
| 50,0 = b

ot u=u(z,t) et (z,1) € (o, 8) x (0,T)
Cet type de probléme (3.66) est un modele qui peut généraliser la diffusion de germes au

niveau de 1'eau[43].

Remarque : Ce probléme pouvait étre répresenté par le modeéle suivant

Ju D 0%y

- - F p
i PR
' ula. ) ad(x) (3.67)
i i .
—— i M bé(z)
o
ou d(k) est la masse de Dirac définic par
k=0
S(k) - (3.68)
L0k #0
Mais on peut remarquer que
w(0,0) ad(0)y =«
(3.69)
Ju
%(o, 0 - bS(0) = b



Mais avec le modele considéré(3.66), nous prenons la valeur de uy comme suit

uy = a -+ ¢(z,t).

L’algorithme peut alors se réécrire :

U = a+ ¢(z,t)
( 2 ( (3.73)
u
Upsl = D —(z,8)ds + [ An{f(u(z,s))}ds
[ Patenes |

3.10.1 CHOIX DE ¢(z,t). (ou choix de ug)[44]

Nous notons que le choix de ¢ revient au méme du choix de ug

Dans la suite, nous montrerons a travers des exemples que plusieurs choix de ¢(z,t) sont
possibles. Nous donnerons des assertions(théorémes, corollaires, propositions)qui seront justi-
fices a travers la résolution effective du probléme considéré en distinguant le cas linéaire et le

cas non hnéaie.

Théoréme :

Soit

o = a + ¢(x, )

Si (e, ) est telle que

#(0,0) = 0 et gvi(o, 0)=b
Alors
w0(0,0) —a et 20,0 =b
Jz

et la méthode d’Adomian permet d’obtenir des solutions exactes dans le cas ou F'(u) est
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¢
Si on considére les opérateurs L = aat et L™= /(.)ds
0

alors la forme canonique classique associé 4 (3.67) est :

L

¢
u(z,t) = u(z,0) +/D ;; /F(u)ds
0

0

La nouvelle forme canonique sera :

¢ ¢
1)2
u(z,t) = u(z,0) + ¢(z,t) +/D e Yf)d J- /F(u)ds
0 0
ou  ¢(x.t) est une fonction a choisir.
o0
En écrivant uw = Zun F(u) = Z A, dans la nouvelle forme canonique, on

n=0
peut en déduire I’ dlgorlthme d’Adomian suivant :

U = u(z,0) + ¢(x,t)

i

@

Ox

0

En résolvant le probléme (3.67), on devrait avoir

u(z,0) = ad(x)

et donc

ug = ad(z) + (z, t)
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2 N
Unt+l = /Da 5 (T, 8)ds 4 /A“{f('z.z.(:r,,.V))}ds
0

(3.70)

(3.71)
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linéaire puis dans le cas non linéaire toute solution approchée :
. k13
u(z,t) ~ ¢,(z,1) = Zui
i=1

vérifie les conditions

umJD:aetgzmﬂ)*b

Corollaire :

Dans notre étude présente, il suffit de choisir ug dans la forme simplifiée

vy = a i p(x)

ol

Aiusi Palgorithme d’Adomian du probléme ( 3.66) sera le suivant :

4

ug = | o).
i t
g 4)2 - (3.711)
%ﬂ~:/uﬁ“m«/AMs
. Ox?
0 0 -

¢(zx) sous forme polyndmiale

Si



Proposition :

avec
m .
Pp(z)=b Z z*
i=1
alors

ug = a + bPpn(z)

et Palgorithme d’Adomian (3.74) converge vers une solution exacte dans le cas lin¢aire et dans

le cas non lingaire toute solution approchée vérifie les deux conditions imposces au probléme.

Nous faisons remarquer ici que ¢(0) =0 et ?(0) =b
x
Résolution d’un probléme linéaire :  soit
du 0u
a - Pzt
u(o,0) = a (p3)
Ou
0) =
20,0 = b
St F(u) = cw alors A, = au, VneN e acl

L’algorithme d’Adomian s’écrit :
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Uug = a+ bZzi
i=1
< (3.75)
{ 52 t
Uptl = /Dali;—der/unds
\ 0 0

Les solutions sont données par :

Théoréme [46]

Si on pose

m

up = a+4b E ot =yt

=1

alors la solution exacte du probléme ( p3) de la forme —u = 5 un peut s’écrire comme

n

suit :
m=1, u=ul= Zun =uje' = (a {-bx)e
n .
[’;J m—21
2<m <6 u=ul= Z“” —ubet b Z( Z (LT,,,L._/I"PQFJ) x (D)
n =1 3=0

ou

== Qm,;, est une fonction de m,1,

— [m] est la partie entiére de m ] << < [m] +1

ILLUSTRATION[46] :

~-Sim=1,
u(z, ) = up = (a+ bz)et

est une solution exacte
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-Sim=2,
w(@,t) = Y un = [a+ bz + z°) + 26(Dt)]e’
n=0

est une solution exacte.

-Sim =3,
[e.¢]
u(z,t) = Zun = [a + b(z + 2° + %) + 26Dt(1 -+ 3z))e!
n=0

est une solution exacte

—Sim =4,

o0
ulr.t) = S‘un S | PR T R AU I 7 B SR P RN TA ATATI L L

n=0

est une solution exacte

- Sim =25,

o0

u(x,t) = Zun

n=()

= o+ b(x + 2 + 23 + 2 + 2%)e!] + be! (D)2 (12  T2x) 4+ Di(2 4 6z + 1222 -+ 242%))

est une solution exacte

-Sim =6,

u(x, t) = Z Up

n=0

=la+blz+z®+2°+ 2t + 2%+ 28]+
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+be'[120(Dt)? 4 (D)?(12 + 60z + 180z2) + Dt(2 4 6z + 1227 + 2023 4 352%)]

Résolution du probléme non linéaire soit

( Ou B 0%u 9

& - Papt

u(0,0) = a (p4)
Ou

0,0 = b

I'algorithme s’écrit comime suit pour le choix de ug suivant :pour
Uy == a-i-bpy(z) avee py(z) =

comme suit :

Ug oa i ohr

(3.76)

{ 2

NGt ,

Up 4] o ‘/ ])*()IQH*CLS -{- / /1”{’&2}(15‘
0 0

Les polynomes d’Adomian sont données par :

Ag = F(up) = ud

Al = 2uau1
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Ay = u% + 2uqug

Az = 2uqug + 2ugus

On en déduit :

upg = a + br
Uy = ugt

12
Uy = (2b2D + 2u8)

2!
LS
Uy = (]6b2DU0 + Gug)gl
>

" N’
us = (11662 D3 +- 24u0)47

9 t
us = (25662 D2 -+ 88802 D + 120uf)

5!

. . t()
ug = (64800 D% + 74165 Duc 1 T20u)

Les solutions approchées

J:

ulw,t) ~ o (x,1) = , (3.77)

vérifient, :

¢,.(0.0) = u(0,0) = a (3.78)
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ou,_ 9, B
5(0,0) = Z2(0,0) = b (3.79)

Remarque

Nous obtenons encore des solutions approchées veifiant (3.78) et (3.79) si on prend la valeur

de ug comme suit :
m
uo:aerX::/vZ avec m > 2 (3.80)
i=1
¢(z) sous forme trigonomeétrique
Proposition :

Si

¢(x) = acosz -+ bsinz —a- (3.81)

Alors

[
o
e

uy = a - ¢(x) =acosz + bsinz

et lalgorithme d’Adomian (3.74) converge vers une solution exacte dans le cas linéaire ot
dans le cas non linéaire, toute solution approchée vérifie les 2 conditions iimposées au probléme.

On a bien :

©(0) =0 et gfb(O) =b (3.83)
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Résolution d’un probléme linéaire Soit

% | = D%QE—Z +u
u(0,0) = a
i %(0, 0) = b
L’algorithme d’Adomian s’écrira :
u, = ogcosz + bsinx

!

0

Uy = UO(l - D)t
uo[(1 — D)¢)?

U2 = 91

uol(1 — D"

Uy, =
n!

(e8]

u = g Up = 'LLOG(PD)L =

n—=

est une solution exacte.
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&u,,
Un41 = 92 Un

0

(acosz + bsing)el M)

(3.84)



Résolution d’un probléme non Linéaire Soit

( ou 9%

ou _ gu 2
Ot D(?:EQ tu
§ 0,00 = a
ou
{ E(O’O) = b

L’algorithme d’Adomian pour

ug = acosx + bsinzx
nous donne :

U = acosz + bsinz

(3.85)

t t
C Py,
Upy) = / D *5;::? ds ¥} / An{U2 (.’I], S)}ds
0 0

up = [—Duo - u%} t
Dug .. , ,]
g = {2])(5;0)2 4 D3ug — 4Dud + 21[8} 5i

, t3
ug = {(?;))Q[GD — 1202 + 4Dug| — D*ug — 4Duf 4+ 10D + 2ug i

Les solutions approchées :



U(Iat) = ¢n($vt) - Zui
i=0

Elles vérifient :

u(0,0) = $,(0,0) = a

ou ~ 0¢,, B
5, (0.0) = 27 (0,0) = b

Sin=1,
ona: u(z,t) >~ oz, t)=u u
=acosx +bsing + [a2 cos® z 4+ b sin?z 1 2abcos zsone — al) cosr - bDsin :r} 2

Elle vérifie :

w(0.0) = ¢,(0,0) =«

Sin =2,
ona: u(x,t)=dy(z,t)=1up+u +u
=acoszx + bsinz 4 [az cos?x 4 b2sin z -+ 2abcosxsina — al)cos - b sin T} t

, , , , ) 1
+- [(JJ)2 cosx -+ bD?sinx — 2a?Dcos®z - 20D «in”a — 6abD sin® 2:1,‘J N

12

+ [2a3 cos® z + 2% sin® z + 3a®b cos 7 sin 2 - 3ab? cos z sin? z
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Elle vérifie :

u(0,0) = ¢,(0,0) = a

a'u N 8¢2 .

3.11 Diffusion a croissance logistique(Modéle de Fisher)

Nous appliquons ici la méme technique qui a permis de prendre en compte les conditions
aux limites pour résoudre le modele de diffusion de Fisher.

Soit donc le probléeme :

ou 0*u

(,7 == ])@ 1 7L(1 —“U)

uw(o,0) = a (p5)
u

0,0 = b

ol par exemple a = 0.5 et b = -0.1195731559 comme dans|42].

En choisissant la valeur du premier terme de la séric d’Adomian sous la forme polyné-

miale

ug = a + bx

, on obtient 'algorithme d’Adomian suivant :
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Ug = a+bx

) . . (3.86)
Unt1 = /D—%g’—s)ds‘{'//ln{u(l — u)(z, s)}ds

\ 0 0

ou
Ag = ug — u(z)
A1 = (1 - 2’(L())’(L1

A2 = (1 — 2’LLO)’LL2 - u%

De P'alogorithme ci-dessus, on déduit les termes de la séric ’Adomian :
Tug=a- bx

up = (ug — u%)t

o~
S

Uy = [—2?)2 + ug — Bu% — ZuSJ

N |

Les solutions approchées :

u(z,t) >~ ¢, (z,t) = Z“i

1=()

vérifient

u(0,0) = 6,,(0,0) = a
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ou _0¢, B
%(0,0) = —6;(0’0) =b

En choisissant la valeur du premier terme de la série d’Adomian sous la forme trigono-

meétrique

ug — acosz + bsinz

, on obtient I'algorithme d’Adomian suivant :

U = qeosaz i bsina
. , ' (3.87)
Unpl = /])U,}’<,l)’ S)der/An{u(l —u)(x, s)}ds
) du?
\ 0 0

De cet algorithme, on déduit -

Uy = acosz + bsinzx

Uy = —ugt
: 2
: 2, 9,3 ¢

up = [2(asinz + beosz)ug — 15 + 2uf) 2

Les solutions approchées :
s

ulz ) ~ ¢, (x,t) = > w

=0
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vérifient

u(0,0) = ¢,(0,0) = a

Ou _0¢, -
&(an) = g(&o) =b



Chapitre 4

PROBLEME DU CONTROLE
OPTIMAL APPLIQUE AU
MODELE DE DIFFUSION DE
MEDICAMENTS DANS LE
CERVEAU

L’étude du modele de diffusion de I'inhibiteur dans le cerveau est d’une importance capitale

en cancérologie[37](38][39][10].

En effet, dans le traitement du cancer de cerveau par des inhibiteurs, la stabilisation de la
concentration de la substance utilisée ¢(z,t), & une quantité constante a pendant un temps to
au niveau de la zone cancéreuse, permet de garantir un traitement optimal. Cette étude conduit

a la résolution numérique d’un probléme dec contréle optimal.

Il s’agira de trouver un controle optimal w(t) qui rend minimal le critére :

103



T
Ilil(ltgl[ [c(zo,to) — a® dt (P)

ou T constante fixée, est la durée de I'observation du phénomene; zy est la profondeur de la
zone tumorale par rapport au cortex de la surface du cerveau.

c(z,t), u(t) satisfont aux contraintes :

I -

ot - T2 K K
j c(0,8) = u(t), t>0 (4.1)
L c(z,0) = Cpe f0% 2>0

DV, K, Ky et Cy sont des paramétres biologiques & identifier.
La résolution affective de ce probléme de contréle optimal nécessite 'usage d'une panoplie
d"outils mathématiques. L’utilisation du couple Alicnor-Adomian cst plus simple et adapté

pour la résolution d’un tel probleme[18][20].

4.1 La méthode Alienor

(est une méthode d’optimisation globale qui a été dévéloppée au début des années 80 au
Laboratoire MEDIMAT. Llle a été inventée par Y.Cherruault ct A.Guillez. Mais c’est
dans les travaux de Y.Cherruault que la méthode a regu sa justification th¢orique, complétée

par les résultats de A.Ziadi, G.Mora, Y.Cherruault [40][41]{62]

La méthode utilise un algorithme déterministe basé sur les propriétés de la spirale d’Archi-
mede. L'idée principale consiste & transformer un probléme d’optimisation a » variables en un
probléme d’optimisation & une seule variable.

Il s’agit la d’une transformation réductrice utilisant des approximations de ’espace R™

par des courbes a-denses.
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Nous exposerons la méthode d’Alienor sous sa forme originelle et des indications seront
données pour sa justification.

Soit & résoudre le probléme de minimisation
Glob.Minf(xy,xg, ..., Tn) (4.2)

ol f est une fonction supposée continue sur R™.
La fonction continue f vérifie de plus la condition de croissance & 'infini[18]

lim flzy,...mp) = +00 (4.3)

T2+ 4zk 00

En dimension deux, soit (z1,z2) € R (n = 2)

La transformation réductrice consiste & exprimer ;1 ¢t x2 en coordonnées polaires comme

sulvant :

J Ty — rcosf
\\ 1 t
1 Ty — rsiné

En se restreignant a la spirale d’Archimede, on pose :

s
AL

r=af . 0>0 (¢

@ est un parameétre positif, destiné a tendre vers 0 . Ainsi en substituant la relation (4.6) dans

la rélation (4.5), on aura

r; = abfcosb

To = aflsinf

En dimension trois, (z1,x2,23) € R (n = 3)
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On relie d’abord z; et zy par la spirale d’équation

r = afy (4.7)
z1 = abicosb (4.8)
9 = afisinby

Ensuite , on relie 87 et z3 par la spirale d’équation :

r = af (4.9)
¢y = abcosh
(4.10)
3 = afsind

Puis enfin |, en substituant (4.11) et (4.10) dans (4.9), on obtient :

1 = a*fcosbcos|ad cosb)
T9 = a?fcosfsin[ad cosd) (1.11)
I3 = afsingd , >0

Ainsi de suite, pour tout n. on obtiendra en dimension n
z; =hi(0), 6>0,i=1,...n (4.12)
ot 1;(8) est une fonction de classe C°°. constituée d’un produit de sinus et cosinus|18|. Les

h;(8) peuvent étre obtenus & Paide d’un logiciel de calcul formel.

En définitive, la transformation réductrice d’Alienor permet de passer du probléme de
minimisation de n variables (éventuellement de la maximisation) (4.3) au probléme de minimi-

sation(éventuellement maximisation) a une seule variable suivant :
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Glob mgin f*(6)
avec

fr(0) = f(Ri(0), ..., hn(0)). (4.13)
et 0 € [0,0max]; 00 Omax est & définir.

On démontre que tout minimum de f peut étre approché par un minimum de f*mais la
réciproque est fausse [18]. Cela s’explique par le fait que f* est la restriction de f a la spirale
généralisée et donc elle peut introduire des minima locaux parasites. Par contre tout minimum

absolu de f* approche un minimum absolu de f.

4.2 Courbes a-denses[9][18]
Définition 1 : ensemble «v-dense
Soit B une partie de R" munie de la méirique d associée & la norme euclidienne. Soit A

une partie de B . On dit que A cst a-dense dans B si et seulement st : quelque soit un point

M dans B il existe au moins un point N dans A tel que d(M,N) < .
Deéfinition 2 : courbe a-deise

Une courbe de R™ définie par :

mn n
est dite a-dense dans H [a;,b;] i pour tout x € H [ai, b;] il existe au moins un t € A tel

=] i=1
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que
d(z,h(t)) <

ot d est la distance euclidienne dans R"™.

4.3 Transformation Alienor Modifiée.

La méthode Alienor a connu une grande évolution, nous en donnons quelques unes :
o . . . .
Dans [8] [9], en prenant a = —, on obtient en dimension 3 (R?) une courbe paramétréc
™

dont les coordonnées sont données par :

hy1(0) —
o= ha) - INTEE 6, g
ho(0) —
Iy = hg(g) - ]]VT( Zbg >~ aaz)(bg e ag) (1 H)
g2 %
Iy = a3+9—(b3—a3)
3
hi(0) = ad2(0) cos(62(0)) + (ar + b1)/2 (1.15)
hg(@) = (L(Sz(é)) 8111(52(9)) -+ (CLQ -+ bz)/‘z (4.16)
INT(.) estla fonction partie entiére.
52(0) = (—1Y%20 |9 _ (8,(6) + %((mﬁz@“ 1 1)6s (417
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Bo(8) = INT(6/62) (4.18)

_ V(b —a1)? + (ba — a2)?
2a

Ay (4.19)

0o (4.20)

Cette courbe parameétrée est /2 aense dans H [ai, by
i=1
Pour la généralisation a n dimensions, voir [9)].

4.4 Méthode d’optimisation globale DIVANU
DIVANU : Diminution WVariables Number
C’est une variante d’Aliénor développee par Bendiab et Cherruault [12][18].
La méthode consiste & réduire le nombre de variables en posant -

@ = s, 1 >0, i=1,...n (4.21)

¢ : R — R est une fonction dérivable, bornée et telle que la mésure de son noyau au sens de

Lebesgue soit nulle :

Mes(Kere) = 0et |o(t)] <, VLG 0, tmax] (4.22)

De plus les fonctions h; : R — R, sont bornées et 7" -périndiques.
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Sion note

H(t) = (h1(t), ..., ha(l)) (4.23)

alors

Jby, >0/ |HW < by V1[0, Lmax] (1.et)

Avec ses conditions on peut définir une a-densité o« = /2b #by. Pour plus d’information,

consulter [12]. Dans [18] Cherruault a montré que si on considere la transformation

i =absin(wf) i=1,...n (4.25)
ol la suite «; est croissante vérifiant :
Qi = 1
(s} >> -1 (4'26)
[ 3 _
m = Q0 , pconstante

alors cette transformation réductrice densifie I’espace R™ avec

a=+vn—1mp

Une méthode constructive pour générer des courbes a-denses avec un temps de calcul
optimal a été donnée par Mora et Cherruault [40] [11]. Mais ce sont les transformations

du type(4.25) qui sont les plus utiles en pratique.
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4.5 Application a I’identification de parameétres[18].

On peut se placer dans un cadre général d’un systéme biologique, modélisé par le systéme

différentiel suivant :

oll les f; et [, sont respectivement des fonctions non linéaires et des parametres connus. Dans
'expression des f;, les parametres ay, ..., sont inconnus et ils doivent 8tre identifiés & partir
d’une observation.

Soit
z= Bz (4.27)

I'observation ou B est une matrice (n x n) connue.

Alors les «;, i = 1, ..., p sont obtenus en minimisant la fonctionnelle d’erreur

n

T =" Tailty) — 2 () (4.28)

7=11=1

Dans cette expression (4.28), les t; sont des instants de mesure et z{ désigne la fonction

zi(t) calculée a partir de (4.29) en fixant les a;,i=1,...,p

De maniére pratique :

La fonctionnelle J contient des parametres oy, ..., a, & déterminer(c’est 'identification).
La méthode d’Alienor peut étre utilisée suivant le schéma([20] :

1. Soit.  J(a, ..., ) la fonctionnelle & minimiser

2. J dépend des variables 71, ..., z,. Ces variables peuvent étre décrites par un parallélopi-

pede :
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H={(z1,..zp) oy <z < fBy,i=1,...,p} (4.29)

3. On densifie H par une courbe «@-dense d’équation

x; =hi(0), 1=1,....p (4.30)
4. Par ’a-densité on a :
i J = min J*(0) = J*(0 4.31
o (z1,..,%p) i (6) (6o) (4.31)
ou
T5(8) = J(hr (8), -, hy(0)) (4.32)

5. En fin les parameétres sont obtenus par :

Q; = hz(GO) y 1= 1, ey P (433)

4.6 Exemple d’application.

Nous allons montrer comment appliquer la méthode d’identification au modele de diffusion

d’inhibiteur dans le cerveau.

Soit
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: 2
_B_c Dac Vv &

5% - Paz EKCE
(4.34)

c(z,0) = e Koz

ou c=c(z,t), >0, t>0
D, V, K, et Kj sont des parameétres biologiques & identifier.

La résolution de ce probléme par la méthode d’Adomian, permet d’obtenir une solution
(approchée) ol apparaissent explicitement les variables z et ¢ et des parameétres D,V, K, Kj .

L’identification de ces parametres suit le schéma suivant :

On définit la fonction cotit

J(D,V, K, Ko) (4.35)
par la formule :
'](D’ V, Ka KO) = Z[c(mia tjv D, V, Ka KO) - ci,j]Z (436)
1]

ol c(z;,t;) est la solution c(z,t) du probléme(4.34), obtenue par la méthode d’Adomian,
appliquée au point (z;,t;) . It ¢;; les concentrations observées a la profondeur z;. avec un

temps de diffusion ¢;,

L’identification de D, V, K, et K{ revient & minimiser la fonctionnelle J sur un ensemble

admissible
= [aD,bD] X [av,bv] X [aK,bK] X [aKo,bKO] (4.37)
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Soit
min J(D,V, K, Ko) = J(D*, V*, K", K3) (4.38)

les valeurs D*, V*, K*, K étant les solutions de notre probléme d’identification.

En utilisant la méthode Aliénor courbes o-dense on aura :
min J(D,V,K,Kq) = min J(h1(9),h2(0), hs(6), ha(6),)
Q 0€[0,0max]

= in  J*((0
pein | ((9))

Il

J*(6o)
On cn déduira :

D* = hy(fp), V™ = ho(by), K*=hs(0p), K= ha(6o)
4.7 Contréle optimal

Soit un phénomeéne physique modélisé par une équation différentielle
B(t) = f(t,z,u) " (4.39)

- L’équation (4.49) est appelée équation controlée.
~ x € R™ est le vecteur d’état
- u € R" est le vecteur de contrdle (ou de commande)

On suppose que les fonctions :

of

S RXxR'xRT-— R
oz

5,
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sont continues

avec

of _ 05 o1,
Oz 0z’ Ozy,

— On appelle U C R" ’ensemble des valeurs admissibles prises par le parameétre de controle

u(t).

— Un controle u(t) € U , mesurable et borné est dit un controle admissible.

— La classe des controles admissibles est notée g
On peut donc définir :

Définition :

un probléme de controle optimal est la donnné :

— d’une équation controlée (4.89).

- d’une classe de controle admissible Qg

— d’un certain critére donné qu’on veut optimiser par le controle u(t) vérifiant (4.89).

- d’'un état du phénomeéne décrit par z(t) dans (4.39).
Pour plus de détails, consulter par exemple[32].

D’une maniere générale , il s’agira de trouver
@ = (u1, ..., up) (4.40)
qui minimise (ou maximise) le critére :

J = g(& @)dt, &= (z1,...,Zn) (4.41)

ou :

— La fonction g et le paramétre T sont connus.

- ZTet @ doivent vérifier le systéme
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Ei = fi(T1 0 Tnj UL Upit) , WP (4.42)

:i?i(O) = (87 "1: = 1, ey
fi yai sont connus. et &; désignent les dérivées respectives de = et x; par rapport au temps.

En général, la résolution du probléme de contréle optimal fait appel aux méthodes classiques
telles que la méthode de programmation dynamique de Richard Bellman ou la méthode liée
au principe du maximum de Pontryangin. Quand bien méme que ces méthodes sont bien
sophistiquées, elles sont lourdes pour la mise en oeuvre pratique. Mais 1'utilisation du couple
Alienor-Adomian est plus aisée en ce sens que ’on raméne un probléme de contréle optimal

en un probléme d’optimisation classique[20].

4.8 Couple Alienor-Adomian.

Prenons le cas général d'un probléme de controle optimal.

Soit a trouver le controéle
U = (u1, ..., Up) (4.43)

minimisant le critére
T
J= / o(F Ddt, T = (21, Tm) | (4.44)
0

ou la fonction g et T" sont connus; Z et 4 satisfaisant le systéme suivant :

b =A@ ) n > (4.45)

fi et a; sont connus.
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Ici, la fonctionnnelle J depend implicitement du controdle 4(t).

En effet, la solution & de (4.39) contient implicitement les uy, ..., up & travers les fonctions f; .
Et donc, on ne peut appliquer directement les méthodes d’optimisation classique (locale ou glo-
bale) & (4.44). 11 serait intéressant de transformer d’abord le probléme de controle optimal(4.44)

en un probléme d’optimisation classique[20].

Nous savons qu’en utilisant la méthode décompositionnelle d’Adomian pour la résolution
du probléme(4.45), nous obtenons une solution Z ol apparaissent explicitement les variables du

contréle. La démarche est la suivante :

Tout d’abord il faut poser

Cioe(t), i=1,..,p (4.46)

q
=1

k

ol les 0, (t) sont des fonctions connues qui constituent une base dans ’espace des fonctions oi
évoluent les u;(t). Selon 'approximation choisie, les 8 (t) peuvent étre des fonctions polyno-

miales, exponentielles, splines....

Ainsi, déterminer les u;(t) qui minimisent la fonctionnelle J de (4.44), sous les contraintes(4.45).

revient & déterminer les parameétres C¢, i =1,...,p, k=1,...,q

La solution de (4.45) obtenue par ’'emploi de la méthode d’ Adomian sera sous la forme

T q q L
J= /g HCE 1), (O 8, S CROK(E), -y S CPOK(E) | (4.47)

qui est une fonction explicite de p.q variables (C3).

Pour minimiser la fonctionnelle J, on peut utiliser la méthode d’Alienor ou une de ses

variantes[18][20 |. Une transformation réductrice permet d’écrire :

Ci=hi(0), 6>0,s=1,..,p; k=1,..,q
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La fonctionnelle J de (4.44) devient une fonction d’une seule variable 6 :

J((CP) = T ((ri(6))) = J*(6)

Par suite, il ne restera qu’a trouver les minima globaux de J* qui seront des approximations

des minima globaux de J.

L’étude de D’existence et d’unicité du probléme de contréle optimal se raméne ainsi & I’étude

d’existence et d’unicité des minima de la fonction d’une variable J*(8).

Souvent J*(0) sera une fonction continue dont on cherchera le (les) minimum sur un ensemble

fermé et borné (compact) [0, Oimax], et donc I’existence d’un minimum global est évidente.

L’étude de 'unicité fait appel a des propriétés supplémentaires, pas toujours facile & vérifier

pratiquement[18].
4.9 Application au modéle de diffusion de substances dans le

cerveau.

En revenant au probléme du controle optimal(P) sous la contraite(4.1). On suppose que

les paramétres D, V, K, Ky sont déja déterminés par identification. La démarche Alienor-

1
Y

Adomian consistera a :

- Prendre le contréle sous la forme
P
u(t) = Z u;0;(t) (4.48)
=1

- La méthode d’Adomian permet d’exprimer la solution ¢(z, ¢) de (4.1) par
N

c(x,t) = ch(z,t,ul, ceey Up) (4.49)

n=0

118



ou les ¢, dépendent explicitement des parameétres de contrdle uy, ..., Up.

- En posant x =z, et t=10
, ON aura :

N
C(.’E(),t()) = ch(.’lto,to,’lu, up) (450)

n=_

en reportant cette expression(4.50) dans I’expression de la fonctionnelle & minimiser (P), le

probléme du contréle optimal (P) devient un probléme de minimisation classique

T
min /[c(mo,to) —a)?dt (4.51)
ULy, Up
0

ol la méthode Alienor peut étre employée aisément.
Exemple de résolution

Nous résolvons ici un cas trés particulier. Les valeurs des paramétres D, V, K et Ky sont

prises dans[33]. Elles ont été obtenues par identification en utilisant des données expérimentales

1

obtenues par le Dr A.Meulemans[37][38].

I1 en est de méme pour zg, tg, @, qui sont respeclivement la profondeur de la zone tumorale,

I'instant voulue et la concentration souhaitée de I'inhibiteur.
On al[33] :

D=3810"% V=107 K=10"% Ky=1100
zo = 0,0lem; o = 1200s; a=1073

De plus, on simplifiera le probléme en prenant :

u(t) = Zuiei(t) = uy
i=1
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Probléme

Trouver le controle 43 qui minimise le critére

min [¢(0, 01; 1200) — 0,001)?
u

ol ¢ satisfait

dc 0% VvV c?

g - polC V.

Bt a2 T RCTR)
c(z,0) = we KT x>0

avec ¢ = c(z, t),
De

ot 62 K @ K?

On peut déduire :

¢ ¢
2 1%
(mt)—c(m0+D/aa;23 E/ (z,8)ds — l/E/cza;sd
0 0

Le schéma de la méthode d’Adomian permet d’écrire :

o

n=

o t o t oo
ch(m,t)~ch(z,0)+D/%Z (z,s)ds + %/chzs)ds—%/ZAn{cz(x,s)}a
= 0 0 o m=0

I1 en résulte ’algorithme d’ Adomian suivant :
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Cp = uje
t 82 \%4 4 174 t
= D — —_ o
Cnil /0 6w2cﬂ($’ s)ds + X /0 cn(z, 8)ds e /0 A, {cz(:c, s)} ds
avec
Ap = &
A1 = 2(,'001
Ag = 2cpce + cff
As = 2cpe3 + 2c100
.d’ou
t 52 |4
el = 62c0(xs)ds+K/coxsds—ﬁ/ Apds
= Du K¢ exp(—Koz)t + Ful exp(—Koz)t — %% exp(—2Kox)t
a = [DuK? exp( Koz) + Ku1 exp(—Kozx) — V2 u? exp(—2Ko)]t
1% t V t
cy = D/o Txizq(x,s)ds + % /0 ci(z, s)ds - F/ Ards
= D[Dui K¢ exp(—Koz) + %ulKg exp(—Kopz) — ——2u1KO exp(— 2[(03:)]%
%[DulKo exp(—Koz) + Ku1 exp(—Koz) — %gul exp(—ZKOx)]%
~~V§[2DU%KO exp(~2Koz) + —KL‘{ul exp(—2Koz) — 2—15%‘{11% exp(— BKOQ:)]—Zz
En remplagant les différentes constantes par leur valeur, on obtient une solution approchée :
cz,t) ~cog+er+co
= uy exp(—1100z) + [4,5981u; — u? exp(—2200z)] ¢

— Koz

+% [~27, 58810 exp(—2200z) — 0,0002u exp(—2200z)] £2

1
+3 [2u] exp(—3300z) + 21, 14252361u; exp(—1100z)] ¢
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Et on obtientt en utilisant le logiciel Matlab :

min [¢(0, 01; 1200) — 0,001]? ~ 0, 381966.10~°
u1

Ce minimum s’observe bien a travers la courbe suivante :

R _T%'
i
]
|

4
-

o
R T

o
R

02

S —_—— . - '
3 -1 08 0 05 1 15
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Quatriéme partie

Equations intégrales
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Chapitre 5

ETUDE GENERALE
D’EQUATIONS INTEGRALES

5.1 Introduction

Les équations intégrales interviennent fréquemment dans la modélisation de problémes phy-
siques dont les plus courants sont : des phénoménes de cause a effet, des problémes de ;cype
hérédité, I’étude dynamique des populations etc. Nous notons aussi que des systémes d’équa—
tions différentielles avec des conditions initiales ou aux limites se transforment facilement en
équations intégrales. La formulation en équations intégrales permet de prendre en compte simul-
tanément des conditions initiales ou aux limites et rendent plus facile leur traitement numérique
par la méthode d’Adomian..

Plusieurs méthodes numériques classiques sont géné:ralement utilisées pour la résolution des
¢quations intégrales. Parmi celles-ci, on peut citer des méthodes exactes(Laplace, Fourier...),
des méthodes d’approximation(la méthode du noyau résolvant, la méthode des approximations
successives) et des méthodes de discrétisation. Cependant ces méthodes ne convergent pas dans
les cas ou le noyau de 1’équation intégrale présente des singularités ou quand l'intervalle d’in-
tegration est infini[47)[57][48]. De plus ces méthodes conduisent, le plus souvent a des systémes

algébriques non linéaires qui sont difficiles & résoudre numériquement. En général leur résolution

exige des moyens trés robustes. Nous proposons ici de les résoudre par la méthode d’Adomian
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qui donne des résultats trés satisfaisants si les équations & résoudre sont sous la forme cano-

nique.

Dans ce chapitre, nous rappélerons quelques notions sur les équations intégrales avec des
exemples de méthodes numériques de résolution. La méthode d’Adomian sera utilisée pour
résoudre des équations de deuxiéme espéce qui sont déja posées sous la forme canonique.
L’étude des équations intégrales de prémiere espéce qui ne sont pas sous la forme canonique

d’Adomian, fera ’objet du prochain chapitre avec de nouveaux résultats.

5.2 Classification des équations intégrales[51]

Soit 'équation intégrale suivante :
b
/K(m,t)g(u(t))dt — flz), a<z<b (5.1)
a
od f(z), K(z,t), et g sont des fonctions connues, a et b sont des nombres fixés, puis u
linconnue & déterminer.
Cette équation(5.1) est appélée équation intégrale de premiére espéce de type Fredholm.

K (z,t) est appelé le noyau de ’intégrale.

— L’équation
b
w(z) = f(z) + A / Kz, Do(ut)dt , a<z<b (5.2)
ot f(z), K(z,t) sont des fonctions connues puis a, b, et A sont des nombres fixés, est appélée
équation intégrale de 2¢™° espéce de type Fredholm.
— L’équation
I

[ K@ttt = ) 2> (5.3

est appelée équation de premiére espéce de type Volterra.
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— L’équation
w(z) = f(z) + A / K(z,t)g(u(®)dt .z > a (5.4)

est appélée équation de 2°“espéce de type Volterra.

Ces difféerents types d’équations ci-dessus peuvent étre présentées comme des cas particuliers

de ’équation générale suivante dite : équation de 3¢ espéce:

o(z) u(z) = f(z) + )\p7)K(x,t)g(u(t))dt (5.5)
a
(1) Cas de Volterra on a :
plz) =z
(2) Cas de Fredholm on a : )
plz) =b
(3) Cas des équations de 1°™® espéce :
?(x) =0
(4) Cas des équations de 2°™¢ espéce :
o(x) =1
Remarque :

la forme de I’équation générale(5.5) est la suivante :

126



plz)
o(z) u(z) = f(z) + A / K(z,t, g(u(t))dt (5.6)

c’est & dire que le noyau contient le terme en u .
5.3 Quelques definitions

Définition 1
On appelle équation singuliére une équation pour laquelle l'intervalle d’intégration est infini

ou dans laquelle le noyau posséde au moins un point singulier.

Définition 2
L’équation(5.5) sera dite homogéne si f(z) =0
Définition 3

Si le noyau de l’équation intégrale est tel que K(z,y) = K(y,z) , on dit que le noyau est

symétrique.

Définition 4

Une équation de type (5.5) est dite bien posée si

(2) pour toute fonction f, il existe une etiune seule solution

(i7) la dépendance de u par rapport & f est continue.

Deéfinition 5 :

J
Un noyau k(z,t) de la forme k(z,t) = Zaj(z)bj(t) oules a; (j =0....J) sont linéairement
—

j
indépendants aussi bien que les fonctions bj (j = 0....J), est appélé noyau dégénéré d’ordre J.
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5.4 Etude théorique d’équations intégrales

Tout d’abord, nous rappellons la formule généralisée de Leibnitz qui sera exploitée dans

la recherche de certaines formes canoniques, a travers le théoréme suivant :

Théoréme 1 : Soit QCR

F:Qxla, b — K

(z,t) — F(z,t)

une application bornée

(i) admettant une dérivée partielle en x, Fy(x,t), bornée

(i1) Séparablement continue en t sur [a, b

Soit C : Q2 —> [a,b] wune application dérivable. Alors Uapplication

c(x)
I:Q——>K/xr—a/ Fle 1)dt

est dérivable de dérivée
c(z)
I'(z) = / Fiz,t)dt + C'(z)F(z,C(z))

Corollaire :

Plus généralement, on a la formule de dérivation suivante :

B(z) B(=)
di:z: / F(z,t)dt = / F(z,t)dt + B'(z)F(z,B(z)) — o/ (z) F(a(z), x)

afz) afz)
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Dans toute la suite, on utilisera la notation suivante :

K (z,t)

KJ(:k) (IL', t) axk

, ke N (5.11)

5.5 Reésultats d’existence et d’unicité de solution d’équations

intégrales de premiére espéce.

Nous considerons les équations de la forme

b(z)
K(z,t,u(t))dt = f(z) (5.12)

avec a <z <T et a<t<blx)<T.Mais sans restreindre la généralité et pour simplifier

les calculs, nous allons nous intéresser aux équations de type :
z
[ K@ttt - £(@) : (5.13)
0

ou le noyau K est une fonction réelle connue définie sur [0, 7] x [0, z|. Les conditions d’existence

et d’unicité d’une solution de (5.13) sont données par le théoréme suivant :

Théoréme 2[31]

Sous les hypothéses :

(i) K(z,z) et Kgp(z,t) continuesur 0 <t <z <T

(1) K(z,z)#0 partout sur 0< oz <T
(ii1)  f(0)=0 (iv) f(z) et f'(z) continuessur 0 <z <T

Alors (5.18) posséde une unique solution continue.
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5.6 Reésultats d’existence et d’unicité de solution d’équations

intégrales de deuxiéme espéce.

Soit I’équation non linéaire d’inconnue u :

b(z)
u(z) = / K(z,t,u(t))dy + () (5.14)
a{z)

Cette équation peut étre une équation de Volterra ou une équation de Fredholm. Les
conditions d’existence d’une solution de (5.14) sont assurées par le théoréme suivant [31] :

Théoréme 3[31]
S1 les hypothéses suivantes sont vérifiées : (1) f:10,T] —» IR est continue (i1) K(z,t, u)
est continue et bornée sur Uespace Ap X IR ou
A ={(z,t)/0 <t <z < T}

Alors il existe au moins une solution continue u(zx) de I’équation

T

wlz) = f(z) +/K(:c5t,u(t))dt

0

qui est définie sur tout Uintervalle [0, T).
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5.7 Quelques méthodes numériques de résolution d’équations

intégrales

Nous rappélerons ici quelques méthodes numériques classiques qui sont généralement utili-
sées pour la résolution des équations intégrales avec quelques exemples. La méthode d’Adomian
exposée dans la premiére partie de ce document sera utilisée pour la résolution des équations

intégrales de deuxiéme espéce qui sont déja sous la forme canonique.
5.7.1 Résolution a I’aide des méthodes d’optimisation

Soit une équation intégrale de type Fredholm de seconde espéce. Elle s’écrit sous la forme :
u=Nut f (5.15)

ou NN est un opérateur intégral non linéaire connu. La fonction f est donnée et I'on cherche u
dans un ensemble de Hilbert I/ . Dans la pratique, H sera souvent I’espace L?(2) o1 Q C R™

On peut aussi se placer dans des espaces plus réguliers (espaces de Sobolev). On suppose

Vf € H, (5.15) admet une unique solution. Pour résoudre (5.15), on utilise la fonctionnelle J :
J=|lu—Nu— fl[7. (5.16)

La résolution de (5.16) est ramenée,a un probléme d’optimisation

umin | J(u) = u— Nu— f)?dt 5.17
in | 71 £< £ (5.17)

qui n’est pas tout & fait un probléme de minimisation classique. Et pour s’y ramener, il suffit

n
de chercher la solution u(t) sous la forme u(t) ~ ZCPGP(L‘) ou les &,(t) sont des fonctions
p=1

connues. Nous verrons plus loin qu’il existe une méthode d’optimisation plus indiquée pour la

résolution de (5.17) : la méthode réductrice d’Alienor.
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5.7.2 La méthode de collocation

Soit I’équation intégrale linéaire :

b
/K(x,t)u(t)dt = f(z), z€]la,b (5.18)

ou K(z,t) et f(z) sont connues et ou I’ on cherche la fonction u(t) satisfaisant (5.18). La

méthode de collocation consiste & utiliser une formule approchée pour le calcul de I'intégrale.

On obtient une équation approchée de (5.18) sous la forme :

n

> wiK(z, t)u = [(z) (5.19)
=1

ou les w; sont les poids de la méthode d’intégration, ou les ¢; sont associés & la méthode
d’intégration et ou 'on a posé
wi = u(t;). (5.20)
On écrit 'équation fonctionnelle (5,19), dépendant de la variable z, aux points
z=z;;7=1..,n (5.21)
Ce qui donne : .

n
ZwiK(:c]-,ti)ui = f(l‘l) ) j = 1, ey T (522)
i=1

On obtient alors les inconnues u; en résolvant (5.22) qui est un systéme algébrique linéaire

de n équations & n inconnues. 1l suffira que le déterminant de ce systéme soit non nul pour

que la solution existe (et soit unique). On peut montrer que les u(t;) ainsi trouvées sont des
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approximations de la solution de ’équation intégrale (5.18).
Remarque

Si 'on considére une équation intégrale non linéaire

b
u(e) = [ K(e.Ogut)dt+ 1) , o€ lab
a
Alors la méthode de collocation conduit & un systéme algébrique non linéaire et la mise en

oeuvre numérique sera bien délicat. Mais la méthode d’Adomian s’appliquera bien a ce type

d’équation
5.7.3 Meéthode de Liouville-Neumann.

Soit une équation intégrale :

o) = f(z) 1 A / K (2, 1)6()dy (5.23)

¢O(z) = f(z) (5.24)

b(x)
$™(@) = f@) A / K(z,1)6™ " (y)dy (5.25)
a(x)

n =2,3,.... alors la solution ¢(z) de Péquation (5.24) sera donnée par la série :

d(z) = lim  ¢™(z) = f(z) + AKf+ NK2f + ..+ XN'K"f+ ... (5.26)

n—o0
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dite série de Liouville-Neumann.

Avec
b(z)
Kf = K(z,y)f(y)dy
a(x)
b(z)
Knf = | K(z,y) K™ fdy
a(z)
,m=123,..

Condition suffisante de convergence|5]1]

Une condition suffisante de convergence de la série (5.26) est :

IAl (b(z) — a(z)) max |K(z,y)| <1
avec
a(z) < z,y < b(z)

Exemple 1 : Résoudre 'équation de Fredholm

Par itération on a :

¢O(z) =z
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1
1
W) = 2t~ [ ody — (2) 1/ L R S
o (x) m+5/mydy (1+ )mqﬁ (z) = +5 :v(1—|—15) yedy = (+15+152)
0

1 15
+.)z ==

- #(@) =+ o+ 15 14"

Exemple 2 : Résoudre 1’équation de Volterra

On a
Oy — - (1) 1 2 1 @) () — ! [N
P (x) =z ¢ (fv)—ﬂhL5 mydy~w+igw ¢ (w)—w+g zy(y + By)dy—
0 0
1 1,1 4,
1t 5+ (e )

Par suite :

3

#(e) = lim ¢ (z) = wexp(};)

135



5.8 Reésolution des équations intégrales de deuxiéme espéce par

la méthode d’Adomian

Soit d’une maniére générale, une équation non linéaire d’inconnue u :

b(x)
w(z) = / K(z,t,u(t))dt + f(z) (5.31)
a(z)

Cette équation peut étre une équation de Volterra ou a une équation de Fredholm. Nous

remarquons ici que les équations intégrales de 2eme espéce sont sous la forme canonique.

[t donc on peut appliquer directement la méthode d’Adomian pour leur résolution. En effet

I'équation (5.31) peut s’écrire en terme d’opérateur :

v Nut f (5.32)
avec
b(z)
Nu= / K(z,t, u(t))dt (5.33)
a(x)

Ici on peut se contenter des polynomes d’Adomian associés a la fonction scalaire

u—> K(,.,u). (5.34)

Et nous pouvons calculer chaque termes de la série d’Adomian par le schéma récursif suivant :
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(W) = f@)

- ) (5.35)
Unt1(z) = /An{u—>K(m,t,u(t))}dt

\ a(z)

Cas Linéaire ou k(z,t,u(t)) = K(z,t)u(t)

Soit ’équation linéaire générale

b(z)
u(z) = A / K(z, Dut)dt + f(z) (5.36)
a(zx)
L’algorithme d’Adomian sera :
(W@ = f@) :
J b(z) - (5.37)

um1(z) = A / K (x, tyun(t)dt

\ a(z)

On peut montrer que la série solution de (5.37) calculée par la méthode décompositionnelle se

réduit a la série de Neumann(5.26)  La convergence de cette série depend de I'espace dans

lequel nous cherchons la solution du probléme considéré. Dans ’espace C|a, b] muni de la norme

de la convergence uniforme, la condition de convergence est :

1
b(z)
max / Kz, t)dt
a(z)

[Al < (5.38)

Dans L?, une condition suffisante de convergence est :
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5.39
[)\l < b(z) b(z) ( )
[ [ 1Ko dear
a(z) a(x)
En effet : Soit ’équation linéaire générale
b(z)
—/\/th (£)dt + f(x) (5.40)

ol K et f sont continues et ¢(z) I'inconnue & déterminer. Alors on a le théoréme suivant :

Théoréme 4 [1]
oo
La série solution )" ¢, de ’équation(5.40) donnée par la méthode décompositionnelle coin-

n=0
cide avec la série classique de Neumann.

Preuve
En appliquant la méthode d’Adomian & la forme canonique (5.36), les termes de la série

d’Adomian solution de ’équation ( 5.40) s’écrivent :
po = f(z)

b(z) b(z)
¢I—I(¢0—A/thf(tdt /let

a(@) a(z)
b(z)  b(z)

Yn = Kun_l =\ / / [((:E,tl)...K(tn_l,t)f(t)dtldtQ...dtn_ldt

a(z) a(z)
b(z) b(z)  b(z)

/K T t)f( )dt ot K, .’L‘t / /K.’E t1)K tl,tg) K(tn_l,t)dtl...dtn_l
a(z) a(z) a(z)

Ainsi donc nous retrouvons la résolvante classique de la formule de Neumann
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00
R(I, t /\) = Z /\nKnJrl(Ia t)

n=0

et les noyaux itérés K, (z,t). Nous allons appliquer la méthode d’Adomian a la résolution

de quelques équations intégrales de 2e espéce.

Exemple 3 : Considérons ’équation linéaire suivante :

2z 1
u(z) = 3 +/O ztu(t)dt

En appliquant le schéma de la méthode d’Adomian, nous obtenons : :

uo(z) = 2z
3
2z
uld) = G
(z) 2z
u = —=
’ (3)?
2z
un(z) = (3)n+1
d’ou la solution de I’équation : u(z) = Zun(m) = Z @l =z
n=0 n=0

Exemple 4 : Considérons [’équation suivante :
x

A2
o@) = [P
0

qui peut encore s’écrire
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Avec la méthode d’Adomian, on peut écrire :

00 | °
> i) = Aretgla) + [ i > A (5.49

ol les ¢, sont calculés par le schéma suivant :

po(z) = Arctg(z)
(Arctgz)?
pr(z) = —5
B 2(Arctgr)® (5.46)
il est facile de montrer que :
> (@) = tg(Artcgz) = = (5.47)
i=0

Exemple 5

Considérons I’équation intégrale suivante :

o[ tel®)
plz) —[1+t+(p(t)dt (5.48)

En résolvant cette é(;uation avec la méthode décompositionnelle, nous trouvons :
¢n(z) = 0;Vn (5.49)
et donc :
o(z) = 0 est solution de ’équation (5.48)
Remarque
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Avec la méthode des approximations successives, le choix de ¢y(z) = 0, donne la méme

solution exacte, mais si I'on choisit yg(z) # 0, la méthode donne un résultat faux.

5.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit les différentes équations intégrales et nous avons indiqué
quelques méthodes numériques de résolution. Nous venons aussi de constater & travers des
exemples, I'efficacité de la méthode d’ Adomian appliquée aux équations intégrales de 2e espéce.
Dans le prochain chapitre, nous aborderons la résolution des équations intégrales de prémiére

espéce par la méthode d’Adomian.
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Chapitre 6

ETUDE DES EQUATIONS
INTEGRALES DE PREMIERE
ESPECE PAR LA METHODE
DECOMPOSITIONNELLE.

Les équations intégrales de premiére espéce sont les plus utilisées dans la modélisation
des phénomeénes réels. On peut en citer : la localisation de tumeurs par tomographie, la dé-
termination de profils atmosphériques de températures a partir des données télémétriques, la
prospection sismique... etc.

La méthode d’Adomian s’agplique bien aux équations de 26™¢ espéce qui sont déja sous
la forme canonique[1|[18]. Cependant une grande difficulté demeure au niveau des
équations de 1°"¢ espéce qui ne sont pas sous la forme canonique. Par exemple pour

les équations de type

b(z)
/k(:c,t)g(u(t))dt = f(=). (6.1)

a
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Les travaux existants ont montré que la méthode décompositionnelle d’Adomian ne s’ap-

plique que lorsque le noyau k est de classe C™ avec

Ok(z,z) # O (6.2)

etc.Cet handicap est lié & la forme canonique classique de la méthode utilisée par les auteurs
[54][55].

De plus, pour les équations de type Fredholm (qui appartiennent & la classe des équations
dites mal posés), la méthode d’Adomian n’a pu étre appliquée qu’apres transformation des

dites équations & des équations approchées en utilisant la technique de régularisation.

Dans ce chapitre qui constitue 1’essentiel du travail de la troisiéme partie de cette theése,
nous rappelons des résultats déja obtenus [55] avant de présenter de nouveaux résultats qui
constituent notre apport personnel. 1l s'agira de ramener ces équations sous la forme cano-
nique (et donc en équations de 2°¢ espéce) pour rendre possible ’application de la méthode
décompositionnelle. A cet effet, nous utiliserons dans un premier temps une méthode de sub-
stitution pour obtenir des formes canoniques. Nous en donnerons aussi une forme de la
décomposition asymptotique. Nous montrerons ensuite par une technique basée sur la re-
lation de Chasles comment transformer des équations de type Fredholm en équations de
type Volterra ot on en déduira deux nouvelles formes canoniques. Puis enfin nous finirons

par des applications biologiques.

6.1 Reésultats déja obtenus.

Les techniques qui ont permis 'obtention des formes canoniques différent selon qu'il s’agisse

d’équations de type Volterra ou d’équations de tvpe Fredholm.
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6.1.1 Equation de type Fredholm

Dans le cas des équations de lére espéce de type Fredholm, la forme canonique est obtenue
en utilisant la technique classique de régularisation dite de TIKHONOV[54][51].

Pour la suite, on pourra restreindre ’étude au cas d’équations linéaires et envisager la
généralisation aux équations non linéaires.

Considérons les équations intégrales linéaires de la forme

b
/}Wmmwﬁ:ﬂ@ (6.3)

ou K et f sont des fonctions continues connues, u(z) la fonction inconnue & déterminer.

L’équation (6.3) n’est pas sous la forme canonique et il n'est pas possible d’appliquer la
méthode d’Adomian.

On note que ce type d’équation (6.3) appartient a la classe des problémes mal posés, au
sens de Hadamard.

Mais nous notons aussi qu’aujourd’hui bon nombres de problémes scientifiques s’expriment
a l'aide de problémes ne répondant pas au critére de Hadamard. Et les équations de type (6.3)

modélisent beaucoup de problémes physiques réels.

Pour pouvoir appliquer la méthode décompositionnelle & ’équation (6.3), on utilise I’équa-

tion régularisée [54].

b
5%@+/K@@%@m:ﬂ@ (6.4)

qui est une équation approchée de I’équation (6.3).
On voit bien que I'équation (6.4) est sous une forme canonique et donc il est possible de lui

appliquer la méthode décompositionnelle.
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Sous certaines hypotheéses, on pourra montrer & travers le Lemme qui suit, que la solution

ue de 'équation (6.4) converge (quand € — 0 ) vers la solution u de '’équation(6.3).

Lemme[54]
Si on suppose que lopérateur intégral de l’équation (6.4) est continu, coercitif dans lespace
de Hilbert ou sont définies f,u et u. alors

(2) l|lue|| est uniformement bornée ( bornée indépendamment de €)
(i0) |lue — u|| tend vers O quand € tend vers 0

Preuve :

(¢) De Iéquation (6.4) on peut déduire

b b
clcl =7 = [ wwcar] > <151+ | [ Kot (65)
a Q
De la coercitivité de 'operateur intégral on a :
b —
/ KuedtH > ol (6.6)

ol « est la constante de coercitivité.

De (6.5) et (6.6) on tire :
evell = o ffucl = | £

par suite
(a— &) fluell < £l

ce qui établit (i).

(i1) Pour prouver (ii), on a d’apres (6.3) et (6.4) :
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En réarrangeant (6.7) on obtient :

on en déduit :

en suite

par suite

quand

Z K(z,8)[ue(t) — u(t)ldt = —£(ue(z) — u(z)) — cu(z)
o flue — vl < [le(ue —u) +eull <ellue —ull -+ ¢ [|ul
(@ —¢) |lue —ul| <ellu]

[t —uf| —0

e——0 (a>>¢)

Solution de I’équation régularisée (6.4) :

On cherche donc la solution sous la forme

(6.8)



ou les u;, sont les termes de la série d’Adomian déterminés par le schéma récursif suivant :

ww = 19
(6.9)
b
b (z) = ~§/ K(z,t)us (t)dt

Cas non linéaire

Soit I’équation

/ K (z, )g(u(t))dt = f(z) (6.10)

ou f, K. g sont connues et g est une fonction non linéaire en v (inconnue & déterminer).

L’équation régularisée de (6.10) sera :

et () - /K(:c,t)g(ue(t))dt = f(z) (6.11)

Le raisonnement est analogue au cas linéaire[54]. L’équation (6.11) étant sous la forme
canonique, la méthode d’Adomian est applicable. De (6.11) on peut déduire l'algorithme

d’Adomian :

uiw = 19
(6.12)
b
wan@) = 2 [ K@ Ay
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6.1.2 Equation de type Volterra

Dans la suite, on traitera séparemment le cas linéaire et le cas non linéaire.

Forme canonique dans le cas linéaire :

Soit 1’équation linéaire

/K(m,t)u(t)dt - f(z), 0<t<z<T, T<io (6.13)

Pour notre étude numéri~~ nous supnosons que les conditions d’existence (et d'unicité) de
solution sont remplies. [in dérivant (6.13) par rapport a « , on obtient par la formule généralisée

de Leibnitz.

K(z.z)u(z) + /](I(:c,t)u(t)dt = f'(z), (6.14)
0

Si K(z,z) # 0, on peut écrire (6.14) sous la forme suivante :

Ky (z,t) _ J'(=@)
u(z) +Z K(z.2) u(t)dt = K(z,1) (6.15)
IEn posant
N(u) = — / %af’;))u(t)dt (6.16)



9(z) = Sl (6.17)

Alors (6.15) peut encore s’écrire
u=Nu+g (6.18)

qui est la forme canonique classique d’Adomian.

L’application de la méthode d’Adomian & la forme canonique (6.15) permet d’obtenir le

schéma récursif suivant :

(. =)
U =
K(z,z)
| (619
o’ K. (x,1 . .
Un4-1 o= _ | i [(({E:I::E))un(t)al , T < l\/
\ 0

L’algorithme (6.19) provient d’une ¢quation linéaire de 2éme cspece. Sur C([0, 77, [/]|.), la

condition de convergence s’écrit :

I Ko(z,t) y
sup /—dt <1T (6.20)
z€[0,T] A K(:E):E)

K(z,z) =0

149



on peut continuer la dérivation jusqu’a obtenir

KM (z,2) #£0, n>1

ol

o
(m - 9
K = o —K(z,1)

2) La formule (6.14) peut étre obtenue en effectuant une intégration par parties [55][29].

Forme canonique dans le cas non linéaire

Soit Péquation non linéaire :

/K(x,t)g(u(t))dt —f(z), 0<ti<o<T (6.21)

En utilisant la formule généralisée de Leibnitz comme précédemment, et par dérivation de

(6.21) par rapport & x on obtient :

K(z,2)gu(z)) + / Ko (z, Dg(u(t))dt = f'(z) (6.22)

v(z) = g(u(z)) (6.23)
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on retrouve ’équation linéaire suivante

K(z,2)0(z) + / Ko(z, t)o(z)dt = f'(z) (6.24)
qui est une équation équivalente a I’équation non linéaire (6.22). On peut alors déduire de (6.24)
une forme canonique de type (6.15).

Une fois que la solution v(z) de I’équation (6.24) est trouvée en utilisant I’algorithme

-1

d’Adomian (6.19) , si g est facilement inversible d’inverse g~ alors on déduit :

u(z) = g~ (v(z)) (6.25)
qui est la solution de I’équation (6.21).

Exemple 1 Considérons 1'équation :

¥ s
/(1 —z? 4 1?) 3 (t)dt = % (6.26)
0
avec 0<z<T <400 ,u:[0,7] - R
En posant :
v(t) = u3(t) (6.27)
I'équation(6.26) devient :
/(1 —z? 4 t)u(t)dt = % (6.28)

0

avec la technique de dérivation, on obtient ’algorithme d’Adomian suivant :
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(] = T

Upyl = 2$/Un,(t)dt

et les termes de la série d’Adomian

vw(z) =
vy (z) = 2
5
T
valr) = )
2n+1
T
v () = 1
n!
ce qui permet d’avoir :
[o.@]
v(z) = Z’UH(I) = rexp(z?)
n=0
On en déduit la solution du probléme(6.26) par :
1 2

u(z) = 3 exp(%)

qui est une solution exacte.

Quelques Observations :

a) L’opérateur linéaire défini par (6.25) n’a généralement pas d'inverse ¢~

(6.29)

(6.30)

(6.31)

continue de sorte

qu’il est difficile de trouver une solution numérique précise par les méthodes de discrétisation
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classique.

b) De plus la méthode proposée par V.Seng ne marche pas dans les cas suivants :

1)

K™ (z,z) =0,Yn € IN

2) KM(z,1) et/ou f(™(z) nexistent pas
3) Kg(;n)(m,t) et/ou f()(z) sont infinis

Pour surmonter toutes les difficultés, nous allons dans le paragraphe suivant proposer de
nouvelles formes canoniques|45]. Celles-ci sont plus faciles & obtenir et surtout permettent
de résoudre des équations ol le noyau présente des singularités. De plus elles permettent
aussi de résoudre directement des équations de type Fredheim sans passer par une ¢quation

approchée.

6.2 Nouveaux résultats{45].

Dans cette partie, nous allons donner une technique qui permet d’obtenir de nouvelles formes
canoniques. Cette techniéue sera utilisable aussi bien pour une équation de type Volterra
que pour une équation de type Fredholm. Elle s’applique au cas des équations singuliéres et
s'adapte bien aux équations a noyau non régulier. De plus,k NOUS MONtrerons comment passer
d’une équation de type Fredholm & une équation de type Volterra et en déduire d’autres
formes canoniques.

Nous distinguerons le cas d’équations linéaires des équations non linéaires.
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6.2.1 Recherche de la forme canonique dans le cas linéaire

Considérons 1’équation linéaire générale suivante :

/ K(z, ) f@), alz) <t <bz)<T (6.32)

ou f(z) et K(z,t) sont des fonctions connues et on cherche & déterminer la fonction
inconnue wu(z) en utilisant la méthode d’Adomian.

L’équation (6.32) peut bien étre une équation de Volterra ou une équation de Fredholm.

La technique consiste & écrire :

b(z) b(z) b(z)

/ K (z, t)u(t)dt = / Kz, O)u(t) - ule)dt + u(z) / K(z, 004t (6.33)
a(z) a(z) Cl(—”C)

Si on pose

/ K (z,1)dt (6.34)

qui est fonction connue car K est une fonction donnée.

Alors en injectant les rélations (6.34) et (6.33) dans (6.32) , on obtient :

/th B u(@)di = f(z) (6.35)

qui est une équation intégrale de 3e¢me espéce.
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Si
h(z) #0

on a 'expression équivalente & (6.35) suivante :

b(z)
u\r) = —*L T U — U\T M
@ =359 (/ Kl el (6.36)

qui est une équation intégrale linéaire de 2e espéce.

L’équation (6.36) est sous la forme canonique d’Adomian. Il suffit en effet de poser en

terme d’opérateur :

b(z)
oo
Nus s (/ )K(:c,t)[u(t) — u(z)]dt (6.37)
ct
_J@)

g9(z) = h(z) , (6.38)
pour avoir .‘.

u=Nu+yg (6.39)

La relation (6.36) permet d’écrire 'algorithme d’Adomian suivant :
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u(z) = h(z)
b(z) (6.40)
wnir(@) = gy [ K@ Dfun(t) = unla)
L a(z)
Soit 'expression équivalente :
f(z
up() = ;L—E—m—g
AN
b(z) (6.41)
Uns1(z) = ~ﬁ)- /K(m,t)un(t)dt+un(a))
a{zx)

Remarque

1) Dans la nouvelle forme canonique (6.36), méme si K(z,z) devait étre infini, alors le
facteur w(t) — u(x) s'annule pour { = x. it donc le produit K(z,t)[u(t) — u(z)] s’annulerait
au point t = x . Il faut aussi noter que parfois la singularité du noyau peut étre si forte que
Firvorale peut ne -« xister [51]

2) On n’a pas besoin d'une dérivée quelconque dans cette nouvelle forme canonique. La
dérivée des fonctions dans l'équation nécessite de plus des hypothéses de régularité. Ce qui
pourrait restreindre le champ d’application.

Exemple 2

Trouver wu(z) la solution de ’équation :

r

3
,}/ ~ootha(t)dt = %

9]

(6.42)
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L’algorithme (6.41) permet d’écrire :

( T
ug(z = =
o(z) 3
2 T
unia(@) = = / (2 — un(t)dt + un(z)
\ 0
+o0
et les termes de la série Z un, sont calculés de maniére récursive comme suit :
- n=0
-2 2
u =y (x — t)uo(t)dt + uo(z) = Juo

0

= J
0
2
Un gun~1

+ o0 N
u(x) = U, = N — foolim » u, = lim wug(z)
n=0 n=0 N=oo 1

qui est la solution exacte du Probléme(6.42).

Exemple 3

Trouver u(z) la solution de ’équation
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/cos (x —t)u(t)dt = sinx (6.44)
0
lalgorithme(6.40) donne :
ug(z) =1
(6.45)
Upt1(z) = 3;1133 /cos(:z; = ) un(t) — un(z)]dt
0

Uy =0 Vn > 1
Une scule itération conduit & :

“+o0
u(x) = 3 u, = up(x) = 1, qui est la solution exacte du probleéme(6.44).
n=0

6.2.2 Cas noun Linéaire

On considére 1'¢quation

b(z)

/ K(x, t)g(u(t))dt = f(z) (6.46)
a(z)

ol u est & calculer ¢t ¢ une fonction non linéaire en wu.

On écrira :
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b(z) b(z) b(z)

/K(m,t)g(U(t))dtZ /K(m,t)[g(U(t))—g(U(m))]ng(U(m))/K(m,t)dt (6.47)

a(zx) a(z) a(z)
En posant
b(x)
h(z) = / K(z, t)dt
a(zx)

Alors (6.48) peut se réécrire comme suit :

b(z)
h(z)g(u(z)) + / K(z,t)[g(u(t)) — g(u(z))ldt = f(z) (6.48)
a(r)

En effectuant un changement de variable :

I'équation (6.48) dévient

b(x)
h(z)o() + / K (2, )o(t) — v(z)]dt = (=) (6.49)
a(w)

(6.49) est une équation linéaire de 3e espéce . La résolution se fait exactement comme dans le

cas linéaire.

1

Si g est facilement inversible avec ¢~* comme inverse alors la solution wu(z) de I'équation
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(6.46) se déduit de celle de ’équation (6.49) par la rélation
u(z) = g7 (v(z))

Exemple 4

Trouver u(z) solution de 'équation

/ (@~ hu(t)dt = % (6.50)

avece 0<z<T < 400

In appliquant la méthode de substitution développee dans cetie thése, on obtient "aigo-

rithme d’Adomian suivant :

9
Unti(z) = — [(x—t)vu(t)dt -+ v, (T)
$2{

+o0
Cela nous permet de calculer les différents termes de la série Z v, comme suit :
n=0
x
— 5
vy = —5 [ (z —t)vo(t)dt + vo(z) = ~vo
z 6
0
x
-2 , 5
vo(x) = pes (z — t)vi()dt + vy (z) = ém(m)
0
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Un B'Un—l

+00 N 1 (%)N-{—l )
) = v, = lim vp= i z =gz
() 'n.;O " N—’+°°n§0 " Nﬁl-ir-loovo( ) 1—%

On peut maintenant déduire la solution du probléme(6.50) par :

wz) =g (v(z) ==
qui est la solution exacte.

Exemple 5

Trouver u(z) solution de I’équation définie sur [0, 7]

4

/(x ~ t)log (u(t))dt = ) (6.51)
0

avec 0 <z <T < +o0

En utilisant la nouvelle forme canonique obtenue par substitution , on a :

CL‘4

/(m — #) log(u(t))di = /(m ~ ey = 3 (6.52)
0 0
en posant
v(t) = log(u(t)) (6.53)

La nouvelle forme canonique sera alors :
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-1 1(z)
= - - b+ —— 6.54
o) = s [(@ = Dlvlt) =~ vielde + 5 (6.54)
0
avec
T mz
h(z) = / (o~ )t == (6.55)
0
et
flz) _=?
h(z) 6
Puis V'algorihine d’Adomian y afférent :
72
UO —_— —6—
v = 3 / (5= Olun(®) ~ va(eldt, Vo >0
+00
On obtient les différents termes de la. série Zvn par :
n=0 i
2
T
w(r) = &
2
ui(z) = %%
_ 95 2
vale) = Gag?
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Par récurrence on a :

5
Unt1 = E'Un
Soit
00
v=3 0= a?
n=0

Et on en déduit :
u(z) = exp(z?)

qui est la solution exacte du probléme(6.51).

6.3 Décomposition Asymptotique

La notion de la décomposition asymptotique a été utiliste pour la premicic jois dans la
théorie de la méthode décompositionnelle par K.Abbaoui [1]. L’auteur s’est servi de cette
technique pour la recherche des solutions particuliéres des équations fonctionnelles admettant
plusieurs solutions. Cette technique a été utilisée apres par V.Seng [55] relativement aux formes
canoniques qu’elle a obtenues. Nous allons a présent adapter cette idée a notre nouvelle forme

canonique, obtenue par substitution.

Considérons & nouveau ’équation non linéaire

b(z)
/ K(z,t)g(u(t))dt = f(x) (6.56)
a(z)

par la méthode de substitution vue précédemment, nous obtenons :
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b(z)

h(z)g(u(z) + / K (z, t)[g(u(t) — g(u(z))]dt = f(z) (6.57)
a(z)
b(/z)
h(z) = [ K(z,t)dt (6.58)
a(z)

Nous avons plus haut indiqué que pour résoudre ce type d’équation (6.57) , on procéde par

un changement de variable en posant v(2) = g(u(z)) et on résout I’équation linéaire

b{z)
h(z)o(z) + / K(x, Ou(t) - v(z)|dt = f(z) (6.59)
aj(:r,)

avant d’en déduire comme précédemment la solution u(z) (si g est inversible) par

u(z) = g Hu(x)). (6.60)
Soit encore
w(z) =g~ (Z Un(z)) (6.61)
n=0

.Mais il est également possible d’obtenir la solution u(z) sans avoir a calculer la somme

Z vn (). (6.62)

De ’équation (6.57 ) on peut déduire :
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b(z)
g(u(x»:—ﬁ / K(z,w[g(u(t))—g(u(x))}dw%,(h(m)¢o> (6.63)

a(zx)

Mais nous savons que les polynémes d’Adomian sont construits pour les non linéarités

comme suit :
(o @]
g(u) =Y An(g(w)) (6.64)
n=0
avec
Ap = Ap(upug. oy ) (6.65)

In reportant (6.64 ) dans ( 6.63) on obticn :

S L e - (@)
> Ay =— / K(z, )3 Ao} = 3 An{glu(z)Ydt + 17 (6.66)
n=0 h((E) (@) n=0 n=0 h(T)

Pour réaliser I’identité fonctionnelle, les A,, peuvent étre déterminés de fagon unique[18| par

le schéma récursif suivant :
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( _ fl=)
Ao(UO) = % (
b(z)
Ar(uo 1) _ _% / K (2, )[Ao(uo(t)) — Ao(uo(z))]dt
a(z)
(*)
) b(z)
Ant1(Uoy oy Uny1) = —%'/K(a:,t)[An{g(u(t))}—An{g(u(m))}]dt
L a(z)

D’autre part on sait que

Ao(uo) = g(uo)

Ax(ug,uq) = ur(z)g (uo(z))

u%(m) " /
Aa(ug, w1, uz) = = g" (uo(2)) + ua(z)g (o (2))
N u%”
I MR c

p142p2+..4+npan=n

Donc de ’algorithme ci-dessus, nous pouvons de proche en proche déterminer tous les termes
+oo

de la série solution E Uy
i=0

En effet si g est inversible, de la relation

k’_"
—
I

.

(6.67)

on déduit

ug = g—l(-’r(”"i) (6.68)
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puis de

b(z)
Aﬂwwn=wﬂwﬁbﬁéy/K@ﬁMM%@%ﬁmwwmﬁ
a(z)
on tire
1 -1 ")
mzymgmgﬁK@M%mw»—%mmmm

Ainsi de suite , on pourra calculer les autres termes de la serie.
Exemple 6

Soit a résoudre le probléme non linéaire suivant :

e

3 / rtud(t)dt = «*

0
1
. . 2\3
La solution théorique est : 3 = 0,8735804646
ad 323
IEn posant g(u) = u3 = ZAn{g(u(z))}, f(.”L‘) = .'I,‘3 et h(il?) = 3/CLtdt = 7

n=0 0
alors de lalgorithme(*), on peut écrire :

Ay (uou1) = _533 xt[Ao(uo(t)) — Ao(uo(x))|dt
0
) z
Ao, o) = 5 [ atiAn{oule)} — An{s(utz) Yt
0

On a alors :

167

(6.69)

(6.70)

(6.71)



wi N

Ao(uo) = g(uo) = ug =
1

on en déduit que ug = (% 3

et A, =0Vn > 1.1 en résulte de méme u, =0V¥n > 1
Une seule itération conduit a :1
+oo 2 5
w(z) = > up = up(z) = (5 qui est la solution exacte du probleéme(6.71).
n=0
Notons que ce méme probléme a été résolu dans [55] ol sont obtenues des solutions appro-

chées trés voisines de la solution exacte selon le degré de troncature de la série d’Adomian
comme suit :

P 0 B D

1 0.833333333  0.7937005260 0.04024713144 0.07987993874
2 0.888888889  0.9085602963 0.01530842416 0.0349783156
3 0.8672839506 0.8549879735 0.00629651413 0.01859249124

TL
ou Z ug, est la solution obtenue par la décomposition asymptotique relativement a la forme

k=0
canonique trouvée dans[55].

6.4 Transformation d’Equations de Type Fredholm en Equa-
tions de Type Volterra[45].

}
|

Ici. nous utilisons la relation de Chasles pour transformer des équations de type Fredholm
en ¢quations de type Volterra. Cette transformation nous permet d’obtenir deux nouvelles
formes canoniques d’Adomian.

Nous allons nous limiter au cas linéaire et envisager la généralisation au cas non linéraire

par le méme procédé que précédemment.

Soit alors I'équation linéaire :
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b
/K@meﬁ:f@)

Les résultats obtenus peuvent étre généralisés aux équations non linéaires du type :

b
/ K(x, g(u(t))dt = f(z)

En effectuant un changement de variable :

on obtient ’équation linéaire

b

/K(I.,t)z,'([,)dt = f(x)

a

ol a et b sont des constantes connues; K et [ des fonctions données.

Par la relation de chasles on peut écrire :

b

/th /th dtﬂl/K:rLu t)dt

avec a <z <b donc I’équation (6.72) peut se réécrire

z b
/Kmmmm+/xmmmm=ﬂm
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(6.75)
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(6.77)



De I’équation (6.77), nous pouvons déduire deux formes canoniques en utilisant la nouvelle

technique de substitution que nous avons proposée dans cette thése.

6.4.1 Formes canoniques :

1¢" cas :
On écrit
/ K (z, t)u(t)dt = / K (2, )u(t) — u(@)]dt 1 hn(z)u(z) (6.78)
ha(x /K z,t)d (6.79)

si hi(x) # 0 alors en injectant (6.77) et (6.78) dans (6.76) .on peut déduire la forme canonique

sulvante :

5
f(z) 1

— H(I_) — e /K(x,t}[u(t} —u(z)]dt — h] @ / (6.80)

a

It Palgorithme d’Adomian qui en résulte :

- f(@)
o () T hi(x)
e 1 ..... EUREEEEHEHE 1 e b .............................
L Unyy(z) = _hl(:r) /K(x,t)[uﬂ(t) — Uy, (x)]dt — o () /1’(1:,t)un(t)d1

(6.81)
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2°7€ cas :

Cette fois-ci on considére :

b b

‘/K@@mﬂmuifxamm@—u@mu+m@m@) (6.82)
ol
b
ho(z) = / K (z, tyu(t)dt (6.83)
En réinjectant (6.82) dans (6.77) on a :
b T
ho(z)u(z) -+ /K(m,t}l[u(t) — u(m)]dt+/K(m,t)u(t)dt = f(x) (6.84)

Ce qui permet d'obtenir la forme canonique (pour lig(x) 4 U )

T

b
S 1 NI EE U, |
=@ e ZK( B)[u(t) — w(z)]dt (@) /1 (@, t)u(t)dt (6.85)

a

et l'algorithme d’Adomian :

o f(@)
uo(a)  he(z)
1 ..... e 1b .............................
Lu,hq(z) - EE / K(@,)funt) = un(@ldt — s / K (z, t)un(t)dt

(6.86)
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Dans les deux cas, les formes canoniques different au niveau des bornes de ’intégrale. Il en

est de méme pour les fonctions h;(z) et ha(z) .

6.5 Applications Biologiques

6.5.1 Phénomeénes de "CAUSE A EFFET” [18]

La modélisation des phénomenes de <<Cause & Effet >> conduit généralement, de fagon
directe, a des équations intégrales.
Dans la realité, si on a une cause z(t) alors leffet qui suit cette cause, not¢ y = y(s), va

résulter d’un processus déterministe K. On notera y = K{x)

D’un point de vue schématique, de tels processus peuvent étre représentés par :

Modéle
causc x(t) . effet v(s) sortic
entrée (input) K (outputy
(Processus)

ou la cause x est souvent appelée 'entrée du systérne {ou iuput en anglais) et effet y

est encore appélé sortie (ou output)

Le rectangle est encore appélé "boite noire”.
En général, lopérateur K décrivant le modeéle n’est pas connu. On sait seulement mésurer

des couples < <d’entrée-sortie>> de la forme :

(zi(t),vi(s)), t€|0,T], s€[0,T], 1=1 2. .. (6.87)

En faisant des hypotheéses sur opérateur K, il va devenir possible de préciser sa structure.
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Supposons K linéaire :

K(e1z1 + eazg) = e1 K (1) + coK(z2) (6.88)

De plus on fait I’hypotheése que l'effet y(¢) & V'instant ¢, résulte d’une combinaison linéaire

de l'instant 0 & Pinstant ¢, alors on peut écrire :

y(t) = > Kt s)a(s) on0< s <T (6.89)

et ot les ;K (¢, s;) = K; sont les coeflicients de la combinaison linéaire.

Or on sait que les formules d’intégration (classique) approchées sont de la forme

b n
[ rd =Y xw) 6.90)
i i1

ot les A; sont les poids de la méthode d’intégration considérée et les ¢; les points d’intégration
de lintervalle [a, b] qui dépendent aussi de la méthode choisie.

L’expression (6.90) peut alors étre considérée comme une formule approchée de l'intégrale

T
y(t) = /K(t,s)a:(s)ds (6.91)
0
Cette équation qui relie Ventrée A la sortie est une équation intégrale linéaire de Fredholm de
lere espéce.
Dans la pratique, il sera toujours question de déterminer z(s) lorsque 'on connait y(t) . Ce

qui nécessite des méthodes spécifiques [51].
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La méthode décompositionnelle permet de mieux résoudre ces types d’équations (linéaire

ou non) & condition qu’elles se présentent sous la forme canonique.

En appliquant ’algorithme (6.41) & Péquation (6.92) on a :

y(?)
=0 =
.................................... (6.92)
i T
R / Kt s)a(s)ds +2,(0)
avec
T
b= [ K(t s)ds (6.93)
51 la solution «(t) sera donnée par :
EEEY lJ:an,) \U.n )
e 0

Cette solution dépendra des forictions ¢ et A qui sont généralemeinn connues, supposées régn-

heres.

3i utilise la transformation &'4guation de m cn éanation de a, alors
Si on utilise la transformat nia Fredhol le Volterra, alors

lalgorithine(6.81) appliqué a I'squaiion (6 97) dounera -

o) =
(6.5)
T \ 1
Tn41 (t) - }“(7)* / I {?'.7 :“.’17;'3(.5‘) - J,‘n(é‘)]ds - FL([) / Ails \J:,?-"(\‘S)(L?S



avec
t
h(t) = /K(t,s)ds 0<t<T
0

Et la solution exacte z(t) sera donnée par :

o0
z(t) = Z Tn(t)
n=0
soit une solution approchée
N
-'r(t) = an(t)
n=0

6.6 Conclusion

(6.96)

(6.97)

(6.98)

La difficulté de application de la méthode décompositionnelle aux équations intégrales de

premiére espéce est essentiellement liée a la recherche de bonnes formes canoniques. V.Seng

avait donu[55] un debut de solution & la problématique. Ce {ravail vient en complément en

fournissant de nouvelles formes canoniques 4 travers des résultats originaux.

Les formes canoniques proposées dans ce travail sont plus simples et peuvent étre appliquées

a tout type d’équations intégrales de lere espeéce. L’efficacité de nos résultats a été vérifiée sur

des exemples simples dont les solutions théoriques sont connues. Désormais ces résultats peuvent

étre appliqués aux modéles biologiques compliqués.
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Chapitre 7

Conclusion générale

CONCLUSION GENERALE

Au terme de notre travail, nous pouvons dire que la méthode décompositionnelle décritc dans
la prémiére partie de ce document, est dotée d’une base théorique suffisante(1][18][55]etc. Kile

peut étre présentée comme une théorie générale de résolution explicite des systémes dynamiques.

Telle que nous 'avons constaté tout au long de ce travail, la méthode d’Adomian permet
d’appréhender de nombrcux problémes linéaires ou non avec simplicité et efficacité
sans linéarisation ou discrétisation .

La méthode d’Adomian permet d’éviter des approximations grossiéres généralement ren-
contrées dans les méthodes de lin¢arisation. L’utilisation des schémas classiques de différences
finies nécessite la connaissance de tous les coefficients intervenant dans la formulation. A ce ni-

4
veau, l’avantagé et Poriginalit© de la méthode d’ Adomian sont dus au fait qu’elle peut fournir
une approximation analytique de la solution méme lorsque les valeurs de certains parameétres
sont inconnues. Cela ouvre la voie & de nombreuses et utiles applications : identification, opti-
misation, contréle etc.Douc la méthode présente un interét certain par rapport aux méthodes
classiques de controle optimal car 'utilisation préalable de la méthode d’Adomian permet de
sc ramener a un probléme d’optimisation classique sur lequel on peut greffer la méthode d’op-

timisation globale Alienor[20].

D’autre part, nous savois que la convergence d’un algorithme vers la solution exacte de
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I'équation fonctionnelle & résoudre est bien évidemment ce que 'on attend de toute méthode.
Cette préoccupation est bien satisfaite A travers certains exemples concrets traités dans ce

document.

Dans notre travail, nous avons abordé deux grands types d’équations fonctionnelles com-
plémentaires : des équations de diffusion régies par des EDP et des équations intégrales.
Nous avons apporté quelques réponses 4 certaines interrogations soulévées quant aux difficultés

d’application de la méthode décompositionnelle d’Adomian.

Au niveau des EDP, plus précisément des équations de diffusion-réaction de la forme u; =
alAu -+ F(u), nous avons pu deéfinir une condition suffisante de convergence de la méthode
d’Adomian, facile a vérifier sur des exemples concrets. De plus, nous savons que le schéma
classique de la méthode d’Adomian ne se préte fort bien qu’a la résolution des problémes de
Cauchy on seules les conditions initiales apparaissent. Ce qui n’est pas le cas pour dautres
types A'ISDP. Tei, Foriginalité de notre travail a consisté a trouver une technique pour pouvoir
appliquer directement la méthode d’Adomian aux équations paraboliques avec des
conditions initiales et des conditions aux limites. Nous ne pouvons affirmer que 'on

st v e el D avee cette nouvelle technique. Mais déja ce travail est un

sortant dans ia rocerene de la prise en comple des contraintes imposées a une ED1 par

la méthode d’Adomiian ¢t peut done ouvrir le champ a la résolution de cet épineux probleme

reste partiellement ouvert{13].

Quant aux équations intégrales, nous savons que la forme canonique est une condition
sine qua non d’application de ia méthode décompositionnelle d’Adomiar. Nous avons dans co
travall donné des résultats originaux pour 'obtention de la forme canonique des équations
intégrales de premiére espéce qui ne sont pas d’emblée sous une forme canonique. Nous
avons d’abora procédé par une technique basée sur la substitution pour obtenir une forme
canonique de tout type d’équation intégrale de premiére espéce( Volterra ou Fredholm
). PPar suite, nous avons montré comment transformer une équation de type Fredholm en

une équation de type Voterra en utilisant la relation de Chasles. De cette transformation
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Pour nos études, nous avons restreint le domaine de travail & une dimension, mais il y a la
possibilité de généraliser & une dimension n quelconque en utilisant les formules des polynémes

d’Adomian en dimension n [55][56].

Jusqu’a ce jour, nous ne prétendons pas encore savoir résoudre tous les problémes( surtout
non linéaires )avec la méthode d’Adomian. Les recherches sont loin d’étre terminées. Mais
nous esperons que I’amélioration de la méthode d’Adomian permettra de résoudre dans le

futur des systémes fonctionnels de plus en plus complexes, pour la satisfaction des utilisateurs.

IIn définitive, malgré cet apport & la méthode d’Adomian, beaucoup de problémes de-
meurent ouverts[18]. Nous sommes donc invités & continuer de travailler sur ce sujet bien
passionnant qui repose sur les importants travaux du Pr Cherruault et de son équipe au

Laboratoire Medimat de I’Université Pierre et Marie Curie(Paris VI).
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Résumé

Dans cette these, nous étudions la méthode décompositionnelle d’Adomian pour la
résolution numérique de deux grandes classes d’équations forictionnelles : des équations aux
dérivées partielles(EDP) de type diffusion réaction et des équations intégrales.

Cette thése est composée de six chapitres regroupés en trois parties.

La premiere partie est une présentation générale de la méthode d’Adomian avec les
principaux résultats de convergence et de calcul des polyndmes d’Adomian

La deuxieme partie concerne les EDP de type diffusion réaction :

- D’abord, nous rappelons des généralités sur les équations au: derivées partiziles
associées aux phénomenes de diffusion. Nous retenons deux exemples de modeles de
diffusion que nous traiterons par la suite : « la diffusion d’une scuche de bactérie dans 1'cau »
ct « la diffusion de médicaments dans le cerveau ».

- Ensuite, nous procédons a la résolution cffective des problemes de diffusion 1éaction
avec des résultats originaux. La forme canonique d’Adomian associée a des EDP avec
conditions initiales et aux limites est difficile a trouver. Nous proposons dcs approches
originales pour y parvenir par adjonction de fonctions dans le premizr terme de la série
d’Adomian. Nous avons testé ’efficacité de nos idées sur des exemples concrets et montré un
résultat de convergence théorique de I’algorithme d’Adomian appliqué aux problemes de
diffusion réaction.

- Enfin, nous abordons un probléme de controle optimal associé a la diffusion de
meédicaments dans le cerveau pour une thérapeutique optirnale dans le traitement de cancer.
Pour cela nous avons fait un couplage de la méthode d’optimisation globale Alienor avec la
méthode d’Adomian, ce qui nous a permis de ramener le probicme de contrdle optimal a un
probléme d’optimisation classique sans contrainte.

Dans la troisiéme partie, nous traitons des équations intégrales :

- Nous rappelons d’abord les différents types d’équations .ntégrales et les méthodes
classiques de leur résolution numérique.

- Ensuite, nous abordons « ’étude des équations intégrales de premiére espéce par
la méthode d’Adomian ». La méthode d’Adomian s’applique sans difficuite¢ aux équations
intégrales de deuxiéme espece et celles de trois *me espece. Cependant vne difliculté niajeure
résidait au niveau des équations de premiére es »¢ce qui ne sont pas sous la forme canonique
d’Adomian. Nous montrons par des techniques originales comment consiruire des formes
canoniques appropriées des équations de premiere espéce afin de rendre possible leur
résolution par la méthode décompositionnelle.
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