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INTRODUCTION

Ce travail concerne essentiellement les §-algebres de Bernstein.

Dans le premier chapitre, nous rappelons les définitions et les résultats de base
connus dans la théorie des algebres génétiques et qui inteviennent dans notre travail.

Le deuxieme chapitre nous donne des conditions suffisantes pour qu’une algebre
de Bernstein soit génétique. On établit notamment que toute algebre de Bernstein
de dimension finie vérifiant la deuxieme “condition faible d’Engel” ou la troisiéme
condition d’Engel est génétique. Les résultats obtenus nous donnent l'occasion de
classifier certains types d’algebres de Bernstein train.

Les algebres vérifiant une équation train aux trois premieres puissances mixtes font
l'objet d'une étude globale dans le troisieme chapitre. Nous exhibons deux classes
principales appelées respectivement d-algebres de Bernstein et §-algebres de Walcher.

A partir de la notion d’opérateur d’évolution. nous retrouvons dans le quatrieme
chapitre les deux classes d’algebres précédemment définies. Nous montrons alors que
du point de vue structure algébrique, les d-algebres de Bernstein sont tres proches des
algébres de Bernstein. Quant aux d-algébres de Walcher, elles rappellent les algebres
de Walcher. Dans ce sens, les algebres de Bernstein sont les 0-algebres de Bernstein et
les algebres de Walcher, les —%-alg‘ebres de Walcher. Ces derniéres étant génétiques,

nous montrons que les §-algebres de Walcher sont génétiques.



ALGEBRES GENETIQUES

1.1. Survol historique.

C’est en 1923 que S. Bernstein posait le probleme de la classification des
opérateurs d’évolution satisfaisant au principe de stationnarité. En d’autres termes, la

classification de tous les opérateurs quadratiques idempotents agissant sur I'ensemble
n

des n-uplets = (z1, 22, ..., x,) tels que ZEL =1,z,>0(i=1,...,n). Le principe
de la stationnarité est en génétique, unZe: lgénéralisation des lois de Mendel et du
théoreme de Hardy-Weinberg.

A la suite des travaux de Serge Bernstein, les algebres génétiques ont pris naissance
en 1939 par les écrits de I. M. H. Etherington. En 1947 R. D. Schafer définissait,
au moyen de 'algebre des transformations des objets appelés. maintenant. algebres
génétiques au sens de Schafer. En 1969, H. Gonshor marquait cette théorie par sa
définition des algeébres génétiques au sens de Gonshor. Pour plus de détails. voir [12]
et [23].

La théorie des algebres génétiques, connue aujourd'hui sous 'appellation Algebre

génétique, est une branche des algébres non associatives sans élément unité.

1.2. Définitions et résultats de base.

Soient K un corps commutatif et 4 une K-algebre commutative. Le couple (4,w)
est appelé algébre pondérée si w : A — K est un morphisme non nul de K-algebres.
Le morphisme w est alors appelé pondération ou fonction poids de 'algebre A. Le

poids d’'un élément = de A est le scalaire w(x). Si A est une K-algebre de dimension

2.

4
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finie, on dira que A est une algebre génétique au sens de Gonshor s’il existe une base

{eg.e1....,en} de A sur K telle que :

n n n
2
eqg = ey + 5 Yook€k. €p€; = g Vojk€k.  €i€5 = E YijkEL
k=1 k=j k=mar{tj}+1
avec i,7 > 1.
Les constantes yo;; (1 = 0,1,...,n) sont appelées les racines train et {eg,e1,...,en}

la base canonique de l'algebre A. Les algebres génétiques an sens de Gonshor sont
nécessairement pondérées. 11 suffit pour cela de considérer 'application K-linéaire
w: A — K définie par w(eg) = 1 et w(e;) =0 pour i = 1,2,...,n. On vérifie sans
difficulté que w(zy) = w(z)w(y) quels que soient x, y dans A.

On dira qu'une K-algébre pondérée (A,w), de dimension finie, est une algébre
génétique au sens de Schafer si, pour tout T = Xidg + f(Ry, Ryy..--. Ry,), le
polynome caractéristique, Pr(X)=dét(T — Xid4) ne dépend des z; qu’a travers leurs
poids w(x;), ou A € K et R, est la multiplication de A définie par z;, f étant un
polynonie en indéterminées associatives non commutatives. Toute K-algebre génétique
au sens de Gonshor est une algebre génétique au sens de Schafer([23]). La réciproque.
ent général fausse. est vraie si le corps est algébriquement clos. En fait. sur un corps
algébriquement clos il y a équ-ivalence entre “étre une algebre génétique au sens de
Gonshor” et “étre une algebre génétique au sens de Schafer”.

Soit A une K-algébre commutative. Pour tout élément =z de A on définit les

puissances principales et les puissances pleines de z respectivement par :

ou k > 1 est un entier.

On dira que A est une nil-algébre de nil-index k si * = 0 pour tout r dans A et k
est le plus petit tel entier.

Un élément = de A vérifiant £ = x est appelé idempotent de A. L'algebre A est dite
a puissances associatives lorsque z'xrd = ' pour tout x dans A et é,j > 1 entiers.

On dira que A est une algebre de Jordan (commutative) si 22 (ry) = £(xy) quels que
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soient x, y dans A. Il est bien connu que toute algebre de Jordan est a puissances
associatives.

Soient U et V' deux sous-espaces vectoriels de A. On note UV le sous-espace vectoriel
de A engendré par les éléments de la forme uv, u et v parcourant respectivement
U et V. Les puissances principales et les puissances pleines de U sont définies

respectivement par :

Ut =U, UM =UU¥

f

Ultl =y, yk+1l = ki,

On dira que l'algébre A est nilpotente (resp. résoluble) d'inder k si A¥ = 0 et

AF=1 £ 0 (resp. Al =0 et A1 £ ().

THEOREME 1.2.1([1]). — En caractéristique z€ro, toute nil-algébre commutative de

dimension finie et de nil index < 3 est nilpotente.
Le résultat suivant est di a Albert.

THEOREME 1.2.2. — En caractéristique différente de 2. toute nil-algébre de Jordan

de dimension finie est nilpotente.

Soit (A.w) une K-algébre pondérée. On dira que A est une algebre train s'il existe

un entier r et des constantes v; € K tels que :
r—1 -1
m A w(n) T 4+ emw() T e =0

pour tout r dans A; le plus petit entier r donnant lieu a cette identité. nommeée
équation train, est appelé le rang de I'algébre A. Observons que 1+~ +...+7.-1 =0
car w est non nul.

Soit P(X) le polynome de K[X] défini par P(X) = X"+ X" + ...+ v X.
Dans une extension convenable de K ( corps de rupture de P(.X) par exemple ) on
aP(X)=X(X—-1)(X—-X\)...(X = A—2). Les scalaires A\g = 1, A1, ..., A,_2 sont
appelés les racines train principales de A. Toute algeébre train admet une unique

pondération. Dans une algebre train tout idempotent non nul est de poids 1.
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Les algebres génétiques au sens de Schafer sont des algebres train. Mais la réciproque
est fausse ([23,théoreme 3.10]).

Si (A, w) est une algebre pondérée alors A admet la décomposition A = Ke & N oi
N = kerw est le noyau de la pondération w et e un élément de A de poids 1 (un tel
¢léinent existe toujours ). On sait que N est un idéal de A. La proposition suivante

est bien connue.

ProposITION 1.2.3 ([19]). — Soient K un corps commutatif et (A, w) une K -algébre
pondérée. Si (A,w) est une algébre train (resp. une algébre génétique) alors l'idéal
N = kerw est nil (resp. nilpotent).

La réciproque de cette proposition est mise en défaut par 'exemple suivant :

Exemple 1.2.4. Soit A la R-algebre commutative de dimension 3 dont la table de

. . . - 2
multiplication dans la base {eg, e, e2} est donnée par eg = ep, ege:

o

= €1, €] = €2,
les autres produits étant nuls. Lapplication w : 4 — R telle que w(ey) = 1,
w(e1) = w(ez) = 0 est une pondération de A. Soit = dans A, x = agpep + 1€ + zeg,
a; € R (i = 0,1,2). On a 2% = ofep + 2apaqe; + ajes, 72 = adey + aglai +
apaz)e) + 2apa aaeq et ot = ageg + adas (201 + apaz)er + apa (f + agas)es. Par
suite 2t —apz® —apay 2 +afar = 0 et cette relation ne dépend pas que de w () = ag
niais aussi de «vp. Ainsi Ualgebre (4. w) n’est pas une algebre train, donc non génétique.
Cependant. le novau .V = kerw ., vérifie N? = 0 et N est nilpotent. Par conséquent N
est un nil-idéal.

On dira qu'une K-algebre pondérée (A.w) est une algébre train spéciale  si

N = kerw est nilpotent et ses puissances principales N¥ (k > 1) sont des idéaux de A.
Le théorenie suivant caractérise cette classe d algebres.
THEOREME 1.2.5 ([23]). — Soit (A.w) une algébre pondérée. Les assertions suivantes
sont équivalentes :
(i) A est une algébre génétique au sens de Gonshor et les puissances principales Nk
de N = kerw sont des idéaux de A,
(it) A est une algébre train spéciale.

On sait alors que toute algebre train spéciale est une algebre génétique. De plus, il
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existe des algebres génétiques qui ne sout pas des algébres train spéciales. L'exemple
suivaiut nous en fournit 'illustration.

Exemple 1.2.6. ([21, théoreme 3.30]). Soit A la R-algebre dont la multiplication

dans la base {cp,c1,....c5} est définie par : ¢3 = ¢y, coc; = %cl, coCr = 3,

W —

o)

1 2 e 4 T
C2, C1Co = 3Cy, C§ = 1%05’ les autres produits étant tous nuls. L’algébre A est

c

—1
==

pondérée par l'application w : A — R, w(cp) = 1 et w(e;)) =0, (i = 1....,5). On

aN =kerw =<cy,...,c5 > N? =< ¢a,c4,c5 >, N° =< ¢4,c5 > et N* = 0. Mais
N? n'est pas un idéal de A car coey = ic;g ¢ N2 Donc A n’est pas une algebre train
spéciale. Par contre elle est génétique au sens de Gonshor.

Puisque les algebres génétiques sont des algebres train, du théoreme 1.2.5, il vient

que toute algebre train spéciale est une algebre train.

On peut noter le résultat suivant da & Abraham ([1]).

THEOREME 1.2.7. — En caractéristique différente de 2. toute algébre train

cornmutative de rang < 3 est une algebre train spéciale.

Exemple 1.2.8. Soit A la K-algebre commutative de dimension 6 dont la

multiplication dans la base {co,cy....,c5} s'écrit ¢ = ¢q, coey = se (i =1,...,5).
Clta = Cacg = —C1C5 = (3, C1C3 = C4, CaC3 = 3, les autres produits sont
nuls. Soit z un élément de A de poids 1. Alors z = ¢y + aycy + -+ + ases et

w? = = 2(an — o+ apoy o + 200 azcy + 20000, 23— 27 = (27 —x)+2(ar 00 —
s + oy ) (rpey + ages ). Par suite A est une algebre train vérifiant 1'équation train
rt—2u(r)r? + gw(z)QrL‘Q — iw(L)dl' = 0. Mais le noyau NV = kerw =< ¢y, ....c5 > de
w 1'est pas nilpotent puisque N? = N? =< ¢3,¢4,¢5 >. On obtient ainsi une algebre
train de rang 4 qui n’est pas une algebre train spéciale.

THEOREME 1.2.9. ([11]). — Soit (A, w) une algebre train de rang 4. Pour tout © dans
A de poids non nul. la sous-algébre engendrée par xr est une algebre train spéciale.

Nous montrons a travers I'exemple ci-dessous que le rang 4 est le meilleur possible
daus le théoreme 1.2.9. En d’autres termes, le résultat n’est plus vrai pour les algebres
train de rang n > 5.

Exemple 1.2.10. On considere la R-algebre commutative dont la table de
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multiplication est donnée dans la base {eg, eq,...  €n—2} DA : €5 = eg, €0€; = i1,
n—2
2 . . .
ef =e2 (i =1....,n—3). n > 5, les autres produits sont nuls. Soit z = eg + E e
i=1
n—3
9
dans 4. Ona @ 2° — 2 = —ey + (207 + of — ag)es + E (20; — j11)e54, et
i=2
n—4
.3 2 2 ' )
r? —r® = —ay(og + Lea + (201 + af — az)ez + E (20;; — vi11)€442. 11 est facile
i=2
d’établir par récurrence sur k que zFtl — gk = —ar(a1 + Dex + (207 + a% -
n—2—=k
a2)er1 + E (20 —ajrr)eirk (B = 2,3,...,n — 4). Par suite, 2" 2 — z" 3 =
i=2
2 n— - ]
—ai(ay + l)ep—g + (200 + a7 — az)en_2, "1 — 2772 = —ay(ay + 1)e,_o et enfin
" —2"~! = 0. Donc, pour tout z dans A, on a " —w(z)z” "1 = 0. Posons zy = eg+e;.

Alors rf =eg+e1+...+ep_1 +3ex (k=2,...,n—=2) et:z:g“l =eyt+er+...+e, 0.

n—1
Montrons que la famille {zq, z3,23,..., 20!} est libre. En effet, si Z Bzl = 0 alors
=1
en se ramenant a la base {ep. €1, -,e,_2}onobtient : 31+ 3 +... 48,1 =0.3; =0
et 3+ k1 +. . F 01 =0, (k=2.3....,n=2). Soitdonc )y = 3 = ... = 3,_; = 0.

Par conséquent A est une algeébre train monogeéne de rang n > 5, engendrée

NP, - D) )

par l'élément zy. On a N = kerw =< e1,e3,...,6,_2 > avec N° =< eq > et
AT 7 2 ) . N . . .

eoN” =< e3 >¢Z N-°. Donc (A,w) n’est pas une algébre train spéciale car N? n’est

pas un idéal de A.

Remarque 1.2.11. Les exemples 1.2.8 et 1.2.10 nous montrent que pour n > 4 il

existe des algebres train de rang n qui ne sont pas des algebres train spéciales.
Un corollaire immédiat du théoreme 1.2.9. donné dans [12], est le suivant.

C'OROLLAIRE 1.2.12. — Soit (A.w) une algébre train de rang 4 de racines train

et Ao # = alors A admet au moins un idempotent

LI =

principales 1. Ay et Ao. Si Ay #
non nul.

L’exemple suivant nous montre que si % est ure racine train principale d’une algebre
train A de rang 4. alors 4 peut ne pas admettre d’idempotent non trivial.

Exemple 1.2.13. Soient K un corps de caractéristique différente de 2 et A

la I -algébre dont les produits non nuls dans la base {e,u,v} sont : e? = e + u,
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cu = au+vetev= %U avec o € K. A est une algebre train de rang 4 d’équation
train z* — (o + 3)w(z)z® + $(1 + 3a)w(r)?2? - saw(z)®s = 0 et ses racines train
principales sont 1, % et a. Soit maintenant x = e + zju + rav un élément de poids 1
de A.Siz? =ralorszy =0et 1 -2z + 20x; = 0. Ce qui est impossible et donc A

n’admet pas d'idempotent non nul.

1.3. Introduction aux algeébres de Bernstein.

En suivant [12] on peut poser le probleme de Bernstein comme suit. Un état de la

population dans une génération étant décrit par un vecteur x = (xy,...,z,) de R™ tel

n
que r; > 0 et Z z; = 1, soit A" ! le simplexe de tous les états de cette population

=1
défini par :
n
A ={(z),.. . 2,) €ERY | 2y > 0,w(z) = E r; =1},
i=1
Observons que A”~! est un ensemble convexe. Les vecteurs ej....,e, de la base

naturelle de R™ sont appelés les types d'individus dans la population considérée. Soit

pij.k la probabilité pour qu’un individu de type e provienne de parents de types e;
n

et ¢, dans la génération suivafite. Alors p;;r > 0 et Z Pise = 1. On admettra que
k=1

Pijk = Pji. en supposant que l'origine des parents n’a pas d'immportance chez les

descendants. Les nombres p;; ;. sont appelés les coefficients d hérédité.

Si.t = (ry,...,2y,) est 'état d'une population alors, dans la génération suivante.
N A . 1 A ! W ! .
son état est donné par ' = (z....,z),) tel que:
. -/ —_— N - s .
L = Pij kLl
1<i<j<n

pour tout entier & tel que 1 < & < n.

Ces formules définissent une application quadratique V : A"~! — AP~z — 1/,
appelée opérateur d ‘évolution de cette population. Un état x est dit en équilibre (stable)
si V(z) = . Un opérateur d'évolution V est dit stationnaire d’ordre k si V5! = V&,

Le probleme posé par Bernstein est la description de tous les opérateurs d’évolution

stationnaires.
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Un opérateur d’évolution V' peut s’interpréter de la facon suivante. Sur le R-espace

vectoriel R™, on définit une multiplication commutative par :
n
€i€; = Zpij,kek (1<i<ji<n)
k=1

ou {ey,....e,} est la base canonique de R™. On obtient ainsi une algebre

commutative pondérée (A,w), non nécessairement associative, o w : A — R,
n

(L1 . xy) — E z; et A = R"™. Par suite. un opérateur d’évolution V' définit sur

i=1
R™ une unique algebre commutative Ay satisfaisant

pour tout x dans A"~!. L'algebre Ay est alors appelée algébre d évolution
de la population considérée. Notons que dans ce cas VFt! = V¥ équivaut a
=2 = ()2 2 quel que soit @ dans A (dans le cas ot V(z) = z2). Pour
k=1.1ie V? =V, on dit simplement que V est stationnaire.

TueoriME 1.3.1 ([12]). — L’opérateur V est stationnaire si et seulement si

2B = w(x)?x?.

1.4. Structure des algebres de Bernstein.

Dans ce paragraphe. K désignera un corps commutatif de caractéristique différente

de 2 et 4 une K-algebre commutative non nécessairement associative.

Définition 1.4.1. On appelle algébre de Bernstein toute K-algebre pondérée (A.w)
vérifiant I'identité = — w(x)?z> = 0 pour tout z dans A.

Soit (A.w) une K-algebre de Bernstein. Alors A admet une pondération unique.
De plus. si  est un élément de A de poids 1 alors (22)? = B = 22 et donc A
admet un idempotent non nul. Si e est un tel élément alors l'algebre A admet la
décomposition de Peirce A = Ke @ U, & V. avec U. = {x € kerw | ex = %L} et
Ve, = {x € kerw | ex = 0}.

La proposition suivante sera d'une grande utilité.
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ProposiTiON 1.4.2 ([13]). — Si A = Ke® U, & V. est une K-algébre de Bernstein
alors

(1

P

U2cv, UV,CU., VEcCU., UV2=0,

) Us
(2) u? =0 et uy(uqus) + ua(uguy) + ug(uyug) =0,
(3) w(uv) =0 et ui(uzv) + uz(uv) =0,

(4) (uww)? =0 et (u1v)(ugv) = (uv)(uvy) = 0;

avec u, uy, us € Ug etv, vy, vo €V,

Dans toute la suite du paragraphe (A, w) désignera une algébre de Bernstein. Si e
est un idempotent non nul fixé dans A, 'ensemble des idempotents non nuls de A est

donné par

L(A) ={e+u+u®lucU}

. 9 . -
Soient ey = e + ug + ug, uo € U, un autre idempotent et 4 = Keg & U,, £ Ve,
la décomposition de Peirce de A relativement a ey. Les sous-espaces U, et V., sont

donnés par U, = {u+2ugu | u € U} et Vo, = {v — 2ugv — 2uiv | v € V. }.

ProrosiTION 1.4.3. — Sotent (A, w) une K-algébre de Bernstein, e et eq deux
idempotents de A tels que A =-Ke o U, B Ve et A = Keg D Uy, & Ve,. Alors on a les

isomorphismes de K -espaces vectoriels U, = U, et V, = V,,.

En effet. il suffit de voir que ¢ : Uy — Ue,. u — u+2upu et ¢ : Vo — Vo,
v — v — 2ugr — 2uv sont des applications linéaires bijectives.
De la proposition ci-dessus, il vient que les dimensions de U, et de V, sont

indépendantes du choix de I'idempotent e. D’ou la définition suivante :

Definition 1.4.4. On appelle type d’'une K-algebre de Bernstein A = Ke< U, 2V,
le couple (1 4 r,s) avec r = dimgU, et s = dimg V.

Le type d'une K-algébre de Bernstein intervient dans de nombreux théorémes de
classification.

Il est aussi bien connu que les entiers dim g U2 et dimg (U V. + V,?) ne dépendent
pas du choix de 'idempotent e dans la décomposition A = Ke & U, & V..

Les définitions suivantes. qui en découlent, ont été introduites par Lyubich ([12]).
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Une algebre de Bernstein 4 = Ke & U, &V, est dite exceptionnelle si U2 = 0 et
normale (ou conservative) lorsque U, V, + V2 = 0.

Toute algebre de Bernstein de type (141, s) avec in f(r, s) < 1 est soit normale soit
exceptionnelle [12, corollaire 3.4.24|. La proposition suivante donne une caractérisation

de ces deux classes.

Prorosition 1.4.5 ([19]). — Soit (A, w) une K -algébre de Bernstein. Les assertions
suivantes sont équivalentes :
(i) (A,w) est une algébre de Bernstein normale (resp. exceptionnelle)

(1) 2%y = w(z)zy (resp. (zy)? = w(zy)zy) quels que soient x et y dans A.

Soit (A,w) une K-algebre de Bernstein. On sait que A se décompose sous la forme

A= Kesx Nou N = kerw est le noyau de la pondération.

Prorosition 1.4.6. — Si [ est un idéal de A alors le sous-espace vectoriel NI est

aussi un idéal de A.

En effet. supposons que [ est un idéal de A. Alors NI C [ et donc
N(NI) ¢ NI. Tl suffit donc de montrer que e(NI) C NI. Or, la formule
vy + w(x)ey — 2(ex)(ey), provenant de la linéarisation de lidentité
z° = 0, pour tout parcourant [ et y parcourant N, nous doune

cette inclusion. car si [ ¢ N, on peut supposer que e € [. D’ou le résultat.

COROLLAIRE 1.4.7. — Les puissances principales N*¥ de N = kerw sont des idéauz

de A.

En effet V étant un idéal. il suffit de procéder par récurrence sur k& > 1 en utilisant
la proposition 1.4.6.
COROLLAIRE 1.4.8. — Soit (A,w) une K-algébre de Bernstein. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :
(1) (A.w) est une algébre train spéciale,
(i1) (A.w) est une algebre génétique.
(ii1) kerw est un idéal nilpotent.

En effet, (i) = (ii) par le théoreme 1.2.5. (i1) == (i4i) par la proposition 1.2.3 et
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(191) == (¢) par le théoreme 1.2.5 et le corollaire 1.4.7.

ProposITION 1.4.9. — Soient (A, w) une K -algébre de Bernsteinet A = Ke®U, BV,
sa décomposition de Peirce relativement a l'idempotent e. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i,
(i1

) (A.w) est une algébre de Jordan,
)

(#11) (A,w) vérifie équation train r° — w(z)z® = 0,
)

(A, w) est une algébre a puissances associatives,

(iv) Il existe un idempotent e tel que V.2 = 0 et v(vu) = 0 quels que soient u € U,,
ve Ve,
(v) V.2 =0 quel que soit l’idempotent e dans A.

Dans une algebre de Bernstein A = Ke & U, & V., le sous-espace vectoriel
={ue U | uwlU. =0} = U, N AnnU, est un idéal de A. Il a été prouvé
dans [8] que Ly est un invariant de I'idempotent. De plus l’algébre quotient A/Lg est

une algebre de Bernstein-Jordan.

Leatve 1.4.10 ([13]). — L3 =0, V2 C Lo, UZLo = 0 et v(vu) € Ly quels que

sotentu € Ug. v € V,.

THEOREME 1.4.11 ([17. théorerne 2.7]). — Soit (A.w) une algébre de Bernstein de
noyau N = kerw. Alors, les assertions sutvantes sont équivalentes :
(i) N est une nil-algébre.
(1) A est une algebre train.

P w(r)zt) (- %w(:c))r“g =0.

E4

De plus. son équation est de la forme : (x

Remarque 1.4.12. Puisque nos algebres sont non associatives, 'équation train

(r? —w(r)z?)(r ~ Sw(m))’_3 =0 devrait se mettre rigoureusement sous la forme

—1)k | /r=3 r—3
o+ w4y w(z) T = 0 avec 7/“:(—9'/?)_{< k >+2<A“—1)J’

1 < k < r— 1. Mais cette notation est souvent utilisée par souci de simplification.



AUTOUR DE LA CONDITION D’ENGEL DANS
LES ALGEBRES DE BERNSTEIN

2.1. Préliminaires

Soient K un corps commutatif et A une K-algébre non nécessairement commutative
ni associative. Pour tout z dans A, désignons respectivement par L, et R, les
multiplications & gauche et a droite de A définies par 1’élément z. On dira que A
vérifie la k-ieme condition d’Engel a gauche (resp. & droite) si L¥ = 0 (resp. RF = 0)
pour tout z dans 4, ot k > 1 est le plus petit tel entier. Si 'algebre A est commutative,
on parlera simplement de k-ieme condition d’Engel.

Soit A = Ke& U, &V, une K-algebre de Bernstein. Si U, = 0, A est dite constante
car pour tout £ = Ae + v de A olt A est dans K et v dans V,, on a z2 = \%e. Dans
ce cas, si N = kerw alors, N = V, et IV est trivialement nilpotent car N? = V2=
Ainsi, dans toute la suite, on supposera que les algebres de Bernstein considérées sont
non constantes et on établira des conditions suffisantes pour que l'idéal N = kerw soit
nilpotent, i.e pour que 'algebre de Bernstein (A.w) soit une algebre génétique.

Une K-algebre pondérée (A, w) ne peut satisfaire une quelconque condition d’Engel
au sens donné ci-dessus. En effet, si L* = 0 pour tout = dans A alors w(z) = 0 quel
que soit x dans A. Ce qui est absurde, puisque w est une application non nulle par
définition. On dira donc qu’une algébre de Bernstein (A, w) vérifie la k-iéme condition
d’Engel si I'idéal N = kerw vérifie la k-ieme condition d’Engel.

On a le résultat suivant :

-159-
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THEOREME 2.1.1. — Soient (A,w) une K-algébre de Bernstein et N = U, &V, =
kerw. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) N est un nil-idéal ,
(11) L’application Ly est nilpotente pour tout x dans N,

(i11) L’application Lyjy, est nilpotente pour tout v dans V.

En effet (i) = (ii) est donnée dans ([20]) et (ii) = (i4z) est triviale. Montrons
(i11) == (). Soit donc x € N. Alors il existe u dans U, et v dans V, tels que z = u +v.
D'oti 22 = u?+2uv+v? et 2° = v®+2u(uv) +uv? +uv+2(uv)v+v? = v2v+2(uv)v+us,
apres simplification a ’aide du théoréeme 1.4.2. La derniere expression nous montre
que 3 € U,. Par suite, on peut établir par récurrence sur 'entier k > 0, que
htd = L5|U6($3). Donc, si application Ly, est nilpotente d’index ¢ alors z'™3 = 0
et IV est nil.

On peut remarquer que siz = u4+v € N, pour tout £ > 0,on a L:ﬁz\? = L’;"Ue oL?C'N.
Cette relation nous donne I'implication (4i7) = (i7) dans le théoreme 2.1.1.

On dira qu’une algebre de Bernstein (A, w) vérifie la k-iéme condition faible d’Engel
si L’;‘Ue = 0 pour tout v dans V,, & > 1 étant le plus petit entier avec cette propriété
et A = Ke¢ U, &V, la décomposition de Peirce de A relative a un idempotent non
nul e. Cette notion, bien que relative & un idempotent, ne change pas si I'on change

I'idempotent. Seul l'indice de nilpotence peut changer. En fait, on a la proposition
suivante :

PROPOSITION 2.1.2. — Soient A = Ke®U,. 2V, = Ke'®U. &V, les décompositions
de Peirce d'une algébre de Bernstein (A,w) relativement & deur idempotents e et €.
Sl existe un entier k > 1 tel que wae = 0 alors Lff"f]/ =0, v et v parcourant
respectivement V, et V.

En effet, on sait qu'il existe ug € U, tel que ¢’ = e +ug +ug et siv' € Upr. v/ € Vi,
on peut trouver u et v respectivemnent dans U, et V, tels que v' = v — 2upv — 2uiv et

u' = u + 2ugu. Ainsi, la proposition 1.4.2 permet d’obtenir la relation :

LPFE (W) = LY, (v(vu) + 2v(uo(vu)) + 2vu(v(upu)) + 4dv((uov)(uon)))

‘U/|b’8/

pour tout entier p > 1 et le résultat en découle.
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THEOREME 2.1.3. — Soient K un corps de caractéristique différente de 2 et (A,w)
une K-algebre de Bernstein vérifiant la k-iéme condition faible d’Engel. Alors A est

une algébre train de rang r, aveck +1 <7 <k + 3.

En effet, si A vérifie la k-iéme condition faible d’Engel alors L,‘;[Ug = 0 et, par
suite, v*72 = 0 pour tout v € V,. Ainsi, puisque LE=1 2£ 0 pour un certain v € V,, le
théoreme 3.2 de [5] nous dit que A est une algebre train de rang r avec k+1 < r < k+3.

Nous montrons ci-dessous qu'’il existe des algebres de Bernstein vérifiant la k-iéme
condition faible d’Engel (k > 1) et qui sont des algeébres train derang k+1i (1 = 1,2, 3).

En effet. pour k£ = 1, soit A =< e, u,v >. Si les produits non nuls de A sont donnés

respectivement par :

(1) e =e, eu = ju;
(2) e? = e. eu = %u u? =v;
(3) e =e, eu=fu, v’ =u

alors (A.w) est une algebre de Bernstein train respectivement de rang 2, 3, 4.

Supposons maintenant que k > 2 et soit A; =< e, uy, ua, ..., Ug, v > avec comme
produits non nuls e? = e. eu; = %uj G=12,...k),vu; =uj;1 (J=1.2.... .k =1)
et v = uy; (1 = 1,2,3). On vérifie que (A;,w) est une algebre de Bernstein

exceptionnelle satisfaisant vF772 = up # 0, VA1 = 0 et LﬁlU = 0. Par suite.
le théoreme 3.2 de [5] nous dit encore que A; est une algebre train de rang £+

(1 = 1.2.3) vérifiant la k-iéme condition faible d’Engel.

2.2. Les premiéres conditions d’Engel

ProPOSITION 2.2.1. — Soit (A.w) une K-algébre de Bernstein. Si A vérifie la

premiere condition d’Engel alors N = kerw est nilpotent.

En effet. si L,y = 0 quel que soit z dans NV alors N2 =0.

PrOPOSITION 2.2.2. — Soit (A,w) une K-algébre de Bernstein. Si A wvérifie la
premiére condition faible d’Engel alors N = kerw est nilpotent.

En effet. si Ly, = 0 pour tout v dans Ve, alors U.V, = 0 et la proposition 4.2 de

[13] nous dit que N* = 0.
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2.3. Les deuxiémes conditions d’Engel

LemMmE 2.3.1. — Soit N une K-algébre commutative. Si N vérifie la deuziéme

condition d’Engel alors z(yz) = 0 quels que soient z, y, z dans N et N est associative.

En effet, comme N vérifie la deuxieme condition d’Engel on a z(zy) = 0 quels
que soient x, y dans N et en particulier 22 = 0 pour tout z dans N. Cette derniére
condition entraine que 2z(zy) + z%y = 2%y = 0 et comme la caractéristique de K est

différente de 2, nécessairement z(yz) = 0 quels que soient z, y, z dans N.

COROLLAIRE 2.3.2. — Toute algébre de Bernstein vérifiant la deuziéme condition

d’Engel est génétique.
En effet, d’aprés le lemme 2.3.1 on a N3 = 0.

Note 2.3.3. On peut se demander si une algébre de Bernstein dont le noyau
de la pondération est associatif n’est pas elle-méme associative. La réponse & cette
question est, en général, non et, de plus elle n’est pas n-associative pour tout

entier n > 3. Rappelons que le n-associateur d’'une K-algebre A est I'application

K-multilinéaire A x A x -+ x A — A définie par (z1,...,T,) — {T1,...,Zn}
n—1

ou {ry.....,z,} = Z(—l)k_l{a;l,...,:ck:rk+1,...,;I:n} pour n > 4 et {x;, 3,23} =
k=1

(x122)x3 — z1(x2x3). Une algebre peut ne pas étre associative, i.e 3-associative dans
le langage ci-dessus, mais étre 4-associative. Pour de tels exemples on renvoie a [19].
Dans le cas qui nous occupe concernant le corollaire 2.3.2, l'algebre de Bernstein
s’écrit A = Ke 5 N ou e est un idempotent et N = U, © V, une algebre associative
vérifiant (zy)z = 0 quels que soient .r. y, z dans V. En fait, le calcul du n-associateur
donne {e,....e,v,0'} = —271_—11}0’ quels que soient v, v’ dans V.. Cela nous dit qu'une
algebre de Bernstein n’est jamais n-associative pour tout entier n > 3, sauf si V.2 = 0.
En fait, 'unique algébre de Bernstein associative est l'algebre A = Ke @& V. avec
2 = 0. Nous donnons ci-dessous un exemple d’algébre de Bernstein non associative

dont le noyau est une algébre associative.

Exemple 2.3.4. Soit A la R-algebre dont la multiplication dans la base {e,u, v}

est donnée par e? = e, eu = %u, v? = u et les autres produits sont nuls. Cette algébre
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vérifie la deuxieme condition d’Engel. En effet, si x = au + fv et y = o’u + v alors
xy = 8F'u et z(zy) = 0. Par suite, le lemme 2.3.1 nous dit que N est associatif.

Quant a la deuxieme condition faible d’Engel on a le résultat suivant :

THEOREME 2.3.5. — Toute algébre de Bernstein de dimension finie vérifiant la

deuziéme condition faible d’Engel est génétique.
La démonstration de ce théoreme dépend du lemme suivant :

LEMmME 2.3.6. — Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2,
E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle et S un ensemble non vide de

K-endomorphismes de E qui anticommutent deux a deux. Alors ﬂ Kerf # 0.
fes

En effet, puisque f2 = 0 pour tout f dans S, les cas ot dimg(E) = 1 ou
S = {0} sont immédiats. Supposons donc que dimg(E) > 2 et qu'il existe un
endomorphisme non nul f dans S. Alors f2 = 0 et 0 # f(F) C Kerf nous
disent que F = Kerf # 0 et dimg(F) < dimg(£). Comme pour tout g dans
S, 9f + fg = 0. nécessairement g(£') C F i.e gy est un endomorphisme de F'. Donc
ﬂ Kerg= Kerfn ﬂ Kerg = ﬂ Ker(g;r). L'hypothese de récurrence sur

ges geS—{f} geS—{/}
la dimension nous dit ﬂ Ker(g;r) # 0. d’ol le lemme.
ges—{f}

Démonstration du théoréme 2.3.5. Soient (A,w) une K-algebre de Bernstein
de dimension finie et A = Ke & U, © V. sa décomposition de Peirce. Considérons
lidéal L = U, N Ann(U,) de l'algebre A. Si L = 0 on sait que l'algebre A est génétique
([131. [9]) et elle vérifie n'importe quelle condition d’Engel. Supposons que L # 0 et
considérons les multiplications Ly, @ Ue — Ug, u —— uv pour tout v daus V.
Comune Ly, (L) C L, puisque L est un idéal, on pose ¢, = L, .. Pour tout v dans
V., #2 = 0 car 'algebre A vérifie la deuxieme condition d’Engel, donc £,£, + Lyl =0

quels que soient v, v’ dans V. Le lemme 2.3.6 nous dit alors que I = ﬂ Ker({,) # 0.
veEV,
Puisque I € L C U,, el = I. U, I =0et VI =0, alors [ est un idéal de A et I'algebre

de Bernstein quotient A/I vérifie la deuxieéme condition faible d’Engel. L’hypothese
de récurrence sur la dimension nous dit que ’algébre de Bernstein A/ est génétique

ou encore. il existe un entier & > 1 tel que N¥ < I, donc N**' c NI C U I+ V. I =0.



-18-
Il s’ensuit que A est une algebre génétique d’apres le corollaire 1.4.8.

COROLLAIRE 2.3.7. — Toute algébre de Bernstein-Jordan de dimension finie est

génétique.

En effet, il sufhit de remarquer que toute algebre de Bernstein-Jordan de dimension
finie vérifie la deuxieme condition faible d’Engel ( voir condition (iv) de la proposition

1.4.9).

2.4. Les troisiemes conditions d’Engel

LemME 2.4.1. — Soit (A,w) une K-algebre de Bernstein. Les conditions suivantes
sont équivalentes :
(i) L'algebre (A,w) vérifie la troisiéme condition d Engel;
(i1) Pour toute décomposition de Peirce A = Ke® U, &V, on a v(v(ve')) = 0,
v(u'(vu)) = 0, w?(vu)+v(u?u') =0, v(v(UVe)) =0, v(wU2) =0, quels que

soient u. u' dans U, et v, v' dans V,.

En effet, soient z =u+vety =u +v' dans N = U, & V.. On a z(2y) = u(uu') +
w(vw)+o(un’)+o(ur’) +ov(vw) +o(ve’) car U V.2 = 0 et u(uV,) = 0 quels que soient v,
v’ dans V.. Done z(@(zy)) = u(u(un’))+ulu(ve’)+ulv(ue’) +u(v(ur’))+u(e(vn) +
uw(v(ve’)) + v(u(uw’)) + vlu(ew)) + v(v(ue’)) + v(o(u’)) +o(v(vn)) +v(v(ee’)). Or,
" les termes u(u(uw')). u(v(uw')), u(v(uv’)), u(v(vu')) et u(v(vv')) sont tous nuls. D’olt
w((ry)) = wlu(vw')) + vlu(w)) + v(u(uve')) + v(v(ue')) + v(v(we’) + v(e(vu’)) +

v(v(vr')). soit enfin

z(z(xzy)) =v(o(v)) + v(u(vu') + 5 (1 (vu) + v(uu)

+u(v(vu)) + v(v(v'u)) + v(v(uu'))

SN

Compte tenu de cette derniere formule, la condition (ii) entraine la condition (i).

Supposons maintenant que l'algébre A vérifie la troisieme condition d’Engel,
cest a dire, z(z(ry)) = 0 pour z, y parcourant N. On a, en particulier,
v(v(vu')) = v(v(vy')) = 0 et en faisant v’ = 0 dans la formule (2.4.2). on a

v(v(ur’)) = 0 quels que soient u dans U, et v, v/ dans V.. Donc v(v(UcVe)) = 0.
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Si 'on pose v = u' dans (2.4.2) on a v(vu?) = 0 quels que soient u dans U,
et v dans V, et, par suite v(vU?) = 0. La formule (2.4.2) se réduit alors a
0 = z(z(zy)) = uw(u(ve')) + v(u(u(u')) + v(u(vy’)) on, en remplacant v par —v
et en additionnant les deux équations on a v(u(vu')) = 0 et u(u(w'v)) +v(u(uu')) =0,
soit encore v(u?u') + u?(vu’) = 0 et le lemme s’ensuit.

Pour deux sous-K-espaces vectoriels B et C d’une K-algebre A, posons,

inductivement, B*)C = B(B(k'_l)C) pour tout entier & > 1 et BOOC = C.

LeMME 2.4.3. — Soient A = Kea U, &V, une K-algébre de Bernstein de dimension
finie. St pour tout v dans V, on a v(v(U.V.)) = 0, alors l'idéal N = U, &V, est

nilpotent.

En effet, considérons la suite décroissante de sous-espaces vectoriels de A,
U, = VE(O)Ue D V@(I)Ue DI Ve(k)Ue D V;(kH)Ue D ---. La sous-algebre N étant de
dirnension finie. cette suite est stationnaire et donc il existe un entier & > 1 tel que
Ve(mUe = VCUHI)UE. Si VE(MUe = (. l'algebre enveloppante F(V.) est nilpotente et le
théoreme 4.7 de [13] nous dit alors que 'idéal N est nilpotent. Sinon, c’est a dire, si
Vg(k)Ue #0,ona V.l =1avecl = Ve(k)Ue et les lemmes 4.3 et 4.4 de [13] nous disent
que I est un idéal de A contenu dans L. Considérons la famille de multiplications
(¢y)vey, o by o [ — I, x — vz avec v parcourant V.. Pour tout v dans V., £2 =0
car v(v(UcVe)) = 0 et I C U.V,. Donc la famille (£,),ecv, est anticommutative et le

lemme 2.3.6 nous dit que J = m Ker(f,) # 0. Or J est un idéal de A et l'algebre
vel,
quotient A/.J vérifie les conditions du lemme avec dimg(A/J) < dimg(A). Par

récurrence sur la dimension. le noyau de A/.J est nilpotent. Donc, il existe un entier
m > 1 tel que N™ C J. Puisque UpJJ = V.JJ = 0, on a N™™! = 0. Ainsi. N est
nilpotent et la condition (iii) du théoréme 4.7 de [13] nous dit alors que I = 0 est
le seul sous-espace vectoriel de A vérifiant VI = I, ce qui contredirait le fait que

I=VPU, £0.

COROLLAIRE 2.4.4. — Toute algébre de Bernstein de dimension finie vérifiant la

troisiéme condition d’Engel est génétique

En effet, d’apres le lemme 2.4.1. une telle algebre vérifie la condition du lemme
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2.4.3.

Le résultat exprimé dans le corollaire 2.4.4 n’est plus vrai si 'algebre de Bernstein
vérifie la troisieme condition faible d'Engel.

Exemple 2.4.5. Considérons la K-algebre de Bernstein de dimension 6 du contre-
exemple de Suttles ([18]) que nous appellerons algébre de Bernstein-Suttles. Pour cette
algebre, on a v(v(vu)) = 0 quels que soient u dans U, et v dans V, mais le noyau N
n’est pas nilpotent car V3 = N? £ 0.

Par contre, un tel exemple est en défaut en dimension < 5. Plus précisement on a

le théoréeme suivant.

THEOREME 2.4.6. — Toute algébre de Bernstein de dimension < 5 vérifiant n'importe

quelle condition d’Engel est génétique.

En effet, d’apres le théoreme 2.1.1, si (A, w) est une algebre de Bernstein vérifiant
n’importe quelle condition d’Engel alors I'idéal N = kerw est nil et d’apres le théoreme
1.4.11, toute algebre de Bernstein telle que IV est nil est une algebre train. Finalement,
d’apres le théoreme 3.1 de [18], toute algébre de Bernstein qui est une algebre train
de dimension < 5 est une algébre train spéciale, c’est a dire, IV est nilpotent et ses
puissances principales N* sont des idéaux de A. En particulier, A est une algébre

génétique.

2.5. Un contre-exemple

Considérons I'algebre de Bernstein-Suttles, ¢’est a dire, la K-algebre commutative A
de dimension 6 dont la table de multiplication relative & une base {e,e1,¢2,€3,€4,€5}
séerit 02 = e. eep = +eg (k = 3,4,5), e1ea = egeq = —e€1€5 = €3. €1€3 = €4,

esey = e5. les autres produits étant nuls. On a N = U, © V, avec U, =< e3.ey4, €5 >

5

et V, =< e;,e0 >. Si x = Zaiei est dans N, la matrice de la multiplication

=1
L,: N — N.y+—— zy dans la base {e1, €2, e3,e4.e5} de N s’écrit
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
Ly=|ay—ay; ar+ay 0 a2 -—-o
3 0 (83] 0 0

0 Q3 Qo 0 0
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Les calculs nous montrent que L3 = 0 et L3 # 0, c’est a dire, lalgébre A vérifie la
quatrieme condition d’Engel, mais on a déja vu dans exemple 2.4.5 que le noyau N
n’est pas nilpotent, ou encore que 'algebre de Bernstein-Suttles n’est pas une algebre

génétique.

2.6. Applications

Les résultats qui suivent nous permettent de classifier certaines classes d’algebres

de Bernstein.

ProrosiTION 2.6.1. — Toute algébre de Bernstein train de type (2,n — 1) est une

algébre train spéciale.

En effet, soit A = Ke © U, @ V, une K-algebre de Bernstein de type (2.n — 1) et
supposous que A soit une algebre train. On sait que dans toute algebre de Bernstein
train, l'opérateur Ly est nilpotent pour tout x dans NV et, en particulier, Ly, est
nilpotent pour tout v dans V,. Comme dimg(U,) = 1, nécessairement Ly, =0,
donc A vérifie la premiere condition faible d’Engel et la proposition 2.2.2 acheéve la

démonstration.

ProrosiTioN 2.6.2. — Toute algébre de Bernstein train de type (3.n — 2) est une

alyebre train spéciale.

Soit. en effet, A = Ke & U, & V. une algebre de Bernstein de type (3,n — 2) et
supposons que A soit une algebre train. Comme 'endomorpliisme L, est nilpotent
et que dimg(U,) = 2. nécessairement sze = 0 pour tout v dans V.. c'est a dire
Ialgebre A vérifie la deuxieme condition faible d’Engel. Le théoreme 2.3.5 nous dit
alors que A est une algebre génétique, ce qui équivaut a dire que A est une algebre
train spéciale.

Notons qu'il existe des exemples d’algebres de Bernstein train de type (4,n — 3)
qui ne sont pas des algebres train spéciales. Ainsi, I'algebre de Bernstein-Suttles est
une algebre train de type (4,2) qui n’est pas une algebre train spéciale ([18] pour la

démonstration du fait que 'algebre de Bernstein-Suttles est une algebre train).
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Prorosrrion 2.6.3. — Toute algébre de Bernstein train de type (n, 1) est une algébre

train spéciale.

Soit A = Ke @ U, $ V. une algebre de Bernstein de type (n, 1) et supposons que
A soit une algebre train. Puisque, pour tout v dans V, 'opérateur L, est nilpotent
et que dimp (V) = 1, I'algébre enveloppante E(V,) est nilpotente et le lemme 4.1
de [13] nous dit que l'idéal N = U, & V. est nilpotent. Donc A est une algebre
train spéciale. Notons encore ici qu’il existe des algebres de Bernstein train de type
(n — 1.2) qui ne sont pas des algebres train spéciales. C’est encore le cas de ['algebre
de Bernstein-Suttles.

Remarquons que les propositions 2.6.1, 2.6.2 et 2.6.3 permettent de retrouver le
résultat du théoreme 2.4.6.

Par la suite. nous allons classifier différents types d’algebres de Bernstein en tenant

comipte des propositions ci-dessus démontrées.

THEOREME 2.6.4. — Soit A une algébre de Bernstein train de type (2,n — 1). Alors
A est isomorphe a une seule des algébres dont les tables de multiplication dans la base
{e.w. vy, ... vy_1} sont les suivantes :
B, :e’l=e. eu= %u. u? =-,.

U, L'? =oqu(l<i<r)on0<r<n—1leto; € K*. les

Lo —

Bo(r) :e?=ce, eu=

autres produits étant nuls.

En effet. soient (A4,w) une algebre de Bernstein train de type (2.n — 1) et
A = Ke = U, 5V, sa décomposition de Peirce relative a un idempotent e # 0:
¢’est une algebre train spéciale vérifiant U.V, = 0. Si U2 # 0. le théoréme 4.11 de [12]

. N . 9 . )
nous dit que A est une algébre conservative, donc V.7 = 0. Soit {u} une base de U,. Il

existe alors une base {vy.....v,_1} de Ve telle que la table de multiplication de cette
N ;. 2 1 2 .. .
algebre dans la base {e,u, vy, ... vy_1} s'écrit e = e, eu = su, u” = vy, les autres

produits étant nuls . On obtient ainsi 5.

[ ’autre cas A examiner est celui ou U2 = 0. Dans ce cas, compte tenu des notations

ci-dessus. la table de multiplication de cette algebre dans la base {e,u,v1,..., Un—1}
sécrit €2 = e. eu = %u. viv; = agu (Lj = 1,...,n — 1), les ay; étant dans
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K et les autres produits nuls. Notons R la matrice (symétrique) formée des c;
(t.j = 1,....,n—1). Il s’agit d'une matrice de rang r (0 < r < n — 1) et le lemme
ci-dessous nous dit qu'il existe une base {vy,...,v,_1} de V, sur K telle que v} = oyu
(:=1,....7), les autres produits étant nuls. Remarquons que le cas 7 = 0 correspond
a V2 = 0. Ainsi, Palgébre A dépend ici de r parameétres aq,...,a, et on la notera

Aq, . a.- Pour deux systemes de parametres aq,...,q, et of,...,a. , lalgebre

Aayan N Aa;,....a; contient la sous-algebre de base {e,u}. Il est donc possible de

choisir un isomorphisme de K-algebres ¢ : Ay, o, =~ Aa’l o qui soit l'identité
s y IARERR

sur l'espace < e,u >. Cela équivaut a 'existence de scalaires A;; (¢,7 = 1,...,7) non
tous nuls tels que on ait o; = >, Ao} (1 = 1,...,7). En fait, il suffit de poser
o(vi) = D pog MikUks (8= 1,...,7) et d’élever les deux membres au carré. Le lemme

suivant, bien connu, achéve nos considérations et nous donne Ba(r).

LEMME 2.6.5. — Soient K un corps cornmutatif de caractéristique différente de 2 et
R une matrice symétrique d’ordre n et de rang r a coefficients dans K. Il existe alors
une matrice inversible P d’ordre n telle que :

o 0
‘PRP = 0
- 0 a7
0 0
2.6.6. Algébres de Bernstein train de type (3,n — 2).
Soit (A.w) une algebre de Bernstein train de type (3,n—2) et soit A = Ke=U. &V,
sa décomposition de Peirce relative a un idempotent e # 0. Comme dimg(U,) = 2,
nécessairenient (2 = 0 pour tout v dans V, ot [, = Ly, -
Différents cas sont a examiner :
1) U, V. = 0et V2 =0; dans ce cas, A est une algébre de Bernstein conservative et
les différentes possibilités pour 'espace U2 sont les suivantes :

(i) U2 = 0. donc si {ug,us} est une base de U, et si l'on compléte celle-ci avec

une base {vy,...,vn-2} de V¢, la table de multiplication de l'algebre A dans la base
{e.uy uz. v ... Un—a} s'écrit e? =e, eu; = %ul. eus = %ug, tous les autres produits

étant nuls.

(i1) St dimg(U2) = 1 et si {u1,us} est une base de U.. on peut supposer que
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2 . 2 R T \ \
v1 = uy soit une base de U et si 'on complete le systeme de vecteurs {e, uy, us, vy}

I

en une base {e.uy,us, vy ... v, 2} de A, la table de multiplication de A s’écrit ¢® = e,
en; = %ul, ey = %uz, u? = vy, u? = av; (avec o dans K), tous les autres produits
étant nuls. Conime cette algebre dépend d’un seul parametre «, on la note 4, et pour
deux parametres « et o', Palgebre A, M Ay contient la sous-algebre engendrée par
la famille {e,u;,v1}. Si @ : Ay =~ Ay est un isomorphisme de K-algébres, on peut,
sans perdre la généralité, supposer que la restriction de ¢ a l'espace < e, uy. v > soit
Iidentité. Cela entraine I'existence d’un scalaire A dans K* tel que o’ = Aa.

(#41) Si dimg(U2) = 2 et si {uj,us} est une base de U,, on peut supposer, par
exemple, que les vecteurs v, = u% et vo = ujus forment une base de U€2. On a alors
u% = av] + Bvs avec o, 8 € K et quitte a remplacer up par uy = us — %Bul, on
peut supposer que 3 = 0. La table de multiplication de A dans la base obtenue en
complétant le systéme {e, u), u, v1, vo } s'écrit e? = e, euy = %ul, ey = %ug. u? =y,
uils = vy, U5 = oawp. les autres produits étant nuls. Cette algeébre, dépendante
d'un seul parametre «. sera notée A, et pour deux parametres o et «’. l'algebre
A, N A, contient le sous-K-espace vectoriel < e, uy,v; >. Doncsi p 1 A, >~ A, est
un isomorphisme de K-algebres, on peut supposer que la restriction de ¢ a l'espace
< e.up.vp > soit lidentité. Comme p(e) = e, on a nécessairement o(us) € U..
Done p(ug) = Aujp + pus avec A, u € K et 'équation o(us)?® = ¢(u3) nous dit que
A+ a/p? = a et Ay = 0. Or, on ne peut avoir A\ # 0 car sinon on aurait g = 0 et le
vecteur (nou nul) us — Aug serait daus Ker(y). Done A = 0, ce qui montre qu’il existe
un scalaire g dans K* tel que o = p2a’.

(i) Si dimg(U2) = 3 et si {u1.us} est une base de Ue, on peut supposer que les
vecteurs v) = ul. vy = ujlg et vy = u3 forment une base de U? et si 'on complete le
systeme de vecteurs {e,u),us, v, v2. v3} en une base de A. sa table de multiplication
relative a une telle base s’écrit e? = e, eu; = %ul, ety = %ug, uj’ = 1, Uply = Uy et
u3 = v3. tous les autres produits étant nuls.

On vient en fait de prouver le théoreme suivant :

THEOREME 2.6.6.1. — Soit A une algébre de Bernstein train de type (3.n —2). Si A

est exceptionnelle alors elle est isomorphe & une seule des algébres dont les tables de
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multiplication dans la base {e,uy, uz,v1,...,v, 2} sont les suivantes :

Cp2 1
Bl LET =€ €U1:72-U1, 81L2:§’U,Q;

D2 _ 1 b1 2 2
Ba(a) 1 e* =e, eu; = jup, eus = SUg, Ui =V, U3 = QUL ;
D2 _ 1 _ 1, 2 _ _ 2 )
Bi(a) :e® =e, eu = JUL, €Uz = 5Ug, U] = VU1, UUp = Vg, U5 = QU ;
- 1 _ 1 2
By:e"=e, eu = 5U1, €Uz = U2, U] = U1, UilUz = Vg, U%:Ug;

ot € K, les autres produits étant nuls.

2) U, Ve = 0 et V2 # 0; les différentes possibilités pour espace V.2 sont les suivantes
(on note que la dimension de V? est invariante car U, V, = 0 et dim (U, V. + V.?) est
constante) :

(1) Supposons que dimg(V?) = 1. On peut alors admettre que V2 = < v? >
avec v dans V, et soit U, =< u,v? > avec u dans U,. Alors U2 c< u? > et par
suite dimg (U2) < 1. Si U2 = 0 et si {u;,us} est une base de U,, en complétant
le systeme de vecteurs {e,uj, us} en une base {e,uy,us,v1,...,v,_2} de A, la table

Uz,

2|~

de multiplication de A dans cette base s’écrit e = e, eu; = %ul, ety =
2 2 . ’ ~
ui = vi, v = agur (k= 1,...,7), les autres produits étant nuls, ou les oy sont

dans K" et 1 < r < n — 2. L’algebre A ainsi obtenue sera notée A,, . ... Ainsi

ar = Anr o équivaut & lexitence de scalaires Aj; (i,7 = 1,....7), non tous
uuls. tels que l'on ait a; = 5, _, M ap (i=1,...,r).

Supposons maintenant que dimg (U2) = 1 et si {uj,us} est une base de U,,
que vy = uj soit une base de U2. On peut alors compléter le systeme de vecteurs
{e.uy. us, vy} en une base {e, ui.us,v1,...,v,-2} de A de sorte que {u>} soit une
base de V? et en appliquant le lemme 2.6.5. que la table de multiplication de
A dans cette base s’écrive e? = e, eu; = %ul, Uy = %ug, uwl o= v, Ui = (pls
(k= 2..... r), les autres produits étant nuls, ou les a4 sont K™ et 2 < r < n — 2.
L'algebre 4 dépend de r — 1 parametres et sera notée A,, . o, et pour deux systemes
de parametres aa,...,q, et b, ..., oL, lalgebre A,, 4. N Aaé ..... o/ contient le
sous-espace vectoriel < e, uy,us.v; >. On peut alors choisir un isomorphisme de
K-algebres ¢ @ Ag, o, = Aa,....o quisoit l'identité sur 'espace < e, uy, ug, v >.

P!

Cela équivaut & l'existence de scalaires A;; (i, = 2,....7), non tous nuls, tels que I’on

alt a; = Y o ALap (1=2....,7).
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(ii) Supposons que dimg(V7?) = 2. Dans ce cas on a U, = V2. Donc

U2 = (V2)? =0. Comme U,V, = 0, le lemme suivant nous dit qu'il existe une base

{u1. uz} de U et une base {v1,...,v,_2} de V, telle que v = uy, vyvs = s, v3 = auy,

vavy = ayur + Byuz (j = 3,...,n = 2), v,u; = yur + Ajuz (3<i <5< n—2),les

autres produits étant nuls, ou a. . 55, vi; et A;; sont dans K.

LEMME 2.6.6.2. — Soient U et V deuxr K-espaces vectoriels de dimensions
respectives n et 2 (n > 2) et f : U xU — V wune application K-bilinéaire
symétrique et surjective. Il existe alors des bases {ui,uz,....un} de U et {v),v2}
de V telles que f(ui,u1) = v1, flur,ug) = va, flug,uz) = avy, flur,u) = 0,
flug.u;) = ayur + Bivg, flug,uy) = vi101 + Yijave 3 <1 <5 <n), oda, o B,

A/z'jl et "/L'jg sont dans K.

Eun effet, puisque f est surjective et symétrique, f est non nulle et il existe u; € U
tel que f(uy,u1) = v1 # 0. Montrons qu’il existe un tel u; tel que l'application
K-linéaire U — V', uw +— f(u1, u) soit surjective ou encore que {f(u1,u1), f(u1.uz)}
soit une base de V ou {ui,u2} est un systeme libre de vecteurs de U. Autrement,
pour toute base {uy,us,. ... u,} de U. on aurait f(uy.u;) = a; f(ug, uy) ot cea. .. .. O
sont dans K. soit f(uy,u; — aur) = 0 et. quitte & poser u} = u; — a;uq. on peut
supposer que «; = 0 pour 7 = _ ....n. Or, f étant surjective, il existe nécessairement
un vecteur us dans le sous-K-espace vectoriel supplémentaire de Ku, dans U tel que
{f(ur.u1), f(ua,uz)} soit une base de V. En posant u] = uy + us et uh = uy — us,
on constate que {f(uf, u}), f(ul,ub)} est une base de V' et on a ainsi trouvé u} tel
que l'application U — V. u — f(u},u) soit surjective. Il existe donc un systeme

libre de vecteurs. soit {ui.us} dans U tel que la famille {f(uy.uy). f(ui.u2)} soit

une base de V. Soient « et 3 dans K tels que f(uz, uz) = af(uy.uy) + 5f(uy, us).

Alors. quitte a remplacer us par uhy = up — 33up, on peut supposer que 3 = 0.
Enfin. si fluy.u;) = «;f(ur,ur) + 0 f(ur.ug), alors quitte a remplacer u; par
w; — iy — Fiue, on peut supposer que o; = 3; = 0 pour ¢ = 3,...,n. Il existe donc
une base {uy, us, ..., uy} de U et une base {vy, v} de V telles que f(ui,u1) = v1.

fluy. us) = va, flug,us) = af (ur,uy) = awy et fug,u;) =0 pouri =3,....n. Dot

le lemime.
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En fait, les considérations qui précedent ont permis d’établir le résultat suivant.

THEOREME 2.6.6.3. — Soit A une algébre de Bernstein train de type (3,n — 2). Si

UVe =0 et V2 # 0 alors A est isomorphe & une seule des algébres dont les tables de

multiplication dans la base {e,uy, uz, v1,...,vp_2} sont les suivantes :
2 2
Ai(r):e* =e, euy = suy, eup = Lus,, Vg = Ol
9 9
As(r) e’ =e, eup = %ul, ely = %Ug, ui = vy, vi = agus;

1

L2 = — . .1, 2 __ — 2
Ag(a) et =€, euy = 2U1, €Uy = Uz, Vi = Ui, V12 = U2, V; = QlUj,

W=

Vo = ajur + Bjug, viv; = YUl + AU
oup<k<r<n-—-2 o€ K*"dans Ap(r) (p=1,2), 3<i<j<n-2

ar € K™, o, aj. 35, 7y, My € K dans Az(«), les autres produits étant nuls.

3) UV, # 0. C’est une algébre train spéciale vérifiant la deuxieme condition faible

d’Engel. Considérons l'idéal [ = ﬂ Ker(l,) du lemme 2.3.6. On sait que [ # 0 et [
veV,
est strictement contenu dans U, car UV, # 0 et V.1 = 0. 1l existe donc un vecteur u,

dans U, tel que [ = Kus, [ C Ann(N). Soit B = A/I 'algebre de Bernstein quotient
de type (2.n —2). Si B = Ké & Uz & V; est la décomposition de Peirce de B. on a

U;Vz = 0 et le théoreme 2.6.4 nous dit que B est isomorphe & I'une des algébres dont

les tables de multiplication dans la base {€, @, T1, ..., 0,2} sont les suivantes :
By:&? =¢ eu=1%u, 0> =70,
Ba(r):e? =¢ eu=3u, 0 =apu: (1< k<), pour ap € K*, re{l,.... n—2}.

Ainsi, si U? # 0, il existe u; € Ue, u? = vy et A est isomorphe a l'une des algebres

£

suivantes :
: 2 2 i
-{1('r) : 62 = €. U] = %ul, CUy = %'Ug, U% = VU1, VU1 = U2, V5 = (S’Ufg, UV = Qg
9 2 2 _ .
Ao(r) et =e, euy = %ul, euy = %UQ, uy = U1, Uall] == Ug, VU3 = U, U} = Qul2;
) 2 2 Y
A3(r) 1 e” = e eup = %ul, euy = %Ug, uy = U1, UsU] = Uo, VU2 = Uo, U3 = Ouy,
vZ = QU
o — LR
5 _
.—14 ’I“) et =8, eup = %—Ul, €Uy = %U/Q, u% = V1, V3U1 = Ug, ViVz = U2, Uzly = U2,
2
Vi = Qo

on3<k<ret2<r<n-—2dans A;(r). 4<k<ret3<r<n-—2dans As(r)

et As(r), 5 <k <retd<r<n-—2dans Ay(r) et ax € K*, § € {0,1}, les autres
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produits étant nuls.

Les algebres Aj(r), Ax(r), As(r) et Ay(r) correspondent, respectivement, aux
algebres As(r), As(r), A12(r) et A13(r) de [6, théoréme 4]

Supposons maintenant que UZ = 0. Il existe une base {vy,...,v,_2} de V, telle que
viuy = ug, vyus = 0, vpuy = vguy = 0 (2 < k < n—2). Comme v(vu) = 0, pour tout
u € U, et pour tout v € V,, le sous-espace V2 est invariant. On considere alors quatre
cas :

(i) V.2 = 0. La table de multiplication de A se compléte par :

As vy, =0(1 <1 <j<n—2).

(ii) dimp(V2) =1 et dimg(U.Ve + V2) = 1, cest a dire, V2 = U.V,. Supposons
qu'il existe 1o € V. tel que vivy = asus avec as # 0. Alors on peut remplacer vy par
a;l/b'g et obtenir vve = ug. Si vivp = qgug, en remplacant vy par vjf = U — QpVg, O
peut supposer que v1vg = 0 (3 < k < n —2). On complete alors {v;,v2} ent une base
{vi.. . vn 2} de V. telle que :

As(r) 03 = cqug, vite = ug, V3 = aous, Vi =agus (3<k<ret2<r <n-—2)
ol vy, s € K et o, € K™,

Par contre. si v, V. = 0, il existe une base {vy,...,v,-2} de V, telle que

A-(r) - z,f = (g la, Uf =0avecar € K* (2<k<ret2<r<n-2).

(ii1) dimp (V) = 1 et dimg (U Ve + V2) = 2. Quitte & changer la base de U,, on
peut supposer que V.2 = Kuy. On obtient a isomorphisme pres :

As(r) 0¥ =0 v =apu; 2<k<ret2<r<n-—2):

Ag(r) v

N ’ 2
avec ay, € K*. ol lon a posé v} = auy et uy = auy quand vy = auy avec o # 0.

vV}

= Uy, U]% =apu; 2<k<retl <r<n—2);

=1

(iv) dim (V2) = 2: Puisque V.2 = U, posons vi = auy + Bus. Si a # 0, en posant
uy = auy + 3ug et uh, = aug, on peut supposer que o = 1 et 3 = 0 et si o = 0. quitte
a changer la base de V.. on peut se ramener au premier cas. Ainsi, le lemme 2.6.6.2
nous dit que A est isomorphe a :

Alo(()f) : (i2 =€, eUu) = %ul. ElUy = %‘UJQ./ ULl = U2, ,,‘.12 = Uy, V1V = U3, L'% = Xuy,
< 1,7 < n—2). les autres

Vot = oyuy + Bjuz, viv; = 0, VU = Vg1l T Yot (3 =

produits étant nuls.



ALGEBRES VERIFIANT UNE EQUATION TRAIN
POUR LES TROIS PREMIERES PUISSANCES MIXTES

Soient K un corps commutatif et (A4,w) une K-algebre pondérée. On dira que
(A,w) est une algebre train de rang r s'il existe des scalaires vy,...,7v,-1 dans K tels
que " + yiw(z)z" + -+ v _qw(z) "z = 0 pour tout r dans A, r étant le plus
petit entier naturel vérifiant cette condition. Le rang de A détermine alors de facon
unique les coefficients vy, ..., v_1.

Si A est un ensemble d’algebres pondérées (A,w), on note C le sous-ensemble
de A formé des algebres pondérées vérifiant I’équation z” + viw(z)z" ™t + -+ +
vr—1w(x) "tz = 0 pour des scalaires +; fixés dans K. On dira que C est de rang r si
r = max r{A) o r(A) désigne le rang de 'algebre train (A, w).

Les algebres train de rang < 3 (& puissances principales), i.e. celles vérifiant
3 — (1 + 8w(z)z?® + dw(x)?z = 0. ont été étudiées par I. M. H. Etherington ([4]).
Quant a celles de rang 3, aux trois premieéres puissances pleines, i.e. celles vérifiant
2B — (1 +28)w(x)?2? + 26w(x)®z = 0, S. Walcher ([21]) a montré que, exception faite
des cas 6 € {0, —1}, elles se rameénent aux précédentes.

Ici, nous nous intéressons aux trois premieres puissances mixtes : , 22, z3. 213, On
dira donc qu'une K-algebre (A,w) est une algébre vérifiant une équation train pour les

trois premiéres puissances miztes si elle vérifie

(%) Bl — (1 + o+ Bw(z)z® + aw(x)?z® + fw(z)’z =0

pour tout z € A et a, 3 fixés dans K.
Nous montrons qu’en général, ces algebres sont des algebres train de rang < 4,

auquel cas elles seront appelées d-algebres de Walcher. Une deuxitme classe mise en

-929-
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évidence est celle des d-algebres de Bernstein. On rappelle qu’une algebre de Walcher
est une algébre pondérée (A,w) vérifiant 'équation 213! —w(x)?z = 0 pour tout = dans
A.

Dans toute la suite, K est un corps commutatif infini de caractéristique différente

de 2.

3.1. Equation train aux puissances mixtes

La linéarisation de I'équation (*) nous donne les identités

(3.1.1) d(zy)a® = (1+ o+ Dw(y)z’® + (1 + a + Bw(z)[2x(zy) + 27y]
N — 2aw(zy)z? — 2aw(z)?zy — 3Bw(z?y)r — Bw(z)®y

(3.1.2)
d(y2)z® + 8(xy)(z2) = (1 + o + Bw(y)z?z + 2z(22)]

+(1+a+ Bw)2z(zy) + 2%y + 2(1 + a + Hw(@)[z(yz) + z(xy) + ylzz)]
— 2aw(y2)z? — daw(zy)zz — daw(z2)zy — 20w(x) yz — 30w(z’y)2

— 68w (zyz)z — 3Bw(z?2)y

En substituant 22 & y dans (3.1.1) on obtient, via (x)

15208 =201 + o+ Blwlz)z + [(1+a + 3 (2 +a + 38) — 2ajw(z) 2’

—(@® +af+3a+ Jw(x)’s? - B4+ o+ Bw(z) 'z

Multiplions () par 4z? et utilisons (3.1.3) pour avoir

4722 = 2(1 4+ a + 3)%w(z) 2!
Fll+a+822+a+8) —6a(l +a+8)—48w(x)’z’
(3.1.4) / R
—[(1+a+ 3 +ad+3a+3) - 402 w(z) e’

+[4aB - Bl +a+3) 4+ o+ B)lw(@)’e
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Si nous faisons maintenant y = z = z2 dans (3.1.2), par (3.1.4) il vient que

(3.1.5)
12°5° = (1+ a+ 33+ a+ Bw(@)?2* + [(1 4+ a + B)% + 2(8 — 2a)|w(x)s

—[20% + 20 + 208 + 48 + fHw(z)z? — (208 + 8% + 48)w(2)’z
La multiplication de (*) par 16z® donne, moyennant (3.1.3) et (3.1.5)

3.1.6
o 162°28 = [4(1 + o + 8B+ o+ 8) — 8a(l + a + 8) — 168|w(z)’?
+4[(14 a+ B8)(1 —da + 48 + 5% 4+ af) + 202w (z)*2?
+ =41 + a + B8)(20% + 20 + 208 + 48 + 8%) + 4a(e® + af + 3a + B)]w(z) 2>
+4f8a(d+a+B8) — (1 +a+5) 2o+ 8+ 4)|w(z)’x

En substituant 22 & = puis z & y dans (3.1.1) on obtient

(3.1.7)
162°2°% = 2(1 + a + 8)%(5 + a + Bw(z)’z*

+(1+a+)((1+a+3)6—-a+58+ (a+8)?) ~4(da+3)) — Sajw(z)'z?
+(1+a+3)da? -aB3+a+8)? —Ba+3+7) + 8" — 125)w(x)’z?
+8l(1 4+« + 04— @B+ o+ B +a+5)) +8a - Lw(x)’z

Elevons les deux membres de (%) au carré et utilisons les identités (3.1.3) et (3.1.5)

(3.1.8)
1P = T+ a+ B[ +a+0)°B+a+8) —da(l +a+ 3) — 88lw(x)'s?

+l14+a+1-5a+(a-08)7-a®— (> =5)3+(F+4+ a)3%) + 8aFjw(z)’z?
+i1+a+ H2a(a—1-38-af) — (Ba+3+5)8° —48) —4(a* - 3*)w()0x?
—Bl(1+a+3)(4—2a+ap+ 8% +58) + 4o w(z) @

Faisons x = x> dans () et utilisons l'identité (3.1.4)

42P2B = 2(1 + a + B)w(x) s

T (lta+B)l+a+3)22+a+8) -6a(l+a+p)— 48+ a)(z) s’
(3.1.9)
-[(1+a+ 2l +aB+3a+8) —da*(l+a+8) - 40 = 3)]w(2)b2?

+8[(1l+a+8)da—-1+a+8)d+a+3)) + dojw(z) x
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Le corps K étant infini, 'ensemble {z € Alw(z) # 0} est dense au sens de la
topologie de Zariski dans A. Par suite (3.1.6) et (3.1.7), (3.1.8) et (3.1.9) donnent

respectivement. par différence,

(3.1.10) Fy(a.B)z* + Fy(o, B)w(z)z® + Fy(a, Bw(z)z? + Fy (o, Bw(x)*z =0

(3.1.11)  Dy(o. B)z* + D3(a, B)w(z)z® + Do(a, Blw(z)?z? + Dy (e, Bw(z)?z =0

pour tout x dans A, ou les coeflicients Fi(a, 3) et Dg(a, 8) sont donnés respectivement

par :
Fy(e,8) = =2(-1+a+ B)[(a+ 3)* + 48 — 1]
( Fy(a,8) = (2 +a+ o’ +2a8 — B+ 57)[(a+ ) + 45 — 1]
3.1.12)
Fye.8) = (a~a* +38—af)[(a+ 8)%+ 48 - 1]
Fy(@.8) = ~Bla + B)(a+ B) +45 — 1]
Dy(a,8) = (-1+a+ (1 +a+3)[(a+ 8)*+43 1]
Di(e,3) = (14+a-2a% - 2a8+ 3)[(a+ B)* +43 - 1]
(3.1.13)
Dy(a.3)=(a* =3 —af—a—F)[(a+5)>+13 - 1]

Di(e. 3) = ad[(a + B)* + 48 — 1]

3.2. Extension d’un théoréme de Walcher

Dans ce paragraphe. on suppose que la K-algebre pondérée (A.w) vérifie 'équation
(x). Une telle algebre sera donc caractérisée par le couple (. 3).

LEanvE 3.2.1. — Si(a+ 3)2 +43 — 1 # 0 dans () alors (A,w) est une algebre train
de rang < 4.

En effet. supposons que («+3)? +48—1 # 0. Alors la nullité de tous les coefficients
Fi(c, 3) dans (3.1.12) entraine que (o, 8) = (1,0) et dans ce cas (a+ 3)*+43—1 = 0,
ce qui contredirait I'liypothése. Ainsi, des que (a + 3)% + 43 — 1 # 0, les coefficients

Fi.(cx. 3) ne sont pas tous nuls. Par suite, quitte a normaliser le coefficient de plus
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haut degré en z, 'équation (3.1.10) nous montre que (A,w) est une algebre train, a
puissarices principales, de rang < 4.
Posons Ci(, 8) = 2Dy(a, B) + (1 + a + B)Fi(a, B), les Fila, 3) et les Dy (e, B)
étant respectivement donnés par (3.1.12) et (3.1.13). Alors l'algebre (A.w) vérifie

(3.2.2) Cs(a, Bw(z)z® + Cala, B)w(z)?2® + Ci(e, Blw(z)’z = 0
pour tout z dans A, ou les coeflicients Cy(a, 3) sont donnés respectivement par
Ci(a, B) = (=1 +a+B)[(a+8)* + 8- ofl(a+8)* +48 - 1]

(3.2.3) Co(a, B) = (1 = a)[(a + 8)* + B — o[(a+ 8)* + 48 — 1]
Ci(a. ) = =Blla+ 8)* + 8 —[(a+8)*+ 48 — 1]

I

Dans toute la suite du paragraphe, on suppose que (o + 3)? + 43 — 1 # 0. On note

alors C,. 3 'ensemble des algebres train vérifiant ().
THEOREME 3.2.4. — C,. 3 est de rang 4 si et seulement si (o + 3)* = a — 3

En effet. supposons que C, g soit de rang 4. Alors il existe un élément (4, w) de
Co.3 qui est de rang 4. Par c.onséquent, les coefhicients Cy(a, 3) dans (3.2.2) sont
tous nuls et cela se traduit par I'égalité (a + 3)? = a — 3. Supposonus maintenant
que (a+ 0)% = a— 3 et posons a + 3 = 20. § € K (cela est possible parce que la
caractéristique de K est différente de 2). Par suite, la condition (o + 3)* +4.3 —1 #0
s'écrit § # 2. Alors a = (1 + 2§), 3 = §(1 — 26) et équation (x) devient

(3.2.5) 2B — (14 28)w(z)z® + 5(1 + 20)w(x)?2® + 6(1 — 20)w(x)3z = 0.

caractérisée ainsi par le seul parametre § € K \ {3}. Par ailleurs les coefficients
Filo,3) deviennent Fi(a,3) = 226 — 1)%, F3(a,3) = —2(1 + 2§)(20 — 1),
Fole. 3) = 25(2 + 8)(20 — 1)%, Fi(e,B) = —25%(26 — 1)3. Donc, l'équation train

associée 4 (3.2.5) s’obtient au moyen de (3.1.10) et s’écrit

(3.2.6). 2t — (14 20)w(z)z® +6(2 + O)w(z)z? — §2w(z)’z =0
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Ainsi C, 5 est de rang < 4. Considérons a présent 'algebre (A,w) dont la table de
multiplication dans la base {e, u,v,,v2} est donnée par e? =e eu = ue = %u, ey, =
vie = v, ety = vae = dug, v = vy (6 € K\ {%}), les autres produits étant nuls et
w(e) = l,w(u) = w(vy) = w(ve) = 0. Soit z un élément de poids 1 dans A. Alors
r=e+au+ v+, o, ar, az € K et 22 = e+ au + 2016v; + (o + 20as)va,
23 = e+ ou+ a16(1428)vy + (303 + az(1 4 28))ve, 2P = e+ au + 46a v, +26((1 +
20)ai +28cp)ve et 2t = e+ au+80a, (262 +6+1)v1 +6((56 +1)a? + (262 + 5+ 1) g )va.
Par suite, 2% — (1 +28)w(z)z? +6(1 + 26)w(x)?2? +5(1 - 28)w(z)?z = 0. Tl en résulte
que l'algebre (A, w) ainsi construite vérifie (3.2.5). De plus c’est une algebre train de
rang 4 d’équation (3.2.6). Donc C, g est de rang 4.

THEOREME 3.2.7. — Cq.3 €5t de rang 2 s1 et seulement sia+ 3 —1 =0

En effet, si Cop est de rang 2 alors Cs(a, ) = 0. On a nécessairement
(o + 3)? # o — 3 compte tenu du théoreme 3.2.4. Ainsi, C3(a, 3) = 0 signifie
a + 3 —1 = 0. Supposons que « + 3 — 1 = 0 et remarquons que dans ce cas (3.2.2)

s'écrit 2 — w(x)z = 0 apres simplification. D’ott le rang de C, g est égal a 2.
THEOREME 3.2.8. — C,.g est de rang 3 si et seulement si (a + B)? #a—3 et
a+3I—-1#0
Ce résultat résulte des théoremes 3.2.4, 3.2.7 et du lemme 3.2.1

Remarques 3.2.9. (i) Pour o+ 3 +1 = 0, 'hypothese (o + 3)* + 48 — 1 £ 0 se

traduit par 3 # 0 et I'équation (*) devient

2Bl — (14 Bw(z)?z? + pwlz)®s =0 avec 3 # 0.

Ainsi. si 3 = —1, 'ensemble correspondant, i.e Co. .1 = {(A,w) | 213 —w(z)?z = 0},
est de rang 4, tandis que si 3 # —1. il est de rang 3. On retrouve alors les résultats de
Walcher ([21)).

(ii) 1l existe des classes d’algebres vérifiant le théoreme 3.2.8 mais ne rentrant pas

A priori dans le cas de Walcher. En effet, la classe d’algebres définies par

. 0 o 1
2Bl - w(2)2? + aw(z)?2? — aw(z)’z =0 aveca € K\ {0. - Z}



-35-
vérifie I'équation z° — (1 — a)w(z)z? — aw(z)?z = 0.

Définition 3.2.10. Soit J € K tel que ¢ # % On appelle d-algebre de Walcher

toute K-algebre pondérée (A, w) vérifiant I'équation

(3.2.5) 2Bl — (14 20)w(z)a® + 6(1 + 20)w(z)?z® + 6(1 — 28)w(z)’z = 0.

3.3. Les 4-algébres de Bernstein

Soit (A,w) une K-algebre pondérée vérifiant ’équation (*). On suppose que
( + 3)> +43 — 1 = 0. On introduit un nouveau parametre en posant « + 3 =

40 — 1,0 € K . Alors § = —20(25 — 1) et I’équation (*) prend la forme

(3.3.1) 2B — 46w(x)z® + (46% + 20 — Dw(z)?z? — 26(26 — Vw(z)’z = 0.

ProPOSITION 3.3.2. — Si (a+ 3)? + 48— 1 = 0 dans (%) alors l'algébre (A.w) n'est

pas nécessairement une algébre train.

En effet, pour ¢ € K. considérons la K-algebre A de dimension 3 dont la table
de multiplication dans la base {e,u,v} est donnée par e* = e,eu = ue = %u,ev =
ve = dv,uv = vu =v? = u et 'L.L{Z = 0. L'application K-linéaire w : A — K définie par
w(e) =1 et w(u) = w(v) = 0 est une pondération de A. Soit donc z € A de poids 1.
Alors on a x = e + a1u + asv, ar. ag € K. Par suite 22 = e + (o) + a3 + 20q02)u +
200,25 = e + [( +20)ad + a1 +2(1 + d)ayon + 20003 + adlu + 6(20 + 1)agu
et £ = e+ [(46% + 1)a3 + 4af + 4(1 + §aras + 85aiad + enlu + 46%ase. Dot
23— doa? + (46% 426 — 1)z — 26(26 — 1)z = 0. Par conséquent. pour tout x € A4, on
a o3 — ddw(z)r® + (402 + 20 — Dw(z)?2? — 26(28 — Dw(z)?z = 0. De plus u = v # 0
pour tout entier & > 2. donc cette algebre n’est pas une algebre train car son noyau
n'est pas nil.

Définition 3.3.3. Soit 0 € K tel que § # % On appelle d-algebre de Bernstein

toute A-algebre pondérée (A.w) vérifiant I'équation

(3.3.1) ¥ — 48w(z)a® + (46% 4+ 26 — Dw(x)?z? — 28(20 — Lw(z)’z = 0.
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L'étude des algebres pondérées vérifiant 1’équation () peut se ramener a celle
de deux classes principalement, a savoir, celles définies respectivement par les
équations (3.2.5) et (3.3.1) de parameétre ¢ # % Une classe particuliere découlant
de cette étude et dont 'approche semble difficile, est celle donnée par I'équation
23! —2w(z)z®+w(x)?z? = 0. Notons que toutes ces trois classes renferment strictement

la classe des algebres train de rang < 3 d’équation % — (1 + §)w(x)z? + dw(z)?z = 0.

THEOREME 3.3.4. — Soient K un corps commutatif infini de caractéristique
différente de 2 et A une K-algébre commutative telle que zP¥! = 0 pour tout x
dans A. Les assertions suivantes sont alors équivalentes :

(i) A est une nil-algébre.
(i1) Pour tout x dans A. Uapplication R, : A — A, y — zy est nilpotente.
En effet. (1) = (1) est triviale. Supposons que A est une nil-algebre de nil-index

r > 3. Onax” = 0 pour tout x dans A. Ainsi. quels que soient z et y dans 4 . A € K,

on a (z+ A\y)” = 0. En annulant le coefficient de A dans cette derniere identité, il

vient :
r—3
(1) 2R+ RIRy—-i =0, VzeA
j=0
ou R, : A— A y—xy.
Comme ¥ = 0 pour tout z dans A, il en résulte les identités suivantes par
linéarisation :
(2) 3 (zy) =0
(3) 2 (yz) + 2(zy)(z2) =0

quels que soient z, y et ~ dans A. Faisons y = z* dans (3) (¢ > 2) pour obtenir

(4) RIQRI‘I:(Z) + 2R i+t RI(Z) =0, Vz,z€ A
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Pour z = R~

T

1(t), avec t € A, dans (4) il vient

(5) Rp:Rp R+ 2R, RE =0, VreA

Par ailleurs, l'identité (2) équivaut & R, 2 R, = 0 pour tout = dans A. Ainsi on établit

par récurrence sur ¢ > 2

(6) RyRIN =0

Multiplions maintenant (1) par R.™2? a droite. On obtient R2 ™3 = 0 puisque
er-]—lR;“Z = 0 pour tout j tel que 0 < 57 < r — 3, compte tenu de la relation
(6).

COROLLAIRE 3.4.5. — Soit (A,w) une algébre pondérée vérifiant |'équation (*).
Lidéal N = kerw est nil si et seulement si l'application L, : N — N. y — zy est
nilpotente pour tout x dans N.

En effet. il suffit de remarquer que pour tout z dans N on a 2 = 0 et on applique

le théoreme 3.3.4.



ALGEBRES D’EVOLUTION STATIONNAIRES
ET INVOLUTIVES

Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2 et (A,w) une
K-algeébre commutative pondérée. Posons A = {z € A | w(z) = 1}. On dira qu'un
opérateur quadratique V : A — A est un opérateur d’évolution si V(A) C A. Ainsi.
siz € A alors w(V(x)) = 1. Par conséquent w(V(z)) = w(x)? pour tout = € A avec
w(z) # 0. Pour un tel opérateur, on note VA — A,z — V(z). Un opérateur
d’évolution V' est dit stationnaire (resp. involutif) si V2=V (resp. V2 = tdp).

Soit V: A — A un opérateur d’évolution. On définit une multiplication sur
le K-espace vectoriel A par ¢ x y = ;(V(z +y) — V(z —y)) et on obtient ainsi
une algebre commutative Ay appelée algebre d’évolution. On dira qu'umne algebre
d’évolution Ay est une algebre stationnaire (resp. involutive) si V*(z) = w(z)?V(x)
(resp. V3(x) = w(z)3z), pour tout z dans A.

Dans toute la suite K sera un corps commutatif de caractéristique différente de 2

et toute K-algebre A sera commutative.

4.1. Exemples

4.1.1. Algébres gamétiques diploides multialléliques

Soit A = G(n+1,2) la K-algebre gamétique diploide a n+1 alleles. La multiplication
dans A est définie par vy = +(w(z)y + w(y)z) ol w : A — K est une pondération.
Pour V(z) = w(z)z, on voit que V3(z) = w(x)?V(z) et V*(z) = w(z)*z pour tout =
dans A. L’algeébre gamétique est donc a la fois stationnaire et involutive. En fait c’est

I'unique algebre gamétique ayant ces deux propriétés.

-38-
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4.1.2. Algébres induites par un opérateur linéaire

Soient T': A — A un opérateur linéaire sur un K-espace vectoriel Aetw : A — K
une forme linéaire non nulle vérifiant w o T = w. On définit une multiplication sur
A par zy = $(w(x)T(y) + w(y)T(z)). Alors, w est une pondération de A et pour
V(z) = w(z)T(z), on a V*(z) = w(@)®T?(z) et V(z) = w(z)?V(z) si et seulement
si T* = T, ie. T est un projecteur. De méme V2(z) = w(z)3z si et seulement si
T? =ida, ie T est une involution. Dans le cas ott T2 = T (resp. T? = ida), la
décomposition de Peirce de A relativement & un idempotent e # 0 est donnée par
A=Ked AL © Ay (resp. A = Ke® AL & A_1 ) avec Ay = {z € kerw | ez = Az},
A€ {-3.0,3} et (kerw)? = 0. On peut noter que de telles algdbres contiennent
toujours un idempotent. En effet, il suffit de prendre e; = T'(z) avec w(z) = 1 pour

2 —
obtenir e = ez.

4.1.3. Algébres de Bernstein
Soit (A, w) une K-algebre pondérée. On rappelle que A est une algébre de Bernstein

si (2%)? = w(z)?z?, pour tout = dans A. Pour V(z) = 22, on a V2(2) = w(z)*V (z).

4.1.4. Algebres de Walcher

Soit (A, w) une K-algeébre pondérée. On dira que A est une algébre de Walcher si
(z?)? = w(z)?z. pour tout x dans A. Pour V(z) = 2%, on a V3(z) = w(z)3z. Dans
[21] S. Walcher établit que ces algébres sont génétiques et il montre qu'elles ne sont
pas en général des algebres train de rang 3 bien qu’elles proviennent de 1'équation

22° — w(r)z® — w(z)?*z = 0. Il montre également qu'elles admettent toujours un

idempotent e et se décomposent en A = Ke < N1 & N_%.

[ ™1

Les algebres de Bernstein (resp. de Walcher) sont donc des algebres stationnairves

(resp. involutives) par définition. Cependant elles ne sont pas les seules.

4.2. Opérateurs d’évolution de la forme V(z) = az? + bw(z)z

Solent (A, w) une K-algebre pondérée et V : A — A lopérateur d’évolution défini
par V(z) = az? 4+ bw(z)z, ol a et b sont dans K. Comme w(V (z)) = w(x)?, pour tout

v dans A tel que w(x) # 0, nécessairement a + b = 1. Il existe alors o € K tel que
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Viz) =(1-a)z? + aw(z)z.

Considérons sur 'espace vectoriel 4, la nouvelle multiplication définie par
1
roy=(1-a)y+ salwlz)y +wly)e)

ou zy désigne le produit de  par y dans I’algebre A. On note A° la nouvelle algebre
ainsi construite. On a trivialement w(z o y) = w(z)w(y) et donc A° est une algebre
pondérée par w.

L’algébre A° peut s’interpréter comme une combinaison convexe de l'algebre de
base A et de l'algebre gamétique diploide a (n + 1) alleles G(n + 1.2), dont la
multiplication est définie par zy = Z(w(z)y + w(y)z). Dans un autre sens, A° est le
mélange de A et de G(n + 1,2). En effet, la notion de mélange d’algébres (en anglais :
mixture of algebras) a été introduite par P. Holgate dans [10] comme suit : Soient
A* et A° deux K-algebres dont les multiplications définies sur un méme K-espace
vectoriel A, sont notées respectivement e et o. On appelle mélange des algebres A®
et A° de parametre 6 € K, l'algebre dont la multiplication est définie sur 'espace
vectoriel A par zy = fzrey+ (1 —6)zoy. Une interprétation biologique ce cette notion
est donnée par I'auteur pour 0 <8 <1let K =R (le corps des nombres réels).

Exemple 4.2.1. Les algéebres d’autofécondation.

Elles ont été introduites par P. Holgate et définies comme suit. Soient X un
corps commutatif de caractéristique différente de 2, A un K-espace vectoriel.
w : A — K une forme KA-linéaire non nulle sur 4 et T : A — A un
opérateur K-linéaire tel que w o T = w. Sur le K-espace vectoriel 4 on définit
une structure de K-algebre non nécessairement associative ni commutative par
Ly = %Q(w(:v)y—kw(y)x) + (1 — @)w(z)T(y) quels que soient z et y dans A, ou &
est undélément de K. On dira que A est une algébre d’autofécondation de parametre
#. 11 est clair que l'algebre d’autofécondation de parametre # est le mélange de
I'algebre gamétique G(n + 1,2) et d’'une algeébre dont le produit est défini sur A par
z -y =w(xz)T(y). Les propriétés de ces algebres sont données dans ([16]). On y étudie
également les automorphismes et les dérivations associés.

Nous revenons a l'algebre A° définie précédemment.. Si @ = 1 alors z oy =
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_%(w(:b)zj +w(y)z) et A° est 'algébre gamétique G(n + 1,2). Si a = 0 alors A = A° en

tant qu’algebres. On suppose maintenant et pour la suite que o # 1.

PROPOSITION 4.2.2. — Si [,,(A) et I,(A°) désignent respectivement ['ensemble des

idempotents de poids 1 de A et de A° alors I,(A) = I,(A°).

En effet, si = est un élément de A de poids L alors zoxz —x = (1 — a)(z? — z). Le

résultat en découle.

PROPOSITION 4.2.3. — Soit I un sous-espace vectoriel de A contenu dans kerw.

Alors I est un idéal de A si et seulement si I est un idéal de A°. De plus on a I* = I°F.

En effet, pour tout z dans I et y dans A les relations z oy = (1 — a)zy + jaw(y)z
et zy = (1 —a) 'z oy — a(l = @) 'w(y)z nous donnent la premitre assertion. De
plus, comme z o y = (1 — a)zy quels que soient x et y dans N. il vient que I* = I°F.

Remarque 4.2.4. Soit o : N — N° z — (1 — o)~ 'z. Cette application linéaire
bijective vérifie () o p(y) = p(zy) pour tout z € N et tout y € N. D'ou NV et N°
sont isomorphes en tant qu’algebres. Par suite, les noyaux de A et de A° ont la méme

structure algébrique. Par contre. A et 4° ne sont pas isomorphes en général.

COROLLAIRE 4.2.5. — L’algebre (A, w) est une algébre train spéciale si et seulement

si (A%, w) est une algebre train spéciale.

En effet. si (A,w) est une algebre train spéciale alors N = kerw est nilpotent et
ses puissarnces principales N* sont des idéaux de A. La proposition 4.2.3 nous dit que
N°% = N¥ pour tout entier k > 1. Par suite N° est nilpotent et les N°F sont des
idéaux de A°.

Sil'opérateur V(z) = (1 —a)z?+ow(z)z est stationnaire alors V2 (z) = w(z)*V ().
Cette derniere condition est équivalente a (1 — a)[(1 — @)z? + aw(z)z]? + aw(z)?[(1 -
a)r? + aw(z)z] = w(z)?[(1 — a)z? + aw(z)z] ou encore (1 — a)?zBl + 20(1 -
a)w(@)z® — (@ +a — D1 — a)w(@)?2? - ol — a)w(z)’z = 0, qui prend la forme
¥ 20l — o) lw(@)z® — (P +a—-1)(1 —a) 2w(@)z? —a(l —a) *w(c)’z = 0. En

posant 26 = —a(l—a) ! onal—20 = (1—a)~} 1—a = (1-26)"! a = —2§(1-28)*
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et V(z) = (1 —26)"1(z* - 26w(x)x). L’équation précédente devient
2 — dow(@)a® + (462 + 26 — Dw(z)?2? + 25(1 - 26)w(z)’s = 0.

Si par contre l'opérateur V(z) = (1 — 25)"Y(2? — 20w(z)xz) est involutif, alors

V3(z) = w(r)3z et cette égalité donne lieu & I'équation
2B — 40w (@)a® + 25(48 — Vw(z)?z? + (46 — 1)(1 — 20)w(z)%z = 0.

Pour de futurs besoins de simplification, remplacons § par i(l + 20) dans la derniere

équation. On obtient alors ’équation équivalente
2P — (1 4+ 28)w(@)z® + (1 + 20)w(z)?2? + 5(1 — 26)w(z)*z = 0.

De ce qui précede, les propositions suivantes deviennent immeédiates.

PrROPOSITION 4.2.6. — Soient (A,w) une K-algébre pondérée et V. : A — A
lopérateur d’évolution défini par V(z) = (1 —26) H(2® = 20w(x)z), 6 € K\ {3} Les
assertions swivantes sont alors équivalentes :

() V2=V

(i1) (A.w) est une d-algébre de Bernstein.

ProrositioN 4.2.7. — Soient (A,w) une K-algébre pondérée et V. A — A
Uopérateur d’évolution défini par V(z) = (1—-28) "1 (227 — (1+20)w(z)z). § € K\{3}.
Les assertions suivantes sont alors équivalentes :

(1) V= ida
(i1 (A.w) est une §-algeébre de Walcher.

4.3. Automorphismes et dérivations

Définition 4.3.1. On appelle automorphisme d’'une K-algebre pondérée (A.w),
toute application K-linéaire bijective ¢ : A — A satisfaisant aux conditions wop = w
et o(xy) = p(z)e(y). quels que soient = , y dans A.

L’ensemble des automorphismes de (A.w) est un groupe noté Aut g ((A,w)).
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Définition 4.3.2. Une application K-linéaire d de A dans A, est appelée K-
dérivation de A, ou simplement dérivation de A, si d(zy) = d(z)y + zd(y) pour tout
x. iy dans A.

On note Derg(A) U'ensemble des dérivations de l'algebre A. Muni du crochet
d.d'] = dd' — d'd, Derg(A) est une algébre de Lie appelée algébre de Lie des

dérivations.
PROPOSITION 4.3.3. — On a Autg ((A,w)) = Autg ((A°,w)).

En effet, soit ¢ : A — A une application K-linéaire bijective. Pour tout z, y dans
Aonap(zoy)—p(r)op(y) = ¢l(1 - a)zy + fa(w(@)y +w(y)z)] — (1 - a)p(@)e(y) -
La(w((@)e(y) +wlp)e(@)) = (1 — a)p(ey) — o(@)e(y)] car wo p = w. Comme

a # 1, le résultat en découle aisément.
PROPOSITION 4.3.4. — On a Derg (A) = Derg(A°).

Par suite, le groupe des automorphismes et ’algebre de Lie des dérivations sont des

invariants du parametre a.

4.4. Structure des d-algebres de Bernstein

THEOREME 4.4.1. — Soit (A.w) une §-algébre de Bernstein. Les assertions suivantes
sont équivalentes.
(1) (A.w) est une algébre de Bernstein;

(i) 6 =0 oux?® —w(x)r =0 pour tout z dans A.

Eneffet (ii) == (i) est triviale. Supposons que (A, w) est une d-algebre de Bernstein.
Si cette algebre vérifie 213 — w(z)?z? = 0 alors I'équation (3.3.1) caractérisant les -
algebres de Bernstein prend la forme 46(z® — (1 +20)w(z)z® + $(26 = 1)w(a)*z) = 0.

Alors 6 = 0 ou 2% — (1 + 28)w(z)z® + 1(20 — 1)w(z)?x = 0. Dans le cas oll

g

(1 + 28)w(z)z? + 3(26 — )w(z)?z = 0, (A, w) est une algebre de Bernstein
train de rang < 3. Alors le théoreme 1.4.11 nous dit que z* = w(z)z? quel que soit
£ dans A. Par suite, Uéquation z® — (1 + 28)w(z)e® + 3(20 — Dw(z)?r = 0 s’éerit

(1 — 26)(+% — w(x)z) = 0 aprés simplification. Il en résulte que 22 — w(x)z = 0 car

(5#%.
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Soit (A4,w) une K-algebre pondérée. Sur le K-espace vectoriel sous-jacent A, on

pose
zoy=(1-20)" (zy - dw(r)y — dw(y)r)

ot zy désigne le produit de x par y dans l'algébre A et 6 € K\ {3}. La nouvelle

algebre sera notée A°. On sait que w est une pondération de A°.

THEOREME 4.4.2. — Soit (A,w) une K-algébre pondérée. Les assertions suivantes
sont équivalentes :
(i) (A,w) est une 5-algébre de Bernstein;

(i) (A°.w) est une algébre de Bernstein.

En effet. il suffit de voir que pour tout z € Aon a :

(zoz)o(rorx)—w(z)zoxr =

(1—26)7? [z — dow(z)z® + (467 + 26 ~ D)w(z)?2? — 26(26 — 1)w(z)32]
Le résultat en découle.
Aussi, si (A4,w) est une algébre de Bernstein alors, en changeant la multiplication
par

on obtient une d-algebre de Bernstein pour tout § € K\ {3 }.

LeMmME 1.4.3. — Toute §-algébre de Bernstein posséde au moins un idempotent non

nul.

En effet. soit x un élément de A de poids 1. Posons e, = (1 — 25) 7Y (x? — 25z).
On a e2 = (1 —20)72(zPB — 452° + 46%2%). Comme (A,w) est une S-algebre de
Bernstein. il vient que zP¥ = 40z® — (46 + 20 — 1)x? + 26(26 — 1)z. Par suite
e2 = (1-20)72(4823 — (462 +20 —1)2% +26(26 — 1)z — 4823 + 46%2?) = (1—20) "2((1 -

26)2% —26(1 = 20)z) = (1 — 28)72(1 — 20)(x? — 20x) = (1 — 28) "} (z? — 26z) = e,.

Soient (A,w) une d-algeébre de Bernstein et e un idempotent non nul de A. Pour

v =462 +20 -1, 3 = —-20(26 — 1), z = e et y € kerw dans (3.1.1) on obtient
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2e(ey) = (1 + 20)ey — dy. Ainsi, il est facile de montrer que 'application L définie
de kerw dans kerw par L(z) = 2(1 — 25) " }(ex — §z) est un projecteur, i.e. L% = L.
Par suite A admet la décomposition de Peirce donnée par A = Ke @ U, & V, 5 , avec
U, = {z € kerw | ex = 32}, Vo s = {z € kerw | ex = §z}. Par ailleurs, on sait que la
décomposition de Peirce de 'algebre de Bernstein (A°, w), relative a I'idempotent e,
est A° = KegU BV, ouUS = {z € kerw | eox = 3z}, V) = {z € kerw | eoz = 0}.

Compte tenu des formules z oy = (1 — 20) Hzy — dw(z)y — dw(y)z) et

xy = (1 —20)z oy + dw(x)y + dw(y)z, la proposition suivante est immédiate :

PropPOsSITION 4.4.4. — Soit A une é-algébre de Bernstein. On a
(1) I,(A) = I,(4°) = {zoz |z € Auw(x) =1} = {(1 -20)"1(z® - 20z) |z €
A w(z) =1};
(it) Ug=U2 et V.5=V7..

THEOREME 4.4.5 ([13]). — Soit A = Ke ® U, & V.5 la décomposition de Peirce
d une d-algébre de Bernstein A relative a l'idempotent non nule. On a:
(i) UZ C Ves, UeVes CUe, V725 C U,
(i1) u® = u(uv) = w? = u?(zu) = v} (zv) = (w)? = v*v? =0, pour tout u € U..
veV,setr €kerw
(ii)) Ls = {u € U, | ulU, = 0} est un idéal vérifiant V25 C Ls. U2Ls =0, (uv)v € Ly,

L =0, pourtoutue U, veEV,;s

Dans la suite Ls désignera 'idéal de V'assertion (i¢i) dans le théoreme 4.4.5. Soit
A =Kea U, 3V, s une d-algebre de Bernstein. Alors I'ensemble des idempotents non

nuls est donné par :
L(A)={e+u+(1-20)""w* |uel,}.

De plus. si e = e +ug + (1 = 28) " ud, ug € U, alors Uer = {u+2(1 — 26) " tuuy |
we Ul et Vs ={v—2(1-28) toug —2(1 —26)2vuf | v € Ve 5}. Alnsi, on a les
isomorphismes de K-espaces vectoriels U, = U, et Ve s = Vo 5. Si dimglU, = 1 et
dimgV, s = s,comme dans le cas des algebres de Bernstein, on dira que la d-algebre

de Bernstein A est de type (1 + r.s).
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Soit A = Ke® U, &V, 5 la décomposition de Peirce d’une d-algebre de Bernstein.
On note que pour § # 0 on a toujours A% = A méme si U? # Ves.

Exemple 4.4.6 : Soit A la R-algebre dont la multiplication dans la base {e,u, v}
est donnée par ® = e, eu = tu, ev = v, ww =¥ =wet u? =0, ond € R \ {0. 3}
OnaA=Re®U.2Ves avec U =< u >, Vo5 =< v > et A2 = A, tandis que
0=U2# V.5

Ces considérations nous amenent & redéfinir la notion d’algebre nucléaire afin de
I'étendre aux d-algébres de Bernstein.

Définition 4.4.7 On dira qu'une §-algébre de Bernstein est nucléaire s’il existe

un idempotent e dans A tel que U2 =V, 5.

ProposiTION 4.4.8. — Soit A une 6-algébre de Bernstein. Alors les assertions
suwwantes sont équivalentes :
(i) A est une algebre nucléaire;

(21) Pour tout idempotent ¢ #0 de A on a U% =V, 5.

En effet. I'implication (ii) = (i) est triviale. Mountrons done (i) = (i7). Si A est
nucléaire alors il existe un idempotent e tel que U2 = V, 5. Soit ¢’ un autre idempotent
de A. Alors il existe ug € Ug tel que e’ = e+ug+(1—25)tudet A= Ke/ U, &V 5
avec Uy = {u+2(1-20) tuug | u € Ut et Vor 5 = {v—2(1-258) " toug—2(1-25) " 2vud |
v € Ves}. Soit @ € Vg Il existe v € Vo5 = UZ tel que v =Y 7" w;u) (uy, u) € U)
et v = v —2(1—28)tvuy = 2(1 = 26) " Foud = S0 (ugu)) — 2(1 = 28) " (wulug —
201 = 26) " (uulug = S0 (uy + 2(1 — 26) Lugug ) (w) + 2(1 — 28) "tujug) grace au
théoreme 4.4.5. Par conséquent & € Uf, et Voo g C Uez/, soit V. 5 = Uf

La proposition précédente nous dit que la notion de d-algebre de Bernstein nucléaire

ne dépend pas de I'idempotent choisi.
COROLLAIRE 4.4.9. — Si A est une d-algébre de Bernstein nucléaire alors A2 = A.

La réciproque du corollaire n'est vraie que pour o = 0, i.e. pour les algebres de
Bernstein qui sont ici les O-algébres de Bernstein. En effet, 'exemple 4.4.6 nous dit
que pour tout § # 0. la d-algebre de Bernstein A ainsi construite n’est pas nucléaire

alors que A% = A,
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ProrosiTiON 4.4.10. — Soit A une d-algebre de Bernstein. Alors A est nucléaire si

et seulement si A° est nucléaire.
Ce résultat découle de la proposition 4.2.3 et du fait que U, = U et V5 = V.

THEOREME 4.4.11. — Soit (A,w) une d-algébre de Bernstein de type fini. Si A est

nucléaire alors kerw est nilpotent et A est génétique.

En effet, si A est nucléaire alors A° l'est aussi (proposition 4.4.10). Alors N° est
nilpotent( [13, théoreme 6.9 (Conjecture de Grishkov)] ). Par suite le corollaire 4.2.5

nous donue le résultat.

ProprosiTION 4.4.12. — Toute d-algeébre de Bernstein nucléaire de type fini est une

algebre train spéciale satisfaisant

1 - 2 1o
ot — 5(3 + 28)w(z)z® + %(1 + 30)w(z)?2? — iéw(:c)g;z =0

En effet, soit (A,w) une d-algebre de Bernstein nucléaire de type fini. L’algébre
de Bernstein (A°,w) est alors nucléaire de type fini. Par suite, le théoréme 3.1
de [19. chap. 6] nous dit que (A°,w) est une algebre train spéciale vérifiant
Péquation z°* — 3w(x)z®® + Lw(z)?2°? = 0. Cette équation est équivalente 2
= 23 + 28)w(x)a® + (1 4 36)w(r)?2? — Jow(z)®c = 0 compte tenu du fait
que zoy = (1 =28~ ey — dw(z)y — dw(y)z) quels que soient = et y dans A. Le
corollaire 4.2.5 termine la démonstration.

Dans [15] les auteurs montrent que dans toute algebre de Bernstein nucléaire
(A.w). Vannulateur AnnN de N = kerw est un idéal satisfaisant V> C AnnN et
vr(vou) + vo(viu) € AnnN pour vy, ve € V, et u € U,. Ce résultat s'étend sans
difficulté a toute d-algeébre de Bernstein et on a le théoreme suivant :

THEOREME 4.4.13. — Soit (A,w) une §-algébre de Bernstein nucléaire. Alors
A/AnnN est une algébre train d’équation T° — (1 + 6)&(2)7% + 60 (T)*z = 0.

PROPOSITION 4.4.14. — Soit I un sous-espace vectoriel de A. Alors I est un idéal

de A non contenu dans N si et seulement si A% est contenu dans 1.

En effet, si I ¢ N alors il existe z dans [ tel que w(x) # 0. Alors. pour

y =w(x) "tz Pélément e = (1 —28) " (y* — 20y) est un idempotent de A appartenant
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a I. Relativement a e, on a A = Ke® U, & V.5 . Comme U, = el,, on a U, C [
car [ est un idéal de A. Par suite, pour tout x; = Ne + u; + v; (i = 1.2), on
a T2 = Adae + %(/\lug + Aouy) + uyus + wyvo + Usvy + vive + evy + evy € I,
soit A? C I. Réciproquement, supposons 42 C I. Alors, puisque I C A, il vient
Al C A% C I et [ est un idéal de 4 non contenu dans N.

Remarques 4.4.15. (i) Si 4 est nucléaire alors A n’admet pas d’idéal propre non
contenu dans N.

(1) SiI ¢ N. J ¢ N et A*> C INJ, alors A? C IJ car (A%)? = A2, Par suite I.J

devient dans ce cas un idéal de A.

ProrosiTioN 4.4.16. — Soit I un idéal de A. Alors l'une des assertions suivantes
est vérifiée :
(i) I=KeaU, 3 (VesnI);
(i) IT=U.ND & (VesNI).

En effet, on distingue deux cas. Si I C NV alors il existe un idempotent non nul e
danslet A = Ke@U. 2V, 5. Pourz € [,onaz = Ae+utv, A\ € K,uc U etv e V5.
Parsuitev =v—-Xe—-2euclcarU,=elU, CI. AinsiI = Ke®d U. 3 (V.sNI). Par
contre, si I C N alors pour.tout x € [, il existe u € Uy et v € V. 5 tels que © = u + v.
On obtient donc ex = %u +ov.v=(6— %)_l(ew — %CC) D’olu v € I et par conséquent
u=r—velsoit=UNI=(VesnI).

ProprosITION 4.4.17. — Soit I un sous-espace vectoriel de A. Si I est un idéal de A

alors I est un idéal de A°.

En effet. si 6 = 0. le résultat est évident. Si 6§ % 0 et I C N la proposition 4.2.3
nous permet de conclure. Supposons donc que 0 # 0 et I ¢ N. Alors [ = A et on
obtient le résultat.

La réciproque de la proposition 4.4.17 est tausse. En effet, considérons la R-algebre

u. ev = ov.

[

A dont la multiplication dans la base {e, u, v} est donnée par e* = e, eu =
ue = (1 — 26)u = v? les autres produits étant nuls et § € R\ {0, 5 }. On vérifie que A
est une d-algébre de Bernstein. La table de multiplication de I’algebre de Bernstein A°

associée 2 A est donnée pareoe =¢e, cou = %u, wov =vouv =ules autres produits
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étant nuls. Le sous-espace vectoriel I =< e, u > est un idéal de A°. Par contre I n’est

pas un idéal de A car ev =dv ¢ 1.

THEOREME 4.4.18. — Soit A = Ke & U, & V. 5 la décomposition de Peirce d'une
d-algébre de Bernstein A, relative a l'idempotent non nul e. Alors la d-algébre de

Bernstein quotient A/ Ls est une algébre train vérifiant 2 —(1+8)@(2) 2> +0w(Z)%T = 0.

En effet @ : A/Ly — K,T — w(z) est une pondération de A/Ls et si
r=w(x)etutvestdans A=KeBU, & Vo, onazd—(1+6w(z)z? + dw(z)iz =
$(20 — Dw(z)v* + u*v + v° 4+ 2(uv)v. En appliquant le morphisme canonique

7 : A— A/Ls aux deux membres de I'égalité précédente, le résultat s’ensuit.

ProposiTION 4.4.19. — Soit (A,w) une §-algébre de Bernstein. Les assertions
suivantes sont équivalentes :
(i) (A°,w) est une algébre de Bernstein-Jordan

(i) (A.w) est une algebre train vérifiant z° — (1 + 0)w(z)z? + dw(z)?z = 0

Eun effet, il suffit de remarquer que pour tout z € Aona:zozxoz —w(r)rozr =
(1-28)2(2° = (1 +6)w(z)z? + dw(z)*x) et d'utiliser le fait que (A°, w) est une algebre
de Bernstein-Jordan si et seulement si z oz oz — w(z)z o x = 0.

Dans le méme sens on a :

ProOPOSITION 4.4.20. — Soit (A,w) une d-algébre de Bernstein. Les assertions
suvantes sont équivalentes :
(i) (A°.w) est une algébre de Bernstein normale;

i) (A.w) vérifie r%y — w(z)zy — dw(y)z? + dw(zy)z = 0.
(

On rappelle quune algebre de Bernstein est dite normale si elle vérifie
22y —wlz)zy = 0.

Les propositions 4.4.19 et 4.4.20 suggerent les définitions suivantes :

Définitions 4.4.21 : Soit (A,w) une d-algébre de Bernstein. On dira que A
est une §-algébre de Bernstein-Jordan (resp. une §-algebre de Bernstein-normale) si

2 = (1 + 0)w(r)z? + dw(x)?z = 0 (resp. 22y — w(z)zy — dw(y)z? + dw(ry)z = 0).

PROPOSITION 4.4.22. — Soit A = Ke & U, ® V.5 la décomposition de Peirce d’'une
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d-algébre de Bernstein A. Alors A est une §-algébre de Bernstein-Jordan (resp. une
d-algébre de Bernstein normale) si et seulement si Ve% =0 et v(vu) = 0 quels que

soientu € Uy et v € Vo 5 (resp. U,V 5 =0 et V25 =0).

Le théoreme suivant nous montre qu'une d-algebre de Bernstein-Jordan n’est pas.

en général, de Jordan.

THEOREME 4.4.23. — Soit (A,w) une 6-algébre de Bernstein. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :
(i) (A,w) est une algébre a puissances associatives;

(42)

(A.w) vérifie l'une des équations suivantes :

(a) 22 — (1 + 0)w(z)z® + dw(x)?z =0 (5 €{0,1});
() 22 —w(z)z =0 (5 &{0,1});

(

A.w) est une algébre de Jordan.

(1)

En effet. seule I'implication (i) = (i2) nécessite d'étre prouvée, les autres étant bien
connues daus la littérature. En faisant y = 22,00 = 46 + 26 — L et 3 = —20(28 — 1)

dans (3.1.1). on obtient
2272 = 4dw(x)r? + (462 + Dw(z)?2® — (86% + 607 + 0 ~ Lw(x)’2”

(1) o o
+6(20 = 1)(3 +40)w(z)

Supposons maintenant que A est & puissances associatives. Alors (3.3.1) s’écrit

(2) ot = ddw(r)z® — (467 + 20 — Dw(z)?z® +26(26 — Dw(z)’z

et (1) donne

2

225 = (206 + Dw(x)?e® + (—246% — 1467 + 30 + Dw(x)’x

<3) 2 N 4
+35(867 — 20 — Nw(x) z

ol on a remplacé z? par son expression dans (2). En multipliant (2) par 2. il vient

2

20° = 2(126% — 26 + Dw(x) 2> + 46(~86 6% — 26 + Dw(x)’z

) |
+1662%(26 — w(z)
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Les identités (3) et (4) donnent par différence

(5) (1 —28)3° + (46% — 6 — Vw(z)z? + 6(3 - 4d)w(z)?z =0

La différence des identités (2) et (5), multipliées respectivement par (1 — 2§)? et
(1 —28)x, sécrit 6(6 — 1)(z? — w(z)z) = 0. Ainsi, soit § € {0,1} et on a (a) via (5),
soit 4 ¢ {0, 1} et on obtient (b).
On a l'analogue du théoréeme 1.4.11 .
THEOREME 4.4.24. — Soit (A,w) une d-algébre de Bernstein. Les assertions
suivantes sont équivalentes :
(i) N = kerw est une nil-algébre ;
(i) (A, w) est une algébre train vérifiant (2% — (1+6)w(z)z? +éw(z)?z)(z — jw(x))* =

0, k entier naturel.

4.5. Structure des J-algébres de Walcher

On rappelle qu’une §-algebre de Walcher est caractérisée par 'identité

(3.2.5) 28— (1 + 20)w(z)z® + 6(1 + 20)w(z)?2? + 6(1 — 28)w(z)r =0

On a 'analogue du théoreme 4.4.1.

THEOREME 4.5.1. — Soit (A.w) une d-algébre de Walcher. Les assertions suivantes

sont équivalentes :
(7) (A,w) est une algebre de Walcher;

(i1) 0 = ——,3; ou r? — w(z)r = 0 pour tout z dans A.
Soit (A.w) une K-algebre poudérée. On change la multiplication de A en posant
. 1
vy = (1-20)7 (2zy — 5(1 + 26)(w(z)y + wly)z))

ot zy désigne le produit de z par y dans I'algebre A. On note A* la nouvelle algebre.

THEOREME 4.5.2. — Soit (A.w) une K-algébre pondérée. Les assertions suivantes

sont équivalentes :
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(i) (A,w) est une 5-algébre de Walcher:
(it) (A", w) est une algebre de Walcher.
En effet, on note que pour tout x dans A,
(x*xz)* (z*1) —wlx)e =
8(1 = 20)* [P — (1 + 20)w(z)2® + 5(1 + 26)w(x)2? + (1 — 28)w(z)’x]

et le résultat en découle.

ProposiTiON 4.5.3. — Soit (A,w) une 6-algébre de Walcher. On a
zt — (1 + 28)w(z)z® + 5(2 + 0)w(z)?z? — 6w(z)’z =0

pour tout T € A.

Pour la preuve, voir la démonstration du théoreme 3.2.4.

L’exemple suivant nous dit que la réciproque de la proposition 4.5.3 n’est pas vraie.
Exemple 4.5.4. Soit A la R-algebre dont la multiplication dans la base {e, u. v, v2}
2 _

, . \ 2
est définie par e e.eu = ue = %u, evy = vie = 0uy, evy = Uge = OUs + U1, U5 = U1,

|—

les autres produits étant tous nuls et 0 # 5 dans R. L’application w : A — R définie
par wl(e) = 1 et w(u) = w(vy) = w(vy) = 0 est une pondération de A. Soit x € A de
poids 1. Alors 2 = e+ u+oov, +asvy avec o; € R.Onaz? =e+oju+ (a§ + 203 +
200)vy + 200302, 2% = e+aju+ (36ai +(1+48)az+6(1+28)as)vy +0(1+28)azuvs, et
vt =etaju+(6(56+1)ai + (607 +25+1)ag +0(20° +5+ 1)az)vy +6(26% + 5+ 1)aguvs.
Ainsi z* — (1 + 20)22 + 6(2 + §)z? — 4%z = 0. Par suite, pour tout z £ A. on a :
2t — (1+28)w(z)z? +6(2 4+ d)w(x)?z? — §%w(x)?z = 0. Soit maintenant 2 = e +vy. On
ar? =e+301 42000, 2% = e+ (T0+1)v1 +6(1+20)vs et 2B = ¢ +25(5+20)v +40°0s.
Dott 2% — (1 +28)2% +6(1 +20)z? +5(1 — 26)x = —(1 — 26)?v; # 0 pour tout § # 3
dans R. Donc (A, w) n’est pas une d-algebre de Walcher. D’ou le résultat.

La linéarisation partielle de (3.2.5) nous donne les identités :

4 (zy) = (20 + Dlw(y)a® + 2w(z)u(ay) + wlz)z®y]

—28(1 + 28) [w(zy)2? + w(z)?zy] — 5(1 — 28)[Bw(z?y)z + w(r)’y]
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42%(y2) + 8(xy)(22) = (1 +20) w(y)z®s + 2w(y)a(z) + 2w(z)z(zy)
tw(2)z?y + 2w(@)((2y)z + (y2)z + (22)y)]
~20(1 4 20)[w(yz)z® + 2w(zy)az + 2w (xz)zy + w(z)?yz]
—36(1 — 20)[w(z?y)z + 2w(zyz)r + w(z?2)y]

Faisons y = 2® et y = 2 = z? respectivement dans (4.5.5) et (4.5.6) puis utilisons

(3.2.5) et la proposition 4.5.3 . Il vient que

(4.5.7)
220% = (1 + 26)(1 + 0)w(z)?z® - 20(1 4 8)2w(z)?2? + 5(26% + 26 — Dw(z)*z
2% = (1446 4 36% 4+ 26%)w ()32 — 6(3 + 50 + 50° + 26%)w(x)*2>
+8(=1+ 25+ 36% + 268%)w(z)’x
LEMME 4.5.8. — Toute §-algebre de Walcher posséde au moins un idempotent non
nul.

En effet, pour tout = € A tel que w(z) =1, soit I'élément e, = (1-26)"3(z>—30z%+
0(40 = 1)z) . Onael = (1 —-28)"4[z32® — 65222% + 9622222 + 20(46 — 1)x* — 652 (46 —
1)x® + 62(46 — 1)%22]. Au moyen des identités (3.2.5), (4.5.7) et la proposition 4.5.3.
on obtient : €2 = (1—28)7#[(1—-26)%2 = 35(1 —26)%2% +6(—1 485 — 200> + 1653 )z] =
(1 —28)74(1 —20)%(2® ~ 3622 + 5(40 — 1)z) = e,

Soit (A.w) une d-algebre de Walcher et (A", w) 'algebre de Walcher correspondante.
On sait que A et A* ont le méme ensemble d’idempotents. De plus. si e est un
idempotent non nul de A alors. pour z = e et y € kerw dans (4.5.5), il vient que

2

2e(ey)) —(1+20)ey+3dy =0. Dot A = KeS N, G N;ou Ny = {z € herw | ex = %.r},

Ns = {2z € kerw | ex = dz}. Par aillewrs A* = Ke & Ni = N*, avec
2 2
NT ={r ckerw|exx =1z} N*, = {z € kerw | exa = —3z}. On a aussi
2 2
les égalités de sous-espaces vectoriels : N1 = Ni et Ns = N*,. Enfin, on peut
2 3 ~3

remarquer que les noyaux de (A,w) et de (A*,w) ont la méme structure algébrique

car x xy = 2(1 — 26) “txy pour tous z, y € kerw. En fait, on a le théoreme qui suit.
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THEOREME 4.5.9. — Soit A = Ke @ N% D Ns la décomposition de Peirce d’une §-

algebre de Walcher relative a Iidempotent non nul e. Alors

(1) V C Ns. NiN; C Ny, NZ C Ny;

(2) 2 (zy) = z(z%y) = O;

(3) 2(zy)(zz) + 2%(y2) = 0;

(4) (zy)(tz) + (w2)(yt) + (xt)(y2) = O;

(5) 2e(ex) — (1 + 28)ex + 6z = 0;

(6) (1 —26)e(zy) + 4(ex)(ey) — (1 + 20)((ex)y + (ey)z — dzy) = O;

(7)) Al(ex)(yz) + (ey)(zz) + (e2)(zy)) = (1 +26)((zy)2 + (y2)z + (22)y);
(3) u? = v® = 0;

(9)  (uruo)ug + (ugus)ur + (usui)us =0,  (vyva)vs + (vavs)vy + (vv1)ve = 0;
(10) (viva)u = vy (vau) + va(v1u);

(11) (ulug)v = U ('LLQ’U) + UQ(UI U),
quels que sotent x. y. z, t dans kerw, u, u; dans N%, v, v; dans Ny (i = 1.2,3).

ProposITION 4.5.10. — -Toute d-algébre de Walcher est une algébre train spéciale.

donc génétique.

En effet. supposons que (A.w) est une d-algebre de Walcher et soit ¥V = kerw.
Alors, Talgebre de Walcher (A*.w) est une algebre train spéciale d’apres ([21]). Par

suite . le corollaire 4.2.5 achéve la démonstration.

LemyvEe 4.5.11. — Soient A = Ke © Ny % N5 une 6-algebre de Walcher dans
sa décomposition de Peirce relativement & [idempotent non nul e et k un entier

strictement positif. On a les inclusions suivantes :

(i) Ni(NyNF)CN§, (i) Ns(NyN§) C NN

2

En effet, (i) s’obtient par récurrence sur lentier & > 1. Si k = 1 le résultat est
trivial par les inclusions (1) du théoreme 4.5.9. Supposons que cette inclusion ait
liecu pour un entier & > 1 et solent wj. us € Ny, v3, v9 € N5 et v € N(é“. On

L
2



_55-

etablit, a l'aide des identités (4), (9) et (10) du théoreme 4.5.9, que u; (us(viv)) =
uy (v (vuz)) +ur(v(viug)) = vi(ur(vug)) — (viug) (vus) + v(ug (viug)) — (vius)(vu,) =
(wruz)(viv) 4+ v(ur(ugv)) 4+ vi(ui(uav)). On a (uyus)(viv), vlui(usvy) € N1
trivialement et vi(ui(uov)) € NFF! du fait que w;(ugv) € N¥ par hypothése de
récurrence. D’out l'inclusion (i). Quand a Vinclusion (ii) elle provient de ce que

vi(ur(v2v)) = ui(vy(v2v)) — (viug)(vav) quels que soient u; € Ni, vy, va € Ns et

(&7

v e ;V(;C.

COROLLAIRE 4.5.12. — Soient A = Ke & N1 & N5 une d-algebre de Walcher et

1
2
k > 1 un entier. Alors le sous-espace vectoriel Ji, = Ny Ng“ ® NF est un idéal de A.
ProrositioN 4.5.13. — Sotent (A,w) une §-algébre de Walcher, I, et [y les
idéaur de A engendrés respectivement par les éléments de la forme 2° — w(z)r et

3 — (1 + Ow(z)z? + dw(x)?z, = parcourant A. Alors [, = Jy et [y = Js.

En effet, soit z € A = Ke @ N§ S Ns. z = wl@xle+u+v, u e N% et
v € Ns. On a 22 —w(@)z = 2w + (u? +v? + (26 — Dw(z)v) et 2% — (1 +
Nw(z)z? + dw(z)*r = 2uv? + (2u’v + (26 — w(z)v?). Par suite, (z° — w(z)z) € J
et (1 — (1 + 0)w(z)z? + dw(z)?xr) € Jo. Soit done I, C Jy et I, C Jo. Soit
maintenant v € Ns. On a w = (25 — 1) (e + v)? —w(e + v)(e + v) — (v° — w(v)v)]
et 2 =(20 —1)7He+v)? — (1 +&wle+ v)(e+ v)? + dwle +v)%(e + v)]. Ces deux
dernieres identités nous disent que N5 C I; et v2 € I, pour tout v € N;. Comme
vive = S[(v1 4+ v2)? — vf — v3] pour tout v1, va € Ny, on en déduit que N} C I,. D’ou

J1 C Iy et Jo C 1. Par conséquent J; = I et Jo = [5.

ProPOSITION 4.5.14. — Soit A = Ke = N1 5 Ns la décomposition de Peirce d'une
d-algebre de Walcher relative a lidempotent non nul e. Alors Jo = N% NZ 5 NZ est
un idéal de A et ['algébre quotient A/Js est une algébre train vérifiant ['équation
2 — (14 0)@(2)3* + dw(1)%z = 0.

En effet. d'apres le corollaire 4.5.12, J; est un idéal de A. Soit maintenant
v € A= Ke®o Ny & Ns. Alors z = w(z)e +u+wv, u € Ny. v € N et
% = (1 + w(z)z? + dw(z)z = 2v%u + 2u?v — (1 — 26)w(z)v® € Jo. En appliquant

le morphisme canonique 7 : A — A/J> aux deux membres de ’égalité. le résultat



s'ensuit.

COROLLAIRE 4.5.15. — Soit A = Ke @& N% B N5 la décomposition de Peirce d'une
d-algébre de Walcher relative & l'idempotent non nul e. Alors A est une algébre train

de rang 4 si et seulement si Ni # 0.

En effet, si N = 0 alors A est une algebre train de rang < 3 d’aprés la proposition

4.5.14.

ProrositioN 4.5.16. — Soit (A,w) une d-algébre de Walcher. Les assertions
sutvantes sont alors équivalentes :
(i) (A.w) est une algébre a puissances associatives:
(i) L'équation de (A,w) est de l'une des formes suivantes :
(a) 28 —w(z)z® = 0;
(b) 28 — 3w(z)x® + 3w(z)?2? — w(z)z = 0;

(i1) (A,w) est une algébre de Jordan.

En effet. (z) = (i¢) : On sait que (A.w) est une algebre train de rang < 4. Sans
perdre la généralité, on peut supposer que l'algebre (A.w) est de rang 4. Alors.
puisque A est a puissances associatives, (3.2.5) s’écrit z* — (1 + 28)w(x)z® 4+ 6(1 +
20)w(x)?x? + §(1 — 2(5)w(:1;.)3:u = 0. Par ailleurs la proposition 4.5.3 nous dit que
ot = (14 28)w(z)z® + 6(2 4+ 0)w(x)?z? — 02w (z)3r = 0 pour tout z € A. Ainsi, ces
deux dernieres identités dounent par différence §(1 — §)(x? —w(.r)x) = 0. Par suite, A
étant de rang 4, 6 = 0 ou 6 = 1 et nous obtenons respectivement les équations (a) et
(b).

L'implication (i) = (#ii) bien connue, résulte de la linéarisation des équations (a)

et (h). De plus (i7) = (i) est immédiate.
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RESUME

A travers ce miémoire, qui se divise en quatre chapitres, nous apportons notre
contribution a la théorie des algebres génétiques. Le premier chapitre nous donne
I'occasion de rappeler les définitions de quelques mots clés et certains résultats que nous
utilisons couramment dans cette these. Nous définissons, dans le second chapitre, les
conditions d’Engel dans une algebre de Bernstein et nous montrons que toute algebre
de Bernstein de dimension finie vérifiant la “deuxiéme condition faible d’Engel” est
génétique. Les deux derniers chapitres sont consacrés a I'étude globale des algebres
vérifiant une équation train aux trois premiéres puissances mixtes. Elle nous
permet de mettre en évidence les J-algébres de Bernstein et les d-algébres de
Walcher. Nous retrouvons ces deux classes d’algebres a travers la notion d’opérateur
d’évolution. Les d-algebres de Bernstein, tres proches des algebres de Bernstein.
ne sont pas nécessairement des algebres train. Quant aux d-algebres de Walcher. elles

sont génétiques et s’apparentent aux algebres de Walcher.



