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INTRODUCTION 

Ce travail concerne essentiellement les 6-algèbres de Bernstein. 

Dans le premier chapitre, nous rappelons les définitions et les résultats de base 

connus dans la théorie des algèbres génétiques et qui inteviennent dans notre travail. 

Le delL'dème chapitre nous donne des conditions suffisantes pour qu'une algèbre 

de Bernstein soit génétique. On établit notamment que toute algèbre de Bernstein 

de dimension finie vérifiant la deuxième "condition faible d'Engel" ou la troisième 

condition d'Engel est génétique. Les résultats obtenus nous donnent l'occasion de 

classifier certains types d'algèbres de Bernstein train. 

Les algèbres vérifiant une éq\lation train alLX trois premières puissances mLxtes font 

l'objet d'une étude globale dans le troisième chapitre. Nous exhibons delLx classes 

principales appelées respectivement 6-algèbres de Bernstein et 6-algèbres de \Valcher. 

A partir de la notion d'opérateur d'évolution. nous retrouvons dans le quatrième 

chapitre les deux classes d'algèbres précédemment définies. Nous montrons alors que 

du point de vue structure algébrique, les 6-algèbres de Bernstein sont très proches des 

algèbres de Bernstein. Quant alLX o-algèbres de \Valcher, elles rappellent les algèbres 

de \Valcher. Dans ce sens, les algèbres de Bernstein sont les O-algèbres de Bernstein et 

les algèbres de vValcheL les ~-algèbres de vValcher. Ces dernières étant génétiques, 

nous montrons que les o-algèbres de vValcher sont génétiques. 
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1 
ALGEBRES GENETIQUES 

1.1. Survol historique. 

C'est en 1923 que S. Bernstein posait le problème de la classification des 

opérateurs d'évolution satisfaisant au principe de stationnarité. En d'autres termes, la 

classification de tous les opérateurs quadratiques idempotents agissant sur l'ensemble 
n 

des n-uplets x = (Xl, Xz,.·., :En ) tels que I:: Xi = LXi> 0 (i = 1, ... , n). Le principe 
i=l 

de la statiolmarité est en génétique, une généralisation des lois de Mendel et du 

théorème de Hardy-·Weinberg. 

A la suite des travaux de Se~ge Bernstein, les algèbres génétiques ont pris naissance 

en 19:39 par les écrits de I. M. H. Etherington. En 1047 R. D. Schafer définissait, 

au moyen de l'algèbre des transformations des objets appelés. maintenant. algèbres 

génétiq'ues au sens de Schafer. En 1969, H. Gonshor marquait cette théorie par sa 

définition des algèbTes génétiques au sens de GonshoT. Pour plus de détails. voir [12] 

et [23]. 

La théorie des algèbres génétiques, connue aujourd'hui sous l'appellation Algèbre 

génétique, est une branche des algèbres non associatives sans élément unité. 

1.2. Définitions et résultats de base. 

Soient K un corps commutatif et A une K -algèbre commutative. Le couple (A, 

est appelé algèbre pondérée si w : A -- K est un mo:çphisme non nul de K -algèbres. 

Le morphisme west alors appelé pondération ou fonct'ion poids de l'algèbre A. Le 

poids d'un élément X de A est le scalaire w(x). Si A est une K-algèbre de dimension 
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finie, on dira que A est une algèbre génétique au sens de Gonshor s'il existe une base 

{eo.el .... ,en} de A sur K telle que: 

n n n 

= eo + L ~fO()kek· eOej 

k==l 
L ~!Ojkek· eiej 

k==j 

L ~(ijkek 
k==ma:z:{ i.j}+ 1 

aveci, j > 1. 

Les constantes rOii Ci 0, 1, ... , n) sont appelées les racines train et {eo, el, ... , en} 

la base canonique de l'algèbre A. Les algèbres génétiques au sens de Gonshor sont 

nécessairement pondérées, Il suffit pour cela de considérer l'application K-linéaire 

w:A K définie par w ( eo) 1 et w(eJ o pour i = 1,2" .. ,n. On vérifie sans 

difficulté que '.J":(xy) = w(x)w(y) quels que soient x, y dans A. 

On dira qu'une K-algèbre pondérée (A,w), de dimension finie, est une algèbre 

génétique av, sens de Schafer sL pour tout T 

polynôme caractéristique, PT(X)=dét(T - XidA) ne dépend des Xi qu'à travers leurs 

poids w(:rd, où /\ E K et RX2 est la multiplication de A définie par Xi, f étant un 

polynôme en indéterminées associatives non commutatives. Toute K-algèbre génétique 

au sens de Gonshor est une algèbre génétique au sens de Schafer([23J). La réciproque. 

en général fausse. est vraie si le corps est algébriquement clos. fait. sur un corps 

algébriquement clos il y a équivalence entre "être une algèbre génétique au sens de 

Gonshor" et une algèbre génétique au sens de Schafer" , 

Soit A une K-algèbre commutative. Pour tout élément :r de A on définit les 

puissances principales et les puissances pleines de X respectivement par: 

= :C. 1 i 

où k 2: 1 est un entier. 

On dira que A est une ml-algèbre de nil-'index k si 

est plus petit tel entier. 

= 0 pour tout .c dans A et k 

Cn élément :1: de A vérifiant x 2 x est appelé idempotent de A. L'algèbre A est dite 

à puissances associatives lorsque x/'x j = pour tout :1: dans A et i, j 2: 1 entiers. 

On dira que A est une algèbre de Jordan (co'mmutative) si :r2 (xy) 
, ') l .r(:ry) que s que 
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soient .Ly dans A. Il est bien connu que toute algèbre de Jordan est à puissances 

associati ves. 

Soient U et vr deux sous-espaces vectoriels de A. On note UV le sous-espace vectoriel 

de A engendré par les éléments de la forme uv, u, et v parcourant respectivement 

U pt V. Les puissances principales et les puissances pleines de U sont définies 

respectivement par: 

Url] = U, U[k+l] 

On dira que Palgèbre A est nilpotente (resp. résoluble) d'index k si A k 0 et 

Ak~l i=- 0 (resp. A fk ] = 0 et A[k~ll i=- 0). 

THÉORÈME 1.2.1([1]). En camctéristique zéro, toute nü-algèbre commtdative de 

dimension finie et de nil index:; 3 est nilpotente. 

Le résultat suivant est dü à Albert. 

THÉORÈME 1.2.2.- En caractéTistiqtte différente de 2. tO'(1.te n'il-algèbre de Jordan 

de dimension finie est nûpoten(e. 

Soit (A.:.u) une K-algèbre pondérée. On dira que A est une algèbre tmin s'il existe 

un eutier r et des constantes ~!i E K tels que: 

r ( ) ,---1 ( ) r~ l 0 ;E +~flW X X + ... +~(r-lW;T ;c = 

pour tout 2' dans A: le plus petit entier r donnant lieu à cette identité. nommée 

é([uation tmin, est appelé le mng de l'algèbre A, Observons que 1 + ~(1 +, . ,+ ~.r-l 0 

car 'J..,' est non nul. 

Soit P(X) le polynôme de K[X] défini par P(X) = xr + ~(1xr-l + ... + ~ir-lX. 

Dans une extension convenable de K ( corps de rupture de P(X) par exemple) on 

a P(X) X(X - l)(X - )'1)'" (X - Àr-2)' Les scalaires Ào = L À1' ... , /\'-2 sont 

appelés les radnes train principales de A.. Toute algèbre train admet une unique 

pondération. Dans une algèbre train tout idempotent non nul est de poids 1. 
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Les algèbres génétiques au sens de Schafer sont des algèbres train. Mais la réciproque 

est fausse ([23,théorème 3.10]). 

Si (A, w) est une algèbre pondérée alors A admet la décomposition A KeN où 

N = ker:.u est le noyau de la pondération :.u et e un élément de A de poids 1 (un tel 

élément existe toujours ). On sait que N est un idéal de A. La proposition suivante 

est bien connue. 

PROPOSITIO~ 1.2.3 ([19]). Soient K un corps commutatif et (A Ci.:) une K -algèbre 

pondéTée. Si (A, w) est une algèbre train (resp. une algèbre génétique) alors l'idéal 

N = kerw est nil (resp. nilpotent). 

La réciproque de cette proposition est mise en défaut par l'exemple suivant: 

Exemple 1.2.4. Soit A la IR-algèbre commutative de dimension 3 dont la table de 

multiplication dans la base {ea, el, e2} est donnée par 

les autres produits étant nuls. L 'application w : A ---+ IR telle que w = 1. 

( . 
()ii E \l 

CléaÛ2)el 

suite ,y-!-

0, 1,2). On a 

o et cette relation ne dépend pas que de w(x) Cta 

mais aussi de ctl. Ainsi l'algèbre (A . .....:) n'est pas une algèbre train, donc non génétique. 

Cependant. le noyau N = keTw , vérifie N 3 = 0 et N est nilpotent. Par conséquent N 

est un nil- idéa 1. 

On qu'une K-algèbre pondérée (A.:.u) est une algèbre train ,~pécù.ûe SI 

= keT0.J est nilpotent et ses puissances principales NK: (k 2:: 1) sont des idéaux de il. 

Le théorème suivant caractérise cette classe d'algèbres. 

T · . 1 ') - (rY31) . HEORE~IE .. :...;) .:"', . Soit (A . 'une algèbre pondérée. Les assertions su:wantes 

80nt équivalentes: 

(i) A. eiit une algèbTe génétique au sens de GonshoT et les p'uissances p'r-incipales N k 

1'/ keT:,;,) sont des idéau:r de 

(if) A est une algèbr-e train spéciale. 

On sait alors que toute algèbre train spéciale est une algèbre génétique. De plus, il 
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existe des algèbres génétiques qui ne sont pas des algèbres train spéciales. L'exemple 

suivant nous en fournit l'illustration. 

Exemple 1.2.6. ([2L théorème 3.30]). Soit A la IR-algèbre dont la multiplication 

dans la base {co, Cl, .•• : C5} est définie par : C5 = Co, COCI = 

C
2 - l C C' C - l C c2 
l - ::r 2, l 2 - 8 '*, 2 , les autres produits étant tous nuls. L'algèbre A est 

pondérée par l'application:.u A 1 et:.u ) = 0, (i = 1, ... ,;)). On 

pas un idéal de A car COC2 ±C3 r:f:. N 2
. Donc A n'est pas une algèbre train 

spéciale. Par contre elle est génétique au sens de Gonshor. 

Puisque les algèbres génétiques sont des algèbres train, du théorème 1.2.5, il vient 

que toute algèbre train spéciale est une algèbre train. 

On peut noter le résultat suivant dù à Abraham ([1!). 

THÉORÈl\IE 1.2.7. - En caractéTistiq'ue d~fférente de 2, toute algèbTe train 

commutative de rang::; 3 est une algèbre train spéciale. 

Exemple 1.2.8. Soit A la K-algèbre commutative de dimension 6 dont la 

multiplication dans la base {co, Cl •... , C5} s'écrit c6 = Co, Co Ci ~Ci (i L .... 5). 

nuls. Soit T un élément de A de poids 1. Alors x = Co + al Cl + ... + G:5C.') et 

X
2 - .1 

- 2 -x) 

01 Cl:5 + Oo2e['4) (0:1C,* + Û'2C,')). Par suite A est une algèbre train vérifiant l'équation train 

.rA - 2-.u(.D);r3 -i- iw(x)2 - ±w :3 x O. Mais le noyau N = keTw =< Cl,' ... C,') > de 

-.u Il pas nilpotent puisque iV3 = N 2 =< C3, C,*, C5 >. On obtient ainsi une algèbre 

train de rang J qui n'est pas une algèbre train spéciale. 

THÉORÈl\IE 1.2.9. C11 J). - Soit (A, une algèbre train de rang J. Pow' tout.r dans 

.4 poids non nut. la sous-algèbre engendrée par x est une algèbre tra'ln 8péc'iale. 

:-;ous montrons à travers rexemple ci-dessous que le rang 4 est le meilleur possible 

clans Ir: théorème 1.2.0. d'autres termes. le résultat n'est plus vrai pom les algèbres 

train de rang Tl > 5. 

Exemple 1.2.10. On considère la IR-algèbre commutative dout la table de 



multiplication est donnée dans la base {eo, el, ... ,en -2} par: ei+l, 
n-2 

L ... ,n 3). n 2: .5, les autres produits sont nuls. Soit x eo + L Œiei 

i=l 
n-:3 

dans .4. On a -x Œ2)e2 + L (2Œi - CKi+l et 
i=2 

n-4 

- x 2 -ül(a1 + 1)e2 + {2a l + aI - (2)e3 + L(2ai ai+dei-:"2. Il est facile 

d'établir par recurrence 
n-2 k 

(2)ck-t-l + L (2ai-
i=2 

i=2 
sur k que xk+1 - xk = -al {al + 1 

dei+k (k 2,3, ... , n 4). Par suite, 

-a1(al + 1)e n -3 + (2al + ai (2)e n -2, xn l xn-2 

:];n l = O. Donc, pour tout x dans A, on ct xn -w(;z: )xn 1 = O. Posons :];0 = eo +e1. 

Alors;];t =eO+e1+···+ek 1+3ek (k 2, ... ,n-2)etx~-1 eo e1+· .. e n -2. 
n-l 

Montrons que la famille {xo, x6, x3, ... , x~-l} est libre. En elIet, si L = 0 alors 
i=1 

en se ramenant à la base {co. el .... , en -2} on obtient: Pl /32 + ... + l = 0, 131 0 

et +dk-r-l + ... +/3n - 1 = 0, (k = 2.3, ... , n-2). Soit donc /31 = l = O. 

Par conséquent A est une algèbre train monogène de rang n > 5, engendrée 

par l'élément xo. On a iV 

< e3 >(/. N 2
. Donc V\'Lv') n'est pas une algèbre train spéciale car N 2 n'est 

pas un idéal de A. 

Remarque 1.2.11. Les exemples 1.2.8 et 1.2.10 nous montrent que pour Tl 2: 4 il 

existe des algèbres train de n qui ne sont pas des algèbres train spéciales. 

Ln corollaire immédiat du théorème 1.2.9. donné dans [12]. est le snivant. 

COROLLAIRE 1 12. - Soit (A. w) une algèbn~ tmin de rang 4 de rac'ines train 

L /\ l et À,2' Si /\ l f:. ~ et À,2 f:. ~ alors A admet au moins un idempotent 

non flul. 

L'exemple suivant nous montre que si ~ est une racine train principale d'une algèbre 

train A de rang 4. alors A. peut ne pas admettre d'idempotent non trivial. 

Exemple 1.2.13. Soient J( un corps de caractéristique différente de 2 et A 
. } ') la I\-algèbre dont les prodUIts non nuls dans la base {e,u, v sont: e- = e + u, 
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eu = nu + v et ev = ~v avec 0: E K. A est une algèbre train de rang 4 d'équation 

train ;);4 - (0: + ~)w(:z;););3 + ~(l + 30:)w(X)2x2 ~o:w(x)3:r = 0 et ses racines train 

principales sont L ~ et CL Soit maintenant x e + x 111 + .r2 u un élément de poids 1 

de A .. Si = J: alors J;l = 0 et 1 Xl + 2œcl = O. Ce qui est impossible et clone 

n'admet pas d~idempotent non nul. 

1.3. Introduction aux algèbres de Bernstein. 

En suivant [12] on peut poser le problème de Bernstein comme suit. Vn état de la 

population dans une génération étant décrit par un vecteur x = l, ... ,xn ) de ]Rn tel 
n 

que Xi 2: 0 et ~Xi L soit 6. n -1 le simplexe de tous les états de cette population 
i=1 

défini par: 

n 

~Xi 1 }. 
i=1 

Observons que 6.n
-

1 est un ensemble convexe. vecteurs el, ... , en de la base 

naturelle de Rn sont appelés les types d'individus dans la population considérée. Soit 

Pij,~: la probabilité pour qu'un individu de type ek provienne parents de types ei 
n 

et f) clans la génération suivarite. Alors Pij,k 2: 0 et L Pi),k 1. On admettra que 
1,,=1 

Pij,k = en supposant que l'origine des parents n'a pas d'importance chez les 

descendants. Les nombres Pij,k sont appelés les coefficients d ·hérédité. 

Si .r = 1: ... ,J.;n) est l'état d'une population alors, clans la génération suivante. 

son Ptat est donné par Xl l' ... ,x"J tel que: 

pour tout entier k tel que 1 :; k :; n. 

L Pi].kXiXj 

1 i:Sj:Sn 

Ces formules définissent une application quadratique V : 6.n
-

l 6. n -1 .. r; f----'t TI, 

appelée opérateur d'évolution de cette population, Un état X est dit en éqv,ililJTe (stable) 

·T.'() V / 1" l' T,r td't t t' . d' i k 'Trk-'-l SI y :r =:C, n operateur c evo utlOn v es '1 /3 a wnnrure orc re "SI V ' 

Le problème posé par Bernstein est la description de tous les opérateurs d 'évolution 

stationnaires. 
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Cn opérateur d'évolution V peut s'interpréter de la façon suivante. Sur le lR-espace 

vectoriel , on définit une multiplication commutative par: 

TL 

= ~Pij,kek (1::; i ::; j ::; n) 

k=::l 

où { el,' ., en} est la base canoniq ue de . On obtient ainsi une algèbre 

commutative pondérée (A, w), non nécessairement associative, où w : A --r 
n 

~Xi et A ]Rn. Par suite. un opérateur d'évolution V définit sur 
i =:: 1 

une unique algèbre commutative Av satisfaisant 

X2 V(X) = Xl 

pour tout :[ dans ~n-l. L'algèbre Av est alors appelée algèbr'e d 'évolution 

de la population considérée. Notons que dans ce cas V ,!,; + l T,rI.; ,. , 
V eqUlvaut a 

= 0.:(;[) .E 1] quel que soit x dans A (dans le cas où V(x) - ). Pour 

k = L i.e V 2 = V, on dit simplement que V est stationnaire. 

THÉORÈJ\lE L3.1 ([12]). 

)2:];2. 

L'opérateur V est stationnaire 

1.4. Structure des algèbres de Bernstein. 

et seulement St 

Dans ce paragraphe, K désignera un corps commutatif de caractéristique différente 

de 2 et A \lIle K-algèbre commutative non nécessairement associative. 

Définition 1.4.1. On appelle algèbre de Bernstein toute K-nJgèbre pondérée (A. w) 

vérifiant l'identité xl3!- ..Jer; )'2:1;2 = 0 pour tout :1: dans il. 

Soit (A . ..J) une K-algèbre de Bernstein. Alors A admet une pondération unique. 

De plus. si ;[; est un élément de A de poids l alors (:r;2)2 = :r;2 et dOllC A 

admet un idempotent non nuL Si e est un tel élément alors l'algèbre A admet la 

décompositioll de Peirce A Ke U e v~ avec Ue = {;r; E kerw 1 e:1: = ~J;} et 

Vc {:r E ker:.u 1 e:r O}. 

La proposition suivante sera d'une grande utilité. 
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PROPOSITION 1.4.2 ([13]). Si A K e EB Ue Ve est 'Une K -algèbr-e de Bernstein 

alors 

(1) U~JCVe) UeVeCUe, Ve
2 cUe, UeVe

2 =0, 

( 
3 2) 'U 0 etUI (lL2'U3)U2( 'U3UI) + 'U3(Ul 'U2) 0, 

(3)u(uv) = 0 et 'UI('U2V) +U2('UIV) 0, 

(4) (UV)2 = 0 et ('lllV) ('ll2V) ('UVr)(UV2) 0; 

Dans toute la suite du paragraphe (A, w) désignera une algèbre de Bernstein. Si e 

est un idempotent non nul fixé dans A, l'ensemble des idempotents non nuls de A est 

donné par 

Soient eo 
') 

e + 'Ua + uo, Uo E , un autre idempotent et A 

la décomposition de Peirce de A relativement à eo, Les sous-espaces sont 

donnés par Ueo {u + 2uou l'ILE Ue } et Veo {v - 2uov - 2u5v 1 v 

PROPOSITION 1A.3,- Soient (A, w) 'Une K -algèbr-e de Bernstein, e et eo de'lIx 

'idempotents de A tels q'Ue A =-K e Ue Ve et A = K eo Ueo Veu ' Alor-s on a les 

isomorph'ismes de K -espaces vectoriel.s Ue ~ Ueo et v:: Veo ' 

En effet. il suffit de voir que <p : Ue ---+ Ueo'u r-----+u + 2uo'u et cb : Ve - Veo , 

C ~ U - 2uo Li - 2uGv sont des applications linéaires bijectives. 

De la proposition ci-dessus, il vient que les dimensions de Ue et de Ve sont 

indépendantes du choix de l'idempotent e. D'où la définition suivante: 

Definition 1.4.4. On appelle type d'une K-algèbre de Bernstein A = K e SUr; \1;, 

le couple (1 + r, s) avec r dimKUe et s = dimK Ve. 

Le type d'une K-algèbre de Bernstein intervient dans de nombreux théorèmes de 

classification. 

Il est aussi bien connu que les entiers dimKU; et dimK(Ue Ve + Vin ne dépendent 

pas du choix de hdempotent e dans la décomposition A = K e Ue Ve · 

Les définitions suivantes, qui en découlent, ont été introduites par Lyubich ([12' ). 
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Une algèbre de Bernstein A Ke U e Ve est dite exceptionnelle si U; o et 

nOT'm,ale (ou conseT'vative) lorsque Ue Ve + Ve
2 = O. 

Toute algèbre de Bernstein de type (1 + r, s) avec infCr, s) ::; 1 est soit normale soit 

exceptionnelle [12, corollaire 3.4.24J. La proposition suivante donne une caractérisation 

de ces deux classes. 

PROPOSITION 1.4 . .5 ([19]). - Soit (A,w) 'Une K-algèbT'e de Bernstein. Les assertions 

8'uivantes sont éq'Uivalentes : 

Ci) (A, w) est 'Une algèbT'e de Bernstein normale (resp. exceptionnelle) 

Ut) .lJ w(x).y;y (resp. (xy)2 = w(xy)xy) q'Uels q'Ue soient x et y dans A. 

Soit (A. w) une K -algèbre de Bernstein. On sait que A se décompose sous la forme 

A KeN où N kerw est le noyau de la pondération. 

PROPOSITION 1.4.6. - Si l est 'Un idéal de A alors le sous-espace uectoTiel NI est 

a'Ussi 'Un idéal de A. 

En effet. supposons que l est un idéal A. Alors NIc l et donc 

N(NI) c NI. Il suffit donc de montrer que e(NI) c NI. Or, la formule 

e(:z:y) ~:r.lJ + w(.r)ey - 2(e.y;)(ey) , provenant de la linéarisation cie l'identité 

-W(.z:)2X2 = 0, pour to~t x parcourant l et y parcourant N, nous donne 

cette inclusion. car si l rt. N, on peut supposer que e E I. D'où le résultat. 

COROLLAIRE 1 ï. Les pw:sso,nces principales N k de N kerw 80nt des idéau;J; 

de A. 

En effet N étant un idéal. il suffit de procéder par récurrence sur k 2: 1 e11 utilisant 

la proposition 1.4.6. 

COROLLAIRE 1.4.8. Soit (A, w) une K -algèbT'e de Bernstein. Les cond'itions 

suivantes sont éq'uivalente., : 

(1) (A. w) est une algèbre tmin spéciale, 

(iil (A. est une algèbre génétiq'ue. 

ke:ru) est nn idéal nÛpotent. 

En effet, Ci) :=:::} (ii) par le théorème 1.2.5. (ii) (l'ii) pèU' la proposition 1.2.3 et 
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(iii) ====> Ci) par le théorème 1.2.5 et le corollaire 1.4.7. 

PROPOSITION 1.4.9. Soient (A, w ) une K -algèbre de Bernstein et A = K e Ue Ve 

.'la décomposition de Peir-ce rdativement à l'idempotent e. Alors les assertions s'uivantes 

sont équivalentes: 

(i) (A, w) est une algèbre de Jordan, 

(ù) (A, w) est 'une algèbr-e à puissances associatives, 

(iii) (A w) vérifie l'équation train x 3 - w(x )x2 = 0, 

(l'Il) Il existe un idempotent e tel que Ve
2 = 0 et v(vu) 

v E v~, 

(v) v~2 = 0 quel que soit l'idempotent e dans A. 

Dans une algèbre de Bernstein A = K e 63 Ue 

o q'ltels que soient u E Ue , 

Ve , le sous-espace vectoriel 

Lü {Li E Ue 1 uUe = O} = Ue il AnnUe est un idéal de A. Il a été prouvé 

dans [8] que Lü est un invariant de l'idempotent. De plus l'algèbre quotient A/Lü est 

une algèbre de Bernstein-Jordan. 

1.4.10 ([13]). -- LÔ = 0, Ve
2 C Lü, U;Lü = 0 et u(uu) E Ln quels que 

soient IL E ,Il EVe' 

. 
THÉORbIE 1.4.11 ([17. théorème 2.7]). Soit (Aw) une algèbre de Bern8tein de 

noyau LV kerw. Alors, les assertions suivantes sont équ'ivalentes : 

(i) LV est une nil-algèbr-e. 

(ii) A est une ulgèbre train. 

De plus. son éq'uution est de la forme: (x3 w(::c)x2 )(:r 
1 '3 -w(:c) r-' = o. 
2 

Remarque 1.4.12. Puisque nos algèbres sont non associatives, l'équation train 

- :...:(:r)::c 2 )(.r - ~w(X)r--;3 = 0 devrait se mettre rigoureusement 80US la forme 

;r;l' + -il 1'-1 T ... -il' 1W (Xr lx 0 avec "(k = ( l)k [(r 3) + 2 (r -3)], 
2k k k 1 

1 :S. k :S. r - 1. Mais cette notation est souvent utilisée par souci de simplification. 



AUTOUR DE LA CONDITION D'ENGEL DANS 

LES ALGEBRES DE BERNSTEIN 

2.1. Préliminaires 

2 

Soient K un corps commutatif et A une K-algèbre non nécessairement commutative 

ni associative. Pour tout x dans A, désignons respectivement par L,r et Rx les 

multiplications à gauche et à droite de A définies par l'élément x. On dira que 

vérifie la k-ième condition dEngel à gauche (resp. à droite) si L~ 0 (resp. R~ = 0) 

pour tout x dans A, où k 2: 1 es~ le plus petit tel entier. Si l'algèbre A est commutative, 

on parlera simplement de k-ième condition d'Engel. 

Soit A = K e Ue Ve une K-algèbre de Bernstein. Si Ue = O. A est dite constante 

car pour tout ;1: = Àe + v de A où À est dans K et v dans v~, on a x 2 = À2 e. Dans 

ce cas. si cV kerw alors. N ~ et N est trivialement nilpotent car N 2 = ~2 Q. 

AinsL dans toute la suite, on supposera que algèbres de Bernstein considérées sont 

non constantes et on établira des conditions suffisantes pour que l'idéal N ker:".; soit 

nilpotent, Le pour que l'algèbre de Bernstein (A.w) soit une algèbre génétique. 

Une K-algèbre pondérée (A, w) ne peut satisfaire une quelconque condition d'Engel 

au sens donné ci-dessus. effet, si L~ = 0 pour tout x dans A alors w(x) = 0 quel 

que soit x dans A. Ce qui est absurde, puisque west une application non nulle par 

définition. On dira donc qu'une algèbre Bernstein (A, w) vérifie la k-ième condition 

d'Engel si l'idéal N = kerw vérifie la k-ième condition d'EngeL 

On a le résultat suivant: 

-13-
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THÉORÈME 2.1.1. - Soient (A,w) une K-algèbre de Bernstein et N = Ue E9 Ve = 

kerw. Les conditions suivantes sont équivalentes: 

(i) N est un nil-idéal, 

('fi) L'application LxlN est nilpotente pour tout x dans N , 

('fii) L'application Lv 1 U e est nilpotente pour tout v dans Ve· 

En effet ,( i) =:::::} (ii) est donnée dans ([20]) et (ii) =:::::} (iii) est triviale. Montrons 

(iii) =:::::} (i). Soit donc x EN. Alors il existe u dans Ue et v dans Ve tels que x = u + v. 

D'où x 2 = u 2 +2uv+v2 et x 3 = 'u3 +2u(uv)+uv2+u2v+2(uv)v+v3 = u 2v+2(uv)v+v3 , 

après simplification à l'aide du théorème 1.4.2. La dernière expression nous montre 

que x 3 EUe' Par suite, on peut établir par récurrence sur l'entier k 2: 0, que 

xk+3 = L~lUe (x 3
). Donc, si l'application LvlUe est nilpotente d'index t alors x t + 3 = 0 

et N est nil. 

On peut remarquer que si x = u+v E N, pour tout k 2: 0, on a L~~~ = L~lUe oL~IN' 

Cette relation nous donne l'implication (iù) =:::::} (ii) dans le théorème 2.1.1. 

On dira qu'une algèbre de Bernstein (A,w) vérifie la k-ième condition faible d"Engel 

si L~lUe = 0 pour tout v dans Ve, k 2: 1 étant le plus petit entier avec cette propriété 

et A = K e é8 Ue E9 Ve la décomposition de Peirce de A relative à un idempotent non 
. 

nul e. Cette notion, bien que relative à un idempotent, ne change pas si rOll change 

l'idempotent. Seul l'indice de nilpotence peut changer. En fait, on a la proposition 

suivante: 

PROPOSITION 2.1.2. - Soient A = KeffiUeffiVe = Ke'œUe'ffiVe, les décompositions 

de Peirce d'une algèbre de Bernstein (A, w) relativement à deux idempotents e et e'. 

k k+2 S'il existe un entier k 2: 1 tel que L/;Iu
e 

= 0 alors Lu'lUe' = 0, v et v' parcourant 

respectivement Ve et Ve, . 

En effet, on sait qu'il existe Uo E Ue tel que e' = e + Uo + u6 et si u' EUe" v' EVe" 

on peut trouveru et v respectivement dans Ue et Ve tels que v' = v - 2u,o u - 2u6v et 

u' = u + 2uou. Ainsi, la proposition 1.4.2 permet d'obtenir la relation: 

L~~~e' (u') = L~lUe (v (vu) + 2v(uo(vu)) + 2v(v(uou)) + 4v((uov)(uou))) 

pour tout entier p 2: 1 et le résultat en découle. 
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THÉORÈME 2.1.3. - Soient K un corps de caractéristique différente de 2 et (A, w) 

une K -algèbre de Bernstein vérifiant la k-ième condition faible d'Engel. Alors A est 

une algèbre train de rang T, avec k + 1 ::; r ::; k + 3. 

En effet, si A vérifie la k-ième condition faible d'Engel alors L~IUe = 0 et, par 

suite, V
k +2 = 0 pour tout v EVe' Ainsi, puisque L~-l =1= 0 pour un certain v EVe, le 

théorème 3.2 de [5] nous dit que A est une algèbre train de rang r avec k+ 1 ::; r ::; k+3. 

Nous montrons ci-dessous qu'il existe des algèbres de Bernstein vérifiant la k-ième 

condition faible d'Engel (k 2: 1) et qui sont des algèbres train de rang k+i (i = 1,2,3). 

En effet. pour k = 1, soit A =< e, u, v >. Si les produits non nuls de A sont donnés 

respectivement par: 

(1) e2 = e, eu = !u; 

(2) e2 = e, eu = !u, u2 = v; 

(3) e 2 = e , eu = lu, V 
2 =u: 

alors (A. w) est une algèbre de Bernstein train respectivement de rang 2, 3, 4. 

Supposons maintenant que k 2: 2 et soit Ai =< e,ul,u2,'" ,Uk,V > avec comme 

produits non nuls e
2 = e. eUj = !Uj (j = 1,2, ... , k), UUj = Uj+l (j = 1. 2, .... k - 1) 

et u2 = lL"-i (i = 1. 2, 3). Qn vérifie que (Ai, w) est une algèbre de Bernstein 

exceptionnelle satisfaisant v k +i
-

2 
=Uk =1= 0, V

k +i
-

1 = 0 et L~IUe = O. Par suite. 

le théorème 3.2 de [5] nous dit encore que Ai est une algèbre train de rang k + i 
(i = 1. 2. 3) vérifiant la k-ième condition faible d'Engel. 

2.2. Les premières conditions d'Engel 

PROPOSITION 2.2.1. - Soit (A, w) une K -algèbre de Bernstein. Si A vérifie la 

première condition d'Engel alors N = kerw est nilpotent. 

En effet. si Lxi N = 0 quel que soit x dans N alors JV2 = O. 

PROPOSITION 2.2.2. - Soit (A, w) une K -algèbre de Bernstein. Si A vérifie la 

pr'e'Tnière condition faible d'Engel alors N = kerw est nilpotent. 

En effet. si Lv/Ue = 0 pour tout v dans Ve , alors Ue Ve = 0 et la proposition 4.2 de 

[13] nous dit que N 4 = O. 
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2.3. Les deuxièmes conditions d'Engel 

LEMME 2.3.1. Soit N une K -algèbre commutative. Si N vérifie la deuxième 

condition d'Engel alors x(yz) 0 quel.'3 que soient x, y, z dans Net N est associative. 

effet, comme N vérifie la deu.xième condition d'Engel on a x(xy) o quels 

que soient x, y dans N et en particulier x 3 o pour tout x dans N. Cette dernière 

condition entraîne que 2x(xy) + x 2 y x 2 y = 0 et comme la caractéristique de K est 

différente 2, nécessairement x(yz) = 0 quels que soient x, y, z dans N. 

COROLLAIRE 2.3.2. Toute algèbre de Bernstein vérifiant la deuxième condition 

d'Engel est génétique. 

En effet, d'après le lemme 2.3.1 on a N 3 = O. 

Note 2.3.3. On peut se demander si une algèbre de Bernstein dont le noyau 

de la pondération est associatif n'est pas elle-même associative. La réponse à cette 

question en généraL non et, de plus elle n'est pas n-associative pour tout 

entier n 2:: 3. Rappelons que le n-associateur d'une K-algèbre A est l'application 

K -multilinéaire A x A x ... x A 
n 1 

où {.Tl,"".En } = I) l)k-l{Xl, ... ,XkXk+l, ... ,:rn } pour n 2:: 4 et {:rl,.E2,x3} = 

k=l 
(;rl.E2)X3 - .El (:r2X3). Une algèbre peut ne pas être associative, 3-associative dans 

le langage ci-dessus, mais être 4-assocÏative. Pour de exemples on renvoie à [19]. 

Dans le cas qui nous occupe concernant le corollaire 2.3.2, l'algèbre de Bernstein 

s'écrit A = N où e est un idempotent et N Ue 9 v;, une algèbre associative 

vérifiant (:TY)Z a quels que soient .E, y, Z dans N. En fait, le calcul du n-associateur 

donne {e, ... , e, v, v'} = - quels que soient '/J, Vi dans Ve . Cela nous dit qu'une 

algèbre de Bernstein n'est jamais n-associative pour tout entier n 2:: 3, sauf si Ve
2 O. 

En fait, l'unique algèbre de Bernstein associative est l'algèbre A = K e Ve avec 

V/ = o. Nous donnons ci-dessous un exemple d'algèbre de Bernstein non associative 

dont le noyau est une algèbre associative. 

Exemple 2.3.4. Soit A la lR-algèbre dont la multiplication dans la base {e, u, v} 

est donnée par e2 = e, eu ~u, v2 u et les autres produits sont nuls. Cette algèbre 
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vérifie la deuxième condition d'Engel. effet, si x = œIL + ,Bv et y = c/u + {J'v alors 

xy = (3;3''11 et x(xy) = O. Par suite, le lemme 2.3.1 nous dit que N est associatif. 

Quant à la deuxième condition faible d'Engel on a le résultat suivant: 

THÉORÈME 2.3.5. - Toute algèbre de Bernstein de dimension finie vérifiant la 

de'uxième condition faible d'Engel est génétique. 

La démonstration de ce théorème dépend du lemme suivant: 

LEMME 2.3.6. Soient Kun COrp.5 commutatif de camctéristique différente de 2, 

un K -espace vectoriel de dimension finie non nulle et S un ensemble non vide de 

K -endomoTphismes de E q'u'i anticommutent de'ux à deux. Alors n Ker f =1- O. 
5 

effet, puisque P o pour tout f dans S, les cas où dimK(E) 1 ou 

S {O} sont immédiats. Supposons donc que dimK(E) > 2 et qu'il existe un 

endomorphisme non nul f dans S. Alors f2 o et 0 =1- f(E) c Kerf nous 

disent que = Ker f =1- 0 et dimK(F) < d'irnK(E). Comme pour tout .9 dans 

S, gf + fg = 0, nécessairement g(F) c F i.e g!F est un endomorphisme de Donc 

n K er,rJ = K crfn n [( erg = n K er(glF)' L'hypothèse de récurrence sur 
gES gES-{f} gES-{f} 

la dimension nous dit n k eT(9!F) =1- O. d'où le lemme. 
{J} 

Démonstration du théorème 2.3.5. Soient (A, une K-algèbre de Bernstein 

de dimension finie et A = K e U e Ve sa décomposition de Peirce. Considérons 

l'idéal L = n Ann(Ue ) de l'algèbre A. Si L = 0 on sait que l'algèbre A est génétique 

([13). [9]) et elle vérifie n'importe quelle condition d'Engel. Supposons que L =1- 0 et 

COl1sidérons les multiplications Lv!ue : Ue Ue , Il, 1-----+ uv pour tout Il dalls 

Comme (L) c puisque L est un idéal, on pose Lv L· Pour tout v dans 

Ve , L' = 0 car r algèbre A vérifie la deuxième condition (rEngel, donc + =0 

quels que soient v, v' dans \l~. Le lemme 2.3.6 nous dit alors que 1 = n KeT(1!.,v) =1- O. 
vEVe 

Puisque 1 c L c Ue1 = 1. UeI = 0 et VelO, alors l est un idéal de A et l'algèbre 

de Bernstein quotient Ail vérifie la deuxième condition faible d'EngeL L'hypothèse 

de récurrence sur la dimension nous dit que l'algèbre de Bernstein Ail est génétique 

ou encore. il un entier k :::. 1 tel que N k C l, donc N k +1 C NIc UeI + "tleI = O. 
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Il s'ensuit que A est une algèbre génétique d'après le corollaire 1.4.8. 

COROLLAIRE 2.3.7. TO'I.de algèbre de Bernstein-Jordan de dimension finie est 

génétiq'ue. 

En effet, il suffit de remarquer que toute algèbre de Bernstein-Jordan de dimension 

finie vérifie la deuxième condition faible d'Engel ( voir condition (iv) de la proposition 

1.4.9). 

2.4. Les troisièmes conditions d'Engel 

LEMME 2.4.1.,- Soit (A, w) 'Une J( -algèbre de Bernstein. Les conditions suivantes 

sont éql1ivalentes : 

(i) L'algèbre (A,w) vérifie la troisième condition d'Engel; 

(li) Pour toute décomposition de Peirce A = J(e Ue Ve on a v(u(vv')) = 0, 

v(ll,'(vv,)) = O~ (uu')+v(u 2u') = 0, v(v Vell = 0, v = 0, quels que 

dans Ue et v, v' dans Vc . 

En effet, soient x =u + v et y = u' + v' dans N Ue Ve . On a x(;z:y) = u(ml) + 
u( )'u') +v(Il7l') +v(uv') +v( l'u') car Ue Ve

2 0 etu(u Ve ) 0 quels que soient v, 

u' dans Vc . Donc ;z:(x(xy)) = u(u(w/))+u(u(vu'))+n(v(uu'))+u(v(uv'))+n(c(vu'))+ 

u(v(cr')) + l'(U.(/w')) + v(ll,(vu')) + v(v(uu')) + v(u(uv')) + V(V(Vll')) +c(u(vv')). OL 

les termes ll(/1,(llU')). U(V(ll'll')), u(v(uv')),/1,(v(ml')) et u(v(vv')) sont tous nuls. D'où 

.r:(:r(;l;Y)) = 11.(11(1)/1,')) + v(u(uu')) v(u(vu')) + v(v(uu')) +u(v(u'u')) + U(L'(I,llL')) + 
v (l,' ( U1.") ), soi t enfin 

:r(x(:x:y)) =v(u(vv')) + v(u(vu')) + ~ (vu') + )) 

(v( vu')) l.'( v( v' u)) + v(v(uu')) 

Compte teuu de cette dernière formule, la condition (H) entraîne la condition (i). 

Supposons maintenant que l'algèbre A vérifie la troisième condition d'EngeL 

?t dire, x Cry)) = 0 pour x, y parcourant N, On a, en particulier, 

u(u(un')) = L' (vu')) = 0 et en faisant 71' = 0 dans la formule (2.4.2), on a 

v( u( ILV')) 0 quels que soient u dans Ue et u, dans Ve . Donc v( v(Ue v~)) 0, 
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Si l'on pose u 1/ dans (2.4.2) on a V(VIj,2) = 0 quels que soient u dans Ue 

et 'L' dans Ve par suite v(vU;) O. La formule (2.4.2) se réduit alors à 

o :r(:r(:ry)) u(u(vu')) + v(u(u(u')) + v(u(vu')) où, en remplaçant v par -v 

et en additionnant les deux équations on a v( u( vu')) = 0 et 'u(u( u'v)) + v(u( uu')) 0, 

soit encore v(u2u') +u2 (vu') a et le lemme s'ensuit. 

Pour detL'C sous-K-espaces vectoriels B et e d'une K-algèbre A, posons, 

inductivement, B(kle B(B(k-1le) pour tout entier k 2: 1 et B(Ole e. 

LE;\IME 2.4.3. Soient A = K e Ue Veune K -algèbre de Bern.'Jtein de dimension 

,finie. Si pour tout v dans Ve on a V(1J(Ue Ve)) = 0, alors hdéal l'l 

n'ilpotent. 

En considérons la suite décroissante de sous-espaces vectoriels de A, 

Ue = Ve(Ol Ue ::) VP) Ue ::) ... ::) Ve(k) Ue ::) Ve(k+l) Ue ::) .. '. La sous-algèbre l'l étant de 

dimension finie. cette suite est stationnaire et donc il existe un entier k > 1 tel que 

v:(k)Ue V';~(k-;-l)Ue' Si VeikÎUe = O. ralgèbre enveloppante E(Ve) est nilpotente et le 

théorème 4.7 de [13] nous dit alors que l'idéal l'l est nilpotent. Sinon, c'est à dire, si 

\;~(k) Ue :;1: 0, on a VeI = 1 avec 1 = V?l Ue et les lemmes 4.3 et 4.4 de [13] nous disent 

que 1 est un idéal de il contepu dans L. Considérons la famille de multiplications 

I, x i--------' ux avec v parcourant Ve. Pour tout Il dans V';~, o 
car L' (UeVe)) a et 1 C UeV~' Donc famille (Eu Ve est anticommutative et le 

lemme 2.:3.6 nons dit que J = n K er( Ev) "# O. Or J est un idéal de et r algèbre 
vEVe 

quotient AjJ vérifie les conditions du lemme avec dirnJ{(iljJ) < dùnK(A). Par 

récurrence sur la dimension. le noyau de J est nilpotent. Donc, il existe un entier 

m 2: 1 tel que l'lm c J. Puisque UeJ 0, on a Nm+l = O. Ainsi. N est 

nilpotent et la condition (iii) du théorème 7 de [13] nous dit alors que 1 = 0 est 

le seul sous-espace vectoriel il vérifiant VeI = I, ce qui contredirait le fait que 

1 klUe:;l:O. 

COROLLAIRE 2.4.4. TOute algèbre de Bernstein de dimension véTifiant la 

troisième condition d'Engel est génétique 

effet, d'après le lemme 2.4.1. une telle algèbre vérifie la condition du lemme 
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2.4.3. 

résultat exprimé dans le corollaire 2.4.4 n'est plus vrai si l'algèbre de Bernstein 

vérifie la troisième condition faible d'Engel. 

Exemple 2.4.5. Considérons la K-algèbre de Bernstein de dimension 6 du contre-

exemple de Suttles ( ) que nous appellerons algèbre de Bernstein-Suttles. Pour cette 

algèbre, on a v(v(vu)) = 0 quels que soient u dans Ue et v dans Ve, mais le noyau N 

n'est pas nilpotent car N3 N 2 i= o. 

Par contre, un tel exemple est en défaut en dimension::; 5. Plus précisement on a 

le théorème suivant. 

THÉORÈME 2.4.6. - To'ute algèbre de Bernste'in de dimension::; 5 véTifiant n'importe 

quelle condition d'Engel est génétiq'ue. 

effet, d'après le théorème 2.1.1. si (il,w) est une algèbre de Bernstein vérifiant 

n'importe quelle condition d'Engel alors l'idéal N kerw est ni! et d'après le théorème 

1.4.1 L toute aJgèbre de Bernstein telle que N est nil est une algèbre train. Finalement, 

d'après le théorème 3.1 de [181, toute algèbre de Bernstein qui est une algèbre train 

dimension::; .5 est une algèbre train spéciale, c'est à dire, N est nilpotent et ses 

pUIssances principales Nf.;; sont des idéalLx de il. En particulier, il est une algèbre 

génétique. 

2.5. Un contre-exemple 

Considérons l'algèbre de Bernstein-Suttles, c'est à dire, la K-algèbre commutative il 

de dimension 6 dont la table de multiplication relative à une base {c, el, 1:2, cC), e,!, es} 

5 

et v~ < el, e2 >. Si.r: I: Œie~ est dans N, la matrice de la multiplication 
i=l 

: N ----:- N. y :r;y dans la {el,e2,e3,e4,e5} de lv s'écrit 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

Œ2 - Œs Œl + 0:4 0 0'2 01 

Œ3 0 Œl 0 0 

0 0'3 02 0 0 
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Les calculs nous montrent que L;; = 0 et L~ =1= 0, c'est à dire, l'algèbre A vérifie la 

quatrième condition d'EngeL mais on a déjà vu dans l'exemple 2.4.5 que le noyau N 

n'est pas nilpotent, ou encore que l'algèbre de Bernstein-Suttles n'est pas une algèbre 

génétique. 

2.6. Applications 

résultats qui suivent nous permettent de classifier certaines classes d'algèbres 

Bernstein. 

PROPOSITION 2.6.1. Toute algèbre de Bernstein train de type (2, nI) est une 

algèbre train spéciale. 

En effet, soit A = Ke Ue Ve une K-algèbre de Bernstein de type (2,n 1) et 

supposons que A soit une algèbre train. On que dans toute algèbre de Bernstein 

train, l'opérateur LXIN est nilpotent pour tout x dans N et, en particulier, LUlUe est 

nilpotent pour tout L' dans Ve . Comme d'imK(Ue ) l, nécessairement LV/Fe - 0, 

donc A vérifie la première condition faible d'Engel et la proposition 2.2.2 achève la 

démonstration. 

PROPOSITION 2.6.2. Toute algèbre de Bernstein train de type (3. n - 2) estllne 

algèhre train spéciale. 

en effet. A = Ke Ve une algèbre de Bernstein de type (3. n - 2) et 

supposons que A soit une algèbre train. Comme l'endomorphisme LulU" est nilpotent 

, . t L') necessmremen ~ '[' 
VI / e 

o pour tont u dans Ve , c à dire 

l'algèbre A vérifie la deuxième condition faible d'Engel. théorème 2.3.5 nous dit 

alors que A est une algèbre génétique, ce qui équivaut à dire que A est une algèbre 

train spéciale. 

:'-ioüms qu'il existe des exemples d'algèbres de Bernstein train de type (4, n - :3) 

qui ne sont pas des algèbres train spéciales. Ainsi, l'algèbre de Bernstein-Suttles est 

une algèbre train de type (4,2) qui n'est pas une algèbre train spéeiale ([18] pour la 

démonstration du fait que l'algèbre de Bernstein-Suttles est une algèbre train). 
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PROPOSITION 2.6.3. - Toute algèbre de Bernstein train de type (n, 1) est une algèbre 

tmin spéciale. 

Soit A J( e @ Ue Ve une algèbre de Bernstein de type (n, 1) et supposons que 

A soit une algèbre train. Puisque, pour tout v dans Ve l'opérateur Lvu
e 

est nilpotent 

et que dimf«(Ve ) - 1, l'algèbre enveloppante E(Ve ) est nilpotente et le lemme 4.1 

de [13] nous dit que l'idéal N = Ue Ve est nilpotent. Donc A est une algèbre 

train spéciale. Notons encore ici qu'il existe des algèbres de Bernstein train type 

(n L 2) qui ne sont pas des algèbres train spéciales. C'est encore le cas l'algèbre 

de Bernstein-Suttles. 

Remarquons que les propositions 2.6.1, 2.6.2 et 2.6.3 permettent de retrouver le 

résultat du théorème 2.4.6. 

Par la suite. nous allons classifier différents types d'algèbres de Bernstein en tenant 

compte des propositions ci-dessus démontrées. 

THÉORÈME 2.6 - Sad Aune algèbre de Bernstein train de type (2: nI). Alors 

A est isomorphe à une seule des algèbres dont les tables de multiplication dans la base 

{e. 1/.. VI: ...• Vn-l} .sont les s'uivantes : 

= e. ev, 1// 112 =-'1' 2"" '" "1' 

~u. L-[ cYiLL (1 < i < où a S; r n - 1 et Di E J(*, les 

autTes produits étant nuls . 

En . soient (A, w) une algèbre de Bernstein train de type (2. n 1) et 

A Ve sa décomposition de Peirce relative à un idempotent e i= 0: 

c'est une algèbre train spéciale vérifiant Ue 1le - O. Si 

nous dit qnc A est une algèbre conservative, donc 

0, le théorème 4.11 de [12] 

O. Soit {u} une base de Ur;. Il 

alors UIle base {VI . ... , Vn-I} de Ve telle que la table de multiplication de cette 

algèbre dans la base {e,71"L.'l, ..• ,vn-d s'écrit 

produits étant nuls. On obtient ainsi 

= e. eu V1, les autres 

L'autre cas à examiner est celui où U; = O. Dans ce cas, compte tenu des notations 

ci-dessus. la table de multiplication de cette algèbre dans la base {e, 71" VI, ... ,Vn-l} 

s'écrit (' eu - 1(/ ''l'L'' -'" -2""'"IJ- (i.j = L ... , n 1) , les Di) étant dans 
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K et les autres produits nuls. Notons R la matrice (symétrique) formée des Qi) 

(i.j = l, ... ,n -1). Il s'agit d'une matrice de rang r (0::; r::; n 1) et le lemme 

ci-dessous nous dit qu'il existe une base {VI, ... ,Vn-l} de Ve sur K telle que uT = Q(U 

Ci = L ... , r), les autres produits étant nuls. Remarquons que le cas r 0 correspond 

à v:? = O. AinsL l'algèbre A dépend ici de r paramètres QI, ... , Qr et on la. notera 

An1 ....• cr , .. Pour deu.'C systèmes de paramètres QI, ... , Qr et Q~, ... , Q~ , l'algèbre 

Aa! ..... Ct r n Aa~ ..... a~. contient la sous-algèbre de base {e,'!.t}. Il est donc possible de 

choisir un isomorphisme de K -algèbres cp : Aal, ... ,ar '" Aa~ , ... ,ct~ qui soit l'identité 

sur l'espace < e, u >. Cela équivaut à l'existence de scalaires Àij (i,j l, ... , r) non 

tous nuls tels que l'on ait Qi L:~=l '\;kQk (i = l, ... , r). En fait, il suffit de poser 

CP(Ci) L:~=lÀikVk, (i = L ... ,r) et d'élever les dewe membres au carré. Le lemme 

suivant, bien connu, achève nos considérations et nous donne B 2 (r). 

LEMME 2.6.5. Soient K un corps commutatif de caractéristique diffërcnte de 2 et 

R une matrice symétriqne d'ordre TL et de Tang r à coefficients dans K. Il existe alors 

une matrice inversible Pd' ordre n telle qne : 

'PRP= (C 0 ] :) 

2.6.6. Algèbres de Bernstein train de type (3, n 2). 

Soit (A. uJ) une algèbre de Bernstein train de type (3, n - 2) et soit = K e Ue V e 

sa décomposition de Peirce relative à un idempotent e O. Comme dim Id Ue ) 2, 

nécessairement l; 0 pour tout u dans Ve où Iv LvlU~ . 

Différents cas sont à examiner: 

1) Ve = 0 et Ve
2 0: dans ce cas, A est une algèbre de Bernstein conservative et 

les différentes possibilités pour l'espace sont suivantes: 

(i) U; = O. donc si {U.l, ud est une base de Ue et si l'on complète celle-ci avec 

une base {UI .... , un-::d de Ve, la table de multiplication de l'algèbre A dans la base 

~UI' eU2 = ~U2) tous les autres produits 

étant nuls. 

1 et si fUI, ud est une base de Ue . on peut supposer que 



VI = 1 soit une base de et si l'on complète le système de vecteurs {e, 1L l, 'uz, VI} 

en une base {e'U11 Uz, VI . .. vn-z} de A, la table de multiplication de A s'écrit = e, 

1 ') ') ( d }?) l . :;zU2, uï = VI, U§ = aVI avec a ans \. , tous es autres prodUlts 

étant 11uls. Conune cette algèbre dépend d'un seul paramètre a, on la note Aa et pour 

deux paramètres a et a', l'algèbre A(~ n Ao' contient la sous-algèbre engendrée par 

la famille {e,tll,vr}. Si y: .Al: ~ Aa' est un isomorphisme de K-algèbres, on peut, 

sans perdre la généralité, supposer que la restriction de rp à l'espace < e, U1, VI > soit 

l'identité. Cela entraîne l'existence d'un scalaire À dans K* tel que a' À za. 

2 et si {u l, UZ} est une base de Ue , on peut supposer, par 

exemple, que les vecteurs VI - ui et V2 = lLl Uz forment une base de U;. On a alors 

u~ = aVI + .avz avec a, 6 E K et quitte à remplaceru], paru; =Uz 

peut supposer que ,6 = O. La table de multiplication de dans la base obtenue en 

- e e~' - 11' e'" - 1.(/ u2 - .?, -, '-"1-2-"1, \.hZ-ZN],' '1-'-'1. 

Url.L?, = VZ.113 = aVI. les autres produits étant nuls. Cette algèbre, dépendante 

d'un seul paramètre a, sera notée Ao et pour deux paramètres oc et . l'algèbre 

An n A.Q/, contient le sous-I{-espace vectoriel < e, UI, VI >. Donc si rp : Ao: ~ AQI est 

un isomorphisme de K -algèbres, on peut supposer que la restriction de rp à l'espace 

< e.Ul,Ul > soit l'identité. eomme rp(e) = e, on a nécessairement 

Donc 
l ') 

Û tL- O. Or, on ne peut avoir /\ i- 0 car sinon on aurait p o et le 

vecteur (nollllul)u?, /\I.Lr serait dans Ker(rp). Donc /\ = 0, ce qui montre qu'il existe 

un ':icalnire p. dans J(* tel que 0: = p?'c/. 

(il'Î Si dimK( ) = 3 et si {U,r.U2} est une base de U : on peut supposer que les 

vecteurs Vl I.L~ forment une base de U; et si l'on complète le 

système de vecteurs {e, Ul ,112 ,/)1,1)2. V3} en une base de A.. sa table de multiplication 

l " Il b ' , . t ') l l ') t rc atlve a une te e ase secn e- = e, eUI = :;zUI, C'112 = '21l:;), /.LI = 1..'1, IIIIlZ = u:;) e 

L':l. tons les autres produits étant nuls. 

On vient en fait de prouver le théorème suivant: 

THÉORÈl\Œ 2.6.6.1. - Soit A. une algèbre de BeTnsfein tram de type (:3. TL - 2). Si A. 

est e:.cceptionnelle aloTs elle est 'isomoTphe à une seule des algèbTes dont les tables de 



-25-

multiplication dans la base {e, Ul, UZ, VI" .. ,Vn -2} sont les suivantes: 

H2 (o:) : 1 e, eUl = -ZUl, e'uz 1/1 u2 - ." ') '2 '2, 1 - vI, U2 = aVl ; 

B.1(O:) : 1 = e, eUl = '2U1, euz ~'U2, ui = Vl,UlU2 V2, 'u~ = aVl; 

B4 : e, eUl = iUll eU2 = 2 2 
'U1 VI! UI U2 = V2, U2 V3; 

O'1l a E K. les autres produits étant nuls. 

2) Ue Ve 0 et V:2 0; les différentes possibilités pour l'espace Ve
2 sont les suivantes 

(on note que la dimension de Ve
2 est invariante car Ue Ve = 0 et dim K (Ue Ve + V/) est 

constante) : 

(i) Supposons que dimK(Ve
2 ) = L On peut alors admettre que Ve

2 

avec u dans v~ et soit Ue =< U, v 2 > avec u dans Ue . Alors U; c< u2 > et par 

suite dimK(U;) ~ L Si U; = 0 et si {Ul,U2} est une base de Ue ! en complétant 

le système de vecteurs {e,ul,uZ} en une base {e,ul,u2,Vl"",Vn -2} de la table 

de multiplication A dans cette base s'écrit 

akUI (k = L ... , l'), les autres produits étant nuls, où les ah: sont 

dans JC et 1 ~ r ~ n 2. L'algèbre A ainsi obtenue sera notée Aù 1 ..... C\r. Ainsi 

équivaut à l'exitence de scalaires Àij (i,j = 1. ... ,l'), non tous 

nuls. tels que l'on ait ai = 
Supposons maintenant que dim K (U;) = 1 et si {1J.l ,U2} est une ba.se Ue , 

que VI = /li soit une ba.se de U;. On peut alors compléter le système de vecteurs 

{f::.I.Ll.ILZ:/'l} en une base {e,Ul,1l2:Vl"",Vn-2} de de sorte que {1.i2} soit uue 

base de v? et en appliquant le lemme 2.6.5. que la table de multiplication de 

A dans cette base s'écrive 

(k - 2 ..... l'), les autres produits étant nuls, où les ak sont K* et 2 ~ r ~ n - 2. 

L'algèbre A dépend de r 1 paramètres et sera notée A Œ2 , ... ,ùr et pour deux systèmes 

de paramètres a2, ... , ct: r et a; .... , a~, l' algè bre A0:2 , ... • O:r n .... . a~ contient le 

sous-espace vectoriel < C,Ul,Uz, VI >. On peut alors choisir un isomorphisme de 

[(-algèbres r.p : A0:2 .... ,0:,. ::::: qui soit l'identité sur l'espace < e,ul·/.L2, VI >. 

équivaut à l'existence de "L(LLGLH ÀiJ (i,j = 2, .... r), non tous nuls, tels qne ron 
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('li) Supposons que dimK(V2) 2. Dans ce cas on a Ue = V:}. Donc 

U; = (V:? O. Comme Ue ~ O. le lemme suivant nous dit qu'il existe une base 

{Ul. 112} de Ue et une base {VI, ... , vn-d de Ve telle que vr Ul, VIV2 = U2, etUI, 

V2 L'j = Ct:; III +U2 (j = 3, ... ,n 2), 

autres produits étant nuls, où 0:, O:j. 

= ÎijUI + À i jU,2 (3 ::; i ::; j ::; n 2), les 

et Ai] sont dans K. 

LDIME 2.6.6.2. Soient U et V deux K -espaces vectoriels de dimensions 

respectiues n et 2 (n 2:: 2) et f : U x U ---+ V une application K-bilinéaire 

symétrique et surjective. Il existe alors des bases {Ul,U21 ... ,'u,n} de U et {vI,vd 

de V telles que f(Ul,Ur) = VI, f(U1,'u,2) = V2, f(U2,U2) = CtUI, f(UI.Ui) 0, 

VI + Îij2V2 (3 < i < j ::; n). où 0:, O:i, 

l et Îij2 80nt dans K. 

En effet, puisque f est surjective et symétrique, f est non nulle et il existeu.l U 

tel que j(Ul.'UI) O. Montrons qu'il existe un tel Ul tel que l'application 

K -linéaire U 

une base de V où {Ul, U2} est un système libre de vecteurs de U. Autrement, 

pour toute base {Ul, ll2,···. 'un} de U. on aurait f(Ul, ud o:i/Cal. ud où 0:'2····. an 

o et. quitte à poser U~ 

supposer que ai - 0 pour i = 2, ... ,n. Or, f étant surjective, il existe nécessa,irement 

un vecteur U2 dans sous-K -espace vectoriel supplémentaire K Ul dans U tel que 

{f( 111· Ul), f( U2, U2)} soit une base de V. 

on constate que {f(u~, u~),f(u~, u;)} est une base de V et on a ainsi trouvé u~ tel 

que Llpplication U V, l), ~ f (u~ ,IL) soit surjective. Il existe donc un système 

libre cle vecteurs. soit {tll' Il:.d dans U tel que la famille {f (111. U d. f (11,1. 112)} soit 

une base de V. Soient a et i3 dans K tels que f(U2,U2) = af(ul.ud + rJf(1l1,n2)' 

Alors. quitte ù remplacer U2 par u; =ll2 !JUl' on peut supposer qne f3 - O. 

Enfin. si f(U'I.ud = O:d(Ul,ulÎ + i3d(I1.1.U2). alors quitte à remplacer u7: par 

lL2, on peut supposer que ai 

une bas(~ {Ill, 11.2, ... , tin} 

f(Ul' U2) 

le lel1lme. 

o pouri = 3, ... ,n. Il existe donc 
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fait. les considérations qui précèdent ont permis d'établir le résultat suivant. 

2.6.6.3.--- Soit A une algèbre de Bernstein train de type (3, n - 2). Si 

Ue Ve 0 et Vez ::;f 0 alors A est isomorphe à une seule des algèbres dont les tables de 

rnultiplication dans la base {e,u1, U2, VI, ... ,Vn-Z} sont les suivantes: 

Adr) e, eUl 1 
= -:2'U1, euz = 1 

2 U2 . 2 Vk aku 1 ; 

A2(r) 1 eU2 = ~U2, 
'} 

v2 e, e'u1 - 2U1 , ur VI, k ak ll2; 

A3(a) 1 lU v2 '} 

e, eUI - 2 U1 , eU2 - 2 2, U1, Vj V2 u2, V- aU1, 1 2 

où p :S k ::; r :S n - 2, ak E ]{* dans Ap(r) (p = 1,2), 3 < i :S j :S n - 2, 

ak E ]{"', a, aj' 13j, ~fij, Àij E ]{ dans A3 (a), les autres pTOduits étant mds. 

:3) Ue v~ =t O. une algèbre train spéciale vérifiant la deuxième condition faible 

d ·Engel. Considérons ridéal l = n ]{ e'r( lv) du lemme 2.3.6. On sait que l ::;f 0 et l 
vEVe 

est strictement contenu dans Ue car Ue Ve =t 0 et VeI = O. Il donc un vecteur U2 

dans Ue tel que l , l c Ann(N). Soit B = A/ l l'algèbre de Bernstein quotient 

de type (2, n 2). ]{e U-e V<,: est la décomposition de Peirce de B. 011 a 

Delli; = 0 et le théorème 2.6.4 nous dit que B est isomorphe à rune des algèbres dont 

les ta,bles de multiplication dans la base {e, U,U1, ... ,Dn-2} sont suivantes: 

Bz{r) : 

1u-2 . 

Ainsi. si U; =t 0, il 

suivantes: 

( 
') 

A'l r) : e- = e. eUI 

1 () ,) 
-"'12 r, : e- - e. et!l 

Al{r) : (;2 = e. eUl 

,) 

UA: = ÛkllZ; 

ÜkU: (1:S k:S r), pour ak E ]{*, r {l. .... n - 2}. 

U1 EUe, ur = VI et A est isomorphe à l'une des algèbres 

!U1. eU2 

!Ul' et12 

~lll, e'U2 

1 2 '2 1J,2, U l 

!ll2' 

A"*(r) : c 2 = e. eUI = !Ul' e'l.L2 VI, V3 U 1 = 'U2, V l 'U2 

.) 

Vi:; = ŒkUZ : 

où:3 :S k :S r et. 2 :S r :S n 2 dans A1(1'), 4 < k :S r et 3 :S r :S n 2 dans ..:b(T) 

et A3(1') . .) :S k ::; r et 4 :S r :S TI. - 2 dans At(r) et Ctk E ]{"', 6 E {D, 1}, les autres 
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produits étant nuls. 

Les algèbres AI(r), lb ('r) , Aa(r) et k 1(r) correspondent, respectivement, mn:: 

algèbres Az(r), A3(r), A12(r) et AI3(r) de [6, théorème 4] 

Supposons maintenant que U; = O. Il existe une base {VI, ... , Vn -2} de Ve telle que 

VIILI = IL2, ViIL2 0, VklLl = VkU2 0 (2 :S k :S n - 2). Comme 'vevu) = 0, pour tout 

IL E Ue et pour tout v E Ve1 le sous-espace Ve
2 est invariant. On considère alors quatre 

cas: 

(i) Vez = O. La table de multiplication de A se complète par: 

: VI. Vj = 0 (1 :S i :S j ::; n - 2). 

(ii) rlirnK(Vrn = 1 et dirnK(Ue Ve ;- ) = 1, c'est à 

qu'il existe U2 E Ve tel que VIU2 = a2U2 avec a2 =J. O. Alors on peut remplacer V2 par 

peut supposer que VI L'k o (3 :S k ::; n 2). On complète alors {Vl, V2} en une 

{VI .... . Vn -2} de Ve telle que: 

(r) : ur = cq U 2, VIL'2 

où ()il. ():2 E K et Œk E K*. 

Par contre. si VI Ve = 0, il existe une base {VI, ... , Vn -2} de v:., telle que 

(r) : o a'V'ec Oék E K* (2 :S k < r et 2 :S r :S n 2). 

Quitte à changer la base de Ue , 011 

T") peut supposer que Ye- K UI' On obtient à isomorphisme près: 

A8(r) : t'I = 0, v~ - Cl'A:tll (2 :S k :S r et 2 ::; r :S Tl - 2): 

.4~)(r) : rÎ - (J'l, Uk- aA:lLl (2 < k :S T et 1 :S r :S n - 2); 

r..r* 'l' ' 1 t 1 avec Œk I\.. ou on a pose ILl = œlLl e U2 œlLZ quand VI = C(/LI avec Cl' =J. o. 

(lv) dim rdVe
2 ) = 2: Puisque V;2 = Ue , posons = CliUl '" /Ju2. Si a O. en posant 

IL~ = aUI + 31-1,2 et 11,; = 0'11,2, 011 peut supposer que Cl' 1 et /3 = 0 et si Cl' 0, quitte 

l l 1 cl T r . A." l '2.6.6.'_) à C langer il oase e V e . on peut se ramener au prermer cas. . ms!' e lv"J"UJL~ 

nous dit que A est isomorphe à : 

" = ti1, ViU2 n2, 1.'3 = O'Ul, 

0, '/J/. ~!ijlUl + '"/ij2 1L 'j (:3 :S i.j :S Tl 2). les autres 

produits étêmt nuls. 



3 
ALGEBRES VERIFIANT UNE EQUATION TRAIN 

POUR LES TROIS PREMIERES PUISSANCES MIXTES 

Soient K un corps commutatif et (A,w) une K-algèbre pondérée. On dira que 

(A, w) est une algèbre train de rang r s'il existe des scalaires Î1, ... ,Îr-1 dans K tels 

que x" + Î1W(X)Xr - 1 ... + ÎT'_lW(X)"-lX = 0 pour tout x dans A, r étant le plus 

petit entier naturel vérifiant cette condition. Le rang de A détermine alors de façon 

1· unique les coefficients ~(1, ... , 

Si A est llIl ensemble pondérées (A,w), on note C le sous-ensemble 

de A formé des algèbres pondérées vérifiant l'équation x" + ÎIW(X)X1
'-

1 + ... + 
lW(X )"-lX = 0 pour des Îi fixés dans K. On dira que C est de rang r si 

r - ma .. '<:r(A) où r(A) désigne le rang de l'algèbre train (A,w). 
A.EC 

Les algèbres train de rang::; 3 (à puissances principales), Le. celles vérifiant 

x~) (1 + 6)u.;(x)x2 --t- 5w(x)2x O. ont été étudiées par L f,J. H. Etherington ([4]). 

Quant à celles de rang 3, aux trois premières puissances pleines, Le. 

- (1 + 26)w(.T)2x2 + 26w(x)3x 0, S. vValcher ([21]) a montré que, 

cas 6 E {O, - ~ }, elles se ramènent aux précédentes. 

vérifiant 

faite 

Ici, nous nous intéressons aux trois premières puissances mixtes: x, x 2
, . On 

dira donc qu'une K-algèbre (A, w) est une algèbre vérifiant une équation train pour les 

trois prernières puissances mixtes si elle vérifie 

pour tout :r: E A et 0::, ,8 fixés dans K. 

Nous montrons qu'en général, ces algèbres sont des algèbres train de rang ::; 

auquel cas elles seront appelées 6-algèbres vValcher. Une deuxième classe mise en 
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évidence est celle des 5-algèbres de Bernstein. On rappelle qu'une algèbre de Walcher 

est une algèbre pondérée (A, w) vérifiant l'équation x[31- w(x):3 x = 0 pour tout x dans 

A. 

Dans toute la suite, K est un corps commutatif infini de caractéristique différente 

de 2. 

3.1. Equation train aux puissances mixtes 

La linéarisation de l'équation (*) nous donne les identités 

(3.1.1) 

(3.1.2) 

4(xy)x2 = (1 + a + (3)w(y)x3 + (1 + a + (3)w(x) [2x(xy) + x 2 y] 

- 2aw(xy)x2 - 2aw(x )2xy - 3;3w(x2 y)x - ;3w(x )3 y 

4(yz)x2 + 8(xy)(xz) = (1 + a + ,6)w(y)[x2z + 2x(xz)] 

+ (1 + a + ,6)w(z)[2x(:ry) + x 2 y] + 2(1 + a + 6)w(x)[x(yz) + z(xy) + y(xz)] 

2 2" ) - 2aw(yz)x - 4aw(xy)xz - 4aw(xz)xy - 2aw(.T) y::: - 3j3w(x-y z 

- 6;3w(xyz)x - 3(3w(x2 :::)y 

En substituant x 2 à y dans (3.1.1) on obtient, via (*) 

--1:r 2 x 3 = 2(1 + a + /3)w(x)x4 + [(1 + a + 3)(2 + a + 3) - 2a]u;(,rfx3 

(:3.1.:3 ) 
- (a2 + a;3 + 3a + 3)w(x)3:r2 - /3(4 + a + ,Ln.,;(x)4x 

r-.lultiplions (*) par 4x2 et utilisons (3.1.3) pour avoir 

(3.1.4) 

4x 2 x[3] = 2(1 + a + 6)2w(X)2X4 

+ [(1 + a + 6)2(2 + a +(3) - 6a(1 + a +(3) - 4;3]w(X):3 x 3 

- [(1 + a + ;3)(a2 + a3 + 3a +;3) - 4a2]w(x)4x2 

+ [4a;3 - ;3(1 + a + (3)(4 + a + (3)]w(x)5 x 
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Si nous faisons maintenant y z :r2 dans (3.1.2), par (3.1.4) il vient que 

(3.1.5) 

4x3:r::3 = (1 + a + 3)(:3 + a + j3)w(x)2:r4 + [(1 + a + (3)2 + 2(13 - 2a)]u.:(:z:)3x3 

- [2a2 + 2a + 2aj3 + 4(3 j32]w(x)4x2 (2aj3 + + 4p)w(x).5 x 

La multiplication de (*) par 16:];3 donne, moyennant (:3.1.3) et (3.1.5) 

(:3.1.6) 

16x3 = [4(1 + a + P)2(3 + a + 8) 8a(1 + a + p) - 16,6Jw(.r)3x4 

+ 4[(1 + a + 13)(1 4a + 413 /32 + aj3) + 2a2]u .. {r )4X
3 

+ [-4(1 +a 

+ 4j3[a(4 + a + 13) (1 + a + (2a + 13 + 4)](.v·(x)6:r 

En substituant x 2 à x puis x à y dans (3.1.1) on obtient 

(:3.1. 7) 

16x3 x[3] = 2(1 a + 8)2(5 + a + p)w(:x:)3:r 4 

+ [(1 + 0, + 8)((1 + a + ,3)(6 a + 513 (a + 3)2) 4(4a + /3)) 80:]W(X)cI 

+ [(1 + ü + (4ü2 
- ü(:3 + a + p)2 - ,3(a ~1 + 7)) + 80;2 123]wCr) 

+f3[(1+ü+,3)(4a (3+a+ (4+ü+ )+8a 

Elevons les deux membres de (*) au carré et utilisons les identités (:3.1.:3) et (3.1.5) 

(3.1.8) 

+ [( 1 + a + J) (1 - 5ü 

+ [(1 + CI' + 3)(20:(0: 1 - 3,6 o:p) - (30: + 3 + .5);32-
') 

r~ 

1 + 0: + ;3)(4- o:j3 + + 5;3) + ) 7:r 

Faisons :1: .r2 clans ( et utilisons l'identité (3.1.4) 

2(1 + ü + p)3w(:r )cl x4 

+ (1 a + ;3)[(1 + ü + ;3)2(2 a +3) - 6a(1 + ü + l3) 4(.3 + 0:)](.v.(:z:)5 x :3 

(3.1.9) 
[(1 (1 + a /J) 1 .' 

;>....) _ J"""'" 

+ 1 + ü + B)( .,la (1 + a ( 4 + ü + ) + 40.] W ;r 



Le corps J( étant infini: l'ensemble {:r E Alw(x) =1= O} est dense au sens de la 

topologie Zariski dans A. Par suite (3.1.6) et (3.1.7), (3.1.8) et (3.1.9) donnent 

respectivement, par différence, 

(3.1.10) 

pour tout;r: dans A, où coefficients Fk(a, /3) et Dk(a,/3) sont donnés respectivement 

par: 

(a, ,B) = 1 + a + [(a + /3)2 + 4/3 - 1] 

(:3.1.12) 
F:3(a,i3) (-2+a+o)+2a/3 /3+/32) +/3)2+4,3 1] 

=(a + 3{3- [( a + /3) 2 + 4;3 - 1] 

FI (a,;3) = ,3(0: + 3) + 2 + 4/3 l] 

D4 (0,3) = (-1 + a + ;3)(1 + 0 + ;1)[(a + ,3)2 + 4;3 1] 

(1 + a - 2a2 
- 200 + [(0: + 3)2 + 413 - 1] 

(3.1.13) 
+ -13 - 1j 

Il J 

3.2. Extension d'un théorème de Walcher 

Dans ce paragraphe. on suppose que la 1{-algèbre pondérée (A.;..U) vérifie l'équation 

(*). Une telle algèbre sera donc caractérisée par le couple /3) . , , 

LDf~1E 3.2. L --- Si (a + 3)'2 + 43 - 1 #- 0 dans (*) alors (A, est une algèbre tmin 

de rang ~ 

En effet. supposons que (Cl'+ + 4;3 - 1 O. Alors la nullité de tous les coefficients 

Fk dans (3.1.12) entraîne que (a,p) (1,0) et dans ce cas +13)2+4:3 1=0. 

ce qui contredirait l'hypothèse. Ainsi, dès que (0 + + 4,6 1 O. les coefficients 

Fd Ci:. 3) ne sont pas tous nuls. suite. quitte à normaliser le coefficient de plus 



haut degré en x, l'équation (3.1.10) nous montre que (A,w) est une algèbre train, il 

puissances principales, de rang:::; 4. 

Posons CA: (c't, ,8) 2DdO', (3) + (1 0' 13)Fk(O', (3), les Fk(O', (3) et les DA;(O', 13) 

étant respectivement donnés par (3.1.12) et (3.1.13). Alors l'algèbre (A.w) vérifie 

(3.2.2) 

pour tout x dans A, où les coefficients Ck (3) sont donnés respectivement par 

C3 (O',l3) = (-1 + 0' + 13)[(0' (3)2 + 13 - 0'][(0' + (3)2 + 4;3 1] 

(3.2.3) C2(O', (3) (1- 0')[(0' + (3)2 + (3 0'][(0' + (3)2 + 4(3 - 1] 

C1 (0',,8) -,8[(0' + 3)2 ,3 - + 8f + 4(3 - 1] 

Dans toute la suite du paragraphe, on suppose que (0' + ,6)2 + 4(3 - 1 Q. On note 

alors Ca .i3 l'ensemble algèbres train vérifiant ). 

THÉORÈME 3.2.4. est de rang 4 si et se'ulement si (0: + ;3) 2 = 0: - J 

En effet. supposons que Ca ,{3 soit de rang 4. Alors il existe un élément (A .. w) de 

Cod qui est de rang Par ~onséquent, les coefficients Ck(O'. /3) dans (3.2.2) sont 

tous nuls et cela se traduit par l'égalité (0' + ;3)2 0: SUPPOSOllS maintenant 

que (0' + 8) 2 = 0' - i3 et posons 0:' + (3 = 26, 0 E K (cela est possible parce que la 

caractéristique de K est différente de 2). Par suite, la condition (0:' +3)2 + 43 - 1 0 

s'écrit 0 =1 ~. Alors 0' 5(1 + 20),.3 5(1 - 20) et l'équation (*) devient 

( ') .) -) ,)._.0 

caractérisée ainsi par le seul paramètre ô E K \ { ~ }. Par ailleurs les coefficients 

Fk /3) deviennent F.J(a, 2(20 1)3, F.3(C~, 1 + 26)(26 - 1):\. 

= 25(2 + 0)(26 - 1)3, (3) = -252 (26 1)3. Donc, l'équation train 

~t (3.2.5) s'obtient au moyen de (3.1.10) et s'écrit 

(3.2.6). 
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Ainsi C};,(j est de rang :S 4. Considérons à présent l'algèbre (A,w) dont la table de 

multiplication dans la base {e, IL, VI, V2} est donnée par e2 e, eu = ue ~ U, eVI = 

VI e = SUI, Et'2 V2 e = 6U2, ui =V2 (6 E J( \ { ~ } ), les autres produits étant nuls et 

w(e) = 1,w(u) = w(vd = w O. Soit x un élément de poids 1 dans A. Alors 

x = e + œu + O:IVl + 0:2V2, 0:, 0:'1, 0:2 E J( et x 2 = e + œu + 20:10Vl + (O:I + 260:2)v2, 

x 3 e + ml, + ü16(1 + 20)Vl + 0(30:î + 0:2(1 + 20) )V2, x[3] = e + cm + 46ül VI + 26((1 + 
26)o:î + 20Ü2 )V2 et x4 = e + œu OÜl (262 + 0 1 )Vl + 6( (56 1 )ür + (20 2 0 + 1 )0:2)V2. 

Par suite, X[3J - (1 20)w(x )x3 6(1 + 26)w(:c )2x2 + 0(1 26)w(x)3;c O. Il en résulte 

que Palgèbre (A, w) ainsi construite vérifie (3.2.5). De plus 

4 d'équation (3.2.6). Donc Ca ,;3 est de rang 4. 

une algèbre train de 

THÉORÈME 3.2.7. Ca ./3 est de mng 2 si et seulement ü + (3 1 = 0 

En effet, si Ca .3 est de rang 2 alors C3 (o, (3) O. On a nécessairement 

o ,6 compte tenu du théorème 3.2.4. Ainsi, 03(0, ,3) o signifie 

0: + .3 1 0, Supposons que 0: + ,3 - 1 0 et remarquons que dans ce cas (3.2.2) 

s'écrit w(x)x 0 après simplification. D'où le de Ca .i3 est égal à 2. 

THÉORÈME :3.2.8. C(};.!3 est de mng 3 si et seulement si (0: + 2 0: - j3 et 

ü+.3-1 0 

Ce résultat résulte des théorèmes 3.2.4, 3.2.7 et du lemme 3.2.1 

Remarques 3.2.9. (i) Pour 0 + (3 + 1 = 0, l'hypothèse + 3)2 + 
traduit par ;3 =1 0 et r équation ( devient 

- 1 =1 0 se 

-(1+ 

Ainsi. si !3 -1, l'ensemble correspondant, 

est de rang ,1, tandis que si i3 1. il est de rang 3. On retrouve alors les résultats de 

vValcher ([21]). 

(ii) Il existe des classes d'algèbres vérifiant le théorème 3.2.8 mais ne rentrant pas 

à priori dans le cas de vValcher. effet, la classe d'algèbres définies par 

r 1 
aw(:r )3x = 0 avec 0:' E Ii \ {a, - 4'} 
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vérifie l'équation x 3 - (1 - Œ)W(X)X 2 - ŒW(X)2x = O. 

Définition 3.2.10. Soit 5 E K tel que 5 =1- i. On appelle 5-algèbre de Walcher 

toute K-algèbre pondérée (A, w) vérifiant l'équation 

(3.2.5) 

3.3. Les 5-algèbres de Bernstein 

Soit (A, w) une K-algèbre pondérée vérifiant l'équation (*). On suppose que 

(Ct + (3)2 + 4f3 - 1 = O. On introduit un nouveau paramètre en posant Œ + ;3 = 

45 - 1, 5 E K . Alors;3 = -25(25 - 1) et l'équation (*) prend la forme 

(3.:3.1) 

PROPOSITION 3.3.2. - Si (Œ+;3)2 +4;3-1 = 0 dans (*) alors l'algèbre (A.w) n'est 

pas nécessairement une algèbre train. 

En effet, pour 5 E K, considérons la K -algèbre A de dimension 3 dont la table 

de multiplication dans la base {e, u, v} est donnée par e2 = e, eu =ue = ~ IL, eu = 

I~'e = 5/}, uv = vu = v 2 = lL et u2 = O. L'application K-linéaire w : A --+ K définie par 

w( e) = 1 et w( u) = w( v) = 0 est une pondération de A Soit donc x E A de poids 1. 

Alors on Cl:r = e + ŒllL + Œ2V, Œl. Œ2 E K. Par suite x 2 = e + (Œl + Ct~ + 2ŒlŒ2)U + 

25021.', );:3 = e + [( ~ + 25)Œ~ + Œl + 2(1 + 5)Œl Œ2 + 2ŒlŒ~ + Œ~]U + 5(25 + 1 )Œ2U 

et :r:~:ll = e + [(452 + 1)Œ§ + 4ct~ + 4(1 + 5)Œ1Œ2 + 85ŒlO:~ + (}:1]U + 452021:. D'où 

);[3] _ 45:r::3 + (452 + 25 - 1):};2 - 25(26 - 1)x = O. Par conséquent. pour tout .r E A, on 

iL );:31 - 4Ôw(:r):r::1 + (452 + 25 -1)w(x)2X2 - 25(25 -1)w(x)3x = O. De plus IL = v k :j:. Ü 

pour tout entier k ;::: 2. clone cette algèbre n'est pas une algèbre train car son noyau 

n'est pas nil. 

Définition 3.3.3. Soit 6 E K tel que 5 =1- ~. On appelle 5-algèbre de Bernstein 

toute K-algèbre pondérée (A. w) vérifiant l'équation 

(:3.3.1) 
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L 'étude des algèbres pondérées vérifiant l'équation (*) peut se ramener à celle 

de deux classes principalement, à savoiL celles définies respectivement par les 

équations (:3.2.5) et (3.3.1) de paramètre 0 =1= ~. Une classe particulière découlant 

de cette étude et dont l'approche semble difficile, est celle donnée par l'équation 

2w(x)x3 +w(X)2x2 = O. Notons que toutes ces trois classes renferment strictement 

la classe des algèbres train de rang :S 3 d' éq uation x3 (1 + O)w (x) x2 + Ow (x) 2 X O. 

THÉORÈME 3.3.4. Soient J( un co'rps commutatif 'infini de camctéTistique 

différente de 2 et A une J( -algèbre commutative telle que x[3] = 0 pour tout x 

dans A. Les assertions suivantes sont alors équivalentes: 

(i) A est une nû-algèbre. 

(ii) Po'ur to'ut x dans A. l'application Rx : A ------t il, Y 1-+ xy est nilpotente. 

effet. (ii) (i) est triviale. Supposons que A est une nil-algèbre de nil-index 

r 2: 3. On a = 0 pour tout :1: dans A. Ainsi, quels que soient x et y dans A . À E J(, 

on Cl (:1: \1) y = O. 

vient: 

(1) 

OÙ R}; : A -. Y 1-+ :ry. 

annulant le coefficient de À dans cette dernière identité, il 

1'-3 

?Rr-"l , 'RJ R - x -r L...t x J;r-} 1 

)=0 

0, Vx A 

Comme = 0 pour tout x dans A. il en résulte les identités suivantes par 

linéarisation: 

(2) 

(3) .x2 (yz) 2( (xz) = 0 

quels que soient .T: Y et z dans A. Faisons !J = xi dans (:)) (i 2: 2) pour obtenir 

(z) -+- 2R;x;i+ Rx(z) = 0, '11:7:, z E il 
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Pour z = R~-l(t), avec t E A, dans (4) il vient 

(5) 

Par ailleurs, l'identité (2) équivaut à Rx2Rx = 0 pour tout x dans A. Ainsi 011 établit 

par récurrence sur i 2: 2 

(6) R R i-l 0 
'xi X -

Multiplions maintenant (1) par R~-2 à droite. On obtient R~T-3 = 0 pUIsque 

Rxr-J-1R~-2 = 0 pour tout j tel que 0 ::; j ::; T - 3, compte tenu de la relation 

(6) . 

COROLLAIRE 3.4.5. ~ Soit (A, w) une algèbre pondéTée vérifiant l'équation (*). 

L 'idéal N = kerw est n'il si et seulement si l'application Lx : N -------'; N, U r-;. .Ty est 

nilpotente pour tout x dans N. 

En effet. il suffit de remarquer que pour tout x dans N on a x[3] = 0 et on applique 

le théorème :3.3.4. 



ALGEBRES D'EVOLUTION STATIONNAIRES 

ET INVOLUTIVES 

4 

Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2 et (A, w) une 

K-algèbre commutative pondérée. Posons 6. = {x E A 1 w(.1:) = 1}. On dira qu'un 

opérateur quadratique V : A A est un opérate'ur d'évolution si V(6.) C 6.. Ainsi, 

si x E 6. alors w(V(x)) 1. Par conséquent w(V(x)) = w(x)2 pour tout x A avec 

w(x) i= O. Pour un tel opérateur, on note V : 6. ----+ 6.,;1: f------+ V(x). Cn opérateur 

d'évolution V est dit stationnair'e (resp. involutif) si V2 = V (resp. V2 idû ). 

Soit V : A A un opérateur d'évolution. On définit une multiplication sur 

le K-espace vectoriel A par x x y = ±(V(x + y) - V(.1: y)) et on obtient ainsi 

une algèbre commutative appelée algèbre d'évolution. On dira qu'une algèbre 

d'évolution Av est une algèbre stationnaire (resp. invohdive) si V2(x) :';;(X)2V(X) 

( 
T 7') resp. v ~ , pour tout x dans A. 

Dans toute la suite K sera un corps commutatif de caractéristique différente de 2 

et toute K-algèbre A sera commutative. 

4.1. Exemples 

4.1.1. Algèbres gamétiques diploïdes multialléliques 

Soit A. G(n+ 1,2) la K-algèbre gamétique diploïde ù n+ 1 allèles. La multiplication 

dans A est définie par xy = ~(w(x)y + w(Y);1:) où w : A K est une pondération. 

Pour V(:r) w(x):r, on voit que V 2(x) = w(x)2V(X) et V 2(x) W(X)3 X pour tout x 

dans A. 

runique 

gamétique est donc à la fois stationnaire et involutive. En fait c'est 

gamétique ayant ces delLx propriétés. 
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4.1.2. Algèbres induites par un opér'ateur linéaire 

Soient T : A ----+ A un opérateur linéaire sur un K -espace vectoriel A et 0) : A ----+ K 

une forme linéaire non nulle vérifiant w 0 T = w. On définit une multiplication sur 

A par .'E/j ~(w(.x)T(y) + w(y)T(x)). Alors~ west une pondération de A et pour 

V(:r) w(x)T(x), on a V 2(x) = w(x)3T2(:r) et V 2(:z:) = W(X)2V(x) si et seulement 

T, i.e. T est un projecteur. De même V 2(1;) W(:C)3 X si et seulement si 

T 2 = idA , i.e T est une involution. Dans le cas où T (resp. 

décomposition de Peirce de A relativement à un idempotent e 0 est donnée par 

A = Ke Al Ao (resp. A Ke Al EB l) avec A>. {x E kerw 1 ex ÀX}, 
222 

À E { ~: 0, D et (kerw)2 O. On peut noter que de telles algèbres contiennent 

toujours un idempotent. effet, il suffit de prendre ex T(x) avec w(x) = l pour 

b 
. ? 

o temr e~ e:c . 

4.1.3. Algèbres de Bemstein 

Soit (A w) une K-algèbre pondérée. On rappelle que A est une algèbre Bernstein 

si (X 2)2 = w(x)2x2, pour tout;1; dans A. Pour V(x) x 2, on a V 2(x) w(.'E)2V(:r). 

1.4. AlgèbTes de }Valch~r 

Soit (A, w) une K -algèbre pondérée. On dira que A est une algèbre de Walcher si 

:..v{r) pour tout x dans A Pour V(x) = ,on a V 2 (x) w Dans 

[211 S. vValcher établit que ces algèbres sont génétiques et il montre qu'elles ne sont 

pas en général des algèbres train de rang 3 bien qu'elles proviennent de l'équation 

2x 3 w(:r).r 2 - w(x)2x = O. Il montre également qu'elles admettent toujours un 

idempotent e et se décomposent en A f{ e IV 1. 
2" 

Les algèbres de Bernstein (resp. de vValcher) sont donc des algèbres stationnaires 

(resp. involutives) par définition. Cependant elles ne sont pas les seules. 

4.2. Opérateurs d'évolution de la forme V(x) ax2 + bw(;r)x 

Soient (A, w) une K-algèbre pondérée et V : A ----+ A l'opérateur d'évolution défini 

par V(:z:) = ax2 + bW(X)l:, où a et b sont dans K. Comme w(V(x)) = W(2:]2, pour tout 

:z: dans tel que w(x) 0, nécessairement a + b = 1. Il existe alors ex E K tel que 
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V(:r) = (1 a):r2 + aw(:r):r. 

Considérons sur l'espace vectoriel A, la nouvelle multiplication définie par 

:c o y=(l 
1 

0: ):ry + -o:(w(:r)y + w(y):r) 
2 

où :ry désigne le produit de :c par y dans l'algèbre A. On note A ° la nouvelle algèbre 

ainsi construite. On a trivialement w(:r 0 y) w(:r)w(y) et donc AO est une algèbre 

pondérée par w. 

L'algèbre AO peut s'interpréter comme une combinaison convexe de l'algèbre de 

base A et de l'algèbre gamétique diploïde à (n + 1) allèles G(n + L 2), dont la 

multiplication est définie par :ry !(w(:r)y + w(y):r). Dans un autre sens, AO est le 

mélange de A et de G(n + 1,2). En effet, la notion de mélange d'algèbres (en anglais: 

mixture of algebras) a introduite par P. Holgate dans [10] comme suit: Soient 

A· et AO deux K-algèbres dont les multiplications définies sur un même K-espace 

vectoriel A, sont notées respectivement. et o. On appelle mélange des algèbres A· 

et A ° de paramètre () JC l'algèbre dont la multiplication est définie sur Pespace 

vectoriel A par :ry ():r. y + (1 ()):r 0 y. Une interprétation biologique de cette notion 

est donnée par l'auteur pour 0 ::; () ::; 1 et K :l (le corps des nombres réels). 

Exemple 4.2.1. Les algèbres d'autofécondation. 

Elles ont été introduites par P. Holgate et définies comme suit. Soient K un 

corps commutatif de caractéristique différente de 2. A un K-espace vectoriel. 

w' : A K une forme K -linéaire non nulle sur A et T : A - A un 

opérateur K-linéaire tel que w 0 T = w. Sur le K-espace vectoriel on définit 

une structure de K-algèbre non nécessairement associative ni commutative par 
1 

.Ey 2()(w(:r)y w(y):r) (l-())w(:E)T(y) quels que soient:r et y dans A, olt () 

est un élément de K. On dira que A est une algèbre d'autofécondation de paramètre 

e. Il est clair que l'algèbre d'autofécondation de paramètre () est le mélange cie 

l'algèbre gamétique G(n 1,2) et d'une algèbre dont le produit est défini sur A par 

:r. y w(x)T(y). Les propriétés ces algèbres sont données dans ([16]). On y étudie 

également les automorphismes et les dérivations associés. 

Nous revenons à l'algèbre A ° définie précédemment .. Si a 1 alors x 0 y 
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~((.v{T)y + w(y)x) et .1° est l'algèbre gamétique G(n -+- 1,2). Si 0 0 alors A = .1° en 

tant qu'algèbres. On suppose maintenant et pour la suite que 0 ::j:: 1. 

PROPOSITION 4.2.2. Si fp(A) et fp(AO) désignent respectivement ['ensemble des 

idempotents de po'ids 1 de A et de .1° alors [p(A) [p(AO). 

En effet, si :r; est un élément de A de poids 1 alors x 0 x x = (1 0)( .1,'2 - x). Le 

résultat en découle. 

PROPOSITION 4.2.3. ~ Soit [ 'un sous-espace vectoriel de A contenu dans ker·w. 

Alors [ est un idéal de A si et seulement si [ est un idéal de .4°. De plus on a [k = [ok. 

effet, pour tout x dans [ et y dans A les relations x 0 y = (1 - o)xy + ~ow(y)x 

et xy (1 0)-1x 0 y - ~0(1 - O)-lw(y)X nous donnent la première assertion. De 

plus, comme x o.y = (1 o)xy quels que soient x et y dans N, il vient que [k = fok. 

Remarque 4.2.4. Soit cp : N ~ N°, X 1--+ (1 - 0) l:r . Cette application linéaire 

bijective vérifie cp(:r) 0 rp(y) = rp(xy) pour tout x E N et tout yEN. D'où N et N° 

sont isomorphes en tant qu'algèbres. Par suite, les noyalLx de A et de .1° ont la même 

structure algébrique. Par contre, A et ne sont pas isomorphes en général. 

COROLLAIRE 4.2.5. L'algèb're (A, w) estllne algèbre tmin spéc'iale si et seulement 

si (.1°, w) est une algèbre train spéciale. 

effet. si (A, w) est une algèbre train spéciale alors N kerw est nilpotent et 

ses puissances principales N k sont des idéalLx de A. La proposition 4.2.3 nous dit que 

NI,; pour tout entier k 2: 1. Par suite N° est nilpotent et les sont des 

idéaux 4 ° 

Si l'opérateur V(:r) = (1 0)x2+O'w(x)x est stationnaire alors V2(;r) w(:r)21,l(:r). 

Cette dernière condition est équivalente à (1 0)[(1 - 0:):/;2 + o:w(.1:);[:]2 + o:w [(1 -

u);r2 + ô:W = w(x)2f(1 0:)x2 + o:w(x)x] ou encore (1 - 0:):3.1,'[3] + 20:(1 

Ct (:r):r3 - (0:2 + 0: - 1)(1 - ü)w(x)2x2 - 0:(1 0)w(x)3x 0, qui prend la forme 

x)1 + 20(1 Cl:)-1w(x):r3 (02 + 0: -1)(1 0)-2W(;1:)2X2 - 0(1 ô:)-2w(xY3 x O. En 

posant 26 = 1-0)-1,onal-2J (1-0)-1,1-0: = (1-26)-1,0: = 1-26)-1 



et V(:r:) = (1 - 26) 1 (:r:2 - 26w(.T)x). L'équation précédente devient 

46w + (462 + 26 - 1 )w(:r:) 

Si par contre r opérateur V (x) - 26w(x)x) est involutif, alors 

V 2 (x) u.:(.r: )3;]: et cette égalité donne lieu à réquation 

Pour de futurs besoins de simplification, remplaçons 6 par ~ (1 + 26) dans la dernière 

équation. On obtient alors l'équation équivalente 

.T
l3j (1 + 26)w 

De ce qui précède, les propositions suivantes deviennent immédiates. 

PROPOSITION 4.2.6. _.- Soient (A, w) une K -algèbre pondérée et V : A ---+ A 

l'opérateur d'évolution d~fini par V(x) (1- 26)-1(X2 26w(x)x), 6 E K \ {~}. Les 

asser'tions su'ivantes sont alors éq'IJ.,ivalentes : 

(i) V2 V 

(li) (A.u.:) est une r5-algèbre de Bernstein. 

PROPOSITION 4.2.7. Soient (A, une K -algèbTe pondérée et 1/ : A A 

l'opératwl.lr d'évolution défini par V = (1- 26) -1 (2x2 - (1 + 26)w (:1: ):1:). 0 K \ { ~ }. 

Les aS8ertion8 suivantes sont alors équivalentes: 

Ci) id!::. 

(il) (A . ... ,.:) est une o-algèbre de WalcheT. 

4.3. Automorphismes et dérivations 

Définition 4.3.1. On appelle automorphisme d'une K-algèbre pondérée (A.w), 

toute application K-linéaire bijective <p : A ---+ A satisfaisant aux conditions v.:o<p w 

et -;:Cr:y) =-;:(:r}p(y), quels que soient x , y dans A. 

L'ensemble des automorphismes de (A.w) est un groupe noté Av,tK((A,w)). 
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Définition 4.3.2. Une application K-linéaire d de A dans A: est appelée f{-

dér'ivation de A, ou simplement dérivation de A, si d(xy) d(x)y + :rd(y) pour tout 

x. y dans A. 

On Ilote Der [«(A) l'ensemble des dérivations de l'algèbre A. Muni du crochet 

d'] = dd' - d' d, Der K (A) est une algèbre de Lie appelée algèbre de Lie des 

dérivations. 

PROPOSITION 4.3.3.- On a AutK((A,w)) AutK((AO,w)). 

En effet, soit rp : -4 A Ulle application K-linéaire bijective. Pour tout ;1:, y dans 

A on a cp(x 0 y) cp(x) 0 <p(y) = tp[(1 - a)xy + ~a(w(x)y +w(y)x)] - (1 a)tp(x)tp(y)­

~a(w(y(x))rp(y) +w(<p(y))tp(x)) = (1- a)[tp(xy) - rp(y)] car w 0 cp w. Comme 

a =1= 1, le résultat en découle aisément. 

PROPOSITION 4.3.4. ) . 

Par suite. le groupe des automorphismes et l'algèbre de Lie des dérivations sont 

invariants du paramètre a. 

4.4. Structure des o-algèbres de Bernstein 

THÉORÈ?vIE 4.4.1, - Soit" (A. w) une 0 -algèbre de Bernstein. Les assertions ::ruivante8 

80nt équivalentes. 

(i) (A .. w) est une algèbre de Bernste'in; 

(ii) 6 0 ou w(x):r 0 pour to'u.t.1: dans A. 

En effet (ii) ==} Ci) est tri viale. Supposons que (A, w) est une o-algèbre de Bernstein. 

Si cette algèbre vérifie ;l;l3l - w{:r)2x 2 = 0 alors l'équation (3.3.1) caractérisant les 6-

alg(:~bres de Bernstein prend la forme 4o(x3 ~(1 + 26)w(:r)x2 + t(20 -1); .. .:(:r)2x) O. 

Alors 6 o ou O. Dans le cas où 

~(l -1- 2o)w(:r)x2 + t(20 - 1)w(x)2x = 0, (A,w) est une algèbre de Bernstein 

train de rang 3. Alors le théorème 1.4.11 nous dit que :r3 = w(x):r:2 quel que soit 

.r: dans A. Par suite, l'équation x a t(l + 2o)w(x):r2 + ~(20 l)w(xf·r: = 0 s'écrit 

( 1 ~à 
') .-) - w(:r):r:) = 0 après simplification. Il en résulte que 

Ô 1 
2' 
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Soit (A, w) une K-algèbre pondérée. Sur le K-espace vectoriel sous-jacent A, on 

pose 

xoy=(l 26) 1(xy-6w(x)y-6w(y)x) 

où xy désigne le produit de :1: par y dans l'algèbre A et 6 E K \ { ~ }. La nouvelle 

algèbre sera notée A o. On sait que west une pondération de A 0 . 

THÉORÈME 4.4.2. - Soit (A, w) une K -algèbre pondérée. Les assertions suivantes 

sont équivalentes: 

(i) (A, w) est une 15 -algèbre de B ernste'in; 

(ii) (A 0, w) est une algèbre de Bernstein. 

En effet. il suffit voir que pour tout x E A on a : 

(xox)o(xox)-w o.y = 

résultat en découle. 

Aussi, si (A, w) est une algèbre de Bernstein alors, en changeant la multiplication 

par 

x . y (1 - 2S)xy + Sw(x)y + 6",.:(.11 ):r, 

on obtient une S-algèbre de Bernstein pour tout 15 E K \ { ~ }. 

LEMl\fE .1.4.3. To'ute S-algèbre de Bernstein possède an moins v,n idempotent non 

nuI 

effet. soit x un élément de A de poids 1. Posons ex = (1 - 26) -1 (:r2 2(5:1:). 

On a e~ = (1 - 2S)-2(:lP! - 4S:r3 + 462 x 2 ). Comme (A, est une 6-algèbre de 

Bernstein. il vient que = 4Sx3 - (415 2 + 215 -1)x2 + 215(26 l)x. Par suite 

(1- 26) -2( 4Sx:3 (462 215 -1)x2 +215(26 -l)x - 4Sx3 +4â2 x 2 ) (1- 2â)-2( (1 

2â).r2 - 26(1- 215):1:) = (1 - 215)-2(1 - 26)(x2 - 26x) = (1 - 26) 1(x2 2Sx) ex. 

Soient (A, w) une 6-algèbre de Bernstein et e un idempotent non nul de A. Pour 

fl .1J2 ...:... 20' 1, 13 -215(26 - 1),;]; e et y E ker-w dans (3.1.1) on obtient 
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2e( ev) (1 + 2b)ey - by. Ainsi, il est facile de montrer que l'application L définie 

de ker:.u dans kerw par L(x) = 2(1 - 2b) l(ex - bx) est un projecteur, i.e. L2 L. 

Par suite A admet la décomposition de Peirce donnée par A = K e Ut'. Ve.ô , avec 

= {x E kerw 1 ex = ~x}, Ve,ô = {x E kerw 1 e:J; = ox}. Par ailleurs, on sait que la 

décomposition de Peirce de l'algèbre de Bernstein (AO,w), relative à l'idempotent e, 

est AO = Ke U~EBVt'.°, où = {x E kerw 1 eox 1x}, Veo = {x E kerw 1 eox O}. 

Compte tenu des formules x 0 y = (1 - 2b)-1(xy - bw(x)y - bw(y)x) et 

xy (1 2b)x 0 y + bw(x)y + bw(y)x, la proposition suivante est immédiate: 

PROPOSITION 4.4.4. - Soit A une b-algèbre de Bernstein. On a 

(i) Ip(A) = Ip(AO) = {x 0 x 1 x E A,w(x) = 1} 

A,w(x) = 1}; 

(ii) Ue = 

THÉORÈME 4.4.5 ([13]). -- Soit A K e Ue Ve.ô la décomposition de Peirce 

ci 'une rS-algèbre de Bernstein A relative à lJidempotent non nul e. On a : 
') 2 

(i) U;: C Ve.ô, Ue Ve.ô C e: Ve.o eUe, 

(li) u:3 =u(uv) = uv2 = u2 (xu) v2 (xv) (uv)2 = u2
V

2 = 0, pOUT tout 'U EUe' 

v E Ve,ô et x E ker:.u _ 

Lâ = {u E Ue 1 uUe O} est un'idéal vérifiant Ve~ô C La< U; Lô 0, (v.v)v E Lô: 

o U LJ = 0, pour tout u E e, V ~.o 

Dans la suite La désignera hdéal de l'assertion (ii'i) dans le théorème 4.4.5. Soit 

il K e E) Ue 8 Ve .â une 6-algèbre de Bernstein. Alors l'ensemble des idempotents non 

nuls est donné par: 

De plus. si e' = e Uo + (1 - 2b)-l u6 , Uo EUe, alors Uel = {u. 2(1 2b)- luuo! 

IL E U,~} et Vel,O = {v 2(1 2b) -lvuo - 2(1 - 2b) -2vu6 1 v E Ve.â}· Ainsi, on a les 

isomorphismes de K -espaces vectoriels Ue ~ Uel et Ve,â ::::::: Ve, ,o· Si dim K Ue = T et 

dîmE{ V;,.ô s,comme dans le cas des algèbres de Bernstein, on dira que la b-a.lgèbre 

de Bernstein A est de type (1 + r. s). 
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Soit A = f( e Ue v~.o la décomposition de Peirce d'une a-algèbre de Bernstein. 

On Ilote que pour a =1 0 on a toujours A2 = même si U; =1 '{,/~,6. 

Exemple 4.4.6: Soit A la lR-algèbre dont la multiplication dans la base {e, u, v} 

est donnée par = e, eu = ~1l, ev = av, uv v 2 'u etu2 = 0, où a E \ {O, ~}. 

On a A = 1Re Ue Ve .6 avec Ue < U >, Ve ,6 =< v > et A 2 A. tandis que 

O U2' TT = e:f: ve,o· 

Ces considérations nous amènent à redéfinir la notion d'algèbre nucléaire afin de 

l'étendre awe a-algèbres de Bernstein. 

Définition 4.4.7 On dira qu'une a-algèbre de Bernstein est nucléaire s'il existe 

un idempotent e dans A tel que U; v~.o. 

PROPOSITION 4.4.8. Soit A une a-algèbre de Bernstein. Alors les assertions 

suivantes sont équivalentes: 

(i) A. e,'dune algèbre nucléaire: 

(ii) Pour to'ut idempotent el 0 de A on a U;r = V~.2/ ,s. 

En effet. l'implication (ii) ::::;. (i) est triviale. Montrons donc (i) ::::;. (ii). Si A est 

nucléaire alors il existe un idempotent e tel que U,/: Ve.ô . Soit e' un autre idempotent 

de A. Alors il existe ua E Ue. tel que e' = e -'-ua + (1- 26)-1 U6 et A = Ke' Ue' V~/.ô 

avec Ue / {u+2(1-26)-1 wuo lu EUe} et V~/,â = {u-2(1-26) Luuo (1-26)-2 VU6 • 
/' E v~,ô}' Soit :1: E V~I.Ô· Il existe v E VT

e ,6 U; tel que v l 'U,i U~ (Ili. E Uc ) 

et ,r IJ - 2(1- 26)-11/'110 - 2(1 2a)-2 u u,6 Ln l(U,i ) - 2(1- 26)-1(UiU~)UO-

2(1 - 2())-2(U'i )U6 Il l (U'i + 2(1 - 2a)-luiIlO)('I1~ + 2(1 26')-11(UO) grâce au 

théorème 4.4.5. Par conséquent J; E U;/ et V~/,6 C U;/, soit V~I.6 u'1/. 
La proposition précédente nous dit que la notion de a-algèbre de Bernstein nucléaire 

ne dépend pas de l'idempotent choisi. 

COROLLAIRE'lA.a. Si A estl1ne 5-algèbre de Bernstein nucléaire alar's A 2 A. 

La réciproque du corollaire n'est vraie que pour <5 = 0, i.e. pour les algèbres de 

Bernstein qui sont ici les O-algèbres de Bernstein. En effet. l'exemple 4.'1.6 nous dit 

que pour tout 6' =1 O. la a-algèbre de Bernstein A ainsi construite n'est pas nucléaire 

alors que = A. 



• 

• 

-47-

PROPOSITION 4.4.10. Soit A une 6-algèbre de Bernstein. AloTs A est nucléaiTe si 

et seulement si A ° est nucléa'iTe. 

Ce résultat découle de la proposition 4.2.3 et du fait que Ue = U~ et Ve,ô = Ve
c. 

THÉORÈME 4.4.11. Soit (A,w) une 6-algèbTe de BeTnste'in de type fini. Si A est 

nucléaire alors kerw est nilpotent et A est génétique. 

effet, si A est nucléaire alors A a l'est aussi (proposition 10). Alors N° est 

nilpotent( [13, théorème 6.9 (Conjecture de Grishkov)] ). Par suite le corollaire 4.2.5 

nous donne le résultat. 

PROPOSITION 4.4.12. - Toute 6-algèb're de Bernstein n'uclérûre de type fini est une 

algèbre tr'ain spéciale satisfaisant 

4 1 3 1 ') 2 1 3 
X - 2 (3 + 26)w(:r)x + 2'(1 + 36)w(x)~;r - 2'6W(X) :r = 0 

En effet, soit (A,w) une 6-algèbre de Bernstein nucléaire de type fini. L'algèbre 

de Bernstein (AO,w) est alors nucléaire de type fini. Par suite, le théorème :3.1 

de lHL chap. 6] nous dit que (Ao,:.ù) est une algèbre train spéciale vérifiant 

l'équation .r04 ~w(x):ro:3 + ~w(xfX02 = O. Cette équation est équivalente il 

- 1(:3 + 20)w(.r)x3 + ~D + 3ô)w(:r)2:r2 - 1ow(x)3 x = 0 compte tenu du fait 

que :r 0 y (1 2O')-1(xy OU.i(x)y - O'(",:(y):J:) quels que soient x et y dans A. 

corollaire 4.2.5 termine la démonstration. 

Dans [1.5] les auteurs montrent que dans toute algèbre de Bernstein nucléaire 

(A. w). l'annulateur AnruV de = keTw est un idéal satisfaisant C AnnN et 

AnnN pour VI, 112 E Ve ctu EUe' Ce résultat s'étend sallS 

difficulté il toute 6-algèbre de Bernstein et on a le théorème suivant: 

THÉORÈ;"IE 4.4.13. - Soit (A, w) 'une 6 -algèbre de Bernstein nucléœtre. Alors 

AjAnniV est une algèbTe tmin d'équation - (1 + c5)(:{i;):i~ + c5w(i) O. 

PROPOSITION 4A.14. Soit l un sous-espace vectoriel de A. AloTs l est un 'idéal 

de A non contenu dans N si et seu.lement si A 2 est contenu dans I. 

En effet, si l rt N alors il existe x dans l tel que w(:r;) =1= O. Alors. pour 

,IJ = w(.r) lX. l'élément e = (1- 2c5)-lU/ - 2c5y) est un idempotent de A appartenant 
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il 1. Relativement à e, on il A = K e Ue Ve,o. Comme Ue = eUe, on a Ue C l 

car l est un idéal de A. Par suite, pour tout Xi = Àie +Ui +Vi Ci L 2), on 

a :Z:l·EZ = À1À2 e + ~(À1U2 + À2Ul) + ?L1U2 + UIV2 +U2Vl + VIV2 + eV2 + eV1 E l, 

soit A 2 
C 1. Réciproquement, supposons A 2 C 1. Alors, puisque ICA, il vient 

AI C A 2 Clet l est un idéal de A non contenu dans N. 

Remarques 4.4.15. (i) Si A est nucléaire alors A n'admet pas d'idéal propre non 

contenu dans N. 

(fi) Si l çt N, J çt Net A 2 C l li J, alors A 2 C IJ car (jfl)2 = A 2 . Par suite IJ 

devient dans ce cas un idéal de A. 

PROPOSITION 4.4.16. ~~ Soit l un 'idéal de A.. Alors l'une des asser·tions suivantes 

est vé7"~fiée : 

(i) 1= Ke Ue 

(fi) l (Ue li 1) 

(Ve,o li 1) : 

(Ve .S li 1). 

En effet, on distingue deux cas. Si l c N alors il existe un idempotent non nul e 

dans l et .. A = Ke V:,.o· Pour x E l, on a.r Àe+u+v, À K,u E Ue et v E Ve.o. 

Par suite L' :r - Àe - 2eu l car c 1. Ainsi 1= K e Ue (v~.o li 1). Pm' 

contre, si l C N alors pour.tout:r l, il existe Il E Ue et v E Ve .r5 tels que .r u + l'. 
On obtient donc ex = ~u + . u = ~) -1 -lX). D'où v E l et par conséquent 

Il :7:' -/.' E l, soit l (Ue r: 1) (Ve.o li 1). 

PROPOSITION 4.4.17. Soit l un S01l8-e8pace vectoriel de A.. Si l est un idéal A. 

alOTS lest un idéal de 

effet. si 6 O. le résultat est évident. Si 0 o et l C N la proposition 4.2.:3 

nous permet de conclure. Supposons donc que c5 i- 0 et l çt N. Alors l 

obtient le résultat. 

A et on 

La réciproque de la proposition 4.4.17 est fausse. En effet, considérons la lR-algèbre 

A dont la multiplication dans la base {e,u, v} est donnée par = e. eu ~ Il. ev = 6v. 

l.lL' (1 26)u = v 2 les autres produits étant nuls et <5 E \ {O, ~ }. On vérifie que A. 

est une Ô-algèbre de Bernstein. La table de multiplication de l'algèbre de Bernstein A.. C 

associée il A.. est donnée par e 0 e = e, e 0 u = 111" 'Il 0 L' V 0 'U = 'Il les autres produits 
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étant nuls. Le sous-espace vectoriel J < e,u > est un idéal de AO. Par contre J n'est 

pas un idéal de A car ev = Sv r:f:. J. 

THÉORÈME 4.4.18. Soit A = K e Ue Ve,o la décomposition de Peir'ce d'une 

6-algèbre de Bernstein A, 'relative à l'idempotent non nul e. Alors la 6-algèbre de 

Bernste'in quotient A/ L8 est une algèbre train vérifiant i 3 -(1 +5)w(x)x2+6w(x) = O. 

En effet w : A/ L6 ~ K, x ;--:. w(:r) est une pondération de A/ L6 et si 

:c = w(:r)e +u + v est dans A = K e Ue Ve.6, on a x 3 - (1 + 5)w(:r:)x2 + 6w(x)2::r: = 

~(26 - 1)w(x)v2 + u 2v v:3 + 2(uv)v. En appliquant le morphisme canonique 

Tt : A ~ A/ L(5 èltLX deux membres de l'égalité précédente, le résultat s'ensuit. 

PROPOSITION 4.4.19. - Soit (A, w) une 6-algèbre de Benlstein. Les assertions 

suivante" sont éq'uivalente8 : 

(i) (Ao,:.v') est une algèbre de Bernstein-Jordan 

Ui) (A. w) est une algèbre train vérifiant x 3 - (1 + 6)w(::r: )::r:2 + 8w(::r: )2;r = 0 

En effet, il suffit de remarquer que pour tout x E A on a : X 0 X O:T - :,;;(::r:)::r: 0 x = 
(1- 26)-2 - (1 +5)w(x)x2 +6w(x?x) et d'utiliser le fait que (AO, w) est une algèbre 

de Bernstein-Jordan si et seulement si x o::r: 0 x w(x)x 0 :1; = O. 

Dans le même sens on a : 

PROPOSITION 4.4.20. - So'it (A,w) une S-algèbre de Benu;tein. Les assertion8 

suivantes sont éql1,ivalentes : 

(i) (A o,:.v') est une algèbre de Bernstein nOTinale; 

(li) (A.w) véTifie x 2 y - w(x)xy - ow(y)x2 + ow(::r:y):r = O. 

On rappelle qn 'une algèbre de Bernstein est dite normale SI elle vérifie 

y - w(:r)xy = O. 

Les propositions 4.4.19 et 4.1.20 suggèrent les définitions suivantes: 

Définitions 4.4.21 : Soit (A, w) une 5-algèbre de Bernstein. On dira que A 

e::;t une 5-algèbre de Bernstein-Jordan (resp. une 5-algèbre de Bernstein-normale) si 

(1 + o)w(.r)x2 + OW(X)2X = 0 (resp . . r: 2 y w(x)xy - 5w(y)x2 + 5W(Xy).T = 0). 

PROPOSITION 4.4.22. SoU A K e Ue 8 Ve .6 la décompo8ition de Peirce d'une 
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6-algèbre de Bernstein A. Alar's A est une 8-algèbre de Bernstein-Jordan (resp. une 

Ô-a.lgèbre de Bernstein normale) S'l et seulenl,ent si Ve~6 = 0 et v(v'IL) = 0 quels que 

joient tl E Ue et v E V~,6 (resp. Ue Ve,J = 0 et Ve~J 0). 

Le théorèrne suivant nous montre qu'une 8-algèbre de Bernstein-Jordan n'est pèîS. 

en généraL de Jordan. 

THÉORÈME 4.4.23. - SoU (A,w) 'une 8-algèbre de Bernstein. Les assertions 

su'ivantes sont équivalentes: 

(i) (A, w) est une algèbre à puissances associatives; 

(ù) (A.w) vérifie l'une des équations suivantes: 

(a) x 3 
- (1 + 8)w(x)x 2 + 8u) = 0 (8 E {0,1}); 

(b) ;r;2 - w(x)x = 0 (8 5t {O, l}); 

(i'i'l) (A. w) est une algèbre de Jordan. 

En effet. seule l'implication Ci) =? (ü) nécessite d'être prouvée, les autres étant bien 

connues dans la littérature. En faisant 9 = ,a = 482 + 28 1 et [3 = 26(26 1) 

dans (:3. L 1). on obtient 

(1) 
+6(26 1)(3 + 46)w(:r)-*;r; 

Supposons maintenant que A est à puissances associatives. Alors (:3.3.1) s'écrit 

et (1) donne 

2x5 (2062 + 1)w(x)2;z;3 + (-2463 
- 1482 + :38 1 

+:38(882 26 - l)w(x)-*x 

où on a remplacé x-* par son expression dans (2). multipliant (2) par 2:1;. il vient 

21:5 2(1282 - 26 1)w(xfx 3 + 48(-882 
- 28 1)w(;r;)3;r2 

(-1:) 
+1682 (28 l)w(;r;)-*;r; 
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Les identités (3) et (4) donnent par différence 

(5) 

La différence des identités (2) et (5), multipliées respectivement par (1 2b)2 et 

(1 - 2b)x, s'écrit b(b 1)(x2 w(x)x) O. Ainsi, soit b E {a, 1} et on a (a) via (5), 

soit b rf. {a, 1} et on obtient (b). 

On a l'analogue du théorème 1.4.11 . 

THÉORÈME 4.4.24. ~ Soit (A, w) une b-algèbre de Bernstein. Les assertions 

suivantes sont équivalentes: 

(i) N - kerw est une nil-algèbre; 

(ù) (A, w) est/tne algèbre tra'ln vérifiant (x3 - (1 +b)w(x )x2 +bw(x )2x) (x - }w(x))k 

0, k entier naturel. 

4.5. Structure des b-algèbres de Walcher 

On rappelle qu'une b-algèbre de '\t'aIcher est caractérisée par l'identité 

(3.2.5) 

On a l'analogue du théorème 4.-1.1. 

THÉORÈME 4.5.1. Soit (A. w )/tne b-algèbre de Walcher, Les assertions sui'uantes 

sont équivalentes: 

(i) (A, w) est une algèbre de Walcher: 

(li) 6 = } o'u x 2 w(x)x = ° pour tout x dans A. 

Soit (A. w) une K-algèbre pondérée. On change la multiplication de A en posant 

x,l;y=(1-2ô) 1(2xy ~(1 + 2b)(w(x)y + w(y)x)) 
2 

où :1:y désigne produit de x par y dans l'algèbre A. On note A* la nouvelle algèbre. 

THÉORÈME 4.5.2. - Soit (A, u.:) une K -algèbre pondérée. Les assertions s'tl/l'Vantes 

sont équivalentes: 
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(i) (A, w) est 'Une 5 -algèbre de Walcher; 

(ii) (A * , w) est 'Une algèbre de Walcher. 

En effet, on note que pour tout .T dans A, 

(x*x) * (x*x) -w(x)3x = 

8(1 - 25)-3 [x[31 - (1 + 25)w(x)x3 + 5(1 + 25)w(x)2x2 + 5(1 - 25)u;(x)3x ] 

et le résultat en découle. 

PROPOSITION 4.5.3. - Soit (A,w) 'Une 5-algèbre de Walcher. On a 

pou,r to'Ut .T E A. 

Pour la preuve, voir la démonstration du théorème 3.2.4. 

L'exemple suivant nous dit que la réciproque de la proposition 4.5.3 n'est pas vraie. 

Exemple 4.5.4. Soit A la IR-algèbre dont la multiplication dans la base {e,u. VI, 1'2} 

est définie par e2 = e. e'U =ue = ~'u, eVl = VI e = 5V1, eV2 = V2e = 5V2 + VI, vi = 1.,'1, 

les autres produits étant tous nuls et 5 1=- ~ dans IR. L'application w : A -------> IR définie . ~ 

par w(e) = 1 et w(u) = w(vd = W(1.'2) = 0 est une pondération de A. Soit x E A de 

poids 1. Alors:r = e + 001/1 + a2U1 + a3V2 avec ai E IR. On a x 2 = e + al 'IL + (aj + 2003 + 

2r50.2)U1 + 25a:3v2, :r3 = e+a1u+(35a§+(1+45)a3+5(1+25)Cl:2)V1 +5(1+25)0031.'2, et 

.r-± = e +OlLL+ (5(55 + l)a§ + (652 +25 + 1)003 +5(252 +5 + 1)0:2)V1 +5(252 + r5 + 1)0::3 L'2. 

Ainsi :é - (1 + 25).T3 + 5(2 + 5)x 2 
- 52x = O. Par suite, pour tout .r E A. on a : 

.1.-1 - (1 + 2r5)w(:r ):r3 + 5 (2 + 5)w Cr) 2 x 2 - 52»( x ):3:T = O. Soit maintenant.;; = e + U2. On 

il .r2 = e+3u1 +251)2,:r3 = e+(75+1)V1 +5(1+25)v2 et x[31 = e+25(.S+26)vl +eJ62
)'2' 

D'où .lPJ - (1 + 25)x3 + 5(1 + 25).y2 + 5(1 - 25)x = -(1 - 25fv1 1=- 0 pour tout 5 =!= ~ 

clans IR. Donc (A, u;) n'est pas une r5-algèbre de Walcher. D'où le résultat. 

La linéarisation partielle de (:3.2.5) nous donne les identités: 

4x2(xy) = (25 + 1)[w(V)x3 + 2»(x)x(xy) + »(x)x2y] 
(eJ.5.5) 

-25(1 + 25)[w(xy)x2 + W(X)2xy] - 5(1 - 25)[3w(:r2y)x + CA-{r):{y] 
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4:r
2
(yz) + 8(xy)(xz) (1 + 28)[w(y)x2z + 2w(y)x(xz) + 2w(z)x(xy) 

(4.5.6) 
+w(z)x2y + (x)((:ry)z (yz)x + (z:r)y)] 

-28(1 + 26)[w(yz)x2 + 2W(Xy).TZ + 2w(xz)xy W(1:)2 yz] 

-38(1 26) [w(;r;2y)z + 2w(xyz)x + W(1:2Z)Y] 

Faisons y = et y = Z x 2 respectivement da,ns (4.5.5) et (4 .. 5.6) puis utilisons 

(3.2.5) et la proposition 4.5.3 . Il vient que 

(4.5.7) 
,1:;2:];3 = (1 + 28)(1 + 6)w(xfx3 26(1 + 6)2(.(.!(.T)3 x 2 + 8(282 + 25 - 1)w(:r)4x 

(1 + 46 + 352 + 263 )w(x )3x 3 6(3 + .58 + + 283 ;r 2 

+ 8( -1 + 26 + 352 + 253)w(x)5 x 

LE"-U\JE 4.5.8. Toute 5-algèbre de Walcher possède au moins un -idempotent non 

nal. 

En effet. pour tout x telquew(x) = Lsoit l'élément ex (1-28)-2 -:35x2 + 

Ô(JÔ l)a-:).Ona =(1 25)-4::r3x 3 G5:r2;r3+952x2x2+26(J5 1):r'1 662 (45-

1 + (J(5 - 1 . Au moyen des identités (3.2.5), (4.5.7) et la proposition 4.5.3. 

on obtient : = (1-2Ô)-4[(1-20) -:30(1 2Ô)2:r2 +r5( 1+80-2062 +10():3):r] 

(l 20)-4(1 25)2 (x 3 38x2 + 5( 45 l)x) = e.E • 

Soit (A. w) une ô-algèbre de vValcher et (A" l w) l'algèbre de vValcher correspondante. 

On sait que A et A* ont le même ensemble d'idempotents. De plus. si e est un 

idempotent non nul de alors. pour x = e et !J E kcrw dans (4.5.5), il vient que 

:2e(ey))-(1+25)ey+oy = O. D'ail A = Ke N~ OlINi- = {x E kerw 1 ex = !.r}, 

S" {x E ken.;.) ! e:r = 5x}. Par ailleurs fi'" = J( e N: N: 1. avec 
2 ~ 

s~ {;r kcrw 1 e * :r = ~x}, N: 1 = {.T E ke-rw 1 * x = On il 
2 

égalités sous-espaces vectoriels : N l N; et Ni) lV* l' Enfin, on peut 
2 2 -2 

remarquer que noyaux de (A, w) et (A *, w) ont la même structure algébrique 

car :r * li 2(1 - 26) lxy pour tons x, y E ken..). En faiL on a le théorème qui suit. 
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THÉORÈ~IE 4.5.a. Soit A J( e EB N 1. No la décomposition de Peirce d'une 6 
2 

algèbre de Walcher relative à l'idempotent non nul e. Alors 

(1 ) 

(2) 

(3) 

(-1) 

(.5 ) 

l\T2 
1'1 t 

'2 
N1Nf;CN1. 

"2 "2 

(xy) = x(x2 y) = 0; 

2(xy) o· , 

(:ry) (tz) + (xz)(yt) + (xt)(yz) 0; 

2e(ex) - (1 + 26)ex + 6x = 0; 

(6) (1 - 26)e(xy) 4(ex)(ey) (1 + 26)((e:r)y + (ey):r 6xy) = 0: 

(ï) 4((ex)(yz) + (ey)(xz) + (ez)(:ry)) (1 + 26)((xy)z + (yz):r + (zx)y); 

(8) u3 = v3 0; 

( 10) 

(11 ) 

quels que soient x. l), z. t dans ker:.u. U,Ui dans JV1., v. Vi dansN6 (i -1. 3). 
2 

PROPOSITION 10. - -Toute 6-algèbre de Walcher est une algèbre train spéciale. 

donc génétique. 

En effet. supposons que (A,:il) est une 6-algèbre de vValcher et soit S = ker:...,'. 

Alors, l'algèbre vValcher (A"'.:...:) est une algèbre train spéciale d'après ([21]). Par 

suite. corollaire achève la démonstration, 

LEfvlldE .11. - So'ient A = J( e NI N(june o-algèbre de Tralcher' dans 
:i 

'irL décomposition de Pe'lrce relativernent à l'idempotent non nul e et kun entier 

strictement posdif, On a lesindasions suivantes: 

(i) "r ('Ir 'Irh) C ;'\rh • v1. 1V1..1V;)' ~v" 
2 2' u 

(ii) i\T ('Ir N k ) 'Ir Vk lV61vl, C1V1..1,. . 
2 li '2 u 

effet, (i) s'obtient par récurrence sur l'entier k 2: 1. Si k = 1 le résultat est 

trivial par les inclusions (1) du théorème 4.5,a. Supposons que cette inclusion ait 

lieu pour un entier k 2: 1 et soient UI. U2 E N ~, VI, Uz E NI) et L' E N(~. On 



établit, à l'aide des identités (4), (9) et (10) du théorème 4.5.9, que V,1(U2(VIV)) = 

III CUI (VIL2)) + 'Ul (V(VIU2)) = VI (ILl (VV,2)) (Vlud (VV,2) + VeUl (VI 'U2)) - (VIU2 )(vv,d = 

(U,IU2)(VI'L') + v (U2vd) + Vl(UI(U2V)). On a ('lllV,2) (Vl'U), V(11l(U2Ud E N;+l 
trivia.lement et Vl(Ul(U2V)) E N;+l du fait queul(IL2V) E Nf par hypothèse de 

récurrence. D'où l'inclusion (i). Quand à l'inclusion (ii) elle provient de ce que 

U 

COROLLAIRE 4.5.12. - Soient A K e E9 N l No une 6-algèbre de Walcher et 
2 

k 2: 1 un entier. Alors le sous-espace vectoriel Jk Nf est un idéal de A. 

PROPOSITION 4.5.13. Soient (A,w) une 6-algèbre de Walcher-, h et h les 

ùléau:E de A engendrés respectivement par les éléments de la forme - w(x)x et 

- (1 + 6)w(x)x2 + 6w(x)2x, ;r parcov,mnt A. Alors h .h et h h. 

effet: soit :;; E A Ke Nl 
"2 

No. x +U + V.li ENI et 
'2 

l' E No. On Cl X2 W(X)l: = 2uv + (u 2 + v 2 + (26 - l)w(:r)v) et x 3 (1--L 

6)w(;r).r 2 + 6w x = 2m;2 + (2u 2 v + (26 - 1)w(x)v2 ). Par suite, (x2 - w(;r)x) E .h 

et (.c) - (1 + 6)"",'(:;:)x2 6w(x) E J2. Soit donc Il C JI et h C h. Soit 

maintenant li E Nb. On a .~ (26 - 1) l[(e + V)2 - w(e + u) + u) (1'2 - »(u)'/.')1 

et v2 (26 - 1) l[(e + v)3 - (1 + 6)w(e + u)(e + v)2 + 6w(e + v)2(e + 1.')]. Ces deux 

dernières identités nous disent que Nb C h et E h pour tout 'v E No. Comme 

1·'IIJ2 = ~ [( VI + V2)2 vr v~l pour tout VI, V2 E No, on en déduit que Nl C . D'où 

·h ch et h ch· Par conséquent ·h = h et h = h· 

PROPOSITION 4.5.14. Soit A No la décomposition de Pe'ir-ce d'une 

r5-algèlm; de Walcher relative à l'idempotent non nul e. AloT8 J2 

un idéal de A et l'algèbre qnotient AIh est une algèbTe tmin vérifiant l'équation 

- (1 + Ô)w(:f)x2 + 6w(.r)2:r O. 

En effet. d'après le corollaire 4.5.12. J2 est un idéal de il.. Soit maintenant 

.D E A = Ke Nl Nf,. Alors x = w(x)e + u + v, li EN..;., u E Nf, et 
2 2 

]::l _ (1 + r5)w(x)x 2 + r5wCr)2x = 2v2 u + 2v,2"V (1 - 2b)w(:r)v 2 E .h. En appliquant 

morphisme canonique Ti : A Aj,h aux deux membres de l'égalité. le résultat 
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s·ensuit. 

COROLLAIRE 4.5.15. - Soit A. = Ke Nl Nb la décomposition de Peirce d''UTI,C 
'2 

t5 -algèbre de Walcher relative à l'idempotent non n'UI e. Alors A est une algèbre tra'irt 

rang 4 si et se'Ulement si NJ i- O. 

En effet, si NJ = 0 alors A est une algèbre train de :;; :3 d'après la proposition 

4.5.14. 

PROPOSITION 4.5.16. -- Soit (A, w) une 8-algèbre 

suivantes sont alors éq'Uivalentes : 

(i) (A. w) est 'Une algèbre à p'Uissances associatives: 

(ii) L 'éqv,ation de (A, w) est de l'une des formes suivantes: 

(a) :(;[3) - w(:r:).y3 = 0; 

) 
3 ') ') (b):r: - 3w(x X' + 3w(x)~::(;~ 0; 

(ii'i) (A, w) est 'Une algèbre de Jordan. 

Walcher. Les assertions 

En effet. (i)::::} (li): On sait que (A.w) est une algèbre train de rang:;; 4. Sans 

perdre la généralité, on peut supposer que l'algèbre (A, w) est de rang 4. Alors, 

puisque A. est à puissances (:3.2.5) s'écrit :r:4 
- (1 + 28)w(x):(;3 + 8(1 + 

26)w(:r:f,z;::Z + 6(1 - 28)w(:];)3:(; 

.L.4 - (1 + 28)w(.1:):c3 + 6(2 + 8 

deux dernières identités donnent 

étant de nmg 4, 0 0 ou c5 

(b) . 

ailleurs la proposition 4.5.3 nous dit que 

(:r):3.y = 0 pour tout :c E A. Ainsi, ces 

différence 0(1 8)(;z;2 - ;" .. {z;)x) = O. Par suite, A 

et nous obtenons respectivernent les équations (a) et 

L'implication (U) 

et (h). Deplus 

(iù) bien connue, résulte de la linéarisation des équations (a) 

(i) est immédiate. 
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RESUlVIE 

A travers ce Illémoire~ qui se divise en quatre chapitres, nous apportons notre 

contribution à la théorie des algèbres génétiques. Le premier chapitre nous donne 

l"occasion de rappeler les définitions de quelques mots clés et certains résultats que nous 

utilisons couramment dans cette thèse. Nous définissons, dans le second chapitre, les 

conditions d'Engel dans une algèbre de Bernstein et nous montrons que toute algèbre 

de Bernstein de dimension finie vérifiant la "deuxième condition faible d'Enger' est 

génétique. Les deux derniers chapitres sont consacrés à l'étude globale des algèbres 

vérifiant une équation train aux trois premières puissances mixtes. Elle nous 

permet de mettre en évidence les b-algèbres de Bernstein et les b-algèbres de 

Walcher. Nous retrouvons ces deux classes d'algèbres à travers la notion d'opérateur 

d'évolution. Les b-algèbres de Bernstein, très proches des algèbres de Bernstein. 

ne sont pas nécessairement des algèbres train. Quant alLX 5-algèbres de vValcher. elles 

sont génétiques et s'apparentent aux algèbres de Walcher. 


