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RESUME 

Nous apportons par cette thèse notre modeste contribution à l'étude <les 
superalgèbres triples de Lie. Elle est subdivisée en trois chapitres. 

Le premier chapitre est un rappel de définitions et de propriétés connues sur les 
superalgèb1·es et les superalgèbres de Malcèv. Dans le deuxième chapitre après avoir 
donné les définitions de la notion de superalgèbres triples <le Lie et de supersystèmes 
triples de Lie, nous étudions la super-représentation faible d'une supen1lgèùre <le 
Malcèv. Nous montrons qu'une super-représentation de Malcèv est une supcr
représentation faible, nous donnon~ une condition 1rnur qu'une super
représentation faible soit une super-représentation de .Malcèv et nous établissons les 
groupes <le cohomologie liés il la supcr-représeut:Ùion f:tihk. D:ms le troisième 
chapitre, nous délinissons la notion de rel:itiou projective entre supcralgl'-hles triples 
de Lie. Nous émdions la famille des supc1·algèbres de Lie de projcctivité <l'une 
superalgèbre triple de Lie. Nous montrons qu'une superalgèbre de Lie admet une 
famille de superalgèbres de Lie de projectivité et nous donnons une condition 
qu'une superalgèbre triple de Lie soit en relation projective avec un super-système 
triple de Lie. 

Mots clés : Espace vectoriel :z:t.gradué, enveloppe ~rassmannicn11c. Supera!gèhrc, 
supcralgi-hrc triplt' de Lie, super-rcprésen(a(Îon faihh•, s11pe1·alt.:i•hn· cil' 1.i<' de 
prnjcctivilé. 



INTRODUCTION 

La notion d'algèbre triple de Lie a été introduite par K. Y amaguti sous le nom de 

système triple général de Lie. Une algèbre triple de Lie est une algèbre anticommutative A 

munie d'une composition trilinéaire [X Y Z] dans laquelle notamment les applications 

~(X, Y): Z -+ [X Y Z] sont des dérivations de A 

Notre travail consiste essentiellement à prolonger certains résultats connus dans le 

cas des algèbres triples de Lie au cas des algèbres Zrgraduées. 

Au chapitre I, nous donnerons quelques résultats généraux sur les superalgèbres et 

sur les superalgèbres de Malcèv. 

Au chapitre II, nous définirons la notion de super-représentation faible d'une 

superalgèbre de Malcèv. Par la suite, après avoir montré qu'une super-représentation de 

Malcèv est une super-représentation faible, nous donnerons une condition pour qu'une 

super-représentation faible soit une super-représentation de Malcèv. Nous définirons ensuite 

les notions de superalgèbres triples de Lie et de super-systèmes triples de Lie. Nous 

définirons enfin les groupes de cohomologie liés à la super-représentation faible d'une 

superalgèbre de Malcèv. 

Dans le dernier chapitre, nous adapterons les travaux de M. Kikkawa sur la 

projectivité des algèbres triples de Lie au cas des superalgèbres triples de Lie. Nous 

définirons une famille de superalgèbre de Lie de projectivité d'une superalgèbre triple de 

Lie. Nous nous intéresserons particulièrement aux cas où la superalgèbre triple de Lie se 

réduit à une superalgèbre de Lie ou à un super-système triple de Lie. 
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CHAPITRE I: GENERALITES SUR LES 
SUPERALGEBRES DE MALCEV 

1.1. ESPACES VECTORIELS z, -GRADUES 

Soit K un corps commutatif. 

Définition 1.1.1. 

Un K-espace vectoriel Zrgradué M est la donnée d1un couple (Mo, M1) de 

K-espaces vectoriels tels que M MoEB M1• 

Les éléments de Mo sont appelés éléments homogènes de degré O. 

Les éléments de M1 sont appelés éléments homogènes de degré 1. 

On note x le degré d'un élément homogène x de M. 

Soient M =Mo EB M 1 et N = N 0 EB N 1 deux K-espaces vectoriels Zrgradués. 

N c M signifie No c Mo et N 1 c M1 

M EB N est un K-espace v~~toriel Zrgradué et (M EB N)i = M EB N1, i E Z2 

M 0 N est un K-espace vectoriel Zrgradué et 

(M0N)o = Mo0NoEB M10N1 

(M 0 N)1 = Mo 0 N 1 EB M 1 0 No. 

Définition 1.1.2. 

Une application K-linéaire f de M =Mo EB M 1 dans N = N0 EB N 1 est dite de degré k 

si f(M1) c N+k : i, k e Z2, i+ k calculé modulo 2. 
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Définition 1.1.3. 

Une application K-linéaire Zrgraduée f de M =Mo EB M1 dans N =No EB N1 est un 

couple d'applications linéaires (f0, f1) où f0 : Mo~ N0 et f1 : M1 ~ N1. 

Remarque 1.1.4. 

Une application K-linéaire Zrgraduée est de degré O. 

1.2. SUPERALGEBRES DE MALCEV 

Définition 1.2.1. 

Une K-algèbre Zrgraduée ou K-superalgèbre est un K-espace vectoriel 

Zrgradué M =Mo EB M1 muni d'une multiplication telle que MiMj c Mi+j ; i,j E Z2, 

i +j calculé modulo 2. 

Définition 1.2.2. 

Soient M =Mo EB M 1 et N = N0 EB N 1 deux K-superalgèbres. Un morphisme de 

K-superalgèbres f de M dans N est une application K-linéaire Zrgraduée telle que 

f(xy) = f(x) f(y) pour tous x et y dans M. 

Soit M =Mo EB M 1 une K-superalgèbre 

On définit l'application K-trilinéaire 

J: Mx Mx M ~ M , (x,y,z) H J(x,y,z) 

J(x,y,z)=(xy)z-x(yz)-(-l)Yz(xz)y où x,y,z E IYiouM1 

J est appelé super-Jacobien de M. 

On définit la multiplication [ , ] : M x M ~ M telle que 



[x,y) xy-(-l)xYyx, x,y E M 0uM1 

[ , ] est appelé super-crochet de Lie. 
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Soit M =Mo EB M1 une K-superalgèbre et G =Go EB G1 la K-superalgèbre 

grassmannienne dont la multiplication vérifie xy = (-1) x Y yx pour tous x, y E G0uG1. G est 

une K-superalgèbre associative. On pose M(G) = M ® G. M(G) est une K-superalgèbre. 

On dit que M(G) est renveloppe grassmannienne de M si M(G) = (M ® G)o. 

Soit C une classe d'algèbres (de Lie, de Malcèv, alternative ... ). 

Théorème 1.2.3. 

Une K-superalgèbre M = Mo EB M 1 appartient à une classe C si et seulement si 

l'enveloppe grassmannienne M(G) = (M ® G)0 appartient à la classe C. 

Dans ce qui suit, nous supposerons que la caractéristique de K est différente de deux. 

t- ·"· 

Corollaire 1.2.4. 

Une K-superalgèbre M =Mo EB M1 est une superalgèbre de Malcèv si et seulement si 

son enveloppe grassmannienne M(G) = (M® G)o est une K-algèbre de Malcèv. 

Définition 1.2.5. 

Une K-superalgèbre M =Mo EB M1 est une superalgèbre de Malcèv si et seulement si 

xy -( - l) x Y yx 

1) Y 2 ( xz)(yt) = ( (xy )z)t +(-1) x(y+z+t) ((yz)t)x +(-1)( x+y)( z+tl ( (zt)x)y + (-1) t( x+y+z) (( tx)y )z 

pour tous x,y,z,t E Mou M1. 
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Définition 1.2.6. 

Soit M= Mo EB M 1, une K-superalgèbre de Malcèv et 

V= Yo EB Y1 un K-espace vectoriel Zrgradué 

EndK(V) muni de la Zrgraduation définie par 

(EndK(v))i = {f E EndK (v)/ f( vJ c Y1+ j ; i,j E Z 2 ,i + j calculé modulo 2} 

est une K-superalgèbre associative. 

V est appelé un M-module de Malcèv s'il existe une application K-linéaire Zrgraduée 
) 

p : M~ EndK(V) qui à x associé p(x) =Px telle que l'on ait 

-[ ] ( l)y(x+z:) (. l)Y( P(yz)x- Px,PzOPy + - PxyOPz- -

Dans ce cas p est appelé super-représentation de Malcèv de M dans V. 

Remarque 1.2. 7. 

L'application K-linéaire R : M ~ EndK(M) telle que Rx(y) yx est une super-

représentation de Malcèv de M dans M, appelée super-représentation régulière de M. 

\ ;>, 
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CHAPITRE II: SUPER-REPRESENTATION FAIBLE 
D'UNE SUPERALGEBRE DE MALCEV 

Dans [10], K. Yamaguti montre qu'une algèbre de Malcèv peut être munie d'une 

structure d'algèbre triple de Lie et définit la notion de représentation faible d'une algèbre de 

Malcèv. Dans ce chapitre, nous définirons la structure de superalgèbre triple de Lie et la 

notion de super-représentation faible d'une superalgèbre de Malcèv. Nous définirons aussi 

les groupes de cohomologie liés à la super-représentation faible d'une superalgèbre de 

Malcèv. 

Dans tout ce qui suit, K est un corps commutatif de caractéristique zéro. 

M =Mo EB M 1, désignera une superalgèbre de Malcèv, V V0 EBV1 un espace vectoriel 

Zrgradué. 

II.1. DEFINITION ET PROPRIETES DE L'APPLICATION 1 

M = Mo EB M 1 est une superalgèbre de Malcèv ; alors son enveloppe grassmannienne 

M(G) = (M®G)o est une algèbre de Malcèv. D'après [10] M(G) peut être muni d'une 
\ ... 

structure d'algèbre triple de Lie par l'application K-trilinéaire [ , , ] définit par 

[X Y Z] = X(YZ) - Y(XZ) + (XY)Z pour tous X,Y,Z E M(G). 

M(G) a alors les propriétés suivantes: 

*[X X Y]= 0 

* [X Y Z] + [Y Z X] + [Z X Y] + (XY)Z +(YZ)X + (ZX) Y = 0 

* [(XY) Z V]+ [(YZ) X V] + [(ZX) Y V] 0 

* [X Y (ZV)] = [X Y Z]V + Z[X Y V] 

* [X Y [Z V W]] =[[X Y Z] V W] + [Z [X Y V] W] + [Z V [X Y W]] 

pour tous X, Y, V, W E M(G). 

Soient X, Y, Z, V, W des éléments homogènes de M(G). 
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posons X = X 0 g ; y = y 0 g' ' Z= z ® g" V = V ® h ; w = w ® h' 

Mo M · ' "h h' G uG X, y, Z, V, W E U 1 , g, g, g , , E o 1 

notons que x = g ; y g_, · z = -g" · v = h et w h' · 
' , ' 

la multiplication dans M(G) est définie par: 

XY = ( x® g)(y® g') = (-l)gy xy® gg'= (-l)xy xy® gg'. 

Développons l'expression suivante: 

[X Y Z] X(YZ) Y(XZ) +(XY)Z 

[X y Z] (X 0 g)((y 0 g')( z® g")) (y® g')(( X® g)(z0 g")) +((X 0 g)(y 0 g'))( z® g") 

= ( x 0 g)( (-1) yz® g' g") (y® g'){ (-l)xz'xz 0 gg") +{ (-l)xy xy ® gg')(z® g") 

= (-1)-Yz+x(y-'-z) x(yz) 0 gg' g"-(-1) xz+y{x+z) y(xz) ® g' gg"+ 

+(-l)xY+z(x+y) ( xy)z® gg'g" 

( (-l)y z+ x(y+z) x(yz)-(-1) x z+y(x+z)+ xy y(xz) + (-l) x y+ z( x+y) ( xy )z) ® gg' g" 

( ( zy)x (-l)x Y (zx)y + z(yx)) ® gg' g"-

[X Y Z] =((zy)x-(-l)xY(zx)y+z(yx))@gg'g" 

d'où la définition suivante : 

Définition Il.1.1. 

[ , , ] : Mx M x M ~ M est une application K-trilinéaire définie par 

[x, y,z] = ( zy)x -(-1) xy (zx)y + z(yx) pour tous x, y, z E Mo uM1. 

Remarques 11.1.2. 

11.1.2.1. V X,Y,Z E M(G), [X Y Z] = [x,y,z] ® gg'g". 

II.l.2.2. Vx,y,z E Mou Mi , [x, y, z] [Rx, Ry] (z) + Ryx (z) 

OÙ Rx : M ~ M , y H yx. 
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En effet, 

[x,y,z] (zy)x -(-1)°'< Y (zx)y + z(yx) 

= (RxoRy )(z) (-l)xy(RyoRx)(z) + Ryx(z) 

= [ Rx ,Ry ](z) + Ryx(z). 

Déduisons les propriétés de l'application [ , , ] dans M. 

Pout tous X, Y, Z, V, W des éléments homogènes de M(G) 

avec X = x ® g ; Y = y ® g' , Z= · z ® gt• V = v ® h ; W = w ® h' 
J 

x, y, z, v, w E Mo uM1 ; g, g', g", h, h' E Go u G1 

• [X X Y] 0 

[X X Y] = [x, x, y]® ggg' = 0 V x, y E Mou M1 ; V g,g' E G0 u G1 tels que 

X x®g; Y y®g' 

d'où [x, x, y]= O. 

• [X Y Z] + [Y Z X] + [Z X Y ] + (XY)Z + (YZ)X + (ZX) Y = 0 

[X Y Z] = [x, y, z] ® gg'g" 

[Y Z X] [y, x].®·g' g" g (-1) x(y+z) (y, x] ® gg' g" 

[Z X Y]= [ z,x,y] ®g" gg' (-l)z(x+y) [ z,x,y] ® gg'g" 

( XY)z +(YZ)X +(ZX)Y = (-l)xy+z(x+y)(xy)z® gg'g"+(-l)Y 2 (yz)x ® gg'g" 

+( -1) X y ( zx)y@ gg' g" 

d'où l'on obtient par identification 

[ x,y, z] +(-1) x(y+z) [y,z,x] + (-lf~(x+y) [ z, x, y]+ 

+(-l) x y+z(x+y)( xy)z-(-l)yz+x(y+z) x(yz)-(-l) x(Y+z) (xz)y = 0 

alors [x.y.z] +(-l)x(y""-z)[y,z.x] +(-l)z\x-ry)[z,x,y] +(-l)xY+z(x+Y) J(x,y,z) = 0 
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• [(XY) Z V] + [(YZ) X V] + [(ZX) Y V] = 0 

[(XY) Z V] =[(-1f<Yxy®gg' z®g" v@h] =(-l)xY[xy,z,v]®gg'g"h 

((YZ) X V] =[(-l)Yzyz®g'g" x®g v@h] 

(-1)Y 2 [yz,x, v] ® g' g" gh 

=(-1)Yz+x(y+z)[yz,x,v] gg'g"h 

((ZX) Y V) =[(-l)xzzx®g"g y®g' v®h] 

(-l)x 2
[ zx,y, v] ® g" gg'h 

(-l)xz+z(x+y)[ ]t0.. r "h zx,y, V \C:J gg g 

d'où l'on obtient (-1) x Y[ xy, z, v] + (-l)yz+x(y+z)[yz, xv] +(-1) xz+z(x+y) [ zx,y, v] 0 

et [ xy, z, v] +(-l)z(x+y) [yz, x, v] + (-l)y(x+z) [ zx, y, v] =O. 

• [X Y (ZV)] =[X Y Z]V +Z[X Y V] 

[X Y (ZV)] = [x@ g y® g' (-l)z v zv®g"h] = (-l)zv[x,y,zv] ® gg' g" h 

[X Y Z]V = ([ x,y,z] ® gg' g")( v® h) (-1) v(x+y+z)[ x,y,z]v® gg' g" h 

Z[X Y V]= (z@ g")([ x,y, v] ® gg'h) 

{ -1) z( x +Y+ v) z[ x, y, v] ® g" gg f h 
\ /·· 

= (-1) 2 v z[ x,y, v] ® gg' g" h 

On obtient donc par identification 

[ ] -( l)v(x+:Y)[ ] [ ] x,y,zv - - x,y,z v+z x,y,v. 

• [X Y [Z V W]] [[X Y Z] V W] + [Z [X Y V] W] + [Z V [X Y W]] 

[X Y [Z V W]] = [x, y,[z,v,w]] ® gg'g"hh' 

[Z [X Y V] W] = [z,[x,y,v],w] ®g"gg'hh' = Ifz:(x+y)[z,[x,y,v],w]@gg'g"hh' 

[Z V [X Y W] [z,v,[x, y,w]] ® g"hgg'h' = l)(z+vl(x+y) ( z, v,[ x,y, w]] ® gg' g" hh' 
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d'où par identification on obtient 

[ , [ ]]-([ ) ] (-l)z(x+y)[ [ ) ·) (-l)(x-,-y)(z+v}[ [ ·]) X,), z,v,w - x,y,z ,v,w + ... z, x,y,v ,w + z,v, x,y,w . 

Nous obtenons la proposition suivante: 

Proposition 11.1.3. 

Soit M = Mo EB M 1 une superalgèbre de Malcèv et [ , , ] l'application K-trilinéaire 

définie par [ x, y, z) = ( zy )x -(-1) x Y (zx)y + z(yx) 

Alors pour tous x, y, z, v, w E Mou M 1 on a: 

[x,x,y]=ü 

[ x,y,z] +(-1) x(y+z) [y, z, x] +(-1) z(x+y) [ z, x, y] +(-1) x y+z(x+y) î( x, y, z) 0 

et 

[ xy, z, v] +(-l)z(x+y) [yz,x, v] +(-l)y(x+z) [ zx,y, v] = 0 

[ x,y,zv] = (-1) v(x+y) [ x,y, z]v + z[ x,y, v] 

[ x,y,[ z, v, w]] = [[ x,y,z], v, w] +(-1) z(x+y) [ z,[ x,y, v], w] +(-dx+y)( 

De plus [X X Y] = 0 

O=[X+Y X+Y Z] 

O=[XYZ]+[YXZ] 

[X Y Z] =-[Y X Z] 

V X, Y E M(G) implique 

alors [x,y,z] ® gg' g" -[y, x,z] ® g' gg'1 

= -(-1) x Y[y, x,z] ® gg' g" 

d'où nous obtenons [x,y,z] = -(-l)xY[y,x,z) 

[ z, v,[ x,y, w]] 

Cette proposition nous conduit à définir la structure de superalgèbre triple de Lie de 

la façon suivante : 
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Définition II. l.4. 

Une superalgèbre triple de Lie T = T0 EB T1 est un K-espace vectoriel Zrgradué muni 

d'une multiplication bilinéaire xy et d'une composition trilinéaire [x,y,z] vérifiant pour tous 

x,y,z,v,WE Touî1: 

xy = -( -1) x y yx 

[x,y,z] = -(-l)xY[y,x,z] 

[ x,y,z] +(-1) x(y+z)[y, z,x] + (-1) z(x+y) [ z, x, y] +(-1) xy+z(x+y) J( x,y,z) 0 

[ ] ( l')z(x+y)[ ] ( l)y(x+zl[ ) , ] _ 0 xy,z,v + - · yz,x,v + - zx,y,v -

[ , ]-(-l)v(x+y)[ ] [ ] x,y,zv - x,y,z v+z x,y,v 

[ , [ . ])-[[ ] , ] (-l)z(x+y)[ [ ] ] (- )(x+y)( x,y,z,v,w - x,y,z,v,w+ z,x,y,v,w+ 1 [ z, v,[ x,y, w]]. 

Exemples 11.1.5. 

ll.1.5.l. D'après la définition précédente, il vient immédiatement qu'une superalgèbre 

de Malcèv M est une superalgèbre triple de Lie munie de la multiplication xy et du triplet 

[x,y,z] =(zy)x (-l)xY(zx)y+z(yx) pour tous x, y, z EMo uM1. 

l :,. 

11.1.5.2. Toute superalgèbre de Lie Lest une superalgèbre triple de Lie. 

En effet, il suffit de poser xy = [x,yJ et [x,y,z] (-l)xy+z(x+y)[[x,y],z] 

où [ , ] est la multiplication de L. 

Remarques 11.1.6. 

Soit T une superalgèbre ni.pie de Lie 

ll.1.6.1. Si [x,y,z] 0 x, y, z E T0 u T1, alors T devient une superalgèbre de Lie. 

11.1.6.2. Si xv 0 v x, y T0 uT 1 alors nous avons les relations suivantes : 



12 

[ x,y,z] +(-l)x(y+z) (y,z, x] +(-1) z(x+y) [ z,x,y] 0 

[ x,y,[ z, v, w]] = [[ x,y,z], v, w] +(-1) z(x+y) [ z,[ x, y, v), w] +(-l)(x+y)(z+vl [ z, v,[ x,y, wl) 

d'où la définition suivante: 

Définition II.1. 7. 

Un super-système triple de Lie T = T0EBT1 est un K-espace vectoriel Zrgradué munie 

d'une application K-trilinéaire [ , , ] vérifiant pour tous x, y, z, v, w E T 0u T 1 

[x,y,z] = -(-l)xY[y,x,z] 

[ x,y, z) + (-1) x(y+z) [y, z, x) +(-1) z(x+y)[ z,x, y) 0 

[x,y,[ z, v, w]] = [[ x,y,z], v, w) + (-1) z(x+y) [ z,[ x, y, v], w] + lfx+y)( [ Z, V, [X, y, w]) . 

U.2. SUPER-REPRESENTATION FAIBLE D'UNE SUPERALGEBRE 

DE l\'IALCEV 

Posons D(x,y) = [Rx, Ry] + Ryx , x,yE Mou M1 

D(x,y)(z) = [Rx, Ry] (z)+ Ryx(z) = [x,y,z] 

D(x,y) est une application K-linéaire de M dans Met on a D(x,y) = x +y. 

Lemme II.2.1. 

Pour tous x,y,z E Mou M1, RD(x,y)(z) [D(x,y),R 2 ]. 

En effet, R est une super-représentation de M dans M ; 

alors R vérifie la relation suivante 

-[R R R ] (. )YÏX-'-z) R R ( )y(x+zl R R R ( yz) x - x ' z 0 y + 1 xy 0 z - -1 y 0 zx 

alors R · = R = R · -(-l)xYR, +R D(x,y)(zl [x,y,z] (zy)x 1.zx)y z(yx) 
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R ( l)x(y+z) R ( )x z(x+y) R ( zy) x + - · · ( xz}y + - l ( xy) z 

R . · - R R R (-I)x(y+z) R R R (zy)x - XO yO z . yO zO x 

+(-l)z(x+y)R oR -(-l)z(x+y)R oR xz y z yx 

(-l)x(y+z)R · (-l)x(y+z)(R oR oR -(-l)y(x+z)R oR oR ( xz)y y z x z x y 

d'où 

z(x+y) R 
(xy)z 

+{-1) x(y+z) R oR -(-1) x(y+z) R oR ) 
yx Z X zy 

(-l)x z(x+y)(RzoRyoRx 

+(-l)x(y+z)RzxoRy -(-1) 

R ·. - R R R (-l·)xyR R R R R -(-l)z(x+y}R R R D(x,y)(z) - xO yO z yO xO z + yxO z zO xO y 

+(-l)xy+z(x+y}R oR oR -(-l)z(x+y)R oR 
Z y X Z yx 

=(RxoRy-(-l)xyRyoRx +Ryx)oRz (-l)z(x+y)Rzo(RxoRy 

-(-l)xyRyoRx +Ryx) 

= D(x,y)oRz (-l)z(x+y)RzoD(x,y) = [n(x,y),Rz] 

d'où RD(x,y)(z) [D(x,y),Rz]· 

Proposition 11.2.2. 

L'application K-linéaire ~(x,y) : M -t M telle que 

~(x,y)(z) =(-1) +y)D(x,y){z) où x, y, z E Mou M 1 est une superdérivation 

de M. 

En effet, rappelons qu'une application linéaire f: M -t M homogène de degré k est 

une superdénvation si f( xy) f(x)y + 1) xk xf(y) où x, y E Mou M1. 

D'après le lemme précédent RD(x,y)( zl = [ D(x,y),Rz] pour tous x, y, z E Mou M1 
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D( x,y)( tz) = t( D(x,y)(z)) +(-1) z(x+y) ( D( x, y)( t))z 

Par suite 6(x,y)(tz) =(-1/i+ 

= (-1) 

= (-1) 

D( x,y)( tz) 

t( (-1) z(x +y) D( x, y )(z)) +( (-1) ï(x+y) D( x,y )( t) )z 

Y) t6( x, y )(z) + 6( x, y)( t)z 

il en résulte que 6(x,y) est une superdérivation de M. 

Soit maintenant p une application linéaire Z2-graduée de M dans EndK(V). Nous 

savons que EndK (V) est une K-algèbre associative Zrgraduée. Nous allons généraliser la 

définition de Den posant: pour tous x, y E Mou M 1, D(x,y) =[px, py] + pyx 

D(x,y) est une application K-linéaire et D( x,y) = x + 

Définition 11.2.3. 

Une structure d'espaces vectoriels Zrgradués à opérateurs sur K de domaine M est la 

donnée d'une structure constituée par un K-espace vectoriel Zrgradué V et d'une application 

p de M dans la K-superalgèbre associative EndK(V). Les applications linéaires p(x) notées 

Px sont appelées les opérateurs de la structure. 

Définition 11.2.4. 

On dit que p est une super-représentation faible de M dans V si 

1) p est une application K-linéaire Zrgraduée 

2) [D(x,y),pz] = P[x,y,z] pout tous x, y, z E Mou M1. 
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Exemples II.2.5. 

II.2.5.1. L'application R: M ~ EndK (M) , Rx(Y) yx est une super-représentation 

faible de M dans M. 

II.2.5.2. Posons d(x,y) [Px, py] - Pyx pour tous x, y E J\!Io u M1 et p une application 

K-linéaire Zrgraduée. 

Si d(x,y) = 0 pour tous x, YE Mou M1 alors p est une super-représentation faible de M 

dans V appelé super-représentation spéciale de M dans V. 

En effet d(x,y) =[Px, Py] - Pyx , si d(x,y) 0 alors [Px, Py] Pyx 

d'où [D(x,y), Pz] 2 [[px, Py], Pz] 

or EndK (V) muni du super-crochet de Lie est une superalgèbre de Lie ; alors d'après la 

super-identité de Jacobi on a [[Px ,py ],Pz]= [Px,[ Py, Pz])+ (-1)Y
2

[[Px, Pz], Py] 

d'où 

[D(x,y),Pz] [[Px, Py ],Pz]+ [Px ,[Py,Pz]] +(-1)Y
2

([Px ,pz],Py] 

[Pyx -Pz]+[ Px -Pzy J +(-l)yz[ Pzx ,Py] 

= Pz(yx) + P(zy)x +(-l)YZ Py(zx) 

= P(zy)x-(-ff;;,Y(.zx)y+z{yx) 

P[ . x,y,zj · 

Proposition II.2.6. 

Si p est une super-représentation de Malcèv de M dans V alors p est une super

représentation faible de M dans V. 

La preuve est analogue à celle du lemme II.2. 1. en remplaçant R par p. 
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Théorème II.2.7. 

Soit p une application K-linéaire Zrgraduée de M dans Y. Alors pour tous x, y,z E 

Mou M1, les conditions suivantes sont équivalentes 

(1) P(yz)x - Py( [ PyüPx, Pz] +(-l)x z[ Pz,Pyx] 

+ (-1) ( l) y(x+z) 
PyzOPx - PyOPzx 

(2) P(yz)x = [Px' Pz0 Py] + (- l)y(x+z) PxyOPz -(-l)y(x+z) PyOPzx 
) 

(3) (i) Py(zx) = Pxo(pzOPy +(-l)yzPyOPz)-(-l)xzpzo(pxOPy +( l)xy PyOPx) 

( l) y(x+z) ( l)x(y+z) 
- PzxOPy - PyOPzx + PxOPyz + - PzOPxy 

(ii) [D(x,y),pz) = P[ ]· x,y,z 

En effet, 

montrons que ( 1) =? (2) 

P(yz)x Py(zx) ( l)Yl 

-(-l)y·z P.yxOPz +(-1) x(y+z) PyzOPx -(-l)y(x+ z) PvOPzx 

. _ . __ :x(y+z) _ z(x+y) ·yi. 
P(xy)z Px(yz) - ( 1) PxOPzOPy ( 1) PyOPxOPz +( lJ PyOPxz 

( l) x y ( l)z(x+y) ( )x(y :z) PxzOPy + - PxyOPz -1 PxOPyz 

d'où d'une pan 

2(-l)z\X Y! +!( l)y(x z) .. +?(-l)x(y+z) 
P( yz)x - P( xv)z - · P( zx)v 

, ' 



et d'autre part 

= -2(-l)y(x+z) PzOPxy + 2(-1) 

+2(-l)z(x+y)PzxOPy 2( 

nous obtenons 
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l-l)i(x+y)p +(-l)Yfx+z)p +(-l)x(y+z)P = 
{yz)x (xy)z (zx)y 

PyzOPx - 2( -1) 

-(-1) 

(-l)z(x+y) PxOPyz +( 

de plus 

PxyOPz +(-l)y(x+z) PyzOPx 

PzxOPy -(-l)x(y+z) PyOPzx 

-(-1) P(zx)y +(-l)x( z) Pz{xy) = 

=-(-1) PzOPyOPx + ( 1) z( x y) PxOPzOPy -(-1) x z PxOPzy 

\ >. 

La somme de ces deux égalités nous donne 

( ) ( ) x( v + z) ( ) x( :y+ z) ( l) y( x + z) 
-1 P(yz)x = -1 · PxyOPz -1 · PyOPzx - - PzOPyOPx 

+ (-1) z\ X-' y) Px0Pz0Py 



Montrons que (2):::::} (3) 

Ona 

d'où 

p(·) =-(-l)z(x+y)Pz() yx z yx 
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( l) y(x+z) 
PxyOPz - - PyOPzx 

= PzOPxOPy (-1) z(x+y) PxOPy~Pz +{- l)y(x+,z) PzyOPx -(-1) y( 

P( xy )z = -(-1) z{x+y) Pz{ xy) 

PzOPyOPx -(-l)z{x+y) PyOPxOPz +(-l)x(J+z) PzxOPy -(-l)x{y+z) PxOPyz 

P(zx)y = -(-1) y(x+ z) Py(zx) 

alors 

+(-l)xz+y(x+z) PyOPxz 

(-l)y(x+z) Pz{xy) =-{-l)~:(y+z} PzOPyOPx +(-l)y(x+z) PyOPxOPz PzxOPy +PxPyz 

( ])y(x+z) ( l)x(y+z) ( l)x(y+z} Py( zx) - - · PyOPxüPz + PxOPzüPy - · PyzOPx + - PzOPxy 

La somme membre à membre de ces égalités nous donne 

Py( zx) Px OpzOPy + (-1) y z Px OPyOPz - ( l) X z PzOPx OPy (-1) x(y+z} PzOPyOPx 

+(-l)xz+y(x+z)PyOPxz + +( l)x(y+z)PzOPxy PzxOPy PxOPvz 

Ce qui nous donne 

Py1 zxl Pxo(pzOPy +(-l)yz PyOPz)-( l)x 

d'où le (3.i) est vérifié. La deuxième partie correspond à la proposition Il.2.6 .. 
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Montrons que (3) =::;. (1) 

On a 

Py(zx) = Px 0 (PzOPy +( l)Y 2 PyOPz) (-l)xzpzo(pxOPy +(-l)xY PyOPx) 

( l) y(x+z) ( l)x(y+z) 
- PzxOPy PyOPzx + PxOPyz + - PzOPxy 

et [D(x,y),Pz] = P[x,y,z] 

Transformons la première égalité : 

Py( = PxOPzOPy +(-l)Yz Pxo(pyOPz -(-l)Yz PzOPy - Pzy) + PxOPzOPy +(-l)Yz PxDPzy 

(-1) x 2 (PzDPx -(-1) x z PxOPz - Pxz)opy - PxOPzOPy -(-1) x z PxzOPy 

-(-1YÜ+z) Pzo(pyOPx -(-l)xY PxOPy Pxy )-(-l)xz PzOPxOPy (-l)x(y+z) PzOPxy 

)- PzxOPy + Py( zx) 

nous avons 

-- ( ) -- ( x(y+z) ( , .· ( ) 0=(-l)Yzpxod y,z (-1).xzd z,x)opy (-1) PzOd y,x)+d zx,y +pxOPzOPy 

- ( - l)X z PzOPx OP y Pzx OPy 

ou d(x,y)=pxOPy-(-l)xYPyOPx Pyx=[Px,Py] PyxVx,y MouM1 

et donc 

mterchangeons x et y et aussi y et z dans l'égalité précédente. 

nous obtenons les égalités suivantes : 
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(a) 0 (-l)xzpyod(x,z) 2(-l)yzd(z,y)opx -(-1) Pzod(x,y) +d(zy,x) 

(b) 0 (-l)yz Pxod( z,y)- 2(-1) x Y d(y,x)opz -(-l)x(y+z) Pyod(z, x) + d(yx,z) 

Transformons l'égalité [ D( x, Y), Pz] = P[ x,y ,z] 

[PxOPy (-l)xy PyOPx + Pyx,Pz] P(zy)x -(-lf<y P(zx)y + Pz(yx) 

[d( X, y),pz] + 2[ Pyx, Pz]- P(zy)x +(-1) x y P(zx)y Pz(yx) = Ü 

[d(x,y),Pz]+2d(yx,z)-p(zy)x +(-l)'<YP(zx)y+Pz(Yx) 0 

d'où [d(x,y),p2 ]+2d(yx,z)+(-1)xy+z(x+y)p~1 ( ) O x,y,z 

eteninterchangeantxetz: [d( y},px]+2d(yz,x)+(-l)xy+z(x+y)PJ(z,y,x) 0 

on obtient les égalités suivantes : 

Pzod(x,y) (-l)z(x+y)d(x,y)op
2 

+2(-l)z(x+y)d(yx,z)+(-l)xy p-
1

(· ) x,y,z 

d( z,y)opx = (-1) x(y+z) Pxod( z,y)- 2d(yz, x) + p-
1

·( ) x,y,z 

remplaçons ces deux termes dans (a) on obtient 

0 (-l)xzpyod(x,z)-2( l)Y x(y+z) Pxod(z,y)+4(-l)Y 2 d(yz,x)-2(-l)YzPJ(x,y,z) 

-(-l)x(y+z)d(x,y)op
2 

2( J)'<(y+z)d(yx,z) (-l)Y 2 PJ(x,y,z) +d(zy,x) 

2(-l)xy d(y,x)opz +(-l)x(y+z) Pyod(z.x) (d'après (b)) 

ce qui donne 

0 (-l)x-zpyo<l(x_z)-.+(-l)o;; dh.x)op 2 -2pyo<l(z,x)+4(-l)Y 2 d(yz,x)---2( J)Y P}!·u.z) 

-( 1) z)d(x.y)op2 ( l) zPJ(x_y,z) +d{zy,x) 
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0 (-1) xz Pyod( x,z) + 3(-1) x(y+z) d( x, y)opz - 2pyod(z, x) + 3(-l)Yz d(yz, x) 3(- I)Y z p~( ·) J x,y,z 

= ( 1) X z PyOPxOPz - PyOPzOPx -(-1) X z PyOPzx + 3(-1) x(y+z) PxOPyOPz - 3(-1) X z Py0 Px0Pz 

-3(-l)x(y-"-z) PyxOPz 2pyDPzDPx +2(-l)xzPyOPxOPz +2py0Pxz +3(-l)yzPyz0Px 

3(-l)Y PxOPyz -3(-l)yzPx(yz)-3(-l)yzP(xy)z +3(-l)yzPx(yz) +3P(xzly 

z) 
' PyxOPz 

+ 3(-1) y z PyzOPx "( l)yz+x(y+z) 3( l)yz ,., .) - PxOPyz - - P(xy)z + .)P(xz)y 

d'où 

-(-1) P(yx)z +(-l)y(x+z) Py(xz) = -[ PyOPz,Px ]-(-l)yz+x(y+z) [Px' Pyz] 

+pyOPxz +(-l)x zPxyOPz 

et alors 

P(yx)z-Py(xz) (-1) [ PyOPz, Px] + ( -1) x z [Px, Pyz] 

( 1) y( ( l)x z.+y(x+ z) 
PyOPxz - - PxyOPz 

on obtient finalement 

P(yz)x Py( zx) (-l)y(x~Z.'. [ PyOPx ,pz] +(-l)xz[ Pz,Pyx] 

+( 1)x(y+z) PyzOPx -(-l)y(x+z) PyOPzx 

Proposition II.2.8. 

Si p est une super-représentation faible de M dans V alors pour tous 

x, y, z, w E M 0 u M 1. on a 

1) D(zx,y) O 

2) d(xy,z)+(-1) si) d(yz, x) + (-l)y(x+z) d( zx,y) == 2( 1) z( \-y) PJ( X.\ z) 

3) [ D( x, y). D( Z, wJ] = D([ x, y,z], w) +(-l)z(x+y) D( z,[ x, y, w]) 

OÙ d(x,y) = [px, Pv] - P'1'X· 
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En effet, 

pétant une super-représentation faible alors [D(x,y),Pz] P[x,y,z] 

1) D( xy, z) + (-1) z(x+ y) D(yz, x) +(-l)y(x+z) D( zx,y) = 

= [ Pxy 'Pz]+ Pz( xy) + ( 1) z(x+y)([ Pyz, Px]+ Px(yz) }+ (-l)y(x+z) ([ Pzx 'Py] + Py( zx)) 

= P[y,x,z] -[[ Py, Px], Pz] +(-l)z(x+y) P[z,y,x] -(-l)z(x+y) [[Pz' Py }, Px]+ (-l)y(x+z) P[ x,z,y] -

-(-1) y(x + z) [[Px' Pz), Py} +Pz( xy) + (-1) z(x+y) Px(yz) + (-1) y(x + z) Py( zx) 

=p [y,x,z]+( [ z,y,x]+(-l)y(x+zl[ x,z,y] [[Py' Px], Pz]- (-1) z(x+y) [[Pz, Py ), Px]

-(-1)Y-i [[Px, Pz), Py] + P z{xy)+(-l)z(x+y)x(yz)+(-l)YI zx: 

(EndK (V) , [ , ] ) étant une superalgèbre de Lie, alors 

[[ l ] (-l)z(x+y)[[ J ] (-l)y(x+zl[[ ] ]-Py, Px , Pz + Pz, Py , Px + Px, Pz , Py -

= [[Py, Px],Pz ]-[Py ,[Px ,pzl]-(-1) xz[[ Py ,Pz],Px] = J(pz ,Py, Px)= O. 

De pl us [y, x, z] + ( 1) z( x +y) [ z, y, x] + (-1) y( x + z) [ x, z, y] = -( - ll x z( x "~) J( y, x, z) 

d'après la proposition Il 1.3. 

et z(xy)+( l)z(x-iv)x(yz)+(-l)y(x+z)y(zx)= 

·~(- l) x y z( x: ~y) ( v:x)z -( l)x y+z(x+y) y(xz)-(-l)Y! x·~zl ( yz):x 

) x y "- z( x-+- v ) ·~( . . . ) =( 1 · · J y,x.z 

d'où D( xy. z) + ( -1) z(x+Y) D(yz,x) +(-l)y(x.,.zl D( zx, y)= O. 
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2) d(x,y)=[Px,Py}-Pyx =D(x,y) 2pyx 

d( xy, z) +{-1) z(x+y) d(yz,x) + {-l)y(x+z) d( zx,y) = 

D( xy, z)- 2pz( xy) + (-1) z(x+y) D(yz, x)- 2(-1) z(x+y) Px(yz) 

+ (-l)y(x+z) D( zx, y)- 2(-1) y(x+z) Py( 

= D( xy, z) + (-1) z(x+y) D(yz,x) +{-l)y(x+z) D( zx, y)+ 2(-1) z(x+y) P( xy)z 

2(-l)z(x+y) Px(yz) 2(-l)xzP(xz)y 

= 2(-lfz(x+y)(P(xy)z Px(yz) -(-l)Y 2 P(xz)y) 2(-1) PJ(x,y,z)· 

3) [ D( x, y), D( z, w)] = [ D( x, y), [Pz , Pw) + Pwz] 

= [D(x,y),pzOPw -(-l)zw PwOPz +Pwz] 

= [ D( x,y), PzOPw ]-(-1) zw[ D( x,y), PwOPz] + [ D( X, y), Pwz] 

_ D( ) -(- )(x+y)("z+w) D( ')-(-l)zwD( ) - x,y OpzOPw 1 PzOPwO X,) . x,y OpwOPz 

( l) z w+(x+y)(z+w) (. ) [ ( . ·) ] + - PwOPzOD x,y + D x, y ·Pwz 

_ [n( ) ] (- )z(x+y) ( ) (- )z(x+y) [o( ) ] - x,y,p2 opw+ 1 PzODx,yopw+ 1 PzO x,y,Pw 

( l) z(x+y) D( l . ( )zw[D(. ) ] ( l)zw+w(x+y) D( ) - - PzO X,YJOPw - .-1 x,y ,pw OPz - PwO x,y OPz 

-(-l)w(x+y+z) [o( ) ] . (. )w(x+y+z} D(. ) [D( ) ] PwO. x,y ,pz -r 1 · PwO x,y Opz + x,y ,pwz 

= p op + (-1) z{x+y) p op , (-1) z w p op [x,y,z] w z [x,y,wj [x,y,w] z 

( l)w(x+y+z) + 
- - Pw0 P[x,y,zj P[x.y,wz] 

l P P ]+(-l) y)[ lj+' l)z(x+v) P ] +p ] L [x,y,z], w Pz' P[x,y,w] 1 [x,y,w z w[x,y,z 

= o([ x,y,z], w) + (-1) z(x+y) D( z,[ x.y. w]} 

Soit A une superalgèbre et A( G) son enveloppe grassmanienne 

Soit p . A-+ EndK (V) une application K-linéaire Zrgraduée et 

<P : A(G)-+ EndK(V®G) une application K-linéaire. 
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X, Y, Z, T des éléments homogènes de A(G). 

Posons X x ®g , Y y ®g' , Z = z® g" , T = t® h 

Théorème 11.2.9. 

Posons ~x (T) =(-1) xt Px ( t) ® gh 

~est une représentation de Lie de A(G) dans V®G si et seulement si 

p est une super-représentation de Lie de A dans V 

En effet, si A(G) est une algèbre de Lie et~ une représentation de Lie de A(G) dans 

V®G, alors ~xY = [ ~x, ~Y] = ~xO~y-~yO~x 

J. (T)-J. ( r::>.h) ( l)xy+î(x+y) ()r::>. 'h 
'+' XY - '+'(-l)x Y xy®gg' t \()! . Pxy t '<Y gg 

~xo~y(T)-~yo~x(T) ~x( (-l)Y-1 Py( t) ® g' h)-~y((-l)xt Px ( t) @gh) 

(-1) x(y+t) PxOPy (t)gg' h-(-1) xt+y(x+t) PyOPx { t)@ g' gh 

=((-1)xy+i(x y) PxOPy(t)-(-l)xy+t(x+y)+xy)®gg'h 

\ :·. 

d'où par identification nous avons 

=> Pxy = PxOPy -(-1r Y PyOPx et p est une surper-représentation de Lie de A dans V. 

Réciproquement si p est une super-représentation de Lie de A dans V alors 

Pxy = PxOPy (-1) x y PyOPx 



alors 
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$(-l)xy (t@h) 
xy®gg' 

(-l)xy+t(x+y) Pxy(t)®gg'h 

=(-l)x t(x+y)(PxOPy(t) (-lf<Y- PyOPx(t))@gg'h 

= (-1) x y+ i( x-;-y) PxOPy ( t)@ gg' h -(-1) x y+t( x+y) PyOPx ( t) 0 g' gh 

(-1)î5' <Px(Py(t)®g'h) (-1)1x$y(px(t)@gh) 

=<Pxo<J>y(T) <j>yo<J>x(î)=(<Pxo<Py $yo$x)(T) 

d'où <l>XY = <Pxo$y <Pvo<Px et <Pest une représentation de Lie de A(G) dans V0G. 

Théorème II.2.10. 

Posons <Px(T) = (-l)xt Px(t)®hg 

$ est une représentation de Malcèv de A(G) dans V®G si et seulement si p est une super

représentation de Malcèv de A dans V. 

En effet, si A(G) est une algèbre de Malcèv et $ une représentation de Malcèv de 

A(G) dans V®G alors <P vérifie la relation 

<l>(xYJz = [<Pz,<Pyo$x] +<Pzxo<J>y -<Pxo<J>yz 

=<Pzo<Pyo<Px-<J>yo~xo<Pz +<Pzxo$y <Pxo<J>yz 

<!>(XYJz(T) = $(-J)" y+z(x+y)( xy)z®gg'g" ( t ® h) 

(-l.lxy+z(x+y)+i(x+y+z) (t)®h , " 
P(xy)z gg g 

<P zo~ yo<P x{ T) - <P yo<j> xo<P z (T) +~ zxo$y(T) -<Pxo$yz(T) 

==( )1( zl(l l)x z(x y) PzOPyOPx(t)0hgg'g"-(-1)xi+y(x-+zl opxOPz(t)®hg"gg' 

+(-l)x z 

=(-l)Hx+ 

y!\, 1 p op (t) lur'ir"g-(-l)yz+x(y+z)P op, (t) hir'rr"g\ 
ZX y ~'- X }Z ~~ J 

z)' x y-+ x •Y) PzOPyOPx ( t) 0 hgg' g"-(-1) t(x i) x y PvOPx OPz ( t) 0 hgg' 
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d'où par identification on a : 

. . _ ( l)z(x+y) ( l)x(y+z) P( xy )z - PzOPyOPx - - PyOPxOPz + - PzxOPy 

[Pz,PyOPx] +(-1)x(y+z) PzxOPy -(-l)x(y+z) PxOPyz 

et p est une super-représentation de Malcèv de A dans V. 

I)x(y-r-z) o 
Px Pyz 

Réciproquement, si p est une super-représentation de l\t1alcèv de A dans V 

alors 

_ ( l)z(x+y) ( l)x(Y+z) ( l)x(y+z) P(xy)z - PzOPyüPx - PyOPxPz + - PzxOPy - - PxOPyz 

$ixYJ·z(T) ~ -- -- - (t0h)=(-l)xy+z(x+y)+i(x+y+z) · (t)0hgg'g" 
1 (-Wy+z(x+y)(xy)z®gg'g" P(xy)z 

= (-1) x y+z( x+y)+t( x+y+z) ( PzOPyOPx (t) (-1) ~ x+y) PyOPxOPz( t) + (-1) x(y+z) PzxOPy (t) 

l) x(y+z) PxOPyz( t)) 0 hgg' g" 

(-l)x y+z(x +y)+t(x+ z) p
2
opy0Px ( t) 0 hgg' g"-(-1) x y+t(x+y PyOPxOPz( t) 0 hgg' g" 

+ ( l)Y z+t(x-r-y+z) PzxOPy ( t) 0 hgg' g"-(-l)yz+f(x y+z) PxOPyz( t) ® hgg' g" 

= (-1) t(x y+z)+x y+z(x+y) (PzOPyOPx(t) 0 hgg' g"-pyOPxOPz( t) 0 hg" gg' 

+PzxOPy( t) ®hg' g" g-px OPyz( t) ®hg' g" g) 

(-1) x y+t(x+y) <!> z( PyOJ9~{ t)@ hgg')- (-1) x z+i( x+zl <l>v( PxOPz( t) 0 hgn g) 

+ (-1) yt <l>zx( Py (t)@ hg')- (-l)Y z+t(y+z) <!> x ( Pyz( t) ®hg' g") 

= (-1) xr <!> zo<I> v( Px ( t) 0 hg) -(-l)zi <l>vo<f>x( p2 ( t) hg")+<!> zxo<I> y(T) - <f>xo$yz(T) 

-$ 2 o$yo<f>x(î) -<!>vo<!>xocf> 2 (T) + <J>zxo<J>y(T) <l>xo<l>yz(T) 

Ce qui nous donne 

et~ est une représentation de Malcèv de A(G) dans V0G. 
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Théorème II.2.11. 

Posons $ x (T) = -(-1) xt Px (t) 0 hg 

<!> est une représentation faible de A(G) dans V®G si et seulement si p est super

représentation faible de A dans V. 

En effet, si A(G) est une algèbre de Malcèv et <!> une représentation faible de A(G) 

dans V®G alors 

[D(X,Y),<l>z] <l>[xYZ] 

[X Y Z] = (x,y,z] 0 gg' g" 

D(X, Y)(T) = <!>xo$y(T)-$yo$x(T) +$xy(T) 

d'où 

= (-l)yt·â(y+t) PxOPy(t) 0 hg' g (-1) xt-ry(x+t) PyopJ t) 0 hgg' 

(-1) x y+t( x-.-y) Pxy (t) 0 hgg' 

= (-1) x y+t(x+y)+x Y PxOPy (t) 0 hgg'-(-1) xy+t(x+y) PyOPx ( t) 0 hgg' 

+(-l)i(x+y) Pyx(t) hgg' 

= (-1) i( x+y) ( PxOPy (t) - (-1) x y PyOPx (t) + Pyx ( t)) ® hgg' 

= (- J) t( x+y,)~D( X, y)( t)@ hgg' 

<l>rx y z] (T) 4>[ x,y ,z] ®gg'g" ( t 0 h) -(-1) t( x-.- y-r z) P[ x,y,z] ( t) 0 hgg' g" 

[ D( X, Y),$ z)(T) = D(X, Y)o<J> 2 ( T) - $ 2 oD(X, Y)(T) 

D(X, Y)(-(-1) zt Pz( t) 0 hg") ~ z( ( I)i(x+y) D( x,y)( t) 0 hgg') 

= -( l)zt-r(x~y)( iJ D( -x. v)op
2

( t) 0 hg" gg' 

+(-J)t(x+y) z( 411 ;:izoD(x,y)(t)0hgg'g" 

= -(-1) i(x zl ( D( x. y)op
2

( t) (-1) z(x-ry) pzoD( x,y)( t)) 0 hgg' g" 

d'où on obtient 
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P[x,y,zJ = D{x,y)opz -(-l)z(x+y) PzoD{ x, y)= [ D( x,y),pz) 

et p est une super-représentation faible de A dans V. 

Réciproquement, si p est une super-représentation faible de A dans V alors 

(D(x,y),Pz] = P[x,y,z] 

~[X y Z] (T) = ~[x,y,zj@gg'g" (t ® h) 

= -(-1) t( x+y+z) P[ ] ( t) ® hgg' g" 
x,y.z 

-(-l)t(x+y+z) [ D(x,y ), Pz](t) ® hgg' g" 

= -(-1) t( x+y+z) D( x, y )opz ( t) ® hgg' g"+(-1) i( x+y+z)+z(x+y) PzoD( x, y)( t) ® hgg' g" 

= -(-1) t( x+y+z)+z( x+y) D( x, y )oç:< t) ® hgu gg'+(-1) t(x+y+z)+z( x+y) PzoD( x, y)( t)@ hgg' g" 

= -{-l)zt D(X, Y)(pz(t) ®hg")- (-1) i(x+y) ~z{D(x,y)( t) ® hgg') 

= D(X,Y)o~ 2 (T)-~ 2oD(X,Y)(T) 

d'où <l>[x y z] = [ D(X, Y),qi z] et~ est une représentation faible de l'algèbre de Malcèv A(G) 

dans V0G. 

Remarque 11.2.12 
\ ;·. 

On aboutit aux mêmes résultats en définissant~ de la façon suivante: 

Théorème Il. 2. 9 
Théorème Il.2.10 

Théorème Il.2.11 

<Px( T) = Px( t )0 hg 
<Px( T) = Px( t )0 gh 
<Px( T) == - Px(t)0 gh 
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Il.3. COHOMOJ_,OGIE ASSOCIEE A LA SUPER-REPRESENTATION 
FAIBLE D'UNE SUPERALGEBRE DE MALCEV 

Dans ce paragraphe, nous définissons les groupes de cohomologie liés à la super

représentation faible d'une superalgèbre de Malcèv. Pour cela, nous définissons l'opérateur 

cobord o. 

Soit p une super-représentation faible de M dans V. 

Soit f une application (2p-l )-linéaire de M dans V telle que 
) 

f(x1, ... ,X2k-l,X2b···,X2p-1)=0 dès que X2k-l = X2k 

Désignons par C 2
P·

1(M,V) l'ensemble de telles applications. 

Posons C0 (M, V) = V 

Posons 30 : V ~ C1 (M,V) 

v H 80(v):xH -(-l)xv Px( v), v E V0 u V1,x E M 0 uM1 

Défirussons o2p_ 1:C
2P-1(M, V)~ C2P+ 1(M, V) une application linéaire Zz-graduée i.e. 

o2p- l = 0 par 

(02p-1r)(x1,. .. ,x2p+1) = 

(-l)p+x2r+1(x1+ .. +x2r+f) [(-l)x2p-1(x1+ +x2r-'>+f) (r( )) Px2p+l - Px2p-J X1, ... ,X2p-2,X2p 

1) (xi+ +x2p-1+f)Px2r(~x1, ... ,x2p-i))+r(x1,· ... x2p-2·x2px2p-1)] 

+ f(-l·)k"-i-'-lx:1-.-1+x2d(x1+ ... +x2k_2 .,..r)D( . ')(f(.. A" A. )) 
'k"-'J x2k·J,X:::k .- ,xi .... X2k-1,X2ko···,X2p+l 

où le symbole "1\
11 sur un élément indique que cet élément doit être omis. 
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Nous commençons par démontrer quelques lemmes importants pour la suite. Pour 

cela définissons les deux applications suivantes : 

i<{x,y):c 2P- 1(M, v)--+ c 2P-1(M, v) \ip ~ 1 par 

( i<( X, Y) f )(X l ,· . .,X 2 p-1) = D( X, Y)( f( X}, ... , X2p- l)) 
2~1(-l)(x+y)(x1- ... +xi-1+t')f( [ ·] ) L. . . x1,. .. ,x,y,x1 , .. .,x2p-l., 

x,yE Mou M 1. K(x,y) est une application K- linéaire et K{x,y) x +y; 

t(x,y):c2P- 1(M, v)--+ c 2P-3(M, v), \ip > 1 par 

(t(x,y)f){x1, ... ,X2p-3)=(-l)(x+y)ff{x,y,x1,··.,x2p-3), 

x,yE Mou M 1. t(x,y) est une application K-linéaire et i(x,y) = x +y . De plus t(x,y) est 

une injection \i x,yE Mou M 1. 

Lemme Il.3.1. 

'v'p > 1, Ô2p-3 o t(x,y) + t(x,y) o 8 2p-1 = K(x,y). 

En effet, soit f E c'2
p-l (M,V) où p > 1 ; 

c2p-l(M,V) i(x,y) c2p-3(M,V) 82p-J c2p-l(M,Y) 

c 2P- 1(M, v) c 2P+ 1(M, v) c 2P- 1(M, v) 

(82p-3ot(x,y)f){x1, ... ,x 1) =(82p-3(t(x,y)f))(x1, ... ,X2p-1) = 

= ( np-l+u1 Px:p.J(-l)X2p-3(x1+ .+x2p-4+t(x,y)f) Px2p-J(~x,y)f)( X1 , .. ,X2p-.t·X2p-2)) 

+t(x.y)f) (·(·( ·)f)(. . )) · Px 1 x,y X1 ... x..,p-2p-2 . . -
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+pil (-1) k+l+a2 D(x2k_1,x2k)( ( ~x,y)r)( x 1, ... ,x2k-1,x2k ,. ··, X2p-1)) 
k=l 

+Pi
1 21f1 

(-l)k+a3(t(x,y)r)(x 1, ... ,x2k-1,x2k,···,[x2k-1,x2k,xj], ... ,x2p-1) 
k=l k+l 

ou 

a1 = x2p--1(x1+. . .+x2p-2 +t(x,y)r) 

CX2 = ( X2k-l + X2k)(x1+ .. .+X2k-2 + t(x,y)f) 

a3 =(x2k-1 +x2k)(x2k+1+ .. +x:j_i) 

( 82p_3ot(x,y)f )( X1 , ... ,X2p-1)= 

( l)p-·l+a1+(x+y)fp [(-l)x2p-lx1+ .. +x2p-4+x+y+f)Px - (r(x,y,x1, ... ,x2p-4,x2p-2)) 
X2p-l 2p 3 . 

(-1) X2p-2(x1+ .. +x2p-J+x+y+f) Px2p-2 ( f( x,y, X 1, ... 'X2p--3)) 

+f( x,y,x 1, ... 'X2p-4 ,X2p-2X2p-3)] 

Posons x y 1 , y= Y2 , Xi =yi+2 , i = 1, ... , 2p-l 

=> ( l ( '\. y) 0 2 p _ ! f) ( X l , ... , X 2 p-1 ) = ( - 1) ( x +y) f ( Ô 2 p - i f) ( Y l Y 2 · · · · · Y 2 p + 1 ) 

=l 11P·P·dx+ p [(-l)Y2p-i(YJ-;- :+fi .
1

(f(y1 .Y2p-2.Y2p)) 
Y:::p+l 
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-(-1)Y2p (Y1 + ... +J2p-1 +f} pY 2r ( f( y 1, .. .,y2p-l )) + f( y 1'···,Y2p-2 ,Y2pY 2p-1) J 
+( -l)(x +y)f +(y r +y 2 )'f D( y 1, y 2 )( f( y 3,. . ., y 2p+ I)) 

+(-1)( x+y)f f (-1) k+ l+l3 2 D(y 2k-1' y 2k )( f{ Yi, ... Y2k-1, Y2b ... ,y 2p+ I)) 
k=2 

-(-l)(x+y)f 
2f 1 

(- l)(Y1 -t-Y2)( 
j=3 

j-l) f( y 3 '.'' ' [y l 'y 2 'y j]' .. ' 'y 2p+ 1) 

+(-l)(x+y)f f 2

~ \-1) k+l33 f(y i, ... ,y 2k- 1,Y2k> .. .,[ Y2k-1,Y 2k>Y j ], ... ,y 2p+I) 
k=2 j=2k+l 

( _\ 

f31 = Y2p+1 Y1+.+Y2p+f) 

f32 = (Y2k--1 +Y2k)(y1+ ... +Y2k-2 +f) 

f3 3 =(Y2k-1+Y2k)(Y2k+1+ .. .+yH) 

Posons k' k-1 => k = k' + 1 

j' = j-2 => j = j' + 2 

=> ( t( x,y)o2p-l f)( X1 , ... , X2p-l) = 

= ( -1) p+f31 +( x+y)f Py2p+1 [ (- J) (Y-1 + .+Y2p-2 +f} PY2p-1 ( f( y 1'· .. 'y 2p-2' y 2p )) 

-(-l) Y2p(Ji+ ... +r2p-1 +r) Py1;ir-{ f{ y 1, .. ., y 2P_ i)) + t( y 1, ... , y 2p-2 ,y 2pY 2p-i)] 

+(- l)(x+y)f +(Y-1 +r2)f D(y i, y 2 )( f( y 3, ... , y 2p+ i)) 

+(-l)(x+y)f' Pf
1 
(-1) k'+P4 D(y 2k'+ 1, y 2k' ,_2 )( f( Y 1,. .. ,y 2k'+ 1,Y2k'+2 , ... ,y 2p+ 1)) 

k'=l 

-(-l)(x+y)t
2
f\-1)(Y1 )(y3 ·"\i'~df(y 3 ..... [y1,y2,yj'+2], ... ,y2p+1) 
j'=l 

I)(x+y)'f pfl 2'f 1 l)k'_,_1~f),f(v1. -~'2k''"-I oY2k'+2, ... ,[Y2k'+1,Y2k'_.2,Y 1 l ·Y"'r:- il 
k'=l J=2k'+l 

f34 (Y2k'+1 +Y2k'+2)( 

•( 
f3s = (Y2k'+1+Y2k'+2.I\ ; i , 
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d'où 

(ô2p-30l( X, Y )f )(X 1, ... ,X2p-l) + ( t( X, y)( Ô2p-l f) )(X l •··· ,X2p-1) = 

_ D( )(f( )). _ 2~ 1 (-l)(x-ry)(x1+ ... +xj-1-t·f)d [x y x ·] x ) - x,y Xi, ... ,X2p-l 2.., l\XJ,. . ., , , J , ... ,. 2p-I 
1 

= ( K{x, y)f)( X 1, ... , X2p-1) 

et par suite 82p __ 3m( x,•y}f + i( x, y )082p-1f = K{ x,y)f 

et 82p-301( x, y)+ t( x, y)o82p- l K{x,y). 

Lemme 11.3.2. 

'Vp>l, [K(x.y),t(z.w)]=t{[x,y,z];w)+(-l)z(x+y)~~[x,y,w]) . 

..., i!x,y) ..., 3( c 2P·-l(M, V)--~c-P- 3 (M. V) ~\ c~p- M, v) 

c2P- 1(M. V) c2P- 1(M. V)----C 2P- 3(M, v) 
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( K( X, Y)( t( Z, W) f) )(X 1, ... , X 2 p- J) = D( X, y)( ( 1( Z, W) f )(X 1, ... , X 2 p- J)) 
2~ 3 (· l)(x+y)(x1+ .. +xi-i'-t(z,w)f)( ( )f)( [ ) ) - L., - . t z,w x 1, ... , x,y,xJ , ... ,X2p-J 

l 

(-l)(x+y)(z+w)( ( )(·1 )r))( ·)-t Z, W K\_X,y Xi, ... ,X2p-3 -

d'où 

([ J. ) Î ·)]f')( )-( )(x+y+z+w)f f([ r ] ' • ' ) . JC\X.y .l\Z,W X1,. .. ,X2p-3 - -1 X,y,z ,Vv,X1 ... ,X2p-3 

(-l)z(x+y)+(x+y+z+w)f f( [ ·] . ) +. z, x,y,w ,x 1, ... ,x 2p-3 

= ( ~[ x,y,z], w )f)( x 1, ... , '\lp-J) +(-1) z(x+y) { 1( z; [ x, y, w])f)( x 1 .... , X2p-3) 

Par suite [ K{ x, y), t(z, w)] = 1([ x,y, z]; w) +(-1) z(x+y) 1(z: [ x, y, w]). 

Lemme lI.3.3. 

[ 
I ' ] f [ ] . · · z( x v) . [ ] ) 'Vp>-1. K\X,y),K( w) =K\ x,y,z :w}+( 1) · K{z: x,y,w 

En effet : supposons p 1 et f E C 1 (M. V) alors 
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= D( x, y )oD(z, w )( f( x 1) )-(-l)(z+ wH D( x,y)( f([ z, w,x1]))- 1) y)(z+ w+f) D(z, w )( f([ x, y,x i])) 

+(-1) + w+f) wH f([z,w,[x,y,x1]]) 

De même 

( 1<.-\z, w)( K{ x,y )f ))( x1) = D(z, w )oD(x,y)( f( x1))-(-l)(x f D(z, w )( f([ x, y, x1])) 

-(-1) + flo(x,y)(f([z,w,x 1]))+ 1) w)(x y+f)+(x+y)f t([x,y,[z,w,x1]]) 

d'où 

([ K-{ X, y), K( Z, W)] f )(X 1) = [D( X, y), D( Z, W) ]( f (X 1)) + 

+(- w+f)+(z+w)f f([z, w,[x,y,x 1]])-(-1)7(x+y,.z-r f([x,y,[z, w,x 1]]) 

or nous savons d'après la proposition IL 1.3 que 

-[ 1 [ ]] (-l)(x+y)(z+w)[ 1 [ ]] _ -[[ ] J X.), Z,W,X1 + Z,\:\, x,y,xl - x,y,z ,W,Xt 

1.. 1) z( x [ [ J ] z, x,y,w ,x 1 

et J'<iprès la proposition II.2.8. (D(x,y),D(z, w)j o([x.y.z]. \v) + 1) D( z,[ x,y, w]) 
alors 

([K(x,y),K(z,w)]f)(x1)= ,' · 

= o([ x, y. z], w )( f ( x 1)) + (- lfz(x +y) o( z, [ x, y, w ])( r( x 1)) 

- ( -1) !( x ~y+ z+ w) f ([[X, y, z], W, X r])- (-1) z( x -t :;+ [( x +y·'- i ,_ w f ([ Z, \V, [X, y, X rJ]) 
1 1 f ] ··. ) ( . ) z( x + -) ( . J [ ] \ \ ' ) =(K\ x.y.zrw)f x1 +(-1) Y t\.\Z, x,y,w ;fJlxi 

p:ir uitcpourp=l, [K{x,y),K(z,w)j K\[x.y.z].w)+l J) -ylK{z,[x,y,w]). 

Supposons la relation vraie pour toute applic:itiun f E 
1 (!vLV) 

.:t prenons f dans C2
p+l (M,V) alors '1 U, VE Mo u:rvI 1 on a 
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Utilisons le lemme II.3.2., nous avons alors 

l(u. v)o[K(x,y),K(z, w)] 

(-l)(x+y)Cu+v) ( K( x, y )01( u, v )oK( z, w) - l([ x, y, u]; v )oK(z, w) (-1) u(x+y) l( u; [ x, y, v})oK(z, w)) 
- ( 1) ( x+y)Cz+w)+(z+w)(u+v) ( K( z, w )oi( u, v )oK{ x, y) - l([ z, w, u ]; v )oK( x, y) 

- (-1) u(z+w) l( u; [ z, w, v ))oK( x, y)) 

= (-l)(x+y+z+w)(u+v) ( K{x, y )01<..i z, w )01( u, v) K( x, y )ot([z, w, u]); v) 
-(-1) u(z+w) K( x,y )01( u;[z, w, v])) 

_ ( - 1) ( x +Y) (li+ v) + ( z + w) ( x +y + u + ( K( z, W ) O l( [ X, y, 1,1] ; V) - l( [ Z, W , [X, y, U]] ; V) 

- (-1) (z+w)(x+y+ u) l([ x, y, u]: [ z, w, v])) 
-(-1) v(x+y)+(z+wl(x +y+ u+v) ( K( z, w )ot( u; [ x, y, v]) 1([ z, w, u];[ x, y, v]) 

-(-1) u(z+w) l( u;[ z, w,[ x, y, v]))) 

-(-1/z+w)(x+y+u+ v)+( x +y)Cu+v) ( K(z, w )oK{ x, y )01( u, v )-K(z, w )m([ x, y, u]; v) 

-(-1) u(x+y) K(z, w )01( u;[ x. y, v])) 

1/iï-rv)(x+y+z+ ( K( x. y )m([z. w, u]: v )-1([ x, y,[z, w, u]); v) 

l)(x +y)(z+w+ u\([z, w, u]; [ x, y, v])) 

+(-1) v(z+w)+(x+y)Cü+v'.{K( x, y )ot( u: [ z, w, v]) 1([ x, y, u);[ z, w, vJ) 

-(-1) u(x+y) 1( u;[ x, y,[z, w, vl])) 

= (-l)(TI+ v)(x+y+z+w) [ K( x, y), K-\ z, w) ]01( u, v) + (- l)(x:+y)Cu+v)+(-z-r w)(x+y+ u+v) t([ z, w. [ x. y, ul]: v) 

+ (- l)(x +y)(v+z+w)+v(z+ w) t( u: [ Z, \\ 'r X, y' V]])- (- l)(TI+ v)(x+ z+w) l([x, y.[ z, \\ • ul]: V) 

l)v(x+y+ ( [ 't ·]1') tu: x.y. z.vv v 1 

d'autre part, 

u . t( [ [X. y, Z], W, U l; V)-( - 1) 

.. 
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+(-l)z(x+y}+(u+v)(x+y+z+w)( K{z;[x,y, w])oi(u, v) 1([z,[x,y, w],u) ;v) 

-(-1) u(x+y+z+w) t( u;[ z,[ x, y, z, w], v]) 

(-1/u+v)(x+y-, ( K{[ x, y, z]; w) + (-1) z(x+y) K{ z;[ x,y, w]) )ot( u, v) 

-(-1) v(x+y+ z+ w) t( u;[[ x, y, z], w, v]) 

t( U; [ Z, [X, y, W] , V]) ( - 1) (TI+ v )(X:+ y+ z + w) t( [ [X, y, Z], W , U,]; V) 

-(-1) z(x+ y)+(u+ v)(x +y+z+w) t([ z, [x, y' w]' u]; v) 

en utilisant la proposition II.1.3 on sait que 

[[ ] ] (-l)z(x+y)[ [ , ] ]-[ [ ]]-(-l)(z+wl(x+y)[ [ ]] x,y,z w,v + z, X,],W ,v - x,y, z,w,v z,w, x,y,v 

[[ , ] ] (- )z(x+:Y)( [ ] ]-[ [ ]]-(-l)(z+w)(x-,y)[ [ ]] X,},Z ,w,u + 1 z, x,y,w ,u - x,y, z,w,u z,w, x,y,u 

d'où 

t( u, v)o([K(x, y), K(z, w )) K{[ x,y,z]; w )-(-l)z(x+y) K{ z;[ x,y, w])) = 

= (- l)(u + v)(x +y+ z +w) ([ K( x, y), K( z, w) ]01( u, v) -K{[ x, y, z]; w )01( u, v) 

)z(x+y) vf [ ]) ( )) 1 " "\ z; X, y, W Ol li, V . 

Cette dernière expression est nulle par hypothèse de récurrence par suite, comme t(u,v) est 

injectif alors on a 

[K(x,y),K(z,w)] K{[x,y,z);w)+(-l)z(x+y)K{z;[x,y,w]) \/ p~l. 



38 

Lemme II.3.4. 

En effet: 

Supposons fEC1(M,V) C1(M,V) K(x,y) C1(M,V) 81 c3(M,V) 

C1(M, V) 81 c3(M, V) K(x,y) C3(M, V) 

( 81 ( K( x, y )f) )( x l • Xz' X3) = -(-1 )x3(x1 +xz +x+y+f) Px3 [ (-1 l1 (x+y+f) Px1 ( ( K( x, y )f )( Xz)) 

-(-1 )x2 (x1 +x+y+f) Px2 ( ( K( X, y )f)(x1.)) + ( K( X, y )f )( XzX1)] 

+ (-1 )(xi +x2 )(x+y+f) D( X l • Xz )( ( K( X, y )f )( X3) )-(~(X, y )f )([X l • Xz' X3]) 

= -(-l)x3(x1 +x2 +x+y+f) Px3 [ (-1f<1(x+y+f) Px1 oD(x, y)( f ( X2)) 

- (-1 )x1 (x+y+f)+(x+y)f Px, ( t([ x, y, Xz]) )-(-l)x2(x1 +x+y+f) Px2 oD( x, y)( f (Xi)) 

+ (-1 )x2 (xi +x+y+t)+(x+Y)f Px2 ( f([ x, y' xi]))+ D( x, y)( f ( Xzxi)) 

-( - 1) ( x +y) f f ( [X l , y 2 , X 2 X l ] ) ] + ( -1) ( x 1 + x 2 )( x +y+ f) D (X l , X 2 ) 0 D ( X, Y) ( f ( X 3 ) ) 

-(-1f'<1 )(x+y+f)+(x+Y)f D(x1 ,X2 )( f([x, y, x3]) )-D(x, y)( f ([Xi' X2 'X3])) 

+ (-1 )(x+ Y)f f ([X, Y, [ X1, X2, X3 ]]) 

(K(x,y)(81f))(x 1,x2,x3) .. D(x,y)((o1f)(x1,x2,x3))-(-l)(:x+y)r (81f)([x,y,x1],x2,x3 ) 

- ( -1 )(x +Y)( X l +f) ( 81 f )(XI• [x, y' X2 ], X3 )- ( -1 ix+y)(xi +f) ( 81 f )(X l 'Xz ' [X, y' X3]) 

= -(-l)x3(xi+x2+f)D(x,y)opx
3
((-l)xif Px

1 
(f(x2)) (-Il2 i+f)Px

2 
(f(xi))+f(x2x1)] 

+ (-l)f(xi )D(x, y )oD(x1, x2)(f(x3) )-D(x,y )( f([ X1, Xz, X3])) 

+( l)(x+Y)f+x 3(x+y+x1+x2+f)Px ((-l)(x+y+xi)fp i(f(x
2

)) 
3 [x.y,X]j· . 

-(-1 +f) Px2 ( f[ x, y,xi]) + f( x2 [ x, y, xi]) J 

-(-1 )fD([x,y,xr) ;x2)(f(x3))+(-Ifx+y)f f([[x,y,xi),x2,x3)) 

+( l)(x+y i+r)+x3(x+y+xi+x2+f)Px3[(-Il1f Px1(f([x,y,xz])) 

- ( -1 )(x +y+ x2 )(x1 +f) P[ x,y,xz) ( f (Xi))+ f ([x, y' X2 ]x l)] 
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-(-l)(x+y)(x1 +f)+(x+y+x1+x2)f D(xi ;[ x, y' X2 ])( f( X3)) 

+ ( -l)(x+Y)(xi +f) f([ Xi' [X, y, X2 J, X3 J) 
+ (-1 )(x+Y)(x1 +f)+(x+y+x3)(x1 +x2 +t') P[ x,y,x3] [ (-1 )x1f Px1 ( f ( X2)) 

- ( -1 l2 (xi +r) Px2 ( f (Xi))+ f ( X2Xi) ]-(-1 )(x+y)(x1 +x2 +f')+(x1 +x2)f D( Xi, x2 )( f ([ x, y, X3])) 

+ (-1 f<+Y)(x1 +x2+f) f([ X1, X2,[ X, y, X3 J]). 

En utilisant judicieusement la proposition II.1.3., la définition II.2.4 et la proposition II.2.8, 

nous obtenons : 8ioK( x, y)- K( x, y )ooi 0 i.e. [ 8i, K( x, y) J = 0 

Supposons [ ô2 p_
1

, K(x, y)]= 0 pour p supérieur à (alors 

t( Z, w )o[ Ô2P+1 'K( X, y)]= t(z, w )oô2P+1 oK( X, y) t( z, w )oK( X, y )oô2P+! 

d'après le lemme II.3.1 et le lemme II.3.2. 

t(z, w )o[ 82P+1 'K(x, y)]= K(z, w )oK( X, y)- 82P-10 t( Z, w )oK( X, y) 

+(-l)(x+Y)(z+w)(-K(x,y)ot(z,w)oô2P+i +t([x,y,z]; w)o ô2P+i 

+(-1).z(x+Y)i(z; [x,y,w])oô2P+i) 

K( z, w )oK( X, y)+ (-1 )(x+Y)(z+w) (-02p_, OK( X, y )ot( Z, w) + 82P-1 ot([ X, y,z] ; w) 

+( -1 )z(x+y) ô2p_
1 
ot( z ; [x, y, w]) )-(-l)(x+y)(z+w) K( x, y )oK( z, w) 

+ ( -1 )(x:+y)(z+w) K( x, y }o~2p_1 ot( z, w) + ( -1 )(x+y)(z+w) K([ x, y, z] ; w) 

(-Iix+y)(z+w)ô2p_
1
ot([x,y,z]; w)+(-l)w(x+y)K(z; [x,y,w]) 

-(-l)w(x+y)ô2p_
1
ot(z; [x,y,w]) 

=[K(z,w),K(x,y)]+(-l)(x+y)(z+w)K([x,y,z]; w)+(-l)w(x+y)K(z; [x,y,w]) 

+ ( -1 )lx+y)(z+w)[ K( x, y ),ô2p_1 ]ot( z, w) 

- ( 1 ) ( x +y)( z + w) [ K (X, y), K ( Z, W)] + ( - 1 ) ( x +y) ( z + w) K ( [ X, y , Z ] ; W) 

+ ( 1) w(x+y) K( z;[ X, y, w]) + (-I)(x+y)(z+w) [ K( X, y). 82P-1 ]ot( Z, w) 

O. d'après le lemme II.3.3. et notre hypothèse de récurrence. 

Par suite, puisque t(z,w) est injectif alors : 
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Théorème II.3.5. 

o est un opérateur cobord i.e. o1oo0 = 0 et Vp 21 o2P+i 002p_1 =O. 

En effet: 

a) vérifions que o1oo0 = 0 

oo(v)(x)=-(-l)xvPx(v) 

(o1 (o0 ( v)) )( x1, x2, x3) = 

= -(-1 )x3(x1 +x2 +ôo( v)) Px3 [ (-1 )x1ôo(v) Px1 ( Ôo ( v )(x2)) 

1 )x2 (x1 +oo(v)) Px2 ( 80 ( v )(xi))+ 60 ( v )( x2xi) J 

+ (-l)(x1 +x2)oo(v) D( x1, x2 )(ô0 ( v)( x3) )-ô0 ( v )([ x1, x2, X3]) 

= -(-1 )x3(x1 +xz +v) Px3 [-(-1) v(x1 +xz) Px1 opxz ( v) + (-1 )x2(x1 +v)+x1v Px2 opx1 ( v) 

-(-1 )v(x1 ) Px2x1 ( v) ]-(-1) v(x1+x2 +x3) D( x l, X2 )0Px3 ( v) + (-1 )v(x1 +xz+x3) P[x1 .xz,x3]( v) 

= (-l)v(x1 +x3)+x3(x1 +xz) Px3 [Px1 opxz ( v )-(-l)x,xz Px2 OPx1 ( v) + Px2x1 ( v)] 

-(-l)\'(x,+x2+x3 )D(x ,x )op (v)+(-l)v(x1+x2+x3 )pr (v) 
1 2 X3 [X1,X2,X3] 

= (-l)v(x1 +x2 +x3)((-l)x3(x1+x2) Px oD( x1 ,x2 )(v)-D(x1, x2 )opx,,( v) + P[ ]( v)) 3 _, Xt ,Xz ,X3 

=(-l)v(x1+x2+x3)(-[D(~1 ,'x2 ),px ]+P[ 1(v))=o, car p estunesuper-
3 X1,Xz,X3 

représentation faible. 

b) Vérifions que 83081=0 

(03f)( XI, X2, X3, X4, X5) = 

=( l)xs + +f)Pxs[(-ll3(x1+x2+f)Px3(f(x1,X2,x4)) 

(-1) (x,+x2+x3-"-f)Px4(f(x1,X2,x3))+f(x1,x2,X4X3)] 

+ ( - 1 ) f ( x 1 + ) D ( X l , X 2 ) ( f (X 3 , X4 , X 5 ) ) - ( - 1) ( x 3+x4 )(x1 + f) D (X 3 , X 4 ) ( f (X J , X 2 , X 5 ) ) 
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-f([ X1 'X2, X3 ],x4, X5 )-(-1l3(x1 +xz)f( X3, [ X1 'X2' X4 ], X5) 

- ( - 1) ( x l + x 2 )( x 3 + x 4 ) f ( X 3 , X 4 , [X 1 , X 2 , X 5 ] ) + f (X J , X 2 , [X 3 , X 4 , X 5 ] ) 

(03(81f))(x1,X2,X3,X4,X5)= 

= (-l)x5(x1+ ... +x4+f)Px5 [(-l)x3(x1+x2+f)Px3 ((81f)(xi' X2,x4)) 

-( -1 )x4(x1 +X2 +x3 +f) Px4 ( ( 81f )(Xi' Xz, X3)) + ( 8if )(X 1 'Xz, X4X3)] 

+ (-l)f(xi +xz)D( x1, x2)( (81f)( x3, x.4, x5)) 

-( -1 )(x3+X4 )(x1 +xz +f) D( X3, X4 )( ( Oif )(Xi' X2' X5 J )-( 8if )([Xi' Xz, X3 ], X4' X5) 

- ( -l)x3(x1 +x2) (81f )( X3, [Xi, Xz' X4 ], X5 )-( -1 )(x3 +x4)(x1+X2) (81f)( X3, X4, [ X1 'X2, X5]) 

+ (oif)(x1, X2 ,[ X3, X4, X5]) 

Développons ces expressions : 

(1) ( -1 )x5(x1+ ... +x4+f) Px5 [ (-l)x3(x1 +f) Px3 ( (81f )( X1, X2' X4)) 

-(-1l4(x1 +xz+X3+f) Px4 ( (81f)( Xi' X2 'X3)) +(oit)( Xi' Xz 'X4X3)] = 

= (-1 )x5(x1 + ... +x4 +f) Px5 [ (-l)x3(x1+x2 +f) Px3 ( ( -1 )x4(x1 +f) Px4 [ (-l)x1f Px1 (f ( Xz)) 

-(-l)xz(x1+f) Pxz ( f( x;)) + f( x2xi)] + (-1/(xi +xz) D( Xi ,x2 )( f(x4) )-f([ Xi, X2, X4])) 

-(-I l4(x1+x2+x3+f) Px4 (-(-1 )x3(x1 +x2 +f) Px3 [ (-1 )xif Px1 (f ( x2)) 

-(-1l2(xi+f) Px2 (f(xi)) + f( x2xi)] + (-1/Cxi +x2) D( x1, x2 )( f(x3) )-f([xi, Xz, X3])) 

- (-1 )(x3 +x4 )(x1 +xz +f) Px4x3 [ ( -l)x1 f Px1 ( f ( Xz) )- (-1 )xz (x1 +f) Px2 ( f ( X1)) + f ( XzX1)) 

+(-l)l'(xi )D(x1,x2)(t(x4x3))-r([x1,x2,x4x3])] 

= ( -1 )x5(x1 + ... +x4 +f)[-(-1 )(x3 +x4 i +x2 +f)+x1 f Pxs opx3 opx4 OPx1 ( f( X2)) 

+ (-l)(x3+x4)(x:1 +f)+x2(x1 p op (f(x )) PxsOPxio x4 x2 l 

- ( -1 )(x3 +x4)(x1 +x2 +î) Pxs opx3 op x4 ( f ( x2x I)) 

+(-1l3(x1 +f)+f(x1 )Px50Px30D(xi,x2)(f(x4)) 
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-(-lf.3(x1+xz+f) Px50Px3 ( f([ Xi' X2, X4])) 

+ (-l/x3+x4)(x1 +xz+f)+x3x4 +x"if Pxs opx4 opx3 opx1 ( f( X2)) 

- (-1 )(x3+x4)(x1 +xz +f)+x3x4 (x1 +f) Pxs opx4 opx3 opx2 ( f (xi)) 

+ (-1 )(x3 +x4)(x1 +xz+f)+x3x4 Pxs opx4 OPx3 ( f ( X2X I)) 

-( _ 1 )x4(x1 +xz +x3+f)+f(x1 ) Pxs opx4oD(x1, x2 )( f ( X3)) 

+ (-ll4(x1+x2+x3+f) PxsOPx4 ( f([ Xi, X2' X3])) 

-(-l)(x3+x4)(x1+xz+f)+x1f PxsOPx4x30Px, (f(x2)) 

+ (-1lx3 +x4)(x1 +x2 +f)+x2(x1 +f) Pxs opx4x3 opx2 ( f(x1)) 

-(-1 )(x3+x4)(x1 +xz+f) Pxs opx4x3 ( f ( X2X1)) 

+ (-l)f(x1 +xz) PxsoD( X1, X2 )( f( X4X3) )- Px5 ( f([ X1' X2 ,x4x3]))] 

= (-it5(x1 + ... +x4 +f)[-(-1/x3+x4)(x1 +x2 +f)+x1f Px
5
oD( x3, x4 )opx1 ( f( x2)) 

+ (-lix3+x4)(x1 +xz+i')+x2 (x1 +f) Pxs oD( x3, x4 )opx
2 

( f ( x1)) 

-(-l/x3+x4)(x1 +xz +f) Px
5 
oD( x3, x4 )( f ( x2xi)) 

+ (-ll3(x1 +xz +f)+î(x1 +x2) Pxs opx3 oD( Xi, X2 )(f ( X4)) 

-(-l)x3(x1 +xz+f) Pxs Ofx.3 ( f ([ X1' X2, X4 ]) ) 

_ (- l )x4(x1 +xz +x3+f)+f(x1 ) Pxs opx4 oD( x1, x2 )( f ( x3)) 

+(-l)x4(x1+X-2+x3+f)PxsOPx4 (t([ X1,X2,x3])) 

+ ( -1 )f(x1 + X-2) Pxs oD(x 1, X2 )( f ( X4X3) )- Pxs ( f ([xi' X2' X4X3]))] 

(2) (-l)f(x,+xz)D(x1,x2)((81f)(x3,x4,x5)) 

-(-1)(x3+x4)(x1 -i- +f) D( X3. X4 )(( 81f )( X3, X4, X5)) = 

(-l)f(x1 +xz) D( Xi' X2 )(-(-1 )xs(x3-rx4 +r) Pxs [ (-l)x3f Px1 ( f ( X4)) 

-( -1) X4 ( x 3 + f) px 4 ( f ( ) ) + f (X 4 X 3 ) J + ( - l) f ( x 3 + X4) D (X 3 , X 4 ) ( f (X 5 ) ) 
' 

f([x::,x 4 ,x5 ]J) 
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(-1)(x3+x4)(x1 +f) D( X3' X4 )(-(-1ls(x1 +x2 +f) Pxs [ (-l)X:1f Px1 ( f ( X2)) 

-(-1 )x2 (x1 +f) Px2 ( f (Xi))+ f ( X2X i)] + (-1 )f(xi ) D( Xi, X2 )( f ( X5) )- f ([X 1, X2, X5])) 

= -(-l)f(x1 +x2 )+xs(x3+x4 +f)+x3f D( xi, x2 )opx
5 
opx

3 
( f ( x4)) 

+ (-1 /(x1 )+xs(x3+X:4 +î)+x4 (x3 +f) D( Xi' X2 )oPxs opx4 ( f ( X3)) 

-(-l)f(x1 +X:2 )+xs (x3 +X4 +î) D( XI• X2 )opX5 ( f ( X4X3)) 

+ (-l)f(x1 +x2+X:3+X:4) D( X1' X2 )oD( X3, X4 )( f( X5) )-(-l)î(xi +x2) D( Xi, X2 )( t([ X3, X4' X5])) 

+ (-l)(x3 +x4)(x1 +xz +î)+xs(x1 +x2 +f)+x;f D( x3, x4 )o~xs opx
1 
( f ( x2)) 

(-1 ix3+x4 )( :X1 +x2 +î)+xs(x1 +x2 +f)+x2 (x1 +î) D( X3' X4 )oPxs OPx2 ( f (xi)) 

+ (-1 )(x3 )( Xj +X2 +f)+x5(x1 +f) D( X3, X4 )opX5 ( f ( X2Xi)) 

-(-1 iX3+X4 )(x1 +î)+f(X:1 +X2) D( X3' X4 )oD( Xi' X2 )( f( X5)) 

+ (-1 )(x3+X:4 )(xi +X:2 +f) D( X3' X4 )( t([ Xi' X2' X5])) 

(1) + ( 2) nous donne 

(-l)(x3+X:4 )(x1 +x2 +f)+x1f ( D( X3, X4 ), Pxs ]0Px1 ( f (x2)) 

_ (l )(x3+x4 + xs )(xi +x2 +f),+x2 ( X-1 +f) ( D( x3, x4 ), Pxs ]opx
2 

( f (xi)) 

+ (-l){x3+x4 +xs)(x1 +x2+f) [ D( x3, x4 ), Pxs ]( f( x2x1)) 

+ (-1 /(x1 +x2 )+xs(x3+x4 +î)+x4(x3+f) ( D( Xi, X2 )0PxsOPx4 

-(-1 ix1+X:2 ){x4 +xs) Pxs opx4 oD(xi, X2) )( f(x3)) 

-(-1 )î(x1 +x:d+xs(x3 +f)+x3f ( D( X1' X2 )opxs opx3 

-(-l)(xi lpx
5
opx

3
oD(x1,x2))(t(x4)) 

-(-l)f(x1-rx2 +f)(D(x1,x2)opx5 -(-l)xs(x1+x2)PxsoD(x1,x2))f(x4x3) 

+(-l)f(x1+x2+x3+ )[D(x1, x2),D(x3,x4)](t(xs)) 

-(-l)x3(x1 +f)+xs i-r +x4+f)PxsOPx3(f([x1,X2,x4])) 

+ (-1 /4 (x1 +f )+xs(X-1 + .. +x4 +î) Pxs opx4 ( f ([Xi' X2' X3])) 
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- ( -1 )X5 (x1 + ... +X4 +f) Px5 ( f ([ X1, X2' X4X3]) )- ( -1 )f(x1 +x2) D( X1 'X2 )f ([ X3' X4' X5]) 

+ (-1 )(x3+x4)+(x1 +xz+f) D( X3' X4 )( f([ X1' X2' X5])) 

= (-l)(x3+x4+x5)(x1+x2+f)p ((-l)x1f p (f(x2)) 
[x3,x4,x5) X1 

-(-1 )xz (x1 +f) Px2 ( f( xi))+ f ( x2xi) )- (-1 /(x1 +x3 )+x5(x3+x4 +f) P[xi ,x2,xs)OPx3 ( f( X4)) 

-(-l)f(x1+x2+x3)+x5(x1+ ... +x4+f)p op (f(x )) 
X5 (x1,X2,x4) 3 

-(-l)f(x1+x2)+x5(x3+x4+f)p (t(x x )) 
[x1,X2,x5) 4 3 

+ 1/(x1 +x2 +x3+x4)[ D(x1, x2 ), D( x3, x4) ]( f( x5)) 

- ( -l)x3 {x1 +x2 +f)+x5(x1 + ... +x4 +f) Pxs opx3 ( f ([ x 1, X2, X4])) 

+ ( -1 )x4(x1 +x2 +x3 +î)+x5(x1 + ... +x4 +f) Pxs opx4 ( f ([ X1' X2' X3])) 

- (-1ls(x1 + ... +X4 +f) Px5 ( f([ Xi' X2' X4X3]) )- (-l)f(x1 +X2) D( X1' X2 )( f ([ X3, X4' X5])) 

+ (-1 )(x3+x4)+(x1+X2+f)D( X3, x4)( f([ Xi' X2 'X5])) 

(3) -(o1f)([x 1,x2,x3),x4,x5)= 

= ( -1 )xs(x1+ ... +x4 +î) Pxs [ (-l)î(x1 +x2+x3) P[ x1 ,xz,x3] ( f ( X4)) 

-(-ll4(x1+x2+x3+f) Px: (t ([ x1 ,x2, x3])) + f(x4[ Xi, X2, x3])] 

1 )f(x1 +X2 +x3+x4) D([ Xi, X2, X3 ]; X4 )( f( X5)) + t([[ X1' X2' X3 ], X4, X5]) 

= (-l)x5(x1+ ... +x4+f)+î(x1+x2+x3)p op[ J(f(x4)) 
X5 X1,X2,X3 

( _ 1 )x5{x1 + ... +x4 +f)+x4("x1 +x2 +x3 +f) Px 
5 
oox

4 
( f ([ x1, x2, x3])) 

+ ( -1 )xs(x1 + ... +x4 +î) Pxs ( f ( X4 [ x I, X2' X3])) 

_ (-1 )f(x1 +x3+x4) D([ x1, x2, x3 ]; X4 )( f ( ) ) + f ([[ X1, X2, X3 ], X4, X5]) 

(4) -(-1l3(x1+x2)(01f)(x3,(x1,x2,x4),xs) 

= ( l)x3 (x1 )+x5(x1 + ... +x4 +f)+x3f Px s opx 3 (f ([ x l' X2' X4])) 

_ (-l)x3(x1 +xz )+xs(x, + ... +x4 +f)+(x1 + X:4 )(x3 +r) p op[ ] (t ( x1 )) X5 X1,X2,X4 ~ 
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(5) -(-1 )(x1 +x2)(x3+x4) ( ô1f)( X3, X4 ,[Xi, X2' X5 ]) = 

=(-l)x5(x3+x4+f)+x3fp op (f(x )) 
[x,,x2,xs) x3 4 

• 
-(-l)x5(x3+x4+f)+x4{x3À)p op (f(x ))+(-l)x5(x3+x4+f)p (f(x x )) 

(x1,x2,x5] x4 3 [x1,x2,x5] 4 3 

- (-1 )(x1 +x2 )(x3+x4)+f(x3+x4) D( X3' X4 )( f ([ X1' ~2' X5 ]) ) 

+ ( - 1) ( x I + x 2 )( x 3 + x 4) f ( [X 3 ' X 4 ' [X 1 ' X 2 ' X 5 ] ] ) 

(6) (ô1f)(x1,X2,[x3,X4,X5])= 

= -(- l)(x3+x4 +x5)(x1 +x2+f)+x1f p op (f(x )) 
[ X3,x4,x5] Xj 2 

+ (- l)(x3 +x4 +x5 )(x1 +x2 +t')+x2 (xi +f) p op (f (x )) 
[x3,x4,x5] X2, 1 

-(-l)(x3+x4+x5)(x1+x2+f)p (f(x x )) 
[x3,X4,x5] 2 1 

+(-l)f(xi+x2)D(x1,x2)(f([x3,x4,x5])) f([x1,X2,[x3,X4,x5)]) 

La somme (1) + (2) + (3~+ (4) + (5) + (6) nous donne 

( -1 )f(x1 +x2 +x3+x4) [ D( Xi' X2 ), D( X3' X4) ]( f ( x5)) 

(-1 )xs(x1 + ... +x4 +f) Pxs ( f([ X1' X2, X4X3])) + (-1 }xs(x1 + ... +x4+f) Pxs ( f ( X4 [ X1' X2, X3])) 

-(-1/(x1+xz+x3+x4)D([x1,X2,x3); x4)(f(xs)) 

+ f ([[Xi' X2' X3 ], X4, X5 ]) + ( -l)x3(x1 +x2 )+x5(x1 + ... +x4 +f) Px5 ( f ([Xi, X2, X4 ]x3)) 

-(-l)x3(x1+x2)+f(x1 +x3+x4)D( [ ])(.f( )) x3 ; x1,x 2 ,x 4 .x5 

+ ( -l)x3(x1 +x2) f ([ X3' [ X1' X2 'X4 ), X5]) + ( -1 )(xi+ X2 )(x3 ) f ([X 3, X4 ' [X l • X2' X5 ]]) 

- f([ X1 ,X2 ,[ X3, X4, X5 ]]) 

en utilisant la proposition II.1.3. et la proposition II.2.8. nous obtenons 
(83(81f))(x 1,x2,x3,x4,x5) = 0 et par suite 83081 =O. 



46 

c) Vérifions pour le cas général 

Nous savons déjà que 83081 = 0 

supposons 82P+i o82p_
1 

= 0 pour p supérieur à 1 

alors t( X, y )o82P+3 082P+1 K( X, y )o82P+l -82P+10 t( X, y )082P+1 

= K( X, Y )oô2P+l - 82P+t OK( X, y)+ Ô2P+i OÔ2p_10 t( X, y) 

= [ K( X, Y), 82P+l] + 82P+l OÔ2p_1 0 t( X, y) 

=Ü. 

Par suite 82P o82P = 0. +3 +l 
8 est un opérateur cobord. 

Définition 11.3.6. 

2p-l 
H (M,V)=Ker82p+1 /Im82p_1,Vp2::1 est le (2p-l)-ième groupe de 

cohomologie de M dans V. 

H0 (M, V)= { v EV/Px (v) = 0, Vx EM}. 

Onappellecocycleuneélémentfde C2P-
1(M,V) tel que 82P_1(f) O. 

On appelle cobord un élément de c2
P-

1(M, V) de la forme g = 82P_3 (f). 



CHAPITRE III : 
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PROJECTIVITE DES 
SUPERALGEBRES TRIPLES 
DE LIE 

La notion de superalgèbre triple de Lie a été introduite dans le chapitre IL Dans· ce 

chapitre, nous adaptons les travaux de M. Kikkawa sur les algèbres triples de Lie [ 3 ] au 

cas des superalgèbres triples de Lie. 

Nous définirons la notion de projectivité des superalgèbres triples de Lie puis nous 

étudierons les superalgèbres de Lie de projectivité d'une superalgèbre triple de Lie. 

Enfin, nous voyons les cas particuliers oil la superalgèbre triple de Lie est une 

superalgèbre de Lie ou un super-système triple de Lie. 

Dans tout ce qui suit, K est un corps commutatif de caractéristique zéro et V est un 

K-espace vectoriel Z2-gradué. 

111.1. PROJECTIVITE DES SUPERALGEBRES TRIPLES DE LIE 

Nous savons d'après la définition II.1.4. qu'une superalgèbre triple de Lie 
q = q0 EB YI est un K-espace vectoriel Z2-gradué muni d'une multiplication bilinéaire xy et 

d'une composition trilinéaire [x, y, z] vérifiant pour tous x,y, z, u, v, w E Yo u YI 

xy=-(-l)xYyx 

[X, y, Z] = -( -1) x y [y, X, z'] , 

[ x, y, z] + (-l)x(Y+z)[y, z, x] + (-l)z(x+Y)[ z, x, y]+ (-l)xY+z(x+f)](x, y, z) O 

[ xy, z, w] + (-1 )z(x+Y)[ yz, x, w] + ( -1 )Y(x+z) [ zx, y, w] = 0 

[ ] -(-l)Y(ü+v)[ ] [ ] u,v,xy - u,v,x y+x u,v,y 

[ [ ]] -[[ ] ] (-l)x(u+v)[ [ ] ] (-l)(x+Y)(u+v)[ [ ]] u,v, x,y,z - u,v,x ,y,z + x, u,v,y ,z + x.y, u,v,z . 

Posons B(x,y)=xy et D(x,y,z) [x,y,z]. 

Nous obtenons la définition équivalente suivante : 



48 

Défmition ID.1.1. 

Une superalgèbre triple de Lie y= {V; B, D} est la donnée d'un K-espace vectoriel 

Z2-gradué V, d'une multiplication bilinéaire B: V x V~ V et d'une composition trilinéaire 
D: V x V x V~ V vérifiant pour tous x, y, z, u, v, w E V0 u V1 les relations suivantes 

(1) B(x,y)=-(-l)xyB(x,y) 

(2) D(x,y,z)=-(-1lYD(y,x,z) 

(3) D(x, y, z) + (-l)x(y+z) D(y, z, x) + (-l)z(x+Y)o(z, x, y)+ (-l)x y+z(x+y) B(B(x, y), z) 

+ (-l)Y z B(B(y,z), x) + (-l)xy B(B(z,x),y) = 0 

(4) D(B(x, y), z, w) + (-l)z(x+y)D(B(y, z ), x, w) + (-1)5{x+z) D(B(z, x), y, w) = 0 

(5) D(u,v,B(x,y))=(-l)y(ü+v)B(D(u,v,x),y)+B(x,D(u,v,y)) 

(6) D(u,v,D(x,y,z))=D(D(u,v,x),y,z) 

( l)x(u+v) D( D( ) ) ( l)(x+Y)(u+v)D( D( )) + - x, u, v,y ,z + - x,y, u, v,z . 

Supposons qu'il existe sur V une structure de superalgèbre de Lie notée .f {V;L} 

dont la multiplication est donnée par [ x, y le = L( x, y) Vx, y E V 0 u V1. 

Définition ID.1.2. 

Une superalgèbre de Lie .L! = {V;L} sera appelée superalgèbre de Lie de projectivité 

d'une superalgèbre triple de Lie ç; ={V; B, D} si elle vérifie les relations suivantes 

(7) L( x, B(y, z)) = B(L(x, y), z) + (-l)x Y B(y, L(x,z)) 

(8) L(x, D(y, z, w)) = (-l)x(z+w)D(L(x, y ),z, w) +(-Ilw D(y, L(x, z), w) 

+D(y,z,L(x, w)) 

(9) D(u, v,L(x,y)) (-l)y(ü+v)L(D(u, v,x),y)+L(x,D(u, v,y)). 

Théorème ID.1.3. 

Soit ç; {V; B, D} une superalgèbre triple de Lie et .f ={V; L} une superalgèbre de 

Lie de projectivité de (j. Alors Ç = {V; B, D} définie par 

B(x,y) = B(x, y)+ 2L(x, y) 
D(x,y,z)=D(x,y,z)- l)xy+z("x+y)L(B(x,y),z) (-lfz L(L(x,y),z) pour tous 

x, y, z E V0 u V1 est une superalgèbre triple de Lie. 
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En effet, les relations (1) et (2) sont évidentes. 
Vérifions (3) pour {; 

D( x, y, z) + (-1 )x(y+z) D(y, z, x) + (-ll(x+y) D( z, x, y) 

+ (-l)x Y+z(x+Y)fi(fi(x,y),z )+ (-l)Yzfi(B(y,z), x) + (-l)xy B(B(z,x),y) = 

= D(x, y, z )-(-1 l Y+z(x+y) L(B( x, y ),z) (-1 l Y+z(x+y) L(L( x, y ),z) 

+ (-1l(y+z)D(y, z, x )-(-l)Y z L(B(y, z ), x)-(-l)Y z L(L(y, z ), x) + (-1 )z(x+y) D(z, x, y) 

-(-I)x y L(B(z, x), y )-(-l)xy L(L(z, x), y)+ (-l)x y+z(x+y) B(B( x, y), z) 

+ 2(-l)x y+z(x+y) B(L(x, y), z) + 2(-l)x y+z(x+y) L(B( x, y), z) 

+ 4(-1 )x Y+z(x+y) L(L(x, y), z) + (-I)Y z B(B(y, z ), x) + 2(-l)Y z B(L(y, z),x) 

+ 2(-l)Y z L(B(y,z),x) + 4(-I)Y 2 L(L(y, z), x) +(-l)x Y B(B(z, x), y) 

+ 2(-l)x Y B(L(z,x), y)+ 2(-l)x Y L(B(z, x), y)+ 4(-l)x Y L(L( z, x), y). 

Nous savons que ( 3) est vérifié dans (j donc 

D( x, y, z) + (-1 l(Y+z) D(y, z, x) + (-1 )z(x+Y) D( z, x, y)+ ( -1 )x Y+z(x+y) B(B( x, y), z) 

+ (-l)Y z B(B(y,z), x) +(-Il y B(B(z, x), y)= O. 

Il reste donc 

(-l)x y+z(x+Y) L(B(x,y ),z) + (-l)Yz L(B(y, z ), x )+ (-l)x y L(B( z, x), y) 

+ 3(-Ily+z(x+y)L(L(x: y·), z) + 3(-l)Y z L(L(y,z ), x) + 3(-l)xY L(L(z, x),y) 

+ 2(-l)x Y+z(x+y)B(L(x, y ),z) + 2(-l)Y z B(L(y, z ), x) + 2(-l)x y B(L(z,x), y) 

or (-l)x y+z(x+Y) L(L(x,y), z )+(-l)Y z L(L(y,z), x) + (-ll Y L(L(z, x),y) = 

= l)xy+z(x+y)j_p(x,y,z)=O 

et finalement 

l y+z(x+y)L(B(x,y),z)+(-l)YzL(B(y,z),x)+(-l)xyL(B(z,x),y) 

+ 2( -1 )x Y+z(x+y) B( L(x, y), z) + 2(-1 )y z B( L(y, z ), x) + 2 ( -l)x Y B(L( z, x ), y) 
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= -(-1lY L(z, B(x, y) )-(-l)yz+x(y+z)L(x, B(y, z) )-(-l)Y z L(y, B(z, x)) 

+ 2(-ll y+z(x+y)B(L(x, y), z) + 2(-l)Y z B(L(y, z), x) + 2(-l)x Y B(L(y,z), x) 

= -(-l)x Y B(L(z, x), y )-(-ll(y+z)B(x, L(z, y ))-(-l)Y z+x(y+z) B(L(z, x), y) 

-(-l)z(x+y) B(y, L(x,z))-(-l)Y z B(L(y, z), x )- B( z, L(y, x)) 

+ 2 ( - 1) x y+ z( x +y) B ( L ( x, y), z) + 2 ( - 1) y z B ( L (y, z), x) + 2 ( - 1) x y B ( L ( z, x), y) 

= -2(-ll y B(L(z, x), y )-2(-l)Y z B(L(y, z), x) 

- 2(-1 )Y z+x(y+z) B(L(x, y), z) + 2(-l)x Y+z(x+y) B(L(x, y), z) 

+ 2(-1 )Y z B( L(y, z ), x) + 2(-1 )x y B(L( z, x ), y)= 0 
1 

d'où le (3) est vérifié. 

Vérifions la relation ( 4) 

IS( B(x, y), z, w) + (-l)z(x+y)J5(B(y,z), x, w) + (-l)Y(x+z)IS( B(z, x), y, w) = 

= IS(B(x, y), z, w) + 2D(L(x, y ),z, w) + (-l)z(x+y) D(B(y, z ), x, w) 

+ 2( -1 )z(x+y) IS(L(y, z ), x, w) + (-1 )Y(x+z) D(B( z, x ), y, w) + 2( -1 )y(x+z) D(L( z, x ), y, w) 

= D(B(x, y), z, w )-(-l)z(x+y)+w(x+y+z) L(B(B( x, y), z ), w) 

-(-l)z(x+Y)+w(x+y+z) L(L(B(x, y), z ), w) + 2D(L(x, y), z, w) 

- 2( -l)z(x+y)+w(x+y+-z)' ~( B(L( x, y), z ), w )- 2( -1 )z(x+y)+w(x+y+z) L( L(L( x, y), z ), w) 

+ (-l)z(x+Y) D(B(y' z ), X, w )-(-l)y(x+z)+W(x+y+z) L( B(B(y' z ), X), w) 

- (-l)y(x+z)+w(x+y+z) L(L(B(y, z ), x ), w) + 2(-1 )z(x+y) D(L(y, z ), x, w) 

- 2( -1 )y(x+z)+w(x+y+z) L(B(L(y, z ), x )w )- 2( -1 )Y(x+z)+w(x+y+z) L( L(L(y, z ), x ), w) 

+ (-l)y(x+z) D(B(z, x), y, w )-(-1) w(x+y+z) L(B(B( z, x ), y), w) 

- ( -1) w(x+y+z) L( L(B( z, x ), y), w) + 2( -1 )Y(x+z) D(L( z, x ), y, w) 

- 2(-1) w(x+Y+z) L(B(L(z, x), y), w )- 2(-1) w(x+y+z) L(L(L( z, x), y), w) 

On a déjà montré que ( -1 )z(x+Y) L(B(x, y), z) + ( -l)y(x+z) L( B(y, z ), x) 

+L(B(z, x), y)+ 2(-l)z(x+y) B(L(x, y), z) + 2(-l)y(x+z) B(L(y, z), x) + 2B(L(z,x), y)= 0 
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en utilisant aussi le (4) qui est vérifié dans Çj et la super-identité de Jacobi il nous reste 

donc: 

( -1 )z(x+y)+w(x+y+z) L( B( B( x, y), z ), w) + 2D( L( x, y), z, w) 

( l)y(x+z)+w(x+y+z) L(B(B(y, z), x ), w) + 2(-ll(x+y)D(L(y, z ), x, w) 

- (-1) w(x+y+z)L(B(B( z, x), y), w) + 2(-l)y(x+z)D(L(z, x), y, w) = 

(-l)w(x+y+z)L( (-l)z(x+y)B(B(x, y), z) + (-l)y(x+z) B(B(y, z ), x) + B(B(z, x), y), w) 
+ 2(-l)z(x+y) D(L(y,z ), x, w) + 2(-l~y(x+z)D(L( z, x), y, w) + 2D(L(x, y), z, w) 

= (-l)x y+w(x+y+z) L( D(x, y, z) + (-l)x(y+z) D(y, z, x) + (-l)z(x+y)D( z, x, y), w) 
+ 2D(L( x, y), z, w) + 2(-ll(x:+y) D(L(y, z ), x, w) + 2(-l)y(x+z) D(L(z,x), y, w) (cf(3)) 

= (-l)x y+w(x+y+z)L{D(x, y, z), w) + (-l)x z+w(x+y+z) L(D(y, z, x ), w) 

+ (-ll Y+z(x+y)+w(x+y+z) L(D(z, x, y), w) + 2D(L( x, y), z, w) 

+ 2(-l)z(x+Y) D(L(y, z ), x, w) + 2(-l)Y(x+z) D(L(z, x), y, w) 

= (-l)xy+wzD(x,y,L(z, w)) (-l)x wL(z,D(x,y, w))+(-l)x(z+w)D(y,z,L(x, w)) 

-(-1 )x(z+w) L( x, D(y, z, w)) + (-1 )y(x+w)+z(x+y) D( z, x, L(y, w)) 

(-l)y(x+w)+z(x+y)L(y, D(z,x, w)) + 2D(L( x, y), z, w) 

+ 2(-l)z(x+y) D(L(y, z ), x, w) + 2(-l)y(x+z)D(L(z, x), y, w) (cf (9)) 

-(-l)y(x+z)D(L(z,x),y,'\v) (-l)xyD(x,L(z,y), w) D(L(x,y),z, w) 

(-l)x z D(y, L(x, z), w )-(-l)z(x+y) D(L(y, z ), x, w )-(-l)x: y+z(x+y) D( z,L(y, x ), w) 

+ 2D(L(x, y), z, w )+ 2(-ll(x+y)D(L(y, z), x, w) 

+ 2(-l)y(x+z) D(L(z, x), y, w) (cf (8)) 

0 
d'où le ( 4) est vérifié. 
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Vérifions le (5) 

ô( u, v, B(x,y)) = D( u, v,B(x, y))+ 2D( u, v, L(x,y )) = 

= D(u, v,B(x,y))-(-l)uv+(u+v)(x+y)L(B(u, v),B(x,y)) 

-(-l)u v+(u+v)(x+y) L(L( u, v), B( x, y))+ 2D( u, v, L( x, y)) 

- 2(-1 )u v+(u+v)(x+y) L(B( u, v ), L( x, y))- 2(-1 )u v+(u+v)(x+y) L(L( u, v ), L( x, y)) 

D( u, v, B(x, y)) (-l)Y(u+v) B(D( u, v,x), y)+ B( x, D( u, v, y)) (cf (5)) 

-(-1 )u v+(u+v)(x:+y) L(B( u, v ), B( x, y))= -(-1 )ü v+{u+v)(x+y) B(L(B( u, v ), x ), y) 

-(-l)iï v+y(ü+v) B( X, L(B( U, V), y)) (cf (7)) 

-(-1 )iï v+(ü+v)(x:+y) L( L( u, v ), B( x, y)) -(-1 )ü v+(ü+v)(x+Y) B( L(L( u, v ), x ), y) 

-(-l)î.îv+y(ü+v)B(x,L(L(u, v),y)) (cf (7)) 

2D( u, v, L(x, y))= 2(-l)y(u+v) L(D( u, v, x), y)+ 2L( x,D( u, v, y)) (cf (9)) 

-2(-l)TI v+(ü+v)(x+y) L(B( u, v ), L( x, y))= -2( -l)î.î v+(TI+v)(x:+y) L(L(B( u, v ), x ), y) 

+ 2(-l)î.îv+x Y+(u+v)(x+y) L(L(B(u, v ), y), x) (cf super -identité de Jacobi) 

-2(-1) u v+(iï+v)(x+y) L(L( u, v ), L( x, y))= -2(-l)u v+(u+v)(x+y) L( L(L( u, v ), x ), y) 

+ 2(-l)uv+xy+(ü+v)(~+~) L(L(L( u, v), y), x) (cf super-identité de Jacobi) 

faisons la somme ; nous obtenons 

ô( u, v,B(x,y)) = (-l)Y(u+v)(B + 2L)(D( u, v, x),y) + (B +2L)( x,D( u, v,y)) 

- ( -1) u v+(u + v)( x +Y) ( B + 2 L) ( L ( B ( u, v), x), y) - ( -1) u v+ Y(u + v) ( B + 2 L) ( x, L ( B ( u, v), y)) 

-(-l)ü v+(iï+v)(x+y) (B + 2 L)(L(L( u, v ), x ), y) (-l)uv+y(u+v) (B + 2L )( x, L(L( u, v ), y)) 

=(-l)Y(ü+v)(B+2L)(D(u, v,x)-(-l)uv+x(u+v)L(B(u,v),x)-(-l)üv+x(u+ L(L(u. v),x), 

+ (B + 2L)( x, D( u, v, y) ( 1 )u v+Y(u+v) L(B( u, v ), x)-(-l)u v+y(u+v) L(L( u. v ), y)) 

(- l)y(u+v) (B + 2L )( D( u, v, x ), y)+ ( B + 2L )( x, D( u, v, y)) 

= ( -1 )Y(TI+v) f3( D( u, v, x), y)+ f3( x, D( u, v, y)) 

d'où ô( x, v, B( x, y))= ( -1)y(u+v)8( D( u, v, x ), y)+ :B( x, D( u, v, y)) et le (5) est vérifié. 
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Vérifions pour terminer le ( 6) 

- ( - ( ))- - ( ( )- _ x y+z(x+y) ( ( ) ) D u,v,D x,y,z -D u,v,D x,y,z ( 1) LB x,y ,z 

-(-1).xy+z(x+y)L(L(x,y),z)) IS(u,v,D(x,y,z)) 

-(-l)x y+z(x+y) IS( u, v, L(B( x, y), z)) (-l)xy+z(x+Y)JS( u, v, L(L( x, y), z)) 

- D( D( )) ( l)u v+(u+v)(x+y+z:) L(B( ) D( )) - u,v, x,y,z - - u,v, x,y,z 

-(-l)uv+(u+v)(x+y+:z) L(L(u, v ),D(x, y, z) )-(-l)x y+z(x+y) D( u, v, L(B( x, y), z)) 

+ (-l)x y+z(x+y)+u v+(u+v)(.x+y+z:) L( B( u, v ), L(B( x, y), z)) 

+ (-1 yx y+:z(x+y)+u v+(u+v)(x+y+z) L( L( u, v ), L(B( ~,y), z)) 

(-1 )X y+z(x+y) D( u, V, L( L( X, y), z)) 

+ (-l)x y+:z(x+y)+u v+(u+v)(x+y+z) L( B( u, v ), L(L( x, y), z)) 

+ (-1 )x Y+z(x+y)+u v+(u+v)(x+y+z:) L( L( u, v ), L(L( x, y), z)) 

transformons chaque terme de cette somme : 

D(u,v,D(x,y,z))= 

= D(D( u, v, x), y, z) + (-l)x(u+v) D( x, D( u, v, y ),z) + (-l)(x+y)(u+v) D( x, y, D( u, v,z)) 

' ' . 
-(-l)u v+(u+v)(x+y+z) L(B( u, v ), D( x, y, z)) = 

= -(-1 )u v+x(u+v) D( L(B( u, v ), x ), y, z )-(-1 )u v+(u+v)(x+y) D( x, L(B( u, v ), y), z) 

(-1 )iï v+(u+v)(x+y+z) D( x, y' L(B( u, v ), z)) 

-( - l) u v +( u + -v )( x +Y+ z l L ( L ( u, v), D( x, y, z)) -( -1) u v + x(u + v) D ( L ( L ( u, v), x ) , y, z) 

(-l)u v)( D( L(B( ) ) ) ( l)u v+(u+v)(x+Y+z) D( . , L(B( ) )) X, U,V ,y ,z - - X,), . U,V ,z 

-(-Il 

=-(-l)x 

D( u, v, L(B(x,y ),z)) 

L(D(u, v,B(x,y)),z)-(-l)xy+z(x+y)L(B(x,y),D(u, v,z)) 
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= -(-l)y(x+u+v)+z(x+y+u+v) L(B(D( u, v, x), y), z) 

-(-l)x y+z(x+y+rr+v) L( B( x,D( u, v, y)), z )-(-l)x 

(-l )x y+z(x+y)+rr v+(rr+v)(x+y+z) L( B( u, v ), L(B( x, y), z)) = 

= (- l )x y+z(x+y)+u v+(u+v)(x+y+z) L( L(B( u, v ), B( x, y)), z) 

1 f-< v+(rr+v)(x+y+z) L(L(B( u, v ), z ), B( x, y)) 

= (-l )x y+z(x+y)+u v+(u+v)(x+y+z) L( B(L(B( u, v ), x ), y), z) 

+ (-l yx y+z(x+y)+u v+(u+v)(x+Y+z) L( B( x, L(B( u, v ), y)), z) 

+ (-1 )x v+z(x+y+u+v) L( B( x, y), L(B( u, v ), z)) 
i 

(- l )x y+z(x+Y)+u v+(u+v)(x+y+z) L( L( u, v ), L(B( x, y), z)) = 

= ( - Il y+z(x+y)+rr v+(u+v)(x+y+z) L( L( L( u, v ), B( x, y)), z) 

1 )x v+(u+v)(x+y+z) L(L(L( u, v ), z ), B(x, y)) 

= ( _ 1 )x y+z(x+Y)+u v+(u+v)(x+y+z) L( B( L(L( u, v ), x ), y), z) 

+ 1 )x y+z(x+Y)+rr v+(u+v)(y+z) L( B( x, L(L( u, v ), y)), z) 

+ ( -1 )x v+z(x+y+rr+v) L(B( x, y), L(L( u, v ), z)) 

-( l)xy+z(x+Y)n(u,v,L(L(x,y),z))= 

L(B(x, y), D( u, v, z)) 

= Il Y+z(x+y+u+v)L(D( u, v, L(x, y)), z )-(-Il L(L(x,y ), D,( u, v,z)) 

= 1 )y(x+u+v)+z(x+y+u+v) L(L(D( u, v, x ), y), z) 1 yx y+z(x+y+u+v) L( L( x, D( u, v, y)), z) 

Il y+z(x+y)L(L(x, y), D( u, v, z)) 

(- I )x v+(rr+v)(x+y+z) L( B( u, v ), L( L( x, y), z)) 

= ( _ 1 / y+z(x+y)+u v+(u+v)(x+y+z) L(L( B( u, v ), L( x, y)), z) 

_ ( il v+(u+v)(x+y+z) L(L(B( u, v ), z ), L( x, y)) 

= ( Il y+z(x+Y)+u v+(u+v)(x+y+z) L( L( L(B( u, v ), x ), y), z) 

1 )z(x+Y)+rr v+(u+v)(x+y+z) L( L(L(B( u, v ), y), x ), z) 

+ ( _ 1 )x y+u v+z(x+y+u+v) L(L(x, y), L(B( u, v ), z)) 
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= (-1 )x y+z(x+y)+u v+(u+v)(x+Y+z) L( L(L(B( u, v ), x ), y), z) 

+ (-1 )x Y+z(x+y)+u v+(rr+v)(Y+z) L( L( x, L(B( u, v ), y)), z) 

+ (-l):x y+rr v+z(x+Y+u+v) L(L( x, y), L(B( u, v), z)) 

(-1 ):x Y+z(x+y)+u v+(u+v)(x+y+z) L( L( u, v ), L(L( x, y), z)) = 

= (-1 ):x y+z(x+Y)+u v+(u+v)(x+Y+z) L( L( L( u, v ), L( x, y)), z) 

-(-l):x y+u v+(u+v)(x+y+z) L( L(L( u, v ), z ), L( x, y)) 

= (-l):x y+z(x+Y)+ü v+(u+v)(x+y+z) L( L(L(L( u, v),x), y), z) 

-(-l )z(x+y)+ü v+(u+v)(:x+y+z) L( L( L(L( u, v ),y), x ), z) 

+ (-1 ):x y+u v+z(x+y+u+v) L( L( x, y), L(L( u, v ), z)) 

= (- l)x y+z(:x+y)+u v+(u+v)(x+y+z) L( L( L(L( u, v), x ), y), z) 

+(-Il Y+z(x+y)+u v+(ü+v)(Y+z) L( L( x, L(L( u, v ), y)), z) 

+(-Il y+u v+z(x+y+u+v) L( L( x, y), L(L( u, v ), z)) 

La somme membre à membre nous donne 

6( u, v,D(x, y, z)) = 

= D(D( u, v, x ), y, z )- (-Î )y(x+u+v)+z(x+Y+u+v) L(B(D( u, v, x), y), z) 

-(-l)Y(x+u+v)+z(x+y+u+v) L( L(D( u, v, x ), y ),z )-(-l)uv+x(u+v) D( L(B( u, v ), x ), y, z) 

+ (-I ):x Y+z(x+Y)+ü v+(u+v)(:x+y+z) L( B( L(B( u, v ), x ), y), z) 

+ (-I )x y+:z(x+Y)+u v+(u+v)(:x+y+z) L( L( L(B( u, v ), x ), y), z) 

-(-l)uv+x(ü+v)D(L(L(u, v),x),y,z) 

v+(u+v)(x+y+z) L( B( L(L( u, v ), x ), y), z) 

+ (-l )x y+z(x+y)+u v+(u+v)(x+y+z) L( L( L(L( u, v ), x ), y), z) 

+(-l)x(u+v)D(x,D(u, v,y),z)-( l)x:y+z(x+y+u+v)L(B(x,D(u, v,y)),z) 

-(-l):x y+z(x+y+u+v) L( L( x, D( u, v, y)), z )-(-l)uv+(u+v)(x+Y) D( x, L(B( u, v ), y), z) 

+ (- l )x y+z(x+y)+u v+(u+v)(y+z) L( B( x, L(B( u, v ), y)), z) 
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+ (-Il y+z(x+y)+u v+(u+v)(Y+z) L( L( x, L(B( u, v ), y)), z) 
-(-I)uv+(u+v)(x+y) D( x, L(L( u, v ), y), z) 

+ (-I yx y+z(x+y)+u v+(u+v)(y+z) L( B( x, L(L( u, v ), y)), z) 

+ (-Il y+z(x+y)+u v+(u+v)(y+z) L( L( x, L( L( u, v ), y)), z) 

+ (-1 )(x+y)(rr+v)D(x, y, D( u, v, z) )-(-l):x y+z(x+y) L(B( x, y), D( u, v, z)) 

-(-I)xy+z(x+y) L(L( X, y), D( u, V, z) )-(-l)ïï v+(IT+v){x+y+z) o( X, y, L(B( u, V), z)) 

+ (-Il y+u v+z{x+y+IT+v) L(B( x, y), L'(B( u, v ), z)) 

+ (-1 l y+u v+z{x+y+u+v) L( L( x, y), L(B( u, v ), z)) 

(-I )ïï v+(ïï+v)(x+y+z) o( X, y' L(L( u, V), z)) 

+ (-I)x y+rr v+z(x+y+rr+v) L( B( x, y), L(L( u, v ), z)) 

+ (-I )x y+rr v+z(x+y+u+v) L( L( x, Y), L(L( u, v ), z)) 

1 

5(D( u, v,x), y, z) (-l)u v+x(u+v) 5(L(B( u, v), x ), y,z) 

- (-l)u v+x(u+v) 5( L(L( u, v ), x ), y, z) + I)x(u+v) 5( x, D( u, v, y), z) 

-(-l)rr v+(u+v)(x+Y) 5( x, L(B( u, v ), y), z )-(-l)u v+(rr+v){x+Y) 5(x, L(L( u, v ), y), z) 

+ (-I/x+y)(u+v) 5( x, y, D( u, v, z)) (-1 )u v+(u+v)(x+y+z) 5( x, y, L(B( u, v ), z)) 

-(-I)u v+(u+v)(x+y+z) Q( ~,y' L(L( u, v ), z)) 

= 5( 5( u, v, x ), y, z) + ( -1)x(rr+v)5( x, 5( u, v, y), z) + (-I /x+y)(u+v) 5( x, y, 5( u, v, z)) 

nous avons en définitive 

5( u, v, 5( u, y, z)) = IS( D( u, v, x ), y, z) + ( - I )x(u+v) 5( x, D( u, v, y), z) 

+(-1/x+y)IS(x,y,D,(u, v,z)) 

d'où le (6) est vérifié. 
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Remarque ID.1.4. 

Soit q={V;B,D}, .i?={V;L} et q={V;B,D} 

vérifiant le théorème III.1.3. Alors la superalgèbre de Lie -.L?={V;-L} est une 
- -superalgèbre de Lie de projectivité de la superalgèbre triple de Lie q et q induit la 

superalgèbre triple de Lie q par les relations 

B(x, y)= B(x,y)-2L(x, y) 

D( x, y, z) = D( x, y, z) + (-1 ):x y+z(:x+y) L( B( x, y), z )- (-1 ):x y+z(:x+y) L( L( x, y), z ). 

Ainsi nous pouvons donner la définition suivante : 

Définition ID.1.5. 

Deux superalgèbres triples de Lie q et q sur le même espace vectoriel Z2-gradué V 

sont dites en relation projective s'il existe une superalgèbre de Lie .L? ={V; L} de 

projectivité de q telle que q se déduit de q par le théorème III.1.3. 

III.2 SUPERALGEBRES DE LIE DE PRO.JECTIVITE DES 
SUPERALGEBRES TRIPLES DE LIE 

Dans ce paragraphe, nous étudions la somme et le produit par un élément de K des 

superalgèbres de Lie de projectivité d'une superalgèbre triple de Lie et nous en définissons 
''· 

une famille. 

Soit .L? ={V ; L} une superalgèbre de Lie. Nous rappelons qu'une application 

linéaire f: .L? --7 .L? est une superdérivation de degré ksi pour tous x, y E V0 u V1, 

f(L( x, y))= L( f ( x ), y)+ ( -1 )xk L( x, f (y)). Soit a E V0 u V1, alors l'application linéaire 

La: x --7 La ( x) = L( a, x) est une superdérivation de degré a appelée su perdéri vation 

intérieure de .L?. i.e. Vx,y,zEV0 uV1,L(x,L(y,z))=L(L(x,y),z)+(-l):x:;L(y,L(x,z)) 

cela vient du fait que J _t(x, y. z) = L(L( x, y), z )-L(x,L(y, z) )-(-l)Y z L(L( x. z), y)= 0 

Commençons par donner le lemme suivant : 
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Lemme ID.2.1. 

Soit J!1 -{V;L1 }et J!2 {V;L2} deux superalgèbres de Lie sur le même espace 

vectoriel Z2-gradué V. Supposons que les superdérivations intérieures de J!i sont des 
superdérivations de J!j i,j = 1, 2, i :/::. j. Alors la somme L L1 +L2 forme une superalgèbre 

de Lie sur V notée J! = A + J!2 . 

En effet, il est facile de voir que pour tous x, y E V0 u V1 L( x, y)= l)x Y L(y, x ). 

L(x,y) L1(x,y)+L2(x,y). Posons Lx(y)=L(x,y). Par hypothèse Lx est une 

superdérivation pour L1 et pour Lz. 

L(x, L(y, z)) =Lx (L(y, z)) =Lx (L1 (y;z) + Lz (y,z)) 
-- ) --

L 1 (LX (y)' z) + ( -1 r y L 1 (y, Lx ( z)) + L2 (LX (y)' z) + ( -1) X y Lz (y' Lx ( z)) 

-(L1 +L2)(Lx(y),z)+(-l)xY(L1 +L2)(y,Lx(z)) 

= L(L(x,y),z)+(-l)xYL(y,L(x,z)) 

d'où L(L(x,y),z)-L(x,L(y,z))-(-l)YzL(L(x,z),y)=O,soit J_e(x,y,z)=O et par suite, 

J! = J!1 + est une superalgèbre de Lie. 

Théorème 111.2.2. 

Soit Ç {V; B, D} une superalgèbre triple de Lie et J! {V; L} et 1 - {V; [}deux 

superalgèbres de Lie de projectivité de (j. Supposons que toute superdérivation intérieure 

de l'une est une superdérivation de l'autre. 

Alors J! + {V; L + L} 'est une superalgèbre de Lie de projectivité de Ç. 

En effet, d'après le lemme ill.2.1., nous savons que J! + l! est une superalgèbre de 

Lie. Vérifions les relations (7) (8) et (9). 
Soient x, y, z E V0 u V1 ; 

( L + [)(X. B(y. z)) = L( X, B(y, z)) + L( X, B(y, z)) 

= B( L (X, y), z) + ( -l)x y B(y' L(x, z)) + B( [(X' y), z) 

+(-J)xYB(y,L(x,z)) (cf(7)) 

B(L(x,y)+L(x,y),z)+C-l)xyB(y,L(x,z)+L(x. ) 

= B((L+ L)(x,y),z)+( l)xYB(y,(L+L)(x,z) 

Par suite la relation (7) est vérifiée pour L + L . 
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De même 

(L+L)(x,D(y, w))=L(x,D(y,z,w))+L(x,D(y,z,w)) 

= il(z+w) D(L(x, y), z, w) +(-l)x w D(y, L(x,z), w )+ D(y, z, L(x, w )) 

+ ( -1 )x(z+w) o( [( x, y), z, w) + ( - l)x w o( y, L(x, z), w) + o( y, z, [( x, w)) ( cf(8)) 

(-l)x(z+w)o(L(x,y) + L(x,y ), Z, w) + (-l)x wo(y, L(x, z) + L(x,z), w) 

+ o(y,z, L(x, w)+ L(x, w)) 

(-1/(z+w) o( (L + [ )( x, y ),z, w) + (-l)x wo(y,( L + [ )(x, z), w) + o( y, z,( L + L )(x, w)) 

par suite la relation (8) est vérifiée pour L + [ . 

De même 

o( u, v,(L + [ )(x, y)) D( u, v,L(x,y) )+ D( u, v, L(x,y)) 

- ( - l)y(ü+v) L(D( u, v, x ), y)+ L(x, D( u, v, y))+ l)y(ü+v) L(D( u, v, x ), y) 

+L(x,D(u,v,y)) (cf(9)) 

( -1 )y(ü+v) ( L + [ )( D( u, v, x ), y)+ ( L + [ )( x, D( u, v, y)) 

Par suite la relation (9) est vérifiée par L +Let donc J! + l! est une superalgèbre de Lie de 
projectivité de q. 

Thèorème III.2.3. 

Soient ../! {V; L} une superalgèbre de Lie de projecti vité d'une superalgèbre triple 

de Lie q = {V; B, D} et (; = {V; B, D} la superalgèbre triple de Lie en relation projective 

avec q. Si l!- {V; L} est une superalgèbre de Lie de projecti vité de q et si toute 

superdérivation intérieure de J! est une superdérivation de l! et réciproquement alors l! 
est une superalgèbre de Lie de projectivité de Ç. 

De plus, toute superalgèbre triple de Lie en relation projective avec i;est en relation 

projective avec Çj. 

En effet, commençons par démontrer que l! est une superalgèbre de Lie de 
projecti vité de q. Pour cela, vérifions les relations (7) ; ( 8) et ( 9). 

D'après les hypothèses, nous avons les relations suivantes : 

B(x,y) = B(x,y)+2L(x,y) 

D(x,y,z) = D(x,y,z)-C-1/y+z(x+y)L(B(x,y),z) (-1 z(x+y)L(L(x,y),z) 
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pour tous x,y,z E V0 uV1 

L( X, B(y' z)) = 1-( X, B(y' z) )- 2L( X, L(y' z)) 

= B(L(x,y), z )+ (-l)xyB(y,L(x,z) )-2L(L(x,y), z )-2(-l)x Y L(y, L(x,z)) 

(cf (7) pour l! et le fait que les superdéri vations intérieures de l! sont des superdérivations 
de .f). 

Par sui te L ( x, B (y, z)) = B ( L ( x, y), z) + 2 L ( L ( x, y) z) + ( -1) x Y B (y, L ( x, z)) 

+2(-l)x Y L(y, L(x, z) )-2L( L(x, y), z )- 2(-l)x Y L(y, L(x, z)) 

= B( L( x, y), z) + (-l)x YB( y, L( x, z)) et la relation (7) est vérifiée. 

L( x, D(y, z, w)) = L( x, D(y, z, w)) + (-l)Y z+w(y+z) i:( x, L(B(y, z ), w)) 

+ (-l)Y z+w(y+z)r_( x, L(L(y, z), w)) 

= (-l)x(z+w) ô(L(x, y), z, w) + (-l)x w 5( y, L(x, z), w) + ô(y, z, L(x, w)) 

+ (-l)Y z+w(y+z) L( x, L(B(y, z), w)) + (-l)Y z+w(y+z) L( x, L(L(y, z), w)) ( cf(S) pour L) 
= (-l)x(z+w) ( D( L( x, y), z, w )-(-l)z(x+y)+w(x+y+z) L( B( L( x, y), z ), w) 

- ( -1 )z(x+y)+w(x+y+z) L( L( L( x, y), z ), w)) + (- l)x w ( D( y, L( x, z ), w) 
- (-l)y(x+z)+w(x+y+z) L( B( y, L(x, z) ), w )-(-l)y(x+z)+w(x+y+z) L( L( y, L(x, z) ), w)) 

+ ( D( y, z, L(x, w) )- (-l)Y z+(y+z)(x+w) L( B(y, z ), L( x, w)) 
' 

- ( - l)Y z+(y+z)(x+w) L( L(y, z ), L( x, w))) 
+ ( - l)Y z+w(y+z) L( L( x, B(y, z) ), w) + ( -1 )Y z+w(y+z)+x(y+z) L( B(y, z ), L(x, w)) 

+ ( -1 )Y z+w(y+z) L( L( x, L(y, z) ), w) + ( - l)Y z:+w(y+z)+x(y+z) L ( L(y, z ), L(x, w)) 

= (-l)x(z+w)D(L(x, y), z, w) + (-l)x w D(y, L(x. z), w) + D(y, z, L(x, w)) 

+ (-l)Y z:+w(y+z) L(-B(L(x,y ),z )-(-1 l Y B(y, L(x, z)) + L( x, B(y,z)), w) 
+ (-l)y z:+w(y+z) L(-L(L(x,y),z )-(-l)x Y L(y, L(x, z)) + L( x, L(y,z)), w) 

= ( -1 )x(z+w) D( L( x, y), z, w) + (-ll w D( y. L( x, z), w) + D( y, z, L(x, w)) 
+ (-l)Y z+w(y+z:)L(-B(L(x,y),z )-(-l)xYf3(y,L(x,z)) + L( x, B(y,z) ), w) 



61 

+(-l)Y z+w(y+z) L( L( L( x, y), z) + l)x Y L(y, L(x, z) )- L( x, L(y, z) ), w) 
= (-l)x(z+w)D( L(x,y ), z, w) + ( l)x w D(y, L(x,z), w) + D(y, z, L(x, w)) 
et la relation (8) est vérifiée. 

D( u, v, L( x, y))= J5( u, v, L( x, y))+ ( -1) TI v+(u+v)(x+y) L( B( u, v ), L( x, y)) 

+ ( -l)ü v+(u+v)(x+y) L( L( u, v ), L( x, y)) 

= ( 1) y(u + v) L ( D ( u, v, x), y) + L ( x, D ( u, v, y)) + ( - 1) u v +(ü+ v)( x +Y) L ( B ( u, v), L ( x, y)) 

+ (-l)u v+(u+v)(x+y) L( L( u, v ), L( x, y)) (cf(9)) 
) 

= (-l)y(u+v) L( D( u, v, x )- ( - l)u v+x(u+v) L(B( u, v ), x )-(-l)u v+x(u+v) L(L( u, v ), x ), y) 

+L(x,D(u, v,y)-(-l)u L(B(u, v),y)-(-l)îiv+y(u+v)L(L(u, v),y)) 

+ (-l)rr v+(rr+v)(x+y) L(L(B( u, v ), x ), y)+ ( - l)u v+Y(u+v)L( x, L(B( u, v ), y)) 

+(-l)rr v+(u+v)(x+y) L(L(L( u, v), x ), y)+ (-1/1 

- (-l)y(u+v)[(D( u, v,x), y)+ L( x, D( u, v, y)) 

Par suite la relation (9) est vérifiée. 

L( X, L(L( u, V), y)) 

Donc ]! = {V; [} est une superalgèbre de Lie de projectivité de (j. D'après le 

théorème III.2.2., J!.1 = J!. + 1 {V, L + L} est une superalgèbre de Lie de projectivité de (j. 

Montrons que L(L(x,y),'z) L(L(x,y),z) Vx,y,zeV0 vV1. 

L( L( X, y), z) = ( 1 B-1 B )( L( X, y), z) 
=-!-B(L(x,y),z) ±B(L(x,y),z) 

=-!- L( x,Ë(y,z) )-1(-l)x Y B(y, L(x, z) )-! L( x,B(y,z) )+!C-llY B(y, L(x, z)) 

= !L(x,Ë(y,z)-B(y,z) )-!( l)xy (13-B )(y,L(x,z)) 

=!L(x,2L(y,z))-~<-l 2L(y.L(x,z)) 

- L( x, L(y, z) )- ( - l)x Y L( y. [( -:. z)) 

= L( x, L(y, z))-c -1)x Y ( L(L(y. x ),z) + (-l)x Y L( x, L(y,z))) 

)xYL(L(y,x),z)= L(L(x.y),z) 
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1 = {V; L} est une superalgèbre de Lie de projectivité (j. Posons y ={V; B', D'} la 

superalgèbre triple deLie en relation projective avec (j ; alors nous avons les relations 

suivantes 

B' (X, y)= B( X, y)+ 2L( X, y) 

D' ( x, y, z) = b( x, y, z )- ( -I )x Y+z(x+y) L( B( x, y), z )- ( - I )x Y+z(x+y) L( L( x, y), z) 

d'où 

B' (X, y)= B( X, y)+ 2L( X, y)= B( X, y)+ 2L( X, y)+ 2L( X, y) 

= B( X, y)+ 2L1 (X, y) 

D' (x, y, z) = D(x, y, z)-C-IlY+z(x+Y).[(i3(x, y), z )-C-I)x:y+-z(x:+y) L( L(x, y), z) 

= D( x, y, z)-C-Il y+z(x+y) L(B(x,y ), z) ~(-Il Y+z(x+y) L(L(x, y), z) 

-C-I l Y+z(x+Y) L(B( x, y), z )- 2C-Il Y+z(x+Y) L(L( x, y), z )- (-I)x y+z(x+y) L( L( x, y), z) 

= D( x, y, z )- (-Il y+z(x+Y) L1 (B( x, y), z )-C-Il y+z(x+y) L1 (L1 ( x, y), z) 

et alors (j est en relation projective avec <; à travers la superalgèbre de Lie de projectivté 

A= {V;Li}. 

De la démonstration du théorème précédent, nous tirons le lemme suivant: 

Lemme ill.2.4. 

Sous les hypothèses du théorème précédent on a 

L(L(x, y), z) = L(L(x, y)',z) Vx,y e V0 u V1. 

Maintenant, soit J!. + 1 la superaigèbre de Lie de projectivité de (j obtenue dans le 

théorème III.2.2. ; alors la superalgèbre triple de Lie en relation projective avec (j est définie 

par (jl'+J! = {V ; Bl'+l, Dl'+l} 

avec Bl'+l'(x,y)=B(x,y)+2L(x,y)+2L(x,y) 

Dl'+i( _ )-D( )-(-I)xy+z(x+Y)L(B( ) )-(- ·)xy+zlx+YJL-(B( ) ) x.y.z, - x,y,z x,y ,z 1 x,y ,z 

-(-l)xy+z(x+Y)(L+ [ )((L+ L )(x,y),z). 

Il est clair que si J!. est une superaigèbre de Lie de projectivité de la superalgèbre 

triple de Lie ç, alors la superalgèbre de Lie J!. k = kl!. = {V;kL} avec k E K, k non nul est 

une superalgèbre de Lie de projectivité de (j. 
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Il est évident que .f!k + J!h = J!k+h, \ih, k E K et J!O est une superalgèbre de Lie abelienne. 

Ceci nous conduit au corollaire suivant : 

Corollaire III.2.5. 

Pour toute superalgèbre de Lie .!! de projectivité de la superalgèbre triple de Lie q, il 
existe une famille { .!! k. k E K} de superalgèbres de Lie de projectivité de (j. De plus pour 

tout.!! k, la superalgèbre triple de Lie en relation projective avec (j, rJ est définie par 

qk = {V ; Bk, Dk} 

Bk (X, y) B( X, y)+ 2 kL( X, y) 

Dk ( x, y, z )- D( x, y, z )-(-l)x y+z(x+Y) kL(B( x, y), z) 

-(-1 )x y+z(x+y) k2L(L( x, y), z) 

\ix,y,z E V0 uV1. 

Deux quelconques superalgèbres triples de Lie (j k et (j h sont en relation projective à 

travers la superalgèbre de Lie de projectivité .P h-k. 

En effet, { .!! k, k E K} est une famille de superalgèbres de Lie de projectivité de q. 

De plus, pour tout q E K, .!! q est une superalgèbre de Lie de projectivité de qk. Soit q la 

superalgèbre triple de Lie en relation projective avec (j k par .!! h-k alors nous avons B et 

D qui sont définies par 

B(x,y)=Bk(x,y)+2(h-k)L(x,y) 

= B(x, y)+ 2kL(~, y)+ 2(h-k)L(x,y) 

=Bh(x,y) 

D( x, y, z) = Dk ( x, y, z)- l)x Y+z(x+Y)(h-k)L(Bk(x, y), z) 

-(-l)xy+z(x+y)(h k)2 L(L(x,y),z) 

= D( x, y. z)- ( 1 )x Y+z(x+y) kL(B( x, y), z )-(-I)x y+z:(x+YJ k2L(L( x, y), z) 

-(-1/'y+z:( J(h k)L(B(x,y),z) 2(-l)xy+z(x+Y)(h-k)kL(L(x.y).z) 

(-1 x>-y)(h k L(L(x,y),z) 

=D(x.y.z)-( l)xY+z(x+y)hL(B(x,y),z) (-1( 

D 11 1x.v.z) 
'- .; ! 
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111.3 PROJECTIVITE DES SUPERALGEBRES DE LIE ET DES 
SUPER-SYSTEMES TRIPLES DE LIE 

Dans ce paragraphe, nous étudions la projectivité de deux cas particuliers de 

superalgèbres triples de Lie. Le cas où B = 0 et le cas où D =O. 

Il est évident que toute superalgèbre de Lie y={V;B} peut être considérée comme 

une superalgèbre triple de Lie avec D = O. De même un super-système triple de Lie 
S ={V; D }peut être vu comme une superalgèbre triple de Lie avec B = O. D'où la définition 

suivante qui est équivalente à la définition II.1.7. 

Définition ill.3.1. 

Un super-système triple de Lie S = {V;D} est un espace vectoriel 22-gradué V muni 

d'une application trilinéaire D: V x V x V ----7 V telle que 

D(x,y,z) =-(-Il YD(y,x,z) 

D(x, y, z) + (-ll(Y+z) D(y, z, x) + (-l)z(x+Y)D(z,x, y)= 0 

D( u, v, D( x, y, z)) = D(D( u, v, x ), y, z) + (-1 )x(u+v) D(x, D( u, v, y), z) 

+ ( -1 )(x+y)(u+v) D( x, y, D( u, v, z)) 

pour tous x,y.z,u,vEV0 uV1 . 

Voyons d'abord le cas des suparalgèbres de Lie 

Soit y= {V; B} une superalgèbre de Lie considérée comme une superalgèbre triple 

de Lie avec D =O. Dans ce cas, toute superalgèbre de Lie .f ={V; L} de projectivité de (j 

est définie par la relation 

L( x, B (y, z)) = B ( L ( x, y), z) + ( -1) x y B (y, L ( x, z)), V x, y, z E V 0 u V1 d'après 1 a 

définition III.1.2 
Si L vérifie cette relation alors d'après le théorème III.1.3. y induit une superalgèbre triple 

de Lie Ç = {V: B, D} définie par les relations 

B( X, y)= B( X, y)+ 2 L( X, y) 

D( x, y, z) = -( -1 )x y+z(x+y) L( B( x, y), z )- (-1 l y+z:(x+Y) L( L( x, y), z ). 

Or ç étant une superalgèbre de Lie, y vérifie cette relation : donc tome superalgèbre 

de Lie y= {V: B} admet une superalgèbre de Lie de projectivité qui est elle-même. 
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D'après le corollaire III.2.3. nous obtenons une famille de superalglèbres de Lie 
kÇ {V; kB} de projectivité de y et par conséquent une famille de superalgèbres triples de 

Lie çk {V; Bk, Dk} k E K , définie par les relations : 

Bk(x,y) (2k+l)B(x,y) 

k x D (x,y,z) -k(l+k)(-1) B(B(x,y),z) Vx,y,z E V0 uV1, 

qui sont en relation projective avec ç0 = Ç. 

Voyons maintenant le cas des super-systèmes triples de Lie. 

Soit J!. = {V; L} une superalgèbre de Lie. 

En posant DL(x,y,z)= l)xy+z(x+y)L(L(x,y),z)Vx,y,zeV0 uV1, alors le système 

{V; DL} devient un super-système triple de Lie. 

Soit S = {V; D} un super-système triple de Lie ; alors S est une superalgèbre triple de 

Lie avec B =O. La projectivité de S peut être vu de la façon suivante : soit .e ={V ;L} une 

superalgèbre de Lie. Alors d'après la définition III.1.2, J!. est une superalgèbre de Lie de 
projectivité de S si les relations suivantes sont satisfaites pour tous x, y, z, u, v, w E V0 u V1 

_ x(z+w) xw L( x, D(y, z, w) )- (-1) D(L(x, y), z, w )+ (-1) D(y ,L(x, z), w) + D(y, z, L(x, w)) 

D( u, v, L( x, y))= (-1 )y(u+v)L(D(u, v, x), y)+ L( x, D( u, v, y)). 

Supposons que J!. ={V ;L} est une superalgèbre de Lie de projectivité du super-système 

triple de Lie S = {V; D}. Alors, d'après le théorème III. l. 3, la superalgèbre triple de Lie 

(j- {V; B, D} en relation projective avec S se définit comme suit : 

B(x,y)=2L(x,y), 

D( x, y, z) = D( x, y, z) (-1 )x y+z(x+y) L( L( x, y), z) 

=D(x,y,z) Ddx,y,z) 

d'où nous vénfions aisément que : ..ë = {V; B} est une superalgèbre de Lie et S = {V; D} 
est un super-système triple de Lie. 

Deplus î3(x,D(y,z,w))-i3(x,D(y,z,w)-(-l)Y L(L(y.z),w)) 

-2L(x.D(y.z,w))-2( l)Y L(x,L(L(y,z),w)) 

= 2( l)x( 7.+wl D( L( x. y), z. w) + 2(-l)x w D(y, L(x, z), w) + 20( y. z, L( x, w)) 

2( l Y+ZlL(L(x,L(y,z)),w)+2(-l)YzL(L(x,w),L(y.z)) 
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= 2(-ll(z+w)D(L(x, y), z, w) + 2(-l)x w D(y, L(x, z), w) + 2D(y,z, L(x, w)) 

- 2(-l)Y z+w(y+z) L( L(L(x, y), z ), w) + 2(-l)w(y+z) L(L(L(x, z), y), w) 

- 2(-1 )Y z+(y+z)(x+w) L(L(y, z ), L( x, w)) 

= (-l)x(z+w)( D( 2L( x, y), z, w )-(-l)z(x+y)+w(x+y+z) L( L( 2L( x, y), z ), w)) 

+(-l)xw(D(y,2L(x,z), w) (-l)y(x+z)+w(x+y+z)L(L(y,2L(x,z)), w)) 

+ D(y, z, 2L(x, w) )-(-l)Y z+(y+z)(x+w) L(L(y, z ), L(x, w)) 

d'où :8( x,D(y, z, w)) = (-1/<(z+w)D( B(x, y ),z, w) + (-l)xw ô(y,B(x,z), w) 

+D(y,z,B(x,w)) 

Cela nous amène au théorème suivant: 

Théorème ID.3.2. 

Une superalgèbre triple de Lie q-{ V; B, D} est en relation projective avec un 

super-système triple de Lie S {V; D} si et seulement si 1 = {V ; B} est une superalgèbre 

de Lie, S = {V ; D} est un super-système triple de Lie et la relation suivante est vérifiée 

pour tous x, y, z, w E V0 u V1 

:8( x,D(y,z, w)) = (-l)x(z+w)D(B(x, y), z, w) +(-l)x w ô(y,B(x,z), w) + ô(y,z,B(x, w) ). 

En effet, on a déjà montré que si q { V;B,D} est en relation projective avec un 

super-système triple de Lie S ={V; D} alors 1 = {V ; B} est une superalgèbre de Lie, 

S = {V ; D} est un super-système triple de Lie et la relation suivante est vérifiée pour tous 

x,y,z,weV0 uV1 

:B( x,D(y,z, w)) = (-l)x(z+w)D(B( x, y), z, w) +(-Il wD(y,B(x,z), w )+ ô(y, z, Ê(x, w) ). 

Réciproquement, soit (j = {V; B, D }une superalgèbre triple de Lie telle que 

1.7 = {V ;B} est une superalgèbre de Lie, S {V; D} est un super-système triple de Lie et 

'Vx,y,z, w E V0 u V1, on a 

:B(x,D(y,z,w)) (-1 o(Ë(x,y),z,w)+(-l)xwD(y,B(x,z),w)+ô(y,z,Ë(x,w)). 

Nous définirons une superalgèbre de Lie de projectivité de Ç; et la superalgèbre triple de 

Lie induite par q par le théorème III.1.3. 
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1 -
Posons L(x,y)= -B(x,y), Vx,yEV0 uV1. 

2 
Alors nous vérifions que J! {V; L} est une superalgèbre de Lie de projectivité de (i. La 

superalgèbre triple de Lie (j {V; B, D} induite par (i est définie par les relations : 

- ( 1 - ) B(x,y)=B(x,y)+2 -
2 

B(x,y) 0 

D(x,y,z)=D(x,y,z)+ ~ (-l)xy+z(x+y)f3(f3(x,y),z)- ~ (-l)xy+z(x+y)f3(B(x,y),z) 

- 1 -(- ) - 1 =D(x,y,z)+ 
4 

B B(x,y),z =D(x,y,z)+ 
4 

DË(x,y,z) 

" 

alors (j {V;B,D} se ramène à S={V;D} qui est un super-système triple de Lie en 
> 

relation projective avec (i. 
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Nous apportons par cette lhèsc noire modeste conlrihulio11 a l'c'·t11dc des 
supcralgèbres triples de Lie. Elle est subdivisée en trois chapitres. 

premier chapitre est u11 rappel de définitions et de prnpriétés con11m·s sui· les 
superalgèbres et les supcralgèhres de Malcèv. Dans le deuxième chapitre après avoi1· 
donné les définitio11s de la notion de superalgèlffes il'iplcs de Lie et de supcrs_vstt~111cs 
triples de Lie, nous étudions la super-1·cprésenta~io11 faible d'une sup(Talgèhrc de 
Malcèv. Nous montrons qu'une super-représentation de IVlalcèv est une supe1·

représentation faible~ nous donnon§ une condition pour qu'une super-
1·eprésentation faible soit une supc1·-rcpr·ésentation de Malcèv et nous établissons les 
groupes de cohomologie liés :'1 la s11pcr-représc11ta'tio11 faillie. Dans k 1roisH··111c 
chapitre, nous définissons la nolio11 de relation projective entre supc1·alg<·~hks 11·iples 

de Lie. Nous étudions la famille des superalgèbres de Lie de projcclivité d'1111c 
superalgèbrc triple de Lie. Nous montrons qu'une superalgèbre de Lie admet une 
famille de supernlgèlffes de Lie de projeciiviié et nous donnons une condition 
qu'une supcralgèlffc triple de Lie soit en relation projective avec un supcr-svst<:-111c 

triple de Lie . 

. !Ylots dés : Espace vccto1·icl ?X gradué, c11veloppc g1·assma1111ic1111<·. S 11 p1·r;ilt.'.i·IJ1-c, 

supc1·al)!l~hrc t1·iph' tk Lie, sHpcr-1·qu-és<·11t:itio11 faillie. su1w1·:ill.!1'lin· dt· l ,ic de 
prnjectivité. 


