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Introduction

Hormis le texte “Algébre mendélienne” de V. Glivenko(*), on peut dire que
c’est en 1939 que les algébres génétiques ont pris naissance avec les écrits de
I. M. H. Etherington ([6], [7], [8], [9]). Il introduisait déja les notions d’algebre
pondérée, de T- algébre (en anglais : “train algebra”) et de T- algebre spéciale.
Il a montré que plusieurs algébres, provenant des modéles mathématiques de la
Génétique des populations sont des T- algebres spéciales.

En 1947, R. D. Schafer définissait, au moyen de ’algebre associative des
transformations, les objets appelés maintenant algebres génétiques au sens de
Schafer ([20]). En 1960, H. Gonshor montrait ’existence d’une base canonique
dans toute T- algebre spéciale. Une généralisation de cette notion I’a conduit a la
définition des algebres génétiques au sens de Gonshor ([10]). Cette définition est,
de fait, liée aux constantes de structure de I’algebre.

Bien avant Etherington, S. Bernstein (en 1923) posait le probléme de la
classification des opérateurs d’évolution satisfaisant au principe de stationarité.

Autrement dit, la classification de tous les opérateurs quadratiques idempotents

n
agissant sur ’ensemble des n-uplets ¢ = (z,,...,z,) avec z; > 0 et Z z;=1. Le
principe de stationarité est, en Génétique, une généralisation des l(;i=sl de Mendel
et du théoreme de Hardy-Weinberg. Bernstein a lui-méme donné une solution
du probléme en dimension trois. Un demi-siecle plus tard, Ju.l. Ljubich ([17])

donnait une forme canonique des opérateurs d’évolution idempotents et appelait

les algebres correspondantes des B-algebres. En fait, si A est un espace vectoriel sur

(*) Comptes rendus (Doklady) de’Acad. des Sci. de 'URRSS 4 (13) (1936) 21-31
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un corps commutatif de caractéristique différente de 2 et si V est un tel opérateur
quadratique, il définit une structure d’algebre commutative sur A au moyen de
Papplication bilinéaire qui, & tout couple de vecteurs (z,y), associe le vecteur
2y = }(V(z +) - V(z) = V(»)-

En 1975, Ph. Holgate ([14]) a traduit le probléeme de Bernstein en terme pure-
ment algébrique et définit ainsi les algebres de Bernstein. Dans [1], V.M. Abraham
suggere une généralisation de la définition des algebres de Bernstein par celle des
algébres de Bernstein dordre n, ou n est un entier positif. Dans ce contexte, les
algébres de Bernstein ne sont autres que celles d’ordre 1, tandis que les algébres
de Bernstein d’ordre zéro, appelées aussi algeébres de Bernstein élémentaires,
s'identifient, & isomorphisme pres, aux S-algebres commutatives ([18]), notion in-
troduite par I. Kaplansky ([16]).

Une autre notion qui retiendra notre attention est celle du processus de
duplication. LM.H. Etherington a introduit cette notion apres avoir observé que
les algébres zygotiques sont obtenues a partir des algébres gamétiques par ce

processus.

Ce mémoire est un ensemble de travaux portant sur toutes ces notions.
Nous aurions voulu lintituler “Algebres génétiques”, au sens d’Etherington. Mais
. , . . \ aae . N T , .
puisque ’expression algebre génétique a aujourd’hui un sens mathématique précis,

et compte tenu de 'origine de ces objets, nous avons préféré le titre

Algebres de la Génétique des populations.

Rappelons brievement quelques définitions et propriétés des notions ci-dessus
citées. Soient K un corps commutatif et A une K-algébre commutative. On dira
que (A,w) est une algébre pondérée si w : A — K est un morphisme non nul
d’algebres. L’application w est alors appelée pondération ou fonction poids de
A. Si A est une K-algebre de dimension finie, on dira que A est une algébre

génétique (au sens de Gonshor) s’il existe une base {eg,e1,...,e,} de 4 sur K
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n
telle que si e;e; = Z’Y:’jkek, pour 7,7 =0,1,...,n, est la table de multiplication

k=0
de A relativement a cette base, alors v500 = 1,7k = 0si k < j et ;% = 0 si

k < max(z,j) pour 7,5 > 1. Les constantes de structures 7¢;;, 2 = 0,1,...,n, sont
appelées les T- racines de. A.

Les algebres génétiques sont des algebres pondérées. En effet, il suffit pour
cela, de poser w(eg) =1 et w(e;) =0pouri=1,...,n.

Soit A une K-algébre commutative de dimension finie sur K. Notons T(A) la
K-algebre associative a élément unité des transformations de A. Tout élément de
T(A) s’écrit sous la forme Aida + f(Rz,,...,Rz,) ol R;, est la multiplication de
A définie par z;, f est un polynéme et A est dans K. On dira qu’une K-algebre
commutative pondérée de dimension finie (A,w) est une algébre génétique (au sens
de Schafer) si, pour tout t = Mids + f(R.,,..., Rz, ), Pi(X) = det(T — Xids) ne
dépend des z; qu’a travers leurs poids w(z;).

La proposition suivante est bien connue (cf. [20]).

Proposition 0.1. 51 K est un corps commutatif, toute K -algébre génétique au

sens de Gonshor est génétique au sens de Schafer.

La réciproque de cette proposition n’est pas vraie, i.e., il existe des algebres
génétiques au sens de Schafer qui ne sont pas génétiques au sens de Gonshor.

Néanmoins, on a la propositon suivante (cf. [11]).

Proposition 0.2. Si K est un corps commutatif algébriquement clos et si (A,w)
est une K-algébre pondérée, alors (A,w) est une algébre génétique au sens de

Gonshor si et seulement si (A,w) est génétique au sens de Schafer.

Soit (A,w) une K-algébre pondérée. On dira que (A,w) est une T- algébre s’il

existe un entier positif 7 et des scalaires 41,...,9r-1 tels que

"+ w4 yew(z) Tz =0
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pour tout z dans A; le plus petit entier r ayant cette propriété est alors appelé le
rang de A.

Proposition 0.3. Soient K un corps commutatif et (A,w) une K-algébre
génétique au sens de Schafer. Alors (A,w) est une T- algébre.

Soit (A,w) une K-algebre pondérée. Alors A admet la décomposition suivante
A = Ke® N, somme directe de K-espaces vectoriels, ou e est un élément de poids
1,i.e.,,w(e) = 1, Ke est le sous K-espace vectoriel des multiples de e et N = Ker(w)
est le noyau de la pondération.

La proposition suivante est aussi connue.

Proposition 0.4. Soient K un corps commutatif et (A,w) une K-algébre
pondérée. Si (A,w) est une T- algébre (resp. une algébre génétique) alors I'idéal
N = Ker(w) est nil (resp. nilpotent).

La réciproque de cette proposition n’est pas toujours vraie.

En effet, Ph. Holgate (cf. [15]) a construit un exemple d'une T- algébre non
génétique, dont le noyau est nilpotent. Il est facile de construire une algebre
pondérée dont le noyau est nil et qui n’est pas une T- algebre.

On dira qu’une K-algebre pondérée (A,w) est une T- algébre spéciale si
N = Ker(w) est nilpotent et ses puissances principales N*,(k > 1) sont des idéaux
de A. On sait alors que toute T- algebre spéciale est une algébre génétique. On sait
aussi (cf. [20]) qu’il existe des algébres génétiques qﬁi ne sont pas des T- algebres

spéciales. Néanmoins, la proposition suivante est die 8 V.M. Abraham (cf. [1]).

Proposition 0.5. Sur un corps commutatif de caractéristique différente de 2,

toute T- algébre de rang < 3 est une T- algébre spéciale.

Ce résultat est le meilleur possible, car 1’algébre de Ph. Holgate est une T-

algebre de rang 4 qui n’est pas une T- algebre spéciale.
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de type (1 +r,s) et = est de poids 1. Comme on sait (cf.[21]) qu’une algébre de
Bernstein est une algébre génétique si et seulement si le noyau est nilpotent, on
a ainsi complété la réciproque de la proposition 0.4. dans le cas des algebres de

Bernstein.

Dans le troisiéme chapitre, nous développons une théorie de Frattini pour les
algebres de Bernstein. Puisque la sous-algébre de Frattini d’'une K-algebre A, notée
F(A), est l'intersection des sous-algébres maximales de A, c’est le lieu pour nous
de revoir les algébres de Bernstein du point de vue structure. Nous donnons une
caractérisation des idéaux, des sous-algébres et des algebres de Bernstein qui sont
a puissances associatives. Nous montrons, en caractéristique différente de 2, que si
I'idéal noyau d'une algebre de Bernstein est nil de nil indexe borné, cette algebre

est une T-algebre. Les algebres de Bernstein statiques sont aussi étudiées.

Le quatrieme chapitre est en fait une révision de la structure des algebres de
Bernstein. En effet, nous avons repris un certain nombre de résultats en vue de leur
donner une formulation a la fois correcte et définitive. C’est ainsi que nous avons
introduit les notions d’orthogonalité et d’orthogonalité relative a un idempotent.
Les algebres de Bernstein orthogonales et les algebres de Bernstein-Jordan ont été
caractérisées. nous avons fait une étude approfondie de la nilpotence du noyau
d’une algebre de Bernstein de type fini. Nous avons mis en évidence le réle joué

par I'idéal L dans I’étude de la structure des algébres de Bernstein.

Le cinquiéme chapitre concerne les algébres de Bernstein d’ordre n. Nous
caractérisons ’ensemble des idempotents généralisés et les algebres de Bernstein
d’ordre 2 qui sont de Jordan ou a puissances associatives. On montre aussi que
toute algébre de Bernstein d’ordre 2 et a puissances associatives est une T- algebre
de rang < 5. Rappelons que un idempotent généralisé d’ordre k est un élément e

vérifiant e = e!**t1 pour un entier k > 2.

Le but du chapitre six est de réviser la structure de la dupliquée d’une
algébre en liaison avec le théoreme d’Etherington. Nous montrons que, sur un

corps commutatif K, si la sous K-algétbre A? d’une K -algébre A est une algebre
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Soient K un corps commutatif et A une K-algebre commutative. Pour r dans
A et pour tout entier k¥ > 1, on définit inductivement la puissance pleine 28 de
T par 1l = z et lk+1] = £[Kz[¥. Notons que, pour tout r dans A, pour 'ztout a
dans K et pour tout entier k > 1, on a (az)H = a?" 7 zl¥,

On dira qu’une K-algébre commutative pondérée (A,w) est une algébre de
Bernstein d’ordre n si pour tout z dans A on a z[*t? = (w(m))2nx["+1] , ou n est

un entier positif.

Cette définition généralise celle des algebres de Bernstein, disons celle des
algebres de Bernstein d’ordre 1, ou encore celles vérifiant zl® = (22)? = w(z )22,
On rencontre dans la littérature de nombreux travaux sur les algébres de
Bernstein. En ce qui concerne les algebres de Bernstein d’ordre n (n > 2) il n’existe,
a notre connaissance, que les trois articles [13], [18] et [19]. Pour les deux derniers,

je remercie les Professeurs A. Micali et C. Mallol pour leur collaboration.

Cette thése concerne les algebres génétiques, au sens premier d’Etherington,
vues comme une branche des algebres non associatives. C’est le fruit de trois années
de recherches sous la direction conjointe du Professeur A. Micali et du Professeur
A. Koulibaly. Qu’ils en soient profondément remerciés. Les neuf chapitres ne
sont autres que des travaux indépendants dont certains ont déja fait 1’objet de

publication.

Le premier chapitre étudie les T- algebres qui sont aussi des algébres de
Jordan, i.e., vérifiant z?(yz) = (zy)z. Nous montrons qu'une telle algebre, en
caractéristique différente de 2, est une algébre génétique. En particulier, pour les
T- algebres de rang 3, étre de Jordan équivaut a étre & puissances associatives, ou
une algebre est dite & puissances associatives si toute sous-algébre monogene est
associative. La caractérisation des T-algebres de rang 3, qui sont des algebres de

Jordan, conduit & deux classes d’algebres dont 1’étude est approfondie.

Dans le deuxieme chapitre, nous montrons, en caractéristique différente de 2,

que si le noyau d’une algebre de Bernstein A est nil, alors A est une T- algébre,

3

I'équation rang étant de la forme (z° — z?)(z — 3)' = O avec ¢t < r, si A est
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pondérée, une T- algébre ou une algebre génétique, alors sa dupliquée D(A) est
respectivement, une algébre pondérée, une T- algébre ou une algébre génétique.
Une application de ce résultat aux algebres de Bernstein (voir chapitre 4) tontre
que, en caractéristique différente de 2, la dupliquée de toute algébre de Bernstein,
de type fini, a son noyau nilpotent. De plus, sur un anneau commutatif K a élément
unité, si A est une K-algebre telle que le K-module A? soit projectif et si A2 = A,
alors les algebres de Lie des dérivations (resp. les groupes des automorphismes) de

A et de D(A) sont isomorphes.

Dans le chapitre sept, nous continuons I’étude de la dupliquée d’une algebre.
Cependant, on identifie ici la dupliquée d’'une K-algebre A, a isomorphisme prés,
au produit semi-direct A? >§ N ol on a supposé que A? est un K-module projectif
et N désigne le noyau du n:orphisme d’Etherington. Le calcul des automorphismes
de la dupliquée conduit a un groupe apparemment “plus gros” que celui des
automorphismes de 1’algebre initiale et ce, bien que A? = A. Il fallait donc éliminer
de ceux-ci les automorphismes produisant des produits semi-directs ou plutot
des extensions équivalentes. D’autre part, I’étude de la nilpotence et du radical
d’Albert de la dupliquée nous conduit au fait que la dupliquée d’une algebre
n’est jamais semi-simple, a moins que 'algebre coincide avec le corps de base.
Finalement nous donnons quelques résultats concernant 1’associativité généralisée

de Boers pour la dupliquée.

Le chapitre suivant répond entierement aux questions posées par Boers (cf.
[5]). En particulier, en caractéristique différente de 2, nous caractérisons les
algébres dont la dupliquée est une algebre a puissances associatives, de Jordan

ou alternative. L’étude révele la présence des S-algébres commutatives définies par

I. Kaplansky (cf. [16}).

Le dernier chapitre traite de la dupliquée liée au sexe, une notion introduite
par Ph. Holgate. Le calcul des dérivations, des automorphismes et des idempotents,
nous a conduit souvent & supposer que l’algébre vérifie la relation A = A2

D’ailleurs, si A est ’algébre génétique d’une population, I’hypotheése A = A?
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traduirait la conservation globale, de génération en génération, du patrimoine
génétique de cette population. Aussi, les résultats mentionnés dans ce chapitre et
ceux analogues du chapitre six proviendraient du caractere naturel du pro!cessus

de la duplication.
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1

Sur les T-algebres de Jordan ()

Abstract. We give here some results about train algebras which are Jordan. In
particular we show that for train algebras of rank 3, to be Jordan is equivalent to

be power associative. This is not true for train algebras of rank > 3.

Dans cet article on étudie, en caractéristique différente de 2, I’aspect algebre
de Jordan des T- algebres. On montre que, pour les T- algébres de rang 3, étre une
algebre de Jordan équivaut a étre & puissances associatives et leur équation rang
est de deux formes. Dans certains cas on détermine I’ensemble des idempotents.
On montre enfin que toute T- algebre a puissances associatives de dimension 5 est

une algébre de Gonshor et 5 en est la meilleure dimension possible.

0. Introduction.

Les algébres génétiques ont été introduites par I.M.H. Etherington ([3], [4],
[5]). En 1949, R.D. Schafer ([17]) mentionnait déja la présence, parmi elles,
d’algebres de Jordan. L’aspect Jordan a fait 'objet d’un article de Ph. Holgate
([11]) et trés récemment d’autres auteurs s’y sont intéressés ([15], [16], [18], [20]).

Rappelons tout d’abord quelques définitions. Dans la suite, K sera un corps
commutatif infini de caractéristique différente de 2 et toute algebre A sera
commutative de dimension finie sur K. On dira que A est une K - algébre pondérée

§'il existe un morphisme non nul d’algebres w : 4 — K. Une K- algébre pondérée

(*) Ce chapitre a fait I’objet d’une publication parue a Linear Algebra and its
Applications, 144 : 11-21 (1991)

-11-



(A,w) est une T- algébre (en anglais “train algebra” ) s’il existe des constantes

T, .-y Yr—1 dans K telles que

"+ yw(z)z™! +---+7r_1w(:c)"lz =0 pour tout z dans A.

Le plus petit entier r ayant cette propriété est appelé le rang de A ([3]). Une
K- algébre pondérée (A,w) est une T- algébre spéciale si I'idéal N = Ker(w) est
nilpotent et toutes ses puissances principales N * sont des idéaux de 4 ([5]). On dira
qu’une algébre A est une algédbre de Gonshor si elle admet une base {ap, ay,...,a,}
sur K avec la table de multiplication

n

n n
a=ay + E Ao0k@k, @pa; = z Aojkar et aja; = E AijkQk
k=1 k=j k=maz(i,j)+1

pour 1,7 > 1.

Une telle base est dite canonique ([9]). Une K- algebre pondérée (A,w)
est une algebre de Schafer si pour toute transformation K- linéaire T = ol +
f(Rzy,Rz,,...) avec a dans K et les z; dans A, ol I est I'application identité et
f est un polynéme en indéterminées associatives non commutatives, le polynome
caractéristique de T ne dépend des z; qu’a travers leurs poids w(z;) ([17]). On a
noté R, la multiplication par z.

Une algebre A est une algébre de Jordan si z?(yz) = (z?y)z quels que soient z,
y dans A ([13]). Toute algébre pondérée (A,w) admet la décomposition A = Ke®N
ou e est un élément quelconque dans A de poids unité, i.e., w(e) = 1. Si de plus A
est une algebre de Jordan, on prendra pour e un idempotent de A (toute algebre de
Jordan non nil contient un idempotent). Soit A = A, @ A 1 @ Ag la décomposition
de Peirce de A relativement a I'idempotent e, oi A, = {z | z € A ,ex = pz}
avec yu = 1, % ou 0. On a A? C A4,, A2 C A,, A%A% C A1+ Ay, ApA; =0 et
A%(Ao +4,) C A% ((13, chapitre IIl]). Puisque A est pondérée, alors A% +A4ACN
et Ke C A;. Soit A; un sous-K- espace vectoriel suplémentaire de Ke dans A;.
Alors A= Ke® Ay @ Ao B4, avecd, C 4, AyAy C Ao+Ay, Ay(Ao+Ar) C Ay

et ApA; = 0. Ces notations seront conservées par la suite.
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1. Théorémes de structure.

Théoréme 1.1. Soit (A,w) une K- algébre pondérée. Si A est une algébre de
Jordan, les assertions suivantes sont équivalentes : !
(i) A est une algébre de Gonshor;
(ii) A est une algébre de Schafer ;
(iii) A est une T- algébre.

Les implications (¢) = (it) (cf. [17, théoréme 2]), (¢7) = (di1) (cf. [17,
théoreme 1)) sont vraies sans supposer que I'algébre A soit de Jordan. Il reste alors
a établir que (z:2) = (2). Soit donc A une algebre de Jordan qui est une T- algebre.
Alors N est le nil-idéal maximal de A. D’apres un théoreme da a Albert, tout nil-
idéal d’une algébre de Jordan est nilpotent. Donc N est nilpotent. On choisit une
base {ap,a1,...,ar} dans la décomposition de Peirce de A relative a I'idempotent
ag. Il est clair que w(ag) = 1 et w(a;) = 0, pour ¢ > 1. Solent R,,,...,R,,
les multiplications a droite par les éléments de la base. Soit G le semi-groupe
multiplicatif de T(A), ’algébre associative des transformations de A, engendré
par les éléments RsoRa;,i =1,...,n,k =0,1,... Chaque élément de G contient
au moins un facteur de la forme R,;. Puisque N est nilpotent, la sous-algebre H
de T(A), engendrée par G, est nilpotente. On note par Ny = N Ny = HN;
avec k = 1,2,... Puisque N, est un idéal de A, les sous-algebres Ny, N,,...
forment une suite décroissante et comme H est nilpotente alors cette suite est
stationnaire a partir d’un certain rang r + 1, i.e., Ny D N D -+ D Nyyy = 0.
Considérons maintenant les espaces vectoriels quotients N;/N;iy,7 = 1,...,r.
Comme R,; € H,ona R;;Nj C HN; = Nj4,, donc I'application K- linéaire R,(,{)
induite par Rg; sur Nj/Njqy, est nulle (j = 1,2,...,r;¢2 = 1,...,n). De la relation
R, H C H il vient que R, N; C N; . Donc R,, induit une application R,(,{)) sur
N;/N;11(7 = 1,2,...,r). Mais puisque les sous-espaces vectoriels N; sont stables
sous Ry, alors Nj = (N;)1 & (N;)o®(Nj)1 ou (N;), = N;NA, , pour p = 1, 1,0.

On peut donc choisir une base ng) +Njq,--- ,cg) +Njy1 de Nj/Njy, sur K telle

que R,(;J(;) ait une matrice diagonale. Le reste de la démonstration se fait comme
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celle du théoréme 3.13 de [19].

Remarques 1.2. Dans [9, théoreme 2.1] et [19, théoreme 3.13], les auteurs
démontrent 1’équivalence (i) < (1) sur une extension convenable du co!rps de
base. Ph. Holgate ([12]) construit un exemple judicieux d’une T- algebre dont le
nil-idéal N est nilpotent mais qui n’est pas une algebre de Schafer. Ici, ’hypothése
étre de Jordan suffit pour démontrer le théoreme.

Toute algebre de Jordan vérifiant une quelconque des assertions du théoreme

sera dite algébre de Jordan génétique.

Lemme 1.3. Soit A une algébre de Jordan génétique. Si N? est un idéal de A
alors, pour tout entier k > 3, N* est un idéal de A.

Soient A une algébre de Jordan génétique et e # 0 un idempotent de A.
On sait que tout idéal de A est stable sous R, et que tout sous-K- espace
vectoriel M de A stable sous R, s’écrit M = M% OMy DM ouM,=MnNA,.
Supposons que N? soit un idéal de A. Alors N? = (N?)1 ® (N?)o @ (N?); avec
(Nz)_li = A1(4o + 4;), (N?), = (A%A%)o + A2, (N = (A%A%)l + A?
ou A%A% = (A%A%)o @ (A%A%)l. Par récurrence sur k, supposons que N*
soit un idéal de A. On a N* = (N")% ® (N*)o & (N*), et N¥*1 = NIN =
N*(Ay & Ao @ A1) = (N¥)3(Ao + A1) + A (N5)o + (N*)1) + AL (N9 +
Ao(N¥)o +AL(N*)y = (N*H1) @(N*H1)o @(NFH1), avec (NFF1)y = (N*); (4o +
A+ A%((N")o + (NF)1), (N¥1)y = Ao(N¥), +(A12_(N")_%)0 et (NFH1), =
A (N®); + (A%(N")%)l. Ceci, du fait qu’en plus des relations sur les composantes
de Peirce, on a A%(N")% C Aé = (AE Jo ® (Aé )1. Ainsi N*¥*1 est stable sous R,
et NN*¥t1 = N*¥+2 C N*¥*1 pous dit que N*¥11! est un idéal de A.

Théoréme 1.4. Soit A une algébre de Jordan génétique. Alors, A est une T-
algébre spéciale si et seulement si N? est un idéal de A.

Par définition, la condition est nécessaire et la réciproque est donnée par le

lemme 1.3.
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Il existe des algébres de Jordan génétiques qui ne sont pas des T- algebres

spéciales.

Exemple 1.5. Soit A la R-algebre de dimension 4 dont la table de multipl;cation

dans une base {eg,e1,€2,€3} est donnée par e = eg, eoe; = ey, egey = ey,
e? = e, + e3, les autres produits étant nuls. On voit que A est une algébre

de Jordan génétique. Mais N2 =< ez + e3 > n’est pas un idéal de A puisque
Re(Nz) =< €3 >¢ N2

Corollaire 1.6. Soient A une algébre de Jordan génétique et A = Ke @ AL ®
Ao ®A, sa décomposition de Peirce relative a I'idempotent e. SiA; =0 ou Ag = 0

alors, A est une T- algébre spéciale.

11 suffit de voir que dans ces conditions N? est nécessairement un idéal de A.

2. Sur les T- algébres de rang < 3.

Soit A une T- algebre de rang < 3. Si A est de rang 2 alors A est une algebre
de Jordan (cf. [4], page 138) ; plus précisément A est une algébre de Jordan spéciale
(cf. [17], page 133). Supposons alors que A soit une T- algébre de rang 3. L’équation
principale de A est de la forme z* — (1 + Mw(z)z? + Mw(z)?z = 0 tandis que
I’équation aux puissances pleines s’écrit z*l — (1 +2\)w(z)?2[d 4 20w (z)3z = 0,
ou A est dans K et ou les puissances pleines d’un élément = de A sont définies par
2l = z, zl} = Zl¥-Uglk =1 pour k > 2. L’équation précédente peut aussi s’écrire

()2 — (1 + 20)w(z)?2? + 2 w(z)3z = 0.

Théoréeme 2.1. Soit A une T- algebre de rang 3. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) A est une algébre de Jordan ;

(ii) A est une algébre & puissances associatives;

(iii) I’équation principale de A est soit

zd — w(a:)x2 =0, soit z°— 2w(:1:):1:2 + w(a:)2a: =0.
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On sait déja que (i) = (i7). Montrons que (iz) = (¢:¢). L’algebre A étant a
puissances associatives, on a 'z’ = z'1J quels que soient les entiers ¢, j > 1 et, en
particulier, 212 = z* pour tout z dans A. Multiplions I’équation principale'par z.
Il vient que 74 —(14+Aw(z)z3+Iw(z)?2? = 0. Or, ’équation aux puissances pleines
s'écrit 2% — (14 2\ )w(z)?224 2 w(z)%z = 0 et la différence entre ces deux équations
donne (14 Mw(z)z® — (1 + 3 \)w(z)?2? 4+ 2 w(z)3z = 0. Si 'on suppose w(z) # 0,
ona (14+X)z3 —(14+3\w(z)z? 42 w(z)?z = 0 et si 'on fait & nouveau la différence
avec 1’équation principale, on a AM(z® — 2w(z)z% 4+ w(z)?z) = 0, pour tout = dans A
tel que w(z) # 0. Pour A = 0, 'équation principale se réduit & z3 —w(z)z? = 0 et si
A # 0 alors 3 — 2w(z)z? + w(z)?z = 0, pour tout = dans A tel que w(z) # 0. Mais
K étant un corps infini, ’ensemble de ces z est dense (au sens de Zariski) dans 4,
d’otr (iii). II reste & montrer que (ii1) = (z). Si 2* —w(z)z? = 0, pour tout z dans
A, alors A est une algebre de Jordan (cf. [15], théoréme 5.1 ou [18], 2 ). Supposons
maintenant que z® — 2w(z)z? + w(z)?z = 0, pour tout z dans A. La linéarisation
de cette équation donne 2z(zy)+ 2%y —4w(z)zy — 2w(y)z? + 2w(TY)z +w(2)%y = 0.
En la multipliant par z d’'une part, et en y remplacant y par zy d’autre part, on

obtient respectivement
2z(z(zy)) + 2(2%y) — 4w (z)z(zy) — 2w(y)z® + 2w(zy)z? + w(z)®zy =0
et
20(2(zy) + 2%(ye) - do(e)a(ey) - 2(zy)e? + 2u(2)u(y) +w(z)ay = 0.
La différence de ces deux équations donne z?(yz) — (z2y)z + 2w(y)(z® — 2w(z)z? +

w(z)?z) = 0, soit z2(yz) — (z2y)z = 0, donc A est de Jordan.

Exemple 2.2. Soit A la R-algébre commutative de dimension 4 dont une base est
{e, €1, €2, €3} avec la table de multiplication e = e, ee; = %el, ee; = €2, €1€2 = €3,
les autres produits étant nuls. On vérifie que pour tout = dans A4, on a 74 = z2z2.
D’apres un résultat di a Albert, ceci entraine que I'algébre A est & puissances

associatives. Les composantes de Peirce de A relative & e sont A; =< e,ey >,
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A% =< e; > et Ag =< ez >. Comme AIA% = A% + Ay alors A n'est pas de
Jordan. L’équation principale de A est z* — 2w(z)z® + w(z)?2? = 0, donc A est
une T- algebre de rang 4. !

Pour ce qui est de la-structure de ces deux classes de T- algebres de Jordan,

on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.3. Soit (A,w) une algébre pondérée. Alors A vérifie I’équation
2% — 2w(z)2? + w(z)?z = 0 (resp. 2° —w(z)z? = 0) si et seulement si les conditions
suivantes sont verifiées :
(1) pour tout idempotent e de A, A = KeGBA% ®A; (resp. A = KeGBA% @ Ay)
est la décomposition de Peirce de A ;
(2) pour tout z dans Ker(w), z® =0;
(3) AyAy Ay, AYA C Ay, A} =0 (resp. Ay Ay C Ao, Ay Ao C Ay, A3 =0).

Dans le cas oi A vérifie léquation 73 — w(z)z? = 0, le résultat est déja
connu (cf. [20], théoréme 3 ou [15]). Supposons alors que A vérifie I’équation
z* — 2w(z)z? + w(z)’z = O et soit A = Ke® A1 @ 4o @A, sa décomposition

de Peirce relative a un idempotent e. La linéarisation de cette équation donne
2(y2)H(ay)z+(za)y—2(a)yz —20(y)rz—20(2)ey+u(ay)z-+o(az)y+o(yz)e = 0.

En y faisant ¢+ = z = e et en prenant y dans Ker(w) N A, il vient que
2e(ey)+ey—4ey+y =0, soit (2u? —3p+1)y=0,dot p=1ou = % , Sinon on
aurait y = 0. Ceci nous dit que Ay = 0, d’ot1 la condition (1). La condition (2) est
évidente. Pour la condition (3), il reste a établir que Z? = 0. En faisant £ = ¢ et
pour y et z dans 4; , ’équation ci-dessus devient e(y2) + (ey)z + (e2)y — 2yz = 0.
Or Zf CA, , par conséquent yz = 0, quels que soient y et z dans A4;, i.e.,Z? = 0.
Réciproquement, si une algébre A satisfait les conditions (1) a (3), de (2) et (3)
on établit les identités (z%)g' =0, z%(z%zl) =0et zl(zlz%) =0 ou T} est dans
A% et z; est dans A;. Pour z = w(z)e + £y +2; un élément quelconque de A, on

vérifie que l'on a bien 73 — 2w(z)z? + w(z)?z = 0.
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3. Sur ’ensemble des idempotents.

Soient A une algebre de Jordan génétique et A = Ke @ Ay @ Ao @A, sa
décomposition de Peirce relative a I'idempotent e. On dira que l'idempotent e
est principal s’il n’existe aucun idempotent dans la sous-algebre Ag et e sera dit

primitif si e est ’unique idempotent de 4; = Ke ®A4;.

Lemme 3.1. Dans une algébre de Jordan génétique, tout idempotent est principal
et primitif,

2 _ gk pour tout entier &£ > 3 et

Soit ¢ dans Ay un idempotent. Alors ¢ = z
comme z est nilpotent, pour k suffisamment grand z¥ = 0, donc = 0. Supposons
maintenant que z = ae+ z; soit un idempotent de A;, avec ; dansA4,. De 22 = ¢
il vient que w(z)? = w(z), soit w(z) = Douw(z) = 1,ie,a =0oua = 1. Si

a = 0 alors z; = 2% = z¥, pour tout k¥ > 3, entraine que z; = 0. Si & = 1 alors

z? = e + 2z, + z? et Pégalité 2? = z entraine que z; = —z%. Par récurrence, il
vient que z; = (—1)*"'z¥ pour tout entier k¥ > 1. Puisque z, est nilpotent alors

z1 =0, donc z = e.

On note I,(A) 'ensemble des idempotents de A.

Théoreme 3.2.
(1) SiAyA; =0 anrst(A)z{e-’ra:IxEA%}.
(2) SiAy(4o +4;) =0 alors I(4) = {e+z 4+ (22)o — (z?)1 |z € Ay} ou (2?);
est la composante de z? dans A; ,1=0,1.
(3) Si Ag =0 alors I,(A) = {e+x—x2|z€A%}.
(4) SiA; =0 alors I(A) = {e+z+ 2% |z € A%}.

L’assertion (1) est immédiate. Supposons que A 5 (Ao + A1) = 0. Puisque

A%A% C Ap +A; alors A3 = A%Ai = 0. Pour toute algebre a puissances
2 2

associatives, donc aussi pour toute algébre de Jordan, on a 2R3 ~3R2R, + R3 = 0.

Pour z = z3 + 2o + 71, on a (2R} ~ 3RiR; + R})(e) = (23)’z0 — (23)2;1 =
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0, donc (9:%)2930 = (x%)%l = 0, quels que soient Ty € A% et z; € A
(puisque (x%)2a:; est dans A;, ¢ = 0 ou 1). Par conséquent (A%)2A0 = 0 et
(A% )221 = 0. Soit maintenant z = e + Ty + To + 71 un idempotent*de A.
Onaz?=c¢e+ Ty + 2z, + (x%)2 + a:(z, + :vf et 1’égalité z2 = z entraine que
To+ 2T, = (x%)2+:v§+:vf. On a (2o — 71)? = (z¢ + 21)? = 2} + 22 = 2§ + .
Alors 22 = (22)? et 22 = (22)? nous disent que z3 = 0 et 2 = 0 (cf. lemme 3.1).
Ainsi zg — 1 = (:10,})2 et si l'on écrit 932% = (9:?} o + (:v"; )1 alors, par identification,
il vient que z¢ = (9:2% Jo et z; = —(932%)1, d’ou (2). Supposons que Ay = 0, donc
(A% )2 CA,.Poury=eetz = £y, I'identité de Jordan z?(yz) = (z%y)z entraine
que (x%):” = 0. Pour z = z; + 2, l'équation (2R: —3R2R, + R3)(e) = 0
entraine que (25)211 = 29:%(:::%:“) et :c%(:cl)2 = 29:1(2:1:5%), quels que soient
) dans Ai et z; dans A;. Soit z = e + Ty + z; un idempotent de A, on
azl =¢e+ Ty + (9:%)2 + 29:%:1:1 + 2z, + :v? et I’équation r2 = z entraine
que 717y = 0et z; = —(:1:,12)2 — (21)%. Pour z; = —(:v%)2 — (931)2, on a
TyTy = —:1:_}(:1:1)2 = —2:1:1(:1:1:1:%) = —2R§1(x%). Par récurrence sur k, on
établit que TiTy = (——2)"_1R§1(a:%). Puisque P’application R,, est nilpotente,
pour k suffisamment grand, on a Rf = 0, donc z3z1 = 0. Puisque (:v%)%'f =
4z (:vl(:le%)) =0et (:1:_%)4 =0 alors z2 = (a:%)“ +2(:1:%)2(9:1)2 + (z1)* = (21)*,

., 72 est un idempotent de A,. D’aprés le lemme 3.1 on a z? = 0, donc

ie
T = —(a:,})2 etz =e+zy - (9:%)2, d’ot (3). La preuve de (4) est analogue
a celle de (3).

Notons que les formules (3) et (4) donnent I’ensemble des idempotents des

T- algebres de Jordan de rang 3, données par le théoréme 2.1.

4. T- algébres a puissances associatives.

Soit (A,w) une T- algebre a puissances associatives. Alors 'idéal N = Ker(w)
est nil. On sait (cf. [6] et [14, chapitre VI]) qu’en dimension inférieure & 4, toute
nil algébre commutative & puissances associatives est nilpotente. Alors, par une
démonstration analogue a celle du théoreme 1.1 ((z¢z) = (1)), on peut établir le

théoréme suivant :
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Théoréme 4.1. Toute T- algébre a puissances associatives, de dimension n < 5

est une algébre de Gonshor.

Remarque 4.2. Pour n > 5 le théoréme n’est plus vrai. En effet, V.M. Abraham
(cf. [1], page 57) a utilisé le contre-exemple de Suttles pour construire une T-

algébre a puissances associatives, de dimension 6 et de rang 5, qui n’est pas une

algébre de Gonshor.
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2

Sur les algébres de Bernstein
qui sont des T-algébres (%

Abstract. In this note we show that for finite-dimensional Bernstein algebras
over a field of characteristic different from 2, the principal nilpotency of an element
implies its strong nilpotency of the same degre. If Ker(w) is a nil algebra then A
is a train-algebra. We also show that every train algebra of dimension n < § is

special train algebra and that is a best possible result.

Les algebres de Bernstein sont des objects nés des travaux de S. Bernstein
(cf.[2], [3]) concernant le principe de stationarité en Génétique. Ph. Holgate était
le premier a traduire le probleme en termes d’algebres non-associatives (cf.[6]).
Depuis , ces algebres ont fait 'objet de plusieurs études.

Le but de cet article est de donner une caractérisation des algebres de

Bernstein qui sont des T- algebres sur un corps commutatif de caractéristique

différente de 2.

(*) Ce chapitre a fait ’objet d’une publication parue & Linear Algebra and its
Applications, 148 : 171-178 (1991)
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1. Préliminaires.

Dans toute la suite K est un corps commutatif infini de caractéristique
différente de 2 et toute K- algebre est commutative non nécessairement assotiative
ni ayant un élément unité, de dimension finie. S’il existe un morphisme non nul
de K- algebres w : A — K, le couple (A,w) est appelé algébre pondérée. Alors
N = Ker(w) est un idéal de A de codimension 1.

Une K- algebre pondérée (A,w) est une algébre de Bernstein si
(11) (e2)? = w(z)a?
pour tout z dans A (cf.[6]). La linéarisation partielle de (1.1) donne les identités
(1.2) 2z*(zy) = w(zy)z’® + w(z)’zy
et
(1.3) 4(zy)(z2) + 22%(yz) = w(yz)z? + 2w(zy)zz + 2w(z2)TY + W(T)*Y2

quels que soient z, y et z dans A. En faisant y = z? dans (1.2) on obtient
222123 = w(z®)z? +w(z?)z3. Par I'identité (1.3) il est facile d’établir par récurrence

sur z, 7 > 2 I'identité suivante
(1.4) 2z'z) = w(a:i)a:j + w(a:j)a:i

pour tout z dans A4, z, 7 > 2.

Rappelons brievement quelques résultats sur les algébres de Bernstein : Toute
algebre de Bernstein admet une pondération et toute algébre de Bernstein possede
au moins un idempotent e, i.e., 0 # ¢ € A et €2 = e. Soit e un idempotent d’une

algebre de Bernstein A. Alors A admet la décomposition
(1.5) A=KeoUoV

somme directe de sous K-espaces vectoriels, ot U = {z | z € A,ex = 3z},

V ={z | r € A, ex = 0} vérifient les relations suivantes :
(1.6) U?CV,UVCU, V2CU e UVZ=0.

—-94.



Si £ = ae 4+ u + v est un élément quelconque de Ke@ U @ V alors w(.r) = a. Pa1

conséquent
(1.7 N=Ker(w)=UgV.

De plus les équations suivantes sont satisfaites :

(1.8) u® =0, uduy + 2u;(uyuy) = 0;

(1.9) u(uv) = 0, uj(u2v)+ uz(ujv) =0;

(1.10) uv? =0, u(vyv) =0, (vjv2)? =0, viv?=0;
(1.11) u*(uz) = 0, v*(vz)=0;

(1.12) (uww)? =0, (wyv)(ugv) =0, (uv;)(uvy) =0;
(1.13) u?v? =0, (ujug)v? =0, u?(vivy) =0;

quels que soient u, u; dans U, v et v; dans V et £ dans N.
Par (1.9) et (1.10), (1.9) et (1.12), (1.9), (1.10) et (1.12), on peut établir,

respectivement et par récurrence sur k > 2, les identités suivantes :

(1.14) uv* =0,
(1.15) uR¥1(u) =0,
(1.16) uRF1(u?) =0,

ou R, est la multiplication a droite par v. Pour tout élément r dans A, on définit
les puissances principales £* par ! = ¢, z¥ = 2¥ 71z et les puissances pleines z!¥
par 21 =z zlH = glk-1glk-1],

Dans une algebre non associative, & puissances non nécessairement associa-
tives, la notion d’élément nilpotent a plusieurs variantes.

On dira qu’une algébre A (ou un élément z) est s-nilpotente s’il existe un
entier s, non associatif, tel que tout produit d’éléments de A (ou produit des z),

associés selon 'entier s, est nul. Si s est un entier principal, on dira que A (ou z)

est principalement nilpotente de degré s. Si tout produit de d facteurs de 4 (ou
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de d facteurs z), associés dans un ordre quelconque, est nul on dira que A (ou z)
est fortement nilpotente de degré d. Notons que pour toute algebre, la nilpotence
principale de degré d entraine la nilpotence forte de degré 24! (cf.[4]).

Revenons au cas des algébres de Bernstein. Par (1.4) il vient que z'z/ = 0,
i, j > 2, pour tout z dans N. Ceci nous dit que si z' = 0 pour ¢t < 4 alors z
est nilpotent. De plus, tout produit ayant plus de 5 facteurs égaux dans N, de
degré non principal, contient un groupement de facteurs de la forme z%(zy) ou
z'zd (i,j > 2), donc s’annule au moyen des identités (1.2) et (1.4). Autrement
dit, pour s > 5, seul le produit principal z° peut étre non nul. Ainsi, dans toute
algebre de Bernstein, la nilpotence principale d’un élément entraine sa nilpotence

forte de méme degré.

2. T- algebres.
Une K- algébre pondérée (A,w) est appelée “train-algebra” ou T- algébre s’il

existe des constantes f,...,[,-1 dans K telles que
"+ Bw(z)z" ! + -+ Broyw(z)" 'z =0 pour tout z dans A.

Le plus petit entier r est alors appelé le rang de A. Par conséquent, pour tout z
dans N,on a z" = 0.
Contrairement a une considération de Ljubich (cf.[7], page 522), 'idéal N

d’une algeébre de Bernstein A n’est pas toujours nil.

Exemple 2.1. Soit A une R-algebre de dimension 3 dont la multiplication
dans une base {e,e;,e;} est donnée par €2 = e, ee; = %el, €16y = %el, les autres
produits étant nuls. Pour z = ae + z;e; + z2€2 un élément quelconque de A4, on a

2

z? = a?e + (az; +T122)eq et (z 222

2 =a'e+ a?(az) + z122)e; = a?2? = w(z)?z?,
donc A est une algebre de Bernstein. Soit y = €; + ;. On a y*t2 = (%)kel (k>1)
et N = N? = Re, (£ > 2), donc y et N ne sont pas principalement nilpotents.
Cependant on a NPl =0 et y® =0, i.e. N et y sont s-nilpotents avec s = 2 + 2.

Soit A = Ke® U @V la décomposition de la K- algébre de Bernstein

relativement a l'idempotent e. Les entiers r = dimg U, s = dimg V étant
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indépendants du choix de 'idempotent e, le couple (1 + r,s) est appelé le type
de l’algebre de Bernstein A. On a dimg A =1 4 r 4 s. Pour = dans A, on notera
R} la restriction de la multiplication par z a I'idéal N. Par (1.6), il vient que R}
applique U sur V et V sur U, tandis que R} envoie N sur U. On a alors

*(1) «(2) «(1)
R:=[ 0, Fu } et R*=[Rv R, ]

R:® 9 v 0 0

ol, si A est de type (1+4r,3) alors R;(l), R;(z), R;(l) et R sont respectivement
des matrices r X 8, s X r, r X s et r x r. Comme on peut le voir par (1.9) on a

R*3 = 0, tandis que

(2.2)

* k * k-1 *
Ry = (R”(()z)) (B®) "ERU) kxs

0 Y

Lemme 2.3. Soit A une K- algébre de Bernstein. Si, pour tout choix de

I'idempotent e et pour tout v dans V, 'application K- linéaire R} est nilpotente,

alors 'idéal N est nil.

Soient e un idempotent de A et A = Ke @ U & V la décomposition de A
relative 3 e. Soit = u 4+ v un élément arbitraire de N. On a z? = u? + 2uv 4 v?,
2% = u?v+2(uv)v+v? et plus généralement, les identités (1.14) et (1.16) permettent
d’établir que z¥+2 = R:‘,k(u2 +2uv+v?), k > 1. Donc, si R} est nilpotente d’index
t alors z't2 = 0.

Remarque 2.4. En caractéristique nulle, la réciproque du lemme est vraie.
En effet, un résultat de Gerstenhaber nous dit que si N est un nil-idéal de nilindex

t alors R;2T_ 3 = 0, pour tout r dans N, et en particulier, R* est nilpotente, pour

tout v dans V.

Lemme 2.5. Soit A = Ke®U®V la décomposition d’une K- algébre de Bernstein
de type (1 + r,s). Si pour tout v dans V, I’application R}, est nilpotente alors A
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est une T- algébre satisfaisant I’équation (z* — z?)(z — )" = 0, pour tout = de

poids 1.

Soitz =e+u+v unlélément quelconque de A = Ke@U @V de poids; 1. On
az?=e+utul+2uvtov?etzd =e+tu+2uv+u?+ v+ 2(uv)o+ulv+od
Alors 28 ~ 22 = =102 + 2(uv)v + vPv + 02, (23 ~ 2z = L(2® —2?) + R} (-2 +
2(uv)v + u?v + v®), donc (2 — z?)(z — 3) = R} (-3 + 2(wv)v + v?v +v*). Plus
généralement, par les identités (1.14) et (1.16), on a

(2.6) (23 — 2?)(z - %)k = R:k[—%v2 + 2(uv)v + u?v + 7).

Donc, si R] est nilpotente, il existe un entier ¢, indépendant de v, tel que
(z* — z*)(z — 3)' = 0. Ainsi A est une T- algebre. Maintenant, la formule
(2.2) nous dit que R} est nilpotente si et seulement si R:® est nilpotente.
Dans équation (2.6) le crochet appartient & U. Alors (2 — z?)(z — 1) =
(R:‘,(z))k[—%v2+2(uv)v+u2v+v3]. Puisque dimg U = r et que R?(? est nilpotente,
alors (R:‘,m)r = 0 et par conséquent (z* — z?)(z — )" = 0, pour tout z de poids
1.

En fait on vient d’établir le résultat suivant :

Théoréme 2.7. Soit A une algébre de Bernstein. Si N est une nil-algébre, alors
A est une T- algébre.

La R-algebre de ’exemple 2.1 n’est pas une T- algebre parce que N n’est pas

nil.

Exemple 2.8. Soit A la K- algébre de Bernstein de type (2,1), dont la table

de multiplication dans la base {e,c1,c2} est donnée par €2 = e, ec; = %cl,

acy = Pey, g = ¢y, les autres produits étant nuls, avec (8,v) # (0,0). Soit
T = e+ ¢y + Toc2 un élément de poids 1. On a 22 = e+ (21 + 2012, + vzd)ey,
23 — 2? = (3722 + 2B%212% + Byzd)ar = ya, (2® — )z = (3y + Bz2y)er =
(3 + Bz2)yer, (23 — 22)(z — (§ + Bz2)) = 0. Done, si B # 0, A n’est pas une

T- algebre mais si § =0, A est une T- algebre de rang 4.
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3. T- algébres spéciales.

Une K- algebre pondérée (A,w) est une T- algebre spéciale si N est (prin-
cipalement) nilpotent et ses puissances principales N* sont des idéaux dans A
(cf.[4]). Une algebre de Bernstein est une T- algébre spéciale si et seulement si N

est nilpotent.

Théoréme 3.1. Toute T- algebre de Bernstein de dimension < 5 est une T-

algébre spéciale.

En général, toute T- algébre de dimension < 4 est une T- algebre spéciale
(cf.[1]). Supposons alors que A est une algeébre de Bernstein de dimension 5 qui
soit une T- algtbre. Alors dimg N = 4 et 2° = 0 pour tout z dans N. Si le
nilindex de N est 5, il existe un z non nul dans N tel que {z,z2,z? 2%} soit une
base de N. Par l'identité (1.4) la table de multiplication de N se compléte par
r'z) =0 pours,j > 2. Ona N? =< 22 2% 2% > N3 =< 23 2t >, Nt =< 2% >
et N° =< 0> . Donc 4 est une T- algebre spéciale. En fait, A est de type (4,1).
Maintenant, si le nilindex de N est inférieur a 4, I'identité (1.4) nous dit que la
sous-algebre N est & puissances associatives. Or, toute nil-algébre commutative, &
puissances associatives, de dimension 4 est nilpotente (cf.[5]). Par conséquent N
est nilpotent et A est une T- algebre.

Dans la littérature, comme algébre de Bernstein qui sont des T- algébres
spéciales, on peut citer :

2

(i) Talgebre élémentaire ou de Bernstein unité, définie par z* = w(z)z;

(i) les algebres de Bernstein normales ou réguliéres, définies par 2y = w(z)zy

(£[7]);

(iii) les algebres de Bernstein qui sont aussi des algébres de Jordan (i.e. elles
vérifient z%(yz) = (z2y)z). Elles sont identifiées & celles vérifiant z° =
w(z)z?;

(iv) les algébres de Bernstein nucléaires, i.e., A> = A. Elles vérifient ’équation

gt — dw(r)2® + tw(z)?2? = 0.
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Cependant, ni toute T- algébre de Bernstein est spéciale.

4. Un contre-exemple. '

Soit A 1’algébre de dimension 6 dont la table de multiplication dans une base

2

’ ’ 1
{e,c1,c2,c3,c4,c5} est donnée par : e“ = e, ec; = 0 pour ¢ = 1,2, ecx = 5¢¢ pour

k=3,4,5,cic2 = c2c4 = —c165 = €3, €1€3 = €4, C2C3 = Cs, les autres produits étant
nuls. En fait N =< ¢, ¢;,¢3,¢4,¢5 > est la nil-algebre commutative, a puissances

associatives, non nilpotente, du contre-exemple de Suttles (cf.[9]).
5

Soit z = ae+z z;c; un élément quelconque de A. On a 2

= a’e+(az3+2z 29—
i=1

2z125)c3 + (axy + 2z123)cq + (axs + 22223)c5 = a’e + y, (1132)2

=a'e+ o’y =
o?(a’e + y) = a?2? = w(z)’z?, puisque w(z) = a et y* = 0. Donc A est une
algébre de Bernstein de type (4,2) avec U =< ¢3,¢4,¢5 >, V =< ¢1,¢2 > . Soit

v = ac; + Pcz un élément arbitraire de V. On a

0000 O
0000 O 0 8 -a

Re=|8 a 0 B —a|, RR®=|a 0 o0 |,
00 a 0 O B0 0
00 B8 0 0

(R:@))3 =0 et R** = 0. Le lemme 2.5 nous dit alors que A est une T- algebre
vérifiant (23 —2?)(z - % )® = 0, pour tout z de poids 1. En fait A est de rang 5 ayant
pour équation rang (z°—z?)(z—1)? = 0, pour tout z dans A de poids 1. Le produit
dans A n’étant pas associatif, cette notation, souvent employée, est abusive. On
devrait Pécrire 5 — 224 + %xa - %xz = 0. Puisque N3 = N? =< c3, ¢4, c5 > alors
A n’est pas une T- algebre spéciale.

Compte tenue de la remarque 2.4., on peut conclure en disant que, pour toute
algeébre de Bernstein de dimension finie sur un corps commutatif de caractéristique
nulle :

1. la nilpotence principale d’un élément entraine sa nilpotance forte de méme
degré ;

2. étre une T- algebre équivaut a dire que N est un nil-idéal ;
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3. toute T- algebre de dimension < 5 est spéciale et 5 en est la meilleure

dimension possible.
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3

Structure et théorie de Frattini
d’une algébre de Bernstein (*) *

Abstract. The aim of this paper is to revise the structure of Bernstein algebras.
We characterize the ideals and subalgebras of a Bernstein algebra. We also develop
a Frattini theory for Bernstein algebras.

Through this paper, K is a commutative infinite field of characteristic different

from 2.

0.— Introduction.

Le but de cet article est de revoir les algebres de Bernstein du point de vue
structure. Nous développons une théorie de Frattini pour les algebres de Bernstein.
Nous donnons une caractérisation des algebres de Bernstein-Jordan et des algebres
de Bernstein qui sont des T- algebres. Les algebres de Bernstein statiques sont aussi

étudiées.

1.— Préliminaires.

Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2 et A une K-
algebre commutative non-associative. S’ existe un morphisme non nulw : A — K
on dira que (A,w) est une algébre pondérée et w est une pondération de A. Une

K- algebre pondérée (A,w) est une algébre de Bernstein si

(*) Ce chapitre afait 'objet d’une publication en collaboration a Algebras, Groups
and Geometries, vol 8 (1991)
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(1) (z2)? =w(z)?z? pour tout z dans A.
Si K est un corps infini, une linéarisation partielle de (1) donne
(2)  4(ey)(e2) + 22 (y2) = wly2)a® + Wo(ay)ez + lzz)ey +w(e)yz

En y faisant y = z et z = z2, il vient que 2z%22® = w(z)3z? + w(z)%z3. Par suite,

nous obtenons par récurrence la relation
(3) 2¢'c) = w(z)'e’ +w(z)’z' pour i,j > 2.

Toute algébre de Bernstein a une pondération unique et toute algebre de Bernstein
admet un idempotent non nul. Soit e un idempotent non nul d’une algébre de

Bernstein A. Alors A admet, relativement a cet idempotent e, la décomposition
(4) A=KeaU®V

onU={z|z€Aex=3z}etV={z|z€ A ex =0} vérifient les relations

(5) U'CV, UVCU V*CU UVE=0 et U?V?=0.
De plus
(6) =0, (6') u(uv)=0 pour tout uel et veV.

On dira qu’une algébre de Bernstein A est nucléaire si A = A?. Ce qui équivaut 3

dire que V = U? dans la décomposition de A.

2.~ Idéaux et sous-algebres.

Proposition 2.1. Soient A une K- algébre de Bernstein et I un idéal de A. II
existe alors un idempotent non nul e de A tel que A = Ke ® U @V et ’une des

assertions suivantes est vraie :

DI=UV' ouU =UnletV' =VnI;
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2 I=KeaoUaV' ouV'=Vnl.

En effet, soient I un idéal de A et I,(A) I'ensemble des idempotents non nuls
de A. Si L,(A)NI =@, alors I C N = Ker(w). Comme I,(A) est non vide, il existe
un idempotent nonnul e dans A et A = Ke® U @V relativement a cet idempotent.
Par suite ] CU @ V. Pour tout élément z de I, 2 =ug+voouug € Uet vy €V,
onaer=Zug € I.D’oliug € Iet vy =z—up € I. Ainsion a I = (UnI)®(VNI).
Sie € I,alors U C I et par suite A2 C I. Comme I = Ke® Ker(w/I), il vient que
I=KedUs(VNI).

Note 2.2. Si A est une K- algébre de Bernstein nucléaire, alors I = U’ @ V' ou
I=A4%= A

Proposition 2.3. Soient A une K- algébre de Bernstein et B une sous-algébre
de A. Alors I'une des assertions suivantes est vrale :

1) B est une sous-algébre de N ;

2) il existe un idempotent non nul e dans B tel que B = Ke @ U' @ V' ot
U'=UnNB,V =VNBetU @V' est une sous-algébre de N.

Exemple 2.4. Soit A = Ke®@U @V ou U =<e;>,V =<e;> une K- algebre
de Bernstein de dimension 3 dont la table de multiplication est donnée par :
2

= e,ee; = ey eex = 0,e2 = 0,e1e2 = ¢),€2 = e;. Soit ¢/ = e + ug + ul,

€ 2

ou ug € U, un autre idempotent non nul de A. On a vy = ae; avec a@ € K ; par
suite I,(A) = {e+ ae; | a € K}. Si B est une sous-algébre de A et I,(A)NB =,
il vient trivialement que B est une sous-algebre de N = U@ < ez — 2ae; >.
Si I,(A)N B # D, alors il existe un a unique dans K tel que e + ae; € B.
Relativement a cet idempotent ona A = K(e+ ae; U DV' ou V' =<ey —2ae;>
et B=K(e+aej)ou B=K(e+ae;)dU.

Remarque 2.5. Si B est une sous-algébre maximale de A ne contenant aucun
idempotent non nul, alors B = N.

S'il existe un idempotent non nul e dans B et U C B, alors B= Ke® U @ V' est
un idéal de A.
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Si B est une sous-algébre maximale de A et I,(A)N B # @, alors M=U'@V'est

une sous-algebre maximale de N.

3.— Algébres de Bernstein-Jordan.

Dans ce pa.ragraphe,‘on ne suppose pas l'algébre de Bernstein de dimension

finie.

Lemme 3.1. Soit A= Ke®U @V une algébre de Bernstein. Alors, le sous-espace
vectoriel L = {u € U | uU = 0} est un idéal de A vérifiant :

(a) L* =0, () V2CL, (c) UL =0 et (d) (uv)v € L

pour tout u dans U et v dans V.

Compte tenu de la démonstration du lemme de [6] il reste & montrer que
U%L = 0. Or I’équation (6) entraine que u; (uqus)+uz(uyuz) +uz(uzu;) =0 pour

tout u; dans U. Si u; € L, cette équation se réduit & u;(uzuz) = 0 soit U2L = o.

Théoréme 3.2. Soit A une K- algébre de Bernstein en caracteéristique zéro. Si
I'idéal N = Ker(w) est nil de nil-indexe borné, alors A est une T- algébre vérifiant

(23 - z%)(z — %)t = 0 pour tout ¢ dans A de poids 1 et pour un entier positif t.

En effet, soit A = Ke@®U @&V une K- algebre de Bernstein. Soit z = e+u+v
un élément de poids 1. Ona 2?2 = e+ u+2uv +u? + 0% 23 = e+ u+u? +
2uv + %v:’ + 2(uv)v + v +vdet 22 - 22 = —%v2 + 2(uv)v + u?v + v3. On
observe que v%, (uv)v et u?v sont dans L et comme L est un idéal, v3 est aussi
dans L. Autrement dit °® — 2% = ~21v? + 2(w)v + u®v + v® € L C U. Donc
(2® — 2%z = 1(2® — 2?) + v(z® — 2?) soit (2% — 2?)(z — 1) = v(z® — z?). Par
récurrence, il vient que (z* —2?)(z — 1)* = R%(2® —2?). Si N est nil de nil-indexe
borné r, un résultat bien connu de Gerstenhaber nous dit que R2"~3 = 0 pour tout

z dans N et ou R; est dans ce cas la multiplication par £ dans N. Par conséquent,

pour t = 2r — 3, I'expression ci-dessus s’annule ; d’ot le théoréme.
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Théoréme 3.3. Soit (A,w) une K- algébre pondérée. Alors, les assertions sui-
vantes sont €quivalentes :
(i) A est une algébre de Bernstein-Jordan;
(ii) Pour tout z dans A,a:3 = w(z)z?;

(iii) A est une algébre de Bernstein a puissances associatives.

En effet, d’aprés [10], théoréeme du paragraphe 2, on a (i) « (ii) et (i)
< (iii). Il reste & montrer que (iii) = (ii). Soit A une algébre de Bernstein a
puissances associatives. L’équation (1) prenant la forme z* — w(z)?z% = 0, A est
une T- algébre de rang au plus 4. Comme de I’équation (3), on a en particulier
2% — w(z)?z® — dw(z)3z? = 0, on multiplie z* — w(z)?z? = 0 par z et on fait la

différence. Il vient alors que jw(z)?z® — w(z)3z? = Lw(z)?*(2® —w(z)z?) = 0. Le

reste de la démonstration se termine comme dans [10].

Proposition 3.4. Soient A une algébre de Bernstein et I un idéal de A contenu
dans N. Si pour tout choix de Iidempotent e, V2 C I, alors la K - algébre pondérée
(A/I,wx), ot w* (Z) = w(z) pour tout ¢ dans A, est une algébre de Bernstein-

Jordan.

En effet, soit z un élément de A; z = de+ug+voou A€ K,ug € Ujvg € V.
Alors 23 — w(z)2? = —52\-v§ + vo(uovo) + v + voul. Comme €' = e+ ug + u? est
un idempotent de A, alors relativement a cet idempotent on a A = Ke' U’ @ V'
ot U' = {u+2upu | u € U} et V' = {v—2v(uo +ud) | v € V} (cf. [3],
Proposition 2.1.1.). Par suite vf = vo — 2vg(ug + u2) est un élément de V' et
vt = v? — 4w (ugug) —4vg(udvg). Si pour tout choix de I'idempotent e on a V2 C I,

alors vo(upvy) € I. Par suite, en désignant par « la surjection canonique de A sur

A/I,on a0 =2z%—wx(z)z? ol # = n(z) pour tout z dans A.

4.— Radical d’une algébre de Bernstein.
Soit A une K- algébre de Bernstein. On pose A(®) = A, AN = A2

AG+) = ABDAG) | On définit ainsi une suite décroissante de sous-algebres de A
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appelée suite dérivée de A. On dit que A est résoludle s’il existe un entier k >1
tel que A%) = 0.

Lemme 4.1. Si (A,w) est une K- algébre de Bernstein nucléaire de type fini,
alors N = Ker(w) est un idéal nilpotent de A.

Cf. [7], pour la démonstration.

Proposition 4.2. Si (A,w) est une K- algébre de Bernstein de type fini, alors
N = Ker(w) est résoluble.

Cf. [6], pour la démonstration.

Corollaire 4.3. Si (A,w) est une K- algébre de Bernstein de dimension finie,

alors N = Ker(w) est le radical résoluble de A.

En effet, comme N est de codimension 1, alors N est I'unique idéal maximal
s ’ q

de A.

Définition 4.4. Soient A une K- algebre de Bernstein de dimension finie et R un
idéal de A. On dit que R est le nilradical de A si
i) R est un nil-idéal de A,
i1) la K- algebre de Bernstein quotient A/R ne contient aucun élément nilpo-
tent.
De la définition ci-dessus, il est évident que R ne contient aucun idempotent

non nul de A.

Théoréme 4.5. Soit A = Ke® U @ V la décomposition d’une K- algébre de
Bernstein de dimension finie relativement a un idempotent non nul e et R un idéal

de A. Si R est le nilradical de A, alors R est le radical résoluble N de A.

En effet, comme U @ U? est nilpotent d’apres le lemme 4.1. et R est un
nilradical de A, alors U @ U? C R C N. Si R est de codimension p > 1, désignons

par $ = {€,1,...,0,-1} une base de la K- algébre de Bernstein quotient A/R.
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Comme U C R, alors pour tout: =1,...,p—1lonav; € V/R. La relation V2 C U
nous dit alors que #;5; = 0 pour tout i < j. Il en résulte que A/R contient des

éléments nilpotents. Ceci est absurde. Il s’ensuit que R est de codimension 1 ; d’ou

R=N.

Dans la suite, A désignera une algebre de dimension finie sur K.

5.— Algébre de Bernstein statique.

Définition 5.1. Soit A une algébre commutative sur un corps commutatif K. On

dit que A est une algebre statique si pour tous z,y,z,w dans A on a

((zy)2)w + ((zy)w)z + ((zw)z)y + ((zw)y)z = 2(zy)(2w) + (z2)(yw) + (yz)(zw).

Lemme 5.2. Soit A une K- algébre commutative. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

i) A est une K- algébre statique;

i) quels que soient z,y dans A on a z°y* + (zy)? = z(zy?) + y(yz?).

Cf. [1], théoréme 3 pour la démonstration.

Remarque 5.3. Selon [1], toute algébre statique sur un corps commutatif de

caractéristique différente de 2 est a puissances associatives.

Lemme 5.4. Soit A une K- algébre statique sur un corps de caractéristique

différente de 2 et 3. S1 A est résoluble, A est nilpotente.

Cf. [1], corollaire du théoreme 4.

Théoréme 5.5. Soit A= Ke® U ®V la décomposition de Peirce d’une algébre
de Bernstein relativement a I'idempotent e. Alors A est une algébre statique si et

seulement si U2 =0,VZ=0et (UV)V =0.

En effet, si A est une algébre de Bernstein statique, alors A est & puissances

associatives. Par suite, d’apres le théoréme 3.3., A est de Bernstein-Jordan ; d’out
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V? = 0et (uv)v = 0 pour tous u dans U et v dans V. D’apres [1], théoreme 6, U est
un idéal de A et une zéro-algébre ; c’est a dire U2 =0 et AU C U. Pour tous v, v’
dans V, u' dans U, on a, d’aprés le lemme 5.2., (e+v)?(u' +v')2+ ((e+v)(u'+v'))* =
(e+v)((e+v)(u' +v")?) + (u' +v")((u' +v")(e+v)?), c’est & dire v(u'v') = 0 pour
tous u' dans U, v,v’ dans V. Dot (UV)V = 0.

Réciproquement, si A est une K- algébre de Bernstein telle que U2 = 0,V? = 0
et (UV)V = 0, on vérifie alors sans peine quon a z%y? + (zy)? = z(zy?) + y(yz?)

pour tous z,y dans A. Ainsi, d’apres le lemme 5.2., A est statique.

Proposition 5.6. Soit (A,w) une algébre de Bernstein sur un corps commutatif
infini de caractéristique différente de 2 et 3. Si N = ker(w) est une sous-algébre

statique de A, alors A est génétique.

En effet, si N est statique, alors d’apres la proposition 4.2. et le lemme 5.4.

N est nilpotent. Ce qui suffit pour que 'algebre de Bernstein A soit génétique.

Exemple 5.7. Soit A = Ke®U &V la décomposition d’une algébre de Bernstein
relativement a un idempotent e. Si A est normale, c’est a dire, si UV = 0 et

V2 =0, alors N =U @ V est une sous-algebre statique de A.

6.— Sous-algébres de Frattini d’une algéebre de Bernstein.

Définition 6.1. La sous-algebre de Frattini d’'une K- algébre A, notée F(A), est

Vintersection des sous-algeébres maximales de A.

Définition 6.2. L’idéal de Frattini d'une K- algebre A, noté ¢(A), est le plus
grand idéal de A contenu dans F(A).

Lemme 6.3. Si (A,w) est une algébre de Bernstein, alors F(A) = F(N) ou
N = Ker(w)

En effet, soit T' ’ensemble des sous-algébres maximales de N. Alors, d’aprés

la proposition 2.3. et la remarque 2.5., pour tout idempotent non nul e de 4, on a

F(A)=Nn([)Eea M) =[] M=F(N)
Mer Mer
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Théoréme 6.4. Soit (A,w) une K- algébre de Bernstein. AIors.F(A) est une
sous-algebre nilpotente de N.

En effet, si A = Ke ® U @ V est la décomposition de A relativement & un
idempotent non nul e, alors N? = (UV @ V?) @ UZ. Ainsi, d’aprés (8] il vient que
F(A)C N2 = (UVe®V2)®dU? Comme N2CU@U? ona F(A) CU @ U2
Mais U @ U? étant le noyau de 1'algébre de Bernstein nucléaire A2, alors F(A) est

nilpotente d’aprés le lemme 4.1.

Proposition 6.5. Soit I un idéal d’une K- algeébre de Bernstein non nucléaire
(A,w). Si A2NI = {0}, alors I est un idéal abélien de A et il existe une sous-algébre
H de A telleque A= H®I.

En effet, si A2N I = {0}, alors I C V — U?. Par suite I2 C U et il en résulte
que I2 = 0. De plus on a p(A) NI = {0}. Ainsi d’apreés le lemme 7.2. de [8], il
existe une sous-algebre H de A telleque A=H @ I.

Théoréme 6.6. Soit A = Ke®U®V la décomposition d’une algébre de Bernstein
relativement a I'ildempotent non nul e. Si toute sous-algébre maximale de A est un

idéal de A, alorsU =UV + V2,

En effet, soit A = Ke @ U @ V un contre exemple de dimension minimale.
Si UV + V? C U, désignons par s sa codimension. Comme pour s > 2,B =
Ke®(UV +V?)®V est une sous-algebre de A qui n’est pas maximale car contenue
dans la sous-algebre Ke®(UV+V?)® <ug> @V ol ug € U-(UV+V?) et <up>
est le sous-espace de U engendré par ugy. B est donc contenu dans une sous-algébre
maximale M. Comme M est un idéal de A et e € M, alors U = eU C M. Par
suite M = A; ce qui est absurde. D’ou U = UV + V2,

Remarque 6.7. La condition U = UV + V? n’est pas suffisante pour que
toute sous-algebre maximale d’'une algebre de Bernstein A = Ke @ U @& V soit
un idéal. En effet, considérons la K- algébre de Bernstein dont la table de

multiplication relativement a une base {e,e;,e2,e3,e4} s’écrit : €2 = e,ee; =
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%el, e1e; = exey = €1, tous les autres produits étant nuls. On vérifie aisément que

U= Ke;,V =Key+ Kes + Keg et U = UV + V2. Cependant la sous-algebre

T

maximale engendrée par {e, ez, €3,€4} n’est pas un idéal de A.

Définition 6.8. Soit (A,.w) une K- algébre de Bernstein. On appelle radical de

Jacobson de A et on note Rad(A) I'intersection des idéaux maximaux de A.

Théoréme 6.9. Soit A = Ke®U®V la décomposition d’une algebre de Bernstein
non nucléaire relativement a un idempotent e. Si toute sous-algébre maximale de

A est un idéal, alors F(A) = U & U®.

En effet, si I' désigne ’ensemble des idéaux maximaux de A contenant A2,

on a Rad(A) = N n ( n (KedUas(VNM)=UsV' ouV'= n (VNM)et
Mer Mer
N =U & V. Comme toute sous-algebre maximale est un idéal, et que les éléments

de T' contiennent A?, alors U @ U2 C Rad(A) = F(A) = F(N)CU @ U?; d'ot le

résultat.

Exemple 6.10. Soit A une K- algébre de Bernstein dont la table de multiplication
relativement & une base {e, ey, €,,¢€3,€4} s'écrit €2 = e,ee; = €1 = %el,eg = €1,
tous les autres produits étant nuls. A est trivialement non nucléaire et toute sous-

algébre de A est un idéal. On vérifie que F(A) = U ® U? = Ke,.

Théoréme 6.11. Soit (A,w) une K- algébre de Bernstein nucléaire. Alors F(A) =
(UaU??.

En effet, si A est une algébre de Bernstein nucléaire, on a A = Ke @ U @ U?
avec N = U @ U?. Comme F(A) = F(N) d’aprés le lemme 6.3. et N est nilpotent
d’apres la proposition 4.2., il vient que F(A) = F(N) = N? (cf. [9] théoreme 6).
Par suite F(A) = (U & U?)%

Corollaire 6.12. Soient (A,w) une K- algébre de Bernstein nucléaire et I un

idéal propre de A. Alors F(I) C F(A).
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En effet, A étant nucléaire et I un idéal propre de A, I ne peut contenir
A? = A; par suite ] C N. Comme I est nilpotent car N 1'est, alors F(I) = I? C
N2 = F(A). :

Exemple 6.13. Soit A une K- algebre de Bernstein dont la table de multiplication
relativement & une base {e,e1, ez, €3} s’écrit €2 = e, ee; = €16 = %el, eey = eze =
%62, e? = e3, €2 = e3, tous les autres produits étant nuls. A est une algebre de
Bernstein nucléaire. On vérifie que F(A4) = (U @ U%)? = Ke;.
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4

Structure des algébres de Bernstein

Abstract. In this paper, the theory of Bernstein’s algebras is revisited. Many re-
sults concerning the structure of Bernstein algebras (ideals, d.c. and a.c. conditions
for ideals, nilpotency and so on) are stated. On the other hand, our formulation
of orthogonality doesn’t depend of Peirce decomposition of the algebra that is
to say, it’s a good notion. About Bernstein-Jordan algebras, we give a definitive
formulation of the theorem which characterise them. Finaly, we emphasize the im-
portance of the invariant L (this ideal doesn’t depend of Peirce decomposition of

the algebra) in the study of the structure of Bernstein’s algebras.

Cet article, s’il était écrit en anglais, aurait pu s’intituler “Bernstein’s algebras
revisited”. En effet, nous avons repris un certain nombre de résultats concernant
les algebres de Bernstein a la fois pour leur donner une formulation correcte
(c’est le cas de V'orthogonalité) ainsi que pour donner une formulation définitive
(caractérisation des algebres de Bernstein-Jordan). Par ailleurs, nous avons donné
un certain nombre de résultats qui concernent directement la structure d’une
algebre de Bernstein (idéaux, conditions de chalne pour les idéaux, nilpotence,
etc). Finalement nous avons mis en évidence le rdle joué par I'idéal L dans ’étude

des algebres de Bernstein.
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1.— Préliminaires.

Tout au long de ce papier, K désignera un corps commutatif de caractéristique
différente de 2. Une K- algébre pondérée est un couple (A,w) formé d’une K-
algébre commutative et non associative A et d’'un morphisme non nulw : 4 — K
de K- algébres appelé fonction poids ou pondération de ’algebre. Une algebre
pondérée (A,w) est appelée une algébre de Bernstein si pour tout z dans A on
a (z?)? = w(z)?z?. Toute algtbre de Bernstein admet une unique pondération et
toute algébre de Bernstein posséde au moins un idempotent non nul. Si e # 0 est
un idempotent d’une algebre de Bernstein A, alors A admet la décomposition de
Peirce A=Ke®U @V avec U = {z|z € A,ex = {1z} et V = {z|z € A ex = 0}

vérifiant les propriétés suivantes :
(1.1) U2CV,UVCU VICU e UVZ=0.

Quels que soient les éléments z, z,, r2, z3 dans U et y, y;, y2, y3 dans V, on

(1.2) 2 =0 et (z122)z3 +(T223)21 + (2371)72 =0 (identité de Jacobi);

(1.3) r(ry) =0 et zi(z2y) + z2(z1y) = 0;

(1.4) (zy)? =0, (z1y)(z2y) =0 et (zy1)(zy2) = 0.

2.— Idéaux dans une algebre de Bernstein.

On se donne donc une algébre de Bernstein A = Ke ® U @ V dans sa
décomposition de Peirce relative 4 un idempotent ¢ # 0 de A et notons N =
Ker(w) = U @ V. On remarque que pour tout idéal I de A on a NI C I donc
N(NI) C NI. Montrons, de plus, que e(NI) C NI donc que NI est un idéal de
A. Or, la formule e(zy) = %zy + w(z)ey — 2(ex)(ey) pour x parcourant I et y

parcourant N nous donne l'inclusion e(NI) C NI. Ainsi, pour tout idéal I d’une
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algébre de Bernstein A = Ke @ N, les espaces vectoriels produité NI sont des
idéaux de A. En particulier, les puissances N* sont des idéaux de A pour tout
entier k > 1. .

Par la suite nous allons considérer les sous-K-espaces vectoriels de A définis
par L = {z|z € U,zU = 0} (cf. [3]) et U* = {z|z € U,z(U & U?) = 0} (cf. [4]).
Le lemme 3.1. de [5] nous dit que L? =0, V2 C L, U?L = 0 et (zy)y € L pour
tout z dans U et pour tout y dans V. De plus, L est un idéal de A. Montrons
que L = U*. En effet, on a immédiatement que U* C L et la condition U?L = 0

entraine que L C U* d’ou 'égalité.

Lemme 2.1. Une condition nécessaire et suffisante pour que un sous-K - espace
vectoriel I de A soit un idéal de A contenant un idempotent (e par exemple)
non nul est que A2 C I C A, inclusions en tant que sous-espaces vectoriels. En

particulier, le produit de deux tels idéaux est un idéal.

En effet, si I est un idéal de A contenant e alors I O U donc I D U? et ceci
nous dit que A2 C I C A. Réciproquement, si I est un sous-espace vectoriel de A
vérifiant A2 C I C A alors zy € I quels que soient z, y dans A donc, en particulier,
zy € I pour tout z € I et pour tout y € A. Ce qui nous montre que I est un idéal
de A contenant e. Si maintenant I et J sont deux idéaux de A contenant e alors
IJ D (A?)? = A? donc A% C IJ C A, ce qui montre que IJ est un idéal de A

contenant e.

Lemme 2.2. Le produit de deux idéaux dans une algébre de Bernstein, sur un
corps de caractéristique différente de 2, dont 'un au moins n’est pas contenu dans

N est un idéal.

En effet, solent I et J deux idéaux d’une algebre de Bernstein A et supposons
quee € I et que JC N (lecasou I ¢ N et J ¢ N est donné dans le lemme
2.1.). Pour z dans I et y dans J on a e(zy) = 37y + w(z)ey — 2(ex)(ey) donc
e(zy) € 1J. D’autre part, IJ C I et IJ C J donc N(I1J) C N(INJ) et montrons
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que NINJ)C IJ.Siz € N et y € INJ, I'équation zy = 2¢(zy) + 4(ez)(ey)
nous dit que zy € IJ, d’oli notre assertion. Ainsi, N(IJ) € IJ ce qui nous montre

que IJ est un idéal de A. '

Par contre, le produit de deux idéaux de A, contenus dans N, n’est pas

nécessairement un idéal.

Exemple 2.3. Considérons l'algébre de Bernstein A de dimension 7 dont la
table de multiplication relative & une base {e,u;,us,u3,v1,v2,v3} s'écrit e = e,
eu; = -;-ug (i = 1,2,3), ul = v3, v} = uy, uyv; = uj, vz = uz, tous les autres
produits étant nuls. On voit que I'idéal L s’écrit L =< uj,u; > et considérons
l'déal I =< uj,uz,v1 >;onal 2 Let IL=<u; >donc N(IL) =L ce qui nous
montre que N(IL) ¢ IL, c’est a dire, IL n’est pas un idéal de A. De plus, L est

un i1déal minimal de A.

Remarquons, néanmoins, que le produit de deux idéaux contenus dans N peut
étre un idéal car on sait que pour tout idéal I de A, NI est un idéal de A.
Pour d’autres résultats concernant les idéaux dans une algeébre de Bernstein,

on renvoie a [5], paragraphe 2.

3.— Orthogonalité des algébres de Bernstein.

La notion d’orthogonalité dans les algebres de Bernstein a été introduite dans
[4]. Par la suite, d’autres travaux sur cette notion ont été réalisés (cf. [1]). Si nous
reprenons ici cette étude c’est essentiellement parce que la notion d’orthogonalité
de [4] n’est pas une notion intrinseque a I’algébre mais elle dépend du choix de
I'idempotent dans la décomposition de Peirce de I’algebre de Bernstein. Or, une
notion qui n’est pas intrinseque a l'objet considéré peut étre génante pour un
développement ultérieur de la théorie.

En suivant Ph. Holgate (cf. [4]), on dira qu’une algébre de Bernstein 4 =
Ke ® U ® V sur un corps commutatif de caractéristique différente de 2 est

orthogonale relativement ¢ Uidempotent e si U? = {0}.

—~48-



Nous reprenons ici I’exemple donné dans [4] pour montrer que cette notion

dépend du choix de I'idempotent e.

Exemple 3.1. Considérons l'algebre de Bernstein A de dimension 7 dont la
table de multiplication relative & une base {e,u1,uz,u3,v1,v2,v3} s'écrit €2 = e,
eu; = %u,- (1 =1,2,3), u! = av,, u2 = Bv,, uyuz = yv3, V1V = Au; et V3 = pug
avec afA + 292 = 0, tous les autres produits étant nuls. Cette condition sur les
coeflicients nous assure que A est effectivement une algéebre de Bernstein. Cette
algebre est, de plus, de Bernstein orthogonale relativement a 1’idempotent e (cf.
[4]). Posons & = B =~ = A =1et p = —3 et considérons le changement de base
donné par €' = e +u; + u?, ul = u; + 2uju; (1 = 1,2,3) et v} = v; — 2(u; + u?)y;
(: = 1,2,3). Ceci peut encore s’écrire u} = uj + 2v1, uj = uz + 2v;, uj = uz,
v} = vy, vy = vy — 2u3 et vy = v3. Il Sensuit que e = ¢, €'u} = Ju} (i = 1,2,3),
w2 = v, uf = v), ujuh = vf, ujvh = 2uf, uhvl = —uf, v = —Juj et vjvh = uj,
tous les autres produits étant nuls. On a U' =< u},ub,uy >, U2 =< v, v}, v} >
et UB =< u}j ># {0}. Donc l'algébre A est une algébre de Bernstein non
orthogonale relativement & l'idempotent e’. Cet exemple nous montre que cette
notion d’orthogonalité est relative a la décomposition de Peirce de ’algebre. Ceci
nous conduit a la définition suivante :

On dira qu’une algébre de Bernstein A est orthogonale si pour toute
décomposition de Peirce A = Ke®U ® V on a U® = 0. Donc, la notion

d’orthogonalité dans notre sens est exactement celle de [4] pour tout idempotent

e de A.

Théoréme 3.2. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2
et A= Ke®U @V une algébre de Bernstein sur K. Une condition nécessaire et

suffisante pour que A soit orthogonale est que U3 = {0} et (U?)? = {0}.

En effet, soit ¢’ = e+uo+u3 un autre idempotent de A et soit A = Ke'@U'@V’
la décomposition de Peirce de A relative & l'idempotent e’. On sait (cf. [7])

que les éléments de U' et V' sont respectivement de la forme u + 2ugu avec
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u parcourant U et v — (1o + uf)v avec v parcourant V. Choisissons donc des
éléments u} = u; + 2uoy; (1 = 1,2,3) de U'. On a ujul = uyuy — 2(ug + ud)(u uz)
et (whub)uh = (uruz)us + 2(uo + ud)((uruz)us) + 2(uous)(uruz). Ainsi,y si A est
orthogonale, U3 = 0 et U"® = 0 et I’équation ci-dessus nous donne (uou3)(u1 up) =
0 quels que soient uo,u; ,tuz,u3 dans U, i.e., (U?)? = 0. Réciproquement, si U? = 0
et (U?)? = 0 pour tout idempotent €' = e + ug + u3, la méme équation ci-dessus

M [} [} [ [} L e .
nous donne (ujuj)uj = 0 quels que soient u},u}, u} dans U’, d’ou le théoréme.

Le corollaire suivant est connu (cf. [4], proposition §) :

Corollaire 3.3. Si A est une algébre de Bernstein orthogonale, pour tout idem-

potent e, I'idéal U @ U? est nilpotent d’indice 3.

On dira qu’une algébre de Bernstein (A,w) est conservative si 2%y = w(z)zy
quels que soient z,y dans A. On voit immédiatement que toute algébre de Bernstein
conservative est une algebre de Jordan et on sait que une algébre de Bernstein
A=Ke®U®V, sur un corps de caractéristique différente de 2, est conservative
si et seulemenf si UV = 0 et V2 = 0 pour toute décomposition de Peirce de A (cf.

[10], proposition 5.2.6).

Corollaire 3.4. Une condition nécessaire et suffisante pour que une algébre de
Bernstein A, sur un corps de caractéristique différente de 2, soit orthogonale est

que la sous-algébre A? soit conservative.

Théoréme 3.5. Sur un corps de caractéristique différente de 2, toute algébre de

Bernstein de type (1+r,s) avec r <2 ou s < 1 est orthogonale.

En effet, soit A = Ke® U @ V une algebre de Bernstein sur un corps de
caractéristique différente de 2 et de type (1+r,s). Si s = 0 on voit immédiatement
que l'algebre A = Ke@® U est orthogonale et si s = 1 la condition U2 C V nous dit
que, ou bien U? = 0 et ’algébre A est encore orthogonale, ou bien U2 = V et alors
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lalgebre A est de type (1 4 r,1). Cette algeébre étant conserva.tivé, c’est a dire,
UV =0et V2 =0, il s’ensuit immédiatement qu’elle est orthogonale. On regarde
maintenant r. On observe d’abord que si U? = 0, l’algébre A est orthogonale et si
dimg(U?) = 1, lalgébre dérivée A? = Ke @ U @ U? est de type (1+ r,1), donc
conservative et par conséquent A est orthogonale et ceci pour tout r. Sir =1
on a dimg(U?) < 1 et ou bien U? = 0 et 'algébre A est orthogonale, ou bien

dimg(U?) = 1 et A est encore orthogonale.

Sir = 2 on a dimg(U?) < 3 et dans les cas o cette dimension est 0 ou 1,
lalgebre A est orthogonale et on va examiner, par la suite, via des calculs, les cas

manquants.

Cas ol 1 = 2 et dimg(U?) = 2. Si {u1,uz} est une base de U, I'ensemble
{u? ujuz,ul} forme un systéme de générateurs de U?, donc parmi ces trois
éléments, deux d’entre eux forment une base de U?. Supposons, tout d’abord,
que {u?,ujuz} soit une base de U? sur K et montrons que U3 = 0 et pour ce faire,
il faut calculer les produits uju? = 0, u3(ujuz) = —2uluy, up(ujuz) = —Juyud.
Or, si l’'on pose u3uy; = au; + fuy avec a, 3 dans K et en multipliant par u; on a
au? + Bujuz = uy(uduz) = —uduy = 0, d'olt @ = B = 0 et en posant maintenant
u? = yu? + Su u; avec v, § dans K on a uyu3 = du; (ujup) = —%&quz =0.Sila
base choisie pour U? est {u?,u3}, on écrit u;up = au? + bu? avec a,b dans K et,
en multipliant cette relation par u; et par uz, on a (1 — 4ab)uuz; = 0 et si l'on
pose uluy = auy + PBuy avec a, f dans K, alors 0 = uj(uiuz) = au? + Buju; =
(a + Ba)u? + Bbul d’ott a + Ba = 0 et Bb = 0. Si b=0on a udu; = 0 et sinon
B = 0 donc a = 0 et, & nouveau, u?u; = 0. De méme, uyu? = 0 donc U® = 0.
Comme cette algebre de Bernstein est de Jordan (cf. Corollaire 5.4.), V2 = 0 donc

(U?)? = 0.

Cas ou r = 2 et dimg(U?) = 3. Ce cas découle de la situation plus générale
suivante : si A = Ke® U @ V est une algébre de Bernstein de type (1 + r,s)
avec dimg(U?) = 3r(r + 1), alors l'algetbre A2 = Ke @ U @ U? est de Bernstein

conservative, donc A est de Bernstein orthogonale.
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Note 3.6. La négation du théoréme 3.4 nous dit immédiatement que si 4 =
Ke®U @V est une algébre de Bernstein de type (1 + r, s) non orthogonale, alors
r>3ets>2. ‘

4.~ Algébres de Bernstein noethérienne et artinienne.

Soient K un anneau commutatif a élément unité et (A,w) une K- algebre de
Bernstein. On dira que (A4,w) est une algébre de Bernstein noethérienne si elle
vérifie I'une des trois conditions (équivalentes) suivantes :

N;) Toute suite croissante Iy C I, C I3 C --- d’idéaux de (A,w) est stationnaire,
c’est- a-dire, il existe un entier n > 1 tel que Iy = I,, pour tout entier k > n
(condition de chaine ascendante).

N32) Tout ensemble non vide S d’idéaux de (A, w) admet un élément maximal dans
'ordre par inclusion sur S, c’est- a-dire, il existe un idéal I dans S tel que si
J est dans Setsi J D Ialors J =1.

N3) Tout idéal de (A,w) est de type fini, c’est- a-dire, si I est un idéal de (4,w),
il existe un nombre fini d’éléments de A qui engendrent I en tant qu’idéal.
L’équivalence de ces trois conditions est un fait bien connu et se démontre

comme dans le cas des modules (cf. [14], chapitre III, paragraphe 10, théorémes

15 et 17). De méme, on dira que (A,w) est une algébre de Bernstein artinienne si

elle vérifie I'une des deux conditions (équivalentes) suivantes :

A;) Toute suite décroissante I; D I, D I3 O - - - d'idéaux de (A4,w) est stationnaire,
c’est- a-dire, il existe un entier n > 1 tel que I} = I,, pour tout entier k > n
(condition de chaine descendante).

A2) Tout ensemble non vide S d'idéaux de (A,w) admet un idéal minimal dans

l'ordre par inclusion sur S, c’est- a-dire, il existe un idéal I dans S tel que si

J est dans Setsi JC IalorsJ=1.

Théoréme 4.1. Toute algébre de Bernstein artinienne (A,w) dont le noyau
N = Ker(w) est nilpotent est noethérienne et, en particulier, A est une K- algébre

de type fini. De plus, A n’a qu’un nombre fini d’idéaux maximaux.
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Néanmoins, 1l existe des algebres de Bernstein de type fini qui ne vérifient pas

la condition de chaine descendante donc, en particulier, qui ne sont pas artiniennes.
1

Exemple 4.2. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de
2 et (A,w) une K- algébre de Bernstein telle que N = Ker(w) =< z > soit
engendré, en tant qu’idéal, par un seul élément z vérifiant les conditions z'z/ = 0
quels que soient les entiers i > 2 et j > 2. On posera ez’ = %:ci pour tout
i > 2et ex = 0 ol e est un idempotent non nul de A. Ainsi (A,w) admet la
décomposition de Peirce A = Ke @ U @V avec U =< z%,z3,... > et V = Kz.
Il s’ensuit que U? = {0} donc, en particulier, L = U et N> =< z%, 23, ... >= U
doit N = (UeV)U = UV ¢ U? = UV =< 2 z4,... >. Par récurrence,
N¥ =< zF z*¥+1 > pour tout entier k > 1 et, par suite, la suite descendante
d’idéaux de (A,w), N D N? D N3® O ... n’est pas stationnaire. La chaine de
sous-espaces vectoriels de L, < 22 >C < 22,73 >C< z2%,23,2* > C --- est une
chaine strictement croissante d’idéaux de L donc L, en tant que K- algébre, n’est

pas noethérienne.

5.— Algébres de Bernstein-Jordan.
Dans ce paragraphe nous reprenons en vue de lui donner une forme définitive

le théoréme fondamental qui caractérise les algebres de Bernstein-Jordan, a savoir :

Théoréeme 5.1. Solent K un corps de caractéristique différente de 2 et A une
K- algébre de Bernstein. Une condition nécessaire et suffisante pour que A soit
une algebre de Jordan est que pour toute décomposiiion de Peirce A = Ke®U @V
de A relative & un idempotent e # 0 de A on ait V? = 0.

En effet, si A est une algebre de Jordan et si I'on considere la décomposition
de Peirce de A relative a un idempotent e # 0 de A, a savoir, A = Ke®dU DV,
compte tenu des relations trés connues dans une algebre de Bernstein-Jordan,
on a V? = 0. Réciproquement, on se donne une décomposition de Peirce de A

relative & un idempotent e # 0 de A4, soit A = Ke@® U & V telle que V2 = 0
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et soit £ = ae + ug + vy un élément de A avec a € K, ug € U-, v9 € V. On
a 23 — w(z)z? = —Javd + (uovo)vo + vy + ujvo = (uovo)ve- Si l'on considere
'idempotent €' = e+u¢+uZ, on a la décomposition de Peirce A = Ke®U GV avec
U={u+2uulu € U} et V' = {v—2(ug + ul)vo[v € V} avec V'? = 0. L’élément
vh = vo — 2(uo + ud)vy est dans V' donc v = v — 4(uovo)vo — 4(udvo)vo soit
(29v0)vo = 0. Ceci nous montre que 2> = w(z)z? pour tout x dans A, c’est- a-dire,

A est une algebre de Jordan.

Corollaire 5.2. Soient (A,w) une algébre de Bernstein et I un idéal de A
contenu dans Ker(w). Une condition nécessaire et suffisante pour que I'algébre

de Bernstein quotient A/I soit de Jordan est que pour toute décomposition de

Peirce A=Ke®U®YV de Aonait V2CI.

Corollaire 5.3. Pour toute algébre de Bernstein (A,w), I'algébre de Bernstein
quotient A/L est de Jordan.

En effet, on sait que I'idéal L ne dépend pas de la décomposition de Peirce
considérée (invariance de L) et, d’autre part, pour toute décomposition de Peirce

de A, & savoir, A= Ke®U ®V,ona V2 C L dot le corollaire.

Corollaire 5.4. Soit A = Ke @ U @& V une K- algébre de Bernstein de type
(1+r,s) et § = dimg(U?). Sié > 3r(r — 1) alors A est une algébre de Jordan.

En effet, soit U’ un supplémentaire de L dans ‘U, c’est- a-dire, U = L U’.
Compte tenu de la définition de L on a U? = U et si L # 0, dimg(U') =
r —dimg(L) < r —1 d’ott dimg(U?) = dimg(U") < 1r(r — 1). Par conséquent,
s1 dimK(Uz) > %r(r — 1), nécessairement L = 0 donc A = A/L est une algebre de

Jordan.
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6.— Nilpotence.

Soient K un corps de caractéristique différente de 2 et A = Ke U &V
une K- algebre de Bernstein donnée sous la forme d’une décomposition de Peirce
relative & un idempotent € # 0 de A. Comme V2 C L et L est un idéal de A alors
VE C L pour tout k > 2 donc UVF CUL = 0 soit UV* = 0 pour tout k£ > 2. La
condition U%L = 0 entraine aussi U?V¥ = 0 pour tout k > 2. On déduit facilement
que U2+ C U et U%* C U? pour tout ¥ > 1 donc U™ C U @ U? pour tout entier
m > 1. Il s’ensuit que U™V¥ = 0 quels que soient les entiers m > 1, k > 2.

Notons R(V) I'ensemble des multiplications par des éléments de V et E(V)
Palgébre enveloppante de R(V). On sait que E(V) est une algebre associative sans

élément unité.

Lemme 6.1. Soit A= Ke®U @V une K- algébre de Bernstein de type fini. Si
Palgébre E(V') est nilpotente alors I'idéal N = U @V est aussi nilpotent.

Soit donc A = Ke @ U @ V une algebre de Bernstein de type fini sur K,
C’est- a-dire, engendrée en tant qu’algébre par un nombre fini d’éléments. On sait
que l'algebre de Jordan N/L (ot N = U @ V) est résoluble (cf. [3], théoréme
3) et puisque toute algébre de Jordan résoluble et de type fini est nilpotente
(théoréme de Zhevlakov; cf. [13], chapitre 4, paragraphe 3, théoréme 2, page
90), alors N/L est nilpotente. Il existe ainsi un entier r > 1 tel que N" C L
donc N™** = V(V(---V(VNT)---)) (ot l'espace V apparait ici k fois) pour
tout entier k. Si I'algébre E(V) est nilpotente, il existe un entier s > 1 tel que
V(V(---V(VN7T)--+)) = 0 (Vespace V figure ici s fois) donc N*** = 0 d'ot le

lemme.

Proposition 6.2. Soit A = Ke®U @V une K- algébre de Bernstein. SiUV = 0,
alors I'idéal N est nilpotent.

En effet, soit N = U@ V. On a N? = U2 @ V? donc N3 = U?V et
finalement, N* = 0. Notons que si l'on suppose que 'alg¢bre A soit de type
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fini, alors la proposition 6.2. est une conséquence immédiate du lemme 6.1. car
V(VA)=V({UV +V?) Cc VV2 C VU = 0 ce qui nous montre que l'algebre E(V)

est nilpotente. :

Lemme 6.3. Soit A une algébre de Bernstein de type fini. Si I est un sous-espace
vectoriel de A tel que NI =1 alors I C L et I est un idéal de A.

Il est clair que la condition NI = I entraine que I C N et soit p: A — A/L
la surjection canonique. Les conditions I = NI = N(NI) = --- entralnent que
I C N pour tout entier k > 2. Or, on sait que p(N) est un idéal nilpotent de
Palgébre de Jordan A/L (cf. démonstration du lemme 6.1.) donc il existe un entier
k > 2 tel que p(N)* = 0 ce qui entraine que p(I) =0dou IC L.De ICLCU

on a el = I qui, assortie de la condition NI = I, nous dit que I est idéal de A.

Lemme 6.4. Soient A = Ke ®U @V une K- algébre de Bernstein de type fini

et I un sous-K - espace vectoriel de A. Alors NI = I si et seulement si VI = I.

En effet, d’apres le lemme 6.3., si NI = I alors I est un idéal de A contenu
dans Ldonc I=NI=U@V)I=VI.

Réciproquement, supposons que VI = I. On a I C N et les relations 1.1.
entrainent que I C U. Comme A est de type fini, il existe un entier r > 1 tel que
N"C Ldonc I=V(V(---V(VI)---))C N" C L (ou 'espace V figure r — 1 fois)
soit I C L. llenrésulteque NI=(UV)I=VI=1

Corollaire 6.5. Soit A= Ke®U @V une K- algébre de Bernstein de type fini.
SiUV =U alors U? = 0.

En effet, d’apres le lemme 6.4., VU = U si et seulement si NU = U et d’apres

le lemme 6.3., cette derniére condition entraine que U C L C U d’ot U = L, soit

U?2=1%=0.
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Théoréme 6.6. Soit A=Ke® U @V une K- algébre de Bernstein de type fini
et supposons que A vérifie la condition de chaine descendante pour les idéaux. Les
conditions suivantes sont équivalentes : (i) Iidéal N = U @ V est nilpotent ; (ii)
la K- algébre associative E(V) est nilpotente; (iii) I = {0} est I'unique sous-K-
espace vectoriel de A vérifiant VI = I.

(1) = (12). L’algébre E(V) peut étre considérée comme sous-algébre de
Palgebre E(N) et nous savons (cf. [12], chapitre II, théoréme 2.4.) que la nilpotente
de N équivaut a celle de E(N). Donc I'algebre E(V') est nilpotente.

(it) = (422). Soit I un sous-espace vectoriel de A vérifiant VI = I. Alors
I=V((V(---V(VI)---)) (ou l'espace V figure ici k fois, k > 1 étant un nombre
entier) et comme l'algébre E(V) est nilpotente, en prenant k suffisamment grand
on a I = {0}.

(i41) = (). On sait que les puissances principales N* de N sont des idéaux de
A et considérons la chaine décroissante d’idéaux N D N2 D N3 O ... L’hypothese
du théoréme nous dit qu’il existe un entier r > 1 tel que N™ = N7+ et le lemme

6.4. montre que VN" = N7 soit N" = {0}.

Note 6.7. Les résultats précédents nous permettent de plonger une algebre non
nilpotente comme noyau d'une algebre de Bernstein. Plus précisément, si K est
un corps de caractéristique différente de 2 et B une K- algébre vérifiant B® = B?
et (B?)? = {0}, il suffit de prendre U = B?, V un supplémentaire de B? dans B
(ie., B = B2 ® V) et de poser, pour un idempotent e # 0, ¢ ¢ B, eu = $u pour
tout u € U et ev = 0 pour tout v € V. L’algebre A = Ke @ B est de Bernstein et
admet B comme noyau.
Ci-dessous nous donnons un exemple.

Exemple 6.8. Soit N =< ¢;,¢2,¢3,¢4,c5 > la nil-algebre du contre-exemple de
Suttles. La table de multiplication est donnée par cjc; = c¢4 = —cic5 = c3,
c1¢3 = ¢4, C2¢3 = Cs, les autres produits étant nuls. On a N3 = N2 =< ¢3, ¢4, ¢5 >.
Puisque NN? = N2 si N est noyau d’une algébre de Bernstein, on doit avoir

(N?)2 = 0 (ce qui est vérifié) e¢ N> C L C U. En prenant U = N? et
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V =< ¢;,¢3 >, on voit maintenant que A = Ke® U & V avec ec; = %c,- pour
i =3,4,5, ec; = 0 pour j = 1,2, est une algebre de Bernstein.

Les résultats précédents permettent de donner une autre démonstration de
la conjecture de Grishkov (cf. [2]; voir [11] pour une autre solution de cette

conjecture).

Théoréme 6.9. (Conjecture de Grishkov). Soit A= Ke®U @V une K- algébre
de Bernstein de type fini. SiU? =V alors N = U @V est un idéal nilpotent de A.

Supposons donc que U? = V et que I soit un sous-K- espace vectoriel de A
vérifiant VI = I. Le lemme 6.4. nous dit que NI = I et le lemme 6.3., que I est
un idéal de A vérifiant I C L. Comme L = Ann(N), alors I = VI C NL = {0}
soit I = {0} et d’apres le théoreme 6.6., I'idéal N est nilpotent.

Notons que la conjecture de Grishkov est en défaut si la condition U? = V
n’est pas vérifiée méme si 'algebre est de type fini. En effet, dans ’exemple 4.2.,
'algébre de Bernstein A = Ke® < z > est de type fini mais comme ici U? = {0}
et V = Kz on al'inclusion stricte U2 C V et I'idéal N =< z > n’est pas nilpotent.

Note 6.10. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2 et
A= Ke®dU®V une K- algebre de Bernstein de type (1 + r,s) vérifiant la
condition L = 0. En particulier, A est une algebre de Jordan (cf. corollaire 5.3.),
ce qui entraine V? = 0. Soient vo € V un élément non nul et Ly : U — U
Papplication K- linéaire définie par u — uwvg. Puisque L3(u) = (uvp)vy = 0 pour
tout u dans U on a L2 = 0, il existe une base {u;,...u,} de U sur K telle que la

matrice de Ly en cette base s’écrit

(¥ o)

avec p blocs de la forme



ou p = dimg(Le(U)). Ceci signifie que uivp = wug,..., uzp_l.vo = uy, et
ugvy =0,...,uz,v = 0 et, par suite, Ly(U) =< us,..., ug, >. De plus, on déduit
immédiatement que ugxuzr = 0 (k,l = 1,...,p), uzk—1u2x =0 (k =1,..,,p) et
UzkUgl-1 = —ugk—1u (k,I=1,...p).

Nous allons appliquer cette construction dans la démonstration du théoreme

qui suit.

Théoréme 6.11. Soient K un corps de caractéristique différente de 2 et A =
Ke® U @&V une K- algébre de Bernstein de type (1+r,s) avecr < 3. SiL =0

alors l’algebre A est conservative.

En effet, soit £ = uovg dans UV et supposons que r = 3 (démonstration
analogue pour r = 1, et 7 = 2). Il existe une base {uj,uz,u3} de U sur K telle
que uvg = ug,uzv9 = 0,ujuy = 0,u2uz = 0,u? = 0. Puisque 2 € Lo(U), ceci
nous dit que zU = 0 donc z € L = 0 soit z = 0. Les conditions V2 = 0 (car 4
est une algébre de Jordan) et UV = 0 nous disent précisément que 'algébre A est
conservative.

Le théoreme 6.11. n’est pas vrai pour r = 4.

Exemple 6.12. Soit A = Ke® U & V la K- algebre de Bernstein de type (5,

5) dont la table de multiplication relative & une base {e,u1,uz,us,us,v1,...,vs}

s'écrit €2 = e, eu; = 2u; (1 =1 4), u? = vy, ujuz = va, wuy = v3, Ul = v
= ¢, 1 — 2 = Ly y3T)Hy g — U, U3 — U2, G1l4 — U3, Uz = U4,

UgU3 = —V3, UIVs = Up, U3Vs = U4, tous les autres produits étant nuls. On voit

que A est une algebre de Bernstein qui vérifie L = 0 et UV =< ug,u4 ># 0. Donc
A est une algebre de Jordan non conservative.

La réciproque du théoréme 6.11. n’est pas vraie, c’est- a-dire, il existe des
algebres conservatives vérifiant L # {0}.
Exemple 6.13. Les algébres A7 ,. Soient K un corps de caractéristique différente
de 2, A un K- espace vectoriel, T : A — A un opérateur K- linéaireet w : A - K
une forme K- linéaire telle que w o T = w. On notera Ar, la K- algébre

commutative dont le K- espace vectoriel sous-jacent est A et dont la multiplication
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est définie par zy = 1(w(z)T(y) + w(y)T(z)) pour z et y parcoﬁrant A. Il en
résulte que w(zy) = w(z)w(y) quels que soient z, y dans A doncw : A — K est
une pondération de A. On sait (cf. [9], théoréme 3.1.) que A, est une K- algébre
conservative si et seulement si T? = T et ceci est vérifié si et seulement si Ar,,
est de Bernstein. Dans ce cas, L = U, un supplémentaire de Ke dans Im(T),

V =Ker(T) et N? = {0}, ol e est un idempotent non nul de Ar,,.

7.— Dupliquée d’une algébre de Bernstein. Soient K un corps commutatif,
A une K- algébre commutative et notons D(A) la seconde puissance symétrique
de A. Le K- espace vectoriel D( A) est linéairement engendré par les vecteurs z -y
(produit symétrique de z par y) pour z et y parcourant A et on définit sur D(A)
une structure de K- algébre commutative donnée par (z - y)(z' - y') = zy - z'y’'
pour z, y, z', y' parcourant A. Cette nouvelle algébre D(A) est appelée la
dupliqguée commutative ou simplement dupliqguée de A. L’application K- linéaire
p: D(A) — A définie par z - y — zy est un morphisme surjectif de K- algébres
et si N(A) = Ker(u), alors D(A)N(A) = {0}. De plus, si w : A2 — K est une
pondération de A, le morphisme composée wg = wo p : D(A) — K est une
pondération de D(A) et soit Ny = Ker(wg). On voit que N; D N(A), inclusion en
tant qu’idéaux de D(A4).

Théoréme 7.1. Soient A une algébre de Bernstein et D(A) sa dupliquée. Si A®
est de type fini alors I'idéal N4 est nilpotent.

On écrit A> = Ke ® N avec N = Ker(w) et 'isomorphisme de K- algébres
D(A)/N(A) ~ A? entraine lisomorphisme d’iéaux N;/N(A) ~ N. Comme A2
est de type fini et (4%)? = A? nécessairement N est nilpotent (cf. théoréme 6.7.),
c’est- a-dire, il existe un entier r > 1 tel que N" = {0} soit NJ C N(A) donc
Nj*! = NyNI C D(A)N(A) = {0} soit Nt = {0}.

La réciproque du théoréme 7.1. n’est pas vraie, c’est-a-dire, le fait que 1'idéal

Na soit nilpotent n’entraine pas nécessairement que 1’algébre A? soit de type fini.
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Exemple 7.2. (cf. [3]). Soient K un corps de caractéristique différente de 2 et C
une K- algebre commutative. Sur le K- espace vectoriel A = K x C x C on définit

une structure de K- algebre de Bernstein par '
[ l [ 1 [ 1 [ [ [
(,2,9)(B,2",y") = (B, gz’ + Shz + 2y’ + 2’y +yy', 0)

pour «, 3 parcourant K et z, y, z', y' parcourant C. La pondération de A est
Papplication K- linéaire w : A — K définie par (a, z,y) — « et on a, par rapport
a I'ildempotent e = (1,0,0), la décomposition de Peirce A = Ke @ U @ V avec
U =(0,C,0) et V = (0,0,C). De plus, A> = Ke® U et l'idéal N = U@ V est
nilpotent si et seulement si la K- algébre C est nilpotente. Si D(A) = Ke-e® Ny est
la dupliquée de A, comme U? = {0}, la démonstration du théoréme 7.1. nous dit
que N3} = {0} méme si C, et par conséquent N, n’est pas nilpotent. En particulier,
U étant isomorphe, en tant que K- espace vectoriel, & une copie de C, I'algebre
A? n’est pas nécessairement de type fini.

Si (A,w) est une K- algébre pondérée, la restriction de w & A? définit sur A2
une structure de K- algébre pondérée. Inversement, la donnée d’une pondération

w : A2 = K sur A? pe nous permet pas toujours d’étendre w en une pondération

de A.

Exemple 7.3. Si (A,w) est une K- algébre commutative pondérée ou K est
un corps de caractéristique différente de 2, on définit sur le K- espace vectoriel

D(A) @ A la structure d’algebre donnée par (cf. [8])
1 .
(- y+2)(e -y +2) = 5(ey- 2 + 2y 2 +w(ay +w(2)e'y)

pour z, y, 2, z', y', 2’ parcourant A. En particulier, (z - y)(z'-y') =0 et 22’ =0,
quels que solent z, y, z', y' et z, 2z’ dans A et, par suite, si on suppose qu’il existe
un morphisme de K- algebres Q2 : D(A)® A — K, en appliquant Q 4 (z-y)2 =0
et & 22 = 0 on a Q = 0. Ceci nous dit que la K- algébre D(A4) @ A n’est pas
pondérée. Par contre, le sous-K- espace vectoriel B de D(A) @ A engendré par

des éléments de la forme z - y + z avec w(z)w(y) = w(z) est une sous-K- algebre
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de D(A) ® A et B est munie de la pondération naturelle w’ : B — K définie par
z-y+ 2z — w(z). Comme B contient (D(A) @ A)? en tant que sous-algébre, la
restriction de w' définit sur (D(A) @ A)? une structure de K- algébre pondérée.
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S

Sur les algébres de Bernstein d’ordre 2 (%) !

Abstract. In this paper we show that the duplicate of an nth order Bernstein
algebra is a Bernstein algebra of order n + 1, and we characterize the set of
generalised idempotents in such an algebra. We also characterize those Bernstein
algebras of order 2 which are Jordan or are power associative. The results are quite

different from what is true for Bernstein algebras of order 1.

Nous obtenons dans ce papier quelques propriétés sur les algebres de Bernstein
d’ordre n. Ainsi la dupliquée d’une algebre de Bernstein d’ordre n est une algebre
de Bernstein d’ordre n + 1. Nous caractériserons ’ensemble des idempotents
généralisés et les algebres de Bernstein d’ordre 2 qui sont de Jordan ou a puissances

associatives.

1- Préliminaires. Soient K un corps commutatif et A une K- algébre commu-
tative non associative de dimension finie sur K. Pour tout z dans A et pour
tout entier m > 1, la puissance pleine z!™ de z est définie par zl!l = z
et zl™ = glm=Uglm-1 = (glm-1)2 §i ;m > 2. Pour tout entier k, le nom-
bre 2% sera noté 2 * k. Ainsi pour tout z dans A et pour tout a dans K on a
(az)lm] = q2+(m=1)glm],

Soit (A,w) une K- algebre pondérée, c’est a dire que w : A — K est un
morphisme surjectif de K- algebres. Si n > 0 est un entier, on dira que (A4,w) est

une algébre de Bernstein d’ordre n (cf.[1]) si pour tout élément z dans A on a

(1.1) e[t = y(g)2*n gm 4

(*) Ce chapitre a fait I'objet d’une publication parue a Linear Algebre and its
Applications, 144 : 29-38 (1991)
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Pour désigner une algebre de Bernstein d’ordre 1, on dira simplement algebre de
Bernstein.

Rappelons brievement quelques propriétés des algebres de Bernstein d’ordre
n (cf. [3]).

Soit (A,w) une algebre de Bernstein d’ordre n. Alors w est I'unique pondéra-
tion de A et 'ensemble des idempotents non nuls de A est donné par {yl"*1 |y €
A, w(y) = 1}. Comme w est surjectif, cet ensemble est non vide.

On suppose la caractéristique de K différente de 2 et soit e un idempotent
non nul de A. Pour tout entier k¥ > 0, considérons les endomorphismes e; de
N = Ker(w) définis inductivement par ey = idn, ex41 = L. 0 ex ou Le(z) = ex
pour tout z dans Ker(w). On pose Vi = {z | € N, ex(z) = 0} pour tout k > 0.
On a la suite de sous-espaces vectoriels {0} =V, CV; C--- C V,_; C V,,. De
plus N se décompose sous la forme N =U @V, oulU ={z |z € N,ez = %m} et
Vo ={z | z € N,eq(z) = 0}. Soit m le plus grand entier tel que Vi,_; # V,, alors
Vin = Va. Pour tout k, 1 < k < m, Il existe un sous-espace vectoriel Cj tel que

Vi=Vi_1®Cy. Alors Vi = @ C;. Puisque V;,, = V,,, A admet la décomposition
1<i<k
suivante

(1.2) A=Ke®N=Ke@U@Vp=Ke@®USC,1 @ @ Cp,

relativement a 'idempotent e et les composantes vérifient les relations suivantes

(cf.[3], proposition 5.7) :
(1.3) U? CVp, (Ker(w))Cl CU+V,, si m<n et
(Ker(w))C1 CU+ Vi1 si m=n.
Par exemple, si A est une algebre de Bernstein (d’ordre 1), m =n =1,
(1.4) Vo=1{0}, Ci=Vi, U?*CV, (Ker(w))V CU.

Dans le cas des algébres de Bernstein d’ordre 2, une linéarisation partielle de

I’équation (1.1) permet d’obtenir :
(1.5) 2e((ex)z?) + 8(e(ex))(ex)® + 4(e(ex))(ex?) = (ex)x?
(1.6) 2ezl® + 32(e(ez))((ex)z?) + 16(ez) + 16(ez?)(ez)? + 4(ez?)? = 2P
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pour tout = dans Ker(w).

Pour plus de détails et dans le cas général nous renvoyons le lecteur a [3].

2- Dupliquée d’une algébre de Bernstein d’ordre n
On définit sur le K- espace vectoriel $%(A), seconde puissance symétrique du
K- espace vectoriel A, une nouvelle structure d’algebre par (z.z')(y.y') = zz'.yy’
ou on a noté par z.z' le produit symétrique de z et z'. La nouvelle algébre , notée
D(A), est appelée la dupliquée commutative de A.
L’application K- linéaire p : D(A) — A%, z.y — zy est un morphisme surjectif
d’algebres et si w : A2 — K est une pondération pour l’algebre dérivée A2, le

morphisme composé wy =w o p : D(A) = K est une pondération pour D(A).

Théoréme 2.1. Soit A une K- algébre de Bernstein d’ordre n, n > 0 entier.
Alors, sa dupliquée D(A) est une algébre de Bernstein d’ordre n + 1.

En effet, pour tout z.y dans D(4), on a : (z.y)? = zy.zy, (z.y)¥ =
(zy).(z)@ et (zx)H = (zy)* U (zy)*~1] pour tout entier k¥ > 2. Si
A est une algebre de Bernstein d'ordre n, on a en particulier (z.y)"t3 =
(xy)[n+2]'(zy)[n+2] — (w(xy)2tn)2(xy)[n+l].(zy)[n-#l] —
w(zy )2 T (zy) A (zy) ] = wy(2.y) 2D (2.4) "2, Ainsi D(A) est une
algébre de Berntein d’ordre n + 1; d’ou le théoréme.

Remarque 2.2. La démonstration du théoreme révele que I’hypothése peut
étre rendue minimale. Autrement dit, si 'algebre dérivée A% de A est de Bernstein

d’ordre n, D(A) est de Bernstein d’ordre n + 1.

3- Exemple des algébres de Bernstein (d’ordre 1).

Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2, et soit A =
Ke®dU®V; la décomposition d’une algebre de Bernstein relative a I’idempotent e.
On va déterminer la décomposition D(A) = Ke.e@Us®Vy = Ke.e@UgDC, 0C,
de l’algébre de Bernstein d’ordre 2, D(A). Soit z dans Uy. Alors (e.e)z = e.u(z) =
%:c et en y appliquant g, il vient que ep(z) = %p(:c) donc p(x) est dans U et
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z = 2e.p(z). Si un élément r de D(A) est tel que p(z) est dans U, e-.p(:v) est dans
Ug. Comme pu est surjectif Uy = Ke.U = {ae.u | u € U,a € K}. Maintenant soit
z dans V. Alors (e.e)((e.e)z) = e.(ep(z)) = 0, soit ep(z) = 0 et p(z) est dans V5.
Si z est dans D(A) tel que pu(z) soit dans Vi, (e.e)((e.e)z) = 0 et z est dans V,
donc V; = {z € D(A) | eu(z) = 0}. Il est facile de voir que Cy = Ker(u) et par
définition C, est un supplémentaire de C; dans V;. Comme A2 = Ke®@U @ U? en
vertu des relations (1.4), lisomorphisme d’algebres D(A)/C; ~ A? nous dit que
dim C; = dim U?. Par le théoréme 2 de [2], on a D(A)C; = 0 tandis que la relation
(1.3) donne U3 C V,.

Exemple 3.1 Soit Z(2,2) l'algébre zygotique d’une population diploide
a 2 alleles. Dans la base canonique (e, e, ez), la table de multiplication est
donnée par €2 = e, ee; = eje = %el, e = %62, les autres produits étant
nuls. La table de multiplication de ’algebre des couples D(Z(2,2)) dans la base
{e.e,e.e1,e1.e1,€.62,€1.€3,€5.€2} est donnée par (e.e)® = e.e, (e.e)(e.e;) = %e.el,

L

(e.€)(er.e1) = %6.62, (e.e1)® = %el.el, (e.e1)(er.e1) = %61.62, (e1.e1)* = ez,

les autres produits étant nuls. On a Uy = Ke.ej, C; =< e.eq,ey.€5,€0.60 > et

Cb ==I(6L61.

Théoréeme 3.2. Soient A une K- algébre de Bernstein et A = Ke®@U @V sa
décomposition relative a I'idempotent e. Conditions équivalentes :

(i) D(A) est une algébre de Bernstein ;

(ii) U? = 0.
De plus si I'une de ces conditions est satisfaite, D(A) est une algébre de Jordan

spéciale.

En effet, supposons que D(A) soit une algebre de Bernstein. Alors, relative-
ment & I'idempotent e.e, ol € # 0 est un idempotent de A, la relation (1.2) nous
dit que Vy = C et C; = 0. Comme dim C; = dimU?, alors U? = 0.
Réciproquement, il est clair que si U? = 0, C; = 0, V; = C, et alors, UV, = (
et V7 = 0. Ceci nous dit que D(A) est une algébre de Bernstein normale (cf.[8]
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paragraphe 9). La derniere assertion du théoréme est donnée par le théoréme 5.3.4
de [4], en remarquant que D(A) est, dans ce cas, isomorphe a la dupliquée D(B) de
’algebre de Bernstein triviale B de méme type que A (il n’est pas nécessaire que A
et B soient isomorphes). Rappelons que si A = Ke @ U @ V) est la décomposition
de P’algébre de Bernstein A avec dimU = r et dim V; = s, le couple (1 + r,s) est
appelé le type de A et A est dite triviale si le noyau de sa pondération est une zéro
algebre.

Dans un autre contexte, Lyubich dit qu’une algebre de Bernstein est excep-

tionnelle si U? = 0.

4- Algébres de Bernstein d’ordre 2 qui sont des algébres de Jordan.
Soient K un corps commutatif infini de caractéristique différente de 2. Une

K- algébre commutative A est une algébre de Jordan si z%(yz) = (2%y)z et une

K- algébre A est dite a puissances associatives si z'z/ = z'*J pour tous ¢,5 > 1

entiers.

Lemme 4.1. Soit (A,w) une K- algébre de Bernstein d’ordre 2. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) A est une algébre de Jordan ;

(ii) Pour toute décomposition A = Ke® U @ V,, on a U C W, UV, CU,

V2 C V, et les identités suivantes sont vérifiées :

u? =0, 2u(uv) = ulv, 2v(vu) = viu,

u(u?v) = u?(uv) =0, u(u?v')=u?(uu') =0,
u?v? 4 4(uv)? = 20(u?v), v(v?u) = v¥(vu),

v2(vo') = v(v®') =0 et v* =0,
quels que soient u et v’ dans U, v et v' dans V;.

(2) = (#2) : Eneffet si A = Ke®U @ V; est la décomposition de A relative a e,

cette décomposition coincide avec celle de Peirce et alors, on a U2 C Vo, UV, C U
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et V2 C V. Pour y = e et z = u dans z%(yz) = (z?y)z, il vient que %us = 0 soit

u3 = 0. La linéarisation de 1’identité de Jordan donne

]

(4.2) (zy)(zt) + (z2)(yt) + (st)(y2) = (z(y2))t + (2(21))y + (2(y1))=.

En faisant d’une part t = y = u, z = v et t = e et d’autre part z = y = v,
z = u et t = e, il vient respectivement que 2u(uv) = u?v et 2v(vu) = viu.
En faisant ¢ = y = u et z = t = v dans (4.2) on obtient u?v? + 2(uv)? =
2v(u(vu)) + u(uv?) = v(u?v) + Fu?v? soit u?v? + 4(uv)? = 2v(u?v). Maintenant
4% = 0 pour tout u dans U entraine que u?u' + 2u(uu') = 0, quels que soient u et
u' dans U. Alors, pour u' = uv on a 0 = u?(uv) + 2u(u(uv)) = v?(wv) + u(u?v) =
2u?(uv), soit u?(uv) = u(u?v) = 0. Par ailleurs, comme uu' est dans V;, on a
ul(un') = w(u?u') = —2u(u(un')) = —u?(uu'), ainsi v?(uu') = u(u?u') = 0. Enfin,
en faisant z = v dans (1.6), il vient que v* = (v?)? = 0 ce qui entraine que
v¥(vv') = 0 soit v(v?v') = v?(vv') = 0. On a donc établit la condition (ii).
Réciproquement : Soient £ = ae + u + v et y = Be + u' + v’ deux éléments
quelconques de A. En utilisant les identités de (ii) et apres simplification il vient
que 22(ya) — (e%y)z = [u?(u'v) + Auv)(uu’) — o(u?u') — 2u(u’ (w0))] + [u2(00') ~
v(u?v') + 2(uv)(uv') — 2u(v'(uv))] + [(uu)v? — u(uw'v?) + 2(uv)(u'v) — 20(u' (uv))] +
[(uv")v? — u(v?v") + 2(uv)(vv') — 2v(v'(uv))]. Chaque crochet s’annule au moyen
des équations :
(a) u?(u'v) + 2(uv)(uu') = v(u?u') + 2u(u'(uv)),
(b) u©?(vv') — v(u?v') + 2(uv)(wv') — 2u(v'(uv)) = 0,
(c) (uu')v? —u(u'v?) 4 2(uv)(u'v) — 2v(u'(uv)) =0,
(d) (uv')v? — u(v?') + 2(uv)(vv’) — 2v(v'(uv)) = 0, qui s’établissent comme
conséquence des identités de (ii). On a par exemple 2(uv)(uu') = 2u(v(uu')) —
2v(u(uu')) = 2u(u(u'v)) + 2u(u'(uv)) - 2v(u(uu')) = —u?(w'v) + 2u(u'(uv)) +
v(u?u'), donc w?(u'v) + 2(uv)(uu') = v(u?u') 4 2u(u'(uv)) d’olt Péquation (a).

Ainsi z2(yz) — (22y)r = 0 et A est une algebre de Jordan, d’ot le lemme.
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Théoréme 4.3. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2
et 3 et (A,w) une K- algébre de Bernstein d’ordre 2. Les conditions suivantes sont

équivalentes :

(i) A est une algébre de Jordan;

1

(ii) A est une algébre & puissances associatives vérifiant v(v?v') = 0 quels que

soient v,v' dans Vo, ot A= Ke® U @ V,.

En effet, puisque toute algebre de Jordan est a puissances associatives,
le lemme 4.1 nous dit que (i) entraine (ii). Réciproquement : supposons que
A=Ke®U®YV, est a puissances associatives et que v(v?v') = 0. Avec ’argument
de la décomposition de Peirce,on a U2 C V,, UV, C U et V2 C V,. Comme u?® est

3

dans U, pour z = u, I'identité (1.5) nous donne e(u3) + %ua = %u , soit ud = 0.

2

La linéarisation partielle de I'identité 2222 = z* donne

(44)  42%(yz) + 8(zy)(xz) = 22(x(y2)) + 22(y(x2)) + 22(2(zy)) + 2y(z(22))
+22(z(zy)) + (2%2)y + (z%y)=.

En faisant z = u, y = v et z = ¢, il vient que 4u(uv) = 2u(uv) +u?v, soit 2u(uv) =
u?v. En y faisant ¢ = v, y = u et z = e, on obtient 2uv? = 3v(vu) + %uv2 soit
3(uv? — 2v(vu)) = 0 et si car(K) # 3 on a uv? = 2v(vu). Puisque u® = 0 entraine
que u?u' + 2u(uu') = 0, alors pour u' = uv il vient que u?(uv) = —2u(u(uv)) =
—u(u?v). Mais 2v(vu) = uv? entraine que u(vv') = (wv)v' + (uv')v. Alors
u(u?v) = udv + (uv)u? = u?(uv). Ainsi, de ce qui précede, il vient que u?(uv) =
u(u?v) = 0. L’identité 2u(uv) = u®v entraine que v(uu') = (vu)u' + (vu')u. Donc
u(uu') = v?(uwu') — u'v® = 2u(u(un')) = —u(u?u'), soit u(u?u') = u?(uu') = 0.
On a v?(vu) = 2v(v(vu)) = v(v?u). Maintenant, en faisant ¢ = u, y = 2z = v dans
(4.4) il vient que 4u?v? + 8(uv)? = 2u(uv?) + 4u(v(uv)) + 4v(u(uv)) + 2(u?v)v soit
4u?v? + 8(uv)? = u?v? + 4u(v(uwv)) + 4v(u?v). Mais 4u(v(uv)) = 2u(uv?) = u?v2.
Par conséquent u?v? + 4(uv)? = 2v(u?v). Pour z = v, I'identité (1.6) nous dit que
v2v? = v = 0. Mais v2v? = 0 pour tout v entraine que vZ(vv') = 0 quels que
soient v et v'. Enfin, puisque par hypothése v(v2v') = 0 quels que soient v et o',

le lemme 4.1 nous dit alors que A est une algebre de Jordan ; d’oti le théoréme.
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Pour les définitions de T- algébre (en anglais “train algebra”) et T- algebre
spéciale voir par exemple [8].
Théoréme 4.5. Soit A une K- algébre de Bernstein d’ordre 2. Supposons que A

est & puissances associatives. Alors A est une T- algébre vérifiant z° —w(z)z* = 0.

En effet, soit ¢ = ae + u + v un élément quelconque de A. On a z? =

aze+au+u2+2uv+v2, 2 —az = u2+2uv+v2—av, 3 - az? =
auv + 2u(uv) + uv? — auv + u?v + 2(uv)v + v — av? = 2u?v 4 2uw? + V3 ~ av?,
z* — az® = auv? + 2u(u?v) + 2u(uv?) + uv® — auv? + 2(u?v)v + 2(uv?)y — av’ =
uZv? + wvd + 2(ulv)v + 2wr — av® = 2u?0? + 4(uwv)? + 2uvd — av® et
¥ —azt = 4u(uv)?+2u(uv®)+2(uv?v?)v+4(uv)?v+2v(uv?). Mais on a : du(uv)? =
~8(u(uv))(uv) = —4(u?v)(uv) = —4u’v(vu)) = —2u*(uwv?) = 0, 2v(uv®) =
4v(vi(uv)) = 40%(v(uv)) = 20°(v?u) = u(v?)? = 0, 4v(uv)? = 8(v(vu))(uv) =
4(wv?)(uv) = 4vi(u(uv)) — 4u(v*(uwv)) = 2v%(u?v) — 2u(uv’) = —2u(uvd), et
2v(viu?) = do(u(uv?)) = 4(uv)(uv?) + du(v(uv?)) = —u?v® 4+ u?0® = 0. Ainsi

5 5

z® — az? = 0 ou encore ° — w(z)z? = 0 puisque w(z) = a; d’oll le théoréme.
Théoréeme 4.6. Soit A une K- algébre de Bernstein d’ordre 2 qui est aussi une

algebre de Jordan. Alors, A est une T- algébre spéciale.

En effet, d’apres le théoreme 4.5, A est une T- algebre. Mais le théoreme
1.4 de [5] nous dit qu'une T- algebre de Jordan est une T- algébre spéciale
si et seulement si N? est un idéal de 4, ot N = Ker(w). 11 suffira alors de
montrer que N? est un idéal. Soit donc A = Ke @ U @ V, la décomposition de
A relativement & un idempotent e. Ona N = U @ V3, N2 = UV, & (U? 4 V),
N} = (UVp)V, + UU? + UVE) @ (UUV,) + UV, + V,V2) C N2 parce que
(UVe)Ve + UU? + UV} C UV, et U(UV,) + UV, + VoV C U? + V2 au moyen
des relations U2 C V,, UV, C U et V2 C V,. De plus eN2 = UV, C N2 par suite
AN? C N% et N2 est un idéal de A4 ; d’ot le résultat voulu.
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Théoréme 4.7. Soit A une K- algébre de Bernstein d’ordre 2 qui est a puissances
associatives. Les idempotents non nuls de A sont de la forme e + u + u2, oti e est

un idempotent de A. '

En effet, soit £ = ae + u + v un idempotent non nul de A. D’apres le lemme
1.2. de [3],on aw(z) = @ = 1. Aussi 22 = e + u + 2uv + u? + v? = z entraine que
2uv = 0 et u?+v? = v. Donc v? = (u?+v?)? = ut +2u?v?4+v? =0 caru? = v* =0
et 2uv? = 4u(uv?) = 8u((uv)v) = 0. Par suite v =u? et z = e+ u+u? d’ou le

théoréme.

Note 4.8. 1l est facile de construire une K- algebre de Bernstein d’ordre 2, &
puissances associatives. En effet, soit NV une nil-algebre commutative, & puissances
associatives, de nil indice 4. L’algebre A = Ke & N, somme directe d’algébres,
est de Bernstein d’ordre 2 avec V3 = N et w : A —- K, ae+y — a, ou e
est un idempotent non nul. Pour ¢ = w(z)e + y dans A avec y dans N, on a
z? = w(z)?e + y2, zBl = w(z)e + yBl = w(z)e et il = w(z)®e = w(a:)4a:[3]. En
particulier, si N est la nil-algebre commutative a puissances associatives du contre-
exemple de Suttles, I’algebre A ci-dessus construite est une algebre de Bernstein

d’ordre 2, & puissances associatives qui n’est pas une algébre de Jordan.

Note 4.9. La réciproque du théoréme 4.5 n’est pas vraie. En effet, soit
A = Z(n,2) l'algébre zygotique diploide a n alleles et soit D(A) sa dupliquée.
Pour tout r dans 4, on 3 = w(z)z? et y* = wa(y)y® pour tout y dans D(A), soit
aussi y° = wg(y)y*. Cependant, il est bien connu que D(A) n’est pas & puissances

associatives.

5.- Idempotents généralisés.
Soient K un corps commutatif quelconque et A une K- algébre commutative.
On appelle idempotent généralisé de A tout élément e vérifiant e = el¥+1 pour

un entier k > 2 (cf. [7]). On notera I%.(A) I'ensemble des idempotents généralisés

d’ordre k.



On remarque que (z[P))l971 = zlp+d pour tout = dans A et pour tous p et g
entiers.
Théoréme 5.1. Soient K un corps commutatif et (A,w) une K- algébre de
Bernstein d’ordre n. Alors I%.(4) = {e | e € A, e? = w(e)e,w(e)*** ! = 1} U {0}.

En effet, soit e un idempotent généralisé d’ordre k¥ d’une algébre de Bernstein
d’ordre n. On a e = elk+1l = (elFHU)k+1] = ([2k+1] et par récurrence on établit
que e = elP¥P=1 pour tout entier p > 1. D’autre part w(e) = w(e)*** soit
w(e)(1 —w(e)***1) = 0, donc w(e) = 0 ou w(e)?**~! = 1. Siw(e) =0, eln+? = ¢,
Il existe alors un entier p > (n+3)/(k+1). Alors e = elP(*+1)—1I = (eln+2m] =
ou m est 'entier vérifiant m + n+ 1 = p(k + 1) — 1, donc e = 0. Supposons

)?*¥=1 = 1. Prenons d’abord w(e) = 1. D’apres le lemme 1.2

maintenant que w(e
de [3},u = el"*1] est un idempotent de A. Pour tout entier p > (n+3)/(k+1),0n
a e = elP(k+1)-1] = (elnHIYImH] — yIm+1] = 4 ol m est comme ci-dessus ; donc
e est un idempotent. Enfin, si w(e) est aussi différent de 1, en posant u = e/w(e)
on a w(u) =1 et ulkH1l = el¥+1 [y(e)?** = ¢fw(e) = u. Alors, de ce qui précede,
il vient que u est un idempotent. Ainsi (e/w(e))? = e/w(e), soit e = w(e)e.

Réciproquement, si 2 = w(e)e avec w(e)** ! = 1, alors e/w(e) = (e/w(e))?
entraine que e/w(e) = (e/w(e))F U = elk+1 fu(e)?*F = elk+1] fu(e), soit e = elk+1]

et e est un idempotent généralisé. D’ou le résultat voulu.

Le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 5.2. Pour tout entier k > 1, si K = R, If((A) est I’ensemble des

idempotents de A.

6. Commentaire.
Si A est une algeébre stochastique décrivant une population ([8]) et y est un
élément de A représentant une distribution de fréquence dans la génération initiale

(dans ce cas w(y) = 1), ’élément y[¥l représente la distribution de fréquence dans la
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ki¢™e génération . Dans le cas d’une algébre de Bernstein d’ordre n, y["+2 = y[n+1]
signifie que la population est en équilibre aprés n + 1 générations. Si A décrit
une population gamétique, D(A) décrit la population de type zygotique et le
théoreme 2.1 nous dit que D(A) atteint 1’équilibre & la génération suivante. Si
un élément e de A est un idempotent généralisé, disons que e = el*+1 alors les
éléments elll el ... el*] sont continuellement répétés, c’est a dire que la suite
des puissances oscillent autour des k puissances de e. Puisque dans un contexte
biologique K = R, le corollaire 5.2 nous dit que dans une population décrite
par une algebre de Bernstein d’ordre n, les oscillations coincident avec les états

d’équilibres, qui eux, sont des idempotents de 1’algebre.
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6

Dupliquée d’une algébre et
le théoreme d’Etherington * :

Abstract. Le but de cet article est d’expliciter la structure de la dupliquée d’une
algebre. On montre que, sur un corps commutatif K, si la sous-algébre A? d’une
K- algebre A est une algébre pondérée, une T- algébre ou une algebre génétique,
alors la dupliquée D(A) de I'algébre A est respectivement, une algébre pondérée,
une T- algebre ou une algébre génétique. Une application de ce résultat montre
que, en caractéristique différente de 2, la dupliquée de toute algébre de Bernstein
est une algébre génétique. Enfin, sur un anneau commutatif K a élément unité, si
A est une K- algebre telle que le K- module A? soit projectif et si A = 42 alors
les algebres de Lie des dérivations (resp. les groupes d’automorphismes) de A et

de D(A) sont isomorphes.

This paper concerns the duplication of an algebra in connexion with

Etherington’s theorem.

* Ce chapitre a fait ’objet d’une publication en collaboration & Linear Algebra
and its Applications, 153 : 193-207 (1991)
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1. Dupliquée d’une algebre.

Soient K un anneau commutatif a4 élément unité, A une K- algébre com-
mutative non nécessairement associative ni ayant un élément unité et Siy(A) la
seconde puissance symétrique du K- module 4 (cf.[4]). Considérons la surjection
K- linéaire canonique A ®k A — S%(A), z®y — z -y oli z - y désigne le produit
symétrique de z par y, avec z, y dans A. La multiplication (z-y)(z'-y') = zy-z'y’
(resp. (z®@y)(z'®Y') = zy®z'y') avec z, y, z', y' parcourant A, définit sur S%,(A)
(resp. A® K A) une structure de K- algebre commutative (resp. non commutative)
appelée la dupliqguée commutative (resp. non commutative) de A. La dupliquée de
A, commutative ou non commutative, est notée D(A). Toutefois, si une assertion
n’est vraie que pour 'une de ces dupliquées, ceci sera précisé. Il existe bien siir,
des propriétés vraies pour la dupliquée non commutative qui ne le sont pas pour
la dupliquée commutative (cf. paragraphe 8).

L’application K- linéaire p : D(A) — A? définie par z -y +— zy est
un morphisme surjectif de K- algebres et si N(A) désigne son noyau, on a
un isomorphisme de K- algébres D(A)/N(A) ~ A% De plus, D(A)N(A) =
N(A)D(A) = 0. Si A? est un K- module projectif, la suite exacte de K- modules

0 — N(A) —» D(A) % A? — 0 est scindée, c’est & dire, il existe une
application K- linéaire n : D(A) « A? telle que gy on = idy:. On a ainsi une
application K- bilinéaire ¢ : A% x A2 — N(A) définie par (z,y) = n(z)n(y) —n(zy)
qui, jointe & la condition D(A)N(A) = N(A)D(A) = 0, nous permet de définir
sur le produit D(4) = A? 8>§ N(A) (s.d. pour semi-direct) une structure
d’algebre donnée par (x,x')(y,y":)‘ = (zy,¢(z,y)) pour r, y parcourant A? et z',
y' parcourant N(A). Autrement dit, D(A) est une extension de l’algébre A? par
le A%-bimodule trivial N(A) et ¢ en est son “factor set” (cf.[6]).

Ceci nous permet d’énoncer le résultat suivant (cf.[7]) :

Théoréme 1.1. (Théoréme d’Etherington). Soient K un anneau commutatif a
élément unité et A une K- algébre telle que I'idéal A% de A soit un K- module
projectif. Alors D(A) ~ A? X N(A) est un produit semi-direct d’algébres.
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Nous montrerons ici que les propriétés de I’algebre D(A) sont induites par
celles de A2 plutot que de l’algébre A comme cela apparaissait jusqu’alors dans la
littérature.

Dans les paragraphes 2 et 3, K sera un corps commutatif et toute algebre
sera commutative de dimension finie sur K. D’autre part, les théorémes 5.4 et 6.1,
énoncés dans le cas de la dupliquée commutative, s’étendent au cas de la dupliquée

non commutative.

2. Algébres génétiques.

Soit A une K- algebre. On note, pour a dans A, R, : A — A, ¢ — za,
la multiplication a droite par a et R(A) ’ensemble de toutes les multiplications
a droite. L’algebre enveloppante de 'ensemble I U R(A), ou I est I’application
identité, est appelée I'algébre des transformations de A et est notée T'(A). Chaque
élément T' de T(A) peut s’écrire sous la forme T = af + f(R;,,R;,,...) avec «
dans K, les z; dans A, ou f est un polynoéme.

On dira qu’une K- algeébre A est pondérée s’il existe un morphisme non nul
d’algébres w : A — K. On définit les puissances principales z* d’un élément z
de A par z! = z et 2% = z¥"1z, k = 2,3,... Une K- algebre pondérée (A4,w)
est dite T- algébre si les coefficients de son équation rang ne dépendent de z qu’a
travers son poids w(z), c’est & dire, qu’il existe des constantes f;,...,5,-1 dans
K telles que z" + Byw(z)z"™ ! + .-+ + Br_1w(z)"" 'z = 0, pour tout = dans A.
Le plus petit entier r sera appelé le rang de A. Une K- algébre pondérée (A,w)
est une algébre génétique (au sens de Schafer) si les coefficients de la fonction
caractéristique |AI —T| de T = ol + f(R,,,Rz,,...) ne dépendent des z; qu’a
travers leurs poids w(z;) (cf.[14]).

Lemme 2.1. Soient A une K- algebre et D(A) sa dupliquée. Si la sous-K - algébre
A? est pondérée alors D(A) est pondérée.

Soit w : A? — K une pondération de A?. Le morphisme composé w' :

D(A) *, A2 %, K, nécessairement non nul, est une pondération de D(A).
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Théoréme 2.2. Soit A une K-algébre telle que A? soit une T- algébre de rang r.
Alors D(A) est une T- algébre de rang au plus r + 1.

Comme A? est une T- algébre de rang r, il existe des scalaires fy,..., fr_;
dans K tels que z" + fw(z)z" + -+ + Br1w(z) "1z = 0, pour tout = dans A%
Soit y dans D(A). Puisque p(y) est dans A? alors (p(y))" + Aiw(p(y))(p(y)) ™! +
coo 4+ Brorw(p(y)) " 'p(y) = 0. Mais g étant un morphisme d’algébres, on a
ply™ + b (yy™ " + -+ Braaw’(y) " ly] = 0, ie., le crochet est dans N(A)
et comme D(A)N(A) = 0 alors y™! + S1w'(y)y" +- - - + Br—1w'(y)"'y? = 0, pour
tout y dans D(A). Ainsi D(A) est une T- algebre de rang < r + 1.

Théoréme 2.3. Soit A une K- algébre. Si A® est une algébre génétique alors
D(A) est une algebre génétique.

Soit A une K- algébre de dimension n. On a dimg D(4) = 3n(n + 1) et si
dimx N(A) = m alors dimg A% = In(n+ 1) —m = p. Soit y = z + u dans D(A),
avec z dans 4% et u dans N(4). On note R, la multiplication & droite par y dans
D(A). On a Rj(z+v) = (2 +v)(z +u) = 2z + ¢(2,z) = (R; + ¢:)(2), ol R} est
la multiplication & droite par  dans A? et g, : A2 — N(A),z — ¢(z,z) est une
application K- linéaire. Par conséquent, dans une base de D(A) = A2 @ N(4) la

._ (RO
R”—(yz 0)’

ou R et g, sont des matrices p X p et m X p respectivement. Alors, pour tout

matrice de R; est de la forme

polynéme f, on a

f(R,, R,

y27°

)= (f(R‘;l,iZ;z,...) g)

quels que soient y; = z; + u; avec z; dans A? et u; dans N(A). Soit T* =
al* + f(R;uR;z"

A =T* = (A - o)™ [A=a) - f(RS,RS,,...)| = (A —a)™ Al —T°| od

..) un élément de T(D(A)). De ce qui précede, il vient que
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T° = al + f(R2,,R:.,...) est dans T(A?) et I est la matrice identité de AZ

21y flzys
Ainsi, du fait que 'algtbre A? est génétique, la fonction caractéristique de T* ne
dépend des y; qu’a travers leurs poids w'(y;) = w(p(yi)) = w(zi). Donc D{A) est
une algébre génétique.

En fait, cette démonstration est due & Schafer (cf.[14, théoréme 3]), mais dans
son théoréme il avait supposé que A est une algébre génétique.

Une K- algébre pondérée (A,w) est une T- algébre spéciale si N = Ker(w)
est nilpotent et les sous-algebres N¥, définies inductivement par N! = N

N¥ = NN*-1 pour k > 2, sont des idéaux de A.

Toute T- algebre spéciale est une algebre génétique (cf. [14, théoréme 2]).

3. Algébres de Bernstein.

Une K- algebre commutative pondérée (A,w) est une algébre de Bernstein si
(z?)? = w(z)?x?, pour tout z dans A (cf. [8]). En caractéristique différente de 2,
toute algebre de Bernstein A admet la décomposition de Peirce A = Ke®U @V,
ou e est un idempotent non nul de A, U = {z | z € Ajex = 3z}, V = {z |
z € A,ez = 0} et les composantes U et V sont reliées par les relations U2 C V,
UVCU,V2CU,UV? =0 (cf. [12], [16] ou [17]).

Une algébre de Bernstein A est dite nucléaire si A2 = A, ce qui équivaut a
V = U?, pour tout choix de l'idempotent e dans A. Pour toute algébre de Bernstein
A, la sous-algébre A? est une algebre de Bernstein nucléaire. Dans [11], les auteurs
ont démontré que pour toute algebre de Bernstein nucléaire A, 'annulateur de
N = Ker(w), Ann(N), est un idéal de A avec V2 C Ann(N) et (uv;)vz+(uvz)v; est
dans Ann(N), quels que soient u dans U et vy, v, dans V. Si (A,w) est une algeébre
de Bernstein, B une K- algebre quelconque et f : A — B un morphisme non nul
d’algebres, alors (f(A),w') est une algebre de Bernstein avec w'(f(z)) = w(z),
pour tout z dans A et N = Ker(w') = f(N).

Théoréme 3.1. Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de 2.

Toute K- algébre de Bernstein nucléaire est une T- algébre spéciale satisfaisant
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Péquation z* — 3w(z)z® + Jw(z)’z? = 0.

Soit A une K- algébre de Bernstein nucléaire. Considérons l'algebre de
Bernstein quotient B = A/Ann(N ). Alors, pour tout T dans B, on a T —
w'(2))Z? = 0, ot ' : B — K est une pondération de B, i.e., si m : A — B désigne
le morphisme canonique de K- algébres de Bernstein alors w'(7(z)) = w(z), pour
tout z dans A (cf. [11, théoréme 3.1]). D’aprés un résultat di a Abraham (cf.
[1]), toute T- algebre de rang < 3 est une T- algtbre spéciale. Par conséquent
B est une T- algébre spéciale, donc N = n(N) est nilpotent, i.e., il existe un
entier £ > 2 tel que N* = 0. Comme 7 est un morphisme d’algebres, on a
(7(N))¥ = x(N¥) = 0 donc N* C Ker(r) = Ann(N) soit N**1 = 0. Puisque
N est nilpotent, A est une T- algébre spéciale (cf. [16, 3, proposition 1}). Soit
maintenant z dans A. On a (n(z))? — w'(7(z))r(z)? = n(2® — w(z)z?) = 0,
donc z3 — w(z)z? € Ann(N), pour tout z dans A. Soient A = Ke@U @V la
décomposition de Peirce de A relative a un idempotent e et * = w(z)e + u + v
un élément de A. On a 2% — w(z)z? = —tw(z)v? + v?v + 2(uwv)v dans U et
(2% —w(z)2?)z = w(z)e(z® —w(z)2?)+(u+v) (23 —w(z)7?) = w(z)e(2® —w(z)2?) =

* — 3u(z)z® + Jw(z)?z? = 0, pour tout z dans A.

sw(z)(2® — w(z)z?), donc z
La premiére assertion du théoréme 3.1 est due & Odoni et Stratton (cf. [11]).

Le théoréme lui-méme généralise le théoréme 1 de [8].

Théoréme 3.2. Si K est un corps commutatif de caractéristique différente de 2
et (A,w) une K- algébre de Bernstein, la dupliquée de A est une algébre génétique

vérifiant 'équation z° — 3w(z)z* + Jw(z)?z® = 0.

Si (A,w) est une algebre de Bernstein, la sous-algébre A? est de Bernstein
nucléaire. D’apres le théoreme 3.1, l'algébre A? est une T- algebre spéciale donc
une algebre génétique. Le théoréme 2.3 nous dit alors que D(A) est une algébre
génétique. La derniere assertion du théoréme découle du théoréme 2.2.

On peut se demander si le théoréeme 3.2 peut étre amélioré. La remarque

qui suit nous laisse peu d’espoir. En effet, I'algebre zygotique Z(n + 1,2) de
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I’héritage mendélien simple est une algébre de Bernstein satisfaisant 1’équation
7% —~w(z)z? = 0. Sa dupliquée, 'algebre des couples (en anglais : “copular algebra”)

n’est ni une algébre de Bernstein, ni une T- algébre spéciale. :

4. Duplication et extension d’algebres.

Il se pose ici le probleme suivant : si C désigne une classe d’algebres et si A est
une algebre quelconque, a quelles conditions la dupliquée de A appartiendra-t- elle
aC?

On a vu (cf. [1]) que D(A) est une extension de I’algébre A? par le
A?-bimodule trivial N(A) et que l'application bilinéaire ¢ : A% x A2 — N(A),

(z,y) — n(z)n(y) — n(zy) est le “factor set” de ’extension.

Lemme 4.1. Soient C une classe d’algébres et A une K- algébre ou K est un
anneau commutatif & élément unité. L’algébre D(A) est dans C si et seulement si

(1) Palgébre A? est dansC et (2) ¢ est un 2-cocycle de A? a coefficients dans N(A)
(<t [6)).

Examinons ceci sur quelques classes d’algebres.

(i) Algébres associatives. Une algebre est dite associative si elle vérifie z(yz) =
(zy)z. La condition de 2-cocycle est donnée par zh(y, z) + h(z,yz) — h(z,y)z —
h(zy,z) = 0. Donc, pour une algebre A, l'algeébre D(A) est associative si et
seulement si A? est une algebre associative et ¢(z,yz) = p(zy, z), quels que soient

T, y, z dans A2

Théoréme 4.2. Soient K un corps commutatif, A une K- algébre de dimension

finie et D(A) sa dupliquée. Si dimy A? = 1 alors D(A) est associative.

L’hypothése dimy A% = 1 entraine que la sous-algébre A2 est associative. De
plus, de la bilinéarité de ¢, il vient que p(z,yz) = ¢(zy, z), quels que soient z, y,
z dans A2,

(i1) Algébres de Jordan. Une K- algebre est dite de Jordan si elle vérifie zy =
yz et z%(yz) = (2%y)z. La condition de 2-cocycle est donnée par h(z,y) = h(y,z)

—83-



et (h(z,z)y)z + h(z?,y)z + h(z?y,z) — 22h(y,z) — h(z,z)(yz) — ﬁ(:c%y:c) = 0.
Donc, pour une algébre commutative A, la dupliquée commutative D(A) est de
Jordan si et seulement si la sous-algeébre A? est de Jordan, ¢(z,y) = ¢(y,z) et
o(z%y,z) = p(z?,yz), quels que soient z, y dans A2

Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de 2. Une K- algebre
de Bernstein (A,w) est dite triviale si N> =0, 00 N = Ker(w). Si A= Ke®U @V
est la décomposition de Peirce de A relative & un idempotent e, la table de
multiplication de A s'écrit e? = e, eu = %u pour tout u dans U, les autres
produits étant nuls. L’algebre A? = Ke @ U est une algébre élémentaire, i.e.,
elle vérifie ry = %(w(:c)y + w(y)z) quels que soient z, y dans A2. Soient z et y
dans A%. On a 2% = w(z)z et z%(yz) = (22y)z, donc A? est de Jordan. De méme
o(z,y) = p(y,z) et p(z?y,z) = p(z?,yz), quels que soient z, y dans A%, d’ou la

proposition suivante :

Proposition 4.3. La dupliquée commutative de toute algébre de Bernstein

triviale est une algébre de Jordan.

Il existe des algebres de Jordan dont la dupliquée n’est pas de Jordan
(exemple : D’algebre zygotique Z(n 4 1,2)). Il existe aussi des algébres qui ne

sont pas de Jordan mais dont la dupliquée est de Jordan.

Exemple 4.4. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente
de 2 et A=Ke®U @V une algébre de Bernstein vérifiant U? = 0 et V2 # 0.
Alors A n’est pas de Jordan, sinon on aurait V2 = 0 (cf. [12, lemme 6.2.3]). La
sous-algebre A2 = Ke @ U est une algtbre élémentaire, donc aussi de Jordan. De
2’ = w(x)z, pour tout z dans A? et du fait que y est bilinéaire symétrique, il
vient que p(z%y, ) = p(z?, yr), quels que soient z, y dans A%. Donc D(A) est une
algebre de Jordan.

5. Dérivations.
Soient K un anneau commutatif a élément unité, A une K- algébre commuta-

tive et D(A) sa dupliquée commutative. On sait que, pour tout morphisme K — L
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d’anneaux commutatifs a élément unité, il existe un isomorphismev de L-algébres
D(A) ®x L ~ D(A®gk L) et, en particulier, pour tout idéal premier p de K,
un isomorphisme de K-algébres D(A),, ~ D(A,). De méme, on a un isomor-
phisme de L-algébres A2 @ L ~ (A ®k L)? et pour tout idéal premier p de K,
un isomorphisme de K -algebres (4?), ~ (A,)?. La suite exacte de K- modules
0 —» N(A) - D(A) — A? — 0 nous fournit une suite exacte de K, -modules
0 —» N(4,) = D(A,) — (A,)* — 0 pour tout idéal premier p de K. En
particulier, si A% est K- projectif, le scindage D(A4) ~ A? a)fl N(A) nous fournit
un scindage D(A,) ~ (A,)? X N(A,) pour tout idéal premier p de K. Comme
la dupliquée d’une zéro-algebre est une zéro-algebre on supposera, par la suite, que

Ion a toujours 4% # 0.

Lemme 5.1. Soient K un anneau commutatif & élément unité et A une K- algébre
commutative telle que A? soit un K- module projectif. Alors Ann(D(A)) = N(A)
et pour toute K- dérivation d de D(A), d(N(A)) C N(A).

En effet, la condition D(A)N(A) = O entraine, sans autre hypothése, que
N(A4) C Ann(D(A)). Réciproquement, supposons que A? soit un K- module
projectif donc, par localisation, que A? soit libre et soit (e;) une base de AZ

sur K. Si z - y est dans Ann(D(A)) alors zy = Za,-e; (somme finie) ou les
i
«; sont dans K. Or, on sait que pour tout élément z' - y' dans D(A) on a

(z-y)(z'-y') = zy- 2’y = 0 donc pour tout indice j, zy-¢; = Za,-e;.ej =0
ce qui entraine que a; = 0 pour tout t. Ceci nous montre que :z': -y est dans
N(A) d’ou l'inclusion Ann(D(A)) C N(A). Finalement, si z - y est dans N(A),
pour tout élément z' - y' dans D(A) et pour toute K- dérivation d de D(A) on a
0=d((z-y)(z'-¢)) = d(z-y)(z'-y') + (z-y)d(z"-y") = d(z-y)(z' -y') donc d(z -y)
est dans Ann(D(A)) = N(A). Le lemme est démontré.

Pour toute K- dérivation d de A, on note d : D(A) — D(A) Iapplication K-

linéaire définie par z-y — d(z)-y+z-d(y). Il est clair que d est une K- dérivation
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de D(A) et que Papplication K- linéaire ¢ : Derg(A) — DerK(D(A)) définie par
d + d est un morphisme d’algébres de Lie.

Lemme 5.2. Soient K un anneau commutatif 4 élément unité et A une K- algébre
commutative telle que A? soit un K- module projectif. Alors :

(i) pour toute K- dérivation d de D(A) I'application K- linéaire composée
m(d) = podon : A? — A? est une K- dérivation de A%. De plus,
Papplication K- linéaire 7 : Derg(D(A)) — Dery(A?) est un morphisme
surjectif d’algébres de Lie.

(i1) Pour toute K- dérivation d de A, on a 7r(d) dj4z.

En effet, quels que soient les éléments z, y dans A? on a n(d)(zy) =

wd(n(zy))) = wldn(zy) — n(z)n(¥))) + w(dn(2)n(y)) = wp(dn(=)n(y) +
n(z)d(n(y))) = w(d)(z)y + z7(d)(y). Pour montrer que 7 est un morphisme

d’algebres de Lie il suffit de montrer que quelles que soient les dérivations d, d'

de D(A) on a n(d) o n(d') = n(d o d'). Or, pour tout z = Z ‘z! dans A? on
peut prendre 7(z) = Za: -z donc 7(d)(n(d')(z)) = 7(d) p(d’(Zz -z}))) et si
l'on pose d'(Z:x ) = ZyJ " alors 7(d) o w(d')(z) = 7(d) Zy;y;' =

d(n(}_yj)) = nod(Y_ yj-yf) = podod (Z z;.a)) = uodod'on(z) = m(dod')(z).

j j
La surjectivité de n découle de [10, lemme 6 1.5]. Pour ce qui est de (ii), notons

que pour toute K- dérivation d de A et pour tout élément z = Z ziz] dans A?

on & 7(d) = o din(@)) = wo AP st al) = Dould(al) 5! 4 2 d(al) =
Y (d(eh)at +zid(e) = d(3 el = d(z).

Corollaire 5.3. Soient K un anneau commutatif a élément unité et A une K-
algebre commutative telle que le K- module A? soit projectif. Si A = A? le
morphisme d’algeébres de Lie ¢ : Der(A) — Dery(D(A)) est injectif.
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Ceci est une conséquence immédiate de la condition (ii) du lemme 5.2.

Théoréme 5.4. Soient K un anneau commutatif a élément unité et A une K-
algébre commutative telle que le K- module A? soit projectif. Si A = A?, le
morphisme d’algébres de Lie 1 : Derg(A) — Derg(D(A)) est un isomorphisme.

En effet, on a le diagramme commutatif suivant

Derg(A) ———— Derg(A?)

T
Derx(D(A)) ——— Derg(A?)

ou Derg(A) — Derg(A?), d — d 42 est le morphisme de restriction. Si
A = A? on a T o1 = id et montrons que 'on a aussi ¥ o 7 = id. En effet, pour

toute K- dérivation d de D(A) et quels que soient les éléments z = ) rjz! et

y=3; y;y;’dansA2:Aona

pon(d)(z-y) = z.7m(d)(y) + n(d)(2)-y

=(Q_sial)p d(Zy, DRZICODES Zy;y;'
= () =i xi")d(zy;- v+ a2 )
=d((Q_ =i =)D _vj-v7)) =d Z \2l) <Zy;y;'

=d(z-y)

Remarques 5.5. (i) Le théoreme 5.4 est démontré dans la littérature
sous différentes hypothéses. Dans [5], ’Auteur le démontre pour une algebre
commutative sur un corps de caractéristique différente de 2 et dans [9, théoréme
2.1.1], les Auteurs le démontrent en supposant que l'algébre soit un module plat
sur un anneau commutatif & élément unité dans lequel ’homothétie définie par

2 est injective. Plus récemment, dans [13, proposition], I’Auteur montre que sur
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un anneau commutatif K a élément unité, si A est une K- algebre vérifiant la
condition A? = A, 'application K- linéaire Derg(A) — Derk(D(A)), d — d est
un isomorphisme d’algebres de Lie si et seulement si, pour toute dérivation d de
D(A), on a d(N(A)) € N(A). Or, le théoréme 5.4., nous dit que, pour cela, il
suffit que le K- module A? soit projectif ce qui est toujours le cas si K est un
corps. Par conséquent I’hypothése que A a un idempotent est superflue dans [13,
corollaire]. Nous avions déja obtenu I’essentiel des résultats du paragraphe 5 dans
(10, théoréme 6.1.6] par une méthode différente de celle suivie ici.

(i1) Disons enfin que le théoreme 4.2 est la version, en dimension quelconque, du
théoréme 2 de [2]. En effet, si A est une algebre non nécessairement commutative de
dimension 2 sur un corps K avec la table de multiplication dans une base {uy,uz}
donnée par u;u; = a;ji1u1 + Qijauz avec a;j1 + aij2 = 0 alors u;u; = a;; (u1 —u2),

i.e., la sous-K- algébre A? est de dimension < 1. Donc D(A) est associative.

L’exemple suivant nous montre que la condition A? = A est essentielle.

Exemple 5.6. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente
de 2 et (A,w) une K- algebre de Bernstein triviale de type (1 + r,s). On sait que
Derg(A)~ KT a.>¢<i. M, (K)xM,(K)ou M;(K) est I'algebre de Lie des matrices ¢ xt
a coefficients dans K. On suppose que s > 1 sinon on aurait A = G(n,2), l’algebre
élémentaire de dimension n =1+4r+ ssur K et AZ=A. On a A? = G(1 +r,2)
et Derg(A%) ~ KT .!)fi M (K). Si {e1,...,€e,} est la base canonique de A sur K

avec e = ¢, e1e; = -;—e,-, 1t =2,...,7r 4+ 1, les autres produits étant nuls, la base
correspondante dans D(A) est {el,...,er+1,elr+2',...,eln,en,...,e,-j,...,e,m}
(2 £ ¢ £ j £ n), avec pour table de multiplication €? = e;, eje; = %e,',
eie; = eje; = '1'6,'1', 2 <1 <3 <r+1, les autres produits étant nuls. Les e;;

(r+2<k<n)et e; (2<i<j<n)forment une base de N(A). Par conséquent

dimg N(A) = s + 1("2;1) et ¢ a pour valeurs, p(ei,e;) = p(ej,e)) = %eij
(2 <47 <7 £r+1)et pler,er) = 0 pour tout autre couple d’entiers (k,1).

Les calculs nous montrent que les K- dérivations de D(A) sont les applications

K- linéaires d : D(A) — D(A) définies par
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r+1 r+1

d(el) = Zakek, d(ei) = Z(ﬂkiek + %akeik),
k=2 k=2

r+1
d(eij) = D (Brierj + Brjexi), pour 2< i< j <r+1let
k=2 .
d(epq) = Z Yl pgekl + Z Epg k€1k pour tout autre couple
2<k<i<n r41<k<n

d’entiers (p,q), ou les parametres ai, Bri, Yripq €t pipgx sont dans K. Donc
-1 _
Palgebre de Lie Deryg(D(A)) est de dimension r(r + 1)(n(n2 ) + S)(n(n 1) +

2
1 N . .
s — r(r;— )) En particulier, pour n = 3, r = s = 1, on a les isomorphismes de

K- espaces vectoriels Derg(D(A)) ~ K?*, Derg(A) ~ K? et Derg(A?) ~ K2,

6. Note sur les automorphismes.

Les résultats obtenus dans le paragraphe précédent concernant les dérivations
restent encore vrais, mutatis mutandis, pour les automorphismes. Ainsi, a titre
d’exemple, nous allons donner, pour les automorphismes, le correspondant du

théoréme 5.4.

Théoréme 6.1. Soient K un anneau commutatif a élément unité et A une K-
algébre commutative telle que le K- module A? soit projectif. Si A = A? le
morphisme de groupes Autg(A) — Autg(D(A)), 0 — 6 ot 6(z - y) = o(z).0(y)

quels que solent z, y dans A, est un isomorphisme.

7. Note sur le foncteur D.

Soient K un anneau commutatif & élément unité et A et B deux K- algebres.
Il est clair que si D(A) est isomorphe & D(B), les sous-algébres A? et B?
sont isomorphes mais A et B peuvent ne pas l'étre. En effet, solent K un
corps commutatif de caractéristique différente de 2, A et B deux K- algébres
de Bernstein dont les tables de multiplication dans une base {e,e;,e;} sont

2

données respectivement par e* = e, ee; = %el, les autres produits étant nuls et

e? = ¢, eey = fe1, €5 = e;, les autres produits étant nuls. On voit aisément

que les sous-algébres A% et B? sont isomorphes. Les tables de multiplication
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de D(A) et D(B), dans la base {e.e, 6.61,6.62,61.61,61.62,62.62},- sont données
respectivement par (e.e)’ = e.e, (e.€)(e.e1) = Se.e1, (e.e1)? = je1.€1, les autres
produits étant nuls et (e.e)? = e.e, (e.)(e.e1) = je.e1, (e.€)(ez.e2) = e.ey,
(e.e1)? = %e].e], (e.e)(ez.€2) = %e].e], (e2.€2)? = ej.€1, les autres produits étant
nuls. Si 'on remplace (changement de base) dans la base de D(B) le vecteur ej.e;
par ez.eg — 2e.e; on voit immédiatement que les dupliquées D(A) et D(B) sont
isomorphes. Néanmoins, les algébres A et B ne le sont pas. En effet, la K- algebre
A est de Jordan tandis que la K- algebre B ne ’est pas, car sinon on aurait V2 = 0
ol V = Ke; (cf. [12]), donc A et B ne sont pas isomorphes. Ceci nous montre, en
particulier, que le foncteur duplication D n’est pas pleinement fidele.

On a aussi un exemple d’une algébre, en occurrence B, qui n’est pas de Jordan

mais dont la dupliquée D(B) est de Jordan (cf. proposition 4.3).

8. Note sur la dupliquée.

Comme nous ’a bien fait remarquer le Referee, il existe des résultats va-
lables pour la dupliquée non commutative qui ne le sont pas pour la dupliquée
commutative. Par exemple, il existe un isomorphisme de K- algébres, ou K est
un anneau commutatif & élément unité, entre la dupliquée non commutative
du produit tensoriel de deux K- algebres A et B et le produit tensoriel des
dupliquées non commutatives D(A) et D(B) de A et B respectivement, i.e.,
D(A®k B) ~ D(A)®@k D(B), isomorphisme de K- algebres. Or, cet isomorphisme
n’est pas, en général, vrai pour la dupliquée commutative. Nous montrerons, par
la suite, que pour la dupliquée commutative, il existe un morphisme surjectif de
K- algébres D(A ®k B) — D(A) ®x D(B) et nous donnerons une description du
noyau de ce morphisme.

On rappelle, tout d’abord, que si A et B sont deux K- algtbres, le K-
module A®x B est muni d’une structure naturelle de K- algebre, I’algébre produit
tensoriel, a savoir, (z @ y)(z' ® y') = zz' ® yy', quels que soient z, z' dans A et y,
y' dans B. La seconde puissance symétrique S%,(A) est ici munie de sa structure

d’algebre dupliquée commutative de la K- algébre A, pour toute K- algebre A.
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L’application (Ax B)x(AxB) — S%.(A)® x S%(B) définie par (A(:c, ¥), (z',y"))
— (z.2')®(y.y') est K- linéaire en chaque variable donc elle induit une application
K- bilinéaire symétrique (A ®x B) x (A @k B) — S¥(A) ®k S%(B) définie par
(z®y,z' @y') - (z.2') @ (y.y') et , par suite, une application K- linéaire unique

¢: St (AQ®K B) = S%(A) ®k S%(B) rendant commutatif le diagramme :

(A®k B)x (A®x B) —— S%(A)®k S%(B)

| -

S (A®k B) —2  S%(A)®x Sk(B)

De plus, ¢ est une application K- linéaire surjective car elle vérifie
e((z®y)(z' ®Y')) = (z.2') ® (y.y'), quels que soient z, ' dans A4 et y, y' dans
B. Finalement, ¢ est un morphisme de K- algebres pour les structures d’algebre
dupliquée sur S% (A @k B) et d’algebre produit tensoriel de S%(A4) ®k S%(B). 1l
s’en suit (cf. [4], chapitre II, paragraphe 3, n°® 6, corollaire 1 de la proposition 6)
que Ker(y) est 'idéal de S%(A ®k B) engendré par les éléments de la forme
(z®y).(z'®y')—(z®Yy').(z' ®y) pour z, z' parcourant A et y, y’ parcourant B et
ce noyau n’est pas, en général, nul. Supposons, par exemple, que A et B soient des
K- algébres libres de bases {ej,...,en} et {fi1,..., fn} respectivement. Une base
de S% (A ®K B) est formée par les vecteurs (e; ® fx).(e; ® fi)avec 1 <i<j<m
et quels que soient les indices k, | dans ’ensemble {1,...,n} plus les vecteurs
(ei®fr)(ei®@ fi)pourt =1,...,met 1 <k <1< netlenoyau de ¢ est I'idéal de
S% (A®k B) engendré par les vecteurs (e; ® fx)-(e; ® fi) — (i ® fi)-(¢; ® fx) pour
1<i<j<metl<k<l<n,cestadire, autotal ;mn(m—~1)(n—1) générateurs
libres. Dans ce cas, il existe un isomorphisme de K- modules libres S%(A® g B) ~
(S%(A)® K S%(B))®Ker(p) et, en général, Ker(p) # 0. Par exemple, sim = n = 2,
Ker(p) est engendré par le vecteur (e; ® f1).(e2 ® f2) — (e1 ® f2).(e2 ® f1).
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7

Sur la dupliquée d’une algébre (*)

Abstract. In this paper we revisit duplication of algebras and Etherington’s
theorems that we call here Etherington’s morphisms. As a consequence of this
construction, we show how to construct derivations and automorphisms of the
duplicate if we know these objects for the original algebra. The study of nilpotency
and Albert’s radical of the duplicate shows a very curious result : the duplicate
of an algebra is never semisimple unless the algebra coincides with the ground
field. Finaly, we give some results about Boers’ generalized associativity for the

duplicate.

Sommaire. Dans ce papier, nous reprenons 1’étude de la dupliquée d’une algébre
en liaison avec le théoreme de Etherington. Comme conséquence, nous montrons
comment calculer les dérivations et automorphismes de la dupliquée d’une algébre
quand on connait ces mémes objets sur ’algebre de départ. L’étude de la nilpotence
et du radical d’Albert de la dupliquée nous entraine vers un bien curieux résultat,
a savoir que, la dupliquée d’une algébre n’est jamais semi-simple, & moins que
l’algébre coincide avec le corps de base. Finalement, nous donnons quelques

résultats concernant ’associativité généralisée de Boers pour la dupliquée.

(*) Ce chapitre a fait I’objet d’une publication en collaboration soumise & Bulletin
de Société Mathématique de Belgique,
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1. La dupliquée d’une algebre.

1.1. Propriété universelle. Soient K un anneau commutatif a élément unité et
A une K- algebre. On dira qu’une algébre D est une dupliquée de A s’il existe une
application quadratique f: A — D telle que si by : A x A — D est 'application
K- bilinéaire symétrique associée & f définie par (z,y) — f(z +y) — f(z) - f(¥),
alors by(z,y)bs(z',y') = bs(zy,z'y") quels que soient z, y, z’', y' dans A. De
plus, pour toute application quadratique g : A — B, ou B est une K- algebre,
dont V’application K- bilinéaire symétrique associée by : A X A — B vérifie
by(z,y)bg(z',y") = by(zy,z'y') quels que soient z, y, 2', y' dans A, il existe un

morphisme unique de K- algébres §: D — B rendant commutatif le diagramme :

A — . B

9

Il est clair que si un tel objet existe, il est unique a isomorphisme prés ou encore,
si (D, f) et (D', f') sont deux dupliquées de la méme K- algebre A, alors D et D'

sont isomorphes en tant que K- algebres.

1.2. Existence de la dupliquée. Supposons que K soit un anneau commutatif
4 élément unité dans lequel 2 est inversible et considérons le K- module S%(A)
des éléments homogenes de degré 2 de 1'algébre symétrique Sk (A). On note = - y
'image d’un élément z®y par I’application canonique AQx 4 — S%(A) et on sait
que les symboles z - y engendrent S%.(A) pour z et y parcourant A. L’application
f: A — S%(A) définie par z -%9: - ¢ est quadratique et son application K-
bilinéaire associée bs(x,y) = = -y quels que soient z et y dans A. Si l'on définit
la multiplication dans S} (A) par (z - y)(z' - ') = zy - 2y’ pour z, y, ', y' dans
A, alors l'objet (S%(A), f) est la dupliquée de la K- algébre A et on le note
Dk (A). En fait, il s’agit de la dupliquée commutative car I’algebre A @ x A dont
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la multiplication s’écrit (z @ y)(z' ® y') = zy ® z'y’ pour z, y, z', y' parcourant A
est aussi une dupliquée de A, mais il s’agit de la dupliguée non commutative. De
plus, Papplication K- linéaire canonique A®Q x A — Dg(A) devient un morphisme

de K- algebres pour les structures de dupliquées.

1.3. Les morphismes d’Etherington. Soient K un anneau commutatif a
élément unité dans lequel 2 est inversible, A une K- algebre et Dy (A) la dupliquée
commutative de A. Une condition nécessaire et suffisante pour que 'application
p : Dg(A) — A? définie par z -y — zy soit bien définie est que l'algébre A
soit commutative et, dans ce cas, y : Dg(A) — A? est un morphisme surjectif
de K- algebres. Par contre, l’application K- linéaire u : A @ x 4 — A? définie
par £ ® y — zy est toujours bien définie et c’est un morphisme surjectif pour
les structures de K- algébres. Les morphismes p, dans les deux cas, sont appelés
morphismes d’Etherington. Il est a noter que la dupliquée commutative d’une
algébre existe méme si l'algebre n’est pas commutative ; ce qui n’existe pas, dans
ce cas, est le morphisme d’Etherington. Finalement, si Ng(A) est le noyau du
morphisme d’Etherington D (A) — A? dans le cas oti ’algébre 4 est commutative
(resp. A ®x A — A?, dans le cas général, commutative ou non), il existe un
isomorphisme de K- algébres Dg(A)/Ng(A)>A? et Di(A)Nk(A) = 0 (resp.
(A®k A)/Nk(A)>A% et (AQk A)Nk(A) = Nx(4)(A®Kk A) =0).

Considérons la suite exacte de K- modules

0 — Nk(A) - Dk(A4A) L4250,

Pour toute application K- bilinéaire ¢ : A2 x A?> — Nx(A), on définit sur le
produit direct A? x Ng(A) une structure de K- algébre en posant (z,z')(y,y') =
(zy,¢(z,y)) quels que soient z, y dans A% et z', y' dans Nk(A). En particulier,
la table de multiplication de cette algebre, que nous noterons A? x Nk (A), est
donnée par ’

(2,0)(y,0) = (29, (z,9)),

(z,0)(0,y") =0,

(0,2)(0,9") = 0,
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quels que soient z, y dans A? et z', y' dans Nk (A).

On dira que deux applications K- bilinéaires ¢, ¢' : A2 x A> - N (A) sont
équivalentes et on note ¢ ~ ¢ s'il existe une application K- linéaire h 1A% -
Nk(A) telle que ' = ¢ + 6h ot 6h : A? x A? — Nk(A) est l'application K-
bilinéaire définie par (6h)(z,y) = k(z)y + zh(y) — h(zy) pour z, y parcourant AZ.
Compte tenu de la structure d’algébre de A? x Nk (A), on a (6h)(z,y) = —h(zy)
ou encore, ¢'(z,y) = ¢(z,y) — h(zry), quels qfle soient z, y dans A%. Il s’en suit
que, canoniquement, ¢ ~ ¢' si et seulement si A2 x Ng(A) ~ A? X Nk(A),
isomorphisme de K- algébres. Notons simplement qu: P’isomorphisme ?nentionné
s'écrit A2 x Ng(A)=A? X Nk (A), (z,2') — (z,2' — h(z)).

Suppozons désorrnai: que A? soit un K- module projectif. 11 existe alors
une application K- linéaire n : A?> — Dg(A) telle que pon = ids: et
considérons D’application K- bilinéaire ¢ : A? x A2 — Ng(A) définie par
(z,y) ~ n(z)n(y) — n(zy). Si n' : A2 > Dg(A) est une autre application K-
linéaire vérifiant pon' = ida2 et si 'on pose h = i/ — 5 alors h : A? —» Ng(A)
est une application K- linéaire vérifiant ¢' = ¢ + 8h, c’est a dire, ¢ ~ ¢' donc
A? x Ng(A) ~ A? X N Kk (A), isomorphisme de K- algebres. Ainsi, & isomorphisme
présg,’ la structure d’:lgébre de A? x Ng(A) ne dépend pas du choix de  donc non
plus de celui de . On note alors certe algeébre A? s>¢<i Ng(A) (s.d. pour semi-direct)
et on a un isomorphisme naturel de K- algébres D (A4) ~ A? :fi. Ny (A).

Par la suite, chaque fois que nous ferons intervenir la dupliquée d’une K-
algébre A sous la forme d’un produit semi-direct c’est que, préalablement, on
aurait supposé que la K- algebre A2 soit un K- module projectif.

Le lemme suivant (cf. [8], lemme 5.1) nous sera utile par la suite :

Lemme 1.4. Soient K un anneau commutatif & élément unité et A une K - algébre
telle que A? soit un K- module projectif. Alors Ann(Dg(A)) = Nk (A) et pour
toute K- dérivation d (resp. pour tout K- automorphisme o) de Dy (A) on a
d(Nk(A)) C Nk(A) (resp. o(Nk(A)) = Nk (A)).
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Note 1.5. Dans le cas ou 2 n’est pas inversible dans ’anneau de base, les
dupliquées commutative et non commutative de A peuvent toujours se définir
mais ces dupliquées ne vérifient plus une propriété universelle comme celle définie

cl-dessus.

2. Dérivations et duplication.

Théoréme 2.1. Soient A une K- algébre commutative telle que A? soit un K-
module projectif, et Dk (A) sa dupliquée commutative. Une condition nécessaire
et suffisante pour qu’une application K- linéaire d : Dg(A) — Dg(A) soit une K-
dérivation de Dk (A) est que les conditions suivantes soient vérifiées : (i) pour tout
z dans N = Nk (A), d(z) = ga(z) ot I'application g : Derg(Dg(A)) — Endg(N)
définie par d — g4 est un morphisme d’algébres de Lie; (ii) pour tout z dans
A% d(z) = fa(z) + ha(z), ou Papplication f : Derg(Dgr(A)) — Derg(A?),
d — f4 est un morphisme d’algébres de Lie, I’application h : Derg(Dg(A)) —
Hompy (A%, N), d — hy est K- linéaire et vérifie hia,a) = hao fa+gaoha —ga ohy,
quels que soient d et d' des K- dérivations de Dk (A); (iii) ha(zy) + ga(p(z,y)) =
e(z, fa(y)) + ¢(y, fa(z)), quels que soient z et y dans A%

En effet, soit d une K- dérivation de Dg(A) = A? X Ngk(A). D’apres le
lemme 1.4 on a d(N) C N et pour tout vecteur z de N, si I'on pose gq(z) = d(z),
alors 'application g4 : N — N est K- linéaire. De méme, il existe fy : A2 — A?
et hg : A2 —- N deux applications K- linéaires telles que, pour tout z dans
A% d(z) = fa(z) + ha(z). Soient, maintenant = et y dans A? et z', y' dans N.
On a d((z + ') (y + ¥')) = d(zy + »(z,y)) = fa(zy) + ha(zy) + ga(e(z,y)) et
(z+2)d(y +¢') + (y + y')d(z + 2') = (2 + 2')(fa(y) + ha(y) + 9a(y")) + (v +
¥ )(fa(z) + ha(2) + 94(2")) = fa(y) + ¢(, fa(y)) + vfa(z) + ¢(y, fa(z)). De
I'égalité d((z + ")y + ¥")) = (z + 2" )d(y + ¢') + (y + ¥')d(z + z'), il vient que
fa(zy) = zfa(y) +yfa(z) et ha(zy) +g94(o(2,y)) = (2, fa(y)) + #(y, fa(z)), quels
que soient z et y dans A%, d’ou (iii) et fy4 est dans Derk(A?), quel que soit d dans
Derk(Dk(A)). Sidet d' sont deux K- dérivations de Dy (A), on a (dod')(z+2') =
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A (2) + har(2) + 90 (2")) = fa(far () + hafar@)) + galhar(z)) + galgar(z") et
(4, d)(z-+2") = (dod')(z+")—(dod)(z+2") = (faofur—fur0 fa)(@)+(hao far~haro
fatgaoha —garoha)(z)+(ga0ga —gar0ga)(z') = fla,a(x) +hia,a(z)+gia,27(z")-
On en déduit que

flaan = lfa, o),

9[d,a] = [94, 9] et

hia,a = haofa —hgofg+gqohg —ggohg. On vérifie facilement que
les applications f : Derk(Dk(A)) — Derg(A?), d — fa, g : Derg(Dk(A)) —
Endg(N), d — ga et h : Derg(Dg(A)) — Homg(A* N), d ~ hq sont K-
linéaires et les deux premiéres égalités ci-dessus nous disent alors que f et g sont
des morphismes d’algebres de Lie.
Réciproquement, soit d : Dg(A) — Dg(A) une application K- linéaire vérifiant

les conditions (i), (ii) et (iii). Pour z et y dans A%, on a

d((z,0)(y,0)) = d(zy + ¢(z,y)) = fa(zy) + ha(zy) + 9a((2,v))
= zfa(y) + yfa(z) + (=, fa(y) + ¢(y, fa())
= (z,0)(f4(y),0) + (y,0)(fa(2),0)
= (z,0)(fa(v) + ha(y)) + (¥, 0)(fa(z) + ha(z))
= (z,0)d(y) + (y,0)d(<),

car AN = 0. Comme Dg(A)N = 0, les autres cas sont trivialement vérifiés, donc

d est une K- dérivation de Dg(A).

L’algébre de Lie Lk (U,V). Soient K un anneau commutatif a élément unité
et U et V deux K- modules. On définit sur le K- module Lg(U,V) =
Endk(U) x Endg(V) x Homg(U, V) une structure d’algébre de Lie en posant
(9,8, (F 0 B0 = (s f0,0')h o f' — Ko f + g o ' —g' o h) et soit
Li(A) la sous-K- algébre de Lie de Lg(A? N) formée des triplets (f,g,h)
avec f dans Derg(A?), g dans Endg(N) et h dans Homg(A? N) vérifiant
h(zy) + 9(¢(z,y)) = ¢(z, f(y)) + ¢(y, f(z)), quels que soient z et y dans A°.
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Lemme 2.2. Soient A une K- algébre commutative et Dg(A) sa dupliquée
commutative. Il existe un isomorphisme d’algébres de Lie Der g (D (A))> L (A).

D’apres le théoréme 2.1, l'application Derg(Dg(A)) — Lk(A) définie par
d+ (f4,94,ha) est Pisomorphisme cherché. Les considérations du paragraphe 1.3.

nous permettent de déduire le lemme suivant :

Lemme 2.3. Soient A une K- algébre commutative et Dg(A) sa dupliquée

commutative. Si A* = A alors {(z,Y)}z yea engendre N en tant que K- module.

Lemme 2.4. Le morphisme d’algébres de Lie ¢ : Ly (A) — Derg(A?), défini par
(f,g,h) +— f est surjectif. Si, de plus, A* = A, alors c’est un isomorphisme.

I est clair que 1 est un morphisme d’algeébres de Lie. Montrons que ¥ est
surjectif. En effet, si f est une K- dérivation de A%, on pose h(zy) = ¢(z, f(y)) +
@(y, f(z)) pour z et y dans A? tels que p(z,y) = 0 et h(z) = 0 pour tout autre
élément 2 de A%. De méme, on pose g(¢(z,v)) = p(z, f(y)) + ¢(y, f(z)) — h(zy),
quels que soient = et y dans A? et g(z) = 0 pour tout autre élément z dans N. On
vérifie que ( f, g, h) est dans Lg(A). Supposons maintenant A2 = A et soit (f, g, h)
dans L (A) tel que ¥(f,g,h) =0, c’est a dire, f = 0 d’ou h(zy) + g(¢(z,y)) = 0,
quels que soient z et y dans A%. Pour z et y dans A® tels que y(z,y) = 0 on a
h(zy) = 0. Comme A? = A, les produits zy tels que ¢(z,y) = 0, z et y parcourant
A, engendrent A% et on déduit que h =0, donc 9(»(z,y)) = 0, quels que soient z

et y dans A? = A. Le lemme 2.3. permet d’achever la démonstration.

Théoréme 2.5. Soient K un anneau commutatif & élément unité, A une K-
algébre commutative et Dy (A) sa dupliquée commutative. Si A? = A alors
Derg(Dgk(A))=Derg(A), isomorphisme d’algébres de Lie. En fait, ’application
K- linéaire Derg(A) — Derg(Dg(A)), d— d* telle que d*(z-y) = z-d(y)+d(z)-y,

quels que soient x, y dans A, est un isomorphisme d’algébres de Lie.

-101-



En vue des lemme 2.2 et lemme 2.4 on a Derg(A) ~ Derg(Dk(A)). Soit
D : Derg(A) — Derg(Dg(A)) lapplication définie par d +— d*. Pour toute
dérivation d de A, on a d*((z-z')(y-y")) = d*(zz'-yy') = zz'-d(yy')+d(zz' ) yy’ =
sa'-(d(y)y' +yd(y")) + (d@)' +2d(z")) vy = (a-2')(d)-y' +y-d(y)+(d(z)-2' +
z-d(z"))(y-y'") = (z-2')d*(y-y")+d*(z-z')(y-y'), quels que soient z-z' et y.y' dans
Dg(A), donc d* est une dérivation de Dk(A). Soient dy, d2 deux dérivations de A.
On a [d, d§)(z-y) = d;(z-da(y)+ da(2)v) ~dy(z-ds (4) + s ()-v) = d (=) da(v)+
z-d10d2(y)+diody(z)-y+d2(z)-d; (y)—(d2(z)-d1(y)+z.d20d1(z)-y+di(z)d2(y)) =
z-(diody—dyodi)(y)+(diods —dyodi)(z)-y = z-[d1,d2](y) + [dh,d2](z) -y =
[d1,d2]*(z - y), pour tout z -y dans Dg(A), donc I'application D est un morphisme
d’algebres de Lie. Dans [7], I’Auteur a montré que, pour toute algébre commutative
A, Uapplication D : Derg(A) — Derg(Dk(A)), d — d* est un morphisme injectif
d’algébres de Lie. Avec I'hypothése A? = A, le lemme 2.4 nous dit que D est

surjectif.

Soient maintenant K un anneau commutatif a4 élément unité muni d’une
structure de Q-algébre, P un K- module projectif, d : P — K une application
K- linéaire surjective qui se prolonge en une K- dérivation de degré —1 de ’algébre
symétrique Sk (P), m 2 1 un nombre entier et SF(P,d) I'algebre gamétique 2m-
ploide du K- module (P, d) (cf. [6]). On sait que cette algébre A = S (P, d) vérifie
la condition A? = A. De plus, si P = K"*! est le K- module libre de rang n + 1,
alors SR(P,d) = G(n+1,2m) et notons Z(n + 1,2m) sa dupliquée commutative.

Corollaire 2.6. Soient K un anneau commutatif a élément unité muni d’une
structure de Q-algébre, S}t (P, d) la K - algébre gamétique 2m-ploide du K - module
(P,d) ou m > 1 est un entier. Il existe alors un isomorphisme de K- algébres de

Lie Derg(ST(P,d)>Derg (D (SE(P,d))).

Dans le cas de ’algebre gamétique G(n + 1,2), il suffit que 2 soit inversible

dans 'anneau de base, plus précisément on a le résultat suivant :
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Corollaire 2.7. Soient K un anneau commutatif a élément unité dans lequel 2
est inversible et G(n + 1,2) la K- algébre gamétique diploide.
Alors Derg(G(n + 1,2))=Derg(Z(n + 1,2)).

Notons que si A? # A alors dimg Derg(Dg(A)) est strictement supérieure &

dimg Derg(A), ou K est un corps commutatif (cf. [8], exemple 5.6).
3. Automorphismes et duplication.

Lemme 3.1. Soient K un anneau commutatif a élément unité, A une K- algébre
commutative, Dg(A) sa dupliquée commutative, N = Ng(A) le noyau de la
multiplication yu : Dg(A) — A? et ¢ : A? x A2 — Ng(A) une application
K- bilinéaire symétrique. Une condition nécessaire et suffisante pour que une
application K- linéaire bijective o : A*> x Ng(A)5A? x Ng(A) soit un K-
automorphisme d’algébres est que les coniﬁtions suivante: solent vérifiées : (i)
pour tout z dans Nk (A), 0(z) = go(z) ol 'application g : Autg(A? x Ng(A)) —
GLk(N) définie par 0 — g, est un morphisme de groupes; (ii) ‘;)our tout z
dans A%, o(z) = f,(z) + ho(z) ot Dapplication f : Autx(A? x Ng(A)) —
Autg(A?) définie par ¢ — f, est un morphisme de groupes e:’ Papplication
h @ Autg(A? x Nk(A)) — Hompg(A?,Nk(A)) définie par 6 — h, vérifie
hoot = hy o0 f;‘:- go © hor quels que soient o et o' dans Autg(A? x Ng(A));
(1ii) ho(zy) + go(0(z,y)) = o(fo(2), fo(y)), quels que soient z, y dans‘pA2 et pour
tout o dans Aut g (A? >‘: Nk(A)).

Soit ¢ : A? x Nk(A) — A? x Ng(A) un K- automorphisme. D’apres le
lemme 1.4, pour t‘gut vecteur z de ]‘/\,7 s1 I'on pose g,(z) = o(z) alors g, est dans
GLk(N). De méme, pour tout z dans A?, on écrit o(z) = f,(z) + h,(z) avec
fo dans Endg(A?) et h, dans Homg (A%, N). Il est clair que pour tout ¢ dans
Autg(A? x Ng(A)), fo est une application bijective. Soient maintenant z, y dans
A2 2y gans N.Légalité o((z+2')y+vy')) = o(z +2')o(y + y') se traduisant
par fo(zy) + ho(zy) + go(p(z,¥)) = fo(z)fo(y) + ¢(fo(2), f+(y)), il vient que
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fo(2zy) = fo(2)fo(y) et ho(zy) + 95(¢(2,9)) = ¢(fo(2), fo(y)), d’'ott la condition
(ii1). De plus, si 0 et o' sont deux automorphismes de A” >; Nk (A), alors (ood')(z+
') = o(for(2) + hor(2")) = fo(for(2)) + ho(for () + go(ho(2)) + go(go(2')) et
(000" (z+2') = foo'(2)+ hoo (T) + goor(z') quels que soient z dans A? et z' dans
N. Par conséquent foor = fo 0 forr Gaa' = o © Gor € koot = hy © for + g, 0 hor.

Réciproquement, soit o : A2 x Ng(A) — A? x Ng(A) une application K-
linéaire bijective vérifiant les tonditions (i), (ii;’ et (iii). Pour z et y dans
42 on 2 a((,0)%0)) = o(ey + @(&,¥)) = fo(ev) + holey) + 6u(6(2,9)) =
fo()fo(v)+ o (fo(2), fo(v)) = (fo(2) + ho(2))(fo(y) + ha(y)) = o(z,0)0(y,0) car
AN = 0. Comme (A? >; Ng(A))N = 0, les autres cas se vérifient trivialement.

Donc o est un automorphisme d’algébres de AZ x Nk(A).
v

Note 3.2. Le lemme 3.1. ainsi que sa démonstration sont valables, mutatis

mutandis, au cas de la dupliquée non commutative.

Le groupe Gg(U,V). Soient K un anneau commutatif & élément unité, U
et V deux K- modules, GLg(U) et GLg(V) les groupes linéaires de U et V
respectivement et Homg(U,V) le K- module des applications K- linéaires de U
dans V. On définit sur 'ensemble Gx(U,V) = GLx(U)x GLx(V)x Homg(U,V)
une structure de groupe par la loi de composition interne (f,g,h) * (f',¢',h') =
(fofl,gog' hof +goh'). On voit que (idy,idy,0) en est élément neutre,
tandis que (f,g,h)"! = (f71,97',~¢g7 1 o h o f71). Notons G k(A?,¢) le sous-
ensemble de G i (A%, N) formé des triplets (f, g, h) avec f dans Autx(A?), g dans
GLk(N) et h dans Homg(A?, N) vérifiant h(zy) + g(o(z,y)) = o(f(z), f(%)),
quels que soient z et y dans A’. On vérifie facilement que Gk (A?,¢) est un
sous-groupe de Gk (A%, N) puisque (f,g,h)™ = (f71,¢7',—~g 1 o ho f1) avec
—g 7 ohof 7 (zy) = =g~ oh(fTH(2)f T (¥)) = ~¢ 7 (p(z,¥))+e(f N (z), F(W)),
quels que soient z, y dans A?.

Notons que, d’apres le lemme 3.1., on a aussi un isomorphisme de groupes
Gr (A% p) ~ Auty(A? >; Nk (A)) et regardons comment les automorphismes o de

A? x Ng(A) sont modifiés par des isomorphismes F : A? x Nk (A)SA? x Ng(A)
@ ¢ ¢
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définis par (z,z') — (z,z' — k(z)) avec k dans Homg(A?, N). La commutativité

du diagramme

A? x Ng(A) ———  A? x Ng(A)
¢ F ¥

A? x Ng(A) ———— A% x Ng(A)
¢ F’ ¥

et les faits que F'(z,z') = (z,2' — ¥'(z)), o(z,2") = (fo(2),90(z') + ha(z)) et
d'(z,2') = (for(2),90(z') + ho'(z)) quels que soient z dans A? et 2’ dans N
entrainent que f, = fo', go = go' €t hor —hy = go0k—k'o f,. Réciproquement, ces
équations entrainent la commutativité du diagramme ci-dessus. En fait, ce qui nous
intéresse est de savoir comment un isomorphisme F : A2 X Ng(A)5A? X N (A),
(z,2') — (z,2' —k(z)), avec k dans Homg (A%, N) modif“ioe les automorp‘;ismes de
A? x Nk (A). Pour un automorphisme donné o de A* x Nk(A), Pautomorphisme
de A2 x Nk(A) modifié par F s%écrit o' = F oo o F71 et ceci équivaut a
dire que fo = fory 9o = gor €t hor — hy = g, 0k — k 0 f5. Or, quand on
considere la dupliquée d’une algeébre comme un produit semi-direct, on procede
par la méme occasion a I’identification des automorphismes o et F oo o0 F~! pour
tout automorphisme F. Donc, en vue de comparer Autg(Dk(A)) et Gg(A?, )
ou A? est un K- module projectif et ¢ : A2 x A2 — N est une application K-
bilinéaire symétrique déduite de cette projectivité (cf. Lemme 3.3.), nous avons
besoin de rendre le groupe G (A%, ) plus petit. Pour ce faire, nous dirons que
deux triplets (f,g,k) et (f',¢',h') dans Gk (A?,¢) sont équivalents et on note
(f,9,h) ~ (f',g¢', 1) si et seulement si f = f'| g = ¢’ et il existe un élément k
dans Homy(A?,N) tel que ' —h = gok — ko f. Il s’agit bien d’une relation
d’équivalence sur G (A?,¢) compatible avec sa structure de groupe et on peut

donc considérer le groupe quotient é;\~(A2,go) = Gk(A% )/ ~. Etant donné que
pour deux triplets (f,g,hk) et (f',¢',h') on a h(zy) + g((,y)) = @(f(z), f(y)) et
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K (zy) + ¢'(¢(z,v)) = o(f'(z), f'(¥)), quels que soient z, y dans A?, les conditions
f = f"et g = ¢ entrainent que h(zy) = h'(zy), quels que soient z, y dans A?
donc h = h' et k = 0 si (4%)? = A%. Dans ce cas, il existe un isomorphisme de
groupes GK(A2,<,0)~:>C~¥K(-A2,¢). Sinon, c’est a dire, si (4%2)2 C A?, il existe un
morphisme surjectif de groupes G (A%, p) — G k (A%, ) qui n’est pas, en général,
un isomorphisme.

Les considérations précédentes et le lemme 3.1. nous fournissent le lemme

sutvant :

Lemme 3.3. Soient K un anneau commutatif a élément unité, A une K- algébre
commutative telle que A% soit un K- module projectif et Dy (A) sa dupliquée
commutative. L’application naturelle AutK(DK(A))—QéK(Az,gp) composée du
morphisme de goupes Autkx(Dk(A)) — GK(A? ¢) défini par 0 = (fs,95,ks)
et de la surjection canonique Gk (A?,p) — éK(A2,¢) est un isomorphisme de
groupes. En particulier, le morphisme Autx(Dg(A)) = Gk (A%, ¢) est toujours
injectif. Si de plus on a (A?)? = A?, alors le morphisme Aut (D (A))>Gx (A2, )

est un isomorphisme de groupes.

Lemme 3.4. Soient K un anneau commutatif a élément unité et A une K- algébre
commutative telle que A? soit un K - module projectif. Si (A*)?* = A?, le morphisme
de groupes ¥ : G (A%, ) — Auty(A?) défini par (f,g,h) = f est surjectif. Si de

plus A? = A, le morphisme 1) est un isomorphisme.

Il est clair, d’aprés le lemme 3.1., que % est un morphisme de groupes. De
plus, ce morphisme est surjectif car si 'on se donne f dans Autx(A?) et si 'on
prend g arbitraire dans GLk(V), on doit construire & dans Homg (A%, N) vérifiant
h(zy)+g(p(z,v)) = o(f(z), f(¥)), quels que soient z, y dans A2. Or, cette formule
nous définit une application K- linéaire h : (4%2)2 — N et d’aprés la condition
(A?)? = A? on déduit que effectivement h est dans Hom (A%, N) et, par suite,

(f,g9,h) appartient & Gk (A?,¢). Supposons, de plus, que A2 = A et soit (f, g, k)
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dans Gk (A%, ) tel que f =1id,4. La condition h(zy) + g(p(z,y)) = o(z,y) jointe
au fait que N est engendré par les éléments de la forme z - y avec z, y dans A et
ry = 0 nous dit que g = idn (cf. Lemme 2.5.) et, par conséquent, h = 0. Le lemme

est démontré.

Théoréme 3.5. Soient K un anneau commutatif 4 élément unité, A une K-
algébre commutative telle que A? soit un K- module projectif et Dy (A) sa
dupliquée commutative. Si A? = A, il existe un isomorphisme de groupes
Autg(Dg(A))>Autk (A) dont I'isomorphisme réciproque est défini par o +— 0.0

avec (0.0)(z - y) = o(z).0(y), quels que soient z, y dans A.

Pour ce qui est de la premiere assertion, il suffit d’appliquer les lemmes 3.3.

et 3.4. et de considérer 'isomorphisme composé
Autg(Dg(A))SGk(A, ) Autg(A).

La description de l'isomorphisme réciproque est alors immédiate.

Corollaire 3.6. Soient K un anneau commutatif & élément unité muni d’une
structure de Q-algébre, m > 1 un nombre entier et SE(P,d) ’algébre gamétique
2m-ploide du K- module (P,d). Il existe alors un isomorphisme de groupes
Aut g (SR(P,d)) 5 Autk (D (SR (P, d))).

Corollaire 3.7. Soient K un anneau commutatif & élément unité dans lequel 2

est inversible et n > 1 un nombre entier. 1l existe un isomorphisme de groupes

Autg(G(n + 1,2)) S Aut g (Z(n + 1,2)).

Note 3.8. Il apparait dans la littérature que ce processus de duplication peut
étre répété. Pour une K- algebre commutative 4, on pose D% (A) = Aet D5 (A) =
DK(D;_I(A)), pour tout entier k > 1. Avec 'hypothése A2 = A, les théorémes
2.5. et 3.4. nous disent que Derx(A) ~ Der g (D% (A)), isomorphisme d’algébres
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de Lie, et Autg(A) ~ Auty(D%.(A)), isomorphisme de groupes (k = 1,2,...). II
suffit, pour cela, de voir que (Dg(A))? == Dg(A) (conséquence du lemme 2.3.).

Exemple 3.9. Cet exemple concerne le cas d’une algebre A vérifiant (A?)? =
A?, En effet, soient K un corps commutatif de caractéristique différente de
2 et A la K- algebre de Bernstein triviale de type (1 + r,s). Cela veut dire
que si A = Ke® U @V est la décomposition de Peirce de A relative a un
idempotent e, alors (U @ V)2 = 0 donc U? = 0, ce qui nous permet d’écrire

= Ke @ U. On note que, en fait, A? est l'algébre gamétique G(1 + r,2), donc
(A%)? = A? et Autg(A?) ~ Affk(U), isomorphisme de groupes, ou Affx(U)
est le groupe affine de U. Comme Nk (A?) = Ker(Dg(A?) — (A%)? = A?%) =
{p(z,y)/z,y € A2 et zy=0},alorsdimg(Nk(A?)) = 3(147)(2+r)—(14r) =
3r(r + 1) et si I'on écrit Ng(A) = NK(Az) @ N', on voit que t = dimg(N') =
dimg(Ng(A)) — dimg(Ng(A?) = 3(n+ D)(n+2) - (r+ 1)~ 3r(r+1) =
sn+ D(n+2)—3(r+1)(r+ 2), ou n = r + s. Il en résulte immédiatement
que Autg(Dg(A)) >~ Affk(K™) x GLg(K?"), isomorphisme de groupes, o ’on a
pos¢ U=K".Sit=0o0naN' =0et Ng(A) = Ng(A?) donc V =0 et, dans ce
cas, Autg(Dk(A)) ~ Af fk(U), isomorphisme de groupes. L’algebre de Bernstein
A est alors, des le départ, l'algebre gamétique G(1 + r,2), et dans ce cas on a
A=A

Exemple 3.10. Il s’agit ici d’un cas particulier de I’exemple 3.9. dans lequel
r = s = 1. On se donne alors une base {e,u,v} de l'algébre de Bernstein A avec
{u} base de U et {v} base de V et la table de multiplication de A relativement
4 cette base s’écrit e = e, eu = ue = gu, tous les autres produits étant
nuls. On voit que A? = Ke @ U donc Autg(A?) = K+ X K*, le groupe
affine de K. On voit que Auty(Dg(A4)) ~ Affx(K) x GLg(K®) cart = 3 et
on va déterminer explicitement les automorphismes de Dg(A). Or, la table de
multiplication de Dg(A) relativement a la base {e-e,e-u,u-u,e-v,u-v,v-v}
sécrit (e-e)* =e-e, (e-e)e-u)=(e-u)(e-e) = ze-uet (e-u)® = tu-u, tous

les autres produits étant nuls. Si o est un automorphisme de Dg(A4), on sait que
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2y - u avec a dans K et compte tenu de ’équation

o(e-e) = e-e+ae-u+%a
ag(e-e)o(e-u) = %o(e - u), nécessairement o(e-u) = fe-u+ -;-aﬂu - u avec 3 dans
K. Puisque o(e - u)o(e - u) = 1o(u - u) alors o(u - u) = B%u - u. Par ailletrs, les
automorphismes de A? s’écrivent sous la forme f,(€) = e+ yu et f,(u) = Au avec
¥, Adans K et A£0.Ona:o(e-e)= f,(€): fole) =€e-e+2ve-u+~*u-uet
il suffit de prendre v = -;-a; o(e-u) = fo(e) - fo(u) = Ae - u+yAu - u et il suffit
de prendre A = 8; o(u.u) = f,(u) - fo(u) = Au-u = p?u - u. Ceci nous permet
de calculer les automorphismes de Auty(Dg(A)) connaissant ceux de Auty(A?)

modulo le groupe GLk(K?3).

Exemple 3.11. Si A = Ke ® V est ’algebre de Bernstein constante avec
V? = 0, alors A2 = Ke et Autg(A?) = {id42} alors que Dg(A) = Ke.e ®
Nk (A) est aussi une algébre de Bernstein constante, c’est a dire, Ng(A4)? = 0
mais Autg(Dg(A)) ~ GLkg(Nk(A)), isomorphisme de groupes. Le fait que
Autg(Dg(A)) et Autg(A?) ne soient pas isomorphes (cf. théoréme 3.5.) tient
au fait que A% C A.

Les résultats précédents, concernant les automorphismes et les dérivations,
s’étendent au cas de la dupliquée non commutative. Pour plus de renseignements

nous renvoyons a [7].

4. Les idempotents de la dupliquée.
On montre ici I'existence d’une bijection d’ensembles entre l’ensemble des

idempotents de la K- algébre A et celui des idempotents de sa dupliquée commu-

tative Dg(A).

Lemme 4.1. Soient K un anneau commutatif a élément unité, Uy et Uy deux
K- algébres et h : Uy — Uz un morphisme d’algébres. Si Ker(h) € Ann(U,) et
Im(h) D U7 alors, il existe une bijection d’ensembles Ip(U;)>Ip(Us,), ou Ip(U;)

est I’ensemble des éléments idempotents de U; (1 = 1,2).

Soit y dans U, vérifiant y? = y, alors y est dans UZ C Im(h) et il existe z

dans U, tel que y = h(z). On a h(z?) = (h(z))? = y? = y = h(z), par conséquent,
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z = 22 — g est dans Ker(h) C Ann(U;) et (z + 2)? = 2? = 2 + 2, donc z + z est
dans Ip(U,) avec h(z + z) = y. Soient maintenant z; et z, deux idempotents de
Us tels que h(z;) = h(z2). On a z; — 22 = z € Ann(Uy) et 22 = (72 + 2)% = 23
entraine que z; = z,. L’application hjj,(y,) est la bijection cherchée.

Comme conséquence de ce lemme on a le résultat suivant :

Théoréme 4.2. Soient K un anneau commutatif a élément unité, A une K-
algébre commutative et Dg(A) sa dupliquée commutative. Le morphisme de

K- algébres p : Dg(A) — A induit une bijection d’ensembles Ip(Dy(A))=Ip(A).

Il suffit de voir que A? C Im(p) et Ann(Dg(A4)) D N.
Le théoréme 4.2. est encore vrai dans le cas de la dupliquée non commutative,

ie., Ip(A @ A)=1Ip(A), bijection d’ensembles.

5. Nilpotence et radical.

Dans tout ce paragraphe, K sera un corps commutatif et les algebres sur K
et leurs dupliquées seront non nécessairement commutatives.

Soient A une K- algebre et s un entier non associatif. On dira que ’algébre
A (ou ’élément z) est s-nilpotent si tout produit d’éléments de A (ou produit des
), associés selon 'entier s, est nul. Si 'entier s est principal, on dira que A (ou
x) est principalement nilpotent d’'indice s. Si tout produit de d facteurs d’éléments
de A (ou de d facteurs ) est nul, quelle que soit la fagon de les associer, on dira
alors que A (ou z) est fortement nilpotent d’indice d.

Dans la suite nous employerons le mot nilpotent pour principalement nilpo-
tent.

Dans [5], théoreme VI, I’Auteur disait : “si une K- algebre A est nilpotente
d’indice 2d — 1 ou 2d, alors l'algébre dupliquée Dg(A) est nilpotente d’indice

2d — 1”. L’exemple suivant en est un contre-exemple.

Exemple 5.1. Soit A la R-algébre commutative de dimension 5 dont la

table de multiplication dans une base {e;, ez, €3, €4, €5} est donnée par e e; = e;4,
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(i = 1,...,4), les autres produits étant nuls. L’algébre A est nilpotente d’indice 6,
tandis que la sous-algébre A?, engendrée par {e3,e€3,€4, €5}, est une zéro-algébre,
ie., nilpotente d'indice 2. Quels que soient z; ® y; (: = 1,2,3) dans Dk (4) on a
(21 ®@y1)((z2 @ y2)(Z3 ® y3)) = (1 @ v1)(Z2y2 ® T3y3) = T1y1 ® (T212)(z3y3) =0,
puisque (z2y2)(x3y3) € A2A? = 0. Donc Dg(A) est nilpotente d’indice 3. D’apres

le théoreme ci-dessus cité, on devrait avoir 5 comme indice de nilpotence de Dk (A).

Théoréme 5.2. Soit A une K- algébre. Si la sous-algébre A? est nilpotente (resp.
résoluble) d’indice k, alors 'algébre Dy (A) est nilpotente (resp. résoluble) d’indice
k+1.

En effet, sous les hypothéses du théoréme, on a u(Dk(4)*) = (u(Dk(A))F =
(A%)F =0, i.e., (Dg(A))*¥ C Nk(A) et par conséquent D (A)*! = 0. De méme,
on a p(Dx(A)®) = p(Dk(A)F) = (A% =0, soit D (A)*) C Ni(A) et par

suite DK(A)("“) = 0, d’ou le théoreme.

Lemme 5.3. Soit A une K- algébre. Si I est un idéal de la sous-algébre A2, alors
I® Ng(A) est un idéal de Dk(A). De plus, si I est nilpotent (resp. résoluble)
alors I @ Ng(A) est nilpotent (resp. résoluble).

On va démontrer le lemme en identifiant Dy (A) & A2 @ Ni(A). Supposons
alors que I soit un idéal de A2. On a (A4 Nk (A))(I+Nk(A)) = A2I+p(A2%, 1) C
I+ Ni(A) et (I + Ni(A)(A® + Ni(4)) = TA® + o(I, 42) C I + Ny(A),
donc I + Nk(A) est bien un idéal de Dy (A). Des égalités (I + NK(A))"+1 =
IFH 4 o(I5 1) et (I + Ng(A))FHD = JE+D 4 o1 1)) i1 vient que si T
est nilpotent, I 4+ Nk (A) I'est aussi et si I est résoluble, il en est de méme de

I+ Nk(A).

Remarque 5.4. Si une K- algebre A est fortement nilpotente d’indice 2s
(resp. résoluble d’indice s + 1) alors la sous-algebre A? est fortement nilpotente

d’indice au plus s (resp. résoluble d’indice s).
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Théoréme 5.5. (d’Etherington ). Soit A une K- algébre fortement nilpotente
d’indice 2s — 1 ou 2s (resp. résoluble d’indice s + 1). Alors, ’algébre Dy (A) est
fortement nilpotente d’indice au plus s 4 1 (resp. résoluble d’indice s + 1).:

Le théoréme est immédiat, compte tenu de la remarque 5.4. et du théoréme

5.2.

Une K- algebre A est dite simple si les seuls idéaux bilatéres de A sont A et
{0} et si A n’est pas une zéro-algebre. Une K- algebre A est dite semi-simple si
elle est somme directe d’algebres simples. Le plus petit idéal R(A) de A, tel que
l’algebre quotient A/R(A) soit semi-simple, est appelé le radical de A.

Lemme 5.6. Soient A une K- algébre et R(A) le radical de A. Alors R(A) contient
tous les idéaux résolubles de A (cf.[2]).

Théoréme 5.7. Soient A une K- algébre et R(A?) le radical de la sous-algébre
A?. Alors, le radical de Dk (A) est isomorphe & R(A*)® Nk (A), i.e., R(Dg(A)) ~
R(A?) & Ng(4).

On va démontrer le théoréme en identifiant Di(A4) & A2 x N Kk (A).
s.d.
En effet, le lemme 5.3. nous dit que R(A?) @ N (A) est un idéal de Dy (A).

Les isomorphismes

(A’/R(A%)) = (Dk(A4)/Nk(4))/(R(A*) & Ni(A)/Ni(4))
= Dy (A)/(R(A%) & Nk (4))
nous disent que Dy (A)/(R(A®) @ Nk(A)) est semi-simple. Par conséquent, on a

R(Dk(A)) C R(A?) @ Nk(A). Mais comme 'idéal Nk (A) est résoluble, en tant
que zéro-algebre, d’apres le lemme 5.6. on a Nk (A) C R(Dk(A)). Alors

Di(A)/R(D(A)) = (D (A)/Nk(4))/(R(Dx(A))/Nk(4))
~ A?/(R(Dk(A))/Nk(A))
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est semi-simple. Ceci nous dit que R(A?) C R(Dx(A))/Nk(A), ou encore R(A*)&®
Nk (A) C R(Dk(A)). Ainsi on a R(Dg(A)) = R(A?) ® Ng(A), d’ot le théoreme.

Remarque 5.8. La dupliquée Dg(A) d’une K- algebre A ne peut étré semi-
simple sauf si elle coincide avec K. En effet, supposons que pour une K- algebre
A, sa dupliquée Dk (A) soit semi-simple. Alors R(Dk(A)) = {0} entraine que
R(A?) = {0} et Ng(A) = {0}. Donc l'algebre Dg(A) est isomorphe a A2
ou encore A ® A ~ A? isomorphisme de K- espaces vectoriels, par conséquent

A=A~ K.

6. Dupliquée et n-associateur.

Un anneau A est dit n-associatif, pour un entier n > 3, si le n-associateur

{aj,...,a,} s’annule pour tout a; dans A, ou
n-—1
{ala <o aan} = Z(_l)k_l{ala RN 4] 147 2% PRR aan} (n > 4)
k=1

et {a1,a2,a3} = (ajaz)as — ay(azas).
Un anneau A est dit strictement n-associatif si A est n-associatif et il existe
un (n — 1)-associateur non nul (cf. [4]).

Par la suite, K sera un corps commutatif.

Lemme 6.1. Soit A une K- algébre. L’algébre Dk (A) est associative si et
seulement si la sous-algébre A? est associative et @(z122,23) = ¢(T1,7273) quels

que soient r;, T2, T3 dans A?.

En effet, identifions Dg(A) & A? x Nk(A) et soient y; = z; + =, dans
Dk (A) avec z; dans A? et z! dans NK(A) (: = 1,2,3). On a {y1,y2,¥y3} =
{z1, 2,23} + p(x172,23) — p(z1,2223). Par conséquent {y1,y2,y3} = 0 équivaut

a{z1,z2,23} =0 et p(z122,23) = p(z1,7273).
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Théoréme 6.2. Soit A une K- algébre. Si la sous -algébre A? est résoluble d’indice

2, I’algébre Dk (A) est associative et fortement nilpotente d’indice au plus 3.

Il suffira ici de montrer que Dg(A) est fortement nilpotente d’indice éu plus
3. Supposons alors que Az soit une zéro-algebre et soient z; ® y; dans Dg(A)
(¢ = 1,2,3). On a (21 ® y1)((z2 ® v2)(z3 ® ¥3)) = (T1 @ y1)(22y2 ® T3y3) =
2191 ® ((z2y2)(23ys)) = 0.

Exemple 6.3. Il n’est d’ailleurs pas nécessaire que ’algebre A soit associative.
En effet, soit A la R-algébre commutative de dimension 5, du contre-exemple de
Suttles (cf. [9]). La table de multiplication de A dans la base (¢, c2,c3,¢c4,c5) est
donnée par cjc2 = —c1¢5 = c2¢4 = €3, €C1C3 = €4, C2C3 = C3, les autres produits
étant nuls. On a A? =< c3,¢4,¢5 > et A3 = A%, donc A n’est pas nilpotente. De
plus A n’est pas associative puisque {c1,cz,c3} = c3. Cependant A2A? = 0, i.e.,
A? est résoluble d’indice 2. Le théoréme 6.2. nous dit alors que ’algebre Dy (A),

de dimension 25, est associative et fortement nilpotente d’indice 3.

Théoreme 6.4. Soit A une K- algébre non nécessairement associative telle que

dimg A? = 1. Alors Dg(A) est associative.

En effet, toute algebre de dimension 1 étant trivialement associative, I’algébre
A? Yest aussi. De plus, de la bilinéarité triviale de ¢, il vient que ¢(zy,2) =
¢(z,yz), quels que soient z, y, z dans A%. Le lemme 6.1. nous dit alors que Dy (A)

est associative.

Lemme 6.5. Soit A une K- algébre. Si la sous-algébre A? est associative, alors

tout 3-associateur de D (A) est dans Nk (A).

En effet, solent z;®y; dans Dk (4),7 = 1,2,3. Ona {z1®y1,2,Qy,,23Ry3} =
((z1y1)(2292)) @ T3y3 — (2111) ® ((T2y2)(23y3)) et p({21 @ ¥1,72 ® Y2, 23 @ y3}) =

((z1y1)(22y2))(z3y3) — (z1y1)((22y2)(z3ys)) = 0. Donc {z1 @ y1,22 ® y2, 73 ® y3}
est dans Ng(A), d’ou le lemme.
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Théoréme 6.6. Soit A une K- algébre. Si la sous-algébre A? est aséociative, alors

Dg(A) est 4-associative.
En effet, puisqu’on a en général
{z1,22, 23,24} = 21{z2, 23,74} + {71, 72, 73} 24

quels que solent les z; dans Dg(A) (cf. [4]), les égalités D (A)Ng(A) = 0,
Ng(A)Dg(A) = 0 et le lemme 6.5 nous dit que {z;,z2,z3,24} = 0, d’ou le
théoreme.

Rappelons que toute K- algebre associative, non nil-algebre contient un
idempotent non nul e, i.e., e = e. Alors A admet la décomposition de Peirce

relative a I'idempotent e, A = A;; @ A1 D Ag1 @ Ago avec A;j ={z |z € Ajex =

iz,ze = jzr}, 1,7 =0,1.

Théoréme 6.7. Soit A une K- algébre. Si la sous-algébre A? est associative de

dimension n (n > 2), non nil-algébre, alors Dy (A) est strictement 4-associative.

En effet, supposons que B = A? soit une algebre associative non nil-algébre.
Soient e un idempotent de B et B = By; & Byy ® Boi1 ® Byo la décomposition
de Peirce de B relativement a e. Comme dimg B > 2, il existe dans B un
élément z non nul et non colinéaire a e. Soit £ = 17 + 10 + To1 + Too avec
zi; € Bij. On a ex = z1; + T10 et Te = z1; + zo;. Considérons deux cas : (i)
ez #0(ouze#0). Ona{e®ee@Rre®e} =z;; Qe+ Qe —e®@zy;. Si
11 =0,Z10 #0,z10®e #Oetsizyp=0,z;; #0et 21 Qe —-e®z1; £ 0,
puisque ces deux vecteurs sont nécessairement indépendants. Donc Dg(A) n’est
pas associative et le théoreme 6.6. nous dit que Dy (A) est 4-associative. Ainsi
Dg(A) est strictement 4-associative. (ii) ex = ze = 0. Alors = est dans Byp.
Puisque = est dans A?, z = Y, zjz! (somme finie) avec z} et z! dans A. On a
{eQee®e,d;z.Q@z}=e®z~(e®e)(e®z) =e®zx #0. Donc Dg(A) n'est

pas associative et par suite D (A) est strictement 4-associative, d’ot le théoreme.
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Exemple 6.8. Soit A la R-algebre non associative de dimension 3 dont
la table de multiplication dans une base {e,e;,e;} est donnée par e = e,
ee; = eje = ey, les autres produits étant nuls. On a A2 =< e,e; > et A? est
associative. Cependant, {e®e,e®e,e®e€;} = e ® ez est non nul, donc Dy (A) est

strictement 4-associative.

Corollaire 6.9. Soit A une K- algébre associative de dimensionn > 2. Si A2 = A

alors D (A) est strictement 4-associative.

Il suffit de voir que la condition A2 = A entraine que A n’est pas une nil-
algebre.

Si A est une K- algébre non associative, I'idéal Vi (A), engendré par tous les
associateurs, est appelé I'idéal associateur de A. L’algébre quotient A/Vk(A) est
alors associative.

D’apres le lemme 6.5. on a Vi (Dg(A)) € Nk(A) dés que la sous-algebre A?

est associative.

Théoréme 6.10. Soit A une K- algébre. Deux quelconques des conditions sui-
vantes entrainent la troisiétme : (1) A = A?; (2) Vk(Dk(A)) = Nk(A); (3)
A~ Dg(A)/Vk(Dk(A)), isomorphisme d’algébres.

En effet, si A ~ Dg(A)/Vk(Dk(A)) alors A est associative donc il en est de
méme de la sous-algébre A? ce qui nous montre que Vx(Dk(A)) C Nk(A). La
suite exacte de K- espaces vectoriels
0 — Ng(A)/Vk(Dk(A)) — Dg(A)/VK(Dk(A)) — Dg(A)/Nk(A) — 0 nous
montre que A ~ A?, isomorphisme d’algébres, équivaut & Nx(A4) = Vi (Dk(A)).

Le reste de la démonstration suit facilement.

Corollaire 6.11. Soit A une K- algébre associative & élément unité & gauche ou

a droite. Alors A >~ Dy (A)/Vk(Dg(A)) (cf. [4], théoréme 4.3).
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En effet, puisqu’il est clair que A2 = A, d’aprés le théoréeme 6.10, il reste
a établir que Vg(Dgk(A)) = Nk(A) et pour ce faire, il suffira de montrer que
Nk(A) C Vk(Dk(A)) car on a déja Vx(Dg(A)) € Ng(A). Soit e I’élément unité
a gauche de A et soit £ @ y dans Ng(A). Alorszy =0 et {eQ@e,e®@z,e Ry} =
(e®@z)(e®y) —(eQe)z®y) =z @y, donc z @ y est dans Vg(Dg(A)). Par
conséquent Vi (Dgk(A)) = Ny (A).

Note 6.12. En termes de dimension, le théoreme 6.4. généralise le théoreme
2 de [3]. Dans le corollaire 6.9., si 'on suppose que 1’algébre A admet une unité a
gauche ou & droite, A2 = A et on obtient le lemme 4.1. de [4]. Plusieurs exemples
contenus dans [4] sont maintenant immédiats. Notons enfin que I'identification de
Dy (A) avec le produit semi-direct A? x Nk (A) révele que les propriétés de la
dupliquée d’une algebre A sont mdu1tes par celles de la sous-algébre A2 plutét que
par celles de A. Pour d’autres résultats dans le cas des algebres génétiques, nous

renvoyons a [8§].
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8

Autour de la dupliquée

Cet article concerne la dupliquée D(A) d’une algebre A. Dans [1] et [2], Boers
traite du probléme de la caractérisation des algebres A dont la dupliquée D(A)
est associative ou strictement 4-associative. De plus, si V est I'idéal associateur
de D(A), il examine les conditions pour avoir I'isomorphisme D(A)/V ~ A. Nous
répondons ici a toutes ces questions. Nous donnons des conditions nécessaires et
suffisantes pour que la dupliquée D(A) d’'une algébre non associative A soit a
puissances associatives, alternative ou de Jordan. De plus, nous montrons que
D(A)/V est isomorphe & A si et seulement si A = A est une algebre associative

et V = Ker(p), le noyau du morphisme d’Etherington ([4]).

0. Introduction. Soient K un corps commutatif de caractéristique # 2, A une K-
algébre commutative (resp. non nécessairement commutative) non nécessairement
associative ni ayant un élément unité et S%(A) la seconde puissance symétrique
du K-espace vectoriel A. La multiplication (z.y)(z'y') = zy.z'y’ (resp. (z ®
y)(z' ®y') =zy®z'y') avec z, y, z', y' parcourant A, ol z.y désigne le produit
symétrique de z par y, définit sur S%.(A) (resp. A ® A) une structure de K-
algébre commutative (resp. non commutative) appelée la dupliqguée commutative

(resp. non commutative) de A. La dupliquée sera notée D(A).

(*) Ce chapitre afait I'objet d’une publication parue a Indagationes Mathematicae
2(1), 99-104 (1991)
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L’application K-linéaire u : D(A) — A? définie par z.y - ry (resp.
z @ y + zy) est un morphisme surjectif de K-algebres. On a D(A)Ker(p) =
Ker(u)D(A) = 0 et D(A) = A? a>:i Ker(p) (s.d. pour semi-direct) isomorphisme
d’algebres, ol le produit semi-direct est donné par (z,z')(y,y’') = (zy,¢(z,y))
pour z, y parcourant A% et z/, y’ parcourant Ker(u) et olt ¢ : A% x A% — Ker(y)

est une application K-bilinéaire.

Lemme 0.1. Soient C une classe d’algébres et A une K-algébre. L’algébre D( A)
est dans C si et seulement si (1) Ialgébre A? est dans C et (2) ¢ est un 2-cocycle
de A? & coefficients dans Ker(u) ([4]).

Une K-algébre A est dite alternative si 22y = z(zy) et yz? = (yz)z pour tous
z et y dans A. Une K-algébre commutative A est dite de Jordan si z%(yz) = (z%y)z
pour tous z et y dans A. Ces deux classes d’algébres sont a puissances associatives.
Une K-algebre A est une S-algébre si tout sous-K-espace vectoriel est une sous-

algebre ([3]).

Lemme 0.2. Soit K un corps de caractéristique # 2. Si B est une S-algébre
commutative, alors B> =0 ou B = Ke ® By, avec € = ¢, By, ={b€eB|eb=

3b} et B, =0.

En effet, si B est une S-algebre on a en particulier z2 € Kz pour tout z dans
B. On écrit 2% = F(z)z avec F(z) dans K. On montre que F est une forme linéaire.
Pour ce faire, on a F(z + Ay)(z + Ay) = (z + Ay)? = F(z)z + N2 F(y)y + 2\zy.
Donc, il existe a et b dans K tels que zy = az + by. Si z et y sont linéairement
indépendants, on a F(z + Ay) = F(z) + 2Xa et AF(z + Ay) = A2F(y) + 2Ab,
Le., F(z) — 2b = MF(y) — 2a). Par conséquent F(z) = 2b et F(y) = 2a, d’otr
ey = 5(F(y)a + F(a)y). De plus F(z +y)(z + Ay) = (F(z) + \F(y))(z + M)
entraine que F(z+Ay) = F(z)+ AF(y). Ainsi F est linéaire. Si F = 0 alors z2 = 0
et par suite B? = 0. Sinon, il existe un y dans B tel que F(y) # 0. Alors, pour
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e= —y—,on a F(e)=1et B=Ke® B' oi B' = Ker(F). Maintenant eZ =, et

F(y)
comme Ty = %F(z)y + %F(y)z, onaey= %y pour tout y dans B’ et yz = 0 quels

que soient y et z dans B, i.e., B' = B3 avec B” =0; d’ol1 le lemme.
1. Associativité des puissances.

Théoréme 1.1. Soient A une K-algébre commutative et D(A) sa dupliquée
commutative. Les conditions suivantes sont équivalentes : (i) D(A) est a puissances
associatives; (ii) D(A) est une algébre de Jordan; (iii) B = A? est une S-algébre

commutative.

(1) = (w12). On remarque que le produit dans D(A) est donné par zw =
p(2).p(w) pour z, w dans D(A). Soit z € B = A? et z dans D(A) tel que
w(z) = z. De (2%2)z = 2222 il vient que (z2z).z = z?.22. Si F est une forme
linéaire quelconque sur A, a.b — F(a)F(b) définit une forme linéaire sur D(A) et
on a F(z2z)F(z) = F(z*)F(z?). Si F(z) = 0, F(z2?)F(z?) = 0, ie., F(z) = 0
entraine que F(z?) = 0. Par conséquent z2 € Kz et le lemme 0.2 nous dit que B
est une S-algebre commutative.

(117) = (it). Si B = A? avec B2 = 0, D(A) est une algébre associative. Si
B = Ke ® B,y avec Bf/2 = 0 alors, par le lemme 0.1, il suffira de voir que
B = A? est une algébre de Jordan et que ¢(z?,yz) = p(z2y,z) pour tous et y
dans B. Or on a z?y = F(z)zy, z2(yr) = F(z2)z(yz) = (F(z)zy)z = (22y)z et
o(z?,yz) = F(z)p(z,yz) = p(z?y,z) car v est K-bilinéaire symétrique.

(i1) = (2) est évident.

Corollaire 1. Soit A une K -algébre a puissances associatives non nil. Alors D(A)
est & puissances associatives si et seulement si A = Ke @ A;/3 ® Ao, dans sa

décomposition de Peirce, ot Ag et A, ;; sont des zéro-algebres et Ag A,/ C Ay /s

En effet, si D(A) est & puissances associatives, alors A2 = Ke @ A, /2 avec

A2

12 = OouA=A46 A2 ® Ap. Comme A; C A? et que A; et Ay sont des
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sous-algeébres de A, alors A; = Ke et A2 = 0. La relation AoAyjy C Ay découle

des propriétés de la décomposition de Peirce. La réciproque est immeédiate.

v

Remarque. Une K-algebre A est dite de Bernstein si (z?)? = w(z)?z? ol
w : A — K est un morphisme, non nul, d’algébres. On sait ([6], chapitre 9) que
A se décompose en A = Ke@U ®V avec U2 CV,UV C U, V2 CU ol e est
un idempotent de A, U = A;/, et V = Ao. Alors, compte tenu du lemme 0.2, le
théoréme 1.1 nous dit que la dupliquée d’une algebre de Bernstein est a puissances
associatives si et seulement si U2 = 0. De plus, puisqu’il est bien connu qu’une
algébre de Bernstein est de Jordan si et seulement si V? = 0 et v(vu) = 0 pour
tous v € V et u € U, il est alors facile de voir que l'algébre A du corollaire 1 est

une algebre de Bernstein-Jordan.

Corollaire 2. Soit A une K-algébre commutative non nil de dimension n > 1.
Si D(A) est a puissances associatives alors D(A) ~ D(B) ot B est 'algébre de
Bernstein triviale de type (r,n — 1) et r = dim A?.

En effet, si D(A) est & puissances associatives, A2 = Ke @ Aj/z ou e est un
idempotent de A. Soit {e;,...,e,} une base de A? avec ¢; = e. On la compléte

en une base {e1,...,en} de A. On a alors : €2 = ¢;, e;¢; = %ei pouri=2,... 1
r

'

eie; =0pouri, ) =2,...,7, ejej; = Zaijkek des que 2 > 7 ou j > r. La famille
k=1
(ei-€j)1<i<j<n est une base de D(A). Faisons le changement de base suivant :

i

On pose c¢i; = ei.e; — aijier.e; — 2Za;jkel.ek pour ¢ < j et 3 > r, le reste
k=2

est inchangé. On a p(c;;) = 0, donc ¢;; € Ker(y). Dans la nouvelle base, la

table de multiplication de D(A) devient (e1.€1)2 = ej.eq, (e1.e1)(er.€;) = %el.e,-
pour i = 2,...,r, (e1.€;)(e1.€j) = leje; pour 2 < i < j < r, les autres
produits sont nuls. Soit B l'algebre de Bernstein triviale de type (ryn —r) dont
la table de multiplication dans la base canonique {ci,... yCn} Sécrit : ¢ = ¢,
¢ = -;—c,- pour ¢ = 2,...,r, les autres produits étant nuls ([6]). La table de

multiplication de D(B) dans la base (c,-j)1<'.<j<n, ou on a posé ¢;j = c¢j.cj,
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est donnée par ¢}, = c13, ¢j161i = Leqi, pour t = 2,...,7, clicyj =

D) Ci; pour

4
2 <1 < j < r,les autres produits sont nuls. On voit maintenant que 1’application
K-linéaire o : D(A) — D(B), définie par o(e;.e;) = cij, pour 1 <1 <j < r
et o(c;;j) = c¢;j pour les autres couples d’'indices, est un isomorphisme d’algebres ;
donc D(A) ~ D(B).

Pour toute algebre A on note par A I’algeébre commutative dont la multipli-

cation est deéfinie par r oy = %(zy + yz) avec z, y dans A.

Théoréme 1.2. Soient A une K-algébre et D(A) = A ® A sa dupliquée non
commutative. Alors :
(i) D(A) est & puissances associatives si et seulement si Bt est une S-algébre
commutative ot B = A? ;
(ii) D(A) est une algébre alternative si et seulement si B = A? vérifie B> = 0
oudimB = 1.

En effet, supposons que D(A) soit a puissances associatives. Pour z dans
B et z dans D(A) tel que u(z) = z, légalité (222)z = 222? entraine que

2 z? et par suite 2 € Kz

(z27) @ = = z? @ z2. Ceci implique que (z%z).2 =z
pour tout z dans B. Puisque 2% = %(zz+zz), le lemme 0.2 s’applique alors & BY.
On suppose maintenant que D(A) est alternative. Pour z et y dans B, z et w dans
D(A) tels que pu(z) = z et p(w) = y, les égalités 22w = z(zw) et w2? = (wz)z se
traduisent respectivement par 2 Q y = z @ ry et y ® z? = yzr ® z. Mais comme
D(A) est aussi & puissances associatives, ’assertion (i) nous dit que z? = F(z)z
et les égalités ci-dessus entrainent que zy = F(z)y = yz. Par conséquent B est
commutative et le lemme 0.2 donne B2 = 0 ou B = Ke & B, /2. Mais dans ce
dernier cas, ey = y pour tout y dans B; donc By, =0 et dim B = 1.

Les réciproques sont facilement vérifiées. En effet, si par exemple Bt est une S-
algébre, alors z2 = F(z)z et en général ' = F(z)'~'z, pour tout entier 1 > 1,
dans B et B*. Dans ce cas, pour tout z dans D(A) et pour deux entiers positifs

i et j non nuls, si 'on pose z = p(2), on a 2'2/ = z' @ 7/ = F(z)"" 2z Q z et
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#t = 2 ® 21+~ = F(z)™i~2z @ z. Donc 2'27 = 217 et D(A) est & puissances
associatives ; d’ou ’assertion (i).

Corollaire 3. Soit A une K-algébre alternative non nil. Alors D(A) est alter-
native si et seulement si A = Ke @ Agy ot A2, = 0 dans sa décomposition de

Peirce.

La preuve s’obtient de fagon analogue a celle du corollaire 1.

Notons que l'algtbre A = Ke @ Agy avec A}, = 0 est associative et que si
B = A? vérifie B2 = 0 l’algébre D(A) est nilpotente d’indice 3. De plus, de par le
lemme 0.1, il est facile de voir que si dim B = 1, D(A) est associative. En somme,

on peut remplacer, dans le corollaire 3, alternative par associative.

2. La n-associativité.
Une K-algtbre A est dite n-associative si le n-associateur {z,,...,Tn}

s’annule pour tout z; dans A, ou

n—1

{z1,... 20} = Z(l)k—l{zl,---,$k$k+1,---,$n}

k=1

pour n > 4 et {z1,z2,23} = (z172)T3 — z1(T273).
Une K-algebre A est dite strictement n-associative si elle est n-associative et
il existe un (n — 1)-associateur non nul ([1]).

On sait ([2]) que si A? est une algébre associative, D(A) est 4-associative.

Théoréme 2.1. Soit A une K-algébre telle que A? soit associative. D(A) est

strictement 4-associative si et seulement si A? n’est pas une zéro-algébre et

dim A? > 2.

En effet, puisque A? est associative, D(A) est 4-associative. L’équivalence des
deux conditions est assurée par le théoréme 1.2.

Le théoreme 2.1 répond a la seconde question de Boers.
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3. Sur I’idéal-associateur.

Toute K-algebre non-associative A admet un idéal V' engendré par tous les
associateurs et appelé idéal-associateur. V' est I'ensemble de toutes les sommes
finies d’associateurs et des éléments de la forme {z,,z2,z3}z4 ou les z; sont dans
A (J2]). Si A est associative, V' est nul. Sinon, la K-algebre quotient A/V est

associative.

Théoréme 3.1. Soient A une K-algébre et D(A) = A ® A sa dupliquée non
commutative. Si dimA = n > 2 et V désigne I'idéal associateur de D(A), alors
D(A)/V =~ A si et seulement si A = A? et V = Ker(p).

En effet, notons d’abord que V. C (A ® A))? = B® B ot B = A%
L’isomorphisme (A ® A)/V ~ A induit les isomorphismes (B ® B)/V =
(A®A)2/V ~ A? = B. Si dimB =m, on a dimV = n? —n = m? — m. Puisque
n > 2, nécessairement m = n et B = A. Comme (A ® A)/Ker(p) ¥~ B = A ~
(A® A)/V est associative, il vient que V = Ker(p). La réciproque est immédiate.

Remarques. (a) Si la K-algebre A a un élément unité a gauche (ou a
droite) alors p(e,z) = 0 (resp. ¢(z,e) = 0) pour tout z dans A. En effet,
puisque dans ce cas A? = A, on identifie A & un sous-espace vectoriel de
D(A) au moyen de l'application injective A — D(A), £ — e ® z. On a alors
(e®z)(e®y)=zQ@y=eRzy+(zQy—-e®zy)et u(z @y —e®zy) = 0 nous
disent que ¢(z,y) =z ® y — e ® zy quels que soient z et y dans A. En particulier,
¢(e,z) = 0 pour tout z dans A.

(b) Si A% = 4 alors Ker(p) = {o(z,y) |z et y€ A2},

Corollaire ([2]). Soit A une K-algébre a élément unité a gauche (ou a droite).
Alors D(A)/V =~ A si et seulement si A est associative.

En effet, supposons que A soit associative et soit e un élément unité & gauche.
Ona A? = Aet {e+2',y+y',2+2'} = p(ey,z)—p(e,yz) = ¢(y, 2), en vertu de la

remarque (a). On voit alors que V est engendré par les ¢(y, z), y et z parcourant
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A? et la remarque (b) nous dit que V = Ker(y) et par suite D(A4)/V ~ A. Puisque

D(A)/V est associative, la réciproque est immédiate.
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9

Sur la dupliquée d’une algébre Il *

Abstract. We can define duplication of algebra connected with sex-linkage. We
give here the general theory of this kind of duplication and show how to compute

derivations, automorphisms and idempotents of the duplicate

Ce papier concerne la dupliquée d’algebres liée au sexe, notion introduite par
Ph. Holgate. En suivant les traces d’un papier précédent nous avons calculé les
dérivations, automorphismes et idempotents de la dupliquée d’une algebre. Pour
une algebre A, la condition A? = A s’avére souvent indispensable. Si A est 'algébre
génétique d’une population, I’hypothése A? = A traduirait la conservation globale,
de génération en génération, du patrimoine génétique de cette population. Aussi,
les résultats mentionnés dans ce texte proviendraient du caractére naturel du

processus de duplication.

1. Préliminaires.

Soient K un anneau commutatif a élément unité et A une K-algébre commu-
tative. On définit sur S%.(A), la seconde puissance symétrique du K-module A, une
multiplication par (z-z')(y-y') = zz' - yy', quels que soient z, z', y, ¥’ dans A, ou
le symbole z - ' désigne le produit symétrique de z par z'. L’algébre ainsi définie
est notée Dy (A) et est appelée la dupliquée commutative de A. L’application
p: D(A) — A?, 2 -y v zy est un morphisme surjectif de K-algébres et si N (A)
désigne son noyau alors Dg(A)Ng(A) = 0 (cf. [7]). Une K-algébre A est dite

pondérée s’1l existe un morphisme surjectif de K-algébres w : A — K. Si w est

* Ce chapitre a fait ’objet d’une publication en collaboration & Bulletin de
Société Mathématique de Belgique 43, série A, 118-125 (1991)
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une pondération pour A, le morphisme composé wp = w o p est une pondération
pour Dg(A). De plus, wp est 'unique pondération de D (A) si w est 'unique
pondération de A et si A? est un K-module projectif. .

En effet, soit w' : Dg(A) — K une autre pondération de D (A). On sait qu'’il
existe un vecteur e’ dans Dk (A) tel que w'(e') = 1 et Dg(A) = Ke' @ Ker(w'),
somme directe de K-modules. Comme €'y = 0 pour tout y dans Ng(A), alors
Nk(A) C Ker(w'). D’autre part, étant donné que wp(2) = w(u(2)) pour tout
z dans Dk(A), on a aussi Nx(A) C Ker(wp). Or, lalgébre A? étant un K-
module projectif, on peut écrire Di(A4) = A? a)fi Nk(A) (cf. [7] ) donc pour
tout z = z +y dans Dg(A) avec = dans A? et y dans Nk (A) on a wp(z) = wp(z)
et w'(z) = w'(z). Comme A posséde une pondération unique w : A — K, alors
wp(z) = w'(z) = w(z) pour tout z dans A% d’olt w' = wp.

On suppose désormais que 2 soit inversible dans K. Sur le K-module Dy (A)®

A, somme directe, on définit une multiplication par
! ! ! 1 ! ! 1 11 [
(gt 2)a oy +2) = 5oy H () + (@Y 7+ ().

On notera Dy ,(A) la nouvelle algébre, appelée la s-dupliquée de A (s pour I'initiale
du mot sexe). Pour I'interprétation de cette algebre, on renvoie a [4], [6] ou [10]. Si
’on identifie z -y avec (z-y,0) et 2z avec (0,2) alors,on a (z-y)(z'-y') =0, 22' =0,
et (z-y)z = §(xy -z +w(2)zy), quels que soient z, y, ', ¥, z, 2’ dans 4. On voit
alors que la K-algébre Dg ((A) n’est pas pondérée. Cependant, si B est le sous-
K-module de D 4(A), engendré par les éléments = -y 4 z avec wp(z - y) = w(2),
z, y et z parcourant A, alors B est un idéal de D 4(A) contenant Dy 4(A4)%. De
plus, I'application w, : B — K définie par r -y + 2z — wp(z - y) = w(z), est une
pondération de B.

Dans le cas ot K est un corps et (A,w) une K-algébre pondérée de dimension
nsur K, on a dimg(Dx(A)) = "—("2"“ D dimc(Dio(4)) = w Ker(wp) =
A -Ker(w), B est un idéal de Dk ,(A) de codimension 1 et Ker(w,) = Ker(wp) @
Ker(w).

On sait qu'’il existe une bijection d’ensembles I,(A)S1,(Dk(A4)) ou I,(A)
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désigne l'ensemble des idempotents de A et que si A2 = A, il existe un isomor-
phisme d’algebres de Lie Derg(A)=Derg (D (A)) et unisomorphisme de groupes
Autg(A)SAut g (Dk(A)) (L. [7]). .

On se propose ici de calculer les dérivations, automorphismes et idempotents
de l'algébre dans Dy ,(A) connaissant ces mémes objets dans 'algébre A. Les

résultats sont trés différents de ceux ci-dessus cités.

2. Le critére fondamental.

Soient K un corps et (A,w) une K-algébre pondérée. On dira que (A,w) est
uniquement pondérée si w est 'unique pondération de A et si pour toute extension
K — L de K, ou L est un corps commutatif, la L-algebre A @ ¢ L est aussi munie
d’une pondération unique. On dira qu’une K-algébre pondérée (A,w) satisfait la
condition (C) si pour toute dérivation d de A on a wod = 0. Les résultats suivants

nous montrent que la classe de telles algebres n’est pas vide :

Lemme 2.1. Soit (A,w) une algébre réelle pondérée. Siw est I'unique pondération

de A alors, pour toute dérivation d de A, on aw od = 0 (cf.[3], théorémel).

Lemme 2.2. Soient K un corps de caractéristique zéro et (A,w) une K-algébre

uniquement pondérée. Pour toute dérivation d de A, on awod = 0 (cf.[1], théoréme

3.3).

Lemme 2.3. Soient K un corps et (A,w) une K-algébre génétique. Supposons
que A a un idempotent non nul et que toutes les T-racines de A sont différentes

de 1. Alors, pour toute dérivation d de A, on aw od = 0 (cf.[5], théorémel).

Soient A une K-algebre et I un idéal de A. On dira que I est un idéal
caractéristigue de A si pour toute dérivation d de A on a d(I) C I (cf.[9], page 21).
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Lemme 2.4. Soient K un anneau commutatif & élément unité et (A,w) une K-
algébre pondérée. L’algébre (A, w) satisfait la condition (C) si et seulement si I'idéal
Ker(w) est caractéristique. '

En effet, soit d une dérivation de A. L’identité w o d = 0 équivaut a dire que
d(A) C Ker(w) et en particulier cela entraine que Ker(w) est invariant sous d,
donc Ker(w) est un idéal caractéristique. Réciproquement, supposons que l'idéal
Ker(w) soit caractéristique. Puisque, pour tout élément e de A vérifiant w(e) =1 on
a A = Ke®Ker(w), somme directe de sous- K-modules, pour avoir la condition (C)
il suffira de montrer que w(d(e)) = 0 pour toute dérivation d de A. Onae® =e+z
avec w(z) = 0. Soit d une dérivation de A. Alors d(e2) = 2ed(e) = d(e) + d(z)
entraine que w(d(e?)) = 2w(d(e)) = w(d(e))+w(d(z)) = w(d(e)), donc wod(e) = 0,
d’ou le lemme.

En caractéristique p # 0, le lemme 2.2 est en défaut comme nous le montre

Pexemple suivant :

Exemple 2.5. Soient K un corps de caractéristique p # 0 et A, la K-algebre
associative et commutative de dimension p dont la table de multiplication dans
la base {eg,€1,...,6p—1} est donnée par e;ex = e;1x sii+k <p—1et eer =0
sinon. L’application w : A, — K définie par w(ep) = 1 et w(e;) = 0 pour ¢ # 0
est 'unique pondération de A,. De plus (A,,w) est uniquement pondérée. Soit
d: A, = A, application K-linéaire définie par d(e;) = ie;—; sii # O et d(ep) = 0.
Cette application est une dérivation de A, avec w(d(e;)) = 1, donc wod # 0.
Cet exemple justifie I’hypothése du lemme 2.3 car A;,, est une algebre génétique et

toutes ses T-racines valent 1. En particulier ’algébre A, est celle de [1, exemple

4.3).

3. Dérivation et dupliquée. Soient K un anneau commutatif & élément unité
dans lequel 2 est inversible, (A,w) une K-algebre pondérée et B la sous K-algebre
de Dk ,(A) définie dans le paragraphe 1.
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Lemme 3.1. Soit d une K-dérivation de A. Alors, 'application K -linéaire d, :
Dk (A) — Dy ,(A) définie par d,(z -y + 2) = d(z) -y + = - d(y) + d(z) est une

K -dérivation de Dk ,(A) si et seulement siwod = 0.

t

En effet, on a d,((z - y)2) = 3d,(zy - 2 + w(2)zy) = 3(d(zy) - z + zy - d(z) +
w(2)d(zy) et (- y)dy(2) +ds(z-y)z = 1 (oy-d(z) +w(d(2))oy + (d()y +2d(y)) -
z +w(z)(d(z)y + zd(y))) = 3(zy - d(2) + d(zy) - z + w(z)d(zy) + w(d(2))zy). De
’égalité de ces deux équations, il vient que w(d(z))zy = 0, quels que soient z, y,
z dans A donc w(d(z)) = 0 pour tout z dans A.

Soit L (A) le sous-K-module de Der g (A) formé des dérivations d de A telles
que wod = 0. Si d, d' sont dans Lg(A), alors d(A) et d'(A) sont contenus dans
Ker(w). Donc [d,d'|(A) est aussi contenu dans Ker(w), i.e., Lg(A) est stable sous
le crochet de Lie. Ainsi Lg(A) est une sous-algébre de Lie de Derg(A).

Lemme 3.2. Soit (A,w) une K-algébre pondérée. L’application K-linéaire
Lg(A) — Derk(Dgk s(A)), d— d, est un morphisme injectif d’algébres de Lie.

Il est clair que cette application est injective et soient d, d' dans Ly (A). Pour
z, y, z parcourant A on a d,ody(z-y+2) =ds(d'(z)-y+z-d'(y)+d'(2)) =
dod'(z)-y+d'(z)-dly) +d(z)-d(y)+z-dod(y)+dod(z) et, par symétrie,
d,od,(z-y+2) = d'od(z)-y+d(z)-d'(y)+d'(z)-d(y)+z-d'od(z), quels que soient z, y,
z dans A. Il vient alors que [d,, d}](z-y+2) = [d,d']|(z)-y+z-[d,d']|(y)+][d,d']|(z) =
[d,d']s(z -y + z), d’ot le lemme.

Théoreme 3.3. Soient K un anneau commutatif intégre & élément unité dans
lequel 2 est inversible et (A,w) une K-algébre pondérée telle que A? = A et
supposons que A soit un K-module projectif. Une condition nécessaire et suffisante
pour que un K-endomorphisme linéaire D de D ,(A) soit une K-dérivation
est qu’il existe un couple unique (gp,up), ou gp est une K-dérivation de A
vérifiant w o gp = 0 et up est un élément de Nk (A), tel que D(z -y + 2) =
gp(x)-y+z-9p(y)+9p(z) + (w(z) —w(zy))up, quels que soient z, y, z dans A.
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En effet, supposons que I’endomorphisme K-linéaire D : D K,,(A) — Dg ,(A)
soit une K-dérivation de Dy ,(A) et pour tout z dans D ,(4), écrivons D(z) =
fo(z) + gp(z) ot fp : Dk .(A) — Dk(A) et gp : Dka(A) — A sont des
applications K-linéaires qui dépendent de D. Or, quels que soient z, y dans Dg(A)
on a zy = 0 donc, en y appliquant D on a gp(z)y + zgp(y) = 0 et, par suite, les
équations :

(1) w(gp(2)u(y) + w(gp(¥)u(z) =0
u(z)-go(y) +pu(y)-9p(z) =0

De méme, quels que soient z, y dans A on a zy = 0 et si 'on applique D on a
fpo(z)y + zfp(y) =0, d’ou les équations :

2) w(y)u(fp(z)) +w(z)u(fp(y)) =0
p(fp(@)) -y +u(fpo(y)) -« =0

Finalement, pour tout z dans D (A) et pour tout y dans Aon a fp(zy)+gp(zy) =
fo(z)y + zgp(y) et d’aprés la table de multiplication de D ,(A4), on déduit les
équations :

(3) fo(zy) = 3(u(fp(z))-y+ m=)9n(v))
gp(zy) = Lw(gp())u(z) +w(y)u(fp(x)).

La seconde des équations (1) nous dit que u(z)-gp(z) = 0 pour tout z dans Dx(A)
et comme (A,w) est une K-algebre pondérée alors A? # 0 donc, il existe un élément
r dans Dg(A) tel que p(z) # 0. Le lemme 3.4. nous dit alors que la relation
u(z) - gp(z) = 0 dans S%(A) entraine, puisque A est un K-module projectif, que
gp(z) = 0. La seconde des relations (1) nous dit encore que u(z) - gp(y) = 0 donc
gp(y) = 0 pour tout y dans Dg(A). Ainsi, gp : A = A est un endomorphisme
K-linéaire de A. D’autre part, la premiére des relations (2) nous dit que pour tout
z dans A on a w(z)u(fp(r)) = 0 et comme il existe un élément e dans A tel que
w(e) = 1 alors u(fp(e)) = 0. De la premiére des relations (2) on déduit encore,
en posant y = e, que u(fp(z)) = 0 pour tout z dans A. Finalement, pour tout
z dans Dg(A) et pour tout y dans A, on a zy = %(y(:c) -y + w(y)p(z)) done
fo(zy) = 3(fo(u(z) - y) + w(y)fo(p(z))) et si 'on compare cette équation avec

la premiere des équations (3), on a

(4) fo(u(z) - y) +w(y)(fo(p(z)) = p(fp(2)) -y + p(z) - 9p(y)
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pour tout z dans Dg(A) et pour tout y dans A. De méme, si 'on applique gp
au produit ry avec z dans Dk (A) et y dans A, on a gp(zy) = %(gD(p(a:) ‘y) +
w(y)gp(p(z))) = 3w(y)gp(p(z)) et sil'on compare cette équation avec la seconde

des équations (3), on a

(5) w(y)9p(u(2)) = w(gn(y))u(z) +w(y)u(fp(z))

pour tout r dans Dg(A) et tout y dans A. Si ’on prend y = e avec w(e) =1, on
a gp(p(z)) = w(fp(e))p(z) + p(fp(z)) et si 'on y remplace z dans D (A) par
p(z) -y, avec z dans Dk (A) et y dans A, on a gp(pu(z)-y) = w(gp(e))p(z)y +
p(fo(p(z) - y)). Cette équation est a comparer a I’équation que I'on obtient en

appliquant g a ’équation (4), a savoir,

#(fo(u(z)-y) = u(fo(2))y + u(z)9p(y)

ou encore, si I'on y remplace p(fp(z)) par son expression donnée ci-dessus, avec
équation u(fp(u(z)-v)) = gp(u(z))y—w(gp(e))u(z)y+pu(z)gp(y). D'autre part,
p(fo(p(z) - y)) = gp(p(z)y) — w(gp(e))p(z)y done gp(u(z)y) = gp(u(z))y +
p(z)9p(y) pour tout = dans Dk (A) et pour tout y dans A. En particulier, ceci
nous montre que gp est une K-dérivation de A? et ’application K-linéaire ¢ :
Derg(Dg s(A)) — Derg(A?), D — gp est un morphisme d’algébres de Lie. Dans
I’équation (5), si I'on prend y = e avec w(e) = 1, on a gp(u(z)) = w(gp(e))u(z) +
u(fo(z)), done aussi w(y)gp(u(z)) = w(¥ko(gn(e))u(=) + w(wu(fp(z)) pous
tout z dans Dg(A) et pour tout y dans A. En comparant cette équation avec
Péquation (5), on a (w(gp(y)) —w(y)w(gp(e)))u(z) = 0, pour tout = dans Dk (A)
et pour tout y dans A. Mais comme A% # 0, il existe un z dans Dg(A) tel
que u(z) # 0 et par suite w(gp(y)) = w(y)w(gp(e)), pour tout y dans A.
Puisque gp est une K-dérivation de A%, gp((e?)?) = 2e?gp(e?) entraine que
w(gp((€?)?) = w(gp(e?)) = w(gp(e)) = 0, donc w(gp(y)) = O pour tout y
dans A. Maintenant, remplagons u(fp(z)) = gp(p(z)) dans ’équation (4). On
a fp(u(z) - y) +w(y) fo(p(z)) = 9p(u(z)) -y + p(z) - 9p(y) ou encore, fp(z-y) =
go(z)-y+ 2z gp(y) —w(y)fp(z) pour tout = dans A? et pour tout y dans A. Si
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1’on se restreint au sous-module A% on a fp(yz) = gp(y) -+ y-gD(i) —w(z)fp(y)
donc w(z)fp(y) = w(y)fp(z), quels que soient z, y dans A2, En particulier, si 'on
prend y = e? avec e dans A vérifiant w(e) = 1, alors fp(z) = w(z)fp(e?) et si 'on
pose up = fp(e?) alors fp(z) = w(z)up pour tout = dans A2,

Supposons maintenant que A? = A. Pour z, y, z parcourant A on a alors

D(z-y+2)=fp(z-y+2z)+gp(z-y+2)

= gp(2z) -y + 2 9p(y) + 9p(z) + (w(2) — w(zy))up.

Réciproquement, soit D un endomorphisme K-linéaire de Dk ,(A) tel que, pour z,
y, z dans A, on ait D(z-y+2) = gp(z)-y+z-gp(¥)+9p(2)+(w(2)~w(zy))up. Pour
z,y,z dans Aona D((z-y)z) = %D(my z4w(z)zy) = 3(9p(zy) -z +zy-gp(2) —
w2y (2)up +w(2)(gn(ev) +w(ay)un)) = $(9p(ay)-z+2y-90(2) +w(z)9n(zy))
et, dautre part, (2 -3)D(z) + D(z - 9)z = (2 - ¥)(90(z) + w(z)up) + (90(c) -y +
z - 9p(y) — w(z¥)up)z = Y(ay - gp(2) +w(gp(x))zy + gn(a)y - 2 +w(2)gn(a)y +
zgp(y) -z +w(2)zgp(y)) = 3(9p(zy) -z + 2y - gp(z) + w(2)gp(zy)). On voit alors
que D((z-y)z) = D(z-y)z +(z - y)D(z), quels que soient z, y, z dans A. L’unicité
du couple (¢gp,up) étant facile a établir, le lemme suivant acheéve la démonstration

du théoréme :

Lemme 3.4. Soient K un anneau commutatif intégre a élément unité et P un
K-module projectif. si z, y sont dans P et si z -y = 0 dans S%(P) alors z = 0 ou
y=0.

Ce lemme est, dans une certaine mesure, un cas particulier du résultat suivant :
Lemme 3.5. Soient K un anneau commutatif intégre a élément unité et P, Q

deux K-modules projectifs. Si = est dans P et y dans Q et si z ® y = 0 dans
PRy Q alorsz=0o0uy=0.

En effet, le lemme est vrai si P et ) sont des K-modules libres (cf.[2], chapitre

I1, 3, N°7, corollaire 4 de la proposition 7). Supposons donc que P et Q soient des
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K-modules projectifs. Pour tout idéal premier p de K, notons z, 'image de z
dans P, par la fleche canonique P — P,,. On a donc z, ® y, = 0 dans P, Qk, Q,,
pour tout idéal premier p de K, si 'on suppose que ¢ ® y = 0 dans P Qx Q.
Notons I = {p | p € Spec(K),z, =0} et J = {p | p € Spec(K),y, = 0}; ce
sont deux ouverts de Spec(K) tels que I U J = Spec(K) et comme K est intégre,
nécessairement I = Spec(K) ou J = Spec(K). On conclut que z, = 0 pour tout
p dans Spec(K) ou y,, = 0 pour tout p dans Spec(K) et le lemme de globalisation

nous dit alors que ou bien z = 0 ou bien y = 0.

Corollaire 3.6. Soient K un anneau commutatif intégre a élément unité dans
lequel 2 est inversible et (A,w) une K-algébre pondérée telle que A = A? et A soit
un K-module projectif. Alors Dery(Dg ,(A))>Lk(A) sfi. Nk (A), isomorphisme
d’algébres de Lie, ou le produit semi-direct dans Lk (A) :fi. Nk(A) est donné par
[(d,w),(d',u")] = ({d, d], ds () - di(w)).

En effet, considérons ’application K-linéaire Derk(DK,,(A)) — Lg(A) X
Nk(A), D — (gp,up) ot D(z -y +z) =gp(z) -y + 7 -9p(y) + gp(2) + (w(z) -
w(zy))up, pour tout z, y, z parcourant A. Soient D et D' deux dérivations
de Dk,s(A). On a Do D'(z-y+2) = D(gp(z) -y +z - gp'(y) + 90 (2) +
(w(z) —w(zy))up') = gp o gp(z) -y + gp(z) - 9p(y) + 9p(z) - gpr(y) + z-gpo
9r(y) + 90 © 9r(2) + ((2) — w(z¥))D(up) et par suite [D,D')(z - y + z) =
l9p,90')(z) -y + = (9D, 90 ](y) + 9D, 90)(2) + (w(2) —w(zy))(D(up') — D'(up)),
quels que soient r, y, z dans A. Ceci nous dit que ’application ci-dessus est un
morphisme d’algébres de Lie. En fait, comme up: est dans Ng(A) C Dg(A),

D(up') = (¢9p)s(up’). Le théoreme 3.3 achéve alors la démonstration du corollaire.

Corollaire 3.7. Soient K un anneau commutatif intégre a élément unité dans
lequel 2 est inversible et (A,w) une K-algébre pondérée telle que A = A? et A soit
un K-module projectif. L’application K-linéaire Lx(A) — Derg(B), d — d, est

alors un isomorphisme d’algébres de Lie.
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D’aprés le théoréme 3.3, pour toute dérivation D de D K(A),- il existe une
unique dérivation d dans Lg(A) telle que Djg = d,. Puisque ’on voit aussi, par
le théoréme 3.3, que toute K-dérivation de B se prolonge en une dérivation de
Dk +(A), le lemme 3.2 achéve la démonstration.

Notons que si I’algébre A satisfait la condition (C), Lx(A) = Derg(A), sinon

Ly (A) C Derk(A). Les exemples suivants illustrent ces deux cas :

Exemple 3.8. Soient K un corps commutatif de caractéristique 3 et A3 la
K-algébre pondérée de dimension 3 de I'exemple 2.5 . On pose e;x = €; - ¢ =
er - €; = ex; pour i < k. Alors {eop, €p1, €02, €11, €12, €22, €0, €1, €2} est une base de
Dy o(As) et {eo + €00, €01, €02,€11,€12,€22, €1, €2} est une base de B avec la table
de multiplication donnée par : (g + €go)eok = 3(eok + €x), (€0 + €00)er = %eok,

1 . _ 1 _ 1 _
eoiek = €k pour ¢ et k non nuls, (eg+ego)e11 = 3(eo2t€2), €111 = €12, €11€2 =

1

J€22, les autres produits étant nuls. Les dérivations d de A3 sont définies par

d(ep) =0, d(e1) = aeo + fer +ez, d(ez) = 2ae; + 2fe, pour «, 3 et 4 parcourant
K. Autrement dit Derg(As) est de dimension 3, engendré par dy, d; et d; avec
di(eo) = 0 pour 7 = 0,1,2, do(e1) = e, do(e2) = 2e1, di(e1) = ey, di(e2) = 2eq,
d2(e1) = ez et da(ez) = 0. Les calculs nous montrent que les dérivations d de B sont
données par : d(ep+epo) = 0, d(e1) = ae;+Peq, d(e2) = 2aez, d(ep1) = aeg; +Peo2,
d(eo2) = 2aegz, d(e12) = Pear, d(e11) = 2ae1; + 2Pe12, d(ez2) = aeyy pour a et
B dans K. On voit que Lx(Aj3) est I'algebre de Lie non-abélienne de dimension 2,
engendrée par d; et d;. Conformément au corollaire 3.7, on vérifie que Der g (B),
engendrée par di, et ds,, est isomorphe a Ly (A;). Cependant, 'application K-
linéaire dy, n’est pas une dérivation de D ,(Aj;) (caLr w(dy(ey)) = 1). Finalement,
Nk(As) =< e12,e22,e02 — €11 > et Dery(Dy (A3))K®, isomorphisme de K-

espaces vectoriels.

Exemple 3.9. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de
2et A=G(n+1,2) la K-algebre gamétique d’une population dipoide avec n + 1
alleles. Dans la base naturelle {ay,...,a,} la table de multiplication est donnée

1 - . ’ .
par a;ar = 5(a; + ax), 1, k = 0,...,n. Une base canonique est définie en posant
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co = ag, ¢; = ag — a;, pour i = 1,...,n, avec la table de multiplication ¢ = co,

CC; = %c,-, cick = 0 (¢, k 2 1). La dupliquée commutative de A, notée Z(n + 1, 2),
est l'algébre zygotique de la méme population. Sa base canonique induite par
celle de G(n + 1,2) est {cix}i<k ot I'on a posé c;x = ¢; - ck = ¢k - ¢;. Dans la base
{coy-++1CnyC00y-+-yCony---,Cnn} de Dk ,(A), la table de multiplication est donnée

par cick = 0 = ¢;jckl, pour tous ¢, 7, k, l et

€00 Coj Cjk

1 1
Co 5(00 + coo) Z(Cj + coj) 0

1 1
C; 500,' ZC,'J' 0

avec i, j, k # 0. Une base de Ng(A) est {cij}1<i<j<n. On sait (cf.[8]) que les
éléments di, dij (K = 1,...,n; 1 < 1 < j < n), définis par di(co) = cx,
di(c1) = 0, pour ¢ # 0; dij(c;) = ¢, dij(ce) = 0 pour £ # j, forment
une base de Derg(A). Alors une base de Derg(Dgk o(A)) est {dks,dij s lpq}
(i j, k =1,...,n; 1 < p £ ¢ < n)avec dis(co) = ck, dis(co0) = 2cok,
dis(coi) = cki (1 # 0); dijo(c;) = ¢y dijs(coj) = coi, dijs(cjj) = 2ci,
dijs(cje) = cie (£ # 7); Lpg(co) = cpg, €pg(coo) = —cpg O les images non écrites
sont nulles. Enfin {co + coo,¢1,...,Cn,Co01,-- -, Cnn} €st une base de B = D 4(A)?,
Derg(B) =< dis,dijs > (1,7, k = 1,...,n) et Derg(B)>Derg(G(n + 1,2)),
isomorphisme d’algébres de Lie.

4. Automorphisme et dupliquée.

Soit K un anneau commutatif a élément unité. Un morphisme d’algébres
pondérées f : (A,w) — (A',w') est un morphisme de K-algébres f : A — A’
vérifiant w' o f = w. Si (A,w) est une K-algébre pondérée, tout morphisme
de K-algebres f : A — A’, produit un morphisme d’algébres pondérées f :
(A,w) — (f(A),®) avec W(f(z)) = w(z) pour tout £ dans A. Soient A une K-
algebre et Dy (A) sa dupliquée. Pour tout automorphisme o de A, 'application
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o* : Dg(A) — Dk(A), -y — o(z) - o(y) est un automorphisme de Dg(A) et
si w est 'unique pondération de A,on aw oo =w et wp 00* = wp. Il est facile
de voir que I'isomorphisme de K-modules o, : Dk ,(A) — Dg ,(A) défini par
os(z-y+2z)=0(z) o(y)+0(z) est un automorphisme de Dk ,(A) si et seulement
sl w00 = w, ol on a supposé que 2 est inversible dans K.

Ces considérations étant faites, les résultats obtenus dans le paragraphe
3 concernant les dérivations restent encore vrais, mutatis mutandis, pour les
automorphismes. A titre d’exemple, nous allons donner, pour les automorphismes,

le correspondant du théoreme 3.3.

Théoréme 4.1. Soient K un anneau commutatif intégre a élément unité dans
lequel 2 est inversible et (A,w) une K-algébre pondérée telle que A = A? et
supposons que A soit un K-module projectif. Une condition nécessaire et suffisante
pour que une application K-linéaire bijective 7 : Dk ,(A) — Dk s(A) soit un
automorphisme est qu’il existe un unique couple (o,u,) oli ¢ est un automorphisme

de A vérifiant w o0 = w et u, est un élément de Nk (A) tel que

T(z -y +z2) = 0(z) - o(y) + 0(2) + (w(2) - w(zy))ur,

quels que soient z, y, z dans A.

Note 4.2. Dans [10], 'Auteur généralise le concept de la s-dupliquée de la
fagon suivante : soient K un corps commutatif de caractéristique # 2, (4,w) une
K-algebre pondérée, Dk (A) sa dupliquée et p: A — A une application K-linéaire
vérifiant w(p(z)) = jw(z). Sur le K-espace vectoriel Dk (A) ® A on définit une

multiplication par
1 1
(z-y+2)(@ -y +2) =2y p(2') + Jw()zy +2'y"- p(2) + Sw(2)a'y'.
On note Dk , ,(A) Ialgebre ainsi obtenue. Dans ce cas, il conviendrait de supposer
dans le lemme 3.1 une condition de compatibilité, i.e., si d est une K-dérivation
de A, alors d, est une K-dérivation de Dk 4 ,(A) si et seulement si wod = 0

et dop = pod. De méme, si 0 est un K-automorphisme de A, alors o, est un

K-automorphisme de Dg , ,(A) si et seulement siwoo =wetcop=poo.
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5. Les idempotents de 1’algebre B.

Théoréme 5.1. Soient K un anneau commutatif 4 élément unité dans:lequel
2 est inversible et (A,w) une K-algébre pondérée. 1l existe alors une bijection

d’ensembles I,(A)=I,(B) définie par e+ e - e +e.

Soit e = e; + e; un idempotent de B, avec e; dans Dg(A) et e; dans
A. On sait alors que w,(e) = wp(e1) = w(ey) = 1. L'égalité e? = e donne
p(er) - e2 + w(ez)u(er) = e1 + ez, soit, par identification, ez = pu(e;) et €3 =
p(e1) - e2 = ey - eo. En y appliquant yu il vient que e; = p(e;)? = e2, donc e, est

un idempotent de A et e = e; - e; + e5. La réciproque est immédiate.
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