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Il 

RESUME 

Dans ce mémoire nous étudions essentiellement les superalgèbres de 
Malcèv. Ainsi nous montrons qu'une superalgèbre <ilternative est 
super-Malcèv-admissible. Nous nous intéressons ensuite aux 
superalgèbres de Malcèv semi-simples au sens de G. Hochschild. 

Une superalgèbre de Malcèv est résoluble si et seulement si sa 
composante homogène de degré zéro est résoluble. Ceci nous permet 
alors de donner une généralisation du théorème de Lie. 

'-

Dans la suite nous étudions les espace-poids d'un module de Malcè\ 
d'une algèbre de Malcèv. 

Enfin nous étendons aux super~tlgt'bres de Malcèv let notion dé 
sous-algèbre de Cart<tn graduée. 

L L 

Mots-clés 
Superalgèbre de Malcèv * M-module de Malcèv * Théorème cle Lie "' 
Espace-poids * sous-algèbre de Cartan (graduée). 
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Soit A une supcralgèhre associative, alors A- qui est l'algèbre 

définie sur le K-espace vectoriel A et dont la mult1plication est 
.. 

[x,y J = xy-(-1 )1.lyx (où xy est la multiplication clans A ;1\ L'L. x dans Ai, y 

clans Aj i,j=O, 1) est une superalgèbre de Lie. On dit que .\ est super-Lie­

aclmissible. D'autre part nous savons qu'une algèhrL' <1ltL'rnativc est 

Malcèv-admissihle. Soit A une supcralgèbre altern<11i \ L'. .\-est-clic une 

superalgèbre de rvL1lcC'\ ·1 

Après quelque'-> ré:-iultats généraux élu chapitre 1. JHllh ~l(lnnerons au 

chapitre II d'abord une caractérisation d'une superalgèhrc ~ilternative et 

nous répondrons par l'affirmative à la question posée ci-haut. Par la suite 

nous donnons un exemple de superalgèbrc alternative non associative. 

Au chapitre III, conformément à la définition de Ci. Hochschild (8) 

nous étudierons la semi-simplicité des superalgèbres de Malcèv. 

Ensuite au chapitre IV. nous nous intéressons il la résolubilité des 

superalgèbres de Malcèv dont la composante homogène de degré zéro est 

résoluble. Ceci nous permet de donner une généralisation au.\ algèbres de 

Malcèv du théorème de Lie. 

Dans le chapitre suivant. nous donnons un résult<1t important sur les 

espaces-poids d'un module V d'une algèbre de Malcèv. 

Enfin, au dernier chapitre nous étendons aux su peralgèbres de 

Malcèv la notion de S-A-C-G introduite par T.MOONS ( 15) pour les 

superalgèbrcs de Lie. Ceci dans l'espoir que cette notion sera utile dans 

l'étude des espace-poids des superalgèbres de Malcèv par exemple. 
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CHAPITRE I 

GENERALITES- DEFINITIONS 

Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de deux. 

Définition I-1-1 

Une K-algèbre M est appelée algèbre de Malcèv si sa multiplication 

(notée xy pour deux éléments x,y de M) vérifie les identités : x2 = 0 pour 

x E M (xz)(yt) =((xy)z)t+((yz)t)x+((zt)x)y+((tx)y)z pour x.y,z,t E M. Si 

M est une K-algèbre de Malcèv, on note le jacobien l'application 

K-trîlinéaire J définit par J(x,y,z)=(xy)z-x(yz)+y(xz) où x,y,z sont E M . 

Pour x,y,z,t E M ; nous avons alors les égalités : 

J(x,y,xz) = J(x,y,z)x. 

J(x,y,tz)·+ J(t,y,xz) = J(x,y,z)t + J(t,y,z)x. 

J(tx,y,z) = tJ(x,y,z) + J(t,y,z)x - 2J(t,x,yz). 

2tJ(x,y,z) = J(t,x,yz) + J(t,y,zx) + J(t,z,xy). 

On note J (M) le sous-espace vectoriel de M engendré par les 

éléments de la forme J(x,y,z) où x,y,z sont dans M. On appelle J-noyau de 

M l'ensemble NM(M)=N(M)={x E M, J(M,M,x) = O}. J(M) et N(M) sont 

deux idéaux de M. 

2 



Définition I-1-2 

Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie, V est un 

M-module de Malcèv s'il existe une application K-linéaire 

p : M ----7 EndK(V),qui à x associe p(x) =Px telle que pour tout x,yJ 

de M on ait une des égalités équivalentes suivantes : 

P(xy)z=PzPyPx - PyPxPz - PxPzy + Px1.Py· 

Dans ce cas p est dite représentation de Malcèv de M dans V et p 

est la représentation associée au M-module Y. 

Notons J(x,y,v)=Pxy(v)-px(Py(v))+py(Px(v)) (où x.y E Met 

v E V) et NM(V) = N(Y) = (v E Y, J(M,M,v) = 0}. N(V) est un M-sous 

module de Y. Si V = N(V) alors V est dit M-module de Lie et la 

représentation p est appelée représentation de Lie. Lorsque V = M, la 
,. 

représentation notée ad : M ----7 EndK(M) telle que adx(Y )=xy (x,y dans 

M) est appelée représentation adjointe. Si V "" M, V est dit M-module 

régulier. 

Soit A = Ao EB A 1 une superalgèbre et G = Go EB G 1 1 'algèbre 

grassmannienne. G(A) = (Ao ® Go) EB (A 1 ® G 1) est l'enveloppe 

grassmannienne de A. G est une superalgèbre associative et unitaire telle 

que gg'=(-1 ) 1Jg'g pour g E Gï et g' E Gj (où i,j = 0, 1 ). A est une 

superalgèbre de Malcèv si et seulement si G(A) est une algèbre de 

Malcèv. D'où il résulte la 
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Définition I-1-3 

A = Ao EB A 1 est une superalgèbre de Malcèv si et seulement s1 

xy - -(-l)IJyx pour x E Ai. y E Aj où I,J = 0,1 

(-1 ).ik(xz)(yt) = ((xy)z)t + (-1 )i(j+k+/)((yz)t)x 

+ ( - ) ) ( i +j ) ( k + /) ( ( z t) X ) y+ ( - l ) / ( i + j + k ) ( ( t X ) y ) z 

pour des éléments homogènes x E Aï, y E Aj, z E Ak et t E Ai où 

i,j,k,L = 0, 1. 

De même on définit le (super)-jacobien par 

J (x,y,z) = (xy)z - x(yz) + (-1 )1Jy(xz) où x E Ai, y E Aj et z E Ao u A 1. 

J (A) est la sous-algèbre de A (Z2-graduée) engendrée par les éléments de 

la forme J (x,y,z) où x,y ,z sont E Ao u A 1. 

Pour des éléments homogènes x E Ai, y E Aj, z E Ak et t E A1 où 

i,j,k,l = 0, 1 ; nous avons alors les égalités : 

J (x,y ,xz) = (-1 )ik J (x,y ,z)x. 

- ~ ~ 

J (X, y, tz) + ( - l ) / ( i +j ) + i j J ( t, y , X z) = ( - J ) /k J (X, y, z) t + ( - 1 ) i (j + k + I) + /j J ( t, y , Z) X . 

J (tx,y ,z) = t J (x,y.z) + (-1 )i(j+k) J (t,y,z)x - 2 J (t,x,yz). 

- ·-
2tJ J(x,y,z) = J (t,x,yz) + (-1 )i(i+k) J (t,y,zx) + (-1 )k(i+j) J (t,z,xy). 

N(A) = { x E M / J (A,A,x) = 0} est le J-noyau de A. 

N (A) et J (A) sont deux idéaux homogènes de A. 

4 



Définition I-1-4 

Soit A = Ao EB A 1 et B = Bo EB B 1 deux K-espaces vectonels 

Z2-gradués. Une application f de A dans B est dite K-linéaire Z2-graduée 

si f est K-linéaire et f(Ai) c Bi pour i = 0, 1. 

Définition 1- 1-5 

Soit V= Vo EB V 1 un K-espace vectoriel Z2-gradué de dimension 

fi nie alors End(V) = End(V)o EB End(V) 1 où 

End(V)o = { f E End(V) / f(Vi) c Yi pour i = 0, 1} 

End(V)1 = {f E End(V) / f(Vï) c Yï+I pour i = 0,1} 

End(V) est une algèbre associative Z2-graduée et gl(V) est la 

superalgèbre de Malcèv obtenue en définissant la multiplication : 

[f,g] = fog ·-(-1 )iigof pour f E End(V)i, g E End(V)j (i,j= 0, 1 ). 

Soit A = Ao EB A 1 une superalgèbre de Malcèv. V est un A-module de 

Malcèv s'il existe une application K-linéaire Z2-graduée 

p : A ---7 EndK(Y), qui à x associe p(x) = Px telle que l'on ait : 

P(xy)z = PxPyPz - (-1 )k(i+j) PzPxPy - (-1 )Ï(Ï+k)pyzPx + (-1 )Î(Ï+k)PyPzx 

où x E Ai, y E Aj et z E Ao u A 1. 

Dans ce cas p est dite super-représentation de Malcèv de A dans V 

et p est la super-représentation associée au A-module V. 

Notons J ((x,y,v) = Pxy(v) - Px(Py(v)) + (-1 )i.ipy(Px(v)) 

(où x E Aï, y E Aj et v E V). 

NA(V) = N(V) = {v E V, J (A,A,v)=O} est un A-sous-module de V. 
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Si V=N(V) alors V est dit A-module de Lie et la super­

représentation p est appelée super-représentation de Lie. On appelle 

représentation régulière ou adjointe la super-représentation notée 

ad : A ~ EndK(A) telle que aclx(y) = xy (x,y E A). Si V""' A alors V 

est un A-module régulier. 

Définition I-1-6 : Soit M une algèbre de Malcèv. 

On appelle dérivation de M une application linéaire D de M dans M 

telle que D(xy) = D(x)y + xD(y) quels que soient x, y E M. 

Pour tout x. y E îvl. l'<tpplication D(x.y) = adxady - adyadx + adx; 

est une dérivation de l\1. 

Soit x 1, ... ,x 11 ,y 1 .... y 11 dL'S éléments de M tels que D(xi-Yi) soit 

nilpotent (i = 1, ... ,n). Alors L1pplication f de M clans M définie par 
n 

f(z) = rr exp( D( Xi. y i ) )( l) est Liil automorphisme de M. 

i=I 

Définition 1-1-7 

Soit M une algèbre (ou superalgèbre) de Malcèv. On appelle 

série centrale descendante de M la suite décroissante M 1,M2 .... , d'idéaux 

de M définis par récurrence de la manière suivante: 

2) Mn+! = MMn pour tout entier n 2: 1. 

Définition I-1-8 

OO 

Soit M une algèbre (ou superalgèbre) de Malcèv. On note M 

l'intersection des termes de la série centrale descendante de M. C'est un 

idéal caractéristique de M et c'est le plus petit idéal A de tvl tel que M;Â 

soit nilpotente. 

6 
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CHAPITRE II 

SUPERALGEBRES 
MALCEV-ADMISSIBLES 

Dans ce chapitre, M = Mo EB M 1 désignera une superalgèbre 

de dimension finie sur un corps commutatif K de caractéristique 

différente de deux. Le produit de deux éléments x et y sera noté xy. 

Soit M = Mo EB M 1 une K-superalgèbrc. Considérons la K-superalgèbre 

M - obtenue à partir de M, en définissant une multiplication sur 

le K-espace vectoriel Z2-gradué Mo EB M 1 par le commutateur de (ou 

super-commutateur de) deux éléments homogènes x de Mi et y de Mj par 

[x,y] = xy - (-1 )i.iyx où i,j = 0, 1. Si M = Mo EB M 1 est associative, M- est 

une superalgèbre de Lie i.e. une superalgèbre dont la multiplication 

vérifie : 

i) xy = - (-1 )i.iyx pour tout x E Mi, y E Mj (i,j = 0, 1) 

ii) 1 (x,y,z) = 0 pour tout x E Mi, y E Mj, z E Mk 

où J(x,y,z)= (xy)z-x(yz)-(-l)ik(xz)y (i,j,k = 0,1). 

Soit A une algèbre. A est une K-algèbre alternative si x(xy) = x2y 

et (xy)y = xy2 pour tout x,y E A. Si A est alternative, alors A est 

une K-algèbre Malcèv-admissible. 

Nous montrerons que si M est une superalgèbre alternative alors M 

est une superalgèbre Malcèv-admissible. 

7 



11-1 CARACTERISATION D'UNE SUPERALGEBRE 

AL TE RNA TI VE 

Soit A = Ao EB At une superalgèbre et G = Go EB G 1 1 'algèbre 

grassmannienne. G(A) = (Ao ® Go) EB (A 1 ® G 1) est l'enveloppe 

grassmannienne de A. G est une superalgèbre associative et unitaire telle 

que gg'=(-1 )1Jg'g pour g E Giet g' E Gj (où i,j = 0, 1 ). 

Soit A une superalgèbre alternative alors G(A) est une algèbre 

alternative. Soient X = x ® g, Y = y ® g', Z = z ® g" 3 éléments 

homogènes de G(A) où x E Âj, y E Aj, z E Ak, g E Gi, g' E Gj et 

g" E Gk (i,j,k = 0, l ). Nous avons : 

*)(X+ Y, X+ Y, Z) = 0 

* *) (Z, X + Y, X + Y) = 0 

où (a,b,c) = (ab )c - a(bc) pour a,b,c :~ éléments d'une algèbre A ( (a,b,c) 

est l'associateur de a,b,c). 

*)donne (X, X, Z) +(X, Y, Z) +(Y, X, Z) +(Y, Y, Z) = 0 soit 

(X, Y, Z) =-(Y, X, Z). 

(X, Y, Z) = (XY)Z - X(YZ) 

= ((-1 )i.ixy ® gg')(z ® g") - (x ® g)((-1 ).ikyz ® g'g") 

= (-1 )ij+(i+j)k(xy)z ® gg'g" - (-1 ).ik+(j+k)ix(yz) ® gg'g" 

= (-I)ij+(i+j)k[(xy)z - x(yz)] ® gg'g" 

-
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-
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(Y, X, Z) = (YX)Z - Y (XZ) 

= (-1 )ik+(j+k)i[(yx)z -- y(xz)] ® g'gg" 

Comme g'gg" = (-1 )IJgg'g" i 1 vient de *) que : 

(--J)i_i+(i+j)k[(xy)z - x(yz)] ® gg'g" = - (-J)ij((-1 )ik+(j+kli[(yx)z - y(xz)]) 

Posons par définition que l'associateur de x,y,z de trois éléments 

homogènes de A noté (x,y,z) est (x,y,z) = (-1 )ii+(i+j)k[(xy)z -- x(yz)]. 

Ainsi *)est équivalent à (x,y.z) = - (-1 )i.i(y,x,z) 

De même en développant ,,, *) on obtient (x,y.z) = - (-1 )Jk( x.z,y) d'où 

Définition 11-1-1 

Soit A = Ao EB A 1 une superalgèbre. A est une superalgèbre 

alternative si pour tout x E Ai, y E Aj, z E Ak on a les relations suivantes: 

(x,y,z) = - (-1 )ÏÏ(y,x,z) 

(x,y,z) = -- (-1 )ik(x,z,y) 

G(A) étant une algèbre alternative nous avons ( égalités de 

Moufang, cf.19) pour X = x ® g, Y =y ® g', Z = z ® g", T = t ® h des 

éléments homogène de G(A) où x E Aï, y E Aj, z E Ak, t E At , g E Gi, 

g' E Gj, g" E Gk eth E Gt (i,j,k,l = 0, 1 ). 

1°) [(X+ T)Z][Y(X + T)] =(X+ T)[(ZY)(X + T)] 

2°) [((X+ T)Z][Y(X + T)] =[(X+ T)(ZY)](X + T) 

3°) [((X+ T)Z)(X + T)]Y =(X+ T)[Z((X + T)Y)] 

4°) Y[(X + T)(Z(X + T))] = [(Y(X + T))Z](X + T) 



l 0
) après développement et simplification nous donne : 

(XZ)(YT) + (TZ)(YX) = X((ZY)T) + T((ZY)X) 

Calculons chaque expression : 

(XZ)(YT) = [(-I)ikxz@ g g"l[(-1).ilyt@ g'h] 

= (-1 )ik+j/+(i+k)(i+l)(xz)(yt)@ gg"g'h 

(TZ)(YX) = (-1 )lk+ii+(l+k)(i+1)(tz)(yx) @ hg"g'g 

X((ZY)T) = (-1 )ik+(j+k)/+i(i+k+/)x((zy)t)@ gg"g'h 

T((ZY)X) = (-1 )Jk+i(i+k)+/(i+j+k)t((zy)x) @ hg"g'g 

Comme hg"g'g = (-1 )i(j+k+/)+/(j+k)gg"g'h 1 °) est équivalent à 

(xz)(yt) + (-l)i(i+k+/)+/(i+k)(tz)(yx) = x((zy)t) + (-1 )iU+k+/)+l(i+k)t((zy)x). 

Par suite 

(-1 )i(i+kl(xz)(yt) + (-1 )l(i+j+k)(tz)(yx) 

= (-1 )i(i+k)x((zy)t) + (-1 )f(i+i+k)t((zy)x) 

De même 2°) donne : 

(XZ)(YT) + (TZ)(YX) = (X(ZY))T + (T(ZY))X et 

(X(ZY))T = (-1 ).ik+(j+k)/+i(j+k+l)(x(zy))t @ gg"g'h 

(T(ZY))X = (-1 ).ik+i(j+k)+/(i+j+k)(t(zy))x @ hg"g'g 

et hg"g'g = (-1 )i(j+k+/)+/(i+k)gg"g'h entraîne que 2°) est équivalent à 

(xz)(yt) + (-1 )i(j+k+/)+/(i+k)(tz)(yx) = (x(zy))t + (-1 )i(i+k+/)+/(j+k)(t(zy))x .. 

D'où 

(-1 )i(j+k)(xz)(yt) + (-1 )l(i+j+k)(tz)(yx) 

= (-1 )i(i+k)(x(zy))t + (-1 )f(i+j+k)(t(zy))x .. 
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Le 3 °) est équivalent ù : 

((XZ)T)Y + ((TZ)X)Y = X(Z(TY)) + T(Z(XY)) et 

((XZ)T)Y = (-1 )ik+/(i+k)+j(i+k+/)((xz)t)y ® gg"hg' 

((TZ)X)Y = (-1 )kl+i(k+f)+j(i+k+l)((tz)x)y ® hg"gg' 

X(Z(TY)) = (-1 ).il+k(j+ll+i(_j+k+llx(z(ty)) ® gg"hg' 

T(Z(XY)) = (-1 )Ij+k(i+j)+/(i+j+klt(z(xy)) ® hg"gg' et comme 

hg"gg' = (-1 )ik+/(i+klgg"hg' il vient que: 

(-J)ik((xz)t)y + (-J)f(i+kl((tz)x)y = (-J)ikx(z(ty)) + (-J)f(i+klt(z(xy)) 

Enfin le 4°) est équivalent à: 

Y(X(ZT)) + Y(X(ZT)) = ((YX)Z)T + ((YT)Z)X et 

Y(X(ZT)) = (-1 )kl+i(k+/J+j(i+k+/)y(x(zt)) ® g'gg"h 

Y(X(ZT)) = (-1 )kl+i(k+/)+j(i+k+l)y(t(zx)) ® g'hg"g 

((YX)Z)T = (-1 )ii+k(i+j)+/(i+j+k)((yx)z)t ® g'gg"h 

((YT)Z)X = (-1 )il+k(i+/)+iU+k+/)((yt)z)x ® g'hg"g 

et puisque g'hg"g = (-1 )kl+i(k+/)g'gg"h il viendra que : 

(-1 )kfy(x(zt)) + (-1 )i(k+/)y(t(zx)) = (-1 )kl((yx)z)t + (-1 )i(k+/)((yt)z)x. 

Ceci nous permet d'énoncer la 

Proposition ll-1-2 

Soit A= Ao EB A1 une superalgèbre alternative. Soient x,y,z,t des 

éléments de A où x E Ai, y E Aj, z E Ak, t E At (i,j,k,l = 0, 1) alors : 

11 



l 0 ) (-1 )iU+k)(xz)(yt) + (-1 )l(i+j+k)( tz)(yx) = 

= (-1 )iU+k)x((zy)t) + (-1 )l(i+i+k)t((zy)x) = 

= (-l )i(j+k)(x(zy))t + (-l )l(i+j+k)(t(zy))x. 

2°) (-1 )ik((xz)t)y + (-1 )l(i+k)((tz)x)y = (-1 )ikx(z(ty)) + (-1 )l(1+k)t(z(xy)), 

3 °) (-1 )kly(x(zt)) + (-1 )i(k+/)y(t(zx)) = (-1 )kl( (yx)z)t + (-1 )i(k +/)( (yt)z)x. 

11-2 SUPERALGEBRES MALCEV-ADMISSIBLES 

Théorème 11-2-1 

Soit A= Ao EB A 1 une superalgèbre, Si pour x E A 1,::. E Âj 

(où i,j =0,1) xy =--(-J)IJyx alors les assertions suivantes sont 

équivalentes · 

1°) A = Ao EB A 1 est une superalgèbre de Malcèv 
-

2°) (-I)l(i+j)J(x,y,tz) + (-l)i.iJ(t,y,xz) 
-

= (-1 )l(i+j+k) J (x,y,z)t + (-1 )1(1+k) J (t,y,z)x 

3°) J(xz,t,y) + (-I)kl+i(k+/)J(tz,x,y) 
-

=(-1).il+ikJ(z,x,y)t + (-J)i(l+k+/)J(z,t,y)x 

(où x E Aï, y E Aj, z E Ak, t E At (ï,j,k,l = 0, 1 )). 

(cf.2). 
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Lemme 11-2-2 

Soit A = Ao EB A 1 une supcralgèhre telle que pour x E Ai, y E Aj 

(où i,j,k = 0,1) xy = -(-1 )IJyx, alors 

J(x,y,z) = -(-J)IJJ(y,x,z) 

- -
J (X, y, Z) = -( - 1 ).Î k J (X , Z, y ) . 

En effet 

-
J (x,y,z) = (xy)z - x(yz) - (-1 ).Îk(xz)y 

= - (-1 )Ï.i[-(-1 )Î.Î(xy)z + (-1 )Î.Îx(yz) + (-1 )ij+jk(xz)y] 

= -( - 1 )i_j [ (y X ) Z - ( - 1 )Î_j + j (j + k ) ( y z) X -- ( -- 1 ) Î _Ï +j k +_j ( j + k) y (X z)] 

=-(-l)Î.Î[(yx)z-- (-l)ikx(yz)-y(xz)] 

= -(-1 )ij [(yx)z - y(xz) - (-1 )ikx(yz)] = -(-1 )IJ J (y ,x,z). 

- -
De même on montre que J (x,y,z) = -(-1 ).ikJ (x,z,y) • 

Lemme 11-2-3 

Soit A= Ao EB A 1 une superalgèbre alternative. Soient x,y,z des 

éléments de A où x E Aï, y E Aj, z E Ak,(i,j,k = 0, 1) alors : 

(xy)z + (-l)iU+k)+jk(zy)x = x(yz) + (-1 )i(j+k)+jkz(yx). 

En effet, A étant une superalgèbre alternative on a 

(x,y,z) = - (-1 )i(i+k)+_ik(z,y,x) soit 

(-1 )i_i+(i+_i)k[(xy)z - x(yz)] = - (-1 )i_i+(i+j)k[(-1 )i(i+k)+_ik[(zy)x - z(yx)]] 

(xy)z- x(yz) = -(-J)i(i+k)+.ik(zy)x + (-l)i(i+k)+jkz(yx) d'où 

(xy)z + (-1 )iCj+k)+jk(zy)x = x(yz) + (-1 )i(j+k)+jkz(yx) • 



Lemme 11-2-4 

Soit A = Ao EB A1 une superalgèbre alternative. Soient x,y,z,t des 

éléments de A où x E Aï, y E Aj, z E Ak, t E At (i,j,k,l = 0, 1) alors : 

(-1 )Œ(xz,t,y) + (-1 )CX+il(tz,x,y) = (-1 )Œ+/(i+k)(z,x,y)t + (-1 )Œ+ik(z,t,y)x 

où a = (i + k)(j+l) + jl. 

En effet, (-1 )O'·(xz,t,y) + (-1 )a+il(tz,x,y) = 

= - (-1 )Œ+if (xz,y ,t) -- (-1 )Œ+i/+ii(tz,y ,x) 

= - (-1 )Œ+j/+(i+k)(j+f)+jl[ ((xz)y)t - (xz)(yt)] 

- (-1 )Cx+i/+(k+l)(i+j)+ii[((tz)y)x - (tz)(yx)j 

= - (-1 ).lf[((xz)y)t - (xz)(yt)] - (-1 )k/+i(i+k+/)[((tz)y)x - (tz)(yx)] 

= [(--1 ).1f(xz)(yt) + (-1 )i(j+k+/)+kl(tz)(yx)] 

- [(-1 )_if((xz)y)t + (-1 )i(j+k+/)+kf((tz)y)xl 

= (- l )i(j+k)+j/[ (-1 )i(i+k)(xz)(yt) + (-1 )f(i+_i+k)(tz)(yx)] 

- [(-1).if((xz)y)t + (--I)i(i+k+/)+kf((tz)y)xl 

( 1°) proposition 11-1-2) 

-= (-1 )i(i+k)+jl[ (- l )i(i+k)(x(zy) )t + (-1 )f(i +j+k)( t(zy) )x] 

- [(-1 ).if((xz)y)t + (-1 )i(i+k+/)+kl((tz)y)x_I 

= - (-1 ).il[(xz)y - x(zy)lt- (-1 )i(i+k+/)+kl[(tz)y - t(zy)]x 

= - (-1 )i(i+k)+j(k+/)(x,z,y)t - (-1 )i(i+k+/)+j(k+l)(t,z,y)x 

=(-1 )ij+j(k+/)(z,x,y)t + (-1 )i(i+k+l)+j(k+/)+kl(z,t,y)x 

= (-1 )Œ+/(i+k)(z,x,y)t + (-1 )Œ+ik(z,t,y)x • 
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Lemme 11-2-5 

Soit A = Ao EB A1 une superalgèbre alternative. Soient x,y,z,t des 

éléments de A où x E Aï, y E Aj, z E Ak, t E Ai (i,j,k,l = 0, 1) alors : 

(-1 )Œ+ik(zx,t,y) + (-1 )Œ+/(i+k)(zt,x,y) 

= (-1 )CHilt(z,x,y) + (-1 )Œ+i(i+/)x(z,t,y) 

où a= (i + k)(j+l) + jl. 

En effet, (-1 )fX+ik(zx,t,y) + (-~ 1 )0:+/( i+k)(zt,x,y) = 

= - (-1 )Œ+ik+/(i+kl(t,zx,y) - (-1 )Cx+k1i+/)(x,zt,y) 

= - (-J)ik+/(i+k)[(t(zx))y - t((zx)y)] - [(x(zt))y- x((zt)y)] 

= - (-1 )ik+/(i+k)[t(zx) + (-1 )ik+/(i+klx(zt)Jy 

+ ((-1 )ik+/(i+k)t((zx)y) + x((zt)y)] 

= _ (-1 )ik+/(i+k)[(tz)x + (-1 )ik+/(i+kl( xz )t]y 

+ [(-1 )ik+/(i+k)t((zx)y) + x((zt)y)] 

= _ (-J)ik[(-J)f(i+k)((tz)x))y + (-1 )ik((xz)t)y] 

+ ((-1 )ik+/(i+k)t((zx)y) + x((zt)y)] 

(2°) proposition 11-1-2) 

= - (-1 )ik[(-1 )l(i+k)t(z(xy)) + (-1 )ikx(z(ty))] 

+ [(-1 )ik+/(i+k)t((zx)y) + x((zt)y)] 

= (-l)ik+/(i+k)t[(zx)y - z(xy)] + x[z(ty) - (zt)y] 

= (-1 )ik+/(i+k)+ij+k(i+_Dt(z,x,y) + (-1 ).il+k(i+/)x(z,t,y) 

= (-1 )U+/)(i+k)t(z,x,y) + (-1 )_i/+k(j+l)x(z,t,y) 

= (-l)a+_ilt(z,x,y) + (-l)Œ+i(i+l)x(z,t,y) 

D'où le lemme• 

15 



Soit A = Ao EB A 1 une superalgèbre alternative, Soit x,y ,z des éléments de A 

où x E Ai, y E Aj, z E Ak (i,j,k, = 0, 1) et soit a = ij+k(i+j) alors : 

(x,y ,z) = -- (-1 ).ik(x,z,y) = (-1 )ii+ik(z,x,y ), D'où 

3(x,y,z) = (x,y ,z) -- (-1).ik(x,z,y) + (-1 )i.i+ik(z,x,y) 

= (-I)(i+j)k+i.i([(xy)z -- x(yz)] -- (--1 ~ik[(xz)y --- x(zy)] 

+ (-1 )i.i+ik[ (zx)y - z(xy) ]) 

= (-l)G( (xy)z -- x(yz) - (-1 ).ik(xz)y + (--1 ).ikx(zy) 

+ (-1 )ij+ik(zx )y -- (-1 )ij+jkz(xy)) 

= (-1) cr ( ( (X y) Z - ( - J ) (i + k )j Z (X)')) -- X (y Z - (- J ~ k Z y) 

-(-1).ik(xz - (-I)ii+ik(zx))y) 

= (-l)G([xy,z] -- x[y,Z] - (-1 )jk[x,z]y )_ 

De même 

3(x,y,z) = - (-1 )i.i(3(y,x,z)) 

= -(-l)G+i.i([yx,z] - y[x,z] - (-1 )Îk[y,z]x) 

= -(-l)U+j)k([yx,z] -y[x,z]- (-I)ik[y,z]x), 

6(x,y,z) = 3(x,y,z) + (-- (-1 )iJ)(3(y,x,z)) 

= (-l)G([xy,z] - (-1 ~k[x,z]y - x[y,z] 

- (-l)i.i[yx,z] + (-l)i.iy[x,z] + (-l)iU+k)[y,z]x) 

= (-l)G([xy- (-1 )i.iyx,z] - (-nik([x,z]y - (-1 ).iCi+k)y[x,z]) 

- (x[y,z] - (-1 )i(j+k)[y,z]x)) 

= (-l)G([[x,y],z] - [x,[y,z]]- (-I~k[x,z],y]). 
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On pose pour x E Ai, y E Aj et z E Ak (où i,j,k= 0, 1 ). 

-
J -(x,y,z) = [[x,y ],z] - [x, [y ,z]J - (- nik[[x,z],y] on a 

(-1 )0 J -(x,y,z) = 6(x,y,z) où 0 = i(j+k)+jk. 

Remarque: 

Si A = Ao EB Al est une superalgèbre associative ou K est un corps 

commutatif K de caractéristique 3, il vient que 

-
J -(x,y,z) = 6((-1 )<J)(z,y ,x) = 0 et A- est une superalgèbre de Lie. 

Soit x,y,z,t des éléments de A où x E Ai, y E Aj, z E Ak, 

t E At (i,j,k,l = 0, l) et où a= (i + k)(j+l) +_il 

l - . -
-[ J-([x,z],t,y) + (-l)I(k+/)+k/ J-([t,z],x,y)] = 
6 

= [C-l)CX([x,z],t,y) + (-l)i.i+k/+j(k+f)([t,z],x,y)] = 

= (-l)CX[((xz- (-l)ikzx),t,y) + (-l)il+a((tz- (-l)klzt),x,y)] = 

= [C-1 )CX(xz,t,y) + (-l)a+il(tz,x,y)] 

- [ (-1 )CX+ik(zx,t,y) + (-1 )a+/(i+k)(zt,x,y)]. 

Des lemmes II-2-4 et II-2-5 il vient que 

1 - . -

6 
[ J-([x,z],t,y) + (-1 )1(k+l)+k/J _([t,z],x,y)] = 

= [ (-1 )CX+/(i+k)(z,x,y)t + (-1 )CX+ik(z,t,y )x ] 

- [ (-1 )a+.ift(z,x,y) + (-1 )CX+i(i+/)x(z,t,y)] 
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= [ (--1 )Œ+/(i+k)(z,x,y )t - (-1 )a+jft(z,x,y) ] 

+ [(-l)Œ+ik(z,t,y)x - (-J)a+i(j+l)x(z,t,y)] 

= (-1 )Œ+/(i+k)[ (z,x,y)t -- (-1 )l(i+j+k)t(z,x,y) ] 

+ (-l)Œ+ik[(z,t,y)x __ (-I)i(i+k+f)x(z,t,y)] 

= (-1 )Œ+/(i+k)[(z,x,y),t] + (--1 )Œ+ik[(z,t,y),x l 

= (-1 )a+/(i+k)+(i+j)k+ij J_ [ J -(z,x,y),t] + (-1 )CHik+k(l+/)+j/ J_ [ l -(z,t,y),x] 
6 6 

= (-l)il+ik_!_[l-(z,x,y),t] + (-J)i(i+/)+ik_!_[l-(z.t,y),x]. 
6 6 

Par suite : 

~ -
J -([x,z],t,y) + (-1 )i(k+l)+k/ J -([t,z],x,y) = 

- -
= (-1 )_i/+ik[ L-(z,x,y),t] + (-1)t(i+/)+ik(1-(z,t,y),x]. 

D'où A- est une superalgèbre de Malcèv. 

Ainsi nous avons démontré le : 

Théorème 11-2-6 

Soit A = Ao EB A1 une superalgèbre alternative alors A est une 
superalgèbre Malcèv-admissible. 

II 3 Construction d'une supcralgèbre alternative 

non associative 

Soit K est un corps commutatif K de caractéristique nulle. Toute 

algèbre ou superalgèbre sera de dimension fi nie sur K et à élément 

unité 1. 
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Définition 11-3-1 : 

Une involution de la K-algèbre A est une application 

K-linéaire s : A----> A ; satisfaisant : s(xy) = s(y)s(x) et s(s(x)) = x pour 

tout x,y E A. 

Définition 11-3-2: 

Une involution de la K-algèbre A est dite scalaire si : 

x + s(x) E KI et xs(x) E KI. 

Définition 11-3-3 . 

Une application K-li néaire Z2-graduée d'une superalgèbre 

A= Ao EB A 1 s: A----> A est dite (super-)involution si : s(s(x)) = x et 

s(xy) = (-1 )IJs(y)s(x) pour tout x E Ai, y E A_j (où i,j = 0, 1 ). 

Remarque : On notera aussi s(x) par x pour tout x E A. 

Exemple 1 

Soit A = Ao EB A 1 une superalgèbre associative. On suppose que la 

composante de degré zéro est munie d'une involution telle que xw = wx 

et wv = - vw pour x E Ao, v,w E A1. On définit alors sur A une 

involution par x = x six E Ao et v= - v si v E At. 

Dans ce cas en posant Tr(x) = x + x ;on définit une trace sur A. Comme 

tr(A 1) = 0, nous avons Tr(x) E K 1 pour tout x E A. 
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Exemple 2 

Soit A = K 1 EB Kv une superalgèbre associative telle que v2 =O. 

L' application K-linéaire s définie par s( 1) = 1 et s(v) = -v est une 

involution de la superalgèbre associative A. 

Soit A une superalgèbre associative à élément unité munie d'une 
-

involution telle que : tr(x) = x + x E K 1 pour tout x E A .. Soit U le 

K-espace vectoriel sous-jacent AxA. On définit sur U une multiplication 

par: (x,y)(z,t) = (xz+(-1).ilµty,xt+ (-I)ikzy) pour tout x E Aï, y E Aj, 

z E Ak t E A1 (i,j,k,/ = 0, 1 et µ un scalaire fixé ). 

Nous avons alors . 

(l ,O)(x,y) = (x,y) et (x,y)( 1,0) = (x,y), il vient donc que (1,0) 

est l'élément neutre pour la multiplication de U noté 1 u. 

Soit v =(0,1) nous avons v2= (0,1)(0,1) = (µ,0) = µ(1,0) et v2= µlu 

v .(z,0) = (0, 1 )(z,0) = (0,z). 

Posons B = { (x,0), x E A} et B'= { (0,x), x E A}. Alors 

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

U = B EB B'. A est isomorphe (isomorphisme d'algèbres) à R -

B'= {(0,x), x E A} z v{(x,0), x E A} z vB;:::, vA. D'où U =A EB vA. 

Si X = (x,x') U,alors X = (x,0) + (0,x') = (x,0) + v(x',0). Nous poserons 
X= x + vx'. 

Soit X= x + vy et T = z + vt deux éléments de U. On suppose que 

X E Aï, y E Aj, z E Ak, t E A1 (i,j,k,l = 0, 1) 

XT = (x,y)(z,t) = (xz+(-I}ilµty, xt+ (-l)ikzy) = 

= xz+(-I)j/µty + v(xt+ (-1).ikzy) et d'autre part 

XT = (x +vy)(z + vt) = xz + x(vt) + (vy)z + (vy)(vt). 
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Par identification il vient que : 

Proposition 11-3-4: Pour x E Ai et y E Aj: 

-
x(vy) = v( xy). 

(vx)y = (-1 )iiv(yx). 

( V X )( V y ) = ( - 1 ) ij µ y X . 

Nous avons alors LJ = J\ EB vA = = (Ao EB A1) EB v(Ao EB A1). On 

pose Uo = Ao EB vAo et U1 = J\1 EB vA1. Pour i,j = 0,1 on a: 

Ui Uj =(Ai EB VAiHAj EB \'Âj) 

c AiAj + Ai(VAj) + (vAilAj + (vAj)(vAj) 

c Ai +.i + v( Ai A i) + v( Ai A 1) + µA .i Ai 

c Ai+j + v(Ai+j) 

(i+j est calculé modulo 2). 

U est donc une superalgèbre unitaire U = Uo EB U 1. Soit X = x + vx' un 

élément homogène de U (i.e. x,x' E Ai). Posons 

X=x- vx' (" "est linéaire et X= X). Soit Y= y+ vy' E Uj nous avons: 

XY = xy + (-J)i.iµy'x' + v(xy' + (-1 )i.iyx') et 

- -
XY = xy + (-1 )i.iµ y' x' - v( x y' + (-1 )i.iyx '). D'autre part 

- -
Y X =(y- vy')( x- vx') = 

- -
= yx +(vy')(vx')- y(vx')-· (vy')x = 

= yx + (-J)i.iµx'y' - v(yx') - (-J)iiv(xy') 
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= (-1 )i.i xy + µy' x' - v(yx' + (-1 )i.i x y') 

= (-l)Ï.i(xy + (-l)i.iµy' x' -- v(xy' + (-l)i.iyx') = (--J)i.i(XY). 

Soit X = x + vx' E Ui nous avons : 

- -

tr(X) =X+ X=(x + x) + (vx' - vx') = x + x = tr(x) E KI. U est aim,1 
munie d'une involution scalaire sur U. 

Proposition 11-3-5 : Pour x E Ai, y E Aj et z E Ak, nous 
avons les égalités sui vantes : 

-- "k 
( X, V Z, y ) = ( - ) )J (X, y, V Z). 

(x,vz,y) = (-J)ik(vz,x,y). 

En effet, on a 

(-1).ik(x,y,vz) = (-1).ik(xy)(vz) - (-1 )Jkx(y(vz)) = (-1).ikv[(xy -- x y)zj ei 

- - -
(x,vz,y) = (x(vz))y - x((vz)y) 

= (v(xz))y - x((-l}ik(v(yz)) 

= (-l).iCi+k)v(y(xz))-(-1).ikv(x(yz)) 

= (-1).ik[(-I)i.iv(yxz) - v(xyz)] 

= (-1).ik[v(xyz) - v(xyz)] 

= (-1).ik[v((xy - xy)z] = (-1).ik(x,y,vz) 

(-l)ik(vz,x,y) = (-J)ik((vz)x)y - (-J)ik(vz)(xy) 

= ( - 1 ).i ( i + k) V ( y ( X z)) - ( - 1 ).Î k V ( ( X y ) z) 

= (-1).ikv[(-I)i.iyxz - xy)z] 

= (-l}ikv[xyz - xyz] = (-1).ik(x,y,vz) = (x,vz,y). 
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Proposition II-3-6: Pour x E Ai, y E Aj et z E Ak, nous 

avons les égalités suivantes : 

En effet, on a 

((vy)(vz))x = (-J)î(i+k)(v(xy))(vz). 

x((vy)(vz)) = (-1 )ii(vy)(v(xz)). 

(-J)i(i+k)(v(xy))(vz) = (-I)i(i+k)(-J)k(i+Dµzxy = (-l)ik µzyx = 

= [ ( - J )_i k µ Z y] X = ( (V y ) (V Z)) X et 

(-J)i.i(vy)(v(xz)) = (-l)ii(-l)i(i+k) µxzy= x(µ(-1).ikzy) = 

= x((vy)(vz)) • 

Propositionll-3-7 : Pour x E Ai y E Aj et z E Ak, nous avons 

les égalités suivantes: 

En effet, on a 

(X' V y' V z) = ( - 1 ) ij (V y' X 'V z). 

(vy,x,vz) = (-I)ik(vy,vz,x). 

(x,vy,vz) - (-l)i.i(vy,x,vz) 

= (x(vy))(vz)- x((vy)(vz)) - (-l)i.i((vy)x)(vz) + (-l)Ï.i(vy)((xvz)) 

= [(v(xy))(vz)- (-l)i.i(vy)(v(xz))] - [(v(xy)(vz)- (-I)i.i(vy)((v(xz))] 

= 0. 

(vy,x,vz) - (-1 )Ïk(vy,vz, x) = 

((vy)x)(vz) - (vy)(x(vz)) + (-1 )ik(vy)((vz)x)- (-1 )ik((vy)(vz))x 

= [(-l)i.i(v(xy))(vz) - (vy)(v(xz)] + [(vy)((v(xz))- (-l)i.i(v(xy))(vz)] 

=Ü• 
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Proposition 11-3-8 : Pour x E Ai et y E Aj, nous avons les 
égalités suivantes : 

(vx)(vy) + (-J)i.i(vy)(vx) = µTr(xy). 

- -

Tr( x y) 1 - Tr( x y) 1 = O. 

En effet, on a, 

(vx)(vy) + (-I)i.i(vy)(vx) = (-I)i_iµyx + µxy = µ(xy + xy) = µTr(xy). 

- -
Tr(xy)l - Tr(xy)l = Tr(x(Tr(y)I - y))l - Tr((Tr(x)I -- x)y)l 

= [Tr(y)Tr(x) - Tr(xy) - Tr(x)Try) + Tr(xy)] 1 = 0 • 

-
-
-
-
-
-
-
-

Lemme 11-3-9 : Si x E Ai, y E Aj, z E Ak (i,j,k = 0, 1) alors, • 

(x,y,vz) = - (-1 )i_i(y,x,vz). 

(x,vy,z) = - (:-1 )i.i(vy,x,z). 

En effet, 

(x,y,vz) = (xy)(vz) - x(y(vz)) 

= V ( X y Z) - V ( X y Z) = ( - } ) ij V ( y X Z) - ( - } ) îj V ( y X Z) 

= - (-l)i.i[v(yxz) - v(y xz)] = - (-1 )i.i[(yx)(vz) - y(x(vz))] 

= - (-1 )i_i(y ,x, vz). 

D'après la propositïon II-3-5 on a (x,vy,z) = (-1 )i.i(vy, x,z). 

- -
Remarquons que Tr(x) 1 = x + x E K 1 et x =Tr(x) 1 - x, il vient que 

(x, vy,z) = (-1 )i.i(vy, X: ,z) 

= (-l)i.i(vy,Tr(x)l,z) - (-I)i.i(vy,x,z) = - (-I)i.i(vy,x,z). 

(vx,y,z) = (-I)i.i(y,vx,z) (proposition 11-3-5) 

= (-I)i.i(Tr(y)l,vx,z) - (-l)i.i(y,vx,z) = - (-I)i.i(y,vx,z) • 
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Lemme 11-3-10: Six E Ai, y E Aj, z E Ak (i,j,k = 0,1) 
alors, 

(x,vz,y) = - (-I)ik(x,y,vz). 

(vz,x,,y) = - (-1 )i.i(vz,y,x). 

En effet, 

(x,vz,y) = (-1).ik(x,y,vz) (proposition 11-3-5) 

= (-1).ik(x,Tr(y)l,vz) - (-l)ik(vy,x,z) = - (-1).ik(x,y,vz). 

(vz,x,y) = (-1 )ik(x,vz,y) 

=(-l)ik+ik(x.y,vz) 

= __:_ (-J)ik+ik+ii(y·,x.vz) 

= - (-1 ).ik+ii(y,vz,x) 

= - ( - 1 ) ij ( V Z, y, X) 

= - (-1 )i.i(vz,y,x) • 

(proposition 11-3-5) 

(proposition 11-3-5) 

(lemme II-3-9) 

(proposition 11-3-5) 

(proposition II-3-5) 

Lem me II -3- 1 1 : Si x E Ai, y E Aj, z E A k ( i ,j, k = 0, 1 ) 
alors 

En effet, 

(X, V y, V Z) = - ( - J ) ij (V y, X, V Z). 

(vy,x,vz) = - (-1)ik(vy,vz,x). 

(vx,vy,z) = - (-1 )i.i(vy,vx,z). 

(x,vy,vz) = - (-1).ik(x,vz,vy). 

(X, V y' V z) = ( - 1 ) ij (V y' X 'V z) (proposition 11-3-7) 

= (-J)i.i(vy,Tr(x)l -· x,vz) 

= -(-I)i.i(vy, x,vz).(vy,x,vz) 

= (-J)ik(vy,vz,x) (proposition II-3-7) 

= - (-l)ik(vy,vz,x). 
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Soit S = (vx,vy,z) + (--I)i.i(vy,vx,z): 

S = ((vx)(vy))z - (vx)((vy)z) + (-1 )ii((vy)(vx))z - (-1 )ii(vy)((vx)z) 

= [(vx)(vy) + (-I)i.i(vy)(vx)]z - [(-l)ik(vx)(v(zy)) + (-I)ii+ik(vy)(v(zx))] 

= (µ Tr(x y ))z - [(-1 )ik+i(j+k)µzy x + (-1 )i.i+ik+j(i+k)µzx y] 

= (µTr(xy))z- (-J)k(i+i>µz(xy + (--J)iiyx) 

= (µTr(xy))z - (-1 )k(i+j)µz(xy + xy) 

= (µTr(xy))z - (-1 )k(i+i)µz(Tr(x y) 1) 

S = (µTr(xy))z (1 - (-J)k(i+D). 

- -
Si i + j = 0 S = 0 ; si i + j = 1 on a Tr(x y) = 0 car x y E A 1 et S = O. D'où 
(vx,vy,z) = - (-J)i.i(vy,vx,z). 

Aussi: (x,vy,vz) = - (-1 )i.i(vy,x,vz) 

En effet, 

= (--1 )ii+ik(vy,vz,x) 

= - (-1 )i_i+ik+ik( vz, vy ,x) 

= ( - 1 ) j k +j k (V Z, X, V y) 

=- (-1).ik(x,vz,vy) • 

Lemme 11-3-12 : Si x E Ai, y E Aj, z E Ak (i,j,k = 0, l) 

alors, 

(vx,vy,vz) = - (-1 )Ï.Ï(vy,vx,vz). 

(vz,vx,vy) = - (-I)i.i(vz,vy,vx). 

A= (vx,vy,vz) + (-l)ii(vy,vx,vz) = 

=((vx)(vy))(vz) - (vx)((vy)(vz)) + (-l)i.i[((vy)(vx))(vz) - (vy)((vx)(vz))] 

= [(vx)(vy) + (-1 )i.i(vy)(vx)](vz) - (vx)((vy)(vz)) - (-1 )i.i(vy)((vx)(vz)) 

=(µTr(x y))(vz) - (-1 )i(j+k)v[((vy)(vz))x] - (-1 )ij+j(i+k)v[((vx)(vz))y] 
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- -

= (µTr(xy))(vz) -- v[(v(xy)(v;)j (-l)lfv[((v(yx))(vz))] 

- --

= (µTr(x y))(vz) - v[(v( xy + ( 1 ) 11 yx))(vz)] 

= (µTr(xy))(vz) - v[(v(~y + xy)(vz)] = (µTr(x)1))(v1.) - v[(v(Tr(xy))(v;)] 

- - - -

= (µTr(xy))(vz) - (Tr(xy))\f\'(\1)] = (µTr(xy))(vz) -- (Tr(xy))v[µz] 

- -
= µ(Tr(x y) - Tr(xy))(vz) = U (proposition 11-3-8) 

B = (vz,vx,vy) + (-1)1.J(vL\\_\\) 

=((vz)(vx))(vy) - (vz)((vx)(\\ J) i (-1 )1i[((vz)(vy))(vx) - (vz)((vy)(vxJ)j 

= v[((vz)(vx))y] + (-J)ilvf((\/)(vy))x] -- (vz)[(vx)(vy) + (-J)iJ(vy)(vx)] 

= v[(-I)ik((vx)(vz))y] + (-1 )11\·[(-J)ik((vy)(vz))x] - (µTr(xy))(vz) 

= ( - 1 ) k ( i +J ) [ v [ ( - l ) ij ( ( v ( y x ) ) ( v z ) ) ] + v [ ( ( v ( x y ) ) ( v z ) ) ] ] - ( µT r ( x y ) ) ( v z ) 

= (-I)k(i+1l[v[(v(xy))(vz))] + v[(v(xy))(vz)J] - (µTr(xy))(vz) 

= (-l)k(i+.D[v[(v(xy + xy))(vz)]J - (µTr(xy))(vz) 

= (-I)k(i+il[v[(v(Tr(xy)))(vz)J] - (µTr(xy))(vz) 

= (-1 )k(i+D(Tr(xy))[ v(v(vz))] -- (µTr(x y))(vz) 

= (-J)k(i+il(µTr(xy))(vz) - (pTr(xy))(vz) = ((-J)k(i+j) _ l)µTr(xy)(vz) 

- -

Si i + j = 0 B = 0 ; si i + j = 1 on a Tr(x y) = 0 car x y E A 1 et B = ()_ 

D'où(vz,vx,vy) = - (-J)ii(vz,vy,vx) • 

Des lemmes 11-3-9, 10, 11, 12 011 déduit que pour 

X= X+ vx' E Uj, Y= y+ vy' c u,, Z= z + vz' E uk on a 

(X,Y,Z) = - (-I)ii(Y,X,Z) et (X,Y,Z)= - (-l)Jk(X,Z,Y) 

où U est obtenue à partir d'une superalgèbre associative_ Nous tirons le 

)' 



Théorème : 

Soit A = Ao EB A 1 une superalgèbre associative possédant um· 

involution scalaire alors U =A EB vA est une superalgèbre alternative. 

Remarque 

Si A n'est pas supercornmutative (i.e. XY = (-1 )i.iYX pour X E Ui .. 

Y E Uj) l'algèbre U ainsi obtenue est une superalgèbre alternative non 

associative. 

Soit A = Ao EB !\ 1 une superalgèbre associative où Ao = K l el 

A 1 =Ku telle que u2 =O. Posons W =A EB wA où w2 = -1. Comme A eq 

supercommutative, W une superalgèbre associative de dimension 4 définit 

par Wo = K 1 EB Ke1 et W 1 = Kw 1 EB Kw2 dont la table est: 

/' 1 e w, w2 

1 1 e Wj w2 

e e -1 W2 -w1 

w, w, -w2 0 0 

w2 w2 Wj 0 0 

Posons U = W EB v W où v2 = -1. U est une su peralgèbre alternatï w 

non associative de dimension 8 définie par Uo = K 1 EB Ke l EB Ke2 EB Ke·; 

et U 1 = Ku1 EB Ku2 EB Ku1 EB Ku4 dont la table est : 
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J' 1 e1 e2 e1 li l li 2 u~ ll4 

- 1 1 e, eÎ e1 ll j li 2 li 1 ll4 

- e1 e1 -1 --e ~ e2 li 2 - LI 1 - LI 4 u 1 

- e2 e2 e _~ -1 -e1 li 1 ll4 - LI 1 - LI 2 
-

-

e1 e1 -eÎ e, -1 --u 4 li 1 - LI Î ll [ -
li[ ll J - u Î - u 1 U4 0 0 () 0 -
U2 U 2 li 1 -ll4 -u1 0 0 0 0 -
li 1 u1 li 4 li 1 UÎ 0 0 0 0 

- U4 U4 -ll1 u2 -u 1 0 0 0 0 

- U n'est pas associative car 

-
- La superalgèbre de Malcèv u- obtenue de U a comme table : 

-
-
-
- 29 
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-

-----------~---~--- ----·-~------ .------------·-·---... 

/ 1 e1 e2 e3 u, u2 u3 li 4 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 
- --

e1 0 0 -2e 3 2e 2 2u 2 -2u1 -2 u 4 2u 3 
--

e2 0 2e 3 0 -2e 1 2u 3 2u 4 --2 u l -2u 2 
-->------· 

e3 0 -2e 2 2e 1 0 -2 u 4 2 u 3 -2u 2 2u 1 

li 1 0 -2u 2 -2u 3 2u 4 0 0 0 0 
- --

ll 2 0 2u 1 -- u 4 ·-2u:~ 0 0 0 0 
--i-------

u3 0 2 u 4 2 u 1 2 u 2 0 0 0 0 

U4 0 -2u3 2u2 -2u 1 0 0 0 0 

On suppose que i E K telle que ï2 = -1. Posons : 

2h =ie1 ; 4e = e2 -ie3 ; 4f = e2+ie3;v1 = u 1 +iu2 et v2 = u3 +iu4. 

Soit Ao (resp.A 1) le K-espace vectoriel engendrée par (e,f,h) 

(resp.(v1,v2)).Ao est l'algèbre de Lie simple de dimension trois et A1 est 

le Ai-module simple non de Lie de dimension deux. M = Ao EB Ai (où 

(A 1 )2 = 0) est une superalgèbre de Malcèv (extension d'Elenberg) et 

Meu-, 
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CHAPITRE III 

SEMI-SIMPLICITE DES 

SUPERALGEBRES DE MALCEV 

INTRODUCTION 

Conformément à la définition· de G. Hochschild, nous étudions 

la semi-simplicité des superalgèbres de Malcèv. Après avoir donné 

quelques définitions et théorèmes au paragraphe 1, nous établissons au 

paragraphe 2 un théorème sur les algèbres de Malcèv M telles que 

Rad(M) 7:- J(Rad(M),M,M). Ceci nous permet de démontrer le principal 

résultat de ce chapitre au paragraphe 3. 

111-1 PRELIMINAIRES 

Soit Kun corps commutatif de caractéristique différente de deux. 

Théorème III-1-1 (Théorème de Poincaré-Birkoff-Witt.) 

Soit L une superalgèbre de Lie sur un corps K, U(L) son algèbre 

enveloppante et CT : L----7 U(L) le morphisme canonique de L dans U(L)· 

Soit (ei)iE rune base de L telle que tous les éléments ej soient homogènes. 

(où I est un ensemble totalement ordonné). Alors 1 et les produits de la 

forme CT(ei 1)0(eï2) ... 0(ei) avec i 1 s:; i2 s:; ... s:; Îr et Îp < Îp+ 1 lorsque eip 

appartient à LI (pour p = 1,2, ... ,r) constituent une base de U(L) sur K. 

(cf.17). 



-
-

Soit L = Lo EB L 1 une superalgèbre de Lie et U(I .) son algèbre 

enveloppante. Notons U(Lo) la sous--algèbre de U(L) engendrée par • 

K+Lo, U(Lo) est aussi l'algèbre enveloppante de l'algèbre de Lie Lo. 

Nous avons le diagramme commutatif suivant : 

Lo • L 

>.~ 

lJ ( Lo) • lJ ( L) 

U(L) peut être considéré comme un U(Lo)-module. 

Soit (ej)jE J une base de L 1 où J est un ensemble totalement ordonné, 

alors 1 et les monômes ej ... Cj (avec q > 0 et _i1 < j2 <.,, < j 4 ), 
-1 - 'i 

constituent une U(Lo)-base de U(L). U(L) est donc de dimension finie sur 

lJ (Lo) si L 1 est de di mens ion finie sur K. (si q = 0 on pose e i ... e i = 1 ). 
- 1 - q 

Soit Yo le K-sous-espace de U (L) engendré par 1 et les monômes 

cités ci-dessus pour lesquels q est pair et V 1 le K-sous-cspace de U(L) 

engendré par les monômes pour lesquels q est impair. 

Posons U(L)o = Yo ®K U(Lo) et U(L)1 = Y1 ®K U(Lo): alors on a une 

Z2-graduation sur U(L) : U(L) = U(L)o EB U(L)1. Notons y 0 le K-sous-

espace de Yo engendré par les monômes cités ci-dessus pour lesquels q est 

pair et non nul. On a la décomposition suivante : 

U(L) = U(Lo) EB cvo- ®K U(Lo)) EB (Y1 ®K U(Lo)). 

L.U(L) = Lo.U(Lo) EB (Yo ®K U(Lo)) EB (Y1 ®K U(Lo)). 

(cf. 8). 
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Définition III-1-2 

Soit A = Ao E8 A 1 un anneau Z2-gradué. Soit M un A-module 

Z2-gra<lué. M est un A-module non nul est dit simple si ses seuls A-sous­

modules homogènes sont 0 et M = Mo E8 M 1. M est dit semi-simple si M 

est la somme directe de A-sous-modules simples. 

Remarque 111-1- J 

Un A-module Z2-gradué M = Mo E8 M 1 est semi-simple si chaque 

A-sous-module homogène de M admet un supplémentaire dans M. 

Définition 111-1-4 

Une K-superalgèbre de Malcèv M de dimension finie est sem1-

simple si chaque M-module Z2-gradué de dimension finie est semi-simple. 

(cf. 8). 

Remarque III-1-5: 

Comme l'a précisée G. Hochschild [8], cette définition est très 

restrictive, pour la suite nous parlerons de semi-simplicité pour la semi­

simplicité au sens de G. Hochschild et de la semi-simplicité au sens 

ordinaire. 

Lemme I 11-1-6 

Soit M une superalgèbre de Malcèv semi-simple et soit I un idéal 

homogène de M, alors M = 1 E8 J' où J' est un idéal homogène de M. 



F n c ffc t. M est 11 n M -m o cl u 1 e Z 2 - gr ad u é de M cl ont 1 a 

représentation associée est ad : M ~ EndK (M). Puisque M.I c 1, 1 

devient un M-sous-module homogène de M et M étant semi-simple, il 

vient que 1 possède un M-sous-module supplémentaire J' de M. Nous 

avons alors M = 1 EB I' et comme M. I' c J' ; I' est un idéal homogène de 

M• 

Une consequence du lemme est que tout idéal homogène d'une 

superalgèhrc de Malcèv semi-simple est semi-simple. 

Lemme III-1-7 

Soit M une algèbre de Malcèv et soit L une algèbre de Lie contenue 

dans M. Soit A un M-module de Lie, alors A est un L-module de Lie. 

En effet soit 0 : M ~ EndK(A) la représentation associée au 

M-module de Lie. Notons 0': L ---7 EndK(A) la restriction de 0 à L. 

0' est K-linéaire et pour x,y E L : 0'xy = 0xy = [0x,0y] = [0'x,0'y]. D'où 

a' est une représentation de Lie de l'algèbre de Lie L dans A • 

Lemme III-1-8 

Soit M = Mo EB M 1 une superalgèbre de Malcèv. Si M est semi­

simple telle que M2 *- M, alors M est de J -noyau non nul. 
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En effet M2 est un idé;il homogène cle M. p;1r sui te M = M2 EB M' 

(lemme III-1-6) où M'est un idéal homogène supplémentaire de M2 dans 

M. M.M' c M2 n M' = O. ce qui entraîne que J (M.M.M') = 0 et 

M' c N(M). M' 7: 0 car M2 7: M. D'où N(M) 7:0• 

Lemme III-1-9 

Soit M = Mo EB M 1 une superalgèbre de Malcèv semi-simple ; alors 

M = N(M) EB M' où M' est une superalgèbre de Malec·\ de J -noyau nul 

et J (M,M,M) = J (M) = M'. 

En effet. N (M) est un idéal homogène de M d'où M = N (M) EB M' 

avec M' un idéal homogène et semi-simple de M. Montrons que M'est de 

J -noyau nul. Soit L = N(M') le J -noyau de M' 

N(M).L c N(M).M' c M' n N(M) = 0 et 

L.M = L.(M'+ N (M)) c L; il vient que Lest un idéal de M et 

J (L,M,M) = J (L,M'+N(M),M'+N(M)) c J (L,M',M') = O. Par suite 

L c N (M). D'où L c N (M) n M' = O. J (M') est aussi un idéal homogène 

de M'et M' étant semi-simple M' = J (M') EB M" où M" est un idéal 

homogène de M'. M".N(M) =O. D'où 

M".M = M".(N(M)+M') = M"M' c M' et 

M" est un idéal homogène de M. 
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J (M",M,M) = J (M", N(M) EB M', N(M) EB M') = J (M",M',M') ç; J (M') 

d'où J (M" ,M,M) c M" n J (M') = 0, il vient alors que M" c N (M) et 

donc que M" c N(M) n M' = 0 et M' = J (M'). 

J(M) = J(N(M) EB M',N(M) EB M',N(M) EB M') 

= J (M',M'.M') = J (M') = M' • 

Lemme II 1-1-10 : M(k+k') = ( M (k)_)(k') pour k.k' > O. 

En effet, M(k+l) = M(k).M(k) = (M(k))(l). En particulier 

M(l+ 1 l = (M(I >)( 1) et alors 

M(k+2l = (M(k+ll)(I) = ((M(k))Cl))(l) = (M(k))C2l. 

Par récurrence si M(k+k') = (M(k))Ck') alors : 

M(k+(k'+l)l = (M(k+k'l)(l) = ((M(k))(k'))(l) = (MCk))(k'+l)_ 

D'où le lemme • 

Lemme III-1-11 

Soit M = Mo EB M 1 une superalgèbre de Malcèv. Soient A une 

sous-algèbre de Malcèv de M et B un idéal homogène de M. Si A et B 

sont résolubles, alors A + B est une superalgèbre de Malcèv résoluble. 

En effet, puisque B est un idéal, AB c B. Par suite 
(A+ B)(A + B) c A+ B et A + B est une sous-algèbre de M. 
Pour tout entier k, (A+B)(k) c A(k) +B. Puisque A et B sont résolubles 
il existe un entier rn 7:- 0 tel que A (m) = B(m) = O. Alors 
(A+B)(m) c A(m) + B c B et 
(A+8)(2m) c (CA+B)(m))(m) c B(m) =O. 

A+B est donc une sous-superalgèbre de Malcèv résoluble • 
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et 3. 

111-2 UN THEOREME SUR LES ALGEBRES DE 
MALCEV 

Soit M une algèbre de Malcèv sur un corps K de caractéristique 7:- 2 

Définition 111-2-1 

Soit V un M-module de Malcèv et soit W un sous-ensemble de V. 
On note !'annulateur de M dans w l'ensemble wM = {v E w / M.v = O}. 
Soit 1 un idéal de l'algèbre de Malcèv M. On définit la suite 
f(O) = 1, I( 1) = 12' ... , I(k) = l(k-1 ).f(k-1) pour un entier k 2 1. 

Proposition III-2-2 

Soit 1 un idéal d'une algèbre de Malcèv M alors J( l.M,M) est un 
idéal de Met l(k).M ç J(LM,M) + l(k)_ 

En effet. 

M.J(I,M,M) c J(M,I,M2) + J(M,M,MI) + J(M.MJM) c J(I.M.M) et 

J(l,M,M) est un idéal de M. Montrons par récurrence que 

I(k).M c J(l,M,M) + I(k). Pour k = 0, I(O) = 1 est un idéal de M par 

suite J(O).M = I.M c 1 = J(l,M,M) + 1(0) (car J(LM,M) c I ). 

Pour k = 1, J(l) = 12 et I(l).M = (l.I)M c J(I,l,M) + (l.M)l +(M.1)1 

d'où J(l).M c J(l,I,M) + I.I c J(I,M,M) + J(l). 

Supposons que la relation est vraie jusqu'au rang k. alors 

I(k+l).M = (l(k).J(k))M c J(l(k),J(k),M) + (I(k).M)I(k) + (M.I(k))J(k) 

c J(l(k),l(k),M) + [J(LM,M) + I(k)JJ(k) + I(k).J(k) 

c J(l(k),I(k),M) + J(l,M,M) + l(k).J(k) 

c J(I,M,M) + J(k+l). 

Ce qui achève la démonstration • 

Nous avons alors [J(k) + J(l,M,M)]M = l(k).M + J(l,M,M).M 
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c [I(k) + J(l,M,M)] + J(I,M,M) 

c I(k) + J(I,M,M). 

et I(k) + J(LM.M) est un idéal de M. D'où : 

Proposition III-2-3 I(k) + J(I,M,M) est un idéal de M. 

Pour k = 0, 1,2, ... 

Soit R le radical résoluble de M. Nous avons la sui te 

R = R({l) => R( 1 l => ... => R(nl = 0 pour un certain n entier. 

Notons Ik = R (k) + J (R,M,M) pour k = 0, 1,2, ... où R (k) = 0 pour k~n .. 

Proposition 111-2-4 

Ik est un idéal de M et 1 t c 1k+ 1 c 1 k (k = 0, 1,2,... ) 

En effet Ik est un idéal de M en vertu de la proposition III-2-3 et 

Ik => Ik+I car R(k) => R(k+l)_ 

De plus It = (R(k) + J(R,M,M))(R(k) + J(R,M,M)) 

c R(k+I) + J(R,M,M) = lk+l. 

D'où la proposition • 
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Nous avons une suite d'idéaux de M : 

R = Io~ I 1 ~--· ~ In-1 ~ I11 = J(R,M,M ). On suppose désormais que 

R ~ J(R,M,M) alors I11 c R. Notons p le plus petit entier positif tel que 

Î Î 
111 c R. Alors nous avons pour m < p ; lm= R et R2 = 1 ~1 = 1 p-l c 1

11
. 

Nous noterons pour simplifier 111 = 1. Soient M = R EB S la décomposition 

de Lévi de M et i l'injection canonique de S clans M. R étant un idéal de 

M, Rest un M-module cle Malcèv. 

Soit p': M --------'? EndK(R) la représentation associée. qui à x de M 

associe, p '(x) = p ~ où pour tout r de R ; p: (r) = xr. 

Notons p = p' o i, p est une représentation de S dans R. Rest donc 

un S-module de Malcèv. Soit le diagramme suivant: 

R R _rr__, 1){ où rr est la surjection canonique cle R dans 1){. 

(rrops)CI) = rr(ps(I)) = rr(s.I) c rr(I) =O. Il existe alors une unique 

application K-linéaire Ps : 1){-___. f,)1 rendant commutatif le 

diagramme : 

R 
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Pour tout r cbns R, Ps (r+I) = sr + I et 1\ o rr = rr o Ps-

Ps induit une application K-linéaire p : S End( Yr) tel que 

pour s 1,s2,s1 trois éléments de S ; 

Puisque rr est surjectif, il vient que 

- - - - - -

p (s1s2)s3 = P s30P s20P s1 - P s20P s 10P s3- P s 10P s3s2+ P s 1s30P s2 

p : S _ ____. End( I){) est une représentation de Malcèv de S dans Yr. 
(dual de o/J). Soit a 5 une 

application de T dans T définit par Œs(1) = - 1 o Ps. 

Œs induit une application K-linéaire a : S --­
s 1,s2,s1 trois éléments de S on ait 

End(T) telle que pour 

= -(Œs 1 0 Œs2)[1 0 P s3J + (Œs 30 Œs 1)!1 0 P sJ 

+ (Œs3s20 Œs1)(1) - (Œs20 Œs1s3)(1) 

= (a51 O Œ52 0 Œs:)(1) - (a53 0 Œs 1 O Œs2)(1) 

- (Œs2s30 Œs1)(1) + (Œs20 Œs3s1)(1) 

40 

-
-
-
-
-
-
-
-
-
• 

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-



-
-
-
-
-
-
-
-
-
.. 

-
-
-
-
-
-
-
-
-

est une représentation de Malcèv de S dans T. 

Test un S-module de Malcèv. 

Proposition 111-2-5 : 

Soient s 1,s2,s1 trois éléments de S et 1J ,r2,r1 trois éléments de R 
nous avons: 

En effet, 
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-
-
-(On rappelle que J(R,S,S) c 1) • 

-Soit A = T EB K (somme directe de K-espaces vectoriels). 

Munissons A d'une structure de M-module en posant : -
a': M ---'7 End(A) la représentation associée. M.K = 0' (M)(K) = O. -
et pour î E T, r E Rets E S; a;.+ s(î) = CTs(î) + t(r + 1) -
Soient X= ri + s1, Y= r2 + s2, Z = r~ + s3 des éléments de M = R EB S. -
Montrons que -

... 
Soit 1 E T. 

-
-
-
-
-
-
-
-
-
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-
-
-
- + 1[(r1Q)s3+(l"JQ)q+1 ]. (puisque R2 c 1) 

-
-

Il vient alors que 

-
-

pour des éléments X, Y. Z E M. A est un M-modulc de Malcèv. 

-
Remarques 111-2-6 -

- 1°) Ps: 1){---71){ tel que Ps (r+l) = sr+ I pour tout r dans R vérifie 

-
-
-

-... = P s 1Cs2r + 1) - P s2Cs1r + 1) 

- - - -

- = ( P s10 P s2)(r+l) - ( P s20 P s1 )(r+I) 

- - - -
= (P s,oP s2 - P s20P s1)(r+I) -
= 1 P Si' P s2J(r+I). 

- Ainsi I){ est un M-module de Lie. 
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0(' )( + )= [ 0' + , 0' + ]. D'où Test un S-module de Lie et s 1 +r1 s 2 r2 s 1 r1 s 2 r2 

A est un M-module de Lie. 

Nous avons T ~ 0 car 1 ~ R et tout élément non nul de T est smjectif. 

Pour tout r de R et pour un élément non nul 1 de T. 

r.1"= 0;.(1) = 1(r+I) = (1 o rr)(r). Comme 1 o rr est surjectif. il vient que 

(1 o rr)(R) = K et par suite K = R.T c R.A c M.A. 

M.K = 0 ; d'où K c (M.A)M. Il résulte le 

Théorème 111-2-7 

Soit M une algèbre de Malcèv et R son radical résoluble. Si 

J(R,M,M) -:te R, alors il existe un M-module (de Lie) A de dimension finie 

tel que (M.A )M ~O. 

III-3 SEMI-SIMPLICITE 

Proposition 111-3-1 

Soit M = Mo EB M 1 une K-superalgèbre de Malcèv semi-simple de 

J -noyau non nul. Soit R le radical résoluble de Mo, alors 

R = J (R,Mo,Mo) = J(R,Mo,Mo). 

En effet M étant de J -noyau non nul, posons L = Lo EB L l le 

J -noyau de M. L est un idéal homogène non nul de M, comme 

M semi-simple M = L EB M' où M' est aussi un idéal homogène 
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de M (lemme 111-1-6). Tout élément x de M s'écrit de manière unique en 

x = x1+x2 (0L1 XJ E L d x2 E M'). Soit p: M L où p(x) = XJ la 

projection de M sur L ~ p est un morphisme de superalgèbres de Malcèv. 

Soit 0 : L ~ U ( L) l'injection canonique de L dans son algèbre 

enveloppante U(L). p = 0 op est une représentation de Lie de M dans 

U(L). U(L) est alors un M-rnodule. Soit U(Mo) l'algèbre enveloppante de 

Mo. Nous avons le diagramme : Mo ~ M -0-0~11~ U(L). 

(0 op o i)(xy) = 0(p(xy)) = CT(p(x)p(y)) 

=[0(p(x)),0(p(y))l = [(0 op o i)(x),(0 op o i)(y)] 

pour deux éléments x et y de Mo. Il vient que le diagramme suivant est 

commutatif: 

Mo -----t1·~ U(L) 

U(L) est donc un U(Mo)-module. 

Soit le K-espace vectoriel B = U(L) EEl M'. B est une K-superalgèbre où 

Bi= U(L)i EEl M'i (i = 0.1) et la multiplication est définie par: 

x.y = y.x = 0 si x E U(L) et y E M' ; x.y = xy si x,y E U(L) ou si 

x,y E M'. On munit B d'une structure de U(Mo)-module en posant : 

Pour tout b = u+m' de B (où u E U(L), m' E M') et w E U(Mo) 

w*b = wb = kb si w = k E K et w:;:b = w:;:(u+m') = w.u si w ~ K 

( w.u est définie par l'action de U (Mo) sur U(L) ). 
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Supposons que R ~ J(R.Mo.Mo) alors d'après le théorème 111-2-7, 

il existe un Mo-module (de Lie) A de dimension finie tel que 

(Mo. A )Mo 7::- O. Notons ®0 le produit tensoriel relatif à U(Mo). Soit 

T = B ®o A. On définit l'action de M sur T par: x.(b ®a)= (x*b) ®a 

pour tout x E M et tout b c:9 a E T. T devient alors un M-module et 

puisque Lest de dimension finie, U(L) est de dimension finie sur U(Lo) 

(cf. préliminaires). Soient { 1,Lq, .... , ur} une U(Lo)-base de U(L) et 

{ m 1 , ... ,mq} une K-base de M'. Posons bo = 1, b1 = Lli pour 1::::; i ::::; pet 

br+i =mi pour]::::; i::::; q. Alors {bo, ... , bp+q} engendre B relativement à 

l'anneau U(Lo). Soit { a1 ..... a111 } une K-base de A ; alors 

{bj <XJ ai} J:S:i:S:rn;O:S:_j::;r+q constitue une K-basc de T. Il vient alors que 

T = B ®o A est un M-module de dimension finie sur K. 

En posant To = Bo ®o A et T1 = 81 ®o A ; T devient un 

M-module Z2-gradué fini. Soit b un élément non nul de (Mo. A )Mo. Pour 

tout y de Mo, nous avons y.(Kb) = K(y.b) = 0, il vient que Kb est un 

Mo-sous-module de A. Soit W le M-sous-module homogène de T défini 

par W = B ®o Kb. M étant semi-simple nous pouvons écrire que 

T = W EB W' où W' est un M-sous-module homogène de T 

supplémentaire de W. 

D'autre part b = L, Xk ak (somme finie ) pour Xk E Mo, ak E A. 
k 

(où Wo =Ton W; W('l =Ton W'). Alors, 

1®b=1 ® L.,xkak = L.,xk.Cl ® ak) = L.,xkhk + L.,xkhk = h + h'. 
k k k k 
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avec h = Ixkhk E Mo.(Wo) c Wo, h' = Ixkhk E Mo.( \V('l) c W/J· 
k k 

Or 1 0 b E Wo d'où 

h' E Won W/l = 0 et par suite 1 0 b = h E Mo.(Wo). 

a) Si L 1 -:F 0, nous avons 

Wo =Bo 0o Kb = (U(L)o ®o Kb) EB ( M(l 0 0 Kb) 

= (Yo 0K U(Lo)) 0o Kb 

= Yo 0K (U(Lo)®o Kb). 

D'où Wo c Vo 0K (U(Mo)0o Kb) = Yo 0K Kb 

et Mo.Wo c Mo.Yo 0K Kb c V!j 0K Kb (c.f. Préliminaires ). Alors 

1 0 b E Mo.Wo c v(t 0K Kb, il vient que 1 E v(t. Ceci est absurde de 

par la définition de v(t. 

b) Si L1 = 0, nous avons T = U(Lo) 0o A et To = T, Ti =O. 

Wo =Bo 0o Kb = (U(L)o 0o Kb) = U(L0) 0o Kb ::o: Kb. 

D'où 1 0 b E Mo.Wo =O. 1 0 b = 0 est absurde. 

Ainsi nous ne pouvons avoir R -F J (R,Mo,Mo). 

D'où R = J (R,Mo,Mo) = J(R,Mo,Mo). 

Proposition ITI-3-2 

Soit M = Mo EB M 1 une K-superalgèbre de Malcèv semi-simple de 

J -noyau nul. Alors Mo est semi-simple au sens ordinaire et Mf =O. 
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En effet, M étant clc J-noyau nul, l'idéal Mf + MfMo EB M1 

engendré par M 1 est résoluble (cf. 2). Il vient que Mf + MfMo est un 

idéal résoluble de Mo et ainsi MT + MT M () c R. Alors M r c R. 

N = R EB M 1 est un idéal homogène résoluble de M (lemme III-1-11 ). N 

est semi-simple en tant qu'idéal homogène de M =Mo EB M 1 et N2 c N. 

D'après le lemme IIl-1-8 ; N est de J -noyau non nul. Appliquons à N la 

proposition 111-3- L il vient que Rad(No) = J(Rad(No),No,No) où 

No= Mon N = R. Alors R = J(R,R,R) = R2. Puisque R est résoluble 

on a R = O. D'où Mo est semi-simple et M f c R = 0 • 

Soit M = M() CB M 1 une K-superalgèbre de Malcèv semi-simple. 

M = N (M) EB M' où M' est une superalgèbre de Malcèv de .J -noyau 

nul (lemme 111-1-9). Par suite d'après la proposition III-3-2, la 

composante homogène de degré 0 de M' notée M (l est semi-simple au 

sens ordinaire (Rad( M tl) = 0). 

Si N (M) = 0, <1lors Mo= M (l est semi-simple au sens ordinaire. 

Si N (M) 7- O. alors R = J(R,Mo,Mo) (propositjon 111-3-1 ). D'où 

R = J(R,Mo,Mo) c J(Mo,Mo,Mo) c .J (M,M,M) = M' (lemme 111-1-9). 

R étant un idéal de Mo, c'est aussi un idéal de M (J = Mo n M' et comme il 

est résoluble; il résulte que R c Rad( M(l) = 0 et Mo est semi-simple au 

sens ordinaire. 

M étant considéré comme un M-module ; nous avons MM qui est un 
M-sous-module homogène. Alors, MM admet un supplémentaire 
homogène P dans M i-e M = MM EB P. 

M2 = M.P c P (car P est un idéal ) et M (M.P) c M.P, M.P est un 
M-sous-module homogène du M-module P. 
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Alors P = M.P EB Q où Q est le supplémentaire homogène de M.P dans P 

M.Q c Q n M.P =O. d'où Q c MM et donc Q c MM n P =O. Il vient 

que M.P = Pet M = MM EB P =MM EB M.P = MM EB M2. MM est une 

zéro-algébre (c'est donc une superalgèbre de Lie) et il est semi-simple en 

tant qu'idéal homogène de M. D'après [8], MM = (MM)2 = 0 et par suite 

M=M2. 

M = Mo EB M 1 = (Mo EB M 1 )2 

=Mo EB M 1. 

Î 

D'où M oM 1 = .îv11 et comme 1\1 0 = Mo car Mo ·semi-simple au sens 

ordinaire il vient que Mo.M =M. 11 en résulte le 

Théorème 111-3-3 

Soit M =Mo EB M 1 une K-superalgèbre de Malcèv. Si M est semi­

simple, alors Mo est une algèbre de Malcèv semi-simple au sens ordinaire 

et Mo.M =M. 

Corollaire 111-3-4 

Soit M = Mo EB M 1 une K-superalgèbre de Malcèv semi-simple. 

A 1 ors M = Lo EB S EB M ' où 

Lo est une algèbre de Lie semi-simple au sens ordinaire. 

Î 
S = SfEB S 1 est une K-supcralgèbre de Lie semi-simple au sens de 

G. Hochschild. 

M'est une K-algèbre de Malcèv semi-simple au sens ordinaire de 

J -noyau nul. 
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En effet, 

d'après le lemme III-1-9, M = N(M) EB M'. N(M) étant une 

superalgèbre de Lie, i 1 vient que N ( M) = Lo EB S où S = S f EB S 1 est une 

K-superalgèbre de Lie semi-simple et Lo une algèbre de Lie semi-simple 

au sens ordinaire (cf. 8 ). 

M' = M(iEB M[ étant une K-supcralgèbre de Malcèv semi-simple de 

J -noyau nul, alors ( M p2 = 0 (proposition III-3-2 ). Par suite M j est 

un idéal homogène de M'; il admet donc un supplémentaire homogène 

dans M '. Ce supplémentaire coïncide avec M Cl qui devient aussi un idéal 

(théorème III-3-3) il vient que 

M (i. M l = M ( l . ( M ( l EB M J) = ( M ( l ) 2 = M ( l EB M l . 

D'où M[ =O. Nous avons donc M'= M(i et M'est une algèbre de 

Malcèv semi-simple au sens ordinaire de J -noyau nul. 

M = N(M) EB M'= Lo EB (MfEB S1) EB A (A= M'). 

D'où le corollaire • 
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Remarque 111-1-5 : 

Le corollaire nous permet d'affirmer qu'une superalgèbre de 

Malcèv semi-simple au sens de G. Hochschild se décomposent en somme 

directe d'une superalgèbre de Lie semi-simple au sens de G. Hochschild et 

d'une algèbre de Malcèv semi-simple au sens ordinaire de J -noyau nul. 

51 



-
-
-

-
-
-

-
- IlV -
-
-
-

-

-



-
... 

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

... 

CHAPITRE IV 

RESOLUBILITE DES 
SUPERALGEBRES DE MALCEV 

INTRODUCTION 

Soit M = Mo EB M 1 une superalgèhrc de M·alcèv sur K un corps 

commutatif de caractéristique nulle. Dans cc chapitre nous montrons que 

M est résoluble si et seulement si sa composante homogène de degré zéro 

est une algèbre de Malcèv résoluble. Enfin nous généralisons le théorème 

de Lie aux algèbres de Malcèv résolubles. Dans [22) Stitzinger a montré 

que pour toute algèbre de Malcèv résoluble M il existe une suite 

croissante d'idéaux de M :0 = Moc M 1 c ... c Mm = M telle que Mi est 

de dimension i pour i = l , ... m = dim(M) (corollaire du théorème de Lie). 

lei nous trouvons qu'il est intéressant de montrer que tout M-module de 

Malcèv V possède un drapeau stable par M. 

IV-1 PRELIMINAIRES 

Soit M une K-superalgèbre de Malcèv. 

On construit les deux suites de sous-algèbres de M suivantes : 

Ml= M; M2 = M.M, ... ,Mk = M.Mk-1 pour k = 0,1,... et 

MCl) = M2; MC>)= M(2).M(2), ... ,M(k) = M(k-1).M(k-I) pour k = 0,1, ... 
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Définition IV-1-1 

M est dit nilpotent s'il existe un entier naturel p tel que îv1 1r> =O. 
--·-

M est dit résoluble s'il existe un entier naturel p tel que i\1 1 pl =O. 

Remarques IV-1-2 

Pour tout k = 0, 1, ... ; Mk est un idéal de M mais ce n'est pas 

toujours pas le cas de M(k). 

Une algèbre de Malcèv nilpotente est résoluble. La réL·iproque n'est 

pas toujours vraie. 

Lemme IV-1-3 

Si dim(M) -:::; 2, alors M est une superalgèbre de Lie. 

Lemme IV-1-4 

Si dim(M) = 3 et M est non de Lie, alors M est isomorphe à l'une 

des superalgèbres de Malcèv suivantes : 

M( 1,2) définie par au = v ; u2 = a. 

M(l,2,µ) au = v ; uv = µa. (µ~ 0) 

M(2, 1) ab = b ; au = -u ; u2 = b. 

(a,b (resp. u, v) sont homogène de degré 0 (resp. 1 )). 
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(Pour la démonstration cf. 1 ). 

IV-2 RESOLUBILITE 

Théorème IV-2-1 (Théorème de Lie) 

Soit K un corps commutatif algébriquement clos et de 

caractéristique nulle. Soit Lune algèbre de Lie résoluble de gl(V) où V 

est un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors L laisse invariant un 

drapeau de Y. (cf. 9) 

Soit K un corps commutatif algébriquement clos et de 

caractéristique nulle. Soit Lune algèbre de Lie résoluble 

et p: L -----1 EndK(V) une représentation finie de L. p(L) est une 

algèbre de Lie résoluble de gl(V) et V possède un drapeau (invariant par 

p(L)): 0 = Yo c Y1 c ... c Y111 =V où dim(Yi) = i pour i = 1,2, ... , met 

Mieux si {v1,. . .,vi} est une K-base de Yi (1'.S: i '.S: m) alors pour tout 

x de L; x.Vi = Px(Vi) = À.Î(x)Vi + w' (avec w' E Yi -1) où Ài est un 

caractère de M. (i.e. Ài est une application K-linéaire de M dans K et 

Ài (M2) = 0). Il vient que L2. V i c Yi -1 pour i = l , ... ,m. 
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Soit A = Ao EB A 1 une superalgèbre de Lie de dimension finie telle 

que Ao soit résoluble. Soit p: Ao ~ EndK(A 1) telle que pour x E Ao; 

Px est l'endomorphisme de A 1 définie par Px(Y) = xy où y E A 1. p est 

une représentation finie de Ao dans A J. Il existe donc un drapeau de 

A1 =V tel que: 0 = Vo c Y1 c ... c V 111 = A1 où {v1, ... Vi} est une 

K-base de Yi (J::Çi::Ç m). De plus Ao. Yi= p(Ao)(Vj) c Viet . .\~.Yi c Yi-J. 

Puisque A = Ao EB A 1 une superalgèbre de Lie ; nous avons . 

J (Vi,Vj,Vk) = (ViYj)Yk - Vj(YjYk) - Yj(YiYk) =()pour 1 :::;i,j,k::Çm. 

Soit k = 1,2 ... , m et i,j < k ; alors 

J (Vi,Vj,Vk) = Àk(viYj)Yk + (w - Vj(Y_jYk) + (ViVk)Yj) = 0 où w E Yk-1· 

Alors w - Vi(YjYk) + (YiYk)Vj E Vk-1 et ainsi nous avons /,J(viYj)Vk = 0 ; 

D'autre part J (Yk,Yk,Yi) = (vk)2vi + 2(ViVk)Vk =O. Soit 

((vk)2vi + w') + 2Àk(viYk)Yk = 0 (w' E Yk-1 ). Ainsi Àk(viYk)Yk=Ü. 

Enfin, 0 = J (vk,Vk,Yk) = 3(vk)2vk soit Àk((vk)2)vk =O. 

II vient donc que Yf.Yk c Àk(Vè).Yk + Yk-l = Yk-1 pour l::Ç k ~m. 
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Lemme IV-2-2 : 

Soit K un corps commutatif algébriquement clos et de 
caractéristique nulle. Soit A = Ao EB A 1 une superalgèbre de Lie telle que 

Ao est résoluble. Alors : 

i) il existe un drapeau de A 1 : 0 = Vo c V 1 c ... c Ym = A 1 

(où dim(Vï) = i) stable par Ao. 

ii) A (2P) c (A~ + V1;_r+I) EB Ym-r+I et 

A (2r+I) (A2 y2 )".f'V , >I c o+ rn-r+I w m-r ou p - . 

En effet, i) résulte du théorème de Lie car A 1 est un Ao-module de 
Lie. Soit alors 0 = Vo c V1 c ... c Ym = A1 ce drapeau. Soit (v1, ... ,vj) 
une K-base de Yi ( l::::; i ::::; m). Nous avons 

A= Ao EB A 1 = Ao EB Ym 

Ainsi ii) est vérifiée pour p = 1 ; supposons la vraie pour tout 

entier strictement inférieur à p+ 1. 

A (2(p+l))= A (2p+2) 

=A (2p+l). A (2r+I) 
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'·' (2ir+ll) 2 2 D ou J\ ç;;; ( /\ 0 + Vm-(r+l)+I) EB Vrn-(r+l)+l et 

A (2(r+I)+I)= A (2ir+I>>. A (2(r+I)) 

1)<·11· st11'te A(:2(r+I l+l)c ( A 2 + V 2 ) r:+> V 1 D'ot'1 le ler111ne • - () m--r w m-r- . . 

Lemme IV-2-3 : 

Soit A = Ao EB A 1 une superalgèbre de Lie sur K un corps 

algébriquement clos de caractéristique nulle. Ao est résoluble si et 

seulement si A est résoluble. 

En effet, si Ao est résoluble alors A~;1 >= 0 pour un entier naturel 

non nul n. Du lemme IV-2-2, il vient que A 1 = Yrn ~ Vrn-1 ~ ... ~ Yo =O. 

Par suite, d'après le même lemme 

A <2rn+n+l)c [A <2m+l) ](n) c [A 0 ](n)= A~;1 )= 0 (lemme IIl-1-10). 

D'où A est résoluble. La réciproque est triviale • 
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Lemme IV-2-4 : 

Soit A = Ao EB A 1 une superalgèhrc de Malcèv de J -noyau nul sur 

K un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. Ao est résoluble 

si et seulement si A est résoluble. 

En effet, A étant de J -noyau nul, l'idéal 1 = (AT+ A f_Ao) EB A 1 

engendré par A 1 est résoluble (cf. 2, Théorème 5-4 ).Si Ao est résoluble, 

alors A = Ao + 1 est résoluble d'après le lemme III-1-11. La réciproque 

est triviale • 

Théorème IV-2-4 : 

Soit M = Mo EB M 1 une superalgèbre de Malcèv sur K un corps de 

caractéristique nulle. Mo est résoluble si et seulement si M est résoluble. 

En effet, 

soit K' une clôture algébrique de K. Nous avons M' = M ®K K' est 

résoluble si et seulement si M est résoluble car ( M' )(n) = M (n)®K K'. 

On supposera alors que K est algébriquement clos. Si M est de dimension 

p~ 2, alors M est une superalgèbre de Lie (lemme IV-1-3) et le lemme 

IV-2-3 nous donne le théorème. 

Si M est de dimension trois non de Lie, alors M est isomorphe à 

M(l ,2) ; M( 1 ,2,µ) ; ou M(2, 1) (lemme IV- 1 -4) (µ 7: 0 ). Ces 

superalgèbres de Malcèv sont toutes résolubles et donc vérifient le 

théorème. Supposons par récurrence que le théorème est vrai pour toute 

superalgèbre de Malcèv de dimension strictement inférieure à m (un 

entier non nul). 
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Soit M = Mo EB M 1 une superalgèbre de Malcèv de dimension m 

telle que Mo est résoluble. Soit L = N (M) = Lo EB L 1 le J -noyau de M. 

Si L = 0 : alors le lemme IV-2-4 nous donne le théorème. 

Par contre si L et 0 : alors Lo c Mo et Lo est résoluble. Par suite L est 

résoluble (lemme IY-2-3). M;[ est une superalgèbre de Malcèv de 

dimension n < m. ( M;{,) 0 ::::::; M/(
0 

est résoluble puisque Mo est 

résoluble. Grâce à l'hypothèse de récurrence, il vient que MÂ est 

résoluble. L et ~ étant résolubles, M est résoluble. Réciproquement si 

M est résoluble. Mo est résoluble en tant que sous- algèbre de M • 

Remarque : 

La nilpotence de Mo n'entraîne pas celle de M. Par exemple, 

considérer la superalgèbre de Malcèv M( 1,2,µ) avec µ et O. 

IV-3 GENERALISATION DU THEOREME DE LIE 

Lemme IV-3-1 : 

Si A = Ao EB A 1 est une superalgèbre de Malcèv résoluble 

(resp.nilpotente) alors G(A) est résoluble (resp.nilpotente) où G(A) est 

l'enveloppe grassmanniènne de A. 

En effet, il suffit de remarquer que ( G(A) )n c An ® G et 

( G(A))(n) c A(n) ® G • 
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Lemme IV-3-2: 

Soit M = Mo EB M 1 une superalgèhrc de Malcèv telle que Mo est 

résoluble ; M 1 = Kv -:tc 0 et v2 =O. 

Alors [ M ~]v = 0 et M 1 est un Mo-module de Lie. 

En effet, M 1 = K v est un Mo-module de Malcèv, il existe donc une 

application K-linéaire ex de Mo clans K telle que pour tout x dans Mo ; 

x. v =a(x)v. Si pour tout .x de Mo, a(x) = 0 <il ors [ M ~] v c a( M ())v = 0 

et Mo.M 1 = 0, soit M 1 est un Mo-module de Lie. Supposons qu 'i 1 existe 

un élément x de Mo tel que a(x) -:tc 0 ; alors v = _x_v E Mo.M 1 = M J. 
CX( X) 

Soit z un élément quelconque de M ~, alors Kz EB K v est une super­

sous-algèbre de Met Kz EB Kv c M 2= M~ EB M 1. D'autre part puisque 

Mo est résoluble ; M est résoluble (théorème IV-2-4) par suite G(M) est 

une algèbre de Malcèv résoluble (lemme précédent). 

Du corollaire 1.4.8 de [ 14,p. 8] il vient que 

(G(A))2= (M~@Go) EB (M1 ® G1) est nilpotente (G l'algèbre 

grassmanniènne est unitaire ). 

U = (Kz @ Go) EB (K v @ G 1) c ( G(A) )2 d'où U est une superalgèbre 

nilpotente. Nous avons; LJm = (a(z))tn-IKv ® G1 pour tout m > 1. U est 

nilpotente d'où um = 0 pour un certain entier rn > 1. Soit 

( a(z))m-1 K v = 0 entraînant que (a(z) )tn-1 = O. Le corps de base étant de 

caractéristique nulle, il vient que a(z) = O. 

D'où pour tout z E M~ a(z) = 0 et ainsi [M~]v =O. 
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Montrons que M 1 = K v est un Mo-module de Lie. Soit x,y E Mo ; 

J(x,y,v) = (xy)v - x(yv) + y(xv) = cx(xy)v -- a(y)cx(x)v + a(x)a(y)v = 0 

car xy E M ~ : d'où M 1 est un Mo-module de Lie • 

Ceci étant nous sommes en mesure de démontrer le 

Théorème IV-3-3 : 

Soit M une algèbre de Malcèv résoluble sur K un corps 

algébriquement clos de caractéristique nulle. Soit V un M-module de 

Malcèv de dimension finie m. Alors, il existe un drapeau de V : 

0 = Vo c V 1 c ... c Yrn = V invariant par M où dim(Yï) = i pour 

i = 1,2, ... m. 

De plus nous avons M 2• V i c V i-1 pour i = 1,2, ... m. 

En effet, montrons le théorème par récurrence. Si V est de 

dimension un; V est un M-module de Lie (proposition IV-3-2) et le 

théorème est vraie. 
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Supposons que le théorème est vérifié pour tout M-module de 

dimension p < m (où m > 1 ). Soit V un M-module de dimension m. Le 

théorème 1.4.9 de [14, p 8] nous dit que V n'est pas un M-module simple. 

Soit W un M-sous-module propre de V. Le K-espace vectoriel quotient 

U = /w est un M-module (de Malcèv) de dimension r <m. Appliquant 

l'hypothèse de récurrence à U, il vient qu'il existe un drapeau de 

U : 0=UocU1 c ... c Ur= U invariant par M où clim(lJj) = i pour 

1 = 1,2, ... r. De plus nous avons M2.LJ 1 c Ui 1 pour i = 1.2 ... r. 

Soit (u J, .... uj) une base cle Ui. 

Notons Vi un représentant de lli pour <:::: i <:::: r. 

W étant un M-module de dimension p = m -r < m. il existe un drapeau de 

W stable par M. Soit 0 = Wo c W 1 ç_; ... '- W11 = W ce drapeau où 

(w1, ... ,Wj) est une base du M-sous-moclule \Vj et cle plus nous avons 

M2.Wj c Wj-1 ( 1 <:::: j :::;; p). Alors 

(1) X.Wj = ÀÏ(x)Wj + w'j 

(où w'. E Wj-1) (ÀÏ est un caractère de M dépendant de Wj). 
J 

Puisque M.Ui c Ui et M2.Ui c Ui-1 ( 1 :::;; i :::;; r) nous avons 

X.Uj = À_Ï+P(x)lli + li? 
1 

(où u? E Uï-1) (Ài+Pest un caractère de M dépendant de Ui) 
1 

d'où x.(Vi + W) = À_Ï+P(x)(vi + W) + ( u i + W). Soit 
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(2) X.Vj = À_Î+P(x)Vj + U j'+ W 

tel que u'.' E Uï-1(pour1 S: i S: r) 
1 

Soit F = (w1,. ... wp,v1, ... ,vr). Montrons que Fest une base de V. 

p r 
Soit 0 = :L Œj wj + L ~i Vi 

j=l i=l 
(*) 

(où Œj, ~i sont des scalaires). Il vient que 

r p r r 
L, ~i Vi = - L, a j w j E W d'où L, ~i ( Vi + W) = 0 + \V et L f)i ui =O. 
i=l j=l . . i=l i=I 

Comme (u 1 ..... ur) est une base de U, il vient que f)i = 0 pour 1 S: i S: r. 

p 
(:i') devient L, CXjWj = 0; soit Œj = 0 pour 1 S:j S: p (car (w1, ... ,wp) est 

j=l . . . 

une base de W ). Il s'ensuit que Fest une famille libre et puisque 

p + r = m = dimV ; Fest une base de V. 

Posons pour p+ 1 S: i S: m ; Wi = Vi-p· Soit Yi le K-espace vectoriel 

engendré par (wJ, ... ,wj) pour 1 S: i S: m. 

L'égalité (1) reste inchangée : 

x.wj = :A,i(x)wi + w? 
1 

avec wj E Yï-1 (pour 1 S: i S: p) 

Soit {i)'.' un représentant de u '.'. L'égalité (2) devient : 
1 1 

X.Wj = :A,i(x)Wj + w? 
1 

(pour p+l S: i S:m ). Par suite M.Vi c Yi et M2.Vi c Yï-J. 
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Finalement 0 = Yo c V 1 c ... c Yrn = V est un drapeau de V invariant 

par M ( dim(Yi) = i pour i = 1,2, ... 111 ) et de plus nous avons 

M2.Yi c Yi-! pour i = 1,2, ... m. 

D'où le théorème • 

En posant V = M, par la représentation adjointe on obtient le 

corollaire démontré dans [22, Théorème 4]. 
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CHAPITRE V 

ESPACE-POIDS D'UNE 

ALGEBRE DE MALCEV 

V-1 INTRODUCTION 

Soit M une algèbre de Malcèv de dimension finie sur K un corps 

commutatif de caractéristique nulle. Soit V un M-module de Malcèv de 

dimension finie et p la représentation associée. Soit S un sous-ensemble de 

M et À une fonction de S dans K, on définit l'espace propre VÀ(S) et 

l'espace poids VÀ(S) de V relativement à À (et S) par : 

VÀ(S) = { v E V / V x E S, p(x) = À(x) v} 

VÀ(S) = {v E V/ V x E S, 3 n E N''' tel que (p(x) - /1-(x))l1 v = O} 

lorsque S = M, VÀ(S) est notée VÀ. On notera (p(x) - À(x))m v par 

(x - À(x))m v (où m est un entier). Dans ce chapitre nous montrons le 

le résultat suivant : 

Théorème V-4-6: 

Soit Kun corps de caractéristique nulle. Soit M une K-algèbre de 

Malcèv et V un M-module de Malcèv. Si VÀ of::- 0, alors 

a) Pour toute sous-algèbre S semi-simple de M, on a S.VÀ =O. 

b) À est un caractère. 
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c) VÀ est un M-sous-modulc de V si et seulement si 

il existe une base (v1, ... ,v 11 ) de VÀ tel que 

*) V XE M,(x-A(x))v1 =0. 

i-1 
**)V x E M, (x - A(x)) Vi = L,A: __ i(x)vi-j pour i = 2J ... n 

j=I 

les Aj_j étant des applications K-linéaires de M dans K. 

Dans ce cas YÀ 7:- O. 

i 
Dans [21 J. M. K. Smith a montrer que pour tout module de Lie 

d'une algèbre de Lie L, si VÀ 7:- 0 alors VÀ est un M-sous-module de V où 

A est un caractère et VÀ 7:- O. 

Ensuite nous donnons un exemple nous assurant la justesse des 

conditîons énoncées pour que VÀ soit un M-module .. 

Définition V-1-1 

Soit A une application de M dans K ; A est un caractère de M si A 

est K-linéaire et A(M2) =O. 

Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie, V est un M­

module de Malcèv et À: M --7 K un caractère de M tel que V/I., 7:- O. 

Soit v E V À alors pour tout x E M nous avons x. v = À(x)v d'où 

x. V/I., c V/I., et V/I., est un M-sous-module de Y. De même (x - A(x))v =0 ; 

par suite V/I., c VÀ D'où nous avons la 
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Proposition V-1-2 : 

VJ... est un M-sous-module de V et VJ... ç y'A_ 

Définitions V-1-J 

- On désigne par 51(2,K) l'algèbre de Lie simple de dimension trrn 

dont une base ( eJ,h} est telle que eh = e, tli = -f,et ef = ~h. 
2 

- L'algèbre C- est 1 'algèhrc de Malcèv simple de dimension sept 

ayant une hase (eJ, ... ,CJ) dont ltt table de multiplication est la suivante 

e1e2 = -cxe2 e1e3 = -cxe, e 1 e4 = -cxe, l 

e1e5 = cxe5 e1e6 = CXe6 e 1e7 = cxe7 

e1e3 = 2e7 e2e4 = -2e6 e1e5 = e1 

ele4 = 2es - - e'e6=e1 e4e7 = e1 

ese6 = cxe4 ese7 = -cxe3 e6e7 = cxe2 

où 0 i:- ex E K; les autres produits eie_j (où i < j) étant nuls, 
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V-2 UN THEOREME SUR LES MODULES DE LIE 

Dans ce paragraphe, nous supposerons que M est une K-algèbre de 

Malcèv et Y un M-module de Lie. Pour la démonstration du théorème 

Y-2-3 nous avons besoin de deux lemmes dont le premier est une 

extension du théorème de Lie hi en connu (cf. 9 ). 

Lemme V-2-1 

Soit M une K-<tlgèhre de Malcèv résoluble d'indice p sur K un 

corps algébriquement clos cle caractéristique nulle. Soit V un M-module 

de Lie de dimension finie, alors il existe un drapeau de V invariant par M 

i.e. il existe des sous espaces Yi (i=l , ... ,n) tels que: 

0=YoçV1 c ... c V 11 =V et M.Yi c Yi (dim(Yi) = i ). 

En effet, Y étant un M-module de Lie, soit p la représentation 

associée à Y .A = {px / x E M } est 1 'enveloppe de Lie de M, 

A- c [End(Y)]- et A- est une K-algèbre de Lie résoluble car 

[A-J(P) c p(M(P)) =O. V est trivialement un A- -module de Lie. D'où par 

application du théorème de Lie. Y possède un drapeau : 

0=VocY1 c ... c Y 11 = Y tel que A-. Yi c Yi (i=O, ... ,n) et dim(Vi) = i. 

Par suite M.Yi = A-.Yi c Yi D'où le lemme• 
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Lemme V-2-2 

Soit M une K-algèbre de Malcèv. Soit p une rcprésentatïon de Lie 

de M dans V et soit A = L(M) = {Px/ x E M } une enveloppe de Lie de 

M. Soit À: M ---7 K une fonction telle que VÀ ct: 0, alors "A' : A--~ K 

définie par "A'(y)=À(x) (où x E M tel que y= p(x)) est une fonction de A 

et VÀ(M) = VÀ'(A). 

En effet ; montrons que "A' est bien définie Soit y E A et soient 

x, x' E M tels que y= p(x) = p(x'). Soit v un vecteur non nul de VÀ, 

alors pour un entier naturel non nul m 

(p(x)-À(x))tn(v) = (p(x')-À(x'))tn (v) =O. Comme y= p(x) = p(x'), il 

vient que (y-À(x))lll(v) = (y-À(x')) 111 (v) =O. par suite 

0-:/::- v E VÀ(x)(y) n VÀ(x')(y) et puisque pour tout endomorphisme y de V 

les espace-poids VŒ(y) sont confondus ou d'intersection nulle (cf 3) , 

nous aurons VÀ(x)(y) = VÀ(x')(y) et À(x) = À(x'). 

D'où "A'(y) = À(x) = À(x') est bien définie. À' : A--°> K est donc une 

fonction de A dans K. Soit v E y/..; soit y E A, il existe x E M tel que 

y= p(x) et pour m un naturel donné (y-À'(y))m(v) = (p(x)-À(x))tn(v)= 0 

Par conséquence pour tout y dans A, (y -À'(y))tn(v) = 0 et v E y/..'(A). 

Réciproquement si v E VÀ'(A) alors pour x dans M, 

(p(x)-À(x))tn(v) = (y -À'(y))tn (v) = 0 (avec y = p(x) et m un naturel 

donné) ; par suite v E VÀ(M). Ainsi VÀ(M) = VÀ'(A). Dans la suite nous 

confondrons "A' et À • 
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Théorème V-2-3 

Soit K un corps de caractéristique nulle et soit V un M-module de 

Lie. Si V'- 7:- O. alors 

i) Pour toute sous-algèbre M' semi-simple de M, on a M'. VÀ =O. 

ii) À est un caractère. 

iii) VÀ est un M-sous-module de V. 

En effet, supposons que M' est une sous--algèbre semi-simple. Soit 

p': M' --7 End( V) la représentation de M' dans V induite par celle de M; 

V devient un M'-module de Lie et V'-' 7:- 0 où "A' est la restriction de À à 

M'. Soit A'= L(M') une enveloppe de Lie de M'. M'étant semi-simple, il 

en est de même pour A' (cf. 12, théorème] 5).Nous avons 

V'- c y"A'(M') = y"A'(A') (lemme V-2-2). D'après [21] 

y"A'(A') = Yt.·(A') =Vo(A') car A' semi-simple. Soit x E M', alors 

p(x) E A' et p(x)(VÀ) c p(x)(Vo(A')) =O. V'- est invariant par M', VÀ 

est donc muni d'une structure de M'-module trivial, d'où M'.VÀ =O. 

Ce qui achève la démonstration de i). 

Supposons maintenant que M est résoluble. Soit p : M ~ End(V) la 

représentation associée et K une clôture algébrique de K. Notons 

M= M ®K K et V= V ®K K.Alors M est une K-algèbre de Malcèv 

résoluble de dimension finie et V un M-module de Lie de dimension 

finie de représentation induite p, il vient du lemme V-2-1 qu'il existe un 

drapeau de V stable par M : 0 = Wo c W l c."° c W 11 = V où 
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dim(Wi) = i et M.Wi c Wi. Soit v un vecteur non nul de y/1. alors 

w = v ® 1 c:F 0 et w E V. II existe un entier i compris entre zéro et m tel 

que w E Wi+l et w Il: Wi. Soit w image de w dans W = Wi+(wi, w est 

un vecteur non nul du M-module de Lie W de représentation p induite 

par p. Comme dim W = 1 ; W= wµ = W µ oùµ est un caractère de M. 

D'où: 

w E wµ(M) c wµ'(M) avecµ' la restriction deµ à M::::: 1\1 ® 1. 

D'autre part v E yJ... implique w E VÀ(M) car 

- -- -

( p(x)-À(x))lll(w) = ( p(x)-À(x))111(v ® 1) = (p(x)-À(x)) 111 v ® l =O. il 

vient donc que 

= = 

( p(x)-À(x))ll1( w) = ( p(x)-À(x)) 111 (w+W 1) = (p(x)-À(x)) 111 w +\Yi= 0 =Wi 

et ainsi w E WÀ(M). 0 c:F w E WÀ(M) n wµ'(M) entraîne que À=µ' 

est un caractère. 

Supposons que M est une algèbre de Malcèv quelconque et soit 

M= R EB S une décomposition de Lévi de M (R est le radical résoluble et 

S une sous-algèbre semi-simple (au sens ordinaire)). De ce qui précède ; 

la restriction A/s de À à S est nulle et À/R (restriction de À à R) est un 

caractère. Soit s E S ; H = Ks EB Rest une K-algèbre de Malcèv résoluble 

et par suite À/H restriction de À à H est un caractère. Aussi, 

À(as+~r) = aÀ(s) + ~À(r) = ~À(r) V r E R ; V s E S et a,~ E K. 
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11 s'en suit que À est linéaire sur Met comme "A;1_1 est un caractère. 

À(sR) c À(H2) = 0 vs E S. Comme M2 = S +SR+ R2, nous avons 

À(M2) = 0 et À est un caractère démontrant ainsi ii). 

iii) et iv) se démontrent de façon analogue au cas des algèbres de Lie 

(cf. 21) • 

V-3 Cas de Sl(2, K) et de c-

Dans ce paragraphe nous déterminerons les espaces poids VÀ de M 

une algèbre de Malcèv si rnple el V un M-modu le fi ni non de Lie et 

simple. Le corps de base K est algébriquement clos et de caractéristique 

nulle. 

Lemme V-3-1 : 

Soient M ~ Sl(2,K) et V le M-rnodule simple non de Lie de 

dimension deux. Soit À une fonction de M dans K; alors VÀ =O. 

En effet, soit V= Kv + Kw. 

Soit (e,f,h) une base de M telle que eh = e ; fh = -f; ef = _!__h. Soit p la 
2 

représentation associée à V nous avons p(e), p(f), p(h) qui sont définis 

par les matrices respectives (relativement à la base (v,w)) 

(0 0) (0 -1) (1 OJ p(e) = , p(f) = et p(h) = 
1 0 0 0 0 -] 
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Soit u = aov + Bow un vecteur de VÀ (ao, Bo E K). Soit x E M, 

x = ae + bf +ch (a,b,c E K). Posons X= p(x) - À(x) ; on montre que 

xm(u) = X(Xm- l(u)) = <XmV + Bmw, (mzl) où 

{

am= (c - A(x))CX 111 __ , - b/3m-l 

/3 111 = aam--1 -(c + A(x))/3m--l 
(S) 

det(S) = À(x)2 +ab - c2. VÀ -F 0 si et seulement si det(S) =O. soit 

À(x)2 = c2 - ab Dans ce cas <Xrn = Bm = 0 si (c - À(x))<Xm 1 ·- hf3rn-l ~= 0 

ceci indépendamment de x (i.e. de a,b,c ). Il vient que CX.m 1 = f3m 1 .::. n 
De proche en proche .. nous obtenons ao = Bo = O. D'où VÀ = 0 • 

Soit (e1, ... , e7) une base de M::::: c- et (v1, . .,,v7) une bdsc de V un 

7 7 
M-module régulieL Soit w = I ~:l Yi un élément de VÀ et x = I. a 1 e i un 

i=l j=I -

élément de M ( B;i , a1 E K). 

7 
Posons X= I.ajp(ei) - À(x). 

j=l -

7 7 -
xrnu = xcxm-1 u) = 'Al y· - X( 'Al y·) Lf--Jm l - LIJm-1 1 . 

1=l i=l 

7 7 . 7 . 
= ( Iajp(ej))( I~:n-1 Yi) - À(x) I~:n---1 V1 

j=I - i=l i=l 
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Comme p(ei)Yj = -p(ej)Yi il vient que 

7 7 . 7 
xmu = I I (aiP:n-1 - aiP,1n-I )p(ej) Yi - À(x) IP:11-l Vj = 

i=l i=.i+l . i=l 

2 1 3 1 4 1 
-a[(a1 Pm-1 - a2 Pm-1) v2 + (a1 Pm-1 - a3Pm-I) v3 + (a1 Pm-! - a4Pm-1)v 4] 

+a[(a1 P~-l - as P~n-1) vs+ (a1 p;~i-1 - a(J~~n-1) V()+ (a1 P~-1 - a1 P~n-1) v7] 

+[2(a2 P~-1 - a-"' P~-1) v7 - 2(a2 P~1 -1 - a4 P~i-1) Y6 + ( a2 P~-l - as P~-1) v1] 

A4 A3 AÔ A-"' A7 A4 
+2(a3 f-'m-1 - a4 f-'rn-1) vs+ Cn f-'m-1 -- a() f-'rn-1) YI + (a4 f-'m-1 - a7 f-'m-1) YI 

AÔ A5 A7 ~5 A7 AÔ 
+a[(asPm-1 -a61Jm-1)v4-(asf-'111--1-a71 m-1)v3+(a()f-'m-l -a7f-'m-l)v2] 

7 . 
- À( X) I, P :11 -1 V i . 

i=I 

7 
Et comme X111 u = I P:n v,' on déduit que 

i=I 

A3 A 1 "l A3 AS , A 7 
P m = aa 3 fJ m -1 - ( /\, ( x ) + aa 1 ) P 111 -1 + aa 7 fJ 111 -1 - aa S fJ m - I 

A 4 A 1 "l ) )A 4 , AS , A 6 
P m = aa 4 fJ m --1 - ( /\, ( x + aa 1 P m -1 - aa 6 fJ m -1 + a.a S fJ 111 -1 
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-
-Posons Bm = et Brn- 1 = 

-
-

(coordonnées relatives à { v 1, ... ,v7} ). 

-
Soit A la matrice définie par: (posons À(x) =À) 

-
--À -as -a6 -a7 a1 a:~ a4 'î -
aa2 -À-a.ai 0 () 0 -aa7 aa6 -
aa.1 0 -À-aa1 0 aa7 0 -aa5 -
aa4 0 0 --À-a.ai -aa6 aas 0 -

-aa5 0 -2a4 2a1 -À+aa1 0 0 -
-aa6 2a4 0 --2a2 0 -À+aa1 0 -
-aa7 -2a3 2a2 0 0 0 -À+aa1 -

Bm = A.Bm-1 et nous avons det A= -À(x)(À(x)-aa1)3(À(x)+aa1)3. -
VÀ-::/::- 0 si et seulement si det(S) = 0, soit À(x) = aa1 ; À(x) = - aa1 ou .. 

À(x) =O. 

-
-
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1°) cas Si À(x) = cxa 1 alors VÀ = O. 

En effet À(x) = cxa1 soit À(a1x 1+ ... +a7x7) = cxa1 

VÀ(x1)(x1) = VŒ(x1) = Va(x1) = Kv5 + Kv() + Kv7. 

Soit w = ksv5 + k6 V() + k7Y7 E VÀ(x 1+x11l(x1 +x6) = yu.( x 1 +x()). 

Posons X = p(x 1 +x6) - cxidv et Y = p( x 1 +x5) - aidv 

Xw = (p(x l )+p(x6) - cxidy)w = cx(k5v4 + k7v2) 

X2w = X(Xw) = (-2cx)a(k5v4 + k7v2). 

Par récurrence, il vient que X111 w = (-20'.) 111 - lcx(k')Y4 + k1v2L 

Si de plus w E VÀ(x I +x.'J(x 1 +x5) = VU.( x 1 +x5) nous avons 

Yw = cx(k5v4 - k6Y3) et 

Y2w = (-2cx)cx(k5v4 - k6v3). 

Par récurrence, il vient que ym'w = (-2a) 111 '-la(k5v4 - k6v3). 

Si w E VÀ alors w E VŒ(x 1) n VŒ(x 1 +x5) n va.(x 1 +x6). D'où 

xmw = 0 = (-2cx)m-lcx(k5v4 + k1v2) =0 entraîne que ks = k7 = 0 et 

ym'w = 0 = (-2a)m'- I cx(k5v4 - k6 v3) = 0 entraîne que ks = k6 = O. 

Nous déduisons que ks = k6 = k7 = 0 et par suite w = 0, soit VA= 0 • 

2°) cas Si À(x) = -cxa 1 alors VÀ = O. 

En effet À(x) = -cxa1 soit À(a1x1+ ... +a7x7) = -cxa1 

VÀ(x1)(x1) = v-a(xt) = V-cx(x1) = Kv2 + Kv3 + Kv4. 

Soit w = k1v2 + k:w3 + k4Y4 E VÀ(x1+x~)(x1+x3) = v-cxcx1+x3). 
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Posons X = p(x 1 +x3) + aidv et Y = p(x 1 +x2) + aidv. 

Xw = (p(x1)+p(x~~) + cxidy)w = 2(k4v5 - k2V7) et 

X2w = X(Xw) = 2(2a)(k4v5 - k2V7). 

Par récurrence, il vient que xmw = 2(2a)m·l(k4v5 - k1v7). 

Par récurrence, il vient que Y 111 'w = 2(2a) 111 '-l(k3v7 - k4V6). 

xmw = 0 = 2(-2a) 111 - l (k4 v5 - k2V7) =Ü entraîne que k1 = Li = 0 et 

ym'w = 0 = 2(-2a) 111 '-l(k3v7 - k4Y6) = 0 entraîne que k1 = k.+ =O. 

Nous déduisons que k2 = k1 = k4 = 0 et par suite w = 0, soit y!..= 0 • 

3°) cas Si À(x) = 0 alors VA= O. 

En effet À(x) = 0 quelque soit x dans M et soit w E vt.. = yo alors 

yO c VÜ(x1) n VÜ(x4+x7) et VÜ(x1) = Kv1 ; montrons que 

v1 ~ VÜ(x4+x7). 

z2v1 = Z(Zv1) = (-2a)v l 
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Par récurrence, il vient que z2mv 1 = (-2(X) 111 v 1 

pour tout entier naturel m. 

Comme a i:- 0, Zrv 1 i:- 0 pour tout entier naturel p. 

Les trois cas traités ci-haut permettent d'énoncer le 

Lemme V-3-2 : 

Si M :::: c- et V est un M-rnodule régulier et À une fonction de M 

dans K; alors VÀ =O. 

Théorème V- 3-3 

Soit M une algèbre de Malcèv semi-simple et V un M-module de 

Malcèv sur un corps K algébriquement clos de caractéristique nulle. Si 

VÀ i:- 0 alors VÀ c N (V). 

n m 
En effet, d'après [6] nous avons M = EB Mi et V= EB V i (Mi est une 

i=I j=I . 

algèbre de Malcèv simple pour i = l , ... ,n et Yj un sous-module simple 

pour j = 2,.,.,m) tels que 

l 0 ) V t est le plus grand sous-module de Lie de V 

2°) Pour 2 -:::; j -:::; m, il existe un entier k = k(j), 1 -:::; k-:::; n tel que 

Mi. Yj = 0 pour tout i i:- k. 
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De plus soit dimVj = 2 et alors: Mk::::: Sl(2,K) et Vj est le 
Mk-module simple non de Lie de dimension deux ou soit dimVj = 7 et 
alors : Mk::::: c- et Yj est un Mk-module régulier, 

Dans ces deux cas nous avons montrer (lemme V-2-1 et lemme 
V-2-2) que y À ( M k) = O. D'où y À c V~ ( M k) = 0 pour J = 2, ... ,m. 

1 1 1 .. 

111 

Alors VÀ = EB V~' = V~ c N(V) car V 1 = N(V) • 
. 1 l 1= 

V-4 -ESPACE-POIDS D'UN M-MODULE DE l\1ALCEV 

Lemme V-4-1 

Soit M une algèbre de Malcèv résoluble sur un corps K 

algébriquement clos de caractéristique nulle. Soit V un M-module non nul 

de Malcèv de dimension finie. Il existe un caractère a de M dans K et un 

vecteur non nu 1 v 1 de V tels que p ( x) v 1 = a ( x) v 1 où p est la 

représentation associée à V. 

En effet, V ( étant un M-module non nul ) contient un M-sous·· 

module simple W. D'après [ 14, Théorème 1.4.9] West un M-module de 

dimension un. Soit W = K v 1. Appliquant le lemme IV-3-2 à la 

superalgèbre de Malcèv M EB W (extension d'Elenberg ; w2 = 0), il vient 
que p(x)v1 = a(x)v l où a est un caractère de M • 

Lemme V-4-2 

Soit M une algèbre de Malcèv résoluble sur un corps K 
algébriquement clos de caractéristique nulle. Soit V un M-module de 

Malcèv de dimension deux. Si À est une fonction de M dans K telle que 
VA# 0, alors A est un caractère de Met VA est un M-sous-rnodule de V. 
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En effet, du lemme précédent, il existe a un caractère de M et 

0 ~ v 1 E V a. Supposons que VÀ est de dimension un, alors si de plus 

VÀ = Va alors À= a . D'où À est un caractère de M et VÀ = VÀ est un 

M-sous-module de V. 

Si Ycx ~ VÀ alors À~ a, alors il existe xo de M tel que 

a(xo) ~ À(xo). Soit 0 ~ v2 E yl •. (v1,v2) constitue une base du M-module 

V. W = Y/ est un M-rnodule cle dimension un et W = WÀ = WÀ et /K VI 

d'après ci-haut À est un e<u-<1ctère. 

Nous aurons p(x)(v2) = /"(x)v2 + ;\(x)v1 (où J\ est une fonction de M 

dans K).Puisque v2 E VI-. montrons que A(y) = 0 pour tout y dans M. 

Notons X = p(x)-À(x)idv pour x dans M ; 

Xv2 = (p(x)-À(x)idy)(v2) = A(x)v1 

X2 v2 = X(A(x)v 1) = [A(x)(a(x)-À(x))]v 1 

X 11 v2 = [A(x)(a(x)-À(x))n-1]v1 .. 

Comme Xn v2 = 0, il vient que A(x)(a(x)-/1.(x))n- I =O. Le corps K étant 

de caractéristique nulle, on a A(x)(a(x )-À(x)) = O. Soit X2 v2 = O. 

Soit y E Met Y= p(y)-À(y)idv nous avons: 

(p(x+y)-À(x+y)idy )2(v2) = 0 =(X+ Y)2v2 

Soit X(Yv2) = -Y(Xv2) d'où A(y)(a(x)-À(x)) = -A(x)(a(y)-À(y)) 

Pour x =y= xQ, nous avons A(xO)(a(xO)-À(xO)) = -A(xO)(a(xO)-À(xO)) 

soit A(xO) = 0 car p(xO)-À(xO) ~O. 
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De plus A(y)(a(xO)-À(x())) = -A(xO)(a(y)-À(y)) = 0 pour tout y 

dans M. D'où A(y) = 0 pour y E M. Il vient donc que pour tout x E M 

p(x)(v2) = À(x)v2 et donc VA= VA,= Kv2 est un M-module. 

Si la dimension de VA est deux alors VÀ =V; d'où VÀ est un M-module 

et 0 7:- V ex ç VA entraîne que /1, = a est un caractère. 

D'oli Je lemme • 

.REMARQUE:. 

Lorsque 0 7:- VA c NM(V) où NM(V) est le J-~oyau de V ; alors VÀ 
est un M-sous-module (de Lie) (cf théorème V-2-3). Par contre si V est 
de dimension supérieure 8 cieux et que VÀ ex NM(V) alors VA n'est pas 
nécessairement un M-module de Malcèv. Nous allons en donner un 
exemple: 

Soit L = Kx+Ky+Kz la K-algèbre de Lie résoluble définie par : 

xy = z; xz =y et yz =O. Soit V= Kv1+Kv2+Kv3 le L-module de Malcèv 

de représentation p telle que : 

1 
x.v1=--v1; 2 . 

1 
x.v2=-v2; 

2 
1 

x.v1 = -v1 + V'1 · . 2 . ~, 

y.v1=0; 

y.v2 = VJ ; 

y. Y3 = V l ; 

Soit À le caractère de L définie par Â(x) = _!_. 
2 

z.v, = 0; 

z.v2=-v1; 

z.v3=-v1. 

Soient (a,b,c) et (a,~,y) des éléments de K3 et soit u =a VJ + ~ v2 +y v3 

un vecteur de VA. Alors pour f = a(p(x)-~id) + bp(y) + cp(z), nous 
2 

avons : 

f u = (ya)v2 + [-aa + PCb - c) + y(b - c)]v1 
f2u = (ya)(b - c)v1 -a[-aa + PCb - c) + y(b - c]v1 
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= [ya(b - c) + cxa2 - Ba(b - c) -ya(b - c)]v1 
= [aa2 - Ba(b - c) jv 1 

fp+2u = (-a)P[ aa2 - Ba(b .~ c) ] v 1 pour p entier. 

fp+2u = 0 entraîne que (-a)P[aa2 - Ba(b - c)] = 0; soit aa2 - Ba(b - c) =O. 

On a alors f2 u = 0 quelque soit (a.b.c) : i 1 vient donc que a= B = 0 et 
u = y v3. D'où VÀ = Kv:~. 

VÀ = Kv~ n'est pas un M-sous-module car y.v3 = v) ~ Kv3. 
De plus VÀ =O. 

Lemme Y-4-3 . 

Soient M une K-algèbre cle Malcèv et V un M-module de Malcèv. 

Soit 0 of:: v E VJ,., c VÀ. %v est un M-moclule et C%v)À = v){v. 

En effet, v E V),. il vient que x.v = À(x)v pour tout x de M. Kv est 

donc un M-sous-module de Y. % v est alors un M-module-quotient de 

Y. Soit 0 of:: u E VÀ, pour tout x de M. (x - À(x))mu = 0 (pour m un entier 

naturel) d'où (x - / ... (x)) 111 (u+Kv) = 0 + Kv entraînant que 

u + Kv E C%.v)À ; Nous avons alors v){v c C%.v)À·. Soit w + Kv 

un élément de C%.v)À alors pour tout x de M 

(x - À(x))P(w+Kv) = 0 + Kv (pour p un entier naturel ). 

D'où (x - À(x))Pw = A(x)v. 

Par suite (x - À(x))r+l(w) = (x - À(x))[(A(x)v)] = A(x)[(x - À(x))v] =O. 

Il en résulte que C%.v)À c v){v . On conclue donc que 
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Théorème V-4-4 : 

Soient M une algèbre de Malcèv résoluble sur un corps K 
algébriquement clos de caractéristique nulle et V un M-module fini . 

Soit A une fonction de M dans K. Si VÀ -:t:- 0 ; alors 
a) A est un caractère de M 
b) V"- est un M-sous-module si et seulement s'il existe une base {v1, ... ,v 11 ) 

de VÀ tel que 
*) V x E M, (x ·· À(x)) v 1 =O. 

i-1 
**)V x E M. (x - À(x)) Yi= I A;_

1 
(x)Yi-J pour i = 2,3 ... n 

i=I 

les A 1 étant des ap1Jlications K-linéaires de M dans K 1-1 

Dans ce cas VA -:t:- O. 

En effet, le lemme V-4- l nous dit que. Ycx. -:t:- 0 où ex est 

un caractère de M. Si V est un M-module de dimension un ; alors 
V = V"-= Va. Alors A= ex est un caractère de M. On suppose par 

récurrence que si V est un M-module de dimension p < n tel que VÀ-:/:- 0 

alors À est un caractère de M. Soit clone V un M-module de dimension n. 
Soit 0 -:t:- u E Va et 0 -:t:- v E VA. Si v est colinéaire à u alors À= ex est 

un caractère de M sinon V'= %u est un M-module de dimension n-1 

et v + Ku E (V')À-:/:- O. Par suite (hypothèse) À est un caractère de M. 

D'où a). 

Nous allons démontrer par récurrence sur la dimension n de V"- que 

si VÀ est un M-sous-module de V alors il existe une base {v1, .. .,v 11 } de VÀ 

tel que 
*) V x E M, (x - A(x)) v 1 =O. 

i-1 
**) V' x E M, (x - À(x)) Yi= I A;_j (x)Yi-j pour i = 2,3 ... n 

j=l 

les A ; __ i étant des applications K-linéaires de M dans K. 

Si n = l alors VA étant un M-module ( lemme V-4-1) il existe ex 

un caractère de M et un vecteur non nul v 1 de Va appartenant à V"-. 

Alors À= ex et ainsi pour tout x de M (x - À(x)) v 1 = O. 

Par suite si V"- = K v est un M-rnodule ; *) est vérifié. 
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Supposons que si VÀ est un M-sous-modu le de V un M-module de 

dimension p < n alors il existe une base { v 1, ... , vr} de VÀ tel que 

''') V x E M. (x - À(x)) v 1 =O. 
i-1 

**) v x E M, (x - À(x)) Vi = I A; i (x)Vi-j pour i = 2,3 ... p 
i=I 

les A ;_i étant des applications K-linéaires de M dans K. 

Soit y/, est un M-sous-module de V de dimension n. D'après le lemme 
V-4-1 il existe a un caractère de Met un vecteur non nul\' l de 

Vu. appartenant à VÀ. D'où 0ot:-v1 E vu. n VÀ. Alors a= /,et pour 

tout x E M ; (x - À(x)) v 1 =O. Par suite ''')est vérifié. 
KY 1 est un M-sous-module de V. Considérons le M-module quotient 

W = VXvi = (Y;(_y
1
)À = WÀ qui est de dimension n-1. L'hypothèse 

de récurrence nous dit qu'il existe une base {w1, ... ,w 11 _1) de W 
tel que: j) v XE M,(x-À(x))w1 =Ü. 

i-1 
ii) V x E M, (x - À(x)) w1 = L, B;_

1 
(x)wi-j pour i = 2,3 ... n-1 

i=l 

les s:_i étant des applications K-linéaires de M dans K. 

Soient Yi+ 1 un représentant de Wi (i-e Wi = Yi+ 1 +KY 1 ). 
n 

Montrons que {vJ, ... ,Y 11 } est une base de VÀ. Soit 0 = I,ajVj 
j=l 

11 

alors I,ajWj-1=0 soit ai= 0 pour j = 2, ... n car {w1, ... ,w 11 _1} est une 
j=2 . . 

base de W. Il s'en suit que a1 =O. D'où {Y[,. .. ,Y 11 } est une base de VÀqui 

est de dimension n. 
i) est équivalent à v x E M, (x - À(x)) Y2 = A f (x)v 1 (la linéarité de 

A~(x) est due à celle de l'application (x - À(x))) 
i-1 

ii) implique que v x E M, (x - À(x)) Vi+ 1 = I B;_i(x)Yi-.i+ 1 + Ai+1(x)v 1 

.i=l 

pour i = 2,3 ... n-1 (Là encore la linéarité de l'application (x - À(x)) et 
la linéarité des s;_j (x) induisent celle de A ;+1 (x)). 

Pour 3 s; i s; net l :S_J·::;: i-1, posons A 1 
. = 13i-t 1 1-1 1-1- . 

Alors pour i = 3, ... ,n : 
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1-I 

V XE M,(x-À(x))Yi= IB;=\_ 1 (x)Yi-j+ A;(x)v1 
i=l 
i-1 

= 'A 1 
.(x)vi·- 1 .L. t·-1 . 

i=I 

D'autre part on a v x E 

(X - À( X)) V 1 = (). 

) 

M, (x - À(x)) v2 = Aï(x)v1 et 

Il résulte que { vi, ... , v11 l est une base de VÀ telle que : 
* ) V X E M, (X - À( X)) V l = 0. 

1-I 

**) v x E M, (x - À(x)) Yi= I A;_
1 
(x)vi-i pour i = 2,3 ... H 

i=I 

les A;_
1 

étant des applications K-linéaires de M dans K. 

La réciproque est évidente • 

Soit M une K-algèbre de Malcèv et V un K-module de Malcèv. 
M = M ®K K' la K'-algèbre de Malcèv obtenue par extension du corp.(; 

K et V =V ®K K' le K'-module de Malcèv obtenu par extension de K 
Soit p la représentation associée à V . Il existe donc une représentation 

- -
p' de M dans V qui est définie par: 

p'x©k (v®k') = Px(v) ® kk'où x ® k' E M et v ® k' E V, soit 

P 'x©k = Px ® k 1 K'· (1 K' est l'application identité de K' dans K'). 

À' est la K'-extension linéaire de À à M qui est définie par : 
/i._'(x ® k') = À(x) ® k' = À(x)k' où x ® k' E M. 

Proposition V-4-5 : 

VÀ(M) ®K K' = cvl'c M) 

YÀ(M) ®K K' = ( V)À.( M). 

En effet; posons 1 y l'application identité de V ; soit v'= v ® k' un 

générateur de VÀ(M) ®K K', avec v E VÀ(M) ((px - À(x) 1 V )Inv = O pnin 

m entier) et k' E K' .On a pour x ® k E M : 

-
• 

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

(p'x © k - À,'(x®k) 1 V ® 1 K')mv• = [p'x © k - À(x)k(l V ® 1 K')]mv• = • 

= [ p 
1 

X © k - À( X) 1 V ® k 1 K 1] m V 
1 

= [ p X ® k 1 K' - À( X) 1 V ® k 1 K 1] m V 
1 ~~ 

=[(Px - À(x)ly) ® klK,]m(v ® k') = • 
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=[(px -À(x)ly)m@ k 111 1K.](v@ k') = 

= ((px - À(x) 1 y )111 v@ k111 k' = 0@ k 111 k' =O. , d'où 

VÀ(M) ®K K' c (V)À'(M). 

Soit v'= v@k' un élément de ( V)"''c M) (k' -:t:- 0), alors 
(p'x®l - A'(x@l)ly@I K') 111 v' = 0 d'où 

(p'x® I - À(x@I) 1 v® I K.) 111 (v@k') = 

(px®IK' -À(x)ly®lK,) 111 (v@k') = (px - À(x)ly) 111 v@ k' =O. 

Par suite (Px - À(x) 1 y )111 v=0 et v appartient à v"'(M) 

Ainsi : V @ k appartient à v"'(M) @K K'. On a donc 

( V)"''c M) = v"'(M) @K K'. 

On obtient VüM) @K K' = (V )À·( M). en prenant m = 1 • 

Théorème V-4-6: 

Soit K un corps de caractéristique nulle. Soit V un M-module 

de Malcèv. Si VÀ -:t:-0. alors : 

i) Pour toute sous-algèbre M' semi-simple de M, on a M'.VÀ =O. 

ii) À est un caractère. 

iii) VÀ est un M-sous-module si et seulement si 

il existe une base ( v 1, ... , v11 } de VÀ telle que : 

*) 'VxEM,(x-À(x))v1=0. 

i-1 
**) '\/ x E M, (x - À(x)) Yi= L A;_j (x)Yi-j pour i = 2,3 ... n 

j=l 

les A 1 
. étant des applications K-linéaires de M dans K. 1-J 

Dans ce cas VÀ -:t:- O. 
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En effet, 

1°) Nous supposons que K est algébriquement clos. 

Soit M'est une sous-algèbre semi-simple. V est un M'-module et nous 

avons VÀ ç VÀ'(M') où A'est la restriction de A à M'. Du théorème V-3-'1 

il vient que VÀ'(M') c NM·(V) et par conséquent M'.VÀ'(M') = 0 

i) du théorème V-2-3) et donc M'.VÀ c M'.VÀ'(M') =O. 

D'où i). 

Soit R le radical résoluble de M et M = R EB S une décomposition 

de Lévi de M. S est une sous-algèbre semi-simple d'où pour touts E S, 

p(s)(v) = s.v =O. Soit H(s) = Ks EB R où s est un élément de S. H(s) est 

une algèbre de Malcèv résoluble et VÀ c VÀ(H(s)) -:t:. 0, il vient que A es! 

un caractère de H(s) (théorème V-4-4). D'où A est linéaire sur H(s) et 

A(H(s).H(s)) =O. Alors pour touts E Set ri, r2, r E H(s) et a,b E K; 

À(as+br) = aA(s) + bA(r) = bA(r) et ~v(ari +br2) = aÀ(rt) + bÀ(Q). 

Ainsi À est linéaire sur M = R EB S car À(S) =O. 

D'autre part À(H(s).H(s)) = 0 implique que À(sR) = À(R2) = 0 pour tout 

s E S. Comme À(M2) = À(R2+RS+S) = À(R2) + À(RS) + À(S) = 0; À esr 

un caractère de M: Nous avons donc ii). 

Montrons que VÀ est un M-sous-module si et seulement s'il existe 

une base {v1, ... ,v 11 } de VÀ telle que: 

*) V x E M, (x - À(x)) v 1 = 0 
i-1 

**) V x E M, (x - À(x)) Yi= I AL.i (x)Vi-j pour i = 2,3 ... 
j=l 

et les A ;_i étant des applications K-linéaires de M dans :( 

VÀ est un M-module alors (VÀ )À(R) = VÀ est un R-module et 

d'après le théorème V-4-3 ; il existe une base { v J , ... , v0 } de VÀ tel que 
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,,, ) V X E R ' (X - f1. ( X ) ) V 1 = () 
i-1 

**)V x E R, (x - À(x)) Yi= L J\; . (x)vi-j pour i = 2,3 ... n 
1 . 

j=I 

et les J\;_
1 

étant des applications K-linéaires de R dans K. 

Nous savons que pour tout couple (s,v) de S x VÀ; s.v = À(s) =O. 

On pose A ;_i(s) = 0 pour i = 2,3 ... n et 1 S:jS:i-1. Il vient que 

1) V X E R EB s = M, (X - f1.( X)) V 1 = O. 
i-1 

2) V x E R EB S =M. (x - f~(x)) Yi= L A;_i(x)Vi-j 
j=I 

pour i = 2.3 ... 11 et où les ;\: 
1 

sont des applications 

K-linéaires de M = R EB S dans K. 

Alors v 1 E Vf.. entraîne que Y), :;t: O. 

2°) Si K n'est pas algébriquement clos, désignons par K' sa clôture 

algébrique. M, V, p'et A' sont comme dans la propositition V-4-5 

yf..' = VÀ'( M)t: 0 car VÀ :;t: O. D'après ce qui précède: 

Si M'est une sous algèbre semi-simple de M alors M' @K K' 

est une sous algèbre semi-simple de M et par suite : 

0 = (M' @K K'). yf..' = (M' @K K').(VÀ @K K') = M'.VÀ @K K'. 

D'où M'. VÀ = O. D'où i ). 

De même puisque A' est un caractère nous avons A'(x @ k) = 0 

pour tout x@ k E M2 = M2 @K K'. En particulier pour tout x E M2 ; 

À(x) = A'(x @ 1) = O. De plus pour x,y E M et ~ E K : 

A(x+~y) = A'((x+~y) @ 1) = A'(x @ 1 +~(y @ 1 )) 

= A'(x ® 1 )+~À'(y @ 1) 

= À(x )+~À(y ). 

Par suite A est un caractère de M. On a donc ii). 
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Enfin si VÀ est un M-module non nul de dimension n, alors 

VÀ' -1: 0 et VÀ' est un M-module ; d'où (V)}..,'( M) -F 0 et ainsi V}.., -F 0 

Il existe donc 0 -1: v l E Y}..,. 

Notons aussi que W l = VXvi = (W 1 )À est aussi un M-module. 

Si W 1 -1: 0, al ors ( W l ) À' -F 0 et ( W 1 ) À' est un M -m od u 1 e. 

D'où (Wth· -1: 0 et 0 -1: (W1)}..,. Alors il existe 0 -1: v2 + Kv1 E (W1 )}.., : 

soit (x - À(x))v2 = Af(x)v1 où Af(x) E K. 

De proche en proche on définit les M-modules Wi = VXKvi + ... + Kvi) 

(pour i = l...n ) .. Il est immédiat par construction que (v1, ... ,vj) est une 

famille libre de VÀ. Si Wï = (Wi)À est non nul ; alors il existe 

0 -1: Yi+l + (Kv1+ ... +Kvi) E. (Wj)/,; 
l 

soit (x - À(x))Vi+ 1 = I Al~\+ 1 (x)Vi-i+1 où Al~\+ 1 (x) E K pour j = l. .. i 
j=l 

Comme y"A est de dimension n, i 1 vient que VÀ possède une base 

(v1, ... ,vn} de y"A telle que: 

V X E M' ( X - À( X ) ) V 1 = () 
i-1 

**) V x E M, (x - À(x)) Vi = I A;_i (x)Vi-.i pour i = 2,:L n 
i=l 

et les A;_i étant des applications K-linéaires de M dans K 

La réciproque de iii) est évidente• 
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CHAPITRE VI 

SOUS-ALGEBRE DE 
CARTAN GRADUEE 

INTRODUCTION 

Dans un article de T. MOONS (cf. 15), il a été introduit la notion 

de sous-algèbre de Cartan graduée (sacg) pour une superalgèbre de Lie, 

nous poursuivons ici en étendant celle-ci aux superalgèbres de Malcèv. 

Nous démontrerons quelques théorèmes de structure pour les 

superalgèbres de Malcèv mais aussi les propriétés d'une sacg. 

Le problème de conjugaison des sacg d'une superalgèbre de Malcèv 

résoluble est abordé. 

VI-1 PRELIMINAIRES 

Toute algèbre, espace vectoriel sera de dimension finie (sauf 

indication contraire ) sur K un corps commutatif de caractéristique 

différente de 2 et 3. 
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Soit M = Mo EB M 1 une superalgèbre, M est une superalgèhre de 

Malcèv. 

adM: M • EndK(M) est une super-représentation de M dans 

M où adM(X) est défini par adM(x)(y) = xy. Si aucune ambiguïté n'est 

possible on notera adM(x) par adx et adM par ad. ad (ou adM) est appelée 

(super-) représentation adjointe de M. 

Soit V un M-module de Malcèv et p la représentation associée à Y. 

Un sous-espace vectoriel W de V est stable ou invariant par p si pour tout 

élément x E M ; p(x)(W) c W (On dit alors que W est introverti). 

Dans ce cas, l'application p' : M ----•r EndK(W) est une super-

représentation de M dans W, dite sous-représentation de p. 

Soit 0(x) l'endomorphisme du K-espace vectoriel quotient Yw 

déduit de p(x) par passage au quotient, l'application qui à x associe CT(x) 

est une super-représentation de M dans ~W dite représentation quotient 

de p. 

Le M-module W (resp. ':Jl'w) est dit M-sous-module de Y(resp. 

M-module-quotient de Y). 
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Définition VI-1-1 

Soit M = Mo EB M 1 une superalgèbre de Malcèv. Soit H une 

sous-algèbre nilpotente de l'algèbre de Malcèv Mo. On pose : 

M 1(H)=M 1 = I [fî(adh)i(M)] = EB M 1(h) 
hEH i2'.l hEII 

Mo ( H) = Mo = fî [ U ker ( ( adh) i ) ] = (l Mo (11) 

hEH i2'.l /JE Il 

où ad : M ----•~ EndK(M) est super-représentation adjointe de M. Ml 

(resp. MO) est appelée la ! -composante (resp. la 0-cornposante) de Fitting 

de M relativement à H. M = MO EB Ml est appelée la décomposition de 

Fitting de M relativement à H (ou à adH). 

Soit rn un entier naturel et p 1<p2< ... <pm+1 une suite strictement 

croissante d'entiers naturels. Soit y111 ,y112 , ... ,y 11111+ 1 des éléments 

homogènes de M. On pose degré de Y Pi = y Pi . 

S= S(p 1,p2, ... ,pm+ 1) l'ensemble des permutations du (m+ l )-uplet 

(p1,p2, ... ,pm+1). Soit a E S ; notons 

m m+l 

d(cr) = L L Val(r,s,a)ya(rr)Ya(rs) 
r=l s=r+l 

, { 1 si CT ( p r ) > CT ( p s ) 
ou Val(r,s,0) = . 

0 sinon 
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Soit A = ( p 1.p2 ..... prn+ 1) et S( A) l'ensemble des permutations de A et soit 

/\ 

Ai =(p1,p2, ... ,pi-l,Pi+l, ... ,p111+1 )=(p,,p2,···,Pi-l,pi,Pi+l, ... ,pm+l) 

et Fi = S(Ai) l'ensemble des permutations de Ai. 

Posons Ei = { CT E S(A) I CT(p 1) = Pi}. 

Proposition Vl-1-2 Il existe une bijection entre Ei et Fi. 

En effet. soit fi : Ei --~.-•Fi tel que fi(CT) est défini par 

[fi (a)] ( -) = · . . . 
{ 

Œ( p j+ 1 ) si 1 S j S i - ] 

P.1 Œ( p i ) s1 1 + 1 <:::: J <:::: m + 1 

et soit gi : Fi ____ .__ Ei tel que gi( CT) est défi ni par 

pi si j = 1 

[ ( )]( ) ( ) ," Î < . < . gi CT P.i = Œ Pj-1 SI - - J - 1 

Œ( p i ) si i + 1 <:::: j <:::: m + 1 

Pour j = l , ... ,m+ 1 ; 

[gï(fï( CT))](pj) = a(pj) d'où giOfi= id(Ei) (id(Ei) = identité de Ei dans Ei). 

Pour j = 1, ... ,i-1,i+ 1, ... ,m+ 1 ; 

[fï(gï( a))](pj) = a(pj) d'où fiOgi= id(Fi) (id(Fi) = identité de Fi dans Fi). 

Il vient que fi est une bijection • 
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Proposition VI-1-3 Soit a E Ei alors 

1°) d(CT) = d(ft (0)) 

+ Yri) + d(fi( a)) si i = 2, ... ,m+ 1. 

En effet, 

si i = 1 alors Et= {a E S(A) I 0(p1) =PI} et F1 = S(p2,p1, ... ,pm+1). 

m m+l 

d(a) = L., L., Yal(r,s,CT)y0 (r\ly0 (p\) 

r=l s=r+t 
111+ 1 ll1 ll1+1 

= L Val(l,.\',Œ)y 111 Ya(p\) + L L., Yal(r,s,CY)ys(pr)Ys(ps) 
s=2 r='.:' s=r+ 1 

Or Yal(l,s,CT) = 0 car CT(pt) = p1<0(p,J pour s~2 et 

[f 1 (CT)](pj) = CT(pj) si j~2. D'où 
m m+t 

d(CT)= L., L.,val(r,s,CY)ys(pr)Ys(p\) 
r=2 s=r+l 

m m+I 

= L L Yal(r,s.f1(CY))y[f1(a)](pr)Yfr1(a)J(ps) 
r=2 s=r+l 

= d(f1(0)). 

Pour une simplification de l'écriture posons pour r,s = l , .... m+l 

H(r,s,0) = Val(r, s, CY) Ya(pr) Y a(p,y 

Si i -j::. 1 alors : 

m+I 

On pose 8 = '°' H(l,s,CT)= Yr (yr· + L 1 1-1 
+y ). 

PJ 
s=2 

m m+I m m+I 

d(a) = L., L., Yal(r,s,a)ycr(pr)Ycr(rs) = L., L.,H(r,s,0) 
r=l s=r+l r=l s=r+I 

m+l m m+I 
= :L.,H(l,s,cr)+ L., L.,HCr,s,cr) 

s=2 r=2 s=r+I 
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i-1 1 111+1 111 

=8+ L LH(r,s,0) + L LH(r,s,0) + L 
111+1 

LH(r,s,0) 

r=2 s=r+I r=2 s=i+I 
i-2 i-1 i-1 

=8+ L LH(r'+l,s'+l,0)+ L 
r=i+I s=r+I 

m+l m 

LH(r'+l,s',0)+ L 
m+l 

LH(r,s,0) 

r' = 1 s' = r' + 1 r'=l s'=i+I r=i+I s=r+I 

Or pour r,s~i+l ; 0(pr) = [fi(0)](pr) et 0(ps) = [fi(0)](ps). D'où: 

H (r,s,0) = H(r,s,fj( 0) ). 

Pour 1~ r', s'~i-1 ; 0(Pr'+I) = [fj(0)](pr·) et 0(Ps'+I) = [fj(0)](p 5 ·). Il 

vient que : H(r'+ 1,s'+ 1 ,0) = H(r',s'Ji( 0) ). 

De même H(r'+l,s',0) = H(r',s'Ji(0)) pour l~ r'~i-1 et i+I~ s'~m+I. 

Par conséquence; (posons 0'= fj(0)) 

d( 0) = 
i-2 i-1 i-1 m+l m m+l 

=8+ L LH(r',s',0')+ L L H(r' ,s' ,0') + L L H(r' ,s' ,0') 

r' = 1 s' = r' + 1 r'=l s'=i+l r'=i+I s'=r'+I 

i- 1 m+l m rn+l 

=8+ L L H(r', s', 0') + L L H(r' ,s' ,0') 

r'=I s'=r'+l r'=i+I s'=r'+I 
s':;t:i 

i-1 m+l 

=8+ I L H(r' ,s' ,0') 

r'=I s'=r'+l 
r' :;t:j s':;t:i 

m rn+l 

=yPi(yPi-I + · · + Yp
1
)+ L LH(r' ,s' , 0 ') 

d(0) = y (y + 
Pi Pi-! 

dC0) = Yp- Cy . + 
1 P1-I 

r' =l s'=r' + 1 
r':;t:i s' :;t:i 

m rn+l 

+yp
1
)+L LH(r',s',fi(0)) 

r' = l s' = r' + l 
r' :;t:i s' :;t:j 

+ Yp
1
) + d(fi(0)). D'où la proposition• 

95 

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-



-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

Soit s+ = { CT E s / CT(p3)<0(p4)< ... <CT(Pm+ 1)}. A toute permutation 

CT de S associons l'unique CJ+ de S+ telle que a+(pJ) =CT(p1) et 

a+(p2) = CT(p2). 

Soit 1 E S(0+(p3),0+(p4), ... ,0+(Pm+l )) définie par î(<Yt-(pj)) = 0(pi) 

pour 3:s;i:s;m+ 1. Pour CT E S nous avons : 

In+ J !Tl+ i ITl 

d ( 0+) = L, H ( L s, CT ) + L, H ( 2, s, CT ) et d ( 1) = L, 
ITl + 1 

L_,H(r.s.1) 

s=2 s=l r=3 s=r+l 

H(r,s,1) = y t(cr+(Pr)) y t(cr+ (ps))= y cr(pr) y cr(ps)= H(r,s.CT) et 

H(r,s,1) = H(r,s,0) = 0 sinon. 

Par suite : 

m+l m+l m m+I 

d(0)= L.,H(l,s,0)+ L.,H(2,s,0)+ L, I,H(r,s,0) 

s=2 s=3 r=3 s=r+l 
m+l m+l m m+l 

L,H(r,s,î)= = L.,H(l,s,0)+ L.,HC2,s,0)+ L, 
s=2 s=3 r=3 s=r+l 

= d(0+) + d(1). 

Remarquons enfin que { Eï, 1:s;ï:s;m+1 } est une partition de S = S(A). On 

désigne l'application Px par x et [Px,Py] = PxPy -(-1 )i_iPyPx = [x,y] où 

x,y et Px seront définis par la suite. 
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Lemme VI- l-4 

Soit M = Mo EB M 1 une superalgèbre de Malcèv et soit une 

représentation de Malcèv p : M ----.--EndK(V) de M dans un K-espace 

vectoriel V de dimension fini. Alors pour toute suite x,y1, ... ,ym+1 

d'éléments homogènes de M (m entier naturel non nul), nous avons : 

f(m) L, (-1)d(a)[(( ... ((XYa(1 ))Ycr(2)) ... )Ya(m),Ya(m+I )] = 

O' E S 

= (-1 ) 111 L, (-1 )d(a)[[[ ... [[x,ya( l)LYa(2)], ... J,ya(rn)LY0(m+I il 
O' E S 

+ g(m) I,c-J)d(a)(( ... ((xy0(!))ya(2)) ... )ya(rnl)Y0(111+l) 

CT E S 

où f((l) = 1, f(2) = 3 et f(n+ 1) = f(n) + 2f(n -1) si n2".2 (n E N) 

g((l) = g(2) = 2 et g(n+I) = g(n) + 2g(n -1) si n2".2 (n E N). 

En effet établissons ce lemme par récurrence sur m. 

Sim= l ; pétant une super-représentation de Malcèv, nous avons pour 

tout x,y,z E Mou M 1 

_ x(y+z)+yz xy yz 
P(xy)z - (-1) PzPyPx -(-1) PyPxPz -(-1) (PxPzy - PxzPy) 

D'où 
- - -

P(xy1)Y2 = (-1) x(yl +y2 )+YiY 2 PY2Py1Px -(-1) xyl Py1 PxPY2 
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Par suite : 

(i) (-1 )xYi Py1PxPY2 + (-1 )Y2(x+y,) PY2PxPy1 = 
-- - -- --

= (-l)x(y1+Y2l+Y1Y2(pY2pYtPx +(-l)Y1Y2PyiPY2Px) 

- (P(xy1)Y2 +(-1 )YiY2P(xy2)y1) + (Pxy1PY2 +(-l)YiY2PxY2PY1). 

De même 

- ( 1) x(y +vÎ )+y 1 y2 ( 1) y YÎ P(YIY2)X - - 1 , ~ PxPy2Py 1 - - 1 ~ Py2Py 1 Px 

-(-1 )xY2(Py1PxY2 - Py1xPY2) et 

-(--1 )Y1(x+y7)(p p -- p p ) 
~ Y2 XYJ Y2X YI . 

Par suite : 

et 

Nous avons alors (grâce à (i) et (ii)) 

[[px,Py1],Py) +(-l)YiY2[[px,pY2],Py1J = 

[[px,Py1 ],py) +(-1) Y1 Y2 [[px,pY2],Py1J = 

= PxPy1 pY2+(- l) Y1 Y2PxPY2PY1 +(-1) x(y1 +y2 )(Py1 PY2Px+(- I) Y1Y2pY2pY1 Px) 
-- - - -

-2((-1) xylPy1PxPY2+(- l) y2 (x+yl )PY2PxPy1)= 
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-- 2(-1) x(yl +y2 )+y1 Y2(pY2pY1 Px +(-1) Y1 Y2Py1 PY2Px) 

+ 2(P(xy1)y2 +(--1 )YiY2P(xy2)y1) - 2(Pxy1PY2 +(-1 )YiY 2Pxy2Py1) 

=(-1) Y2 (x+yl )(Py2Pxy 1 +(-1) xy 2Pxy2Py1 )+(-1) xy1Py 1 PxY2 + Pxy1PY2 + 

+ 2P(xy1)y2 +2(-1 )Y1Y2p(xY2)Y1 - 2Pxy1PY2-2(-l)Y1Y2pxY2Py1 

= (-1) Y2(x+y1 )Py2Pxy I +(- 1) Y1 Y2PxY2PY1 +(-1) xylPy1 Pxy2 + Pxy1 PY2 + 

+ 2P(xy1)]'2 +2(-1 )Y1Y2p(xy2ly1 - 2Pxy1PY2 -2(-l)Y1Y2pxY2Py1 

= (-l)Y2(x+yi>pY2Pxy1 -(-1 )YiY 2Pxy2Py1 +(-l)xy1Py1PxY2 - Pxy1PY2 + 

+ 2P(xyi)Y2 +2(-1 )Y1Y2p(xY2)YI 

- ( ( 1) Yî (x+y 1 l )+ ) + - - Pxy1PY2 - - - PY2Pxy1 -P(xy1)Y2 
- - - - -

-(-l)Y1Y2(pxY2Pyi -(-1 )Y1(x+y2)PyiPxY2) +2(-1 )Y1Y2p(xy2)YI 

Ainsi le lemme est vérifié pour m = 1 car A = ( 1,2) et S(A) = { id,cr} où 

(
1 2) ( 1 2) - -id= 
1 2 

; cr= 
2 1 

. Alors d(id) = 0 et d(cr) = y 1 y 2. Il vient que 
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Supposons le lemme vrai pour tout entier p::::;m et montrons le pour 

m+l. 

Nous avons pour A'= ( l ,2, ... ,rn+2). 

Soit E'i et F; sont définis comme plus haut pour i = l .... ,m+2 

(où Pi= i). 

B = f(m) I,(-l)d(cr)[(( ... ((XYcr(Il)Y0(2>) ... )Ycr(m+J),Ycr(m+2)] = 

cr E S(A') 

= f ( m ) L ( -1 ) d ( CT) r ( ( ... ( ( X y 1 ) y CT( :n ) ... ) y CT ( 111 + 1 ) 'y cr( m + 2) J + 

(JE E'l 

m+l 

+ f(m) I, L (-1 )d(CT)f(( ... ((xyi)Y0(2)) ... )ycr(m+l),Y0(111+2)] + 
i=2 CT E E'i 

+ f(m) L (-1 )d(crl[(( ... ((xym+2)Ycr(2)) ... )ycr(m+1 ),Ycr(m+2)]. 

cr E E'm+2 

0 , - , - E' ____ ...__ pi'·, a(i·) __ (-1 )'"1(Y1-1+ ... +y1) n pose a= fj(CT) ou fi: ~i ......-

B = f(m) I,C-I)d(a')[(( ... ((xy1)Yo"(2J) ... )Ycr'(m+l),Ycr'(m+2)] + 
cr' E F; 

m+l 

+ f(m) I, I,C-1 )d(d)a(i)[(( ... ((xyi)Ycr'(2)) ... )ycr'(i)) ... )ycr'(m+J),Ycr'(m+2)] 

i=2 cr' E F'. 
1 

+ a(m+2)f(m) I, ( -1 )d( cr')[ ( ( ... ( (x Ym +2)Y cr'(2>) ... )y cr'(m),Y cr'(m+ l)J 

(le symbole/\ signifie que l'élément correspondant est omis). 

1 ()() 



Par hypothèse de récurrence sur F; pour i = l ,2 .... ,m+2 

B = = L (-1 )d(cr')+m [[[ ... [[xy I ,Ycr'(2)],ycr'(3)], ... J,ycr'(m+ 1 J],ycr'(m+2)J + 
cr' E F; 

+ g(m) I(-l)d(cr')(( ... ((xy1)Ycr'(2)) ... )ycr'(m+I;)Ycr'(m+2) + 
cr' E F; 

m+l 

+ L L ( -1 )d( cr' )+ma(i )[[[ ... [[[xyi,Ycr'(2)], ... ], Y cr' (i)] , ... ] ,y 0'(m)LYcr'(m+ 1 )J + 

i=2 cr' E F; 
m+l 

+ g(m) L I(-J)d(cr')a(i)(( ... (((xyi)Ycr'(2)) ... )ycr'(i)) ... )ycr'(m))Ycr'(m+I) + 

i=2 cr' E F; 
+ 
a(m+ 2) L ( -1) d( cr' )+ 111 [[ [ •.• [[xym+2,Ycr'(2)lYcr'(3 )J , .. ·],y CT'( m)J,Ycr'(m+ 1 )J+ 

+ a(m+2)g(m) L ( -1 )d(cr') (( ... ( ( XYm+2 )ycr·c2i) ... )Y cr'( m) )y 0'( m+ 1 ). 

cr' E F;n+2 

De la proposition VI-1-3 il vient que 

B = L ( -1 )d( cr)+m [[[ ... [XYcr( 1 ),Y0(2)L ... ],Ycr(m+ 1 )J,Ycr(m+2 J] + 
(JE E'l 

+ g(m) L (-1)d(cr)(( ... ((XYcr(1 ))Ycr(2)) ... )Ycr(m+l))Ycr(m+2) + 
cr E E~ 

m+l 

+ L L (-1)d(cr)+m[[[ ... [XYcr(1 ),Ycr(2)], ... ],ycr(m+I >LYcr(m+2)] + 
i=2 cr E E' 

1 

m+l 

+ g(m) L I(-l)d(CT)(( ... ((XYcr(I))Ycr(2)) ... )Ycr(m+I))Ycr(m+2) + 

i=2 cr E E'. 
1 

+ L (-1 )d(cr)+m[[[ ... [XYcr(J),Ycr(2)], ... J,ycr(m+l)],ycr(m+2)] + 
cr E E'm+2 

+ g(m) L (-1)d(cr)(( ... ((xycr(1;)Ycr(2)) ... )Ycr(m+1 ))Ycr(m+2)­

cr E E'm+2 
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D'où 

B = L ( -1 )d( a )+m [[[ ... [X Y cr( 1 ),Y0(2)J, .. -LY0(m+ 1 )LYa(m+2)] + 

(j E S(A') 

+ g(m) L (-1 )d(a) (( ... ((XYa( 1 ))Ya(2)) ... )Ya(m+l ))Ycr(m+2) ·· 

(j E S(A') 

D'autre part, on pose L = L (-1 )d(0)+m, alors on a 

cr E S(A') 

C = 2L[[[ ... [[xya( I J,Ya(2)LYa(3)], ... J,y0(m+ 1 lLYa(m+2)J = 

= L[[[ ... [[XYa( 1 ),Ya(2)LYa(3)J, ... J,ya(m+I )J,Ya(m+2)J + 
- -

+ L(-· 1) y a(!) y 012 l[[[ ... [[xya(2),Y0( 1)LY0(1)J, ... J,ya(m+1 J] .)'a(rn+2)] = 
- -

= L[[ ... [ { [xy 0( I ),y a(2)]+(-1) Y a(I) Y 0 ! 2l [xya(2),y a(! )J} ,y0(1 J] .... ] ,Y a(m+2)] = 
- -

-L[[ ... [ { [[x,ya(l)LYa(2)]+(-l) Y a(ll Y 0 <2 l[[X,Y0(2)J,ya( I)]} ,ya(3)], ... J,y0(m+2)] 
- -

+ 2L[[ ... [ { (XYa(l))ya(2)+(-l) Y a(l) y Œ( 2l(xya(2))Ya( 1)} ,ya(1J] .... J,ya(m+2)] 

= -2L[[ ... [[[x,y a( 1 )LY a(2)] ,y a(3 )J , ... ],y a(m+2)] 

+ 4 L[[ ... [ (x Y a( 1 ))Y a(2 )·Y 0(3 )], .. ·],y a(m+2)] 

= -2L[[ ... [[[ x,y 0( 1 JLY a(2)LY 0(3 J], · .. ],y 0(111+2)] + 

+ 4L1 L (-1 )d(î)[[ ... [((xya(l))Ya(2)),yî(a+(3))J, ... ],yî(a+(nH2))] 

î E S(l) 

où Cî se décompose en 0+ et en 'TE S(l) = S(0+(3), ... ,0+(m+2)) 

(cf. ci-dessus) et L1 = L(-l)d(0+)+m. Ainsi 

a+E S+ 

C = -2L[[ ... [[[x,ya(l)],ya(2)J,ya(3)], ... ],ya(m+2)] + 

+ 4L 1 (-1 )111 - l f(m-1) L ( -1 )d( î) [ ( .. ( (xya(l ))Y a(2J) .. )Yt(cr+(m+ 1 )),Yt(a+(m+2))J 

î E S(I) 
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C = -2L[[ ... [[[x,y0( 1 )LY0(2)],Ycr(3)L ... LY0(m+2)] + 

+ 4(-1 )m- l f(m-1) L[ ( ... ((X Y cr( I ))Y cr(2))Y cr(3 )). ··)y cr(m+ 1 ),Y cr( m+2)J 

- 4(-1 )m-1 g(m-1)L( ... ((XYcr(1 ))Ycr(2))Ycr(3)) ... )ycr(m+2) 

C = -2 L. (-1 )d(cr)+rn [[ ... [[[x,ycr( 1 lLYcr(2)LYcr(3)], ... ],ycr(m+2)] + 

CTES(A') 

- 4f(m- l) L. ( -1 )d( cr) [( ... ((xycr( I ))Ycr(2))Ycr(3)) ... )ycr(m+ 1 ),Ycr(m+2)] 

<JES(A') 

+ 4g(m-1) L. (-1 )d(cr) ( ... ((XY0( 1 ))Ycr(2))Y0(3)) ... )Ycr(m+2)· 

<JES(A') 

Comme B = ~ C + g(rn) L ( -1)d(CT)(( ... ((xycr(1 ))Ycr(2)) ... )Ycr(m+ 1 ))Ycr(m+2) 

- (JE S(A') 

il vient que 

B = f(m) L. (-1)d(CT)[(( ... ((xycr(1))Ycr(2)) ... )ycr(m+1 ),Ycr(m+2)J = 

CTES(A') 

L. ( -1 )d(cr)+m [[ ... [[[x,ycr( l )LYcr(2)],ycr(3)], ... J,ycr(m+2)] + 

cr E S(A') 

- 2f(m-l) L. (-1 )d(cr) [( ... ((XYcr( 1 ))Ycr(2))Ycr(2)) ... )Ycr(m+I ),Ycr(m+2)] 

(JE S(A') 

+ 2g(m-l) L. ( -1 )d(cr) ( ... ((XYcr( 1 ))Ycr(2))Ycr(3)) ... )ycr(m+2) 

(JE S(A') 

+ g(m) L. (-1)d(<J)(( ... ((XY0(1))Ycr(2)) ... )ycr(m+1 l>Ycr(m+2)· 

<JES(A') 

D'où 

(f(m) + 2f(m- l )) L. ( -1 )d(cr) [(. .. ((XY0(1))Y0(2))Ycr(3)) ... )Y0(m+1 ).Ycr(m+2)J= 

(JE S(A') 

= -(-1 )tn L. ( -1 )d(cr) [[ ... [[[x,ycr( 1 )J,Y0(2)J,ycr(3)J, ... J,ycr(m+2)J + 

(JE S(A') 

+(g(m) + 2g(m- I)) L. (-1 )d(CT)(( ... ((xycr(J))Y0(2>) ... )ycr(m+l))Ycr(m+2)· 

CîES(A') 
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Par suite ; 

f(m+ 1) L ( -l )d(a) [ (. .. ( (xya( 1))ya(2))Ya(3)) ... )ya(m+1 ),Ya(m+2)J= 
()" E S(A') 

= ( - 1 ) m + 1 L ( -1 ) d ( ()") [ [ ... [ [ r X' y CT( 1)] 'y CT( 2)] 'y CT( 3)] ' ... ]'y CT( m + 2)] + 
()" E S(A') 

+ g(m+l) L (-1 )d(CT)(( ... ((XYa(l))Ya(2)) ... )Ya(m+J))Ya(m+2) 
()" E S(A') 

Ainsi Je lemme est vérifié pour m+ 1 • 

Posons xy 1 = xy : xym = (xym-1 )y et [f,g 1] = [f,g] 

(le (super)-commutateur) et [f,g 111 ] = [[f,gm-1 ],g] pour tout entier naturel 

m? 1 (où f et g sont des endomorphismes). 

Du lemme précédent il résulte le 

Lemme VI-1-5 

Soit y E Mo ; x E Mou M 1 et m un entier non nul alors ; 

f(m)[Pxym,py] = (-1) 
111 

[px,(Py) m+I] + g(m )Pxym+ 1. 

En effet, Je lemme VI-1-5 se déduit du lemme VI-1-4 en 

remarquant que si y 1 = ... = Ym+ 1 = y E Mo alors pour tout 0 E S ; 

d(<J)=Ü• 

Lemme VI-1-6 
Soit x E Mo et M = MO(x) EB M 1 (x) la décomposition de Fitting de 

M relativement à adx. Alors : 
MO(x).MO(x) c MO(x) et MO(x).M 1 (x) c M 1 (x). 

En effet soit a E MO(x), alors axm = 0 pour un certain entier m. 
Du lemme VI-1-5 (où p =ad) il vient que 

m+I 
[[ ... [ada,adx], ... ],adx] = [ada,(adx) ] =O. 

Finalement le lemme est obtenu par application du lemme 1 de [3,p.38] • 
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lemme VI-1-7 

Soit Ho une sous-algèbre nilpotente de Mo et soit M =MO EB M 1 la 

décomposition de Fitting de M relativement à ad(Ho). Alors : 

MO est une sous-algèbre Z2-graduée de M = Mo EB M 1 et M0.M I c MI. 

En effet, puisque M() = n MO(h)et M' = EB Ml (h) il 
li E H11 h E Ho 

vient du lemme précédent que Mo.Moc MO et M0.M 1 c M 1. D'autre 

part la Z2-graduation de M induit sur MO une Z2-graduation : 

(MO)o =Mon MO et (M0)1 = M1 n MO telle que 

(MO)o.(MO)o c Mon MO = (MO)o 

(MO)o.(M0)1 c M1 n M0 = (M0)1 

(M0)1.(M0)1 c Mon MO= (MO)() 

d'où MO est une sous-algèbre Z2-graduée de M = Mo EB M 1 • 

Lemme VI-1-8 

Soit M = Mo EB M 1 une superalgèbre de Malcèv et soit p une 

super-représentation de Malcèv de M dans un K-espace vectoriel V. Soit 

W un sous-espace vectoriel de V tel que pour tout x de M ; p(x)(W) c W 

et soit p' la représentation-quotient de M dans Yw =V'. Si pour tout x 

de M, p(x) est nilpotent alors p'(x) est nilpotent. 

En effet, il suffit de remarquer que pour v' E V' où v' = v + W on 

a (p')n(x)(v') = p 11 (x)(v) + W (pour n un entier non nul) • 
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Lemme VI-1-9 

Soit M = Mo EB M 1 une superalgèbre de Malcèv et 1 un idéal 

homogène de M. Alors Q = M;{ est une superalgèbre de Malcèv et si 

pour tout x E M, adM(x) est nilpotent, alors adQ(x') est aussi nilpotent où 

x' = x + I E Q. 

En effet il est clair que Q est une superalgèbre de Malcèv. Nous 

avons le diagramme commutatif suivant · 

s 

Q 

>•, •' s 

Par suite (adQ(x'))m os= s o (adM(x)) 111 • Si (adM(x)) 11 = 0 alors 

(adQ(x')) 11 os= s o (adM(x)) 11 =O. D'où (adQ(x')) 11 = 0 (s est la 

surjection canonique de M sur Q) • 

Lemme VI-1-10 

Soit M = Mo EB M 1 une K-superalgèbre de Malcèv de J -noyau 

nul. Si pour tout x E M, adM(x) = adx est une application nilpotente alors 

M est résoluble. 
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En effet, M' = MfR est une algèbre de Malcèv semi-simple (R 

désigne le radical résoluble de M) (cf. 2, théorème 5.4). 

Pour x'= x + R E M' ; adx· est nilpotent car adx est une application 

nilpotente (lemme VI-1-8). Il vient alors que M' est une algèbre de 

Malcèv nilpotente (cf.14, p.20 théorème 2.2. 7). Par suite M' nilpotent et 

semi-simple entraîne que M'= O. Alors M = R est résoluble • 

Vl-2 SOUS-ALGEBRE DE CARTAN GRADUEE 

Définition VI-2-1 

Un sous-espace Z2-gradué H = Ho EB H 1 d'une superalgèbre de 

Malcèv sur un corps de caractéristique nulle M = Mo EB M 1 est une sous­

algèbre de Cartan graduée (sacg) si : 

1 °) Ho est une sous-algèbre de Cartan de Mo (cf. 14) ) 

2°) H 1 = (M 1 )O(Ho) où M 1 est considéré comme un Mo-module de 

représentation p : Mo • Enc!K(M 1) où p(x) est un endomorphisme 

de M 1 telle que (p(x))(y) = xy. 

3° ) Pour tout v E Hi l'application f v de H dans H définie par : 

fv(x) = adH(v)(x) = vx est nilpotente. 

Remarque 

Lorsque M = Mo EB Ml est une superalgèbre de Malcèv telle que 

H 1 c {y E M / J (M,M,y) = 0} ( J -noyau de M) la troisième condition 
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est tri vi;tlc111c11t \ LTi liLT (cf. démonstration clu cmol l<ti re 2. 2 de r l 5] page 

2S6). 1 );1ns ces c<t.s ù pdrtir d'une suus-;ilgi:~hrc clc ( '<lrt<m de i\1() 011 

conqruit u11c sous-;tlgèhre de Cartan gr;1cluéc de f\'1. 

1 ,a sous-<tlgèhn: de Cartan graduée n'existe pas toujours : 

l~n effet. soit A la superalgèbre de Malcèv définie par:\()= Kx et 

A1 =Ku +Kv où xu = v: xv = 0; uv = x: u2 = v2 =O. 

Ao est nilpotent. d'()ù ;\()est l'unique sous-algèbre de Carta11 de Ao. Nous 

;ivons H = (A)()(/\o) =A. De plus (fu)2 111 x = (-1 )lllx et 

(fu)2m+lx = (-1 )Ill+I\; par suite fu n'est pas nilpotent La tr11isième 

l'Ollclition n'est clonL· p;1s satisfaite ; par suite H 1ù~st pas sou~-algèbre de 

C<irt<111 graduée 

;\ llC r:iossèck pds clc sous-algèbre clc Cartan graduée telle que 

dé fi n i e pl us ha u t. 

Proposition VI-2-2 

Soient M = M() EB M 1 une superalgèbre de Malcèv sur un corps 

K algébrique111cnt clos et V = Vo EB V 1 un M-module (Z2-gradué) 

de l\1. Soit 1 un idéal homogène de M. Soit W un M-sous-module 

ho111or.ène mi ni mal de V. Alors l\V = W ou IW = O. 
L 

En effet supposons que 0 -:t- IW -:t- W. IW + M(IW) est un 

M-sous-rnodule non nul de V : par suite W = I\V + M(I\V) '-·ar \V est 

minimal. Soit \:V'= (12 + 12M)W + M((l2 + I2M)W). W' est un M-sous-

module de V. Deux cas seulement sont possibles ; soit W' =Wou W' =O. 

Si W' =\V. Alors : 

(WJ2)M + ((\Vl)l)M c (Ml)(IW) + ((IW)M)I + ((WM)l)l + ((Ml)I)W 

+ (Ml)(IW) + (12M)W + ((IM)W)I + ((MW)l)I 

c (VVJ)I + WI + WJ2 

c \VI= W'J 
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ç: [ \\'J2 + (12M)W + 1\1(12\V) + M((l2M)W)]I 

c (12\\')I + ((J2M)W)I + ((12\V)M)I + (((12M)WJM)I 

ç: (\\'1)1 + ((J2W)M)I + (((121\1)\V)M)I 

c(\Vl)I + l(Ml)(IW) + ((l\V)M)I + ((WM)l)I + ((1\11)1)\V]I 

+ [(f\12)(J2W) + ((M\V)M)J2 + ((\\IM)I2)M + ((l\1!2)M)\V]I 

c (\VI JI + ((12\V )M )1 

c (\\'!JI+ [(1\11)(1\V) + ((l\V)M)I + ((\VM)l)I + ((Ml)l)\V]I 

ç_ (\\'Ill= (\VI)!+ WJ2 

D'où (\VI)!+ Vv'l2 est un M-sous-moclule de V si \V'= W. 

Si W' =O. il rC·sulte immécli:1tc111ent que \Vl2 = (!2îv1J\\' = 0 et ainsi 

((\Vl)l)M c (f\11)(1\V) + (l2M)\\i + ((11\1)\V)I + ((M\V)l)I 

ç: (\\'IJI 

(\Vl)I est u11 f\1-suus-moclule cle V si \V'= O. 

Pour W' = 0 ou \V'=\\!.(\\'!)!+ \VJ2 est un M-sous-mocluic' de V et 

(Wl)I + \VJ2 ç: \VI t:\V. Par suite (\VI)! + \Vl2 =O. soit (\Vl)I = \Vl2 =0. 

Alors !\V= (l\V + M(IW))I 

c ( \V 1 ) 1 + ( ( W 1) M ) 1 

c ((\Vl)M)I = ((IW)M)I 

ç: (\Vl)(IM) + ((WM)l)I + ((1\11)1)\\' + (12\V)f\l 

c 12\V + (\\/1)1 + (12W)M =O. 

Nous ;1vons une co11tr<1clictio11 :wcc l'hypothèse. Par suite nous ne 

pouvons avoir 0 t: IW t: W . 

D'où 1 \V = \V ou 1 W = 0 • 

Proposition VI-2-3 

Soit M = Mo EB M 1 une superalgèbrc de Malcè\' résoluble sur 

un corps K algébriquement clos. Soit V= Vo EB V 1 u11 M-rnodule 

Z2-gradué clè M non nul. Si MV =V alors il existe un sc1Jaire non nul 

k et un couple (x.w) E (Mou M 1) x V tels que xw = bv et w t: O. 
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En effet raisonnons par récurrence sur m+p où m = dimM est la 

dimension de M et p = di rn V la dimension de V. 

Si m = 1, alors M = Mo = Kx et MY = x V = V (x est alors un 

endomorphisme surjecti r de V, clone bijectif). Si { v 1, ... , vr) est une base 

de V telle que xvi = O.!i\'J + (X2iV2 + ... + o.riYr pour i = 1. .... p. 

Alors ; 
ex, 1 a12 

CX21 CXn 

det(x) = 

(X p I 

Les valeurs propres de x sont les scalaires k tels que 

ail - k Œt:z Œtr 

Œ21 CX22 - k Œ2p 

det(x-k.id) = =Ü 

api arr - k 

clet(x-k.icl) = (-k )P +<1p- l kr-1 + ... +al k + ao = 0 (id = identité de V ; ai 

sont des scalaires dépendant des coéfficients CXij pour i,j = l ... p). Comme 

ao = det(x) 7:- 0, x possède au moins une valeur propre non nulle k. D'où 

il existe un vecteur non nul w de V tel que xw = kw 7:- O. 

Si m = 2 et p = 1 ; nous avons alors M =Kx + Ky (On choisit x,y 
des éléments homogènes) et V = K v. Puisque MY = V alors le couple 
(xv,yv) = (av,bv) 7:- (0,0). On supposera a 7:- 0 ; il vient que xv =av 7:- O. 

Par suite la proposition est vérifiée si m + p = 2 ou 3 et p 7:- O. 
Supposons par récurrence que la proposition est vraie pour tout 

couple (M,V) où M est une superalgèbre de Malcèv de dimension met V 
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un M-rnodule Z2-grddué· 11011 nul clc dimension p tel que rn + p < 11. 

Suit M une supcr<ilgC·hrc de îvLilcC·\ (k dimension Ill cl\! u11 M-moclulc 
Z2-graclué 11011 nul de clime11sio11 p tL~ls que MY= V et m + p = n>3. 

Si m = 1 . Il()U.s dvons le résulwt ~on suppose alors 111> 1. M étant 

résoluble, M possède un idéal homogène propre que l'on notera 1. Soit 

\V un M-sous-mocluil' hofll(lgènL' mi11i111;il cle V. Alors IW =\V ou IW = 0 

(cf. Proposition Vl-2-2 ). 
i) Si !\\' = \V ~ ;ilms 1 L~Sl une superalgèhre cle Malcèv 

résoluble et nous a\011s di ml+ clirn\V < m + p = n. Il vient, d'après 

l'hypothèse de récurn . .'11ce. qu'il existe un scalaire non nul k et un couple 
(x, w) E (Io u I 1) x \V c Uv1o u M 1) x V tels que xw = kw f.:. O. Par suite 

nous <Wons la proposition. 
ii) Si\\ -t: V Nous ;t\1>11s ()je W c V. 

l<v est llll rvl-moduk 11()11 lllll (k cli111c11sio11 strictement infé'rieure ù p. 

1, ' 1· M 1· · \!/ 1.1 V/ MY/ V/ ( o LI ( l I1l + l 1111 / \ \ · < 11 cl 1 v. ( / \ \' ) = j W = /\V 

[où x(v +\V)= X\'+ \V]. l\1r suitL~ (Ltprès l'hypothèse de récurrence, il 

existe un scal<iire non nul k et u11 couplc(x. v + W) E (Mou M 1) x ':Jw 
tels que x(v +\V)= k(v +\V) et \' + W je W. Ainsi xv-kv E W. 

Considérons le K-espace vectoriel U = K v + W. x opère sur U 
comme un endomorphisme de U dont la matrice C est de la forme (clans la 

hase ( v.w J ..... \\'q) ot1 [ \\' J .... \\'q l est une hase cle W ) : 
k () 0 

;i 1 (X 1 1 

C= 

(l LJ <X lJ 1 <X qq 

le déterminant de C - k.id c.st clet(C - k.id) = 0. Par suite k est une valeur 

propre de x. Il existe clone un vecteur non nul w E Kv + W c V tel que 
xw = kw. D'où (x, w) E (Mou M 1) x V tels que xw = kw et w -:f:c O. 

iii) Si IW = 0 et \V = V. Nous avons IV = 0 : 

Considérons <dors "1 supernlgèhrc de Malcèv M' = l\.l{. M' est 

résoluble de dimension strictement inférieure à met V est un M'-module 
cle Malcèv non nul (où (x + 1 )w = xw pour x E Mo EB M 1 ). 

Comme M'.V =V et dimM' + climV < n, il vient qu'il existe un scalaire 
non nul k et un couple (x +Lw) E (M'o u M't) x V tels que 
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xw = (x + l)w = bv te O. Il exislL' ;dors u11 scil;iire non nul k et un couple 
(x.w) E (f\1() u M 1) ~< V tels que xw = kw -;c 0 

D'où la propmitio11 • 

Théorème Vl-2-4 

Soit M = M() CB M 1 une supcralgèhre de l'vfalcè\ sur un corps 

de caractéristique nulle. Pour que M soit nilpotente il fout et il suffit 
que pour tout élément x E M() u M 1 dd, = ac!M(x) :M .. M soit 

nilpotente. 
En effet, soit K' une clôture algébrique de K. Nous él\OllS 

M' = M ®K K' est nilpntL'llte si et seuk111ent si M est nilpotente car 

( M' )11 = M 11 ®K K'. ()11 supposern dlm:-- que K est algébriquement clos. 
Si M est nilpotente. il L'\iste u11 entier ll\lll 1ltll n tel que M 11 =O. Comme 

11 
(dcU (y)=x(:-:.! .... (xy)) ... ) 

11 Licteurs 
(ad:.J 11 (y) E M 11 =O. (dcL.;) 11 (y) =()pour tout x.y E M. 
En p<lrticulier ad, est nilpotente pour x E M() u M 1. 

Réciproquement. supposons que ad 1 est nilpotent pour z E i\1() u M J. 

Alors pour x E M(). dclM,/x) :M() .- M() soit nilpotente et par suite 

Mo est nilpotente (cf. Théorème 2.2.7. de [ 14]. p. 21 ). Alor:-- d'après le 
Théorème IV-2-4 M est résoluble. 

Soit la suite M ~ M2 ~ ... ~ MP ~ .. où Mk+ 1 = MMk p,n1r tout entier 
k2" 1. Soit p un entier tel que MP te 0 et f\Jp+ 1 = MMP = MP. 
MP est M-module Z2-grndué. Alors cl'liprès 1<1 proposition précédente, il 

existe un scalaire non nul k et un couple (z. w) E (Mou 1\1 il x MP tels 
que zw = kw et w te O. 

D'après l'hypothèse ad 1 est nilputL'lll , par suite il exi-.;te un entier m 
tel que (ad 1 ) 111 =O. Comme zw = <ld 1 (\\'L il vient que 
(ad;)rn(w) = krnw te O. Ceci est ;1hsurck. 

Alors pour tout entier p nous avons MP = 0 ou MP+ 1 = Mr. 
Si MP =()c'est fini; sinon nous avons alors la suite décroissante stricte 

M ~ M2 ~ ... ~ MP ~ ... 
M étant de dimension finie il vient qu'il existe un entier k > p tel que 

Mk=O 

D'où M est nilpotente • 
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Nous considl-rrrons désormais que le corps K est de 

caractéristique nulle 

Proposition VI-2-5 

Soit H = H() EB H 1 une sous-;tlgè·hre de C;1rtt111 gr<lduée (s;1cg) d'une 

super;tlgèbre de Malcè\' M = M() EB l'v11. Alors H est UllL' sous-;tlgèbre 

/~-graduée maxim<ile et nilpotente de M. De plus H est égale à son 

propre morm;tl i sa teur. 

En effeL nous ;1vons H() = (îv1(i)(l(H()) car H() est une :-,(llls-<1lgèhre de 

'ient du lemme VI- 1- 7 CJllC H une sous-algèbre Z2-gracluC·c LiL' M. 

Pom x E H(). ad11(x): H --..... .-r H est nilpotent puisque 

1-1 = (f\1)0(Ho) ç;:: (M)O(x). De plus pour tout y H1. acl1-1(y): H ._ H 

est nilpotent ( par hypothèse). Du thC~orème précéclent. on déduit que H 

est une sous-algèbre Z1-graduée nilnotente. 
L - L t 

Soit H' = H.0 EB H'
1 

une sous-;ilgèbre Z2-graduéc nilpotente de M 

contenant H. Pour x E H0 ç;:: H,(l c H', aclH ·(x) : H' .._ H' est 

nilpotent (théorème précédent) et ;1in.si H' c (M)O(Ho) = H. D'où H est 

maxi m<tle. 

Enfin soit y <tpp;1rte11<111t <Ill normalis<1tcur de H lLlns M. Pour 

x E H(). xy E H. Soit M = MO EB M 1 la décomposition de Fitting de M 

relativement à Ho; il existe un unique couple (y',y") de M() x M 1 tel que 

y = y' + y". Alors xy' + xy" = xy E H = MO où : xy' E MO = H et 

xy" E M 1. D'où xy" E MO n M 1 = 0 pour tout x E Ho. Ceci entraîne 

que y" E Mo. Il vient alors que y" E M(l n M 1 = 0 et que y= y' E H. Par 

sui te H est son propre mormnli satcur • 
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PrnpCl.siti()11 Vl-2-6 

S()iclll 11=H()E8H1 u11 K-.SllLIS-L'.Sj)<tL'L' \L'l't()ncl /2-grdclué 

d'une superalgèhrc de M<ilcèv M = M() tti M 1 et K' tt11L'. extension 

algébrique cle K. H est une sous-algèbre de Cartan graduée cle M si et 

seulement si H' = H ®K K' est une sous-algèbre de Cart;rn gr;1duée 

En effet. 

111011trons d'abord que Ho est une sous-algèbre de Cart<t11 de Mo si et 

seulement si H() @K K' est une sous-algèbre de Cartan de Î\1o ®K K'. 

Supposons que H() est une sous-algèbre de Carrnn cle Mo. /\lors Ho ®K K' 

L'st nilpotent c1r H(1 est nilpotent. Soit N(H() ®K K') (re-.,p. N(H())) le 

normalisateur de H() (x)K K' (rèsp HoJ 

Soit y® k' E N(Ho ®K K'). Pour tout x ® k E Ho ®K K' : 

(x ® k)(y ® k') = xy ® kk' E Ho ®K K'. Il vient que pour tout x E Ho 

xy E Ho; d'où y E N(Ho) =Ho. Par suite y® k' E Ho ®K K' et 

N(Ho ®K K') =Ho ®K K'. Du théorème 2.2.10 [14. p 24] il vient que 

Réci proque111ent s1 Ho ®K K' est une sous-algèbre de Cartan de 

Mo ®K K'. Il vient que Ho est nilpotent. De plus soit y E N\Ho). Pour 

tout x E Ho : xy E Ho. On déduit que pour tout x ® k E Ho ®K K' et 

pour y® k' E N(Ho) ®K K': (x ® k)(y ® k') = xy ® kk' E Ho ®K K'. 

D'où y® k' E N(Ho ®K K') =Ho ®K K'. Par suite y E Ho et 

N(Ho) = Ho. Il vient que Ho est une sous-algèbre de Cartan de Mo 

(théorème 2.2.10 [ 14. p. 24]). 

Soit H 1 = M ~l(Ho) où M 1 est un Mo-module de représentation 

ad: Mo-----~· EndK(M 1) telle que aclx(y) = xy. De plus on suppose 

que 
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pour tout \' E 1 J J J, l'St Ili lpotl'llt ( ot'1 (, ( \) = \ \ pour X E:: 1 j) 

Soit H 1 (X)K K' = (M 1 ®K K')()(H() (x)K K') où M 1 (x)K K' est un 

Mo ®K K'-mmluk de représcnt<Jtion 

ac! : Mo ®K K' ---11·- EnclK(l'v11 ®K K') telle que 

<1dxc><lk(Y ® k') = \)' (x) kk'. De plus 011 suppose que pour tout 

V® k' E H 1 ®K K' r, (x)K k' est nilpotent (où fv'.x)K k'(X ® k) =\IX® k'k 

pour x E H ). 

Comme [êlclvl]i(y ® k') = (;1clx) 1(y) ® kik' pour i e11tiLT 11011 nul 

il vient que H1 = f\1\l(H()J si et seulernl'nt si 

H 1 ®K K' = (f\11 '~K K')O(H() ®K K'). 

De même!', L'st 11ilpoll·11t pour tuut \ E H 1 si l't seulement .si 1, 

nilpotent pour tm1t \ ® k' E: H 1 ®K K' 

Si H est u11c sous-;1lgèhre cle C;1rL111 gracluéc cle M : ;tlurs 
L L 

H =Ho ffi H 1 = H() ffi M~l(H()): d'où 

H' = H ®K K' = U-1() ®K K') ffi (f'v11 ®K K')ll(Ho ®K K') est une 

sous-algèbre ck· l'tnt;111 gr;iduée de M' = M ®K K'. 
L L 

Ainsi que réciproquement• 

Théorème VI-2- 7 

Soit M =Mo ffi M 1 une superalgèbre de Malcèv résoluble sur un 

corps cle caractéristique nulle et soient H =Ho EB H 1 et H' = H
0

0 EB H,1 

cieux sous-algèbres clc Cartan graduées cle M. Il existe des éléments 
L L 

. OO 

x J , ..• J 11 de H et des éléments y J ..... y11 cle M 0 tels que H' = f(H) où 

Il 

f(z) = n exp( D( X 1 'y i ) )( z) est un automorphisme cle M et 

i=I 
OO 00 

n.::;; dim(M 0 ) (dimension cle M 0 ). 
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En effet, H =Ho© H 1 et H' = H~ 1 © H'1 étant deux sous-algèbres 
' 

cle Cartan graduée clc M ; i 1 vient que Ho et H 0 sont cieux sous-algèbres 

clc Cartan cle Mo. Puisque M est résoluble, Mo est une algèbre de Malcèv 

résoluble. Par suite il existe des éléments x l , ... ,x 11 de Ho et des éléments 
11 

yi, ... ,y 11 de M~ tels que: H;
1 
= f1 exp(D(xi ,yi ))(Ho)= f(Ho). 

i=l 
Il 

(cf.14,théorème 2.4.13, p.35) (où f(z) = f1 exp(D(xi ,yi ))(z) est un 

i=l 

<tutomorphismè de M). 

H ·, = ( M l JO( H 0 ) = ( M 1 )0 [ f( Ho)] = f( ( M l )O( Ho) J = f( H l ) et par sui te 

H'= H,0 © H'1 =f(Ho)©f(H1)=f(Ho©H1)=f(H)• 
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Il 

RESUME 

Dans ce mémoire nous étudions essentiellement les superalgèbres de 
Malcèv. Ainsi nous montrons qu'une superalgèbre alternative est 
super-Ma1cèv-admissible. Nous nous intéressons ensuite aux 
superalgèbres de Malcèv semi-simples au sens de G. Hochschild. 

Une superalgèbre de Malcèv est résoluble si et seulement si sa 
composante homogène de degré zéro est résoluble. Ceci nous permet 
alors de donner une généralisation du théorème de Lie. 

Dans la suite nous étudions les espace-poids d'un module de Malcèv 
d'une algèbre de Malcèv. 

Enfin nous étendons aux superalgèbres de Malcèv la notion de 
sous-algèbre de Cartan graduée. 

Mots-cJés 
Superalgèbre de 1v1alcèv * M-module de Malcèv *Théorème de Lie* 
Espace-poids * sous-algèbre de Cartan (graduée). 
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