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RESUME

Dans ce mémoire nous étudions essentiellement les superalgebres de
Malcev. Ainsi nous montrons qu'une superalgebre alternative est
super-Malcev-admissible. Nous nous intéressons ensuite aux
superalgebres de Malcev semi-simples au sens de G. Hochschild.

Une superalgebre de Malcev est résoluble si et seulement si sa
composante homogene de degre z¢ro est résoluble. Ceci nous permet
ators de donner une généralisation du théoreme de Lie.

Dans la suite nous étudions les espace-poids d'un module de Malcey
d'une algebre de Malcev.

Enfin nous ¢tendons aux superalgebres de Malceev la notion de
sous-algebre de Cartan graduce.

Superalgebre de Malcev + M-module de Malcev = Théoréme de Lie »

Espace-poids = sous-algebre de Cartan (graduée).



INTRODUCTION

Soit A une superalgebre associative, alors A= qui est Talgebre
définie sur le K-espace vectoriel A et dont la multplication  est
[X,y] = xy—(—1 )ijyx (ou xy est la multiplication dans A avee x dans A,y
dans Aj 1,j=0,1) est une superalgebre de Lie. On dit que A est super-Lie-
admissible. D'autre part nous savons qu'une algcbre aliernative est
Malcev-admissible. Soit A une superalgebre alternative. A~ est-elle une

superalgebre de Malcey !

Apres guelques resultats géncéraux au chapitre 1. nous donnerons au
chapitre II d'abord une caractérisation d'une superalgebre alternative et
nous répondrons par l'atfirmative a la question posée ci-haut. Par la suite
nous donnons un exemple de superalgebre alternative non associative.

Au chapitre IH, conformément a la définition de 5. Hochschild (8)
nous €tudierons la semi-simplicité des superalgebres de Malcev.

Ensuite au chapitre 1V, nous nous int€ressons a la résolubilité des
superalgebres de Malcev dont la composante homogene de degré zéro est

résoluble. Ceci nous permet de donner une généralisation aux algebres de
Malcev du théoreme de Lie.

Dans le chapitre suivant, nous donnons un résultat important sur les

espaces-poids d'un module V d'une algebre de Malcev.

Enfin, au dernier chapitre nous étendons aux superalgebres de
Malcev la notion de S-A-C-G introduite par T.MOONS (15) pour les
superalgebres de Lie. Ceci dans l'espoir que cette notion sera utile dans

I'étude des espace-poids des superalgebres de Malcev par exemple.
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CHAPITRE 1

GENERALITES- DEFINITIONS

Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de deux.
Définition  [-1-1

Une K-algebre M est appelée algebre de Malcev s1 sa multplication
(notée xy pour deux éléments x,y de M) vérifie les identités : x2 = 0 pour
x € M (xz)(yt) =((xy)z)t+((y2)O)x+((zD)x)y+((tx)y)z pour x.y,z,t € M. Si
M est une K-algebre de Malcev, on note le jacobien l'application

K-trilinéarre J définit par J(x,y,z)=(xy)z-x(yz)+y(xz) ou x,y,z sont € M.
Pour x,y,z,t € M ; nous avons alors les égalités :
J(x,y.xz) = J(x,y,z)X.
J(x,y,tz)+ Ity xz) = J(X,y,2)t + J(t,y,z)x.
J(tx,y,z) = J(x,y,z) + J(t,y,2)x — 2](t,x,yz).
200(x,y,z) = J(tx,yz) + J(t,y,zx) + J(t,Z,xy).

On note J(M) le sous-espace vectoriel de M engendré par les
¢éléments de la forme J(x,y,z) ou x,y,z sont dans M. On appelle J-noyau de

M l'ensemble NM(M)=N(M)={x € M, JIM,M,x) = 0}. J(M) et N(M) sont

deux idéaux de M.

o



Définition [-1-2

Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie, V est un

M-module de Malcev s'il existe une application K-linéaire

p: M — Endk(V),qui a x associe p(x) = px telle que pour tout x,y,»

de M on ait une des ¢égalités équivalentes suivantes :
P(xy)z=PxPyPz = PzPxPy — PyzPx t PyPrx-
P(xy)z=PzPyPx — PyPxPr = PxPry T Px/Py-

Dans ce cas p est dite représentation de Malcev de M dans V erf p

est la représentation associée au M-module V.
Notons J(x,y,v):pxy(v)-px(py(v))+py(px(v)) (ot x.,y € M et

ve Vet NM(V)=N(V)={ve V,JIIMM,v) = 0}. N(V) est un M-sous-
module de V. S1 V = N(V) alors V est dit M-module de Lie et la
représentation p est appelée représentation de Lie. Lorsque V = M, la
représentation notée aé : M —— EndK(M) telle que adx(y)=xy (X,y dans
M) est appelée représentation adjointe. Si V. = M, V est dit M-module

régulier.

Soit A = Ap) @ A | une superalgebre et G = Gy @ G| l'algeébre
grassmannienne. G(A) = (Ag® Gp) @ (A| ® G1)est l'enveloppe
grassmannienne de A. G est une superalgebre associative et unitaire telle
que gg'=(-Dlg'g pour g € Gj et g e Gjouij=0.1) A est une
superalgebre de Malcev si et seulement si G(A) est une algébre de

Malcev. D'ou 1l résulte la



Définition [-1-3

A = Ap @ Aj est une superalgebre de Malcev st et seulement si :
xy = -(-Dllyx pour x € Aj y € Ajou 1,j = 0,
(=Dik(xz)(yt) = ((xy)z)t + (=D)it+k+D((yz)t)x

+ (= DIHDED(ZOX)y+(=1IH+R) (x)y)z
pour des €léments homogenes x € Aj y € Aj z€ Axette Aj ou

ijk!=0.1.

De méme on définit le (super)-jacobien par
J(x,y,2) = (xy)z - x(yz) + (—l)i‘l.y(xz) ouxe Ajye Ajetze Agu Al
J (A) est la sous-algebre de A (Zp-graduée) engendrée par les éléments de

la forme J(x,y,z) ou x,y.z sont € AU AJ.

Pour des ¢léments homogenes x € Aj ye Ajze Arette A; ou

1,j,k,/ = 0,1 ; nous avons alors les égalités :
](x,y,xz) = (-l)ik}(x,y,z)x.
j(x,y,tz) + (—1)/(i+‘i)+i«i](t,y,xz) = (—l)/k}(x,y,z)t + (—1)i(i+k+/)+/j}(t,y,z)x.
](tx,y,z) = t](x,y.z) + (—1 )i(i+k)](t,y,z)x - 2}(t,x,yz)<
2T I(y.z) = J(txyz) + (~ DI T (ty,zx) + (— DR T (62,xy).

N(A) = (x € M/ J(ALAx) = 0} est le J-noyau de A.
I:I(A) et ](A) sont deux idéaux homogenes de A.



Définition I-1-4

Soit A =Ag® Ajet B=Bg® B| deux K-espaces vectoriels
Z>-gradués. Une application f de A dans B est dite K-linéaire Z;-graduée

si f est K-linéaire et f(Aj) < Bipour1=0,1.

Définition I-1-5

Soit V =V ® Vjun K-espace vectoriel Zp-gradué de dimension
finie alors End(V) = End(V)g @ End(V) ou
End(V)o = {f € End(V) / {(Vi) < Vi pour1 =01}
End(V)) = {f € End(V) / {(V;) < Vis1 pour1 =01}
End(V) est une algebre associative Zp-graduée et gl(V) est la
superalgebre de Malcev obtenue en définissant la multiplication :
[f.g] = fog —(=D)iigof pour f € End(V)i, g € End(V); (i,j= 0.1).
Soit A = Ag @ A une superalgebre de Malcev. V est un A-module de
Malcev sl existe une application K-lin€aire Z2-graduée
p: A —— Endg(V), qui a x associe p(x) = px telle que l'on ait :
P(xy)z = PxPyPz — (= Dk(i+) PzPxPy — (‘“1)i(i+k)pyxpx + (_1)iu+k)pypzx
ouxe Ajye Ajetze AguU Al

Dans ce cas p est dite super-représentation de Malceév de A dans V

et p est la super-représentation associée au A-module V.

Notons ]((x,y,v) = Pxy(V) = px(py(V)) + (=Diipy(px(V))

(oux € Aj,ye Ajetve V)

Na(V)=NV)={ve V, J(A,Av)=0} estun A-sous-module de V.



Si V:I;J(V) alors 'V oest dit A-module de Lie et la super-
représentation p est appelée super-représentation de Lie. On appelle
représentation re¢guliere ou adjointe la super-représentation notée
ad : A —— EndK(A) telle que ady(y) = xy (x,y € A). Si V= A alors V

est un A-module régulier.

Définition I-1-6 : Soit M une algebre de Malcev.
On appelle dérivation de M une application linéaire D de M dans M
telle que D(xy) = D(x)y + xD(v) quels que soient x, y € M.
Pour tout x. y € M. Tl'application D(x.y) = adyxady - adyady + adyy
est une dérivation de M.
Soit X,....Xp,Y1....yp des éléments de M tels que D(xi.yj) soit

nilpotent (1 = I,....n). Alors l'apphication t de M dans M définie par
n
f(z) = Hexp(D(xi .yi ) (z) est un automorphisme de M.

i=1

Définition I-1-7

Soit M une algebre (ou superalgebre) de Malcev. On appelle

C

série centrale descendante de M la suite décroissante M, M2, . d'idéaux

de M définis par récurrence de la manicre suivante :
HMi=M

2) M+l = MMP? pour tout entier n > 1.

Définition [-1-8

Soit M une algebre (ou superalgebre) de Malcev. On note M

I'intersection des termes de la série centrale descendante de M. Clest un
idéal caractéristique de M et c'est le plus petit idéal A de M tel que M/é\

soit nilpotente.
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CHAPITRE 11

SUPERALGEBRES
MALCEV-ADMISSIBLES

Dans ce chapitre, M = My ® M, désignera une superalgebre
de dimension finie sur un corps commutatif K de caractéristique
différente de deux. Le produit de deux éléments x et y sera noté xy.
Soit M = My® M, une K-superalgebre. Considérons la K-superalgebre
M- obtenue a partir de M, en définissant une multiplication sur
le K-espace vectoriel Zs-gradué¢ My @ M, par le commutateur de (ou
super-commutateur de) deux €léments homogenes x de Mj et y de M; par
[x,y] = xy — (=Diyx ouij=0,1.SiM=M;® M, est associative, M- est
une superalgebre de Lie 1.e. une superalgébre dont la multiplication
vérifie :

i) xy = - (-Dilyx pour tout x € Mj, y € Mj (i,j = 0,1)

11) j(x,y,z) =0 pourtoutx € Mj,y e Mj, ze Mg

ot J(x,y,2)= (xy)z—x(yz)—(=Dik(x2)y (i,j.k = 0.1).

Soit A une algebre. A est une K-algeébre alternative si x(xy) = x2y
et (xy)y = xy2 pour tout x,y € A. Si A est alternative, alors A est

une K-algebre Malcev-admissible.

Nous montrerons que si M est une superalgebre alternative alors M

est une superalgébre Malcev-admissible.



I1-1 CARACTERISATION D'UNE SUPERALGEBRE
ALTERNATIVE

Soit A = Ap @ A une superalgebre et G = Gy ® G l'algeébre
grassmannienne. G(A) = (Ag® Go) @ (A1 ® G)est l'enveloppe
grassmannienne de A. G est une superalgebre associative et unitaire telle

que gg'=(-Dilg'g pour g € Gjelg' € Gj(ou 1, =0,1).

Soit A une superalgebre alternative alors G(A) est une algébre
alternative. Soient X = x ® ¢. Y =y ® ¢ . Z =272 ® ¢g" 3 éléments
homogenes de G(A) ot x € Aj.ye Ajze Ak, ge Gi, g e Gjet
g" e Gk (1,),k = 0,1). Nous avons :

D X+Y.X+Y.Z)=0
#x) (Z. X+ Y, X+Y)=0

ou (d,b,c) = (ab)c - a(bc) pour ab.c 3 éléments d'une algebre A ( (a,b,c)

est l'associateur de a.b,c).
*)donne (X, X, Z) + (X, Y, Z2)+ (Y, X,Z)+ (Y, Y,Z) =0 soit
(X, Y., Z2)=—(Y, X, 7).
(X, Y, 7Z)=(XY)Z - X(YZ)
= ((=Dixy ® ggh(z ® g") - (x ® g)((~Dikyz ® g'g")
= (—Di+i+Dk(xy)z @ gg'g" — (= 1)ik+(+k)ix(yz) ® gg'g"

= (= Dii+(+Dk[(xy)z - x(yz)] ® gg'g"



(Y, X,Z)=(YX)Z — Y(XZ)
= (= DIk+HRI[(yx)z — y(x2)] ® g'gg”
Comme g'gg" = (—Dllgg'e" il vient de *) que :
(=Di+Dk[(xy)z — x(y2)] ® gg'g" = — (= D= DIk +Ri[(yx)z — y(x2)])

Posons par définition que l'associateur de x.,y,z de trois éléments
homogenes de A noté (x,y,z) est (x,y,z) = (=1)U+0+DK[(xy)z - x(yz)].

Ainsi #) est équivalent & (x,y.z) = —~ (=1)(y,x.z)
De méme en développant =) on obtient (x,y,z) = — (=1)K(x.z,y) d'ou
Définition [1-1-1

Soit A = Ap @ A| une superalgebre. A est une superalgebre

alternative si pour tout x € Aj, y € Aj, z€ Ak on a les relations sulvantes :
(x,y,2) = = (=D)l(y,x,2)

(x,y.2) = = (=1)K(x,z,y)

G(A) ¢étant une algebre alternative nous avons ( égalités de
Moufang, cf.I9) pour X =x ® g, Y=y ® g, Z=2® ¢g", T=t® h des
¢léments homogene de G(A) ou x € Aj,y € Aj,ze Ag,te Aj,ge G
g'e Gj, g"e Gyethe Gy (1,,k/=0,1).

1°) [(X+DZIY X+ D] =X+ DIZY)X + T)]
2°) (X +DZIYX + )] = (X + THEZIX +T)
39) [(X + DHZUX + DY = (X + DIZU(X + T)Y)]

4°) YI(X+THZX+TH] =[(Y(X+THZI(X +T)

9



1°) apres développement et simplification nous donne :
(XZYYT) + (TZ)(YX) = XUZY)T) + T((ZY)X)

Calculons chaque expression :
(XZ)(YT) = [(-Dikxz ® g g"][(-Dilyt ® g'h |
= (- DIkHHHR)G+HD)(xz)(yt) ® gg'g'h
(TZ)(YX) = (- DIkHFUHR)+)(12)(yx) ® hg"g'g
X((ZY)T) = (- k)G +Dx ((zy)t) ® ge'g'h

TWZY)X) = (-1 )k+HR)+H++K)((zy)x) ® hg'g'g

Comme hg"g'g = (-1)1Utk+)+/(1+K)gg" o'l [?) est équivalent A
(xz)(yt) + (- DIHKADHHK)(12)(yx) = x((zy)t) + (- DIGHREDHGHKI((2y)X).
Par suite
(- 10K (xz)(yt) + (- DI+ (12) (yx)
= (- DWHRIX((zy)n) + (- DIEHHI((zy)x).
De méme 2°) donne :
(XZ)(YT) + (TZYYX) = (X(ZY))T + (T(ZY )X et
(XZY)T = (- kiR HiGk+D(x(zy)t ® go"e'h
(T(ZY DX = (-DikHGH+HE+K) (1(2y)x ® hy'g'
et hg"g'g = (-1)iG+k+D)+(+K)ge" o'h entraine que 2°) est équivalent
(xz)(y0) + (- DIk +DH+K)(1z)(yx) = (x(zyDt + (- DIGKADHG+HR)((zy ))x.
D'ou
DIHROxZ) (YD) + (- DI (12)(yx)

= (- DI (x(zy)t + (-DIEHH)((zy))x.



Le 3°) est équivalent & :
(XZ2)DY + (TZ)X)Y = X(Z(TY)) + T(Z(XY)) et
(XZ)T)Y = (_])ik+/(i+k)+j(i+k+/)((xz)[)y ® gg"hg'
(TZ)X)Y = (-DK+(k+Deii+k+D((12)x)y ® hg"gg’
X(Z(TY)) = (- DIFKG+DH(+HR+Dx (2(ty)) ® gg"hg’
T(Z(XY)) = (- KRG+ DH 4+ (z(xy)) ® hg"ge' et comme
hg"gg' = (-1)ik+/i+K)gp"he' il vient que :
(-DIK((xz)t)y + DIEHI2)x)y = Dikx(z(ty) + (DRI (xy)
Enfin le 47) est équivalent a :
Y(X(ZT)) + Y(X(ZT)) = (YX)Z)T + (YT)Z)X et
Y(X(ZT)) = (- ik D+lvk+ Dy (x (1) ® g'gg"h
Y(X(ZT)) = (_])k/+i(k+/)+j(i+k+l)y([(zx)) ® g'hg"g
(YX)Z)T = (- lik+D+HA++K)((yx)z)t ® g'gg"h
(YT2D)X = (- DIFRG+D+iG+k+)((yDz)x ® ghg'g
et puisque g'hg"g = (-)k+itk+Dg'eo"h il viendra que :

(-DKly(x(zt)) + (-1)1K+Dy(t(zx)) = - DK ((yx)z)t + (- DIK+D((yt)z)x.

Ceci nous permet d'énoncer la

Proposition 11-1-2

Soit A = Ay @ A une superalgebre alternative. Soient Xx,y,z,t des

éléments de A ot x € Aj,y € Aj,ze Ak, te Aj(,).k[=0,1)alors :



19) (-DIHRxz)(y0) + (- DR (z)(yx) =
= (-DIEHOx((zy)0) + (-DIHHR((zy)x) =
= (- DIHR(x(zy)+ DI zy)x.
2°) CDIKGz)Dy + CDIER((2)x)y = ((Dikx(z(ty) + (DIEHR(z(xy).

39) (- DKly(x(z)) + (- DI y((zx)) = (DR((yx)z)t + (- DIUEED((yt)z)x.

[1-2 SUPERALGEBRES MALCEV-ADMISSIBLES

Théoreme [[-2-1

Soit A = Ay @ A une superalgebre. Si pour x € Aj v € A
(ot 1,) =0,1) xy=—(-1I )ijyx alors les assertions suivantes sont

équivalentes :

1°) A = Ag ©@ A est une superalgebre de Malcev
2°) ()G J (x,y,12) + (-1 ] (Ly.x2)

= (-1)/(i+.i+k)3 (X,y,2)t + (—l)i(..l+k)](t,yaz)x,
39) E(XZ,t,y) + (—l)k/+i(k+’)](tz,x,y)

—(- DK (Zxy)t + (DGR (2.0y)x
(ot x e Aj,ye Aj,ze Ag, te AjG,kl=0,1)).

(cf.2).

12



Lemme [[-2-2
Soit A = Ap ® Ay une superalgebre telle que pour x € Aj y € Aj

(ot i,j.k = 0,1) xy = —(=1)liyx, alors
J(x,y.z) = (=D (y.x,2)

](x,y,z) = —(~1] )jk](x,z,y)q

En effet

}(x,y,z) = (xy)z — x(yz) — (-1 )jk(xz)y
=— (-1 )ij[—(—l )i.i(xy)z + (—1 )i,ix(yz) + (—1 )ijﬂk(xz)y}
=—(—1 )ij[(yx)z — (—1 )ij+i(j+k)(yz)x — (=1 )i_i+>l'k+j(i+k)y(xz)]

= —(—1 )ij[(yX)z — (=1 )ikX(yz) - y(xz)]
= —(~Dii{(yx)z — y(x2) — (- Dikx(y2)] = ~(=D)ii T (y.x,2).

De méme on montre que J (x,y,z) = —(—1 )‘ikJ’(x,z,y) [

Lemme [I-2-3

Soit A = Agp® A, une superalgebre alternative. Soient x,y,z des
¢léments de A ou x € Aj, y € Aj, z € Ag.(1,),k =0,1) alors :
(xy)z + (—I)i(j+k)+jk(zy)x = x(yz) + (-1 )i(J+k)+sz(yx),

En effet, A étant une superalgebre alternative on a
(x,y,z) = — (=D1U+K+IR(z y x) soit
(=Di+DK[(xy)z = x(y2)] = = (=Di+EFDK[(=1)IGHO+IK][(zy)x — z(yx)]]
(xy)z — x(yz) = —(=D)iU+K)+iK(zy)x + (—1)iU+K)+ikz(yx) d'ou

(xy)z + (—l)i(j+k)+jk(zy)x = x(yz) + (-1 )i(i+k)+jkz(yx) °



Lemme 1I-2-4

Soit A = Ap® A une superalgebre alternative. Soient x,y,z,t des
¢léments de A ot x € Aj,ye Aj,ze Ak, te A; (1,).k[=0,1) alors .
(=1)%(xz,ty) + (=1)o+il(tz,x,y) = (=1)OHE+K)(z x,y)t + (—1)0+K(z,t,y)x
ot a0 = (1 + k)(j+I) + jL

En effet, (—1)%xz,ty) + (~1)o+l(iz,x,y) =
= — (=1)0Hil(xz,y,0) — (=1)O+ilHi(1z,y,x)
= — (= )oHHEHROGFDHI((x2)y)t — (x2)(y1)]

—(~1 )(x+i/+(k+l)(i+j)+ij[(([Z)y)x — (tz)(yx)]
= — (= DI((x2)y)t = (xz)(yv)] = (=DHRHGHKD[((2)y)x ~ (t2)(yx)]
= [(=Dil(xz)(yv) + (= Di+k+D+kI(tz2)(yx)]

= [(=Dil((x2)y)t + (= DIU+Hk+DHRI((1z)y)x]
= (= DGR (= DGR (x2)(yt) + (=1 (2)(yx)]

— [(=D((xz)y)t + (—1G+Hk+D+KI((tz)y)x |
( 1°) proposition [1-1-2)
= (= DIGHRHI(= DR (x (zy)t + (=1 H+K)(t(zy))x]

— [(=Dif((xz)y)t + (=D irk+DHkl((2)y)x |
== (=Dif[(xz2)y ~ x(zy)]t = (=1)iU+k+D+kl[(tz)y — t(zy)]x
= — (= DGR+ (x,2,y)t = (= DiG+k+D+HEK+)(1,2,y)x
=(=Dutik+D(z,x,y)t + (= DiG+k+D+ik+D+KI(Z £ y)x

= (-1 )a+/(i+k)(z,x,y)t + (—1 )(x+ik(z’[’y)x °
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Lemme [I-2-5

Soit A = Ap® Aj une superalgebre alternative. Soient x,y,z,t des

éléments de Aoux e Aj,ye Aj,ze A, te Ay (i,).k/=0.1)alors :

(—l)a+ik(zx,t,y) + (-1 )(X+/(i+k)(zl,x,y)

= (= Dotz x,y) + (= 1)oHU+Dx(z,t,y)
ou o =1+ k)(j+I) +jl.

En effet, (- 1)0+ik(zx,Ly) + (— o++K) (21 x.y) =

= (CDokH R (1 zx,y) — (— DOk x 2t y)
= — (= Dik+Hl+R)[((zx))y — t((zx)y)] = [(x(z0)y — x((z1)y)]
= (CDikH+R[(zx) + (= DK+ (20) ]y

+ [(= DIRHEHR((zx)y) + x((20)y)]
= (—D)ikHHR(12)x + (—)ikH+K) (x2)t]y

+ [(= Dik+HG+HR((2x)y) + x((z0)y)]
= — (= DK[(=DHI+K)((tz)x)y + (= 1)k ((xz)0)y]

+ [(= DR+ ((zx)y) + x((z0)y)]
(2°) proposition 11-1-2)
= — (= DK[(=DI+R)(z(xy)) + (= 1ikx(z(ty))]

+ [(= 1)K+ ((zx)y) + x((z0)y)]
= (=K (zx)y — z(xy)] + x[z(ty) ~ (z0)y]
= (= D)ik+Hi+k)+Hj+k+D(z x,y) + (= 1IFKG+Dx(Z,t,y)
= (=1)U+D0+K)(z,x,y) + (= IFRGHDx(z,1,y)
= (—D)oHl(z,x,y) + (1Hot0+)x(z,t,y)

Dot Ie lemme @



Soit A = Ag ® A une superalgebre alternative. Soit x,y,z des éléments de A
oux € A,y € Aj,ze Ak (i,j.k, = 0,1) et soit © = ij+k(i+j) alors :
(X,y,z) = — (=1IK(x,z,y) = (= Ditik(z,x,y). D'ou
3(x,y,z) = (x,y,z) — (-1 )‘ik(x,z,y) + (-1 )i_i+jk(z,x,y)
= (= DEDRHI([(xy)z = x(y2)] = (~1)IK[(x2)y - x(zy)]
+ (=i (zx)y — z(xy)])
= (=1)O((xy)z ~ x(yz) = (= D)ik(x2)y + (- Dikx(zy)
+ (= Dii*ik(zx)y — (~Dii+Kz(xy))
= (= DO(((xy)z - (- H+Riz(xy)) — x(yz — (~1)iKzy)
— (= ik(xz = (= 1)ii+k(zx))y)

= (=Do(Ixy,z] = x[y.z] = (- 1)K[x z]y).
De méme
3x,y,2) = - (= Dil3(y.x,2))

= ~(=DoHi([yx,z] - y[x,z] = (=DiK[y,z]x)

= —(=D)(*Dk([yx,2] — y[x,z] = (= DiK[y,z]x).
6(x.y.2) = 3(x,y,2) + (= (=DIN(3(y,x,2))

= (=1)0([xy.z] — (~1)JK[x,2]y - x[y,2]

~ (= Diifyx,z] + (=Dily[x,z] + (< DIG+K)[y,z]x)
= (=Do([xy— (=Dliyx,z] — (=1)iK([x,2]y — (= 1)i+K)y[x,z])
- (xly.z] = (=Di+K)[y,z]x))

= (=DO([[x,y).2] - [x.Ly.z]] = (=1 K[x,z].y]).
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On pose pour x € Aj y € Ajetz € Ak (ot 1,),k=0,1).
J(xy.2) = [[xylz] - [x[y.z]] = (- DiK[[x.z].y] on a

(=10 J(x,y,2) = 6(x,y,2) ou G = i(j+k)+jk.

Remarque :

Si A = Ap @ Aj est une superalgébre associative ou K est un corps

commutatif K de caractéristique 3, il vient que
J(x,y.2) = 6((=1)9)(z,y,x) = 0 et A~ est une superalgebre de Lie.

Soit x,y,z,t des €léments de A oll x € Aj, y € Aj, z € Ak,

te A7 (ijk.l=0,1)etot o= (i + K+ +jl
é[qu,z],t,y) (=)D T (2] x,y) ] =

= [(=D([x.z).t,y) + (~Diitk+ik+D([t,z),x,y) | =

= (=D ((xz = (=1)ikzx),t,y) + (= DI+O((1z - (- DKlzt) x,y) | =

= [=Doxzty) + (=DoHl(z x,y) ]

_ [(_1)a+ik(zx,t,y) + (-1)a+l(i+k)(zt7x’y)]_

Des lemmes 11-2-4 et 11-2-5 il vient que

é[3—<[x,z1,t,y> + Dk T ([12)x,y)] =

= [(~Doli+K)(z,x,y)t + (=1)o+ik(z,ty)x ]

— [(=Do+ilt(z,x,y) + (=1)o+G+Dx(z,t,y)]



— [(-.1 )a+l(i+k)(z’x’y)t - (—1)0!+j/t(z,x,y) ]

+ [("‘1 )a“k(z,[,y)x e (_l )(X+i(j+/)x(zvth)]

= (-1 )0‘+/(i+k)[(z,x,y)t _ (,1)l(i+_j+k)[(z’x’y) ]
+ (—DHo+K[(z,t,y)x — (= 1)il+k+Dx(z,t,y)]

= (-1 )a+l(i+k)[(z’xﬁy)’t] + (=1 )a+ik[(z,t,y),x]

= (-1 )0‘+/(i+k)+(i+.i)k+ijé[3(Z,x,y),t] +(—1 )(1+ik+k(j+l)+}l_é.[}_(z’t’y)’x]

= (_1),i/+iké—[1(z,x,y),t] + (=] )i(i+/>+iké[.~l(z.t,y),x].

Par suite -

T ([x,2)ty) + (—DIsD+KI T ([t.2),x,y) =

= (—)il+iK[ 'Ji-(z,x,y),t] + (— DDk i(z,t,y),x],
D'ot A~ est une superalgebre de Malcev.

Ainsi nous avons démontré le :

Théoreme 11-2-6

Soit A = Ap @ A; une superalgebre alternative alors A est une
superalgebre Malcev-admissible.

IT 3 Construction d'une superalgebre alternative

non _associative

Soit K est un corps commutatif K de caractéristique nulle. Toute
algebre ou superalgébre sera de dimension finie sur K et a élément

unité 1.



Définition I11-3-1 :
Une involution de la K-algebre A est une application

K-lin€aire s : A——> A ; satisfaisant : s(xy) = s(y)s(x) et s(s(x)) = x pour

tout x.y € A.
Définition 11-3-2 :
Une involution de la K-algebre A est dite scalaire si :

X + s(x) e Kl etxs(x)e KI.

Définition 11-3-3 -
Une application K-linéaire Zs-graduée d'une superalgebre
A=A0® A s:A—— A est dite (super-)involution si : s(s(x)) = x et

s(xy) = (—Ds(y)s(x) pour tout x € Aj, y € Aj(out,)=0,1)

Remarque : On notera aussi s(x) par x pour tout x € A.

Exemple 1

Soit A = Agp ® A une superalgebre associative. On suppose que la

composante de degré zéro est munie d'une involution telle que xw = wx

et wv = — vw pour x € Aq, v,w € Aj. On définit alors sur A une

involution par X = x six € Aget v=—vsive Al

Dans ce cas en posant Tr(x) = x + x ;on définit une trace sur A. Comme

tr(A1) = 0, nous avons Tr(x) € KI pour tout x € A.
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Exemple 2

Soit A = K1 @ Kv une superalgebre associative telle que v2 =0,
L' application K-linéaire s définie par @ s(1) = | et s(v) = —v est une

involution de la superalgebre associative A.

Soit A une superalgebre associative a élément unité munie d'une
involution telle que : tr(x) = x + x e Kl pour tout x € A. Soit U le

K-espace vectoriel sous-jacent AxA. On définit sur U une multiplication

par : (x.y)(z.0) = (xz+(=Diluty, xt+ (=1)ikzy) pour tout x € Aj, y € A;j,
ze Ay te Ay (1,).k/=0,Tet u un scalaire tixe ).
Nous avons alors :

(1,0)(x,y) = (x,y) et (x,y)(1,0) = (x,y). il vient donc que (I,0)

est I'€lément neutre pour la multiplication de U noté 1.

Soit v =(0,1) nous avons v2= (0,1)(0,1) = (u,0) = u(1,0) et v2=uly
v.(z,0) = (0,1)(z,0) = (0,2).

Posons B = {(x,0), x € A} et B'= {(0,x), x € A} Alors
U=B @ B". A est isomorphe (isomorphisme d'algebres) a B.
B'= {(0,x), x € A} =v{(x,0), xe A} =vB=vA. Dou U=A & vA.

Si X = (x,x") U,alors X = (x,0) + (0,x") = (x,0) + v(x',0). Nous poserons
X =x + vx'.

Soit X =x + vy et T =z + vt deux éléments de U. On suppose que
X € Aj,yE€ Aj, ze Ag,te Aj(i,jkl=0,1)
XT = (x,y)Nz,t) = (xz+(=Diluty, xt+ (=1)ikzy) =
= xz+(=Diuty + v(xt+ (=1)ikzy) et d'autre part

XT = (x +vy)(z + vi) = Xz + (V1) + (vy)z + (vy)(vt).
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Par identification il vient que :
Proposition {1-3-4: Pour x € Ajety e Aj:
x(vy) = v(;y).
(VvX)y = (=Dlv(yx).

(vx)(vy) = (=D)ipyx.

Nous avons alors U = A @ vVA == (Ag @ A}) ® v(Ap ® Ap). On
pose Uy =A)® vApet Uy = A} @ vA|. Pouri,j=0,1 ona:

Ui Uj = (A] © vVAD(A] © vAj)

C AiA] + Ai(VAD + (VADA] + (VADIVA))
C Aisj + VIATAD + VIAAD + BA A,

- Ai+j + V(AiAj) + V(AA)) + /\iA_i

C Ai+j + V(A1)

< Ui+ (14j est calculé modulo 2).

U est donc une superalgebre unitaire U = Uy @ Uy, Soit X = x + vx' un

élément homogene de U (i.e. x,x" € Aj). Posons

X=x— vx' (" "est linéaire et iz X). SoitY =y+vy'e Uj nous avons :
XY = xy + (=Dilpy'x" + v(xy' + (=1D)iiyx") et

XY= xy + (—l)iAipﬁ — v(xy' + (=Diiyx"). D'autre part

YX = (y— vy)(x—vx') =

= yx + (vy)(vx) — y(vx') - (Vvy)x =

yXx + (=Dilux'y" = v(yx") = (=Dilv(xy")
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= (=Dixy + py' x' — v(yx' + (=Diixy"

= (= Dii(xy + (=Diipy' x ~ v(xy' + (=Dilyx") = (= Di(XY).

Soit X = x + vx' € U nous avons :

r(X) =X + X=(x+ x) + (vx' = vx) =x + x = tr(x) € KI. U est ainsi
munie d'une involution scalaire sur U.

Proposition I11-3-5 : Pour x € Aj, y € A_i et z € Ak, nous
avons les égalités sulvantes :

(x,vz,S/—) = (-1 )iik(x,y,vz).

(X.vZ,y) = - 1)ik(vz, x.y).

En effet, on a
(=Dik(x,y,vz) = (= 1)ik(xy)(vz) = (- Dikx(y(vz)) = (= Dikv[(xy = xy)z] et
(x,vz,y) = (x(v2))y = x((v2)y)
= (v(x2))y — x((=1)ik(v(yz))
= (—Di+Rv(y(xz)) =(=Dikv(x(yz))
= (-Di[(=Diiv(y x2) = V(X yz)]
= (DiK[v(xyz) - v(x y2)]
= (=DiK[v((xy = xy)z] = (=1)ik(x,y,vz)
(=Dik(vz,x,y) = (Dik((v2)x)y = (=D)ik(vz)(x y)
= (=D (y (x2)) = (= Dikv((x y)2)
= (=Dikv[(=Dily xz — X y)z]

= (-Dikv[xyz — x yz] = (- Dik(x,y,vz) = (x,vz,y) ®
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Proposition [I-3-6: Pour x € Aj, y € Ajetz € Ak, nous

avons les égalités suivantes :
((vy)(vz))x = (= D+ (v(xy))(vz).
x((vy)(vz)) = (=Di(vy)(v(xz)).
En effet, on a
(— DIGHIV(Xy)(v2) = (= DIGHI DRG+HDZ Xy = (< Dk uzyx =
= [(=Dik pzylx = ((vy)(vz)x et
(=Dii(vy)(v(x2)) = (= Di(=Di+0) pxzy= x(u(=1ikzy) =

= x((vy)vz)) @

Proposiionll-3-7 : Pour x € Ajy € Ajetz € Ag.nous avons

les égalités suivantes:
(x,vy,vz) = (—1)i(vy, x,vz).
(vy.x,vz) = (= 1)ik(vy,vz, x).
En effet, on a
(x,vy,vz) — (= Dii(vy,x,vz)
= (x(vy))(vz) = x((vy)(vz)) = (=DH((vy) x)(vz) + (=D)I(vy)(xvz))
= [(v(xy))(vz) = (= Di(vy)(v(xz)] = [(v(xy)(vz) = (=D)iI(vy)((v(x2))]
=0.
(vy,x.vz) — (=D)ik(vy,vz,x) =
(vy)x)(vz) = (vy)(x(vz)) + (=DIK(vy)((vz) x) = (=D ((vy)(vz)) x
= [(=DI(v(xy))(vz) = (vy)(v(x2)] + [(vy)((v(x2)) = (= DIV (xy))(vz)]
=0 e



Proposition I1-3-8 : Pour x € Ajety e Aj, nous avons les
égalités suivantes :

(v)(vy) + (=Dii(vy)(vx) = uTr(xy).
Tr(xy)l - Tr(xy)l = 0.
En effet, on a,
(V)(vY) + (=Dii(vy)(vx) = (~Dilpy x +pxy = pixy + xy) = pTr(xy).
Tr(xy)l = Tr(xy)l = Tr(Tr(y)l = y)1 = Tr((Tr(x)1 = x)y)1

= [Tr(y)Tr(x) — Tr(xy) = Tr(x)Try) + Tr(xy)]l =0 o

Lemme II-3-9:Six e Aj,ye Aj,ze Ag (i,).k = 0,1) alors,
(x,y.vz) = — (=Dl(y,x,vz).
(X,vy,z) = = (-~ )ivi(vy,x,z)a
En effet,

(x.y,vz) = (xy)(vz) — x(y(vz))
= v(xyz) — v(x yz) = (= Dilv(y xz) = (=1)iiv(yxz)
= — (=Di[v(yxz) — v(y x2)] = = (=DI[(yx)(vz) = y(x(vz))]

= — (=Dli(y,x,vz).

D'apres la proposition 1I-3-5 on a (x,vy,z) = (-1 )i(vy, x,2).
Remarquons que Tr(x)] = x + x € Kl et x =Tr(x)] — x, il vient que
(x,vy,z) = (= 1D)li(vy, x,z)
= (=Di(vy,Tr(x)1,2) = (=Di(vy,x,z) = — (=1D)ii(vy,x,z).

(vx,y,2) = (=D)ii(y,vx,z) (proposition 11-3-5)
= (=DU(Tr(y)1,vx,z) = (-=Di(y,vx,z) = — (=D)li(y,vx,z) ®
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Lemme JI-3-10:Six e A,y e Aj,ze Ax (k=01
alors,

(x,vz,y) = — (= 1)iK(x,y,vz).
(vz,x,,y) = — (= Dl{vz,y,x).
En effet,
(x,vz,y) = (=1)iK(x,y vz) (proposition 11-3-5)
= (= DI, Tr(y)l,vz) — (=Dik(vy,x,z) = — (= 1)iK(x,y,vz).
(vz,x,y) = (=1)iK(x,vz,y) (proposition I1-3-5)
:(—l)ikﬂk(;,;,vz) (proposition [1-3-5)
= = (= 1)ik+ik+i(y x.vz)  (lemme [1-3-9)
= — (- Dik+ii(y ,vz.x) (proposition 11-3-5)
= — (= Dli(vz,y,x) (proposition [1-3-5)

=— (-=Dli(vz,y,x) ®

Lemme II-3-11:Sixe Aj,ye Aj,ze Ax (,),k=0,1)
alors

(X,vy,vz) = — (=D)li(vy.x,vz).
(vy,x,vz) = — (= 1)iK(vy,vz,x).
(vx,vy,z) = — (=Dii(vy,vx,z).
(x,vy,vz) = — (= IK(x,vz,vy).
En effet,
(x,vy,vz) = (=Dii(vy, x,vz) (proposition I11-3-7)

= (=Di(vy, Tr(x)1 — x,vz)

= —(=D)il(vy, x,vz).(Vy,X,vz)

= (—=1)ik(vy,vz,x) (proposition I1-3-7)
= — (=Dik(vy,vz,x).
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Soit S = (vx,vy.,z) + (—Dii(vy,vx,z) :

S = (vO)(vy)z = (v)((vy)z) + (= DIy (vx))z = (=Dii(vy)((vx)z)

= [(vx)(vy) + (=Dii(vy)(vx)]z — [(=1)IK(vx)(v(zy)) + (= D)iIFK(vy)(v(zx))]
= (UTr(xy))z — [(=Dik++R)pzy x + (= 1)ii+ik+ii+pzx y]

= (UTr(xy))z - (= DkG+Duz(xy + (= Dilyx)

= (UTr(xy))z — (-Dk(+Duz(xy + ‘)Z;)

= (UTr(xy))z — (= DkG+Duz(Tr(x y)1)

S = (UTr(xy)z (1 = (=Dk(+D),
Sii+j=0S=0;sii+j=lonaTr(xy)=0carxye AjetS=0.Dou

(vx,vy,z) = — (= Dli(vy,vx.z). )
Aussi : (x,vy,vz) = = (=1)l(vy,x,vz)

= (—)1+ik(vy, vz x)
= — (= 1)i+ik+ik(vz vy, x)
= (—1)ik+ik(vz, x,vy)

== (=Dik(x,vz,vy) @

Lemme [[-3-12: Six e Aj,ye Aj,ze Ax (13k = 0,1

alors,
(vx,vy,vz) = — (=Dl(vy,vx,vz).
(vz,vx,vy) = — (=Dii(vz,vy,vx).

En effet,
A = (vx,vy,vz) + (=Dli(vy,vx,vz) =
=((v)(vY))(vz) = (vx)((vy)(vz)) + (D[ ((vy)(vx))(vz) = (vy)((vx)(v2))]
= [(v)(vy) + (=Di(vy)(vx)](vz) = (vx)((vy)(v2)) = (=Dii(vy)((vx)(v2))

=(HTr(xy))(vz) = (=DIRV[((vy)(vz))x] = (= Di*i+0v((vx)(vz))y]
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= (UTr(xy))(vz) = vV[(v(xy)(v2)] (- DIvi((v(yx))(vz))]

= (UTr(x y))(vz) = vi(v(xy + (- Dyx))(vz)]

= (UWTr(x y)(vz) = v[(v(xy + xy)(vz)] = (WTe(x y)N(vz) — v[(v(Tr(xy))(vz)]
= (Tr(x y))(vz) = (Tr(xy)vviva)] = (Tr(xy))(vz) = (Tr(xy)vpz]

= u(Tr(xy) — Tr(xy)(vz) = 0 (proposition 11-3-8).

B = (vz.vx,vy) + (= 1)U(vz.vy ax)

=((vz)(vx))(vy) — (v2) (vt 1)+ I (vz) ey Divx) — (vz)((vy)(vx )]

= V(v (VY] + (= DIV ey Dx] = (vl (vx)(vy) + (= Dil(vy)(vx)|
= V[(=DIR((vx)(v2)y] + (= IV~ DIK((vy)(v2))x] — (WTr(x y)(v2)

= (= DKD[ V(= DUy x) vz )] + v[((vxy)(vz)]] = (uTr(x y))(vz)

= (- DKED[V[(v(xy))v2)] + VIv(xyD(v)]] - WTr(xy))(vz)

= (~DKED[V[(v(xy + xy)D(va)]] ~ (WTr(x y))(vz)

= (= DRED[V[(V(Tr(xy)))(vz2)]] = (uTr(x y ))(vz)

= (= DKED(Tr(xy) [ v(v(vz) ] = (uTr(x y))(vz)

= (~DKGDUTr(xy)(vz) = (uTr(xy)(vz) = (= DHREED = DuTr(x y)(vz)
Sii+j=0B=0;sii+j=lonaTr(xy)=0carxye AjetB =0
D'ol(vz,vx,vy) = — (=1)ii(vz,vy,vx) ®

Des lemmes [1-3-9,10,11,12 on déduit que pour
X=x+vx' e U, Y=y + vy ¢ U, Z=z+vz e Uk on a

(XY, 2) = = (=Y., X,2) et (X.Y,Z)= - (-DIKX,Z)Y)

ot U est obtenue a partir d'une superalgébre associative. Nous tirons le
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Théoreme :

Soit A = Ay) @ A une superalgebre associative possédant unc

involution scalaire alors U = A @ vA est une superalgebre alternative.

Remarque
Si A n'est pas supercommutative (i.e. XY = (=YX pour X € Uj .
Ye Uj) l'algébre U ainsi obtenue est une superalgebre alternative non

associative.

Soit A = Ap ® A unc superalgebre associative ou Ap = Kl et
A = Ku telle que u2 = 0. Posons W = A ® wA ot w2 = —1. Comme A es:
supercommutative, W une superalgébre associative de dimension 4 définic

par Wy =K1 @ Kej et Wy = Kw| @ Kw» dont [a table est :

/’ I e W Wo
I I € W W1
e e ~1 W1 —W|
W W ) 0 0
W W9 W 0 0

Posons U =W & vW ol v2 = —1.U est une superalgebre alternative:
non associative de dimension 8 définie par Uy = K1 @ Key @ Kep @ Ke
et U = Kup ©@ Kup @ Kuyz @ Kug dont la table est :
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/ 1 €| €9 e3 uj - uy Uy
I 1 €| €H €3 uy us us Uy
e €y -1 —-e3 €, u- —Uu —Uy uj
€9 €9 €3 ‘—l ) —€] us Uy —u —Uy
€3 €3 —€9 e -1 —Uy usj ~ U9 u
uy uj —Us — 3 Uy 0 0 0 0
us us uj —uy | —ujy 0 0 0 0
us us Uy Uy s 0 0 0 0
Uy Uy —Uuj U, —u 0 0 0 0

U n'est pas associative car

(er,ez,uy) =(ejex)u; —ej(equ)) = —e3u; —eju3 = ug + ug = 2ug = 0.

La superalgebre de Malcev U~ obtenue de U a comme table :

29




/1 1 e €9 €3 uj uo us Uy
I 0 0 0 0 0 0 0 0
e 0 0 —2e; 2e, 2uy —2u, ~2uy 2uy
€5 0 2eq 0 A 2uy 2uy 2u ~2uy
€3 0 | -2e, 2¢e 0 ~2uy 2uy —2uy 2u;
Uy 0 { —2u» ~2u3 2uy 0 0 0 0
u, | 0| 2u —uy | “2uy 0o [ 0 0 0
uz | 0 2uy 2u, 2uy 0 0 0 0
ug | 0 | —2uj 2uy =2uy 0 0 0 0

2h =1e; ; de =ep —iex ; 4f = ey +1e3; v| = u| +iup et v = uy +iug.

On suppose que i € K telle que i2 = —1. Posons :

Soit Ag (resp.Ay) le K-espace vectoriel

engendrée par (e,f,h)

(resp.(v],v2)).Aq est l'algebre de Lie simple de dimension trois et A| est

le Aj-module simple non de Lie de dimension deux. M = Ay ®@ A (ou

(A1)?2 = 0) est une superalgébre de Malcév (extension d'Elenberg) et
Mc U~
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CHAPITRE III

SEMI-SIMPLICITE DES
SUPERALGEBRES DE MALCEYV

INTRODUCTION

Conformément a la définition'de G. Hochschild, nous étudions
la semi-simplicité des superalgebres de Malcev. Apres avoir donné
quelques définitions et théorémes au paragraphe 1, nous établissons au
paragraphe 2 un théoreme sur les algebres de Malcev M telles que
Rad(M) # J(Rad(M).M,M). Ceci nous permet de démontrer le principal

résultat de ce chapitre au paragraphe 3.

I11-1 PRELIMINAIRES

Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de deux.

Théoreme I1I-1-1 (Théoréme de Poincaré-Birkoft-Witt.)

Soit L une superalgebre de Lie sur un corps K, U(L) son algebre

enveloppante et 6 : L—— U(L) le morphisme canonique de L. dans U(L)-

Soit (ej)ie] une base de L telle que tous les éléments ej soient homogenes.

(ot I est un ensemble totalement ordonné). Alors 1 et les produits de la
forme o(ej)o(ej,)...0(e;) avec i| <ip <. Sipetip <lpy lorsque €y

appartient a L] (pour p = 1,2,....,r) constituent une base de U(L) sur K.

(cf.17).
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Soit . = Ly ® L.} une superalgebre de Lie et U(l.) son algebre
enveloppante. Notons U(Lgy) la sous-algebre de U(L) engendrée par
K+Lg, U(Ly) est ausst l'algebre enveloppante de l'algebre de Lie L.

Nous avons le diagramme commutatif suivant :

Lo » L

U(Ly) —— U(L)

U(L) peut étre considéré comme un U(Lg)-module.

Soit (€j)je j une base de Ly ou J est un ensemble totalement ordonné,
alors 1 et les monomes e¢j ... e, (avec g > 0 et 1 < j2 <... < ]q),

constituent une U(Ly)-base de U(L). U(L) est donc de dimension finie sur

U(Lg) st Ly est de dimension finie sur K. (si g = 0 on pose ¢j €] = ).

1q

Soit Vg le K-sous-espace de U(L) engendré par | et les mondmes
cités ci-dessus pour lesquels q est pair et V| le K-sous-espace de U(L)

engendré par les mondémes pour lesquels g est impair.

Posons U(L)) = Vo ®g U(Ly) et U(LL); = V] ®g U(Ly) : alors on a une
Z»-graduation sur U(L) : U(L) = U(L)p @ U(L). Notons V{ le K-sous-
espace de V engendré par les mondmes cités ci-dessus pour lesquels q est

pair et non nul. On a la décomposition suivante :
UL) = ULy & (Vg ®k U(Lp)) © (V1 ®k U(Ly)).
L.UL) =Lo.U(Lp) ® (Vg @k U(Lp)) © (V] ®k U(Ly)).

(cf. 8).
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Déftinition I11-1-2

Soit A = Ag @ A| un anneau Zp-gradué. Soit M un A-module

Zr-gradué. M est un A-module non nul est dit simple si ses seuls A-sous-

modules homogenes sont 0 et M = M © M. M est dit semi-simple si M

est la somme directe de A-sous-modules simples.

Remarque I11-1- 3

Un A-module Zs-gradué M = Mgy @ M| est semi-simple si chaque

A-sous-module homogene de M admet un supplémentaire dans M.,

D¢tinition HT-1-4

Une K-superalgebre de Malcev M de dimension finie est semi-
simple si chaque M-module Z-gradué de dimension finie est semi-simple.

(cf. 8).

Remarque II-1-5:

Comme l'a précisée G. Hochschild [8], cette définition est tres
restrictive, pour la suite nous parlerons de semi-simplicité pour la semi-
simplicité au sens de G. Hochschild et de la semi-simplicité au sens

ordinaire.

Lemme [II-1-6

Soit M une superalgebre de Malcev semi-simple et soit I un idéal

homogene de M, alors M =1 @ I' ot I' est un 1déal homogene de M.
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En effet. M est un M-module Zo-eradué de M dont Ia
représentation associée est ad : M ——  Endg(M). Puisque M.I < I, 1
devient un M-sous-module homogeéne de M et M étant semi-simple, il
vient que [ possede un M-sous-module supplémentaire I' de M. Nous

avons alors M =1 @ I' et comme M.I' C I' ; I' est un 1déal homogene de
Me

Une conséquence du lemme est que tout idéal homogeéne d'une

superalgebre de Malcev semi-simple est semi-simple.

Lemme II-1-7

Soit M une algebre de Malcev et soit L une algebre de Lie contenue

dans M. Soit A un M-module de Lie, alors A est un L-module de Lie.

En cffet soit 6 : M —— Endg(A) la représentation associée au
M-module de Lie. Notons ¢': L —— Endg(A) la restriction de ¢ a L.

o' est K-linéaire et pour x,y € L :0'xy = Oxy = [0x,0y] = [6'x,0'y]. D'ou
o' est une représentation de Lie de I'algébre de Lie L dans A

Lemme [1I-1-8

Soit M = M @ M| une superalgebre de Malcev. Si M est semi-

simple telle que M2 = M, alors M est de J-noyau non nul.
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En effet M2 est un idéal homogene de M, par suite M = M2 @ M
(lemme II-1-6) ou M" est un idéal homogeéne supplémentaire de M2 dans
M. MM ¢ M2~ M = 0, ce qui entraine que (MMM = 0 et
M’ N(M). M’ # 0 car M2 % M. D'oii N(M) # (e

Lemme [II-1-9

Soit M = My ® M| une superalgebre de Malcev semi-simple ; alors
M= NM) ® M ou M est une superalgebre de Malcev de J-noyau nul
et IMMMM) =] (M) =M"

En effet. N(M) est un 1dé¢al homogene de M d'ou M = N(M) & M’

avec M'" un idéal homogene et semi-simple de M. Montrons que M' est de
j-noyau nul. Soit L = Iql(M') le j—noyau de M'

N(M).L € N(M).M'c M' N(M) =0 et
LM = L.(M'H(I(M)) c L ; il vient que L est un idéal de M et

](L,M,M) = J(LM'+NM)M'+N(M)) c ](L,M',M') = 0. Par suite
L ¢ I:I(M). D'ou L € N(M) mn M'=0.](M") est aussi un idéal homogene
de M'et M' étant semi-simple M' =J (M) @ M" ou M" est un 1déal
homogene de M'. M".N(M) = 0. D'ou

M"M = M".(N(M)+M") = M"M' © M' et

M" est un 1déal homogene de M.
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JMUMM) = 1(M".N(M) @ M',N(M) ® M) = J(M"M'M")  J(M")
d'ou }(M",M,M) cM" M ](M') =0, 1l vient alors que M" € N(M) et
donc que M"c N(M) " M'=0et M' = J(M").

J(M) = J(N(M) @ M'.N(M) ® M, N(M) ® M")

MM M) = J(M) =M e

Lemme HI-1-10 : Mk+k) = (MK)K) hour k k' > 0.

En effet, Mk+D = MO MK = (ME)D | En particulier
MU+1) = (MUY D et alors
M(k+2) — (M(k+1))(1) - ((M(k))(l))(l) _ (M(k))(z).
Par récurrence si M+K) = (M)XK q10rs -
M (k+(k'+1)) = (M(k+k'))(l) — ((M(k))(k'))(l) _ (M(k))(k'ﬂ).

D'ou le lemme ®

Lemme III-1-11

Soit M = My @ M une superalgebre de Malcev. Soient A une
sous-algebre de Malcev de M et B un idéal homogene de M. Si A et B

sont ré¢solubles, alors A + B est une superalgebre de Malcev résoluble.

En effet, puisque B est un idéal, AB < B. Par suite
(A+B)A+B)c A+ Bet A+ B estune sous-algebre de M.
Pour tout entier k, (A+B)(K) ¢ A() + B. Puisque A et B sont résolubles
il existe un entier m # 0 tel que A(M) = B(m) = 0. Alors
(A+B)m) c Am) + B Bet
(A+B)2m) = ((A+B)m)M = B(m) = 0,

A+B est donc une sous-superalgebre de Malcev résoluble
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[11-2 UN THEOREME SUR LES ALGEBRES DE
MALCEYV

Soit M une algebre de Malcev sur un torps K de caractéristique # 2
et 3.

Définition I11-2-1

Soit V un M-module de Malcev et soit W un sous-ensemble de V.
On note l'annulateur de M dans W l'ensemble WM = {v e W/ M.v = 0}.
Soit I un idéal de l'algebre de Malcev M. On définit la suite
IO =1, 1D = 12, 10 = [(k-D.1(k-D) pour un entier k > 1.

Proposition I11-2-2
Soit T un idéal d'une algebre de Malcev M alors J(1.M M) est un
idéal de M et HO).M < J(LM M) + 1K),
En effet,
MJAMM)  JIM.I,M2) + (MM MI) + J(M.M.IM) < J(IL.M.M) et
J(LM M) est un idéal de M. Montrons par récurrence que
1M < J(ILM,M) + 1K), Pour k = 0, 1)) = [ est un idéal de M par
suite [OM =M c1=JUMM) + 1) (car IIMM) c1).
Pour k = 1,1 =12 et DM = (L.LDM < I(LILM) + (I.M)I +(M.D)I
d'ot (DM < J(LIM) + LI € (ILMM) + I(1).
Supposons que la relation est vraie jusqu'au rang k. alors
[(k+D M = (1) IENM < J1K) 1K) M) + (1C).M)HEK) + (M.IK)H[K)
< J(IR) 1) M) + [J(LM M) + 1TG)]1R) 4 1K), (k)
< JAK) 1K) M) + (LM M) + 1K) [(K)
c J(ILMM) + [(k+1D).

Ce qui acheve la démonstration e

Nous avons alors [I(K) + J(LM,M)IM = IK.M + J(I,M,M).M
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< [10) + J(I,M,M)] + J(I,M,M)

< 1K)+ J(I,M,M).

&

et IM) + J(ILM.M) est un idéal de M. D'ou -

Proposition IT1-2-3 1(k) + J(I,M,M) est un idéal de M.

Pour k = 0,1.,2,...

Soit R le radical résoluble de M. Nous avons la suite

R = R o RD 5. o RM =0 pour un certain n entier.

Notons Iy = RK) + J(R,M,M) pour k = 0.1,2,... ot R(K) = 0 pour k>n.

Proposition [11-2-4

Ik est un 1déal de M et lﬁg el (k= 0,1.2,... )

En effet Ik est un idéal de M en vertu de la proposition III-2-3 et

Ik D Iy car RK) o Rk+1),

De plus I% = (RK) + J(R,M,M))(R(K) + I(R,M,M))

— RK+D £ (RMM) = Ij41.

D'ou la proposition e
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Nous avons une suite d'idéaux de M -
R=Ipol1 .21 DI =J(RMM). On suppose désormais que

R o J(R,M,M) alors I, @ R. Notons p ¢ plus petit entier positif tel que

2
1

)
I CR. Alors nous avons pour m< p ; I;), =R el R2 = [ B

Nous noterons pour simplifier I = 1. Soiecnt M = R ® S la décomposition
de Lévi de M et 1 l'injection canonique de S dans M. R étant un idéal de
M, R est un M-module de Malcev.

Soit p’: M —— Endg(R) la représentation associée. qui a x de M

associe, p’(x) = pl ou pour tout r de R ¢ p’(r) = xr.

Notons p = p’ o 1, p est une représentation de S dans R. R est donc

un S-module de Malcev. Soit le diagramme suivant :

[FQLCNY - S SN R/I ou 1 est la surjection canonique de R dans R/I
(ropg)(D) = n(ps(D) = ne(s.1) < w(I) = 0. 1l existe alors une unique

application K-linéaire ;_)S : R/l—sl% rendant commutatif Ie

diagramme :

Top,
R DI%
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Pour tout r dans R, p_(r+1) = sr + [ el P.OT=T0 ps

p, induit une application K-linéaire p:S —— End( [%) tel que

pour $1,$2,83 trois éléments de S ;

P (s152)8 0 T=T00 Prysp)sa

=T O [Pg30Ps,0Ps, - Ps0Ps10Ps3™ PsjOPs3sn T Ps1530Ps0]

=[P 0P 0P 4= P 0P 40P 3 P jOP g350+ P ;0P ] om

Puisque T est surjectif, il vient que

P (S152)s3 = P s;op szop 817 P sgop 5|Op $3” P SIOP s3sn T P slsgop $2

:S — End( [%) est une représentation de Malcev de S dans l%

RN

Posons T = Homg (R f K) = ([%) (dual de I%). Soit Ggune
application de T dans T définit par 64(1)=- 10 p,.

Oy induit une application K-linéaire 6 : S —— End(T) telle que pour
$1.82,83 trois éléments de S on ait

G(s150)53(T) = - TO P (8152)83
=-TOP HOP 0P ¢ +TOP (HOP (0P
+TO0P 0 Pgup-TOP ¢ 570P ¢,

=04 [T0 P 0P 4,1 = 043[T0 P ,0P ]

— Og45[T O P gy ]+ Og[T0 P s183]

= (04,0 0)[T 0 P ;] + (04,0 G IT 0 P )]
+ (GS3S20 GS])(’C) - (0-320 Gslsg)(T)

= (05, 0 Og, 0 ng)(ﬂ - (0-53 0 G5, 0 GSZ)(T)

— (059570 O )(T) + (04,0 Og451)(T)
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= (04, 0 0y, 0 O, = G430 Gy, 0 O, + G50 Tgiq; — O30 O (D).
D'ou 0(5152)53 = 041 0 Gy 0 Og3 = O30 Oy, 0 Oy = G570 Oy + Og,0 Oy

est une représentation de Malcev de S dans T.

T est un S-module de Malcev.

Proposition [I1-2-5 :

Soient s1,52,583 trois éléments de S et ry,ro,r3 trois éléments de R
nous avons :

(s182)r3 + (s1r2)s3 + (rys2)s3 + 1 =

= (P 40P Iy + 1= (P 0P )ra + D)

+ P gy +# D= P sy +sr3 + 1),
En effet,
(P 40P )3+ 1) = (P (0P (ra + D)
TP o+ D= P (83 + 53+ 1) =
= [s1(sar3) + 1] = [s3(s1r2) + 1] + [(s3s2)r] + 1] = [s2(r1s3) + s2(s1r3) + 1]
= s1(s2r3) — s3(s1r2) + (s3s2)r1 — s2(r1s3) — s2(syr3) + 1
= 51(s2r3) — s3(s112) + ($352)r| — s2(r(s3)
—s2(sr3) + J(ry.82,83) + J(s,82,r3)+]
= 81(s2r3) — s3(s1r2) + (s3s2)r] — s2(rs3) — s2(syr3) +
+[(s182)r3 = s1(sar3) + s2(sr3)f + [(rys2)s3 ~ ri(s2s3) + sa(rys3)] + L.
= (s1s2)r3 + (s1r2)s3 + (r1s2)s3 +
+ [s1(s2r3) + (s352)r] — s2(r1s3) — s2(s1r3) |

+ | —si(sar3) —ri(sps3) +s2(rys3) +sa(syr3)] + 1
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= (81823 + (s1r2)83 + (r1s2)s3 + .

(On rappelle que I(R,S,S)c ) e

Soit A =T & K (somme directe de K-espaces vectoriels).
Munissons A d'une structure de M-module en posant :

0’: M —— End(A) la représentation associée. M.K = ¢* (M)(K) = 0.

etpourte T,re Retse S G:_+ g(T) =oy(T)+T(r+ 10

Sotent X =11+, Y =12+ 2, Z=r3+ s3 des éléments de M =R @ S.
Montrons que
G’ZO 0,00 ~ G’YO G’XO O"Z - 040 O"ZY + O"XZO G’Y = GZXY)Z
Soitte T.
(O"ZO Gy00CYy — G’YO 6400, — 000,y + Cy,00,)(1) =
= (0430 O, 0 G N(T) + [T O p S105 sol(r3+1)
— (04, 0 G4, 0 G )(T) — [T O p 5305 s J(ro+1)
— (04,0 Og35,)(T) + [T O P 535011+
+ (0530 O, (1) — [T O P sy ) (rysz+sr3+l)
= (0440 O, 0 G5, — T, 0 O, O Ogy— 0410 Ogy5y + 041570 Og,)(T)
+70[(P 5,0P ,)(3+]) = (P ;0P ((rp+1]) ]

+T0 [P a1 +]) = P (1 s3+5113+])]

= O(s182)83(T) + T((s182)r3 + (s1r2)s3 + (r1sp)s3 + 1)
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= O(s150)83(1)

+ T(s182)r3 + ($112)83 + ($112)r3 + (r1s2)s3 + (rys2)r3 + 1]

+ T[(rir)s3 + (riro)rs + 1 1- (puisque R2 ¢ I)
= (67(s152)83 +{(s152)r3 + (5112 + 1182 + 1112)(13 + 53) (D)

= O'EXY)Z(T).

[T vient alors que

b _ 5 5 s 3 s s s 5 s s
O'(;XY)Z—O'ZOO'YOGX O'YOGXOO'Z GXOGZY+C)’XZOO’Y

pour des éléments X, Y. Z € M. A est un M-module de Malcev.
Remarques [11-2-6

19) 55: %—-——) I% tel que 55 (r+]) = sr + | pour tout r dans R vérifie
P o+ = (s150)r + I
= J(s1,89,5) + sy(sor) - sp(syr) + 1
=s1(sor) - so(syr) + 1
= [sy(sor) + 1] = [so(sy1) + 1]
_P (st D= P (syr+ D)
= (P §,0P )+D = (P 5,00 N+

= (p S]Op S2 T p 5205 Sl)(l.+l)

=[P g, P gyl (D).

Ainsi R/I est un M-module de Lie.
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29) De méme on montre que Oy, = [0y,.04,] et

G(sl+rl)(s2+r2): [(Sxﬁl,lscsxﬁl,2 ]. D'ou T est un S-module de Lie et

A est un M-module de Lie.

Nous avons T # O car | # R et tout ¢lément non nul de T est surjectif.

Pour tout r de R et pour un élément non nul T de T.

r.t= o1(1) = (r+l) = (T o m)(r). Comme T 0 1 est surjectf. il vient que

(tom(R) =K et par suite K = R'T ¢ R.A ¢ M.A.

M.K = 0 : doa K ¢ M.AM_ 1] ésulte le

Théoreme [11-2-7

Soit M une algebre de Malcev et R son radical résoluble. Si
J(R.M M) = R, alors il existe un M-module (de Lie) A de dimension finie
tel que (M.AYM 20,

I1-3 SEMI-SIMPLICITE

Proposition I11-3-1

Soit M = My @ M| une K-superalgébre de Malcev semi-simple de

J-noyau non nul. Soit R le radical résoluble de M), alors
R = J(R,M¢.Mg) = I(R,My,My)).

En effet M étant de J-noyau non nul, posons L = Ly ® L le

J-noyau de M. L est un idéal homogéne non nul de M, comme

M semi-simple M = L @ M' ot M' est aussi un idéal homogene
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de M (lemme I11-1-6). Tout ¢lément x de M s'éerit de maniére unique en
X = X[+x2 (ou x; € LLetxpe M) Soit p: M——L ou p(x) = xj la
projection de M sur L. ; p est un morphisme de superalgebres de Malcev.
Soit ¢ : L——U(L) l'injection canonique de L dans son algebre
enveloppante U(L). p = ¢ 0 p est une représentation de Lie de M dans

U(L). U(L) est alors un M-module. Soit U(My) 'algebre enveloppante de

M. Nous avons le diagramme : My —— M 200 5 U(L).
(0 0poxy)=o(p(xy)) = o(p(x)ply))
=[o(pCON.oplyN] = [(c 0o p o 1)(x).(c0poi)y)]

pour deux élements x et y de M. Il vient que le diagramme suivant est

commutatif :

My —————¥» U(L)

U(M,)
U(L) est donc un U(My)-module.

Soit le K-espace vectoriel B = U(LL) @ M'. B est une K-superalgebre ou

Bi = UL); @ M'; (i = 0.1) et la multiplication est définie par :
x.y=yx=0sixe UbL)ety e M'; x.y = xy st x,y € U(L) ou si
x,y € M'. On munit B d'une structure de U(Mg)-module en posant :
Pour tout b = u+m' de B (ot u e U(L), me M) etw e UMg)
wib=wb=kbsiw=ke Ketwsb=wsx(u+m') = w.ausiw ¢ K

( w.u est définie par 'action de U(Mg) sur U(L) ).
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Supposons que R © J(R.Mn.My) alors d'apres le théoreme 111-2-7,
1l existe un Mp-module (de Lie) A de dimension finie tel que
(Mg.AMo %0, Notons ® le produit tensoriel relatif a U(Mg). Soit
T =B ®p A. On définit I'action de M sur T par : x.(b ® a) = (xxb) ® a
pour tout x € Mettoutbeae T. T devient alors un M-module et
puisque L est de dimension finie, U(L) est de dimension finie sur U(Ly)
(cf. préliminaires). Soient {1,uf,...., up} une U(Lgy)-base de U(L) et
{m]....mq} une K-base de M'. Posons by = 1, bj = uj pour 1<1 <p et
bp+i = m; pour 1€1<q. Alors {bq,..., bp+q} engendre B relativement a
I'anneau U(Lg). Soit {aj..... a;} une K-base de A ; alors
{bj ® aj} 1<i<m:0gj<p+y constitue une K-base de T . 11 vient alors que
T =B ®y A estun M-module de dimension finie sur K.

En posant Top = Bg ®g A et Ty = B ®¢ A ; T devient un
M-module Z3-gradué fini. Soit b un élément non nul de (M().A)M“. Pour
tout y de My, nous avons y.(Kb) = K(y.b) = 0, i1l vient que Kb est un
Mg-sous-module de A. Soit W le M-sous-module homogene de T défini
par W = B ®y Kb. M étant semi-simple nous pouvons €crire que
T =W @& W’> ou W est un M-sous-module homogene de T

supplémentaire de W.

D'autre part b = Z xk ax (somme finie ) pour xx € My, ax € A.
K

Comme | ®axe Toponal ® ag = hy + hi ou hx € Wy, hi e W(’)
(ou Wo=Tog W, W(’) =Ty W?). Alors,

| ®b=1®&® Zxkak: X (1 ® ag) = Zxkhk+ Zxkhi( =h+ h’
k k k k
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avec h = Y xkhix € Mo.(Wg) € Wy, h' = Zxkhi( e Mo.(W)) W)
k k

Orl ®be Wgydou
h> e Wgnm W(’) = (0 et par suite | ® b =h e Mg.(W().
a) St L # 0, nous avons
Wq = Bg ®¢ Kb = (U(L)y ®y Kb) ® (M) ®, Kb)
= (Vg ®k U(lLy)) ®9 Kb
= Vo ®k (U(Ly)®gy Kb).
D'ou Wi < Vo ®x (UMp)®y Kb) = Vg ®k Kb
et Mp.Wo < M.V ®¢ Kb < V] ® Kb (c.f. Préliminaires ). Alors

| ®be MgWgyc V(J)r ®k Kb, il vient que 1 € V(J{. Ceci est absurde de

par la définition de V.
b)Si L} =0, nous avons T = U(Ly) ®yAetTo=T, T; =0.
Wi = Bg ® Kb = (U(L)g ® Kb) = U(lp) ® Kb = Kb.
Doul ®be Mp.Wp=0.1® b =0 est absurde.
Ainsi nous ne pouvons avoir R # }(R,M(),M()).

D'ou R = J(R,Mg,Mq) = KR, M().M()) e

Proposition I11-3-2

Soit M = M ® M| une K-superalgébre de Malcev semi-simple de

J-noyau nul. Alors Mg est semi-simple au sens ordinaire et M% =0.
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En effet, M étant de ]-noyau nul, I'idéal Mlz + Mle() ® M
engendré par M est résoluble (cf. 2). Il vient que M12 + Mle() est un
1déal résoluble de My et ainsi M‘l? + M|2M() < R. Alors M12 c R.
N =R @& M| est un idéal homogene résoluble de M (lemme III-1-11). N

est semi-simple en tant qu'idéal homogeéne de M = Mg @ M| et N2 < N,
D'apres le lemme 111-1-8 ; N est de ]—noyau non nul. Appliquons a N la
proposition I11-3-1. 1l vient que Rad(Ngp) = J(Rad(Ny),Ny,Ng) ou
No =My N =R Alors R = J(RR.R) = R2. Puisque R est résoluble
ona R =0. D'ou Mg est semi-simple et M;“) cR=0e

Soit M = M) @ M| une K-superalgébre de Malcév semi-simple.
M= I:J(M) @ M’ ot M est une superalgebre de Malcev de }—noyau

nul (lemme II1-1-9). Par suite d'apres la proposition [11-3-2, la

composante homogene de degré 0 de M’ notée M, est semi-simple au

sens ordinaire (Rad( M;)) =0).

Si l;J(M) = (), alors Mg = MZ) est semi-simple au sens ordinaire. -
Si l:J(M) # (). alors R = J(R,M(,Mq) (proposition [II-3-1). D'ou

R = J(R,M.Mp) < J(My,M,Mq) < }(M,M,M) = M’ (lemme I1I-1-9).

R étant un idéal de M. c'est aussi un 1déal de M(’): Mg M’et comme 1l

est résoluble ; 1l résulte que R ¢ Rad(M{)) = 0 et My est semi-simple au

sens ordinaire.

M étant considéré comme un M-module ; nous avons MM qui est un
M-sous-module homogeéne. Alors, MM admet un supplémentaire
homogeéne P dans Mi-e M = MM @ P,

M2 = M.P c P (car P est un idéal ) et M (M.P) € M.P, M.P est un
M-sous-module homogene du M-module P.
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Alors P = M.P @ Q ou Q est le supplémentaire homogene de M.P dans P
M.Qc QN MP=0.dou Qc MM et donc Q c MM A P =0. 11 vient
que M.P=PetM=MM® P =MM ® M.P = MM @ M2. MM et une
zéro-algébre (c'est donc une superalgebre de Lie) et il est semi-simple en
tant qu'idéal homogene de M. D'apres [8], MM = (MM)2 = () et par suite
M= M2,

M=My®M|;=My®Mi)?

2

= (M§G+ Mj)® MM

o

N 2 .
Dot MgM | = My et comme M{ = Mg car Mg -semi-simple au sens

ordinaire 1l vient que M(.M = M. Il en résulte le

Théoreme I11-3-3

Soit M = My @ M une K-superalgebre de Malcev. Si M est semi-
simple, alors My est une algebre de Malcev semi-simple au sens ordinaire

et My.M = M.

Corollaire 111-3-4

Soit M = M) ® M| une K-superalgebre de Malcev semi-simple.

Alors M =1Ly @S ® M’ ou

L est une algebre de Lie semi-simple au sens ordinaire.

S = S%@ S, est une K-superalgebre de Lie semi-simple au sens de
G. Hochschild.

M’ est une K-algebre de Malcev semi-simple au sens ordinaire de

J-noyau nul.
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En effet,

d'apres le lemme [II-1-9, M = N(M) @ M’. N(M) étant une

superalgebre de Lie, 1l vient que I:J(M) =Lp®SouS= S%@ S estune
K-superalgebre de Lie semi-simple et Ly une algebre de Lie semi-simple
au sens ordinaire (cf. 8 ).

M’ = M ® M} etant une K-superalgebre de Maleev semi-simple de
}-noyau nul, alors (M’I)2 = 0 (proposition HI-3-2 ). Par suite M est
un idéal homogene de M”; il admet donc un supplémentaire homogene
dans M. Ce supplémentaire coincide avec M) qui devient aussi un idéal
de M’ Alors My, M7 < My M3 =0. Comme M,. M’= M”.
(théoreme II1-3-3) il vient que

M{ .M} = M).(M{;® M) = (M;)2= M) @ M].

D'ou M} =0. Nous avons donc M’= M}, et M’est une algebre de

Malcev semi-simple au sens ordinaire de J-noyau nul.
M=NM)@e M’=Lp® (Mlz@ SH®A (A= M.

D'ou le corollaire @
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Remarque [11-3-5 :

Le corollaire nous permet d'affirmer qu'une superalgebre de
Malcev semi-simple au scns de G. Hochschild se décomposent en somme

directe d'une superalgebre de Lie semi-simple au sens de G. Hochschild et

d'une algebre de Malcev semi-simple au sens ordinaire de J-noyau nul.
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CHAPITRE 1V

RESOLUBILITE DES
SUPERALGEBRES DE MALCEYV

INTRODUCTION

Soit M = M() @ M| une supéralgélirc de Malcev sur K un corps
commutatif de caractéristique nulle. Dans c¢ chapitre nous montrons que
M est résoluble si et seulement si sa composante homogene de degré zéro
est une algebre de Malcev résoluble. Enfin nous généralisons le théoreme
de Lie aux algebres de Malcev résolubles. Dans [22] Stitzinger a montré
que pour toute algebre de Malcev résoluble M 1l existe une suite
croissante d'idéaux de M :0 = Mg < M| ... € Mmj = M telle que M;j est
de dimension i pour i = 1,..m = dim(M) (corollaire du théoreme de Lie).
Ici nous trouvons qu'il est intéressant de montrer que tout M-module de

Malcev V possede un drapeau stable par M.

IV-1 PRELIMINAIRES

Soit M une K-superalgebre de Malcev.
On construit les deux suites de sous-algebres de M suivantes :
Ml =M ; M2 =M.M,... Mk = M.Mk-1 pourk=0,1,... et

M) = M2 ; M) = M@.MQ),.. . MEK) = Mkk-D) M(k-1) pour k =0,1,...
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Définition IV-1-1
M est dit nilpotent s'il existe un entier naturel p tel que M) = 0.
M est dit résoluble sl existe un entier naturel p tel que M) =0,

Remarques [V-1-2

Pour tout k = 0.1,... ; MK est un idéal de M mais ce n'est pas

toujours pas le cas de M(K),

Une algebre de Malcev nilpotente est résoluble. La réciproque n'est

pas toujours vraie.

Lemme IV-1-3

Si dim(M) < 2, alors M est une superalgeébre de Lie.

Lemme [V-1-4

Si dim(M) = 3 et M est non de Lie, alors M est isomorphe a l'une

des superalgebres de Malcev suivantes :

M(1,2) définie par au = v ; u2 = a.
M(1,2,u1) au=v;uv=ua  (uz0)
M(2,1) ab=b;au=-u;uZ=h.

(a,b (resp. u,v) sont homogeéne de degré O (resp. 1)).



(Pour la démonstration cf. 1).

V-2 RESOLUBILITE

Théoreme IV-2-1 (Théoreme de Lie)
Soit K un corps commutatif algébriquement clos et de
caractéristique nulle. Soit L une algebre de Lie résoluble de ¢l(V) ou V
est un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors L laisse invariant un

drapeau de V. (ct. 9)

Soit K un corps commutatif algébriquement clos et de

caractéristique nulle. Soit L une algebre de Lie résoluble
et p: L —— Endg(V) une représentation finie de L. p(L) est une
algebre de Lie résoluble de gl(V) et V possede un drapeau (invariant par
pL)):0=Vpc Vic..c V=V oudim(Vj) =1ipouri=1.2,..met
L.Vi=p(L)(Vj) c Vi

Mieux si {v{,...,vi} est une K-base de Vi (1<1 < m) alors pour tout
x de L ; x.vi = px(vi) = M(x)vi + w' (avec w' € Vj_.1)ou Al est un
caractere de M. (i.e. Al est une application K-linéaire de M dans K et

A (M2) = 0). Il vient que L2.Vi < Vi .| pouri=1,..m.
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Soit A = Ay @ Ay une superalgebre de Lie de dimension finie telle
que Ag soit résoluble. Soit p: Ag —— Endg(A)) telle que pour x € Ay ;
px est 'endomorphisme de A définie par px(y) = xy ouy e Aj pest
une représentation finie de A dans Aj. Il existe donc un drapeau de
Aj=Vitelque: 0=Vgc Vic...c Vy=Aj0u {v],.. vi} estune
K-base de Vi (1<€i< m). De plus Ay, Vi = p(Ag)(Vi) € Vet .»'\?,.Vi c Vi.].
Puisque A = Ay @ A une superalgebre de Lie ; nous avons :

PJV(vi,vAi'vk) = (Vivj)vk - Vi(vivk) - vi(vivk) = 0 pour 1<ij,k<m.
Soit k =1,2..., meti,) <k alors
}(vi,\/j,vk) = Xk(vivAi)vk + (w - vi(vivk) + (vivivi ) =0 ou w € Vi1,
Alors w - vi(vjvk) + (Vivk)Vj € Vk-1 et ainsi nous avons AR(ViVvk =0 ;
D'autre part j(Vk,Vk,Vi) = (vk)2vi + 2(vivi)vk = 0. Soit
((V)2vi + W) + 2Xk(vivi)vk = 0 (W' € V). Ainsi AK(vivi)ve=0.

Enfin, 0 = J (v vk vk) = 3(vi)2vk soit Ak((vi)2) vy = 0.

[ vient donc que VE.Vk c Xk(Vf).Vk + Vk-1 = Vi1 pour ISk <m.
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Lemme [V-2-2

Soit K un corps commutatif algébriquement clos et de
caractéristique nulle. Soit A = Ay @ A| une superalgébre de Lie telle que
Agestrésoluble. Alors :

1) 1l existe un drapeau de A; : 0= Vo Vi c... € Vin = A|
(ot dim(V;) = 1) stable par Ag.

i) AP C (Af+ Vi )@ Vinpsi et

ACPHD  (AZL V2 )@ Vi poup ]

m-—p+I

En effet, 1) résulte du théoreme de Lie car A} est un Ag-module de
Lie. Soit alors 0 = Vo V| C... € Vi = Ay ce drapeau. Soit (vi,...,vj)
une K-base de V; (I<1 <m). Nous avons

A=A)D A =A)® Vi,

lﬂ

(Puisque [A2 + V2]V A(%.vm + V,%.Vm C V1)

Ainsi ii) est vérifiée pour p = | ; supposons la vraie pour tout
entier strictement inférieur a p+1.

AN A (2p+2)

- A(QP"'U. A (2p+1)

c [(A )+ V ) ® Vm—p] [(A()'*' Vm p+l) ® Vm-p]

m-p+l

S (AG+ Vo) @ [Af+ Vi pet)-Vinp

m-— p

C(AZ+ VA )@ Vi

m-—p

56



. i
Do AP (AF + VI (i) @ Vipen+1 Ct

A p+D+1) _ A CO+D) A Cp+D)

CUAG+ Vi) ® Vi pll(Af + V) ® Vil

m-p m-—p

C(AG+ Vi) ®TAG+ V2 1V

2

C(Ag+ ) © Vimp-1.

m P

Par suite A(2(PTH+HD (A + V2

e p) ® Vim-p-1. D'ou le lemme @

Lemme [V-2-3

Soit A = Ay @ A une superalgebre de Lie sur K un corps
algébriquement clos de caractéristique nulle. Ag est résoluble si et

seulement s1 A est résoluble.

En effet, st Apestrésoluble alors A( )= 0 pour un entier naturel

non nul n. Du lemme IV-2-2, il vient que A|{ = Vin D Vip-1 .. Vo =0.

Par suite, d'apres le méme lemme

A(zmﬂ)g A(2 + Vlzg A et

A(2m+n+l)g [A(2m+1) ](“) c (A ](n) A(n) 0 (lemme 111I-1-10).

D'ou A est résoluble. La réciproque est triviale o
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Lemme IV-2-4 :

Soit A = Ag © A une superalgebre de Malcév de J-noyau nul sur
K un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. A est résoluble

st et seulement s1 A est résoluble.

En effet, A étant de J-noyau nul, Iidéal I = (A7+A7.AQ) ® A
engendré par Aj est résoluble (cf. 2, Théoreme 5-4 ).St A est résoluble,

alors A = Ag + I est résoluble d'apres le lemme III-1-11. La réciproque
est triviale @

Théoreme 1V-2-4 :

Soit M = M) © M| une superalgebre de Malcev sur K un corps de

caractéristique nulle. M est résoluble si et seulement s1 M est résoluble.

En effet,
soit K" une cloture algébrique de K. Nous avons M'=M ®g K' est
résoluble si et seulement si M est résoluble car (M')'™ = MM@g K',
On supposera alors que K est algébriquement clos. Si M est de dimension
p< 2, alors M est une superalgebre de Lie (lemme 1V-1-3) et le lemme
IV-2-3 nous donne le théoreme.

Si M est de dimension trois non de Lie, alors M est isomorphe a
M(1,2) ; M(1,2,1) ; ou M(2,1) (lemme IV-1-4) (u # 0 ). Ces
superalgebres de Malcev sont toutes résolubles et donc vérifient le
théoreme. Supposons par récurrence que le théoréme est vrai pour toute
superalgebre de Malcev de dimension strictement inférieure a m (un

entier non nul).



Soit M = My @ M une superalgébre de Malcev de dimension m

telle que My est résoluble. Soit L=N(M) = Ly @ L le J-noyau de M.
Si L =0 : alors le lemme 1V-2-4 nous donne le théoreme.

Par contre si L. # 0 ; alors Ly € Mg et Ly est résoluble. Par suite L est

résoluble (lemme [V-2-3). MA est une superalgebre de Malcev de
. - ) N M e 2 .
dimension n < m. (M/L)() = %0 est résoluble puisque Mg est

résoluble. Griace a I'hypothese de récurrence, il vient que M/L est

résoluble. L et M4" crant résolubles, M est résoluble. Réciproquement si

M est résoluble. My est résoluble en tant que sous- algebre de M o
Remarque :

La nilpotence de Mg n'entraine pas celle de M. Par exemple,

considérer la superalgebre de Malcev M(1,2,11) avec 1 # 0.

IV-3 GENERALISATION DU THEOREME DE LIE

Lemme [V-3-1 :

St A =A)® A est une superalgebre de Malcev résoluble
(resp.nilpotente) alors G(A) est résoluble (resp.nilpotente) ou G(A) est

I'enveloppe grassmannienne de A.

En effet, il suffit de remarquer que (G(A))n € A" ® G et

(GA)M c ARG e
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[Lemme [V-3-2 :

Soit M = My ® M| une superalgebre de Malcev telle que Mg est

résoluble ; Mj = Kv #0et v2 =0,

Alors [M(z)]v =0et M| est un Myp-module de Lie.

En effet, M| = Kv est un Mg-module de Malcev, il existe donc une
application K-linéaire o de M dans K telle que pour tout x dans My ;
XV =0(x)v. Si pour tout x de Mg, aux) = 0 alors [ M%]v co(Myv =0
et M(.).M1 = 0, soit M| est un Mg-module de Lie. Supposons qu'il existe

ve MpMi =M.

un ¢lément x de Mg tel que oux) # 0 ; alors v =
a(Xx)

: ‘14 2

Soit z un €lément quelconque de Mj, alors Kz @ Kv est une super-
sous-algebre de M et Kz @ Kv C M2 = M(z) ® M,. D'autre part puisque
My est résoluble ; M est résoluble (théoreme [V-2-4) par suite G(M) est

une algebre de Malcev résoluble (lemme précédent).

Du corollaire 1.4.8 de [14,p. 8] il vient que

(G(A))2 = (M(2)® Gy) ® (M| ® G) est nilpotente (G I'algebre
grassmannienne est unitaire ).

U=(Kz® Gy & (Kv ® G}) (G(A))2 d'ou U est une superalgebre
nilpotente. Nous avons ; UM = (a(z))m-1Kv ® G pour tout m > 1. U est
nilpotente d'ou U™ = 0 pour un certain entier m > 1. Soit

(a(z))m-1Kv = 0 entrainant que (o(z))m-1 = 0. Le corps de base étant de

caractéristique nulle, il vient que o(z) = 0.

\ 2 .
D'ou pour tout z € M a(z) = 0 et ainsi [M(z)]v = 0.
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Montrons que M| = Kv est un Mg-module de Lie. Soit x.y € Mo ;

Jx,y.v) = (xy)v = x(yv) + y(xv) = ouUxy)v — ay)o(x)v + o(x)aly)v =0

2 . :
car xy € My, : d'ott M| est un Mg-module de Lie ®

Cect étant nous sommes en mesure de démontrer le

Théoréme IV-3-3 :

Soit M une algebre de Malcev résoluble sur K un corps
algébriquement clos de caractéristique nulle. Soit V un M-module de
Malcev de dimension finte m. Alors, il existe un drapeau de V :
0=Vypc Vyc...c Vin = Vinvariant par M ou dim(V;) =1 pour
1=1,2,... m.

De plus nous avons M?‘.Vi c Vi pouri=1,2,... m.

En effet, montrons le théoréeme par récurrence. Si V est de
dimension un ; V est un M-module de Lie (proposition IV-3-2) et le

théoréme est vraie.
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Supposons que le théoréme est vérifié pour tout M-module de
dimension p < m (ot m > 1). Soit V un M-module de dimension m. Le

théoreme 1.4.9 de [14, p 8] nous dit que V n'est pas un M-module simple.
Soit W un M-sous-module propre de V. Le K-espace vectoriel quotient
U= \VW est un M-module (de Malcev) de dimension r < m. Appliquant
I'hypothese de récurrence a U, il vient qu'il existe un drapeau de

U:0=Upc U c... < Uy =U mvarnant par M ou dim(U;) =i pour
i = 1,2, r. De plus nous avons M2.U, < Uj | pouri= 12 r
Soit (uy,....uj) une base de Uj.

Notons vj un représentant de uj pour I <1 <.
W étant un M-module de dimension p = m -r < m. il existe un drapeau de
W stable par M. Soit 0 =Wy W c... C Wp = W ce drapeau ou
(W[,...,wj) est une base du M-sous-module Wj et de plus nous avons
M2.W; < Wi (1 <j<p). Alors
(1) x.wj=Ax)wj + w}

(ou w} e W) (Al est un caractere de M dépendant de wi).
Puisque M.U; ¢ Uj et M2.U; < Ui (1 <1 <r) nous avons

X.uj = AM+P(x)uj + u’
(ou u; e Ui.1) (M*Pest un caractere de M dépendant de uj)

d'oll X.(vi + W) = AHD(x)(vi + W) + (u2 + W). Soit
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(2)  xvp= APV + ul+ W
tel que u;’ e Uiy (pour I €1<r1)

Soit F = (W1..... wp,vl,...,vl-). Montrons que I est une base de V.

p r
Soit0= X ojwj+ 2B vi ()
= =

(ou 04, Bi sont des scalaires ). It vient que

r P I I
YPivi=- Y ojwj e Wdon TBi(vi+W)=0+Wer 2Bjui=0.
i=1 = i= i~

Comme (u].....ur) est une base de U, il vient que 3j = O pour I <1 <.

(+) devient 2 ojwj =0 soit aj =0 pour 1 <j<p (car (wWi,...wp) est
=l ‘
une base de W ). Il s'ensuit que I est une famille libre et puisque

p+r=m=dimV ; F est une base de V.

Posons pour p+1 <i<m; wj=vjp. Soit Vi le K-espace vectoriel

engendré par (wy,...,wi) pour | <1<m.
['égalité (1) reste inchangée :
X.wi = AM(X)wj + Wi
avec w;e Vi1 (pour 1 €1<p)
Soit @} un représentant de u?. L'égalité (2) devient :
X.wi = A(X)Wi + W’
avec wl= B + 0P Vi, ou o€ W.=Vp C Vi

(pour p+1 <i<m ). Par suite M.V;c Vijet M2.V, c Vi_|.
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Finalement 0 = Vo V| C... € Vip = V est un drapeau de V invariant

par M ( dim(V;) =1 pouri=1,2,... m) et de plus nous avons

M2.Vi< Vi.p pouri=12,.. m.

D'ou le théoreme @

En posant V = M, par la représentation adjointe on obtient le

corollaire démontré dans [22, Théoreme 4].
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CHAPITRE V

ESPACE-POIDS D'UNE
ALGEBRE DE MALCEYV

V-1 INTRODUCTION

Soit M une algebre de Malcev de dimension finie sur K un corps
commutatf de caractéristique nulle. Soit V. un M-module de Malcev de

dimension finie et p la représentation associée. Soit S un sous-ensemble de

M et A une fonction de S dans K, on définit I'espace propre Via(S) et

I'espace poids VA(S) de V relativement a A (et S) par :

ValS)={ve V/V xe S, px)=A) v}

VA(S) = Ive V/V xe S, 3ne N*tel que (p(x) - Ax)H v =0}
lorsque S = M, VA(S) est notée VA, On notera (p(x) - A(x))M v par

(x - A(x))M v (o0 m est un entier). Dans ce chapitre nous montrons le
le résultat suivant :

Théoreme V-4-6:

Soit K un corps de caractéristique nulle. Soit M une K-algebre de
Malcev et V un M-module de Malcev. Si VA = 0, alors

a) Pour toute sous-algébre S semi-simple de M, ona S.VA = 0.

b) A est un caractere.
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¢) VA est un M-sous-module de V si et seulement si
il existe une base (vi.....vy) de VA el que

) ¥V oxe M, (x-Ax)) v =0.

il
k) ¥ x € M, (X - AMX)) vi = ZA;—~1(X)Vi'.i pouri=23._.n
=

les Al

j ¢tant des applications K-linéaires de M dans K.

Dans ce cas Vy # 0.

J
Dans [21]. M. K. Smith & montrer que pour tout module de Lie

d'une algebre de Lie L, si VA = 0 alors VA est un M-sous-module de V ot

A est un caractere et Vy_ # 0.

Ensuite nous donnons un exemple nous assurant la justesse des

conditions énoncées pour que VA soit un M-module.

Définition V-1-1

Soit A une application de M dans K ; A est un caractere de M si A
est K-linéaire et A(M2) = 0.

Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie, V est un M-

module de Malcev et A : M —— K un caractere de M tel que V), # 0.

Soit v € V) alors pour tout x € M nous avons x.v = A(x)v d'ou
x.Vy < Vi et Vi est un M-sous-module de V. De méme (x — A(x))v =0 ;

par suite V) < VA D'oll nous avons la
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Proposition V-1-2 :

Vi est un M-sous-module de Vet Vi < VA,

Définitions V-1-3

- On désigne par SI(2,K) I'algebre de Lie simple de dimension trot

dont une base {e.f,h} est telle que eh = e, th = ~fetef = %h,

o

- L'algebre C- est l'algebre de Malcev simple de dimension sepi

ayant une base {e].....e7} dont la table de multiplication est la suivante

elen = —uer e|e3 = —0en e|eq4 = —0e.
ejes = oes eres = oeq e|e7 = aey
erey = 2¢7 ereq = —26(, eres =¢j
e3eq4 = 2¢e5 €3en = ¢ eqe7 = e
e5eq = 0eq €5e7 = —0e3 €e6e7 = 0y

ou 0= a € K; les autres produits eiej (ol 1 < j) étant nuls.
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V-2 UN THEOREME SUR LES MODULES DE LIE

Dans ce paragraphe, nous supposerons que M est une K-algebre de
Malcev et V un M-module de Lie. Pour la démonstration du théoreme
V-2-3 nous avons besoin de deux femmes dont le premier est une

extension du théoréeme de Lie bien connu (cf. 9 ).

Lemme V-2-1

Soit M une K-algebre de Malcev résoluble d'indice p sur K un
corps algébriquement clos de caractéristique nulle. Soit V un M-module
de Lie de dimension tinie, alors il existe un drapeau de V invartant par M

1.e. 1l existe des sous espaces Vi (i=1,....n) tels que -

O0=Vygc Vic..cVy=V et MV;cV; Wdim(Vj =1).

En effet, V étant un M-module de Lie, soit p la représentation
associée 2 V.A = {px/x e M } est l'enveloppe de Lie de M,

A- c [End(V)]- et A- est une K-algebre de Lie résoluble car

[A-](P) < p(M(P) = 0. V est trivialement un A~ -module de Lie. D'ou par

application du théoreme de Lie V possede un drapeau

0=Vpc Vic..c Va=Vitelque A V; c V; (i=0,....n) et dim(Vj) = 1.

Par suite M.V; = A-.V;c Vi D'ou le lemme @
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Lemme V-2-2

Soit M une K-algebre de Malcev. Soit p une représentation de Lie
de M dans V et soit A = L(M) = {px/x e M } une enveloppe de Lie de
M. Soit . : M—— K une fonction telle que VA # 0, alors A' : A—— K
définie par A'(y)=A(x) (ot x € M tel que y = p(x)) est une fonction de A
et VA(M) = VA(A).

En effet ; montrons que A' est bien définie. Soit y € A et soient
X, x € Mtels que y=p(x)=p(x’). Soit v un vecteur non nul de VA -

alors pour un entier naturel non nul m

(p(x)-A(x))M(v) = (p(x)-A(x")M (v) = 0. Comme y = p(x) = p(x), il
vient que (y-A(x))M(v) = (y-A(x')M (v) = 0, par suite

0#ve VAMX)(y) n VAMX)(y) et puisque pour tout endomorphisme y de V
les espace-poids VO(y) sont confondus ou d'intersection nulle (cf. 3) ;

nous aurons VA(X)(y) = VAX)(y) et A(x) = A(x").

Dot A'(y) = A(x) = A(x") est bien définie. A’ : A—— K est donc une
fonction de A dans K. Soit v e VA soity € A, il existe x € M tel que
y = p(x) et pour m un naturel donné (y-A'(y))M(v) = (p(x)-A(x))M(v)= 0.
Par conséquence pour tout y dans A, (y -A'(y)M(v) =0etv e VA(A).

Réciproquement si v € VA'(A) alors pour x dans M,

(PO)-A(x)N)M(v) = (y -A'(y))m (v) = 0 (avec y = p(x) et m un nature|

donné) ; par suite v € V}\(M), Ainsi VAM) = VX'(A). Dans la suite nous
confondrons A'et A ®
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Théoreme V-2-3

Soit K un corps de caractéristique nulle et soit V un M-module de

Lie. Si VA #0, alors
i) Pour toute sous-algebre M' semi-simple de M, on a M'.VA = (.
1) A est un caractere.
ii1) VA est un M-sous-module de V.

1v) Vi # 0.

En effet, supposons que M’ est une sous-algébre semi-simple. Soit
p: M'—— End(V) la représentation de M" dans V induite par celle de M;
V devient un M'-module de Lie et VA % 0 o A' est la restriction de A 2
M’ Soit A" = L(M") une enveloppe de Lie de M'. M' étant semi-simple, il
en est de méme pour A’ (cf. 12, théorémel5).Nous avons

VA 2 VA(M') = VA(A") (lemme V-2-2). D'apres [21]
VA'(AY) = V(A" =Vo(A') car A’ semi-simple. Soit x € M’ alors

p(x) e A'et p(x)(Vk) c p(x)(Vu(AY)) = 0. VA est invariant par M/, VA

est donc muni d'une structure de M'-module trivial, d'out M.V = 0.

Ce qui acheéve la démonstration de 1).

Supposons maintenant que M est résoluble. Soit p : M—— End(V) la

représentation associée et K une cloture algébrique de K. Notons

M=M ®g K et V=V ®k K.Alors M est une K-algébre de Malcév
résoluble de dimension finie et V un M-module de Lie de dimension
finie de représentation induite p, il vient du lemme V-2-1 qu'il existe un

drapeau de V stable par M:0=WycC Wic...cWy=V ol
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dim(Wj)=1et M. W; c W,. Soit v un vecteur non nul de VA alors

w=v®Il#0etwe V. Il inste un entier 1 coOmpris entre zEro et m tel
que w € Wiypetwe Wi Soit w image de w dans W = W‘*/ , W est

un vecteur non nul du M-module de Lie W de représentation p induite

par p. Comme dmW = | ; W=wH :W“ ou U est un caractere de M.
D'ou :
: € WH(M) - WH_'(M) avec u' larestrictionde paM =M ® 1.
D'autre part v‘e VA implique w € VAMM) car

D 0O-LOM(W) = (p(X)-AXDM(y & 1) = (p(x)-A(x)My @ 1 = 0. il
vient donc que
(POO-ANM(W) = (p()-AX )T (w+Wi) = (p(x)-A())Mw +Wi = 0 =W

ctainsi w € WAM). 0# w e WAM) A WH (M) entraine que A = i’

est un caractere.

Supposons que M est une algebre de Malcev quelconque et soit
M= R ® S une décomposition de Lévi de M (R est le radical résoluble et
S une sous-algebre semi-simple (au sens ordinaire)). De ce qui précede ;

la restriction A/ de A a S est nulle et Ay (restriction de A a R) est un

caractere. Soit s € S ; H=Ks @ R est une K—algebre de Malcev résoluble

et par suite Ay restriction de A a H est un caractére. Aussi,

AMos+Pr) = oA(s) + BA) =PAG) Vre R;Vse Set o, € K.
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[l s'en suit que A est linéaire sur M et comme Ajyp estun caractere.
MsR)C MH2) =0 Vse S. Comme M2 =S + SR + R2. nous avons
A(M2) =0 et & est un caractere démontrant ainsi 11).

i) et 1v) se démontrent de fagon analogue au cas des algébres de Lie

(cf.2]) @

V-3 Cas de SI(2, K) ¢t de C-

Dans ce paragraphe nous déterminerons les espaces poids VA de M
une algebre de Malcev simple et V. un M-module fini non de Lie et
simple. Le corps de base K est algébriquement clos et de caractéristique

nulle.
Lemme V-3-1 :

Sotent M = S1(2,K) et V le M—module simple non de Lie de

dimension deux. Soit A une fonction de M dans K: alors VA = 0.

En effet, soit V = Kv + Kw.

1 .
Soit (e,f,h) une base de M telle que eh = e ; th = —f;ef = Eh., Soit p la

représentation associée 4 V nous avons p(e), p(f), p(h) qui sont définis

par les matrices respectives (relativement a la base (v,w))
0 O " 0 -1 " I 0
= = { =
p)=1, o] PO=1, o lePi=1,
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Soit u = ov + Bow un vecteur de VA (). Bo e K). Soit x € M,
x = ae + bf + ch (a.b,c € K). Posons X = p(x) - A(x) ; on montre que

X‘“(U) = X(X‘“» l(U)) = (Xn]V + Blnw, (I]]Zl) Otl

{(Xlﬂ :(C'— l(x))alﬂ_'l B bﬁln—] (g)

ﬁm =a0y - —(c+ l(X))ﬁm—-l
det(S) = A(x)2 + ab - ¢2. VA £ 0 si et seulement si det(S) = 0. soit

A(x)2 = c? - ab Dans ce cas o = B = 0si (¢ - AMxX)DOUm-1 - bBm-1 =0

ceci indépendamment de x (i.e. de a,b,c). Il vient que o = Pm-g =0
De proche en proche, nous obtenons o = By =0. Dot VA =0 e

Soit (ej ..., €7 ) une base de M= C- et (vy....,v7 ) une base de V un
7. 7
M-module régulier. Soit w = ¥ B, v; un élément de Vietx = 2ajejun
i=] =1

élément de M (B(i) caj e K).

.
Posons X = Zaip(ei) - A(X).
=

7 7
Xmy = X(Xm-ly) = 3B vi = X( B vi)-
=l 1=1

1=

i

7 7 . 7.
= ( Z‘]lp(el))( ZB:TI——I ‘Vi) - }L(X) ZB:HW{IW
1=1 ' 1= 1=l
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Comme p(ej)vj = —p(ej)vj il vient que

XMy = z z (41 Bm—l Jle p(t])Vl )\‘(X ZBm

1=li=+1

~ola By~ a2 Bl va + By~ a3By o) va+ (B~ aaBp, vy
+af(a B;n_, - asB,[n_ﬂvs +Car By = a6By ) ve + (Bl — a7Bln—1)V7]
+H2(a2 B —a3Bi_ ) v7— 2(aa Bk - aa B2 ) ve + (a2 B — asB2_ ) vi]
+2(a3[3ﬁ]_1 - '(14[5;,1)% +(a3B0 - a6 B v+ (agB] |~ 117[3,4n_1)v1
+o[ asB,(lH ~aeBo_ ) va—(asBl_ —a7Ba_va+(agBl ) —a7B8 ) va]

- AX) ZBm

1=1

Et comme XMy = ZB , on déduit que
1=1

| | 3 ) 4 . 5 . 6 7
Bm :_X(X)anl _JWBIH -1 ~a()Bn]A[ —‘17Bm~l +(12B”17] +LI}B1]]A1 +a4Bmfl

2 1 /
Bm :aa2Bm—l (K(X)#L(Yal )Bm 1 0"17811 ] +(X£16Bm4
3 1 3 5 . 7
Bm _aa3Bxll—1 _(X(X)+aal )Bm—l +OLaF/Bm—I MadSBm—l
Bl =oa Bl — (A +oa Bl 0B | +oagpO
m = FAgP - v 17K m-| COM in-1 S -1
5 | ) 3 . 4 S
Bm __a‘aSBm—l _2‘14Bm—1 +2d}B'““l -(AMx) - oy Bm"l

6
Bm :—a‘a(me l+2d4Bm 1 ‘12Bm l_()\(x)— ‘II)BIH !

le = —oaBy, —2a3B +2€12[3 o~ (AMx)—oa B/

m-1-
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| |
v o
Bin Bin—-l
4 4
Posons By, = Bm et Byt = Bm——l
By B
m m—1|
0 6
Bm Bm—l
7 7
Bm Bm—l

(coordonnées relatives a {v[,...,v7}).

Soit A la matrice définie par © (posons A(X) = A)

- —as —a6 ~a7 az as a4
cay —i-—oa 0 0 0 —-0a7y oag
oas 0 A —oay 0 oaz 0 —oas
oAy 0 0 ~A—-0a)  —oag oas 0
—oas 0 —2agq 2a3 ~A+oag 0 0
—0ag 2a4 0 -2a7 0 —-A+0a) 0
—0a7  —2a3 240 0 0 0 —A+0ay

Bm = A.Bm-1 et nous avons det A = —A(x)(A(x)—0a])3(A(x)+oal)3.
VA =0 si et seulement si det(S) = 0, soit A(X) = 0ag ; A(x) =~ aaj ou

A(x) =0.

75




[°) cas_ Si A(x) = aaj alors VA = ().

En effet A(x) = aag soit A(a|x(+... +a7x7) = ¢a|
VAXD(x1) = VoUx 1) = Va(x) = Kvs + Kvg + Kv7.
Soit w = ksvs + keve + k7vy € VA I+x6)(x [4x6) = VO(X|+X6).
Posons X = p(x1+x¢) - oudy et Y = p(x+x5) - audy
Xw = (p(x)+p(xe) - oudy)w = ou(ksvy + kyva)
X2w = X(Xw) = (-200)a(ksva + k7va).
Par récurrence, il vient que XMw = (-20)M-la(ksvy + k7va).
Si de plus w € VAXI#X9)(x14x5) = VE(X|+X5) nous avons
Yw = a(ksvyg - kevi) et
Y2w = (-200)0(ksvy - kgva).
Par récurrence, il vient que YM'w = (-200)M-la(ksvy - kevi).
Siwe VAdalors w e VOUx ) N VOUx+x5) N VO(Xx +X¢). Dol
Xmw =0 = (-200)™ lo(ksvg + k7vo) =0 entraine que ks = k7 =0 et
Ym'w =0 = (-200)M-lo(ksvyg - kgviy) = O entraine que ks = kg = 0.

Nous déduisons que ks = kg = k7 = 0 et par suite w = 0, soit VA =0 ®

2°) cas Si A(x) = —oa) alors VA= 0.

En effet A(x) = —aa] soit Alajx|+... +a7x7) = —0a|
VAX(x]) = V-%x 1) = Vog(x]) = Kvo + Kvi + Kvg.

Soit w = kovy + k3vy + kavg € VAXI+H3)(x14x3) = V=O(X [ +X3).
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Posons X = p(xj+x3) + aidy et Y = p(x1+x2) + aidy.

Xw = (p(x)+p(x3) + audv)w = 2(kgvs - kavy) et

X2w = X(Xw) = 2(2at)(kgvs - kav7).

Par récurrence, il vient que XMw = 2(2c)M-l(kgvs - kov7).

Si de plus w & VAX1+X2)(x |+x2) = V=U(X |+X2) nous avons

Yw = 2(k3v7 - kqvg) et

Y2w = 220)(k3v7 - kave).

Par récurrence, il vient que YM'w = 2(200)M-1(k3v7 - kgve).
Siwe Vralors w e V=O(x|) N V-O(x+x3) N V=O(x [+x2). D'ou
Xmw =0 = 2(-200)m-1(kgvs - kovy) =0 entraine que ko = kg = 0 et
YM'w =0 =2(-200)m-I(k3v7 - kqvg) = 0 entraine que k3 = kg = 0.

Nous déduisons que k2 = k3 = kg = 0 et par suite w = 0, soit VA=0 @

3°) cas Si A(x) = 0alors VA =0,

En effet A(x) = 0 quelque soit x dans M et soit w € VX = VO alors

VO < VO(x1) m VO(xq+x7) et VO(x|) = Kv; ; montrons que
vi & VO(xg+x7).

Posons Z = p(x4+x7) alors Zv| = (p(x4)+p(x7) )vi = o(v4 - v7)
Z2v1 = Z(Zvy) = (F200) v Z3v| = (2200)0(v4 - v7)

Z4v1 = (-200)2v].
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Par récurrence, il vient que Z2My | = (22¢)Mv |
22m+l\,1 = (-200)Mo(vyg - v7)

pour tout entier naturel m.

Comme o # 0, ZPv| # 0 pour tout entier naturel p.

Par suite vi ¢ VO(xg+x7) et VO < VO(x ) N VO(xg+x7) =0 @

Les trois cas traités ci-haut permettent d'énoncer le

Lemme V-3-2

Si M = C- et Vest un M-module régulier et A une fonction de M

dans K: alors VA = 0.

Théoréme V-3-3

Soit M une algebre de Malcev semi-simple et V un M-module de
Malcev sur un corps K algébriquement clos de caractéristique nulle. Si

VA =0 alors VA ¢ N(V).

n m
En effet, d'aprés [6] nous avons M= @ M; et V=@ Vi (M est une
i=l =l

algebre de Malcev simple pour i = 1,...,n et Vj un sous-module simple
pour j = 2,..m) tels que

1°) V1 est le plus grand sous-module de Lie de V
2°) Pour 2 <j <m, il existe un entier k = k(j), I <k < ntel que

M.V =0 pour tout 1 # k.
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De plus soit dimV; =2 et alors : Mk = SI(2,K) et Vjest le
Mg—module simple non de Lie de dimension deux ou soit dimVy=Tet
alors : Mg = C- et Vj est un Mg-module régulier.

Dans ces deux cas nous avons montrer (Ilemme V-2-1 et lemme
V-2-2) que V?*(Mk) = 0. D'ou V)i* - V}i‘(Mk) =0 pour ) =2,..m.

m
Alors VA= @ VA = VI € N(V) car Vi = N(V)

=1

V-4 -ESPACE-POIDS D'UN M-MODULE DIE MALCEY

Lemme V-4-1

Soit M une algebre de Malcev résoluble sur un corps K
algébriquement clos de caractéristique nulle. Soit V. un M-module non nul
de Malcev de dimension finie. Il existe un caractere & de M dans K et un
vecteur non nul v) de V tels que p(x)v) = a(x)vi ou p est la

représentation associée a V.

En effet, V ( étant un M-module non nul ) contient un M-sous-
module simple W. D'apres [ 14, Théoreme 1.4.9] W est un M-module de
dimension un. Soit W = Kv| Appliquant le lemme IV-3-2 a la

superalgebre de Malcev M @ W (extension d'Elenberg ; W2 = 0), il vient
que p(x)v] = o(X)v] ol a est un caractere de M o

Lemme V-4-2

Soit M une algebre de Malcév résoluble sur un corps K
algébriquement clos de caractéristique nulle. Soit V un M-module de
Malcev de dimension deux. Si A est une fonction de M dans K telle que
VA 20, alors A est un caractére de M et VA est un M-sous-module de V.
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En effet, du lemme précédent, il existe a un caractere de M et
0 #v] € Vg. Supposons que VAest de dimension un, alors si de plus

VA =Vy alors A = a . D'ott A est un caractére de M et VA = Vi est un

M-sous-module de V.

Si Vg # VA alors A # o alors il existe x( de M tel que

o(x() # Mxq). Soit 0 # vo € VA (vy,v2) constitue une base du M-module
V. W = VK L, estun M-module de dimension un et W = WA = Wy et
g

d'aprés ci-haut A est un caractere,
Nous aurons p(x)}v2) = A(x)va + A(x)v] (ot A est une fonction de M

dans K).Puisque va e VA montrons que A(y) = O pour tout y dans M.

Notons X = p(x)-A(x)idy pour x dans M ;
Xv2 = (p(x)-A(x)idv)(v2) = A(X)v|
X2 vy = X(A(X)vy) = [AG)(0U(X)-A(x))]V]

XM vy = [A)((X)-Ax ) 1Tv.

Comme XN vy =0, il vient que A(x)(a(x)-A(x)"-1 = 0. Le corps K étant

de caractéristique nulle, on a A(x)(a(x)-A(x)) = 0. Soit X2 vp = 0.

Soity € Met Y = p(y)-A(y)idy nous avons :

(p(x+y)-A(x+y)idy )2(v2) = 0 =(X+Y)2v2

Soit X(Yv2) = -Y(Xv2) d'oti A(y)(ou(x)-A(x)) = -A(x)(aly)-A(y))

Pour x = y = x(), nous avons A(xQ)(0(x0)-A(x0)) = -A(x0)(a(x(0)-A(x0))

soit A(x() = 0 car p(x()-A(x0) # 0.
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De plus A(y)(ou(x0)-A(x0)) = -A(x0)(c(y)-A(y)) = O pour tout y

dans M. Dot A(y) =0 pour y € M. Il vient donc que pour tout x € M
p(x)(v2) = A(x)v2 et donc VA = V3 = Kvs est un M-module.

Si la dimension de VX est deux alors VA = V ; d'ot VA est un M-module

et 0 # Vi, © VA entraine que & = o est un caractére.

D'ou le lemme @

REMAROQUE -

Lorsque 0 # VA & NM(V) ol NM(V) est le J-noyau de V ; alors VA
est un M-sous-module (de Lie) (cf. théoreme V-2-3). Par contre s1 V est
de dimension supérieure a deux et que VA & Np(V) alors VA n'est pas
nécessairement un M-module de Malcev. Nous allons en donner un
exemple :

Soit 1. = Kx+Ky+Kz la K-algebre de Lie résoluble définie par :
xy=z;xz=yetyz=0. Soit V=Kv|+Kvy+Kv3 le L-module de Malcev

de représentation p telle que :

1
x.vlz—;vl; y.vi=0; z.vy =0
]
X.V2 = 52 y.V2 = Vi, ZN2 =— V],
]
X°V3—EV3+V2; Y.V3 = V]| ; Z.V3 = — V].
. N PO |
Soit A le caractere de L définie par A(x) = 3

Soient (a,b,c) et (o.,f,y) des éléments de K3 et soitu=c v + B va + 7y v3
. |
un vecteur de VA, Alors pour f = a(p(x)—aid) + bp(y) + cp(z), nous

avons |

fu=_(ya)va +[-0a + B(b —c) +y(b — ¢)]vj
f2u = (ya)(b — ¢)v| -a[-0a + B(b — ¢) + (b — c]vi

81



= [ya(b — ¢) + oa? — Ba(b — ¢) —ya(b — ¢)]v|
= [oa? — Bab - ¢) ]v|
fP+2u = (-a)P[aa? — Balb — ¢) Jv| pour p entier.

fP+2u = 0 entraine que (-a)Pfara2 — Ba(b — ¢)] = 0 ; soit a2 — Ba(b — ¢) = 0.

On a alors 2 u = 0 quelque soit (a.b.c) : il vient donc que oe = = 0 et
u= yv3. Dot VA=Kvj.

VA =Kvs n'est pas un M-sous-module car y.v3 =v] ¢ Kv3
De plus V) =0.

Lemme V-4-3

Soient M une K-algebre de Malcev et V un M-module de Malcev.
. A
Soit 0 #ve V) c VA \%(v est un M-module et (\%(V) = V}%(V.

En effet, v € Vj. il vient que x.v = A(x)v pour tout x de M. Kv est

donc un M-sous-module de V. %V est alors un M-module-quotient de

V. Soit0#ue VA, pour tout x de M. (x - X(x))Mu = O (pour m un entier

naturel) d'ou (x - A(x))M(u+Kv) = 0 + Kv entrainant que
u+Kve (\%(V)l ; Nous avons alors V%v - (%V))\A Soit w + Kv

un élément de (Y, )k alors pour tout x de M
Kv p

(x - A(x)P(w+Kv) = 0 + Kv (pour p un entier naturel ).
D'ou (x - A(x))Pw = A(X)v.

Par suite (x - A(x)P+(w) = (x - AD[(AX)V)] = AX)[(x - A(x))v] = 0.

[l en résulte que (\%@)k - V%V . On conclue donc que

Vi)' = Vi, o

82



Théoréeme V-4-4 :

Soient M une algebre de Malcev résoluble sur un corps K
algébriquement clos de caractéristique nulle et V. un M-module fini |

Soit A une fonction de M dans K. Si VA #0 ; alors
a) A est un caractere de M
b) VA est un M-sous-module si et seulement s'il existe une base {vy,...,vn}
de VA tel que
¥) ¥V xe M, (x-AKx)) vy =0.
-1
#5) ¥V ox € M. (x - AMXx)) vi = ZA;~—1 (x)viy pouri=23.n
1=l
les A;——u étant des applications K-linéaires de M dans K.

Dans ce cas V) # 0.

En effet, le lemme V-4-1 nous dit que Vi # 0 ol o est
un caractere de M. Si V est un M-module de dimension un ; alors
V = VA = V. Alors A = o est un caractere de M. On suppose par
récurrence que si V est un M-module de dimension p < n tel que VA # 0
alors A est un caractére de M. Soit donc V un M-module de dimension n.
SoitO0#ue VgetO#ve VA Sivest colinéaire a u alors A = o est
un caractere de M sinon V' = \%(U est un M-module de dimension n-1

et v+ Ku e (VH* # 0. Par suite (hypothese) A est un caractére de M.
D'ou a).

Nous allons démontrer par récurrence sur la dimension n de VA que
si VA est un M-sous-module de V alors il existe une base {vi,...,vn} de VA

tel que
) V¥V xe M, (x-Ax)) vy =0.
il
¥%) ¥V xe M, (x - A(x)) vi= ZA;_i (x)vi-j pouri=2,3. n
=

les A;__i ¢tant des applications K-linéaires de M dans K.

Si n=1 alors VX étant un M-module ( lemme V-4-1) il existe o

un caractere de M et un vecteur non nut v de Vg appartenant a VA,

Alors A =0 et ainsi pour tout x de M (x - A(x)) v| = 0.

Par suite si VA = Kv est un M-module . k) est vérifié.
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Supposons que si VA est un M-sous-module de V un M-module de
dimension p < n alors il existe une base {vi,..., vp} de VA tel que

) Voxe M. (X - AX)) vy :O

1) Vox e M, (x - AMX)) v; ZA  (X)vi-j pouri=23.p
les ALi ¢tant des apphcmlons K-linéaires de M dans K.

Soit VX est un M-sous-module de V de dimension n. D'aprés le lemme
V-4-1 1l existe oo un caractére de M et un vecteur non nul v| de
V appartenant & VA D'otu 0 # vi € VO VA Alors o = & et pour
tout x € M (x - A(x)) vi = 0. Par suite ) est vérifié.
Kvj est un M-sous-module de V. Considérons le M-module quotient

A A
— V — V —_ X < . N . - B ] ~
W = AVI = ( AVI) = WA qui est de dimension n-1. L'hypothese
de récurrence nous dit qu'il existe une base {wy,...,wp-1} de W

tel que : DV xe M, (x-Ax)) w =0

l— .
iV xe M, (x-AX)) w;= Z B;Ai(x)wi_j pour i = 2,3... n-|

les B: ; ¢tant des applications K-lin¢aires de M dans K.

Soient vit un représentant de wi (i-e wi = vit| +Kvy ).

n
Montrons que {v},...,vn} est une base de VA Soit 0 = Zaivi ;
=l
n

alors zajwj—l =0 soitaj=0pourj=2,..ncar {wy,.,wp|} estune
=2
base de W. Il s'en suit que aj = 0. D'oll {V],...,vy) est une base de V} qui

est de dimension n.
i) est équivalenta ¥V x e M, (x - Mx)) v2 = AZ(x)v] (la linéarité de
A% (x) est due a celle de I'application (x - A(x)) )
i—1
i) implique que ¥V x € M, (x - A(x)) vix1 = 3, B_ (Ovijs1 + A{(x)vy
=1
pour 1 =23 n- 1 (La encore la linéarité de l'application (x - A(x)) et

la lin€arité des B{_;(x) induisent celle de A'“(x))
Pour3<i<netl <j< 1-1, posons Ai = BI” 'l .

Alors pour 1 = 3,...,n
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1.

Voxe M, (x-Ax) vi= 2B ()vij+ Aj(x)v)

ik

= YA (v,
=1
Dautre partona ¥V x e M, (x - A(x)) v2 = /\f(x)v; et
(x - AMx)) vy =0.
1l résulte que {vy....,vn) est une base de VA telle que
) V xe M, (x-Ax)) vi=0.

i—1
%)V xe M, (x - A(X)) vi = ZA;”I (X)Vi_-i pour 1 = 2.3...i
=1

les A}_i ¢tant des applications K-linéaires de M dans K.

La réciproque est évidente o

Soit M une K-algebre de Malcev et V un K-module de Malcev.
M =M ®k K’ la K'-algebre de Malcév obtenue par extension du corps
Ket V=V ®gK' le K-module de Malcev obtenu par extension de K
Soit p la représentation associée a V . Il existe donc une représentation
p' de M dans V qui est définie par :
P ox VOK) =p (V) ®kkol x ®k'e Metv®Kk' e V, soit
Pyok = Px ® ki (I est I'application identit¢ de K' dans K).

A'est la K'-extension linéaire de A & M qui est définie par :
Ax ® k) =Ar(x) ®k'= (k' ot x ® k' e M.
Proposition V-4-5 :

VAM) ®k K' = (V)M (M)
V(M) ®K K' = (V)5 (M)

En effet; posons 1y, I'application identité de V ; soit v'= v ® k' un
générateur de VA(M) ®K K, avec v e VAM) ((p, - A()1)mv = 0 pors
mentier)etk’'e K' Onapourx ® ke M :

Py gk ~ A ORIy ® L)™' =[p' o = Axk(ly & 1 )]V =
=[P ok ~ M)y @kl ™V = [p, @kl — Ay ® Kkl JMv' =
=[Py~ A01 ) ® kI I™(v ® k) =
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=[(p, =21 )M @ kM (v ® k) =
= ((p, ~ M) 1)MV @ K"K =0 ® k™K' = 0., d'ou

VMM) ®K K' < (V)M (M),

Soit v'= v®K' un élément de (V)}“(M) (k' # 0), alors
(Pyg) - MX®D1®1 )MV =0 dou
(Pywl - K(x@l)lv@)lK.)m(v@k') =
(P, @1y - K(x)lv®lK,)m(v®k') = (py - AX) )My @ k' = 0.
Par suite (pX - A(x)1 V)mv:() et v appartient a V)‘(M)
Ailnsi ; v ® k appartient a V}‘(M) ®k K. On a donc
(WM (M) = VAM) @k K-
On obtient V(M) ®k K' = (V) (M). en prenantm =1 e

Théoreme V-4-6:

Soit K un corps de caractéristique nulle. Soit V un M-module

de Malcev. Si VA #0. alors :
i) Pour toute sous-algébre M’ semi-simple de M, on a M".VA = 0.
ii) A est un caracteére.
iii) VA est un M-sous-module si et seulement si

il existe une base {v|,....vp} de VA telle que :

#) Vxe M, (x-Ax)) vy =0.

-1
wx) V x € M, (x - MX)) v = ZA;_i (x)vi-j pouri=2,3..n
=l

les A;_i étant des applications K-linéaires de M dans K.

Dans ce cas V) #0.
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Ln effet,

1?) Nous supposons que K est algébriquement clos,
Soit M' est une sous-algebre semi-simple. V est un M'-module et nous
avons VA < VA(M'") ot X'est la restriction de A & M'. Du théoréeme V-3-3
il vient que VA(M') € Nap(V) et par conséquent M. VA(M') =0
(1) du théoréme V-2-3 ) et donc M'.VA € M'.VA(M") = 0.
D'ou 1).

Soit R le radical résoluble de M et M =R @ S une décomposition
de Lévi de M. S est une sous-algebre semi-simple d'ot pour tout s € S,
p(s)(v) =s.v =0. Soit H(s) = Ks @ R ou s est un élément de S. H(s) est
une algebre de MalcéQ résoluble et VA < VA(H(s)) = 0, il vient que A est
un caractere de H(s) (théoreme V-4-4). D'ol A est linéaire sur H(s) et
A(H(s).H(s)) = 0. Alors pour touts € Setry, 2, re H(s)etabe K
Alas+br) = ai(s) + bA(r) = bA(r) et Alarj+bro) = ai(ry) + bA(r2).
Ainsi A est linéaire sur M = R @ S car A(S) = 0.
D'autre part A(H(s).H(s)) = 0 implique que A(sR) = A(R2) = 0 pour tout
se S. Comme A(M?2) = MR2+RS+S) = MR2) + A(RS) + A(S) =0 ; A esi

un caractere de M. Nous avons donc 11).

Montrons que V* est un M-sous-module si et seulement s'il existe

une base {vi,...vy} de VA telle que

)V xe M, (x-A(x)) vi=0

-1
#%) V. ox € M, (x-A(x) vi= X A ()vij pouri=23.
=l

etles A . étant des applications K-linéaires de M dans <

VA est un M-module alors (VMAR) = VA est un R-module et

d'aprés le théoréme V-4-3 ; il existe une base {vi,...,vp} de VX tel que
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)V xe R, (x-A(x) vi=0
k) Vox e R, (X - A(x)) vy = li]/\: i(x)vi_j pour1=23._.n
=1
et les Ail—| ¢tant des applications K-linéaires de R dans K.
Nous savons que pour tout couple (s,v) de S x VA s.v = A(s) = 0.
On pose A;*Ai(s) =0 pouri=2.3.. net I<<i-1. 1l vient que
DV xe R®S =M. (x - A(x)) vi =0.

e
NV xe ROES =M. (x - A(x)) vi = ZALi(X)Viii
i=l

pouri=23. n ctoules Al sontdes applications
K-lin¢aires de M = R @ S dans K.

Alors vy € V) entraine que Vy # (.

29) Si K n'est pas algébriquement clos, désignons par K' sa cloture
algébrique. M, V. pet X' sont comme dans la propositition V-4-5
VA = VA (M)# 0 car VA = 0. D'apres ce qui précede :

Si M' est une sous algebre semi-simple de M alors M' @k K

est une sous algebre semi-simple de M et par suite :
0=(M ®K K). VA =M ® K).(V2 ®K K) = M.VA ® K.

D'ott M.V4 = 0. D'ou i).

De méme puisque A’ est un caractere nous avons A'(X ® k) =0
pour tout x @ k € M2 = M2 ®k K'. En particulier pour tout x € M2 -
AX)=A(x® 1)=0. De plus pour x,y € MetPBe K:

Ax+BY) = M((x+By) ® 1) = M'(x ® 1+B(y ® 1))
=Xx ® D+Pr(y ® 1)

= A(x)+BA(y).

Par suite A est un caractere de M. On a donc 11).
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Enfin si VA est un M-module non nul de dimension n, alors
VA £ 0 et VA est un M-module ; d'oti (V)a(M) # 0 et ainsi Vy # 0.
[T existe donc 0 # vy € Vj.
A
Notons aussi que Wi = V/@] = (W A est aussi un M-module.
Si Wy =0, alors (WA =0 et (WA est un M-module.
Dot (W) #0et 0= (W) Alors il existe 0 # vy + Kvy e (W) ;
soit (X ~ A(X))vy = A,z(x)vl ou Alz(x) e K.
. . A

De proche en proche on définit les M-modules Wi = V/(Kv; F+Ky)

(v

(pour 1=1..n) Hestimmédiat par constructon que {vy,..., vi} est une
famille libre de VA Si W; = (W)X est non nul ; alors il existe

0# vigp + (Kvi+. +Kvi) e (Wi :
i
SOIt (X - A(X))Vig] = ZA{f%H(x)vi_‘m ol A}f{H(X) € Kpourj=1.1
1=
Comme VA est de dimension n, il vient que V* posséde une base

{(Vi,...,vn} de VA telle que :
) ¥V xe M, (x-A(x)) vi=0

Il
#1) Vo oxe M, (x - A(X)) vi = ZALi (X)vi-j pouri =23 n
1=l '

et les A;_i étant des applications K-linéaires de M dans K.

La réciproque de ii1) est évidente ®
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CHAPITRE
VI




CHAPITRE VI

SOUS-ALGEBRE DE
CARTAN GRADUEE

INTRODUCTION

Dans un article de T. MOONS (cf. 15), 1l a été introduit la notion
de sous-algebre de Cartan graduée (sacg) pour une superalgebre de Lie,
nous poursuivons ici en étendant celie-ci aux superalgebres de Malcev.
Nous démontrerons quelques théoremes de structure pour les

superalgebres de Malcev mais aussi les propriétés d'une sacg.

Le probleme de conjugaison des sacg d'une superalgebre de Malcev

résoluble est abordé.

VI-1 PRELIMINAIRES

Toute algebre, espace vectoriel sera de dimension finie (sauf
indication contraire ) sur K un corps commutatif de caractéristique

différente de 2 et 3.
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Soit M = My @ M| une superalgébre, M est une superalgebre de

Malcev.

admM: M ——— Endk (M) est une super-représentation de M dans
M ou adm(x) est défini par adm(x)(y) = xy. Si aucune ambiguité n'est
possible on notera adm(x) par adx et ady par ad. ad (ou adm) est appelée

(super-) représentation adjointe de M.

Soit V un M-module de Malcev et p la représentation associée a V.
Un sous-espace vectoriel W de V est stable ou invariant par p st pour tout

élément x € M ; p(x)(W) < W (On dit alors que W est introverti).

Dans ce cas, l'application p': M ——® Endk (W) est une super-
représentation de M dans W, dite sous-représentation de p.
. , e . . \V/
Soit 6(x) I'endomorphisme du K-espace vectoriel quotient /W

déduit de p(x) par passage au quotient, l'application qui a x associe G(xX)

est une super-représentation de M dans \%V dite représentation quotient

de p.
Le M-module W (resp. \VW) est dit M-sous-module de V(resp.

M-module-quotient de V).

91



Définition VI-1-1]
Soit M = M @ M| une superalgebre de Malcev. Soit H une

sous-algebre nilpotente de I'algébre de Malcév M. On pose :

MEH) =M= § [M(adh) (M)] = D My

heH 11 hell
MYH)y=M" = ~ [Uker((adh))] = M MY%n)
heH i>l hell

ot ad : M ——® Endk (M) est super-représentation adjointe de M. M
(resp. MU) est appelée la 1-composante (resp. la O-composante) de Fitting
de M relativement a H- M = MU @ M1 est appelée la décomposition de

Fitting de M relativement a H (ou a adH).

Soit m un entier naturel et pj<p2<...<pm+1 une suite strictement

croissante d'entiers naturels. SOIt Yp,.Ypyse-»Yp, des €iéments

homogenes de M. On pose degré de y, = §p :
i i

S=S(p1,p2---.pm+1) I'ensemble des permutations du (m+1)-uplet

(P1,p2,----pm+1)- Soit ¢ € S ; notons

m m+i — -
o)=Y Y Val(r,S,G)yo(pr)yo(m)
r=1 s=r+l |

Isio(p,)>06(pg)

ou Val(r,s,0) = { )
0 sinon
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Soit A = (p1.p2....pm+1) €t S(A) l'ensemble des permutations de A et soit

Ay =(P1sP2s > PiclsPitls--en Pt )= (P1oP2seesPicl-Pi>Pitl s Pmtl)

et Fi = S(A) I'ensemble des permutations de A;.

Posons Ej = {6 € S(A)/o(p1) =pi}.
Proposition VI-1-2 1l existe une bijection entre Ej et F.

En effet, soit fj : E; ——® I+ tel que fi(c) est défini par

[fi(e))(p)) = {

o(pj)sti+l<jsm+]

et soit g; : F;——® E; tel que gi(o) est détini par

pisij=1
[gi(®)](p) = yo(piy)si 2<j<i
o(pj)sii+l<j<m+]

Pour j = I,...,m+1 ;
[gi(fi(0))](pj) = o(pj) d'ou gjofi= id(E;) (id(E;) = identité de E; dans E;).

Pour j = 1,..,i-11+1,..m+1 ;

[fi(gi(0))](pj) = o(pj) d'ou fiogi= 1d(F;) (1d(Fj) = identité de F; dans Fj).

I1 vient que fj est une bijection @
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Proposition VI-1-3 Soit ¢ € E; alors

1) d(o) = d(fi(0))

2°) d(o) = §Pi(§f’i—l + +§m) + d(fi(o)) sii=2,..,m+l.
En effet,
sit=1alorsEl ={ce S(A)/o(p1)=p1} et F} = S(p2,p3.....pm+1).
m+l
d(c) = 2 2 Vallrs.6)y o0 Vo,
r=1 s=r+l
m+1 m m+l
= 2 Val(ls, 00y, o, )+ 2, D Val(rs, o) P Ys(py)
§=2 r=2 s=r+l

Or Val(l,s,0) = 0 car 6(p|) = p1<a(ps) pour s>2 et
[f1(c)](pj) = o(pj) si j=2. D'ou

m m+]

do) =Y, Y Val(r,s,05 o,

r=2 s=r+l
m m+l

=Y Y Vval(r,s. f oy (g)](pl)y[l(onm
r=2 s=r+!

= d(f(0)).

Pour une simplification de I'écriture posons pour r,s = I,...m+]1
H(r,s,0) =Val(r,s, G)yff([’r)yff(m)'

St1# 1 alors :

m+l
On pose & = ZH(],S,G)Z §P1(§Pif1+ o +§p1).
§=2
m m+1 m+l
d©)= D, D Val(rs.6) v Vorp = Z Y H(r.s.0)
r=1 s=r+l =] s=r+l
m+1 m+l
_ZH(1,5,0)+Z ) H(r.s.0)

r=2 s=r+l
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m+1 m m+1

1-1 i i
Z ZH(I $,0) +Z ZH(l $,0) + z ZH(l,%,O'
r=2

2 s=r+l r=2 s=i+l r=i+] s=r+!

-2 1-1 i-1 m+l m+l!
—6+z ZH@ +1.5 +1, 0)+z ZH(I +l.s' (5)+Z ZH(ISG)

r=1 s=r'+l| =1 §=1+1 r=1+] s=r+l

Or pour r,s21+1 ; o(py) = [fi(0)](pr) et o(ps) = [fi(o)}(ps). D'ou :

H(r,s,0) = H(r,s.fi(0)).

Pour 1< 1, s'<i-1 5 o(pr+1) = [fi(o)](pr) et 6(pg+1) = [fi(0)](pg). 1
vient que : Hr'+1.s'+1,0) = H(r' s fi(G)).

De méme H(r'+1,s,6) = H(",s"f;(5)) pour 1< r'<i-1 et i+1< s'<Sm+1.

. Par conséquence ; (posons ¢'= {j(0))

d(o) =
1-2 1-1 -1 m+l m+l
:6+2 ZH(r‘,s‘,G‘)+Z ZH(r, o)+ z ZH(I s,
r'=1l §'=r'+l r'=l §=i+l r'=i+l s'=r'+|
m+l m+l
= +Z ZH(I 8o )+ Z ZH(I
r'=] s'=r'+l| r'=1+] s'=r'+1
S #1
- m+l
=0+ Z ZH(I ,8',0
r'=1l s=r'+l|
I'#1 $#l
m m+l
:ypi(ypi—l+ e +ypl)+z ZH(I‘V,S',O—')
r'=l s'=r'+l
I'#1  s'#1
m m+1
d(0) =y, (y, + ... +y,)+> D H{E..1(0)
r'=l §=r'+l|
I'#1 §'#1
d(o) = _);Pi(yf’m + ...+ ypl) + d(fij(5)). D'ou la proposition
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Soit St = {c € S/ c(p3)<c(pa)<...<c(pm+1)}. A toute permutation
o de S associons l'unique o+ de S+ telle que o+(p) =o(p1) et

ot(p2) = o(p2).

Soit T € S(0*(p3).6*(p4),....0H(pm+1)) définie par UG+(p;)) = 6(p;)

pour 3<i<m+1. Pour ¢ € S nous avons :

m+I m+1 m  m+l
d(c+) = ZH(] 5.0) + ZHU so)etdm= Y Y Hirs1
r=3 s=r+l

Si (ot (pr))>t(coH(ps)) alors ;

H(.8.1) = Ya(o* (p,)) Yrio™ (p )= Y o(p,) Y otp,) = Hrs:0) et

H(r,s,t) = H(r,s,0) = 0 sinon.

Par suite :
m+l m+l m+l
d(o) = ZH(I 5,0) + 2}1(2 s 0)+2 Y H(r.s.0)
1=3 s=r+l
m+1 1n+1 m m+l
ZH(I 5.0) + ZH(Z .00+ Y. Y H(r.s.1) =
=3 s=r+lI

= d(c*) + d(7).

Remarquons enfin que {E;, 1<i<m+1} est une partition de S = S(A). On

désigne l'application py par x et [px.py] = pxpy —(=Dlpypx = [x,y] ol

X,y et px seront définis par la suite.
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Lemme VI-1-4

Soit M = My @ Mj une superalgebre de Malceév et soit une
représentation de Malcev p : M ——®Endk (V) de M dans un K-espace
vectoriel V de dimension fini. Alors pour toute suite X.yi{,....Ym+ I

d'éléments homogenes de M (m entier naturel non nul), nous avons :

f(m) Z(—l)d(c)[((---((x}/c(l))}’0(2))---)}’G(m)aYG(erl)] =

ceS
=(=1)m Z(*l)d(c)[[[m[[X,YG(l)]aYG(2)]a--~],YO(m)]a}’G(mH)]
ceS
+ g(m) Z(—l )d(c)((...((xym ] ))Y0(2))-=-)Y(5(m))ymm+1)
ceS

ou f((1)=1.1(2) =3 et f(n+1) = f(n) + 2f(n —1) si n22 (n € N)
g((l)=g(2) =2 et g(n+1) = g(n) + 2g(n —1) si n=2 (n € N).

En effet. établissons ce lemme par récurrence sur m.

Si m = 1; p €tant une super-représentation de Malceév, nous avons pour

tout x,y,z € My u M|

L = (_l)x(y+z)+yz

P(xy) PzPyPx —(-1 )xy PyPxPz. —(—=1) yl(Pxpzy - szpy)

D'ou
Pixy1ys = (_1)X(yl+y2)+yly2py2py1px —(=1)*" Py 1PxPy,

~=D172(pxPysy; = PxyaPyy):
(DY 2p(xypyyy = CDXHY2I)py popy —(=1)20Y0) poopipy

—(PxPy1ys = Pxy Py, )-
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Par suite :

(i) (=)™ Py 1PxPy, + (- 1)Y20+y) Py2PxPy; =
= (—1)*01+y2) +y1y°(pyzpylpx +(— l)yly"pylpyopx)

= (Prxypy: FEDT1200xy0)y ) + (Pry Pys H(=1)Y1 rsz)’Zp)’l)’

De méme

Piyryx = (1) y'ﬂ”Hnyszpwpyl ~(=1)7172 pypy Py
—(= l)Xy (pylpxyg - pylxpyz) et
(=DYY2p oy e = D2 pipy oo~ pypyapy

—(=1 )y1(x+y2)(pyszy1 = PyoxPyy )

Par suite :

PPy PyaH—1)1Y2ppypy =
= (1) N2y pypyt(— l)ylyzpyzpylpx)
+(— 1)y°(x+y‘)(Pyszy1 PyaxPy; )+ PPy Prys = PyyxPy)
et
(il): pxPy Py, +(= >>lprxpyqpy1+( 1) \(y1+y7)(py]pyvpx +(— >91929y29ylpx)
= 2= 1)V Y2y py (- DY172pypy P)
+(— 1)y°("+y‘)(9ywpxy1 PyaxPy) H(=1 Py Pxyy = Py xPyy)-

Nous avons alors (grace a (1) et (ii))

[[Px:Py 1-Py,] +(~1)Y1Y2[[px,pyo] Pyl =
[[PPy, 1 Pya) HoD) Y12 (D Pyl Py, ] =
= pxpy1py2+( l)ylyszpyzppr( 1)*W +y2)(py1py2px+(“‘l)ylyzpyzpylpx)

“2((=1)XY1py pxPy, (=1 Y20V pipy )=
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= 2= )XYy Py = 1YY 2 pyapy )

=DV o =Py ) H= l)xyl(pylpxyn
- 2(= 1)X<y]+yv>+ym(pyqpylpx HE1)TP2py pysPx)
+2Prxypy, HEDT2P

Py1xPy,)

Pixyay) = 2Pxy Py, +(= Yy PxyaPyy)

=( ]))/Q(XWL)/])(pyszyl t(_l )Xyszygp)/1)+(_l )Xylpylgx_)q + px)’lp)’2
+ 2P(xyys T2 2P (xya)y) = 2Pxy Py, —2(=1) 192Dy y0Py,

= (D20 pypyy +- l)ylV PryoPyy H=DXY Py Pxys * PxyiPys +
+ 2P (xyy2 F2E1T2P gy 2Pk Pyy 2D TTY2py 0Py,

= (- ])yn(X+)1)py7px\ I —(=1 )ylyqpxyvpﬂ )X lpylpxyz o pxy]py2 +
2P (xypys T2EDY 1 2Py)y,

(pxylpyv —(= l)yq(x+y PyaPxy )+ 2 “Pxyny2 *

—(DYY2(pyyopy, (DY) o) 12 1) 2Dy,

= (HPxyPya) + 2P(xypyya) HED T2 PyyyoPy |+ 2P (xyn)y )

Ainsi le lemme est vérifié pour m = 1 car A = (1,2) et S(A) = {id,6} ou

1 2 12 - -
id = (] 2) 10 = (2 1). Alors d(id) = 0 et d(o) = y, y,. Il vient que

[(xy1.y2] + (=1)Y1Y2[xy2,y1] =

{{[x,y1],y2] +(~1 )yl§2[[x,y2],y1]} + 2{(xy1)y2 +(—1)§1§2(xy2)y1}
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Supposons le lemme vrai pour tout entier p<m et montrons le pour

m+1.

Nous avons pour A'= (1,2,....m+2).

Soit E et F sont définis comme plus haut pour i = 1....,m+2
(ol pi =1).

B—f(m) Z(_l)d(c)[(( ((X}’G(l Yo(2))-- )}’G(m+l)}’0(m+”)]:

ce S(A")
~ f(m) Z(—l yd(o | ((Xy 1Y) )¥o(m+1)Yo(m+2)] +
Ce E
m+l
+ f(m) Z Z(—l )d LXyiDYs2)- --,)}’G(m+l),}’0(m+2)] +
1=2 o€ Fl

+ f(m) Z (~1 )d(G')[((---((X}’nHZ)YG(2))~-)}’G(m+ ] ),}’G(m+2)]-

Ge Em+2

On pose ¢' = fi(c) ol fj : E‘i——’ Fi' - ai) = (-1 ).\‘,'(-"i—l+'°°+)’1)
et 6 = gi(c’) ou gj : Fi‘—’ E'i alors

B = f(m) Z(—l)d(c")[((...((xyi)yo'(z))...)yc'(ml),yc'(m+2)] +

el eFi

m+1

+ M) Y Y (DU oD (xyDYe'(2)--) § 6 (). )¥s (m+1), Yo' (m+2)]
i=2¢' € F,

+ o(m+2)f(m) Z (-Hd(e (. ((Xym +2)}’G'(2))-~)}’G'(m)’}’0'(m+l)]

c € Fm+”

(le symbole » signifie que I'élément correspondant est omis).
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Par hypothese de récurrence sur F.l pour 1 = 1.2....,m+2

== z(“1)d(G'Hm[[[~--[[X}’l-}’0'(2)],}’0'(3)]a---],}’0'(m+1)]~}’G'(m+2)] +

c ek
+g(m) Y (DO (xy1Ye2). )y (m+ 1Y (m+2) +
o € Fi
m+|
£ 2 DYoL [([xyiye @)1 90 (] hyoim LYo me )] +
i=2¢0 eF,
m+1
+gm) Y Y (=DUS o) (. ((xyDYE'(2))-) § O () )Y (m)yo (1) +
i=2¢ eF,
+
o(m+2) Z("1)d(d)+m[[[---[[X}’m+2~,}’G'(2)J»}’G'(3)],---]-}’0'<‘1n)],}’6'(ln+1)]+
G € Fl'n+2
+ o(m+2)g(m) Z (=Y (((Xym+2)Yo'(2)-- Yo' (m VG (m+1).
o € Fl'll+2

De la proposition VI-1-3 il vient que

B = Z('1)d(GHm[[[---[X}’G(l)»YG(2)]a---],}’G(m+l)],}’G(m+2)] +
ce E‘1

+ g(m) Z(-l)d(g)((m((x}’c(l))}’G(Z))---)}’G(mﬂ))YG(m+2) +
eR= E'1

m+]

+ 2 2(—1)d(5)+'“[[[...[xyc(1),yo(2)],--.],yc(m+1)},yo(m+2)]+

i=2 cekE,

m+l

+gm) YD (DY ((xyo(1)Yo(2)-)Yotms 1)V om+2) +
i=20 € E;

+ Z(—l)d(d)““[[[---[xyc(1),yo(z)],--.],yc(mﬂ)],yG(m+2)]+

c€ Em+2

+gm) Y (DU (xYo(1)Y(2)-)Ya(me1)Yo(m+2)

Ge Em+2
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D'ou

B= ) (-DIOHM[[[xyo(1).Yo@) ) ]yomsD]-Yoms )] +
o e S(A")

+ g(m) Z("l )d(g) ((---((X}’G(1))}’0(2))---)}’0(m+1))}’0(m+2) .
c e S(A")

D'autre part, on pose 2, = Z(—l)d(5)+m, alors on a
ce S(A")

C = 2200 [[xYo( ) Yo 1Yo Lyoim+ h)]Ya(me2)] =

=ML [([(Xyo(1):Yo2).ys))s- - L.ys(m+D)].Yom+2)] +

+ (=1 Y[ [[xyopyo h 1Yo Yot ] Yotms2)] =

= T xyohyo@l+H=1) Y o0 Yo [xye).ya(1)] }yoi . Lyoms )] =
2L Xy Lys@)l+(-1 )yﬁ“) §0(2)[[X,}’0(2)],}’0(l)] }yo3)l..].yom+2)]
+ 2200 (xys1)yo@H= 1)y0<“ yﬁm(xyc(:z))ycu)},yw l....LLyos(m+2)]

= 22 ([ [XYo()].Yo@)] Yo LYo(m+2)]
+ 420 [(xYo(1)Yo(2)Y o) Yon+2)]
= <22 [[[X.yo( )] Yol yo(3)].-L.yo(m+2)] +

+ 421 Z(—l YO (XY o(1)Yo2):Y o+ 3N s 1 YT(aH(m+2))]
Te S(1)

ou ¢ se décompose en 6t eten T e S(I) = S(6+(3),...,07(m+2))

(cf. ci-dessus) et Zl = Z(—l)d(fﬁ)ﬂn. Ainsi

ote St

= <22 ([ [[[x. Yo()l.Yo2)L.Yo®)],-J.Yom+2)] +

+4Z1(—1)m'1f(m~1) Z(—l)dm[(..((xyo(l))yc(z))..)yr(o+(1n+1)),y1(0+(m+2)>]
T e S(I)
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C = 220 [[xYoD)]Yo@)hyol - yom+2)] +
+ 4(=1)m-1f(m-1 )Z[(---((XYG(]))}’G(2))YG(3))---)Y(S(m+l)s}’cs(m+2)]

— 4(—1)m-lg(m—1 )Z(---((XYG(I))}’G(2))YG(3))--~)Yc(ln+2)

C = -2 2(_1 )d(6)+l]] [[[[[X~YG(I )]ay0(2)]’y0(3)]7--‘]ay0(1ﬂ+2)] +
o e S(A")
— 4f(m-1) Z(—l YA (. (XYa(1)Ya(2)Yo(3))-)Yo(m+1 )Y (m+2)]
o e S(A)
+ 4g(m—1) Z(—l)d(c)(‘--((X)’G(l))}’6(2))}’(5(3))~-)Yc5(m+2)~
o e S(A)

1

Comme B = ;C + g(m) Z(_l)d(o)((---((x}’()'(l))YG(?_))---)YG(m+I)))’G(m+2)
- G e S(A)

il vient que

B = f(m) Z(»l)d(@[((...((xyo(1))ycs(z))...)yc(ml),yo(m+2)] =

o e S(A")
c € S(A)
— 2f(m-1) Z(_l)d(c)[(---((XYO'(]))YG(Z))Y(S(Q))-“)y0(1n+l)»)’O'(m+2)]
o e S(A")
+2g(m—1) Z(*l)d(c)(...((X}’cs(l))YG(E))YG(3))---)}’G(m+2)
o€ S(A")
+ g(m) Z(—l)d(c)((m((X)’G(l)))’6(2))---)}’G(m+1))}’G(m+2)-
o e S(A")
D'ou
(f(m) + 2f(m-1)) 2(*1)‘1(0) [(...((Xyo(1)Y5(2)Y5(3))--)Yo(m+1)-Yo(m+2)]=
o e S(A")
=—(—pm Z (=D [ Yo Yo2)lyo3))s- 1LYom+2)] +
o € S(A")
+(g(m) + 2g(m-1)) 2(~1)d((’)((---((xyo(1))yo(z))...)yo(m+1))yo(m+2).

c € S(A")
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Par suite ;

f(m+1) Z("l)d((’)[(---((Xyo<1))yc(z))yc(z))...)yo(m+1),yo(m+2)]=
c e S(A")

= (—)m+i Z(“l Y@ [ [[[x.YoD Yo Lys)h... ], yom+2)] +
c e S(A")

+am+l) ) (DU ((xY6(1)Yo(2)-)Yatm+1)Yo(m+2)
o e S(A")
Ainst le lemme est véritié pour m+1 @

Posons xy! = xy ; xym = (xym-hy et [fg!] = [f,g]
(le (super)-commutateur) et [f,gM] = [[f,gm-1] ¢] pour tout entier naturel
m > | (ou f et g sont des endomorphismes).

Du Iemme précédent 1l résulte le

Lemme VI-1-5
Soity € Mg ; x € Mpw My et mun entier non nul alors ;

f(m)[pyym,pyl = (=1 "[py.(py) MH ] + g(m)pyym+1

En effet, le lemme VI-1-5 se déduit du lemme VI-1-4 en

remarquant que sl y| =... = yj4| =y € My alors pour tout o € S ;
d(o)=0e

Lemme VI-1-6
Soit x € Mg et M = MO(x) @ M!(x) la décomposition de Fitting de
M relativement a ady. Alors :
MOx).M%x) = MO(x) et MO(x).M1(x) c M1(x).

En effet soit a € MO(x), alors ax™ = 0 pour un certain entier m.
Du lemme VI-1-5 (ou p = ad) il vient que
1
[[...[ada,adx],...},adx] = [ada.(ad) ™1 = 0.
Finalement le lemme est obtenu par application du lemme 1 de [3,p.38] ®
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lemme VI-1-7

Soit Hyy une sous-algeébre nilpotente de My et soit M = MO @ M1 Ja
décomposition de Fitting de M relativement a ad(Hg). Alors :

MO est une sous-algébre Zs-graduée de M = My @ M| et MOMT c M1,

En effet. puisque MO = M MO(hyet Ml = @ M!(h) il
h e Ha h e Ho

vient du lemme précédent que MOMO < MO et MUM ! ¢ M. D'autre
part la Za-graduation de M induit sur MO une Z3-graduation :

(MO)y = Mg MY et (MO); = M| n MO telle que

(M0)p.(MO)y = Mg n MO = (M),

(MO)p.(MO)} € M1 MY = (M),

MY L.(MY)] € Mg n MU = (MU)
d'ott MY est une sous-algebre Zo-graduée de M = My ® M| @

Lemme VI-1-8

Soit M = My ®@ M| une superalgebre de Malcev et soit p une
super-représentation de Malcev de M dans un K-espace vectoriel V. Soit

W un sous-espace vectoriel de V tel que pour tout x de M ; p(x)(W) c W
et soit p' la représentation-quotient de M dans \%N =V'. Si pour tout x

de M, p(x) est nilpotent alors p'(x) est nilpotent.

En effet, il suffit de remarquer que pour v' € V' ol v' = v + W on
a (pHNx)v) = p™(x)(v) + W (pour n un entier non nul) e
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Lemme VI-1-9

Soit M = M; @ My une superalgebre de Malcev et | un idéal
homogene de M. Alors Q = N% est une superalgebre de Malcev et si

pour tout x € M, adm(x) est nilpotent, alors ad((x') est aussi nilpotent ol

x'=x+1le Q.

En effet, il est clair que Q est une superalgebre de Malceév. Nous

avons le diagramme commutatit suivant -

M adT\/|<X) ’M

el
N
A

el

addx') ’ Q

Par suite (ad(x))™ 0 s = s 0 (adm(x))m. Si (adm(x)" = O alors
(adQ(x")" 0 s =so0 (adM(x))" = 0. Dot (adg(x' )" =0 (s est la

surjection canonique de M sur Q) o

Lemme VI-1-10

Soit M = M @© My une K-superalgebre de Malcev de J-noyau
nul. Si pour tout x € M, adm(x) = adx est une application nilpotente alors

M est résoluble.
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En effet, M' = N%{ est une algebre de Malcev semi-simple (R
désigne le radical résoluble de M) (cf. 2, théoreme 5.4).
Pour x'= x + R € M'; adx' est nilpotent car adx est une application
nilpotente (lemme VI-1-8). 1l vient alors que M' est une algebre de

Malcev nilpotente (cf.14, p.20 théoreme 2.2.7). Par suite M' nilpotent et
semi-simple entraine que M'= 0. Alors M = R est résoluble e

VI-2 SOUS-ALGEBRE DE CARTAN GRADUEE

Définition VI-2-]

Un sous-espace Zp-gradué H = Hy ® H| d'une superalgebre de
Malcev sur un corps de caractéristique nulle M = M @ M| est une sous-
algebre de Cartan graduée (sacg) si :

19) Hg est une sous-algebre de Cartan de Mg (cf. 14) )

22y H1 = (M 1)O(Hg) ot My est considéré comme un M(-module de
représentation p : My ——® Endg(M|) ou p(x) est un endomorphisme
de M telle que (p(x))(y) = xy.

3°) Pour tout v e Hj l'application fy de H dans H définie par :

fv(x) = ady(v)(x) = vx est nilpotente.

Remarque

Lorsque M = M ® M| est une superalgébre de Malcev telle que

~

Hic {ye M/ J(M,M,y) = 0} (J-noyau de M) la troisieme condition
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esttrivialement verifice (ef. démonstration du corollaire 2.2 de [15] page
286). Dans ces cas a partic d'une sous-algebre de Cartan de Mgy on
construit une sous-algebre de Cartan graduée de M.

La sous-algebre de Cartan graduée n'existe pas toujours :

En effet. sort A la superalgébre de Malcev définie par Ay = Kx et
Al=Ku+Ky otxu=v:ixv=0:uv=x:ul=v2=0.
Ag est nilpotent. d'ou Ag est 'unique sous-algcbre de Cartan de Aq). Nous
avons H = (A)U(A) = A, De plus (f)2mx = (-1)mx et
(f)2melx = (=m+ 1y par suite fy; n'est pas nilpotent. La troisicme
conditon n'est donc pas satistaite ; par suite H n'est pas sous-algebre de
Cartan graduce.

A ne ;)'(Mé(i@ pas de sous-algebre de Cartan graduée telle que

d¢tinie plus haut.

Proposttion VI-2-2

Soient M = M) @ M une superalgebre de Malcev sur un corps
K algébriquement clos et V.= Vo @ V| un M-module (Z>-gradué)
de M. Soit [ un idéal homogene de M. Soit W un M-sous-module

homogene minimal de V. Alors TW = W ou IW = ().

En effet supposons que 0 # W # W IW + M(IW) est un
M-sous-module non nul de V ; par suite W = IW + MIW) car W est
minimal. Soit W' = (12 + M)W + M((I12 + ZM)W). W' est un M-sous-
module de V. Deux cas seulement sont possibles ; soit W' = W ou W' =0.

St W' =W. Alors ¢

(WIDM + (WHDM < (MD(IW) + (IW)M)HT + (WM)DL + (MDDW
+ (MDIW) + (IZM)W + (IM)W)I + (MW)D)I
c (WhHI + Wl + W2
c WI=W1I
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[ W2+ (I2MYW + MU2W) + M((IZM)W)]1
—(I2WHT + (PMOWHT + (I2PWHNDT + (((12M)W)M)I

—~

(WDI + (I2WHM)H + ((PM)YW)IM)I
COWDIL + [(MDIW) + (IW)OM)T + (WM)DI + (MDDW]I
+ [((M(I2W) + (MW)HIM)I2 + (WM)IZ)M + ((MI2)M)W I

i

(WDI + (I2W)M)I
< (WDHI + [((MD(IW) + (IW)HM)T + (WM)HDT + (MDDWHI

lﬁ

c (WDI = (WD + WI2
Dot (WHI + WI2 est un M-sous-module de V si W' = W,
Si W' =0 il résulte immédiatement que WI2 = (I2M)W = 0 et ainsi
(WDHDM < (MDIW) + (M)W + (IM)W)] + (MW)])]
< (Whi
(WDI est un M-sous-module de V st W' = ().
Pour W' =0 ou W' = W_(WDI + WI2 est un M-sous-module de V et
(WDI + WI2Z = WI #£W. Par suite (WDHI + WI2 = 0, soit (WDHI = WI2 =0,
Alors ITW = (IW + M(IW))]
< (WHI+ (WDHM)I
< (WDHM)I = (IW)M)I
(WDH(IM) + (WM)DI + (MDDW + (I2W)M
c PW + (WDHI + (IPW)M = 0.

N

Nous avons une contradiction avee Fhypothese. Par suite nous ne

pouvons avoir 0 # [W # W .
DoulW=WoulW=0e

Proposition VI-2-3
SoitM = Mg @ My une superalgébre de Malcev résoluble sur

un corps K algébriquement clos. Soit V.= V(@ V; un M-module
Zo-gradué de M non nul. St MV =V alors il existe un scalaire non nul

k et un couple (x,w) e (MU M) x V tels que xw = kw et w = 0.
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En effet raisonnons par récurrence sur m+p ot m = dimM est la
dimension de M et p = dimV la dimension de V.

Sim=1,alors M =My =Kxet MV =xV =V (x est alors un
endomorphisme surjectit de V., donc bijectif). Si {VI,...,vp} estune base
de V telle que xvi =0 jvy + vy + ... + Opivp pour i = 1...p.

Alors ;

g k) : , . (le

(121 (122 {X:ZP
det(x) = 20

(Xpl (XPP

Les valeurs propres de x sont les scalaires k tels que

(XH —k O(lz . . . O(lp
O Uy -~k Ap
det(x-k.id) = ' ' -0
Ul xpp — K

det(x-k.ad) = (-k)p +ap-1kP"+ .. +ark +ag =0 (d =1dentité de V ; g
sont des scalaires dépendant des coétficients o pour 1,) = 1...p). Comme
ag = det(x) = 0, x possede au moins une valeur propre non nulle k. D'ou

il existe un vecteur non nul w de V tel que xw = kw # 0.

Sim=2etp=1;nousavons alors M =Kx + Ky (On choisit x,y
des €léments homogenes) et V = Kv. Puisque MV = V alors le couple
(xv,yv) = (av,bv) # (0,0). On supposera a # 0 ; il vient que xv = av # 0.

Par suite la proposition est vérifice sim + p =2ou3etp #0.

Supposons par récurrence que la proposition est vraie pour tout
couple (M,V) ou M est une superalgebre de Malcev de dimension m et V
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un M-module Zo-gradu¢ non nul de dimension p el que m+p <n,
Soit M une superalechre de Maleev de dimension met Voun M-module
Zo-gradué non nul de dimension p tels que MV = Vet m + p = n>3.

Sim =1 .nous avons le résultat ; on supposc alors m>1. M étant
résoluble . M possede un idéal homogene propre que I'on notera L. Soit
W un M-sous-module homogene minimal de V. Alors IW = W ou IW =0
(cf. Proposition VI-2-2),

1) STIW = W o alors Test une superalgebre de Malcev
résoluble et nous avons diml + dimW < m + p =n . Il vient, d'apres
I'hypothese de récurrence. qu'il existe un scalaire non nul k et un couple
(x.w)e (Ipw ) x Wc (Myow M) x Vtels que xw = kw # 0. Par suite
nous avons la proposition.

ii) St W = V. Nous avons 0= W C V.

\%\, est un M-module non nul de dimension strictement infeérieure a p.

d'ou dimM + dim \%\' < n et M \%\;) = M\%)\/ =Y W

[ot x(v + W) = xv + W] Par suite dapres Phypothese de récurrence, il
existe un scalaire non nul k et un couple(x. v+ W) e (Mpu M) x VW
tels que x(v + W) = k(v+ W)yet v+ W =W Ainst xv—kv e W,

Considérons le K-espace vectoriel U = Kv + WL x opere sur U
comme un endomorphisme de U dont fa matrice C est de la forme (dans la
base {viw]...owg} ou {w.wgl estune base de W)

k 0 . 0
A (Xl [ (qu
C=
\qu (qu . . . (qu

le déterminant de C — kid est det(C — kad) = 0 . Par suite k est une valeur
propre de x . Il existe donc un vecteur non nul w e Kv + W < V tel que
xw = kw. D'ou (x, w) e (Mguw Mp) XV tels que xw = kw et w # (.
iii) Si IW =0 ¢t W = V. Nous avons IV =0 :
Considérons alors la superalgebre de Malcev M' = M |- M"est
résoluble de dimension strictement inférieure a m et V est un M'-module
de Malcev non nul (ot (x + )w = xw pour x € M @ My).

Comme MV =V et dimM' + dimV < n, il vient qu'il existe un scalaire
non nul k et un couple (x + . w) e (M'yguw M') x V tels que
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xw = (x + hw = kw # 0. Il existe alors un scalaire non nul K et un couple
(xow) e (Mg My) = Voels que xw = kw # 0

D'ou la proposition e

Théoreme VI-2-4

Soit M = Mg ® M| une superaleebre de Malcey sur un corps
de caractéristique nulle. Pour que M soit nilpotente il faut et 1l suffit
que pour tout ¢lément x € Mg uw My ady = adm(x) :M ———8 M soit
nilpotente.

En effet, soit K" une cloture aleébrique de K. Nous avons

M' =M ®g K est nilpotente si et seulement si M est nilpotente car
(M) = MP®yk K. On supposera alors que K est algébriquement clos.
St M est nilpotente. il existe un entier non nul n tel que M = 0. Comme

(ad)" (y) = x(xC(xy))...)
—_
n facteurs

(ady)(y) € M =0 (ad )M (y) = 0 pour tout x.y € M.

Fon particulier ady est nifpotente pour x € Mg w M.

Réciproquement. supposons que ad, est nilpotent pour z € Mg w M.
Alors pour x € M. adm,(x) :Mg ———8 My soit nilpotente et par suite
My est nilpotente (cf. Théoreme 2.2.7. de [14]. p. 21). Alors dapres le
Théoreme IV-2-4 M est résoluble.

Soit lasuite M D M2 o ..o MP o . ou MK+ = MMK pour tout entier
k>1. Soit p un entier tel que MP = 0 et MP+H = MMP = M,

MP est M-module Zo-gradué. Alors d'apres la propositon précédente, 1l
existe un scalaire non nul k et un couple (z. w) e (Mpw M) x MDP tels
que zw = kw et w = ().

D'apres 'hypothese ady est nilpotent , par suite 1l existe un entier m
el que (ad, )M = 0. Comme zw = ad,(w). il vient que

(ad, )M(w) = kmw = (). Cect est absurde,

Alors pour tout entier p nous avons MP =0 ou Mp+l & Mp.

Si MP = 0 c'est fini; sinon nous avons alors la suite décroissante stricte
M>M2o ... D MpPo

M étant de dimension finie 1l vient quil existe un entier kK > p tel que
Mk =0

Dot M est nilpotente o



Nous considérerons désormais que le corps K oest de

caractéristique nulle

Proposition VI-2-5

Soit H = Hy @ Hj une sous-alechre de Cartan graduce (sacg) d'une
superalgebre de Maleev M = Mg @ M. Alors H est une sous-algebre
/. -eraduée maximale et nilpotente de M. De plus H est ¢gale a son

propre mormalisateur.

En effet. nous avons Hy = (M()U(Hygy) car Hy est une sous-algcbre de
Cartan de Mg et H=Hp® H; = (M)%H)) @ (M) (Hy)y = (M)O(H). il
vient du lemme VI-1-7 que H une sous-algebre Zo-graduce de M.

Pour x € Hp. adp(x) : H——® H est mipotent puisque
H = (M)O(Hp) < (M)U(x). De plus pour tout y Hy. ady(y): H——"%H
est nilpotent ( par hypothese). Du théoreme précédent. on déduit que H

est une sous-algebre Zo-graduée nilporente.

Soit H' = H'() @ H'l une sous-algebre Zo-graduée nilpotente de M
contenant H. Pour x € H, H'“ o H', ady(x) : H ——® H' est
nilpotent (théoreme précédent) et ainsi H' ¢ (M)U(Hg) = H. D'ot H est
maximale.

Enfin soit y appartenant au normahisatcur de H dans M. Pour
x € Hy. xy e H Soit M =MU® M! Ja décomposition de Fiting de M
relativement a Hy ; il existe un unique couple (y',y") de MU x M1 tel que
y =y + y" Alors xy' + xy" = xy €¢ H=M"ob:xy'e MY = H et
xy' e ML Dot xy" € MU~ M1 =0 pour tout x € Hg. Ceci entraine

que y" € MU Tl vient alors que y' € MY M! =0etquey=y e H. Par
sutte H est son propre mormalisatcur e

(13



Proposition VI-2-6

Soient H = Hy ® Hy un K-sous-cspace vectoriel Zo-gradué
d'une superalgebre de Malecev M = My @ My et K" une extension
algebrique de K. H est une sous-algebre de Cartan graduce de M si et
seulement si H'= H ® K' est une sous-algebre de Cartan graduée

deM' =M ®K K"

En effet.
montrons d'abord que Hy est une sous-algebre de Cartan de My si et
seulement st Hy ® K K" est une sous-algebre de Cartan de M ®g K"
Supposons que Hg est une sous-algebre de Cartan de My). Alors Hy ®g K
est ntlpotent car Hy est nilpotent. Soit N(Hyp ® g K" (resp. N(Hp)) le
normalisateur de Hy ®g K" (resp. Ho).

Soity ® k' e N(Hy ®g K. Pour tout x ® ke Hy ®g K':
(x @ kNy ® k') =xy ® kk' e Hy ®g K" I vient que pour tout x € Hy
xy € Hy; d'oty e N(H)) = Hy. Par suite y ® k' € Hy ®g K' et
N(Hp ®k K') = Hy ®x K. Du théoreme 2.2.10 [14. p. 24] 1] vient que
Hiy ®k K" est une sous-algebre de Cartan de M ®k K.

Réciprogquement st Hy ®g K" est une sous-algebre de Cartan de
Mg ®g K" 11 vient que Hg est nilpotent. De plus soit y € N(Hg). Pour
tout x € Hp 1 xy € Hp. On déduit que pour tout x ® k e Hy ®g K' et
pour y ® k'€ N(Hp) ®k K" (x ® kK)(y ® k') = xy ® kk' € Hy ®k K"
Doty ® k' e N(H(y ®Kk K') = Hy ®k K'. Par suite y € Hy et
N(Hq) = Hq. I vient que Hg est une sous-algebre de Cartan de My

(théoreme 2.2.10 [14. p. 24]).

Soit Hy = M(l)(H()) ot M est un Mg-module de représentation
ad : My —® Endg(M)) telle que adx(y) = xy . De plus on suppose

que

[14



pour tout v e Hy ty estnilpotent (ou Io(x) = vx pour x € H).

Soit Hy ® K'= (M} ®k KOHY(H) ®K K)ot M| @ K est un
M ®k K'-modulc de repreésentation
ad - My ®g K' — LEnd(M | ®g K') telle que
adxwk(y ® k') = xv ® kk'. De plus on suppose que pour toul
v ke H ®K K' i gy k' est nilpotent (ou fygy k(x @ K) = vx ® k'k
pour x € H).

Comme [ady g [y ® K = (ad)'(v) ® KiK' pour i entier non nul
t vient que Hp = M (l)(H“) S1et seulement si
H) ®k K'=(M; ®k KY(H) ®K K.
De méme fy estnilpotent pour tout v e Hy st et seulement st fy wp ko est
nilpotent pour tout v 09 kK'e Hj ®g K

Si H est une sous-algebre de Cartan graduce de M alors
H=Hy ® Hy = Hy ® M\ (Hy) @ d'od
H =H ®k K' = (Hy®k K) @ (M; ®x KY(Hy®k K') est une

sous-algebre de Cartan graduce de M' =M @k K’

Alnst que reciproquement @

Théoreme VI-2-7

Soit M = M @ My une superalgebre de Malcev résoluble sur un

corps de caractéristuque nulle et soient H=Hy® H; et H' = H'() ® H‘I

deux sous-algebres de Cartan graduées de M. Il existe des éléments

X1....xp de H et des éléments yi....y, de M:)O tels que H' = {(H) ou
n

f(z) = H exp(D(x1.yi))(z) est un automorphisme de M et
=1

n < dim(M:)o) (dimension de M:).
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Eneffet, H=Hyo® H| et H' = H'“ @ H'l ¢tant deux sous-algebres
de Cartan graduée de M 5 il vient que Hy et H'() sont deux sous-algebres

de Cartan de M. Puisque M est résoluble, My est une algebre de Malcev

résoluble. Par suite 1l existe des éléments x,....x, de Hg et des éléments
n

Y1.....yn de M(O)o tels que : H'” = Hexp(D(xi ,yi ) (HO )= f(Hop).
=1

n
(cf.14,théoreme 2.4.13, p.35) (ot {(z) = Hexp(D(xi,yi ))(z) est un
1=1

automorphisme de M),
H, = (MDUCH ) = (MDY EH) | = tTMDOH) | = fH ) et par suite

H'=H,® H, = f(Hy ® f(H]) = f(Hy ® H}) = {(H)®
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RESUME

Dans ce mémoire nous étudions essentiellement les superalgébres de
Malcév. Ainsi nous montrons qu'une superalgébre alternative est
super-Malcev-admissible. Nous nous intéressons ensuite aux
superalgebres de Malceév semi-simples au sens de G. Hochschild.

Une superalgebre de Malcev est résoluble si et seulement si sa
composante homogéne de degré zéro est résoluble. Ceci nous permet
alors de donner une généralisation du théoreme de Lie.

Dans la suite nous étudions les espace- poldq d'un module de Malcév
d'une algebre de Malcev.

Enfin nous étendons aux superalgébres de Malcev la notion de
sous-algebre de Cartan graduée.

Mots-clés
Superalgebre de Malcév * M-module de Malcev * Théorgme de Lie

Espace-poids * sous-algebre de Cartan (graduée).



