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0.1 INTRODUCTION

Cette thése est organisée de la maniére suivante :

Dans le chapitre 1 nous généralisons les résultats obtenus dans notre
article intitulé localisation dans les duo - anneaux |7], sur S™(A4) et S™1(M)
ol S est une partie multiplicative saturée vérifiant les conditions de Ore a
gauche d’un anneau quelconque. D’autres résultats seront démontrés dans la
suite :

Nous montrons que le foncteur S™'( ) est exact, que les foncteurs S™1( )

et S‘l(A)®— sont isomorphes et que le foncteur Homa(S™'(A), —) est

A
I'adjoint de S™!( ). De plus nous montrons que le foncteur S~'( ) préserve
les limites directes et indirectes, la platitude et la projectivité.

D’autre part nous montrons que si S ne contient pas des diviseurs de
zéro, le foncteur S™1( ) est fidéle.

Dans la derniére section de ce chapitre nous étudions la notion de sous -
module S - saturé d'un A - module & gauche. Nous montrons qu’il existe
une bijection croissante (pour l'inclusion) de I’ensemble des sous -modules
du S7!'(A) - module S™'(M) sur 'ensemble des sous - modules S - saturés
du A - module a gauche M. En particulier ’ensemble des idéaux & gauche
de ST!(A) est en bijection croissante avec celui des idéaux a gauche
S - saturés de A. Nous en déduisons que le foncteur S~'( ) préserve les
propriétés d’artiniété, de noethérienité et de simplicité.

A la fin de cette section nous montrons que si N est un sous-module
de M, alors S~ (M/N) est isomorphe & S™'(M)/S™'(N) et en particulier si
I est un idéal a gauche de A, alors S (A/I) est isomorphe a S~(A)/S~(I).

Dans le chapitre 2 nous donnons une condition nécessaire et suffisante
pour qu’une partie multiplicative saturée d’un duo-anneau vérifie les condi-
tions de Ore. Nous montrons que toute partie multiplicative saturée de non
diviseurs de zéro d'un duo-anneau vérifie les conditions de Ore. Nous mon-
trons aussi que le localisé Ap de A en P ou P est un idéal premier, qui est
S~1(A) ou S est I'ensemble des éléments réguliers de A\P n’est pas local
en général. Et que Ap est local si et seulement si A\ P ne contient pas des
diviseurs de zéro. En particulier si A est un duo-anneau intégre, Ap est local.

Dans la 2éme section du chapitre 2, nous étudions la localisation des
anneaux quotient. En particulier 'anneau total des fractions de A/P est
noté par (A/P). Nous montrons que (A/P) est isomorphe a Ap/Pp et



nous en déduisons que Pp est un idéal maximal de Ap méme si Ap n’est pas
local.

Dans la 3éme section du chapitre 2, nous étudions les anneaux de valua-
tion non nécessairement commutatifs qui forment une classe de duo-anneaux
intégres locaux. Nous montrons qu'un anneau de valuation discréte non né-
cessairement commutatif est principal et que tout idéal d’'un anneau de valua-
tion discréte non nécessairement commutatif est une puissance de son idéal
maximal. Ce qui motive cette étude c’est le fait que si A est un duo- anneau
intégre, Ap est local mais n’est pas un duo - anneau en général. Donc Ap
n’est pas en général un anneau de valuation et la question est de trouver une
condition pour que Ap soit un anneau de valuation. On donne une réponse
a cette question dans la derniére section de ce chapitre.

Dans la 4éme section du chapitre 2, nous introdusons les duo-anneaux de
Dedekind qui sont des duo-anneaux intégres hériditaires (un anneau A est
dit hériditaire si tout idéal de A est projectif). Nous montrons qu’un idéal [
d’un duo-anneau de Dedekind est inversible si et seulement si [ est projectif.
Nous montrons aussi que si A est un duo-anneau de Dedekind, alors la classe
des A-modules injectifs coincide avec la classe des A-modules divisibles et
nous déduisons que le quotient d’'un A-module injectif est injectif. D’autre
part nous montrons qu’un duo-anneau intégre A est un anneau de valuation
discréte si et seulement si A est un duo-anneau de Dedekind local. Nous
montrons que si A est un duo-anneau de Dedekind, alors pour tout idéal
premier P, A, est un duo-anneau.

Le chapitre 3 qui a fait 'objet d’'une publication intitulée : "Enveloppes
plates dans un duo - anneau" a publier dans International Journal of Contem-
porary Mathematical Sciences" [9] :

Nous étudions les enveloppes plates dans les Ap-modules & gauche, et
nous montrons que si la dimension faible de Ap est finie (W D(Ap) < +00)
pour tout idéal premier. Alors tout A-module a gauche admet une enveloppe
plate si et seulement si A est cohérent et la dimension faible de A est telle
que W(A) <2.

Nous étudions les enveloppes plates dans les [F-duo-anneaux et nous
montrons que si A est un I F-duo-anneau et M un A-module de présentation
finie, alors M admet une enveloppe plate si et seulement si M est un sous-
module essentiel d’'un module projectif de type fini. Nous introduisons la
notion d’une partie T-nilpotente d'un anneau et nous montrons que dans un
I F-duo-anneau A les parties J(A,,) et J(A) sont T-nilpotentes ou m est un
idéal maximal de A.



Nous étudions les enveloppes plates dans les duo-anneaux qui sont quasi-
frobénuisien (QF-duo-anneau) et nous montrons que si A est un anneau
cohérent tel que pour tout idéal maximal m A, est un () F-anneau alors tout
A-module de présentation finie admet une enveloppe plate monomorphique.

Dans le chapitre 4 nous étudions les couvertures dans la classe des
A-modules sans torsion (S7T-couverture), nous montrons que tout
A-module sans torsion admet une ST-couverture. Et nous montrons que si A
est un duo-anneau intégre semi-hériditaire (duo-anneau de Prufer) la classe
des A-modules sans torsion coincide avec la classe des A-modules plats. Nous
déduisons que si A est un duo-anneau semi hériditaire tout A-module admet
une couverture plate de méme si A est un duo-anneau de Dedekind et si A
est un anneau de valuation discréte non nécessairement commutatif.

Dans la section 2 du chapitre 4, nous définissons de la méme maniére que
dans le cas commutatif les notions de complété (I-complété) et de séparabilité
(I-séparabilité) d’'un A-module & gauche voir |5, chapitre 10 (complétion)].
Nous utilisons le fait que si A est un duo-anneau intégre alors pour tout idéal
premier P, on a A, est local d’idéal maximal P, et que A,/ P, est isomorphe &
K (p) qui est 'anneau de fraction de A/P. Nous généralisons et nous utilisons
les notions de complété du cas commutatif d'un A,-module libre noté par 7T,
et nous montrons que 7T}, est une couverture plate de K(P)™X).

D’autre part nous rappelons la définition d’un module de cotorsion qui
est : un A-module C' est dit de cotorsion si Exty(F,C) = 0, pour tout
A-module a gauche. Nous montrons que les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

i) F' est une couverture plate d'un A-module de cotorsion.

ii) F est un A-module plat et de cotorsion.

iii) F' est isomorphe a H T,, ou X C Spec(A).

peEX
(voir théoréme 4.2.23).

Dans la section 3 du chapitre 4, nous étudions la résolution pure injective
minimale d’un module plat et nous prouvons les résultats suivants (qui sont
vrais si 'anneau est commutatif) :

1) Si F est un A-module plat alors pour tout n > 0
PE"(F) = H T,, X C Spec(A) (ot A est un duo-anneau intégre).
peX
(voir proposition 4.3.9).
2) Si A est un duo-anneau intégre noethérien avec K dim(A) finie alors
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PE™(F) =0, VYn > K dimA, ou F est un A-module & gauche plat (voir
corollaire 4.3.12).

3) Si A est un duo-anneau intégre noethérien tel que k dim(A) = d alors
pour tout A-module & gauche plat F, on a la dimension projective de F'
Proj dim(F) <d.

(voir théoréme 4.2.13).



Chapitre 1

ANNEAUX ET MODULES DE
FRACTIONS

Introduction

Dans ce chapitre nous généralisons les résultats obtenus dans notre article
intitulé localisation dans les duo - anneaux [7], sur S7'(A) et S7'(M) ou S
est une partie multiplicative saturée vérifiant les conditions de Ore a gauche
d’un anneau quelconque et d’autres résultats seront montrés a la suite.

Nous montrons que le foncteur S™'( ) est exact, que les foncteurs
ST ) et S‘l(A)®— sont isomorphes, que le foncteur Hom4(S™(A), —)

A
est Padjoint de S™'( ), que le foncteur S™'( ) préserve les limites directes

et indirectes que le foncteur S~!( ) préserve la platitude et la projectivité.

Nous montrons que si S ne contient pas des diviseurs de zéro, le foncteur
ST ) est fidele.

Nous étudions la notion de sous - module S - saturé d'un A - module
a gauche. Et nous montrons qu’il existe une bijection croissante (pour 'in-
clusion) de I'ensemble des sous -modules du S~'(A) - module S~'(M) sur
I’ensemble des sous - modules S - saturés du A - module a gauche M.
En particulier Pensemble des idéaux a gauche de S~'(A) est en bijection
croissante avec celui des idéaux a gauche S - saturés de A. Nous en déduisons
que le foncteur S™!( ) préserve les propriétés d’artiniété, de noethérienité
et de simplicité.

Enfin nous montrons que si (S est une partie multiplicative saturée qui



vérifie les conditions de Ore). N est un sous-module de M, alors S™'(M/N)
est isomorphe & S71(M)/S™Y(N) et en particulier si I est un idéal a gauche
de A, alors S™'(A/I) est isomorphe a S™'(A)/S(I).

1.1 Préliminaire

Dans ce travail le mot anneau désigne un anneau associatif, unitaire et
non nécessairement commutatif; les modules sont supposés étre des A -
modules a gauche unitaires.

Définition 1.1.1. Une partie S d’un anneau A est dite multiplicative si
1la €S et S eststable par multiplication c’est-a-dire pour tous

x,t €85, st €S, une partie multiplicative S est dite saturée st pour tous
s, € A, ss' €S implique s€S et s €8S.

Définition 1.1.2. Soient A un anneau et S wune partie multiplicative
saturée de A. Un anneau B est dit anneau de fractions de A par rapport a
S sl existe un morphisme d’anneaur @ : A — B wvérifiant :

1) ¥V s€S, p(s) estinversible (dans B)

2) ¥V be B, ilexiste acA et s€S tels que b= p(s)" ¢(a)

3) Si (a) =0, alors sa =0, VseS.

Définition 1.1.3. (B, ) est dit anneau de fractions a gauche de A rela-
tivement a .

Remarque 1.1.4. Si A admet un anneau de fractions a gauche relativement
a une partie multiplicative saturée alors il est unique a isomorphisme pres.

Notations et Définitions

1) L’anneau de fraction a gauche de A relativement & S est noté par
S1A.

2) Le morphisme ¢ : A — S7!'A de la définition 1.1.2 est appelé
morphisme canonique.

3) Les éléments de S™!'(A) sont notés par e
s

Définition 1.1.5. Soit S wune partie multiplicative saturée d’un anneau A.
On dit que S vérifie les conditions de Ore a gauche si :

a)Vaec A, VseS ileriste teS et be A tels que ta =bs
(S est dit permutable a gauche)



b)Va € A, si s€ S tel que as =0, alors il existe t € S tel que ta =0
(S est dit reversible a gauche)

Définition 1.1.6. Soit A wun anneau et S wune partie de A. On dit que
A wvérifie les conditions de Ore a gauche relativement a S si S est une
partie multiplicative saturée qui vérifie les conditions de Ore & gauche.

Théoréme 1.1.7. Soient A un anneau et S wune partie multiplicative
saturée qui vérifie les conditions de Ore a gauche, M un A - module a
gauche. Alors la relation binaire définie sur S x M par : (s,m) R(s',m’)
si et seulement si il existe x,y € S tels que

xm = ym/
xs =ys'

est une relation d’équivalence.

Preuve

La réflexivité et la symétrie de R sont évidentes.
Il suffit donc de montrer la transitivité de R. Soient (s,m)R(s’,m’) et
(s",m")R(s",m") des éléments de S x M alors il existe z,y € S tels que

axm = ym/
xs = ys'

et ils existent ',y € S tels que

N/

x/m/ _ y/m//
s =y's

/

Pour y,2’" ilexiste pe S et g€ A tels que pr’ =qy et comme 2/ € S
alors px’ € S donc qy € S ce qui implique que ¢ € S donc on a les
implications suivantes :
/ / / " / !/ /
{pxm—pym :{(px)m—(py)m

!

p;L’S =pys

(qy)m' = (py")m’ a(ym’) (py')m
:>{ (qy)s’ —(py)” :{( '

q(zm) = (py')m/ (qx)
:{ g(ws) = <py>" {
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donc comme gz et py' € S dou (s,m) R(s",m') d’ou la transitivité de
la relation R.
Notation : (S x M)/R est noté par S~!M.

m
Les éléments de S™'M sont notés par — ou s !m et en particulier les

a
éléments de S~'A sont notés par — ou s la.
s

Théoréme 1.1.8. Soient A un anneau S wune partie multiplicative saturée
qui vérifie les conditions de Ore a gauche et M un A - module a gauche.

Alors

1) STYA) est muni d’une structure d’anneau de maniére que si

b
TetZe S~Y(A) alors
t s

b b
g—f——:w ot x,y €S sont tels que
t s Yyt
b b
xt = ys et Lx o= ou (w,z) € S x A
t s wt

2°) STYM  est muni d'une structure de ST'A - module & gauche de

!/ / /

. . a _ m m _ m m rm + ym

maniére que si — € STTA, — et — €S M alors — + _ ey
s s s

¢ ys
a m zm
ot x,y €S sont tels que xs=ys et T S T wt ot (w,z) €S x A
s w
est tel que wa = zs.

Preuve : Il suffit de montrer 2).
Montrons que les deux opérations + et . sont bien définies
Comme S vérifie les conditions de Ore, ils existent z,y € S tels que

xs =ys' donc l'opération + a un sens.
/

m m' xm+ym , .
Montrons que — + — = —Iy est indépendant du choix de x et y
s s ys
dans S. Supposons qu'il existent z’;y’ € S vérifiant x’'s = y's’. Montrons
xm +ym’  m+y'm’
alors que =
ysl ylsl

Pour x,2’ € S ils existent b,t € S tels que tx = bx’ et pour ty et
y € S ils existent b',t" € S tels que t'ty = b’y donc t'tys = b'y's

implique t'tzs = b'z’s implique (t'tz — b'z’)s = 0 alors d’aprés la 2éme

11



condition de Ore il existe t” € S tel que t"(t'tx —¥'z') =0 ce qui implique
t"t'te = t"b'2’ donc

am +ym'  t"ttom + "ttym/
ys' o tt'tys’

B t//b/x/m_l_t//b/y/ml B xlm+ylm/

t”b’y’s’ o y's'
m m L . )
Donc — + —- est indépendant du choix de = et y dans S. Il en résulte
s s

quesi u et v e S alors

mq mo umnmq V1Mo

S1 S9 usy VSo
En effet, pour d,k € S tels que d(us;) = k(vss), on a

umy  vmg  md(umy) + k(vmy)  (du)my + (kv)mg

+ — frnd
usy  vSy k(vss) (kv)sg
my Mo
= —+ — car (du)s; = (kv)ss.
S1 S2

!/ /

. my meo m m
Montrons quesi | — , — | = —/1, —,2 alors,

/ /
=t
/
my 1 . .
Comme — = —=, ils existent z;,y; € S tels que
!/
Ty mip = Y2 My
_ /
T2 1 =1U1 5
!/
mo moy . .

et comme — = —= , ils existe x5, € S tels que

/
To Mo = Y2 My
_ /
T2 S2 = Y2 Sy
On a donc
mq n Mo Trmy + ymao

= ———— avec r$; = YSa.
S2 52 YSa

12



Pour x,x; € § ils existe t,b € S tels que tx = bxr; et pour ty et
x9 € S ils existent t',0 € S tels que t'ty = b'x5. Donc

xmy +ymy  ttamg + ttyms

TED tt'yss
_ t'brymy + b'zamy

b/iL'QSQ
_ t'byimy + 0'yamy

b'yosh

Posons que ' = t'by; et y = by, il suffit de vérifier que 2's| = /'ss,.

On a
t'by;s] = t'tws; = t'tysy = b'wysy = Vypsh, = ¢'sy, dou a's| = y's,,.

DOIIC ! on ! /o / /
Trmy+ymeg MM+ Ymy My My

/ /
YSs2 y'sy 51 52
Ainsi + est bien définie. Montrons de méme que . est bien définie

d’aprés la lére condition de Ore il existe (w,z) € X x A tel que wa = zs
donc l'opération a un sens, montrons que — . m_ s est indépendant du
choix de (w,z). Soit (w',z') € S x A tel qtfe w’ZU: z's. Montrons que
% = ZZL d’aprés la lére condition de Ore il existe (p,q) € S x A tel
que pw = qw' comme we€ S donc pwe S = qu € S= qge S donc
pwa = qu'q, on a pzs' = qs = (pz —q2')s =0 = 35" € S tel que

s"(pz—q) =0= §"pz = §"q7.

Donc on a ,
zm  Z'm
(s"p)(zm) = (s"q)(¢'m) = — =
{ " o It wt w't
(s"p)(wp) = (s"q)(w't)
a m zm
donc Tt = Ou (w,z) € S x A tel que wa = zs est indépendant
s w
/ /
du choix de (w,z). Reste & montrer que si <%, T) = (%, ﬁ/) alors
s s
a m a m
t's  t

13



Supposons que

a m zZm
—e— = — avec wa = z8
t/ s/ U/tl

a m Z'm , ,
— e = avec wa = z's
t s w't

ou (w,z) et (w, z')€S xA.
Comme wt € S et w't' € S, alors ils existent p',¢ € S tels que
pwt = qw't.
a da | )
D’autre part, comme IS ils existent x,y € S tels que za = yad’

et at =yt

m /
De méme, comme — = —- ils existent 2’,y' € S tels que z'm =y'm’ et
'CL,/S/ — y/S/' § §

Comme (p'w,z) € S xS on peut trouver p”, ¢" € S tels que

ﬂww—qx

Donc ¢"xt = ¢"yt' = p"p'wt = p"¢w't’. Donc ¢"yt' — p"¢'w't’ = 0.
/!

Ce qui implique (¢"y —p"¢'w')t' =0 alors d’apres la 2éme condition de Ore
il existe r € S tel que

< n_r. !

r(q"y —p'dw') = 0= rq"y = rp"q'w,

donc on a

rq"ra’ = rp’¢w'a.

De méme comme ¢"zt = p"pwt = (¢"z —p"p'w)t =0 il existe 1’ € S tel

que 1r'(¢"x —p"p'w) =0 ce qui implique r'¢"z = r'p"p'w donc r'¢"ra =

r'p"p'wa. Mais r'¢"xa = r'q"ya’ donc

r'p"p'zs = r'q"yd 1.1
Yy

et rq"ya’ = rp’qdw'a’ donc

rq"ya =rp"q 7S, (1.2)

pour 7,1’ € S ils existent 7,7 tels que rr =1rr’ donc d’aprés (1.1) on

a
N I/

rir'p"p zs = rir'¢"yd' = rirq"ya = rirp"p'zs = rird"yd
et d’aprés (1.2) on a

rirq"ya = rirp”q'Z's

14



donc on a

rirp’p'zs = rrp’qd 7S (1.3)

D’autre part on a
(rirp"p'z,2") € Ax S,

alors il existe (ay,7r9) € A X S tels que rorrp”p'z = asx’ ce qui implique
les égalités
rorirp p'zs = a1a’'s = rororp”q'Z's’ = ay's’

alors il existe s; € S tel que
/11 / ",/ / ro !
S1ToTrTp P 2 = $1A1T == S1aTrp P 21m = S1a1XTmM = S1a1Y ™M

et il existe s} € S tel que

/1!

sirorirp"q' 2 = siary = sirorirp"dZ’'m/ = siayy'm/.

Mais pour sy,s] ils existent sq,s, € S tel que sgs1 = s,s]. Donc

S951r2r PP 2m = sas1ary’'m’ et

shsyroryrp”q’ Z'm/ = shsiary'm’

= 95119117 ¢'2'm! = sasiary'm’

Donc
/W /"1
S981TT TP P 21N = S9S51T2T1 TP q 2

et ona pwt=q¢wt cequiimplique
So81mor1 7P p'wt = sosyrorirp” g w't,
posons alors que
X — [N T "1
= 8985112 Tp p € = S§2817T21TD ¢
donc on a

XZm=Yzm'

XWt=YW'?
Jot Zm  Z'm/
oW W
Ainsi . est bien définie.
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Proposition 1.1.9. Soient A wun anneau, S wune partie multiplicative
saturée qui vérifie les conditions de Ore a gauche et M un A - module a

gauche. Alors
iy M — STYM)
m —> ?

est un homomorphisme de A - modules a gauche. Il est dit morphisme ca-
Nonique.

Théoréme 1.1.10. Soient A wun anneau et S wune partie multiplicative
saturée. Alors A admet un anneau de fractions si et seulement si A vérifie
les conditions de Ore a gauche relativement a S.

Preuve

Si S est une partie multiplicative saturée qui vérifie les conditions de Ore
a gauche relativement a S, alors d’aprés ce qui précéde le couple (S71(A), i3,
est un anneau de fraction a gauche de A relativement a S.

Supposons que A admet un anneau de fraction relativement a .S et mon-
trons que A vérifie les conditions de Ore a gauche relativement a S. Soient
a € Aetse S alors p(a) p(s)™' € STIH(A) (ou ¢ est le morphisme cano-
nique) donc ils existent ¢ € S et b€ A tels que @(a) ¢(s)™' = p(t)~! ¢(b)
ce qui implique que p(ta — bs) = 0 alors pour tout r € S r(ta — bs) =0
et en particulier pour r = 1 donc ta = bs d’ou S est permutable & gauche.
Montrons que S est réversible a gauche soient a € A et s € S tels que as = 0,
alors ¢(a) ¢(s) = ¢(0) =0 et comme ¢(s) est inversible donc p(a) = 0 d’on
il existe t € S tel que ta = 0. Ainsi S est réversible a gauche, d’ou le résultat.

Théoréme 1.1.11. Soient A un anneau, S wune partie multiplicative
saturée qui vérifie les conditions de Ore a gauche et M un A - modules a
gauche. Alors
ST f) : STH(M) — STH(M")
m . f(m)
s s
est un morphisme de S'(A) - modules. Et on a le diagramme commutatif

sutvant f

M M’
iS \is
M M’
571
s = s ar)
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Preuve
Montrons que S™!(f) est morphisme de S™'(A) - modules

Sl(f)(T—FEI) :Sl(f)(M> ou xs=ys

s s’ ys'
5 % N r:_ ) _ f(my; ym') _ xf(m) ;lyf(m’)
A S s v s ()
et s—lm(% : ?) ) (%) ot (w,2) €S x A

tel que wa = zs donc

5 f<( m)) _Jem_zitm) _afm)

wt wt

don STH(f) est STH(A) linéaire.
Montrons S~1(f)ois, =% o f.
Soit me€ M ona

S 0 i lm) = ST m) = 57 (%) =

donc
Vm € M S7Hf) oi5,(m) = i3, o f(m)

d’ou

ST f)oiS, o f.

1.2 Foncteur S )

Théoréme 1.2.1. Soient A un anneau et S wune partie multiplicative

saturée qui vérifie les conditions de Ore & gauche. Alors la relation S™1

A—Mod — S™*A— Mod qui a tout M € A— Mod fait correspondre S~ 1M
et a tout morphisme de A-module & gauche f : M — M’ fait correspondre

S=Lf est un foncteur covariant additif.

a) Pour tout M € A— Mod on fait correspondre S~ (M) et pour tout
f:M — M’ wun morphisme de A - modules & gauche on fait correspondre

S7HS)

17



Preuve

a) Soient f: M — M’ et g: M' — M"” deux morphismes de
A - modules & gauche ; montrons que S~!(go f) = S"1(g) o S7TI(f).
Soit % € S7H (M), alors

dott 57 (go f) =5""(g) o STI(f).
b) Montrons que S~'(1y) = lg-1(a) ol

1MZM — M
me——m

Soit e S~HM) donc Sl(lM)<@> = =

S S

m

m
—— Sil<1M) (;) = 15'—1(M) (;) — Sil(lM) = 1S—I(M)

c¢) Soient M, M’ deux A - modules & gauche et fi, fo deux morphismes
de A - modules a gauche de M dans M’.

Soit % cSH (M), ST'f +f2)(§) _ (f1 +£2)(m)

film) + fo(m) _ fi(m) | fa(m)

. = . :S_l(f1)<%)+5_l(f2)<§)'

Ainsi d’aprés a) b) et ¢) S7!( ) est un foncteur covariant additif.

Théoréme 1.2.2. Soient A un anneau et S wune partie multiplicative
saturée de A qui vérifie les conditions de Ore a gauche. Alors le foncteur
ST ): A= Mod — S™'(A) — Mod est covariant, additif et ezact.

18



Preuve
D’apres le théoréme précédent, le foncteur S™1( ) est covariant et additif
reste & montrer qu’il est exact.

Soit 0 — M’ L5 M %5 M” — 0 une suite exacte courte de A -
modules & gauche. Montrons que la suite :

0 — s (") W s T sy o

est une suite exacte courte de S7'(A) - modules

a) Montrons que S~!(f) est un monomorphisme.

oom/ N _ m/ (m') 0
Soit — € STHM') tel que ST(f) ~ )= Os-1(ary alors o =1 ce
qui implique, ils existent z,y € S tel que xf(m') = M et xs =1y implique
que f(xm') =0p. Comme f est un monomorphisme alors

/
0 | am’ Oy 0
xrm = Uy alors ;= ;7 = Us-1(my-
xrSs xrs

/
Donc f(n/l) = 0g-1 d’ou S7'(f) est un monomorphisme.

b) Montrons que S~'(g) est un épimorphisme.
/
m
Soit — € STH(M') = m"” € M" et comme g est un épimorphisme
donc il existe m € M tel que

i ) I (SO0 _ Sl

g<m) = S/ S// Sl/ S//

ainsi S7!(g) est un épimorphisme.
¢) Montrons que Ker S7'(g) = Im S™(f).
- Montrons que Ker S~*(g) € Im S7(f).

Soit % € Ker S7'(g) = S () (%) = Og-1(mr) =

alors ils existent x,y € S tel que

g(m) _ OM//
S 1

x g(m) = Oy et s =y = g(am) = Opw

donc xm € Kerg alors xm € Imf donc il existe m’ € M’ tel que
f(m') =xm donc

Fom) _am _m | gp (ﬁ’)ZE’

TS xTs S



donc % € Im S7'(f). Ainsi Ker S71(g) € Im S™Y(f).
- Montrons que Im S™(f) C Ker S7'(g).
Soit 2 € I'm STHf) et soit ﬁ/ € STH (M) tel que
s s

) () o)

— 5o (%) =57 ()

— o ) _glm) _, gy (%) = Os-1(m7)

s s
m
= — € Ker S7'(g).
S

Donc Im S7(f) C Ker S7(g).
Ainsi I'm S7'(f) = Ker S7'(g). 1l en résulte que la suite

-1 —1
0 — sty Y g1 Y sy — 0
est exacte. D’ou le foncteur S™( ) est exact.

Corollaire 1.2.3. Soit S wune partie multiplicative saturée de A qui vérifie
les conditions de Ore. Alors S™'( ) est un :

monofoncteur c’est a dire si f est un monomorphisme de A — Mod
alors S7Y(f) est un monomorphisme de S™(A) — Mod.

2) Epifoncteur c’est-a-dire si [ est un épimorphisme de A— Mod alors
S=I(f) est un épi de STY(A) — Mod.

Théoréme 1.2.4. Soient A un anneau et S wune partie multiplicative
saturée qui vérifie les conditions de Ore a gauche. Alors le foncteur
S~Y() préserve la projectivité. Cest-a-dire si M est A - module & gauche
projectif alors STY(M) est un S™1(A) - module & gauche projectif.

Preuve :

Soit M un A - module & gauche projectif. Montrons que S~1(M) est
un S7!(A)-module & gauche projectif.

Soient f : M; — My — 0 un épimorphisme de S~'(A) - module
a gauche et ¢ : S7Y(M) — M, un morphisme de S™'(A) - modules a
gauche. Alors comme M est projectif il existe un morphisme de
A -modules h: M — M; tel que foh = goiy ce quiimplique que
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“U(foh) = §7(goin) done §7()oS () = S1(g)oS(irs) or f et
g sont deux morphismes de S™!(A) - module donc S7!(f)=f, S~ (g) =y
et S7'(in) = lg-1(ay donc S7Y(R)o f =g. Ce qui prouve que S~*(M)
est un S7'(A) - module projectif car S~'(h) : STYM) — M; est un
morphisme de S™!(A) - modules.

Théoréme 1.2.5. Soit S wune partie multiplicative saturée de A qui ne
contient pas de diviseurs de zéro et qui vérifie les conditions de Ore & gauche.

Alors le foncteur S7'( ) est fidéle.

Preuve :

Il suffit de montrer que ’application

OM,M’ : HomA(M, M’) — Homs_l(A)(S_l(M), S_I(M,))
f— 874

est injective.
Soient f,g € Homa(M,M') tels que S7'(f) = S7!(g) montrons que
f =9

) =
S79)

S

—

~(g) alors pour tout M e S~ M) on a S‘l(f)(@) =

S S

)

§/O>|§

_ g(m)

ils existent x,y € S tels que
{ z f(m) =y g(m)
xS =ys
Comme S ne contient pas de diviseurs
r=y= f(m)=g(m), Ym € M.
—> f=g=Opr estinjective dou S™!( ) est fidele.

Théoréme 1.2.6. Soient A wun anneau et S une partie multiplicative
saturée qui vérifie les conditions de Ore. Alors le foncteur S™'( ) préserve
les limites directes et indirectes.

Preuve
Découle du fait que S7'() est exact c’est - a - dire que S~'( ) est un
monofoncteur et épifoncteur.
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Théoréme 1.2.7. Soient A un anneau et S wune partie multiplicative
saturée de A qui vérifie les conditions de Ore a gauche. Alors le foncteur
S~ ) est isomorphe au foncteur S‘l(A)®.—

Preuve
Il s’agit de montrer qu’il existe un isomorphisme fonctoriel

¢:S )— 5! ®—

Soit M un A - module a gauche, alors on a
Uy : STHA) x M — S7HM)
<a ) a.m
—-,m —
s s

est A - bilinéaire, donc d’aprés la propriété universelle du produit tensoriel,
il existe un homomorphisme de groupe U, : S‘l(A)®M — STHM)

défini par

(2

Donc il suffit de montrer que Uj; est bijectif.
— m
a) Uy est surjectif : car pour — € S™'(M), on a
s

— (1
UM<—®m) :@
S S

b) Uy est injectif. Soit Y g x; un élement de S‘l(A)®M. On a

i

> —®mz—z ®xzazmz=§®z i am;

ot s=]] s et z;=s"'s; €S. Donc tout élément de S‘l(A)®M est

de la forme )
-®Y oun YeM et scS.
S
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1 — Y
Donc dire que — ® Y € Ker Uy revient a dire que — = Og-1(pp) , ils
s s
existent z,x’ € S tels que

1 1
2Y =0 et zs=2" dou - Y =—xzY =0.
s ST

Il en résulte que Ker Uy = 0. Ainsi Uy est bijectif. On peut donc
prendre ¢y = Uyy.
Donc on a montré que pour tout A - module M il existe un isomorphisme

dur 1 STHM) — STHAR)M.

Soit f: M — M’ un morphisme de A - module. Alors le diagramme
suivant est commutatif :

SL(M) —2Ls S‘l(A)@M

ST lg—104)®f

5_1'( 2y L ST
A
Soit = ¢ S~HM), (151(A) ® f) o dur (T>
S S
1 1
= (15—1(A) X f> (g X m) = g X f(m)

éar 0 STH(f) (%) = om (f(m)) ~lg f(m)

et

S S

donc le diagramme est commutatif d’oi S~!( ) est isomorphe a S~* (A)®—
A

Corollaire 1.2.8. Soient A wun anneau et S wune partie multiplicative
saturée qui vérifie les conditions de Ore & gauche. Alors S™'(A) est un A
- module plat.
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Preuve

Soit 0 — M’ L5 M % M” — 0 une suite exacte courte de A
- modules & gauche. Alors d’aprés ce qui précéde le diagramme suivant est
commutatif et a lignes exactes.

0 cstory 2 sy Y e
¢3w oM ¢M”

0 STHAQM STHAQRM STHAQM
A A A

ainsi ST!(A) est A - module plat.

Corollaire 1.2.9. Soient A un anneau, S une partie multiplicative saturée
de A qui vérifie les conditions de Ore a gauche et M un A - module a
gauche plat alors S™(M) est A - module a gauche plat.

Preuve

Soit 0 — M, i> M, un monomorphisme de A - modules & droite.
Alors comme M est plat, 0 — M®M1 — M®M2 est un mo-

A A
nomorphisme, alors 0 — S‘l(A)®M®M1 — S_l(A)®M®M2, or
A A A A

S~1(A) est un monomorphisme en tant que A - modules & gauche, donc
0 — S‘l(M)®M1 — S_l(M)®M2 est un monomorphisme, ainsi
A

A
S™1(M) est un A-module & gauche plat.

Preuve

Théoréme 1.2.10. Soient A wun anneau et S une partie multiplicative
saturée qui vérifie les conditions de Ore a gauche. Alors le foncteur S™Y( )
conserve la platitude.

Théoréme 1.2.11. Soient A un anneau, S wune partie multiplicative
saturée de A qui vérifie les conditions de Ore a gauche et a droite et M
un A - module a gauche. Alors M est plat si et seulement si  S™'(M) est
un STY(A) - module plat.
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Preuve

Montrons que si S™'(M) est un S7!(A) - module a gauche plat alors
M est un A - module a gauche plat.
Supposons que ST'(M) est un S7(A) - module & gauche plat. Soit

0— M, i> M, est un monomorphisme de A - module a droite alors

0 — S7H(M) Y S1(My) est un monomorphisme de S7!(A) - modules
a droite et comme S™1(M) est un S71(A) - module plat alors la suite :

05t @5 (M) 1557 51 @5 (M)
1) s1(4)

est exacte c’est-a-dire que 1 ® S~Y(f) est un monomorphisme. Montrons
S71H(4)
que la suite

1®f
0— M &) M, 4, MER)M,
$-1(4)

est exacte c’est-a-dire que 1® f est un monomorphisme.
A

Soit > xi®yi un élément de M ®M1 tel que
A A
(1®f)(z $z®yz =0= Z%@f(yz) =0
A A A
ce qui implique ) %@% =0
S ufi) o= (1@ )Rt
(A 1A

or 1 ® S7Y(f) est un monomorphisme donc > %@% =0 ce qui

implique que - ”

d’ou le résultat.
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Soit M un A - modules & gauche plat. Montrons que S~'(M) est un

S71(A) - module & gauche plat. Soit 0 — M, AN M;y un monomorphisme
de S71(A) - modules & droite. Montrons que

0— ST (M) Q) My — ST (M) (X) Mo
5-1(4)

est un monomorphisme. Soit g y; un élément de S~(M) ® M,
% 5-1(4)
tel que

(0 B ) (S5 09) o

Alors ]
Ly Ty
— ;) =0, d — i)e— =20
> el onc Y 2@ f(y) .-
1
ce qui implique > z; ® f (yi—) =0 c’est a dire
S
1
1y ® f) (Z%@yzs—) = 0.

Comme M est plat donc 1), ® f est un monomorphisme de A-modules a
gauche donc

1
DX Ry — s =0 ce qui implique Z ' @uy; = 0. Ainsi 1g- 14) ® f est un

monomorphisme de S™1(A)-modules & gauches et par suite S™'(M) est un
S71(A) - module plat.

Lemme 1.2.12. Soient M et M' deux A - modules a gauche et S wune
partie multiplicative saturée de A qui vérifie les conditions de Ore a gauche.
Alors il existe un isomorphisme

¢M,M’ HomA ®M M

|

Homa(M, Hom (S~ (A), M")).
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Preuve
On définit ¢ de la maniere suivante :

Orar - Homy (S~ ®M M"Y —s Homu(M, Hom4(S™'(A), M"))

t— ¢y M — Homa(S7(A)
m+— ¢y(m) : STHA) — M’ _
a
—— t(— ®@m)
s s
@um, v est un isomorphisme qui est un cas particulier du théoréme d’isomor-

phismes adjoints.

Corollaire 1.2.13. Soient M, M’ deuxr A - modules a gauche et S wune
partie multiplicative saturée de A qui vérifie les conditions de Ore a gauche.
Alors il existe un isomorphisme

Ohrar Homa(S (M), M") — Homa(M, Hom4(S™(A), M")).

Preuve
Il suffit de remarquer que S *1(A)®M est isomorphe a S™!(M).

Théoréme 1.2.14. Soient A wun anneau et S une partie multiplicative

saturée de A qui vérifie les conditions de Ore a gauche. Alors les foncteurs
ST ) et Homa(S Y (A),—) sont adjoints.

Preuve
Pour tout M, M’ on a un isomorphisme

a2 Homa(S™H(M), M) — Homa(M, Homa(S™(A), M")).

Alors on a :
i) Soit f; : My — M un morphisme de A - modules & gauche alors le
diagramme est commutatif suivant :

om f} HomA

Hom (M, Hom(S™ (M), M ﬁomA (My, Hom(S™(A), M))

-1 o=
M, M’ My, M’

Y Y

Hom(S—1! M’
Homa(S~ (M), My 2 M s (SY(M), M)
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ii) Soit fo: M" — M, un morphisme de A - modules & gauche, alors on a
le diagramme commutatif suivant :

Homa(M, Hom(S (M} VN T GEm (M, Homa(S7(A), M)

1 (257 1
M, M’ M, Moy

Y Y

Hom (S~ (M), M) —— Hom (S (M), M)

Donc les foncteurs S™( ) et Homa(S7'(A),—) sont adjoints.

1.3 Sous modules des fractions

Proposition 1.3.1. Soient M un A - module & gauche, N un sous -

module de M et S wune partie multiplicative saturée qui vérifie les conditions
de Ores a gauche. Alors S™'(N) est un sous module de S™(M).

Preuve
Clair (évident) car S™'(N) est une partie de S™'(M) et S™'(N) est un
S~1(A) - module a gauche donc S™'(N) est un sous - module de S~'(M).

Définition 1.3.2. Soient M wun A - module a gauche et S une partie
multiplicative saturée de A qui vérifie les conditions de Ore a gauche. On
dit que le sous - module N de M est saturé a gauche pour S dans M
si on a pour tout s € S, VYr € M (sx € N) implique (x € N). On dit
aussi que N est S - saturé dans M.

Proposition 1.3.3. Soient M un A - module a gauche, N un sous -
module de M et S wune partie multiplicative saturée de A qui vérifie les
conditions de Ore a gauche. Alors N est S- saturé dans M si et seulement
si il existe un sous - module N' du S™'(A) - module S~(M) tel que
N = (i5) (V).

Preuve : Condition suffisante.
Supposons qu'il existe N’ un sous - module de S™'(M) tel que N =

(i3) 7 (V).
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Montrons que si sx € N ou s &€ S et x € M alors x € N. On a
1
o i/ (sz) € N' donc —. % eN = TN (car il suffit de prendre
s
le couple (w,z) € Sx A avec w=1 et z=1.

Ona 1x1=1x1= (wa=2zs) dou %GN’
:>z‘SM(x):§eN’:>xe(z’;?4)*1(N’):N.

d'ou N est S - saturé.
Condition nécessaire : il suffit de montrer que N = (i%,)"*(S™'N). En effet

ona x € (iy,)! (S7IN) <= % € STY(N). Donc ils existent y € N et

T
tES/T:%:> ils existent y € N,t,t1,t5 € S tels que

tliL’ = = t2y
tlfL’l = tgt

tott € N =2 € N car N est S -saturé dou (i§,) *(STIN)C N et
d’autre part

(ixr(N) € STH(N) = N C (i5,) ' (S7'N)
d’ou légalité N = (i%,)"*(S~H(N)). Donc il suffit de prendre N’ = S~1(N).

Proposition 1.3.4. Soient M wun A - module a gauche et S une partie

multiplicative saturée a gauche.
Soit N un sous - module du S~1(A)- module S~Y(M), alors
S7H(EF) (V) = N.
Preuve
Montrons que S~1((i5,)"*(N)) C N.
Soit f € STH(i5) Y N)) = z € (i5,)H(N) et s € S donc % €N

1

or T=-.2 €N car N estun sous -module de ST (M) (en tant que

s s
S~1(A) - module). Dot SL((i5,)"H(N)) C N.
Inversement un élément de N est de la forme — avec z € M et s€ S

s
donc zzf.EEN donc
1 1 s

v € (i) "' (N) = g € S7H(iF) TN (N)) dlotr N € STH(ix,) T (V).
Ainsi on a légalite N = S71((i%,)"H(N)).
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Corollaire 1.3.5. Soient A wun anneau et S wune partie multiplicative

saturée de A qui vérifie les conditions de Ore a gauche. Soit I un idéal de
SHA). Alors I=S7Y(i%)*(1)).

Théoréme 1.3.6. Soient M wun A - module a gauche et S wune partie
multiplicative saturée qui vérifie les conditions de Ore a gauche. Alors il existe
une bijection croissante (pour l'inclusion) de l’ensemble des sous - modules

du S7YA) - module S™(M) sur l’ensemble des sous - modules du A -
module M saturé pour S.

Preuve

Notons & Pensemble des sous - modules du S™'(A) - module & gauche
STHM) et & Densemble des sous - modules du A - module a gauche. M
saturé pour S et considérons la correspondance

p: &€ —¢&
N = (i) HN)

c’est évident que ¢ est une application. Montrons alors que ¢ est une
bijection.
Montrons que ¢ est injective d’aprés la preuve de la proposition précédente.
Si N € & alors S7Y(i5,)"*(N)) = N donc pour tout Ni, Ny € & si
p(N1) = p(Na) alors (i5,) " (N1) = (i)' (N2) donc

ST TN (V) = STH(i5) T (V2)) = Ny = Na.

D’ou ¢ est injective.

Montrons que ¢ est sujective.
Soit N’ un sous - module S - saturé du A - module M (N’ e &'). Alors il
existe un sous - module N du S™(A) - module S™H(M) (N € &) tel que
N' = (i5,)"YN) ce qui prouve

que ¢ est surjective et comme elle est injective donc elle est bijective
d’otu le résultat.

Restte & montrer que ¢ est croissante.

Soient N7 et Ny € £ tels que N7 C Ny, montrons que ¢(Ny) C p(Ns),

soit
r€p(N) = axe(i

ainsi p(N7) C @(N2)

Donc ¢ est une bijection croissante.
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Corollaire 1.3.7. Soient A wun anneau et S wune partie multiplicative de
A qui vérifie les conditions de Ore a gauche. Alors il existe une bijection
croissante de l’ensemble des idéaux a gauche de S™(A) sur I’ensemble des
idéauzr a gauche de A saturés pour S.

Théoréme 1.3.8. Soient A un anneau, S une partie multiplicative satu-
rée qui vérifie les conditions de Ore, alors le foncteur S™'( ) préserve les
propriétés d’artiniéteé, de noethérienité et de simplicité.

Preuve :

Découle du théoréme et corollaire précédents, c’est a dire de la bijection
strictement croissante entre les sous-modules de S™(M) et les sous-modules
de M saturés pour S (oi M est un A-module & gauche).

Théoréme 1.3.9. Soient M un A - module a gauche N un sous -
module de M et S wune partie multiplicative saturée de A qui vérifie
les conditions de Ore & gauche. Alors le ST'(A) - module S™'(M/N) est
isomorphe S™Y(M)/S™H(N).

Preuve
Soit
Y :STYM/N) — S7H(M)/SL(N)
m m
JR— |_> JR—
S S
~ /
Montrons que 1 est bien définie. Soient T et ﬁ/ € STHM/N) tels
_ 5 s
m m . :
que — = —- alors ils existent x,y € S tels que
S S
-, _ /
{xm—yzn :>{xm ym' € N
s =1yYs s =yt
donc ) )
xrm —ym m m
TRZI e g () = 2 -2 e s
xs S S
alors _
m m m m
S S S S
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d’olt ¢ est bien définie. Montrons maintenant que 1 est un morphisme de

S7Y(A) - modules. Soient ?, % € STHM/N) et % € S'(A). Ona:

_ iy — + 7
* w(m 1+ ﬂ,) = w(M> avec z,y € S tels que
s s s

m T;L, Trm m/ m m/
xs:ysldon(mb(?—k?) :%:;4_?

SXEROWE
@D(@) = @D(%) avec (w,z) € S x A tel que

S

*
<

A~

SRS

@ | 3

N——
I

wa = zs donc w(

| 2

m zm a m
S t s

x Montrons que v est bijective. Soit

EGK@T@/J:@/J(@)2@20:>T€S_1(N):>m€]\f
S S S S

m _
donc — =0 =1 est injective et c’est clair que ) est surjective donc
s
est bijective. Ainsi 1) est un isomorphisme de S™'(A) - modules.
Corollaire 1.3.10. Soient A wun anneau, I un idéal a gauche de A et S
une partie multiplicative saturée qui vérifie les conditions de Ore a gauche.

Alors le STY(A) - module a gauche S™'(A/I) est isomorphe au S™'(A) -
module a gauche S™1(A)/S7(I).
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Chapitre 2

MODULES DES FRACTIONS
DANS LES DUO - ANNEAUX

Introduction

Dans la section 1 de ce chapitre, nous donnons une condition nécessaire et
suffisante pour qu’une partie multiplicative saturée d’'un duo-anneau vérifie
les conditions de Ore. Nous montrons que toute partie multiplicative saturée
non diviseurs de zéro d’'un duo-anneau vérifie les conditions de Ore. Nous
montrons que le localise AP de A en P ot P est un idéal premier (qui est
S71(A) ou S est 'ensemble des éléments réguliers de A\ P voir [7]) n’est pas
local en général, et que Ap est local si et seulement si A\ P ne contient pas
des diviseurs de zéro. En particulier si A est un duo-anneau integre alors AP
est local.

Dans la 2éme section de ce chapitre, nous étudions la localisation des
anneaux quotient. En particulier 'anneau total de fractions de A/P noté
(A/P)@). Nous montrons que (A/P)q) est isomorphe & Ap/Pp et nous dé-
duisons que Pp est un idéal maximal de Ap méme si Ap n’est pas local.

Dans la 3éme section de ce chapitre, nous étudions les anneaux de va-
luations non nécessairement commutatifs. Nous montrons qu'un anneau de
valuation discréte non nécessairement commutatif est principal et que tout
idéal d’'un anneau de valuation discréte non nécessairement commutatif est
une puissance de son idéal maximal. Ce qui motive cette étude est le fait que
la classe des anneaux de valuation non nécessairement commutatifs est une
classe de duo-anneaux intégres locaux. Donc les comparer avec le localisé Ap
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d’un duo-anneau intégre qui n’est pas en général un duo-anneau. On donnee
une réponse a cette question dans la 4éme section de ce chapitre.

Dans la 4éme section de ce chapitre, nous introdusons les duo-anneaux
de Dedekind qui sont des duo-anneaux intégres hériditaires (un anneau A
est dit hériditaire si tout idéal de A est projectif). Nous montrons qu’un
idéal I d’un duo-anneau de Dedekind est inversible si et seulement si [ est
projectif. Nous montrons que si A est un duo-anneau de Dedekind, alors la
classe des A-modules injectifs coincide avec la classe des A-modules divisibles
et nous déduisons que le quotient d’'un A-module injectif est injectif. Nous
montrons qu’un duo-anneau intégre A est un anneau de valuation discréte si
et seulement si A est un duo-anneau de Dedekind local. Nous montrons que
si A est un duo-anneau de Dedekind. Alors pour tout idéal premier P, A,
est un duo-anneau.

2.1 Etude des éléments nilpotents dans un duo
- anneau et quelques résultats sur certaines
parties multiplicatives saturées

Définition 2.1.1. Soient A wun anneau et a un élément non nul de A.
Alors a est dit nilpotent s’il existe un entier naturel non nul n tel que
a” = 0.

Définition 2.1.2. Soient A wun anneau et a un élément nilpotent. Alors
a est dit nilpotent d’indice n, si n est le plus petit entier naturel tel que
a" = 0.

Lemme 2.1.3. Soient A un duo - anneau et a un élément nilpotent. Alors
pour tout x € A, xa et ax sont nilpotents.

Preuve
a est nilpotent, alors il existe n € N* tel que a™ = 0, montrons que
(xa)" =0
(xa)" = (za) x (xa) X ... X (za)

N S

@
n fols

Pour n=2 ona (za)?= (za)(za) = z(azx)a
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Or ar € aA = Aa = il existe x; € A tel que

ar =mza dou (va)?=z(ar)a = x(zx10)a
= xx1a°.
Pour n = 3, (za)® = (za)*(za)

= (zx10*)(za) = vx1(a’T)a
et comme a?z € aA alors il existe zy € A tel que a’x = z2a® donc
(za)® = zx1(a®2)a = v11(120)a = TT1720°
d’ott on montre par récurrence qu’ils existent w1, xs,...,x,_1 € A tels que
(xa)" = xx109 X oot X TY_ 10" =0

donc za est nilpotent. De la méme fagon on montre que (ax)” = 0. Pour
n =2 ona (ar)? = arar = a(za)r or za € Aa = aA donc il existe
) € A tel que

za = ax) donc (ar)® = a(za)r = a(ax))r =

a’*ryx, pour n =3, (ar)’ = (ax)*(av) =

(a*x)x)(ax) = a® (2 xa)z et comme x)za € Aa = aA, alorsil existe 2, € A
tel que \xa = ar), dou (ax)® = d*(z)wa)r = a*(azh)r = arhxr et on

2 s : / / /
montre par récurrence sur n qu’il existe x|, x5, ...,z _; € A tel que

(ax)" = a2, 2}, _o..0x =0
donc ax est nilpotent.

Théoréme 2.1.4. Soit A un duo - anneau. Alors 'ensemble des éléments
nilpotents de A noté par nil(A) est un idéal de A.

Preuve

Posons I = l’ensemble des éléments nilpotents de A. Alors [ # ¢ car
0el.
Soient a et b deux éléments de I. Montrons que a+ b € I. Supposons
que a est d'indice n et b est d'indice m, montrons que (a + b)"*" =0
ona (a+b)""™ est une somme de termes de la forme a't/ = a'l/ avec
i+j=n+m telque i >n ou j > m,donc (a-+0b)"" = 0. Ainsi
a+0bel, et dapres ce qui précedesi a €l ar et xa € I, dou [ est un
idéal.
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Théoréme 2.1.5. Soit A un duo - anneau. Alors nil(A) = ﬂ P, ou

spec(A) est 'ensemble des idéauz premiers de A.

Preuve
Montrons que nil(A) C ﬂ P.
Pespec(A)
Soit x € nil(A) alors il existe n € N tel que z" = 0 donc pour tout
P € spec(A) ona z" € P et comme P est premier donc = € P d’ou

S ﬂ P, ainsi nil(A) C ﬂ P.

Pespec(A) Pespec(A)
Montrons ﬂ P C nil(A). Soit f un élément non nilpotent de A,
Pespec(A)
montrons que f ¢ ﬂ P.
Pespec(A)
Posons & = l'ensemble des idéaux I de A vérifiant f™ ¢ I, pour tout
n € N*.

€ est non vide car € contient 'idéal (0).

D’aprés le lemme de Zorn’s € admet un élément maximal pour 'inclusion.
Soit P un élément maximal de £, montrons que P est premier. Soient

x,y ¢ P, montrons que xy ¢ P.

Les idéaux P+ (z) et P+ (y) contiennent P strictement, alors ils existent

n,m € N* tels que f" € P+ (z) et f™ & P+ (y). Donc montrons que

frx fm=frtme P4+ (xy). Ona f"€ P+ (x), alorsils existent u € P

et a€ A tels que f"=u+axr, de méme f™ € P+ (y), alorsils existent

veEP et be tels que f™ =wv+by. Donc

[ = (u+ az)(v + by) = u(v + by) + azv + axby.

Posons w = u(v + by) + azv, alors w € P et pour axby il existe v € A
tel que axby = abl/xy donc axby € (xy), d'ou f"™ = w + axby est un
élément de P + (zy).
Donc P + (xy) n’appartient pas & € d'ou zy ¢ P, ainsi P est premier
et comme f ¢ P donc f ¢ ﬂ P. D’ou le résultat.

Pespec(A)

Définition 2.1.6. Un anneau A est dit réduit s’il ne contient pas d’élément
nilpotent non nul.
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Proposition 2.1.7. Soit A un duo - anneau. Alors l’anneau quotient
A/nil(A) ne contient pas d’élément nilpotents non nuls, c’est a dire qu’il
est réduait.

Preuve

Soit T € A/nil(A), avec T # 0 montrons que Vn € N*| z" # (.
Supposons qu’il existe n € N* tel que
"=0=1"= 0= 2" € nil(A)
—> il existe m € N* tel que (2")™ =0
— 1" =0 = 1 € nil(A) = 7 =0 absurde.

Proposition 2.1.8. Soient A un duo-anneau et S une partie multiplicative
saturée de A. Alors S est permutable a gauche et a droite.

Preuve

Soient a € A et s € A, alors on a sA = As = il existe b € A tel que
sa = bs c’est-a~dire que S est permutable a gauche. De méme il existe b’ € A
tel que as = sb’ ¢’est-a-dire que S est permutable & droite.

Proposition 2.1.9. Soient A un duo-anneau et S une partie multiplicative
saturée. Alors S vérifie les conditions de Ore a gauche (respectivement a
droite) si et seulement si S est réversible a gauche (resp. a droite).

Preuve

Supposons que S vérifie les conditions de Ore a gauche (resp. a droite)
alors S est réversible a gauche (resp. a droite). Supposons que S est réversible
a gauche (resp. a droite) et d’aprés la proposition précédente S est permutable
a gauche (resp. a droite) donc S vérifie les conditions de Ore a gauche (resp.
a droite).

Proposition 2.1.10. Soient A un duo-anneau. Alors toute partie multipli-
cative saturée S formée d’éléments réguliers de A vérifie les conditions de
Ore a gauche et a droite.

Preuve

Soit S une partie multiplicative saturée formée de non diviseurs de zéro,
alors il suffit de montrer qu’elle est réversible a gauche et a droite. Soient
a € Aet s €S tels que as = 0 et comme s est régulier alors a = 0 ce qui
implique sa = 0 donc pour tout a € A si as = 0 il existe t € S tel que
ta=0 (t=s) c’est-a-dire S est réversible & gauche de méme si sa = 0 alors
a =0 = as = 0 c’est-a-dire que S est réversible a droite. Ainsi S vérifie les
conditions de Ore a gauche et a droite.
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Corollaire 2.1.11. L’ensemble des éléments réguliers d’un duo-anneau est
une partie multiplicative saturée qui vérifie les conditions de Ore a gauche et
a droite.

Corollaire 2.1.12. Dans un duo-anneau intérre toute partie multiplicative
saturée vérifie les conditions de Ore a gauche et a droite.

Remarque 2.1.13. Dans un anneau commutatif (duo-anneau commutatif).
Toute partie multiplicative saturée vérifie les conditions de Ore (4 gauche et
a droite).

Théoréme 2.1.14. Soient A un duo-anneau et P un idéal premier, alors
Uensemble des éléments réguliers de A\P est une partie multiplicative satu-
rée qui vérifie les conditions de Ore a gauche et a droite.

Preuve

L’ensemble des éléments réguliers de A\ P est une partie multiplicative
saturée (d’aprés [7], lemme 1.3) et d’aprés ce qui précéde cette partie vérifie
les conditions de Ore & gauche et a droite.
Notation

Si A est un duo-anneau et P un idéal premier de A. On note par Ap
I'anneau S~1(A) ot S est I'ensemble des éléments réguliers de A\ P

Théoréme 2.1.15. Soit A un duo-anneau alors l’ensemble des éléments ré-
guliers du complémentaire de nil(A) (A\nil(A)) sont une partie multiplica-
tive saturée qui vérifie les conditions de Ore.

Preuve

Soient a,b sont réguliers de (A\A constituent une partie multiplicative
saturée alors ab est régulier et ab ¢ nil(A) donc ab € A\nil(A). Mainte-
nant supposons que ab € S (ou S est 'ensemble des éléments réguliers de

A\nil(A)) donc a et b sont réguliers. Ainsi a ¢ nil(A) et b ¢ nil(A).

Proposition 2.1.16. Soient A un duo-anneau. Alors pour tout idéal premier
P, A, (voir [7]) est un sous-anneau de S™'(A) ou S est l’ensemble des
éléments réquliers de A\nil(A).

Preuve
Il suffit de remarquer que A\ P est une partie de A\nil(A).
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Remarque 2.1.17. Si A est un duo-anneau non commutatif P un idéal
premier de A tel que A\P contient des diviseurs de zéro. Alors A\P est une
partie multiplicative saturée mais on peut rien dire sur la réversibilité (comme
l'une des conditions de Ore) car sias =0 aveca € A et s € A\P donca € A
et il existe b € A tel que as = ba = 0 mais on peut pas dire si b € A\P ou
nomn.

Si A est un anneau commutatif et P un idéal premier alors A\ P vérifie
les conditions de Ore méme si A\P contient des diviseurs de zéro exemple :

si A=1ZJ6Z et P =27/6Z c’est un idéal premier de Z/6Z. On a

P=1{0,2,4} et A\P=1{1,3,5)

et 2 x 3 =0 c’est-a-dire 3 est un diviseur de zéro. Ainsi A\P contient des
diviseurs de zéro et A\P vérifie les conditions de Ore.

Dans la suite la localisation d’un duo-anneau A est d’un A-module a
gauche M. C’est Uanneau S™'(A) et le ST'(A)-module a gauche ST (M)
ou S est l'ensemble des éléments réguliers de A\P avec S™1(A) est noté par
Ap et STH(M) est noté par Mp (voir [7]).

2.2 Etude des anneaux des fractions des an-
neaux quotients d’'un duo - anneau

Proposition 2.2.1. Soient A un duo - anneau et I un idéal de A. Alors
Uanneau quotient A/l est un duo - anneau.

Preuve

Soit J' un idéal a droite de A/l alors il existe un idéal J de A tel
que J' = J/I. Montrons que J' est un idéal & gauche de A/I. Soient
zeJ/l e¢ a€ A/, ona ar=ar or A est un duo - anneau, alors il
existe a’ € A tel que ar = xd’ donc

a.r=ar=xad =T.a € J/I
(car J/I est unidéal a droite). Ainsi a.z € J/I d'ousi J/I est unidéal a
droite alors J/I est un idéal a gauche. De méme on montre que si J/I est
un idéal a droite alors J/I est un idéal & gauche. D’ou tout idéal de A/I
est bilatére, c’est a dire que A/I est un duo - anneau.
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Proposition 2.2.2. Soient A un duo - anneau et P wun idéal de A. Alors
A/P est un anneau intégre si et seulement si P est premier.

Preuve

Supposons que P est premier et montrons que A/P est intégre.
Soient Zz, y € A/P telsque 7.y = 0 alors 7y = 0 donc xy € P implique que
reP ouye P alorsz=0 ou =0 dou A/P est intégre.

Supposons A/P est intégre et montrons que P est premier. Soient
x,y € A tels que xy € P implique que 7y = 0 alors 7y =0, donc z =0
ou y=0, dot x € P ou y € P. Et ainsi P est premier.

Théoréme 2.2.3. Soient A un duo - anneau, I idéal de A. Q) wun idéal
de AJI. Alors Q est premier si et seulement si il existe un idéal premier
de A tel que Q= P/I (lI’égalité dans le sens isomorphe).

Preuve du théoréme

Comme () est un idéal de A/I alors il existe un idéal P de A
contenant [ tel que @ = P/I. Montrons alors que () est premier si et
seulement si P est premier.

Supposons que () est premier. Soient z,y € A tel que

ryeP—=ayc @ =7Tycq
—rT€Q ou yeQ (ze€ P/l on ye P/P).
Supposons que = € P/I alors il existe 2’ € P tel que x — 2’ € I donc
x € P deméme qi g€ P/l implique y € P dousi a2y € P ona = € P
ou y € P c’est a dire que P est premier.

Supposons maintenant que P est premier. Soient z, y € A/l tels que
Tye donc Ty € Q = Ty € P/I = il existe z € P tel que

xy—z€l—=axye P—=ax€ P ou yeP

donc Z € P/I on y€ P/I cestadire T€ @ ou g€ @ dou le résultat
() est premier.

Proposition 2.2.4. Soient A un duo - anneau, I un idéal de A. Alors si
5 est un élément régulier de A/I donc s est un élément régulier de A.

Preuve

Supposons que s n’est pas régulier alors il existe s’ tel que ss’ =0 =
58 = 0 donc 5 n'est pas régulier. Ainsi si 5 est régulier alors s est
régulier.
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Remarque 2.2.5. :

(1) La réciproque de la proposition précédente est fausse comme le montre
l’exemple suivant :

2 est un élément régulier de Z mais 2 n’est pas réqulier dans Z/AZ.

(2) Dans toute la suite la localisation d’un duo-anneau par un idéal premier
se fait sur les éléments réguliers du complémentaire de [idéal premier. C’est-
a-dire dans les sens du localisation définit dans [article.

Lemme 2.2.6. Soient A wun duo - anneau, I wun idéal de A et P un
idéal premier de A contenant 1. Alors la correspondance

Y (A/T) ey — Ap/Ip

a a
J— |_) p—
)
est une application.
Preuve B _
. a a b . . o
Soient — et z € (A/I)p/y tels que — = z alors ils existent z, g €
5 B
(A/I) \(P/I) avec Z, y sont régulier tels que
za =ib
s =yt
xa—ybel
done xs—ytel
) a b
Montrons que — = 7 = — — ;= 0. Supposons que
s s
a b 2a—yb , ,
——-=——"— avec xrs =yt,
st x's

ona z,x' ¢ P et sont régulier alors ils existent z”,y” € A\P tels que

",/

2'x=y"x donc 2"ws=1y"2's =9y"y

Yyt
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ra — y/b B y”:):/a . y//y/b
r's y"x's

d’oll on peut écrire et d’autre part on a :

rs—yte€l = a'(xs—yt)ecl
— 2"zs—2"yt €1
y”y’t _ x”yt cl
— Wy -yt el
— 'y — a2y t =0 )
= ¢y — 2"y = 0 (car t est régulier)
— y//y/ o x”y el

Supposons que 4"y —x"y =m ou m € I. Donc "y = 2"y +m. Alors

on a
"

v'a—y'b  y'ra—y"y'b  2"wa— (2"y+m)b
r's o y”$/8 o y”x’s

1 _ b_ b
v'(wa—yb) —m €l,(carza—ybel et mel).

y”l‘/S

donc

b 2Za—yb -
A Ny SN
t x's

a
S

| QI

| SN

Conclusion : 9 est bien définie.

Proposition 2.2.7. On peut munir (A/I)pp/r d’une structure A - module
a gauche de la maniére suivante si a € A et

b b a b
= € AI == = X =,
7 (A/I)#/na 177
Preuve - -
b , U
Supposons que a,; = a,; done
a—a’etg—&:a—_/etg—g
N t 1 1 t
donc _ _ _
C_L b / /
=X == = X =
1 ¢ 1 t
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Proposition 2.2.8. Soient A wun duo - anneau, I wun idéal quelconque de
A et P unidéal premier de A contenant I. Alors l’application

V(A Dem — A/l
a a

—_ =
S

wl |

est un monomorphisme de A - modules a gauche.

Preuve
Montrons que v est un morphisme de A - modules a gauche. Soient

b
; %E(A/])(P/]) et c€ A ona

a b v + gb i
1/,(2_1_2_) :w(xa—ky) avec IS =yt
S

s

w | QI

(z et y sont deux éléments réguliers de (A/I)\(P/I)) donc

oot) () =2
S

S TS

a b La+y'b
Supposons que — + = = ratryd avec o's = y't.
s t T's

ra+yb xa+y'b

Montrons que -

On reprend la méme tegﬁnique de la démonstration du lemme 2.2.6 précédent,

ona x,2' ¢ P et sont régulier alors ils existent z”,y” € A\P avec z”,y"

régulier tels que 2,2 = ¢’z donc z2”xs = y”2’'s, on peut écrire alors

x/a +y/b B y//x/a+ y//y/b
z's y'x's

et d’autre part

rs=gt=as—ytel = 2"(zs—yt) el
— 2'rz 2"yt el = y'2's— 2"yt € | =
Y'Yyt —a"ytel = (y'y —2"y)tel
= (Y — 2"yt =0=y"y — 2"y =0
Donc "y’ — 2"y € I supposons que 3"y’ — 2"y =m donc
x'a+y'b ~y'7a+ (2"y +m)b

x's y"'x's
va+y'b  y'z'a+a"yb mb

xls y”x/S y//xls
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= —
, Jf/S , I”IS x//xs
x'a+y'b xa+yb m
— e
x's s x"xs
r'a+y'b xa+yb  mb
e e
z’s ; s ; x"xs
x'a+ vy
— Yy _ ra+vy .
x's s
— I; = B
Donc w(g+—) :_+_:E+_
S t S S t

Vérifions que @D(c.%) =cC.1 %) On a

1/)(0.%) :1/1(5 X g) :¢(%) avec wWC = Z5

> = — on montre de la méme maniére ci - dessus
w

o) = ()=o)

d’ott ¢ est un morphisme de A - modules & gauche reste a montrer que
est un monomorphisme.

Soit — € Ker v alors

donc

» |

Wl | QI

I
(@]

=0—=ael —=a=0—

wl | Ql

<
VR
W | QI
~

Il

ol
w | QI

d’oll ¢ est un monomorphisme.

Remarque 2.2.9. On ne peut rien dire sur la surjectivité de 1 car s

a S L -
— € A,/I, donc on ne peut dire si 5 est régulier ou non car si § n’est pas
s

W | QI

réqulier n’a pas de sens.
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Lemme 2.2.10. Soient A wun duo - anneau, P wun idéal premier de A
et Q wun idéal premier de A contenant P. Alors (A/P)q/p) est muni
d’une structure de Agq - modules de maniére que st

a b
S €4a et 7€ (A/P)qp
a b a b
—a=—=— X =
s t s t
Preuve : - - - o
a b a U a b d Vv
Montrons quesi (-, =) =[—, =] alors —.==—.=. Ona
st st s t s t
a b a b d bV o V
—e-=—X=€t —u= == X =.
s t s t st st
Or / /
a_d ra = ya
S_S:>E|a:,y telque{xs:ys,
{m:gd' a o
—_— o ~ 5 :}t:T
s =1ys S s’
a b a v
donc — x === x=
s t st

Remarque 2.2.11. Si s est un élément régulier de A\Q alors s ¢ P
donc 5#0 et comme AJP est intégre alors § est régulier.

Théoréme 2.2.12. Soient A un duo - anneau, P un idéal premier de A
et QQ wun idéal premier de A contenant P. Alors l'application

v (A/P)r — Aq/Po

a
— —

wl | Ql

est un isomorphisme de Ag - modules.

Preuve :
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Montrons que 1 est un morphisme de A - modules & gauche. Soient

Se Ag et % € (A/P)g/py alors
s

a b zb a b zb -
2/) — .= :”Lp — ] 81 = X = = — avec wa = Zt
s t WS S t WS
a b zb .
donc | —.-) = — d’aprés ce qui précéde on montre que
s t WS
zb_ab_a b
ws st

t
D’aprés ce qui précede il suffit de montrer que v est surjective.

b b
donc (E . :) _¢ Y (;) D’ou ¢ est un morphisme de Ag - modules.
S s

Soit < ¢ Ag/Py alors s est un élément régulier de A\@ donc 5 est
s
élément régulier de A/P et s¢ A alors s¢ Q/P dou

€ (A/P)q/p) d'on w(g) =

et ainsi ¢ est surjective d’ott ¢ est un isomorphisque.

w |
w |

Théoréme 2.2.13. Soient A un duo - anneau, P wun idéal premier de A
et ) un idéal premier de A contenant P. Alors Ag/Pg est un anneau
isomorphe a lanneav. (A/P)q/p).

Preuve :
Ona P C @ donc A\Q C A\P et d’aprés 'article P est un idéal
premier de Ag. Donc Ag/Py est un anneau.
Montrons que (A/P)/p) et Ag/FPy sont isomorphes. Il suffit de montrer
que I'application
v (A P)qry — Ao/F

wl | QI

—

» | QI

est un isomorphisme d’anneaux.

a b
Soit < et 7 deux éléments de (A/P /(@) alors

S
<g % lz_) = 1/)(Z—b> avec wa = zt
S t wSs
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(_1 b zb a b a b
— '(/} - — = — =—-—X-=—X -
S t WS S t S t
a b b . ) ..
onc - X == = mnsi est 1somorphjisme d’anneau.
d t ; A h d’
S

Corollaire 2.2.14. Soient A wun duo - anneau, P un idéal premier de A
et Q un idéal premier de A contenant P. Alors Ag/Pg est un anneau
ntegre.

Preuve :
Il suffit de remarquer que (A/P)q/p) est intégre.

Corollaire 2.2.15. Soient A un duo - anneau et P un idéal premier de
A. Alors Ap/Pp est un corps (anneau de division).

Preuve :

D’apreés ce qui précéde Ap/Pp est isomorphe & (A/P)p/p) c’est a dire
que A,/Pp est isomorphe & (A/P)g) qui est un corps gauche, (anneau de
division) donc Ap/Pp est un corps gauche.

Corollaire 2.2.16. Soient A un duo - anneau et P un idéal premier de
A. Alors lidéal Pp est maximal dans Ap.

Preuve :
D’apreés le corollaire précédent Ap/Pp est un corps gauche (anneau de
division) donc Pp est un idéal maximal de Ap.

Proposition 2.2.17. Soient A un duo - anneau et P un idéal premier de
A. Alors on peut munir (A/P)p d’une structure d’anneau de la maniére
susvante : si

(b

a zb
€ (A/P)p alorsg = s

VA | Ql
'>HI (o]

wSs
avec wa = Zzt.

Proposition 2.2.18. Soient A un duo- anneau et P un idéal premier de
“A. Alors Uanneau (A/P)p est un corps (anneau de division) isomorphe a
Ap/Pp. Ce corps est dit corps résiduel et est noté par K(P).

Preuve :
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Il suffit de remarquer que ’application

77/) : (A/P)p — Ap/Pp

a a
—_ }_> —_
S s
est un morphisme d’anneaux car
a b zZa
w(— X —) :@ZJ(—) avec wa = 2t
s 1 ws
donc B B
/w g X Q — Z_b — g X é
s 1 ws s 1

w |

I
<

() ()

Proposition 2.2.19. Soient A un duo - anneau et P wun idéal premier
de A. Alors Ap est local si et seulement si A\P ne contient pas des
diviseurs de zéro.

Preuve :

x
Supposons A\ P ne contient pas des diviseurs de zéro donc si — € Ap
s

et Z ¢ Pp, L est inversible donc ¢ I pour tout idéal I de Ap cest
S S
si I est un idéal de Ap et [ # 0 donc les éléments de [ sont tous de la

a . . . . :
forme — avec a € P ainsi I C Pp. Dot Pp est I'unique idéal maximal

s
de Ap. Ainsi Ap est local.

Supposons que Ap est local donc 'unique idéal maximal de Ap est
Pp. Supposons que A\P contient des diviseurs de zéro et soit = € A\P

.. ) 1. xr . 1. .
un diviseur de zéro donc l'idéal 1 est contenu dans un idéal maximal

J # Pp (théoréme de Krull) ce qui est absurde.

Corollaire 2.2.20. Soit A un duo - anneau intégre. Alors pour tout idéal
premier P le localisé Ap est local.

Remarque 2.2.21. 1) Si A est un duo - anneau et P un idéal premier
et si S = A\P wvérifie les conditions de Ore. Alors le localisé Ap est
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un anneau local méme si S = A\P contient des diviseurs de zéro. Car la
localisation se fait sur A\P et non sur les éléments réquliers de A\P.

2) On peut poser la question suivante si A est un duo - anneau réduit
(ne contient pas d’éléments nilpotents non nul) est - il de méme pour S~'(A)
et en particulier st A est un duo - anneau semi - premier c’est a dire que
si nil(A) est premier est - il de méme pour ST'(A/nil(A)) ou S est une
partie multiplicative saturée qui vérifie les conditions de Ore.

2.3 Anneau de valuation non commutatif

Le but de cette section est de donner une méthode de construction de duo-
anneau non commutatif et un exemple de localisation dans un duo-anneau
non commutatif.

Définition 2.3.1. Soit (G, <) un groupe ordonné. Alors (G, <) est dit direct
si pour tout a,b € G on a Maxz{a,b} et min{a,b} existent.

Remarque 2.3.2. Dans la suite de cette section e désigne [’élément neutre

de G.

Définition 2.3.3. Soient K un anneau de division (corps non commutatif)
et (G, <) un groupe ordonné direct.

On pose G = G U {oo} ot 0o & G vérifiant g.oo = 00.g = 0o, pour tout
g € G. On appelle valuation sur K une application v : K — G vérifiant :

i) v(0) = 400

i) v(zy) = v(x) v(y), Yo,y € K*

iii) v(z +y) > min(v(x), v(y), si z,y € K* et y # —x.

Remarque 2.3.4. Si v: K — G est une valution sur K, alors G est
dit groupe de valuation wv.

Définition 2.3.5. Une valuation v: K — G est dite discréte si G = 7.

Théoréme 2.3.6. et Définition Soit v : K — G une valuation d’un
anneau de division K. Alors l'ensemble A, = {x € K* / v(z) > e ou z = 0}
est un anneau, dit anneau de valuation associé a wv.

Notation :
Dans la suite tout anneau de valuation est noté par A,.
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Proposition 2.3.7. Tout anneau de valuation est un duo-anneau.

Preuve :

Soit v : K — G une valuation et A, = {x € K* / v(z) > e ou = 0}
I’anneau de valuation associé & v. On peut supposer que a # 0.

Montrons que A, est un duo-anneau. Posons A = {z € K / v(x) > v(a)},
pour tout a € A,. Montrons que aA, = A = A,a.
Soit z € A = v(z) > v(a) = v(za ') > v(1) = e donc za™! € A,
supposons que za~ ! = y alors x = ya € A,a ce qui implique que A C A,a.
Soit maintenant za € A,a donc v(za) = v(z) v(a) > v(a) (car z € A,)
donc za € A ce qui implique A,a C A. Ainsi A = A,a. De méme on montre
que A = aA,. Soit x € A donc v(z) > v(a) = v(a™'z) > e = a"'z € A,
supposons que a 'z = y € A, alors x = ay € aA, ce qui implique que
A C aA,. Soit maintenant az € aA, donc v(azx) = v(a) v(x) > v(a) (car
x € A,) douaxr € A, ainsi A, C A.
Conclusion : Pour tout a € A, on a aAd, = A = A,a d’ou le résultat.

Proposition 2.3.8. Soient v : K — G une valuation et A, anneau
de valuation associé a v. Soit I wun idéal principal de A, alors il existe
a € A, tel que

I={ze K*/v(z) >v(a) ou z =0}

Preuve :
D’aprés la preuve de la proposition précédente [ est principal donc il
existe a € A, tel que

I =aA,={z e K /Jv(z) >v(a)} ={z € K*/v(z) > v(a) ot =0}

Proposition 2.3.9. Soit A, Uanneau de valuation associé a une valuation
v. Alors A, est local d’idéal mazimal P ={x € A, , v(z) >e ou z =0}

Preuve : Il suffit de montrer que P est un idéal et que si I est un idéal
propre de A, alors I C P. Soient z,y € P alors v(z) > e et v(y) > e donc
v(z) v(y) > e = v(zy) > e = xy € P. Maintenant si a € A, et v € P
on av(a) > e et v(x) >e = v(ax) > e ce qui implique ax € P. Ainsi P
est un idéal de A. Reste a montrer que si I est un idéal propre de A, alors
I C P soit z € I montrons que v(x) # e. Supposons que v(x) = e donc
v(zx™t) = v(z) v(z7!) = e ce qui implique v(z7!) = e = 27! € A, donc x
est inversible dans A, ce qui est absurde car I est un idéal propre de A,.
Conclusion : P est 'unique idéal maximal de A, donc A, est local.
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Proposition 2.3.10. Soit v: K — G une valuation (non nécessairement
commutative) avec G totalement ordonné. Alors tout idéal de type fini est
principal.

Preuve :

Soit I un idéal de type fini engendré par le systéme {ai,as,...,a,}. G
est totalement ordonné; supposons que wv(a;) < wv(a,) et montrons alors
que [ =a; A, on a pour tout 2 <i<mn :v(a) > v(az) donc pour tout
2<i¢<n ona a € aA, dou I Ca A, ainsi I =a;A,.

Théoréme 2.3.11. Tout anneauw de valuation discréte non nécessairement
commutatif est principal.

Preuve :
Soit I un idéal propre de A,.

Soit x € I, alors v(x) >0 car A, estlocal donc I C P o P estl'idéal
maximal de A,. Soit a € I donc pour tout = € I; v(z) > v(a) car v(I)
est une partie de N*. Montrons alors que [ est engendré par a.

Soit x € I alors v(z) > v(a) donc d’aprés ce qui précéde = € A,a (preuve
de la proposition 2.3.7) donc I = A,a d’ott I est principal. Ainsi A, est
principal.

Théoréme 2.3.12. Soit A, un anneau de valuation associé a une valuation
discréte non nécesssairement commutative v. alors tout idéal de A, est une
puissance de P ou P est l'unique idéal maximal de A,.

Preuve :

A, est un anneau de valution associé & une valuation discréte (non né-
cessairement commutative).
Soit K un anneau de division tel que v: K — Z U {+oc0} donc

v:K* —7Z

x — v(x)
est un homomorphisme de groupes (K* = K\{0}). v(zy) = v(z) + v(y).
Ainsi Im © est un sous - groupe de Z. Supposons que Im v # {0} et soit

k € N* tel que Im v = kZ. Montrons que I'idéal maximal P de A, est
engendré par a € A, vérifiant v(a) =k. On a

P={xe A,/v(z) >0} U{0},
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et k est le plus petit entier strictement positif de Imwv donc
P={xeA,/Jv(z) > k}U{0}

Dou P = {z € A,/v(z) > v(a)}. Donc d’aprés ce qui précéde P est
engendré par a.

Soit I un idéal propre de A, alors I est principal.

Supposons que [ est engendré par b. Comme [ C P alors v(b) > v(a) et
v(b) € Im v donc wv(b) € kZ.

Supposons que v(b) = k, donc il existe n € N* tel que k, = kn ce qui
implique que v(b) = nv(a) implique que v(b) = v(a") = k, donc I est
engendré par a”. Ainsi [ = P" d’ou le résultat.

Remarque 2.3.13. Le résultat des deux théorémes se généralise pour les
anneauxr de valuations si le groupe de valuation est totalement ordonné et
1somorphe a 7.

Remarque 2.3.14. Un sous-anneau local d’un anneau de division n’est pas
en général un anneau de valuation. Il suffit de prendre l’exemple donné dans
[7, Remarque 2.8]. Le localisé dans l’exemple cité est un anneau local mais
n’est pas un duo-anneau donc il n’est pas de valuation et il est un sous anneau
local d’un anneau de division.

Chercher les conditions pour qu’un sous-anneau local d’un anneau de di-
vision soit un anneau de valuation. Et en particulier si A est un duo-anneau
integre et P un idéal premier de A a quelles conditions A, qui est local est
un anneau de valuation.

Théoréme 2.3.15. Soient A un duo-anneau intégre, S une partie multipli-
cative saturée de A et D l'anneau de division de A. Alors S™'(A) est un duo-
anneau si et seulement si S est invariant c’est-a-dire Vo € D, v~ 'Sz = S)

Preuve :
D’aprés non commutative valuation rings [27].

Corollaire 2.3.16. Soient A un duo-anneau intégre et P un idéal premier
de A. Alors A, est un duo-anneau si et seulement si S = A\P est invariant.

Remarque 2.3.17. On peut poser la question suivante si A est un duo-
anneau non nécessairement intégre a quelles conditions Ap est un duo-anneau
et plus généralement ST (A) est un duo-anneau ot S une partie multiplicative
saturée quelconque de A vérifiant les conditions de Ore.
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2.4 Duo - anneau de Dedekind

Dans toute cette section S désigne I’ensemble des éléments réguliers de
Ianneau A.

Définition 2.4.1. Soient A un duo - anneau intégre et S~'(A) son anneau
total de fractions. Et soit I un sous - A-module a droite de S™'(A). Alors
I est dit fractionnaire a droite s’il existe d € STY(A) et d # 0 tel que
Id C A.

Définition 2.4.2. Soit I wune partie non vide de S™'(A). Alors I est
dite un idéal fractionnaire a gauche de A si I est un A sous - module a
gauche de ST'(A) et il existe d € ST'(A) avec d#0 tels dI C A.

Définition 2.4.3. Soit I une partie non vide de S™(A). Alors I est dite
idéal fractionnaire de A si I est un idéal fractionnaire a gauche et a droite.

Exemple :

- Soit [ wun idéal de A (A est un duo - anneau intégre) non réduit a
{0}. Alors I est fractionnaire.

- Si A est un duo - anneau intégre, alors tout sous - module a gauche
(respectivement a droite) engendré par un seul élément non nul est fraction-
naire & gauche (respectivement a droite). C’est-a-dire que si = € S™!(A)
avec x # 0, alors Az est fractionnaire a droite et xA est fractionnaire a
gauche.

Proposition 2.4.4. et définition
Soitent I et J deux idéaux d’un duo - anneau intégre. Alors l’ensemble
noté par

(I:])={xzecSYA) : JrxCI}

est un sous - module a droite de S™(A)
(S7YA) est un A— A - bimodule).
(I:J) est appelé transporteur a droite de J par 1.

Preuve

(I:J)#¢ car 0€ (I:J)
z,y € (I:J)
donc Jx C I et JycClI
dou Jr+JyCl= J(x+y) CI.
—z+ye(l:J)
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size(l:J) = JozClI
— (Jr)aClaC I
— J(za) C I
= xza€c ([:J)
Donc (I:J) est un sous - module & droite de S™'(A).

Remarque 2.4.5. De la méme maniere on définit le transporteur a gauche
de J par I.

Corollaire 2.4.6. Soient [ wun idéal fractionnaire a gauche et J wun idéal
fractionnaire & droite. Alors (A : 1) est un sous - module a gauche non nul
et (A:J) estun sous - module & droite non nul.

Remarque 2.4.7. On note par :

(A:Dg={xec S YA /Iz C A}
c’est le transporteur a droite de I par A

(A: 1), ={z e S (A)) xI C A}
c’est le transporteur a gauche de I par A.

Définition 2.4.8. Soit I wun idéal fractionnaire de A. Alors I est dit
inversible a droite s’ils existent xp € I et y, € (A:1)q en nombre fini tels

que 1 =>" xpy.

Définition 2.4.9. Soit [ wun idéal fractionnaire a gauche de A. Alors [
est dit inversible a gauche s’ils existent xp € I et y, € (A:1), en nombre
fini tels que 1 =" ypxy.

Définition 2.4.10. Un idéal fractionnaire est dit inversible s’il est inversible
a gauche et a droite.

Proposition 2.4.11. Soient A un duo - anneau integre et I un idéal

fractionnaire inversible a droite (resp. a gauche). Alors
I'x(A:1)g=A (resp.(A: 1), x I =A).

Preuve :
Supposons que [ est inversible a droite alors ils existent x; € [ et
yr € (A:1); en nombre fini tels que 1 = ) xpyr donc pour tout a € A

a= Za(mkyk) = Z(amk)yk elx(A:1),
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donc A C I x (A:1I); et cest clair d’apres la définition de (A : I); que

I'x(A:I)C A, en effet soit szyl un élément de I x (A : I)y, alors

i=1

pour tout 1 <:<n xz;y;, € A donc Zazlyl € A.

i=1
Ainsi I x (A:1); = A. Et de la méme maniére on montre que
(A: 1), xI=A.

Définition 2.4.12. Si I est un idéal fractionnaire inversible a droite (resp.
a gauche), alors (A : 1), est dit inverse a droite de I (resp. (A: 1), est dit
inverse a gauche de I ).

Proposition 2.4.13. et Définition
Soit A un duo - anneau intégre et I wun idéal inversible. Alors l'inverse a

gauche de I coincide avec son inverse a droite et il est dit l'inverse de [
et est noté par (A:1)=1"".
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Preuve :

Ona Ix(A:I)g=A et (A:I);xI=A donc
Ix(A:1)g=(A:1),x1I
= (A: )y x(A:I)g=(A:1),xA
= AA:I)y=(A:1),x A
= (A:1)g=(A:1),.
Notation
- Si I est un idéal inversible a droite alors son inverse a droite (A : 1)y est
noté par Id’l
- Si I est un idéal inversible & gauche alors son inverse a gauche (A : 1),
est noté par ];1.
- Si I est un idéal fractionnaire inversible alors son inverse (A : ) est noté
par I~1

Proposition 2.4.14. Soient A un duo - anneau intégre et S™1(A) son
anneau de division. Alors l’ensemble des idéaux fractionnaires de A inver-
sibles muni de la multiplication des idéauz est un groupe commutatif d’élé-
ment neutre A.

Preuve :
Soient I et J deux idéaux fractionnaires inversibles alors
(IJ)x (J* x I"™Y) = A donc IJ est inversible et son inverse est J— 1771,

D’ou le résultat.

Proposition 2.4.15. Soient A un duo - anneau integre et I wun idéal
inversible a droite (resp. a gauche). Alors I est de type fini.

Preuve

Supposons que I est inversible a droite alors il existe xp € I et
yr € STY(A) en nombre fini tels que 1 = Y @ yr. Soit a € I alors
a =Y (axy) yp et comme A est un duo - anneau Iz € A tels que
axy = zja donc a =Y (za)yr =Y z)(ayx) or ayy € A donc a € )z} A
ce qui prouve que [ est de type fini.
De méme si [ est inversible & gauche alors 1 = )y, x; donc pour tout

a€A
a= Z(ykxk)a = Zyk(xka)

alors ils existent zj) € tels que xya = az) d’ou

a= La)Tr or yp a € A
Z(y )z}, Y
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donc
[ZZA.%ZZZ.%Z

donc [ est de type fini.

Définition 2.4.16. (avant la proposition précédente)
Soit I wun idéal d’un duo - anneau integre. Alors I est dit inversible
sl est inversible a gauche et a droite.

Lemme 2.4.17. Soit M un A-module a gauche. Alors M est projectif si et
seulement si il existe une famille {my, k € K} d’éléments de M et une
famille {¢r : M — A} de morphismes de A-modules & gauche telles que :
i) Sim € M, ¢r(m) =0 sauf pour un nombre fini d’indice k
i) Sime M, m= quk(m) my,.

keK

Définition 2.4.18. Soient A un anneau, M un A-module & gauche et
(a,m) € A x M. Alors m est dit divisible par a s’il existe m’ € M tel que
m = am/'.

Définition 2.4.19. Soit M un A-module a gauche. Alors M est dit divisible
si tout élément de M est divisible par les non diviseurs de zéro de A.

Lemme 2.4.20. Tout module injectif est divisible.
Lemme 2.4.21. Le quotient d’un module divisible est divisible.

Définition 2.4.22. Soit A un anneau.
Alors :

1) A est dit hériditaire a gauche si tout idéal & gauche est projectif.

2) A est dit hériditaire a droite si tout idéal & droite est projectif.

3) A est dit hériditaire s’il est hériditaire & gauche et a droite.

4) A est dit semi-hériditaire a gauche (resp. a droite) si tout idéal & gauche
(resp. a droite) de type fini est projectif.

5) A est dit semi-hériditaire s’il est semi-hériditaire a gauche et a droite.

Lemme 2.4.23. Soit A un anneau. Alors les conditions suivantes sont équi-
valentes :

1) A est hériditaire.

2) Tout sous-module d’un A-module projectif est projectif.

3) Tout quotient d’un A-module injectif est injectif.
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Théoréme 2.4.24. Soient A un duo-anneau intégre et I un idéal de A. Alors
I est projectif si et seulement si I est inversible.

Preuve

Supposons que I est projectif alors il existe une famille {ax, k € K}
d’éléments de I est une famille de morphismes {¢y : I — A} vérifiant les
deux conditions du lemme précédent soit b € I, avec b # 0, posons y, =
or(b) b1, Montrons que y;, ne dépend pas du choiz de b.

Soit ) #0 et b € 1, alors b' ¢r(b) = ¢i(b'D). Soit x € A tel que b'b = zlt/
alors V' ¢i(b) = x ¢p(0)
V' or(b) =z ¢i(V)
b'b =x b
d’ot ¢p(b) b=t = ¢p (V') V7L, Ainsi yy, ne dépend pas du choiz de b.
Montrons que yx, I C A soit b € I alors yr, = ¢p(b)/b=0 yp b= ¢x(b) € A.
Et d’autre part b yr. = yr b = 0 sauf pour un nombre fini d’indice k.

Soitb € I, alors b = Z(qﬁk(b)) ar = Z (qr(b) ag

=> (b a) a
b =b(>_(dr(ar)
d’ot il existe un nombre fini d’indice k tel que Z ap qr. = 1. Donc I est

wnversible.
Supposons que I est inversible a gauche, alors il existe aq,...,a, € I et
n

Qi s Gn € STH(A) tels que qp I C A et Z ap qx = 1.
k=1

donc on a :

Soit o, : I — A

a — ¢pla) =q a
alors Im ¢, C A, soit a € I, alors

a = Z ap ¢r(a) = Z ar(qr a) = Z (ar qr) a d’ou I est A-module
projectif a gauche.

De méme si I est inversible a droite, alors ils existent ay,...,a, € I et
Qi Gn € STH(A) tels quei q, C A et Z qr ar, = 1. Soit :

¢k: I — A
a — ¢rla) =a q

alors Im ¢, C A et Im ¢p =1 qi. Soit a € 1
alors a = quk(a)ak = Z(a qr) ax = a qu ay d’ou I est idéal projec-

58



tif a droite. Ainsi le résultat I est projectif si et seulement si I est inversible.

Corollaire 2.4.25. Soit A un duo-anneau intégre. Alors A est hériditaire si
et seulement si tout idéal non nul de A est inversible.

Définition 2.4.26. On appelle anneau de Dedekind un duo-anneau intégre
hériditaire.

Exemples

1°) Z est un anneau de Dedekind (c’est l’exemple trivial).

2°) Tout anneau de valuation discréte non nécessairement commutatif est
un anneau de Dedekind non nécessairement commutatif car tout anneau in-
tegre principal est de Dedekind.

Remarque 2.4.27. :

1) On peut donner comme définition d’un anneau de Dedekind un duo-
anneau integre dont tout ses idéauxr non nuls sont inversibles.

2) Cette définition des anneauzx de Dedekind est une généralisation de
la définition connue avant qui est "un anneau de Dedekind est un anneau
commutatif integre dont tout ses idéaux non nuls sont inversibles”.

3) Tout anneau de Dedekind est noethérien.

Théoréme 2.4.28. Soit A un duo-anneau. Alors A est de Dedekind si et
seulement si tout module divisible est injectif.

Preuve

Supposons que A est de Dedekind. Soient D un A-module a gauche divi-
sible, I un idéal de A et f : I — D I un morphisme de A-module a droite.
Montrons que f est prolongeable sur A. Comme A est de Dedekind alors I
est inversible alors ils existent ay, ...,a, € I et qi,...,q, € ST(A) tels que que

Iq.CAet Z ay qr = 1. Comme D est divisible alors pour tout 1 < k <n
il existe dy € D tel que dy ar, = f(ay).
Soita €l ona f(a) = f(Z(ak qr)a)
= O alar )a) =D flar)(g)a
= (Z di ar qi)a

Posons d = Z di(ar qx) donc on f(a) =d a.

k=1
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On définit alorsg: A — D
ar— g(a) =da

Ainsi D est injectif.

Pour la réciproque supposons que tout A-module a droite divisible est in-
jectif. Montrons que A est de Dedekind.
Soit D un A-module divisible & droite alors le quotient de D est divisible (voir
les lemmes précédents) donc le quotient de D est injectif.
Ce qui prouve que D est hériditaire d’ou D est de Dedekind. (voir les lemmes
précédents.)

Corollaire 2.4.29. Soient A un duo-anneau intégre principal et M un A-
module a gauche. Alors M est injectif si et seulement si M est divisible.

Preuve

Il suffit de montrer (remarquer) que tout idéal d’un duo-anneau intégre
principal est inversible (c’est-a-dire qu’un duo-anneau intégre principal et de
Dedekind) d’o un A-module est injectif si et seulement si il est divisible.

Lemme 2.4.30. Soit A un duo - anneau de Dedekind. Alors tout idéal I
de A s’écrit de facon unique comme produit de puissances positives d’idéaux
MarImauz.

Preuve
Comme I est unidéal de A qui est de Dedekind alors I est inversible.
Soit P; un idéal maximal tel que

ICP ,si IP'=A alors [ =P,

sinon IP;'C A donc soit P, un idéal maximal contenant [P ' alors si
IP[' x Py = A alors I = PP, sinon on construit P; Iidéal maximal
de A contenant IP; ' P;' on construit ainsi une suite croissante d’idéaux
Ix Pt x Pyt x ... x P71 qui doit stationner (car A est noethérien).

Il existe donc k, > 0 tel que

IXP'x Pyl x .. xP'=A dou I =P xPyx..P,.

L’unicité de cette décomposition résulte du fait que les P; sont des idéaux
maximaux de A, pour tout 1 <i<k,.

Corollaire 2.4.31. Soit A wun duo - anneau de Dedekind. Alors tout idéal
premier est maximal.
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Preuve

Soit P un idéal premier de A, alors d’aprés le lemme précédent P se
décompose comme produit d’idéaux maximaux. Ainsi P contient au moins
un idéal maximal m d’ou le résultat P = m ainsi P est maximal.

Théoréme 2.4.32. Soit A un duo - anneau de Dedekind. Alors tout idéal
fractionnaire & gauche (resp. a droite) s’écrit de fagon unique (a lordre preés
des facteurs) comme produit de puissances (positives ou négatives) d’idéauz
PTEMIETS.

Preuve
Soit I un idéal fractionnaire & gauche de A, alors il existe d € S™1(A)
avec d # 0 tel que 'ensemble J = dI soit un idéal de A, supposons que

1
d=" (x€ A et 0#ge A) donc l'ensemble I’ = — I est fractionnaire a
Y

gauche on a alors J = xI’ qui est un idéal de A, ainsi J = (Ax)I’ donc
I'=(Az)™' J ce qui implique que I =y(Az)™'J = (Ay)(Az)~'J, dou I
s’écrit comme produit d’idéaux de A.

Donc d’aprés ce qui précéde (lemme précédent) I s’écrit comme produit de
puissances d’idéaux premiers

I=P"x P x..xP™" oun €Z, V1 <i<k.

La décomposition de I est unique & 'ordre prés des facteurs vient du fait
que pour tout 1 <i <k.
P, est un idéal maximal.

Théoréme 2.4.33. Soient A wun duo - anneau de Dedekind. Alors pour
tout idéal premier p on peut construire une valution discrete notée v, de
la mnaiére suivante :

1) Yz € STY(A) non nul, on pose v,(z) est lexposant de p (qui peut
étre nul) dans la décomposition de l'idéal fractionnaire Az de A en produit
de facteurs premiers.

2) v,(0) = +o00.

Preuve

Soit p un idéal premier de A.
Montrons que v, : S7'(A) — ZU{+oc} définie ci - dessus est une valuation
discréte c’est clair que v, est une application. Soient z,y € S7'(A) non
nuls v,(zy) = lexposant de p dans la décomposition de 'idéal fractionnaire
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A(zy), donc il suffit de remarquer que

A(zy) = (Az)(Ay) donc lexposant v,(zy) = v,(x) + v,(y). Et on vérifie
comme le cas commutatif que v,(z +y) > min(vy(x),v,(y)). Dou v, est
une valuation discrete non nécessairement commutative.

Théoréme 2.4.34. Soient A un duo - anneau de Dedekind. On peut
construire une valution discréte non nécessairement commutative. De la ma-
niére suivante.

Soit p un idéal premier de A on pose : si v € A et x #0, vy(r) =
lexposant de p dans la décomposition de l'idéal fractionnaire Az de A
en produit de facteurs premiers, si x ¢ A alors v,(x) = vy(a) —v,(b) ou
% =z et v,(0) = +o0.

Preuve : La méme que dans le cas commutatif.

Théoréme 2.4.35. Soit A un duo - anneau intégre. Alors A est un anneau
de valution discréte (non nécessairement commutatif) si et seulement si A
est un duo - anneau de Dedekind local.

Preuve

Si A est un anneau de valuation discréte non nécessairement commutatif
alors d’apres ce qui précéde c¢’est un duo - anneau de Dedekind local.
Supposons que A est un duo - anneau de Dedekind local. Alors il contient
un seul idéal premier P qui est maximal. Considérons la valuation v,
construite dans le théoreme 2.4.33 et montrons que A=A, 7

A, = {x € S7Y(A) /v, (x) > o}

ona VreA wvy(r)>0 donc ACA,. Etsi z¢€ P, v,(x)>0.Donc
I'idéal maximal P de A est égal a I'idéal maximal de A,,. Ainsi A= A,,.
d’ott A est un anneau valution discréte (non nécessairement commutatif).

Corollaire 2.4.36. Soit A un duo-anneau de Dedekind local d’idéal maximal
P. Alors A est principal et tout idéal de A est une puissance positive de P.

Preuve : Découle de ce qui précéde.

Théoréme 2.4.37. Soient A un duo-anneau de Dedekind et P un idéal pre-
mier. Alors A, est un anneau de valuation discrete (non nécessairement com-
mutatif ).
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Preuve :
Posons D = l'anneau total de fractions de A et S = A\P. Donc on
a Ap est local d’idéal maximal Pp = PAp, alorssi [ est unidéal de Ap
donc (i5)7*(I) est unidéal de A contenu dans P. Ainsi on peut construire
une valuation discrete
v:D— ZU{+o0}

de la mar&iére suivante g 4
i)Si— € Ap et — #0, v(—) =n, ou n est I'exposant de l'idéal P
s s S
a
dans la décomposition de I'idéal (i5)~* (—Ap) comme produit de puissance
s
d’idéaux premiers.
a a
ii)si — ¢ A, v(-)=0v(a) —v(s)
s s
iii) v(0) = 4o0.
Monttrons que v est bien définie.
a b
Soient —, - ¢ A
st £ Ay

a
si— = 7 — dx,y € A non nuls tels que :
s

ra = yb
s =yt
donc on a :

v(za) =v(x) +v(a), v(rs) =v(r)+ v(s)
v(yb) = v(y) + v(b) et v(yt) = v(y) + v(t)

— v(a) — v(s) = v(b) — v(t) donc v est bien définie et comme dans le cas
commutatif, v est une valuation discréte et son anneau de valuation est égal
a A, d’ou le résultat.

Corollaire 2.4.38. Soient A un duo-anneau de Dedekind et P un idéal pre-
mier. Alors A, est un duo-anneau.

Preuve : Découle du théoréme précédent car si A est un duo-anneau de
Dedekind, alors A, est un anneau de valuation discréte donc A, est un duo
- anneau.
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Chapitre 3

ENVELOPPE PLATE SUR UN
DUO-ANNEAU

Introduction

Dans ce travail on suppose que A est un duo-annneau et nous utiliserons
la notion de localisé Ap de A en P ou Ap = S71(A). S étant Pensemble
des éléments réguliers de A\ P. Nous étudions les enveloppes plates dans les
Ap-modules a gauche, et nous montrons que si la dimension faible de Ap
est finie (WD(Ap) < +00) pour tout idéal premier, alors tout A-module a
gauche admet une enveloppe plate si et seulement si , A est cohérent et la
dimension faible de A (W (A) < 2).

Nous étudions les enveloppes plates dans les [F-duo-anneaux et nous
montrons que si A est un I F’-duo-anneau et M un A-module de présentation
finie, alors M admet une enveloppe plate si et seulement si M est un sous-
module essentiel d’'un module projectif de type fini. Nous introduisons la
notion d’une partie T-nilpotente d’un anneau et nous montrons que dans un
I F-duo-anneau A les parties J(A,,) et J(A) sont T-nilpotentes ou m est un
idéal maximal de A.

Nous étudions les enveloppes plates dans les duo-anneaux qui sont quasi-
frobéniusien (QF-duo-anneau) et nous montrons que si A est un anneau
cohérent tel que pour tout idéal maximal m A, est un ) F-anneau alors tout
A-module de présentation finie admet une enveloppe plate monomorphique.

Soient M un A - module a gauche, F' un A - module plat. On appelle
pré-enveloppe plate de M tout morphisme f: M — F' tel que pour tout
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morphisme ¢g: M — E ou FE est un A - module plat a gauche, il existe
un morphisme h: F — E vérifiant ho f = g.
Si en particulier dans le cas ou g = f tout endomorphisme h: F — F
vérifiant ho f = f est un automorphisme, alors f est dite enveloppe plate.
Si M admet une enveloppe plate elle est unique a un isomorphisme pres.
En général I’enveloppe plate d’'un A-module & gauche n’existe pas tou-
jours. Voir 2 |, [3], [4].
Dans ce travail on suppose que A est un duo - anneau et on montre les
résultats suivants :

Théoréme 3.0.39. Si la dimension faible de A WD(A,) < +00 pour tout
1déal premier p, alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) A est cohérent et WD(A) < 2.

it) tout A - module & gauche admet une enveloppe plate.

Théoréme 3.0.40. Soit A un duo - anneau. Les conditions suivantes sont
équivalentes :
i) A est cohérent et self - injectif
it) Tout A - module de présentation finie admet une enveloppe plate qui
coincide avec son enveloppe injective.

Théoréme 3.0.41. Soit A un duo - anneau. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

i) Tout A - module admet une enveloppe plate monomorphique.

it) Pour tout idéal maximal m de A, le localisé m de A est un corps
ot A, estun anneau quasi - frobeniusien (QF) qui

est un A - module projectif.

3.1 Définitions et Résultats préliminaires

Définition 3.1.1. Soient M un A - module, F un A - module plat et
f: M — F un morphisme de A - modules [ est dite pré - enveloppe
plate si pour tout A - module plat F' et tout morphisme g : M — F'
il existe un morphisme h : F — F' tel que ho f = g. Si de plus tout
h:F — F quivérifie : hof = f estun automorphisme, alors f est
dite enveloppe plate.

Définition 3.1.2. Soit M un A - module a gauche. M est dit de présen-
tation finie s’il existe une suite exacte courte 0 — N — F — M — 0
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telle que F est un A - module a gauche libre de type fini et N un A -
module & gauche de type fini.

Définition 3.1.3. Un A - module est dit cohérent si tout sous - module de
M de type fini est de présentation finie.

Définition 3.1.4. Un anneau A est dit cohérent a gauche (respectivement
a droite) si le A - module & gauche 4 A est cohérent (resp. le A - module
a droite 4 A est cohérent).

Définition 3.1.5. Soit M un A - module. On appelle couverture projective
de M un épimorphisme f:P — M ot P estun A - module projectif
et Ker f est un sous - module superflu de P.

Définition 3.1.6. Soit M un A - module a gauche et soit N un sous -
module de M. Alors

1) N est dit sous - module essentiel de M noté N < M si pour tout
sous - module L de M tel que NNL=0 alors L=0.

2) N est dit sous - module superflu de M noté N < M si pour tout
sous - module L de M tel que L+ N =M alors L= M.

Proposition 3.1.7. Soit f : P — M wun morphisme de A - modules
a gauche avec P projectif. Alors f est une couverture projective si et
seulement si :

a) Pour tout homomorphisme ¢ : P' — M ou P’ est un module
projectif, il existe h: P — P tels que foh=g.

b) Tout endomorphisme h : P — P tel que foh = f est un
automorphisme.

Preuve

Supposons maintenant que f: P — M est une couverture projective
alors f est un épimorphisme. Soit ¢ : P — M un homomorphisme avec
P’ projectif alors il existe h : PP — P tel que foh =g car P’ est
projectif. Et en particulier pour ¢g = f il existe h : P — P tel que

foh=f.

Montrons que h est un automorphisme. Par hypothése Kerf est
superflu dans P et donc pour tout x € P ona z=x — h(x)+ h(x) et

x—h(x) € Kerf car f(x —h(z)) = f(x) — foh(z) =0 et
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h(z) € h(P) dou P = Kerf + h(P)

avec Kerf superflu donc h(P) = P ce qui montre que h est surjective.
On a h: P — P est surjective alors il existe g : P — P tel que
hog=1, (oul, identité) car P est projectif donc g¢ est injective or

foh=f = (foh)og=fog
= f(hog)=fog= f=fog

donc on montre de la méme maniére que ¢ est surjective d’'ou h est
bijective, ce qui prouve que h est un automorphisme.

Supposons que les conditions a) et b) sont vraies et montrons que f est
une couverture projective.
Soit g : P/ — M un homomorphisme avec P’ projectifet h: P/ — P tels
que foh = g, montrons que f est un épimorphisme. Posons P’ = AM) le A
- module libre & gauche engendré par M et ¢ : AM) — M D'épimorphisme
canonique alors il existe h: AM — P tel que foh=g¢ donc f estun
épimorphisme.
Reste & montrer que Kerf est superflu?

Soit L un sous - module de P tel que Kerf + L = P, montrons que
L=P
Soit f/L:L — M la restriction de f sur L.
Soient x € P, alors il existe x1 € Kerf et x, € L tels que x = x1 + 29
donc f(z) = f(z1) + f(x2) = f(22).
Or f est épimorphisme donc pour tout y € M il existe = € P tel que
f(z) =y ce qui implique d’aprés ce qui précéde que pour tout y € M il
existe x3 € L tel que f(x2) =y. Donc f/L est un épimorphisme et comme
P est projectif alors il existe h: P — L telque f/Loh = f et i: L — P
I'injection canonique, alors foi= f/L donc on a

(foi)oh=f= fo(ioh)=f

et d’aprés b) ¢oh est un automorphisme donc L = P d’ou Kerf est
superflu.

Proposition 3.1.8. Soit A wun anneau cohérent et M un A - module
a droite de présentation finie. Alors M admet une enveloppe plate si et
seulement si  M* = Hom(M, A) admet une couverture projective.

Preuve : |2, d’aprés Proposition 1]
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Proposition 3.1.9. Soit A un anneau tel que tout A - module a droite de
présentation finie admette une pré - enveloppe plate alors A est cohérent a
gauche.

Preuve : |2 , d’aprés Proposition 2]

Définition 3.1.10. Un anneau A est dit semi - réqulier si tout A - module
de présentation finie admet une couverture projective.

Proposition 3.1.11. Soit A un anneau semi - régulier. Alors tout A - mo-
dule a droite de présentation finie admet une enveloppe plate si et seulement
si A est cohérent a gauche.

Preuve : |2, Corollaire 3]

Définition 3.1.12. Soient N, M et L trois A - modules a gauche. Alors la

suite ezacte courte 0 —s N -5 M 25 L —5 0 est dite pure si pour tout
A - module a droite S la suite courte

0— SQN D sQRQM B 50L —0
A A

est exacte.

Définition 3.1.13. Soit 0 — N — M — L — 0 wune suite exacte
courte pure de A - modules a gauche. Alors

a) N est dit sous - module pure de M

b) M est dit une extension pure de N.

Définition 3.1.14. Soit E wun A - module a gauche. Alors E est dit

pur injectif si pour toute suite pure 0 —» N — M L0 et pour
tout morphisme f : N — E il existe un morphisme ¢g: M — E tel que

goa=f.
Remarque 3.1.15. 1°) La définition de module pur injectif est équivalente

a E est pur injectif si pour toute suite pure 0 — N - L LM — 0,
alors la suite

0 — Homy(L,E) — Homa(M,E) — Homa(N,E) — 0

est exacte.
2°) Tout module injectif est pur injectif.
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Définition 3.1.16. Soit f : M — E un morphisme de A - module a
gauche ou E est pur injectif. Alors f est dit pré - enveloppe pure injective.
St pour tout morphisme g : M — E' avec E' pur injectif, il existe un
morphisme h : E — E' tel que ho f = g. Si de plus le morphisme
h:E — FE vérifiant ho f = f est un automorphisme alors f est dite
enveloppe pure injective.

Lemme 3.1.17. Tout A - module admet une enveloppe pure injective.

Remarque 3.1.18. L’enveloppe injective d’un A - module a gauche est pure
mjective.

3.2 Localisation et enveloppe plate

Lemme 3.2.1. Soient f: M — F wune enveloppe plate et g: M — P

une pré-enveloppe plate. Alors il existe une enveloppe plate h : M — F’
telle que P=P ®F et F=F'.

Proposition 3.2.2. Soit A un duo - anneau tel que tout A - module admet
une enveloppe plate alors tout A, - module admet une enveloppe plate avec
P est un idéal premier.

Preuve

Soit M un A, - module. Alors M est un A - module. Soit f: M — F
une enveloppe plate de A - modules. Comme M = M, en tant que
A, - module, alors f, : M — F, est une enveloppe plate. En effet, on
sait que F), est plat et comme f est une enveloppe plate, alors pour
tout morphisme de A, - modules ¢g : M — F’. Comme ¢ est un
morphisme de A - modules, il existe h: ' — F’ tel que ho f =g alors
h,o f, = g, et comme F’ estun A, - module alors F" est isomorphe a
F). Soit ¢ : F' — F, un isomorphisme tel que ¢og = g, donc on a
(¢~'ohy,)o f,=g. Posons h' =¢ toh, donc ona hof,=g etainsi f,
est une pré-enveloppe plate de M. Et d’aprés le lemme précédent, f, est
une enveloppe plate.

Corollaire 3.2.3. Soit A un duo - anneau cohérent et P wun idéal premier,
alors tout A, - module a gauche de présentation finie admet une enveloppe
plate.
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Preuve

D’aprés ce qui précéde A est cohérent, donc tout A - module de présen-
tation finie admet une enveloppe plate et d’apreés la proposition précédente. Si
M est un A, - module de présentation finie alors M admet une enveloppe
plate.

Définition 3.2.4. Soit N wun A - module a gauche. Alors N est dit
FP - injectif si pour tout A - module a gauche M de présentation finie
Ezty(M,N) = 0.

Définition 3.2.5. Soit A un anneau. Alors A est dit self - FP - injectif
a gauche si 4 A est F.P - injectif.

Corollaire 3.2.6. Soit A un anneau self - FP - injectif a droite. Alors tout
A - module a droite admet une enveloppe plate si et seulement si A est
semi - régqulier et cohérent a gauche.

Preuve : |2, Corollaire 5]

Proposition 3.2.7. Soit A wun duo - anneau, tel que tout A - module
admet une enveloppe plate. Alors pour tout A - module de présentation finie
M le A, - module MéN admet une enveloppe plate pour tout idéal premier

P.

Preuve : D’aprés |2, Proposition §|
Soit h : M, — F une enveloppe plate du A, - modules M,. Alors
A . MISN) — FZSN) est une enveloppe plate du A, - module MZSN).

Définition 3.2.8. Soit n € N*. Soit M un A - module. On dit que la
dimension plate de M est inférieure ou égale & n et on note Fd(M) <n
s’il existe une suite exacte de A - modules :

0O —F, —FP1——P—PFP —M-—70

ou les P; sont projectifs et F, plat.
¥ FdM)=n si FA(M) £n—1
¥ Fd(M) =00 sl n’existe pas n € N tel que Fd(M) <n.

Théoréme 3.2.9. Les assertions suivantes sont équivalentes pour tout
A - module a droite (resp. a gauche) M
i) FA(M) <n
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i1) Pour toute suite exacte

0—K-sp ™ _spp dp_4o

ou P; est projectif et K = Ker d,_1 alors K est plat.

iii) Tory, (M, M") =0, pour tout m >mn+1 et pour tout A - module a
gauche M’

iv) Torp1 (M, M') =0, pour tout A - module & gauche (resp. a droite)
M.

Théoréme 3.2.10. Pour tout A - module a droite M et pour tout A - module
a gauche M'. Alors Tor, (M, M') =0 si et seulement si Fy(M) <n ou
Fd(M/) S n.

Définition 3.2.11. Soit A un anneau.
1) On appelle dimension faible a gauche de A, notée par

(Wp(A) = sup {Fy(M), M € A— Mod}
2) On appelle dimension faible a droite de A, notée par :
rWD(A) ={Fy(M), M € Mod — A}

Théoréme et Définition :

Soit A un anneau. Alors (Wp(A) =rWD(A) et leur valeur commune
est dite dimension faible de 'anneau A. Cette valeur commune est notée
par : WD(A).

Preuve

Il suffit de remarquer que s’il existe n € N tel que Tor, (M, M) =0,
pour tout M € Mod — A et pour tout M’ € A — Mod
alors (Wp(A) <n et TWD(A) <n etsinon (Wp(A) =rWD(A) = +oc.
Donc (Wp(A) =rWp(A) = Wp(A)

Proposition 3.2.12. Soient A wun duo - anneau et P wun idéal premier
de A et M wun A - module a gauche. Alors Fy(Mp) < Fy(M).

Preuve
Supposons que Fy(M) < n alors il existe une suite exacte

dn dn, d do
0—F, S5 F, 1 "8F o— .. —F-"5F “5M-—0
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ou F; projectif VO <i<n—1 et F, plat alors la suite
00— (Fn)p — (Fn—l)P —_— .. — (Fl)p — (Fo)p — Mp — 0

est exacte.
Donc (F,)p est plat et (F;)p est projectif V0 <i<n-—1 donc
Fy(Mp) < n. Supposons que Fy(M) = +oo ;alors Fy(Mp) < Fy(M).

Lemme 3.2.13. Soit A un anneau. Alors :

1) Un A - module a gauche M est plat si et seulement si
Tori(A/I, M) =0, pour tout idéal & droite I de A

2) Un A - module a droite M est plat si et seulement si
Tori(M,A/I) =0, pour tout idéal & gauche I de A.

Preuve

Définition 3.2.14. et Théoréme : Soit A un anneau, alors WD(A) est
dite dimension faible de l'anneau A et on a

WD(A) = sup {Fd(A/I): I unidéal & gauche de A}

=sup {Fd(A/I): I un idéal a droite de A}

Preuve :
Soit I wun idéal a droite de A.
Supposons que sup{Fy(A/I)} =400 pour tout idéal a droite de A, alors

sup{Fy(M),M € A — Mod} = +cc.

Si sup{Fy(A/I)} <n pour tout idéal a droite I de A donc Fy(A/I) <n
pour tout idéal a droite I de A.
Montrons que pour tout A - module a gauche M Fy(M) < n. On a
Fy(A/I) <n alors Tor, 1(A/I,M) =0, pour tout idéal a droite I alors
si

0— K- p " PP —o0

est une suite exacte de A -moudle a gauche ot P; est projectif et
K = Kerd,_, et d, estl'injection canonique alors

Torp1(A/I,M)=Tor (A/I,K)=0
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pour tout idéal a droite I de A donc K est un A - module & gauche plat.
Dou Fy(M) <n pour tout A -module & gauche M. Donc

WD(A) = sup {Fy(M),M € A— Mod}
= sup{F4(A/I), I idéal a droite de A}

De méme on montre que :
WD(A) = sup{Fy(A/I), I idéal a gauche}

Supposons sup{F;(A/I), I idéal & gauche } = +oo
Alors WD(A) = 400 si Fy(A/I) < n pour tout idéal & gauche I de A
alors montrons que WD(M) <n pour tout A - module & droite M. Soit

0—K-5p_"lp . —sp-p dp 5o

une suite exacte de A - module a droite ou P; est projectif pour tout 0 <
i<n—1; K= Kerd,_, eti estl'injection canonique Tor,(M,A/I) =
Tori(K,A/I) =0 ce qui implique que K est plas d’ou Fy(M) <n dou
le résultat.

Théoréme 3.2.15. Soit A un duo -anneau alors WD(A) = sup{W D(A,)}
ot me MAX(A).

Preuve

On a par définition de WD(A)

sup {WD(A,)} <WD(A)
meMAX (A

car A,, st A - module & gauche.

Montrons que WD(A) < sup {WD(A,,)}. Soit I unidéal de A alorsil
meMAX(A

existe un idéal maximal m de A tel que I C m alors (A/I),, estisomorphe
a Apn/lL, donc Fy(A/I) = Fy(A/Iy) donc sup{Fs(A/I), I idéal de A}
est égal & sup {Fy(An/In), I idéal de A et m idéal maximal contenant I }.
Ainsi WD(A) < sup {Fy(A,,/1"), I' idéal de A,,,}. D’ou le résultat.

Corollaire 3.2.16. Soit A wun duo - anneau, alors pour tout idéal
premier P,

WD(A)= sup {WD(A,)}.

Pespec(A)
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Théoréme 3.2.17. Soit A un duo - anneau WD(A,) < oo pour tout idéal
premier P, alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) A est cohérent et WD(A) <2

ii) Tout A - module admet une enveloppe plate.

Preuve

i) ==1ii) [2, Théoréme 9|

ii) = i) comme tout A - module admet une enveloppe plate alors d’apres
ce qui précéde A est cohérent donc A, est cohérent et WD(A,) < oo donc
WD(A,) <2 et comme WD(A) = sup (WD(A,)) avec P € spec(A).
Donc d’aprés |2, Corollaire 10| WD(A) < 2.

Corollaire 3.2.18. Soit A wun duo - anneau tel que W D(A) < oo, alors
tout A - module admet une enveloppe plate si et seulement si A est cohérent
et WD(A) <2.

Preuve
Comme WD(A) < oo alors d’aprés ce qui précede WD(A,) < oo pour
tout P € spec(A) et d’aprés le théoréme précédent on a le résultat.

3.3 Enveloppe plate dans les IF - duo - anneaux

Définition 3.3.1. Soit A un anneau. A est dit I F - anneau a gauche
(resp. a droite) si tout A - module 4 gauche (resp. a droite) injectif est plat.

Définition 3.3.2. Soit A un anneau. A est dit [ F' - anneau s’il est & la
fois I F' a gauche et a droite.

Proposition 3.3.3. Soit A un [ F - anneau. M wun A - module de
présentation finie. Alors M admet une enveloppe plate si et seulement si
M est un sous - module essentiel d’un module projectif de type fini.

Preuve

Soit M un A - module de présentation finie et f : M — F une
enveloppe plate de M, alors d’aprés [18, proposition 1|, F' est un module
projectif de type fini. Comme A est un I F - anneau alors E(M) est un
A - module plat donc il existe h : F' — E(M) tel que ho f est un
monomorphisme essentiel.
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Soit C' un sous - module de F de type fini tel que f~1(C)=0. Et
m: F — F/C Dépimorphisme canonique, alors 7o f est un monomor-
phisme et coker(mo f) est de présentation finie, alors F est FP - injectif.
Alors il existe h: F/C — F tel que homo f = f alors hom est un
isomorphisme alors 7 est un monomorphisme ce qui implique que C =0
donc M est un sous - module esssentiel de F.

Et inversement soit F' un module projectif de type fini, f: M — F un
monomorphisme essentiel. Tout module plat est une limite directe de modules
projectifs de type fini et une limite directe des modules F'P - injectif, alors
f: M — F est une pré - enveloppe plate. Soit ¢g : F — F tel que
gof=1r
Comme f est un monomorphisme essentiel et F' est F.P - injectif, alors g
est scindé donc ¢ est un isomorphisme et f: M — F' est une enveloppe
plate.

Corollaire 3.3.4. Soit A wun IF - anneau local. Un A - module de
présentation finie admet une enveloppe plate si et seulement si il est un sous
- module essentiel d’un module libre.

Preuve |[3, corollaire 2].

Corollaire 3.3.5. Soit A un IF - anneau. M un A - module de
présentation finie et N un sous - module de M de type fini. St M et N
admettent des enveloppes plates, alors l’enveloppe plate de N est un facteur
direct de [’enveloppe plate de M.

Preuve

Soit f : N — F une enveloppe plate de N et ¢g: M — F’' une
enveloppe plate de M. Alors d’aprés la proposition précédente F' et F’
sont projectifs de type fini, f et ¢ sont deux monomorphismes essentiels,
alors F est considéré comme sous - module de F’. F est F'P - injectif,
alors F' et I' est de repésentation finie alors F est un facteur direct de
F.

Définition 3.3.6. Soit A un anneau et S C A, S est dite
T - nilpotente & gauche (resp. a droite) si pour toute suite (a; € .S ; i > 1)
il existe n € N tel que ay as...a, =0 (resp. a, X ay_1 X ... X a3 = 0).

Lemme 3.3.7. Soient {M;} une famille de A-modules a gauche et pour
tout i, soient F; un sous-module de M; et (¢; : F; — M,;) une famille
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de morphismes de modules, vérifiant pour tout i il existe un automorphisme
fi o M; — M, tel que h; o p; = ;.

Alors il existe un morphisme h : ®M; — ©M; vérifiant h o Dyp; = Dy;
(ou @y, : OF;, — ®M,;) si et seulement si pour toule suite
1<k <ky <...<k,... d’entier naturel, pour toute suite de morphismes de
modules fr, © My, — Myny1 vérifiant f,(Fy,) = 0 et pour tout x € My, il
existe m > 1 tel que f, 0 frn_10...0 fi(z) =0.

Preuve

Théoréme 3.3.8. Soit A un IF - duo - anneau tels que tout A - module
a gauche admet une enveloppe plate, alors pour tout idéal maximal m, [’idéal
maximal m,, = mA,, est T - nilpotent a droite.

Preuve

Soit 0 # x € mA,, , Anny, (z) est de présentation finie car A,, est
cohérent. Donc d’aprés ce qui précéde il existe f : Annga, (r) — F une
enveloppe plate tel que F' est une somme directe de A,, donc F =0 ou
F=A, Si F=0 ona Anna, (z) =0 implique A,z est libre donc il
est F'P - injectif et la suite exacte courte
0— A, v — A, — A, / A, x — 0 est scindée c’est une contradiction
avec 0 # x € mA,,. Ainsi I'injection canonique Anny, (r) — A, est
une enveloppe plate. Soit {z,}neny C mA,, alors ©Annga,, (r,) admet une
enveloppe plate.

Comme Anny, (x) — A, est une enveloppe plate pour tout
0 # = € my,. Donc soit {x, },en une suite d’éléments de m,.
fn: An — A,

T— Ty T

posons My, = A, et Fy, = Annaga, (xy,), on a f;(Fy,) = 0. Alors d’aprés le
lemme précédent il existe un entier m > 1 tel que f,0 f—10...0f1(1) = 0 donc
il existe m tel que x,, x,,_1...x1 = 0 ce qui prouve que m,, est T-nilpotent a
droite.

Soient et 1 < k; < ky < ... une suite d’entier positif,

Corollaire 3.3.9. Soient A un IF-duo-anneau pour lequel tout A-module a
gauche admet une enveloppe plate et m un idéal mazimal de A. Alors J(A,,)
est T-nilpotent.

Preuve 1l suffit de remarquer que J(A,,) est inclus dans m,,, car m,,
est un idéal maximal.
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Théoréme 3.3.10. Soit A un IF - duo - anneau tels que m est un idéal
mazximal et tout A - module admet une enveloppe plate alors J(A) est
T - nilpotent.

Preuve
Soit {Zp}neny une suite d’éléments de J(A). Alors pour tout idéal
maximal m de A et si {z,}n,en est une suite d’éléments de m, la suite

1
m,, est T - nilpotent donc il existe n, € N tel que

I‘n . 212 . . N . NN
—} est une suite d’éléments de m,,, ainsi comme (d’aprés ce qui précéde)

xno xno—l T Lo
— X . X — X — ==,
1 1 1 1 1

alors il existe z € S tel que = X z,, X xp,—1 X ... X ¥, =0, x est régulier
donc il existe n, € N tel que z,, X z,,—1 X ... X T, = 0 et ce qui prouve
que J(A) est T - nilpotent & droite.

3.4 Enveloppes plates dans les QF - duo - an-
neaux

Notation

Soit A un anneau et X C A.
On note par L(X) = annulateur a gauche de X et r(X) = annulateur a
droite de X.

Définition 3.4.1. Soit A wun anneau artinien & gauche et a droite alors A
est dit quasi - Frobéniusien noté par QF s’il vérifie :

1) L(r(I))=1 pour tout idéal & gauche

2) r(L(I)) =1 pour tout idéal & droite.

Proposition 3.4.2. Soit A un duo - anneau artinien alors A est quasi -
frobéniusien (QF) si: Anna(I)) =1  pour tout idéal I.

Preuve
Comme A est un duo - anneau pour tout I de A donc [ est bilatére
donc L(r(I)) = r(L(I)) = Anna(Anna(I) = 1.
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Définition 3.4.3. Soit A un anneau. A est dit anneau parfait si tout A
- module admet une couverture projective c’est a dire.

Lemme 3.4.4. Soit A un IF - anneau alors A est QF si et seulement
si A est parfait. En effet :

Corollaire 3.4.5. Soit A un IF - duo - anneau semi - local tel que tout
A - module admet une enveloppe plate alors A est QF.

Proposition 3.4.6. Soit A un IF - duo - anneau tel que tout A - module
admet une enveloppe plate. St f : M — F une enveloppe plate, alors pour
tout idéal maximal m, F,, est ’enveloppe injective de M,,.

Preuve

Soit f: M — F une enveloppe plate; m € MAX(A) alors
fm @ My, — F,,, est une enveloppe plate, alors A,, est QF et FE(M,,)
I'enveloppe injective de M, est un sous - module de F,,. Donc FE(M,,) est
un facteur direct de F,,. Soient ¢: F — E(M,,) vérifiant go f = j,o0ipy
o jm : M, — E(M,,) est I'enveloppe injective de M,, ; v : F,, —
E(M,,) vérifiant vo f, = j, et u: E(M,) — F, tel que wo j, = fun.
alors v =g, : F, — E(M,,) etona:
VOUO jy =00 frn = (g0 f)m = (Join)m = jm €t vou est un isomorphisme
car 7j, est une enveloppe plate.
D’autre part on a vo f,, = j,, ce qui implique uovo f,, = uoj,, = fn, donc
wowv est un isomorphisme (car f,, est une enveloppe plate). Ainsi v o u
et wowv sont deux isomorphismes. donc u et v sont deux isomorphismes
d’ou le résultat.

Corollaire 3.4.7. Soit A un IF - duo - anneau tel que tout A - module
admet une enveloppe plate. Alors l’enveloppe plate de tout A - module est
une extension plate essentiel.

Preuve

D’aprés la proposition 3.4.6 précédente, si f : M — F est une enveloppe
plate alors F), est 1 enveloppe injective de M,,. Alors f,, est une extension
plate essentielle donc [ est une extension plate essentielle.

Théoréme 3.4.8. Soit A un duo - anneau cohérent tels que pour tout idéal
maximal m. A, est QF alors tout A - module de présentation finie
admet une enveloppe plate monomorphique.
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Preuve

Soit X un A - module de présentation finie, on a le monomorphisme

canonique ¢ : A — H A, ¢ est un monomorphisme pur. Alors A
meMA(A)

est un sous - module pur d’'un module injectif. Donc A est self - F P -

injectif et d’apres |2, théoréme 11| A est un [F - anneau.

D’autre part A est semi - régulier. Comme A est cohérent donc d’aprés
ce qui précéde tout A - module de présentation finie admet une enveloppe
plate et d’apres le corollaire précédent toute enveloppe plate d'un I F-duo-
anneau est un monomorphisme.

Théoréme 3.4.9. Soit A wun IF-duo - anneau, alors les conditions sui-
vantes sont équivalentes.

i) A est cohérent et self - injectif

it) Tout A - module de présentation finie admet une enveloppe plate qui
coincide avec [’enveloppe injective.

i11) A est self - injectif et l’enveloppe injective de tout A - module de
présentation finie est un module projectif de type fini

i) A est self - injectif et tout A - module de présentation finie admet
une pré - enveloppe plate.

Preuve

i) =>1ii) A est cohérent et self - injectif alors d’apreés [3, théoréme 12],
A est cohérent semi - régulier et d’aprés ce qui précede tout module de
présentation finie admet une enveloppe plate.
Soit f : M — F une enveloppe plate de M avec M de présentation
finie et d’apres ce qui précéde f est un monomorphisme essentiel et comme
E(M) est plat alors il existe h: F — E(M) tel que ho f =i ou i est
I'enveloppe injective de F' = E(M).

i1) = i1i) E(A) l'enveloppe injective de A donc E(A) =2 A donc A
est self-injectif. D’autre part E(M) est une enveloppe plate alors E(M)
est un module projectif de type fini pour tout module de présentation
finie M.

ii1) = 4v) Si pour tout module de présentation finie admet une en-
veloppe plate injective alors tout module de présentation finie est un sous
- module essentiel d’'un module projectif de type fini et comme A est un
1 F'-duo-anneau alors d’aprés une proposition précédente tout module de pré-
sentation finie admet une enveloppe plate donc une pré-enveloppe plate.

iv) = 1) évident d’aprés ce qui précede.
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Théoréme 3.4.10. Soit A wun duo - anneau, les conditions suivantes sont
équivalentes :

i) Tout A - module admet une enveloppe plate monomorphique.

it) Pour tout idéal mazimal m de A, A,, estun corps ou bien A,
est un anneau qui est un A - module projectif.

Preuve du théoréme précédent (Théoréeme 3.4.10)

i) = 1) A, estun QF pour tout m € MAX(A). Soit F(m)
une enveloppe plate de m alors F(m) est un idéal de A contenant m.
D’aprés ce qui précéde (F(m) est une extension essentielle de m donc
F(m)=m ou F(m)=A alors l'injection ¢:m — A est une enveloppe
plate de m. Comme A,, est artinien alors il existe n € N tel que
(J(Am))" = (m Ap)" = (m"), =0 et d’autre part si
m' € MAX(A), m' # (m"), = A,y donc m™ est plat et m" est de type
fini, si X est un A - module FP - injectif alors on a la suite longue exacte :

0 — Homu(A/m,X) — Hom(A,X) — Hom(m,X) —

EXTty(A/m,X) — EXTtY(A, X) — ...

et comme X est FP-injectif et A est de type fini, donc EXTtY (A, X) =0,
ainsi la suite

0 — Homu(A/m, X) — Homa(A,X) — Homa(m,X) —

EXTtY(A/m,X) — 0

comme i :m —> A est une pré-enveloppe plate et X est plat car tout
module F'P - injectif est un sous - module pur de E(X), donc tout module
injectif est plat donc EXT}(A/m, =) =0 pour tout module FP - injectif.
Ainsi A/m est de présentation finie donc m est de type fini donc m™ est
de type fini et A/m™ est un A - module projectif de type fini et comme
A/m" = A, donc A,, est un A - module projectif de type fini.

ii) = i) Soit A le A-module o1 I est un ensemble et soit m € MAX(A).
Si A,, est un corps alors (Al),, est plat si A,, n’est pas un corps alors A,,
est un module projectif de type fini et on a (A!),, 2 Al ® A, 2 (A® A,)!
donc (A7), est plat et on en déduit que A’ est plat et A est cohérent.
D’autre part, A est un sous-module pur de II A,, pour tout
m € MAX(A). Et A,, est injectif, donc A est self - FP - injectif. Ainsi tout
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A-module injectif est plat donc A est un I F' -anneau et tout A-module a
gauche admet une pré-enveloppe plate monomorphisque.

Soit f : M — F une pré-enveloppe plate monomorphique, alors pour
tout m € MAX(A) il existe g : E(M,,) — F,, tel que ¢poj, = fn ol
Jm : My, — E(M,,) est I'enveloppe injective de M,,.

Supposons que F™ = ¢! E(M,,) alors (F™),, = E(M,,) et comme A
est un I F' - anneau donc (F™),, est plat car E(M,,) est plat donc F'™ est
plat. Il existe f™: M — F™ et j™ : ™ — F tels que j™ o f™ = f.

Posons F' = ﬂ F™ et f: M — F’ 'homomorphisme in-

meMAX(A)
duit par {f™}, alors f’ est une enveloppe plate de M. Et comme Vm €
MAX(A) (F'),, est plat donc (F”),, est une enveloppe injective de M,,.
Donc f': M — F’ est une enveloppe plate monomorphique.

Si A,, n’est pas un corps. Donc A,, est un module projectif de type fini
donc le foncteur ® A,, commute avec 'intersection :

(F)p = (NF™)p = (NF™)@A,, = N(FT®@A,) ZN((F™)m) = (F™)m = E(M,,)

et comme A est QF donc E(M,,) est plat.

Comme f : M — F est factorisable a travers f” alors f' : M — F’
est une pré-enveloppe plate de M. Et comme (F"),, = E(M,,) alors Vh :
F' — F’ tel que ho f' = f’ est un isomorphisme car h,, o f/ = f/ et
fl o M, — (F'),, est une enveloppe injective donc h,, est un isomorphisme.

Donc f': M — F’ est une enveloppe plate monomorphique.
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Chapitre 4

COUVERTURE PLATE DANS
LES DUO-ANNEAUX
INTEGRES (NON
NECESSAIREMENT
COMMUTATIFS)

Introduction

Dans la 1ére section de ce chapitre, nous étudions les couvertures dans la
classe des A-modules sans torsion (ST-couverture), nous montrons que tout
A-module sous torsion admet une S7T-couverture. Nous montrons que si A-
est un duo-anneau intégre semi-hériditaire (duo-anneau de Prufer) la classe
des A-modules sans torsion coincide avec la classe des A-modules plats. Et
nous déduisons que si A est un duo-anneau semi hériditaire tout A-module
admet une couverture plate de méme si A est duo-anneau de Dedekind et si
A est un anneau de valuation discréte non nécessairement commutatif.

Dans la section 2 de ce chapitre, nous définissons de la méme maniére
que dans le cas commutatif les notions de complété (I-complété) et séparable
(I-séparable) d'un A-module & gauche voir [12, chapitre 10 (complétions)].
Nous utilisons le fait que si A est un duo-anneau intégre alors pour tout idéal
premier P, on a A, est local d’idéal maximal P, et que A,/ P, est isomorphe &
K (p) qui est 'anneau de division de A/P. Nous utilisons et nous généralisons
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les notions de complété d’'un A,-module libre noté par 7),.

Nous rappelons la définition d’un module de cotorsion : un A-module C'
est dit de cotorsion si Ext!y(F,C) = 0, pour tout A-module a gauche plat F.
Nous montrons que si A est un duo-anneau intégre, les assertions suivantes
sont équivalentes :

i) F' est une couverture plate d'un A-module de cotorsion.

ii) F' est un A-module plat et de cotorsion.

iii) F' est isomorphe a H T,, o X C Spec(A). (voir théoréme 4.2.23).

ex

Dans la section 3 de Cepchapitre, nous étudions la résolution pure injective
d’un module plat et nous prouvons les résultats suivants (qui sont vrais si
I’anneau est commutatif) :

1) Si F est un A-module plat alors pour tout n > 0
PE"(F) =[] T,, X C Spec(A).

peX
(voir proposition 4.3.9).
2) Si A est un duo-anneau intégre noethérien avec K dim(A) finie. Alors
PE™(F) =0, Vn > K dimA, ou F est un A-module a gauche plat (voir
corollaire 4.3.12).
3) Si A est un duo-anneau intégre noethérien tel que k dim(A) = d. Alors
pour tout A-module & gauche plat F', on a la dimension projective de F
Proj dim(F) <d.
(voir théoréme 4.2.13).

4.1 Couverture plate dans les A-modules sans-
torsion

Définition 4.1.1. Soient f : FF — M un morphisme de A-modules a gauche
avec F' plat. Alors f est dit précouverture plate si pour tout morphisme de
A-modules a gauche : f': F'— M avec F' plat alors il existe un morphisme
de A-modules a gauche h : F' — F tel que f' = f o h. Et si de plus pour
tout h : I — F vérifiant f = f o h, implique h est un automorphisme alors
f est dite couverture plate.

Proposition 4.1.2. Soit f : FF —> M un morphisme de A-modules a
gauche ou F' est plat. Alors f est une couverture plate si et seulement si
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Homa(F',F) L5 Hom(F',M)
h — foh

est un épimorphisme, pour tout A-modules a gauche plat F”.

Preuve :

D’aprés la définition d’une couverture plate si f' € Homa(F', M) alors il
existe h : F/ —» F tel que f' = f o h ce qui implique f*(h) = f' d’ou f* est
un épimorphisme. Et d’autre part, supposons f* est un épimorphisme alors
pour tout f € Homa(F', M) il existe h : F' — F tel que f*(h) = f’ donc
foh=f"cequiimplique que f est une pré-couverture.

Proposition 4.1.3. Soit f : FF — M wune pré-couverture plate de A-
modules a gauche. Alors f est un épimorphisme.

Preuve :

Soit F' = AM) le A-module libre engendré par M(A™M) est plat) et soit
' AM) s M D'épimorphisme canonique. Soit h : AM — F tel que
f'= foh.Donc foh est un épimorphisme d’ou f est un épimorphisme.

Définition 4.1.4. Soit M un A-module a gauche. Alors M est dit sans
torsion (libre de torsion) si a.x = 0 pour tout a € A et x € M alors a =0
ouzr =0 .

Notation
La classe des A-modules a gauche sans torsion (libre de Torsion) est notée
par ST.

Définition 4.1.5. Soient M un A-module a gauche, F' un A-module libre
de torsion (F € ST) et f : FF — M wun morphisme de A-modules a
gauche.Alors f est dit :

i) ST pré-cowverture si pour tout F' € ST et pour tout f' : F' — M il
existe un morphisme h : F' — F tel que f' = foh

it) ST-couverture s’il est une pré-couverture et de plus si pour tout
h:F — F tel que f = f o h alors h est un auto-morphisme.

Proposition 4.1.6. Soient f : F — M une ST-précouverture et N un
sous-module de M. Alors la restriction f/f 1 (N) : f7Y(N) — N est une
ST-pré-couverture de N.
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Preuve :

On a f~}(N) est un sous-module de F donc il est libre de torsion
(f~Y(N) € ST). Soit g : G — N un morphisme avec G € ST. Montrons
quil existe h : G — f71(N) tel que g = (f/fH(N)) o h.

/.
g - xG : éw’(a:) — ) donc ¢'(G) € N.Comme f : F — M
est une ST-pré-couverture donc il existe A’ : G — F tel que ¢ = fo k.
On a ¢'(G) € N donc foh/(G) C N ce qui implique f(h'(G)) C N ce
qui implique que A'(G) C f~Y(N) donc soit h : G — f~}(N) défini par
h(z) = I/(z) pour tout x € G. Dou g = (f/f *(N)) o h; ainsi f/f 1 (N) est

une ST-pré-couverture de N.

Soit

Théoréme 4.1.7. Soient E un A-module injectif a gauche, F' un A-module
a gauche libre de torsion (F € ST). Alors un morphisme f : F — E est
une ST-pré-couverture si et seulement si pour tout f' : F' — E tel que
F' € ST et F' injectif, alors [’ se factorise a travers f.

Preuve :

Supposons que f : F — FE est une ST-pré-couverture alors pour tout
f' i F' — Favec F' € ST f'est factorisable & travers f par définition d’une
ST-pré-couverture d’otl en particulier si F” est injectif f’ est factorisable a
travers f.

Supposons maintenant que pour tout f’: F' — E avec ' € ST et I’
est injectif [’ est factorisable & travers f et montrons que f : F' — FE est
une ST-pré-couverture.

Soit 1 : F1 — E un morphisme avec F; € ST alors ’enveloppe injective
E(Fy) € ST soit a : F; — E(F}) un monomorphisme alors il existe ¢’ :
E(Fy) — E tel que v = ¢’ o a et comme E(F}) est injectif alors d’aprés
I'hypothése il existe g : E(Fy) — F tel que :

' =pog =y oa=pogoa
— o1 =yo(goa)

d’ou le résultat.

Lemme 4.1.8. Soit v : G —> M wune ST-pré-couverture. Alors un sous-
module S de G non trivial vérifiant S C Ker ¢ et tel que ¢ : G/S — M soit
une ST -pré-couverture avec 1 = Y om ol w est I’épimorphisme canonique
de G dans G/S.

85



Preuve :
Posons ) 'ensemble des sous-modules S C Ker v tel que G/S € ST
d’aprés le lemme de Zorn ) admet un élément maximal S d’ou le résultat.

Théoréme 4.1.9. Soit ¢ : F' — M une ST-pré-couverture de M vérifiant
S C Ker ¢ avec S non trivial et F//S € ST. Alors ¢ est une ST -couverture
de M.

Preuve : Voir [34] (Flat cover of Modules).

Définition 4.1.10. Soit A un duo-anneau intégre. Alors A est dit anneau
de Prufer (Prufer ring) s’il est semi-hériditaire .

Théoréme 4.1.11. Soit A un duo-anneau intégre. Alors tout A-module a
gauche M sans torsion de type fini s’injecte dans un A-module libre de type

fina.

Preuve :
Posons S7!(A) le corps des fractions de A alors si M est sans torsion
STHM) est un ST!(A) espace vectoriel. Et comme M est de type fini. Alors

si — € S (M) et si (ar,as,...,a,) est un systéme générateur de M donc il
s

existe oy, ..., a, € A tels que m = a1 + ... + apa, c’es-a-dire que

m a1aq1 + ... + apap a1aq G,

s s s s

a1 ap « a < 1. N aq a L
7 +..+—=. T” c’est-a-dire que le systéme {T’ o Tn est générateur
s s

de S~Y(M) donc dim S™'(M) est finie.

ay Qp
R
génératrice du S7!(A)-module S~1(M). Quitte a changer la numérotation

des indices du systéme (ay,...,a,) on peut supposer que by = %, by =
%, B “T’”

Posons M’ le A-sous-module de S~!(M) engendré par {bi,...,b,,} donc
M’ est un A-module libre de type fini car {b1, ..., b, } est une famille libre du

A-module S7Y(M). Et c’est clair que M s’injecte dans M’.

D’ot on peut extraire une famille {b1,...,b,,} de { } libre et

Proposition 4.1.12. Soit A un duo-anneau intégre. Soit M un A-module a
gauche sans torsion.
Alors M est injectif si et seulement si M est divisible.
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Preuve :

Si M est injectif alors M est divisible. Montrons que si M est divisible
alors M est injectif. Supposons que M est sans torsion et divisible. Soit
I un idéal propre de A et soit f un morphisme non nul de A-modules a
gauche de I dans M. Soit b € I tel que f(b) # 0. Comme M est divisible
il existe y € M tel que f(b) = by. Soit a € I alors bf(a) = f(ba) = f(a'b)
avec a € [ alors bf(a) = f(ba) = f(a'b) avec a' vérifiant ba = a'b donc
bf(a) = d f(b) = bf(a) = a’by = bay. Et comme M est sans torsion alors
f(a) = ay. Ainsi la condition de Baer est vérifiée, d’ot F est injectif.

Corollaire 4.1.13. Soient A un duo-anneau integre. Alors tout S~1(A)-
module libre est un A-module injectif (S'(A) est le corps des fractions de
A). En particulier S™'(A) est un A - module injectif.

Preuve :
Soit M un S~'(A)-module libre (M est S™'(A)-espace vectoriel).

Alors M est un A-module sans torsion. Soient © € M et a un élément
non nul de A donc ~ € S™'(A) ce qui implique que ~ .2 € M ; posons
a a

1 1
.a:onaalorsa.y:a.(—.x) = (ax—).x:x (CLGA
a a
mais a = % € S_I(A)). Donc M est un A-module sans torsion divisible. Et

SHES

donc y =

d’apres la proposition précédente M est un A-module injectif.

Lemme 4.1.14. Soit A un anneau. Alors A est semi-hériditaire a gauche
si et seulement si  tout sous-module de type fini d’un A-module & gauche
projectif est projectif.

Théoréme 4.1.15. Soit A un duo-anneau intégre. Alors A est semi-hériditaire
a gauche (anneau de Prufer) si et seulement si tout A-module & gauche sans
torsion de type fini est projectif.

Preuve :

Supposons que A est un duo-anneau intégre semi-hériditaire & gauche
(anneau de Prufer). Soit M un A-module & gauche sans-torsion de type fini.
Alors d’aprés ce qui précéde M s’injecte dans un A-module libre de type fini
et d’apres le lemme précédent M est projectif.

Pour la réciproque, il suffit de remarquer que tout idéal I de A est un
A-module sans torsion de A et donc si [ est de type fin alors d’aprés le lemme
I est projectif donc A est semi-hériditaire c’est-a-dire un anneau de Prufer.
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Théoréme 4.1.16. Soit A un duo-anneau intégre. Alors tout A-module a
gauche (respectivement a droite) admet une ST-pré-couverture.

Preuve :

D’aprés ce qui précéde on peut supposer que si M est injectif et que si
@ F — M est une ST-pré-couverture avec F' € ST et F est injectif alors
tout morphisme ¢’ : F' — M ou F' € ST et F’ est injectif est factorisable
a travers .

Posons H = Hom (K, M) ou K = S7'(A) (K est anneau de division).

Soit F = K#) (le K-module libre engendré par H). Soit ¢ : F — M
défini pour tout (ka) € F, p(ki) = > h(kg).

Alors pour tout F’ € ST avec F’ injectif on a F”’ est de la forme
F'=@ K,, pe€1 (I estunensemble d’indice) les K, sont isomorphes a K
pour tout p € I. D’apreés la construction de F' tout morphisme ¢’ : F/ — M
est factorisable a travers ¢ donc ¢ : F' — M est une ST-pré-couverture.

Proposition 4.1.17. Soit A un duo-anneau intégre. Alors l'anneau de divi-

sion STYH(A) (s7Y(A) le corps des fractions) de A est I’enveloppe injective de
A.

Preuve

Soit

i: A— STHA)
ar— 7

le morphisme canonique qui est un monomorphisme. Donc il suffit de montrer
que i est essentiel car d’aprés le corollaire précédent S~1(A) est un A-module
injectif. Montrons alors que 7 est essentiel c¢’est-a-dire que I'm i est essentiel.

Or I'm i = A. Soit I un A-sous-module de S~1(A), montrons que si I # 0
alors ANT # 0. Soit x # 0 et x € [ alors il existe a € A et b € A\{0} tels

a

que z = - et comme z # 0 donca # 0etonabr =a € ANI. A est essentiel
ainsi S™1(A) est 'enveloppe injective de A.

Corollaire 4.1.18. Soient A un duo - anneau et P un idéal premier. Alors

lenveloppe injective de AJ/P est Ap/Pp c’est-a - dire E(A/P)=(A/P)p

qui est le corps résiduel noté K(P).

Preuve :

D’aprés la proposition précédente comme A/P est intégre alors
E(A/P)=S"1(A/P) (ou S est 'ensemble des éléments réguliers de A/P)
qui est 'anneau de division de A/P qui est isomorphe & (A/P)p = Ap/Pp.
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Lemme 4.1.19. Soit O — K -+ F 25 B — O une suite exacte courte
de A-modules & gauche avec F' est un A-module plat.

Alors :

i) Si B est plat alors K N IF = I K pour tout idéal a droite I de A ;

it) Si KN IF = IK, pour tout idéal & droite de type fini I de A alors B
est plat.

Preuve

Théoréme 4.1.20. Soit A un duo-anneau intégre semi-hériditaire (duo-
anneau de Prufer). Alors un A-module a gauche M est plat si et seulement
st M est sans-torsion.

Preuve :
Soit M un A-module & gauche plat et soit L un A-module a gauche libre

tel que O — K — L 25 M — une suite exacte courte (K = Ker (et
i le monomorphisme canonique).

Alors d’aprés le lemme précédent pour tout idéal I de A on a :
K NIF = IK donc en particulier, pour tout idéal principal I de A. Soit
a€ Aaveca#0etme M tel que avm = 0. Soit m’ € L tel que B(m') =m
alors am’ € K NalL = aK donc il existe k € K tel que
am’ = ak = a(m’ — k) et comme L sans torsion alors donc m’ = k. Ce
qui implique G(m') = (k) = m = 0. D’ou M est sans torsion. Supposons
maintenant que M est sans torsion, alors montrons que M est plat il suffit
de montrer que que tout sous-module M’ de type fini de M est plat, or M’
est sans torsion car M est sans torsion d’ou d’aprés ce qui précéde M’ est
projectif donc M’ est plat d’ou le résultat.

Théoréme 4.1.21. Soit A un duo - anneau intégre semi - héréditaire (duo-
anneau de Prufer), alors tout A - module a gauche plat admet une couverture
plate.

Preuve :

D’aprés le théoréme précédent comme A est un duo - anneau intégre
héréditaire alors tout A - module est sans torsion donc d’aprés ce qui précéde
tout A - module admet une ST - précouverture qui est une couverture plate
d’apres [34].

Corollaire 4.1.22. Soit A wun duo - anneau de Dedekind, alors tout A -
module admet une couverture plate.
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Preuve :

Il suffit de remarquer que tout duo - anneau de Dedekind est semi -
héréditaire (duo-anneau de Prufer). Et donc d’aprés le théoréme précédent,
tout A - module admet une couverture plate.

Corollaire 4.1.23. Soit A un anneau de valuation discréte non nécessai-
rement commutatif, alors tout A - module admet une couverture plate.

Preuve :

Si A est un anneau de valuation discréte (non nécessairement commuta-
tif), alors A est un duo - anneau de Dedekind, donc A est semi - héréditaire
ainsi d’aprés le théoréme précédent tout A - module admet une couverture
plate.

4.2 Couverture plate dans les complétés des
A-modules

Définition 4.2.1. Soient A un duo-anneau, I un idéal de A et M un A-
module a gauche. Alors M est dit I-séparable si ﬂ I"M = 0.

neN

Définition 4.2.2. Soient A un duo-anneau I un idéal de A et M un A-
module a gauche. On appelle I-complété de M la limite inverse noté
M =1lim M/I"M

%

Théoréme 4.2.3. Soit (A, m) un duo-anneau noethérien local. Alors
A~ Homu(E(A/m), E(A/m)) ou A est le m-complété de A.

Notation

On note par T = AX) le m- complété du A-module libre AX) | ott X est
un ensemble d’indice, avec A duo-anneau local d’idéal maximal m.

Remarque 4.2.4. x T/mT est un A/m module libre sans torsion ou m
est l'idéal mazimal de A (A un duo - anneau intégre local).

*  On note par T, le Pp-complété du A,-module libre engendré par X
(c’est-a-dire T, = Ag,X)), ot A est duo - anneau intégre et P un idéal
premier de A.
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Dans la suite, si A est un duo - anneau local d’idéal maximal m, alors
le m-complété M dun A - module & gauche est dit le complété de M.

Lemme 4.2.5. (Théoréme de Matlis)
Sotent A un duo-anneau intégre et P un idéal premier. Alors

A, = Homa(E(A/p), E(A/p)).

Définition 4.2.6. Soit M un Ap—module. M est dit Matlis réflexif, si le
morphisme canonique :

M —s MYV = Hom(Hom(M, E(A/p), E(A/p))

est un isomorphisme. Avec A est duo - anneau intégre et P un idéal premier
de A.

Théoréme 4.2.7. Tout flp—module Matlis réflexif admet une couverture plate
en tant que A,-module ot A est duo - anneau intégre et P un idéal premier
de A.

Preuve : méme preuve que [34, Lemme 3.1.5]

Proposition 4.2.8. Soient M un Ap—module Matlis réflexif, alors M admet
une couverture plate en tant que A-module ot A est un duo - anneau intégre
et P un idéal premier de A.

Preuve On a M = MYV, M est pure injectif en tant que flp-module, donc
il admet une couverture plate f : FF — M en tant que flp—module d’apres
[34, lemme 3.1.5]. Alors f est une précouverture plate de M en tant que
A-morphisme. Soit g : G —> M un A-morphisme, avec G plat, alors on a la
factorisation G —» G®A — M car G®A est A plat, ainsi G®A — M
est un A morphisme donc F' — M est une pré- couverture plate d’ou F' est
un A-module plat.

Lemme 4.2.9. Soit A un duo-anneau intégre noethérien et P un idéal pre-
mier de A. Alors :

i) Pour tout s € A\P (ot A\P est le complémentaire de P), la multi-
plication par s est un automorphisme ;

ii) B(A/P) = JA,, ot A, = {x € E(A/P)/P"x = 0}.

Remarque 4.2.10. A, est de type fini en tant que A,-module d’apres [34,
proposition 1.4.10].
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Lemme 4.2.11. Soit A un duo-anneau intégre noethérien, p € Spec(A).
Alors pour tout ensemble X non vide, on a Hom(E(A/p), E(A/p)X)) est

isomorphe avec le complété du A,-module libre T, = A])f. Et T, est une
pré-couverture plate.

Preuve Soit le morphisme
o : Homa(E(A/p), E(A/p)®) — AX
définie par a(f) = ¢, f pour tout
f € Homa(E(A/p)), E(A/p)™) ou g, : E(A/p)™) — E(A/p)

la projection canonique. Alors ¢.of € Homa(E(A/p), E(A/p)) = A,. On
la suite (r;) = (q.f) vérifiant r, = 0 sauf pour un nombre fini de = et
limrz; = 0.

o
Pour toute suite (z;) d’éléments distincts de X. Ainsi

E(A/lp) =UA., fIUA,) =Uf(A,). On ar, = geof = 0 sauf un nombre
fini. Soit (z;) une suite d’éléments distincts de X. On remarque que
¢z,0f(A,) = 0, pour ¢ trés grand ce qui implique que 7, € P"flp pour ¢ tres

—

grand et limr,, = 0. Il est clair que « est injective. Car pour tout (r,) € AZ(,X),
—
on définit f(y) = (ru(y)) € (4/p)™).
Comme limr,, = 0 pour toute suite (z;) d’éléments distincts de X on a
—

pour tout y € A, r.(y) = 0 sauf pour un nombre de z € X donc
f € Homa(E(A/p), E(A/p)X)) et que af) = (r,). D’oil @ est un isomor-
phisme.

—

Pour tout idéal premier p de A et pour tout A,-module AX), on a

T, = Homa(E(A/p), E(A/p)®)) = 45,

Soit K (p) = (A/p)y, K(p) ®Ap T, =T)/p T, = K(p)(X) on a pT), est pure

injectif car il est cotorsion car p # AS) =7 (pA,)(X) et pour tout

p € Spec(A). T, est plat d’aprés [34, Lemme 3.1.4] d’autre part le morphisme
canonique

w1, — E(p)X) est une pré-couverture plate d’aprés ce qui précéde.

Proposition 4.2.12. Sous les mémes hypothéses du lemme précédent, le
morphisme canonique ¢ : T, — (k(p))X) est une couverture plate.
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Preuve
Soit la suite exacte

(X)

0 —pT, — T, — (k(p)" — 0

@ est une pré-couverture plate. Supposons qu’elle n’est pas une couverture
plate d’aprés [34, théoréme 1.2.7] il existe une décomposition 7, = GEP K
telle que G — k(p)(X ) comme morphisme de Ap-modules est une couverture
plate et K C Ker ¢ = PT,. En déduire que P.K = K et alors K = 0 car T,
et K sont p-séparables. D’ou le résultat.

Lemme 4.2.13. Supposons que ¢ : F' — M est une couverture plate. Avec
F=F@F, est M = M, @ M,, tels que p(F;) C M; , i =1,2.
Alors ¢/ F; : F; — M, sont des couvertures plates.

Preuve Voir |34, proposition 4.1.7|

Les lemmes suivants sont nécessaires pour la caractérisation des modules
cotorsion plats.

Lemme 4.2.14. Hom(H 1, Tp> =0, ou q et p sont deur idéaux

_ pZq
premiers.

Preuve

On a T, = Hom(E(A/p), E(A/p)X),
et Hom| [ 7o, Tp) =~ Hom | [[ T, ® E(A/p), E(A/p)<X>).

pZq pZq
Il suffit de montrer que

117, @ EA/p) =0.

or

E(A/p) =] An = lim A,

ave A, est de type fini tel que P" A,, = 0 comme pour tout s ([[ T,)® A, =,
si P ¢ q alors il existe s € p et s ¢ ¢ donc s™ ¢ ¢ donc s"T,, = T, ainsi on a
T, A, =s"T,® A, =T, ® s"A,, = 0 d’ou le résultat.

Corollaire 4.2.15. Hom(flq, flp) # 0 si et seulement si p C q
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Preuve

Sip ¢ q d’aprés ce qui précede Hom(flq,flp) =0.SipCqona Ap =
Hom(E(A/p), E(A/p)) et A, ® E(A/p) = @ E(A/q)"" avec ¢ € Spec(A)
est c’est un Aq—module injectif. Or comme A, — Aq est une pure injection
alors A, ® E(A/p) — A® E(A/p) est une pure injection, alors
A, ® E(A/p) = E(A/p)Y), ot Y est un ensemble quelconque, ainsi on a
A, ® E(A/p) est isomorphe avec E(A/p)¥). D’ott Hom(A,, A,) contient une
copie de Ap.

Corollaire 4.2.16. Soit F' un A-module plat, alors pour tout g € Spec(A), F&
E(k(q)) = ®E(k(q)) et on a Hom(F,A,) = Hom(F ® E(A/q),

E(A/q)) = Af si X = 0 alors Hom(F, A,) = 0 en particulier si F = A,

a Hom(A,, A,) = A;(

Corollaire 4.2.17. a) Soit X un ensemble quelconque. Alors flf est le com-
plété d'un Ay-module libre.
b) Tout complété d’un Az-module libre est somme directe de A

Preuve
On a AX = Hom(E(A/q), E(A/q)*) est un module injectif
E(A/q)* =@ E(A/p)» oup Cq. Orsip & q Hom(E(A/q), E(A/p)) =
done Hom(E(A/q), E(A/q)¥) = Hom(E(A/q), E(A/g)") =T,
Supposons que T}, est le complété d’'un A,-module libre,
alors T, & Hom(E(A/q), E(A/q)™). Or E(A/q))) et somme directe de
E(A/q)) d’ot le résultat.

Lemme 4.2.18. Soit s >0 et H = H T,. Alors si H = H, @ H,. Alors
ht(p)=s
pour tout p on a : T, =U, @V, telle que Hy =[] U, et Hy =[] V.

Preuve

Soit f : H T, — H T, alors f = H I : — (fplzp)),

avec f, = fo foaou f : H T, — T, est la projection canonique
ht(p)=s
et T, — H T, est I'injection canonique, et comme d’apres ce qui
h(t)(p)=s
précede Hom(H T,,T,) = 0 pour tout p, alors pour tout p, on a et pour
a#p
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tout h : H 1T, — T, on a hog, =0

ht(p)=s
ou g, : H T, — H T, est la surjection canonique.
q#po ht(p)=s
Alors pour tout (z,) € H T, si f(x,) = (Y,) alors Y, = f,(x,) d'oi
hit(p)=s
[= H fp-

Soit maintenant r : H — H la restriction vérifiant Ker r = Hy d’aprés
ce qui précéde r = (r,) = [[rp, alos pour tout p,r, : 1T, — T, on a
r, = Im(ry) & Ker(r,). Posons U, = Im(r,) est le complété d’'un A,-module
libre. De méme pour V,, = Ker(ry), d’ou le résultat car Im(r) = [[Im(r,)
et Ker(r) =[] Ker(r,).

Lemme 4.2.19. Soit X C Spec(A), et soit ¢ un élément maximal de X.

s II%
Alors q(—pex ) _rer
bn Dn

pEX peX

Preuve
Comme ¢ est maximal, ¢ 7, = T, donc pour p € X, p # ¢q. Alors

o(I1 %) = (s) B(IL ) o

peX PF£q

(«II %)+ (®5)-1I %

peX peX peX

Lemme 4.2.20. & T, C [[ 1, est une enveloppe pure injective, avec
p €Y C Spec(A).

Preuve
On remarque que [[ 7, est pure injective et est un pur sous-module de
[ 7. Soit Dy I'enveloppe pure injective de @ T, C Dy C [[ T, Soit Dy un
sous-module de [ 7}, tel que [] ¢, = D1 @ D,. Soit X l'ensemble des ¢ € Y
tel que la projection [[ 7, — T, qui est la restriction sur Dy est non nulle.
Alors Dy C H T,. Supposons que X # () et soit ¢ € X qui est maximal
peX
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dans X. Considérons la projection [[ 7, — D la restriction H T, — Dy
peX

est une surjection qui contient EB T, dans son noyau, d’ott on a la surjection
peEX

117

peX

D7

peX

— Dy

car d’apres ce qui précéde gDy = Dy puisque Dy C H, on a:
peX

DQCﬂ qHT CHﬂqT

peX

+oo
comme ﬂ q¢"T, = 0, donc le morphisme Dy — ¢ est nul ce qui contredit

n=1

I'hypothése sur X donc X =0, Dy = 0 et dou @ T, C [[ T, est une
enveloppe pure injective.

Théoréme 4.2.21. Soit F = H T,, ave Y C Spec(A). Supposons

peY
F=D@H. Alors D = H U, avec U, le complété d'un A,-module libre.
peEY
Preuve
Soit F,, = H , F_1 =0 alors
ht(p)<n
Jr-(1I Tp)ea( 05 &I 16
ht(p)=0 ht(p)=1 ht(p)=n

d’aprés le lemme précédent |J F,, C F' = [[ T, est une envelopppe pure
injective. Et d’aprés ce qui précede f(F,) C F,. Donc si F = D& H alors
F,=D,@F, Alors UF, =UD,@ H, C D H = F est une enveloppe
pure injective d’ou | D,, C D est une enveloppe pure injective or F,,/F,,_; =
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D,/p, @O H,/H, 1 F,/F, 1 = H T,, donc d’aprés ce qui précede
ht(p)=n
pour tout p € V, il existe U, et V), tels que

T, =U, @DV, avec ht(p) = n tel que D,,/D,,—1 = H U,. On a

ht(p)=n
+oo
U D, = ( H Up) @ H Up@ ... car 'enveloppe pure injective
ht(p)=0 ht(p)=0 ht(p)=1
de
( H Up)@ H Up@... est H U, et ainsi D = H U,.
ht(p)=0 ht(p)=1 peY peEY

Définition 4.2.22. Soit C' un A-module. Alors C' est dit module de cotorsion
si Ext!\(F,C) =0, pour tout A-module plat F.

Théoréme 4.2.23. Soient A un duo-anneau intégre noethérien et F un A-
module. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) F est une couverture plate d’un A-module de cotorsion.

2) F est plat et de cotorsion.

3) F =171, P € Spec(A), ouT, estle complété d un A,-module libre.

Preuve

(1) =(2) soit ¢ : F — M une couverture plate avec M et un A-module
de torsion. Alors Kery est de cotorsion est ainsi F' est de cotorsion.

(2) = (3) F est somme directe de Hom(E}, Es) avec E; et Ey sont deux
A-modules injectifs. Donc d’apres le théoréme de Matlis Fy = @ E(A/p)*»

pESpec(A)

donc Hom(FEy, Ey) = [[ Hom(E(A/p)), E,) or on a
Hom(E(A/p), Hom(A,, E,)) = Hom(E(A/p), E»).

Comme Hom(A,, E,)est un A,-module injectif d’ott Hom(A,, Es) = @ E(A/q),
q € Spec(A) et g C p. Donc Hom(E(A/p), Fsy) = Hom(E(A/p), E(A/p)*)) =
T, ot X est un ensemble d’indice donc F' est somme direct de [ 7).
D’aprés la preuve du théoréme précédent on a F' = [ T),.

Montrons que ce produit est unique a isomorphisme prés. Soit G = [[ T,,.
Si ¢ € Spec(A) et ¢ € p, alors soit s € g et s ¢ p donc le morphisme
s: E(Alp) — E(A/p)
e —  se

alors () ¢" Z(?)p =0 car ﬂp"ﬂX\)p =0 donc (N ¢" T, = 0.

est un isomorphisme et ¢7, = T,. Si ¢ C p,
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Soit ¢ € Spec(A) fixé. Posons G' = () ¢"G = [1(N ¢" T,) = 1] T,
Posons H = [[ T, pour ¢ C p. Alors G = G'@P H, G/G' = H, or H =
T,6D H T,. On a donc H(ﬂ p"H) =T,, pour tout idéal premier p. Donc

q%p q%p
pour g € Spec(A) fixé T, est isomorphe a H(ﬂ p"(G/ ﬂ ¢"G)) donc T), est

q%p
unique & isomorphisme prés.

(3) = (1) Soit m(A,) P'unique idéal maximal de A,. Pour tout T}, on a
la suite exacte courte :

0— m(A, T, — T, — k(p)® — 0

or le morphisme canonique 7, — k(p)X) est une couverture plate. Donc on
a la suite exacte courte suivante :

0—[[mA) T, — ] T, — [] k™ — 0

et le morphisme [[ 7, — [[ k(p)*) est une pré-couverture plate c’est-
a-dire F' = ] T, est une pré-couverture plate de [] k(p)™X) et c’est une
couverture plate d’aprés [34, proposition 4.2.12].

4.3 Reésolution pure injective minimale d’un A-
module plat

Proposition 4.3.1. (Définition)

Soient A un duo-anneau integre, p € Spec(A) et M un A-module a gauche.

Alors on appelle p-complété de M,, ou complété de M, noté M,, = lim M, /p™ M,,.
—

Preuve : Voir [24]

Lemme 4.3.2. Soient A un duo-anneau intégre noethérien et p € Spec(A).
Alors pour tout A-module plat F, F), est le complété d’un A,-module libre.

Preuve

11 suffit de montrer dans le cas ot A est local. Soit m 1'idéal maximal de
A, alors pour tout n € N A/m" est artinien. Donc F/m" F est un A/m"-
module projectif d’ou il est libre. Or A/m™ Q@ F/m""'F = F/m"F donc
toute base du A/m" ™ A-module F//m""F est injectée dans base du A/m™
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A-module F/m™F et on a le morphisme canonique F/m""'F — F/m"F.
Soit G un A-module libre qui a une base de méme cardinal qu’une base de
F/m™F, alors Vn > 1 on a les isomorphismes suivants :

G — F/m"F et G/m"G — F/m"F

tels que le diagramme suivant soit commutatif :

G

F/m™'F —— F/m"F
donc on a I'isomorphisme de systémes projectifs :

— G/m*G — G/m*G — G/mG

— F/m3F — F/m?F — F/mF
ainsi £ = G et donc F’p = Gp.
Proposition 4.3.3. (lemme)
Soient A un duo-anneau_integre et F' un A-module plat, alors le mor-
phisme canonique F — IIF, est une pure injection, pour tout idéal
premier p.

Preuve
Pour tout idéal premier p on peut compléter le diagramme suivant

~

F E,

T,
donc on peut compléter le diagramme suivant

~

\ /7TF

F p
w1,
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Comme F — HA\p est une pure injection. Alors F' — IIT], est une pure
injection et ainsi F' — IIF, est une pure injection.

Proposition 4.3.4. PE(A) = A, m € MAX(A) ou A est un duo -
anneau intégre.

Preuve
Posons E =@ E(R/m), ou m € MAX(A). Alors on a la pure injection

A — Hom(Hom(A,E),E) = Hom(E, FE)
qui est une pure injective pré - enveloppe de A. Or
Hom(E,E) =11 Hom(E(A/m), E(A/m))¥m) =1IT,,

donc PE(A) =11 T,,. alors pour tout m € MAX(A), T, = A, et dapreés
le lemme précédent, A — HA est une pure injection. Donc PE (A) =117,
est une somme directe de HAp et comme T, = Am on a le résultat.

Théoréme 4.3.5. Soient A un duo - anneau intégre et F un A - module

plat et PE(F) = H T,. Alors pour tout idéal premier P, on a T,
pESpec(A)

est isomorphe avec une somme directe de ﬁp.

Preuve
Considérons le diagramme suivant

N A

Soit f =1If, avec f,: ]3 — T, vérifiant = foa, (f existe car
B) est pur), or HF est pur injectif alors il existe s: 17, — HF tel que
fos=lnr, , donc posons s, : 7T, — F tel que IIs, = s, on a alors

fposp,=1T, Donc T, estisomorphe a une somme directe de F,.

Remarque 4.3.6. f,: ﬁp — T, est un épimorphisme.
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Théoréme 4.3.7. Avec les mémes hypothéses du théoreme précédent si p
est idéal premier mazimal vérifiant F ® K(p) # 0 alors le morphisme
v F, — T, rendent le diagramme suivant commautatif :

F - E,
NS
1,
est un isomorphisme.
Preuve R
On a f, est un épimorphisme. D’ou si F), ® k(p) = 0, alors F, = 0,
dou T,=0

Supposons que p est maximal tel que

FQk(p) = F,Qk(p) # 0.

Alors ﬁp # 0. Car pour ¢ € Spec(A) vérifiant p C ¢, ﬁq =0.
donc d’apres ce qui précéde

Hom (Hﬁq, Tp) ~ Hom (Hﬁq, Tp) & Hom (Hﬁp, Tp) =0

pF£q pCq pCq

De méme on a Hom(Il,., T,, F,) = 0.

donc s, 0 f, est l'identité donc f, est un monomorphisme (voir flat
cover of Modules).

Lemme 4.3.8. Soient F un A - module plat et PE(F) = PE°(F) la
pure enveloppe injective de F. Alors le quotient PE°(F)/F est plat ot A
est un anneau quelconque.

Notation et Définition
On note par PE'(F) la pure enveloppe injective de PE°(F)/F et donc
on note par PE"(F) la pure enveloppe injective de :

PE"Y(F)/PE"*(F)
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avec pour tout n PE™(F') est plat et pure injectif.
Proposition et Définition

Soient F' un A - module avec A un anneau quelconque. Alors on a la
résolution injective suivante :

0 — F — PE°(F) — PE'(F) — --- PE"(F) — - --
Cette résolution est dite résolution pure injective minimale de F.

Proposition 4.3.9. St A est un duo - anneau intégre, alors pour tout
n>0
PE™F) =1IT,. Pour un certain nombre d’idéal premier de A.

Preuve : méme preuve que si A est commutatif (voir [34, chapitre 4].

Définition 4.3.10. (Notation)

On note par V,(q,F) le cardinal de la base du A, - module libre dont
le compleété est T, qui figure dans le produit PE™(F) = IIT, (défini dans
la remarque précédente).

Théoréme 4.3.11. Soient A un duo - anneau intégre, F un A - module
plat et p wun idéal premier tel que V,(q,F) =0, pour tout q 2 p. Alors
Unt1(q, F) = 0 pour tout q D p.

Preuve

Pour n =0 ona PE°(F)= PE(F)=1T, Alors T,=0, Vg 2 p,
donc 7T, # 0 dans le produit II7,. Alors p est maximal il respecte
F ® K(p) # 0. Et d’apres [34, proposition 4.2.5] ﬁp =T,
Montrons que I1,.,T, ® K(p) = 0.

Soit S un sous module de type fini avec S C K(p) alors T, ® S =
0=1T,=0 si
qg2p; rS=0,Vrep avec r ¢ q. Doncon a

(HTq)@)S%HTq@S:O

q#p q#p

et alors H(Tq ® K,) = 0.

q7p
Maintenant soit 0 — F — PE(F) — C — 0 une suite exacte

courte. Alors ﬁp ® K(p) — PE(F) ® K(p) est un isomorphisme, alors
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C®K(q)=0. e C,=0
Choisissons T, =0 dans PE(C), si ¢ 2 p, alors PE(F)® K(q) =0 car
T,=0 car C®K(q) =0 ce quiimplique 7, =0 dans PE(C).

Corollaire 4.3.12. Soit A un duo - anneau intégre. Alors si K dim(A) <
oo, alors PF"(F)=0, Vn> K dim(A).

Théoréme 4.3.13. Soit A un duo - anneau intégre nothérien.
Supposons que K dim(A) =d < oco. Alors pour tout module & gauche plat
F

Y

Proj dim(F) <d (ou Proj dim(F) est la dimension projective de F).

Preuve : Méme preuve que le cas ot A set commutatif voir |22, théoréme
4.2.8|. En effet on considére la suite

0O —K—PFP; 4+ —P—P,—F—0.

ou les P; sont projectifs.
Soit la suite exacte
0 —L—P—K-—70

avec P projectif. Alors d’aprés (Note on holomological alebra) on a
Ext'(K,L) = Ext*"(F, L)

PEYY(L) =0 d’ou pour tout i >0 et pour tout
j>1Ext/(F,PE‘(L)) =0 donc

Ext™(F, L) = Ext'(F, PE*(L)) = 0
ce qui implique que la suite
0—L—P—K—70

est scindé donc K est projectif d’oul le résultat.
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Chapitre 5
CONCLUSION

Dans le chapitre 1 de cette thése, on va étudier les propriétés fonctorielles
du foncteur S~1( ), en particulier on a montrer que S~!( ) est un foncteur
exact. Donc on peut comparer les objets et les classes HOPFIAN et CO-
HOPFIAN de la catégorie A — Mod a celle de S7'(A) — Mod et inversement.

On va montrer que toute partie multiplicative saturée S de non diviseurs
de zéro d'un duo-anneau vérifie les conditions de Ore. Mais on n’avait pas
donné une réponse définitive si S est une partie multiplicative saturée d'un
duo-anneau non commutatif et non intégre. En particulier si .S est le complé-
mentaire d’un idéal premier contenant des diviseurs de zéro d'un duo-anneau
non commutatif et non intégre. Donc reste a trouver un exemple d’un duo-
anneau non commutatif et non intégre et qui admet une partie multiplicative
saturée S contenant des diviseurs de zéro et qui vérifie les conditions de Ore.

En plus de trouver un exemple d’idéal premier P d’'un duo-anneau non
commutatif et non intégre tel que son complémentaire vérifie les conditions de
Ore. On peut poser le probléme suivant : chercher une classe de duo-anneaux
non commutatif et non intégre dans laquelle toute partie multiplicative sa-
turée vérifie les conditions de Ore et en particulier le complémentaire d'un
idéal premier qui est une partie mulplicative saturée.

Dans la 4éme section du chapitre 2, on a introduit les duo-anneaux de
Dedekind qui sont des duo-anneaux intégres hériditaires. On peut donner
une définition plus générale de la maniére suivante : Soit A un sous-anneau
d’un anneau de division D. Alors A est dit de Dedekind s’il est hériditaire,
on reprend la méme étude en définissant de la méme maniére les idéaux
fractionnaires et inversibles.

Dans la classe des duo-anneaux, l’ensemble des éléments réguliers est une
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partie multiplicative saturée qui vérifie les conditions de Ore, ce qui n’est pas
vraie en général. Donc on se peut poser la question suivante : existe-il une
classe d’anneaux contenant strictement la classe des duo-anneaux et dans
laquelle 'ensemble des éléments réguliers vérifie les conditions de Ore.

Dans le chapitre 3, on a utilisé la localisation définie dans [7]et le chapitre
2 de cette thése d’'un duo-anneau quelconque. On a étudié les enveloppes
dans les QF duo-anneaux et nous pensons qu’on peut introduire la notion
de duo-anneau de Gorenstein définie par : un duo-anneau noethérien est dit
de Gorenstein si inj dima,, A, est finie pour tout idéal maximal m. Dans le
cas commutatif un @) F-anneau est un anneau de Gorenstein de dimension de
Krull égal a zéro (K .dim A = 0) d’ou la continuité de I’étude des enveloppes
plates dans les duo-anneaux de Gorenstein non nécessairement commutatifs.

Dans le chapitre 4, I’étude a été faite sur les convertures plates dans les
duo-anneaux intégres. On peut revoir sur un duo-anneau quelconque les deux
sections 4.2 et 4.3, on a vu que si A est un anneau et P un idéal premier de
A alors Ap/Pp et isomorphe a (A/P)@) qui est I'anneau total de fractions
de A/P qui est intégre donc K(P) = Ap/Pp = (A/P)p est un anneau de
division (corps gauche) et il est I'enveloppe injective de A/P. C’est pour-
quoi on peut revoir I’étude des résultats obtenus si 'anneau n’est pas intégre
dans les sections 2 et 3 du chapitre 4. De méme on peut étendre 1’étude des
couvertures plates sur les duo-anneaux de Gorenstein vu les résultats inté-
ressants dans le cas commutatif et vu le role de K (P) dans les construction
des couvertures plates/
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