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INTRODUCTION

Pendant qu'il était prisonnier de guerre a 1'0Oflag XVII
en Autriche en 1945, Jean LERAY a fait un cours de toupologie
algébrique a 1‘'Universiié de Captiviteé qu'il avait contribue
a organiser.

Le cours de Leray a été publié a la fin de la guerre en

1745 dans le Journal de Liouville (91].
La topologie algeébriques topologie difféerentielle et theories
des espaces analytiques, dus & l'introduction des notions de
faisceaux de cohomologie a coeYficients dans un tfaisceau, et
de suite spectrale (toutes trois inventées par J. LERAY) ont
comglétement renouvele les concepts et les méthodes de 1la
géométrie algébrique.

Dans L[10} qui reproduit les cours de J. LERAY au
collége de Francae des ammees 1947 - 48 et 1949 - 50, il
appelle faisceau sur un espace topologique localement compact
X la dunnég, pour tout fermé F de X, d'un anneau RB(F}, et,
pour toute inclusion Fic F de fermés de X, d'un homomorphisme
de "“section" b jp——> Flb de B(F) dans $(F1). Il impose que
B(P) = 0 et la transitivité de 1'opération de section H
FE(Flb) = Fab 51 F2 < F'1 c F.

Lors de son séminaire de 1950 — 1951 & 1'Ecole Normale
Superieure consacré a la topologie algébrique, H.CARTAN a
remplace la premiére versiuon de la théorie des faisceaux par

une nouvelle présentation (Qae a M. LAZARD). La forme adopté e

A
A

est la siivante :
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UUn failsceau de K—moguies ¢ vn wiee e -

espace topologique (régulier) ¥ est un espace étalé (terme di

-1 .
a Godement) p : F ====> X dant chaque fibré p ~(x} = F(x}

une structure de k-nodule, de maniére que 1'addition et la
multiplication par les éléments de k (discret) saient
continues pour la topologie de F.

A chaque ouvert X de X on associe le wmodule T (F,X) des

» F (caractérisées par pos = idx)’ et

sections s ¢ X
chaque ftibre Fx est la limite inductive dos T(F,X) pour X
voisinage de x.

H.CARTAN et J.P. SERRE ont découvert que 1la notion de

faisceau introduite en 19245 par J.LERAY permet d'‘exprimer de
fagon remarquablement simple et suggestive les resultats
fondamentaux de la théorie des variétés holomorphes.
Les fonctions holomorphes, deétinies chacune dans un aguvert
(dependant de la fonction) d'une variéte holaomorphe M,
satisfaisant aux axiomes des falsceaux, sous la forme donnees
par H. CARTAN : 351 O(u) désigne 1'ensemble des fonctiaons
holomorphes définies dans 1'ouvert u de M, alors, pour toul
recouvvemnaent ouvert (Va) de u:

L) une fonction fe®(ulest entiérement déterminee par ses

restrictions f'/v e @(Va) s et inversoment:
ol

2) 1 pour chague « ogn se donne une fonction fd € O(Va),
de surte que pour tous les couples (asf3), fd et fﬁ aitent 1la

meme restriction a u, N uﬁ, alors i1 exis?e une TtTonction

I}

f € O(u) telle gue f/V = fa pour tout o.
[a} .

- iy




Le faisceau ainsi défini est appelé le faisceau structural de

i et nuté-@H.

Un remarque que dans les axiomes des faisceaux sous la
forme dormée par H. CARTAN, la seule propriete qui'intervient
est le faibt gqu'un élément de O(u) a une restriction bien
déterminée A un ouvert v < u, autrement dit qu‘il y a une

application lineaire ©(u) ———>» ©(v) telle que si w est un

ouvert tel que w ¢ v < u, 1'application ©(u) —>0(w) est

composée de O(v) —>0(w) et de O(u) >O(v). 11 ya alors,

bien d'autres types de falisceaux que ceux provenant des
fibres vectorielss; et c'est cette variété et 1la souplesse
d‘utilisation qui en résulte qui font le grand inteéerét des
faisceaux.

On p=2ut par exemple remplacer dans les axiomes ©(u) par un
groupe F(u) (qui, gdéralement, sera un ©O(u)—module), ces
groupas ayant des "restrictions" (howamorphismes F(u)-—>>F(v))
analogues a celles des O(u); on obtient ainei la définition
d'un faisceau de groupe.

Des articles de K. Uka Lill et Li2) de 1930 et 1951
introduisaient une notion treées proche de celle de faisteau
dans la théorie des fonctions analytiques de plusieurs
variables : celle d'idéal de domaine indéterminé (on dirait
maintenant faisceau d'idéaux). bLa réflexion sur ces travaux
d'0Oka a sans doute éclairé H. Cartan dans sa formulation de
la theéorie de faiségéux, et elle lui a permis de reformuler

‘les résultats d'Oka comme des théorémes de cohomolaogie des

w




faisceaux (les Tameux théorémes A ét B) ; le séminaire Cartan
de 1951 = 1952 est consacrée a ces questions, dans le cadre
des faisceaux analytiques cohérents.

La finitude de la cohomulogie d'un espace analytique
compact a4 coefficients dans un faisceau cohérent est eétablie
par H. Cartan et J. P. Serre en 19593 (161 ; la dualité pour
les faisceaux analytiques lecalement libres sur une varietea
complexe cuompacte est die a J.P. Serre en 1933 [131. Sur le
mudéle de la théorie Jdes easpaces analytiques; Serre {21 a
repris en 1994 les bases de la géomeétrie algébrique a4 1'aide
de la cuhomologie des falsceaux algeéebriques cohérents. En
1956 J. P. Serre trouve une correspondance biunivoque entre
les faisceaux algébriques cohérents et les taisceaux
analytiques cohérents, et donne un isomorphisme de groupes de
cohaomologie, ce qui permet d'utiliser indifféremment les
méthodes algébriques ou les méthodes analytiques de
Hodge-Kodaira.

Dés 1954, J.P. Serre eut 1l'idée de généraliser la notion
de falisceau aux varietés "“abstraltes" en remplagant dans sa
détinition la toupologie usuelle par la topologie de Zariski.
L'avantage de cette conception est que ce type de structure
se préte fort bien au "recollement" le 1long d'ensembles
ouvarts,; la vérification des "conditions de recollement®
etant d'ordinaire triviale. J.P. Serre fixe une {fois pour

toutes un curps\de base algevrigquement clos k (de caractéris-—

tique quelconque). Les ‘“morceaux" qu'il ‘“recolle® pour

obtenir la derfinition de ses variétés sont ce qu'on appelle

£




des variétas affines sur k 3 une telle variéte X est une
partie d'un espace k" definie par des équations polynomiales,
et le faisceau Ox est défini par la condition que,s pour tout
ouvert u < X, Ho(u, OX) (i.e les sections de Ox au—dessus
de u) est fTormé des restrictions a u des tonctions
rationelles x —> P(X)/ﬂ(x) sur kn qui sont définies en
tout point % € u.

Jusque vers 1950 personne ne semble aveir essaye  de

donrner une définition intrinséque d'une varviété algeéebrique

affine sur une corps algeébriquement clos kK, indépendante de
tout plongement de la variété dans un espace atfine k"

Dans le langage des catégories, dont 1l'usage commenga a
se répandre vers 1933, la catégorie des variétés atffines sur
k est équivalente a la catégorie duale de 1la cateégorie des
k—algébres commutatives reéduites (i.e qui n'ont pas
d'éléments nilpotents) de type fini.

En 1955, D. Buchsbaum [14] a proposé un cadre abstrait
plus général pour 1'algebre homologique : celul des
catégories exactes, que Grothendieck a introduites de son
coté sous le nom de catégories abeéliemmes qu'il détinit comme
etant des catégories additives dont tout morphisme a un noyau
et un conoyau, le morphisme mnaturel de 1la coimage dans
1'image étant un isomorphisme.

Le travail de Brothendieck dont le but est de trouve€ un
cadire comeV a la couhomologie d'un espace topologique &
coefficienté dans un faisceau et a4 la théorie des foncteur%
derivés de foncteurs de modules,. a été exposé  au pr;nteﬁbs

\ i

i
\

19595 a 1'Université de Kansas.
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Suivant une suggestion de P. Cartier, A. Grothendieck
entreprit, vers 1997, un programme gigantesque dont le but
gtait ume vaste généralisation de la goémetrie algebrique,
absorbant tous les développements aﬁtérieurs, et partant de
la catégorie de tous les anneaux comutatifs au lieu de la
sous—catégorie des algeébres reéduites de type finl sur un
corps algébriquement clos.

Toutefois, 11 a fallu des le départ modifier
sensiblement le processus pour définir comme ci-dessus une
catégorie qui soit équivalente a la duale de la catégorie de
tous les anneaux commutatifs. Grothendieck adopta alors le
processus suivant : s1 ¢ : A ——> B est un homomorphisme
d'anneauxs 1'image réciproque d'un i1déal maximal I de B n'est
pas en geéngral un ideéal maximal de A ;3 par contre, pour taout
idéal premier p de B, @~1(p) est toujours un 1deéal premier de
f. 11 faut donc, pour remplacer la “variéte affine",
considérer le spectre de A, i.e l'ensemble Spec(A) de tous
les idéaux premiers de A ; on définit sur cet ensemble une
"vopoulogie de Zariski" en prenant pour ensembles fermés les
ensembles V(a), ou V(a) est 1l'ensemble des 1idéaux premiers
contenant un ideal f(arbitraire} e« . On peut définir le
Taisceau structural OX’ sur X = Spec(A), de la méme maniere

que pour les variétés affines. Les espaces annelés ainsi

obtenus sont appelés scheémas atfines et forment uneE:atégorie

équiv%lente a la duale de la catégorie de tous les anneauy

commutatifts.

) N
De 1a on passe 4 la catégorie des schémas par le procédeé

de "recollement” semblable & celui qui définit les /variétés

i

de Serre, mais en partant des schémas affines au ' lieu de

\
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variétes arfines, et en imposant aucune restriction aux
ouverts affines du schema, ni aucune “condition de
separation®.

La plus grande des idées nouvelles de la théorie des
schémas dérive du changement de base. Dans la theorie des
variétés algébriques sur un corps algébriquement clos k, Weil
avait défini en 1949, non seulement la notion de fibre
vectoriel, mais aussi celle de fibreé principal sur une telle
variété V ; le groupe G opérant sur un tel Tibre P étant
supposé alygébrique (et opérant de sorte que 1'application
B % P ——> F soit un mnorphisme), et le fibré étant supposé
"localement trivial" pour la topologie de Zariski.

En 1998, Serre s'apercut que cette définition ne
possédait pas les propriétés escomptées, par exemple dans la
théorie des groupes algébriques sur k; on peut, pour un
groupe algébrique G et un sous—groupe fermé H, définir G/H
comme variété algébrique, mais pour l'opération naturelle de
H sur G, G n'est plus en général fibré principal sur G/H au
sens de la déafinition de HWHeil.

Toutetoiss Serre observa que dans ce cas la "trivialité®
locale se trouvait rétablie si 1'on remplagait les ouverts de

Zariski de la base, intervenant dans 1la définition de

la
trivialité locale, par des revéataments @vales finis
convenanbles de ces ovuvertss le fibré étant remplacé par son

"iwage réciproque” au—dessus de ce revélement.
Partant de cette remarque, Grothendieck congq#xi'idée der

)
remplacer sur un schéma X la topoloygie de Zariski  par  une
i
nouvelle structure, dite topologie étale : on remplace les
\

\

\
[l \
‘\
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injections canoniques u r———

des morphismes étales finis vi——>u (u étant un ouvert de X).
“représentant®

Cependant, les constructions de schemas
dog foncteurs n'est pas  toujours possible ;  par axemple

Nagata a construit une variété compléte non projective X
de Hilbert n‘'‘est pas

sSur

un corps k, pour laquelle le foncteur
représentable. Pour pallier ces inconvénientss M. Artin  a
introduit des objets plus géngraux gque les schémas, qu'il
appelle espaces algébriques, et qu‘on peut concevoir comme

des “espaces quotients" de schémas. La plupart des propriétes

des schémas s'étendent a ces espacess et en outre. La plupart

des constructions se font sans restriction génante dans cette

théorie.

Le premier livre exposarit d'une maniéere systématique la

théurie des faisceaux, a eté publie par R. Godement en
1938 [11. Le point de vue adopté est wvoisin de celui de
Grothendieck la principale innovation consiste en
extrémement

I'introducition de certaines classes de talsceaux

utiles : les faisceaux flasques et les faisceaux mous quil
sont trés pratiques pour la construction des résolutions.  Un
faisceau F est dit flasque si toute section de F dans un
; un ftalsceau F  sur

vuvert se prolonge a4 l'espace entier

I "espace X est Jdit mou si toute section de F

fermé de X se proluonge a X entier.
Pour les besolns de
considérablement développé

Grothendieck a

homologique et la théorie des faisceaux __dans les

19537-1965, en introduisant le concept de catégorie dérivee et
: /

H
:
\
8 ‘\\

au—dessus d'un

la géométrie  algébrique,
1'algébre

anneas

i
k
i
{
i
i
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le formalisme des opérations sur les ftailsceaux dans 1e  cawm e
des catégories dérivées. Il a été conduit a &largir la notion
d'espace topologique (pour définir une bonne cohumologie des
schémas & coefficients constants) en la remplagant par celles
de site et de topos. Le séminaire de Géométrie Algébrique de
1'IHES, animé de 1960 4 1968 par Grothendieck porte la marque
de ces rénavatiaons de la théorie. L'annee 1261-62 traite de
la théorie de la dualité locale pour les falsceaux
algebriques cohérents. Pour obteniv le théoréeme de dualiteée
sous une forme satisfaisante, 11 fallait disposer du langage
des catégories dérivées, que J.L. Verdier a mis en forme dans
sa thése en 1963, d'aprés les idées de Grothendieck L[19H].

Catte historique montre qu'il existe de diffeéerentes
approches permettant de définir un fTaisceau.

Dans ce travail, 1'approche adoptée pour définir un
faisceau, consiste & utiliser le langage des tcatégories et
celul des foncteurs.

Le Chapitre O regroupe les notions 1les plus générales
concevrnant les catégories et foncteurs.

Le Chapitre [ sera surtout consacré a la définition des
falisceaux, et nous montrerons comment retrouver les variétés
de falsceaux d'ensembles : Faisceaux de groupes, d'anneaux,
de A—modules etec. Nous montrerons aussi qu'a toutes les
opérations usuelles sur les groupess ou les modules
coarrespondent des opératians sur des taisceaux :

sous—Talsceauxs falsceaux—quotients etc.

A
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Le Chapitre 11 traitera certains éléments fondamentaux
des - faisceaux cohérents de modules. Nous partirons Jde
l'article de J.P. Serre [2} en apportant une légere
modification permettant de reformuler certains resultats dans
le but de trouver un cadre plus adapté a c¢e travail. Par
exenple, nous définirons un faisceau de type Tini d'une autre
maniére @ la détinition donree par J.P. Serre sera eénoncee
sous fovme de Lemme (Lemme [1.1.3).

Le Chapitre ILI[ sera consacré aux proprietes de
recollement de faisceaux. Nous partirons des proprietes
étudiées par A. OGrothendieck et J.A. Dieudonmée (31 en
essayant d'apporter notre contributon sous deux formes :

1) Faire une etude détaillée des esqul sses de
démonstrations dans certains cas j

2) et dans d'autres cass, proposer de nouvelles
démonstrations (plus simples) ;3 c'est le cas par exemple de

la proposition 1I1.3.1.

Le Chapitre IV comportera deux parties. Dans la premieéere
partie nous étudierons les ftaisceaux A-—-cohérents ;3 suivant
une sugyestion du Frofesseurr H. Seydly qui a dirigé ce
travail, nous partirons de son article (4] pour caractériser
les falsceaux A—cohérents.

Dans la seconde partie nous donnerons une méthode de
construction de faisceau associé 4 un préftaisceau. Cette
méthode est en fait une ¢etude détailldée d'une construction
esqul ssée dans un cours de D.E.A. du Professeur P. Schapira
de l1'Universiteé Pienre et Marie Curie de PRRIS en France
(en 1996).

Dans 1le chapitre V, nous dgterminons les points

algebriques de deqgré 4 sur la caugﬁé de fermat

Foy = {(X,Y,Z) e PE@ ' x” + ¥+ 20 = o}




CHAPITRE O :

CATEGORIES ET FONCTEURS

1) NOI'EON DE CATEGORIE

Détinition O.1.1. !

Une catégorie € est la donnée d'une classe notee ob(¥)
appelée la classe des objets de ¥, & laquelle est
obligatoirement adjoint un ensemble noté FL(8) dit ensemble
des morphismes (ou des fléches) de € avec les axiomes

suivants

AX1 : A deux objets quelconques X; Y de € est associée une

partie de FL(8) notée Hom_(X,Y) (ou simplement Hom(X,Y)) et

€

appelée encemble des morphismes de X dans Y (ou de source X é

et de but Y), de sorte que si (X',Y') # (X,Y) alors
Hom(X'5Y') et Hom(X,Y) sont disjoints.

Qﬁe * Pour trols objets quelcongues X; Y, 2 de €, on s& donne
une application (us;v) +———> vu de Hom(X,Y) x Hom(Y,Z2) dans

Hom(X,2) appelée morphisme composé du morphisme u, suivi du

maorghisme v tel que :
Wwivu) = (wviu
pour u € Hom(X,Y), v € Hom(Y;Z) et w € Hom(Z,T).
953 : Pour tout objet X de 8, 11 existe 1x € Hom(X,X) tel

gque,; pour toui objet Y de € et tout u € Hom(X,Y) (resp. +tout i

v € Hom(Y,X), on ait u = u lx (resp. v = lxv).




Definition O0.1.¢

Une catégorie €' est dite sous—catégorie d'une catégorie ¥
et 1'on note €' <« €; si = Ub(€') < Ob(¥) et pour tous X',

Y'y 2' aobjets de €' on a :

- Hom(X"',Y') < Hom(X*sY")
g €

- Hom(X'sY') x Hom(Y*,2') p—————> Hom(X',2"') est la
b 8! €

restriction de

Hom(X*'sY') x Hom(Y',2"') p——> HOom(X 32" ).
€ g 14
Les identiteés lx‘ éaetant les mémes relativement 4 ¢ et ¥

pour Ltout X' e UOb(€').

Définition 0.1.3.

On dit qu‘une sous—catégorie 8' de € est pleine si

Hom (X*,Y') = Hom(X',Y*') pour tous X', ¥Y'  0Ob(€')
€' €

Definition O.1.4

A toute catégorie €, est associeée de fagon canonique une
autre catégorie notée €%, appelée opposeée A € (ou duale de
€) définie de la maniére suivante :

Ob(€°) = Ub(®) et FL(E®) = FL(€) ; pour X, ¥ € 0Ob(¥8).

On puse HumgX,Y) = Hom(Y,X) et si u e HoméX,Y),

€ € €
v.oe Humo(Y,Z), la composition v % u dans €° est ;
€
uv € HquX,Z) = Hom(Z,X) ;3 les éléments 1x sont  lesc wmBmes
€ .4

pour € et €°. Un dit qu'on passe de € &4 £€° en renversaat %

les flaches 3 on a (8°)° = 8. ‘ /

12



Notation 0.1.9

Les éléments de Hom(X,Y) s'écrivent saouvent comme des

) u
applications "ensemblistes” u : X —> Y ou X —>Y,

X \' _
et vu s'éurit X u > Y F > L

Cela permet en théorie des ensembles de parler de “diagramme
commutatit"” ue morphismes.

On décrit souvent
X €8 au lieu de X € 0Ub(g).

Détinition 0.1.6

Un morphisme u = X —> Y est dit isomorphisme s'il

existe v 2 X {————— Y tel que uv = 1Y et vu = lx H

Un écrit souvent

u: X ——>Y ou simplement X —mo—ouo—> Y

Exemple 0.1.7 : La catégorie notée Ens des ensembles.

Les objets de Ens sont tous les ensembles et pour tous
XsY objets de Ens Hom(X,Y) est 1l'ensemble de toutes les
applications de X dans Y. La composition des morphismes est
la composition usuelle des fonctions. Pour tout ensemble X,
i est la fonction identi{é de X dans X.

X

Exemple O.1.8. La catégorie Gr des groupes.

Les aobjets de O6r sont les groupess les morphismes csont
lag homomorphismes de groupes et la composition des worphis-—
mes est la composition habituelle des homomorphismes.

Exemple O0.1.% : La catéguf&e Grab des groupes abéliens.
A

Elle est définie comme la catégorie Gr en remplagant le
mot “"groupe" par le mot "groupe abélien™.

Grad gst une spus—catéygorie pleine de la catégorie Gr.

13




Exemple 0.1.10 . La catégorie notée Rel, définie par :

Ub(Rel) = Ob(Ens) et Hom(X,Y) = PXxY), l'ensemble
Rel
des sous—-ensembles de X x Y.
t,a 101 de composition est définie par @

si u : X pb—m—m——> Y et v ¢ Y —r Z; vu est
1'ensemble {(x,z) € X x 2 53 Ay =z (Rsy) € u 5 (ys2) € v }.
Il 25t évident que 1x est la diagonale de X x X.

N
Un montre que Ens est une svus—catégorie non pleine de Reba

Exemple O.1.11 :

LLa catégorie notée lop des espaces topologiques.
Les objets de Top sont tous les espaces topolegiques et les
morphismes sont les applications continues.
C'est une sous—categorie non pleine de Ens.

Exemple O.1.12 : La catégorie Mod(A).

Soit A un anneau commutatif unitaire fixé. On définit
Mod(A) comme suit : Ub(Hodh) est la classe de tous legs

A-modules ; Hom{M,N) est 1'ensemble de toutes les applica-
fod (AR}

tions A-lingaires de M dans N ;
La composition des morphismes est celle des applicatiouns
A--lintaires.

N.B : Hom(fsN) est souvent notéd Hom(t.N) .
Mod (AQ) A

2) MORPHISMES REMARQUABLES DANS UNE CATEGORIE

Shit u ¢ X ———> Y un morphisme d'une catégorie 8.

Définition 0.2.1 : N

/
On dit que u est un B—monomorphisme si pour tout,obi@t Z de
;
% et pour tout couple (vsw) € Hom(Z,X) x Hom(Z,X) tél que
\

S \
\x
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uv = Uuw on a v = wW.
On exprime cela en disant que u est simplifiable quand 11

est écrit a gauche.

Définition O.2.2:

in dit que u est un B—épimorphisme si pour tout objet £ de
£ et pour tout couple
(vsw) € Hom(Y,Z) x Hom(Y,Z) tel que wvu = wu on a v = W.

On exprime cela en disant que u est simplifiable quand 11

est écrit & droite.

Définition 0.2.3

On dit que u  est un €-bimorphisme 'i)l est 4 1la fois un

E-monomorphisme et un E-épimorphicsme.

Définition 0.2.4

Un dit que u est sectltiaonnable (resp. rétractable) gs'il
existe un morphisme v € Hom(YsX) (resp. w € Hom(Y;X) tel
que uv = iy (resp. wu = lx).

$'il en est ainsi on dit que v (resp. w) est une sectiaon de

u (resp. une rétraction de u).

3) O0OBJETS REMARRUABLES DANS UNE CATEGORIE

Définitian 0.3.1 =

On dit qu'un objet i\ d‘une catégorie ¥ est un g-objet
1nitial (ou simplement un objet initial) si pour tout

Y e Ob(€), Hom(Y,;X) est un singleton.




Déefinition 0.3.2 ¢

Un dit qu'un objet J d'une catégorie € est un €g-objet
final (vu simplement un objet final) si1 pour tout

X € 0b(8), Hom{X,1!) est un singleton.

Définition 0.3.3.

Ury dit qu'un objet O dfune catégorie € est un ¥-objet nul
(ou simplement un objet nul) si U0 est a la fois un objet

initial est un objet final.

Exemples 0.3.4 =

Dans la catégorie Ens, l‘ensemble vide est un objet
initial et c'est le seul objet initial.

PDans Ens tout ensemble rédult a4 un élément est un objet
final.

La cétégorie Ens n'admet pas d'objet nul ; par contre,
les catégories Gry Grad (resp. Mod(A)) admettent des déjets
nuls en l'occurence tout groupe (resp. tout A-module) réduit

A4 un seul élément est un objet nul.

4) FONCTEURS

Definition O0.4.1 =

Un foncteur (ou foncteur covariant) F : € b—> €' d'une
catégorie € dans une catégorie €' est constitué par deux
applications 0Ob(¥%) ———> 0b(8') et FL(E) —> FL(E"),
toutes deux noeﬁes Fs et telles que 1les +trois conditions
suivantes sont vérifiédes :

(c.1) VXs Y € Ub(8)s F(HOM(X,Y)) < Hom(F(X), F(Y))
€ 1 ’

16
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(C.2&) VX € Ob(8), F(lx) = lF(X)

(C.3)  pour deux morphismes X —— ¥ —> Z de &,

F(vu) = F(v) Fu)

Détinition O0.4.2.

On détinit un foncteur contravariant d'une catégorie € dans
une catégorie €' en remplacgant 1les conditions (C.1) et
(C.3) par

F(Hom(X,¥)) <« Hom(F(Y}, F(X)) et F(vu) = F(u) F(v).
14 g

Un Toncteur contravariant de 2 dans €' est un foncteur

de €° dans €' (ou de € dans €'°).

On définit la notion de multifoncteur oe plusieurs
catégories 81, 8;,... dans une catégourie ' ; par exemple un
bifoncteur des catégories kEns x Ens dans Ens est défini de
la maniére suivante : 4 deux ensembles X, Y on associe leur
produit X x Y, et a deux applications X F—i—>X', R .- AV
1'application X x ¥ ——9  5xx v

Detfinition 0.4.3 =

Soit F : 8 pb——>r 8' un foncteur. FObL(E)) et F(FL(E)}
sont respectivement 1'ensemble des objets et 1l'ensemble des
morphismes de la sous—catégorie F(8) de 8'.

On dit que F est fidele (resp. plein, resp. pleinement
Tidéle) si pour tous X, Y objets de € 1'application

Hom(XaY) b————> Hom(F(X),F(Y})
€ ¢!

s . - A . .
est injective (resp. surjectiwve, resp. bijective).

i




Remarque 0.4.4 :

Un foncteur (resp. fancteur contravariant) v : € p—>€'

est gsouvent note

F 2 & —— > §' (resp. F : &€ —mm——> B')
X > F(X) X br————> F(X)
l Ub*—--——>1F(u) l upr——--———-2> |F(u
Y ———> F(Y) Y p—————> F(Y)

Exemple 0.4.5 :

lF t F r——> F qui est par deéfinition 1'identité sur
les ubjets et 1'identité sur les morphismes est un fancteur a
la fols cavariant et contravariant, appeld le foncteur
identité de F.

Exemple 0.4.6 : Foncteur agubli de structure

F s Gr > Ens
G > F(G)
J u > 1 F(u)
G > F(G*)

ua F(G) est par définition 1‘ensemble sous—-jacent au groupe
G et oo F(u) est Ll'application de 1'ensemble F(§G) dans
1l 'ensemble F(G').

Un a "oublié" les structures de groupes et le fait que u est
un homomorpnisme de groupes.

Exemples 0.4.7 :

Soit ¥ une  cateégorie. On définit d& rnouvel les

catégories par s

€ : La categorie des fonclteu-s de 8 dans Ens

18




g¢Y : La catégorie des foncteurs ve o oo .

et on w&rinit les tonctewrs

B 2 € e €y X > Hom(X,.)
2

Y : € p—r 87 s X pe—— Hom( ., X3}
®

Définitions 0.4.8 =

Un foncteur F : 8 e e annal R B est  une eéquivalence de
categories s'il existe un foncteur 6 L 6 —m— > ¥ tel quuo

GoF isomorphe & 1, et Fob isomorphe a 18" Un montre que

€

est une équivalence de categories s1 F est pleinement

fidéle et pour tout Y € UL(€') 11 existe X € Ub(E) et un

(4]

isomorphisme F(X)} p——m—m———-> Y.

On dit que € et €' sont des categories équivalentes ; on se

permet dans le langage de ne pas les distinguer.

Exemples 0.4.9 =

Soit € 1la categorie déefinie par 0b(8) = N et
Hom(nsm) = Hm,n(K)’ 1‘espace des matrices de type (m.n) 4
coefficientis dans un corps K. UOn deéfinit le foncteur
F e > Mod(k") par n ————> K", (et & itoute
matrice de type (myn), F  associe naturellement l'application
linézire de K dans K™ . On montre que F est une équivalence
de catégories et non un isomarptiisme.
ﬂE- Hod(KT) est la sous—catégorie pleine de Fod(K) constitude
d'un nombre fini de générateurs de K-modules.

Definition 0.4.10 =

Soient deux foncieurs
F:8 % et 6 i€ p—————e—> 8. Un dit que

F est adjoint & gauche de G (ou G est ajjoint & droite de

19



Fls 8'1l existe un isomorphlisme de bifaoncteurs :

HOM(F (oY eo) e 5 Hom(.asG(.))
€ €

Exemple O.4.11 :

Soit ¢ : B —m> A un morphieme d'anneaux avec B
commutatit et e(B) contenu dans le centre de A.

Soit K dans Mod(B) et M,N dans Mod(A) ; par la formule

v

Hom(K ® fMsN) — Hom(M,Hom(K,N))
A B A B

On voit que les foncteurs K ®. et Hom(K,.) de Mod(A) dans
B B

Mod(A) sont adjoints.

9) MORPHISMES FONCTORIELS

Soient deux catégories € et €. 0On peut définir une
nouvella catdégorvie Fonct(€,8') des foncteurs de € dans €' de
la manid®ére sulvante : 1'ensemble Qb (Fonct(8,8"')) est
l'ensemble des fonctaurs 8 p——> €'y 1'ensemble
FL(Fonct(8,¢€')) est 1l'ensemble des morphiswmes 8 ¢ F —> (5
lorsque F et G sant deux foncteurs de ¥ dans 8 (qu'on
appelle morphismes fonctoriels ou transformations naturel-
les) ;3 chaque morphisme fonctoriel 8 : F —m> G est 1la
donnee d'une application (avec la méme notation)

g : Ob(8) b—— > FL(¥€') telle que, pour {tout X e Ub(E),

9(X) € Hom(F(X), G(X)) et que pour tout morphisme u : X —>Y
8 ¥

de s le diagramme de morphismes de 8¢
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Fdu)

F(X) > FQY)
6(X) 6(Y)
G(X) = GY)
G(u)

soit commutatif.
Deux morphismes fonctoriels 61 : F 27> G, GE tGF———> H

se composent par la loi

siQE(X) = el(X)GE(X)
pour tout X € 0Ob(%) ;

et le morphisme 1  est tel que 1 (X)) = 1i,.
F F X

6} FONCTEURS REPRESENTABLES

Suit & une catégorie ; pour deux vbjets X, Y de ¥ on

pose hx(Y) = hY(X)(Y) (cf Exemples O0.4.7), c'est a dire

hx(Y) = Hom(Y,X}) 3 pour tout morphisme ¥ : Y p——> Y'  dans
g, on désigne par hx(f) l1‘application ¢y b——> gf ade

Hom(Y"'sX) dans Hom({(YsX).

v — 5 sy Y
gt
h (1) = Hom(Y',X) K > Hom(YsX)
g — 2 gt

Ces définitions montrent que hx ! 8 p——> Eng est un
foncteur contravariant.

S0it maintenant un morphisme t : X p——> X' dans & ;
quels»gue solent Y € 8 et g € Hom(Y,X) = hx(Y) on a

\
/ tg € Hom(Y,X') = hx’(Y)

-

/




h (Y) dans h (Y) =
X X
H L — ‘
ht(Y) hx(Y) > hx‘(Y)

g —— tg

Sy
T

On définit ainsi un morphiSme tfonctoriel ht : hK —_— x |
car pour tout morphisme + 2 ¥ b—> Y' dans € on a le

diagramme commutatit suivant : f

hx(f)
hx(Y') > hx(Y)
ht(Y‘) ht(Y) :
h_(Y*") > h_ (Y
X X

Définition O0.46.1 :

Soit F z 8 b———2> Ens un foncteur contravariant.
Un dit que F est représentable s'il existe un objet X de €
tel que F soit isomorphe & hx : on dit qu‘un tel objet X

represente F.

Soient ¥, &' deux catégories, F : € pb—m—> €' un
foncteur covariant. Alors, pour un objet donneg X' de g°

T 4 7> Hom(F(T),X*?
8 L

est un foncteur contravariant de ¥ dans Ens ;3 s'il est
représentable, on dit qu'un objet Y de 8 qui le représente
est associg a X'. Par définition, pour tout T €« Ob(8)y on a

donc un isomorphisme fonctoriel en T :

e

Hom(tsY) ¥ > Hom (F(T),X")
g g o
Cet isomorphisme est noteé f —20 %# s et 1l'isomor-—
;
b i

phisma réciproque est noté p—;——————>‘f' -




CHAPITRE 1

NOTION DE FAISCEAUX

1) PREFAISCEAUX

Soit X un espace topologique. On note DuvX la catégorie

dont les objets sont les ouverts de X, et o4, pour deux
ouverts u et v de X, on a :

{17 stiusv etl : upP———> v est l'injection
Hoam(u,v) = cananique

(%] 51 u € v

La compusition des morphismes étant la composition des
injections canoniques.
Alors on peut donneyv les deéefinitions suivantes 3

Définition I.1.1 :

Un appelle préfaisceau sur l'espace topolugique X a valeurs
dans une calégorie &, un foncteur contravariant

F: Ouv, 44—-w-—> 8

X
ie U p——r Flu)
un guvert de X un objet de 8
US Vi——— 5 F(v) PO s pouw

deux ouverts de X

N.B = F(i}) : F(v) p————> F(u) est noteée Puv tF{v) —2>F (u)

et est appelée restriction.

Un prétfaisceau ¥ : qux —> % est dit préfaisceau

d'ensambles si ot
— € = Ens la catégorie des enscmbles

- - N
puv : FAv) 1—/—

/

> Flu) est une application.




— =y ] A .

—— ey [V

Exemple 1.1.2 :

Soit X un espace tupologique
F(u) = 1'ensemble des fonctions continues sur u

u £ v deuX ouverts de X

Puv °© Fiv) — > F(u)

f > f la restriction de f & u.
u

F  est un préfaisceau d'ensembles sur X.

Exemple 1.1.3 :

X = K" auni de la topologie de Zariski, ou K est un
COV{PS.
Posons A = K[Xl,...,xn], et pour tout ocuvert u de X
5u= l'ensemble des éléments de A qui ne s'annulent pas sur u.

Alnsi = UQVM}SVCS

u

Un peut détiniy alors un prétfaisceau d'ensembles en
posant :
Yu € qux ’ Bu = Sll 5 el pour tout couple (usv) d'ouverts

de X tel que u € v

: [SN——— S

puv Bv > B
(& Q -
- f—————

Le préfaisceau ainsi défini est naté d ; alnsi g

-_— u

peut se noter aussi gx(u).

Definition I.1.4 =

Un dira que le préfaisceau d'ensembles F : quX —>> Ens
est un pféfaisceau de yroupes (resp. de groupes abeéliens}

s1i &
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- Vu e (JuvX s F{u) est un groupe (ra2sp. un groupe abélien)
- si.u < v, F(1) = p est un homomorphisme de groupes.

uv

Plus généralement si F & OuvX ———-> Ens est un préfalsceau
d'ensenbles et si les F(u) sont des groupes, des anneaux.
des A—modules... et les applications Cuv sont des homomor-—

phismes, alors le prétaisceau F est appelé respectivement

préefaisceau de groupes, d'anneaux, de A-modules...

Remarque I[.1.9 =

On a vua qu'un preéfaisceau sur X a valeurs dans € est  un
foncteur contravariant

F o= quX — > 8.

En d'autres termes, un préfaisceau F o sur X a4 valeurs

gans 8, est la dormée pour tout u < Ouv d'un objet F(u) de

X
€y, &t pour tout couple (us;v) douverts de X tel que u < v

d'un morphisme de restriction Puv °© F(v) ——> F(u) de

sorte que pour tous ouverts u € v € w de X on ait :

Puu = 1F(u) ' Puv ? Pun T Puw

Détinition [.1.6 =

Soient F et B deux préfaisceaux sur X. Un morphisme

©  F - > 6 est un morphisme de tels foncteurs.

En d'autres termes un morphisme ¢ : F b—-——"> (B est

I

la donnée d'une famille (p ) de morphismes
U ueouvy
P, ° F(u) —————> G(u) , tel que pour tout couple (u,v)

d'ouverts de X tel que u < v 4 le diagramme




Fvi > Gv)

uv

F(u) Pu

solt commutatif.

Dans toute la suite les préefaisceaux considéres seront des

préefaisceaux d'ensembles.

2) AX1OMES DE FAISCEAUX D’ENSEMBLES

Soit F = qux p—————> Ens un préfaisceau d'ensembles
sur X (on dit aussi da base X).

Définition [.2.1 :

On dit que F  est séparé si pour tout ouvert u de X et tout
recouvrement cuvert U = {ui}ieI de us 1'application
Flu) ) >_n-F(uL)
iel
5 | > (5'
u. ).
1 1€l
est injective.
ie si s,t € F(u) et si SI“ = t|u Vi € 1 alors s= {.
i L

Définition I.2.2 :

Un dit que F est “recollable” ou posséde la propriété de
recolleanent si quel que soit l'ouvert u de X et le

recouvrement ouvert « = {u,keﬂ de uy pour toute famille
Lou

(S ), 3 9 € F(u .}y, gqui vérifie les relations
Lt €1 t t




3 = g
tjumnd, jju.nu
A8

il existe S € Flu) tel que SIL‘= S, Vi € 1.
i

Défiviation 1.2.3

On appelle taisceau sur X tout préfaisceau F sur X qui  ost

séparé et gui pussede la propriéte de recollement.

Exemple [.2.4 :

Soit X un espace topeologique.

Soit F : qux - > Ens le préiaisceau d'ensenbles

qui a tout ouvert u de X associe

F(u) = 1l'ensemble des fonctions continues &4 valeurs reéelles
définies sur u ; et pour deux ouverts u < v da X on
considere
Puv * Fiv) > F(u)
T o} > p (fy = F restriction de f a4 u.
uv |u

ffontrons que F est un falsceau.

Posuns u = ULH s U = {ui}iel un recouvrement ouvert de u.
LEr
a) flontrouns que F ect séparé.
Soient , g € F(u) tel que flu as gl“ Vi € 1.
i .

Alors on a =

{|u_ = gl“' Vi el > T = g sur _U uy
i i tel
> =g ' (car u = U u; )
iel
i) fontrons que F est recoullable.
Soit (fi)iel tel que ,fg Toug p—————> R continue
I
/
\
3 l ‘\\
a7

&
H
4
H




J JEE J A AN o a8 =s  eaw

Supposons que fi|ulnu. = fj|u.nu. V Ls J <« .
J 1 J
La fonction  : u F—— > R tel que {(x) = fi(x) =71
x € u ,ESt continue: et par construction TiL& = 1,L Vi € 1.
Exemple 1.2.5 :

Soit K un corps infini, X = K" muni de la topoulogie de
Zariski j; alors le préfaisceau gx (exemple [.1.3) est un
faisceau.

En etftet :
a) Montrons que gx est sépare.
Soit u e (JuvX et U = {ui}iel un recouvrement ouvert de u.
s et t e 0, () = s;ln = B, (cf exemple I.1.3), avec
A = K[Tl""’TnJ et Su = 1l'ensemble des £ € A qui ne
s‘annulent pas sur u.
s = puJJ(s) et 7 ti = pu“u(s) + S, = tt Vi € 1.
i i
s = —% . t = —% H F, &y Het R e A
or p,, : B, —m———> B, ie p . s;‘a l—-——)S::A
i i i i
ainsi
s, = dans S'A et t = - dans s.tA.
i i

Soit 1 €l tel que u, Q== 0 Su

i

-1 . g
u

[ip
r
N

L
In nl
A-:K[—‘ ,--.----.-11—]
1 n

. P H . .-
Puisque o et e sont egales dans Su1A s alors elles sont
- i
égales dans 8;19, donc/ s = t.
/
/
\
"N 23




b) Montrons que EX posséde la propriéte de reccllement.

o1t u € qux s U @ et soit U= {u,Lea un recouvrement
AR B .

ouvert de u.

~1

s € D, ,(u) = Su.ﬁ’ Vi € 1 ; on suppose que Vi, j € 1
L -— L .
L
. = » . Vi .
pu. .u(sl) Py. _u_(sJi et que u, g Vi €1
[ 1 J 1
e,
1
i e€elI, 5 = _— avec P, et @ sanyg diviseur premier
o i R i i
o 1 o o
o]
coimnun.
P

Spoit 1 € I, SL 3 5 ut n uj 2 8 (K est infini)

2 2} -1 1
Y > 9
u,th_l_L . et SUJNL = SURA
o (o] L L L
o r)
L i'O
Punu, u () = Pu.nu, U.(SL ’ - (KO
L 1 L L L i o 19 1
(o] (] (o] (o]
> P =PQ
L * v oL
(o] (o]
> Q@ = B& et P = AP
L L L
< o
donc Qt ne s‘annule pas sur u (car u = Ju ) ; En effet Q@
o LE1 - -
ne s'amule pas sur u, Vi € I, donc & = B3 montre que
L L L
(o]

@ ne doit pas s'annuler sur u Vi € I, d'oa Q@ ne s‘annule
L L L
(o] o

pas sur u = Ulﬂ.

=3
P
v 1
o . - -
s = - e 5 A ; Ainsi
i [ u g
o L L
° .
F “o P P
| nd i [ L
L (=} . [ __ o
Q [&] B W W
L L L 1 L
o (o] o
> A =3
L L
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%

X ~—1 _ =] = L
donc dans bu‘* on a T A
18 18
o
P,
Lo -1 - .
on a trouve s = o € bu A tel que puJJ(b) = s, Vi € 1.
Lo t
Définition I.2.6 =«
Le faisceau UX (défini a4 1'exemple [.2.9) est appele

Taisceau des fonctions réguliéres sur X.

Proposition (.2.7 =

Dire qu'un préfalsceau F = quX pb—>r Ens est séparé et
posséda la propriéted de rvecollement (en d'autres termes que F
est un faisceau) est équivalent & dire que pour tout ouvert u

de X et tout recouvrement ouvert ¢4 = {u > de u on a la suite
1

suivante qul est sxacte :

0 b3 F(W) > ] F(u) &> Flu )
H L S~ s LJ
L \L,J)‘
o4 U = uUu MNUu, 3
1) L J
f(s) = n(slu') et g(n(si)) = n (S,LI - Sjl“'-)
1 L i <L, i) 1)
{is:j> désigne un couple ordonné.
Preuve :
1) Supposons que F  soi1t un faisceau et montrons gue la
suite aszt exacte.
a) T injactive ? soient s, b e Fluw)
fis) = (i) == n (Sluj = n(tlu
t 18 18 1
_— 0y =t 3 Vi
Ju. Ju.
t t
==y 5 = { (car F est séparé).
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g(f(s)) = g[n(slu')] = n. [(SIU-)IU - (S|“~) J =
L L <uLp L L) A u, .
1
n_[Slu Slu,J = v
vLp L) (%)
donc 1lmf < Kerg.
- = > = —_— = O 3 ] e
L L) A2
> 5, = g, Viasj.
Llu” JI i
=> 3 5 € F(u) = s = 5 Vi (car F est
|y - “recollable"”).
D'ou oes)y =71 (s ) € lmf
P S LN
donc Kerg <« lmf.
2) Supposons que la suite soit exacte et montrons que F est

un faisceau.
a* F est sépare ?
Soient s, t € F(u)

s = ¢t
I

u. iu- Vi ==> H(SI
i i

y = n(t } ==rf(s)= f(t)=>s=t (car
Ui O B

¥ est injective).
b F est "recollable™ 7

Soit (s.). 5, 5. € F(u.) tel que s. = s
i'i i i i

. Yisj > - s. = 1 j
Jluij 193] == =1 O Vi, j

> [5_ - 5. ]-‘—‘0
U ) [ 3y

—_— g[ n (Si)] = Q
. 1

> n (Si) € kKerg = Imnf
i

==, s € F(u) : T(s) = n(si)
R 5

7

.

/
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===> dg € F(u) : n(s u )y = n(si)
i I i i
> s e F & s = g Vi.
|u 1
C.Q.F.D

Enoncé dues axiomes :

Sowit X un egspace tupologilque.
Un faisceau de groupes aveéliens sur X est la donneéea

a) d'une fonction »x +—> Fx qui fait correspondre
;

4 tout x € X un groupe abelien F_.

b) d'une topolugie sur F = UF_.

On définit une application dite projection de F sur X en
posant n(f) = x pour tout f e Fx' On notera F + F 1l'ensemble

{(f,g) e F x F /7 n(f) = n(g)}.

On a alors les axiomes suivants :

Ax1 : Pour tout f € F» il existe un voisinage v de T et un

voisinage u de n(f) tel que la restriction de n a v soit un
homgomorphisme de v sur u ; &n d'autres termes, n est un

homéomorphisme local.

AXa : L'application ¥ pF—m> -—-f est une application

continue de F dans F et l'application (fsg) —>F + g
egst une application continue de F + F  dans F.

3) Sections d'un taisceau

a) Généralitdés

Soient F un faisceau sur X, et u un ouvert non vide de
X. Une seclion de F au-dessus de u est toute application

continue s : u F———>» F tel que nos = lu.

0
rL\




L'ensemble des sections de F au—dessus de u sera noté
C(usF)..

Soient u, v € qux $ Si ucvetsi s est une section
au—dessus de us la restriction de s 4 u est une section

au—dassus da vy d'oa un homomorphisme

Puv °© Civ,F) v FT(usF).

Spit u e quX y ={(u) est un ouvert dans F, car n est un

fiom@omorvphisme local ;3 d2 plus, pour tout f e Fx, 1l existe
une section s au—dessus d'un voisinag2 de x = n(f), et tella
que s{(x) = 1 ; les ouverts de F sont donc les r&unions
d'ensembles de la forme s(u).
51 deux sections de ¥ deéfivies dans des voisinages ouverts u
et v d'un point x de X sont égales en %, alors elles sont
égales dans tout voisinage w c u N v du point x. L'ensemble
F_ = n'(x) s'identie alors & la limite inductive des F{usF)
lorsque u décrit 1'ensemble filtrant décroissant des
voisinages ouverts de x dans X.

Ainsi s1 &(x) désigne l'ensemble filtrant décroissant des

voisinages ouverts de x dans X on a :

F o= 1lim T'(u,F)
®
>
ue® ()
Svient us v € qux s s el(u,F)Y et t € T(vyF) 1 on
definit la rvelation “ ™~ " par
s ., © < » 3 un volisinage ocuavert w de x contenu dans
unyv tel que S = t, .
[w |w
La relavion " , " est une relation d'équivalence.
RN

4
/

R RO




|
u

Posons EX = U T(u,F) ad v, est 1l'ensemble des voisinages

uev
X

ouverts de x.

Ex est appelé ensemble des sgsections de F définies au

voilsinage de x.

On rappelle que Fx = 1lim T (u,F) = E
>

ued (x)

X/ .

Fx s'appele la fibre de F au point x. On a donc =

o e FX Commmmyr O = Sx s S € N(usF) +» u € vx.

b) Cas particulier : espaces (localement) armelés.

Definition [.3.1

Un appelle espace armelés un couple (X,&) formeé d'un espace
tupologique X et d'un faisceau d'anneaux & sur X ie les
condi tions suivantes sont vérifides :

o) Pour tout ouvert u de X» #(u) est unranneau.

B3 u € v sont deux ouverts de X, alors 1'application

Pluv 2 (v > Adu)
est un homomorphisme dfanneaux.

On dit que X est 1'espace topologique sous—jacent a

1'espace anneleé (X,#&H); et & le faisceau structural.

& se note Ux et sa fibre au point x € X se note UX\: ou

simplement Ux lorsqu‘il n'‘en résulte pas de confusion.

N.B : Lorsque 0O, est un faisceau dfanneaux commutatifs, on

N-b X

o,

it souvent que (X’UY) est un espace commutaetivemsent armelé.
4

Nous étudierons des fTaisceaux d'anneaux commutatifs, et 11

N




sera sous—entendu, lorsque nous parlerans d'un espace amelé
(X,UX) sans préciser qu'il s'agit d'un espace commutativenent

annelad.

Définition 1.3.2 :

L ‘espace annelé (X,OX) est dit annelé en anneaux locaux (ou

ericore espace localement ammelé) si, pour tout x e X, la

fibre Uy . est un anneau local.
N.B = aa € U {e=—==r Ju € v et 5 € M'(u,8,) = a =5 .
_— X, % X by X

bDéfinition 1.3.3

Un falsceau F sur X tel que F(u) est un Ux(u)"module,
s'appelle un fTaisceau de modules sur 1'espace annelé (X,UX)

ou  uri Ux—module. En d'autres termes, F est un Ox—mudule,

signifie F(u) est un Dx(u)—module.

Si F et B sont das X—modules et 2 : F Fr——> G un
morphisme de Ux—mudules, alors
B(u) = F(u) > G(u)d
est une application Dx(u)—linéaire.
Exemple [.3.4 :
Soient X un espace topologique, gx(u) l'ensemble des
fonctions continues définies sur u. (X, Qx) est un espace

localement anneld.

4) Extension el restriction d'un taisceau.

Soit F un faicsceau sur X.

Définition [.4.1 :

Suit u une partie de X j l'ensemble 72(u) ¢ F muni de 1la

1
N

. . - . . ! -
topologie induite par celle de F, forme un faisceau sur u,




appelé faisceau induit par F sur u et note F/u.

Definition [.4.2 =

Suit Y un sous—espace fermé de X. Un dit que F 25t

1]
e

concentré sur Y, ou est nul en dehors de Y si l'on a F'x

pour tout x € X — Y.

Proposition [.4.3 :

81 le faisceau F est concentré sur Y, 1 'homomorphisme

F{XsF) P— > T{YsF/Y)}

Pyx ¢

est bijectif.
Preuve :

Si une section de F au-dessus de X est nulle au-dessus
de Y, 21lle est nulle partout pulsque FX =0 51 X & Y, ce

qul prouve qQque cat injectif. En eftet :

Pyx
s € Ker pr exwTmnT pr(S) = 0O

——— S/Y = 0 (restriction de < a Y)
===> Vx € X, s(x) = 0 (F concentré sur Y)
= 5 = 0,

d'oa Ker Pyx = {0} , donc Pyx est injectif.

Inversement, soit s € I'(Y, F/Y), prolongeons s 4 X en posant
s(%) =0 si xe&« Y ;3 1l'application x (———2> s(xs est
continue sur X — Y ; d'autre part, si1i x e Y, il existe unc
section s' de F au—dessus d'un voisinage u de x tel que
5'(x) = s(x). Comme s est contfnue par hypothése sur Y, i1l
axiste un voisinaga v d2 x, contenu déns us, et tel gque

g'(y) = s{y) pour tout v € vn Y ;;Qgisque F =0 Vy & VY,
Y




alors s'(y) = s(y) pour tout y € (v— vn Y) ; donc 5 et s
coingident sur v ce qui prouve 4que s est continue au
voisinage de vy, par consequent continue partout. Le
prolongement de s a X esi élément de N'(XsF)y ce prolongement

est 1'antécéedent de s est alours injectif.

3 Pyx

Proposition I.4.4 :

Soi1t Y un sous—espace ferme de X, et suit g un faisceau
sur Y. Fosons FX = Gx s1 x € Y, Fx =0si1 x &Y et soit F
l'ensemble somme des Fx' Un peut munir F d'une structure de
faisceau sur X , et d'une seule, telle que F/Y = 4.

Preuve :

Soit u un ouvert de X ; si s est une section de 6 sur
uny, prolongeons s par O sur u — unY ; lorsque s parcourt
F(u N Y,6) on obtient un groupe Fu d'applications de u
dans F. La proposition I.4.3 montre que si F est muni d'une
structure de falsc2au telle que Fly.ﬂ G, on a Fu = Tlu,r),
d'od l'unicité de la structure en question. S5on existence se
montre comme suit :

- On pose Fx = lim Fu (ct 3)

>
ued(x)

S5i x appartient & l'ouvert u, on a un homomoerphi smne

canoniqgue §u F > F
arvi H ; s
4 X u X

- Soit t e Fu » et désignons par [t,ul 1'ensemble des
u
§X(t) pour x parcourant u 3 on a C[t,ul ¢ Fy, et on munit F de

\? topologie engendrée par les [t,ul. Ainsi. un élément fe Fx

admnet puur base de voisinages dans F les wensembles (t{,ul
u B
o4 x e u et & (t) = f, s
X Ji
!
C.Q.F.D.
m ‘\
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Un dit que le faisceau F est obtenu en prolongeant le

.Y
faiscgau G par 0 en dehors de Y ; on le nute G .

9) Sous—-faisceau et faisceau—quotient

Definition I.3.1

Soient N un falsceau d'ammeauxs F un faisceau de A—modules.
Pour tout x € X5 soirt Gw un sous—ensemble de Fx' UOn dit

que 6 = U Bx est un sous—faisceau de F sio:
4

ReX

a)l Gx est un sous—Ax—mudule de FX pour tout x € X,

bY G est un sous—-ensemble vuvert de F ;3 1ie s1 x € X et
51 s est une gection de F  au—dessus d'un voisinage de x
telle que s(x) e Gx’ on a s{y) e Gy pour tout vy assez
voisin de x.

G est évidemment un faisceau de A-modules dés que les

conditions a) et b) sont veérifides.

Définition 1.59.2 :

Soit 6 un sous—-faisceau d'un faisceau de A-modules F, et

posons
hx = Fx/ﬁ
X
pour tout x e X.
Munissons K = |J K de 1la topoleogie quoatient de 1la

s

neX
topologie de F ;3 on obtient ainsi un faisceau de A—modules,

appele faisceau quotient de F par G, et noté Fr., .

6) Images directues et images reciproques de faisceaux.
A

Soient X, Y deux espaces topologiques, ¥ 2 X p—m—m—2> Y

une application continue. Soit F un préfaisceau sur X a 2

valeurs dans une catégorie g i pour tout overt u ¢ Y, posons



G(u) = F(y *(u))y et si u, v sunt deux parties ouvertes de Y

telles que u < Vv, soit

oLy ¢ Fly vy — > Fly t(u))
e morsphisme de restriction.
Les G(u)y et Piv définissent un prétfaisceau sur Y a valeurs
dans €, qu‘on appelle image directe de F par y et qu'on note
w*(F). Si F est un Talsceaus, il en est de méme de w*(F).

Soit maintenant G un préfaisceau sur- Y a valeuwrs dans 8

alors F b—— > Hom(G.F) = Hom(G,w*(F)) (morphismes de
¥ Y

préfaisceaux) est un foncteur covariant de la catégorie des
faisceaux sur X a valeurs dans € dans la categorie Ens ;3  si
ce foncteur est représentable par un faisceau sur X a valeurs
dans ¥4, ondit que ce falisceau est 1'image réciproque de G par
v el on le note w_l(G).

L'imagye réciproque d'un faisceau 6 sur Y A valeurs dans
une catégorie € est donc le faisceau sur X & valeurs dans €
définit par

v 1y = {(x,g) € X x G / wix) = n(g)}

od 1 6 b————> ¥ est la projection canonique.
- - -1 .. .
La projection y (6) ——> X est donnée par (x,g) ——>x.
. . b ‘- . . A
Un notera v pb— > v l'isomorphisme fonctoriel en F

-1, .. .. . ]
Hom(y " (6),F) ——— > Hom(Bsp (F))

X Y
£ ., 13 AL 3 & -3
et U b—m o0« > u 1'isomorphisme réciprogque. Pour  touv

morphicsme w : F1 —_—2 FE\\de faisceau sur X A& valeursy

dans €, on ¢ =

(w o v)b = w*(w)o vb



En particuliery pour v =1 -~-1 Gy on a un morphisme canonique

. - -1
Py, = (iw—l L) L = > w*(w (G)?
et or a la factorisation canonique

b Pis w*(v)

vt G} y w*(w_i(e)) - >y, (F)

7) Morphismes d'espaces annelés

Soient (X,UX) s (Y,UY) deux espaces annelés.

On appella morphisme de (X.0,.) dans (Y.0_,) Ltout couple (yp,8)

A Y

-,

formé d'une application w @ X 2 Y et d'un homo—

worphisme (an sens inverse ()

e : O, 1 > v, (0,0

est falsceaux d'anneaux.
OUn  appelle morphisme d'espaces localement annelés, urn

morphisme f = (y,8) = (X,Ux) —_— (Y,UY)

oG (X,Dx) et (Y,UY) Sony localement annelés et oG, de

plus, pour tout x € X, 1‘'homamorphisme

#

O% * Bvpi

' > 0

est local.
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CHAPITRE Il

FAISCEAUX COHERENTS DE MODULES

Soient X un espace topologique et A un faisceau
d'anneaux sur X. Dans ce Chapitre, les fYalsceaux consideres
sont des faisceaux de A-modules, et les morphismes sont des
A-homumorphismes.

2) NUTIUNS DE BASE

Définition I1.1.1 :

Soit F  un faisceau de A-modules, et soient 51,...,5p

des sections de F au—dessus d'un ouvert u < X. 51 l‘on vait

correspondre A toute Yamille T ,...,fp d'éléaments de AX

1
5]

1'élément z fisi(x) de Fx’ on obtient un humomurphisme

1=1

P = aP > F
dérini au—dvessus de 1'ouvert u ie ¢ 3 Ap/u ———— F/u.
Le noyau de ¢ est note Risl,...,sp), c'est un wous—faleceau
de Ap/u appelé taisceau des relations entre les S0 1’'image
de ¢ wst le sous—falsceau de F engendré par les S .
Inversement, tout homomorphisme

e AP > F

définit des sections S e Sp de F par les formules :

SI(K) = px(I,O,-..QO),--------, SP(K) = @X(O’---,O,I)-

Définition I.1.2 =

Un faisceau de A—modules F est dit de +type fini, si

pour tout x € Xs il existe un voisinage ouverc u de % et une

sul te exacte
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At/ > F/ 4 > 0 (1)

oa &a°/ = AL @ ceeiaaann e A/

Lemme [I.1.3 =

Un faisceau de A—modules F est de type fini si et
seuleaent s'il  est engendré par un nombre Tinl de ses
sactions.

Autrement dit, pour tout x € X, il existe un ouvert u de
®x et un numbre Tini de sections 51,...,sp de F au —dessus de
u tels que tout germe py de F s yv € us, il existe

Y

al,...,ap ] Ay tel que

p
o= 2 & si(y)

(ie tout &lément de Fy sy ¥ € us; est combinalson linéaire, a
coefficients dans Ay des si(y)).
FPreuve :

Supposons F localement engendré par un nombre finl de
ses sections. Notons ¢ 1'homomorphisme défini par
o R ———— F/

.- ——— .= = SG. :
(al, ,ap) > p(al, ,ap) 2 alsl(y) € Fy (y € u)
1=1

¢ est surjectif puisque par hypothése tout élément de Fy

p
t . B - -

est de la forme z alsl(y) avec s, € F(u,F) et o, € Ay'

1=1

La suite ﬁp/u — F/u > 0 est alors exacte,\
donc £ est de type tini.
Inversement, supposons (1) veérifié. Poscons

ti = (1’0,..-,0),------, tp = ((::I’,.-..,O_nl)
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S0l b e F € Uu.
sSo1 yy y s Y

jectif === = ... . € A
e surjectif —=> “y py(al, ,ap), oy y
—> = I A T T
Hy T oyt pp
—_— = (€, + ...+ & (t )
Hy = %Py M1 p¥y p
[b]
> ny, = zcxiqoy(ti)
1=1
Si on écrit si(y) = py(ti), an voit que ¢ permel de définir

un nombre fini de sections S; de F ; et que F est localement

engendré par les s;» ce qul satisfait la condition du Lemme.

Définition (I.1.4 :

Un falsceau de A-modules F est dit cohérent si :

a) F est de type fini

b)Y Gi 51,...,5p sont des sections de F au—dessus d'un
couvert u < X, le falsceau des relations entre les S est un
falsceoau de type fini (sur 1'ouvert u).

Hemarques I[I1.1.9 s

— Un notera le caracteére local des définitions I[I.1.2

et
I1.1.4.
— La condition b)) de la définition [I.1.4 est équiva-
lente &4 ce qui suit -«
Pour tout homomorpihisme (on exige pas que ¢ sa1t

surjectit).

v ﬁp/u - > F

\

ou u < X est ouvert, le Taisceau Kerp est de type fini.

Kerp est appelé faisceau des relaticns entre les sections

51 = @(O,.--,i,----()), i = i,-..,D-IF



- F. ggt. cohérent si et seulement siy localement 11 est
voherant 3 en d'autres termes tout x € X admet un volsinayge
u tel que F/u s0it cohérent.

Lemme (f.1.6 :

Soit F un taisceau de type fini. 51 51""’Sp sont des
sactions de F, définles au—dessus d'un voisinage d'un puint
% € X, et qul engendrent Fx’ elles engendrent Fy pour tout vy
assez volsin de x.

Preuve :

Puisque F est de type fini, il y a un numbre fini de

sections de F au wvoisinages de x, soient tl""’t qui

angendrent Fy pour y assez voisin de x (cf Lemme 11.1.3).

Fuisque par hypothése les sj(x) engendrent F\, il existe
des sections fij de & au voisinage de X  ielles que
p
t, = z Ty xds (x.
j=1
11 existe un ensemble ouvert w = x tel que : les fij
sont détinies au—dessus de w et la relation
p
ti(x) = 2 fij(x)sj(x) vraie en tout point de w. Il s'en suit
J=1
alors que, pour y assez voisin de x, on a :
P
to(y) = zfij(y) s;y) 5 (D
i=1
Soit “y e Fy s Y € W, puisque les ti engendrent F on a :
p
uy, = Eai(y)ti(y) » o ly) e n
1=1

G4



p P

= ‘ .. (y) s (y) cft (1)
2 oy (v 2 i) =g y]
i=1 j=1

p

.- . (y)
[ z ai(y)fla(y)] sJ(y
1 i=1

[*h

.. s.(y)
BIJ(Y) J Y

IDNAT I DA T

Gty
[uy

a]
avec Bij(y) = 2 ai(y) fij(y) € Ay.
i=1

Las sj(y) engzndrent alors & .

| Lemme XX.1.7 :

Tout sous—faisceau de type fini d'un faisceau cohérent
est un Taisceau cohérent.
Praeuve z

81 un faisceau F vérifie 1la condition b) de la
definition 11.1.4, il est évident que tout sous—-faisceau de F
la vérifie aussi.

2) PRINCIPALES PROFRIETES DES FALSCEAUX CUOHERENTS

Théoréme [[.2.1 :

Soit O > F > G 8 > H ¢ 2 O
une suite exacte d'homomurphismess si deux des trois
faisceaux Fs Os H sont cohérents,s le troisiéme l'est aussi.

Preuve :

Supposons 6 et H cohérents. Il existe localement un

omunorphisae surjectif py o 5y car 6 est de type
,
/ fini 3 soit $ le vnoyau de 3oy puisque H est cohérent,s § est



un faisceau de type Fini  (d'apreés la condition b) de la
définition [I.1.4). Donc y($) est un faisceau de type finl .,
donc cohérent dlapreés le lemme 11.1.7. Montrons que & est un
isomorphisme de F sur y($) ce qui nous permettra de conclure
que F est coherent.

— o injectif car la suite est exacte.

— o surjection de F  sur p($) ?

F = Ker (30y) ====> Y(#) < Kerf3

Y($) < Kerp (i)

Soit X € Kerf3 s=> 3(x) = 0, puisque y : AP p————> G est
sur jectif et x € 6, 1l existe U € AP tel que x = pyt) 3
Ainsi
Bix) = 0 => pBly(t)l = O
=== {30y (L) = O

==> t € @

bonc Kerp ¢y ($) (11)

(i) et (i1l) o> Kerp3 = y($).

La suite étant exacte on a Im(a) = Kerf3, donc Im(a) = y(F).

o F o} 2> y(F) est donc un isomorphicesme, et pulsque

(&) est un faisceau cohérent, il en résulte alors que F est

un faisceau cohérent.

Supposons F et 6 cohérents. Puisque G est de type fini,

RN
- H est aussi de type fini car H = B3(6) 3 i1 recste & wmontrer

que H vérirtie la condition b) de la définition 11.1.4.
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Soient Si""’s un nombre fini de sections de H au
voisinage d'un point % € X. La guestion éetant locale. on peut

supposer qu'il existe des sections si,...,sp de b telles gue
s, = B(si).

o

, Soit d'autre part nlg...,nq un nombre fini de sections de ¥

au voisinage de x, engendrant Fy pour y assez vaolsin de x.
" Pour gu'une famille fl""’fp d'éléments de Ay appar tiennent
a Risl,...,sp)y s 11 faut et 11 suffit qu'il existe

) g.3e=230 € Ay tels que

i q
‘ p P
I[ 2 fisi = E a; a(nj) en y
i=1 =1
i En etffet :
. AP . . . -
Pt A — 5 F 3 R(S.3...5 5_) = Kerp
i I

flg-..p fp GX(SI,..-, Sp) > E TiSi(x) = QO

p
< > E . fAs: )(x) =0

n
<

P
< > B [ E fisi(x)] :
|

N

Im(o)

P
E fisi € Kerp
=1

gj a(nj) en y
i

P
\n’
HINA T
-
fon
n
-
il
1 g [l |
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Or le faisceau des relations cnire les si et les a(nj)
ast de type fini, puisque G est cohévrent. Le Taisceaud
R(Si,...,sp) image du précédent paf la projection canonique
de Ap+q sur Ap est donc de type fini, ce qui montre que H est
un faisceau cohérent.

Supposons F et H cohérents. La question étant locales on
peut supposer ¥ (resp. H) engendré par un nombre fini de
sections Nys-ees np (resp. EPEEEEE sp) : en outre on peut
suppuser qu'il existe des sections Si de G telles que

S = B(s{) car la suite est exacte, ce qui montre que {3 est

surjectif. Il est clair gqua les sections s

' et aln.)
1 J

engendrent G 3 an effet :

Puisque F est engendré par les nj, on a Im{a) = Kerfg est
engendreée par les a(nj) : d'autre part (6 - Ker) est
angendré par les s{, car pour tout h € (H - UH) on a :
h = z o si(x) = z o ﬁ(si)(x) = B[ 2 oy si(x)] e lmf3
i i i
ce qui montre que les si engendrent (56 — Kerf3).
Les assertions Kerf3 engendré par les a(nj) et (6 — Kerf3)

angendré par les s{ prouvent que G est engendré par les
sections si et a(nj). G est donc un Talisceau de type fini.
Soient maintenant tl,..., tr un nombre fini de sections
de G au volisinage d'un point x ; puisque H est cohérent, i1
"

existe des sections fji de A (1 = 1 = 1y 1 = J = 858,

définies au voisinage de x; et qui engendrent le falsceau des

r

relations -antre les B(ti). Pusons uj = 2 f .. t. s puisque
ji i

- // i=1

2 fjifﬂ(ti) = 0s les U, sont contenus dans ol(F) car

i=1

ag



Im(a) = Kerp3 ; et comme F est cohérent, le Taisceau des
relations entre les uj est engendré, au voisinage da x, par

un nombre fini de sections, soient gkj(l < j < g, Il £k = 6.
On a les z gkjfjiqui engendrent Ritl,..., tr) au vl sinage
=1

de x 3 en efrfet :

v v
5i z fi ti = () en ys avecl fi = Ay « ONn a z 1iﬁ(ti) = O,
=3
et 11 existe gj € Ay avec T, = z gj fji $ on a :
j=1
r T =3
zfi ti - 2 [2 ngJi]tl
i=1 i=1  j=1
=3 r
= 2 9; [ > fjiti]
J=1 i=1
=3
= ) 954
j=1
r =3
En écrivant z fiti = 0 s on vbtient z gjuj = 0O, d'oa le
i=1 =1
fait que le systéme des g. est combinaison lindaire des

J

systemos gkj » 2 qui démonitre notre assertion.
5 vérifie dornc la condition br.

Théoreéme [[.2.2 :

Seit o un homomorphisme d'un Taisceau cohérent F dans un
faiscesau cohérent 6. Le noyau, le cunoyau et 1'image da o

sont alors des fTalsceaux cohérents.
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Preuve :

Puisque 6 est cohérent, lmp est de type fini, donc
cohdrent d'aprés le Lemme 11.1.7. En appliguant le théoreme
11.2.1 aux suites exactes

0 —— 5 Kerp > F > Imp — 5 0O

0 —> lLingp > b » Cokero———>» O

on voit que Ker¢g et coker¢g sont cohérents.

Corollaire [([.2.3 :

Soient F et G deux sous—-faisceaux cohérents d'un
faisceau cohérent H. Les falsceaux F + B et F N (G sont
cohérents.

Preuve :

Pour F + G cela résulte du Lemme 1I.1.7, car F + 5 est

un sous-taisceau de type fini de H.

 t F —— H/. 3 kerg = {y e F / o(y) = 0} =

o
o

d'od B cFnoG (ii)

(1) et (1i) =—=> Kerp = F N G.

bonc F NG est le wyau de F 4——— 5 H/G s 11 est alors

cohérent d'aprés le théoreéme 11.2.2.



PROPRIETES DE RECOLLEMENT DE FAISCEAUX

1) FAISCEAU DBTENU PAR RECOLLEMENT

Soit X = U ui uri recouvrement ouvert de X. Four tout
iel

i el soit Fi un falsceau sur u; et pour tout couple (i,})

soit ¢. . un isomorphisme F.| > Fil .
13 u.Nu .

1 J

5 = - o= @l ur u. N u. N u .
Supposons que ¢ii lFi et ¢1J a ¢ K ¢1k sur u, j "

Proposition I11.1.1

11 existe sur X un faisceau F unique & un isomorphisme

pres ; et si ¢i : F A, Fi on a :

u.
i
-1 . Lo .-

¢ij = ¢i o ¢j sur u. 0 u; pour tout couple (I’J)i,jel'

Preuve

LExistence de F

Notons par % la base d'ouverts telle gque Vu e U,
i €1 z u c u. s Pour tout u € U, chouisissons un des Fi(u)

pour un des 1 tel que u < u, (Axiome de choix) el posons
G(uy = Fi(u) (qui est celui choisi).
Soient u,v aléments do U tels que v < u < u, N uj.

¢ij étant un morphisme de faisceaux, le diagramme

(¢ij)u
F . (u) > F. (u)
J 1
N - p
Pyu Puu
Fj(v) : > E, (v)
(¢ij)v [»
est commutatit. : /
i
a1




Posons p

vu
et Fi(v) = G(v). On a alors :
a)l Pour tout u e u_
= ot = i = 1
puu - puu Fi(U) G(u?
b) Soient w ¢ v ¢ u tel que w, v, u é¢léments de U ;
—_ 1 D i =
Puv ® Puu Puwv Pvu Pwu”

b est donc un préfaisceau sur U.

Suit u un guvert de X, la famille (G(v), pwv)wcvcu (avec

vy W éléments de %) forme un systéme projectif.
Posons pour tout ouvert u de X F(u) = 1im G(v) j;
o

veld
vcu

diagramme

F(u‘) > B(v)

lF(u') (u € u'

Fu') uu > F(u)

est alors commutatit.

i - _ - - 5
oz = <. ) ur F. (u) = BLBu)
Py * '1(U) b4 |1(V pour F.

Us

le

La restriction p&u, (u € u' deux ocuverts de X) est aleors

définie conune limite projective des murphismes

Fu') =———> G(v) pour v < u .
(F(u) ———> 6(v)) o p' |, = (F(u') ———> G(v)).
uu ,

Montrons que F est un préfaisceau.

— 1 P ' == -
Le diagramme précédent montre que Flu IF(u) poun
ouvert u de X.
— Saient uy u'y u" trois ouverts de X tels que u c u'* «c
an a : puu' Q pu'u“ = puu" par trap51t1v1te des 1limites

projectives.

F est dunc un préfaisceau.
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Hoient maintenant u un ouvert de X et U = {u.7r.
recouvrement ouvert d2 u ;3 la suite

Q ——> F(u) ———i————} 8 F(ui)
i ' Jilsdz

dormée a la proposition [.2.7 est exacte en vertu de

un

la

définition de la limite projective. F est donc un faisceau

sur X d'aprés la proposition [.2.7.

Unicité de F

Soit U' une seconde base de la topologie de X, contenue

dans U. Pour tout ouvert u de X, posons

F'(u) = 11m G(v).
<
vey
vCiul

Montrons que +' est isomorphe 4 F.
Le diagramme

FCu?d > G(v)

Lecuy

Fdu) > F(u)

est commutatif ; ce qui montre que ¥V u un ouvert de X on a

[F(u) > F(u')] = lim [F(u)

<
veu!
veu

> G(v)]

D'autre part on a : F(u) = lim G(v), d'ou le diagramnme
<

veld
vcu

commutatit suivant =

F*(u) 7z B{wv)

F'{u)

F'(u) > Flu) .




an +sBiman

Considérons d'abord le cas particulier oa u € U

(done F(u) = G(u)) ; le diagraame précédent devient

e (u) > B(V)
e w
Fr(w > B(w)

ce qui montire que les morphismes F'‘(u) —m > G(v) pour
v € U, v € u se factorisent en

F'iu) —m—oo > G(u) — —— > G(v).

Montrons que les composés des morphismes G(u) > F'(u)

et F'(iu) ———> B(u) ainsi définis sont des identités.

F(u) = 1lim G(v) F'<{u) = lim G(v)
< <
veld veld'
vl vcu
F'd(u) > Gv) G(u) —————— > G(Vv)
1F"(u) 1(:‘v(u)
Fiqu) > G(u) 5(u) > Fl(w)
sont des diagrammes commutatifs 3 d'oa =
F*{u) G(u) G I S i
[ u > u ] fa] [ (u? > F (u)] LG(U)

et [G(u) —_—— f-'(u)] o [F'(u) —— G(u)] = 1_, -
F'(u)

Donc le morphisme F(u)

> F'(u) est un isomorphisme si

u e U.

Considérons maintenant le cas o4 u est un ouvert guelconque

de X.

lLe diagramme (v € U, v < u)

By (u) > B(v)
e
F*(u) > Ff(u)
54



25t comnutatit. Un a alors F'(u) = 1lim G(v)

veld
vcu
ar r(u) =<1im G{v). F' est donc isomorphe a F, compte tenu de
veld
vl

1'umiciteé d'une limite projective a un isomorphisme pres.

. _ -1
Relation : ¢ij = ¢i (o} ¢j .
Les relations ¢ii = 1Fi et ¢ij o ¢jk = ¢ik montrent que la

famille (Fi(v), fe.] pour v < u. N uj N U s+ Torme un

ij'i,jel’ k

systeme projectift :

Ty T 1

- ¢.. O ¢.k = ¢-k montre que le diagramme
Pik X

k|v

£l
&

®ix l
o

(Fiv), ¢i)iel est'la limite projective du systéme projectif

\'

J

")

\%

est commutativ.

(F (v)y ¢ )

.. on a : 1 1
i5°1,5el” i donc (pour v < u, N uj) le diagramme

commutatif suivant :

¢ = ®i j

D¢j,d0u¢ij=¢i0¢j. ‘

Définition IXY.1.:

On dit que le faisceau F est obtenu par recollement des F.

au moyen des ¢ij'

(&)
[




2) CONSTRUCTION D'UN MORPHISME ENTRE DEUX FAISCEAUX OLTENUS

PAR- RECULLEMENT

bans ce paragraphe on reprend les notations du
paragrapne précedent.

Proposition IIl.2.1.

Soient X = U u. un recouvrement ouvert de Xs F 1le
1el
falsceau aobtenu par recollement des I’—'_1 au mayen des ¢ij ;

et soit Fi un autre faisceau sur U, s suppasans donnés pour
o
>F !

o

tout couple (1,J) un isamarphisme ¢{j: jl
uiﬁuj

et Vi € I un morphisme Si H Fi > Fi.

S1 F' désigne le faisceau sur X obtenu par recollement des

F! au moyern des ¢£j’ alors 11 existe un morphisme

€ 1 Feme——> F'.

Preuve:
Soient u et u' deux ouverts de X tels gque u < u' < U, s
le diagramme =
€. .
Fors ilu > F
ilu i]u
(1)
. P
ifu o ju
i]u
est commutatif.
four tout ouvert u de X posons : 8/ = Ilim (6. )} et pour
U ilv
veld
vau
U < u' deux anverts de X 4, on note 6&u' la restriction

' (u')

-2 F'(u).



Un sait déja que p&u. = lim(F(u*)) — > GB(v)) de la

{o—

veld
vcu
mGing fagon on a
S 1im (F'(u"))y — 5 B'(v)).
uu .
<
veld
vcu

5' étant le preéfaisceau sur U déduit des Fi par la mEme

méthode utilisée pour la déduction de (G des Fi. On a donc

F'(u) = 1lim G'(v}) pour tout ouvert u de X.
<

veld
vcu

Par définition de Glu‘ s le diagramme

8i|v
Filv 2 Fi v
| 6, ., = lim (8., )
u X i|v
<
[ (2) Vet
vcu
Flu, > F'u,
o, |

|u
est cumnutatif.
Svient maintenant u < u' deux ouverts de Xs montrons
l'existence d'un morphisme € : F — > F*' i.e d'une famille
(GIV) de morphismes elv : FIV 7 F! v rendant
commutatif les diagrammes suivants -

Glu,
F > F!
U.I ‘>r_|u|
1 . :\\_
Puu* <Suu' ()
r_ Y
I“ > Flu



N A BN AN aE e W N W A

s

Un a ¢

! = 1 (6. Y o Yim (F(u') > Glv))
Glu o pUu' <11m 1|v .
veld veld
Vil vt
= 11 [9. o [F(u‘) S—— i O (v)]]
. i|v i
~
vel
vCcu

(vell=>G(v)} = Fi(V) pour un des 1 tel que vcvi).

= lim [[F'(u') g Fi(v)] o QIU,] (ct diagramme (2))
& ——
veld
vcu
= lim [F‘(u')  —— G'(v)] o Qlu,
<

veld
vcu

=46' , 006, ,.
uu |u
Les diagrammes (3) sont donc commutatifs 3§ d'od 1'‘existence

d‘un morphisme @ : F —— > F'.

3) AUTRE CONSTRUCTION DE MORPHISME

Proposition IIX 1

«3.
Soient X = U u.l un recouvrement ouvert de X et Viel
iel

=
Fi et Bi des faisceaux sur u, s et pour toutl couple (i,J) des

isomorphismes ¢ij : Fj|u.mu- > Fi|u-hu. et z
1 J 1 J
wij : bj|u.nu- > bi|u.nu- tel que ¢ii = IF_et
1 J 1 1
¢ij o ¢}k = ¢ik et ¥ © 1Gi et wij (s} wjk = Wi Sur uinujnuk.
Supposans donné pour tout 1 € 1 un morphisme Gi z Fi > Gi
tel que le diagramme \

o8B



Cifugnu uj|uiﬁuj

‘ (1)
?i 3 ? > ¥ij

~
-

Fi|uiﬁuj 6. &i|uimuj

1

soit commutatiT.
S51 F (resp. ) désigne le faisceau obtenu par recollement des
Fi (resp. Gi) au moyen des ¢ij (resp. wij), alors 11 existe

un morphisne 86 : F ———> 6 tel que le diagramme

S N
>

F G
u. u.
i i
¢i J J wi (2)
F. )
i

> G

solt commutatif.

Preuve : Hom(F, GB) est un faisceau et on a

F(u.s Hom(F, G)) = Hom(F s B ).
i |ui |u.
bésignons par 81 le morphisme FI ¥e Glu déiini par
i i
é =yt c 6. o
i~ ¥ i 9%
. S E S G -
Flu' v > i =R > bl — > blu
11\_/’_1_,______%,,/ 1
.
1
Font ; V(i j . -
ontrons que V1, j) 81 u. A ejlu.nu-
1 ) 1)
SUr U, N u. on a :
6. =v looe 0¢. =y.looe (
i wi i i w, o ; © ¢ij o ¢j) (ct 111.%)
_ -1 . i
=y, a (ei o ¢ij) o ¢j
—1
Sy o (wij 0o 8 ') o ¢j (cf diagramme (1))
_ . —1
=y, o wij o) ej.o ¢j
a7



i
<€
o
<
o
<€
o
@
o
R

J 1] 1] J J
-1
= ; 0o 6. o
¥; 3 @
= 6 ..
J

R N - - 6. = &. -
Alnsi V (1,3} 6, ugnu 3 fu;nug

11 existe donc un morphisme 6 ¢+ F ——>» G tel que

Vi 9| = 6. en vertu de la proprieté de recollement
u. 1
1

faisceau Hom(F .0).
F

|ui ?; i Gi . 1 w—l -|u

Qe

et on a :

~ -1
v, 0 8 o ¢i

n
€
=}
€
=}
@
[
o
S
(ST
o
A
i
-
i
©

=}wi09=910¢i-

On voit donc que le morphisme @ répond & la questicon car

N

on prend @ = @ le diagramme (2) est commutatif.
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FAISCEAUX A - COHERENTS.
CONSTRUCTION DE FAISCEAU.

Dans tout ce chapitre, K désignera un corps commutatif

intinis, A = K [Xi""’ XnJ 1'amieau das polynames a n
variables sur Ky X = K" muni de la topologie de Zariski (1.e
la topologie induite sur X = L'ensamble des points
k - rationnels de Y = Spec(A) par la topologie de Zariski
de Y), 5 = l'ensemble des polynémes Q@ € A qui ne s'annulent
pas dans kn, B = 5—19 el pour tout ouvert u de X par S

l'ensemble des polynemes P € A qui ne s‘annulent pas sur u.

1) Généraliteés

bDéfinition IV.1.1

Soit Qx le faisceau des fonctions regulieres sur X. Pour

tout ouvert u de X, Q"/u s 'appelle le faisceau des fonctions

regulieéres sur u et on le note souvent 8, -

Définition IV.1.2

Soient (x,ex) un espace annelé; et F un Qx—module.

On diva que FF est A—cohérent s'il existe une sulte exacte

" —— " SF >0
-4 : —A

oa m et n sont deux entiers 2 1.

Théoréme IV.1.3

Soient (X,Gx) un espace  loucalement annelé,

Y = Spec(F(X,Qx)) et F un Qx—mudule A-couhérent.

Alors 1l existe un

Qy—module de présentation finie G tel
-1

F = p T(6)

> Y est le morphisme canonique.
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Reciprogquement si1 LU est un Qy—module de preésantation tine,
F=p_1(G) est un Qw—module A-coherent.
Preuve :

Spit F un 6.-module A-cohérent ; on a alors une suite

X
exacte
(1,) (1.,}
1 u c -
UX - UK > F > Q  ou 11 et lE

sont finig.
(I.) (1,

. ! . o
Posons M = coker [r(x,ex) L (X, o)) ] et G =

le € .—-module associée a M.

Y
G est un 6Y~mudule de présentation finie (cf(0) 5.2.9) (et
1,1.4.3). Alors on a une suite exacte (car G est

quasi—cohérent cf(0) 39.2.3)

L) N (1) N “ .
UY I — eY [=4 > G > 0
ou v = I'{X,u) , qui donne la sulte exacte
" (1 -1 (1.)? LX)

(r,)y _ —1 i e (v 2 _ -1 F= ~1 .
Dx 1" =p [GY ] _— ex = @ [GY ] —>p (G)——>0
or p_ (v) s'identifie & u, donc le morphlisme canoniqgque
p—l(G) ——> F est un 1somorphisme. On peut alors counfondre

Fet o HB).
Reciproquement @ Soil 6 un 9Y—modu1e de preéesentation finie.

Four tout x € Xy il existe un voisinage ouvert V de p(x) dans

Y tel que G/V s0it le conoyau d'un homomorphisme

(1.) (I,
eY 1 /V E—— ey e /V'
s -1 .
Si u = ¢ (V) et si L est la restriction de ¢ & us, an a
-1 .., -1, -1 .
© (b)/u = e, (b/v° s comme L est exact & droite et

‘commute aux suommes directes, p&l(G/V) est conoyau d'un homo-—-
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(1) (1) ~
1 2 1 5)/ .
morphi sme ex /u > QX /u donc ¢ (B es

: - . -
conoyau de cet homomorpiisme ; et parv sulte ¢ (B) est
A—coheérent.

Théoreme IV.1.4

Soient (X,Qx) un espace localement amnmelé, B = N(X, Qx),
Y == Spec (Blet ¢ : X ——> Y le morphisme canonique.
Un suppose vérifier les conditions suivantes:

i) Le morphisme ¢ est plat.

ii) L'armeau B est produit {ini d'anneaux integres.

i1i) ¢ (X) contient Max (A).
Alors le foncteur G —————>p—1(8) de la catégorie des
Qy—modules de présentation finie et sans torsion (ie Gy est
un QY,y—module sans torsion quelque soit y € Y) et celle des
Qx—modules A-coherents et sans torsion est une équivalence de
categories.
Preuve:
On peut supposer que B est intégre. Pour établir le théoréme,
11 sufftit de prouver que si F est un Qx—module A—coheérent et
sans torsions F =~ p—l(G) ou 6B = I'(XsF)™.
Diapres 1h.1V.1.3, 11 existe un Qy—module de présentation
finie ' vel que F = p—l(G'). Comme F est un Qx—module sans

torsion, on en déduit qua G' est un Qy—module sans torsion.

Il existe donc un entier n > 0 et un monomorphisme
. . A
iz 6'——>8 .
4
. - -1, . -
Un en déduit donc un monomorphisme ¢ ~(i): F —e".

—X

D'autre parts comme F est engendré par ses sections globales,

11l existe un épimorphisme t:Q;I)——————>F tel qu'en plus
ltapplication
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C(Xat): T{X,8 )(I)———————) F(X,F) wsoit surjective. Un en
) X

dédui t donc des morphismes

-1.
- - 1 n N
e SThoroeryy—% sE? 8 ou
=%
@—liuu = p_l(F(X,p—li)”) donc est un monumorphisme et aussi un
épimorphisme pulisque F est engendré par ses sections

globales. Donc u est un isomorphisme de faisceaux.

Lemme 1V.1.9

So0it K un corps non algébriquement clos infini ou non. Alors
pour tout idéal I de A, il existe f € [ tel que V(I) = V().
De plus si 1 = (fl, ...,fs), on peut prendre f = P(f 1...,fs)

oad P est un polynome homogéne 4 coefficients dans K.

Freuve

K étant non algébriquement closs 11 existe une extension

finie K' de K telle que m = [K':K]l 2 2. Soit b = {xl, R

xm} une base de K'sur K. 11 existe donc un polynégme homoyéne

en me variables Pl a coefficients dans K tel que pour tout

¥x € K'y x = z Kixi’ =51 fx désigne la multiplication par x
1<i=<m
dans K on ait det (fx) = Pi(ki,...,km). Par conséquent Pi

est  un polyndme homogéne qui ne s'amiule qu'a l'ourigine.

a) Montrons par récurrence sur K 2 1, qu'il existe un

s

polyndme homogéne Pk en mk variables a coefficients dans K
qui ne s‘annule qu'a l'origine.
Supposons que PP existe. Considérons les mk+1 variables Y. _,
B J
. .k
1<i< ; 1<3< - I = - R <] s <1 I
1=m et 3<m Posons &1 Pk[Y11’ s Yimk]' 1=i<m. Il est

clair que P
fe+1
m

k1o P1(Q1’ «snes Qm) est un polynome homogéne en

- "1 - - -
variables a ccefficients dans k qui ne s'annule qu‘a
,
/

&4



e o ar ar uy ar o ar BEONE OB NF )

v

1'ovigine . On en conclut donc qﬁe | 'asuertion a) est viraie
quel que soit k.

bllela etant soit (fl, PR fs) une partie génératrice finie
de I. Soit k un entier tel que me S.

11 est clair que t = Pk(fls “ems fS, 0s O, ©) qui est un
slémeni de I, (pulsque Pk est sans terme constant) ne s‘annule

que sur Y(I), autrement dit V(f} = V(l).

Théoreme IV.1.6

Soient K un corps non algébriquement clos infini ou nons 1 un
idéal de A = K [Xi’ - XnJ et u un oguvert de K"
Alors les conditions suivantes sont équivalentes:
1) Tout élément de 1 posséde un zévro dans u.
2) L'idéal 1 posséde un zéro dans u.
Autrement dit, solent Hu= S;IA et Iu un idéal de Bu. Alors
les conditions suivantes sont équivalentes @
1*) L*'ideéal Iu posséde un zéro dans u.
&') L'idéal 1u est différent de Bu.
Hreuve
a) D'aprés lemme 1V.1.3s 1l existe f € 1 tel que V(1) = V(1
Par consi¢equent 1) et 2) sont équivalentes.
b) Soit 1 1'image réciproque de Iudans A. Alors on a
1

Iu = &u I. Dire que Iu admet un zéro dans u equivaut

d'apres l'éequivalence de 1) et 2) 4 la relation Sum I = 9, ie
=511 =8 .
a u u

Corollaire [V.1.7

Les not:@ions et les hypothéses étant celles de (IV.1.6),

;
l'appYication
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n

(yenns @) 2 (X, = @) B,

1<i<n

est une application bijective de u sur l'ensemble des 1déaux
maximaux de Bu.

Preuve :

Four tout w = (wl,..., wn) € Ug Au = 2 (Xi - wi) Bu est un
1<is<n
idéal de Bu qui admet © comme zéro, donc Au = Bu et il est

clair que mb est maximal.

Reciproquement si ﬁh est un idéal maximal de Bu’ d‘apres

(1V.1.6),.Mu admet un zéro w = (wl,..., wn) dans u. I1 est

clair que # = M .
u w

2) Construction et Exemples de faisceaux A—cohérents

Théoreéeme [V.2.1

Soient U un ocuvert de Kn et gu le faisceau des fonctions

réguliéres sur u. Alors tout suus—§u~mudule cohérent d'un
8 —module A-cohérent et sans torsion est un 8 —module
- -4
A-cohérent.

Nous aurons besoin du lemme suivant :

l_emme IV.2.2

Suit P € A, un polyname non nul. Alors il existe

Ay -
(al,...,an) e K tel que P(ai,..., an) = Q.

Preuve
5@ n = 1, l'assertion est triviale puisque P n'a qu'un
nombre fini de racines dans K et que par hypothése K east

infinli. Nouc supposerons que l'assertion est vraie pour tout

polyname non nul & n—1 variables au plus sur K et

que P
\

/

/

i
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dépend etffectivement de n variables. UOn peut donc ecrire

=Y a x" ac | t # 0. FPar
k= z a, Xooa e, € K[xi""’ Xn—i] et 9g

Oo<m=<g

- - .~'n .t = 1 N
canséquent 11 existe (ai,..., an—i) = K e que
a (A, secas ) = 0. On en conclut que le pulynoine

s 1 n—1
+ = 3 { ' ‘est = 1. 11 existe donc
Foe Plogseaes o o0 X0 € KLX_ 1 n'est pas nu
- . - - # - .
un o € K tel que P(ai,..., A j? an) P(an) o

Corollaire IV.2.3

L'intersection de deux ouverts non vides de X est un ouvert
non vide de X. En particulier X est connexe.
Preuve

Soient u, et ue deux ouverts non vides de X, alers 11 existe

1
§ - . - - < <
P1 et PE éléments de A-{0} tels que D(Pl) = u1 et D(Pa) = ue.
Par conseéquent D(PIPB) p= u, N u., et comme P = PiPE z Oy
D(PIPE) ® 0 d'aprés (IV.2.2), d'od la conclusion.

Démonstration du théuvreéme IV.2.1

Supposons K infini et non algébriquement clos. Soit 6 un
sous—gu—module cohérent d'un gu—module A—cohérent et sans
torsion F. Il existe donc un (u, gu)—module sans torsion de
type Tini M tel que F soit le falsczau
Ve > S;I M.

Mlontrons d'abord que G est engendrée par ses sections
globales. Nous supposerons que pour tout ouvert v de u, et
toul sous—gv—module coliégrent H d'un gv—module A—-cohérent et
sans torsion tel qu'il existe un recouvrement de v par m
ouverff au plus (vi)isiSpSm’ tels que H/vi so0it engendiré par

ses mections globales, alors H est engendreé par ses sections
/
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globales. Nous Supposerons alors qu‘il existe un
racouviement ouvert (ui)iSiSm+1 de u tel que.ui¢ g et G/ui

s0it engendré¢ par ses cections globales.

Sai1t x  une saction globale de G/7v oa v = U u. ou
iel
T = §1ls.uaes m} ou I = {m+1). On suppose qu'il existe T € A

tel gque Ix se prolonge en une section globale y de F.
Nous allons montrer que y € Nlu, G).
Soit H le sous—gu—module de F engendré par y et soit H le

noyau de 1‘'haomomorphisme canonique H sF/06. Alors

comme y/v = fx € G, HD/v = H/v.
Donc 1'ensemble des points u de u oua (Ho)u * (H)u est un
ouvert w de u contenu dans le fermé z = u — v de u. Mais

d'aprés (IV.2.3) l'intersection de deux ouverts non vides de
Kn est non vide et comme v N w = @ et v # @ on en conclut que
w = ©@. 0On a alors HD = H, autrement dit y € I'(u, BG).

Cela étant posuns v = U u
1<i<m

i- Comme par hypothése G/v est

engoendré par un nombre fini de sections globales XyseewaX_ 3

de mBme G/um est engendre¢ par un nombre fin ge sections

Pkt

+1

globales R xp et que pour tout ouvert w de u, on a

MNw, F) = S;l M ;3 on en conclut qu'il existe f1 € Sv et

f., € 8 tels que . oM.seaoaes T_ox_ s T,.x_ s=eas f_x e
[ m+1 i"s 2 s+1 2°p

prolongent en des sections globales Yisenmnes Yoo ys+1,...,yp
de F respectivemenrt. D'apirés ce qu'on a prouvé plus haut les

Y 1 =1 < p appartiennent a IN'(u,; 6G). 11 est clair que ces

elementis engendrent G.

\

Un en conclut donc, que tout sous—gu—module coherent d'un
/

gu—module A—coﬁéreht est engendré par ses sections globales.
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T = B = (s
, u u

- Tt
Par consegquent il existe un homomorphisme gﬂ — > F tel gque

5 =. Im(n). Comme 11 provient d'un homomorphisme

n 1

A)n — > i d'aprés (IV.1.4) et (IV.1.7) on en

conclut donc que 6 provient de Im(r), donc G est A—cohérent.

Corollaire IV.2.4

Les notations étant celles de (IV.2.1), soit m un entier O.

slors tout sous—8 —module cohérent de gﬂ est A—-cohérent.

8
—t

Corollaire IV.2.5

Les notations et les hypothéses étant celles de (IV.2.1),

tout quotient d'un gu—mudule A-cohérent par un sous—§u~m0dule

cohérent est un gu—module A—cohérent.

Preuve

Soient F un &8 —module A-cohérenty G un sous—8 —module
~u —u

cohérent et H = F/6.

Il existe un entier m 2 1 et un homomorphisme sur jectif
m © .- . . . . m .
Qu >F. On en déduit un homomorphisme surjectif gu —>H

Alaors N = Ker(n) est un gu—module A-cohérent

d'aprés (1V.2.4). 11 existe donc un homomorphisme surjectif

e . - .
gﬂ ———> N pour un entier p 2 1. On en déduit donc un suite

) [} . m . .
exacte gu —_— gu > H ;’0

3} Caractérisation d'un faisceau A—-cohérent

Théoréme IV.3.1

. N - -
Soient u un ouvert de K et € le Taisceau des fonctions

régulidres sur u.
un gu—mudule FF est A-cohérent si et seulement si F
un §u~mudule cuhérenﬁ engendré par ses sections gloubales.
4 i

/

/
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Preuve

CN =) .Supposons F A-cohérent 1e il existe une suilte
N T o e .
exacte gﬂ b gu > F > O (1)
oa m =2t n sont deux entiers 2 1.

a) Monlrons que F est de type Tini ie Vx € X, Av € Vx et une

sui te exacte Opl > FI —_—> O 3 ce gqui est eévident
—u

v v

d'aprés  (1).

b)Y Soit x € X et v € Vx ;3 posons

. oF :
e "
\% v
P
(al,....,ap) —7 2 aisi(x) e § (ai € gu,X)'
i=1

Montrons que ker ¢ est de type fini, ie Vx € X, Jv € VX et
i
une suite exacte 93 —> ker pl —_— 0 (p 2 1) ce
v v

qui est évident (car on peut prendre i 1'injection
canonique).
a) et b) entrainent que F est cohérent.
Montrons maintenant que f est engendrg par sas sectlions
yglobales.
a) et b)) == F coherent
== F est de type Tini
<ex=> F engendré par un nombre fini de ses sections
{==» F engendré par ses sections globales.
c.S <=f; 11 faut remaquer qu'un gu—module cohérent F engendre
par ses sections gloubales est nécessairement engendré par un
nombre Tini de V€es sections globales ;3 donc 11  existe
nécessairement/&n entier m 2 1 et un homomorphisme surjectif
/
93——————> Fs d?o& la conclusion dfaprés (1V.2.5).

\
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4) LORSTtruction de taisceau associé a un prefailsceau

Theéoreme IV.4.1

Soient ‘X un espace topologique, F un prétfaisceau sur X.
Alors il existe un falsceau F+ et un morphisme de preéfaisceau
6 :+: F—  >F tel que pour tout morphisme ¢ : F——>G oa G

- P s 1 (=
et un Yaisceaus il existe un wmoarpnisme et un seul nsF >G5

vérifiant la relation ¢ = h a 8.
O a2 becoin d'abord du lemme suivant =

Lemme IV.4.2

Soient X un espace topologique, F et 6 deux falsceaux sur X,
g : F———>5 un morphisme de faisceaux.

i) g est un monomorphisme si et seulement sis pour tout
X € X» g, ¢ Fx ———————>BX est injectif.

ii) g est un isomorphisme si et seulement si1 pour tout
x € X» g, ° FX ———————>GX est un isomorphisme.
Preuve :

i) Il est clailr que la condition est nécessaire.
Supposans maintenant gue pour tout x e X, gxest injectif et
montrons que g : F(u) ———>G(u) est injectif.

Soit s € F(u) avec g(s}) = O. Alors (g(s))x= Qo = gx(s‘), et

gxétant injectity, on a donc s, 0O pour tout x e u. Ceci

implique qu'il existe un recouvrement ouvenrt u

U u,s avec
i

S/u = O, 2t par suite s = 0 car F est séparé.
i

i1) Il 'est clair que la condition est nécessaire.

Supposons maintenant que g, est un i1somurpintisme quel que soit

Xx € Xy et montt?ns que g: F(u) ——2>6(u) est surjectif
Soit t e G(uy; Il existe un recouvrement ouvert u = U u. et
1 i
s, € F(ui; tq} que t/ui = g(si).
Lo "\‘
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OV U R ¥ J s 1ou ST

1 J 1 J
5 = t ite il exi 3
/0. Sj/u_ﬁu. et par sui 1l existe 5 € F(u) tel
1 1 J
s/u = s car F posséde la propriété de recollement.
i .
Puisque g(s)/u‘ = t/ui, on a g(s) = t car 6 est séparé.

Démonstration du théoréme IV.4.1

Posons F(u) =X2U Fx ou Fx designe la fibre de F au point

et W} 1'ensemble des volisinages ouverts de x.
S0it ¥ le morphisme de préfaisceaux détini par:
¥ : Fee————F

T(u) : F(u) ———>F(u)

G —2>(5 )
X X € u

o S, est la classe de s dans Fx s et posons

que

F+(u)={éeg(u)/v xeus 3 veW% + VEUu et seF(v) tq a/ = W(v)(s)}
v

Considérons le morphisme de préfaisceaux suivant:

6 t F oo "

(ur: F(u) — >F ' (u)
S pb—> ¥(ul(s)
+
1) Montrons que F est un falsceau.

a4) Soient un racouviement ouvert u

=Uu. s 3 et te £ (w)
i

1
aver s/ = %t/ Viel.
u. u.
i i
Soit x € u, il existe 1 tq x € U.; comme s/ = t on  a
i u. /u.
i i
s, = tK el par la suite s = t dans F(u) ce qui  montre que
o+ A +
s = ¢ dans F (w). Le prétfaisceau F est donc separe.,

b)Soient un recouvrrement ouvert u=UJ u

-+
i, (Si)i, _»ief- (U.i)

i
veriftiant s. =g, o -
1/u. N u. J/u. M u.
i J i, J
;
(i) _ _ _ : Ad)
xeu, o, = (bi)xet Aeuj, o& = (Sj)x . Dounc si Xeuiﬁuj
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alors ai = aj aveo ai = 5
4 X X X b4

11 est clair que s = (sx) e F(u) et que s/ui = 5. .
xeu

4+
11 reste 4 montrer que s € F (u).
Soit x € us il existe 1 tq x € u; -

s/ =s.eF (u.)==3v.e¥ ,v.Su. et s'eF(v.) tq s.
u 1 1 1 X 1 1 1 1

=P(v. ) (s!)
i 1/v. i 1

or ¥ (v.) (s!) = s, = s/v. ; donc s e F (u).
i i 1/vi i

4-
le préfaisceau F posséde la propriété de recollement.
+
a) et b)) montrent que F est un faisceau.
2) Montrons gque pour tout x € X 9¥ : Fx—————&F est  un

isomarphisme.

a) Soient o, 3, € FX, on sait alors que

a = S, 5 <€ F(u), u e W& et 3 = tx, t € Flv), v € W&.
On a
6 (a) =6 (s ) = EQ(U)(S)] = g
% X TR X X
BX(B) = ex(tx) = [49(v)(t)]x = tx
D'oa

6 est alors injectif.
.. 4+ . . +
b) Soit y €e F_ , il existe t e F (W, ue ¥ tqy =t ;
X X
1l existe v € W&, vEuet seF(v) tq t/v = ¥(vi(s).
On en déduit que ¥ = £t = (F (v) (s5)) =5 =0 (s ).
X X X X Tx

8  est donc surjectif.

X
a) et b) montrent que ex est un isomorphisme, donc 6:F >F+
est un isomorphisme d'aprés le lemme IV.4.2. e

rd e - . = (JI/ B

3) Sait ¢ @1 F——>6G un morphisme ot G 2st un faisceau.
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Montrons qu'il existe un morphisme et un seul h: F —>»G tqg

h o8 = p.

o

a) Existence

+ 3 < —
Goit s€ F (u)s il existe alors un recouvrement ouvert u =) u.l
i

- = 2 T . D)
tq slui e(ui)(si), sieF(ui). Posons tl go(ul)(s1 »

on a alors :

t
3 = . = _ ) _
1/uinuj ¢Euinuj][si/uinuj] et tJ/uinuj go(ulnuJ [SJ/uinuj]

Soit x € uinuj; (ti)X = px[(si)x]et (tj)x = px[(sj)x].

Comme GX est injectif, on a:
e [(S.) ]= 8 [(S_) ]=>(S.) = (s5.)
X i'x X Jx i'x Jx

I: - (
b){ =>px [(Si)x] Px[.sj)x]

(%), = (£.)x
i%x J

G stant séparé, la relatiaon ti/u.nu-= tj/u.nu_ entraine qu'il
i 3 1
existe v € G(u) tgq v/ = t_.
u. i
i
[ = - = = -1 =
xeu, —_— € (ti)x P [(si)x] prSx (bx)].
Posons h(ul(s) = t, s € F(u); 1l est clair que 1l'on a:

(ho8) (ul)(s) = ¢ (u)(s), donc ho8 = p.

b) Unicite \

h'o8 = = —_— ' = =
o ho& o > hxoe hxoex L

> h, = h_car 6 est injectif. ;
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|

n'(s ) = h (s ), d'ou [h‘(u)(s)]
X X X X X

Donc

[h(u) (s)]
X

h'(u)(s) = h(u)(s) car 6 est faisceau.

Ceci achéve la démonstration.
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CHAPITRE V
COURBES ALGEBRIQUES

I - NOT1ONS DE BASE

1) Généralites

Dans cette sections nous appellerons k un corps
quelcaongue de caractéristique 0O {(nan necessairement
alyébriquement clos). On supposera que la cloture separable
de k se plonge dans C.

béefinition Vaidl ¢

Un ensemble algébrique projectif est 1'ensemble des
zéros d'un idéal homogéne de F[xo,...,xnj. Une variéte
projective est un ensemble algébrique projectif irréductible.
Elle est dite definie sur k 1 son idéal peut &tre engendré
par des polyncmes de k[xo,...,xn].

Définition V.1.2

Le groupe de Galois absolu de k, Gk = Gal(F/k) agit sur
Pn(F) en agissant sur les coordonnées : pour o € BP et
.- LEIPS o o _
P o= [xu,...,xnl e P (k), on a P = [O(Xo)""’ o(xn)].

Un peut alors définir
P k) = {k e P(K), P = p pour tout o € Bk}'

béfinition V.1.3

Lz corps de deéefinition d'un point P m[xo,...,xn] e P''(E)
a5t la plsu patite extension de k& sur laquelle P est
rationnel, c'est-a-dire k(P) = K (X / sacaas xn/X }s» pour

\ J J

tout j tel ‘que e 0.

Cup
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K(P) est aussi détermin® de maniére unique par la propriété
—_ . o

Gal (k/ KM} = {o S bp s PTo= P}.

Le point P est alurs dit de degré d si Lk(P) : k1 = d..

Déefinition V.1.4

Une courbe projective C est une variétté algébrique
projective de dimension 1. Etant donnge une extension K de
k: on note C(K) 1l'ensemble des points de € deéfinis sur K.

2) Diviseurs et systemes linéaires

On suppose connues les deéfinitions du groupe des classes
de diviseurs de Weil sur une variete quelconque X noté C1l(X)
et du groupe de Picard (ie des classes de diviseurs de
Cartier) noté Pic(X).

On sait gue dans le cas d'une variété lisse, ces deux
groupes sont isomovphes. Un les identifiera done par  la
sul te.

Un rappelle la définition et les propriétés élénmentaires
de l'ordre d'une fonction rationnelle f e k(X)* selon ung
sous—variete Y de X de codimension 1. Puisque X ast
supposée rrégulieéres l'anncau @Y,X est noethérien, locals de
dimension i et régulier ; autrement dit, c'est un anneau de
valuation discrate.

Un note ord : ©

v YaX~ {0y — > 2Z la valuation

normalisée de cet anneaus gque l'on étend a k(X)*. Un a alors

div(f)y = z ordy (f)Y < Div(X).
Y \.
Deux diviseurs D et D' sont linéairement equivalents

(note D™ D') si leur différence est un diviseur principal.
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Déefinition V.£.1

Sait D un diviseur sur une variété X ; on note £(D)

1'espace vectoriel defini par

(D) = {% € P (X)y D + div (1) = O} { }

Sa dimension eslt notée L) . L'ensemble es diviseurs

efrfectifs lingairement équivalents a4 D, note |D| est alors
L(Dy—1

naturellement paramétre par PL (D) =X [P -

befinition V.2.2

Soit X une variété définie sur k. Un diviseur D est
dit défini sur k s'il est invariant sous 1‘action du groupe

de Galois G, . OUn pose alors

k
xk(D) = {f e k(X)) 5 D + div(f) = O}.
On a alors évidemmant 8E (D) = X(.

3) Jacabiennes

Un rappelle qu'une varigtde abélienne est un ensemble
possédant une structure de groupe et une structure de variétd
alygébrique projective, ces deux structures étant compatibles.

On sait qu'un morphisme ¢ 2 X —m>» Y induit wune
application au niveau des rfoanctions réguliéres

* o,
¢  O(Y) — ——> O(X) 3
U peut eétendre "naturellement” cette action au groupe des

diviseurs. En etfet, si D = {(ui’fi)’ 1 < I} est un

diviseur sur Y tel que @(X) < supp(D)y on peut définir le
.. * - :
diviseur ¢ (D) sur X par ¢*(d1v(f)) = \div(foe).

Détinition V.3.1

Soient 4 une variété abélienne, et ta 1'application de

translation (ta(x) =.a + x). On définit
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Pico(ﬁ) = {F e FPic(a), t:(c) =c s+ VY ae A}

Lemme V.3.2

Un produit de variétés projectives peut &tre caniquement
muni d'une structure de variété projective a 1l'aide du
plongement de Segré.

Donnons—nous alors une courbe lisse projective O et
prenons sa p L e puissance (au sens du prodult cartésien).

La lemms précéedent nous dit que c'est une variabtdé projeciive.
1eme e . . ) )

Le r groupe symétrique br agit naturellement sur cette
variété, et comme il est fini, le théoréme de Hilbert nous
dit que son quotient géométirigue par Sr existe. 0On note
alors

Sym' (L) = (C x ©) /S

Y R / -
- . ieme . .
Cette varieété appelée r produit symétrique de C se note

parfois aussi C(r).

Théoréme V.3.3

Soit € wune courbe lissea projective de gemre g > 1. Il
existe une variété abélienne Jac(C), appelée la jacobienne de
€, et une injection §j : € €C—m——— > Jac() avant les
proprietdés suivantes :

a) 51 1'on eétend j lindairement au groupe des diviseurs
sur Ls on obtient un isomorphisne Pic? )z JacC).

b) Pour tout r 2 0; on définit une sous—-varidte
Nrc Jac(C) par

wr = ()Y + Laal + (D) (r copies). \

Rlors dim(wr) = min(r,g)l, Ng = Jac(C! et dim(Jac(C)) = g.
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Preuve

a) Un suppose que T a un point rationnel PO e C(k).
Ensuite, on choisit un entier n 2 2g - 1, de sorte que pour
taut diviseur D mde degré n, on ait (D) = degh — g + 1. Sur
la variete Symn(C), dont an identifie les polnts avec les
diviseurs effectits de degré n sur Cs on pose DD = n(Pu),
que 1'on utilisera comme point base sur Symn(C).

Soit S l'ensemble de tous les systémes lingaires de
degré v sur €, et 7 1'application

mo Sym'(C) ———> 3§, D —> |D].

OUn utilise le pont base DD pour définir une addition sur

l'ensemble J.

m: ¥ x 3 ———>J,  (|D|s|D | Y[D#D, ~ D_]-

Alors on peut munir J d'une structure d'ensemble algébriqus

pour laquelle n est un morphisme; et dans ce cas m est aussi

un morphnisme.

Fui sque Symn(C) est une variété projective et n est
surjective, J est aussi une variété projective.

b'autre part, les fibres de n sont isomorphes & Pn*g, donc

on 4 3
dim(J) = dim(Sym " (L)) ~ dim(P™ ) = g.

Montrons maintenant que m définit une loi de groupe

sur J. On a cilairement

m(|D|,|DU|) = m(|DU|,|D|) = |D| et m(|D|,IEDU—D| = |Du|
d'od l'existence d'un élément nsubie et d'un inversel

Vérifions l'associativite =

Ly |5 Dy 25 |Dg]) = U +D 4D~ 2D_| = mC|Dy |5 |D, |5 [Dg]).
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Finalement, J est bien une variété abélienne. Un  peut
maintanant définir une application
3oL —2 s P —> |(P) + (n~1)(P0)|

at 1'éetendre lindgairement pour obteniy

3 o Picu(C) —_——— J classe(d) r———> |D+DO|
fontrons que 3 Pic () ————> J est un isomorphisme.
Suoit D un diviseur de degré n. Alars j(D—DO) = |D|
donc j est surjective. Supposons maintenant que  j(D) = D0 ;
cela signifie que |D+DDI = |DO|, donc D est un diviseur

principal et §j est injective.
b) L'ensemble Nr = J(C) +....+ J(C) est 1l'image dans J

de la varieété projective C x.....x C, donc est de dimension

i

au plus r. Cependant, Nr < Nr + J(C) W donc soit

r+1?

W =z Nr, soit dim(wr ) = dim(wr) + 1. Mais s'il axiste un

+1
r  tel que Nr+1 = Nr » il s'en suit par récurrvence que

W_ = Nr pour tout s 2 r. OUr la surjectivité de

i oz Pic®(C) ————> 3 dit que la réunion des wr est égale
4 J; qui est de dimension g. Il s'en suit que dim(wr) = T

pour tout v = g, et que dim(wr) = g pour tout v Z g. a

11 — POINTS ALGEBRIQUES DE DEGRE 4 SUR LA

COUREE DE FERMAT DE DEGRE 5

Soit £ une racine primitive 10% de 1‘unité dans §. Les

"pointes” sur F. sant les points

3
i+l 2+l

23+
a. = [0,5‘:"J 1,1], b. = [s ,0,1] et Cj = [s

J 3 !1,0] o<ji<y.

On pose a = = (0y—1,1) 3 b =b_ = (~1,0,1) et

“a a
= C3)= (—1‘,1,0)-
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Soit n une racine primitive &% de l'unite. Dans (191,
Gross €t Rohrlich ont montre que les points
P = (nsms—-1) et P = (ms—i) sont éléments de
Ko = {(X,Y,Z) e PE@ : X + Y2+ 27 = 0}.
Gpient x et y les fonctiouns rationnelles sur F5 dounnées
par #{XsYs2) = X/Z2 et vi{XsYs2) = Y/,
Dans L1191 on montre le lemme suivant :

Lemme V.4.1

givi{x) = (a0 teaeaa + aq) - (cO toeat cq).
divi{x+y) = 4o — (cU + = + c, + cq).

Lemme V.4.2

Une ®&-base de £(15x) est donnée par les fonctions

f_  (X,y) = A avec O <r =s = 3.
rs o
(x+y)
C'est aussi une Q-base.
Preuve
Le théoréme de Riemann-Roch montre que {(1350) = 10.
D'apras le lemme V.4.1 on a =
"
div(f_ ) = div ———— = rdiv(x) — sdiv(xt+y)
rs =3
(x+y)
= r(au+...+ aq) + (s—r')(c0 + cy + Cy +cq) - (G49tr)o.
4 + ¢ < 19 ==> div(f_ ) Z —-15w
rs
= f e £(150w) .
rs
Montrons que les frs sont linédzirement indépendants :
¢ _
re Too|To1|Toe|toa|T11|Tia|T1a|Tes|Tos|Tas

aa



Lemme V.4.3

La droite D = {X + Y + 2 = 0} ast telle que
D.F.=a+b+F +F + o
Preuve

Evident car d'apreés (1921 les seuls points d'intersection

de F5 avec D sont a, b, P« P et .

Lemme V.4.4

Soient L_ 4+ L et L les droiltes tangentes a F. en a,
a b o o
b et o respectivement. fAlors ces droites ont un point de
contact d'ordre I avec F5 en a b et o respectivement.
Aussi, sl une courbe M de degré < 4 a un point de contact
d'ordre > degM avec F5 en a, b ou w, alars M contient La s
Lb au Loo respaectiveansnt.
Preuve
3
S0it C une courbe plane lisse de degré d (dans Py, et
solit p € €. Un suppose que la tangente L en p 4 C a un

point de caontact d'ordre d.

Aprés changement de coovdomées on peut dive que p = (1,0,0).

¢ = {? = 0} - PE 3 L = {? = 0} < Pd,

F(XsYs2) = ZF'(XsY,Z) + F"(X,Y).

D'ou
. Z = 0 = g(1,0,0)
CAL=9rsx,v) = 0
R _te_d
Fe = (. X — B.¥Y)Y =0 Y
i i
. - d N
F(X,stf_) = Y + ZF (X,Y,é)
Soit M = {Q = 0} < Pe une courbe non né&cessairement
irreductible de degré hh < d. Alors
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1
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1
1
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ou bien B(X;Y32l) = 26 (X3¥Ysd) et alors M = L + M

avec degM' = h-1 et multp(M,C) > multp(L,C) = d.

ou bien G(AXsY Z) = Yc(X—alY)...(X~ amY) + 26 (Xa¥a2)
avec donc £ + m = degBG = h, en particulier £ = h
et dans ce cas multp(H,C) = L.

Conclusion

ou bien multp(M,C) < h

ou bien M =L + M avec degM' = h—-1 (M’ effectif) et
donc multp(M,C) =z ds ce qui entraine
multp(M,C) > h. a

Théoréme V.4.95

lLes points algébriques de degré 4 sur FS sont obtenus en
coupant FS par une droite définie sur @ passant par a,b ou .
Preuve
Soient Rl""’R4 les conjugqués de Galois d'un point  x
sur F5 de degré 4, au-dessus de Q. Un pose
X = Pﬁj—... + Rq - 4«1 e J5(®).
De la m&éme facon que F. Tzermias dans [211, on montre que

JS(Q) = {é(a~w) + e(b—w) / 0 £ dy, e < 4}.

Il existe alors des entiers d, e avec 0 < d, e £ 4 tels

que [R1+ cae + Rq - 4«1 = [d(Mra) + e(mrb)] i.e
[R1+ aas *+ R4 + da +eb - (4 + d + e)aﬂ = O
4 +d + e < 12 m— — (4 + d + e)o 2 - 15w

—— Ri+"'+ Rq +da + eb — (4+d+e)aw=—150w

Ih € £(15=) : div(h(x,y)) = R1 + ... +F(£+ + da + eb —-(4+d+e)w.

no
v

apres le lemme V.4.2, un a
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z a xr(x+y)3—g

hooy) = 3 a x" _ osrfes3"® - _ f(x,y;
osrcacn (x+y) ™ (x+y) (x+y)
d'oa div[f(x,y) /(x+y)3] = R1+...+R4 + da + eb —~ (4+d+e)w
div[f(x,y)] = R1+...+Rq + da +eb — (4 + d +e)eo + 3divix + y)
= R1+...+Rq+da + eb—(4+d+elo + IEmrB(co+c1+ca+cq)
= R1+...+Rq + da + eb + (li-d-a)wo - 3(C0+"'+Cq)

I

. 2
I} existe alors une cubique M Jdans P~ telle que

div[f(x,y)] = M.F. - 3(:0 + Laaat C,). AlNSs)

) 4
M'FS = R1 toaaat Rq + da + eb + (11 — d — elo.
Si d =4 oue = 4, dlaprés la lemme V.4.4, H contient La

:‘._,

ou Lb ;5 et comme d;e = 35, un des Ri est égal 4 a ou b, ce

qui est absurde. Donc O < d; e £ 3, et par suite M contient
Lw' Il existe alors une conique C telle que

C.FS = Rl +oaaat Rq + da + eb + (6 —d —-e)w.

Si d = 3J oue =3, d'apres le lemme V.4.4, C contient La ou

L et comme dse < 35, un des R est egal a a ou by, ce qui

b!

[

est absurde. Donc 0O < dy @ £ €, et par suite 2 < 6-d-e < 4.
- 51 &6 -d-—-e 23 alors, d'aprés le lemme V.4.4, C

contient Lm, donc il existe une droite D, telle que C =D1+Lw'

i
D'od DL'FS = H1 L A R4 + da + eb + (l-d-e)w.
On doit avolr i1 —d —-e =20 1ie d + e £ 1. Donc on a
ou bien DL.FS = R1 S S RQ +b, ou bien DI'FS = H1+...+Rq+a,
ou bien: Di.ks = R1 +oaot R4 + .

~- 81 6-d—e =2, alars d + e = ¢4 ie d = = 2.

D'oa C.F. = R, +....% R,+ + da + 2o + 2ow.
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Donc C. contient D dfaprés le lemme V.4.3, i1l existe

une droi e DE telle que L =D + DE’ d'oua

DE.I-5 = R1 +toaeae Hq + 4 + b+ oo-—-FP -,

3

danc 1l 2xisite un Ri 2gal a P, ce qui est absurde.
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