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INTRODUCTION

Pendant qu'il était prisonnier de guerre à l'Oflag XVII

en Autriche en 1945, Jean LERAY a fait un cours de tupologie

algébrique à l'Université de Captivité qu'il avait contribUé

à organi sel- •

Le cours de Leray a été publié à la fin de ra guerre en

1945 dans le ~ournal de Liouville [9].

La tupologie algébrique, topologie différentielle et théories

des espaces analytiques, dus à l'introduction des notions de

'faisceaux de cohomologie à coet't-icients dans un faisceau, et

de suite spectrale (toutes trois inventées par J. LERAY) ont

complètement renouvelé les concepts et les méthudes de la

géométrie algébrique.

DaT~ LlO) qui reproduit les cours de J. LEHAY au

collège de France des années 194'l - 48 et 1949 50, il

appelle faisceau sur un espace topologique localement compact

X la dunnée, pour tuut fermé F de X, d'un anneau ~(F), et,

pour toute inclusion FiC F de fermés de X, d'un homomorphisme

de "section" b f-) F
1

b de .:B(F> dans $(F
1
). Il impose que

~(0) = 0 et la transitivité de l'opération de section :

F 2 (F 1b) = F2 b si F
2

c F
1

c F.

Lors de son séminaire de 1950 - 1951 à l'Ecole Normale

Supérieure consacl-é à la topologie algébrique, H.CARfAN a

remplacé la première versiun de la théorie des faisceaux par

une nouvelle présentation (1Ge à M. LALARD). La forme adopt~ e
\

est la s-Ii vante :
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une structure de k-nlodule, de mani ère que l' addi ti un et la

Un f ai sceau de k-moou le~ • '" ~ ...._--

1 espace ~opologique (régulier) ~ est un espace étalé (terme dû

-1 1.::(,,)à Godement) p : f-' =======> 9( dont chaque fï bré p (x) = 1 A

1
les éléments de k

des

soient

lE:! module r(F,X)A chaque ouvert X de ~ on associe

1 llIultiJ)licatioll pal­

continues pour la topulogie dE:! F.

1

x

et

pour

id) ,
x=

r<F,X>

pussections s : X -----> ~ (caractérisé~s par

chaque fibrQ F est la limite inductive d~sx

1 voisinage de x.

1

1
H.CARTAN et J.P. SERRE ont découvert que la notion de

faisceau introduite en 1945 par J.LERAY permet d'exprimer de

1 façon remarquablement simple et suggestive les résultats

fondamentaux de la théorie des variétés holomorphes.

Les t'onctions holomOi-phes, définies chacune dans un ouvert

(dépendant de la fonction) d'une variété holomorphe M,

satisfaisant aux axiomes des faisceaux, sous la form~ donnée

pal- H. CARTAN: si o(u) désigne l'ensemble des fonctions

holomorphes définies dans l'ouvert u de M, alors, pour tout

recouVl-ement ouvert (V ) de u:
0(

1) une fonction fE<!>(u)est entièrement déterminée par- ses

restrictiuns tlv e O(VO() , et inversement:
0(

2) si pour chaque 0( on se donne une fonction f e O(V ),
0( 0(

de surte que pour tous les couples (O(,~), fOl et f~ aient la

:= f pour tout
0(

même restriction à UO( Îl u/?'

f e o(u) telle que f/
V

0(

alors i 1

0(.

une fonction

2



• Le faisceau ain~i défini est appelé le faisceau structural de

fûrm8 dünnée par- H. CARTAN, la seule propr"i été qui i ntervi ent

Un r-emarque que dans l~s axiomes des faisceaux sous la

M et notéOM"

biena une restrictionest le fait qu'un élément de O(u)

1
1
1

déterminée à un ouvert v c u, autrement dit qu'il y a

1 application linéail-e O(u) ------> O(v) telle que si west

une

un

alors,composée de O(v) -)O(w) et de O(u) --->O(v). Il ya
1 ouvert tel que w c v c u, l'application O(u) ->O(w) est

1 bien d'autres types de faisceaux que ceux provenant des

fibres vectoriels, et c'est cette variété et la souplesse

d'utilisation qui en résulte qui font le grand intérêt des

faisceaux.

Un p8ut par exemple remplacer dans les axiomes O(u) par un

groupe f"(u) (qui, généralement, sel-a un O(u)-mouule), ces

YI-oupes ayant des "restrictions" (hoillomor"phismes F(u)-)F(v»

analogues à celles des O(u); on obtient ainsi la définition

d'un faisceau de groupe.

Des ar"ticles de K. Uka Lil] et (12) de 1950 et 1951

introduisaient une nation très proche de cell~ de faisceau

dans la théorie des fonctions analytiques de plusi~urs

variables: celle d'idéal de domaine indéterminé (on dirait

maintenant faisceau d'idéaux). La réflexion sur ces travaux

d'Oka a sans doute éclairé H. Cartan dans sa formulation de

la théorie de faisl\~aux, et elle lui a permis de refOl-muler­

les résultats d'Oka comme ues théorèmes de cohomologie des

(

1
1

3



le séminaire Cartan

1

1
1

faisceaux (les fameux théorèmes A et 8>

de 1951 .:... 1'1'52 est consac,-é à ces questions,

des faisceaux analytiques cohérents.

dans le cadre

Ld 1~initude de Id cohomulogie d'un espace analytique

1 c.ompdct à coe"ft"icients dans un faisceau cohérent est étëlblie

1
pd!"" H. Lcu"tan et J. P. Serre en 1953 (16] ; la dualité pOUT"

les faisceaux analytiques localement liures SUl- une vêil-iét~

cUfflplexe cumpacte est dOe à J.P. Serr"e en 1953 (13]. Sur- le

mudèle de la théorie des espaces analytiques, Serre [2) a

repris en 1951~ les bases de la géométrie algébrique à l'aide

de la cohomologie des faisceaux algébriques cohérents. En

1956 J. P. SerTe trouve une correspondance bi uni vaquE:: entre

les faisceaux algébriques cohérents et les faisceaux

analytiques cohérents, et donne un isomorphisme de groupes de

cohomologie, ce qui permet d'utiliser indifféremment les

méthodes algébriques ou

Hodge-Kodaira.

les méthodes analytiques de

Dès 1954, J.P. Serre eut l'idée de généraliser la notion

de t"aisceau aux va,-iétés "abstraites" en remplaçant dc1ns sa

détinition la tupologie usuell~ par" la topologie de Zar"iski.

L'avantag;? de cette conception est que ce type de structUl-e

se prête fort bien élU "rec.ollement" le lung d'ensembles

ouve,"ts, la vér"i fication des "cundi tians de n~collelllent;"

étant d'ordinair-e triviale. J.P. Serr"e tïxe une fois puur

toutes un cur"ps \de base algébriquement clos k (de caractér"is-

tique quelconque>. Les "morceaux" qu'il "recolle" pour

obtenir la définition de ses variétés sont ce qu'on

4

appelle /
/
i



des variétés affines sur k ; une telle variété X est une

partie .d'un espace k n définie par des équations polynomiales,

au-dessus

et le faisceau 0x est défini par la condition que, pour

oouvert u c X, H <u, 0X) <i.e les sections de 0x

tout

de u) est formé des restrictions à u des t-oncti ons

rationelles x
. n

~---> P(X)jQ<X) sur k qui sont définies en

tout point x E u.

3usque vers 1950 personr~ ne semble avoir essayé de

donnC:!l- une déf-i ni tion i ntri nsèque d'une vën- i été algébri que

affine sur une corps algébriquement clos k, indépendante de

tout p longem~nt de III viu-i été dans un espace affi ne k
n

•

Dans le langage des catégories, dont l'u5age commença à

se répandre vers 1955, la catégorie des variétés affines sur

k est équivalente à la catégorie duale de la catégorie des

k-algèbres commutatives réduites

d'éléments nilpotents) de type fini.

(i.e qui n'ont pas

En 1955, D. Buchsbaum [14] a proposé un cadre abstrait

plus général pour l'algèbre homologique .. celui des

catégories exactes, que Grothendieck a introeJuites de son

c8té sous le nom de catégories abéliffilnes qu'il définit comme

étant des catégories additives dont tout morphisme a un noyau

et un conoyau, le moqJhisme naturel de la coïmage dans

1 t iOli:1ge étant un isumoqJllisme.

Le tl-avai 1 de Gruthendi eck dont le but est de trouver un

cad,oe commù,\l à la cohomologie d'ull espace topologique à

co~fticients dans un faisceau et à la ttléorl-e d f- tes onc eur-=~

1

1

1
1
1

dérivés de foncteurs de modules, a été exposé au

1955 à l'Université de Kansas.

5
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Suivant une suggestion de P. Cartier, A. Grothendieck

entl-epr"i t, vers 1957, un pl-ogl-amme gi gantesque dont le but

était une vêiste généralisêitiun de la goémétrie algébrique,

absorbant tous les développements antérieurs, et partant de

la catégorie de tuus les anneaux comutati f's au lieu de la

sous-catégorie des algèbres réduites de type fini

COI-PS algébl-iquement clos.

sur un

-foutefois, il a f'allu dès le départ modifier

sensiblement le prucessus pour définir comme ci-dessus une

catégorie qui soit équivalente à la duale de la catégorie de

tuus les anneaux commutati f's. Grothendieck adopta alors le

processus suivant : si ~ : A -----> B est un homomorphisme

d'anneaux, l'image réciproque d'un idéal maximal l de B n'est

pas en génél-a.l un i dédl maximal de A ; par contre, puur tout

-1
idéal premier' p de B, ~ (p) est toujours un idéal premier de

A. Il faut donc, pour remplacer la "variété affi ne",

cOllsidél-el- le spectre de A, i.e l'ensemble Spec(A) de tous

les idéaux premiers de A ; on définit sur cet ensemble une

"'i;opulogie de Zariski" en prenant pour ensembles fermés les

ensembles V(a), où V(a) est l'ensemble des idéaux premiers

contenant un idéal (arbitraire) On peut définir le

faisceau structural 0X' sur X = Spec(A), de la même manière

que pour les variétés affines. Les espaces annelés ainsi

obtenus son t appelés schémas ai"fï nes et t'ol-ment une '=atégOl-ie

équiv~lente à la duale de la catégorie de tous

commutati t-s.

les anneaux

'~\

par h:,'(procédé

les /val- i étés
;

De là on passe à la catégorie des schémas

de "recollement" semblable à celui qui définit

de Serre, mais en partant des schémas affines

6

au
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variétés affines, et en imposant aucune restriction aux

ouvert~ affines du schéma,

séparation".

ni aucune "condition de

La plus grande des idées nouvelles de la théorie des

schémas dérive du changement de base. Dans la théorie des

variétés algébriques sur un corps algébriquement clos k, Weil

avait défini en 1949, nun seulement la notion de fibré

vectoriel, ffiais aussi celle de fibré principal sur une telle

variété V ; le groupe G opérant uur un tel fibré Pétant

supposé algébrique <et opérant de sorte que l'application

G x P ---) fJ soi t un loorphisnle), et le tïbré étant supIJosé

"lucalement tr i vi al" pour' la topo logi e de Zur-i ski.

En 1958, Serre s'aperçut que cette détlnition ne

possédait pas les propriétés escomptées, par exemple dans la

théoT"ie des groupes algébriques sur k, on peut, pour un

1
1

groupe algébrique G et un sous-groupe fermé H, définir 8tH

comme variété algébrique, mais pour l'opération naturelle de

H SUl- 8, G n'est plus en général fibré principal sur 6tH au

sens de la définition de Weil.

Toutefois, Serre observa que dans ce cas la "trivialité"

locale se trouvait rétablie si l'on remplaçait les ouverts de

Zariski de la base, intervenant dans la définition de la

convenanb les cie ces ouvertr., le tï bré étant relltp lacé paT" sarl1
tr-iviali té locale, par des revétements éi=ales finis

Partant de cette T-emaT"que, Grothendieck t.:onçui- \1' idée de
(

1
1 T-emplaceT" su,- un sCf,éma X la topoloyie

i
de ZiT"iS.Ki

i
par une

1

,
1

nouvelle slr"ucture, di te topologie étalE:! :

-;

011 r\~mplace
\

\
\
\

les
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injections cdnoniques u t-I--

des morphismes étales finis v~>u (u étant un ouvert de X).

Cependant, les constructions de schémas "représentant"

d;?s fOollcteUl-s n'est pas toUjOUl-S possib le par 2xemp le

Nagata a construit une variété complète non projective X sur

un corps k, pour laquelle le functeur de Hilbert n'est pas

..oeproésentable. ;':>ouro palli€!l- ces inconvénients, M. Arotin a

intruduit des obj~ts plus généraux que les schémas, qu'il

appelle espaces algébToiqu~s, et qu'on peut concevoir comme

des "espaces quotients" de schémas. La plupart des propriétés

des schémas s'étendent à ces espaces, et en outre. La plupart

des constructions se font sans restriction gênante dans cette

Le premier li vre exposant d'une manière systématique la

théurie des faisceaux, a été publié par H. Godement en

1958 [1l. Le point de vue adopté est voisin de celui de

GrothendieLk ; la principale innovation consiste en

l' i lltl-oducti on de cer-tai Iles c lasses de fai sceaux ex trêmement

utiles: les faisceaux flasques et les 1~isceaux mous qui

sont très pratiques pour la cunstruction des résolutions. Un

faisceau F est dit flasque si toute section de F dans un

OUVl'!r t se pro longe à l'espace enti ero Ufl fai sceau F sur

l'espace X est dit mou si toute section de F du-dessus d'un

lermé de X se prulunge à X entier.

\ Pour les besoins de la géo~étrie algébrique,

Grothendieck a considérablement développé l'algèbre

homologique et la théorie des faisceaux dans les années

1957-1965, en introduisant le concept, de patégorie dérivée et
(

8
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1

1

le 'formalisme des opér-ations sur les t'aisceaux dall":> Le LcH.l1 ~

des catégories dérivé~s. Il <J. été condui t à élar-gir- la notion

d'espace topologique <pour définir une bonne cohumologie des

schémas à coetOtïciellts constants) en la remplaçant pal- celles

de site et de topos. Le séminaire de Géométrie Algébrique de

l'IHES, animé de 1960 à 1968 par Grothendieck porte la marque

de ces rénovations de la théorie. L'année 1961-62 traite de

la théorie de la dualité locale pour les faisceëlux

algébriques cohérents. Pour obt~nir le théorème de dualité

sous une forme satisfaisante, il fallait disposer du langage

des catégories dérivées, que J.L. Verdier a mis en forme dans

sa thèse en 1963, d'après les idées de Grothendieck ll~J.

C2tte historique montr-e qu'il existe de diftOél-entes

approches permettant de définir un faisceau.

l.)ans ce travail, l'approche adoptée pour- dé1~ini r- un

les plus générales

faisceau, consiste à utiliser le langage des catégories et

celui des foncteurs.

Le Olapilre 0 regroupe les notions

concernant les catégor-ies et foncteurs.

Le Chapitre 1 sera surtout consacré à la définition des

faisceaux, et nous montrerons comment retrouver les variétés

de fëlisceaux d'ensembles: Faisceaux de groupes, d'anneaux,

de A-modules etc. Nous montrerons aussi qu'à toutes les

opérations usuelles sur les groupe.., ou les modules

\ con-espondent des opérations sur des tOaisceaux

sous-faisceaux, faisceaux-quotients etc.

i

/
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Le Chapitre Il traitera certains éléments fondamentaux

des" faisceaux cohérents de modules. Nous partirons Je

l'article de J.P. SelTe [2) en apportant une légèrr=-

lOodi'fical;ion perïllettdnt de refor-mulel- cel-tains résultats dans

le bu"j; de trouver un cadre p lus adapté à ce travail.

exelllple~ nous déi"ïnir'uns un 1:aisc.:eau de type "fini d'une autn:~

manièr'e ; la détini tion donrlÉ:e par J .P.

sous t"01""l1l8 de Lelllme (Lemme 1 l . 1 .3) •

Serre sera énoncée

Le Chapitre III seri! c.onsacré aux propriétés de

recollement de faisceaux. Nous par-ti ron!:> des propl-i étés

étudiées par A. Grothendieck et J.A. Dieudonné (3) en

essayant d'apporter notre contributon sous deux formes:

1> Faire une étude détaillée des esquisses de

démonstrations dans certains cas

ë) et dans d'autres cas, proposer de nouvelles

démonstrations (plus simples) ; c'est le cas par exemple de

la proposition 111.3.1.

Le Chapitre IV comportera deux parties. Dans la première

partie nous étudierons les faisceaux A-cohérents suivant

une sugyesti an du Pr'ofesseur" H. Seydi qui a dirigé ce

tr"avail, nous par"tir"ons de SUIl al-ticle (l~] pour" cal-ac.:tél-isel­

les faisceaux A-cohérents.

Dans la seconde par- ti e TlCJus donner ons une méthode de

construction de faisce~u associé à un préfaisceau. Cette

Inéthode est en fai t une étude détai lIée d' urie

esquissée dans un cours de D.E.A.' du P,-oi"es5eur

construction

fJ. Schapira

d2 l'Université PielTe el; Mil,"ie Curie de PARIS en Fr'ance

1

Il
Il

(en 1996).

Dans le chapitre V,

algéLJriques de

nous d~terminons

de Fermat

5 :i+ y + Z

'11\
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CHAPITRE 0:

CATEGORIES ET FONCTEURS

1) NOrrUN DE CATEGORIE

Définition 0.1.1.

Une catégorie ~ est la donnée d'une classe nutée ob(~)

appelée la classe des objets de ~, à laquelle est

obligatoirement adjoint un ensemble noté FL(~) dit ensemble

des morphismes (ou des flèches) de ~, avec les axiomes

suivants:

AX 1 : A deux objets quelconques X, Y de ~ est associée une

partie de FL(~) notée Hom~(X,y) (ou simplement Hom(X,Y» et

appelée ensemble des morphismes de X dans Y (ou de source X

et de but y), de sorte que si (XI,Y') ~ (X,Y) alor"s

Hom(X l,YI) et Hum(X,Y) sont disjoints.

AX,~ : Pour·tr'oi s objets quelconques X, Y, Z de ~, on se dunne
----e

une applicatiun (u,v) 1-----> vu de Horn(X,Y) x Hom(Y,Z) dans

Hum (X, Z) appelée lOorphi sme corllposé du mor-phi sme u, sui vi uu

morphisme v tel que :

w(vu) = (wv)u

pour u e Hom(X,Y), v e Honl(Y,Z) et w e Hom(Z,T).

AX 3 : Pour- tout objet X de ~, il existe 1 e Hom(X,X)
x

tel

que, pour tout objet Y de ~ et tout u e Hom(X,Y) (resp. tout

v e Hom(Y,X), on ait u = u 1
x

(resp. v =

/

'''1

1 v).
x

11



Définition 0.1.2

Une catégorie ~' est dite sous-catégorie d'une catégorie ~

et l'on note ~' c~, si : Ub(~') c Ob(~) et pour tous X' ,

Y', Z' objets de ~' on a :

Hom(X',Y') c Hum(X' ,V')
~I ~

HOIT. ( X ' ,Y') )( Hom (Y' ,2. ' )
~' ~.

1------> Hum(X' ,Z')
~'

est la

restr-it.:.tion de

Hom ( X', Y') )( Hom ( V', Z' )
~ ~

1------> Hom( X' ,Z ').
~

Les identités 1){. éti.lTlt les mêmes roelati veillent à ~ et ~'

pour tout X' E Ob(~').

Définition 0.1.3.

On dit qu'une sous-catégorie ~. de ~ est pleine si

Hom (X', V')
~'

= Hom(X ',V')
~

pour tous X', V' E Ob(~')

Définition 0.1.4

A toute catégorie ~, est associée de façon canonique une

autre ~atégorie notée ~o, appelée opposée à ~ (ou duale de

~) définie de la manière suivante:

pour X, V E Ob(~).

On puse Hom(X,V) ~ Hom(V,X)
~o ~

et si U E Hon. ( X , V) ,
~o

V E Hum (V,2), la cumposition v * u dans ~o est
~o

pour ~ et ~o. On dit qu'on passe de ~ à ~o en renver"sa"'lt
("

1
(

mêmeslesles élËments 1 sont
){

== HOlh (Z, X )
~

les flèches ; an a1

1

1
1
1

12
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Nutation 0.1.5

Les" éléments de Hom(X,Y> S'écl-ivent souvent comme des

applications "ensemblistes" u: X ) Y ou X

et vu s'écrit X u > y 1 V > z.

Cela permet en théori~ des ensembles de ~arler de

cummutatif" de morphismes.

On écr-i t '3uuvent

u
t------,..>y ,

"diagramme

X e ~ au lieu de X e Ub(~>.

Vétï ni ti on 0.1.6

1-----) Y est di t isomorphisme s' i 1

Y tel que uv ~ ly et vu = lX

Un morphisme u : X

existe v : X <------

On écr"i t souvent

u : X 1-1----) Y uu simplement X t-----) y

~xemple 0.1.7 : La catégorie notée Ens des ensembles.

Les objets de Ens sont tous les ensembles et pour tous

X,Y objets de Ens Hom(X,Y> est l'ensemble de toutes les

applications de X dans Y. La composition des morphismes est

la composition usuelle des fonctions. Pour tout ensemble X,

lX est la fonction identité de X dans X.

Exemple 0.1.8. La catégorie Gr des groupes.

Les objets de Gr sont les groupes, les morphismes sont

les hOfllumur"phi smes de gr"oupes el; la cOlllposi -Ci on des 1II0rphi 5­

mes est la compusition habituelle des hUfnomur'Jhismes.

Exemple O.i.'} : La cùtégur~e Gr"db des yruupes abéliens.
\

Elle est définie comme la catégorie Gr en remplaçant le

mut "gY'oupe" par le mot "groupe abélien".

Brad Est une suus-catéyorie pleine de la catégorie Gr.

13



Exemple 0.1.10 • La catégorie notée Hel, définie par:

Ob <Re 1) :-..: lJb <Ens) et Hom<X,Y) = Y<XxY),
Rel

l'ensembl~

EV}.

des sous-ensembles de X x Y.

La loi oe c.onlposition est définie péir

si X > y et Y
, Z,u : 1 v : "

l'ensemble {<;"Z) E X x Z ; 3y <x,y) E U , <y,z)

vu est

Il esl évident que 1 est la diagonal~ de X x X.
x

--....
Un montr'e que Ens est une suus-catégorie Tlon plei ne de Re~/~

/
Exemple 0.1.11 :

La catéyorie r~tée fop des espaces topulogiques.

Les objets de Top sont tous les espaces topologiques et les

morphismes sont les applications continues.

C'est une sous-catégorie IIDn pleine de Ens.

Exemple 0.1.12 : La catégorie Mod(A>.

Soit A un anneau commutatif unitaire fixé. On définit

Mod<A) comme suit: Ob<Mod
A

> est la classe de tous les

::t-llllJdules ; Hom<f1,N) est l 'ensembl~ d~ toutes les applica­
Mod<A>

tians A-'llnéail"es d2 M dans N ;

La compositiun des 'llorphislll~S est celle des applications

A--l i néai n~s .

N • B : Hom (1'1 , N )
Mod<A)

est souvent noté Hom<M,N).
A

2) MORPHISMES RE.Mi\RQUABLES lJANS UNE CATEGOHIE

S~1it u: X ...1----> y un morphisme d'une catégorie ~ •
. .

Dé-finition 0.2.1 :
(

On dit que u est un ~-monomorphisme si pour tout ob~/et Z de

1

1
1
1

~ et pour tout couple <v,w) E Hom<Z,X) x Hom<Z,X)

14

,
i

tt,'l que
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~

1

l
1
1
1
1

uv ~ UW Dn a v = w.

Orl exprime cela e-n disant que- u est simj.Jlifiable quand il

e-st écrit à gauche.

Définition 0.2.2:

On dit que u est un ~-épimorphisme si pour tout objet Z de

~ et pour tout couple

(v,w) E Hom(Y,Z) x Hom<Y,Z) tel que vu = wu on a v = w.

On exprime cela en disant que u est simplifiable quand il

est écr'it à droite.

Définition 0.2.3

On di t qu~ u est un 'e--bi fllorphi sme s' il est à la t'oi s un

~-monomor'phisme et un ~-épimorphisme.

Uéfinition 0.2.4

On dit que u est sectionnable <resp. rétractable) s'il

e>:iste un mClT'phisme v E Hom(Y,X) (resp. W E Hom<Y,X) tel

que uv - 1 <resp. wu = 1 ).
y )(

S'il en e-st ainsi on dit que v (resp. w) est une section de

u (resp. une rétraction de u).

3) OBJETS REMARQUABLES DANS UNE CATEGORIE

Définition 0.3.1 :

On dit qu'un objet 1\ d'une catégorie ~ est un 'e--objet

initial (ou simplement un objet initial) si pour tout

) E Ob('e), HOffi(I,X) est un singleton.

1~

'11\



D~finition 0.3.2 :

Un dit qu'un ubjet J d'une catégorie ~ est un ~-objet

tïnal (uu simplement un objet tinal) si pour" tout

X E Ob(~), Hom(X,J) est un singleton.

Uéfinition 0.3.3.

Un dit qu'un objet 0 d'une catégorie ~ est un ~-objet nul

(ou simplenlent un objet nul> si U est à la t"ois un objet

initial est un objet final.

Exemples 0.3.4 :

Dans la catégorie Ens, l'ensemble vide est un objet

initial et c'est le seul objet initiaL

Dans Ens tout ensemble réduit à un élément est un objet

-{-1 na1 •

La catégorie Ens n'admet pas d'objet nul; par contre,

les catégories Gr, Grad (r-e~sp. Mod(A» admettent des ~jets

nuls en l'(jccun:~nce tuut groupe (resp. tout A--mudule) réduit

à Url seul élément est un objet nul.

4) fONCTEURS

Définition 0.4.1 :

Un t"oncteur (ou functeur covariant) F : ~ 1-1---> ~' d'une

catégorie ~ dans une catégorie ~' est constitué par deux

applications Ob(~) ~----> Ob(~') et ~L(~) 1-----> FL (~' ) ,

toutes deux not~es F, et telles que les trois conditions

suivantes sont vérifiées:

1

1

(C. 1 ) VX, y E Ub(~), ~(Hom(X,Y» c
~

16
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1
<C.2)

<C.3)

VX E Ub<~), F<l X) = l F (X)

u v
puur deux morphi SfTles X ...1---> y ...1---> Z de ~,

1
F(vu) = F(v) F(u)

1
Définition 0.4.2.

On définit un foncteur contravariant d'une catégorie ~ dans

1 une catégorie ~' en remplaçant les conditions (C. 1 ) el;

On d&"tinit la notion de multiofoncteur cie plusieurs

de ~o di.1ns ~ 1 (ou de ~ dans ~ 1 0 ) •

F(Holn(X,Y» c Hom(F(Y), F(X» ~t F(vu) = f(u> f(v).
~ ~'

Un °fonc leur cuntroaval-i ant de ~ uans ~'est un foncteur

IJi1:oncteua- des catégol-ies t::ns)( Ens dans Ens est détïni de

un; par exempledans une catégoroi e ~'~ , ~ , ...
1. 2

(C.3) par

catégories

1

1
1
1

t--'g=---> Y' ,

associe leur

y.

1\1X )( Y ...1----=---> X 1 X Y'l' dpp licati Drl

~rodui t X )( Y, et à deux applications X ...-.!->X',

la "~nière suivant~ ~ à deux ensembles X, Y on

1

1

1
Définition 0.4.3 :

Soit F: ~ t-I---> ~' un foncteur. F(Ou(~» et F(FL(~> )

1'1

sont respectivement l'ensemble des objets et l'ensemble des

fidèle) si pour tous X, Y objets de ~ l'application

\

est injective (r°esp. surjecti\ve, resp. bijective).

pleinement

1------> HOfTl(F(X) ,F(Y»
~'

HomeX,Y)
~

morphismes de la sous-catégorie F(~) de ~'.

On dit que Fest t"idèle (r8sp. plein, resp.

1
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il



Hemarque 0.4.4 :

est souvent nuté

1

1

F : ~ :> ~' (T esp. F : ~ 1 > ~ 1 )

X > F( X) X 1 .... F(X)'"

l >l"U) l
"~

UI UJ > 1F (u)

y > f(Y) y > F(Y)

Exemple 0.4.5 :

iF : F 1-1---) F qui est par défï ni tion l' identi té sur

l~s ubjets et l'identité sur les morphismes est un f~ncteur à

la fols covariant et contravariant, appelé le foncteur

iuentité de f.

Exemple 0.4.6 : FOJlcteur oubli de str·uc.:tur·e

F . Gr 1 > Ens.
fi > F<G)

l UI > l Hu)

G' 1 > F <G' )

u~ F<G) est par définition l'ensemble sous-jacent au groupe

G et o~ F<u) est l'application de l'ensemble F<G) dans

l'ensemble F(G').

On a "oublié" les structures de groupes et le fait que u est

un homomorpi1i sme de groupes.

Exemples 0.4.7 :

1
1
1
1
1
1

Soit ~ une catégorie. On déf"init

categories par :

C : La catégor"ie dl?s fUflcteU"s de ~ di:ms E.ns

18
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1
~v : La catégorie des foncteu'5 U~ v

et on t.,é"finit 18s foncteur-s

h..... 'e ..., ) 'ev

I------>~ X > Hom(X,.)
~

X
,

Hom(.,Xi"
'e

1
1
1

fi : ~

Définitions 0.4.8 :

Un foncteur F : 'e t-----> 'e' ~st une équivalence de

GoF i sDlllorphe à 1~ et FoG i sOl'llorplie à 1~,. On montr-e qUE:1
catégories s'il existe un -foncteur- G ~ 'e' t----> 'e tel que

r:

est un~ équivalence de catégories si

fidèle et pour tout Y E Ob('e')

F est pleinement1
1 isomorphisme F(X) 1------> Y.

il existe X E Ob('e) et un

r
On dit que 'e et ~' sont des catégories équivalentes

permet dans le langage de ne pas les distinguer.

Exemples 0.4.9 :

Soit ~ la catégorie définie par Ob(~) = ~ et

on se

Hom(n,M) = M (K), l'espace des matrices de type.n, Il

coef-tïcierlts uans un corps K. Un défï ni t le t"oncteur·

(m,n) à

of
~ : 'e 1-,-----> t'lod (K ) par n 1-1------> K

n
, (et à. tout~

matrice de type (m,ri), f associe naturellement l'application

.. Kil d ._10)Il nééU re Ul?.... ans r~ • On montre que F est une équivalence

<18 catégOl"ies et non un iSOfllor-phisOle.

NB. f"io(HK
of

) est la sous--cat~gorie pleine de t'iod(K)

d'un nOlObr-e tirti de yénÉ!rateur-s de K-rllodules.

Définition 0.4.10 :

constituée

F est adjoint à. gauche de G (au G est aJjoint à droite de

Soient deux foncteurs

F : 'e t------> 'e' et 6:~' t----- -> 'e. On di t que

\



F), s'il existCo> un iSOlllOI-phisme de bi"foncteur-s :

' ..
HOfl,<F<.),. )

'e'

Exemple 0.4.11 :

1-------> Hum <• , G<• ) )
'e

Soit ~ : B ~I-----> A un morphisme d'anneaux avec H

commutatif" et ~<H) contenu dans le centre de A.

On voi t que les t"oncteurs

HomO;: 0 M,N)
A li

Soit K dans Mod<B) et M,N dans Mod<A) ; par la tOI-mule

."
Hom<M,Hom<K,N»

A B

K 0. et Hom<K,.) de Moo(A) dans
li H

Mod<A) sont adjoints.

5) MORPHISMI:.S fONCTORIE.LS

Soient; deux catégol-ies 'e et 'e'. On peut définir une

nouvell~ catégor"ie Fonct<'e,'e') des foncteurs de 'e dans 'e' de

la manière suivante l'ensemble Ob <F 0 ne t; <'e, 'e 1 ) ) est

l' ensemb le Uf:!S f"onc 1;8Ur"S 'e ~I-----> 'e " l' enselllb le

FL<Funct<'e,'e'» est l'ensemble des morphismes e : F 1-----> G

100-sque F et G sant deux f"oncteurs de 'e dans 'e' <qu'on

appelle morphi smes t"onctori el s ou trëlnst"ormati ons naturel-

les) ; chaque morphisme t"onctoriel e : F 11-----> G est la

donnée d'une application <avec la même notation)

e : Ob <'e) t-I----) FL <'e 1 ) telle que, pour tout X E Ob('e),

e(x) E Hom(F<X), G(X» et que pour tout morphisme u : Xt---)Y
'e"

de 'e, le di agramlilc de morphi smes de 'e 1

20



F(u)_________> F (V)

lem
G(X)--------> G(Y)

G(u)

soit commutatif.

Deux morphismes t"onctoriels 8
1

: F t-I---> G. 8 2 :6 t-I--> H

se cumposent par la loi

puur tout X E Ob(~)

et le morphisme 1 est tel que
F

6) fONCTEURS HEPRESENTABLES

Soi t ~ urie c..atégorie ; pour deux ubjets X, V de ~ on

pose ( ct" Exemples 0.4.7>, c'est à dir"e

h (V) := Hom(V,X) ; pour- tout mor"phisnH:~ -f : Y 11----> Y' daTls
x

~, on désigne par Il (f)
x

l'application Q t-I----> g-f cie

Hom (y l ,X) dilns Horn (Y, X) •

y
f­

----> Y'

gt-

--...:Y;;......-> X

Hom( Y' ,X)h (f)
x

t--------> Hom(V, X)

9 t-I------> gf-

Ces définitions montrent que

t"onc,teur cont,-avar i ant.

h
x

~ .., ----> Ens es t un

Soit maintenant un morphisme t: X ,1----> X' dans ~

tg E Hom(V,X') =

quels que soient

"Î

.1

Y E ~ et g E Hom(Y,X) =

h , (y) ;
x

21

h (y)
x

on a



Il (y) dans Il (y) :
x x

: h (y)
x

g

t------> h 1 (y)x
1------> tg

On déi:init ainsi un OlOl-phisllle t"onctoriel Ï1 t : h x
1---) h 1x

car POUl- tout mor"phi SOle f: Y 1-1----> Y'

diagramme commutatif suivant

dans 'e on a le

h (f)
h (y 1 )

X > h (y)
x x

ht(Y' ) hl;(Y)

h (y 1 ) > h 1 (y)
x' x

Dé'fi ni tian 0.6. L :

Soit F: 'e 1-1----> Ens un foncteur contravariant.

Un tiit que F est représentable s'il existe un objet X tie 'e

tel que F soit isomorphe à h ~ on tiit qu'un telx . objet x

représente F.

Soient 'e, 'e' deux catégories, F: 'e 1----.> 'e' un

t'OTlcteur cuvariant. Alors, POUl- un ob jet donné X' de 'e 1

T 1-1-------> Hom<F(T ) ,X 1 )

'e'

est un foncteur contravariant de 'e dans Ens

représentable, on dit qu'un objet Y de 'e qui

s'il est

le représente

est associé à X'. Par définition, pour to~t T E Ob('e), on a

\ donc un isulilorphisme "fOnctOl-iel en T:

."

pllislOe .."écipr"oque est noté 1"

Cet isumor'phisme est noté f

HOI!I(t,y)
'e

t-------> Hom (F (l'), X')
'e' "Î,

/111-------> ;.- , el l' i samar -

1-- >i i: 1 b •

22
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CHAPITRE 1

NOTION DE FAISCEAUX

1) PREFAISCI:.AUX

Soit X un espace topologique. On note Ouv X la catégorie

dont les objets sant les ouvel-ts de X, et où, POUl- deux

ouverts u et v de X, on a

Ç} si u s;: v et i u 1 > v est 1 • i n j ec t ion
Hom(u,v} = canonique

si u s;: v

La compusitiun des morphismes étant la C.ClfIlJjositiClTl des

injections canoniques.

Alurs on peut ûonne\-- les définitions suivantes:

Dé-fi ni ti on L 1.1 =

Un appelle préfaisceau sur l'espace topologique X à valeurs

dans une catégurie ~, un f-oncteur contr-avariant

ie

F : Ouv X

u 1-1-----> F(u)

t------>~

un ouvert de X un objet de ~

u s;: V 1-1------,> ~ (v )

deux ouverts de X

F (i )t-------> F ( u )

N.B: f(i) : f(v) 1----> F(u) est notée p :F(v) t-->F(u)uv

et est appelée restriction.

Un 111-éf"al- sceau C • Guvt"" ,-. X

cl 1 ~nsehlb les si

1----> ~ est di t prét-aisceau

~ -- Ens la catégorie dES ens~fIlLJles

PUy : F(v) 1-----\----> F(u) est un~ applicatiun.
i

/

23



1
Exemple 1.1.2 :

Soit X un espace tupulogique

u S v deux ouverts de X
1

F(u) l'ensemble des fonctions continues sur u

1-------> F (u)F(v)

f > f
lu

la restriction de f à u.

est un préfaisceau d'ensembles sur X.1

1

1 Exemple 1.1.3 :

x = Kn muni ~e la topologie de Zariski, Où K est un

1 COI"PS.

1
Posons A = KlXl, ••• ,X ), et pour tout ouvert u de X

Il

S = l'ensemble de!:i éléments de A qui ne s'annulent pas sur u.u

1
Ainsi : u S v ====> S s Sv u

On peut dé1~inil" alors un p\"é1~aisceau d'ensembles en

1

1

posant :

Vu B
-1

et tout couple (u,v)E Ouv
X

= S ; pour
u u

de X tel que u S v

d'ouverts

On dira que le préfaisceau d'ensembles F : Ouv X

est un pr'é1ai sceau de yroupes (resp. de groupes

"\

abéliens)

t----> Ens

_> P ES)
U

ai nsi tl
uo

-X

(P E S
V

.------> Bu
Q
P1------->

Bv
11
P

24

\

Le préfaisceau ainsi défini est noté

si

peut se noter aussi QX(u).

Définition 1.1.4 :

1



Vu E Uuvx ' F(u) est un groupe (r'.::'sp. Uil groupe abélien)

si" u Sv, F (i) = PUy est UTI homu~lOqjhi sme de gl-oupes.

Plus généralement si F : Ouv X > Ens est un préfaisceau

d'ensembles et si les F(u) sont des groupes, des anneaux,

des (i-modules... et les app li cati ons P sont des tlOmomor­uv

phismes, alors le préfaisceau F est appelé respectivement

préfaisceau de groupes, d'anneaux, de A-modules •••

Remarque 1.1.5 :

1
Un a vu qu'un préfaisceau sur X à valeurs dans ~ est un

dans ~, est la donnée pour tout u e Ouv X d'un objet F(u)

~, et pour tout couple (u,v) d'ouverts de X tel que u

à valeursEn d'autres termes, un préfaisceau F sur

1-----> F (u )

v

de

de

x

t--------> ~.F : OuvX

d'un Il1or"phisme de restric..:tion Puv: F(v)

1

1

1

1

1

sorte que pour tous ouverts u S v S w de X on ait

p = 1uu F(u)

Définition 1.1.6 :

Soient F et ~ deux préfaisceaux sur X. Un morphisme

~ : F ~-------------> G est un morphisme de tels foncteurs.

~ : F(u>'
u

'1
1

Il

En d'autres termes un morphisme ~: F ~I---------> ~ est

la donnée d'une famille (~ ) de morphismes
u UEOUV X

~----------) G(u) , tel que pour tout couple (u,v)

il
d'ouverts de X tel que u Sv, le diagramme

!1
II
Il
Il
Il

\
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--------> G (u)
F(u)

soit commutatif.

Dans toute la suite les préfaisceaux considérés seront des

~réfaisceaux d'ensembles.

2) AXIOMES DE FAISCEAUX U'ENSEMBLES

Soit F: UuvX t-----> Ens un préfaisceau d'enselflbles

sur· X (on di t aussi d2 base X).

Définition I.2.1 :

On dit que F est séparé si pour tout ouvert u ~~ X ~t tout

recouvrement ouvert U = {u.}. 1 de u, l'application
1 lE

F(u) 1---------> n F(u.)
iEI l

s ....--------> (s 1u. ) - 1
1 lE

est injective.

ie si s,t E feu) et si alors s= t.

Définition 1.2.2 :

On dit Que Fest "recollable" ou possède la propriété de

reco llellient si Qu~l Que soi t 1 •ouvert u de X et le

recouvrement ouvert u = {u } de u, pour toute famille
i iEI

1

1

1
1

(Si )iEI ' Si E F(u
i
), qui véri fie les relations

"\
/

1

/,

26



1
S := S

i.1 u. î'IU. j 1U.IÎU_
~ J ~ J

Vi, j E l

1
il existe S E F(u) tel que Vi E 1.

1
1
1
1
1

Ué"fiTlition 1.2.3

On appelle 1aisceau sur- X tout préfaisceau F sur X qui

s~paré et qui pussède la pl-ûpriété de r~collemeTd.;.

Exernp le r. 2 J+ :

Soit X un espace topologique.

Soit F: Ouv
X

1-1------> Ens le préfaisceau d'ensenlbles

qui à tuut ouvert u de X dssucie

F(u) := l'ensemble des fonctions continu~s à valeurs réelles

1 définies sur u ; et pour deux ouverts

considère

u s::; v de X on

1--------> F (u)1

1

Puv : F(v)
t·

f1ontr'ons que f-"

> puv(f) := f
lu

restriction de f à u.

est un faisceau.

1 Posuns u == UU.
1

i.EI

,ru =={u~}. l
1 lE

un recouvrement ouvert de u.

1
1

il

a)

[J)

('1ontruTis que F est séparé.

Soient 'f, Q E F(u) tel que f -
glUi

Vi E I.
lUi

fi 10l-s on a :

·r =
glUi

Vi E l => f -- g sur- U u.
lUi lEI

1

=> f - 9
, (car u := U U. )

iEI
1

i'lontl-ons que F est n::,collable.

il
Soit (f. >. l tel que l~~\

1 lE
1----> [R conti nue

Il
II
II
Il

, III
\

\
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1------> IR tel que

1

1
Supposons qu~

La fonction of : u

f
i 1u. nu.

1. J
= t j 1u. nu °

l J

V 1., J"= ..,

of ( x) ~ f _ (x) si
1

1
X E u. est conti nue, et par construction of = 1. Vi E 1.

1. lui. 1.

1
Exemple 1.2.3 :

Soit K UII corops irrfini, X = K
n muni de Id topùlogie de

a) Montrons que ~X est s~paré.

Zariski ; alors le préfdisceau ~X

ne

unestL1.3)(exemple

l'ensemble des P E A quiet S =
u

et U ~ {u.}. l un recouvrement ouvert de u.
l lE

= S-lA = B (C1" exemple 1.1.3), avec
u us et tE!:!.X(U)

En effet :

s'annulent pas sur u.

fOaisceau.

Soit u E Ouv X

S. :.:: p (s)
1. u.u

1.

t-------> Bu.
1.

: B
u

Vi E l.s. = t.
1. 1.

ie

t. -- P (s) ,
1. U.U

1.

P, Q, H et REAH
t = li

et

,p

u
Or

5 =

1
1

p
S := - dansi. Q

u. 'if/!. " => 0 fi! S
1. U.

1.

1
1

ainsi

Soit i E l tel que

et H
t.\. - R dans

------ > S- S.A
u.

1.

ln ni
A = K[T , .•.•••••• ,T ]

s. n

P H-rr et IR sont égales dans sontS-S.A , alors elles
u.

t.

s s
U.

1.

Co
~

uu. S u ==>
1.

égales dans

Puisque

1
1

1

Il
\\.'lIl, 28
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1
b) Montrons que 9.x possède la propri été de I-ecc, llement.

Soit u e Ouv X
, u ;t!. 13 et soit ru = {u, }. un recouvrement

\, \,El

ouvert de u.

s E Ux (u, ) = S-1A Vi E l on suppose que Vi, J E 1
u, '

,
~ - \,

\,

p (s. )
u,nu,U. l

\, J \,

= p (s.i et que u. ;t!. 13 Vi E 1.
U./ÎU.U. J l

l J l

u, n u. ;t!. 13
\, J

p.
\,

i 1 , S,
0

E =
0 \, Il,

0 \,

0

COHllllun.

P
Soit i 1 ,

~
e s, = II:"""\,

\,

avec P,
\,

o

et Q,
\,

o

sans diviseur

(K est i n'fi ni )

premier

8- 1

u.nu,
\, \,

o

P (5 )
u.nu. u, i

\, \, \,

o

= p (s )
U,nu, u. i

\, \, \, 0
o 0

=>
P.

\, =lr"
\,

p
~

o

~
\,

o

QP
i ~

o

= P Il
~ i.

o

=> Q. = BQ
\, ~ ~

o

et p. = A,P.
\, \, \,

o

donc Q ne s'annule pas sur u (car u
~
o

= U u.)
iEl \,

En et'fet Q
~

ne s'annule pas sur u,
\,

Vi El, donc Q =
i

BQ
~ i

o

montre que

Q
~
o

ne doit pas s'annuler sur u. Vi E l, d'où Q
\, i

o

ne s'annule

u = U U,'
\,

iEI

" A. = \'3/'
\, i

!
/

L.!
i

o

P,
\,

o

29

Ainsi

?I, p.
\, \,

o
l:l Q

i i
o

===>(1,
\,

o

F'
i

o

P
i

o

l!,
\,

o

Q. -
\,

P,
\,

pas SUl-

s,
\,

o



donc dans on a
o

--u-
i.

o

l
=
~

l

on a truuvé

p.
l

o
S = -r E

l
o

tel que P (s) = s.
U.U l

l

Vi E 1.

Définition 1.2.6 :

Le faisc.eau ~X (défini à l'exemple est appelé

faisceau des 'fonction5 régulières ';iur X.

Proposition 1.2.? :

Dire qu'un préfaisc.eau F : Ouv X t---> Ens est 5éparé et

possèd~ la pr'opriété de "ecollelnent (en d'autres ter'me',; que F

est un faisceau) est équivalent à dire que pour tout ouvert u

de X et tout recouvrement ouvert U = {u.} de u on a la suite
l

suivante qui est exacte :

i.

o 1-1-----> F (u)
t·

1------> n F(u.)
l

I---....
g=----.>n F ( u .. )

<i.,j) lJ

f (s) =- n(s lu. )
l l

Où u .. = u IÎ u
lJ i. j

et g(fI(si.» = n. (Squ.. - Sjlu.. )
l < l,J> lJ lJ

<i,j> désigne un cuuple ordunné.

Preuve

1) Supposuns que F soit un faisceau et montrons que la

suite est exacte.

a) f injective? soient s, l E F(u)

f(s) - -nt) > n (s ) = n( t
l
· lu. . lu.

l l l

=) slu.
l

= t 1 ' Viu.
l

=> s - t

1

,1

30
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g(f(s» = g(n(Slu.»)
\. \.

donc Imf c Kerg.

= n ( s ) - (s 1 ) ) =
<~,j> lu~ IU~j U j lu..

\.J

9 (n (si.») = 0 =>
\.

S - 5 :.:; 0
i.lu.. j lu..

\.J \.J

Vi, j.

=> s = S
qu.. jlu..

\.J \.J

Vi,,j.

D'où

donc

===> 3 5 E F(u)

n (s~) = n (slu.) E lwf
\. \. \.

Kerg c Imf.

SI = S.U. \.
\.

Vi (cëlr Fest
"recollable").

2) Supposons que la suite soit exacte et montrons que Fest

un -faisceau.

a) F est séparé ?

Soient s, t E F(u)

f est injective).

b) Fest "recollable" ?

Soi t (5_).
1 1

, s- E F(u.) tel que
1 1 s. 1 = s - 1 Vi , j ;1 u. . J u. _

1,) 1J

on a :

S·I1 U. _
IJ

- s. 1 Vi , j => s 1 - s 1 = 0 Vi, j
J u i j i u i j j ui.j

==>n (s -s )-0
<- -, i lu. . 51u ..
1,J? 1J 1J

=> n (5.) E Kerg =: IlOt·_ 1
1

===> 3s E F(u) :

/

31
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=> 3s E F

Enoncé d~5 axiomes :

Soit X un espace tupologique.

= s_
l

Vi.

C.Q.F.D

Un "fili sceau dt? gr"oupes abé 1 i ens SUI- X es t la dunné2

a) d'une "foncti on >: 1-----> F qui "l'ai t C-OTTcspündre
x

à tout x E X un groupe abélien F x •

b) d'une topulogie sur F = U F •
X X

XE

On définit une application dite projection de F sur X en

{(t",g) E F x F 1

posant n<t") = x pour tout f E F • On notera F
x

n(f) = n<g)}.

+ F l'ensemble

On a alors les axiomes suivants :

AX 1 : Puur tout f E F, il existe un voisinage v de t et un

voisinage u de n(f) tel que la restriction de n à v soit un

homéomurphisme de v sur u ; En d'autres

homéomorphisme local.

ter-mes, n est un

AX 2 : L'application f 1------> -f est urie application

continue de F dans F et l'application <f,g) I------->f + g

est une application continue de F + F dans F.

3) SectioTis d'un 1aisceau

a) Généralités

Soiunt F un faisceau sur X, et u un ouvert non vide de
1

Il

1 \

X. Une section de F au-dessus de u est toute application

,I
conti nue s: u F,:------> F tel que

32
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L'ensemble d~s sections de F au-dessus de u ser~ noté

r(u,F) ._

Soient u, v e Ouv
X

; si u c v et si s est une section

au-dessus de u, la restriction de s à u est une section

aU-U2SsUS d2 v, d' où un homofnor-phi sme

.......-------> r(u,F).

Soit u E Ouv X ' s(u) est un ouvert dans F, car n est UTI

hùméo(flOI-phi sme local ; d2 plus, pour tuut f e F ,
x

il existe

une s8ctioll S élu-dessus d'un voisinüY8 de x ::.: n(f), et tel12

que s( x) ":.:: f- les ouverts de F sont dalle les n~uniolls

d' ~nsembles de la -fonne s(u).

Si deux sections de F définies dans des voisinages ouverts u

et v d'un point x de X sont égales en x, alors elles sont

égales dans tout voisinage w c u n v du point x. L'ensemble

F x
-:1= n (x) s'identie alors à la limite inductive des r(u,F)

lorsque u décrit l'ensemble filtrant décroissant des

voisinages ouverts de x dans X.

Ainsi si ~(x) désigne l'ensemble filtrant décroissant des

voisinages ouverts de x dans X on a :

li n. r( u, F)

->
U~(x)

Soient u, v e Ouv X S E r(u,F) et t E r(v,F) ., on

défini t la r-elation Il -" Il par

s ,~ t <=> 3 un voisi nage D.'.1V8rt w de x cuntenu dans

u n v tel que

La f"I::!lcJ.tioll Il '" Il est une relation d'équivalence.
'\

(

!

..,



P050ns E = U r(u,F>
x

UEV
x

ouvel-ts de :< •

Où v est l'ensemble des voisinages
x

~ est appelé ensemble des sections de F définies au
x

voisinage de x.

E
xl""

r<u,F> == limF
x

On I-appelle que
--->
ua(x)

F s'appele la ~ibre de F au point x. On a donc :
x

Cl E F <->
x

Cl = s
x

S E r(u,F>

b> Cas particulier : espaces (loc.alement> annelés.

Définition I.3.L

On appelle e5pace annelé, un c.ouple (X,Jd> formé d'un espac.e

topologique X et d'un fai5c~au d'anneaux Jd sur x ie les

c:ondi tions sui vantes sont véri tïées :

Cl> Pour tout ouvert u de X, Jd(u> est un anneau.

~> u S v sont deux ouverts de X, alors l'applic~tion

1--------> Jd( u >

est un homomorphisme d'anneaux.

Un dit Que X est l'espace topologique sous-jacent à

l'espace annelé (X,Jd>, et Jd le faisceau structural.

·l
Jd se note 0 et sa fibre au point x E X

X
se note oX,x ou

simplement 0 lorsqu'il n'en résulte PëlS de confusion.
x

N.B: Lorsque Ux est UTI iifisceau d'anraE.,'aux commutatifs, on

dit souvl0nt que (X,U X) est un espace cOlllmutativement annelé.

t 1
,
\

Nous étudierons des faisceaux d'anneaux commutati1"s, et il

(

/

[1

1t

1 r
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seJ-a sous-entendu, lorsque nous parlel-ons d'un espace annelé

(x,ox) sans préciser qu'il s'agit d'un espace commutativeolent

annelé.

Définition 1.3.2 :

L'espace annelé (x,ox) est dit annelé en ann~aux locdux (ou

1 ;

encore espace localement annelé) si, pour tout x E X,

tïur-e 0 est un anneau local.
X,X

N.B: a E 0x <======) 3u E v et s E r(u,eX) : a = s •
-- ,x x x

la

1 \

li

l.>é-fi ni ti on I.:J. 3

Un 'füisceau F sur X tel que f-"(u) est UTi 0X(u)--module,

s'a~pelle un faisceau de modules sur l'espace annelé (X,ÜX)

ou un ùX-module. En d'autres termes,

II
signifie F(u) est un 0X(u)-module.

Si F et G sont des 0X-modules et ~

morphisme de 0X-modules, alors

F 1------> G un

1 [
~(u) : F(u) 1-------> G (u)

ri

Il
!1

est une application 0X(u)-linéaire.

Exemple 1.3.4 :

Soient X un espace topologique, ~X(u)

fonctions continues dét-inies SUl- u. (X, ~X)

localement annelé.

4) Extension et restr"iction d'un faisceau.

Soit F un faisceau sur X.

Définition 1.4.1 :

l'~nsemble des

est un espace

topologie induite par celle de F, fori~ne un faisceau sur
(

!1
1

Il
Il
Il
1

Soit u -:1une par·tie de X ; l'ensemble Tl--_, (u) c F,

33
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appelé faisceau induit par F sur u

Définition 1.4.2 :

et noté FI •
u

Suit Y un sous-espace fermé de X. Un dit que F ~st

concentré sur y, ou est nul en dehors de Y si

pour tout x E X-Y.

Propusition 1.4.3 :

l'on a F = 0x

Si le faisceau F est concentré sur y, l'homomorphisme

: r(X,F)PYX

est bijectif.

Pr"euve :

...---------.> r (Y, FlY)

Si une section de F au-dessus de X est nulle au-dessus

de y, elle est nulle partout puisque fO - 0
x

si x ti!" y, ce

qui prouve que PYX est i njec. ti of. En et"tet :

s e Ker PYX "> PyX(s) = 0

c===~> s/y = 0 (restriction de s à y)

~==~"> Vx E X, s(x) ~ 0

====..-"> s = o.

(F concentré sur y)

d'uù Ker PYX = {O} , donc P YX est injectif.

Inversement, soit S E r(y, FlY), prolor~eons s à X en posant

s(x) = 0 si x ~ Y ; l'ë1.pplication x 1----> s(x) est

continue sur X Y ; d'autre part, si x E Y, il existe une

1 1
1

section s' de F au-dessus d'un voisinage u de x tel que

s'(x) = s(x). Comme s est continue par hypothèse sur Y, il

2xiste un voisinag8 v 02 x, contenu dans u, et telII
Il
11
l,
l,
11

s'(y) = s(y) pour tuut y E v~ Y

, lq

36
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alors s' <y) == s(y) puur tout y E (v- vn y) ; donc s et s'

coïnc;id8l1t sur v ce qui prouve 4ue s est continue au

voisinage de y, par conséquent continue partout. Le

pr-olonyement de s à X esi; élément de r<X,F), ce prolongemenl;

1

1

est l'antécédent de s ; PyX est alurs injectif.

Proposition 1.4.4 :

Soit Y un sous-espace fermé de X, et suit 9 un faisceau

1

1

sur" Y. Posuns F = G si x E Y, F = 0 si x ~ Y et soit F
x x x

l' en:::i8111b le somme des F Un peu t muni r F d' une str-uctul-e de
x

faisceau sur X , et d'une seule, telle que Fly = G.

1
Preuve :

Soit u un ouvert de X ; si s est une section de G sur

d'o~ l'unicité de la structure en question. Son existence se

structure de faisceau telle que Fly. G, on a

dans F. La proposition 1.4.3 montre que si

u n y, prolongeons s par 0 sur u

d'une

F = r(u,F),
u

F est muni

d'applications de u

unY ; lorsque s parcourt

F
u

on obtient un grouper(u n Y,G)

1
1

1

Si x appar ti ~nt à l' ouver"t

montre comme suit:

F
u

t-------->Fx

homomorphi sIneuna

(C1~ 3)

u, on

4i
u

: Fx u

- lim
->
uë(x)

F
x

Un puse

canunique

1
1
1

[t,u) cF, et on munit F de

(t,u]

(

/

l'ensemble des

enselobles
\

[t,u]parSoit t E f- ,et désignons
u

~~<t) pour x parcourant u ; on a

~"a topolugie engendl-ée pal- les [t,u]. Ainsi,
\.

admet puur base de voisinages dans F les

o~ X E U et ~u(t) = f.
x

1
1
1
1

C.Q.F.D.

1
'111

87

1
1



1

On die que le faisceau F est obtenu en prolongeant le

f ai sc_eau G pal- 0 en dehOl-s de Y ; on 1e nu te GY .

~) Sous-faisceau et faisceau-quotient

Dé·r i ni tian 1. ~. 1 :

Soient (\ un -faisceau d'anneaux, F un faisceau d~ ~)-modui.es.

1
Pour

que

tout x e X, soit G un sDus-ensemble de F.
x x

G ~ U G est un SOUS-filisceau de ~ si :x
xeX

Un dit

b) G est un sous-ensemble uuvert de F ; ie si x e X et

si s est une section de F au-dessus d'un voisinage de x

1

1

a) G est un sous-A -module de F pour toutx x x x e X,

1
telle que

voisin de

s(x) e G , on a
x

x.

s(y) e Gy pour tout y assez

G est évidemment un faisceau de A-modules dès que les1
1

conditions a) et b)

Définition 1.5.2 :

sont vérifiées.

1 Soit G un sous-faisceau d'un faisceau de A-modules F, et

tupoloyie de F ; on obtient

1
1
1

posons

pour tout

Munissons

x e X.

K - U
}~eX

K
x

de la topologie quotient de la

ainsi un faisceau de A-modules,

1 appelé -faisceau quotient lie F par G, et noté Fic.....

t----) y1
6) Images di rect~·\·!:i et images ,-éci proques de -tai sceê::lU X •

\.

Soient X, Y deux espaces tupologiques, VJ : X

1
1
1
1
1

une application continue. Soit F un préfaist.:eau sur

valeurs dans une catégorie ~ ; pour tout overt u c Y,

38
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-1
G(U) = F(lf (u», et si u, v sunt deux parties ouvertes de Y

telles que u c v, soit

-1
P : F(lf (v»

uv

-1
t---------> F ( lf (u ) )

Le morsphisme de restr-iction.

Les 8(u) et p déf i ni ssent un pré'fai sceau sur Y à va leur s
uv

dans ~, qu'un appelle imaye directe de F par lf et qu'on note

lf*(FL Si F est un '(èlisceau, il en e!::.t de /Ilême de lfië-(F).

Soit maintenant G un pn~~faisceau SUI" Y à valeur's dans ~;

(morphismes dealors F 1-1-----> Hom(G,F) = Ho/O(G,lf* (F»
lf Y

pré'f ai sc.eaux) est un 'fonctE'ur covari ant de la cèltégor'i e des

faisceaux sur- X à va1eur's dans ~ dans la catégorie Ens si

ce t'om.:teur est représentable par un faisceau sur X à valeurs

dans ~, ondit que ce yaisceau est l'image réciproque de G par

lf et on le note lf-
1 (G).

L'imaye réciproque d'un faisceau G sur Y à valeurs dans

une catégorie ~ est donc le faisceau sur X à valeurs dans ~

défi ni pdr-

tuutPour

l'iso/Oorphisme functoriel en F

1-------> Hom (G, lf
lt

(f ) )
y

est la projection canonique.

t----> X est donnée par (x, g) t---> x •

l'isomurphisme r·éc.iproque.

-1
Hum (lf (G) ,f-)

X

Où Tl : 8 1 > y

La prujection lf-1 (G)

On notera > b
v 1 V

K
et u 1-1-----> u

1

1

1

1 dëHIS ~, on é

F
i > F 2 \ de t ai sc.eau sur X à vë:ileurs

1
b(w 0 v)

b
v

1
1
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v = l~-l(G) on a un morphisme canonique

-1
G t-I------> ~* (~ (G»

et or a la factorisation canunique

~ (v)

*b Pi~ 1
v : G t-I---'-'---) ~*(~- (G» ) (F)1-------- ~*

'l) Morphismes d'espaces annelés

Soient deux espaces annelés.

formé d' une application ~: X 11-------> y et d'un Itomo-

Inorphi sme (~n sens i nver'se ~)

est faisceaux d'anneaux.

Ofl appelle murphisme d'espace!,; localement annelés, un

moqJhisme f' - (~,e ) . (X,Û
X

) > (y,Oy).
Où (X,OX) et (y,Uy ) safi\; localement annelés el; Où, de

t--------> 0 X,x
U
y,~( x)

plus, pour tout x E X, l'homomorphisme

0#
x

1
est local.

1

1
1

1
1
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CHAPITRE II

FAISCEAUX COHERENTS DE MODULES

Soient X un espace topologiquE' et A un faisceau

d'anneau:< SUl- X. Dans ce Chdpitre, les "faisceaux cunsidér-és

sont des iaisc.eaux de A-modules, et les morphismes sont des

A-homomorphismes.

2) NOTIONS DE BASE

Définition II.1.1 :

des sections de F au-dessus d'un ouvert u c X. Si

Soit F un faisceau de A-modules, et soient sl'···'sp

l'on 'fait

f.s. (x) de F , on obtient un homomurphisme
1 1 X

l'élément

correspondre à toute famille T1 , ••. ,fp d'éléments de Ax
p

l
i=.:l

tp : AP 11--------> F

défini au-dessus de l'ouvert u ie p; API
u

1-----> FI •u

Le noyau de p est noté :R.(S1' ••• 'sp)' c'est Url sous-faisceau

de (.\PI appelé -fais.ceau des relations eTlt.r-e les s_,
u 1

l ' image

de p est le sous---raisceau de F engendn~ par- les 5 .•
1.

Inversement, tout homomorphisme

t-------> F

définit des sections s, , ~ de F par les formules1 ••• p

Un faisceau de A-modules r est dit de type fini, si

sl<X) = Px<l,O, ••• ,O), •••••••• , sp<x) =

Définition II.1.2 :

P (0, ••• ,0,1).
x

\

pour tout. x E X, il existe un voisinage ouver~ u de x et une

1
suite exacte
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1
1

API ) ..1 > 0 (1)

u u

Où API - AI El •••••••••• El AI
u u u

'"
p termes

Lemme 11.1.3 :

Un -fai sceau de A--modules F est de type ti ni si et

seulemellt ''; 1 i l est engend'-é par un nombre fini de ses

1
sections.

Autrement dit, pour tout x E X, il existe un ouvert u de

1 x et un numbre fini oe sections de ~ au -dessus de

1
u tels que tout germe ~y de F y , YEU, il existe

~l" •• '~p E Ay tel que

1 /-ly =

p

l
i==1

~. s.(y)
1 1

coet-·fi ci ents dùl15 A des s. (y) ) •y 1

de

\exacte, \

et ~_ E A •
1 Y

alors

s. E r(u,F)
1

1------> 0 est

avec~. s. (y)
1 1

localement engendré par un nombre fini

p

l
i=l

1-----> FI u

1-------> FI u

Supposons F

dOllC F es t de type -fi ni.

La suite

est de la forme

~ ~_s. (y) E F (y E u)
L. 1 1 Y

i=l

p est surjectif puisque par hypothèse tuut élément de F
y

ses sections. Nutons rp l 'homomorJ-lhisme défïni par:

Preuve :

(ie tout élélOent de F , YEU, est cOlllbinaison linéaire, à
y

t
1

:::: (1,0, •.• ,0), •••••• ,
1
1

Inversement, supposons ( 1) vérifié. Pose,ns

t = «'1, •... ,0,1)
p

1 42
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I.J. E F ,y E U.
y y

<p sur jec ti -f => l.J.
y

'P (a , ••• ,a >, a. E A
Y 1 PlY

- 'P (a _ t _+ •••• +0. t )
Y l l P P

1
1
1

Soit;

=>

/-ly

l.J. y o.l'Py <tt) + ••• +

p

I.J. = \' a.tp (t.)
Y L 1 Y 1

i=.:i

a. 'P (t )
P y P

localement1
1

Si on écrit s. (y) = 'P (t. >, on voit que 'P permet de définir
1 y 1

un nombre fini de sections s. de F ; et que Fest
1

engendré par les s., ce qui satisfait la condition du Lemme.
1

Définition II.1.4 :

Un faisceau de A-modules F est dit cuhérent si :

1 a) F est de type fini

couvert u c X,

sont des sections de F au-Llessus d'un1 b) Si

le -rai sceau LIes relations entre les 5. est
l

un

- On notera le caractère local des définition~ II.1.2 et

o~ u c X est ouvert, le faisceau KErtp est de type fini.

Remarques II.1.5 =

soit

\

(on exige pas que 'P

t------->F

de la définition 1[.1.4 est équiva-

Pour tout homofllor'phisme

- La condition b>

lente à ce qui suit

11.1.4.

SUI- j ec t i 'f >•

faisC8au de type fini (sur l'ouvert u).

Ker'P est appelé faiscedu des relatic,'ns

1 Si = 'P(O, ••• ,l, •••• O), i = 1, .•. ,p.,

entre les sections

1
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F. est cuhér"ent si et seulement si, localement il est

COhÛr"2IT{; ; en d' au tr"es term8s tout ..... E X admet un voi si naye

u tel que FI suit cohérent.
u

Lemme 11.1.6

Soit F un faisceau de type fini. Si sl""'sp sont des

sections de t=, dé·finies au-dessus d'un voisinage d'un puint

X E X, et qui engendrent F , elles engendrent F pour tout y
x Y

assez voisin de x.

Preuve :

Puisque F est de type fini, il y a un numbre fini de

sections de F au voisillaq2 de x, soient

~ngendr·ent

t1,···,tp

F pour" y assez voisin de x (C1: Lemme 11.1.3).
y

qui

Puisque par hypothèse les s.(x) engendrent F ,
J x

il existe

telles que

f .. (x)s.(x).
1 J J

t. =
1

des sections f ij de A au voisinage de x

p

2
j::zl

son\; dé1:inies au-dessus de w et la l-elation1
Il existe un ensemble ouvert w ~ x tel que les f..

1 J

alors que, pour y assez voisin de x, on a :

1

1

t. (x)
1

p

= 2
j=l

L .(x)s.<x)
1 J J

vraie en tout point de w. Il s'en suit

1
p

t
1
· <y) = '\' f. . <y) s. (y)1.. 1 J J

j=l

(1)

1
1

Suit ~y E Fy , Y E w, puisque les t
i

p

~y - l ai <y)t i (y)

i=l

engendrent F
Y

a. (y) E A
1 Y

on a :

1
1
1
1



p

= l
i=l

Icc (y>
\. l

p

l fi/Y> S/Y>]
j=l

cf (1)

s _(y>
J

s _(y>
J

p

(l C\ (Y>fij(Y>]

i==l

p

l
j=l

p

~[1--(y>L lJ

j=l

=

èlvec

p

[1.. (y> == ~ 01._ (y> -r. .(y> E A •
lJ L l lj Y

i=l

engendrent alorsLes s. (y>
J

Lemme 1 1 • 1 • '/ :

Tout sous-faisceau de type fini d'un faisceau cohérent

est un -faisceau cohél-ent.

Pn~uv(! :

Si un faisc~au F vérifie la condition b> de la

définition Il.1.4, il est évident que tout sous-faisceau de F

la vérifie aussi.

2) PRINCIPALES PROPRIETES OES FAISCEAUX COHERENTS

lhéorème II.2.1 :

une suite exacte d'homomorphismes,

1----'[1'--_> H t-----> ü

1
Soi t ü 1-1----> F

01.
1------> G

si deux des trois

1
faisceaux F, G, H sont cuhérents, le troisième l'est aussi.

Preuve :

1

1

Supposons G et H c.ohérents. Il ~xiste localelllent un

.:~om(JlIlorph iSOle surjectii" y : j':)p 1 > G, car G ~st de type
(

/ fini ; soit JI' le noyau de [1oy, puisque H est cohérent, JI' es'!.

1
1
1
1



un faisc;eau de type fini <d'après Id condition b) de la

définitioTI [1.1.4). Donc y(9) est un faisceau de type fI ni,

donc cohé,-errl; d 1 dpn~s le lemme II.1.7. l''lDntrons que Cl est un

i sOfllorphi sme de F" SUI- y (9) ce qui nous permettra de conc lur~

que F est cohérent.

Cl injectif car la suite est exacte.

Cl surjection de F sur y(9)?

9 ::. Ker<~oy) y(9) c Ker~

y(9) c KE:r~ <i )

Soit x E Ker~ ===> ~<x) = 0, puisque y : AP
1 > G est

surjectif et x E 6, il existe t E AP tel 4ue x = y<t) ;

Ainsi

~<x) - ° --=> ~(y<t») ::. 0

-> ~oy<t) ::. 0

~ x = y<t) E y(9)

1 Donc <i i )

1

1
1

li) et <ii) ---> Ker~ = y(9).

La suite étant exacte on a Im<Cl) = Ker~, donc Im<Cl) = y(9).

Cl : F > y(9) est donc un isomorphisme, et puisque

y(9) est un faisceau cohérent, il en résulte alors que Fest

un faisc.eau cDiïér'ent.

Supposons F et G cohér-~,mt5. Pui sque 6 est de type fi ni,

que H vé,-ii'ie 1..1 conditiun b) de la dé'finitiun II.1.4.
1
1

'\
H e~t aussi de type fini c.ar H = ~(6) il reste à montrer

1
1
1

l~6



Soient s .•..•• s un numbre fini de sections de H au
. l' . P

voisinage d'un point x E X. Ld question étant locale, on ~eut

suppuser qu'il existe des sectiuns si' ... 's~ de G telles que

s. ::.:: rH s~ ) •
l. 1

u
S .

.L---------> H

POUl- qu'une fami Ile f'
l

, ••• ,f
p

d'éléments de AV appartiennent

à ~(sl' ••• 's) , il faut et il suffit qu'il existe
P V

9" ••• '9 e A tels que
1. q V

un nombre 'fini de sections de F

Il

Suit d'autre part

au vuisinaye de

11 1 ,···,nq

x, engendr'ant F pour V assez voi si n de x.
V

En eft'et

p

\ f- s~L 1. 1.

i=l

=
P

\ g. Ol(n.)
L J J

j=l

en V

::: Kerp
p

\ t". s. (x) '- 0L 1. 1

-----> F ; ~(5 .. , ••• , S )
1 P

<=>

i =1

IJ

l L rH s~ ) (x) - 1)
). l.

t

(

1

1

1

/

\

i=-l
p

<: > (5 ( l f-S~(X») = 0
1. l.

i=l
P

<: > l f. s~ E Kel- (5 Im(Ol)
1. l.

i=l
P q

<:=> l f . s~ = l 9 . Ol(n.) en y
1. l. J .)

i=l j=l

47



le 1:aisceiiu des r-elatioTl5 entre les s.'
l

et les 0.( n _)
J

est de type fini, puisque G e~t cohérent. Le faisceau

X(s., ••• ,s ) image du précédent par la projection canonique
1. p

de AP+q sur AP est donc de type fini, ce qui montre que H est

un faisceau cohérent.

Supposons F et H cohérents. La question étant locale, on

peut supposer· F (l-esp. H) enyendré pal- un nombre fini de

sections n 1 ' ••• , Tl (resp. s 1 ' ••• , s ) en outre on peut
p p

suppuser qu'il existe des sections s~ de G telles que
l

s. == ~(s~) car la suite est exacte, ce qui montre que ~ est
l l

sur jecti 1~ • Il est clair que les s~ctions s~
l

et a(n.)
J

engelldr·ent G ; 2Tl effet :

Puisque F est engentJn~ pal- les Il . , on il lm(a) == Kel-~ est
J

engendrée par les Cl(n.) ; d'autre p.:lrt (G Ker'~) est
J

engendr-é Pè:H- les s' car- pour- tout 1, E (H o ) on
i ' H

Il - l Cl i
s_ (x) - l Cl. ~(s~)(x) == ~( l Cl. si (X»)

l l l l

i i i

ce qui montr-e que les si engendrent (G - Ker~).

a :

E rrn~

Les assertions Ker~ engendré par les Cl(n.) et (6 - Ker~)
J

engendré par les s~ prouvent que G est engendré par les
l

sections s~
l

et a(n j ). G est don~ un faisceau de type fini.

Soient maintenant t
1

, ••• , t un nombre fini de sections
1-

de G au voisinage d'un point x puisque H est cohérent, il

existe des sections f .. de A
l- (1 ~ i

. J l
1 j ~ s),

définies au voisinage de x, et qui engendrent le faisceau des

r

relations--~Tltre les ~(tl). Pusons u
j

== 2: JJuisque

i::..:l

(

/

t .. în (-(;.)
JI (J l les u.

.)
sont

48
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le faisceau descohérent,1m(a) = Ker~ ; et comme Fest

relations entre les u_ est engendré, au voisinage de x, par
J

un nomLJroe fini de sections, soiellt Ykj(l ~ j ~ s, l~k~t).

Un a les \' ,olk 0 f __ qui ellgendn:mt :R.( t 1 ,···,L ';j'J .)1

j:..=1

t )
r

au voi si ni.H]e

de x ; 8r1 effet

r

si l 0<: t_ - 01 _

1 1

i=-=l

en y, avec "f­
1

e A
Y

, on a

r'

\' f.(Ht. )L 1 1

i=l

- 0,

s

et il existe g. e A avec f- = l g- t- .. ; on a
J y 1 J J.1

j=1
r r s

l f_ t_ = l ( l 9_f._)t_
1 1 J Jl 1

i=1 i=1 j=1

s

=

,-
En écr i vëlnt \' of. t _ = 0 , on ubti entL 1 1

j=1

= 0, d'où le

fait que le système des g.
J

est combinaisun linéain~

systèmes gkj , C2 qui démontr-e nutre asser-tian.

1

1

G véri"fï e durlc la candi ti on b).

lhéorème II.2.2 :

Sait tp un homomor'phisll1e l.l'un faisceau cohérent F dans un

1
faisceau cuhérent G. Le noyau, le cunoyau et

sont alors des faisceaux cohérents.

l'image d2 <p

1
1

--.\

i

/
1
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Preuve :

f:'ui sque G est c.ohér ent, lm<p est de type 'fi ni , donc.:

coh~nmt d' apl-ès le Lemme Il.1.7. En app l i quant

II.2.1 aux suit~s exactes

le théorème

o ----> Ker'<p -----> F -----> Im<p ----->0

1) ----> Im<p ----> G -----> Coker<p'----> 0

on voit que Ker<p et coker<p sont cohérents.

Corollaire 11.2.3 :

Soient F et G deux sous-faisceaux cohérents d'un

faisceau cohérent H. Les faisceaux F + G et F n G sont

Pr-euve :

Pour F + G cela résulte du Lemme 11.1.7, car F + G est

Url sous-t"ai sceau de type fi ni de H.

<p : f ~----> H/
G

; ker<p - {y e F 1 <p(y) - O} = G

on a G ::> F n 6 ( i )

y e G )- Y e Ker<p

";> y e F et <p(y) = 0

.... y e G n F/

d' . G F n G (i i )ou c

( i ) et ( i i ) "> Kel-<p - F n G.

Donc F-" n G est le nLJyau de F 1 > H/
G

i 1 est alors

cohérent d' apl-ès le théorème Il.2.2.

1
"

\

r
.1

!
1

1
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PROPRIETES DE RECOLLEMENT DE FAISCEAUX

Notons par- U la base d' ouverts telle que Vu E U,

Il existe sur X un faisceau F unique à un isomorphisme

F _ (u)
1

> Fi 1 .
u.nu.

1 J

Exi stem.:.:e de F

3i El: u c u.; Pour tout u E U, chuisissons un des
1

près; et si 4>. : FI ~--> F. on a :
1 u. 1

1

-14>. - = 4>.0 4>. sur· u. nu. pour- tout couple (i,j). - 1·
1 J 1 J 1 JI,JE

Pr'euve

Soi t X = U u. un recouvrement ouvert de X. Puur- tout
iEI 1

i E l, soit F. un faisceau sur u. et pour tout couple (i,j)
1 1

Proposition 111.1.1

soit 4>-. un isomorphisme F
J
·

1IJ u.nu.
1 J

1) FAISCEAU OBTENU PAR RECOLLE.MENT

li

Soient u,v éléments d~ U tels que v eue u. n u._
1 J

4> .. étant un morphisme de faisceaux, le diayramnle
1 .)

G(ui := F. (ui (qui est celui cl1oisi).
1

pour un des i tel que u c U.
1

(Axiome de choix) et posons

i
Pvu

(

/
i

51

(4) .. )
IJ V

(4). -)
IJ u----------> F. (u)

1

----------> F:" (v)
"

F . (v)
J

F . (u)
J

j
Pvu

est commutatif.

\

l
1

1
1
1
1
1
1
1
1



Posons p vu
i

- Pvu : Fi (u) ______> F. (v) pour F. (u) -
l l

G(u)

et F. (v) '::.: G(v). Un ù ùlür·s
l

G est donc un pré1:ai sceau sur U.

Suit u un ouvert de X, la famille (G(v) , Pwv
) (avec u,
wcveu

v, w éléme1lts de U) forme un système projectif.

Posons pour tout ouvert u de X F(u) = lim G(v) ; le

<-
yeu
veu

diagramme

F(u' ) > G(v)

iF (u 1 ) r l (u eu')

1
P~u'F(u 1 ) > F(u)

- Soient u, u', u" trois ouverts de X tels que u e u'

b) Soient w e v e u tel que w, v, u éléments de U

i i
Pwv 0 Pvu = Pwv 0 P vu = pwu·

eu" ,

POUl- tout

murphismes

est alors

des

-----,> G(v».

projectiveli mi teconune

----> G(v) puur· v eu.

----> G(v» 0 p' , = (F(u')uu

Montruns que F est un préfaisceau.

ouvert u de X.

définil::c"

La r·estriction p' 1 (u e u' deux ouverts de X)
uu

F(u' )

es 1; alor"s COlnlllutati·f.

- Le diagramme précédent montre que P~u = IF(u)

(F(u)

a) Pour tout u E UIl

Il

Il
li
1 1

1 1

t1

Il
Il
Il
Il
Il
tl
Il \

Fest dunc un préfaisceau.Il
il
1

on a : p' 0uu'

Pl-O jecti ves.

P~IU" = P~u" par

52

tra,...~iti vi té
1

.1
i

des limites

Il
1 .

1



Sui ent mai ntellant u un ouver" t de X et U = {u.}. 1
1 lE

un

r"ecuuvr"ement ouvel-"I; d2 u 1<.1 suite

0 ) F- (u)
i"

)- n r (u. )
g

) n F (u" - )

i 1 <i,j) 1 J

donnée à la proposition [.2.7 est exacte eTl vertu de la

dé"finition de la lilllite pi-ojective. F est donc un faisceau

sur X d'après la proposition 1.2.7.

Unicité de F

Soit U' une seconde base de la topologie de X, contenue

dans U. Pour tout ouvert u de X, posons

F'(u) = lim G(v).
<-
vÉU

veu

Montrons que ~' est isomorph8 à F.

Le diagramme

F(u) ) G(v)

iF(u) l l
F(u) > F' (u)

est COfllfllutati f ; ce qui muntre que 'fi u UTI ouvert de X on a

-----> F(u 1 >] = l im
<-
vE'U'
VEU

(F (u > -----> G(V)]

D'autre part on a

cummutatif suivant

F(u) - lim G(v), d'o~ le diagramme
<--

vE'U
veu

FI (u) ) G(v)
\

r r
\

iF l (u >

"\
FI (u> ;,. F(u) .1

!
!,



Considérons d'abord le cas particulier o~ u e U

( d Q ne F ( u ) ',= G ( u) ) le di agr afll/lle pni:!cédel,-l; devi en'!;

de X.

Considérons maintenant le cas où u est un ouvert quelconque

F(u) = lim G(v) F' (u) = li m 6(v)
<-- <--

veU véU'
veu veu

sont des diagrammes commutatifs . d"O~ :,
(F 1 (u) > G(u) ) 0 (G(u) > F' (U») = iG(u)

et (G(U) > F-'(U») 0 (F' (u) > G(u) ) = I F ,(u)·

lionc le morphi~me F(u) > F' (u) est un i~C1morphisme si

---> F' (u)

-----> G(v)

l
1-----> F' (u)

G(u)

l GIUll
G(u)

>- G(v)

1
) G(u)

F' (u) > G(v) pour

-----> G(v).----> G(u)F' (u)

-----> G(v)

1-----> G(u)

----> G(u) ainsi définis sont des identités.

FI (u)

i F ',u>l
F • (u)

F' (u)

iF' 'ul1
F' (u)

Montrons que les composés des morphismes G(u)

v eU', v e u se factorisent en

Le diagramme (v e U, v e u)

f-\' (u) ) G(v)

I F, (u) 1 1F 1 (u) > F' (u)

ce qui montl-e que les morphi smes

et F' (u)

u e U.
Il
Il
I~

Il
Il

1 (

1 1

Il
1 1

II
Il
Il
Il
1
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2St COIomutati1'. On a a1ül-s F" (u) = ,lim G(v)
<.--

vEU
veu

(F(v), </>' >. l est 'la li.oite projective du système projectif:a. lE

la

un

F.
1

que

t'orme

montrent

> F- IJ v

l</>' .
IJ

Fi Iv

> F
jlV

j
4J ..

1 J

F. 11 V
\

</>'J

-1= <f;. 0 <P ~ .
1 J

Fklv

F Iv

'.
On di l que le f.li sceau F ~st obtenu par r~co llement des

55

au muyen des 4J. _.
1J

l'unicité d'unE: limite projective à un isomurphisme près.

-1
Relation : 4J, . = 4J. 0 4J .•

1 J 1 J

Les relations 4Jii == 1F . et 4Jij 0 4J jk = 4J
ik

1

t'amille (F. (v), 4J.. >.. r' pour v e u. n u. n u
k

'
1 1 JI, JE 1 J

f'(u> == ,linl b(v). fi est. dunc. isomorph~ à F, compte tenu de
<.--

vEU
veu

- 4Jij 0 4J ik - 4Jik muntre que le diagramme

4J jk

système projectif

est commutat i l' •

(F. (v), </>' .). . l' on a donc (puur v e u. n u _) le diagramme
1 1,) 1, JE 1 J

commutatif suivant

4J. == <P- . 0 4J., d'où 4J..
1 1J J 1J

Définition lII.l.é~

Il
II
!.
1.
I~

i



11
2) CUNSTRUCTION V'UN MUHPHISME ENTRE VE.UX FAISCEAUX UBTENUS

PAR-RECULLEMENl

Bi F' désigne le faisceau sur X obtenu par recollement des

et suit F! un autre faisceau sur u., supposons donnés puur
1 1

le

du

F

e

X,

>Fi 1
u.nu.

1 J

murphisme

de

un

notationsles

ouvert

existei l

-----> F!.
1

alors

recouvrementu. un
1

des <I>!.,
1 J

moyenau

Soient u et u' deux ouverts de X tels que u e u'

Dans Cl? paragrdphe on reprend

F!
l

tout couple (i,j) un isomorphisme ~ij: Fjl
u. nu.

1 J

Soient X == U
iel:

faisceau obtenu par recollement des F. au moyen des ~..
1 1 J

et Vi e 1 un morphisme e. : F.
1 1

e : F---.> F'.

pdrdgraphe précédent.

le d i dg ..-ètffime :

Proposition 111.2.1.

Preuve

r1
11
Il
II
Il
Il
Il
Il
[1

e. 11 U

1
1

F. l '1 U

l
Fi lu

est commutatif.

___$_iI.....u_' _.. > F'

ru'
--------> F ~

1 lu

(1)

Pour tout ouvert u de X posons

u eu' deux Ol1ver ts de

= lim (e. 1 )<__ 1 v
veU
veu

restriction

pouret

laô'
uu'

note

,el
\ U
\

on,x

-----> F- 1 (u).F' (u' )
1
1
1 56

Il



On si.l.i t déjà que p' ,uu
.=: l i III ( F ( U 1 ) )

<--
vEU
veu

------> (:i(v» de la

ro@m8 'façon on d :

6'uu'
=: lim (f-'(u'»

<--
vEU
veu

------> G' (v) ) •

6' étdnt le préfdiscedu sur U déduit des F~
1

la même

méthode utilisée pour la déduction de G des F .•
l

On a donc

F' (u) =: lim G' (v) pour tout ouvert u de X.
<--

vEU
veu

Par définition de a
lu

' , le diagramme

F. 11 V

a'l1 v
------> F~ 1l V

l l
F lu,------> ~iu'

8 1u '
est ClImmutati of.

(2)

1im (8. 1 )
,IV
"---

vEU
veu'

Suient lIIaintenant u e u' deux ouverts de X, montrons

l'existence d'un morphisme a : F ------> F' i.e d'une famille

rendantF'
Iv

> F'

l
'::

uu'

F'
lu

------>

__a_lu'

('
F- 1u -----'-->

p~u'

(8
Iv

) de morphismes a/v : F
lv

commutatif les diagrammes suivants:

1

1

1

1

1

1

1

1



Un a :

Viel

\

et

u.rlU.rlU 1 •
l J te

x

l'existence

sur

de

d
, .ou

_______> G <v ) )

-----) F- i (V»)J

58

----> F'.

-------> G'(V») 0 8
1u

'

u. un recouvrement ouvert
:l.

...
: F

î > F et çZ
J u. rlU. ilu.ru.

l J l J
."

> G tel que 4>.. = tF.etïlu.rtu. 11
l J l

G
jlu.(Îl..1.

l J

VCU

= li m (F 1 (u 1 )

<--
vE1.J.
vcu

:"-: hm [(F-"l (u')

<--
vE1.J.

Soient X =" U
ieI

tel que le diayramlne

(v~>G(v) = F_ (v) pour un des i tel que vcv.).
1 l

isornor-phismes rp ..
l J

Fi et Gi des faisceaux sur" u i ' et pour tout couple (i,j) des

Proposition 111.3.1

d'un morphisme e : F

= <5~u 1 0 8
1
u ' •

Les diagrammes (3) sont donc commutatifs;

Supposons donné pour tout i e l un morphisme 8. : F. ---) G.
111

3) AUTRE CONS1HUCTION DE MORPHISME

VI· .lJ

8
1u

0 P~u'
:=. li HI (8. 1 ) 0 li Hl (f(u')

<--
). v

/,--
vE1.J. vE1.J.
VCi1 vcu

.- li III [ai 1v 0 (F<U')
""'---
yeU

vcu

1

-1,
1
1

1­
III

1

l'I-I-
l'Il
1



soi 1; cOn\mutati'f.

F ------;:;------>8
i lu.nu. a. i lu.nu.

l J l l J

1
1
1

. j lu. nu.
l J

~i j il lfI· .
l J

(1)

1

1

1

1
1

Si F (resp. G) désigne le faisceau obtenu par recollement des

F. (resp. G. ) au moyen des <p .. (resp. lfI· .), alors il existe
l 1 l J l J

un OIOI-ph i sme a : F > G tel que le diagramme

ri
a > ri<p. lfI· (2 )

I l

F. > G.
l a. l

l

soit commutatif.

Preuve: Hom(F, G) est un faisceau et on a

G 1 ) •u.
l

-----> G 1 df."d i ni paru
i

r"
a. =-

l

> F
l

r(u., Hum(F, G» = Hom(F
1 lUi'

F ---=---> G.lu. <p. a. I -1 > Glu.
III "Pi~ I

'----------------

Désignons par a. le morphisme F
l lUi

-1
lfI

I
· 0 a. a <p.

l l

li
11

l1
1 1

a. 1 = a'
il U.IIU. J U.lÎu.

I J l J

f"lontruTis que V( i, j)
li
! r.

II
r 1

,1

1 1

1 1

1 1

sur u. IÎ u. on a :
I J

'" -1
a. = lfI. 0 a. a <p.
III l

-1
= lf' ï

-1
= ~i

-1
= ~i

-1
== lfI i

a.
L

a a. a (<P. . a <p.)
l l J J

o (a. a <p . . )
I I J

a ("P . . a a ')
I J

o1f'.. oa.
l J J

59

( ct· 11 r .',1 )
\

\

(cf diagramme (1»



-1 -1 B. ep.= (lfI . a lfI· .) a lfI· . a a
J l J l J J J

-1
B. ep.= lfI· a a

J J J
.'w

= B .•
J

l
Ai TIsi V (i, j) B = BI'ilu.nu_ j u.Îlu.

l J l J

Il exi ste dunc un rnorplü sme B ; F -------> G tel que

faisceau Hom(F .• G).
1

Vi e = e. en vertu de la propriété de recullement du
lUi l

1

1

F
lu.

i

-----,---> F.4J. l
l

------::"....----> G.e. l
l

> G----'::""1- lUi
lfI i

1 1

11

11

11

11

11

11
11
Il
11

Il
Il
Il
Il

e
et on a. :

'" -1 -1 -1
lfI· u e a 4J

l
- = lfI

l
· 0 (~. 0 e. 0 4J.) 0 ep. = e.

l l l l l l

===.;) lfI. 0 e = e. 0 ep .•
l l l

On voit donc que le morphisme e répond à la question car si

on prend e = e le diagramme (2) est commutatif.

60
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Définitiun IV.l.ë

On dira que F est A-cohérent s'il existe une suite exacte

l'ensemble des polynômes P E A qui ne s'annulent pas sur u.

S
u

pointsdes

--->0

1 1 ellsemb 1e

la topologie de Zariski

=

l'anneau d2S polynCimes à n

---->F

X J
n

____>On
-x

Où fil et n sont deux entiel-'':; ~ 1.

Théorème IV.l.3

Soient <x,e ) un espélce lucaleolent annelé,
x

y = Spl::.·c<r<x,e» et Fur, e -module A-cuhérent.-x -x

tout ouvert u de X, e s'appelle le faisceau des fonctions-x/u

Dans tout c~ chapitre, K désigner'd un corps commutatif

Soient <x,e ) un espace annelé, et f un e -module.x -x

FAISCEAUX A - COHERENTS.

CONSTRUCTION DE FAISCEAU.

Soit e le faisceau des fonctions régulières sur X. Pour-x

1) Généra li tés

régulières sur u et on le note souvent e
-u

Définition IV.l.l

pas dans kil, B = S-lA et pour tout ouvert u de X par

la tupo logi e i ndui t~ sur' X

de y), S O~ l'enselllbie des polynCimes Q E A qui ne s'annulent

k - rationnels de Y = Spec<A) pdr

i n1~i ni, A - K (X 1 ' ••• ,

variables SUl- 1<, X =- Kn muni de la topologie de Zdriski <i.e

Alors il existe un ~y-l'iOdule de prËsentation finie G tel qu~

\F = 11'--1 <G)

/ où II' : X ---> y est le morphisme canonique.

t

1
1
1
1
1
1

1
Il
II
li
Il
Il
il
II
Il
Il

"1

1,1
1

l'
1-



Réciproquement si G es~ un ~y-mOdule de présentation

F=~-1(G) est un e -module A-cohérent ..,... -x

rl1ile,

Preuve

Soit F un eX-module A-cohérent on a alors une suite

exacte

1

(
(1 )

o 1
X

sunt

u (1 2 )
-- > U ------> F

x

finis.

------> (1 Où 1 et
1

et G =-= M
( l,_ )]

______> r(x, eX) ê

1

1

[

( 1 _)

Posons M = coker r(X,e
X

) l

le eV-module associé à M.

G est un eV-module de présentation finie (cf(O) 5.2.5) (et

lluasi-cohérent cf(O) ::i.2.5)
1

1,1.4.3). Alors on a une suite exacte (car- G est

Où v = r(X,u) , qui donne la suite exacte

-----> 0------> G

(1 ) _-1[ <Il]
0x 1 -rp eV

-1
or rp (v) s'identifie à u, donc le morphisme canonique

rp-1(G) > F est un isomorphisme. On peut alors cc'IIIt-ondre

F et rp-1 (G) •

1

1

t 1

Il

62

etdruiteàe:-:·:ac t

est conoyau d'un homo-

-1
rpu est

-1(GI )
rpu V

est la restrictiun de rp à u, on arpu

comme

rp--1(V) et si

_ rp-1(GI v ;
u V

u =Si

V t~l 4ue 81 V soi t le cunoyau d' un hOlfJomor-phi SOle

Réci pr-oquement : Soi t G un ~V-lTlodule de présentati on fi ni e.

Pour tout x EX, il exi ste un voi si nage ouver-t V de rp( x) dans

"commute aux suOlmes directes,
i

!



mùrphisme

conoYd~ de cet homomurphisme ; et par suite

'P-1 ( G) 1 es t
u

'P-1 (G) es\;

63

Preuve:

catégories.

torsion.

qu' en p lt 5

e -module sans-x

tel

de présentation

la catégorie desde

o et un monomorphismen )

---> y le morphi srne canoni que.

un e -module-y

- tp-l(6'). Comme f est untel que F

iii) 'P (X) contient Max (A).

___>tp-1 (6)

i: G' >efl •
-y

tor-sion, on en déduit QU2 G' est un e -module sans
-y

Il existe donc un entier-

l'application

i) Le morphisme 'P est pla'\;.

--:1On en dédui t donc un monofllor-phi sine 'P (i): F

Alors le functeur 6

i i) L' ar.neau B est produi t -fi ni ci' anneaux i ntègr-es.

Soient (X,e
x

) un espace localement ê1rlnelé, 13 = r(X, ~;<),

On peut supposer que B est intègre. Pour établir le théorème,

D'après lh.IV.l.3, il existe

un eV' -module sans torsion quelque soit y E y) et celle des
- y

D'autr2 par-t, comme F est engendré par ses sectiuns globales}

il existe un épimorphisme t:~~I) >f

il suffit de prouver que si F est un e -module A-cohérent et-x

sans tor-sion, F ~ tp-l(G) où G = r(X,F)·v.

fl nie [j'

On suppose véri"fl er les cundi ti ons sui vantes:

y = Spec (B)et 'P : X

e -modules cie présentation fInie et sans torsion (ie G est-y y

e -modules A-cohérents et sans torsion est une équivalence de-x

A-cohéren {;.

Théurème IV.l.4
1

1

1

1
1

!I
1

Il

11

11
II
Il
Il
Il
Il
Il

--\
(

1
!

Il
,-,

Il
Il
Il



soit su,ojective.<I)
r<x'ot): r<x,e) --------> r<X,F)x

dédui t donc des morplli smes

eU ) > «>-1 <r< x,F)'" )__u__>F
-x

--1.
p 1 >en

Où
-x

UII en

épimorphisme puisque .= e~t ~ngendré par ses sections

globales. Donc u est un isomùqJhisme de t-aisceaux.

Lemme IV.l.5

Soit K un cor-ps non algébriquement clos intïni ou non. (\lors

pour tout idéal l de A, il existe f E l tel que V<I) = V<f).

Où P est un polynôme homogène à coefficients dans K.

Preuve

tout

. .. ,

pourqueK tel

il existe une extension

Il existe donc un polynômex } une base de K'sur K.
III

en m
2

variables Pl à coefficients dans

finie K' de K telle que m = [K':Kl ~ 2. Soit il = {xl'

homoyène

K étant non algébriquement clos,

~< E K', x par x

dans K on ai t uet <f ) == Pl 0'1' ••• ,À ). Par conséquent
x ln

P
i

E:!S t un po l ynôrne homogène qui ne Si anllu 1e qu •à 1 1 IJ ,- i g i ne.

a) Montrons par récurrence sur K ~ 1, qu'il existe un

k
polynôme hOffioyéne Pk en m variables à coefficients dans K

lJui ne s'annule qU'à l'or-igine.

en

y - .,
l J

Il est

homogène

l~i~m.Y. kJ.lm -
. . . ,

un polynôme... ,

k+lSupposons que P. existe. Cunsidél-OIlS les m val-iables
Î,~

l~i~m et l~j~mk. Posons Q.=
1

k+l
m variables à c~efficients udns k qui

i
;'

ne s'annule qu'à

64



Preuve

<IV.1.6),

ne s'annule

qUI est un0)0,

1 admet un zéro dans u équivaut
u

Dire que

65

"il

i
l'appJ/ication

/
i

Corollaire IV.l.?

Les not::~ions et les hypothèses étant celles de

10 = s-l 1 ~ H •
u u u

d'après l'équivalence de 1) et 2) à la relation SnI = 0, ie
u

2') L'idéal 1 est différent de B •
u u

1') L' idéal r possède un zér-o dilns u.
u

les conditions suivantes sont équivalentes:

2) L'idéal 1 possède un zéro dans u.

Autrement dit, soient B = S-lA et 1 un idéal de B. Alorsu u u u

1) 10ut élément de 1 possède un zéro dans u.

a) D'après lemme IV.l.5, il existe f e 1 tel que V(l) - V(f

Pal- cOllséquent 1) et 2) sont équi va 1entes.

IJ) Soit 1 l'image rél.:ipr-oque de 1 dans A. Alors on a
u

n
idéal de A = K [Xl' ••• , Xn ) et u un ouvert de K •

Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

Théorème IV.l.6

Il est clair "ue f = P (1~ k l'

Soient K un corps non algébriquement clos infini ou non, 1 un

élément de I,(puisque Pk est sans terme constant)

que sur V(l), autrement dit V(f) = V(l).

b)(;elël étant soit (f
1

, ••• , t ) une partie.- gt>nt~Tatrice ilnie
s

k
de 1. Soi t k un entiel- tel que na'~ s.

l'ol-igine . On en conclut: dOllc que l 'as~;el-tion a) est vr-aie

quel que soit k.•
•
1

•
,
~
1

:~

1



l~i~(\

est une appliL:dtion bi jecti/e de u sur- l'ensemble des idéaux
1
1 maximilux de B •u

-----> 2: (X _
l

(AL) El
l u

w.) B est un
l u

2) Construction et Exemples de faisceaux A-cohérents

(IV.l.6), .Al.u admet un zéro w = (w
1

' ••• ' wn ) dans u.

idéal de B qui admet w comme zéro, dunc .Al. ;;t! B et
u w u

cldir que .Al. est ma:<imal.
W

Réc i p,-oquement si .Al. est un idéal filaxi mal de Bu'u

est

est

d'après

Il

il

(X.
l

clair que ~ =.Al. •
u W

Pour tout w = (W 1'···' wn ) E u, .Al.w :..:. 2:
l~i~n

Preuve =

Il

1

1

1

/

66

/

d'un

$ -module
-u

AloT-S il exi~te

sous-$ -module cohérent-u

un polynôme non nul.Suit P E ft,

Nous aurons besoi TI ÔU lemme suivant

A--cohérE'nt.

Si n = 1, l'assertion est triviale puisque P n'a qu'un

infini. Nous su~poserons que l'assertion est vraie pour tout

polynôme non nul à n-l variables au plus sur K et que P
\

nombre fini de L:lcines dans K et que par hypothèse K est

nSoient U un ouvert de K et $ le faisceau des fonctions
-u

Lemme IV.ë.ë

Théorème IV.2.1

régulières sur u. Alors tout

Preuve

$ -module A-cohér-ent et sans torsion est un-u

1
,1
li
li
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il



dépC::!nd ef"t-ecti vement de n var-i.:.t.b les. On peut donc écril-e

p = l- a X
IO Où a E K(X 1 '···' Xrl- 1] et a ~ o. Par

!ri fTl S

O~fTl~S

conséquerlt il existe (01.1 ' ••• , 0\ ) E K
n tel qu~

n-l

cl (01.
1

' ••• '01. 1) ~ o. On en conclut que le pulynôme
s n-

E K[X )
n

n'est J-Ias nul. Il E:'xiste donc

un 01. E K tel que P(Ol., ••• , 01. _,01.) = P(Ol ) ~ o.n L n-L n n

Corullaire IV.2.3

L'intersection de deux ouverts non vides de X E'st un ouvert

non vide de X. En pal-l;iculïer X est connexe.

Preuve

Soient Ut et u
2

deux ouverts non vides de X, alors il existe

67

sans torsion tel qu'il existe un recouvrement de v par m

globales. Nous supposerons que pour tout ouvert v de u, et

0,

sections

Soit G un

==pcomme

v _____> S -1 t'l.
v

Muntrons d'abord que G est engendré pclr ses

type fini M tel que F suit le faisc8au

ouverts au plus (v. )1<-< < ' tels que H/v
1
. soit engendl-é pal-

"\ 1 _l_p_m

ses ~ections globales, alors H est engendré par ses sections
/

torsion F. Il existe donc un r(u, e )-module SëH1S torsiun de
-u

tuu,\; sous-e -module collérent H d'un e -module A-cohérent et
-v -v

sous-e -module cohérent d'un e -module A-cohér"ent et sans
-u -u

Supposons K infini et non algébriquement clos.

Démonstration du théurème IV.ë.t

Par conséquent D(P 1P2) S u 1 ~ u 2 et

D(P
1P2) ~ 0 d'après (IV.2.2), d'où la conclusion.Il

Il
li
Il
li
(1

Il

Il
1t

Il
Il
l'



ylobales. Nous supposerons alor·s qu 1;; l existe un

r~couvl'ement ouvert (u.).<_< 1 de u tel que. u.;;t! 0 et Glui
1 l_l_m+ 1

soit engendré par ses sections globales.

Soit x une s2ctiOl1 g lub.:l1e de G/v où v - U u_ où
i El

ï

1= {l, .••• , m} ou r = {m+l}. On suppuse qu'il existef E A

tel que -fx se prolunge en une section globùle y de f".

Nous allons montrer que y E r(u, G).

Suit H le sous-e -module de F engendré par y et soit H le
--u 0

noyau de l 'homomm-phi sme canoni que H --->F/G. Alar's

comme y/v == fx E G, H /v == H/v.o

Donc l'ensemble des points u de u où (H) ;;t! (H)o u u
est un

ouvel-t w de u contenu dans le fermé z == u - v de u. Mais

d'après (IV.2.3) l'intersection de deux ouverts non vides de

Kn est non vide et comme v n w == 0 et v ;;t! 0, on en conclut que

w == 0. On a alors H == H, autrement dit y E r(u, G).
o

Cela étant posuns v == U u .• Comme par hypothèse G/v est
l:5i:5m 1

engendré par un nombre fini de sections globales x 1 , ••• ,xs '

de m~me Glu est engendr-é par un numbre fini01+1 de sections

1

r
1

ylobales xs+l' ••• , x et que pour tout ouvert w de u, on a
~

r(w, F) == 5-1
M . on en conclut qu'il existe fi E S et,w v

of 2 E S tels que tO 1 xi' • • • • , f
i

:< , f 2 :<s+1'··· , of x seu 01+1 s 2 p

prolongent en des sections globales y1'····' Ys' >'s+l' ••• 'Y
p

LIe F l-espectivel1le'-',t. D'apI-ès ce qu'on a pl-ouvé plus hdut les

Yi' 1 :5 i :5 P appartiennent à r(u, G). 11 est clair que ces

éléments engendrent G.
-\

On en conclut dDnC,(~Ue tout sous-e -module cohérent d'un
/ -u

/
~-module A-cohéreint est engendré par ses sections globales.
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Par conséquent il existe un homomorphisme ~,
G = Im(n). Comme n provient d'un

n______> F tel que

homomorphisme

______> M d'après (IV.l.4) et (IV.l.ï) on en

conclut donc que G provient de Im(T), donc G est A-cohérent.

1 Corollaire IV.ë.4

Les notations étant celles de (IV.2.1), soit 01 un enti~l- ~ o.

Alors tout suus-e -module cohérent de em est A-cohér-ent.
-u -li

Cor'ollai r-e IV .2. 5

Les notations et les hypothèses étant celles de (IV.2.l>,

tuut quotient d'un e -mudule A-cohérent par- un sous-e -If/adule-u -u

cuhérent est un e -module A-cohérent.
-u

Preuve

Soient F un e -module A-cohérent, G un
-u

sous-e -module
-u

, 1

Théor'ème 1V • 3. l

69

3) Caractérisation d'un faisceau A-cohérent

n >H

Fest

surjectif

-----> 0 •-----> H
____> am

-u

Un e -mudule F est A-cohérent si et seulement si-u

régulières sur u.

Alors N = Ker{n) est un a -module A-cohérent
-u

Il existe un entier m ~ 1 et un homomorphisme

exacte e P
-u

cohérent et H = FIG.

e lTl I{>_>F. On en dédui t un homomorphi sme sur jecti f a m
-u -u

un ~-mudule cuhére\","~ engendré par ses sf..'cti ons 9 lubales.

(

/

d'après (IV.2.4). Il existe donc un homomorphisme surjectif

e------.> N pour un entier p ~ 1. On en dédui t donc un sui te

Suient u un ouvert de Kn et e le faisceau des fonctions
-u

I­
II

l­
II
II
Il
Il
Il
Il
Il
Il
1-



Preuve

suite

(1)

il existe uneie

____>0

A-cohérent

---->F

EN _>) .Supposons F

elO > en
~ ~

Uù 10 :=t n sont deux entier·s ~ 1.

eXélcte

a) Montrons que F est de type -fini ie V>~ E X, 3v E V et Ullex

suite exac.te > F I
v
----> 0 , ce qui Est évident

<1> •

<Cl 1 '····,Clp )

IJ) Soit X E X et V E V ; posons
x

> F
Iv

p

> ~ Cl.S.<X) E F
l l x

i=l

<Cl. E 0 X).
l ~,

par ses sections glubales est nécessairement engendré par un

a) et b) -> F cohérent

-> F est de type tïni

<-=> F engendT-é par un nombre tïni de ses sectiuns

<=> F engendré par ses sectiuns glubales.

et

existe

V
x

surjectif

il

l' injection

(p ~ 1) ce

i

donc

prendrepeut

> ker ~Iv------> 0

~st engendré par 58S sections

on

70

la con~lusion d'après (lV.2.5).

entier m ~ 1 et un homomorphisme

de .ses sections globales

'"

entraînent que F est cohérent.

Il faut relllaquE::r qu'un e -modu le cohérent F engendré
~

et b)

néceSSëfi rement /~.m
/

!em > F, d','où
~

Muntrons maintenant que f

c.s <==)

globales.

a)

canoni que) •

qui est évident

Montrons que ker ~ est de type fini, ie Vx E X, 3v E

i
une suite exacte

1 1

1

Il

II
Il
Il
Il
Il
Il
Il
1 1

Il
l'



~J ~ons~ruc~lon de ~alsceau associé àun préfaisceau

1
Théorème IV.4.1

Baient ~ un espace topologique, F un çréfaisceau sur X.

1
1

Alor-s il exi ste un -fai sceau F+ et un mor-phi sme de pn~faisceüu

e ~ F---->F+ tel que pour tout morphisme 'P : F--->G Où G

-1-
est un -faisceau, il t!xiste un IIIOI-phisme et un seul i-I~F --->G

1
vér-ifiant la r-elation 'P = h 0 e.

On a besuin d'abord du lemme suivant:

1
1

Lemme IV.'•• 2

Boient X un espace topologique, F et G deux faisceaux sur X,

9 : F---->6 un nlorphisme de faisceaux.

i) 9 est un monomorphisme si et seulement si, puur

1 X E X, 9 : Fx x
------>6 est injectif.x

tout

ii) 9 est un isomorpllisme si et seulement si1
X E X, 9 : Fx x

-------->6 est un isomorphisme.x

pour tout

ii) Il 'est clair· que la condition est nécessaire.

Suppusons maintenant que g>~ est un isomLlI-phisme quel que soit

i) Il est clair que la condition est nécessaire.

et

et

et

Ceci

avec

g (s ),
x ..

,,"

injectif

U
i

X E u.

=

tuut

----->8(u) est surjectif

o. Alors (g(s» ~ 0
x

----)G(u) est injectif.

X E X, et mont~pns que g: F(u)
\

si :=: 0, et pèlr sui te '05 - 0 c.::lr F est sépan:~.
u.

t

9 étant injectif, on il donc s ~ 0 pour
x x

muntrons que 9 ~ F(u)

implique qu'il existe un recouvrement ouvert u

Supposons mai ntenant 4ue puur- tout x EX, 9 est
x

Soi t t E f:Hu),/. Il exi ste un recouvrement ouvert u = U
i

Soit s E F(u) avec g(s) -

Prf=!uve :

Il
11

Il
Il

Il
Il
Il

s. E ~(u_) t~l que tl = 9(S.).
1 l, u. 1

1
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.A. 1 U. Il U ~

1 J
.J 1 U. 1 1 U .

1 J

1
s = S. ~t par suite il existe s E F(u)i 1 u. nu _ Jiu. nu .

1. J 1. J
tel que

Démonstration du théorème IV.4.1

si ~ s. car F pussède la propriété
u. 1

1.1
1

Puisque g(s)1
u.

1.

= t l ' on a g(s) ­u_
1.

ùe recullement.

t car G est sépar~.

1
Posons F(u) = n F où F tJésigne Id. °fibre de ~ au point x,

XEU x X

et 0/ l'enseh~le des voisinages ouverts d~ x.
:.~

'lS : F---->F

Sui t 'lS l~ /IlQrphi sme tJe prét°a.i sceilUX défï ni par:

F(u)
5

1

1 'lS(u) --->F(u)
---->(s >x x E U

S t-I----> 'lS ( u >(s)

s == t dans r'+ (u). Le pr-éL301scea.u F+est dunc sépar-é.

s et tE F+(u)

---->F+(u>

-- tl ViE r.
u.

1.

a) Soi~nt un r-ecouvr-ement uuver°!; u = U
i

+
1) Muntrons que F est un 1°-ai sceau.

Considèrons le morphisme de préTaisceaux suivant:

---->F+

Soit x E U, il existe i tq x E u
i

; COflllne si - t on au_ lu_
i 1

S -- t: et PLtl- la. suite 5 = t dans F(u) cc.? qui montl-ex x qu~

Uù Sx est la. classe de 5 dans F x ; et posons

+ {- }F (u)= aeF(u)/V XEU, 3 veo/ , ~u et seF(v) tq al - 'lS(v)(s)
x v

e : F

ecu>: F(u)

avec 51 u_
1

~I

ri
li

Il
Il
li
Il

iII b) Soi ent un l-ecouvl-ernellt UUV~I- t u=U u. ,
1.

.+( s. ) _, S _ Er: ( u. )
1. 1 1 1

vél-i fi ant s.
l/u. n u.

1. J

(1)
XEU., a = (s.) et

1 x 1 X

72
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i
dlors 0. x

j= 0.
X

i
av~c 0.x

= '5
X

Il est clair" que 5 = (5 )
X

>:eu
E F(u) et que s/u. =

l
s ..

l

.+
Il ('este à montrel- que 5 E r (u).

Soit x E u, il existe i tq x E u .•
l

sI =s.eF+(u. )===>3v.eo/ ,v.Su. et s!EF(v.) tq 5'1 =~(v. )(s!)
u. l l l X l l l l l V. l l

! l

or ~ (v.)
l

(s.' )
l

= 5 = s/v.
i Iv" l

l

+
; donc S E F (u).

+
Le préfaisceau F possède la propriété de recollement.

+
a) et b) muntrent que F es t un t"ai sceau.

ë) f'lûntr"uns que pour tout x E X

i sOlnOl-ph i sme •

e
x

: r --->F+ est
x x

un

a) Soient o., ~, E F , on sait alurs que
x

0. = 5 ,SE F(u), u E 0/ et ~ = t , t E F(v), v E 0/ •
x x x x

011 a :

e (0. ) = e (5 ) = (e(u) (5») x =- 5
X X X x

e (~) = e (t ) = (e(v><t»)x = tx x x X

D'où

e (0.) - e (f~)

x x "
===.:> 5 =-= t

x :<

==:=]) 0. = ~

il existe v E 0/ , v S u et 5 E F(v) tq tl = ~(v)(s).
x v

e est alors injectif.x

.+ l +b) Soit r E F x ' i existe t E F (u), u Eo/
X

tq r = t .
x'

1:

li \

On en déduit que r = t = (~ (v) (5» = 5 = e (5 ).
x X x x x

e est donc sur"jectif.x

a) et b) montrent que ex est un ison,orphisrol?, donc e:F--->F+

est un iSOIllOl-pllisme d'après le lemme IV.4.ë.

(
3) Soi t 'P : F--->G un 1I1urphi Sille où G (~st un faisceau.



Il

f1on"l;rons qu' i 1 exi~te un morphisme et un seul h: F+--->G tq

Il 0 e ~:: tp.

+
F---------+.F

? l
G

a) Existence

+Soit SE F (u), il existe alors un recouvrement ouvert u =U.Ui
l

tq si ::: e<u. ) <s. ), s. eF(u. ). Posons t. - tp(u. ) (s. ),
u. l l l l l l l

1

DT. a alors :

t· 1l u.ru.
l J

::: tp(u.nu..) (s. 1 ) et tOI =tp<u.IîU.) (s·1 )
l J l U.r'lU. J u.r'lu. l J J u.ru.

l J l J l J

( t . ) = 'P ( s .) ).
J x x J x

Comme e est injectif, on a:
x

==="->'PX (Si )X) = 'Px «Sj)X)
====)<t.) = (t~)x

l x J

"s
x

( S ) )===..-> (s. )x j X l X
= (s.)

J x

G étant séparé, la relation t - t;
i lu. ('lu. j/u. ru.

1 J l J

ent,-alne qu 1 11

I::!xiste t e G(u) tq tl -- t .•
u. l

:L

XEU. => t
l X

= (t.)
l X

'P (e- 1
(5 »).

x x x

Posons h(u)(s) = t, s E F(u); il est clair que l'on a:

<hoe)(u)(s) = tp (u)(s), donc hoe = 'P.

1
b) Unicité \

1

1

h'oe = hoe ::: 'P => h'oe ::: il oe = 'Pxx x :{ x

=> h' = h car e est injectif.x .. x
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1

II
[1

li
r 1

Il
[1

Il
Il
1

:1
1

Il

Il,

h ~ ( s x) == h x ( s x ), d' Où (h 1 (u) (s ) ) x = (h (u) (s) ) x

Donc

h' (u)(s) =- h(u)(s) car G est faisceau.

Ceci dchève la démonstration.

\

'j<;i

, "l

(

/
!
:



CHAPITRE V

COURBES ALGEBRIQUES

1
1 - NOTIONS DE BASE

1) Générali tés

Dans cette section, nous appellerons k un corps

alyébriquement clos). On supposera que la clôtur-e s~parable1
quelconque o (non nécessdi n~lIIent

1 de k se p longe dans <C.

Dé-finition V.1.i :

( Un ensemble algébrique projectif est l'ensemble des

projective est un ensemble algébrique projectif irréductible.1
zéros d'un idéal homogène de k[x , ••• ,x J. Une variété

o n

Définition V.i.3

Elle est dite définie sur k si son idéal peut ètre engendré

Le cor·ps de définition d'un point P ~~(x , .•• ,x J e ~n(k)
o Il

'11\

l'st

pour-xl)
n x. '

j

laquelle P

(:{ 1 , • • • • ,
o x.

J

76

k(P) == k

k[x , ••• ,x J.
o n

x. ;JI! O.
J

\.
tel 'quej

par des polyn3mes de

tout

On peut alors dé"finir

~n{k) _ {p e ~n(k), pa _ p

est la plsu petit~2 extensiun de k

rationnel, c'est-à-dire

Le groupe de Gdlois absolu de k, G
k

= Gal(k/k) agit sur

~n(k) en agissant sur les coordonnées: pour a e G
k

et

n - 0'P ~ [x , ... ,x J e ~ (k), on a P = [a(x ), ••• , O'(x )J.
o non

Définition V.l.2

1

1 1

li
II
Il
Il
11

Il
Il
Il
Il
Il
Il



Gëü (kt. Id P) )

Le point Pest alurs dit de degré d si UdP) : kJ = d.

Détini tion V.1.'+

Une courbe projective C est une variétté alg~brique

pi-ojective de dimension 1. Etant donnée une extension K de

k, on note C(K) l'ensemble des points de C définis sur K.

2) Diviseurs et systèmes linéaires

On suppose connues les définitions du groupe des classes

de diviseurs de Weil SUl- une variété quelconque X noté Cl(X)

et du groupe de Picard (ie des classes de diviseurs de

On sait qUE.' dans le cas d'une variété lisse, ces deu~{

gr-oupes sont isuII\uqJhes. Un les idenl;i fieT-a donc par- la

suite.

un~

On rappelle la ué-f i ni ti on et les pr-opri étés élélOentai r-es

f e k<X)* selonde l'ol-dre d'une "fonction l-ationnelle

sous-val-iété Y de X de codilllension 1. Puisque X est

supposée n~gulière, l 'anneau d'\'VY,X est noethérien, local, de

dimension 1 et régulier; autrement dit, c'est un anneau de

valuation discrète.

Un note ----,) Z la valuation

normalisée de cet anneau, que l'on étend à k(X)*. On a alors

div(f)

Deux diviseurs D

= lord y (f)Y E Div(X).
y \

\
et D' sont linéairement équivalents

<na té D' '" D') si leur- di ·f1~én~nce est un di vi seUl- pr i nci pal.

'1'1



DtH i JI i t i un V. 2 • 1

Soit D un diviseUl- SUI- une va,-iété X on note ~(D)

2(D)

l'espace v2ctül-iel défini ~d'-

{f E k*(X), D + div (f) ~ o} U { Ü }.

Sa dimension est nutée l( D) • L'ensemble des diviseurs

ef....ectifs lilléai,-ement équivalents à D, noté 1°1
~L (D) ~ ~l(D)-l.

Définition V.2.2

Soit X une variété définie sur k. Un diviseur D est

dit défini su,· k s'il est invariant sous l'action du groupe

de Galois G
k

• On pose alors

.:ek(D) = {f E k(X) , D + div(f) ~ o}.
On a alors évideMment

3) JacobienJles

~k (D) ~(l) •

On ,-appelle qu'une variét:é abélienne est un enselTlble

possédant une structure de groupe et une structure de variété

alyébrique projective, ces deux structures étant compatibles.

1 On sai t qu'un mor"phi Sille ~: X ---> y induit une

application au niveau des fonctions réguliè,-es

1 *~ : (D(Y) ----> (D<X) ;

DTI peut étendre "naturellement" cette action au

diviseur sur Y tel que ~(X) c supp(D), on peut

1

1
diviseurs. En effet, si D = {(U.,f_),

l 1
i E

groupe

I} est

définir

des

un

le

Dé-rinition V.3.11
diviseur ~*(D) sur X * -par ~ (dlV(f» = \div(fo~).

Soient A une variété êlbélienne, et t l'applicêltion de
a1

l,

1
l'

tr"dllslation (t (x) ~,a + x). On définit
a

78



{
c E Pic(A), t*(c) = c ,

a

Lemme -V.3.ë

Un protlui t de var i étés pro jecti ves peut ètroe cani quement

muni d'une structure de variété projective à l'a.ide du

plongement de Segré.

Donnons-nous alors un~ cour-be lisse pro jecti ve C et

i èm2 - ( .• - t té-)prenons sa r- PUI SS<:J.nce tiU seris du pr'ouul Lar SI en •

Le lemme pr-écédent nous dit que c'est ulle variété ~H-ojectiv~.

ième
Le r groupe symétriqu~ Sr agit naturellement sur cette

variÉ:té, et comme il est fi ni, le théorème de Hi Ibert nous

di t que son quotient géométlo-ique pal- Sexiste.r- On note

alors

b) Pour tout r ~ 0, on définit une sous-variété

existe une va.riété a.bélienne Jac(C), appelée la jacobienne de

Soit C une courbe liss2 projective de genre 9 ~ 1. Il

\
\

les

notese

ayant

(r copies).

'79

w = Jac(C~ et dim(Jac(C» = g.
9

c ~C__--------) Jac(C)j :

5(C) + •••• + j(C)

ième
appelée r produit symétrique de C

C (r) •

W
r

a) Si l'un étend j linéairement au groupe des diviseurs

pal- foi s aussi

propriétés suivantes

Cette variété

Théorème V.3.3

C, et une injection

SUl- C, on obtient un isornor-phislIle Pico(C)~ Jac(C).

W c Jac(C) pitrr-

Alors dim(W) = min(r,g),
r



tout diviseur D mde degré n, on dit l(D) = degD - g + 1. Sur

la variété Symn(C), dont on identifie les points avec les

1
1

1

Preuve

~) On suppose que C a un point rationnel Po E

Ensuite, on choisit un entier n ~ 2g - 1, de sorte que

C (k) •

pour

degré TI sur C, et Tl l'e;pplication

Tl : Sym Il ( C ) > J., D 1-1----> 1DI.

n(P ).o .=

1

1

1

divis~urs effectifs de degré n sur C, on pose D
o

que l'on uti lisera comme point base sur" Symn(C).

Soit J l'eTlsemble de tous les systèmes lirréèür·es de

1
Un utilise le pont bas~ D pour définir une addition sur

o

l'ensemble J.

1

1

m ~ J x J ) J, (I D
1 1, 10

2 ' ) ID 1+D2 - Dol.
Alor"s on peut munil- J d'une structure d'ensemble algébl-iqul

pour laquelle Tl est un morphisme, et dans ce cas m est aussi

8ü

III ( 1DI, 1Do 1) = m ( 'il0 , ,ID') ~ 1il , et m ( 'il' '12Da -0 1 = 1Do 1

d'où l'existence d'un élément nl:2U';I·e et d'un inverse~
\

Vérifions l'associativité:

Monb-·ons maintenant que m définit une loi de gl-oupe

sur J. On il clairement

est

donc

et

n-g
IP ,

= 9·

Symn(C) est une variété p'"ojective

est aussi une variété projective.

les fibres de Tl sont isomorphes à

dim(J) = dim(Symn(C» - dim(lPn - g )

un morphisme.

U'autre part,

Puisque

surjective, J

on a :

Il
Il
Il
Il
Il
II
11

11

l'
l'
l'



Finalement, J ~sl; bien une val-iété dbélienne. On peut

maint2nant dé.finir une application

j : C ----> .), P 1-1----> 1(P) + ( n-1 ) (P 0 )

et l'étendr-e 1 i néai n,~ment POUl- outeni r-

Sùit 0 un diviseur de degré n. Alors j(D-Do ) = 101

classe(l)

---->.) ~st un isomorphisme.

----> J-,- D- ù(C)J : rI C

:1
1

!
1 !
1 1

dune j est surjective. Supposons maintenant que

i1

: [
cela signifie que

~H-incipal et j est injective.

est

j (0) == Do '

un diviseur

i 1
1

b) L'ensemble W = j(C) + •••• + j(C) est l'image dans J
r

de la variété projective C x ••••• x C, donc est de dimension

au plus r. Cependant, W ~ W + j(C) = W l' donc soitr r r+

W
r

+
1

~ W
r

' suit dim(W
r

+
1

) == dim(W
r

) + 1. Mais s'il 8xiste un

w ~ W pour tout s ~s r-

ils 1 en sui t pal- r-écun'-ence que

égaleestW
r

r. Or la surjectivité de

dit que la réunion des

W = Wr +1 r-

---> J

tel quer-Il
Il
1

Il - POINTS ALGEBRIQUES DE DEGRE 4 SUR LA

à J', qui est de dimension g. Il s'en suit que

puur tout r- $ g, et que dim(W ) = g
r

pour tuut

dilll(W )
r

r ~ g. o

COURBE DE FERMAT DE DEGRE 5

Soit & une racine primitive 10
e de l'unité dans q). Les

Ün

a_
J

Il

1

"pointes" sur F
5

sont les points

== (0,&2j+l,1), b
j

= (&2j+1,0,1)

pose a = d 2 == (0,-1,1) ; b == b
2

2j+1
et C j = (& ,1,0)

== (-1,0,1) et

\

1
00 = C9J = (-1,1,0).

1
1 81
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1
Soit n une racine primitive 6

e
de l'unité.

Gr"oss _Et Rohrlich ont muntré que les points

Oans [19],

1

1

p = (n,7j,-l) et P = (7j,n,-1 i sont éléments de

L {(X Y -') (p2(etl:): X5 + Y~ + Z5 = o}.• ~ = "~ E

Suient x et y les fonctiuns ratiunnelles sur F 5 durmées

1
par x(X,Y,Z) = X/2

Dans [19] on montre le

et y(X,Y,Z)

lemme suivant

= Y/Z.

1

1

Lemme V.4.1

div(x) = (au + ••••• + a 4 )

div(x+y) = 400 - (c + C
Ci 1

(co + •••• + c 4 )·

+ c
3

+ c
4

)·

Lemme V.4.2

1 Une ii)--base de ~(1500) est donnée par les fonctions

1 f (x,y) =
rs

.­
x

5(x+y)
avec o ~ r ~ s ~ 3.

C'est aussi une Q-base.

Preuve

Le théorème de Riemann-Roch montre que l(15oo) = 10.

D'après le lemme V.4.1 on il :,-
di v(-r ) div

x rodiv(x) sdiv(x+y)- = -
r's (x+y)s

82

of sont 1 i néai relflent indépendants ••ros

of E ~(15oo).
rs

-f f OO fOl
fO

O2
1 03 f 11

f
i2

f 13
f-

22
f

23 f 33rs

-- 1- -- --
-ord (f ) 0 4 8 12 5 9 13 10 14 15

00 rs

Montrons que les

== rO(d
o

+···-1- a
lt

) + (s-r-)(c
o

~ cl + c
3

+C
4

) - (lts+r-)oo.

4 x + r" ~ 1~ => div ( of ) ~ -1500r"s

Il
Il
li
Il
II
li
Il

l'
li
[1

II
Il
1



1
Lemme ".4.3

La droite 0 = {X + y + Z = O} est telle que

1
D.~5 = a + b + P + P + 00

Preuve

1
1

Evident car d'après [19] les seuls points D'intersection

de F avec 0 sont a, b, P, P et 00.
5

Lemme V. 4 • '.

Aussi, si une courue M de degré $ 4 a un point de conta~t

b et 00 respectivement. Alors ces droites ont un point de

Soient La' Lb et Loo les droites tangentes à F
5

en a,

contact d'ordre 5 avec F
5

en a, b et 00

~ontient L
a

respectivement.

F~ en a, b ou 00, alors Md'ordre> deyM avec

1

•,
a un

nèl'.essairefllent

2clP,

y d + ZF'(X,y,Z)

une courbe non

::: 0(1,0,0)

:::

;

83

1 F(X,Y,Z)

Soit

{
z :::: 0

= F"(X,Y) = 0

n(a_X ~"y):::: cteyd
1 l

ou L r"especti vement.
00

irréductible cie degr~ h < d. Alors

ApI-ès changement de cUOI-données on peut dil"°e que p = (1,0,0).

o·~

Soi t; C une ...:owo·be plalle lisse de degn~~ d (dans 1Pc.), et

point de contact d'ordre d.

C îl L

soit P E C. On suppose que la tangente L en p à C

FU =

F ( X , Y , Z ) = ZF' ( X , Y , Z ) -{- Fil ( X , y) •

))'où



G(X,V,Z) .=: ZG' (X,V,Z) et alO1-s M = L + M'

(
ou bien

avec uegM' := h--l et fOuIt (M,C) ~ .oul'i; (L,C) -- d.
P P

avec donc l + m = uegG == h, en par'tic.:ulier l S h
1 ou bien G(X,Y,Z) = y<' ( X-Ct V) ••• ( X- Ct y) + ZG 1 (X, Y ,2.)

1 III

1 et dans ce cas mu 1 t (M , C ) -- l.
p

Preuve

Les points algébriques de degré 4 sur F~ sont obtenus en
J

SoiEmt RI' ••• ,R4 les conjugué5 de Galois d'un puint x

coupant F
5

par' une dl-ai te dé1~inie sur CD pëiS5ant par a,o ou 00.

tels

i.e

1500

= <)

(M'effectif) et

mu 1 t P (th C) S h

M = L + M' avec degM' = h-l

Il existe alors de5 entiers d, e avec 0 ~ d, e ~ 4

que [R 1+ ... + R 400] = [d (oo-a) + e(OO-b)]4

[Rl+ . .. + R
4

+ da + eb - (4 + d + e)oo]

4 + d + e $ 12 -> - (4 + d + e)oo ~

sur F,. de degn~! '+, au-dessus de <O. 011 pose
J

x=.[R1+ ••• + R4 - 400] € J'5 ( <0) •

De la m~fOe t'ilçun que P. Tzernli as dans (21], on montre que

J
5

(<O) = {d(a-oo) + e(b-oo) / 0 $ d, e $ 4}.

uu bien

donc mult (M,C) ~ d, ce qui entraîne
p

mu 1 t (M , C ) ) h. a
p

Théorème V.4.::ï

Conclusion

ou bien

Il
Il
Il
Il
il
Il
Il
Il
Il
1 .

1

1

~\après le lemme V.4.2, un d
(

/

Il
1

3h € .:e ( l5=:;:)

R i +···+ R
4

+da +

div(h(x,y» = Hl + ••• +R
4

+

eb

da

(4+d+e)~-15oo

+ eb -(4+d+e)00.

1

1 8/-t

1

1
•



qui est absurde. Donc Ù $ d, e ~ 3, et par suite M contient

L • Il exist~ alors une conique C telle que
00

C.F
S

- R
l

+ •••• + R
4

+ da + eb + (6 -d -e)oo.

ce

qui

b,ou

f(x,y)
::::

3(x+y)

contient L
il

a ou b, ce

contient L oua

3(x+y)

est égal à

::::

d,e ~ 5, un des R. est égal à a
l.

s(x+y)

d,e ~ 5, un des R.
l.

= R
1

+ ••• +R
4

+Uël + eb-(4+d+e>oo + 1200--3(co+cl-i~c3+c4)

Lb' et comme

Si d ~ 3 ou e = 3, d'après le lemme V.4.4, C

ou Lb ; et comme

- R
1

+ ••• +R
4

+ da + eb + (ll-~-e)oo - 3(co +.'·+c4 )

2
Il exi ste altJcs une cubi que r'l dans (p telle que

diV(f(X,Y») ::.: M.F5 - 3(co -:- .••• + c 4 ). Ainsi

M.F
S

:::: R
l

+ ••••+ R
4

+ da + eb + (li - d - e)oo.

Si d -- 4 uu e :::: 4, d'èlproès le lemme V.4.4, M

h(x,y) - l: ars

O~r~s~3

d'où diV(f(X,y) j(x+y )3) :::: R
l

+ ••• +rt4 + da + eb (4+d+e)00

diV(f(X,y») - R
l

+ ••• +R
4

+ da + eb - (4 + d +e)oo + 3div(x + y)

Il
Il

II
II
Il
Il
Il
Il
il
1
1

est absurde. Donc 0 ~ d, e $ 2, et par suite 2 ~ 6-d-e $ 6.

- Si 6 - d - e ~ 3 alors, d'après le lemme V.4.4,

contient Loo' donc il existe une droite Dl telle que C =Di+L
oo

•

D'où D1 .F5 ~ RI + ••. + R4 + da + eb + (l-d-e)oo.
1

1 On doit avoir 1 - d -e ~ 0 ie d + e $ 1. Donc Of. a

1
ou bien D1 .F5 :::: RI + ••• + R4 +b, ou bien D

1
·F

5
= R

1
+ ••• +R

4
+a,

ou bien; D1 ·FS - Ri + ••• + H4 + 00.

C.F5 = R1 + •••• + H~ + ca + 2b + 200.
-\

1

1
D'où

Si 6 d - e ::.: 2, alors d + e :::: 4 ie d = e - 2.

1
1

1

, 'i(
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-
Donc C. contient D d'apl-ès le lemme V.4.3, i Il existe alors

1,
1
1
1
1
1,
Il
Il

1

:1
,:.
1

Il

:~
Il
ri
Il
!I
:1

une dr'oit-= D
2

tellE' que C = D + D
2

, d'où

D2 ·F5 ~ RI ~.••• + R4 + a + b + 00 - P - p,

donc il existe un R. égal à P, ce qui est absurde.
1

/
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