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CONTRIBUTION A L’ETUDE DES PROCESSUS STOCHASTIQUES
DANS LES PLASMAS



1 Introduction

Le présent travail, applicable essentiellernent aux plasmas est relatif a I’étude de
systémes statistiques hors d’équilibre thermodynamique.

D’un point de vue historique la démarche naturelle dans 'étude du plasma a
consisté en la recherche des possibilités d’application des résultats de la théorie
cinétique sous la forme que lui a donnée BOLTZMANN. Mais alors seuls les
plasmas qui obéissent aux hypothéses physiques qui sous-tendent cette théorie
se laissent décrire par I'équation intégrodifférentielle de BOLTZMANNU (1872).
Dans ce cadre les fonctions de distribution des vitesses et des positions des par-
ticules chargées des gaz faiblement ionisés et peu denses peuvent étre obtenues
moyennant une résolution approchée de cette équation lorsque ’on considére que
la distribution des particules neutres est maxwellienne et lorsque I'on néglige
systématiquement les interactions coulombiennes de longue portée entre les par-
ticules chargées. De nombreuses techniques de résolution de ’équation de Boltz-
mann sont connues et dans ce travail notre intérét portera surtout sur ’'étude des
hypothéses physiques qui fondent ’établissement des équations pilotes.

Lorsque nous avons un plasma complétement ionisé soumis & un champ élec-
tromagnétique extérieur et dilué au point que l'on puisse négliger l'interaction
coulombienne, la considération de ’équation de BOLTZMANN sans second mem-
bre ou équation de VLASOV suffit pour rendre compte de I’évolution du systéme

qui est alors analogue au modéle de la particule individuelle.



Mais en raison de la nature méme des hypotheses de BOLTZMANN qui
négligent les interactions multiples et excluent les systemes dans lesquels siegent
des forces d’interaction de longue portée, son équation est incapable de décrire les
systemes denses et les systemes fortement ionisés pour lesquels I'intégrale de col-
lision diverge comme le montre PRIGOGINE® (1962). La recherche dun cadre
théorique plus général qui permettrait de prendre en compte I’ensemble de ces
phénoménes a été effectuée en partant des méthodes de la mécanique statistique.

C’est ainsi qu’a partir de I'équation de LIOUVILLE, une hierarchie d’équation
décrivant 1’évolution des fonctions de distribution du systéeme a pu étre obtenue
séparément par YVONF!(1935), BORNI KIRKWOODS! BOGOLIUBOVI(1946)
et GREEN! (1947). Cette hierarchie considérée dans son ensemble est un
systeme d’équations rigoureusement identiques a ’équation de LIOUVILLE; elle
est dénommeée hierarchie BBGKY. Ces équations sont couplées; 1’évolution d’une
distribution de probabilité d’un ordre donné dépendant de la distribution de
probabilité de 'ordre supérieur.

La dérivation de I’équation de BOLTZMANN a partir de la hierarchie BBGKY
permet de mieux comprendre la nature des hypotheses sur lesquelles elle repose.
En effet il s’aveére que des hypothéses de nature probabiliste sont implicitement
introduites dans la théorie. PAUL et TATANIA EHRENFEST!®, disciples de
BOTZMANN, ont pu montrer que son équation est descriptible au moyen d'un
modéle stochastique markovien.

Une autre approche a été celle que PRIGOGINE?! et al (1962) ont développée
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pée & partir de la seconde moitié des années cinquante. Partant de 1’équation de
LIOUVILLE écrite sous la forme due & KOOPMAN, ils développent un formal-
isme mathématique complétement analogue a celui de la mécanique quantique
obtenant ainsi un appareil qui se préte aux méthodes de la théorie des pertur-
bations et de la théorie de la renormalisation. C’est ainsi que PRIGOGINE et
BROUT (1956), se fondant en grande partie sur les méthodes de calcul et sur
les hypotheses physiques déja développées par VAN HOVE!*Y (1955,1957) pour
établir ’équation pilote d’un ensemble statistique quantique pur, ont pu obtenir
pour un gaz homogéne une équation tout a fait identique a I'équation de BOLTZ-
MANN. PRIGOGINE et BALESCU213.1 (1959,1960) ont pu étudier par ces
méthodes une vaste classe de problémes de la physique statistique classique. C’est
dans le cadre d’un tel travail que pour la premiére fois en 1959, BALESCU [15:16]
(1959,1960) a pu établir une équation d’évolution non divergente pour un plasma
homogéne par une renormalisation convenable de I’énergie d’interaction coulom-
bienne. GUERNSEY!!"(1960) et LENARD! arrivent au méme résultat & partir
de la hiérarchie BBGKY. Les travaux de ’école de Bruxelles ont pu étre éten-
dus par BALESCU!89(1963) a I’étude des plasmas homogenes turbulents et des
plasmas faiblement inhomogenes (1964). DAVIDSON[2%(1968) a pu traiter le cas
du plasma inhomogéne soumis & un champ extérieur.

L’un des traits communs & ces approches est la grande lourdeur de ’appareil
mathématique mis cn oeuvre, en effet les méthodes de renormalisation nécessitent
’emploi de diagrammes analogues aux diagrammes bien connus de FEYNMAN/
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de la théorie quantique des champs. C’est en étudiant les approches de VAN
HOVE! et de PRIGOGINE® que ZWANZIGR? (1960) a proposé une reformu-
lation compléte du probléme qui devrait permettre de contourner la lourdeur des
calculs. 1l parvient a dériver de manicre simple et élégante une équation pilote
généralisée en partant de 1’équation de LIOUVILLE et en tenant compte des
propriétés des opérateurs de projection définis sur les espaces de BANACH. A
partir de cette équation il retrouve aisément I’équation de PRIGOGINE-BROUT.
Dés lors s’est posée la question de l'identité des différentes équations pilotes et
ZWANZIG?! (1964) a pu montrer lni méme Péquivalence de ces trois équations.
Cependant des critiques ont été formulées quant aux hypotheses liées a la dériva-
tion de I'équation de BOLTZMANN 4 partir de ’équation pilote de ZWANZIG.
En effet dans ce cas ZWANZIG a négligé 'opérateur de LIOUVILLE décrivant les
interactions des particules devant celui décrivant leur propagation libre au lieu
d’analyser 1'opérateur de collision de type LIPPMAN-SCHWINGER®™4 (1950)
contenu dans son équation.

MURIEL et DESDEN®3I (1969) ont fait la méme hypothése pour aboutir a la
dérivation de 1’équation de PRIGOGINE-BALESCU pour la fonction de distri-
bution inhomogéne & une particule en utilisant le formalisme de ZWANZIG. Mais
ici, si I’équation obtenue pour la fonction de distribution & une particule est iden-
tique a celle de I’école de BRUXELLES, on note des différences profondes pour la
fonction de distribution & deux particules. Ces différences ont été attribuées par
ces auteurs & des opérations de moyennes implicites dans la premiere approche.
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Cette tentative d’explication n’a pa été étayée par une démonstration rigoureuse.

En théorie de Pamortissement [26:27:2829] Jorsque le formalisme de ZWANZIG
est utilisé, on cherche & contourner de telles difficultés en invoquant la premiere
approximation de BORN.

Tels sont les premiers problémes auquels on se confronte lorsqu’on veut mettre
en oeuvre le formalisme de ZWANZIG.

Il est évident qu'une methode de la mécanique statistique qui se heurte a
des difficultés pour le traitement des gaz pourra difficilement rendre compte de
I’évolution de systémes de particules complétement ionisées.

L’objet de ce travail est I'étude de ce formalisme de ZWANZIG en vue de son
extension aux plasmas. Dans cette optique, il nous a paru nécessaire d’étudier
de plus prés les méthodes d’approximation mises en oeuvre dans le cadre de ce
formalisme en théorie cinétique des gaz. Nous parvenons ainsi & les légitimer
en nous fondant sur le double processus limite de VAN HOVE! (1955) qui
sous tend la méthode de renormalisation de PRIGOGINE et en procédant par
Panalyse de 1'opérateur de collision de LIPPMAN-SCHWINGER. Cela est fait
dans le troisiéme chapitre de ce travail aprés qu’on ait donné la dérivation de
I’équation pilote généralisée de ZWANZIG dans le deuxiéme chapitre. La méth-
ode que nous proposons alors et qui se fonde sur celle de KATOBY nous semble
étre plus didactique que celle que nous trouvons dans la littérature relative a
la théorie de 'amortissement. Au quatriéme chapitre nous passons en revue le
travail de MURIEL et DRESDEN afin de souligner le type de problémes discutés
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plus haut lorsqu’il s’agit de systémes inhomogénes mais aussi pour insister sur
I’économie de calcul et d’hyphotéses simplificatrices auxquelles on peut arriver en
tout cas tant que 'on s’interresse a des systémes en interaction faible. Enfin nous
donnons & lavant dernier chapitre une dérivation de I’équation de BALESCU-
LENARD-GUERNSEY (communément appelée équation BLG) montrant ainsi
que le formalisme de ZWANZIG est apte a prendre en compte un plasma avant

de dégager des conclusions générales.



2 EQUATION PILOTE GENERALISEE

L’essentiel de ce travail, comme nous ’avons montré en introduction, repose sur
la dérivation d’une équation pilote & partir de ’équation de LIOUVILLE. Son
application a I’étude des processus stochastiques dans les plasmas est proposée.

Dans ce premier chapitre nous passons en revue les idées de bases qui fondent
la mécanique statistique. Nous mettrons 'accent sur les notions d’état, de

grandeur et de leur évolution en mécanique statistique classiquel®!.

2.1 ETAT, GRANDEUR ET EVOLUTION EN MECANIQUE

STATISTIQUE CLASSIQUE

L’état mécanique d’un systeme de N corpuscules ponctuels en mécanique clas-
sique non relativiste, est défini, & un instant donné t, par la valeur a cet instant des
variables de position ¢, ¢?, ..., ¢*Vet des impulsions correspondantes p;, po, ..., Py
de ces corpuscules. Considérons dans un premier temps qu’il s’agit de corpuscules
de masses my, ma,...Mmy, non chargés et sans structure interne. Les positions et
les impulsions sont alors des vecteurs dans un espace a 3 dimensions et la phase
(@', % ...,¢*", p1, 2, ..., pan) que 'on note (g, p) en abrégé, est un point d'un es-
pace & 6N dimensions que ’on appelle espace des phases I' du syteme.

Silon connait avec certitude, par hypothese, 'état mécanique initial (go, po)du
systéme, son évolution sera complétement décrite par les équations canoniques

de HAMILTON:



Op; 0H
at aq] [p.ﬂ J (2>
ouj=1,2,...,3N,
0BJA JBOA
ABl=——" - —— 3
A Bl= Op0g Oq Ip )

est I’Hamiltonien du systeme.

La fonction Ujy (|75]) est Pénergie d’interaction de la particule k et de la par-
ticule j, supposée ne dépendre que de leur distance relative |rj;| ; on a Ujp = Uy,
. _) ’ 3 . . . N .

. La fonction Uj; (R ; t) est ’énergie potentielle de la particule j a 'instant t au
. — - ;. , I
point ¢; = R dans le champ des forces extérieures, supposées non modifiées par
la présence des particules. Si le systeme est dans une enceinte, les interactions
de ces particules avec ses parois peuvent étre représentées par les énergies poten-
. ¢ ”, . ’ . .
tielles de type U; (R ,t). L’énergie dépendra alors explicitement du volume V de
Penceinte et I’on pourra intégrer dans I' de moins I'infini & plus l'infini sur les po-
sitions ¢/ comme sur les impulsions p;. Les énergies potentielles dues aux champs

extérieurs pourront dépendre explicitement du temps a travers des parametres



extérieurs permettant ainsi de prendre en compte les expériences auxquelles on
peut soumettre le systéme a travers la variation de ces parameétres.

Les équations canoniques (1) et (2) représentent un systéme de 6N équa-
tions différentielles dont la solution nécessite la connaissance de 6N intégrales

premiéres:

fs(qjypj7t) = fs(Q(])7p]0>t)7 s = 1727 6N (5)

Ce systéme se résoud en ¢!, ..., p;y donnant:

qk = Qk(Qé)ijat) v D= Pk(qg>pj07t)> k= ]-> >6N (6)

Toute fonction A(g,p,t) de la phase, dépendant explicitement ou non du
temps est une grandeur mécanique du systéme. Sa valeur numérique a chaque
instant t est déterminée par I'état mécanique du systéme décrite par la derniére

équation donnant g* et py :

A(qj7pj7t) = A[Qk(qé’pj(bt);Pk(qé’pjo’t)]' (7)

La dérivée par rapport au temps de cette expression de A(q’,p;,t) , compte

tenu des équations de HAMILTON, donne son équation d’évolution:

0A

(@ mt) = 5, +AH). ®



2.2 MECANIQUE STATISTIQUE

2.2.1 ETAT STATISTIQUE

Il n’y a pas intérét pour les systémes a grand nombre de particules & chercher a
connaitre ’état mécanique exact du systéme car cela nécessiterait de connaitre
un grand nombre d’informations que ne pourrait nous fournir aucun appareil de
mesure jusqu'a ce degré de précision.

Puisque I’ expérience ne permet de mesurer que des grandeurs moyennes du
systéme, pour développer une théorie que ’on peut confronter a 'expérience, il est
nécessaire de définir un état moyen du systéme a partir de ses états mécaniques.

GIBBS B4 a proposé de définir I’état d'un systéme & grand nombre de com-
posantes par un ensemble statistique constitué d’un grand nombre de copies
fidéles ( mémes corpuscules, mémes forces). A linstant t, & ’état mécanique
exact de chaque copie correspond un point de ’espace des phases de sorte que si
une propriété du systéme est observée a 'instant t sur chaque copie, elle se trouve
réalisée un grand nombre de maniéres différentes. On convient alors de conserver
comime propriété accessible a Pexpérience la moyenne des proprieté mécaniques
réalisées dans I'ensemble de GIBBS.

Si une observation est réalisée & 'instant t, on peut regrouper les copies qui
réalisent le méme état mécanique. Ainsi 'ensemble statistique tel que défini

réalise en fréquence une répartition de probabilités définies dans I' par le nom-
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bre de copies se trouvant dans chacun des états mécaniques possibles pour le
systéme. Il est donc équivalent de définir P’état statistique d’un systéme par
un ensemble statistique ou par une répartition de probabilités qu’elie illustre.
Cette répartition peut étre continue ou discontinue et si elle est ponctuelle elle
correspond & une état mécanique exact. Elle est définie par sa fonction de répar-
tition Fy(q,p,t) et posséde, quand elie est complétement continue une densité
de répartition fy(q,p,t) dont Fn(g,p,t) est une primitive. L’état statistique du
systéme peut étre représenté par cette densité de répartition lorsquelle est définie
et lorsqu’elle obéit aux conditions de GIBBS c’est a dire lorsque qu’elle est une

fonction réelle et non négative normée & 'unité dans I

/dFN(qj7pjvt) = /deN(qj,Pjyt) =1; f,(¢,p;t) =0 (9)
r r
ou dI' est I’élément d’extension en phase dq!...dpsy et ou I'ndice N rappelle
que ces fonctions sont relatives 4 la totalité des N corpuscules constitutives du
systéme.

Cette définition de l'état du systéme exclut les situations physiques qui ne
peuvent étre décrites par une fonction de répartition continue. Il en est ainsi
par exemple pour la distribution microcanonique qui ne posséde pas une densité
de répartition continue. On peut contourner cette difficulté en définissant 1’état
statistique du systéme par la fonction caractéristique ®n & 6N variables d'une

répartition de probabilité dans I' qui est la transformée de Fourier Stieltjes de
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sa fonction de répartition fx(q,p,t) qui existe quelque soit la répartition et est
toujours continue. Dans ces conditions fx(q,p,t) sera la transformée de Fourier
de ®y obéissant aux conditions de GIBBS mais elle ne pourra pas étre une
fonction au sens usuel.

Jusqu’ici nous avons considéré que les particules constitutives du systéme
étudié étaient discernables. S’il se trouve que deux particules de méme espéce
ne peuvent étre discernées, une permutation de leurs coordonnées de phase laisse
inchangé leur état mécanique. Donc 4 un méme état mécanique correspond,
dans I'espace des phases, autant de points que de permutations de corpuscules de
méme espéce. Si le systéme est composé de N particules identiques, 'espace T’
se décompose en N! régions équivalentes qui est ensemble des états mécaniques
possibles. L’état statistique qui représente notre information sur le systéme se
définit maintenant par une densité de probabilité f§(g,p,t), fonction symétrique
des coordonnées des corpuscules de méme espéce assujettie aux conditions de

GIBBS dans Ty:

JACE (@ i, t) = N [ d0F (@ s, t) = V! (10)
r To
car
[drs@.pt) =1 (11)
T
On a
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f;(qjapjvt) :N!fN(Q7pat) (12)

et

|

. . 1 . .
= [dUf(@ i DAW P t) = 5, [ U303, DA B, )
T'o ‘T

= [dLf. (&P DA 1,t) (13)

ou A(¢’,p;,t) est une fonction symétrique par rapport aux permutations des
corpuscules de méme espéce et A sa moyenne d’ensemble. On peut la développer

selon:

A(qjypjvt) = Alk(qj7pj>t) + AZkl(qkaqlapkaplat) “+ ... (14)
de sorte que:
A= [dUfo(@ s, A 03 t) = [ dDF5(@ Py, Areld, 3,0+
T'o o

/deZ (qjapjat)Ale(qk)qlvplmpht) + ..
o

Tenant compte de (10), on obtient:
?4=/de,Z(qj,pj,t)A(qj,pj,t)
)

= 3 [ I B AW 03,0 + 3 [ ADF@ 25, 0) Aaualat, 0 P 1) +
r Lo

Tenant compte de (12) et integrant, il vient:

A= / dg'dp* fL A, + / dg'dp*dgdp? fo Ag + ... (15)
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ou
Ji = [dq*dp,...dg®* N dpsn 2% f& = N [ dg*dp,...dg*N dpsw fn

fo = [ dgPdpy..dq*N dpsy YL £ = N(N — 1) [ dg’dps....dg*V dpsy v

fo = [ dg+ dpy s .. dg® dpay N £
= ﬁ qus+1dps+1 ----- dq3Ndp3NfN
et
Jdd'dp'fi = N,
Jdg'dptdg*dp? f = N(N — 1),

[ dg*dp*...dg°dp, fs = (_1.\%,57

2.2.2 LOIDE REPARTITION DES VALEURS D’UNE GRANDEUR

MECANIQUE

La loi de répartition des valeurs numériques possibles a de la grandeur A(q,p,t)

est définie par sa fonction de répartition F(a,t) qui est la probabilité pour que la

valeur de A soit inférieure ou égale au nombre a. Dans 'état statistique fy, il lui

correspond la somme des probabilité fydl' attachées aux seules régions de I' ou

A(q,p,t) a une valeur numérique inférieure & un nombre donné a :
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Flat) = [ dfv (¢p3t)

A<a

— /deN (7.pirt) @ a—A(d,p51)]
— Bl A(dp0) (16)

ou ©(z) est la fonction saut de Heaviside qui vaut P'unité si x >0 et zéro si x<0.

On en déduit:

fla,t) = d%F(a,t) = [drfy (75,1 d%@ la—A(¢,p;,t)]
= /deN (@95,t) 6 |a—A(P,p5,t)] = 6la— A, p;, )] (17)

d
car %G(a:) = §(z) qui est la mesure de Dirac.

La densité de répartition de la loi de probabilité de A est, quand elle existe,

la moyenne pondérée de la grandeur 6 (a — A). L’espérance mathémathique ou

moyenne de A se définit a partir de sa fonction de répartition par:

+oo +oo

/adF(a,t) = /af(a,t)da
+oo
= /ada/dI‘fN (qj,pj,t)%G[a~A(qj,pj,t)]f(a,t)(18)
—00o r
soit:
+o0 +00 . d -
J)o adF (a,t) :IIdF_L afn (¢ ,pj,t) ﬁe[a— A(¢,p;,t)] da
+o0 +o
/adF(a,t) = /dI‘fN (qj,pj,t) /a6 [a—A(qj,pj,t)}da
e £ e
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= /dI‘fN (qj,pj,t) A(qj,pj,t) =A (19)
r

La valeur moyenne de A est égale a sa moyenne pondérée dans I’état fy. On

peut définir de la sorte tous les moments d’ordre supérieur de A.

2.2.3 INVARIANCE

Dans I'ensemble statistique, chaque copie évolue de maniére indépendante en
obéissant aux équations canoniques de HAMILTON. La répartition de probabil-
1té évolue comme une répartition de masses matérielles, de somme égale & +1,
attachée chacune & un point différent de I’espace des phases dont le mouvement
obéit aux équations canoniques. 1l s’en suit que les masses attachées & des points
1solés se conservent au cours de I'évolution. La densité dans I' étant invariante

dans le temps on a:

d%/dFN (¢,prt) = %/fN (¢,p),t)dl =0 (20)
r r

La masse associée a I’élément d’extension en phase dI’ qui vaut fy(q,p,t)
est constante. Or I' est une constante de I'évolution naturelle d’un systéme
mécanique de sorte que fy(q,p,t) demeure constante lors de I'évolution. Elle
est donc une intégrale premiere des équations canoniques et 'équation (8) écrite
pour fn(q,p,t) donne:

df _of  of a¢ afdﬁ:%JF[f,H] (21)

dt 6t 8¢ dt ' Op dt
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c’est ’équation de Liouville.

Lorsque la répartition de probabilité est quelconque, la transformée de Fourier
de la fonction caractéristique vérifie aussi (21). Il suffit pour s’en rendre compte
de prendre les transformées inverses de Fourier des deux membres de cette équa-
tion. La notion d’état statistique ainsi définie permet de traiter par les méthodes
du calcul des probabilités ’ensemble des problémes qui se posent en mécanique
statistique. En effet la répartition des valeurs de la phase (g, p) définie par I’état
statistique fn(q,p,t) détermine a chaque instant les loi de répartition des valeurs
possibles des grandeurs mécaniques que 'on peut observer au niveau de chaque
copie. Ces grandeurs mécaniques sont alors représentées par des variables aléa-
toires qui peuvent étre étudiées par les méthodes statistiques de la théorie des
variables aléatoires. Les processus en jeu dans le systéme sont déterminés de
maniére unique une fois que ’hamiltonien du systéme est connu et que la distri-
bution de probabilité est spécifiée car alors non seulement les lois de probabilité
des valeurs des fonctions de phase sont connues & chaque instant mais aussi les
probabilités jointes d’observer A(q,p,t) < ay, A(q,p,t) < ag, etc..., sont déter-
minées. De tels processus sont stochastiques. Leur traitement est souvent com-
plexe sauf pour quelques cas comme les processus stochastiques stationnaires ou
les processus markoviens auxquels on essale souvent de se ramener moyennant

des hypothéses simplificatrices.
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2.3 EQUATION PILOTE DE ZWANZIG

L’équation de Liouville (21) peut se mettre sous la forme

o5 _
s _

Lf. (22)
Cette équation définit 'opérateur de Liouville L . La solution formelle de cette
équation est f(t) = exp(—itL)f(0).

L’opérateur exp(—itL) est définit par (22). Il déplace toute fonction de phase
dans le temps le long d’une trajectoire de phase. f(t) contient toute I'information
sur I’évolution du systéme. Sa détermination revient a la résolution des 6N équa-
tions de mouvement de Hamilton. Sil’on n’est intéressé que par certaines classes
d’observables définies sur le systéme, on peut se borner a ’étude de densités
de répartition spécifiques aux grandeurs physiques d’intéret. Au moyen d’une
transformation appropriée de 'équation fondamentale on établit alors une équa-

tion d’évolution de ces densités de répartition dite équation pilote. Pour cela,

introduison I'opérateur de projection P.

2.3.1 PROJECTEUR

Soit X un espace vectoriel et soit M et N deux sous-espaces complémentaires de

X:

X=M®N (23)
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X est la somme directe de M et N.

Tout vecteur © de X s’exprime de maniére unique sous la forme: v = o’ +u”,
avec ' € M et v’ € N. o' est appelé projection de u sur M selon N . Si
v = v +v”, selon la méme décomposition, au + fv (a et 8 complexes) a pour
projection sur M selon N le vecteur au’ + Fv’. Sil'on pose v/ = Pu, il suit que
P est un opérateur linéaire de X dans lui méme (ou tout simplement projecteur
). L'opérateur (1 — P) est le projecteur sur N selon M ou 1 est ici Popérateur
identité. On a: Pu=u <= u € M et Pu =0 u € N. L’ensemble image
de P est M et son noyau est N puisque Pu € M pour tout u € M, nous avons

PPu = Pu; on dit que Pest idempotent:

PP=pP (24)

Inversement, tout opérateur idempotent est un projecteur. Ces résultats
s’étendent au cas ou X est la somme directe de plusieurs sous-espaces: X =

My & My ® ... Ms, on a alors:

P=1 (25)

et

P;Pe =6k P (26)

L’ensemble des densités de répartition définies sur I'espace des phases est un
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espace vectoriel dont tout élément peut étre décomposé au moyen d’un opérateur

de projection convenable P, selon:

Ft) = fi(t) + f2(t) (27)

ou

H#)=PfR) 5 folt) =1 - P)f() (28)

2.3.2 PROJECTION DE L’EQUATION DE LIOUVILLE

Nous prenons P indépendant du temps de sorte qu’il commute avec 'opérateur de
dérivation par rapport au temps. L’équation de Liouville peut alors étre projetée

dans deux sous espaces complémentaires:

PG%)=£§:PMﬁ+ﬁ> (29)
u—m@%}=€§=a—mLm+h» (30)

La seconde équation peut se résoudre formellement pour fo() en fonction de
f2(0) et fi(t); elle est une équation différentielle du premier ordre inhomogeéne.
0 f

iS22 (1= P)Lf= (1= P) L. (31)

Tenant compte de ce que la solution formelle de 'équation:
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8G

—=(01-P)LG 32
27 = (1-P) (32)
est: G(t) = exp [—it (1 — P) L] G(0), on a comme solution générale de I’équation

sans second membre:

f2(t) = exp [—it (1 — P) L] £»(0). (33)

Cherchons la solution particuliére de (31) par la méthode de la variation de
la constante. Soit fJ(t) cette solution. Posons:

f2(t) = exp[—it (1 — P) L] A(t) on a alors:

% = —i(1 — P)Lexp|—it (1 — P) L] A(t) + exp [~it (1 — P) L] %_

ot
Remplagons dans (31):

(1 - P)Lexp|—it(1— P)L] A(t) + exp[—it (1 — P) L] %?—
(1—P)Lexp[—-it (1 — P)L|A(t)=(1 — P)Lf1.
Do,

i%—f = exp|—it (1 — P)L] (1 — P)Lfi(t).
Ce qui donne pour A(t) :

A(t) = —i j dsexp[—is (1 — P)L] (1 — P) Lf,(s), de sorte que:

$8(0) = —iexp it (1~ P) L] [ dsexp[~is (1= P) LI (L~ P) L.Ai(s)
ce qui s’écrit encore:

£9(t) = —'igt'ds exp[—is (1— P) L] (1 = P) L.fu(t  s).

La solution générale de I’équation inhomogéne est finalement:
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f2(t) = exp[-it (1 = P) L] f2(0) —

z/d‘sexp s(1—P)L](1~ P)L.fi(t— s). (34)

La substitution de cette expression dans I’équation d’évolution de f;(¢) donne:

z%]} = PLexp|—it (1~ P)L] f2(0) + PLf(t) —

—i/dsPL exp[—is (1 — P) L]

(1= P)L.fi(t - s) (35)

Cette équation est une généralisation de 'équation pilote de Van Hovel1%(1955)
Si:

(a) L’hamiltonien du systéme peut étre séparé en une partie non perturbée et
une partie décrivant la perturbation.

(b) On travaille dans la représentation pour laquelle ’hamiltonien non per-
turbé est diagonal.

(¢) L'opérateur de projection est construit de telle sorte qu’il sélectionne la
partie diagonale de toute matrice dans cette représentation.

On note que le terme d’interférence de Van Hove est contenu dans fo(0).

Zwanzig a montré 'équivalence de son équation d’avec celles de Van Hove et
de Prigogine.

Si f,(0) = 0, I'équation (35) devient une équation compléte pour f;(t). Cette
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hyphothese implique que, puisqu’alors f(0) = f,(0),

Pf(0) = Pf1(0) = £1(0) = £(0). (36)

Elle contient un terme de mémoire représenté par la convolution par rapport au
temps.

Elle décrit un processus stochastique non markovien. Par ailleurs, I’évolution
de fi(t) est irreversible. Elle n’est pas invariante de forme par rapport a 'opération
d’inversion du temps. On peut la mettre sous une forme plus appropriée au calcul

de perturbations en prenant la transformée de Laplace de f,(t) selon:

g(z) = /dt exp izt fi(t) (37)

ol 2z =w+ 1€ wetereel, e >0 et e — 0, assurant ainsi la convergence du
second membre car g(z) doit étre holomorphe. On a:
afi(t)

io/dtexpith = zg(z) — if1(0). (38)

Faisant 'hypothése que f2(0) = 0, (35) se transforme en:

20(2) = iA10) = PLg(2) + PL_ = pr (1= Plla(s) (39
ou nous avons tenu compte de ce que:
L [ [ gtt - s)ds} = LIF(®)] Llg(e) (40)



ou L[f(#)] est la transformée de Laplace de f(t).
On a:

z9(z) =if1(0)+ |PL+ PL (1— P)L| g(2). (41)

z-(1-P)L

Cette équation est écrite en termes de 'opérateur PL + PLﬁ(l - P)L
que on peut mettre sous une forme plus facile & manipuler et convenant au calcul
de perturbation si ’on se met dans les conditions pour lesquelles I’hamiltonien
du systéme sépare en Hy et Hy et Popérateur de Liouville en Ly et L, et si on
construit 'opérateur de projection P de sorte qu'il projette dans le sous-espace
des états propresde Lg. Pour cela remarquons d’abord que pour tout opérateur

G représentant une fonction de phase déterminée, on a:

PLyG = LyPG = i[H,, PG] = 0. (42)

En effet PG est la partie diagonale de I'opérateur G dans la représentation

définie par Lj.Ce qui permet d’écrire pour tout opérateur G :

PLG = PL,G + PL,G = PL\G. (43)

On a donc:

PL— (1= P)L=PLi_— (1-P)L. (44)

z—(1—P)L (1-P)L
Mais
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(1= P)Lg(z) = (1 - P)Log(2) + (1 = P)L1g(2).

Or

(meM@:%QJM@:Qjmmmwu—mﬁ@:u

Il s’en suit que:

1 1

P - -
o (1-P)L,

(1-P)L,
Posons:
et

1
—Z—LO'

Bo(2)

Tenant compte de P'identité opératorielle:

A —B'=B[B-AAT,

on peut écrire:

R — Ry = Ry(1 — P)L,R.
Nous obtenons par itération:

R(z) = Ro(z) + Ro(2)(1 — P)L1Ro(2) + ...,
de sorte que l'on puisse écrire:

PLiR()(1 - P)Ly = PLy Y [Ro(1 - P)LT".

n=1
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On a au total:

PL+ PLmi—PE(1 _ P)L = P[Lo + T(2)] (50)
T(2) = Ly + Ly i [Ro(1 — P)L]" . (51)

T(z) est un opérateur de collision vérifiant:

T(z) = Ly + L1 Ro(1 — P)T(2) (52)

qui est une équation de type Lippmann-Schwinger. g(z) vérifie donc:

zg(z) = 1f1(0) + PT(2)g(2). (53)

On notera que R(z) et Ry(z) ne sont autres que les opérateurs résolvantes
associés par transformation de Laplace aux opérateurs unitaires exp[—is(~P)Lg|
et exp[—is(—P)L] sur les propriétés desquelles nous reviendrons dans la suite.

Telle est la forme finale de I’équation pilote généralisée de Zwanzig. Ce
dernier I’a appliquée & I’étude de ’équation cinétique d’un systéme classique de
N particules identiques en interaction faible obtenant ainsi une équation iden-
tique a celle de Prigogine -Brout. Nous donnons dans le chapitre qui suit telle
qu’elle cette dérivation en remarquant que Zwanzig procéde alors & I'analyse

directe de 1’équation (35) et invoque ’hypothése d’interaction faible pour nég-
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liger 'opérateur de Liouville décrivant I'interaction des particules devant celle
décrivant leur propagation libre. Comme I’a souligné G.V.Chester®3 cette hy-
potheése revient & négliger beaucoups de termes dans le développement en puis-
sance de 'opérateur de développement du temps et on ne voit pas ce qui justi-
fierait une telle procédure si le systéme n’obeit pas aux conditions de Van Hove.
La justification de cette approximation nous a semblée nécessaire pour assurer
les bases de ce formalisme avant de songer & l'appliquer a des systémes plus

complexes. Ce sera le point principal de ce deuxiéme chapitre.
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3 EQUATION PILOTE DE PRIGOGINE-BROUT

3.1 DERIVATION DE L’EQUATION

PILOTE DE PRIGOGINE-BROUT
Soit un systéme de N particules identiques en interaction faible, contenues dans
un volume V. Leur Hamiltonien est:

2
j

H=3 2033 U (59

2m i<k
oil la jéme particule a pour impulsion p’; et pour position ¢’;, sa masse et m.
L’énergie potentielle d’interaction entre les particules j et k est U(g;x); elle ne
dépend que de la distance g;; entre ces derniéres. Le parameétre A détermine

I'intensité de Uinteraction. L’opérateur de liouville correspondant est:

L=1Ly=+) (55)
ol
N —
~— P; 0
Lo=—-1) — - — 56
0 j;m 0q; (56)
et
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e aU(ij)
etou Fjy=—=
Jk a q ;

Nous cherchons I'équation pilote pour la fonction de distribution des impul-

est la force exercée par la particule k sur la particule j.

sions dans 'espace des phases. Nous introduison 'opérateur de projection:

P

Il

(v¥)™ / NG (58)
1%
qui a pour effet de prélever la dépendance spatiale de la fonction de distribution

définie sur I’espace des phases tout entier:

P, P,t) = fi(P,1). (59)
Nous ne considérons que les états initiaux spatialement homogénes de sorte que

Pf(0) = f(0) et f2(0) =0.
L’équation (35) devient alors une équation fermée pour la partie spatiale-

—

ment homogene de f(°¢’, 7', t). La fonction projetée fi(¢) permet de calculer les
moyennes d’ensemble des fonctions de phase ne dépendant que de 'impulsion.

Dans I’équation (35), le terme PL, fi(t) s’annule. La contribution provenant

de Ly s’annule car f,(t) est indépendante de la position. La partie résiduelle est:

N -1 —
PLA®) = =iy (V) [ VG F -

i<k
0 0 N
T T ) = 0. 60
AL (60)

Elle s’annule car I'intégrale d’une force aléatoire sur toutes les positions est
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nulle. De la méme maniere le terme en PL, f,(t — s) s’annule. Il nous reste donc

I’équation cinétique exacte:

t
0
7;?1 = — /dsPL exp|[—is (1 — P) L) L.fi(t — s) (61)
0
Nous tenons également compte de ce que Lf; = L1 f1 puique Lyf; = 0, et de

ce que PLG = APL G puisque P enléve toute contribution provenant de Ly. Ce

qui donne:

oh

o —/\QO/dsK(s,/\).fl(t — ) (62)

ou K (s, ) est un opérateur défini sur ’espace des impulsions,

K(s,A\)=—PLyexp[—is(l— P)L| L, (63)

L’équation (62) est toujours une équation exacte qui peut étre simplifiée da-
vantage dans la limite des interactions faibles et des temps d’observation macro-
scopiques. Introduisons une nouvelle échelle de temps: 7 = A%t et remplacons

f1(t) par p(7). L’équation (62) devient:

Op(T)

5t dsK(s; \)p(T — A2s). (64)

Sy

Nous supposons que la mémoire de K (s, A) ne s’étend que sur un intervalle de
temps fini; 0 < s < T dans I'echelle de temps originale, c’est a dire: K(s,\) =0

sis>1T.
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Dans les cas pratiques, la mémoire s’étend en gros sur Uintervalle de temps
nécessaire pour une particule d’impulsion 7 de parcourir la distance sur laquelle
Pinteraction est non nulle. Nous pouvons maintenant prendre la limite A — 0,

T > 0 étant ixé. Dans cette limite nous obtenons:

) O/ ds K (5; 0)p(r) (65)

qui est une équation Markovienne. L’opérateur de mémoire dans cette limite
est: K(s,0) = —PLyexp|—isLy|L; car (1 — P)L = Ly + ALy — PL et PL
est de Uordre de AL, en vertu de ce que PLG = APL,G. LSS_ équations (65)
et la relation donnant K(s,0) constituent exactement, en notation beaucoup
plus condensée, I’équation pilote de Prigogine-Brout. Nous voyons donc que
Zwanzig procéde par 'analyse directe de ’équation pilote (62) au lieu d’étudier
les contributions des termes successifs de 'opérateur de collision de Lippmann-
Schwinger et qu’il néglige complétement AL, devant Ly comme le montrent la

relation de décomposition de (1 — P)L et la relation donnant K (s, 0).

3.2 ETUDE DE I’APPROXIMATION DE ZWANZIG

L’équation de Prigogine-Brout obtenue par Zwanzig peut étre établie a partir
de l’étude de Popérateur de collision en omettant dans son développement en
puissance de 'opérateur d’interaction tous les termes d’ordre supérieur a deux. Il

se pose alors la question de la validité d’une telle approximation. Nous montrons
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dans la suite que tous les termes d’ordre supérieur & deux s’annulent lorsque le
systéme remplit un certain nombre de conditions.

L’opérateur de collision, en raison des facteurs AL, qu’il contient dépend
explicitement des variables d’espace donnant les positions des corpuscules con-
stitutifs du systéme. Le développement de L, en série de Fourier permet de
rendre compte de cette dépendance spatiale et d’évaluer explicitement I’action de

Popérateur de projection sur les divers termes du développement donnant T'(z).

—  8U(q
En effet nous avons: F jk=—gi_q>ﬂ,
q;
27)3 T — —
orU(qjk)z( ) > U[TleXle (¢5— ¢k ow:
4 T#0
_ T 1
U|7|‘U(’ I):2W212:Ul (66)
Ce qui donne pour Li:
(271‘)3 a T = — 7 0 0
L = S Uexpi - (Ti— Th)i L - | s — s
V ]<’CZ:1T7EO ’ ap.? apk
2r)? & N
= (‘7/‘-.) Z ZU[GX'pil-(qj—qk)il'Djk (67)
j<k=l?#0
- 0 0
1 D=2 9
TR T, 0P

Pour toute fonction g(p'1,... P w,2), on a: PL1g(p’,z) = 0 car:
PexpiT g =3 L dq expiT g, = %62{’ = 0 puisque T #0, 6%»’ étant

le symbol de Kroneker.

T(z) n’agissant que sur les fonctions de distribution homogenes, 'opérateur
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P ne s’applique que sur les facteurs L, contenus dans I'expression donnant T'(z).

Nous avons:

PT(z) = PAL, + i PAL, [Ro(1 — P)AL1]"™. (68)

n=1

Le premier terme donne zéro en vertu de P’action de P. Le second donne:
PAL1Ry(1 — P)AL1g(2) = N*PL,RyL,g(z) car PL,RyPLg(z) = 0.

Le troisiéme terme s’écrit:
XN PLiRy(1 = P)LiRo(1 — P)AL1g(z) =
= MPL Ry(1 — P)L1RyL1g(z) — N*PLRy(1 — P)L1RyPL1g(z)
= APLRy(1 — P)LiRyL1g(2) = N*PLyRyL1 RoL1g(z)—
MNPLiRyPLRyL1g(2).
= XN PLiRyLy RyLyg(2)
car PLiRyPL,RyL1g(z) = 0 puisque RyPL,RoL,g(2) ne dépend que des vari-
ables d’impulsion, 'opérateur P qu’il contient ayant enlevé toute dépendance
spatiale. L’opérateur PL; appliqué & cette fonction donne zéro. L’analyse des
termes successifs en adoptant la méme démarche montre que:

PALy [Ry(1 — P)AL,|" = PAL{(RgAL,)" ce qui permet de réecrire 'opérateur

PT(z) sous la forme:

PT(z) = 3" PALi(RoALL)". (69)

n=1

L’équation pilote généralisée de Zwanzig (53) devient alors pour un systéme
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homogene:

29(2) = ifi(0) + 3 PAL (RoALy)"g(2) (70)

n=1

ou nous avons tenu compte de ce que PLgg(z) = 0. Jusqu’ici, aucune approxi-
mation n’a été faite. Négligeons maintenant tous les termes d’ordre supérieur &

deux. L’équation s’écrit alors:

zg(2) — if1(0) = PAL1g(2) + N2 PLyRyL1g(2). (71)

Or le premier terme est nul en vertu de I’action de P. Avant d’évaluer le second

terme, explicitons les propriétés de Ry. 1l se développe en série de Neumann selon:

J— 1 E—
==

Ro(2) e (1—27L) = L, (72)
n=0

Ce développement est convergent si le module de z est plus grand que le rayon

spectral de Ly, c’est a dire:

|2l > lim [[Lg]= = inf [IZ5]” (73)
ou
L
Lol = sup 1o/l g ILof1] - (74)
o IF =

En tenant compte de ce que Ly est un opérateur de dérivation sur les variables

spatiales, on voit que Popérateur RoL; contient des facteurs de la forme:
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som g ;
- Fj ?k 7 — —
— T (L P ei T (7 - T
m m

Il s’en suit que:

2m)® N — (7P; 7P
rose) =+ 5 B (-7
J<k=1T4

»Ql<

expiT . (?
et

[e%) o0 N . T
S 20 Lgz) =3 5 3 2y {T (ﬁl _ ﬁ’i)]
n=0 n=0 j<k=1 T#O m m

—

— —
expil -(¢;—qk)i 1 - Dyuglz)

d’ou:
213 N 1
RoLy =1 (V) . HZ U, —= U
IKk=1Tx0 7 (P Pk
m m
— e
expil - (¢;—qx)il - Dy
Nous avons donc:
2 2(2 ) N
MPLRyL1g(z) = =\ P 2 > X X U,
V Ji<k1=1 jo<ka=1 T;#OT;#O
- -
expily - (?jz - ?kz) lo - D Joka - -
- ( Dj b kl)
z—0L - |———-—=
m m

—

._) - -
expzll ) (?J‘l - ?h) : 7’11 ' thl‘

S’il existe au moins une variable spatiale différente de toutes les autres,

Pexpression s’annule sous l'action de P. La contribution n’est non nulle que

si chaque variable spatiale d’'un facteur L; est au moins égale & une variable spa-

tiale d’un autre facteur. Par ailleurs cette égalité doit naturellement respecter

les inégalités imposées aux indices sur les signes sommes; inégalités qui expri-
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ment que deux corpuscules différents ne peuvent occuper la méme position dans
I'espace & un instant donné. La contribution d’ordre un représente un processus
au cours duquel, aprés que la perturbation soit branchée, tous les corpuscules du
systéme interagissent entre elles de sorte que la distribution des états du systéme
devienne inhomogene (dépendance spatiale de la fonction L;g(z)) puis le sys-
téme évolue librement (évolution décrite par Ry ) et les corpuscules interagissent
a nouveau de sorte que la distribution des états redevienne homogene; ’action
de P assurant ce retour a une distribution homogeéne par conservation du vecteur
d’onde 1. Un tel processu peut étre représenter par un diagramme dont on fera
ample usage dans le dernier chapitre.

L’évaluation de I'action de P dans expression de A PL; RyL,g(z) montre que
ce terme n’est non nul que si j; = jo et k; = kg et on a:

2w N .
/\2PL1ROL19( ) = _’\2( 2) P > > U11U12 il —lekl
14 J1<k1=1 H;ﬁo l_;;;éO

1 o — =
- 7 —1—7> esz(ZQ + ll)'(?h_?h)’lll . Dj1k1g(z)-
PR TN (S LR .
m m
[’évaluation de I'action de Popérateur P donne:
2m)8 N
NPLRoLig(x) = -2 & s s g, D,
V? Ji<ki=1 l_l’;éo I £0 !
1 L - —
—_— —> eXp,L( l2 + ll)‘(?)jl “?kl).él; +l Illl ) Djlklg(z)'
T ( P p kl) !
z— 4 _—
m m
H

La sommation sur ls donne:

2 6 N
”) > Y IO

Ni<ki=17"2

NPLiRyIg(z) = —,\2
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N 7 k
ou o, = Iy -

expression est:
NEA .

(t > > th'Q(—?’ll)' Dj1k1
Ji<ki=17" 29

)=
—
- [ Jlkl "1 ll ’ 5>j1lmg<z)u ot

1). La transformée de Laplace inverse de cette

—

p— .—> ~_> . t . . “’
L~ 1[ (Z a]lkl) 1'2 I - Djlklg(z)] = _Zofdtl exp(_lajlkltl)l 1° D]1k1f1(t tl)
) . . =
est la transformée de Laplace inverse de (z — a;,x,) -4l - Djx,9(2). On peut

écrire:

2m) & =
Ci(t) = i)\2<52) > 3 U (=il) - D,

Nn<ki=177 17 #£0

/ dty exp( 0y t2)ily - D fult — ) (76)

Dans le cadre de notre approximation, I’équation pilote s’écrit:

o —
Oh S Y (U (—iT) - Dy

ot V hi<ki=1740

t
— — :
/dtl exp(—iajlkltl)i l] . Dj1k1f1<t - tl) (77)
0
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Introduisant la nouvelle échelle de temps t = A~%7, on a, en remplacant f;(t)

par p():

o Op
1)\26—7_1 = Z Z[Ull —il))

J1<k1=177 I, #£0

. — =
J1k1 /dtl exp zajlkltl)z ll . Djlkl
0

pr(T = A%t) (78)

Considérant que interaction a une durée finie de sorte que 0 < t; < T et

faisant tendre A vers zéro, 7 conservant une valeur positive fixée, nous obtenons:

3‘71 = (V:z) ; E 2 UL (=i 0y)- D jin, Ofdtl exp(—~iagk,t1)ily - D jk, (7).
1<ki=17" 149

Cette équation s’écrit encore,

9 -
% - Z Z 'Ulli (=t ll J1k17r5—(aj1k1)7’ l -
T n<ki=1774g
-—
D jik,01(7) (79)

en vertu de ce que:

o0 1
f dt, exp( za]lkl ) =mh._ (aj1k1)’ avec mb_ (ajlkl) = 7r6(aj1k1) —iPr ( )
0

Ak,

et ou ¢ est la distribution de Dirac et Pr ( ) est la partie principale de

Qjky Q51 ke,

Nous avons 14 I’équation pilote de Prigogine-Brout. Elle correspond aussi a
I’équation pilote de Zwanzig lorsque I’action de I'opérateur exp —is/Lq est évaluée.

Nous voyons donc que I'approximation de Zwanzig revient & négliger un grand
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nombre de termes dans le développement de exp —is(1 — P)L en puissance de la
perturbation.

Nous allons maintenant montrer que tous les termes négligés s’annulent effec-
tivement 2 la limite des faibles interactions pourvu que la mémoire de 'opérateur
K(s; M) ne s’étende que sur un intervalle de temps fini 0 < ¢; < T, prouvant
ainsi que pour un systéme homogeéne I’approximation de Zwanzig est valide.

Ftudions la contribution d’ordre trois. Pour cela posons:

Iy= [ A\ Colt)oy(r = X0) (80)
0
oit Cy(t;) = L71Ca(2)] = LN Ly Ry(2) L1 Ry(2) L1], ou bien, explicitement:
- -
DD SIS SR YD S o /X1

Ja<kg=1 ?#0 Jo<ko=17" Iy #£0 ji<ki=173" 11 0
'k”l‘“eXPil (?‘7 )
CQ(tl) _ 1 Ja 3, LO 3 J3 k3

Tk)

— - 1
Uyily - D]2k22 Lo eXpZZQ '(?.7'2 T 9k

.__» ~> 0
Ul1 il - Dj1k1 eXlel '(?.7'1 —?kl)
L’évaluation de 'action de Ly et la transformation de Laplace inverse donnent:
N N

Gt)=-N % ¥ > T Y ¥ Ul

Ja<ka=1 T3 g ja<ka=1 T;;ﬁg Ji<k1=1 EI'#()
._> -—>
expily - (7.7'3 - 7/:3)8)(132 ly - (?1'2 - 7/92)
— 131 —
exXpt ll . (?jl - 7’91) fdtQ’L l3 .
— —
D13k3 €Xp — (a12k2 + Gy ke )tQ X% 12 : Djzk2

— —
exp — (a31k1)(t1 - tQ) Xty Djlkl
Remplacant dans I’expression de I, il vient:
N N N

L=-A % ¥ ¥ ¥ % ¥ UUUnexpily -(Ts— Tks)

Ja<ka=1T7 0 Ja<ka=1 T, 20 1<k1=1 [ g
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77— — T — —
expily - (¢ — Qh)-expily - (@5 — Cry)

A_T2 3 — = .
Of dt, gdtgi Iy + Dk, exp —i(Qpk, + ik, )2

— —

. - -.—) ——)
ily - Dj2k2 exp —Z(ahh)(tl - t2) vl Djlkl
2
pr(T = A%h).
Introduisons le changement de variable suivant: ¢; = ¢, et 7/ = t; — 5. Notons

I, Pintégrale double sur la variable temporelle:
7] »2 b A . =
12 = Of dtl Ofdtgl l3 - Djaka exp —E(Qj2k2 -+ ijlkl)tgz l2 . D]'2k2

. .—«) —>
exp —i(,k, ) (b1 — b2) - ily - D jk, po (T — Aty).

Tenant compte du changement de variable sur le temps, elle s’écrit:

S

/ *z T A . ’
I = ({ dt, g dr'ily + D jyk, €XP —1(0pk, + ik, )T

— = . — = 9
7 l2 . Dj2k2 exp —_’L(ajlkl)tl <1 ll . Djlklpl(’r - A tl)
sz h N

, A _— = . .
2= ({ dT'ily - D juk, €XP —1(Qjpky, + Qjyky )71y« D jpiy

—

22 . = 9
g dtl €Xp —Z(O{jlkl )t1 -7 ll . Djlkxpl(T — A tl)

Lorsque A —— 0 et 0 < t; < T, cette expression devient:

, ° T = . — —
I, = Odezl3 D kg €XP —UQjpky + gy )T 2 - Dok,

o0 . Rt di—g
Ofdtl €Xp —z(ajlkl )tl -t ll : Djlklpl (T)a
ce qui s’écrit:
, — — — — =
]2 =1l3 - Djska’mg— (ajzkz + ajﬂcx)z ly - Djzkz’ms“(ahh) ily Djlklpl(T)'

Cette expression est indépendante de A. De sorte que que I'on ait finalement:

N N N
im L) =lim -2 > ¥ % ¥ ¥ ¥ UUU

=1
A0 A—0 Ja<ka=1T] 2o Ja<ko=17) 2o i1<ki=1720

77— —> T = —
expily (4 — T h)expily - (qCj — Q)
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.—é -
expzll '(Tfjl —?kl).,\lﬂl()lé:o.
I>()) tend donc vers zéro quand A tend vers zéro.

Montrons qu’il en est ainsi pour tout n > 1. Posons:

Cn(z) = X [L1 Ro(2)...L1 Ro(2) L] (81)

La transformée de Laplace inverse du terme d’ordre n du développement de
T'(z) est:
Cu(t) = L7Cr(2)] = A" L7V [LRy(2)...L, Ry(z) L], ot nous avons n facteurs

LiRy(z). I.(t,\) s’écrit:
. N N
L(t,A) = (=5)"A™A 2 ¢ >y u,..U,

Inpai<kni=17"24o Hi<ki=l1 T #0

-h_) .—-)
expily - (?jn“ — 7,%“) ..expily - (¢ — Tr)

— — t t
Zln+1 . Djn+1kn+1 gdtlgdtQ

tn—1

Of dt, exp —i(aj,k, + ..k, ) (tac1 — tn) -

ily - Dj2k2 exp ~Z(ajlkl)tlz Iy - Djlklpl (t - tl)'

Appelant a nouveau 'intégrale sur les variables temporelles I (¢, A) et posant
les changements de variables suivants: 7, = t; — fg; 7o = to — t3; ... Tp_1 =
tpog —tp; t = /\"27; t, =1y, 1l vient:

T —t
Xﬁ 1 Tp—2

! 3 . 1 g =
]n(t, A) = Of dtl g d'Tl {d’TQ.... J dTn_llln+1 . Djn+lkn+1
) — =
exp — (b + iy ) Tn1ee- - 2 ly - D jyp, ¥

A o =
exp ~i(a e )t1t 1 - D g pr (T — A2t1).

La limite de I/ (¢, A) lorsque A tend vers zéro est:
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. , —_— —
)‘]ll_I‘H'O In(Ta /\) = Zln-H : D.jn+1kn+17.r6" (ajnkn +...F ajlkl)
— —
i, Djnknwé_(ajn_lkn#l + ...+ ajlkl) X ... X

—_— =
T (o)t l - D ik py (1),
ol nous avons tenu compte de ce que les durées 7; sont inférieures a la durée
T a partir de laquelle le systéme perd la mémoire de I'interaction.

Portant cette limite dans I'expression de I,(t, \) et faisant tendre A vers zéro,

on obtient:

N N
Alimofn(T,A)=AhmOA"~1 b oY S UL

Jnt1<knpi=17"29 51<ki=1 Tl'?go
.H .‘_) ._9
exp? ls - (7]'"4_1 - ?kn+1> - €Xp1l b (?jl - 7’91) X Zln—i—l'
___)
Djn+1kn+l7r5#(ajnk" + ...+ ajlkl)
— —
Zln . Djnkn'ﬂ'(s__ (anﬁlkn_l + ...+ ajlkl) X ... X
— —

7T(S—(ajlkl)rl’ by - Djlklpl(T)a

1,(t, \) tend vers zéro pour les mémes raisons que pour le terme d’ordre deux.
L’hypothése de faible extension temporelle de 'opérateur mémoire de Zwanzig
couplée a celle de la validité de la limite de Van Hove ( narrowing limit) a per-
mis de transformer le processus stochastique non markovien en un processus
markovien. Il est utile de remarquer que si la décomposition de ’hamiltonien du
systeme en deux termes est centrale, le caractére homogéne ou non du systéme
et le choix du projectcur ne semblent influer en rien dans la démonstration car la

mise en oeuvre de la limite de Van Hove ne concerne que la dépendance temporelle

des expressions étudiées. Toutefois une étude des systémes inhomogeénes s’avére
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nécessaire pour apprécier action de 'opérateur résolvant libre puisque c’est lui
qui fournit les distributions de Dirac par transformation de Laplace inverse.

La théorie de 'amortissement de Zwanzig telle qu’exprimée par les équations
(35) et (53) est une théorie exacte.

Le résultat que nous venons d’obtenir pour les systémes homogénes ne fait que
contribuer & donner un fondement siir aux méthodes d’approximations mises en
oeuvre lorsque la théorie est appliquée a I'étude de sytémes physiques définis. En
effet bien que la théorie de Pamortissement telle que formulée par Zwanzig soit
trés largement utilisée dans I’étude des phénomeénes de relaxation et partout ou
la séparation de 'opérateur de Liouville en une partie décrivant I’évolution libre
du systéme et une partie décrivant I'interaction est possible, nous ne connaissons
de justification de cette approximation lorsqu’elle est adoptée. Il en est ainsi par
exemple en théorie de la relaxation des oscillateurs quantiques et pour certains
problémes de la spectroscopie des plasmas ou la portée des interactions peut étre
considérée comme finie, malgré I'invocation de ’approxmation de Born{?6:27-28,29

dans bien des cas pour contourner la "norrowing limit”.
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4 ETUDE DES SYSTEMES INHOMOGENES

EN INTERACTION FAIBLE AU MOYEN

DE I’OPERATEUR DE COLLISION

4.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous montrons que ’équation de Prigogine-Balescu obtenue
par Muriel et Dresden au moyen de la technique des opérateurs de projection
et sous 'approximation de Zwanzig se déduit d’un calcul au premier ordre du
développement de I'opérateur de collision. Mais alors il s’avére nécessaire de
faire ’hypothése, comme nous le verrons, que notre systéme est faiblement inho-
mogeéne. Cette remarque est liée au fait que dans la dérivation due & Muriel et
Dresden, ’hypothése relative & la nature de 'inhomogénéité du point de vue de
son extension spatiale est implicitement contenue dans leur hypotheése markovi-
enne. Or ces deux hypotheses sont différentes et ne sont pas liées si 'on considére
que 'hypothése markovienne requiert que la variation de la fonction de distribu-
tion par rapport au temps soit indépendante de la fonction de distribution aux
instants antérieurs. En d’autres termes I’hypothése markovienne ne porte que sur
la variation du systéme par rapport au temps alors que les hypothéses sur le de-
gré d’homogénéité du systéme concernent sa variation par rapport aux variables

d’espace.
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Pour mieux nous rendre compte de ces considérations, nous allons donner
dans ses grandes lignes la dérivation de 1’équation pilote due a Muriel et Dresden
puis nous montrerons qu’en introduisant I’hypothése de faible inhomogénéité dés
le départ, toutes hypothéses gardées par ailleurs, nous obtenons la méme équation
d’autant qu’elle est retrouvée 4 nouveau en considérant 'opérateur de collision de
Lippman-Schwinger et en tenant compte du résultat établi au chapitre précédent
pour les systémes en interaction faible ’hypothése de faible inhomogénéité restant

maintenue. Dans toute la suite nous adopterons la notation de Muriel et Dresden.

4.2 EQUATION PILOTE DE MURIEL ET DRESDEN
Soit Py I'opérateur de projection défini par:

1
PX = =iy / / XdGrs1d T (82)

ot {2 est le volume du systéme et X est une fonction de phase intégrable quel-
conque. En faisant & = 0, on retrouve le projecteur de Zwanzig. Soit fy la
fonction de distribution & N variables d’espace et N variables d’impulsion, et soit
f& 1a fonction de distribution & k variables spatiales et N variables d’impulsion,

nous avons:

1 — — — —
féV:p,ch:m/...[qu+l...qufN(q,p,t) (83)

Soit aussi 'opérateur I, définit par:
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LX = / / XdP k1 d P w (84)
Nous avons: (I, ] =0, ou [A4, B = AB — BA.

La fonction de distribution réduite est:

fe (@1, Ty D1 Py t) = L Pefn (85)

La mise en oeuvre de la méthode de Zwanzig donne I’équation pilote suivante:

Ofe
Zw = PBLG()(1 - F)fn(0) +
PLfN(t) ~i / dsPLG(s) (1~ Po) L.f¥(t — s) (86)

ou G(t) =exp[—it (1 — F) L]; L= Lo+ ALy
[’application de i a (86) et la prise en compte des relations de commutation

permet de Pécrire sous la forme:

Ofx k 7)2- O fx k OV ( 0 0 )
vt B +,\
Z T Z 4 3;01 apJ Je =

—)\2/.../d?kﬂ...d?N/dstLG(s)(1 B LifN(t— ) -
<A [ [T ki d P W PLGO(1 = P f(0) (87)

ou nous avons tenu compte de ce que:

N*’ i
Z_.
=1

k

et

lei



Cette équation est une hiérarchie dans laquelle f), est couplée a Pensemble f¥
qui contient le méme nombre de variables spatiales mais comporte un nombre
différent de variables d’impulsion. Ce mode de couplage remplace le couplage de
fr & fry1 qui se manifeste dans Ia hierarchie BBGKY.

Les termes cruciaux dans I’étude de 'évolution du systéme sont les deux

derniers que nous notons:

M= —)\2/.../d?k+1...dFN/dstLG(s) 1-P)Li.fNt—s)  (88)
0

et

I = i) / / AP i1 d P N PeLiG)(1 = Py) fw(0) (89)
Le développement en série de Fourier du potentiel selon:
1 RPN s ; } . )
Vijr = Q > V()expil -("¢'; — ¢ j), et sa séparation en trois parties:V; =
T#£0
V% pour j et j < k; Vi = Vi pour jet j' > k; Vi = VT pour j < k et
J" > k, facilite évaluation de ’action de 'opérateur de projection.

Si nous adoptons I'approximation de Zwanzig tout en tenant compte des iden-

tités suivantes:

pd\d (8 s0 p o
S P L B A 27 0
exp ( sm(‘?q) 3 (ap + e exp smaq (90)
p 9 ps P9
o (<520 Fla) = Pla=Byesp (20 ), o1



nous parvenons a exprimer le terme de mémoire sous la forme:

M = %Z/..../d?kﬂ...dﬁjvjds \:j ‘Zf S vmP?

-
P ks

Gk PPNt —s)  (92)

m m

Muriel et Dresden introduisent & ce niveau ’hypothése markovienne qui con-
siste & effectuer Popération d’intégration sur la variable temporelle s de zéro a

Uinfini (au lieu de zéro 4 t) en supposant que f}' ne dépende pas de s. Dans ces

conditions le terme de mémoire s’écrit:

A2

M = W/.../dmﬂ...d?]v fj i S v?

1<j=1=k+1 T#O

— - 0 !

T (5= T) b | — (T, ~ P
€xp1 (QJ qz) o, I:m (pJ pz)}
—

. r=¢ —
el - Dji’fliv( q 1;---7k,;?1,---?mt)- (93)

Négligeant le terme d’interférence, on obtient pour f; 1’équation:
glg




—

——)
d {
eXpi l - (?1 - _(,?’i') 7 . 6_ {‘7’7{ (FJ -

<

)|

__)
T By Y (T T T T ) (94)

qui pour k=1 donne P’équation de Prigogine-Balescu:

afl ?1 dfr TA? — — ol 2
- = —— —— [ .../ dp..d Vil
p = TR [ S v
o [T
— N N — — N
I - ‘6_19_?6‘_ {;{ (p e P i’):| il - Dli'fl (t) (95)

Les hypothéses qui sous-tendent l'intégration sur la variable s reposent sur
I'idée de négliger la dépendance de la fonction de distribution d’avec s. Cela est

suggérée par le fait que:

77~ 7

(pi—DPi)s s ) ..

——————"— = — ou Tp mesure la durée de la collision entre les corpus-
m TD

cules d’'indice j et ¢'. Ils arguent que si 'intégrante de (92) ne prend des valeurs

appréciables que pour les valeurs de s sensiblement égales a 7p , et si:

f (71 — ?TIHTD, ) ~ f(q,....), alors (93) est valable. Mais cete derniére
équation signifie que la distribution des particules ne varie pas notablement pen-
dant la durée d’une collision ce qui n’est autre que I'hypothése de faible inho-
mogénéité.

Nous voyons que I’hypothése markovienne telle qu’elle est invoquée par Muriel
et Dresden contient en fait deux hypothéses; I'une liée & sa dépendance temporelle
et lautre & sa dépendance spatiale pour des durées de l'ordre de celle d’une
collision et pour une observation du systéme sur des intervalles de temps trés
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longs par rapport a cette durée de collision. Ce constat induit la question suivante:
I’hypothese markovienne peut elle étre invoquée pour un systéme d’inhomogénéité
quelconque? Pour ’heure on peut au moins montrer que si ’hypothése de faible
inhomogénéité est formulée avant I’hypothése markovienne, on aboutit a la méme

équation démontrant ainsi que les deux hypothéses sont bien découplées.

4.3 EQUATION PILOTE POUR UN SYSTEME FAIBLE-

MENT INHOMOGENE

Considérons un systéme faiblement inhomogéne dans 'approximation de Zwanzig
de sorte que ’on puisse considérer & chaque instant que sa fonction de distribution
& k variables spatiales se comporte comme une constante pour de faibles varia-
tions de ces variables spatiales. Pour une telle fonction 1’équation (85) s’écrit:
exp (—5%3‘%) F(q) = F(q),car du développemnt de 'exponentielle en série de

I'opérateur de dérivation par rapport aux variables d’espace, seul le premier terme

contribue de sorte que nous pouvons écrire:

t
M = —/\2/.../d?Hl...d’ﬁN/dstLl exp (—isLo) (1 = Pu) La.fN (t — s)
0
t
= =¥ [ [dP e d Py [dsPLi (= P La(s) S E=s). (96)
0

La partie spatiale de la fonction de distribution du terme de mémoire n’est

pas modifiée par Paction de la fonction de Green décrivant la propagation li-
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bre du systéme. I’évaluation de l'action de tous les opérateurs donne comme

précédemment pour le terme de mémoire:

i<j=13=k+1 7 T#0

M = / /dpk+1 de/dSZ ZZ[V )

—>

expi T (05— 7)) -

0 il SN —
-8_,exp —md-(pj——p,-,)s -
D]l’flf(?lu?k;?h?/\ﬁt_s) (97)

Supposant maintenant que la variation de la fonction de distribution est in-

dépendante de son histoire (hypothése markovienne), nous écrivons que:
T T PPNt —8) = (T .. ks P 1, .- P N, t) de sorte que

I'intégration sur s donne & la limite des faibles valeurs de A:

[dsexp [-1L - (P — Fu)s] =m6_[L (T, - 7x)],

et en remplacant dans (97) nous obtenons (93) et par suite (94). Pour k =1

nous obtenons 1'équation de Prigogine-Balescu (95)

4.4 METHODE DE L’OPERATEUR DE COLLISION

L’équation d’évolution écrite avec 'opérateur de collision(35) devient ici:

29x(2) = if&(0) + Lk PeLogi (2) + L PeTi(2)gi (2) (98)
ott gx(z) est la transformée de Laplace inverse de fi(t) et g (2) est celle de f¥ (t).
Le second terme du second membre écrit de maniére explicite est: I, PyLogl (2) =
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I,.P, e it N(z
k kj; ™ a—q»jgk( )
P 0
— P S —id . o
k kazjl Zm a?,g"( )
N ?1
=5 —i—- z),
s} m a—q-*]gk( )
0
car pour tout j > k nous avons: 57 gl (z) =0.
q —
De plus, P laisse invariants tous les termes contenus sous le signe somme; P2
m
_)
O wey_ P 0 N{\ — : N :
—gN(2) = =7 =g (2) et Itg{ (z) = gx(2), puisque g; (z) ne contient que
9q; m 04q;

des variables spatiales d’indice 7 < k. Tenant aussi compte de ce que: Tk(z) =
L+ L, Z_jl [Ro(1 — B)Ly ],

I'équation (98) s’écrit:

2ge(2) = ifu0) —i 3 d

.:1 m

0 x n
a?_gk(z) +LePk 3 Ly [Ro(1 = Fi) Lo 97 (2).
7 n=
Dans Papproximation de zwanzig seuls les termes d’ordren =0 et n =1 de

Ty(z) contribuent, de sorte que (98) s’écrive:

0
zgi(2) = ifi(0) — 122 - ﬁrjgk(z) + L PeLygy (2) +

+ 1 PeLy [Ro(1 — Pu) L] g (2) (99)

2N
Ecrivons Ly sous la forme: Ly = LI+ LI+ LI on LI = % > V() exp il
i <n’=1 T?go

Ak N —> —>

GX Y N VOepil (75 Tw)il -

—_ =
(¢~ qn)il - D, LI = q
J=1n'=k+1 T 4

NN
D, =2 S 5w V(lexpi U+ (T;— Tw)i L - D

Q jen'Zrk11 749

Nous avons: Py LigN(z) = LigN(z), puisque P, commute avec Lf.

Par ailleurs, tenant compte de la définition de Py, nous avons: P, Li{gN(z) =0

et P.LiM gl (z) = 0, car LI et LIT contiennent des variables spatiales d’indice
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supérieur & k alors que g (z) n’en contient pas. Tenant compte de ces relations,
il vient: It PeLgl (2) = L PeLigh (2)
iX N

— ) —3
=Lliglz)=q 2 T V@Oexpil (05~ qw)il - Dwoi(z)
¥<n'=1"T1q

et
L P Ly [Ro(1 — Po) L] gN (2) = [Pl RoLy g (2) — I Pel Ry B Lo gty (2)
= M; — M,
avec: My = [P L1RoL1gl () et My = It PoLy Ry Pl gl (2).
Tenant compte des propriétés générales des opérateurs, nous avons: M, =
LP LR LIgN (2) + Iy P.LIT Ry LI gl (2)
et
M, = I, B.LIRyLigl (2),
de sorte que:
M, — My = LP.LU Ry LI gN (2).
L’opérateur Ry(z) est donné par (72). Son étude est cruciale dans Pévaluation
de (98). Etudions d’abord Paction de LoL{! sur g (z). Pour cela séparons Lo en

deux parties: Ly = L{ + L avec:

k g o
. p 7"
Ll = —f
0 j21 m 6-(]_)_7r
et
N
L”: % —L’B'Z “a\
0 J'=k+1 m T
Nous avons alors:
—i2X kN k D
LI gf@)="g"% > ¥ » Vi,
I=1n/=k+1 T 40 j'=1 m



0 5 i
77 expi | -(¢5—qw)il - Djughk (2)+
J
2\ kN N D
+O ) IEED MM AR
“g=lni=k+1 g3 =k+1 m
8 — — =
5o i L (@5 = Tw)i b - Dywgll(2).
]I

Dans le premier terme 'opération de dérivation porte sur la fonction expo-
nentielle et sur la fonction g¥ (z) tandis que dans le second il ne porte que sur la
fonction exponentielle; cette derniére étant seule a contenir des variables spatiales

d’indice supérieur & k. Effectuant la dérivation, nous avons:

—i2\ kN g
LIl = 0" & % T Vil
j=ln'=k+17p #0 m
— N T = .
expil (¢ — Tw)il - Diwgl(z)-
—2)\ kN g —
o DD V(l)wi expt ! (qJ - 7;#)
j=1n/=k+1 T#O m
- =9
il Djwa=g¢ (2)
qj
—22/\ k N k ?n’ s
TS Ty s v )
J=Int=k+1 7" ¢gj'=1 m
— 7 =
expe [ - (?] - ?n’)?' L D]n’gkN(z)

Si la fonction de distribution des corpuscules varie peu d’un point & un autre
de 'espace, nous pouvons négliger le second terme devant le premier et obtenir,

tout calcul fait,

Ak N —
LOL{I g¢ (z) = Q Z > Y V() expil (7; - —(fn')
j=1n'=k+1 T#O
—_l) —_ —
{—“(Tﬁf - ?nf)} il Djwgy (2)
m
et

ik N —
> V() expi L - (?J — Fn,)

LnLU
1 gk() Q]ln_k-{—ll#()
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m
d’ou:
A oo k N
RoLilgl (2) = lﬁ YT T ey expi—l~> (5= "qn)
n=0j=1n'=k+1 7_71__0

—T " - —

7(771' ?n')] il - Djwgll (2),
soit:

k N
R = 22 3 S VWewil (7, = Tw)

i1 Bmgl (2), (100)

Nous avons alors:

2 N

k N

PO IEED IEED VDY

Je=1ng=k+1j1=1n1=k+1 T’2¢0
.—> .H

_2: V(l2)v(ll)eXPZ Ly~ (73’2 - 77:2) eexpi l - (73'1 - 7n1)

"1 £0

El

LPeLi Ry LY g (2) = L Pie)® (é)

—_ = 1 R S —
7 9 Djznz_‘mj’h——*fl 1- Djlnlgljcv(Z).
7 — _li(?. — P'n)
m J1 pn1

L’évaluation de I’action de P, qui intégre sur les variables spatiales @, et q n,

donne:

iN2 &k N
LBLIRL'g () =1 (5) © ¥ % VVUL)y, ¢
Q =k _ 2+ 1
72 =k+17 T 1#0
1

2
expi {1 - (?J-l —?h)z log- Djppy—————i 1 ¢

Djlnlgljcv (Z)

z = —E(?j - 7n1)

fhory

—
Sommant sur [ 5, nous obtenons:

Ak N
IkPkL{IRoL{Ig;{:V(Z) = _Ik‘@ ) Z Z Z Vz(ll)
j2.f1i=1n1=k+1 —l'1¢0

T 5)

R —
expi {1 (q 5 — Th)

G



—_ = 1 [ S
21 1 Dj2n1 p— 21 1° Dj1n1gijcv(z)'
(T P
m 21 p n)
Nk
Pour un grand systéme nous pouvons écrire: I P LI Ry L gl (2) = —Ikﬁ )
J2.J71=1
N — —
S JdlU V) expi U (T — Tp)
ny=k+1
—_— = 1 —  —
7 1 1° Dj2n1T———‘—Z l 1° Dj1nlgljcv(z)'

ll—) —
“pn1)

z - ?( D j
L’équation (99) s’écrit, en tenant compte de ces résultats, zge(z) = i fc(0) —

N . 0
. . D
szl Zﬁmj . a\ﬁ_(f'gk(z)+
= J
A —

N —> — —
5 ] Z fd l lv(ll)v(l) expz’ [ - (?jl - ?nl)i - Dj1n1gk(z)
Ji<ni=1
A2k N — . —
L5 Y Y Jal V) epil (T - T )

Q G ii=1n5k+1

[ S 1 e —
le'Djznl — le'DhnlgI}cv(z)'
l 1, — —
2= (P~ Pn)
, . oo O N TP,
La transformée de Laplace inverse de cette équation est: @ =—1 3 1
1j1=1 M

afk(t) A N -
+ = dl V(I
6?]-1 Q j1<§1=1 f ' ( 1)
— [ G —
€xp1 l 1° (7j1 - ?nl)z l 1° Djlnlfk(t)
Nk N — —
tiley YL JdU VP epi Ly (75—~ T5)
j2.1=1n1=k+1
e t T
7 l 1 Dj2n1 {dtl exp l:’—’l#(—ﬁh - —]_))nl)tlil

.

_
il 1° Djlnlflév(t —tl)'

Si ’on suppose que le processus est markovien, on a:
Nt —t) = ).

Si par ailleurs on s’intéresse au comportement asymptotique du systéme, on a:

— —>

t 1 oo o
[ dtq exp [—z—l(?jl - ?nl)tl} = [ dt;exp [_14 (Ps— Pt
0 m 0 m
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-
[ . . .
o [“i(_ﬁjl — ?m)] et I'équation d'évolution de fx(t) devient:
m

(i) NS aain
PR/ o Y A I MARAYY +
D DRE+
1j1=1 ’ n
A L /dlll-(ll)expzll-(qj1~qm)zll
j1<n1:1

s }“Z k N PR ] ,
'Djlnlfk(’/)Jrfkﬁ > /d V()|

Jo,hi=1lni1=k+1

N
T - 7j2)i l1-
e ~ 7>1 — — 1 et g N
Djzmlﬂ-é* ( Pj,— D ”1)J il I Dhmff; (f) (101)

Pour £ = 1, nous avons:

£ — : 2 ; — -
dﬁ@y__plfﬁﬁ0+h? %Jﬂ[IW“m%ly
L np=2

ot m  0q;
— . l 1, '—) — N
D]‘anﬂ’é, l:?n—k?jl - ?m) il Djl"l k\( (f)
Explicitant 'action de Vopérateur I;et tenant en compte 'idendité des particules,

1} vient:

PN Y o NEfoaT 1
i%éfﬁ;’ - ~17’n', . uajiqyl/ + 7(,4*\‘1@:2 [dT s fdl [V
Iy
i Dos| T - w} HOE
—
la contribution due & la partie principale de 6_ [ ’fnl (D, — ?m)} s’étant an-

nulée par symétrie. A la limite thermodynamique, nous obtenons:

g1 ARG YV (G (e S, 2.7
VALC R JJI\/+7T)\‘C/dp2/dl1V(ll)lulll-

T3 Tl — — : A
oDmb-;(p1~]uﬂ (1) (102)
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Cette équation est celle de Prigogine-Balescu. Nous ’avons obtenue & partir
de l'analyse de l'opérateur de collision dans I’approximation de Zwanzig. Cette
analyse nous a permis de voir qu’elle est valable pour un systéme de faible inho-
mogénéiteé.

En effet cette hypotheése se découple de 'hypotheése markovienne alors que

dans la dérivation due & Muriel et Dresden, il ne semble pas en étre ainsi.
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5 PROCESSUS STOCHASTIQUE DANS UN

PLASMA HOMOGENE HORS D’EQUILIBRE

5.1 INTRODUCTION

Les chapitres précédents nous ont permis de voir que ’approche de Zwanzig ap-
porte de grandes simplifications dans la théorie des processus irréversibles tant
que I'on s’intéresse a des systémes en interaction faible pour lesquels ’approximation
de Zwanzig est valable. Comme pour toutes les autres approches mentionnées
plus haut, elle donne une intégrale de collision divergente pour les interactions
de portée infinie. Ces divergences ont pu étre levées autant dans le cadre de la
theorie BBGKY que de celle de Balescu. Il se pose alors le probleme de la levée de
divergence dans le cadre du formalisme de Zwanzig. A notre connaissance aucune
solution n’a été apportée a cette difficulté. Nous I'aborderons dans ce chapitre
en nous appuyant sur les hypothéses physiques naturelles posées par Balescu.

Si on se rappelle que l'objectif premier de Zwanzig et de ses suivants fut
d’établir une théorie moins lourde & manipuler que celle de Van Hove et Prigogine,
on se rend compte de Iintérét d’une telle étude pour les systémes physiques
comme les plasmas dont la description est trés malaisée en raison de la nature
méme des interactions de longue portée dont ils sont le siége. Nous ne consid-

érerons dans ce travail que le probléme du plasma homogene.
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5.2 DERIVATION DE I’EQUATION BLG

5.2.1 POSITION DU PROBLEME ET HYPOTHESES

Considérons un plasma homogéne complétement ionisé dans 'approximation de
la mécanique classique. La mise en oeuvre de 'approximation de Zwanzig conduit
a une intégrale de collision divergente. Le fait est que nous ne disposons pas de
parametre de perturbation suffisamment petit pour développer une théorie de
perturbation classique. Ce constat est une caractéristique générale de toutes les
approches. Pour contourner la difficulté on peut remarquer avec Balescu qu'une
théorie du plasma hors d’équilibre convenable doit étre consistante par rapport
a la théorie du plasma en équilibre thermodynamique qui montre de maniéere
rigoureuse que le potentiel décrivant 'interaction coulombienne est atténué par le
comportement collectif du plasma. En moyenne la portée du potentiel conlombien
est finie de sorte que le potentiel effectif en un point de I'espace distant de | 7|

d’une particule donnée du systéme est:

— ) (103)

ou e est la charge élémentaire, C' la densité des électrons du systeme dans
la limite thermodynamique, k la constante de Boltzmann et T' la température
d’équilibre du systéme. Compte tenu de ce fait on peut ne retenir dans le
développement de I'opérateur de collision que les termes donnant une contri-
bution de l'ordre de €?(e2C)™. Si par ailleurs nous faisons 'hypotheése de chaos

60



moléculaire & Vinstant initial, le formalisme de Zwanzig s’avére étre propre & une
renormalisation de I’énergie levant ainsi la divergence de l'intégrale de collision
et donnant une équation rigoureusement identique & ’équation BLG.

Dans les chapitres précédents nous nous sommes familiarisés avec les dif-
férents opérateurs essentiels au développemnt du formalisme. De ’étude du
gaz homogéne i celui du plasma homogéne, seule change la nature du poten-
tiel d’interaction de sorte que 1’écriture formelle de 'opérateur de collision reste
inchangée d'un probléme i 'autre. Nous avons donc pour un tel systéme, dans le
formalisme de Zwanzig, I’équation d’évolution de la fonction de distribution des

vitesses donnée par:

z9(z) = if1(0) + PT(z)g(2), (104)

ou g(z) est la transformée de Laplace de la fonction de distribution des vitesses
et des positions des électrons, P est 'opérateur de projection dans 1'espace des
impulsions et T'(z) est Popérateur de collision (52) de Zwanzig, z étant un nombre
complexe.

Si I’on s’intéresse a la fonction de distribution 4 une particule, on intégre (104)
sur les impulsions de toutes les particules sauf celle de la particule numérotée o

obtenant:

29a(2) = i1f1a(0) + 1 PT(2)g(2), (105)
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ot nous avons pour 7'(z) Pexpression:

T(z) =3 LR (2) (1 - P)LY]", (106)
0
avec:
. 20U (gjx) ( 0 a )
Ly =qe? =205 [ — 5|, 107
' dq; d0;  Apk (107)
Lo p—
et e q;, — g Ty e ——
N (7 4)
Soit, en prenant la transformée de Fourier de U (g;k),
3 N —
1 == 2'82(2%) 2 2 expil (q_; — q-,:)Uli_l)- (% — ~6:>>
i<k=17 g p,  Opk

1l nous faut sélectionner les différents termes de opérateur de collision en ne
retenant que ceux qui sont proportionnels & e?(e*C)™. Par ailleurs nous adoptons
I’hypothése de chaos moléculaire & Pinstant initial. On suppose que la fonction
de distribution & N particules est égale au produit des fonctions de distribution
de chacune des particules a Iinstant initial. Kacl*¥ a montré que cette propriété
une fois réalisée dans les conditions initiales se conserve dans le temps; cette
hypothése sera essentielle dans la dérivation qui suit.

Le terme d’ordre zéro est manifestement nul en vertu des proprités de 'opérateur
de projection. Evaluons explicitement la contribution d’ordre un, son étude a été
faite lors de la dérivation de équation de Prigogine-Brout, il suffit d’y remplacer

partout A par e%. On obtient alors: C)(z) = I,PLR®(z) L1g(z) qui s’écrit:

62



2 N )
G =V S LS i T (T T ) Ul T
V2 kyta=1j1<k1=1 4§ 1720
._)
D,
1 e 7
*TMMM&WGXPE l 1° (?jl - 7"71)7’ ! thklg(z)
Z— *m~(pal Wh)

On notera que pour obtenir ce résultat nous avons tenu compte de ce que I,
et P commutent et nous avons supposé que toute fonction de phase X(g,p) est

telle que:

/d?Lg%;p) =0 (108)

De sorte que pour toute fonction de phase, 'expression I, D.. X (g,p) n’est

Jokg

non nulle que si jo = a (jo # ko) ou ky = @ (j2 # ko) . Ces considérations seront
systématiquement utilisées dans la suite.

Puisque dans la contribution Ci(z) 'opérateur P n’agit que sur le produit

— —
expil o (Qa— Try)expi l 1+ (T — Tr), nous pouvons alléger I'écriture en

N N

N
restreignant 'étude de 'actionde P d cellede P 3 > > expt l -
koFa=1j1<k,=1 E’¢ﬁ"ﬁ¢ﬁ’
— — . — —
(Co—qr)expily (g5 — Tr)
77— Hr
Nous avons vu que: Pexp(i [ - ¢q') = 65

— —
Supposons que U'on ait: G, = q,, alors: Pexp—il 5 - Qr,Xp—i | 1 -

— —
ky =P6Xp—i( l 2+ l 1)?@
= Pexp —z’(Tz + Tl)—(?kl = §f" T, =1 si (Tg + Tl) = 0 ou zéro si
— —
(l2+ 11)#0.

Il en ressort que 'action de I'opérateur P sur le produit ne donne un résultat
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non nul que si chaque variable spatiale d’'un facteur est au moins égale a une vari-
able spatiale d'un autre facteur compte tenu de 'inégalité imposée aux indices.
Cette remarque est générale. Elle est valable pour tout produit de fonction expo-
nentielle de la forme de celles que nous avons dans les différentes contributions.
Dés qu'il existe une variable ¢ ,, non identique & aucune autre variable, I'action
de P annule le produit. Nous allons développer le calcul explicite pour mieux
appréhender Paction de P et sélectionner les termes qui contribuent a C1(z), mais
aussi pour nous rendre compte de la possibilité et de la nécessité d’utiliser des

diagrammes pour représenter ces différents termes. Nous avons:

N N N

.——-) .
P Z Z E expll2'(?a—?k2)exp7‘ll'(?i1~?k1):
koFa=1 j1<ki=1 E#E,I_{#?
N — R
=P 3 S expily- (Ta— Trllexpi i (€1 - T2)+

<)

— —
eXpl l 1 (73“?N)++€Xp2 l 1'(?1\7-1 *_q-)N)]
— —  — — — — T — 7
Si@a?# @1, Ta# q2et Tra= qo,alors: Pexpil o(Qa— qry)expil -
.—)
(¢1— q2)=Pexpily qa
— — —
EXP—‘l(l'z—- l1) ~(?16XI)*1[1'?)2

__ ¢Kr ¢cKr Kr Iir Ii‘r —
= 6—»26 —»2_—1»1)6—1»1 = 07 2(5 r =0
— —
car par hypotheése: [ 2#0et [, #0.

-0 —
Si Tu= g1t Tua= qoalors: Pexpil g-(qa— Tr)expili-(q1—
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— —
Ta) =P qaexpi( o+ 1)) Ta
— —
exp—i( l o+ I 1)'72
_ sKr Kr _ ¢Kr
- 5(T2+7’1)6-(T2+T1) - 6<Tz+?1)'
On a donc:

—_— = 1 —_ —
ilqg- Dy, — t 11D ak,g(2)
(B P
m a ko
(7")6 N 2
Cl(z) = i%e! 9 I, Z Z IU[I‘ ! 1
vV knta=1 T, 15
— 1 — —
D, — i 11D kag(2)
ll — —
Z—h(pa_ pkz)

L’hypothése de chaos moléculaire valable & chaque instant s’écrit:

JilP 1 Pwst) = (P10 (P20 fi( DN, D) (109)

Mais g(z) ne factorise pas de la méme maniére.
Soit Cy(t) la transformée de Laplace inverse de C;(z). ¢ étant un contour

convenable,

-~ 1 . . 42.87]—3 N hred 2 Rarad -
Ci(t) = !dzexp(—zztl)ze —V—Iak v 1fcl LUyt Dy

T um
2Fa=
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1 —
! 1/— —
2= —(Pa— Pk)

Nous pouvons opérer une transformation de Laplace inverse partielle pour

pouvoir mettre a profit la relation (109):

~ 1 ¢t Q73 N
Cl(t) = — fdtlie‘*ifa Z del ‘U[l'2iT1 . _ﬁafdz exp(—iztl)
2im o V7 kata=1 c
1 — -
-l—> [ 1Dk2(1f1(?17“'7?N1t—t1)
g = -n;l(p _p+k2)
18
Ci(t) = mfdtlze“; ; z AT Ui T, Da J dzexp(~izt)
2 a=1

1 }
—Tfﬂ——— il 1Dk2af1( Pt —t) (P2t —t). fi(P Nt —t1)
2z = F(pa - pkz)

Tenant compte de ce que:

fd?jfl(_ﬁj,t —t1) = 1 et explicitant Vaction de 'opérateur I, il vient:

~ 1 1873 )
01(t)——"fdt1w—‘7* Z fdpszdl1(U11| il,-D fdzexp( izty)
koF#a=1
1 .
—— 1 T 1Dk2af1(pk?at_‘tl)fl(paat’“tl)-
ll — —>
z2—=——(Pa— DPky)

m

Les corpuscules étant identiques, on a:

~ 1 73
Ci(t) = fdtlze4z8 (N—a)fdp,[d T AR T, D fdzexp( iz2ty)
227ro %
1 .
—l> il 1Dlaf1(P17t"t1)f1(19a,t‘t1)-
Z_E (Pa— D)

A la limite thermodynamique,on a:

~ t — —
Ci(t) = 2717; [ dt1ie2(i8m%)(e2C) [d P fd U |U, 20 1 1 - D, [dz exp(—izt;)
0 S

1 —
= i U1 Do fi( Pt = t) fi((Part — t).
ll -— —
2 — (pa‘ pl)
m
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La contribution d’ordre un 4 la variation de la fonction de distribution & une
particule est "non markovienne”; sa valeur & Pinstant t dépend de Phistoire du
systéme c’est & dire de sa valeur & instant ¢;. Telle qu’elle est donnée cette contri-
bution vaut pour toutes les étapes de Pévolution du systéme. Mais Pévaluation de
Vintégrale sur le temps s’avére difficile et des hypothéses simplificatrices doivent

étre introduites pour parvenir i des expressions exploitables.

Nous avons:
1 1 7
. . tiy —
— [dzexp(—izt;))—————— = —feXp——— - o — t
27;7“] xp(—izt;) ——= p— - (p P 1)t

Z—i'(?a_?l)

Il ’en suit que, lorsque hypothése markovienne est faite et que Pintégration
RSN
sur le temps est effectuée en considérant que les fonctions de [; et de p’; varient

lentement, la derniére expression de C(t) se réduit a:

Ci(t) = 8m3eX(e2C) / 47, / d U Uil Dar6® 1. D 1a

AP0 A(Past) (110)

on

oo [ (B T =mb [0 (o= T0] HiPr(
m. a 1

Evaluons les contributions d’ordre supérieur. La contribution d’ordre deux

est:

Cy (2) = I,PL R° (2) Ly R® (2) Lyg(2). (111)
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Soit en explicitant tous les facteurs:

. 3
1873 N N N PN
Co(2) = € ( ) LP ¥ ¥ > > expi | 3(Ta— Q)
|4 kata=1ja<kp=1j1<k1=1 T 2O £0, £ 0
R d
expt ! 2° (?jz - ?kz) X UlsUlell
e 1
vl 3 Da — —_
Z-_ll (—ﬁ._—%)_b.(—* — Pk

m P J2 4 ko m p n p k1
i g— 1 — — N —  —
iloD,, —= expi b1 (@5~ qr)ili- Dy, g(2)

ll — —

Cette derniére expression s’explicite en opérant une sommation sur les indices
(71, k1); (42, k2); et k3 et en prenant en compte les propriétés de I'opérateur de

projection P mentionnées plus haut. Pour avoir une idée, explicitons 1'expression:

N N N N N

P > X > > expi g (Ta— Tr)expi o (T, —
ksta=1ja<ke=171<M=1 LT 20,5 £0

._)

q k2)

R —_
eXPer(le“— q kK,

Nous obtenons aprés avoir effectué les sommations sur les couples d’indices

(jla kl) et (j27 k?)v l’expression:

N — —

P 3 2 expi L3 (Qa— Tro)lexpi Lo (T1— Qo)+
kste=1 1/ G # 0, #0
— —

expilo-(§1— q3)+..+expilo- (g1~ dn)+expilo-(¢2— 3)+
\__)

expt [ o (72 7?4)“" +expzl2 (?)2~ gn)+expil, (43-?4)4'
— —

expil o (T3~ qs)+..expil o (Ta—Tn)+-. +6Xpll2 (Tn_1— qN)]
— —

lexpi 14 (71—72)+exp2l1 (¢1—q3)+. +9XP111 (?1'71—)1\1)4-
— —

expil - (qo— qa)texpil - (g2~ qu)+...+
— — —

expil1-(Go— qn)+expil - (q3— qa)+expil, (q3— 45 +..+



N — —
=P ¥ > expz13'(?a~7k3){expll2-(?1— q2
kaFa=1 g’;‘é_o’[—;#ﬁ’ T+40
—

,ﬂ . .
expi - (1 — o) +expi Lo (1~ qo)expil - (T1— T3)+ ..t

—

.*) -
expi l o+ (¢ — q2)expi

*) -
ly- (?1 - _(TN) +expt

—>

.*) .__> .
expil - (¢o— q3)+..+expila- (1~ qa)expil - (T2— Twn)+

—

.~> .*) .*)
expilo- (1~ qa)expil 1- (s~ qa)+..+expils-(T1— q2
.__) .—>
expil1-(@s—qn)+. . +expilys-(g1— q2)
57 — —>
expit l 1-(¢n-1— ¢ n)+ ...+ autres termes}.
En effectuant la sommation sur k3, le premier terme entre accolades donne,

sous l'action de P une contribution nulle sauf si a« = 1 et k3 = 2. soit Ay la

contribution a Cy d’un tel terme, nous avons:

i8r%\ R
Ay =€ (7> I,P(N — «) b expil3-(qa— ?2)
. BAORAD, L #0
expil g (o= q2)expil - (Ta— q2)
e
XU[BU[QUzl’L { 3 Da
1
— =
l2 —> — ll —> —
z——=(Pa—DP2)———(Pa— D2
m m
— — 1 s
il 9-Dyo l il - Dag(2)
-

8 3\ 3
La prise en compte de 'action de P donne: A,, = € (2_#) I, (N —

v
Kr
a) — _,_,Z*, — _,6T3+T2+Tl X Ul3U[2U[1
3#£0l2#£0,L#0
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[ — 1 R —
il 9Dy = il D agg(2).
ll — —>
2= — (Pa—T72)
m

Aag = 6413871'3(620)1(1_4 XU(—T2+T1)M2U-I1
s£ 0 L#A0, L #0
= 1
(/ 3 Da — —
( 2 + l 1) -—> —
z = ( Pa— P 2)
m
— = 1 — =
11 9Dy — il - Dag(z). (112)
L — —
Z—= — ( Pa— P 2)
m

Nous voyons donc que des termes de la sorte donnent & la limite thermody-
namique, une contribution de 'ordre de e*(e*C) que 'on peut négliger devant
une contribution de l'ordre de €?(e?C). On remarquera que le nombre de rela-
tions entre les vecteurs d’onde exprimées par les facteurs 6 de Kroeneker est plus
important pour la contribution non négligeable que pour la contribution néglige-
able. C’est cette propriété dite "singularité diagonale de Van hove” qui est a la
base de son formalisme®¥ et de celle de I’école de Bruxelles. Ici elle se trouve na-
turellement vérifiée par notre systéme et se manifeste sous 'action de 'opérateur
de projection.

Le deuxiéme terme entre accolades dans la partie explicitée de Cy(z) ne donne
une contribution non nulle que si 7’3 et 7’3 sont liées & ¢4 ou q k2. Or « est
un indice fixé et a ici la valeur 1 (arbitrairement attibuée eu égard a I'identité

des corpuscules) donc le second terme et tous les termes qui suivent jusqu’a
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— —
expilo- (g1~ q2)expil - (¢, — ¢n) donne une contribution nulle sous

—

l'action de P. Le terme expiTQ (¢1—qexpil - (g2~ 7

3) donnera
une contribution non nulle si k3 = 3 car on aurait le produit expiTg (qa—

—)
G3)expil g (qa — q2) expz'Tl -(¢2 — ¢'3) dans lequel il n'y a aucune

variable qui ne soit égale 4 une autre provenant d’un autre facteur. Nous avons

—

'—.) .__) .
donc: Pexpils-(¢u— q3)expila-(Ta— qo)expily-(q2— q3) =

— —
expz'( { 3+ 12)’_q_)a
W d -—_ s —> r r r
exp—i( L g+ 1 1) qaexp—i(lqo— 1) qo= 617{’3+T2551’3+T’1517(’2_T’1'

Tous les autres termes jusqu’a exp iTQ (¢~ Tfﬁexpz’?l (q2—TnN)

donnent une contribution nulle identique & la précédente lorsque k3 prend des
valeurs allant de 4 & N.

Tous les termes qui suivent ayant le facteur expi l 5- (¢ — ¢ ) donnent
tous une contribution nulle. En effet ils comportent quatre variables toutes dif-

, . Raras — — .

férentes qui ne peuvent compenser le facteur expt [ 3-(¢'w — q k) apporté par
la sommation sur k3. Toutefois la suite des termes abrégés dans ” autres termes”
ne donne pas des contributions toutes nulles; leurs contributions peuvent étre
évaluées comme pour les termes précédents. Ainsi si on considére le terme,

expi |y - (71— 73)expi71 (@1 — q'2), il donne une contribution non

nulle pourvu que gg, = gs.
L’évaluation de tous les termes contribuant & Cy(t) est en principe possible
mais leur prise en compte pour un systéme justiciable de la mécanique statistique
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est une entreprise désespérée. On remarquera en outre que I’on ne peut arréter les
calculs au premier ordres car chaque contribution C,, contienta la fois des termes
négligeables et des termes non négligeables. Ce sont ces considérations qui nous
fondent & mettre au point une technique de diagrammes.

Tant que P'on ne s’intéressait qu’a des systémes physiques faiblement pertur-
bés, le formalisme de Zwanzig avait ’avantage sur les autres théories de nous
affranchir de 'usage des diagrammes, mais alors une théorie de perturbation au
premiers ordres dans le développement de 'opérateurs de collision suffisait pour
rendre compte de 1’évolution du systéme. Pour un systéme tel que le plasma nous
sommes obligés de prendre en compte toutes les contributions non identiquement
nulles sous ’action de 'opérateur de projection dans le sous espace des impulsions
de P’espace des phases.

Les différentes contributions a la dérivée par rapport au temps de la fonction
de distribution homogéne & une particule peuvent étre représentées par des dia-
grammes qui permettent de sélectionner aisément les contributions non nulles et

non négligeables.

5.2.2 DIAGRAMMES

La contribution & Ci(t) peut é&tre symbolisée par le diagramme d, de la Fig-

ure.1.(voir figures)

La ligne horizontale supérieure porte les variables spatiales indexées j (nous ne
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marquons que l'indice) et la ligne horizontale inférieure celles indexées n. La ligne
courbe, quelque soit sa position indique que les variables qu’elle relie sont égales.
Les indices situées sur une méme verticale sont ceux contenus dans ’expression
d’un opérateur d’interaction donné. A une ligne courbe compléte reliant plusieurs

6K traduisant le résultat de 1'évaluation de

variables est associée un facteur
I’action de 'opérateur de projection P. A un vecteur Tm quelconque contenu
dans le delta de Kronecker est affecté un signe plus si la variable & laquelle il
est rattaché appartient a la ligne horizontale supérieure et un signe moins si elle
appartient & une ligne horizontale inférieure. En outre & chaque indice est associé
un facteur eV -2U(1)1/2.

Cette régle de construction demeure valable pour les diagrammes représen-
tant les contributions d’ordre supérieur. Puisqu’un diagramme représente un
terme pour lequel Paction de I'opérateur de projection est déja évaluée, il ne
saurait contenir d’indice non relié & aucun autre indice du diagramme. Ainsi

pour I'évaluation de Cy(t), les diagrammes représentant certaines des contribu-

tions possibles sont ceux des Figures.2 a 5.

Le diagramme dy est celui du terme dont I’évaluation a donné la contribution
négligeable.

Le diagramme ds bien que graphiquement possible est interdit par les iné-
galités sur les indices car il indique que: & = nq, jo = ng et j; = ny. Or par

hypothése, on a: @ < ng, ja < 12 et j1 = ny donc:
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a=n; > j; =ng > Jy = ng, soit donc: & > j; > ng ce qui est absurde.

En sus des diagrammes déja mentionnés contribuant a Cy(t), les autres dia-
grammes possibles et non négligeables sont dy et ds.

On peut étudier aisément de la sorte tous les diagrammes d’ordre supérieur a
deux. Cette étude montre que les diagrammes qui se déduisent les uns des autres
par adjonction d’une ligne oblique sont analytiquement reliés. Pour fixer les idées
caleulons la série de contributions de la Figure.6.

Dans ces diagrammes la premiere et la derniere variable de la ligne hori-
zontale supérieure sont égales ainsi que les deux dernieres variables de la ligne
horizontale inférieure et toute variable d’indice 7y, est égale & une variable d’indice
Nmy1. On passe d’un diagramme d'un ordre donné a un diagramme d'un ordre
immédiatement supérieur dans la série par adjonction d’une ligne oblique définie
par les couples d’indices (jm,7m+1). Un calcul analogue a ceux précédemment

développés nous permet d’obtenir pour cette somme que nous notons Si:

la

Si(t) = /d?l /d71i8w3620|U11|i71 Dams e |U,|i L1 D
fl(Fl,t)fl(?a,t)+/dﬁg/dﬁl/dTli&rBeQC[UM
iTl : BawéiziSWBeQC |U, | il l_jgff(?w t)m6stie? x
|U11|i71 D f (P ) f (P art) +/d?3/d?2/d?1
/ d T 1i87%e2C Uy i 1 1 - Doméei8n3eC Uy i 1, -
D, 37, )mb22i8n3eC Uy, i L1 - Do f*m67lie?
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Unli ly- Do fi(P 0 fi(Part) + . (113)

En vertu de l'identité des corpuscules nous avons, en posant:
. — — .
Qo = [dP ;1m6F87C Uy i Uy - D fI(75,1)

Ou fI(pst)=f(7P;t):

Si(t) = / dp, / d 1 1i87%e?C Uy i 1 1 -
- 2
D, [1+Qa+Qa+...} X
n6%ie2 |Uy|i 1y -

Do f (P o) (Part) + (114)

S1(t), transformée de Laplace inverse de toutes les contributions, est 1a somme
des termes d’une suite géométrique de raison (J,. Posant:
d; =i8n3e*C|Uy| D; et djn =ime* |Uy| Djn,

nous pouvons mettre Si(t) sous la forme:

Si(t) = / 47, / d 0100y dall— Qa] 625 1 -

Giaf (T ) (T asrt) (115)

S1(t) n’est autre que la série R, obtenue par Balescu. Sa série R, s’obtient
en sommant les diagrammes construits en fixant la ligne courbe inférieure sur

les deux premiers indices en lisant de la droite vers la gauche et en faisant varier
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d’un diagramme a un autre le mode de liaison de 'indice o aux indices de la ligne
horizontale supérieure. Cette construction donne une serie Sy(t) dont le calcul

fournit:

Sa(t) = [d7, [dT0 T e 1= Qo 654 11+ (~d)f(Fart)
1= Qi)™ [d7 16 T daf (7 01 F0) (116)
ou ()] est le conjugué complexe de ;.

Les contributions qui suivent s’obtiennent en donnant & la boucle inférieure
une nouvelle position et en faisant varier la position de la boucle supérieure,
les lignes obliques intérieures se disposant de toutes les manieres possibles. En
adoptant la notation de Prigogine-Balescu, la somme de toutes les contributions

est alors:

S(a) = /d?l /dTliTl o[l = Qa] T 6% Uy - dyof (P 1)
FA(T o)+ /d?l /dle‘Tl A1 - Qo] e T
(NPt L= Q17 x [T, [d7 875 T
By f (T 0L(Fot)+ [dF, [dF, [dp, [d T,
i1y 1= Qa) 0L (T t) [1—- Q1) 612 d1
AP 1) 1= Q3] 8% dos £,(P,, (P ) + - (117)
o d, = ~dy, , &y =dpy, 5" =6 .
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L’équation d’évolution de la fonction de distribution & une particule, ho-

mogene, est:

.

i3 = S(a) (118)

Aprés quelques transformations de S(a) ,( cf ref [2] ), Balescu obtient la

derniére équation sous la forme:

ﬁézz%%/ﬁfﬁﬁ*ﬂmeﬁ—w»x

ot 0v,
. - = - afz ?271: -
?— 47T1,€20/d’l)25+ [ [ (vg — EZ)} l - ——(,(37__2,“)
T' Balfl(—ﬁa’t)fa(?3,t) (119)

ol v; est la vitesse de la j®™®particle.

Telle est 'équation d’évolution de la fonction de distribution & une particule,
homogeéne, pour un systéme de particules en interaction électrostatique pour la
premiére fois établie par Balescu en 1960 et déduite de la méthode de Bogolioubov
par Lenard la méme année.

Elle a une structure différente de celle obtenue pour des sytémes en interac-
tion faible par le fait que le produit f,(p',,t)f,(7,,t) apparait au dénomina-
teur dans l'intégrale de collision. Cela est la structure caractéristique introduite
par le comportement collectif du plasma. Lors du calcul de S(a) les séries que

nous avons sommeées contenaient des produits de fonctions de distribution a une
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particule traduisant ainsi la prise en compte du systéme a N corps; N étant arbi-
trairement grand. Le formalisme de Zwanzig permet de développer une technique
de diagrammes qui rend compte d’une maniére simple du comportement collec-
tif du systéme. Comme dans le formalisme de Balescu, 'approximation adoptée
se traduit par le fait qu’a un instant donné pendant le processus de collision
seules deux particules sont corrélées mais que cette corrélation est continuelle-
ment transférée durant le processus d’une paire de particules & une autre.
En insérant I’expression:

47re?

8m3AU (1) = —  (120)

— — — Of(7D..1
12—4m'e20fdu25+[z (5;—@’)} ! -—f‘z—éggﬁ
2

dans (79), on retrouve (119) ce qui montre que la théorie de perturbation
développée ici est équivalente & une renormalisation du potentiel d’interaction.
Le potentiel effectif (120) signifie que la particule d’intérét a, du gaz est sollicitée
autant par n'importe qu’elle particule prise individuellemnt que par le champ
moyen du milieu. Dans les gaz ordinaires o 'interaction est faible, seul le premier
effet influence le comportement de la particule. Le potentiel effectif donné par
(120) se manifeste physiquement par la formation d’un nuage de particules autour
de la particule d’intérét, se nuage se déformant dans le temps avec la variation
de la fonction de distribution.

CONCLUSION

L’étude des processus stochastiques dans les plasmas nous a permis d’aborder
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le probléme de la dérivation des équations cinétiques pour les plasmas sur la base
de Papproche de Zwanzig. La résolution de ce probleme présente des difficultés
inhérentes a la nature des voies d’approche. En plus d’un formalisme mathéma-
tique approprié, des méthodes d’approximation spécifiques doivent &tre mises en
oeuvre. Zwanzig a pu établir une équation pilote pour des systémes homogenes
au moyen d’une technique de projection et d’une hypothéses de faible interaction
et sa méthode a été étendue par Muriel et Dresden & des systémes inhomogenes.

Dans notre étude, nous avons pu déduire leurs résultats & partir d’une voie
d’analyse alternative déja indiquée par Zwanzig. Cette voie nous semble étre plus
concise et plus explicite du point de vue de la prise en compte des approxima-
tions dans le formalisme mathématique. Nous parvenons ainsi & montrer que la
non prise en compte de l'opérateur de Liouville décrivant les interactions entre
les particules dans l'opérateur de Green contenu dans le terme de mémoire de
I’équation pilote généralisée est légitime lorsque 'on considére que le systéme
ne garde mémoire de I'interaction que pendant un intervalle de temps fini. Par
ailleurs la dérivation de I’équation pilote de Muriel et Dresden par une analyse de
Popérateur de collision, nous a permi de découpler de maniére claire I’hypothése
de faible inhomogénéité et I'hypothése markovienne qui est centrale dans cette
dérivation.

Si approche de Zwanzig permet une économie de calcul considérable par rap-
port aux méthodes de Van Hove et de celle de I’école de Bruxelles quand il s’agit
du traitement de systémes physiques en interaction faible, en ce qu’elle s’affranchit
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de la resommation de séries infinies de termes par des méthodes de diagrammes,
elle ne peut contourner cet aspect du probleme quand il s’agit d’étudier le cas
des plasmas ou régnent des forces d’interaction de longue portée. En effet, ici,
la comparaison progressive de tous les termes du développemnt en série de la
perturbation est nécessaire.

Dans ce travail nous avons pu mettre en oeuvre ce programme pour aboutir
a une renormalisation de ’énergie d’interaction en développant une technique de
diagramme spécifique qui non seulement décrit de maniere claire les processus
physiques mis en jeu mais aussi permet d’obtenir rapidement les expressions an-
alytiques des séries de termes non négligés dans la procédure de renormalisation.

Cette méthode devrait permettre de prendre en compte les plasmas non ho-
mogenes et ceux soumis a des champs extérieurs. La prise en compte de la
dynamique des ions, si essentielle en spectroscopie des plasmas et dans 'étude
des turbulences de plasma devrait en principe pouvoir étre assurée dans le cadre

de ce formalisme.

FIGURES
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Diagramme d; décrivant la contribution du second ordre a I’interaction.

Figure 1:

/ N /
/ \ /

/ "/ -
S - B |
AN / ki .

Diagramme d : contribution négligeable du troisieéme ordre a I’interaction.

Figure 2:
@ —— 7A_.,7_‘2_ _— ~4’7Jl
P T

Diagramme d; : contribution interdite du troisiéme ordre a I’interaction.

Figure 3:
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Diagramme ds :

Diagramme ds : contribution non négligeable du troisiéme ordre a I’interaction.

contribution non négligeable du troisiéme ordre a I'interaction.

Figure 4:

b g
B W 7l
\

\\

Figure 5:
o . . .
a .yl > SER v SR
S1= + = +
R a3 R m

Somme de diagrammes contribuant a la premiere série Sy de Balescu.

Figure 6:
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AV A v U
E |
+ \/ + +
N N
/;l el +

Somme de diagrammes contribuant 4 Ia deuxiéme série de Balescu.

Figure 7:
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