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eS111118 

D;IIlS IIIl ;trt ici!' illt it ,,1<" "(lll ;1 r('slIlt (lr 1). I<rd;is, ;Ihollt IlIliC,>!III,' di:;lri 

lllitioll of z('ros of ('('rtaill [loIYllollli;ds. Il L(, pro!'('SS('1Ir P. F,nliis ('IlOllU' ,'t 

dr'1ll0Iltrc' dalls 1I1l CilS particlIlier le r(~slIt,at slIiva!lt : Si 

Il 

:.,},,(T) = IT(:I; - :I:i); ·7:0 = 1,:1:"+1 - l , - 1 < :1: i < 1; 
1 1 

av('(' 

II/n:); -1 <.r< 1 1 W,JI;) 1 < 
C'2 

1 W II (:r:) 1 > ,)" 

k::--O,. , , ,Il 

C,I, 13) , ° :S A < !3 :S 7r 

13-4 
--'-II, + O[log(n(l3 - A))] 

li 

:'\OllS a<'O!lS II 10 Il Lr{' dalls cc travail qU(' le r('slIltal est vrai [Jour tOllt ;\1'(,: 

(A, lJ) de IOllgueur donn{:c, qll(~lqllc soit sa positio!l sur [0, li] ; qll(~ cc l'C!sttlLlI 
('S! le m('illeur possihle, De façon incir1(~nt~" 1I011S aVO!lS 8H1(>liorc' la prCII\,(' 
d(' ('('rl;liIIS klllllli'S dlldil ;lI'Ii('I('. ]),111." 1" d('IIXi'\1I1<' !l;lrl il', IID!I" ;1\'(lI1~; hil 
1111(' sylll h,"s(' d(,s ('XI('IISioIIS d(' !'ill{'g;tliU' (k 1\('I'Jlc;I('ÎII pOlir I('s I)()IVJIOJII":-; 

alg{>]lriqtH's ct trigono!nctriqu(~s aillsi qtH: pOli[ I('s rOllctio!ls (,llt.i('J'cs dl: ty]1(' 

('Xjl()!l('ltt il'\' Ellfill, ItOUS ,l\'OlIS !l0S(' 1111(' ('()II.i('('(.llrl' :,1l1' la disLIII('(' ('Itt \'(' d"I1:\ 
Z{'l'OS COllS{'ClIliC" qui encadrent le plus petit !W\XiltllIllI d'tille fOllctiO!l cllti('r(' 
detJ'Jw (:xpo!lcllt.icl T, r{'el pour Z r{:c! 'et aya!lt t.OllS s~s z{:ros rbds. 



Prenlière partie 

COlltriblltioll sur lIn resultat de 
P.Erd6s reléltif à la clistributioll 

~- lllliforll1e des zéros de certaills 
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Introdllction" 

Dalls [IL P. Erdôs a dômontré, dans Ull cas particlliier, le n~sllltat suivant: 

SI 
n 

W
11

(T) = I1 - :7:i); :J:{) 1,:1:11 +1 = -l, -1 :s; :I;i < 1; 
i::: 1 

k=O, ... ,n 

alors le nombre de réels Vi tels que C08Vi Xi dans 

(A, B) , 0:::; À < B :::; 7f' 

est. (~gal à : 
D-A 

Nn(.i\, B) = ri + O[lop;(n(B - A))] 
7f' 

cl\'ous Illontrons dans ce t.ravail que le resultat est vrai pOIlf tout arc (A, B)de 
IOllgll(~1II' dOlllléc,q\lelq\l(~ soit sa positioll sllr [n. li]. De fa(;olJ incidcnL(\ !lotiS 

aIll('liOl'OIlS la preuve (It~ cert.aills lc'IllIlI(~S dudit articl(~. 

l'om \cs polynômes 

w" (:1:) ::~: II T, ) 

"~ 1 

tels que 

et 
0, ... ,n 

Nous avons la représentation suivante: 

7 . 

i 

\ 
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figure 1 
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Cllapitre '1 

.Çl~.apitre Prélimillaires 

l\"O!OllS : 

Tn(:r) := cos(n o.rCC08:r) 

h' n i ;t/1' r()l~ïlÔlll() de 'Tchcbichcff de prelllière ('Spôce. 

Pour 

0= arCC08:L 

1~1(.r): cosnO d. ~i(;};) fle(cosn{) + isinnO) 

par nJilln' , si Il ('sI, impair ;don; 

TIL 

Ell posant: 

Soit. : 
(I;(ii)(.r) == les pol~'nôllles fondamentaux de Lagrallge 

, i Tl ~ ( ) ( k \ , .l' : = -.--:---"----'-----:--:-'-~ .... --:--:------:--:--- ... ----:----:-

i .P 
W n (:r) k = 0, .. : ,n 
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où 

:"';11 Cr) = II Ur -- :rd 
k~1 

\ larc('! Hiez il lll(lIlLr(' la remarquable proprid{~ suivallte : 

Théorôme A : 
Si !"U)) polyw)"w tri!Jon()'lw~tr'ique de degn~ IL, aUc:i,ut .'ion 1//,(J,;CllIL'I17rt 

abso! Il en f) = Ou dans [0, 27ï 1, alors la distance entre lcs deux zéms de 
ln (rJ) qlli encadre 00 est au rrwin.s ~. 

Suite ;\ c(' rcslIlt.at QJ,Hahman ct A.O.Watt 121 or;t montrô : 

Théorème B : 
S'oll 

1.1 It 

tnU}): 'I)o.'vcosv{} + bvsinvO) 
v=o 

(J v ct bu n3els ou comp!e:r.cs, uu polynôme de degl'é r{ dont fo'IL.'i les 

el 8zmples _ 
Soit, 

01 < 0'2 < . , , < /J'ln < O'2n! l' (JI + 2,T 

71'ùnporf(' (jud ense7n61e rie 2n + 1 zr~ro8 r;o'/),s('r;'l/,Ujc; rie tn et 

:, lj >. 1II1l./'u, <o-'()j i 1 Il,, (0) l, 1 < j :-: '211 

Si M, aUeint son plus petit maximUlIL en j = k , a.lors 

c01'Ollai1'C / /2/. u)1'ullain;j 
Soif 

v=n 

n 

p(;t) = II Cr :c,/) , 1 > ;DJ > J;'2 > '" > .J;n > ---1 , 
u=! 

NotOHS Ou _['unüjue mcine de 

cos{} Xu 

Hl 

sont 



~. 

Il. 
1 

1. d(/ liS ['illfr;!'(!(/llr: 

(0, TI) , 1 < 1/ < n 1. et. ri rUill./".'> 01/..'> 

(Jo = -(JI ; (JII+I = 27T - (JII 

~. 
En ()ulf'(~, soit 

1110 .- 7IIrl.Xxl~x~1 1 p(:r) 1 ; 1. mu .- nwxX"+l < J' <x" 1 p(:r) ,1::; v ::; n - 1 

11/." '- 'Tno.:r~ 1:::: :r <,C" 1 p(:r:) 1 . 

~. Si 111 11 ::; 1111/ ; (0::; v ::; n) alors 

1. 
~. 

1. 
~. 

~. 
, 1. 

1. 
~. 

~. ,. 11 

,. 
UII 
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Cl1apitre 2 

Résllltats auxiliaires' 

2.1 ·Théorèmes obtenus 
'........ '" 

Théorème 2.1.1. Soit 

11 

1 , w1Jz:) = fI (x Xl) 
i=l 

SI 

II/U.I' lS.rSI 1 wn(:r) 1< 
k 0, ... , Il 
Alors 

,Vl/C·L D) = D - An+O[log(n(D - A))j ,0 < A < B ~ 1r 
1r 

Cr: n:su/t.ot C8t le IIwûle'll7' possûJle . 

Théorème 2.1.2. Si 1 efl\r) 1< C:l , alors 

B-A 
:YTl(A,B) = n+Ofloglog(n(B A))], 0 ~ A < il ~ 1r 

1r . 

POILr dérnontTCT te thé01-êTne 2.1.1, nous allons utiliser les lemmes 2. 1.1 
l'! 2.1.;2 8uivants de P. EnlOs[l ] en amélioTÎmt les preuves. 

12 
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lemme 2.1.1. Soit 

l , w" (~r;) = II (~r; :7: i ) 

1 1 

SI 

alors 
CI Cs' 
-<'19k+l-'19k <-, k=ü"",n 

'n n 

Démonstration : 

lyOUS (ll/o'!!;; d' abonl montrer que le 'rcsuUat cstvnLi' l'OUT' 

k = 1. ' . , , nId 'unc part; et cl 'autre part la pT'CUVC pour 
k Odk=n, 

Première partie 

k l, __ . , /1 _ .. 1. IIwn/'rons 1/'111' : 

i.e nUh+l th) bornée, 
Pm'l'ahsurde, Sv,pposon8 que n({}k+l - '19k)est non bornée: 
3/\'/ /1(11 1\ 1 âlJ > 1'(11.) avcc Lùn T(n) = 00 

Il \ ' , , . Il 

(2.1.1) 

(2.1.2) 

SOÙ:IIJ 1/ d. v symBi'ùjues ]Jo:r 'f'(J,]Jport !ln milic'l/. de :1: f, + 1 el :1: I{ et lds 1/111' 

01'('0:;/' (/'l'(';osn !'-7~-() f > 0 ; {J, = (;0':;0: ; 'U = cos/3 

et soit 

13 



(cosO - cosp) (co.s0: - cosO) 

l'l le;; nrlnll" llWl/.ln'nl ql/, 'il c:cis/'c un n~ct CI) tel IIIU; : 

Cf, 
--~--~----~-< ~---

x) (1'(11.) 

soit ' 

1 (I>(x) 1<1 wJt(:r:) 1 

Il 'où 

1. (J, 

II/(/,frl\, 1 S,rS,r" 1 w,lr) 1> (T~:l:)" ma.l'v9;S:u 1 (I)(:r) i 
FOUT /'(1/.) 811..tJisamment gmll.d, il est facile de VO'lT ql1e : 
() h' 1 Il /'CCOSV > Ti. el W'CCOSlt - -d f{ > TI. n n 
,'1'i 

.1' E ( 1, .1' h + 1) U (:/: I{, 1) un , 
80dwnt (jue (:r - 11.) + (:c ~ v) = (x - .1;i{') + (x - Xf(+d, alors le produit 

- Il)(:1' - v) (l'/1,gmente si les factwu.r's tendent vers l'égalité. D'où 

!Junc pour [cs 

on IL : 



• • 
1 
1 
1 
1 

1 

Il 
1 
Il 

Il 
1 
Il 
III 

1 

, 

Lcs ;:'/;'/'1)8 de (lt/:) ,'.;ont lcs z(~m.'i dewlI{:r) où le:; ])OI:-nts :(/{ cl ;I:/{'il sont 
l'wlplacés paT IL e~ v, D' opTés ce qv,i précede on a : 

(J /ï'('08 l' 
Tt ( 'if 

U/'C("()S 1/ > ~; 17 /(Fi ~ (/'{'('('OSV > ; ar'('(:osnô h' -,1 
'fi II, 1 /1 

(' , 

Al(},.,~d'a]JlY;s /e corollaire! /2/, coro!l(üre/, rrw:rLi,l<l'<Xi 1 (1)(:1:) 1 prend sa 
1;/118 !w/ilcual('u1', dl/' ne peul N:/f' alkillJ dans [es illfcl'l'al!cs : 

Le puint où le pla:; 1Jctit 'lTW,]; est atteint appar-tient donc (L'lU: inter'valle,'; 

donc, ri 'o.prés le corollair'c 

(,ol/une 

1 <P(:r) 1>1 wr.(a:) 1;:1: E ( 1 ,xJ\+d U (:(iI', 1) , 

1'/1 ulili.-wnt la relation (2.1.1) on obtient : 

'(1 '(Jù,"~' 

Ci 
- > lI/.O:C [l' 1 <X<X}' ,) Il " \ + - -- \ 1

• (,) 1 (r(n))2 
Wn X > ('1 

/(; 

1 ;;"'n (:r) l, > 
C2 

2" 

('(' 1/111 donl/.(, III ('on.lmdu:tùm. l)(Jur /'(1/) slIBisu/lllI/.('nl .1/111,1/(/ ,nOIlC 

Oil'+1 

MOI/trous que le resultat est vrai [Jolir :f( 0 et f( n, 

POlir : 

f( 0; 11 1 

15 
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1 , 
JI 

SIlJ!J!O.'iO'lI.S le crmtm:ire, '1.10 VI > 7"~!) avec lim '1'(71,) 
1!r:llwllslmLirJ'/L pnEcèdente, posons: 

00. En adolJtant la 

. ( ) ( ) (x - u) (f>:I; : = W 1/ T -,-----------:-
(:/: - :/:1) 

alon; , pour 

1f + ( 
ct" = Ilrcc()s71. =' -

II, 

v. ::; :r ::; 1 (a') ) 

f > 0 

1 cI>(:r) 1< C, 1 wn(:r:) 1 
r(n) 

r(n) 
z.e 1 wn(x) 1> C

7 
1 <1>(:1:) 1 

d'où 
C7 

/H1l:r;,,"S:!;"S] 1 cI>(.T) 1< r(n)ma.Tu"SX"S1 1 wn(:r;) 1 

C7 
::; '1'(71,) maxXl~x~1 1 wn(x) 1 

Poù,. r(n) su.ffisament grand on a :v l - arccosu > ; alors d'après le coml-
laire : 

-1 <:r;'<XI 

aloTs 

ri 'où 

cc qui donne la cOll,tmdiction car: r( 11,) -+ 00 lorsque 71, -+ 00 . 

Pou,. J{ = n , 
'III,ontrons que: 

16 
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li 

'1 

~I 

; , 

8uPJ)(}SOI/S l(~ contnàn: en l)(),wwt : 

ct ,quil u tel que: 
ft = arc().'iU = il - rr+( et <1:>(:1:) := Wn (l;) :r,;~ 'Il ' x--.rf1 

1 ~ .1; ~ /1 

il e:risle aile consllmte Cs telle que :1 ~,~~L j < ( ri 'où. X~Xrt 

Cli 
1 ~(:1;) 1< -(~) j w,,(:r:) 1 

T n 

DOlic ',.-

1 () 1 
r(n) 1 l' 1 ma:r-l s.r:;l1 . wn:r > Cs 1fW:r:-l:;x:;u q)\:(;) 

.,-üNnrn.c arcco8uu n > . .'1:. ponr '("(n) assez (Irand et 7C - arcosu > .'1:. alors , Tt. .J n d 'op/'{:'" lr' ('()/'Oll(/,i'/'(; ({2/' cOTOllai7'(~J! le plus pet'it ma:r:imum de 1 <!>(x) 1 est 
ot/I'int daU8 (;r,,-!, 1) : 

1; E (1' n.-l, 1 ) 

on Il IIlors :;r - Il >;/' :/:n; 1){L/' c01/.sh[lll'/lt 1 (l),(,r) I~! wn(:r) 1 d'où' 

1 <I{r) i> 

1'(11) , 1 (, )' r(n) C2 C
8 

lllUlj=ll,n 17W;J;:rj-!-l S:J;<::h wn:r 1> C
8 

-

ce qui donne la contradiction car lirn r(n) = 00 ; ce qui achève 
la dr;/TI,oH.stration de la première partie, POUT la deuxième partie, il faut dé-
monlrr:l' la deu:ribl/c iw3galité : 

CI (j - < lIk+l n. 
0"" ,n 
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/\)"1' CI' ja'ire, Û fI/ni. adopter lcs tech:niques de d(fl/wnstral.ùm de la p n' 'III , 

parlie, Cil. SUpjlOsllnt. : 

nI' pUI' le lellwte 2.1.1, nous obtenons la conséquence suivante: 

corollaire 2.1.1. Soit 
Il 

1 . 

Si (2.1.1) et (2.1.2) sont vérifiés alors 

1, "" ri, - 1 

d émol/ s tration 

CI ' " ( ,) .) .) ( . .)1) /' C:, ')' ~-S/lIl) < :I:k - .l'k+1 =1 kIl - 1).. ,','Ill/; '-. S!'II! 
IL 1& 

or (l}} }I('III. II'lJ'lwer un dei ri tel que sinl?' = dsim7,., donc 

18 



A partir du lenune 2.1.1 ct du cor-ollaire, n07J,8 avons le lemme 2.1.2 su/
l'uni: 

}('lllme 2.1.2. Si la rclatirm (2.1.1) est vë,;-"~/iée , a{OTS 

pOliT l <:1' :S 1 ,'on a : 

, i 

'1r;(nl(")1 C (1 J:Di { k . X < 11 --,----'--.,. 
I(x xk)1 

Démonstration: 
(' , 

\ft(:/') 
W 1l1:) 
---~--

(;r :rd 

(/1 (l rs 

supposons S([/I,S perl!: de .r!(:1/.ônli[(3, fJ71 'Ort IL la silwJ,/,ùm suivante: (voù' Ji.rl'nn:) 

alo rs 

1 

ü},J:r) 
-.....:..-.:.-1> ----

dill/i' 

'I 71/(1:1:1" 1 1 wH(:r) 1 (.''2 li. 

1 WH ~:r kl 1> > ~ 2 î 
:Dk :Tk+l 211 ClO(l x b 

('n utilis(/.nt (2.1.1) ct le (;or-ollaire du lemme (2.1.1) . D'où le resuttat 
l',.,C(}'/I/.pt(: , 

2.2 Délllonstration du théorèllle 2.1.1 

8an:-: 1'('7'/(: de 
q III' : 

pn;noT/,S [A, Bl = [0, 'â] , {} p7'Ocüe de O. lvfontnJns 

19 

(1 



I~ 

1 

1 

1 

1 
1 

1 

1 

l 

,-' 

figure 2 

20 ' 



1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 

1 

1 

Supposons le (;ontmire i. e 
:VII (l), Il) <;11 T(n) log(nO) ;, avec 
8 oit ( tel que 

r(n) 00. 

ms( d ) 
Cl ()' log(m~) 

f = COSI! + 
n 

U Il ohlicnt alo!'s : 
(' , 

â log(nâ) + O( jog(n,'â))2 . 
S'ml) n (11) 

COII.';d(:1'01/8 le polynôme g(:r) dont les racines sont com'me suit: 
f)!lll~ 

( 
'1 A(]log(m?)) 

1, COSI! + u 
n 

(2.2.1) 

y(.r) a les 1I!b/l.('S racines 1j1te ~,--l (x) ; Polynôme de TchcbisheJJ d'ord1'p TI 1. 
:\ Il;[' JI () in. f,:; 

3 r log(nO) 
('osâ + C ) {) ; r = 1, ... ) 8 

2 li 
(2.2.2) 

9(.1') (1 des zéros dt'. multiplicité [O'r(n)]; partie entière de O'r(n) où 0:' sera 
sjJl:ciji(: , et s est tel que 

,) , (3)s.olog(nâ) () (3)s+lJJ1og(n13) 
COS!! + Ù < 1 < cos -4-, - ù---

:2 IL - 2 n 

EI/jiu 8 'ol/l/ule .11(:r) aux; zéros de LUn(:E) dans 

(ro813, 1) 

a {'('C 

1 ( () {) log(Tn9)) ( ) /\1 = Ti -' + , n - 1 + 1 
Ïi Sl,nll 'IL 

t'II dld 

! ) . ',.) " ')) aprcs l-. - .cl 

(~r < 71 (1 cosâ) 
,:2 ~ rJ !o.11(nû) 

1~ 11 
-7), + -.-,)log(1I11) + 1 . 
Ïi Ti 8'/.7/:1 

21 
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d 
1 
u 
1 
Il 
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1 
U 
Il ;;. ' 

~I 

u 
Il 

1 
1 
1 
11 

Il 
... 

D'où 
o 3 
s l09 2 < log(mJ) 

log (1/!J) 
8 < :1 

log2 

Le dcyré de g(:r) dans (-1,1) ne dépa88e pas: 

fJloq(nlJ) [og('rdJ) 
.\ = n + '. IJ + 1 + œr(n) 3 - r(n)log(n{}). 

7rsm log2 

1 3 
-log-2 2 l 

(}log(rdJ) 1 1 1 
11+ . +l--r(n)log(nrJ) ::; n+-log(m9)+1 2r(n)log(nfJ) < n-l 

7r8zrdJ 2 :; 2 

si /'(11) est slIIfismf/.'/IU'lI.t qmnd. Par le théorp,me de M. Rie,'iz>,.r/(.r:) atteint so'{/. 
'1na:âm.um absolu dans (cosfJ + f) It)g~:,,1), 1),. Soit ;'];0 ce pO'int ) a.loTs il (,:â.'itc Wl 

1'0 tel que 

Posons 

3 
cos{) + (2 

log(nv) fJ (3)ro+i{)log(nfJ) --- < Xo < cos + . 
n. 2 ' n 

() (
3)r ()log(nfJ) q : = cos + o. --'C-'---'-

2 n 

ct soit 9[(;r) = (;~~/)P où P = [O'r(n)] = [~[og~r(1~)J . g1 estlln polynôme de 
de!!/'(; illfël'icu1' à nI. Poson8 

(
3)ro loq(nfJ) 

lit := cosfJ - t - fJ---' --'-
2 n 

.'ii :r E [lIr + l, lltl ' a.lors 

1 1 ( ) (

3) ro 9log{n{J) 
X - q > t + 1 - l ---=--'---'-

- 2 n 

1(3)ro [oq(nf)) 
1 Xo - q 1 < '2 '2 fJ--'--'-n--'-

22 ' 
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D'où 

1 ( ) 1 1 1 1 q(x) 1 .. :1; - q 
il! .ro 1= -:--'-'------'-,-- ~ (.' )p 1 9j'{x)!1 '" IP>I 91(X) 1 (2(t+l))P. 

,ro - q ::[,0 q 

D'autre}Jnrt ,par l'interpolation de Lagrange on a : 

n 

,1} 1 (:r) = 2:: 9.1 (:1:k)li
n

) (:r;) ; 
k=l 

:1:k Z(~"OS de Wn (:z:). AloT8 : 

.D'où 

Soit 

n 

1 f71(:1:()) 1:::; L 1 fJt(:1:k) Ill~!\xo) 1 L 1 91 (:c k) Il lin) ( X 0) 1 

k=l Xk <COS,} 

'""'" ii1n (Ut+l, nt)rnaX1tt+I~Xk<l1t 1 lin) (xo) 1 1 < L..,. --... ----c---'-'-=-=-=-~~--
- {2(t+1)}p 

t?O 

où 1 <:I:,<UI A1n(llt+l1'Ud est le nombre dC8:rk dans ['UHlllld . 
Boit U]' la :nï.bdivision la. plus proche de 1 .Alors 

1 < L A1n(Ut+ll Ut)maXUt+'l~Xk~Ut 1 lin) (xo) 1 

- ,?:o {2(t + l)}p 
, 

2:: Aln (Ut+l,Ut)maxu1 + 1<xk<Ut 1 lin) (xo) 1+ 2:: j\lIn('UH1,udmaxUt+l<xk<u/lli")(x( 

09ST~2 {2(t + l)}p 'Xk<UT-l {2(t l)}p 

=: El + E2 . 

Posons 
6:= (~)r0191og(nv) 

2 n 
A lors, paT le c07'Oilaire 2.1.1 et le lemme 2.1.2, on obtient: 

20 



on. obtil:nt : 

ct Cil j!o:,ant :C = 1 on Il : 

k cc= '211 i( Il ~ 111)11 
(' 1 

1 = ') ""' ~~----:-:--------::
- ~ 2nr;i(2n-l) (1 - r;iOk ) 

k=1 

En (!é-rivant (5.l.1) , on obtient: 

(4.4.:2) 

o 

k=2n ei(n-m)Ok k='2n r;i(n-rn)Ok 

( ,/1-11/-1 2 2n-l ~ _-----,---_----:-:;------,---:-:---::-:-::- _(1+x2n) ~ " " " 1/.-111 ):1' = lI:r ('0,) '(" -1)0 . 2n :r - e 2 k e' "n k 2ne1(2n-l) (:r - (:'Od" 
k=l k=1 

('II pos(/n!. :/' = 1. ('/. d'aj)!'(;,r; (5.l.2) 

d '0 il Ir: resu!tat aprés avoir' efJectué quelques transformations. 
(' 

4.4.2 Fonnule d'interpolation de M.Riesz 

proposition 4.4.1. Soit tn un polynôme tTigonom~triqv,e de degré n #fini 
par : 

t,,(O) = L avcosvO + bvsi7wO 
v=O 

.'il. 

(2k - l)Jf 
()k= , k=1, ... ,2n 

2n 

.·1l0/'S : 

1 1 k=2n (-1 )k+ 1 . 

tT/(rJ)=-, ""' . . 0 tn(O+(h). 
2n ~ 25m 2 J. 

k=O 2 

(4.4 .. 3) 
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Démonstration: 
Soif (J k('O.'i!;O + bk .'iin/;{), le tcnue g(Snànl de t1! ((}), alors le terme gc5ném,1 de 

fn(()+Od est 

C({.'''i/J(O + fh) pt sùw(() + Od , 

III par/Je droite de l' eJ:jJ'f"cs8ion (5,2.1) devient: 

1 k::o:'2n -1 
,---;:- {sinvOcosvOk + sinvOkCOSIJO}] 

2n L..t 2sin2 
k=O 

/I=n 

= L -a/lvsiruJ() + b/lvcosuO 
/1 =,,0 

= ((0) 
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Cllapitre 5 

. Xnégalités de Berllstein : 

Commençons par donner les théorèmes suivants, utiles pour' la 

Théorème de Rouché ( voir' (4),paqc 211) 

Soil n un S()U,~ ense'rnble o'/tver't connexe non vide du plan complc:7:c et H(n), 
!o du.sse des fonction,~ holomorphe8 dans n. _._---_.-
SIIJ!J!(lSOJl.8 !JIU' f cf q E H(o.),D(a,l') c n, et 

1 f (z) - 9 (z) 1 < 1 f (z) 1 si 1 z - (L 1 = r . 

Lcs fondions f ct 9 ont môme nombre de zéros dans D ((I, r) (à mndilùm de 
les compter' suivant leur or'dre de Inultipl'icilé). 

Théorème de Gauss-Lucas jvoi.,. 15/,1129 / 

,','i .: 1. ' , , , ::/1 
;:(:/'08 de p' 
forme: 

sont lcs Z(;1'08 de p(z) dans un domaine C01Lvc:œ D, alors les 
sont également dans D; et tout zéro (de p'(z) s'écn:t 8o'usla 

i=n 

+ , .. + Ànzn ,avec /\ 2: 0 ,'t l, ... , n ; 2=: Ài 1. 
i=1 

Théorènte de Hurwitzjuoù'16j,pl1 9 j 

Soli fil (::;) uuc 811.'ite de fondions analytiques da.ns D. on .ïuppose que la fmn
lù~/'(' de D est une murbefermée simple et fn(z) converge vers f(z)uniformérnent 
sur D (IVCC f( z) non identiql1ement,.nulle. Soit Zo un point de D, alors 
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'::0 est/Ill Z(~TO de J (z) si et seulement S2, Zo est limite de ICL suifce des zéros 
des Jonction, In (:::) 

5.1 Inégali té de Bernstein et Extelltion de l'in
égalité de Bernstein pour les polynômes al~ 
gébriques 

5.1.1 Inégalité de Bernstein pour les polynômes algé
briques: 

Théorème 5.1.1. . 

Si p(:::) L av':::v / 1 ])(z) I~ 1pouT Z 1= 1 CLlors 1 p''(z)l~ n 1 z 1 pour 1 z '~ 1 
1'=1 

DémonstmUon : 
I~'n (')Jd, (;ousidërons le polynôme 

P(z): ])(z) + ÀZ11) t.q 1 À 1> 1 

S (11:/111 /II, If /1,('; : 

1 p(z) 1::::; 1 1 Àz
H 1=1 À 1> 1 

olor.'i rH appl'iquant le théorème de .RolLché, P( z) CL tous ses zéros dans le 
disque umté. D'apès le théorème de Gauss-Lucas 

Il all:i8i tous ses zàos dans le disque unité 

i.e P'(z) -1- () ; ]JOUT 1 z 12: 1 >1 p'(z) 1< n 1 z 111 
l 

5.1.2, Extention de l'inégalité de Bernstein pour les po
,.- lynôn1Ê~s algébriques 

Théorème 5.1.2. 
''''''''- ... l.l=n 

Si jJ(z) = L (lu;:;u / i ])(z) I~ 1])011.1' 1 z 1= 1 et q(z) . 
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Dénwnstration 
Soil 

1 pl ( z) 1 + 1 q' C-:) l 'S Il pOlir 1 z 1 = 1 

P( := ]1(::) + Àz", t.q 1 À 1> 1 et Q(z) = zl!(P(_)) 
z 

1/ 1) ~ 1 i(' l ,\ 

1 (21(::) 1 11/(:::') 1 

(,()li.~l~lr~row; II/, !o1l,cUon : .! (:::;) 1;~~t. 9(:::;) lU: S 'I//Iluul!lul lms IÎ Ilu!(:l'ù:llr 

du d(~(rlLC unité, Jonction J (z) est holorno'I'phc dans 1 z l'S 1 , 

ru/' II' })/'inci/}(; !In 'IIwdvle '1I/,(l:J:Ù/l,n1/L.: 

i f 1 < 1 pOUT 1 Z 1 < 1 

1 Q l'SI P(z) 1 pou.r 1;:; 12:: 1 ) 

'l'JI relllplaçant z par ~ . Alors 

Q(z) pP(z) 

(/I//'(/ SI'8 dalls 
1 Z l 'S 1 si 1 /1, 1 > 1 . 

En r'fld 

1 Q(::) 1<1 P(:::) • pOUl' 1 Z 1> l =}I Q(z) 1<1/1 li P(::) 1 

l'l' 1/111 jait Iflll' 

q ( :: ) /' / ) ( ::) = () pu 1/ l' 1 :::. 1> 1 

(',~t impossible. 
j)'IIIJ1{S le théo/'bnc de Gauss-Lu(:as, 8adwut (juc Q(::) /LP(Z) a tous ses 
jros do1/.S 1 Z l'S l.alo"sQ'(z) -/,p'Czy a aussi tous 8(:8 Zr'T'OS da us 1 z l'S 1 
PI//' l'IJJ/.sISljuC'nt 

1 QI (z) l'S 1 pl (z) 1 pour 1 z 12:: 1 
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L'· • 

1. 

('()1I/IIIC 

1 J>'(Z) I~ n 1 z ITl-l, 1/\ 1> 1 et 1 z 12:: l, 

1) 'ilIiJ/'(' /HlrI 

1 Q'(.:) 1<1 pIC:) 1 1 p'(-.) l ,\W:;H-l 1 

r: 1 1 (!' ( ) 1 1 II' ( ) 1 

d' () 1 /(::) 1 <: 1 /\ 1 II l, 11/ 1 - 1 ])' ( .-:;) 1 <;=? 1 J): C-:) 1 + 1 It' ( ;:) 1 < l ,\ 1 1/ l ' 1" - 1 l, 1 : 1'" l ,1 \ 

Il Il (/ 

r::: ') ;J ..... 

1 p' ( ::) 1 + 1 Il 1 < n, • 

Inégalité de Bernstein' et extension 
de l'inégalité de Bernstein pOUl' les 
polynôlnes trigonornétriques 

(f), LI) 

5.2.1 Inégalité de Bernstein pour les polynôlncs trigo
llolnét.riques 

Théorème 5.2.1. Si 

v=!! 

t,,(O) = L allcos//O + bIJS'lIlI/O 
v=o 

l'slllll, /wl//iIIJ/lt.I, Il'iyol!olll(ll'ùrllc dl' du//'(; 11 ld If 1/1 , 1/(0) 1< ,/(0) n'd /W/lf' 

Odd, alOTS 1 t: l (0) 1 ~ n. 
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lJ 'où 

< 2:= 

\' . 
"-'1 . 

0<1,<'1'-'2 

2(t+l)}p 

!1-~') "\ 
V l I/i! 1 J 

(2.2.5) 

Pour' t O ... T 2, on a Ô = 0 ra :51-1 Ut+ll d'où: 

/ 
,'2 < \ 1 - II I .j., 

:\101'.'1 d 'oprés (2.2.5) on a : 

pou/' J1 8111li.~lll/Lmcnt g1Yl1l.d. 

\,.- '" ...... 2·- ~ 

d'apés le lemme 2.1.2 

Donc 

:1 1 
< .-

2P '2 

Afn ('Ut+t, udnW,XXk<11.T_1 1 lk1!}(xo) 1 

{2(t + l)}p 

B B 1 
<--<-<-

2PTP 21> 2 
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1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
, 

1 
1 
1 

pou!' JI sv,jJismn./Iwul ,ljm,nd. On obtient aloT.'; la w1/.!,'f"{ulù:l.iof! : 

D'où la con.clusion : 

'" ')' 1 l 1 < ~ 1 + "'-''2 < + = 1 2 2 

s'obtient en ]J'rocédant de la même façon que la précédente. 

JU~MAJU2UE : 

Jill d(:/J/,01/,sl./"{ltùm du thr:01hl/(: 2.1.2 .'i '0 h li l'lit. ('7/ adoptant [n; "'U~1fI(,S ln'II

niques que le t.héor·ème 2.1.1. Seulement on choisira. 9 (x) tel qu'il (,mm dC8' 

rI/cines d'onll'c.'i de TlI.1J.ltiZ;{ù:ûé [nc(n)logn] . 

l '1':J:cmple suivant montre que l'erreur dans le théorème 2.1.1 est la meillcure 
p(}.~ . ..;ible : 

k ,1 sont tels que -rh 

On voit !JIU; le 'Iwmbrc de Vi 

i--k 
TI 1T l I::~ 1 -.+" .. +- -2 . '71 71'1.. i 

1T . 1T 
k-

2 n 

< 1T 
l 

'2 ) n 

t=1 

,Cl l 
UI> ? 

71-

n+O(l) 
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Dellxièn1e partie 

Propriétés extrêlnes des fonctions 
elltières de type exponelltiel. 
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Cliapitre 3 

C11apitre préliminaire. 

3.1 Ordre et type des fonctions entières. 

Posons: 
AI,(r) := maXlzl=r 1 j{z) 1 

Définition 3.1.1. Soit f une fonction entière. f est dite d'ordre fini s'il 
existe: 

a > 0/ ]\'1,{r) < erc> ,r > Rn 

Exemple 3.1.1. f{z~= eZ
; 1I:[,(r): maxlzl=r 1 f(z) 1= er 

2 2 
Exemple 3.1.2. j{z) = eZ 

; 1\1,{r) er 

(3.1.1) 

(3.1 1) n'est vérifiée pour aucun a alors j' est' dite jonction entière 
d 'à;:dre ù/jint: comme le montre l'exemple suivant: 

Exemple 3.1.3. f(::) = (;'" 

Définition 3.1.2. soit j(z) une fonction entière d'or0re fini. Alors l'ordre p 

d(' cette fOllction est l'infirnurh des a pour lesquels (3:1.1) a lieu: 

p = inf{a} 

Exemple 3.1.4. j(z) = eZ, Al,(r) < er
'" Va > 1 => p = 1 

Soit p l'ordre de j . 
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II 
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" 

(, . 

Il ]Jar!.ir ri 'un cel'tnin mur;. A Lor" 

d'oit 

aln 1'8 

d'mL. 

ln ln 1'vlJ(1') < (p + f) In(1') 

Inln (1') 
ln Cr) < p + f (*) 

pin!{n}, 

~-. In1n1\1J (1') 
(*) ct (*.*) =} p = 11711.1'-;=-----'--'----'

In('I') 

Ct:tü formule permet de trouver l'ordre d'un fonction entière d'ordre fini. 

Exemple 3.1.5. f(z) = sinz ; alors 

.Définition 3.1.3. Ulle fonction entière d'ordre p/O < p < +00 est de type 
fi"n i si : . 

(,3.1.2) 

ù partir d'un certain nuig. 

Définition 3.1.4. On appelle type T d'une fonction entiôre d'ordre fiIli p, 

"inIiIlllllll des A tel que (3.1.2) est vérifiée: 

T. 1:nf({A}) 

il est donc facile de montrer que: 

T := 
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Définition 3.1.5. lIIlC fOllction entière f ('st dite de type eXIHJfWlltÎt\j T si : 

'dé > 0,1 j(z) 1= 0 ); 1 z l-t +00 

Plus g{:llôralemcnt si cette relation a lieu dans un domaine DCC non born(~ 
où f ('st holomorphe, alors f est dHe de tyP(~ exponentiel T d"UIS D. ' 

Pour ln cln.5sc des jonctions entièr'es de type exponentiel T, on montrf! 
j(/('ûl'l/l('nl I/UI' () < fi < l 
Exemple 3.1.6. j(z) ; 1 j(z) 1:::; elz! < e(l+c)lzl , 

Exemple 3.1.7. 
v=n 

V=-ll . 
. (~~8tllnt': jonctùm entière de type exponentiel n, par contre 

Il 'appartient pas iL la classe des jonctions entèrcs de type exponent'iel. 

' ..... ~. ... 
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'''Cllàpitre 4 

Tlléorèll1e de Pllragll1elî-Lilldelof 
et formllies d'interpolation . 

4.1 Théorènle de Phragmen-Lindelof 

Soit. le secteur: 

s 'iT 
{z E CI 1 f) - 00 1< 2ex ; 00 fixé, 0 œrgz}. 

Choisissons une fonction w(z) telle que f(z)[w(z)]", soit continue dans le 
secteur ferrné S pour tout <5 > 0 et f(z) unefonction holomorphe sur S. 
J>llisrrue pour la suite nous voulons que: 

limz_~oof (z) [wn (z)]8 

e.ristc alors il est évident que: 

Une forme simple de ces types de fonctions est : 

, r. 
w(z) = e-

cz 
;f. > 0 1 argz 1:::; 2a ' .' > 0 

(' 'E' If e , .,. 'n e;. et , posons . 0 o pour la sùite . 

7r 
coshe) > fo > 0; 1 e 1< 2a et 1,0 1:::; 
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Donc la fondû)1/, 

w( C,Z1 __ ;.Or;f, ·'()I< 1f 
1 --.) 

.::0 
al/CI: !. < (\' 

(" . 

'l'héorème 4.1.1. de Phm.,gmen-LirLdelof 
Soit f(z),unc fonction holomorphc 8'UT S, continue sur le secteur fermé ct 
l'(rijianf : 

1) 1 f (,:) I:C:; M .'iur la jmnfib'e. 
'2)f(l:c i /!) = O(crrl)où (3 < 0', unifonnerncnt par rapPoTt à (J,pour' une suite 
{TI!} -t CXJ lor.'i(jue TL -t 00 
Alors: 

1 f(z) I:c:; /11 sur S 

Démonstration: 
Soil F(z) := f(z) où (3 < ! < cy et 

( > 0; () = (l,ry: 

1 F(z) 1 

SlIr li/. f1'll1l/,ii:rc : 
1 F(z) 1<1 f(z) 1< Al 

Sur [·'arc 

dOlic Fest bOl'nà; 8W' l'arc. 
PIlÎ81/UI: rI! peul an: choisi aTlri/;m:in:71wnl, y/'{/,wl )1l(}'//,,~ avons :1 F(z) I:C:; i\I 
SIII' S donc If(z) 1< 11hp'l sur S, En faù;ant tendre lé -t 0; 011 oblzcnl : 

1 ft;:,) I~ Al 8/1./' S. 
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4.2, Fonction indicatrice de P~hraglnen-Lindel 
o f et Propriétés 

Définition 

La jonction : 

(fjJJ!!'/(:e j01u'Lion indù:alriœ de Phrn,ljmcn-Lùulcloj de la jow:Lio1l enlib,; j dt: 
type c:J:ponen,ticl dans le :;ccieur : 

ta/'od(!rise la dëpcndancc de la croissance de j, en fonction de la direction' 
sUltJlLtit laquelle z --+ lX) 

, ........ , !,. 

Propriétés de la Fonction indicatrice de Phragmell
Lindelof 

propriété 4.2.1. Propria(; de C01I,vc:rÛé t'"igo!/'omét'riqnc : Soit : 

Id ql/(' : 

al () l'S 

(0 
/ ) 1 (0) hjsin( O2 ())+ h2sÙI( () - 01 r 

V () El, rh , ~ f < ~ " (O· 0 ) .':!Zn 2 - 1 

propriété 4.2.2. si hf(Oo) < 0 alm',Ç j(z) e.'!t bornée 811,1' le rayon z = Te
iOo 

-/ ;-'--~'I()g!f(rc"IO)! < 0 
]JUI' cOHs(iquent .I.mr-too r 
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En clfel 

'. cOIltluslon si hJ(Oo < 0), alors f(1'e iOO
) est bornée. 

propriété 4.2.3 . . 'i,i hf(Oo) > O,alors , f(re iOo
) tend vers l'infini 

c ' 

, lop; i f (rc iOO 

r 
> r, r > () =---> /(z) ,-t 00 

donc si hf(Oo) > 0 a[01'8 f(re iOo ) y est non bornée. 

propriété 4.2.4. 8i hf(Oo) = 0 alors f(z) peut y être bomée ou non. 

Exemple 4.2.1. 
f(z) eiz

: p 1,hf (0) 0 

1 f(z) Ir-too-t 1 f(z) est bornée pOUl' 0 0 

Exemple 4.2.2. 
f(z) eiz2 +z 

1'/1 1)/'cl/ont (Jo = 0 , sachant p = 2 ,on obtient ft f (0) 0 et 

1 f(z) l-t 00, lorsque l' -t CXJ,O =·0 =} f(z) 

11 '('.-:1 p(/S bo/"n6: pour 0 = 0 

propriété 4.2.5. s'i f et 9 sont deu:'C fonctions entières de même type T alors: 

hf+.q(O) :S rnn.rc{ h1(0);. hg(O)} 

la pf'('ll1'I~ d(~w'l1le de Ja définition de II. f (D). 
......... '" 

4.3 Forrnule d'interpolation des fonctions en
tières de type exponentiel : 

AllI/lit d'énoncer la formule sous forme de théorème\ dérrwn~TOn8 le théo-
n\mc .'iIJlvant : ' 
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Thôorômc 4.3. L Si J esl une Joncl.ùm f:1IJ'iI':H: de tYliC r::r:P()'//,(''I/.l:id ',illor,,, 

1 /(,,. '1- i!J) 1 < (TIl Il fil, ():: y <" rx::.; 

Démonstmtion : 
Si 1 r 1 ('st, non {;01'/U'(; Sil:,. ['a:r:e de" n'd, le n:8ullat est ('lIidr:nt : lia'f' (,O/I8/:f{W"IIJ 

'",vP/!OSOl!S qae 1\1 :=11 f 1100< 00, Fuur ch(l.(JIU: '1' > , la Joudio'/l. 

('st l!ol'1/,r;e par 111 SIU' l'uTe réel positif et par mt certain nombre N, atteint, 
8/l1' {'(/:/'(: n'el I)(JUT l' a.u: im.agillaire ]Josit'if (]!l1isquc F (i1)) -+ 0 lorsque y --+ 
C\J), Grace au tlll!(}'/'èTne de Phnr.gmen-Liwlel(jf 1 FT(z) 1::; mm;i\1, N dans le 
prunier qu.admllJ et de rmmièrc analogue 1 FT(z) 1::; nwxl\1, N dans le second 
(JllIldm,ll.l. Puisque 1 F(z) 1 N en un certain point de l'a:u; irno.girwirc p08it.1/, 
I/.O/IS (h'vo/J.s (IVoi'!' IV < 1\1. !J'mo1/, 1 F(z) 1 ])n:nd'/'ait SIL '/ll/.ll:1/./' 1/lIJ.:I:i'ffW,[ r:1i uu 

llO/III mterieu7' du demi-plan supérieur et semit constante et égale à M. PO'UT 

foui T > " nous pouvons Jaire tendre T ver's , pour obteniT le res7I.ltat. 

Thé'orème 4.3.2. Si f est une f(J'lldion f'ntiè1T: de type e:r:poT/.(;nticl T h0(7u5r; 

:; u.r /'(/,l'C réd, (/Ù)1'S 

J' (.r) 
+œ 

4, ~ k 1 
~ ( 1) (2k + l):J(;r + -'---2-,---'-), x E R 

Démonstration 
Soif 

ke=: --00 

f(z) 
F ( z) : = -')-'--'-

::'~(,().'iZ 

F l'st I/I.àomo/'phe et ses pôles sont au."C [J01:-nts, rnv.ltiples impa.ires de ~ ct 
('II iI,Si 

( 
('2k + l)r. 

2 

(/lo /'8 .' 

el 
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Soit rI! le coutou.r calTé de sormnets : 

n7i(::t:1, 

1/101:8 l'Ill' le lhc'or'hnc des nisùlus : 

Il;-[ 

, 1 '. /' Ji' ( : ) ri:; - f' (0) I~ L 
2 Til l' 

, " ~. II 1 1 ......... ;. 

il (','il. fa!'ile r!('l!ol1' q'lle 

,1 
1 cosz 1> -

3 

En utilisant, le th(;orèliU~ dessus nous avons: 

1 q:) 1 

l ,1'( -) 1 

:-' 1 l'OS:: 1 

(' 711 Il f il ex) 

l " 1
2

1 (US 1 

Il .f Il ex, ,) 

1 :: I~' (1111 

l F(z)dz i------t 0 lorsque n i------t 00 

rH 

.\ illsi, obticnt-on : 

('II 1If111.~(/lItf(::: + :l:o) , on obt.ient : 

1 .; 1.' 

4 +00 1 li 

- I) _l)k (2k + 1 f{;;:o + (2k + 1) 2); VXo E R, T 

--ex) 

l'il ('(1 Il s iliI' l'an t 

10 r .. ';i! l/(' f l'st de type e:rpollcntiel T; d'où la fonnule , . , 
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4.4 Forlilule d'interpolation de Marcel Riesz pour 
les polynômes trigonométriques . 

4.4':1 ·Résultats Auxiliaires 

lemme 4.4.1. Soit tn le polynôme trigonométrique de degr'é n (!éfini par: 

11-·1/ 

tn (0) = L o.vco,,:;uO + b"sàwO 
"() 

Sl 

(2k-1)Jr , 
(h = , k = 0, ' , , , 2n snT [0,2Jr] 

2n 
AloTs les (;gald('s suivantes sont vàifiécs : 

1 k='2" ( -1)k+ 1 

-. ~. ,,(). ('()s(mlh) = 0 , m < JI 
21/ ~ '1"lll'2~ k= 1 Lo, , '2 

Dém.onstration .' 

En eJJ'ct les points 

(tant Ics zr:ros rie 

']' - ciO,. 
·k -

, 
on Il III formule d'interpolation de Lagrange suivante: 

En j!l'Clw.nt 

k=2n ( .. 0 ) ,j,( ) p c' k ''f/ X 

p(:c) = ~ (0) (0) ~ x - C' !, 4) (e' k 
k=1 

() 
n"TIl 

1).1: =:1: , 
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Démonsi,nûion : 

1 1;1 (0) 1 

d '(//11'<":; Ir' lnllille :;,1,:J rII' III forlll.u/1· r/'in/r'lj)()!Il/'ÙJ1l de Afmn" I?il's~ 110111: /r',<; 

I)olyn rîmes 1,1'iyO/wme'l.rique ' 

r: .) 2 iJ ...... Extension de l'illégalitô de Bernstein pour les po
lYllÔl11eS trigonolllétriques 

Théorème 5.2.2. Soi! 

Il lol's 

D(~mon8tration : 

('ri Il S i r 1 (' l'ri 1/8 

,/IIlI t (m 
{ fi "1 

1/=11 

tn(O) La/J,il/v 

" 1)~.:'2r1 

1 l' ( ,.) k l" IU/I ri::: 1 

1 J>' (:::.) 1 + 1 fi (;:;) i:::; :!.II, j)()1/ ri·:! 1. (Ir) 

i pl(cli)) 1=1 r~~)P(('i(J) 1=1 (~~((Yd)tn((J) 1= 

1 .!!Li(.illritl/(O)) 1 1 ~(illr~lIli)l/i(())+c"/()f:JO)) \=lnl.n((J)-il;,(O) \::.j nlll(f))-tll:,ll 
d("tl/l dO . uA) 



l' 

~ 
~ 

~ 
~ 
~ 
..-

1 
1 
1 

• 
,1 

Il ,. 
~. 

·1 ~ . 

~. 

~. 

Il 

(' , 

D '1/11 trc part : 

. Illors (*) devient : 

Don c 

-, .. ·,,·5 . .3 ' Inégalité de Bernstein et extension de l'in
égalité de Bernstein pour les fonctions en
tières de type exponentiel 

5.~t 1 Inégalité de Bernstein pour les fonctions entièn~s 
de type exponentiel. 

Théorème 5.3.1. Si J c:;t nne Jonction cnfû;n; dl; type c:J:poru:nf,id 

• T ,alors pUI11' tout nJcl x -

Démonstration 
E Il ,11"1' /1111 il 

1 t(,r) h T Il f ri", ' 

f(::.) := .'iin(T.:) ri, ,1' (l 

da/l .... la JOIïT/.ule d'interpolation du théoTbnc 4,2.2 ,on obtient 

4. +'Xl 1 

11'2 L (2k + 1 
-00 

=1. 

·H , 
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5.3.2 Extension de l'inégalité de Bernstein pour les fonc
tions entières de type exponentiel. [voir [7] ] 

/1 liant d(' dO/lnrl' l'e;!:lentùm de l'iru;yoJil(; d,; [3enuilù;n, dérrwnlm7ls le 
thàm"/w' sll'iuunl : 

Théorème 5.3.2. Soit j{z} une jonction entü'.re, réelle JW'UT z réel; satisfai
SI/I// Ini ('(JI/di/iolls : 

1 f(z) 1< l, ;1; E Tf 

1 j(z) 1= O(e"lzl), /\ > 0 
, 

'lmijorme'!ncnt sur le plan, Alors V Q E R, 

1/'(/ (/1/1' de8 zr;1'I),'i réd" 0'/1. esl ùlent'iquement nulle; de plu8 tous scs zr:T'08 sont 
siml'{l's sauj peul rire mu; jJoill.l.~ de l nS,cl où j(:1:) ±l, 

Dérnonstration : 
SOif" !lerl,e de yénëralité, posons Cl' = 0 COHsidé1'Ons la jonction 

,S'o Ir '/II 
. 8ill(,\( ~) 

U < t < 1 et j«(z):= ÀtZ (1 t)f((1 - t)z) 

sin(ÀC::) ,j((1- (),:;) 

l'Ill! r Il ±!Io '.lin; assez ynwd ,nous avous 
.d.. , ......... " 

(,\1 !JO 1 C·\IIIOI 

-- < .:..~ .'wU, 1 l,(z) 1<1 cos(/t:) 1 

,Vlzl 4 
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De (*) et SUT' les lignes x = ± ICf. où I< suffisamment grand, positif on a : 

.';olt le' COlltO;ll' cl 'un rectangle fermé, ,constitué des lignes " 
:1: = ±l{ 'f. ; y = ±Yo. Sur ç on a : 

..... '-. 

out 'II/bne '/w111.!Jn; d(~ zé'ros dans f, soit 2[(, 
Sur ,'(I:r;(; des n;e!s 

-et au:!: points .' 

V7T 
J'II - -:\ v = ](, ]( + 1, ... , K 

donc 

prend des valeuT" ])()SÛiVe8 011. négatives aUe'I'nativement et da'/l,i( f, celte fouc
tiol/. a. au plus 2I< z(;ros T'cds et de façon plus prérisc e:wrfcmcnf 21\' Zb'()S, 

,,;ds simples, '11lIù/'I/,(' d(f,uS ('!J.aqu(' int,e'r/Jo!ll' 

VTr (v + 1 7T ".. 
( À ' À ); lJ = - J\ , -1\ + 1, .. " J\ - 1 

7/0 ct 1\' suffisw/I,cnt grand cos(Àz) f((z) 

admcl des zër08 n7e!s ct simples dans cés l'intcTvalles . Pow' (: tendant. vrTS () 
. ('osP,::) f((z) tend 1mifonnemément ver's ros(Àz) f(z) da.r1." n'impo1ü: quel 

dOIlUJ,Îne borné .. et ri 'apn58 le thérm'me de' lIu1"luitz si f ~ 0 a.107'S lcs z(!ms dr; 

llL fondioH limÙe, 'sont les points ['imites des zéros de 

. Il sont donc infinis, Téels ct simples sau! (l'In: points 

!J7T >' f ( Ini ) 
- 51 -
/\ /\ 

1)". 
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Théorèllle 5;3.3. Si. J( z) CS!. Il''lC J()/}.r:fio/l cnlù':n:, f'I:dle lW/l"r:: n;d, 1!(:lIjilll/l 

/1'8 conrlil'loHs : 

1 J -) 1 s:: 1; ;1: !? 

1 J(:::) 1= O(e-'lzl), /\ > 0 

uniJonnement sur le d!?-mi plan 8u.perù~uT. Alo'rs 

SIlI' l'o:rr: 'Iù:l. 

Démonstration: 
SUppO,'WliS (jlte f(z) saUsfait lcs conditions du théorème (6.3.2) ct n'est pas 
dl' [u Jorme 

C08('\Z + 0:) 

Am: points de l'o'1:e réel où f(z) = nOU8 pouvons avoir l' = 0 ct dans 
('(' co" (*) est vmi!?-. A lOTS pOUT un choi:]; judicieux de AI; 0 < r s:: 1 no'lls (/.,/I01b,<; 

te ijui ('st impossihle d'{/Vrés le théoT'èrne (6.3.2).D'où le Té.,1J.lti!t. 
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5.4 Conjecture sur les fonctions ~ntières de type 
exponentiel T . 

Conjecture . 
. Snd Il::) une jonction cnt'ièrc rie. type e;cponentiel'T ,réel pou:,. z réel et ayant 
IiJUs SI','; :':/1'08 rh",., el simples. Alors la di.'it.(]'1l(,(~ cntre lieu:!: Z(;'J(),'i (,(!,/I..'u:(,II./iI' 

I//U (,/lcadl'eut le plus pet.it. I/uu;ùnu:/I/, 1/.t: d(;JJlL8.'iC ]Jas ~ . 
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