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INTRODUCTION

[’origine de ce travail est la proposition suivante :

"Soit A un anneau commutatif,, M un A-module de type fini, alors tout
endomorphisme surjectif de M est un isomorphisme "
Soit A un anneau non nécessairement commutatif, M un A-module ; on dit que M vérifie
la propriété (S) si tout A-endomorphisme de M surjectif est un isomorphisme.
Soit A un anneau, 3 la classe des A-modules- de type fini, $ la classe de A-modules
vérifiant la propriété (S), en 1969 W. V. Vasconcelos a démontré que si A est commutatif
J 9. En général cette inclusion est stricte : dans [12] Kaidi A.M et SANGHARE ont
donné l'exemple d'un module sur un anneau commutatif; qui vérifie (S) et qui n'est pas de
type fini.

Notre travail est de caractériser les anneaux commutatifs pour lesquels 3 et § sont
identiques.
Pour aborder cette étude nous avons divisé cette these en trois chapitres.
Le Chapitre I est un rappel de certains résultats classiques, des définitions, des notations
que nous utiliserons tout au long ce travail.
Dans le Chapitre I nous faisons une synthese de différents résultats que nous avons pu
recueillir d'articles étudiant les modules qui vérifient la propriété (S). Notamment « on
finitely generated flat modules » de W. V. Vasconcelos ; « on injective and surjective
endomorphisms of finitely generated modules » de E.P. Armendariz, Joe W. Fisher,

Robert L. Snider ¢ et « une caractérisation des anneaux a idéaux principaux » de Kaidi El

Amin Mobhtar et Sangharé Mamadou .



Le Chapitre III est consacré a la caractérisation des FGS-anneaux commutatifs, en
montrant d’abord que tout idéal premier d’un tel anneau est maximal et que les idéaux
maximaux sont en nombre fini. En suite qu’un tel anneau est semi-parfait. Et enfin sous

certaines conditions on montre qu’un FGS-anneau commutatif est artinien.



)
CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Ce ch]‘apitre contient essentiellement dé; rappels e:t des résultat; que nous utiliserons
dans toute la suite de cette thése. Il est divisé en quatre paragraphes : le premier traite des
modules simples' et semi-simples et on donne quelques résultats généraux ; le second des
modules artiniens et noethériens ; le troisiéme étudie quelques propriétés des modules
injectifs, projectifs, semi-parfaits et le quatriéme un bref appergu des P.I. anneaux

Dans tout ce travail, et sauf mention e#pr.esse du contraire, le mct anneau désignera un
anneau associatif non (nécessairement) commutatif pogsédant un €lément unité noté 1 ; le
mot module, un module a gauche unitaire. Un anneau A muni de sa structure de A-module
sera noté AA. Soit A un anneau.On dit que ’anneau A est local s’il admet un seul idéal &

gauche maximal m. Alors m est I’idéal bilatére ensemble des éléments non inversibles de
A et I’anneau quotient %n est un corps non nécessairement comimutatif. Quand nous

parlons de radical de A, il s’agira du radical de Jacobson de A.

Soit M un A-module on appelle série de composition de M, une suite de sous-

L

modules de M tels que (0) = M, « M,; c M,=Met % soit un A-module
. i+l

simple pour 1<i <n-1 Pentier n = ¢ (M) est appelé longueur du A-nodule M.

§1 - MODULES SIMPLES ET MODULES SEMI-SIMPLES

Soit A un anneau. On rappelle qu'un A-module M est simple (resp. semi-simple) s’il
n’est pas réduit 4 {0} et s’il ne contient pas d’autres sous-modules que M et {0} (resp s’il
est somme directe de sous-modules simples). Un anneau A est dit simple (resp. semi-

simple) si le A-module AA est simple (resp semi-simple).



Proposition I-1 ([6 ] proposition 1 P. 46)

Soit A un anpeau ; les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) Tout A-module est semi-simple

b) Le module 4A est semi-simple.

Démonstration-:

a) = b) estévident

b) => a).Eneffet tout A-module est isomorphe au quotient d’un inodule A% ortout
quotient d’un module semi-simple est semi-simple.

Définition I-2 :

’
On appelle radical d’'un A-module M (resp. de l'anneau A) le sous-module

intersection des sous-modules maximaux de M, ou, ce qui revient au méme, l'ensemble des
éléments de M annulés par tout homomorphisme de M dans un A-module simple (resp.
intersection des idéaux a gauche maximaux de A). On dit que M est sans radical si son

radical est nul.

Proposition 1-3 ( [6 ] proposition § P. 65)
Pour qu'un A-module M soit sans radical, il faut et il sufﬁt qu il sOit isomorphe a un
sous-module d’un produit de A-modules simples.

Démonstration :

Si M est sans radical, alors il existe une famille (Si);; 1 de A-modules simples et une
famille (i) ier d’homomorphismes de M _dgns S;, telles que les noyaux des f; aient {0}

pour intersection. On a donc le diagramme de A-modules commutatif suivant

M L » [1S,icl

fi




En effet si M est sans radical, alors il existe une famille (Nj) de cous-modules a gauche

maximum de M. Pour tout i % = S, estun A-module simple et la surjection canonique
|

!
ML % =S, ,x1 > fi(x) = x est un homomorphisme d3 A-modules et

(] Kerfi= (] Ni={0}.

el iel

fi = Piof et Kerf = (|Kerf, or [Ker/, = {0} donc Kerf = {0}, d’ou f est une

iel el

injection de M dans HS,. . Par conséquent M ~ Imf, Imf étant un sous-module du

iel

produit de A-modules simples I_LS

iel

i

Réciproquement si M est un sous-modules d’un produit de modules simples HS . » pour

il
tout x #0 dans M, il existe unindice i € I tel que Pi(x) = x; = 0. Soit g la restriction
de P; a ‘M, g estun homorphisme de M- dans S; tel que g(x) = 0 donc d’aprés la
définition I-2, M est sans radical.. |

Corollaire I-4 ;

- Tout module semi-simple est sans radical. ~

2) Modules artiniens et modules nocthériens

Soit A un anneau et M un A-module nous dirons que le mcdule M est artinicn
(resp.noethérien) si toute suite décroissante (resp. croissante) de scus-modules de M est
stationnaire. Le A-module M est dit de longueur finie si elle est a la fois artinien et

noethérien. L’anneau A est dit artinien (resp. noethérien) si ,A est artinien (resp.

noethérien).
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Proposition 1-5 : ( [25] proposition 1.17 p. 17)

Soit A un anneau et soit 0 >N L

W

M-t K——>0
|

une sujte exacte de A-modules et d’homaorphismes de A-modulzs. M est artinien (resp.

noethérien) si et seulement si N et K sont artiniens (resp. noethériens).

Démonstration :

On peut supposer que N est un sous-module de M et que K ~ % .
Si M est artinien il en est de méme que N car les sous-modules de N sont des sous-
M ini il - M
modules de M. Et %\/ est artinien car la famille des sous-modules de A/ est en

bijection avec celle des sous-modules de M qui contiennent N. C:tte bijection conserve le

sens de I’inclusion.
Réciproquement si N et % sont artiniens, soit (1) M=M oM, o....o0M; oM;;; D...

une suite de sous-modules de M décroissante. Alors il existe un entier n, & partir duquel

lasuite N=M,n N2> NAM;D>..... 2 NN M;D ........ est stationnaire et il existe un

entier my, & partir duquel

% = M%QMI +% 2 .2 M +% S ..... est stationnnaire.

Posons q =sup (my,n,) alors NN M, = N M, et N+M7/ =N+M" 'Vn 2 q.

v N

-

Soit. x € M, ;si x € N alors x € My donc la suite est stationnaire.

Soit x € M, et x ¢ N alors la classe de x modulo N est un élément de

N+ M N+M oo
%/ = YN donc il existe y € My tel que la classe d: X modulo N est égale

a la classe de y modulo N.

Donc x-y =0 dou x-y e N, puisque il appartient déja a Mg alors x-y e N M, =

NN Mg et par conséquent x € M. La démonstration est identiqu: pour le cas noethérien




Corollaire 1-6 - Toute somme directe finie de modules artiniens est artinien.

Démonstration :

Ld démonstration se fait par récurrence surn. SO0t M=M; ® ...... @M, ou les M;
!

sont artiniens. Pour n =2 on a alors une suite exacle : .

' 0] > M > M|®M2 >M, >0

1] suffit d’appliquer la proposition I.5.

Proposition 1.7 : ([6 ] Théoréme 4 P. 69)
Pour qu’un module soit semi-simple et de longueur fini, il faut et suffit qu’il soit

artinien et sans radical.

Démonstration :
On sait déja qu’un module semi-simple est sans radical (corollaire I-4) s’il est de
longueur fini il est alors artinien.
Réciproquement, soit M un module artinien sans radical. Soit R un élément maximal de
I’ensemble des intersections finies de sous-modules maximaux de M. Pour tout sous-
module maximal N de M,ona: NN R ¢ R, d’ou par définitionde R, NN R =R et
par suite R €N. Comme le radical de M est nul, il en résulte que R = {0}. Il existe donc
une famille finie de sous-modules maximaux M; (1< i< n) J’intersection nulle. Soit
alors le diagramme d’homomorphisme commutatif suivant :

_)-
fi
M

M : i:{ (MM,-
.
i,

fi=Piof et Kerf= [")|Kerf,

i=]



Or Vi, 1< i<n,Kerfi=M;,donc Kerf=[)Kerf, = |M,={0} douf estinjectif.
1=

- 1=

Posons; P= H[% ) P est semi-simple, en tant que produit {ini (somme directe
i=] !

.

externe) de module simple. P est de longueur finie en tant que produit fini de modules
simples (un module simple est de longueur finie), Comme P est semi-simple et de
longueur finie il en est de méme que M.

Proposition I-8 : ( [6 ] proposition 12 p. 71)

Soit A un anneau possédant un idéal bilatére nllpotent J tel que A/J soit artinien de
radical nul (par exemple un anngau artinien). Pour tout A-module M les conditions

suivanies sont éguivalentes :

a) M est de longueur finie
b) M est artinien
c) M est noethérien.

Démonstration :

On sait d'aprés la définition d'un module de longueur finie que n)= b) et a =¢).
| Supposons que M soit artinien (resp. noethérien). .
Soit P un entier non nul tel que J* = {0}. Soit le A-module M/JM, on sait que M est de

longueur finie si et seulement si JM et M/JM sont de loggUeur finie (Proposition I-5) et

que £(M) =¢(IM) + £ (M/IM) ( [15] proposition 4-6)

De méme JM est de longueur finie si et seulement si J>M et JM/I*M sont de longueur‘

finie, on poursuit ce raisonnement jusqu’a J*'M et il sera de longueur finie si et
seulement si J°M et J*'M/J®M sont de tongueur finie. Par conséquent pour montrer que
M est de longueur finie, il suffit de démontrer que M/JM , JM/JPM........ JTIM/IPM

sont de longueur finie. Or ces A-modules sont annulés par J, donc pzuvent étre considéré

comme des A/J-modules. Puisque A/J est semi-simple (Proposition I-7) alors les
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A/J-modules J¥*M/ITIM 1<k< P sont semi-simples donc sont sans radical (corollaire

I-4). Donc les A/J-modules J"*MAI"*'M sont de {ongueur finic (proposition I-7). D’ou
|

' .
M est de longueur finie.

Soit A un anneau artinien. Pour tout A-module M, les conditions suivantes sont

équivalentes :
a) M est de longueur finie
b) M est artinien et noethérien.

Démonstration : .

Puisque A’ est artinien, le radical de Jacobson noté J(A) est un idéal bilatére
nilpotent. A/J(A) est artinien puisque A -est artinien (propositioa I-5). A/J(A) est semi-
simple donc il est de radical nul. Donc d’aprés proposition I-§ les équivalences sont

établies. En particulier tout anneau artinien est noethérien.

Proposition I-10 ([3 ] proposition 8-7 p. 90)
Tout anneau commulatif artinien A est produil direet fini d'anneaux artiniens locaix

Démonstratio_n :

Soit m; (1 <i<n) lesidéaux maximaux de A. On sait que

n
iz=]

Posons J = ﬂm, le radical de Jacobson de A, puisque A est artinien il existe n, eN"

i=l

k
n . -
tel que J = {0}. Soit n,=k donc [ﬂ m,] = {0}. Or les m sont étranger deux & deux

i=i

- : . . . k k. . . . :
(car un idéal maximal qui contFendralt-ml tm, (i#j) contiendrait m; et m; ce qui



. .. c o k SN
contredit le fait que m; et m; sont distincts si i j) donc I—[m, —ﬂ//z, = {0}. Puisque
t=|

i=]
-

.
H

> H y . | estinjectif. De méme ¢
iel m;

ﬁm, K= ;{O}, alors I’homomorphisme ¢ : A

i=)

est surjectif car: les‘m':‘ sont étrangers ( [3] propostion 1.10 T 7k). Donc ¢ est un

isomorphisme. Puisque A est artinien alors %n",- est artinien (Corollaire I-6), en plus

les y sont des anneaux locaux. Donc A est uﬁ produit direct d’anneaux artiniens
m i

locaux.

Proposition 1-11 ( [15] proposition 4-12 P. 128)

Un anneau A est artinien si et seulerient si € (A) est finie (£ (A) est la longueur du
A-module 4A. Dans ce cas tout A-module de type fini est de longueur finie.

Démonstration :

Si A estartinien d’aprés corollaire I-9, A est de longueur finie.

Supposons que £ (A) est finie donc A est a la fois artinien et noethérien. Soit M un A-
module de type fini alors M admet un sysféﬁue de n générateurs, donc M est isomorphe a
un module quotient du module AA". PuisQue AA est artinien alors 4A™est aussi artinien
(Proposition I-5). Par conséquent M est artinien et d’aprés le corollaire I-9, M est de

longueur fini.

Proposition I-12 (J3 ] proposition 8.8 P. 81)
Soit A un anneau local, m son idéal rr;aximal et k=A/m son corps résiduel.
Alors les conditz'ons suivantes sont équivalentes :
i) Toutidéal de A est principal
ii) L’idéal maximal m est principal
En combinant les théorémes de Kéthe [9] et de Cohen et Kaplansky [7 ] | on obtient le

théoréme suivant :




Théoréme I-I 3

Soit A un anneau commutatif. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
| .
1) | A estartinien et tout idéal de A est principa!

2) Tout A-module est somme directe de A-modules cycliqu?s.

Proposition 1-14 :

Soit A un anneau local artinien a idéaux principaux. L’ensemble des classes
d’'isomorphismes des A-modules cycliques est fini.

Démonstration :

Soit M un A-module cyclique alors M ~ A/l, 1 st un idéal de A. 1] suffit pour

'
prouver la proposition de montrer que les idéaux de A sont en nombre fini. Soit J 1’idéal

maximal de A,ona J=aA=<a> ,aelJ, car A est‘principal. J est aussi nilpotent. De
plusona: 0= <a"™ c <a"'>c ... < <a>c A pour un certain n. Montrons que tout
idéal de A est de la forme <a'> 1<k< n.

Soit] unidéalde A,I=<e> = cA o% I J, doncil oxiste AeA tel que ¢ =Aa.

Si A est inversible alors a = ﬂd"'c_ ce qui iniplique que J=1 = <>,

Si A estnon inversible alors A €J et A= aB avec BeA, ce qui imoliqud c=a’p.

On reprend le méme raisonnement :soit B est inversibie dans ce cas I = <a’™> ouf est
non inversible et on aura ¢ = a’p. Ainsi il existe k eN ;1< k< tel que ¢ = Ba* et B
est inversible d’ott I = <a*>. Ce qui prouve que toutidéal de A est de la forme <a*> 1<
k< n et comme <a*> sont en nombre fini. Donc les idéaux de A sonten nombre fini.

Proposition I-15 :

n
Soit A un anneau tel que A = H A oitles A, sont des anneaux. Si M est un A-

i=1
module alors M est un Armodule tel quie towr A-endomorphisme ) de M- est un produit

- de Ai-endomorphismes f; de M,



Démonstration

n
Soit A= HA, pour tout 11 <n posons:
i=1
|

(N7

!
g . = (0, 0...... 0,1,0....0
¢ (5jjj=1 ( b} )

T
ieme place

Soit ¢: Aj—> Ag;

aj !
¢ estunisomorphisme d’anneat}x.
Soit M un A-module, posons M‘ = eiM _avec e €A. M; est un sous-ensemble de M,
c’est méme un sous A-module de M car si acA et em €M; alors
a(e;m) = e¢(am) or ei(am) € M = M,
M; estun ejA-module ¢’est a dire un Aj-module par le produit suivant :

aijlem) = ¢ (a;))esm = ¢(0,...,0, a}, 0,....0)m. Or ¢(0,0,.....0, a;, C.....0) m e¢;M.

. n
Donc m=1l.m = em +....em. Et d’apres (1) Mj N (-BM,: {0}, aveci#j. D’ou

i=1

n
M= @ M;. On obtient le diagramme commutatif suivant #

i=l

M—f 35 M
n
P; P;  tel que fioP;="Piof et = Hfi
) i=!
—_—
eM fi eM

f est un produit de Ai-endomorpliisme fi. de M; =¢;M
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3y Modules injectifs — Modules projectits :

On rappelle qu’un A-module M est dit injectif (resp. projectif) si toul diagramme de

-

A-modules : /g/V M . i,: g

—+—>» N —5—>L (resp. L f , N - 50

ouf est injectif (resp. surjectif), se prolonge dans un diagramme commutatif de la forme :

A-modules

M M

‘ h I g

0 ,» N J, L (resp._“]i;_f, N, D)

Proposition 1.16 ({20] P. 21-23)

Soit M un A-module. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) M est injectif
b) M est facteur direct de tout module le contenant
c) Pour tout idéal a gauche I de A et tout homomorplisme f de I dans M, il

existe x e M tel que f(a) = ax pourtout a €1, (Co:z;litiolc de Baer)

Un A-module M est dit indécomposable s'il n'existe pas deux sous-modules non nuls M,
et My de M rels que M=M,; & M, "

On dit quune extension E d’un module M est une extegsion csscntielle de M st plour
tout sous-module N de E, larelation N M = {0} implique N = {0}. On dira aussi que
M est un sous-module essentiel de  E. On appelle enveloppe injective d’un module M
foute extension essentielle injective de M. On sait que tout module admet une enveloppe
injective unique 4 un isomorphisme prés. Si M est un A-modulg nous noterons E(M) ol

M Tenveloppe injective de M. Soit A un anneau. Un élément e de A est dit

idempotent si e¢*=e. : -

i B




Deux idémpotents e et ez de A sont dits crthogonaux si ejez == ¢ ¢ =0,
Un idempotent e d’un anneau A est dit primitif si ez0 et si pour tout couple d'idempotents

|
orthogonaux (ej, €2) de A tels que e = e; + ¢ alorse =e¢j oue=¢).

Proposition 1-17 :

Soit M un A-module non réduit a zéro alors les conditions suivantes sont

équivalentes .

/) M est indécomposable

2) 0 et 14 sont les seuls idempoten-ts de Epd,, (M).
3) 1y est un idempotentprimitifde_‘ End M).

Démonstration :

1= 2) Soit K un facteur direct de M alors il existe un idempotent de Enda(M) tel
que K =eM. Puisque M est indécomposable alors K= {0} ou K =M.
St K={0}=> e=0;st K=M = e¢=1y car e/g=1y.

2) = 3) évident |

3) =» 1) Soit K un factour direct de M. Soit K’ un supplénientaire de X dans M et
e la projectiqn de M sur K suivant K’, e est un idempotent d¢ Endo(M), ¢ et 1y -c¢
sont orthogénaux etly=e+ (Im—c) donc ¢=0 ou ¢=1y.
Si e=0 alors K=Mece={0};si e=1y alors K= Me‘='M.

Proposition I-18 ( [28] Lemme P. 205)

'Soit A un anneau local. Alors les seuls idempotents de A sont 0 et 1.

Démonstration ;

Soit ¢ un idempotent de A. Supposons e¢#0 et e # 1. Alors la relation e = ¢ qui
est équivalente & e(1-¢) = 0, entraine que ¢ et 1-¢ ne sont pas inversibles dans A. Donc les
idéaux Ac et A(l-¢) sont différents de A : Comme A est local. A admet un seul idéal

maximal I, et cet idéal contient Ae et A(1-¢). D’ou cel et 1-¢ ¢ 1. Donc 1=¢ (1-¢) e I.




Ce qui est absurde car I est un idéal maximal.

Corollag're 1-19:

|
Si End (M) estlocal alors M est indécomposable.
Soit M un module, N un sous-module de M est dit irréduc'ible s'il n’existe pas ¢

sous-modules K et L de M distincts qui coatiennent strictement IV tels que N=K N L.

Proposition 1-20 ([25] proposition 2.8 P. 48)

Soit A un anneau et M un A-module injectif. Alors les conditions suivantes sont

équivalentes :

1) M est indécomposablg

2) M est non nul et M est l’enveloppe injective de chacun de ses sous-modules
non nuls

3) Le sous-module nul est irréductible.

Démonstration

1H=2)

Supposons M # 0, Soit N un sous-module’non nul de M, alérs M admet un sous-module
N’ qui est ’enveloppe injective de N. D’aprés la proposition I-16 puisque N’ est
injectif, il est facteur direct de M. Puisque M est indécomposable donc N’ =M.

2) =3) 2

Soif M, et M; des sous-modules de M tels que M; N M; = {0}. Supposons que

M, #{0} donc E(M,;) = M et ainsi M est une extension essentielle de M;, par
conséquent M, = {0}.

3) = 1) Supposons qu’il existe deux sous-modules non nuls- M, ct M, tels que

M=M; @ M,. Par conséquent M;n M, = {0}. Cé qui est contraire avec I’hypothése.

Soit A un anneau, M un A-module, x un élément de M. On appclle annulateur de x dans

A etonnote Ann(x)=f{a € AJax=0}.
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Proposition 1-21 ( [16] Proposition 2.4 P. 515)

l .
Soit M un A-module. M est injectif el indécomposable si et seulement si

M~ E(A/)), ou J ést un idéal irréductible. Dans ce cas, pour tout x non nul de M, Ann(x)
est un idéal a gauche ir‘réductible et M~ E (A/annx)-

On rappelle qu’un sous-module N d’un module M est dit superflu dans M si,
pour tout sous-module L de M, larelation N+ L= M implique L =M.

Soit M un module et soit P un mbdﬁle projectif. On dit que P est une enveloppe
projective de M s’il existe un homomorphisme surjectif f de P su-M tel que Kerf soit

L
superflu dans P. .

On montre que si un module.admet une enveloppe projective, alors cette enveloppe
projective est unique & un isomorphisme prés. Les enveloppes prcjectives n’existent pas
toujours. On dit qu’un anneau A est semi-parfait a gauche (resp. parfait) a gauche si tout
A-module a gauche de type fini bossédc une enveloppe projective {resp. toul A-module a

gauche admet une enveloppe projective). Les propositions suivantes donnent unc

caractérisation des anneaux semi-parfaits et parfaits.

Proposition 1-22 ( [20] Théoréme 2-1 P.134)

Soit A un anneau, J son radical de Jacobson. Les conditions suivantes sont

équivalentes :

Q) A est semi-parfait a gauche

b) A est semi-parfait a droite

c) A/J est semi-simple et pour tout idempotent X de A/J il existe un idempotent ¢

de A telque € =%




Proposition 1-23 ([20) P. 130 th. 5)

Soit A un anneau. Les conditions suivantes sont équivalentes :
|

a) A est parfait

b) Les ic?éaux a droite monogénes de A vérifient li condition de chaine
descendante.

c) i) Leradical de Jacobson J de A est T-nilpotent a gauche.

ii) L'anneau A/j est semi-simple.

d) A ne contient pas une infinité d’ idempoténts orthogoncux.
Un sous-ensemble non vide X d’uin anneau A est dit T-nilpotent a gauche si pour toute

suite (as)nen d’éléments de X, il existe n, €N tel que a,a......... a, =0.
Un anneau A est parfait si A est semi-parfait et vérifie la propriéte ¢) -1) de la propo-

sition 1-23.

Proposition 1-24 : ( [22] Théoréme 3.9 P. 40)

Soit P un module projectifet f: B ———> P un épimorphisme alors B = Kerf® P’ ou
P’ = P.

Démonstration :

Soit le diagramme suivant :

B ; > p )
Puisque P est projectifil existe y : P——> B tel que foy ='1,, donc ¥ est injectif. Soit

be B ona: b=(yof) (b)+ (b.— (yof) Sb))‘ Or (y of) (b) € Imy et Imy _~_P et
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f [b - (yof) b] = be) - [foy )(f(bj =0 d’od b - (yof)(b) € Kerf. Ce plus Imy N Kerf ={0}

|
carst xeImyn Kerf ona: x e Imy et x € Kerf;xe Imy

entraine qu’il existe Y €P telque v (y)=x;x eKerf entrain; que f(x) =0.
Donc f |[y(y)] = f(x) = 0 d’od Yy=0ce qdi entraine que x=0.

Proposition 1-25 :.

Tout module projectif indécomposable vérifie la propriété (S).

Démonstration :

Soit P un A-module projectif indécomposable et f un endomorphisme surjectif de P.
’

f: P > P; 'd’aprés la propoesition [-25 P = Kerf @ P’ ou P’ ~P or P est
indécomposable donc Kerf =0 d’ou f est injectif.

Proposition 1-26 ([26] proposition 1-26 P. 16)

Sur un anneau semi-parfait tout module projectif vérifie la prop.-iété (S).

Proposition 1-27 ( [1] Proposition 17- 10 P. 196)

Soit A un anneau de radical J(A) =J. Si P est un A-module p.-ojectif

(alors Rad P=JP. (Rad P= radical de P).

-

Corollaire I-25 ( {1] Corollaire 1712 P. 192

Soit J = J(A). P un A-module a gauche projectif tel que JF est superplu dans P

(exemple si P est de type fini) alors J(End(P)) = Hom (P, JP) ¢t

End (% (End ,(P) = Endy (P/sp)

| Proposition 1-28 :

Soit M un A-module produit direct de modules H; (j € J).
Si Hom, (H,Hy) = 0, pour tout (iyj) € J avec i # j alors M vérijie la propriété (S) si et

seulement si pour tout j € J, H; vérifie la propriéié (S).




Déumonstratiofi ¢

!

Résulte de I'égalité EndaM = [ [ End ,H,

jed

§4 - LES ANNEAUX A IDENTITES POLYNOMIALES

Définition 1.21 :

Soit A un anneau. On dit que A vérifie une identité po ynomiale, s’il existe un
. * ~ . . N
entier neN et un polynéme P # 0 en les variables non comunutatives Xy, Xz,..., X, a

coefficients dans le centre C de A tels que, pour tout ay, aj,..., a, de A, I’on ait

P(al,‘ 2yreny au)=0. !
Si de plus I’un au moins des coefficients de P est inversible dans A, on dira que A cst

a identité polynomiale ou tout simplement que A est un P.I. anneau.
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- CHAPITRE 11
|

INTRODUCTION

Ce chapitre est divisé en trois parties : une premiére partie consacrée a la démonstration
de la proposition 1.2 de W.V. Vasconcelos dans [26] : « Dans un anr.cau commutatil’ A tout
A-module de type fini vérifie la propric¢té (S) ». Celle démonstration est basée
essentiellement sur le théoréme de Cayley Hamilton. Dans la deuxiérae partie nous
donnerons un exemple de module qui n’est pas de type fini et qui véririe la propriété (S). Cet
exemple est tiré de [12], théoréme 8 de Kaidi EI Amin et Sangharé Mamadou.AEnﬁn un
exemple de modulé de type fini qui ne vérifie pas la propriété (S) |2].

1) Un anneau sur lequel tout A-module M de type fini vérifie la propriété (S)

Théoréme I1-1 : (De Cayley Hamilton)

Soient A un anneau commutatif, M un A-module de type fini, B = enda(M) et

feB. Soient {Xyy....,Xs} un systéme générateursde M et a; (1 <i<n et 1<j<n) des

¢léments de A tels que f(x;) = Zavx ; + St P(T) estle polyn()me caractéristique de la
_ J=!
matrice o = (a,j)lsis,,, 1sj<n alors P()=0 : ' -

Démonstration :

-

Soit A’=A[f]lc B (car un élément de A[f] est de la forme
- Y
a, f"+...+ a,zf+ a{f+ aolm, n eN).

A’ estun anneau commutatif unitaire et 1’application

d:A’xM >M
(u,x) ——> u(x) = u.x

définit une structure de A’>-module sur M. ~

e A S 1 A 1 R L b AR



1 n 1
Soit x un ¢lément de M alors x = Zi,x, = Z’U,\/ (x,) = Zu,x, avee uy = Ay Iy
=1 1=]

=1
done {Xiye...Xn) €stun systéme générateurs du A’-module M.
Posons L’ = A’ etsoit [T:A™" ——>M
¢ ————>Xx;
O € § ST SN | ) sen = (0,...,0, 0y....0)Ing).
[T est A’-linéaire et surjectif.

Remarque :

L’>=A"" estun A’-module libre dont uhc base est {€1, €2y.esery €}

f(x;) = Za,jxj 1<i< n.

=11

I
Soit ¢ : L’ ——> 1> I’endomorphisme du A’-module L’ défini par :

¢(e) ={f.e, _Zaa‘ejj" feAvete A
J=

ITog : L’ ———> M’ est A’-linéaire,

etOna:[l[o (e)] = I1 [f.e, - Za,je_l} » IT est A’'-linéaire implique que
J=l ‘

;v;
§
i

[Tl (&)] =fx;- Za,jx‘, = f(x;) - Za,/x_, =0 ce qui implique que [Top = Op.

=l J=l

QL >L’ A’-linéaire, il existe @”: L ——=>L7 tel que ¢o@’ = ¢’o¢ = det @Iy

¢(ej) =1.e;- Za,je, donc la matrice associe & ¢ est (6,—i f—a;; Im);, etdet@=DP().
Jj=

Soit x e M, ilexiste y € L’ tel que [I(y) =x,

Ona: P(f)(x)= det ¢ (I1 ()= IT(det o(y)) = [T (pog’ ()= Mo ¢ [@’(y)] =0

Ce qﬁi implique P(t) = Og.
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Corollaire I1.1 ;

Soit A un anneau commutatif, I un idéal de A et M un A-module de type fini. On

suppose M =IM, alors il existe ae I tel que (1 +a)x=0 Vxe M

Démonstration :

i
[
]

Soit {X{,....,Xn} un systeme générateur de M .Soit = lp fx)=x;, = Zau.x_, a5 € L
‘ P

P(T)= det (T Ly~ X) = T" + oy T"" +...+ o0 T+ 0y 04 X =(ay) L5i<m, 1< j<n
={"+ a.i""+ ......... +oggta, =1+ a+..... +o,ta,
=1+ o avee O = Q1 teeeer.. + gt oy el

Or P(u)=0 donc la multiplication par 1 + o est I’endomorphisme rul d’on

|

l+a)x=30 Vxe M.
Corollaire I1.2 : (Lehznze de Nakayama)

Soit A un anne'au commutatif, I un idéal de A conteni dans le radical de
Jacobson de A. alors si M est un A-module de type fini tel ¢ue M = IM, on a
nécessairement M = 0.

Dé¢monstration ;

L d

D’aprés le corollaire IL.1, il existe a el telque 1+a)x=0 Vxe M.Or 1+a

J .
est inversible dans, A. Soit 4 =1+ a)A : sia #A alors @ € m ur idéal maximal de A,

or 1=(1+0)- a € m cequiestabsurde. Donc a=A ,donc x=0 Vxe M,c’esta
dire M=0.
Corollaire I1.3 :

Soit A un anneau commutatif et M un A-module. Si M est un A-module de type
Jini, soit f un endomorphisme surjectif du A-module M. Alors il existe lt € A[f] tel que

(1 + hf)(m)=0 Vm eM.
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(98}

Démonstration @

M est un A-module de type fini donc M est un A[f] module de type fini par le

AlfIxM - M ]

duit suivant :
prodt ((u,m) > u(m)=um

Posons I = (f) un idéal de I’anneau A[f], 1 = (f) = A[{].1, OI‘%} adonc: .M =M car
fM = f(M) = M. Alors il existe d’aprés le covollaire IL.2 ael tel que (1+a)(m) =0 Vm

eM

-

o e 1= 3h € A[f] : & = hf donc (1 + hf)(m) =0 Vm e M.

Proposition 1.4 :

Soit A un anneau commutatif et M un A-module de type fini. Soit f un
endomorphisme de M surjectif alors f est un isomorphisme.
|

Démonstrlation :

D’apres le coroltaire I1.3, il existe h € Aff] tel que (1+ hf)(m=) =0 Vm e M.
Soit m €M tel que f(m) =0 alors (1 +hf)(m)=0 = m +hf(m)=0=>m=0.

2) Exemple d’un module qui vérifie la propric¢té (S) et qui n’est pas de type fini.

Soit A un anneau commutatif artinien possédant un idéal n1on principal. On se
propose de montrer qu’il existe un A-module qui n’est pas de type fini et qui vérifie la
propriété (S). Cette construction est due a Kaidi EI Amin Mckhtar et Sangharé

Mamadou (voir [12]).

Puisque A est artinien donc A est un produit fini d’anneaux artiniens locaux. Or on sait que

si A= HA,. alors A est un FGS-anneau si seulement si les A; sont des FGS-anneaux

=]
(Chapitre III, proposition IIL.8), donc on peut supposer A artinien local. Nous avons

besoin des lemunes suivants :



Lemme ILS. :

Soit A un anneau artinien local possédahl au moins un idéal non principal. Alors A
admet un anneau-quotient B qui est local d'idéal maximal J tel que 7= {0} et tel que I
soil un B/J — espace vectoriel de dimension deux. .

Démonstration :

Soit N 'idéal maximal de A, posons D = 4 \2 etS = %2 I’idéal maximal de

D. Puisque A est non principal alors N n’est pas principal (proposition 1.12) dans A. Donc
S est non principal dans D ce qui implique que dimD/s(%z) est cupérieure ou égale a
deux.

Donc %2 = %aGBDSb@K , d’autre  part 5? :(%2)2 = N%Vz =(0) d’oun

%2 =S = %a@%b @ K, c’est-a-dire S = Da @ Db@® K. Comme K est un idéal de
D alors B = % est bien défini. Soit J un idéal maximal de B alors ] = %( et

P = S% = (O).%2 est un B/J-espace vectoriel,' d’autre part J =‘%{:Da®Db,
puisque J* = (0) alors J/J? qui est un B/J-espace, vectoriel est de :iimension deux
(%2 =J = Da® Db) . Donc I’anngau B = D/K répond a la question.
Lemme I1.6 :

Soit A un anneau artinien local possédant un idéal non principal. Alors A admet un

anneau quotient B = C @ bC ou C est un sous-anneau de B local d’idéal maximal aC # 0

o b #0aveca’=ab=b?=0.

SO T SN




Démonstration :

D’apres le lemme IL5, A admet un anneau quotient B local d’idéal maximal

J=xB®bB ot x #0 et b #0 avec J* = 0. Comme B est artinien ct local d’apres les deux

théorémes de Cohen [5] il existe un sous-anncau C de B, lQ‘qal d’idéal maximal aC 20, tcl
que B=C +J = C + xB & bB. On peut prendre x = a Ca;a eC et x €J. En remarquant
que C = C +aB, bC = bB et que C A bC = {0}, on obtient B = C& bC.

D’ou le lemme I1.6.

Lemme I1.7 ;.

Soit C un anneau local d’idéal maximal aC # 0 avec a’ = 0. Posons M !’anneau

total des fractions de I'anneau des polynémes C[x] et a le C-endomcrphisme de M défini
|

pour tout élément m de M par o (m) =axm. Alors :

@) ac= o’=0

b) Sifestun C%ndomorphisme de M commutant avec ¢ , alors pour tout m € M,
Sfaanm) =am f(1) (1)

¢) Tout Ce-gndomorphisme surfectif -de M  commulant avec o  est un
automorphisme de M. . -

Démonstration :

Remarquons d’abord qu’un élément m de M est inversible dans M si et seulement
simg aM : En effet soit m € aM et supposor'l's que m est inversible dans M c’est-a-dire
qu’il existe m’eM tel que mm’=m’m = 1, Puisque m=am;, ol m; ¢ M,onaamym’ = 1
d’otl a? mym’ = a = 0. C’est une contradiction car a=0. Inversement si m ¢aM alors
m ¢ aC (I’idéal maximal) donc m est inversibie dans C donc dans M.
a)ac (m)=a’xm=0 Vm eM, et o(c(m)) =-"i1xc(m) =ax axni = a’ xX’m =0 Vm eM

donc ac = o* = 0.
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b) Soit f un C-endomorphisme de M comimutant avec ¢ , soit m un ¢lément quclconque de
M alors on a: ¢ (f(m)) = ax f(m) = f(c (m)& = f(axm) donc quelque soit m dans M
f(axm) = axf(m) (2).

Démontrons par récurrence que :Vn €N’ f(ax"m) = ax" f(‘?l).

D’aprés (2) f(axm) = ax f(m), supposons que f(ax"'m) = ax™! f(m). Alors pour tout
neN' ona:(3)f(ax"m) = f(ax x"'m) = axf(x""'m) d’aprés (2).

D’autre part ax” f(m) = x(ax™! fm)) = x f(ax""'m) = xa {(x""'m)=ax {(x""'m) (4).

En combinant (3) et (4) on a: f(ax"m) = ax" f(“ntl) quelque soit n eN’. Il en résulte, compte
tenu du fait que f est C-linéaire que pour tout m’e C[x] et pour tout nt eM

f(am’m) = am’ f(m).

Soit m € lM et m’e C[x]\a C[x] tel que m.m’eC[x] on a :f(am’.m.1) =am’m f(1).
D’autre part f(am’m) = am’f(m), donc am’ f(lh) = am’m f(1). Puisque m’e C[x]\aC[x]
alors m’ est inver'éible d’on af(m) = am f(1).

¢) Soit g un C-endomorphisme surjectif de M commutant avec c on a :

g(am) = am g(1) d’aprés b), g(1) est nécessairement inversible car sinon g(1) eaM, c’est-
a-dire il existe m’ €M tel que g(1) = am’ d’ou g(am) = amam’ = 2> mm’2% 0V meM
donc g(aM) = ag(M) = aM ={0} (g est surjectif) ce qui est absurde. Donc g(1) est
inversible. '

Soit m un élément de M :

1) Sim eaM alors il existe m’ €M tel que m = am’, supposons g(m) = 0,

g(m) = g(gm’) =am’g(1) = 0. Puisque g(1) est inversible, alors am’ = 0 ¢’est-a-dire m = 0.
2) Sim ¢ aM, alors m # am’ va’ €M donc am # 0 d’ou am eaW/{O},

g(am) = ag(m) = amg(1) donc g(am) # 0 d’ot g(m) # 0. g est donc L.n automorphisme.
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Proposition I1-8 :

Si A est un anneau artinien local admettant un idéal non principal, alors il existe

wn A-module qui n'est pas de type fini et dont l'anncau des endemorphismes I est un

annean local dont 1idéal maximal J est de carrd mil. \
T
!
i
)

Démonstration :

. D’apres le I;mmc I1-6 on peut supposer que A est de la forme A=C® bC ou
C est un sous-module d§ A et a*=ab == '0. |
Considérons ’anneau total des fractions M de I’anneau des polyndmes C[x]| et soit ¢
l’applicatioﬁ de A dans End(M) définie pour tout élément A = «+Bb de A ou
a,peCpar ¢ (X)= oclM + Bo, Iy étant Papplication identit¢é de M et o le
C-endorr}'orphisme de M défini dans le lemme II-7, cp.esl un homon orphisme d’anneaux
qui confere a M. une structure de A-module. Soit f un A-endomorphisme du A-module
M alors f est un C-endomorphisme qui commute avec o : En effet puisque f est un
A-endomorphisme, alors f est un C-endomorphisme (A=C& b(),
fo(m)) = f(axm) = ax f(m) w o (f(m)).
Soit E I’anneau des A-endomorphismes du A-module M et J I’ensermble des éléments

non inversibles de E. Si f € J alors f(1) est un élément de aM (car f(1) -est non

’
inversible).

Or d’apres 1’égalité (1) du lemme 117, pour tout m € M, af(m) = f(am) = am {(1) = 0
(car f(1) €eaM et al= 0) donc f(m) € aM,

Montrons que J est un idéal de E bilatére :

Soient f et g deux élements de Jvet h un é]e’_ment de E. Comme f(M) < aM et

L(M) < aM pour tout élément m dans M ona-:

i) ' (ah f)(m) = ah [f(m)] = h[a f(x;x)] =af(m) h(1)=0

ii) (a fh)(m) = a f[h(m)] = f [ah (m)]=a h(m) £(1) =0

{
£
!
H
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l

i) [a (f+g(m)] = a f(m) + ag(m) =0
iv) (g)(m) = f[g(m)] = g(m) f(1)=0

Donc d’aprés i), ii) et iii) hf,fh ,f +¢g sont des éléments de J, hf=1h et d’apres iv)

J? = (0). D’ou J est un idéal bilatére et E est un anneau locf,}l d’idéal maximal J et J* = (0).

v
¢

Soit = @ A ax", onsaitque ax" e C[x| Vn eN. Puisque M est ’anncau total des
fractions de I’anneau total des polyndomes Cix], alors ax" € M. Or M est un A-module

donc A ax" € M. Considérons !’injection canonique

" f,: A ax" —— M. On a le diagramme convnutatif suivant :

H f M

tel que f, =1oj, (ju est I’injection canonique).

Aax" |

f estinjectif car Kerf= ﬂKe/fn Kerf, = {0} donc @ A ax" <M ce qui implique que

n=l
M n’est pas de type fini

Proposition I1.9 :

-

Soit A un anneau artinien possédant un idéal non principal. Alors il existe un
'

A-module indécomposable, qui vérifie la propriété (S) et qui n'est pas e type fini.

Démonstration :

D’aprés la proposition II-8, il existe un A-module qui n’est pas de type fini dont

[’anneau des A-endomorphismes E est un anneau local alors M est indécomposable

(proposition I-17 et I-18). Soit f un A-endomorphisme de M surjectif, comme M=# 0
pourtoutn elN f"#0.Onen déduit que f¢ J donc f est inv_érsibl:. Soit f(m)=0et

soit g I'inverse de f alors g[f(m)] =m = 0. Donc { est un automorphisme.
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3) Exemple de A-module de type fini qui ne vérifie pas la propriété (S).
Dans un anneau commutatif tout module de type fini verifie la propriete (S). Dans

Iexemple ci-dessous on a remplacé la propriété de commutativité par la propriété

d’identités polynomiales. Ainsi on peut trouver un A-module de type fini qui ne vérifie pas

la propriété (S) sur un anneau A identités polynomiales. ([2] Exemplc 3.1)
Soit Q le groupe des nombres rationnels, ¢’est un Z-module.

Soit Z o le groupe commutatif engendré par les éléments non nuls C,, Cy,..., Cps.....
vérifiant pC, = 0 et pour tout i eN’ pCi=C;.; ou p est un entier naturel premier.

| Zy» est donc un Z-module, Soit M = QD7 o0 woit 8- Homg(Q ;{qu;) ot

g 0 :
A= [ }wcc qe Q,se SetzeZw,
s 2l
!

A est un anneau a identités polynomiales, M comme A-module est cyclique et engendré

par (1,0).

. 0
Soit {itM——>M telque: mb——> [g Jm
rl.

f est un homomorphisme surjectif et { n’est pas injectif, car

weols (M2
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CHAPITRE III

' FGS ~ANNEAUX COMMUTATIFS

INTRODUCTION

Il est de tradition que des chercheurs s’intéressent ﬁ,!’élude de cerlaines classcs
d’anneaux caractérisés par une propriété (). - -

Dans [7] LS. COHEN et I, KAPLANSKY étudient les annea ix commutatifs sur
lesquels tout module est semme directe de modules cycliques.

Dans [8] D. Z. DJOZOVIC étudie les anneaux sur lesquels tout épimorphisme est un
isomorphismé. |

KAIDI El Amin Mokhtar et SANGHARE Mamadou dans [12 | donnent une
caractérisation des anneaux artiniens a idéaux principaux. Dans [24] V. SANGHARE étudic
quelques cl,asses d’anneaux liées au lemme de FITTING.

FISHER et SNIDER étudient les anneaux A qui sont tels que tout A-module de type
fini vérifie la propriété (S) (resp. (I)) et en donnent plusieurs résultats. On rappelle qu’un
module M sur un anneau A est dit vérifier la propriété (S) (resp: () si tout A-cndomorphismc

surjectif (resp. injectif) de M est un automorphisme de M.

-

Dans le méme ordre d’idées dans [4] M. BARRY, C.T. GUEYE et M. SANGHARE
étudient les FGI-anneaux commutat'ifs. Un ¥Gl-anneau est unannzau A commutatif sur
- lesquels tout A-module qui vérifie la propriété (I) est de type fini.

Partant du résultat bien connu de W. VASCONCELOS : Dans un anneau commutatif
A, tout endomorphisme surjectif d’'un A-module M de type fini est un automorphisme, nous
étudions dans ce chapitre les anneaux commutatifs sur lesquels tout module qui vérifie (S) est

de type fini.



§1 - FGS — ANNEAUX COMMUTATIKS

Tous les anncaux considérés dans ce paragraphe sont des anncaux commutatifs,

Définition TI1.1 :

Soit A un anneau commutatif. On dit que A est un FGS-anncau commutatif si tout
A-module M qui vérifie (S) est de type fini. ;

Exemple :

Tout anneau semi-simple est un FGS-anneau.. Les anneaux artiniens sur lesquels tout
idéal est principal sont des FGS-anneaux (Proposition I111-12).

Proposition 111.2

L’image homomorphe d'un FGS-annean commutatif est un FGS-anneau commulatif.

Démonstration

|
Soit ¢ : A——B un homomorphisme surjectif d’anneaux, tels que A est un FGS-

anneau commutatiﬁf, B est un anneau commutatif. Soit M un B-modulc alors ¢ induit une

structure de A-module sur la structure du groupe additif M par :
AxM—M

(a, m) —— ¢@(a)m .

et I’application de A x M —— M tel que (a, m) —— @{a)m vérifie lcs axiomes définissant

un A-module. Donc st M est un B-mo'dule alors M est un A-module et tout B-endomorphisme

est un A-endomorphisme et inversement. De cc fait on ne peut pas avoir un B-module qui
vérifie la propriété (S) et ne soit pas de type fini si A est un FGS-annez u. Donc si A est un
FGS-anneau alors B est aussi un FGS-anneau.

Proposition 11,3

Tout FGS-anneau intégre est un corps.
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Démonstration

Soit K le corps des fractions de A, donck =8 A (A est un FGS-anneau intégre,
S = A — {0} la partie mutiplicative). Considéron.? le A-modulle K:K e;t un groupe abélien,
I’application A x K—— K vérifie les axiomes d’un A-modll;;"lle

(a, b)—> ak.

Montrons que le A-module K vérifie la propriété (S). Soit f € Enda(K) tel que f soit
surjective. Démontrons que f est injective ¢’est-a-dire si fs'a)=0 =sta=0;
f(s'a) =s"s f(é'la) =sf(ss! a) = s"lf(a) = s‘laf(_l) doncsi f(s'a)=0= s'af(1)=0 puisque
f(1) = 0 et f(1) € K donc s’a =0 d’ou fest injed_tive.
Donc AK vf':riﬁe la propriété (S) il en résulte que AK est de type fini, et par conséquent K=A.

" Proposition IIl4 .

Tout idéal premier d 'un FGS-anneau commutatif est un idéal maximal.

Démonstration :

Soit P un idéal premier, d’gprés proposition HI.2 I'anneau quotient intégre A/P est un
FGS-anneau commutatif donc, d'aprés la proposition ITL3, A/P est un corps.
Définition :

Un anneau est dit semi-local 3i A/J est semi-simple (J le radical de Jacobson. de A).

Proposition IT15

Un FGS-anneau commutatif A posséde seulement un nombre fini d'idéaux maximaux.

Démonstration

Soit L I' ensemble des idéaux premiers de A.
Montrons que Homa(A/p, A/p’) = {0} si P et P’ sont deux idéaux premiers distincts.

Soit f: A/p—> AlpravecP#P’, P20, x)=x+pr—— fp




f est une application A-lindaire, montrons que f est identiquement nu . A/p st un corps donc
Asp est simple soit £ & Homy (A/p, A/py) soitf estidentiquement m Psoitfestun
isomorphisme d’aprés le lemme SCHUR.

N " H M M , ¥ = ¢ ]aeer vy P
Supposons que £ est un isomorphisme, et soit x € I =P, ¥, = classe de x module I,

\
1

Ona: 51), * f( )?p)=f(x.Tp)=xf(Tp)= 5})’. ¢ontradiction. Done f = 0.

Soit M= @ A/p . Montrons que M vérifie la propriété (S).
peL !

Soit fe Ends(M) tel que fest surjective,
Comme A/P vérifie (S) pour tout Pe L et que Hom, (A/p, A/p:) =(0)si P # P, alors

d'aprés la proposition .28, M = EDL A /p vérifie la propriété (S). Donc M est de type fini
- pe

et par con%équent L est fini.
Soit x un élément d’un anneau A, x est dit nilpotent lorsqu’i. existe un entier n> 0
tel que x"=0. On appelle nil-idéal un idéal dont tous les éléments scnt nilpotents.

Proposition I11-6 :

Soit A un FGS anneau commutatif; J son radical de Jacobson. Alors pour tout
idempotent X de A/J il existe un idempoteni e de A telque & =3Z. =

Démonstration :

Soit ¥ unidempotent de A/, alors x*—x e J. Puisque A est un FGS anneau
commutatif alors J est un nil-idéal (Tout idéal premier est maximal). Donc il existe n > 0 tcl

que (x* - x)" = 0 ; en développant par la formule du bindme on obtient la relation

n__ +1 R . 8 a A N . . , . , P
x"=x""p(x) oup(x) estun pdlyndme en x a coefficients entiers. On en déduit les égalités :

X' =" ) = X" px)’ = =X p(o)"




1’¢lément e =x" p(x)" est un idempotent de A

e =x" p(x)™ =[x p(9)"] p(y)” = x" p(x)" = ¢

Dans ’anneau A/J on a les relations :

n

F=%"=%p(X) =X"p(3) =

Proposition I11-7 : ]

Soit A un FGS anneau commutatif ; J son radical de Jacobson. Alors A/J est semi-

simple.

-

Démonstration de prop. 1H-7 :

D’aprés la proposmon III-§ A possede un nombre fini d’idéaux maximaux c’est a

Cdirc =L hn.a..nl=hx]; x.Lox L otles ;o sont les idéaux maximaux de A

pour 1< i<n. D'oulisomorphisme d'anneaux @/f

|
Proposition I11-8 :

Un FGS anneau commutatif est semi-local.

Démonstration :

C’est une conséquence de la définition d’un anneau semi-local et de la propo-

sition ITI-7.

Proposition 111-9 :

Un FGS-anneau commutatif bst semi-parfait.

Démonstration :

La démonstration résulte des propositions 1-22 ; I[1I-6 et IIl-7.

Proposition IT1-10 :

Un'FGS anneau commutatif A est somme directe de modules projectifs locaux et

n
~ H 3 . .
A= @Ae; ot {e, |, estunsystéme orthogonal et complet d’idempotents de A.
=1



v
N

Démonstration @

Voir [20] proposition 6.3.4 et [10]' proposition 18.23.

Proposition IIL11 :

Un produit d'anneau A; (1<i <n) est un I'GS-anneau si ef seulement si chague A, est

un FGS-anneau. :

Démonstration :

‘ n v
Soit A= HA, . Supposons que A est un FGS-anneau, comnc Ai (1< i< n) est
i=] -

I'image homomorphé de A par la iéme projection A _Pi, A; d’apres proposition I111.2
A; est un FGS-anneau en tant que image homomorphe de A. Inversenient supposons que’
A; est un FGS-anneau pour tout i (1< i < n). Soit M un .A-modulc d’apres propriété (1.15),
Chapitre ];, M est un Aj-module pour tout 1, (1<i < n).
Donc si M vérifie la bropriété (S) alors M en tant que A;-module est de type fini pour tout 1,
(1gi<n). Puisque A =ﬁA, donc M est de type fini en tant que A-madule.

i=]

Proposition II1.12 : ' -

Tout anneau commutatif artinien dont tout idéal A est principai est un FGS-anneau.

Démonstration :

Soit A un anneau commutatif irtinien a idéaux principaux. A est donc un produit
dirccte d’un nombre fini d’anneau local artinien a idéaux principaux (prop. 1.10). On peut
supposer donc A lui-méme local artinien et a idéaux principaux puisqu: d’aprés proposition

II1.13 A est un FGS-anneau si et seulement si A; (1 <i < n) est un FGS-anneau. Soit M un A-

module d’apres proposition 1.13, M est somme directe de modules cy:liques (M = D M;

el

ou les M; sont cycliques).




Supposons que M vérifie la propriété (S) et que M n'est pas de type fini,
Si M n'est de type fini, il existe unc infinité¢ dénombrable de facteurs cycliques isomorphes

deux a deux (car I'ensemble des classes d'isomorphismes des A-modules cycliques est fini
proposition I-14). M= @ M; ot 1 estinfini, I s'¢critdonc 1= Ku L avec KnL =@

iel

) Ac,.,]EDL et

neN

K dénombrable. D'ot M = [ P Mi] ® [Q—) Mi], c'est adire M =

Ac; ~Ac;. Considcrons ¢ [ @ Acn} — > ( P /Ic,,,J
neN neN

C]I'————>0

Cp——> ¢y si n>1
L'homomorphisme ¢ est surjectif, mais il n'est pas injectif.
|

Soit' h :M

>M, c+xF——>0¢(c) +x
h est surjectif mais il n'est pas injectif, donc M ne vérifie pas la propriété (S).
On aboutit & une contradiction. Donc M est de type fini.

Proposition I11-13 :

Sur un FGS-anneau commutatif A tout A-module indécomposable projectif est de type
fini.

Démonstration :

Soit P un A-module indécomposable projectif. Alors P vérifie la propriété (S). Donc
puisque A est un FGS-anneau commutatif, P est de type fini.

Proposition 111-14 ;

Soit A un FGS-anneau commutatif ariinien. Alors tout idéal de A est principal.

Démonstration :

Il résulte de la proposition II-9.




" Définition HI-15 :

Soit (E,c) un ensemble ordonné par l'inclusion.-On dit que les sous-ensembles de E

vérifie la condition de chaine ascendante si toute suite Iy < LcolLic ... de E est

stationnaire, c'est a dire il existe n eN' tel que Iy =T

Proposition III-16 :

)

Soit A un FGS anneau commutatif tel q{ze les anm:lateurs de.: sous-ensembles de A
vérifient la conditioni de chaine ascendante. Alors J(A) est nilpotent.

Démonstration :

-

Montrons que J(A) est T-nilpotent.

Puisque J(A) est un nil-idéal d'aprés [20] proposition 2-1-6 J(A) est T-nilpotent. D'autre

. part: Anns(J) < AnnA(Jz)c

Soit n le plus petit entier tel que Anny(J") = AﬁnA(J"+l). Supposons que J n'est pas
|
nilpotent ; il existe alo;s un élément x; de J tel que J"xy # {0}, ce qui implique que
J"x1 {0} etc...
On met ainsi en évidence une suite (x,) d'élément de J telle que x,x Xy X....x X e Soit

pas nul pour tout entier n = 1. Ce qui contredit la T-nilpotence de J. Donc F est nilpotent.

Proposition ITI-17 :

Soit A un FGS-anneau commutatif tel que les annulateurs des sous-ensembles de A
vérifiant la condition de chaine ascendante. Alors A est artinien,

Démonstration :

On peut supposer A local et J* = (0). Alors J/J? estun A/J-3space vectoriel.
Montrons que dim A/J (J/J%) =1.
Supposons dim A/J (JA?) = 2. Il en résulte d'apres [12] il existe un A-module M qui n'est
de type fini et qui vérifie (S). Ce qui est absurde donc dim A/J (J/J?) = |,

D'cut J est principal . A est artinien de plus il est 4 idéaux principaux.




Proposition 111-18 :

Soit A un anneau commutatif tel que les annulateurs des sous-ensembles de A

vérifient la condition de chaine ascendante. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

1) A est un FGS-annean
2) A est artinien a idéaux principaux

Démonstration : v

1) = 2) résulte de la proposition I11-17 ct de la proposition I11-9.

2) = 1) résulte de la proposition I11-12.

e b
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