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INTRODUCTION

L'origine de ce travail est la proposition suivante:

"Soit A un anneau commutatif, M un A-module de type fini, alors tout

endomorphisme surjectif de M est un isomorphisme".

Soit A un anneau non nécessairement commutatif, M un A-module; on dit que M vérifie

la propriété (S) si tout A-endomorphisme de M surjectif est un isomorphisme.

Soit A un anneau, 3 la classe des A-modules· de type fini, 3' la classe de A-modules

vérifiant la propriété (S), en 1969 W. V. Vasconcelos a démontré que si A est commutatif

3 ç 3'. En général cette inclusion est stricte: dans [12] Kaïdi A.M et SANGHARE ont

donné l'exemple d'un module sur un anneau commutatif; qui vérifie (S) et qui n'est pas de

type fini.

Notre travail est de caractériser les anneaux commutatifs pour lesquels 3 et 3' sont

identiques.

Pour aborder cette étude nous avons divisé cette thèse en trois chapitres.

Le Chapitre 1 est un rappel de certains résultats classiques, des définitions, des notations

que nous utiliserons tout au long ce travail.

Dans le Chapitre II nous faisons une synthèse de différents résultats que nous avons pu

recueillir d'articles étudiant les modules qui vérifient la propriété (S). Notamment « on

finitely generated flat modules» de W. V. Vasconcelos; « on injective and surjective

endomorphisms of finitely generated modules» de Kr. Armendariz, Joe W. Fisher,

Robert L. Snider' ~ et « une caractérisation des anneaux à idéaux principaux» de Kaïdi El

Amin Mobhtar et Sangharé Mamadou .



2

Le Chapitre III est consacré à la caractérisation des FGS-anneaux commutatifs, en

montrant d'abord que tout idéal premier d'un tel anneau est maximal et que les idéaux

maximaux sont en nombre fini. En suite qu'un tel anneau est semi-parfait. Et enfin sous

certaines conditions on montre qu'un FGS-anneau commutatif est artinien.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Ce cl~apitre contient essentiellement des rappels et des résultah que nous utiliserons

dans toute la suite de cette thèse. Il est divisé en quatre paragraphes: le premier traite des

modules simples' et semï-simples et on dOlme quelques résultats généraux; le second des

modules artiniens et noethériens; le troisième étudie quelques propriétés des modules

injectifs, projectifs, semi-parfaits et le quatrième un bref apperçu des P.1. anneaux

Dans tout ce travail, et sauf mention expresse du contraire, le müt anneau désignera un

anneau associatif non (nécessairement) commutatif possédant un élément unité no~é 1 ; le

mot module, un module à gauche u~itaire. Un anneau A muni de sa :;tructure de A-module

sera noté AA. Soit A un anneau.On dit que l'anneau A est local s'il admet un seul idéal à

gauche maximal m. Alors m est l'idéal bilatère ensemble des élémEnts non inversibles de

A et l'anneau quotient ~ est un corps non nécessairement commutatif. Quand nous

parlons de radical de A, il s'agira du radical de Jacobson de A.

Soit M un A-module on appelle série de composition de M, une suite de sous-

modules de M tels que (0) =Mn C Mn-l C ... c M 0 =M et Mj{,l. soit un A-module
. / M 1+1:

simple pour l~i ~n-l l'entier n = .e (M) est appelé longueur du A-module M.

§1- MODULES SIMPLES ET MODULES SEMI-SIMPLES

Soit A un anneau. On rappelle qu'un A-lJlodule M est simple (resp. semi-simple) s'il

n'est pas réduit à {O} et s'il ne contient pas d'autres sous-modules que M et {O} (resp s'il

est somme directe de sous-modules simples}. Un anneau A est dit simple (resp. semi-

simple) si le A-module AA est simple (resp semi-simple).



Proposition /-1 ([6 J proposition 1 P. 46)

Soit A un a'U1eau,. les propriétés suivantes sont équivalentes:

a) '{out A-module est semi-simple

1

b) Le module AA est semi-simple.

Démonstration· :

a) => b) est évident

b) => a) . En effet tout A-module est isomorphe au quotient d'un 1I1odule A(X) or tout

quotient d'un module semi-simple est semi-simple.

Définifioll1-2 :

,
On appelle ,radical d'un A-module M (resp. de l'anneaiJ A) le sous-module

intersection des sous-modules maximaux de M, ou, ce qui revient al! même, l'ensemble des

éléments de M annulés par tout homomorphisme de M dans un A-module simple (resp.

intersection des idéaux à gauche maximaux de A). On dit que M est sans radical si son

radical est nul.

Proposition /-3 (/6/ proposition 5 P. 65)

. Pour qu'un A-module M soit sans radical, il faut et il suffit qz, 'il soit isomorphe à un

sous-module d'un produit de A-modules simples.

Démonstration:

Si M est sans radical, alors il existe une famille (Si):el de A-modules simples et une

famille (fi) ieI d'homomorphismes de M .d~s Si, telles que les noyaux des fi aient {O}

pour intersection. On a donc le diagramme de A-modules commutatif suivant:

M-__~f_--4~~.. TI Si, i E 1
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En efTet si M est sans radical, alors il existe une famille (Ni) de ~;ous-modules à gauche

maximum de M. Pour tout i %, =Si est un A-mod.ule simple et la surjection canonique

1

M~%;= S, ,x 1--> fj(x) =x est un homomorphisme d) A-modules et

n Ker fi = n Ni ='{O}.
lEI ;el

Î j = Piof et Kerf = nKer/;
;el

or nKef:/; = {O} donc Kcd" = {O}, d'où f est une
'el

injection de M dans TI Si . Par conséquent M::: Imf, Imf étant un sous-module du
iei

produit de A-modules simples fiSi .
;eI

Réciproquement si M est un sous-modules d'un produit de modult:s simples TI Si , pour
i~1

tout x "# 0 dans M, il existe un indice i E 1 tel que Pi(x) = Xi "# O. Soit g la restriction

de Pi à M, g est un homorphisme de M- dans Si tel que g(x)"# 0 donc d'après la

définition 1-2, M est sans radical.

Corollaire 1-4 ..

Tout module semi-simple est sans radical.

2) Modules artiniens et modules noethériens

Soit A W1 anneau et M un A-module nous dirons que le mcdule M est artinien

(resp.noethérien) si toute suite décroissante (resp. croissante) de sous-modules de M est

stationnaire. Le A-module M est dit de longueur finie si elle e~;t à la fois artinien et

noethérien. L'anneau A est dit artinien (resp. noethérien) si AA est artinien (resp.

noethérien).



Proposition 1-5 : ({251 proposition 1.17 p. 17)

Soit A u;anneau et soil 0 --> N~ M~ J( -->0

1

une su(te exacte de A-modules et d'hom(!I]Jhismes de A-modul'!s. M est artinien (re!Jp.

noethérien) si et seulement si N et J( sont artiniens (re!Jp. noetheriem).

Démonstration:

On peut supposer que N est un sous-module de M et que K::::... % .
Si M est artinien il en est de même que _~ car les sous-modules de N sont des SOllS-

modules de M. Et MiN est artinien car la famifIe des sous-modules deM~ est en

bijection avec celle des sous-mo~ulesde M qui contiennent N. C ~tte bijection conserve le

sens de l'inclusion.

Réciproquement si N et MiN sont artiniens, soit (1) M=Mo~l\ll ~ ....~Mi ~Mi+l ~ ...

une suite de sous-modules de M décroissante. Alors il existe un entier no à partir duquel

la suite N =Mo n N ~ N n Ml ~ ..... ~ Nn Mi ~ ........ est stationnaire et il existe un

entier mu fi pfU'tir cl ~Iqulill

MiN = Moftv ~Ml + %;;;2 .....~ Mi + % ~ ..... est stationnnaTre.

N+M / N+M,,/
Posons q =sup (mo,no) alors N n Mn = N n Mq ct. 'lv = IN ·\in;::: q.

Soit X E Mil ; si X E N alors X E M q donc la suite est stationnaire.

Soit x E Mn et x fi!: N alors la classe de x modulo N est un élément de

N+M.. / N+M,,/ "IN = IN donc Il eXiste y E M q tel que la classe d\~ x modulo N est égale

à la classe de y modulo N.

Donc x - y = 0 d'où x - y E N, puisque il appartient déjà à M q alors x"":y E N n M. =

N n M q et par conséquent x E M q. La démonstration est idcntiqu ~ pour le cas noethérien.
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Coral/aire /-6 : Toute somme directe finie de modules artiniens est artinien.

Démonstration:

Li démonstration se fait par récurrence sllr n. Soil M = Ml $ ......$ Mil où les Mi
!

sonl artiniens. Pour n =2 on a alors une ;;uitc exacle :

Il suffit d.'appliquer la proposition 1.5.

Proposition/. 7 : ([6 J Théorème 4 P. 69)

Pour qu'un module soit semi-simple et de longueur fini, il faut et suffit qu'il soif

Clrtinien et sans radical.

Démonstration:

On sait déjà qu'un module semi-simple est sans radical (cl)rollairc 1-4) s'il est de

longueur fini il est alors artinien.

Réciproquement, soit M un module artinien sans radical. Soit R un élément maximal de

l'ensemble des intersections finies de sous-modules maximaux de M. Pour tout sous-

module maximal N de M, on a ; N n R c:: R, d'où par définition de RI N Î) R = R et

par suite R eN. Comme le radical de M est nul, il en résulte que R = {O}. Il existe donc

une famille, finie de sous-modules maximaux Mi (1::; i::; n) d'intérsection nulle. Soit

alors le diagramme d'homomorphisme commutatif suivant:

11

fi =Piof et Kerf = nKer};
i~1



t

1

1

1

1

1
1
l '

Il fi

Or Vi,l:S i:S n , Kcrfi = Mi ,donc Ker!':::; nKer}; == nM, == {O} d'où f est injectif.
1=1 ,~I

Posons; P== rr(M/ ) Pest semi-simple, en tant que projuit fini (somme directe
;=1 lM,

externe) de l11?dule s~mple. P est de longueur finie en tant que produit fini de modules

simples (un module simple est de longueur finie). Comme Pest semi-simple et de

longueur finie il en est de même que M.

Proposition /-8 : ([6 J proposition 12 p. 71)

Soil A un anneau possédant un idéal bilatère nilpotent J tel que AlJ soit artinien de

radical nul (par exemple un annfau artinien). Pour tout A-module M les conditions

suivantes sont équivalentes:

CI) M est de longueur finie

b) M est artinien

c) M est noethérien.

Démonstration:

On sait d'après la définition d'un module de longueur tinie 'que :1)::::::) b) et a ::::::)c).

Supposons que M soit artinien (resp. noethérien).

Soit P un entier non nul tel que JP = {O}. Soit le A~module M/JM, on sait que M est de

longueur finie si et seulement si JM et M/JM sont de longueur finie (Proposition 1-5) et

que {(M) =t (JM) + t (M/JM) ([15] proposition 4-6)

De même JM est de longueur finie si et seulement si J2M et JMIJ2M sont de longueur

finie, on poursuit ce raisonnement jusqu'à JP-1M et il sera de longueur finie si el

seulement si JPM et JP·lM/JPM sont de !or.gueur finie. Par cOl:séquent pour montrer que

M est de longueur finie, il suffit de démontrer que M/JM, JM/.,2M JP·!M/JPM

sont de longueur finie. Or ces A-modules $ont annulés par J, donc p~uvent être considéré

comme des A/J-!~10dules. Puisque A/J est scmi-simple (Proposition 1-7) alors les
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A/J-lllOdulcs JI'-I;M/J I'-I<+I M l~k~ P sone sCllli-silllplcs donc sonl sans radical (corollaire

1-4). Donc les AIJ-modules JP-kM/JP-k+IM sont de longueur finie (proposition 1-7). D'où
1

1 fi .M est de longueur mIe.

Corollaire /-9.:

Soit A un anneau artinien. Pour tout A-module ft1, les crlndilions suivantes sont

équivalentes:

a) M est de longueur finie

b) M est artinien et noethérien.

Démonstration:

Puisque A' est artinien, le radical de Jacobson noté J(A) est un idéal bilatère

nilpotent. A/J(A) est artinien puisque A est artinien (propositio [} 1-5). A/J(A) est semi-

simple donc il est de radical nul. Donc d'après proposition I-H les équivalences sont

établies.. En particulier tout mmeau al1inien est noethérien.

Proposition 1-10 ([3 Jproposition 8-7 p. 90)

Tout anmau commutatifartinicm ri ,~.\'l produit dire r,: tfin~ cl 'anneaux artiniens IOC(flix

Démonstration: ...
Soit mi (1:5 i :5 n) les idéaux maximaux de A. On sait que

Il

Posons J = nmi le radical de Jacobson de A, puisque A est artinien il existe no ErN*
;=1

[ J

kn. Il

tel que J U = {O}. Soit no = k donc Qm, = {O}. Or les. mt sont étranger deux à deux

(car un idéal maximal qui cont~endrait_m~ + m~ (i ':f!; j) contiendrait mi et mj ce qui
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11 11

contredit le fait que mi et mj sont distincts si i;/:. j) donc nm: -=nlll, k = {O}. Puisque
i~l pl

1/nm, k= ;{O}, alors l'homomorphisme
;oj

est injectif. De même <p

1.

est surjectif car: les m/ sont étrangers ( [3] propostion 1.10 l'. 7). Donc cp est un

isomorphisme. Puisque A est artinien alors AI k est artinien (Corollaire 1-6), en plus
_ . lm i

les AI k sont des anneaux locaux. Dom: A est un produit direct d'anneaux artiniens
lm;

locaux.

Proposition /-11 (/15J propositioIl 4-12 P. 128)

Un anneau A est arlinien si el seulenlenl si e(A) eSljinie (e (A) est la longueur du

A-module ,+4. Dans ce cas tout A-module de type fini est de longueur finie.

Démonstration:

Si A est 'artinien d'après corollai~'e 1-9, A est de longueur finie.

Supposons que f. (A) est finie donc A est à la fois artinien et noethérien. Soit M un A-

module de type fini alors M admet un système de n générateurs, donc M est isomorphe à

un module quotient du module AAn. Puisque AA est artinien alor~ AAn"est aussi artinien

(Proposition 1-5). Par conséquent M est artinien et d'après le COI 'ollaire 1-9, M est de

longueur fini.

Proposition /-12 (/3 J proposition 8.8 P. 81)

Soit A un anneau local, m son idéal maximal et k = A/m son corps résiduel.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

i) Tout idéal de A est principal

ii) L'idéal maximal m est principal

En combinant les théorèmes de .Kothe f9] et de Cohen et Kaplansky [7] on obtient le

théorème suivant:



11

Théorème /-13 :

Soit A un d"nneau commutatif. Alors les conditio~s suivantes slmt équivalentes:

1) A est artinien et tout idéal de A -est principal

2) Tout A-module est somme directe de A-modules cycliqll!s.

Proposition /-14 :

Soit A un anneau local artinien à idéaux principaux. L'ensemble des classes

d'isomorphismes des A-modules cycliques est fini.

Démonstration:

Soit M un A-module cyclique alors i\1:::: A/l, 1 (:st un idé11 de A. 11 suffit pour

prouver la proposition de montrer que les idéaux de A sont en nombre fini. Soit J l'idéal

maximal de A, on a J =aA == <a > ,a EJ, car A est prIncipal. J est aussi nilpotent. De

1 O n n-I A . Mp us on a: == <a > c <a > c ..... c <a> c pour un certalIl n. ontrons que tout

idéal de A est de la forme <a~ 1 ~ kS n.

Soit 1 un idéal de A, 1 =<c> == cA or l c J, donc il :xiste À. E A tel que c == À.a.

Si Î\. est lnv~rslble alors a:::: A~I C ce qui implique que J =; 1 ;::: <~:>.

Si À. est non inversible alors À. EJ et À. = ap avec PEA, ce qui imJliquë c=a2p.

On reprend le même raisonnement :soit p est inversible dans ce C~lS 1 = <a2> Ol~ pest

non inversible et on aura c == a3~. Ainsi il existe k EtN ;L~ k ~ Tl tel que c == pa k et p

est inversible d'où 1 == <a~. Ce qui prouv{' que tout'idéal de A est de la forme <ail> 1~

~ n et comme <a~ sont en nombre fini. Donc les idéaux de A SO:1t en nombre fini.

Proposition /-15 :

JI

Soit A un anneau tel que A == nAi où les AI sont des anneaux. Si M est lin A­
;=1

module alors M est W1 A,·modul(! tel qlw fUlif ... ·endulI1orphi...'me f d(! At IJsl 1111 prodllif

de Ai-endomorphismes f; de Mi'
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Démonstration

Il

Soit A::: rI A, pour tout 1 ': 1 ::;; Il posons:
;=1

(

1 .)11
Ci::: 5~' j=l (0,0 ......0, 1,0....0)

t

ième place

Soit <p: Ai --> ACj

ai \--> (0,0, ,0, ai, O 0)

<p est un isomorphisme d'anneaux.,
Soit M un A-module, posons Mi::: cjM avec Ci eA. Mi est un sous-ensemble de M,

c'est même un sous A-module de M car si aeA et Cim eMi alor~;

Mi est un ciA-module c'est à dire un Ai-module par le produit suivant:

Si i 'Il!' J CI cJ'" (0, .... ,0) (1). Deplus (1, ,1) ::: CI + Cl if- + Cn :::: 1
~

n
Donc m::: Lm ::: Clffi + .... Cnffi. Et d'après (1) Mj n EB Mi::: {G}, avec i:tj. D'où

;=1

Il

M = EB Mi. On obtient le diagramme commutatif suivant ~,
;=1

n
Pi tel que fjoP j ::: Piof et f::: Il/j

1=1

.
f est un produit de Ai-endomorpllisme fi de Mi::: Ci M



3) Modules injectifs -Modules projectifs:

On rappelle qu'un A-module M est dit injectif (n'sp. projl'dif) si tout diagramllle de

A-modules:

--+--~~ N

M

----.~ L (res)). L

'M g

\
f ~ N__-----.. 0)

où f est injectif (resp. surjectif), se prolonge dans un diagramme commutatif de la forme:

A-modules

o

M M

"/~ hl' /1 g

? r. \ L (rcsp.f r. _'NJ->.-.--_"~ 0)

l
1

1
1
1
1
1

Proposition 1.16 ([20) P.21-23)

Soit M un A-module. Les conditions suivantes sont équivalentes .'

a) M est injectif

b) M est facteur direct de tout module le contenant

c) Pour tout idéal à gauche 1 de A et tout homomorp/ûsme f de 1 dans M. il

existe x If: M tel que f(a) =ax pour tout a tE J. (ComU/ioll de Baer)

Un A-module M es! dit indécomposable s'il n'existe pas deux sou3-moaules non nuls MI

et Ml de M tels que M = Ml tB Ah

On dit qu'une extension E d'un module M est une extcgsion cssŒtielle de M SI pour

tout sous-module N de E, la relation N n M = {O} i~11plique N = {O}. On dira aussi que

M est un sous-module essentiel de E. On appelle enveloppe injective ct 'un module M

toute extension essentielle injective de M. On sait que tout module admet une enveloppe

injective unique à un isomorphisme près. Si M est un A-module nOLIs noterons E(M) où

j\;/ l'enveloppe injective de M. Soit A un anneau. Un élément c de. A est dit

idempotent si e2 =e.

\
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Deux idempotents CI et Cz de A sont clit~ orthogonaux si CICZ:: Cz CI = O.

Un idempotent e d'un. anneau A est dit primitif si ~:;tO et si pour Lout couple d'idempotents

1

orthogonaux (eh ez) de A tels que c =el + Cz alors c = ClOU C = C! •.
Proposition /-17 :

Soit M un A~module non réduit à zéro alors les c,mditions suivantes sont

équivalentes:

1) M est indécomposable

2) 0 et lM sont les seuls idempotents de EndA(M).

3) lM est un idempotent primitifde ElidA (M).

Démonstration:

l~ 2) Soit K un facteur direct de 1\·1 alors il existe un idempotent de EndA(M) tel

que K =eM. Puisque M est indécomposable alors K = {O} ou ]( =M.

Si K = {O} ~ C =0; si K =M~ c = 11\1 car clK = II(-

2) ~ 3) évident

3) ~ 1) Soit K un fQot~mr direot gO M; Sait l{' \.In Il"p'pl~mentnir'' de K dans M et

e la projection de M sur K suivant K', e est un idempotent de Emh(M), c et 11\1 - c

sont orthogonaux et lM =e + (lM - c) donc c = 0 ou c = lM,

Si e =0 alors K =Mc = {O} ; si c = hl alors K =Me =M.

Proposition /-18 ([28J Lemme P. 205)

Soit A un anneau local. Alors les seuls idempotents de A sord 0 et 1.

Démonstration:

Soit c un idempotent de A. Supposons c:;t 0 ct c:;t 1. All)l's la relation e2 =c qui

est équivalente à c(l-c) = 0, entraîne que cet l-c ne sont pas inversibles dans A. Donc les

idéaux Ac ct A(1-c) sont différents cie A; Comme A cst Joco!. A admet Lin seul id0al

maximal 1, et ~et idéal contient Ac et A(l-c). D'où CEl et l-c E I. Donc l=c (I-c) E 1.
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Ce qui est absur,ge car 1 est un idéal maximal.

Corol/aire /-19 :

1

Si EndA (AI) est local alors M est indécomposable.

Soit M lm module, N un sous-module de M est dit irréductible s'il n'existe pas cie.
sous-modules K et L de M distincts qui ·co:-'Ztiennent strictement N tels que N = J( n L.

Proposition /-20 ([25J proposition 2.8 P. 48)

Soit A un anneau et M un A-module injectif. Alors les c'mditions suivantes sont

équivalentes:

1) M est indécomposablf!

2) M ~st non nul et M est l'enveloppe injective de chacun de ses sous-modules

non nuls

3) Le sous-module nul est irréductible.

Démonstration:

1) :::::> 2)

Supposons M:;IJ O. Soit N "In 90\IS-moà\1Ie non mli de M. "lort'! M admet un sous-module

N' qui est l'enveloppe injective de N. D'après la propositioll 1-1~ puisque N'est

injectif, il est facteur direct de M. Puisque M est indécomposable donc N' =M.

2) :::::>3)

Soit Ml et M2 des sous-modules de M tels que 1\1(n M2 = {O}. Supposons que

Ml *{O} donc E(M)) = M et ainsi M est une extension essentielle de M(, par

conséquent M2 = fOl.

3) :::::> 1) Supposons qu'il existe deux sous-modules non nuls· Ml d M2 tels que

M = MI EB M2• Par conséquent Min M 2 = fOl. Ce qui est contraire avec l'hypothèse.

Soit A un anneau, M un A-module, x un élément de M. On appdle annulateur de x dans

A et on note Ann(x) = {a E AJax = 0 }.
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Proposition 1-21 ([16} Proposition 2.4 P. 515)
1

Soit M un A-module. M est injectifet indécomposable si et sa.lement si

M::: E(AI]), où j est un idéal irréductih/e. Dans ce cas, pour tout x ~on nul Je M, AIlIl(.\o)

est un idéal à gauche irréductible et M::: E (AlAllll(X;J.

On rappelle qu'un sous-module N d'un module M est dit superflu dans M SI,

pour tout sous-module L de M, la relation N + L = M implique L = M.

Soit M un module et soit P un module proje~tif. On dit que P est une enveloppe

projective de M s'il existe un homomorphisme surjectif f de Psu' M tel que I<:erf soit,
superflu dans l'..

On montre que si un module admet une enveloppe projective, alors cette enveloppe

projective est unique à un isomorphisme près. Les enveloppes prcjectives n'existent pas

toujours. On dit qu'un anneau A est semi-parfait à gauche (resp. p~l rf'ait) à gauche si tout

A-module à gauche de type fini possède une enveloppe projective (resp. toul A-modulc ,l

gauche admet une enveloppe projective). Les propositions sllivantes donnent lInc

caractérisation des anneaux semi-parfaits et parfaits.

Proposition 1-22 ([20} Théorème 2-1 P.J34)

-'Soit A un anneau, J son radical de Jacobson. Les conditions suivantes sont

équivalentes:

a) A est semi-pmfait à gauche

b) A est semi-parfait à droite

c) AIl est semi-simple et pour tout idempotent xde Ail il' existe un idempotent e

de A tel que ë = x
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Proposition 1-23 ({20) P. 130 th. 5)

Soit A un anneau. Les conditions suivanfes sont équivalentes:

0) A est pm/ait
.

b) Les idéaux à droite monogènes de A vérifient lu condition de choÎl1e

descendante.

c) i) Le radical de Jacobson J de A est T-nilpotent à gallche.

ii) L'anneau AlJ est semi-simple.

d) A ne contient pas une infinité d'idempotents orthogonoux.

Un sous-ensemble non vide X d'bn anneau A est dit l'-nilpotent à gauche si pour toute

suite (an)nEt,.j d'éléments de X, il existe no EttJ tel que aoal ........ .a no = O.

Un anneau A est parfait si A est semi-parfait et vérifie la propriétt: c) -i) de la propo-

sition 1-23.

Proposition /-24 : ({22] Théorème 3.9 P.40)

Soit P un module projectifet /: B --.> P un épimorphisme alors B =Ker/(/) P' où

p" =P.

Démonstration:

Soit le diagramme suivant:

...................................

y .....
..................,..

.............

B

~ .

f
• p

p

Puisque P est projectif il existe y : P --> B tel.que foy = I p donc y est injectif. Soit

b E B on a: b = (y of) (b) + (b - (yof) (b». Or (y of) (b) E Imyet Imy :: P et
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f [b _ (yot) b] = f(b) - [foy )(f(b) = 0 d'où b - (y ot)(b) E Kerf. Ce plus Imy fi Kerf :;:;{O},

1

car si x E lm y fi Kerf on a: x E lm y et x E Kerf; x E: lm y

cn!raînc qu'il existe Y EP tcl que y (y) = x ; x EKerf entraînl~ que f(x) = O.

Donc f lY(Y)] :;:; l'(x) :;:; 0' d'où y = 0 cc qui entraîne que x==O.

Proposition /-25 :.

Tout modlile projectifindécomposable vérifie la propriété (S).

Démonstration:

Soit P un A-module projectif indécomposable ct f un endomorphisme swjectif de P.,
f: P --> P;' d'après la proposition 1-25 p:;:; Kerl' EB P' ou P' ~P or Pest

indécomposable donc Kerf =0 d'où f est injectif.

Proposition /-26 ([26J proposition /-26 P. 16)

SUI' l~n anneau semi-parjàit tOIi/ module pl'oject(fvérifie la prop..iété (S).

Proposition /-27 ([IJ Proposition /7- /0 P. /96)

Soit A un anneau de radical J(A) = J. Si P est un A-mod~"e p. 'ojec/if'

(alors Rad P = JP. (Rad P =radical de P),

Corollaire 1-25 ([IJ Corollaire 17 -12 P. 192)

Soit J :;:; J(A). P un A-module à gauche projectif' tel que Jl' est superplu dans P

(exemple si P est de type fini) alors l(El1dAfP)) =Hom (P, JP) et

End 4(P/
. / J(EndA (P)) :::.. EndA (Pljp)

..-\- Proposition /-28 :

Soit M un A-module produit direct de modules 11j (j E J).

Si HomA, (H;,H) =0, pour tout (iJ) E J2 avec i:;éj alors M véruie la propriété (S) si et

seulement si pour tout j E 1, 1l.J vérifie la propriété (S).



Délllonstratiofi :

Rêsulte de l'égalité EndA M =TI End"f-!j
JE.!

§4 - LES ANNEAUX A IDENTITES POLYNOMIALES

Définition 1.21 :

Soit A un anneau. On dit que A véritie une identité po ynomiale, s'il existe Ull

entier nE!l-( et un polynôme P 7:- 0 en les variables Ilon comll1utatives x., Xz, ••• , XII Ù

coefficients dans le centre C de A tels que, pour tout a., a2, ... , ail de A, l'on ait

Si de plus l'un au moins des coef1icients de P est inversible dans A, on dira que A est

à identité polynomiale ou tout simplement que A est un P.I. anneau.

..



CHAPITRE Il
1

INTROlnUCTION

Ce chapitre est divisé, en trois parties: une première partie consacrée à la démonstration

de la proposition 1.2 de W.V. Vasconcelos d~ns [261 : «Dans lin anrcau commutatif A tout

A-module de type fini vériflc la propriété (S) », Ccllc démonslraliol1 l:sl basée

essentiellement sur le théorème de Cayley Hamilton. Dans la deuxième partie nOlis

donnerons un exemple de module qui n'est pas de type fini et qui véririe la propriété (8). Cet

exemple est tiré de [12], théorème 8 de Kaïdi El Amin et Sangharé Mamadou. Enfin un

exemple de module de type fini qui ne vérifie pas la propriété (S) 121.

1) Un anneau sur lequel tout A-module M de type fini vérifie la propriété (S)

Théorème 11-1 : (De Cayley Hamilton)

Soi~nt A un anneau commutatif, M un A-module de type fini, B = endA(M) et
"

fEB. Soient {x"....,xn} un système générateurs de M et aij (1 :::; i ~; n et 1:::; j :::; n) des

n

éléments de A tels que f(Xi) = l'aijx j , Si P(T) est le polynôme caractéristique de la
JEI

matrice a = (~ij) 1$ Î$ n, l$j S n alors P(t) = 0

Démonstration:

'Soit A' =A[fJ c B (car un élément de A[fJ est de la forme

f'
1 .1.)

an + ..... + aJ.f+ al+ ao11\-1 , n EN).

A' est un anneau commutatif unitaire et l'application

~: A' x M -->M

(u,X) 1--> u(x) = U.x

définit une structure de A'-module sur M. -



Soit \ un élément de M alors x ==

2.1

Il

- :L À, /'1/ (x, )
,;1

Il

== l Il,X,
,;1

donc {x ".'...,xu} est un système générateurs clu A' -module M.

Posons L' == A'u et soit n :A;u __> M

ei\--> Xi

Cl == (hl~ O, ,O)j jeu == (0, ,0, o, ,11\1).

n est A'-linéaire et surjectif.

Remarque:

L' =A' Il est un A'-module libre dont une base est {c), C2,. .... , cu}.

Il

f(Xi) = :LalJx) 1 :s; i:S; n.
./;1 !

Soit q> : L' --> L' l'endomorphisme du A'-module L' défini par:

TIoq> : L' --> M'est A'-linéaire,

Il Il

TI [q> (Ci)] == f.Xi - :LaUXi == f(Xi) - La"x./ == 0 ce qui implique que nocp = On.
')~I );1

q> : L' -->L' A'-linéaire, il existe q>': L' -->L' tel que q>oq>' == lp'Oq> = det q>.I L,

Il

q>(ej) = f.cj - Laue; donc la matrice associe..l q> est (0/ f - aij h'lk et det cp = pei).
)=1

Soit x E M , il existe y E L' tel que 11(y) == x,

On a: P(f)(x) = det q> (rI (y)) = rI (dct q>(y)) == rI (q>oq>' (y)) ~ no cp [cp'(y)] = 0

Ce qui implique P(t) =On.
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Corollaire II.I :

Soit A lin anneau commutat(f: I 1111 idéal de A el M un A-fll'Jdule de type fini. On

suppose M == lM, alors il existe aE 1 tel (lue (l +a)x == 0 \7XE M.

Démonstration:
!
".

Il

Soit {XIl .... ,xn} un système générateur de M .Soit f= 11\1 , f(Xi) = Xi = L:>ux,,:lij E I.
.i~1

1 X) T 'ii TII-I T ' X - ( ) l ' . < 1<' <P(T)= det (T Il - = + al +...+ a n-I + an ou - aij :01_ Il, - J _n

= f~1 + alfofl
-
I + + a n-) fan = 1 + a 1 + + a n-I + a Il

== 1 + a avec a == a) +.......+ a ri-I + a n E 1

..
Or P(u) == 0 donc la multiplication par 1 + a est l'endomorphisme LuI d'où

(1 + a) x =t 0 \/x E M.

Corollaire //.2 : (Lemme de Nakayama)

Soit A un anneau commutat((, 1 lin idéal de A contenu dans le radical de

Jacobson de A. alors si M est un A-module de type fini tel ,,'ue M == lM, on a

nécessairement M == O.

DçmonstrntiQn ;

D'après le corollaire 11.1, il existe a E 1 tel que (1 + a)x == 0 \/x E M. Or, 1 + a
,

est inversible dans. A. Soit a == (1 + a)A: si a;tA alors a c m ur' idéal maximal de A,

or 1 == (1 +a ) - a E m ce qui est absurde. Donc a == A , donc x =: 0 \/x E M, c'est à

dire M== O.

Corollaire II.3 :

Soil A un anneau commutatif et M un A-module. Si M est 1111 A-module de type

fini, sail f un endomorphisme swjectifdu A-module M. Alors (l exi,te /1 E AifJ lel que

(1 + hf)(m) == 0 .\/m EM.



Démonstration:

M est un A-module de type fini donc M est un AI fI mod ule de type fini par le

(
A[f]X M ~ M J

produit sûivant : .
(u,m) H u(m) =u.m

i

Posons 1 = (t) un idéal de l'anneau A[f], 1 = (1):= A[f].f, 01:1 a donc :!.M = M car
i.

LM = f(M) = M. Alors il existe d'après le cf)rollaire B.2 aE 1 tel ~ue (1 +a)(m) =0 \fOl

a E 1 ~:lh E Alf]: a =:= hfdonc (1 + ht)(m) == 0 \fOl EM.

Proposition lIA :

Soit A un anneau commutatif et M un A-module de type fini. Soit f un

endomorphisme de M surjectifalorsf est un isomorphisme.
1

Démonst~ation :

D'après l~ corollaire II.3, il existe h E Alf] tcl quc (1+ h1)(III=) == 0 \fm EM.

Soit m EM tel que f(m) = 0 alors (1 + ht)(m) == 0 ~ m + hf(m) =0~ m = O.

2) Exemple d'un module gui vérifie la propriété (S) et gui n'est miS de type fini.

Soit A un anneau commutatif artinien pOliséàant un idéa110n principal. On se

propose de montrer qu'il existe un A-module qui n'est pas de type fini et qui vérifie la

propriété (S). Cette construction est due à Kaïdi El Amin M(Ikhtar et Sangha,-é,
Mamadou (voir [1'2]).

Puisque A est artinien donc A est un produit fini d'anneaux artiniens locaux. Or on sait que

Il

si A = nAi alors A est un FGS-anneau si seulement si les Ai sont des FGS-anneaux
/;\

(Chapitre III, proposition 111.8), donc on peut supposer A artinicn local. Nous avons

besoin des lemmes suivants:
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Lemme //. 5. :

Soit A un anne~u artinien local posséda~t au moins un idéal Mm principal. Alors A

, ,
admet un anneau-quotierit B qui est local d'idéal maximal J tel que J- = {O} et tel que JI}-

soit lin BIJ - espace vectoriel Ue dimension dellx.

Démonstration:

Soit N l'idéal maximal de A, posons D = ~2 et S = %2 l'idéal maximal de

D. Puisque A est non principal alors N n'est pas principal (propositio n 1.12) dans A. Donc

S est non principal dans D ce qui implique que dimD/s( %2) est ~upérieure ou égale à

deux.

Donc d'où

Y;2::::S :::: o/s~œ'o/sbœK" c'est-à-dire S = Da œ Dbœ K. Comme Kest un idéal de

D alors B = % est bien défini. Soit J un idéal maximal de B alors J = %et

J2 = s/i "'" (0). 1p est un B/J-espucc vectoriel, d'autre part J =. %=Da œDb,

puisque J2 = (0) alors JIJ2
..

qui est un B/J-espace. vectoriel est de dimension deux

(-:0 2 = J = Da œ Db). Donc l'anne,au B = D/K répond à la question.

Lemme //.6:

Soit A un anneau artinien local possédant un idéal non principal. Alors A admet un

anneau quotient B = C œ bC où C est un sous-anneau de 13 local d'idéal maximal aC -:t:- 0

où b -:t:- 0 avec a2 = ab = b2 = O.
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Démonstration:

D'après le lemme 11.5, A admet un anneau quotient B IOGal d'idéal maximal

J=xBœbB 'où x :;t0 et b :;t0 avec J2 = O. Comine Il est artinien ct local d'après Ics dcux

théorèmes de Cohen [51 il existe un sous-anneau C de B, local <,\'idéal maximal llC :;t0, lc\
;

'~'

que B = C + J = C +, xB œ bB. On peut prendre x = a car a EC et x EJ. En remarquant

que C = C + aB, bC = bB et que C n bC = {O}, on obtient il = CEB he.

D'où le lemme II.6.

Lemme II. 7 :

Soit C un anneau local d'idéal maximal aC :;t 0 avec a2 = O. Posons M l'anneau

total des fractions de l'anneau des polynômes C{xj et q le C-endomorphisme de M défini
1

pour tout élément m de M par cr (m) = aXI1I. Alors:

b) Si f est un C-endomorphisme de M commutant avec a , alors pour tout m E M,

f(am) =amf(1) (1)

c) Tout C-endomorphtsme surjectif, ·de M commutant avec CT est un

automorphisme de M.

Démonstration:

Remarquons d'abord qu'un élément m de M est inversible dalls M si et seulement

si m~ aM: En effet soit m e aM et supposons que m est inversible d,ms M c'est-à-dire

qu'il existe m'eM tel que mm' = m'm = 1. Puisque m=aml, où m, Eo M, on a amlm' = 1

d'où a2 ml m' = a = O. C'est une contradiction car a:;tO. Inversement si m ~aM alors

m ~ aC (l'idéal maximal) donc m est inversibiedans C donc dans M.

a) a cr (m) = a2xm = 0 'dm eM, et a(a(m)) ";'axa(m) = ax axni = a2 x2m =0 'dm eM

donc acr = a 2 = O.



b) Soit fun C-endomorphisme cie M cOllimu(ant avec 0" , soit m un élément quclconque dc

M alors on a : 0" (f(ni» = ax f(m) = 1'(0" (Ill) = f(axm) donc quelque soit m dans M

f(axm) = axf(m) (2).

Démontrons par récurrence ql1e :Vn Ert.f f(axllm) =ax
ll

f(lll).
1

D'après (2) f(axm) = ax f(m), supposons que f(axn-lm) = ~Xll-l f(m). Alors pour tout

Il E rN' on a : (3) f(axllm) = f(ax xli-lm) = axf(xll-1m) d'après (2).

Il' ) (.- 11-1 f(» 1'( 11-1) 1'( 11-1) ('( 11-1 ) (.1)D'all(r~ part ax 1(111 = x :lX III = X ax !li = xa x III =ax x III '"t.

En combinant (3) et(4) on a: f(ax,nm) = ax ll f(m) quelque soit n E rt·J'. Il en résulte, compte

tenu du fait que f est C-linéaire que pour tout m' E C[x] et pour tout lU EM

f(am'm) = am'f(m).

1

Soit m E ~ et m'E C[x] \ a C[x] tel que m.m'EC[x] on a :f(am' .m.l) = am'm f(l).

D'autre part f(am'm) = am'f(m), donc am' f(m) = am'm f(l). Puisque m'EC[x]\aC[x]

alors m'est inversible d'où af(m) = am f(l).

c) Soit g un C-endomorphisme surjectif de M commutant avec 0" on a :

g(nm) = am g(l) d'après b), g(l) est nécessairement inversible car sinon g(l) EaM, c'est-

à-dire il existe m' EM tel que g(l) = am' d'où g(am) = amam' = a2 mm' ~ 0 V mEM

donc g(aM) = ag(M) = aM ={O} (g est surjectif) ce qui est absurde. Donc g(l) est

inversible.

Soit m un élément de M :

1) Si m EaM alors i 1existe m' EM tel que m = am', supposons g(m) = 0,

g(m) = g(am') =am'g(l) = 0, Puisque g(l) est inversible, alors am' = 0 c'est-à-dire m = 0,

2) Si m ~ aM, alors m * am' V m' EM donc am * 0 d'où am Ea \1/{O},

g(am) = ag(m) =amg(l) donc g(am) * 0 d'où g(m) * O. g est d?nc l.ll automorphisme.
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Proposition 1/-8 :

Si A est un anneau artinien local ad;nellant un idéal non principal, alors il existe

/111 A -l/lO'dule qui n'est pas de type .fini et dont 1'0111/('01/ des ('mit ·moJ'phismes E est 1/11

OI/IiCOU !ond d01/1 !'idéo!lIurxifl/u! J l'Si de Ci/I'/t: 1111/

Démonstration:

, D'après le lemme 11-6 on peut SUPP0SCï que A est Je la forme A = C $ bC où

C est un sous-module dé A et a2 = 'lb = b2
= o.

Considérons l'anneau fotal des fractions M de l'anneau des polynômes C[x] et soit cp

l'application de A dans End(M) définie pour tout élément À = cc + Bb de A où

a, ~EC par <p ("-) =all\l + ~cr, 11\1 étant l'application identité de M et cr le

c-end09orphisme de M défini dans le lemme 11-7, <p est un homon'orphisme d'anneaux

qui confère à M une structure de A-module. Soit f un A-endomorphisme du A-module

IVI alors f est un C-endomorphisme qui commute avec cr: En effet puisque f est un

A-endomorphisme, alors f est un C-endomorrhisl11c (A = C $ he),

f (0' (m» CI f(nxm) .. nx f(m) III (J (f(m» .

Soit E l'anneau des A-endomorphismes du A-module M et J l'ensen'lble des éléments

non inversibles de E. Si f E J alors f(l) est un élément de ~M (car f(l) , est non

inversible).

Or d'après l'égalité (1) du lemme 11-7, pour toùt m E M, af(m) = f(am) = mn f(l) = 0

(car f(l) EaM et a2 = 0) donc f(m) E aM.

Montrons que J est un idéal de E bilatère:

Soient f et g deux élements de J et h un élément de E. Comme f(VI) ç aM et

heM) ç aM pour tout élément m dans M on a:

i) (ah f)(m) = ah [f(m)] = h[a f(m)] =a f(m) h(l) =0

ii) (a fh)(m) =a f[h(m)] = f [ah (m)]=a hem) f(l) = 0



iii) [a (f + g)(m)] = ,a f(m) + ag(m) =0

iv) (fg)(m) = f [g(m)]. = g(m) f(l) = 0

Donc d'après i), ii) et iii) hf, nI , f + g son.t ~es éléments de J, ht' = nI et d'après iv)
. .

J2 = (0). D'où J est un idéal bilatère et E est un anneau loc::ll d'idéal maximal J et J2 = (0).
ï

Soit Il = EB A ax" " on sait que ax" E Cjxj Vn EtH. Puisque M esll'anneau total des

fractions de l'anneau total des polynômes C[x], alors ax" E M. Or M est un A-module

donc A axn
E M. Considérons l'injection canonique

fil : A ax"-·-> M. On a le diagramme comrl1utatif suivant:

H f,. M

~I
tel que fil = fojll G" est l'inJection canonique).

+'"

f est injectif car Kcrf= nKe1:t:, KC1·f.. = {O} donc EB A ax ll ç: lVI ce qui implique que
JI~I

Mn'est pas de type fini

Proposition IL 9 :

Soit A un anneau artinien possédant un idéal non principal. Alors il existe un,
A-module indécomposable, qui vérifie la propriété (S) et qui n'est pas ,le type fini.

Démonstration:

D'après la proposition II-8, il existe un A-module qui n'est pas de type fini clont

l'anneau des A-endomorphismes E est un anneau local alors M cst indécomposable

(proposition 1-17 et 1-18). Soit f un A-endomorphisme de M surje';tif, comme M:to 0

pour tout n EtH (':to O. On en déduit que f ~ J donc f est inve,rsibh Soit f(m) = 0 et

soit g. l'inverse de f alors g[f(m)] = m = O. Donc f est un automorphisme.
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3) Exemple de A-module de type fini gui ne vérifie pas la propridé (S).

Dans un anneau commutatif tout module de type fini verifIe lé! propriete (S). Dans

l'exemple' ci-dessous on a remplacé la propriété de commutati'/ité par la propriété

d'identités polynomiales. Ain~i on peut trouver un A-modtlle de type fini qui ne vérifie pas
!
"

la propriété (S) sur un anneau A identités polynomiales. ([Zi Exemple 3.1)

Soit Q le groupe des nombres rationnels, c'est un ll-module.

Soit llpco le groupe commutatif engendré par les éléments non nuls C" Cs, ... , Cu,. ....

vérifiant pCo = 0 et pour tout i E ~t pCi = C j .! où p est un entier naturel premier.

~pÇfJ est donè lin ~-1l10dllll', Soit 1\1 = Q(f) 711"'" ~.lIil S - 1I(1111;'-.() t: p"'") rI

[
q 0J ..

1\ :;;: avec q E Q, SE Set Z Ellpoo.
S ZI

1

A est un aIUleaU à identités polynomiales, 1\1 comme A-module est cyclique et engendré

par (1,0).

Soit f: M ---> 1\1 tel que: m ......1---> [~ ~]m

r est un homomorphisme surjectif et f n'est pas injectif, car



JO

CHAPITRE III

, FGS -ANNEAUX COMMUTATIFS

INTRODUCTION

Il est de tradition que des chercheurs s'il1téres~ent à J'étude de '~erlail1es classes

d'anneaux caractérisés par une propriété (P).

Dans [7] I.S. COHEN et 1. KAPLANSKY étudient les anneaJX commutatifs sur

lesquels tout module est S0111me directe de modules cycliques.

Dans [8] D. Z. DJOZOVIC étudie les anneaux sur lesquels tout épimorphisme est un

isomorphisme.

KAIDI El1min Mokhtar et SANGHARE Mamadou dans [12 1donnent une

caractérisa~ion des anneaux artiniens à idéaux principaux. Dans [241 M. SANGHARE étudie

1

quelques classes d'anneaux liées au lemme de FITTING.

FISHER et SNID,ER étudient les anneé:lUX A qui sont tels que tout A-module de type

fini vérifie la propriété (S) (resp. (1» et en donnent plusieurs résultats. On rappelle qu'un

module M sur un anneau A est dit vérifier la propriQtr. (S) (resp, (l) si tout A-endomorphisme

surjectif (resp. injectif) de M est un automorphisme de M.

Dans le même ordre d'idées dans [4] M. BARRY, C.T. GUEYE et M. SANGHARE

étudient les FGI-armeaux commutatifs. Un FGI-anneau est un anneau A commutatif sur,
lesquels tout A-mo'dule qui vérifie la propriété (1) est de type fini.

Partant du résultat bien connu de W. VASCONCELOS : Dans un anneau commutatif

A, tout endomorphisme surjectif d'un A-module M de type fini est un Jutomorphisme, nous

étudions da)1s ce chapitre les anneaux commutatifs sur lesquels tout module qui vérifie (S) est

de type fini.
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SI - FGS - ANNEAUX COMMUTATIFSs

Tous les annca,ux considérés dans cc pafagraphc SOl1t dcs a11ll';aUX commutatifs.

Définition IILl :

Soit A un anneau commutatif. 011 dit quc A cst un FGS-llIlI1C'lU cOllll11utatifsi tout

A-module M qui vérifie (S) est de type fini.

Excmplc :

Tout anneau semi-simple est un FGS-anneau.. Les aImeaux artiniens sur lesquels tout

idéal est principal sont des FGS-anneaux (llroposition III-12).

Proposition III.2

L'image homomorphe d'un FGS-(//I/leall commutati!est lll1 FCiS-anneau commlltatil

Démonstration

Soit q:> : A -----7B un homomorphisme surjectif d'anneaux, tels que A est un FGS-

anneau commutatif~ B est un anneau commutatif. Soit M un B-moduk alors <p induit une

structure de A-module sur la structure du groupe additif M par :

A x M-----7M

(a, m)~ q:>(a)m

et l'application de A x M -----7M tel que (a, m) 1-----7 <p{a)m vérifie les axiomes définissant

un A-module. Donc si M est un B-module alors M est un A-module et tout B-endomorphisme,
est un A-endomorphisme et inversement. De CI; [-ait on ne peut pas avoir lin il-module qui

vérifie la propriété (S) et ne soit pas de type fini si A est un FGS-anne, u. Donc si A est un

FGS-anneau alors il est aussi un FGS-anneau.

Proposition III.3

Tout FGS-anneau intègre est un corps.
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Démonstration

Soit K le corps des fractions de A, donc K =S·I A (A est un FGS-anneau intègre,

.
S =A - {O} la partie mutiplicatiye). Considérons lc A-module J( ; J( est un groupe abélien,

,
l'application A x K~ K vérifie les axiomes d'un A-modl~le

(a, b)f-----7 ak.

Montrons que le A-module K vérifie la propriété (S). Soit f E En<lA(K) tel que f soit

surjective. Démontrons que f est injective c'cst-ù-<.1irc si f(s·l n) =0 => S·l a =0 ;

f(l):j:. 0 et C(l) E K donc s·la =0 d'où f est injective.

Donc AK verifie la propriété (S) il en résulte que AK est de type fini, et par conséquent K=A.
1 .

Proposition IlIA

Tout idéal premier d'un FGS-anneau commutatifest un idéal maximal.

Démonstration:

Soit P lm idéal premier, d'après proposition UI ..2 J'onnc~lI quotient intègre AfP est lin

FOS-anneau commutatif donc, d'après la proposition 111.3, AIP est un corps.

Définition:

Un anneau est dit semi-/ocal :Ji AlJ est semi-simple (J le radical de Jacobsoll de A).

Propositioll 111.5

Un FGS-anneau commutatifA possède seulement un nombrefi ni d'idéaux maximaux.

Démonstration

Soit L l'ensemble des idéauJ;C premiers de A.

Montrons que HOffiA(Alp, Alp') = {O} si P et P' sont deux idéaux premiers distincts.

Soit f: Alp~ Alp' avec P :j:. P', P':j:. 0, xp = x + p~ xp' .

\,
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f est une application A-linéaire, montron$ que f (~st identiquement nu . Alp est un corps donc

Afp èst simple SGit f 6 llOlll,\ (Np, A/p-) snit·( èSt idclltiquèI1\èllt m 1Sllit l'èst \.1ll

iSGmorphisme d'après le lemme SCHUR.

SuppnSO!1S qlll~ f cstUll isol11<.)rrhisl11c, cl soit x E P' - P, x Il = classè dL: x 1l100luk P.
,.

On a: 0 ,'1= f( Xp ) = f(x. lp) = x f( lp) = 0 " èontradicti6n. Donc f =0 O.
P P

Soit M = EB AIP . Montrons que M vérifie la propriété (S).
pEL .-

Soit f E EndA(M) tel que f est surjective.

Comme AIP vérifie (S) pour tout PE L et que Homi\ (A/p, A/p-) = (0) si P =1= P, alors

d'après la proposition 1.28, M = EB A I p vérifie la propriété (S). Oonc M est de type fini
- pEL

et par conféquent L est fini.

Soit x un élément d'un anneau A, x est dit nilpotent lorsqu'i. existe un entier n > 0

tel que x" = O. On appelle nil-idéal un idéal dont tous les éléments sc nt nilpotents.

proposition III-6 :

Soif A un FGS anneau commutatif,' J sun rad/cet! de Jacob!> on. Alors pOUl' tout

idempotent x de A/J il existe un idempotent e de A tel que e -

Démonstration:

Soit x un idempotent de A/J, alors x2
- x E J. Puisque A est un FGS anneau

commutatif alors J est un nil-idéal (Tout idéal premier est maximal). Donc il existe n > 0 tcl

que (x2
- x)" = 0 ; en développant par la formule du binôme on obtient la relation

x" =X"+lp(X) où p(x) est un pôlynôme en x à coefficients entiers. 011 en déduit les égalités:



T.'~kment c = XII p(X)1I est lin idempotent de ;\:

Dans l'anneau AlJ on a les relations:

x = X Il = Xp(x )

Proposition ///-7 :

X Il p(x J" = e

!

"
Soit A un FGS anneau commutatif; 1 son radical de Jacobs,m Alors AIl est semi-

simple.

Démonstration de prop. III-7 :

D'après la proposition 1II-5 A possède. un nombre fini d'idéaux maximaux c'est à

dire .1 = Il n 12 n ..... n III = l, x 12 x .... x III OÙ les li sont les idéaux maximaux de A

pour 1:::; i:::; n. D'où l'isomorphisme d'anneaux œ1f,'::. ~.
; ;=1 JI.)

Proposition ///-8.:

Un FGS 'anneau commutall!est semi-local.

Démonstration:

C'est une conséquence de la définition d'un anneau semi-local et de la propo-

sition 111-7.

Proposition ///-9 :

Un FGS-anneau commutatift!st semi-parfait.

Démonstration:

La démonstration résulte des propositions /-22: 1/1-6 et 111·7.

Proposition ///-10 :

Un 'FGS anneau commutatifA est somme directe de modl/les projectifv loc(/l/x el

/1

A = EBAei oii k tl est lin système orthogonal et complet d'idcmjJ(!lellls de A.
1=\
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\h'11\\l\\str:\tiOI\ :

Voir [20] proposition 6.3.4 et [Hl] proposition 18.23.

Fropositioll III.]] :

Un'produit d'anneau Ai (1~i 5{1I) est lin FGS-{fI7l/('{l/{ si ef sel/!ell/ellf.l'i c!l({(/IIe' ,J, ('.If

1111 FGS-anneau.

Démonstration:

, n
Soit A = Il A" Supposons que A est uH.FGS-anneau, comme Ai (1~ i~ n) est

i=l

l'image homomorphe de A par la ième projection A Pi) Ai. d'après proposition III.2

Ai est un FGS-anneau en tant que image homomorphe de A. Inversement supposons que'

Ai est un FGS-annëau pour tout i (1~ i ~ n). Soit M un A-module d'après propriété (1.15),

1

Chapitre ~, M est un Ai-module pour tout i, (l~ i ~ n).

Donc si M vérifie la propriété (S) alors M en tant que Ai-module est d\~ type fini pour tout i,

n
(ls i ~ n). Puisque A = f1 Ai donc M est de type fini en tant que A-m)dule.

i=l

Proposition III. 12 :

Tout anneau commutatifartinien dont tout idéal A est principal est un FGS-anneau.

Démonstration:

Soit A un anneau commutatif artinien à idéaux principaux. A est donc un produit

directe d'un nombre fini d'anneau local artinien à idéaux principaux (prop. 1.10). On peut

supposer donc A lui-même local artinien et à idéaux principaux pUiSqll'~ d'après proposition

III.13 A est un FGS-anneau si et seulement si Ai (1 ~i ~ n) est un FGS-anneau. Soit M un A-

module d'après proposition 1.13, M est somme directe de modules cydiques (M = i~ Mi

où les Mi sont cycliques) .



Supposons que M vérifie la propriété (S) et q'Je l\'I n'l'st pas lk tYPè jjni,

Si M n'est de type fini, il existe une infinité dénol11lmlhk dl' r,lL'll:llrS cycliques isomorpiles

deux à deux (car l'ensen'lble des classes d'isol11ori)hisl11es des A-moduks cycliques est fini

propositiol'l 1-14). M = EB Mi où 1 est infini, 1 s'écrit donc 1= Ku L avec Kn L = 0 l't

iE!

K dénombrable. D'où M = (.EB Mi] EB ($ Mi]' c'est à ~~iire M = [ EB ACn]EEJ L et
lEK lEL .nEN

ACj ::::.Acj. Considérons (j/-: ( EB lien] - -::-- ( EB lien]
nEN nEN

Cn\-> Cn-I si n > 1

L'homomorphisme <p est surjectif, mais il n'est pas injeçtif.
1

Soitl h :M--> M, C+ xl--> <pCc) + x

h est surjectif mais il n'est pas injectif, donc Mne vérifie pas la propriété (S).

On aboutit à une contradiction. Donc M est de type fini.

Proposition ///-13 :
..,

Sur un FGS-anneau commutatifA tout A-module indécomposoble projectifest de type

jini.

Démonstration:

Soit P un A~module indécomposable projectif. Alors P vérifie la propriété (S). Donc

puisque A est un FGS-almeau commutatif, P est de type fini.

Proposition ///-14 :

Soit A un FGS-anneau commutatifar,ùùen. Alors tout idéal de A est principal.

Démonstration:

Il résulte de la proposition 11-9.
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Définition 1II-15 :

Soit (E,ç) un ensemble ordonné par l'inclusion. On dit que les sous-ensembles de E

vérifie la condition d~ chaîne ascendante si toute suite Il ç h ç 13 ç de E est

stationnaire, c'est à dire il existe n EN tel que In = 1,,+1,

Proposition 1II-16 :

Soit A un FGS anneau commutatiftel que les anmVateurs de.: salis-ensembles de A

vérifient la condition de chaîne ascendante. Alors J(A) est nilpotent.

Démonstration:

Montrons que J(A) est T -nilpotent.

Puisque J(A) est un nil-idéal d'après [20] proposition 2-1-6 J(A) est T-nilpotent. D'autre

Soit n le plus petit entier tel que AnnA(J") = AnnA(J"+J). Supposons que J n'est pas
1

nilpotent; Iii existe alors un élément Xl de J tel que J"Xl * {O}, ce qui implique que

On met ainsi en évidence une suite (xn) d'élément de J telle que Xn X în-I X • ...x XI ne soit

pas nul pour tout entier n ~ 1. Ce qui contredit la T-nilp.otence de J. Donc J- est nilpotent.

Proposition 1II-17 :

Soit A un FGS-anneau commutatiftel que les annulateurs des :;ous-ensembles de A

vérifiant la condition de chaîne ascendante. Alors A est artinien.

Démonstration:

2 2 '.On peut supposer A local et J = (0). Alors J/J est un AJJ-=space vectonel.

Montrons que dim AJJ (J/J2
) = 1.

Supposons ,dim AJJ (J/J2
) ~ 2. Il en, résulte d'après [12] il existe un A-module 1\1 qui n'est

de type fini et qui vérifie (8). Ce qui est absurde donc dim A/J (J/J2) = l.

D'où J est principal. A est artinien de plus il est à idéaux principa\.lx.
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Proposition III-lB:

Soit A un anneau commutatiftel que les annulateurs des sow-ensembles de A

vérifient la condition de chaîne ascendante. Al~rs les propriétés slliw!nfes sont éqlli\'Olentes.

!) A 'est lin FGS-anneau

2) A est artinien à idéau1 principaux

Démonstration:

1) ::::::> 2) résulte de la proposition 111-17 ct de la proposition III-9.

2) ::::::> 1) résulte de la proposition 111-12.
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