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INTRODUCTION GENERALE 

Dans ce travail, on calcul des coéfficients de singularités dans un prQ­
blème cie contrôle de l'équation cie la chaleur ct on établit des résultats de 
contrôlabilité exacte pour l'équation des plaques vibrantes avec des concli- _ 
tions initiales dans des espaces de Sobolev à puissances fractionnaires. 

Il~st connu que la solution de l'équation de la chaleur dans un ouvert pol}'­
gonal plan présente des singularités. 
La détermination de ces singularités résulte essentiellement de celle du Lapla­
cieu.Certaines expressions ont ôté présentées, Botament pal' P.Grisvarcl Pl, 
utilisant les coefficients de singularité du Laplacien obtenues an:c les solu- -­
tions singlllipres duales . 

. Dans le chapitre 1, on établit une formule dormant le cOé[ficÙ'llt de singu­
laritl~ en utilisant UIle base HilbertienIle de (0, T) ct Ulle expressioll des 
sillgularit du Lllp!acien dOllllée par \1 NimlC ct A.Sélle IG] et utilisHnt la 
llléthode des IlllllLiplicaLeurs. 

Dans le chapitre 2, on suppose que $1 est constitué d'un matériau chauffé. On 
- veut apporter U11 surplus de chaleur u' pour que la température y du mat9-

ri au ait une configuration y' proche (dans un sens à préciser) de Yd fixée. 
Un exemple simple de modélisation de ce phénomène consiste à minimiser la 
fonction 

1 \ 1 Il J~'U) = 2 Y 
2 E 2 

YdIIU(flX]o,T[) + "21111.1IU(!1x!o,T[) 

où y est solution du problème d'évolution 

y' !::::..y f +u, dans $1 x lO, T[ 

YléJnX;O.T[ 0 

y(O) Yo dans $1. 

$1 étant polygonal, la solution (u', y') de ce problème de contrôle présent§ra 
des singularités. Après avoir caractérisé la solution optimale, on étudie ses 

singularités et la régularité maximale. 

Le chapitre 3 est consacré à la contrôlabilité exacte de l'équation des plaques-
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vibrantes. On rappelle que la contrôlabilité exacte des systèmes linéaires gou­
vernés par des équations aux dérivèes partielles, qui consiste à amener un 
système d'ull état initial connu à un état final voulu, par une action sur ses 
conditions au bord (on peut considérer d'autres types d'actions) a connu un 
grand développement avec la mise en oeuvre de la méthode H.U.M(Hilbert 
Urilqueness Méthod) de J.-L.Lions [21. 
On considôrc ici le problème de contrôlabilité exacte de l'équation des plaques 
vibrantes suivant: 
Pour tout T > 0 fixé, pour tout (Yo, YI) appartenant à un espace FI (dual de 
F) à déterminer, pour tout (zo, ;~r) E F') trouver u, v E L2(E) telle que, si Y 
est solution de 

y" -+- 6,2y 0 dans DXJO,T[ 

y(a) Yo dans D 

(p) y'(a) 1/1 dans D 

,y tl dans 8Dx]O, T[ 

~10L 
! ()v 

v dans 8DxJa, T[ 

Alors y(T) = Zo et yi (T) = ZI' 

Lorsque D est régulier, J.-L.Lions [3] a établit la contrôlabilité exacte dans 
le cas OÙU = 0 (c'est ft dire avec un seul contrôle sur ,~) pour des donnôes 
illÎtiales (Yo, yr) dans F' = L2(n) x H- 2(rl) . 

Dans un cadre plus gônéral où les donn('es initiales sont dans 
FJ = IlgO(n) x H20 - 2 (D) ,0 E [0,1] ) on ôtablit dans la premiôre partie 
du chapitre 3 les mêmes types de résultats de contrôlabilité exacte avec la 
méthode H.U.M. 
La rnise en oeuvre de cette méthode repose, pour (9o, 9d E Fo et 9 la solution 
de 

.-



cf>" + 6.2 cf> 0 

<p(0) <PO 
(1/) 

(0) qJj 

"'- - 0, 

à !'ôt<tblissement de l'équivalence de la norme de ) dans Fa avec 

1 

( r . Ib6.cf>W _ 38, ,dadt) '2 
JiJDX:O,T[ [[ Tl!l) 

De même dans le cas d'ull controle sur la position , LL<tsieck<t ct RTriggiani 
[10] ont établit des résultats contrôlabilté exacte avec donnôcs initiales 
dans ,yd appartenant à H- 1 (n) x [H3(n) nHJ r et D strictement 
étoilé, avec un temps T > 7'0, où 7'0 ne dépend que de la géométrie de D. 
Dans la deuxième partie du chapitre 3, on généralise ces résultats à des 
dOllIlôes initiales dans FJ D' 3 8 X D' 1_8 en établissant des équivalences 

.11 2' A1 2' 

de- normes, toujours avec la solu tiOIl cf> de (pl) et 

1 

86.dJ 2 . ) '2 

8 
. Il e dadt 

v Ir 'Z (D) 

G 



Chapitre 1 

Calcul du coefficient de 
singlllarité pour l'équation de la 
ëllaleur 

Introduction 

La solution de l'équation de la chaleur dans les ouverts polygonaux plans 
présente des singularités. On donne dans ce chapitre une expression de ces 
singularités pouvant être utilisée numériquement. 

1.1 Notations et position du problème 

L L 1 notations 

Soit n un domaine polygonal de IR2 d'arêtes (1' , on note par : 

les sommets de D où SHI (rcsp. so) pour 0 ::; i < IV 1 est le 
sornmet compris entn~ ri ct r H1 ( [('sp. le SOllllUrt compris cutre r,y et 1'0); 

-Ti (rcsp TN) pour 1 ::; 1: ::; N 1, le vecteur unitaire tangent à D, porté 
par .( resp l' N) orienté vers l' i+ I (resp. 1'0) ; 

vecteurs unitairrs normaux ext.ôricnl's fl ft tels quc l/i 01'-
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thogollal à r pour 0 ~ i ~ N et que (Ti, vJ est une base orthonormée directe; 

(Wi)O:Si:SN la mesure de l'angle intérieur à ft mesuré par rapport cl 
au sommet Si ; 

-(ri, ()i)O:Si:SN les coordonnées polaires locales eu Si, où l'angle Oi est m('­
suré par rapport à r i .,;-1 ; 

-rh une fonction de troncature égale à 1 sur un yoisinage de Si et v(~l'ifiallt 
supp(rn) n r j = cP pour j E {a, ... , N} \ {( i -+- l} 
;' l Il désigne la dèrivé par rapport au temps. 

s 

s­o 

, 
il 

figure 

~----------=---------~S3 
4 
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1.1.2 position du problème 

On considère dans Q = ]0; T[ x D le problème 

71,'- 671, J dans Q 

(p) u(o) 1LO 

o. 

où 2:; = ]0, x aD et J, ua sout des données dont on précisera la régularité. 
On clé"finit l'opérateur non borné A de L 2(D) par: 

D(A) {u E Hd(D); - 671, E L2(D)} et Vu E D(A), A(u) = -àu. 

On munit D(A) de la norme du graphe ct on a : 

proposition 1.1.1. Pour f et ua données r'espectivement dans L2 (]0, T[ x D) 
et HJ (D), le problème (p) admet une solution unique dans 
L2 (0, T; D(A)) n Hl(O, L2(D)). 

On sait que, lorsque D est régulier, D(A) (D) n HJ (D). Dans notre 
cas, D(A) n'est pas en général contenu dans H 2(D). Précisément, comme la 
soiu tion 'U de (p), vérifie 

alors 'U s'écrit sous la forme 
i=N 

u(t, uu(t, ~c:) + L Ci(t)Si(~D) 
i=l 

où 

1ln(t, x) est dans 
, 

Les rb'ls Ci (t) sont les coéfficients de singularités associés aux fonctions singuliè:'es Et. 
Oll a, dans Grisvard [1 J, une caractérisatioIl CIl prodni t de cOllvolu tion 

de ces coefficients de singularités par l'utilisation de l'équation de Laplace 
et de la transform(;e de Fourrier. Moussaoui[5] a aussi donné une formule 
obtenue par les fonctions de Ou donne dans ce chapitre une autre 
représentation permettant d'avoir UIle bonne approximation lluméricjllC de 
ces coèfficients. 
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1.2 Représentation du coefficient de singularité 

1.2.1 Représentation 

prop?sition 1.2.1. La solution u de (p) vérifie les estimations suivantes: 

(l.2.1) 

Il' 'II < (II f'l' '1 1
'1 ) IlL [2(Q) _ C3 .1. IL 2(Q) T .IUollffWl) (l.2.3) 

,,,-
Où Cl ~2 et (;:3 sont constantes qui 'Ile que Ç2 

Preuve 
011 il 

u' -:0,.u f ( .2.4) 

En multipliant (l.2.4) par u et CIl intégrant sur Q il vient 

1 j'T J' cl j'T J' 2 J'T J' . 171(t,x))2d:rdt+ Ilvu(t,x)lllR2clxdt = j(t,:r)ll.(t,.T)dxdt 
2 0 ,li. dt 0 • li. 0 ,li. 

Or 

t i'T d 1') 
. -11l(t J :r) -d:rdt 

,.n. 0 dt 

ct 
'7' ' .'{' , 

1 1 - :0,. 11 ( t, x). 'U ( t, x) d:r d t - j 1 v'U. ( t, ::c) V II ( t, :r) (Fait 
Jo .ln 0 .fn 

Ilvul12 
(n))2 

ce qui donne 

10 
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C'est à dire 

liVuliI2(o,T;(L2(D))2 ::; IlfIIL2(Q)lluilu(Q) + ~ Iluolli,2(D) - ~lln(T)112 

::; ilfII12(Q)ll ul!u(Q) + IllloI112 (D) 

Mais, u(t) est dans HJ(fl) donc par l'inégalité de Poincaré 

où c est une constante positive qui ne dépend que de fl. D'où 

D'après l'inégalité de Young 

Où 0; est choisi de facon à avoir c -- 0: > O. 
On obtient 

'"Soi t 

En posant 
1 1 

---ma:c(L ) 
c - 0: 2û 

~Oll a l'cstiUlHtioll (1.2.1) 

La preuve de (1.2.2) est identique à celle de (1.2.1), il suffit de multiplier 

par 
-.0,.11(1) ;\ la place de nU) ct d'illtégrer sur Q 

Ell n'grtlllpilll! (LU) (LU) l't(l.:?.l). l)l\ il (1.:2.3). 



proposition 1.2.2. (M. T.Niarw A 8I::nc)(6/ On u ponT fJTC.')(J7/J'. tout t dans 
JO, T[ r:(l) s '(;cril. 

(1 ') ::') ,_,.J 

où I~j et sont par 

l~(x) = uS) 

lQTsq'/Je S1 n'est pas jissu'f'é et pa.T 

dan8 le cas où n est fiss s étant le sommet de la .fissl1:re et :1:0 un ]ioint sur 
le segment por'tant la fissure. 

Soit (t)h2'1 la base Hilbertienne de L2(O, T) ddinie par 

qui est un vect.eur propre de l'équation de Laplace avec condition de 
Dirichlet 

On a le résultat suivant 

d2 't/idt) 
dt2 

( 

(T) 0 

12 
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proposition 1.2.3. Pour tout t E ]0, T[ on a : 

i) 

cCt) - ./~ (FI (x)f(t, x) + Fo(x)u(t, :r))dx' 

+ {{f (t) (' f (t)F1(1;)U(t, X)dt} d.T. 
)n k=l )0 

ii) c(t) E H~- (lO, T[). 

iü) en outre, si f E L2(0, T; Hd(D)) et Uo E D(A) on a ['estimation 

/c(t) 1 < J( {ll'uol/D(A) + I/fllu(O,T;HJ(n))} . 

Preuve 
1') On: a c(t) E L2 (0; T), donc c(t) se décompose dans la base Hilbertienne 

(~'k)k~l 

+00 

c(t) = L Ck'JJk(t) 
k=l 

où 
T 

CA: = 1 c(t)1/Jk(t)dt 

Quand on multiplie membre à membre (1.2.5) par (t) et en intégrant de ° 
.-à T, on obtient 

Ck lI' (t) Li, Fo(;:)u(t, ,,)(!:r } dt + lI' (1,)(1 1(1, :r)F, (:J:)d:/C)dt 

(' (t)( { 1[' (t, l:)Fl (:r)d:c)dt 
Jo .In 

_ (' r1/Jdt)Fo(x)u(t,x)dxdt+ t r (t)f(t,.T)F1(x)dxdt 
Jo Jn Jo Jn 

·T 
+ (-F1(:r) (t)u(t)x)l~'dl; j {'1jJ~(t)u(t,:r)Fl(x)d:[(lt, 

.ln 0 Jn 



Comme '1f0dO) = (T) 0, on obtient 

Ck l T 1 rl/Jk(t)F1(X)f(t,x) 

+ ('1f0/.; (t)Fo(x) + 1/JUt)F1 (x) )u( t, x)} d.ult 

D'où 

k=1 
(t) fooT 1 (('Pk(t)F1 (l:)f(t, x) c(t) 

+ (1/J/.;(t)Fo(x) + 4)~(t)Fl(X))11,(t, x)) dxclt. 

cct) f >Pk(t) lT 1 (t )F1 (x )f( t, x) + (>pk(t)Fo(x) +1/); (t)F1 (x) )u( t, x )dxdt 
/.;=1 0 Il 

+00 r T 'f. (Jo 1/);.1a 1/)k(t)Pi (x) f( t, X ) clt)dXV;k (t) 

+ ln {lT >Pk (t)Fo (x)u(t, X)dt} dX,pk(t) 

+x T 

+ L (t) 1 [ (t)Fo(x)u(t)dtclx 
/.;=1 Il,O 

çe qui donne i). 
Preuve de iii) 
On suppose mailltenant que f E L'2(O, T; HJ(n)) et (Lü E D(A), 
- 6.u f -'Il' E L 2(n) pour presque tout t E ]0, T[, donc d'après Grisvard[l] 

Ic(t)1 :; f( Il if -Il'II (1.2.6) 
i D2(n) 

Où 1\ est uue constante qui ne dépend que de n. Soit (wkh?:l la base Hil­
bertienne de L2 (O,) associée à l'opérateur A, où : 

lU/.; vecteur propre de A, 
- /\/.; l(~s valeurs propres correspondantes (/\/.; > 0), 

La solution u(t) est donnée par 

Il(t) ~ {c-t\. (Un,Wk) + /''' c(t-'I'. (J(s), ",,) dS} VI, 
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Soient 

- On a 

et 

Or 

Or 

f 1 
U 

+00 
~ ,2 -2Akt 2 < Il '1 2 
L.....t /lk e ll0k _ 0: Uo 1 D(A) 

k=l 

L'autre membre vérifie 

+00 T +00 

LÀze-2Akt(1 eAkS fk(S)ds)2 < LÀ%e-2Akt lIeAksll~2(o,t) Ilfk(s)II~2(o,T) 
k=l 0 k=l 

donc 

Finalemellt 

D'où iii). 
On prouve ii) en utilisant le lemme suivant 

lemme 1.2.1. Orivard[l} 
POUT'toutw>/i et 02:(1+~)/2 ana: 

D(AO) C l/ect {HS(O) ;S} pour s ~ 28 

15 



On a vu, à la proposi tion 1.1.1 qne 

Pour tout CI E [0, 1: on a, par interpolation 

En posant e 1 - CI et en applicant le lemme 1.2.1, on a 11 appartient à la 
- somme HS(D) + Fect(S). 

Mais H2 (D) c HS(D), donc les composantes cleu dans les sommes dircct{;s .­
de H2 Lin(S) et HS Lin (S) sont les mêmes. 

Ce qui donne UR E H<T(O, HS(D)) et c(t) E I~F(O, T), la condition sur __ 
CI étant 1 - CI ;:::: (1 +~) /2 (lemme 1.2.1); c'est à dire CI ~ ~ -

D'où ii) 

1:2.2 approxirnation du coefficient de singularité 

On définit pour tout TL E N 

. . k=n.7' 

cn(t) = r Frfâx + 1 Fo'!u!:r: + LI/Jdt ) 1/ (t)FI II(ltd.1' 
./0. . n k=l n Jo 

. Alors on a le résultat suivant 

proposition 1.2.4. Pour tout réel ç; vérifiant ° < c < ~ - , en (t) 
converge vers c(t) da.ns H~- -[ (lO; TD ct on (J. l)eslzrnatloTl, 

où K est une constante qui ne dépend que D, f et 110 

(1.2. ï) 

Preuve Soit (nlc) les valeurs propres correspondantes aux vectellrs propres 
-, (<pd. On rappelle que ( ~ h est une base orthonormée de H J (D) ct que, 'si 

yOk 

° < S < ~ on a 

(1.2.8) 

16 



(1.2.9) . 

la suite (ad étant positive croissante, (1.2.9) peut être reécrit 

avec (1.2.8) l'estimation (1.2.1) de la proposition (1.2.1), on a 

Où Cl est une constante qui dépend de D. 
En remplaçant an par sa valeur, on a l'estimation (1.2.7) en prenant 
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Cl1apitre 2 

Calclll de coefficiel1t de sil1gularité--c

• 

dal1s Ul1 problèlne de cOl1trôle de 
l'équatiol1 de la cllaleur 

2~1 Position du problènle 

On conserve les notations du chapitre l. 
Pour > 0 on considère le problème (l'(~volutioll suivant: 

y'- ~y J + 11, dans Q 

y(O) -- 1Jo dans n. 

où J est dans L2(Q) et ]Jo dans H(;(O) . 

Pour u rlonn(~e clans L 2(Q), le proUème (pd admet uuc ct Illl scul(' S()]H­

tion y(v.) qui appartient à L2 (O, T; D(A)) n J{l(O, T; L2 (O)) (pJ"op.1.L 1). 

Soit Vd E L2(Q) et ê E lR:, on pose 

1 .2 
J(u) = :2 !Iv - v,li! ê '2 

+ 2 !111.jI 



J est encore appelée fonction coÎlt . 

, On con si ère ici le problème de contrôle optimal 

inf J(u.) 
11.EL2(Q) " 

On désigne par cOlltrôle les fonctions u; sin" réalise le miIlilllllll de J(u) SUI' 

L2(Q); on rappele contrôle optimal. 
La fonction y( u) est appelée état du système correspondallt au contrôle Il. 

en particulier y* y ) est appelé état optimal. 
On veut donner le système d'optimalité caractérisant y*, puis en déduire, cn 
fonction des donnèes initiales J, ya et Yrt les singularités de y* et sa régularité 
maximale. 

2.2 Existence et caractérisation du contrôle Op:....' ' 

tin1ale. 

On donne dans ce paragraphe le système croptimalité associé au problème: 
de contrôle optimal en utilisant essentiellement le théorèllle de Starnppacchia. 

2.2.1 Théorème de Starnppacchia 

Soit H un espace de FIilbert réel, muni de son produit scalaire < . > H; 
la norme associée étant Il.lllI' Ou considère une application linéaire 

l:H-+rR 

et UIle forme biliéaire 
b:HxH-+TJf. 

OIl rait \('5 hypoth(\s suivantes: 

H(l): 1 l'st (,olltill1l!: sm If i.1' ?Œ > O. 'fT E H, l' 1 < LI!:rllll 

Il (2) : h .'s1 cOllti Illll' sm 1/ '< fi : 

JJl (JI, V(./', y) L 11 ~ fi, I/J(·I', /I! " J/,I·I':I"II//:III 
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H(3) : b est coercive :30: > 0 b(x,:r:) ::::: 0:!I.TI171 pour tout :r; E H 

Théorème 2.2.1. (Stampacchio) 
Soit K un conve.Te fermé de H, si 1 et b vérifient les hypothèses H(l), H(2) 
et H (3) ; la fonction 

1 
J(u) = 20(U,71) l(u) 

admet un et un seul minimun u* sur f( et ce mzmmun vérifie 

b( u* ,v u*)::::: l( v - u*) Vv E f( 

2.2.2 Existence du contrôle optimal 

Existence et unicité 

Théorème 2.2.2. Il e.Tiste un unique t[* E L2(Q) tel que 

Preuve 

J(u*) inf J(u) 
uEL2(Q) 

On démontre d'abord le lemme suivant 

(2.2.1). ~ 

lemme 2.2.1. Soit ['opérateur n de L2(Q) dans L?(Q)qui à tout w associç 
B(w) z solution de l'équation 

z(O) 
{ 

z' .6.z 

Alors n est linéaire et continu 

preuve du lemme 
La linéa.rité est cvidcnte. 

w dans Q 
o 
o 

Pour montrer la continuité, il suffit d'utiliser l'estimation (1.2.1)chap l page 3 
dans le cas particulier où f = w ct Ya O. En effet, pour tout w dans L2 (CJ)'-:: 
on a 
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De la même manière, on définit l'application affine 

8: L2(Q) ---1 L2(Q) 

U ---1 8(u) y(u) 

Où y(u) est la solution de (pr). On a 

8(u) = B(u) + 8(0) 

La fonction coût 

peut encore s'écrire 

J(u) 

Or 

Donc 

. J(v.) 

1 é 
2 < y(u) - Yd, y(u) Yd >L2(Q) +2 < u,v. >U(Q) 

- ~ < y(u) - 8(0) + 8(0) Yd, y(u) 8(0) + 8(0) - Yd >L2(Q) , 
2 

y(u) - 8(0) = 8(u) - 8(0) = B(u) 

1 é 
- ,) < B(v.) + 8(0) - Yii , B(u) + 8(0) - Yd >L2(Q) +? < u , u >L2{Ql. 

~ ~ 

1 
- 2" < B('I),) , B(v.) >L2(Q) + < B(1L) , 8(0) - Yd >P(Q) 

1 é 
+ 2" < 8(0) - Yil ,8(0) Yrl >L2(Q) +2 < Il , V. >L2(Q) 

On pose: 

l(u) = - < B(v) , 8(0) - Yd >L2(Q) 

1 
C - 2" < 8(0) - Yd , 8(0) - Yd >L2(Q) 

21 



On a 
1 

J(u) = 2b(u ~ u) I(u) + C 

_. C ('tant une constante pour Yo, Yd et f fixés, chercher le minimUll de J revient 
ù chercher le minimun de . 

. h(u) = ~b(u , u) -/(u) 

Il reste maintenant à vérifier les hypothses du théorème de Stampacchia. 

On a 

Ib(a, u)1 < IID(a)llu(Q)IIB(v)lIu(Q) + c:liv,l! 

et d'aprés (?), il existe une constante positive k telle que 

Aussi, 

Ib(n ) u) 1 < B(u) , BCu) > L2(Q) +c: <U , v > L2(Q) 

IIB(lL)ili2(Q) + c:ll u ili2(Q) 

> éll u1 Ii2(Q) 

Donc b est continue est coercivc. 

De môme, l est continue. En effet, 

Il('11)1 1 < BCu) ,8(0) Yil >U(Q) 1 

< 118(0) - Y'II!L2(Q)/lB(u)IIL2(Q) 

< kI18(O) Yd1Iu(Q) IluIlL2(Q) 

En appliquant le th(~orème de Stampacchia, on a l'existellce et l'unicité du 
cOlltrôle optimal 'II" Cil considérant le cas particulier J( = L2( Q) 

2.2.3 Caractérisation du contrôle optimal 

Théorème 2.2.3. Le contrôle optimalu* est caractérisé par l'enseTnble de.s 
éq1wtions et inéquations suivantes 
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;/(u*) - 6.y(u*) f + n* 

(51) : Y(ZL*h:, o 

y( u*) Yu 

- p' ( ZL *) - .0, p (U" ) y(U*)-Yd 

(52) : p( u*h; = 0 

p(x,T;u*) 0 

(53) : l T 1 (p(u*) + )(u - u*)dxdt 2: 0 

Pour tout u E L2(Q) où pCu*) est l'état adjoint 

preuve 
D'apn\s (2.2.1), le contrôle optirnal est caractérisé par 

(b(u*) , v - v/) 2: l(u - ZL*) VU E L2 (Q). 

crcst à dire 

< I3(u*) ,I3(v - Il.*) > (2.2.2) 

< B(v - '11*) • B(O) - Yd > U(m 

Or, 
..... I3(ti ZL*) = 8(v) - 8(u*) 

B(u*) + 8(0) y(v) y(u.*) 

Donc (2.2.2) pcut être reécrit 

< y( U*)!/d 1 y( v) y( n*) > [2(Q) +é <u* , v - v,* > > O. 
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c'est Il dire 

h (y(u*) - Yd) (y(V) - y(U*)) d:l;dt; + fo ~ -u.*)ci:rdt > 0 (2.2.3) 

Soit z = y(v) -- y(u*) ; alors z vérifie 

z' - LlZ = V u* 

ZIE = 0 (2.2:-1) 

z(O) = 0 

et (2.2.4) devient 

h (y(u*) - YIi) z.dxdt + c h 1i.(v u*)(hxit ~ 0 
-

(2.2.5) -. 

On introduit l'état adjoint p(u) définit par: 

-p'(u)-t:..p(u) Y-Yli 

(2.2.6) 

p(x,T;u) = 0 

En multipliant (2.2.6) par z et en intégrant sur Q, on obtient 

- r p'(u)zdJ;dt - r zLlp(v)dxdt = j' z(y - Yd)d:rdt 
~ h Q 

ct avec (2.2.4) (It (2.2.5) on obtient 

h p(u*)(v - u*)dxdt + c h u*('lJ - u*)dxdt ~ 0 Vv E L2(Q) 
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c'est à dire 

r (p(U*) + EU*)) CU U*) d2'dt > 0; 'r/u E L2(Q) JQ 

Ce qui ctémontrc le théorème. 

2.3 Etude des singularités du contrôle optimal 
et de l'état optÏlnal 

On fait l'hypothèse que D a un seul coin rentrant et que 1'-6.1 est dans L2(Q) 

2.3.1 Etude d'un cas stationnaire 

On eonsidère l'équation 

{ 

6. 2v, + /\,',4V, = 9 da,ns D 
(B) 

TU /6.71. 0 dans aD 

Les solutions siIlgulières de (E) sont celles de 

{ 

6.2u = 9 dans n 
(El) ,v = ,6.'11. = 0 dans an 

proposition 2.3.1. L'équation (B') ad'metuncuniquc solution 
, ndlr: 1.1. da.ns 

Preuve 
Formulation variationnelle 
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En multipliant dans El par 
on obtient: 

.0.v où '1) est d811S V ct en intôgrant sur 

Or 

et 

1
4 j~ n( --.0.V )dx 

Finalement 

f vnvvd:r - t Y. Y udrJ 'Ij'11 Du 
n on Du 

l V .0.'UV ~vdx + t4 .l vuvvd:r; = l g.0.vd:r \;fu E 1/ 

On définit 

a(u, v) = /' \1.0.11.\1 f:::..vd.1: ln t4 
/' \1u\1vdx et II (v) = - /' ff:::..vdx ln ln 

remarque 2,3.2. On prenda pour norme dans V la norme 

La forme bilinéaire a et l'application linéaire II vérifient: 

Il(v)1 ::S lifII L 2(!1) IIf:::..vllu(n) 
v est dans V entraine .0.V est dans HJ(n) et donc 

d'où l'éxistence de constantes Co et c~ telles que 

.. Finalement, il existe une constante k telle que 

26 



D'où la continuité de lI' 
ii) 

Ila(u, v)11 < /IV 6'UIIL2(!l) Ilv 6vIIU(fl) fi IlvvIIU(fl) IIvuIIU(fl) 
< Ilull 1I3(fll li V IIJl3(O) + t41!1LlllfJ(fl) IlvIIIIJ(fl) 

1 1 

< (Ilu [J3(fl) + t41Iull;[J(fl») 2 (1Ivll;/J(fl) + t41Ivll;I$(ç/)) 2 

< Iluilv Ilvllv 

Donc a est continue de V x V f-1- B:. 
i1:i) 

') 1 
a(u, u) = Ilv 6u'li2(!ll + ( IlvuIIU(O) 

2: ,81,ull;13(fl) + il u ll;J6(O) (3 et constantes 

D'où l'existence d'une constante Œ telle que 

Donc a est coercive 
i) ii) et iii) donnent, par application du théorème de Lax-IvIilgram, l'exi,)­

tcncc et l'unicité de la solution variationnelle IL de (El) 

proposition 2.3.3. La solution u de (E') peut être décomposée en une pa.rtie 
régulière 

et en wu: partie singulière 

au voisinage du coin 

preuve 

, ')+." '7T 5(1',0) =1)7"- :;; Sill-O 
W 

Si u est Hile solution de (El), alors 6'11 = v est dans H(}(n) et cst solutioll 
de 
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ct 

{ 

tlu = 9 dans n 

iV = 0 sur an 
Donc v s'écrit v = VR + cTlr~ sin 50 où VR est dans H 2 (n). 

On a u = 'UI + U2 où UI et lL2 sont telles que 

VR dans n 

o sur an 

{ 

tllL2 = C'l]r5 sin 50 

rYU'2 = 0 sur an 

dans n 

Soit u; la solution de l'équation 

{ ~z .,.~ sin 1S..0 dans n 
w 

= 0 sur an 

Alors, il existe Hne constante k(w) telle que 

* 'If +? . 1f 
1/'2 = k(w h'::; - sm -0 , w 

D'où 

On ft 
\ " ) 7C 

tl(U2 - Zl;) = 1';;(77 - l sin-O 
w 

qui a son support dans la partie régulière de n. 
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,., .. 

Soient (SJi les parties singulières de la solution du problème 

{ 

!:1zp = h 

i'P = 0 

dans D 

sur 3D. 

Où h, 'P sont dans V et H 3 (D) respectivement. 
Alors 1L 1 et 1L2 - u; vont s'écrire 

i=N i=N 

UI = UlR + LclSi et U2 - u; = lL2R + LC~Sz 
i=l i=l 

Où Utn, (J2H sont dans H 4 (D) n Il 

DOllC les parties singuliôres de n solution de (E') vont ê;tre u; et Sz. 

Cherchons Si sous la forme rQ\]J(O), 0 E]O,w[ et Si solution de 

dans n 

sur 3D. 

On trouve Si = lL; 
En définitive, les solutions singuliôres de (E) se rèsument fi IL; et donc' 

On suppose maintenant que w =:= 2/T (n fissuré). Alors on il la proposition .-:-: 
suivallte 

proposition 2.3.4. J(·Fall: Si l'OU'I}(;t't D f'8t .fiss'lln;. le coe.l!ù:ù;lI.t de 8in.fjll· 

11t,.;t(; dl' III .~ollltl(J1I Il du probl(\lIu' (E) JiI'ut ('tre /'('jJ/,(\~(,lItt; SOIIS Iri for!l!(, 

c 3 J' j' - --. ( gG l (h + Goud,7;) 
4.1:oTi . n n 

où Go et Cl sont, à iJi'mage de la p'l'Oposition 1.2.2, JoncUon de :i:, ,) et 1,:0' 
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2.3.2 Représentation du coefficient de singularité 

On fait l'hypothèse w = 27r (dom aille fissur('). 

On rappelle que le système d'optimalité est donné par 

(y*)' - :0:..y* = 1 + 11* 

(]J*)' + :0:..p' .l)d - y' 

" 
1')· 

li = -~ (2.3))-· 
E: 

YB = p~ = 0 

p'(x, T; '11,*) 0; y*(O) = Yo 

En remplaçant 11* par - p' dans la première équation, on constate que <y<. 
é 

vérifie 
Y• (y*)" - :0:.. 2y' - = Yli l' - :0:..1 
é 

L'équatioll stationnaire correspondante est du type (E), donc la solution y* 
s'écrit 

y*(t) y~(t) -1- C(t)flT~ sin ~ 
où 

y~ E L2 (0, T; H 4(D) n 11) 

Soit (1/Jdt)h la base Hilbertienne de L2 (O, T) défillie au chapitre 1 page 11 . < 

Alors on a le rôsultat suivant 

proposition 2.3.5. Si l'ouver<t D est fissuré, le coéfficicnt de singulaTiU c(9 
de y* s'écn:t, pOU.T tout t ElO, T[ 

2",k1f k7rl1T (1 " (")) k7r dd }<-- - L.-. --sin- Cl + U +:0:.. Y cos-
T 

t x 
T T T n 0 

k~l _ 
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Preuve 
D'aprés la proposition (2.3.4), 

c(t) = 4"~ [ r (g - yl/)G1clx +- r GOYdX] 
J~o7r ln ln 

En utilisant la base Hilbertienne (vidt))k>l définie au chapitre 1 page on a : 

+VO T 

c(t) = I:: ck1f;k(t) où Ck = r c(t)1h(t)dt 
k=l lo 

Or 

ce qui donne 

c( t) ~ [ r (Gog + G1y*)dx 
4:rü 7r ln 

-ln (Go~ (1) 1'1ji[(t)(Y'l'dt) dT] 

d'où la proposition CIl remplaçant 'V)dt) par fi sin t et y" par f+u.*+-.6.y* --

2.3.3 Approxinlation du coefficient de singularité 

On dOll1lC, COllnne dans le cas du chapitre précèdent une majoration de: 
l.'çrrcur d'approximation du coéfficicnt de singularité par des sommes par­
tidles.Pour tout nE N*, on définit 

cn(t) ~ [1 (GO(:lJd l' - .6.1) + G1y*)(h+-
'lX07r n 

2 """ br . k7r lIT G ( . * ;\ *) . kir l ," j --- T L..t T s~n T T j j +- 'It + w'!J cosyctr.}· : 
k>n n ü . 
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AJors·on a le r('sllltat de convergence suivant 

proposition 2.3.6. Pour tout réel .'3 > 0, cn(t) converge ver8 dt) dans 
H- -8 (JO, Tl) pour presque tout t E [0, Tl ct on a l'e8tirnation 

!{ + Jju' < ----'-----". 

ou J( est une constante p08itive qui dépend 

preuve 
-La pteuve est identique a celle de la proposition (1.2.5) du chapitre l 

, 2 

U+u'+:s.Y*)rlt) dT 

Avec les estimations de la proposition(1.2.1) on trouve 

J( c(T, .'3)jjG1Ij(llfll + 1171(11) 

remarqtte 2.3.7. 1) y' a la régularité H~+U(ft) 
_ 2) On a des singularités et une régularité du même type pour l'état adjoint 

p' et donc, avec u' = -~p', on trouve un contrôle optimal dans H (ft). 
• c 
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Cllapitre 3 

COlltrôlabilité exacte de 
~'équatioll des plaqlles vibrantes 

Introduction 

On considère n un ouvert régulier de ]R2 et T un réel strictement positif. 
La contrôlabilité exacte de l'équation des plaques vibrantes consiste pour tous 
couples (yO, yd et (zo, zr) appartenant à un espace à determiner, à trouver 

'-des contrôles 'U et v telles que si y est solution du problème 

li' + !::. 2y 

rY ay 
(P) 'av 

y(O) 

y'(O) 

Alors il l'instant T, OIl a 

0 

u 

v 

Yu 

III 

(E) { y(T) 

y'(T) 

dans Slx]O, T[ 

sur anx]O, T[ 

sur anx]O, T[ 

clans Sl 

dans n 

Zo 

Etant donné la linéarité des problèmes (P) et (E), il suffit de prendre 
, ZOZI = O. 

33 



Dans ce chapitre, OIl considère deux variantes du problème (P) ; le cas 1/ 0 
et le cas v = o. 
Pour ces deux cas, J.-L.Lions [2) a établit, pour certains types de dOllnées 
ini,tiales des équivalences de normes ( qui sont à la base de sa méthode H. D.lv1) 
donnant la contrôlabilité éxacte à partir d'un temps T supérieur à une valeur 
Ta fixée. 
E ZUélzua [9J a aussi établit les mêmes résul tats de contrôla bilitô (:xactc à 

partir d'un ternps 'arbitrairement petit. 
Dans cc chapitre, on définit les mêmes types d'équivalenccs de llonw's avec 
des conditions initiales clans des espaces pen réguliers. Ou donne 011S11Ît<:. 

, pélrinterpolation les mêmes estimatioIls (Lms ks espaCl'S ÙÜ('rIll(,d j;ln'S ('t les' 
, .. - résultats de contrôlabilité exactes correspolldants. 

3.1 Notations et rappels 

3.1.1 Notations 

Soit 0 un ouvert régulier de JR'2 de frontière r = Dn et T > O. Pour 
E avec :ro (x~: x~) OIl définit la fonction m.(:I:) = :r - ct une· 

partitioll de la frontière E = DO x ]0, T[ de la manière suivante: 

r 0 {x E r lm (x) .1/ ( x) > O}, 

r; {x E fjm(1:).I/(.7;) < 0L 
Eo fox]O, T[, 
E; f; x ]0, T[. 

On introduit aussi les constantes 
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OÙÀ6 est la première valeur propre du problôrne 

{ 

6.2w = X2 11' claus n 

W E Hg(n) 

En fin on note par v(x) la normale extérieure à r au point :1: 

,3.1.2 Rappels 

Soit u la solution de l'équation 

° dans nX]O,T[ 

~fU 0 

(E') 
au 

1"1 --, av 0 (3.1.1) 

u(O) ?Jo 

U' (0) 'UI 

avec Vo et Ul appartenant à des espaces à préciser. 
Si Uo E Hg(n) etuI E L 2(n), On définit l'énergie associée à (3.1) par 

1 . 2 2 
Eo = 2(I/6.uoIIL2(n) + !/uIII L 2(Ç1)) 

J.-L. Lions[2j a établi l'inégalité directe 

fT 1 (6.U)2 dadt ~ coEo 
Jo 1'0 

(3.1.2) 

_ et l'inügalité inverse 

(3.1.3) 

pour T ~ To, où 
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Soit l'opénÜCèHr non borné A de (Q) définie par: 
D(A) {u E H'6(Q)j 6. 2

1L E L 2 (Q)} et Au t:::.2u pour tout u E H5(Q). 
Soit u La solution de (3.1.1) correspondante aux données initiales U ü E D(A *) 
Gt U1 E D(At). Si en plus l'ouvert Q est étoilé on a, dans R-Triggiani­
LLasiecka[10], pour tout T > To les inégalités suivantes: 

(3.1.4) 

l a6.u 
I~f-a 12dadt:::; c1(T + I)E~. 

~ v 4 . ~ 
(3.1.5) 

, ~'l 
, 1 ~ 2 ,!?"2". '-

t)U E~ = 2" {liA 41Lü llu(fl) + liA 4 U111Ï,2(n) est 1 energle aSSOC1ce, Co et Cl sont __ 

des constantes qui ne dépendent que de Q. 
De ces inégalités, découle le théorèrne d'unicité suivant: 

Théorème :J.1.1. La solution u du pTOblème 

u" + 6. 2u = 0 dans Qx ]0, T[ 

o sur L 

au o sur L ~i -
! al) 

o sur LO 

6.u = 0 snr L. 

On rappelle le théorème de régularité du bilaplacien suivant: 

Théorème 3.1.2. Soit IJ E IT1(Q) la solution du p'roblérne 

6.2
11, f dans D, 

{'ll 9 8UT f 

... - au 
N - h SUT f, 1 ov 
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oùfEL2 (0.), 9EH1(l') ethEH~(r). 
AloTS) on a l'estimation suivante: 

"'" '" 

où c est une constante positive. 

3.2 Con.trôle portant sur la dérivée normale 

3.2.1 Définition de normes 

proposition 3.2.1. POUT tout 0 E [D, IL la solution cp de [!équation homogène 
'(E') , cOTTespondant aux données initiales (CPo, ) E (Hg- 20(D) x H- 20 (D.)) 
üérifie) pour tout T > To l'inégahté 

(3.2.1) 

Preuve 
Soit ((,00, (,Od E L2(0.) x 11-2 (0.). On cOllsidère le problème 

(,0" + 0, (,0(0) = ,cp' (0) = 

Ce problème admet une solution unique donnée par ((,O( t), cp' (t)) 51 (t)( CPo, CP1) 
où {Sl(t) : t E IR} est le Co goupe unitaire sur J}(0.) x I-I- 2 (D) génôrô par A. 
Posons 

alors '0 vérifie 

Aussi ce problème a une ullique solution donnée par ('!j)(t) , 1}/ (t)) = (t)(1/Jo, 
où {S2(t) : t E IR} est un Co groupe unitaire sur Hg(D) x L2 (D) généré par 

A. 
Pour T > To, on applique l'inégalité (3.1.2) à w, ce qui dODne l'estimation 

(1lrpo Ill2(flJ + l!rplIl71-2Cfl) ::; CT (~ l "'iD.A -lrp'1 2
dI:. J'Lo 

(3.2.2) -
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Pour E 2: a suffisamment petit (tel que T - 2E - 7'0 > 0) , on définit la 

fonction E D(R) vérifiant: 
i) 0::; ::; 1 ) 
ii) SUPP(rpE) C ]0, T[ 
iii) = l. 
En multipliant par et en intégrant par partie on obtient: 

(1Irpolli2(n) + il 117f-2(n)) < -CT r [rp~C''(6A-lrp'(rLlA-lrp) + rpE(r6A- 1rp")(ryLlA- 1rp)]d2: 
JEo 

< Cr r [(~h/'J,6A-l<p12 + rpé (rLlrp) (r6A- 1rp)]dE. 
JEo 

En utilisant l'estimation (3.1.1) on obtient 

+ IIrpllf7y ) 
Il 

où D~t est le dual de DA dans [2(0). 
En appliquant l'inégalité de Young, on a, pour 0 positif quelconque 

Or . 
[) 

,-A \1 = 0 av 
. DOllC par le théorème (3.l.2) donnant la régularité du bilaplacien, on a 

< CI'I162(A-1rpll;"2(O,T;L2(n)) 

< Cr llrpl12 T;L2(fI)::; CT (II(polli2(n) + IllPlI171-2(n)).._. 

~Ell choisissant 0 OT suffisamment petit, aIl obtient 

Il reste maintenant à montrer que 

(111,no 112 2 + Iii 112,) < CTllrv61nl12 3 
y [J- (n) DA - 1 Yp(O,T;Ir'z(fo) 

(3.2.4) 
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"'En eff'et, supposons qu'il éxiste une suite(yn)n solution de 

(\ 1 
111-

2
(0)+ YlnID,)=l et \b6 Yn\\ 3 -)0 \1

2 Il 1'2' '2 , ' A p(O,T;lr2(fo)) 

Alors avec(G), (yo,n(t),Yl,n(t)) est bornée dans [}(rt) x H-
2
(rt). Quitte à extraire une sous suite, on a 

(YO,n, CPl,n) -J (iPO, ) faiblement dans r}(fl) x }f-2(rt) 
comme l'injection de L2(fl) x }f-2(fl) dans }f-Z(n) x D~ étant compacte, 

(YO,n, ,n) ---:> ) yi) fortement dans H-
2
(fl) x D~\ 

Donc 

(3.2.5) 

Soit zp la solution correspondante à et . On a 

\1 ;\ ,\2 0 ryf..j.1 l 'J = l' :p, P(O,T:Jl 2 (ro)l 

et If est solution de 

ay D.y 0 sm 

alors, par un théolùlle d'unicité classique cp == 0 sur 2:. Cc qui contredit 
(3.2.5). 
Ainsi il existe une constante CI' telle quc 

cp = -- 0 sur a,/ 

Les inégalités (3.1.2) ct (3.2,6) donnc par interpolatioll, pour tont o E [0,1] et des données initiales (YO, Yl) E (II~-2f) x H-'20(D.)) 

") ') ::7\ . ~ .J.~, , } , 



3.2.2 Contrôlabilité exacte 

. Oh note par l'opérateur de Laplace Beltrami. 
Une conséquence de l'inégalité (3.2.7) est le théorème de contrôlabilit(~ é'xacte 
suivant: 

Théorème 3.2.2. Il e:riste un temps T() tel que, si > To ! alon; , pOlir toui 
e E [0,1] et; tout couple de données initiales (Yo, yJ (H(~o x H 202 (n)). il 

~xi.~te 11 E (0, ) H-~O(r()) tel que, si ?J est la solution de 

Dy 
Î Dv 

o dans Ox]O,T[ 

o SUT r~ 

sur ra 

y{ 0 ) Yo 

y'(O) YI 

véri./ity(T)-y'(T) 0 

Preuve 

On applique la méthode HUIv! de J.-L.LIOI\S [1] 
On part de 'Po E Hg- 20(0), E H- 20 (0). 
Soit rp E C (0, T; Hg- 20 (0)) n Cl (0, T; H- 20(0)) l'unique solution du 

problème -

( 
+ = 0 

rp(O) <Po 
<p' (0) 'Pl 

".0i. - 0 ! Dv -

Soit ~ l'unique solution par transposition de l'équation 

o dalls]O,T[xD, 
o dans D, 
o dans 0, 
o sur ]0, T[ x DD, 
z sur ]0, T[xDD, 
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- où z E [}(O, Hr(J'o)). 

En posant v ,6.rp et en prenant z = (-6.r ) v, on a 

ç E C(O, fIJo(D))nC1(O, T; H 20
-

2(D)) et ç(O) E H 20 (D), Ç'(O) E H 20 - 2(D) . 

. Soit Fo le complété de vert) xV(D) pour la norme Il (rpo, rpd Ilh = f;r 1I~(6.rpI12 
on définit l'opérateur 

1\ : Fo f---t F~ 

( rpo, rp l ) f---t ( ç' ( ° ) ; ( ° ) ) . 
On v{;rifie que 

et que 1\ est un isomorphisme. Donc pour tout T > 1'0 et pour tout 
(Yo, Yd E FJ, il existe un (rpo, rpd E Fe tel que I\(rpo, rpl) = (YI, -Ya). 
Soient !.p et. ç les fonctions définies précédemment avec ço Yo et ÇI = YJ' 
Grace à l'unicité de la solution, on a Y = ç. DOllC y(T) = y'(T) = 0, ce qui. __ 
prouve le théorème. 

3 .. 3 Contrôle de position 

3.3.1 équivalence de normes 

Dans ce paragraphe, on fait l 'hypothèse géométrique D étoilé 

proposition 3.3.1. Pour tout 0 E [0,1] et données ùâtialcs 

(<Po !.pl) E (D J n X D 1 H) on a. pour tout > 1'0 l !ùl~9alüé 
, A"~ ~ ;\ 7[ 2" ' 

1['2 }. 

(3.3.1 ) 
où 0: est une constante positive, 
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Preuve 
I:..~l preuve est identique à celle de la proposition (3.2.1). Soit les dOlllH\es 
initiales (epo, epd E DIx D -1 ct le prolJlèllle 
-'. 1'14 AT 

ep = 0, <p(O) = yO, ep' (0) 

Ce problème admet une solution unique donnée par 

où {SI (t) : t E m:} est le Co goupe unitaire sur DIx D -1 généré par A. 
Aq AT 

Posons .~! A-lep', A-1CPl, 'l/!'(O) = 4/1: .Alors·1jJ v(~rific 

Ce prolJlème a une unique solution donnée par 

E D 1 • 
.14 

où {S2(t) : t E a} est un Co groupe unitaire sur D 3 X Dl. 
A1 1'11 

Pour T > To, on a en utilisant l'estimation (3.1.3) 

En multipliant par ct cn intégrant par partie on obtient: 

(3.3.2) 

+11 (!-~~A-lep)jdE. 
OK 

En utilisant l'estimation (3.1.3) on obtient 

( Il 

OÙ D' :) est l(~ (hw! d{~ D ~ dans L2 (0,). 
I\;r 1'1· 

En appliquant l'ill(~galité de Young et en utilisant l'estimation suivante: 

112 < CII~A-l II2(o,TjH2(ro)) . 1 
• P(O,T;Tl'J (1'0)) 

Ilepli 2 < CTŒA*cpoIl7<2(n) + Il 
1 

11
2 ) . < 4. 



on a 

(11At 11~~2(n) + IIA-t<P1112 ) S; cr[(IIA-Lpo I12 

a 
+Ib ar:: ::: 

1'1 ,,1 ]r3.3A). 
[.2(0,7';11 ~ (ro») \ 

Par uu raisollllement par compacité (D 1 x D. 1 C DIx D'] avec 
A~ A-1 A-1 A1 

injection compacte ), on a pour des données initiales <Po E D ~ 
A·, 

et <Pl E D A--~ .La solution <P du problème de (E) correspondant à ces données 
vérifie 

et on obtient) par interpolation, pour tout () E [0, 1] et des données initiales 

( (flO 'fll) E (D 0 x D 1 8) l'inég'alité 
y ,Y A:! A4:! 

fT II~fa6.i.p112 8 ~ CT {IIA~-~ 11

2 
+ IIIAt-~ 11

2

}. (3.3.6) Jo av ,Ir'1(rol 1 

3.3.2 Contrôlabilité exacte 

Une conséquence de la proposition 3.3.1 est le théorôme suivant: 

Théorème 3.3.2. Soit T > To, soient Yo E DA-*+~ et?/l E D
A

- ~. Il 

.. existe 1) E L2(0, T; H-~(ro)) tel que) si y est l'unique solution de l'équation 

° dans ]0, T[ xr2 

y(O) Yo 

y' (0) YI 

",,!L.y 0 5'/1,7' 2::(*) , Du 

AloTS , y(T) = y'T) O. 

Preuve 
On applique HUM [2]. 
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