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INTRODUCTION GENERALE

Dans ce travail, on calcul des coéfficients de singularités dans un pro-
bléme de contréle de I’équation de la chaleur ct on ¢tablit des résultats de

controlabilité exacte pour ’équation des plaques vibrantes avec des condi- _

tions initiales dans des espaces de Sobolev a puissances fractionnaires.

Il est connu que la solution de I'équation de la chaleur dans un ouvert poly-
gonal plan présente des singularités . _
La détermination de ces singularités résulte essentiellement de celle du Lapla- _
cien.Certaines expressions ont ¢té présentées, notament par P.Grisvard [1],
utilisant les coefficients de singularité du Laplacien obtenues avece les solu-
tions singuliéres duales.

Dans le chapitre 1, on établit une formule donnant le coéfficient de singu-
larité en utilisant une base Hilbertienne de L?(0,7) et une expression des
singularites du Laplacien donnée par M. T.Niane et A.Séne |6] et utilisant la
micthode des multiplicateurs.

Dans le chapitre 2, on suppose que §2 est constitué d’un matériau chauffé. On

veut apporter un surplus de chaleur u* pour que la température y du maté-

riau ait une configuration y* proche (dans un sens a préciser) de 4 fixée.
Un exemple simple de modélisation de ce phénoméne consiste & minimiser la
fonction

1 2 € 2
J(u) = B |y — deL?(Qx]O,T[) + 5 ||“||L2(Qx]o,T[)

otl y est solution du probléme d’évolution

y' — Ay = f+u dans Qx]0,7T]

= 0

Yloaxio,r]

y(0) = y, daus Q.

§) étant polygonal, la solution (u*,y*) de ce probléme de contréle présentera
des singularités. Aprés avoir caractérisé la solution optimale, on étudie ses
singularités et la régularité maximale.

Le chapitre 3 est consacré a la controlabilité exacte de I'équation des plaques-
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vibrantes. On rappclle que la controlabilité exacte des systémes linéaires gou-
vernés par des équations aux dérivées partielles, qui consiste & amener un
systéme d’un état initial connu a un état final voulu, par une action sur ses
conditions au bord (on peut considérer d’autres types d’actions) a connu un
grand développement avec la mise en oeuvre de la méthode H.U.M(Hilbert
Uniqueness Méthod) de J.-L.Lions |2].

On considére ici le probléme de controlabilité exacte de I’équation des plaques
vibrantes suivant :

Pour tout 7 > 0 fixé, pour tout (yg, ;) appartenant a un espace F' (dual de
F) & déterminer, pour tout (zg,21) € F', trouver u,v € L?(X) telle que, si y
est solution de

Yy’ + A%y = 0 dans 0x]0,7

y(0) = 1y dans

(») < ¥'(0) = y dans Q
,;, | Yy = o dans 90x]0, 7]
oL = v dans 00Qx]0, T

Alors y(T) = zg et y'(T) = 2.

Lorsque  est régulier, J.-L.Lions [3] a établit la controlabilité exacte dans
le cas ot w = 0 (c’est & dire avec un scul controle sur ygff) pour des données
mitiales (yo,y1) dans F' = L*(Q) x H7*(Q) .

Dans un cadre plus général ou les données initiales sont dans
F) = H2() x H*72(Q) ,0 € [0,1] , on ¢tablit dans la premicére partie
du chapitre 3 les mémes types de résultats de controlabilité exacte avec la
méthode H.U.M.
La mise en ocuvre de cette méthode repose, pour (¢g, @) € Fy et ¢ la solution
de

o



¢+ A% = 0
¢(0) = b
()
. d)’(()) - ¢1
o =752 = 0,

A Détablissement de I’ équivalence de Ja norme de (¢g, ¢1) dans Iy avec

‘ 3
([ el g, i)
89x]0,T] n=7(Q)

De méme dans le cas d’un contréle sur la position vy, I.Lasiccka et R.Triggiani
[10] ont ¢tablit des résultats de controlabilté exacte avee des données initiales
dans (1, y1) appartenant a F' = H™HQ) x [H}(Q)NHZ(Q)] et Q strictement
étoilé, avec un temps T° > Ty, ou Ty ne dépend que de la géométrie de €2.
Dans la deuxiéme partie du chapitre 3, on généralise ces résultats a des
données initiales dans Fy = D’ .9 % D’ _, en établissant des équivalences
de normes, toujours avec la solutlon o) de (p') et

OA :
([ 12y o)
90x)0,71 Jv "H™I1(Q)

uq



Chapitre 1

Calcul du coeflicient de
singularité pour ’équation de la
chaleur

. Introduction
La solution de l'¢quation de la chaleur dans les ouverts polygonaux plans

présente des singularités.On donne dans ce chapitre une expression de ces
Lad
singularités pouvant étre utilisée numeériquement.

1.1 Notations et position du probléme —

1.1.1 notations

Soit 2 un domaiune polygonal de R?* d’arétes (I';)o<i<n, Ol note par :

-(8i)o<i<n les sommets de ot s;41 (resp. sg) pour 0 < ¢ <N —lestle
sommniet compris entre Iy et Ty ( resp. le sommet compris entre Ty et Ty);

-7; (vesp 7y ) pour 1 <4 < N — 1) le vecteur unitaire tangent a €, porté
par I'; (resp ['y) orienté vers I';yy (resp. T'o);

-(l/z‘)ogztgzv les vecteurs unitaires normaux extérieurs a 0 tels que v, or-



thogonal a I'; pour 0 <7 < N et que (7, #;) est une base orthonormée directe ;

-(wi)o<i<n la mesure de langle intérieur &  mesuré par rapport a I';y
au sommet 8;;

(13, 0:)o<i<n les coordonnées polaires locales en s;, ou 'angle 0; est me-
suré par rapport a I';;

-n; une fonction de troncature égale & 1 sur un voisinage de s; et vérifiant

supp(m;) NT; = ¢ pour j € {0,..., N} \ {i,1+ 1}
-7 " désigne la dérivé par rapport au temps.

e
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1.1.2 position du probléme

On considére dans @ = ]0; T'[ x 2 le probléme
v —Au = f dans Q

(p) ¢ u(0) = g
U = 0.

ou ¥ =10,T[x 0 ct f,uq sont des données dont on précisera la régularité.
On définit 'opérateur non borné A de L?(Q) par :

D(A) ={ue Hy(Q); —Aue L*Q)}et Yu € D(A), A(u) = —Au.

On munit D(A) de la norme du graphe et on a :

proposition 1.1.1. Pour f et uy données respectivement dans L*(]0, T[ x Q)
et Hy(QU), le probleme (p) admet une solution unique dans
LA(0,T; D(4)) N H'(0,T: LX(®).

On sait que, lorsque Q est régulier, D(A) = H*(Q) N H}(Q). Dans notre
cas, D(A) n’est pas en général contenu dans H2(2). Précisément, comnie la
solution u de (p), vérific

-

~Au=f—u € L*Q) -
alors u s’écrit sous la forme
1=N
u(t,z) = up(t,x) + Z c;(1)S(z)
i=1
ou
- . T
- wp(t, ) est dans L2(0,T; H*(Q)) et Sy(ry, 0;) = nir)” sin —0;.

N 1

Les réels ¢;(t) sont les coéflicients de singularités associés aux fonctions singulicres £,. -

On a, dans Grisvard [1], une caractérisation en produit de convolution

de ces coefficients de singularités par 1'utilisation de I'équation de Laplace

ct de la transformée de Fourrier. Moussaoui|5] a aussi donné une formule

obtenue par les fouctions de Bessel. On donne dans ce chapitre une autre

représentation permettant d’avoir uie bonne approximation numérique de
ces cocfficients.
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1.2 Représentation du coefficient de singularité

1.2.1 Représentation

proposition 1.2.1. La solution u de (p) vérifie les estimations suivantes :

[ull 20,730 (0 cr(fll 2y + lluollLzay) (1.2.1)

AU 2y < calll Fliez(@) + uolimy ) (1.2.2)

Wl 2@y < eslllf

LHQ) T H“’OHH&(Q)) (123) . -

.
Ot cr ey et ey sont des constantes qui ne dépendent que de €2
Preuve
Ona -
uw — Au=f (1.2.4)

En multipliant (1.2.4) par u et en intégrant sur ¢ il vient

T N T . T . o
l/ / (—l‘u(t,(L‘)iQd.’Edt—*—/ / (1Vu(t, )|k dadt :/ / fe, x)ult, x)dadt
2 0 JN dt 0 J0 0 JQ
Or e

/ / —|u(t, )| *dudt = |u(T)|2d:L'—/ lup|*dx = Hu(T)H%z(Q)—||u0||i:(p)
0 0 0

et
/ / —Au(t, z).u(t, z)dedt = / / Vul(t, z)Vu(t, z)dvdt B

= HVUHLZ (0,T5(L2(0))2

T o
%Q(O,T;(LQ(Q))Z :/ /f(t,m)u(t,a:)dxdt
0o Ja

ce qui donne

]‘ 2
||VU||2LB(0,T;(L2(Q>>)2+§||U(T> 2200

< Azl
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C’est a dire
\V/ 2 1 2 1 2
I UHLz(o,T;(LZ(Q))2 < “fHLQ(Q)”“HL‘Z(@ + 5‘|IUOHL2(Q) - ili’ll(T)’lJ,2(Q)

< HfH%?(Q)HUHL'Z(@ + HUOH%Z(Q)

Mais, u(t) est dans H} () donc par linégalité de Poincaré
Hvu(t)il%,?(O,T;(L?(Q))?) 2 CHUHQLZO,T;HI(Q))
ol ¢ est une constante positive qui ne dépend que de 2. D’ou
CHUHQL2(O,T;1[‘(Q)) < ”fH2L2(Q)HU‘“L2(Q) + HU0||2L2(Q>

D’apres l'inégalité de Young

1 .
%B(Q) + %“f”i?(@)

Il zpllullieg) < 5”%!

60 o est choisi de facon & avolr ¢ — « > 0.
On obtient

1
CHUHQL?(O,T;IF(Q) < QHUHQL?(O,T;IN(Q)) + %Hfﬂgmcg) + HU'OH%Q(Q)
“Soit
2 1 2 2
(¢ — aYlullizo .y < %”fHLQ(Q) + lluollz2 )

En posant
‘ 1 1

max{l, —
naw(l, 5 )

Cy =
C— &

“On a Pestimation (1.2.1)

La preuve de (1.2.2) est identique a celle de (1.2.1), il suffit de multiplier

par
~Au(?) ala place de u(t) et d’intégrer sur @

In regroupant (1.2.1) (1.2.1) et(1.2.-40). on a (1.2.3).



proposition 1.2.2. ( M.T.Niane A Séne)[6] On a pour presque tout t dans
10, T e(t) séeril

clt) = /{;(FO(J;)U(t,:C) + (f(ty2) —u (t,2))Fy(2))dz (1.2.5)

ol Fy- et Iy sont données par

lorsque §1 n’est pas fissuré et par

T(xo—$)T

To(x) = =2 (2div(Vn(z — 20) V.S + (2 — 20)AS) — Anlz — 14)V.S)

Fy(2) = st (nle = 20)V'S)

m(xo—s)T

dans le cas ot Q) est fissuré, s étant le sommet de la fissure et 19 un point sur

le segment portant la fissure.

Soit (1 (t))k>1 la base Hilbertienne de L*(0,T) définic par

2 k
Yr(t) = \@sin —T7—rzf

qui est un vecteur propre de ’équation de Laplace avee condition de
Dirichlet

L R0
(p) Wi (0) = 0
(1) = 0

On a le résultat suivant

12



proposition 1.2.3. Pour tout t € ]0,T[ on a :
1)

c(t) = /{;(Fl(w)f(t,l')+Fo(.%')u(t,g;))dl. -
+/Q{;1/Jk(t)/o wk(t)Fl(iL')u(t,.’E)dt} dz. B

i) c(t) € Hr= % (|0, TY).
iti) en outre, si f € L*(0,T; Hy () et ug € D(A) on a lestimnation

e < 5 { ol oy + 1o znson } - -

~ Preuve i
i) On a c(t) € L*(0;T), donc ¢(t) se décompose dans la base Hilbertienne -
(Vr)k>1

+co
c(t) = cxti(t)
k=1
ou T
| ck:/ c(t)n (t)dt
0

‘Quand on multiplic membre & membre (1.2.5) par ¢4 (t) et en intégrant de 0
~a T, on obtient

JQ JQ

o - Aﬁmm{/immwamm}M+£¢wux'ﬂamﬂuwmm

I .
_ / f(/)k(t)(/ u/(t,z:)Fl(a:)d:L')dt
] Jo Ja

- T

_ /O /Q () Fo(2)u(t, z)dadt + /0 ' /Q (6 £ (2, 2) Fy (2)dodt .
+‘A—meWAﬂMt@KmrﬁAaLwMﬂMtMFNﬂdwﬁ

13



Comme ¥, (0) = ¢4 (T) = 0, on obtient

//WA () (2) f (¢, @)

+ () Fo(z )+¢k() L(@))u(t, z)} dedt

D’on .

>t [ ] (woRE;s6
+ () Fo(2) + (O F(a))ult, ) ) dadtr

o) = Zwk O [ [ ORI + GelOF @) + 60 @)t s

= > / v, / Uel)Fi(2) £ (1,2)dt)da (1)

N /{/ Un(t) Fo(o tm)dt}dxwk(t)

+ Zwk / / t) Fy(z)u(t)dtds ’

ce qui donne 1i).

Preuve de iii)

On suppose maintenant que f € L*(0,7; H}Q)) et ug € D(A), .
~Au = f—u € L*(Q) pour presque tout ¢ € ]0,T[, donc d’apreés Grisvard]1]

(¢ |<[\Hf—u

(1.2.6)
L2(Q) e
Ou I\ est unc constante qui ne dépend que de . Soit (wy)r>1 la base Hil-
bertienne de L2(Q) associée a 'opérateur A, ot : '
- wy vecteur propre de A,
- Ar les valeurs propres correspondantes (A\y > 0),
La solution w(¢) est donnée par

+o00

T
u(t) = Z {c*“k (19, wi) +/ e U= (F(5), wy) ds} W
0

k=1

14



Soient

Uk :/uowkda: et fi :/fwkdx
Q Q

On a
+0co T
f—u' = Z(~/\k6“’\ktu0ku‘k) + (—)\kc_’\kt/ e fi(s)ds)wy
k=1 0
et

1 ..

1
+oo 2 + 7 3
! < )\2 =22, ,2 = )\2 =2t ! LS 2 :
| f—u HL2(Q) > Z k€ Ugp ¢ T+ Z k€ ( e™** fi(s)ds) '
k=1 k=1 0

Or o

+o0
>t < aunl
k=1

L’autre membre vérifie

+o0 T +o0 )
S akem P / M fi(s)ds) < 30 et [T, () oy
k=1 0

k=1
Or 1
SAES T 2t
e 20y S g ‘
donc
+00 t 2 4
D AzemM (/ 6“ka(3)d8) <Y Al )20
k=1 0 k=1 !
Finalement

le(t)] < o ”uo”[)(/t) + ”f”m(o,'r;ng(n))
D’ou iii). o
On prouve ii) en utilisant le lemme suivant

lemme 1.2.1. Grivard[1]
Pour toutw > et 0> (14+7%)/2 ona:
D(A%) c Vect {H%(Q);S} pour s <20

15



On a vu, a la proposition 1.1.1 que
we L*(0,T; D(A)Y N HY0,T; L*()) et up € L*(0,T; H*(Q)) -
Pour tout o € [0,1] on a, par interpolation

we Ho(0,T; D(A*™7)) ;u(t) € D(A™°)

En posant # =1 — ¢ et en applicant le lemme 1.2.1, on a w appartient a la
somme H*(Q2) + Vect(9). |
Mais H*(Q2) € H*(Q), donc les composantes de u dans les sommes directes ™
de H* & Lin(S) et H* ® Lin(S) sont les mémes .
Ce qui donne up € H7(0,T; H*(Q)) et ¢(t) € H?(0,T), la condition sur _
oétant 1 — o > (14 Z) /2 (lemme 1.2.1); cest a dire 0 < £ — £
D'on ii)

1.2.2 approximation du coefficient de singularité

On définit pour tout n € N

) , k=n o
cn(t) = / Fyfdz + / Foudx + Z i () / / W (8) Frudtde
JQ J0 P 0J0

"Alors on a le résultat suivant

proposition 1.2.4. Pour tout réel £ vérifiant 0 < e < 5 — & ¢, (1)

2w’
converge vers c(t) dans 2725 7¢(]0; T]) et on a lestimnalion -
K -
llen — (:H”%_ﬁ_f(][w[) < — (1.2.7)

ou K est une constante qui ne dépend que de 2, f et ug

Preuve Soit () les valeurs propres correspondantes aux vecteurs propres

“(pr).On rappelle que (%)A est une base orthonormée de Hy(Q2) ct que, si

0<s<szona

H(0,T; LA(Q)) = HE(0,T; LX) (1.2:8)

T
2 1~£—25 ' - . .
llen — CHH%_%_E(O‘T;LQ(Q)) = k Qy, (/Q/O wk(t)Fl(J,)u(t,x)dtcﬁ)
>n

16
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< A

2
2 D 0 “%/ (/ w" dt) dx (1.2.9)

k>n

- la suite (ay) étant positive croissante, (1.2.9) peut étre reécrit

2
lew — cl? < R wk 0t d
Cn = Cll - —c o,y 2 () = 10220 .

” k>n

avec (1.2.8) lestimation (1.2.1) de la proposition (1.2.1), on a
1

len ~ CHQ

o2 12
im0 L) 1HLQ(Q)Hu“l!‘“ﬁ(o,’f‘;]ﬂ(n))

"

< ac—i’leHFiHiz(n)(”f”%?(m oz’

Ou ¢, est une constante qui dépend de 2.
En remplagant «,, par sa valeur, on a lestimnation (1.2.7) en prenant
1

2e
. ciT
[\:1

1P 20y (1 220 + 1uollZzay)-

17 -



Chapitre 2

Calcul de coefficient de singularité-
- dans un probléme de controéle de
I’équation de la chaleur

2.1 Position du probléme

On conserve les notations du chapitre 1.
Pour 7" > 0 on counsidére le probléme d’évolution suivant :

Yy —Ay = f+4+u dans @
(1) < Y = 0
1(0) = 1y dans Q.

ol f est dans L2(Q) et yo dans Hy () .

Pour u donnée dans L2(Q), le probléme (p,) admet une et un seule solu-
tion y(u) qui appartient a L2(0,T; D(A)) N HY0,T; L*(2)) (prop.1.1.1).

Soit yqg € L*(Q) et £ € R, on pose
I 2 £ 2
J(u) = 5 ly — deL‘J(Q) + 5 H“HL‘-’(Q)

18



J ¢st encore appelée fonction coiit, . S

.On consiére ici le probléme de contrdle optimal

inf J(u)

weL3(Q)

On désigne par controle les fonctions u; st u* réalise le minimun de J(u) surr
L*(@), on l'appele controle optimal.
La fonction y(u) est appelée état du systéme correspondant au controle u.

en particulier y* = y(u*) est appelé état optimal. ‘

On veut donner le systéme d’optimalité caractérisant *, puis en déduire, en
fonction des données initiales f, iy et 44 les singularités de y* et sa régularité
maximale.

2.2 Existence et caractérisation du controéle op- .-
timale.

On donne dans ce paragraphe le systéme d’optimalité associé au probléme —
de controle optimal en utilisant essentiellement le théoréme de Stamppacchia.

2.2.1 Théoréme de Stamppacchia

Soit H un espace de Hilbert réel, muni de son produit scalaire < . >p;
la norme associ¢e ¢tant ||.||z. On considére une application linéaire -

[:H—-R

et unc forme bilicaire
b:HxH-R

On fait les hypothds suivantes : o
H(l) - ] ost continue sur H i.c 3L > 0,Vr € H, |I(x)] < L)l

C O TH(2) s b est continue sur I~ 1]
SN0/, V(e y) o Hos T bl s MLl Tl

19



H(3) : b est coercive :3a > 0 b(z,z) > allz||? pour tout z € H
Théoréme 2.2.1. (Stampacchia)
Soit K un conveze fermé de H, si | et b vérifient les hypothéses H(1), H(2).

et H(3); la fonction

J(u) = —;—b(u, w) = 1)

admet un et un seul minimun v* sur I{ et ce minimun vérifie

bu*, v—u")>llv—u") YveK (2.2.1)

-

2.2.2 Existence du contrdle optimal
IExistence et unicité

" Théoréme 2.2.2. Il eziste un unique u* € L3(Q) tel que

J(u") = inf J(u)
ueL?(Q)

Preuve
On démontre d’abord le lemme suivant

lemme 2.2.1. Soit l'opérateur B de L*(Q) dans L*(Q)qui & tout w associe
B(w) = z solution de U’équation -

2= Az = w dans @
2(0) = 0
vz = 0 T

Alors I est lincaire et continu

preuve du lemme -
La lincarité est evidente.
Pour montrer la continuité, il suflit d’utiliser I'estimation (1.2.1)chap 1 page 3

dans le cas particulier o f = w et yo = 0. En effet, pour tout w dans L*(Q)™
on a

||B(w>||L2(Q) < ||B(w:‘||L2(0,T;Hl(Q) < ClH’wHL?(Q).
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De la méme maniére, on définit Uapplication affine

B:L*Q) — L*(Q)
uw— Blu) = y(u)

Ot y(u) est la solution de (p;). On a

B(u) = B(u) + B(0)

- La-fonction colt

1 € .

peut encore s’écrire

J(u) = % <y(u) = ya , yu) = ya >r2q) +% < U, U >p2Q)
= 5 <)~ BO)+ BO) — a, v(w) = BO) + BO) - >120)
+ g < U, U >12Q)
Or -
y(u) = B(0) = B(u) = B(0) = B(u)
Donc
J(u) = % < B(u) + B(0) —ya , B(u) + B(0) = yq4 > 120 +% <u, u >
= % < B(u), B(u) >y + < Blu) , B0) =y >12(0)
b3 < BO0) ~ e, B(O) = va >p@ 42 <y > -
On pose : e
bu, v) = <DBu), Blu) >pg) +e <, v >
l(u) = — < B(u), B(0) —ya >r20q)

1
O o= 5 <B(0) ~ya, BO) -y >xQ) .
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On a )
J(u) = —b(u yu)—l{u)+C

= C étant une constante pour yq, yg et f fixés, chercher le minimun de J 1(‘\1(‘nt

. a chercher le minimun de

() = %b(u Cw) = i(u)

Il reste maintenant & vérifier les hypothses du théoréme de Stampacchia.

On a
[0(w, V)| S NBu)ll 2@l B(0) 2y + ellull 2 llvliLa )
et d’aprés (7), il existe une constante positive k telle que .
[b(w, v)| < (& + e)llull L llvllzeo)
Aussi,
}b(u, u)| = < Blu ) B(u >>L2(Q) +e<u, V>0

= HB(U)HU + 5[[“”L2
>

Donc b est continue est coercive.

De méme, [ est continue. En effet

()] | < Blu), B(0) = yg >r2q) |
1 B(0) = yall L2y | B(w)ll ()

<
< KB = yall 2oy |ull 2o

i

En appliquant le théoréme de Stampacchia, on a P'existence et 'unicité du
contrdle optimal u* en considérant le cas particulier K = L2(Q)

2.2.3 Caractérisation du contréle optimal

Théoréme 2.2.3. Le contréle optimal u* est caractérisé par l'ensemble des
. équations et inéquations suivanites



_P'(u*) - Ap(u*) = y(u*) — Yy
(52): ¢ plu™)s — 2

p(z, T;u") = 0

T
(53) : /0 /Q(p(u*) +eu)(v— u)dzdt > 0

Pour tout v € L*(Q) ou p(u*) est U'état adjoint

preuve
D’aprés (2.2.1), le controle optimal est caractérisé par

bu") , v—u") > lv—u") VYve LY Q).
CTest a dire
< Bu) By —u") >0+ <u', v —u > 2 (2.2.2)
— < Blw—u") , BO0) = ya >0
Or, -
B(v—u*) = B(v) — B(u")

et R
B(u™) + B(0) = y(v) — y(u")

Donc (2.2.2) peut étre reéerit

<y(u") —ya, y) —y(u") > +e <u', v—u" > 2 0.
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c’est & dire

/ (y(u") —ya) () — y(u*)) dodt + / eu(v — u*)dzdt > 0 (223) N
JQ Q L

Soit z = y(v) — y(u*) ; alors z vérifie

Fe =0 (2.2.:4)
2(0) =0
et (2.2.4) devient
/ (y(u") — yq) z.dxdt + 5/ u(v — u*)dzdt > 0 (225):
Q Q

On introduit I’état adjoint p(u) deéfinit par :

—p'(u) — Ap(u) =y — ya
p(u)g = 0 (2.2.6)

p(z, T5u) =0

En multipliant (2.2.6) par z et en intégrant sur ), on obtient
— / p'(u)zdzdt — / zAp(u)dzdt = / 2(y — yq)dadt
JQ Q Q
et avee (2.2.4) et (2.2.5) on obtient

/p(u*)(v —ut)dxdt + 5/ u (v —u*)dedt > 0 Vv € L*(Q)
Q Q
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c’est & dire

/Q (p(u*) + eu™)) (v —u*)dzdt > 0; Vv € L*(Q)

Ce qui démontre le théoréme.

2.3  Etude des singularités du controle optimal
et de I’état optimal

On fait I'hypothése que §2 a un seul coin rentrant et que f'—=Af est dans L*(Q)

2.3.1 Etude d’un cas stationnaire
On considére I'équation
A%y + My =g dans

() o
yu=~vAu =0 dans O

ot u€ H*Q) M HY(Q) et g € L(Q)

- Les solutions singulicres de (£) sont celles de

A%y =g dans Q
(8 -
vu = vAu = 0 dans 0f2
proposition 2.3.1. L’équation (E’) admet unc unique solution variation-
“nelle w dans o

V= {uc H Q)N 1, (Q)/vAu = 0}

- Preuve L
Formulation variationnelle




En multipliant dans £ par  — Av ot v est dans 17 et en intégrant sur
on obtient :

/(A2u+t4u)(—Av)dI: /g(—Av)dz
Ja

Ja

Or A
/(~Av)(A2u)d:L‘ = / VAuVAuvdr — / v 92Uy Avdo

) Q Jon v

et X X 9

! / u(—Av)da = t‘l/ VuVudr — til‘/ Y‘b Y udo
9 9 o OV
Finalement

/VAUVAUdI+t4 / VuVude = ~/gAvd;L' Vv eV
Q JQ Q

On deéfinit

a{u,v) :/ VAuVAvda:+t4/sz,Vz)dI et {(v) :—/ fAvdz
Q Q Q

remarque 2.3.2. On prenda pour norme dans V la norme

: 1
lolly = (oll7s@y + " 101177 0))?
La forme bilinéairc a et 'application linéaire [ vérifient :
i)
[(v)] < HfHLZ(Q) HA'UHLZ(Q)

v est dans V' entraine Av est dans H{(2) et donc
”AUHL?(Q) < ”AUHHé(Q)
d’out I'éxistence de constantes ¢ et ¢ telles que

I|Av]

L2y < € IVA] 2 < collvllir o)
Finalement, il existe une constante k telle que

()] < kilollv
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Dol la continuité de {;.

z’z‘)”

la(u, )l < IVAul 120 @ + IVl gy IVl 2

< ”UHIN HUHH?» +t4”uH[[1 ” HHlQ
< (el + # Pulige) (1000 + £ 01y 0y)
< Jully Jolly

Donc a est continue de V x V — R
i)

alu, w) = | VAuUl|7 ) + 1" 1V 2
> p HuH?{i’(Q) + g H“)lifg(n) § et B constantes

D’ou 'existence d’une constante « telle que .
alu,u) > ollul)’

Donc a est coercive
i) u1) et ii¢) donnent, par application du théoréme de Lax-Milgram, ’exi.-
tence et 'unicit¢ de la solution variationnelle u de (£")

proposition 2.3.3. La solution u de (E’) peut étre décomposée en une partie
réqulicre

up € {HY(Q) N Hy(Q)/yAv = 0}

et en une partie singulicre

ormn . T
S(r,0) = nyre*w sin —0
uj
au voisinage du comn
preuve
Si u est une solution de (E'), alors Au = v est dans H{(Q) et est solution
de L

R



et

Au =g dans

v =0 sur 92

Donc v s'éerit v = vg + cnr« sin 20 ol vy est dans H?(Q).

- Onau=u +uy ou uyet uy, sont telles que

Au; = wvp dans Q

vu; = 0 sur 99
Au, = cnrasin =0 dans Q
yuy = 0  sur 09

Soit w5 la solution de I'équation

Az = i sin 20 dans 2
vz = 0 sur df2

Alors, il existe une constante k{w) telle que

T T
W sin =0

uy = k(w) -

On vérific que u) € H3(Q) et yul = yAuy =0

D’out
uy €V ={uell’n Hy(Q) [ vAu =0}

On a -
Alug — ul) =rw(n—1)sin @
w

qui a son support dans la partie réguliére de Q.
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Soient (5;); les parties singuliéres de la solution du probléme

Ap=h dans L

vy =0 sur 0N

Ou h, p sont dans V' et H*(Q2) respectivement.
Alors w; et u; — uj vont s'écrire

=N =N .
Uy = Ui + E c}Sz et up — U; = Uap + E CESZ‘
i=1 i=1

O uyp, ugp sont dans HY(Q) NV
Donc les parties singuliéres de «  solution de (E') vont étre uj et .S;.
Cherchons S; sous la forme r*¥(8), 0 €]0,w| et S; solution de =~

A8, =0 dans €

’751' = 7‘/—\51 =0 sur Of). —
On trouve 5; = u}
En définitive, les solutions singulicres de (£) se résument & ul et done
u=up+crisinZn ; uge H{(Q)NV
On suppose maintenant que w = 27 (2 fissuré). Alors on a la proposition ~
sulvante
proposition 2.3.4. K-Fall : Si Uouvert Q0 est fissuré, le cocfficient de singu-

larité de la solution u dw prodleme (E) peut étre représente sous la forme

3

4I07('

c=—

(/ gGdr + [ Goudx)
Q

Q

ot Gy et Gy sont, a l'tmage de la proposition 1.2.2, fonction de z, s et xp. -
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2.3.2 Représentation du coefficient de singularité

On fait 'hypothése w = 27 (domaiuc fissuré).

On rappelle que le systéme d’optimalité est donné par

(') —Ay*=f+u
() +Ap" =yy — y°

g (2.3.3) -

Yy = Py =

* - . * — . ¥ — 4
\ P (fLaTﬂL ) =0 Y (O) = Yo
p*
En remplacant u* par —— dans la premiére équation, on constate que y*
€
vérifie

*\” * y*
) -ty =L =y - Af

L’équation stationnaire correspondante est du type (£), donc la solution 3*
s'écrit ; .

¥ (6) = yR(t) + ct)nr? sin 5 =
ou

yr € L0, T HH(Q)N V)

Soit (1 (t))x la base Hilbertienne de L*(0,T) définie au chapitre 1 page 11 .
Alors on a le résultat suivant
proposition 2.3.5. Si louvert Q est fissuré, le coéfficient de singularité c(t)
de y* s’écrit, pour tout t €]0,T]

3 ' / *
c(t) = — /(Go(”yd—f — Af) + Gy d +
dxom Q
2 kr . kn T * * L o
T k>1 T Sm?/n/o Gif +u"+Aly ))COS‘YTdtd:z:
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Preuve
D’aprés la proposition (2.3.4),

3
t —_— . 14
c(t) P [/Q(g Yy )GIdIJr/QGOyda:J

En utilisant la base Hilbertienne (14(t)),, définie au chapitre 1 page on a :

- Or

ce qui donne

Ck

+o0 T

e(t) = ) _cxie(t) ot o = / c(t)i(t)dt
k=1 0

- 4'5071— [f() fQ G dx + fQ GgydT dtjl

= & [foT.wikQGMHJdtJrfOTfQ/zr/;kGOydmdt

dxgm
fQ fOT kaly”dtdl} .
.
// VG (y") dadt = // G Y dadt .
JQJO -
of) = - /(G +Ghy)d
= dzom | o 09d 1y jazx

~/Q (Goiwku) /O'Tw'k(t)(y*)'dt) d-’EJ

d’on la proposition en remplagaut 1y () par \/[?sm Erg et y* par fHu*+Ay*

2.3.3 Approximation du coefficient de singularité

On doune, comme dans le cas du chapitre précedent une majoration de
Uerreur d’approximation du coéflicient de singularité¢ par des sommes par-
tielles.Pour tout n € N*, on définit

ca(t)

3
drgm

[/ (Golya — f = Af) + Gy )da+
Q

/i/t . lzwx

. k7
" )co: T

k>rL
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Alors-on a le résultat de convergence suivant

proposition 2.3.6. Pour tout réel s > 0, ¢,(t) converge vers c(t) dans
H~2:7%(]0, T[) pour presque tout t € [0, T] et on a Uestimation

fenlt) = Oy -egory < = tlu_u_ﬂ o

ou K est une constante positive qui dépend de Gy, vy et f.

preuve
"La preuve est identique a celle de la proposition (1.2.5) du chapitre 1
) / ~2s~Z T~ g * * : .
leal) = cOIP - feyyy = Disuti - {fQ IG (40 Ay )} didr.

< JIGhll

2
L3 Zk)n fgz (JOI U\J/Qt fHu+ AJ )([f) dx

Avec les estimations de la proposition(1.2.1) on trouve
I =T )G+ Hlwoll)

gl
remarque 2.3.7. 1) y* a la régularite H21* ()
-2} On a des singularités et une régularité du méme type pour I'état adjoint

_ ) 1
_p* et donc, avec u” = —1p*, on trouve un controle optimal dans Hate(Q). .
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Chapitre 3

Controlabilité exacte de
"équation des plaques vibrantes

Introduction

On considére € un ouvert régulier de R? et T un réel strictement positif.
La contrélabilité exacte de ’équation des plaques vibrantes consiste pour tous
‘couples (yg, 1) et (20, 2;) appartenant a un espace a determiner, & trouver
“des controles u et v telles que si y est solution du probléme

"+ A% = 0 dans Qx]0, 7|

Y = u sur O0x]0,T]
)¢ 7 gg = v sur O0Qx]0,T]
14
i y(0) = 7y daus {2
L 4'(0) = y; dans Q

Alors a I'tustant 7', on a

y(T) = a.

Etant donné¢ la linéarité des problémes (P) et (E), il suffit de prendre
oy =2 = 0.
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Daus ce chapitre, on considére deux variantes du probléme (P); le cas u =0

et le cas v = 0.

Pour ces deux cas, J.-L.Lions |2] a établit, pour certains types de donnces
initiales des équivalences de normes ( qui sont a la base de sa méthode H.U.M)
donnant la contrélabilit¢ éxacte & partir d'un temps 7" supérieur & une valeur
T, fixée.

B Zuazua [9] a aussi établit les mémes résultats de controlabilite éxacte a
paltlr d’un temps-arbitrairement petit.

Dans ce chapitre, on définit les mémes types d’équivalences de normes avec
~des conditions initiales dans des espaces peu réguliers. On donne cnsuite,

par interpolation les mémes estimations dans les espaces intermaediares ot led

= résultats de controlabilité exactes correspondants.

1

-3.1 Notations et rappels

3.1.1 Notations

Soit Q un ouvert régulier de R* de froutiere I' = 92 ot T > 0. Pour
0 0

12 € R* avec o = (29,79) on définit la fonction m(z) = 2 — 2¥ el une

partition de la fronticre £ = 002x]0,T] de la maniére suivante

[y = {xel/m(x)riz) >0},
Iy = {zel/mx)r(z) <0},
EO = FoX]O, T[,

" 8 = [ix]0,T].

On introduit aussi les constantes

k=2
R(@®) = max(d (zx —al)?)>
ue)
k=1
ct
R(z%)
T, =
Q /\() ) -
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ot AZ est la premiére valeur propre du probléme

""" A% =22 w dans

w e HF Q)

En fin on note par v{z) la normale extérieure a I' au point .

.3.1.2 Rappels

Soit u la solution de I’équation

(u” 4+ A% = 0 dans Qx]0,7T]
YU = 0
B . 0
(L) 9 v 515 = 0 (3.1.1) .-
U(O) = Uy
L u'(0) = -

avec ug et u; appartenant a des espaces a préciser.
Siug € H3(S)) et uy € L*(€2), On définit I'énergie associée & (3.1) par
1,
Ey = 5'\’@“01]2.52(9) + [lulﬂi?(n))

J.-L. Lions|2] a ¢établi I'inégalite directe

T
/ / (Au)® dodt < o By (3.1.2)
0 Iy

et 'inégalit¢ inverse

o
/ /(M)?dadtzc(T)Eo (3.1.3)
0 To .

pour T' > Ty, ou A
= T — T
C(T) R(CL‘O)< 0)
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Soit 'opérateur non borné A de L*(Q2) définie par :
D(A) = {u € HF(Q)/A%u € L*(Q)} et Au= A?u pour tout u € HZ(Q).
Soit u La solution de (3.1.1) correspondante aux données initiales ug € D (A7)

ot uy € D(A%). Si en plus lUouvert Q est étoilé on a, dans R-Triggiani- '

I.Lasiccka[10], pour tout 7' > Tp les inégalités suivantes :
dA
&(T — Ty) B3 < / |7—3| dodt (3.1.4)
¢t

(3.1.5)

Alw

/ |7—| dodt < ¢, (T + 1)Es.

{1
ol B = : {||A%u0||2LQ(Q> + ||A%ul||2Lz(Q> st énergie associée, ¢g et ¢; sont

des constantes qui ne dépendent que de €.
De ces inégalités, découle le théoréme d’unicité suivant :

Théoréme 3.1.1. La solution u du probleme

(0 + A% = 0 dans Qx]0,77]
YU = 0 sur ¥
0
/85 = 0 sur X
vAu = 0 sur 2o

vérifie Au = 0 sur X
On rappelle le théoréme de régularité du bilaplacien suivant :

Théoréme 3.1.2. Soit u € H*(Q) la solution du probléme

ANw = f dans Q,
Yu = g sur I
v g% = h sur T,
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ot f € LAQ), ge Hi(T') ethe H:(T).
Alors, on a lestimation suivante :

ey ol g+ 10 5 )

ull gy < e(]]f

ou ¢ est une constante positive.

3.2 Controle portant sur la dérivée normale -

3.2.1 Définition de normes

proposition 3.2.1. Pourtout @ € [0, 1], la solution v de ’équation homogéne - _ -
TE"), correspondant aur données initiales (o, 1) € (Hy *(Q) % H=2(Q))

vérifie, pour tout T > Ty l'inégalité L

T
/0 “rYA(/Q”i[—%e(FO) > I {”@00’{?13"2”(9) + le//i{—lﬂ(gz)} (3.2.1) -

Preuve
Soit (o, 1) € L*(§2) x H7?(2). On considére le probléme

?

P+ Ap =0, p(0) = vy, ¢ (0) = 1.

Ce probléme admet une solution unique donnée par (¢(t), ¢ (t)) = S1 (1) (v, ¥1)
ot {Si(t) : t € R} est le Cy goupe unitaire sur L?(Q) x H72(Q2) géncre par A.
Posons

Y=ATo gy i= AT o € HAQ), ¢y = —py € L*(Q).
alors ¢ vérifie

W AY =0, 9(0) = o, ¥(0) = ¥, -

Aussi ce probléme a une unique solution donnée par ((t), 4 (1)) = Sa(t) (Yo, ¥1)
ot {Sy(t) : t € R} est un Cp groupe unitaire sur HZ(Q) x L*(Q) généré par
A

Pour T > Ty, on applique U'inégalité (3.1.2) a 1, ce qui donne 'estimation

!

(lolBay + 01120y < Cr / A4 2. (3.2.2) -
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Pour ¢ > 0 suffisamment petit (tel que T — 2¢ — Ty > 0) , on définit la

fonction . € D(R) vérifiant :

i) 0<p. <1,

i) supp(y.) C JO’T[

iii) @E[[E’yv_g} = 1.

En multipliant par ¢, et en intégrant par partie on obtient : -

(leallZeiy + lleillFi-a) < “‘CT/L_:[‘p;(’VAA—l@,(’VAA_l@)"‘L906(’7’AA‘1@”‘)(7A‘4_1§0>]dz
0

1 ” _ _ \ o
CT/ [(5)90 IVAAT O + e (YAP) (YAA T ) ]dE.
2o

En utilisant estimation (3.1.1) on obtient
/ PelYAA QS < Cr( AT ol a0y + 147 01 IR2(0) < Crlllollfy-2a) + |\<P1HD' )
2o

o D', est le dual de D4 dans L*(9).
En appliquant 'inégalité de Young, on a, pour ¢ positif quelconque

| 2 1 2
| oA GAAT S < CEINAGI, g+ IIBAT R, )

Or p
- YAl =y —A o =0

ov
. Done par le théoréme (3.1.2) donnant la régularité du bilaplacien, on a
C’I‘HAZ(A_HP”??(O TiL2(0))
< Crile

IyAA )]

VAN

L2(0,13113 (To))

2L2(0,T;L < CT(”(POHLZ o) T o117~ 2(q))- —
En choisissant ¢ = ¢ suffisamument petit, on obtient

o + lil-zy) < Colllloo Brmsiay + il + I1vA0IE, oy (3123)

(I

Il reste maintenant & montrer que o

(igol-scay + Iialiy) < Callydegl, g (32.0
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"En effet, supposons qu’il éxiste une suite(¢, ), solution de
0+ Aon =0, ©u(0) = @on, ©, = 1
ol (Po,m, 91.0) € L*H() x H72(Q)) et vérifiant

(leonllfr-2(0y -+ Hsm,ni(f);l) =1 et H”/Z—\-SOnHizm r-Yrey 0

“Alors avec(6), (0o (t), ©1..(t)) est bornée dans L3 () x H73(Q).
Quitte & extraire une sous suite, on a

(¢o,ns ©1.0) — (100, 1) faiblement dans L*(Q) x H™(Q)
comme I'injection de L*(Q) x H~2(Q) dans H#(2) x D', étant compacte, o
(Von, 1) — (@, ¢ ) fortement dans H=2(2) x D',
Donc
[0l 7-2() + HSOIH%)/A =1 (3.2.5)
Soit ¢ la solution ‘Correspondante A @y et wi. On a

2 —
|'7A@j)[?(0,']';11“%(I‘U)) =0

e

et oest solution de

o + A% =0
O
@:O—Q:OsurE, Ay = 0 sur g
v
alors, par nn théoréme d'unicité classique ¢ = 0 sur £. Ce qui contredit
(3.2.5).
Ainsi 1l existe une constante Cp telle que
. ’ 2 2 2 L
/ HVASDH,,—g(I‘O) dat > Cp {H@OH{,E(Q) + HQIHH“Z(Q)} - (3.2.6)
Jo

Les megalitées (3.1.2) et (3.2.6) donne par interpolation, pour tout
0 € [0,1] et des données initiales (w0, 1) € (Hy™* x H=2(Q))

T
AN go = K $ ool 4 ol - (3.27) .-
Jo H™2%(lg) 0 .
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.

3.2.2 Contrélabilité exacte

On note par Ar l'opérateur de Laplace Beltrami.
Une conséquence de I'inégalité (3.2.7) est le théoréme de controlabilite ¢xacte
suivant :

Théoréme 3.2.2. Il existe un temps Ty tel que, st T > Ty , alors , pour tout
0 € [0,1] et tout couple de données initiales (yo,y1) € (HE" x H*72(Q)) . il
eziste v € L*(0, T H—§0(FO) tel que, si y est la solution de

(v + A% = 0 dans Qx]0,T]

vy = 0 sur I7}
. 7y % = (=Ap)"2% sur Ty
Z/(o ) = Yo
\ yl(o) =
vérifit y(T)=y’(T)=0

Preuve

On applique la méthode HUM de J.-L.LIONS |1}

On part de @, € HZ72(Q), ¢1 € H2(Q).

Soit p € C (0,73 Hy () N C' (0,T; H~*(Q)) 'unique solution du
probleme -

99” + AQ(P —_ O
©(0) = o
@’(0) = @1

vp =150 =0

Soit & I"'unique solution par transposition de I’'équation

£+ A2 = 0 dans]0,T[xQ,
E&T) = 0 dansQ,
&(T) = 0 dans(,
€ = 0 sur]0,T[x0%Q,
vZ¢ =z osur]0,T[x0Q,
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3
otz € L2(0,T; HZ"(I'y)).
En posant v = yAp et en prenant z = ('—AF)_%O v, on a

gne b(o,fl@O(Q))mcl(o,T; HP72(Q)) et £(0) € H*(Q), €'(0) € H**(Q). -

- Soit Fy le complété de D(2)xD(Q) pour lanorme || (o, 1) |7, = fo llvA <p||H % i) dt

on définit Popérateur
N:Fy — Fy
(po, 1) = (£(0); =£(0)). L
On verifie que
</\(9’907(P1)> (@O,@1)>F0,Fé = /2<( AF) 2 v, U>IIO%9(F0),117%6(I‘0 dodt = HUHIZ OTH j (T'o)

et que A est un isomorphisme.Donc pour tout 1" > T et pour tout
(yo,11) € Fy, il existe un (o, 1) € Fy tel que Ao, 1) = (y1, —vo).
Soient ¢ ct & les fonctions définies précédemment avec & = yo et £ = y;.
Grace & l'unicité de la solution, on a y = €. Donc y(T) = 4'(T) = 0, ce qui _.
prouve le théoréme.

3.3 Controle de position

3.3.1 équivalence de normes

Dans ce paragraphe, on fait I'hypothése géomeétrique €2 ¢toile S
proposition 3.3.1. Pour tout § € [0,1] et des données initiales
(w0 p1) € (D‘\xfg X D/\%—§> on a, pour tout T' > Ty inégalité

AT
/-’1‘
JO

ol « est une constante positive.

2 1

- 2
05 S

7(91/

2 } .
1 o=
1.2(0)

(3.3.1)

Ai‘ 2g

[}

2
H™ % (o) L2(5)

> a(T—TO){
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- Preuve
La preuve est identique & celle de la proposition (3.2.1). Soit les donnces
initiales (g, 1) € D,y x D = ctle probléne

I

0+ Ap =0, p(0) = g, ¢ (0) = .

Ce probleéme admet une solution unique donnée par

I

(p(t), ¢ (1)) = S1(t) (o, 1)

ol {51(t) : t € R} est le Cy goupe unitaire sur D

Al

Posons ¢ = A=Y | )y 1= ALy, Y (0) = oy 1= —y .Alors ¢ veérifie

/lf,/)” -+ Aw = O’ ¢(O) = ’l/)o e DA%’ w'(o) = ¢1 < DAflf

x D _1 généré par A.
AT 5 P

Ce probléme a une unique solution donnée par

i (B0, (1)) = Sa(t) (W, 61)

ou {S5(t) : t € R} est un Cy groupe unitaire sur DaxD 4.
Pour 7' > Tp, on a en utilisant I'estimation (3.1.3)

1 - ) )
(||AZ990Hi?(Q) + ATI%H%Q(Q) < CT/ Wa—VAA_lSO 23 (3.3.2)
Yo
En multipliant par ¢, et en intégrant par partie on obtient :
(4% eullemy + 14T il < Cr [ 1506 gp A7l +pelras B (1 o AT RS,
\ YollrLzn Fillrz T ., 2‘/”781/ SEN Ws’YaV ¥ 78~ ¥

En utilisant Pestimation (3.1.3) on obtient

)
/ %IVa AATY|PdS < Cr(|A™ 3ol ay + [l
Xo

A3

ou D' | ost le dual de D 4 dans LE(Q). o
En apphquant Uinég :Lhtc de Young et en utilisant I’estimation suivante :

IN

6 —_
‘Wa_/ WHQ 20,T;17% (o)) CllAA 1‘p||%2(07T;H2(F0))

o) T HA‘ZQPIH%Z(Q))‘

1
< el eorey < Crl|ATwoll7:
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on a

Aol 2y + 147101 [ Fogey) < Crl(l AT 0l Feiy + ]

)+ (333)

Ad

o .
Iy 2 4)- )
Hhau_\‘('QHLRO,T;H*%(ro))}(3‘3'l)'

Par un raisonuement par compacité (D 1+ x D . € D 1 x D', avee
AT AT AT Al
injection compacte ), on a pour des données initiales ¢q € DA%

et ) € DAM% .La solution ¢ du probléme de (F) correspondant a ces données

vérifie
T 2
/ } (3.3.5)
0

et on obtient , par interpolation, pour tout 6 € [0, 1] et des données initiales

(¢o,01) € (D 3-8 X D 9) I'inégalité

1
A17 2
/T
0

- 3.3.2 Controélabilité exacte

0N 2

ov

> Cyp {H/ﬁ@o e HA_%%

1
H™Z(I'g)

A 2

ov

v

o {Jattal 4 fa ) ean

g
H™ ()

Une conséquence de la proposition 3.3.1 est le théoréme suivant :
" Théoréme 3.3.2. Soit T > Ty, sotent yp € DA_%% et y; € DA_%Jrg Al

 existe v € L*(0,T; H_%(Fo)) tel que , siy est l'unique solution de ['équation

( y"'+ A% = 0 dans |0,T[xQ
y(0) = Y
y'(0) = 0 .
Yy = (—Ar)_%’U sur g

L fy(,)%y = 0 sur 2

Alors , y(T) =y'T) = 0.

Preuve
On applique HUM [2].
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