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INTODUCTION

Ce travail comporte deux chapitres qu’on peut lire indépendamment.

1) - Au chapitre I on étudie la géométrie des courbes nulles (ou isotropes) d’un
espace de Minkowsi . Pour cela nous avons d’abord présenté des préliminaires
algébriques utiles pour étudier les espaces semi-Euclidien et leurs sous-espaces.
En particulier,nous présentons les bases quasi-orthonormales adaptées aux sous-
espaces dégénérés. Elles constituent l'outil de base qui permet définir les triédes de
Frenet et les équations de Frénet. Avec ces équations nous donnerons un théoréme
d’existence et d’unicité pour les courbes nulles d’'un espace de Minkowski de
dimension m + 2; (m > 1) (voir théoréme 1.3.3 ).

2) - Au chapitre I nous exposons le principal résultat de notre thése. Cest le
théoréme (2.1.1) : nous classiffions les surfaces réglées non-dégénérées minimales
de l'espace de Minkowski ou Euclidien de dimension 3 orienté. On trouve des
analogues proprement riemanniennes et lorentziennes de 1’hélicoide. Mais aussi
des exemples qui n’ont pas d’analogues euclidiens. Il s’agit de cylindres qui ne
sont pas planes et & génératrices isotropes (alors que dans ’espace Euclidien tout
cylindre minimale est un morceau de plan), et d’autres surfaces réglées sans points
plats ne possédant pas de ligne de striction, affinement congruent & la surface de
Cayley. '

Pour établir ce résultat nous rappelons dans le chapitre II la théorie locale des
surfaces (non-dégénérées) dans la l'espace de Minkowski de dimension 3.



Chapitre 1

SUR LA GEOMETRIE DES
COURBES NULLES

1.1 Préliminaires

1.1.1 Espace Vectoriel Semi-euclidien
Généralités

Nous désignons par V est un espace vectoriel réel de dimension m. Soit ¢ :
V x V — R une forme bilinéaire symmétrique sur V. Alors on a les notions

suivantes.
- g est dit non-dégénérée st :

g X,v)=0,YoeV = X =0.

- g est dite dégénérée s’il existe un vecteur v € V, v # 0 tel que g(v, w) = 0 Vw.
11 faut noter qu’un sous-espace de V peut etre dégénéré ou non.

- Le sous-espace de V qu’on note RadV ([1])est défini par :
RadV ={veV: glv,w)=0V w e V}.

La dimension de RadV est appelé de degré de nullité de V ou de ¢ , on la note
nullV. En particulier on a ‘

g est dégénérée & nullV > 0.
g est non-dégénérée & nullV = 0.

- g est définie positive (négative) sur V si g(v,v) > 0 (g(v,v) < 0) pour v # 0.
Si g(v,v) > 0 (g(v,v) <0) et qu'il existe u € (V — {0}), g(u,u) =0, alors on dit
que g est semi-définie positive (négative).



- Si W est un sous-espace vectoriel de V' alors g restreint A W, g : WxW — R
est encore une forme bilinéaire symmeétrique. On définit I'indexe de g note indV le
plus grand entier dimension d’un sous-espace de V sur lequel g est définie négative.

- Désignons par h la forme quadratique associée 4 g: h(v) =g(v,v), Yv e V.
Alors on a

g(v,w) = %{h(v +w) = h(v) — h(w)} Y v,w e V.

D’aprés un résultat d’algébre linéaire bien connu, il existe une base B =
{e1,....,em} de V dans laquelle h prend la forme suivante :

m m
h(v) = Zai(vi)2 pour v = Zviei eV (1.1)

1 1

ou a; € R.
De plus dans la forme donnée par 1.1 on a :

p coefficients a; qui sont positifs, g coefficients a; qui sont négatifs, et r coefficients
a; qui sont nuls. En particulier, on a ¢ = indV, r = nullV. On dira que h est de
type (p, ¢,7). En fait,il n’y a l'unicité de la base B dans laquelle k prend la forme
1.1, mais le type (p,q,7) de h est indépendant du choix la base.

Nous avons la proposition suivante
Proposition 1.1.1.

Soit h la forme quadratique de g qui est de type (p, ¢, ) sur V. Alors
(i) g est dégénérée (non-dégénérée) si et seulement si r > 0(r = 0).
(ii) g est définie positive (négative) si et seulement si p = m(g = m).
(i

iii) g est semi-définie positive (semi-définie négative) si et seulement si g = 0,p >
0,7>0(p=0,g>0,7r>0).

Soit B = {é,....,€m} une base quelconque de V, alors g est déterminée par
une matrice m X m, @, dans la base B :

G = [9i5], 9i5 =9(6,€5), 1 <i,7 <m.

G est la matrice associée & g dans la base B. Les bases B dans lesquelles i
prend la forme 1.1 peuvent se construire en cherchant les vecteurs propres de
G correspondants et les a; sont les valeurs propres de G. En particulier g est
non-dégénérée (dégénérée) si rangG = m, (rangG < m).

- Une forme biliaire symmétrique g non-dégénérée sur I’espace vectoriel réel
V est appelé une métrique semi-Euclidienne, et (V, g) ou simplement V' sera dit
espace semi-Euclidien. V sera dit espace semi-Euclidien propresip.q # 0 et 7 = 0.
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Considérons V un espace semi-Euclidien de métrique semi-Euclidienne g. On
définit la norme d’un vecteur v par ||v|| = |g(v, v)|%. Un vecteur v € V est unitaire
si sa norme vaut 1, c’est a dire si g(v,v) = 1.

On définit le caractére causal d’un vecteur v € V' de la maniére suivante :
- v est de type espace si g(v,v) > 0 ou v = 0.

- v est de type temps ou temporel si g(v,v) < 0.

- v est nul ou isotrope si g(v,v) = Oet v # 0.

Le cone nul de V est défini par :

A ={ve(V-0),g(v,v) =0}

Deux vecteurs v et w sont orthogonaux (notons v L w) si, g(v,w) = 0. De
meme deux sous-espaces U et W de V sont orthogonaux (notons U L W ) si
viw, Y(u,w)eUxW.

- Une base B = {ey, ....,en } est dite orthonormée s’il les e; sont unitaires et 2
a 2 orthogonaux.

Nous avons ( voir dans [7])la proposition suivante.

Proposition 1.1.2. Il eziste une base orthonormée dans un espace vectoriel semi-
Fuclidien V.

En particuleir, dans une base orthonormée B = {ey, ...., e, } d’un espace semi-
Euclidien V de dimension m on a :

q m
g(X,Y) = - inyi + Z zy°, (1.2)
i=1

a=g+1

ol (z%) et (y') sont respectivement les coordonnées de X et ¥ dans la base B, ¢
étant l'indexe de V.

Sous-espaces Dégénérés, non-Dégénérées

Nous allons maintenant énoncer la proposition ?? qui sera utilisée plusieurs
fois dans la suite, en particulier pour construire des bases quasi-orthonormales
adaptées aux sous-espaces dégénérés d’un espace semi-Euclidien.

Désignons par (W, g) un espace vectoriel réel de dimension n qui est dégénéré
relativement & la forme bilinéaire symmétrique g. Alors nous avons la proposition
suivante.



Proposition 1.1.3. 5t nullW =r > 0, alors tout sous-espace supplémentaire de
RadW est non-dégénéré.

M Preuve
Notons SW un sous-espace supplémentaire & RadW dans W. Puisque tout v € V

est orthogonal & RadW | alors on écrira la décomposition suivante :
W = RadW L SW. (1.3)
Supposons qu’il existe un vecteur u € SW, avec g(u,v) =0, Vv e SW.
D’aprés la décomposition 1.3 on a
g(u, X) =0V X € RadW;

et donc u € RadW. Ce qui entaine que u = 0. Donc SW est non-dégénéré. B
Nous sommes en mesure de donner la définition suivante.

Définition 1.1.4. Un sous-espace SW supplémentaire ¢ RadW dans Uepace vec-
toriel dégénéré (W, g) sera appélé sous-espace écran ([1]).

Remarque 1.1.5. Comme SW est. non-dégénéré relativement a g, alors SW
est un espace vectoriel semi-Euclidien ; et donc SW admet une base orthonormée
{uri1, .oy Un}.. Alors on construit la base B = {f1,..., frytri1,...;un} de W tel
que RadW = Span{fi,..., fr}. En particulier, dans la base B la matrice noté [g]
de g est :

[ ] _ Or,r Or,n—'r
9= On—r,r ‘Siéij ,
’i,j S {7‘ + 1, ,n} & = g(ui,ui).

Nous allons énoncer une propositon (??) et son corrollaire (1.1.7) qui, en plus
de la proposition 1.1.3, vont etre les principaux outils pour construire les bases
quasi-orthonormales adaptées aux sous-espaces dégénérés des espaces vectoriels
semi-Euclidiens ([1] et aussi [7]).

Proposition 1.1.6. Soit (V, g) est espace vectoriel semi-Euclidien de dimension
m, et soit W un sous-espace vectoriel de V. Alors on a

dimW + dimWt =m ; (WH)T =W ;
RadW = RadW+ =W nWw+.

Corollaire 1.1.7. Soit W un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel semi-
Euclidien V, alors les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) W est non-dégénéré.
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(i) W est non-dégénéré.
(i) W et W sont deuz sous-espaces supplémentaires orthogonales dans V.

(ilV) V est une somme directe de W et W,
Nous avons le résultat suivant.

Proposition 1.1.8. Soit g une métrique semi-Euclidienne d’indezx q sur un es-
pace vectoriel V' de dimension m. Alors il eziste un sous-espace W de V' de
dimension min{q, m — q} au plus sur lequel g s’annule.

B Considérons une base orthonormée B = {ey, ...eq, €441, ..., €qp} de V, ¢ +
p = m, et telle que les g vecteurs ey, ...e, sont de type temps, et lesm —q =p
vecteurs €g41, ..., €44+p de type espace. Alors on a

q9 m
g(X,)Y) =~ Zziyi + Z zy".
i=1

a=qg+1

Supposons ¢ < m — g = p. C’est a dire 2¢g < m.
Définissons W = Span{u; = €1 + €441, ..., Uy = €4 + €2,}. On vérifie que g =0
et on a dimW = q.

Maintenant supposons qu’il existe un vecteur isotrope X = > 7" zie; tel que
g(X,u;) =0,V €{1,...,q}. On a déduit que z! = 29, ..., 29 = 1%,
Ainsi, g(X,X) =0 = z%*! = ..'= z™ = 0. Finalement on a X = zl(e; +

€g+1) + .. + 2%(eq + €24). Ce qui veut dire que X € W.

Donc il n’existe pas un sous-espace contenant W sur lequel ¢ s’annule lorsque
2q < m.

De maniére analogue, en supposant 2¢ > m, c’est a dire ¢ > m — ¢, on prend

W = Span{ui = e1 + €g41, o, Um—q = €m—q + € }. I

Bases Quasi-Othonormales

Désignons par (V, g) un espace semi-euclidien propre de dimension m et d’in-
dexe q.
Nous allons commencer par contruire dans les trois cas typiques suivants des
bases de V' qui sont formées de vecteurs unitaires orthogonaux et de vecteurs iso-
tropes orthogonaux aux premiers. Considérons pour cela une base orthonormée
B={e1,...,eq €041, -1 q1p} de V, g+ p = m, et telle que les g vecteurs ey, ...e,
sont de type temps, et les m — ¢ = p vecteurs ez, ..., €44p de type espace. On
distingue les trois cas suivants.

Casl:(g<p=m-q)
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On contruit les vecteurs suivants :

R ) ) o f* — L e,
VL e e =l e (1.4)
ils vérifient
g(fia f;) = 6ij7
g(fl)f]) :g(fz*7fj*):07 (15)

i,j7€ {1,..,q}.

Alors on construit la base suivante de V, {fi1, ..., fo, fi’ .-, o €2g415 -+ €q4p}
contenant 2g veceurs isotropes et p — g vecteurs de type espace.

CasIl: (p <q=m-p)

On contruit les vecteurs suivants :

_ 1 P
e e el (1.6

ils vérifient

g(fa,f{:) = 60.()7
g(fa.sfb):g( z:’fl:):O? (17)
a,be {1,..,p}.

Alors on construit la base suivante de V', { fi1, ..., fo, fi'; s fo s €p+15 -+ €4} conte-
nant 2p veceurs isotropes et ¢ — p vecteurs de type temps.

Cas III : (p=g¢=sm)

On contruit la base {fi,..., fo, f1, ..., fg} de V, ot

fi= ﬁ(eqﬂ' te); fi= T}i(eq+i - €;)

i €{l,..,q% (1.8)
avec g(fi,ff) = di5, 9(fus f3) = a( fvff) = 0.

Définition 1.1.9. (i) Une base B = {f1, ..., fry f1, s [, u1, ..., w} d’un espace
semi-FEuclidien V est dite quasi-orthonormale st

9(fi, f5) = 9(f, f7) = 0g(fi, 1) = 65y
g(fiaua) = g(uaa f;) = 07 g(ua;ub) = Ea.éa.b (19)
pouri,j € {1,....,7}, a,b € {1,..,1} ot g, = g(uq, Ua)
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(i) Soit B = {f1, .-, frs [y s [ 1, ..., wy} une base quasi-orthonormale d’un
espace semi-Euclidien V. On dira que B est adaptée a un sous-espace W de di-
mensionn de V si on a :

W = Span{fi,..., fr,u1, ..., us} sin =r+s, 1 <s <lou W = Span{fi,..., fa} sin<r.

Maintenant nous pouvons énoncer le résultat suivant.

Proposition 1.1.10. Il existe une base quasi-arthanormale adaptée & un sous-
espace dégénéré W de dimension n d’un espace vectoriel semi-Fuclidien V de
dimension m.

B Preuve.
On distingue quatre cas possibles.

Cas I: (nullW =r < min(n,m —n)

En utilisant la proposition 1.1.3 on peut écrire W et W+ sous la forme :
(1) : W = RadW L W', W' =RadW L W",

oua W’ et W sont des sous-espaces écran non-dégénérés de dimensions res-
pectives n —r et (m —n) — 7.
Ainsi on a
2):V=w LW\
On en déduit que W" c (W")" .

: 1 fA Az
Mais comme (W')" est non-dégénéré on a

(3): (W =w" L (W),

ot (W")! est I'orthogonal de W" dans (W')*.
On en déduit que
4): V=W L(W"LW".

Les relations (4) et (1) permettent de conclure que RadW C (W")E; de plus
ona:

dim(W"))) = dim((W")") — dimW"
= m—-(Mn-r)—((m-r)—r)=2r0.
Mais comme dim(RadW) = r, en considérant un supplémentaire U de RadW
dans (W”)f, on peut contruire une base { f1, ..., f} de RadW et une base {vi, ..., v}
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de U. Alors par le fait que (W” )f est non-dégénéré, on vérifie par le calcul qu'on
peut trouver

{f1,.., 7} C (U L RadW) = (W");,
avec f* = al f; + blv; vérifiant
g(fi)fi*) = 6ij ) g(fi*) f]*) = g(fi)fj) =0.
On en déduit la décomposition suivante de V
(6): V=W LW" L (RadW @ Span{f;,..., f*}).
La décomposition (5) permet de construire la quasi-orthonormale
B - {f17 trey f’r, ffv ey f:7 Ui, teey unfra Wiy ey wm—n—r}

adaptée & W ol {uy, ..., Un—, } est une base orthonormeée de W' et {w1, ..., wm—n_,}
une base orthonormée de W”. On a

W = Span{fi,..., fr, U1, .oy Un—r, w1 }.

CasIl: (r=n<m-—n)

Dans ce cas on a RadW = W c W+, Alors on pose
6):LWt=Ww L W",
ou W" est sous-espace écran de dimension (m — n) — n. On déduit que

(7):V=W"'LW >Wt=W' LW

On en déduit que (} ”)L contient W et a pour dimension 2n. Alors on peut
construire un sous-espace U supplémentaire & W et de meme dimension n que
W. On a donc la décomposition

V=W"L1l(WLU).

On construit la base quasi-orthonormale B = {f1, ..., fn, f1s s fo, W1,y oy Win—2n }
adaptée & W ot W = Span{fi,..., fa} et ot {w, ..., Wm_2,} est une base
orthonormale de W".

Cas III: (r=m —n < n)

On a donc W = W+ L W' ot W' est un sous-espace écran de dimension
n—(m-n)=2n-m.

14



De plus on a
@) : V=W 1Wtow=wt1Lw.

On en déduit que W't contient W+ et sa dimension vaut m — (n—(m—n)) =
2(m — n).
Ainsi V. = W' L (W+ L U) ot U est un supplémentaire de W+ dans W't qui
a meme dimension (m — n) que W+*. On construit une base quasi-orthonormale
{f1, s fmmns [T s Foens W,y ooy Wan—m } adaptée & W ou

W= Spa‘n{fla A3 fm—nv Wiy eey w2n—m}-

CasIIV:(r=n=

On a RadW =W = W+, On en déduit la décomposition

V =W o Span{f;],..., fx

n?

d’ott 'on déduit la base quasi-orthonormale {f1, ..., fn, f1,..., fi} de V adaptée a

W = Span{fi, ..., f»}. B

1.2 Geométrie d’une courbe nulle d’un espace de
Minkowski

De maniére plus générale,désignons par (M, g) une variété semi-Riemannienne
d’indexe ¢ > 0 et dimension m+2 (m > 1). C’est a dire pour chaque z € M, g, est
une forme bilinéaire symmeétrique sur T, M d’indexe constant ¢. De plus z — g,
est application lisse. '

Désignons par C' une courbe nulle de M. C est une sous-variété de dimension
1de M. On note i : C — M VP’injection canonique. Dans une carte locale (U, t),C
est définie par une courbe z : t € I — z(t) € M, ou I est un intervalle de
R. On suppera que z(I) est inclus dans un domaine de carte locale M nuni de
coordonnées locales (z°,....,z™%1). Dans ce cas (c’est & dire localement) C est
définie par les coordonnées z°(t), ...,z (t) du point z(t) € C. Comme C est

isotrope, on a le vecteur tangent a C, z,(0;) qu’on notera par T vérifie :
g(T,Ty=0, T #0.
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Nous noterons par I'(E) ’ensemble des sections lisses d’un fibré vectoriel.

Désignons par T'C' le fibré tangent & C, TC = | |, T>C. Chaque T,C est
sous-espace dégénéré de rang 1 de T, M. Désignons par TC* = e T,.C'le fibré
orthoganal 4 C. Chaque T,C* est sous-espace dégénéré de rang m + 1 de T, M.
On a:

TC c TC.

Pour appliquer la méthode de construction des bases quasi-orthonormales ex-
posée dans (2°™¢cas) dans la preuve de la proposition 1.1.8, on considére un
fibré écran S(T'C1), sur C (ou le long de C) dont les fibres S(TC*) sont des
sous-espaces écran de (T,C)*. Ainsi on a :

TCt = TC 1 S(TCY)
TM = S(TCY) L (S(TCH)™ .

En particulier, le fibré (S(TC*))" est non-dégénéré comme le fibré S(TCY),
et son rang est égale a 2.
Nous avons la proposition suivante.

Proposition 1.2.1. Soit C' une courbe nulle d’une variété semi-Riemannienne
(propre), et soit S(TCL) un fibré écran le long de C. Alors il eziste un unique
fibré vectoriel N le long de C de rang 1, tel que il existe une unique section
N € T(N,) vérifiant :

g(N,N) = g(N, X) = 0,¥X € D(S(TC")). |

B Puisque (S (TCJ'))J’ est un sous-espace non-dégénéré de rang 2 et qu'il
contient T'C, alors on peut choisir un vecteur V' qui engendre un supplémentaire
de TC dans (S(TC*))™, en posant :

(S(TCH)" = TC @ Span{V'}, avec ¢(T, V) # 0.

Cherchant N sous la forme N = aT + bV avec la deux conditions du 1.10, on
trouve :

1 _gViv)
N = o V){V 20T V) V)T}. | (1.11)

Nous avons le corollaire suivant. -
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Corollaire 1.2.2.
(i) Nous avons la décomposition suivante

TMic=(TC® Span{N}) 1 S(TCH). (1.12)

(ii) St M est variété de Minkowski (ie Lorentzienne) alors tout fibré écran
S(TCH) le long de C' est Riemannienne, c’est @ dire pour toutx € C, (S(TCY),, 95)
est un espace vectoriel Euclidien.

* Désormais on supposera que (M, g) est variété Minkowskienne c’est a dire
que (M, g) est d’indexe ¢ = 1. De plus on suppera que sa dimension est égale &
m+2,(m > 0).%

Appliquons la décomposition 1.12 pour obtenir ce qu’on va appeler les équa-
tions de Frenet relativement & un fibré écran donné S(T'Ct).
Désignons par 37 la connexion de Levi-Civita de tenseur métrique g. Rappellons
que V est derterminée (voir dans [7]) par :

Xg(Y,Z)=g(VxY, Z) + Q(K VxZ),
pour X,Y,Z € T(TM).

Exemple 1 : (m = 1)

Le fibré écran S(TC*') est de rang 1. Alors considérons W, un champ unitaire
qui est une séction de I'(S(T'CH) ).

Alors (T, N,W,) est une base quasi-orthonormale adapté & TC*. Nous pou-
vons poser :

VTT = (IIT + agN + G3W1
VeN = b,T + by N + bW,
VTW1 = ClT + CQN + Cng.

17



9(T,T)=0= g(VT,T) =0 = a; = 0.

(2):

g(T,N)=1 = ¢(VrT,N)+g(T,V7N) =0= a;+b =0.
(3):

9T, W) =0 = g(VT,W)) + g(T, VoW1) = 0 = as + ¢, = 0.
(4) :

g(N,NY=0 = g(VrN,N)=0= by =0.

(5) :

g(N, Wl) =0 = g(VTN, Wl) +g(N, VTWI) =0= b3 +c = 0.

(6) :
gW, W) =0 = g(VeW;, W) =0 = ¢s = 0.

Cela prouve qu’on a :

VT = hT + kW,
VTN = =hT + k2W1 (113)
VTWI - —le + —k2W1,

ou h, kq, k, sont des fonction du paramétre .

Exemple 2 : (m = 2)

Le fibré écran S(TC?) est de rang 2.
Au vu de ce qui précéde on a :

VT =hT + Vi, Vi € S(TCY)
VrN = —~hT +V,, VS(TCH).

On définit le vecteur unitaire W; en posant V) = k;W;; et on choisit W tel
que {Wy, W,} soit un base orthormée de S(T'Ct). Puis on pose V, = c3W; +c3Ws.
En suivant la méthode précédente dans le cas m = 1, on voit que {7, N, W;, W)}
est une base quasi-orthonormale adaptée & TC+ qui vérifie les équations sui-
vantes :

VT = hT + kW,

VTN = —hT + kQWI + k3W2
VWi = =k;T — ki N + kW,
VrWy = —k3T — ksW;.

(1.14)
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Exemple 3 : (m = 3)

Dans ce cas on obtient de maniére analogue les équations suivantes

VT = hT + kW, |

VN = —hT + kW, + ksW,

VTWl == —kgT - klN + k4W2 -+ k5W3 (115)
VrWy = —k3T — ksW, + keWs

VrWs = —ksW) — kW,

ou les systéme {7, N,W;, W,, W3} est base quasi-orthonormale adaptée a
TC*; le systéme {W;, Wy, W3} est une base orthonormée du fibré écran TC*
choisie comme précédamment.

Exemple 4 : (m = 4)
On a les équations

VrT = hT + kW,
VTN = —hT + kng + k3W2
VW, = kT — kiN + kyWo + ksWs

ViWs = —kyT — kW, + ksWs + kW4 (1.16)
VTW4 - —k7W2 - k3W3.

Exemple 5 : (m > 5)

On a les équations suivantes

V1T =hT + kW,

VTN = —hT + k2W1 + k3W2

VWi = —kT — by N + kyWy + ksWs

VrWy = —k3T — kyWy + kgW3 + k, W4

VrWs = —ksW; — keW, + keWy + koW 4 (117)

vTI/Vm—2 = _kZm—ST/Vm—zl - k2m—4VVm-—3 + k2m—2Wm-—l + ka—lwm
vTI/Vm—l = _kZm——ST/Vm—S - k2m—2Wm—2 + k2me
vTVVm = _k2m—1Wm—2 - kZme——la

ot {W1, ..., W} est une base orthonormale de T'(S(T'C*).
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Dans le cas général, c’est a dire pour m > 0, nous appellerons le base quasi-
orthonormale F' = {T, N, W, ..., W,,} adaptée & TC* un repére de Frenet de
la courbe C . Les fonctions {ki, ...., ko, } sont appelées courbures du repére F.

Remarque 1.2.3. Il faut noter que le repére de Frenet F = {T, N, W1, ..., W}
ainst que ces courbures {ky, ..., kom} dépendent du choiz du fibré écran S(TC*L)
et de la carte (U,t) (c’est a dire du paramétrage en t.)

Nous allons a présent étudier cette dépendance.
Commengons par étudier la dépendance par rapport au paramétre t. Considérons
(U, 1), (U*,t*) deux systémes de coordonnées de C telles que U [ U* # . Consi-
dérons relativement a un fibré écran S(T'C1) donné,les repéres de Frenet F et F*
sur U et U*, respectivement. Sur

uu*

on pose :

F={T,N,Wi,..,Wn}
F* ={T*, N*, W, ..., Wxr},
ou
Wr = APWy, o, B € {1,..,m},

la matrice carré [A?] d’ordre m est un élément du groupe orthogonal O(m).

De la formule 9 = g‘%at
on déduit que
dt dt

T = x*(ati) = %$*(at) = d—t*‘T

Avec la formule 1.11 on trouve que N* = & N.

La premiére équation des équations de Frenet 1.17 pour F' et F™* donne :

VT = hT + kW,
Vi T* = BT + kIWr,

En tenant compte des expressions de T* et des W} données ci-dessus, nous
avons d’une part :

dt
VT = b= T + kK APwg.
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D’autre part on a :

Vi T* = 49,7
— %(%_%)T + dth*(hT + kW)

2 * - 2
= jTt*(ddzti-% + ditt;h)T + kl(dth*) W,.

Finalement on obtient les relations suivantes

d?t dt . ? , dt

12 dt 2
klAl = kl(d—t:) y (119)
A= .. =kFAT = 0. (1.20)

En suivant une démarche analogue, en utilisant les autres équations des équa-
tions de Frenet du 1.17 pour les deux repéres de Frenet F), F*| et en tenant compte
de ce la matrice [A?] est orthogonale, on obtient la proposition suivante (voir dans

[1]).

Proposition 1.2.4. Considérons C' une courbe nulle d’une variété de Minkowsk:
M. SoientF, F* deuz repéres de Frenet surU et U*, respectivement, avec U [ U* #
@. Désignons par '

{ki, ..o, kom}, {KT, oy K50}

respectivement, les courbures de des repéres F' et F'™* induites par le choiz d’un
fibré écran S(TCL) sur U (\U*. Supposons de plus sur U (\U* que [[ar; ka # 0.
Alors on a

dt 2
k* = - 1.21
1 klAl(dt*) : (1.21)
k; - kQAl, (122)
k; = k3A2, (123)
et
k= kods, a € {4,....2m}, ou A; = 1. (1.24)
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En particulier les fonctions ky et k3, au stgne pres, sont des tnvariants relati-
vement au paramétrage.

Suivant la remarque 1.2.3, nous allons maintenant considérer les transforma-
tions générales qui relient deux repéres de Frenet F' et F* sur U (|U* qui sont
relatifs, respectivement, a deux fibrés écrans S(T'Ct) et S(TCH).

Posons
={T,N,Wy,... Wn}

= {T, N, W, ..., W},

Nous pouvons chercher N sous la forme

(1) N =aT +bN + Y _ caWa,
a=1
et W,, en vertue de la décomposition 1.12, sous la forme
W, = a,T + B2W,,
avec la condition g(W,, Wy) = 84p. C'est & dire la matrice [B?] € O(m).

Rappellons que N est définie par les conditions

A =1, don by="2.
, dt

D’autre part,
g(N,N) =1 = 2a, bg + E;nzlcz,y = 0.

Ce qui permet d’écrire N sous la forme

o 1dt i
N = ~3 dt(): AT + EN + X0 W (1.25)
La condition g(N, W,) = 0 donne :
&
o« 7 + X0, ¢,By = 0.
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On a déduit que
Weo = B3 (W, — Z—z_ cgT). (1.26)

Finalement, en utilisant I’équation 1.26 ci-dessus et la premiére équation du
systéme 1.17 on obtient les formules de transformation suivante :

- d% dt dt dt ?
2 q g thalz) (1.27)
- dt 2
kB = ...=kB"=0. (1.29)

Nous pouvons & présent faire la remarque qui suit.

Remarque 1.2.5. La nullité de la premiére courbure k, est indépendant du pa-
ramétrage.

Maintenant nous voulons signaler un fait important. Il s’agit de remarquer que,
relativement au choix d’un fibré écran S(T'Ct), on peut trouver un papamétrage
tel que h = 0. Pour cela, en vertue de la relation 1.18, on condider I’équation
différentielle :

2
et dt

a2t dr
Les solutions de cette équation sont données par :

=0.

t* s :
t= a/ exp(/ h*(t*)dt*)ds + b, a,b € R.

124 0
On voit grace a la formule 1.18, pour a # 0, toute solution ainsi choisie donne

un paramétrage sur la courbe C telle que h = 0. Nous pouvons donc définir de
tel paramétrage sous la forme suivante.

Définition 1.2.6. Soit t un paramétrage arbitraire sur la courbe nulle C. Et soit
S(T'CL) un fibré écran sur C. Alors le pamétrage noté p défini par

p= /t exp( / " G(VoT, N)dt*)ds, (1.30)

5 50

est appelé paramétre distingué (voir dans [1]).

Faisons une serie de remarques.
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Remarque 1.2.7. (i) Lorsqu’on remplace le paramétre t par le paramétre distn-
gué p, alors la premiére et la seconde équation du systeme 1.17 des équations de
Frenet sont

VTT = k1W1
VTN = kQWl + k3W2;

les autres équations restant inchangées.

(11) Soient p et p* deux paramétres distingués induits par t et t* respective-
ment, et relativement au choiz d’une distribution écran S(TC*). Alors (a partir
de la premiére équation ci-dessus) on a p* = ap+ b; (a,b) € R* x R.

(111) Supposons ky identiquement nulle, alors la premiére équation ci-dessus
devient

d?z*  _, dz? dz’
@ap R @
ot les Fj.k sont les symboles de Christoffel de V.

Ainsi nous avons le théoréme suivant.

Théeoréme 1.2.8. Soit C une courbe nulle d’une variété de Minkowski M. Alors
C est une géodésique st et seulement st la premiére courbure ky est nulle.

1.3 Courbes Nulles dans R7"*!

Désignons par R**! I’espace de Minkowski standard avec sa métrique de Min-
kowski canonique g d’indexe 1 définie par

g(X,Y) = —1%" + Z zéy®.
a=1

Supposons donnée comme précédamment une courbe nulle C de R}**! définie
par

(1): ' =2'(t),t € ICR, i €{0,...,m+1}.

Théeoréme 1.3.1. Supposons qu’il existe un fibré écran S(TC*) qui induit sur
chaque systéme de coordonnéesUd C C un repére de Frenet F = {T, N,W\, ..., Wn,}
tel que les courbures {kq;a € {1,...,2n —4}},n € {3,..m}
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ne s’annulent pas et que les courbures kon_3, kon_a, kan—1 sont partout nulles
surU. Alors C est incluse dans un plan affine de Minkowski (ie Lorentzien ) de
dimension n. Dans le cas ot kg1 et ko sont nulles sur U, alors C est incluse
dans un hyperplan de Minkowskide R]**!.

B Preuve. Considérons le plan minkowskien de dimension n
A(t) ={T(t), N(£), Wi(t), ... Waa(t) }.
Notons que pour un champ X : t — X(t) € R on a :

VrX(t) = Xl(t).

A partir des équations de Frenet 1.17, et en-considérant I’hypothése ky,_3 =
kon_2 = kon—1 = 0 sur U, on obtient le systéme d’équations différentielles suivant

Wi =30 AgW;(t); i € {1,..,n},
Wn—l = N’ Wn :T

Il est claire que A(t) est un plan Minkowskien qui est non-dégénéré dont 1’or-
thogonal A(t)* C TR est un sous-espace de type espace. Alors, soit t, fixé
et considérons les vecteurs contants V,, & € {1, ..., m+2—n} qui engendrent A(t).

D’une part on a
(1): g(Wi(to), Va) =0,Vi € {1,...,n}.
D’autre part,on a le systéme d’équations différentilles suivant

(2): S00Wi(0), Va) = g(W/(6),Va) = s Ao (Wi(0), V),

avec les conditions initiales données par (1) ci-dessus. On déduit de (1) et (2),
d’aprés le théréme d’existence et d’unicité des solutions d’un syteme d’équations
différentilles que

g(W‘L(t)) Va) = Oth el

Ainsi, les plans dimension n, A(t) sont tous paralléles au plan fixe A(tp).

Pour achever la preuve, nous rappellons le lemme suivant ( voir dans [1] et
mais aussi dans [9])

Lemme 1.3.2. Soit C une courbe de R™? dont le vecteur tangent T € A(t), ot
les A(t) sont une fammille de plans paralléles de R™*? de dimension n. Alors C
est une courbe d’un sous-espace affine V de R™*? de dimension n.
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Puisque Y (YU* C V, on en déduit que la courbe C est dans V.

Nous allons présenter le théoréme fondamentale pour les courbes nulles de
I’espace de Minkowski (voir dans [1] , dans [2]).

Nous considérons dans RJ**! la base quasi-orthonormale suivante :

VI/O - (—%,—1—2707 ,O)
I/I/l - (%7%)0"“70) _
Wy = (0,0,1,0,...,0);...; Wis1 = (0,0,0, .., 0, 1),

ot Wy et W sont des vecteurs isotropes avec g(WO, W) =1, et Wy, ..., W41 sont
des vecteurs de type espace.
Notons la relation (%) suivante :

m+1
(%) : WiW3 + WiW; + S WiWd = w¥,
a=2

ou

hi = 1

[em}

Nous avons le théoréme d’existence et d’unicité qui suit.

Théeoréme 1.3.3. Soient ky, ....., kam : [—€,€] = R des fonctions continues,zy =
(z) un point fizé dans R’{‘“, et soient {Wo, ..., W1} la base quasi-orthonormale
donnée ci-dessus. Alors il existe une unique courbe nulle C de R, donnée par

ses coordonnées
i

' = 2'(p), p € [—¢,¢],

ot p est un paramétre distingué de C, telle que = = 1°(0) et ky, ....., kam sont les
courbures de C relativement a un repére de Frenet F = {T, N, W, ..., W1} tel
que

T(0) = W2
N(0) = Wy
Wo(0) =W,, a€{2,...,m+1}.

M Preuve. Considérons le systéme d’équations différentilles suivant :
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................. (1.31)
Wi1(p) = —kom—sWin-3 — kom—aWm_o + kopm—sWi + kom-1 Wiy
Wr1(p) = —kom—sWin—3 — kom—aWm_2 + kom—sWpn, + kom—1 W1
Wyln(p) = _k2m—4Wm—2 - k?m—2Wm—l + k?me-l-l
ern+1(P) = —kom-1Wn-1 — ko Wh,.

Alors, il existe une unique solution {Wy, ..., W,,,1} qui vérifie les conditions
initiales :

Wi(0) = W, i € {0,..,m +1}.

On montre dans ces conditions que pour tout p € [—¢, ] le systéme {Wy(p), ..., Wint1(p) }
est une base quasi-orthonormale de R7**!, avec Wy(p) et Wy (p) des vecteurs iso-
tropes, Wa(p), ..., Wini1(p) des vecteurs de type espace.

Par un calcul directe en utilisant les équations de Frenet du 1.31 ci-dessus, on
obtient :

—{W’( YW (p) + W (0)Wi (p) + o2 Wa (p) Wi (p)} = 0. (1.32)

Et lorsque p = 0 on a ’équation (%) ci-dessus; il s’en suit ’equation :

Wi (o)W (p) + W (D)W (p) + Z0y Wi (p)W(p) = 0. (1.33)
Cette équation permet de construire le repére suivant
= =Wy
V = (W1 + W) (1.34)
Vo=W,, a€{2,....,m+1}.
Alors 1.33 devient
m+1 .
S VI ViV = hY. (1.35)
a=1 '

En se servant de 1.35 on définit la matrice D(p) = [d¥] suivante

dOO — VOO; dOa —_ \/_ VO daO \/__1 V()a;
d® Ve abe{l,..,m+1},

et on peut vérifier que
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D(p) x D(p)") = Ins-

D’ott 'on peut déduire que les {V;(p); ¢ = 0,...,m + 1} est une base ortho-
normale pour tout p € [—&,¢]. On en conclut que les {W;(p); i = 0,...,m + 1}
forment une bas quasi-orthonormale sur [—¢, ¢]..

On trouve la courbe C en intégrant

da* i i i
@ = Ws(p), =*(0) = 5.

A partir de 1.31 on voit que F' = {T' = Wy(p), N = Wi(p), Wa(p), ..., Wim+1(P) }
est un repére de Frenet de C et ky, ..., ko, ses courbures relativement & F, p un
paramétre distingué sur C.H.
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Chapitre 2

Surfaces Minimales Réglées dans
I’espace de Minkowski ou Euclidien
de dimension 3 orienté

2.1 introduction

Par surface S dans ’espace affine Euclidien R2, nous entendrons la donnée
d’une variété connexe M de dimension 2 orientée et d’une immersion

f:M— R

Les propriétés topologique la surface S sont alors celles de M.

On définit sur M (voir [10]) la premiére forme fondamentale I, la seconde forme
fondamentale II, la coubure de Gauss Kg, la courbure moyenne H, et un champ
normal n le long de I'immersion f. Les objets I,I[,Ks,H et n sont indépendants
des coordonnées compatibles avec ’orientation de M.

On a une théorie analogue lorsqu’on muni I’espace affine R® d’une métrique de
Minkowski et qu’on regarde S comme surface dans I’espace de Minkowski R?

f:M =R

A la différence du cas Euclidien, il faudra supposer dans le cas ou S est une
surface dans I’espace de Minkowski R? que sa premiére forme fondamentale I est
nondégénérée. C'est a dire, si

I = Edu? + 2Fdudv + Gdv?

dans un domaine { C M muni de coordonnées locales (u, v), alors det] = EG—F?
qu’on notera A ne s’annule pas sur Y. En particulier, la surface S sera rieman-
nienne (respectivement lorentzienne) si det] > 0 (respectivement det/ < 0), dans
tout systéme de coordonnées (U, u,v) de M.
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Une surface S dans I'espace de Minkowski ou bien dans ’espace Euclidien est
minimale si sa coubure moyenne H est nulle sur M.

Dans l'espace affine Euclidien R3, les hélicoides définies par les immersions
isométriques suivantes

fa(s,u) = (ucos(s);usin(s);as), (s,u) €ER x R,a € R* (2.1)

sont les seules surfaces minimales réglées en dehors des morceaux de plan.

Dans la plupart des preuves de ce résultat classique on utilise une propriété clas-
sique des courbes, a savoir qu’une courbe dont le rapport de courbure et de la
torsion est constante est une hélice; (voire dans[8] ou dans [3]). A voir aussi dans
[4], ou ce résultat de caractérisation de ’hélicoide est établi avec ’hypothése que
la surface minimale réglée est sans points plats.

Ici nous n’utiliserons pas explicitement la théorie des courbes. En section 2.2.1
nous adoptons la notation R? (j = 0 ou bien j = 1) pour désigner en méme
temps les surfaces réglées minimales dans l’espace de Minkowski R} et celles ré-
glées minimales dans ’espace euclidien R3.

Dans 'espace de Minkoski R? les immersions isométriques suivantes

fa(s,u) = (ucos(s); usin(s); as), a € R* avec

(s,u) € Rx] — |a|, |a|[ ou (s,u) € Rx] — 0o, —|a|[ ou (s,u) € Rx]|a|, +o0],
(2.2)

fa(s,u) = (usinh(s); as; ucosh(s)), a € R* avec(s,u) € Rx R (2.3)

fa(s,u) = (ucosh(s); as; usinh(s)), a € R* avec

(s,u) € Rx] — |a|, |a|[ ou (s,u) € Rx] — oo, —|a|[ ou (s,u) € Rx]|a|, +o0],

(2.4)
définissent des surfaces dont on peut voir qu’elles sont engendrées par I'orbite
d’une droite par un sous-groupe a un paramétre d’isométries de ’espace de Min-
kowski R3. Ce sont donc des hélicoides dans I'espace de Minkowski. Nous montre-
rons que ce sont des surfaces réglées minimales dans I'espace de Minkowski qui,
comme les hélicoides euclidiennes, possédent toutes une ligne de striction qui est
une droite.

Considérons dans I’espace de Minkowski R? la famille S(c, d, €) & 3 paramétres
(¢,d,€) € R* x R x {—1,1} de surfaces réglées dans I'espace de Minkowski R}
définies par les immersions isométriques suivantes

1 1

: 1
f(s,u) = (—6683 + ds; ~3 cs?; ——6683 + (d — ¢)s) + u(s;¢; s), (2.5)
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avec (s,u) € Rx] —00; =% ou bien (s,u) € Rx]*2; +o0].

Nous montrerons que les surfaces réglées de la famille S{c, d, €) sont minimales
dans 'espace de Minkowski R? et sont sans points plats; et qu’ aucune d’ elles
n’a une ligne de striction.

Remarque. Dans ces exemples, les restrictions sur le domaine de définition de u
servent a éviter les dégénérescences de la métrique induite.

Le principal résultat de ce travail est le théoréme suivant.

Théeoréme 2.1.1. Soit S une surface pseudo-riemannienne dans R? (=0o0u bien j=
1) qui est réglée, conneze et minimale dans R;‘-. Alors, on a la classification sui-
vante :

1) Sij =0, alors S est un ouvert d’un plan ou bien d’une surface de la famille
des hélicoides donnés par 2.1.

2) 81 j =1, alors S est un ouvert d’une des surfaces suivantes :
- un plan nondégénéré de R3,
- un cylindre a génératrices isotropes,
- une surface de la famille S(c, d, €) a 8 parameétre réels (c,d,¢) € R*xR3*x {-1,1}
donnée par 2.5,
- une hélicoide de R3 donnée par 2.2 ou par 2.8 ou par2.4.

En section 2.2, nous rappelons en préliminaires les notions et formules de base
sur la théorie locale des surfaces dans R; nécessaires pour la suite. En section 2.3
nous appliquons ces formules au cas des surfaces réglées pour la section 2.4.
Dans la section 2.4, on commence par classifier les surfaces réglées en quatre
tpypes (1),(2),(3) et (4); nous donnons ensuite la preuve du théoréme 2.1.1.

2.2 Préliminaires

2.2.1 Notations et formules vectorielles

Nous considérons 1’espace affine reel R = {(z 41/ ;Z,Y,z € R} muni des

coordonnées z, y, z associées a la base 7 = = (1,0,0), j (O 1,0)et £ =(0,0,1).
On identifiera I’espace tangent T,R3 en tout point p de R? a ]R3.

Nous désignerons par R3 (j = 0 ou bien j = 1), pour j fixé, I'espace R> muni
du tenseur métrique (,) défini par :

(,) = dz® + dy? + (—1)7dz". (2.6)

Lorsque j = 0, R} est I’espace Euclidien de dimension 3; et pour j = 1, R} est
I’espace de Minkowski de dimension 3.
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Pour j fixé, on définit le produit vectoriel x dans R? de deux vecteurs tan-
gents U et V par : (U x V,W) = det(U,V, W) ou det(U,V,W) est la fonction
déterminant, c’est a dire la forme volume qui vaut +1 sur la base (?, 7, k). On

notera aussi det(U, V, W) par (U, V, W). Dans toute la suite on supposera que R?

est positivement orienté par la base (7, 5, k).

Le produit vectoriel x est antisymétrique, et il est nul pour deux vecteurs U et V'
si et seulement si ces deux vecteurs sont linéairement dépendants. En particulier
on a la formule vectorielle suivante. Dans R? , pour U, V,U', V' vecteurs tangents
o WUy (V.07
" Nj UU V,U

Ux VU x V" = (=1)det ’ ’ . 2.7

( )= (et (7 S (27)
Oivérlﬁgz? egutlllsant la formule suivante. Pour U = a1t +bj +ck; V =
ai +bj +ckona

T 7 (-1YF
UxV = a b C
a/ b/ !

c

2.2.2 Notions de base pour les surfaces dans R;f (j=00u bien j=

1)

Pour toutes les notions et formules de cette sous section nous renvoyons a [10].
Considérons une surface S pseudo-riemannienne dans R} (j =0 ou bien j=1)
connexe, définie par une immersion isométrique

fUCRE » R
tv) = f(tv)
d’un ouvert connexe U de R? muni de coordonnées globales (t,v), dans R3. Alors,

sa premiére forme fondamentale I et sa seconde forme fondamentale II sont
données sur I avec leurs coefficients respectifs (E, F, G) et (L,M,N) par :

I=  Edf?+ 2Fdtdv + Gdv? (2.8)
[I= Ldf?+2Mdtdy + Ndv?, '
ol
{ E = (fi, f, F = (fi, fv); G = (fu, fu) (2.9)
L= {fu,n); M = (fu,n); N = (fun, 1), |

n étant la normale semi-euclidienne (ie j = 0 ou bien j = 1) de la surface donnée
sur U par la formule
_ ft X fv
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Le tenseur [ est nondégénéré, par conséquent la quantité A = EG —F? ne s’annule
pas sur U; et ona|ft><fv|:|A[%. 4
La courbure de Gauss K¢ et la courbure moyenne H de la surface sont données
sur I/ par

{ AKg=LN — M?

9AH = GL — 2FM + EN. (2.11)

On notera K (I) la coubure intrinséque. En appliquant la formule suivante donnée
dans [10], K(I) s’exprime en fontion des coefficients E, F, G et de leurs dérivées
partielles par

4N’K(I) = E(E,G, - 2F,G, + G*) + G(E,G, — 2F,E, + E,?)

+F(Eth - Eth - 2EvFv + 4F3Fv — 2Fth) — 2A(Ev‘u _ 2Ftv + Gtg)- (212)
Rappelons I'importante formule de Gauss pour les surfaces dans R? :
dans R3, K¢ = K(I); 1)
dans R, Kg = +K(I), :

ol, * est le signe de (n, n).
2.3 Cas des surfaces réglées dans R?

On garde les notations de la section 2.2.2 .
Considérons maintenant une surface réglée S, connexe, pseudo-riemannienne dans
R;P définie par une immersion isométrique :

f(t,v) = at) + ww(t), (t,v) € U, (2.14)

ot U est un ouvert connexe R? muni de coordonnées globales (¢, v) avec, w(t) # 0
pour tout ¢.

La courbe t — «(t) est une indicatrice de la surface réglée S, et la courbe
t — w(t) est une directrice de S.
On appelle, lorsqu’elle existe, ligne de striction de la surface réglée S 'unique
indicatrice 8 de la surface définie par

f oo X Xww xw) (2.15)

(WX w,w' X w)

En effet, 'on peut montrer comme dans [4] que la courbe § définie par la formule
2.15 est indépendante de I'indicatrice « et est indépendante de la directrice w et
du paramétrage t. De plus, elle 'unique indicatrice de la surface réglée vérifiant
la condition (4',w') = 0.

33



Deux génératrices voisines ont “en général” une unique droite orthogonale com-
mune, et la ligne de striction est donnée par la limite de cette droite orthogonale
commune.

Dans l’espace Euclidien, on vérifie que cette limite existe si et seulement si
w'(t) # 0.
Dans l’espace de Minkowski par contre, on a des exemples plus nombreux de

surfaces sans ligne de striction, qui n’ont pas d’analogue euclidien, celles o
(w(t) x W'(t),w(t) x W'(t)) = 0.

A partir de 2.14 on a les relations suivantes :
fr=ad +u; f = w;

ftt =a + Uw”;ftu = w,;fuu = 0; (216)
fix fo=d xXw+ v xw.

A la surface réglée S nous associons les fonctions suivantes du paramétre ¢.
A = (W W) A = (,w); A3 = (d, d'); Ay = (/,w); As = (w, w). (2.17)

En appliquant les formules 2.8 et 2.9 en tenant compte de (2.16) on prouve que
la premiére forme fondamentale I de la surface réglée S est :

I = (A1 + 2vAy + A3)dt? + (24,4 + %vA%)dtdv + Asdv®. (2.18)

Remarque 2.3.1. (i) Dans R3, on a As(t) # 0 pour tout t.

(ii) Dans R} As peut s’annuler. Si dans un intervalle T > t, la fonction As
ne s’annule pas alors, on définit les coordonnées locales (t,u) en posant v =
g(t)u,Vt € I, ou g vérifie Asg? = €3, €5 = 1 étant le signe de As sur Uintervalle
Z. Ainsi Uon pourra ramener 2.18 a la forme : I = (/_hu2 + 2uAy + Az)dt? +
(2A4)dtdu + eadu?; ot les A;yi = 1,2,3,4 sont des fonctions de t.

Dans la suite on supposera sans perte de généralité que I est donnée par :

I = (A1v2 + 2vA, + Ag)dt2 + (2A44)dtdv + £odv? (2.19)
avec €9 = 0 ou bien o = %1.

Alors A s’écrit A = e5(A,v% 4 20Ay + A3) — A4%. On obtient, 4 partir de 2.16
en appliquant les formules 2.9 et 2.10, les coefficients L, M, N de la seconde forme
IT: '

N =0,
|A|%L = (" + v, d X w+ vw' X w), (2.20)
|A|%M = (¢, w, ).

La courbure de Gauss K¢ et la courbure moyenne H de la surface réglée S
s’obtiennent, en appliquant 2.11 et en tenant compte de 2.19 et de 2.20, par :
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Ko = _(o:’,w,(.u')2
¢ aA (2.21)
2A|A|7H = e9(a” + v, o X w + vw' % w) — 2A4(c/,w, ).

Une conséquence immeédiate de 2.21 est que la surface réglée S est minimale
dans ]R? si et seulement si on a les relations suivantes :

(r1) e2(a”, &, w) — 2A4(c/,w,w') = 0,
(r2) eo{(W", &, w) + (¢, w',w)} =0 (2.22)
(r3) ea(w”, ', w) = 0.

En appliquant la formule 2.12 et en tenant compte de 2.19 on obtient

_ AlAit Ay’ — ey A A
[e2(A10% + 2045 + A3) — AP

K(I) (2.23)

2.4 Surfaces minimales réglées dans l’espace de
Minkowski ou dans ’espace Euclidien orienté
de dimension 3

2.4.1 Les types (1),(2),(3) et (4)

Au vu de la remarque 2.3.1 nous considérons la premiére forme fondamentale
I en 2.19 de la surface réglée S donnée en 2.14 :
I = (A1v? + 20A, + A3)dt? + (2A4)dtdv + 2dv? avec €5 = 0 ou bien €5 = £1.
Dans le cas ol £, = 0 nous avons les deux premiers types de surfaces réglées : le
type(1) qui correspond au cas ou A; est identiquement nulle; le type(2) corres-
pondant au cas ot A; n’est pas identiquement nulle.

Dans le cas ol €, = £1 nous avons les deux autres types de surfaces réglées :

le type(3) qui correspond au cas ou A; est identiquement nul; le type(4) corres-
pondant au cas o A; n’est pas identiquement nulle.
Signalons qu’avec la formule vectorielle 2.7 et la définition donnée avec 2.15, une
surface aura une ligne de striction si et seulement si on a £94; # 0. Donc, une
surface réglée de type(1), (2) ou (3) n’a pas de ligne striction et qu’une surface
de type(4) a une ligne de striction.

2.4.2 Preuve du théoréme2.1.1

Nous suivrons le schéma suivant. On déterminera dans chacun des quatres
types (1),(2),(3),(4) les surfaces qui sont minimales. Ensuite nous montrerons
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que celles obtenues sont les seules.

Cas du type(1) :

I = (20Ag + A3)dt? + (2A4)dtdv, (t,v) € U; avec Aq = (o, w) différente de
zéro partout.
Alors on vérifie avec 2.12 que K(I) est identiquement nulle. Avec les condi-
tions (2.22), on voit qu’une surface de type(1) est minimale si et seulement si
(o/,w,w’) = 0. Cette condition implique que w’' = X (t)a’ + Y (t)w. Mais comme
(w',w) = 0 et que A4 qui est encore égale & (o/,w) est différent de zéro, alors on
a X (t) = 0. Par suite, on a :

t
w = exp/ Ydt.wy,

ol wy est un vecteur isotrope constant. Donc dans le type(1) il n’y a que les
cylindres & génératrices isotropes dans R? qui sont minimales.

Cas du type(2) :

I = (A1v* + 2v Ay + A3)dt? + (2A4)dtdv, (t,v) € U; avec Aq = (o, w) différent
de zéro partout et A} = (w',w’) non identiquement nulle.
Alors on vérifie avec 2.12 que K(I) = ﬁlg.
Si une surface dans ce type est minimale alors on a : (¢/,w,w') = 0. Mais en
utilisant (2.21) on en déduit que sa courbure de Gauss K¢ est identiquement
nulle; et en tenant compte de l’equation de Gauss 2.13, on voit que K(I) est
identiquement nulle . Il en résulte que A; est identiquement nulle. Ce qui est
absurde. Donc il n’y a pas de surfaces minimales dans le type(2).

Cas du type(3) :

I = (20A; + A3)dt? + (2A4)dtdv + e2dv?, (t,v) € U; avec e = *1.
En posant u = v + &, f ‘ A,dt, on définit sur U de nouvelles coordonnées globales
(t,u). Dans ces coordonnées I s’écrit

I = (204, + C)dt* + eodu?,

ot C est une fonction de t. Dans les coordonnées (¢, u) les courbes (u = uy),
sont les trajectoires ou indicatrices orthogonales aux génératrices qui elles, sont
les courbes (t = t;). Soit alors v = 7(t) une courbe dans R? orthogonale aux
génératrices.

Considérons d’abord le cas particulier ou w' est identiquement zéro. Le vecteur
w est constant et non-isotrope. Comme 7 est une indicatrice orthogonale aux
génératrices alors, la condition (2.22) donne (v",+',w) = 0. Mais comme ' et w
sont linéairement indépendants, on en déduit que v = X (t)y' + Y (t)w. Par suite,
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on a " = X(t)y car (v',w) = ((¢,w)) = 0. Donc 7 est un segment de droite. Il
s’en suit que les surfaces minimales qu’on obtient dans ce cas sont planes.

Maintenant nous supposons w' non identiquement nul, et cherchons les sur-
faces minimales.
Considérons un intervalle Z sur lequel w’ ne s’annule pas (sauf éventuellement
aux extrémités de Z ou il peut prendre la valeur zéro). Mais V¢t € Z on a
(W'(t),w'(t)) = Ar(t) = 0.
Dans ce cas on voit que pour chaque t € Z, les vecteurs w(t) et w'(t) engendrent
un plan IT, dégénéré dans R? du fait qu’on a (W' X w,w’ x w) = 0. En utilisant
la condition (r3) de (2.22) V¢t € 7 (w",w',w) = 0, on en déduit que les plans
IT;,¢ € Z, coincident avec un plan dégénéré I1; de I'espace de Minkowski R3. Car

" vérifie dans Z une équation différentielle de la forme :

w" = a1 (t)w + azx(t)w'.
D’aprés |7], un plan dégénéré dans R? ne contient qu’'une direction isotrope. On
peut donc supposer que w' est paralléle au vecteur (1,0,1). On en déduit, en
tenant compte de la relation (w,w) = £1 que :

= (0',0,0");w = (0 +b,£1,0 +b), avec 0'(t) #0V t € I, et b une constante.

Vu que o'(t) # 0V t € I, on choisit s = ¢ + b comme paramétrage; et on a
= (s; € s), e = 1. Par suite, on définit dans U les nouvelles coordonnées (s, u)
dans lesquelles nous allons chercher maintenant une indicatrice orthogonale aux
génératrices v(s) = (z(s),y(s), 2(s)) dans R}, ¢’est dire satisfaisant la relation
(rg) : (},w)=00u%= ‘fi—}. Désignons par J l'intervalle décrit par le paramétre
s lorsque le paramétre t décrit 7.
Comme & = 0, (2.22) entraine que :

(3
(72) (7 ) 0,
(¥,

Un calcul simple montre que

(r) = (3 — &)j + (& — 5)j + (&5 — 52) = 0,
(7‘2) = I—-zZ= 0,
(r)) = s(3—3)+ ey =0.

Aprés une translation éventuelle, on obtient le paramétrage suivant de = :

1
—1-6682; —-6683 + (d — ¢)s),

1
seJ —v(s)= (—6033+d5;—2

ou , ¢ et d sont des constantes;

En effet, ’équation (r3) entraine que la fonction £ — Z est une contante; et soit
c sa valeur. En insérant ¢ dans I’équation (r) on trouve y(s). L’équation (r;)
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donnera : ¢?s + ¢ = 0. Lorsque ¢ = 0 on vérifie facilement que les surfaces
solutions sont des plans dégénérés dans R3. Donc la constante c est non nulle et
on trouve comme solutions une famille & 3 parametres (¢, d,¢) € R* x Rx {-1,1},
de surfaces minimales dans R? décrites par :

1 1, 1

f(s,u) = (—6053 + ds; —56082; —6c53 + (d—c)s) + u(s;€; 9). (2.24)
En particulier, en appliquant 2.9, 2.11 et 2.24 on trouve que la courbure de Gauss
K d’une surface de cette famille est :

ec?

2uc + 2dc — c?)|2uc + 2dc — 2|’

K¢ = : (2.25)

Vérifions que w'(t) est différent de zéro pour tout ¢. En effet, considérons toujours
Vintervalle T défini ci-dessus. Soit ¢y une extrémité de T; et supposons w'(ty) = 0.
Alors le long de la génératrice Dy, de parmétre ¢ = to qui contient les points (g, v)
la courbure de Gauss s’annule d’aprés la formule 2.11 ; mais ceci est incompatible
avec la formule 2.25. Car, en les points de U de coordonnées (s, u) avec s € J,u =
U, une constante, qui sont sur une indicatrice qui va couper la génératrice Dy, la
courbure de Gauss est une constante.non nulle, d’aprés 2.25 . Donc w'(tg) # 0.
Nous avons dans le type(3) les surfaces minimales réglées de la famille S(c, d, €)
dans R? définies par :
1 1

f(s,u) = (_6053 + ds; -§ECS2; —écs3 +(d — ¢)s) + u(s;€; ), (2.26)

avec (s,u) € Rx] — 0o0; 522 ou bien (s,u) € Rx]<24; +oof.
Si I'intervalle J défini ci-dessus n’est pas R, alors la surface réglée S est un ouvert

d’une surface de la famille S(c, d, €).
Cas du type(4) :

I = (A1v? + 204, + A3)dt? + (2A4)dtdv + eodv?, (t,v) € U, g2 = %1, et
Ay = (W, w') est non identiquement nulle.
En posant v; = v+e€, f t Ajdt, on définit comme précédemment sur U de nouvelles
coordonnées globales (¢,v;) telles que les courbes de coordonnées v; = v?,2? une
constante, soient orthogonales aux génératrices.
Considérons un intervalle Z sur lequel A; ne s’annule pas, et définissons le para-
métre s tel que s(t) = ft VerArdt, ot €1 = £1 est le signe de A; sur I'intervalle
Z. Définissons dans U les coordonnées (s,v;) en posant s(t) = [ " Ve1Ardt. Soit
J lintervalle décrite par s lorsque t décrit Z. On a (i) : (w,w) = €3; (W,w) =
€1; & ==x1,1=1,2.
Il faut se rappeler qu’une surface du type(4) a une ligne striction 8 qui vérifie la
relation (B, w) = 0.
Comme précédemment on déduit de la condition (2.22) (r3) que les vecteurs w
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et w engendrent un plan II qui est paralléle et nondégénéré dans R:;. En fait, la
condition (r3) entraine que & vérifie une relation de la forme :

& = a1(s)w + az(s)w.

En utilisant les relations (i) ci-dessus on obtient : az(s) = 0; ai(s) = —e1€9.
Car d’une part, on a 0 = (U, w) = ayeq; et d’autre part on a 0 = _—d“‘(‘i’;“’)) =
€2 + (w, ).

Par conséquent w est solution de I'equation différentielle
W= —E1E9W. (227)

Nous allons maintenant chercher comme précédemment, dans les coordonnées
(s,v1), une indicatrice v = (s) dans R3 orthogonale aux génératrices; c’est &
dire satisfaisant la relation (§(s),w(s)) =0.

Considérons dans R? le repére orthonormé positif {e;, e, e3} défini par

(17) : e1 = w; ey = w; e3 = pe; X €, Ol

- i est égale & +1 dans le cas j =0, .
- dans le cas j = 1, p sera choisie de telle sorte que (e, e, €3) = +1.

On a: €3 = pl(ez x ez) + (e1 % ((—€162€1))] = 0; c’est a dire que e est un
vecteur constant normal & II.
Posons v(s) = z(s)e; + y(s)ez + z(s)es; on a : ¥ = X(s)e; + Y(s)ex + 2e3 ou
X = (2 —e169y);Y = (. +79).

La condition (¥,w) = 0 entraine que X (s) = 0. Par suite on a :

(i) : Y=Yer+zes
) ’)’ = —51€2Y61 + Y62 + 563.

En utilisant (ii), (iii), et 2.27, on voit que (2.22) implique :

{ (Tl) (;?a’y’w) =0
(r9) (¥, w,w) = 0.

Un cacul simple donne les relations suivantes :

{ ()= 2V -2V =0
(ry) = z2=0.

D’ou '
zZ=0a
aY = 0; a une constante.
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Sia = 0, alors les trajectoires orthogonales aux génératrices sont dans un plan
z = constante; et par suite les surfaces minimales solutions sont planes.

Si maintenant a # 0,Y est une fonction constante. En notant Yj cette constante,
on obtient : ¥ = Yyw + aes . On en déduit que

v =Yow+ (as + bes; be R.

Il en résulte que la ligne de striction 3 est le segment de droite 5(s) = (as +
bles; s € J.

Ainsi dans les coordonnées (s,v;) on a :
f(s,v1) = Yow + (as + b)es + viw(s).

En considérant les coordonnées (s,u) avec u = v; + Y;, on peut chercher les
solutions sous la forme :

{ f(s,u) = (as + b)es + uw(s) (2.28)

Q0 = —€1E9W.

Pour résoudre 2.28 on peut composer f avec des isométries positives de ’espace
R?. |
En particulier, notons qu’en composant une isométrie linéairement positive A
avec f, on transforme f en une surface réglée équivalente de directrice w = Aw
qui vérifie @ = —e16900, et de ligne de striction AB(s) = (as + b)Ae;. Quitte a
faire une translation du paramétre s, on va supposer que 0 € J.
On distinguera deux cas.
Le premier cas est le cas suivant.

a) Le cas €] = €2 = 1, dans R}.

En considérant I'isométrie linéaire positive A de Rgf définie & s = 0 par

— — —
A€1|3:0 =1, Ae2|s=O =7, A€3 = ka

on obtient :
@(s) = (cos(s), sin(s), 0).

Alors, a isomeétries de Rgf prés, on a les solutions suivantes qui dépendent du
parameétre a € R* :

f(s,u) = (0,0,as) + u(cos(s),sin(s),0). (2.29)
b) Le cas €,6 = —1 dans R3.
Sie; = 1;e, = —1, on choisit ’isométrie linéaire A telle que :

- — —
A€1_|3:o = k‘, A62|s:0 = 1, Aeg = 7.

Alors, on obtient :
@(s) = (cos(s), sin(s), 0).
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Par suite, a isomeétries de R? prés, on a les solutions suivantes qui dépendent du
parameétre a € R* :

f(s,u) = (0, as,0) + u(sinh(s), 0, cosh(s)). (2.30)

Et si e = —1;e, = 1, on trouve par un raisonnement analogue les solutions
dépendantes du paramétre a € R*

f(s,u) = (0,as, 0) + u(cosh(s), 0, sinh(s)). (2.31)

On retrouve facilement avec 2.29, 2.30, et 2.31 en prenant l'intervalle J = R, les
solutions dans ]Rgf données dans le théoréme 2.1.1 par 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4.

Un calcul simple montre qu’un hélicoide euclidien donnés en 2.29 a pour

courbure de Gauss

a2

et que les hélicoides dans ’espace de Minkowski donnés en 2.29 ,2.30 et 2.31 ont
pour courbure de Gauss respectivement

a? a? a?

B - - . 2.
(u? —a?)u? —a?|” (w24 a2)* (a? — u?)]a? — u?| (2.33)

Maintenant montrons que (w'(t),w'(t)) est différent de zéro pour tout t.

En effet, supposons qu’a 'extrémité ¢y de l'intervalle T ci-dessus, A;(to) qui est
encore égale & (w'(tp),w’(to)) soit nulle. Alors, il faut en conclure que w'(ty) =
0. Car si w'(ty) # 0 alors, les vecteurs w'(ty) et w(ty) vont étre linéairement
indépendants et vérifierons la relation : (w'(tp) x w(to),w'(to) X w(to) = 0; ce qui
est impossible dans le plan nondégénéré I1 qui contient ces deux vecteurs. Ainsi
la courbure de Gauss s’annule le long de la génératrice de paramétre g ; et ’on
peut montrer comme précédemment que ceci est incompatible avec les formules
2.32 et 2.33. Il en résulte que {(w'(t),w'(t)) # 0 pour tout .

Maintenant revenons sur la remarque 2.3.1. En particulier, sur la premiére
forme fondamentale I donnée par 2.18 pour la surface réglée S la plus générale :

I = (Av? + 204, + A3)dt? + (24,4 + %’vA':—,)dtdv + Asdv?, (t,v) €U.

Supposons S minimale et que As qui est encore égale & (w,w), soit différent de
zéro partout dans un intervalle 7.

Alors, au vu de ce qui précéde, on voit que les points (¢, v) de la surface tels que
t € T et As(t) # 0, appartiennent & une surface Sy de type(3) ou de type(4);
lorsque Sp est type (3) ou (4) alors, sur Sp, la diectrice w n’est jamais isotrope.
Donc As est partout différent de zéro. Ceci achéve la preuve du théoréme 2.1.1.
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2.5 Remarque finale.

Ces exemples s’interprétent dans le cadre de la géomeétrie différentielle affine.
Sans entrer dans les détails (voir [5]) rappelons les faits suivants.
Si f: M — R® est une immersion d’une variété M de dimension 2 dans les-
pace affine R® muni de sa connexion canonique, et si n est un champ de vecteur
transverse le long de cette immersion, la décomposition

VxY = (VxY)T +h(X,Y)n X etY champs tangents & M

définit un tenseur symétrique h sur M.
Ce tenseur dépend bien sur de n, mais sa classe conforme, et en particulier son
rang n’en dépendent pas.

Une immersion est dite affinement non dégénérée si h est de rang maximum.
Il est facile de vérifier que les immersions 2.2 2.3 2.4 et 2.5 sont affinement non
dégénéré sur R? tout entier. De plus 2.5 définit une surface remarquable en géo-
meétrie différentielle affine, appelée surface de Cayley (voir dans [5] ou dans [6]).
Nous reviendrons sur ces points dans un travail ultérieur.
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