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La mise en oeuvre des matériaux locaux (solution qui devrait abaisser sensiblement le 
coùt des constructions de bâtiments dans les pays en développement) ne devrait pas se 
faire au détriment du confort thermique, encore moins à celui d'économie d'énergie. 

La prise en compte des é'spects de confort dans l'énergétique de l'habi at implique une 
maîtrise d J comportement thermique des habitations. Ceci passe par une meilleure 
cunnaissancc de3 transferts de chaleur, conséquence des différentes sollicitations 
thermiques (apports solaires, environnement, etc .. ). Ces ll(1l1s[erts de chaleur dépendent 
de l'orienti'ltion et des ouvertures du bâtiment d'une part, et de la qualité des parois mises 
en oeuvre d'autre part). En effet les déperditions des parois dépendent de leurs 
jJaramètre'; caractéristiques thermophysiques (la diffusivité et la conductivité). Les 
I.ransferts de chaleur dépendent également des coefficients globaux d'échanges 
thermiques entre les parois des enveloppes et leur environnement (l'ambiance). 

Pour la vulgarisation des matériaux locaux, il est donc nécessaire de connaître leurs 
caractéristiques thermophysiques et :leurs coefficients d'échanges pariétaux, afin de 
prévoir leurs comportements thermiques lors des analyses énergétique du bâtiment. 

Notre travail apporte une nouvelle méthode de caractérisation thermique de 
matériaux. La méthode de caractérisation développée est appliquée à une dalle en béton 
récupératrice d'énergie solaire, afin d/en déterminer ses paramètres thermophysiques 
(diffusivité conductivité et coefficients globaux d'échanges thermiques). 

Cette étude s'inscrit dans les axes de recherches du ~,dboratoire d'Ell~{gétique 
Appliquée (L.E.A.) de l'Ecole Supérieu:~e Polytechnique (E.5.P.) dE' l'U.C.i\.D., en matière 
de Thermique du bâtiment. 

Pour mener à bien ce travait nous l'avons subdiviser en cinq chapitres: 

- dans le premier chapitre nous avons fait une étude bibliographique relative à la 

détermination de la diffusivité a et des coefficients globaux d'échanges thermiques 
entre les parois et leur environnement; 

-lE d.?uxième chapitre est consacré à l'étude de l'influence des paramètres 
caractéristiques thermophysiques sur les transferts de chaleur; . 

- dans le troisième chapitre nous développons une nouvelle méthode de 
caractérisation ~hermique de matériaux; 

- dans le quatrième chapitre llOUS appliquons cette nouvelle méthode de 
caractérisation thermique à une dalle en béton récupératrice d'énergie solaire; 

-le cinquième et dernier chapitre est consacré à l'expérimentation. 
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LI. INTRODUCTION 

La prévision du comportement thermique de matériaux nécessite la connaissance de 
leurs caractéristiques thermophysiques : la diffusivité et la conductivité thermiques. 

La mise en oeuvre des matériaux de construction doit prendre en compte les aspects 
de confort thermique et d'économie d'énergie dans l'habitat. Ces deux aspects sont 
sensibles à la réponse dynamique des parois (de l'habitat) a~:x différentes so:~:;:::itations 
climatiques comme l'ensoleillement, la température de l'air extérieur, l'environnement, 
etc .... 

En plus des coefficients intrinst'ques (diffusivité et conductivité), la réponse 
dynamique des parois aux différentes sollicitations climatiques dépend également des 
coefficients d'échanges thermiques entre les parois du matériau et l'environnement. 

Ces coefficients d'échanges thermiques globaux (radiatifs et convectifs) dépendent de 
plusieurs facteurs: nature du matériau, dimensions et état dl' la surface d'échange, 
conditions ô!xpérimentales (température, vitesse et viscosité du fluide environnant), etc. ... 
La détermination de la composante (du coefficient d'échanges) qui dépend uniquement 
du matériau (nature du matériau, dimensions et état de la surface d'échange) constitue un 
paramètre caractéristique de plus pour ce dernier. Dans ce travail nous ne nous 
intéresserons pas à l ne composante du coefficient d'échanges thermiques, mais à sa 
valeur globale. 

Cela étant, et par abus de langage, nous considérons tout au long ce travail, le 
coefficient d'échanges thermiques globêil" comme l'un des paramètres caractéristiques du 
matériau. 

Ainsi les coefficients de diffusivité, de conductivité et d'échanges thermiques 
constituent les paramètres caractéristiques thermophysiques du matériau. 

Nous allons dans ce chapitre faire une étude bibliographique sur les principales 
méthodes de mesure de la diffusivité et de') coefficients d'échanges thermiques. 

1.2. MESURE DE LA DIFFUSIVITE DE MATERIAUX 

De nombreux travaux ont: été effectués sur les méthodes de mesure de la diffusivité 
des matériaux. 

La plupart de ces méthodes exploitent des thermogrammes chronologiques pour 
remonter à la valeur de la diffusivité en s'appuyant sur les solutions analytiques exactes 
fournies par la théorie. 

Ces méthodes sont classées en deux groupes: celles du régime dynamique fréquentiel 
et celles du régime dynamique transitoire, 

1.2.1. Méthodes du régime dynamique fréquentiel: 
le modèle de Maréchal et Devisme 

Les méthodes du régime dynamique fréquentiel dans leur principe, imposent une 
variation sinusoïdale ou tout simplement périodique de flux ou de température, sur l'une 
des faces d'un échantillon considéré comme un milieu semi-infini (Fig. 1.1). La 
connaissance de l'atténuation de l'amplitude et de la variation de phase du signal 
thermiq·..le en régime établi en deux profondeurs distinctes Xl et X2 du matériau perr:'et de 

c:-='déterminer:1a diffusbrité.~." _. -~-~-- .'--z. --~-_. -~ _~~.=-",-,-_ . 
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Figure 1.1 : Propagation unidirectionnelle d'un signal thermique cosinuso'idal 

Dans le cas d'un signal sinusoïdal, de pulsation co, l'équation à résoudre s'écrit : 

i)2T(x,t) 

dX2 

munie des conditions aux limites: 

= 
1 ê)T(x,t) 

Ct 

T(ü,t) = To.cos(co.t) 

La solution de l'équation (l.I) est [1] : 

T(x,t) ~ Toexp [-x ~;~ ]eos [w.t - x ~j 

(1.1 ) 

(1.2) 

(1.3) 

(l.4) 

La figure 1.2 ci-dessous représente les thermogrammes chronologiques en deux points 
Xl =0 et X2 :f; O. 

T(OC) 

To ~---------------------- ----~~~----------------------

------t-----

To.expE xJfJ 
tes) 

-To~--.---------~---- , _________________ ~_L ____ _ 

Figure 1.2 : Thermogrammes chronologiques aux points Xl'::,:O et X2 :f; 0 

De la relation (1.4) nous constatons qu'entre les températures instantanées aux points 

Xl=O et X2 :f; 0, il existe un déphasage 'l' d'e~pression :__ _.. . _~ __ . __ 
. -~ - - - ... ~ ~ _-::- -. ~_. -..........-- ~ ~~ 

::-- ----,,-·_-,;,;,:;-:--:"'7,.' ~---_. ~. 
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(1.5) 

La mesure du déphasage \{' permet de remonter à la diffusivité thermique [1]: 

u= ~Cl~ x, r 0.6) 

où: w: pulsation du signal périodique 

lI' : déphasage entre les températures instantanées aux points à X1 =0 et X2 i= 0 

A partir d'une mesure des amplitudes T max(Xt) et T mnx(X2) pour les profondeurs 
respectives Xl et X2 il est également possible de remonter il la diffusivité du matériau: 

(1.7) 

L'analyse critique de cette méthode a été faite par P. VERNOTTE [2] et J. 
MARTINET [3J. Ils ont fait ressortir notamment la difficulté d'obtenir une température 
variant sinusoïdalement de façon rigoureuse, et les erreurs induites par l'appréciation du 
repérage des points singuliers sur les thermogrammes de mesures. 

Des améliorations ont été apportées à la méthode par J. M. MERICQ [4L J. c. 
MARFCIIAL & J. M. DEVISME [S, 6] pour l'alLlpler respecli v<.:menl sur des échanlillons 
cylindriques de matériaux conducteurs et sur des échantillons plans de matériaux de 
cons truction. 

Le modèle de MARECHAL & DEVISME utilise un dispositif (Fig. 1.3) qui comprend 
deux échantillons plans identiques et accolés, placés entre deux plaques chauffantes 
identiques. Un flux calorifique périodique non nécessairement sinusoïdal est dissipé dans 
les plaques chauffantes. L'ensemble échantillons-plaques chauffantes est disposé entre 
deux plaques de refroidissement maintenues il température constante par la circulation 
régulée d'un fluide. Une isolation latéra}(~ permet la canalisation du flux de chaleur pour 
avoir un écoulement unidimensionnel. 

Echantillon; 

Plaque froide 
" ";,, 

", 

Plaques 
chauffantes 

Isolation 
latérale 

""'" Plaque froide 

Figure 1.3 : Dispositif expérimental du modèle de MARECHAL et DEVISME 
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Pour un signal thermique sinusoïdal établi de période p, les températures Tl (des 
faces x=O et x=2.e) et T2 (de la face x=e) sJécrivent [5] : 

(1.8) 

T2 =T2m.sin [(2.1t.t/p) - lJl ] (1.9) 

MARECHAL ET DEVISME montrent que la diffusivité thermique est donnée par: 

avec: e: épaisseur de l'échantillon 

e2 11: 
a:= z2 p 

p : période des signaux thermiques 

(1.10) 

z: grandeur caractéristique du matériau, solution des équations transcendantes [5J 

A(z) - T2m _ 2 '\ .cosh(2.z) - cos(2.z) 
- Tlm -. cosh(4.z) - cos(4.z) (1.11) 

[
tanh(Z) ] {tanh(2.Z) .., 

ll'(Z) = arctan ---- - arcta --'--J tan(;;:) tan(2.z) (1.12) 

où: A(z) '2st l'affaiblissement et lJl(z) le déphasage entre Tl et T2 

Dans le cas des signaux périodiques quelconques, le déphasage lJl (z) et 
l'affaiblissement A(z) sont calculés en s'intéressant uniquement au terme fondamental du 
développement en série de Fourier de ces signaux. 

Notons que cette méthode nécessite des temps d'expérimentation très longs, compte 
tenu des te.nps de mise en régime (quelques heures à plusieurs jours selon la nature de 
l'échantillon). 

1.2.2. Méthodes du régime dynamiq ue transitoire 

Ces méthodes sont basées sur des solutions analytiq\ws du chilmp thermique en 
régime dynamique transitoire dans des éprouvettes de géométrie connUE avec des 
conditions initiales et des conditions aux limites imposées. Nous distinguons 
principalement trois méthodes que nous présentons ci-dessous. 

I.2.2.1. Méthodes impulsionnelles ou MéÛlodes Flash 

Le principe des méthodes impulsionnelles ou méthodes Flash consiste à produire une 
impulsion thermique de courte durée sur l'une des faces (face 1) d'un échantillon (Fig. 1.4) 
cylindrique parfaitement isolé à sa périphérie et à observer la réponse de ce signal sur 
l'autre face [7]. 

- ,. -----
~ --::_6_ 



Source 
d'impulsions 

----------....... ----------..... 
----------..... ----------....... ----------..... - ... _---_ ... _- ....... ----------...... 

Capteur de température 

Amplificateur 

Echantillon 

Enregistreur 

Figure 1.4: Schéma de principe de la méthode de Flash (Modèle de PARKER) 

L'évolution de la température en fonction du temps t sur la face 2 non exposé au 
rayonnement est donnée par }' expression [8,9 et 10] : 

T(e,t) = -L (1 + 2. l (_lyl exp«-n.n;/e?a.t») 
p.c.e n o=l 

où: e: él1aisseur de l'échantillon (m) 
q: dr~nsité d'énergie absorbée (J.m-2) 

p : masse volumique de l'échantülon (kg.nr2) 

a: coefficient de diffusivité thermique (m2.s-1 

C: chaleur spécifique de l'échantillon (J.(kg.oCr l 
) 

(1.13) 

L'exploita tion, pour des valeurs élE'vées de temps, de l'expression (1.13) conduit à la 
relation explicite de la diffusivité (formule de PARKER [11]): 

ln(4) e2 
Ct =--- -~-

n;2 t l /2 (1.14) 

où: tl /2: temps expérimental correspondant à la demi-élevation de température 
maximale enregistrée sur la face 2 tel que :(T(e,t) = q/2.p.C.e 

Le modèle de PARKER et JENKlNS [11] est une amélioration du modèle précédent, 
par introduction d'un coefficient d'échange thermique sur la face recevz:nt le signal. 

Le modèle de DEGIOV ANNI [12] prend en compte les pertes thermiques sur toutes 
les faces de l'échantillon; il fait intervenir les trois coefficients d'échanges thermiques 
relatifs à la face recevant l'impulsion, à la face opposée et aux bords de l'échantillon. La 
diffusivité I:.st alors donnée par les relations suivantes [3,4 et 7] : 

e2 
Ct = (ts/6)2 [1,.15.ts/6 -1,25.t2/3 ] 

e2 
Ct = -( )2 [0/761.ts/6 - O,926.tl12 ] tS/6 

e2 
Ct= -( )2 [0,617.ts/6-0,862.t1l3] tS/6 

(LIS) 

(1.16) 

n.17) 



où: ti représente le temps au bout duquel la température de la face non irradiée est i fois 
la température maximale observée sur cette même face. 

1.2.2.2. Méthode du fil chaud 

La méthode du fil chaud consiste à placer à l'intérieur du matériau un fil chauffant 
parcouru par un courant électrique d'intensité l (Fig. 1.5), dissipant un flux linéaire de 
chaleur <DJW lm). 

Fil chruffant Isolant 

.J _ 

Figure 1.5 : Schéma de principe du fil chaud (cas d'échantillon cylindrique) 

A vec le~; hypothèses: 

~ le fil chauffant est très long et infiniment fin assimilable donc à une source linéique 
continue; 

-le champ thermique est radial: 

<DL 
T(r,t) = ---

4.1t.À 

00 

f e- u 
-du 

u 
r2 

4.CLt 

(1. 18) 

où: u est une variable réduite (u= r2/4.o~.t) introduite lors de la résolution de l'équation 

aT [aT 1 aT J 
différentiell~ du problème: at = a al' + ~r ar 

Dans ces conditions et pour un temps de chauffage te donné, la mesure du temps tm 
au bout duquel la température à la distance r de la source passe par un maximum (Fig. 
1.6), permet de remonter à la diffusivité [13, 14 et 15] : 

-r2 
[ te ] 

a = 4 (tm - tC>.tm.ln [(tm - tc)/tm] (1.19) 

. --- -::'.=:.=-:.C-: 



P(W) 

créneau de 
puissance 

P' 1---"------. 

te tm 

courbe de 
tempt';rature 

Figure I.(): Courbe ulili:;(;(' pour la mesure de 1,1 diffusiviL0 

Cette méthode qui a fait l'objet d~ la norme DIN 51046 en Août 1976 est connue 
depuis longtemps cl (l été largement L:tilis0c par un grilnd nombre de chc~rcheurs don l 
PERRlN [13], PONSOT [15], BLACKWELL [161, FOURES [171, JAVELAS [18], II ! 

BASTIANT [20], LAURENT [21]. 

L'utilisation de cette méthode sans discernement des conditions appropriées conduit à 
des résultats erronés, notamment dans l~ cas de l'existence d'une résistance de contact non 
négligeable entre sonde et matériau. 

L'incertitude sur l'entre-axe réel entre élément chauffant et thermocouple induit 
également une erreur la détermination de la diffusivité par cette méthode. 

1.2.2.3. Méthod,~ du régime régulier 

Le principe de LI méthode du régime régulier consiste à plonger dans un bain 
thermos ta té de température Tf homogène et brassé (Fig. 1.7), un échantillon cylindrique 
(de rayon ROt d'épaisseur 2.e) du matériau à étudier initialement à la température 
uniforme To. 

-- - -- ----

Figure 1.7: Schéma de p_rincipe de la méthode du régime régulier 
__ .. _. r_.,._ _ . ~ 
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l ' ~/exp~oita~ion des therm~grammes ~nregistrés conduit, pour l'évolution exponentielle 
\reglme reguher) de la solution analytIque du problème, à la diffusivité thermique du 
matériau [22] : 

où: 

m 
Œ= 

m: pente de la zone linéaire de la courbe expérimentale In(f:.T) =f(t) 

e : demi épaisseur de l'échantillon 

Ro : rayon de }' échantillon cylindrique 

premières racines des équations transcendantes respectives: 

_ .~ Jo(njc) & 
- B' et J ( )::: B' lp 1 nic le 

Jo et JI: foncti0ns de Bessel de 1ère espèce respectivement d'ordre 0 et l. 

(1.20) 

Bip et Bic: respectivement nombres de Biot relatifs à la plaque rectangulaire et au 
cylindre infinis, 

Ln(f:.T) 

+ + 

zone 1-----.., .......... : ...... 
1 
1 
1 
1 

+ 1 

+ Points'" : + 1 

zone 2 
1 ..... 

expérimen ta ux + : 
+ 1 

~ 
Ln(.0. Tl) -- ------ ------ ------- -- ------t'--

1 
1 
1 
1 1 
1 • 
1 1 1 

Ln(f:.T2) : 1 : 

----------------------------Î----~~----·-------------- 1 1 1 1 
1 1 1 
1 1 • 

: : + : 
1 1 1'" ... 
1 1 1 
1 1 1 

0o~------------------~~. LI ______________ ~----------~,------~~~ 
t tl t2 Hs) 

Figure 1.8: Therrnograrnme chronologique. 

zone 1: zone du processus non stationnaire (désordonné) 
zone 2 : zone du régime régulier (décroissance exponentielle) 

.0.Tl = T(x,r,tI } - Tf et .0.T2::: T(x,rrt2) - Tf 

ATl et .0.T2 sont les écarts de température entre le bain thermostaté 
et un point M(x,r) de l'échantillon, aux instants tI et t2 

respectivement, pendant la phase du régime régulier. 

Notons que cette méthode est valable pour des nombres expérimentaux de Biot élevés 
(Biot2::100), pour lesquels [22] : nlp # l,57 et, nlc# 2AO. Ceci impose des conditions 
expérimf"ntale difficiles en plus de la régulation du bain thermostaté. 

.. 
-
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1.2.3. Remarque sur les méthodes de mesure de la diffusivité 

Nous remarquons: 

~ qu'il n'existe pas de méthode universelle permettant de mesurer avec précision la 
difbsivité de n'importe quel matériau dans tous les domaines de températures. La 
marg~ d'erreur des méthodes ci-dessus dépend de leurs hypothèses simplificatrices; 

- ces méthodes utilisent un repérage des points singuliers sur les thermogrammes. 
L'appréciation des coordonnées de ces points induit des erreurs qui influent sur les 
résultats; 

.. elles font parfois recours à l'utilislllon d'un système d'abaques [9] ; 

- certaines de ces méthodes ne sont pas affranchies des problèmes d' incerti tude sur le 
positionnement des sondes dans lE! matériau (exemple: connaissance de l'entre~axe 
réel entre élément chauffant et thermocouple dans la méthode du fil chaud) ; 

- toutes ces méthodes exploitent des mesures réalisées en laboratoire, dans des 
conditions expérimentales bien définies, différentes le plus souvent des conditions 
réelles d'exploitation de ces matériaux; 

Les méthodes transitoires conduisent à la valeur de la diffusivité thermique à partir 
des thermogrammes chronologiques en s'appuyant sur la solution analytique munies des 
conditions initiales et des conditions aux limites imposées. Ces conditions aux limites 
solide-fluide sont caractérisées par des coefficients d'échanges thenniques h supposés 
conr.us dans les méthodes de détermination de la diffusivité. A ce titre: 

- la méthode du régime régulier [22] fait intervenir des conditions aux limites 
convectives introduisant les coefficients d'échange latéral he et de base hp d'un 
cylindre; 

- le modèle de DEGIOV ANNI [23] introduit trois coefficient d'échanges thermiques 
relatifs à la face recevant l'impulsion, à la face opposée et aux bords de 
l'échantillon; 

- J. M. DEVISME, H. (P) et J.e. MARECHAL [24] utilisent des coefficients d'échanges 
thermiques dans leur étude de l'influence de l'effusivité thermique et de position 
des matériaux sur la réponse thermique des murs multicouches en régime variable. 
Ils choisissent les valeurs suivantes hext=16,7 W /m2.K et hint =9,l W /m2.K qui sont 
celles préconisées par le Document Technique Unifié (D.T.U) pour les coefficients 
moyens d'échange à l'extérieur et à l'intérieur d'un bâtiment. 

Nous remarquons ainsi que des méthodes de mesure de la diffusi lité en régime 
dynamhlue transitoire font intervenir des coefficients d'échanges thermiques qui sont 
supposés ccnnus. 

L'évalu.ltion précise du ccefficient h est difficile compte tenu de la complexité des 
phénomènes régissan~ les échanges thermiques entre le fluide environnant et la paroi. 
Plusieurs études théoriques et expérimentales ont été effectuées pour l'évaluation de ce 
coefficient h. Nous présentons les principales méthodes. 

-
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1.3. DETERMINATION :)U COEFFICIENT D'ECHANGES THERMIQUES 

Les transferts de chaleur fluide-paroi jouent un important rôle dans les échangeurs, 
les chaudières, la trempe des alliages, le stockage thermique de l'énergie, le 
refroidissement de composants électroniques, le confort thermique dans l'habitat, etc .... 

Les transferts de chaleur fluide-paroi dépendent de plusieurs facteurs dont: 

- la géométrie de la paroi; 

- les dimensions de la paroi; 

l'état de la surface de la paroi; 

- la température du fluide environnant; 

-la vitesse de l'air ambiant. 

Il existe plusieurs méthodes de détermination des c02fficients d'échanges thermiques 
h entre une paroi et son fluide environnant. Ces méthodes peuvent être classifiées en trois 
groupes: 

-les méthodes de bilan thermique en régime permanent; 

- les méthodes de bilan thermique en régime transitoire; 

- les méthodes empiriques: corrélation et/ ou abaques. 

1.3.1. Méthode du bilan thermique en régime pennanent 

régime permanent, les mesures du flux de chaleur <l> et ùes températures de paroi 
T p et du fluide (au loin de la paroi) Ta, permettent par bilan thermique de remonter au 
coefficient d'échange par convection h. 

Le flux de chaleur échangé par convection entre la paroi de surface S et le fluide 
environnant s'écrit [25] : 

De cette rel a tion le coefficient d'échange de chaleur s'exprime par: 

<l> h = --:-----'------,.. --
Tp - Ta) - S.~T 

où: <l> : flux de chaleur échange (W) 
S : surface d'échange (m2) 

ilT = (T p - Ta) : différence de températures de la paroi et du fluide 

Tp : température de paroi (K) 

Ta : température caractéristique du fluide au loin de la paroi (K) 

h : coefficient d'échange convectif (W /m2.K) 
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1.3.2. Méthode du bilan thermique en régime transitoire 

Nous présentons successivement en revue les principales méthodes de détermination 
des coefficients d'échange par convection fluide-paroi en régime transitoire. 

I.3.2.1. Coefficients d'échange constants 

- N. M. TSIREL'MAN, F. G. BAKlROV et Z. SHAIKHUT-DLNOV [26j déterminent 
le coefficient d'échange fluide-paroi à partir de la loi de refroidissement d'un milieu semi
infini initialement à la température uniforme To pour lequet à la surface x=O, on a une 
condition aux limites de Fourier imposée par la circulation du fluide il la teIllpérature Tf. 
A partir du thermogramme enregistré en un point du milieu il une distance x de la 

surface, ils mesurent un temps te qui correspond à la variation [L(Ta-Tf)] de la 
température. Cette valeur tE, associée à (Ta-Tf) leur permet, avec l'expression analytique 
de la température T(x,t), de déterminer h. 

- R C. MEHT A [27] évalue le coefficient h en partant des variations de température 
dans un mur d'épaisseur e, initialement à la température uniforme, isolé sur une face et 
avec des conditions de Fourier sur l'autre face. En mesurant la température sur la face 
isolée, il obtient à chaque instant t donné, par identificaticn une valeur de h. 

- N. M. TSIEL'MAN [28] propose une méthode fondée sur la vitesse de déplacement 
des isothermes dans un solide soumis à un chauffage constant et en contacl avec un fluide. 

- R.R DILS et P.S. FOLLANSBEE [29] utilisent les fluctuations aléatoires de 
température des gaz dans les turbines. Ces fluctuations, ainsi que celles cie la paroi sont 
relevées puis décomposées en fonctions sinusoïdales dont les fréquences sont comprises 
entre 10 et 100 Hz. Le coefficient d'échange h est alors déterminé pour chaque fréquence à 
partir des amplitudes de ces fonctions sinusoïdales sur la surface du solide en contact avec 
le gaz et dans le gaz lui-même. Dans l'intervalle de fréquences étudié, les auteurs 
constatent que h est indépendant de la fréquence et de l'amplitude. 

- V. HLAVACKA [30] évalue le coefficient d'échange moyen h entre un ensemble de 
cylindres placés dans un canal isolé latéralement et un fluide s'écoulant 
perpendiculairement aux axes des cyhndres. La température varie sinusoïdalement à 
l'entrée du canal. Le rapport des amplitudes de température et le déphasage entre l'entrée 
et la sortie, permettent, séparément, de calculer un coefficient d'échange moyen. 

1.3.2.2. Coefficients d'échange nop.. constants 

- H.T. STERNFELD et J. REINKENHOF [31] représentent le champ thermique dans un 
solide en contact avec un fluide par une fonction polynomiale. Les températures mesurées 
dans le mur permettent, par une méthode de moindres carrés, de calculer les coefficients 
du polynôme. La température du fluide, la conductivité et la masse volumique sont 
également r 2préscntées par des polynômes. Ils déterminent le coefficient h en introduisant 
tous ces polynômes dans une relation obtenue il partir d'un bil<ul d'énergie éta.bli ",ntre les 
faces extérieures du solide. 

- A.V. FAFURIN et K.R. SHANGAREEV [32J font une étude d'un tube cylindrique de 
fine épaisseur, composé de plusieurs éléments isolés électriquement les uns des autres. Au 
milieu de chaque élément sont soudés des thermocouples. La température dans 
l'épaisseur du tube est considérée comme pratiquement uniforme. Pour une décroissance 
brutale de la température du gaz dans le cylindre, le flux quittant la paroi est donné par la 
dérivée de la température de cette paroi en fonction du temps. Connaissant les 
températumS--du.;·gaz, de: la-suclaGec;:euotCQntact avec l~flui~e:~t:I~~ flux,de--C.OeffiGle~"", ~ 
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d'échange h est déterminé à chaque instant. Celui-ci varie en fonction du temps et passe 
par une valeur maximale double de celle du régime permanent. 

- A.N. SHCHERBAN, N.L FURMAN & V.N. TARASEVICH [33] ont examiné le 
comportement de circuits électroniques échauffés par effet Joule. Les différents modèles 
thermocinétiques tenaient compte des variations, en fonction de la température, de la 
résistance électrique, de la chaleur volumique, et du coefficient d'échange thermique h. 
L'expérimentation permettait à la fois d'enregistrer, en fonction du temps, la puissance 
TOt!le délivrée et la température du composant. La comparaison entre les résultats 
analytiques des modèles et les résultats expérimentaux a montré l'importance des 
variations du coefficient d'échange lors du calcul de::: températures des composants 
6Jeclroniqucs en régime transitoire. 

- V.L. POKHORILER [34] utilise la méthode de résolution des problèmes de 
conduction inverse qui consiste, pour des transferts unidimensionnels, à déterminer les 
champs thermiques, à partir des températures et de leur dérivées successives en un ou 
deux points. L'auteur propose de se limiter aux températures et leurs dér:;vées premières 
par rapport au temps en multipliant les points de mesure; l'examen de cas théoriques 
réalistes prouvent que la précision obtenue est satisfaisante pour des applications 
technologiques. 

- V.A. MAKHIN et A.A. SHUKIN [35] développent une méthode générale permettant 
de résoudre des problèmes de conduction inverse, en vue d'interpréter des résultats 
expérimentaux de transfert thermiques. Cette méthode a été ulilisée pour la détermination 
de coefficie .lts d'échange h. 

- V.N. KOZLOV [36] impose sur une face d'un mur une température fonction du 
telnps. Ne pouvant expérimentalement accéder aux températures extrêmes de la paroi, il 
Gllcule un certain nombre de termes d'une série numérique à partir de mesures de 
température à la l'intérieur du mur, en divers endroits. Son modèle therm.ocinétique lui 
permet d'évaluer le coefficient h. 

- D. PETIT, J. DARD & A. DEGIOVANNI [37] utilisent une méthode d'évai.uation du 
coefficient h basée sur une technique impulsionnelle qui permet d'analyser les échanges 
de chaleur fluide-paroi, en régime thermique transitoire. Leur méthode expérimentale 
consiste à a ugmenter brusquement la température dans le matériau de la paroi grâce à la 
décharge électrique d'un condensateur; ce matériau est refroidi par une circulation de 
fluide (eau ou air). L'enregistrement de l'évolution de la température en un point de cette 
paroi, sur b face non soumise au passage du fluide, donne le thermograrnnle. L'étude 
théorique du régime transitoire permel: de déterminer à partir de ce thermogramme le 
coefficient d'échange thermiques fluide-paroi du ma téria u. 

Remarque 

Les méthodes de détermination du coefficient d'échanges thermiques ci-dessus 
concernent L~s échanges s'effectuant entre les parois du milieu et un fluide gazeux. 

Nous allons dans la suite présenter les méthodes concernant un fluide liquide. 

1.3.2.3. Ecoulement laminaire 

_ R. SIEGEL et M. PERLMUTTER [38] traitent le problème des transferts de chaleur 
dans un canal limité par deux surfaces planes et parallèles. Le fluide est incompressible, 
ses propriétés thermiques sont constantes. L'écoulement est laminaire et l'on suppose que 
sa vitesse est uniforme dans l'épaisseur du canal. Cette vitesse peut être fonction du 

. __ ~~'=~_~PS~~~~.~~9Jol-~-f)11~~~~~eJ!~~~~~~p~ti~~Y~~~:~~:~_.~~_r:_t.Jl-~_~IJ~~~;m~-:g~n~iW--~~ =-:0 



de flux quitte les parois. Les résultats sont comparés au cas où le coefficient d'échange 
paroi-fluide est constant, et où la température du fluide est uniforme pour une abscisse 
donnée. 

- RCC WANG, B.T.G. CHUNG et L.C THOMAS [39J étudient l,es échanges de 
chaleur en convection forcée, pour une couche limite laminaire, sur une plaque possédant 
une résistance et une inertie thermique.:;. Le fluide est supposé incompressible, sa vitesse 
ne varie pas en fonction du temps, la paroi reçoit sur sa surface inférieure un échelon de 
flux. Le modèle est bidimensionnel, la conduction axiale dans le solide et dans le fluide est 
négligée, les propriétés thermiques sont constantes, les dissipations \ isqueuses sont 
négligées. La plaque est isolée à son extrémité. Initialement le fluide et la paroi sont à la 
même température. En faisant l'hypothèse que la vitesse est constante dans l'épaisseur de 
la couche limite, les auteurs montrent que le coefficient d'échange part d'une valeur 
relativement élevée pour les temps faibles et passe par un minimum avant d'atteindre sa 
v,lk~ur du régime permanent. 

1.3.2.4. Ecoulement turbulent 

- H. KA WAMURA [40J considère les échanges entre le tube et un fluide en supposant 
que l'écoulement turbulent est complètement développé et que les propriétés physiques 
sont indépendantes de la température. Dans l'épaisseur du tube, un échelon de puissance 
est dégagé à partir de l'instant initial; cet échelon de puissance peut se superposer à une 
puissé1nce continue préexistante. Le;:; conditions aux limites sont les suivantes: 
température du fluide constante à l'entn~e du tube; surface extérieure du tubl2 isolée; à 
l'interface fluide-paroi la vitesse du fluide est nulle, sa température est égale à celle de la 
paroi et le flux est conservé. Connaissant à chaque instant la densité de flux pénétrant 
clans le fluiJe et les variations de température à l'interface (celles-ci sont relevées à partir 
des variations de résistance électrique de la portion du tube utilisée), l'auteur uDtient le 
coefficient d'échange. Il constate que, lorsque l'échelon de puissance se superpose à une 
puissance contÎnue préexistante, le coefficient d'échange passe par un maximum dans les 
premiers instants. 

1.3.3. Méthodes de corrélations empiriques 

Les méthodes empiriques utilisées pour estimer les valeurs de coefficients d'échanges 
thermiques convectifs sont déduites de l'expérimentation. Les résultats expérimentaux 
obtenus ont été regroupés sous forme générale par l'utilisation de nombres réduits [41]. 

Ces méthodes expriment le coefficü~nt h en fonction de la vitesse du fluide v, à l'aide 
de corrélations empiriques h = f(v) de forme générale: 

h = A + B.vn 

où: A, B et n: sont des coefficients: A (W.m-2.K-l) et B (W.m-(n+2l.K-l.srq 

v (m.s-1) : vitesse de l'évolution du fluide 

Remarque 

(I.23) 

L'expression (1.23) est une approche dont l'avantage est la simplicité i mais 
malheuresement il existe en pratique autant de corrélations que d'auteurs. La plupart des 
valeurs des coefficients d'échanges convectifs ont été répertoriées par M. PERRANDEAU 
[42] et A. ROLDAN [43]. 

.-
~ __ . _____ .~.. ____ .:.._.~ 15. 



A titre d'exemple, le tableau 1 [42 et 43] donne les valeurs des parar'1.ètres A, B et n 
dans le cas d'une paroi verticale. 

_ ...... '._ ....r-

Tableau 1 : Valeurs des paramètres A, B ct n dans le cas d'une paroi verticale. 

AUTEURS A B n 
NLJSSELT & JURGES 

v:::;5 (mis) 5.8 4.1 1 
v>5 (mis) 0 7.3 0.78 

--
STUI<'ROCK 11.4 5.7 1 
FERRIES 2.5 3.5 1 
KIMURA 

paroi au vent 
v:::; 2 (mis) 0 8 0.605 
v> 2 (mis) 0 12.23 1 

LARET 
v ~ 1 (mis) 0 2 1 
v> 1 (mis) 2 4 1 

CROISET 3.1 4.1 0.605 -
ITO [44] 

Paroi au vent 
v::;; 2 (mis) 11.7 0.3 1 

2<v<8 (mis) 6.7 2.8 1 
v> 2 (mis) 15 1.8 1 

-
CRANK [451 5.7 3.8 J 

Nous présentons les Profils du coefficient h construits à partir du tableau ci-dessus. 

N' 
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Figure 1.9: Profils du coefficient convE?ctif h pour une vitesse du fluide v :::; 2 (mis) 
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Figure LlO: Profils du coefficient cOllvectif h pour une vitesse du fluide v > 2 (mis) 

Nous pouvons remarquer sur les figures 1.9 et 1.10, que les résultats du coefficient h 
obtenus par les Auteurs cités sont très différents. 

- MAC ADAMS [46] a établit l'expression permettant d'évaluer le coefficient h en 
tenant compte des températures de la paroi Tp, du fluide (au loin de la paroi) Toc et de la 
vitesse du vent: 

(1.29) 

- Le groupe de coordination des textes techniques (Document Technique Unifié 
/lD.T.U") [47] adopte la valeur suivante du coefficient d'échange par convection à 
l'extérieur d'un mur: 

h == 16,7 (1.30) 

1.3.4. Méthodes des abaques 

Par utilisation des variables réduites (variables adimensionnelles), des abaques ont été 
élaborés à partir d'expériences et d'expressions empiriques [25]. 

Le coefficient de convection h est lié à la variable réduite de NUSSELT (Nu) par une 
corrélation empirique de type [48] : 

A$ h.D 
Nu(v,AT,Gr,Re,Pr) = AT = À (1.32) 

où: v : vitesse du vent; Gr: nombre de Grashoff; Re: nombre de Reynolds; 
Pr : nombre de Prandtl; AT: Différence de température entre la paroi et le 
fluide; D: Dimension caractéristique de l'échantillon. 

-
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La variable réduite Nu( v, .1T, Gr, Re, Fr) dépend de l'expérimentation, de la géométrie 
et de l'état: de la surface d'échange et des caractéristiques de l'écoulement du fluide 
environnant. 

De cette corréla tion est déduit le coefficient d'échange h qui s'exprime: 

h == f(Nu) 
À 
ï5 Nu(v ,AT/Gr, Re, Pr) (1.33) 

1.3.5. Remarque sur les méthodes de mesure du coefficient d'échanges thermiques 

La diversité des valeurs de coefficients d'échanges convectifs 11 montre que toutes ces 
méthodes restent tributaires des conditions d'expérimentales. 

1.4. CONCLUSION 

L'étude bibliographique montre que les principales méthodes de détermination des 
coefficients de diffusivité se classent en deux groupes: les méthodes utilisant la technique 
du régime dynamique fréquentiel et celles utilisant la technique du régime dynamique 
transitoire. Les méthodes de détermination des coefficients d'échanges thermiques se 
classent en trois groupes: les méthodes basées sur le régime permanent, celles basées sur 
le régime transitoire et enfin les méthodes utilisant les corrélations et/o0. abaques 
empiriques. 

Les méthodes ulilisanlles corrélations (abaques) empiriques reslent lributélires des 
conditions d'expérimentation; ce qui explique la diversité des paramètres empiriques 
pour le calage des modèles retenus selon l'auteur. 

Ces méthodes font une caractérisation de matériaux dans des conditions de 
laboratoires, où les contraintes de taille de l'échantiEon et d'ambiance sont idéales 
comparativement aux conditions réelles ci'exploitation du dispositif tout entier (contenant 
le matériau) ; ceci peut entraîner à ce que le comportement du matériau au cours de son 
fonctionnement dans les conditions réelles soit très différent de celui observé au 
la bora toire. 

Chacune des principales méthodes de caractérisation ne permet la détermination que 
d'un seul des paramètres thermophysiques (a, À, h). Cela peut s'expliquer par le fait que 
la détermination de la diffusivité nécessite la connaissance des conditions aux limites de 
types Fourier, donc la connaissance du coefficient d'échange h). Ces coefficients sont 
supposés connus ou sont calés à des valeurs élevée (22] à l'aide d'un conditionnement de 
l'échantillon. De même la détermination des coefficients d'échanges thermiques suppose 
que la conductivité À (ou diffusivité a) est connue. 

Pourtant, pour un matériau composite (local par exemple), il n'existe a priori 
aucune information concernant les valeurs des paramètres caractéristiques 
thermol'hysiques (a, À et h). Il se pose alors le besoin de les déterminer. 

Pour une meilleure illustration de l'importance des paramètres caractéristiques 
thermophysiques (a, À et h), nous allons dans le chapitre suivant, no":.lS intéresser à 
l'influence sur les transferts de chaleur, (provoquée par leurs variations), en se servant des 
modèles résistifs. 
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11.1. INTRODUCTION 

Après l'étude bibliographique faisant ressortir la nécessité d'une meilleure 
connaissance des paramètres thermop hysiques, nous allons nous intéresser à l'étude de 
l'influence des paramètres caractéristiques thermophysiques (a, Â, et h) sur les transferts 
de chaleur. Nous nous servirons de modèles résistifs et étudierons les profils du flux de 
chaleur et de la températures obtenus à partir de ces modèles. 

Dans cette partie, nous nous intéressons à la modélisation et à l'étude en régime 
permanent, de la conduction monodimensionnelle de cLaleur dans un mur plan (mur de 
longueur et hauteur très grandes comparativement à son épaisseur). 

Compte tenu de l'analogie entre les phénomèneJ therrnique et électrîque, nous 
déterminons, à l'aide de la solution de l' éq ua tion de cond uclion de chaleur, les modèles 
résistifs équivalents du mur plan, correspondant aux différents types de conditions aux 
limites. 

Après quelques rappels sur les notions de thermique, nous écrivons l'équation de la 
conduction monodimensionnelle de la chaleur. Ensuite, partant de la solution de cette 
équation munie des conditions aux limites, nous déterminons les modèles résistifs 
équivalents correspondant. 

Nous considérons séparément deux cas: 

- un mur sans source ni puits interne de chaleur (P s=O et P p=O); 

- un mur avec source interne de chaleur (Ps;t:O et Pp=O). 

11.2. RAPPELS 

Les ra~)pels que nous donnons concernent les notions, de la loi de Fourier, de 
conductivité thermique, de diffusivité, de flux thermique et eniin de densité de flux 
thermique. 

II.2.1. L'li de Fourier 

Soit un milieu continu homogène (même caractéristiques thermophysiques) el 
isotrope (caractéristiques thermophysiques du matériau constantes dans toutes les 
direclions) ::t immobile, de température non uniforme et thermiquement isolé (Fig. 2.1). 

~i 
s --_._--' 

Figure 2.1 : Elément de surface isotherme 

La loi fondamentale (loi de Fourier) exprime qu'une surface isotherme S de 
température T est traversée dans la direction n et durant l'intervalle de temps dt par la 
'quantité de chaleurdQ qu1!/~~Er!mé~pi1~'''; .. .-~~---- -"--- . . .. -- ~ 
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dT 

aT 
dQ = - À. S an at (ILl) 

où: an désigne le gradient de température dans la direction normale à la surface S au 

point A (vecteur orienté dans le sens des températures décroissantes) 

À: définit la conductivité thermique du milieu au point A considéré. 

II.2.2. Conductivité thermique 

En général la conductivité À est une fonction de la température, de la direction 
(anisotropie) et d'espace (homogénéité). Dans le cas des matériaux anisotropes mais 
homogènes comme par exemple le bois, l'opérateur À est un tenseur du second ordre 
composé de plusieurs coefficients de conductivités Àij avec i,j=l,2,3. Le milieu est dit 
orthotrope lorsque les coefficients Àij se réduisent au nombre de trois (Àll, À22, À33) 
correspondant chacun à une direction qui est perpendiculaire aux deux autres. Pour les 
matériaux homogènes et isotropes, les vecteurs de flux et de gradient de température ont 
une même direction; ils sont orthogonaux à la surface isotherme sur laquelle se trouve le 
point P considéré. L'opérateur À correspond alors à un tenseur sphérique et donc 
entièremen'- défini par une grandeur scalaire positive À appelée coefficient de conductivité 
thermique. 

La loi de Fourier s'écrit dans ce cas s'écrit : 

(11.2) 

Il.2.3. Flux et densité de flux thermique 

Le flux thermique cI> est la puissance échangée par la surface S : 

aQ aT 
cI> = Tt == - À. S an (11.3) 

La densité de flux thermique cp est la puissance échangée par unité de surface S: 

(lIA) 

Pour une surface S de normale unitaire n (Fig. 2.1), le flux thermique <1> peut 
s'exprimer par: 

--7 
<l> =cp. rt 5=;-À.grad T (I1.5) 

II.2.4. Analogie entre les phénomènes thermique et électrique 

Les bases théoriques des méthodes de l'analogie électrique reposent sur la similitude 
des processus de conduction thermique et électrique. Les champs de conduction en 
régime permanent peuvent être ~onsidérés sans ambigu!té c~mme :e:evant ~es mêmes 
processus: vecteur champ thermIque et vecteur champ electnque der.lve;tt bl~n tous les 
deux d'un p~tentie! sc~la~!:~_\re~p~ctive~ent la te~p~:,:!u~e et l~Eo!~n_~el~lectnq~:el et les_ 
__ _-" - ..... _.;::;:. __ •• _ - _C!o "'_~=...:.._ ~ __ ~~ _ . 

~-~--~~:.~- _. ~_-:--~~;,-,~--"-" .... -,. . -
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é;1~~tions phénomé.nologiques des deux processus étant identiques, l'analogie est 
legltlme. Les expresslOns correspondantes de cette analogie sont données dans le tableau 2 
ci-dessous. 

Tableau 2 : Expressions correspondantes de l'analogie thermique/ électrique 

Equations et grandeurs Phénomène Phénomène Electrique 
Thermique 

Quantité cle chLlleur / Charge Qt Qe 
électrique -Potentiel: Electrique / thermique T E 

~uation général --
L\T =: 0 L\E =: 0 

Densité de : courant / Flux -t -t -t -~ 

<p =-Â.gracl T J =-Y.grad E -Flux / courant <I> = <p.5 1=/5 

aQt 1 
ClQe 

<l> _.- ----- ê)t - ë1t 

Conductivité Â y 

Résistance: Rt = L/(Â.5) Re = L/(YS) 
Conclu .::tance Gt=(Â.S;L) Re=(Y.5;L) 
Lois d'Ohm (pour un tronçon a b) Ta - Tb = Rtab· <I>ab Ea - Eb = I~ab·lab 

Lois de Kirchhoff : 
n n 

,. 1 ère loi L <!)j = 0 L Il =0 
i=1 kl 

~. ~ f--o- . .~~ ~'''~_~''''_'''~~''~U_'''U_'' .. _~ ~~.~~~~"'~ ...... """'~ 

n n 11 11 

"2ème ]oi p, L Rti. <!Ji ::: U LEi + l ReiIt' () 
~~ fi + 
[,=1 i=1 i=l i~t 

--
CJpacité Ct::: p.V.C Ce= p.V.c 

Constante de temps 'Ct = 1/ (Rt .Ct ) le = 1 / (~,Ce) 

II.3. EQUATION DE CONDUCTION MONO DIMENSIONNELLE DE LA CHALEUR (MUR l'LAN) 

Pour écrire l'équation de conductior~, nous faisons les hypothèses suivantes: 

Hypothèses de travail 

-la 'conduction de chaleur est monodimensionnelle ; 

- le mur plan est homogène et isotrope (1,. =Cte) ; 

_ l'influence des variations de température sur les valeurs de la capacité thermique 

p.C et de la conductivité À. est négligeable. 

Soient deux surfaœs planes (Fig. 2 .. 2) infinies isothermes Sx et Sx+dx de températures 

respectives T xs et T xs+dx et traversées par les flux thermiques respectifs <Dx et <Dx+dx . 
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Figure 2.2 : Mur plan 

Le bilan d'énergie pendant l'intervalle de temps dt s'écrit. 

êJT 
p.e S.dx.dt (11.6 ) 

où: S = Sx = Sx+dx: surface des parois avant (x) et arrière (x+dx) 
PSI Pp: respectivement, source et puits de chaleur par unité de volume 

p , e : masse volumique et chaleur spécifique respectivement 

La relation résultant du bilan peut se mettre sous la forme: 

(IL7) 

Par application du théorème des accroissements finis limité à la première dérivée 
spa tiale, le terme ( (<I>x+dx -<I>x) 1 dx) peut~tre transformé en différen tielle partielle a<l> 1 dx. 

Ainsi l' équation monodimensionn,,~lle de la chaleur sous sa forme différentielle est 
exprimée pz.r : 

(IL8) 

En tenant ompte de la relation (II.3), la dernière explession devient: 

a [ aTJ dT ax -À.5;)x -Ps.5+Pp.5 =-p.C.S at (11.9) 

d. 
En régime stationnaire aT = 0, l'équation (11.9) s'écrit: 

a [ aT-~ - À.5 a- ,- P s.5 + P p.5 = a 
(X X ... i 

(ILIa) 

II.3.l. Diffusivité thermique 

Si nous admettons que les variations de (p.e) et À en fonction de la température sont 

négligeables p.C=Cte et À=CteL l'équation (II.9) s'écrit: 

~[dT] p s. + ~ _ p.eaT 
ax wax - À À - - À at 
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· Le r~1?port (P'~/,Â.~, souvent noté par "a" ou :'a", représente la diffusivité thermique; 
Il caracten :e la rapldlte avec laquelle la chaleur dIffuse dans un matériaux donné. 

II.3.2. Conditions aux limites du milieu 

La solution (lorsqu'elle existe) de l' équa tion (IL 11) nécessite une précision des 
conditions initiales et celles aux limites du mur plan. Ces conditions expriment le champ 
thermique à l'instant t=o et les relations vérifiées par la température et (ou) le gradient de 
tem pér;) ture fi la frontière avec le milieu extérieur. Les transferts sur les frontières font 
intervenir des échanges de chaleur par conduction (entre deux milieux solides), par 
convection (entre milieu solide et fluide) et enfin par rayonnement de courte longueur 
d'onde et/ou de grande longueur d'onde (entre solide-solide, solide-fluide et fluide
fluide), 

Il existe trois types de conditions aux limites du milieu: 

a) - conditions de températures imposées aux limites (conditions de Dirichlet) ; 

b) - cunditions convectives aux surfaces limites (conditions de type Fourier
Neumann) ; 

- conditions radiatives aux surfaces (conditions de type Fourier Neumann). 

c) - conditions mixtes (convectives et radiatives). 

lIA. MODELES ELECTRIQUES EQUIV ALE1'HS AU MUR PLAN 
SANS 80URCE NI PUITS TI-IERMIQUES INTERNES (P s=PI'=O) 

Pour un mur plan sans source ni puits thermiques internes, l'équation (II. 11) devient: 

01.12) 

Les modèles résistifs équivalents au mur plan, sans source ni puits thermiques 
internes, sont déduits de la solution de l'équation (IL12) pour un type défini de conditions 
aux limites. 

Pour chacun des trois types de conditions aux limites, nous déterminons donc le 
modèle résistif équivalent correspondant. 

II.4.l. Modèle résistif du mur avec des températures 1.mposées aux limites 

Pour des raisons de contraintes e)(périmentales, la maîtrise du fl ux de chaleur 
traversant le mur plan exige à ce que l'on impose à ses limites des températures régulées 
(maintenues constantes de façon automatique), 

Considérons un mur plan (Fig. 2.3) d'épaisseur (xL-XO) et dont les températures des 
faces T pl et T p2 sont constantes (imposées). 

~ 
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Figure 2.3 : Mur plan avec des températures irnposécs aux lirni les 

Résolvons l'équalion (11.12) munie des conditions aux limites (Fig. 2.3) suivantes: 

où: T pl : est la température imposée à la face avant (x=xo) 

Tp2 : est la température imposée à la face arrière (x=x t ) 

De l'équation (II.l2), nous avons: 

Alors: 
dT 

<P :=: ete == - À.5 dX 

En passant des différentielles partielles aux différentielles totales il vient: 

<P 
-dT:=- dx 

À.5 
En intégrant nous obtenons: 

Ainsi nous avons: 

T
xs 

x 

- f dT == f ~ dx 
À.S 

Tp1 x o 

<P 
i1T(x) == Tpl - Txs = - (x - Xo) 

À.5 

De l'équation (II.14), le flux <I> peut être déterminé pour X=XL et T(xJ=Tp2: 

<P = À.5 (T pl - T p2) 

(XL - xo) 

(Il. 13 ) 

(II.14) 

(II.IS) 

La température Txs (voir Fig. 2.3) pour un point situé à une distance x de l'origine (Xo) 

a pour expression: 

<I> 
T xs := T(x) = - --- (x - xo) + Tp1 

",.5 

En remplaçant le flux <P par son expression (II.1S),la relation (I1.16) devient: 

(x - xo) 
T xs = T(x) = - -( _ --) (Tpl - Tpû + T?l 

XL Xo 

01.16) 

(II.17) 



L'équation (II.16) peut également se mettre sous la forme: 

i1T(x) = Tp' - T xs = R(x).<D (11.18) 

où R(x) est la résistance tllennique die conduction exprimée par : 

l 
R = R(x) == '\ (x - xo) 

11..5 (IL 19) 

A l'aide de la loi d'Ohm thermique la relation (l1.15) peul s'écrire: 

(II.20) 

où R(xL) est la résistance thermique dl~ conduction du mur d'épaisseur Xu exprimée par: 

l 
R = R(x ) = -- (x - x ) 

L À.5 L 0 (II.2I) 

De cette expression, nous déduisons le modèle résistif équivalent au mur dont les 
deux faces sont à des températures imposées (Fig. 2.4), 

x 

T.Pl ~ ... Üti Tp2 

mr • 

Figure 2.4 : Modèle résistif du mur plan avec 
des températures imposées aux limites 

Résistance thermique linéique : 

Considérons la résistance thermique R(x) définie par le relation (IL 19). En prenant la 

différentielle il vient (À et S étant des constantes) : 

1 
dR =-- dx 

À.s 

La résistance linéique Ra est définie par: 

dR 1 
- - ----R 
dx - À.S - 0 

(IL 22) 

(11.23) 

Connaissant la résistance par unité de longueur (résistance linéique Ru), nous pouvons 
discrétiser le modèle résistif équivalent au mur (Fig. 2.4), en modèles élémentaires (Fig. 
2.5), 
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Alli ~I <I> ~--'NItr-1,2 VNi ,,,y ':" 
l (o.dx 

1 

Ro.dx : Ro.dx 

Tpl 

1 1 

dx 
1 

dx 
1 

_1 ..... 1 .... dx 
1 -

Figure 2.5 : Modèle résistif discrétisé du mur plan avec 
des températures imposées aux limites 

11.4.2. Profils du flux de chaleur en fonction 
de Â. {conditions aux limites type Dirichlet) 

Les profils du flux <1> sont obtenus à partir de l'équation (Il. 15). 

Tp2 
e-

1 
1 

1 

;-1 

La figure 2.6 représente le flux <I>()'.) de chaleur traversant le mur pour les valeurs: 
xL=O.1m; TpI=(25; 30 et 40)OC; TP2=25°C; 5=1 m2. 

Figure 2.6 : Profil du flux <I>(Â.) en fonction de la conductivité )" 
pour différentes valeurs de TPI =(25 ; 30 et 40)°C 

Nous c..mstatons que le flux de chaleur traversant l'épaisseur du mur, croit de façon 

linéaire avec la conductivité Â. pour TpI > TP2' Le flux varie de 0 (pour Â.=O) à 1500 W (Â.=10 

W l(m.oC) et TP1=40°C). 

Pour le caS [Pl = TP2 le flux <I> est nul quelque soit la valeur de Â.. 

La figure 2.7 représente le flux <I>(Â.) de chaleUl traversant le mur po llr les valeurs: 

XL=O.1 m ; l Pl =30°C ; TP2=(25;30;35;50)OC ; 5= 1 m 2
. 
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o 2 ~ 6 9 10 

À ( W ICm. OC) ) 

Figure 2.7: Profil du flux c:!>(À) en fonction de la conductivité À, 
pour différentes valeurs de TpF(25 ; 30 ; 35 et 50)°C 

Nous remarquons que pour TpI > TP2, le flux est positif (c1>(À) >0) et TPI < Tp2/ le flux 
est négatif (c1>O~) <0). En effet le signe du flux indique le sens du transfert de chaleur. 

Ainsi nous avons: 

- c1>(À) > 0 : pour un transfert de chaleur de la première face vers la deuxième 

- <1'(À) < 0 : pour un transfert de chaleur de la deuxième face vers la prem.ière 

11.4.3. Modèle résistif du mur avec des conditions convect1ves aux limites 

Imposer une température sur une paroi nécessite une régulation automatique qui peut 
être complexe selon le dispositif et la précision exigée. Dans la réalité,. le mur est en 
interaction avec l'ambiance dans laquelle il baigne. Ces interactions se traduiser,t par des 
échanges de chaleur qui s'effectuent de manière à ce que l'ensemble soit thermiquement 
équilibré. Considérons un mur plan (Fig. 2.8). 

Figure 2.8: Mur plan avec des conditions convectives aux limites 

Le bilan thermique du mur (Fig. 2.8) conduit à l'expression suivante: 
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Le flux convectif <Del sur la première paroi (face avant)T pl a pour expression [25] : 

<Del =helS (Tn - Tpl ) 

où he1 : coefficient de convection sur la première paroi (face avant) 
Tn : température du fluide en contact avec la première paroi 

T pl : température de la première paroi 

La rda tion 01.24) s'écrit : 

où Rel es l la résistance thermique de con vection de la première paroi: 

1 
Rel == -h------c 

ç1.o 

Le flux convectif <De2 sur la deuxième paroi (face arrière) T pZ a pour expresfion : 

<Pe2 =hc2 's (T p2 - Td 

où he2 : coefficient de convection sur la deuxième paroi (face arrière) 
Tf2 : température du fluide en contact avec la deuxième paroi 

T p2 : température de la deuxième paroi 

LI expression (IL27) s' écri t : 

où : Rel est la résistance thermique de convection de la deuxième paroi: 

1 
Rc2 =: -h-~-S 

c2' 

l.e flux de conduction du mur est donné par (11.20) : 

1 
<D = R (Tpl - T p2) 

d'Ull: 
T pl - Tp2 = R<l) 

D'autre pan les bilans thermiques sur chacune des parois s'écrit: 

paroi 1 : 

paroi 2: 

Ces deux dernières relations conduisent à l'égalité: 

Ainsi: 
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(11.25) 

(I1.26) 

(11.27) 

(I1.28) 

(II.29) 

(TT 30) 
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(T p2 - Tn) = R:2'<P 
La sommation des trois dernières relations donnent l'expression suivante: 

(Tf1 - Tn) =(R:l + R + Re2) <l> = LR.<l> (II.32) 

De la rdation (II.32) le flux <P peut être exprimé par: 

({) ___ iIf~ Ta) ___ S.(Tf!_:.:rf~ 
- (Rel + R + Rd [1 XL 1] 

he; + -:;: + hc2 

(II.33) 

La température Txs (voir Fig. 2.7) pour un point situé à une distance x de l'origine Xo a 
pour expn ssion : 

T(x) = - - --- + - + T 1 [1 X} 
S hel À f1 (I1.34) 

En remplaçant le flux <P par l'expression (II.33) nous aurons: 

[ h~l + ~] 
T(X)==-[- 1 ~~~~. 1~~1' (Tfl-Tf2)+T fl 

hd À hc2 

(II.35) 

La relation (11.32) est analogue à la loi d'Ohm pour un tronçon comportant trois 
résistances en série. Ainsi le modèle résistif équivalent au mur (Fig. 2.9) avec les 
conditions aux limites convectives se présente comme un circuit résistif comprenant trois 
résistances en série. 

Tf1 
• 

x 

Tp1 <1> Tp2 

AMr 
Tf2 

',Ww . --...... ~~ • • -'r 
Rd Rxc R e2 

Figure 2.9 : ModèlE! résistif du mur plan avec 
des conditions convectives aux limites 
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II.4.4. Profils du flux de chaleur et de la température en fonction 
de À et h (conditions aux limites type Neumann-Fourier) 

Les proFils du flux <Il et de la température T sont tracés à partir des équation') (II.33) et 
(II.35). 

La figure 2.10 représente le flux <1>(À) de chaleur traversant le mur Dour les valeurs: 
XL =0.1 m; hcl=hc2=(O.001 ; 20 et 00) W l(m2.oC), Tf1 = 30°C, Tf2 = 25°C; S="1:n2. 

~o , 
:J3b 

he1 = 00 

4t(W)~2 

199 

9"1 / 
l'leI =20 

he1 =0.001 
-ro :r 

0.001 ~:.O '1.a 6 9 10 

À ( W/(m.oC) ) 

Figure 2.10: Profil du flux <1>(À) en fonction de la conductivité 'A, pour différentes 
valeurs des coefficients hc1:::he2=(O.001; 20 et 00) W /(m2.oC) 

Nous remarquons: 

- pour hel =hc2:::::0.001 W l(m2.oC), le flux cp de chaleur traversant l'épaisseur du mur 
est nul; 

- pour hcl:::he2=00 \Iv l(m2.oC), le flux <l> de chaleur est linéaire par rapport à À; 

- pour 0.001 < (hel =hc2 ) < 00 , la variation du flux cp avec À, passe progressivement de 
l'allure parabolique à celle d'une droite (pour hel=hc2 très grands). 

La figure 2.11 représente le flux ci>(hel) de chaleur pour les valeurs: XL =0.1 m ; 
hc2=(0.001 ; 20 et 00) W l(m2.oC), Tf1 ::: 30oe, Tf2 = 25°C; S=lm2. 

r 
he2=2Q.O __ ---~1 

4t(W) 2fdl 

Figure 2.11: Profil du flux <1>(hel) en fonction de hel pour différen tes 
Yaleur~~eJ1~=(O.OOl ; 20eLO<:?}WlUn2.oClc .. __ ~ .-... "-: ._._--~ 

"--- ,- --,. ... ~- ._. 
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Nous remarquons: 

- pour he2=0.001 W /(m2.oC), le flux <l>(he1)=Cte=0 quelque soit la valeur du 
coeLicien t d'échange he1 ; 

- pour 0.0.01 < he2 :;:; 00 ,le flux <1>(h e1) à l'allure d'une parabole qui tend 
asymptotIquement vers une valeur constante; Cela s'explique par le fait Dour une 
valeur donnée du coefficient d'échange h, les températures des parois i pl et T 2 

sont constantes ct d,ms cc cas le flux traversant l'épaisseur du mur esl constant. p 

~ous constatons également que pbs les pertes convectives de chaleur sur la paroi 2 
sont Importantes (grandes valeurs de h(1), plus le flux de chaleur lraversant l'épaisseur du 
mur est important. 

La figure 2.12 représente la tempéra.ture TO.) en fonction de la conductivi té thermique 
du mur pour les valeurs: x= (0 ; 0.03 ; 0.05 ; 0.08 et 0.1) m ; XL 1 m ; hcJ=hc2=20 
W /(m2.oC), Tf1 = 30°C, Tf2 = 25°C; S=lm2. 

~ ~----~--~--~--~ 
0.001 '!.a 4.0 6 0 10 

À ( W/(m.oC) ) 

Figure 2.12 : Profil de la température T(I,,) en fonction de la conductivité À pour 
différentes valeurs de la profondeur x= (0; 3 ; 5 ; 8 et 10) C111 

De la figure 2.12 nous constatons que lorsque la conductivité À augmente: 

-la tèmpérature décroît de 30°C vers la valeur moyenne 27.5 oC pour l'épaisseur x < 
XL /2; 

-la température croit de 25°C vers la valeur moyenne 27.5 oC pour l'épaisseur x> XL 

/2; 

-la température est con tante T(Â) :::: 25°C pour l'épaisseur x:::: XL /2; 

En effet plus le matériau est bon conducteur de chaleur (grandes valeur de À), plus 
cette dernière diffuse des zones chaudes (Tf1 =30°C) vers celles moins chaudes (Tf2=25°C) 
ce qui explique la croissance ou la décroissance de la température T(À). 

La figure 2.13 représente la température T(he1) en fonction du coefficient d'échange 
hel pour les valeurs: x=o cm; xL=O.l m; he2=(0.001; 1 et (0) W /(m2.oCt Tf1 = 30°C; Tf2 = 
25°C; S=lm2• 
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he 1 ( W /(m2.oC) ) 

Figure 2.13 : Profil de la température T(hcl> en fonction du coefficient dl échange hel 
pour différentes valeurs de hc2=(O.OOl ; 1 et (0) W /(m2 °C) 

Plus la valeur du coefficient hc1 est élevée, plus les transferts de chaleur entre le fluide 
il Tn et la paroi 1 sont importants. Pour une valeurs donnée de hc1, la température de la 
paroi Tpl tlmd vers celle du fluide Tfl1 et cela d'autant plus rapidement qu'il y a moins de 
pertes sur la paroi 2 (petites valeurs de hc2). 

B.4.S. Modèle rési.stif du mur avec des conditions 
convectives et radiatives aux limites 

Les interactions entre le mur et son environnement se manifestent par des échanges 
thermiques due soit au transport de masse (convection) soit au transport d'énergie 
électromagnétique (radiation) de gra.nde longueur dlonde (GLO) et/ ou de courte 
longueur dlonde ceLO), soit enfin par la combinaison des deux types de transport (cas 
réel fréquent) : convection et radiation. Dans ce paragraphe nous devéloppons le derniers 
cas. 

Soit le mur plan représenté par la figure 2.14, où la paroi 1 reçoit les flux convectif et 
radiatif. 

TpI Tp2 

Es--• ......, 

(Trl;hrl) - .. ......., 
<I>rl 

Figure 2.14: Mur plan avec des conditions convectives et radiatives aux limites 

Les bilans thermiques sur chacune des parois s/écrit : 

paroi 1 : <I>s + cJ>c1 + <I>rl = cJ> (11.36) 
---::-"--
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où: cDs flux solaire rayonnement de courte longueur d'onde (CLO) dont l'expression est: 

avec: (Ds ::: Sp.k.Es 

paroi 2 : <]) = cDc2 + cDr2 01.37) 

Les relations (II..36) et 0I.37) permettent d'écrire: 

(II.38) 

Les relations (II.36), (II.37) et (II.38) sont analogues à la première loi de KIRCHHOFF ( 
loi des noeuds). 

Le flux radiatif a pour expression [49J : 

cDr = cDpr = cr.êp.,sr.5p.Fpr(T p4 ~ Tr4) (11.39) 

où cr = 5,67.10-8 V\ .m-2 .K-4 : constante de STEFAN BOLTZMANN 

Ep, Er : facteUls d'émission de la paroi et du corps rayonnant, respectivement 

Sp : surface de la paroi exprimée en m2 

Tp , Tr : températuress de la paroi et du corps rayonnant en (K) , respectivement 

Fpr : facteur de forme entre les surfaces p (paroi) et r (rayonnante) 

Remarque 

L'expression OI.39) montre que le flux radiatif (GLO) est non linéaire par rapport à la 
température. Dans le but de trouve,( un modèle simple sous forme de loi d'Ohm 

thermique (L\T=R.<p), nous allons linéariser la relation 01.39). 

Linéarisation du flux radiatif (GLO) 

L'expression du flux radiatif (GLO) <Pr peut être linéarisée par [50] : 

<Pr = <Ppr ::: Sp.hr(T p ~ Tr) (I1.40) 

où le coeffiçient radiatif h r (analogue au coefficient convectif he) a pour expression 

Ainsi: 

où: Rrest la résistance thermique radiative: 

1 
Rr ::: ~h-S 

r' p 

Les expressions des différents flux sur la paroi 1 sont alors: 

- flux de conduction: 

- flux cùnvectif : 

(lIAl) 

(IL42) 

OI.43) 

(1I.44) 

·-::----::;:0!i:~7~ -", - --"-~--~. 



- flux radiatif (GLO) : 

rh _ ~Trl - T pI ) 
'-Vrl - R 

rI 
- flux solaire (eLO) : 

Les expressions des c'ifférents flux sur la paroi 2 sont: 

- flux convectif : 

- flux radiatif (GLO) : 

" (Tp2 - Td 
(vr2 = R 

r2 

(lIAS) 

(I1.46) 

01.47) 

01.48) 

En tenant compte des expressions des différents flux et des relatiGl1s (11.36) et (II.37) 
qui expriment la loi des noeuds thermiques, nous pouvons déduire le modèle résistif 
équivalent au mur plan (Fig. 2.15). 

Tp2 

x 

: .. -..... (Tr2; h r2 ) 

<l>cl 

Ts <1\ ..... ~~ 
Tp l Tp2 

TrI .... 
Rrl <Drl R r2 Tr2 

Figure 2.15: Modèle résistif du mur plan avec des conditions 
convectives et radiatives aux limites 

Remarque 

Généra 1.ement la température (équivalente) rayonnante de grandes longueurs d'ondes 
est presque ,égale à la température du fluide ambiant: TrI # Tf1 et T f2#Tp2 ' 

Dans ce cas nous pouvons écrire: 

En remplaçant <Pel et <l>rl par leur expressions respectives (U.44) et (II.45) nous aurons: 

(Tn-Tpl ) (Trl-Tpl ) [1 1 ] Tf1~l 
<1> = --J") + 1:> + <1>5 = (TEl - T pl) 'D + -R + <PS = '~R - + <l)s (11.49) 

'cl 'rI "'cl rI crI 

soit : 
(II.50) 
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où la conductance thermique équivalente Gcrl est déterminée par l'expression: 

~ 1 1 1 
Gerl == -R = -R + -};--- =S (he] + h rl ) :: S.her1 

crl cl "r 1 
Alors: 

(TeS - Tpl ) :: Rcrl·<I> 

où TeS est la température équivalente solaire exprimée par: 

k.Es 
Tes = Rcrl·<DS + Tf1 = -h + Tn crI 

Ainsi nous avons: 

La sommation des trois dernières relations donnent l'expression suivante: 

m.51) 

(II.52) 

(11.53) 

(11.54) 

(Il.55) 

A partir de la dernière relation, nous déduisons le modèle résistif équivalent 
représenté par la figure 2.16. 

Tes 
• 

Figure 2.16 : Modèll~ résistif du mur plan avec des 
conditions convectives et radiatives aux limites 

Le flux <I> dans l'équation (II.52) peut être exprimé par: 

(Tes - Tf2) <D - _. - -----.--~----.~ .. ---.~---::: 
-- (Rerl + R + Rcr2) - (l/S) [1/(h<:1+hrl) + Xl./À. + 1/(h,2+hr2)] (II.56) 

De la loi d'Ohm thermique: 

~T::: TeS - Txs :: Rcrlx·<I> 

nous dét~ruinons la température Txs (voir Fig. 2.9) pour un point situé à une distance x de 
l'origine Xo par l'expression: 

T(x) :: - R::r1 x. <I> + T cS (II.57) 

1 [1 x] T(x) == - -S -h -~h + - <I> + Tes 
cl+ rI À. 

m.58) 

/Chc1+hrl ) + x/À. ] 

,. ::--.36 



Nous remarquons que pour des températures Tr#Tf, la linéarisation des transferts de 
chaleur par rayonnement de grande longueur d'onde (GLO) conduit à l'expression du 
coefficient d'échanges thermiques global: hgi = he ri = hei + hri 

Cette expression indique que les effets convectifs et radiatifs sont additifs. 

II.4.6. Profils du flux de chaleur et de la température en fonction 
de À et h (conditions aux limites mixte) 

Les profils du flux <P et de la température T sont obtenus des équations 01.56) et 

01.59). La figure 2.17 représente le flux de chaleur <I>(À) en fonction de la conductivité À du 
mur pour les valeurs: hr1=hr2=(O.001; 20 et 00) W/(m2.oC), he1=he2=0.001 W/(m2.oC), 
(Tf1#Tr})=30°C (T(2#Tr2)= 25°C; xL=O.l m; S = 1 m2; k=O.5; Es=400 W 1m2. 

500 

00 

'375 

~(W) 

Z50 

20 
125 

hr 1 =hr2=0 .00 1 

0 1. 1 1 
0.01 2.G 4.0 5.a a.a 10 

À ( W/(m.oC) ) 

Figure 2.17: Profil du flux (p(À) en fonction de la conductivité À, pour différentes valeurs 
de hr1=hr2=(O.001 ; 20 et 00) W l(m2,OC) et hcl=he2=0.001 W j(m2.cC 

Lorsque la conductivité augmente, nous voyons sur la figure 2.17: 

. pour hr1 =h r2=0.001 W 1 (m2. OC), le flux de chaleur <I>(À) =Cte 00 W ; 

- pour h r1 =h r2=20 W 1 (m2.oC), le flux croit rapidement de 0 à 100 W, puis tend 
lentement vers la valeurs 130 W ; 

.. pour h r1 =h r2= 00 W j (m2.oC), <I>G~) croit de façon linéaire de 0 il 500 W (pour 
À=10W l(m.oC». 

Pour À=2 W l(m.oC), le flux de chaleur <I>(À) =Cte =100 W, quelque soit les valeurs hr1 

et hr2' Cela s'explique par la variation simultc',née de ces coefficients au numérateur et au 

dénominatEur de l'expression du flux <P donné par 01.56). En effet, la température Tes 
dépend également du coefficient convectif hc1' 

La figure précédente fait ressortir qu'en l'absence de transferts de chaleur convectifs, 
la contribution des transferts radiatif:, dans le bilan thermique des flux traversant 
l'épaisseur du mur, est importante et loin d'être négligeable. 

La figure 2.18 représente le flux de chaleur <I>(À) en fonction de la conductivité À du 
mur pour les valeurs: hr1=hr2=(0.001 ; 20 et 00) W/(m2."C); hc1=he2=20 W l(m2.oC); 
(Tn#Trt>=30°C i (Tf2#Tr2)= 25°C; xL=O.l In; S = 1 m2 ; k=O.5; Es=400 W 1m2. 
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Figure 2.1d : Profil du flux <1>(Â.) en fonction de la conductivité À, pour différentes valeurs 
de hr1=hr2=(0.001 ; 20 et "n) W /(m2.oC) et hc1=hc2=20 W /(m2 oC 

Nous remarquons sur la figure 2.18 : 

- pou" 0.001 ~ (hr1=hr2) < 00 W /(m2.oC), le flux de chaleur <1>(À) croit rapidement 
pour tendre asymptotiquement vers une valeurs constante; 

- pour h r 1 =h r 2= 00 W /(m2.oC), le flux croil. linéairement de 0 il 500 W (pour 
Ic=lC W / (m. oC». 

La figl.'re 2.18 montre que même en présence de transferts de chaleur convectifs 
imporant, la contribution des transferts radiatifs dans le bilan thermique des flux 
traversant l'épaisseur du mur, reste remarquable et donc non négligeable. Ceci s'explique 
par les fait que les deux phénomènes (ccnvectif et radiatif) sont additifs. 

La figure 2.19 représente le flux de chaleur <1>(h r 1) en fonction du coefficient 
d'échanges radiatifs h r2 du mur pour les valeurs: hr2=(O.001 ; 20 et 00) W /(m2.oC) ; 

bcl=hc2=20 W /(m2.oC), (Tn#Trl)=30°C; (Tf2#Tr2)= 25°C; À,=1 W /Ün.oC); XL=O.l m; S 1 

m2 ; k==O.5 ; Es=400 W / m2. 

~J===r_~--~--~--~ 
0.01 2>.D 4:>.0 60.0 00.0 100 

hr2=O.001 

hrl ( W l(m2.oC) ) 

Figure 2.19: Profil du flux <1>(hc1) en fonction de hel pour 
différentes valeurs de hœ::(O.OOl; 20 et 00) W /(m2.oC) 

Quand le coefficient d'échanges radiatifs sur la paroi 1 hr1 croit : 

- pour h r2=0.001 'VV !(m2.oC),le flux de chaleur <1>(hr1) = 0 W i 

Dr2_$,!J.9W 1 tI"l:13,:..o,Q, J~ aUXcpJhrü décroît de 200 :Y.:Lf.pour À==:.Q..QL...-=. 
- -". ~.'-

. 38- - -".:=:::::::_~:=;:=-: :-":-:~~~ 



W l(m.oC» vers une valeur constante d'autant plus petite que le coefficient 
d'échanges radiatifs hr2 et faible. 

Le flux ct> traversant le mur est relativement important pour les grandes valeurs de hr 2 ; 
en effet pIns la paroi 2 rayonne, plus le flux ct> est élevé. 

La figure 2.20 représente la température TCÀ) en fonction de la conductivité thermique 
du mur pour les valeurs: x= (0 ; 0.5 ·~t 0.1) m ; hr l ==h r2=h cl hc2=20 W 1 Cm2.oC) ; 
(Tn#Tr l)=30°C, (Tf2#Tr2)= 25°C; xL=O.l m; S=lm2; k=O,5; Es=400 'vV 1m2. 

~ -~--~--~--~~ 
0.01 2.0 -'I.a 6.a (l,a 10 

~(W/(m.oC) ) 

Figure 2.20 : Profil de la tempéra ture TO.) en fonction de kt conducli vit(· le 
pour différentes valeurs de la profondeur x= (0 ; 5 et 10) cm 

J .orsqul' la conductivité À augmente (voir figure 2.20) : 

- la tem pl ra ture décroît de 35°C vers 1:1 valeur moyenne 30 oC pour l'épaisseur x < XL 12; 

la température croit de 25°C vers la valeur l1î.oyenne 30 oC pour l'épaisseur X > XL 12; 

-la température est contante T(À) == 30')C pour l'épaisseur x = XL 12; 

Nous constatons également que la température de la paroi 1 CT p1 =35 OC) est plus 
grande que celle du fluide (Tf1=30 OC), Ce qui n'est jamais le cas lorsque les transferts 
radiatifs de chaleur sont nuls. Du fait que (Tpl=35°C) > (Tn=30°C) est dû donc à l'apport 
de chaleur par les transferts radiatifs de GLO et CLO. 

La figure 2.21 représente la température T(hr l) en fonction du coefficient d'échanges 
radiatifs h)'2 du mur pour les valeurs: hr2=(1 ; 5; 20 et (0) W l(m2,OC), hcl=hc2=20 
W l(m2.oC), (Tn#Tr l)=30°C, (Tf2#Tr2)= 2SoC; À=l W l(m,OC); x=O cm; xL=O.l m; S = 1 m2 

; k=O,5 ; Es=400W 1 m2. 
10D ,...--.,.. --r-----,-----r----., 

10D 

Figure 2.21 : Profil de la température T(Itel) en fonction du coefficient d'échanges hc1 
pour différentes valeurs du coefficient h r2=(1 ; 5; 20 et (0) W l(m2.oC) , 



Plus la valeur du coefficient hrl est élevée, plus les transferts de chaleur entre 
l'environnement et la paroi 1 sont importants. 

- pOUl' 1 ::;; hr2 < 00 W!(m2.oC), la température T(hrl) décroît très rapidement au début 
pour tendre vers 30 oC pour hq=100 W !(m2.oC); 

- pour hr2 == 00 W!(m2.oC), la température T(hrl) =30 oC 

Nous remarquons sur la figure 2.21, que plus les pertes radiatives de chaleur sur 
laparoi 2 sunl grandes (grandes valeurs ete hr2), plus la température T diminue lorsque hr 1 
augmente. 

11.5. MODELES ELECTRIQUES EQUIVALEr.jTS AU MUR PLAN AVEC 

SOURCE THERMIQUE INTERNE DE CHALEUR (Ps:f.O; PI'==O) 

II.5.l. Définitions 

- Une source thermique interne d'un milieu donné est définie par la puissance 
thermique qu'elle produit par unité de volume (du milieu considéré). 

- Un puits thermique interne est de même défini par la puissance thermique qu'il 
absorbe par unité de volume du milieu. 

En général la puissance produite ou absorbée est une fonction f (M,T,t) de la position 
du point M, de la température T et du temps t: 

P == [(M,T,t) 

Les cas particuliers existants peuvent être regroupés en 3 catégories [49] : 

a ~ SOllrce linéaire par rapport à la température T : 

Ce cas correspond à une production de chaleur par Effet Joule (exemple échauffement 
d'un conducteur électrique plein), L'expression de la puissance est donnée par: 

P == A(M/) + B(M,t).T 

où: A(M,t) et B(M,t) sont des constantes fonctions de la position M et du temps t et qui 

sont exprimées en W 1m3. 

b - Source exponentielle par rapport à la température T 

C'est le cas d'une production de chaleur dans une réaction chimique exothermique. La 
puissance est exprimée par: 

P = Ao.exp(-u/T) 

où: Ao (W 1m3) et u (degré absoiu K) sont des constantes et T la température en degré 
absolu K. 

c - Source ponctuelle 

La puissance P dissipée par une source ponctuelle traversant une surface sphérique de 
rayon r, a pour expression: 

cI> = 4.1t.Â..r( T + C) 

où: C est une constante déterminée par les conditions aux limites de la demi-sphère 
(r==;û.et r=rsp=rayonde la sp~~~_~!:~ -~ ,..;:.;;~-_._-



Nous prenons pour source interne de chaleur, un ensemble de deux plaques parallèles 
aux faces du mur (fig. 2.22-a), placées à la distance Xel de l'origine X

01 
entre lesquelles 

circule un fluide chaud de température Tfc. 

Figure 2.22-a : Mur plan avec source thermique interne 

i i 1 t 
1 1 1 1 

: et: e : et: -- ........ -~ .. _---- ....... -~-_. 
t 1 t f 
t 1 • 1 
1 1 1 1 

Xil XI2 
---------ili-tl-t-I--I 1 Il 

xcl ~ xe2 

Figure 2.22-b : Zoom sur la source thermique interne 

x 

...... 
x 

Pour un régime permanent avec source thermique interne (Ps*O) et sans puits (Pp==O), 
l'équation (11.11) devient: 

d<l> 
- !) S -0 dX - S' - (11.60) 

La puissance totale produite par la source peut s'écrire: 

~ .. ~~=~=Pgy = Ps.s.d2' 



De cette dernière expression la puissance par unité de volume est: 

<l>s 
Ps :;:= S.dx 

En remplaçant 01.61) dans l'équation 0[,60) nous obtenons: 

d<l> Cl>s 
dx - S.dx S = 0 

<Vs 
d<V = -' dX dx 

En passant des différentielles partielles aux différentielles totales il vient: 

d·l> =<1>5 

où: <1>0 : flux entrant par la première paroi du mur plan 

<I>L : flux sortant par la deuxième paroi du mur plan 

(II.61) 

(I1.62) 

(II.63) 

(Il. 64) 

L'équation (II.64) traduit le bilan thermique appliqué au mur plan comportant une 
source thermique interne <l>s. Cette équation représente également la première loi 
thermique de Kirchhoff (loi des noeuds). 

II.5.2. Modèle résistif et puissance thermique de la source 

Soient Tf CI Ti et Te les températures r'~spectives du fluide chaud et des parois intérieure 
et extérieure de chacune des deux plaques de la source (Fig. 2.22-b) de longueur Lt dont le 
matériau a pour conductivité thermique À.t. 

Pour la détermination du flux <I>s qui s'écoule de la source (fluide chaud) vers la 
surface extérieure en contact avec le mur, nous allons déterminer la résistance globale 
entre le fluide chaud (à la température Tfc)et la surface GU mur (à la température TInel ). 

Cette résistance globale comprend la résistance de conduction de la plaque Rt, la 
résistance de convection au niveau de sa paroi intérieure Rdt et la résistance de contact 
entre sa surface extérieure et le mur dans lequel il est placé Rom. 

a) Résistance thermique de conduction d'une plaque Rt 

La résistance d'une plaque est donnée par la relation: 

où: Rt : résistance thermique de conduction de la plaque d'épaisseur (re-r) 

At : conductivité du matériau constitutif de la plaque 

et: épaisseur d'une plaque 

St : surface d'une plaque 
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b) Résistance thennique de convection à l'intérieur de la plaque Rcit 

La paroi intérieure de la plaque est chauffée par le passage d'un fluide chaud (source 
de température Ts) donc par convection. 

Le flux con vectif <Doi (Fig. 20) sur la paroi intérieure de la plaque est exprim.é par: 

(1I.66) 

OÙ hci! est le coefficient de convection d€~ la paroi interne de la plaque. 

La différence de température du fluide et de la paroi intérieure (Tfe - Ti) a pour 
expression: 

avec 

1 
Rd! =-h· S 

at- t 

où: Rdt : résistance de convection sur la paroi intérieure de la plaque 
St : surface latérale intérieure d'échange de chaleur (SI= 1) 

c) Résistance de contact à l'extérieur de la plaque Rcont 

(11.67) 

(II.68) 

(II.69) 

Deux cas peuvent se présenter au niveau de la surface extérieure d'une canalisation 
(tuyau) placée dans un milieu donné: 

- contact parfait: la surface extérieure de la plaque est alors à la même température 
que le point du mur en contact : 

Tel=Tmel (IL70) 

- contact imparfait: du fait des irrégularités ou des rugosités des surfaces en contact 
les températures Tel et Tmel sont différentes. On définit dans ce dernier cas une 
résistance de contact Rcont qui est la cause de la chute de températures: 

(IL71) 

Le bilan thermique appliqué à une plaque donne: 

Cette relation traduit que le flux provenant de la source (fluide chaud) est le même 
que ceux tn. versant la paroi intérieure et l'épaisseur de la plaque. 

Ainsi nous avons: 

La somme d 2S trois dernières expressions donne: 
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(II.72) 

Cette dernière relation montre que la résistance globale entre le fluide chaud à la 
tempéra,ture Tfe e,t la,s~rface du mur (en contact avec le tuyau) 2. la température T me1, est 
composee des trolS reslstances en série: 

(11.73) 

L'expression (II.72) nous permet de déduire le modèle résistif équivalent (Fig. 2.23) 
pour le tronçon qui sépare la source à la température Tfc et la surface du mur à la 
température Tme1 . 

Tme1 T mc2 • 

Figure 2.23: Modèle résistif équivalent du tronçon entre la source interne et le mur 

Ainsi, la puissance thermique interne <1>5 produite par la source et qui s'écoule dans le 
sens radial, du centre de la plaque vers la surface extérieure en contact avec le mur a pour 
expression: 

Tfe - T mel 
<1>s = R 

ct 

T fc - Tme1 
(11.74) 

Remarque 

Les mJdèles résistifs équivalents du mur plan avec source thermique interne 
dépendent des conditions aux limites et du modèle résistif de la figure 2.23. 

Nous allons déterminer le modèle résistif pour le cas de conditions convectives aux 
limites. 

11.5.3. Modèle résistif équivalent du mur avec des conditions convectives aux limites 

Four des conditions aux limites convectives, modèle résistif équivalent du mur plan 
avec source thermique interne (Fig. 2.24.) est déduit à partir du modèle résistîf de la figure 
2.9 (mur plan sans source ni puits de chaleur) et celui de la figure 2.23 (mur plan avec 
source de chaleur et conditions convectives aux limites), 



Figure 2.24: Modèle résistif équivalent du mur plan avec source thermique 
interne et conditions convectives aux limites du mur 

a) Détermination des flux <1>01 <1>s €:t <1>L 

De la figure 2.24, nous déterminons les différents flux: 

-le flux <1>0 entrant par la paroi pl : 

<1>0 = Go (Tf1 - Tic) (II.7S) 

où Go eft la conductance thermique de convection et de conduction entre Tf1 et Tfc: 

1 

-le flux <1>s provenant de la source: 

où Cs est la conductance entre Ts et Tfc : 

- le flux <1>L sortant de la paroi p2 : 

<1>L = GL (Tfc - Tf2) 

+ .s 

1 
(I1.76) 

(IL77) 

(1I.78) 

(11.79) 

OÙ GL est la conductance thermique de convection et de conduction entre T xs et Tf2 : 

l 1 1 
GL = RL = Ret + RXme2.L + Re2 = R + XL - ~~2 + l 

ct À..5 

(lI.80) 

Des expres5 ions (II.64), (II.78) et (II.79) nous aurons: 

45 ,-



Nous avons également, à partir des expressions (II.64), (II.75) et (II.78) : 

<DLO.,hct) = <Do + <Ds 

<DL = - Tfe) 
--~l----X-e--l--~~~-----+ 

--+---+R 
hc1'S :\.5 ct 

b) Détermination des températures dans les deux parties 
du mur séparées par la source 

La loi d'Ohm thermique permet d'écrire: 

L~T == R. <P 

Tft··Tl Rj.<po 

Tl=Tfl- Rl·<Po 

d'où l'expression de la température Tl : 

Tl = Tf1 _ [ l + x- Xo ] l-
À.5 

avec: 0::;; x::;; Xel 

De même nous avons: 

et la température T2 a pour expression: 

avec: Xe2::;; X ::;; L 

II.5.4. Etude des profils du flux de chaleur en fonction de À et h 

m.81) 

(11.82) 

01.83) 

(I1.84) 

(11.85) 

La figure 2.25 représente le flux de chaleur <Do(À) en fonction de la conductivité À du 
mur pour les valeurs: Xel = (0.01; 0.04 et 0.078) m; hc2= 20 W /(m2,OC), Tn=30°C ; Tf2= 
2 5 ° C 
(xer Xel )= 1 cm; et=O.l mm; xL=O.l m; S=l m2 ; k==0,5 ; =400 W 1m2 ; Ts=45°C; 

T fc=40°C ; RCOll t=2 mQ ; Rsfc=100 mn ; hcit=35 W / (m2, OC) ; St'::: 1 m 2 ; L t= 1 m 2 ; 

Àt=J6W 1 (J}l.oÇ) ; __ 
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Figure 2.25 : Profil du flux de chaleur <DaO,,) en fonction de la conduclivité À 
pour différentes valeurs de la position de la source 

Lorsque la conductivité augmente, l(~ flux de chaleur croit rapidement puis tend vers 

130 W (pour À ~ 10 W /(m.oC) ). L'augmentation du flux est d'autant irr,portante que la 
position dt. l'axe de la source est éloignée de la paroi 1. 

La figure 2.26 représente le flux de chaleur <DoO,,) en fonction de la conductivité J" du 
mur pour 12s valeurs: hc2=(0.001; 20 et (0) W /(m2.oC); Tf1=30°C ;Tf2= 25°C; xel=2 cm ; 
(X e2 - Xe l )==lcm ; et=O.l mm ; xL=O.l m ; 5=1 m 2 ; k=O,5; Es=400 W /m 2 ; T s =45°C ; 

Tfc=40°C ; Rcont=2 mQ; Rsfc=100 mQ; hcit=35 W /(m2.oC); 5 t= 1 m 2 ; Lt= 1 m 2 ; Àt=16 
iN /(m.oC); 

4»(W) 

0,001 10 

Figure 2.26 : Profil du flux de chaleur <Do(À) en fonction de la conductivité À 
pour différentes valeurs du coefficient d'échange hC2 

- pour hc2=0.00l W /(m2.oC), le flU): ~:l>o(À)=Cte. 

- pour 0.001 < hc2 ~ 00 , croit rapidement (pour les faibles valeurs de À) puits tend 

vers une valeur constatante (pour ~. ~ 10 W /(m.oC) ). 

La figure 2.27 représente le flux de chaleur <D (hc2) en fonction du coefficient 
d'échanges convectifs h c2 du mur pour les valeurs: Ts=(40; 45 et 50) oC,; Tf1=30°C ;Tf2= 
25°C; xe1=2 cm ; xeTxe1=lcm; et=O.l f1Jm; xL=O.l m; 5=1 m 2 ; k=O,5; Es=400 W /m2 ; 

Ts=45°C; Tfc=40°C; Rcont=2 mQ; Rsfc=100 mQ; hcit=35 W /(m2.oC); 5t= 1 m 2 ; Lt= 1 m 2 ; 

Àt=16W /(m.oC); À=lVV /(m.oC). 
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Lorsque le coefficient d'échange convectifs augmente, nous constatons que plus la 
température de la source est élevée, plus le flux de chaleur traverSêl!1t le mur est 
important. 

11.6. CONCLUSION 

La modélisation en régime permanent de la conduction de chaleur (applilluée au mur 
plan) a conduit à des paramètres macroscopiques (résistance de connduction R , 
résistances globales d'échanges thermiques paroi-environnement Rg), il. j'aide desquels 
nous avons obtenu des expressions du f:ux et de la températLm.'. 

L'étude des profils du flux [<DC\), <t(h)] et de la température [TO.), T(h)], en fonction 

des paramètres thermophysiques (À, h), a montré l'importance et la sensibilité de ces 
derniers sur les courbes étudiée. 

Cette influence des paramètres thermophysiques (À, h) sur les transferts de chaleur 
montre tout l'intérêt porté à leur meilleure évaluation, comme l'indiquent les nombreux 
travaux dan3l'étude bibliographique. 

Nous proposons dans le chapitre 3 une nouvelle méthode de détermination 

simultanée des coefficients de diffusivité a, de conductivité À et d'échanges thermiques 
globaux hg de matériaux dont on ne connaît pas a priori les caractéristiques 
thermophysiques. 
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I1Ll. INTRODUCTION 

Après avoir montré l'influence des paramètres caractéristiques sur les transferts de 
chaleur, et donc la nécessité de leur meilleure évaluation, nous développons dans ce 
présent chapitre, une nouvelle méthode de caractérisation thermique de matériaux 
(s'appuyant sur un mur plan). 

La caractérisa tion thermique du mur consiste à déterminer ses paramètres 

thermophy sigues : diffusivité (l., conductivité À et coefficient global d'échanges thermiques 
hg entre ses parois et leur environneme:1t. 

La nouvelle méthode de caractérisa tion est basée sur la solution analytique du champ 
de température obtenue de l'étude en régime transitoire du mur plan dont on ne connaît 

pas a priori les coefficients a, À et hg. 

Jrlypothèses de travail 

Nous adoptons les hypothèses simplificatrices suivantes pour la suite de ce travail : 

- la conduction de chaleur est monodimensionn211e ; 

-les paramètres thermophysiques p, c, À et a sont indépendants de la température. 

lII.2. EQUATION DIFFI',RENTIELLE REGIS:.iANT LE CHAJv1P THERMIQUE DU MUI{ 

L'équation monodimensionnelle de la chaleur sous sa forme différentielle obtenue 
dans le chapitre précédent a pour expression: 

Le flux de chaleur <t> est exprimé à l'aide de la relation de Fourier: 

aT 
<t> - À..s 

L' équa tion (IIL1) devient alors: 

a [ aTJ aT ax -À.S ax -Ps.s ::: - p.C.S at 

Pour un mur plan isotrope (À. = Cte) il vient: 

a2T 
À. dx2 + Ps = 

a2T Ps 1 dT 
+ ---

À a at 
où Ps : source de chaleur par unité de volume 

À. 
a : diffusivité thermique du mur: a = C p. 
À : conductivité thermique du mur 

.~~!-m-asse volumi'lue- ____ _ 
50--

(IIl.l) 

(III.2) 

(111.3) 

(I1I.4) 

(lIl.5) 



III.2.1. Puissance volumique Ps de la source de chaleur 

La puissance volumic;ue produite dans le mur est exprimée par: 

(III.6) 

où V est le volume du mur plan 

La source de chaleur interne est un ensemble de deux plaques parallèles aux faces du 
mur (Fig. 3,1), placée à la distance XC1 de l'origine xo, entre lesquelles circule un fluide 
chaud de température Tfe. 

Tpl Tp2 

Figure 3.1-a : Mur plan avec source thermique interne 

t 1 1 1 
• t l , 

: et: l' : ed -- ........ -~--,~~~ ....... -~-_. 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
• 1 • 1 

x 

Xn Xi2 
Il 1 --j 1 Il 

x 

Figure 3.1-b : Zoom sur la source thermique interne 
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Pour déterminer le flux <Ds qui s'écoule de la source (fluide chaud, vers la surface 
extérieure en contact avec le mur, nous avons, au chapitre II, établi l'expression de la 
résistance globale entre le fluide chaud (à la température Tic) et la surface du mur (à la 
tenlpérature T) en contact avec la plaque. 

1 
R(;t = R eont + Rt + Rcit == Reant + + -S h 

St.Àt t· cit (III.7) 

Le flux <l>s est alors déterminé par l'expression suivante: 

Ttc - T 
<Ds == -R - = GGt (Tfc - T) 

ct (lIt8) 

DÙ la conductance Get est exprimée par: 

1 1 [ 1 ]-1 
Gct == 17 == 17 R Tl == Rcont + + -S 1 

.l'ct .l"cont + t + l''cit St.Àt t· lcit 
(III.9) 

En remplaçant (lILS) dans l'expression OII.6), la puissance volumique sera alors: 

Compte tenu de (III.lO), l'équation monJdimensionnelle de la chaleur devient: 

munie des conditions aux limites: 

1 aT(x,t) 
== a---at 

(III.10) 

(III. 11) 

(III.12) 

(III.13) 

Les équations (III.12) et (IIl,13) son t non homogènes (existence d'un terme constant 

hi.Ta/À). 

Nous remarquons que l'équation différentielle (111.11) munie des conditions aux 
limites (II1.12) et (IIL13) est également non homogène. 

Pour simplifier la résolution de l'équation différentielle (III. 11 ) nous allons ramener 
(II1.12) et (III. 13) à des équations différentielles homogènes. 

III.2.2. Equation adimensionnelle de la chaleur 

Dans le but de simplifier la résolution de l'équation différentielle (III.l1), nous 
cherchons sa forme adimensionnelle par l'introduction de variables adimensionnelles 
(réduites). 

Posons comme nouvelles variables: 

-:_"ariableJ1:<tt.t):Une:~~iQnelleiréâüi~~)4',;~sp~_~e ~ d-,~fjnies }1âr-; ~'" 
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Pour déterminer le flux <Ps qui s'écoule de la source (fluide chaud) vers la surface 
extérieure en contact avec le mur, nous avons, au chapitre II, établi l'expression de la 
résistance globale entre le fluide chaud (à la température Tfc ) et la surface du mur (à la 
température T) en contact avec la plaque. 

(II I, 7) 

Le flux (l)~ est alors d6tprminé par l'expression suivante: 

(lIL8) 

où la conductance GCl est exprimée par: 

1 1 
Gct = Ret = Ront + Rt + (III.9) 

En remplaçant (IIL8) dans l'expression (IIL6), la puissance volumique sera alors: 

Compte tenu de (III.I0), l'équation mono dimensionnelle de la chaleur devient: 

munie des conditions aux limites: 

1 ê)T(x,t) 

- Ci. at 

dT(x,t) 
À dx l:::L == - h 2 (T(L,t) - Ta) 

(IILIO) 

(III.ll) 

(III.12) 

(III.13) 

Les équations (IIL12) et (III.13) sont non homogènes (existence d'un terme consta!l.t 

hi·Ta/À). 

Nous remarquons que l'équation différentielle (III.11) munie des conditions aux 
limites (III.12) et (III.13) est également non homogène. 

Pour si.nplifier la résolution de l'équation différentielle (III.11) nous allons ramener 
(III.12) et (III.13) à des équations différentielles homogènes. 

IlI.2.2. Equation adimensionnelle de la chaleru 

Dans le but de simplifier la résolution de l'équation différentielle (IIL11), nous 
cherchons sa forme adimensionnelle par l'introduction de variables adimensionnelles 
(réduites) . 

Posons comme nouvelles variables: 

~~~ -l'aria ble- adj.1l1,meI\s'iQ11eUe~(ré~üi~~)~ q'espace if définiesp~nr~: -' ~ 
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(llI.l4) 

- variable adimmensionelle {réduite} de température 8 définies par: 

T(x,t) - Ta 
8(u,'t) ==- Ta (III.15) 

En remplaçant (III.14) et (III.15) déll1s les équations différentielles (111.11) , (III.12) el 

(III.l3), nous obtenons l' équation adimE~nsionnelle de conduction de la chaleur: 

a8(u,'t) 
----

éh (IIU6 ) 

munie des conditions aux limites suivantes: 

(1lI.17) 

(HU8) 

où: 

- 't est la variable adimensionnelle du temps (appelée également nombre de Fourier 
Fo) qui se défini par: 

(III.19) 

Le nombre de Fourier caractérise [51] la constante de temps lors d'un refroidissement 
ou d'un échauffement d'un matériau donné. 

- Bi est le nombre de Biot qui se définit par l'expression ci-desso us ; ce nombre 
caractérise [52] le rapport entre la résistance thermique interne (cunductlOn) et la 
résislance d'échanges thermiques (convection et/ou radiation), c'est-à-dire le 
rapport entre les quantités de transferts par conduction et par convection et/ ou 
radiation 

(II1.20) 

13 el K sont des conslantes définies respecti vement par: 

Cct·L2 Cct·L 
~= ~--= -'-

V)\ S.A (III.2l) 

K= (III. 22) 

A un in.itant réduit 't donné, la température réduite 8(u,'t) est donnée par [53] : 

8(u,'t) = 8(u) + 88(u,L) (III.23) 

53 -
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où: 

8(u) : température réduite correspondant au régime permanent 

88(u,t) : température réduite correspondant au régime transitoire 

En remplaçant (III.23) dans les expressions (III.16), (III.17) et (III.18) nous obtenons le 
système d'équations différentielles suivantes: 

munie des conditions aux limites: 

a8(u) 1 + a88(u,t) 1 = 
au li =0 au u"o 

d88(u,t) 

()t (II 1. 24) 

(III.25) 

(III.26) 

A l'aide de la méthode de superposition [54], nous pouvons séparer le système 
d'équation;; différentielles (III.24) en deux sous systèmes: 

-le plèmier système correspond au régime permanent du mur: 

a vec les condi tions aux limi tes: 

a8(u) 1 

au 1l=1 = - Bi28(1) 

- le second correspond au régime transitoire du mur: 

a288(u,t) a88(u,t) 
dU2 - ~88(u,t) = dt 

avec les conditions aux limites: 

Nous allons donc faire l'étude préalable du mur en régime permanent et ensuite 
procéder à J'élaboration de la nouvelle approche de sa caractérisation dans l'étude en 
régime transitoire. 

.-. __ -=-:---~~:: ---------:=..;.=---=--- -' -~ .. - -- - .. 
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111.3. ETUDE DU MUR PLAN EN REGIME PERMANENT 

111.3.1. Equation réduite de conduct:ion de chaleur du mur plan en régime permanent 

Dans cette première partie, nous écrivons l'équation de diffusion de la chaleur, puis la 
résolvons et analysons les profils tracés à l'aide de la solution analytique du champ de 
température réduite obtenue. 

L'équation régissant le régime permanent du mur plan est: 

éJ28(u) 
éJu2 - ~8(u) + K = 0 (III.27) 

mUf'ie des conditions aux limites: 

(III.28) 

(III.29) 

Nous rech( rcherons une solution de l'équation non-homogène OII.27) sous la forme: 

où 8h(u) est la solution de l'équation homogène suivante: 

et 8p(u) est la solution particulière, de forme: 

8 (u)= K = ete p 

(111.30 ) 

(III.31) 

(III.32) 

Nous rechercherons une solution de l'équation homogène (III.31) sous la forme: 

8h(u) = A.cosh('\03: u) + B.sinh(-{i3. u) 

En remplaçant (III.32) dans (III.27) nous aurons: 

d'où la solution particulière: 

K 
8 (u) == K =--

p ~ 

En remplaçant (III.33) et (III.34) dans (IIL30), nous aurons: 

9(u) = A.cosh(-{i3. u) + B.sinh(-{i3. u) + ~ 

'TTl 3") \J..J.. .1,.. 0 

(III.34) 

(11:.35) 

Notons que les constantes A et B sont déterminées à partir des conditions aux limites. 

En désignant la température initiale par: 
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l'équation (III.35) devient pour u=O : 

J( 

80 = 8(u=O) = A + 
~ 

De cette dernière équa tion, la cons tan te A es t déterminée par l'expression: 

(III.36) 

(III.37) 

Les éQuations (III.29) et (III.37) permettent de déterminer la constante B dont 
l'expression est la suivante: 

où: 

F1 :::: -

B:::: [e -~] -1- F2 
() ~ 

{i3 sinh("[~) + Bi2 cosh({i3) 

{i3 coshC{f3 ) + Bi2 sinh(-{ï3 ) 

En remplaçant A et B dans (III.35) nous aurons: 

OII.38) 

(III.39) 

(III.40) 

ld.41) 

En tenant compte de la première condition aux limite (III.28), la température 8
0 

s'écrit: 

Alors l'expression finale de la température réduite est: 

III.3.2. Etude des profils de la température du mur pour 
des conditions aux limites de type Dirichlet 

(III.42) 

(II!.43) 

Le profil de la température réduite 9(u) en fonction de la profondeur (ou l'épaisseur) 
réduite u du mur en régime permanent avec source interne de chaleur dépend: 

- des paramètres caractéristiques du mur (a, À) ; 

- des paramètres caractéristiques de la source interne de chaleur (Àt- Lt) ; 

. -
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- des conditions aux limites de la source de chaleur (heU, Ts) ; 

- des conditions aux limites du mur étudié (Ta, Bil, Bi2, ... ) 

Les courbes des figure 3.2 à 3.13 sont tracées à l'aide de la relation (III.43). Nous 
allons étudier l'influence de chacun des paramètres sur les profils de la température 
réduite 8(u). 

111.3.2.1. Effet de la température de la source Ts 

La figure 3.2 représente le profil de la température réduite 8(u) en [onction de 
j'épaisseur réduite u pour différentes valeurs de la température de la source interne de 

chaleur Ts (0, 10,30,50 et lOO°C) et pour Ta 30°C, W.m-1,oC-l, S=1 m2 et BÎ1=Bi2=O, 

Ts=100 

a 0.~r---·----'5~0~------~ 

30 

0,4 0.6 0.'2 
u 

Figure 3,2: Profil de la température réduite en fonction de l'épaisseur LI 

pour différentes valeurs de Ts et pour et Bi1 =BÎ2=O 

Nous fl~marquons sur la figure 3.2 que la température réduite e(u) augmente au fur et 
à mesure de l'augmentation de la température de la source Ts. L'uniformité de la 

température réduite 8(u) s'explique par l'absence de dissipation de chaleur sur les faces 
avant et arrière du mur (couplage thermique nul (surface isolées) : Bi} =Bî2=0), 

La figure 3.3 représente le profil de la température réduite ecu) en fonction de 
l'épaisseur réduite u pour différentes valeurs de la température de Ts (0, 10, 30, 50 et 

lOO°C) et pour Ta = 30°C, W.m-1.oC-l, S=l m2 el BÎ}=Bi2=8. 

O,2i----,----r----,--,-, 

0.16 

a 0.117 
50 

30 

10 
~.~~ ~±===~~~~ o 0.2 0.... 0.6 u 

Figure 3.3: Profil de la température réduite en fonction de l'épaisseur u 
pour différentes valeurs de Ts et pour et Bil =Bi2=8 



Lorsque les faces avant et arrière du mur sont dissipatives avec BÎ1=Bi2=8, le profil de 

la température réduite 8(u) sur la figure 3.3 montre un maximum au centre de l'épaisseur 
réduite. Pour des valeurs de Ts<Ta=30')C le mur se comporte comme un puîts de chaleur 
dont le minimum se trouve également au centre. 

figure 3.4 représente le profil de 8(u) en fonction de l'épaisseur réduite u pour 
différentes valeurs de la température de la source Ts (a, 10,30, 50 et lOOOe) el pour = 

30°C, À=l W.m-1.oC-l, 5=1 m2 et Bil=Bii 000. 

0.16 r--.;:::=:::::r---r---, 
Ts:::l00 

0.10j 

-o. 
(1 I).:~ 0."'1 0.6 0.9 

u 
Figure 3.4 : Profil de la température réduite en fonction de l'épaisseur u 

pour différentes valeurs de Ts et pour BÎ}=Bi2=1000 

Pour des faces avant et arrière du mur fortement dissipatives avec BÎ1=Bi2=1000, le 

profil de la température réduite 8(u) montre également un maximum (pour Ts> TJ=30°C : 
source de chaleur) et minimum (pour Ts<Ta=30°C: puits de chaleur). Par rapport à la 
figure 3.3, les maximums de la figure 3.4 sont moins élevés du fait de la forLe dissipation 
des faces. 

Les maximums des profil de 8(u) sur les figures 3.3 et 3.4 se justifient par le fait que les 
deux faces avant et arrière sont dissipatives; cette dissipation entraîne une chute de 
température au niveau de ces faces par rapport au centre du mur. 

Les minimums de 8(u) sur les figures 3.3 et 3.4 s'expliquent par l'apport de chaleur au 
mur à partir de l'ambiance (fluide environnant à la température Ta > Ts) à travers les deux 
faces avant et arrière. La température au centre reste alors la plus faible . 

. III.3.2.2. Influence du coefficient d'échanges therr.liques interne de la source hcit 

La figure 3.5 représente le profil la température réduite 8(u) en fonction de 
l'épaisseur réduite u pour différentes valeurs de coefficient d'échanges thermiques 
convectif sur la face interne de la plaque hcit (0.1, 50 et 1000 W.m-2. °C-l) avec les 

paramètres: Ts=40 oC, Ta == 30°C, Â.=1 W.m-1.oC-l, 5=1 m2 et Bi,=BÎ2=O . 
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0."'1 r 

1 
o O.::l; J 

hcit=(O.l ; 50 ; 1000) i 

1 
1 1 1 

0.2 0.4 0.6 O.Q 
U 

Figure 3.5 : Profil de la température réduite en fonction de l'épaisseur u 
pour différentes valeurs de heit et pour et Bi 1 =Bi2=0 

Pour un mur aux faces avant et arrière non dissipatives (Fig. 3.5) la température 

réduite 8(u) est indépf~ndante du coeffident heit et de l'épaisseur réduite u. 

La figure 3.6 représente le profil dl? 8(u) en fonction de l'épaisseur réduite u pour 
différentes valeurs de coefficient hcit (1,30, 100 et 1000 W.m-2.oC-l) avec les paramètres; 
Ts=40 oC, Ta == 30°C, À=l W.m-1.0C-1, 1m2 et Bil=Bi2=8. 

o.:}) 

o 0.16S 

-(). 0 0.2 O... 0.6 O.Q 
u 

Figure 3.6 : Profil de la température réduite en fonction de l'épaisseur u 
pour différentes valeurs de hdt et pour et Bil=Bi2=8 

Pour un mur avec des faces avant et arrière dissipatives avec Bi] =Bi2=8 (Fig.3.6), le 
profil de la température réduite 6(u) présente un maximum au centre de l'épaisseur 
réd uite pour des valeurs du coefficien t heit > 1. 

La figure 3.7 représente le profil de 9(u) en fonction de l'épaisseur réduite u pour 
différentes valeurs de coefficient heU (l, 30, 100 et 1000 W.m-2.oC-l) avec les paramètres: 

Ts=40 oC, Ta:::: 30°C, À=l W.m-1.0C-1, 5=1 m2 et Bir=Bi2=1000. 



O. 

hcit=1000 
0.25 / 

9 

100 

-o. 
o O.~ 0.6 O.EI u 

Figure 3.7: Profil de la température réduite en fonction de l'épaisseur u 
pour différentes valeurs de hcit et pour et Bi}=BÏ2=1000 

Pour un mur avec des faces avant et arrière fortement dissipatives é,vec BÏ[=Bi2=100U 

(Fig.3.7), le profil de la température réduite ecu) présente un maxirr,um au centre de 
l'épaisseur réduite pour des valeurs du coefficient hcit > 1. 

Les maximums des profil de 8(u) sur les figures 3.6 et 3.7 sont dus à l'effet dissipatif 
les deux faces avant et arrière; ce qui entraîne une diminution de température de ces faces 
par ~apport à celle du centre du mur. 

III.3.2.3. Effet des nombres de Biot des faces avant et arrière du mur plan 

La figure 3.8 représente le profil de la température réduite ecu) en fonction de 
l'épaisseur réduite u pour différentes valeurs du nombre de biot de la face avant Bh (0, l, 

8 et 1000) et pour Ts=40°C et hcit=30 W.m 2.oCl
, Ta ::-: 30°C, À=l W.nr l .

0 C-1, 5=1 m 2 et pour 
un nombre de biot de la face arrière égal il BÎ2=O. 

O.~ 

Bil =0 

0.3 

9 
0.2 

8 

1000 

0.2 OA 0.6 0.9 
U 

Figurt? 3.8: Profil de la température réduite en fonction de 
l'épaisseur u pour différentes valeurs de Bi 1 et pour BÏ2=O 

Pour une face arrière non dissipativE' (Bi2=0) le mur a un comportement capacitif ; ce 
qui explique l'élévation de température sur la deuxième face (Fig. 3.8) par l'apport à la face 
avant pour des nombres de biot Bi l ~ 1. En effet la face arrière renvoie la chaleur dans le 
mur. 

La figu re 3.9 représente le profil de 8(u) en fonction de l'épaisseur réduite u pour 
différentes valeurs de Bh (0, 1,8 et 1000) et pour Ts=40°C et hcit=30 W.m-2.oCl, Ta =30°C, 

À=l W.m-1.u C-1, 5=1 m 2 et pour un nombre de biot de la face arrière égal à BÏ2=8. 
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8 
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Figure 3.9: Profil de la température réduite en fonction de 

l'épaisseur u pour différentes valeurs de Bh et pour Bi2=8 

Lorsque la face arrière est dissipative Bi2;t:0 (Bi2=:8 par exemple) le profil de la 
température réduite ecu) présente un maximum (Fig. 3.9) près du centre de l'épaisseur du 
mur, pour des nombres de biot Bi1~8 ; ce maximum est induit par la présence d'une 
source de chaleur, Le profil de ecu) montre également que la température à l'intérieur du 
mur est moins élevée par rapport à la figure 3.8 précédente. 

La figure 3.10 représente le profil de ecu) en fonction de l'épaisseur réduite u pour 
différentes valeurs de Bil (0, 1,8 et 1000) et pour Ts=40°C et heit=30 W.m-2. , Ta=30°C, 
À=l W.m-1.OC-l, S=1 m2 et pour un nombre de biot de la face arrière égal à 000. 

0.1 r 

--. Bil=O 

8 
o. 

0.2 0."1 0.6 O.Q 
u 

Figure 3.10: Profil de la température réduite en fonction de 
l'épaisseur u pour différentes valeurs de Bil et pour Bi2=1000 

Pour une face arrière fortement dissipative (Bi2=1000 par exemple) le profil de la 

température réduite ecu) présente également un maximum (présence d'une source de 
chaleur) pr~s du centre de l'épaisseur du mur, pour Bi, ~ 8. Le profil de ecu) montre que 
la température est moins élevée à l'intérieur du mur par rapport aux deux précédentes 
figures; ceci est dû au fait que la face arrière se comporte comme un puits de chaleur. 

La figure 3.11 représente le profil de la température réduite ecu) en fonction de 
l'épaisseur réduite u pour différentes valeurs du nombre de biot de la face arrière Bi2 (0, 1, 
B et 1000) et pour Ts=40°C et hcit=30 W.m-2.oC1

, Ta = 30°C, W.m-1,oC-l, S=1 m2 et pour 
un nombre de biot de la face avant égal i\ Bh =0. 

--~---~--
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Figure 3.11 : Profil de la température réduite en fonction de 
l'épaisseur u pour différentes valeurs de Bi2 et pour Bi} =0 

Pour une face avant non dissipative (Bi\=O) le mur a un comportement capacitif, qui 
explique l'élévation de température sur la première face (Fig. 3.11) par rapport à la face 
arrière pour des nombres de biot Biz ~ 1. En effet la face avant renvoie la chaleur dans le 
mur. 

La figure 3.12 représente le profil de 8( u) en fonction de l'épaisseur réd uÜe u pour 
différentes valeurs de Bi2 (0, 1,8 et 1000) et pour Ts=40°C et hcif:::30 \V.m-2 °Cl , Ta = 30°C, 
À=l W.m- l .OC-l, 5=1 m2 et pour un nombre de biot de la face avant égal à Bil=8. 

o (l.~! 0.'1 0.6 0.9 
u 

Figure 3.12 : Profil de la température réduite en fonction de 
l'épaisseur 1.1 pour différentes valeurs de Bi2 et pour Bh =8 

Lorsque la face avant est dissipativp. (Bi l =8) le profil de la température réduite 8(u) 
présente un maximum (Fig. 3.12) près du centre de l'épaisseur du mur, pour Bi2 2 8. Le 
profil de 8(u) montre également que la ::empérature à l'intérieur du mur est moins élevée 
par rapport à la figure 3.11 précédente. 

La figu -e 3.13 représente le profil de 8(u) en fonction de l'épaisseur réduite u pour 
différentes valeurs de Bi2 (D, 1,8 et 1000) et pour Ts=40°C et . \-V.m-2.oCl, T.}=30°C, 
À=l W.m-1.OC-l , m2 et pour un nombre de biot de la face avant égal à BiFIOOO. 

' .. 
.. ----
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Figure 3.13 : Profil de la température réduite en fonction de l'épaisseur LI 

pour différentes valeurs de Bi2 et pour Bh =1000 

Pour une face avant fortement dissipative (Bi1=1000 par exemple) le profil de la 

température réduite 8(u) présente également un maximum (présence d'une source de 

chaleur) près du Clentre de l'épaisseur du mur, pour Bi2 ~ 8. Le profil de ü(u) montre que 
la température est moins élevée à l'intérieur du mur par rapport aux deux précédentes 
figures; ceri par le fait que la face avant se comporte comme un puits de chaleur. 

IIL3.3. Conclusion partielle sur l'étude en régime permanent 

L'étudt:' du mur plan rnonodirnensionnel avec source in~erne de chaleur, en régime 
pernlanent a conduit aux coefficients réduits (nombres ùe Biot Bi, et Bi2) d'échanges 
thermiques globaux. L'étude des profil de température réùuite S(u) en fonction de la 
profondeur réduite u a montré que les allures des courbes restent influencées par le 
changement de ces coefficients réduits d'échanges thermiques (Bi} et Bi2)· 

Nous allons à présent, faire l'étude du mur plan en régime transitoire 

IlIA ETUDE DU MUR EN REGIME TRANSITOIRE 

111.4.1. fquation réduite de conductÎlon de chaleur du mur plan en régime transitoire 

Dans cette deuxième partie du chapitre III nous déterminons la température réduite 

transitoire ()8(u/l:) du mur plan. 

L'équation différentielle pour le régTne transitoire est: 

(HL44) 

mu:.:1ÎI; des conditions aux limites: 

(IIl.4S) 

(III.46) 
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La température réduite transitoire (;S(u/c) est obtenue par la résolution de l'équation 
(III.44) munie des conditions aux limites ([11.45) et (III.6). 

Nous rechercherons une solution de l'équation (III.44), sous la forme variables 
réduites séparables d'espace et de temps [55] : 

oS(u,'c) U(u).T(1:) 

En la remplaçant dans les expressions (III.44) , (III.45) et (III.46) nous obtenons: 

1 à2U(u) 1 
= U(u) T(T) 

où: ù) > 0 est une valeur propre réduite positive 

L'expression (III.48) est équivalente au système d'équations suivant: 

- équation différentielle en temps: 

- équation en espace: 

munie des conditions aux limites: 

dU(u) 1 

dU u=o Bi1 U(o) 

dU(u) 
~--I = - Bi,U(1) dU u= ~ 

CHI.47) 

(IU.4S) 

(lIl.51) 

(III.52) 

(III. 53) 

(111.54) 

L'équation (lIL51) a pour solution (ûln;t 0, et lin" appartenant à l'ensemble N): 

où 'tdo est la constante de temps réduite de décroissance définie par: 

Remarque 

1 
J. 

(III 55) 

(III.56) 

Nous constatons que la constante de temps réduite de décroissance est donnée par 
une fonction inverse de la valeur propre; c'est dire que cette valeur propre régie la 
dynamique du système (mur plan). 

Tn(O) = T n C'I: =0) sont des coefficients correspondant à l'instant 1:=0 

La recherche des nombres (0 et des fonctions non identiquement nulles UrJu) solutions 
de (IIL52) et vérifiant les conditions (IIL53) et (IIL54), est un problème régulier de Stmm
Liouville [55]. Ainsi pour des fonctions Un(u) non nulles, l'équation (III.52) a pour solution 
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(lI LS7) 

OÙ : an et bn sont des coefficients déterminés à partir des conditions aux limites 

A l'aide des conditions aux limitE!S (III.S3) et (III.S4), nous déterminons l'équation 

transcend?nte ci-dessous qui permet de déterminer les valeurs propres Wn pour des 
valeurs données des paramètres Bi1 et Bi2. 

(II I. 58) 

avec: 

n.n :$ WB < [ n + ~ J n (III.59) 

où ; n=O, 1, 2, ... 

L'équation transcendante (III.58) permet, à partir des [onctions lrigonométrique 

Ft=tan(wn) et homographique Fh=[wn(Bi1 + Bi2)]/[Wn
2 - Bi1.Bi2] ,de représenter courbes 

de la figure 3.14 avec les valeurs suivan~s Bh =2, Bi2=2, et L=O.l m. 

10'-~--~---T-~~--=---~~~--~ 

--1 0 6 12 19 24 30 
(J) 

Figure 3.14 : Représentation des solutions de l'équation transcendante 

A partir de la figure 3.14, les racines Wn obtenues (intersections des courbes des 
fonctions Fl et F2) SOl" t données dans le tableau 3 ci-dessous. 

Tableau 3 : Valeurs de ron solutions de l'équation transcendante 
- 2 n 0 1 

ro 2,33 7,58 10,44 
:i 4 5 

1 

6 

1 
13,40 16,40 19,44 22,51 

Calcul des coefficients an 

Nous déterminons les coefficients an et bn de manière à ce que la série des fonctions 
Un(u) soit orthonormée [56] : 

Nous obtenons ainsi: 

l 

JUn(u) 2du =: 1 
o 

(III.60) 



J [ancos(cùn.u) + bnsin(oon' u )] 2du = 1 
o 

(IIL61) 

L'expression (III.57) appliquée aux conditions aux limites (III.53) et (III.54) conduit à: 

(IIL62) 

i~n remplaçant bn (par son expression explicite tirée de orI.62» dans (lII.61) nous obtenons 

1 

a,,' .r [ cos'( w" .u) + [::J' sin'(w". u) + 

o 

1 

(III. 63) 

(III.64) 

Les coefficients an déterminés à partir de la dernière équation ont pour expression: 

(III.65) 

où: 

(III.66) 

(III.67) 

(III.68) 

Les coefficients bn déterminés à partir de l'équation (III.62), ont pour expression: 

Bh [ [BI1]2 Bi1 ]-1/2 
aln + ._- a2n + 2 a3n 

~l ~. 2~1 

En remplaçant Un(u) et Tll(t) dans (III.47), il vient: 

89n(u,t) == Un(u).Tn("C) 

'r 

89n(u,"C) = [ancos(oon'u) + bnsin(oon'u)] Tn(ü). exp [- . ] 
"Cdo 

(III.69) 

(III.70) 

(IIL71) 

La solution générale de l'équation (lII.44) est la série orthonormée (de fonctions 
orthogonales) suivante: 



00 00 

08(U,1) = l 08n(U,1) = l Un(u).Tn(1:) (III.72) 
n=O n=O 

00 

CIII.73) 

Calcul des coefficients T n(O) 

Les coefficients T n(O) peuvent être calculés à l'aid2 d'un développement en série 
(orthonormée) de fonctions orthogonales Un(u). 

Pour 1==0 l'expression (III.72) devient: 

o8(u,o) = 2: Un(u).Tn(o) 
n"O 

En multipliant les deux membres de (III.'74) par l Un(u).du , nous aurons: 
o 

1 

) U"(u).o9(u,o).du ~. f ~o [U"(u)l'.T,,(O).du 

o 

En appliquant la propriété de l'orthogona.lité des fonctions Un(u), à savoir: 

1 

f Um(u).Un(u).du = { ~(Cùl1) = 1 
o 

s~ m 7:- n} 
SI m = n 

où : N(Cùn) = l [Un(u){du = l, défini la normalisation des fonctions Un(u) 
o 

l'équation (III.7S) devient: 

1 

l U n(u).o8(u,o).du = T n(O) J [Un(u){du = Tn(O).N(~) 
o 0 

d'où l'expression permettant le calcul des coefficients Tn(O) : 

Tn(O) = l U n(u).o8(u,ü).du 
o 

En tenant compte de (IILS7) et (III.62), la dernière équation devient: 

(III. 74) 

(III.75) 

(III.76) 

(IIL77) 

(II I. 78) 
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1 

f [ Bil . l = ail COS(Wn·U) + W
n
- sm(wn·u) rO(u,O) du (III.79) 

o 

Pour calculer l'intégrale dans la relation (III.79), nous devons déterminer la 

température réduite bO(u,O) == bO(u,'t='t'==o) correspondant à l'instant initial du processus 
transi toire. 

4.1.1. Détermination de la température réduite bE)(u,o) 

La température réduite SO(u,'t') =SO(u,'t='t') est celle régissant le régime quasi

permanent du mur ('t='t' < 0); elle est déterminée en résolvant l'équation suivante: 

a2S0(u,'t') , 
-du2 <. PSO(u,'t) 0 (II 1. 80) 

munie des conditions aux limites: 

(lI I. 81) 

(III.82) 

Nous rechercherons une solution de l'équation homogènp (III.SQ) sous la forme: 

SO(u,'t') AcoshC{f3.u) + B.sinh(~.u) 

Les constantes A et B sont déterminés à partir des conditions aux limites. 

En adoptant la désignation suivante: 
SOo = SO(u=O,'t'=O+) = SO(o,O+) = SOCo,o) 

alors l'équation CIII.83) devient pour u=O : 

A= SOo := SOCO,O) 

(III.83) 

(IIL84) 

(III.85) 

Les équations (III.82) et CIII.85) permettent de déterminer la cons tan te B dont 

l'expression est la suivante: 

(III.86) 

En remrlaçant A et B dans (III,83) nous aurons: 

{-{i3.COSh[~-CU-l)] - Bi2.sinh[-fi3(U-l)]] 
SO( LI, 1:') = SO . r;; _ r;: . r;: 

'J P cosh('J P ) + Bi2 sinh('J p ) 
(lI1.87) 

(III. 88) 

où 
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(III.89) 

En remplaçant la température réduite ù9(u,o) = &9(u,t=t'=O+) donnée par (III.88) dans 
l'expression (Ill.79), nous aurons: 

1 

f [ Bi) l 
Tn(O) = an cOS(Cùn·U) + Cù~ sin{Cùn·u) r9(1l,O) du 

o 

1 

To(O) = Ja{ cos(w".u) + ~: Sin(w".U)].Mo.FI [{il.coshl{il(u-l)]-Bi2.sinh[',i~(u-1)]ldu 

(III.90) 

où 
1 

TI"(O) = FI f [ #cosh[ {il(u-l)] - Bi2.sinh[ ',i ~(U-1)]] cos(w".u).du 
(III.91) 

(lII.92) 

Les calculs des intégrales ci-dessus, à l'aide des formules d'Euler-Fourier, conduisent à : 

(III.93) 

(III.94) 

avec: 

(III.95) 

(III.96) 

(III.97) 

(III.98) 

(III.99) 

F,o = Biz[ sinh({il) - 'fI C05("'") ] 
(IIL100) 

En remplaçant(III.90) dans l~~q~lation OII.71) et en tenant compte de (III.~2) ~~us 
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obtenons le terme général de la série: 

08n{u,'t) = 080 , FUn{u). Ffn(wn)· exp [-1:/"Cdo] 

où les fonctions FUn(u) et 1:1n{wn) sont respectivement définies par: 

FUn(u) -= [ cos(Wl1'u) + Bi
1 

.sin(W!1'U)] 
Wn 

terme général de la température réduite s'écrit: 

08n(u,1:) 't 
08n(1:) = ~ . := Ffn((ùn). exp [- ] 

u80 • FUn(u) 'tdo 

Ainsi la série obtenue de (III.73) devient: 

08(u,1:) = I. 08n(u,1:) = 080 2:: FUn(u). FTn(cùn). exp [_.~] 
1: cio n~() nc() 

La série réd uile s'écrit : 
00 

n=O n=O 

Remarque 

(111.101) 

(IlL 1 02) 

(III. 1 03) 

(III. 1 04) 

(III. 1 05) 

(IIl.l 06) 

(II 1. 1 07) 

La température réduite 08(u,1:) ne tient compte d'aucune condition pm ticulière idéale 
d'expérimentation (conditions de température imposée aux limites du mur ou conditions 
de flux nu13ur une face). Ces conditions peuvent être obtenues en prenant: 

- pour la température imposée sur 1('1 face avant (Bi l tendant vers l'infini) nous avens 

alors an= (bn.ron/Bi l ) = 0 et l'équation transcendante (III.s8) devient ainsi: 

(Ill.I08) 

- pour le flux nul sur la face avant (Bi l tendant vers 0) nous avons ainsi bn=(an·Bitf (1\) 
=0 et l'équation transcendante (IlL 58) devient alors: 

avec: 

où : n 0, 1,2, ... 

Bh 
tan(wn) = --

COn 

n.X S; ron < [ n + l } 
(III. 109) 



4.1.2. Etude de la convergence dIe la série 

L'expression en série orthonormée infinie de la tempéra ture réduite 8tH u, 1:) n'est 
physiquement acceptable que si elle est convergente dans l'intervalle [0, 1]. 

Nous savons également que la valeur propre est définie dans l'intervalle: 

n.n $ ron < l n + ~ } 
Ainsi dans [0 , 1] l'évolution de chaque terme général de la série à travers l'équation 

(IIL102) fait ressortir quelque soit ~l : 

Par conséquent nous avons aussi: 

D'autre part, en tenant compte des expressions (IIL65) il (IIL68), nous avons: 

1 (anFI s 2 

(III. 110) 

(I1I.111) 

(III. 112) 

(III. 113) 

Tn(ü) étant une quantité finie, alors la fonction Ffn(Lûn) définie par (III.I04) est également 
une quantité finie: 

OJLl14) 

De plus no ~tS avons: 

(III.115) 

soit : 

(III. 116) 

En tenant compte de 011.56) et (III.116), le termE: général de la série 86n(u,t) devient: 

(III. 117) 

Pour un prùduit ~.1: fini la série peut s'écrire: 

00 

1 88(u,"C) 1 S 880 l FTn«(On).exp [-~.1: ].exp [- 11:
2(n + 1/2)2.1:] (IlL 118) 

Il,,,0 

Ainsi pour la variable réduite u appartenant à l'intervalle [0, 1] et 1: à [1:', c>o [, la série 

est uniformément convergente. 

Pour illustrer cette convergence nous présentons les variations respectives de 88n (1:) et 

88(1:) en fonction de ron pour différents modes (n = 0, l, 2, .... ). 

La figure 3.15 représente les variations de 88n(1) en fonction du temps réduit pour 

différentes valeurs de (On (voir tableau 3.1). 
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Figure 3.15: Représentation des différents modes en fonction du temps réduit 

Sur la figure 3.15, nous constatons que pour les valeurs n ~ 1/ l'amplitude de 08n(1) est 
nulle au delà du temps réduit 't > 0.08. 

La figures 3.16 représente les variations du mode fondamental 08o('c) et de la série 
08(1) en fonction du temps réduit t'. 

O.Qr----........,.----r---.,-----r----. 

0.6 

08 
08

0 
0."1 08 

0'-----'
o 0.1 0.2 0.4 0.5 

'{ 

Figure 3.16 : Représentation de la série et du mode 
fondamental en fonction du temps réduit 

Nous constatons sur la figure 3.16, gue la courbe de la série 08(1) se confond à celle du 
mode fondamental 080(1') pour le temps réduit 1> 0.08. 

Ces différentes courbes (fig. 3.15 et 3.16) montrent que les am.plitudes des 
tempéréltur:;s réduites correspondant aux harmoniques supérieures W It (n ::= 1 ... (0 ) sont 
négligeables comparées à celle correspondélnt à Wo (n :;;::0) pour T '> 1:1 0.08. 

La figure 3.17 représente la température réduite oOo(t,u) en fonction de la profondeur 
réduite u pour différents temps réduit t/1do:::: (0, 0.1 / OA , 0.8 et 2), pour les conditions 
données dans le tableau 3. 

'. ,--- . 

72 



0.9 

0.6Q 

000 

0.16 

0.:!4 

O.~:} 
0 0.2 O.Q 

U 

Figure 3.17 : Représentation de la température réduit(~ correspondant au mode 

fondamental en fonction de la profondeur à différents instants 1:/1:do 

Remarque 

Ainsi pour le temps réduit l' > 1:1 = 0.08, l'expression de la température réduite peut se 
ramener au terme fondamental ci-dessous: 

(III. 119) 

Nous (~éfinissons, par l'expression suivante, la température réduite ramenée au terme 
fondamental (n=o), fonction uniquement du temps réduit t : 

(III.l20) 

Les expressions (1II.58) et (IIl.l9) se réduisent également au terme fondamental (n=o) 
et deviennen t : 

(III.12l) 

III.4.2. Conclusion partielle sur l'étude en régime transitoire 

L'étude du mur plan en régime transitoire a conduit à la solution analytique de la 
température réduite en fonction de la profondeur réduite. Nous allons nous baser sur cette 
solution pour la caractérisation thermique du mur plan. 

111.5. TECHNIQUE DE CARACTERISATION THERMIQUE DE MATERIAUX 

La caractérisation thermique de matériaux appliquée au mur plan consiste à 

déterminer simultanément, ses coefficient de diffusivité a, de conductivité À et d'échanges 
thermiques hg avec son environnement. 

Le principe de la technique repose :5Ur le phénomène de relaxation [57] du mur plan 
(avec source interne de chaleur) après l'arrêt de la production interne de chaleur. 

Cette caractérisation utilise la technique de l'intersection du mode fondamental de la 

fonction réduite caractéristique FToCro) et de l'ordonnée à l'origine [58] de la courbe de 
relaxation de la température réduite 86(0) du matériau étudié (mur plan dans notre cas). 



Cette technique permet de déterminer la valeur propre Wo (racine de l'équation 
transcendante, correspondant au mocle fondamental). Partant de cette valeur propre 
(caractéristique du matériaux étudié), nOllS déterminons les paramètres thl~rmophysiques : 

a, À, Bi2 (puis hg). 

111.5.1. Technique de l'intersection d'e la fonction caractéristique 

fTo(w) et de l'ordonnée à l'origine 88(0) 

L'expression de la température réduite (III.106) étant ramenée au ten,le fondamental, 
nous présentons la technique de l'intersection du mode fondamental de lêl fonction 

caractéristique FTo(w) et de l'ordon!lée à l'origine de la courbe de relaxation de la 

température réduite 88(0), pour déterminer la valeur propre woet ensuite les paramètres: 

a, À, Bi2 et ng. 

La technique d'intersection nécessite la connaissance préalable de l'ordonnée à 

j'origine de la température réduite 88(0), et l'étude de la fonction caractéristique Fro(w). 

111.5.2. Etude de la fonction caractéristique du mur plan FTo(w) 

L'expression de la température réduite (II1.120) a pour amplitude Fr o(wo). La valeur 

propre co est un paramètre caractéristique du matériau éludié (J)=w(u., ~_, h) ; de cc fait, 

l'étude de l'amplitude FTo(w()) dépend des paramètres intrinsèques au matériau étudié 

(mur plan dans nolre cas), notamment de la diffusivité u, de la conductivité Ic, des 
coefficienb, d'échanges de chaleur h (ou nombre correspondant de Biot Bil' Bi2 ) et des 
conditions d'expérimentation. 

En remplaçant dans (III.104) Bi} par son expression obtenue de (III.121), l'amplitude 

ITfo(Cùo) ne dépendra que des trois paramètres: w, ~ et Bi2. 

La figure 3.18 représente les courbes de la fonction caractéristique FTo(w) pour 
différentes valeurs du nombre de Biot BX2' 

Ff
o 

1.667 

0.5 

-0.66 

-i '-----'---
0.1 0.00 

Figure 3.18 : Représentation de l'amplitude FTio(w) pour différentes valeurs de Bi] 

La constante de temps réduit 'tdo est déterminée à l'aide de la courbe expérimentale de 

décroissance de la température réduite 88(1:). 

--- - - ---~--=--=--. -- -- --~ 



III.S.3. DétennÎnation de 88(0) et tdo 

La déb ·rmination de l'ordonnée à l'origine 89(0) et de la constante de temps réduit de 

décroissance 'tdo, consiste en une étude 157] de la courbe expérimentale de relaxation de la 
température réduite 88expÜ) pendant la phase transitoire. 

Les courbes de température réduite 88expCt) sont obtenues par construction de courbes 
corresponè.antes à celles issues directement de l'expérimentation 8Texp(x,t). 

En effet pour exploiter les résultats issus de l'expérimentation donnant les courbes de 
température Tc:xp(x,t), nous devons construire les nouvelles courbes réduites 
correspondantes, avec les variables réduites d'espace u, de température 9(u,'t) et de temps 
T, définies par les relations respectives (III.14), (III.15) et (ITI.19) ; nous les rappelons ci
dessous: 

- Variable réduite d'espace: 

X 
u=: L 

- Variable réduite de température: 

T(x,t) - Til 
9(u,'t) = T 

il 

- Variable réduite de temps: 

Cl 
't = î).t 

D'autrE.. part la relation (III.23), définit la tempéralure réduite à un instant donné: 

8(u,'t) = 8(u) + 88(u,'t) 

Nous définissons égal~ment la température T(x,t) à un instant donné par: 

T(x,t) :: T~x) + 8T(x,t) 

avec 

T(x) : température correspondant au régime permanent 

8T(x,t): température correspondant au régime transitoire 

011.122) 

En remplaçant les relations de 9(u,'t) et de T(x,t) dans (III.15), nous obtenons: 

9(u) + 89(u,'t) 
T(x) - Ta 

+ 

Cette dernière relation permet d'écrire: 

T(x) - Ta 
8(u) ::; Ta 

8T(x,t) 
89(u, 't) :: Ta 

8T(x,t) 
Ta (III.123) 

(1II.124) 

(III. 125) 



Ainsi disposant des courbes expérimentales T exp(x,t), nous pouvons obtenir les 

courbes réduites correspondantes 8exp(u) et ù8exp(u/l:) à l'aide des expressions (III.14), 
mI.19), (IIL122), (III.124)et (III.125). 

Après avoir obtenu la courbe exp(~rimentale de Ù8exp(1), nous passons à son étude 
pendant la phase traLsitoire. 

L'instant l' correspond au début (premier point) de la décroissance exponentielle de 

88(1:), c'est-à-dire de la partie linéaire de la représentation sémi-logarithmique (Fig. 3.19). 

A cet instant correspond l'ordonnée 88('xp(ü). Le couple (1:' 88exp(1'=Ü» vérifie l'équation: 

(III. 126) 

100.....--
Ln (6Tu:r) 

Ln (Ta-liOn:r> 

104-~~~~~~~~~~~~~~~~ 

o 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
t(h) 

Figure 3.19: Représentation sémi-logarithmique de la courbe 

expérimentale de relaxation de la température Ln(Ta.88exp(1:'» 

50 

liTu:rrc> 
45 

[Ta-li8u :r] 
40 

35 

30 

25 

20 

15 -, , 1 
, 

a 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
t(h) 

Figure 3.20: Courbe expérimentale de relaxation de la température T a.88exp(1') 

Une partie des points expérimentaux o8exp('t') correspondant à l'intervalle [1' =1' 0=0, 1x] 

et ayant respectivement pour ordonnées [o8exp('t'=0), o8exp('t')] vérifient l'équation (IIL126) .. 
--- - -~---
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La courbe de ù8cxpCt') est donnée par le meilleur fit (meilleure courbe de régression) 
des points expérimentaux répondant à une décroissance de type exponentielle représentée 
par le trait continu (Fig. 3.20). 

Les autres points ne vérifient pas l'équation (III.126) et sont donc en dehors de la 
droite de régression. 

La constante de temps de décroissance 1:do est obtenue par l'expression analytique de 
la courbe de régression (Fig. 3.19). 

L'ordonnée à l'origine D8exp(ü) correspond à la limi te supérieure D8exp ( 1:'-->1:' 0) et 
l'erreur commise est déduite: 

6(o8exp(O)~ _ 6(1:'0) 

o8exp(O) 1:' 0 

(III.127) 

Remarque 

Une étude similaire de la courbe expérimentale DTcx/t) pendant la phase transitoire 
conduit également à : 

-la meilleure courbe de régression 8Texp(1:') 

-l'ordonnée à l'origine DTexp(O) et l'erreur [6(DTexp(O)) / DTexp(O)] déduite: 

où : to est le correspond à 1:'0 

6(DTexp(O)) 

DTexp(O) 
(III.127) 

- la constante de temps de décroissance tdo obtenue à partir de l'expression 
analytique de la courbe de régression (Fig. 3.19). 

III.5.4. Détermination de la valeur propre (00 et du nombre de Biot Bi2 

L'ordonnée à l'origine D8exp(1:'=o), obtenue à l'aide de l'expression de la température 

réduite trar sitoire D8exp(1:'), est donnée par: 

(III.128) 

Ainsi à tout autre instant ultérieur 1:' (appartenant à [1:'=O,1:x]), l'équation (III.126) est 

vérifiée. 

L'incertitude sur la mesure de D8exp(O) est alors: 

6(D8(O») 
.-

D8(O) 
(III. 129) 

En repC'ftant D8exp(O) à ± 6(D8exp(O)) :3Ur la courbe .FTo((Oo) comme l'indique la figure 

3.21, l'intersection donne la valeur propre (00 à ± 6((00); cette valeur (1)0 est solution de 
l'équation (III.126) et vérifie également l'expression (III.55) ramenée au terme 

fondamen tal. 
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5.:13 

3.6& 

seo 
Ffo l 

0.:13 

Silo 
-1.~3 

~ L ____ ww __ -L __ ~ ____ ~ 

0.1 O.ï'13 1.4> 2.1-'1 2.Q2 3.5 
(J) 

Figure 3.21 : Technique de l'intersection du mode 
fondamental et de l'ordonnée à l'origine 

La précision sur la détermination de la valeur propre Wc est donnée par: 

i1(Fra) i1(88(o)) 
- --- + 

Wc - FTo 08(0) (III.130) 

Connaissant la valeur propre Wa et la constante de temps réduit de décroissance tdo (à 

±i1(tdo)) de Ia température réduite 08(t') pendant la phase transitoire dans les conditions 
ci-dessus définies, l'équation (III.58) conduit à la valeur du nombre de Biot Bi2 en face 
arrière du mur plan exprimée par: 

Bi2 

Wc. [Bit - Wo.tan(WQ)] 

La précisio r,\ sur le calcul de Bi2 est obtenue à travers: 

i1(Bi2) 
-B' = IEql + IEr2 1 

12 

avec: 

Bi1 ru 
2.tan(w) --- 1 + 

W CO,2(W) cos2(w) l 
Eq = -

Bi, J tan(ru) l + -.lan(w) 
w w 

Er2 ~[ 
1 1 

+ 1 J w ù} Bi l 

1 - ~.tan«(O) 
Bi1 tan(w) Il 

1II5.6. Calcul du coefficient de diffl.lsivité ex 

(III.13I) 

(III. 132) 

i1(w) (III. 133) 
w 

) 

(UI.l34) 

Les relations (III.19) et (III.56) conduisent à l'expression permettant le calcul de la 
diffusivité thermique: 

(III.135) 
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L'erreur sur a est donnée par: 

Ll(a) Ll('tdo) ~ Ll(~) 2.0)2 Ll(w) 
= -- + ---- -- + ---

a tdo (~+û~) ~ (~+w2) w (II 1. 136) 

III.5.7. Calcul du coefficient de conductivité À 

Connaissant la diffusivité a et la capacité thermique (p.C) du matériau constitutif du 
mur plan, nous déterminons la conductivité thermique: 

À u.p.C (III.l37) 

L'erreur Sl:r À est donnée par: 

Ll(À) Ll(a) Ll(p) A(C) 
= + -- + 

À a p CIII.138) 

III.5.8. Calcul du coefficient d'échanges themlÎques h 2 

Connaissant le nombre de Biot Bi2 et la conductivité thermique À, nous déterminons le 
coefficient d'échanges thermiques sur la face arrière du mur (deuxième face) : 

La précision de h2 es t calculée à l'aide de l'expression: 

+ 

III.6. CONCLUSION 

t.(L) 
+ L 

(III. 139) 

(III. 

L'étud ~ du mur en reglme transitoire a conduit à la solution analytique de la 
température réduite en fonction de Li profondeur réduite. Partant de cetll.: 301ution 
analytique, une nouvelle méthode de caractérisation thermique de matériaux (mur plan 
dans cette partie) a été développée. 

La nouvelle méthode de caractérisation utilise la technique de l'intersection du mode 

fondamental de la fonction réduite caractéristique FTo(w) et de l'ordonnée à l'origine de la 

courbe de relaxation de la température réduite 89(0) du matériau étudié (mur plan). 

Cette caractérisation basée sur l'expl.oitation de la solution analytique et les courbes 
expérimentales de la températures réduite, a conduit à la détermination simultanée des 

paramètres thermophysiques : diffus:ivité a, conductivité À et coefficients globaux 
d'échanges thermiques hg. 

Nous allons dans le chapitre suivant appliquer cette nouvelle méthode de 
caractérisation thermique de matériaux à une dalle en béton récupératrice d'énergie 
solaire. 
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IV.I.INTRt)DUCTION 

Après le développement d'une nouvelles méthode de caractérisation thermique de 
matériaux, (voir chapitre 3), nous allons nous en inspirer pour caractériser une dalle en 
béton récu?ératrice d'énergie solaire (détermination des ses coefficients de diffusivité (1., 

de conductivité À et d'échanges thermiques globaux paroi-environnement hg). 

Tout en tenant compte des nouvelles conditions réelles aux limites Urradiation de la 
dalle), n01l3 allons suivre la même démarche adaptée dans le précédent chapitre. 

IV.2. DALLE EN BETON RECUPERATRICE n'ENERGIE SOLAIRE 

La figure 4.1 représente la dalle (m béton récupératrice d'énergie solaire. Elle est 
constituée de graviers ,de ciment et de sable. Lors son coulage, un tube en cuivre (sous 
forme de serpentin) a ~té placé à 2 cm clE~ la face avant. La surface latérale de la dalle a été 
isolée avec du polystyrène. 

La récupération de l'énergie solaire par la dalle est assurée par de l' ea u circulant dans 
le tube en cuivre. 

Isolant 
(polystyrène) 

lTa(t); hav ~ 

Figure 4.1 : Schéma de la dalle en béton 

Sortie eau 

Cette dalle a déjà fait l'objet de plusieurs études [59, 60 et 61] avec différentes 
expérimentations effectuées dans le Laboratoire d'Energétique appliquée de l'Ecole 
Supérieure Polytechnique (E.S.P.) de l'Université Cheikh Anta Diop Dakar. 

Pour déterminer les paramètres caractéristique thermophysiques de la dalle, nous 
allons dans un premier temps faire l'étude de son champ thermique et lui appliquer 
ensuite la technique de caractérisation thermique exposée dans le chapitre III. 



-1'inLuence de la température sur les paramètres thermophysiques est négligeable; 

- la rfsistance aux échanges thermiques Rcit à l'intérieure du tuyau (tube en cuivre) 

où: 

est très grande par rapport à la somme des résistances de contact Reont (entre le 
béton et la surface extérieure du tube) et de conduction du tube Rt (faible épaisseur) 
en cuivre -( , 

(Reont + Rt). Dans ce cas nous avons: 

ainsi la résistance globale béton-tubes RCBT peut s'écrire [62] : 

RCI3T = (l~(1l\t + Rt) + I~'it "" Rel! 

pM i ollséqucnt les transferts thenniyues enlre le ftuiJe et le béton Jépendcnl Je ICI 

résistance Reît qui est fonction du coefficient d'échanges thermiques hj. 

l'ensoleillement Es(t) et la température ambiante T,J(t) obéissent (pour la durée 
d'insolation) aux lois d'évolution suivantes [63] : 

avec HLS :s; t :s; Hcs 

Ta(t) = Tm + To.cos(û.t - v) 

avec o :s; t :s; 24 

2.1C 
Q = --. fréquence angulaire 

Per' 

avec: P cr =:!4 h période journ llière 

Tm; température ambiante moyen 

(IV.I) 

(IV.2) 

Eso, T 0: ensoleillement et température ambiante maximum de la loi sinusoïdale: 

t: temps solaire (différence entre le temps locale et le temps midi solaire t;= tL - tms) 

v = 2p1C.M: déphasage entre l'ensoleillement Es( t) et la tempéra ture T a( t) 
er 

avec: ilt décalage, en heures, entre les maximums des courbes Es(t) et TaCt) 

H Lq , Hcs : heure de levé et de couché du soleil, respectivement 

IV.3. EQUATION DIFFERENTIELLE DU CHAMP THERMIQUE D'UNE DALLE 
EN BETON RECUPERATRICE D'ENERGIE SOLAIRE 

Soit la dalle représentée par la figure 4.2 (vue de profil). 



Figure 4.2 : Vue de profil de la dalle en béton 

Le champ thermique dans la dalle est régie par l'équation: 

d2T(x,t) ~~ _ 1 dT(x,t) 
dx2 - A - Cl dt 

où Pp: puits de chaleur par unité de volume (W.m-3) 

o 

L 

x 

Cl : diffusivité thermique (m2.s-1) de la dalle en béton définie par: 

A 
Cl =: ~--

p.C 

A : conductivité thermique de la dalle en béton (W.m-1.oC-l) 

p : masse volumique de la dalle en béton (kg.m-3) 

C : chaleur spécifique de la dalle en béton (J.kg-l. °Cl ) 

Les conditions aux limites (fig. 4.2) de la dalle sont les suivantes: 

- à la face avant: 

- à la face arrière: 

où k : coefficient d'absorption de la dalle; 
Es(t) : ensoleillement à un instant t; 

Tit) : température ambiante à un instant t; 

(IV.3) 

(IVA) 

(IV.5) 

(IV.6) 

hav , har : coefficient global d'échanges thermiques sur la face avant et arrière 

Notons que pour certains matériaux standards les paramètres thermophysiques Cl et A 
sont donnés dans des tables. Du fait des possibilités de dosages différents lors la 
construction d'une dalle en béton (ou de tout autre matériau composite), les valeurs des 
coefficients CI. et A peuvent s'écarter dE~s valeurs tabulées. Leur détermination est une 
nécessité pc ur une meilleure maîtrise des transferts de chaleur de la dalle. 
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Pour simplifier l'étude du champ thermique dans la dalle, nous la considérons 
composée de deux parties séparées par l'ensemble des tubes en cuivre (figure 4.3) : 

- la partie inférieure limitée par les coordonnées x=O à x= L2 

-la partie supérieure (x=O à x= -L1). 

-x 

.n--_ 0 

x 

[Ta(t) ; 

Figure 4.3 : Coupe transversale de la dalle en béton 

Nous écrivons ensuite l'équation de la chaleur régissant le champ thermique de 
chacune de ces parties et procédons à leur l'étude. Nous commençons l'étude de la dalle 
récupératrice d'énergie solaire par la deuxième partie (partie inférieure). 

IV.4. ETUDE DE LA PARTIE INFERIEURE DE LA DALLE EN BETON (x=ü à x=L2) 

Pour l'étude de la partie inférieure de la dalle, nous nous inspirons de l'élude du mur 
plan faite au chapitre III. 

IV.4.1. Equation du champ thennique de la partie inférieure de la dalle 

La partie inférieure de la dalle est limitée par la surface arrière et la tuyauterie. La 
figure 4.4 représente le schéma. 

[ T ft) ; h) ] 

x 

Figure 4.4 : Schéma de la partie inférieure de la dalle en béton 

Le champ thermique dans la partie inférieu~'e est régie par l'équation différentielle 
suivante: 
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(IV.7) 

Les conditions aux limites (tenant compte des hypothèses de travail) de la partie 
.inférieure de la dalle sont: 

- à la surface limitée par la tuyauterie (x=ü) : 

dTi(x,t) 1 
- A dX - x=ü = - hJ [Ti(O,t) - Tmf(t)} (IV.8) 

où hJ : coefficient d'échanges thermiques de chaleur entre le fluide et 1"1 dalle à la 
jonction 

des deux parties inférieure et supèrieure délimitées par la tuyauterie dans la dalle; 

Tmf(t): température moyenne du fluide circulant dans le tuyau. 

- à la face arrière (x=L2) : 

(IV.9) 

Nous remarquons que les conditions aux limites sont des fonctions de temps (T mM), 
T a(t) ) ; la résolution de (IV.7) ne pourra donc pas se faire [53) de manière classique 
(solution d'une équation différentielle ayant des constantes "indépendantes du temps t// 
comme conditions aux limites). 

Pour la résolution de l'équation (IV.7) munie des conditions aux limites OV.8) et 
(IV.9), nous appliquons le théorème de DUHAMEL [63J. 

Application du théorème de DUHAMEL 

Soit 0 j (X,t,tl) la solution auxiliaire de l'équation (IV.7) munie des conditions aux 
limites (IV.8) et (IY.9). 

Dar,s ce cas 0 j(X,t,tl) vérifie l'équation (IV.7) et les conditions aux limites OV.8) et 
OV.9) : 

aei(x,t,t12 1 :::; ~ [e.(O t t ) - T (t)] dX bo A . l ,,1 mf 1 

où: TaCtl) = Ta(t=tl): température ambiante dépendant du paramètre t1 ; 

Tmf(t1) = T mf(t=t1) : température du fluide dépendant du paramètre t1 . 

(IY.10) 

OV.11) 

(IV.12) 

Notons que TaCt1) et Tmf(tl) ne dépendent plus du temps t, mais plutôt du paramètre 
constant t1 (ce dernier n'étant pas une vadable temps). 

Le théoxème de DUHAMEL. cQUQ1Jità la solution Ti(Xit).de~~'~9.uationjLV.7)àpa~Ur:c~: 
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la solution auxiliaire 0 j(x,t,t1) à l'aide de l'intégrale: 

t 

Ti(x,t) = J tt [0i(x, Hl, tl)] dt1 

tl =0 

(IV.13) 

Nous devons ainsi déterminer préalablement la solution auxiliaire E\(x,t,t1) en 
résolvant l'équation (IV.I0) ensuite déterminer la température Ti(x,t) par application du 
théorème de DUHAMEL exprimé par la relation (IV.13). 

Les équations différentielles (IV.11) et (IV.12) sont non-homogènes (existence d'un 

terme constant indépendant de la variable 0 j ). Pour simplifier la résolution de (IV.IO), 
nous allons ramener (IV.12) à une équation différentielle homogène en réécrivant les 
équations (IV.lO), (IV.ll) et (IV.12) sous hmr forme adimensionnelle (réduite). 

Posons pour la partie inférieure de la dalle: 

- variable réduite d'espace : 

x 
u:= [ 

- variable réduite de température: 

où 'tl est le paramètre réduit correspondant à t1 : 

CIV.14) 

(IV.15) 

En rerr,plaçant (IV.14) et (IV.15) dans les équations différentielles (IV.I0) , (IV.11) et 
(IV.12), nO~ls obtenons l'équation adimensionnelle (réduite) de la conduction de la 
chaleur dans la partie inférieure de la dalle: 

a2EMu,'t,'tl) aei(U,'t,'tl) 
dU2 .- d't (IV.16) 

munie des ronditions adimensionnelles aux limites: 

(IV.17) 

(IV.18) 

où: 

t == Fo: variable réduite de temps (nombre de Fourier Fo) qui se définit par: 

OV.1SJ) 

Bi: nombre de Biot qui se définit P(\:r : 

. hk·L Blk ;= ~-
À 

(IV.20) 

Om(t1) : constante définie par l'expression: 
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(IV.21) 

La température réduite de la partie inférieure de la dalle Oi(U,'t/tl) à un instant réduit 
donné 't peut s'écrire [53J: 

(IV.22) 

avec Oi(U,'tj) : température réduite correspondant au régime permanent 

80 i(u,'t,'t1) : température réduite correspondant au régime transitoire 

En remplaçant cette dernière dans les expressions (IV.16), (IV.17) et (IV.lB) nous obtenons 

(IV.23) 

munie etes conditions adimensionnelles aux limites: 

a&i(U,'t1) 1 + a88 i(u,'t,'tl) 1 

au u=O du u=o -~ (IV.24) 

A l'aide de la méthode de superposition r54) nous allons séparer ces équations en 
deux sous groupes régissant respectivement les températures réduites correspondant aux 
régimes pelmanent Oj(U,'tl) et transitoire 88 i(u,'t,'tj) de la partie inférieure de la dalle: 

- régir'1e permanent: 

munie des conditions adimensionnel1es aux limites: 

- régime transitoire; 

munie des conditions adiffi<~nsionnelles aux limites: 



IVA.2. Etude en régime transitoire de la partie inférieure de la dal1e 

La résolution de l'équation adimensionnelle de conduction de chaleur en régime 
transitoire permet d'obtenir l'expression la température réduite o8 j (U,'t,'tl) 

L'équation différentielle pour le régime permanent est: 

a288i(u,'t,t1) a88 j(u,'t,'tI) 
dU2 = (IV.26) 

munie des conditions adimensionnelles aux limites (partie inférieure) : 

(IV.27) 

OV.28) 

La Len pérature réduite ù8 i (u,'t,'tI) est la solution de l'équation (lV.26) munie db 
conditions aux limites (IV.27) et (IV.28). 

Nous rechercherons une solution de l'équation (IV.26), sous la forme de variables 
séparables [55] en espace Vi(u,t1) et en temps Ti(t) : 

(IV.29) 

En la remplaçant dans les expressions (IV.26) , (IV.27) et (IV.28) nous obtenons: 

1 a2Vi(u, tl) 1 aTi( t) 1 
----- ---~ -2- == --~- -- :::: - Wi~ 

Vi(u,t,) du Ti(t) dt (IV.30) 

où: (ùj >!) est une valeur propre réduite positive pour la partie inférieure de la dalle 

L'équation (IV.30) est équivalente au système d'équations suivant: 

_1_ ~1~2 == _ Wi2 

Ti(t) .Je 
et 

avec les cor,ditions aux limites: 

L'équation (IV.31) a pour solution «(ùjn> 0, et "n" appartenant N): 

t 
Tin('t) :::: Tin(O). exp [- (Olir?)t] :::: Tin(O). exp [- -] 

'tdo 

(IV.3I) 

(IV,32) 

(IV.33) 

(IV.34) 

(IV.35) 



OÙ 'tdo 2st la constante de temps de décroissance réduite définie par : 

1 

CIV.36) 

La recherche des nombres Wi et des fonctions non identiquement nulles Uîn(u/cj) 
solutions de (IV.32) et vérifiant les conditions (IV.33) et (IV.34), est un problème régulier 

de Sturm-Liouville [IV.a3]. Alors pour des fonctions Uin(U,Ld non nulles, l'équation 
(lV.32) a pour solution: 

(IV.37) 

A l'aic'e des conditions aux limites (IV.33) et (IV.34), nous déterminons l'équation 

transcendante ci-dessous qui permet de déterminer les paramètres Win pour Bi) et Biùr 
donnés, 

(IV.38) 

avec: 

(IV.39) 

La figue 4.5 représente les courbes de l'équation tral1scendan te (IV ,38), pour les 
valeurs: Bij=3, Biar=2, L2=O.08 m., et L=(I.1 m, 

1 a ..---....,.-.,....,.--r--

-1 n----J. ........ ---'---
o 7.5 11.25 15 

Figure 4.5: Représentation des solutions de l'équation transcendante 

De cette figure nous déterminons les racines Win de,l' équat~on (IV.~8) ,qui so~t les 
points d'intersection des courbes des deux fonctiOns tngonometnque Fil et 
homographique Fi2 : 

et 



Tableau 4: Valeurs de Win solutions de l'équation transcendante 

1 

n 

1 

0 

1 

1 

1 

2 3 4 5 6 

Wi 2,132 5,069 8,562 : 12,282 16,094 19,947 23,823 

a) Détermination des coefficients an des fonctions Uin{tl,!j) 

Les coefficients an et bn sont déterminés de manière à ce que la série des fonctions 
Uin(u) soit orthonormée [56] ; soit: 

Nous obtenons ainsi: 
L2/ L 

L2/L 

f Uin(u) 2du ::::: 1 
o 

f [ ancos(Win- U) + bnsin(wil1'u)] 2du = 1 

o 

(IV.40) 

'H' 41) 
\" y • 

Les coefficients an et bn sont liés par la relation suivante obtenue à l'aide de la 
condition aux limites (IV.33) : 

an Win 

b
n 

-- Bi) (IV.42) 

En remplaçant bn (par son expression explicite tirée de (IV.42» dans (IV.4l) nous obtenons 

(IV.43) 

=1 (IV.44) 

Les coefficients an déterminés à partir de la dernière équation ont pour expression: 

UV.45) 

Les coefficients b
n 

déterminés à partir de l'équation (IV.42), ont pour expression: 

(IV.46) 

où: 
L2 1. [2.Win.L2] 

aln = 2.L + 4.Wi
n 

sm ---L-- (IV.47) 

,-,,----~ --



1 . [2.Win.Lz] aZn = 2 L .. sm 
. 4.Win L 

En remplaçant Uin{tl,'tl) et Tin(t) dans (IV.29), il vient: 

o8in (u,'t,tl) = [ancos(win.U) + bnsin{Win.u)] Tin(O). exp [- ~ ] 
'[do 

(IV.48) 

(IV,49) 

(1V.50) 

UV 
La solution générale de l'équation (IV.26) est la série orthonormée 

orthogonales) suivante: 
(de fonctions 

00 00 

(IV.52) 
n=1 n=1 

00 

(IV.53) 

n=1 

b) Déterminatio::t des coefficients Tin(O) 

Les coefficients Tin(O) peuvent être calculés à l'aide d'un développement en série 

(orthonormée) de fonctions orthogonales Uin(u, tl)' 

Pour 't=0 l'expression (IV.52) devien t : 

00 

o9i(u,0,tt) = l Uin(U,tl).Tin(O) 
n,=l 

L2/ L 

En multipliant les deux membres de (IV54) par J Uin(U,tl).du, nous aurons: 
o 

En appliquant la propriété de l'orthogonalité des fonctions Uin(U,t1), à savoir: 

L2/ L 

f Uim (u,'t1).Uin(u/cl)·du == { ~(Win) = 1 
o 

si. m:1.: n} 
SI m =n 

(IV.54) 

(IV.55) 

(IV.56) 



L2/ L 

OÙ: NCooÎn) = J [UinCu,'tl){du = l, défini la normalisation des fonctions Uin(u,"Cj) 
o 

l'équation (IV.55) devient: 

L2/ L L2/ L 

f Uin(U,tl)·88 i(u,O,'tl).du = Tin(O) f [Uin(u,"C1/.du == Tin(O)·N(Wi) 
o 0 

d'où l'expression permettant le calcul des coefficients Tin(O) : 

L2/ L 

Tin(O) = f Uin (U,'tI)·88 j (u,O'''Cl)·du 
o 

1,2/1, 

Ti"(Ü) ~ f a{ cos(w;".u) + :: sin(w;".u)f8,(U,Ü,t1) du 

() 

(IV.57) 

(IV.58) 

(IV.59) 

Nous allons dans le paragraphe suivant, déterminer 80 i (u,o,"Cj) 80 i (u,"C:::'t /=o+,'t\) 
correspondant à l'instant initial du processus transitoire. 

a) Détermination de la températu:re réduite transitoire 80 i(u,O, 't1) 

La température réduite c8 i(u,t','t1) est obtenue en résolvant l'équation suivante qUI 

régit le régime quasi-permanent (t="C' < 0) de la partie inférieure de la dalle: 

munie des conditions aux limites de la partie inférieure d8 la dalle: 

La solution de l'équation homogène (IV.60) est de forme: 

80i(u,t',"C1) = A.u + B 
Adoptons la notations: 

800 = 88i(O,O,'t1) = 80i(ll,'t'=o,tt) 

Pour u=O, l'équation (IV.63) devient: 

B= 800 = ()Oi(O,O,"Cl) 

A l'aide de la conditio.:.1 aux limites (IV.62) la constante A est exprimée par: 

L.Biar 

_ 'é~~ :.~~~~L_±J-û.I?iar 
:-92-

(IV.60) 

(IV.61) 

(IV.62) 

(IV.63) 

(IV.64) 

(IV.65) 



En remplaçant A et B dans (IV.63) nous aurons: 

où: 
(IV.67) 

(lV.68) 

En remplaçant 80i(u,ü,t\) = 80i(u,t=t'=o'-/Cj) dans l'expression (IV.59), nous aurons: 

avec: 

L2/ L 

Ti,,(O) = f a{ COS(Oli".U) + ~ sin (Oli.,. u) f8,( u,O, T,) du 

o 

L2/L 

Ti" (0) = f a{ COS(Oli".U) + ~: sin(Oli". u) } se .. [1 - u.Bi,.F,] du 

o 

L2/ L 

Ti1n(O) = f [1 - u.Bia.F1].coS(Will'u) du 

o 

L2/L 

Win f [1 - u.Bia.Fd·sin(win-u) du 

o 

A l'aide des formules d'Euler-Fourier, les calculs conduisent à: 

(IV.69) 

(IV.70) 

(IV.71) 

(IV.72) 

(IV.73) 

(IV.74) 

En remplaçant (IV.70) dans l'équation (IV.51), tout en tenant compte de (IV,42), nous 
obtenons: 

(lV.75) 

(IV.76) 

où les fonctions FUin(u,tl) et FTin(Win) sont respectivement définies par: 

-------~93 -- . - -
-:~ =-,,:,::,~":.=,:,:;:::.~-



(IV.77) 

(1'1.78) 

Le terme général de h température rédJite s'écrit: 

80jn(u,"C). "C 
80:n("C) = S;:O FU' ( _)- = FTln(Win). exp [- -] 

U O' ln U,1'1 "Cdo 
(IV.79) 

Ainsi la série obtenue de (IV.51) devient: 

00 

80j(U,"C,"Cl) == L 80in (u,"C,"Cj) = 800 2: FUin(u,"Cl)' V1În(CÙÎ1J exp [- -=--] 
n=O 11=0 1do 

(IV.8D) 

La série réduite s'écrit: 

8fM1:) = l 8ein (1:) = l FTin(cùjn)' exp [_ "C ] 
1\",0 n=O 1do 

UV.8l) 

Remarque 

La température réduite oOj(u,t) ne tient compte d'aucune condition particulière 
d'expérimentation (conditions aux limites de la dalle et à la jonction: température 
imposée ou flux de chaleur nul). 

b) Conditions particulières à la jonction béton-tubes 

Les conditions particulières à la jonction (limite des deux parties de la dalle) sont: 

- température imposée sur le tuyau, où le coefficient d'échanges thermiques 
correspondant hJ tend vers l'infini (BiJ tend vers l'infini) : 

Cela conduit à 

bn·Win 
an = --131J-= 0 (IV.82) 

ct l'équation Lranscendante (IV.38) devient alors: 

(IV.83) 

- flux nul à la jonction (surface isolée), où le coefficient d'échanges thermiques 
corn:spondant hl tend vers zéro (Bij tend vers zéro) ; ainsi: 

(IV.84) 

et l'équation transcendante (IV.38) devient alors: 

Biar -- (IV.8S) 



c) Conditions particulières à la limite inférieure de dalle 

Les conditions particulières à la limite inférieure de dalle sont: 

- température imposée sur la face arrière, où le coefficient d'échanges thermiques 
correspondant har tend vers l'infini (Biar tend vers l'infini) : 

dans ce cas l' équa tion transcendante (IV.38) devien t : 

(IV.86) 

.. flux nul sur la face arrière (surface isolée), où le coefficient d'échanges thermiques 
correspondant har tend vers zéro (Biar tend vers l'infini); l'équation transcendante 
(IV.38) devient alors: 

avec: 

où n=O, l, 2, ... 

Cùi n 

IV.4.3. Etude de la convergence de la série o<MU,'l:,'l:l) 

(IV.87) 

La série orthonormée infinie de la température réduite 80Ju,t,'l:J n'est physiquement 
acceptable que si elle est convergente dans l'intervalle [0 1 L2/ L J. 

La valeur propre étant définie dans l'intervalle: 

win·L2 [ 1 L 
n.n ~ L-- < n + 2 JL 

l'évolution de chaque terme général de la série à travers l'équation (IV.76) fait ressortir 

pour tout Wn: 

1 Cos(Ù)tn) 1 ::; 1 (IV.88) 

1 sin(Cùin) 1 ::; 1 (IV.89) 

Ceci conduit à: 
1 FUin(u) 1 ::; 1 (IV.90) 

D'autre part, en tenant compte des expressions (IV.45), (lV.47) à (IV.49), nous avons: 

2.L (IV.91) 
1 (an)' 1 ~ L2 

Tin(ü) étant une quantité finie, alors la fonction FTin(roin) définie par (IV.78) est également 
une quantité finie: 

CIV.92) 

De plus nous avons: 

(IV.93) 

soit: 

-

. _.95 



En tenant compte de (IV.94), le terme général de la série OOin(U,1:) devient: 

OOin(U,1:,1:t):::: 000 , FUin(u,1:t).Frin(win).exp [- (rr.L/L2)2(n + 112)2.1:] (IV.95) 

Pour un 1: fini la série peut s'écrire: 

00 

1 88 i(u/t,1:j) 1 ~ 880 L Frin«ûin).exp [- (rr.L!L2)2(n + 1/2)2:t] 
n=O 

(IV.96) 

Ainsi pour u appartenant à l'intervalle [0, L2!LJ et t à celui [1:', c>o [, la série est 
uniformément convergente. Pour illustrer cette convergence nous présentons à travers les 
figures 4.6 et 4.7 les variations respectives de 80in(1:) et 8elr) en fonction du temps pour 
différentes valeurs de Win du tableau (4.1). 

O.6r-------~-------~------~-------, 

OL ___ ~~~L--~:~~====~I6-____ ~I __ _ 
o 0.D75 0.1 S 0225 0.3 

~ 

FigUl e 4.6 : Représentation des différents modes en fonction du temps rédui t 't 

Nous remarquons sur la figure 4.6, que pour le temps réduit t;;:: 0.22, les amplitudes 

de la série &8in (1:) s'annulent pour n ;;:: 1. 

o.g 

O. t 0.2 0.3 0.4 

Figure 4.7: Représentation de la série OOi(1:) et du mode 
fondamenta.l oOw(1:) en fonction du temps réduit 1: 

Nous constatons sur la figure 4.7, que la série oOitlt) se confond à la courbe oOj(t) 

correspondant au mode fondamental (n:=O) pour le temps réduit 1: > 0.20. 

·96 



Ces différentes courbes (fig. 4.6 et 4.7) montrent que la température réduite 

correspondant aux harmoniques supérieures Win (n =1, 2, .. ) est négligeable comparée à 

celle correspondant Wio pour 't >1:'= 1/5. 

La figure 4.8 représente le profil de la température réduite 08iO('t,U) en fonction de la 

profondeur réduite u pour différents temps réduits ('t/ 'tdo)' 

SEJio 

0.66 r--~--'---'--------r---_ 

0.3 

0.1 

~-c~~==~ 0.0 
-{l.2 -{l.1 0 

u 

2 

0.1 0.2 

Figure 4.8: Représentation de la température réduite b8,0 C'\:) 
en fonction de la profondeur à différents instants réduits 

Nous remarquons sur les courbes de la figure 4.8 que la température réduite 

correspondant au mode fondamental diminue en valeur lorsque le temps réduit (1/1do) 

augmente. 

Remarque 

Il ressort de cette analyse des figures 4.6 et 4.7 que l'expression de la température 
réduite peut se ramener au terme fondamental ci-dessous: 

1: 
ô8 iül,1:,'t1) = b8 iO(u,1:,'tl) = 080 , FUio(u,'tj). FTiO(Wio). exp [- -- } 

, 1:do 
(IV.97) 

Nous définissons la température rôduite ramenée au terme fondamental (n=O) par 
l'expression suivante: 

, 08 i(u,'t,'tl) S8jJ(u,'t,'tj) 't 
bEM't) = -------. .-,_.-- == ._-;--~'--- == rTiO(Wio)· exp (- l 

S80 > FUlo(U,'t1) S80 - ]~UIO(U,'tj) 'tdo 
(IV.98) 

L'expression (IV.38) se réduit également au terme fondamental (n=o) et devient: 

IV.4.4. Application de la technique die l'intersection de la fonction 

caractéristique FTio(w) et de l'ordonnée à l'origine ü8 i (O) 

(IV.99) 

Après avoir ramené la température réduite au terme fondamental, nous appliquons la 

- -techniqueo-de cl' mtersectiqn.cl\.!. ITl~,-çl~ -fQl)(~amental-de-la~fom;tion caracté~.s,tLqu~:fJlotqJ~J:,~ ,'_~ ': ':-: . 
.. . --: .. - -"- .-_. - - ~ . - ~ ~. ---- -- ,---- .~-.:- - -~.- - - ... - . - -,- ~ 



de l'ordonnée à l'origine [58) de la courbe de relaxation cie la tempéra ture réduite 89i(0) de 
la partie inférieure de la dalle; ceci conduit à la détermination de mio et des paramètres: 
1:do et Bij. l,' application de cette techniqU(~ exige au préalable, l'étude de la fonction FTio(co) 

et la détermination de l'ordonnée à l'origine de la température réd uite 89i (O). 

a) Etude de la fonction ITio(m) 

L'expression de la température réduîte (lV.98) a pour amplitude FTio(w). Cette 
dernière e t une fonction caractéristique intrinsèque de la partie inférieure de la dalle, à 

travers les paramètres (de diffusivité a, de conductivité À, de coefficients d'échanges 
thermiques h ou nombres correspondant de Biot Bi), Biar ) et des conditions 
d'expérimnntation. En tenant compte de la relation (IV.99), l'expression de la fonction 

rlio(co) dépend seulement des paramètres (m et Biar). 

La figure 4.9 représente les courbes de la fonction caractéristique FTio(m) du matériau, 
pour différentes valeurs du coefficient Hiar (0; 0.5; 1). 

1.2r----,...-'--oy---.,-----r------.., 

o.~ 

0.12 

--L-___ ~ ___ -L ____ _L ____ ~ 

0.1 1.00 2.œ. 3.04 .<l.ce 

Figure 4.9: Représentation de la fonction FTio(O)) pO'.lr différentes valeurs de Biar 

b) Détermination de 89 j (o) et 1:do 

L'ordonnée à l'origine a9i(ü) et de la constante de temps réduit de décroissance 1:do 

sont La délerminées à partir d'une étude de la courbe expérimentale de relaxation de la 

température réduite a9icxp(1:) pendant la phase transitoire. 

Les courbes de température réduil:e a9 icXp(t) sont obtenues par construction de 
nouvelles courbes wrrespondantes à celles issues directement de l'expérimentation 

8T iexp(x,t). 
-

Les nouvelles courbes réduites correspondantes sont obtenues à l'aide de l'intégrale 
de DUHAMEL (théorème de DUHAMEL). 

IV.4.4.1. Détermination de la température Ti(x,t) à l'aide 
de l'intégrale de DUHAMEL . 

Le théorème de DUHAMEL conduit à la solution T,(x/t) de l'équation (IV.7) à partir de 

la solution auxiliaire 0 j (X,t,tl), à l'aide de l'intégrale: 



t 

Tj(x,t) = J ;t [8j(x, Hl, t1)] dt1 
t1=0 

En remplaçant la température réduite 8 j(U/t,'t1) par son expression (IV.22), dans 
l'équation JV.15), nous obtenons l'expression suivante de la solution auxiliaire: 

8 j (x,l,t1) == Ta(tl) [1 + Sj(u,'t,'t j ) 1= T,;(tl) [1 + Sj(u,'t j ) + 8Sj(U,t,'tl) J 

En remplaçant (IV.IOO) dans l'équation OV.13) il vient: 

t t 

Tj(x,t) = J ;t [8 j (x, H1, t, )] dt[:::: J ;t [ Ta(h).8S i(u, 't-'tlt 'tl) ] dt1 

~~ ~~ 

En tenant compte de (IV.97), l'équation OV.101) devient: 

t 

Tj( (,t) = f ~t [Ta(t1)· 88o·FUio(u,'tl)· FTiO(cOiO)' exp[-('t-tl)!tcto]] dt] 
t1 =0 

Connaissant la relation t=a..t/L2, il vient, après dérivation: 

où la fonction 88iO(u,t) se définie par: 

8S iO(u,t) = 8So.FUio(u,t\). FTio(COio)· exp(-t/'rdo) 

En remplaçant dans l'équation (IV.I03), la température ambiante Ta(t1) par: 

Ta(t1) :::: Tm + To.cos [Q.(t1 • tms) - v] 

nous obtenons l'expression de la teL1péra ture : 

avec 
Ii( t) = El (t) + Ii2Ct) 

où les fonctions Ii1(t) et Ii2(t) se définissent respectivement paf: 

Iil(t):::: S [Tm. expCtdtdo)] dt1 = Tm.tdo.[exp(t/~o) -1] 

tr=O 

avec: 

. 99 

(IV.1 00) 

(IV.IOl) 

(IY.I02) 

(IV. 103) 

(IV.I04) 

(IV 105) 

(IV.106) 

GV.I07) 

(lV.108) 

(IV.l09) 

(IV.nO) 



Ii22(t) = COS(Q.(t - tms) - v).exp(t/tdo) - cos(Q.tms + v) (IV.llI) 

Nous savons d'autre part que la température à un instant donné t est exprimée par: 

(lV.112) 

De même nous avons: 

Tiexp(x,t) = Tiex/x) + 8Tiexp(x,t) 

Ainsi :onnaissant la constante de temps de décroissance tdo et l'ordonnée à l'origine 
de la tempérdlure oTsexp(ü), nous calculons l'ordonnée à l'origiIte de la température réduite 
80sexp(o) à l'aide de l'équation suivante 

nV.113) 

La dernière relation conduit également à la courbe réduire expérimentale: 

(IV.114) 

où : 't' correspond au début (premier point) de la décroissance exponentielle de ûOsexpCt) 
donnée par le meilleur fit des points expérimentaux. 

La constante de t(~mps réduit 'tdo est déterminée à partir de la courbe expérimentale de 

relaxation de la templ~rature réduite 89i<:xp(t). 

IV.4.4.2. Détermination de la valeur caractéristique propre coio 

De l'équation (IV.1l4) de la température réduite 89 j ('t') pendant la phase transitoire, 

l'ordonnée à l'origine ('t' =0) es t donnée par: 

89i ( 't' =0) == Frio(COio) (IV.llS) 

En reportant 89i (ü) à ± ~(89i(Ü» sur la courbe Frio(coio) comme l'indique le figure 4.10, 

l'in tersection donne la valeur COIo à ± L\.( COio) . 

1.2 

0.901 

SOin 

Ffin 0.41 

0.12 SOin 

-1). 

-0.8-----'--
O. t 1.00 • :).0<1 

(1)1 
s 

Figure 4.10: Technique de l'intersection du mode 
fondamental et de l'ordonnée à l'origine 



IV.4.4.3. Détermination du coefficient d'échange réduit BiJ 

Connaissant la valeur Wo et la constante de temps réduit de décroissance 'Cdo (à M('Cdo)) 

de la température réduite oSJt') pendant la phase transitoire dans les conditions ci-dessus 
définies l'équation (IV.99) conduit à la valeur du nombre de Biot Bi] de la jonction béton
tubes (emplacement de la tuyauterie) : 

(IV, 11 6) 

Remarque 

Les expressions des raramètres a, À et hg sont données à la fin de ce chapitre, 

IV.5. ETUDE DE LA PARTIE SUPERIEURE DE LA DALLE EN BETON (x=ü à x= -L1) 

L'étude de la partie supérieure de la dalle est faite identiquement à l'étude de la partie 
inférieure. Nous nous passerons ainsi de certains détails déjà exposés da.ns l'étude 
précédente. 

IV.S.l. Equation du champ thermique de la partie supérieure de la dalle 

Le schéma synoptique de la partie supérieure de la dalle (limitée par la surface avant 
el la tuyauterie) est représenté par la figure 4.11. 

[Ta (t) ; hav ] 

-x 

Figure 4.11 : Schéma de la partie supérieure de la dalle en béton 

Le champ thermique dans la parti€' supérieure de la dalle est régie par l' équa tion 
différentielle suivante: 

munie des conditions aux limites: 

- à la face avant ensoleillée (x=-L1) 

1 êlTs(x,t) 
- a êlt 

... ~ êlTâ~,_t) 1 x.:.Ll. :=_,~~~ ~T~(-L1tt) - Ta(t)] - k.Es(t)._ 

101 .,-

(IV.117) 

(IV) 18) 



- à la surface limitée par la tuyauterie (x=O) 

vTS<x,t) 1 
- À -ax- x=o =: h) [Ts(O,t) - T mf(t)] (IV.119) 

où h): coefficient d'échange de chalE'ur entre le fluide et la dalle à la jonction des deux 
parties supt~rieure et inférieure délimitées par la tuyauterie dans la dalle; 

Tmf : température moyenne du fluide circulant dans le tuyau. 

L'équation (IV.1I8) peut s'écrire: 

À vTs(x,t) ! hav [ k J vx x=-Lj = -:;: Ts(-Lj,t) - [Ta(t) + ha~ Es(t)] (IV.120) 

(IV.121) 

où Fa(t) est la température équivalente [IV.5, IV.6] ; c'est une grandeur qui rassemble en 
une seule sollicitation thermique, l'influence simultanée de la température ambiante 
T a(t), de l'ensoleillement Es(t) el des échanges radiatifs de grandes longueurs 
d'ondes; elle est définie par son expression la plus simple [64] : 

k 
F (t) := T (t) + ---- E (t) 

-;;\ a hav S (IV.122) 

Pour les mêmes raisons évoquées dans l'étude de la partie inférieure de la dalle, 
l'équation (IV.117) munie des conditions aux limites (IV.118) et (lV.119) est résolue par 
application du théorème de DUHAMEL 

Application du théorème de DUHAMEL 

Soit 8 s(x,t,t j) la solution auxiliaire de l'équation (lV.117) munie des conditions aux 

limites (IV.118) et (IV.119). Dans ce cas 8 s(x,t,lj) vérifie (lV.117), (IV.118) et (lV.119): 

v28 s(x, t, l1) 

vx2 

V8s(X,t,tl) l == - bl [8 (0 t t ) - T (t)] VX =0 '}.., s' , j mf 1 

où F;/tj)::: Fa(t==t1) : fonction d'ambiance dépendant du paramètre tj; 

T mf(lj) = T mf(t=t j ) : température du fluide dépendant du paramètre II . 

(IV.123) 

(IV.124) 

(IV.12S) 

Le théorème de DUHAMEL conduit à la solution Ts(x,t) de l'équation (IV.117) à partir 

de la solutiun auxiliaire 8 s(x,t,t1) à l'aide de l'intégrale: 

t 

Ts(x,t):= f ;f 8s(x, Hl! tl) d t1 

t1=0 

(lY.126) 
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Nous devons ainsi déterminer préalablement la solution auxiliaire Gs(X,t,t1) en 
résolvant l'équation (IV.123) ensuite calculer la température Ts(x,t) par application du 
théorème de DUHAMEL exprimé par la relation (IV.126). 

Les équations différentielles (IV.123), OV.124) et (IV.125) sont également non
homogènes. Pour simplifier leur résc1ution nous allons les réécrire sous forme 
adimensionnelle. 

Pour la partie supérieure de la dalle, posons: 

- variable d'espace réduite: 

- variable de température réduite: 

x 
u=I 

( 
(:1s(X,t,t1) - Fa Ct1) es u,'t,'t1) :::: F

a
(tl) 

où 't1 est le paramètre réduit correspondant t1 : 

(IV.127) 

(IV.128) 

En remplaçant (IV.127) et (IV.128) dans les équations différentielles (IV.123) ,(IV.124) 
et (IV.125), nous obtenons l'équation réduite de la conduction de chaleur de la partie 
supérieure de la dalle: 

(IV.129) 

munie des conditions adimensionnelles aLlX limites (de la partie supérieure de la dalle) : 

(IV. 130) 

(IV.131) 

où: 't:= Fo: variable réduite de temps (nombre de Fourier Fo) définie par: 

Cd 
't :::: U := Fo (IV.132) 

Bi : nombre de Biot défini par: 

(IV.133) 

9SE(t1) : constante définie par l'expression: 

(IV.l34) 

La température réduite de la partü~ supérieure 8s(u,'t,'tj) à un instant donné 't peut 
s'écrire: 

(IV.135) 

où 8s(U,'tl) : température réduite correspondant au régime permanent 

o9~(Uf't,'tl) : température réduite correspondL'lnt au régime transiJo_î~e 
'- ',' -~ -. _':-'10a':- '. ,-.--



IV.5.2. Etude en régime transitoire de la partie supérieure de la dalle 

En tenant compte du dévdoppement: similaire fait dans l'étude de la partie supérieure 
de la dalle, l'équation différentielle régissant le régime trzmsitoire s'écrit : 

d20Ss(U,1/t1) 

dU2 

avec les conditions réduites aux limites; 

dOSs(U,1,11) 1 = 
dU u=-L1/L Biav.oSs(-L1/l, t, t,) 

(IV.136) 

(IV. 137) 

(IV.l3S) 

La résolution de l'équation (IV.136), par la méthode de variables séparables d'espace 
et de temps conduit à la solution: 

00 00 

La série réduite s'écrit: 

oelt) = l oSso( 1) = l Ffsn(COsn)· exp [- 1/tdo) 

n=O n'=O 

avec: 1do e~)t la constante de temps de décroissance réduite définie par: 
1 

(IV.140) 

(IV.l41) 

FUSn(U,'tl) et FTsn(COsn) respectivement, fonction d'espace et fonction caractéristique: 

(IV.142) 

(IV.l43) 

Oll: 

(IV.l44) 

œ.'.145) 

L 
(IV.146) 

(IV.147) 



(IV.149) 

(IV. ISO) 

(!)sn : valeur caractéristique propre solution de l'équation transcendante: 

CIV.15I) 

avec: 

(IV.152) 

IV.S.3. Etude de la convergence de la série o9s(U,'t,'t1) 

L'étude de la convergence de la série montre qu'elle peut être représentée par le mode 
fondamental (n=ü) après un certain temps réduit 'tc. ,Ainsi pour u appartenant à 

l'intervalle [0, -Ll/L] et 't à celui [1:,00 [, la série est uniformément convergente. Pour illustrer 
cette convergence nous présentons à travers les figures 4.12 et 4.13 les variations 

respectives de 895n(1:) et o9ser.) en fonction du temps pour différentes valeurs de ~,. 

r 
"- n=O 

0.& 

SO.sn 
0.4 

0.2 

= 
0 O.ON o.a 15 0.022 0.00 

'T 

Figun 4.12: Représentation des différents modes en fonction du temps réduit '( 

1 1 
o 1) 0.01 0.02 O.CD 0.001 O.CS 

't 

Figuw 4.13: Représentation de la série o9s(t) et du mode 
fondament.a189so(t) en fonction du temps réduit 't 

-::'::--- -~-.:. 

-~ - ~ -- ._~.- ~ 
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Remarque 

Ces différentes courbes montrent que la température réduite correspondant aux 

harmoniques supéri8ures Cùsn (n =1,2, .. ) est négligeable comparée à celle correspondant 
Wso pour 't > 'tl = 1/100. 

La figure 4.14 représente la température réduite oeso('t,u) en fonction de la profondeur 
réduite u pour différents temps réduit 1: /'tdo. 

o. 
cSBso 

o. 

OL-__ ~ ___ -L __ ~ ____ ~~2~.OJ 
-0.2 -il, lb -0.12 -0.00 ..() ,04 0 

U 

Figure 4.14 : Représentation de la de la température réduite 08so('t) 
en fonction de la profondeur à différents instants réduits 

Ainsi l'expression de la température réduite peut se ramener è1U terme fondamental ci
dessous: 

oes(U,'t,'tI) = oeso(U,'t,'tl) = oeo- FUso(u,'tj). FTSO(Cù50), exp [-~ 1 
tdo 

(IV.153) 

Nous définissons la température réduite ra111enée au tcc.le fondamental (1\=0) par 
l'expression suivante: 

oes(U,'t/,Cl) oeso(U,'t,'tl) 't 
oes('t) = ----- = ------- = ,t.iso(Cùso). exp [- -] 

oeo· FUSO(U,'tl) oeo · FUSO(U,'tl) 'tdo 

L'expression (IV.151) réduit au terme fondamental (n=O) devient: 

IV.5.4. Application de la technique de l'intersection de la fonction 
Ffso(w) et de l'ordonnée à l'origine oes{O) 

(IV.l54) 

(IV.155) 

Nous appliquons la technique de l'intersection du mode fondamental. de la fonction 
caractéristique FTso(w,) et de l'ordonnée à l'origine [58] de la courbe de relaxation (partie 
supérieure de la dalle) de la température réduite oes(O), pour de déterminer WS() et les 

paramètres: 'tdo et Biav· 

L'application de cette technique nécessite l'étude de FTso(w), qui est une fonction 
caractéristique intrinsèques de la partie supérieure de la dalle, à travers ses paramètres (de 
diffusivité a, de conductivité 'A, de coefficients d'échanges thermique::; h ou nombres 
correspondant de Biot BiJ, Bi av) et des conditions d'expérimentation. 



L'ordonnée à l'origine û9scxp(O) et de la constante de temps de décroissance 'tdo sont 
déterminées à partir d'une étude de la courbe expérimentale de la température réduite 

û8scxp( 't) pendant la phase transitoire. 

Les courbes de température réduite û9sexp('t) sont obtenues par construction de 
nouvelles courbes correspondantes à celles issues directement de l'expérimentation 

8T ;;exp(x,t). 

Ccs nouvelles courbes réduites correspondanles sont obtenues à l'aide de l'intégrale 
de DUHAl1EL. 

IV.S.4.l. Détermination de la température Ts(x,t) à l'aide 
de l'intégrale de DUHAMŒL 

Le théorème de DUHAMEL conduit à la solution Ts(x,t) de l'équation (IV.117) à partir 

de la solution auxiliaire 8 s(x,t,tl), à l'aid,e de l'intégrale: 

t 

Ts(x,t) = J gt [8s(x, Hl! tl)] dt1 

Il =0 

En remplaçant la température 9s(U,'t/tl) donnée par la relation (IV.135) dans l'exF2ssion 
(IV.128), nous aurons: 

8 s (x,t,t1) :::: Fa(tl) [1 + 9s (U,'t,ll)]:::: Fa(tl) [1 + 9s(U,'Cl) + 89s(u,'C,'Cl) ] (IV.156) 

En remplaçant (lV.156) dans l'équation (lV.126) nOlis obtenons: 

Cette de:rniere équation devient, compte tenu de (IV.153) : 

t 

Ts(x,t) = f ;t [FaCtl). û9o.FUso(U,'tI)' FTso(Wso)· exp[-('t-'tl)/'tdol} dt) 
1Ft 

Avec 1=a.t/L2, il vient, après dérivation: 

J [ FaCtl)' exp(td tdo)] d!:] 

tj =0 

où la fonction û9so(u,'t) est définie par: 

~9so(u,'t) :::: û90.FUso(U,'tl)' FTso(Cüso). expC-'tltdo) 

En remplaçant dans l'équation CIV.159), la fonction d'ambiance Fa(t1) par: 

k 
FaCtl) :::: Tm + To·cos [n.Ctl - tms) - v] + -h .Es:l·cos [n.(tl - tms)] 

av 

nous aurons: 

avec: -,----- -'-

(IV.157) 

(IV.158) 

(IV.159) 

(IV.160) 

(IV.161 ) 

(IV.162) 



Is(t) = Is1 (t) + Is2(t) + Is3(t) 
où les fonc.ions Is1(t), Is2(t) et Is3(t) se définissent respectivement par: 

t 

Isj(t) = f [Tm. exp(tdtdo)] dt1 = Tm.tdo.[exp(t/tdo) -1] 
tl =0 

IS21 (t) = n.tdo.[sin(n.tms + v) + sin(n.(t - tms) - v).exp(t!tdo)] 

IS22(t) = cos(n.(t - tms) - v).exp(t! tdo) - cos(n.tms + v) 

(1V.163) 

(IY.164) 

(IV.165) 

(IV.166) 

(IV.167) 

(IV.168) 

(IV.169) 

(IV.170) 

Ainsi connaissant la constante de temps de décroissance tdo et l'ordonnée à l'origine 

de la température 8Tsc <p(ü), nous calculons l'ordonnée à l'origine de la température réduite 
88sexp(O) à l'aide de l'équation suivante: 

(IV.171) 

La dernière relation conduit également à: la courbe réduite expérimentale: 

(IV.I72) 

où : t' correspond au début (premier point) de la décroissance exponentielle de 88sexp(t) 
donnée par le meilleur fit des points expérimentaux. 

La constante de temps relatif tdo est mesurée sur la courbe de décroissance de la 
température réduite 88s(t). 

IV.5.4.2. Détermination de COso 

L'ordonnée à l'origine (t':.:ü) pour la phase transitoire, est donnée à l'aide de 

l'équation (IV.172) de la température réduite 88s(t') et 'exprime par: 

(IV.17?) 

En reportant 88s(0) à ± L\(88s(ü» sur la courbe FTso(co) comme l'indique la figure 4.15, 

l'intersecticu:w:lonne la valeurPJsoà ± L\i~).:.~. - --

-"-_.-~- -- •.. 
----" 
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Figure 4.15: Technique de l'intersection du mode fondamental et de l'ordonnée à l'origine 

IV.5A.3. Détermination de Biav 

Connaissant la valeur (Oso et la constante de temps réduit de décroissance "do (à 

:1:Ll("do» de la température réduite 085(,,') pendant la pha::.e transitoire dans les conditions 
ci-dessus définies 11 équation (IV.155) conduit à la valeur du nombre de Biot Biav de la face 
avant: 

(IV.174) 

IV.6. CARACTERISATION THERMIQUE DE LA DALLE EN BETON 

La caractérisation thermique de la dalle consiste à déterminer ses coefficients l de 

diffusivité a, de conductivité À et d'échanges thermiques entre paroi~environnement hg. 

IV.6.1. Détermination de a 

Les relations (IV.132) et (IV.141) conduisent à r expression permettant de déterminer 
la diffusi vité : 

(IV.175) 

IV.6.2. Détermination de À 

Connaissant la diffusivité a et la capacité thermique (p.C) du matériaux l nous 
déterminons la conductivité à l'aide de la relation suivante: 

À = a.p.C 
(IV.176) 

IV.6.3. Détermination de hj 

Connaissant le nombre de Biot Bij et la conductivité À, nous déterminons le coefficient 
d'échanges thermiques à la jonction des deux parties de la dalle: 

À.Bi j 
hj = L (IV.l77) 



IV.6A. Détermination de hav 

De même connaissant le nombre de Biot Biav et la conductivité À, le coefficient 
d'échanges thermiques entre la face supérieure de la dalle et l'air ambiant de la face avant 
est donné par: 

(IV.222) 

IV.7. CONCLUSION 

L'étude de la dalle a été faite en deux étapes compte tenue de sa structure. Du fait que 
l'utilisation de la méthode de caractérisation développée dans le chapitre 3, passe par 
l'exploitation de la solution analytique en' régime transitoire du champ de température 
dans l'échantillon du matériau étudié, nous avons été amené à l'adapter (la méthode de 
caractérisation) aux conditions réelles aux limites de la dalle. 

Ainsi, l'application de la méthode à une dalle en béton récupératrice d'énergie solaire, 
a permis de la caractériser et d'en déterminer les expressions de ses paramètres 
thermophysiques : diffusivité a, conductivité À et coefficient globaux d'échanges 
thermiques, à la jonction tube-eau (dans la dalle) et à la face avant (face supérieure de la et 
son environnement) hav· 

Nous allons dans la dernière partie, déterminer quantitativement les coefficients u, Î ... 
et hav par l'exploitation des résultats expérimentaux. 

_~ • -7"" ---- . - -.- ---~ 



CHAPITRE V 



V.l. INTRODUCTION 

Ce chapitre est consacré à l'expérimentation conduisant à la détermination 
quantitative des paramètres thermophysiques (a, À et hav) de la dalle en béton 
récupératrice d'énergie solaire. Nous présentons le dispositif expérimentat suivi de la 
procédure d'exploitation des résultats de mesures et enfin la validation de la nouvelle 
méthode de caractérisation thermique de matériaux. 

V.2. DISPOSITIF EXPERIMENTAL 

Le prototype réalisé au Laboratoire d'Energétique .\ppliquée est une dalle en béton 
constituée de graviers de sable et de ciment dont les dimensions sont: longueur: 2 m ; 
largeur: 1 m ; épaisseur: 0)0 cm ; poids: 460 kg. La dalle repose sur une charpente 
métallique de 90 cm de hauteur et l'ensemble exposé à l'ensoleillement est installé sur un 
site sans effet de masque. Au moment du coulage de la dalle, un serpentin en cuivre a été 
placé à 2 cm de sa surface supérieure. Les bords et la surface inférieure sont isolés par du 
polystyrène (Fig. 5.1). 

Enhée 
d'eau 0,9 m 

Polystyrène 

Figure 5.1 : Schéma de la dalle en béton 

L'expérimentation a nécessité la mise en place d'une chaîne d'acquisition et de 
traitement de données. Cette chaîne comprend des capteurs (thermocouples), une centrale 
de mesures et un micro-ordinateur. 

Le dispositif expérimental comprend .ainsi la dall~ et 1:- chaîn~ d'acquisition et de' 
traitement de données; son schéma synoptlque est represente sur la fIgure 5.2 .. 



Micro- ........... Centrale de ...... Dalle en 
ordinateur ~ ... lllesure .... 

béton 

Figure 5.2 : Dispositif expérimental 

V.3. COURBES EXPERIMENTALES 

Au cours des travaux de recherche sur la dalle en béton récupératrice d'énergie 
solaire, plusieurs campagnes de mesures de température le long de l'épaisseur 
(profondeur) ont été effectuées [59,60 et 61]. 

Nous présentons ci-dessous quelques courbes expérimentales [61] de relaxation de la 

température 8Tcxp(x,t). La figure 5.3 représente les courbes expérimentales de relaxation 

de températures 8T exp(x,t) en fonction du temps pour les profondeurs respectives: 
2;4;61't8cm [61]. 

ÔTic:r;:r\C) 
50~---------- --------------------------~ 

45 
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35 

30 

25 

20+-~._~._~ï·~'~I~'~I~'~~~I.-~r-~r-~ 

o 2 3 456 7 8 9 1 Cl 
t(h) 

Figure 5.3: Courbes expérimentales de relaxation de la température 
en fonction du temps oTexp(xo,t) à Xo=2; 4 ; 6 et 8 cm 

La figure 5.4 représente la courbe expérimentale de rdaxation de tellltJérature 

8Tiexp(x,t) en fonction du temps pour la profondeur de 4 cm. 
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Figure 5.4 : Courbes expérimentales de relaxation de la 

9 10 

température en fonction du temps 8Tjexp(x4lt) à x4=4 cm 

V.4. EXPLOITATION DES RESULTATS EXPERIMENTAUX 

L'exploitation des résultats expérimEmtaux a pour objectif l'extraction de l'ordonnée à 
l'origine eL de la constante de temps de décroissance. Ces constantes sont utilisées pour 

déterminer les paramètres caractéristiques thermophysiques (diffusivité a, conductivité À 
et coefficients d'échanges thermiques hg paroi-environnement de la dalle en béton). 

VA.l. Détermination de la constante de temps de décroissance tdo 

A partir de la courbe expérimentale 8T iexp(X,t) représentée en échelle sémi
logarithmique, nous déterminons la constante de temps de décroissance tdo' Cette 
constante est égale à la pente de la droite représentée sur la Figure 5.5. 

100 ~~~~~--~~~~~~~--~~ 

Ln (/) T .... >T!1ttl;!t:tlJitriI LE i 
. , ..... ! Dxolte de xegxesnO'n .: ...... : ..... ! ..... ? ..... ; ...... ; ..... ~ ..... 

1 a -!-+--t--+--+--+--+--i---j--;---t--t- -1--r--i--+--;-+--;---r--; 

o 2 3 4 5 
t(h) 

6 7 8 9 la 

Figure 5.5 : Représentation sémi-logarilhmique de la courbe expérimentale de relaxation 

de la température en fonction du temps Ln ( 8Tiexp(x4,t) ) à x4=4 cm 



VA.2. Dételmination de l'ordonnée à l'origine de la température réduite 88iexp(ü) 

Nous déterminons l'ordonnée à l'origine 8T iexp(O) à partir de l'étud; de la courbe 

expérimentale de la température 8Tiexp(t) représentée sur la Fig. 5.6. 

STu:t:trq 
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Figure 5.6: Courbe de régress',on exponentielle de 8T,.:xp(X4,t) à x4=:4 cn". 

L'instant t' correspond au début (premier point) de la partie exponentielle de 

oTiexp(t), c'est-à-dire de la partie linéaire (Fig, 5.5) de la représentation sémi-logarithmique. 

A cet instant t'=to' correspond l'ordonnée à l'origine 8Tiexr(to) = 8Tiexp(ü). 

Connaissant la constante de temps de décroissance tdo et l'ordonnée à l'origine de la 

température 8Tiexp(0), nous déterminom; l'ordonnée à l'origine de la température réduite 

88iexp(0) à l'aide de la relation (IV.1l3) rappelée ci-dessous: 

-tdo.8Tiexp(t) 
88iexp( 1:) ::: Ii(t) 

Le couple (t'= 0, 88iexp(1:'=0» vérifie l'équation (IV.98) rappelée également ci-dessous: 

881(1:') = FTio(ü)io). exp(- 1:' /1:do) 

Une partie des points expérimentaux 88iexlt') correspondant à l'intervalle [t'=O, 1:] et 

ayant respectivement pour ordonnées [()8i(1:'=0), 88lt')] vérifient également l'équation 
(IV.1l3). 

La courbe de la température réduit(~ 458iexpCt') est donnée par le meilleur fit (meilleure 
courbe de régression) des points expérimentaux répondant à une décroissance de type 

exponentiel; l'ordonnée à l'origine 88iexp(0) correspond à la limite supérieure 88iexp( 1:' -->0) 

L'erreur sur oTiexp(O) est donnée par: 

ll(8Tiexp(0» ll(to) 
= to 

(V.1) 

L'erreur sur 88iexp(0) est calculée par: 

ll(S8Iexp(0» ll<OTiexp(O» 
= (V.2) 



V.4.3. Application de la technique de l'intersection de la fonction 
FTio(w) et de l'ordonnée à l'origine Deil::xp(ü) 

Pour déterminer la valeur caractéristique propre du matériau COio, également solution 
de l'équation transcendante (IV.99), nous utilisons la technique de l'intersection de 
l'ordonnée à l'origine de la courbe de relaxation de la température réduite o8iexp(O) et du 

mode fondamental de la fonction réduite caractéristique Ffio(w), dont les profils sont 
représenté) sur la figure 5.7. 

1.2 

0.904 ~io Seio 

Ffio 0.4) \ 

0.12 SBio 

-<>. 

-(). 

0.1 Mi :).0<4 

Figure 5.7 : Technique de l'intersection de l'ordonnée à l'origine 
o8iexp(O) et de la fonction caractéristique Ffio(co) 

En reportant o8iO =: o8iexp(O) sur la courbe Ffio(co) comme l'indique la figure 5.7, leur 
inlersection donne la valeur COio. 

La précision sur le calcul de la valeur propre Wio est donnée par: 

~(COiO) =: ~(F~~~ + ~(08iexp(O» 
Wio FIl 0 o8iexp(O) 

(V.3) 

Après avoir déterminé les valeurs tdo, o8 iexp (O) et wio, nous allons évaluer les 
paramètres caractéristiques thermophysiques de la dalle en béton. 

V.4.4. Détermination des paramètres caractéristiques de la dalle en béton 

Les paramètres caractéristiques thermophysiques d'un matériau donné sont la 
diffusivité et la conductivité thermiques (qui sont intrinsèques au matériau) et les 
coefficients d'échanges thermiques (entre paroi-fluide). Ces coefficients dépendent non 
seulement du matériaux mais également des conditions d'expérimentation. 

V.4.4.1. Diffusivité 

Les relations (IV.19) et (IV.36) conduisent à l'expression de la diffusivité : 

L2 
a=:---

O)(ltdo 

L'erreur sur le calcul du coefficient de diffusivîté a est donnée par: 

ô(a) ~(L) ~(ru) ~(~o) 
-- - 2-- + 2-- + --

a L ru ~o 

(V.4) 

(V.5) 



V.4..l.2. Conductivité 

Connaissant la diffusivité ex et la capacité thermique (p.C) ùu béton, nous deœrminons 
la conductivité à l'aide de la relation suivante: 

À =: a.p.C (V.6) 

L'erreur sur le coefficient de conductivité À est donnée par: 

~(ex) ~(p) ~(C) 
~-- + ~--- + --

ex p C (V.7) 

Remarque: 

L'exploitation des résultats de mesures de la relaxation de températures pour les 
profondeurs (4; 6 et 8 cm) conduit aux figures 5.8 à 5.10. 

STicx:rCOC> 
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Figure 5.8 : Courbes expérimentales de relaxation de la température 
en fonction du temps 8Tiexp(Xo,t) à XtJ= 4; 6 ; et 8 cm 
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Figure 5.9: Représentation sémi-logarithmique des courbes expérimentales 

-. ' ,~- - de relaxatÎon-enJ'onctiQR-du teI!!Es1!l~~-;l!xp~~~t? 1 à ~~=4+6 et 8crn=-
~-'=-'~_::- --- -- -- -, ------,=---::~=117:-c ------~---- ., -- ; -:"'_-' -- -- --.' - .. 
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Figure 5.10 : Courbes de régression exponentielle de OTicxp(Xo,t) à Xo= 4 ; 6 et 8 cm 

V.4.4.3. Coefficients globaux d'échanges thermiques 

a) Coefficient global hj entre le fluide caloporteur et la paroi intérieure du tube 

Connaissant la valeur roio, l'équation transcendante (IV.99) conduit à la valeur du 
nombre de Biot BiJ=f(Biar) de la jonction (emplacement de la tuyauterie)1 correspondant au 
mode fondamental: 

.. roo [roo·tan(Cùo·L2/L) - Biar] BIJ = ._~~--

[tan(Cùo·L2/L). Biar + WC) l (V.8) 

La dernière relation montre que la détermination de BiJ=f(Biar) passe par celle du 
coefficient Biar. Cela revient à déterminer le coefficient d'échanges entre la face arrière 
(face inférieure) et 11 air ambiant. Pour éviter cette itération (Biar tendant vers Bij et Bij 
tendant vers Bia/, nous procéderons à l'isolation de la face arrière (inférieure) de la dalle. 
Cela conduit à : har tendant vers zéro et Biar tendant vers zéro). Ainsi pour Biar tendant 
vers zéro l l'équation (V.8) devient: 

(V.9) 

La précision sur le calcul de Bij est obtenue à travers l'expression suivante: 

(V.lO) 

Connaissant le nombre de Biot Bij et la conductivité 1..1 nous déterminons le coefficient 
global d'échanges thermiques à la joncHon (couplage fluide caloporteur - paroi intérieure 
du tube) : 

(V.11) 

La précision de hj est calculée à l'aide de l'expression: 

--
.118. -



b) Coefficient global d'échanges thermiques hav entre la face avant 
(face supérieure) de la dalle et l'environnemnt 

(V.12) 

Pour déterminer le coefficient global d'échanges thermiques de la face avant hav, nous 
suivons les mêmes étapes qui ont conduit au coefficient d'échanges thermiques h j , à 
savoir: 

- détermination de la constante de temps de décroissance tdo; 

- détermination de l'ordonnée à l'origine de la tempt'irature réduite iS8sexp(o); 

- détermination de la valeur caractéristique propre wSo solution de l'équation 
transcendante (IV.155), par application de la technique de l'intersection (voir figure 
5.11) de l'ordonnée à l'origine de la courbe de relaxation de la température réduite 

oTsexp(O) et du mode fondamental de la fonction caractéristique FTso(w). 

1.5 

1.2 

SOso 0.9 
FTso 

FTso 
0.& SBso 

o.;) 

o '-----'-- _..L....-______ --L __ -I 

0.1 2.7'0 5 . ...,-, 9.14 10.92 1;) S 
Q)s 

Figure 5.11 : Technique de l'intersection de l'ordonnée à l'origine 

o8sexp(O) et de la fonction caractéristique FTso(w) 

Connaissant la valeur de Bij et celle de wSo, l'équation transcendante OV.155) conduit à 
la valeur du nombre de Biot Biav de la face avant (face supérieure), correspondant au 
mode fondamental: 

wo [wo.tan(wo.I:,lLL) -=-!3iû 
[tan(wo.L1/L.). Bij + w() 1 

L'erreu" sur le calcul de Biav est donnée par: 

avec: 

(V.13) 

(V.14) 

(V.IS) 



[-~ 1 + 1 J ô(Bi j) 
w.tan(w.Ll/L) w Bij 

B
' - 1 1 + ~---~---
lj Bij.tan(w.L}/L) 

(V.16) 

Connaissant le nombre de Biot Biav et la conductivité 'A, nous déterminons le 
coefficient d'échanges thermiques entre la face supérieure de la dalle et l'air ambiant de la 
face avant: 

(V.17) 

La précision de hav est calculée à l'aide de l'expression: 

ML) 
-t- --

L (V.18) 

Le~~ tableaux 5 et 6 donnent les valeurs extraites de l'exploitation des résultats 
expérimentaux et les paramètres caractéristiques thermophysiques de la dalle en béton 
récupératrice d'énergie solaire. 

Tableau 5 : Valeurs des constantes et paramètres caractéristiques thermophysiques 
de la dalle, obtenues de l'exploitation des résultats de mesures. 

Profondeur Ordonnée Constante Ordonnée Valem Diffusivité Conductivité 
à l'origine de temps à l'origine propre 

réduite 
x 3Tex(0) tdo 30ex(0) û)o Ct "-

(cm) (oC) (heures) (m2.s-1) (W j(m.K» 

8 38.40 0.256 0.210 4.57 5.20010-/ 1.301 

6 39.30 {).239 0.223 4.69 5.28710-1 1.320 

4 38.80 0.231 0.227 4.80 5.22310-/ 

-2 39.00 0.228 0.703 5.30 4.33810-7 

-
Tableau 6: Valeurs obtenues des coefficients globaux d'échanges 

thermiques hj et hav de la dalle. 

Coeffients globaux d'échanges thermiques Valems obtenues 

,onction tube-eau: hj (W j(m2.K» 33.60 43.40 

Face avant: hav (W j(m2.K» 39.91 31.86 

Remarque 

1.307 

1.085 

52.66 

25.00 J 

Nous déterminons les valeurs des paramètres caractéristiques thermophysiques de la 
dalle en prenant les valeurs moyennes (tableau 7). 

Nous tappelons que la valeur moyenne d'une grandeur G est donnée par l'expression: 



Tableau 7: Valeurs moyennes des paramètres caractéristiques 
thermophysiques de la dalle. 

Valeurs moyennes 

(tdo)m (wo)m am Â.m (hj)m (hav)m 

(heures) (m2.s-1 ) (W /(m.K» (W/(m2,K) ) (W /(m2.K» 
-0.24 4.84 5.0110-7 1.25 43.22 32.26 

L..-

V.S. I>RECIEION DE LA METHODE DE CARACTERISATION THERMIQUE DE MATERIAUX 

La détermination des paramètres thermophysiques (a, À et hg) est effectuée avec des 
incertitudes que nous nous proposons d'évaluer afin d'obtenir la pr écision sur les 
résultats. 

V.S.I Précision sur la diffusivité a 

La précision sur la diffusivité a est donnée par la relation (V.5). L'incertitude absolue 

sur les mesures des dimensions à l'aide d'un pied à coulisse est: Ll(L) = 0.10 mm. 

L'incertitude relative sur la valeur propre Wo est donnée par l'expression CV.3), pour 

une incertitude absolue de la fonction caractéristique au plus égale à MFTo(wo» = ±O.Ol. 

La précision sur la constante de temps de décroissance est obtenue à partir de la pente 
de la droite sur la figure 5.5. 

-1 
Ainsi nous avons: tdo = pente = ("T. (» _ L (S::T. (» Ln ô lexp t1 n u lexp t2 

L'incerlltude relative sur la constante tdo est: 

Les incertitudes relatives, sur l'ordonnée à l'origine de la température réduite ô8iexp(O) 

et non réduite ÔTiexpCt=to)=ôTiexp(O) sont respectivement données par les relations (V.2) et 
(V.l) ; la videur de to est obtenue de la figure 5.6, avec une incertitude absolue: 

Ll(to) = ± 1 mn. 

Remarques 

L'incertitude absolue sur les mesures de temps pour un micro-ordinateur 
HP 86 B, est de ± 0.001 s. 

L'incertitude absolue sur les mesures de température, avec des thermocouples de type 

K (Chromel-Alumel) et un point zéro ( à ±0.07 OC) est: Ll(T) = ± 0.05 oc. 



V.5.2 Précision sur la conductivité À 

Elle est donnée par la relation CV.7), Pour le béton banché, la masse volumique et la 
chaleur sp~cifique ont pour valeurs respectives [66] : 

p = 2242 ± 0.02 kg/m3 et C = 1116 ± 0.01 J/(kg.oC). 

V.5.3 Précision sur le coefficient global d'échanges thermiques hj 

La précision sur le coefficient global d'échanges thermiques hj à la jonction tube-eau 
(dans la drille) est donnée par la relation (V.12). L'incertitude relative sur le coefficient 
réduit global d'échanges thermiques Bij est obtenue à l'aide de l'expression (V.10). 

V.S,4 Précision sur le coefficient global d'échanges thermiques hav 

La précision sur le coefficient global d'échanges thermiques hav à la face avant (f.1ce 
supérieure) de la dalle est obtenue à pê:rtir de la relation (V.18). L'incertitude relative sur 
le coefficient réduit global Biav est donnée par les expressions (Y.14), (Y.15) et CY.16). 

Les valeurs moyennes des précisions obtenues sur la détermination des paramètres 
thermophysiques pour les différentes profondeurs (voir tableaux 5 et 6) sont données dans 
le tableau 8 ci-dessous. 

Tabl2au 8: Précision sur les calculs des paramètres thermophysiques (n, À et hg) 

ll(a) ll(Î,,) ~(hi) ll(hav) -- --- ---
a fI. h· J hav 

(%) - f"-' (o/c) (%) 
~.~-~--

(%) 

3.45 3.45 15.78 24.05 

V.6. DISCUSSION DES RESULTATS OBTENUS 

L'application de la nouvelle techn.lque de mesure a conduit à la détermination des 
valeurs des paramètres caractéristiques a, À et hav. Nous donnons également dans le 
tableau 9 ci-dessous les valeurs des paramètres a, et À (du béton) trouvées dans la 
littérature [66]. 

Tableau 9: Valeurs des paramètres a, et À pour différents bétons. 

Matériau p.e A CI. 

(J/(m3.K» (W /(m.K» (m2/s) 
Béton amîé 1.76106 1 5.68210-1 

Béton banché 2.50~~06 1.65 659510-7 

Les valeurs a, et À données par la nouvelle méthode de mesure (tableau 5.1), sont en 
accord avec celle obtenues par d'autres techniques (tableau 5.2). 

La valeur du coefficient d'échanges thermiques global hav est à notre avis une bonne 
valeur. Nous n'avons trouvé dans la littérature que des valeur du coefficient d'échanges 
thermiques convectif, qui ne pouvait faire l'objet de comparaisons. Au vu de ces valeurs 

::-nOJlscpouvonsdire que.lano.uvelle.llléthorlade-me$we,Journit de bons.res.ultats. _ ":= __ 
--~:. __ :-:-;-____ ~- ·::----··--;:-'~ ____ -:::_7,_ ~ __ ~ .__ ~ __ :. _ c---=--~=:~:.:.:...:""_~ __ "_ 



Remarque 

Rappelons que les preclslOns des mesures de la diffusivité thermique par les 
principales méthodes sont: 

:+ (3 à la) % pour la méthode du régime dynamique fréquentiel [5 et 6] 

:+ (4 à 12) % pour la méthode Flash [7] 

:+ (10 à 12) % pour la méthode du Fil Chaud [13, 14 et 15] 

* (4.3 à 7.5) % pour la méthode du Régime Régulier [22] 

Compé' rativement à ces précisions, nous remarquons que celle de la nouvelle méthode 

de caractérisation thermique de matériaux développée (3.4570 pour a et À" el 15.8 % à 
24.1 % pour les coefficients h) est appréciable. 

V.7. CONCLUSION 

L'exploita tion des résultats expérimentaux (courbes expérimentales de relaxation de 
la température), à différentes profondeurs du matériau à caractériser (dalle en béton), 
soumis aux conditions réelles de fonctionnement, a abouti à la détermination quantitative 

des paramètres thermophysiques de la dalle récupératrice d'énergie solaire (a, À, et hav ). 

Les valeurs obtenues sont en accord avec celles données dans la littérature. Au vu de 
ces valeurs obtenues. nous pouvons dire que la nouvelle méthode de caractérisation 
thermique fourni de b::ms résultats. 



Dans ce travail, nous avons dév,?loppé une nouvelle méthode de caractérisation 
thermique de matériaux, laquelle permet la détermination simultanée des paramètres 
thermophysiques : diffusivité a, conductivité A et coefficients globaux d'échanges 
thermiques hg paroi-envronnement. 

Celte méthode est basée sur la solution analytique en régime transitoire du champ de 
température dans l'échantillon du matériau à caractériser. L'expérimentatior. est réalisée 
dans les conditions réelles de fonctionnement. 

La not.: velle méthode de caractérisation thermique utilise la technique de l'intersection 
du mode fondamental de la fonction réduite caractéristique du matériau étudié, et de 
l'ordonnée à l'origine de la courbe expérimentale de relaxation de la température réduite 
(mesurée à une profondeur donnée). 

L'application de .:ette nouvelle mél-hode à une dalle en béton récupératrice d'énergie 
solaire, a permis de la caractériser; l'exploitation des résultats expérimentaux (courbes 
expérimentales de relaxation de la température), à différentes profondeurs, a abouti à 

l'évaluation quantitative de ses paramètres thermophysiques : diffusivité a, conductivité A 
et coefficients globaux d'échanges thermiques à la jonction tube-eau (dans la dalle) et à la 
face avant (face supérieure) hav. 

Cette technique constitue un outil qui se prête bien à la caractérisation des matériaux 
locaux qui, pour leur mise oeuvre, doivent faire l'objet d'une étude préalable de 
comportement thermique. 

Par rapport aux principales méthodes de mesures (voir chapitre D, les avantages de 
cette nouvelle méthode de caractérisation thermique sont les suivants: 

- détermination simultanée des paramètres thermophysiques : a, j, et hav ; 

- simplicité des mesures (mesures de la relaxation de la température à différentes 
profondeurs de l'échantillon) ; 

- caractérisation sous des conditions réelles de fonctionnement du matériau. 

Néanmoins, nous pensons qu'il serait intéressant d'étendre cette méthode de 
caractérisation thermique de matériaux aux transferts tridimensionnels de chaleur. Cela 
lèverait l'hypothèse de transferts de chaleur monodimensionnels adoptée dans ce travail. 
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Une étude bibliographique a fait rE~ssortir qu'à nos jours les principales méthodes de 
caractérisation thermique de matériaux ne permettent la détermination que d'un seul des 

paramètres: la diffusi vité a, la conductivité À, le coefficient convectif d'échanges de chaleur 1\ 
Mieux, ces méthodes font une caractérisation dans des conditions de laboratoire où les contrainte::; 
de taille de l'échantillon et d'ambiance sont idéales comparativement aux conditions réelle::; 
d'exploitation du dispositif tout entier. 

Une étude en modélisation du mur plan en régime permanent, a montré l'importance et la 

sensibilité des paramètres (À et h) sur les courbes de tlux ( <1:>(À), <1:>(h) ), et de températures 

( TO,), T(h) ), faisant ressortir ainsi l'importance d'une meilleure connaissance de ces paramètres 

thermophysiques (a, À et h). 

Une nouvelle méthode de caractérisation thermique de matériaux a été développée, laquelle 

permet la détermination simult<lnée des coefficients de diffusivité a, de conductivité li. et d'échanges 
thermiques globaux hg paroi-environnement. Cette nléthode s'appuie sur la solution analytique du 
champ de température ~n régime transitoire du mur plan. L'exploit<1tion des courbe:; 

expérimentales de relaxation de température 8oexp(r) il une profondeur donnée du matéridu il 
car;:lCtérisec et l'utilisation de la technique de l'inlersection du mode fondamental de la fonction 

caractéristique (du matériau) Fro(w) et de l'ordonnée à l'origine 8ol ,xp(O)' conduisent à l'extraction 

de la constante de temps de décroissance tdc> et de la valeur propre caractéristique (du matériau) (1),)1 

lesquelles constantes servent il la détermination des paraulètres (a, À et hg). 

L'application de la nouvelle rnéthode de caractérisiltion thermique de matériaux à une dalle en 
béton récupératrice d'énergie solaire (il l'aide de l'eilu circulant dans un tube en cuivre placé en 
serpentin à 2 cm de la surface supérieure), i:l permis de déterminer ses paramètres thennophysiques : 

diffusivité a, conductivité À et coefficients globaux d'échanges the::miques à la jonction tube-eau et 
de la face avant Il,w' Pour une dalle (de dimensions: 2 m x 1 m x 0.1 m) en béton (gravier, sable et 
ciment), les valeurs obtenues des paramètres thermophysiques sont: 

diffusivJté lX = 5.01 10-7 111 2 /5; conductivilé)" = 1.25 W l(n'.K) ; coefiicient ;~lobal d'échanges 
thermi(~ues à la jonction lube-eau hj = 43.22 W l(m2.K), pour un débit d'eau de 100 I/h , 
coefficient global de la face avant 11,\\ = 32.26 W l(m2.K); une température ambiante 
T,,=(32 à 25) oC un ensoleillement Es=(ü50 à 0) W 1m2 et une vitèsse du vent de 3 mis. 

Mots dé: (Jalle, diffusivité, conductivité, échanges thermiques, transitoire 
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