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INTRODUCTION

La théorie des anneaux et des modules, occupe de nos jours une place de choix
en mathématique. Nous travaillons ici sur la notion d’extension qui est essentielle en
algebre. On entend par extension d’anneaux, la donnée de deux anneaux A et B dont
I’un est un sous-anneau de 'autre. On définit un type donné d’extension entre A et B si
on se donne une relation vénfiée simultanément par A et B ou faisant intervenir A ¢t B
Quand on plonge un anneau B dans un anneau A on €limine certamnes contramtes pour
en créer d’autres et du méme coup on perd certaines propriétés pour en gagner d’autres .
Des lors qu’un type d’extension est donné on peut se poser plusieurs questionls dont les
suivantes :

- quand est-ce qu’une propriété vérifiée par 'anneau B, est vérifiee par A et vis versa

- quand est-ce qu’une propriété vertfiée dans la catégorie des B modules est vérifice
dans la catégorie des A-modules et vis versa

- quand est-ce qu’un certain type d’extension est verifié par deux anneaux A ct B

Ainsi si on arrive a définir un « bon » type d’extension , le travail qu’on peut se donner

est presque inépuisable car tout ce qui est défini dans la théorie des anneaux , des

modules et méme des groupes peut étre etudi€ par rapport a cette extension .

Au deld des mathématiques, 1'étude de la conservation et du transfert de propri€tés est

fondamentale dans les autres domaines de 1a science.

Nous nous intéressons dans cette thése a I’étude de quelques propriétés relativement a

une extension dite Extension quasi-frobeniusienne ( Eqf’).



La theéorie des Eql est relativement récente car a notre connaissance , les premiers
articles publiés sur ce sujet datent des années 60 . Beaucoup de mathématiciens sont
intervenus {directement ou indirectement) dans la construction des Eqf’; on peut entre
autres citer : Osofky, Kash, Miiller, Nakayama, Kitamura , Morita, Azumaya, Vamos . ..
Précisément la theorie générale sur la dualité et [’équivalence sur les catégories de
modules est établie principalement par Morita [8] et Azumaya [9]. La notion
d’extension qF est introduite par Muller [10] comme une généralisation de la notion
d’extension frobeniusienne établie & partir des algebres de Frobenius ( Kash [11])
L’étude des anneaux avec dualité a partir des anneaux qF ( Tachikawa [14] ) qui sont
aussi une géneralisation des algébres de Frobenius est introdurte par Nakayama [12] .
Vamos dans [13] s’intéresse a la dualité de certains types d’anneaux d’endomorphismes
. Kitamura généralise dans [4] ces travaux de Vamos en relation avec les extensions gF
L’objet de notre travail était d’étudier le cas dual des resultats de Tarticle [4] de
Yoshimi Kitamura ce qui, peut étre, permettrait aussi d’étudier le cas dual et
d’approfondir certains résultats connus sur les Eqf.

Cette thése est divisée en 4 chapitres.

Chap . Généralité sur la théorie des modules.
Chap II: Equivalence et dualité au sens de Morita,
Chap III; Extensions quasi-frobeniusiennes ( Eqf )

Chap IV : Eqfavec équivalence ou dualité de Morita

Ce dernier chapitre est divisé en trois sections



Dans les chapitres | et 1l nous avons rappelé sans démonstrations quelques résultats et
technques a connaitre pour pouvolr lire les chapitres suivants ; dans le chapitre I,
nous avons ¢noncé quelques résultats de base sur les Eqf et en fin dans le chapitre [V
nous avons donné les résullats de nos travaux repartis en trois sections .
Dans la section 1 nous avons démontre le théoréme suivant :

Soit A/B une extension finiment normalisée

si Up définit une dualité de Morita et A/B est une Eqf (resp . Ef) alors

Up®A, définit une dualité de Morita et T*/A est une Eqf (resp - Ef)
avec ' *=End( U,&QA,)
Ce théoreme constitue le principale résultat de cette section . 1l généralise le
théoreme [4, 2.7] de Y. Kitamura .
Dans la section 2 nous établissons le résultat sutvant :

Soit A/B une extension finiment normalisée

on pose ~ = End(E(B)y) , I"* =End(E(A),) et €)= End(E(A,)p)

a) Si A/B est une Eqf a droite (resp . Eqf . Ef )

alors ¥/~ est une Eqf a droite (resp : Eqf, Lf)

b) Si A/B est une Eqf (resp : Ef ) alors U/~ est une Eqf (vesp : Ef )

c) SiA/B est une Eqf (resp : Ef ) alors S/ T * est une Eqf (resp : £f ).+

Dans la section 3 nous étudions le cas dual des résultats de Y .Kitamura donnés dans [4]

et établissons le résultat suivant :



.Soz'f A/B une extension finiment normalisée ef pP, un bimodule avec ~ =End (,P)
on pose P'y=Homp(pP,pA), Op =Hompu(pP, Bly , O s=Homp(Ay Q).
I'=End(P',) et Q =End(Q’,)

(1) Si pgP est un progenérateur et A/B est une Eqf a droite (resp . Eqf ., Lf )
alors P’y est un progenérateur et ['/n est une Eqf a droite (resp : Eqf , Ef )

1*) Si 4P est un progénérateur et A/B est une Eqf a gauche (resp : Eqf , Ef )

alors Q'; est projectif de type finie et Q/n est Eqf a gauche (resp - Eqf | Ef )

Actuellementnous avons plusieurs pistes de travail dont les suivants :
- définir un nouveau type d’extension
- rechercher des invariants pour un type donné d’extension
- étudier la conservation de certaines propriétés par une Eqf
- étudier le cas dual de certains résultats connus sur les Eqf en les approfondissant

Dans ces deux derniers cas les résultats obtenus sont encourageants .



CHAPI: GENERALITE SUR LA THEORIE DES MODULES

1.1 Définitions et notations |1]
[.1.1 Les anneaux considérés sont associatifs et unitaires. Si f:B— A est un
homomorphisme d’anneaux alors f {15 )= 1,0l lget 14 sont les élémen‘ts unités de B et
A respectivement . S1 My est un A- module a droite alors m.J = m ¥ meM
Soit M4 un A- module a droite , on note Biend(M,) I’anneau des endomorphismes de M
qui sont End(M,} linéaires & droite .De méme pour gM, on définit Biend(gM).
sMy signific que M a une structure de (B, A) bimodule définie par : (bm)a=b(ma)
pour tout be B , ac A et meM

Soit A un anneau , la catégorie des A-modules 4 droite est la catégorie dont les

objets sont les A- modules a droite et si M, et N, sont deux objets de cette catégorie

alors I’ensemble des fleches M, —f—>NA est I’ensemble homomorphismes A.-linéaires
a droite de M, dans N, . Cette ensemble est noté Homa({ M, N4) . On désigne par
Mod-A la catégorie des A-modules a droite . Si meM |, feHoma(My, N) et
geHoma(Ny, P) alors 'image de m par f e¢st noté f{m) et I’'tmage de m par la composée
de g et t est notée g(flm)) = (gof)(m) . Solent gM4 el N, deux bimodules alors
Homas(M4 , N) est muni d’une structure de groupe abélien par l’addition des
homomorphismes et on peut deéfinir sur ce groupe une structure de (C, B) bimodule de
la maniére suivante ; (cfb)(m)=c[f(bm)] pour tout ceC , beB et meM .De la méme
maniére , on définit la catégorie des A-modules a gauche notée A-Mod. Soient sMp et

AN deux bimodules, si fe Homa{ M, P), geHomi( N, P) alors I"image de m par f est



note {m)f et I"image de m par la composée de g et f est noté ((m)f)g =(m)fog
Homu(a1M, N) a une structure de (B,C) bimodule définie par : (m)(bfc)=[(mb)f |c , pour
tout ceC ,beBetmeM .

Soient gM4 et N, deux bimodules : ;M, / 3N, signifie que AMj est isomorphe & un
facteur direct d’une somme directe finie de copies de pN4 et on dit que M est
semi-similaire a N. S1 sM, / gN, et gN, / sM, alors on note simplement ;M ~gN,4 el on
dit que gM, et gNa sont similaires .

Une suite de deux homomorphismes M'——M-—*->M" est dit exacte si Imf = kerg
Une suite exacte de la forme : 0 ->M'—>M—£5M"> 0 est dite courte exacte . Dans
ce cas g est un épimorphisme et f est un monomorphisme .

Sif:M - Netg: N-—= Msont des homomorphismes tels que fg = Iy alors { est un
monomorphisme , g est un épimorphisme et M = Imf @kerg .Dans ce cas on dit que
est un monomorphisme scindé et g est un épimorphisme scindé .

Une suite courte exacte 0> M —->M—LsM">0 est dite scindée st f est un
monomorphisme scindé et g est un épimorphisme scindé .

1.1.2 Modules générateurs et cogénérateurs |[1]

Soient Uy et M, deux A-modules

On dit que U, génére [resp: cogenere] M, s’1l existe un ensemble A et un
épimorphisme [resp : monomorphisme ] UV —% M [resp: M, —=2 5 U ]

Uy, est un générateur [ resp : cogénérateur | de Mod-A si Ua génere [ resp : cogeénére |

M, pour tout M, de Mod-A . Idem pour A-Mod



.1.3 Modules projectifs et injectifs [1]

Sorent Uy, et M, deux A-modules .

On dit que U est M-projectif [ resp : M-injectif | si pour tout épimorphisme

[ resp: monomorphisme ] g:M, —2 3N, [resp:f: K, —"=->M, ] et pour tout
homomeorphisme y:U, - N, [resp:A:K, - U, ] il existe un A-homomorphisme
YiU, = M, [resp:2:M, = U, ] tels que le diagramme suivant soit commutatif

U | U
¥ \y resp k/ T

M—5N =0 Do>K—-2->M

On dit qu’un A-module Uy st projectif [ resp : injectif ] si U, est M-projectif
[ resp : M-injectif | pour tout A-module M .
Enveloppe injective
Soit M, un A-module a droite .On appelle enveloppe injective de M une extension
injective minimale de M Elle existe et est unique a un isomorphisme pres. On la note
E(Ma)a ou E(M) simiplement si aucune confusion n'est a craindre
1.1.4 Modules plats 1]
Un A-module U, est dit M-plat ssi pour tout sous module 5K de .M, ia suite
0-U®,K—2 5 ®, K estexacte .
On dit qu’un A;modLlle U, est plat s™il est M-plat pour tout A-module M .
[.1.5 Viodules U-reflexifs {1]
Soient gUa un bimodule et M, un A-module . aM* =gHom, ( M,, sgUs) est appelé

le « U-dual » de M ou «dual » simplement s1 B =A=U




M** 5 =Homia ( sM*, pUp)a est appelé e double « U-dual» de M ou «bidual »
simplement s1 B =A=U
On dit M, est U-reflexif ssi ["Thomomorphisme canonique

o:M, — M***
m — o(m} : M* - U

Y = y{m)

est un isomorphisme .Par exemple tout A-module projectif P, de type fimi est A-reflexif

.2 ANNEAU DES BIENDOMORPHISMES : BIEND(-)

Sbit M, un A-module a droite et M’, un facteur directe de M, , alors M’ est
stable par Biend (M) et tout endomorphisme de M’ se prolonge en un endomorphisme
de M. Donc tout biendomorphisme de M se restreint en un biendomorphisme de M’ et
I’application restriction notée : Res: Biend (M,) — Biend (M’,) est un
homomorphisme d’anneaux [ef: 1, p.158] .On a les résultats suivants
1.2.1 Lemme [cf : 1 ,p. 58]

Soit M, , un A-module a droite avec une décomposition M=M’@ M™ | alors
I’application restriction Res est un homomorphisme rendant commutatif le diagramme

survant :

A r’

Biend (M) —"¢£5  Biend (M’4)
ou A, et A, sont les multiplications a droite dans M, et M’ respectivement par un

élement ade A c’est-a-dire : A1 A — Biend (M,) et A A - Biend (M)
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a > A,:m > ma am A,:m - ma

De plus st M’ génére ou cogénére M’ alors Res est un isomorphisme.
[.2.2 Proposition (I, p.159]
Soit M un A-module (non nul) et A un ensemble non vide alors on a un isomorphisme

i Biend (Ma) - Biend (M,")

b = pu(b)
ot p(b): ;M T MY estdélini par (Xadaem s [(X @ e lit(D) = (o)

[.2.3. Ptfopositi()ll 1]
Soit X4 et Y, deux A-modules tels que X ~ Y, alors
[) Xaest finiment généré (finiment cogéndéré ) ssi Y, 'est,
2) X, est projectif (injectif) ssi Y, 'est.
3) X, est générateur (cogénérateur) ssi Y, 1’est

4} Si B est un sous-anneau de A alors Xp~Yyg

.3 TRANSFORMATIONS NATURELLES ET FONCTEURS

SotC=(C,morC,o)et D=(D,morD,o)deux catégories F et G deux foncleurs

covanants de C dans D alors unc transformation naturelle de I dans G est une

application : C — mor D telle que pour chaque MeC , ny: F(M) - G(M) et
pour chaque f eM — N, dans mor C, le diagramme suivant :

F(M)—9 5 FIN)
n(My 4 I n(N)
G(M)—*2 5 G(N)

soIt commutatif




Si F et G sont contravariants , on renverse les fléches de F(tf ) et G(g) dans le
diagramme précédant . Si 1y est un isomorphisme pour tout M de C, on dit que la
transtormation naturelle notée n: F ~ G est un isomorphisme naturel .Si F et G sont
deux foncteurs de méme variance entre deux catégories C et D, on dit que Flet G sont
isomorphes et on note F = G | s'il existe un tsomorphisme naturel n: F — G . Cet
isomorphisme définit une relation d'¢équivalence sur la classe des foncteurs de C dans D

[.3.1Proposition : |1 ,p. 240]

Soit M4 , AWy et Ny trois moedules , il existe un 1somorphisme :

n: Hom (M, |, Flomg (W, N)) — Hompy (M®,W | N ) défini par

o(V)(m®wW) = [ y(m))(w) pour yeHom(M, , Homg(W ,N ) , meMet weW

Cette isomorphisme est naturel en chacune des trois variables M, N et W.

[.3.2 Proposition [1 ,p. 250]

Soit M4 , U, et gNe trois modules alors il existe un isomorphisme

1 : Homa(M4 , Homg(sN , gU)) - Homg (N, Hom (M ,U)) défini par :

(M{Y)](n): m s [y(m)](n) pour yeHoma(Ma , Homg(gN , gU)) , meM, , negN, qui
est naturel en chacune des variables M | N et U. |

[.3.4 Proposition [1 ,p. 243]

Soit P4 , gUa et Ny trois modules alors il existe un homomorphisme

1 ‘Ng®Homa (P4, U) » Homa (P4, (N®gU)) defini par

n(y®n) : p — y(p)®n pour yeHoma(Pa, U) peP, et neNg. St P, est projectif de type

fini alors 1 est un 1somorphisme .



[.3.5 Proposition {1 ,p. 243

Soit Py, gU, et gN trois modules alors il existe un homomorphisime

v PA®Homg(Uy, , gN) — Homg(Homa(P, Uy) , sN) défini par

v(p®vy) : & - y(8(p)) pour yeHoma(Ua , N}, pePs et SeHoma(P,, U ).

St P, est projectif de type fini , alors v est un isomorphisme

1.3.6 Proposition [1 ,p. 245]

St 4Psestun (A | S) bimodule tel que AP est projectif de type fini

G :aPs = AHom(sHom {(4Ps aA)a, aAr)s estun (A, S) isomorphisme ou
o(p): Homa{(aP aA} s — Ax estdefini par a{p)(f) = f(p) pour peP e Homu(P, A)
sHom(aHom (AP AAA), aAA) est appel€ le biduale de 4P

[.3.7 Proposition |2 ,p. 45]

Soit X un B-module a droite alovs v : X®pA, = Homp (WHom(pA s, B), Xg)a
defin par :v(x®a} : f — xf(a) pour xeX ,aeA et feHom(A, B) estun
A-1somorphisme . De plus s1 [ = End (Xg) alors v estun ( [, A) 1somorphisme ;
1.3.8 Proposition [1 ,p. 240]

~ Soit gM, un bimodule , Ny et K, deux modules alors

¢ - Hom(Ng®M, , K4} -» Homgp(Ng, Hom,(M K)} défini par :

[H(y)(n)](m) = y(n®m) pour ye Hom{Np®@M, , K} neNg, meM

est un isomorphisme de groupe abéhens




1.3.9 Proposition |1 ,p.240)

Soit sWp un bimodule et M, et gN deux modules alors

v MAQ(W®N) » (MA®W)IRN  défini par

vimMA(aw®pn)|=(Mm®,w)@pn , pour meM ,weW et neN

est un 1somorphisme qui est naturel en chacune des variables M, W et N

{.3.10 Proposition |1 , p.248]

De I'isomorphisme Homa(-, Homyu(N, Ug))z=Hom (N, Homp(-, AUg)},on dédutt que
a} S1 N, estprojectif et U, est injectif alors Homu(N |, 4Ug) est injectif

b) S1 Njest generateur et Homp(N , 4Up) est injectif alors Up est injectif .

¢) Si N, est générateur et gU est cogénérateur alors Homa(Ny , gUA) est cogenérateur
[.3.1 Propeosition {1, p.232]

Soitd: B - A un homomorphisme d’anneau alors A est muni d’une structure de
(B, A)et (A, B) bimodule a travers ¢

a) St 3P est projectif alors J,A®gP est projectif

b} SipE estinjectif alors JHomgp(pAa , sE) est injectil

1.3.11Proposition {1 , p.232]

Soit Vg un bimodule et 4C un cogénérateur mjectif alors les conditions sutvantes sont
équivalentes ; (a) Vpestplat (b) gHoma(aVy, aQ) est injectif. |

(c) 1l existe un cogénérateur AC tel que gHoma(Vg, AE) est injectifpoﬁr tout ,E mjectif
Le lemme suivant sera trés utilisé dans fe chapitre 4

1.3.13 Lemmie de Miyashita |7 . lemme : 3.6 |

Soit A un anneau et B un sous anneau de A. Soit X, et Y, deux A-modules tels que




XaVYgaalors ilexiste f;:X—>Y el g Y—> X, [<1<n,des homomorphismes

n
de A- modules tels que > gjof; =idy . De plus si Zp est un B-module, en posant
i=1

W =End (X4), [=End(Y4) et Q@ =End(Zy) alors

1) Hom, (Y, X)®rHomp(Z,Y) = Homp(Z,X) en tant que (W ,Q2) bimodules

n
pal g ®k— gok . L 1somorphisme réciproque est ; hi—= > g, ® (f;oh)

2) Homg(Zp, X) = Homp[Homy(X ,Y), Homg (Z ,Y)] en tant que (W ,Q2) bimodules

n
par h- ¢(h): £ (H)(p(h)) = foh . L’isomorphisme réciprogue est : ww— 3 g;0[(f;)w]

i=1

[.3.15 Proposition [1 ,p. 261]

Soit B un sous anneau d’un anneau A

-S1 A et \M sont [resp : finiment générés | projectifs alors gM = gA® M est
[resp : finiment généré | projectif .

-Si Ap et 4M sont des générateurs alors gM = pA@,M est un generateur




CHAP I1: EQUIVALENCE ET DUALITE AU SENS DE MORITA

1.1 EQUIVALENCE ENTRE CATEGORIES

Sotent C et D deux catégories. Un foncleur covarant F: C — D est une équivalence
de catégorie 1l existe un foncteur { nécessairement covariant) G : D —» C  tels
qu’on att les isomorphismes naturels 1 GF = ¢ et FG = 1p

Un foncteur G vérifiant la propriété précédente est appelé équivalence in\/ersez4 de F.
Deux catégories C et D sont dites équivalentes s’il existe un foncteur d’équivalence
entre elles . Dans ce cas on note C ~ D . La refation étre équivalent a est une relation
d’équivalence dans la classe des catégories .

(1.1.1 Définitions ct notations {1, p.251|

Deux anneaux A et B sont équivalents au sens de Morita s1 A-Mod ~ B-Mod et on note

A ~ B autrement dit A = B ssi il existe un foncteur d’équivalence entre A-Mod et
B-Mod . Les catégories A-Mod et B-Mod sont équivalentes si et seulement si Mod-A et
Mod-B sont équivalentes . Si A et B sont équivalents alors il existe
F: A-Mod » B-Mod et G : B-Mod - A-Mod deux facteurs covariants tels que
N GFE=lavod €t v:FG=lgmee c’esta dire 1 et v sont des isomorphisimes naturels
Pourm , céla signifie que pour chaque AM dans A-Mod il existe un isomorphisme
n(M) =1y : GF(M) - M dans A-Mod tel que pour tout M’ de A-Mod et pour tout
f-M = M’ le diagramme suivant soit commutatif

M —— M

W) T T (N)
GI(M) —2 5 GF(N)




L5

Pour v : méme remarques .

Pour chaque AM et 4N | 1] existe deux Z- homomorphismes

0 = omn : Homp(N , F(M)) — Hom,(G(N) , M)

9 =0Oun : Homg(F(M) , N) -» Homs(M , G(N)) définis par

dun:y o Mo G(Y) et Oun:d - G(B)o n"M

[f.1.2 Proposition |1, p.252]

SoitF : A-Mod — B-Mod une catégorie d’équivalence .Alors pour tout

M et M’ dans A-Mod la restriction de F & Homa( M , M’) est un isonﬂorphisme de
groupes abéliens : F: Homa(M , M’} » Hom(F(M), F(M’})

tel que F(f} est une épimorphisme {monomorphisme) dans B-Mod st et seulement st f
est un épimorphisme {(monomorphisme)} dans A-Mod .De plus , si M=o alors Ja
restriction F: End (4M) — End{(gF (M)) est un isomorphisme d’anneau.

[1.1.3 lemme fondamental |1 ,p. 253]

Si A et B sont équivalents a travers F et G alors les deux homomorphismes de groupes
abéliens définis dans [.1.1: ¢ Homs(N , F{M}} » Homa(G(N)}, M}

0 : Homg(F(M), N) - Hom (M, G{(N)) sont des isomorphismes .

[I.1.4 Proposition [1, p.254| i

Soit A et B deux anneaux équivalents a travers le foncteur F : A-Mod — B-Mod .

Soit M et U deux A-modules , alors

1) U est M-projectif [ M-injectif ] ssi F(U) est F(M) - projectil [F(M) - injecut ]

2) U est projectif (injectif) ssi F(U) I'est
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3) U génére (cogénere) M ssi F(U) génére (cogénere) F(M),
4) U est un générateur (cogénérateur) (fidéle) ssi F(U) I'est
5)f:M - M’ estune enveloppe injective ssi
F{(fy: F(M) — F(M’) est une enveloppe injective .
0) f:M - M’ est un monomorphisme (épimorphisme) ssi F(f) : F(M) » F(M’) Iest .
[1.1.5 Proposition [1, p.256]
Soit A et B deux anneaux équivalents par le biais d’un foncteur ‘
F:A-Mod —B-Mod .Alors pour tout A-module 1M | la fonction
Am K.—> ImF(ix) , ou 1x: K— M est I'injection canonique , est un 1somorphe du
treillis des sous modules de M sur le treillis des sous-module de F(M)
I1.1.6 Proposition |1, p.258]
Soient A et B deux anneaux équivalents par le biais d'un foncteur
F: A-Mod - B-Mod .'Soit AM , un A-module alors
1) M est simple( semisimple) ssi F{M) est simple (semisimple )
2) M est finiment généré {cogénéré) ssi F(M) est finiment génere (cogénéré) .
3) M est indécomposable ssi F(M) est indécomposable .
[1.1.7 Proposition |1, p. 258]
Soient A et B deux anneaux équivalents par le biais d'un foncteur
F: A-Mod — B-Mod . On pose pour tout idéal (bilatére) I de A : ¢( 1 )=Anng(F(A /1))
ou Anng(X) ={beB/bx =0 ¥ xeX } est 'annulateur & gauche de X dans B
Alors la fonction ¢ : 1 —¢( 1) est un isomorphisime du treillis des idéaux A dans le

treillis des idéaux de B .De plus pour tout idéal [ de A on a I’équivalence (A/D)=(B/¢(1)).




I1.2 CARACTERISATION DE L’EQUIVALENCE AU SENS DE MORITA

I1.2.1 Théoréme de Moritall , 264]

On rappel qu’un progénérateur est un générateur projectif de type fini

Soit A et B deux anneaux , F: A-Mod —» B-Mod et G B-Mod —» A-Mod , deux
foncteurs additifs . Alors F et G sont des foncteurs d’équivalence ssi il existe P, tel que
1) gP et P, sont des progénérateurs

2} gPaest équilibre

3) Fz(P®j-) et G = Homg(P, -).

De plus 5’11 existe un bimodule gP, satisfaisant ces conditions , alors en posant

Q=Hom (P, A)onaQestun{A, B) bimodule , 3Q et Q. sont des progénérateurs el
Fz=Homa(Q ,-) et G={Q ®g-)

I1.2.2 Corollaire |1 ,p. 265)

Pour deux anneaux A et B | les conditions suivantes sont équivalentes

(a) A=~B

(b) il existe un progénérateur P, tel que B = End(P4)

(c) il existe un progénérateur Qp tel que A = End(3Q)

11.2.3 Corellaire (2) (1, p.265]

Soit A un anneau .Si P, est un progénérateur alors A et [=End (P,) sont équivalents .
Fn fait si P®= Homua(P, A) alors P, el APZ sont des bimodules et

(P.®-): A-Mod —» [I'-Mod

(PP®r-):T-Mod - A-Mod  sont des équivalences inverses
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IL3 DUALITE ENTRE CATEGORIES

Soitent C et D deux catégories alors un couple (H” , H>") de foncteurs contravariants
H:C —» D e H’”:D -» C définit une dualité entre C et D s’il existe des
isomorphismes naturels n: H'H'zl: et v:H'H” =lp .

Les théories générales de dualité et d’équivalence dans ce sens , sont réellement duales
¢lest & dire siop: C —» C™est Ic foncteur contravariant canonique de la calégorie C
dans la catégorie opposée C °° de C, alors le couple (H” , H™") définit une dualité entre C
etDssi (op)oH :C - D% et H o(op) : D — C sont des équivalences ipverses
1[.3.1 Lemme fondamentale [1, p.269)

Solent 4C et Dg deux sous-catégories pieines de A-Mod et Mod-B respectivement .
Soit H': .C — Dy et H” : Dy - 4C deux foncteurs de dualité entre ,C et Dy

alors 1l existe deux isomorphismes naturels n-H”H =zl et v . HH =1y

En particulier , pour 1 , cela signifie que pour tout ,M dans ,C , 1l existe un
isomorphisme 1y : H'H’(M) - M tel que pour tout M, , M; dans ,C et pour tout

A-homomorphisme f: M, 5 M, le diagramme suivant est commutatif

¢

Ml — 7 M2
T (M) Tn(Mz)
HH (M) =0 1 emy)

Pour v : mémes remarques
Pour chaque AM dans ,C et chaque Ng dans Dy 1l existe des Z-homomorphismes
= pvn - Homg(N |, H'(M)) —» Homa(M , H'(H))

Y = Yy Homg (H (M), M) - Homa(H’(N), M) définis par




v Y = H (P on'y
Yun 16 = nyo H(8)
11.3.2 Proposition |1, p.272]
Soit (H*, H’) une dualité entre deux sous-catégories pleines ,C et Dy de A-Mod
et Mod-B . Alors pour tout M, M; dans ,C et N, , N, dans Dg les restrictions de
H & Homa(M,; , M;) etde H” a Homg (N, N,) sont des isomorphismes de groupes
abéliens
H” : Homa(M, , M3) - Homuy{(H(M;), H'{(M)))

| " H” : Homp(N; , Ny) —» Homia(H'(N,) , H'(N))
Si M est dans AC et N dans Dg (et sont non nuls) alors on a les isomorphismes
d’anneaux suivants ; End (4M) - End (H’(M)3) et End (Ng) — End (;;H”(N))
[1.3.3 Proposition 1, p.272|
Soit (H’, H*’) un couple de foncteur définissant une dualité de Morita entre ,C et Dy
deux catégories plemnes de A-Mod et Mod-B , alors les homomorphismes de 11.3.1]
deviennent des isomorphismes
it=pmy - Homg(N, H'(M}) - Hom,(M , H’(H))

Y =Wy : Homg(H’ (M), M) - Homa(H’(N), M)




I1.4 CARACTERISATION DE LA DUALITE AU SENS DE MORITA ENTRE
CATEGORIES DE MODULES

I1.4.1 Définition j1§

Soit AUp un bimodule . On dit que Uy définit une dualité de Morita ou que les
foncteurs Homa(- , U) et Homg(- , U) définissent une dualité si

[} 4A et Bg sont U-reflexifs

2) Tout sous-module et tout module quotient d’un module U-reflexif est U-reflexif .

11.4.2 Théoreme |1, p.273]

Sott A et B deux anneaux . Alors pour un bimodule AUz, les conditions suivantes sont
i

équivalentes

a} aUp définit une dualite de Morita

b) Tout module quotient de 4A , By, Ug et 4 U est U-reflexif

c) AUg est équilibreé tel que AU et Up solent des cogénérateurs mjectifs .

11.4.3 Proposition [4]

Si U, définit une dualité de Morita avec I'=End(U,) alors U, est cofiniment génére

et est un cogénérateur injectif .




2]

CHAP III : EXTENSIONS QUASI-FROBENIUSIENNES
Il 1. GENERALITES
Pour la démonstration des résultats de cette partie on pourra aussi se référer a notre
memoire de DEA (juillet 1998-UCAD)
II1.1.1 définitions et propositions [2,p.41]
Soit p:B— A un homomorphisme d’anneaux alors Hompg(Ag,B) est munt d’une
structure de (B, A) bimodule par (bfa)(x) =bf(ax) pour beB, ac A et xe A,
De méme Homgp(gA , B) est muni d’une structure de (A, B) bimodule par
(x)(agb)é(xag)b pour beB, acA et x€A
On dit qu.e p:B—> A estune extension frobeniusienne (note :Ef )si Ag est projectif de
type fini et si gA, =pgHomg (A ,.BB)A .
Si Agest projectif de type fini etsi gA,/gHomgs (Ag B)a , on dit alors que
p:B — A est une extension quasi-frobeniusienne (noté : Eqt') a droite .
De maniére symétrique on définit une Eqf a gauche .
Une Egfest une Eqf a gauche et a droite . S1 p est injectif, I’extension est notée : A/ B
I11.1.2. Proposition [2 , p.41]
A/B est une Eqf a droite ssi gA et Ag sont projectifs de type fini et gHom(gA, gBle\sAs.
111.1.3 Corollaire 2, p. 41]
A/B estune Eqf ssi Ag\Bp, gA /sB  gAas~gHomp(Agy, B)a et aAp~ sHomp(pA |, gB)s
11.1.4 définitions ct propositions [4|

oM est finiment normalisé s’il existe neN* , m;eM ,1 <1< ntels que




22

M:ZmiA avec mA = Qm; . Si p:B— A est un homomorphisme d’anneaux et zA

finiment normalisé, on dira simplement que Agou gA ou A/B est finiment normalisé.
Soit AW un(A , A) bimodule , on dit que AW, est finiment centralisé s’il existe ne N*
et un épimorphisme 4 AW —E0 5w,
[11.1.5 lemme [5,p.1194] et [2,p.44]
Soit oM, un (€2, A) bimodule | finiment normalisé , X un A-module a droite et Y, un
sous-module de X, .
Si Y. est essentiel dans X4 alors Homa(oMa, Y) q est essentiel dans Homa(gM , Xu) g
[11.1.6. Ieinme |S,p.1194]
Soit A/B une Eqf a droite finiment normalisé et X un B-module a dl'éite :
S1Y 4 est essentiel dans X, alofé Y RpAp est essentie]l dans Xg®gAg et donc
Ya®pA, essentie]l dans Xpg®gAa
[11.1.7 Proposition [5,p.1196] et {2,p.46]
Soit A/B une Eqf alors :
1) Tout A-module injectif, est injectif en tant que B-module
2) A, estinjectif st By 'est
3) Ag est générateur ssi gA 'est
TIL.1.8 Proposition [5, p.1194]

Soit A/B une Eqf fimment normalisée et E{B) I’enveloppe injective de By Alors
i

E(B)®pA est une extengion essentielle de Ap et est I'enveloppe injective de A,
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111.1.9 Proposition 4 , 277]

Soit sM, un (S, A) bimodule finiment normalisé . Si M, est fidele et projectif-alors M,
est générateur

De cette proposition on tire le corollaire suivant

I1.1.10 Coroilaire

S1 A/B est une extension fimment normalisée et Az ( resp : gA ) projectif alors

Ag ( resp : gA ) est générateur . .Donc st A/B est une Eqf a droite ou a gauche finiment
normalisée alors Ap et gA sont des génél_'ateurs

I11.2 EX-TENSION QUASI-FROBENIUSIENNES ET DUALITE DE MORITA
Dans cette partie nous rappelons les résultats de Y. KITAMURA dans son afticle (4]
« Quasi-frobenius extension with Morita duality » point de depart de nos travaux que
- nous exposons au chapitre IV . Nous donnerons systematiquement les démonstrations
dont la connaissance des techniques utiisées est importante pour la suite .

Soit Mg un B-module a droite , on pose M , = Homp(A , M) , A=End(Mp) et
[=End(M 4 ) alors on a un homomorphisme d’anneau

Jin = [ définipar jAA)(f)=hof avecren et fed n (cf:l1, 109)

Si Ag est générateur , alors j est injectif (cf:1, 109) et donc A peut étre regardé comme
un sous-anneau de I

De méme en posant §=M®BA , F*=End(ﬁ A) alors j* A o [

défint par 7*(A)=AQA (AeA) est un homomorphisme d’anﬁeau . Si gA est générateur
alors j* est injectif (cf:1,233) d’ou A peut étre regardé comme un sous anneau de ['*

Avec les notation ci-dessus , on a les propositions survantes
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I11.2.1 Proposition {4 , p.279]

Si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

i) . Ma\Mg

i) Homg(A , M), \(resp: =, ~) : \Mp®A
alors j : A— T estune Eqf a gauche (resp : Ef , Eqf)
I11.2.2 Proposition {4 , p.279]

Si les.deux conditions suivantes sont satisfaites :

i*) M =Mp®Ap\ Mj

1*) Mp®A,\(resp: =, ~) Homu(A , M ),

alors J* : A — ['* estune Eqf a droite (resp : Ef, Eqf’)

Dansle Chap IV nous donnerons le cas dual de ces deux propositions .
Preuve de la Proposition I11.2.1

T=Homa(M » ,M ) =Homa(M o Homg(sAg, Mp)a] =Homg (M 1®Ap , Mg) (cf:1.3.1)
" = Homg (M 5,Mg) en tant que (A, [ ) bimodules (1)

d’aprés.(i) ona M z\Mp donc

LN JHom(Mp,Mg) = A ¢lest-a-dire TV ,A (2)

En appliquant le lemme de Miyashita avec Z =M, X = M ,Y=M,ona
Homg(M , M ) = Hom,.[ Homg (M | M) , Hom(Mg, Ma)]

Homg(M , M g) = Hom,[ Homg (M , M), A] en tant que (', A) bimodules (3)
alors Homg(M , ) =Hom (,I'. A.] en tant que (I', A) birﬁodules (4)

On a les isomorphismes sutvants :
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[ =Homa(M 5 ,M 4) (resp : =, ~) Hom (M®gA , M ») d’aprés (ii)
= Homp(M , Homs(Ag, M 2)s] d’aprés 1.3.1
= Homp[Mg , M ;]
=Hom,[.Ir, .A.] d’apres (4)
Ainsi rI N (resp: =~ )aAn (5)
De (5) et (2) on conclut que :j : A — [ est une Eqf a gauche (resp : Ef , Eqf)
Preuve de la proposition I11.2.2
[* = Homa(M A, M ) = Homg (Mp®A, , M »)
=Homg[Mp , Homa(gAx , M 4)] d’aprés I11.3.1
[*= HomB(Mg , EB) en tant que (I'*, A) bimodules (1*) .
En utilisant (i*}ona ['*,\Homg(M , Mp).= A, (2%
En appl.iquant le lemme de Miyashitaavec X=M,Y=M et Z=M ona
Homg(M , A:/I_B) EHomA[Homgﬁ, Mg), AA] en tant que (I'*, A) bimodules  (3%)
D’ou Hom,[Hom (M, M), A.] = Hom, {Hom,[Homg(Mp , M), \A], A} (3%%)
~ Mais Homg(M , Mg) est projectif de type fini car
~Homp (?B , M)\ . Homp(My , M) = A
Donc le membre de droite de (3**) est isomorphisme a Homg( Mg, M)
Il enresulte que  Hom,[Hom (M, M B) A Z ,\HomB(ﬁ , Mg) (3x*x)
ainsi avec (1*) et (3***)ona

Homg(ﬁ , EB) = Hom,(['*,, A,.) en tant que (A, I'*) bimodules (4%)
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Maintenant on a les isomorphismes suivants
I'* = Hom,. (M , M)\ (resp : = ~) Homa (M A, M) d’aprés (11*)
On a Homu(M a, M ) = Homa[ M » , Hom(,Ag , Mp)s] = Homa(M » ®aAp , Mp)
HomA(ﬁA,ﬁ) zHomB(E,MB)zHomA(F*, A) en tant que (A, ['*) bimodules d’apreés
(4*)donc I *mA(resp: =, ~)Hom. (I*, AL (5%)
De (5*)et(2*)onconclut que : j* : A — [ *estune Eqf a droite (resp : Ef , Eqf)
[11.2.3 Proposition |4, p.281]
Soit N, un A- module a droite , 2 =End(N,) et Q =End(Nj) si les deux conditions
suivantes sont vérifiées :
(iii) ~N=Homg(sAg, N5)\ Ny
(iv) oN®pAs\ (resp : =~ )o Homg(Ag , N)a=aN 4
alors /X estune Eqfa droite (resp :Ef, Eqf’)
Preuve
(2 = End (Ng) = Homg(Ng,Np)
= Homg(N,®Ag , Np)
= Homa[N, , Homg(sAg,Ng)], en tant que (2, 2°) bimodules
c’est-a-dire  aQy =gHoma(Na, N a) s (1)
d’aprés (iii) ona N 4\ N, d’ou en utilisant (1)
O\ 2 (2)
En appliquant le lemme de Miyashita avec X =N,Y=Net Z=B

i’application ¢ : Homa(N, ¥ )®@sHomg (B, M) - Homg (B, M)
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defim par : g ®k — g ok est bijective et conduit donc 2 la bijectivité
¢ : Homa(N,¥) ®sN - M
donﬁée par: g®n > g(n)
qui est un (€2 ,A) homomorphisme donc oQ®sNaz=qN s (3)

€} = Homg[Ng , Ng]

= Homg(Ng , Homa(aAp K Na)J

.z HomB(N 5®sA4 , Na) entant que ( 2, 2) bimodules
or sHomp(Np®gpAa, Na)g\ (tesp : =, ~) Homa(o N ,:N,) d’aprés (iv) .
Donc o5\ (resp: =, ~) Homa(q N ,sNa) (4)
Par ailleurs nous avons :
Homa(a N ,sNu) = Homa(n®sN,N)  d’aprés (3)

=Homgy(Qy , Homa(sNy4 , £N4)]
= Homs(nQs , s2.5) en tant que (2., Q) bimodules (5)

De (4)et (5) on tire : sQa\ (resp: =, ~) sHom(qQs , Yo (6)
De (6) et (2) on déduit Q\ Y estune Eqf a droite (resp :Ef , Eqf)
II1.2.3 Proposition [4 ,p. 282]
Soit A/B une extension finiment normalisée
1) Si \Ug définit une dualité de Morita alors rHomgp(A , U), , définit une du.alité de

Morita avec T=End(Homg(A , U)a)
2) Si Ag et A sont projectifs et si ;V, définit une dualité de Morita alors Vs

définit une dualité de Morita avec Q=End(V)
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I11.2.4 Proposition |4, 277 et 278]
Soit A/ B une extension finiment normalisée
1) Si Xp est finiment cogénéré alors Homg(A , X ) est finiment cogénéré en tant que
B-nilodule donc en tant que A-module
3) S1Y, est finiment cogénéré alors Yy ['est
I11.2.5 Proposition [4 , p.283]
Soit A/B une extension finiment normalisée

1) S1 ,Upg définit une dualité de Moritaet A /B est une Eqf a gauche
(resp: Ef, Eqf) alors rHomg(A , U)s définit une dualité¢ de Morita ¢t I'/A estune Eqf
a gauche (resp: Ef | Eqf) , avec '=End(Homg(A , U)a)

2) Si Ap et gA sont projectifs, £V définit une dualité de Morita et
A /B estune Eqf a gauche (resp: Ef , Eqf ) alors oVp définit une dualité de Morita
CY/Z estune Eqf a gauche (resp: Ef, Eqf), avec Q=End(Vy)
Dans e Chapitre IV nous prolongerons ce théoréme puis nous prouverons le cas dual .
Preuve
1) Si AUg définit une dualité de Morita et A\B est une Eqf a gauche (resp : Ef, Eqf)
aldrs Up est un cogénérateur | injectif , cofiniment généré en tant que B-module
d’apres 11.4.3.et 111.2.3. Comme A est projectif alors U g=Homg(zAp , Up) elst injectif
d’aprés 1.3.11 Comme Ug est un cogénérateur et U g est cofiniment généré alors il existe

™ ol n est un entier

un monomorphisme ¢ : Ug — Up
Comme U g est injectif alors ¢ est scindé done

U g\Ug (1




De plus A\B est une Eqf a gauche (resp : Ef , Eqf') alors
AN (resﬁ , =,~)Homp(gAr,B) donc
AU s Homg(gAg ,Ug)\ (resp : , =, ~) Homy (Homp(sAs , B) , Ug)
Mais Homg (Homg(gAg , B), Ug) =, Us® A4
alors UaMresp:= ,~) Ug®A, (2
De (1) et (2) ontire '\ A est une Eqf a gauche (resp :Ef, Eqf) N
en utilisant alors le théoréme 111.2.3, on déduit que : U  définit une dualité de Morita
2) on suppose que vV 5 définit une dualité de Morita et A\B est une Eqf 4 droite
(resp : Ef, Eqf). On pose ¥ = Homg(sApn , V). Va est cofiniment généré donc Vjp
’est par suite V4 lest d’apres I11.2.3 . Comme V, injectif alors V 4 estinjectif | de
plus V, estun cogénérateur
donc V A\Va (1%)
Par ailleurs A\B est une Eqf a droite (resp:Ef ,Eqf) alors
pA\ (resp: =, ~) Homp(,Ap B)
d’ou aVe®pAa\ (tesp : =,~) oVe®Homg(aAg, 3Bs)
mais Ag est projectif de type fini donc d’aprés 1.3.4 on a
o Ve®Homgp(aAp, 3Bg) = Homg(sAp, o Ve®@sBs)
= Homp (aAp aVs)
ainsi  oVe®pAs\ (tesp : =,~) Homp (4Ap oVe) (2%)
De (1*%) et (2*) on tire : T*\ Q est une Eqf & droite (resp :Ef, Eqf)

en utilisant alors le théoréme 111.2.3 | on conclut que : oV 4 définit une dualité de Morita
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I11.2.6 Proposition [4 , 284]

Soit;A/B une extension finiment centralisée, Ug un B-module injectif . On pose
I=End(Homg(A , U),) et A=End(Ug) alors I, est finiment centralisé .

Dans le Chap IV nous donnerﬁns le cas dual cette proposition sous forme d’un lemme .

Du théoreme I11.2.5 et de la proposition [I1.2.6 résulte la proposition suivante

II1.2.7 Proposition [4 , 284]

Si Ug definit une dualité de Morita et A /B est une Eqf a gauche (resp: Ef , Eqf)

finiment centralisé , alors fHomg(A, U)s définit une dualité de Morita et '['/A est une
- Egfa gaﬁche (resp: Ef, Eqf) finiment centralisé , avec [=End(Homg(A , U)Aj

ITL.2.8 Lemme [4 , 1194] |

Si est gAg finiment normalisé (centralisé) alors gHomg(A |, B)g ’est .

I11.2.9 Théoréme [6 , p.112]

Soit A/B une éxtcnsion , M, un A-module a droite , Z=End(M,) , Q=End(M3s) . |

Si A/B est une Eqfet M®pA,\ M, alors (/2 est une Eqfet oQ2®@:M\ oM
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CHAP 1V : EXTENSIONS QUASI-FROBENIUSIENNES

AVEC EQUIVALENCE OU DUALITE DE MORITA

Dans ce chapitre tous les résultats exposés sont les ndtres sauf les l.emmes IV.1.2 et
| IV.1.3 pour les quels nous proposons une démonstration faute de ne pouvoir donner de
bonnes références. Ce chapitre est composé de 3 sections . .

SECTION 1 EQF AVEC DUALITE DE MORITA
En guise de complément a la proposition 1.2.3 on a le lemme suivant
Lemme: IV.1.1
Soient X, et ¥4 deux A-modules
Si l'une des trois conditions suivantes est satisfaite
a) X, =Y,
b) - X, est facteur direct de Y™, pour un certain entier non nul n et

- X, génere et cogénere Y
c) Xi~Y4
alors X, estfidéle (resp : équilibré) ssi Y, est fidéle (resp : équilibré) .
De plus ofz a l'isomorphisme naturel Biend(X,)= Biend(Y,)
Preuve

a) Onpose I'=End(X,), Q=End(Y,).

Soit ¢ : Xo— Y, unisomorphisme de A-modules a droite alors

y:T— Q défini par y(¥)= ¢ v o pourtouty de T’
est un isomorphisme d’anneaux

X (resp : Y ) peut étre muni d’une structure de Q (resp: T’ )-module par :
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WX = Lu'l(w)(x) = (¢ w @ )(x) pour tout wde Q et x de X
[ resp: vy =w()(y)=(9v ¢ )y) pourtoutydeetyde Y]
en remarquant que w.(w’.x)=(¢ " w)[(¢” W' © YCOI=(0'w W @) X)=(ww').x _
[resp : v.(7"y) = (@Y @ 07 o M T=(@¥re” My)=(v)y]
p:aX —) oY défini par (x)p = ¢ (x) pour tout x de X
est un isomorphisme de ©-module a gauche
En effet I’additive est triviale et la linéarité est donnée par
(wp =0 (w.x) = ¢ [y (W] = ¢ [ wo()] = w(o () = wl(x)p]
- Cet isomorphisme de modules permet de construire un isomorphisme d’anneaux
T : Biend( X,) = Biend( Y,) défini par : T, = T(a) = plap pour tout o .de Biend(X)
remarquant que :
(W) To = (wy)p” ap = (w(y) p ) ap = [y (W){(y) p' }] atp
=[y' W) p” a}lp = WA p" a}lp =wiy)p' alp
=w(y)T,  pourla Q-linéarit¢ de T,

- T rend commutatif le diagramme suivant i

A A
Biend(X , ) —— Biend(Y, )

oli Aet)’ sontles multiplications a droite par les éléments de A c’est-a-dire

A : A—> Biend(X) défini par : (x)A(a)=(x)A.=xa pour tout a de A et x de X.Idem pour A’

. Bneffet: (T[] = ()p "% p =07 (3] 2 p = [0 (v)a) p = [¢” 2]

= [¢'(ya)l =ya= (¥ .




Donc TA=X1".Comme T estun isomorphisme alors A est injectif (surjectif )
si et seulement si A7 est injectif (surjectif’)
by X, est fac.teur direct de Y™, pour un certain entier non nul n alors 1l
existe L, un A-module tel que Y, ™= X,®L,
d’ou d’apres la proposition [.2 I"apphcation restriction
Res : Biend(Y™,) — Biend(X) définie par : Res(b) = b/X

est un homomorphisme d’anneaux rendant commutatif le diagramme suivant

A
k/ \K,,
Biend(Y™)}—2= Biend(X)
Comme La\Y A alors Y, génere et cogenere Ly et comme de plus X, génere et cogénere
Y, donc X, génere et cogénere L, ainst Res est un isomorphisme d’apres 1.2.1 . Mais

"homomorphisme natuyel
1 Biend(Y) - Biend(Y ™) défini par 1b > pu(b) pour tout be Biend(Y)
ol p(b): Y™ 5 ¥ estdonné par (yi,..yy) = (Yo Yo XE(D)) = (yib,. yub)
est un isomorphisme d’anneaux d’apres 1.2.2 .
Ainsi Biend( X ) =z Biend ( Y ) canoniquement . :
u rend commutatif le diagramme suivant
A
A A

Biend(Y)—"—> Biend(Y ™)
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ou A, A’ sont les multiplications a droite par les éléments de A .
Eneffet: (y,,y G ) =0y hyrn ¥, b0 ) = (V2000 ¥,2) = (Vs ¥, )2 = (Y0 ¥ R,
Amsiona: A '=ResoA et A’=pnoi dou A'=Resopohi
Comme Res et p sont des isomorphismes alors A7 est injectif (surjectif)
s1 et seulement si A injectif (surjectif)
b)Xa ~Y,as donc Yo\ Xa\Y, Parsuite de Xa\ Y, on déduit qu'il existe Z, est
facteur direct de Y™, pour un certain entier n non nul tel que X, = Z4
De Yi\Xa=Z, ondéduit que Z, génere et cogénére Y, . Ainsi Z, est fideéle
(resp : équilibre) ssi Y, est fidéle (resp : équilibré) d’apres (b) .
Comme X, = Z4 on utilise (a) pour conclure

Lemme:1V.1.2

YoV X, ssiilexistef, ;Y > X et g . X =Y tels que

i
S grofy =idy ou IS k<wnavecneN*

=\

Preuve

= )Y A\ X, alors il existe neN* |, K, un A- module tels que Y @ K = X",

Soit X, =X, l<k<n, i X, »x™ iy:yosx®™ poox®x pyox™Woy

les injections et les surjections canoniques respectives alors

1 3 : [ n . ) . . . .
2 0P =idy ey et Pyo iy=i1dy d'ou 3 (Pyoiy)o(Proiy)=Pyoid @moiy =idy alors en
k=1 k=1

il
posant gy =Pyoi: X—»Y et {1 =Pyo1y: Y>X ona 3 gpofy =idy
k=
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. n
)8 g X->Y et fi 0 Yo X avec Y grofy =idy
k=1

onpose f = (fy ..., {.) Y- x" définipar:y — ((y),....0ay D

etg=®g,: X 5 Y définipar: (xp.ox) = 3 g(xe)
k=1

alors gof (y) = 2gi fi(y) = y donc gof =1y d’ou Y est facteur directe de X
Lemme: IV.1.3
si Xy~ Y, alors 0 =End(X ,) et I'=End(Y,) sont équivalents au sens de Morita a travers
le foncteur d 'équivalence F = Homr(vP, . -) ou P, =Hom(X;.Y) .
De plus , X = f(rY)
Preuve:
Pour prouver que o et [ sont équivalents a travers F | 1] suffit de montre que :
- P, est un progénérateur
- ¢: 1T ->End(P,) déiinipar:h ~ o (h):f+— hof estun isomorphismé
Montrons que P, est un progénérateur
Comme Xa~ Y, alors Hom 4 (, X, X) ~ Homy (X4 ,Y) c’estadire o, ~ Py
Montrons que ¢ est un isomorphisme :
Comme Y ,\X, , on définit geet f, de la méme maniere que dans le
lemme [V.1.2 précédant .
Si ¢ : End(P,) = [ estdéfini par : gy —» ¢ (v) = 2 w(g)of,
alors ¢’ est un homomorphisme d’anneaux ¢t on a d’une part

0’0 (h) = Zoth)g)of = Z(hg)fi=h2edfk=hoidy =h pourtouthel |
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d’apres le lemme IV.1.2  donc oo’ =idr (*)

D’autre part ¢ ¢’ (y) = o Zy(g)f) et pour tout feP, ona

¢ 0 @’ (y)(D) = o Ly(g)f)D) =2y (giof)

or fyofew et y est @-linéaire a droite alors ¢ o @ (W)(f) = yw( Zg i )=w(f)

d’ou ¢ o @’(y)=w pour tout yeEnd(P,)d’apres le lemme [V.1.2

donc oo’ =id (ggpwy (**)

Par suite de (*) et (**) on déduit que ¢ est un isomorphisme .

Montrons que F(rY) = ,X

F(rY) =Hom [ rHoma{ Xa,Y }u, rY |

= Homyp [fHoma( X4, Y ), Homa(A,Y ) ]

on applique alors le lemme de Miyashita avec B =A | Z=A donc

End(Zg)=End(Aa)=A et onobtient F(rY) = Homu (As, o X )= X

doa F(rY)z, X
Théoréme : IV.1.4 :
Soient Xy et Y, deux A-modules. On pose 0 = End (X4) et 1" =End (Y,)
Si X~Y4 alors X, définit une dualité de Morita si et seulement si

rY, définit une dualité de Morita

Preuve

Commme X ~Y 4 alors X, est fidélement équilibré ss1 Y, et fidelement équilibré d’apres
le lemme IV.I.1 . De plus X, est un cogenérateur injectif ss1 Y, est cogénérateur

injectif d’aprés 1.2.3 .



Xa~Ypalorso et I sont équivalents a travers un foncteur d’équivalence F tel que F(Y)
= X d’apres le lemme IV.1.3 d’ou Y est un cogénérateur injectif ssi X est un
cogénérateur injectif .

Quelques notations
“Soit Ug un B-module ,on pose A =End(Ug) , U’=Homg(Ag,U) ,U =Up®A

F=End(U’s) et T* =End(U,)

On considere les deux homomorphismes d’anneaux suivants
1:n o T définipar: A = j(A}:f = hof pourtout hea et fel’
¥ oA > ['* défini par: A = j*(A) = A®1,

alors on sait que d’aprés I11.2 , (resp : 1*) est une injection d’anneaux s1 Ag (resp : pA)
est un générateur .

Ces notations restent valables pour la suite de la section.

Lemme : IV.1.5

si A/B est une extension finiment centralisée et Uy est projectif alors

j¥:n =% est finiment centralisé

Preuve

A/B est finiment centralisé ssi il existe neN et un épimorphisme BBB(”)—EL sAp
dou Ug®Bp™ — P, Up®Agor UMz Up®Bg™  donc U™ —F0 5 U®Ag
comme Uy est projectif alors HomB(UB,U{“J)ﬂ->,\HomB(UB,UB(@A)A or

AP = Homg( Ug,U™), d’ou

AW épim > Homp (U, Ug®A ), (%)
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Maintenant on a les 1somorphismes suivants de (n , A ) bimodules
[* =Homa( Us®A,. Ug®A,)

= Homp[Ug , Hom(A, Ug® A ,)g]

= Homg ( Uz Up®Ap) (**)

De (*) et (**) on conclue que LA B Tk dPol le résultat

Théoréme : 1V.1.6

Soit A/ B une extension finiment normalisé d anneaux .

On suppose que A est projectif de type fini et 4Ag~,Homp(sA Bjy .

Si gU,, définit une dualité de Morita alors il en est de méme pour

o«Up®A, avec T'*= End(U®A,)

Preuve |

gA projectif de type fini alors Up®A = Homg[Homp(sA ,B)g,Usla

et comme ,Ag ~ sHomp(gA,B)g donc ,Ug®A, ~.Homg(Ag, Ur)a

d’od comme ,Ug définit une dualité de Morita alors Homg(Ag,Ug)s défimt une
dualité de Morita avec I'=End( Hompg(Ag,U )4) d’aprés le théoreme 111.2.3

et donc r+Up® A, défimut une dualité de Morita avec [ =End(Ug®A,)

d’apres le théoreme 1V.1 .4

Le principal résultat de cette section est le théoréme suivant qui prolonge dans un

certain sens le théoreme 111.2 .4
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Théoréme : 1V.1.7

Si Uy definit une dualité de Morita et A/B est une Eqf (resp:Ef ) finiment

normalisée alors *Up®A, définit une dualite de Morita avec

[* =End(Uy®A,) et ¥/ est Eqf (resp (Ef ).

De plus si A/B est finiment centralisé et Uy projectif alors

I'*/A est finiment centralise .

Preuve

A/B est une Eqf (resp :Ef ) .Donc ,Ag~ (resp =),Homp(zA ,B) et Ap est projectif de
type fin1 .Comme A/B est une extension finiment normalisée et ,Ug définie une dualité
de Morita , alors il en est de méme pour «Up®A, avec I'=End(Uz®A,)

d’aprés le théoreme IV.1.6 . A/B Eqf (resp: Ef ) alors Uz®A, ~ (resp=)
~Homg(Ag,Ug)a (*) donc en particulier Ug®Ag\Homg(Ap,Ugle ()

.Ug définit une dualit¢ de Morita, donc Up est cofiniment généré et alors Homp(Ap,Ug)s
est cofimment généré d’apres 111.2.7 . Comme Ug est un cogénérateur injectif et gA
projectif alors Hom(Ag,Ug)p est injectif d’oll Homg(Ag Ug)\Un  (B)

car Hompg(Ap,Up) est cofiniment généré . De(a) et (B) on déduit Upg®@Ag\Ug (**)

De (*) et (**) et de la proposition I11.2.2 on conclue que

1* A [* défin par (A - A®id, estune Eqf (resp: Ef ) .

Le reste découle du corollaire I11.1.10 et du lemme IV. 1.5

Question

Est-ce que le théoreme ci-dessus reste vrai pour une Eqf 4 droite ou a gauche ?
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Comme Ay est générateur alors I"homomorphisme d’anneaux
W: A - I'définipar: A — W(R) : fis hof  estnjectif
ainsi avec (a’) et (B") et la proposition I11.2.1 on tire :
I"/ A est une Eqf (resp :Ef).
La proposition II1.2.5 prouve que I'/A est finiment centralisé¢ si A/B est finiment
centralisé
b) A/B est une Eqf a droite finiment normalisée alors
E{A )g \E(B); d’aprés le corolaire IV.2.1 d’ou
E(A)®ANEB)®zAL =E(As)s (%)
A /B estune Eqf (resp : Ef) alors
oE(AAY®pAL ~ (resp - =) Homp[Ag , E(A)s]  (B") eten particulier
Homp(Ag, E(Aa)s)a \ E(Ax)®sAA  (¥F).
De (*) et (**) on déduit Homg(Ag , E(Ax)e)a \ E(A)s (@) .
De (") et (§") et de 1a proposition H!1.2.7 on tire :
Q /T™* est une Eqf (resp : Ef)
Remarque :{autre preuve pour () )
D’apres le corollaire [V.2.1
ona E(AA)s=E(Ap)s et E(Ap)®eA\E(B)®pAs = E(Ax)a d’apres ci-dessus .
Alors E(AA)s®AAE(AL)A et A/B est Eqf (resp : Ef ) alors /T

est une Eqf (resp : Ef ) d’apres le théoreme 111.2.9
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SECTION :2: EQF ET ANNEAUX DES ENDOMORPHISMES DE
MODULES INJECTIFS :
De la proposition II1.1.8 | résulte le corollaire suivant.
Corollaire : IV.2.1
Soit A/B une Eqf a droite finiment normalisée alors
a) E(Ay)p =E(Ap)p = E(B)®A\ E(B)s

b} E(B) est un facteur direct de E(A )y

| Preuve

| a) A/B est une Eqf finiment normalisée, alors Aj est projectif de type fini et d¢ plus
Ap est essentiel dans E(B)Y®Ap et E(A s =E(B)®A, d’aprés la proposition I11.1.8
Agest projectif de type fini alors Ag\Bp donc E(Ap)s\ E(B)g.

Ag est essentiel dans E(BY®Ag qui est injectil puisque mjectif en tant que A-module
alors E(Ag)=E(B)®A g=E(A )

b) Bg est un sous module Ay donc E(B)g est un facteur direct de E(Ag)

Le principal résultat de cette section est le théoréeme suivant

Théoréme : IV.2.2

a) Soit A/B une Eqf a droite [resp Eqf, Ef] finiment normalisée

on pose n=End(E (B)g) et I'* = End (E(A4)4) alors

[ */A est une Eqf a droite (resp Eqf, Ef )

b) Soit A/B une Eqf (resp : Ef ) finiment normalisée

On pose n=End E(B)y et I'= End [Hom (A3 E(B)) ] alors

U/n est une Eqf (resp : Ef )
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De plus si A/B est finiment centralisé alors U/ est finiment centralise
c) Soit A/B une Eqf (resp :Ef) finiment normalisée
on pose | * =End(E(A,) ) et Q =End(E(A,),) alors
Q/T* est une Eqf (resp :Ef ).
Preuve
a} A/B estune Eqf a droite finiment normalisée alors E(BY®Ap\E(B); (o)
d’apres le corolaire [IV.2.1 et E(Ax)s =E(B)®gAx
On pose ['* =End (E(A4)a) =End(E(B)®gA,) alors
¢ A—=1* défini par o(A)=A®id, est un homomorphisme d’anneaux injectifs
puisque gA est générateur (cf: IIL.1.10 et 1I1.2)
A/B est une Eqfa droite (resp ; Eqf, Ef ) alors
JHomg(Ag , Blg\(resp : ~, =)aAsg
d’ou comme gA est projectif de type fintona:
~E(B)®gA, = Homp[Homg(gA , B), E(B)]a
\(resp . ~, =) Homg(gA , E(B))x (B)
De{a) et (B) et de la proposition I11.2.2 on tire :
[*/A est une Eqf a droite (vesp :Eqf, Ef)
A /B est une Eqf (resp : Ef ) alors
~Homg(Ag , E(B))a ~ (resp : =) . E(B)®pAx  (B')
D’aprés le (B) de (a) ci-dessus on a

Homg(Ag, E(B))s \E(B)®sAp \E(B)g (a’)y d’apres le corolaire [V.2.1
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Comme Ag est genérateur alors I’homomorphisme d’anneaux
WA - ['défini par: A = W(A) : fis hof  est injectif
ainsi avec () et (B’) et la proposition [11.2.1 on tire :
["/ A estune Eqf (resp :Ef).
La proposition 1I.2.5 prouve que I/A est finiment centralise si A/B est finiment
centralise
b) A/B est une Eqf a droite fimment normalisée alors
E(AA)s \E(B)s d’apres le corolaire [V.2.1 d’ou
E(AN)s®@AANE(B)®sAL = E(Ad)s ()
A/ B estune Eqf (resp : Ef) alors
QE(AL)®pA4 ~ (resp : =) Homg[Ap , E(A)g] (B") eten particulier
Homg(Ag, E(Aa)e)a ' E(AA®sAL  (FF).
De (*) et (**) on déduit Homg(Ag, E(Aa)g)a VE(A)s (") .
De (a") et (B") et de la proposition 111.2.7 on tire :
Q /T* estune Eqf (resp : Ef)
Remarque :(autre preuve pour (¢) )
D’apres le corollaire [V.2.1
ona E{(Ax)sg=E(Ap)s et E(Ap)®AA\E(B)®gAs = E(Aa)s d’aprés ci-dessus .
Alors E(AA)s®RANE(AL)A et A/B est Eqf (resp : Ef ) alors /T

est une Eqf (resp : Ef ) d’apres le théoreme 111.2.9
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SECTION 3 ; EQFK ET EQUIVALENCE DE MORITA

Dans cette section nous étudions le cas dual (dans un certain sens) des résultats de Y.
Kitamura dans [4] c’est a dire le dual des résultats du chapitre 111 .

Préliminaires et notations .

Soit pgP, un (B, A) bimodule avec A=End(Pg) . On pose .P’4 =.Homp(gP ,sA )a

~Qu= Homg(gP, eB)s, .Q’s=Homa(aAg, .Qr) , A* = End(Qg)

['=End(P’,) et Q=End (Q’4)

a)Soit¥ : A - ['définipar A W, ik »W(k)=r k.

avec (p)(A .k) = (pA)k pour tout peP

alors ‘¥ es.t un homomorphisme d’anneaux . De plus ¥ est mjectif s1 gA cogénere 3P en
particulier si gP est projectif et A est générateur .

b*)Soitp Ao A¥définipar: A »W, : f W, (=4 f

avec (p)(Af) = (pA)f pour tout peP

alors ¥ est un homomorphisme d’anneaux . De plus ‘¥ est injectif st gB cogénere »P en
particulier st gP est projectif .

b**) S1 6 :A* - Q estdéfint par : A% 5 0.0 g 5 Oar(g) = A%,

avec (A *p)(a)=A*(g(a)) pour tout aeA

alors o est un homomorphisme d’anneaux . ¢ est injectif s1 Ag génere Qp Ien particulier

si Ap est générateur .



44

b)Avec (b*) et (b**)on pose ¥ =cop: A - Q alors ¥ est un homomorphisme
d’anneaux .\West injectif s1 gB cogéneére gP et Ay génére Qg en particulier si Ay est
générateur et Py est projectif .
Les notations ci dessus restent valables dans la suite de cette section 3.
Les deux propositions suivantes dualisent les propositions 111.2.1 et 111.2.2
Proposition : IV. 3.1
St les trois conditions suivantes sont vérifiées
1) pP estun progénérateur
/1) Apest projectif de type fini
l3)) P\ (resp:~, =)0y
alors les deux assertions suivantes sont aussi verifiées
2;) P’jestun progénérateur

2y) WA > T estun Egf adroite (vesp :Eqf, Ef)

| Proposition : 1V.3.2
Si les trois conditions suivantes sont verifiées
[1¢) P estun progénérateur
1:+) Apest projectif de type fini
I3) Q4 (resp i ~=) P,
alors les deux assertions suivantes sont aussi verifiées
2,*) Q' yest projectif de type fini

2:4 Win = Q estune Eqgf a gauche (vesp Eqf | Ef)
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Preuve de la proposition 1V.3.1
2;+) gP progénérateur < gP ~ By d’ol P’y = Homg (sP, A, ) ~ Homg (5B ,AL) = A,
2,y d’apres 13) ona: I r=Homa(P’s, .P’)\(tesp: ~, =) Homs(rP’4 , Q).
On a les isomorphismes de (A, I ) bimodules suivants
Homa(rP’s, ~ Q) =Hom, [P’y Homg (A, Qp))

= Homg (P’A®AR Q) (cf:[.3.1)

= Homp (P’5,Q)

= Homg [P’ , Homg (5P, B)] (cf:1.3.2)

= Homp[gP , Homp(P’z , B}]
On pose gH’r=Hompg(rP’s B) alorson a

Arh(resp: ~ = ) Homg(gP ,H") (a)

Comme P’ et Ay sont projectif de type fini, alors
P’g= P’ ,®Ap est projectif de type fini (cf: .3.15) d’ou gH’ est projectif de type fini
or gP est générateur donc sH\ gP .
Ainsi en appliguant le lemme de Miyashita avec 2. =End (gH ) on a:
Homg(sP,H’) = Hom, [Homg(gH’, P). , Homg(gP, P)] en tant que (A ,>.) bimodules
d’ou Homg(gP, H) = Hom, [Homga(gH’, P), A. ] en tant que (A ,2. ) bimodules (b)
Posons W = End(P’3) alors I est un sous anneau de W.
Soit W :W — 2 définipar: © = W, h=-(h)¥Y,=ho .
Alors ¥ est un homomorphisme d’anneaux .

Comme P’;; est projectif de type fini alors Bg cogéneére Pgd’ou ‘¥ est injectif .
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Ainst W (donc aussi ') peut étre regardé comme un sous-anneau de 3. et
alors (b) donne , en tant que (A, I' ) bimodules :

~Homg(sP, H)r = .Hom, [Homg(H’, gP) , A.Jr (b))

Par ailleurson a:

rI.=Hom(,P’s rP’)=rHom,[Homg(gP,A), P’4].

comme gP est projectif de type fini alors

rl .= Homa(gA , PP 4)®g P, = P’3®P, (cf:1.3.5)

d'oun rIl,=rPa®P, (c).

On aaussi I = P’g®P,. =, P's®Homp(B, gP).

comme P’ est projecti{ de type fini alors

rl . =zHomg[Homg (P’s B), gP], (cf:1.3.5)

d’ou  I',=Homg(gH’, 5P). (c”)

Par suite d’apres (a) ona

Jrv(resp:~, =) Homg(gP, H’)r , en utilisant (b’)on a

Jrh(resp i ~, =) Hom, [Homp(gH’, P), ~ . Jr ,et en utilisant (¢’)on a
Arv(resp: ~, =) Hom, [T ., A (1)

De (c)ontire: I, =P z®P,

or P’g\By d’ou [ \P,

or gP estun progénérateur et A =End(gP) alors

P.AA, dot I\ A (2)

De (1) et (2) on déduit que ¥: A — I est une Eqf a droite (resp : Eqf, Ef)
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Preuve de la proposition IV.3.2
2,.) D’apres I3 ona Q'\\ Py et d’aprés le 2,) de la proposition IV.3.1 on a
P’ A, donc Q'A\Aa doule résultat .
2,2) Dapres I3« ona oQ,=Homa(.Q'4, Q) \ (resp : ~, = )Homa(aP’a , oQ74)
on a gHoma (P’ 4 Q7). = oHom,[Homp(sP, A) , Q"4l.
or P est projectif de type fini d’ou
oHoma (P’ Q). = Homu(sA , Q' A)@sP. (cf:1.3.5)
= Q's®P, = Q' s®Homg(B , sP).
or Q,et Ag sont projectifs de type fini alors

Q’p= Q' A®Ag est projectif de type fini d’ou

Homa(P'4 Q)az= gHomp[Homg(Q's , B) , oPlx
On pose alors gK'q= sHomg(Q’s, B)a
Ainsi o€\ (resp : ~ , = )oHoms( 5K q, sP) (a*)
Qg est projectif de type fini done JK est or gP est générateur alors gK’\ pP
ainsi en appliquant le lemme de Miyashita avec Y =End (zK’)ona:
en tant que (A , 2.) bimodules
Homg(gP , ;K’) = Hom,[Homp(sK", PY, ALl (b*)
0 =Fnd (Q’,) est un sous-anneau de End(Q’s) qui s’injecte dans Y. pulsque

By cogénere Q' par suite de (b*) on tire :

Homg(sP ,eK’) = Hom,[Homa(sK’, P), Al (b’*) en tant que (» , Q) bimodules

|
L

Par ailleurs gK’\ gP d’ou Homg( 10 P, Homp(gP P )= ainsi
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Homg(pK’ , sP) est projectif de type fini alors en utilisant le bidual on a:
oHom, {,Hom, [Homp(gK" , P), A Ja A }1= qHome(sK’ , P) (cf:1.3.6)
Par suite (b’*) donne
oHom, [Homp(gP , K’), A .= oHomg (K7, P),  (b”*) en tant que (€2, /\.) bimodules
Maintenant on a les isomorphismes de (A , Q) bimodules suivants :
Qo= Homa(Q's, Qo
= Homa[Q’s , Homg(Ag , Q)]

= HomB[Q’A®AB s QB] (Cf: 131)

Homg (Q’s , Qs)

IR

Homg[Q’g , Homg(sP , B)]

[

i

HO]TIB[BP . HOITIB(Q’B , B)] (Cf : 132)
= Homg (P, K")
par suite 8o = .Homg (3P, K')g (c*)

En fin d’aprés (a*)on a :

C o\ (resp i ~, = ) gHomp( 3K’ sP.). ,enutilisant( b"*)ona :
o2\ (resp : ~, = ) oHom,, [Homg(gP , K’}, ,A]. eten utilisant (¢*) on a :
o2,V (resp 1 ~, = ) gHom (. Qa A (1%}

D’aprés (¢*) : .Q = Homg(sP , K’) or gK’\zP d’ou
O \Homg(sP, P)=.~A ainsi RORYVA (2%)

De (1*) et (2*) on déduit que ¥ : A — Q est une Eqf a gauche (resp : Eqf , El')
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Question
Dans les hypothéses de la proposition 1V.3.2 est -ce que Q"4 est un générateur ?
Théoréme : IV.3.3
1)Si 3P est un progenerateur et A/B est une Eqf a droite (resp . Eqf , Ef) alors P, est
un progenérateur et Y . ~ -1 est une Eqf a droite (resp : Eqf | Ef)
1*) si 4P est un progénérateur et A/ B est une Eqf a gauche (vesp : Eqf | Ef) alors Q'
est projectif de type fini et W : A~ Q est une Eqf a gauche (resp © Eqf, Ef)
Preuve
YA /B estune Eqf a droite (resp : Eqf, Ef) alors A est projectif de type ﬁn.i et
gAs\(resp : ~, =)sHomp(Ay , B)s d’ou
P’a= Homp(pP , A)\ (resp : ~, =) Homg[pP , Homg(Ag , B)]
= Homg[Ap , Homg (P, B)] =.Q’4

donc . P’aMresp:~,=)Q’a.
On utilise [V.3.1 pour conclure
1*) A/B est une Eqf a gauche (resp : Eqf , Ef) alors gA et Ag sont projectifs de type fin
et aAp\(resp | ~, =)aHomg(gAs , Bl d’ou
Q' a=Homy{ s Ag, Homg(gP, Bg)]a\(resp : ~ ,=)Homp[Homg(sA, B), Hom (gP, B)}

= Homg|gP,. pgHomg {Homg (gA, B), B} 4]
Or Homg{Homg (gA , B), Bj=gA, car gA est projectif de type fint ainsi
AQa\(resp : ~, =) Homp(gP , gA)a=.P .

On utthse 1V.3.2 pour conclure .
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D’aprés les préliminaires , comme gP est projectif de type fini , on sait que ¥ (resp: ¢ )
est injectif s1 Ap (resp: gA ) est générateur , or d’apres le coroliaire [.1.10 s1 A\B est
une Eqf a droite ou a gauche , finiment normalisé€e alors Ap et gA sont des générateurs
ainsi avec le théoréme précédant , on a le principal résultat de cette section sous la
forme suivante :

Théoréme : 1V.3.4

1#) Si P est un progenérateur et A /B une Eqf a droite (resp : Eqf , Ef ) finiment
normalisée alors P’y est un progenerateur et I /a est une Eqgf a droite (resp @ Eqf, Ef ).
2*) Si P est un progeénérateur et A /B une Lgf a gauche (vesp : Eqf , Ef ) finiment
normalisée alors Q' 4 est projectif de type fini et Q) /n est Eqf a gauche (vesp - Eqf | Ef ).
Question :

Sous les hypothéses du théoréme 1V.4.4 est-ce que [ /A et Q /A sont finiment
normalisés ?

Lemme : IV.3.5

o) Si P est projectif de type fini alors I .= Homyg (pP, Ag®P,)

B) Si P et Agpsont projectifs de type fini alors Q.= Homp(pP , Az®sP).,

Lemme : IV.3.6

Si pP et gA sont projecuifs de type fini alors 1 ,=.Q, et sont finiment centralises si zAy
est finiment centralisé

Preuve du lemme 1V.3.5

o) D’aprés la preuve de la proposition [V.3.2 ;on a

AQAE ,\HomB(BP s Kj),\ :HO\TH;[BP , H.OmB(Q,B . Bﬂ (a)
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Mais Homg(Q’y , B) = sHomg[Homg(A | Qp), Bl,
= gAg®Homp(Qp B).

car Ag est projectif de type fini d’on

(1}

Homg(Q's , B) = 5Asg®Homg[Homg(sP , B), B]
= pAg®P,
car gP est projectif de type fini ainsi
Homp(Q’s, B), = 3Ap®P, (b)
De (a) et (b) on tire
2.z Homg(P, Ag®P ), (1)

(B) ona .I'.= ,Homa( P’ P)n=Homa[P’s , Homg (P , A)]

zHoma[sP , Homs (P, |, 5A)]

= Homsg[gP , Homa {Homg (3P , A), gAx}]

or Homa {Homg(pP, A), gAs) = ~Hom,(gA, , A)®gP.
= BAB®P,—’\
car P est projectif de type fini (¢f:1.3.5) d’oi

gz Homg [P, sAs®P,.) (2)

Preuve du lemme 1V.3.6

D’apres le temme 1V.3.5 | de (a) et (B) on tire

,\F,\ = _,\Q,\ = AHQIIIB(BPLJE_«B_@Q_PL\% . _ o -

(cf: 1.3.2)
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A/ B finiment centralisé <> 3 n eN* et un épimorphisme B™— 27 5 AL
“D’ou BPA(M = B(n)®BPA ﬂlﬂ—) 3As@sP .
commie gP est projectif alors on a

AP = Homg (P, P™), —2™ 5 Homg (sP , sAs®aP), = I, =,Q,

amsi I, et ., sont fimmment centralisés

En utilisant le lemme [V.3.6 et le lemme [V.3.4 on a la proposition suivante .
Proposition : IV.3.7

Soit A / B une extension finiment centralisée.

1%} Si gP est un progéenerateur et A /B est une £qf a droite (resp - Eqf , Ef ) alors P’y
est un progéncrateur et 1 /n est une Eqf a droite (vesp (Eqf, Ef ) finiment centralisée
1*) Si pP est un progenérateur et A /B est une Eqf a gauche (resp : Eqf |, Ef ) alors Q4

est projectif de type fini et QU /n est une Eqf a droite (vesp - Eqf | Ef ) finiment centralisée
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