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INTRODUCTION

La théorie des anneaux et des modules, occupe de nos jours une place de choix

en mathématique. Nous travaillons ici sur ]a notion d'extension qui est essentielle en

algèbre. On entend par extension d'anneaux, la donnée de deux anneaux A et B dont

l'un est un sous-anneau de l'autre. On définit un type donné d'extension entre A et B si

on se donne une relation vérifiée simultanément par A et B ou faisant intervenir A et B

Quand on plonge un anneau B dans un anneau A on élimine certaines contraintes pour

en créer d'autres et du même coup on perd certaines propriétés pour en gagner d'autres.

Dès lors qu'un type d'extension est donné on peut se poser plusieurs questions dont les

suivantes:

quand est-ce qu'une propriété vérifiée par l'anneau B, est vérifiée par A et vis versa

quand est-ce qu'une propriété vérifiée dans la catégorie des B modules est vérifiée

dans la catégorie des A-modules et vis versa

- quand est-ce qu'un certain type d'extension est vérifié par deux anneaux A et B

Ainsi si on arrive à définir un « bon» type d'extension, le travail qu'on peut se donner

est presque inépuisable car tout ce qui est défini dans la théorie des anneaux , des

modules et même des groupes peut être étudié par rapport à cette extension.

Au delà des mathématiques, l'étude de la conservation et du transfert de propriétés est

fondamentale dans les autres domaines de la science.

Nous nous intéressons dans cette thèse à l'étude de quelques propriétés relativement à

une extension dite Extension quasi-frobeniusienne ( Eqf).
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La théorie des Eqf est relativement récente car à notre connaIssance , les premIers

articles publiés sur ce sujet datent des années 60 , Beaucoup de mathématiciens sont

intervenus (directement ou indirectement) dans la construction des Eqf; on peut entre

autres citer: Osofky, Kash, Müller, Nakayama, Kitamura , Morita, Azumaya, Vamos ",

Précisément la théorie générale sur la dualité et l'équivalence sur les catégories de

modules est établie principalement par MOI-ita [8J et Azumaya [9]. La notion

d'extension qF est introduite par Muller [1 OJ comme une généralisation de la notion

d'extension frobeniusienne établie à partir des algèbres de Frobenius (Kash [11J)

L'étude des anneaux avec dualité à partir des anneaux qF ( Tachikawa [14J ) qui sont

aussi une généralisation des algèbres de Frobenius est introduite par Nakayama [12J '

Vamos dans [13J s'intéresse à la dualité de certains types d'anneaux d'endomorphismes

, Kitamura généralise dans [4] ces travaux de Vamos en relation avec les extensions qF

L'objet de notre travail était d'étudier le cas dual des résultats de 'l'article [4J de

Yoshimi Kitamura ce qui, peut être, permettrait aussi d'étudier le cas dual et

d'approfondir certains résultats connus sur les Eqf.

Cette thèse est divisée en 4 chapitres.

Chap 1: Généralité sur la théorie des modules.

Chap II: Equivalence et dualité au sens de Morita.

Chap III: Extensions quasi-frobeniusiennes ( Eqf)

Chap IV: Eqf avec équivalence ou dualité de Morita

Ce dernier chapitre est divisé en trois sections
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Dans les chapitres 1 et II nous avons rappelé sans démonstrations quelqu~s résultats et

techniques à connaître pour pouvoir lire les chapitres suivants ; dans le chapitre III ,

nous avons énoncé quelques résultats de base sur les Eqf et en fin dans le chapitre IV

nous avons donné les résultats de nos travaux repartis en trois sections.

Dans la section 1 nous avons démontré le théorème suivant:

Soit AIE une extension finùnent normalisée

si /\UE définit une dualité de Morita et AIE est une Eqf (resp : Ej) alors

r,Ut/i9A;1 définit une dualité de Morita et f *1/\ est une Eqf (resp : Ef)

avec f*=End( Uii9A;1)

Ce théorème constitue le principale résultat de cette section. Il généralise le

théorème [4, 2.7J de Y. Kitamura .

Dans la section 2 nous établissons le résultat suivant

Soit AIE une extension finiment normalisée

on pose /\ = End(E(E)/J) , ['* =End(E(A)J et n = End(E(A;1)/J)

a) Si AIE est une Eqfà droite (resp : Eqf, Ef)

alors ['*1/\ est une Eqfà droite (resp : Eqf, Ef)

b) Si AIE est une Eqf(resp: Ef) alors rl/\ est une Eqf(resp: Ef)

c) Si AIE est une Eqf(resp: Ef) alors n/[,* est une Eqf(resp: Ef).!]

Dans la section 3 nous étudions le cas dual des résultats de Y.Kitamura donnés dans [41

et établissons le résultat suivant:



Soit AIE une extension finiment normalisée et BP/\ un bimodule avec /\ =End (/3P)

on pose P 'A=HomB(BP,/3A);1 ,

f=End(P ';1) et n =End(Q ';1)

(1) Si IJP est un progénérateur et AIE est une Eqf à droite (resp: Eqf, 1:1)

alors P 'A est un progénérateur et fi/\ est une Eqfà droite (resp : Eqf, Ef)

J *) Si f]P est un progénérateur et AIE est une Eqf à gauche (resp : Eqf, Ef)

alors Q ';1 est projectifde typefll1ie et [2//\ est Eqf à gauche (resp : Eqf, Ef)·

Actuellement'nous avons pl usieurs pistes de travail dont les suivants:

- définir un nouveau type d'extension

- rechercher des invariants pour un type donné d'extension

- étudier la conservation de certaines propriétés par une Eqf

- étudier le cas dual de certains résultats connus sur les Eqf en les approfondissant

Dans ces deux derniers cas les résultats obtenus sont encourageants.
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CHAP l : GENERALITE SUR LA THEORIE DES MODULES

1 . 1 Définitions et notations III

I.1.1 Les anneaux considérés sont associatifs et unitaires. Si f: B -jo A est un

homomorphisme d'anneaux alors f Cl s )= 1Aoù ls et 1Asont les éléments unités de B et

A respectivement. Si MA est un A-module <:1 droite alors m.l;\= m ,'V mEM

Soit MA un A- module à droite, on note Biend(MA) l'anneau des endomorphismes de M

qui sont End(MA) linéaires à droite .De même pour sM, on définit Biend(sM).

BMAsignifie que M a une structure de (B, A) bimodule définie par: (bm)a=b(ma)

pour tout bEB , aEA et mEM

Soit Aun anneau, la catégorie des A-modules à droite est la catégorie dont les

objets sont les A- modules à droite et si MA et NA sont deux objets de cette catégorie

alors l'ensemble des flèches MA~ NA est l'ensemble homomorphismes A-linéaires

à droite de MA dans NA . Cette ensemble est noté HomA( MA ,NA) . On désigne par

Mod-A la catégorie des A-modules à droite . Si mE M , fE I-IomA(MA, N) et

gEHomA(NA, P) alors l'image de m par f est noté f(m) et l'image de m par la composée

de g et f est notée g(f(m)) = (gof)(m) . Soient sMA et cNA deux bimodules alors

HomA(MA , N) est muni d'une structure de groupe abélien par l'addition des

homomorphismes et on peut définir sur ce groupe une structure de (C , B) bimodule de

la manière suivante: (cfb)(m)=c[f(bm)] pour tout CEC , bEB et mEM .De la même

manière, on définit la catégorie des A-modules à gauche notée A-Mod. Soient AMs et

ANc deux bimodules, si fEHom;\( M, AP), gEHomA( NA ,P) alors l'image de m par f est
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noté (m)f et l'image de m par la composée de g et f est noté ((m)f)g =(m)fog

.HomA(AM, N) a une structure de (B,C) bimodule définie par: (m)(bfc)=[(mb)f Jc , pour

tout CEC , bEB et mEM .

Soient sMA et I3NA deux bimodules: [3MA / I3NA signifie que AM B est isomorphe à un

facteur direct d'une somme directe finie de copies de BN Aet on dit que M est

semi-similaire ù N. Si BM A/ [3NAet [3N A/ BM Aalors on note simplement I3MA~I3NA et on

dit que I3MA et I3NA sont similaires.

Une suite de deux homomorphismes M'~M~M" est dit exacte si Imf= kerg

Une suite exacte de la forme: 0~ M'~ M~M"~ 0 est dite courte exacte. Dans

ce cas g est un épimorphisme et f est un monomorphisme.

Si f: M ~ N et g : N ~ M sont des homomorphismes tels que fg = 1N alors f est un

monomorphisme, g est un épimorphisme et M = Imf EBkerg .Dans ce cas on dit que f

est un monomorphisme scindé et g est un épimorphisme scindé.

Une suite courte exacte 0~ MI~M~M"~ 0 est dite scindée SI f est un

monomorphisme scindé et g est un épimorphisme scindé.

1.1.2 Modules générateurs et cogénérateurs [1]

Soient UA et MA deux A-modules

On dit que UA génère [resp : cogénèreJ MA s'il existe un ensemble /\ et un

épimorphisme [resp : monomorphisme J U~:) CplIlI) MA [rcsp: MA 1110110) U;:) ]

UA est un générateur [ resp : cogénérateur J de Mod-A si UA génère [resp: cogénère J

MA pour tout MA de Mod-A . Idem pour A-Mod
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1.1.3 Modules proj ectifs et inj ectifs [1]

Soient UA et MA deux A-modules.

On dit que U est M-projectif [ resp : M-injectifJ si pour tout épimorphisme

[ resp: monomorphisme ] g: MA epltll) NA [resp : f : KA mono) MA] et pour tout

homomorphisme y: U A ~ N:\ 1.rcsp: 1..: K A ~ U 1\ ] il existe un A-homomorphisme

y': U A ~ MA [resp : 1..': MA ~ UA] tels que le diagramme suivant soit commutatif

resp:

On dit qu'un A-module UA est projectif [ resp : injectif] si UA est M-projectif

[ resp : M-injectifJ pour tout A-module M .

Enveloppe injective

Soit MA un A-module à droite .On appelle enveloppe injective de M L1ne extension

injective minimale de M Elle existe et est unique à un isomorphisme près. On la note

E(MA)A ou E(M) simplement si aucune confusion n'est à craindre

1.1.4 Modules plats III

Un A-module UA est dit M-plat ssi pour tout sous module AK de AM, la suite

o~ U0
A

K U0i K
) U0

A
K est exacte.

On dit qu'un A-module UA est plat s'il est M-plat pour tout A-module AM .

1.1.5 Modules U-reflexifs [1]

Soient BUA un bimodule et MA un A-module. BM* =BHomA ( MA, SUA) est appelé

le « U-dual » de M ou «dual» simplement si B =A=U
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M**;\ =HOlll;\ ( 13M*, 13U;\);\ est appelé le double « U-dual» de M ou «bidual»

simplement si B =A=U

On dit MA est U-reflexif ssi l'homomorphisme canonique

O":M A ~ M**

111 H 0"(111) : !lM * ~ U

y H Y(111)

est un isomorphisme .Par exemple tout A-module projectif PA de type fini est A-reflexif

1.2 ANNEAU DES BIENDOMORPHISMES : BIEND(-)

Soit MA un A-module à droite et M'A un facteur directe de MA , alors M'est

stable par Biend (MA) et tout endomorphisme de M' se prolonge en un endomorphisme

de M. Donc tout biendomorphisme de M se restreint en un biendomorphisme de M'et

l'application restriction notée: Res: Biend (MA) ~ Biend (M'A) est un

homomorphisme d'anneaux [cf: l , p.158] .On a les résultats suivants

1.2.1 Lemme Icf: l,p. 58J

Soit MA , un A-module à droite avec L1ne décomposition M=M'EB M" , alors

l'application restriction Res est un homomorpl1isme rendant commutatif le diagramme

suivant:

Res

ou À.a et À.a' sont les multiplications à droite dans MA et M'A respectivement par un

élément a de A c'est-à-dire: À.: A ~ Biene! (MA) et À.' : A ~ Bielle! (M'A)
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a H "A il : m H ma a H "A',,: m' H m'a

De plus si M' génère ou cogénère M" alors Res est un isomorphisme.

1.2.2 Proposition [1, p.159]

Soit M un A-module (non nul) et 1\ un ensemble non vide alors on a un isomorphisme

b H ~l(b)

1.2.3. Proposition [lI

Soit XA et YA deux A-modules tels que XA ~ y A alors

1) XA est finiment généré (finiment cogénéré ) ssi YAl' est.

2) XA est projectif (injectif) ssi YA l'est.

3) XA est générateur (cogénérateur) ssi YAl' est

4) Si B est un sous-anneau de A alors XB~yB

1.3 TRANSFORMATIONS NATURELLES ET FONCTEURS

Soit C = (C , mol' C , a ) et 0 = ( 0 , mor 0 , 0 ) deux catégories F et G deux foncteurs

covariants de C dans 0 alors une transformation naturelle de F dans G est une

application '1 : C -; mor 0 telle que pour chaque MEC, 'lM : F(M) -; G(M) et

pour chaque f E M -; N, dans mor C , le diagramme suivant:

soit commutatif

F(M)

11(M) J.
G(M)

rU) >F(N)

J. l1(N)

G(f) ) G(N)
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Si F et G sont contravariants , on renverse les flèches de F(f ) et G(g) dans le

diagramme précédant. Si TlM est un isomorphisme pour tout M de C, on dit que la

transformation naturelle notée Tl : F H G est un isomorphisme naturel .Si F et G sont

deux foncteurs de même variance entre deux catégories C et D, on dit que F et G sont

isomorphes et on note F ~ G , s'il existe un isomorphisme naturel 11 : F HG. Cet

isomorphisme définit une relation d'équivalence sur la classe des foncteurs de C dans D

1.3.lProposition: [l,p. 240]

Soit MA , A'-}./n et NB trois modules, il existe un isomorphisme:

11 : Hom (MA 1 l-Ioml1 (W ,N» -'t Homl3 (M®A W 1 N ) défini par

cp(y)(m®w) = [y(m)J(w) pour YEHom(M A, HomB(W , N ) , m EM et WE 'yV

Cette isomorphisme est naturel en chacune des trois variables M , N et W.

1.3.2 Proposition [l,p. 250]

Soit MA , BUAet I3Nc trois modules alors il existe un isomorphisme

11 : HomA(MA, HomB(I3N , BU)) -'t HomB (N , HomA(M ,U)) défini par:

[Tl(y)J(n): m H [y(m)](n) pour YEHomA(MA, HomB(BN , BV)) , mEMA, nEBN, qui

est naturel en chacune des variables M , N et V.

1.3.4 Proposition [l,p. 243]

Soit PA, BUAet Nn trois modules alors il existe un homomorphisme

11 :NB®HomA(PA, V) -'t HomA(PA, (N®BU)) défini par:

Tl(y®n): p H y(p)®n pour YEHomA(PA, V) PEPAet nEN B. Si PA est projectif de type

j~ni alors 11 est un isomorphisme.
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1.3.5 Proposition [l,p. 2431

Soit PA , SUA et sN trois modules alors il existe un homomorphisme

v : PA®Homs(UA,sN) ~ Homs(HomA(P , UA) , [lN) défini par

v(p®y): 8 H y(8(p)) pourYEHomA(UA, [lN), PEPAet 8EHomA(PA, U).

Si PA est projectifde type fini, alors v est lin isomorphisme

1.3.6 Proposition [l,p. 245]

Si APS est un (A , S) bimodule tel que AP est projectif de type fini

(} : APS ~ AHom(sHom (APS , AA)A , AAAh est un (A , S) isomorphisme où

(}(p): HomA(AP ,AA) A ~ AA est défini par (}(p)(f) = f(p) pour pEP, f EHomA(P, A)

AHom(AHom (AP ,AAA) , AAA) est appelé le biduale de AP

1.3.7 Proposition [2 ,p. 45}

Soit X13 un B-module à droite alors v : X®[lAA -) HOIll13 (AHom(13AA , B) , XS)A

défini par :v(x®a) : f H xf(a) pour XEX, aEA et fEHom(A, B) est un

A-isomorphisme. De plus si r = End (X 13 ) alors v est un ( r, A) isomorphisme.

1.3.8 Proposition [l,p. 240]

Soit BMAun bimodule, NB et KA deux modules alors

~ : Hom(NB®MA, KA) ~ HomB(NB, HomA(M ,K)) défini par:

[~(y)(n)](m)=y(n®m) pourYEHom(Ns®MA, KA)nENB, mEM

est un isomorphisme de groupe abéliens
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1.3.9 Proposition Il ,p.2401

Soit AWB un bimodule et MA et BN deux modules alors

déi~ni par

V[l11@(AW@Bn)]=(l11@AW)@Bn ,pour lllEM ,WEW et nEN

est un isomorphisme qui est naturel en chacune des variables M, W et N

1.3.10 Proposition Il , p.2481

De l' isomorpllisme HOlllA(-, HomI3(N ,UB»=HolllA(N, HOlll 13( -, AU13 »,on déduit que

a) Si NA est projectif et UA est injectif alors HomA(N , AUB) est injectif

b) Si NA est générateur et HomB(N , AU13 ) est injectif alors U13 est injectif.

c) Si NA est générateur et I3U est cogénérateur alors HomA(NA, GUA) est cogénérateur

L3.1 Proposition Il , p.2321

Soit ~ : B ~ A un homomorphisme d'anneau alors A est muni d'une structure de

(B , A) et (A , B) bimodule à travers ~

a) Si BP est projectif alors AA@BP est projectif

b) Si I3E est injectif alors AI-Ioml3(I3A;\ ,BE) est injectif

1.3.11 Proposition Il , p.232\

Soit AYB un bimodule et AC un cogénérateur injectif alors les conditions suivantes sont

équivalentes: (a) YB est plat (b) BHomA(AYG , AQ) est injectif.

(c) il existe un cogénérateur AC tel que BHolllA(YB, AE) est injectif pour tout AE injectif

Le lemme suivant sera très utilisé dans le chapitre 4

1.3.13 Lemme de Miyashita [7 . lemme: 3.6 1

Soit A un anneau et B un sous anneau de A. Soit XAet YAdeux A-modules tels que
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XA\ YAalors il existe fi: X ~ Y et gj: Y ~ X , 1::; i ::; n , des homomorphismes

n
de A- modules tels que L gjof j = ici x. De plus si ZB est un B-module, en posant

i=!

W =End (XA), r=End(YA) et 0 =End(ZI3) alors

1) HomA(Y,X)®rHoml3(Z,Y) ~ I-Ioml3(Z,X) en tant que (W ,0) billlodu les

n
par: g@k H gok . L'isomorphisme réciproque est: h H Lgj @(fjoh)

i=!

2) Homl3(ZI3, X) ~ Homr[HomA(X ,Y) , Homl3 (Z ,Y)] en tant que (W ,0) bimodules

n
par h H <P(h): f H (f)(cp(h)) = foh. L'isomorphisme réciproque est: WH Lgjo[(fj )w]

i=!

1.3.15 Proposition [1 ,p. 261]

Soit B un sous anneau d'un anneau A

-Si BA et AM sont [resp: finiment générés] projectifs alors BM ~ I3A®AM est

[resp: fini ment généré] projectif.

-Si AB et AM sont des générateurs alors sM ~ BAEBAM est un générateur
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CHAP II : EQUIVALENCE ET DUALITE AU SENS DE MORITA

ILl EQUIVALENCE ENTRE CATEGORlES

Soient C et D deux catégories. Un foncteur covariant F: C -? D est une équivalence

de catégorie s'il existe un foncteur ( nécessairement covariant) G: D -? C tels

qu'on ait les isomorphismes naturels : GF ~ 1c et FG ~ 1D

" ~

Un foncteur G vérifiant la propriété précédente est appelé équivalence inverse de F.

Deux catégories C et D sont dites "équivalentes" s'il existe un foncteur d'équivalence

entre elles. Dans ce cas on note C ~ D . La relation "être équivalent à" est une relation

d'équivalence dans la classe des catégories.

I1.1.1 Définitions et notations [1 , p.251j

Deux anneaux A et B sont équivalents au sens de Morita si A-Mod ~ B-Mod et on note

A ~ B autrement dit A ~ B ssi il existe un foncteur d'équivalence entre A-Mod et

B-Mod. Les catégories A-Mod et B-Mod sont équivalentes si et seulement si Mod-A et

Mod-B sont équivalentes. Si A et B sont équivalents alors il existe

F : A-Mod -? B-Mod et G : B-Mod -? A-Mod deux facteurs covariants tels que

11 : GF~ 1A-Mad et v : FG~ 1S-Mad c'est à dire 11 et v sont des isomorphismes naturels

Pour 11 ,cela signifie que pour chaque AM dans A-Mod il existe un isomorphisme

l1(M) = 11M : GF(M) -? M dans A-Mod tel que pour tout M' de A-Mod et pour tout

f: M -? M' le diagramme suivant soit commutatif

~ M'

Î Y](N)
CF( 1)

) GF(N)

M

11(M) Î

GF(M) ---'C'--'--.:..----*



15

Pour v : même remarques.

Pour chaque AM et sN , il existe deux Z- homomorphismes

~ = ~MN : Hom[3(N , F(M)) ~ HomA(G(N), M)

8 = 8MN : HomB(F(M) , N) ~ HomA(M, G(N)) définis par

[1.1.2 Proposition [l, p.2521

Soit F : A-Mod ~ B-Mod une catégorie d'équivalence .Alors pour tout
,

M et M' dans A-Mod la restriction de F à HomA( M , M') est un isomorphisme de

groupes abéliens: F: HomA(M , M') ~ HOIllA(F(M) , F(M'))

tel que F(i) est une épimorphisme (monomorphisme) dans B-Mod si et seulement si f

est un épimorphisme (monomorphisme) dans A-Mod .De plus , si M:;t:o alors la

restriction F : End (AM) ~ End (BF (M)) est un isomorphisme d'anneau.

rr.1.3 lemme fondamental [1 ,p. 2531

Si A et B sont équivalents à travers F et G alors les deux homomorphismes de groupes

abéliens définis dans 1.1.1: ~: Homl3(N , F(M)) ~ HomA(G(N), M)

8 : HomB(F(M) , N) ~ HomA(M, G(N)) sont des isomorphismes.

II.1.4 Proposition [1, p.254]

Soit A et B deux anneaux équivalents à travers le foncteur F : A-Mod ~ B-Mod .

Soit M et U deux A-modules, alors

1) U est M-projectif [M-injectif] ssi F(U) est F(M) - projectif [F(M) - injectif]

2) U est projectif (injectii) ssi F(U) l'est
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3) U génère (cogénère) M ssi F(U) génère (cogénère) F(M).

4) U est un générateur (cogénérateur) (fidèle) ssi F(U) l'est

5) f: M ~ M'est une enveloppe injective ssi

F(f) : F(M) ~ F(M') est une enveloppe injective

6) f: M ~ M'est un monomorphisme (épimorphisme) ssi F(f): F(M) ~ F(M') l'est.

11.1.5 Proposition [1, p.256]

Soit A et B deux anneaux équivalents par le biais d'un foncteur

F : A-Mod ~ B-Mod .Alors pour tout A-module AM , la fonction

AM : K ~ ImF(i K) , où iK : K~ M est l'injection canonique, est un isomorphe du

treillis des sous modules de M sur le treillis des sous-module de F(M)

11.1.6 Proposition Il, p.258]

Soient A et B deux anneaux équivalents par le biais d'un foncteur

F : A-Mod ~ B-Mod . Soit AM , un A-module alors

1) M est simple( semisimple) ssi F(M) est simple (semisimple )

2) M est finiment généré (cogénéré) ssi F(M) est finiment génère (cogénéré) .

3) M est indécomposable ssi F(M) est indécomposable

11.1.7 Proposition Il, p. 258]

Soient A et B deux mmeaux équivalents par le biais d'un foncteur

F : A-Mod ~ B-Mod . On pose pour tout idéal (bilatère) 1de A : ~( 1) =Anns(F(A II))

où Anns(X) ={bEB 1bx = 0 V XEX } est l'annulateur à gauche de X dans B

Alors la fonction ~: 1 H ~( 1 ) est un isomorphisme du treillis des idéaux A dans le

treillis des idéaux de B .De plus pour tout idéal 1 de A on a l'équivalence (A/l)~(B/~(I)).
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11.2 CARACTERISATION DE L'EQlllVALENCE AU SENS DE MORITA

II.2.I Théorème de Morita[I , 2641

On rappel qu'un progénérateur est un générateur projectif de type fini

Soit k et B deux anneaux, F : A-Mod ~ B-Mod et G : B-Mod ~ A-Mod , deux

foncteurs additifs. Alors F et G sont des foncteurs d'équivalence ssi il existe BPAtel que

l) BP et PAsont des progénérateurs

2) BPAest équilibré

3) F =(P 0;\-) et G =BomB(P ,-).

De plus s'il existe un bimodule BPAsatisfaisant ces conditions, alors en posant

Q= HomA(P , A) on a Q est un (A ,B) bimodule, BQ et Q;\ sont des progénérateurs et

F =HOlTIA(Q ,-) et G =(Q 0 B-)

11.2.2 Coroll~ire [1 ,p. 265]

Pour deux anneaux A et B , les conditions suivantes sont équivalentes

(b) il existe un progénérateur PA tel que B =End(PA)

(c) il existe un progénérateur QB tel que A =End(BQ)

11.2.3 Corollaire (2) [1 , p.265]

Soit A un anneau .Si p;\ est un progénérateur alors A et f=End (p;\) sont équivalents.

En fait si p0 = HOI11;\(P ,A) alors ,-p;\ et AP0 1- sont des bimodules et

(P A0 - ) : A-Mod ~ f- Mod

(P0 0 r- - ) : f- Mod ~ A-Mod sont des équivalences inverses
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]1.3 DUALITE ENTRE CATEGORIES

Soient Cet D deux catégories alors un couple (H' ,H") de foncteurs contravariants

H' : C ~ D et H": D ~ C définit une dualité entre C et D s'il existe des

isomorphismes naturels 11 : H"H':::: 1c et v: H'H":::: 1D .

Les théories générales de dualité et d'équivalence dans ce sens, sont réellement duales

c'est à dire si op : C -) Cop est le foncteur contravariant canonique cie la catégorie C

dans la catégorie opposée C op de C, alors le couple (H' , H") définit une dualité entre C

et D ssi (op)o H' : C ~ DOP et H" o(op) : Dap ~ C sont des équivalences ipverses

11.3.1 Lemme fondamentale [1 , p.2691

Soient AC et DG deux sous-catégories pleines de A-Mod et Mod-B respectivement.

Soit H' : AC H DG et H" : DB ~ AC deux foncteurs de dualité entre AC et DB

alors il existe deux isomorphismes naturels 11: H"H' :::: 1c et u: H'H" :::: ID

En particulier, pour 11 , cela signifie que pour tout AM dans AC , il existe un

isomorphisme 11M : H"H'(M) ~ M tel que pour tout MI, M2 dans AC et pour tout

A-homomorphisme f: MI ----7 M2 le diagramme suivant est commutatif

Pour u : mêmes remarques

f
Ml ---?

tr)(M 1 )

H"I-l'(M
1
) GF(f) >H"H'M 2 )

Pour chaque AM dans AC et chaque NB dans DG il existe des Z-homomorphismes

~l = IlMN : HomB(N ,H'(M)) ~ HomA(M, H' '(H))

'P = 'PMN : HomB (H' (M) , M) ~ HomA(H' '(N) , M) définis par
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lf'MN:b H nMoH"(b)

11.3.2 Proposition Il , p.272]

Soit (H' , H") une dualité entre deux sous-catégories pleines AC et DG de A-Mod

et Mod-B . Alors pour tout MI, M2 dans AC et NI, N2 dans DG les restrictions de

H' à HomA(M] , M2) et de H" à HomB (NI, N2) sont des isomorphismes de groupes

abéliens

Si M est dans AC et N dans DB (et sont non nuls) alors on a les isomorphismes

d'anneaux suivants: End (AM) ~ End (H'(M)B) et End (NB) ~ End (AH"(N))

~,>

11.3.3 Proposition [1 , p.272]

Soit (H', H") un couple de foncteur définissant une dualité de Morita entre AC et DB

deux catégories pleines de A-Mod et Mod-B , alors les homomorphismes de II.3.1

deviennent des isomorphismes

~L = IJ-MN : HomB(N , H'(M)) ~ HomA(M , H"(H))

lf' = \flMN : HomB(H'(M), M) ~ HomA(H"(N) , M )
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nA CARACTEIUSATION DE LA DUALITE AU SENS DE Mo.RITA ENTRE

CATEGORIES DE MODULES

IIA.l Définition 111

Soit AU B un bimodule. On dit quei\UB définit une dualité de Morita ou que les

foncteurs HomA(- , U) et HomB(-, U) définissent une dualité si

1) AA et BB sont U-reflexifs

2) Tout sous-module et tout module quotient d'un module U-reflexif est U-reflexif.

1104.2 Théorème Il , p.273j

Soit A et B deux anneaux. Alors pour un bimodule AUB , les conditions suivantes sont

équivalentes

a) AUB définit une dualité de Morita

b) Tout module quotient de AA. , BB , Uo et AU est U-reflexif

c) AUB est équilibré tel que AU et UB soient des cogénérateurs injectifs.

lIA.3 Proposition 14]

Si rUA définit une dualité de Morita avec f=End(UA) alors UA est cofiniment généré

et est un cogénérateur injectif.
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CHAP III : EXTENSIONS QUASI-FROBENIUSIENNES

III. 1. GENERALITES

Pour la démonstration des résultats de cette partie on pourra aussi se référer à notre

mémoire de DEA Guillet 1998-UCAD)

111.1.1 définitions et propositions [2,pAl]

Soit p: B --7 A un homomorphisme d'anneaux alors HomB(AB,B) est mUnI d'une

structure de (B ,A) bimodule par (bfa)(x) =bf(ax) pour bEB, aEA et XEA.

De même HOIll13(I3A , B) est muni d'une structure de (A , B) bimodule par

(x)(agb) =(xag)b pour bEB, aEA et XEA

On dit que p: B --7 A est une extension frobeniusienne (noté: Ef) si AB est projectif de

type fini et si BAA =BHomB (A , BB) A.

Si AB est projectif de type fini et si BAA IBHomB (AB, B)A , on dit alors que

p: B --7 A est une extension quasi-frobeniusienne (noté: Eqf) à droite.

De manière symétrique on définit une Eqf à gauche.

Une Eqf est une Eqf à gauche et à droite. ,Si p est injectif, l'extension est notée: AI B

111.1.2. Proposition [2 , pAl]

AlB est une Eqf à droite ssi BA et AB sont projectifs de type fini et BHom(BA, BB)B\AAB

111.1.3 Corollaire [2, p. 41]

A/B est une Eqf ssi AB\BB , [3A IBB , BAA ~ BHomB(AB, B)A et AAI3~ AHom[3(BA , BB)B

Ill.1.4 définitions et propositions 141

nMA est finiment normalisé s'il existe nE N* , mi EM ,1 ~ i ~ n tels que
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Il

M= Im;A avec mjA = Dmi . Si p: B -t A est un homomorphisme d'anneaux et BAB
;=1

finiment normalisé, on dira simplement que AB ou BA ou A/B est fini ment normalisé.

Soit AWAun(A , A) bimodule, on dit que AWAest finiment centralisé s'il existe nEN*

et un épimorphisme A A A(11) épim) A WA

[11.1.5 lemme [5,p.1194] et [2,p,44]

Soit oMA, un (D , A) bimodule, finiment normalisé, X un A-module à droite et YAun

sous-module de XA.

Si YAest essentiel dans XAalors HomA(oMA, Y) 0 est essentiel dans HomA(oM , XA) 0

[11.1.6. lemme [5,p.1194]

Soit A/B une Eqf à droite finiment normalisé et X un B-module à droite:

Si YAest essentiel dans XAalors Y ®BABest essentiel dans XB®BABet donc

111.1.7 Proposition [5,p.1196] et [2,p,46]

Soit A/B une Eqf alors:

1) Tout A-module injectif, est injectif en tant que B-module

2) AA est injectifsi B13 I'est

3) AB est générateur ssi BA l'est

111.1.8 Proposition [5 , p.1194]

Soit A/B une Eqf finiment normalisée et E(B) l'enveloppe injective de BB Alors
l

E(B)® 13A est une exten~9n essentielle de AG et est l'enveloppe injective de AA
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[11.1.9 Proposition [4 , 277]

Soit sMAun (S , A) bimodule finiment nonnalisé . Si MA est fidèle et projectifalors MA

est générateur

pe cette proposition on tire le corollaire suivant

HL1.1 0 COI"ollaire

Si A/B est une extension finiment n0n11alisée et AB ( resp : BA ) projectif alors

AB ( resp : BA ) est générateur. Donc si A/B est une Eqf à droite ou à gauche finiment

n01111alisée alors AG et BA sont des générateurs

III.2 EXTENSION QUASI-FROBENIUSIENNES ET DUALITE DE MORITA

Dans cette partie nous rappelons les résultats de Y. KITAWIURA dans son ahicle [4]

« Quasi-frobenius extension with Morita duality » point de depart de nos travaux que

nous exposons au chapitre IV . Nous donnerons systématiquement les démonstrations

dont la connaissance des techniques utilisées est importante pour la suite.

Soit MG un B-Illodule à droite , on pose M A = HOIll 13 (A , M) , I\=End(M B) et

f=End(M A) alors on a un homomorphisme d'anneau

j : 1\ ~ f défini par j(À)(f)=Àof avec ÀEI\ et fE M A (cf:l, 109)

Si AB est générateur, alors j est injectif (cf: 1, 109) et donc 1\ peut être regardé comme

un sous-anneau de f.

De même en posant M =M®gA , f*=End(M A) alors j* : 1\ ~ f*

défini par j*(À)=À®A (ÀEI\) est un homomorphisme d'anneau. Si BA est générateur

alors j* est inj ecti f (cf: l, 233) d'où 1\ peut être regardé comme un sous anneau de f*

Avec les notation ci-dessus, on a les propositions suivantes
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111.2.1 Proposition [4 , p.279]

Si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

i).fv1 A \Ms

ii) /\Homs(A, M)A \(resp : == , ~) : /\MB®AA

alors j : A ~ f est une Eqf à gauche (resp : Ef, Eqf)

III.2.2 Proposition [4 , p.279]

Si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

i*) M =/\MB®AB\ Ms

ii*) /\Ms®AA \ (resp : == , ~) /\Homs(A , M )A

alors j* : A ~ f* est une Eqf à droite (resp : Ef, Eqf)

Dans le Cha!J IV nous donnerons le cas dual de ces deux propositions.

Preuve de la Proposition III.2.I

f=HomA(M A ,M A) =HomA(M A, HomS(AAB, MS)AJ :;Homs (M A®AB, Ms) (cf:I.3.1)

r == HomB (M s,MB) en tant que (A, f) bimodules (1)

d'après(i) on a Ms \Ms donc

/\f \ /\Hom(Ms,MB) = /\A c'est-à-dire /\f \ /\A (2)

En appliquant le lemme de Miyashita avec Z =M , X = M , Y =M , on a

HomB(M, Ms) :; Hom/\[ Homs (M ,M), Hom(MB, MB)]

Homs(M , Ms) :; HomJ HomB CM ,M) , A] en tant que (f, A) bimodules . (3)

alors HomB(M , M B) :;Hom Cf/\, A/\] en tant que (f, A) bimodules (4)

On a les isomorphismes suivants :
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== HomB[Ms , M B]

Ainsi (5)

De (5) et (2) on conclut que: j : /\ ~ f est une Eqf à gauche (resp : Ef, Eqf)

Preuve de la proposition 111.2.2

f*::: Homs(Ms , Ms) en tant que (f*, /\) bimodules (1 *) .

En utilisant (i*) on a f* /\ \ Homs(M , Ms)/\ = /\/\ ( 2*)

En appliquant le lemme de Miyashita avec X = M , Y = M et Z = M on a

Homs(M, Ms) :::Hom/\[HomsM, Ms) , /\/\] en tant que (f*, /\) bimodules (3*)

Mais /\Homs( M ,Ms) est projectif de type fini car

Donc le membre de droite de (3**) est isomorphisme à /\Homs(M s, M)

ainsi avec (1 *) et (3***) on a

(3***)

Homs(M , Ms)::: Hom/\(f* /\, /\/\) en tant que (/\, r*) bimodules (4*)
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Maintenant on a les isomorphismes suivants

f* == HomA(M ,M) \ (resp : == ,~) HomA (M A,M) d'après (ii*)

On a HomA(M A, M) == HomA[M A, Hom(AAB, Ma)s] == Homa(M A®AAs , Ma)

HomA(M A,M) =Homa(M ,MB)=HomA(f*, 1\) en tant que (1\, f*) bimodules d'après

(4*) donc Af*r* \ (resp: ==,~) HomJf*A,I\A) (5*)

De (5*) et (2*) on conclut que: j* : 1\ ~ f* est une Eqf à droite (resp : Ef, Eqf)

111.2.3 Proposition [4 , p.281]

Soit NA un A- module à droite, I==End(NA) et 0 ==End(NB) si les deux conditions

suivantes sont vérifiées :

(iii) N == Homa(AAa , Na) \ NA

(iv) oN®aAA \ (resp : == ~ )0 Homa(AB , N )A == 0 N A

alors 0/ l: est une Eqf à droite (resp :Ef, Eqf)

Preuve

0== End (Na) == Homa(Na,NB)

= Homa(NA®Aa , Na)

== HomA[NA , Homa(AAB,NB)], en tant que (0, I) bimodules

c'est-à-dire oOI==oHomA(NA, NA)I (1)

d'après (iii) on a N A\ NA d'où en utilisant (l)

(2)

En appliquant le lemme de Miyashita avec X == N, Y ==N et Z == B

l'application cp : HomA(N, N )®IHoma (B, M) ~ Homa (B, M)
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défini par: g Q9k H g 0 k est bijective et conduit donc à la bijectivité

~ : HomA(N ,N) Q9IN -'; M

donnée par : g Q9n H g(n)

qui est un (Q ,A) homomorphisme donc nQQ9INA==n N A (3)

n = HomB[NB , NB]

== HomB(NB, HomA(AAB, NA)]

== HomB(NBQ9BAA ,NA) en tant que ( L, Q) bimodules

or IHomB(NB@BAA, NA)n\ (resp : ==,~) HomA(nN 'LNA ) d'après (iv)

Donc nQI \ (resp : == ,~) HomA(nN 'LNA) (4)

Par ailleurs nous avons :

HomA(nN 'LNA) == HomA(nQ9LN , N) d'après (3)

==HomI(QI, HomA(INA, INA)]

= HomI(nQI ,ILI) en tant que (L, Q) bimodules (5)

De (4) et (5) on tire: IQn \ (resp: ==,~) IHom(nQI, L)n (6)

De t6) et (2) on déduit Q \ L est une Eqf à droite (resp :Ef, Eqf)

111.2.3 Proposition [4 ,p. 282]

Soit NB une extension finiment nonnalisée

1) Si I\UB définit une dualité de Morita alors rHomB(A , U)A , définit une dualité de

Morita'avec r=End(HomB(A, U)A)

2) Si AB et BA sont projectifs et si LVAdéfinit une dualité de Morita alors n'YB

définit une dualité de Morita avec Q=End(VB)
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III.2.4 Proposition [4, 277 et 278]

Soit AI B une extension finiment nonnalisée

1) Si XBest finiment cogénéré alors HomB(A , X ) est finiment cogénéré en tant que

i

B-module donc en tant que A-module

3) Si YA est finiment cogénéré alors YB l'est

III.2.5 Proposition [4 , p.283]

Soit AlB une extension finiment nonnalisée

1) Si 1\Us définit une dualité de Morita et A lB est une Eqf à gauche

(resp: Ef, Eqf) alors rHomB(A, U)A définit une dualité de Morita et ri1\, est une Eqf

à gauche (resp: Ef, Eqf) ,avec r=End(HomB(A, U)A)

2) Si AB et BA sont projectifs, LVA définit une dualité de Morita et

A lB est une Eqf à gauche (resp: Ef, Eqf) alors nVBdéfinit une dualité de Morita

DIL. est une Eqf à gauche (resp: Ef, Eqf), avec D=End(VB)

Dans le Chapitre IV nous prolongerons ce théorème puis nous prouverons le cas dual.

Preuve

1) Si I\UBdéfinit une dualité de Morita et A\B est une Eqf à gauche (resp : Ef, Eqf)

alors UB est un cogénérateur , injectif, cofiniment généré en tant que B-module

d'après IL4.3.et IIL2.3. Comme BA est projectif alors U B=HomB(BAB , UB) est injectif
&

d'après 1.3.11 Comme UBest un cogénérateur et U Best cofiniment généré alors il existe

un monomorphisme cp : U B ~ UB(n) où n est un entier
f

Comme U Best injectif alors cp est scindé donc

(1)
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De plus A\B est une Eqf à gauche (resp : Ef, Eqf) alors

AAA\ (resp, ==, ~) HomB(BAB,B) donc

AU AHomB(BAB,UB) \ (resp : , ==,~) Homs (HomB(sAs , B), UB)

Mais HomB (HomB(BAB, B), UB) ==AUs®AA

alors (2)

De (1) et (2) on tire r \ A est une Eqf à gauche (resp :Ef, Eqf)

en utilisant alors le théorème II1.2.3, on déduit que: rU Adéfinit une dualité de Morita

2) on suppose que LVAdéfinit une dualité de Morita et A\B est une Eqf à droite

(resp : Ef, Eqf). On pose V = HomB(AAB, Vs) . VA est cofiniment généré donc VB

l'est par suite VA l'est d'après II1.2.3 . Comme VA injectif alors VA est injectif, de

plus VA est un cogénérateur

donc (l *)

Par ailleurs A\B est une Eqf à droite (resp:Ef ,Eqf) alors

BAA\ (resp: ==, ~) HomB(AAB,B)

d'où nVB®BAA\ (resp: ==,~) nVB®HomB(AAB, BBB)

mais AB est projectif de type fini donc d'après 1.3.4 on a

nVB®HomB(AAB, BBB) == HomB(AAB,nVB®BBB)

== HomB (AAB,nVB)

amSl nVB®BAA\ (resp : ==,~) HomB (AAB,nVB) (2*)

De (1 *) et (2*) on tire: r* \ n est une Eqf à droite (resp :Ef, Eqf)

en utilisant alors le théorème III.2.3 , on conclut que: nVAdéfinit une dualité de Morita
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111.2.6 Proposition [4 , 284]

SoitiAJB une extension fini ment centralisée, UBun B-module injectif. On pose'

f=End(HomB(A , U)A) et I\=End(UB) alors f /\ est finiment centralisé.

Dans le Chap IV nous donnerons le cas dual cette proposition sous forme d'un lemme.

Du théorème III.2.S et de la proposition III.2.G résulte la proposition suivante

111.2.7 Proposition [4 , 284]

Si /\UB définit une dualité de Morita et A lB est une Eqf à gauche (resp: Er, Eqf)

finiment centralisé, alors rHomB(A, U)A définit une dualité de Morita et f/I\ est une

. Eqf à gauche (resp: Ef, Eqf) finiment centralisé, avec f=End(HomB(A, U)A)

111.2.8 Lemme [4 , 1194]

Si est BAB finiment normalisé (centralisé) alors BHomB(A , B)B l'est.

111.2.9 Théorème [6, p.112]

Soit AJB une extension, MA un A-module à droite, I=End(MA) , Q=End(Ms) . 1

Si AJB est une Eqf et M@BAA\ MA alors Q/I est une Eqf et nQ@L;M \ nM
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CHAP IV : EXTENSIONS QUASI-FROBENIUSIENNES

AVEC EQUIVALENCE OU DUALITE DE MORITA

Dans ce chapitre tous les résultats exposés sont les nôtres sauf les lemmes IV.1.2 et

IV.I.3 pour les quels nous proposons une démonstration faute de ne pouvoir dOMer de

bOMes références. Ce chapitre est composé de 3 sections.
.'

SECTION 1 EQF AVEC DUALITE DE MORITA

En guise de complément à la proposition 1.2.3 on a le lemme suivant

Lemme: IV.l.I

, Soient XA et YA deux A-modules

Si l'une des trois conditions suivantes est satisfaite

a) XA =YA

b) i- XA est facteur direct de Y{")A pour un certain entier non nul n et

- XA génère et cogénère YA

c) XA ~ YA

alors XA estjidèle (resp : équilibré) ssi YA est jidèle (resp : équilibré) .

De plus 011 a l'isomorphisme naturel Biend(XJ= Biend(YJ

Preuve

a) On pose r=End(XA), D=End(YA) .

Soit <p : XA~ y A un isomorphisme de A-modules à droite alors

- \If: r ~ D défini par \If(Y)= <p y <p-I pour tout y de r

est un isomorphisme d'anneaux

- X (resp : Y) peut être muni d'une structure de D (resp : r )-module par:
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w.x = \V-I(W)(X) = (cp~l Wcp )(x) pour tout w de n et x de X

[ resp: y.y = \V(y)(y) = (cp y cp"l )(y) pour tout y de r et y de Y]

en remarquant que w.(w' .x)=(cp"I Wcp)[(Cp-l W' cp )(x)]=(cp"lW W' cp)(x)=(ww').x .

[resp: y.(y'.y) = (cp y cp.' )[ (cp y' cp.] )(y)] = (cp yy'cp-l )(y) = (y y').y]

- p: nX ~ ny défini par (x)p = cp (x) pour tout x de X

est un isomorphisme de Q-module à gauche

En effet l'additive est triviale et la linéarité est donnée par

(w.x)p =,cp (w.x) = cp [\fJ"I(W)(X)] = cp [cp-1wcp(x)] = w(cp (x)) = w[(x)p]

- Cet isomorphisme de modules permet de construire un isomorphisme d'anneaux

T: Biend( XA) ~ Biend( YA) défini par: Tu = T(a) = p"l ap pour tout a de Biend(X)

remarquant que :

(wy)Tu = (wy)p"lap = (w(y) p"l) ap = [\fJ"l(W){(Y) p.'} ] ap

= [\fJ"'(w) {(y) p-' a}]p = [w. {(y) p"l a}]p = w[(y) p-I aJp

= w(y)Tu pour la Q-linéarité de Tu.

- T rendcommutatifle diagramme suivant

A

/~A'
Biend(X A)~ Biend(Y A)

où Aet A' sont les multiplications à droite par les éléments de A c'est-à-dire

A :A~ Biend(X) défini par: (x)A(a)=(x)Aa=xa pour tout a de A et x de X.Idem pour A'

En effet: (y)T[Aa] = (y)p"IAa P =[cp"l(y)] Aa p = [cp.l(y)a]p = [cp"l(ya)Jp

= cp [cp.l(ya)] = ya = (Y)Aa' .
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Donc TÀ = À' . Comme T est un isomorphisme alors Àest injectif (surjectif)

si et seulement si À' est injectif (surjectif)

b) XA est facteur direct de yen)A pour un certain entier non nul n alors il

existe LA un A-module tel que YA(n) = XAEBLA

d'où d'après la proposition 1.2 l'application restriction

Res: Biend(y(n)A) ~ Biend(X) définie par: Res(b) = b/X

est un homomorphisme d'anneaux rendant commutatifle diagramme suivant

Biend(Y<Il)) Res) Biend(X)

Comme LA\YAalors YAgénère et cogénère LA et comme de plus XA génère et cogénère

y A donc XA génère et cogénère LA ainsi Res est un isomorphisme d'après 1.2.1 . Mais

l'homomorphisme naturel

~l: Biend(Y) -'t Biend(y(n)) défini par: b H p(b) pour tout bE Biend(Y)

est un isomorphisme d'anneaux d'après 1.2.2 .

Ainsi Biend( X ) ~ Biend ( Y ) canoniquement

Il rend commutatif le diagramme suivant

Biend(Y)~ Biend(y(n))
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où À, À' sont les multiplications à droite par les éléments de A .

Ainsi on a : À"=Res 0 À' et À'= Il 0 À d'où À"=Res 0 Il 0 À

Comme Res et Il sont des isomorphismes alors À" est injectif (surjectif)

si et seulement si À injectif (surjectif)

b)XA~YA donc YA\ XA\YAPar suite de XA\ YAon déduit qu'il existe lA est

facteur direct de y(ll)A pour un certain entier n non nul tel que XA == l,\

De YA \ XA == lA on déduit que lA génère et cogénère Y A . Ainsi lA est fidèle

(resp : équilibré) ssi Y A est fidèle (resp : équilibré) d'après (b) .

Comme XA == lA on utilise (a) pour conclure

Lemme: IV.1.2

YA \ XA ssi il existe!k : y ~ X et gk : X ~ Y tels que

1/

l geJ/k = id l" où 15:. k5:. n avec n EN*
i=l

Preuve

=> )YA\ XAalors il existe nE N* , KA un A- module tels que Y EB K == X(n).

Soit Xk=X ,

les injections et les surjections canoniques respectives alors

Il Il

l ikoPk = idx(n) et Py 0 iy =idy d'où l (Pyoi k)o(Pkoi y) = Pyo id x(n) ° i y = id y alors en
k=1 k=1

Il

posant gk=Pyoik: X~Y et fk=Pkoi y : y~X ona Igkofk =id y
k=l
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n

Lgkofk =id y
k=(

on pose f = (f l, ..... , f n): Y~ x(n) défini par: y H (f, (y), ... ,fn(Y)) .

n
et g =EB gk : X (n) ~ y défini par: (x(,,,,,xk) H Lgk(Xk)

k=!

alors gof(y) = Lgk fk(y) = Y donc gof=ly d'où Y est facteur directe de X (n)

Lemme: IV.I.3

si X A ~ YA alors co =End(X..,) et r=End(YA) sont équivalents au sens de Morita à travers

lefoncteurd'équivalence F = Homr(rPw, -) où rPw =HomA(XA,Y).

De plus w X=- f(r Y)

Preuve:

Pour prouver que co et r sont équivalents à travers F , il suffit de montre que:

- Pwest un progénérateur

- cp : r ~ End(Pw) défini par :h H cp (h) : f H hof est un isomorphisme

Montrons que Pwest un progénérateur

Montrons que cp est un isomorphisme:

Comme Y A\XA , on définit gk et fk de la même manière que dans le

lemme IV.l.2 précédant.

alors cp' est un homomorphisme d'anneaux et on a d'une part
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d'après le lemme IV. 1.2 donc cp 0 cp' = id r (*)

D'autre part cp cp'(\jJ) = cp( I\jJ(gk)fk) et pour tout fEP, on a

cp 0 cp'(\jJ)(f) = cp( I\jf(gk)fk)(f) =I\jJ(gk)(fkof)

or fkofECO et \jJ est co-linéaire à droite alors cp 0 cp'(qJ)(f) = \Jf( Igkfkf)=\jJ(f)

d'où cp 0 cp'(\jf) = \jJ pour tout \jJEEnd(PnJ d'après le lemme IV.l.2

donc cp 0 cp'=id (End (Pw» (**)

Par suite de (*) et (**) on déduit que cp est un isomorphisme.

Montrons que F(rY) == wX

F(rY) =Homr [ rHomA( XA,Y )w, rY ]

== Homr [rHomA( XA, y), HomA(A,Y ) ]

on applique alors le lemme de Miyashita avec B =A , Z =A donc

End(Zs)=End(AA)==A et on obtient F(rY) == HomA (AA , coX ) == wX

d'où F(rY) == wX

Théorème: IV.1.4 :

Soient x'4 et fA deux A-modules. On pose co = End (XA) et r =End (fA)

Si XA~ fA alors c0A définit une dualité de Morita si et seulement si

r fA définit une dualité de Morita

Preuve

Comme XA~YAalors XAest fidèlement équilibré ssi YAet fidèlement équilibré d'après

le lemme IV.I.I . De plus XA est un cogénérateur injectif ssi YA est cogénérateur

injectif d'après 1.2.3 .
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XA~yAalors co et r sont équivalents à travers un foncteur d'équivalence F tel que F(IY)

=(OX d'après le lemme IV.1.3 d'où IY est un cogénérateur injectif ssi (OX est un

cogénérateur injectif.

1 Quelques notations

1 ~
Soit Us un B-module ,on pose /\ =End(U B) , U'=HomB(AB,U) ,U =UB®A

On considère les deux homomorphismes d'anneaux suivants

j : /\ --; r défini par: À H j (À) : f H Àof pour tout ÀE/\ et fEU'

j* : /\ --; r* défini par: À H j*(À) = À®l A

alors on sait que d'après IIL2, j (resp : j*) est une injection d'anneaux si As (resp: BA)

est un générateur.

Ces notations restent valables pour la suite de la section.

Lemme: IV.1.5

si AIB est une extension finùnent centralisée et Us est projectifalors

j * :/\ --; r * est finiment centralisé

Preuve

A/B est finiment centralisé ssi il existe nE N et un épimorphisme BBB(n) épim) BAB

d, ' U N'lB (n) épim U N'lAou /\ BI(5; B ) /\ sl(5; B or U (n):::;: U N'lB (n)/\ B -/\ B'6' B donc

comme UBest projectif alors HOmB(UB,U(n)) épim) /\HomB(UB,UB®A)/\ or

(n) ~ H (U U(n))/\/\/\ = /\ omB B, /\ d'où
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Maintenant on a les isomorphismes suivants de (/\ , /\ ) bimodules

r* =HomA( I\UB®AA, I\UB®AA)

== Homs[Us , HomA(A, Us® AA)BJ

== Homs ( UB, UB®As) (**)

De (*) et (**) on conclue que : I\/\I\(n) éplill) I\rl\* d'où le résultat

Théorème: IV.l.6

Soit AI B une extension flnùnent normalisé d'anneaux.

On suppose que BA est projectifde type fini et AAs'"AHomB(I3A ,B)13 .

Si BUI\ définit une dualité de Morita alors il en est de même pour

r*UB®AA avec r*= End(UB®AAJ

Preuve

sA projectif de type fini alors I\US®AA== I\HomB[Homs(sA ,B)S,USJA

et comme AAB'" AHoms(sA,B)s donc I\US®AA"'I\Homs(AB, US)A

d'où comme I\US définit une dualité de Morita alors rHornB(As,US)A définit une

dualité de Morita avec r=End( HomB(As,U )A) d'après le théorème III.2.3

et donc r*Us®AA définit une dualité de Morita avec r* =End(Us®AA)

d'après le théorème IV. lA

Le principal résultat de cette section est le théorème suivant qUl prolonge dans un

certain sens le théorème III.2A
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Théorème: IV.l.?

Si /\UB définit une dualité de Morita et AIB est une Eqf (resp:Ef) finiment

normalisée alors r*UB0A A définit une dualité de Morita avec

f* =End(UB0AA) et f*l/\ est Eqf(resp :Ef).

De plus si AIE est finiment centralisé et U13 projectifalors

r *1/\ est finiment centralisé.

Preuve

A/B est une Eqf (resp :Ef) .Donc AAs~ (resp ~)AHoms(sA ,B) et As est projectif de

type fini .Comme A/B est une extension finiment normalisée et /\Us définie une dualité

de Morita, alors il en est de même pour r*Us0AA avec r*=End(Us0AA)

d'après le théorème IV.l.6. A/B Eqf (resp: Ef ) alors /\ Us0AA ~ (resp~)

"Homs(As,US)A (*) donc en particulier Us0As\Homs(As,Us)s (a)

"Us définit une dualité de Morita, donc Us est cofiniment généré et alors Homs(As,Us)s

est cofiniment généré d'après III.2.7 . Comme Us est un cogénérateur injectif et sA

projectif alors Hom(As,Us)s est injectif d'où Homs(As.Us)\Us (~)

car Homs(As,Us) est cofiniment généré. De(a) et (~) on déduit Us0As\Us (**)

De (*) et (**) et de la proposition III.2.2 on conclue que

j * : /\~ f* défini par :À H À0idA est une Eqf (resp : Ef) .

Le reste découle du corollaire IlLl.l aet du lemme IV. 1.5

Question

Est-ce que le théorème ci-dessus reste vrai pour une Eqf à droite ou à gauche ?
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Comme AB est générateur alors l 'homomorphisme d'anneaux

\fi: /\ ~ r défini par: À H \fI(À) : fH Àof est injectif

ainsi avec (a ') et W') et la proposition III.2.1 on tire:

r 1/\ est une Eqf (resp :Et).

La proposition III.2.S prouve que r//\ est finiment centralisé Sl A/B est finiment

centralisé

b) A/B est une Eqf à droite finiment normalisée alors

E(AA)B \E(B)s d'après le corolaire IV.2.1 d'où

E(AA)B®AA \ E(B)®BAA = E(AA)A (*)

AI B est une Eqf (resp : Et) alors

nE(AA)®BAA ~ (resp : ~) HomB[AB, E(A)BJ (~") et en particulier

HomB(AB, E(AA)B)A \ E(AA)®BAA (**).

De (*) et (**) on déduit HomB(AB, E(AA)B)A \ E(A)A (ail) .

De (ail) et (W) et de la proposition III.2.7 on tire:

Q Ir* est une Eqf (resp : Et)

Remarque :(autre preuve pour (c) )

D'après le corollaire IV.2.1

on a E(AA)B=E(ABh et E(AB)®BAA\E(B)®BAA = E(AA)A d'après ci-dessus.

Alors E(AA)B®AA\E(AA)A et A/B est Eqf (resp : Ef) alors Q/r*

est une Eqf (resp : Ef) d'après le théorème III.2.9
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SECTION: 2: EQF ET ANNEAUX DES ENDOMORPHISMES DE

MODULES INJECTIFS:

De la proposition III.I.8 , résulte le corollaire suivant.

Corollaire: IV.2.!

Soit AIB une Eqf à droite finiment normalisée alors

a) E(AAJs =E(AB)B = E(B)®AB\ E(B)/J

b) E(B) est unfacteur direct de E(AA)/J

Preuve

a) A/B est une Eqf finiment normalisée, alors AB est projectif de type fini et de plus

AB est essentiel dans E(B)®AB et E(AA)A =E(B)®AA d'après la proposition III.I.8

AB est projectif de type fini alors AB\BB donc E(AB)B \ E(B)B.

AB est essentiel dans E(B)®AB qui est injectif puisque injectif en tant que A-module

alors E(AB)=E(B)®A B=E(AA)B

b) BB est un sous module AB donc E(B)B est un facteur direct de E(AB)

Le principal résultat de cette section est le théorème suivant

Théorème: IV.2.2

a) Soit AIB une Eqf à droite [resp ,Eqf, Ef] finiment normalisée

on pose /\=End(E (B)B) et f* = End (E(AA)A) alors

f*l/\ est une Eqf à droite (resp :Eqf, Ef)

b) Soit AIB une Eqf (resp : Ef) finiment normalisée

On pose /\= End E(B)B et f= End [Hom tlAIJ,E(B)JAJ alors

fl/\ est une Eqf (resp : Ef)
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De plus si AIB est finiment centralisé alors fi1\ est finiment centralisé

c) Soit AIB une Eqf(resp :Ej) finiment normalisée

on pose f* =End(E(AA)A) et Q =End(E(AAJB) alors

n;r* est une Eqf(resp :EI).

Preuve

a) A/B est une Eqf à droite finiment normalisée alors E(B)®AB\ E(B)B (a)

d'après le corolaire IV.2.! et E(AA)A =E(B)®BAA

On pose f* =End (E(AA)A) =End(E(B)®BAA) alors

cp: 1\ ---+ f* défini par cp(À)=À®idA est un homomorphisme d'anneaux injectifs

puisque BA est générateur (cf: III. l. 10 et III.2)

AlB est une Eqf à droite (resp ; Eqf, Ef) alors

AHomB(AB, B)B\(resp : ~ , =)AAB

d'où cOIIlme BA est projectif de type fini on a :

f\E(B)®BAA = f\HOmB[HomB(BA , B) , E(B)JA

\ (resp : ~ , =)f\HOmB(BA , E(B))A (~)

De(a) et (~) et de la proposition III.2.2 on tire:

f*11\ est une Eqf à droite (resp :Eqf, Ef)

A lB est une Eqf (resp : Ef) alors

f\HOmB(AB, E(B))A ~ (resp : =)f\E(B)®BAA (~')

D'après le (~) de (a) ci-dessus on a

(a') d'après le corolaire IV.2.I
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Comme As est générateur alors l'homomorphisme d'anneaux

\fi: /\ ~ f défini par: À H \fJ(À): fH Àof est injectif

ainsi avec (a') et W') et la proposition III.2.1 on tire:

r//\ est une Eqf(resp :Et).

La proposition III.2.5 prouve que fi/\ est finiment centralisé SI A/B est fini ment

centralisé

b) A/B est une Eqf à droite finiment normalisée alors

E(AA)S \E(B)s d'après le corolaire IV.2.1 d'où

E(AA)B®AA \ E(B)®sAA = E(AA)A (*)

AI B est une Eqf (resp : Et) alors

nE(AA)®sAA ~ (resp : =) HOffis[As , E(A)sJ W") et en particulier

Homs(As, E(AA)S)A \ E(AA)®sAA (**).

De (*) et (**) on déduit HOffis(AB, E(AA)B)A \ E(A)A (ail) .

De (ail) et W") et de la proposition III.2.7 on tire:

Q If* est une Eqf (resp : Et)

Remarque :(autre preuve pour (c) )

D'après le corollaire IV.2.1

on a E(AA)S=E(As)s et E(As)®sAA\E(B)®BAA = E(AA)A d'après ci-dessus.

Alors E(AA)S®AA\E(AA)A et A/B est Eqf (resp : Ef) alors Q/f*

est une Eqf (resp : Ef) d'après le théorème III.2.9
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EQF ET EQUIVALENCE DE MORITA

Dans cette section nous étudions le cas dual (dans un certain sens) des résultats de Y 0

Kitamura dans [4J c'est à dire le dual des résultats du chapitre III 0

Préliminaires et notations.

Soit BPAun (B, /\) bimodule avec /\=End(PB) 0 On pose AP'A=AHomB(BP ,BA )A

AQB = AHomB(BP, BB)B , AQ' A=AHomB(AAB, AQB), /\ * = End(QB)

f=End(P' A) et Q=End (Q' A)

a) Soit \fi : /\ ~ f défini par: À H \flle : k H \flle (k)= Àk 0

avec (P)(À ok) = (pÀ)k pour tout pEP

alors \fi est un homomorphisme d'anneaux 0 De plus \fi est injectif si BA cogénère BP en

particulier si BP est projectif et BA est générateur 0

b*) Soit p : /\~ /\ * défini par: À H \flle : f H \flle (f) = Àf

avec (p)(Àf) = (pÀ)f pour tout pEP

alors \fi est un homomorphisme d'anneaux 0 De plus \fi est injectif si BB cogénère BP en

particulier si BP est projectif 0

b**) Si a :/\* ~ Q est défini par: À* Hale.: g Hale.(g) = À*g

avec (À *g)(a)=À*(g(a)) pour tout aEA

alors a est un homomorphisme d'anneaux. a est injectif si AB génère QB en particulier

si AB est générateur 0
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b)Avec (b*) et (b**) on pose 'fl = cr 0 p : /\ ---) D alors 'fl est un homomorphisme

d'anneaux .\fIest injectif si BB cogénère BP et AB génère QB en particulier si AB est

générateur et PB est projectif.

Les notations ci dessus restent valables dans la suite de cette section 3.

Les deux propositions suivantes dualisent les propositions lII.2.I et III.2.2

Proposition: IV. 3.1

Si les trois conditions suivantes sont vérifiées

1J) BP est un progénérateur

12) AB est projectifde type fini

13) AP 'A \ (resp: '" 1 ;:;.) AQ 'A

alors les deux assertions suivantes sont aussi vérifiées

2J) P 'A est un progénérateur

22) \fi: /\ ---) r est un Eqf à droite (resp :Eqf, Ef)

Proposition: IV.3.2

Si les trois conditions suivantes sont vérifiées

1J*) BP est un progénérateur

12*) AB est projectifde type fini

13*) AQ 'A \ (resp :~I~) AP 'A

alors les deux assertions suivantes sont aussi vérifiées

2} *) Q ';1 est projectifde type fini

22*) 'fl:/\ ---) D est une Eqf à gauche (resp Eqf, Ef)
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Preuve de la proposition IV.3.l

21*) BP progénérateur <=> BP ~ BB d'où P'A = HomB (BP, AA) ~ Homs (sB ,AA) ~ AA

22*) d'après 13 ) on a: rT,= HomA(,P'A, AP') \ (resp: ~,~) HomA(,P'A, AQ').

On a les isomorphismes de (A , r ) bimodules suivants

HomA(, P' A, AQ') = HomA [P' A, Homs (A , Qs)]

~ HomB (P'A®As,Q)

~ Homs (P' B,Q)

~ Homs [P'B, Homs (sP, B)]

~ HomS[BP ,HomB(P'S, B)]

On pose BH', = Homs(,P' s ,B) alors on a

Arr \ (resp : ~ ,~ )AHomB(BP ,H'k (a)

Comme P'Aet As sont projectif de type fini, alors

P's~ P'A®As est projectif de type fini (cf: 1.3.15) d'où sH' est projectif de type fini

or sP est générateur donc BH \ BP .

Ainsi en appliquant le lemme de Miyashita avec l =End (BH') on a :

HomB(BP,H') ~ HomA[HomB(sH', P)A , Homs(sP, P)] en tant que (A ,I) bimodules

d'où HomB(SP, H') ~ HomA[HomB(sH', P), AA] en tant que (A ,I) bimodules (b)

Posons W = End(P's) alors r est un sous anneau de W.

Soit \Jf :W ~ l défini par: co H \Jf (j) : h H (h)\Jf(J) = hco

Alors \fi est un homomorphisme d'anneaux.

Comme P' Best projectif de type fini alors BB cogénère Ps d'où \Jf est injectif.
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Ainsi W (donc aussi r) peut être regardé comme un sous-anneau de l et

alors (b) donne, en tant que (1\, r) bimodules:

AHOmS(SP, H')r =AHomJHoms(H', sP) ,I\A]r (b')

Par ailleurs on a :

I-rA=H011l(AP'A, rP ') = rHomA[Homs(sP,A), P' A]A

comme sP est projectif de type fini alors

rrA == H011lA(BA, P'A)0s PA== rP's0PA (cf: 1.3.5)

d'où rrA == rP'B0PA (c).

On a aussi rr == rP ' s0PA== AP' s0Homs(B, SP)A

comme P' s est projectif de type fini alors

rrA ==Homs[Homs (P's,B), SP]A (cf: 1.3.5)

d'où rrA== Homs(sH', SP)A (c')

Par suite d'après (a) on a

Arr \ (resp : ~ , == ) AHomS(SP , H'k , en utilisant (b') on a

Arr\ (resp: ~, ==) AHomA[Homs(sH', P), 1\ A]r ,et en utilisant (c') on a

Arr\ (resp: ~, ==) AHomA [rrA' I\A]r (1)

De (c) on tire: r A==p's0PA

or P'B\ Bs d'où rA \PA

or sP est un progénérateur et 1\ =End(sP) alors

(2)

De (1) et (2) on déduit que \fi: 1\ ~ r est une Eqf à droite (resp : Eqf, Ef)
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Preuve de la proposition IV.3.2

2
1
*) D'après 1

3
* ona Q'A\P'A et d'après le 21)de la proposition IV.3.1 ona

P'A\AA donc Q'A\AAd'oùlerésultat.

2
2
*) D'après h* on a nn" = Hom A( "Q' A, nQ') \ (resp : ~ , :::: )HomA(nP' A, nQ' A)

on a nHomA(P' A,Q')" = nH0111A[HomB(SP, A) , Q' A]"

or sP est projectif de type fini d'où

(cf: 1.3.5)

:::: nQ' s®P" :::: nQ' S®H01l1B(B , BP)"

or Q' Aet AB sont projectifs de type fini alors

Q' s:::: Q' A®ABest projectif de type fini d'où

HomA(P' A, Q'),,:::: nHoms[HomB(Q's , B) , BP]"

On pose alors sK'n= sHoms(Q's, B)n

Ainsi nn" \ (resp : ~ , :::: )nHomB( BK' n, BP,.J (a*)

Q'B est projectif de type fini donc BK' l'est or BP est générateur alors BK' \ sP

ainsi en appliquant le lemme de Miyashita avec L = End (sK') on a :

en tant que (/\ , L) bimodules

HomB(BP , BK') :::: Hom,,[Homs(sK', P), /\,,] (b*)

Q =End (Q\) est un sous-anneau de End(Q's) qui s'injecte dans l puisque

Bscogénère Q'B par suite de (b*) on tire:

(b'*) en tant que (/\ , n) bimodules
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(cf: 1.3.2)

(cf: 1.3.1)
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HomB(BK' , BP) est projectif de type fini alors en utilisant le bidual on a:

nHom/\ {/\Hom/\ [HomS(BK' , P) , /\/\ Jn, /\/\ }/\ ~ nHoms(BK' , P) (cf :1.3.6)

Par suite (b'*) donne

nHom/\ [HomB(BP , K') , /\/\ t ~ nHomB (K', P)/\ (b"*) en tant que (0, /\) bimodules

Maintenant on a les isomorphismes de (/\ , 0) bimodules suivants:

/\On = /\HomA(Q'A, Q'b

= HomA[Q' A, HomB(AB, Q)]

~ HomB[Q' A®AB, QB]

~ HomB (Q' B, QB)

~ HomB[Q' B, HomB(BP , B)]

~ HomB[BP, HomB(Q' B, B)]

= HomB (BP , K')

par suite /\On ~ /\HomB (BP , K')n

En fin d'après (a*) on a :

nO/\ \ (resp : ~, ~ ) nHomB( BK' n, BP/\)/\ , en utilisant( b"*) on a :

nO/\ \ (resp : ~, ~ ) nHom/\ [HomB(BP , K') , /\/\t et en utilisant (c*) on a :

(1*)

D'après (c*) : /\0 ~ HomB(BP , K') or BK' \BP d'où

/\0 \HomB(BP , P)=/\/\ amsI /\0 \ /\/\ (2 *)

De (1 *) et (2*) on déduit que \fi : /\ --* 0 est une Eqf à gauche (resp : Eqf, Ef)
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Question

Dans les hypothèses de la proposition IV.3.2 est -ce que Q' Aest un générateur ?

Théorème: IV.3.3

l)Si IJP est un progénérateur et AIB est une Eqf à droite (resp : Eqf, Ef) alors P ';1 est

un progénérateur et qJ : /\ ~ r est une Eqf à droite (resp : Eqf, Ef)

1*) si ilP est un progénérateur et A 1B est une Eqf à gauche (resp : Eqf, Ef) alors Q ';1

est projectifde type fini et qJ : /\~ (2 est une Eqfà gauche (resp : Eqf, Ef)

Preuve

l)A 1B est une Eqf à droite (resp : Eqf, Ef) alors AB est projectif de type fini et

BAA \ (resp : ~ , ==)BHomB(AB, B)A d'où

I\P' A= I\HomB(BP , A) \ (resp : ~ , ==) HomB[BP , HomB(AB, B)]

== HomB [AB, HomB (BP , B)] =I\Q' A

donc I\P'A\(resp: ~,=)/\Q'A.

On utilise IV.3.1 pour conclure

1*) NB est une Eqf à gauche (resp : Eqf, Ef) alors BA et AB sont projectifs de type fini

et AAB\(resp : ~,==hHomB(BAA ,B)B d'où

I\Q' A=HomB[AAB, HomB(BP/\, BB)]A\(resp : ~ ,==)HomB[HomB(BA, B), Hom (BP, B)]

== HomB[BP1\, BHomB {HomB (BA, B), B} A]

Or HomB {HomB (BA, B), B}=:: BAA car BA est projectif de type fini ainsi

I\Q'A\(resp: ~'=)I\HomB(BP, BA)A=I\P'A.

On utilise IV.3.2 pour conclure.
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D'après les préliminaires, comme BP est projectif de type fini, on sait que qJ (resp: cp )

est injectif si AB (resp: BA) est générateur, or d'après le corollaire 1.1.10 si A\B est

une Eqf à droite ou à gauche, fini ment normalisée alors AB et BA sont des générateurs

ainsi avec le théorème précédant, on a le principal résultat de cette section sous la

fomle suivante:

Théorème: IV.3.4

1*) Si HP est un progénérateur et A lB une Eq[ à droite (resp : Eqf, Ef) finùnent

normalisée alors P 'A est un progénérateur et r 1/\ est une Eq[à droite (resp : Eq[, Ef).

2*) Si sP est un progénérateur et A lB une Eqf à gauche (resp : Eq[, Ef) finiment

normalisée alors Q'A est projectifde type fini et 01/\ est Eq[à gauche (resp : Eq[, Ef).

Question:

Sous les hypothèses du théorème IVAA est-ce que r //\ et 0 //\ sont finiment

nomlalisés ?

Lemme: IV.3.5

a) Si sP est projectifde type fini alors r,T /\ =HomB (BP, As®PJ

~) Si sP et Assont projectifs de typefini alors /\0/\= HomB(SP, As®sP)/\

Lemme: IV.3.6

Si sP et sA sont projectifs de type fini alors /\r/\=/\0/\ et sont finiment centralisés si BAB

est finùnent centralisé

Preuve du lemme IV.3.5

a) D'après la preuve de la proposition IV.3.2 , on a

S2/\.:::: /\HomB(BP , K')/\ =HomB[BP , Homs(Q' B, B)] (a)
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Mais HomB(Q'13 ,B) = sHoms[Homs(A, Qs) ,Bl\

= BAs0Homs(Qs, B)A

car AB est projectif de type fini d'où

Homs(Q' 13 , B) ~ BAB0HomB[HomB(BP, B) , B]

~ sA B0PA

car BP est projectif de type fini ainsi

HomS(Q'B, B)A= sAs0PA (b)

De (a) et (b) on tire

AnA = AHomS(BP , AB0P )A (1)

W) on a AfA= AHomA( P'A, P')A= HomA[P'A, Homs (BP, A)]

=HomA[SP, HomA(P'A, sA)] (cf: 1.3.2)

= Homs[sP , HomA {Homs (sP , A), SAA}]

or HomA {HOlTIB(SP, A), BAA} = AHomA(BAA ,A)0BPA

== BAB0PA

car BP est projectif de type fini (cf: 1.3.5) d'où

AfA = HomB[SP ,sAB0PA] (2)

Preuve du lemme IV.3.6

D'après le lemme IV.3.5 , de (a) et W) on tire
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A / B finiment centralisé Q :3 n E N* et un épimorphisme B(n) éplm) BAB

comme BP est projectif alors on a

ainsi ,I.J'/\ et /\.0/\ sont fini ment centralisés

En utilisant le lemme IV.3.6 et le lemme IV.3.4 on a la proposition suivante.

Proposition: IV.3.7

Soit A 1B une extension finiment centralisée.

J*) Si BP est un progénérateur et A lB est une Eqf à droite (resp : Eqf , El) alors P 'A

est un progénérateur et ['1/\ est une Eqfà droite (resp :Eqf, El) finiment centralisée

J*)Si BP est un progénérateur et A lB est une Eqfà gauche (resp : Eqf , El) alors Q'A

est projectifde type fini et .0 1/\ est une Eqfà droite (resp :Eqf, El) finiment centralisée
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