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pour transformer les propriétés des modules sur les semi-modules.

C'est dans ce sens que nous avons essayé d'apporter:

e une contribution a la notion de semi-modules semi-simples en étudiant une
nouvelle variante qui n'a pas été traité jusque Ia,

e un approfondissement sur l'étude d'une nouvelle classe de sous semi-
modules essentiels, a savoir la classe des sous semi-modules semi-
essentiels, et de montrer qu'aucune de ces classes n'est contenue dans
l'autre et qu'elles sont non disjointes.

e et enfin, une introduction a la théorie de I'Hopicité et de la Co-Hopicité sur les
semi-modules plus précisément nous introduisons pour la premiere fois les
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Mots clés : semi-modules, semi-anneaux, essentiel, semi-simple, Hopfien, Co-
Hopfien, soustractif, simplifiable.

Name and first name: FALL Landing

Thesis title On R SEMI-SIMPLES, S-HOPFIENS AND S-CO-HOPFIENS
SEMIMODULES
Summary: In this thesis, we study some properties in the theory of semirings and
semi-modules. Specially, we look what happen if we translate some known properties
from the theory of semimodules over semirings in the theory of rings and modules.
The notion of semirings and semimodules have interesting properties which states
that non zeros elements dot not have necessary opposites for the abelian semi-group
law.
We have some good results in three domains:

e acharacterization of a new variant of the notion of semisimples

semimodules;

e a deep study of the two class of essentials subsemimodules,

e anintroduction of the theory of Hopicity and Co-Hopicity on semimodules
precisely we introduce for the first time the notions of S-hopfian and S-Co-
Hopfian semimodules

Key words : semimodules, semirings, essentiel, semisimple, Hopfien, Co-
Hopfien, substractive, concellative.



THESE DE DOCTORAT UNIQUE ES
SCIENCES MATHEMATIQUES
OPTION : ALGEBRE
TITRE :

SUR LES SEMI-MODULES
R-SEMI-SIMPLES, S-HOPFIENS
ET S-CO-HOPFIENS

Landing FALL
28 Décembre 2011



DEDICACES

Qu'ALLAH soit Loué.
Je rends grace a DIEU.
PAIX et SALUT sur le PROPHETE MOHAMED.

je dédie cette these :

- A mon pere feu Samba Khary FALL, et a ma mere Yacine DIAGNE.
- A ma femme et a tous mes enfants.

- A mes freres et soeurs qui m’ont beaucoup aidé dans mes études.

- A mes amis et camarades.

- A mes collegues.

- A mes maitres et professeurs.

- A mes éleves et étudiants.

- A tous ceux qui m’ont soutenu de pres ou de loin.



REMERCIEMENTS

Je remercie ALLAH Le Tout Puissant.
Le Clément et Le Miséricordieux.
Paix et Salue sur le Prophete.

Je tiens a remercier vivement Monsieur le Professeur Mamadou SAN-
GHARE, pour 'honneur qu’il m’a fait en acceptant de présider mon jury
de these.

Je tiens a remercier sincerement le Docteur Djiby SOW qui a dirigé mes
travaux, en lui exprimant d’abord ma profonde gratitude pour tout ce qu’il a
fait pour moi, mais aussi le remercier tres sincerement pour sa disponibilité
entiere de me recevoir a n’importe quel moment, ensuite pour 1’excellente for-
mation que j’ai regue aupres de lui sur tous les plans (didactique, recherche).
J’ai apprécié tout particulierement sa générosité grandiose, sa patience, et sa
capacité d’écoute.

Je remercie tres sincerement les Professeurs Abdelfattah HAILY, Moussa

OUATTARA et Cheikh Thiecoumba GUEY E pour avoir accepté d’étre

rapporteurs de cette these et examinateurs dans ce jury.

J’exprime ma profonde gratitude aux Professeurs Sidy Demba Touré
et Oumar Diankha pour 'honneur qu’ils me font en acceptant de siéger

dans le jury de cette these.



Je remercie :

- tous les membres du Laboratoire d’Algebre, de Cryptologie, de Géométrie
Algebrique et Applications (LACGAA),

- mes compagnons de tous les jours a la fac, je veux nommer : Jean Raoul
TSIBA, Demba SOW, Ghouraission CAMARA, Amadou TALL,

- tous mes collegues et tout le personnel administratif et technique du
Département de Mathématiques et Informatique et de la Faculté des Sciences
et Techniques de I’Université Cheikh Anta Diop de Dakar.



Mémoires et Publications

Mémoire de DEA

[1] L. FALL : Sur le théoréeme de KRULL-SCHMILD et le probléme
de MATLIS Mémoire de DEA. Bibliotheque universitaire UCAD (octobre
1999)

These de doctorat unique

[2] L. FALL : Sur les semi-modules R-semi-simples, s-hopfiens et s-co-
hopfiens. These de doctorat unique es sciences mathématiques. Bibliotheque
universitaire UCAD (Document actuel : 28 Décembre 2011)

ARTICLES (3)

- articles déja parus

[3] : J. R. TsiBA, L. FALL and D. Sow : Introduction to S-Hopfian
and S-Co-Hopfian semimodules. Journal of Algebra, Number Theory and
Applications vol 22, Number 01, pp 81 - 109 (2011)

[4] J. R. TsiBA, L. FALL and D. Sow : On Semiessential Subsemimo-
dules. Journal of Algebra, Number Theory and Applications vol 22, Number
02, pp 175 - 191 (2011)

- article soumis (au journal Communication in Algebra)

[5] L. FALL and D. SOW : On R-semisimples semimodules.



Table des matieres

THEORIE DES MODULES 14
1.1 Décomposition en sommes directes . . . . . . .. .. .. ... 14
1.2 Sous modules superflus - Sous modules essentiels . . . . . . .. 16
1.3 Modules semi-simples . . . . . . ... .. 0oL 18
1.4 Modules hopfiens - Modules co-hopfiens . . . . . . . ... ... 20
THEORIE DES SEMI-MODULES 25
2.1 Préliminaires . . . . . . ... ... 25
2.2 Sous semi-modules superflus - Sous semi-modules essentiels . . 30

CONTRIBUTION A I’ETUDE DES SEMI-MODULES R-

SEMI-SIMPLES 33
3.1 Introduction . . . . . . . . ... ... 33
3.2 Préliminaires . . . . . . . . .. ... 34
3.3 Sous semi-modules fortement indépendants . . . . . . . .. .. 35
3.4 Semi-modules R-semi-simples . . . .. .. ... ... ..... 37

CONTRIBUTION A L’ETUDE DES SEMI-MODULES SEMI-

ESSENTIELS 48
4.1 Introduction . . . . . . . .. ... 48
4.2  Exemple de sous semi-module essentiel . . . . . ... ... .. 49
4.3  Sous semi-modules et Monomorphismes semi-essentiels . . . 50

6



5 CONTRIBUTION A I’ETUDE DES SEMI-MODULES S-

HOPFIENS ET S-CO-HOPFIENS 63
5.1 Introduction . . . . . . . . ... ... 63
5.2 Préliminaires . . . . . . ... 64
5.3  Résultats fondamentaux . . . . . . .. .. ... ... .. ... 68



INTRODUCTION

Cette these est un ensemble de travaux consacrés essentiellement a quelques
résultats relatifs aux semi-anneaux et semi-modules. Plus précisément, nous

avons essayé d’apporter :

1. une contribution a la notion de semi-module semi-simple en caractérisant

une variante qui n’était pas étudiée jusque la,

2. un approfondissement sur I’étude des différentes variantes de sous semi-

modules essentiels,

3. et enfin, de développer la théorie de 1'hopicité et de la co-hopicité sur
les semi-modules plus précisément nous introduisons pour la premiere

fois les notions de semi-modules S-hopfiens et S-co-hopfiens.

Le premier ensemble sur lequel les algébristes ont commencé a travailler
est I’ensemble N des entiers naturels. Et pourtant (N; +; x), ou + et x sont
respectivement les deux opérations naturelles que sont ’addition et la mul-
tiplication, est un exemple trés simple de semi-anneau. La particularité de
cet ensemble est que les éléments non nuls n’admettent pas d’opposés ( donc
on ne peut pas transposer). C’est d’ailleurs ce qui fait la spécifité des semi-
anneaux et donc des semi-modules.

Vues les nombreuses applications de ces deux notions notamment, en
modelisation mathématique et en informatique et tant d’autres, on juge

intéressant d’apporter quelques contributions dans le domaine de la théorie



des semi-modules sur les semi-anneaux.

Historiquement la notion de semi-anneau a été introduite implicitement
pour la premiere fois par de brillants mathématiciens de ’école allemande du
X1X¢ siecle notament dans les travaux de Julius W.R.DEDEKIND (1894)
et de Wolfgang KRULL (1924) relatifs a ’étude des idéaux d’un anneau.
L’introduction explicite des semi-anneaux a été observée dans ’axiomatisa-
tion de ’ensemble N des entiers naturels et ’ensemble des nombres rationnels
positifs par le chercheur américain Harry VANDIV ER vers 1956.

Mais avec les nombreuses applications des semi-anneaux et semi-modules
en mathématique appliquée et en informatique, leurs études ont connu par
la suite un développement trés rapide. Une nouvelle formulation de ces no-
tions s’est alors imposée avec I'étude des semi-groupes d’abord puis celle
des semi-anneaux. Cette dénomination de ”semi-anneau” a connu plusieurs
noms comme ”hemiring” [17] ou ”halfring” selon 1’école allemande ou " dioide”
pour dire double monoide, ou encore ”binoide” pour parler de semi-anneau

commutatif dans lequel ’addition est idempotent.

Pour l'essentiel, en théorie des semi-modules on tente de généraliser la
théorie des modules.

Mais il faut faire trés attention pour les habitués de la théorie des modules.
En théorie des semi-modules,

- chaque notion provenant de la théorie des modules peut souvent étre
généralisée de plusieurs facons non équivalentes.

- certaines propriétés élémentaires en théorie des modules ne marchent
pas en théorie des semi-modules par exemple si f : E — F est un homo-
morphisme de semi-modules, on a :

— kerf ={0} # f injectif.

— Imf = F # f surjectif

Pour de plus amples détails voir [17] ou la these de J. R. TSIBA co-auteur

d’une partie de mes travaux (chapitres 4 et 5)
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Cette these est organisée en cing chapitres comme suit.

Le chapitre 1 contient essentiellement des rappels de notions et résultats
importants sur les modules et dont nous feront I’étude dans le cas des semi-

modules.

Dans le chapitre 2, nous présentons principalement quelques résultats
déja connus sur les semi-anneaux et semi-modules.

Nous donnons d’abord les définitions de semi-anneau, de semi-module,
d’homomorphisme de semi-modules et de semi-module quotient.

Nous exposons ensuite la notion de sous semi-module essentiel et par

dualité la notion de sous semi-module superflu.

Le chapitre 3 est une contribution apportée aux semi-modules R-semi-
simples. La notion de semi-module simple a été étudiée différemment par

plusieurs chercheurs selon les trois définitions suivantes :

1. d’abord un sous semi-module d’'un R semi-module a gauche est dit
soustractif si a chaque fois qu’il contient une somme de deux termes et

l'un d’entre eux, alors il contient 1’autre :
) )

et un R semi-module a gauche T # {0} est dit soustractif-simple si T

n’admet aucun sous semi-module soustractif excepté {0} et T';

2. un R semi-module a gauche T" # {0} est dit austere-simple si I'ensemble
de tous les sous semi-modules de 7" n’admet que deux éléments {0} et
T

3. un R semi-module a gauche 7" # {0} est dit R-simple si I'ensemble
de toutes les R relations de congruence sur 7', R — cong(T'), contient
les seuls éléments : =; la R relation de congruence triviale, et =, la R

relation de congruence universelle.

On peut montrer que (3) = (1) et que si le semi-module est soustractif
alors (3) = (2).
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Selon ce qu’on veut étudier, on prend la définition la mieux adaptée.
D’apres nos recherches bibliographiques, toutes les propriétés liées a la semi-
simplicité qui sont étudiées concernent les définitions (1) et (2).

Ce qui justifie qu’on ait décidé d’explorer les propriétés de semi-simplicité
avec la définition (3).

Avec cette nouvelle approche, nous avons repris toute la théorie sur
les semi-modules simples en suivant la méme démarche dans le cas des
modules|2].

Le principal résultat de ce chapitre est le suivant :

Théoréme :(Caractérisation des semi-modules R-semi-simples)

Soit (T}, )aca une famille indexée de sous semi-modules R-simples d'un R
semi-module a gauche simplifiable et soustractif M avec M =3 _, T, Les
conditions suivantes sont équivalentes :

1. M est R-semi-simple,

2. M est engendré par des semi-modules R-simples,

3. M est la somme de semi-modules R-simples,

4. tout sous semi-module de M est un facteur direct de M,
f

5. toute suite exacte : {0} K M2~ N {0} de R semi-

modules a gauche est scindée.
Remarques :

1. Pour avoir le maximum de propriétés dans ce théoreme de caractérisation,
on a imposé des hypotheses fortes sur le semi-module a savoir : sous-
tractif et simplifiable. Mais on a pris le soin de montrer que de tels

semi-modules existent de fagon non trivial.

2. Comparativement a la théorie des modules semi-simples ou a la théorie

des semi-modules soustractifs semi-simples, il y’a une propriété intéressante

qu’on n’a pas pu retrouver a cause de la définition forte a laquelle
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on s’intéresse. Cela est di au fait que nous manipulons des relations
d’équivalences qui ne permettent pas toujours (pour les semi-modules)
de construire des sous semi-modules ou des semi-idéaux adéquats. Cette

propriété est la suivante.

Module simple : Un R module M est simple si, et seulement si, il existe
un idéal maximal [ tel que M = R/I.

Semi-module soustractif simple : Un semi-module soustractif M sur un

semi-anneau soustractif R est simple s’il existe un k-idéal maximal 1,
tel que M = R/I.

3. Ce travail offre beaucoup de perspectives car on peut réétudier tout
ce qui utilise la semi-simplicité comme : le socle et les techniques de

décomposition...

Le chapitre 4 est consacré a 1’étude des sous semi-modules semi-essentiels.

Dans nos recherches bibliographiques nous avons constaté qu’un lien n’était
pas établi entre les sous semi-modules essentiels et les enveloppes injectives
des semi-modules. Pour cela on a voulu en savoir davantage sur les sous semi-
modules essentiels et on a vu que la définition de sous semi-modules essentiels
a été abordée de deux fagons différentes par certains auteurs dont Golan [17]
et Katsov [22].

Nous avons alors décidé de clarifier et d’approfondir ces travaux. Les sous
semi-modules essentiels ont été déja étudiés dans le livre [17] et ont été définis

comme suit :

1. d’abord un monomorphisme f : M — N de R semi-modules a gauche

est dit essentiel si, et seulement si, pour tout R homomorphisme

g: N — N’ sigo f est un R monomorphisme alors g est un R

monomorphisme ;

2. et un sous semi-module M’ d'un R semi-module & gauche M est dit

12



large ou essentiel dans M (on note M’ <, M) si, et seulement si, I'in-

clusion canonique iy : M’ — M est un R homomorphisme essentiel.

Katsov a, quant a lui, étudié ces notions en suivant un peu la démarche
classique sur les modules. Il donne la définition suivante :

Soit M un R semi-module a gauche. Un sous semi-module K de M est
dit semi-essentiel dans M, on note K <, M, si pour tout sous semi-module
LdeM:LNnK={0}=L=1{0}.

Pour notre contribution nous avons fait la différence entre la classe des
sous semi-modules essentiels et celle des sous semi-modules semi-essentiels.
Et a travers des exemples on montre qu’aucune de ces deux classes n’est
contenue dans 'autre et que leur intersection est non vide.

On a caractérisé auparavant les sous semi-modules semi-essentiels par le
lemme suivant qui est trés important en théorie des modules mais n’avait
d’équivalent en théorie des semi-modules jusque la.

Lemme Un sous semi-module K d'un R semi-module a gauche M est
semi-essentiel si, et seulement si, pour tout x # 0, élément de M, il existe

re€ Rtel que:0#rr e K.

Le chapitre 5 est réservé a une contribution a I’étude de quelques
propriétés des semi-modules S-hopfiens et S-co-hopfiens. Ici nous donnons
les bases de la théorie de I'hopicité et de la co-hopicité sur les semi-modules.
Ce vaste travail est fait en collaboration avec J. R. Tsiba un autre doctorant
de notre laboratoire. Parmi les résultats principaux de ce chapitre on peut
citer entre autres les deux versions du lemme de Fitting dont I'une est faite
dans le cas des semi-modules soustractifs et I’autre en supposant que le R
semi-module & gauche M = fY(M) + Ker(f') pour un entier positif ¢ et f

un endomorphisme rigide.
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Chapitre 1

THEORIE DES MODULES

Ce chapitre contient essentiellement des rappels de résultats et de no-
tions sur les modules que nous étudierons dans le cas des semi-modules et il
contient aussi des notations dont nous ferons usage constamment.

Pour les notions et notations générales relatives a la théorie des anneaux
et des modules, on pourra se referer a [2], [27], [15], [23], [57] et [58]. Mais
nous donnons ici, les notations et notions couramment utilisées.

Les anneaux considerés ici sont non nuls, associatifs et unitaires ; les mo-
dules sont unitaires et les éléments unités des anneaux sont conservés par
extensions d’anneaux (en considérant que tout homomorphisme d’anneaux
est une extension d’anneaux).

Pour éviter toute confusion, a chaque fois que I’on devra manipuler a la
fois des homomorphismes linéaires a gauche et des homomorphismes linéaires

a droite, on écrira les applications du coté opposé de celui des scalaires.

1.1 Décomposition en sommes directes

Définition 1.1.1. Soient My, My deux sous modules d’un R module a gauche
M. Si M = M, + My et My N My = {0}, alors M est dit somme directe de

14



My, Ms. On note alors M = M; ® My et My ® My est une décomposition
directe de M.

Remarque 1.1.1. §i M = M; & M,, alors tout m € M peut s’écrire de
maniere unique sous la forme m = mqy + my avec my € My, mg € Ms. Et

My, My sont appelés facteurs directs de M .

Remarque 1.1.2. Un R module a gauche M est dit indécomposable si
M # {0} et ne peut pas s’écrire comme somme directe de sous modules

non nuls.

Proposition 1.1.1. Soient f: M — N et g: N — M deux morphismes
de R modules a gauche avec f o g=1dy. On a alors M = Kerf @& Img.

Définition 1.1.2. Soit M un R module a gauche et soit (M;);c; une famille
non vide de sous modules de M.
1. (M;);er est dite indépendante si, et seulement si, pour tout i € I,
M;n () M;) = {0}
J#i
2.8 M =>"

est dit somme directe des sous modules (M;);cr. On écrit ainsi :

ie1 M et que la famille (M;)cr est indépendante, alors M

M = ®;e1M;, et chaque M; est appelé facteur direct de M.

3. Une famille M de sous modules de M est dite co-indépendante si, pour
toute sous famille (M;);cr de M |
M, + (ﬂMJ) = M, pour tout i € I.
J#i
Remarque 1.1.3. St M = ®;c;M;, alors tout m € M peut s’écrire de
maniéere unique sous la forme : m = my;, +mg,+...4+m;, avec les iy, différents;

m;, € M;, pour tout 1 <k >r.

NB : En théorie des semi-modules la notion de somme directe aura deux

versions distinctes. Nous étudierons les propriétés dans les chapitres 3 et 5
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1.2 Sous modules superflus - Sous modules

essentiels

Les résultats de cette section restent valabes si M est un R module a

droite. R désigne un anneau et M un R module a gauche.
Définition 1.2.1. Soient K un sous module de M et N un R module a
gauche.

1. K est dit superflu dans M et on note K < M, si pour tout sous module
L de M,

K+L=M=—=L=M

2. K est dit essentiel dans M et on note K .M, si pour tout sous module
L de M,

KnL={0} = L={0}
On dit alors que M est une extension essentielle de K.

3. Un monomorphisme f : M — N est dit essentiel si, et seulement si,
Imf <, N.
4. Un épimorphisme f : M — N est dit superflu si, et seulement si,

Kerf < M.

Proposition 1.2.1. Soit K un sous module de M. Les conditions suivantes

sont équivalentes :
1. K4 M
2. Linclusion canonique 1y : K — M est un monomorphisme essentiel.

3. Pour tout module N et pour tout h € Hom(M,N),

(Kerh)N K = {0} = Kerh = {0}

16



Corollaire 1.2.1. Un monomorphisme f : L — M de modules a gauche
est essentiel si, et seulement si, pour tout homomorphisme h : M — N de
modules a gauche, si ho f est un monomorphisme, alors h est un monomor-

phisme.

Proposition 1.2.2. Soit K un sous module de M. Les conditions suivantes

sont équivalentes :
1. KM

2. La surjection canonique pyx : M — M/K est un épimorphisme super-

flu.
3. Pour tout R module & gauche N et pour tout h € Hom(N, M),

(Imh)+ K =M = Imh =M

Corollaire 1.2.2. Un épimorphisme f : M — N de modules a gauche
est superflu si, et seulement si, pour tout homomorphisme h : K — M de

modules a gauche, si foh est un épimorphisme, alors h est un épimorphisme.

Proposition 1.2.3. Soit M un R sous module a gauche. Et soient K, N,
et H des sous modules de M avec K < N < M. On a alors :

1. K<, M si, et seulement si, K I, N et N <, M.
2. HN K <, M si, et seulement si, H <, M et K <., M.
Lemme 1.2.1. Un sous module K d’un R module a gauche M est essentiel

dans M si, et seulement si, pour tout 0 # x € M, il existe un r € R tel que
0£rreK

Proposition 1.2.4. Soit M un R sous module a gauche. Et soient K, N,
et H des sous modules de M avec K < N < M. On a alors :
1. N < M si, et seulement si, K < M et NJK < M/K.

2. H+ K < M si, et seulement si, H<K M et K < M.

17



Lemme 1.2.2. St K < M et f : M — N est un homomorphisme alors
f(K) < N. En particulier si K < M < N alors K < N

Proposition 1.2.5. Soit M un R sous module a gauche. Et soient K1, Ko,
My, et My des sous modules de M.
Supposons que K1 < My < M, Ko < My < M et M = M; & Ms. On a

alors :

1. K19 Ky < My & M, si, et seulement si, K1 < My et Ky < My ;

2. Ki ® Ky <. My ® M, si, et seulement si, K1 <, My et Ky <, M.
Définition 1.2.2. Soit N un sous module d’un R module a gauche M. Si

N’ est un sous module maximal de M tel que NN N' = {0}, alors on dit que
N’ est un M-complément de N.

Proposition 1.2.6. Soit M un R module a gauche. Tout sous module N de
M possede un M-complément. De plus si N' est un M-complément de N,

on a alors :

1. N N <. M ;

2. (N®N')/N'" <4, M/N'.

NB : Le corollaire 1.2.1 a servi de définition des semi-modules essentiels
pour Golan [17]. Alors que la définition1.2.1 a servi de définition des semi-

modules essentiels pour Katsov [22].

Nous nous intéressons a ces deux approches dans le chapitre 4

1.3 Modules semi-simples

Définition 1.3.1. — Un R module a gauche T non nul est dit simple s’il

ne posséde que deux sous modules {0} et lui méme T.

18



- Un R module a gauche T non nul est dit simple si, et seulement si, il
n’y a que deux relations d’équivalences compatibles avec la structure de
module a savoir la relation d’équivalence triviale et celle universelle.

— Un R module a gauche T non nul est dit simple si, et seulement si, il
existe un idéal mazimal I de R tel que R/I =T

— Soit (T,)aca une famille de sous modules simples d’un R module a
gauche M tel que : M = @Bpealy,.

Pacal, est appelé décomposition semi-simple de M. Et dans ce cas M

est dit semi-simple.

NB : Les trois premieres définitions cessent d’étre équivalentes sur les

semi-modules. Nous nous intéressons a ces propriétés dans le chapitre 3.

Proposition 1.3.1. Soit (T, )aca une famille de sous modules simples d’un
R-module a gauche M. Si M =3
M, il existe un sous ensemble B de A tel que (T)sep est indépendante et
M = K @ (®seplp).

aca Lo, alors pour tout sous module K de

Proposition 1.3.2. Si un R module M est engendré par une famille de sous
modules simples (T,)aca, alors il existe un sous ensemble B C A tel que

M = ®peplp. Et M est alors semi-simple.

Proposition 1.3.3. Soit M = @G,ecal, un R module a gauche semi-simple
avec T, simple pour tout o € A. Si {0} K—toM—2-N {0}

est une suite exacte de R modules a gauche, alors la suite est scindée. De

plus K et N sont semi-simples. En effet il existe un sous ensemble B de A

tel que N ~ ®peplp et K ~ @aea\pTa-

Corollaire 1.3.1. Soit (T,)aca une famille de sous modules simples d’un R
module a gauche M. Si T est un sous module simple de M, tel que
TN 4 Ts) # {0}, alors il existe un o € A tel que T ~ T,

La proposition suivante caractérise les modules semi-simples
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Proposition 1.3.4. Soit M un R module a gauche. Les conditions suivantes

sont équivalentes :
1. M est semi-simple.
M est engendré par des modules simples.
M est la somme d’une famille de modules simples.
M est la somme de ses sous modules simples.

Tout sous module de M est un facteur direct de M.

f

S v o

Toute suite exacte courte : {0} K

M—2=N {0} deR

modules a gauche est scindée.

1.4 Modules hopfiens - Modules co-hopfiens

Définition 1.4.1. Un R module a gauche M est dit noethérien si, et seule-

ment si, il vérifie 'une des trois conditions équivalentes suivantes :
1. tout sous module de M est de type fini,

2. toute suite croissante de sous modules de M : M; C My C M3 C ... est

stationnaire. Ou encore il existe un entier ng tel que pour tout v > ng
on a : Mi+1 = Mz

3. toute famille non vide & de sous modules de M possede un élément
mazimal.
Proposition 1.4.1. Soit M un R module a gauche. Nous avons les asser-

tions suivantes :

1. st M est noethérien alors tout sous module ou module quotient de M

est noethérien,

2. pour tout sous module N de M, si N et M/N sont noethériens alors

M est noethérien,

20



3. si la suite {0} — N — M — K — {0} est exacte alors M est

noethérien si, et seulement si, N et K sont noethériens.

Corollaire 1.4.1. Soit M un R module a gauche et soient N et N’ deux
sous modules de M. Si M = N @& N’ avec N et N’ noethériens alors M est

noethérien.

Définition 1.4.2. Soit M un R module a gauche. M est artinien s’il vérifie
la condition de chaine descendante sur les sous-modules. C’est a dire toute

suite décroissante de sous-modules de M :
M, D My D My D ...

est stationnaire. Ou encore il existe un entier ng tel que pour tout i > ng, on
a Mz'+1 = Mz

Proposition 1.4.2. Soit {0} — N — M — K — {0} une suite exacte
de R modules a gauche.

M est artinien si, et seulement si, N et K sont artiniens.

Remarque 1.4.1. Soit u un endomorphisme d’un R module a gauche M.

Nous avons :

1. La suite Imu D Imu? D Imu® D ... est décroissante. De plus si M est
artinien alors cette suite est stationnaire et pour n assez grand on a
Imu™ = Imu™*t.

Imu™ sera noté par u"(M).

2. On a de méme la suite Keru C Keru? C Keru® C ... est croissante.
De plus si M est noethérien alors cette suite est stationnaire et pour n

assez grand on a : Keru™ = Keru™*!.

Proposition 1.4.3. (Lemme de Fitting) Soit M un R module a gauche

artinien et noethérien. Et soit uw € End(M).
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M admet une décomposition en somme directe : M = Imu™ @& Keru”,
pour n assez grand.
De plus la restriction de uw a I'mu™ est un automorphisme et la restriction

de u a Keru™ est un endomorphisme nilpotent.

Définition 1.4.3. — Un R module a gauche M est dit de dimension fi-
nie s’il ne contient pas de famille indépendante infinie de sous mo-
dules. Dans ce cas, il existe un entier positif n tel que M admet une
famille indépendante de n sous modules non nuls et toute autre famille
indépendante contient au plus n sous modules. L’entier n est appelé
dimension de Goldie ou rang de M. On note : u.dim(M) =n

— Un R module a gauche M est dit de co-dimension finie s’il ne contient
pas de famille co-indépendante infinie. Si la famille est finie, alors son
cardinal est appelé la co-dimension de Goldie de M. Et il est noté par :
Codim(M).

Proposition 1.4.4. Soient M, et My deux sous modules d’un R-module a

gauche M. On a :

1.
w.dim(My x My) = u.dim(My & M) = u.dimM; + u.dimM,
2.
codim(M; x Ms) = codim(My @ My) = codimM; + codimMs.
Définition 1.4.4. - Un R module a gauche M est dit hopfien si tout

endomorphisme surjectif de M est un automorphisme.

— Un anneau R est dit hopfien si le R module a gauche rR est hopfien

Proposition 1.4.5. Si R est un anneau commutatif, alors le R module a

gauche rR est hopfien
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Proposition 1.4.6. Si M un R module a gauche tel que M/N est hopfien
pour tout sous module N de M, alors M est hopfien

Proposition 1.4.7. Soient M un R modules a gauche et N un sous mo-
dule completement invariant de M. St N et M /N sont hopfiens alors M est
hopfien.

Proposition 1.4.8. Soit M un R module quasi-projectif. Si u.dim(M) < oo
ou codim(M) < oo, alors M"™ est hopfien, pour tout n € N*.

Corollaire 1.4.2. Soient R un anneau et M un R module a gauche quasi-
projectif tel que : codim(M) < oo. Alors pour tout sous module N de M
complétement invariant et pour tout entier n > 1, le R module (M/N)" est
hopfien.

Proposition 1.4.9. Soient M un R module quasi-projectif et N un sous mo-
dule de M complétement invariant et superflu dans M. Alors M est hopfien
si, et seulement si, M /N est hopfien.

Proposition 1.4.10. Soit M un R module quasi-projectif de type fini. Alors
M est hopfien si, et seulement si, M/Rad(M) est hopfien.

Théoréme 1.4.1. (Théoréme de Vasconscelos)

Pour tout anneau commutatif R, tout R module de type fini est hopfien.

Théoreme 1.4.2. Le R module a gauche rR est hopfien si, et seulement si,

le R module a droite Ry est hopfien

Définition 1.4.5. — Soit R un anneau et M un R module a gauche. On
dit que M est co-hopfien si tout endomorphisme injectif de M est un
automorphisme.

— Un anneau R est dit co-hopfien si le R module a gauche rR est co-
hopfien.
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Proposition 1.4.11. Soit M un R module quasi-injectif. Si u.dim(M) < oo
ou codim(M) < 0o, alors M"™ est co-hopfien, pour tout n € N*.

Corollaire 1.4.3. Soient M un R module quasi-injectif et N un sous module
complétement invariant et essentiel dans M. Alors N est co-hopfien si, et

seulement si, M est co-hopfien.

Théoreme 1.4.3. (Théoréme de Vasconscelos)

Pour un anneau commutatif R les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Tout R module de type fini est co-hopfien ;

2. Tout idéal premier de R est maximal.
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Chapitre 2

THEORIE DES
SEMI-MODULES

2.1 Préliminaires

Dans cette section nous donnons quelques résultats préliminaires com-
posés de définitions de : semi-anneau, semi-module, homomorphisme de semi-
modules, semi-module quotient. Ces résultats sont aussi utilisés dans les cha-
pitres 3, 4 et 5. Dans ce chapitre comme dans ceux qui suivent nous avons
les considerations suivantes :

- Pour les notions de base et notations dans la théorie des modules et
semi-modules, nous suivrons [1], [2], [58], [17], [41] et [42].

- Tous les semi-anneaux sont associatifs avec comme élément unité 1

( Si R est un semi-anneau, nous supposons que 1 # 0), tous les semi-
modules sont unitaires et toutes les extensions de semi-anneaux contiennent
le méme élément identité.

- Les semi-modules sont considerés comme étant des R semi-modules a

gauche.
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Définition 2.1.1. 1. Un semi-anneau R est un monoide commutatif (R, +)
admettant 0r comme élément neutre pour [’addition et un semi-groupe
(R,.) tel que :

* Va;b;c € R :a(b+c¢) =ab+ ac et (b+ c)a = ba + ca.
xx Va € R : Opa = alr = 0p.
x*xx Va € R :1ga =alg = a.
1p est ’élément unité de R

2. Soit R un semi-anneau avec comme élément unité 1z. Un R semi-
module a gauche est un monoide commutatif (M;+;0g) qui posséde
une opération : R X M — M ; (a;x) — az tel que :
x Va;b € R, Vo;y € M :a(x+y) =ax + ay et (a+ b)x = ax + bx.
wx Va;b € R, Ve € M : (ab)x = a(bx)
xxxVa € R,Vr € M : 1gx =x; a0y = Ogz = 0yy.

3. Un sous ensemble non vide N d’un R semi-module a gauche M est

un sous semi-module de M si N est clos pour l’addition dans M et la

multiplication par un élément de R. On note N < M.

Remarque :

- Un R semi-module a droite est définie de maniere analogue.

- Tout au long de ce chapitre, nous considerons R comme étant un semi-
anneau unitaire et les R semi-modules a gauche sont unitaires. On suppose

aussi que : 0g =03y =0, lg =13, =1et 0 F# 1.

Définition 2.1.2. Soient M et N des R semi-modules a gauche. Un homo-
morphisme est une application f : M — N telle que :

* flety) = fz)+ fly) Yoy € M.
x*x f(ax) =af(xr) Va € R etV € M. (On note f € Homgr(M; N))

- Soit f: M — N un homomorphisme de R semi-modules a gauche. On

note par :
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1. Kerf={me& M/f(m)=0}. Kerf est le noyau de f.
2. f(M)={f(m);m e M}. f(M) est I'image propre de f.
3. Imf={neN/n+ f(m)= f(m');m,m € M}. Imf est 'image de f

Kerf est un sous semi-module de M ; f(M) et Imf sont des sous semi-
modules de N. De plus f(M) C I'mf. On peut avoir f(M) # Imf

Définition 2.1.3. Soit f : M — N un homomorphisme de R semi-modules

a gauche. f est :
1. un monomorphisme si, ¥ g;h € Homg(L; M); fog= foh = g=h,
2. un épimorphisme si, ¥V g;h € Homgr(N;L); gof=ho f=g=h,
un semi-monomorphisme si, Kerf = {0},
un isomorphisme si f est a la fois injectif et surjectif,
un semi isomorphisme si, Kerf = {0} et f surjectif,

i-régulier (image-régqulier),si f(M) = Imf

S RS R S

k-régulier (kernel-régulier),si f(m) = f(m') = m+k =m'+ k' pour
kK € Kerf;

8. régulier,si f est a la fois i-réqulier et k-régulier.

Proposition 2.1.1. Soit f : M — N un homomorphisme de R semi-

modules a gauche. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. f est injectif;
2. fest k-régqulier et Kerf = {0} ;
3. f est k-régulier (semi)monomorphisme ;

4. f est un monomorphisme.

Dans ce qui suit on rappelle quelques définitions classiques (voir[17]).
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1) Un sous semi-module N d'un R semi-module & gauche M est dit sous-
tractif dans M si: V (m;m’) € M?;

(m+m' € Net m e N) = m' € N.

Et N est fortement soustractif si pour tout couple (m,m') € M? :

m+m' € N=mée& N et m' € N.

2) M est soustractif ou completement soustractif, si tous ses sous semi-
modules sont soustractifs (voir [39]). La catégorie de tous les R semi-modules
competement soustractifs est notée par R — C'SSMod. C’est une classe im-
portante dans la catégorie des R semi-modules a gauche. On peut remarquer
que R — CSSMod est close pour les sous semi-modules et les semi-modules
quotients, mais non pour les sommes directes et produits directs.

3) Un R semi-module & gauche M est dit simplifiable si pour tous éléments

m,m’ et x de M :

(m+z=m'+2)=m=m

4) Soit M un R semi-module & gauche. Une relation d’équivalence p sur
M est une R relation de congruence si, et seulement si :

mpm'etnpn’ = (m+n) p (m'+n') et (rm) p (rm’), Y m,m’,n,n’ € M
et VreR.

L’ensemble de toutes les R relations de congruence sur M, R — cong(M),
est partiellement ordonné par la relation < définie par : p < p’ si, et seulement
si, m pm/ = m p' m'Vm,m' € M. Pour m,m' € M, notons par p(mm
I'unique plus petit élément p de R — cong(M) satisfaisant m p m’.

5) Soit N un sous semi-module d'un R semi-module a gauche M. N induit
sur M une R relation de congruence =y, connue sous le nom de relation de
Bourne :¥Ym,m' € M ;m=ym' <= 3dn,n" € N tel que : m+n =m'+n'.

- M/N désigne le R semi-module quotient M/ =y, et m = [m|=m+ N
désigne un élément de M/N.
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6) Soient M; et My des sous semi-modules d'un R semi-module a gauche
M.

Ga) Si My et My sont indépendants et engendrent M (i.e My N My = {0}
et M = M; + M,), alors M est la somme directe faible de ses sous semi-
modules M; et M,. Et on note M = M;®M,. Pour tout m € M, il existe
my € My et mg € My tel que : m = mq + ms.

Il est a noter que dans la théorie des semi-modules, la décomposition de
m € M n’est pas unique.

6b) Si My et My engendrent M (i.e M = M; + Ms), et que la restriction
de =y, a M; et celle de =5, a M, sont triviales, alors M est la somme
directe de ses sous semi-modules M; et My. Et on note M = M; & M. Pour
tout m € M, il existe des éléments uniques m; € My et my € My tels que :

m = mj + ms.

Exemples 2.1.1. voir [52]; [50] et [51].
Soit R = {0,1} le semi-anneau de Boole et l’'ensemble M = {0, 1, a,b}.
Définissons sur M les opérations comme suit :

Op =0y =0;1g=1y=1

l+1=14a=1+b=a+b=1;a+0=a+a=a;04+b=b0+b=0

Oxa=0xb=0;1x1=1;1xa=a;1xb=0.

Alors (M, +, x,0,1) est un R semi-module a gauche commutatif.

- {0,a} est un sous semi-module soustractif de M.

— {0} est un sous semi-module fortement soustractif de M.

— Par contre {0,1,a} est un sous semi-module non soustractif de M en
effet : 1+b=1 et b nappartient pas a {0,1,a}.

- M ={0,a}+{0,1,b} et {0,a}n{0,1,b} ={0}. Mais1=0+1=a+b
avec 0 # a et b # 1, ainsi la décomposition de 1 n’est pas unique. Par
conséquent M = {0;a}®{0, 1, b}.

- M = {0,a} + {0;b} mais il nexiste pas x,y € {0,a}/0+2x =b+y

donc m =9y m' <= m =m' Ym,m' € {0,b}. Anisi la restriction de
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=100} @ 10,0} est triviale. De méme la restriction de =4y a {0,a} est
triviale. D’otu M = {0,a} & {0, b}

2.2 Sous semi-modules superflus - Sous semi-

modules essentiels

Les résultats de cette section restent valables si M est un R semi-module
a droite.

Soient R un semi-anneau et M un R semi-module a gauche.
Définition 2.2.1. Soient K un sous semi-module de M et N un R semi-
module a gauche.

1. K est dit superflu dans M et on note K < M, si pour tout sous semi-
module L de M,

K+L=M=—L=M
2. Un épimorphisme f : M — N est dit superflu si, et seulement si,

Kerf < M.

Proposition 2.2.1. Soit K un sous semi-module de M. Les conditions sui-

vantes sont équivalentes :
1. KM

2. Pour tout R semi-module a gauche N et pour tout h € Homg(N, M),
h(N)+ K=M = h(N)=M

Définition 2.2.2. Un homomorphisme f : M — N de R semi-modules a

gauche est dit k-quasi-réqulier si, et seulement si, pour tout sous semi-module
K deM,sime M\ K, m €K, et f(m)= f(m'), alors il existe a € Kerf

tel que : m =m' + a.
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Corollaire 2.2.1. Soit f : N — P un épimorphisme k-quasi-régulier su-
perflu de R semi-modules a gauche et soit h € Homg(M,N), si foh est un

épimorphisme, alors h est un épimorphisme.

Proposition 2.2.2. Si N est un sous semi-module soustractif d'un R semi-
module a gauche M et N < M, alors la projection canonique

p: M — M/N est un R épimorphisme superflu.

Proposition 2.2.3. Soit M un R semi-module a gauche. Et sotent K, N,
et H des sous semi-modules de M avec K < N < M. On a alors :

1. ss N < M, alors K < M.
2. H+ K < M si, et seulement si, H< M et K < M.

Proposition 2.2.4. Soit K < M et soit f: M — N un R épimorphisme.
Si f est k-quasi-réqulier (en particulier injectif ), alors f(K) < N

Nous proposons dans ce qui suit les définitions de sous semi-modules

essentiels et de monomorphismes essentiels selon le document [17].

Définition 2.2.3. 1. Un monomorphisme f : M — N de R semi-
modules a gauche est dit essentiel si, et seulement si, pour tout R ho-
momorphisme g : N — N', g est un R monomorphisme si g o f est

un R monomorphisme.

2. un sous semi-module M’ d’un R semi-module a gauche M est dit large
ou essentiel dans M on note M’ <, M si, et seulement si, l'inclusion

canonique iy : M — M est un R monomorphisme essentiel.
Remarque 2.2.1. 1. f: M — N est un R monomorphisme essentiel
si, et seulement si, f(M) est un sous semi-module large dans N.

2. Un sous semi-module M' d’un R semi-module a gauche M est large

dans M si, tout sous semi-module de M contenant M’ est large dans

M.

31



Proposition 2.2.5. Su N est un sous semi-module d’'un R semi-module a

gauche M, alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. N est large dans M

2. Si p est une R relation de congruence sur M mnon triviale, alors la

restriction de p a N est ausst non triviale.

3. Sim et m' sont deux éléments distincts de M, alors il existe des
éléments distincts n et n' de N tels que n punpy 7. OU Panmy est

la plus petite relation de congruence définie sur M reliant m et m/'.

Proposition 2.2.6. Soit N un sous semi-module d’un R semi-module a
gauche M. Et soit p la plus grande R relation de congruence sur M dont la
restriction a N est triviale. Alors le R monomorphisme f: N — M/p est

essentiel.
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Chapitre 3

CONTRIBUTION A ’ETUDE
DES SEMI-MODULES
R-SEMI-SIMPLES

Ce chapitre est constitué essentiellement par l'article soumis au jour-
nal communication in Algebra. Nous allons donner au préalable quelques

résultats préliminaires pour faciliter une meilleure compréhension du travail.

3.1 Introduction

Dans la théorie des semi-modules sur les semi-anneaux, la notion de semi-
modules semi-simples a été étudiée différemment par plusieurs chercheurs.

Ce chapitre est organisé comme suit :

-Dans la section 1 : Nous donnons d’abord quelques notions de base re-
latives a 1’étude des semi-modules.

-Dans la section 2 : Nous étudions une famille de sous semi-modules ap-
pelés sous semi-modules fortement indépendants.

-Dans la section 3 : Nous introduisons dans cette partie la notion de
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semi-module R-simple et, de semi-module R-semi-simple. Et nous donnons

des propriétés caractérisant cette derniere classe de semi-modules.

3.2 Préliminaires

Dans cette section nous donnons quelques résultats préliminaires en plus

de ceux qui figurent déja dans le chapitre 2.

Définition 3.2.1. Soient f : M — N et g : N — P des homomorphismes

de R semi-modules a gauche.
La suite M—'~ N 2~ P est dite exacte si Im f= Ker g.
La suite (finie ou infinie) d’homomorphismes de R semi-modules a gauche :

fit1 fi
=M M; M;_4

) . . fit1 fi .
est une suite ezacte si la suite M;y — M; — M;_, est une suite

exacte pour tout 1.

Proposition 3.2.1. (voir[17])Soit M un R semi-module a gauche et soit
N un sous semi-module de M. Le treillis des sous semi-modules de M /N
est isomorphe au treillis des sous semi-modules de M qui contiennent N via
Uapplication ny : L —— L/N. De plus pour toute R relation de congruence

=n dans M on associe la R relation de congruence =,y définie dans M/N.

Le treillis des semi-modules n’est pas toujours modulaire, mais on a la

proposition suivante.

Proposition 3.2.2. (voir[17]) Soit M un R semi-module a gauche. Si N, N’
et N"” sont des sous semi-modules de M satisfaisant les conditions qui sont
N est soustractif et N' C N, alors NN (N'+ N") = N"+ (NN N").
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3.3 Sous semi—modules fortement indépendants

Dans cette section nous introduisons une nouvelle famille de sous semi-
modules indépendants, en utilisant la restriction de la relation de congruence

au sens de Bourne au sous semi-module, définie dans un semi-module.

Définition 3.3.1. — Deux sous semi-modules T et Ty d’'un R semi-module
a gauche M sont fortement indépendants si la restriction de =p, a Ts
et celle de =7, a T sont triviales. On note ce fait par
Res eq(11;T) est triviale.

— Un ensemble indexé de R semi-modules a gauche (T,)aca est fortement
indépendant si pour tout o € A, la restriction de =1, a T, = Zﬂ;ﬁa Ts
et celle de =5 a T, sont triviales. On note ce fait par
Res eq(Ta: Ty) est triviale.

= Soit M =3 4T un R semi-module a gauche, M = ©qeaTy si, et

seulement si, (T, )aca est fortement indépendant.

Dans I'exemple ci dessous on construit deux sous semi-modules d'un R

semi-module a gauche qui sont fortement indépendants.

Exemples 3.3.1. Voir[22][51][52]
Soient R = {0;1} le semi-anneau Booléen et l’ensemble M = {0;1;a;b}.
Définissons sur M les opérations comme suit :
Op =0y =0:1g=1y=1
0+0=0,04+1=1+1=1+4+a=1+b=a+b=1;a+0=a+a=a;
O+b=b+b="5b
0x0=0x1=0xa=0xb=0;1x1=1;1xa=a;1xb=hb.
Alors (M, 4+, x,0,1) est un R semi-module a gauche commutatif.
Bxy €{0;altel que 0 +2 =b+y doncm =0 M = m=mn'
vV om;m' € {0;b}. Ainsi la restriction de =00y @ {0;0} est triviale. De

la méme maniere la restriction de =gy a {0;a} est triviale, alors Res
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eq({0;a}; {0;b}) est triviale. Par conséquent {0;a} et {0;b} sont fortement
indépendants.
De plus M = {0;a} + {0;b} donc M ={0;a} & {0;b}

Remarque 3.3.1. Soient T} et Ty deux sous semi-modules d’un R semi-

module a gauche M. Si Res eq(Ty;T3) est triviale alors Ty N1y = {0}.

Proposition 3.3.1. Soit M un R semi-module a gauche engendré par une
famille (Ty)aca de sous semi-modules. Soit K un sous semi-module de M.
Si (Bn)nen est une suite croissante de sous ensembles de A telle que

Vn €N, (Ts)sen, est fortement indépendant, et K et 3 5 p T sont
fortement indépendants, alors pour tout € B = UpenB,, Res eq(T3;T3)
est triviale avec Ty = > epipy Iy De plus Res eq(K; ) g ) est triviale.

Démonstration. (1) Prouvons que Res eq(Ts; Tj) est triviale pour tout
g e B.
(a) Soient § € B et ty,ty € Tp tel que : ¢ =g, b2
b =g, by = Juy,ug € Ty = ZweB\{ﬁ} T, tel que :
t1+u1 :tg—i-UQ.
Puisque la suite (B,)nen est croissante, donc il existe ng € N tel
que : B € By, et uj,us € ZWGB% T.. Mais Res eq(Tp; > cp, T,) est
triviale pour tout n € N, ceci implique que Res eq(Tj; Zve Bug T,)
est triviale. Donc t; =7, ty = t; = ty. D’ou la restriction de =7, a
T} est triviale.
(b) Soit t1,ty € Ty = Z%B\{ﬂ} T, tel que t; =g, to.
Puisque (B,,)nen est croissante, donc il existe ny € Ntel que: 5 € By,
et t1,ty € o cp, Ty Mais Res eq(Ty; 35 cp, T5) est triviale pour

tout n € N ceci implique que Res eq(T/g;EWe Bu, T,) est triviale.
Donc t; =1, t2 = 11 = ta. D’ou la restriction de =1, a Tj est
triviale.

(2) Montrons que Res eq(K; ) 5.5 Tp) est triviale.
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(a) Soit t1,t2 € g5 T tel que : ¢ =k to.
dny € N tel que ty,ty € Z%an T.,. Mais Res eq(K; Zﬂ/eBn T,) est
triviale pour tout n € N ceci implique que Res eq(K; nye B, T,)
est triviale. Donc t; =x to = t; = t5. D’ou la restriction de =g a
> pep I est triviale.

(b) Soit kq, ke € K tel que k; =5 nTs ko
ki =5, ,1 ke => 3t1, 2 € ZﬁeB Ts tel que ky +t; = ko + to.
ti,ts € ZﬂeB Ty = Ins € N tel que t1,ty € ZBGan T.
Mais Res eq(K; )

ceci implique que Res eq(K; )

~en, I5) est triviale pour tout n € N,

2B, T ) est triviale.
Donc k; =5 en Ts ky = ki = ko.

D’ou la restriction de =s~, 7, a K est triviale.
geEB 1B

3.4 Semi-modules R-semi-simples

Dans cette section nous étudions la notion de semi-module R-simple pour
introduire apres la classe des semi-modules R-semi-simples. Et nous finirons
par donner une propriété caractéristique de cette derniere classe de semi-

modules.

Définition 3.4.1. 1. Un R semi-module a gauche T # {0} est dit austére-

simple s’il n’admet que deux sous semi-modules {0} et T.

2. Un R semi-module a gauche T # {0} est dit soustractif-simple si T

n‘admet aucun sous semi-module soustractif excepté {0} et T

3. Un R semi-module a gauche T # {0} est dit R-simple si l’ensemble
de toutes les R relations de congruence sur T', R — cong(T') contient
les seuls €léments : =; la R relation de congruence triviale, et =, la R

relation de congruence universelle.
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Remarque 3.4.1. Si T # {0} est un R semi-module a gauche, alors :
T R-simple = T' soustractif-simple.
T R-simple et soustractif = T autére-simple.

Dans 'exemple qui suit nous construisons un semi-module soustractif-

simple.

Exemples 3.4.1. Soit M = R U {—o0,+00} et munissons M des deux
opérations @ et ® définies comme suit :
~Va,reR, zhar =+,
etVaexeM, zd (+00) = (+00) & x = 400,
T® (—o0) = (—o0) B = .
- VeeM;0®r=—-00, l®r=x, k®r=400sik>1etxr# —o0.
k®(—00) = —oc0V keN.
(M, ®,®) est un N semi-module a gauche (voir[17]).
Montrons que M est soustractif-simple.
Soit I un sous semi-module de M tel que : I # {—oo} et I # M. Montrons
que I n’est pas soustractif.
Soit —co#xel. k@xr =400V k>1 donc +o0 € 1.
Soit y € M\I on a :y @ (+o0) = 400 ory nappartient pas a I. Donc I

n’est pas soustractif. D’ou M est soustractif-simple.
L’exemple qui suit est une construction de semi-modules R-simples.

Exemples 3.4.2. Considérons l'ensemble R = {0;1} . (R; +; X) et (R; +; ®),
ot pour touti,j € R, i+j =max(i,j),ix]=0,i®j =0 excepté 1®1=1;
sont des semi-anneauzx (voir [62]).

(rRR;+; %) et (rR;+;®) deur R semi-modules & gauche.

Soit p une relation de congruence définie sur rR. Supposons que p est
non triviale. Dans ce cas, 0 p 1 et p est alors universelle.

Done (rR;+; X) et (gR; +;®) sont R-simples.
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Exemples 3.4.3. Posons R = {0,1}. On vérifie aisément que (R, 4+, x) est

un semi-anneau avec les deux opérations addition et multiplication suivantes.

+10]1 x 101
0101 0/0]0
11110 110|1

rR est un semi-module simplifiable et soustractif.

Exemples 3.4.4. (N, +, x); (Q*, 4, x) et (RT, +, x) sont des semi-modules
simplifiables et soustractifs . Ou N; QF ; RT désignent respectivement les

ensembles des entiers naturels, des nombres rationnels positifs, des nombres

7 2

réels positifs. 7 +7,7 x 7 sont les opérations naturelles dans ces ensembles.

Définition 3.4.2. Soit (T,)aca une famille indexée de sous semi-modules R-
simples d’un R semi-module a gauche M. St M = Spcaly, alors GacaTy, est
appelé décomposition R-semi-simple de M. Et un R semi-module a gauche

M est dit R-semi-simple s’il possede une décomposition R-semi-simple.

Proposition 3.4.1. Soit M un R semi-module a gauche simplifiable en-
gendré par une famille (T,)aca de sous semi-modules R-simples tel que pour
tout BC A et K < M, (Tg)pen est fortement indépendant et K et 5 515
sont fortement indépendants. Et soit Ng = K @ (®peplp) un sous semi-
module de M. Supposons que Vo € A la restriction de =n, a T, est triviale.
Soit oy € A\B alors pour tout f € By = BU {a1} on a : Res eq(Ts; Tp)
triviale et de plus Res eq(K; Y gcp Tp) est triviale.

Démonstration. Soit a; € A\B et posons By = BU {a;}.
(1) Montrons que Res eq(Ts;Tj) est triviale pour tout 3 € B.
(a) supposons que 3 = ;. Prouvons que la restriction de =7, a T,
et la restriction de =7, a Ti, sont triviales o T,, = > BB\ {on} 1B
(i) On sait que la restriction de =y, a T, est triviale pour tout
a € Aet ’fal < Np, ceci implique que la restriction de =f,, a Ty,

est triviale.
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(ii) Soient t1,ty € Th, tels que t, =7, t2.
Juy,ug € Ty, tel que ty + up =ty + us.
t1 +up = tg + uy = uy =7, U2 Ceci implique que u; = us
car T,, < Np et la restriction de =y, a T, est triviale pour tout
a € A. Puisque M est simplifiable on a t; = t5, d’ou la restriction
de =7, a T, est triviale.

(b) supposons que 3 # «a;. Prouvons que la restriction de =7, & TB et

celle de =7, a Tj sont triviales avec T = > emnisy Lo

(i) Soit t1,ty € T tel que ty =7, to.
Juy, ug € T tel que ty +uy = ta+ug. Soit t = 21 +y1, to = T2+ Y2
avec I, Ty € Z%B\{ﬂ} T, et y1,y2 € Ty,
titu =ttuy = 1+ +ur = Vot yptus = Y1 =y 1, Yo
Ceci implique y; = yo car ZveB T, < Np et la restriction de =y,
a T, est triviale pour tout a € A. Puisque M est simplifiable on a
r1 + U = 1o + us.
Et 21 +u1 =29 +uy — g = ems I U2
Ceci implique u; = uy pour la méme raison, donc x; = x5 et ainsi
t1 =ty d’ou la restriction de =r, a TB est triviale.

(ii) Soient ti,ts € Tj tels que ty =7, t2.
Juq, ug € T tel que 1 + uy = to + us.
Soient u; = 1 + Y1, Uz = Ty + Yo avec Ty, Ty € ZveB\{,B} Tw et
Y1, Y2 € To,-
titu =totuy =1 +y1+h =2Totptle =y =5 .1 V2
Ceci implique que y; = yy car Z%B T, < Np et la restriction de
=n, a T, est triviale pour tout a € A. Puisque M est simplifiable
onazx +1t =x9+ ts.

Et v14+t = 29+t =t = to. Ceci implique que t; = t9

2enviay T
car Z%B\{ﬁ} T, < Np et la restriction de =y, a T, est triviale

pour tout o € A. Donc la restriction de =g, & Tj est triviale.
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(2) Montrons que Res eq(K; ) 5cp, Tp) est triviale.

(a) Soient tq,ts € ZﬂeBl T tels que : t; =k to. Soient t; = x1 + y; et
ty = Tg + Yo avec Ty, Xy € ZWGBTW; Y1, Y2 € Ty,
t1 =k to = Jki, ks € K tels que x1 + y1 + k1 = 29 + yo + ko.
Tty ki =so Y k=1 SK+Y,e5 Ty Y2
Ce qui implique y; =y, y2 et donc y; = y, car la restriction de =y,
a T,, est triviale. Puisque M est simplifiable on a x1 + k1 = 3 + k.
Bt oy + ki =29+ ko = 11 =x 9 => 71 = 25 car K et Z%BT7
sont fortement indépendants. Ceci implique que t; = t5. Donc la
restriction de =g a ) 5. T est triviale.

(b) Soient ki, ky € K tels que : ki =5
Il existe t1,ty € >

YEBy Ty kz'

B, T, tels que ki +t1 = ko + o.

Soient t; = x1 + y; et ty = 29 + Yo avec x1,T9 € ZVeB T7 et

Y1, 92 € T,

kq =% n Ty ko = o1 +y1 + k1 = 2o + yo + ko.

T+t ki =2ty k= =key 1 Yo

Ce qui implique y; =y, y2 et donc y; = ¥y, car la restriction de =y,
a T, est triviale.

Puisque M est simplifiable on a x1 + k1 = x9 + ko.

Et o1 + k) =29+ ko = 11 =5 9 = 71 = 25 car K et Z%BTW
sont fortement indépendants.

Puisque M est simplifiable, on a k; = ky. Ceci implique que la res-

triction de =5, a K est triviale.

Bq Tﬁ

]

Proposition 3.4.2. Soit (T,)aca une famille de sous semi-modules R-simples
dun R semi-module a gauche simplifiable M telle que M = > _,Ti,. Si
M est de plus soustractif, alors pour tout sous semi-module K de M, 1l
eziste un sous ensemble B de A tel que (T3)sep est fortement indépendant

et M = K & (PpepTp).
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Démonstration. Soit K un sous semi-module d'un R semi-module a gauche
simplifiable M.

Posons £ = {B C A/(Ts)pen et(K; )z 5 Tp)sont fortement indépendants}.
Si B = @ alors T3 = {0} donc (1p)sep est fortement indépendant et K et
> sep 1p sont fortement indépendants, par conséquent & € £. Donc £ # .
Soit (B )nen une suite croissante d’éléments de £.

Soit B = J,,cn Bn- On sait que Vn € N, B, € A donc B C A.

d’apres la proposition3.3.1, B € £. Soit L € £ tel que B,, C L Vn € N.
Alors on a B =,y Bn C L, donc B est la borne supérieure de {B,,;n € N}.

Ainsi £ est un ensemble inductif non vide. Donc £ possede un élément
maximal B.

Soit N = K +3 5.3 Ts. Comme (Tj)sep est fortement indépendant et K
et > sep T sont fortement indépendants, alors N = K & ($peplp). N est
un sous semi-module de M, prouvons que N = M.

Soit a € A. T, simple implique que la restriction de =y a T, est triviale
ou universelle.

Supposons que la restriction de =y a T, est triviale pour tout o € A.

Soit a; € A\B et By = BU{ay}.Ona B C Aeta; €A ceci implique
que By C A. D’apres la proposition 3.4.1 (T3)sep, est fortement indépendant
et K et Zﬂe B, I sont fortement indépendants, donc By € £, ceci est en
contradiction avec la maximalité de B. Donc la restriction de =5 a T, est
universelle pour tout a € A. Ceci implique que =y est universelle dans M
puisque [T # (0. Et ainsi pour tout m € M on a m =y 0.

m =y 0= dn € N tel que m +n € N. Et puisque M est soustractif,
mée N.DouM =N

m

Proposition 3.4.3. Soit M un R semi-module a gauche a la fois simplifiable
et soustractif engendré par une famille (T,)aca de sous semi-modules R-

simples. Il existe un sous ensemble B C A tel que :
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M = ®peplp. Et M est R-semi-simple.

Démonstration. Si K = {0} alors d’apres la proposition3.4.2, il existe B C A
tel que :
M = {0} D (@BeBTB) donc M = ®BEBTB' ]

Définition 3.4.3. Voir [22]
Soient A; B; C trois R semi-modules a gauche, la suite exacte
{0} A-Ll.-p-2.¢ {0} est scindée si B = Imf @& K avec

K sous semi-module de B.

Proposition 3.4.4. Soit M un R semi-module a gauche simplifiable et sous-
tractif R-semi-simple avec comme décomposition R-semi-simple
M = ®ucaTy. Si la suite {0} —=K =M 2= N——~{0} de R

semi-modules a gauche est exacte, alors la suite est scindée. Si de plus elle

est réquliere alors il existe un sous ensemble B de A tel que : N est isomorphe
a Bpeply (N est R-semi-simple, N ~ @gcplp) et K est semi-isomorphe a
@QGA\BTO{ (K g EBocEA\BTa)-

Démonstration. On sait que Imf est un sous semi-module de M, donc
d’apres la proposition3.4.2, il existe B C Atel que : M = Imf&®(Bpepls)
ou @geplp est un sous semi-module de M, donc la suite exacte est scindée.
Supposons que la suite est de plus réguliere alors g est régulier.
Et soit g1 : M/Imf — Img=N

[m] = gi([m]) = g(m)
Montrons que g; est bien définie.

Soient [m4] et [my] deux éléments de M/Imf tels que : [mq] = [my).
[m1] = [me] = Inq, ny € Imf tel que my + ny = mg + na.

g1(my +n1) = gi(mag + n2) = gi(m1) + g1(n1) = gi(m2) + g1(n2)
ny € Imf = Jky; ke € K tels que ny + f(k1) = f(k2).

ny+ f(k1) = f(k2) = g(m) + g o f(k1) = g o f(ks).
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Puisque la suite est exacte donc I'mf = kerg ce qui implique que gof = 0.
Ainsi g(ny) = 0. De la méme maniere on obtient g(ns) = 0.

Donc g(my) = g(ms) et ainsi g1([m1]) = g1([ma]). g1 est un R homomor-
phisme clairement définie.

g régulier = I'mg = N = g(M) donc g, est surjectif.

Prouvons que ¢, est injectif.

g1[m] = gi[m’] <= g(m) = g(m’).

Puisque g est k-régulier,il existe n,n’ € Kerg = Imf tel que :

m+n =m'+n'. Ceci implique que [m] = [m/], et ainsi g; est injectif, par
conséquent g; est un isomorphisme, d’ou M/Imf ~ N.

Soit p; la premiere projection : M —  ®geplp

m —  pi(m)=y
avecm=x+vy;x € Imf,y € @geplp et cette décomposition est unique.

Considerons le diagramme suivant :
p
M — ®pepTs

|

M/Imf

p: [m|] > pi(m) p = popy. Puique p; est surjectif, donc p est
surjectif.

Soit [m] et [m’] deux éléments de M /Imf tels que : p[m] = p[m/].

plm] = p[m'] = pi(m) = pi(m).

Soient m = my + mq et m’ = m} + mh avec my,mj € Imf et

ma, mby € Bpepls.

Puisque pi(m) = ma = p1(m’) = my,

donc m + m/ = my + mg +mi = my +m’. Ceci implique que [m] = [m/]
et p est injectif.

Par conséquent p est un isomorphisme. Ainsi M/Imf ~ @gcpTs.

D’ou N ~ ©peplp.

M = (®aca\sTn) ® (®pesTp)
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M =1Imf @ (DseBTp) = (Baca\BTo) ® (DsenTp).
Soit f1: K — Imf

ko= fk)
Comme la suite est réguliere donc f est régulier cela signifie que

Imf = f(K) ainsi f; est surjectif.

Soient k et k' deux éléments de K tel que : fi(k) = fi(k).

fi(k) = fi(K') = f(k) = f(K') et comme f est k-régulier donc

kE+m =k +m avec m,m' € Kerf ainsi k = k' car Kerf = {0} par
conséquent f; est injectif . Ainsi f; est un isomorphisme d’ou K ~ Imf.

Ona M =Imf® (Sseplp).

Soient p3 la premiere projection : M — Imf et ps3 la restriction de p3 a
(Baca\Ty)

kerps = (aca\Ta) Nkerps = (DacasTa) N (BpesTs) = {0}.

Soit m’ € Imf, puisque ps est surjectif, donc il existe m € M tel que
p3(m) =m'. Mais M = (®aca\T) ® (Ppeslp),

donc il existe m; € @aeca\BTa et ma € Dpeplp tel que m = my + my.

Et m' = p3(m) = p3(mq1) = ps(my), donc p3 est surjectif par conséquent

(@aeA\BTa) s Imf D’ou K s @QGA\BTa . O

Proposition 3.4.5. Soit (T,)aca une famille de sous semi-modules R-simples
d’un R semi-module a gauche simplifiable et soustractif M. Si T est un sous
semi-module R-simple de M, tel que la restriction de =s~, 1, a T n'est pas

triviale alors il existe o« € A tel que : T ~4 T,.

Démonstration. Si T est R-simple et que la restriction de =y~ 7, a T n’est
pas triviale, alors la restriction de =y~ 7, a T est universelle.

Ainsi pourunt € Tona: t =y 7, 0.

Ce qui implique qu'il existe t,ty € > , T, tel que : t + 1, = to.

Puisque ), Ti, est soustractif, onat €  ,T,etainsi T <) _, T,.

Par conséquent on peut affirmer que M =3 _, Ty.
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Ainsi d’apres la proposition 3.4.1, il existe un sous-ensemble B C A tel
que : M = ©peplp.

La suite : {0} I ) g M/T {0} est exacte et réguliere.

En effet : Kerip = 0; Imir = {m+t; =ty t1,ts €T} m+t, €Tt €T

et T est soustractif donc m € T' = ip(T), par conséquent Imir = ip(T).

17 est i-régulier et ip est injectif ainsi, il est k-régulier.

kermp = {m € M\[m| = [0]} = {m € M\m +t, = ta} = Imir.

mr est surjectif ainsi 7p est i-régulier.

Montrons que 7y est k-régulier.

mr(my) = mr(me) <= [mq] = [ma] <= my +m} = mg +m,

avec my,my € T = ip(T) = Imir = kermr, comme voulu.

Par conséquent d’apres la proposition 3.4.3, il existe a € A tel que :
T~,T,. O

Théoréme 3.4.1. (Caractérisation des semi-modules R-semi-simples)
Soit (Ty)aca une famille indexée de sous semi-modules R-simples d’un R

semi-module a gauche simplifiable et soustractif M avec M = > _,T,. Les

a€A T
conditions sutvantes sont équivalentes :

1. M est R-semi-simple.

2. M est engendré par des semi-modules R-simples.

3. M est la somme de semi-modules R-simples.

4. Tout sous semi-module de M est un facteur direct de M.

5 Lo M-~ N {0} de R semi-

. Toute suite exacte : {0} K

modules a gauche est scindée.

Démonstration. (1) = (5) d’apres la proposition3.4.4.
(5) = (4) Soit K un sous semi-module de M.
Considerons la suite : {0} K2~ M "5 M/K—{0} .

Cette suite est exacte (voir démonstration de la proposition3.4.5). Par

conséquent M = Imig & L avec L sous semi-module de M. On sait que si K
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est soustractif alors I'mi,, = K donc M = K @ L et ainsi K est un facteur
direct de M.

(4) = (3) et (3) = (2) sont triviales.

(2) = (1) se déduit de la proposition3.4.3. O
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Chapitre 4

CONTRIBUTION A ’ETUDE
DES SEMI-MODULES
SEMI-ESSENTIELS

Ce chapitre est constitué exactement par article [38] avec quelques préliminaires.

4.1 Introduction

Dans la théorie des semi-modules sur les semi-anneaux, les sous semi-
modules essentiels et les monomorphismes essentiels de semi-modules sont
étudiés différemment suivant les auteurs.

Dans cette section nous proposons une extension des sous semi-modules
essentiels aux sous semi-modules semi-essentiels en suivant le méme procédé
sur les sous modules essentiels dans la théorie des modules.

Nous avons défini et caractérisé en méme temps quelques notions nou-
velles comme : sous semi-modules semi-essentiels, monomorphismes semi-
essentiels, monomorphismes quasi-essentiels, monomorphismes pseudo-essentiels

et M-complément sous semi-modules.
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Nous allons comparer également la classe des semi-modules semi-essentiels
avec celle des semi-modules essentiels. Dans la théorie des semi-modules sur
les semi-anneaux, nous n’avons pas rencontré de documents ayant traité de
maniere exhaustive les sous semi-modules essentiels. Nous nous proposons
d’étudier dans ce chapitre une nouvelle classe de sous semi-modules similaires
aux sous semi-modules essentiels avec de nouvelles variantes.

Nous suivons le méme procédé proposé dans [2] sur les sous modules
essentiels.

De nouvelles notions comme monomorphismes semi-essentiels, monomor-
phismes quasi-essentiels et monomorphismes pseudo-essentiels sont intro-
duites dans cet ordre pour caractériser les notions de monomorphismes semi-
essentiels relativement, a 'image de f Imf, a I'image propre f(M) (d’'un
morphisme f: M — N) restreint aux sous semi-modules soustractifs.

Nous prouvons que la classe des semi-modules semi-essentiels n’est pas
contenue dans la classe des semi-modules essentiels.

De plus, d’autres résultats concernant les sous semi-modules semi-essentiels
et somme directe faible sont étudiés.

Ce chapitre est organisé comme suit :

-Dans un premier temps nous utilisons les résultats du chapitre 2 pour
construire un exemple non trivial de sous semi-module essentiel.

-Ensuite nous étudions les notions de sous semi-modules essentiels et de

monomorphismes semi-essentiels.

4.2 Exemple de sous semi-module essentiel

A Taide de la proposition2.2.5 caractérisant les sous semi-modules es-
sentiels (voir chapitre 2), nous construisons un exemple non trivial de sous

semi-module essentiel.

Exemples 4.2.1. voir [17].
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Soit R le semi-anneau (I, max,min) ou I = [0, 1] est l’intervalle unité de
la droite numérique avec laddition (resp : la multiplication) de x ety définie
par : x @y = max(x,y) (resp : x @y = min(x,y). R est un R semi-module
a gauche. Considérons N = R\ {1}, N est un sous semi-module de R.

Soit p une R relation de congruence non triviale sur R. Supposons que la
restriction de p a N est triviale. 1 n’appartient pas a N et p est non triviale
dans R, alors il existe n € N tel que : n p 1. Soit n’ € N tel quen <n’ <1,
nous avonsn p 1 etn’ pn/,

alors min(n,n’) p min(1,n') en effet R est un R semi-module.

D’oun pn' = n =n'. ce qui est en contradiction avec le fait quen < n'.

Donc d’aprés la proposition 2.2.5, N est essentiel dans R.

La classe des sous semi-modules essentiels pour un R semi-modules est

notée par : €, ;.

4.3 Sous semi-modules et Monomorphismes

semi-essentiels

Dans cette section nous donnerons les définitions et les caractérisations
des notions de sous semi-modules semi-essentiels, et des monomorphismes

semi-essentiels, quasi-essentiels, pseudo-essentiels de semi-modules.

Définition 4.3.1. 1. Soit M un R semi-module a gauche. Un sous semi-
module K de M est dit semi-essentiel dans M, on note K <, M, si

pour tout sous semi-module L de M :

LNK ={0} = L={0}.

La classe de tous les sous semi-modules semi-essentiels pour un R semi-
module M est notée par : €, .

Nous disons aussi que M est une extention semi-essentielle de K
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2. Un monomorphisme (ou semi-monomorphisme)
f:M — N de R semi-modules a gauche est dit semi-essentiel si :
F(M) 9, N,

3. Un monomorphisme (ou semi-monomorphisme)
f:M — N de R semi-modules a gauche, est dit quasi-essentiel, si
Imf <5 N.

Lemme 4.3.1. Soit f : M — N un R monomorphisme (ou semi-monomorphisme)
de R semi-modules a gauche.

St f est semi-essentiel alors f est quasi-essentiel.

Démonstration. Supposons que f est semi-essentiel et soit L un sous semi-
module de N tel que :
Imf N L={0}. Puisque f(M) C Imf C N,
alors ImfNL={0} = f(M)NL = {0}. Et comme f est semi-essentiel
alors f(M)N L = {0} = L = {0} donc Imf <; N. D’ou f est quasi-

essentiel. 0

Remarque 4.3.1. Si f est i-régulier alors : f quasi-essentiel équivaut a f

semi-essentiel.

En effet, si f est i-régulier alors f(M) = Imf. Donc daprés la définition4.3.1,

f quasi-essentiel <= f semi-essentiel.

Définition 4.3.2. 1. Soit M un R semi-module a gauche. Un sous semi-
module K de M est dit pseudo-essentiel dans M, et on note K <, M

si, pour tout R sous semi-module soustractif S de M :
KnS={0} = S =1{0}.

2. Un monomorphisme(ou semi-monomorphisme)
f:M — N de R semi-modules a gauche est dit pseudo-essentiel si :
f(M) <, N.
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3. Un monomorphisme (ou semi-monomorphisme)

f: M — N de R semi-modules a gauche est dit i-pseudo-essentiel si :
Imf <, N.

Remarque 4.3.2. 1. Si N est semi-essentiel dans M, alors N est pseudo-

essentiel dans M.

2. Si [ est un monomorphisme (ou semi-monomorphisme) semi-essentiel,

alors f est pseudo-essentiel.

3. Si f est un monomorphisme (ou semi-monomorphisme) quasi-essentiel,

alors f est i-pseudo-essentiel.

4. Si f est i-régulier alors : f pseudo-essentiel équivaut a f i-pseudo-

essentiel.

En effet, si N est semi-essentiel dans M alors N est semi-essentiel pour
tous les sous semi-modules de M, en particulier pour ses sous semi-modules
soustractifs, donc N est pseudo-essentiel dans M.

De méme f semi-essentiel = f pseudo-essentiel.

Si f est un monomorphisme quasi-essentiel, alors Im f est semi-essentiel
pour tous les sous semi-modules de N, en particulier pour ses sous semi-
modules soustractifs , d’ou f est i-pseudo-essentiel.

Si f est i-régulier alors f(M) = Imf,

donc f pseudo-essentiel <= f i-pseudo-essentiel.

Proposition 4.3.1. Sotent M un R semi-module a gauche et K un sous

semi-module de M, les conditions suivantes sont équivalentes :
1. K <, M.

2. L injection canonique i, : K — M est un monomorphisme semi-

essentiel.

Démonstration. Nous avons ix(K) = K alors K I, M <= ix(K) <5 M.
Donc (1) <= (2) O
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Proposition 4.3.2. Soient M un R semi-module a gauche et K un sous
semi-module soustractif de M, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. K 4, M.

2. Linjection canonique 1 : K — M est un monomorphisme quasi-

essentiel.

Démonstration. Si K est soustractif alors Imiyx = ix(K) = K d’apres [34],
d’ou (1) <= (2). O

Proposition 4.3.3. Soient M un R semi-module a gauche et K un sous

semi-module de M.
1. S8t K Jg M alors pour tout R semi-module a gauche N et pour tout
h € Homg(M;N),
(Kerh) N K = {0} = Kerh = {0}
2. Si pour tout homomorphisme h : M — N de R semi-modules a

gauche,

(Kerh) N K = {0} = Kerh = {0}, alors K <, M

Démonstration. 1. K ;M = VL < M si LN K = {0} alors L = {0}.
(Kerh) < M donc (Kerh)N K = {0} = Kerh = {0}.
2. Consideérons 1’épimorphisme canonique ng : M — M/S ou S est un
sous semi-module soustractif de M. Montrons que Kerng = S.
Si z € Kerng alors [z] = [0]. [z] = [0] = 3(s,s') € S? tel que
x4+ s =" Et comme S est soustractif, (x +s € S,s € S) =z € S.
Réciproquement soit z € S,z =2 +0=0+z, on a (0,z) € S?
donc [z] = [0] = z € Kerng. D’ou Kerng = S.
SNK ={0} = (Kerns)NK = {0} = Kerng = {0}, donc S = {0}.
D'oit K <, M.
0]
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Proposition 4.3.4. 1. Soit f : M — N un homomorphisme semi-
essentiel de R semi-modules a gauche et soit h € Homg(M; N). Si ho f

est un semi-monomorphisme alors h est un semi-monomorphisme.

2. Soient M un R semi-module a gauche simplifiable, f : M — N un
homomorphisme quasi-essentiel de R semi-modules a gauche et soit
h € Homg(M;N). Si ho f est un monomorphisme alors h est un

semi-monomorphisme.

Démonstration. 1. Montrons que Kerh N f(L) = {0}.
Soit x € Kerh N f(L) donc h(z) =0 et x = f(l) avec [ € L.
h(z) =0= ho f(I)=0donc l € Ker(ho f).
On a h o f est un semi-monomorphisme alors [ = 0 par conséquent
z = f(0) = 0. Donc Kerhn f(L) = {0}.
On sait que f est semi-essentiel ainsi Kerh = {0}. Déu h est un semi-
monomorphisme.

2. f est quasi-essentiel ainsi Imf <, M.

Soit h € Hompg(M; N) tel que h o f est un monomorphisme.
Montrons que Kerh N Imf = 0. Soit x € Kerh N Imf.
r € KerhnNImf = (z € Kerh et x € Imf) donc h(z) = 0 et
z+ f(l) = f(I') avec (I,1') € L?.
v+ f(1) = f(I') = h(z) + h[f(D)] = hF )],
Ainsi ho f(I) = ho f(I') par conséquent | = I’ car h o f est un mono-
morphisme. Donc = + f(I) = 0+ f(I) et puisque M est simplifiable, on
ax =0. Ainsi Kerh N Imf = {0}.
On a aussi Imf <, M et Kerh < M donc Kerh = {0}. D’ou h est un

semi-monomorphisme.

]
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Corollaire 4.3.1. Soit f : L — M un monomorphisme de R semi-modules
a gauche et soit h € Homg(M; N). Si, h o f monomorphisme => h mono-

morphisme, alors Imf <, M.

Démonstration. Soit K = Imf et supposons que Kerh N K = {0}.
KerhNK = {0} = Ker(hoig) = {0} = Kerh = {0}. Par consequent
K <, M d’apres la proposition 4.3.3. D’ou Imf <, M. [

Proposition 4.3.5. Soit M un R semi-module a gauche, K, N et H des
sous semi-modules de M tels que : K < N < M et H < M. Alors on a :

1. K<, M < (K<, N et N <, M).
2. (HNK)<, M < (H<, M et K <, M).

Démonstration. 1. — =) Soit L < N tel que : L N K = {0}. Puisque
L <M et K <4 M alors L = {0} donc K <, N.
Soit L' < M tel que L' " N = {0}.
LI'NN={0} =L NK={0} = L' = {0} car K I, M.
— <) Soit L < M tel que : LN K = {0}.
LNK={0} =LNKNN=0= (LNN)NnK = {0}
Nous avons (LN N) < N et K ;N alors LNN = {0} par conséquent
L ={0} car (LNN)<Met NI, M. DouK <, M.

2. - =) (HNK)<H <M, donc d’apres (1) on a:
(HNK)<, M = H <, M.
(HNK) <K <M, donc d’apres (1) on a :
(HNK)<4,M = K <, M.
— <) Soit L < M tel que : LN HN K = {0}.

LNHNK ={0} = (LN K)NH = {0}. Donc LN K = {0} car
(LNK) <M et H<; M. Par conséquent L = {0} car (LNK) < M
et K <, M. Dot (H N K) <, M

]
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Lemme 4.3.2. Un sous semi-module K d’un R semi-module a gauche M est
semi-essentiel si, et seulement si, pour tout x # 0, éléments de M, il existe
re R tel que : 0 #rx e K.

Démonstration. — =) Supposons que K <J; M et soit 0 # = € M.

On sait que (Rx) < M et Rx # {0} donc (Rx)NK # {0} car K <, M.
Par conséquent il existe » € R tel que : rx € K.

— <) Soit L < M. Supposons que L # {0}, ainsi il existe 0 # x € L et
par hypothese il existe r € Rtel que : re € K. Onarx € Let rz #0
donc rz € (LN K) et rz # 0.
Par conséquent L N K # {0}. D'on K <, M.

]

Exemples 4.3.1. Considérons le R semi-module a gauche R = (I, max, min),
avec I = [0;1] . N = R\ {1} est un sous semi-module de R essentiel (voir
exemple.2.1). Montrons que N est semi-essentiel.

~ Let x €]0;1[, min(z;1) =2 €]0;1[C N=0#2x®1 € N.

— Let x =1, min(0,5;1) = 0,5 €]0; 1[C N =0+#0,5® 1 € N.

Ceci montre que N est semi-essentiel dans R.
O

Exemples 4.3.2. Dans cet exemple, Nous construisons un sous semi-module
d’un semi-module qui est a la fois semi-essentiel et essentiel.
Soit M ={0,1,a,b} et définissons sur M les deuz opérations commuta-
tives (4, X) comme suit :
1. 0y =0;1y=1
2.040=0;0+1=14+1=14a=14b=1;a+0=a+a =a;
0+b=b+b=b;a+b=0
3.0x0=0x1=0xa=0xb=axb=bxb=axa=0;1x1=1;

Ilxa=a;1xb=0.
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Alors (M, +,0) et (M, x,1) sont des semi-groupes commutatifs.

En multipliant (2) successivement par a et b et en utilisant (3), on peut
voir atsément que la multiplication est distributive par rapport a [’addition.

Par conséquent (M, +, x,0,1) est un semi-anneau commutatif.

Maintenant, posons N = {0;a;b}, alors N est un idéal de M. Donc N
est un sous semi-module de ;M

— Prouvons que N = {0;a;b} est semi-essentiel. Soit 0 # x € M alors

on peut trouver aisément r € M = {0;1;a;b} tel que 0 # rx € N. Ceci
montre que N est semi-essentiel dans M .

— Prouvons que N = {0;a; b} est essentiel dans py M. Soit p une R rela-

tion de congruence non triviale dans M.

Supposons que la restriction de p a N est triviale. Puisque p n’est pas

triviale sur M donc il eziste xo,yg € M avec xg # yo tel que xo p yo. p

triviale sur N implique vo ¢ N ou yo ¢ N donc xo =1 ou yo = 1. Par

conséquent il existe c £ 1 tel que 1 pc dou1 pOoul pboul pa.

Nous allons maintenant prouver que tous ces trois cas sont impossibles

en utilisant le fait que la restriction de p a N est triviale.

—cas1:1p0etapaimpliquent que 1 X a p 0 X a donca p 0 ce qui
contredit le fait que la restriction de p a N est triviale.

—cas 2:1 pbetapaimpliquent que 1 X a p bx a donca p 0 ce qui
contredit le fait que la restriction de p a N est triviale.

—cas 3 :1 paetbpbdimpliquent que 1 X b p axb doncb p 0 ce qui
contredit aussi le fait que la restriction de p a N est triviale.

cect prouve que la restriction de p a N est non triviale. Et ainsi N est

essentiel dans M.

Remarque 4.3.3. Soient €, la classe des sous semi-modules semi-essentiels
dans un R semi-module M introduits dans ce chapitre, €.y la classe des
sous semi-modules essentiels dans un R semi-module M comme traités dans

le chapitre 2, voir aussi [17].
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Nous allons montrer dans les deux exemples qui suivent qu’aucune des

deuz classes n’est contenue dans 'autre.

Exemples 4.3.3. Ici nous allons montrer que : €,0r € €, ar. (voir [17]).
Soit n > 1 un nombre entier naturel. Considérons ’ensemble
R={reQ/r <n}U{—occ} ou Q" est l’ensemble des nombres ra-

tionnels positifs, —oo satisfait les conditions : —oo < i et —00 + 1 = —00,

Vi € R. Définissons sur R les opérations & et @ comme suit :

Vi;j € R;1®j=max(i;j) et i ® j = min(i + j;n)
On vérifie alors aisément que (R;®;®) est un semi-anneau commautatif

d’élément neutre —oo .

R est aussi un R semi-module a gauche. Posons R* = R\ {0}, alors R*

est un idéal de R. R* est un sous semi-module de R.

— Prouvons que R* est semi-essentiel. Soit —oo # x € R; Ir € Q% avec

r<ntel que : v+ x <n.
Et ainsi r ® = min(r + x;n) = r + x, maintenant r + x # —oo et
r—+x #0 ce qui implique r ® x € R* donc R* <, R.

— Prouvons que R* n’est pas essentiel. Il suffirait de trouver une R rela-

tion de congruence qui n’est pas triviale sur R mais triviale sur R*.
Soit p une R relation de congruence sur R telle que : —oo p 0 ( p étant
la plus petite R-relation de congruence pour laquelle les éléments —oo
et 0 sont en relation). Supposons qu’il existe r # r' € R* tel que :
T Pl—oo0) T AlOTS T p_oc0) T/ == T =(00i0} T

"=y 7' =1 =00ur" =0 o0ur =1 ce quiest une contradiction.
D’ou p est triviale sur R*. Ceci prouve d’aprés la proposition3.2.2 que

R* n’est pas essentiel dans R.

Exemples 4.3.4. Dans cet ezemple, nous montrons que : €,y SZ ERM.
Soit R ={0,1,a} et définissons sur R les deux opérations commutatives

(+, X) comme suit :
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1. 0 =0;15=1

2.040=0;,04+41=14+41=14a=1;a+0=a+a=a

3. 0x0=0x1=0xa=0;1x1=1;1%xXa=aXxXa=a.

Alors (R, 4+, x,0,1) est un semi-anneau commutatif. Soit M = {0, 1,a, b}
avec les mémes opérations définies dans R et 1,y = 1g =1, 0py = 0g = 0,
b+0=b+b=bb+1=b+a=a,0xb=bxa=0,bx1=bxb=0>.1l
est facile de voir que (M, +, x,0,1) est un R semi-module commutatif.

Maintenant, posons N = R = {0;1;a}, alors N est un sous semi-module
de M
— Prouvons que N = {0;1;a} est essentiel dans M. Soit p une R rela-

tion de congruence sur M. Supposons que la restriction de p a N est

triviale. p n’est pas triviale sur M donc il eziste xg,yo € M xo # 1o tel

que xo p Yo. p triviale sur N implique xo ¢ N ou yo ¢ N donc xg = b

ou yo = b. Par conséquent il existe ¢ # b tel que b p ¢ donc b p 0 ou

bploubpa.

Maintenant nous allons montrer que ces trois cas sont impossibles en

utilisant le fait que la restriction de p a N est triviale.

—cas1:bp0etapaimpliquent queb+a p 0+ a doncl p a ce qui
contredit le fait que la restriction de p a N est triviale.

—cas 2 : b p 1 impliquent que a xb p ax1 donc 0 p a ce qui contredit
le fait que la restriction de p a N est triviale.

—cas 3 :bpaetapaimpliquent queb+a p a+a doncl p a ce qui
contredit le fait que la restriction de p a N est triviale.

Ceci prouve que la restriction de p a N est non triviale. Et ainsi N

essentiel dans M.

— Montrons que N ={0;1;a} n’est pas semi-essentiel. 0 #b € M , pour

toutr € R=40;1;a} on a :rxb=0 our xb=">b. Ceci montre que

N n’est pas semi-essentiel dans M.
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Proposition 4.3.6. Soit M un R semi-module a gauche.

Supposons que K1 < My < M; Ky < My < M avec M; soustractif
Vi e {1;2} et M = M1®M,.

Alors (K1®Ks) < (M1EMs) <= (K1 <, My et Ky <5 Ms).

Démonstration. — =) Supposons par exemple K; 9 M.
Alors il existe un sous semi-module L; # {0} de M; tel que: LiNK; =
{0}.
Ainsi montrons que : Ly N (K + K») = {0}
Soit Iy € Ly N (K, + Ky). Il existe (ky; ko) € Ky x K tel que :
Iy = k1 4+ ko. Nous avons : [y € Ly < My ; ki € K1 < M, et comme M,
est soustractif donc ky € M; on a aussi ky € My ainsi ky = 0.
ky = 0= l; = k; = 0. Par conséquent L; N (K;®K,) = {0}.
Dot (K1®K>) 45 (M1®M,).
— <) Supposons que K; <5 M; pour tout i € {1,2}.
Soit 0 # = € M;®Ms,. Alors, il existe (0,0) # (z1,x2) € My X My tel
que : 0 # x = x1 + o.
Sans perdre de généralité, nous pouvons supposer que : 0 # x; € M;.
Puisque K, <4 M, donc d’apres le lemme 4.3.1, il existe un r; € R tel
que : mx; € Ky et rixy # 0.
— Siraze € Ky alors riz; +rmizs € K7 + K, donce
ri(z1 + z2) € K1®K, avec ri(x; + x9) # 0 car si rix; + mazy = 0
avec Mj substractive et My N M; = {0}, alors rz; = 0, ce qui est
absurde .
Par conséquent (K1GK,) <, (Mi®M,).
— Si rxo n’appartient pas a K, alors il existe o € R tel que :
0 # rorywe € K.
On sait que roryzy € Ky done rory (1 + 22) € K1 Ko.
Si on pose r = rory alors il existe r € R tel que : r(z1+12) € K1 K5

avec r(ry + x2) # 0 car si rzy + rze = 0 avec M; soustractif et
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My My = {0} alors rzy = 0 ce qui implique que rz; = 0, ce qui est
absurde. Par conséquent (K;®K3) I (M1BMs).
D’ou K; <4 M; pour tout i € {1;2} = (K 10K,) I, (M1®M,).

O]

Définition 4.3.3. Soit N un sous semi-module d’un R semi-module a gauche
M.

Un sous semi-module N' de M est dit M-complément de N si N’ est
mazimal et N N N' = {0}.

Dans ce qui suit, nous donnons un exemple non trivial de sous semi-

module fortement soustractif.

Exemples 4.3.5. Soit R, le semi-anneau R([0, 1], maz, min,0,1) ou [0, 1] est
Uintervalle unité de la droite numérique muni de 'addition (resp : multipli-
cation) de x ety est définie par x By = max(x,y) (resp : t @y = min(z,y)).
R est un R semi-module a gauche. Considérons 'idéal N = R\ {1}, N est
un sous semi-module de R. Si x &y = max(z,y) € N alorsz <1 ety <1
doncx € N ety e N. D'ou N est fortement soustractif.

Proposition 4.3.7. 1. Tout sous semi-module N d’un R semi-module a

gauche M possede un M -complément.

2. 8i N’ est un M-complément d’un sous semi-module fortement soustrac-
tif N de M alors : NON' <, M

Démonstration. 1. Posons £ = {A < M;ANN ={0}}.

{0} € £ donc £ # @.(£;C) est un ensemble ordonné non vide. Soit
(A;)nen une suite d’éléments de £ tel que : A; C A;j4q1; Vi € N.

Soit A :UnENAn A< M etVneN,
A, NN = {0} = U, en(An N N) = {0}. Donc (U,,cny An) N N = {0}.
Par conséquent AN N = {0} et donc A € £.
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Vn € Ny A, C A donc A est la borne supérieure de {A4,;n € N}. Soit
Ke £telque A, C KVneN. Doncona A=, A, C K.

neN
Ainsi £ est un ensemble inductif non vide. Donc £ possede un élément
maximal N'. Et N’ est un M-complément de N.

. Soit L < M tel que : (N®&N')N L = {0}.

(N&N')NL={0} = N'nL={0}.

On a aussi (NON)NL = {0} = NN L={0}

Soit n € NN (N'+ L). Il existe n’ € N'.l € L tel que : n=n'+1[.

n' +1 € N avec N fortement soustractif donc n’ € N et [l € N. On a
NNAN ={0} et NNL={0} doncn’ =1=0 et ainsi n = 0.

D'ou NN (N'+ L) = {0}. D’autre part on a N' C (N' + L) et N’ est
un M-complément de N donc N'+ L = N'=— L C N, mais N'NL =
{0} donc L = {0}. D’out (N®N') <5 M.

O
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Chapitre 5

CONTRIBUTION A L’ETUDE
DES SEMI-MODULES
S-HOPFIENS ET
S-CO-HOPFIENS

5.1 Introduction

Ce chapitre est constitué de larticle [37].

La théorie des semi-modules et semi-anneaux, vue comme étant une
généralisation de la théorie des anneaux et modules, a été étudiée depuis
les années 50.

Dans la théorie des modules, les notions de hopfiens et co-hopfiens sur les
modules et les notions de [-anneau et S-anneau ont été intensément étudiées
par plusieurs chercheurs.

De maniere anologue a celle de la théorie des modules, dans ce chapitre,
nous introduisons les notions de S-hopfiens et S-co-hopfiens sur les semi-

modules soustractifs sur les semi-anneaux et nous étudions aussi quelques
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unes de leurs propriétés. De plus, nous donnons de nouvelles variantes du

lemme de Fitting qui est déja connue sur les semi-modules voir [17] .

En particulier, beaucoup de résultats sur les semi-anneaux et semi-modules
restent valables pour les anneaux et modules, mais non réciproquement (voir
par exemple dans les préliminaires).

La caractérisation des modules pour lesquels tout endomorphisme sur-
jectif est un automorphisme (= module vérifiant la propriété S ou modules
hopfien) et les modules pour lesquels tout endomorphisme injectif est un au-
tomorphisme (= modules vérifiant la propriété I ou modules co-hopfien) a
été étudiée intensément depuis 1970 par plusieurs auteurs.

Dans ce chapitre, nous allons noter par End(M), le semi-anneau des
R endomorphismes d'un R semi-module a gauche M et nous considerons
End(M) comme un domaine opérant a gauche de M.

Ce chapitre est organisé comme suit :

— Dans un premier temps nous donnons quelques résultats préliminaires
que nous allons utiliser dans la suite de ce travail ;

— Ensuite nous terminons par les propriétés caractéristiques des semi-
modules S-hopfiens et S-co-hopfiens completement soustractifs et deux

variantes du lemme de Fitting sur les semi-modules.

5.2 Préliminaires

Dans ces préliminaires nous donnons quelques définitions et résultats de

base.

Il est a noter que les définitions des semi-modules artiniens et noethériens

restent les mémes dans le cas des modules (voir chapitre 1)

Définition 5.2.1. Soit M un R semi-module a gauche.
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1. La longueur \(M) € NU {oo} de M est définie comme suit :
AMM) =sup{reN;3 {0} =My C M C M C..CM,=M}

c’est a dire A(M) est la plus grande des longueurs de chaines stricte-

ment croissantes de sous semi-modules dans M.

2. Un R semi-module M de longueur A\(M) < 1 c’est a dire un R semi-

module n’admettant pas de sous semi-modules propres est dit austere.

Remarque 5.2.1. Un R semi-module est a la fois artinien et noetherien si,

et seulement si, sa longueur est finie.

Dans ce chapitre nous utilisons le plus souvent des semi-modules completement
soustractifs ( déja définis dans le chapitre 2). C’est a cet effet que nous avons

construis ici un exemple de semi-module completement soustractif.

Exemples 5.2.1. (voir [50] ) Soit Ry = {0,1,a}. Alors (Rs,+, X) est un
semi-anneau complétement soustractif avec 'addition et la multiplication ci

dessous et p,Rs est un semi-module complétement soustractif.

+10]1]a x|0|1l]a
0/0|1]a 00

1111 110 a
alallla a|0lala

Exemples 5.2.2. (voir [50])

1. Maintenant considérons le semi-anneau commutatif (H,+, X)
ou H={0,1,a} avec les opérations définies dans l'exemple 5.2.1 avec
comme exception 1+a = a. Soit H' = {0,a} un idéal de H . Supposons
que h : H — H' est un homomorphisme de semi-anneauz tel que :
Kerh = {0,a}, on voit que h(1) = 0.
Cependant, ceci contredit le fait que Kerh = {0, a}. Donc, il n’existe pas

d’homomorphisme de semi-anneau h : H — H' tel que : Kerh = {0,a}.
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2. Considérons un B semi-module M = {0,1,a,b} ou B = {0,1} est le
semi-anneau de Boole et son sous semi-module N = {0,1,a} alors
définissons le B-homomorphisme g : M — N tel que g(0) =0,

g(a) =a, g(b) =g(1) =1. On a Kerg = {0}, mais g n’est pas injectif.
De plus, Soit i : N — M Uinclusion, on a Im(i) = M et i(N) = N,

cependant %@) = {0} = %

Définition 5.2.2. Rappellons que si f : M — N est un R homomorphisme
de R semi-modules a gauche et m,m' € M tel que m =gerr) m' alors cer-
tainement m =¢ m' , mais la réciproque n’est pas nécessairement vraie (voir
[17]). Si les relations =gerp) €t =5 coincident, alors le R homomorphisme f

est dit rigide.

Exemples 5.2.3. Dans la seconde partie de [’exemple ci dessus,
— on a g n'est pas injectif car g(b) = g(1)
— on a aussi Ker(g) = {0}
alors b=41 mais b=gerq 1 S b=y 1 b=1 ce qui est faur. Dot g

n’est pas rigide.

Remarque 5.2.2. (voir [17]) Un R homomorphisme rigide f : M — N est

un monomorphisme si, et seulement si, Ker(f) = {0}

Proposition 5.2.1. Si f est un R endomorphisme rigide d’un R semi-

module a gauche M, alors f™ est rigide pour tout n > 1.
Démonstration. (voir [17]) O

Proposition 5.2.2. Si f est un R endomorphisme rigide d’un R semi-
module a gauche M, alors f est un endomorphisme k-réqulier d’un R semi-

module a gauche.

Démonstration. évidente O
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Définition 5.2.3. 1. Le semi-anneau R est dit w-réqulier a droite si pour

chaque f € R il existe g,h € R et un entier n > 1 tels que :
fn+f2ng — anh

2. Le semi-anneau R est dit m-régulier a gauche si pour chaque f € R il

existe g, h € R et un nombre entier n > 1 tels que :
fn+gf2n — hf2n

3. Le semi-anneau R est dit m-régulier sil est m-régulier a la fois a gauche

et a droite.
NB : Il existe d’autres définitions de la w-régularité pour les semi-anneaux.

Lemme 5.2.1. Si M est complétement soustractif alors chaque endomor-

phisme de M est i-réqulier.

Démonstration. Cette preuve se déduit directement du lemme 1.12 voir [34]
]

Définition 5.2.4. Soit R un semi-anneau. Un R semi-module a gauche M
est Fitting (resp : faible-Fitting) si pour tout endomorphisme rigide f de M
il existe un entier n > 1 tel que : M = f"(M) ® Ker(f")

(resp : M = f"(M)®Ker(f") ).

Le lemme suivant est connu et bien utilisé dans la théorie des modules.
La premiere version du lemme de Fitting dans la théorie des semi-modules
a été proposée dans [17]. Dans ce chapitre, nous donnerons deux autres ver-
sions avec différentes consideérations (et en utilisant les différentes notions des

sommes directes).

Lemme 5.2.2. Lemme de Fitting (voir [17]) Soit M un R semi-module
a gauche simplifiable satisfaisant a la fois la condition de chaine ascendante

et la condition de chaine descendante sur les sous semi-modules et soit
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f € End(M) un R endomorphisme rigide de M satisfaisant la condition
qui est
M = f"(M) + Ker(f")

pour un certain entier naturel n. Alors il existe un nombre entier naturel m

pour lequel
M = f™(M) & Ker(f™)

Démonstration. (voir [17]) O

5.3 Résultats fondamentaux

Rappelons que (voir [6])

Soit R un anneau, M un R-module et f € End(M) . En théorie des
modules, nous avons :

(1) Imf(M)=1Imf*(M) < M =Imf(M)+ Ker(f)

(2) Ker(f) = Ker(f?) & {0} = Imf(M) 0 Ker(f)
Dans ce qui suit nous allons généraliser ces propretés dans le cas des semi-

modules.

Théoreme 5.3.1. Soient R un semi-anneau, M un R semi-module a gauche,
f un endomorphisme de M et n > 1 un nombre entier naturel.
(1) (a) Si M est complétement soustractif et f est un endomorphisme
rigide de M alors,
fr(M) = fr (M) = M = f*(M) + Ker(f")
(b) M = f"(M)+ Ker(f") = f"(M) = f**(M)
(2) Ker(f") = Ker(f*") < {0} = f*(M) N Ker(f")

Démonstration. (1) (a) fM(M) = f*(M)= M = f"(M)+ Ker(f™)
Soit f € End(M) et m € M, il existe m’ € M tel que :

fr(m) = f*(m)
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fr(m) = fr(f"(m))
m=pm f"(m') =m =Ker(fn) fr(m’)

par le fait que f™ est rigide et on a
m+ k= f"(m’) + k' pour certains k, k' € Ker(f")

rm)y e fr (M), kK eKer(f"y =k, ff(m)+k € f"(M)+Ker(f")
et ff(M)+Ker(f") est soustractif dans M alorsm € f*"(M)+Ker(f")

. Donc
M = f"(M) + Ker(f")

(b) Montrons que M = f*(M) + Ker(f") = f"(M) = f?"(M). Soit
ye f"(M) =y=f"(z)pourx € M onazx=f"(m)+k pourun
certain m € M et k € Ker(f") et

y=f"(x) = f"(f"(m) + k) = f"(m) = y € (M)

alors

fr(M) € f21(M)

donc
fr (M) = (M)
(2) Ker(f") = Ker(f) & {0} = (M) 0 Ker(f")
*)) Montrons que : Ker(f") = Ker(f*") = {0} = f*(M) N Ker(f™)
Soit y € f™(M) Nker(f™) il existe x € M tel que y = f"(z).
Puisque f™(y) = f*"(x) =0 on a f*"(x) =0 et
r € Ker(f*") = Ker(f*) = f"(x) =0=y=0.
D’ou f*(M)N Ker(f™) ={0}
**)) Montrons que {0} = f*(M) N Ker(f™) = Ker(f") = Ker(f*") .
Soit z € Ker(f**) on a f**(x) =0
et f"(f"(x)) =0 = f*"(x) € Ker(f™)N f*(M) ce qui implique
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f(z) =0= 1z € Ker(f*) = Ker(f*") C Ker(f").
Dot Ker(f?") = Ker(f™)
[

Lemme 5.3.1. Soit R un semi-anneau. St un R semi-module a gauche sous-

tractif M posséde une longueur finie, alors il est faible de Fitting.

Démonstration. Soit f un endomorphisme rigide. Puisque les chaines (f*(M));en
et (Kerf");en sont finies, on peut trouver un entier n € N tel que g = f»
satisfait Kerg? = Kerg mais aussi g>(M) = g(M). Puisque M est soustractif
et f est rigide alors M = g(M)®Kerg d’apres le théoreme 5.3.1. O

Rappelons que, dans la théorie des modules, un R-module a gauche M est
dit hopfien (resp.co-hopfien) si tout endomorphisme surjectif (resp. injectif)
de M est un automorphisme.

Puisque, dans la théorie des semi-modules,

injectif=monomorphisme # semi-monomorphisme et surjectif # épimorphisme
(voir [1]), alors il est intéressant d’étudier les notions de hopfien et co-hopfien
dans la théorie des semi-modules.

Ici nous proposons la définition ci dessous et notre résultat fondemental
est de caractériser ces classes de semi-modules comme dans la théorie des

modules.

Définition 5.3.1. Soit R un semi-anneau . Un R semi-module a gauche
M est dit S-hopfien-1 (resp.S-co-hopfien-1) si tout endomorphisme surjectif

(resp. injectif) de M est un semi-automorphisme (resp. automorphisme).

Remarquons que ” semi-automorphisme rigide = automorphisme” d’apres

la proposition 5.2.2

Proposition 5.3.1. Soient R un semi-anneau, M un R semi-module a

gauche.
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(1) Si M est un semi-module artinien et complétement soustractif, et f
un endomorphisme rigide de M, alors il existe n € N tel que :
M = f"(M) + Ker(f").

(2) Si M est un semi-module noethérien, et f un endomorphisme de M,
alors il existe n € N tel que : {0} = f*(M) N Ker(f").

Démonstration. (1) La condition de chaine descendante garantit que
LCfRM). C M) C F(M)C M
n’est pas strictement décroissante c’est a dire que :
fM(M) = " (M) =...= f(M) = ... pour un certain entier n > 1
Pour z € M, on a: f"(x) = f*'(y) pour un certain y € M
= f*(x) = ()
= f"(x) = "(f"(y))
=z =p ["(y) = ¥ =kerm) [ W)
d’apres le fait que f est rigide et on a

r+k=f"(y)+ k' pour k, k" € ker(f")

fMy) € fM(M) et k, k' € ker(f") = k, f"(y) +k € f"(M) + Ker(f").

Puisque, f"(M) + Ker(f™) est soustractif dans M donc
x € f"(M)+ Ker(f*)etona: M C f*(M)+ Ker(f™). D’ou

M = f"(M) + Ker(f")
(2) De la méme maniere la condition de chaine ascendante garantit que
{0} C Kerf C Kerf?C .. C Kerft C ...
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n’est pas strictement croissante c’est a dire que
Kerf" = Kerf"! = ... = Kerf* = ..., pour un certain entier n > 1.

Soit x € f"(M) N Ker(f™) alors f*(z) =0et z = f"(y) pour un x € M.
fr(@) = f(y) = 0=y € Ker(f*) = Ker(f") = f"(y) =2 =0.
D’ou f"(M) N Ker(f™) = {0}.

Dans le Golan [17], nous avons le résultat suivant :

Proposition 5.3.2. Soit R un semi-anneau et M un R semi-module a
gauche. Soit a un endomorphisme rigide de M. Alors une condition suffi-

sante pour que a soit un isomorphisme est qu’il soit un monomorphisme et
M satisfait la CCA de M ou qu’il soit surjectif et M satisfait la CCD.

Nous généralisons ce résultat dans le théoreme qui suit.

Théoreme 5.3.2. Soit R un semi-anneau et M un R semi-module a gauche.
(1) Si M est un semi-module artinien, alors M est S-co-hopfien-1.

(2) Si M est un semi-module noethérien, alors M est S-hopfien-1.

Démonstration. (1) Soit f un endomorphisme de M. Puisque M est ar-

tinien alors la condition de chaine descendante garantit que
L C M) C fAM)C f(M)C M
n’est pas strictement décroissante c’est a dire que
(M) = f"1 (M) =..= f*(M) = ... pour un certain entier n > 1.
Soit & € Mon af"(x) = f**(y) pour un certain y € M
= f"(z) = f*"(y)
= f"(x) = f"(f"(y))
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Mais f est un endomorphisme implique que f" est un endomorphisme,
alors x = f"(y) et on a M C f*(M). D’'ou M = f*(M) qui implique
que M = f(M) et que f est surjectif donc M est S-co-hopfien-1.

(2) Soit f un endomorphisme surjectif alors d’apres la seconde partie de
la proposition 5.3.3, on a {0} = f"(M) N Ker(f") pour un certain n.
Puisque f est surjectif donc f™ est surjectif par conséquent f*(M) = M
qui implique que
{0} = MNKer(f") = Ker(f") ={0} = Ker(f) = {0}, ceci implique
que f est un semi-automorphisme, et M est S-hopfien-/.

O

Définition 5.3.2. Soit R un semi-anneau et M un R semi-module a gauche.
Un R sous semi-module a gauche H de M est dit totalement invariant dans
M, si f(H) C H pour chaque f € End(M).

Proposition 5.3.3. Soit R un semi-anneau et soit M;(j € J) une famille
non vide de sous semi-modules d'un R semi-module a gauche M tel que :
M = @, M.
(1) Si M est S-hopfien-1 (resp. S-co-hopfien-1), alors M; est S-hopfien-1
(resp. S-co-hopfien-1) ¥j € J
(2) Supposons que Vj € J, M; est totalement invariant dans M. Si M,
est S-hopfien-1 (resp. S-co-hopfien-1) pour chaque j € J alors M est
S-hopfien-1 (resp. S-co-hopfien-1).

Démonstration. (1) (a) Supposons que M est S-hopfien-1, soit i € J
et prouvons que M; est S-hopfien-1.
Soit f; : M; — M; un R-endomorphisme surjectif.
Définissons f: M — M :m = . ;m; = f(m) = ZjEJfoS"j(mi),
ol ff” =fisij=iet ff” =1Idy, sij#i
f est bien définie.

Nous savons que f; est surjectif.
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Prouvons que f est surjectif.
Soit n = (n;);es € M ; puisque f; est surjectif, il existe m; € M, tel
que fi(m;) = n;, alors on a :
n = (n;)jes = filmi) + Z#i n; = f(mi + Z#i nj)-
Posons m = m; + Zj# n; alors n = f(m). Ceci implique que f est
surjectif.
Puisque M est S-hopfien-1, alors f est un semi-automorphisme. Soit
m; € M; tel que fi(m;) = 0. On a f(m;) = fi(m;) +0 = 0, donc
f(m;) = 0= m; =0 (car f est un semi-automorphisme). D’ou f; est
aussi un semi-automorphisme ce qui implique que M; est S-hopfien-1
pour chaque ¢ € J comme voulu.

(b) Supposons que M est S-co-hopfien-1, soit i € J et prouvons que
M; est S-co-hopfien-1.
Soit f; : M; — M; R-endomorphisme injectif.
Définissons f comme suit :
foM = Mim=Y 0 my e f(m) =0, £ (my),
on [ = fisij=ict f7 = Idy, sij#i.
Prouvons que f est injectif. Soit m,m’ € M tel que : f(m) = f(m/)
avec m = (my)jes et m' = (m})je,.
fm) = f(m/) = fi(mi) + Zj;éi m; = fi(m}) + Zj;éi m; Ce qui
implique f;(m;) = fi(m;) et m; = m} pour j # i, d’apres I'unicité
de la décomposition. Puisque f; est injectif alors on a m; = m/ et
m =m' et ainsi f est injectif.
Nous savons que M est S-co-hopfien-1 donc f est surjectif.
Prouvons que f; est surjectif .
Soit m; € M; alors il existe m € M tel que f(m) = n;. Notons
m = (m;)jes, on a fi(m;)+3;,m; =n;+0€ M, alors fi(m;) =n;
et m; = 0 pour j # i, puisque f; est surjectif alors M; est S-co-

hopfien-1 pour chaque 7.
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(2) Supposons que Vj € J, M; est pleinement invariant dans M.

(@) f:M— M: fi: M, — M;:x;— fi(x;) = f(z;) avec
f(M;) € M; f; est linéaire. M; est S-hopfien-1, f est surjectif. Prou-
vons que chaque f; est surjectif. Soit y; € M; , alors il existe x € M
tel que y; = f(z) o v = Xjeyx; = x; + X4,
(J C Ket card J < 00) y; = f(x;) + f(Xj1;) = f(2:) + Ejzf ()
Ainsi on a y; = f(z;) et X4 f(z;) = 0 d’apres I'unicité de la
décomposition.
yi = f(x;)) = y; = fi(x;) donc f; est surjectif.
Puisque M; est S-hopfien-1 donc f; est un semi-automorphisme. Soit
r € M tel que f(z) = 0 ot x = Yjcjciw; avec J fini. Alors on
a [(Bicsexr;) = 0, ceci implique que Yiejcx f(z;) = 0. D’aprés
I'unicité de la décomposition f(x;) = 0 et ceci implique f;(z;) = 0
mais f; est un semi-automorphisme, d’ou x; = 0 pour chaque 7 et
ainsi x = 0. D’ou f est un semi-automorphisme. Ceci implique que
M est S-hopfien-1.

(b) Supposons que M; est S-co-hopfien-1 et f est injectif.
filx:) = file;) = f(2:) = f(a;) = ;= @; car f est injectif.
D’ou f; est injectif pour chaque 1.
M; est S-co-hopfien-1 et f; est injectif, donc f; est surjectif.
Prouvons que f est surjectif. Soit y € M tel que y = f(z) pour
x e M.
Posons y = ¥;y; puisque f; est surjectif , il existe x; € M; tel que
yi = filz;) mais fi(z;) = f(z;) donc y; = fiz;) = f(z:).
D'ouy = f(X;x;) = f(z) oux = X;x; . Par conséquent f est surjectif
et M est S-co-hopfien-1.

O

Proposition 5.3.4. Soit M un R semi-module produit de R sous semi-
modules M; (i € I). Alors
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(1) si M est un S-hopfien-1 ( resp. S-co-hopfien-1) alors pour tout (i €
I), M; est S-hopfien-1 ( resp. S-co-hopfien-1).

(2) Supposons que Homp(M;, M;) = {0} pour chaque couple (i,7) € I*
eti # j; si M; est S-hopfien-1 (resp. S-co-hopfien-1) pour tout i € I,
alors M est S-hopfien-1 (resp. S-co-hopfien-1).

Démonstration. (1) (a) Supposons que M est un S-hopfien-1 et prou-
vons que M; est un S-hopfien-1 pour tout i.
Soit f; : M; — M; un R-endomorphisme surjectif, définie par : ffij =
fisii=jet 09 =1Idy sii].
Maintenant définissons
f-M — M
(z5)jes (ffij (%))jeJ
Soit (y;)jes € M. f; est surjectif donc il existe x; € M; tel que :
yi = fi(wi).
Posons x; = y; si j #i. On a f((2;)jes) = (£ (€5)) ;o5 = (Wi)jes-
Donc f est surjectif.
Puisque M est S-hopfien-1, donc f est un semi-automorphisme.
Soit x; € M, tel que f;j(x;) = 0, posons x; = 0, si j # i. Alors
f((:vj)jeJ) = 037 . Mais f est un semi-automorphisme, donc x; = 0,
par conséquent f; est un semi-automorphisme ce qui implique que
M; est S-hopfien-1.
(b) Supposons que M est un S-hopfien-1 et prouvons que M; est un
S-hopfien-1 pour tout 7.
Soit f; : M; — M; un R endomorphisme injectif et définissons
FU = fisii=jet f77 = Idy, sii#j.
Maintenant, définissons

f-M — M

1)

(zj)jes (fz K (zj))jeJ
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Soit (%’)jeJa(f;)jeJ € M tel que f((xj)jeJ) = f((xg)JeJ) donc
(ff“ (xj))jeJ = (ff”(x;.))jg par conséquent
{ filxi) = fi(z}) N { T, =1

7
x]:x;h]#z Z'J:l’;7j§£7,
On conclut que f est injectif.

car f; est injectif.

Maintenant, puisque M est S-Co-hopfien-1 donc f est surjectif.
Soit y; € M; et y; = 0 pour j # ¢. Puisque f est surjectif, donc il
: 5ij
existe (x;)jes € M tel que (y;)jes = f((z5)jes) = (£i”(23)) e,
i = Jil\Ti
_ { yi = fi(zi)

yy=x;=0,i#]
On en déduit que f; est surjectif et M; est S-co-hopfien-1 pour tout

i.
(2) Supposons que Hompg(M;, M;) = 0 pour chaque (i,j) € I? et i # j.
On définie d;px; = x; si k =i et djpx; = 0si k # 1.
On définit 7; : M — M; : Wi((l'k)kej) = x; la projection naturelle et
Ji: My — M : ji(z;) = (0;7;)kes U'injection canonique.
Donc Idy = ), c; jik © T et j; o m; = Idyy, pour chaque i € J.
(a) Supposons que M; est S-hopfien-1 pour chaque i et prouvons que
M est S-hopfien-1.
Soit f: M — M un endomorphisme surjectif ou M = [l ;M) et

Ji My — M,

xi = fi(wi) = mio foji(xi) = mio f(omwi)k
Prouvons que f; est surjectif.
Soit y; € M; et (y;,0) € M, puisque f est surjectif donc il existe
r = (2g)res € M tel que y = (diryi)rx = f(Tr)kes-
1ifi=k;

mi(y) = mof (T )res = mio f[(Owxi)k+(VinTr)k) o0 b3 = 0ifi £k

. 1if i #k;
(S ik —
ik 0ifi = k.
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yi = 7o f(0uwxi)k +mio f(yinTr)r = mio foJi(xi) + Lpimi o f 0 Ju(ws)
= fi(x;) oumo foj,=0: M, — M — M; car Homg(My, M;) =0
Puisque M; est S-hopfien-1 et f; est surjectif, donc f; est un semi-
automorphisme pour chaque i.
Prouvons que f est un semi-autoomorphisme.
Soit x € M alors x = (2;)ics = Y ;c;(0ini)res et
f(x) =", f(izix) = D, f o ji(x;) mais on sait que
IdM:Zkejjkowkif:Ekjkomof on en déduit que :
f(x) =2 g gwom(Q; fodi(w)) =) jiomio fojiw)
+ Dz dr o (T o fogi)(zi) =32, jio fi(w;) car Homp(My, M;) = 0.
Maintenant f(z) =0= >, jio fi(z;) =0= jio fi(z;) =0 Vi.
Ce qui implique z; = 0 Vi car f; est un semi-automorphisme et j;
est injectif. Dot f est un semi-automorphisme et on en conclut que
M est S-hopfien-1.

(b) Supposons que M; est S-co-hopfien-1 pour chaque i et prouvons
que M est S-co-hopfien-1.
Soit f : M — M un endomorphisme injectif ou M = Il M} et

pour chaque ¢ € J, définissons

x> fi(w;) = mo foji(x) = mo f(duwzi)e
Prouvons que f; est injectif, on a :

filzi) = fi(x))
mio foji(zi) = mio foji(x;)
en outre on a ;o foj(xy) = mofojp(x}) =0 Vk # i carHom(M;, M) = 0
donc 7; 0 f o ji(xk) = m 0 f o ju(x},) si Vk
D’ott Zm o foji(zg) = Zm o f o ji(x}) si
k 2
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par conséquent m; o f[(xx)k] = mi o f(x})k]

donCZlemOf (xk)k Z]zoﬂzof () )r]

fl(zr)e] = fI(2))k]

Puisque f est injectif, donc

, ce qui signifie que fi est injectif pour tout k

Puisque M; est S-co-hopfien-1, donc f; est surjectif pour chaque 7.
Prouvons que f est surjectif.

Soit y = (yi)ies € M il existe x; € M; tel que y; = f;(x;) car f; est

surjectif et on a y; = m; o f o ji(x;).

Puisque 0 = 7; 0 f o ji(z}.) =0 Vk # i carHom(M;, My,) =0

.On a
alors 8; xy; = m; o f o jr()) si Vk
Donc Z5i7ky,~ = Zﬂ'i o f o jp(x)) si
k k

Dot y; = m; o ()]

Par conséquent y = (i)ies = Y _ ji(yi) = ZJZOWzOf i )k) = fl(2))k]

Posons x = (z;); alors y = f(z) et f est surjectif et on en conclut
que M est S-co-hopfien-1 comme voulu.
[

Il y a quelques différences entre ces deux nouveaux lemmes de Fitting et

ceux donnés dans [17].
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Lemme 5.3.2. ( Lemme faible Fitting I)

Soit M un R semi-module a gauche completement soustractif satisfaisant
a la fois la condition de chaine ascendante et la condition de chaine descen-
dante sur les sous semi-modules et soit f un endomorphisme rigide de M.

Alors il existe un nombre entier naturel n > 1 tel que :
M = f*(M)&Ker(f")

Démonstration. Puisque

et
{0} C Kerf C Kerf?*C ... C Kerf* C ...

On sait qu’il existe des nombres entiers naturels i et j tels que :
Fi{(M) = f%(M) et Kerf? = Ker f% pour tous i,j € N.

Soit n = max{i,j} et on a:

fr(M) = f>(M)
Kerfm = Ker f?.

Donc d’apres le théoreme 5.3.1 on a :

{ M = f7(M) + Kerfn
{0} = Kerfmn f(M).

Donc

M = f"(M)®Kerf"

Lemme 5.3.3. (Lemme faible Fitting II)
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Soit M un R semi-module a gauche satisfaisant a la fois la condition de
chaine ascendante et la condition de chaine descendante sur les sous semi-

modules et soit f un R endomorphisme rigide de M satisfaisant la condition :
M = f{(M) + Ker(f)

pour un entier naturel t. Alors il existe un nombre entier naturel p pour lequel
M = fr(M)®Ker(f")

Démonstration. Puisque

et
{0} C Kerf C Kerf?*C ... C Kerff C ..

on sait qu’il existe des nombres entiers naturels i et j tels que :

f{(M) = fiF*(M) et Kerf? = Ker fi™* pour tout k € N.

Posons p = maz{t,i,j} et soit g = fP. Alors par construction g = g*. Si
m € M alors il existe x; € M et y; € Ker f! satisfaisant m = f*(z1) + ;. De
la méme maniere il existe xo € M et yo € Kerf' tel que z1 = f'(22) + yo.
Donc f!(z1) = f*(w2) + f'(y2) = [*(22), @2= f*(x3) +ys

et f1(m1) = f(2) = [*(3) = [¥(53) = . = f™(za) tel que

nt >petm= f"(z,)+y = fP(x) +y oty € Kerft C KerfP. Par
conséquent

M = g(M)+ Kerg

Soit x € g(M) Nker(g) = g(x) =0et z = g(y) alors,
g(z) = ¢*(y) = 0 =y € Ker(g?) donc

gy)=0=2=0

et
{0} = g(M) N Ker(g)
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. De ce fait
M = g(M)TKer(g)

]

Remarque 5.3.1. La différence entre le lemme faible de+— Fitting I et le
lemme faible de Fitting II est que :

— dans le premier, les semi-modules sont complétement soustractifs;

— et dans le second l’endomorphisme f doit verifier M = f*(M)+Ker(f")

pour un certain entier naturel t.

Théoreme 5.3.3. 1. Siun R semi-module a gauche M est complétement

soustractif et si End(M) est w-régulier alors M est faible Fitting.

2. Siun R semi-module a gauche M est faible Fitting alors End(M) est

m-réqulier.

Démonstration. 1. Soit f un endomorphisme rigide. Supposons que End(M)
est m-régulier donc pour f il existe g, h € End(M) et un entier naturel

n tel que f* + f*g = f>"h et on a
(f" + frg)(M) = f"h(M) C f>"(M)

fH(M) + f(g(M)) = f1(M) € f*(M)
donc on a f"(M) = f?"(M). Par conséquent d’apres le théoreme 5.3.1
on a
M = (M) + Ker(f")(+)
Soit x € f"(M) N Ker(f") = f"(z) =0et x = f"(y) alors,
fra) = f(y) =0
(f"+9f")(y) = hf*"(y)
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) +9(f*"(y)) = 1(f*"(y)
f"(y) +9(0) = h(0)
x + g(0) = Rh(0).
Finalement
x = 0.

Donc on a

{0} = f*(M) N Ker(f")(x*)
D’ou d’apres (x) et (xx) M est faible Fitting.
. Réciproquement supposons que M est faible Fitting alors en utilisant le

théoreme 5.3.1, on a f"(M) = f?"(M) et donc si g est un morphisme,

on a:
fr@) + fg(x) = [ (2) + f*"g(x)
fr(@) + fg(x) = f"(Idy + g) ()
(@) + frg(x) = [ h(z)
ou h(z) = Idy + g(x) pour g,h € End(M) et End(M) est m-régulier
a droite .
Aussi soit x € M, f € End(M) on a f"(z) = f*"(x) donc si ¢’ est un

morphisme, on a :
fi(@) + g (@) = (@) + ¢ f" ()
f(@) + ' f*(x) = (Idw + ¢') " (2)
fi(@) + g f"(x) = W [ ()
ou W' (x) = Idy +¢'(x) pour ¢/, ' € End(M) et End(M) est w-régulier

a gauche.

On en conclut que End(M) est m-régulier
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Corollaire 5.3.1. Un R semi-module a gauche complétement soustractif M

est faible Fitting si, et seulement si, End(M) est m-régulier.

Proposition 5.3.5. St un R semi-module a gauche complétement soustractif

M est faible Fitting alors M est S-hopfien-1 et S-co-hopfien-1.

Démonstration. — Soit f un endomorphisme surjectif de M, d’apres le
théoreme 5.3.3  End(M) est m-régulier (End(M) est m-régulier a
gauche) il existe n € N* tel que "+ gf*" = hf?" pour g,h € End(M).
Soit z € M tel que f(x) =0, il existe y € M tel que x = f"(y) car f

est surjectif, donc
(f" +9f*")(y) = (hf*")(y)

f(y) + 9" (y) = h(f*"(y))
") +9f (" (y) = h(f(f"(y)))
z+ g(f(x)) = h(f(x))

4 g(0) = h(0)

Finalement

z=0

f est un semi-automorphisme de M et M est S-hopfien-1.

— Aussi soit f un automorphisme de M, End(M) est w-régulier (End(M)
est m-régulier a droite ) il existe n € N* tel que f™ + f?"g = f*"h pour
g,h € End(M). Soit x € M on a

(f"+ f"g)(x) = f*"h(z)

fr(@) + frg(x) = [ h(@)
S Udar + [7g)(x) = [" (/")) = &+ [Pg(x) = ["h(x)

84



car f est un automorphisme.
=z + f'g(x) € f(M)

=z € f(M) dapres le fait que f(M) est soustractif

donc
f(M) =M

et f est un endomorphisme surjectif de M. D’ou M est S-co-hopfien-I.
O

Corollaire 5.3.2. Soit M un R semi-module a gauche complétement sous-
tractif. Si End(M) est w-régulier, alors M est S-hopfien-1 et S-co-hopfien-1.

Démonstration. Elle est immédiate en combinant le théoreme 5.3.3 et la pro-
position 5.3.5 O

Lemme 5.3.4. Soit f € End(M) et supposons que f est rigide. Donc la
restriction de f™ a M’ (notée par f™/M’), ou M' = f(M), est rigide.

Démonstration. Supposons que f est rigide et soit x =pm /pp y.
(@) = f"(y)

vEmpr Y= { x,y € M= fm(M).

ot z=fma) et y=f")= (') = f*"(y'). Ce qui implique

¥ =pn Yy S0 Zgepen Y =2+ ki =y +ky ot ki ky € kerfm.
Ce qui implique f™(2') + f7(ky) = f(y/) + f7(ks) = 2+ ks = y + ks ot
ks, ky € Kerfm™ N M'.

]

Définition 5.3.3. Voir [1]. On dit qu'un R semi-module a gauche est en-
gendré de maniére finie, s’il existe unn € N et un épimorphisme

R%) Lsr M. Si de plus Uépimorphisme est i-réqulier (resp. k-régulier,
réqulier), on dit que M est i-engendré (resp. k-engendré, r-engendré) de

maniére finie.
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Lemme 5.3.5. Soient M un semi-module a gauche engendré de maniere
finie et f un endomorphisme tel que f™(M) = f*"(M) pour un certain
entier m.

Alors M' = f™(M) est engendré de maniére finie comme un sous semi-
module de M.

Démonstration. Soit f € End(M) et posons M' = f™(M) pour un certain
m. Montrons que si M est engendré de maniere finie alors M’ est aussi
engendré de maniere finie. Puisque M est engendré de maniere finie, il existe
un entier n et un épimorphisme Rg) Ly n M.

Soit RE;” L5 M’ définie par g(a) = f™p(a) et soit f', g : M’ — N tel
que f'q(a) = g'q(a) donc f'f™p(a) = g'f"p(a) ¥ a€ Ry

Puisque M est engendré de maniere finie donc,

fime) =g ") v zeM.

Mais f™(M) = f**(M) implique que M’ = f™(M’), donc f™/M’ est
surjectif. Donc f'f™ = ¢ f™ = ' = ¢’ et M’ est engendré de maniere finie.

O

Le théoreme suivant donne un résultat qu’on peut regarder comme le

lemme de Dischinger (voir [13] théoreme 2 (b))

Théoreme 5.3.4. Soit R un semi-anneau. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :
(1) Tout R semi-module d gauche r-engendré de maniére finie est
S-co-hopfien-1.
(2) Tout endomorphisme rigide f € End(M) de R-semi-module a gauche

M r-engendré de maniere finie, est w-réqulier.

Démonstration. 1) = 2) :Soit M un R semi-module a gauche, r-engendré
de maniere finie. Supposons que M est S-co-hopfien-1. Soit f € End(M)

un endomorphisme rigide. Prouvons qu’il existe m € N* et g,h €
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End(M) tel que
fm_|_f2mg — meh

. Nous avons la suite décroissante
{0} C Kerf C Kerf?*C ... C Kerf* C ... C Kerf*...

Posons T'= U2, Kerft,ona T C M.
Soit z € T il existe my € N* tel que z € Kerf™ = fm™(z)=0 =
fofm@) =0 frotie) = froo f(z) =0 = f(z) € Kerfr CT
alors T est un sous semi-module stable de M et pour tout x € M on a
reT = f(r)eT.
Aussi, si f(z) € T =U2, Kerf' il existe my € N* tel que :
flx) e Kerf™ = fmf(z)=0= 2z € Kerfrmt1 CT.
Dou f(z) eT=z€T.
Finalement

reT & f(x)eT

et f induit un endomorphisme.
f:M/T — M/T

T=a+T~ [(T)=f(z)+T = f(x)

et M /T est un R semi-module a gauche r-engendré de maniere finie avec
comme systeme générateur (€7, €z, ...,6,) et on a T = »_ Nie; = > \&;.

Soient x,y € M tel que

f@) =@ flz) = fy)

Alors f(z) +t, = f(y) +t2 on t; € T = UZ Kerf' donc il existe

mo € N* tel que t; € Kerf™2, alors on a
() Ekerpme f(Y) = & Spmat1 Y = T Zpepppmor y d’apres le fait que f est rigide
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Et on ax+u; =y + up pour uj,us € Kerf™™ CT = x=¢ .
Finalement f est injectif.

Puisque M/T est r-engendré de maniére finie, alors par la propriété de
S-co-hopfien-1, f est un automorphisme.

f est bijectif, alors il existe une suite (u;)1<i<, d’éléments de M tel que
f@) ==

Maintenant, définissons v € Endg(M) par v(e;) = u;.

Ona: f(m) =& = f(u) =& = f(u;) =r e; donc il existe m € N* et
tt € Kerf™ CT tel que e; + 14 = f(u;) + 15

frlei + 1) = f7(f (i) +t5) = f™(e;) = 2™ (w;) = 2" (v(e:))

f™(e;) = f™(v(e;)) pour tout e

fm — fm+1,0
Par conséquent en composant par f a gauche et par v a droite succes-

sivement m — 1 fois, on obtient
fm _ meUm

Posons h = v™ et g = 0 alors f™ + f?™g = f*"h comme voulu.

2) = 1) Soit M un R semi-module a gauche r-engendré de maniere fi-

nie, alors tout endomorphisme rigide de End(M) est m-régulier par
hypothese.
Soit f un injective endomorphisme injectif. Alors f est rigide. Donc par
hypothese, f est m-régulier par conséquent il existe un entier n € N et
deux endomorphismes g, h € End(M) tels que f™ + f?"g = f*"h et on
a

(f"+ [ g)(M) = f*"h(M) C f*(M)
FH(M) + f2(g(M)) = fH(M) € f*(M)
Dot f*(M) = f"(M)
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Soit y € M on a f*(y) = f*(x) (pour x;y € M) donc y = f"(x)
car f est injectif par conséquent y € f(M) = f(M)= M. D’ou f est
surjectif et M est S-co-hopfien-1.

O]
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Perspectives de recherche en

théories des semi-modules

Les recherches menées durant cette these peuvent nous conduire a re-
prendre beaucoup de résultats, déja connus dans la théorie des modules, dans
celle des semi-modules. Vu le développement fait sur les sous semi-modules
semi-essentiels et sur la notion de semi-simplicité dans les chapitres 3 et 4,
nous comptons reprendre :

- tous les travaux faits sur les notions de radical et de socle en théorie des
modules dans le cas des semi-modules,

- tous les résultats connus sur les modules injectifs et les enveloppes in-
jectives de modules dans le cadre des semi-modules.

- d’une maniere générale tous les principaux résultats du [2] dans la théorie

des semi-modules.

Comme perspective de recherche nous comptons aussi nous orienter dans
I’algebre maz-plus que nous avons beaucoup utilisé dans nos exemples de

semi-modules.
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