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Introduction

Dans (Mo 6] P. Molino & posé le probléme de 1'étude des variétés
munies d'une structure de Poisson-Riemann : une structure de Poisson-Riemann
est la donnée d'un triple (P,A,g) ol (P,A) est une variété de Polsson et g
une métrique riemannienne sur P qul vérifie les conditions suivantes
i) S1 S est le feullletage simplectique de (P,A) , alors la métrique g est
adaptée 4 S en ce sens que toute géodeésique perpendiculaire & une feuille
en 1'un de ses points reste perpendiculaire a4 toutes les feuilles qu’elle
rencontre,

ii) Notant J(P,AH) l'alpgébre de Lie des champs de vecteurs tangents aux
feuilles différentiables qui respectent le tenseur de Poisson A et le champ
d’éléments de contact H orthogonal aux feuilles, la partie J; (M,¥F,H) de
J(M,.F,H) formée des champs complets est transitive en restriction a chaque
feuille.

L’étude des feuilletages presque isométriques singuliers est apparue
comme une étape intermédiaire dans celle des structures de Poisson-Riemann.
Soit M une variété différentiable connexe, un feuilletage presque isométri-
que singulier ¥ sur M est un feuilletape singulier au sens de Sussmann-Stefan

qui satisfait aux conditions suivantes

1. I1 existe une métrique riemannienne g sur M adaptée a4 F dans le sens de

i).

2. Soit Xx le module des champs de vecteurs différentiables tangents aux
feuilles et soit J(M,¥ ,H) la sous algeébre de Lie de‘!@-formée des champs de
vecteurs qui respectent le champ d'éléments de contact H orthogonal aux feuil-
les ; alors la partie J.(M,¥,H) de J(M,¥ H) formée des champs complets est
transitive sur chaque feuille.

La condition 1 signifie que ¥ est un feuilletage riemannien singulier.
Dans [Mo 6], on a montré l'existence, pour un feuilletage presque isométrique
singulier sur une variété connexe M , d'une fibration ¢ : M »+ W dite horizon-
tale, de M sur une variété basique W ayant la propriété qu'une fibre rencontre
toutes les feuilles et qu’en outre les traces de celles-ci sur chaque fibre
N forment un nouveau feullletage ¥, presque isométrique pour la métrique indui-
te ; 1'algébre de Lie J(N,F, H,) est un invariant du feuilletage dit algeébre

de Lie structurale horizontale. Il se pose le probléme de savoir si cet inva-



riant a une dimension finile.

Dans le présent travail, nous donnons des réponses partielles A cette
question. Ensuite nous faisons une description des feuilletages presque isomé-
triques sur les varlétés compactes et connexes de dimension 4.

Au chapitre I, nous rappelons les propriétés des feuilletages rieman-
niens singuliers décrités dans [Mo 5], puis 1'on précise la structure des
fibres de la fibration horizontale : ce sont les adhérences des nappes, une
nappe passant par un point x € M étant par définition 1'ensemble des points
que l'on peut attelndre A partir de x en suivant un chemin continfment dif-
férentiables par morceaux tangent &4 H .

Au chapitre II, nous donnons une propriété générale qul caractérise
les éléments de 1'algébre de Lie structurale horizontale. De fagon précise,
on montre que si X € J(N, ¥, ,H) a un jet infini nul en un point x € N ,
alors il reste identiquement nul sur N . Nous montrons que J(N.Fﬁ,HN) a une
dimension finie lorsque ¥ est régulier ou a une dimension générique £ 2 . On
montre également qu‘un flot presque isométrique sur une variété compacte et
connexe est isométrique s'il est régulier ou si le champ d'éléments de con-
tact H est complétement intégrable dans l’ouvert régulier ; dans ce dernier

cas, il résulte d'une action de S sur M et J(M,¥,H) est une algébre de ro-
tations infinitésimales autour de la strate EEO des feuilles ponctuelles qui

est une sous-variété de codimension 2.

Le chapitre II est consacré & 1'étude des feuilletages presque isomé-
triques singuliers (M*,F) de dimension générigue 2 sur une variété compacte
et connexe M* , Un tel feuilletage provient d’'une action de SU(2) ou du tore
T° lorsqu’il posséde une feuille ponctuelle. Si la dimension minimale des
feuilles est 1 et si la variété basique de la fibration horizontale est
g1 , i1 existe une sous algébre J de J(N‘,?}H) isomorphe & R qui est tran-
sitive sur les feuilles. F est alors défini par une action de T? sur M* s'il
est & feuilles compactes et la variété feuilletée (M* ., F) est construite par
suspension a4 1'alde d'un automorphisme ¢ de (N,¥;) , (N.ﬁh) étant la fibre

type de la fibration horizontale, munie du feuilletage induit ¥F; . Si les

feuilles dans la strate singuliére 21 ne sont pas compactes, alors les com-

posantes connexes de 21 sont des tores T2 ; on peut définir F par une action

d'un sousgroupe G dense de T°



Le probléme de la finitude de la dimension de 1'algébre de Lie struc-
turale horizontale reste ouvert si la dimension des feuilles est 2 2 , La
résplution de ce probléme raménerait la classification des feuilletages
presque lsométriques singuliers & celle des actions de groupes de Lie. En
particulier il serait intéressant de saveoir, lorsqu'un feullletage presque
isométrique (M.,¥,g) est & nappes denses, s'il existe une autre métrique
riemannienne g’ sur M pour laguelle 1'algébre de Lie structurale est formée

d'isométries infinitésimales.



Chapitre I. Feuilletages presque isométriques singuliers.
Définition et constructions élémentaires assoicées.

A. RAPPELS SUR LES FEUILLETAGES RIEMANNIENS.

I. Définition.

Soit M une variété différentiable connexe. Un feuilletage riemannien
sinpulier sur M est une partition ¥ de M en sous varlétés immergées connexes

- les feuilles - vérifiant les conditions suivantes

1) ¥ est un feuilletage singulier au sens de Sussmann [Su], Stefan [St] i.e
le module Xr des champs de vecteurs différentiables tangents aux feuilles

est transitif en restriction & chaque feuille.

2) 11 existe une métrique riemannienne g adaptée a F dans le sens suivant
toute géodésique perpendiculaire en un point 4 une feuille reste perpendicu-
laire & toutes les feuilles gqu‘elle rencontre.

Cette condition signifie que F est un sysstéme transnormal au sens
de Bolton [Be]. Dans le cas ol toutes lesl feuilles ont la méme dimension,
on dit que ¥ est régulier. Les feuilletages riemanniens singuliers ont été
étudiés par Molino [Mo 5]. Ils apparalssent de fagon naturelle dans 1’'étude
des feuilletages réguliers riemanniens ou totalement géodésiques,les adhéren-
ces des feuilles (respectivement des nappes) d’un feuilletage riemannien reé-
gulier (resp. d'un feuilletage totalement géodésique) formant un feuilletage
riemannien singulier. Avant de décrire leur structure, rappelons le lemme

suivant qui nous sera utile pour toute la suite.

Lemme (Existence de Voisinage tubulsire). Seoit (M,g) une variété riemannienne

de dimension n et F une sous variété immergée de M de dimension p . Soit P

un ouvert connexe relativement compact de F .



Il existe un réel p,> 0 tel que, si Bzo
est le fibré en boule sur P , formé des

vecteurs de longueurs < p, perpendiculai-
res & F aux différents points de P , 1'ap-

plicatjion exponentielle

. P
exp, : Bpo—'igo

réalise un difféomorphisme de Bz sur un
o

ouvert ig de M vérifiant les propriétés
O

sujivantes

i) Si y = exp X, , alors d(y,P) = HXxﬂ et

est réalisée par la géodésique de vecteur

vitesse en x Xx , d étant la distance
définie par g

ii) L’application de projection orthogonale
w: 8% -—~P

®o

y = exppxx = X
est une fibration localement triviale de fibre type la boule S(O,po) dans PP,

Cn dit que Ti
o

est le voisinage tubulaire de P de rayon p

Sip<p, , le tube 82 est la sous variété de codimension 1, image
par exp, du fibré en sphéres de rayon p dans Bzo ; Szo est 1'’ensemble des
points qui sont & une distance p de P . Les géodésiques issues de P et perpen-

diculaires 4 F constituent la famille des courbes orthogonales aux tubes.

II. Description des feullletages riemanniens singuliers.

Dans la sulte F est un feuilletage riemannien singulier sur la varlété

connexe M et g une métrique adaptée.



v bu es distingués,

Soient x € M et P un voisinage ouvert connexe de x, relativement
compact dans la feuille F*o . Considérons un volsinage tubulaire iﬁo de
rayon p, de P dont le lemme précédent garantit 1'existence et notons
T Eio* P la projection orthogonale.

8i p, est assez petit, la feuille F, passant par y € fﬁo est trans-
verse A la fibre ﬂ"‘(ﬂ(y)) . La plaque Py passant par y est par définition
la composante connexe de y dans 1'ouvert Fyﬁ Eio . Comme la métrique g est
adaptée, le fait que les géodésigues perpendiculaires 2 F‘o aux peints de P
forment la famille des courbes orthogonales aux tubes entraine que l’espace
tangent 2 la feuille F, en y est contenu dans le tangent au tube 52 lorsque
y € Gz . I1 en résulte que PY est tracée dans ce tube., Cecl entraine que la
distance entre les feuilles est localement constante pour un feuilletage
riemannien singulier.

De plus la restriction m : P, = P de la projection orthogonale est
une submersion surjective.

On dira que iﬁ est un voisinage tubulaire distinpué de x,
=)

2. lLemme d'homothétie.

Soit A > 0 . Considérons l'homothétie h, définie sur la réunion des
P‘v‘ : oo -
tubes Sp telsyp et Ap < p, et qui est obtenue en composant exp, avec 1’ homo
P Sy . . p
thétie de rapport A dans le fibré perpendiculaire 4 la plaque, Bpo . Le lemme
suivant joue un rdle important dans 1'étude des feuilletages riemanniens

singuliers.

Lemme. L'homothétie h, envoie plaque sur plaque et laisse le feuilletage ¥

invariant dans le domaine de & o elle est définie.

Po

Démonstration. Il suffit de démontrer le résultat pour A voisin de 1 car

tubulaire de y , lorsque y € 82 . Il existe donc un voisinage ouvert 0 de y

= h,o h, . Pour un tel A , le point y,= h,(y) appartient & un voisinage

dans P, et un voisinage ouvert Q, de y, dans PYA tels que la distance
d(&i, f0 soit constante sur €, et soit réalisée par la géodésique joignant
le point y3 4 sa projection y’ sur 2 .

De d{y P} = p , d(y,, P) = Ap , on déduit que d(y,y,) = pil-il



or siy; € 8%, aly , yi) = p11-Al = 35 = by (y)
Dfou = h, (0)

3. Stratification par la dimension des feuilles.

S5i la dimension des feuilles varie de r, & r; , celles qui ont la
dimension maximale sont appelées feuilles génériques, les autres sont dites
singuliéres.

La strate Zr est la réunion des feullles de dimension r . On montre,
en appliquant le lemme d'homothétie dans les voisinages tubulaires distingués
des points de M , que chaque strate ¥ est une sous variété plongée de M ;
de plus si ¥ est une géodésique perpendiculaire aux feuilles tangente &

Z_ . elle reste localement contenue dans cette strate. D’'autre part le fait
que le feuilletage reste invariant par les homothéties par rapport & chaque
strate entraine que si r < ry; , la codimension de Z est supérieure a 2.
Ainsi la strate Zr1 est un ouvert connexe dense de M appelé ouvert régulier
dtf feullletage ; la trate Zro est dite minimale,

F définit, en restriction & chaque strate, un feuilletage régulier

pour lequel la métrique induite par g est adaptée.

4, Métriques adaptées et métrigues transverses.

4,1, Cas régulier,

Dans le cas régulier, la caractérisation des métriques adaptées est
due 3 Reinhart [Re]. Une métrique g sera adaptée & ¥ sf elle vérifie la condi-
tion suivante : Quels que soient les champs de vecteurs différentiables locaux
feuilletés et perpendiculaires aux feuilles X et Y |, la fonction g(X,Y) est
basique dans le sens qu’'elle est localement constante sur les traces des feuil-
les dans l'ouvert ou X et Y sont définis. g sera dite alers bundle-like ou

encore quasi-fibrée.
Une métrique bundle-like g définit dans le module X(M) des champs de

vecteurs différentiables sur M une forme bilinéaire symétrique

g X(N) x X(N) - C(N)



ou m,: A(M) = A(H) désigne la projection orthogonale sur le module X(H) des
champs de vecteurs perpendiculaires aux feuilles.

gy vérifie les propriétés suivantes
1) VXE XM , g, (X, X) 20

2) Ker g¢= ﬁ; .

3) VX€E Ur, Lyg,= 0, Lyg, étant la dérivée de Lie de g; sulvant X définie

par
(g2 (Y, 2) = X g (Y,2) - g ([X,¥] , Z) - g (Y, [X.2]) , VY, ZE&EX(M

1) et 2) permettent de regarder g, comme une structure euclidienn® sur le
fibre Q = T(M)/TF transverse A4 F lorsqu’on 1’identifie au fibré orthogonal

a ¥. 3) signifie alors que g; est laissée invariante par 1'action de XYy sur

Q

Une structure euclidienne sur ¢ vérifiant les conditions 1) & 3) est appelée
métrique transverse. On voit qu'a toute métrique bundle-like est associée une
métrique transverse unique. Rappelons que si F est un feuilletage régulier
sur M de dimension p et de codimension q , il existe, pour tout x,€E M , un
voisinage ouvert U de x, et une submersion surjective f : U — U sur une va-
riété U de dimension q tels que les composantes connexes des traces des feuil-
les sur U soient les fibres de f . Les champs de vecteurs feuilletés dans U
se projettent suivant les champs de vecteurs sur U .

Solent X et Y deux champs de vecteurs feuilletés et perpendiculaires
aux feuilles. Puisque la fonction g (X,Y) est basique, elle se projette dans
U suivant une fonction é(i,?) qui ne dépend que des projections X et Y de X
et Y sur U . De cette maniére, on définit une métrique riemannienne g sur
U . On interpréte alors gy come le pull-back de g sur U .

Lorsqu’on munit U et U des métriques respectives g et E , 1'applica-
tion tangente a4 f réalise, en tout point x € U , une isométrie de l’espace
N, orthogonale & la feullle F, sur 1'espace Tf(x)ﬁ . £ est alors une submer-
zion riemannienne.

Signalons enfin que la donnés d'une métrique transverse pour un feuil-

letage régulier F permet de construire des métriques adaptées a F ,



4.2. Cas singulier.
La notlon de fibré transverse au feullletage n’a pas de sens dans le

cas singulier. Soit F une feuille de ¥ , le fibré transverse a2 F sera par
définition le quotient Qf= T¢M/TF ou T M désigne la préimage de F dans le
fibré tangent (TM.p,M) . Xy opére TF sur Qf via les groupes & un paramdtre
associés A ses éléments,

La métrique adaptée g détermine une structure euclidienne g; sur Q
identifié au fibré orthogonal &4 F . LA encore g$ est lalssée Invariante par

l'action de Xy sur Qf : ceci s'exprime par la relation
X gh(¥,2) - gh([x,¥],2) - gf(¥,[X,2]) =0, VXEX , ¥, Z € XM

On appelle métrique transverse g; associée a g la famille des métri-
ques transverses g; définies le long des différentes feuilles. Localement,
gy détermine la distance entre les feuilles.

On ne sait pas encore, a la différence du cas régulier, si 1'existen-
ce d'une métrique transverse pour un feuilletage singulier entraine celle
d'une métrique riemannienne adaptée a ce feuilletage. Toutefois dans le cas

ol la variété ambiante M est compacte, on a le résultat suivant

Théoréme 1 [Mo 4). Soient ¥ un feuilletage riemannien singulier sur la varié-
té compacte et connexe M , g une métrique adaptée a8 F et g' une autre métri-

que riemannienne sur M . Alors g' sera adaptée 4 ¥ si, et seulement si, pour

toute feuille F de ¥ , la structure euclidienne gff définie par g' sur Qf

est une métrique transverse pour F .

La démonstration de ce résultat utilise le fait que 1l'existence de
g entraine que les différentes strates sont des sous variétés plongées, alors
qu'on ne sait pas si celle d’'unémétrique transverse permet d‘'affirmer le méme

résultat.
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5. Gé lobale de uilletage emanniens s uliers.

Dans ce paragraphe, on suppose la variété M compacte.

5.1. €as régulier.

Soit ¥ un feuilletage riemannien régulier de codimension g sur M .,

Q étant le fibré transverse de F , notons EQ le fibré des repéres orthonormés
de Q . Si p : EQ * M est la projection, F se reléve dans EQ suivant un feuil-
letage régulier ¥ de méme dimension.

EQ est une variété fibrée principale de grouope 0(q,R) . Seit w la
connexlon de Lévi-Civita transverse projetable sur EQ . Le champ d'éléments
de contact tangent aux feuilles de ¥ est horizontal pour @ . Bq étant la
forme fondamentale de EQ , & tout € € R , on associe le champ de vecteurs
basique B, défini par les conditions Gq(BE) =€ et w(B;) =0

Les champs basiques et les champs fondamentaux associés aux éléments

St

de 1'algébre de Lie D(q,R) sont feuilletés pour F et engendrent un supplémen-

taire de Tzf'en chaque point z € EQ . En fait si (81,...,£q) est une base de
R et si {}1""'Aq(q—l) est une base de D(q,R) , les champs basiques Bei
2

et les champs fondamentaux X, définissent un parallélisme transverse de

1
¥ . Comme M , et par suite EQ est compacte, ce parallélisme est complet.
D'ol ¥ est transversalement complet (T.C). Rappelons que pour les feuilleta-

ges T.C. on a le théoréeme suivant :

Théoréme 2. [MO 1] Soit % un feuilletage T.C. sur une variété connexe V .
Alors les adhérences des feuilles de § sont les fibres d'une fibration loca-
lement triviale ¢ ; V - B sur une variété basique B' . Sur chaque fibre, &
induit un feuilletage de Lie & feuilles denses. L'algébre de Lie structurale
k de ce feuilletage est un invariant de § . De plus il existe un faisceau
€(V,8) de germes de champs transverses commutant avec Ltous les champs trans-
verses globaux qui est un fibré en algébre de Lie sur B , de fibre type

k™ , ayant pour orbites les adhérences des feuilles.

Pour la notion de feuilletage de Lie, wvoir (Fe].

Appliquant ce résultat & F sur 1'une des composantes connes de EQ
(éventuellement si F est transversalewent orientable), on obtient far projec-
tiom sur M , un théoxéms de structiure puur les feuillstages riemanniens

reguliers,
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Théoréme 3 [MO 3] Soit (M, F,g) un feuilletage riemannien régulier sur une
variété compacte et connexe M . Les adhérences des feuilles sont des sous
varlétéi et sur chacune d’elles ¥ induit un feuilletage riemannien transver-
salementvhomogéne Il existe un faisceau commutant €(M,F) formé de germes
de champs de Killing transverses qui est un fibré en algébre de Lie sur M

ayant pour orbites les adhérences des feuilles.

Comme, transversalement auX feuilles, les adhérences sont des orbi-
tes de champs de Killing, elles forment un nouveau feuilletapge riemannien

singulier.

5.2. Cas singulier.

Remarquons d'abord gque sl une feullle F est contenue dans une strate

Z , il en est de méme de son adhérence. Ceci est évident pour la strate

Z qui est compacte. Si r > r, , alors LJ Z_, est compacte, donc F C X

r
L]
r'sr

entraine F C LJ Zr, . Maintenant, comme la distance entre les feuilles est
r'sr

localement constante, la fonction x — dlx , LJ Z .| est constante sur F et
r'<r

égale & la distance d|F , LJ Z .| qui est > 0 . F étant a la méme distance
' r'<r

LJ Z_, , on en déduit que F est contenu dans PN
r'<r
Dans chaque composante connexe de la strate X, qul est compacte,
Q

ont peut appliquer le théoréme de structure des feullletages riemanniens
réguliers.

$i r > r, , £ n'est pas compacte. Une désingularisation de ¥ par
éclatements successifs le long des strates singuliéres ramene 1'étude de F
a4 celle d'un feuilletage riemannien régulier. De fagon précise, il existe,
d'aprés [Mo 4], une variété M compacte, un feuilletage riemannien régulier
¥ sur M est une application différentiable E : M — M vérifiant les proprétés
suivantes
i) F envoie chaque feuilles de ¥ suivant une feuille de ¥ ,

1i) Eu dehors du iieun singulier, £ est un revétement fini tzlvial.
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On peut alors appliquer le théoréme 3 & (M,¥) et en déduire, par
projection sur M , que les adhérences des feuilles de (M,F) sont des sous
variétés. De plus le faisceau commutant E(M,F) se projette sur Er1 en un
faisceau localement constant @(Zr1,3a . Celui-ci se prolenge par continuité,
en un faisceau €(M,F) qui est par définition le faisceau commutant du feuil-
letage ¥ . _

Les adhérences des feuilles forment un nouveau systéme transnormal
sur M . Un probléme non encore résolu est de savoir si elles forment un

feuilletage riemannien singulier.

B. FEUILLETAGES PRESQUE ISOMETRIQUES SINGULIERS.

I. Définition et exemples.

1. Définition. Soient M une variété différentiable connexe, F un feuilletage

riemannien singulier et g une métrique riemannienne adaptée & F . On dira que
F est presque isométrique pour la métrique g si la condition suivante est sa-
tisfaite

* 81 J(M,¥,H) est 1’algébre de Lie des champs de vecteurs différentiables
tangents aux feuilles qui respectent le champ d'éléments de contact H per-
pendiculaire aux feuilles, la partie JC(H,?]H) formée des champs complets

est transitive sur chaque feuille.

Remarque. H n'est pas différentiable si les feuilles n'ont pas toutes la méme
dimension. La condition # signifie que les groupes & un paramétre définis par
les éléments de J_  laissent H invariant.

Il est clair que si M eut compacte, J = Uc
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2., Exemples.

2.1, Exemple fondamental.

Solent (M,g) une variété riemannienne connexe, un sous groupe de
lie connexe du groupe de Lie des isométries de (M,g) . Les orbites de G for-
ment une partition ¥ de M en sous variétés immergées connexes, Si A est un
élément de 1'algdbre de Lie de G , on note X, le champ fondamental qui lui
est associé. L’'algébre de Lie des champs fondamentaux est transitive sur
chaque orbite. D'ol F est un feuilletage singulier.

Soit v : ]-a,b[ = M une géodésique perpendiculaire a la feullle Flo
en x,= 7{(0) ; notons U = (t & ]a,b[/FQ(t)l Y} . Il est clair que §? est fermé.
Montrons qu‘il est aussi ouvert.

Soit t & Q, x =v(t,) . P, étant un voisinage ouvert connexe rela-
tivement compact de x dans la feuille F, , considérons un voisinage tubulaire

P P P
x [ : . . x x : - < .
Bpo de P, tel que 1'application exp,: Bpo - ﬁbo soit un difféomorphisme.

Soit V, un voisinage ouvert de 1'élément neutre e de G tel que
Vo' x soit contenu dans P, . Comme les éléments de V, sont des isométries
ona: (1) VEEV, exp, o fo= f o exp,

X x
P
Siy =w(t) € E%x se projette sur x , notons P, sa composante conne-

P
xe dans 1l'ouvert E%‘ﬂ FY . (1) entraine que si y est & la distance p de
) S alors tous les points de V.- ¥ sont & la méme distance p de P, . Donc

la fonction z - d(z,Px) est localement constante sur Py ., Pa connexité, elle
sera constante sur Py . Py est donc tracée sur le tube 82‘ . Comme les géo-
désiques perpendiculaires & la feuille F, aux points de P, sont exactement
les courbes orthogonales aux tubes, on en déduit que Y est perpendiculaire
4 la plaque Py:Y(t) . Ceci étant vrai pour tout peoint de ¥ N B;Z , le résul-
tat découle de la continuité de 1'application Y ,

Par connexité on a N = ]-a,bf . D'ol1 g est adaptée.

* provient du fait que les champs fondamentaux sont des isométries infinité-

simales et laissent donc H invariant.

2.2. Exemple 2,
Soit E(p,W,G) un fibré principal de groupe G , p : E —+ W étant la

prajection. Si g, est une métrique riemannienme quelconque suxr W , son pull-
b L o ~ * » L. - -
back g,= p gy est une métrique transverse pour le feuilletage J§ défini par

les fibres. ¥ ¢st donc riemannien.
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Solt H une conmnexion sur E . Tout vecteur X tangent & E se décompose
sulvant une composante verticale X, et une composante horizontale X, . Soit
g une métrique adaptée & F ayant g, pour métrique transverse associée et
telle que H solt perpendiculaire aux fibres de p . Puisque H est lalissé inva-
riant par les champs fondamentaux, qui forment une algébre de Lie transitive

sur les fibres, ¥ est presque isométrigue.

2.3. Exemple 3.
Soient (H1,g1) et (Mz,gz) deux variétés riemannienmes. Considérons
la variété riemannienne produit M = (M;x M, , g% g,) . Les feullletages

vertical et horizontal de M sont presque isométriques pour g,x g,

II. Nappes et fibration horizontale.

Soit F un feuilletage presque isométrique sur la variété connexe M ,
munie de la métrique g . On désigne par H le champ d'éléments de contact

perpendiculaire aux feuilles.

Définition. Pour tout x € M , la nappe N, passant par x est 1'ensemble des
points que 1’on peut atteindre & partir de x en suivant un chemin contintment

différentiable par morcesux tangent 4 H

Les nappes sont construites de la méme maniére que pour les feuille-
tages totalement géodésliques. Voir pour cela Cajirns’ [Ca], Blumenthal-Hebda
[Bl1-He]. Les nappes d'un feuilletage totalement géodésique sur une variété
compacte connexe N forment un feuilletage régulier sur N . On a le méme ré-
sultat pour les feuilletages presque isométriques, avec une structure plus

rigide.

Proposition. les nappes sont les feuilles d‘un feuilletage transversalement
complet S sur M , pour lequel les champs de vecteurs dans J_ (M,¥ H) sont

feuillekés.

bémonstration.

Soit ¥ 1s fawrille des champs de vecteors différentiables dent chague
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orbite est contenue dans une nappe. Les classes d'accessibilité de X sont
les feullles d'un feullletage singulier S . Par construction les feullles de
§ sont contenues dans les nappes. D'ou il résulte que Xy est le module des
champs de vecteurs tangents aux nappes.

En fait le feuiletage § est régulier. Pour voir cela, considérons le

champ d'éléments de contact x » T, S qu’il détermine sur M .

1) Comme les transformations engendrées par les éléments de JC(M,F}H) respec-
tent H , elles envoient les nappes les unes sur les autres et partant elles
respectent 1& . Le fait que JC(M,F}H) est transitive sur les feuilles entrai-

ne que la dimenslon de TS est constante sur chaque feuille de F ,

2) Soit x €M et Ei' un voisinage tubulaire distingué de x . Considérons la
projection orthogonale wm : E;x - P, sur la plaque P,

Comme une géodésique perpendiculaire 4 la feuille F, aux points de
P, reste perpendiculaire 4 toutes les feuilles qu‘elle rencontre, chague
fibre ﬂ?1(y) , ¥y € P, , est contenue dans la nappe &g passant par y . Les
champs de vecteurs tangents aux fibres sont donc des éléments de X . Par
suite la dimension de TS est constante sur chaque fibre.

Les fibres de W étant transverses aux plaques, 1 et 2 entrainent que
la dimension de TS est constante sur Eix . La dimension de TS est donc loca-
lement constante et par connexité elle est constante sur M . Ceci prouve que
S est régulier.

Maintenant, comme 1l‘espace tangent a la fibre ﬂ"(y) au point y € P,

est Hy . HY est contenu dans TYS . D'ou les feuilles de S coincident avec

les nappes.

1) Signifie que les éléments de J, (M,¥,H) sont feuilletés pour § . De plus
ils engendrent en chaque point x € H un supplémentaire de T,5 . D'ou S est
transversalement complet.

En appliquant le théoréme de structure des feuilletages transversa-

lement complets 4 5 , on obtient le corcllaire suivant :

Corollaire. Les adhérences des nappes sont les fibres d’une fibration loca-

lement triviale

v MW
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sur une variété basique W . Sur chaque flbre N = y '(y) , vy € W , F Induft

un feuflletage F, presque lsomémtrique & nappes denses.

Démonstration. Par transversalité, les composantes comnexes des traces

des feuilles de F sur les fibres de  , orbites des éléments de JC(M.F}H)
y-verticaux, forment sur chacune de ces fibres N , un feuilletage ¥, pres-
que isométrique pour la métrique induite g, , le champ d'éléments de contact

H, orthogonal aux feuilles de F, étant la restriction de Ha N .

I. Algébre de Lie structurale horizontale.

Une fonction f € C(N) sera dite H-basique si sa différentielle en
tout point x € M s'annule sur H . Une telle fonction est constante sur
chaque nappe ; elle se projette sur W suivant une fonetion f € C(W) . Par
suite l1’anneau C?YH) des fonctions H-basiques s’identifie & C“%U) par la
correspondance foy-—t.

Soient X € J(M,¥,H) et £ € Cﬁ?ﬂ) . X-f € CE?M) . X détermine une
dérivation ¥, sur 1'anneau CP(W) . Autrement dit il se projette suivant un
champ de vecteurs X, sur W .

D*autre part fX € J(M,¥,H) . C’est facile & voir dans le cas régu-
lier : pour tout x € M et Y(x) € H , on considére un champ de vecteurs Y
feuilleté et perpendiculaire aux feuilles défini dans un voisinage de x et
prenant la valeur ¥Y(x) au point x . On a alors [£X,Y] = f[X,¥] - (Y-£)X = O
car [X,Y] = 0 . D’'oU fX laisse invariant Y . Ceci étant, si (¢,) est le grou-
pe leocal & un paramétre engendré par X , on a ¢E.(Yx) = Yﬁk(x)e H¢E(x)

Dans le cas singulier on applique la démonstration précédente dans
chaque strate, puis 1l‘on remarque que fX laisse invariant le champ d’'élé-
ments de contact perpendiculaire & chaque strate.

La correspondance X — X, est ainsi un morphisme de CﬁkM)-modules et
d'algébres de Lie de J(M,¥,H) sur X(W)

Soit maintenant X; un champ de vecteurs différentiable sur W . Soient
y € W et x un élément ce w?1(y) . Notant q la dimension de W , il existe q
éléments X1,.,.,Xq de 3(M,¥,H) qui sont linéairement indépeundants dans un

voisinage V de x saturé de nappes et gui se projettent suivant un bsse locale
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oo Xy} de LoD

Au voisinage de y , X, s'écrit sous la forme 5%'fiii .- X, se reléve

i=1

dans V suivant 1'élément X = itEiO W X, de J(M, ¥, H)
i=1
En considérant une partition de 1l'unité subordonnée & un recouvre-

ment ouvert localement fini de W , on reléve X, en un champ de vecteurs
global X quil est dans J(M,¥,H)
Ceci étant le worphisme X = X, est surjectif. On a donc une suite

exacte de Cﬁfﬁ)-modules et d’algébres de Lie
0—+& - JMF H LW 0

Revenons malntenant au feullletape induit par ¥ sur les fibres. Soit

N,= w-1(y°) une fibre de Y fixée une fols pour toutes. Si N est une autre
fibre de  , il existe un élément h du groupe de transformations engendrées
par J.(M,F,H) qui envole N, sur N ; h conjugue les feuilletages (No,imo) et
(N,J&) et envole HHo sur H, . Par conségquent, le triple (NO?QO,HNO) ne dépend
pas, & un isomorphisme prés, du point y, . L'algébre de Lie J(NO,JQO,HND)
apparait ainsi comme un invariant du feuilletage ¥ . On notera cet invariant
H et on 1'appellera algébre de Lie structurale horizontale de (M,¥F,g) . Le

preochain chapitre sera consacré a l'étude de cet invariant.
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Chapitre lI. Etude de 1'algébre de Lie structurale horizontale

Nous avons vu au chapitre T que 1'étude d‘un feuilletage presque
isométrique (M,¥,g) sur une variété comnexe M se raméne essentiellement au
cas d'un feuilletage presque isométrique & nappes denses (N,¥, ,g,) défini
par l‘algébre de Lie structurale H = J(N,¥, ,H ) de (M,¥,g) . Dans ce chapi-
tre, on montre que les éléments de H sont des champs presque analytiques en
ce sens qu'ils sont entiérement déterminés par leur jet infini en un point
quelconque de N . Ceci fournit une réponse partielle & une conjecture faite
dans [Mo 6], que nous démontrerons dans quelques cas particuliers, selon

laquelle H a une dimension finie.

I. Propriétés des éléments de H .

Théoroéme 1. Seitr (N,F,,g) un feuilletage presque isométrique singulier &
nappes denses et soit X € H . $'il exiscte X € N rel que j:’X =0, alers X
[+]

est identigquement nul.

P X
Démonstration. Considérons un voisinage tubulaire B, ° distingué de %, ,
4]

Px
image par exp,, du fibré B, ° formé des vecteurs de longueur < P, perpendi-
Q Q
culaires & la feuille F, aux points de P, . Si X engendre le groupe local
Q o
4 un paramétre (¢,) , alors Gpt‘) est un groupe & un paramétre sur Bz i le

champ de vecteurs X' associé & Gpt') est appelé le linéarisé de X .
Lemme 1. exppxo,X': X

Démonstration du lemme 1. Un a vu au chapitre I que si une géodésique perpen-

diculaire aux feuilles est tangente & une strate Z , elle reste localement
contenue dans cette strate. On commence par démontrer le résultat dans le cas
régulier, ot toutes les feuilles ont la méme dimension.

Considérons un voisinage ouvert simple U de x, et une submersion
riemannienne £ : U -+ U qui définit le feuilletage ¥ cdans U . Notons X la

restriction de X & U et ¢£ le flot de X, . Comme ¢E laisse la wétrigue trans-
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verse Invarlante, s1 Y : s = exp s V, est une géodésique perpendiculaire aux
feuilles, ¢¥0 Y est un chemin perpendiculaire aux feuilles de méme longueur
que v . Mais les géodésiques perpendiculaires aux feuilles sont des relevés
des géodésiques de U . Y et ¢¥- Y se& projettent donc sur une géodésique Y de
U . Il en résulte que ¢¥0 Y est la péodésique s — exp s-qﬁ'(vx)

En fait, 1'argument essentiel vaut dans le cas général, en considé-
rant d’une part les géodésiques qul restent dans la méme strate et 4'autre
part celles qui rentrent [et restent] dans une strate moins dégénérée A par-

tir de leur polnt de départ.

Lemme 1.2. Soit (N,¥,g) un feuilletage presque isométrique singulier sur la
variété connexe N . La nappe m, passant par X est l’ensemble des points que
I’'on peut atteindre & partir de X par des géodésiques brisées perpendiculai-

res aux feuilles.

Démonstration du lemme 1.2. On appellera provisoirement "nappe géodésique”

passant par x et notera 7, l‘ensemble des points que l‘on peut atteindre &
partir de x par des géodésiques brisées perpendiculaires aux feuilles.

On note X, la famille des champs de vecteurg différentiables dont
chague orbite est contenue dans une nappe géodésique, et §' le feuilletage
singulier formé par les classes d'accessibilité de X, . Le lemme 1.1 entral-
ne que les transformations engendrées par les éléments de J, (N,¥,g) envoient
les nappes géodésiques les unes sur les autres ; par suite elles laissent
invariante ¥, . Ceci étant, on démontre de la méme fagon que pour le lemme

0, que le feuilletage §' est régulier. D'ou m = m,

Démonstration du théoréme 1. Supposons que jf’x = 0 , Soit X' le linéarisé
Q

Px
de X dans le fibré B, ° perpendiculaire 4 la plaque P, % - X'=0
o exppxoxo

Montrons que ceci entraine que X' est nul.

5i P, est assez petit, soient Y1,-..,Yq une base de sections de
o
P, Pu, ) .
B, . Tout vecteur v € B, s’écrit sous la forme v,= 8;Y;(x) . De cette
i=1

fagon on obtient une trivialisation
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Pxo
¢ : B, ° =P, x DO,p)

v, o+ (x,a1,...,a

x q’

Px
de B, ° au-dessus de P, , D(0,p) étant la boule ouverte de R et q la codi-
[»]

mension de la feuille F,
1]

Grdce a un systéme de coordonnées Xy,ooo,X, SUT P, , on obtient un
O
PX
systéme de coordonnées sur Bp ® en assoclant & v, les coordonnées LIRS S

a1 3 e+ - 'a
q

Dans les coordonnées précédentes, @, s'éerit sour la forme

a
1
(x.l,...,xp,a.l,...,aq) - x1(t),...,xp(t) ’ (ﬂ}(xst))
&q
ﬁ}(x,t) étant une {(q,q)-matrice.
0 d
Si les coordomnées de X/P, dans la base {g——,...,———} sont
¢ 1 axP
1,.i - 3 o 9 o
(X'(x"), ..., XP(x')) celles de X' dans la base s , y..., —™p SONDL
%! oxP 984 aap
(X1(xi),...,Xp(x‘),a1(x)-(a1,...,aq),...,aq(x)-(a1,...,aq)) , les o (x) étant

des l-formes obtenues par dérivation des fonctions p}(x,t) par rapport & t

Relativement i ces coordomnmées, on a

1wy _ 1 p 1 i P
Jx(x1’...’xp'a1’...’aq)-(xt-'-!x :a1|---|aqrx (x)r'-':x (X)!
u1(xi)'(a19°°-)aq):--')uq(xi).(a1!'--!aq) »
axV . ax' . axP .
— ), — G DL — G
ox! axP 5x! %
a::, . o, i
0,...,0,—- (X')°(a1.—-.,aq).--,.—— (x')-(ay,...,a
ax! axP
ox, . Jox .
L x1).a!---na P x‘ '(a!"‘la) *
o ( (a, q) " (x")-(a, q

a ('), of @D, e )@y
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ou les o (x ésignent les coe cients des l-formes o, (x),]=1,....q dans
i les of (x') désig 1 ffict 1-f § (x),3=1 q
la base da.,.....daq
2% ( bl (x') e (x') X (x')
1 = ’ X ] » X ' » X bove ey
(x ....,Xp,81, ,Bq) ax'lz : ax1 ax12
2xP a
x'),0,...,0, (x*)-(ag,....8), ...,
2 a‘] 9
IxP x
o, o%a,
—'1_()(1) (a'|r iaq) _(X ) (3.1, 3q),0
ox'P 8xp
dal N dad B0
'_(x|)v -v_(x1)r-- '-"_(x) _(X)O
ox! oxP ox9
‘ o x' | 3% xP
"Xy = (. ('), ... —(X)O .0,
Gx o XP Ay, ..,aq) ox [kl 8x|k|
o, Ko,
X' )(aq,....a ), ..., x')-(a,, ,a
8x'k'( )+ (a, q) ax“"( Y- (a, q)
k-1 8 Tad
—_—— x! e e———x'),0,...,0
o K11 % ) FTETA )
avec
3k o /s o
= leF+rsr4].=
k1 i : ! j
2 ox ! L.O% ,
: Al i X P 1)
JOR' .y =0 —xn)!) = —(x!) = =—I[x)] =
x!.....x2.0,...,0)" ax! axP " ° oxP
=aj X'y = 0,Ya,,...,a,€0(0,p)
(xo,...,xg,a1,.. ) q
de méme
sk — k=1,
J X 1 =0 =3 X =
(xo, %P0, ,0) (xl,.. P.ay,..,a )
d’ou
j°3(' 1 =0 = jﬂk' 1 =0
(xc, xR0, ..,O) (xa,. coaxPlag . ..,aq)
Px
dans le veoisinage tubulaire B, ° de x , on

En revenant pax ExPPxo

0).
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volt que j?’x = 0 entraine j:k = 0 en tout point x de la fibre ﬂ"(xo) .
o

p
X
w: B, °® -+ P étant la projection orthogonale sur P, . Comme, d’aprés le

lemme 1.2, onodécrit la nappe N, en sulvant les arcsode géodésiques perpen-
diculaires aux feullles (qui sont tracés sur les fibres dans les volsinages
tubulaires des points de N) , 1'hypothése j::}( = 0 entraine 1°¥ = 0 sur

Tl"o . 'qxo étant dense dans N , jm}( =0 sur N, c-a-d. X = 0 sur N .

c.q.f.d

II. Cas ou la dimension de H est finie.

Dans les cas particuliers sulvants, on montrera que H a une dimension

finie.

II.l. Feuilletages presque isométriques réguliers.

Proposition 1. Seit (M, F,g) un feuilletage presque isométrique régulier sur
la variété connexe M . Si N = uf‘ (y) est unefibre de la fibration horizontale
U : MW, lralgébre de Lie structurale H = J(N,¥, ,H) est simplement tran-

sitive sur les feuilles de ¥,

La démonstration est facile : F étant réguier, le champ d'éléments
de contact H perpendiculaire aux feuilles est différentiable. L'existence de
Jd.(M,¥,H) entraine que les orbites du module X, des.champs de vecteurs tan-
gents 4 H sont des sous variétés immergées de M de méme dimension et coinci-

dent avec les nappes.

Soit {X1,...,Xp} une base locale de J(N,F,H) et soit X € J(M,¥F,H)
Dans 1'ouvert ol sont définis les X; , 1 =1,...,p , onaX= ifixi . Pour
i=1
tout Z € X, , on a [X,Z] = (-2f; )X, + ffi (X;.2Z] . Le fait que [X,Z] res-
i=1l i=1

te tangent & H entraine $E(~Zfi)xi: 0 ,; d'en ZE,= 0 : les fonctions f; sont
i=1
constantes sur les orbites de Z . Par suite si X(x, ) = G , alors X reste nul
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sur l'orbite de Z passant par x, . Comme la nappe m, est une orbite de
]
1% , X est identiquement nul sur n, . €t par densité sur la fibre de y conte-
[+]

nant m,
[+

Remarque. Le fait que J(N,¥, ,H) est simplement transitive sur les feuilles
de ¥, entraine J(N,¥, ,H) = J_(N,¥,  H) . D'aprés un résultat classique de
Palals, [Pa], 1l existe une structure de groupe de Lie sur le groupe G, des
transformations engendrées par cette algébre de Lie, de fagon que

J. (N,F, ,H) soit l'algébre de Lie des champs fondamentaux de 1l’action de

G, . Comme G, opére de fagon localement libre sur N , H apparait comme une

|
presque connexion au sens [Mo 2]. Soit {X,,...,X,) une base de J_ et g' une
métrique sur N pour laquelle {X,,...,X,} est orthonormée, donnant le méme
champ d'éléments de contact H perpendiculaire aux feuilles de ¥, . On a

(L' (X, X;) = 2g' (X, X)) - g(12.%;1.%;) - g([Z.X;],X;) = 0
Par conséquent (N,Jm,g') est 4 la fois riemannien et totalement géodésique.

H.2. (M,F.v) a une feuille ponctuelle,

X
Soit {x,} une feuille ponctuelle. Considérons le voisinage B,° de x, ,

image par 1l‘exponentielle de la boule B(0,p) de rayon p dans T, (M) = H,
o o

Au lemme 1.1 on a vu que exp_1 échange H avec l'algébre de Lie 3 des linéa-
risés de ses éléments. Si X‘'€ J , le groupe 3 un paramétre de transformations
(de B(D,p}) qu'il engendre respecte la métrique euclidienne de TxD(M) : dou
X' est une rotation infinitésimale autour de 1l'origine. Par suite la dimen-
sion de J est < EE%;EL , avec 1 = dim M . Il en est de méme de celle de H ,
car d'aprés le théoréme 1, un élément de H est entiérement déterminé par son

germe en x,

0.3. (M. F. o) est un flot, c-d-d. la dimension des feullles génériques est 1.

Soit W : M # W la fibration horizontale ; dim W € (0,1}
- 8i dim W =1, les fibres de  sont les variétés Intégrales du champ d’'éle-
ments de contact H , et 1'algébre de Lie structurale horizontale est réduite
ao.
- 5i dim W = 0 , ou bien le flot est régulier et d'aprés la proposition 1
la dimension de H est 1 ; ou bian le flot peosséde une feuille ponctuelle et

d'apreés 2) H est icomorphe & une algébre de rotations auteour diune fsuille
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ponctuelle, et comme ses orbites génériques sont de dimension 1, on a
dim B =1

Proposition 2. Si (M,F,g) est un flot presque isomérrique régulier sur une

variéré connexe M alors il existe une métrique g' sur M pour laguelle ¥F est

isométrique.

Démonstration. En effet il existe un élément X € I(M,F,H) sans singularite
cecl est clair dans le cas ou les nappes sont denses, J étant alers de dimen-
sion 1 ; dans le cas contraire on peut relever un champ de vecteurs X, sans
singularité suivant un élément X € J(M,F,H) . Soit g’ la métrique obtenue
sur M en changeant g le long des feuilles de sorte que g'{(X,X) =1 et en
laissant la métrique transverse et le champ d‘éléments de contact H perpen-

diculaire aux feuilles inchangés. On a :

(Lyg)(X,X) = 0

(Lyg) (X, 2) = Xg' (X,2) - g'"([X,2],X)
= Xg (X,2) - g ([X,Z},X)= 0
(Lng)(Ysz) = 0 WvZExH

(Lyg')(Y,2)

D’ol
Lxg' =0
c.q.f.d,

Dans le cas singulier, on a le résultat suivant :

Proposition 3. Soit (M,¥F,g) un flot presque isométrique singulier sur une va-

riété compacte et connexe M . Si, en restriction & la strate X, , le champ
d'éléments de contact H perpendiculaire aux feuilles est intégrable, alors
F résulre d’une action de S' . De plus la strate X, est une sous variété

compacte de codimension Z.

Démonstration. Soit Z, une composante connexe de X, . 25 est une sous variété

compacte de M ., Solent E%: un voisinage tubulaire de Z; de rayom p, et

'
.V:tﬁo
-]

[ o 1 5 T
B,° - Z! la projection orthogonaie.
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Soit x, un peint générique tel que
mxy) = x, et d(x,,x,) = p . Comme les trans-
formations engendrées par J(M,¥F,H) laissent
invariante la distance entre F}1 et x, , la
feuille Fx1 passant par x, est tracée sur la

]

X
"sphére" Spo intersection du tube & avec la

*o M

fibre ﬂ_1(xo) . F induit donc sur Spo un flot

régulier ¥, . Soit X € J_(M,¥,H) sans singula-

rité. X est tangent & F, et respecte la distri-
bution H, perpendiculaire aux feuilles dans

X
S.° . Supposons que la dimension de Sp° est strictement supérieure a 1 ;

o X

X
Sp° est alors simplement connexe. Considérons la forme w définle sur Sp°

par w{X) = 1 et w(Z) = 0 si Z est tangent & H,

dw(X,Z) = Xe{Z) - Zo(X) - o{{X,2]) = 0
dw(Y,Z}) = Yw{Z) - Zo{Y) - o([Y,Z])
w([Y,Z]) =0 si Y et Z sont tangents & H,

x
Par suite dw = 0 . Sp° étant simplement connexe, il existe une fonc-

tion différentiable £ sur S:° telle que W = df . Par compacité, df a une sin-
gularité. Cecl est impossible par construction de w .

Ceci étant, l’'hypothése dim S:°> 1 est absurde ; donc S:° est un
cercle qui coincide avec la feuille F‘1 . I1 en résulte gque la fibre ﬁ‘(xo)
a pour dimension 2, ce qui prouve la deuxiéme assertion.

On vient de prouver que les feuilles génériques voisines de X, sont
des cercles. M étant compacte, les adhérences (des feuilles) de dimension
maximzle forment un ouvert dense. Par conséquent toutes les feullles généri-
ques sont des cercles.

Soit (Z,,¥) le flot induit sur la strate Z, . D'aprés la proposition
2, le groupe R des transformations engendrées par l'algébre de Lie J_(M,¥,H)
(qui est de dimensien 1) agit par lsométries sur 2; aprés un changement conve-
nable de la métrique le long des feuilles. Comme celles-ci sont des cercles,
le sous groupe d'isotropie en un point x € X, est isomorphe & Z .

Rappelons que si un groue de Lie G agit par isométries sur une varié-
té comnexe V , il existe un ouvert dense {2 de V , réunion des orbites dites

principales, qui est défini par la condition suivante : si 1'on note G, le
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sous groupe d'isotropie de G en un point x € M , alors un point y de V appar-

tient & 2 si, pour tout x € I , G est contenu dans G, & une conjugaison

x
prés.

Cecl étant si E§1 est le sous groupe d'isotropie d'une orbite prin-
cipale de R , alors on peut factoriser 1l'acticn de R sur Z; en une action de
R/R, = s' sur 2, . Mals puisqu’un élément de R, lalsse aussi fixes les points
de Z ., cette factorisation se prolonge en une action différentiable de s!
sur M ; d'ou le résultat.

s étant compacte, par moyennisation de la métrique initiale g , on
obtient une nouvelle métrique g, sur M pour laquelle son action sur M est

isométrique, JC(H.I}H) devient alors une algidbre de Lie d'isométries infini-

tésimales pour g,

II.4. Tes feuilles génériques sont de dimension 2.

Théoréme 2. Soit (M,¥F,g) un feuilletage presgue lsométrigue sur une variété
connexe M . Si la dimension des feuilles génériques est 2, alors l1'algébre

de Lie structurale horjizontale H a une dimension finie.

Démonstration. On sait, d'aprés 2, que le résultat est vrai si ¥ a une feuille
ponctuelle. Il est également vrai, d'aprés la proposition 1, si F est régulier.
On supposera donc dans la suite que F a des feuilles de dimensiens 1 et 2,

Soit W : M =+ W la fibration horizontale et N = w_1(y) une fibre de
Y . Chague feuille de F est fibrée sur W par ¢ de sorte gque si dim W = 0 ,
(N.?ﬁ) est un flot presque isométrique singulier. Ce cas a été traité en
3).

Reste finalement 3 traiter le cas ot (M,¥,g) est & nappes denses et
feuilles de dimension 1 cu 2. On distinguera deux cas, la codimension des
nappes €tant au plus 1.

a) Les nappes sont de codimension 1. Elles forment un feuilletage de Lie &

feuilles demses sur M . Les nappes étant denses, si X € J(K,F,H) est tangent
4 une nappe en un point, il l'est partout. Ceci étant, la sous algébre de
Lie J, des champs de vecteurs dans J tangents aux nappes a pour dimemnsion 1.

D’'autre part J/J, a pour dimension 1. D‘olt dim J = dim H = 2

b) Nappes de codimension 0. On se placera désormais dans cette hypothése,

c-d-d. qu’il y a une seule nappe et on raisonnera par 1’absurde en suppecsant
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que la dimension de J est infinie.

Soient 2, la strate réguliére formée des feuilles génériques de di-
mension 2, et X, la strate singuliére. On a vu au chapitre I, que Z, est un
ouvert connexe dense et X, une sous variété plongée fermée de M .

Soient F, une feuille singuliére, P, un ouvert connexe relativement

p
compact de F, et E%‘ un voisinage tubulaire de rayon p, assez petit. On a
[+]

]
déja vu que, via l‘exponentielle, 1%1 s’identifie au fibré en boules de rayon
o

p, dans le fibré normal & Py , chaque X € J s'identifiant & la transformation

]
infinitésimale qu’ll détermine. On notera 7 : E%‘ - P, la projection ortho-
[+]

gonale.
3
Lemme 2.1. Soit X,€ I%‘ﬂ Z% . 8i la dimension de J est infinie, alors H, st
4] o
contenu dans Ker 1,
X, de contack

Preuve du lemme 2.1. Sinon, au voisinage de %, , le champ d‘élémentsfH est

o

transverse aux fibres de w . Soit y = m(x,)

L'algébre d’isotropie JY de J en y, définit
4]

un flot presque isométrigue singulier sur la

fibre v_1(y°) ; en appliquant I.3., on voit

que la restriction de JY & cette fibre est
[+

une algébre de dimension 1. Par suite si

X(xo) = 0 , alors X reste nul sur la fibre

—1
T {y,}

D'autre part si X(xo) = 0 , alors X reste nul sur tout chemin o per-

pendiculaire aux feuilles passant par x, et contenu dansg Z, (Propesition 1).
En choisissant o transverse aux fibres de W , on déduit de la premiére partie
de la démonstration que X est nul dans un voisinage de x, . D'oun j::x =0
D'aprés le théoréme 1, X est identiguement nul.

On a donc montré que J est simplement transitive sur les feuilles
génériques. Celles-ci étant des sous variétés de dimension 2, 1'on a aussi
dim J = 2 . D'ol la contradiction.

c.q.f.d.

Soit x, E&ilﬂ Z, . On note P la plaque de x, dans Eil . Comme on l‘a

vu au chapitre I, la restriction w : P - P, de la projection T &4 P est une

submersion surjective. Les fibres de w définissent sur P un feuilletage f

p P
invariant par la restriction Jp de J a P . Via 1’'identification Bp1 e ﬁbi .
o °



29

les feuilles de f, sont munies d'une métrique g, Invariante par Jp . 81 P

est assez petit, considérons un champ de vecteurs Y, tangent a4 f, de norme

1 pour g,

VXe€ Jp » on a (L,g)(Y,.¥,) = ~ 2g,([X,¥,],¥,) =0 = [X,¥,] =0
Lemme 2.2. £ est l'unique feuilletage sur P invariant par Jp . Il s’étend
& Z, en l'unique feuilletage, noté encore f, , de dimension 1 contenu dans

¥ et J-invariant.

Preuve du lemme 2.2. Remarquons d’abord que la premiére assertion entraine

la deuxiéme. En effet soit f  un feuilletage JP-invariant sur P ; notons A
le champ d'éléments de contact tangent & £, . On prolonge d’'abord & sur la
feuille F contenant P de la fagon suivante : soit y € F , comme J est tran-
sitive sur F il existe un élément ¢ du groupe G des transformations gqu’‘elle
engendre et un point x € P tels que y = ¢(x) . On pose alors Ay = ¢, (Ax)

51 z est un autre point de P et € G qui vérifient y = y(z) , alors

U (Az) = @, (&x) : ceci découle du fait que ¢F10 ¢ € G entraine

(v Vo @), (&x) = Az , A étant 3p invariant. la distribution A est donc bien
définie sur F . Elle est différentiable : si ¥y = @(x) , alors ¢ : P = ¢o(P)
est un difféomorphisme ; A étant différentiable, ¢, (&) 1l'est aussi sur

@(P} . On prolonge maintenant A sur 2, par glissement de f, le long du champ
d'éléments horizontal.

Ceci étant, il suffit de démontrer la premiére assertion. Comme F
est réguliére, JP est de dimension infinie. Remarquons qu’il ne peut pas
exister trois feuilletages fo' f1 et f, sur P , Jp invariants : dans le cas
contraire Jp respecte sur P un "tissu" et ne peut étre de dimension infinie,
volr par exemple [Du].

Supposons qu’il y ait sur P un second feuilletage f, JP-invariant.
Il sera transverse 4 f, . Observons également que la propriété pour £,
d’étre localement engendré par un champ Y, commutant avec Jp entraine que
1’idéal 3; de Jp tangent & f, est de dimension infinie, alors que 1'idéal
3: tangent 4 f, est de dimension <1

Comme on l’a remarqué dans la premiére partie de la preuve, f et
f. s'étendent 2 la feuille F toute entiére. En outre, la différence de dimen-
sion entre 3; et 3: entraine que, par glissement le long du champ d’'éléments

horizontal, £, et f; s'étendent & X toute entiére [si 1'on revient par glis-
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sement surla feuille initiale, on ne peut avoir échangé f et f,].

Notant Tf, la distribution tangente aux feullles de f , considérons
sur &, le champ d‘éléments de contact Hy= Tf @ H . En vertu du lemme 2.1,
H, se prolonge différentiablement sur M en posant H,= H sur la strate I,
H, est lalssé invariant par 2!

Le champ d’'éléments de contact H; ne peut étre intégrable, sinon ses
variéts intégrales contiendraient les nappes. Mals si X € J' est nul en
Xx €M, il reste nul sur les courbes Intégrales des champs de vecteurs tan-
gents 4 H, , et est donc identiquement nul sur M . Ceci contredit le fait que

3" est de dimension infinie.

Fin de la démonstrsetion du théoréme 2.

Le feuilletage (Zé,?iz.g) induit par (M,F,g) sur X, est presque iso-
métrique. Soit m, le feuilletage de X, par ses nappes. m, est de codimension
0,1 ou 2.

- 5i m, était de codimension 0,:]@%,3%2,H) serait simplement transitive

sur les feuilles transverse & f d'aprés la proposition 1. Par suite,

dim J(Ez.Jrzz,H) = 2 . Comme J(M,¥F,H) est contenu dans 3(2-2,3"22 .H) , on
aboutit 4 une contradiction.

- 81 n, était de codimension 1, ses feullles rencontreraient celles de F
suivant un feuilletage J-invariant, donc suivant f, . Le champ d'éléments

de contact H, défini ci-dessus serait alors complétement intégrable. Or ses
variétés intépgrales maximales contiendraient les nappes, ce qui contredit
1'hypothése suivant laquelle M est réduit A une nappe.

- 81 m, était de codimension 2, c-a-d. si H était intégrable dans Zé , Ccomme
les éléments de J tangents & f  laissent invariant H , le champ d’'élément de
contact H, serait encore cowplétement intégrable, et on retrouve la méme

contradiction que dans le cas précédent.
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Chapitre II. Feullletages presque Isométriques singuliers
de dimension générique 2 sur M.

Ce chapitre est consacré & 1‘étude des feuilletages presque isomé-
triques (H‘,}e,g) dont la dimension maximale des feuilles est 2 sur une
variété compacte et connexe M* de dimension & ; la dimension minimale des
feullles est 0 et 1. Dans le premier cas on montre, aprés avoir modifié la
métrique initiale g , que 7 est isométrique et provient d'une action du
tore T ou du groupe SU(2) . Dans le second cas les nappes sont ou bien
denses, ou les fibres d’une fibration localement triviale sur s' . On envi-
sagera dans cette étude la deuxiéme situation. J¥ est alors le feuilletage
défini par les orbites d’une action de T2 sur M* lorsque les feuilles sont
compactes ; sinon les feullles singuliéres sont denses dans les composantes
connexes de la strate &, et celles-ci sont des tores 7% : les feuilles sont

alors les orbites d'un sous proupe dense de Ik

I. Feullletages presque isométriques de dimension générique 2 ayant une

feuille ponctuelle.

Théoréme 3. Soit (M‘,Eﬁ,g) un feuilletage presque isométrique de dimension
générique 2 sur la variété compacte et connexe M . siF posséde une feuille
ponctuelle alors il résulte d’une action de
- SU(2) si M= LU Z,

2 .3 -
- T siM=ZUSUES,

Zi étant la strate des feuilles de dimension i

Démonstration.

Rappelons (chap, 2, Lemmel) qu’un feuilletage presque isométrique
est linéarisable au veoisinage des feuilles ponctuelles. Soit a € X ; pour
P assez petit, l’application exponentielle exp : B(0,p,) - ﬁgo réalise un
difféomorphisme de la boule B(0,p) dans T_ (M) sur un voisinage convexe de
a . Comme les éléments de J(H‘,FQ,H) respectent la métrique transverse Er

1

définie par g , l'application exp” ' les échange avec leurs linéarisés ; de
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plus pour la métrique g, , image par exp de la métrique euclidienne de
B(O,p) , I(M,F,H) devient une algébre de Llie de rotation Infinitésimales.

Soit maintenant (M‘.?e,g) un feullletage presque isométrique singu-
lier dont la dimension maximale des feuilles est 2. Si p < p, , notons S: la
"sphére" formée des points a4 la distance p de a . Comme S: est simplement
connexe, cette variété ne supporte pas de feuiletage transversalement parallé-
lisable de codimension 1. Cecl étant, le feullletage ¥, induit sur la sphére
S: n‘est pas réguller : dans le cas contralre, (S:,?;) serait transversale-
went orientable et un champ de vecteurs perpendiculaire aux feuilles et de
norme 1, définissant une orientation transverse de 5; , commuterait avec
tous les éléménts de J(S:ﬁ;,Hp) et laisserait ¥, invariant. Crace & cette
observation, on peut affirmer que
- si M*= Z,UZ, , alors £,N § est non vide. Par conséquent les feuilles
génériques sont difféomorphes & $? . Comme pour la métrique g, , I TR H)
est une algébre de Lie de champs de Killing transitive sur ces feullles, on
en déduit qu'elle est isomorphe 4 6D(3) . Le groupe de Lie connexe et simple-
ment connexe SU(2) ayant pour algeébre de Lie BD(3) opére donec sur M* de fagon
que J(M*,F,H) apparaisse comme l'algébre de Lie des champs fondamentaux pour
cette action. SU(2) étant compact, le feuilletage défini par ses orbites sera
isométrique aprés moyennisation de la métrique initiale g
- si M= Z;U U Zé , alors Sgﬂ Z% est vide : dans le cas contraire, il
existerait des feuilles génériques difféomorphes 2 s? | Puisque toutes les
feuilles ont une caractéristique d’'Euler nulle si la variété basique de la
fibration horizontale s (Zi,Ié) -y a pour dimension 1 ou 0, on peut
supposer, pour démontrer le résultat annoncé, que dim W¢= 2 . Lles feuilles
génériques sont alors des revétement de Ww? et ont donc méme revétement uni-
versel W .

Le fait que (S:,?;) est singulier entraine que toutes les feuilles
de (M,ﬁg) sont compactes : les feuilles de fﬁ sont homethétiques et les
adhérences (des feuilles) de dimension maximale forment un ouvert dense.
Comme on 1'a vu ci-dessus (chap. 2, Prop.3}, sur chaque composante connexe
Z de %, , le flot presque isomémtrique induit par F sur 2, peut étre défi-
ni par un champ de vecteurs X; sans singularité. Si1 F est une feuille conte-
nue dans & , on peut relever X; dans un voisinage tubulaire Ei de F suivant
un champ de vecteurs X sans singularité,

Ceci entraine que les feuilles génériques dans B , et par suite

r

W , ont une caractéristique d'Euler nulle. D'ou il résulte que 2N S: est
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vide. a est donc 1l’unique point de I dans B]

» Par sulte la strate Z; ,

qui est compacte, est un ensemble fini.

On peut malntenant montrer que J(Mﬁ,ﬁz,ﬂ) est une algébre de Lie
abélienne de dimension 2. Comme S: est saturé de feuilles, il suffit de
prouver que la restriction de J(M,F,H) & Sg a les méme propriétés, le glis-
sement dans les directions perpendiculaires aux feullles déterminant entieé-
rement un élément de J(M*,¥ H) a partir de ses valeurs sur une feuille.

Pour la métrique induite par g, sur S: , 3(H4,I£,H)/S: est formée
de champs de Killing. D’autre part pour le feuilletage induit par ¥, S:
est réunion de deux strates 6; et 6, qui sont les traces respectives de M

et Z, sur S:
x

F
Soit Fx1 une feuille contenue dans 6, et soit B, !

un voisinage tubu-

laire de F;1 dans S: . Supposons qu’un élément Y € J(M* ,¥,H) s'annule en un

F
X
peint x,¢ Bzﬂ B, 1 _ Alors Y est nul sur la transversale Tx1= ﬁ’1(x1), L
F
X
étant la projection orthogonale de B, ! sur F;1 : 1'isotropie 3x1(Mﬁ.$}H) de
' J(M",J",H) en x; induit sur T"1 un flot isométri-

que singulier et a donc pour dimension 1 d'apres
I.3. chap. 2. D'autre part X(x,) = O entraine

% X = 0 sur toute la feuille Fx1 , 1'algébre de
champs de Killing sur une variété de dimension
1 ayant pour dimension 1.

Y/T(xy) = C

Y/F, =0

= X = 0 sur l'ouvert W = exp D(0,h) , ou D{0,h) est une boule

de rayom h assez petit dans Tx1(T1)® Tx1(F1) = Tx1(§:) . Par conséquent X est
identiquement nul. Ceci prouve que J(Mﬁ,Iﬁ,H) restreint a S: opére de fagon
simplement transitive sur les feuilles génériques, d'ol
dim J(M*, 72 ,H) = 2

On vient de voir que =i un élément Y € J(M&,}e,ﬂ) est nul en x, , il
reste nul sur toute la feuille Fx1 ; 1l'algébre d'isctropie 311(M‘,$§H) en
x, est donc un idéal de J(M*,F2 . H)

Supposons que l'algébre d'isotropie soit la méme en tout point de
g, , ¢c-4-d. égale a 3x1(Hﬁ,Jﬁ,H) ; notons p la distribution engendrée par

3x1(M4,Tz,H) sur §5 et K = H,+ p , H, étant le champ d’éléments de contact

p
orthogonal aux feuilles dans S: . K est différentiable : dans un veisinage
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d'une feuille dans o, , Il coincide avec la distribution tangente aux fi-
bres ; et il est clair que K est différentiable en dehors de o; . De plus K
est transversalement de Lie : 11 esct laissé invarfant par tout élément de
3(N5,$9,H)/S: sans singularité dans ¢, . Comme on 1'a vu ci-dessus, une
telle distribution n’existe pas sur S§

Par conséquent 1'Isotroppie n'est pas la méme pour tous les peoints
de o; . Ceci étant J(M&.?e,ﬂ)/sz est somme de deux jdéaux de dimension 1 ;
d'ou J(M* ¥ H)/S2 est abéliennme.

Ainsi F® résulte d'une action

¢ : RPx M - M
(t,s,x) ~ ¢:°¢§(x)

de R sur M* | &ﬂ) R étant les flots engendrés par les éléments d’'une base
t

fixée (X,,X,) de I(M* 7 H)
Considérons la restriction % : R®X L, = &, de cette action 2 la stra-
te 2, . On va changer la métrique Initiale g de la fagon suivante
1. On laisse inchangée la métrique transverse g,
2. Sur le fibré tangent aux feuilles, on met la métrique g, définie par
gy (X; . X;) = &
3) Soit g'= g,+ By la métrique sur X, pour laquelle le champ d’'éléments de
contact H orthogonal aux feuilles reste inchangé.

On a :

1

(b, ) X = %, oay 1 - g (I 38 ).x) - g ([ 2 ].20)

=X+ §8= 0 avec (i,€,k} = {1,2)

1

H

(L g2 = - g (1%,,2).%) = 0

(Lygr)-(Z4,Z,) = 0 si Z, et Z, sont tangents & H .

€ e) @z

Ceci signifie que les champs de vecteurs X, et X, sont des isométries
infinitésimales pour la métrique g' et que R? agit par isométries sur X, .
Notons Ei le sous groupe d'isotropie de R en un point x € %, d'une orbite
principale. Un €lément de Ri laisse fixe tous les points de X, . Par conti-

nuité il laisse fixe tous les points de M* . Par suite ¢ se factorise suivant
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une action de IRZ/[RE sur M* . Ifi étant un réseau, on a [F\’zflﬂi = 7% . Maltenant
grace & une mesure de Haar sur T2 , on peut moyenniser la métrique initiale
g de facon a obtenir une métrique E sur M* invariante par T , d’'ou le

résultat.

II. Feuilletages presque isométriques sur M* ayant deus strates Z, et 2, .

Dans ce paragraphe, (M‘, Fe,g) est un feuilletage presque isométrique
pour la métrique g et la dimension des feullles varie entre 1 et 2. On suppo-
se que la base de la fibration horizontale est s ., on note & : M - s' cette

fibration. g, désigne toujours la métrique transverse définie par g

Lemme 1. Sur chaque fibre N = w—1(0) , 8 €s' | ¥ induit un flot presque isomé-

trigue singulier qui provient d’une action de s

Démonstration. Comme nous 1’avons vu au chapitre I, par transversalité ¥
induit sur chaque fibre N un feuilletage presque isométrique ¥, pour la mé-
trique induite g, , ét dont les feuilles sont les composantes connexes des
traces des feuilles de F sur N . Puisque la dimension des feuilles de F
varie entre 1 et 2, celle des feuilles de ¥, varie entre { et 1, autrement
dit F, est un flot singulier. D’'ou J(N;¥, ,H,) est une algeébre de Lie réelle
de dimension 1.

N est réunion de deux strates g, et o, . Soit x,€ o, et $i° un
voisinage convexe de x  dans (N,g,) , image par exp‘de la boule B:“ dans
Txo(N) . Soit X € J(N,¥, H,) et soit X' son linéarisé dans B:° . X' détermi-
ne un sous groupe A un paramétre de SO(3,R) : (Txo(N),gTNxo) stidentifie &
R muni de la métrique standard, Les orbites de X' sont donc des cercles,
En revenant par .C.'.:-q:l_'| dans fio , on en déduit que les feuiles de ¥, , orbi-
tes de 1'algébre de Lie J(N,¥, ,H,) sont compactes. De plus la strate ¢, est
une réunion finie de cercles. On démontre alors de la méme maniére que pour
la proposition 3, chap. IO, que ¥, est défini par une action de s! sur N

Soit § € s! fixé une fois pour toutes et soit N = ¢-1(0°) la fibre
au-dessus de 8, . Les champs fondamentaux définis par 1l'action de s! sur N,

- les éléments de J(No,ﬁh »Hy ) - sont périodiques. Notons X, 1'unique élé-
=] o 0
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ment de J(No.fu Hy ) de période 1.
[»] a

a
Considéarons un relevé Y de Y dans J(M,¥,H) et notons (cpﬂ)ﬁeR sona
flot. Puisque Eg-est périodique de période 1 - on identifie S' a R/Z et Ty

o
est la projection du champ E; - ona@(N,) =N . Notons ¢ la restriction

de @ a N,

=]

Proposition 2. Si ¢ laisse invariante l‘orientation des feuilles de ¥, dé-
[+]

finie par Xﬂ , alors XN s'étend dans M suivant un champ de vecteurs
[+] Q

X € J(M,¥ H) qui commute avec tous les éléments de J(M,F, H)

Démonstration,

1. 51 s € R et si ¢, (N,) = N, , alors (¢%/No) (XN ) = X, : Comme ¢, laisse
* o

[+]
invariant H , (¢E/N°)*txuo) appartient a J(No,ﬁho.HNO) ; d'ou il existe un
réel A tel que (@ /N, 0& ) = A X, . Le fait que (¢3/N°) G& ) a méme pério-
* -} o * [
de que X, et que ¢,/N = ¢° laisse invariante l'orientation de ¥, entraine
=]

4]
que A =1

2. Si N est une autre fibre de ¢ , il existe s € R tel que N = @ (N )
1. entraine que le champ de vecteurs X dont la restriction a chaque fibre N

est @ G&D) si N = ¢, (N;) est bien défini sur M .

3. X est différentiable : considérons 1l'appliction

¢:RxN, ~H

(t,x) = ¢ (x)

X est 1'image par ¢ du champ de vecteurs 0 + x“o .

11l est clair que X € J(M,¥F,H) et commute avec Y par construction.
D*autre part X et Y engendrent une sous algébre de lLie réelle S de J(M,¥F,H)
transitive sur les feuilles de ¥ . Soit aloers Z € J(M,F H) , 11 existe deux
fonctions basiques f et g telles que Z = fX + gY .
[X,Z] = (X-£)X + (X+-g)Y = 0 car X étant tangent aux fibres, on a
XE=Xg =0

c.g.f.d.
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On supposera dans la suite que l'hypothése de la proposition 2 est
satisfaite [On peut toujours s’y ramener par passage & un revétement & deux

feuillets de M].

Remarque. X est un champ périodique de méme période que Xﬂo . On peut le
regarder comme un champ fondamental provenant d'une action de §' sur M
Notons g, la métrique induite par g sur les fibres de ¢ . Si préce
4 une mesure de Haar sur §' , on moyennlse g, , on obtient sur les fibres
une nouvelle métrique g invariante par 5!
Considérons sur M la métrique g' définie par les conditions suivan-
tes
- g' coincide avec gy sur les fibres
-g'(Y,Y) =1
- Y est orthogonal aux fibres.
g' détermine la méme métrique transverse g, que g et le méme champ d'éléments
de contact orthogonal aux feuilles de ¥ . g opére par isométries sur (M,g')
et X € ¥X(M,g’) . (M,F) est presque isométrique pour g' et a pour nappes les
fibres de yr .

Dans la suite, M sera munie de la métrique g'

Il. Géométrie globale du feullletage.

Nous avons vu au cours de la démonstration du lemme 1 que la strate
singuliére 2, rencontre les fibres suivant une réunion finie de cercles.
Puisque les feuilles sont transverses A ces fibres, ceci entraine que X, est
une sous variété compacte de dimension 2 de M

Seit F une feuille de Z, et supposons F compacte ; soit fi un voisi-
nage tubulaire de F de rayon p . Les feuilles dans ii sont tracées sur les
tubes 6: , T < p . De ce que dimension de Z, = 2 , il découle que chaque in-
tersection Siﬂ %, est non vide. ¥ induit donc sur chaque Si un feuilletage
singulier de codimension générique 1. Par conséquent toutes ses feuilles
sont compactes.

Par ailleurs une feuille de F est compacte si et seulement si sa

trace sur chaque fibre de { est compacte. En particulier les traces des
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feuilles singuliéres sur la fibre N sont les orbites du groupe (¢) engen-
dré par la restriction ¢ de ¢ &4 N, . Puisque ¢ est engendré par le flot du

champ de vecteurs Y , il appartient au groupe des automorphismes de ¥, qui
=}

respecte Huo et g , qu'on notera Aut(No.J"NO,H"o,gTH )
a

11 est facile de voir que l'espace des feullles de (No,ﬁio) est une
variété & bord (5,85) . Notens p : N, (5,08) la projection canonique. ¢ se
factorise suivant un homéomorphisme a de (5,88) . Notant (6) le groupe engen-
dré par 6 , on distinguera deux cas.

a) <g> est un groupe fini : il existe alors un entier p - l'ordre de ¢ - tel

que ¢F respecte chaque feuille de ¥, . Alors ¢°€ Iso(N,Dgﬁ ) : on salt déja
o 0

que ¢ , donc ¢ , respecte Xy . Puisque X, est une isométrie infinitésimale
Q [+]

de (No,gi ) , le fait que % et ¢P(x) appartiennent a la méme feuille de ¥
Q [+

entraine que

Il

g (@8 O 00). B, (% 00)) = 6 (5 @0 X @) = g (K (0% )

pour tout x € N, la norme de X, étant constante sur ses orbites. D'autre
=

part ¢° respecte la métrique transverse gﬁo . Par conséquent
oFE Iso(No,gioJ . De fagon équivalente, l'appliction ¢ﬁ , qu'on peut définir
A partir de ¢ par transport a l'aide du flot (cpt)tElR du champ Y , est une
isométrie de (M,g’)

Seit x € N, un point générique de E;o ; puisque ¢ respecte Fho , il
existe B € s' tel que B, (x) = F(x) . gPo 9;1 laisse fixe x et o, , d'ol
oo 9;1 = i4,, :

X dans N, . Comme N, est une sous variété de codimension 1, le fait que

Par suite 8, est une constante 8, qui ne dépend pas du point

¢$No: ¢ coincide avec 8, entraine que qﬁ =8,

Soit ~ la relation d'équivalence définie sur R X gt par
(t,8) ~ (£',8')y &= t'=t +n, 8’ =08 - neo

L’espace quotient de cette relation est le tore T? construit par
suspension 4 partir de la translation 8 -6 + 8 de s!

L'application
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& :RXS'XM=-N
(£,8,%) = @, (8%)

est équivariante pour ~ : en effet

H

(ppt+np(e_neo (X)) (ppto ('pnpo e @ 9;” (x)

Gpt© Prp® 8,70 B(x)

. 3]
= @,y ° @%o 001) o B(x)
Ppe © 0 (x) YxEM

D'oi & se factorise suivant une action de F® sur M* ayant pour orbites les
feuilles de F . On peut & nouveau moyenniser la métrique g’ de fagon & obte-
nir une métrique g" invariante par T2 . Comme les éléments de T? laissent
g; et H invariantg le champ d'éléments de contact orthogonal aux feuilles de
F pour g" reste inchangé et est égal a4 H , de méme la métrique transverse
gy reste égale a4 g, . Le flot défini par Y est isométrique, ce qui entraine
que les fibres de Y sont des sous variétés géodésiques. Les orbites de Y
sont aussi géodésiques,g" est donc localement une métrique produit.
Maintenant on peut reconstruire la variéteé feuilletée.(M‘,ﬁj par
suspension de la fagon suivante: on considére la variété produit R x N, ,
munie du feuilletage ¥ préimage de $ho par la projection p,: R x N, = N, ,

et 1l’homomorphisme

h:Z~- Aut[No,$Qa,gH°)

n - "
Via h , Z opére proprement et librement sur R x N, comme suit

ZxRxN, =RxN,

(n,t,x) = (t+n,@ "(x))

L’espace quotient de cette action est une variété compacte R xzN, difféomor-
phe a M et la projection W : R x N/ = R xzN, est un revétement.

Puisque ¢ respecte 3@0, Z laisse invariant ¥ ; ¥ se projette donc
suivant un feuilletage F' de R xpN,

Si 1'on munit R x N de la métrigue g produit de la métrique stan-
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dard de R par g;o , alors g est laissée invarlante par l’action de Z . g se
projette done sur R xzN, suivant une métrigue g . Le feuilletage ¥ est Lso-
métrique pour la métrique E , donc il en est de méme de F' pour GR Xzﬂo,é) .
La fibration q : R s' induit une fibration a ' R xzﬂoﬂ s, E(é?g) = q(t) ,
avec pour fibre type N, et groupe structural (¢} . Par construction de g ,
les fibres sont géodésiques. De plus le champ d’éléments de contact perpen-
diculaire aux feuilles est tangent aux fibres. Celles-ci coincident donc

avec les nappes de F'

3,

g %
3
& 36

b) <g> est infini

Observons que la métrique transverse g;, détermine une métrique

riemannienne pg; sur la variété a bord, et que G = Aut(No.}m Hy L Ery ) se
o ° 0
projette dans le groupe Iso(S,0S,g,) des isométries de (S,9S,g;) ., avec pour
noyau le sous-groupe s engendré par X . D'ou une suite exacte de groupes de
Lie
™
1~ 8'> 8~ Iso(5,35,g,)
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Vérifions que § = m(8) est un sous-groupe compact du groupe de Lie compact
Iso{S,95,g;) : on remarque pour cela que la strate Z, de N, est un s!-fibre
principal sur l‘ouvert régulier Ug de S H"o définissant une connexion sur
ce fibré, et la restriction §, de 6 4 £ , étant formée de morphismes de fibré
principal qui respectent la connexion.

Soit alors une suite (qh) dans & ., Quitte A passer & une suite extral-
te, on peut supposer que la suite Gﬁq: ﬂ(¢h)) converpe vers ¢ , et que, X,
étant un point fixé de 21 , qh(xo) - %X; . On vérifie alors immédiatement que,
pour tout x € T | ¢h(x) tend vers une limite que 1l‘on notera (x) [il suffit
de passer aux points projetés sur § , et de relex&r un chemin herizontale-
ment]. A priori, ¢ n'est défini que dans 21 , mais en se plagant dans un
volsinage tubulaire de o, , on vérifie que ¢ se prolonge en un élément de 5 .

Cecl étant, (é) engendre un sous-groupe abélien de Isa(S,85,g;) ;
comme ce dernier groupe est de dimension 1, son adhérence contient la compo-

sante connexe de 1l’identité. Il existe donc un champ de vecteurs Zg sur § qui

se reléve en un champ de vecteurs Z, sur N, , dont le flot est dans § .
Q

A 1'aide du flot de Y , on prolonge ZND en un champ global Z sur M*
commutant avec X et Y . Ceci étant l'algébre de Lie engendrée par {X,Y,Z} est
transitive sur les adhérences des feuilles de F , et respecte 4 la fois H et
g - On définit par factorisation une action de T sur M*

Finalement, on voit que J sera défini par les orbites d'un sous-

groupe dense de T3

L , 3 18, i8; 2, .2
Exemple : Considérons la sphére §° = {(p1e pae ) / Pyt ps= 1p € c .
On munit S de la métrique g, induite par la métrique standard de C® . sur

$3 , on définit une action de §' par

ig iB i{Q,+t) ib
t(p1e 1,929 2) = [P1e ! 1Py € 2]

i@

iB ib i(0,+ax)
1spze 2) - (p‘]e 1,929 2 ]

Soit 1l'isométrie de (53,g1) Q¢ [p1e
oll @ est irrationnel.

Considérons la variété produit R x $° muni du feuilletage ¥ = PaaTy
ol F, est le feuilletage défini sur s% par 1'action ci-dessus de §' et p, la
projection sur S . $i 1'cn munit R x §* de 1a métrique g = goX &y » ou g,

est la métrique standard de R , ¥ devient isométrique pour g5
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De la méme maniére qu'en a}, w1(51) agit sur R x s3 en respectant le
feuilletage ¥ et la métrique g . D'ou F se projette sur la variété quotient
Rﬂ1(s1)x $3 suivant un feuilletage F qui est isométrique pour la métrique
g , image de g par la projection p : R x s3 - Rﬂ1(s1)x 83 . Les nappes de ¥
sont les fibres de la projection p,;: R x $3+ R . Donc celles de ¥ sont les

fibres de la fibration

. 3 1
Yo Rﬂ1(s1)x 57 =+ 5§
LAY
(t,z) = q(t)

LV
q étant le revétement q : R - st , et (t,z) la classe de (t,z)

Puique o est irrationnel, {gf adhérences des feuilles singuliéres pasant par

i8
les points de la forme (t, e 2) rencontrent chaque fibre de  suivant des

cercles. Ce sont donc des tores Tz s

i
Les feuilles génériques passant par les points (t,e 1) sont compac-
tes. Les adhérences des autres feuilles coupent les fibres suivant des tores

Tz : ce sont donc des tores “3

Bibliogravphie

[Bl-He] R. Blumenthal - J. Hebda, Complementary distributions wich preserve
the leaf geometry, and applications to totally geodesic foliations, Quart.
jour. Math. Oxford (1984), 383.392.

[Bo] J. Bolton, Transnormal systems, Quart. jour. Math. Oxford, 24 (1973)
385-395,

[Ca] G. Calrns, A general description of totally geodesic foliations, Tohoku

Math. Journal, 38 (1986), 37-55.

[C.D-P.M] C. Diop - P. Molino, Une observation sur les feuilletages presque



43
isométriques, Séminaire G, Darboux 1990-1991, Montpellier, 45-53,

[Du] J;P. Dufour, Introduction aux Ti{ssus, Séminaire G. Darboux 19%0-91,
Montpellier, 59-75.

[Fe] E. Fédlda, Feuilletages du plan, feuiletages de Lie, Thése Strasboug
(1972).

[Mo 1] P. Molino, Etude des feuilletages transversalement complets et appli-
cations, Ann. Ec. Norm. Sup. Paris 10 (3} (1977) 289-307.

[Mo 2] P. Molino, Action de groupes de Lie et presque connexions, Lecture

Neotes in Math. n°484 Springer (1979) 153-161.

[Mo 3] P. Molino, Géométrie globale des feuilletages riemanniens, Ned. Akad.

Van Wet, Indag. Math., 44 (1982), 45-76.

[Mo 4] P. Molino, Feuilletages riemanniens réguliers et singuliers in

"Géométrie Différentielle”, Travaux en Cours, Hermann, (1988).

{Mo 5] P. Molino, Riemannian foliations, Progress in Math., Birkhatiser,

1988.

[Mo 6] P. Molino, Feuilletages presque isométriques et structures de Poisson-

Riemann, Séminaire G. Darboux 1989-1990, Montpellier 57-69.

[Pa] R. Palais, A zlobal formulation of the Lie theory of transformation
groups, Mémoires A.M.S5., 22 (1957).

[Re) B. Reinhart, Foliated Manifolds with bundle-like metrics, Ann. of Math.,
69 (1959) 119-132.

[St] P. Stefan, Accessible Sets, Orbits and foliations with singularities

Proc. London. Math. Soc., 29 (1%974), 699-713,

[$u] H.T. Sussmann, Orbits of families of wvector fields and integrability of

distributions, Trans. A.M.S., 180 (1973) 171-188.



