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RESUME
l -

Soit 3 un G-feuilletage de Lie sur une variété compacte V". On démontre les
-
résultats suivants :
e —~ - .
H (V. Z) = %Z (p=0) oo VI estle revétement universel de V™
- . . ~ . o e .
2) V" ne fibre pas nécessairement sur le tore maximal de G méme si 3 est minimal.
- 3) Dans le cas ol G est nilpotent, simplement connexe avec une algébre de Lie “
; ayant une base dans laquelle les constantes de structure sont rationnelles,
‘ -
On peut "déformer" le groupe d'holonomie I' de I enunréseaul’ de G;la
= Q-variété % est alors une variété ; V" fibre sur G/r et I est "proche” dun
- feuilletage a feuilles fermées.
-
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"Introduction

Ce travail est une contribution a la caractérisation des variétés compactes
admettant un G-feuilletage de Lie J. On sait que lorsque le groupe de Lie G est
isomorphe 4 un tore T9, les variétés compactes admettant un G-feuilletage de Lie sont
les fibrées sur T7 [T]. Ce texte examine une généralisation de ce théoréme sous les
deux formes suivantes :

i) Lorsque la structure transverse G d'un feuilletage de Lie I sur une variété
compacte V" est-elle méme compacte, V" ne fibre t-elle pas sur le tore maximal
de G?

11) Supposons G non compact mais posséde un réseau cocompact I'; dans ce cas,

les variétés compactes munies d'un G-feuilletage de Lie ne fibrent-elles pas sur

! ; G
I'espace homogeéne compact A_ ?

La réponse a la premiére question est négative méme dans le cas ou le feuilletage I est
minimal. En effet, on démontre que la fibration au dessus du tore maximal de G n'est
pas nécessaire a ce qu'une variété compacte V" porte un G-feuilletage.

Quant a la deuxiéme question, on donne une réponse affirmative dans certains cas.
L'ordre dans lequel 1'étude a été menée est le suivant : dans le chapit‘r‘e‘ 1, on donne
quelques rappels relatifs aux feuilletages de Lie : définitions, propriétés, théoréme de

structure, feuilletages de Lie modéles. On y explique également le théoréme de Tischler

pour les S'- feuilletages de Lie des variétés compactes.




Le chapitre 2 examine quelques obstructions cohomologiques a l'existence de

G-f'euilletages de Lie : on exprime en termes de cohomologie singuliére un théoréme
d'obstruction di & E. Fédida ; En effet on montre que si V" est une variété connexe
compacte et simplement connexe munie d'un G-feuilletage de Lie, alors

H (V" Z) # Z I,z (p#0).

Dans le chapitre 3, on répond négativement a la question i) de E. F édida; en
construisant pour tout groupe de Lie G connexe compact simplement connexe et semi-
simple, un G-feuilletage de Lie minimal porté par une variété compacte qui ne fibre pas
sur le tore maximal de G. On applique cette construction au groupe de Lie S® pour
obtenir des S’-feuilletages de Lie a feuilles denses sur des variétés compactes non
fibrées sur le cercle S'. On donne toutefois d'autres conditions nécessaires d'existeﬁce
d'un G-feuilletage de Lie plus ou moins liées aux tores maximaux du groupe G.

Dans le chapitre 4, on démontre en s'appuyant sur des travaux de Gaél Meigneiz [M;]
que c':ertains G‘*;feuilletages de Lie nilpotents des variétés compactes sont approchables
par des feuilletages a feuilles fermées et que les variétés-support fibrent sﬁr G/, T étant
un réseau de G, c'est précisément le cas lorsque G est un groupe de Lie nilpotent,
simplement connexe dont l'algébre de Lie posseéde une base dans laquelle les constantes
de structures sont rationnelles. Un exemple ou G est le groupe N de Heisenberg de
dimension 3 est étudié ; on obtient que les feuilletages de Heisenberg sont "proches”
des N-feuilletages a feuilles fermées et les variétés compactes qui les portent sont
ﬁbr;':es sur N/r oul est un réseau de N. Comme les seuls groupes de Lie nilpotents,
simplement connexes de dimension 3 sont d'une part R et d'autre part N, on obtient
ainsi une caractérisation des variétés compactes munies de feuilletages de Lie nilpotents

de codimension 3.
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CHAPITRE 1

GENERALITES SUR LES FEUILLETAGES DE LIE

Ce chapitre regroupe quelques rappels sur les feuilletages de Lie.On y reprend
pour l'essentiel des résultats contenus dans la thése de E. Fédida [F;] et dans celle de

Gaél Meigniez [Gy].

1 - Feuilletages de Lie : définitions ; propriétés [F,]

1.1- Définitions

Soient V" une variété différentiable de dimension n, G un groupe de Lie connexe de
dimension q ; (q < n). Une structure de G-feuilletage de Lie sur V" est définie par la

donnée d'un recouvrement ouvert (U ()ic; de V" et d'une famille de submersions

fi: U;

> G telles que sur chaque composante connexe U j; de U U; nous ayons

le diagramme suivant commutatif :

U.J—l—>G

Y

Ou vy est un élément du groupoide des germes de translations a gauche de G.

La famille (Ui, fi, vij); _; estappelée G-cocycle localement constant sur V",
jel

On dit que le feuilletage I défini par ce G-cocycle est un G-feuilletage de Lie de V".

Le couple (Uj, fi) est une carte de 3.




Remarque :

Si G est le revétement universel de G, alors tout G-feuilletage est aussi un

G -feuilletage de Lie (cette notion ne dépend que de l'algébre de Lie de G) ; dans la

‘ suite nous supposerons donc que le groupe de Lie G est simplement connexe.
I E
Un G-feuilletage de Lie sur V" peut également étre défini 4 1'aide d'une 1-forme » a
ln- valeurs dans l'algébre de Lie § de G vérifiant une condition de Maurer — Cartan
1 . o
l‘_ (do+ 5 [w,w]=0) et en tout point surjective.
I- Pans [F;], E. Fédida a montré que I'étude d'un G-feuilletage de Lie sur une variété
compacte V" | se rameéne (a une fibration prés) a 1'étude d'un feuilletage de Lie sur une
l - sou-s-variété fermée de V", pour lequel toutes les feuilles sont denses ; de fagon plus
| - précise, on a le théoréme suivant :
1.2 - Théoréme [F;]
= Soient V" une variété compacte de dimension n, G un groupe de Lie
- simplement connexe de dimension g <n, et T un G-feuilletage de Lie sur V" Il existe
un revétement W' de V" et une fibration localement triviale D :W* ——> G tels que :
-
si 3 estle feuilletage relevé de J dans W', alors 5 est défini par D.
- il existe une représentation p . mV" ——>G équivariante par rapport a p; c'est & dire
que pour tout X € W" et pour tout y € m/V" ;ona:D (y. X)=p(y. D(i)
Si on note I" le sous-groupe de G défini par I = p (mVn) et Kl’adhérencé de I”
= dans G ; alors les adhérences des feuilles de I sont les fibres d'une ﬁbr&tion
E - DV —>Gk
Dans chaque fibre de la fibration D, le feuilletage induit par I est un

K-feuilletage de Lie, ot K, est la composante connexe de l'élément neutre dans K.

Les feuilles de ce K.-feuilletages de Lie sont denses.

///6/



rNotations :

L'homomorphisme p est appelé représentation d'holonomie du feuilletage 3 :
le sous-groupe I est le groupe d'holonomie de I et l'application D est I'application

développante ; on appelle par ailleurs diagramme développant de 3 ; le diagramme

commutatif ci-dessous

wr D g

n_ D

Remarques

Réciproquement, si J est un feuilletage sur une variété compacte différentiable V" pour

lequel les propriétés i) et ii) sont vérifiées alors le feuilletage 3 est un G-feuilletage

de Lie sur V"

Si la variété V" n'est pas compacte, alors le feuilletage relevé 3 est défini par une

submersion.
Sip: VIS V" estle revétement universel de V" - il existe une fibration
localement triviale Dy : VR ——>G telle que les propriétés i) ; ii)  iii) ; iv du

théoréme 1.2 soient vérifices.

L'application développante D et la représentation d'holonomie p ne sont

définies qu'a l'actiont de G prés. Pour tout g € G ; on peut les remplacer par

g.D:X > g.D(X) et p¥:y——>gp(y) g . L'application qui & chaque feuilletage
fait-correspondre sa représentation d'holonomie n'est pas en général bijective.
C'est une question souvent difficile que de savoir si une représentation p : m;V'—> G

est représentation d'holonomie d'un G-feuilletage de Lie de V". Une condition

suffisante est donnée dans le chapitre 4.
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1.3 — Proposition [F4]
Soient V" une variété compacte et 3 un G-feuilletage de Lie sur V" ; on ales
propriétés suivantes :
a) Les feuilles de T sont difféomorphes

b) Les feuilles de 3 sont simplement connexes si et seulement si la représentation

d'holonomie p est injective

c) Les feuilles de F sont denses dans V", si et seulement si, le groupe d'holonomie I de

3 est dense dans G.

d) Les feuilles de 3 sont compactes si et seulement si I"est un sous-groupe discret

cocompact de G.

On va a présent s'intéresser a des cas particuliers de feuilletages de Lie ; en fait tous les

exemples connus de feuilletages de Lie.

2 - Feuilletages de Lie modéeles

2.1 — Feuilletage homogéne [My]

Etant donnée une suite exacte courte de groupes de Lie :

1

> F

>H—i0—>G > 1

et un réseau cocompact 'y dans H ; les images dans H/ r des classes a gauche
H

modulo F sont les feuilles d'un G-feuilletage de Lie qualifié¢ d'homogeéne - [Fig. 1].
L'homomorphisme ¢ est I'application déveldppante du feuilletage et son groupe

d'holonomie est l'image de I'y dans G par .



Fig. 1
Exemple 1
La suite exacte courte 1 > RP >R" >R™P > 1 induit un

feuilletage homogéne sur le tore T" = R"/ 7n 5 ce sont les feuilletages linéaires du torc :

leurs groupes d'holonomie sont isomorphes & Z"?,

Exemple 2

Si G contient un réseau cocompact I', 'homomorphisme identique

1 > G > G > 1 définit un G-feuilletage de Lie homogene sur la variété

G/r dont le groupe d'holonomie est T
Exemple 3

Soit A e SL (n, Z) et a une valeur propre réelle de A différente de 1 et

positive ainsi que tous ses conjugués.
Au moyen de A, on forme le produit semi-direct Hy = R x5 R" avec la loi : |
(t, V). (t,v) = (t+1, AV + V). Le groupe de Lie H, contient le réseau cocompact

I"A= ZX/\ Zn.

Soit ¢ un covecteur propre de A associé a a (¢ est une forme lincaire de R™—>R non

nulle telle que @ o A = a@).
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On définit un homomorphisme fa : Ha

> GA

(tv)

> (@, ov)
"GA est le groupe des transformations affines croissantes de R.

fa est surjectif et induit un GA-feuilletage homogene sur la variété compacte

Va=H,/ rA dont le groupe d'holonomie est le sous-groupe de GA engendré par les

éléments

@0); (1, o(1,0,.....0); ..o ; (1, 0(0, 0,.....,1)).

2.2 — Feuilletage image inverse

Etant donnée une application différentiable entre variétés ; = M —  >Netun
G-feuilletage I sur N, fest transverse au G-feuilletage I de N si en chaque point
f(x), l'espace tangent 3 N est somme de l'image de la différentielle de f en x et de
'espace tangent 8 3 en f(x) ; ces deux sous-espaces vectoriels pouvant avoir une
intersection non vide. Si f est transverse a J ; l'image inverse de J par fest lé
G-feuilletage de M noté £*3J qui admet pour cartes (f "(u) ; fiof) o (u;, f) ‘est une
carte de 3. |

2.3 - Feuilletage suspension

Soit B une variété différentiable et f: mB

> G un homomorphisme de
groupes. SiB est le revétement universel de B ; m;B opére sur le produit Bx G.En

effet, 1B opére canoniquement sur B et opere également sur G au moyen de la

représentation p.

BxG

Soit V la variété quotient obtenue V =

. Le fevilletage 3, de B x G par les

B x {g} est invariant par I'opération donc induit un G-feuilletage de Lie Sp transverse

a la fibration de V sur B de fibre G.

10



Lorsque G et B sont compactes, la variété V est compacte et o est un G-feuilletage
de Lie (porté par une variété compacte) dont p est la représentation d'holonomie.
Lorsque m;B est un groupe libre ou bien abélien libre et la cohomologie de G sans

torsion , on obtient [F4] un G-feuilletage sur B x G qui induit sur B un feuilletage de
Lie avec "singularités".

2.4 — Feuilletages classifiants

Un feuilletage 3 (non nécessairement de Lie) est classifiant sli le revétement
d'holonomie de chaque feuille est contractile.

Dans le cadre des feuilletages de Lie, cela signifie que les feuilles elles-mémes
sont contractiles puisqu'elles sont sans holonomie [F,]. Ce qualificatif exprime la
probriété universelle suivante :

Propriété [H]

Si T est un feuilletage classifiant, alors tout autre G-feuilletage ayant le
méme groupe d "holonomie que J (ou plus généralement ayant pour groupe
d'holonomie un sous-groupe de celui de 3J) est image inverse de 3.

Exemple.

Une suiFe exacte courte de groupes de Lie | — F —>H—>G-—>10u H
contient un réseau cocompact I'y; G et H résolubles et simplement connexes, définit
un G-feuilletage de Lie homogeéne et classification sur la variété H/ FH .
Ezn effet, G et H sont contractiles [R(] ; il en est alors de méme pour F et donc pour les

feuilles du G-feuilletage de H/~ .
%

2.5 — Sur la classification des feuilletages de Lie

Ce paragraphe est une mise au point des principaux résultats connus sur

I'épineux probleme de classification des feuilletages de Lie des variétés compactes.
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Dans le cas ou les groupes transverses des feuilletages sont nilpotents, la classification
(a image réciproque pres) est connue grace aux travaux de A.I. Malcev [Mg] ;
A. Haefliger [H] ; plus précisément on a le théoréme suivant :

Théoréme [H]

Tout feuilletage de Lie nilpotent sur une variété compacte est image inverse

d'un feuilletage homogéne.

Preuve [My]

En effet, le groupe d'holonomie I d'un tel feuilletage I est un sous-groupe uniforme
de type fini du groupe de Lie nilpotent, simplement connexe G définissant la structure
transverse du féuilletage On sait d'apres les résultats de Malcev [Ms] que I est un
réseau cocompact dans un groupe de Lie nilpotent simplement connexe H ; I'injection

canonique i : [—> G se prolonge de mani€re unique en un homomorphisme surjectif de
d

maniére que le diagramme suivant soit commutatif ; [My]
G

r—Ls
l/; i=hoj
H

On obtient ainsi une suite exacte courte | —> F—>H —> G—>1 qui définit un

St

G-feuilletage 3 ' homogene et classifiant sur la variété H/r dont le groupe
d'holonomie est I'. 3 est alors image inverse de . 3' [paragraphe 2.4].
Par contre dans le cas ou le groupe transverse G est résoluble ; Gaél Meigniez a
démontré le résultat suivant :
Théoréme : [M;]

1l existe des feuilletages de Lie résolubles sur des variétés compactes qui ne .

sont images inverse d'aucun feuilletage homogeéne.
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Voici en résumé cette construction : On considére dans le groupe GA le sous-groupe I’
engendré par leé éléments (a, 0) ; (0,1) ; (a',0) oua est une unité algébrique (nombre
complexe non nul qui est un entier algébrique sur Z ainsi que son inverse) et a' un réel
sktrictement positif quelconque.

!

Soit Vg la variété de dimension 5 obtenue par suspension du difféomorphisme du tore

21 00
T" induit par B =

0 0 2 1

0 0 1 1

i 2 1
Soit A= [ j
1 1

Considérons 'homomorphisme : R B R? > GA
(t,v) > (a', \Pv)
od W¥:R* >R
(vi,v2) > vy +a'gvy ; ol ¢ estun covecteur propre associé a a.

v défini un feuilletage homogéne sur Vg ; noté Jg. Ip est affine et induit un nouveau
GA-feuilletage sur V = Vg x st A partir de V, on construit une variété compacte de.
dimension 6 qui porte un GA-feuilletage de Lie dont le groupe d'holonomie est T

r estpolycycliq_‘ue quand exactement a' est une unité algébrique {M,]. En choisissant

un a' transcendant on obtient un GA-feuilletage de Lie qui ne peut s'obtenir comme
imagé inverse de feuilletage homogene.

Cette construction de G. Meigniez réactualise la question de A. Haefliger, celle de
caractériser pour un groupe de Lie G, les sous-groupes I' qui apparaissent comme
groupe d'holonomie d'un G-feuilletage porté par une variété compacte. Des conditions

nécessaires apparaissent immédiatement i) I" est de type fini ; ii) G/ T est compact.

13
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Comme on peut le remarquer avec Haefliger, la condition 1) est suffisante lorsque G

est compact (des détails de cette construction sont donnés au chapitre 2).

Les conditions i) et ii) sont suffisantes dans le cas ol G est nilpotent [chapitre 4]. I
existe une autre condition nécessaire moins évidente ; celle de la générativon compacte
dont nous avons parlé dans le chapitre 2. On peut se demander avec Haefliger [H] si les
sous-groupes de génération compacte des groupes de Lie résolubleé sont groupes
d'holonomie de feuilletages de Lie sur des variétés compactes. Une condition sufﬁsaﬁte
est donnée dans [M;].

3 —Sur le théoréme de Tischler

Théoréme [T]

S'il existe sur une varié}é compacte V" une forme différentielle fermée sans |
singularités, alors V" est fibrée sur le cercle.
La donnée d'une 1-forme » fermée sans singularités sur V" définit un R-feuilletage sur
V". Ainsi il existe un revétememnt W de V" , une application f: W —— R et une
représentation h : m; V' ——= R dont l'image (le groupe des périodes de ) soit un
sous-groupe I" tel ciue le diagramme de Q-variétés.

w1t R
» L/ r commute

Ce que fait Tischler dans [T] consiste a remplacer ® par une autre forme o' fermée,
sans singularités suffisamment proche de @ et telle que I' devienne fermée dans R. La
é-variété R/r- est alors une variété, compacte de dimension 1 donc difféomorphe a S'.
Nous considérons q formes différentielles fermées sans singularités et linéairement

indépendantes alors I'existence de telles formes sur V* compacte entraine

nécessairement celle d'une fibration de V" sur le tore T (q < n).

14
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Cette derniére situation est équivalente 4 un T3-feuilletage de Lie sur V". si on se donne

un G-feuilletage de Lie sur V' ou G est un grouupe de Lie connexe compact non
nécessairemeqt commutatif ; un des buts de ce travail est de montrer que cela ne
nécessite pas une fibration de V" sur le tore maximal de G.

On éait [F1] que l'espace quotient des G-feuilletages de Lie des variétés compactes sont
des Q-variétés au sens de [By] , on a le diagramme de Q-variétés.

w—_f,c

v° ——f—>G/ r commutatif.

Dans le cas ou les feuilles sont fermées, G/ est une variété. On donne dans ce
travail des conditions suffisantes pbur qu'un G-feuilletage de Lie soit proche en un sens
naturel d'un G-feuilletage a feuilles fermées et que les variétés supports fibrent sur des
espaces homogénes compactes qui sont quotients du groupe G par des réseaux.

Plus précisément, dans le cas ou le groupe de Lie G est nilpotent et simplement
connexe avec une algebre de Lie ayant une base dans laquelle les constantes de struciure
sont rationnelle, on montre que les groupes d'holonomie des G-feuilletages sont
"déformables" en des sous-groupes discrets uniformes de G. Puisqu'il existe des
feuilletages de Lie nilpotents (portés par des variétés compactes) dont les groupes
d'holonomie ne contiennent aucun sous-groupe discret uniforme (la construction d'un
exemple dii a P. Caron est rappelée dans le chapitre 4), nous supposerons que les
groupes transverses de nos feuilletages en contiennent.

On aboutit ainsi a un théoréme "d'approximation” pour les N-feuilletages ou N

est le groupe de Heisenberg de dimension 3.

15
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Les seuls groupes de Lie nilpotents simplement connexes de dimension 3, étant d'une
part R® et d'autre part N, on obtient le théoréme suivant qu'on démontre dans le

chapitre 4 :
Théoréme
Si V" est une variété compacte de dimension n >3 munie d'un G-feuilletage de
Lie nilpotent de codimension 3, alors V" est fibrée sur G/ ou I” est un réseau de G.
T

Cette condition est évidemment suffisante 4 ce que V" porte un G-feuilletage de Lie.

On obtient ainsi une caractérisation des variétés compactes qui portent des feuilletages

de Lie nilpotents de codimension 3.

16



CHAPITRE 2

QUELQUES OBSTRUCTIONS COHOMOLOGIQUES

A L'EXISTENCE DE FEUILLETAGES DE LIE

Dans ce chapitre on met en évidence une formule reliant la cohomologie de

De Rham et la cohomologie singuliére. A l'aide de cette formule, on interpréte un

résultat de E. Fédida sur l'existence des feuilletages de Lie en termes de cohomologie

singulieére.

1 - Rappels de cohomologies [Dj3]

1.1 — Cohomologie simpliciale

Définition 1 :

i)

iii)

Un simplexe de dimension n est I'enveloppe convexe de {n+1) points de I'espace

euclidien R" ; on le note c".

Un simplexe de dimension k d'une variété différentielle V", n > k est un
plongement différentiable du simplexe c* de R* dans V™.

Si A est un simplexe de dimension n sous-tendu par les sommets (0lo, Q... Oln),
les faces de A sont les simplexes de dimension n-1 sous-tendus par les sommets

(a07 Cl], -»-,an-l) s (aO: al) . --,an-2: an) ; """""" ; (ala a23"' aﬂ)‘

Définition 2

Un complexe simplicial est une réunion de simplexes de dimension quelconque

qui posséde les propriétés suivantes :



1) Siun simplexe appartient a la réunion, toutes ses faces de dimension quelconque

appartiennent a la réunion.

2) Deux simplexes ne peuvent se rencontrer que suivant une face entiére et une scule,

de dimension donnée,

Définitions 3

)

1ii)

Une chalne entiere est une combinaison linéaire formelle finie de simplexes ; on

note
k

Ci= Z /'Liai ; Aie Z ; o; sontdes simplexes.
1=1

Une cochaine de dimension k est une fonction linéaire sur des chalnes entiéres
de dimension k du complexe a valeurs dans Z.

Le bord d'une chaine Ci est une chaine de dimension k-1 définie par

k
OCk = Zliaai ousi 6" =[O, Op,-.en.. , Op] estun n-simplexe ;
1=1
k i 1 1
dc" = Z - 0-85 ; 08; est la iéme face de o".
i=0

Le cobord d'une cohaine C* est une cochaine C*' définie par :

8C* (o) = C* (3o

On a les égalités suivantes : 00 0=0 et d0d6=0.

Les cochaines (resp. chalnes) vérifiant 8C* =0 (resp 6Cx = 0) sont appelées les

cocycles (resp. cycles).

Les cocycles (resp. cycles) de la forme C*=8C" (resp. Cx = 6Ck.)) sont dits

équivalents a 0.




.
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Définition 4

Le k-ieme groupe de cohomologie d'un complexe simplicial M est le groupe
quotient H*(M, Z) du groupe de cocycles par le sous-groupe de cocycles équivalents
a ~0. |

1.2 — Cohomologie cellulaire

Pour un espace cellulaire X =U e, , dont les e, sont les cellules ; on note

XP = U eq. X? est la squelette de dimension p. On définit le complexe
dime,<p ‘
! de chaines cellulaires en posant : C, (X, Z) = H, (X*", X?, Z) ot

H, (X!, XP, Z) est 'homologie singuliére de la paire (X, XP")a
coefficients dans Z qui est défini par le complexe

P ~p-l = p
Cp (X aX 72) CP (X az)/cp(xp-]’z)

La suite exacte courte

0—> C. (XM X%, Z)—> C+ (X, X2, Z)

>Cs (XP, XM, Z)y—> 0

donne lieu a une application bord.
o Hp (XX, Z)——> Hp (X', X2 Z) etona 608=0.
On obtient ainsi un module différentiel gradué (C« (X, Z), ). En considérant le
complexe dual défini par : C" (X, R) = Hom (C, (X, Z), R) qui sont I'ensemble des
homomorphismes de C, (X, Z) dans R et & l'application duale de 8. La
cohomologie du complexe (C* (X, R), ) est appelée la cohomologie cellulaire de X
Définition

Un complexe cellulaire K est un espace cellulaire dont chaque cellule est

attachée a une cellule de dimension plus petite.
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1.3 - Homologie singuliére des complexes cellulaires [D;]

On considére B" le disque unité dans R" et f: S"'——— {*} une application.
C'est une application constante de S™' sur un point. On obtient ainsi un cofnplexe
cellulaire B, Uf {*} homéomorphe a la sphére S" ; 'homologie singuliere de ce
complexe est celle de S".

Si K= o" Ve o™ lu U {*} est un complexe cellulaire quelconque ot les ¢* sont

les celllules de dimension k. f induit une application du bord de la cellule " dans le

bouquet de sphére de la squelette K™'. On définit une application 8 de ce complexe par:
dc" = Zdeg fi O'in'l ou f; estlarestriction de f a la i-iéme sphére du bouquet.

i
deg fi estle degré de f;.

0 définit une homologie de K appelée 'homologie singuliere du complexe cellulaire‘K.

2 — Une formule reliant la cohomologie de De Rrham et la cohomologie singuliére

Dané ‘ce paragraphe, V" est supposée étre une variété différentiable de .
dimension n qui est réunion de simplexes simpliciaux qui en font un complexe
simplicial.

2.1 - Proposition

HII()R(Vrl,ﬁ?) est isomorphe a H* (V', Z) &z R ou HII()R(Vn,/R) est

k-iéme groupe de cohomologie de De Rham de V" et H* (V' Z) le k-iéme groupe de
cohomologie singuliére.

Pour prouver cette proposition nous aurons besoin des lemmes suivants :
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Lemme 1

Hl]()R (V. R) est isomorphe & Hé(p VY. R oi Hls(p V" R) estle
k-iéme groupe de cohomologie simpliciale de V"

Preuve : On sait que Hé(p (VD,R) est isomorphe 2 Hom (Hy (V", R), R).‘

Soit  HE o (V1,R)——> Hom (Hy (V", R), R)

[ok] > (/)[a) s He (VY, R) >R

k|

[Cil]

> Lka)k
ousi Cy= z AOi Lka)k = z L_ @)
1 ' i i

e (¢ est un homomorphisme de groupes : En effet, pour toute classe [Ck] de chaines

(Pﬂ“’k +ak])[ck]: ;Li(wi +?‘i):;[7i”i +;Li“i :[W[“’k} +¢[akﬂ[ck]

donc ¢ [k +oax] = ¢ [0k ]+ ¢ [ok ]

* Pp | e dépend pas du choix de Cy dans [Ci]nide ok dans [w ] . en effet si

k

i

oy = g + dBk;
.[;_i“f .[yi“’i * Lidﬂiz .[yi‘"i * Eaiﬂf Li‘“i done ¢, 17 Var |
Si Cy=Cx+ 0Zk+ ; E,ka) = Eka) + '%Zkﬂa): kkw + EZkHda): Lka) :

donc Plo, ] est bien défini.

k

e ¢ estinjectif : En effet, Ker ¢ = {a)k /(p[wk] = 0}
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] = ( ; entraine que VCy: L @ =0, donc wx = dfBx ce qui entraine que [w,]=0
k k

¢« 0 est R-linéaire et est surjectif.
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Lemme 2

Tout complexe simplicial est un complexe cellulaire.

Preuve

En effet si V" est un complexe simplicial, la squelette de dimension k est

xk = U o, ou la réunion est prise sur tous les simplexes de dimension inférieure ou
i<k

égalea k.

T
i

Conséquence
HX (VM R) estisomorphe 8 HX (VI R) oo HK (VD R) est le k-iéme
cel ’ P Sp ’ cel 2

groupe de cohomologie cellulaire de V™.

Lemme 3
Hk (VR, R est isomorphe a HK V2, R oi Hk (VR R) est le k-ieme
cel ’ p Sg ’ Sg ’

groupe de cohomologie singuliéere a coefficients dans R
La preuve du Lemme 3 est classique et peut-étre regardée dans [D4].

Preuve de la proposition 2.1

C'est un résumé des lemmes précédents :

K '
HE o (VIR) = HE (VILR) ~ HE | (V2 R) = HE (V. R)~ H (V", Z) €z R
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3 — Feuilletages de Lie et Cohomologie singuliére

,3.1 — Proposition

Si une variété V" de dimension n, compacte, simplement connexe admel un
G-feuilletage de Lie de codimension g <n ; alors H* (V" Z) =2z (p #0).
Pour prouver cette proposition nous utilisons le théoréme suivant da 4 E. Fédida [F;].
3.2 — Théoréme [F3]

Si une variété compacte simplement connexe V" admet un G-feuilletage de Lic,

alors Hy p (V" R) =0.

La preuve de ce théoréme utilise le lemme suivant qu'on trouve dans [F3].
Lemme

Si un espace fibré E a pour base B un groupe de Lie compact connexe et
simplement de dimension > 0 et si la cohomologie des fibres I est nulle en dimension
assez grande, alors le 3 iéme nombre de Beltti de E est non nul.

Preuve du Lemme [F3 |

Soit ¢ le rang de B, on sait [S] qu'il existe un produit de sphére

n
XX S ¢ etune application continue A : P

> B qui induit un
isomorphisme sur la cohomologie réelle. De plus les n; sont les degrés des primitifs de
la cohomologie de B et que 1'un deux est égal a 3. On peut donc écrire P = S*xS on'$s

est un produit de sphéres. Soit E; l'espace fibré de base P et de méme fibre F, image

réciproque de E >B par A:P >B. Soit 4 :Ey > E 'homomorphisme

de fibrés correspondant. P et B sont simplement connexes, la restriction de A aTl est

un homéomorphise et A* : H* (B, R) > H* (P, R).est un isomorphisme.
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On sait dans ces conditions que A * : H* (E, R) ——=> H* (E,, R) est un

isomorphisme. Quitte donc a remplacer E par E; on peut supposer que E est fibré de

base S>x S et donc de base S°.
La base étant a présent S on applique la suite exacte de Wang .

ou O est l'opérateur de dérivation.

Si H’ (E, R) =0, il existerait u e HXF) tel que Bu=1 e H° (F). Mais la cohomologie
de F s'arréte ; on peut donc trouver un n tel que u™ %0 et u" = 0. En dérivant la
relgtion u"=0 ontrouve n.u"’ 0(u) = 0, d'out u™! =0, contradiction ; donc

H (E, R) = 0.

Preuve de la proposition 3.1

L'existence d'un G-feuilletage de Lie sur V' compacte simplement connexe,
entraine que V" est un fibré de base G, un groupe de Lie compact et simplement
connexe. D'ot H? (V", R) # 0. D'aprés la proposition 2.1, on a
1 (V", Z) = Zipz (p=0)
puisque Z/pz. ®zR=0 Vp= 0

3.3 - Applications :

On construit dans ce paragraphe une variété compacte et simplement conncxe

™ telle que H* (M, Z)=Z/pz p=0.

Soit K le complexe cellulaire obtenu en attachant une cellule de dimension 4 a la sphere

S- au moyen d'une application f de degré 3 [Fig.2]. On note K = B4Uf s3 : BY estle

disque unité de R*. K est un complexe cellulaire de dimension 4. K est un espace

topologique connexe compacte et simplement connexe HYK) = Z/sz.
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D'aprés un théoréme de Morse, il existe un voisinage tubulaire W de K dans‘ R® qui
est ime variété différentiable a bord de dimension 9 ; W se retracte par déformation
sur K.
La variété différentiable V = W, bord de W est connexe compacte simplement
connexe de dimension 8 ;ona:
H W=H W) = B K) = Zhz
Remarques
1) Lavariété V est un fibré en cercles S' qui ne posséde pas de feuilletages de Lie.
2) Pour tout entier p> 0 ; on peut construire de la méme fagon une variété connexe
compacte et simplement connexe M vérifiant H° (M, Z) = Z/pz. 1l suffit de
considérer le complexe cellulaire obtenu en attachant la boule unité B°*' de R™' a

la sphére SP au moyen d'une application f de degré p.

Fig. 2

Toujours a propos de l'existence des feuilletages de Lie, mentionnons la propriété de
génération compacte qui a été étudiée de maniére approfondie par G. Meigniez .

4 — Génération compacte

4.1 — Définitions
i) Soit ¢ une partie génératrice finie d'un groupe K de type fini. On appelle trace d'un
mot Vi,......... ,ne U @ I l'ensemble des n + | produits partiéls
L,vi;viva, ceennn. MVIV2 e Vi
ii) Soit K un sous-groupe d'un groupe de Lie G ; K est dit de génération compacte dans
G si pour toute partie compacte K' de G ; il existe un compact K" de G tel que tout

élément de K m K' puisse étre écrit comme un mot dont la trace est contenue dans K".
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4.2 - Théoréme [Ms)
Soit I un G-feuilletage de Lie de groupe d'holonomie I" sur une variété
_ compacte V" Alors
1) Iest un sous-groupe uniforme de type fini de G.
2) Iest de génération compacte.
L-a preuve de la partie 2) de ce théoréme est die a Y. Carriére :

Preuve

V" étant compacte, m; V" et par suite I sont de type fini et puisque V" fibre

sur G/ F [" est uniforme ; ce qui prouve 1).

Pour 2) ; Choisissons dans V™ revétement universel de V", un compact P rencontrant
D' {1};ou D: VRl 5 G est l'application développante de 3. On suppose que P

est un domaine fondamental c'est-a-dire V1= Uy(P) . L'ensemble
yell

G- {y e T'/y(P) nP = J}est une partie génératrice finie de I". Soit K un compact de
G, on peut supposer K connexe par arcs et contenant 1. Soity € I' m K. Comme D est
équivariante ,y (P) N D'(y) = @. Donc P N D'K) =D et y(P) " DNK) = B.

Nous pouvons supposer G simplement connexe, si bien que les fibres de D sont

connexes et finalement D'I(K) est connexe par arcs.

Doﬁc P et y(P) peuvent étre joints par un chemin dans D'(K). Les translatés de P
rencontrés successivement par ce chemin forment précisément une suite du type
P;vi(P); viva(P), ....... SYIY2 eeereene Yn(P) olles vie § et yi.y2 ...... Yn =Y.

Pour chaque 1 € {0, 1,...,n} le translaté yy,...... 7 (P) rencontre D™/(K) . En d'autres
termesS, Y1 «vvee cenee- vi D(P) rencontre K . Donc yi,.....y; € K D(P)"". Ainsi on a

INKc<¢>KDEhn
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Dans [Ms] , G. Meigniez a établi une caractérisation trés explicite pour reconnaitre les

sous-groupes de génération compacte dans les groupes de Lie résolubles.

Quarit a la question (ouverte) de Haefliger de savoir si les sous-groupes I" d'un groupe

de Lie G qui sont de génération compacte, sont groupe d'holonomie de G-feuilletages

de Lie portés par une variété compacte, on trouve des éléments dahs [M2] , [M4].
Comme le fait remarquer G. Meigniez, toute la difficulté dé la question de

Haefliger, restreinte aux feuilletages de Lie résolubles, se trouve déja dans cette’ trés

simple famille & un paramétre : Soit GA le groupe des transformations affines
croissantes de R. Fixons a € ]O,—;—[ et T le sous-groupe de GA engendré par les

éléments (a, O) ; (1-a, 0) 5 (0,1).
[ est de génération compacte [Mz]. Si a ou l-a est une unité algébrique I" peut-&tre
réalisé comme groupe d'holonomie d'un GA-feuilletage de Lie porté par une variété
compacte [M4]. On ne sait pas si c'est toujours le cas lorsque a est irrationnel.
Nous déduisons du Théoréme 4.2, la caractérisation suivante des sous-groupes dc
génération compacte des groupes de Lie compacts :
4.3 -Proposition
| Dans un groupe de Lie compact, tout sous-groupe [” de type fini est réalisable
comme groupe d'holonomie d'un feuilletage de Lie porté par une variété compaéte . en
particulier " est de génération compacte.
Preuve
7

Soit V" une variété compacte dont le groupe fondamental se surjecte sur [' i

p:mV"——G lareprésentation correspondante. On suspend la représentation p ; on

obtient un feuilletage I, sur le G-fibré principal E de base V" ; 3, est transverse a la
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fibration et est un G-feuvilletage de Lie sur la variété compacte E, dont p est une

représentation d'holonomie.
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CHAPITRE 3
FEUILLETAGES DE LIE ET TORES MAXIMAUX

DES GROUPES DE LIE

Ce chapitre examine la question de E. Fédida de généraliser le théoréme de
'I:ischler aux feuilletages de Lie de la fagon suivante :

Soit V" une variété compacte admettant un G-feuilletage de Lie 3 non trivial,
alors V" est fibrée sur TP ou TP est un tore maximal de G.

Le groupe de Lie G sera supposé compact de sorte que ses tores maximaux ne soient

pas triviaux.
La réponse a cette question est négative, on construit a cet effet des exemples
non banals méme dans le cas ou le feuilletage I est supposé minimal.
Nous donnons toutefois une condition nécessaire d'existence deG-feuilletage de Lie
portant sur les tores maximaux de G.
1 - Rappels
On pourra trouver les démonstrations des résultats de ce‘:‘ paragraphe dans le
livre de J. Dieudonné : Eléments d'analyse, tome V. [D2 p. 44 —51]. |
1.1 — Proposition
. Soit G un groupe de Lie connexe, compact d'algébre de Lie  ; notons C(() Ic
centre de § et D@ sont idéal dérivée. Ona :
i) G estisomorphe a C(G) @DG.
ii) Lorsqu'une algébre de Lie réelle vérifie la condition i) alors elle est isomorphe a

l'algébre de Lie d'un groupe de Lie connexe compact.
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Remarque
Dans ii) le groupe de Lie compact en question est isomorphe au produit T'xK
ot K est un groupe de Lie connexe compact simplement connexe et semi-simple.
1.2 — Définition

On appelle tore maximal d'un groupe de Lie connexe G, le plus grand (au sens de
I'inclusion) sous-groupe de Lie connexe compact et commutatif de G.
On sait que tout groupe de Lie connexe compact et commutatif est isomorphe a un tore
[D:]. Nous en déduisons que si H est un tore maximal de dimension p d'un grou‘p‘e de
Lie connexe G de dimension n > p, alors H est isomorphe a TP, |

1.3 - Propriétés
Soit G un groupe de Lie connexe, compact de dimension n, on a les propriétés
1) " Les tores maximaux de G sont isomorphes et deux a deux conjugués
1) Tout sous-groupe fermé connexe et abélien de G est contenu dans un tore
maximal de G.

1ii) Le groupe de Lie est réunion de ses tores maximaux.
I1 découle de ces propriétés que le tore maximal d'un groupe de Lie connexe compact
est unique a isomorphisme pres.
Puisque les conjugués du tore maximal recouvre G, le tore maximal d'un groupe de Lie
connexe compact est non trivial.
Dans le cas ou G n'est pas compact, le tore maximal de G peut €étre trivial, c'est par
exemple le cas des groupes de Lie nilpotents et simplement connexes.

7

Remarques

1) Le tore maximal d'un groupe de Lie connexe compact ne peut-étre distingué a moins

" que le groupe ne soit lui-méme isomorphe a un tore.
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2) Le tore maximal d'un groupe de Lic G connexe compact et simplement connexe ne
peut pas étre un facteur direct de G.
La propriété¢ "d'étre un tore maximal" se lit dans les algébres de Lie de fagon
suivante :
1.3 - Proposition
Pour qu'un gfoupe de Lie connexe H immergé dans un groupe de Lie G compact
soit un tore maximal de G, il faut et il suffit que son algebre de Lie h soit une sous-

algébre de Lie commutative maximale de l'algébre de Lie g de G.

- 2 — Feuilletages de Lie et tores maximaux des groupes de Lie
Nous donnons dans la premiére partie de ce paragraphe des exemples de
feuilletages de Lie qui illustrent la pertinence de la question de E. Fédida et des
- conditions nécessaires d'existence en rapport avec le tore maximal.
Dans une deuxiéme partie on répond négativement a la question en construisant dcs

contre exemples.

- A. Exemples

Soit V" une variété compacte de dimension n, munie d'un G-feuilletage de Lie
- Jde codimension g <n. On suppose que le groupe de Lie G est connexe el commulalif.

Alors la variété V" est fibré sur le tore maximal de G.
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Preuve
G étant connexe et commutatif, 1l existe un entier p, 0 <p <q tel que G soit
isomorphe au produit TP x R%P, TP est 4 un isomorphisme pres, le tore maximal de G.
, Le feuilletage I peut étre défini par q formes de pfaff o, ..., oq fermées et
linéairement indépendantes en chaque point. Donc V" est fibrée sur T [T ].En
composant cette fibration avec celle de T* sur TP, on obtient une fibration de V" sur TP.
Il existe bien de telles variétés V" ; on peut les construire de la facon suivante :

Soit m un entier > q —p et J; le feuilletage homogeéne définie par la suite exacte

canonique 1 > F > R™— RYP

> 1.

La variété TP x T™ posséde un G-feuilletage de Lie.

Cette proposition généralise le théoréme de Tischler au sens de la qﬁestion de E.

Fédida pour les groupes de Lie connexes et commutatifs non nécessairement compacts.
Supposons dans la proposition précédente que le groupe de Lie G soit connexe

et nilpotent. On sait que dans ces conditions G posséde un unique sous-groupe K-

compact maximal qui est en plus central [R;] ; K est alors commutatif et donc

isomorphe au tore maximal TP de G.

G est difféomorphe 2 TP x R™ [Ry] ; Et il existe une submersion du revétement
universel V' sur TP. Cette submersion est obtenue en composant la fibration

localement triviale de V™ sur G induite par la structure de G-feuilletage de Lie avec
celle de G sur T° donnée par la projection de G sur TP . [
A-b - Proposition
Soit V" une variété compacte et simplement connexe munie d'un G-feuilletage

de Lie 3 oti G est un groupe de Lie connexe de tore maximal T°. On suppose que le
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TP fibré principal G/ P posséde une section, alors V" est fibrée sur TP.

Preuve
L'existence d'un tel feuilletage de Lie 3 entraine celle d'une fibration de V" sur
G ; donc G est compact et posséde un tore maximal TP non trivial [proposition 1.3].

Puisque le TP — fibré principal G/ P possede une section, G est difféomorphe a

TP x G/, . Par composition on obtient une fibration localement triviale de V" sur TP.

TP
O
Remarque

Lorsque V" est non simplement connexe, G n'est pas ‘ne’cessairement compact

et on peut seulement affirmer dans la proposition précédente ['existence d'une
submersionde V™ sur le tore maximal T° de G.

Voici un exemple de cette situation : On pose G =SL, (R) le groupe des matrices

2 x.2 de déterminant égal a 1. Le tore maximal de G est isomorphe au cercle S'. La

projection p: SL; (R) > SL, (IR)/S1 possede une section donnée par la

décomposition : SLy (R) ~ S'. GA ot GA est le groupe des transformations affines
croissantes de R.:

On en déduit que si une variété compacte V" admet un SL; (R) —feuilletage de

Lie, V? submerge le cercle S'.

Nous verrons dans les exemples suivants qu'une variété compacte admettant un
. Cor . . 1

S>_feuilletage de Lie ne fibre pas nécessairement sur le cercle S'.

La proposition suivante donne une condition nécessaire pour qu'une vari€t¢ compacte

admette un G-feuilletage de Lie.
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A-c - Proposition

Soit V"' une variété compacte munie d'un G-feuilletage de Lie ot G ‘é;vt un
groupe de Lie connexe compact. Alors V" est fibrée sur la composante neut}'e de
Uintersection des tores maximaux de G.

Preuve

L'algebre de Lie ¢ de G se décompose : C(G )@ D ¢ [proposition 1] C(§)/ et
D § désignent respectivement le centre et I'idéal dérivé de ¢. Posons r=dim C (() |
V" admet un T' x K-feuilletage de Lie ou K est un groupe de Lie connexe compact
simplement connexe et semi-simple. T" est la composante neutre du centre C(G) de G.
En effet ; Lie C(G) = C(§) donc : Lie C(G) = C(§ ) = Lie (T") ; Puisque K est semi-
simple C(K) est discret et donc T" est la composante neutre de C(G).

or CG)= NeTPg?! Dal.
geG

On en déduit que V" est fibrée sur T' ; qui est la composante neutre de l'intersection
des tores maximaux de G. 0O
;Remarques

Si on suppose dans la proposition précédente G non semi-simple.

Alors : 1) V" fibre sur un tore non trivial de G

2) H (") =0.
En effet si G est non semi-simple C (§)# 0 et r> 0 ; on applique la proposition A-c.
Corollaire : |

Les feuilletages de Lie semi-simples sont les seuls feuilletages de Lie des

variétés compactes et simplement connexes.
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Ce corollaire justifie I'importance d'étudier les feuilletages de Lie semi-simples et leur
classification. Nous donnons quelques exemples a ce sujet.

B — Coutre — exemples

~B-4 — Proposition

Pour tout groupe de Lie connexe compact semi-simple et simplement connexe
G il existe un G-feuilletage de Lie 3 a feuilles denses porté par une variété compacte
qui ne fibre pas sur le tore maximal de G.
» La démonstration utilise le lemme suivant dont nous donnons une preuve géométrique:
Lemme
Soit X la surface compacte orientable de genre 2 ; il n'existe pas une suitc
exacle

1 >N > M 2. >Z >] out N est un sous-groupe normal de type fini

de 71312.

Preuve du lemme

L'existence d'une telle suite entraine celle d'un revétement X de ¥ de groupe
Z avec m;Z =N.

12 est non commutatif sinon 7,2 serait résoluble. Comme le groupe du revétement

|gl*-'lplpl-lnl-l-l-|‘|‘|‘|1|‘1

p:Z——>Z estisomorphe au groupe cyclique Z , nous en déduisons que T est une

-

surface non compacte a deux bouts de genre fini [M3] (fig.3).

T est alors difféomorphe 4 une surface compacte £' sur lequel on enléve deux points

-

[M;].

-

Comme Z opére sur Z; qui est de genre fini, Zest de genre nul et X' est difféomorphe a

la sphere 2, par suite, T est difféomorphe a un cylindre.

On obtiendrait que m, = est une extension de Z par Z ; ce qui est absurde. [J
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Preuve de la proposition

On sait que tout groupe de Lie connexe et semi-simple contient un sous-groupe
libre H a deux générateurs o, B dense dans G [ R; .

Soit X la surface compacte orientable de genre 2 (fig. 4) ; T/ a quatre
générateurs a, b, ¢, d soumis a la relation [a,b] [c,d] =e ol [ ] estle crochet de
commutateur ; e est I'élément neutre du groupe mX.

On considére p lareprésentation de m;Z. dans G définie par :

p:mE > G
a > o
b > e
c > fB
d > e

Puisque [a.e] [B,e] =€, p est bien un homomorphisme de groupes [ Mj]
Si X est le revétement simplement connexe de ¥ ; m;Z opere de fagon canonique sur X
et opére également sur G a travers la représentation p.
mZ operesur Lx G par: VyemZ;y.(X,g) =X, p(y).2)

Posons V la variété quotient obtenue ; V est un G-fibré principal sur . Le
feuilletage de £ x G par les X x {g} est invariant par l'action et passe au quotient en un

G-feuilletage de Lie sur V dont le groupe d'holonomie est H. Comme H est dense, le

G-feuilletage de Lie ainsi obtenu sur V est & feuilles denses [Chapl.-prop1.3].
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La variété V ne fibre pas sur le tore maximal de G ; en effet si V fibre sur le
tore maximal T de G, en composant cette fibration avec celle de TP - sur S], on
obtiendrait une fibration de V sur S'. |
Comme H! (Z, 1,G)=0 ; H? (Z,m11G) = 0, le G-fibré principal V possede une section
[D;] et est donc difféomorphe & £x G. On obtient alors une suite exacte.
> To(F) > |

...... > AS)) > (S))

> 1 1(F)

> (2 x G)

c'estadire: 0 > 711 (F) > M2 >Z > 0.
Comme la fibre F est compacte ; m;(F) est de type fini ; on obtient une contradiction

d'aprées le lemme précédent.

Fig. 4
B-b — Corollaire
Il existe un S°-feuilletage de Lie & feuilles denses porté par une variété
compacte qui ne fibre pas sur le cercle S'.
‘Preuve
S est un groupe de Lie connexe compact semi-simple et simplement connexe
dont le tore maximal est isomorphe 4 S! ; on applique la proposition B-a. {]

B-c¢ — Sur les feuilletages deLie semi-simples

On construit des exemples de feuilletages de Lie semi-simples et on montre
qu'un feuilletage de Lie semi-simple n'est pas nécessairement conjugué a un feuilletage

homogéne.
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e Un exemple de feuilletage de Lie semi-simple homogéne

Soit G =SL, (R) le groupe de Lie des matrices carrées d'ordre 2 de déterminant égal
al.
Q; : le corps des rationnels di-adiques.

Z [—12—} ={m2", m,n e Z } est un réseau cocompact de R x Q,.

La suite exacte courte :

1 > SL, (Q2) > SL, (R) x SL; (Qy)

> SL, (R)}——> 1

définit un G-feuilletage sur la variété compacte V = SL; (R)x SL, (Qy) / SLZ(Z{ ).
7

rO | —

_

Ce feuilletage est homogéne.

o Un feuilletage de Lie semi-simple non homogéne:

Soit 3, le GA-feuilletage porté par une variété compacte V, et qui ne peut
s'obtenir par image inverse d'un feuilletage homogeéne. [G2 — G3]

La projection p : SL, (R)}——> S' possede une section & donnée par la décomposition

SLz (R) ~ GA x S'. Soit D, : Vo > GA l'application développante de J,.

L'application D: V, x S > S1, (R)

(X,) > D, X.o(y)
est une fibration localement triviale, ses fibres définissent un SL; (R)-feuilletage de Lie

sur Vg x S' invariant par l'action de 7, Vo sur ¥ o X S' (agissant sur le premier facteur)

o~

et induit donc un SL, (R)-feuilletage de Lie I sur la variété V =V, x S' qui n'est

conjugué a aucun feuilletage homogeéne.
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Remarque

V est fibrée sur s’

D'une maniére générale nous pouvons €noncer la proposition suivante :

B.d — Proposition

Une variété compacte V' munie d'un SL; (R)-feuilletage de Lie fibre sur S’
Preuve

On sait SL; (R) ~ S' x GA si bien qu'un SL; (R)-feuilletage de Lie sur V"
induit un GA-feuilletage de Lie sur V". comme les équations de structure d'un GA-
feuilletage de Lie sont : do; = oy A @, et dw; =0 ou les ; sont des formes
linéairement indépendantes sur V". On obtient en particulier une fibration de V" sur
S'[T]. O
Lorsque le feuilletage est un flot, le résultat suivant précise la structure des variétés.
Corollaire

Les variétés compactes admettant des SL, (R)-flots de Lie sont des fibrés én
tores sur S
Preuve

Soit N> ——=>V

>S' la fibration donnée par la proposition B-d.
Les fibres N* sont alors des variétés compactes de dimension 3 munies de
GA-feuilletage de Lie, donc difféomorphes a des tores [Mg]. O
Nos exemples précédents de feuilletages de Lie semi-simples renouvellent lc¢
programme de classiﬁcation faible des feuilletages de Lie proposé dans le cas résoluble
par Meigniez dans [M;] : Pour chaque groupe de Lie semi-simple G, on ne peut plus
gt.xére espérer qu'exhiber une famille de G-feuilletage telle que tout G-feuilletage soit

une image inverse de I'und'eux . 0
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CHAPITRE 4

SUR LES FEUILLETAGES DE LIE NILPOTENTS

Soient V" une variété compacte de dimension n, G un groupe de Lie

simplement connexe de dimension q <n et 3 un G-feuilletage de Lie sur V" ; on dira

o~

que J est un G-feuilletage de Lie nilpotent si le groupe de Lie G est ﬁilpotent.

Ce chapitre comporte trois parties :

1) Dans la premiére partie, on rappelle les propriétés essentielles des groupes de Lie
nilpotents simplement connexes.

2) Un théoréme de fibration des variétés support de certains feuilletages nilpotents est

donné dans la deuxiéme partie : On montre que si l'algébre de Lie ¢ d'un groupe

'@ ,g ', '— '— 'ﬂ 'q '— [, — 'm

nilpotent posséde une base a constantes de structures rationnelles, le

lr _ G-feuilletage qu'il définit sur une variété compacte est proche en un sens naturel
am
'] d'un G-feuilletage a feuilles fermées et la variété support fibre sur un espace
t
- homogéne compact qui est un quotient de G par un réseau.
I]’ 3) Dans la derniére partie, on applique les résultats au groupe de {eisenberg de
-
dimension 3.
b
- 1 — Groupes de Lie nilpotents : Rappels
lr Les résultats donnés dans ce paragraphe sont diis essentiellement a
- .
' ‘ AL Malcev [Mg] ; on pourra trouver les démonstrations des propositions dans le livre
*
- de M.S. Raghunathan : "Discréte subgroups of Lie groups" [R; p. 29 - 43].
l' 1.1 - Définition

Soit G un groupe, si H et K sont deux parties de G, on note [H, K] le sous-

- groupe de G, engendré par les commutateurs d'éléments de H et d'éléments de K.
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On définit par récurrence une suite de sous-groupes de G en posant :
G°=G ; G"=[G, G""]
On dit que le groupe G est nilpotent, s'il existe k tel que pour n>k, ona:
G'=e.
1.2 — Définition
Soit G un groupe nilpotent de type fini ; il existe une filtration

G=G,o Gy o ....o0Gk=c¢e telle que : Gj est un sous-groupe distingué de G, et

G.
1% st abélien. On appelle rang de G, le nombre :
i

'Rang (G) = Z rang [Gi-l%i.]'
1<i<k i

(on montre que cette notion est indépendante de la filtration choisie).
Définition
Un sous-groupe discret I' d'un groupe de Lie connexe (non nécessairement

nilpotent) est un réseau si l'espace homogeéne % posséde une mesure invariante

finie.

Il existe dans le cadre des groupes de Lie nilpotents simpiement connexes une
caractérisation trés pratique des réseaux.

Ainsi, les réseaux des groupes de Lie nilpotents simplement connexes ‘sont les sous-

groupes discrets et cocompacts [Ry].

1.3 - Propriété

Soient G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe, et K un sous-groupe

fermé uniforme de G.

4]



l_
I..
g
g
l..
I..

I

I

p—

-

Alors la composante connexe Ke de l'élément neutre dans K, est un sous-groupe
Tdistingué de G..
1.4 - Propriété
Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe.
i) si I"est un sous-groupe discret uniforme de G, alors on a l'égalité :
dim G =rang (I")
ii) si K est un sous-groupe fermé uniforme de G, alors on a :

dim G = dim K + rang (I%(e)

Les réseaux des groupes de Lie nilpotents simplement connexes ont de fortes propriétés
de rigidité ; de facon précise ona:
1.5 — Propriété
Soient G; et G, deux groupes de Lie nilpotents simplement connexes, et K,

un sous-groupe uniforme de G, ; alors tout homomorphisme continu h : K, > (G,

se prolonge de maniére unique en un homomorphisme continu h G, > ().
1.6 — Propriété

Soit F un groupe de Lie nilpotent, de type fini, et sans torsion. Alors il existe un
groupe de Lie nilpotent simplement connexe G et un homomorphisme injectif

J: I'———>G tel que J(I) est un sous-groupe discret uniforme de G.

Remarque

Il existe des groupes de Lie nilpotents simplement connexes, qui ne conticnnent
aucun sous-groupe discret uniforme . Un exemple est construit dans ce chapitre.
L'existence de sous-groupes discrets uniformes " se lit" dans l'algébre de Lie de la

maniére suivante :
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1.7 - Propriété
Soient G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe, et, 'algébre de Lie
de G.
Alors, G contient un sous-groupe discret uniforme si et seulement si l'algébre de Lic (]
posséde une base dans laquelle les constantes de structure sont rationnelles.
1.8— Remarque
Plus précisément, soit ¢ une algébre de Lie nilpotente avec uﬁe base a constantes
de structures rationnelles et G le groupe de Lie nilpotent simplement connexe d'algébre

de Lie §. Soit §, l'espace vectoriel sur Q engendré par cette base. Alors si o’ est un

réseau de rang maximum dans § contenu dans §, etexp : § > G l'application
exponentielle, le groupe engendré par exp £ est un réseau dans G. Réciproquement, si
I" est un réseau dans G, exp” (I') engendre un réseau o dans G tel que les constantes

de structure de ¢ dans n'importe quelle base contenue dans o' sont rationnelles.
1.9 - Proposition
Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe. Pour tout k € N, on posc
G* = [G,G"] , G°=G.
Si I' estun ré;eau de G, T N G* estun réseau de G*.

2 — Feuilletages de Lie nilpotents

Les feuilletages de Lie nilpotents ont été classifiés & image inverse pres par
Haefliger [H]. Le théoréme suivant caractérise les groupes dholonomie de tels

feuilletages.
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2.1 — Théoréme
Dans un groupe de Lie nilpotent G tout sous-groupe uniforme de type fini est

réalisable comme groupe d'holonomie d'un G-feuilletage porté par une variété
compacte.
La preuve simplifiée suivante est diie a A. Haefliger [H].

Preuve

Soit I' un sous-groupe uniforme de type fini de G ; G nilpotent et simplement
connexe.
" est un sous-groupe uniforme et de type fini de G. On sait [Proposition 1.6] " est un

réseau cocompact dans un groupe de Lie nilpotent H et [Proposition 1.5]

linjection canonique I' —— G se prolonge de sorte que le diagramme suivant soit
, commutatif :

i

' — G
j h  i=hoj
H
H est surjectif [My]
On obtient ainsi une suite exacte 1 > F >H > G > 1 qui définit

un G-feuilletage homogeéne sur la variété I% Notons § ce feuilletage. Son groupe

d'holonomie est h(I') = hoj (I') ~T". Donc T est groupe d'holonomie du G-feuilletage
de la variété compacte % . ¢ est homogéne et classifiant a la fois. O
Il est démontré qu'un feuilletage de Lie défini par le groupe de Lie R" est proche d'un

feuilletage a feuilles fermées [T] et la variété support fibre sur R” 4 ou I estun
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réseau de R" : Pour cela, on déforme le groupe d'holenomie I du feuilletage de

maniére a en faire un sous-groupe discret de R".

Ce procédé n'est pas possible en général en ce qui concerne les groupes de Lic
nilpotents simplement connexes ; pour obtenir dans le cas d'un G-feuilletage nilpotent
7

des théorémes analogues obtenus pour les R"-feuilletages de Lie, on supposc que ic
groupe de Lie G contient un sous-groupe discret uniforme.
Pour les groupes métabéliens, on démontre :
2.2 — Théoréme

Soient V" une variété compacte de dimension n, G un groupe de Lie nilpotent
simplement connexe, de dimension q <n et I un G-feuilletage sur V"
Si [G, [G,G]] = e et que l'algébre de Lie de G posséde une base a constantes de
structure rationnelle, alors J est approchable par un feuilletage a feuilles fermées et

la variété V' est fibrée sur un espace homogéne compact de dimension q qui est
quotient de G par un réseau. (e étant l'élément neutre de G).

Preuve

On désigne par 3 (V", G) l'ensemble des G-feuilletages de Lie de V". On peut
munir 3 (V", G) d'une topologie de la fagon suivante : On considére ) (Va, G)
I'ensemble de toutes les submersions D: V! — G telles qu'il exisfe au moins un
h appartenan‘t a l'ensemble Hom (m; V", G) des représentations de m;V" dans G pour
lequel D est équivariante. Munissons 2 (V", G) de la topologie CL3(V",G)est le

quotient de 2D (V", G) par l'action & gauche de G. Munissons le de la topologie

quotient.

Soit R l'ensemble des représentations de V"

> G. On plonge R dans un
G” = (G x Gx....x G) en considérant les images d'une partie génératrice finie de m,V".

Munissons R de la topologie induite.
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La preuve du théoreme s'effectue en deux étapes :
1) dans un premier temps, on associe 8 3 un G-feuilletage homogeéne 3, c'est a dire un

groupe de Lie simplement connexe G de dimension n ; un sous-groupe discret [T de

~ ~

G, et une suite exacte 1 > F >QG > G > 1.

2) dans un deuxiéme temps, on déforme la représentation d'holonomie de J de sorte
que le groupe d'holonomie soit un réseau de G.

1°) Feuilletage homogéne associé 4 J

Soit I' le groupe d'holonomie de 3 ; T est de type fini, comme [ est un
sous-groupe du groupe de Lie nilpotent simplement connexe G, [ est nilpotent et sans
tofsion, il existe donc un unique groupe de Lie nilpotent simplement connexe G, et un
homomorphisme injectif T : I —> G tels que le sous-groupe J(I') est un sous-
groupe discret uniforme de G (Proposition 1.6). Soit 1 : [ —> G [linclusion

canonique ; puisque J(I ) est un sous-groupe discret uniforme de G, il existe un unique

homomorphisme de groupes de Lie ¢ : G

> G tel que @oJ =1 (Proposition 1.5).
¢ est surjectif [H] on obtient ainsi un G-feuilletage homogene sur la variété % On
note I ce feuilletage.
Soit p:mV"——= G lareprésentation d'holonomie de J et
h:mV'——>G l'unique représentation qui rend le diagramme suivant commutatif,
V" \ = gpoh

0 ——— O
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Nous allons déformer p en une représentation g assez proche de p, dont l'image dans
G donne un réseau.

2°) Déformation de p

Pour cela, on déforme ¢. Considérons do: §

> G la différentielle de .
¢ et ¢ désigne respectivement les algébres de Lie des groupes G etG.

Soit £ leréseau de ¢ engendré par exp'T. o est de rang maximum et les
constantes de structures de ¢ dans n'importe quelle base contenue dans £ sont
rationnelles [Remarque 1.8].

L N [G, §1 estunréseaude [, § ] (Remarque 1.9), il existe une base

(b1 ,b2, ....,b) de [§, §] contenue dans L. Soit (ai, as, ..., a;) tel quele

r + s-uplet (él, a,...., &, by, by, ..., b)) soit une base de £ et F l'espace vectoriel
engendré par (aj, ....,as). Onaalors §=[§, §]DF et les relations suivantes :
_ k
[al,aJ-—ZCU by

r ‘ k . .
9 [ai by ]: > C. br ot lesconstantes Cij sont toutes rat;onnelles

[bk,bf]zchw bs
2 Cs

Posons o= de (a); Bi=de (b).

Lemme 1

Le r + s-uplet (a;, a, ..., &, Bi, P2, ..., B,) vérifie les relations :
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k
l:ai’aj =%Cijﬂk M

(S) 7[(1.,‘,3. =0 (I

['319/3'—:0 (1)

Preuve du Lemme
,

¢ étant un homomorphisme surjectif de groupes on a

do[§. G 1= 1[G, G ] doncles Bi € [§, G ] Larelation [([§,§]]=0 entraine ic

systeme (S).

[§, G ] estune sous-algébre commutative dans laquelle les B; engendrent un réseau.

Les égalités (I) de (S) donnent :
- k .
[“1°“J"Zc1j ﬂk j=2 (1)
k

k .
ay,a. =) C35. B, j=3 )
[2 J % 2"k

_\ ok
[aq-2’aq-l ] - %Cq-z,q-l A @-2)

k
|10 |- YCqigh @D

Posons aq = 1 dans la derniére équation, on peut trouver un vecteur o'q.; a

composantes rationnelles suffisamment proche de ag.; qui vérifie I'égalité.

En remplacant a4 par o'q.; dans l'équation précédente, on peut trouver un vecteur a
q q >

composantes rationnelles o'q, assez proche de oq2 qui vérifie I'égalité (q-2), de

proche en proche on obtient des vecteurs (o' , &'z ,....., @'q.1,1) assez proches des
(O, 02y - .. Og-15 Otq) tel que (a'y, ... a's, Bi, ...., Br) engendrent un réseau de ¢
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Soit @' : G —>G I'homomorphisme de groupes dont la différentielle
envoie (aj, ....., a5, by, .....,, b)) sur (a'y,...... , s, By eeens. , By) et |
‘p' :mVn > G la représentation définie par p'= @'oh.
Lemme 2

p'est la représentation d'holonomie d'un G-feuilletage de Lie 3 sur V"
Ce lemme est une conséquence du "lemme de déformation” dit & Thurston et dont lu
démonstration est écrite par G. Meigniez [M;].

Lemme 3 '"Lemme de déformation"

Soit p, : mVn > G une représentation d'holonomie d'un G-feuilletage de Lie J,

sur une variété compacte V". Toute représentation p; : 1iVn > G assez proche de

o est réalisable par un G-feuilletage de Lie 3; sur V"., proche de 30.

Preuve du lemme 3

> G telles qu'il

Soit _4 l'ensemble de toutes les submersions D: VD™

existe au moins une représentation h m;Vn: > G pour laquelle D est

équivariante. On munit _4¢ de la topologie C'. Soit # l'ensemble des représentations

de m;Vn > G. £ est localement contractile. En effet, une représentation de

V" > G est défini par générateurs et relations 4 est dans I'espace de toutes les

(- S ," (N Wy (-~ -

- applications de l'ensemble des générateurs de 7, V" dans G, le sous-ensemble des zéros

communs a une famille de polyndmes correspondant aux relations, donc _4 est une
variété algébrique réelle.
Par ailleurs on suspend simultanément tous les éléments de R comme suit :
" mV" opere sur _4x VPx G de la fagon suivante :

Y. (H,p, 2) = (H,v.p, H(Y).2)
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L'espace quotient E est un fibré de fibre G, de base _4 x V. Pour tout He £ la
restriction Ey de E audessusde {H}x V™ estlasuspensionde H.

Le feuilletage trivial de {H} x Vi xG par les {H} x v {g} est invariant par

l'action donc munit Ey d'un feuilletage 3y de codimension d, transverse aux fibres.

La donnée d'un élément D de _4 ayant H comme représentation d'holonomie est

équivalente a la donnée d'une section de Ey qui soit transverse a Jy.

En effet, soit D donnée, l'application vh > V! x G passe au

11111"“’:%“1‘1|’131

> (p, D (p))

p

]

quotient et c'est la section.
Inversement, comme VD x G est un revétement de Ey, une telle section se reléve en
une application de V™ dans V™ x G et un et un seul des relévements est de la forme

P—— (p, D (p)).

Soit T un voisinage contractile de p, dans _4. Par hypothe¢se E Po admet

une section transverse a J Lo

Par propriété universelle des fibrés, cette section s'étend en une section globale de E
au dessus de T x V".

Pour p assez proche de p,, sa restriction s, a E, est encore Fransverse a3 p-Le

feuilletage obtenu est d'ailleurs image inverse de I p bar s ;.

Preuve du lemme 2 p' étant assez proche de p, d'apres le lemme 3, p' est réalisable

par un G-feuilletage de Lie J' sur V".
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Suite de la preuve du Théoréme 2.2

Puisque le groupe d'holonomie du G feuilletage J' est un réseau de G, les

[ord]

feuilles de 3' sont fermées (Théoréme 1.2 chap.1).

o~ o~

3 estprochede I etlavariété V" est fibrée sur 'espace homogéne compact (%

oul estle groupe d'holonomie de J'.
Nous pouvons généraliser le théoréme précédent a une famille plus large de groupes do
Lie nilpotents simplement connexes, en fait, a tous les groupes de Lie nilpotents et
simplement connexes qui possédent un réseau.

2.3 - Théoréme

Soient V" une variété compacte de dimension n, munie d'un G-feuilletage de

Lie 3 de codimension q (q <n) ot G est un groupe de Lie nilpotent simplement
connexe dont l'algebre de Lie (] posséde une base a constantes de structure
rationnelles. Alors
3 est proche d'un feuilletage a feuilles fermées et la variété V" fibre sur un espace
homogene compact qui est quotient de G par un réseau.

La preuve est analogue a celle du Théoréme 2.2 :

Preuve

Soit T le groupe d'holonomie de 3 et p:mV" > (G sa représentation
d'holonomie. T est nilpotent de type fini et sans torsion ; soit alors G

I'unique groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe dans lequel I

est un réseau. (Proposition 1.6). Soit ¢ : G

> G l'unique
homomorphisme de groupes de Lie qui prolonge I'injection canonique i :

I > G ; On sait que ¢ est surjectif et donne 1'identité sur I [H]. ¢

définit alors un G-feuilletage homogene sur la variété compacte % On note
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ce feuilletage ; il est classifiant et son groupe d'’holonomie est isomorphe a

i

. On désigne par h:mV'—> G l'unique homomorphisme qui reléve p

dans G. On a ainsi le diagramme commutatif suivant :

On suppose que l'ordre de nilpotence de G est k;si § et § sont les algébres de Lie

des groupes G et G : on a les suites de Jordan —Holder suivantes

~ ~ ~
D'autre part, exp”’ I engendre un réseau . dans ;. est de rang maximum et les

~ ~
consstantes de sructures de ¢ dans toute base de - sont rationnelles (Remarque 1.8)

1

exp I 5"" est un réseau de 5 kel (Proposition 1.8), il existe une base (b,,....b,) de

' contenue dans exp™ T'. Soit (a1, ..., ap) tel que le p-uplet

k-2

A
(bi..., by, ar+1,..., @) soit une base de ¢ contenue dans L. “Posons

ai=do (a). Bi=de (b;), on a les équations

r r
_ k
o] = ka0
(S) 1 a, /)’j:l =0 avec Cg des constantes toutes rationnelles.
. =0
Ly
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Les égalités (I) de (S) donnent :

[ar+1 & :l

r
Z ,Bk\/J>r+2
LB, Viz2r+3
[ar+2,a} % r+2J k

r+lj

[ap-2’ap-l} ZCp2p1ﬂk
[ap-l’ap] ZCplp

Posons o, =1, cians la derniére équation, on peut trouver un vecteur o'p.; a
composantes rationnelles assez proche de o,.; qui vérifie I'égalité. En remplagant o,
par o'p-1 dans I'équation précédente, on trouve un o'p.; a composantes rationnelles.
proche de oy qui vérifie l'égaIité. De proche en proche, on obtient des vecteurs
(041 5 Q42,0 .00, 0o, 1) assez proches des (Otr+1, 5 Oty oy Op)-

Soit (ap+1 , ap+25..., @ Z) des éléments de § tels que le systéme

. ~-3 L
(Brsees br s @relse.vs @p s Aptlsesnnny az) soit une base de g* contenue dans ./ .

Sionpose aj=de(a) i=p+1,...., £ onaleséquations suivantes :

k k
lai, oy] = Z Cia', (D) C: eQ.
k=r+1 ij Tk Y

Soit (&'r+15..0 a’z) des vecteurs & composantes assez proches des (&'r+1,...., a'f)

vérifiant (II).
En itérant ce processus, on obtient une base (Bi,..., Br, Q'r+15 ... ,a'q) de ¢ formée de

vecteurs a composantes rationnelles proches de la base
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(bi,...,by; Artlyes o 8ps Aptlseees Bysenns ag). Soit " le réseau engendré par cette base.
L'homomorphisme d'algébre qui associe a (by,...,b; ars1,...,ap, ap+i,-.., Ay, a,) les

vecteurs (Bi,..., Br, A1y <vnnt- ,'q) s'intégre en un homomorphisme de groupe

Q' : G >G prochede @ et I'=¢' (') estle réseau de G engendré par exp /!

La représentation p'= ¢' o h est réalisable par un G-feuilletage a feuilles fermées sur

V™, proche de I (lemme de déformation). Ainsi V" est fibrée sur % :

3 - Feuilletages de Heisenberg

3.1 - Le groupe de Heisenberg de dimension trois

On désigne par N le groupe de Lie réel des matrices

o O -
ol

w
v uv,weR.
1

Le groupe N est isomorphe au groupe obtenu en considérant sur R’ la loi de
composition suivante :
(u, v, w).(u,v,w) = (u+u,v+v,w+w+uv)
N est appelé groupe de Heisenberg de dimension 3.
3.2 — Proposition
Le groupe de Lie N est connexe, contractile ef nilpotent.
Preuve
Les deux premiéres propriétés sont évidentes, puisque N est homéomorﬁhé a
R? ; pour vérifier que N est nilpotent, il suffit de calculer les sous-groupes [N.N] et
[N, [N,N], on obtient [N,N]={(0,0,w) e N; we R} ;[N,[NN] =e.
En raison de la trivialité du 2° crochet, on dit que N est métabélien.
3.3 - Définition

Un N-feuilletage de Lie est appelé feuilletage de Heisenberg.
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3.4 - Proposition

Soit V" une variété compacte munie d'un feuilletage de Heisenberg 3 ; alors
1) V" est fibrée sur le tore T°
2) Si 3T estunflot, il est conjugué a un N-feuilletage homogeéne.

Precuve

Un N-feuilletage sur V", entraine un Iy -feuilletage sur V". En effet,

[N.N]

en composant la submersion canonique de V™ sur N avec celle de N sur Iy[N N

on obtient une submersion de vl osur Iy qui définit un Iy -feuilletage
[NN] [NN]

de Lie sur V".

Or Iy[N N] est isomorphe 2 R?; donc V". est fibré sur T2 [T].

La partie 2) est la classification des N-flots sur une variété compacte ; elle est dle a
P-Caron [C].
Nous allons montrer que les hypothéses du Théoréme 2.2 sont toujours vérifées pour ce
qui concerne les feuilletages de Heisenberg.
3.5 - Théoréme
Soient V" une variété compacte de dimension n et 5 un N-feuilletage de Lie
sur V". Alors 3’ est proche d'un feuilletage a feuilles fermées et V" fibre sur une

variété compacte de dimension 3 qui est quotient de N par un réseau.

Preuve

L'algébre de Lie #/ de N est l'algébre des matrices de la forme

0 u w
0 0 v|uv,weR.
0 0 O
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01 0 0 0 0 0 0 1
Notons A=|(0 0 O ; B=10 0 1| ; C=(0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 O

La base naturelle de 77 . #] est une algébre de Lie réelle de dimension 3, ou les crdchets
sont: [A,B]=C ; [A,C] = [B,C] = 0. Ainsi les constantes de structure de 77 dans la
base {A, B, C} sont rationnelles. Il suffit alors d'appliquer le Théoréme 22
Remargué"

Il existe des G-feuilletages de Lie (portés par des variétés compactes) ou G est
un groupe de Lie nilpotent simplement connexe ne contenant aucun réseau.
Nous présentons un exemple dit en substance a P. Caron [C].

Soit ¢ une algebre de Lie nilpotente non "rationnelle" définie par la base

{A,B;,C,Dy,E|,F,U;, V;} avec les relations

la,.B,|= ;.0 ] =1,
[Cl’El =0 [DI’F1]= V1
5| -0,

les autres crochets sont nuls

L'algébre de Lie § estnilpotent ([G,[ G, §]= 0) etelle ne posséde aucune basc a
constantes de structure rationnelles [C].

Soit G le groupe de Lie nilpotent simplement connexe d'algébre de Lie § . G
ne contient aucun sous-groupes discrets uniforme (Chap. 4.1.7).

On considére ¢, I'extension nilpotente et rationnelle de § par R dont une base est

{A,B,C,D,E,F, U, V, W} avec les crochets
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|a,B|= [c,D] =U +W
[C.E]= -[D.F] =V

[E,F] = U

les autres crochets sont nuls

L'algébre de Lie § est rationnelle, puisque les constantes de structure de la base
{A,B,C,D,E,F,U, V, W} sontrationnelles.  est nilpotente car [§,[§ ¢]]=0.
Soit G le groupe de Lie simplement connexe d'algebre de Lie . ¢

G est nilpotent et contient des réseaux cocompacts (Proposition 1.7).

Soit f l'application de ¢ dans ¢ définie par :

(f(A)=A,; f(B)=B,,f(C)=C,, f(D)=D,

1

) ==

Ei; f(F)= ——F,

1
Jr
fU)= U, (V)= Lﬂv1 f(W)=W,

N

f est un homomorphisme surjectif d'algébre de Lie ; En passant aux groupes de Lie

associés, on obtient une suite exacte :

~

1 >F > G > G > 1..

Soit I un groupe discret uniforme de G ; on obtient un G-feuilletage

homogeéne sur la variété compacte % qui ne fibre sur aucun espace homogéne %

ou I estun réseau de G.

Que dire des variétés compactes qui portent un tel feuilletage ?
On déduit de I'étude précédente le théoréme suivant quicaractérise les variétés

compactes qui admettent des feuilletages de Lie nilpotents de codimension 3.
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3.6 — Théoré¢me :

Si V" est une variété compacte munie d'un G-feuilletage de Lie‘nilpotenl de

codimension 3, alors V" est fibrée sur un espace homogéne compacte % ou I"est un

réseau de G.
Preuve : On a deux possibilités

- G est isomorphe au groupe de Lie abélien R, au quel cas le feuilletage est défini

par trois formes de Pfaff w; , w> et w3 qui sont fermées linéairement

indépendantes. Ainsi V" est fibrée sur T° = R° A 3 (T]

- G estisomorphe a N et on conclut par le Théoréme 2.2.
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