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RESUME

Pour l'égquation des ondes, on montre gu'en mesurant 1l'état du systeme
sur une partie ouverte « aussi petite que 1'on veut, on peut approcher
les projections orthogonales des données initiales sur tout espace
vectoriel engendré par les M (M€ W*) fonctions propres correspondant
aux M plus petites valeurs propres , avec une précision inversement

proportionnelle a la durée des mesures.

Mots clés : Observabilité exacte, observabilité spectrale,

observabilité spectrale approchée, contrdolabilité exacte,

contrélabilité spectrale.



INTRODUCTION

Ce travall porte sur une méthode dt'identification approchée d'un
nombre fini fixé de modes des données 1nitiales d'un systéme
gouverné par une équation des ondes homogene.

soit £ un domaine borné, non vide, régulier de ®".  soient « une
partie ouverte non vide de 2 et T un réel strictement positif. On

considere l'équation des ondes homogéne suivante:

4 a
"""%" - 4y = 0 dans @ = @ x (0,T)
at
(1) { Y(x,0) = y(0) = y, (%) gur &
a y .
:é%‘gl = y'(0) = y, (%) sur &
¥y = 0 sur u = 902 % Jo, 7[.
Soit (wy),», (respectivement (% )yz,) une base orthonormale de L2 (0

constituée des fonctions propres de 1'opérateur de Laplace avec
conditions de Dirichlet (respectivement les valeurs propres
correspondantes rangées en ordre croissant).

L'observabilité du systeme (1) par des mesures sur » x ]0,7{

consiste a pouvoir identifier (yO,yl) grace a la connaissance de

Yl .
w x j0,7(
Lorsgue « est " suffisamment grand", ceci est possible grace
aux résultats de Rardos-Lebeau-Rauch [{1], et on sait d'ailleurs gque si

2z . . . PR
y’ appartient a L (« = J0,7[) alors 1les données initiales
@x]0,T(
1

. .2 -
(yo,yl) correspondantes appartiennent a L (£} = H ~(£).

En pratigue @ ne peut pas étre choisi grand. Aussi «© % 10,T{ ne

vérifie pas en général les hypothéses de Bardos-Lebeau-Rauch [1] et 1l



n'y a aucun reésultat 3 notre connaissance qui permette de déterminer
(Y~.,¥,) par la connaissance de v . Cecl est di au fait que si T
01 by 10,7

1/2
est assez grand { JT J yz(x,t) dx dt ] est une norme sur
0 w

l'espace des données initiales grace au théoréme de Holmgren. Dans

le cas o @ % ]0,T{ vérifie les conditions de Bardos-Lebeau-Rauch [1]

2 - i .
cet espace est égal a L (£2) x H (£1), sinon il n'est pas connu.
Pour contourner cette difficulté on cherche a identifier la projection

Z -t
. s 3 ]
orthogonale (PFM(yO), PFM(yl)) de (yo,yl) sur FM FM dans L ({3)xH ({3},
l = ; < g =
ou FM = vect { wk, 1= k =M }.

Pour cela on considére le probléme d'optimisation en dimension finie:
(2) M er xr Iy, by,
g'v1 M ™M

ol

Iy b)) = = fT J'¢3(x,t) dx dt - JT J d(x,t) v(x,t) dx dt,
0 w 0 w

et ¢ la solution de (1) de données initiales (cbo,cbl) S FFy.

Comme vy est mesuré sur @ x ]0,T[, pour tout (¢0,¢1} appartenant a

F\2F J((cbo,tbl)) est connu.

On démontre que le probléme (2) admet une et une seule solution

(@0,$1) = FMXFM et qui vérifie



b, - P (vy)
0 Py Y0
$, - P (v,)
1 By "1 TEy*Fy

est inversement proportionnelle & T.

Ainsi lorsque T est suffisamment grand la solution de (2) est une tres
bonne approximation de la projection orthogonale des données initiales

(YO’YI) sur FM ® FM. La connaissance de cette projection orthogonale

permet d'appliquer au systeme (1)} un algorithme de contrdle modal
approché du type de ceux utilisés dans A. E1 JAI - A. J. PRITCHARD [31}],
M.T. NIANE [6] et M.T. NIANE - O. SECK (7].

Ce travail comporte d'abord un chapitre 1 qui présente des rappels
de résultats d'optimisation différentiable, et quelques résultats
d'unicité des solutions des égquations aux dérivées partielles linéaires
a coefficients constants et enfin le chapitre 2 gui en est 1la
partie principale. On y présente le résultat principal (Théoreme 2.1)

et sa preuve de méme que l'étude du cas particulier w =



CHAPITRE 1. RAPPELS D'OPTIMISATION ET DE RESULTATS D'UNICITE DES
SOLUTIONS DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
LINEAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS.

I. Quelques résultats d’optimisation

Soient X, Y deux espaces de Hilbert munis des normes respectives | “x et
I HY; on considére un opérateur F défini sur son domaine de définition
D(F) contenu dans 1'espace de Hilbert X, & valeurs dans 1'espace de
Hilbert ¥. Soit xO@ D(F}, on suppose gque D(F) contient un voisinage V
du point Xo-

Déefinition 1.1:

Oon dit que l'opérateur F est différentiable au point X, au sens de

Fréchet s'il existe un opérateur linéaire continu A € L(X,Y) tel gue:

pour tout X € VvV, F(x) - F(x = A (% - X + T(X - XK.},

0) 0

) lorsque x tend vers Xg

ou Jvix - x il = otlx - )

Xo“x
L'opérateur linéaire continu A s'appelle dérivée de Fréchet (ou

différentielle ) de F en X et est note F’(xO)..

Soit H un espace de Hilbert et soit £ : H — [k une fonction

convexe et différentiable au sens de Fréchet.

Proposition 1.1 :

Pour tout x & H et tout y € H, on

£ (y) 2 f(x) + £ (x)- {y-x).

Preuve :



Soient x € H, y € H et t € ]0, 1[, comme f est convexe on a:

f(ty + (1-t) x ) = t f(y) + (1-t) f(x)

soit f[x+ t(y—x)] =t f(y) + £(x) - t f(x)

donc f[x + t (y-X) ] - f(x) £t [f(y) - f(x)]

f(x + t{v-x)) = £(x) < f(y) - f(x)

d'ou
t
En posant g(t) = f[x + t (y—x)], on obtient:
g(t) = g(0) = f(y) - f(x) pour tout t € 10, 1[;

d'ou g'(0) = £'(x).(y-x);
(o) . g(t) - g(0) ) ) £
or g'(0) = lim = fly) - X)
t— ot t
donc fr(x).(y-x) = f(y) - f(x)
soit f'(x). (y-x) + £(x) = £(y).m

Corollaire 1.1:

S5t f: ¥ ————— R ss5t convexe &t différentiable alors f st faitblement

semi—continue itnferteuremsnt.

Preuve:

Soit (x nely une suite d'éléments de X convergente faiblement vers x.

n)
D'apres l'inégaliteée de la proposition 1.1, on a:

f(x) = f(xn) + £ (x).(x - xn).

En prenant la limite inférieure dans les deux membres, on obtient:

10



Propoxition 1.2 ¢

St f +: H — [E est convexe et différentiable alors f a un mininun au
polnt x st et seulement su: f'{x) = 0.
Preuve .

Condition nécessaire

sSupposons que £ a un minimun au point X alors pour tout y € H on a:

Soit y € H, on pose

p R ——— R

t — ¢(t) = £ (x + ty).

L'application ¥ est dérivable en 0 et ¢'(0) = £'(x).vy

or

0= 1im _ HEL=PO L ooy = qin HELZELO)L 2
t — 0 t— 0

d'ou ®'(0) = £'(x).y = 0 donc f'(x) = 0.

Condition suffisante

En effet, d'aprés la proposition 1.1, comme f est convexe et
différentiable sur H on a
£(y) & f(x) + £'(x).(y-x) Yy < H;
or f'{x) =0
donc f(y) = f(x) Y vy e H

d'ou £ admet un minimun au point x € H.®

Proposition 1.3:

St £ . § — [R est convexe et differentiable et st
1im f(x) = + ®, alors i1l existe X € H ou f admet un minimun.
Ixl v

11



Preuve:
On pose m = inf f(x).
XSH
Il existe alors une suite (x ) . d'elements de H telle que

lim £(x_) = m.
n—+x n

Supposons que m= - ©

Considérons les deux cas suivants

ler cas : si est bornée alors il existe 1 -guit
le (%) e n 1 (Xnk)kéﬂ ine sous-suit

de (x_) qui converge faiblement vers un élément x de H;

n’ neM

comme £ est semi-continue inférieurement alors lim f(xn ] =~ = f(g),
k

ce qui est absurde.

Zéme cas: si (xn)nem est non bornée alors il existe (xnk)keLN une
—air i | : i -
sous-suite de (xn)nem telle gue }1m WX iig® + o,
K+ k
diou =-® = 1lim f(x. )} = + @, ce qui est absurde.
n

k—* + =@

k
De ces deux cas on déduit que m € ¥,

Considérons maintenant les deux cas suivants:

ler cas : 81 1la suite (X )nem n'est pas bornée, alors il existe

n
(X ),.ey une sous-suite de (x_) g telle que lim  fx_ | = + @,
n, 'k n'n Kk—> 4o Dy H -

dlou m = 1lim f(xrl } = + @, ce qul est absurde.
kK— + @ k
2éme cas :S1 la suite (Xn}nem est bornée, on peut extraire une

sous-suite y convergente faiblement vers un €lément X de H.

(xnk)kE

comme f est semi-continue inférieurement, on a:

lim f(x_ ) Z f(x);
n
k
or lim fi{x_ ) =mn
k—+o Tk

12



donc m2 f(x) Z2m d'ou f(X) = m.m

Prapaosition 1.4 :

Sout T Y — 3 R une forme billingaire symetrigue telle gue
a :H H G q

i = B v 1 <
i) 3MeR_/Vixy)saxa latxy)=wuxl, vl
ii) 3 «a Wt / ¥V x e H, alx,x) 2 & ﬂx“é (a H-elliptigue)

et sort f une forme lindgaire continue sur H.

St og(x) - a(x,x) - < £, x >_* g alocrs 1l existie un et un gseul

2 H

& ou admet un minimum: de olus y esti ' unigue solution de
X J N £ X

L’éguation

ift
jans

a(x,h) - < f,h > 0 Y h

Preuve:

La fonction gquadratigue J est strictement convexe et différentiable:

en effet d'une part x — a(%X,x) est une forme quadratique définie
positive donc strictement convexe et elle est différentielle car a
etant continue est différentiable; d'autre part  étant 1linédaire et

continue est convexe et différentiable.

Ccomme J(x) Z — Hx“é - ﬂf“H* HXHH ,on a: lim J(x) = + ® donc
8 X — 00

H

il existe x € H oll J admet un minimun; J &tant strictement convexe alore
X est unique.
Oon a:

J'(x).h = a(x,h) - < £f,h >y Y hEH
J atteint son minimun en %, d'aprés la proposition 1.2, si et seulement
si J'(x).h = 0 Y heH

ou encore



a(kX ,h) - < £,h > * = 0 YiheHnm

II. Lemmeo de VYon Neumann

soit L(H) l'ensemble des endomorphismes continus sur 1'espace de
Hilbert H; soit I 1'identité de H.
Lemmo 1.1 ¢ VYon Noumann):@
Sott p & L(H) tel gue “A“L(H)< 1 ; altors l'opérateur (I - p) est
wnversible dans L(H] |, et de plus:
1 e v]
(1 -a)"t =ga®
n=o
Preuve:
Comme H est un espace de Hilbert alors L(H) est un espace de Banach.
- - n . - .
La série E\A est normalement convergente dans L {H) puisque
N0
n ™
=
ENTPC T .
. - - v . ™ N . -
301t S la somme de la série Z>A et Sn sa somme partielle d'ordre n.
jaFate
ntl K
Conme ASnz SnA = A ,
K=1
jex]
2l
on a AS=SA=EA;
[i-%-§
donc S *¥ ( I-A ) = ( I-A ) * § = I
d'ou S est 1l'inverse de I-A .m
ITT. Version dg HOrmander du théoreme de Holmgren
On énonce une version de Hormander du théoréme de Holmgren guil

combinee avec le théoreéme de Cauchy-Kowalewska permet d'obtenir des

14



resultats d'unicité des solutions des équations aux dérivées partielies

PlLan caractéristique :

Déefinition 1.2 :

On appelle opérateur différentiel d'ordre m & coefficients constants,

un opérateur P de la forme:

alal
b= E: Ay o o T
o e mN ax 1 .axNN
IC{IS m

. . . N . .
ol a, € ® et i1 existe 2, € MY tel que Iaol =met a, ® 0.

o o
0
Déefinition 1.3 :
On appelle plan caractéristique ™ de P l'ensemble:
s o o~ A
ﬁ A AN s 1 < N
= = h // ) a/‘J h = ()
Vi 1 N
L /
o e mN
tel=m
Théoreme 1.1 (L. Hormander) :
. : - . ; n - ; . :
St ent o [y Naayy ounarlte ~a tals ous o o~ & ~n ot
,,,,,,, e et @ deux cuverts de K7 lels gue @ < & et sori p(D) un
1 2 1T T2 ‘DI
cpdrateur Jifférentiel & ceoefficients constants tel gue tout plan
n caractéristigue par rappert & p(p) et vérifiant nMn e # O catisfait
’ 2

15



CHAPITRE 2. OBSERVABILITE SPECTRALE APPROCHEE DE L'EQUATION DES
ONDES PAR DES MESURES SUR UNE PETITE PARTIE OUVERTE DE «

I. OBSERYABILITE SPECTRALE APPROCHEE DE L’EQUATION DES ONDES PAR

DES MESURES SUR TOUT 0o @

MINIMISATION DE L’ENERGIE:

Soit T>0, on considére l'équation des ondes homogéne:

1 a
___g_ - Ay = 0 dans @ = { x (0,T)
at
- - - Q
(2.1) 4 y{(x,0) y(0) Yo (%) sur
Ay (x,0) )
3t = y'(0) = vy, (x) sur 2
¥YY = O sur L = 992 x jo, 7T[.

Soit vy la solution de 1'éguation des ondes (2.1) pour les données
initiales y(0) = v, v'(0) = y, telles que y < L% (Q).

On a la

Proposition 2.1:

Sur LZ(D} % H-x(Q), la fonctionnelle J définte par.
1 T 2 T
I, b)) = “'Tf J¢ (x,t) dx dt - f J@(x,w v(x,t) dx dt,
o Q n 0

ou ¢(X,t) est la solution de (2,1) de donneées inittiales ¢(Q} = ¢0 et

$r(0) = ¢1, admet un minimun unigue atteint cu point

(Yq¥y) €L (€2 = H ~ ().

Preuve:

16



soient ¢ et w les solutions de (2.1) de données initiales respecti

(¢0,¢1) et (WO,wl), on considere les fonctionnelles suivantes:

z
a: [Lz(f3) . H“(f};} y R
\f]:‘ ‘
((bg by), (wg,¥)) > J Jdﬂx,t} wix,t) dx dr,
0 0
et f,: L (9) % H (9 . ®
.'T .
(¢, &)+ > I J $(x,t} vix,t) dx dt

’0 Y
Oon montre d'abord que a est bien définie : en effet la solution ¢

. L ' z - ..
de (2.1) pour les données initiales ¢.,¢ = 1, () « H 1(Q) s'ecri
0"

x 0 , sin(? PR
73 3 - { o f X y .___—_..__J_— ; 3
(2.2) $ (x,t) = .z [(ﬁj cos (YA TE) + 4 — ]wj<X}
Jj=1 ]
donc
5 e 0 1 sin(Y ~_'t) 2
7, = [ 4Y (@ ees e e @ =2 wion )
L) a L~ L -
j=1 j
d'oul
® sin(¥ N.'t)q2
‘ 0 . 1 ' 7
1917, =) [0 cos (e v ]
120 z ] ] Y
() 1=1 b
sSoit
© 2 . 2 sin” (Y% 't)
1912, =3 {407 cos? T ey + 4] —'}

17



X
j=t j
d'ou
w 2 ¢)12
2 < (40 . i
LU ;z[ctj ]
Aussi
2, = [l s N [
L (Q) o L () = j
doﬁc
2 = Y ( : : %2 + o
H¢HL2(Q) 2T Lutgn oy T thin”‘(oy ] <

. 2z L. . 2 -1
diout ¢ = L (Q), donc a est bien définie sur L (2) * H (D).

La foncticonnelle a est bilinéaire, symétrique; elle est continue ca

2
V)Y = [Lz(ﬂ) 3 Pfi(ﬁ)] , on a :

pour tout ((dy,¢y), (¥, % )]

0

| at(dy. b, vgv) 1= | JT J ¢ (x,t) ¥ (x,t) dx at |
0

1A

(5 I
L Q) L

soit

| a0, (v,.v.)) Is et 1(3,,¢ )] _ e w0 _
0’71 0’71 g7y Lz(ﬂ)xﬁi(ﬂ) 0’71 LZ(Q)XHz(E



La fonctionnelle a est coercitive :
soit (¢O,¢1) e () x H (Q)

(g, by)  ($y dp)) J J<1> x,t) dx dt

Q
ad 1 + cos(2Y L B) z
1Y i

1 - cos(2¥ M 't 12]
+ ¢ dt
2 i
2
. 3: Eﬁf ¢: ] it sin(2Y T) o2 sin(2Y > 'T) ¢t
= + + -
‘ L =1 : :kt L =1 4 7‘1. : 2 }\L Z)L
& ¢f [ cos(2¥ A 'T) - 1 ]
o )L 2 }\L
donc
¢ b, (d.,d) 2 —— (b, ) _
° o1 1(Q) x H (®)
v o] 2 q)iz
1 1 o
) Z [4h+ m] [+ =]
soit

alid_. by, (b_,d)) bbbl 2 B
(8] 1 @] 1 0 1

a7 x L°(R) x H (9

IV

e

NG
i

Y

il GRS LTE T I TN

L (92) x B (%)

19



S
27 N

1

ponc si T > TO , en posant & = —%~(T - TO), on a & > 0 et

al(by, b, (by 00 = & Ty bl 3

() x H (9)

14

d'oll a est coercive.

L.a fonctionnelle fy est linéaire, elle est continue : en effet si

(b, $,) € 17(®) x H (Q), on a
£ (¢ d 0l s cld, . ¢l ) , avec ¢ = ¥ 21" |yl

Y ortl 0717 a) x B Q) 1% (Q)
On remargque que

1/2
{ Jhif(x,t) dx dt }
Q

définit une norme sur LZ(Q) x H (©2) équivalente & la norme produit
0, . de 1L5(R) x H (D).

L(Q) x H (9)
Aussi comme y € LZ(Q) alors (yO,yl) e 1, () » B (), donc d'apres la
proposition 1.4, la fonctionnelle J admet un minimum unique atteint

. Z -1

un point ($O,$1) € L () » H (1),
Soit @ la solution de (2.1) pour les données initiales {$O,$1); on &
alors

pour tout ¥ solution de (2.1) de données initiales

(v, ¥) < L2(0) x H (), on a

1



I By By (v ¥y) =0

donc

JTJ $(x,t) ¥(x,t) dx dt - JTJ ¥ix,t) vi{x,t) dx dt = 0,
0 Q 0 0

d'ol

JTJ Eﬁ(x,t) - Y(x,t)]w(x,t} dx dt = 0,
o Q

en particulier pour ¥ = $ - vV, on a
i+ - vil

L (Q)
donc y = $ sur Q.

= 0,

Il en résulte que (5O,$1} = (YO’YI) -

REMARQUE @

Cette étude sur ce cas particulier est facilitée par le fait que

e 1° 3 2.0y . -4 O
Y| = L (Q) entralne (y,,v,) < L () = H (9).
10, T( v

Cette propriété est essentielle puisque si on réduit trop la part
spatiale @ sur laquelle on observe, on n'a plus di'information s

l'espace F caractérisé par:

Wt

z R
y| €L (® % Jo,T[) alors (YO’YI) € F
wx10,T[

ceci est nécessaire pour déterminer complétement (YO'Yl) par

la connaissance de yl -
u.
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I1. OBSERVABILITE SPECTRALE APPROCHEE DE L’EQUATION DES ONDES PAR Dt

MESURES SUR UNE PARTIE w de (.

IT1.1 RESULTAT PRINCIPAL :

La proposition 2.1 montre gque 1la connaissance de y' permet
(xjo,T[

reconstituer (yO,yl) lorsque y est solution de 1'équation des o1
homogeéne.

Cette propriété repose sur le fait que la norme

1/2
[ JT J $(x,t) dx dt ]
0 "Q

est équivalente 3 celle de

1/2
[M¢OH2 N N ]
L (9) H (£)

pour toute solution ¢ de 1'équation des ondes homogéne.

Cette équivalence reste encore valable si on choisit » et T de
fagon suivante
soit x, € R™ on pose

mix) = x-x

Ol

Flx,) = {x €T/ m(x). »(x) = S m (x) ¥ (x) > 0 }, ‘
k=1
ol V(x) est la normale unitaire extérieure a Q au point x € 90 et

soit V un voisinage ouvert de r(xO);

on prend alors @ = @ NV et T > 2 max |x - XOH .
el ®N

Ce résultat est établi par E. Zuazua [8].

Cependant d'aprés un résultat de Bardos-Lebeau-Rauch {[1], si @« es

trop petit cette équivalence est fausse; aussi 1l'espace parcouru par

(¢y,4,) lorsque



JT J ¢E(x,t) dx dt
0 w

est fini n'est pas déterminé.

Soit

I(($y b)) = = JT J‘¢3(x,t> dx dt - JT J $(x,t) vix,t) dx dt,
0 w 0 w

on considéere le probléme d'optimisation
2.3 min J , .
(2.3) B ((dy,4,))
0’71 MM
Ce probléeme ne permet pas de reconstituer (yo,yl) mais 1l suggere

comparer sa solution avec la projection orthogonale de (vy.

O,Y1) sur

F _xF

X
M M

Le resultat principal de ce travail est de montrer que si
3(($,,$,)) = min Iy, b0)

alors ($.,$ ) est une approximation de la projection orthogonale de
0’'"1

(y~,¥Y,) sur F xF . et que l'erreur commise est inversement
0’71 M™M

-

proportionnelle a la durée de la mesure sur % pour un choix de (yo,y

dans des espaces que nous déterminons explicitement.

Ce résultat permet d'évaluer la durée minimale de la prise de
mesures pour pouvoir obtenir avec une précision suffisante les M

premiéres composantes spectrales de (YO’Yl) sur FMXFM.

Cette évaluation est un préalable a toute stratégie de contrdle &

systeme (2.1).
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Ce résultat est aussi d'interet pratique puisqu'il est en génér
impossible de prendre des mesures en tout point de 2,
Pour contourner cette difficulté, on restreint la fonctionnelle J

1'espace EMxFM .Sur cet espace de dimension finie, le probléme

min J((¢0,¢1)) admet une unique solution ($O,$1). C

compare cette solution avec la projection sur FMXFM de (yO,yl},
on obtient ainsi une estimation trés précise de l'erreur.
» 2 - v -
Soit A l'opérateur non borné de L (£) défini par
p(a) = { ue mb@) / - 2 <t };

¥ ueD(A), Au = -4y,

A~1/2 -1

on pose G = D( ) ¥ D(A ).

On peut énoncer le résultat principal de ce travail

Théoréme 2.1:

Solt M & W*, 1l exisle deux constantes TO> 0 et K telles gue pour i
T> TO' st y est la sclution de (2,1) de données in-iticles (YO’yl) s (

L'unigque solution (¢O'$1) de

min I((dy, b)) -
(b, b)) SF=F
verifie :
%o - Py (¥g) K
M < - - |
|"1 - Pp (¥y) F_xF
M MM

ou T0 et K ne dépendent gue de M et de w,
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REMARQUES :

1) En laissant y en évolution libre pendant un intervalle de temps
durant lequel on effectue des mesures sur @, on peut reconstituer une
approximation (¢O’¢1) de la projection orthogonale sur FMXFM de
1'état initial (YO’YI) du systéeme avec 1la précision désirée.

2) L'intéret d'un tel résultat réside dans le fait que pour

beaucoup de systémes physiques ce sont les ondes courtes qui recélent

l'essentiel de 1'énergie. Pouvoir donc les identifier est un atout pou

demarrer tout algorithme de contrédle approché du systéme.

3) Ce résultat va dans la direction de la réduction du volume énorme

de calcul nécessaire a l'évaluation des données initiales.

II.2 Preuve du résultat principal

Cette preuve est faite en plusieurs étapes

IT.2.1 Minimisation de l1’énergie

Soit y une solution de 1l'équation des ondes (2.1) pour les données

2
initiales vy(0) = YO’ v'(0) = y1 telle que v € L (Q). -
On a la

Proposition 2.2:

Sur FM x F_, la fonctionnelle g definie par:

Iy, b)) = = r f ¢ (x,t) dx at - JT J $ix,t) y(x,t) dx dt,
0 w 0 w

ou $(x,t) est la solution de (2,1) de donnees initiales ¢$(0) = ¢O et

¢‘(O) -¢1 admet un minitmwn unigue atteint au point ($O’$1)'
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caracteriseé par:
$ est la solution de (2,1) de données initiales ($O’$ ) st el seulems
st pour tout y(x,t) solution de (2.,1) de données initiales

(¥o ¥)) S B¢ Fy,

(2.4) J J $(x,t) ¥(x,t) dx dt - JT J (x,t) ¥(x,t) dx dt = 0,

Preuve:

Soient ¢ et ¥ les solutions de (2.1) de données initiales respectives

(¢0,¢1) et (¥,,¥;), on considére les fonctionnelles suivantes:

z
. > R
-
T
(by by) (¥, ¥ )) F . J J $(x,t) w(x, t) dx dt,
0 w
et
g, FMX FM » R

(b, ¢>1) - > FJ¢(x,t) v(x,t) dx dt.

0 w

® s5oit (¢0,¢1) € F,x F, alors ¢ la solution de (2.1) de données

initiales (¢0,¢1) est dans Cm( [0,T] *x @ ) du fait que @ est de
frontiere réquliére donc ¢ € Lz(w x 10,T[) donc a est bien définie.

® 3 est bilinéaire, symétrique sur F,, x FM quli est de dimension fini

M
donc a est continue; aussi existe-~t-il une constante MO >0 telle que
<
la ((by ). (v, w0l = My N(¢o,¢1)MF . H(wo,wl)MF -
MM M M
pour tous (¢0,¢1) S F X Fy, (¥),¥)) = Fyx F
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® 3 est coercive : en effet on a:

2 () by b0 = | [ #Poxe) ax ac = 1612
0 e Lé(0,T ;L%(%))
r sin(Y *.'t) 2
= JT ] { 5 [(¢O cos (Y kj't) + ¢1 1 ]wj(x)} dx dt
0 @ “j=1 kj
T 2
2 , 2 sin“ (" Tt)
= E J {@O cos?(YX_1t) + ¢t 1 } dt J wi(x) dx
. o Y5 J A w
j=1 j
s.m(“fK it)
+ 2 E fT $0 ¢ cos (VX 1t) K "4t w.(x) w (%) dx
j Tk ] N J k
1%5,k=M 0O k Ix
+ 2 E IT Y ¢? cos (Y kk‘t) cos (7 hj’t) dt J Wy (x) wy(x) dx
15j,ksMm "0 K 3 @
¥k

sin(Y Ak't) sin (Y X.'t)
~ 1 dt w, (%) w.(x) dx
kK i ¥ xkf Y xji w K 3

Les trois derniers termes donnent lieu a des estimations indépendantes

du temps. En effet

0 .1 sin(Y kk‘t} J
H.’l 22 ‘r‘¢ ¢Acos(V>ﬁlm ——— dt Wi (%) Wy () dx|
1=,ksM "0 K 3 " ©
i*k
0y
< z ]¢j]l k |1 2cos (Y %j‘t) sin (Vik‘t) dt!lj W () wk(x)dx!
1=3, k=M 24 .kk‘ 0 w
¥k
1
ST T R - B S B P R P S
s 2 2
155, kM SN A O A Y
i*k

27



27 K

aveg o = 1 + 1 + )
ik v A, + ¥~ [V 21 - YR} R S
j k ] k j k
d'ou
02 2 . 112 2
1 ik 2 o
155, k=M k
j*k
donc
1,2
o : I$; |
< k 02 2 . k 2
D o B LA e el UNE
1=5,k=sM L™ (w)
i*k
De méme
0 4.0 )
= A
I, | E JT2 ¢k ¢j cos (¥ i t) cos (?ij't} dt J W (%) wj(x) dx
15k<j=M 0O w
3.
042 2 2 .
< e B KT P I R P ,
k k Lz(w) ] J L2(w)
15k<j<M
ou 3 1 + 1 ,pour k * j. .

jk = y’f; + Y k; |¥ xi - xé]

11 en est de méme pour

1 41 sin(7 lé t) sin(Y K; t)
JT 2¢k ] dt J wy (%) W, (x) dx

1, = | z j
12k<ji<M 0 v kﬁ + x; w
12 1,2
. Y ik l¢kl > I$:1 5
£ z > . ka" 2 + “'x;“— “wjﬂ 2 '
15k<jEM K L™ («) 3 L (w)



ou ¥ = 1 + 1 ; pour k *# j,.

jk YAl - YA ¥ Al Y
l k j! k * j

Enfin on a aussi

sin(?Y A} t)
. dt J w2

~ 0 41
I, = | 2 J‘P 2 cbj cbj cos (7 kj*. t) - (x)dx |
1=j=M 0 ' j w
Py (02 EHE ,
) (14012 +  —3— Jiwy 13,
<< j j L (“)
1=3=M
ou &. = 1
S A
De ces majorations, on tire :
1612 I [ - ——
20,1 ; L%(w) o1 [2 4"’3*}
14317 ¢ . . ,
e b J i 12,
i 4 ?PXE“ L% (@)
P
a, 14112
S el 1 R T CASEE el ENCA
155, k<M L% (@) k L (@)
j*k
1
P, |¢ |2
-3 = (19917 ¢ 2= Yy 1%,
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3
- ik 012 2 02 2
Yo A (e, o 150712, )

J
15k<j=M L? (<)
142 1
r ;
] w (B2 9312
e *x "k L2 (w ' M iz |

La premiére somme est obtenue en calculant les intégrales

, sin?(7*.'t)
JT cos“ (Y kjlt) dt et JT 1 dt.
0 0 3

On a encore

112, > (Z-d) Y (10917 « —M'j'—z] I, 12
o, ey 2 AL b ™3 312 (w)
. |c1>1|2
D el (L RS e | P L
1=§=M 2 J L™ ()
B, + 7. HE
_ 2 ik ik |¢0|2 + lk [w "2
) LUk K k'12 (0
15k<j=M F
0p 19317 )
e (19907 ¢ 2= Jiwg12, )
J L% (@)
a, 1312
-3 {18912 e ) n2
159,ksM 2 ] 2 (@)

=k
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142
. 1921 ,
o (L I L 3
2
k L™ (w)
ol C = max L = L
1<5<M 41/"1'3._' 47'7?
on pose
'I‘0 = C + P2 + p.M.%? + 1.M.% + m.M.& ,
ot
& = max a . ? = max 3. H
'Y . ;
15Kk, 35 S
j*k
¥ = Y. e = =]
max ik 1§?§M j
15k<ji=M
et p, 1, et m sont des constantes entieéres;
on a alors:
2 1 012 l¢%‘2 2
(2.5) 14l 2 3 () ) (19517 —1= | w12
L2(0,1 ; 1%(®)) j=1 ] 12 (v)
Soit N l'application définie par:
Fy X F)y —— R+
1,2
(41 1/2
02 i 2
— = e
T n{((®y. 4] {5 (16917 —2= ] I, ,
i=1 i LT (w)

N définit une norme sur FM X FM . En effet :
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on a

soit (¢0,¢1) < F, X F, , tel que

142
N[(¢0, ¢1>] = 0 alors [I¢§l2+ —léfl- ] nwinz =0

i L (@)
pour tout 1 € { 1,...,M}

1991 = 0 et I$i] = o
donc ou pour tout 1 € { 1,...,M}.

, Hwiu , = 0
L7 (®)
Supposons que [w. | = (; comme ©® est un ouvert non vide de QO

1 LZ(N)

alors d'apreés la version de Hormander du théoréme de Holmgren, W,

i
<

dans 92 ce qui est absurde car (w est une base Hilbertienne de

iliz 1
L% (), aussi ¢? = 0 et ¢i = 0, pour tout i € {1,...,M},
donc ¢0 = 0 et ¢1 = 0.

Les autres propriétés étant triviales.

N définit donc une norme sur FM b4 FM..

FM X FM étant un espace normé de dimension finie alors N est

équivalente a la norme sur FM x F donc il existe une constante k > 0

Ml

telle que

khidy, b0, o = n[d,. 4]

M M

2

ponc si T > TO’ en posant & = "g—(TuTO), on a: o > 0 et

. x4 2
al($y, )0 (b, $1)) = =5 (1 - 1)l ) ,

FM X FM
d'oll a coercitive.

Aussi d'aprés la proposition 1.4, 1a fonctionnelle J admet un minimum
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unique atteint en un point (50, $1) = FMXFM'

soit ¢ la solution de (2.1) pour les données initiales ($O,$1); on a
alors

pour tout ¥ solution de (2.1) de données initiales

(WO,Wl) € FMXFM '

I (P, ) (v ¥p) =0

donc

. T
(2.6) j J P(x,t) ¥(x,t) dx dt - JTJ ¥(x,t) y(x,t) dx dt = 0.
0« 0 w

IT.2.2 Preuve du résultat principal

on pose

b, (x) = 2 B w.(x), b, (x) = 2

&4 i "5 5; wj(x) alors on a:

sin(¥ A_1 t)
d(x,t) = E %59 cos (VAL t) + $ ] w.(x).
& U3 ] ; S j

Une base de FMxFM est donnée par l'ensemble des vecteurs de la forme

(WiIO) pour i € {1, M}
et (O,wi) pour i € { 1,...,M }.
I1 suffit donc d'appliquer a (2.6} les solutions de (2.1}

correspondantes a ces données initiales pour déterminer ($O,$1) du fa

de la linéarité de la relation (2.6},



On a alors :

a) ¥(x,t) = cos (7 ki’t) wi(x), 1%i%M, donc (¥, ¥,) = (w., 0),
(2.7) i JT J Eﬁ? cos (¥ X! t) cos (7 X! t)
j=1 0 "w
1 sin(7 X! t)
+ j k; cos (7 X} t)]wJ (x) wi(x)dx dt
o 0]
= z jT J [y cos (Y K; t) cos(?Y X! ¢)
j=1 0
sin(Y Ké t) Cos(Y Ki t)
by [ — ] wi(x) Wy (x) dx dt.
J
b) ¥(x,t) = i sin(V XL t) w,(x), 15iSM, donc (¥, ¥,) = (0w, ),
i
cos (Y Al t)sin(Y Aot
(2.8) SJTJ[$2 i i
j=1 0 @ ki
1 sin(Y k% t) sin(Y ki t)
+ $j — Wi (x)w, (x)dx dt
AT ]
® JT 0 cos (Y Ké t) sin(Y ki t)
B _2 J [ Y3 v x)
j=1"0 "w i
1 sin(¥ A} t) sin(Y ki t)
+ v 1 ]w.{x) w, (x) dx dt
J f iji J 1

Pour le cas a) les relations s'écrivent aussi :
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1 sin(¥ 2! t) cos(? *! t)
+ & 1 1 dt Jw.(x)w (x)dx
J ) v k.i J i
J (4}
sin(Y *}! t) cos(¥ X! t) .
= J’t{ygcosz(f X1 g+ vl L = dt j wé(x)dx
0 J i < AAI 1
i o
+ ‘21 J yjcos(V lj t) cos(Y ki[ t)
=i 0
1 sin(Y K; t} cos(Y %i t)
+ v . .
; lj dt I wj(x) wl(x} dx
43

ou encore

0 ) T
i w

sinj(¥*.! + ¥ *» )T sinj(¥ *.1- ¥ k.’)T'

+§%[$Q_y'] ( i i L [ i i }
‘ J J Y L S A L A W
j=1 ‘ 3 i ' j 1

j*i
v * - "
v —2=[& - v1] §- cos (V7N 7)1 . il GATIR AL
9 Y xji J 3 v kj‘ + ¥ xi! L A
1 J
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Ef 1 sin[(’ Ké + 7 Ké)T] 51n[(? K; -7 li)T]

- 2 Yi 17 ., 7 S
J=M+1 J 1 3 i

) 1 yl ) cos{(# 85 + v Ki)TJ . cos[(1 Ki -7 Ké)T
5 x; J ¥ xg + 7 xi v x; - x;

+ 1 - L J w,(x)w. (x) dx.
AV AN Y Ai -7 Ag 3 1

i j

De méme, pour b) on obtient :

1 ¥ x! 1 A

1 i w
0

0

J [ $0 cos (Y K; t) sin(Y Ai t)
; ]

L
ST

- V}\i,
1 w i
=i
1 sin(Y K% t) sin(Y Xi t)
+ $j T wj(x) wi(x) dx dt
j i

] JT[ 0 cos(Y X t) sin(¥ %] t) ) sin? (7 ) }
0

36

cos (Y Al t) sin(Y K.‘t) sinZ(Y ADot)
JT[ 0 L 17, ¢l 1 dt J w2 (x)dx

dt J wi(x) dx



1 sin(?¥ X} t) sin(” kl'. t) ]
+ v 1 w.(x) w.(x) dx dt;
j SRV J .
] 1

on peut mettre cette formule sous la forme suivante :

- cos(2¥ Al 1)

()

. sin(27 A\] T)
B [ﬁ' Yi [ g B ,—5 ”J ’”i(x) dx
i 4 i w
M 1 20 0 cos[(‘r‘ Al +’/?‘~1.)T} cos[(f Al -Y?k‘.)T.‘i
. Z -y } _ i i . 3 il
j=1 2 Kl S ’ S T kj - Ri
j¥i
N 1 - 1 ! Jw.(x)w.(x) dx
Y A 4 YN N A J 1
1 J 1 J w
M ( (/5 -
+ §: - [$1 - Yl} . sin| kj - ki)T}
52 W J J Yxl - ¥ X
j#i
sin| (Y ) + VPTT)T] -
- ] 1 w.(X)w. (x) dx
YAl . YR J 3 1
J 1 w
2 cos| (¥~} + ¥ K?)Tﬂ cos| (Y Ké )T]
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+ 1 yl
2 ¥ xj kil J
sin{ (Y lj + Y li
v ?&J}, + Y ?\l',

Des cas a)

(2.9) -%— Eﬁg- ng J W§ (x) dx + [E$g- Y?] ]

et b) on tire : pour tout i = { 1i,...,M }

sin(2Y ki T)

@

1 - cos(2Y X! 1)
1 1 i 2
¥ Eﬁi - yi] 4 X ]J wi(X) ax
i @
M [ Sln[( iN + x| )T] [( N . % )T}
. § 1 E£O~ YO] J N Y Sy sin} (7Y Y ~i
2 I . oy vy ~
j*i ‘
2 7rx} > A o Moo T
+ 1 - 1 I wo(x)w, (x} dx
YAl 4 ¥ X1 YAl - Y] ] .
j i J hd
Z«J 1 0 Sln[(l‘ )xl + 7 A )TJ Sin (, )\3 - }1)’11}
. 2 3) T, s VN
j=M+1 1 J 1
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R R A e

d'ou

1 - cos(2Y li T)

4 A,
i

]

cos[(* N AFNIRY .

1

)

A
+ ¥ ?\.lj, ¥ X1 - ¥

]

39

-

J
51n[(frxi - fol)T]
V’?\T:'j-m

1

1



- 1 0 cos (Y K; + 7 K')T} cos[(V K; -7 Kl)T}
= - +

.E: e SR S Iy aSHINEV S

JI=M+1 1 ] 1 ] 1

-

sin[(f_ig + VFXT)TJ.
+

i
Xl 2y

] 1 w

Soit 2 le vecteur colonne d'ordre 2M constitué par les seconds membre
des relations précédentes. On donne maintenant une notation plus

condensée et plus utilisable de ces formules:

Lomme 2.1 ¢

Les retations (2.9) &t (2.10) forment un systeme lineaire d’ordre 2 M

gut s'ecrit sous la forme !

N ¢, - Pr, (Yol | |,
$, - Py (V1)
ot
A =—§_DM+ By (T),
ot D o= (dij)lfi,j£2M est une matrice diagnonale indépendante de T
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et B T7) une mairice carrée d’ordre M de norme euclidienne majorée
v (T)

par une constante CM independante de T,

Preuve :

Des relations (2.7} et (2.8) on déduit 1'expression suivante

de la matrice A, pour tous i, j € {1,2, ..... ] M}

a.. = jgos (v li‘ t) cos (Y lj't) dt Jﬁi(x) w.(x) dx ,

ij J
@

- 1 v (Y N}

ai,j+M = - JTcos( lj t) sin( Ai t) dt J wi(x) wj(x) dx
i 0 ]

- ai+M,j
a. . = —1 Jgin(V A 1%) sin{(Y A 1%& dt Jw (x) w.(x) dx
1+M, j+M S i b i 3 ’

ij 0 w

et les expressions suivantes des composantes du vecteur 2

. - b

s o] : . 1 [} i - A
2= ) |53 9d ] il (AT ATUL) BT (NS AL

o IR 2 wn o YRl - Y]
J=M+1 L J 1 3 i
N e Yl - R
R T cos [/} + Y] . cos (177 17
2 7 kj‘ J v x% + 7 Ai ¥ xi - ¥ l%
+ 1 - 1 J w.(X)w.(x) dx, Y i, 1 =41 =M
v Al 4 X Jl v it -7 7&3[ - J 1
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ol I 0 (2 Rt R e R
2. . = - +
i L s G vy . T X - X
j=M+1 i J i j i
1 _ 1

¥ +‘)/—7:j] 77&.i| —'Y?\J’.
. 1 Y¥ sin[(? k% - Y K;)T)

2Y iji* J ¥ x% - ¥ xi

—

sin[(f kj‘+ 4 AiW)TJ J
YAl o+ YA

2 1 w

Des relations (2.9) et (2.10) on tire l'expression suivante de 1la

matrice D, : pour tout i = {1,2, ...... ,M}

S S 2
®t Qivm,ieM T T A J Wi (%) dx,

et celle de BM (T) = [bij(T) ]

1%i, j=2M
ou
sin(2Y Ki‘T) 1 - cos{2Y li‘T) D
bii(T) = + FEEN Jwi (x) dx
4 ki i ©

pour tout i tel que 1 = i = M,
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5 1 - cos(ZVi iT) sin(zYxl‘T) 5
b, . (T) = - Jw.(x)dx, 1
1+M,1+M )\.i 4 4m i
1 [
= o~ < s
bmn bnm ann pour tous m et n tels que 1 m<n 2 M.
De l'expresgsion de BM(T) on déduit qu'il existe CO = R:

tel que Ibij(T)l = Cqr 1 £3i, 3= 2M, donc il existe cC._ € R:

M

tel que |B, (T)] < ¢ indépendant de T; ceci termine 1la

M M’CM
preuve du lemme 2.1l.m

Suitte de la preuve du résulatl principal

comme d'apreés le théoréme de Holmgren, chaque coefficient de DM est

non nul alors DM est inversible. Comme

A = D, + B, (T)

2 M M

donc

2 - 2. p-1
7. Dy A = I + = D" By (T).

En vertu du lemme de Von Neumann, il suffit que

2 -1 2 -1 , . .
- I Dy By (T) l < 1 pour que T + T Dy By (T) soit inversible.
on a
2 -1 <2 -1 <2 -1
7 oy Byt = == lo "l By (m) ] T Cu 1Py I

I1 suffit donc d'avoir:

2
T

cy It < 1,

donc si

-1
M

3
\'%
3
i

2 CM“D I+ 1;
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I+ T2 DM-lBM(T) est inversible et Aﬁbplus
o -1 k
_ . 2 D" B (T)
[I+§, p !l g (T)]1=I+Z(-1)k[ M__M ]
M °M T
k=1
De l'égalité :
$. - P (y,)
[—T—D+B(T)] 0 Fy 071 = ¢,
S , - p, (v,)
M
on tire :
¢ P_ (v.) _
[I+—2——D'113(T)] 0 Fy 70 -2D12,
T "M °M ¥ P(y.) T M
1 F_'11
M
dtol
F -P. (v.) - -1
0 TFy "0 = -—,%—-[Ii-*;‘%—DMl BM(T)] anz
M
o 1 k
2D B . {T}
2 .,k MM 1
= 5 {I+Z(1)[ . ]}DM Z7
k=1
donc
K
by - P (¥g) o 2 p-t B.(T)
M 2 k M “M -1
= =S I + E: (-1) D Z
51 PE‘(Yl) T T M
M Fy* Fyy k=1
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soit

$, - P (v,)
F 0 2 -1
07 Try s 2 ol zl(1 + o),
¢, - Pp (vg)
M FMxFM
ou | | est la norme matricielle euclidienne et
- 2 D;;l By (T) k
c, = 2: < + ®,
M T
k=1

Maintenant, on détermine les espaces auxgquels appartiennent 1«
données initiales.

Des inégalités suivantes:

1 1

e IS
1 J 1 3

v N a u
j i

on déduit les majorations obtenues dans les cas ¢) et d) ci ~dessous

¢) soit 1€ {1,...,M }

°l

o 2‘

lz.] s 2 Z Y
L 2 . YR - VX
J=M+1 3 1
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+

3

4IY§I }
YR (YR - YR
j j i

J w.(x)wi(x) dx l,

[

donc

w

I¥9l 2y
lz.] = E: + v
1 A LA YA (YR - R ij 2

j=M+1 j i ] J i

ol v,o=

S1 @« est un réel, on a

o & o a
vl 2 23 1vil

lz.| = E: i Yy . i 175
: ﬂﬁkﬂ-vxﬂ] ﬁfkﬂ[fk’-fkq

j i i i 3 i

Jj=M+1
soit
® o 1
; A ; v,
ST S SR LT [ -
it S " x.[ IS ]
j=M+1 J J J 1

d'ou par application de 1'inégalité de Schwarz, on tire

1/2
20y 042 20=1,_ 1,2
Z.] = E: 2|A5 . + 4A° :
Izl [ 5 vyl ;s ]
| J=M+1
- 1/2
59} UZ
) et
. A?a[ - x.]z
. J=M+1 3] 3 1
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On a, lorsque j tend vers + ®

ve vl
ij -~ ij
a2y T Ly )P N2
J ] 1 J J
w2
~ 17
A?a + 1
J
N 2
or 2 vl = w17,
j=1 L™ ()
. 1
donc si &« = - -
[a ]
u .
la série E: e 1] . < o+ w,
. 22 [wf 1 - v’.x.']’-’
j=M+1 j j i

dy soit i€ { 1,...,M }, on a aussi

e € 2 Y 41y?) 2ly:1
7. £ —= +
1+M o N1 L 2 L kji[f LA

i oj=M+1 3 i j
soit ;
© o, 0 oy 1
S PR 2yl
tz l_ + o8
1+M .u."‘[f,xl-f.xl] >\~/>“l[f;\|-f>\ I]
REETI L] U i MR U i

Des calculs analogues a ceux du a®) nous donnent

o0 1/2
< 1 Z [ 222 (012 |, ,2%=1 g 1 2]
12, ] — [ 2|95 Iy 17+ 2] Iy~ ]

i j=M+1 J ]
© 2 1/2
{ E: - }
2 2 )
, 222 [y . ;\_l]
J=M+1 j [ 3 14 i

D'aprés ¢) et d) si & = -~ 1/2, il existe une constante K1> 0

indépendante de Y et v, telle que
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®© 1/2
2 | < {Z W2 012 4 a2t 2] ] :

j=M+1 ] ]
d'ou
1/2
2 2
Iz ., = {Nyﬂ # vy e } .
g2M N 0l am1/2y T
On a d'aprés J.-L. LIONS -~ E. MAGENES (5],

-1

(A 12y = w71(2) et bp(a”!) est le dual topologique de D(A);

ce qui acheve la preuve.g

Corollaire 2.1 @

Sort M & m*, 1l existe deux constantes T0> 0 et K >0 telles gue pour

tout P> T, st y est la solution de (2.,1) de donneées in itlales

0

(YO'YI) = Lz(Q) % H_iﬂ}), l’unigue solution (¢O’$1) de

min J((¢ 14) ))
(by b er pF, O
vertfie :
$, - P (v,)
o~ °r ‘Yo K
" < iy, = P (vy) .+ ¥q= Po (v9) )l -
% - » (Y g g T 0 Fy 0 1o Ey L) % H (@)
M MM

o TO et ¥ ne dépendent gque de M &t de w,

Preuve !

I1 suffit de remarquer que LZ(Q) x HA(Q) est contenu avec injection

-1/2 -1

continue dans D(A ) * D(A 7)) .m
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