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RESUME 

Pour l'équation des ondes, on montre qu'en mesurant l'état du système 

sur une partie ouverte w aussi petite que l'on veut, on peut approcher 

les projections orthogonales des données initiales sur tout espace 

* vectoriel engendré par les M (ME ~ ) fonctions propres correspondant 

aux M plus petites valeurs propres , avec une précision inversement 

proportionnelle à la durée des mesures. 

Mots clés Observabilité exacte, observabilité spectrale, 

observabilité spectrale approchée, contrôlabilité exacte, 

contrôlabilité spectrale. 
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INTRODUCTION 

ce travail porte sur une méthode d'identification approchée d'un 

nombre fini fixé de modes des données initiales d'un système 

gouverné par une équation des ondes homogène. 

soit o un domaine borné, non vide, régulier de !Rn. 
1 soient w une 

partie ouverte non vide de 0 et T un réel strictement positif. on 

considère l'équation des ondes homogène suivante: 

r 

( 1 ) 

2 à y 

ât2 
- !:.y = 0 

y(x,O) = 

dans 

ây (x ( 0) = y 1 ( 0) = yl (x) 
àt 

Yy = o sur 

( 0, T) 

sur 0 

sur 0 

E = âO ;.: ]0 f T(. 

1 (respectivement e-k) k2: 1) une base orthonormale de 2 n 
L ( --) 

constituée des fonctions propres de l'opérateur de Laplace avec 

conditions de Dirichlet (respectivement les valeurs propres 

correspondantes rangées en ordre croissant). 

L'observabilité du système (1) par des mesures sur w x ]O,Tï 

consiste à pouvoir identif r (y0 ,y1 } grâce à la connaissance de 

YI . 
w x ]O,T[ 

Lorsque w est li suffisamment grand", ceci est possible grâce 

aux résultats de Bardos-Lebeau-Rauch [1], et on sait d'ailleurs que si 

yi appartient à 
wx]ü,T[ 

2 
L (W )O,T[) alors les données initiales 

2 -:1 
(y

0
,y1 ) correspondantes appartiennent à L (0) x H (0). 

En pratique w ne peut pas être choisi grand. Aussi w x ]O,T[ ne 

vérifie pas en général les hypothèses de Bardos-Lebeau-Rauch [lj et il 

6 



n'y a aucun résultat à notre connaissance qui permette de déterminer 

(y0 ,y1 ) par la connaissance de yi . ceci est dû au fait que si T 
wx]O,T[ 

est assez grand [ ~ J y 2 (x,t) 
0 w 

dx dt 
] 

1/2 

est une norme sur 

l'espace des données initiales grâce au théorème de Holmgren. Dans 

le cas où w x ]O,T[ vérifie les conditions de Bardos-Lebeau-Rauch [1] 

2 -1 
cet espace est égal à L (0) x H (0), sinon il n'est pas connu. 

Pour contourner cette difficulté on cherche à identifier la projection 
2 -1 

orthogonale (PF (y
0

), PF (y1 )) de (y0 ,y1 ) sur FMxFM dans L (O)xH (0), 
M M 

où FM = vect { Wk' lS k SM }. 

Pour cela on considère le problème d'optimisation en dimension finie: 

( 2) 

où 

J((~0 ,~1 )) = -t- ~ I ~2 (x,t) dx dt-~ J ~(x,t) y{x,t) dx dt, 
0 w 0 w 

Comme y est mesuré sur w x ]O,T[, pour tout (~0 ,~1 ) appartenant à 

On démontre que le problème (2) admet une et une seule solution 
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~0 - PF (yO) 
M 

~1 - PF (yl) 
M 

est inversement proportionnelle à T. 

Ainsi lorsque T est suffisamment grand la solution de (2) est une très 

bonne approximation de la projection orthogonale des données initiales 

(y0 ,y1 ) sur FM ~ FM. La connaissance de cette projection orthogonale 

permet d'appliquer au système (1) un algorithme de contrôle modal 

approché du type de ceux utilisés dans A. El JAI - A. J. PRITCHARD [3], 

M.T. NIANE [6] et M.T. NIANE- O. SECK (7]. 

Ce travail comporte d'abord un chapitre 1 qui présente des rappels 

de résultats d'optimisation différentiable, et quelques résultats 

d'unicité des solutions des équations aux dérivées partielles linéaires 

à coefficients constants et enfin le chapitre 2 qui en est la 

partie principale. on y présente le résultat principal (Théorème 2.1) 

et sa preuve de même que l'étude du cas particulier w = o 

8 



CHAPITRE 1: RAPPELS D~OPTIMISATION ET DE RESULTATS D~UNICITE DES 

SOLUTIONS DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES 

LINEAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS. 

I. Quelques résultats d'optimisation 

soient x, Y deux espaces de Hilbert munis des normes respectives ~ ~X er 

~ ~Y; on considère un opérateur F défini sur son domaine de définition 

D(F) contenu dans l'espace de Hilbert X, à valeurs dans l'espace de 

Hilbert Y. Soit x 0e D(F), on suppose que D(F) contient un voisinage v 

du point x 0 . 

Définition 1.1: 

on dit que l'opérateur Fest différentiable au point x 0 au sens de 

Fréchet s'il existe un opérateur linéaire continu A e L(X,Y) tel que: 

pour tout xe v, F(X) - F(Xol =A (X- xo) + T(X- XO)' 

o~ ~T(x- x0 )~y= o(~x- x0 ~x) lorsque x tend vers x0 . 

L'opérateur linéaire continu A s'appelle dérivée de Fréchet (ou 

différentielle ) de F en x 0 et est noté F' (x0 ) ·• 

Soit H un espace de Hilbert et soit f : H IR une fonction 

convexe et différentiable au sens de Fréchet. 

Proposition 1.1 : 

Pour tout x e H et tout y e H, on a: 

f (y) 2: f(x) + f' (x)· (y-x). 

Preuve : 

9 



soient xE H, y EH et t 6 ]0, 1(, comme fest convexe on a: 

f(ty + (1-t) x ) ~ t f(y) + (1-t) f(x) 

soit f(x+ t(y-x)) ~ t f(y) + f(x) - t f(x) 

donc f (x + t (y-x) ) - f(x) :S t 

d'où 
f(x + t(y-x)) - f(x) :S f(y) 

En 

t 

posant g(t) 

g(t) - g(O) 
t 

= f (x + t (y-x) J , 

~ f(y) - f(x) 

( f( y) - f (X) J 

- f(x) 

on obtient: 

pour tout te ]0, 1(; 

on a: g' (t) = f' (x+ t(y-x)J. (y-x) 

d'où g'(O) = f'(x).(y-x); 

or 
g(t) - g(O) 

g' (0) = lim 
t~ 0+ t 

donc f' (x). (y-x) ~ f(y) - f(x) 

:::; f(y) - f(x) 

soit f' (x). (y-x) + f(x) :::; f(y) ·• 

Corollaire 1.1: 

Si f:X 

s;emi -conti nuS> i nf ~:ri 6'1..1.:remen t. 

Preuve: 

soit (xn)ne~ une suite d'éléments de X convergente faiblement vers x. 

D'après l'inégalité de la proposition 1.1, on a: 

f (x ) :::; f ( xn ) + f ' ( x) . ( x - xn ) . 

En prenant la limite inférieure dans les deux membres, on obtient: 

f (x) :::; 1 im f (x ) . • -- n 

10 



Propo~ition 1.2 : 

Si f H ---4 ~ est convexe et différentiabLe aLors f a un minimun au 

point x si et seuLement si: f' (X) = O. 

Preuve : 

condition nécessaire 

supposons que f a un rninimun au point x alors pour tout y E H on a: 

f(x) :S f(y). 

soit y E H, on pose 

t ip ( t) = f (x + ty) . 

L'application IP est dérivable en 0 et IP' (0) = f' (x) .y . 

or 

o 2:: lim 
t ~ 0 

IP(t) - IP(O) = 
t IP' ( o) = 1 im 

t-----+ 0 + 

d'où IP' (0) = f' (x) .y = o donc f' (x) = O. 

condition suffisante 

IP(t) - IP(O) 
t 

2:: 0 

En effet, d'après la proposition 1.1, comme fest convexe et 

différentiable sur H on a : 

or 

donc 

f(y) è f(x) + f' (x) .(y-x) V y eH; 

f'(x) = o 

f(y) è f(x) 

d'où f admet un minimun au point xE H.• 

Propo~ition 1.3: 

Si f : H ~ est convexe et différentiabLe et si 

lim f(x) = + oo, aLors iL existe xE H où f admet un minimun. 

llxllfi +00 
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Preuve: 

on pose rn= inf f(x). 
XEH 

Il existe alors une suite (xn)ne~ d'éléments de H telle que 

lim f(x ) = m. 
n~+oo n 

supposons que rn= - oo 

considérons les deux cas suivants : 

1er cas : si (x ) e~ est bornée alors il existe (x )k~ une sous-suit 
n n · nk 

de (xn)ne~ qui converge faiblement vers un élément i de H; 

comme fest semi-continue inférieurement alors lim f(x ) = -oo ~ f(x), 
nk 

ce qui est absurde. 

2ème cas: si (x ) ~~ est non bornée alors il existe (xn )~e~ une 
n n- k ~ 

sous-sui te de (x ) en.J telle que lim /lx Il = + oo n n u. n H ' 
+00 k -

d'où -00 = lim f(x ) = + 00 ce qui est absurde. f 

k~ + oo nk 

De ces deux cas on déduit que rn E [R 

considérons maintenant les deux cas suivants: 

1er cas : Si la suite (x ) e~ n'est pas bornée, alors il existe 
n n -· 

(xn )ke!J-4 une sous-suite de (x ) e!J>.~ telle que lim llx Il = + oo, 
k n n . k~+oo nk H 

d'où rn = lim f(x ) = + oo, ce qui est absurde. 
k~ + oo nk 

2ème cas :si la suite (xn)neiN est bornée, on peut extraire une 

sous-suite (xn )keiN convergente faiblement vers un élément x de H. 
k 

comme f est semi-continue inférieurement, on a: 

or lim f(x ) = rn 
k~+oo nk 
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donc f(x) = m .• 

Proposition 1.4 

Soit a :H x H ~une forme biLinéaire symétrique teLLe que 

i) 3 M 

ii) 3 

E CR 
+ 

1 V(x,y) e 

CR* 
+ 1 v x E H, 

H x H 1 a ( x r y ) 1 :::; M Il x Il H Il y Il H 

a(x,x) ~ 0 !lxii~ ( a H-e L L i pt i que ) 

et soit f une for~~ Linéaire continue sur H. 

Si J(X) = a(x,x) - < f, x >H* H' aLors iL existe un et un seuL 
2 

xE H où J admet un minimum; de pLus x est L'unique soLution de 

l. 'équation 

a(x,h) 

Preuve: 

- < f,h > * = 0 H H 
V h E H. 

La fonction quadratique J est strictement convexe et différentiable: 

en effet d 1 une part x a(x,x) est une forme quadratique définie 

positive donc strictement convexe et elle est différentielle car a 

étant continue est différentiable; d'autre part f étant linéaire et 

continue est convexe et différentiable. 

comme J(x) ~ 
2 

lim J(x) = + ro 

llxliH~ +00 

donc 

il existe x e H où J admet un minimun; J étant strictement convexe alorF 

x est unique. 

on a: 

J' (x) .h = a(x,h) - < f,h >H* H V h E H. 

J atteint son minimun en x, d'après la proposition 1.2, si et seulement 

s j_ 

ou encore 
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a(x ,h) - < f/h 

II. Lemme de Von Neumann 

> * = 0 H H v h e H .• 

soit L(H) l'ensemble des endomorphisrnes continus sur l'espace de 

Hilbert H; soit r l'identite de H. 

Lemma 1.1 ( Von Neumann): 

So itA E L ( H ) t e ~ cj1.1.e II A II L ( H) < 1 a~ors L'op&rateur (I - A) est 

inversibLe dans L(Hj et de pLus: 

co 

(I - A)-l = E An. 
n=o 

Preuve: 

Comme H est un espace de Hilbert alors L(H) est un espace de Banach. 

La serie I An est normal ement convergente dans L (H) pu isque 
n:::::O 

soit s la somme \Ar
, 1a serie f> 

Comme 

on a 

1"1_0 

nt-I k 
AS = S A = L A I 

n n K=l 

AS = SA 

et sn sa somme partielle d'ordre n. 

done s * ( I-A = ( I-A ) * S = I 

d'oll S est l'inverse I-A .• 

III. Version de Hbrmander du theorems de Holmgren 

On enonee une version de Hormander du theor~me de Holmgren qUJ 

combinee avec Ie theor~me de Cauchy-Kowalewska permet d'obtenir des 
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résultats d'unicité des solutions des équations aux dérivées partielles 

PLan caractéri~tique 

Définition 1.2 : 

on appelle opérateur différentiel d'ordre rn à coefficients constants, 

un opérateur P de la forme: 

p = I 
0( E O,JN 

laIS rn 

où E lR et j l existe a E 0\J N tel qu P 1 a _ 1 0 - - 0 = rn et 

Définition 1.3: 

on appelle plan caractéristique rr de P l'ensemble: 

r 0( 

iz: 
lRN 

\"" 1 rr E / ) 'f = a a . 1 
[__, 

"-
0\JN Q( E 

1 a 1 =rn 

Théorème 1. 1 CL. Hërmander) : 

0( 1 

N ~' .(N 0 = 
.) 

[Rn te !.s que 8 
1 

opér~teur différentieL à coefficients constQnts te[ que tout 'pLan 

n c2ractéristique par rapport à P(D) et vérifiant rr ne ~ 0 satisfait 
2 

~ 0· a!.ors toute 
r 

P(D) u = 0 tel..le que u = 0 dans e uérifie u 
1 

15 

de !..'équation 

= 0 dans 



CHAPITRE 2: OBSERVABILITE SPECTRALE APPROCHEE DE L~EQUATION DES 

ONDES PAR DES MESURES SUR UNE PETITE PARTIE OUVERTE DE o 

I. OBSERVABILITE SPECTRALE APPROCHEE DE L•EQUATION DES ONDES PAR 

( 2 . 1 ) 

DES MESURES SUR TOUT 0 : 

MINIMISATION DE L•ENERGIE: 

Soit T>O, on considère l'équation des ondes homogène: 

2 a Y 
at 2 

- .6.y = 0 dans Q = n x (O,T) 

y(x,O) = y(O) = y
0

(x) 

ay(x,o) -at--= Y'(O) =y1(x} 

ry = o sur 

sur o 

sur o 
""=an)( JO T[ L.. . 1 • 

Soit y la solution de l'équation des ondes (2.1) pour les données 

z 
initiales y(O) = y

0
, y' (0) = y

1 
telles que y eL (Q). 

on a la : 

Sur z -1 
L(O)xH (0), La fonctionneLLe J définie par: 

2 JT J ~2 (x,t} dx dt - JT J ~(x,t} y(x,t) dx dt, 

0 0 0 0 

où ~{x,t} est La soLution de (2.1) de données initiaLes ~(0) 

~~ (0) = ~1 , ad~t un minimum unique atteint au po~nt 

z -1 
(y

0
,y

1
) EL (0) x H (0). 

Preuve: 

16 
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soient~ et~ les solutions de (2.1) de données initiales respecti· 

(~0 .~1 ) et (~ 0 .~ 1 ), on considère les fonctionnelles suivantes: 

J
''l' f ~(x,t) ~(x,t) dx dt, 

0 0 

on montre d'abord que a est bien définie 

J-T J ~(x,t) y(x,t) dx dt 

0 0 

en effet la solution ~ 

de (2.1) pour les données initiales (<P
0

,<PJ e L
2

(0) ~ H-
1

(0) s'écr] 

(2.2) <P (x,t) = ~ [(<P~ cos 

j=1 

donc 

t) + 

2 II<PII 2 L (0) 
= J { ~ [(~~cos (-.rTJtl + 

0 j =1 

d'où 

00 

[ (<P~ 2 2 (-1)::1 t) <P~ II<PII 2 = cos + 
L ( 0) J J 

j=l 

soit 

00 

{ 02 
2 

• 1 2 ....... 2~ .. q:;l II<PII 2 = 2 <P cos ( " tl + 
J ' J ' J 

L (0) j=l 

17 

sin(~t)J }2 
w. (x) dx 

~ J 
j 

sin(~t)r 
~ 

j 

sin
2 ~~tl} 

J 



j =1 

d'où 

00 

I 2 (4~ 
2 

ll-tll 2 
2 

:::;; + 
L (0) 

J ::::1 

Aussi 

11411 2 
2 ~411\ dt = 

L ( Q) L (0) 
0 

donc 

11411 2
2 :::;; 

L ( Q) 

1 4j 
À. 

J 

:::;; 

2 

J 

co 

sin (-Y>-- . 1 t ) 
J 

-{""ÀÏ 
J 

z 
-t1 

2T I (-tf + 
J 

À 
j 

J ::::1 

) 

z z -1 
d'où q:, eL (Q), donc a est bien définie sur L (O) x H (O). 

La fonctionnelle a est bilinéaire, symétrique; elle est continue ca 

pour tout ((4
0
,4

1
), (1fl

0
,1fl

1
)) e [1

2
(0) ~ H-

1
(0)]

2

, on a: 

soit 

~ J <Îl (x,t) 1fl (x,t) dx dt 1 
0 (.ù 
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La fonctionnelle a est coercitive 

soit (<P
0

,<P
1

) E L
2

(0) x H-
1

(0) 

a((<Po,<P1) , (<Po,<P1)) = JT J <P2(x,t) dx dt 
0 0 

00 

I [ <P~2 'l' = 2 
i. = 1 

donc 

soit 

= 

+ 

<P1 

J 
\. 

+ À 
i. 

À 
' 

1 + cos(2~t) 

2 

sin (2~ t) 
\. 

1 - cos ( 2~ t) 2] 
____ 2 ___ '-- <P~ dt. 

~,[ 
sin ( 2-YT"i T) 2 

\. . 

<Po + -
4 -y' /., 1 

\. 

\. 

cos(2-fTiT) 
\. 

2~ 
\. 

00 

-I 

2:: [_1_ -
2 

1 
2 

19 
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4-fTi 
1 

2 

sin(2~T) ~1 
\. 

2~ 
\. 

2"- \. 



où To= 
5 

2~ 
1 

Donc si T > To 1 en posant Ot = _l_(T - T 0) ' on a a > 0 et 
2 

d'où a est coercive. 

La fonctionnelle fy est linéaire, elle est continue en effet si 

-:1. 
x H (O) , on a (<Po~<Ï'1l e Lz(O) 

1 fy ( ( <r 0 1 <P 1) )1 , avec c = -f2Ti IIYII 2 

on remarque que 

[ J 4>
2 

( l<' t 1 
Q 

1/2 

dx dt ] 

L ( Q) 

z -:1. 
définit une norme sur L (O) x H (O) équivalente à la norme produit 

Il 

z z -1 
Aussi comme y E L (Q) alors (y

0
,y1 ) e L (O) ~ H (O), donc d'après la 

proposition 1.4, la fonctionnelle J admet un minimum unique atteint 

z -1 
E L (0) x H (0). 

soit~ la solution de (2.1) pour les données initiales (~0 ,~1 ); on a 

alors 

pour tout~ solution de (2.1) de données initiales 

z -:1. 
( ~ 

0 
1 ~ 

1
) E L ( o) x H ( o) , on a 
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done 

~J ~(x,t) ~(x,t) dx dt - ~J ~(x,t) y(x,t) dx dt = 0, 
o 0 0 0 

d f oi) 

en partieulier pour ~ = ~ - y, on a 

114 - Y II = 0, 
(Q) 

done y = ~ sur Q. 

II en resulte que (40 ,41 ) = (YOIY1 ) .• 

REMARQUE : 

cette etude sur ee eas partieulier est faeilitee par Ie fait que 

2 _ 2-1 YI E L (Q) entralne (Yo,Y1 ) E L (0) ~ H (0). 
(b.;JO,T[ 

cette propriete est essentielle puisque si on reduit trop la part 

spatiale w sur laquelle on observe, on nla plus d'information SI 

llespaee Fw earaeterise par: 

2 

YtW~JO/T[ 
E L (W ~ ]O,T[ ) alors (Yo'Y1 ) E Fw; 

eeei est neeessaire pour determiner eompletement (Yo'Y1 ) par 

la eonnaissanee de Yt .• 
w~ ] 0 , T [ 
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II. OBSERVABILITE SPECTRALE APPROCHEE DE L'EQUATION DES ONDES PAR 01 

MESURES SUR UNE P ARTI E w de O. 

11.1 RESULTAT PRINCIPAL : 

La proposition 2.1 montre que la connaissance de YI permet 
Cb<]O,T( 

reconstituer (Yo 'Y1) lorsque Y est solution de l'equation des or 

homogene. 

cette propriete repose sur Ie fait que la norme 

[~ J
O

<j>2(X,t) dx dt r/2 

est equivalente a celIe de 

pour toute solution ¢ de 11 equation des ondes homogene. 

cette equivalence reste encore valable si on choisit w et T de 

faeon suivante : 

so it Xo E ~n, on pose 

m(x) ::: x-xO' 

r(xO) ::: {x E r / m(x). vex) = 2 mk(x) Vk(x) > 0 }, 

k=l 

ou Vex) est la normale unitaire exterieure a 0 au point x e an et 

soit V un voisinage ouvert de r (xo ) ; 

on prend alors w = 0 n V et T > 2 max Ilx - xoll . 
xED ~n 

ce resultat est etabli par E. Zuazua (8] . 

cependant d'apres un resultat de Bardos-Lebeau-Rauch [1], si w ef 

trop petit cette equivalence est fausse; aussi l'espace parcouru pal 
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~ f ¢2(X,t) dx dt 
o w 

est fini n1est pas determine. 

soit 

1 
2 ~ f ¢2(X,t) dx dt - ~ f ¢(x,t) y(x,t) dx dt, 

o Wow 

on considere Ie probleme d'optimisation 

( 2.3 ) min J((¢O'~l))' 
(¢OA\)E FMxFM 

Ce probleme ne permet pas de reconstituer (YO'Y1) mais il suggere 

comparer sa solution avec la projection orthogonale de (YO'Y1 ) sur 

FMxFM 

Le resultat principal de ce travail est de montrer que si 

alors (~O'~l) est une approximation de la projection orthogonale de 

(YO'Y1 ) sur FMxFM et que l'erreur commise est inversement 

proportionnelle a la duree de la me sure sur W pour un choix de (Yo,Y 

dans des espaces que nous determinons explicitement. 

Ce resultat permet d'evaluer la duree minimale de la prise de 

mesures pour pouvoir obtenir avec une precision suffisante les M 

cette evaluation est un prealable a toute strategie de contrale d1 

systeme (2.1). 
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ce résultat est aussi d'intérêt pratique puisqu'il est en génér 

impossible de prendre des mesures en tout point de o. 

Pour contourner cette difficulté, on restreint la fonctionnelle J 

l'espace FMxFM .sur cet espace de dimension finie, le problème 

min J((~0 ,~1 )) admet une unique solution 
(~O'~l)EFMxFM 

compare cette solution avec la projection sur FMxFM de (y0 ,y
1

), 

on obtient ainsi une estimation très précise de l'erreur. 

Soit A l'opérateur non borné 

D (A) = { ue 1 
H (0) / -

0 
~u e 

VUE D(A), AU= -Au, 

-1/2 -1 on pose G = D (A ) x D (A ) • 

défini par 

on peut énoncer le résultat principal de ce travail 

Théorème 2.1: 

( 

n..•* Soit Meu~ tL existe deux constantes To> 0 et K teLLes que pour tc 

T > T 
0 

, si y es t La soL 1..1 t ion de ( 2 . 1 ) de données in~ i t i aL es ( y 
0 

, y 
1 

) e < 

L'unique soLution (t-
0
,t-

1
) de 

vérifie 

K 

T 

OÙ ne dépendent que de M et de w, 
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REMARQUES : 

1) En laissant y en evolution libre pendant un interval Ie de temps 

durant lequel on effectue des mesures sur w, on peut reconstituer une 

approximation (~O'~1) de la projection orthogonale sur FMxF
M 

de 

l'etat initial (YO'Y1) du systeme avec la precision desiree. 

2) L'interet d'un tel resultat reside dans Ie fait que pour 

beaucoup de systemes physiques ce sont les ondes courtes qui recelent 

l'essentiel de l'energie. Pouvoir done les identifier est un atout pou 

demarrer tout algorithme de contrale approche du systeme. 

3) Ce resultat va dans la direction de la reduction du volume enorme 

de calcul necessaire a l'evaluation des donnees initiales. 

11.2 Preuve du resultat principal 

cette preuve est faite en plusieurs etapes 

11.2.1 Minimisation de l"energie 

soit y une solution de l'equation des ondes (2.1) pour les donnees 
2 

initiales y(O) = Yo' y' (0) = Y1 telle que y E L (Q). 

On a la 

Proposition 2.2: 

Sur F x F La jonctionneLLe J dejinie par: 
M M' 

J((¢O'¢l)) = ~ ~ J ¢2(X,t) dx dt - ~ J ¢(x,t) Y(X,t) dx dt, 
o wOw 

ou ¢(x,t) est La sOLution de (2.1) de donnees initiaLes ¢(O) 

¢'(O) =¢1 admet un minimum unique atteint au point (~O'~l)' 

25 
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co.ro.c t6>ris6> par: 

~est ta sotution de (2.1) de données initiates (~0 ,~1 ) si et seute~ 

si pour tout ~(x,t) sotution de (2.1) de données initiates 

(2.4) j~ I ~(x,t) ~(x,t) dx dt - ~ I y(x,t) ~(x,t) dx dt = o, 
0 w 0 w 

Preuve: 

Soient~ et~ les solutions de (2.1) de données initiales respective~ 

(~0 ,~1 ) et (~0 ,~ 1 ), on considère les fonctionnelles suivantes: 

et 

J~ f ~(x,t) ~(x,t) dx dt, 

0 w 

~ J ~(x,t) y(x,t) dx dt. 
0 w 

• soit (~0 ,~1 ) e FMx FM alors~ la solution de (2.1) de données 

initiales (~0 ,~1 ) est dans C
00

( [O,T] x o ) du fait que o est de 

frontière régulière donc~ e L
2

(w x ]O,T[) donc a est bien définie. 

• a est bilinéaire, symétrique sur FM x FM qui est de dimension fini 

donc a est continue; aussi existe-t-il une constante M0 >0 telle que 
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• a est coercive en effet on a: 

= ( fw {I 
= ~ r {<1>02 
j=l 0 . J 

+ 2 2 
l:Sj,k:SM 

+ 2 2 
l:Sj ,k:SM 

jôZ!k 

,...., 

+ 2 2 
l:Sj, k:SM 

jôZ!k 

~ J ~2 (x,t) dx dt = 
0 w 

11~11 2 

L 2 (0,T ;L 2 (W)) 

[ (~~ cos (rD t) + ~~ 
J J J 

sin (fT":ï t )] 12 
~ w j (x) J dx dt 

j 

2 -~. cos ( 7 )<, . ' t ) + 
J 

f ~~ ~~ cos (-fDt) 
J 

0 

f ~0 ~0 cos (yYt) 
k j 

0 

r ,+,1 
sin(yY t) 

sin 2"A..(~ t )·} J 
dt w~(x) dx 

w J 
j 

sin(~ t) 

J wj (x) wk(x) dx dt 
rD 

k w 

cos (~t) dt J wk(x) wj(x) dx 
J w 

sin (~t) 
dt ~1 f J 't' wk(x) w. (x) 

k j -ty ~ w J 
0 J 

dx 

Les trois derniers termes donnent lieu à des estimations indépendantef 

du temps. En effet 

f sin (-fT':' t ) J 
Il = 1 2 2 ~O ~1 

COS (fT":ï t) k dt W. (X y Wk(X) dxl 
k J' J rD w J 

l:Sj,k:SM 0 k 

jôZ!k 

:::; 2 1 ~ ~ Il ~_.::.;~:;......___ 
l:Sj,k:SM -ty 

jôZ!k 

l:Sj,k:::::;M 

jôZ!k 

f 2cos ( -fT.j t) 
0 
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2~ 
1 J 

avec 01. = + + jk -{}::. + -{}:: 1~ -qi À. - À.kl 
J k j 

d'où 

Il 
::; 2 Ol.jk [ 1 <P ~ 1 

2 
Il w j 11

2 
L 2 { w ) 

+ 
1 <P~ 12

1!wk 11
2 

L 2 ( w! ] 
2 2À.k 1::; j 1 k:SM 

j~k 

donc 

2 ~ [ 0 2 2 I<P?-1
2 

llwkl!
2 

J Il 
::; 

1 <P j 1 Il w j Il L 2 ( w ) + K 
2 À. 

1Sj 1 k:SM k L2(W) 

j~k 

De même : 

I2 = 12 f2 <P~ <P~ cos (q t) cos (~t) dt J wk(x) 
1Sk<j:SM 0 

::; 2 {3jk [ 
2 1Sk<j<M 

où {3jk = 1 

Il en est de même pour 

r.k 
J 
2 

w 

1 <P~ 1 2
11 w k 11

2 
2 + I<P~I 2 

llw.ll
2

2 ], 
L ( W) J J L ( w) 

+ 
1 /pour k ~ j. 

28 

wj (x) dx 



où 1 
= rjk lq-f"Xjl 

Enfin on a aussi 

14 12 f 2 4>~ 4>~ = J J 
l:Sj:SM 0 

:S 2 ~ ( 1 <1>~ 12 
+ 

t:Sj:SM 
2 

J 

1 
où pj = rD 

j 

cos 

De ces majorations, on tire 

114>11
2 

2 
L (O,T ; 

- l 

- l + (1<t>gl 2 
+ 

t:Sj:SM 

+ 1 , pour k Of! j . 
f"Xl+f"Xj 

(f"D. t) 
sin(~. t) 

dt J w~ (x)dx 1 J ~. J 
J (1.) 
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-2 

La première somme est 

f cos 2 (~t) dt 

0 

on a encore 

114>11 
2 

2 2:: 

L 2 (W)) L ( 0 ,T 

obtenue 

14>~1 2 

1 
À., 

J 

en calculant 

sin2 (~t) 

llw .1122 ] • 
J L (W) 

les intégrales 

et f dt. 
À. 

0 j 

( ~ - c) ~ ( 1 <t>~ 12 
+ 

~~~12) 
llwj 11

2 
2 

j=l J L (w) 

- 2 ~ (14>~1 2 
+ 

l=fj=fM 2 

- 2 
l=fk<j::s;M 

+ ( 1 <t>~ 12 
+ 

-2 
l::s;j, k::s;M 

j>&!k 

Ctjk 

2 

( {3jk + r.k 
) { ( 1 <t>~ 12 

+ 
~~~12 ) llw 112 J 

2 k k j.2(W) 

1 ~W )llw 11 2 
j J L 2 (W) 

} 
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on pose 

où c = max 
1::Sj::SM 

1 1 ----- = --=--
4~ 4~ 

J 1 

T0 = C + P + p.M.~ + l.M.Y + m.M.o 1 

où 

et 

on a 

o = max 
1::Sk, j::SM 

j~k 

0 • 
jk' 

y = max Y jk 
1Sk<j!SM 

p, 11 et rn sont des constantes entières; 

alors: 

P =max P. 
1Sj::SM J 

114>11
2 1 (T-T0) ~ [14>~1 2+ 14>~1 2 

] (2.5) 2: J 

L2 {0,T L2 {W)) 
2 À. . j=1 j , 

soit N l'application définie par: 

IR 
+ 

N définit une norme sur FM x FM . En effet 
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on a 

alors IIwill2 = 0 

L 2 (W) 

pour tout i e { 1, ... ,M} 

done 1 I-

{ 
I¢?I = 0 et I¢~I = 0 

ou pour tout i e { 1, ... ,M}. 

Ilw.11 = 0 . 1 
L2(W) 

Supposons que ~w. ~ 2 
1 L (W) 

= 0; eomme west un ouvert non vide de 0 

alors d'apres la version de Hormander du theoreme de Holmgren, wi = 0 

dans 0 ee qui est absurde car (w.).> 1 est une base Hilbertienne de 
1 I--

L2(0), aussi ¢? = 0 et ¢~ = 0, pour tout i e {1, ... ,M}, 
1 1 

done ¢o = 0 et ¢1 = O. 

Les autres proprietes etant triviales. 

N definit ~one une norme sur FM x FM .• 

FM x FM etant un espaee norme de dimension finie alors Nest 

equivalente a la norme sur FM x FM, done il existe une eonstante k > 0 

telle que : 

kll (¢O' ¢1) IIF x F =s; N(¢O' ¢1) J. 
M M 2 

Done si T > TO' en posant a = ~(T-TO)' on a: a > 0 et 

droll a eoereitive. 

Aussi d'apres la proposition 1.4, la fonetionnelle J admet un minimum 
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Soit ~ la solution de (2.1) pour les donnees initiales (~O'~l); on a 

alors : 

pour tout ~ solution de (2.1) de donnees initiales 

done 

(2.6) JTJ ~(x,t) ~(x,tl dx dt - ~I ~(x,tl y{x,t) dx dt = o. 
a (.oJ 0 (.oJ 

11.2.2 Preuve du resultat principal 

On pose 

~l(X) :: 2 ~~ w. (x) alors on a: 
j=l J ] 

Sin{~ tl} ________ J'--_ W

J
' (x) . 

~ 
J 

une base de FMXFM est donnee par l'ensemble des veeteurs de la forme 

(Wi,O) pour i e {1, ,M} 

et (O,Wi ) pour i e { 1, ... ,M }. 

II suffit done d'appliquer a (2.6) les solutions de (2.1) 

eorrespondantes a ees donnees initiales pour determiner (~O'~l) du fa 

de la linearite de la relation (2.6). 
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on a alors : 

a) ll'{x,t) =cos {~t) w. (x), 
1 1 

( 2 • 7) 2 f J [q;~ cos (-f"Tj t) cos <-rTl t) 

j=l 0 w 

+ q;l 
j 

Sin(fD. t) ] 
------''---cos(~ t) w. (x) w

1
.(x)dx dt 

rD 1 J 
j 

= ~ f J [Y~ cos(~ t) cos(-fT]_ t} 

j=l 0 w 

sin(fD. t) cos(~ t) 
+ Y~ (----..... -y--À-.-, ---...::

1
;::....__) wj (x) wi (x) dx dt. 

J 

b) lf.I(X,t) = sin(~ t) w
1
.(x), 15i5M, donc (lf.l

0
, ll'

1
) = 

~ 

( 2. 8) 

= 

1 

cos (-.():l. t) sin(~ t) 
1 

~ 
1 

sin(-.():l. t) sin(~ 
+ q;~ 1 

J -{ À .À! 

t) ] 
wj(x)wi(x)dx dt 

J 1 

~ f J [ 
j=l 0 w 

cos(~ t) Sin(~ t) 
0 1 y. 
J ~ 

1 

1 sin(fD. t) sin(-fT]_ t)] 
+ y. w. (x) w. (x) dx dt 

J -{t-,.À! J 1 
J 1 

Pour le cas a) les relations s'écrivent aussi : 
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J [ sin(~ t) cos(~ t) ] 
$~ cos 2 (~ t) + $~ ~ 1 

dt J wf(x) dx 
0 1 w 

+ 2 f [1>~ cos ( fD. t ) cos (rD. t) 
j=1 J J 1 
j;;ll!i 0 

1 sin(fÀl. t) cos(~ t) ] J 
+ $J. dt w . (x) w. (x) dx 

rD J 1 
j w 

= f[ 0 2 1 sin(~ t) cos(-f"T! t) ] 
y.cos (fÀl. t)+ y 1 1 dt 

1 J . _r-:\1 
0 1 ~Ai' J 2 wi(x)dx 

w 

+ ~ J"l' [y~ cos ( ~ t) cos ( ~ t) 
jf1 J J 1 
j;;o!i 0 

sin(f"D. t) cos(1"'10 
+ y1 1 

j ~ 
J 

t) ] dt J wj(x) wi(x) dx 
w 

ou encore 

+ 
1 

2 rD 
J 

sin{ 2~ T) ) + (1>~- Y~) [ 1 - cos { 2~ T)]]J w~ ct.· 
4 ~ 1 1 4À. i w 1 (x ) 
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+ 1 
_.::...__1 } ] 
~ - ..,rx-1 

1 j 

J wj(x)w1 (x) dx 
w -rD+~ 

1 J 

f [l Yo {sin(<~ + -fT})TJ 
+ 

sin(<-Rj - f"Tl!TJ} = 
. 2 J ~ + ~ ~ - ~ J=M+1 J l J 1 

+ 1 y~ {- cos ( <-f"Tj + -fT}) T] 
+ 

cos [<-fTl - -Rj)T] 

2 -Y""D. J -Y""D. + ~ ~ rD. 
J J 1 1 J 

+ 1 1 } ] J wj(x)w1 (x) dx. 
~ +rD. ~ - -f""Xl. 

l J l J w 

De même, pour b) on obtient 

n~~ 
0 

cos(~ t) sin(~ t) 1 sin
2 (-fT1 t) ] J 1 1 

+ ~i k
1 

dt w~(x)dx 
-00 

1 i w 

= 

+ t f f [ ~~ _c_o_s_( -1 __ "-~'.,._t_"-_) _! s_1_· n_(_~_"---=1=--t-) 
j=1 0 w 1 

sin(fD. t) sin(~ 
+ ~~ 1 

J -( À. ;>., 
j i 

f[ cos(-~ t) sin(~ t) sin
2 (-I'"'D t) ] I 

0 1 
1 + y~ 1 dt wi (x) dx 

yi -00 1 À, 
0 1 1 w 

+If J[ y~ 
j=1 0 w 
ji&!i 

cos (-f"""D. t) sin(~ t) 
l 
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1 sin(fD. t) sin(~ t) ] 
+ y. w . (x) w. (x) dx dt; 

J -IÀ..À..' J 1 
J 1 

on peut mettre cette formule sous la forme suivante 

+ 

+ 

1 +-x­
i 

cos(2~ T) ) 

4 À.. 
1 

sin( 2~ T)]]J 
--4-Y--À.-=l'--- w wL x) dx 

[ (~~ y~) {-
cos((~ 

+~ 
1 

= 

1 

~ +-rD. 
1 J 

M 

I 1 

2 -{À. À. 1 
j=l ) i 
j;IC!i 

_____::1:;....___}. ] 
-{Tl - -(Tl 

i j 

J wj{x)wi{x) dx 
w 

(q;~ - YD { sin ( {f1:j - ~)TJ 
-fTl. ~ 

J 1 

sin((f1:j ~)T)}] J w.(x)w.(x) dx 
-rD. + J 1 

J w 

j~J2 1 y~ {- cos(crXj + fTl )T) cos ((f1:j 
+ 

~ J -fTl. + -fTl. -rD. 
1 J 1 J 

+ 
1 ~} ~ +rD. ~ -

1 J 1 
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-~)Ti 
1 ,; 

- fDi)T) 

-rD. 
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+ 1 

sin(<f"Xj 

-rD. + 
J 

1 { sin ( <f"Xj - f"Di) T J 
y. 

J rD.-~ 
J 1 

J wj(x)wi(x) dx. 
w 

Des cas a) et b) on tire pour tout i e { 1, ... ,M} 

{ 2 . 9 ) T 
2 

( J 
1 - cos ( 2~ T) ] I 2 

+ <Pi - Y Î 4 À. . w i {x) dx 
1 w 

+JJ+ (li~- y~] { sin(<f"Xj 

rD. + 
J 

j;o!i 

+ (<P~- yn{- cos [<f"Xj 

2 rD. rD. + 
J J 

+ 1 

r-D. + -{")0 
J 1 

= 

38 

+ ~)TJ 
+ 

~ 
1 

+ ~)T] 
~ 

1 

+ 

sin(ci 1·-j 
rD 

J 

+ 
cos(<~ 
~ 

1 

sin (<f"Xj 

-rD 
j 

-~)TJ} 
~ 

1 

- fTj )TJ 
rD. 

J 



+ 

+ 

d'où 

1 y~ 
2 -r-D. J 

J 

1 

~ +-r-D. 
1 J 

-r-D. 
J 

1 - cos ( 2-rx-:r T) 
1 

sin(2~T) ] I 
4 --rD 

1 w 

4 À.. 
1 

wf (x) dx 

[~~- y~) {-
cos((~ 
-r-D. + 

J 

+ 
~ 

1 

cos((~ 
-r-D. ~ 

J 1 

+ 1 

-{}:::1 + -r-D. 
i J 

M 

+ 2 1 

2-Y "A. ."A.. 1 
j=1 J 1 
jOI!i 

sin((~ 
-r-D. + 

J 

---=1=----- }. J w. (x)w. {x) dx 
-r-D - -rD J l. 

i j w 

yn { sin((~ - ~)T) (<t>~-
rD. ~ 

J 1 

+ ~)TJ} J 1 w.{x)w.(x) dx 
-rD J 1 

i w 
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j~J2 1 0 {- cos(<~ + -fT})TJ 
+ 
cos(<~ - ·r'"T1)T) 

= yj 
~ -I"T1. + ~ -rD. ~ 

l J l J l 

1 1 } + 
~ + -I"T1. -rD. --r-D. 

l J 1 J 

+ 
1 1 { sin(<~ - -fT})TJ 

y. 
2-f À. .À. 1 J -rD. ~ 

J 1 J 1 

sin((~ ~)Tl}] fw wj(x)wi(x) dx, v i, 1 :S i :S M. 
-rD. + 

J 

soit z le vecteur colonne d'ordre 2M constitué par les seconds membre 

des relations précédentes. on donne maintenant une notation plus 

condensée et plus utilisable de ces formules: 

L~s r~Latior~ (2.9) ~t (2.10) formsnt un syst~ms LinQair~ d'ordr~ 2 M 

qui s'Qcrit sous La forms : 

[

q> -
A 0 

q>l 

où 

où 
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et B (T) une matrice carrée d'ordre 2M de norme euclidienne majorée 
M 

par une constante C indépendante de T M . 

et 

zi 

+ 

Preuve : 

Des relations (2.7) et (2.8) on déduit l'expression suivante 

de la matrice A, pour tous i, je {1,2, ..... , M} 

aij = fcos (~ t) cos (~ t) dt Jwi (x) wj (x) dx , 
0 w 

ai,j+M = 
1 fcos(~t) sin(~t) dt I wi (x) wj (x) dx 
~ 

l 0 w 

= a. . 
l+M, J 

ai+M,j+M = 
1 pin(~~) sin(~'Îî) dt Jwi (x) wj (x) dx , 

0 w 

les expressions suivantes des composantes du vecteur z : 

00 sin((~ + ~)T] sin((~ - ry )TJ} 
= I [-1 Yo { + 

2 j -rD + ~ -{Tl -y'T.I 
j=M+l ] l. ] i 

+ 1 y~ 
2~ ] 

J 
{

·.- cos ( ( fTj 
-f""D. + 

] 

cos ((-r-q 
+ 

rD. 
l. 

-rD. 
J 

1 

~+-rD. 
1 J 

---'1=----- .} ] Jww j (x) w i (x) dx, V i , 1 ~ i ~ M. 
~ - -f""D. 

1 J 
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zi+M jtJ2 1 0 {- cos ( <-1"1:j + -f"Tl)T) cos ( <-1"1:j - -f"Tl)T) 
= yj + 

f"À! -fXï + f"À! rD. ~ 
1 J 1 J 1 

+ 1 1 } ~ + --{]0, f"À! - -fXI. 
1 J 1 J 

+ 

dx, V i, 1 s i s M. 

Des relations (2.9) et (2.10) on tire l'expression suivante de la 

matrice DM: pour tout i e {1,2, ...... ,M}: 

d .. = J w~ 
11 w 1 

(x) dx, 

et di+M 1 i+M 
1 J 2 (x) dx, = À. wi 

i w 

et celle de BM ( T) = (bij(T) J 1<. ·<2M. -1, J-

où 

b .. ( T) 
11 

= [ sin ( 2~ T) + 1 - cos ( 2~ T) ] Jw~ (x) dx 

4 
~ 4 À, 1 

i 1 w 

pour tout i tel que 1 s i s M, 
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_ 1_[ 1 - cos(2~T) 
= Ài -----4------=--

sin(2~T) l 
4~ 

1 

Jw~(x)dx, 1 ~ i ~ M 
w 

brnn = b = a , pour tous rn et n tels que 1 ~ rn < n ~ 2 M. nrn mn 

De l'expression de BM(T) on déduit qu'il existe * C E [R 
0 + 

tel que lb .. (T)I~c0 ,1~i, j~2M,doncilexiste c e!R* 
lJ M + 

tel que llBM (T) Il < CM , cM indépendant de T; ceci termine la 

preuve du lemme 2.1 .• 

Suite de La preuve du résuLat principaL 

comme d'après le théorème de Holmgren, chaque coefficient de DM est 

non nul alors DM est inversible. comme 

A = T 
2 

donc 

_2_ -1 A 
T'DM 

_2_ -1 = I + T DM BM ( T) . 

En vertu du lemme de von Neumann, il suffit que 

; Il D~1 
BM (T) Il < 1 pour que I + + D~1 

BM (T) soit inversible. 

on a 

~ __ 2_ c 
T .M 

Il suffit donc d'avoir: 

_2_ 
CM llo~ 1 1l < 1, T 

donc si 

T > To = 2 c lln-1 11 + 1; M M 
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I + 2 -1 
-T- DM BM(T) est 

(r + 
_2_ -1 BM ( T)) -1 I + DM = T 

De l'égalité : 

on tire 

(r + 

d'où 

[~o -<(Y0l] _2_ 
= 

<Pl PF (yl) 
T 

M 

inversible et ~plus 

00 

I 
k=l 

(r + 

[ 2 

-1 

(-l)k 
DM 

T 

2 -1 
T DM zl 

BM(T) r 

-1 _2_ -1 ) -1 
DM BM(T) DM Z T 

(r + t (-l)k [ 2 
-1 

rJ _2_ DM BM(T) -1 = D . z, T T M 

donc 

f - PF (y0 ) 

[r 
00 (-l)k[ 2 -1 ]Jo~l z 

0 
M _2_ +I DM BM(T) 

<Pl 
= - PF (y1) T T M FMXFM k=l 
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soit 

où Il est la norme matricielle euclidienne et 

k 

< + co 

Maintenant, on détermine les espaces auxquels appartiennent 11 

données initiales. 

Des inégalités suivantes: 

+ 

~ + 
J 

Dl. + 
J 

1 

~ 
1 

-1"""50 
1 

~ + Dl. 
1 J 

+ 

1 

cos((~ 
Dl. 

] 

-1"""50 - Dl. 
1 J 

2 

rD-~ 
J i 

-1"""50 
1 

4 • 
f 

-rx-:t -~ 
] i 

on déduit les majorations obtenues dans les cas c) et d) ci -dessous 

c) soit i'"' { l, ... ,M} 
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4IY~I ] IJwwj(x)wi(x) dx ,, + 
~ (~ -~) 

J J 1 

donc 

1 z . 1 j~J 
IY~I 2IY~I ] s + v 

1 ~ -~ ~ (~ - -fD) ij 
J 1 J J 1 

si a est un réel, on a : 

00 [ À.Q 1 01 lz 1 s j yj 

i L >-':'(-fT' _ -.'T'J 
J=M+l J J 1 

+ 
À.":~ 

J J 
- -r>-?) ] 

soit 

lz. 1 s ~ . [~-": 1 y~ 1 
1 L J J 

j=M+l 

2 À.": 1 y~ 1 ] 
+ J J 

~ 
J 

v .. 
1 

d'où par application de l'inégalité de schwarz, on tire 
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v .. 
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on a, lorsque j tend vers + 

v2 
i' 

or 

oo: 

v2 
i' 

2 llw.ll 2 1 L (W) 

donc si a = -

la série L 

_1_ 
2 

j=M+l 

d) Soit i e { 1, ... ,M }, on a aussi 

~2~I [~
0

~ 
1 J=M+l J 

soit 

< + 00 

oo [ '-al QI :::; 1 L 2-. y. + 

~. ~--0:[~ -~J 
1 J=M+l J J 1 

Des calculs analogues à ceux du a 0 ) nous donnent : 

[ 

00 l..'2 L i. 
j =M+ 1-)-, ~-.a-=( -y--.,._-j-1 =-_...._ __ 

D'après c) et d) si a = - 1/2, il existe une constante K1> o 

indépendante de Yo et y1 telle que 
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Il z Il 2M :S Kl 
[R 

d'où 

20!-1 + À . 
J 

On a d'après J.-L. LIONS E. MAGENES (5], 

D(A-1 / 2 ) = H- 1 (0) et D(A- 1 ) est le dual topologique de D(A); 

ce qui achève la preuve .• 

Corollaire 2. 1 : 

e {N * Soit M it existe deux constantes T > 0 et K >0 
0 

tet tes que pour 

tout T> T
0

, si y ~st La soLution~ (2.1) d~ données in itiat~s 

utirifi~ 

K 

T Il ( y 0 - p F ( y 0 ) 1 y 1 - p F ( y 1 ) ) Il 2 -j_ 

M M L (0) K H (0) 1 

où TO et K ne dtipendent qu~ de M et d~ w 

Preuve : 

:z -1 
Il suffit de remarquer que L (O) x H (O) est contenu avec injection 

continue dans D(A- 1/ 2 ) x D(A- 1 ) .• 
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