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Introduction generale 

Le travail qui est mene dans cette these tourne autour de deux themes principalLx 
suivants : Les equations de type Kazhikhov-Smagulov et les equations planet aires geostro­
phiques ou thermohalines. Chaque theme constitue une partie independante. 

Le premier volet est compose d'un chapitre qui regroupe quelques uns des resultats 
obtenus sur Ie sujet : 
- De nouveaux systemes de type Kazhikhov-Smagulov : modeles de propagation 
de polluants et de combustion a faible nombre de Mach, en collaboration avec D. 
BRESCH et E. H. ESSOUFI, a fait l'objet d'une note parue dans C. R. Acad. Sci. Paris, 335, 
Serie I, (2002), 973-978. 
- Some new Kazhikhov-Smagulov type models : pollution, combustion, article 
qui developpe et ameliore les resultats donnes dans la note de l'academie, en collaboration 
avec D. BRESCH et E. H. ESSOUFI, en preparation. 
- Equations de Kazhikhov-Smagulov : densite initiale pouvant s'annuler, article 
en preparation. 

Le deuxieme volet se compose de deux chapitres qui developpent deux articles: 
- Convection in rotating porous media: The planetary geostrophic equations, 

lJ used in geophysical fluid dynamics, revisited, en collaboration avec D. BREseH, 
paru dans Cont. Mech. Thermodyn., 15 (2003) 3, 247-263. 

!J - Circulation thermohaline et equations planetaires geostrophiques : Proprietes 
physiques, numeriques et mathematiques, en collaboration avec D. BRESCH et T. 
HUCK, paru dans Ann. Math. Blaise Pascal 9 No 2 (2002), 181-212. 

Les equations de type Kazhikhov-Smagulov. 

L'idee d'introduire une hypothese compatible entre Ie tenseur du taux de deformation 
et la loi liant la partie potentielle de la vitesse it la densite est nee, pour la premiere fois 
it notre connaissance, du travail realise dans [8] pour Ie systeme de Korteweg. Ce qui a 
donne un premier resultat complet d'existence globale de solutions faibles pour ce type de 
systeme avec Ie tenseur de Reynolds -div(hVu). 

Dans la section 1.2 du chapitre I, on montre comment, it partir de la loi de Fick, 
on derive la relation fondamentale de Kazhikhov-Smagulov. Elle est essentielle pour Ie 
developpement du modele dit de Kazhikhov-Smagulov. Cette relation est aussi importante 
pour les modeles generalises de type Kazhikhov-Smagulov developpes dans [7]. 

Ainsi, on etablit un nouveau modele pour l'evolution du sel ou d'un polluant dans 
une couche mince de fiuide ainsi qu'un nouveau modele de combustion it faible nombre 
de Mach qui possedent chacun une solution faible globale sans restriction sur les donnees 
contrairement aux modeles precedents avec la diffusion standard. 

Le modele de base avec du sel dissout dans un fiuide compressible a ete etudie en 
premier par Graffi dans [12], et etendu par Kazhikhov et Smagulov dans [15] pour tenir 
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en compte des efl'ets non lineaires pour une petite diffusion en negligeant certains terrn~. 
Ce resultat a ete complete par Beirao da Veiga dans [2] pour tenir en compte tous l~ 
effets non lineaires en conservant tous les termes. Tous ces resultats concernent Ie cas (.J1J 

la diffusivite est supposee petite. 

Physiquement on considere un ecoulement dans un domaine bi ou tridimensionv:l 
n C JRd, avec d = 2 ou 3 et on note [0, T]l'intervalle de temps: pour T> O. 

(1) 

Le modele est derive a partir des equations de Navier-Stokes compressibles 

{ 
Ot(pu) :- div(pu 0 u) - Adiv(\If(p)d(u)) + Vp 

OtP + dlv(pu) = 0, 

pI, 

ou d(u) (Vu tVu)/2. 

La vitesse u et la densite p sont supposees verifier 

u = v =F AVi.{J±(p) avec divv = 0 

ou 

(2) 

(3) 

et \If > O. On note respectivement par i.{J-, i.{J+ la fonction donnant - ou + devant ~w 
dans (3). Deux exemples de telles relations peuvent etre trouves dans [1], [16]. II s'agit 
d'un modele de dispersion de polluants dans une couche mince de fluide et d'un modele de 
combustion a faible nombre de Mach. 

En ce qui concerne Ie premier exemple, la relation (2) est connue sous Ie nom de la loi 
de Fick avec i.{J+ = log p. Le modele de combustion a faible nombre de Mach a ete propose 
par A. MAJDA OU i.{J- = 1/ p. 

L'idee est maintenant de transformer les equations (1) en equations sur p and v en 
utilisant la relation (2). En choisissant \If(p) 2p,/ A et en utilisant (2) et 'P+ = logp, A.V. 
KAZHIKHOV et Sh. SMAGULOV ont obtenu Ie modele qui suit en negligeant les termes en 
O(A2) 

(4) 
{ 

OtP + div(pv) = Af':lp, 

POtV + pv • Vv - AV p. Vv - AV • VV P 

divv O. 

- V P + p,f':lv + pI, 

Ce modele suppose une faible diffusivite et a ete appele modele de Kazhikhov-Srnagulov 
par F. FRANCHI et B. STRAUGHAN, voir [10]. La densite initiale Po est supposee satisfaire 
o < m :::; Po :::; M < +00 pour presque tout x E n. Afin d'obtenir un resultat d'existence 
globale de solutions faibles, ils ont alors fait l'hypothese restrictive concernant A, p" m et 
M. 

En choisissant \If(p) p et A p" on montre que l'on obtient bien Ie modele de 
Kazhikhov-Smagulov modifie (4), avec Ie tenseur de diffusion div(pVv), sans aucune hy­
pothese de petitesse sur la diffusivite A. Notre nouveau modele pour l'evolution de sel 

" 

" 

" 

" 

" 

" 

" 

" 
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ou de polluant dans une couche mince de fiuide possede une solution faible glob ale sans 
restriction sur les donnees. Tous ces travaux posent la question du domaine de validite du 
terme de diffusion -A~U. 

Plus generalement, si l'on choisit la relation (3) entre \It et I.P± avec la relation (2), on 
obtient Ie modele de type Kazhikhov-Smagulov 

{ 

8tp + v . V' P - A~ \II (p) = 0, 

(5) p8t v + pv· V'v Adiv(\It(p)d(v)) - AV . V'V'\It(p) - A V'\II(p) . V'v + V' P = pj, 

divv = O. 

On montre que ce modele possede une solution faible globale si la fonction \It est 
strictement croissante, de classe C1([m, M)), avec \II ~ c> O. 

Ceci donne, par exemple, un premier resultat d'existence globale de solutions faibles 
dans n c IRd (d 2 or 3) pour Ie modele de combustion a faible nombre de Mach decrit 
dans [16] p. 281 et pour lequel P-L. Lions donne un resultat d'existence globale de solutions 
faibles en dimension deux dans IR? pour p proche de l'equilibre. Dans ce cas I.P- 1/ p, 
\It(p) = logp avec m> L 

Dans Ie chapitre 1, nous rappelons brievement les resultats obtenus dans [1] p. 140. 
pour Ie modele de Kazhikhov-Smagulov (4). 

Dans les travaux faits dans [2], [3], un telle simplification n'a pas ete faite et les 
equations entieres ont ete traitees. C'est-a-dire les equations avec les termes d'ordre deux en 
A. L'auteur montre alors l'existence d'une unique solution locale pour des donnees initiales 
et une force exterieure arbitraires, et l'existence d'une unique solution forte globale pour 
des donnees initiales et un champ de force exterieure petits. Dans [3], les auteurs montrent 
l'existence locale en tempE) de solutions suffisamment n~gulieres, avec un domai~e et des 
donnees assez reguliers. L'unicite est ainsi prouvee pour la plupart des solutions. 

Dans [20], P. Secchi montre l'existence, pour un ecoulement bidimensionnel, d'une 
unique solution globale si Ie coefficient de diffusion A est petit et la convergence (quand 
A ---+ 0) pour les ecoulements bidimensionnels et tridimensionnels vers les solutions cor­
respondantes pour Ie systeme de Navier-Stokes pour les fluides non homogenes. 

On donne egalement, a notre connaissance, Ie premier resultat d'existence de solutions 
faibles gl6bales pour Ie modele de combustion en choisissant la viscosite en fonction de p. 

Dans [9], P. Embid demontre l'existence locale en temps de solutions faibles pour une 
diffusion reguliere generale J-L(p). Un choix particulier de J-L va no us permettre de prouver 
l'existence d'une solution globale en temps. 

Le systeme (4) a ete beaucoup etudit\ mais seulement dans Ie cas d'une densite initiale 
strictement positive. C'est-a-dire dans Ie cas ou il existe m > 0 tel que Po ~ m > O. Toutes 
les references citees plus haut ont fait cette hypothese. 

Dans [24], on montre qu'on obtient bien un systeme bien pose avec une densite initiale 
s'annulant. On s'inspire des travaux faits par Simon [21] pour les equations de Navier-Stokes 
non homogenes avec une densite initiale s'annulant. 

A notre connaissance l'etude qu'on a faite est nouvelle et elle permet de generaliser 
les resultats au cas Po ~ O. 
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Dans la dernière section du chapitre 1, on montre que la solution du système (4) 
converge vers celle de l'équation de Navier-Stokes non homogène avec une densité initiale 
s'annulant quand ,\ tend vers 0, avec des conditions aux bords et initiales appropriées. 

Les équations planétaires géostrophiques (PG). 

Plusieurs mécanismes excitent différents mouvements de l'océan : attraction et or­
bite planétaire, tectonique, irruptions sous marine, vent, etc ... La circulation thermohaline 
trouve son origine dans les différences de densité pouvant exister à l'intérieur de l'océan. 
Lorsqu'elle se trouve en contact avec l'atmosphère, une quantité d'eau donnée va subir des 
précipitations ou au contraire être soumise à l'évaporation, se réchauffer ou se refroidir. Ces 
phénomènes vont influer sur la température et la salinité de la dite quantité d'eau, donc sur 
sa densité. Les mouvements advectifs horizontaux au sein des océans ayant des échelles de 
temps plus courtes que les phénomènes de diffusion, les caractéristiques créées par contact 
avec l'atmosphère vont être conservées par la quantité d'eau assez "longtemps". C'est la 
notion de masse d'eau, aux caractéristiques propres en salinité, température, mais aussi 
oxygène, sels nutritifs, gaz radioactifs. Du fait de ces traceurs conservatifs, une masse d'eau 
créée en un point du globe peut être suivie et repérée tout au long de son écoulement. 

Donc la circulation océanique thermohaline, mise en mouvement par les échanges de 
chaleur et d'eau douce entre l'océan et l'atmosphère, génère des vitesses suffisamment 
lentes ( cm/s) pour justifier une dynamique simplifiée, diagnostique, appelée planétaire 
géostrophique 

éD1v + fvl.. + VxP = 0, 

éD2w + Bzp = T, 

divxv + azw = o, 
8tT +V • V xT + w8zT + Q1 T = Q, 

où u = (v, w) avec v = (vi, v2), p, T représentent le champ de vitesses, la pression, 
la température, x = (xi, x2) est la composante horizontale et z celle verticale, Di, D2 

and Q1 sont des opérateurs différentiels utilisés pour paramétriser les processus à petites 
échelles, Q représente le terme source de chaleur, é est le nombre de Rossby, le terme 
fvl.. = (- fv2, fv 1) désigne la force de Coriolis où f = (1 + f3x 2), avec f3 une constante, 
correspond au paramètre de Coriolis dans une approximation du plan (3, voir [53]-[54]. 

Tout au long de ce travail, les symboles V xi ~x' divx et rotx vont désigner respec­
tivement le gradient horizontal, le laplacien horizontal, les opérateurs de divergence et du 
rotationnel horizontaux. 

Sa mise en oeuvre dans un bassin océanique réaliste comportant par exemple des 
frontières latérales nécessite une paramétrisation de la dissipation induite par la turbulence 
d'échelles sous-mailles et des conditions aux limites latérales, et réintroduit inévitablement 
des couches limites de petites échelles, dont l'influence sur la solution finale est d'ordre un ! 

Néanmoins ces équations permettent un certain nombre d'applications théoriques, 
conceptuelles, et numériques idéalisées, qui sont beaucoup plus difficiles à mettre en œuvre 
avec les équations traditionnelles dites primitives, comme l'analyse de stabilité linéaire de 
la circulation générale. 
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11 est important de rappeler que les equations planetaires geostrophiques sont derivees 
a partir des equations de Boussinesq ou equations primitives habituellement utilisees en 
oceanographie [53], [54], [40] et [64], par une analyse d'echelle pour des etudes climatiques 
de resolution brute typique. Cette analyse d't~chelle montre qu'on peut negliger les termes 
non lineaires et ceux derives en temps dans l'equation de conservation de la quantite de 
mouvement. 

Les etudes mathematiques, plus recentes, sont principalement dediees aux problemes 
d'existence globale de solutions faibles ou fortes, ou a l'existence de bornes sur la dimension 
d'attracteur [14]. Notons que certaines equations planetaires geostrophiques correspondent 
a des equations de convection en milieux poreux minces, voir [11]. 

Plusieurs utilisations numeriques de ces equations ont ete faites dans la litterature 
oceanographique, voir dans [59], [60], [36], [16], [17], [18], [84], [32] et [35], avec differents 
choix pour la dissipation et les conditions aux limites. 

Pour eliminer les difficultes physiques et numeriques liees a la resolution des equations 
planet aires geostrophiques, plusieurs modeles avec friction et diffusion sont proposes par 
exemple par Samelson et Vallis dans [62]. 

Une viscosite lineaire est souvent proposee dans la composante horizontale de l'equa­
tion de conservation de la quantite de mouvement et une diffusion horizontale dans l'equa­
tion de la thermodynamique. 

Dans Ie chapitre 2 nous decrivons l'asymptotique qui m€me aux equations planetaires 
geostrophiques ou equations thermohalines. Nous donnons ensuite quelques relations sui­
vant les parametrisations pour la dissipation. Les systemes obtenus sont equivalents aux 
systemes de convection de Benard dans un milieu poreux mince et anisotrope avec la loi 
de Darcy ou celIe de Brinkman. 

Le lecteur interesse par les etudes numeriques sur les parametrisations est renvoye a 
[32]. Nous indiquons egalement certains problemes ouverts qui interessent particum~rement 
les oceanographes. 

Dans Ie chapitre 3, on donne quelques resultats matMmatiques pour certaines equa­
tions planet aires geostrophiques ou encore equations thermohalines obtenues dans Ie cha­
pitre 2. On regarde si les systemes sont bien poses en etudiant en particulier des questions 
d'existence et des proprietes des solutions faibles de ces equations. 

L'objectif est d'etudier les effets des differents termes de friction et de diffusion, et 
d'analyser les conditions aux bords appropriees pour les modeles correspondants. Cette 
partie est import ante car les choix faits par les physiciens sont empiriques et font l'objet 
de discusions et d'etudes numeriques. Qa peut etre interessant de comprendre les avant ages 
mais aussi les insuffisances attaches a chaque modele. 

Une telle etude a ete recemment initee dans [64]-[65] et completee dans [14J pour un 
domaine n = w x (-h, 0) avec h = cte et w un domaine bi-dimensionnel regulier ou un 
carre. 

Nous montrons qu'il est possible d'etendre quelques uns de ces resultats dans des 
domaines particuliers par Ie biais de relations simples entre la vitesse verticale et la 
temperature. Ce qui conduit a une approche unifiee pour Ie modele visqueux avec differentes 
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conditions aux bords, Ie modele avec trainee lineaire avec une parametrisation hyper­
visqueuse, des equations planetaires geostrophiques et aussi pour Ie modele utilise en in­
dustrie pour les procedes centrifuges. Des relations similaires sont utilisees par exemple 
dans des resultats de stabilite dans la convection en milieu poreux, voir par exemple dans 
[46] page 144. Les resultats de regularite obtenus dans [85], [86] doivent etre utilises dans 
des domaines tres compliques pour obtenir l'unicite dans Ie cas visqueux. Avec ces types 
de relations, nous sommes capables de generaliser les conditions aux bords etudiees dans 
[64], [14] avec la parametrisation visqueuse. 

On montre qu'un contrale de T dans L2 (H}H1) est suffisant pour obtenir la regularite 
minimale sur la vitesse verticale permettant de donner un theoreme d'existence globale de 
solutions faibles pour les equations avec parametrisation hypervisqueuse. 

Notons les travaux recents faits dans [15) ou les auteurs montrent que les conditions 
aux bords sur la temperature sont naturelles a partir des conditions aux bords sur la 
vitesse. Ils utilisent alors une parametrisation dans laquelle Ie terme bilaplacien horizontal 
prend en compte Ie terme de rotation de la terre. 

Nous indiquons egalement que l'orientation du domaine est importante pour assurer 
l'existence de solutions faibles dans Ie cas d'un milieu poreux de petite epaisseur gouverne 
par la loi de Darcy. L'existence de solutions faibles pour Ie systeme habituel des equations 
planetaires geostrophiques, est aussi prouvee. 

Dans la section 3.2, on considere une parametrisation hypervisqueuse dans un domaine 
a fond s'annulant sur les bords. On montre que la vitesse horizontale vest explicitement 
donnee par la temperature et la fonction courant pour laquelle on a derive une equation 
elliptique degeneree en prenant en compte la bathymetrie. 

Ce resultat concerne les equations elliptiques degenerees. Dans [5), ils demontrent un 
resultat de regularite avec profondeur s'annulant sur Ie rivage de la meme fa~on que celui 
obtenu par [9] pour les equations verticales geostrophiques. 

On peut trouver de plus amples applications en oceanographie de cette regularite dans 
[5). D'autres resultats mathematiques ont ete recemment obtenus en planetaire goostro­
phique tels que la decroissance d'energie des solutions dans IR3

, voir (69). Ces resultats 
sont utiles pour mieux comprendre l'evolution glob ale des ecoulements geophysiques. Le 
lecteur interesse par la convection en milieux poreux et par des resultats de stabilite peut 
consulter avec profit [50), [51). 

L'etude des ecoulements en milieux poreux tournants est importante dans d'autres 
applications qu'en oceanographiej telles que les industries alimentaires, chimiques, les pro­
cessus de filtration centrifuge et des machines tournantes, voir par exemple [78). 

La justification mathematique des equations planetaires geostrophiques a partir des 
equations primitives est encore un probleme ouvert. Dans la section 3.3, nous donnons 
un H~sultat mathematique de convergence entre Ie modele de Salmon 3D c'est-a-dire les 
equations planet aires geostrophiques avec trainee lineaire cUE et Ie modele planetaire 
geostrophique classique en faisant tendre Ie nombre de Rossby c vers 0, a partir des 
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equations de Salmon 3D. Plus precisemment, no us allons montrer la convergence du modele 

vers Ie modele 

{

eVe + J v; + V xPe = 0, 

eWe ozPe = -Te' 

OtTe + (Vel We) . VTe - !:1Te = Q, 

{ 

Jvl- + VxP 0, 

ozP = -T, 

OtT (v, w)· VT -!:1T Q. 

On montre comment par quelques manipulations algebriques, on peut obtenir une estima­
tion uniforme en vitesse en utilisant des relations de parametrisations semblables a celles 
donnees dans Ie chapitre 2. 



Chapitre 1. Equations de type 
Kazhikhov -Sll1agulov 
derivation et 
resultats d'existence 

• 
• 

Dans ce chapitre, on derive d'abord la relation fondamentale de Kazhikhov-Smagulov 
a partir de la loi de Fick. Ensuite on regarde l'infiuence du choix du tenseur de Reynolds 
sur l'obtention de modeles de type Kazhikhov-Smagulov. 

On montre qu'une certaine compatibilite entre Ie tenseur de viscosite et Ie terme de 
diffusivite permet d'obtenir des modeles de meme type sans avoir a supposer une faible 
diffusivite comme cela avait ete fait par A. Kazhikhov et Sh. Smagulov. 

Le changement de terme diffusif peut paraitre non fonde. On pourrait penser que 
l'on utilise ce qui nous arrange! Un exemple ou un tel terme de diffusion a ete obtenu 
sans hypotheses heuristiques est Ie papier de Gerbeau-Perthame, voir [llJ. lIs utilisent 
precisement Ie terme diffusif -8x (h8x u). 

La justification de ce modele de Saint-Venant est en cours [5]. Dans [17J page 251, P-L. 
Lions donne quelques modeles de Saint-Venant avec comme tenseur de diffusion -vp6.u 
ou -v6.(pu) ou -vdiv(p\7u). 

On peut done se poser la question de la validite du tenseur de Reynolds dans les 
systemes de Navier-Stokes pour des problemes a frontiere libre, de multiphases, etc ... 

II serait done interessant d'aller en amont de la physique et mieux com prendre les 
hypotheses qui donnent ces systemes. 

On commence par deux exemples : l'un concernant un modele de pollution et l'autre 
un modele de combustion a faible nombre de Mach. On donne ensuite la relation de com­
patibilite permettant de donner une classe de modeles de type Kazhikhov-Smagulov. 

On montre alors que Ie modele general obtenu est globalement bien pose sans con­
trainte entre la densite et les termes de diffusion comme dans les travaux precedents. 

Dans Ie modele de Kazhikhov-Smagulov etudie par P. Secchi dans [19]-[20], Beirao 
Da Veiga dans [2], Beirao Da Veiga et al. dans [3], Franchi et B. Straughan dans[10], D. 
Bresch, El. H. Essoufi et M. Sy dans [6]-[7J la densite initiale consideree est strictement 
positive. C'est-a-dire 0 < m ::; Po, avec m une constante n~elle. II est done interessant de 
voir ce qui se passe pour une densite initiale pouvant s'annuler avec tout d'abord Ie tenseur 
de diffusion -pL:w, puis avec Ie tenseur -div(p\7u) considere dans [6]. 

Dans un travail fait dans [24], on montre que Ie systeme de Kazhikhov-Smagulov avec 
densite initiale s'annulant admet une solution faible globale. 
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Avec la diffusion -div(p\7u), l'etude est plus compliquee a cause de la possible degene­
rescence de p qui empikhe un contrale du gradient de la vitesse. Cependant des estimations 
du systeme de Kazhikhov-Smagulov avec ce type de tenseur de diffusion, augmente de deux 
termes de trainee, sont possibles. Un parallele est fait avec les estimations pour Ie systeme 
de Saint-Venant realisees par D. Bresch et B. Desjardins dans [4]. 

On montre, dans la derniere partie de ce chapitre, la convergence, quand A tend vers 
0, du systeme de Kazhikhov-Smagulov avec Ie terme de diffusion -p,D..u vers Ie systeme de 
Navier-Stokes avec densite initiale s'annulant etudie par Simon [21]. 
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1.1. Introduction 

L'idee d'introduire une hypothese compatible entre Ie tenseur du taux de deformation 
et la loi liant la partie potentielle de la vitesse a la densite est nee, pour la premiere fois 
a. notre connaissance, du travail realise dans [8] pour Ie systeme de Korteweg. Ce qui a 
donne un premier resultat complet d'existence pour ce type de systeme avec Ie tenseur de 
Reynolds -div(hvu). 

Ainsi, on etablit un nouveau modele pour l'evolution du sel ou d'un polluant dans 
une couche mince de fluide qui possede une solution faible globale sans restriction sur les 
donnees comme cela a ete fait dans les autres modeles. 

Le modele de base avec du sel dissout dans un fluide compressible a ete etudie en 
premier par Graffi [12], et etendu par Kazhikhov et Smagulov [15] pour tenir en compte des 
effets non lineaires pour une petite diffusion. Ce resultat a eM complete par Beirao da Veiga 
[2J pour tenir en compte tous les effets non lineaires. Tous ces resultats mathematiques sont 
des resultats d'existence locale en temps de solutions faibles. Physiquement on considere 
un ecoulement dans un domaine bi ou tridimensionnel n c IRd

, avec d = 2 ou 3 et on note 
[0, TlI'intervalle de temps, pour T > O. 

Le modele est derive a partir des equations de N avier-Stokes compressibles 

(1.1.1) { 
8t(pu) ~ div(pu ® u) - Adiv(W(p)d(u)) + vp + (p, + ;)v(divu) 

8t p + dlV(pU) = 0, 

ou d(u) = (vu + t vu)/2. 
La vitesse u et la densite p sont supposees verifier 

(1.1.2) u = v AV!P±(p) avec divv = 0 

ou 

(1.1.3) 

pj, 

et W > O. On note respectivement par <{J-, <{J+ la fonction donnant - ou + devant VW 
dans (1.1.3). Deux exemples de telles relations peuvent etre trouves dans [1], [16]. II s'agit 
d'un modele de dispersion de polluants dans une couche mince de fluide et d'un modele de 
combustion a faible nombre de Mach. 

En ce qui concerne Ie premier exemple, la relation (1.1.2) est connue so us Ie nom de 
la loi de Fick avec !p+ log p. Le modele de combustion a faible nombre de Mach a ete 
propose par A. MAJDA ou <{J- = 1/ p. 

L'idee est maintenant de transformer les equations (1.1.1) en equations sur p and v en 
utilisant la relation (1.1.2). En choisissant w(p) = 2p,/A et en utilisant (1.1.2) et <{J+ = logp, 
A.V. KAZHIKHOV et Sh. SMAGULOV ont obtenu Ie modele qui suit en negligeant les termes 
en 0(A2) 

(1.1.4) 
{ 

8tp + div(pv) = A~P, 
P~tV + pv • vv - AV p' vv - AV • VV P 

dlVV = O. 

-vP + p,~v + pj, 
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Ce modèle suppose une faible diffusivité et a été appelé le modèle de Kazhikhov­
Smagulov par F. FRANCHI et B. STRAUGHAN, voir [10]. 

La densité initiale p0 est supposée satisfaire 0 < m :=::; p0 :=::; M < +oo pour presque 
tout X E n. Afin d'obtenir un résultat d'existence globale de solutions faibles, ils ont alors 
fait l'hypothèse restrictive concernant >., µ, m et M. 

En choisissant 'l!(p) = p et À = µ, on montre que l'on obtient bien le modèle de 
Kazhikhov-Smagulov modifié (1.3.2) sans aucune hypothèse de petitesse sur la diffusivité 
>.. Notre nouveau modèle pour l'évolution de sel ou de polluant dans une couche mince de 
fluide possède une solution faible globale sans restriction sur les données. Tous ces travaux 
posent la question du domaine de validité du terme de diffusion ->..6.u. 

Plus généralement, si l'on choisit la relation (3) entre '11 et 'P± avec la relation (2), on 
obtient le modèle de type Kazhikhov-Smagulov 

(1.1.5) pOtV + pv · \Jv - >.div('l!(p)d(v)) - Àv · \J\J'l!(p) - À \J'l!(p) · \Jv + \J P = pf, 
{ 

OtP +V. \J p - >..6. 'l!(p) = 0, 

divv =O. 

On montre que ce modèle possède une solution faible globale si la fonction '11 est 
strictement croissante, de classe C1 ([m, M]), avec '11 ~ c > O. 

Ceci donne, par exemple, un premier résultat d'existence globale de solutions faibles 
dans D c IRd (d = 2 ou 3), de classe C2 pour le modèle de combustion à faible nombre de 
Mach décrit dans [16] p. 281. Dans ce cas cp_ = l/p, 'l!(p) = logp avec m > 1. 

Mentionnons brièvement les résultats obtenus dans [1] p. 140. pour le modèle de 
Kazhikhov-Smagulov (1.1.4). Pour cela, ils supposent que l'écoulement a lieu dans un 
domaine borné D avec un bord fixe et imperméable r, de classe C2 et ils considèrent les 
conditions aux bords et initiales 

v(x, t) = 0, 
op an ( x, t) = 0, x E f, t E ( 0, T), (1.1.6) 

et 
p(O, x) =Po, v(O, x) = Vo, XE n. (1.1.7) 

Ils notent par H et V les adhérences de V = { v E (V(D) )d; divv = 0} dans la norme 
(L2 (D) )d et (H 1 (D) )d respectivement. Ils obtiennent alors les résultats suivants : 

Théorème 1.1.1. (Voir [1] ) Sous les hypothèse 0 < m :=::; p0 .:S M < +oo et u0 E H, 
Po E H 1 (D), f E LP(O, T; Lq(D)) avec p E [1, 2], q E [6/5, 2], l/p + 3/2q :=::; 7 /4 et les 
constantes >., µ, M et m sont telles que 

>. < 2µ(M - m)-1 , 

alors il existe au moins une solution généralisée du problème (1.1.4). 
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KThéorème 1.1.2. (Voir [1]) Si en plus uo E V, f E L 2 (Q), alors le problème (1.1.4) 
:f â,dmet une unique solution forte locale en temps. Cette solution est globale en dimension 

deux. 

Dans les travaux faits dans [2], [3], une telle simplification n'a pas été faite et les 
équations entières ont été traitées. C'est-à-dire les équations avec les termes d'ordre deux 
en.\ dans l'équation de conservation de la quantité de mouvement, c'est-à-dire le système 

(1.1.8) 

ÔtP + V • V p = .\b..p, 

p( ÔtV + (V• v)v - b) - Àv • VV p - ÀV p · VV 
>,2 

+ -((vp. vvp)- (vp. vp)vp+ D..pvp)- µD..v + vP = o, 
p 

divv = 0, 

avec les conditions aux bords suivantes, dans le cas µ = 0 : 

v·n=Osur]O, T[xr, 

(1.1.9) 

âp 
ân = 0 sur JO, T[xr, 

VJt=O = a(x) dans fl, 

Plt=O = Po(x) dans fî, 

où b est un champ de vecteur de données, r = an, n = n(x) la normale extérieure à r, 
a= a(x) et p0 = p0 (x) sont les conditions initiales pour la vitesse et la densité. 

Dans [2], l'auteur montre l'existence d'une unique solution locale pour des données 
initiales et une force extérieure arbitraires, et l'existence d'une unique solution forte globale 
pour des données initiales et un champ de force extérieure petits. 

Dans [3], les auteurs montrent l'existence locale en temps de solutions suffisamment 
régulières, avec un domaine et des données assez réguliers. L'unicité est ainsi prouvée pour 
la plupart des solutions. On donne leurs deux théorèmes principaux. 

Théorème 1.1.3. Soit r de classe C5 , 

a E (H3 (fl))d avec diva= 0 dans fl et a· n = 0 sur r, 
Po E H 4 (fî), âpo/ân = 0 sur r, (â/ân)(.\b..po - a· vpo) = 0 sur r, 
Po > 0 pour tout x E fî, 

b E L1(0, T0 ; (H2(fl))d) n L2(0, T0 ; (H1(fî))d) avec rotb E L 1(0, T0 ; (H2(fl))d). 

Alors il existe 

T1 E]O, To[, 

v E L00 (0, T1; (H3 (fl))d) avec Ôtv E L1 (0, T1; (H2(fî))d) n L2 (0, T1; (H1(fl))d), 

p E L1 (0, T1; H 3 (fî)) n L 2 (0, T1; H 2 (fî)), 

p E L2 (0, T1 ; H 5 (fl)) nC0 ([0, T1]; H 4 (fî)) avec ÔtP E L2 (0, T1; H 3 (fî)) 

telles que ( v, p, P) est la solution du système (1.1.8)-(1.1.9) avecµ= O(fluide non visqueux). 
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Théorème 1.1.4. On suppose que minr.i p0 > 0 et b E L 1 (0, T; L 00 (n)). 

Alors la solution de (1.1.8)-(1.1.9) avecµ= 0 est unique dans la classe des fonctions 

v E (L00 (]0, T[xn))d avec \lv E L2 (0, T; (L00 (n))dxd), atv E L1 (0, T; (L00 (n))d), 

p E L00 (JO, T[ xn) avec V p E L 4 (0, T; (L00 (n))d), l::::,.p E L2 (0, T; L00 (n)). 

La fonction P est unique à une fonction arbitraire de t près. 

Dans [20], P. Secchi montre l'existence, pour un écoulement bidimensionnel, d'une 
unique solution globale si le coefficient de diffusion À est petit et la convergence (quand 
À ---+ 0) pour les écoulements bidimensionnels et tridimensionnels vers les solutions cor­
respondantes pour le système de Navier-Stokes pour les fluides non homogènes visqueux. 
Après avoir défini les espaces 

H'N = {p E Hk(n); z~ = o, L p(x)dx = L Po(x)dx}' k 2 2, 

V- {v E (H~(n))d;divv = 0 dans n}, 

H- {v E (L2 (n))d;divv = 0 dans n,v · n = 0 sur an}, 

il démontre les deux théorèmes suivants. 

Théorème 1.1.5. Soit n un ouvert borné de IR.2 avec son bord an de classe C3 . On 
suppose vo EV, Po E H'Jv telle que 0 < m :S Po :SM dans n, b E L2 (]0, T[xn). 

Alors il existe Ào > 0 dépendant den, m, M tel que, si À/µ< Ào, le système (1.1.8)-
(1.1.9) admet une unique solution dans JO, T[xn. En plus 

avec m :::; p :::; M. 

VE L2 (0, T; (H2 (n))d) n C(O, T; V), atv E L2 (0, T; H), 

p E L2 (0, T; Hfv) n C(O, T; H'}v ), OtP E L2 (0, T; H 1(n)), 

V P E (L2 (JO, T[xn))d, 

Théorème 1.1.6. Soit n un ouvert borné de IR.d, d = 2 ou 3, avec le bord an de classe 
C3

. On suppose vo EV, Po E H'Jv telle que 0 < m :S Po :SM dans n, b E (L2 (Jü, T0 [xn))d. 

Alors il existe T EJO,ToJ (indépendant de À) et une suite (v\/1 ,\JP>..) solution 
de (1.1.8)-(1.1.9) convergente sur [O, TJ vers la solution généralisée (voir définition 1.4.1) 
(v, p, V P) du système 

p(8tv + (v · \l)v - b) - µl::::,.v + \1 P = 0 dans JO, T[xn 

OtP + v ·V p = 0 dans JO, T[xn 

divv = 0 dans JO, T[xn 

v = o sur JO, T[xan 

Vjt=O = Vo(x) dans n 
Pit=O = Po(x) dans n. 

La fonction p vérifie 0 < m :S p(t,x):::; M p.p dans JO,T[xn. Si d = 2, T = T0 . 



23 

Ainsi, on donne a notre connaissance, Ie premier resultat d'existence de solutions 
faibles globales pour Ie modele de combustion en choisissant la viscosite en fonction de p. 

Dans [9], P. Embid demontre l'existence locale en temps de solutions faibles pour une 
diffusion reguliere generale J.L(p). Un choix particulier de J.L va nous permettre de prouver 
l'existence d'une solution globale en temps. 

Ainsi dans la section 1.3 on etablit les nouveaux modeles de type Kazhikhov-Smagulov) 
dans la section 1.4 on presente les n§sultats principaux obtenus sur ces modeles. On mon­
trent que ces systemes sont globalement bien poses sans hypothese entre la densite et les 
termes de diffusion. 
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1.2. La relation fondamentale de Kazhikhov-Smagulov 

On montre comment deriver, a partir de la loi de Fick sur la diffusion, la relation 
fondamentale de Kazhikhov-Smagulov qui est essentielle pour Ie developpement du modele 
dit de Kazhikhov-Smagulov. Le modele de base fut etudie par Graffi [12]. II a ete etendu 
par Kazhikhov-Smagulov [15] pour tenir en compte des effets non lineaires pour les petites 
diffusions et Beirao da Veiga [2]l'a etendu pour tenir en compte tous les effets non lineaires. 
Cette relation de Kazhikhov-Smagulov est aussi importante pour les modeles generalises 
de type Kazhikhov-Smagulov develop pes par Bresch et al. dans [6], [7]. 

On considere une couche de fluide resultant d'un melange de deux fluides incompres­
sibles miscibles. Avant Ie melange on note PIO la densite constante du fluide 1 et P20 la 
densite constante du fluide 2. 

On note PI (t, x) et P2 (t, x) les densites respectives du fluide 1 et du fluide 2 dans Ie 
melange. On definit la densite totale p( t, x) du melange par 

(1.2.1) 

L'additivite des volumes VlO du fluide 1 et V20 du fluide 2 donne la relation 

PI + P2 = 1. 
PlO P20 

(1.2.2) 

En effet, si on note par vtotal Ie volume total, on a : 

Et la relation (1.2.2) s'en deduit facilement. 

On a, avec vIla vitesse dans Ie melange du constituant 1 et v 2 celle du constituant 2 
dans Ie melange, les deux equations de conservation de la masse dans Ie melange : I 

(1.2.3) 

On definit w comme la vitesse barycentrique ou la vitesse de masse moyenne par 

(1.2.4) 

La relation ci-dessus permet de deriver a partir de (1.2.3) et (1.2.1), la relation 

8t p + \J . (pw) O. (1.2.5) 

En divisant la premiere et la deuxieme equation de (1.2.3) respectivement par PlO et P20 

et en faisant la somme des deux equations resultantes, on obtient : 

(1.2.6) 
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En definissant 
v = PI VI + P2 v2 , 

PlO P20 
(1.2.7) 

comme la vitesse de volume moyenne du melange, on obtient a partir de la relation (1.2.6), 

V·v =0. (1.2.8) 

On definit Ia concentration de masse, c, et la concentration de volume, 0, pour Ie 
constituant 1 dans Ie melange par 

PI c-­- , 
P 

PI 
0=-. 

PIO 
(1.2.9) 

Les definitions et les relations preeedentes vont permettre de deriver la relation fondamen­
tale de Kazhikhov-Smagulov [15], 

a partir de la loi de Fick 

Vp 
W=V-A-, 

P 

I Vc 
v =W-A-, 

c 

(1.2.10) 

(1.2.11) 

ou A est une constante de diffusion. La relation (1.2.10) est essentielle pour Ie developpe­
ment des modeles de type Kazhikhov-Smagulov eomme Ie confirment les travaux faits dans 
[15], [6], [2], et est tres utile dans Ie sens ou elle permet de lier les vitesses du melange W 

et v plutot que les vitesses des eonstituants comme e'est Ie cas de (1.2.11). 

Pour ealculer (1.2.10) a partir de (1.2.11), on observe que les relations (1.2.2) et (1.2.9) 
donnent: 

et done la relation (1.2.7) devient 

et 

Alors, la relation (1.2.4) donne 

P2 1 - 0, 
P20 

v ov1 + (1 - o)v2, 

1-c P2 

P 

II est aussi utile de remarquer que d'apres (1.2.12) et (1.2.9) 

PlO () C = a:-, P a:plO 1 - a: P20, 
P 

et a: = P - P20 

PlO - P20 

(1.2.12) 

(1.2.13) 

(1.2.14) 

(1.2.15) 

(1.2.16) 
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On prend le gradient des trois équations de (1.2.16) et on obtient 

'Ve= P10\7cx- P10Œ\7p, \lp = (P10 - P20)\7cx et 'Va= ( 'Vp ) 
p p2 P10 - P20 

(1.2.17) 

On trouve, après utilisation des relations (1.2.16) dans (1.2.17) et après simplification, que 

\le 'Vp 'Vp 

e (p-p20) p 
(1.2.18) 

On élimine v2 des expressions de (1.2. 7) et (1.2.4) et on obtient 

l[ Œ el 1 1 
V 1 - Œ - 1 - e = 1 - Œ V - 1 - e W. 

(1.2.19) 

En remarquant que 
Œ P1 P20 et 

e 

1 - Œ P10 P2 1 - e P2 
la relation (1.2.19) devient 

v 1 = P2 __ P_1_0 __ ( P20 v _ !!_ w) . 
P1 (P20 - P10) P2 P2 

(1.2.20) 

Si on utilise la relation (1.2.18) dans l'expression qui donne la loi de Fick, on trouve une 
nouvelle relation qui lie v1 et w 

v 1 = w - À ( \7 p - \7 p) . (1.2.21) 
(p-p20) p 

Les relations (1.2.20) et (1.2.21) nous permettent d'éliminer v1 et de trouver une relation 
entre w et v 

w (p1(P20 - P10) + PPlO) = P10P20 V - À 'Vp +À 'Vp . 
PI (p20 - P10) PI (p20 - P10) P (p - P20) 

(1.2.22) 

En remplaçant p par sa valeur de la relation (1.2.1) dans le coefficient de w et en 
utilisant la relation (1.2.2), alors le coefficient de w dans la relation (1.2.22) se simplifie et 
on trouve 

w ( P10P20 ) - P10P20 V - À \7 p (1 - p ) 
PI (p20 - P10) - PI (P20 - P10) P (p - P20) ' 

d'où 

w =V - À \l p (1 - p ) (Pl (p20 - P10)) 
P (p - P20) P10P20 

(1.2.23) 

Pour que la dérivation de la relation de Kazhikhov-Smagulov soit complète, il reste à 
montrer que 

En effet 

(
l - P ) (P1(P20 - P10)) = 1. 

(p - P20) P10P20 

(
l _ P ) (PI (P20 - P10)) = _ P20 P1 (P20 - P10) 

(p - P20) P10P20 P - P20 P10P20 

= -ŒP20 - P10 = l 
p- P20 

en remplaçant p par son expression donnée par (1.2.16). 
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1.3. De nouveaux modeles de type Kazhikhov-Smagulov 

Dans cette partie, on derive plusieurs modeles de type Kazhikhov-Smagulov : Les 
modeles de pollution, de combustion a faible nombre de Mach et un modele general. 

1.3.1. Le modele de pollution. 

La derivation d'un nouveau modele de pollution est basee sur l'utilisation de la relation 
(1.1.2) dans Ie systeme suivant 

(1.3.1) { 
8tp + div(pu) 0, 

p(8t u + U· \7u) = -\7p + (fJ, + )')V(divu) + fJ,div(pVu) + pf. 

ou f est ~n champ de 0rces exterieures, alors que fJ, et );' sont des viscosites du fiuide avec 
fJ, 2:: 0, 3), + 2fJ, 2:: 0 et). 2fJ,/3 est appelee la viscosite volumique. 

On va montrer que l'utilisation de la relation (1.1.2) dans Ie systeme (1.3.1) permet 
d'obtenir un nouveau systeme de type Kazhikhov-Smagulov 

(1.3.2) 
{ 

8tp + div(pv) ).~p, 

p8t v pv . \7 v - ).\7 p • V v 

divv = 0, 

>.v· VV p - >.div(p\7v) = - V P + pf 

Lemme 1.3.1. En utilisant la relation (1.1.2) avec I.{)+ = logp et ). = fJ" alors, a partir 
du systeme (1.3.1), on obtient Ie systeme (1.3.2) avec P = >.v· Vp+p+).();' ).)~(1ogp). 

Demonstration. Uidee est de transformer les equations en injectant la relation (1.1.2) 
pour obtenir des equations satisfaites par p et v permettant ainsi d'utiliser la relation 
d'incompressibilite. En choisissant I.{)+ = logp et 'IT = p dans (1.1.2) on obtient 

u = v - ). \7 P avec divv = O. 
p 

(1.3.3) 

II est immediat de deduire, a partir de la relation precedente, la nouvelle equation de 
conservation de la masse 

8t p + v . V P = ).~p. 

Utilisant toujours la relation (1.3.3), on a 

p(8tu (u.V)u) - fJ,div(p\7u) p(8tv + (v.V)v) ).tVv.Vp - >'(\7p.V)v 

+ (>,2 _ A/,) { t:.; V' P + V'V' :.V' P V'(t:.p) _ IV';,I' V' p } - /,div(pV'v). 

En plus, nous avons 

(fJ, + );')V( div(u)) - V (>'(fJ, + );')A log(p)). 

Finalement Ie lemme est demontre en choisissant fJ, = ). dans les equations precedentes. 0 
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Remarque. C'est le choix d'un terme diffusif particulier qui a permis d'obtenir le modèle 
sans les termes en 0(>.2 ) qu'on ne trouve que dans l'expression de la nouvelle pression. D 

Remarque. Le même résultat peut être obtenu si le terme µdiv(pVu) est remplaçé par 
µdiv(pd(u)) avec d(u) !(Vu +t Vu). D 

1.3.2. Le modèle de combustion. 

Dans [16], l'auteur dérive le modèle qui suit en laissant le nombre de Mach tendre vers 
0, 

(1.3.4) 

ÔtP + div(pu) 0, 

divu = eo~( ! ), 
p 

Ôt(pu) div(pu 0 u) - div(2µ(p)Vu) + VJT = pf, 

avec 1T scalaire inconnu, où c0 > 0 est une constante fixée et µest une fonction positive et 
continue sur (0, +oo). 

Le système précédent et plus précisément son extension à un modèle de combustion, 
c'est-à-dire un modèle de fluides réactifs, a été introduit par A. Majda [18] et étudié en 
particulier par P. Ernbid [9] qui a montré que le problème était bien posé localement en 
temps. Dans [16}, P-L. Lions donne un résultat d'existence globale de solutions faibles en 
dimension deux dans IR? pour p proche de l'équilibre. 

On montre ici que si on choisit 

µ(p) ~ logp 

et qu'on utilise la relation (1.1.2), alors le système (1.3.4) peut être réécrit comme un 
système de type Kazhikhov-Smagulov 

OtP + v · V p - co~ log p = 0, 

(1.3.5) 
POtV + pv. Vv - eodiv(logpVv) - CoV. VVlogp 

- Co V log p • Vv + Vn1 = pf, 
divv =O. 

Plus exactement on montre le 

Lemme 1.3.2. Soit (p, u, 7r) une solution de (1.3.4). Alors, en utilisant la relation (1.1.2) 
avec 'P- 1/ pet divv = 0, le système (1.3.4) donne (1.3.5). 
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Démonstration. Comme dans le cas de la pollution, on obtient facilement l'équation de 
conservation de la masse. Regardons maintenant comment obtenir l'équation de conserva­
tion de la quantité de mouvement. On a 

1 
p8tu = potv + eop'l8t( ) 

p 

POtV 'V(eo8tlogp)+eo8tlogp'Vlogp (1.3.6) 

Et 

c2 
'V(co8tlogp) - cov · 'Vlogp'Vlogp+ _Q.6.logp'Vlogp. 

p 

2 1 1 1 1 
pu· \lu= pv · \lv + c0p\l(-) · 'V'V( + copv · 'V'V(-) + eop'V(-) · \lv 

p p p p 

On a aussi 

c2 c2 
pv · \lv + _Q_ 'V log p · 'V'V log p - _Q_ l'V log Pl 2 'V log p - cov · 'V'V log p 

p p 

+ eov . 'V log p\l log p Co 'V log p. \lv. 

1 
-div(µ'Vu) = -div(eo logp\lv) - div(c6 logp'V'V-). 

p 
1 

Réécrivons le terme div(c5 log p\l\l-). On obtient 
p 

1 1 
-div(c5logp'V'V-) -c~div(logp'V'V ) 

p p 
2 1 2 A 1 

= -c0 'V log p · 'V'V- - c0 log pu \l-
p p 

(1.3.7) 

= -c5'V (1ogp.6. (~)) ~'Vlogp.6.logp ~ ('Vlogp· 'V) 'V log p. 

Ce qui donne 
c2 

-div(µ 'Vu) = -eodiv (log p 'V v) + _Q_ ('V log p · 'V) 'V log p 
p 

- c5 'Vl;gp .6.logp- c5'V (1ogp~ (~)). 
Utilisant l'égalité 

1 1 2 ( 1 ( )2) -\llogp · 'V'Vlogp = -'Vlogpl'Vlogpl +'V -
2 

\7logp 
p 2p p 

et les termes calculés dans (1.3.6), (1.3.7) et (1.3.8), on trouve 

p8tu +pu· \lu - div(µ(p)'Vu) + 'V7r = POtV + pv · \lv - eodiv(logp'Vv) 

eov . 'V'V log p - Co 'V log p. \lv +'V 7r1 

où 

7r1 = 7r co8tlog p - c5 log p.6. ( ~) + ~('V log p )2
• 

Ce qui donne bien le système (1.3.5). D 

(1.3.8) 
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1.3.3. Le modele general. 

On montre dans cette section qu'il est possible de generaliser l'idee utilisee dans les 
sections precedentes en essayant d'etablir une classe de modeles pouvant se ramener a un 
systeme de type Kazhikhov-Smagulov. 

En effet, on demontre qu'on obtient un systeme de type Kazhikhov-Smagulov si on 
part d'un systeme initial du type 

(1.3.9) 
{ 

8tp + div(pu) = 0, 

8t (pu) + div(pu 0 u) - JLdiv('l!(p)V'u) + (JL + '\)V'(divu) + V' P = pi, 

u = v =t= JLV'<P±(p), 

avec la relation de compatibilite 

pV'<p±(p) = ±V''l!(p) (1.3.10) 

OU 'l! (p) ~ 0 avec 0 < m ::; p. On note respectivement par <P_, <P+ les fonctions qui donnent 
- ou + devant V''l! dans (1.3.10). 

Plus precisement, en considerant Ie systeme de type Kazhikhov-Smagulov suivant 

{ 

8tp + V· V' P - JLfl'l!(p) = 0, 

(1.3.11) p8tv + pv • V'v - JLdiv('l!(p)V'v) - JLV . V'V''l!(p) - JLV''l!(p) • V'v + V'n = pi, 

divv = 0, 

on prouve Ie 

Lemme 1.3.3. 

Soit (p, u, P) une solution de (1.3.9) avec divv = 0, alors Ie systeme (1.3.9) donne 
(1.3.11). 

Demonstration. On obtient facilement l'equation de la masse. Derivons l'equation de 
conservation de la quantite de mouvement. On a 

p8tu + pu· V'u 

= =t='\p8t V'r.p± =t= '\pv • V'V'<p± =t= '\pV'<p± . V'v 

+ ,\2pV'<p± • V'V'r.p± + pv· V'v + p8tv, 

= ±,\8tpV'r.p± =t= '\pv • V'V'<p± =t= '\pV'r.p± . V'v 

+ ,\2pV'<p± • V'V'r.p± + pv' V'v + p8tv ± V'(JL8t'l!) 

1 21 2 
= -'\-v· VpV''l! +,\ -fl'l!V''l! =t= '\pv· V'V'<p± - '\V''l!. Vv ±,\ V''l!. V'V'<p± 

p p 

+ pv • V'v + p8t v =t= V' (JL8t 'l!) 

= ,\2~fl'l!V''l! -,\v. V'V''l!- '\V''l!. V'v + ,\2V''l!. V' (V'p'l!) 

+ pv • V'v + p8tv ± V (JL8t 'l!). 



r 
.~. Et r 
i -jidiv('ll\7u) = -jidiv('ll\7v) ± Ajidiv('ll\7\7cp±) 

" , = -jidiv(W\7v) ± AjiV'll . \7\7cp± ± Aji'll6. \7t.p± 

= -jidiv(W\7v) ± jiAV'll . \7Vt.p± =F Aji\7W6.cp± + \7(jiA'll6.CP±) 

= ±jiA\7'll· \7\7cp± - Aji\7Wdiv(~\7'll) - jidiv('ll\7v) - \7(jiA'll6.t.p±) 
p 

= jiA \7'11 . \7( \7'11) - Aji \7'11 6. '11 
p P 

\7p. \7'11 
+ Aji 2 \7'11 - jidiv('ll\7v) - \7(jiA'll6.cp±). 

p 

En sommant les deux egalites precedentes, il reste les deux termes suivants 

Le lemme est alors demontre et 

31 
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1.4. Resultats d 'existence 

Dans cette section on presente les resultats principaux d'existence de solutions pour 
les mode1es derives precedemment. On montre que ces modeles sont globa1ement bien poses 
sans hypotheses entre 1a densite et les termes de diffusion. 

Pour ce faire, on considere que l'ecou1ement a lieu dans un domaine rt C IRd
, avec 

d = 2 ou 3, de c1asse C2
• On considere I'espace des fonctions test 

et ses adherences dans (L2 (f2))d et (Hl(rt))d, qu'on note respectivement par H et Vi d est 
1a dimension de l'espace qui contient Ie domaine. On ajoute a chaque systeme 1es conditions 
initia1es 

Plt=o Po, Ult=o = Uo· (1.4.1) 

A vant tout, on rappelle 1a definition d'une solution genera1isee. 

Definition 1.4.1. 

Un couple de [onctions (p, v) est appeJe solution generalisee sur rt x (0, T) du probleme 
(1.3.11 )-(1.4.1) si et seulement si les conditions suivantes sont verifiees : 

(1.4.2) { 
° < m < p(t,x)::; M, p.p (t,x) E (O,T) x rt 

P E LCX)(O, T; L2(rt)) n L2(0, T; Hl(f2)), 

v E LCX)(O, Tj H) n L2(O, T; V). 

Toute [onction 7] E C1(0, T; Hl(n)) telle que 7](T,.) = ° verifie 

et toute [onction <.p E C1 (0, T; V) telle que <.p(T, .) = 0, verine 

J.T in pv (0,'1' + V· "'I') - >. J.T in >v(p) d(v) . "<p 

>. J.T in V· ">v(p) . "'I' - >. J.T in v . "'I' . ">v(p) 

+ J.T in pI'l' + in PoVo'l'o = 0 

OU 7]0 = 7]0(0,.) et <.po = <.p(0, .). 

(1.4.3) 

(1.4.4) 
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On peut aussi se servir de la formulation équivalente suivante : Pour t0 E [O, T], on a 

[' 1(p·8,Ç + pv ·V( - .\ VW(p) ·Vry) = 1 p(to)((to) -1 Po(o, (1.4.5) 

et 

loto l pv (8t1/J + v · V'!/J) - À loto fn w(p)'Vv · V'!/J 

- À loto l V. V'1f(p). V'!/J - ,\loto l V. Vl/J. V'1i(p) (1.4.6) 

+loto l pf'l/J = l p(to)v(to)'l/J(to) - l Povo'l/Jo 

pour tout 1/J E C1(0, T; V) et pour tout Ç E C1(0, T; H 1(0)). 

La preuve de l'équivalence des deux définitions est similaire à celle utilisée dans [1], 
page 103. 

La formulation faible pour le modèle de pollution ou celui de la combustion à faible 
nombre de Mach est obtenue en choisissant '11 = p ou '11 = log p. Dans tous ces modèles, 
les données initiales sont prises telles que 

Po E L 2 (0), avec 0 < m::; Po::; M < +oo 

V Po E (L2 (0))d, vo EH. 
(1.4.7) 

1.4.1. Existence de solution faible pour le modèle de pollution. 

Nous montrons dans ce qui suit que le modèle de pollution fermé avec les conditions 
initiales (1.4.1) possède une solution faible globale dans n c .IRd, avec d = 2 ou d = 3 sans 
restriction sur les données. 

Ce qui donne le premier résultat d'existence globale sur un modèle de type Kazhikhov­
Smagulov sans hypothèse entre la densité et les coefficients de diffusion, comme mentionné 
dans le Théorème 1.1.1. Notre résultat principal pour cette section est le 

Théorème 1.4.2. On suppose que les données vérifient (1.4.7) et f E LP(O, T; (Lq(O))d) 
avec p E [1, 2], q E [6/5, 2], 1/p + 3/2q::; 7 /4. 

Alors, sans aucune hypothèse sur la diffusivité ,\, il existe au moins une solution 
généralisée, globale en temps, du système (1.3.2) telle que 

V E L00 (0, T; H) n L2 (0, T; V) et p E L00 (o, T; H 1(0)) n L2 (0, T; H 2 (0)). 

Démonstration. La preuve est une adaptation de celle faite pour les équations de Navier­
Stokes non homogènes (,\ = 0) par Antonzev, Kazhikhov et Monakov dans [lj. 

Pour montrer que O < m::; p(t, x)::; M < +oo pour presque tout (t, x) E]O, T[xn on 
pose 

p- = max(O, m - p) et p+ = min(O, M - p). 
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Par exemple, on multiplie (1.3.2h par m - p et une integration sur D permet d'obtenir 

Cette egalite est equivalente a 

!!:.- [(m - p)2 + 2,\ [ (\7(m - p))2 O. 
dt In In 

Maintenant, on integre de 0 at l'egalite precedente et on prend Ie maximum. Ce qui donne 

OU Po = p-(O,.) = max(O, m-po) = O. Ainsi p-(t, x) O. Ce qui donne Ia borne inferieure 
pour p. Pour Ia borne superieure on fait Ie meme calcul pour p+ et on prend Ie minimum. 

Estimation d'energie. 

Du systeme (1.3.2), en multipliant I'equation de conservation de Ia quantite de mou­
vement par v et I'equation de conservation de Ia masse par p et en integrant sur n, on 
obtient 

Utilisant Ie fait que 

il vient 

(1.4.8) 

Comme 

et divv = 0, avec v 0 sur an, ceci implique que Ie systeme est dissipatif et on contr6Ie 
Ie gradient car 

On tire de I'egalite (1.4.8) les estimations suivantes sur v et p : 

(1.4.9) 

et 
(1.4.10) 
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~WÎ.·on a supposé f E L1 (0, T; (L2(!1) )d) . .. ~_,.. 
• , ,:, Maintenant on peut donner une estimation pour ô.p, ce qui donne une régularité pour 

p. Multipliant l'équation de la masse par !:::,,.pet intégrant sur (0, t) x n, on trouve 

-
• 

k ('V p)2(t) + 2,\ 1t k (ô.p)2 = 2 fot k ô.p(v. 'V p) + ll'V Po!IP(fl)· (1.4.11) 

En utilisant les estimations (1.4.10), (1.4.9), l'hypothèse (1.4.7) et l'injection de H 1 (!1) 
dans L 4(!1), on obtient la majoration 

Remplaçant l'estimation précédente dans (1.4.11), il vient 

(1.4.12) 

Après ces estimations, se servant de l'équation (l.3.2)i, on obtient ÔtP E L2(0, T; L2(fl)). 

Compacité. 

Les estimations précédentes ne sont pas suffisantes pour prouver l'existence de solu­
tion. On a besoin d'une estimation sur la dérivée en temps de la vitesse. Donc, considérons 
la base \Ili de l'espace H à partir des fonctions propres du problème spectral 

n 

{ 

,\/}.,\Ili - 'V qi = ai wi 
'V. wi = o 

\Ili = 0 sur an 
i = 1,2, ... 

On prend </> = L di \Ili, di étant des constantes. Fixons r5 > 0 et t tels que 0 < r5 < T 
i=l 

and 0 s t s T - r5. De (1.4.3) et (1.4.4), avec W(p) = p, prenant en considération les 
approximations sur (pn, vn), on obtient 

:Tl pnvn</> = l pnvn. (vn. \7)</> +À l pn\i'vn: e\7</>- \7</>) 

- ,\ln 'V pn . 'V</> . Vn + l pn J </> 
(1.4.13) 

et 

(1.4.14) 
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Lemme 1.4.3. Sous les hypotheses du Theoreme 1.4.2, on a les estimations suivantes 

avec C independante de n et b. 

Demonstration. Part ant de l'identite 

et integrant (1.4.13) par rapport a T de t a t+b et prenant ¢ = vn(t+b) -vn(t), on obtient 

(1.4.15) 

Dans (1.4.14), on suppose que r.p = vn(t)(vn(t + b) - vn(t)) et on integre par rapport 
a T de tat + b, ce qui donne 

(1.4.16) 



Remplaçant la relation (1.4.16) dans (1.4.15) on trouve 

llJpn(t + 8)( vn(t + 8) - vn(t))!l{L2(n))3 

lt+S l Pn(r)J(r)(vn(t + 8) - vn(t)) 
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+À lt+s ln pn(r)'Vvn(r): C'V(vn(t + 8) - vn(t)) - 'V(vn(t + 8) - vn(t))) 

+Àlt+S C \7pn(r)·\7(vn(t)·(vn(t+8)-vn(t))) lr, (1.4.17) 

- À lt+ô ln 'Vpn(r) · V{vn(t + 8) -vn(t)} · vn(r) 

+ lt+li ln pn(r)vn(r) · (vn(r) · V)(vn(t + 8) - vn(t)) 

- lt+ô ln pn(r)vn(r) · 'V(vn(t) · (vn(t + 8) - vn(t))). 

Utilisant les bornes de pn, on obtient 

llvn(t + 8) - vn(t)!1~2(n) :SC lt+s ln (lf(r, x)vn(t + 8)1 + IJ(r)vn(t)I 

+ l'Vvn(r): tvvn(t + 8)1 + l'Vvn(r): tvvn(t)I 

+ l'Vvn(r): 'Vvn(t + 8)1 + IVvn(r): Vvn(t)I 

+!'V pn(r) · 'Vvn(t) · vn(t + 8)1 +IV pn(r) · \i'vn(t) · vn(t)I 

+!'V pn(r) · 'Vvn(t + 8) · vn(t)I +IV pn(r) · 'Vvn(t + 8) · vn(r)I 

+IV pn(r) · 'Vvn(t) · vn(r)I + lvn(r) · 'Vvn(t + 8) · vn(t)I 

+ lvn(r) · 'Vvn(t + 8) · vn(r)I + lvn(r) · Vvn(t) · vn(r)I 
16 

+ lvn(r) · Vvn(t) · vn(t + 8)1 + lvn(r) · 'Vvn(t) · vn(t)I) = L lj(t). 
j=l 

Tout d'abord, on estime 

l t+s { 
Ii(t) + h(t) = t Jn (lf(r,x)vn(t + 8)1 + lf(r)vn(t)I). 

En utilisant l'inégalité de HOlder en espace et l'estimation (1.4.9) on trouve 

1
T-ô 1T-ô it+ô 

o 11(t) :SC o t llf(r)l!L2(n) 

(1.4.18) 

En changeant l'ordre d'intégration en prenant vn(t) = 0 pour t >Tet t < 0, il vient 
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rT-a rT 
io h(t) ::; Co~ io Ilf(T)llu(n)::; co~. 

rT-a 
De la meme fa<;on on estime io h(t). 

I
t+a r 

h(t) + I4(t) + fs(t) + h(t) = t in (lV'vn(T) : tV'vn(t + 0)1 

+ lV'vn(T) : tV'vn(t)1 + lV'vn(T) : V'vn(t + 0)1 + lV'vn(T) : V'vn(t)l) 

En se servant de l'inegalite de Cauchy et de (1.4.9) on obtient 

Donc IT

-' h(t) ::; C(oT)' IIVv"II <'(O,T;L'(Q)"') 

et avec a nouveau l'utilisation de (1.4.9) on arrive a l'estimation 

rT
-

8 

io h(t) ::; co~. 

rT-a rT-8 rT-a 
De la meme maniere on estime io I4(t), io I5 (t), io h(t). 

Notons 

i t+8 r 
h(t) + fs(t) + Ig(t) + ho(t) + III (t) = t in (IV' pn(T) . V'vn(t) . vn(t + 0)1 

+ IV' pn(T) . V'vn(t) . vn(t)1 + IV' pn(T) . V'vn(t + 0) . vn(t)1 

+ IV' pn( T) . V'vn(t + 0) . vn( T)I + IV' pn(T) . V'vn(t) . vn( T)I). 

En utilisant l'inegalite de Holder, l'injection de Sobolev de Hl(n) dans L2(n) et 
(1.4.12) on trouve l'inegalite 

En integrant l'inegalite precedente entre 0 et T-o et en utilisant l'inegalite de Cauchy, 
on obtient rT

-
8 

io h(t) ::; co~. 
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rT-ô rT-o {T-8 rT-o 
On trouve la même majoration pour Jo Is(t), Jo f9(t), Jo Iio(t) et Jo l11(t). 

Enfin, on estime 

li2(t) + fi3(t) Ji4(t) + lis(t) J15(t) = lt+o ln (lvn(r). vvn(t). vn(t + 8)1 

jvn(r) · 'Vvn(t) · vn(t)j + jvn(r) · 'Vvn(t) · vn(r)! 

+ lvn(r) · vvn(t) · vn(t + 8)1 lvn(r). vvn(t). vn(t)I). 

Comme précédemment, on utilise l'injection de Sobolev et l'inégalité de Hëlder pour trouver 

En intégrant entre 0 et T - 8 l'inégalité ci-dessus on trouve 

{T-o 
Jo li2(t) :S C8t. 

rT-o rT-ô rT-o rT-o 
On fait le même travail pour Jo l13(t), Jo fi4(t), Jo l1s(t), et Jo J15(t). 

Ceci termine la preuve du lemme. D 

L'estimation (1.4.9) et le Lemme 1.4.3 donnent, par le théorème d'injection, la com­
pacité de (vn) E L2 (0, T; (L2 (0))d) et dans tout domaine LP(O, T; (Lq(fl))d) avec p E 

[2, +oo], q E [2, 6[ si ~ + 2_ > ~ (voir [14]). 
p 2q 4 

Passage à la limite. 

Nous sommes maintenant à mesure de passer à la limite dans (1.4.3) et (1.4.4), en 
utilisant la compacité de vn. Pour les termes linéaires, le passage à la limite n'est pas un 
problème. On s'occupe ici des termes non linéaires dans (1.4.4). Considérons les fonctions 
test 

n 

'P L Hj(t)wj(x), Hj E C1 (0, T) telle que Hj(T) =o. 
j-1 

(1.4.19) 

Pour pn convergeant faible étoile vers p dans L00 (]0, T[ xn) et vn convergeant forte­
ment vers v dans L2 (0, T; (L 2(fl))d) le produit pnvn converge faiblement vers pv dans 
L2 (0, T; (L2 (0))d). La différence 

L pnvn(vn · V)'fJ - ln pv(v · V)'fJ =ln (pn - p)v(v · V)'fJ 

+ln pn(vn - v)(v · V)'fJ +ln pnvn(vn - v) · V'f). 
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Quand n tend vers +00, Ie premier terme de droite tend vers zero a cause de la faible 
convergence de vpn vers pv. Les deux autres termes s'annulent grace au fait que pn est 
bornee uniformement et vn E L=(O, T; H) (voir (1.4.9)), et a la convergence forte de vn 

vers v. 

L'identite (1.4.4) reste vraie pour la famille de fonctions 

cp E L=(O, T; H) n L2(0, T; V) n LP(O, T; w l ,Q(!1)), 

1 3 p + 2q < 1, p E [1, +00], q E [3/2, +00] 

1 3 7 P + 2q S 4' p E [1, 2], q E [6/5, 2], 

parceque (1.4.19) est dense dans (1.4.20). 

(1.4.20) 

De fac;on similaire, Ie passage a la limite dans (1.4.3) est valide pour les fonctions test 

TJ E LP(O, T; w l ,Q(!1)), 8t T] E LI(]O, T[x!1) 

1 3 7 P + 2q S 4' p E [1,2]' q E [6/5,2]. o 

Remarque. On remarque qu'il est possible de remplacer, dans Ie systeme (1.3.2), \7u par 
Ie tenseur des taux de deformation 

1.4.2. Existence de solution faible pour Ie modele de combustion. 

L'existence de solutions faibles globales est bien connue en dimension deux, voir les 
travaux dans [16]. II donne un n~sultat d'existence globale pour des solutions a energie finie 
en dimension deux. 

lei on considere !1 = Td avec d = 2 ou 3 et on montre Ie 

Theoreme 1.4.4. Sous les hypotheses (1.4.7), m > 1, il existe au moins une solution 
globale generalisee (v, p du systeme (1.3.5) telle que 

Demonstration. Avant tout, on montre, comme precedemment, que 

0< m S p(t,x) S M < +00. (1.4.21) 

Pour presque tout (t, x) E]O, T[xf2, on note par p- = max(O, m- p) et p+ = min(O, M - p). 

En multipliant l'equation de la masse par m - pet en integrant sur !1, on obtient 

1d] 2] ]1 2 -- (m-p) + (m-p)(v·\7)(m-p)+co -(\7(m-p)) =0. 
2 dt n n n P 
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. utilisant l'identite l (m - p)( v . \7) (m - p) = 0 et en prenant Ie ma.ximum, la derniere 

conduit a 
! l (p-)2 + 2eo l A~ (\7(p_))2 ~ O. 

Maintenant, on integre de 0 a t Finegalite precedente, ce qui donne 

OU Po = p-(O,.) = ma.,«O,m - Po) = 0. Ainsi p-(t,x) = O. Ce qui donne une borne 
inferieure pour p. Pour la borne superieure on fait les memes calculs. 

Estimation d'energie. 

On montre d'abord une estimation a priori sur p. On multiplie la premiere equation 
de (1.3.5) par pet on integre sur 0 pour obtenir 

d
d r p2 + 2co r ~I\7p12 = O. 
t in in p 

Gardant a l'esprit (1.4.21) on deduit l'estimation 

(1.4.22) 

Dans la suite on veut avoir une estimation sur u. Du systeme (1.3.5), multipliant l'equation 
du mouvement par u et integrant sur 0, on trouve 

En remarquant que 

et 
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on obtient 

En plus, avec 

il vient 

~ r (/ + plul2) + 2eo r IV pl2 + Co r log p·lrotul2 C pf.u. 
dt J n J n p J n J [. 

Comme 

et divu = 0, on contrale Ie gradient car 

!nIVV I2 = !nlrotvl
2 

et logp ~ logm > 0. 

Finalement, en utilisant l'iw§galite de Holder, les bornes sur p avec m > 1, la derniere 
relation donne, apres integration sur jO, T[, l'estimation suivante : 

IIpllioo(o,T;£2(n» + I/V plli2«o,T),L2(n)d) 

+ Il v lll=(o,T;£2(n)d) + IIVvIl12(o,T;£2(n)dXd) ::; C. 
(1.4.23) 

Maintenant, on donne une estimation de b.log p. On peut reecrire l'equation de la masse 
de la fac;on suivante 

eo atlogp+ (u.V)logp = -b.logp. 
p 

(1.4.24) 

On multiplie (1.4.24) par b.log p, on integre sur jO, T[xn et on utilise l'inegalitE§ de Cauchy 
et Ie theoreme d'injection de Sobolev pour obtenir 

lib. log pll i2(O,T;£2(n)) + IIV log pII1=(o,T;(£2(n»d) ::; C. (1.4.25) 

La multiplication de (1.4.24) par log p et l'utilisation de (1.4.25) donnent 

II log pllioo(O,T;£2(n» ::; C. 

Cette derniere inegalite combinee avec l'estimation (1.4.23) et (1.4.24) donne 

at logp E L2(O, T; L2(n)) et Iogp E LOO(O, T; Hl(n)) n L2(0, T; H2(n)). 

Pour conc1ure, on utilise Ie meme argument de compacite que dans Ie cas du modele de 
pollution. Par consequent, on utilise de (1.4.23), (1.4.25) et la propriete p > 1 qui vont 
permettre de prouver que toute suite de vitesses est compacte dans L2(0, T; (L2(O))d). Ce 
qui acheve la preuve du theoreme. 0 
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l· 1.4.3. Existence de solutions faibles pour Ie modele general. 

~ Nous montrons dans cette partie que Ie modele general complete par les conditions 
initiales (1.1.7) admet une solution faible globale dans un domaine n = Td avec d = 2 ou 
3, sans restriction sur les donnees. 

Theoreme 1.4.5. On suppose que \II est une {onction croissante de classe Cl ([m, M]), 
avec \II 2::: c > O. Si les donnees verifient 1a meme conditon que dans les sections precedentes, 
alors il existe au moins une solution globale generalisee (v, p) du systeme (1.3.11) telle que 

Demonstration. Les etapes de la preuve sont les memes que dans les deux sections 
precedentes. On donne dans la suite les estimations d'energie necessaires pour Ie resultat 
d'existence. 

Principe du maximum. 

On considere les fonctions p- = max(O, m p) et p+ = mineO, M p) et par la meme 
technique que dans la derniere section, on obtient a partir de la premiere equation de 
(1.3.11) l'estimation suivante 

0< m::; p(t,x)::;!vI < +00 p.p (t,x) E)O,T[xn. (1.4.26) 

Estimation d'energie. 

Se servant du systeme (1.3.11), on multiplie l'equation des moments par v et l'equation 
de la masse par p, on integre sur n et utilisant les memes arguments que dans l'estimation 
d'energie du systeme (1.3.2) ou (1.3.5), on trouve l'estimation suivante 

(1.4.27) 

En utilisant l'inegalite de Holder, les bornes de p, l'hypothese \II > c > 0, la relation 
(1.4.27) donne, apres integration sur )0, T[, l'estimation suivante : 

IIpl/ioo(o,T;L2(n» + I/V plli2«o,T),(L2(n»d) 

+ IIvllioo(o,T;L2(n)d) + IIVvlli2(o,T;L2(n)dXd) ::; C. 
(1.4.28) 

On cherche maintenant une estimation de t>.\II(p). A partir de l'equation (1.3.11h, on 
trouve 

at \II (p) + v . V \II (p) 
/ 

A \II (p) t>. \II (p). (1.4.29) 

On multiplie (1.4.29) par t>.\II(p), on integre sur JO, T[xD, en utilisant l'inegalite de Cauchy 
et Ie theoreme d'injection de Sobolev on trouve 

(1.4.30) 
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La multiplication de (1.4.29) par w(p) et l'utilisation de (1.4.30) donnent 

Ilw(p)lliCXl(O,T;L2(O)) ::; C. 

Cette derniere inegalite combinee avec l'estimation (1.4.29) et (1.4.30) donne 

Otw(p) E L2(0, T; L2(0.)) et w(p) E LOO(O, T; Hl(D)) n L2(0, T; H 2(D)). 

Compacite. 

L'utilisation de (1.4.28) et (1.4.30) et la propriete de la fonction W permettent de 
montrer que toute suite de vitesses est compacte dans L2(0, T; (L2(D))d). 

Fixons 0 > 0 et t tels que 0 < 0 < T and 0 ::; t ::; T - O. De (1.4.3) et (1.4.4), on 
obtient 

(1.4.31) 

et 

(1.4.32) 

Lemme 1.4.6. Sous les hypotheses du Theoreme 1.4.5, on a les estimations suivantes 

IT-6 l1vn (t + 0) - vn(t)II(L'(n))' :'0 Col. 

avec C independante de n et O. 

Demonstration. Partant de l'identite 

et integrant (1.4.31) par rapport a T de t a t+o et prenant ¢ = vn(t+o) -vn(t), on obtient 

II / pn(t + o)(vn(t + 0) - vn(t) II~L2(O))d 

+ in [pn(t + 0) - pn(t)]vn(t) . (vn(t + 0) - vn(t)) 

= [+61n pn( r)vn( r) . (vn( r) . V) (vn(t + 0) - vn(t)) 

+.A [+6 1n w(pn)Vvn(r) : ('V(vn(t + 0) - vn(t)) - V(vn(t + 0) - vn(t))) 

- )''It

+
o in w'(pn)Vpn(T) . V(vn(t + 0) - vn(t))· Vn(T) 

+ ltH in pn(T)f(T, x)(vn(t + 0) - vn(t)) 

(1.4.33) 
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Dans (1.4.32), on pose que 'P = vn(t)(vn(t + 8) - vn(t)) et on integre par rapport a r 
de tat + 8, ce qui donne 

in (pn(t + 8) - pn(t)) vn(t) . (vn(t + 8) vn(t)) 

itH in pn(r)vn(r)' V (vn(t)· (vn(t 8) - vn(t))) (1.4.34) 

- A itH 10 W'(pn)v pn(r) . V[vn(t) . (vn(t + 8) vn(t))]. 

Remplac;ant la relation (1.4.34) dans (1.4.33) on trouve 

Ilv pn(t + 8)(vn(t + 8) vn(t)) II (L2(O»d 

= itHi in pn(r)f(r) . (vn(t + 8) - vn(t)) 

+ A It+8 in W(pn)Vvn(r) : (LV(vn(t + 8) - vn(t)) - V(vn(t 

+ A [+' 10 >I! , (p") '\7 p"( r) . '\7 ( v" (t) . (v"(t + J) v" (t))) 

- A [+' 10 >I!' (p") '\7 p"( r) . '\7 {v"(t + J) - v" (tn· vn ( r) 

+ [+' 10 pn(r)vn(T) . (Vn(T) . '\7) (v"(t + J) v"(t)) 

it+8 in pn(r)vn(r) . V(vn(t) . (vn(t + 8) vn(t))). 

Utilisant les bornes de pn et les proprietes de la fonction W, en posant 

C = ~ max (W(M), max w', M, 1) , 
m [m,M] 

on obtient 

IIvn(t + 8) - vn(t)II~L2(o»d ::; C itH in (If(r, x)vn(t 8)1 If(r)vn(t)1 

+ IVvn(r) : t'Vvn(t + 8)1 + IVvn(r) : tVvn(t)1 

+ IVvn(r) : Vvn(t + 8)1 + IVvn(r) : 'Vvn(t)1 

+ IV pn(r) . 'Vvn(t) . vn(t + 8)1 + IV pn( r) . Vvn(t) . vn(t)1 

IV pn(r). 'Vvn(t + 8)· vn(t)1 + IVpn(r). Vvn(t + 8)· vn(r)1 

+ I'V pn(r) . Vvn(t) . vn(r)1 + Ivn(r) . Vvn(t + 8) . vn(t)1 

+ Ivn(r) . 'Vvn(t + 8) . vn( r)1 Ivn( r) . 'Vvn(t) . vn(r)1 
16 

+ Ivn(r)· 'Vvn(t)· vn(t + 8)1 + Ivn(r)· 'Vvn(t). vn(t)l) = Llj(t). 
j=l 

Reprenant Ie calcul fait dans Ie Lemme 1.4.3, on termine la preuve du lemme. 0 

(1.4.35) 

(1.4.36) 
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1.5. Un résultat de convergence 

Dans cette section on montre la convergence quand À tend vers 0 du système de 
Kazhikhov-Smagulov avec une densité initiale s'annulant (po ~ 0) 

(1.5.1) 
{ 

OtP + div(pv) = Àb..p dans Q, 
p(8tv + v · \i'v) - À \i'v · \7\7 p - À \7 p · \i'v - µb..v + \i'p = pf dans Q, 

div ( v) = 0 dans Q, 

avec les conditions aux bords 

\7 p · n = o sur ]O, T[xan, 
v = o sur ]O, T[xan, 

et les conditions initiales 

p(O, x) = Po(x) dans n, 

(l pvu)(O) = l PoVo · u Vu EV avec v0 = v(O, .), 

vers le système de Navier-Stokes non homogène avec densité initiale s'annulant 

(1.5.6) 

OtP + div(pv) = 0 dans Q, 

p(8tv + v · \i'v) - µb..v + \i'p = pf dans Q, 

div(v) = 0 dans Q, 

(l pvu)(O) = l PoVo · u Vu EV avec v0 = v(O, .), 

p(O, x) = Po(x) dans n, 
V= 0 sur ]O, T[xan, 

(1.5.2) 

(1.5.3) 

(1.5.4) 

(1.5.5) 

avec v un champ de vitesse, p la pression, p la densité, f un champ de vecteur de données 
et Q =]0, T[xn avec n un ouvert borné lipschitzien de lR.3, T l'horizon de temps et 

V= {v E (H 1 (D)) 3 ;divv = 0 et V= 0 sur an}. 

Le système (1.5.6) a été étudié par J. Simon qui a montré dans [21] l'existence d'une 
solution globale. Dans [24] on a montré l'existence de solutions faibles globales en temps 
pour le système (1.5.1)-(1.5.5). 

Définition 1.5.1. Soit 1 < q:::; +oo, 0 < s < 1. Soit E un espace de Banach. On appelle 
espace de Nikolskii et on note Ns,q(O, T; E), l'espace défini par 

Ns,q(O,T;E) = {f E Lq(O,T;E): suph-s!if(. + h)- fJJLq(O,T-h;E) < +oo}. 
h>O 
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Pour Ie systeme (l.5.1), on a montre dans [24] 1es estimations suivantes : 

IIp~ vllioo (0,T;(£2(f2))3) + PII1Vv lli2(0,T;(L2(f2)9) ::; Cllflli1(0,T;(L2(f2»)3) + Co, (1.5.7) 

IIV' pllioo(o,T;(£2(f2»3) + AII.6.plli2(0,T;£2(f2)) ::; CA, (1.5.8) 

Ilpllioo(O,T;L2(f2» + AilV' plli2(o,T;(L2(O»3) ::; C, (1.5.9) 

avec PI = J.L 
, l'vl 
A 2 . 

Etant donne qu'on etudie la convergence quand A tend vers 0, a partir des estimations 
ci-dessus et de l'equation {1.5.1h, il vient 

(1.5.1O) 

Soit (pA, vA,pA) 1a solution du probleme (1.5.1)-{1.5.5). On a, quand A tend vers 0, les 
convergences qui sui vent : 

pA ~ p faible * dans Loo(Q), (1.5.11) 

VA ~ v faib1e dans L2{O, Tj V). (1.5.12) 

A partir de (1.5.7), on a (pA)~VA uniformement borne dans Loo(O,T; (L2{n))3). 

Ce qui entraine que 

(1.5.13) 

ce qui permet d'avoir 

pAVA 0 VA borne uniformement dans L! {O, T; (L2{!1))9). (1.5.14) 

Done il existe 6 E L! {O, Tj (L2(n))9) telle que 

pAVA 0 VA -.l. 6 faib1e dans L! (O, T; (L2(n))9). (1.5.15) 

Comme dans Ie Lemme 1.4.3 ou dans [24] pour 1a densite s'annulant, on a 

(1.5.16) 

L'application du Lemma 4 (ii) de [21] donne que l'application 

est une injection compacte. Done 

pAVA -+ pv fort dans L2(0, T; (H-1(n))3). (1.5.17) 

La continuite de l'application Hl(n) x H- l (n) -+ W-I,~ (n), voir Lemma 3 de [21], donne 

(1.5.18). 

D'otl 6 = pv 0v. 
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Passage à la limite pour l'équation de la masse. 

On considère la fonction </> E H 1 ( Q) telle que cp(T, . ) = O. On a 

1T l (8tp>. + (v>. · "V)p>.)</> =0 

= - laT l (p>.Ot</> + p>.(v>.. V')cp)) - À 1T l V p>.. 'V</> 

+ l </>(O,. )Po· 

Or on a l'estimation suivante 

Donc quand À tend vers 0 on a À 1T l V p>. · V</> qui tend vers O. 

Avec les convergences (1.5.11)-(1.5.12), on obtient 

D'où 
I 

OtP + div(pv) = 0 dans V (Q). 

Passage à la limite dans l'équation de quantité de mouvement. 

On considère une fonction <p E (V( Q) )3 . 

1T l (p>.OtV>. + p>.(v>. · "V)v>.)<p = -1T l <pv>.(OtP>. + (v>. • 'V)p>.) 

-1T l p>-v>-(ot<p + (v>. · V')<p). 

En utilisant l'équation de conservation de la masse, il vient 

(1.5.19) 

1T l(p>.Otv>-+p>-(v>.·"V)v>.)<p=+À 1T l(v>.·"Vp>.·"V<p+<p·"Vp>.·"Vv>.) 

- 1T l p>-v>.(Ot<p + (v>. · V')<p). 



, 
,. , 'd 
l~omme prece emment on a les termes 

f ,\ 1T ln v". Vp". \!<p + ,\ 1T L 'P. Vp". Vv" 

qui tendent vers 0 quand >. tend vers O. 

Avec les convergences (1.5.11), (1.5.12) et l'équation de la masse (1.5.19), on a 

Par ailleurs 

Donc 

À 1T ln v" . \!\! P"'P :'.". À 1T llV p" ll(L'(n))' llv"ll(L'(n))' llV'PllL~(n) 
:S >.Il V P>. Il L2(0,T;L2(n)3) li \lv>- l!L2(0,T;L2(i1)9) !IV 'P!IL<:x>(Q)3 

:::; >.~ c. 

D'où quand À tend vers 0, on a le terme ,\ 1T L v" • \!\! p"<p qui tend vers O. 

49 

T 

Pour les termes i ln (p>. f + µt::.v>- \lp>.)ip, la convergence s'obtient facilement et 

de façon directe. En résumé quand>. tend vers 0, l'équation de conservation de la quantité 
de mouvement du système (1.5.1) tend vers 

p8tv + p(v • \l)v µ!:::.v + \lp = pf. (1.5.20) 

Conditions initiales. 

D'après la convergence (1.5.11) p>-(o) ~ p(O) fort dans L2 (0). Avec la condition 
initiale on a p(O) Po dans O. 

Pour montrer que 

(ln pv • u)(O) =ln PoVo • u Vu EV, 

on considère u E V fixé. 

Grâce à (1.5.7) on a 

l p>-v>- · u borné dans L00 (0, T). (1.5.21) 
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On a 

ou IIfll(L2(n))3 E L1(0, T) et W>. = IIpAv>' Q9v>' 

dans L! (0, T). 

(1.5.22) 

1 

(J-L+A)Vv>'II£2(n)9 +Cllp>'lIh2(n) est borne 

Les estimations (1.5.22) et (1.5.21) permettent de verifier les hypotheses du LEMA 
1.3 iv.b de [22]. En consequence, la suite fn p>'v>' . u est dans un compact de C([O, T]). 

Par ailleurs, (1.5.17) et (1.5.21) impliquent que 

Cette convergence a aussi lieu dans C([O, T]) au sens forti donc fn pV . u E C([O, T]) et en 
particulier pour t ° c'est-a-dire 

( r p>'v>.. u)(O) -+ ( r pv· u)(O) dans IR. ln ln 
Or 

d'ou 

(in pv . u)(O) = in PoVo . u. 

Ce qui termine la preuve de la convergence. 0 
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Chapitre 2. • • Equations PG 
Obtention du lllodele 
et parallletrisations 
de petites echelles 

Les variations d'insolation avec la latitude, mais aussi les echanges de chaleur et d'eau 
douce entre l'ocean et l'atmosphere, modifient la temperature et la salinite de l'eau a la 
surface des oceans, et creent ainsi des courants de densite. Influences egalement par les 
vents en surface, ces courants tendent a feuilleter l'ocean en couches (" masses d'eau") de 
proprietes quasi-uniformes, rejoignant la surface dans leur region de formation, et soumises 
au melange aux interfaces entre les couches. 

Cette circulation d'E~chelle planetaire, dite thermohaline, est relativement Iente avec 
des vitesses de l'ordre du mm/s dans l'interieur de l'ocean, mais jusqu'a quelques cm/s 
dans des courants bien identifies, plus souvent intensifies Ie long des bords Ouest, et larges 
de moins d'une centaine de km. 

Elle joue un role aussi important que l'atmosphere dans Ie transport de chaleur des 
regions tropicales vers les regions polaires (plus de 2 petawatt au niveau des tropiques), 
n~duisant ainsi les ecarts de temperature it la surface du globe et rendant notre planete 
plus vivable. On se demande actuellement comment la formation des eaux: profondes en 
Atlantique Nord, qui draine les eaux du Gulf Stream si favorable au climat europeen, 
reagira au rechauffement climatique et a l'augmentation previsible des pluies aux moyennes 
et hautes latitudes. 

Contrairement it l'atmosphere ou les phenomenes transitoires com me les anticyclones 
et les depressions ont des tailles assez voisines de la circulation generale (couramment plus 
de 1000 km), on peut imaginer que la circulation thermohaline est assez bien decoupIee des 
tourbillons oceaniques, dits de meso-echelle, de diametre typique d'une centaine de km. 

II est ainsi tentant de definir des equations du mouvement filtrees pour cette circula­
tion lente de grande echelle : les equations planet aires geostrophiques. Differents systemes 
d'equations peuvent etre obtenus suivant les operateurs visqueux consideres pour parame­
triser les phenomenes it petites echelles. Les choix de ces operateurs sont totalement 
empiriques et sont sujet it diverses etudes numeriques. Ces equations interviennent en 
oceanographie et en meteorologie. 

Dans les deux premieres sections nous donnons une description physique de Ia circu­
lation thermohaline. 
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Dans la section 2.3 on montre que certaines equations planet aires geostrophiques sont 1 

I 

equivalentes a la convection de Benard dans un milieu poreux anisotrope. On decrit ces 
modeles et quelques resultats obtenus par des chercheurs travaillant en dynamique des 1 
fluides geophysiques. 

On rappelle egalement des resultats obtenus par des chercheurs travaillant dans Ie 
domaine des milieux poreux. De cette fac;on, on espere rapprocher Ies deux communautes. 
Nous detaillons done les differents modeles et mentionnons les paralleles qui existent entre 
ces modeles. Ces parametrisations sont parfois sembI abIes a des modeles de convection de 
Benard dans un milieux poreux en rotation et de faible epaisseur. Malheureusement cette 
observation etait meconnue par la communaute de la dynamique des fluides geophysiques. 

• 
i 

., 
i 

, 
• 

• 



2.1. La circulation thermohaline "a la main" 

Figure 2.1 : Le celebre tapis roulant oceanique ("conveyor belt"), 

popularise par Wally Broecker et adapte par Pascale Delecluse. 

2.1.1. Dne circulation primaire "adiabatique". 
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Les flux de chaleur, variant principalement avec la latitude, induisent un gradient 
meridien de temperature, done de densite, a la surface des oceans. 

La dilatation des eaux de surface tropicales, conjointement a une contraction des eau..x 
de surface des regions froides, genere un gradient de pression Sud-Nord dans les couches 
superieures (et parallelement un gradient oppose dans les couches profondes). Vequilibre 
geostrophique, c'est-a-dire entre gradient de pression et force de Coriolis, implique alors 
un courant vers l'Est (Ouest) dans les couches de surface (de fond), loin des continents. 

Outre l'incapacite de ces courants a transporter de la chaleur pour equilibrer l'excedent 
tropical et Ie deficit aux hautes latitudes, et leur caract ere eventuellement instable, la 
presence des continents, frontieres meridiennes des bassins oceaniques, modifie neces­
sairement cette solution interieure en creant des courants meridiens. 

2.1.2. Dne circulation secondaire "efficace". 

Vne maniere d'idealiser cette situation dans Ie cadre geostrophique est done de consi­
derer un ocean a deux couches, les eaux froides et denses au fond alimentees par les regions 
polaires, et les eaux superieures plus chaudes et plus Iegeres au dessus de la thermocline 
(zone de variation rapide de la temperature). 
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Ainsi Ie courant vers PEst rencontrant Ie bord Est enfonce l'interface entre ces deux 
couches, alors que la divergence des eaux superieures Ie long du bord Ouest la souleve. Les 
pentes ainsi formees sont associees a des courants geostrophiques vers les poles (l'equateur) 
en surface (au fond) Ie long des bords. 

Differents arguments dynamiques et thermodynamiques justifient une intensification 
des courants sur Ie bord Ouest des oceans plutOt que sur Ie bord Est: dissipation de vorticite 
potentielle, asymetrie entre les processus de refroidissement (convection) et n§chauffement 
(diffusion) . 

Cette vision de la circulation thermohaline a l'echelle d'un bassin dans un seul hemis­
phere est evidemment largement idealisee : il faut vraiment voir cette circulation a l'echelle 
globale en faisant intervenir tous les bassins oceaniques et les grands systemes de courants 
(Gulf Stream dans l'Atlantique Nord, Kuroshio dans Ie Pacifique Nord, Courant Antarc­
tique Circumpolaire dans l'ocean austral) et on ne peut pas la decoupler de la circulation 
forcee par Ie vent (voir FIGURE 2.1). 

2.1.3. Quelques remarques compIementaires. 

Si la transformation des eaux chaudes en eaux fro ides resulte bien du refroidissement 
intense d'eaux suffisament salees en surface, la transformation inverse n'est pas encore 
parfaitement comprise: la theorie classique pr6nait Ie role du melange vertical a travers 
la thermocline, via l'equilibre de Sverdrup entre l'advection verticale de chaleur due a la 
remontee lente des eaux froides et la diffusion diapycnale (a travers les isopycnes, soit 
souvent quasiment verticale) de chaleur. 

Depuis, d'autres mecanismes de conversion ont ete proposes, par exemple par trans­
formation des eaux froides en eau chaude dans Ia couche d'Ekman a travers les fronts 
antarctiques. 

Plus l'extension des zones de formation d'eauprofonde par convection est limitee, plus 
les eaux ainsi produites sont froides, ce qui maximise l'energie potentielle de la stratification 
moyenne de l'ocean (structure verticale en temperature}. 

Effectivement, les eaux profondes sont formees par convection hivernale dans des 
regions bien connues : mer de Norvege, du Groenland et du Labrador pour l'hemisphere 
Nord, mer de Weddell et de Ross dans l'Antarctique. 

La theorie des couches profondes de Stommel-Arons (1960), voir [72], (73], a an­
ticipe l'observation des courants profonds de bord Ouest formes par l'eau profonde Nord­
Atlantique. Elle est basee sur les hypotheses que les couches profondes sont formees dans 
les regions froides (source de masse) et consommees par melange vertical partout ailleurs, 
ce qui est associe a des vitesses verticales vers Ie haut a travers l'interface superieure. 

Consequence de la conservation de la vorticite potentielle, les courants interieurs as­
socies sont a Poppose du transport attendu, en fait de l'equateur vers les poles, et Ie courant 
de bord Ouest doit faire Ie double du travail pour compenser l'apport de masse aux hautes 
latitudes. 
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2.2. Obtention des équations planétaires géostrophiques 

2.2.1. Équations planétaires géostrophiques. 

Les équations primitives, parfaitement adaptées à l'étude de la circulation océanique, 
proviennent des équations de Navier-Stokes lorsqu'on fait les approximations de Boussinesq 
(1903), voir[3], où les variations de densité ne sont prises en compte qu'associées à la force 
gravitationnelle, et hydrostatique : 

(2.2.1) 

1 
OtV + (v ·V x)V + WOzV + fvJ_ =--V xP, 

Po 
âzP = -pg, 

V x · V + OzW = 0, 

ÔtP + (v · 'lx)P + WÔzp = 0, 

avec v = (vi,v2) et vj_ = (-v2,v1). 

Pour la circulation thermohaline, dont les échelles spatiales sont bien supérieures au 
rayon de déformation interne, et les échelles temporelles plus longues que quelques jours, 
on peut encore simplifier ces équations. 

Historiquement, Burger [12] déduit le premier en 1958 des équations de la dynamique 
de l'atmosphère spécialement adaptées aux échelles planétaires : 

V L 
Ro = f L « ;;: $ 1, 

v2 
gH « 1, 

JV H -<-«1 
g - a ' 

où V est l'ordre de grandeur des vitesses horizontales, L et H respectivement les échelles 
horizontales et verticales des mouvements, a le rayon de la Terre, g l'accélération de la 
gravité au niveau de la mer, f=2!1sin(latitude) le paramètre de Coriolis, et Ro le nombre 
de Rossby. 

Parallèlement, Robinson et Stommel [58] et Welander [81] établissent simultanément 
en 1959 les équations de la thermocline pour l'océan, afin d'essayer d'en expliquer la struc­
ture thermique (stratification), basées sur les hypothèses suivantes : 

H 
L « 1, 

V 
Ro= JL « 1, 

f V 
gt::.p « 1. 
Po 

Sur la sphère, la faible épaisseur de l'océan comparée au rayon de la Terre permet de 
simplifier encore ces équations des termes métriques dans l'équation de continuité et de 
remplacer la valeur de la coordonnée radiale par a partout où elle n'apparaît pas comme 
une variation. 

Les équations du mouvement se ramènent ainsi à l'équilibre géostrophique pour les 
vitesses horizontales, à l'équation hydrostatique sur la verticale, et à la divergence nulle 
des vitesses (équation de continuité), voir (2.3.1) avec DH = Dv =O. 
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L'equation de vorticite qui en decoule, dite de Sverdrup, 

(2.2.2) 

est egalement quasi-stationnaire. 

Ces equations inviscides sont ainsi utilisees pour etudier la structure interne de l'ocean 
mais ne permcttent pas de resoudre les couches limites de bordo 

La relation de Sverdrup est obtenue en prenant Ie rotationnel de l'equation (2.3.1)1 
ou DH O. 

Cette equation permet par exemple de donner explicitement V2 et w en fonction de p. 
En effet l'equation satisfaite par V2 derivee par rapport a z donne 

o;w = - !3f20x (pg). 
Po 

Les conditions aux bords sur w permettent alors d'integrer directement suivant la verticale. 
La composante de v suivant l'axe Sud-Nord est alors donnee par (2.2.2). Notons que"ih = O. 
II reste maintenant a determiner VI. On sait que \7 x . V = a sur la surface par integration 
verticale de la contrainte d'incompressibilite. Supposons qu'il soit possible de trouver une 
solution V telle que v . n = 0 alors cette solution satisfait egalement V· n = 0 sur Ie rivage. 
Ce qui donne V1nx = 0 sur oS. Avec OxVl = a sur S et done VI = O. Or OzVl = oyT en 
derivant (2.3.1h par rapport a Z. On voit done que VI est determine de maniere unique. 

Phillips [55] synthetise en 1963 les nSsultats atmospheriques et oceaniques sous la 
denomination de mouvements geostrophiques de type 2, ou l'echelle spatiale horizontale 
est comparable au rayon de la Terre et Ie nombre de Burger Bu petit: 

L 
- rv 1 
a ' 

gHLlp 
Bu = J2 L2pO « 1, 

ce qui est equivalent a supposer l'echelle horizontale des mouvements grande devant Ie 
premier rayon de deformation interne, de l'ordre d'une centaine de km dans l'ocean. 

La specificite de cette dynamique reside dans Ie caract ere diagnostique des equations 
de quantite de mouvement (et de vorticite), alors que les equations pour les traceurs 
actifs temperature et salinite (et l'equation d'etat) restent inchangees, avec les memes 
parametrisations des processus de petites echelles qu'avec les equations primitives: ce sont 
ces dernieres qui comportent l'evolution temporelle des champs (prognostiques). 

Ces equations filtrent ainsi les ondes de gravite et de Rossby rapides (barotropes), et 
l'ocean s'ajuste desormais par les ondes de Rossby baroclines, lentes (de celerite vers l'Ouest 
comparable aux courants horizontaux, soit de l'ordre du cm/s), et des ondes visqueuses 
de bord, rapides (periode t"V mois), analogues des ondes de Kelvin en l'absence des termes 
non-lineaires dans les equations de la quantite de mouvement (leur vitesse depend d'ailleurs 
de la resolution horizontale). 
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2.2.2. Conditions limites et processus sous-mailles ==} dissipation. 

Neanmoins, pour satisfaire les conditions aux limites, il est necessaire de prendre en 
compte la dissipation dans les equations du mouvement, et les petites echelles reapparais­
sent dans les couches limites frictionnelles. 

En outre, ces equations ne representant que les processus de grande echelle, alors 
que la plus grande partie de l'energie cinetique de l'ocean se trouve a la meso-echelle et 
realise une grande partie du melange des proprietes : il est necessaire de parametriser 
ces processus sous-mailles. Vne approche traditionnelle de type diffusion moleculaire est 
souvent employee, principalement pour les traceurs, mais des approches plus precises ont 
commence a voir Ie jour depuis une dizaine d'annees : melange Ie long des isopycnes - les 
surfaces d't§gale densite-(Redi 1982, [57]) et diffusion de leur epaisseur (Gent et McWilliams 
1990, [27]) ... voir Griffies et al. (2000, [28]) pour les derniers raffinements des modeles de 
circulation generale oceanique. 

II faut mentionner la parametrisation classique de la convection oceanique, qui s'effec­
tue dans des cheminees convectives de moins d'un km de diametre, et qui est tres souvent 
representee par un melange pur et simple des proprietes sur la verticale jusqu'a obtention 
d'un profil indemne d'instabilites statiques (une parametrisation a seuiI, donc fortement 
non lineaire). 

Malgre tout, la dynamique grande-echelle reste tres inadequate pour satisfaire les 
conditions aux limites laterales, et Ie developpement de parametrisations pour des couches 
limites turbulentes serait tres utile. 

En effet, on peut voir dans les experiences numeriques que Ie choix du type de vis­
cosite et de condition aux limites influence l'amplitude de la circulation thermohaline a 
l'ordre I! Pour s'en convaincre, on peut consulter les travaux de Huck et al. faits dans 
[35]. L'influence de la parametrisation est egalement fort visible du point de vue qualitatif 
mathematiquement, voir Ie chapitre 3. 
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2.3. Paramétrisation de la viscosité et des couches limites 
latérales 

2.3.1. Différents choix de dissipation et de couches limites latérales. 

On cherche donc à résoudre le système d'équations suivant pour les vitesses horizon-
tales v ( v1, v2 ) et verticale w et la pression p : 

1 
fvJ_ -\7 xP = DH, 

Po 
ÔzP + pg PoDv, (2.3.1) 

'V'x ·v+ÔzW =O. 

La première équation décrit la dynamique géostrophique. La seconde équation est appelée 
approximation hydrostatique. La dernière représente !'incompressibilité du fluide. 

On considère une équation d'état p(T, S,p), par exemple linéarisée: 

p = Po(l - arT + asS), 

avec a:r 2 x 10-4K-1 et as= 8 x 10-4 psu-1 • 

L'équation d'advection-diffusion-convection du traceur q (Tou S) est donnée par 

Ôtq + \7 x · (vq) + Bz(wq) = \7 x · (KH \7 xq) Oz(KvBzq) + C. 

Les conditions aux limites latérales sont données par : 

v·n=O, 

et les conditions limites à la surface et au fond : 

w = 0 (toit rigide), Kv8zq = Q/ poCP en surface et KvOzQ = 0 au fond 

(où Q est le flux de chaleur en W m-2 et Cp la capacité calorifique de l'eau de mer). Par 
simplicité, on se limite ici à un domaine cartésien de la taille de l'Atlantique Nord. Le 
paramètre de Coriolis f est linéarisé autour de la latitude moyenne 40° N, soit f =fo+f3y, 
avec /o=l0-4s-1 et {3=2 x 10-11 m-1s-1 : C'est ce que l'on appelle l'approximation du 
plan-{3. 

Les diffusivités turbulentes horizontale KH=700 m2 s-1 et verticale Kv=l0-4 m2 s-1 

proviennent d'estimations faites à partir d'observations de dispersion de flotteurs et de 
traceurs dans différentes régions de l'océan. Le terme C représente l'ajustement convec­
tif, c'est-à-dire le mélange vertical effectué pour éliminer les instabilités statiques, et dont 
les processus (non-hydrostatiques) dans l'océan impliquent des échelles spatiales (km) et 
temporelles (minute) non-résolues : une procédure consiste à scruter tous les profils ver­
ticaux de densité à la fin de chaque pas de temps, et s'il y a apparition d'une inversion 
du gradient de densité, en général suite au refroidissement ou à l'évaporation en surface, 
les deux boîtes impliquées voient leurs propriétés (température et salinité) immédiatement 
mélangées; si ce mélange produit une eau de densité encore supérieure à l'eau sous-jacente, 
la boîte inférieure est mélangée aux deux précédentes et ainsi de suite jusqu'à obtention 
d'un profil vertical de densité stable. Dans l'océan, ces processus sont suffisamment rapides 
pour qu'on puisse les considérer comme instantanés aux échelles de temps PG. 
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2.3.2. Equations planetaires geostrophiques et milieux poreux. 

Dans cette partie, on decrit quelques parametrisations utilisees en oceanographie et 
pour lesquelles les systemes correspondants sont equivalents a la convection de Benard 
en milieux poreux anisotropes minces avec la loi de Darcy ou celle de Brinkman. II est 
fondamental de preciser que l'analogie entre l'effet de Coriolis et l'anisotropie du domaine 
a He identifiee dans divers papiers tels que [78). 

La loi de Darcy. 

i) Oceanographie et meUorologie. On considere un domaine tridimensionnel sans dimension 

fl8 = {(x,z): x E s,-oH(x) < z < O} (2.3.2) 

avec 0 son rapport d'aspect et s sa surface horizontale. On considere Ie systeme adimen­
sionnel suivant 

avec 
-f 
CH 

o 
et u8 = (v8 , w 8

), C, CH, cV, Kh, Kv , Pr, Ra sont des coefficients constants et positifs.' On 
note par Pr Ie nombre de Darcy-Prandtl, Ra Ie nombre de Rayleigh, c Ie nombre de Rossby 
et M Ie tenseur de permeabilite. Voir par exemple dans [45) pour un tel systeme. 

Quand Pr = 0 c'est-a-dire avec un nombre de Darcy-Prandtl nul, ce systeme cor­
respond a la convection naturelle dans un milieu poreux anisotrope sous un gradient de 
temperature connu en oceanographie so us Ie nom de modele lineaire tridimensionnel de 
Salmon, [59]-[60]. L'etude mathematique de ces types d'equations a ete faite par exem­
pIe dans [71]. Dans ce papier l'auteur effectue une analyse de stabilite non lineaire. Dans 
Ia preuve, des elements finis avec des conditions aux bords periodiques sont explores. La 
preuve est basee sur une formulation variationnelle de l'equation de la temperature testee 
avec la solution. 

Dans [23), l'auteur examine, dans un carre, les cas Pr = 0 et Pr 1= O. II montre, dans 
Ie cas bidimensionnel, l'existence, l'unicite et la regularite de solutions pour Ie probleme 
d'evolution aussi bien que pour Ie probleme stationnaire. L'hypothese principale etant 
To E LOO(fl) pour utiliser Ie principe du maximum. Voir aussi [56]. 

Le concept de stabilite structurelle est discute et est resume brievement dans [49] 
dans Ie contexte de l'ecoulement d'un fluide en milieux poreux. Ainsi les equations pour 
la convection dans un milieu poreux avec une permeabilite anisotropique sont analysees, 
c'est-a-dire Ie systeme (2.3.3) avec un tenseur de permeabilite anisotropique general M et 
Pr = O. II est montre, par des estimations a priori, que la solution existe dans Ie cadre 
fonctionnel naturel et depend continuement des echanges au niveau de la permeabilite. 
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L'hypothese que la temperature initiale To appartient a L=(n), est aussi faite pour pouvoir 
utiliser Ie principe du maximum. 

Le lecteur interesse par l'etude analytique concernant Ies solutions faibles non lineaires 
pour la convection stationnaire aussi bien qu'oscillante, et leurs bifurcations correspon­
dantes, peut consulter [77] pour Ie cas Pr 0. 

II s'avere que l'inclusion du terme de derivee en temps dans I'equation de Darcy 
permet de mettre en evidence une bifurcation de Hopf. Pour plus d'informations sur l'etude 
numerique voir dans [13] pour Pr = 0. 

Notons que dans Ie cas d'un ecoulement en milieu poreux Ie nombre de Darcy-Prandti 
Pr est habituellement tres petit. 

On etudie maintenant Ie cas limite quand Ie rapport d'aspect 0 tend vers 0. La solution 
(UO, pO, TO) de (2.3.3) etant cherchee dans Ie domaine no qui varie avec 6", on introduit un 
domaine normalise independant de 0 pour comparer les solutions correspondantes aux 
differentes valeurs de o. Plus precisement, utilisant une echelle verticale 

z=oZ, (2.3.4) 

on obtient Ie domaine normalise de ill? suivant 

n { (x, Z) : xEs, - H (x) < Z < O}. 

On utilise aussi differentes echelles pour les vitesses verticales et horizontales pour les avoir 
ai' ordre un. 

Les vitesses et la pression adimensionnalisees sont detinies par 

VO(t,x,Z) = VO(t,x,z), ° 1 ° W (t,x, Z) = 0 w (t,x,z), pO (t, x, Z) = l (t, x, z) (2.3.5) 

et la temperature est definie par 

(2.3.6) 

Ce choix de vitesse verticale est dictee par la condition d'incompressibilite divx v+8z w = ° 
qui montre que w ~ ov alors que divxv ~ v et 8z w ~ wlo. 

En regardant la limite de (VO, WO, TO, PO) quand 

Ra~ 1, Pr = 0, 0-+0, 

avec les equations (2.3.3) transportees dans n et en supposant que oQ converge (on note 
Q sa limite), on arrive au systeme 

(2.3.7) 
{ 

CHV + Ivi. + 'Vxp = 0, 8zp T, 

divxv + 8zw = 0, (v, w)· nan = 0, 

8t T + v . 'V xT + w 8zT Kh!::.xT - Kv8~T Q, 
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dans le domaine n. 
On remarque que divxv + 8zw 0, (v, w) · nan = 0 entraînent que w est donné par 

w = divx Lo v. (2.3.8) 

En plus 

divx la V O. 
-H 

Donc le système (2.3.7) est équivalent à 

êHV + fvJ.. +V' xP = 0, Ozp = T, divx j 0 

v = 0, 
-H 

OtT + v · \7 xT + divx(fz
0 

v) 8zT- KhllxT- Kvo~T = Q, 

(2.3.9) 

avec w donné par (2.3.8). 

On obtient ainsi le modèle de Rayleigh utilisé en océanographie: les équations plané­
taires géostrophiques avec traînée linéaire. C'est équivalent de considérer la convection de 
Bénard dans des milieu.x poreux anisotropes particuliers gouvernés par la loi de Darcy. 

La justification mathématique de l'analyse asymptotique entre (2.3.3) et (2.3.9) ne 
semble pas être direct à cause du terme non linéaire 

k divx(fz
0 

v) 8zTT 

où T est la fonction test. 

Le problème semble être le même quand on essaye de justifier les équations de Prandtl, 
voir par exemple [4], [29]. C'est la raison pour laquelle les océanographes utilisent une 
paramétrisation hypervisqueuse pour la température pour prendre en compte les paramé- . 
trisations à échelle réduite, voir [62]. 

Il faut remarquer que dans [66], pour avoir \/xT E L2 (0,T;(H1(!1))2 ) et cette esti­
mation est décisive dans leur preuve pour l'existence de solutions faibles, ils considèrent le 
tenseur suivant 

(2.3.10) 

Par conséquent ils montrent qu'il est utile d'introduire le terme différentiel de quatrième 
ordre pour la fonction température. Dans la section 3.1, on prouve qu'il est nécessaire 
et suffisant de contrôler la température dans L2 (H:H'Jc) avec seulement T0 E L 2(!1). On 
obtient ainsi que le système suivant 

êHV + fvJ.. + \7xp = 0, 8zp = T, 

(2.3.11) 
divx 10 V= 0, V• nx = Û SUr ft, 

-H 

OtT + v • \7 xT + divx(l
0 

v) ôzT- KhllxT- Kv8~T + .\tl;T = Q, 
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est bien posé, aveé les conditions initiales et au."'< bords pour la température suivantes : 

(2.3.12) 

où 

et 

Kv<JzT = / (T* -T) surfs, 

- Kh v xT · nx Kv8zTnz + .\v x(6.xT) · nx = 0 sur rb U f1, 
6.xT = 0 sur ôn, 
T(O) = To dans n 

fs = {(x,0): x Es}, fb = {(x, -H(x)): x Es}, 

f1 = {(x, Z): x E 8s, -H(x) < Z < O}. 

Dans la section 3.1 du chapitre 3, on suppose que le domaine est plat; c'est-à-dire un 
domaine n = s X (-h, 0) avec h = cte et s un domaine bi-dimensionnel borné. On établit 
les relations 

(2.3.13) 

et 

(2.3.14) 

C'est exactement le type de domaine considéré dans [64]. Ces équations impliquent que 
la vitesse (v, w) satisfait v E L2 (0, T; (H1(n))2 ) et w E L 2(0, T; Lz L;(n)) et est uni­
formément bornée si T E L2(0, T; H 1(n)) et Êl.xT E L2(0, T; L2(n)) sont uniformément 
bornés dans le schéma d'approximation de Galerkin. 

C'est suffisant pour démontrer l'existence de solutions faibles pour le modèle hyper­
visqueux. 

Dans la section 3.2 du chapitre 3, on va étendre le résultat à un domaine avec une 
profondeur s'annulant sur le rivage en utilisant un résultat de régularité démontré dans [5] 
et concernant une équation elliptique dégénérée. 

ii) Traitement alimentaire et procédé de filtrations centrifuges. 

On montre dans cette section que l'orientation du domaine de faible hauteur est im­
portant dans l'étude mathématique. On considère maintenant un domaine n6 défini par 

n6 = {(x,z): (xi,z) E s,-J < X2 < J}. 

Pour la convenance du lecteur voir FIGURE 3.3. Alors, utilisant l'échelle 

avec la vitesse et la température transportées définies par 

Vi(t,xi,X2,z) = v1(t,x1,x2,z), 

W(t, x1, X2, z) w(t, xi, x2, z), 

Vi(t, xi, X2, z) = v2(t, xi, x 2, z)/J, 
T(t, xi, X2, z) = T(t, Xi, x2, z). 

' i i 



Le passage à la limite avec 

0-+ 0, Pr= 0, Ra~ 1 

dans (2.3.3), en supposant EH = ev, Q ~ 1 et en choisissant la diffusion -Kha;
1 
T 

'52 Kha; 2 T - Kva;r pour T, conduit au système suivant 

EHV1 + Ox 1P 0, EHW OzP = T, 8x2 p = 0, 

(2.3.15) Ôx1 1° V1 Oz 1° w 0, (vi, w). nx1,z = 0 sur rl, 
-H -H 
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8tT+v18x1T+w8zT+ ( {o (8x 1v1 +8zw))8x2 T-Khf::..xT-Kv8';T=Q, 
lx2 

défini dans n = {(x, z) : (xi, z) E s, -1 < X 2 < 1}. On renvoie à (46] pour de telles 
équations en dimension deux. Dans la suite, on montre qu'un tel système est bien posé si 
la vitesse V2 = J12 (8x1 V1 azw) est contrôlée par VT qui appartient à L2 (0, T; (L2(n))3) 
dans une approximation de Galerkin. 

On n'a pas à considérer une paramétrisation hypervisqueuse pour obtenir ce résultat 
d'existence de solutions faibles. 

Avec un domaine défini par (2.3.2), des équations similaires à celles de (2.3.15) sont 
obtenues dans [79] où la température imposée est supposée perpendiculaire à la force 
centrifuge en négligeant la gravité. 

Donc, l'équation de Darcy s'écrit 

V+ 8xP = Tx, 8zp =O. 

Ces types d'équations ont quelques applications en traitement alimentaire. On peut voir 
par exemple dans [79] où une solution analytique bi-dimensionnelle, pour un petit rapport 
d'aspect, est présentée pour de telles applications. 

La loi de Brinkman. 

Nous considérons un domaine tridimensionnel normalisé 

n0 = {(x, z) : x Es, -t5H(x) < z < 0} (2.3.16) 

avec o le rapport d'aspect et s sa surface hi-dimensionnel. Une loi alternative à celle de 
Darcy est celle communément appelée la loi de Brinkman. 

Les équations convectives avec la loi de Brinkman et les termes tournants s'écrivent 

{ 

EL 1 u0 + Mu0 + Vp0 = (0, Ra1
/

2 T 0
), 

8tT0 Ra112 (v0 ·V xT0 w08zT0
) + L2T0 

- Ra112w = Q, 
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avec 

et 

En passant à la limite quand ô tend vers 0 avec Ra = 1 dans les équations trans­
portées dans le domaine fixe n obtenu par la transformation (2.3.4)-(2.3.6), on obtient les 
équations étudiées mathématiquement par [14), [64] et [65] où les processus à petite échelle 
sont paramétrisés par les traditionnelles diffusion turbulente laplacienne et la viscosité 
turbulente. 

En d'autres termes on obtient le système 

(2.3.17) { 
ED1v + M1v + VxP = 0, Bzp T, 

BtT +V. \J xT w8zT Q2T Q, 

avec 

(
0 -!) M1 = f 0 

et 

Ce sont les traditionnelles équations primitives visqueuses en négligeant les termes non 
linéaires et de dérivée en temps dans les équations de conservation de la quantité de 
mouvement. 

On choisit les conditions initiales et aux bords suivantes pour la température 

(2.3.18) 
{ 

Kv8zT = î (T* -T) sur I's, 

Kh \J xT • nx KvBzTnz = 0 sur rb U rl, 
T(O) = To dans n. 

Dans [64)-[65], ils prouvent l'existence globale en temps et l'unicité de solutions fortes 
pour les équations (2.3.17)-(2.3.18) pour un domaine !1 = W X (0, h) aves des données 
initiales dans L 00 ou H 2 et les conditions aux bords suivantes sur v 

(2.3.19) 

Av8zv = T sur r Sl 

av 
V• nx = 0, (-

8 
ha.ng = Ü SUr I'i, 

nx 

Dû essentiellement à la forte non linéarité (comparable au carré d'un gradient) des 
équations, deux problèmes restent ouverts tant que leur preuve utilise le principe du ma­
ximum. 
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Dans [14], Us donnent des rt3pOnses a ces problemes ouverts. IIs montrent l'existence 
et l'unicite de solutions faibles sous l'hypothese que To E L2(fl) et l'existence globale de 
solutions fortes sous l'hypothese que To E Hl (fl), evitant ainsi l'utilisation directe du 
principe du maximum pour T. Ce faisant ils resolvent l'un des trois problemes poses dans 
[65]. Ils etablissent egalement des resultats d'unicite de solutions faibles et d'existence 
d'attracteur global en dimension finie pour les deux autres problemes ouverts restants. 
Pour cela, ils utilisent fortement que Ie domaine est donne par w x (-h, 0) avec h = Cte 
et que les conditions aux bords pour la vitesse au fond et a la surface sont supposees etre 

(2.3.20) 
{ 

Av8zv = T, W = 0 sur r s, 

8zv = 0, W = 0 sur rb, 

avec T un champ de vecteurs donne. 

Pour l'unicite de solutions faibles, les auteurs prouvent que la difference v de deux 
solutions faibles v l and v2 satisfait v = J~h V = J~h (VI - v2 ) = 0 et ils en deduisent que 
v E L2(0, Tj (H2(n))2) en ecrivant l'equation verifiee par v et en l'integrant par rapport a 
z. 

Ce type de methode a deja ete utilise dans differentes analyses mathematiques en 
oceanographie, voir par exemple [20], [85]. 

On remarque que la condition au bord (2.3.20h n'est pas adaptee en oceanographie, 
voir par exemple [10]. II est mieux d'utiliser 

Av8zv = a (v - T), W = 0 sur rs. 

En effet un desavantage de la condition au bord (2.3.20h est qu'elle peut generer des 
solutions irrealistes pour quelques valeurs des parametres. 

Si (2.3.21 h est utilisee, alOIs, la force exercee par Ie vent s'annp1e quand v approche 
T, ce qui empikhe la vitesse de l'eau de depasser celIe du vent. Cette limitation n'est plus 
vraie si (2.3.20h est utilisee. 

Dans ce travail, on considere 1es conditions aux bords suivantes 

(2.3.21) 

ou bien 

(2.3.22) 

{
Av8zv=a(T-V), w=osurrs, 

Av8zv = /2V, w = 0 sur rb. 

{
Av8zv=a(T-V), 

u = 0 sur rb. 

w = 0 sur r s, 

Le domaine utilise est fl = T2 x (-1,0) et est habituellement utilise en meteorologie et on 
suppose que f = !3(X2) avec !3 une fonction periodique qui ne s'annule pas. 

On montre, dans la section 3.1 du chapitre 3, 1a relation 

(2.3.23) 
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avec EH = EAhl EV = EAv· 

Cette equation est essentielle pour etendre Ie result at obtenu par [14] en consider ant 
diverses conditions aux bords mais dans un domaine !1 = T2 X (-1,0). 

C'est suffisant pour demontrer l'unicite de solutions faibles. Ce qui correspond it un 
resultat de n~gularite classique. Avec la relation (2.3.23), on peut choisir les conditions aux 
bords (2.3.21) ou (2.3.22). 

Remarque. La condition am{ bords (2.3.22) est deduite de (2.3.21) en faisant tendre (2 

vers +00. 0 

Un modele non lineaire en milieux poreux. 

Dans [24], l'auteur etudie un systeme d'equations aux derivees partielles fortement 
non lineaires. Ces equations decrivent la convection naturelle dans un milieu poreux. Ce 
modele est obtenu en couplant l'equation d'energie et l'equation dite de Darcy-Forchheimer 

u + lulu + Vp = 0, V· u 0, u· naD. = 0. 

Dans son travail, il etudie Ie cas ou Ie domaine est parallelepipedique de lR3 et il montre 
que la solution de l'equation de Darcy-Forchheimer est regum~re. Le lecteur, interesse par 
les resultats de decroissance sur ce type de modele, peut consulter [52J. Voir aussi [80J 
concernant les developpements theoriques. A notre connaissance, la yersion asymptotique 
de ce modele n'est pas utilisee en oceanographie meme avec des termes additionnels dans 
l'equation de la temperature. Dans tous 1es cas, ces types d'equations avec des termes 
tournants ont ete indiquees dans [79]. 

2.3.3. D'autres relations de parametrisation en oceanographie. 

Nous avons vu dans ce qui precede que certaines parametrisations utilisees en oceano­
graphie correspondent a la convection de Benard en milieux poreux. N ous donnons dans 
cette partie quelques relations de parametrisation utilisees en oceanographie et qui ne 
correspondent pas, a notre connaissance, a la convection en milieux poreux. 

1) Modele planetaire geostrophique avec une friction horizontale laplacienne (PGL). 

II correspond a un laplacien horizontal dans l'equationde conservation de la quantite 
de mouvement et a ete etudie par exemple dans [16J. Ce systeme admet des solutions faibles 
si on contrOle (v, V xv) dans L2(0, Tj (L2(!1))6) quand on contra Ie T dans L=(O, T; L2(!1))n 
L2(0, Tj Hl(!1)). Pour s'en convaincre, Ie lecteur est renvoye it la section consacree it la 
parametrisation hypervisqueuse avec trainee lineaire. 

Le systeme est Ie suivant 

{ 

EAhLlxv + fVJ.. + V xP = 0, 

8z p = T, divxv + ozw = 0, 

atT - Kv8~T - KhLlxT + v • V xT + wazT = Q. 
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2) Modèle planétaire géostrophique avec friction biharmonique (PGB): 

Il correspond à un laplacien biharmonique horizontal dans l'équation de conservation 
de la quantité de mouvement. Il s'écrit 

{ 

EAh~;v + f VJ.. + 'V xP = 0, 

Ôzp = T, divxv + Ôzw 0, 

ÔtT Kvô~T Kh~xT +V· 'lxT + wôzT = Q. 

Remarquons que dans [64} ou (11 J, seule la condition aux bords îJ · n = 0 est satisfaite 
dans le cas de la paramétrisation de type Rayleigh. En effet, on contrôle seulement a priori 
v et la divergence horizontale de l'intégrale verticale de v. Seule la trace v · n est alors a 
priori définie. 



70 

2.4. Commentaires 

La dynamique planetaire-geostrophique derive des equations primitives pour des echel­
les de temps superieures a quelques jours et des echelles spatiales bien superieures au rayon 
de deformation du premier mode barocline (typiquement 100 km dans l'ocean) : elle est 
donc parfaitement adaptee a l'etude de la circulation oceanique de grande echelle aux 
moyennes latitudes. 

Le passage de l'equateur reste problematique meme si la zone ou la force de Coriolis 
est negligeable reste tres limitee, voire inferieure a la resolution du modele, car Ie transport 
des courants (jets) equatoriaux tres intenses (quelques m/ s parfois) r:e pourra etre pris en 
compte. 

En l'absence de force de Coriolis a l'ordre 1 dans les equations du mouvement, seuls 
les termes non-lineaires negliges dans la dynamique PC peuvent equilibrer Ie gradient 
de pression. II est peu probable que l'on puisse s'affranchir de resoudre explicitement ces 
courants equatoriaux, dans une dynamique PE, pour determiner avec precision les echanges 
inter-bassins. 

L'implementation numerique de ces equations pour un bassin oceanique ferme neces­
site la parametrisation de la diffusion turbulente de quantite de mouvement et des couches 
limites laterales : celles-ci ont une influence d'ordre un sur la solution dans un bassin 
idealise a fond plat. 

II n'existe pourtant pas actuellement de parametrisation satisfaisante, basee sur Ie 
caract ere non-lineaire et inertiel de ces couches limites. II serait interessant d'essayer de 
faire une analyse mathematique des couches limites afin de proposer une parametrisation 
exploitable ne present ant pas les inconvenients des autres parametrisations jusqu'alors 
utilisees. 

La justification mathematique du modele planetaire geostrophique classique a partir 
des equations Primitives est encore ouverte. 

La reduction du nombre de variables prognostiques par rapport aux equations pri­
mitives, et la dynamique diagnostique, permettent de resoudre beaucoup plus facilement 
certains problemes, analytiques ou numeriques, comme par exemple des analyses de sta­
bilite lineaire de la circulation oceanique. 

La plupart des developpements actuels se font sur des modeles couples, l'ocean et 
l'atmosphere etant indissociables pour tous les problemes de previsibilite climatique. 

, 
t 

-' 

• 

• 



Chapitre 3. Analyse Illathérnatique 
des équations PG 

Ce chapitre est consacré à un modèle mathématique utilisé en océanographie et en 
météorologie dans un domaine tridimensionnel n. Ce modèle est appelé planétaire géostro­
phique ou thermohaline et s'écrit 

(3.1) 

ED1v + fv.l +"V xP = 0, 

cD2w + OzP = T, 

divxV + OzW = 0, 

8tT+ v • "VxT +wozT + QiT = Q, 

où u = (v, w) avec v = (v1, v2), p, T représentent le champ de vitesses, la pression, 
la température, x = (xi, x 2 ) est la composante horizontale et z celle verticale, Di, D2 

and Q1 sont des opérateurs différentiels utilisés pour paramétriser les processus à petites 
échelles, Q représente le terme source de chaleur, c est le nombre de Rossby, le terme 
Jv.l = (- fv2, fv1) désigne la force de Coriolis où f = (1 + /3x2), avec /3 une constante, 
correspond au paramètre de Coriolis dans une approximation du plan /3, voir [53]-[54]. 

On peut voir (2.3.9), (2.3.11), (2.3.17) pour d'autres modèles planétaires géostrophi­
ques avec des termes de diffusion et de friction différents. 

On donne quelques résultats mathématiques pour certaines équations dites planétaires 
géostrophiques ou encore équations thermohalines obtenues dans le chapitre 2. 

On regarde si les systèmes sont bien posés en étudiant en particulier des questions 
d'existence et des propietés des solutions faibles ( solution globale en temps ) de ces 
équations. L'objectif est d'étudier les effets des différents termes de friction et de diffu­
sion, et d'analyser les conditions aux bords appropriées pour les modèles correspondants. 
Cette partie est importante car les choix faits par les physiciens sont empiriques et font 
l'objet de discusions et d'études numériques. Ça peut être intéressant de comprendre les 
avantages mais aussi les insuffisances attachés à chaque modèle. 

Une telle étude a été récemment initée dans [64]-[65] et complétée dans [14] pour un 
domaine n = w x (-h, 0) avec h = cte et w un domaine hi-dimensionnel régulier ou un 
carré. 

Nous montrons qu'il est possible d'étendre quelques uns de ces résultats dans des 
domaines particuliers par le biais de relations simples entre la vitesse verticale et la 
température. Ce qui conduit à une approche unifiée pour le modèle visqueux avec différentes 
conditions aux bords, le modèle avec traînée linéaire avec une paramétrisation hyper­
visqueuse, des équations planétaires géostrophiques et aussi pour le modèle utilisé en in­
dustrie pour les procédés centrifuges. 
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3.1. Convection de Bénard et milieux poreux 
dans un domaine mince 

On donne dans cette section des résultats mathématiques dans des domaines simples 
en utilisant des relations entre la vitesse verticale et la température. 

On considère, dans un domaine mince, en premier la loi de Brinkman, puis la loi de 
Darcy. 

3.1.1. Loi de Brinkman / Équations primitives. 
On donne ici un résultat d'unicité de solutions faibles pour la loi de Brinkman, avec 

les équations primitives sans les dérivées en temps et les termes non linéaires, dans un 
domaine mince avec plusieurs conditions aux bords. C'est-à-dire (2.3.21) ou (2.3.22) dans 
le domaine !1 = T 2 X (0, 1), vo'ir FIGURE 3.1. L'existence de solutions faibles est directe et 
est obtenue par le schéma de Galerkin. 

z 

2 Q= T x (-1,0) 
X 

Figure 3.1: Le domaine occupé par le fluide. 

Nous avons les résultats suivants 

Lemme 3.1.1. Soit (v, w, p, T) une solution de (2.3.17)-(2.3.18) et (2.3.21) ou (2.3.22). 
Alors 

Démonstration. Nous avons 
âzp = T. 

Donc, appliquant le laplacien horizontal sur la précédente relation, on trouve 

âz(divx(Y'xP)) = b..xT. 

Puisque 
\7 xP = EAhb..xv + EAvâ~v - fvL 

et f = (1 p(x2 )), on obtient (3.1.1). 0 

(3.1.1) 
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L\~quation (3.1.1) permet d'obtenir une estimation suffisante qui conduit a l'uniciM 
de solutions faibles. 

Ce qui donne une preuve plus gem§rale, par Ie choix de differentes conditions alL,,( bords, 
que dans [14] ou ils utilisent fortement la condition au bord (2.3.20). Le prix a payer est 
la consideration d'un domaine n = T2 x (-1,0) c'est-a-dire un tore avec f3 periodique. 

De tels domaines sont utilises par exemple en meteorologie. Dans [14], ils considerent 
un domaine n = S x (-1,0) avec f3(X2) = f3x2. 

Lemme 3.1.2. Soit (v, w, p, T) une solution assez n§guliere de (2.3.17)-(2.3.18) et (2.3.21) 
ou (2.3.22). Alors 

cAh lIVx(diVxv)12 +cAv lI8z (divxV)1 2 

+ XC/21ldiVxvl2 cO: r Idivxvl2::; Ilfllv.>O(o)llvlltHl(O))2 (3.1.2) 
rb Jr. 

+ 1f3'1 IIvtllL2 (0) Il v li(Hl(0)2 + ;11'1 x(l
z 

T)II(L2(0))2 + cO: II V x . rIl12(rs) 

avec X = 1 si (v, w) satisfait (2.3.21) et X = ° si (v, w) verifie (2.3.22). 

Demonstration. On multiplie la relation (3.1.1) par J~ divxv. On obtient 

-cAh in .6.x(divxv)divxv - cAv in 8~(divxv)divxv 
= in frotxvdivxv - in f3'Vl hO 

divxv - in .6. xT hO divxv 

pour divx J~h v = ° et h = Cte. 
L'integration par parties du membre de gauche donne 

-cAh r Vx{divxv)nxdivxv - cAv r 8z (divxv)nz divxv Jao Jao 
+ cAh in IV x(divxv)12 cAv in 18z (divxv)12 (3.1.3) 

= in frotxv divxv - in f3'Vl hO 
divxv - in .6.xT 10 

divxv 

Le premier terme est egale a ° quand on considere Ies conditions periodiques horizontales. 
Le second terme dans Ie membre de gauche est egale a ° au fond si v = ° sur rb. 

Si 8zv = /zV sur rb, on trouve 

-cAv r 8z{divxv)nzdivxv = cAv r V x ' (8z v)divxv 
~b J~ 

= q2 { Idivxvl2. 
Jrb 

(3.1.4) 
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A Ia surface, on montre que 

-cAv 1 oz(divxv)nzdivxv = -cAv r V x ' (ozv)divxv 
r$ Jr$ 

= -cO! 1 divxTdivxv + cO: r JdiVxvJ2. 
rs Jrs 

(3.1.5) 

On a egalement 

1 !::.xT l z 
divxv 1n (}z(l z 

!::.xT ) l z 
divxv = -1 (l Z 

VxT) . Vx(divxv). (3.1.6) 

RempIac;ant (3.1.4)-(3.1.6) dans (3.1.3), on obtient (3.1.2). 0 

On peut enoncer maintenant Ie resultat suivant 

Theoreme 3.1.3. Soient T E Loo(O, Tj (£2(r 8))2) tel que divxT E L2(0, Tj L2(r 8))' To E 
L2(fl), T* E £2(0, T; L2(rs)) et Q E L2(0, Tj L2(fl)). 

Alors il existe une unique solution faible de (2.3.17)-(2.3.18) avec la vitesse qui satisfait 
(2.3.21) ou (2.3.22). 

Demonstration. On divise la preuve en deux parties: l'existence de solution faible et 
l'unicite. 

Existence de solution faible. On utilise Ie schema de Galerkin. 

On considere (Wj) une base orthogonale de 

VI = {v E (V(fl))2 / V x . (1°1 v) = ° } 
et (<pj) une base orthogonale de H 1(fl). On note VI l'adherence dans (HI(o.))2 de VI. Tous 
ces espaces etant definis a partir de l'espace £2(fl) periodique. 

On definit 
m m 

Tm = ~f3j(t)<pj(x), Vm = ~ ,j(t)Wj(x). 
j=l j=l 

et les formes multilineaires suivantes, pour tout T, T' E HI (0.) et tout V, W E Vb 

a(T,T') = Kh r \lxT· \lxT' + Kv r ozTozT' ,r TT', 
In In Jrs 

al(T', T') = 'Y is T'T', b(v, T, T') = In (v, V x([ v)) . VTT', 

bo(V, W) = cAh r \lxV\lxlV + cAv r OzVoz~V + c1 vw + Cl21 vw In In rs rb 

bt{T, V) cO: r TV. 
Jrs 

(3.1.7) 
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Dne formulation variationnelle de l'equation de conservation de la quantite de mouvement 
et de celle de la temperature donne, pour j = I, 2, "', m 

(3.1.8) 

et 

(3.1.9) 

On definit 

comme Ie projecteur orthogonal. 

On pose Tmlt=o = PmTO' On obient a partir du systeme (3.1.8)-(3.1.9) un systeme 
lineaire de m equations differentielles ordinaires. L'existence des (3j(t) est classique. 

Estimation d'energie. 

Pour obtenir une existence globale en temps, l'estimation d'energie est mkessaire. En 
multipliant (3.1.9) par ij(t) et en sommant sur j, on tire: 

(3.1.10) 

Or (Jv;;, vm ) = 0, done 

Dne estimation du deuxieme terme de droite de l'egalite ci-dessus, donne 

D'ou 

£Ahll~ xVmll[L2(0))4 + cAv lIozvm 11[£2(0))2 + x£i21I vmll(£2(rb))2 

+ £allvmll(£2(rs))2 ::; C (1ITmll(£2(0))2 + Il r ll(£2(rs))2) . 
(3.1.11) 

On multiplie (3.1.8) par f3j(t) et on somme sur j, ce qui donne: 

(3.1.12) 

On munit Hl(D.) de la nor me 

(3.1.13) 
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La norme definie par (3.1.13) est equivalente a la norme naturelle de Hl(0.). 

En effet, pour un T assez regulier on a 

Done 

T(x, V, z) = T(x, V, 0) -1° ozT. 

IT(x, y, all' <:: 2 (IT(X,Y, z)I' + ({ 18zTI) ') 

::; 2 (IT(X, y, z)1 2 + [°1 IOzTI 2
) . 

Une integration sur n donne 

r IT(x, V, 0)1 2 = r IT(x, y, 0)1 2 = IITllt.crs) in iT2 
::; 2 (IITlli2(n) + lIozTlli2(n») ::; 2I1TII~1(n)' 

D'ou 

On a aussi a partir de (3.1.14) 

D'ou 

LIT(x,y,z)1
2 = L [T(x,y,O) -1° OzT(X,y,~)r 

::; 2L [IT(x, y, 0)12 + 11° ozT(x, y, ~)12] 
::; 2(IITlli2(rs) + lIozT lli2(n»)' 

Par ailleurs Ie terme 

b(v,T,T')=-b(v,T',T)+ { (v·nx+V x ·( rOv)nz)TT'. 
JrSurb Jz 

Comme w = 0 et nx = 0 sur rs u rb, alors 

I , 

b(v, T, T) = -b(v, T ,T). 

D'ou 

(3.1.14) 

(3.1.15) 
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Utilisant Ie fait que IITmils 2:: IITmll£2('o) et Ie choix d'un Cl adequat, on obtient 

(3.1.16) 

et 

(3.1.17) 

Une integration de (3.1.16) et (3.1.17) entre 0 et t, conduit aux estimations suivantes 

(3.1.18) 

avec 

D'ou 
(3.1.19) 

En consequence, en integrant entre 0 en T dans (3.1.11), on obtient 

(3.1.20) 

ou VI est munie de la norme 

(3.1.21) 

qui est equivalente ala norme naturelle de (Hl(O))2 en utilisant les memes arguments que 
dans Ie cas de la preuve pour montrer l'equivalence entre la nor me naturelle de Hl(O) et 
celle definie par (3.1.13). 

Or 

Estimation a priori pour 8tTm . 
00 

On considere T = 'L7Jj <Pj. 

j=l 

(8tTm, T) = (8tTml PmT) 

= -a(Tml PmT) - b(vm, Tm, PmT ) + (Q, PmT ) + al (T*, PmT) 

$ CllTmllsllPmTlls + IIQII£2('o)II PmT IIL2(,O) 

+ IIT* 1i£2(rs) II PmT IiL2(rs ) + Ib(vm, Tm, PmT)I· 

Ib(vm,Tm, PmT ) I = Ii Vm ' V'xPmTTml 
- 1 1 

$ CII"J xPmT II(L2(,O»)2I1TmII12(,O) IITmll~ 

$ CII"J xPmTII(L2(n»)2I1Tmll~, 
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donc 

(8tTm, T) $ C (IJTmlli + JJTmJJs + JIQIJP(n) + !IT*l!L2(rs)) IJPmTJls. 

D'après (3.1.19) et (3.1.20) on a, à partir de (3.1.22), 

8tTm E L 1 (0, T; (H1(D.))
1

) 

et est bornée indépendamment de m. 

Passage à la limite. 

Avec les estimations de (3.1.19) et (3.1.20), il existe 

et une sous suite (Tm', Vm') telle que 

Tm' converge vers T dans L2 (0, T; H 1(D.)) faible, 

Tm' converge vers T dans L00 (0, T; L2(D.)) faible*, 

vm' converge vers v dans L2 (0, T; Vi) faible. 

(3.1.22) 

(3.1.23), 

Une application du Corollaire 4 de [70], avec X= H 1 (D.), B L2 (D.) et Y (H1 (D.))
1

, 

permet de dire que 

Tm' converge fortement vers T dans L2 (0, T; L2(D.)). 

D'où, après passage à la limite dans la formulation variationnelle on trouve (v, w, T) solu­
tion de (2.3.17)-(2.3.18), et qui vérifie les estimations 

eAhllV xvll{P(r2))4 + eAvll8zvll(L2(n))2 

+ xe12llvll(vi(rb))2 + eallv1J(L2(ra))2 $ c(l!Tlli2(n) + llTll(L2(ra))2), 

(3.1.24) d 12 1 2 2 
dt llTI L2(n) + Kh IV xTll(L2(ü))2 + Kvl18zTllL2(n) 

+ 1!1Tlll2(r8 ) $ c (11QIJ12(n) llT*JJ12(rs)) · 

Si T satisfait V x ·TE L2 (0, T; L2(r s)), utilisant le Lemme 3.1.2, v satisfait 

(3.1.25) 

Unicité de la solution faible. On note par ( v, w, T) la différence entre deux solutions faibles 
(v1,w1,T1) et (v2,w2,T2). Nous avons formellement 

~ :t l JTJ
2 

+ Kh l IV xTJ
2 

+ Kv l J8zTJ
2 +'Y ls JTj

2 

:::; jfn w8zT1TI li vV xT1T1. 

(3.1.26) 

i 
l 
' 
! 
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Les autres termes s'annuIent. On montre, dans ce qui suit, qu'on contr6le Ie terme non 
lineaire dans Ie membre de droite. 

Concernant la vitesse verticaIe, utilisant l'inegaliM de Gagliardo-Niremberg en dimen­
sion deux et Ia relation qui donne W en fonction de divxv, on a 

Ii WOzTlTI = 11° £2 WOZTITI 

$1° IIwIlL~ IITIIL! IIOzTIIL~ 
$ IIwIlL~ L! IlozT11IL2(!1) IITIlLiL! 

$ elldiVxvll~~!1) IIdiVxvll;g(!1) lIozT1 1IL2(!1) IITII~~!1)IITII;g(!1)' 
Utilisant les estimations sur v et divxv par rapport a T donnees par (3.1.24)-(3.1.25) avec 
T = ° et Q = 0, on obtient 

Ii WozTlTI $ cllozT1 II L2(!1)IIT IIL2(!1)IITIIHl(!1)' 

Le terme avec vest contr6le de la fac;on suivante 

Ii v\7 xTl TI $ II v ll(L6(!1»211\7 xTllI(L2(!1»2I1TIlV(!1) 

$ cllvll(Hl(!1»)2I1\7 xTllI(L2(!1»)2I1TII~~!1) IIT II;;?(!1)' 

(3.1.27) 

ou on a utilise l'injection de H1(D,) dans L6 (D,) et l'inegalite d'interpoiation t = !! +!~ 
qui donne 

1 1 

IITIIL3(!1) $ IITII12(!1) IIT II16(!1)' 

En se servant des estimations sur v donnees par (3.1.24), il vient 

Ii v\7 xTITI $ ell \7 xTllI(L2(!1»)2IITII~~!1) IITII~;(n) 

::; C(4~IITlli2(n) +c~IITIlt-l(!1»)' 
(3.1.28) 

Avec un choix convenable de c, les estimations (3.1.27)-(3.1.28) et l'inegalite (3.1.26) sont 
assez suffisantes pour prouver l'unicite, en utilisant Ie lemme de Gronwall. 0 

Remarque. On peut montrer l'existence globale de solutions fortes si 

T E LOO(O, Tj (Hl(r s))2), To E Hl(D,), Q E L2(O, T; L2(D,)) et T* E L2(0, Tj L2(r s)). 

En effet divxv est plus n§guliere si on utilise (3.1.2) et done rotxv par la relation entre 
divxv et rotxv. 

Alors \7 xV est contr6Ie en utilisant un result at connu donne par exemple dans [67J, si 
on considere des conditions horizontales periodiques. La derivee verticale ozv est contr6lee 
en utilisant l'equation. Pour obtenir la regularite sur T, on prend Kvo~T + Kh,tlxT comme 
fonction test. 0 
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3.1.2. Loi de Darcy / Modèle "hypervisqueux". 

On montre dans cette partie qu'on contrôle w quand on contrôle le laplacien horizontal 
de T ou une expression en fonction de T. Pour cela on démontre quelques relations qui 
lient w et T, et on donne une estimation de divxv. 

On considère la loi de Darcy dans un domaine n = S x ( -h, O) où S est un domaine 
bi-dimensionnel borné et h = Cte. On choisit h = 1 pour simplifier , voir FIGURE 3.2. 

z 

X 

~~ 
______ __J/ il=sx (-1,0) 

Figure 3.2: Le domaine occupé par le fluide. 

On suppose que la vitesse u = ( v, w) et la pression p sont gouvernées par la loi de 
Darcy dans un domaine mince avec une profondeur constante. Ce qui signifie que 

Mu+Vp=Tez 

où 

-f 0) 
é:H Ü 

0 0 
avec 

divxv = 0, 

La vitesse verticale étant donnée par 

v • nx =O. 

w=-lz divxv(x,Ç)dÇ. 
-1 

La convection de Bénard dans un tel milieu poreux avec paramétrisation donne 

avec D est un opérateur de paramétrisation d'ordre quatre. 

Par exemple, pour 

on obtient la paramétrisation hypervisqueuse donnée par [62] et étudiée dans [16]. 

(3.1.29) 

(3.1.30) 

(3.1.31) 

(3.1.32) 

l 
' 1 
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Lemme 3.1.4. Soh (v, w,p, T) une solution du systeme (3.1.29)-(3.1.31). Alors 

cHrotxv = - Jdivxv - {3V2 (3.1.33) 

et 

Demonstration. On a 
8zp = T. 

Done, en prenant Ie laplacien horizontal de la relation pn§cedente, on trouve 

8z(Vx ' (Vxp)) = !::"xT . 
Avec 

VxP = -CHV - Jv-L, 

on obtient 

(3.1.34) 

(3.1.35) 

En appliquant, Ie rotationnel horizontal sur la composante horizontale de l'equation de 
conservation de la quantite de mouvement de la loi de Darcy, on obtient (3.1.33). Utilisant 
(3.1.33) et les valeurs 

1 1 
8Z Vl = - 2 pU8yT+cH8xT), 8Z V2 = 2 p(-eH8yT+ J8xT) , 

cH eH + 
tin~es de l'{~quation de quantite de mouvement (3.1.29), dans (3.1.35), on deduit (3.1.34). 

Ce qui acheve la preuve. 0 

Remarque. La relation (3.1.33) est fortement utilisee en oceanographie. 0 

Remarque. L'equation (3.1.35) est interessante d'un point de vue numerique pour avoir 
w = 0 sur rs u rb . 0 

i) Le cas CH f. O. 

Lemme 3.1.5. Soit (v, w, p, T) une solution assez n§guliere du systeme (3.1.29)-(3.1.31). 
Elle verifie les estimations a priori suivantes 

cHlldivxvlli2(0) ::; cc;/ (l1!::,.x(l
z 

T)lIi2(0) 

2 2 {32I1Jllioo(0) 2 ) 
+ 1{31 II VlIIL2(0) + 2 IIV211L2(0)' 

cH 

(3.1.36) 

Demonstration. On multiplie (3.1.34) par W, on trouve 

1 J2 1 {3J (eH + -)18zwI2 = (!::"xT + {38zVl + -8Z V2)W 
o CH 0 cH 

= _ { !::"x( {z T)8zw _ {({3Vl + {3J v2)8zw. 
io io io EH 

(3.1.37) 

Done, on derive (3.1.36) en utilisant l'inegalite de Cauchy-Schwarz, avec J = (1 + PX2). 0 
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Remarque. On peut choisir une diffusion sur T permettant alors de contrôler w. On renvoie 
aux travaux faits dans [15}. 

Dans [64}, ils n'ont pas une telle estimation sur divxv, donc ils ont ajouté un autre 
terme dans la paramétrisation convective (3.1.32) pour pouvoir passer à la limite. Pour 
cela ils réécrivent le terme non linéaire venant de la vitesse verticale de la façon suivante 

et ils obtiennent une convergence forte de V xTn par la paramétrisation (2.3.10). 0 

ii) Le cas éH =O. 

On remarque que l'équation (3.1.34) donne une relation entre w et ÔzVz, donc entre 
w and Ôx

1 
T. Ce qui permet d'obtenir une expression explicite de (v, w) en fonction de T. 

L'existence de solutions faibles est alors directe. On a juste à résoudre le système suivant 

(3.1.38) 

fv.l = -Vx(jz T-1°1z T), 
-1 -1 -1 

f 28;w = f38x 1 T, wlz==-I = wlz=:O = 0, 

OtT- Kvo~T- Khtl.xT +V. VxT + wozT = Q. 

L'existence de solutions faibles pour les équations planétaires géostrophiques usuelles est 
ainsi obtenue, c'est-à-dire (3.1) avec D 1 = Dz = 0 et Q1 = -Kvo~ - Khtl.x. 

On montre, dans le calcul qui suit que la solution du système (3.1.38) est un cas 
particulier. En effet, si on considère le système (3.1.39) posé dans un domaine n avec fond 
variable z = h(x, y). On va déterminer, explitement en fonction de la température Tet de 
h, chaque composante de la vitesse et la pression. Ce système est de la forme 

(3.1.39) 

fv.l + Vp = 0, 

OzP = T, 

f 2o;w = f38xT, 

ÔtT + v · VT + divx(1° v)ozT- Khtl.xT- Kvo;r = Q. 

Le système (3.1.39) est complété par les conditions aux bords sur v : 

w=O 

v.n=O 

(v,w) · n = 0 

à la surface, 

sur les bords latéraux, 

au fond. 

En intégrant (3.1.39)2 entre 0 et z, il vient : 

p(x, y, z) = Ps(x, y)+ foz T. 

(3.1.40) 

(3.1.41) 

(3.1.42) 

(3.1.43) 



On prend la moyenne en z de (3.1.39h, ce qui donne: 

fv1. + \Ips + * lh l z 
VT = O. 

En prenant Ie V1.. de l'equation (3.1.44), on trouve 

fdivv + Pv2 = -'V~. (~1." 1.' 'VT) . 
Pour 

divv = 0, 

on obtient a partir de l'equation (3.1.45) 

V1.h (11hlZ t ) V2 = 13h . h 0 Q VT - J
o 

VT(x, y, h) . 
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(3.1.44) 

(3.1.45) 

(3.1.46) 

(3.1.47) 

Par une integration de (3.1.46) entre 0 et x et par utilisation de (3.1.47) on obtient 

V, = ~8y 1" 'Vi. (~f 1.' 'VT) +a,(y), (3.1.48) 

avec al(Y) = VI (0, y). 
Pour determiner Ps(x, y), on revient a l'equation (3.1.44)) et on trouve 

p,(x, y) = - ~ {1" (i'Vi . ( ~ 1." 1" 'VT) + ~ 1." 1.' 8xT) 

+ 1." (i 8y 1" 'Vi (~1." l' 'VT) +~l 1.' 8yT) 
(loy f a l (y)) - a2(y) - a3(x) } , 

avec a2{Y) = Ps(O, y) et a3(x) = Ps(x, 0). 

(3.1.49) 

Dans la suite, on va utiliser (3.1.49) et (3.1.39h pour retrouver les expressions de VI 

et V2 : 



84 

L'équation (3.1.39)3, intégrée deux fois en profondeur suivant z, donne 

/3 r rç 
w(x, y, z) = 12 Jo Jo OxT + zo.4 (x, y), 

avec a4 (x, y) Ozw(x, y, 0). 

Quelques notations : on pose 

(3.1.53) 

fo vi . ( ~ [ [ vr) , 
fi= ~l l 8,T, 

h ~ lh lz oyT. 

(3.1.52) 

Les conditions aux bords permettent de trouver des relations entre les fonctions in­
connues ai, i = 1, 2, 3, 4. La condition (3.1.41) permet d'avoir 

(3.1.54) 

où nx et ny sont les composantes de la normale et x1 un point de l'axe des x à la verticale 
duquel on prend la trace. 

Au fond, l'utilisation de la relation (3.1.42) permet de trouver la relation 

W =V· \lh. 

Donc 

v(x, y, h) · \lh (3.1.55) 

En remplaçant v par sa valeur, on trouve une équation qui lie a 4 , a;, a; et a 1 • Les 
inconnues qui restent à déterminer étant a 4 , a;, et a;. 

La condition d'incompressibilité donne la relation 

(3.1.56) 

La relation (3.1.56) permet de simplifier la relation (3.1.55) et de trouver 

(3.1.57) 
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n manque une equation pour determiner les trois inconnues. Ce qui signifierait qu'il n'y a 
pas d'unicite pour Ie systeme (3.1.39)! 

Solutions de (3.1.38) : 

On suppose que h est une constante. La premiere consequence est fo = 0. On ales 
expressions suivantes pour w et (V2' vd : 

w ~ :' [[ [axT X t [as], (3.1.58) 

v, ~y [[ axT - ~ t [ as] , (3.1.59) 

v, ~2~ [~ (l [ ByT+ [ l [ayaxT) -2 [ayT -a;]. (3.1.60) 

Les conditions (3.1.46) et (3.1.41), utilisant V2 = 0, donnent VI = 0. Ce qui donne: 

Les expressions des differentes constantes sont : 

3.1.3. Loi de Darcy en domaines minces/ processus de filtration. 

On remarque qu'il est possible de demontrer l'existence de solutions faibles pour 
(2.3.15) avec des conditions aux bords sur T et Ie domaine fl, voir FIGURE 3.3. L'orientation 
du domaine par rapport a I'axe de rotation est import ante pour une construction de solu­
tion faible. 
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Figure 3.3: Le domaine occupé par le fluide. 

Le domaine, décrit par la FIGURE 3.3, est défini par 

n = {(x,z): (x 1 ,z) Es, -1<X2<1}. 

Dans ce cas, la relation entre v2 et T s'écrit 

Lemme 3.1.6. 

Démonstration. On a 
(3.1.61) 

Donc 
(3.1.62) 

Par ailleurs l'équation d'incompressibilité donne 

On prend la dérivée 8x2 de l'égalité précédente et on remplace le résultat obtenu dans 
(3.1.62), il vient 

8x/JzT = -EHa't v2 

car Ox 1 ax
2 

V1 = 0 d'après la deuxième égalité de (3.1.61). 0 

Ce qui entraîne qu'on contrôle 8x2 v2 dans L 2 (0, T; L 2(n)) si on contrôle la dérivée 
verticale de la température 
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3.2. Convection de Bénard et milieux poreux avec fond 
variable 

La théorie est normalement appliquée à des bassins océaniques avec contours et pro­
fondeur idéalisés du genre des carrés avec un parallélépipède à fond constant. 

Dans [59], il exprime le champ de vitesse en fonction de la pression et obtient alors 
une équation sur la pression grâce à !'incompressibilité. Il essaie alors de comprendre les 
limitations et résultats inhérents à un domaine avec une profondeur variable s'annulant 
sur le bord. 

Il est important en océanographie de considérer un domaine avec une profondeur qui 
s'annule sur le rivage, voir FIGURE 3.4. C'est le cas pour les équations de Navier-Stokes 
hydrostatiques en dimension delLx dans [6], pour les équations verticales géostrophiques 
dans [8]. 

On propose ici de considérer de tels domaines pour les équations planétaires géostro­
phiques avec une paramétrisation hypervisqueuse. 

z 

b 

Figure 3.4: Le domaine occupé par le fluide. 

Loi de Darcy en domaines minces/ Modèle hypervisqueux de Samelson Vallis. 

Le domaine est maintenant défini par 

n = { ( x, z) : x E s, - H ( x) < z < o} 

avec H une fonction continue telle que H(x) = 0 sur âs. La surface est définie par 

f 8 = {(x,O): x Es}. 

On considère que la vitesse u = (v, w) et la pression p sont gouvernées par (3.1.29), (3.1.31) 
avec 

v·nar.=0. (3.2.1) 

Dans la preuve de notre résultat principal, dans cette partie, on a besoin d'un résultat de 
régularité sur l'équation suivante 

\If = 0 sur ars (3.2.2) 
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avec !vI donne par 

~ (CH 
M= 1 -1). 

CH 

Le resultat est demontre dans [5J avec differentes applications en oceanographie. On sup­
pose que la profondeur H satisfait 

H> 0 dans rs (3.2.3) 

et 
H = <p(dist(x, ars)) dans un voisinage de ars (3.2.4) 

avec <p une fonction croissante telle que <p(0) 0 et elle verifie la condition (3.2.5) donnee 
en dessous. On suppose que, pour toute paire de constantes positives CI, Cz, il existe une 
paire de constantes positives Cll Cz telles que 

(3.2.5) 

Remarque. Si on considere H = (dist(x,ars ))8 avec 0 < e < 2 alors l/H est un poids 
de Munkenhoupt dans Az(rs, ars)' De tels poids ont ete utilises dans plusieurs equations 
degenerees, voir par exemple [37]. 0 

Remarque. La relation (3.2.5) peut etre trouvee dans [38] page 108. 0 

Donnons Ie resultat suivant qui est demontre dans [5J en utilisant l'im?galite de Hardy 
dans les espaces a poids et les quotients differentiels. 

Lemme 3.2.1. Soit s un domaine borne de c1asse C3. Soit 9 tel que Hl/Zg E L2 (r s) avec 
H qui verifle (3.2.3), (3.2.4), (3.2.5). 11 existe une unique solution W de (3.2.2) telle que 
W E HJ(r s) et V' x W / H 1/ Z E (L2(rs))Z. De plus 

et 

avec c une constante dependant seulement du domaine. 

Remarque. Le lecteur interesse par des resultats de regularite similaires sur les equations 
elliptiques degenerees avec des poids qui s'annulent, peut consulter avec profit [2], [76J et 
[39] par exemple. On peut aussi voir [38J pour des resultats mathematiques sur les espaces 
de Sobolev a poids. 0 



89 

Remarque. On remarque, dans Ie Lemme 3.2.1, que Ie resultat de regularite n'est pas 
obtenu sur Llx W mais sur Hl/2V xCV x w / H). Ceci explique Ia categorie de profondeurs 
qu'il est possible de considerer. 0 

Nous sommes desormais en mesure de prouver I'estimation suivante. 

Theoreme 3.2.2. Soit s un domaine borne simplement connexe de classe C3 • 

Soit (v,Ps, T) une solution n§guliere de (3.1.29), (3.1.31) et (3.2.1). Alors 

Ildivx v llL2(n) :s; c(IILlxTIIL2(n) + IIV xT II(L2(n))2 ). 

Demonstration. La loi de Darcy s'ecrit 

Mv + VxPs = -Vx LO T. 

Avec 
v.nar .. =O 

et r s un domaine simplement connexe, il existe W tel que 

(3.2.6) 

et donc on a V x W . T = 0 sur r s ou T designe Ie vecteur tangent. Donc west constant sur 
Ie bord car la surface est simplement connexe. On choisit 

car w n'intervient que par son gradient dans l'expression de v. 

Integrant (3.2.6) par rapport a z de -H a 0, on obtient 

Mv+HVxPs = -fO Vx fO T. 
-H }z 

Donc, en divisant par H et en utilisant Ie rotationnel horizontal, on trouve 

Ce qui donne 

On remarque que l'equation precedente s'ecrit 

(3.2.7) 

(3.2.8) 
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On a 
!vl 1 10 ro 

-VxPs = H v;-w + H -H Vx(Jz T). 

Ainsi, en utilisant la relation précédente dans (3.2.6), on obtient 

- 10 !vl J_ 1 10 10 1W V = - V X T + H V X w + H V X ( T). 
Z -H Z 

(3.2.9) 

Donc, en multipliant par (M)-1 et en appliquant l'opérateur divergence sur (3.2.9), on 
voit que 

(3.2.10) 

avec c dépendant de H. Maintenant on utlise le fait que W satisfait (3.2.7)-(3.2.8) avec 

H 112
(-v;; · J_oH Vx(lo T) - ~ /_

0
H VxT· v;H) E L 2(I's)· 

Le Lemme 3.2.1 donne l'existence et l'unicité de solution faible de l'équation de la fonction 
courant et le résultat de régularité 

H11 2Vx(~ Vxw) E (L2 (I's)) 4 

et donc 

et par (3.2.8) 
VxH • v;w Il s 3; 2 llL2(r.) S c!IV xTll(L2(n))2. (3.2.11) 

Utilisant (3.2.10) et (3.2.11), on achève la preuve du Théorème. 0 

Remarque. Notons que l'absence de parois verticales est importante pour satisfaire la 
condition au fond et en surface u.n = 0 où u = ( v, w) et la condition d'absence de flux 
v.nas = 0 sur le rivage. En présence de bords latéraux, on obtiendrait seulement v.nas = 0 
et non u · n = 0 sur les bords latéraux. 

Remarque. Des équations similaires sur la fonction courant ont été obtenues avec les 
équations verticales géostrophiques. 

Dans [7}, les auteurs reviennent sur le travail réalisé par R. Salmon dans [59] et qui 
concerne les équations planétaires géostrophiques 

1 
fvj_ + -'\! xP = -EHV, 

Po 
1 
-8zp = (-1 + aT)g, 
Po 
'\! x · V + Bz W = 0, 
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avec comme equation en temperature l'equation lineaire suivante 

wN2 = -kT, 

ou N represente la fiottabilite ( dans la litterature on l'appelle improprement la frequence 
de Brunt-ViiisiWi et dans ce cas elle correspond a 1.llle frequence multipliee par 27r). Elle 
se rapporte au mouvement d'oscillation verticale qui animerait une parcelle d'eau si on 
l'ecartait de sa position d'equilibre. k designe Ie coefficient d'amortissement. 

Dans [7], consider ant une equation non lineaire sur la temperature du type 

les auteurs derivent Ie systeme suivant pour la fonction courant 

{ 

- div (M':;W) = 90"1"-. G L 'Vx(l T)) dans rs, 

'li = ° sur ars. 
(3.2.12) 

Remarque. Numeriquement, ce systeme est interessant car il permet notamment de retrou­
ver un champ de vitesse incompressible tri-dimensionnel directement par un ca1cul bi­
dimensionnel sur la surface pour la fonction courant. Ii permet de satisfaire les conditions 
aux bords d'impermeabilite sans probleme apparent. 

On peut voir les simulations numeriques dans [9]. 0 

Le Theoreme 3.2.2 et Ia relation (3.2.9) donnent une estimation uniforme de v dans 
£2(0, T; (£2(0))2) et divxv dans £2(0, T; £2(0)) si on obtient une estimation uniforme de 
T et D.xT dans £2(0, T; £2(0)). 

Ces estimations suffisent pour montrer l'existence de solutions faibles par Ie schema 
c1assique de Galerkin. 
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3.3. Justification des équations PG 

La justification mathématique des équations planétaires géostrophiques à partir des 
équations primitives est encore un problème ouvert. 

Nous allons ici indiquer comment obtenir les équations planétaires géostrophiques 
classiques, en faisant tendre le nombre de Rossby E vers 0, à partir des équations de 
Salmon 3D, c'est-à-dire les équations planétaires géostrophiques avec traînée linéaire Eue. 
Plus précisemment, nous allons montrer la convergence du modèle 

(3.3.1) 
{ 

EVe + Jvf + VxPe = 0, 

EWe + 8zPe =-Te, 

8tTe + (ve, We) · VTe ~Te Q, 

vers le modèle planétaire géostrophique 

(3.3.2) 
{ 

f v.l.. + V xP = 0, 

8zp = -T, 

8tT+ (v,w) · VT-~T = Q. 

L'inégalité d'énergie classique ne donne pas d'estimation uniforme sur ue dans L 2 (esti­
mation qui semble nécessaire pour espérer passer à la limite dans le terme convectif de 
l'équation en température). 

Nous allons montrer comment par quelques manipulations algébriques, nous pouvons 
obtenir une telle estimation en utilisant des relations de paramétrisations semblables à 
celles données précédemment. 

On considère f une fonction périodique dépendant de y, de classe W 1100 telle qu'il 
existe Co, Ci, C2 trois constantes strictement positives avec f ~Co et C1 ::; IJ'I s C2. Le 
domaine est supposé du type bande f2=T2 x]O,1( (voir FIGURE 3.1). 

Lemme 3.3.1. Soit (ve, Wg, pg, Te) une solution de (3.3.1). 

et 

Alors on a les relations suivantes : 

1 
8zVe = 2 J2 Ae(\7 xTe +EV xWe) 

E + 
où Ae est une matrice 2 X 2 telle que (Ae)ii = E, (Ae)12 = f et (Aeh1 = - f. 

(3.3.3) 

(3.3.4) 

Démonstration. Tout d'abord on prend le rotationel de la composante horizontale de 
l'équation de conservation de la quantité de mouvement du système (3.3.1). On trouve 

(3.3.5) 

1 
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On applique ensuite Ie laplacien horizontal a la composante verticale de conservation de la 
quantite de mouvement du systeme (3.3.1), on obtient 

(3.3.6) 

En utilisant les composantes horizontales de l'equation de conservation de la quantite de 
mouvement qui donne \l xPe' on obtient, a part.ir de (3.3.6») 

(3.3.7) 

Maintenant on utilise la relation (3.3.5) dans (3.3.7) pour obtenir la relation (3.3.3). 

On cherche une pression a moyenne nulle. Donc on integre la composante verticale de 
l'equation de quantite de mouvement par rapport a z et on obtient la pression 

(3.3.8) 

On derive la composante horizontale de l'equation de quantite de mouvement par 
rapport a z et on utilise la relation (3.3.8), ce qui donne (3.3.4). 0 

Les relations (3.3.3) et (3.3.4) sont suffisantes pour l' obtention d' une estimation 
uniforme de (ve, we) dans L2(O, T; (L2(0))3). 

Estimation de \lTe' Avec les conditions aux bords et de la condition initiale pour Te 

{ 

8zTe = i(T* - Te) sur r s, 

8zTe = 0 sur rb, 
Te;(O) = To dans 0, 

(3.3.9) 

on multiplie (3.3.1h par Te; et une integration par partie donne l'estimation suivante : 

(3.3.10) 

avec 

Estimation de (ve;, we;). On multiplie l'equation (3.3.3) par We; et on obtient apres 
integration sur 0 

c211\lwe;II~£z(n»3 + in j2(8zwe;)2 + in (/' j8zv2,e; + j'c8zV I,e;)We; 

+ in \lxTe;' \lxwe = O. 

(3.3.11) 
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La relation (3.3.4) et la premiere equation de (3.3.1) permettent d'ecrire 

(3.3.12) 

Utilisant Ie fait que 

et l'inegalite de Young, on obtient, en remplat;ant (3.3.12) dans (3.3.11), 

Or 

Done 

(3.3.14) 

Le passage a la limite se faisant pour un c tendant vers 0, alors, on choisit c2 < 4~2' 
2 

Ce qui conduit, a partir de (3.3.14) apres integration en temps et l'utilisation de 
(3.3.10), a l'estimation 

avee C independant de c. 

Multipliant la composante horizontale de l'equation de conservation de la quantite de 
mouvement du systeme (3.3.1) par v; et utilisant les relations sur Vc: et Pe, on obtient 

(3.3.16) 
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D'apres l'estimation de 8z w dans (3.3.15), la relation d'incompressibilte 8z we; = -divxve; 
montre que divxve; est borne dans L2(0,TjL2(fl)). 

D'apres la relation (3.3.5) on a 

c:llrotxve;IIL2(n) :::; C2 I1 vZ,e;IIL2(n) + Il/l1oolidivVe;IIL2(n). 

Avec l'estimation precedente, on obtient a partir de (3.3.16) 

Collve;II(L2(n»)2 :::; in V'x(l° Te;)v;- + Czllv2,e;IIL2(n)lIdivVe;IIL2(n) 

+ 1I/11001Idivve;lIi2(n)' 

(3.3.17) 

L'inegalite de Young utilisee dans Ie second membre de (3.3.17), conduit a l'inegalite 

Co live; 11(L2(n»)2 :::; ~ II V' xTe; 1I(L2(n)p +c:'lIve 11(L2(o»2 + ~~ Iidiv xVe; Ili 2 (n) + 11/1100 IIdivve; lIi2(o). 

Un choix convenable de E' et une integration en temps dans l'inegalite precedente permet­
tent d'avoir 

Collve;lIi2{0,T;(L2(n))2) ::; C (IIV' xTe;lIi2(o,T;(L2(n)2) + IIdiVxVe;lIi2(0,T;L2{n»)) :::; C. (3.3.18) 

Ces bornes uniformes dans L2(0, Tj £2(fl)) sur We; et Ve;, obtenues a partir de (3.3.15) 
et (3.3.18), permettent alors Ie passage a la limite de (3.3.1) vers (3.3.2). D'ou Ie 

Theoreme 3.3.2. Boit To E L2(fl), T* E LZ(O, Tj L2(r 8)), Q E L2(0, Tj L2(o.)). AloTS i1 
existe une sous-suite de (ve, We;, Pe' Te) solutions du systeme (3.3.1), a. E fixe, qui converge 
vers (v, w, p, T) la solution du systeme (3.3.2) quand E tend vers ° au sens suivant 

(Ve;, we) -'- (V, w) dans L2(0, Tj (L2(o.) )3) faible, 

et 

Demonstration. Des estimations uniformes de (ve;, we;) dans L2(0, Tj L2(o.)), on deduit 
l'existence d'un couple (v, w) tel que, pour une sous-suite, 

Ve; ~ v dans L2(O, T; (L2(fl))2) faible et We -'- W dans L2(0, T; L2(fl)) faible . 

On peut alors obtenir une estimation de 8tTe comme dans les preuves precedentes et 
montrer qu'il existe T tel que, pour une sous-suite, Te converge fortement vers T dans 
L2(0, Tj L2(o.)). On peut alors passer a la limite dans la formulation variationnelle en 
temperature en faisant porter Ie terme de derivee spatiale de la convection sur la fonction 
test. 

Le passage a la limite dans la forme faible en vitesse de (3.3.1) ne necessiterait lui 
que la borne uniforme de Ve; dans L2(0, Tj (L2(o.))2) et la borne uniforme de .,jEue dans 
L2(0, T; (L2(o.))3). On obtient alors que (v, w) satisfait 

in Ivl.cPx = ° l TcPz = ° 
avec cP = (cPx, cPz) une fonction test. Par Ie tMoreme de De Rham, on obtient alors 
l'existence d'une pression telle que (v, w,p) satisfait (3.3.2h,2' 0 
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PARAMETRISATION EN MECANIQUE DES FLUIDES : 

ANALYSES MATHEMATIQUES DE QUELQUES MODELES. 

RESUME. 

Cette these, consacree essentiellement a l'etude de quelques modeles issus de la para­
metrisation en mecanique des fluides, est composee de deux parties. 

Equations de type Kazhikhov-Smagulov. On etablit de nouveaux systemes de type 
Kazhikhov-Smagulov en supposant une dependance entre Ie tenseur de Reynolds choisi et 
la loi liant la vitesse a la densite. Les modeles sont aussi obtenus a partir des equations 
compressibles sans avoir a supposer une faible diffusiviM A. On montre que divers modeles 
peuvent se ramener a un modele de type Kazhikhov-Smagulov et que divers resultats 
d'existence globale de solutions faibles peuvent Hre alors etablis. On conclut par un resultat 
de convergence du systeme classique de Kazhikhov-Smagulov avec une densite initiale 
Po 2: 0 vers Ie systeme de Navier-Stokes avec une densite initiale Po 2: o. 

Equations planetaires geostrophiques. On decrit l'asymptotique qui mene aux equa­
tions planetaires geostrophiques. On donne ensuite quelques relations suivant les parame­
trisations pour la dissipation. Les systemes obtenus sont equivalents aux systemes de con­
vection de Benard dans un milieu poreux mince et anisotrope avec la loi de Darcy ou celIe 
de Brinkman. 

On donne ensuite quelques resultats mathematiques pour quelques modeles et un 
resultat de convergence entre Ie modele de Salmon 3D et Ie modele planetaire geostrophique 
classique. 

PARAMETRIZATION IN FLUIDS MECANICS : 

MATHEMATICAL ANALYSIS OF SOME MODELS. 

ABSTRACT. 

This thesis, devoted essentially to the study of some models resulting from para­
metrization in fluids mecanics, is composed of two parts. 

Kazhikhov-Smagulov equations. We propose some new Kazhikhov-Smagulov type 
models using particular Reynolds tensor depending on the relation between the velocity 
and the density. Moreover, the models are obtained without assuming small enough diffu­
sivity >.. In general framework, several Kazhikhov-Smagulov type models may be derived 
and global existence of weak solutions established. We conclude by a result of convergence 
of the traditional Kazhikhov-Smagulov system with initial density Po > 0 towards the 
Navier-Stokes equations with initial density Po 2: o. 

Planetary geostrophic equations. We describe the asymptotic which leads to the 
geostrophic equations. We give then some relations according to parametrizations for dis­
sipation. The systems obtained are equivalent to the systems of Benard convection in a 
porous and anistropic medium with the Darcy law or that of Brinkman. We give also some 
mathematical results for some models and a result of convergence between the Salmon's 
3D model and the traditional planetary geostrophic model. 


