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Introduction générale

Le travail qui est mené dans cette thése tourne autour de deux thémes principaux
suivants : Les équations de type Kazhikhov-Smagulov et les équations planétaires géostro-
phiques ou thermohalines. Chaque théme constitue une partie indépendante. .

Le premier volet est composé d’un chapitre qui regroupe quelques uns des résultats
obtenus sur le sujet :
- De nouveaux systémes de type Kazhikhov-Smagulov : modeéles de propagation
de polluants et de combustion a faible nombre de Mach, en collaboration avec D.
BRESCH et E. H. EsSOUFI, a fait I’objet d’une note parue dans C. R. Acad. Sci. Paris, 335,
Série 1, (2002), 973-978.
- Some new Kazhikhov-Smagulov type models : pollution, combustion, article
qui développe et améliore les résultats donnés dans la note de ’académie, en collaboration
avec D. BRESCH et E. H. ESSOUFI, en préparation.
- Equations de Kazhikhov-Smagulov : densité initiale pouvant s’annuler, article
en préparation.

Le deuxiéme volet se compose de deux chapitres qui développent deux articles :
- Convection in rotating porous media: The planetary geostrophic equations,
used in geophysical fluid dynamics, revisited, en collaboration avec D. BRESCH,
paru dans Cont. Mech. Thermodyn., 15 (2003) 3, 247-263.
- Circulation thermohaline et équations planétaires géostrophiques : Propriétés
physiques, numériques et mathématiques, en collaboration avec D. BRESCH et T.
Huck, paru dans Ann. Math. Blaise Pascal 9 No 2 (2002), 181-212.

Les équations de type Kazhikhov-Smagulov.

L’idée d’introduire une hypothese compatible entre le tenseur du taux de déformation
et la loi liant la partie potentielle de la vitesse a la densité est née, pour la premiére fois
a notre connaissance, du travail réalisé dans [8] pour le systéme de Korteweg. Ce qui a
donné un premier résultat complet d’existence globale de solutions faibles pour ce type de
systéme avec le tenseur de Reynolds —div(hVu).

Dans la section 1.2 du chapitre 1, on montre comment, & partir de la loi de Fick,
on dérive la relation fondamentale de Kazhikhov-Smagulov. Elle est essentielle pour le
développement du modeéle dit de Kazhikhov-Smagulov. Cette relation est aussi importante
pour les modeles généralisés de type Kazhikhov-Smagulov développés dans (7).

Ainsi, on établit un nouveau modele pour I'évolution du sel ou d’un polluant dans
une couche mince de fluide ainsi qu’un nouveau modele de combustion a faible nombre
de Mach qui posseédent chacun une solution faible globale sans restriction sur les données
contrairement aux modeles précédents avec la diffusion standard.

Le modele de base avec du sel dissout dans un fluide compressible a été étudié en
premier par Graffi dans [12], et étendu par Kazhikhov et Smagulov dans [15] pour tenir
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en compte des effets non linéaires pour une petite diffusion en négligeant certains termes.
Ce résultat a été complété par Beirao da Veiga dans [2] pour tenir en compte tous les
effets non linéaires en conservant tous les termes. Tous ces résultats concernent le cas i
la diffusivité est supposée petite.

Physiquement on considére un écoulement dans un domaine bi ou tridimensionrel
Q1 le, avec d = 2 ou 3 et on note [0, 7] Vintervalle de temps, pour T > 0.

Le modele est dérivé a partir des équations de Navier-Stokes compressibles

) 8, (pu) + div(pu @ u) — Adiv(¥(p)d(w)) + Vp + (& + NV (dive) = pf,
3“0 + le(.ﬁ‘lL) = 0,

ol d(u) = (Vu +tVu)/2.

La vitesse u et la densité p sont supposées vérifier
u=vF AVpi(p) avec divv =0 (2

ou
PV p+(p) = £V¥(p) (3)

et ¥ > 0. On note respectivement par @, v, la fonction donnant — ou + devant V¥
dans (3). Deux exemples de telles relations peuvent &tre trouvés dans [1], [16]. Il s’agit
d’un modele de dispersion de polluants dans une couche mince de fluide et d’un modele de
combustion & faible nombre de Mach.

En ce qui concerne le premier exemple, la relation (2) est connue sous le nom de la loi
de Fick avec ¢, = log p. Le modéle de combustion & faible nombre de Mach a été proposé
par A. MAJDA ot p = 1/p.

L’idée est maintenant de transformer les équations (1) en équations sur p and v en
utilisant la relation (2). En choisissant ¥(p) = 2u/X et en utilisant (2) et ¢ = logp, A.V.
KAzHIKHOV et Sh. SMAGULOV ont obtenu le modele qui suit en négligeant les termes en
0(\?)

atp + le(p'U) = /\A,O,
(4) pOv+puv+ Vv —AVp Vv — v -VVp=—-VP+ ulAv+ pf,
divv = 0.

Ce modele suppose une faible diffusivité et a été appelé modele de Kazhikhov-Smagulov
par F. FRANCHI et B. STRAUGHAN, voir {10]. La densité initiale py est supposée satisfaire
0 <m < pg £ M < +oo pour presque tout z € ). Afin d’obtenir un résultat d’existence
globale de solutions faibles, ils ont alors fait ’hypothése restrictive concernant A, u, m et

M.

En choisissant ¥(p) = p et A = y, on montre que l'on obtient bien le modéle de
Kazhikhov-Smagulov modifié (4), avec le tenseur de diffusion div(pVv), sans aucune hy-
pothése de petitesse sur la diffusivité A. Notre nouveau modele pour 1’évolution de sel
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ou de polluant dans une couche mince de fluide posseéde une solution faible globale sans
restriction sur les données. Tous ces travaux posent la question du domaine de validité du
terme de diffusion —AAuw.

Plus généralement, si I'on choisit la relation (3) entre ¥ et ¢, avec la relation (2), on
obtient le modele de type Kazhikhov-Smagulov

Op+v-Vp— AAT(p) =0,
(5) PO + pv - Vv — Adiv(¥(p)d(v)) — Av - VV¥(p) — AVE(p) - Vv + VP = pf,
divv = 0.

On montre que ce modeéle possede une solution faible globale si la fonction ¥ est
strictement croissante, de classe C1([m, M]), avec ¥ > ¢ > 0.

Ceci donne, par exemple, un premier résultat d’existence globale de solutions faibles
dans © C IR? (d = 2 or 3) pour le modéle de combustion & faible nombre de Mach décrit
dans [16] p. 281 et pour lequel P-L. Lions donne un résultat d’existence globale de solutions
faibles en dimension deux dans IR? pour p proche de I’équilibre. Dans ce cas p_ = 1/p,
U(p) = logp avec m > 1.

Dans le chapitre 1, nous rappelons brievement les résultats obtenus dans [1] p. 140.
pour le modele de Kazhikhov-Smagulov (4).

Dans les travaux faits dans [2], [3], un telle simplification n’a pas été faite et les
équations entieres ont été traitées. C’est-a-dire les équations avec les termes d’ordre deux en
A. L’auteur montre alors 'existence d’une unique solution locale pour des données initiales
et une force extérieure arbitraires, et ’existence d’une unique solution forte globale pour
des données initiales et un champ de force extérieure petits. Dans [3], les auteurs montrent
Pexistence locale en temps de solutions suffisamment régulieres, avec un domaine et des
données assez réguliers. L’unicité est ainsi prouvée pour la plupart des solutions.

Dans [20], P. Secchi montre I'existence, pour un écoulement bidimensionnel, d’une
unique solution globale si le coefficient de diffusion A est petit et la convergence (quand
A — 0) pour les écoulements bidimensionnels et tridimensionnels vers les solutions cor-
respondantes pour le systéme de Navier-Stokes pour les fluides non homogenes.

On donne également, & notre connaissance, le premier résultat d’existence de solutions
faibles globales pour le modele de combustion en choisissant la viscosité en fonction de p.

Dans [9], P. Embid démontre P’existence locale en temps de solutions faibles pour une
diffusion réguliere générale u(p). Un choix particulier de p va nous permettre de prouver
Pexistence d’une solution globale en temps.

Le systéme (4) a été beaucoup étudié, mais seulement dans le cas d’une densité initiale
strictement positive. C’est-a-dire dans le cas ou il existe m > 0 tel que pg > m > 0. Toutes
les références citées plus haut ont fait cette hypothese.

Dans [24], on montre qu’on obtient bien un systéme bien posé avec une densité initiale
s’annulant. On s'inspire des travaux faits par Simon [21] pour les équations de Navier-Stokes
non homogenes avec une densité initiale s’annulant.

A notre connaissance I’étude qu’on a faite est nouvelle et elle permet de généraliser
les résultats au cas pg > 0.
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Dans la derniére section du chapitre 1, on montre que la solution du systéme (4)
converge vers celle de I'équation de Navier-Stokes non homogene avec une densité initiale
s’annulant quand A tend vers 0, avec des conditions aux bords et initiales appropriées.

Les équations planétaires géostrophiques (PG).

Plusieurs mécanismes excitent différents mouvements de 'océan : attraction et or-
bite planétaire, tectonique, irruptions sous marine, vent, etc... La circulation thermohaline
trouve son origine dans les différences de densité pouvant exister a l'intérieur de 'océan.
Lorsqu’elle se trouve en contact avec I’atmospheére, une quantité d’eau donnée va subir des
précipitations ou au contraire étre soumise & I’évaporation, se réchauffer ou se refroidir. Ces
phénomeénes vont influer sur la température et la salinité de la dite quantité d’eau, donc sur
sa densité. Les mouvements advectifs horizontaux au sein des océans ayant des échelles de
temps plus courtes que les phénomenes de diffusion, les caractéristiques créées par contact
avec 'atmosphére vont étre conservées par la quantité d’eau assez ”longtemps”. Clest la
notion de masse d’eau, aux caractéristiques propres en salinité, température, mais aussi
oxygene, sels nutritifs, gaz radioactifs. Du fait de ces traceurs conservatifs, une masse d’eau
créée en un point du globe peut étre suivie et repérée tout au long de son écoulement.

Donc la circulation océanique thermohaline, mise en mouvement par les échanges de
chaleur et d’eau douce entre l'océan et l’atmosphere, génere des vitesses suffisamment
lentes (cm/s) pour justifier une dynamique simplifiée, diagnostique, appelée planétaire
géostrophique

eDy + fvt +Vop =0,

5D2w + 8zp = T7
diVm'U + 8zw = 0)
0T +v- -V T+ wo, T+ QT =0Q,

ou u = (v,w) avec v = (v1,v2), p, T représentent le champ de vitesses, la pression,
la température, z = (z1,z2) est la composante horizontale et z celle verticale, Dy, Do
and () sont des opérateurs différentiels utilisés pour paramétriser les processus a petites
échelles, (J représente le terme source de chaleur, € est le nombre de Rossby, le terme
fvt = (=fuvg, fu1) désigne la force de Coriolis ot f = (1 + Bz3), avec § une constante,
correspond au parametre de Coriolis dans une approximation du plan G, voir [53]-[54].

Tout au long de ce travail, les symboles V,, A,, div, et rot, vont désigner respec-
tivement le gradient horizontal, le laplacien horizontal, les opérateurs de divergence et du
rotationnel horizontaux.

Sa mise en oeuvre dans un bassin océanique réaliste comportant par exemple des
frontieres latérales nécessite une paramétrisation de la dissipation induite par la turbulence
d’échelles sous-mailles et des conditions aux limites latérales, et réintroduit inévitablement
des couches limites de petites échelles, dont ’influence sur la solution finale est d’ordre un !

Néanmoins ces équations permettent un certain nombre d’applications théoriques,
conceptuelles, et numériques idéalisées, qui sont beaucoup plus difficiles & mettre en ceuvre
avec les équations traditionnelles dites primitives, comme l'analyse de stabilité linéaire de
la circulation générale.
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Il est important de rappeler que les équations planétaires géostrophiques sont dérivées
a partir des équations de Boussinesq ou équations primitives habituellement utilisées en
océanographie [53], [54], [40] et [64], par une analyse d’échelle pour des études climatiques
de résolution brute typique. Cette analyse d’échelle montre qu’on peut négliger les termes
non linéaires et ceux dérivés en temps dans I’équation de conservation de la quantité de
mouvement.

Les études mathématiques, plus récentes, sont principalement dédiées aux problemes
d’existence globale de solutions faibles ou fortes, ou & 'existence de bornes sur la dimension
d’attracteur [14]. Notons que certaines équations planétaires géostrophiques correspondent
3 des équations de convection en milieux poreux minces, voir [11].

Plusieurs utilisations numériques de ces équations ont été faites dans la littérature
océanographique, voir dans [59], [60], [36], [16], [17], [18], [84], [32] et [35], avec différents
choix pour la dissipation et les conditions aux limites.

Pour éliminer les difficultés physiques et numériques liées 4 la résolution des équations
planétaires géostrophiques, plusieurs modeles avec friction et diffusion sont proposés par
exemple par Samelson et Vallis dans [62].

Une viscosité linéaire est souvent proposée dans la composante horizontale de 1'équa-
tion de conservation de la quantité de mouvement et une diffusion horizontale dans 1'équa-
tion de la thermodynamique.

Dans le chapitre 2 nous décrivons ’asymptotique qui méne aux équations planétaires
géostrophiques ou équations thermohalines. Nous donnons ensuite quelques relations sui-
vant les paramétrisations pour la dissipation. Les systémes obtenus sont équivalents aux
systemes de convection de Bénard dans un milieu poreux mince et anisotrope avec la loi
de Darcy ou celle de Brinkman.

Le lecteur intéressé par les études numériques sur les paramétrisations est renvoyé a
[32]. Nous indiquons également certains problémes ouverts qui intéressent particulierement
les océanographes.

Dans le chapitre 3, on donne quelques résultats mathématiques pour certaines équa-
tions planétaires géostrophiques ou encore équations thermohalines obtenues dans le cha-
pitre 2. On regarde si les systemes sont bien posés en étudiant en particulier des questions
d’existence et des propriétés des solutions faibles de ces équations.

L'objectif est d’étudier les effets des différents termes de friction et de diffusion, et
d’analyser les conditions aux bords appropriées pour les modeles correspondants. Cette
partie est importante car les choix faits par les physiciens sont empiriques et font I'objet
de discusions et d’études numériques. Ca peut étre intéressant de comprendre les avantages
mais aussi les insuffisances attachés & chaque modele.

Une telle étude a été récemment initée dans [64]-[65] et complétée dans [14] pour un
domaine @ = w x (—h,0) avec h = cte et w un domaine bi-dimensionnel régulier ou un
carré.

Nous montrons qu'il est possible d’étendre quelques uns de ces résultats dans des
domaines particuliers par le biais de relations simples entre la vitesse verticale et la
température. Ce qui conduit & une approche unifiée pour le modéle visqueux avec différentes
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conditions aux bords, le modele avec trainée linéaire avec une paramétrisation hyper-
visqueuse, des équations planétaires géostrophiques et aussi pour le modele utilisé en in-
dustrie pour les procédés centrifuges. Des relations similaires sont utilisées par exemple
dans des résultats de stabilité dans la convection en milieu poreux, voir par exemple dans
[46] page 144. Les résultats de régularité obtenus dans [85], [86] doivent étre utilisés dans
des domaines trés compliqués pour obtenir 'unicité dans le cas visqueux. Avec ces types
de relations, nous sommes capables de généraliser les conditions aux bords étudiées dans
[64], [14] avec la paramétrisation visqueuse.

On montre qu'un contrdle de T' dans L?(H% H}) est suffisant pour obtenir la régularité
minimale sur la vitesse verticale permettant de donner un théoréme d’existence globale de
solutions faibles pour les équations avec paramétrisation hypervisqueuse.

Notons les travaux récents faits dans [15] ol les auteurs montrent que les conditions
aux bords sur la température sont naturelles & partir des conditions aux bords sur la
vitesse. Ils utilisent alors une paramétrisation dans laquelle le terme bilaplacien horizontal
prend en compte le terme de rotation de la terre.

Nous indiquons également que l'orientation du domaine est importante pour assurer
I’existence de solutions faibles dans le cas d’un milieu poreux de petite épaisseur gouverné
par la loi de Darcy. L’existence de solutions faibles pour le systéme habituel des équations
planétaires géostrophiques, est aussi prouvée.

Dans la section 3.2, on considere une paramétrisation hypervisqueuse dans un domaine
a fond s’annulant sur les bords. On montre que la vitesse horizontale v est explicitement
donnée par la température et la fonction courant pour laquelle on a dérivé une équation
elliptique dégénérée en prenant en compte la bathymétrie.

Ce résultat concerne les équations elliptiques dégénérées. Dans [5], ils démontrent un
résultat de régularité avec profondeur s’annulant sur le rivage de la méme fagon que celui
obtenu par [9] pour les équations verticales géostrophiques.

On peut trouver de plus amples applications en océanographie de cette régularité dans
[5]. D’autres résultats mathématiques ont été récemment obtenus en planétaire géostro-
phique tels que la décroissance d’énergie des solutions dans IR, voir [69]. Ces résultats
sont utiles pour mieux comprendre 'évolution globale des écoulements géophysiques. Le
lecteur intéressé par la convection en milieux poreux et par des résultats de stabilité peut
consulter avec profit [50], [61].

L’étude des écoulements en milieux poreux tournants est importante dans d’autres
applications qu’en océanographie; telles que les industries alimentaires, chimiques, les pro-
cessus de filtration centrifuge et des machines tournantes, voir par exemple [78].

La justification mathématique des équations planétaires géostrophiques & partir des
équations primitives est encore un probleme ouvert. Dans la section 3.3, nous donnons
un résultat mathématique de convergence entre le modele de Salmon 3D c’est-a-dire les
équations planétaires géostrophiques avec trainée linéaire eu. et le modéle planétaire
géostrophique classique en faisant tendre le nombre de Rossby ¢ vers 0, & partir des
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équations de Salmon 3D. Plus précisemment, nous allons montrer la convergence du modele

EVe + fvéL + Vepe =0,
EWe + 8,:10&: = "‘TE:
T, + (953 we) VT, - AT, = Q,

vers le modele
fvi + V,p=0,

azp = _Ts
WhT + (v,w) - VT - AT =Q.
On montre comment par quelques manipulations algébriques, on peut obtenir une estima-

tion uniforme en vitesse en utilisant des relations de paramétrisations semblables & celles
données dans le chapitre 2.



chapitre 1.  Fiquations de type
Kazhikhov-Smagulov :
dérivation et
résultats d’existence

Dans ce chapitre, on dérive d’abord la relation fondamentale de Kazhikhov-Smagulov
a partir de la loi de Fick. Ensuite on regarde I'influence du choix du tenseur de Reynolds
sur I'obtention de modeles de type Kazhikhov-Smagulov.

On montre qu'une certaine compatibilité entre le tenseur de viscosité et le terme de
diffusivité permet d’obtenir des modeles de méme type sans avoir & supposer une faible
diffusivité comme cela avait été fait par A. Kazhikhov et Sh. Smagulov.

Le changement de terme diffusif peut paraitre non fondé. On pourrait penser que
P'on utilise ce qui nous arrange! Un exemple ot un tel terme de diffusion a été obtenu
sans hypothéses heuristiques est le papier de Gerbeau-Perthame, voir [11]. Ils utilisent
précisément le terme diffusif 8, (hd u).

La justification de ce modele de Saint-Venant est en cours [5]. Dans [17] page 251, P-L.
Lions donne quelques modeles de Saint-Venant avec comme tenseur de diffusion —vpAu
ou —vA(pu) ou —vdiv(pVu).

On peut donc se poser la question de la validité du tenseur de Reynolds dans les
systeémes de Navier-Stokes pour des probléemes a frontiére libre, de multiphases, etc...

Il serait donc intéressant d’aller en amont de la physique et mieux comprendre les
hypothéses qui donnent ces systémes.

On commence par deux exemples : I'un concernant un modele de pollution et Pautre
un modele de combustion & faible nombre de Mach. On donne ensuite la relation de com-
patibilité permettant de donner une classe de modeles de type Kazhikhov-Smagulov.

On montre alors que le modele général obtenu est globalement bien posé sans con-
trainte entre la densité et les termes de diffusion comme dans les travaux précédents.

Dans le modeéle de Kazhikhov-Smagulov étudié par P. Secchi dans [19]-[20], Beirao
Da Veiga dans [2], Beirao Da Veiga et al. dans [3], Franchi et B. Straughan dans{10], D.
Bresch, El. H. Essoufi et M. Sy dans [6]-[7] la densité initiale considérée est strictement
positive. C'est-a-dire 0 < m < pg, avec m une constante réelle. Il est donc intéressant de
voir ce qui se passe pour une densité initiale pouvant s’annuler avec tout d’abord le tenseur
de diffusion —pAwu, puis avec le tenseur —div(pVu) considéré dans [6].

Dans un travail fait dans [24], on montre que le systéeme de Kazhikhov-Smagulov avec
densité initiale s’annulant admet une solution faible globale.
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Avec la diffusion —div(pVu), 'étude est plus compliquée & cause de la possible dégéné-
rescence de p qui empéche un contréle du gradient de la vitesse. Cependant des estimations
du systéme de Kazhikhov-Smagulov avec ce type de tenseur de diffusion, augmenté de deux
termes de trainée, sont possibles. Un parallele est fait avec les estimations pour le systéme
de Saint-Venant réalisées par D. Bresch et B. Desjardins dans [4].

On montre, dans la derniére partie de ce chapitre, la convergence, quand A tend vers
0, du systéme de Kazhikhov-Smagulov avec le terme de diffusion —pAu vers le systeme de
Navier-Stokes avec densité initiale s’annulant étudié par Simon [21].
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' 1.1. Introduction

L’idée d’introduire une hypothése compatible entre le tenseur du taux de déformation
et la loi liant la partie potentielle de la vitesse 4 la densité est née, pour la premiere fois
a notre connaissance, du travail réalisé dans [8] pour le systéme de Korteweg. Ce qui a
donné un premier résultat complet d’existence pour ce type de systeme avec le tenseur de
Reynolds —div(hVu).

Ainsi, on établit un nouveau modele pour I’évolution du sel ou d’un polluant dans
une couche mince de fluide qui posséde une solution faible globale sans restriction sur les
données comme cela a été fait dans les autres modeéles.

Le modele de base avec du sel dissout dans un fluide compressible a été étudié en
premier par Graffi [12], et étendu par Kazhikhov et Smagulov [15] pour tenir en compte des
effets non linéaires pour une petite diffusion. Ce résultat a été completé par Beirao da Veiga
[2] pour tenir en compte tous les effets non linéaires. Tous ces résultats mathématiques sont
des résultats d’existence locale en temps de solutions faibles. Physiquement on considere
un écoulement dans un domaine bi ou tridimensionnel Q@ C IR¢, avec d = 2 ou 3 et on note
[0, T) Pintervalle de temps, pour T' > 0.

Le modele est dérivé a partir des équations de Navier-Stokes compressibles
O (pu) + div(pu @ u) — Adiv(¥(p)d(u)) + Vp + (u + NV (divu) = pf,
(1.1.1) )
Op + div(pu) =0,
ou d(u) = (Vu + tVu)/2.

La vitesse u et la densité p sont supposées vérifier

(1.1.2) u=vF AVpi(p) avec divv =0
ou
(1.1.3) pVips(p) = £V¥(p)

et ¥ > 0. On note respectivement par ¢_, o4 la fonction donnant — ou + devant V¥
dans (1.1.3). Deux exemples de telles relations peuvent étre trouvés dans [1], [16]. I s’agit
d’un modele de dispersion de polluants dans une couche mince de fluide et d'un modele de
combustion a faible nombre de Mach.

En ce qui concerne le premier exemple, la relation (1.1.2) est connue sous le nom de
la loi de Fick avec ¢, = log p. Le modele de combustion & faible nombre de Mach a été
proposé par A. MAJDA ol ¢ = 1/p.

L’idée est maintenant de transformer les équations (1.1.1) en équations sur p and v en
utilisant la relation (1.1.2). En choisissant ¥(p) = 2u/X et en utilisant (1.1.2) et ¢, = logp,
A.V. KAZHIKHOV et Sh. SMAGULOV ont obtenu le modeéle qui suit en négligeant les termes
en O(\?)

dip + div(pv) = AAp,
(1.1.4) pdv + pv - Vv — AVp - Vv = A - VVp = =VP + pAv + pf,

divv = 0.
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Ce modele suppose une faible diffusivité et a été appelé le modele de Kazhikhov-
Smagulov par F. FRANCHI et B. STRAUGHAN, voir [10].

La densité initiale pg est supposée satisfaire 0 < m < pg < M < +0co pour presque
tout = € Q. Afin d’obtenir un résultat d’existence globale de solutions faibles, ils ont alors
fait ’hypothese restrictive concernant A, p, m et M.

En choisissant ¥(p) = p et A = p, on montre que 'on obtient bien le modele de
Kazhikhov-Smagulov modifié (1.3.2) sans aucune hypotheése de petitesse sur la diffusivité
). Notre nouveau modele pour ’évolution de sel ou de polluant dans une couche mince de
fluide posséde une solution faible globale sans restriction sur les données. Tous ces travaux
posent la question du domaine de validité du terme de diffusion —AAw.

Plus généralement, si I’on choisit la relation (3) entre ¥ et . avec la relation (2), on
obtient le modele de type Kazhikhov-Smagulov

Oip+v-Vp—-AA¥(p) =0,
(1.1.5) < pdyv + pv - Vo = Adiv(¥(p)d(v)) — dv - VVU(p) — AV¥(p) - Vv + VP = pf,

divy = 0.

On montre que ce modele possede une solution faible globale si la fonction ¥ est
strictement croissante, de classe C*([m, M]), avec ¥ > ¢ > 0.

Ceci donne, par exemple, un premier résultat d’existence globale de solutions faibles
dans © ¢ R? (d = 2 ou 3), de classe C? pour le modele de combustion & faible nombre de
Mach décrit dans [16] p. 281. Dans ce cas ¢ = 1/p, ¥(p) = log p avec m > 1.

Mentionnons briévement les résultats obtenus dans [1} p. 140. pour le modele de
Kazhikhov-Smagulov (1.1.4). Pour cela, ils supposent que ’écoulement a lieu dans un
domaine borné Q avec un bord fixe et imperméable I, de classe C? et ils consideérent les
conditions aux bords et initiales

v(z,t) =0, z,t)=0,z€l, te(0,T), ‘ (1.1.6)

P
8n(
et

p(0,z) = pg, v(0,z) =v9, x€ Q. (1.1.7)
Ils notent par H et V les adhérences de V = {v € (D(Q))?; divv = 0} dans la norme

(L2(2))4 et (H(9))? respectivement. Ils obtiennent alors les résultats suivants :

Théoréme 1.1.1. (Voir [1} ) Sous les hypothése 0 < m < pg < M < 400 et ug € H,
po € HYQ), f € LP(0,T; L)) avec p € [1,2], ¢ € [6/5,2], 1/p+ 3/2q < T7/4 et les
constantes A, j, M et m sont telles que

A< 2u(M—m)7,

alors il existe au moins une solution généralisée du probléme (1.1.4).

P,
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Théoréme 1.1.2. (Voir [1]) Si en plus ug € V, f € L*(Q), alors le probléme (1.1.4)

3 admet une unique solution forte locale en temps. Cette solution est globale en dimension
deux.

Dans les travaux faits dans [2], [3], une telle simplification n’a pas été faite et les
équations enticres ont été traitées. C’est-a-dire les équations avec les termes d’ordre deux
en X dans I'équation de conservation de la quantité de mouvement, c’est-a-dire le systéme
dp +v-Vp=Alp,

PO+ (v Vv—b)—-VVp-—-AVp-.Vu

(1.1.8) S A?
+ —; ((Vp-VVp)— (Vp-Vp)Vp+ ApVp) — pAv + VP =0,

( divy = 0,
avec les conditions aux bords suivantes, dans le cas u =0:
(v+n=0sur |0, T[xT,

Jp
(1.1.9) o 0 sur |0, T[xT,

Vje=o = a(z) dans €,

\ Plt=0 = pO(x) dans Q}

ol b est un champ de vecteur de données, I' = 990, n = n(z) la normale extérieure & T,
a = a(z) et pg = po(x) sont les conditions initiales pour la vitesse et la densité.

Dans [2], auteur montre ’existence d’une unique solution locale pour des données
initiales et une force extérieure arbitraires, et l'existence d’une unique solution forte globale
pour des données initiales et un champ de force extérieure petits.

Dans [3], les auteurs montrent 'existence locale en temps de solutions suffisamment
régulieres, avec un domaine et des données assez réguliers. L'unicité est ainsi prouvée pour
la plupart des solutions. On donne leurs deux théoremes principaux.

Théoréme 1.1.3. Soit I' de classe C®,
a € (H3(Q))? avec diva =0 dans Q et a-n = 0 sur T,
po € H(Q), 8po/0n = 0 sur T', (8/9n)(AApg —a- Vo) = 0 sur T,
po > 0 pour tout z € Q,
b e L0, To; (H2(2)%) 0 L2(0, To; (H(N))?) avec rotb € L0, To; (H*(Q))%).
Alors il existe
T €0, To],
v e L®(0, Ty; (H3(Q))Y) avec dyv € L0, Ty; (H*(Q)%) N L2(0, Ty; (H* (2))4),
P e L}0,Th; H3(Q)) N L*(0,Th; H*(R)),
p € L*(0,Ty; H3()) N C°([0, T1]; H(R)) avec 8;p € L*(0,Ty; H*(Q))
telles que (v, p, P) est la solution du systéme (1.1.8)-(1.1.9) avec p = 0(fluide non visqueux).
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Théoréme 1.1.4. On suppose que ming po > 0 et b € L1 (0, T; L*=(£)).
Alors la solution de (1.1.8)-(1.1.9) avec u = 0 est unique dans la classe des fonctions
v € (L*=(]0, T[xQ))? avec Vv € L*(0,T; (L*(2))**?), v € L*(0,T; (L*(2))%),
p € L]0, T[x) avec Vp € L*(0,T; (L=°(R))%), Ap € L*(0,T; L= (R)).

La fonction P est unique a une fonction arbitraire de t pres.

Dans [20], P. Secchi montre 'existence, pour un écoulement bidimensionnel, d'une
unique solution globale si le coefficient de diffusion A est petit et la convergence (quand
A — 0) pour les écoulements bidimensionnels et tridimensionnels vers les solutions cor-
respondantes pour le systéme de Navier-Stokes pour les fluides non homogenes visqueux.
Apres avoir défini les espaces

o
HY = {p e HE(@); 22 =, /Q p(z)dz = /Q po(x>d:c}, k2,

V = {v € (H3(2))% dive = 0 dans Q},
H= {v e (L?(0))% divv = 0 dans Q,v-n =0 sur aQ} ,

il démontre les deux théoremes suivants.

Théoréme 1.1.5. Soit ) un ouvert borné de IR? avec son bord 8Q de classe C3. On
suppose vg € V, pg € H telle que 0 < m < pg < M dans Q, b € L*(]0, T[xQ).

Alors il existe Ao > 0 dépendant de Q, m, M tel que, si A/ <A, le systéme (1.1.8)-
(1.1.9) admet une unique solution dans )0, T[xQ. En plus
v € L*(0,T; (H*(Q)H) nC(0,T; V), dv € L*(0,T; H),
p € L*(0,T; H) NC(0,T; HY), 8:p € L*(0, T; H'(QY)),
VP € (L]0, T[xQ))4,
avecm< p< M.

Théoréme 1.1.6. Soit  un ouvert borné de IR?, d = 2 ou 3, avec le bord 92 de classe
C®. On suppose vy € V, pg € H% telle que 0 < m < pg < M dans Q, b € (L%(]0, To[xQ))<.

Alors il existe T €]0,Ty] (indépendant de \) et une suite (v*, p*, VP*) solution
de (1.1.8)-(1.1.9) convergente sur [0,T] vers la solution généralisée (voir définition 1.4.1)
(v, p, VP) du systéme
( p(Ov + (v V)v —b) — pAv + VP =0 dans |0, T[xQ
Op+v+-Vp =0 dans |0,T[xQ
divv = 0 dans |0, T[xQ
}v= 0 sur |0, T[x 0

Vjt=0 = vo(z) dans

\ p|t=0 = po(z) dans .
La fonction p vérifie 0 < m < p(t,z) < M p.p dans |0, T[xQ. Sid =2, T = Ty.
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Ainsi, on donne a notre connaissance, le premier résultat d’existence de solutions
faibles globales pour le modele de combustion en choisissant la viscosité en fonction de p.

Dans [9], P. Embid démontre I’existence locale en temps de solutions faibles pour une
diffusion réguliere générale u(p). Un choix particulier de x4 va nous permettre de prouver
P'existence d’'une solution globale en temps.

Ainsi dans la section 1.3 on établit les nouveaux modeles de type Kazhikhov-Smagulov,
dans la section 1.4 on présente les résultats principaux obtenus sur ces modeles. On mon-
trent que ces systemes sont globalement bien posés sans hypothese entre la densité et les
termes de diffusion.
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1.2. La relation fondamentale de Kazhikhov-Smagulov

On montre comment dériver, & partir de la loi de Fick sur la diffusion, la relation
fondamentale de Kazhikhov-Smagulov qui est essentielle pour le développement du modele
dit de Kazhikhov-Smagulov. Le modéle de base fut étudié par Graffi [12]. Il a été étendu
par Kazhikhov-Smagulov [15] pour tenir en compte des effets non linéaires pour les petites
diffusions et Beirao da Veiga [2] 'a étendu pour tenir en compte tous les effets non linéaires.
Cette relation de Kazhikhov-Smagulov est aussi importante pour les modeles généralisés
de type Kazhikhov-Smagulov développés par Bresch et al. dans [6], [7].

On considere une couche de fluide résultant d’'un mélange de deux fluides incompres-
sibles miscibles. Avant le mélange on note pjg la densité constante du fluide 1 et pyo la
densité constante du fluide 2.

On note p1(t,z) et pa(t, z) les densités respectives du fluide 1 et du fluide 2 dans le
mélange. On définit la densité totale p(t,z) du mélange par

p(t, x) = p1(t, x) + p2(t, 7). (1.2.1)
L’additivité des volumes Vig du fluide 1 et Vg du fluide 2 donne la relation

S (1.2.2)
P10 P20

En effet, si on note par Vo le volume total, on a :

P1Viotal = p10V10 et p2Viotal = p2oVao.

Et la relation (1.2.2) s’en déduit facilement.

On a, avec v! la vitesse dans le mélange du constituant 1 et v? celle du constituant 2
dans le mélange, les deux équations de conservation de la masse dans le mélange ::

Om +V - (p1v') =0, 8ipa+ V- (pav?) =0. (1.2.3)
On définit w comme la vitesse barycentrique ou la vitesse de masse moyenne par
pw = p1vt + pav?. (1.2.4)
La relation ci-dessus permet de dériver & partir de (1.2.3) et (1.2.1), la relation
Owp +V - (pw) =0. (1.2.5)

En divisant la premiére et la deuxieme équation de (1.2.3) respectivement par pig et pag
et en faisant la somme des deux équations résultantes, on obtient :

v. (i’l—vl + f’lﬂ =0. (1.2.6)
P16 P20
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* En définissant

v= Lyl 4 P2y2 (1.2.7)

P10 P20
comme la vitesse de volume moyenne du mélange, on obtient & partir de la relation (1.2.6),

Vv =0. (1.2.8)

On définit la concentration de masse, ¢, et la concentration de volume, «, pour le
constituant 1 dans le mélange par

B S

= . 1.2.9
P P10 ( )

Les définitions et les relations précédentes vont permettre de dériver la relation fondamen-
tale de Kazhikhov-Smagulov [15],

v
w="1v- —8, (1.2.10)
p
A partir de la loi de Fick
\%
vt =w~A~f, (1.2.11)

oll A est une constante de diffusion. La relation (1.2.10) est essentielle pour le développe-
ment des modeles de type Kazhikhov-Smagulov comme le confirment les travaux faits dans
[15], [6], [2], et est trés utile dans le sens ou elle permet de lier les vitesses du mélange w
et v plutét que les vitesses des constituants comme c’est le cas de (1.2.11).

Pour calculer (1.2.10) & partir de (1.2.11), on observe que les relations (1.2.2) et (1.2.9)
donnent :

LER Y (1.2.12)
P20
et donc la relation (1.2.7) devient
v =av + (1 - a)? (1.2.13)
et
1—e=fTP1_ P2 (1.2.14)
p P
Alors, la relation (1.2.4) donne
w=cv' + (1 -c)’ (1.2.15)

Il est aussi utile de remarquer que d’apres (1.2.12) et (1.2.9)

cza&g, p=oapo+(l—a)pyg, eta= PP (1.2.16)
p P10 — P20
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On prend le gradient des trois équations de (1.2.16) et on obtient
Vp

Ve = Poyq - ’0102an, Vo = (p10 — p20)Va et Voo = ————.. (1.2.17)
p p (P10 — P20)
On trouve, apres utilisation des relations (1.2.16) dans (1.2.17) et apres simplification, que
Ve Vo Vp (1.2.18)
c  (p—p2) p
On élimine v? des expressions de (1.2.7) et (1.2.4) et on obtient
1l a c 1 1
- = — . 1.2.19
v [I*a 1—0} l—av 1—cw ( )
En remarquant que
@ _ PP c _A
l—a pio p2 l—c po’
la relation (1.2.19) devient
oo 2B (2, L), (1.2.20)
p1 (P20 — p10) \ P2 P2

Si on utilise la relation (1.2.18) dans l’expression qui donne la loi de Fick, on trouve une
nouvelle relation qui lie v! et w
\Y% \Y%
o' =w— A (—p— - —p>. (1.2.21)
(h—p2) p
Les relations (1.2.20) et (1.2.21) nous permettent d’éliminer v! et de trouver une relation
entre w et v
- \Y% \Y%
w <P1(P20 p10) +,0,010> _ Prop20 AP Y p__
p1(p20 = p10) p1(p20 — p10) p (p—p)
En remplacant p par sa valeur de la relation (1.2.1) dans le coefficient de w et en
utilisant la relation (1.2.2), alors le coeflicient de w dans la relation (1.2.22) se simplifie et

(1.2.22)

on trouve
w < P10P20 ) _ P10P20 Y Y_p_ (1 B P ) ,
p1(p20 — p10) p1(p20 — p10) p (p — p20)
d’ol v
w=1v— AL (1— i )(pl(pz"_pm)> (1.2.23)
p (p — p20) £10P20

Pour que la dérivation de la relation de Kazhikhov-Smagulov soit compléte, il reste i

En effet
(1 _ P > <P1(,020 - P10)> _ __Po p1(p20 = p10)
(,0 — p20) P10P20 P — P20 P10P20
P — P20

en remplagant p par son expression donnée par (1.2.16).
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1.3. De nouveaux modeles de type Kazhikhov-Smagulov

Dans cette partie, on dérive plusieurs modeles de type Kazhikhov-Smagulov : Les
modeles de pollution, de combustion & faible nombre de Mach et un modele général.

1.3.1. Le modéle de pollution.

La dérivation d’un nouveau modele de pollution est basée sur I'utilisation de la relation
(1.1.2) dans le systéme suivant

{&p+mwmgzo,

1.3.1) -
( p(Ou+u - Vu) = =Vp + (u+ A)V(divu) + pdiv(pVu) + pf.

ol f est un champ de forces extérieures, alors que x et X sont des viscosités du fluide avec
p>0,3x+ 21 > 0 et A+ 2u/3 est appelée la viscosité volumique.

On va montrer que 'utilisation de la relation (1.1.2) dans le systéme (1.3.1) permet
d’obtenir un nouveau systeme de type Kazhikhov-Smagulov

Op + div(pv) = AAp,
(1.3.2) poyv +pv - Vv — AVp - Vv — dv - VVp — Adiv(pVv) = ~VP + pf

divv = 0,

Lemme 1.3.1. En utilisant la relation (1.1.2) avec ¢4 = logp et A = pu, alors, & partir
du systéme (1.3.1), on obtient le systéme (1.3.2) avec P = Av - Vp+p+ A(A + A)A(log p).

Démonstration. L'idée est de transformer les équations en injectant la relation (1.1.2)
pour obtenir des équations satisfaites par p et v permettant ainsi d’utiliser la relation
d’incompressibilité, En choisissant ¢4 = logp et ¥ = p dans (1.1.2) on obtient

u=v-— )\Y—;—) avec divv = 0. (1.3.3)
P

Il est immédiat de déduire, & partir de la relation précédente, la nouvelle équation de

conservation de la masse
Op+v+Vp=2AAp.

Utilisant toujours la relation (1.3.3), on a

p(Bsu + (w.V)u) — udiv(pVu) = p(8v + (v.V)v) + A'Vu.Vp — A(Vp.V)v

A VVp.V Vp|? .
+ (A% =2y {-—-};—Vp + —g—ﬁ — V(Ap) - | ;)Z' Vp} — udiv(pVv).

En plus, nous avons
(1 + NV (div(u) = V(s +X)Alog(p)).

Finalement le lemme est démontré en choisissant 1 = A dans les équations précédentes. O
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Remarque. Cest le choix d'un terme diffusif particulier qui a permis d’obtenir le modeéle
sans les termes en O(A?) qu’on ne trouve que dans Pexpression de la nouvelle pression. O

Remarque. Le méme résultat peut &tre obtenu si le terme pdiv(pVu) est remplagé par
pdiv(pd(u)) avec d(u) = +(Vu +* Vu). O

3
1.3.2. Le modeéle de combustion.

Dans [16], Pauteur dérive le modele qui suit en laissant le nombre de Mach tendre vers
0,

Op + div(pu) =0,
1
(1.3.4) divu = COA(;},

S (pu) + div(pu @ u) — div(2u(p)Vu) + Vr = pf,

avec 7 scalaire inconnu, ou ¢g > 0 est une constante fixée et u est une fonction positive et
continue sur (0, +00).

Le systéme précédent et plus précisément son extension & un modele de combustion,
c’est-a-dire un modele de fluides réactifs, a été introduit par A. Majda [18] et étudié en
particulier par P. Embid [9] qui a montré que le probléme était bien posé localement en
temps. Dans [16], P-L. Lions donne un résultat d’existence globale de solutions faibles en
dimension deux dans IR? pour p proche de Péquilibre.

On montre ici que si on choisit
o
ulp) = 5 logp

et qu’on utilise la relation (1.1.2), alors le systéme (1.3.4) peut étre réécrit comme un
systéeme de type Kazhikhov-Smagulov

Op+v-Vp—cogllogp =0,
pOsv + pv » Vv — codiv(log pVv) — cov - VV log p

(1.3.5)
—coViogp Vv + Vm = pf,

dive = 0.
Plus exactement on montre le

Lemme 1.3.2. Soit (p,u, ) une solution de (1.3.4). Alors, en utilisant Ia relation (1.1.2)
avec w_ = 1/p et dive = 0, le systéme (1.3.4) donne (1.3.5).
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. Démonstration. Comme dans le cas de la pollution, on obtient facilement I’équation de
onservation de la masse. Regardons maintenant comment obtenir 1’équation de conserva-
ion de la quantité de mouvement. On a

1
patu = p@t’v + C()pvag(;>
= pOyu — V(coO; log p) + co0; log pVlog p (1.3.6)

2
= pOyv — V(cod log p) — cov - Vog pV log p + %A log pV log p.

Et
1 1 1 1
pu-Vu=pv-Vu+ cépV(;) . VV(E) + copu - VV(;) + CopV(;) - Vv
2 2
= pv-Vu+ %Vlogp - VViogp — %l?logplQVIogp —cqu - VVlogp (1.3.7)
+cou - ViegpVilogp—coVilegp- Vu.
On a aussi

1
—div(pVu) = —div(colog pVv) — div(ci log pVV -).
p
1
Réécrivons le terme div(c3 log pVV;). On obtient
. 2 1 21 1
—div(cylog pVV =) = —c§div(log pVVE)
FAnE
1 1
= —ciVlogp- VV; -ch logpAV;
2 1 5 c2
= —¢;V | log pA 5 -—;Vlogpzllogp-{—;(Vlogp‘V)Ving.

Ce qui donne

2
—div(uVu) = —codiv(log pVuv) + %’- (Viogp- V) Vlogp

o 1 (1.3.8)
~c3 ngﬁlogp A% <1ogpzi}. (;)) .

Utilisant ’égalité
1 1 1
;Vlogp . VUVlogp = é-;wogpwlogpiz +V (-Q-E(wogp)z)

et les termes calculés dans (1.3.6), (1.3.7) et (1.3.8), on trouve
pOyu + pu - Vu — div(u(p)Vu) + Vr = pdv + pv + Vv — codiv(log pVv)
~cou-VVlogp—cgViegp-Vv+Vm

1 1
7 =7 — coO: log p — c3log pA (5) + ;(V log p)2.

Ce qui donne bien le systeme (1.3.5). O
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1.3.3. Le modeéle général.

On montre dans cette section qu’il est possible de généraliser 1'idée utilisée dans les
sections précédentes en essayant d’établir une classe de modeles pouvant se ramener a un
systeme de type Kazhikhov-Smagulov.

En effet, on démontre qu’on obtient un systéme de type Kazhikhov-Smagulov si on
part d’un systeme initial du type

Oip + div(pu) = 0,
(1.3.9) 8 (pu) + div(pu ® u) — pdiv(¥(p) V) + (u+ N V(dive) + VP = pf,
u=vF uVpi(p),

avec la relation de compatibilité
PV (p) = £V¥(p) (1.3.10)

ou ¥(p) > 0 avec 0 < m < p. On note respectivement par ¢_, 4 les fonctions qui donnent
— ou + devant V¥ dans (1.3.10).

Plus précisément, en considérant le systeme de type Kazhikhov-Smagulov suivant
Op+v - Vp— pA¥(p) =0,
(1.3.11) PO + pv » Vu — udiv(¥ (p)Vv) — pv - VV(p) — uV¥(p) - Vu + V1 = pf,

divv = 0,

on prouve le

Lemme 1.3.3.

Soit (p,u, P) une solution de (1.3.9) avec divv = 0, alors le systéme (1.3.9) donne
(1.3.11).

Démonstration. On obtient facilement 1’équation de la masse. Dérivons 1’équation de
conservation de la quantité de mouvement. On a
pOiu + pu - Vu
= FApO:Vor F Apv - VVpi F ApVepy - Vo
+ A pVps - VVoi + pv - Vo + pdyv,
= £A0pVpsr F Apv - VVpL F ApVepy - Vo
+ A2pVipy - VVpi + pv - Vo + pdv + V(ud, )
1 1
= —)\;v - VoV + AZ—F;A\I!V\I! FAov-VVipir —AVY . Vo £ A2V . YV,
+ pv » Vu + pdyv F V(ud: V)
1 v
=AM ZAUVY — W VVU - AVT . Vo + A2VT .V (—V—>

p p
+ pv - Vv + poyv £ V(16,7).



P pdiv(IVu) = —udiv(TVo) + Audiv(TV V)
o = —pdiv(¥Vv) £ \uVV¥ - VVey + AuPAVe,
= —pudiv(¥Vv) £ pAVY - VYV FAuVIAp, + V(uATAp, )

1
= +pAVV¥.VVpy ~ )\uV\Ildiv(;V\Il) — pdiv(IVv) — V(pA¥Apy)

= w2y - M ggayp
p p
Vp- VU
+ ML T — pdiv(IV) — V(pATApL).

En sommant les deux égalités précédentes, il reste les deux termes suivants

A\

vy VY Vp- VU
2v\p-v( ; )+Vpp2V VU = - —‘i;)—-v\p +2ive.yye 4 LV
p?

Vp-VU 2
._p__.v\p \vj (IV\M ) + ——2—|V‘I’]2
p? P p

1 |2
= ——?(Vp cVIVT - Vp|VE|?) +V (L‘%}L)

o (o)

\VAE
WzPﬂ:uat\I’—u)\(‘Ingoi-}—l p|> O

Le lemme est alors démontré et

31
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1.4. Résultats d’existence

Dans cette section on présente les résultats principaux d’existence de solutions pour
les modeles dérivés précédemment. On montre que ces modeéles sont globalement bien posés
sans hypothéses entre la densité et les termes de diffusion.

Pour ce faire, on considere que l’écoulement a lieu dans un domaine Q2 C IRé, avec
d =2 ou 3, de classe C2. On considere I'espace des fonctions test

V= {veD()?; dive =0},

et ses adhérences dans (L?(Q))? et (H*(2))%, qu’on note respectivement par H et V; d est
la dimension de I’espace qui contient le domaine. On ajoute & chaque systéme les conditions
initiales

Pit=0 = PO, Ujz=0 = Uo. (1.4.1)

Avant tout, on rappelle la définition d’une solution généralisée.

Définition 1.4.1.
Un couple de fonctions (p,v) est appelé solution généralisée sur 2 x (0, T) du probléme
(1.3.11)—(1.4.1) si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

O0<m<Zp(t,z) <M, pp (t,z)e (0, T)xQ
(1.4.2) p € L°(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H(Y),
v € L°°(0,T; H)n L*(0,T; V).

Toute fonction n € C(0,T; H*(Q)) telle que n(T,.) = 0 vérifie
T
/s;Poﬁo+/ /Q(p-amﬁ—pv- Vn = AV¥(p)-Vn) =0, (1.4.3)
0

et toute fonction ¢ € C}(0,T;V) telle que o(T,.) = 0, vérifie

/OT/Q’”(@“’:“‘W)wA/;/Q\II(p)d(v)-w
_,\/0 /ﬂv-lef(p).vcp—,\fOT/Qv.vep.v@(p) (1.4.4)

T
+/ /pf80+/90?}0900=0
0o Ja Q

ol g = 10(0,.) et wo = ©(0,.).
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On peut aussi se servir de la formulation équivalente suivante : Pour ty € [0,7], on a

[ ] -0 meve-avue) - 9n) = [ o)t~ [ (145)
0 Q Q Q

/ /pv (O +v - Vp) — / /‘Il(p VvV
—A/O Lv-V@(p)-vw~A/0 /Qv-Vz/;-V\IJ(p) (1.4.6)
+/Ot0/5;pf?/3:Lp(io)v(to)tﬁ(to)"/on’Uo%

pour tout 1 € C1(0,T; V) et pour tout ¢ € C}(0,T; H(Q)).
La preuve de I'équivalence des deux définitions est similaire & celle utilisée dans [1],
page 103.

et

La formulation faible pour le modele de pollution ou celui de la combustion & faible
nombre de Mach est obtenue en choisissant ¥ = p ou ¥ = log p. Dans tous ces modeles,
les données initiales sont prises telles que

po € L), avec 0 < m < po < M < +00

(1.4.7)
Vpo € (LZ(Q))d, vp € H.
1.4.1. Existence de solution faible pour le modéle de pollution.
Nous montrons dans ce qui suit que le modele de pollution fermé avec les conditions
initiales (1.4.1) posséde une solution faible globale dans Q C RY, avec d = 2 ou d = 3 sans
restriction sur les données.
Ce qui donne le premier résultat d’existence globale sur un modele de type Kazhikhov-
Smagulov sans hypothése entre la densité et les coefficients de diffusion, comme mentionné
dans le Théoreme 1.1.1. Notre résultat principal pour cette section est le

Théoréme 1.4.2. On suppose que les données vérifient (1.4.7) et f € LP(0, T; (L4(22))%)
avecp € [1,2], g € [6/5,2], 1/p+3/2¢ < T/4.

Alors, sans aucune hypothése sur la diffusivité )\, il existe au moins une solution
généralisée, globale en temps, du systéme (1.3.2) telle que

v € L0, T; HYyNL2(0,T;V) et p€ L™ (0,T; H(Q)) N L* (0, T; H*(R2)) .

Démonstration. La preuve est une adaptation de celle faite pour les équations de Navier-
Stokes non homogeénes (A = 0) par Antonzev, Kazhikhov et Monakov dans {1].
Pour montrer que 0 < m < p(t,x) < M < +oo pour presque tout (¢, z) €]0,T[x2 on

pose
p~ = max(0,m — p) et p* = min(0, M — p).
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Par exemple, on multiplie (1.3.2); par m — p et une intégration sur (2 permet d’obtenir

/Q(m—P)@tﬂ‘P/K;(m—p)(v‘\7),0+)\/Q‘i7;>-V(m——p)=0.

Cette égalité est équivalente a

4 [ = p)? m— p))? =
dt/ﬂ( p)+2)\/Q(V( p))" =0.

Maintenant, on intégre de 0 a t I’égalité précédente et on prend le maximum. Ce qui donne

107 2y (8) + 22 [ Vo™ 220 = 1195 llz2@)

olt pg = p~(0,.) = max(0, m—pp) = 0. Ainsi p~(¢,z) = 0. Ce qui donne la borne inférieure
pour p. Pour la borne supérieure on fait le méme calcul pour p™ et on prend le minimum.

Estimation d’énergie.

Du systeéme (1.3.2), en multipliant 1’équation de conservation de la quantité de mou-
vement par v et I’équation de conservation de la masse par p et en intégrant sur (2, on
obtient

%%L(mvlzﬂpm +Afg(p|vfu[2+ I‘G’plz%—)\jﬂp@ewaj”i Z/Q*?f'”'

Utilisant le fait que
1
/ ) [(Vv)2 - a,-vjajvi] = —~f p(rotv)z,
Q 2 Jq

il vient

G w10 +3 [ (Broww +196P) = [ prv. ()

A = Vdiv - Virot

[ R

Comme

et divv = 0, avec v = 0 sur 0f2, ceci implique que le systéme est dissipatif et on contréle

le gradient car
/IV’()I?:/ |rotw]?.
Q Q

On tire de I'égalité (1.4.8) les estimations suivantes sur v et p :

22, loliZ2ey () + Vol 220 m50200)) € C, (1.4.9)
et
o2 el 2200y () + Vol L 20,7, £2(0)) < C- (1.4.10)
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Sivon a supposé £ € L1(0, T (L3())9).

ot
' ?z‘; Maintenant on peut donner une estimation pour Ap, ce qui donne une régularité pour
p. Multipliant I’équation de la masse par Ap et intégrant sur (0,¢) x €, on trouve

/Q (V9)2(8) + 20 / /Q (Ap)* =2 / t [Q Aplv-Vp) + [Vpol ). (1.4.11)

- En utilisant les estimations (1.4.10), (1.4.9), 'hypothése (1.4.7) et l'injection de H(Q)
dans L*(92), on obtient la majoration

/ﬂ Ap(y- V)pl < CllBpll a1Vl eI Vol ooy

3
< CllApll 22y iVeliae)
A
< S1A00La ) + C.

Remplagant 'estimation précédente dans (1.4.11), il vient

0<t<T “v.‘f’”m(ﬂ)( )+ “Apniﬁ(om;m(ﬂ)) <C. (1.4.12)

Apreés ces estimations, se servant de I’équation (1.3.2)1, on obtient d,p € L%(0, T; L%(Q)).

Compacité.

Les estimations précédentes ne sont pas suffisantes pour prouver 'existence de solu-
tion. On a besoin d’une estimation sur la dérivée en temps de la vitesse. Done, considérons
la base ¥* de espace H & partir des fonctions propres du probléeme spectral

MY — Vgt = o T
V-¥=0 i=1,2-
¥ = 0 sur 9N

n
On prend ¢ = Zdillli, d; étant des constantes. Fixons § > O et t tels que 0 < § < T

i=1

and 0 < t < T — 4. De (1.4.3) et (1.4.4), avec ¥(p) = p, prenant en considération les
approximations sur (p™,v™), on obtient

d n.mg __ RN (4N nyz,,n . (it —_
E?/Q”“"/Q“ (v v>¢+>xfnpw.(v'¢ v9)

—-A/vaw-vwfﬂp"fas

d fp (r,z)p(t, z) fp“v"'Vgo—A/ Vo™ - Vo. (1.4.14)
dr Q Q

(1.4.13)

et
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Lemme 1.4.3. Sous les hypothéses du Théoréme 1.4.2, on a les estimations suivantes

T-§
/0 [ (¢ + 8) — v (1) 2a(qy < COF.

avec C indépendante de n et 6.

Démonstration. Partant de 'identité
P+ Ot +8) — p ()" () = p"(t + 6) [V (t + 6) — v (B)] + [p"(t + ) — p" ()] V" (2),

et intégrant (1.4.13) par rapport & 7 de t & t+ 0 et prenant ¢ = v™(t+§)—v™(t), on obtient
Vo™t + ) (V™ (t+6) —v (t)||(L2(Q))3
# [+ 8) = ") - (07 + 6) ~ o)
Q
t+48

= [ [ w6 D+ 8 =)

t+6 1.4.15
+ )\/ / pM(T)VU™ (1) : (*V (0™ (t 4 8) — v™(t)) — V(U™ (t + §) — v™(¢))) ( )

t+48
_x/ /Vp V(¢ +8) —v™(1)) - 0" (7)

/H&/ o (t+ 6) — (1))

Dans (1.4.14), on suppose que ¢ = v™(t)(v"™(t + §) — v™(t)) et on intégre par rapport
aTdetat+d, ce qui donne

/Q (67 (t+6) — PO (E) - (W™ (2 + 6) — v (1))
t+6

_ /t /Q (W () - V(WR(E) - (WPt + ) — v™(8)) (1.4.16)
t+6

A [ [ 9o T n e+ 8) = one)
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=8 emplagant la relation (1.4.16) dans (1.4.15) on trouve
I/ ot + 8) (0™ (t + 8) — ™ (1) | FLa(ayye
t+3§
- /t /Q PR (¢t +6) — v™(t))
t48
A [ [T (VO 8) 0 (0) - V(e 8) — (o)
t+9
+A/t /van(f).wv"(t)-(v”(t-&—é) — v (t))) (1.4.17)
t+6
A 90 e -0y 0 )
t-4+4
[ ] o) 6 V9 - v 0)
)
- / | @ @) 96m @) e+ 8) = o),

Utilisant les bornes de p™, on obtient

t+8
(¢ + 8) — 0" (8)2agy < C / / (£ (r, 2)o™(t + 8)] + | (r)o"(2)

+ Vo™ (7) : 'V (t + 8)| + | V™ (7) : FVu (2)|

+ Vo™ (7) : Vo (t + 8)| + |Vu™ (1) : VU™ (1)]

VA7) U0 o (6 +8)] + [V ) - (D) - (1)

+|Vp () - Vot (t + 8) - v ()| + |Vp™(7) - Vo™ (t + ) - v"(7)] (1.4.18)
+|Vp™(7) - VO (t) - v™ (1) + [WT(T) - VU (t + 6) - o™ (2)]

+ () - VO (t +6) - v (1) + [T () - VU (t) - v (7))

18
+ ™ (r) - Vo () vt + O)| + o (7) - Vo (E) o)) = Y L(R).

j=1

Tout d’abord, on estime

t+d
L) + L(t) = / /Q (F(r, 2)0™(t + 8)] + | F (P (B)).

En utilisant I'inégalité de Holder en espace et Pestimation (1.4.9) on trouve

fo Tﬁéh(t) <C /0 o ft e I £(T) L2y

En changeant I’ordre d’intégration en prenant v™(t) =0 pour t > T et t < 0, il vient
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T—6 . y
/ L) < Co} / 1Dl < C6%.
0

T-§
De la méme fagon on estime / Ix(t).
0

I3(t) + I4(t) + Is(t) + Is(t /w/ (IVo™(7) : "Vu™(t + 6)]
+ VU™ (7) : PV ()] + [V (1) : Vot + )| + [V (1) 1 VU (t)])

En se servant de I'inégalité de Cauchy et de (1.4.9) on obtient

t+4
L) < / 196" () 2 qyia | VO™ (E + ) a(ayans
i

t+6
< 04z (/ ||Vv"(r)l|%2(9)dxd) VU™ (t + 8)|| L2 (yaxa-
t

Donc Tes
/ I3(t) < C(dT)%|'VUHHL2(0,T;L2(Q)4X4)
0

et avec & nouveau l'utilisation de (1.4.9) on arrive a l'estimation

T-—-6
/ I3(t) < Cs%.
0

T-6 T-46 T—§
De la méme maniére on estime / I4(t), / Is(t), / Ig(t).
0 0 0

Notons

[

t+o
I2(t) + Is(e) + Io(t) + Tno(t) + Ina (¢ / /le V(1) - vt + )|

+ [Vp™(r) - Vo (t) - o™ ()| + [Vp™ (1) - VU™ (t +6) - v"(1)]
+ [Vp™(r) - Vo© (t+<5)' MO+ Ve () - Vot (t) - v (7))

En utilisant l'inégalité de Holder, I'injection de Sobolev de H!(Q) dans L?(Q) et
(1.4.12) on trouve 'inégalité

I;(t) < Cs? ||VUn(t)”L2(Q)dxd”an(t + 5)||L2(Q)dxd.

En intégrant I'inégalité précédente entre 0 et T—§ et en utilisant 'inégalité de Cauchy,

on obtient
T—§
/ I;(t) < Cé2.
0

[T
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9 T—5 T-6 T-§ T-5
" On trouve la méme majoration pour / Ig(t), / Iy(t), / I1o(t) et / I (2).
0 0 0 0

Enfin, on estime

t+6
I2(t) + Ta(t) + Da(t) + Lis(t) + T1e(t) = /t /;2 ([0™(7) - Vo (t) - v"(t + 6)|

+ Wr) - VOt (@) - o ()] + [ (r) - V() - ™ (7))
+ [v™(r) - Vo (t) - v (E + )| + () - V() - v (t)]).

Comme précédemment, on utilise I’injection de Sobolev et I'inégalité de Holder pour trouver
Ilg(t) < 6’6% ”V?}n(t)HLZ(Q)dxd van(t -+ 5)“L2(Q)dxd.

En intégrant entre 0 et T — 4 'inégalité ci-dessus on trouve

T8 .
/ L2(t) < €61,
0

T-6 T—6 T-5 T—§
On fait le méme travail pour / I3(t), / I14(t), / Ii5(t), et / I6(t).
0 0 0 0

Ceci termine la preuve du lemme. O

L’estimation (1.4.9) et le Lemme 1.4.3 donnent, par le théoréme d’injection, la com-
pacité de (v") € L*(0,T;(L*())?) et dans tout domaine LP(0,T; (LI(Q))%) avec p €

12, +00], g € [2, 6] si é ; % > -Z- (voir [14]).

Passage a la limite.

Nous sommes maintenant 34 mesure de passer a la limite dans (1.4.3) et (1.4.4), en
utilisant la compacité de v™. Pour les termes linéaires, le passage a la limite n’est pas un
probléme. On s’occupe ici des termes non linéaires dans (1.4.4). Considérons les fonctions
test

[
v = Hj()¥(z), H; €C(0,T) telle que H;(T)=0. (1.4.19)
j-1
Pour p™ convergeant faible étoile vers p dans L°°(]0,7T[x{) et v™ convergeant forte-
ment vers v dans L%(0,T;(L*(2))%) le produit p™v™ converge faiblement vers pv dans
L2(0,T; (L*(9))%). La différence

/Qp"v"(v”-V)w~fgm@-®w=/ﬂ(p’”—-p)‘v(v'V)cp

+ /Qp"(v" ~v)(v- V)p + /Qp"‘v"(v” —v) V.
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Quand n tend vers +oo, le premier terme de droite tend vers zéro & cause de la faible
convergence de vp™ vers pv. Les deux autres termes s’annulent grace au fait que p™ est
bornée uniformément et v™ € L*°(0,T; H) (voir (1.4.9)), et & la convergence forte de v™
Vers v.

L’identité (1.4.4) reste vraie pour la famille de fonctions

@ € L=(0,T; HYN L*(0,T; V)N LP(0, T; WhH(Q)),

13

-+ =<1 1, , € [3/2,

Stgg SL P [1, +00], g €[3/2,+00] (1.4.20)
1 3 7

050 € Lp(07 T; LQ(Q)), 1_7 + 5(; S Z’ pE [1; 2]7 q € [6/5, 2])

parceque (1.4.19) est dense dans (1.4.20).
De fagon similaire, le passage & la limite dans (1.4.3) est valide pour les fonctions test

n e LP(0, T; WH(Q)), 8 € L]0, T[xN)
l+—3-sz, pell,2], qel6/5,2] O
p 2q 4

Remarque. On remarque qu’il est possible de remplacer, dans le systéeme (1.3.2), Vu par
le tenseur des taux de déformation

1
D= 5(Vu+tVu). 0

1.4.2. Existence de solution faible pour le modele de combustion.

L’existence de solutions faibles globales est bien connue en dimension deux, voir les
travaux dans [16]. Il donne un résultat d’existence globale pour des solutions & énergie finie
en dimension deux.

Ici on considere € = T¢ avec d = 2 ou 3 et on montre le

Théoréme 1.4.4. Sous les hypothéses (1.4.7), m > 1, il existe au moins une solution
globale généralisée (v, p du systéme (1.3.5) telle que

v e L®(0,T; HYNL*(0,T;V) et p € L0, T[xQ) N L? (0, T; H'(Q)) -
Démonstration. Avant tout, on montre, comme précédemment, que
0<m<p(t,z) <M < 4co. (1.4.21)
Pour presque tout (¢, z) €]0, T{x$2, on note par p~ = max(0, m—p) et p* = min(0, M —p).
En multipliant ’équation de la masse par m — p et en intégrant sur 2, on obtient

1

Ld /Q<m—p>2+/Q<m—p><v-v><m—p>+co/9;(V(m—p>>2=0.

2dt
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[En utilisant 'identité / (m — p)(v- V)(m — p) = 0 et en prenant le maximum, la derniére
3 Q
régalité conduit a

d
<
a HC‘)/ M “<o

- Maintenant, on intégre de 0 a t ] inégalité précédente, ce qui donne

_ Lot _
107y ® +2e057 [ 195 Iy < 95 lzocey
oll py = p~(0,.) = max(0,m — pp) = 0. Ainsi p~(t,z) = 0. Ce qui donne une borne
inférieure pour p. Pour la borne supérieure on fait les mémes calculs.

Estimation d’énergie.
On montre d’abord une estimation a priori sur p. On multiplie la premiére équation
de (1.3.5) par p et on intégre sur {2 pour obtenir

d 1
2 - 2=9.
! P + Co/pivﬂl 0

Gardant a lesprit (1.4.21) on déduit Pestimation

2¢,

ax ||pllZ2(q)(t) + =7 HVPHLz(o ;L) < C- (1.4.22)

0<t<T

Dans la suite on veut avoir une estimation sur «. Du systéme (1.3.5), multipliant 1'équation
du mouvement par u et intégrant sur €2, on trouve

2% (p + plul?) +60(/Vlogpl'\'f'pl+logpl%l2)+ CofﬂlogpIUIz

1
--2;-/( Vo)lul? - E /puiujaui+c(;/ 0; Iogp.é?jui.ui+c0f 9; log p.0ju;.u
Q — Ja Q Q
i,

= /{;,of.u.

En remarquant que

1
——00/ Alogp.{ulg-%-coZ/ 0; log p.u;.0;u; = 0,
2 Ja i,j /8

Co Z -/Q 0; log p.0jui.uj + co Z fﬂlogp.aju.;.&-uj =0
(2% 1,j

et

%Llu12Vp.u+/$)puiuj5jui:0,
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on obtient

d 2 2 IVpF 2
" / (p® + plul®) +2co | — +2¢o | (logp.|Vul* — log p.05u;.0,u;5)
dt Jo Q P Q

= Q/pr.u.

/ 10%9[(VU)2 - aivjajvi] = %/ logp- (rotv)2,
Q Q

En plus, avec

il vient )
Vol

d
—/(pz+p!u}2)+2co/ +c0/10gp.lr0tu12=/pf.u.
dt Jo o P Q Q

A = Vdiv — V4rot

et divu = 0, on controle le gradient car
/ |Vo|? = / frotv|?
Q Q

Finalement, en utilisant 'inégalité de Holder, les bornes sur p avec m > 1, la derniére
relation donne, aprés intégration sur ]0, T'[, 'estimation suivante :

Comme

et logp > logm > 0.

”PHzLoo(o,T;LZ(Q)) + ||‘79H2L?((0,T),L2(Q)d)
\ , (1.4.23)
+ ”U”Lw(o,T;LQ(Q)d) + “VU”L?(O,T;E(Q)M&) <C.

Maintenant, on donne une estimation de Alogp. On peut réécrire ’équation de la masse
de la fagon suivante

Ologp+ (u.V)logp = %Alogp. (1.4.24)

On multiplie (1.4.24) par A log p, on intégre sur |0, T'[x (2 et on utilise I'inégalité de Cauchy
et le théoréme d’injection de Sobolev pour obtenir

HAlOgP“iz(o,T;Lz(Q)) +V bgpnf;co(o,:r;(zﬂ(n))d) <C. (1.4.25)
La multiplication de (1.4.24) par log p et I'utilisation de (1.4.25) donnent
1og pll 2= (0,7, L3¢y < C-
Cette dernitre inégalité combinée avec 'estimation (1.4.23) et (1.4.24) donne
dilogp e L*(0,T; L*()) et logp € L0, T; H () N L0, T; H*()).

Pour conclure, on utilise le méme argument de compacité que dans le cas du modele de
pollution. Par conséquent, on utilise de (1.4.23), (1.4.25) et la propriété p > 1 qui vont
permettre de prouver que toute suite de vitesses est compacte dans L2(0, T; (L?(R2))%). Ce
qui achéve la preuve du théoréme. O
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1.4.3. Existence de solutions faibles pour le modéle général.

Nous montrons dans cette partie que le modéle général complété par les conditions
initiales (1.1.7) admet une solution faible globale dans un domaine = T¢ avec d = 2 ou
3, sans restriction sur les données.

Théoreme 1.4.5. On suppose que ¥ est une fonction croissante de classe C*([m, M]),
avec ¥ > ¢ > 0. Si les données vérifient la méme conditon que dans les sections précédentes,
alors il existe au moins une solution globale généralisée (v, p) du systéme (1.3.11) telle que

v € L®(0,T; HYNL*(0,T; V) et p € L(10, T{xQ) N L? (0, T; HY()) .

Démonstration. Les étapes de la preuve sont les mémes que dans les deux sections
précédentes. On donne dans la suite les estimations d'énergie nécessaires pour le résultat
d’existence.

Principe du maximum.

On considere les fonctions p~ = max(0,m — p) et p* = min(0, M — p) et par la méme
technique que dans la derniére section, on obtient & partir de la premiere équation de
(1.3.11) lestimation suivante

0<m<p(t,z) M < +00 pp (t,z)€)0,T[x0. (1.4.26)

Estimation d’énergie.

Se servant du systéme (1.3.11), on multiplie ’équation des moments par v et I'équation
de la masse par p, on intégre sur {2 et utilisant les mémes arguments que dans I’estimation
d’énergie du systéme (1.3.2) ou (1.3.5), on trouve lestimation suivante

3o [+ e [ (o + 9 (902) = [ oo (1427

En utilisant I'inégalité de Holder, les bornes de p, 'hypothése ¥ > ¢ > 0, la relation
(1.4.27) donne, aprés intégration sur 0, T, Uestimation suivante :

o1z 07522009 + 1V AN L2 (0,7, (20008
. ) (1.4.28)
+ 1ol oo 0,75 22¢) + IV VIIZ2 (0,1, L200) 4x0) < C

On cherche maintenant une estimation de A¥(p). A partir de I'équation (1.3.11);, on
trouve

8,T(p) + v VI(p) = AV (p) AT(p). (1.4.29)

On multiplie (1.4.29) par A¥(p), on intégre sur |0, T'[x (2, en utilisant I'inégalité de Cauchy
et le théoreme d’injection de Sobolev on trouve

”A‘I}(p)“%%O,T;Lg(Q)) + ”vql(p)ll%w(o’T;(Lz(Q))d) <C. (1430)
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La multiplication de (1.4.29) par ¥(p) et l'utilisation de (1.4.30) donnent

1 ()| %00 0,7 12(02)) < C-

Cette derniere inégalité combinée avec 1'estimation (1.4.29) et (1.4.30) donne
0 ¥(p) € L*(0,T; L%(Q)) et U(p) € L*(0,T; HX(Q)) N L*(0, T; H*(2)).

Compacité.
L’utilisation de (1.4.28) et (1.4.30) et la propriété de la fonction ¥ permettent de
montrer que toute suite de vitesses est compacte dans L2(0, T; (L3(£2))9).

Fixons § > O et t tels que 0 < § < T and 0 <t < T — 4. De (1.4.3) et (1.4.4), on
obtient

d non: __ n,n_(,n, | n no.(t —
Eﬁf“¢i@“’“ W¢MAW@vaV¢V@

(1.4.31)
. /T/ n\7 5,7, N n
/\jnw(p Wpo™ -Vé-v +/Qp fo

d
-/ P (T, z)p(t, ) = / pmv™ - Vo — /\/ Y(p™)Vp™ - Vep. (1.4.32)
ar Jo Q Q
Lemme 1.4.6. Sous les hypothéses du Théoréme 1.4.5, on a les estimations suivantes
T-§ ) .
/o [v™ (¢ + 6) — v () [ 12 (e < C62.
avec C indépendante de n et 6.

Démonstration. Partant de l’identité
pr(t+ )™ (E+6) — p"(tv" () = p™(t +6) P (T + 6) — v ()] + [p"(t + 8) — p"{B)] V" (¢),

et intégrant (1.4.31) par rapport & 7 de t a t+4 et prenant ¢ = v™(t+6) —v™(t), on obtient

I/ o7 (¢ + 8) (v (¢t + 8) = v™ () [I72 ()
+ / P (t+6) — O™ (E) - (0t +6) — o (1))
Q

t+4
B /z /Qpn(T)U"(T) H(™(7) - V) (0" (t +6) - 0"(2))
t+4 1.4.33
+ /\/ / U(p™")Vo™(r) : (*V(@™(t+8) — v™(t)) — V(™ (t + ) — v™(2))) ( )
t+4
- /\/ / M)V (r) - V(" (t+6) —v"(t)) - v"(7)

/HJ/ ot + 8) — v (1)
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Dans (1.4.32), on pose que ¢ = v™(t)(v"(¢ + ) — v™(t)) et on intégre par rapport & 7
detat+ 4, ce qui donne

[Q ("(t+ 6) — p™(£)) v (8) - (v(t +6) — v™(2))
t+6
_ / / Pt (1) - V(078 - (W +6) — v™(2)) (1.4.34)

t+é
[ [ - v e+ 6) - o)
Remplagant la relation (1.4.34) dans (1.4.33) on trouve

Vo T+ ) (W™ (t +8) = v™(6) (s
t-+6
/ / ('r)f t+5)~v())

t+4
+ / / B(o") Vo (r) - (V@ (t +8) — () — V(o (¢ 4+ §) = v (1))
t+8
i\ f / (") Vo™ (7) - V(™ (1) - (0™ (¢ + ) — v (1)) (14.35)
t+6
_)\/ /\j{; PV (1) - V{v™(t + 8) — v"™(t)} - v™(T)
t+4
/ / P (T)u™(T) - (v™(r) - V) (v (t + &) — v (t))
t+é8
[T [ v e - o),

Utilisant les bornes de p™ et les propriétés de la fonction ¥, en posant

C= -1—max (\II(M), max ¥, M, 1) ,
m [m,M]

on obtient
lv™ (¢ + 8) = v Ol {2 e < C/;; /Q(!J‘(T, )™ (t + 0)| + | f ()" (1)

+ VO™ (1)  EVR (E + 6)| + |V (1) : PV (1))

+ |V (7) : V(¢ + )| + |V (7) : Vo™ (t)]

+ Vo™ (1) - V' (8) - v (E + ) + [V (7) - VU™ (8) - v7(2))]

+Vp™MT) - Vot + 6) - ()] + | Vp™(r) - VU (£ + 6) - (7)) (1.4.36)
+ |V (7) - Vo (t) - v (7)) + (1) - VO (t + §) - v ()]

+ o (r) - VOt +0) - v (7)] + [0(7) - VR (E) - 0™ ()]

t+6

+ [o™(7) - VO (t) - v (¢ + )| + [V (T) - VU (t) - v (¢)]) ZI (t).

Reprenant le calcul fait dans le Lemme 1.4.3, on termine la preuve du lemme. O
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1.5. Un résultat de convergence

Dans cette section on montre la convergence quand A tend vers 0 du systeme de
Kazhikhov-Smagulov avec une densité initiale s’annulant (pg > 0)

Oip + div(pv) = AAp dans Q,
(1.5.1) p(Oww +v-Vv) = AVv - VVp - AVp- Vv — pAv + Vp = pf dans Q,
div(v) =0 dans @Q,

avec les conditions aux bords

Vp-n=0sur]0,T[x0%, (1.5.2)
v = 0 sur |0, T[x0%, (1.5.3)
et les conditions initiales
p(0,z) = po(z) dans , (1.5.4)
(/Q pvu)(0) = /onvo ‘u Yu €V avec vg = v(0,.), (1.5.5)

vers le systeme de Navier-Stokes non homogene avec densité initiale s’annulant

( Oip + div(pv) = 0 dans Q,

p(0tv +v - Vv) — puAv + Vp = pf dans Q,

div(v) = 0 dans @,

(/ pvu)(0) = / povo - u  Vu € V avec vg = v(0,.),
Q Q

p(O,IL') = pO(x) dans Qa
[ v=0sur 10, T[x 092,

(1.5.6)

avec v un champ de vitesse, p la pression, p la densité, f un champ de vecteur de données
et Q =0, T[x§ avec Q un ouvert borné lipschitzien de IR?, T I'horizon de temps et

V = {ve (H'(Q)%divv =0 et v =0 sur 9Q}.
Le systeme (1.5.6) a été étudié par J. Simon qui a montré dans [21] I’existence d'une

solution globale. Dans [24] on a montré 'existence de solutions faibles globales en temps
pour le systéme (1.5.1)-(1.5.5).

Définition 1.5.1. Soit 1 < ¢ < +00,0 < s < 1. Soit E un espace de Banach. On appelle
espace de Nikolskii et on note N*9(0,T; E), ’espace défini par

N*%0,T; E) = {f € L0, T; E) : sup A7 f(. + h) = fllLeo,r-nE) < +o<>} :
>
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Pour le systéme (1.5.1), on a montré dans [24] les estimations suivantes :

.12
102 V[| Lo 0,7 L2(02))2) + Hlllv‘l}”%%o,ﬂ(m(m)s) < C“f“%l(o,y;(ym))a) + Co, (1.5.7)
IV ollZ o 0,720y + M APIF 20 112y < Cre (15.8)
HPHZI},W(O,T;LZ(Q)) + ’\“vtg}]?{ﬂ(O,T;(Lz(Q)P) S C, (159)

avec phy = j — A%‘f—.
Etant donné qu'on étudie la convergence quand A tend vers 0, a partir des estimations
ci-dessus et de 'équation (1.5.1)1, il vient

Oip € L*(0,T; H™1(S)). (1.5.10)

Soit (p*,v*,p*) la solution du probléme (1.5.1)-(1.5.5). On a, quand X tend vers 0, les
convergences qui suivent :

p* — p faible * dans L*=(Q), (1.5.11)
v* — v faible dans L2(0,T; V). (1.5.12)

A partir de (1.5.7), on a (p*)2v* uniformément borné dans L>(0,T; (L3(2))3).

Ce qui entraine que
(p*)*v* borné uniformément dans L3 (0, T; (L*(2))), (1.5.13)
ce qui permet d’avoir
p™* @ v* borné uniformément dans L3 (0, T; (L3(9))). (1.5.14)
Donc il existe & € L3(0, T; (L*(Q))?) telle que
p v @ vt — £ faible dans L3 (0, T; (L3(R))°). (1.5.15)
Comme dans le Lemme 1.4.3 ou dans [24] pour la densité s’annulant, on a
p vt e N30, T; (LAH(Q))?). (1.5.16)
L’application du Lemma 4 (ii) de [21] donne que I'application
L*(0,T; (L*(R))°) N N%(0, T; (L*(R))°) — L*(0,T; (H 1 ())?)
est une injection compacte. Donc
M — pu fort dans L2(0,T; (H™H())%). (1.5.17)
La continuité de application H*(Q) x H~*(Q) — W~13(Q), voir Lemma 3 de [21}, donne
Pvr @ v — pv @ faible L0, T; (W 53(Q))?) (1.5.18).

Dot & =pr®w.
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Passage a la limite pour ’équation de la masse.
On considere la fonction ¢ € H}(Q) telle que ¢(T,.) =0. On a

T
/0 /Q(<9tpA + (v} - V)p*)p =0
—/OT/Q(/)*&%LP*(“-V)cﬁ))—A/OT/QVp*-Vcb
+/Q¢(0 )Po

Or on a 'estimation suivante

T
A Vo* - Vol < MVl 20202 | VBl (o (@)ye T < \/XC'|1V¢||(L°°(Q))3-

T
Donc quand X tend vers 0 on a )\/ / Vp’\ - V¢ qui tend vers 0.
0 Q

Avec les convergences (1.5.11)-(1.5.12), on obtient

—/()T/Q(p*atqb+p*(v*.V)¢))+/\/OT/QWA-Vd>+/nd>(0
_H/OT/Q<pat¢+p<v-V)¢))+/Q¢<0

8,p -+ div(pv) = 0 dans D (Q). (1.5.19)

D’ou

Passage a la limite dans I’équation de quantité de mouvement.

On considére une fonction ¢ € (D(Q))3.

/oT /Q(pxa':vA + oMWt V)t =~ /T/ v (00 + (v} - V)p)
/ / O + (v - V)g).

En utilisant ’équation de conservation de la masse, il vient

T T
/ / (P 0 + p* (v - Vv = + )\/ / (- Vp* Vo + - Vot Vvt)
0o Ja
/ / MO+ (v - V)p).
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&

. Comme précédemment on a les termes

E T T
,\/ /vA-VpA'V(p-F)\/ /(p-Vp}‘-Vv)‘
0 Q 0 Q

qui tendent vers 0 quand ) tend vers 0.
Avec les convergences (1.5.11), (1.5.12) et I'équation de la masse (1.5.19), on a

?ﬁ

_ [0 ’ ]Q PP (B + (V- V) — /0 ' fg (00w + p(v - V).

T T
A/ /u'\-vvp*w:-A/ /U)‘-VQ-Vp’\.
(4} Q 0 Q
T
A/ /v*-vvp%@
0 Q

Par ailleurs

Donc

T
<A /0 IV M2 llv 2@ IVl o)

IA

VoMl L2020 I VoM 20, 02009) | Vo Lo ()3

A
AzC.

(S

IA

T
D’ot quand A tend vers 0, on a le terme A/ / v « VVp o qui tend vers 0.
0 Ja

T
Pour les termes (p* f + pov* — Vp*)y, la convergence s'obtient facilement et

0
de fagon directe. En résumé quand X tend vers 0, ’'équation de conservation de la quantité
de mouvement du systéme (1.5.1) tend vers

poww + p(v - Vv — ulAv + Vp = pf. (1.5.20)

Conditions initiales.

D’apres la convergence (1.5.11) p*(0) — p(0) fort dans L?(f2). Avec la condition
initiale on a p(0) = py dans 2.

Pour montrer que

(LPU'U)(O)=/QPOUO'U Vu €V,

on considére © € V fixé.
Grace & (1.5.7) on a

/ p*v* - u borné dans L0, T). (1.5.21)
Q
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4

5 / Pv* ) < C(lfllza@ye + Ta), (1.5.22)
Q2

1
ol || Flliz2ays € L0, T) et Uy = |lp*v* @ v — (n+A) Vot || L2(qyo +C'HPA”§2(Q) est borné
dans L3 (0, T).

Les estimations (1.5.22) et (1.5.21) permettent de vérifier les hypothéses du LEMA
1.3 iv.b de [22]. En conséquence, la suite [, p*v* - u est dans un compact de C([0, T]).

Par ailleurs, (1.5.17) et (1.5.21) impliquent que
/ Mt u— / pv - u dans L°°(0,T) faible *.
Q Q

Cette convergence a aussi lieu dans C([0,77]) au sens fort; donc [, pv-u € C([0,T]) et en
particulier pour ¢t = 0 c’est-a-dire

(/Q prv - w)(0) — ([2 pv - u)(0) dans IR.

/ p(0)0*(0) - u = / pRUp - U — / Povo - u dans IR,
Q Q Q

([ o)) = [ oo

Ce qui termine la preuve de la convergence. 0O

d’ou
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Chapitre 2. Fiquations PG :
Obtention du modele
et parameétrisations
de petites échelles

Les variations d’insolation avec la latitude, mais aussi les échanges de chaleur et d’eau
douce entre ’océan et I'atmosphere, modifient la température et la salinité de I’eau A la
surface des océans, et créent ainsi des courants de densité. Influencés également par les
vents en surface, ces courants tendent & feuilleter 'océan en couches ("masses d’eau”) de
propriétés quasi-uniformes, rejoignant la surface dans leur région de formation, et soumises
au mélange aux interfaces entre les couches.

Cette circulation d’échelle planétaire, dite thermohaline, est relativement lente avec
des vitesses de 'ordre du mm/s dans l'intérieur de I'océan, mais jusqu'd quelques cm/s
dans des courants bien identifiés, plus souvent intensifiés le long des bords Ouest, et larges
de moins d’une centaine de km.

Elle joue un réle aussi important que "atmosphére dans le transport de chaleur des
régions tropicales vers les régions polaires (plus de 2 petawatt au niveau des tropiques),
réduisant ainsi les écarts de température a la surface du globe et rendant notre planete
plus vivable. On se demande actuellement comment la formation des eaux. profondes en
Atlantique Nord, qui draine les eaux du Gulf Stream si favorable au climat européen,
réagira au réchauffement climatique et & 'augmentation prévisible des pluies aux moyennes
et hautes latitudes.

Contrairement A ’atmospheére ol les phénomeénes transitoires comme les anticyclones
et les dépressions ont des tailles assez voisines de la circulation générale (couramment plus
de 1000 km), on peut imaginer que la circulation thermohaline est assez bien découplée des
tourbillons océaniques, dits de méso-échelle, de diametre typique d’une centaine de km.

Il est ainsi tentant de définir des équations du mouvement filtrées pour cette circula-
tion lente de grande échelle : les équations planétaires géostrophiques. Différents systémes
d’équations peuvent &tre obtenus suivant les opérateurs visqueux considérés pour paramé-
triser les phénomenes & petites échelles. Les choix de ces opérateurs sont totalement
empiriques et sont sujet & diverses études numériques. Ces équations interviennent en
océanographie et en météorologie.

Dans les deux premiéres sections nous donnons une description physique de la circu-
lation thermohaline.
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Dans la section 2.3 on montre que certaines équations planétaires géostrophiques sont
équivalentes a la convection de Bénard dans un milieu poreux anisotrope. On décrit ces
modeles et quelques résultats obtenus par des chercheurs travaillant en dynamique des
fluides géophysiques.

On rappelle également des résultats obtenus par des chercheurs travaillant dans le
domaine des milieux poreux. De cette fagon, on espére rapprocher les deux communautés.
Nous détaillons donc les différents modeles et mentionnons les paralleles qui existent entre
ces modeles. Ces paramétrisations sont parfois semblables & des modeles de convection de
Bénard dans un milieux poreux en rotation et de faible épaisseur. Malheureusement cette
observation était méconnue par la communauté de la dynamique des fluides géophysiques.

. | | ]

N |
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2.1. La circulation thermohaline ”a la main”
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Figure 2.1 : Le célebre tapis roulant océanique (* conveyor belt”),

popularisé par Wally Broecker et adapté par Pascale Delecluse.

2.1.1. Une circulation primaire ”adiabatique”.

Les flux de chaleur, variant principalement avec la latitude, induisent un gradient
méridien de température, donc de densité, a la surface des océans.

La dilatation des eaux de surface tropicales, conjointement 4 une contraction des eaux
de surface des régions froides, génere un gradient de pression Sud-Nord dans les couches
supérieures (et parallelement un gradient opposé dans les couches profondes). L’équilibre
géostrophique, c'est-a-dire entre gradient de pression et force de Coriolis, implique alors
un courant vers 'Est (Ouest) dans les couches de surface (de fond), loin des continents.

Qutre I'incapacité de ces courants & transporter de la chaleur pour équilibrer I'excédent
tropical et le déficit aux hautes latitudes, et leur caractére éventuellement instable, la
présence des continents, frontiéres méridiennes des bassins océaniques, modifie néces-
sairement cette solution intérieure en créant des courants méridiens.

2.1.2. Une circulation secondaire ”efficace”.

Une maniére d’idéaliser cette situation dans le cadre géostrophique est donc de consi-
derer un océan & deux couches, les eaux froides et denses au fond alimentées par les régions
polaires, et les eaux supérieures plus chaudes et plus légeres au dessus de la thermocline
(zone de variation rapide de la température).
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Ainsi le courant vers I'Est rencontrant le bord Est enfonce 'interface entre ces deux
couches, alors gue la divergence des eaux supérieures le long du bord Quest la souleve. Les
pentes ainsi formées sont associées a des courants géostrophiques vers les poles (1'équateur)
en surface (au fond) le long des bords.

Différents arguments dynamiques et thermodynamiques justifient une intensification
des courants sur le bord Ouest des océans plutét que sur le bord Est : dissipation de vorticité
potentielle, asymétrie entre les processus de refroidissement (convection) et réchauffement
(diffusion).

Cette vision de la circulation thermohaline a P’échelle d’un bassin dans un seul hémis-
phere est évidemment largement idéalisée : il faut vraiment voir cette circulation & 1'échelle
globale en faisant intervenir tous les bassins océaniques et les grands systémes de courants
(Gulf Stream dans I’Atlantique Nord, Kuroshio dans le Pacifique Nord, Courant Antarc-
tique Circumpolaire dans océan austral) et on ne peut pas la découpler de la circulation
forcée par le vent (voir FIGURE 2.1).

2.1.3. Quelques remarques complémentaires.

Si la transformation des eaux chaudes en eaux froides résulte bien du refroidissement
intense d’eaux suffisament salées en surface, la transformation inverse n’est pas encore
parfaitement comprise : la théorie classique pronait le role du mélange vertical & travers
la thermocline, via I’équilibre de Sverdrup entre 'advection verticale de chaleur due 4 la
remontée lente des eaux froides et la diffusion diapycnale (& travers les isopycnes, soit
souvent quasiment verticale} de chaleur.

Depuis, d’autres mécanismes de conversion ont été proposés, par exemple par trans-
formation des eaux froides en eau chaude dans la couche d’Ekman & travers les fronts
antarctiques.

Plus I’extension des zones de formation d’eau profonde par convection est limitée, plus
les eaux ainsi produites sont froides, ce qui maximise I’énergie potentielle de la stratification
moyenne de Pocéan (structure verticale en température).

Effectivement, les eaux profondes sont formées par convection hivernale dans des
régions bien connues : mer de Norvege, du Groenland et du Labrador pour I’hémisphére
Nord, mer de Weddell et de Ross dans I’Antarctique.

La théorie des couches profondes de Stommel-Arons (1960), voir [72], [73], a an-
ticipé I'observation des courants profonds de bord Ouest formés par I’eau profonde Nord-
Atlantique. Elle est basée sur les hypothéses que les couches profondes sont formées dans
les régions froides (source de masse) et consommées par mélange vertical partout ailleurs,
ce qui est associé a des vitesses verticales vers le haut & travers I'interface supérieure.

Conséquence de la conservation de la vorticité potentielle, les courants intérieurs as-
sociés sont a I’opposé du transport attendu, en fait de I’équateur vers les péles, et le courant
de bord Ouest doit faire le double du travail pour compenser 'apport de masse aux hautes
latitudes.
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2.2. Obtention des équations planétaires géostrophiques

2.2.1. Equations planétaires géostrophiques.

Les équations primitives, parfaitement adaptées a I’étude de la circulation océanique,
proviennent des équations de Navier-Stokes lorsqu’on fait les approximations de Boussinesq
(1903), voir[3], ot les variations de densité ne sont prises en compte qu’associées 2 la force
gravitationnelle, et hydrostatique :

1
( Owv + (v - Vv + wo,v + fol = w;}—-VmP,
0
(2.2.1) { 9. P = —pg,
V;z; Y + azw = O’
\ Op + (v Vg)p+wd,p=0,

avec v = (vg,v2) et v+ = (~vp,v1).
Pour la circulation thermohaline, dont les échelles spatiales sont bien supérieures au

rayon de déformation interne, et les échelles temporelles plus longues que quelques jours,
on peut encore simplifier ces équations.

Historiquement, Burger [12] déduit le premier en 1958 des équations de la dynamique
de I'atmospheére spécialement adaptées aux échelles planétaires :

vV L V2 vV H
Ro=— « - <1, — & 1, i—-—ﬁ——«l,
a gH g a

ol V est 'ordre de grandeur des vitesses horizontales, L et H respectivement les échelles
horizontales et verticales des mouvements, a le rayon de la Terre, g Paccélération de la
gravité au niveau de la mer, f=2Qsin(latitude) le parametre de Coriolis, et Ro le nombre
de Rossby. '

Parallelement, Robinson et Stommel [58] et Welander [81] établissent simultanément
en 1959 les équations de la thermocline pour 'océan, afin d’essayer d’en expliquer la struc-
ture thermique (stratification), basées sur les hypotheses suivantes :

H v v
'j—;*<<1, RO——},—L'\/(]., T&'KL
0

Sur la sphere, la faible épaisseur de l'océan comparée au rayon de la Terre permet de
simplifier encore ces équations des termes métriques dans 1’équation de continuité et de
remplacer la valeur de la coordonnée radiale par a partout ou elle n’apparait pas comme
une variation.

Les équations du mouvement se ramenent ainsi a I’équilibre géostrophique pour les
vitesses horizontales, & I’équation hydrostatique sur la verticale, et & la divergence nulle
des vitesses (équation de continuité), voir (2.3.1) avec Dy = Dy =0.



58

L’équation de vorticité qui en découle, dite de Sverdrup,
pvz = fO,w, (2.2.2)

est également quasi-stationnaire.

Ces équations inviscides sont ainsi utilisées pour étudier la structure interne de I'océan
mais ne permettent pas de résoudre les couches limites de bord.

La relation de Sverdrup est obtenue en prenant le rotationnel de 'équation (2.3.1);
ou D}; = (.

Cette équation permet par exemple de donner explicitement v, et w en fonction de p.
En effet ’équation satisfaite par vy dérivée par rapport a z donne

P = -;{}Ea:c(pg).

Les conditions aux bords sur w permettent alors d’intégrer directement suivant la verticale.
La composante de v suivant I’axe Sud-Nord est alors donnée par (2.2.2). Notons que 7, = 0.
Il reste maintenant a déterminer v;. On sait que V-7 = 0 sur la surface par intégration
verticale de la contrainte d’incompressibilité. Supposons qu'’il soit possible de trouver une
solution v telle que v - n = 0 alors cette solution satisfait également 7 - n = 0 sur le rivage.
Ce qui donne o1n; = 0sur 5. Avec 0,71 = 0 sur S et donc 77 = 0. Or 8,v; = 9,T en
dérivant (2.3.1)2 par rapport & z. On voit donc que v; est déterminé de maniére unique.

Phillips [55] synthétise en 1963 les résultats atmosphériques et océaniques sous la
dénomination de mouvements géostrophiques de type 2, oli ’échelle spatiale horizontale
est comparable au rayon de la Terre et le nombre de Burger Bu petit:

L __ gHAp
- ~1, ]311—f%2}g0

<< 13
ce qui est équivalent a supposer ’échelle horizontale des mouvements grande devant le
premier rayon de déformation interne, de 'ordre d’une centaine de km dans 'océan.

La spécificité de cette dynamique réside dans le caractére diagnostique des équations
de quantité de mouvement (et de vorticité), alors que les équations pour les traceurs
actifs température et salinité (et ’équation d’état) restent inchangées, avec les mémes
paramétrisations des processus de petites échelles qu’avec les équations primitives : ce sont
ces derniéres qui comportent 1’évolution temporelle des champs (prognostiques).

Ces équations filtrent ainsi les ondes de gravité et de Rossby rapides (barotropes), et
I'océan s'ajuste désormais par les ondes de Rossby baroclines, lentes (de célérité vers 1'Ouest
comparable aux courants horizontaux, soit de l'ordre du cm/s), et des ondes visqueuses
de bord, rapides (période ~ mois), analogues des ondes de Kelvin en I’absence des termes
non-linéaires dans les équations de la quantité de mouvement (leur vitesse dépend d’ailleurs
de la résolution horizontale).
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2.2.2. Conditions limites et processus sous-mailles == dissipation.

Néanmoins, pour satisfaire les conditions aux limites, il est nécessaire de prendre en
compte la dissipation dans les équations du mouvement, et les petites échelles réapparais-
sent dans les couches limites frictionnelles.

En outre, ces équations ne représentant que les processus de grande échelle, alors
que la plus grande partie de I’énergie cinétique de 'océan se trouve a la méso-échelle et
réalise une grande partie du mélange des propriétés : il est nécessaire de paramétriser
ces processus sous-mailles. Une approche traditionnelle de type diffusion moléculaire est
souvent employée, principalement pour les traceurs, mais des approches plus précises ont
commencé & voir le jour depuis une dizaine d’années : mélange le long des isopycnes — les
surfaces d’égale densité—(Redi 1982, [57]) et diffusion de leur épaisseur (Gent et McWilliams
1990, [27])... voir Griffies et al. (2000, [28]) pour les derniers raffinements des modeles de
circulation générale océanique.

I1 faut mentionner la paramétrisation classique de la convection océanique, qui s’effec-
tue dans des cheminées convectives de moins d’un km de diametre, et qui est trés souvent
représentée par un mélange pur et simple des propriétés sur la verticale jusqu’a obtention
d’un profil indemne d’instabilités statiques (une paramétrisation & seuil, donc fortement
non linéaire).

Malgré tout, la dynamique grande-échelle reste trés inadéquate pour satisfaire les
conditions aux limites latérales, et le développement de paramétrisations pour des couches
limites turbulentes serait tres utile.

En effet, on peut voir dans les expériences numériques que le choix du type de vis-
cosité et de condition aux limites influence ’amplitude de la circulation thermohaline a
I'ordre 1! Pour s’en convaincre, on peut consulter les travaux de Huck et al. faits dans
[35]. L’influence de la paramétrisation est également fort visible du point de vue qualitatif
mathématiquement, voir le chapitre 3.



60

2.3. Paramétrisation de la viscosité et des couches limites
latérales

2.3.1. Différents choix de dissipation et de couches limites latérales.

On cherche donc & résoudre le systéme d’équations suivant pour les vitesses horizon-
tales v = (v;,vy) et verticale w et la pression p :

1
fvt + —V.p=Dpy,
2.3.1) P
(2:3. d.p + pg = poDy,

Ve v+ 0,w=0.

La premiére équation décrit la dynamique géostrophique. La seconde équation est appelée
approximation hydrostatique. La derniére représente I'incompressibilité du fluide.

On considére une équation d’état p(T, S, p), par exemple linéarisée :

p=po(l—arT +asS),

avec ar =2 x 107K 1 et ag = 8 x 10 4*psuL.

L’équation d’advection-diffusion-convection du traceur q (T ou S) est donnée par
Beq+ Vs - (vq) + 0:(wq) = Vg - (knVzq) + 0, (kv 0.q) + C.
Les conditions aux limites latérales sont données par :
v-n =70, KiOng =0
et les conditions limites & la surface et au fond :
w =0 (toit rigide), &vd.q=Q/poCp en surface et kyJ.,q =0 au fond

(ot Q est le flux de chaleur en W m~2 et Cp la capacité calorifique de 1’eau de mer). Par
simplicité, on se limite ici & un domaine cartésien de la taille de ’Atlantique Nord. Le
parametre de Coriolis f est linéarisé autour de la latitude moyenne 40°N, soit f=fo+fy,
avec fo=10"4s"1 et B=2 x10" " m~1s7! : Clest ce que I’'on appelle 'approximation du
plan-3. ,

Les diffusivités turbulentes horizontale ;=700 m? s~! et verticale Ky=10"% m? s~
proviennent d’estimations faites & partir d’observations de dispersion de flotteurs et de
traceurs dans différentes régions de 'océan. Le terme C représente ajustement convec-
tif, c’est-a-dire le mélange vertical effectué pour éliminer les instabilités statiques, et dont
les processus (non-hydrostatiques) dans 'océan impliquent des échelles spatiales (km) et
temporelles (minute) non-résolues : une procédure consiste & scruter tous les profils ver-
ticaux de densité & la fin de chaque pas de temps, et s'il y a apparition d’une inversion
du gradient de densité, en général suite au refroidissement ou & I’évaporation en surface,
les deux boites impliquées voient leurs propriétés (température et salinité) immédiatement
mélangées; si ce mélange produit une eau de densité encore supérieure & ’eau sous-jacente,
la boite inférieure est mélangée aux deux précédentes et ainsi de suite jusqu’a obtention
d’un profil vertical de densité stable. Dans 'océan, ces processus sont suffisamment rapides
pour qu’on puisse les considérer comme instantanés aux échelles de temps PG.

1



61

2.3.2. Equations planétaires géostrophiques et milieux poreux.

Dans cette partie, on décrit quelques paramétrisations utilisées en océanographie et
pour lesquelles les systémes correspondants sont équivalents a la convection de Bénard
en milieux poreux anisotropes minces avec la loi de Darcy ou celle de Brinkman. 1l est
fondamental de préciser que Ianalogie entre l'effet de Coriolis et I’anisotropie du domaine
a été identifiée dans divers papiers tels que [78].

La loi de Darcy.

i) Océanographie et météorologie. On considére un domaine tridimensionnel sans dimension
Qs ={(z,2):z €s,—0H(z) < 2 <0} (2.3.2)

avec ¢ son rapport d’aspect et s sa surface horizontale. On considére le systéme adimen-
sionnel suivant

(2.3.3) eProud + Mu® + Vp® = (0, Ral/? T‘S), divgr® + 8w’ =0, 0. naas =0,
| 8T + R - VTP + w08, T) — KnA T — 62K,0°T° = Q,

avec
eg —f 0
M=1| f eg O
0 0 ¢y

et ub = (v°,wd), ¢, ey, ev, Kn, Ky, Pr, Ra sont des coefficients constants et positifs.s On
note par Pr le nombre de Darcy-Prandtl, Ra le nombre de Rayleigh, ¢ le nombre de Rossby
et M le tenseur de perméabilité. Voir par exemple dans [45] pour un tel systéme.

Quand Pr = 0 c’est-a-dire avec un nombre de Darcy-Prandtl nul, ce systéme cor-
respond & la convection naturelle dans un milieu poreux anisotrope sous un gradient de
température connu en océanographie sous le nom de modele linéaire tridimensionnel de
Salmon, [59]-[60]. L’étude mathématique de ces types d’équations a été faite par exem-
ple dans {71]. Dans ce papier 'auteur effectue une analyse de stabilité non linéaire. Dans
la preuve, des éléments finis avec des conditions aux bords périodiques sont explorés. La
preuve est basée sur une formulation variationnelle de 'équation de la température testée
avec la solution.

Dans [23], 'auteur examine, dans un carré, les cas Pr = 0 et Pr # 0. Il montre, dans
le cas bidimensionnel, I'existence, I'unicité et la régularité de solutions pour le probleme
d’évolution aussi bien que pour le probléme stationnaire. L’hypothése principale étant
To € L*®() pour utiliser le principe du maximum. Voir aussi [56].

Le concept de stabilité structurelle est discuté et est résumé brievement dans [49]
dans le contexte de 'écoulement d’un fluide en milieux poreux. Ainsi les équations pour
la convection dans un milieu poreux avec une perméabilité anisotropique sont analysées,
c’est-A-dire le systéme (2.3.3) avec un tenseur de perméabilité anisotropique général M et
Pr = 0. Il est montré, par des estimations a priori, que la solution existe dans le cadre
fonctionnel naturel et dépend continuement des échanges au niveau de la perméabilité.
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L’hypothése que la température initiale Ty appartient & L (), est aussi faite pour pouvoir
utiliser le principe du maximum.

Le lecteur intéressé par I’étude analytique concernant les solutions faibles non linéaires
pour la convection stationnaire aussi bien qu’oscillante, et leurs bifurcations correspon-
dantes, peut consulter [77] pour le cas Pr # 0.

Il s’avere que l'inclusion du terme de dérivée en temps dans 1’équation de Darcy
permet de mettre en évidence une bifurcation de Hopf. Pour plus d’informations sur I'étude
numérique voir dans [13] pour Pr = 0.

Notons que dans le cas d’un écoulement en milieu poreux le nombre de Darcy-Prandtl
Pr est habituellement tres petit.

On étudie maintenant le cas limite quand le rapport d’aspect § tend vers 0. La solution
(u®,p®,T%) de (2.3.3) étant cherchée dans le domaine Q° qui varie avec §, on introduit un
domaine normalisé indépendant de & pour comparer les solutions correspondantes aux
différentes valeurs de §. Plus précisément, utilisant une échelle verticale

z2=102, (2.3.4)
on obtient le domaine normalisé de IR® suivant
Q={(z,2): 2z €s,—H(z) < Z <0}.

On utilise aussi différentes échelles pour les vitesses verticales et horizontales pour les avoir
a 'ordre un.

Les vitesses et la pression adimensionnalisées sont définies par
1
Vit s, Z) =’ (tz,2), Wolte,2) = su'(te,2), P(te,2)=p(t,z,2) (23.5)
et la température est définie par
T(t,z, Z) = 6 T°(t, z, 2). (2.3.6)

Ce choix de vitesse verticale est dictée par la condition d’incompressibilité div v+ 8d,w =0
qui montre que w = Jv alors que divyv = v et J,w = w/é.

En regardant la limite de (V¢, W4, T¢ P%) quand
Ra=1, Pr=0, §d— 0,

avec les équations (2.3.3) transportées dans {2 et en supposant que 6@ converge (on note
@ sa limite), on arrive au systéme

v+ fut + Vp = 0, Ozp=T,
(2.3.7) divgv + dzw = 0, (v,w) +npa =0,
T +v VT +wdzT — KpA,T — K,05T = Q,
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dans le domaine Q.

On remarque que div,v + dzw = 0, (v, w) - nag = 0 entrainent que w est donné par

0
w = divm/ v. (2.3.8)

Z

0
divx/ v=_0.
—~H

Donc le systéme (2.3.7) est équivalent 3

En plus

0
egu+ fut + V,p =0, dzp =T, divx/ v=20,
(2.3.9) —H

1]
8T +v-V,T + divx(/ ) 82T — KnAyT — Ky03T = O,
VA

avec w donné par (2.3.8).

On obtient ainsi le modele de Rayleigh utilisé en océanographie: les équations plané-
taires géostrophiques avec trainée linéaire. C’est équivalent de considérer la convection de
Bénard dans des milieux poreux anisotropes particuliers gouvernés par la loi de Darcy.

La justification mathématique de I’analyse asymptotique entre (2.3.3) et (2.3.9) ne
semble pas étre direct & cause du terme non linéaire

O ~
/ div( / v) 0z7TT
Q Z

Le probleme semble étre le méme quand on essaye de justifier les équations de Prandtl,
voir par exemple [4], [29]. C’est la raison pour laquelle les océanographes utilisent une
paramétrisation hypervisqueuse pour la température pour prendre en compte les paramé-
trisations & échelle réduite, voir [62].

Il faut remarquer que dans [66], pour avoir V,T' € L2(0,T; (H'(2))?) et cette esti-
mation est décisive dans leur preuve pour 'existence de solutions faibles, ils considérent le
tenseur suivant

oi T est la fonction test.

Q\T = —KpA,T — K 03T + MA2T + BAL0%T. (2.3.10)

Par conséquent ils montrent qu’il est utile d’introduire le terme différentiel de quatrieme
ordre pour la fonction température. Dans la section 3.1, on prouve qu’il est nécessaire
et suffisant de contréler la température dans L?(H.H?%) avec seulement Ty € L2(f2). On
obtient ainsi que le systeme suivant

'EHU"}'fU”L‘%V:cP:O; 3Zp:Ta

0
div,,f v =0, vengy = 0sur Iy,
(2.3.11) < _H *

Q0
8T + v+ VT + divy( / 0) 82T — KnA,T — Ky8%T + AALT = Q,
. Z
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est bien posé, ave¢ les conditions initiales et aux bords pour la température suivantes :

K,0zT =~ (T* —T) sur I's,
— Ky VT +ng — K,0zTnz + )\Vx(ﬂxT) sng =0 sur [, UTT,

2.3.12
( ) AT =0 sur 99,
T(0) = Ty dans 2
ol
Ie={(z,0):zes}, I'y={(z,~H(x)):zE€ s},
et

Dv={(z,72):z € 9s,—H(z) < Z < 0}.

Dans la section 3.1 du chapitre 3, on suppose que le domaine est plat; ¢’est-a-dire un
domaine 2 = s x (—h,0) avec h = cte et s un domaine bi-dimensionnel borné. On établit
les relations

egrotzv + fdivev + B =0 (2.3.13)

et
2

—(em + -f—)é‘z(divxv) = D, T + B0zv1 + 'ﬁiazvz- (2.3.14)
EH EH

C’est exactement le type de domaine considéré dans [64]. Ces équations impliquent que
la vitesse (v,w) satisfait v € L2(0,T; (H*(Q))?) et w € L?(0,T; LY L2(Q)) et est uni-
formément bornée si T € L2(0,T; H1(Q)) et A, T € L2(0,7T; L*(R)) sont uniformément
bornés dans le schéma d’approximation de Galerkin.

C’est suffisant pour démontrer l'existence de solutions faibles pour le modele hyper-
visqueux.

Dans la section 3.2 du chapitre 3, on va étendre le résultat & un domaine avec une
profondeur s’annulant sur le rivage en utilisant un résultat de régularité démontré dans (5]
et concernant une équation elliptique dégénérée.

ii) Traitement alimentaire et procédé de filtrations centrifuges.

On montre dans cette section que 'orientation du domaine de faible hauteur est im-
portant dans ’étude mathématique. On considére maintenant un domaine Q% défini par

Q% = {(z,2): (z1,2) € 5,6 < 23 < b}.
Pour la convenance du lecteur voir FIGURE 3.3. Alors, utilisant I’échelle
Xy =x2/0
avec la vitesse et la température transportées définies par

V1<tvm17X27 z) =i (ta Z, 3:2)2:)’ V?(t3x17X2= Z) = U2(t:1‘1;$2, z)/&,
W(t,Il,Xz,Z) = w(tyxlax%z)) T(ts $17X232) = T(tamla T, Z)-

A cpep e e . |
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Le passage a la limite avec
5§ — 0, Pr =0, Ra1

dans (2.3.3), en supposant e = ev, Q ~ 1 et en choisissant la diffusion —Kpd2 T —
6K hai,T - K,8%T pour T, conduit au systeme suivant

KSH{UI +0,p=0, egw+0,p="T, Ox,p =0,

0 0
(2315) { axl /;HU1+82 [_szoa (th)'nxl,z:()sur Fz,
0

T +v10,, T +wd, T + (/

(8,01 + azw))aXQT — Ky, T — K, 02T = Q,
X2

\

défini dans Q = {(z,2) : (z1,2) € 5,—1 < X5 < 1}. On renvoie & [46] pour de telles
équations en dimension deux. Dans la suite, on montre qu’'un tel systéme est bien posé si
la vitesse vy = | ;2(8x1v1 + 9, w) est contrdlée par VI qui appartient & L2(0, T; (L%(02))3)
dans une approximation de Galerkin.

On n’a pas & considérer une paramétrisation hypervisqueuse pour obtenir ce résultat
d’existence de solutions faibles.

Avec un domaine défini par (2.3.2), des équations similaires A celles de (2.3.15) sont
obtenues dans [79] ol la température imposée est supposée perpendiculaire a la force
centrifuge en négligeant la gravité.

Donc, I’équation de Darcy s’écrit
v+ 0,p=Tz, dzp = 0.

Ces types d’équations ont quelques applications en traitement alimentaire. On peut voir
par exemple dans [79] oli une solution analytique bi-dimensionnelle, pour un petit rapport
d’aspect, est présentée pour de telles applications.

La loi de Brinkman.

Nous considérons un domaine tridimensionnel normalisé
Qs ={(z,2):z €s,—-0H(z) <z <0} (2.3.16)

avec § le rapport d’aspect et s sa surface bi-dimensionnel. Une loi alternative a celle de
Darcy est celle communément appelée la loi de Brinkman.

Les équations convectives avec la loi de Brinkman et les termes tournants s’écrivent

eLu® + Mu® + Vp® = (0,Ra'/2T?),
8,T° + Ra'2(v® . V., T° +4%8,T%) + L, T° — Ra'/?w = Q,
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avec

—f
0
0

g

Il
R
ocoo

et
Llu = ”’AhA:cu — 5244”8‘2?’11, LQT = ’"KhAa:T - 52K‘062’T

En passant a la limite quand ¢ tend vers 0 avec Ra = 1 dans les équations trans-
portées dans le domaine fixe  obtenu par la transformation (2.3.4)~(2.3.6), on obtient les
équations étudiées mathématiquement par [14), [64] et [65] ou les processus a petite échelle
sont paramétrisés par les traditionnelles diffusion turbulente laplacienne et la viscosité
turbulente.

En d’autres termes on obtient le systeme

(2.3.17) { eDiw+Mw+Vep=0, Izp=T, divzuv+0zw=0,
T + v+ VoT +wdzT + Q2T = Q,
avec
(5 7)
et

Div = —ApAgv — 4,850, QT = —KpA,T — K,03T.

Ce sont les traditionnelles équations primitives visqueuses en négligeant les termes non
linéaires et de dérivée en temps dans les équations de conservation de la quantité de
mouvement.

On choisit les conditions initiales et aux bords suivantes pour la température

K,0zT =~ (T™ —T) sur [,
(2.3.18) KV T ng + K, ,0zTnz =0sur Iy UTY,
T(0) = T, dans f2.

Dans [64]-[65], ils prouvent ’existence globale en temps et 1'unicité de solutions fortes
pour les équations (2.3.17)~(2.3.18) pour un domaine = w x (0,h) aves des données
initiales dans L™ ou H? et les conditions aux bords suivantes sur v

A,0zv =7 sur [y,
dv
(2.3.19) veng =0, (%;)mng = 0 sur I},

Ozv =0 sur I'.

D1 essentiellement & la forte non linéarité (comparable au carré d'un gradient) des
équations, deux problemes restent ouverts tant que leur preuve utilise le principe du ma-
ximum.
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Dans [14}, ils donnent des réponses & ces problemes ouverts. Ils montrent I'existence
et I'unicité de solutions faibles sous I’hypothése que Ty € L%(f2) et I'existence globale de
solutions fortes sous I'hypothése que Ty € H'(), évitant ainsi I'utilisation directe du
principe du maximum pour 7". Ce faisant ils résolvent I'un des trois problemes posés dans
[65]. Ils établissent également des résultats d'unicité de solutions faibles et d’existence
d’attracteur global en dimension finie pour les deux autres problémes ouverts restants.
Pour cela, ils utilisent fortement que le domaine est donné par w X (—h,0) avec h = Cte
et que les conditions aux bords pour la vitesse au fond et a la surface sont supposées étre

(2.3.20)

A, Ozv =T, w = 0 sur Iy,
Ozv = 0, w =0 sur I,

avec 7 un champ de vecteurs donné.

Pour 'unicité de solutions faibles, les auteurs prouvent que la différence v de deux

. . iy 0 i P
solutions faibles v! and v? satisfait 7 = [_, v = ff R0t —2?) =0 et ils en déduisent que
v € L2(0,T; (H?())?) en écrivant ’équation vérifiée par 7 et en I'intégrant par rapport 2
z.

Ce type de méthode a déja été utilisé dans différentes analyses mathématiques en
océanographie, voir par exemple [20], [85].

On remarque que la condition au bord (2.3.20); n’est pas adaptée en océanographie,
voir par exemple [10]. Il est mieux d'utiliser

AyOzv = a (v —1), w =0 sur T,.

En effet un désavantage de la condition au bord (2.3.20); est qu'elle peut générer des
solutions irréalistes pour quelques valeurs des parametres.

Si (2.3.21); est utilisée, alors, la force exercée par le vent s’annule quand v approche
T, ce qui empéche la vitesse de I'eau de dépasser celle du vent. Cette limitation n’est plus
vraie si (2.3.20), est utilisée.

Dans ce travail, on considére les conditions aux bords suivantes

A, 0zv =a (T —v), w = 0 sur Ty,
(2.3.21) vz =a(r-v) g
AyOzv = v, w = 0 sur ['y.
ou bien
ABzv =a(r —v), w = 0 sur Ty,
2.3.22
( ) { w =0 sur ['y.

Le domaine utilisé est = T?% x (—1,0) et est habituellement utilisé en météorologie et on
suppose que f = (3(z2) avec 3 une fonction périodique qui ne s’annule pas.
On montre, dans la section 3.1 du chapitre 3, la relation

—egAL(Ozdiv,v) — Evaé (Ozdivyv) = fOzrotgv — B (z2)0zv1 + AT (2.3.23)
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avec €y = €Ap, ey = €A,

Cette équation est essentielle pour étendre le résultat obtenu par [14] en considérant
diverses conditions aux bords mais dans un domaine 2 = T2 x (-1, 0).

C’est suffisant pour démontrer I'unicité de solutions faibles. Ce qui correspond & un
résultat de régularité classique. Avec la relation (2.3.23), on peut choisir les conditions aux
bords (2.3.21) ou (2.3.22).

Remarque. La condition aux bords (2.3.22) est déduite de (2.3.21) en faisant tendre -y,
vers oo, U

Un modeéle non linéaire en milieux poreux.

Dans [24], 'auteur étudie un systéme d’équations aux dérivées partielles fortement
non linéaires. Ces équations décrivent la convection naturelle dans un milieu poreux. Ce
modele est obtenu en couplant ’équation d’énergie et ’équation dite de Darcy-Forchheimer

v+ julu+ Vp=0, V.u=0, u-ngn = 0.

Dans son travail, il étudie le cas ott le domaine est parallélépipédique de IR® et il montre
que la solution de I’équation de Darcy-Forchheimer est réguliere. Le lecteur, intéressé par
les résultats de décroissance sur ce type de modele, peut consulter [52]. Voir aussi [80)
concernant les développements théoriques. A notre connaissance, la version asymptotique
de ce modele n’est pas utilisée en océanographie méme avec des termes additionnels dans
I'équation de la température. Dans tous les cas, ces types d’équations avec des termes
tournants ont été indiquées dans [79].

4

2.3.3. D’autres relations de paramétrisation en océanographie.

Nous avons vu dans ce qui précéde que certaines paramétrisations utilisées en océano-
graphie correspondent & la convection de Bénard en milieux poreux. Nous donnons dans
cette partie quelques relations de paramétrisation utilisées en océanographie et qui ne
correspondent pas, & notre connaissance, a la convection en milieux poreux.

1) Modéle planétaire géostrophique avec une friction horizontale laplacienne (PGL).

Il correspond & un laplacien horizontal dans 'équation de conservation de la quantité
de mouvement et a été étudié par exemple dans [16]. Ce systéme admet des solutions faibles
si on contréle (v, V,v) dans L?(0, T; (L?(£2))®) quand on contréle T dans L*(0, T'; L*(Q))N
L2(0,T; H'(£2)). Pour s’en convaincre, le lecteur est renvoyé 3 la section consacrée a la
paramétrisation hypervisqueuse avec trainée linéaire.

Le systeme est le suivant

eARAZY + fut + Vp =0,
32}) =T, divgu + dzw = 0,
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2) Modele planétaire géostrophique avec friction biharmonique (PGB):
Il correspond & un laplacien biharmonique horizontal dans ’équation de conservation
de la quantité de mouvement. Il s’écrit

é‘AhAz:’U + f’U'L + v:cp - 0,
ng =T, divgv + Ozw = 0,
KT — K, 04T — Kp AT+ v - VT +wdzT = Q.

Remarquons que dans [64] ou [11], seule la condition aux bords 7-n = 0 est satisfaite
dans le cas de la paramétrisation de type Rayleigh. En effet, on contrdle seulement a priori
v et la divergence horizontale de 1'intégrale verticale de v. Seule la trace T - n est alors a
priori définie.
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2.4. Commentaires

La dynamique planétaire-géostrophique dérive des équations primitives pour des échel-
les de temps supérieures & quelques jours et des échelles spatiales bien supérieures au rayon
de déformation du premier mode barocline (typiquement 100 km dans l'océan) : elle est
donc parfaitement adaptée a 1’étude de la circulation océanique de grande échelle aux
moyennes latitudes.

Le passage de I’équateur reste problématique méme si la zone ot la force de Coriolis
est négligeable reste tres limitée, voire inférieure a la résolution du modele, car le transport
des courants (jets) équatoriaux trés intenses (quelques m/s parfois) ne pourra étre pris en
compte.

En P’absence de force de Coriolis & ’ordre 1 dans les équations du mouvement, seuls
les termes non-linéaires négligés dans la dynamique PG peuvent équilibrer le gradient
de pression. Il est peu probable que ’on puisse s’affranchir de résoudre explicitement ces
courants équatoriaux, dans une dynamique PE, pour déterminer avec précision les échanges
inter-bassins.

L’implémentation numérique de ces équations pour un bassin océanique fermé néces-
site la paramétrisation de la diffusion turbulente de quantité de mouvement et des couches
limites latérales : celles-ci ont une influence d’ordre un sur la solution dans un bassin
idéalisé a fond plat.

Il n’existe pourtant pas actuellement de paramétrisation satisfaisante, basée sur le
caractere non-linéaire et inertiel de ces couches limites. Il serait intéressant d’essayer de
faire une analyse mathématique des couches limites afin de proposer une paramétrisation
exploitable ne présentant pas les inconvénients des autres paramétrisations jusqu’alors
utilisées.

La justification mathématique du modele planétaire géostrophique classique & partir
des équations Primitives est encore ouverte.

La réduction du nombre de variables prognostiques par rapport aux équations pri-
mitives, et la dynamique diagnostique, permettent de résoudre beaucoup plus facilement
certains problemes, analytiques ou numériques, comme par exemple des analyses de sta-
bilité linéaire de la circulation océanique.

La plupart des développements actuels se font sur des modeles couplés, ’océan et
I'atmosphere étant indissociables pour tous les probleémes de prévisibilité climatique.

T |



Chapitre 3. Analyse mathématique
des équations PG

Ce chapitre est consacré 4 un modeéle mathématique utilisé en océanographie et en
météorologie dans un domaine tridimensionnel . Ce modéle est appelé planétaire géostro-
phique ou thermohaline et s’écrit

eDyv + fot + Vep =0,

eDyw+ 0, p=T,

div.v + d,w =0,

AT +v+ VT +wd, T+OT=Q,

(3.1)

ou u = (v,w) avec v = (v1,v2), p, T représentent le champ de vitesses, la pression,
la température, z = (z;,z>) est la composante horizontale et 2z celle verticale, D;, D,
and (; sont des opérateurs différentiels utilisés pour paramétriser les processus a petites
échelles, () représente le terme source de chaleur, € est le nombre de Rossby, le terme
fvt = (—fva, fu1) désigne la force de Coriolis ott f = (1 + Bz3), avec 3 une constante,
correspond au parametre de Coriolis dans une approximation du plan 8, voir [53]-[54].

On peut voir (2.3.9), (2.3.11), (2.3.17) pour d’autres modeles planétaires géostrophi-
ques avec des termes de diffusion et de friction différents.

On donne quelques résultats mathématiques pour certaines équations dites planétaires
géostrophiques ou encore équations thermohalines obtenues dans le chapitre 2.

On regarde si les systemes sont bien posés en étudiant en particulier des questions
d’existence et des propietés des solutions faibles { solution globale en temps ) de ces
équations. L’objectif est d’étudier les effets des différents termes de friction et de diffu-
sion, et d’analyser les conditions aux bords appropriées pour les modéles correspondants.
Cette partie est importante car les choix faits par les physiciens sont empiriques et font
I'objet de discusions et d’études numériques. Ca peut étre intéressant de comprendre les
avantages mais aussi les insuffisances attachés a chaque modele.

Une telle étude a été récemment initée dans [64]-[65] et complétée dans [14] pour un
domaine 2 = w x (—h,0) avec h = cte et w un domaine bi-dimensionnel régulier ou un
carré.

Nous montrons qu'il est possible d’étendre quelques uns de ces résultats dans des
domaines particuliers par le biais de relations simples entre la vitesse verticale et la
température. Ce qui conduit & une approche unifiée pour le modele visqueux avec différentes
conditions aux bords, le modele avec trainée linéaire avec une paramétrisation hyper-
visqueuse, des équations planétaires géostrophiques et aussi pour le modéle utilisé en in-
dustrie pour les procédés centrifuges.
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3.1. Convection de Bénard et milieux poreux
dans un domaine mince

On donne dans cette section des résultats mathématiques dans des domaines simples
en utilisant des relations entre la vitesse verticale et la température.

On considere, dans un domaine mince, en premier la loi de Brinkman, puis la loi de
Darcy.

3.1.1. Loi de Brinkman / Equations primitives.

On donne ici un résultat d'unicité de solutions faibles pour la loi de Brinkman, avec
les équations primitives sans les dérivées en temps et les termes non linéaires, dans un
domaine mince avec plusieurs conditions aux bords. C’est-a-dire (2.3.21) ou (2.3.22) dans
le domaine 2 = T2 x (0, 1), voir FIGURE 3.1. I'existence de solutions faibles est directe et
est obtenue par le schéma de Galerkin.

2 1

A %

Figure 3.1: Le domaine occupé par le fluide.
Nous avons les résultats suivants
Lemme 3.1.1. Soit (v,w,p,T) une solution de (2.3.17)-(2.3.18) et (2.3.21) ou (2.3.22).
Alors
—eApAL(Ozdivev) — eA,0%(9zdiv,y) = fOzrotyv — B'(z2)8zv1 — A, T. (3.1.1)

Démonstration. Nous avons
ozp=T.
Donc, appliquant le laplacien horizontal sur la précédente relation, on trouve

0z(divg(V.p)) = A, T.

Puisque
Vaip =cApAzv+ 8A1,8‘22v — fv*L

et f = (14 B(z2)), on obtient (3.1.1). O
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L’équation (3.1.1) permet d’obtenir une estimation suffisante qui conduit & I’unicité
de solutions faibles.

Ce qui donne une preuve plus générale, par le choix de différentes conditions aux bords,
que dans [14] ou ils utilisent fortement la condition au bord (2.3.20). Le prix & payer est
la considération d’un domaine Q = T x (~1,0) c’est-a-dire un tore avec § périodique.

De tels domaines sont utilisés par exemple en météorologie. Dans [14], ils consideérent
un domaine = s x (—1,0) avec B(x2) = B z2.

Lemme 3.1.2. Soit (v,w,p,T) une solution assez réguliére de (2.3.17)—(2.3.18) et (2.3.21)
ou (2.3.22). Alors

cAp /Q |Vz(divev)|? + eA, /ﬂ |0z (divzv)|?

+ XE%/F |div v|? +€af |divzof® < || fllzeo @10l e )2 (3.1.2)

1 Z
+ 18 Ml 2@ llvll cerrayy2 + g”vz(/(; T)liza ) + el Vs - Z2(r,)
avec x = 1 si (v, w) satisfait (2.3.21) et x = 0 si (v, w) vérifie (2.3.22).

Démonstration. On multiplie la relation (3.1.1) par [, ZO divzv. On obtient

*sA;L/ Ax(divxv)divmv~eAU[ 8% (divzv)divLv
Q Q

0 0
:/ frotxvdivxv~—//ﬁ"v1/ divxv-/ Afo divyv
Q Q z Q z

pour div, f_?h v=0et h = Cte.
L’intégration par parties du membre de gauche donne

—cAp Ve (divyv)n,div,y — €4, f 9z (divgv) nzdivyy
a0 o5

+edn / IV, (divew)|? + eA, / 102(div,0)]? (3.13)
9} 0

0 0
m/ frotxvdivxv—w/B’vl/ divzv—-/AxT/ divgv
Q Q z Q z

Le premier terme est égale & 0 quand on considere les conditions périodiques horizontales.
Le second terme dans le membre de gauche est égale a 0 au fond si v = 0 sur T,

Si 8zv = yqu sur 'y, on trouve

—€A, 9z(divgv)nzdivey = €A, | Vg - (0zv)div,v
Fe e (3.1.4)
= 572/ |div, vl
Ty
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Ala surface, on montre que

—EA@/ Oz (divyv)nzdivzy = waﬁv/ Vz -+ (0zv)divew
Fs L (3.1.5)

:-605/ divzfrdivxv—}—aa/ Idivv]?.
r Ly

&

On a également

/A T/ dwxv—/(?z(/ ALT) / divyw = — f(/o vxT)  Va(divgu).  (3.1.6)

Remplagant (3.1.4)—(3.1.6) dans (3.1.3), on obtient (3.1.2). O
On peut énoncer maintenant le résultat suivant

Théoréme 3.1.3. Soient r € L>°(0,T; (L*(1,))?) tel que div,7 € L?(0,T; L*(T)), T €
L2(Q), T* € L2(0,T; LA(T,)) et Q € L*(0, T; L2(%)).

Alors il existe une unique solution faible de (2.3.17)—-(2.3.18) avec la vitesse qui satisfait -
(2.3.21) ou (2.3.22).

Démonstration. On divise la preuve en deux parties : I'existence de solution faible et
I"unicité.

Existence de solution faible. On utilise le schéma de Galerkin.
On consideére (w;) une base orthogonale de

Yy = {ve (D(ﬁ))z/vx-(ﬁv).—.o}

et (¢;) une base orthogonale de H*(Q). On note V; 1'adhérence dans (H*(2))? de V;. Tous
ces espaces étant définis & partir de I’espace L2(f2) périodique.

On définit .
Z@r (t)p5(z), Z (tyw;(z (3.1.7)

et les formes multilinéaires suivantes, pour tout T, T° € H 1(Q) et tout V, W € W,

a(T, T) =Kh/VxT-VxT'+Kv/82T8zT'+7/ T,
Q Q

I's

0
a1(T*,T’)=’>’] T, b(v,T,T’)=f(u,vx(/ v))-vm",
s Q z

bo(V, W):EAh/VIVV:CW+EAUf8zV8;W+E/ VW+572/ \74%%
Q Q

I's Iy

bi(7, V) :ea/ V.
I's
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Une formulation variationnelle de 1’équation de conservation de la quantité de mouvement

et de celle de la température donne, pour j=1,2,---, m
d *
Z&(Tmy ¢_’)) + a’(Tm) ¢J) + b(?}m, Tﬂ'n (bj) =4aj (T )gb}) + (Qa (;5)) (3'18)
et 0
(/ Vme, 'LUj) -+ bo(vm, ’w}') -+ (fU;,l;, U,’j) = b]_('T, wj) (3.1.9)
On définit

Pm : LZ(Q) - VeCt(gél) Tty (rém.)

comme le projecteur orthogonal.

On pose Tinji=¢p = PmTp- On obient & partir du systéme (3.1.8)-(3.1.9) un systéme
linéaire de m équations différentielles ordinaires. L'existence des §;(t) est classique.

Estimation d’énergie.
Pour obtenir une existence globale en temps, ’estimation d'énergie est nécessaire. En
multipliant (3.1.9) par 7]*(¢) et en sommant sur j, on tire :

A (/VTm,vm> (Folk um) = b (7, ). (3.1.10)

Or (fvx,vm) =0, donc

m?

0
bO('vmwvm) = bl(Tr 'Um) + (Tmavm / vm) .

Une estimation du deuxi®éme terme de droite de ’égalité ci-dessus, donne

Tm/ Vi Um
0

< CliTmll 2@V 2vmll L2

D’ou
EAh“v:rvm"%Lg(Q))‘* + EAvnazUm“?m(n))z + XE’Yz”UmU?Lz(rb))ﬁ
) \ \ (3.1.11)
+eafvmlliiz sy <€ (HTm“(m(n))z + ”T”(Lz(rs))Z) '
On multiplie (3.1.8) par S]*(t) et on somme sur j, ce qui donne :
2 yr HT HLQ(Q) + a(Tpny Trn) + 0V, Trny Trn) = a1 (T, Trn) +(Q, T)- (3.1.12)

On munit H*(f2) de la norme

ITN% = KnliVaTllf L2y + Koll®:Tlra(ay + M 2rs)- (3.1.13)
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La norme définie par (3.1.13) est équivalente & la norme naturelle de H(£2).

En effet, pour un T assez régulier on a

0
T(z,y,2z)=T(z,y,0) - / a,T. (3.1.14)

IT(z,y,0)|” <2 (IT(%Z/:ZNZ + (/_-01 lale)z)
<2 (]T(a:,y,z)i2 + /_01 I82T12> )

[ s o= [ s or = i,

<2 (ITI ey + 10: T2y ) < 2Ty

Donc

(3.1.15)

Une intégration sur €2 donne

Dot
1Tls < 1Tl ()-
On a aussi & partir de (3.1.14)

/isz,Z)l*/ z,y,0 ]aTsvyS

2 T 2
gQ/Q[!T(x,y,G)} +(/z 9.1 ( ,y,é)l]
< 2N 22 sy + 18Tl 2(r))-

D’ou
Tl ) < ClITs-

Par ailleurs le terme

b(v, T,T') = ~b(v,T",T) + f

0
(v-ng+ V- (/ v)nz)TT’.
Tsully 2

Comme w =0 et n, = 0 sur I's UTY}, alors
b(v,T,T) = —b(v, T , T).
D’ou

;;t”T “L?(Q) -+ ”T HS < C”T*an(rs) + €1 HQH%E(Q) + %“Tm]lig(ﬂ)
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Utilisant le fait que || T lls > ||T)nllz2(q) et le choix d’un €; adéquat, on obtient

1d «
'éagimeH%ﬁ(m + Col|TmllZ2y < C (UT IZ2(0s) + ”QHQLQ(Q)) (3.1.16)
et
1dT 2 CollTwmll3 < C (1T |3 2 3.1.17
5 TnllEa ey + CollTmlld < C (1T Moy + QM) - (3:117)
Une intégration de (3.1.16) et (3.1.17) entre 0 et ¢, conduit aux estimations suivantes
t
Tl @+ [ (Tl + ITnl3) < . (3118)
avec
C= (HTm(O)H%Q(Q) + TN 220 112 (rs)) + HQ“%Q(O,T;L%Q))) :
D’ou

T, € L(0,T; L*(Q)) N L*(0, T; H'()). (3.1.19)
En conséquence, en intégrant entre 0 en T dans (3.1.11), on obtient
v € L*0,T; V1), (3.1.20)
ou Vi est munie de la norme
lomlI3, = ARl Vaum 2y +€Aullzvmliirsaye +eallvmliiaways (3.1.21)

qui est équivalente & la norme naturelle de (H(2))? en utilisant les mémes arguments que
dans le cas de la preuve pour montrer 1'équivalence entre la norme naturelle de H(Q) et
celle définie par (3.1.13).

Estimation a priori pour 9;T,,.

On considere T = Z'qubj.
=1
(8T, T) = (8:Tmy PrT)
= —a(Tm, PnT) = bV, Trny P T) + (Q, P T) + a1 (T, P, T)
< CITmllslPmTlls + 1Ql 2@y N PmT | L2
+ T 2 @) 1 PmT 220y + 10(vm, Tony P T

1b(vsm, Tons )] = / U - VmeTTm‘
19

_ 3 1
< CHVumT”(L?(Q))Q“Tm”i?(ﬂ) HTmH§
< O\ VePuT |22 || Tl
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done

(0T, T) < C (ITnlls + I Tmlls + QN L2y + 1T |20 s)) 1P Tl (3.1.22)
D’apres (3.1.19) et (3.1.20) on a, a partir de (3.1.22),

8T € L0, T; (HY(Q))) (3.1.23),

et est bornée indépendamment de m.
Passage a la limite.
Avec les estimations de (3.1.19) et (3.1.20), il existe

T e L*(0,T; H'(Q)) 0 L>(0, T; L*(R)) et v € L*(0,T; V1)
et une sous suite (T, /,v,,’) telle que

T . converge vers T dans L*(0, T; H*(Q)) faible,

m

T . converge vers T dans L°(0,T; L*(Q)) faible *,

m

v, converge vers v dans L*(0,T; W) faible.

Une application du Corollaire 4 de [70], avec X = HY(Q), B = L*(Q) et Y = (H(Q)),
permet de dire que

T, converge fortement vers T dans L?(0,T; L*(Q)).

m

D’ol, aprés passage a la limite dans la formulation variationnelle on trouve (v, w,T") solu-
tion de (2.3.17)-(2.3.18), et qui vérifie les estimations
( EAh”vaH%L:z(Q))ta + &'Av!raz?){}:(sz(g})z

+ XE’Y2HU”%L2(F,,))2 + 50”“”?1;2(1“,))2 < C(”T”%%m + H"'H%m(r,))n):

3.1.24)¢ d
CLEN L0y + KlVaT W agayys + KollOaT ey

\ T,y < ¢ (100132 + 1T aqe,) -

Si T satisfait V, -7 € L2(0,T; L%(T,)), utilisant le Lemme 3.1.2, v satisfait
Hdivxv”Hl(Q) < C(”V;;T”(L?(Q))? + ||V - THL"’(I‘,))- (3.1.25)

Unicité de la solution faible. On note par (v, w,T) la différence entre deux solutions faibles
(v1,w1,Th) et (vg, ws, Ty). Nous avons formellement

1d
1d [ TP + Ky [ VTP + K, / 0,7+~ [ [T
2dt Jq Q Q T,

< ,/wa‘leTl+l/Qv\7$T1T’. (5120
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Les autres termes s’annulent. On montre, dans ce qui suit, qu’on contréle le terme non
linéaire dans le membre de droite.

Concernant la vitesse verticale, utilisant 'inégalité de Gagliardo-Niremberg en dimen-
sion deux et la relation qui donne w en fonction de div,v, on a

[fgwa;f{fl: f/ﬂ wd. Ty

1]
< ] ol e | Tl 192 T .z

< wliperall@zThll L2 @) Tl 22124

< clldivav gy Idivavll 2o 102 il 2 o) 1T gy I TH -

Utilisant les estimations sur v et div,v par rapport & T données par (3.1.24)—(3.1.25) avec
7 =0 et Q = 0, on obtient

|| o] < T s Tlaaco Tl o (3.1.27)
Le terme avec v est contr6lé de la fagon suivante

l/ﬂ UvalT‘ < lwllczs@2 IVaTall 2@z 1T Loy

< cllvllen @1 V=Tl wa@ye I TN o ITHH?

H?! (Q)}
ol on a utilisé 'injection de H(Q) dans L8({2) et I'inégalité d'interpolation 31 = é—% + %-é—
qui donne
1 1
HTHLS(Q) S “T”z2({2)”T”is(Q)
En se servant des estimations sur v données par (3.1.24), il vient
3/2 1

I/ vv:‘TlT‘ < C”valu(Lz(Q))Q“THL/;(Q)”T”;;?(Q)

o (3.1.28)

< O( LI @ + 317 )

Avec un choix convenable de ¢, les estimations (3.1.27)-(3.1.28) et 'inégalité (3.1.26) sont
assez suffisantes pour prouver 'unicité, en utilisant le lemme de Gronwall. O

Remarque. On peut montrer 'existence globale de solutions fortes si
7€ L0, T; (HY(T,))?), To € H'(R), Q € L*(0,T; L*(Q)) et T* € L*(0,T; L*(Ty)).

En effet div, v est plus réguliere si on utilise (3.1.2) et donc rot,v par la relation entre
div,v et rot v.

Alors Vv est contrdlé en utilisant un résultat connu donné par exemple dans [67], si
on considére des conditions horizontales périodiques. La dérivée verticale 3z v est contrélée
en utilisant I’équation. Pour obtenir la régularité sur T, on prend K, 05T + KA, T comme
fonction test. O
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3.1.2. Loi de Darcy / Modeéle “hypervisqueux”.

On montre dans cette partie qu'on contréle w quand on contréle le laplacien horizontal
de T ou une expression en fonction de 7. Pour cela on démontre quelques relations qui
lient w et 7', et on donne une estimation de div,v.

On consideére la loi de Darcy dans un domaine @ = S x (—h,0) ou S est un domaine
bi-dimensionnel borné et h = Cte. On choisit h = 1 pour simplifier , voir FIGURE 3.2.

G |

e

T s
— |
S j, X

t

ﬁ ‘ Q=5x (-1,0)

\”*—*“—»——\_«

Y

Figure 3.2: Le domaine occupé par le fluide.

On suppose que la vitesse u = (v,w) et la pression p sont gouvernées par la loi de
Darcy dans un domaine mince avec une profondeur constante. Ce qui signifie que

Mu+Vp=Tez (3.1.29)
ol
eg —f 0
M=\ f e 0
0 0 0
avec
div,7 = 0, Tenge =0. (3.1.30)

La vitesse verticale étant donnée par

w = _/z divyv(z, &)dE.

-1

La convection de Bénard dans un tel milieu poreux avec paramétrisation donne

0
BT +v - VoT + diva( / ) 8;T + D(T) = O, (3.1.31)
A

avec D est un opérateur de paramétrisation d’ordre quatre.
Par exemple, pour
D(T) = —KpA.T — K,05T + MALT, (3.1.32)

on obtient la paramétrisation hypervisqueuse donnée par [62] et étudiée dans [16].

Ty
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Lemme 3.1.4. Soit (v, w,p, T) une solution du systéme (3.1.29)~(3.1.31). Alors

egrotzy = —fdivyv — fug (3.1.33)
et ﬁ
(5%{ + f2>a§’w =egA; T+ W(——Qeﬂfé‘yil’ -+ (f2 - E%)&xT), (3.1,34)
Démonstration. On a
Ozp="T.

Donc, en prenant le laplacien horizontal de la relation précédente, on trouve
aZ(VSC ’ (pr)) = A,T.

Avec
pr = —ERV — f,{]L,
on obtient
e05w + fOz(rotv) — Bdzu; = A, T. (3.1.35)

En appliquant, le rotationnel horizontal sur la composante horizontale de ’équation de
conservation de la quantité de mouvement de la loi de Darcy, on obtient (3.1.33). Utilisant
(3.1.33) et les valeurs

1 1
Ozvy = ~W(f8yT+ EgazT), Jzvg = W(*&HayT + f@xT),

tirées de Péquation de quantité de mouvement (3.1.29), dans (3.1.35), on déduit (3.1.34).
Ce qui acheéve la preuve. O

Remarque. La relation (3.1.33) est fortement utilisée en océanographie. O

Remarque. L’équation (3.1.35) est intéressante d'un point de vue numérique pour avoir
w=0sur I'yUTy. O

i) Le cas ey # 0.

Lemme 3.1.5. Soit (v, w,p,T) une solution assez réguliére du systéme (3.1.29)—(3.1.31).
Elle vérifie les estimations a priori suivantes

cn vzl < it (1820 Tl

T 1 T (313
+ 181 v1llzagqy + “—”‘g'z’“‘““nvzllm(n))-
Démonstration. On multiplie (3.1.34) par w, on trouve
/ (esr + Ty ozul? = [ (AT + Bz + 2L ozmu
“ H a H (3.1.37)

[ o " Tou - [on+ Zoyozu

Donc, on dérive (3.1.36) en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, avec f = (1+fzz). O
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v a e g

Remarque. On peut choisir une diffusion sur 7" permettant alors de contréler w. On renvoie

aux travaux faits dans [15].

Dans [64], ils n’ont pas une telle estimation sur div,v, donc ils ont ajouté un autre
terme dans la paramétrisation convective (3.1.32) pour pouvoir passer a la limite. Pour
cela ils réécrivent le terme non linéaire venant de la vitesse verticale de la facon suivante

0 _ 0 N
j divx(/ vn) 0T T, = ~/(/ V) - Ve (92T T),
Q z aJz

et ils obtiennent une convergence forte de VT, par la paramétrisation (2.3.10). O

ii) Le cas ey = 0.

On remarque que 1’équation (3.1.34) donne une relation entre w et 9,v9, donc entre
w and 8;,T. Ce qui permet d’obtenir une expression explicite de (v, w) en fonction de 7.
L’existence de solutions faibles est alors directe. On a juste a résoudre le systéme suivant

fv.L:..vx(/lewflﬁle),

fzafw = 0, T, Wlp=—1 = Wl=o =0,

0T — Ky05T — Kp AT +v- V. T +wdzT = Q.

(3.1.38)

L’existence de solutions faibles pour les équations planétaires géostrophiques usuelles est
ainsi obtenue, c’est-a-dire (3.1) avec Dy = Dy =0 et Q1 = ~K,,05 — KpA,.

On montre, dans le calcul qui suit que la solution du systéme (3.1.38) est un cas
particulier. En effet, si on consideére le systéme (3.1.39) posé dans un domaine §2 avec fond
variable z = A(z,y). On va déterminer, explitement en fonction de la température T et de
h, chaque composante de la vitesse et la pression. Ce systéme est de la forme

( fvl +Vp=0,
azp = Ts
(3.1.39) { f20%w = BO,T,

0
T +v-VT 4 divx(/ v)0,T — KA, T — KUBZ"T = Q.

\

Le systéme (3.1.39) est complété par les conditions aux bords sur v :

w=0 a la surface, (3.1.40)
vn=0 sur les bords latéraux, (3.1.41)
(v,w)-n=20 au fond. (3.1.42)

En intégrant (3.1.39), entre 0 et z, il vient :

p(2,9,7) = pala,y) + fo T (3.1.43)
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On prend la moyenne en z de (3.1.39)1, ce qui donne :

1 h pz
fot 4+ Vps + -/ / VT =0. (3.1.44)
hJo Jo
En prenant le V1. de 'équation (3.1.44), on trouve
1 h z
fdive + fog = —V+ - ”‘f / vr) . (3.1.45)
hJo Jo
Pour
dive = 0, (3.1.46)

on obtient a partir de I'équation (3.1.45)

Uy VLh-( ]/VT f\'/’Tmy, ) (3.1.47)

Par une intégration de (3.1.46) entre O et x et par utilisation de (3.1.47) on obtient

_ }- x I _1- h z
=g [ (3 [ [ or) s 5149

avec an(y) = 7,(0, ).
Pour déterminer ps(z,y), on revient & équation (3.1.44)) et on trouve

ps(a:,y)::m%{/ox (%Vi. <%foh/0zVT) +%/0h/026x'l“)
e [ (.;;ay [+ (.; [ W) L /O”ayf) (3149
(/:, fal(y)) — aa(y) - as(x)} ,

avec a2(y) = ps(0,y) et az(z) = ps(z,0).
Dans la suite, on va utiliser (3.1.49) et (3.1.39); pour retrouver les expressions de v,

Uj(.:}:y,z) {/ ( /]VT)%-%/hfzaxT -zfzay:r
(a3 /w) L[] s -cito s
va(z,y, 2) = ’Qlf (/[VT) //z&T—Q/szT

[oe)oeli ] [ o)

for
5V
1
+ h

{
[z |

~ aa(z )} . (3.1.51)
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L’équation (3.1.39)3, intégrée deux fois en profondeur suivant z, donne

z €
w(z,y,z) = %/@ fo 0T + zoy(z,y), (3.1.52)

avec ay(z,y) = 0,w(z,y,0).
Quelques notations : on pose

¢ h z
fo=vi-(3//w),
hJo Jo
L
= - é}xT:
h 1] 0
L
p— o, 7.
hito Jo !

Les conditions aux bords permettent de trouver des relations entre les fonctions in-
connues a, 1 = 1,2,3,4. La condition (3.1.41) permet d’avoir

—
W
o
ot
(%]

Nt

_—

a(y) = T::;) /5/ 9y fo (3.1.54)

ol n, et n, sont les composantes de la normale et z' un point de 'axe des z & la verticale
duquel on prend la trace.

Au fond, I'utilisation de la relation (3.1.42) permet de trouver la relation

w=1v-Vh.
Donc 3
v(z,y,h)-Vh = 7 —hf1 + hay. (3.1.55)

En remplagant v par sa valeur, on trouve une equatlon qui lie oy, ozz, a3 et ay. Les
inconnues qui restent & déterminer étant ay, az, et a3

La condition d’incompressibilité donne la relation

y ?
QLju{éfoﬁ‘fo (éany“}‘azfz) —a3}+a4:0. (3.1.56)

La relation (3.1.56) permet de simplifier la relation (3.1.55) et de trouver

1 x f ) f T o
5}-{/(; 5‘y (Bfo+f1> -2 A 8yT+ Bay/() f0+f2}8xh+—2—8xh

(3.1.57)
1 ? p f 1 '
+ ‘}.'8yh/0 SIT - f2 hfl + é}yh h 04 — é?t?zhaz = 0.

G-
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Il manque une équation pour déterminer les trois inconnues. Ce qui signifierait qu’il n’y a
pas d'unicité pour le systéme (3.1.39)!

Solutions de (3.1.38) :

On suppose que h est une constante. La premigre conséquence est fo = 0. On a les
expressions suivantes pour w et (v, v1) :

w:}%[/oz/:axw%/;[m,
UQ:FU 8,7~ f/zaﬂ ,
vl_.if[ (//8T+///88T>«-2/:3y7’—a;

Les conditions (3.1.46) et (3.1.41), utilisant ¥ = 0, donnent 7; = 0. Ce qui donne :

1 z 1 h z
— 8T~—-//8T
f[/o Y oohdy Sy Y

Les expressions des différentes constantes sont :

3 6 h pz
Cf4 - hf2 /(; \/0 6$T‘)
, 1 h pz
Qg = — EL /0 axT(.,O, )
, 1 h pz
o = — ../ / 8,T(0,.,.).
h o Jo

3.1.3. Loi de Darcy en domaines minces/ processus de filtration.

(3.1.58)

(3.1.59)

(3.1.60)

On remarque qu’il est possible de démontrer P'existence de solutions faibles pour
(2.3.15) avec des conditions aux bords sur T et le domaine £2, voir FIGURE 3.3. L'orientation
du domaine par rapport a [’axe de rotation est importante pour une construction de solu-
tion faible.
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Xq

Figure 3.3: Le domaine occupé par le fluide.

Le domaine, décrit par la FIGURE 3.3, est défini par
Q= {(z,2): (z1,2) €5,-1 < Xy < 1}.
Dans ce cas, la relation entre vy et T s’écrit

Lemme 3.1.6.
—5H8§2v2 = QXQE?ZT

Démonstration. On a
826X2p == 8$1aX2p = 0'

Donc
6X2(T - EH’U)) ={.

Par ailleurs I’équation d’incompressibilité donne

0w = —0g,v1 — Ox, Va.

(3.1.61)

(3.1.62)

On prend la dérivée Ox, de I'égalité précédente et on remplace le résultat obtenu dans

(3.1.62), il vient
Ox,0,T = ﬂeyai'zvy

car Oz, 65, v1 = 0 d'aprés la deuxidme égalité de (3.1.61). O

Ce qui entraine qu’on contréle dx,v; dans L?(0,T;L%(Q2)) si on contrdle la dérivée

verticale de la température
9. T € L*(0, T; L*(Q)).
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3.2. Convection de Bénard et milieux poreux avec fond
variable

La théorie est normalement appliquée & des bassins océaniques avec contours et pro-
fondeur idéalisés du genre des carrés avec un parallélépipéde a fond constant.

Dans [59], il exprime le champ de vitesse en fonction de la pression et obtient alors
une équation sur la pression grace & l'incompressibilité. Il essaie alors de comprendre les
limitations et résultats inhérents & un domaine avec une profondeur variable s’annulant
sur le bord.

Il est important en océanographie de considérer un domaine avec une profondeur qui
s'annule sur le rivage, voir FIGURE 3.4. C’est le cas pour les équations de Navier-Stokes
hydrostatiques en dimension deux dans [6], pour les équations verticales géostrophiques
dans [8].

On propose ici de considérer de tels domaines pour les équations planétaires géostro-
phiques avec une paramétrisation hypervisqueuse.

z 4

Figure 3.4: Le domaine occupé par le fluide.

Loi de Darcy en domaines minces/ Modéle hypervisqueur de Samelson Vallis.

Le domaine est maintenant défini par
Q={(z,Z2):zes,~-H(z)< Z <0}
avec H une fonction continue telle que H(z) = 0 sur 9s. La surface est définie par
Iy = {(z,0): z € s}.

On considere que la vitesse u = (v, w) et la pression p sont gouvernées par (3.1.29), (3.1.31)

avec
div,7 =0, T-ngr, =0. (3.2.1)

Dans la preuve de notre résultat principal, dans cette partie, on a besoin d’un résultat de
régularité sur I’équation suivante

-~V (%ﬁvx@) =g in [y, W = 0 sur oI, (3.2.2)
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avec M donné par
= en —f
M = .
(7 )
Le résultat est démontré dans [5] avec différentes applications en océanographie. On sup-
pose que la profondeur H satisfait

HeW2®([,), H>0dansT, (3.2.3)
et
H = ¢(dist(z, dT';)) dans un voisinage de 9T, (3.2.4)

avec ¢ une fonction croissante telle que ¢(0) = 0 et elle vérifie la condition (3.2.5) donnée
en dessous. On suppose que, pour toute paire de constantes positives ¢;, ¢z, il existe une
paire de constantes positives Cy, Cs telles que

¢ @(t)
1 a<=< <L <G 2.
Vit,7) e (RL)", a < . <ep=0C < o) < Cy (3.2.5)

Remarque. Si on considere H = (dist(z, 81,))? avec 0 < § < 2 alors 1/H est un poids
de Munkenhoupt dans A(I's, 0T'5). De tels poids ont été utilisés dans plusieurs équations
dégénérées, voir par exemple [37]. O

Remarque. La relation (3.2.5) peut étre trouvée dans [38] page 108. O

Donnons le résultat suivant qui est démontré dans [5] en utilisant I'inégalité de Hardy
dans les espaces & poids et les quotients différentiels.

Lemme 3.2.1. Soit s un domaine borné de classe C3. Soit g tel que HY?g ¢ L*(T';) avec
H qui vérifie (3.2.3), (3.2.4), (3.2.5). Il existe une unique solution ¥ de (3.2.2) telle que
¥ € HY(T,) et V,¥/HY? € (LA(T,))?. De plus

Hlfzvm<—;}-vm\D) € (L3(T,))8

et
1
I E{1/2VI(_V$\II)”%L2(FS))4 <cl|H 1/39”?32(17‘3)

avec ¢ une constante dépendant seulement du domaine.

Remarque. Le lecteur intéressé par des résultats de régularité similaires sur les équations
elliptiques dégénérées avec des poids qui s’annulent, peut consulter avec profit [2], [76] et
[39] par exemple. On peut aussi voir [38] pour des résultats mathématiques sur les espaces
de Sobolev a poids. O
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Remarque. On remarque, dans le Lemme 3.2.1, que le résultat de régularité n’est pas
obtenu sur A;¥ mais sur H'/?V(V,¥/H). Ceci explique la catégorie de profondeurs
qu'il est possible de considérer. 0

Nous sommes désormais en mesure de prouver ’estimation suivante.

Théoreme 3.2.2. Soit s un domaine borné simplement connexe de classe C3.
Soit (v, ps, T') une solution réguliére de (3.1.29), (3.1.31) et (3.2.1). Alors

ldivev|lLaq) < C(”AzTﬂﬁz(m + “V:cT”(Lﬁ(n))z)-

Démonstration. La loit de Darcy s’écrit

0
MU + v$p5 == "“‘vx / T- (3-2.6)
z
Avec
div,7 = 0, Ungp, =0
et I's un domaine simplement connexe, il existe ¥ tel que
T=Vi¥=(-6,,%,08,7)

et doncon a V¥ .7 =0 sur I'g ot 7 désigne le vecteur tangent. Donc ¥ est constant sur
le bord car la surface est simplement connexe. On choisit

¥ =0 sur 0T, (3.2.7)

car ¥ n’intervient que par son gradient dans ’expression de v.
Intégrant (3.2.6) par rapport & z de —H a 0, on obtient

N o 0
M'fU+HVIp3x-~/ V,:/ T.
~H z

Donc, en divisant par H et en utilisant le rotationnel horizontal, on trouve
Y 1 [0 0
vi-(_vqu—{»«/ v (/ T)) = 0.
T OH* Hf g ")z

Ce qui donne

N 0 0
V. (V2 U/H) = V- (5 / R /Z T)).

On remarque que ’équation précédente s'écrit

. vig /O 0 1 [0
V- (VL 0/H) = Y2 / vx([ T)-———-/ V.T-ViH. (328
H -H z HJ g
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Ona

mﬁ;f . 1/0 /0

Ainsi, en utilisant la relation précédente dans (3.2.6), on obtient

My = -V, / T+——V‘L\Il+——f V(/ (3.2.9)

Donc, en multipliant par (M )"1 et en appliquant I'opérateur divergence sur (3.2.9), on
voit que

0 1
VQ;H ! vm \I]
v c(nax /Z T2y + 175 loar) + uvxTn(Lg(W) (3.2.10)
avec ¢ dépendant de H. Maintenant on utlise le fait que ¥ satisfait (3.2.7)-(3.2.8) avec
ViH (°
1/2 z 4 2
H/(WET. V(/ _..,._f” VTVH)eL(P)

Le Lemme 3.2.1 donne l'existence et Punicité de solution faible de ’équation de la fonction
courant et le résultat de régularité

H2Y, (20, 0) € (I(T,)
et donc N
HY?*Y, . (é—vim) = Ya%ggﬁ_‘li € L*(Ty)
et par (3.2.8)
1V ey < VTl (3:2.11)

Utilisant (3.2.10) et (3.2.11), on achéve la preuve du Théoréme. O

Remarque. Notons que l'absence de parois verticales est importante pour satisfaire la
condition au fond et en surface u.n = 0 ol v = (v, w) et la condition d’absence de flux
U.ngs = 0 sur le rivage. En présence de bords latéraux, on obtiendrait seulement 7.ngs = 0
et non u - n = 0 sur les bords latéraux.

Remarque. Des équations similaires sur la fonction courant ont été obtenues avec les
équations verticales géostrophiques.

Dans (7], les auteurs reviennent sur le travail réalisé par R. Salmon dans [59] et qui
concerne les équations planétaires géostrophiques

1
fot + gvzp = —€yv,

1

—8,p = (-1+aT)g,
%]
VI Y + azw == 0,



91
avec comme équation en température I’équation linéaire suivante
whN? = kT,

ol NV représente la flottabilité ( dans la littérature on 'appelle improprement la fréquence
de Brunt-Viisili et dans ce cas elle correspond & une fréquence multipliée par 27). Elle
se rapporte au mouvement d’oscillation verticale qui animerait une parcelle d’eau si on
I'écartait de sa position d’équilibre. k désigne le coefficient d'amortissement.

Dans [7], considérant une équation non linéaire sur la température du type

0
T +v -V, T +V,- (/ ’U) 8ZT~KhATvaa§-T:Q,
VA

les auteurs dérivent le systéme suivant pour la fonction courant

MV, U 1 /0 0
— div z = ga V7. (-—/ Vx/ T) dans I'g,
: ( H ) I 7)., et 1)) dansTs (3.2.12)

¥ = (0 sur dl's.

Remarque. Numériquement, ce systéme est intéressant car il permet notamment de retrou-
ver un champ de vitesse incompressible tri-dimensionnel directement par un calcul bi-
dimensionnel sur la surface pour la fonction courant. Il permet de satisfaire les conditions
aux bords d'imperméabilité sans probléme apparent.

On peut voir les simulations numériques dans [9]. O

Le Théoreéme 3.2.2 et la relation (3.2.9) donnent une estimation uniforme de v dans
L3(0,T; (L*(£))?) et divyv dans L2(0,T; L%(£2)) si on obtient une estimation uniforme de
T et AT dans L2(0,T; L*(Q)).

Ces estimations suffisent pour montrer Pexistence de solutions faibles par le schéma
classique de Galerkin.
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3.3. Justification des équations PG

La justification mathématique des équations planétaires géostrophiques a partir des
équations primitives est encore un probléme ouvert.

Nous allons ici indiquer comment obtenir les équations planétaires géostrophiques
classiques, en faisant tendre le nombre de Rossby £ vers 0, & partir des équations de
Salmon 3D, c¢’est-a-dire les équations planétaires géostrophiques avec trainée linéaire eu.
Plus précisemment, nous allons montrer la convergence du modéle

EVe + f”e—:L + Vzpe =0,
(3.3.1) eWe + Oype = ~ Tk,
8th + (’Um we) VT, - AT, = Qa

vers le modéle planétaire géostrophique

fU_L + V.p =0,
(3.3.2) d.p = —-T,
8T + (v,w) - VT — AT = Q.

L’inégalité d’énergie classique ne donne pas d’estimation uniforme sur u. dans L? (esti-
mation qui semble nécessaire pour espérer passer & la limite dans le terme convectif de
I’équation en température).

Nous allons montrer comment par quelques manipulations algébriques, nous pouvons
obtenir une telle estimation en utilisant des relations de paramétrisations semblables a
celles données précédemment.

On considére f une fonction périodique dépendant de y, de classe W telle qu'il
existe Co, Cy, Co trois constantes strictement positives avec f > Cy et Cy < |f!| < Cs. Le
domaine est supposé du type bande Q2 = T?%x]0, 1 (voir FIGURE 3.1). :

Lemme 3.3.1. Soit (v., we, pe, Te) une solution de (3.3.1).

Alors on a les relations suivantes :

EzAws + fzazwe: - f,faz'UQ,e - Effaz'vl,e +eA; T, =0, (333)
et 1
az’UE = mAg(vZTg -+ vawg) (334)

ot A, est une matrice 2 X 2 telle que (A.)ii =€, (Ac)12 = f et (A)21 = —f.

Démonstration. Tout d’abord on prend le rotationel de la composante horizontale de
I’équation de conservation de la quantité de mouvement du systéme (3.3.1). On trouve

erotgve + fdiveve + flvg e = 0. (3.3.5)
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On applique ensuite le laplacien horizontal & la composante verticale de conservation de la
quantité de mouvement du systéme (3.3.1), on obtient

eAgwe + 0,diveVipe + AT, =0. (3.3.6)

En utilisant les composantes horizontales de I’équation de conservation de la quantité de
mouvement qui donne V,p., on obtient, & partir de (3.3.6),

eAw, + fO,T0tzve — f'O,v1 ¢ + AT, = 0. (3.3.7)

Maintenant on utilise la relation (3.3.5) dans (3.3.7) pour obtenir la relation (3.3.3).

On cherche une pression & moyenne nulle. Donc on intégre la composante verticale de
I’équation de quantité de mouvement par rapport a z et on obtient la pression

Pe = O(Ts + ewe) — 1 C.(Ts + ewe). (3.3.8)
J b

On dérive la composante horizontale de I'équation de quantité de mouvement par
rapport & z et on utilise la relation (3.3.8), ce qui donne (3.3.4). O

Les relations (3.3.3) et (3.3.4) sont suffisantes pour I’ obtention d’ une estimation
uniforme de (v., w.) dans L2(0,T; (L2(£2))3).
Estimation de VT,. Avec les conditions aux bords et de la eondition initiale pour T,

0. T, =~(T* —T,) sur Ty,
0, T, = 0 sur [y, (3.3.9)
T.(0) = T dans Q,

on multiplie (3.3.1)3 par T et une intégration par partie donne I’estimation suivante :

NTel2 o 0,722y + 1V Tel 2200, 7502200)2) + T2 0,7:0200y) < Cs (3.3.10)

avec
C = Co(llQN 320,22y + 1T W22 0,7:12(r.y) + 1 TollZ2qy)-

Estimation de (ve, we). On multiplie 'équation (3.3.3) par we et on obtient apres
intégration sur Q2

2|V [Py + / F(8yw.)" + / (' fBsve + fledomn Juwe
“ 2 (3.3.11)

’+"/ Vg;Tg ’ Vxﬂ)g = 0.
Q
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La relation (3.3.4) et la premiére équation de (3.3.1) permettent d’écrire

: et 2f'f2 1 2ef'f
/n(“f JOvne + JieDsvn.c)e :,,/Q (3::17} [l T2+t fz] tarp Oz Te |we
7
+52 Ezf ff2 83:210571)5 -+ E/ d WeWe (3312)
Q
ef' f? 5
[ Lo

Utilisant le fait que

/1 £2
5/ 8zw6we =0, ”’”/ ”i‘ffi’?@x;wsws =0,
9]

o E&” + [
2% | | 2ef'f moo—
max(‘l-£2+f2 , EQHQD <1+2)f e

et 'inégalité de Young, on obtient, en remplacant (3.3.12) dans (3.3.11),

||\ VwellFLa ey + Colldewelliziay < CIVaTelltra iy +¢ / ! 217 5x2w5w€ - (3.3.13)

. 2l 207
xg WeWe ————Eazzwgwe
N o
N &
<2 02 10w 6‘“L2(§})+ ”vw&?”(L?(Q})B
Donc
iz»HVw I? -+ (C’ - 252W@) 10, w |2 < C||\V.T.|? (3.3.14)
2 eli{Lz(n))s o Coz zWeliLz(n) = clell(r2())2- L9,

2
Le passage & la limite se faisant pour un ¢ tendant vers 0, alors, on choisit €2 < 4%05.
2

Ce qui conduit, & partir de (3.3.14) aprés intégration en temps et D'utilisation de
(3.3.10), & Pestimation

X IVwe 20,1, 2200y)2) + CollOzwell 2 0,r;02(0)) £ eNVaTelliaory(raqayz) < C (3:3.15)

avec C indépendant de ¢.

Multipliant la composante horizontale de I’équation de conservation de la quantité de
mouvement du systéme (3.3.1) par v} et utilisant les relations sur 7, et p, on obtient

/S;.ﬂve’z m‘/QVx(/jTe)ng+€/Qdivm(‘/;‘:e@E)rot;,;ue. (3.3.16)
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D’apres 'estimation de 8,w dans (3.3.15), la relation d’incompressibilté d,w, = —div,v.
montre que diveve est borné dans L?(0,T; L3(Q)).
D’apres la relation (3.3.5) on a

ellrotzvel| 2y < Callvaellaqa) + 1 flloolldiveel| L2 ().
Avec l'estimation précédente, on obtient & partir de (3.3.16)

4]
CollvellZaaye < /Q V. / T)ot + Callos.ellxy Idivoe oy

+ [ flloolldivee |72 (q-

L’inégalité de Young utilisée dans le second membre de (3.3.17), conduit a P’inégalité

CQ!‘Ug!I(Lz(Q))Q < ~—~HV T ”(LZ(Q))? +& ”’bg“(LQ(Q))2+ devxvgHLz(Q)+”fl[oo]]d1vaHLz(Q)

Un choix convenable de €’ et une intégration en temps dans I'inégalité précédente permet-
tent d’avoir

CollvellZz(0,7;(Lagayyy < C(HVmTSn%?(o,T;(y(n)m + Hdivx”e”%?(o,:r;m(mJ <C. (3.318)

Ces bornes uniformes dans L?(0,T; L*(2)) sur w, et v,, obtenues & partir de (3.3.15)
et (3.3.18), permettent alors le passage & la limite de (3.3.1) vers (3.3.2). D'ou le

Théoréme 3.3.2. Soit Ty € L*(Q), T € L*(0,T; LY(I,)), Q € L*(0,T; L*(9)). Alors il
existe une sous-suite de (ve, We, Pe, Te) solutions du systéme (3.3.1), & ¢ fixé, qui converge
vers (v, w, p, T) la solution du systéme (3.3.2) quand € tend vers 0 au sens suivant

(ve,we) = (v, w) dans L2(0, T; (L%(2))?) faible,

et
T. — T dans L*(0,T; L*(Q)) fort .

Démonstration. Des estimations uniformes de (v, we) dans L2(0, T; L%(Q2)), on déduit
I'existence d’un couple (v, w) tel que, pour une sous-suite,

ve — v dans L*(0, T; (L*(Q2))?) faible et we — w dans L2(0,T; L*(Q)) faxble

On peut alors obtenir une estimation de 3,7, comme dans les preuves précédentes et
montrer qu’il existe T tel que, pour une sous-suite, 7. converge fortement vers T dans
L%*(0,T; L*(2)). On peut alors passer i la limite dans la formulation variationnelle en
température en faisant porter le terme de dérivée spatiale de la convection sur la fonction
test.

Le passage 4 la limite dans la forme faible en vitesse de (3.3.1) ne nécessiterait lui
que la borne uniforme de v, dans L?(0,T; (L%(Q2))?) et la borne uniforme de y/zu, dans
L%(0,T; (L*(2))3). On obtient alors que (v, w) satisfait

/{)fviqéz:o fQquﬁo

avec ¢ = (¢z, ¢-) une fonction test. Par le théoreme de De Rham, on obtient alors
I'existence d’une pression telle que (v, w, p) satisfait (3.3.2); 5. O
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PARAMETRISATION EN MECANIQUE DES FLUIDES :
ANALYSES MATHEMATIQUES DE QUELQUES MODELES.

RESUME.
Cette these, consacrée essentiellement a I'étude de quelques modeles issus de la para-
métrisation en mécanique des fluides, est composée de deux parties.

Equations de type Kazhikhov-Smagulov. On établit de nouveaux systemes de type
Kazhikhov-Smagulov en supposant une dépendance entre le tenseur de Reynolds choisi et
la loi liant la vitesse a la densité. Les modéles sont aussi obtenus & partir des équations
compressibles sans avoir a supposer une faible diffusivité A. On montre que divers modeles
peuvent se ramener a un modeéle de type Kazhikhov-Smagulov et que divers résultats
d’existence globale de solutions faibles peuvent étre alors établis. On conclut par un résultat
de convergence du systéme classique de Kazhikhov-Smagulov avec une densité initiale
po > 0 vers le systeme de Navier-Stokes avec une densité initiale pg > 0.

Equations planétaires géostrophiques. On décrit Pasymptotique qui méne aux équa-
tions planétaires géostrophiques. On donne ensuite quelques relations suivant les paramé-
trisations pour la dissipation. Les systemes obtenus sont équivalents aux systémes de con-
vection de Bénard dans un milieu poreux mince et anisotrope avec la loi de Darcy ou celle
de Brinkman.

On donne ensuite quelques résultats mathématiques pour quelques modeéles et un
résultat de convergence entre le modéle de Salmon 3D et le modéle planétaire géostrophique
classique.

PARAMETRIZATION IN FLUIDS MECANICS :
MATHEMATICAL ANALYSIS OF SOME MODELS.

ABSTRACT.

This thesis, devoted essentially to the study of some models resulting from para-
metrization in fluids mecanics, is composed of two parts.

Kazhikhov-Smagulov equations. We propose some new Kazhikhov-Smagulov type
models using particular Reynolds tensor depending on the relation between the velocity
and the density. Moreover, the models are obtained without assuming small enough diffu-
sivity A. In general framework, several Kazhikhov-Smagulov type models may be derived
and global existence of weak solutions established. We conclude by a result of convergence
of the traditional Kazhikhov-Smagulov system with initial density pg > 0 towards the
Navier-Stokes equations with initial density pg > 0.

Planetary geostrophic equations. We describe the asymptotic which leads to the
geostrophic equations. We give then some relations according to parametrizations for dis-
sipation. The systems obtained are equivalent to the systems of Bénard convection in a
porous and anistropic medium with the Darcy law or that of Brinkman. We give also some
mathematical results for some models and a result of convergence between the Salmon’s
3D model and the traditional planetary geostrophic model.



