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Introduction générale

La controlabilité exacte d’un systeme dynamique consiste a ’amener d’un état & un
autre fixé, par une action extérieure, en un temps 7' donné. Pour un systeme linéaire
réversible, cela revient a ’amener au repos. Un exemple concret de contrdlabilité exacte
est celui des systemes régis par I’équation des ondes. Pour ce cas, une méthode a été
développée par Lions [6]. C’est la méthode HUM que nous allons utiliser pour la contrd-
labilité exacte de plaques élastiques. Cette méthode suggere que l'on peut amener au
repos une plaque élastique vibrante en lui appliquant des forces a la surface ou a I'in-
térieur. Des dispositifs bien connus de contrdle sont ceux mettant en jeu des matériaux
piézoélectriques, qui peuvent servir aussi bien a détecter les vibrations de la plaque qu’a

lui imposer des forces de contréle.

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré a la justification, par une approche
asymptotique, du modele de controlabilité exacte frontiere pour une plaque élastique
bidimensionnelle obtenu par Niane [7] et par Zuazua [6]. Pour ce faire, on résout le
probléme de controélabilité exacte pour une plaque tridimensionnelle d’épaisseur h en
contrélant uniquement l'intérieur et la frontiere latérale de la plaque. Puis, on étudie le
comportement asymptotique lorsque & tend vers 0; les contréles intérieurs étant choisis
de telle sorte qu’ils disparaissent a la limite. Ainsi, on parvient a controler une plaque

bidimensionnelle avec des forces appliquées uniquement a sa frontiere.

Apres une présentation générale au chapitre 2 de la piézoélectricité et des équations
de Maxwell qui fournissent le champ électromagnétique, dans les chapitres 3 et 4, on

étudie le comportement d’une plaque piézoélectrique lorsque son épaisseur tend vers 0.
P

Tout d’abord, on fait I’analyse asymptotique des équations de Maxwell-Gauss sta-
tiques qui régissent le comportement du potentiel électrique qui intervient dans les lois
de comportement des matériaux piézoélectriques. Cette étude préliminaire nous permet
de dégager et d’analyser les espaces fonctionnels dans lesquels on peut chercher le poten-

tiel électrique.
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On effectue ensuite 1’analyse asymptotique du modele piézoélectrique statique, com-
plet. D’une part, celle-ci justifie les modeles de Bernadou [4] et de Rogacheva [35] qui
supposent que, sur une plaque mince, le potentiel électrique peut étre assimilé a un po-
lynéme du second degré en 3, la coordonnée d’espace suivant 1’épaisseur de la plaque.
D’autre part, on retrouve les modeles de Banks [3] et Destuynder [14], qui ont congu des
modeles bidimensionnels dans lesquels les équations d’équilibre mécanique, pour les com-
posantes horizontales du déplacement, sont liées au potentiel électrique uniquement par
la différence de potentiel qui intervient dans leur second membre. On montre également

la contribution des termes piézoélectriques dans 'opérateur de flexion.

Dans le quatrieme chapitre, on traite le cas de la piézoélectricité dynamique. Ici, on
considere les équations de Maxwell completes, c’est-a-dire qu’on ne fait pas ’hypothese
quasi-€lectrostatique qui suppose que le champ magnétique est négligeable. Avant de
s’attaquer a la résolution du probleme complet, on résout le systeme d’équations constitué
par les équations de Maxwell-Gauss et de Maxwell-Ampere dans une plaque cylindrique.
Ce dernier travail nous permet d’étudier les caractéristiques des espaces dans lesquels on

cherche le potentiel vecteur magnétique dont le rotationnel est égal au champ magnétique.

Fort des études préliminaires statiques et dynamiques citées ci-dessus, on donne un
théoreme d’existence et d’unicité de la solution du systeme d’équations piézoélectriques
dynamiques complet. C’est un systeme de trois équations aux dérivées partielles (équa-
tion d’équilibre mécanique, équation de Maxwell-Gauss, équation de Maxwell-Ampere)
a trois inconnues (vecteur déplacement, potentiel vecteur magnétique, potentiel éiec-
trique). Enfin, on montre que, quand 1’épaisseur de la plaque tend vers 0, la solution
trouvée converge fortement vers une limite qui est solution d’un modele bidimensionnel

que on appelle modele de plaque piézoélectrique.

Le chapitre 5 est consacré au calcul de coeflicients de singularité sur un ouvert
bidimensionnel polygonal non convexe, coefficients qui, par exemple, dans le cas d’un
ouvert fissuré, correspondent a la vitesse de propagation des fissures {voir [8]). Dans le
cas de P’équation de la chaleur ou de Maxwell-Gauss, ils correspondent respectivement
a l'intensité de la chaleur ou du champ électrique au sommet des angles non convexes.
Nous utilisons 1'équation de Laplace qui modélise une membrane chauffée ou soumise a un
champ électrique. Notons que toutes les techniques utilisées dans ce chapitre peuvent étre
étendues a ’opérateur bilaplacien, c’est-a-dire aux plaques élastiques bidimensionnelles.
Nous complétons notre étude en donnant, par une méthode d’éléments finis classique,
une approximation numérique aussi bien des coefficients de singularité que de la solution

de ’équation de Laplace.
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Chapitre 1

Controélabilité exacte frontiere et
limite asymptotique des corps

élastiques minces

1.1 Introduction

La controlabilité exacte consiste a agir sur un systeme qui évolue au cours du temps
pour 'amener d’un état a un autre fixé. Pour un systeme linéaire réversible, cela revient
a 'amener au repos. Si les conditions initiales du systeme sont connues, dans le cas de
’équation des ondes, J. L. Lions [6] propose la méthode HUM (“Hilbert Uniqueness Me-
thod”) que l'on peut adapter a bien d’autres situations telles que le contréle des corps
élastiques. Ici, nous nous intéressons a la justification, par une approche asymptotique,
du modele de contrélabilité exacte frontiere pour une plaque élastique bidimensionnelle
obtenu par Niane [7] et par Zuazua [6]. Pour ce faire, on résout le probleme de contrdla-
bilité exacte pour une plaque tridimensionnelle d’épaisseur h en controlant uniquement
Pintérieur et la frontiere latérale de la plaque. Puis, on étudie le comportement asymp-
toticue, lorsque h tend vers 0, des controles et des solutions controlées; les controles

intérieurs étant choisis de telle sorte qu’ils disparaissent a la limite.

Notons qu’un sujet voisin a été récemment traité par Figueiredo et Zuazua [4], puis
par Saint Jean Paulin et Vanninathan [13], qui ont obtenu, a la limite, un contrdle
distribué a tout ’'intérieur de la plaque bidimensionnelle. L’intérét de ce présent travail

se situe essentiellement a ce niveau; ici, en faisant tendre h vers 0, nous aboutissons a



12 Controlabilité exacte frontiére et limite asymptotique des corps élastiques minces

un controéle exact n’agissant que sur le bord latéral de la plaque bidimensionnelle. Un
résultat analogue est obtenu par Yan [14] dans le cas plus simple de I’équation des ondes

sur un domaine de dimension n quelconque.

Objet de I’étude. Principaux résultats obtenus

Dans la suite, nous faisons la convention de sommation sur 'indice répété, les indices
latins étant dans ’ensemble {1, 2, 3} et les indices grecs dans {1, 2} par défaut. Et ¢

représente différentes constantes indépendantes de h.

Soit un corps élastique, homogene, isotrope occupant le domaine 0" = w x (—h, h),
oll w est un domaine polygonal de R? de frontiere v. Notons , ** la face supérieure de
la plaque, , "~ sa face inférieure, et , I la frontiere latérale de Q". Définissons aussi les

domaines

Q" =tx)0, T[, = =,"*x]o, T[, =% =,"x]o,T].

Par la méthode HUM de Lions [6], on controle exactement les vibrations de la plaque
Q" avec des contrdles intérieurs et surfaciques latéraux. Autrement dit, pour des condi-
tions initiales données, et un temps T assez grand, on trouve des contréles f* et u? tels

que la solution du systeme

phut — divot(uh) = £ dans Q"
R(yh hE
c"(u")v =0 sur "7,
( (1.1)
u® = u} sur S,
u"(0) =yt, u"(0)=y? dans Q"

ol oli(uh) = el (uh)dy; + 2pel(ut), vérifie u*(T) = ut'(T) = 0.

tj - “pp
Soit xp un point du plan contenant w. Définissons q par q(x) = (z; — Ze1, T2 — a2, 0).

En utilisant la méme mise & I’échelle des inconnues et des données que [11], et la méthode
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HUM, nous obtenons le systenie controlé

W pua(Y! — 8;00y(h)(u(h)) = 20h26, ()" + 2050,0(A)(S(R))  dans Q.
pus(h)’ — dios;(h)(u(h)) = 405033(h)(d(h)) + 20a003(h)(4(h)) ~ dans Q,
o(h)(u(h))v =0 sur 5%, (12)
u(h) = (a-)2,8(h) sur 5,
u(h)(0) = yO(h) u(h)'(0) = yi(h) dans €2,
u(h)(T) = u(h)(T)=0 dans 9,

ol é(h) est la solution de
Wopda(h)" — Bous(R)(@(R) =0 dans Q,
pbs(h)! — By (W)(@(h)) = 0 dans Q.
a(h)(¢(h))v =0 sur L%, (1.3)
#(h) =0 sur S,
B0 = #°(h),  B(RY(0) = @ (k) dans O,

avec des conditions initiales ¢°(h) € HE ()%, ¢'(h) € L*(Q)? données par (yo(h), y1(h))

a travers I'opérateur HUM A que nous définirons ultérieurement.

Ensuite, nous étudions le comportement asymptotique des contrdles et des déplace-
ments lorsque % tend vers 0 en nous aidant des résultats de Ciarlet [2], Raoult [11]. Les
résultats de [2] et [11] sont généralisés dans la partie II de cette thése au cas de la pié-
zoélectricité. Lorsque h tend vers 0, le systeme controlé (1.2) fournit le systéme limite

controlé

2063" — Oap (%“ [A:2“A§35C,g + 805§3D =0 dansw x (0, 7T),

& =0, 083=v sur y; x (0, T, (1.4)
£(0) = pa, &(0) = g3 dans w,

&(T)=0, &(T)=0 dans w

avec v = (q - v)02¢ps, oll P3 est solution d’une équation bidimensionnelle de plaque dont

les conditions initiales sont données par (ps, ¢3).

Ainsi, en controlant l'intérieur et la frontiere latérale d’une famille de plaques tridi-

mensionnelles, nous aboutissons a la controlabilité exacte frontiere pour 1’équation de

plaque bidimensionnelle.
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1.2 Equations, position du probléme et résultats pré-

liminaires
Soit u® = (uf, u%, u?)le vecteur déplacement. On note o"(u") le tenseur des contraintes

et e"(u*) celui des déformations, avec ej(u*) = 3(J;ul + Ou}').

1.2.1 Equations mécaniques

Soient p" la densité massique du matériau élastique occupant le domaine %, f* la
densité de force volumique qui lui est appliquée, u? le vecteur déplacement sur le bord
latéral de Q*, y! le vecteur déplacement initial, y* le vecteur vitesse initiale et v le

»rw

vecteur unitaire normal, extérieur a Q*. Dans la suite, représente la dérivation par

rapport au temps. Le systeme dynamique de ’élasticité linéaire est donné par

phuhll _ divah(uh) — fh dans Qh7
ot (ut)y =0 sur B
] (1.5)
ut = US sur Zf,
u(0) =y:, u"(0)=y? dans Q"

Ici, on étudie le cas d’'un matériau isotrope, et donc
h h h _h h o, h_h h
oi(ut) = Aey (u”) 6y + 20" e5(u”). (1.6)
Comme il est de coutume en analyse asymptotique, nous faisons un changement de va-
riable pour faire porter le petit parametre sur les opérateurs seulement et non plus sur
le domaine, afin d’obtenir des résultats de convergence dans des espaces de Hilbert indé-

pendants de h.

h

Nous posons x = (z;, &2, z3) € et lui associons X" = (21, &3, hzj), posons aussi

,i1=7x]—1,1],, ¥ =, T U, ~. Nous faisons les hypothéses suivantes sur les ordres de

grandeur des données du probleme :
faxh) =W fa(x), f3(x") =Rfs(x), x€Q,

gh(x?) = hPg.(x), gh(x") =h'gs(x), x€,*.

(1.7)

Pour les forces appliquées, ce sont les hypothéses classiques (cf [2]). Par ailleurs, les

constantes élastiques sont supposées indépendantes de h. Nous effectuons le changement
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d’inconnues

uh(x) = Rua(h)(x),

ub(x") = hus(h)(x). (1.8)

Pour les déplacements, c’est le changement d’inconnues classique utilisé en élasticité

linéaire. Ainsi, le systeme (1.1) devient

h2pua(h)’ — 8;0a;(h)(u(h)) = fa(h) dans Q,

pus(h)’ — os;(h)(u(h)) = fah)  dans @,

o(h)(u(h))v = 0 sur T*, (1.9)
u(h) = uo(h) sur %,

u(h)(0) = yo(h), u(h)(0) = yi(h) dans Q,

ou o(h)(u(h)) est le tenseur des contraintes mises a 1’échelle, c’est-a-dire

Gaa(h) (u(k)) = X | e (u(h)) + —pesa (k)| 805 + 2ueas (u(h)

h?
Guslh) (u(1) = 247 eus (u(h)),

733(1) (u(h) = Aoy (a () + (A -+ 20) g (u(h)).

1.2.2 Position du probléme

Le probleme de controlabilité exacte qu’on se propose de résoudre ici consiste, pour
(yo(h), y1(h)) donné et pour un temps T fixé assez grand, a trouver des contrdles f(h)
et ug(h) tel que u(h)(T) = u(h)(T) = 0. Ensuite nous allons procéder a ’analyse
asymptotique de la suite de solutions contrélées u(h) et des contrdles trouvés. Nous
montrerons que la suite de contrdles f(h) trouvée tend vers 0 quand h tend vers 0. Et
griace a cette derniere convergence, nous obtenons un controle frontiere sur la plaque

bidimensionnelle limite.
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1.2.3 Résultats préliminaires

On définit les espaces
V() = {ve H'(Q?, v =0},
X = {v € I2(0,T; I¥()), V'€ L? (o, T (H;,)’)} ,
et Popérateur A(h) par
A(R) = V(Q) — V()
(A(h)(w), v) = a(k)(u, v),
olt a(h)(.,.) est la forme bilinéaire définie sur V() x V(Q) par
o), ) = [ oy (h)a)es(v) do

La forme bilinéaire a(k)(., .) est V(22)-continue et V(Q)-elliptique. La surface moyenne
de la plaque étant de forme polygonale dans R?, il existe ¢ > 0 tel que le domaine D 4(n)
de l'opérateur A(h) vérifie (cf. Nicaise [8])

Dy = {v € V(@), A(W)(v) € L@} € (@) nv(@).

Considérons maintenant le systéme d’équations

[ 12p0a(h)" = Bjoa;(R)(B(h)) = fu(h) dans Q,

pOs(h)" ~ Bjos;(W)(O(R)) = fa(h)  dans @,

a(h)(0(h))v =0 sur $F, (1.10)

f(h)=0 sur ¥,

| 0(h)(0) = 0°(h), O(h)'(0) = 0'(h) dans Q.
Nous avons les résultats de régularité ci-dessous, dus a Nicaise [8] et Grisvard [10].

Théoréme 1.2.1 Soient §°(h) € V(Q), 0'(h) € L*(Q)® et f(h) € LY0, T; L¥(Q)3).

Alors, il existe une unique solution 0(h) du probléme (1.10) avec la régularité
B(h) €C°(0, T; V(Q))NC (0, T; LX(Q)°) nW>' (0, T; V(Q)).

De plus, si 8°(h) € Dawy, 0'(h) € V() et f(h) € L'(0, T; V(Q)), alors O(h) a la

régularité

0(h) € C° (0, T'; Dagy NV(Q)) NCL(0, T; V(Q)) N W20, T; LX),
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Nous avons aussi un résultat de densité di a Nicaise [9], qui nous sera utile dans la suite.

Théoréme 1.2.2 Soient °(h) € V(Q), 0'(h) € L2(Q)?, £(h) € L0, T'; L*(Q)?) et soit
0(h) la solution du probléme (1.10). Alors, il existe des suites 0, (h) € Da), 05 (h) €
V(Q) et f,.(h) € C°(0, T'; V(Q)), telles que, quand m tend vers l'infini, nous avons les

convergences fortes
6° (h) — 0°(h)  dans V(Q),
9 (h) = 01 (h) dans L*(Q)?,
£.(h) > £(h)  dans LY(0, T'; L2(Q)?).
De plus, la solution 0,,(h) de (1.10) correspondant auz données 6°,, 01 et f,,(h) vérifie
Om(h) €C° (0, T3 Dagwy) NC*(0, T; V(R))NC*(0, T; L)),

et O (h) converge fortement vers 8(h), dans C°(0, T; V(R2)) N C* 0, T ; L*(Q)%), quand

m — 00.

1.2.4 Estimations d’énergie pour le probléeme tridimensionnel

Pour obtenir I’énergie du systeme (1.10), avec les données 8°(h) € D41y, 0*(h) € V()
et f(h) € L'(0, T; V(©)), multiplions ses deux premires équations respectivement par

0.(h)" et 83(h). 1l vient

h?p (ba (h)" (R)'(t)q + £ (0a(h)"(t), Os(h)'(t))g
+a(h)( ) h)'(t))

/fh 6.(hY (1) dz

En intégrant cette équation par rapport au temps, de 0 a ¢, on obtient

E" ™) — E*®(0 //fh "(t) dx dt (1.11)

EO() = [h pz 18a(RY (D)% + p [6:(Y ()12 + a(h) (B(h) (1), (A)(1))

On peut noter que si f(h) = 0, alors I’énergie E*"(t) ne dépend plus du temps.

L’égalité (1.11) nous permet d’établir le lemme
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Lemme 1.2.1 Pour tout 8(h) solution de (1.10), avec les données 0°(h) € V(), 6*(h) €
L*(0)? et f(h) € L*(0, T'; L*(N)?), nous avons la majoration

\ 1 3o /T T
EH )(l‘) < ¢ I:Ee(h)(()) + }l—2 ;/(; Hfa(h)”%?(ﬂ) dt + L ”fg(ll)“%’z(g) dt:| ,(112)
et sif(h) e X? x L*(0, T'; L¥(Q)),
2 T
EWty < e [Ee(h)(o)+Z||fc,(h)n§+/0 ||f3(h)(t)||2mm) dt} (1.13)

Preuve. Vu le théoreme 1.2.2 et la densité de C* (0, T'; V(Q)) dans X?x L (0, T'; L*(Q)),
il suffit de prouver (1.13) avec 8°(h) € Dag), 0'(h) € V() et f(h) € C' (0, T; V().

Dans ce dernier cas, nous pouvons faire une intégration par parties et obtenir

//fa (R)()0a(h) (1) dz dt =

/0 (oY (9). Bl e+ [ Fo(0O00)(0) dr = [ Fu(0)(0)05(01)(0)

Et on en déduit

ff(h '(s)dx ds| <

I + / 100 (1)(3) s o
2 2
+§||fa(h‘ ()l [, @)’ + %||9a(h')(t)“}{}‘(n)

1 ) 1 ,
#3I L (O, o+ 10Oy o

. ¢
+%/0‘ ”fa(hv)(t)H%ﬂ(ﬂ) dt + %/0 ||93(h)'(8)|'i2(ﬂ) ds

En utilisant (1.11) et I'inégalité ci-dessus, nous obtenons
t
PO < B0 + L0+ [ 10,036 @ 4
a 1
+‘—Hfa<h>(t)nf,ﬁl( at —||ea(h>(t)uzm)

3l Aa(h)(O W )+ S0 (O o

/ L Fs(h) () Bagey s + / 105(RY ()22 s,
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et en prenant a assez grand, nous obtenons 'inégalité

E(h)() < C[th) +Zl|f" M% + / || /s(R)( ||L2(Q)dt}

a=1

ve [ [Z 16.(h)(s)

De cette derniére équation, compte-tenu de la V(Q)-coercivité de a(h), on tire

Eo(h)(t) <
¢
:I +c/ Ee(h)(s)ds.
0

: [E“"’(O) £+ [ 1A

On applique donc le lemme de Gronwall et on a

E*M (1) < o(T) {E””‘)(O) + Z I £a(R)% +f0 1 £a(R) ()220 dt} :

b ||93<1z)'(s)||22m)] ds.

L’inégalité (1.12) s’obtient de la méme fagon, en utilisant la majoration

/f (h)( '(s)dz ds| <

1 ‘
+T/ Hfs(h)(t)H%?(n)dt‘*'E/ [163(h)'(s)]|72(q) ds
0

b ana () + Zne (Y () (0 ds.

1.3 Quelques identités liées au systéme mécanique

Dans ce paragraphe, nous allons dégager quelques propriétés vérifiées par la solution

du systeme

h?pga(h)" — 8;0a;(h)(¢(h)) =0 dans @,
pda(h)" — B;osi(h)(d(R)) = 0 dans @,
¢ a(h)(é(h)v=20 sur ©F, (1.14)
P(h) = sur %,
&(h)(0) = ¢°(h),  &(h)'(0) = ¢'(h) dans 9,




20  Controlabilité exacte frontiere et limite asymptotique des corps élastiques minces

solution qui servira de controle.

Nous allons établir un lemme que nous utiliserons pour prouver que d,¢$(h) est bien
dans L2(0, T'; L*(, 1)) pour toute solution ¢(h) de (1.14) avec les données ¢°(h) € V(Q)
et ¢'(h) € L*(Q)>.

Soit w = (w1, wg, w3) une fonction de W1 (Q2)3.

wy, wp sont indépendants de x3,
Wy = Uy SUT , (1.15)

ws = 0,

Lemme 1.3.1 Soit ¢(h) solution de (1.14) avec les données ¢°(h) € D) et ¢'(h) €
V(Q). Alors, nous avons [’égalité

1

5 L ot eaem =

T

/ p [/z.zqﬁa(h)'wkakéa(h) + ¢3(lz)'wk8k¢>3(h)] dr
Q

0

+% / Orwy [p/z.zéa(h)'qﬁa(h)' + p(d3(h))? — Uij(/l)(éf’(h))ajqbi(lz.)] dzr dt
Q

+ / ai;(R)(H(R))0jwiOkdi(h) dx dt. (1.16)
Q

Preuve. Pour obtenir (1.16), on multiplie les deux premieres équations de (1.14), res-
pectivement par wiOkda(h) et wiOrds(h), et on procéde a des intégrations par parties
sur @. Il vient

/; Hja,-j(h,)(gb(h‘))wkakgbi(h.) =

—/ oij(h,)(qﬁ(h))ajwkakqﬁi(h)+%/ Owio;(h)(p(h))d;0:(h)
Q Q

*é /E, oi;(h)(d(h))B;:(h) d, di.

De plus, on a

T

(hi(R)", wiOkdi(h)) = —/ @i(h) wiOcdi(h) do dt + / $i(h) wiOki(h) dz
Q Q 0

En considérant ces deux derniéres équations, on trouve (1.16). [

On peut maintenant établir le corollaire
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Corollaire 1.3.1 Pour toute solution ¢(h) de (1.14) avec les données ¢°(h) € V() et
S(h) € LHQ)3, nous avons l'inégalité

/ ai;(h)($(h))d;d:(h) < cEXM(0). (1.17)
=
La fonction 0,¢(h) est dans L*(0, T'; L*(,,)?) et Uapplication

V(Q) x L} Q) — L%0,T; L?(, )3,

(6°(h), ¢'(R)) — 0O.(h)

(1.18)

est continue,

Preuve. De I’équation (1.16), on tire aisément (1.17) sachant que la majoration d’énergie
(1.13) est vérifiée.

Rappelons que 0;¢;(h) = v;0,¢:(h) sur ,; puisque ¢(h) y est nulle. On peut donc
exprimer o;;(¢(h))3;¢:(h) en fonction de 8,¢(h) sur , ; :

/F o (1) ()0 x(h)
= (A + 1) [lvaBhba (M) 32(r, (1.19)

2
1
+u {Z 1180 ba(P)]|Ze(ry + ™ 18, 8a(A) 172 r, | -

a=l

Des inégalités (1.17) et (1.19), et de la densité de D40 x V() dans V(Q) x L*(92)°, on
déduit que 9,¢(h) est dans L*(0, T'; L?(, ;)®) et que I’application

V(Q) x L* Q)P — L*0, T; L*(, 1)%),
(¢o(h), d1(h)) — 3,é(h)

est continue, car

T 2
3 ]' p(f 3 3
/ (Z 060 Eacey + 75 Hams(h)niz(p,)) dt < cE*0)(0). (1.20)
a=1

Soient Xy un point contenu dans le plan défini par w et la fonction q définie dans 2
par q(x) = (21 — Zo1, T2 — Zoz, 0), énongons un important lemme que nous allons utiliser

par la suite pour établir les inégalités inverse et directe de la méthode HUM.
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Lemme 1.3.2 Soient 0(h) solution de (1.10) avec 8°(h) € V (), 6*(h) € L*(Q)* et
f(h) € X2 x L*(0, T; L*()) et ¢(h) solution de (1.14) avec ¢°(h) € V(Q), ¢'(h) €
L%(Q)3. Alors, on a lidentité

[ (@ vy 00 0,641) o, a
+‘2/Qc733(h.)( (/ ))33qb3(h)d£dt+2/033(11)(¢>( 1)) 0303(h) dz dt

+/ Ta3(R)(H(h))(Daba(h) + 0304 d:cdt+/ac,3 RY(O(R))(Bata(h) + Bsda(h)) du dt
Q Q

_, /n 1261 950000h) + () as0,05(h)] d|
T

p/;2 (h%04(h) qs03¢a(h) + 03(h) qpdacbs(h)] dx
T

+ ,011.2/Q [ba(h) 0a(h) + ¢0(h)0,(h)] dx

+2p/c; @3(h)'03(h) drdt + Q/Q o.j(h) (6(h)) 0;¢;(h)dzx dt

—/fa(h)éa(h) dl‘dt~/fi(h)qaaaéi(h)dwdt. (1.21)
Q Q

Preuve. Vu le théoreme de densité 1.2.2, et la continuité de 'application (1.18), il suffit
d’établir cette preuve avec des données ayant la régularité suivante : 8°(h) € D sny»

0'(h) € V(Q) et f(h) € L* (0, T; V(Q)); et ¢°(h) € Dagwy, ¢'(h) € V(Q).

La démonstration de ce lemme est basée sur la méthode des multiplicateurs. Nous
allons établir une identité préliminaire, pour 0(h) et ¢(h) dans H?(Q)3, qu’on pourra

étendre 3 Hz<(0)? par densité. Si 0(h) et ¢(h) sont dans H*(Q)3,
~ [ 40 0110, (RO + a0 () o(1)]
= [ a2 By (001 + B0y () 1))
+ [ [9ah)oiah)(OM)) + Bt osa() (0]
-2 [ (@)W

ou encore

- A 45 [055(R)B;05 (1) (B(1)) + Dbi(1) D035 () (b())] d
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= =2 [ o0 8, da + [ [Buih)oial) 1)) + pt(hoia (AR d
Q Q
- [ taalasm oo d, . (122)

On peut maintenant multiplier les deux premieres équations de (1.10) respectivement

par q - Véa(h) et q- Ves(h) et intégrer par parties. Nous obtenons

Y / (120, (h) qs05a(h) + 85(h)' qadsba(h)] du dt
Q

T
#1120, 05000, 1) do + (1Y as0465(1)] do
_ /Q 05031555 (R)(B(R)) da
_ /Q Fi(h)gsBedi(h) de dt. (1.23)

On fait de méme en considérant les deux premieres équations de (1.14) ; en les multipliant

respectivement par q - V8,(h) et q - VO3(h), on a

—p / [h26a(h) ga050a(R) + b3(h) qadsb3(h)] de dt
Q
T
tp / (R $a(h)' qaBs04(R) dz + B3(h) qps03(h)] dx
& 0

—/C;QQagag(h)ajU,’j(h)(d)(/l))d;l: =90. (124)

Avant de calculer la somme de ces deux dernieres équations, remarquons tout d’abord

Pégalité
—p /Q [R%04 (k) qs0sda(R) + 03(h) qsdsda(h)'] dx dt
—p /Q [R*a () qs0304(R) + d3(h)'qs0s05(h)'] dx dt
" /Q (1200 (6a(R)8a(h)') + 4305 (J5(1) b (k)] d dt
=2 /Q (2 ¢a(h) 0. () + é3(h)'03(R)'] dz dt.

Ainsi, en sommant les équations (1.23) et (1.24), et en exploitant ’identité (1.22), on
obtient

/v (q- 0)os; (R)(O(1))3;6:(h) d, dt
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T

= pL [h*0a(h) gsOsba(h) dz + b5(h) qsBaschs(h)] dz

0
T

+p / (126 (h qads00(h) dz + ¢s(h) gs0505(h)] da
Q

+2p/ [W2do(R) 0a(h) + ¢3(h) O5(h)] dxdt
Q
—2/ a,-,-(h)(gb(h))ajﬂ,-(h.)da:dt
Q
+/ oig(h)(8(h))3ad:(h) d:cdt+/aig(h,)(gb(h))agﬂi(h)d;rdt
Q Q
—Lfi(/l.)qgag¢i(}l) dz dt. (125)

Nous allons trouver une autre expression de

/UZg(]l)(a(ll))ag(bz(/l) dldt+/U,g(/l)((ﬁ(h))agaz(h)det
Q Q

En multipliant (1.10) par (¢1(h), ¢2(h), 0) et en intégrant par parties, on a
T

Ofé%wwmm@www

—h? 8. (hY o (h) dx h? 0. (1) do(h)dx
pA (Y (1) dz e+ 1% [ 0o (hYu(0)
:/fa(/z)éa(lz,)dxdt. (1.26)
Q

De méme, on multiplie (1.14) par (6;(h), 82(1), 0); en intégrant par parties, on trouve
T
0

—th/Qéa(h)'Ba(h)'dx dt + h,Qp/Qéa(h)'Ha(h.) dz
+/ 0a;(R)(D(R))D;04(h) dz dt = 0. (1.27)
Q

On a aussi les égalités

/;2aa]‘(h)(d)(/z))ajaa(h)dmdt+/ac,j(/l)((j)(/z))aaﬂj(h)d;vdt

Q
= 2/ o;j(h)(d(R))0;0:(h) dx dt —‘2/ o33(h)(d(h))0s63(h) dz dt
Q Q
—/aag(h)(qb(h.))aaag(h)dmdt—/crc,g(h)(cb(h))agaa(h)d,vdt (1.28)
Q Q

et

/aaj(/z)(ﬂ(lz))ajd)a(h.)d:vdt+/aaj(h)(a(h))aaéj(h)dmdt
Q Q
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= ‘2/ oij(h)(0(h))8;¢:(h) dx dt — 2/ o33(h)(0(h))0sé3(h) dx di
Q Q
- / 043(h)(0(h))0ab3(h) dx dt — / 0a3(h)(0(h))03a(h) dx dt (1.29)
Q Q

Des équations (1.26)-(1.29), on tire ’égalité
/ Uﬁw(D@¢(Mdmﬁ+:/JMMX¢MD@ﬂ(deﬂ

Q
4/ oi;(F h))0;¢i(h) dx dt — 2/ o33(h)(0(h))Osps(h) dz di
Q Q
2/ 0'33 8303 h)dl’dt
Q
0'0.3 0 03 dl?dt /Uag, 830 h)dl)dt
Q Q
/003( )(0(h))Dads(h) dx dt — /003 6(h))0s(h) dz dt
Q Q

—th/ o) da(h) dx dt + h p/ﬂ hY ¢a(h)d
Q Q

/ Ja(h)do(h) dx dt

—h?p /d)a (h) Y dzdt+ h*p | ¢o(R)b.(h)d

Q

Cette derniere équation combinée a (1.25) donne

/;(q-u)o;j(h)w(h))ajd),-(h) d, dt
+2/ 033(h)(8(h))0s¢3(h) dx dt+2/ o33(h)(#H(h))0:03(h) dx dt
Q Q

+/ 0a3(h)(P(R))(Dab3(h) + 0304 (h)) dz dt + / 043(h)(0(h))(Oatp3(h) + Os¢a(h)) dz dt
Q Q

T

= p/ [1%0.,(h) qs0pba(h) dz + 03(h)' qa0sds(h)] dzx
Q

0
T

0

#1060 (100050, () di + () as0s05(h)] do
T

#1p [ (R0, (8) + da(h)0s (1)) d
+2p/c;¢3(h) 05(h) dx dt + Q/QUij(ll,)(cb(h))ajﬂi(h)d;z dt

—/ﬁwm%MMMﬁ~/hMMMMMt
Q Q
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1.4 Contrélabilité exacte du probléme tridimension-

nel

Dans cette section, nous allons établir le résultat de controlabilité exacte pour le
probléeme tridimensionnel (1.9). Pour ce faire, nous faisons d’abord une estimation de
’énergie E*™ communément appelée inégalité inverse. Cette derniere nous permettra

d’appliquer la méthode HUM (Hilbert Uniqueness Method cf. [6]).

1.4.1 Estimations d’énergie pour le probléme tridimensionnel

Théoréme 1.4.1 (Inégalités inverse et directe) Soit h fizé, 0 < h < 1. Alors, pour toute
solution ¢(h) de (1.14), avec ¢°(h) € Day et ¢'(h) € V(Q), nous avons les inégalités

(T - To) E*®(0) <
/E (a- ) (R)(H(R))Bsbe(h) d, de

+2 /(; To3(R)YS(h))(Oas(h) + Ozda(h)) dx di

+4/ 033(11.)(¢(h))83¢3(h.)dJ:dt+2h2p/ da(h) do(h) dzdt,  (1.30)
Q Q

/2 (q-v)oi;(h)(é(h))0;di(R) d, dt

12 /Q Gus (1)) (Dahs(h) + Bsbalh)) da d

+4/ o33(h)(d(h))Osds(h) dzx dt—i-‘Zh,Zp/ da(h) da(h) dzdt
Q Q

< A(T + To) E*™(0) (1.31)

ot To = | 2 R(xo)
H

Preuve. Considérons I'identité (1.21) ot on pose 8(h) = ¢(h). 1l vient

/2 (a- V)oss(h)(@(h))B;bi(h) d dt
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+2/ 043(h)(H(h))(Oata(h) + Ospa(h)) dz di +4/ o33(h)(P(h))Osds(h) de di
@ Q

T

~ 2 jﬂ [h2(h) (a85talh) + ba(h)) + ba(h) gsdss(h)] d

0

+2p/;gb3(h)'q53(h)'dxdt+2/Qaij(h)(q‘)(h))ajgbi(h)dJ:dt.

De part et d’autre de cette égalité, on rajoute
Qth/ do(h) do(h) dz di
Q

pour retrouver I’énergie E#*) du systeme (1.14) qui est indépendante du temps; alors

on obtient

/}; (q-v)oii(h)($(h))0;éi(h) d, dt + 2 /;3 0a3(h)(D(h))(Oatps(h) + Ozda(h)) dx di

+4/ o33(h)(p(h))Ozpa(h) dx dt + 2h2p/ da(h) da(h) dz di
Q Q

T

= 2 [ (W08 (1o000(h) + o() + (1) 05055(0))
+4TE*®™)(0). (1.32)

Nous allons maintenant majorer I’expression
T

2;)[2 [A?@a(h) (qs0sba(h) + pa(h)) + #3(h)'qsds¢a(h)] dz
Pour cela, on définit H(t) par
H(t) = /Q [1*¢a(h) (qs056a(h) + ba(h)) + bs(h) qs0s6a(h)] (2) di.

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

h? 2 , h? 2 5
HOL S G [ S 4, [ 3 (asda(h) + ()

1
+5 [+ 5, [ o) (1.33)
Q @ Ja
Or nous avons ’égalité

/Q (q0sba(h) + da(h))?de = /Q (qoBsba(h)) dz + /Q (ha(h))? dz + 2 L 4603a(R)ba(h) de
= /Q(‘Iﬁaﬂd’a(h))? dzx —L(cf)a(h))z dz.
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Cette derniere égalité combinée a (1.33) nous donne

LUy (/ﬂZ(@(h)')?+(¢3(h)')2) dz

a=1

+R(2xa())2L(/1,22(Vw¢)a(h))2+(vw¢3(h))2> dr,

a=1

avec V, = (01, 32) et R(xq) = sup /q1(x)? + q2(x)2. D’ot1 on déduit que
Q

|H(t)| < g—/ﬂ (’ZQZ(QS“(IL),)2+(¢3(h),)2> dr

a:l
+ R(X0)2

o (R)(G(R), (1)),

grace aux inégalités de Korn et

Q;L/Qe(u(h)) ce(u(h))de < /ﬂa(h)(q&(h), o(h))dz.

Maintenant, en posant a = \/ER(XO), on obtient
i

pH() < \ﬂmxwmm(m (1.34)
7
Reprenons 1’égalité (1.32); combiée a (1.34), elle donne
(T = To) E*™(0) <

/; (q- v)oij(h)(p(h))d;d:(h) d, di + 2]Q Ta3(R)(D(R))(Oaps(h) + Oz¢a(h)) dz dt

+4/ o33(h)(d(h))Os¢3(h) dzx dt + 2h2p/ Ga(h) du(h) dz dt
Q Q
< AT + Tp) E*™(0),

ou TO = \/'LE/,R(XO) [

Maintenant pour h fixé, et pour T fixé, T > T, on déduit de (1.30)-(1.31) que la

norme ||| . [|[x, avec

110, S0l = { / (a- v (R)(S(R))Bsbi(h) d, dt

+‘2/Q Ta3(h)(D(R))(Oatps(h) + Ozdalh)) dz dt

+4/Q o33(h)(p(h))Dsps(h) dx dt + 2k p/Q da(h) du(h) do dt}
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est équivalente, dans D4y X V(Q2), a la norme de ’énergie E*®)(0). Vu la densité de
Dygny x V() dans V(Q) x L*(Q)3, cette équivalence est encore valable dans V(Q) x
LY(Q)3.

1.4.2 Formulation de la transposition

Considérons le probleme tridimensionnel

B2pua(h)” = 0;00;(h)(U(h)) = 2ph26u(h)” + 20500s(h)($(h)  dans Q,
pua(h)” = B;05;()(u(h)) = 4Ds05a(R)(B(h)) + 2araa()(S())  dans @,
o(h)(u(h)) v =0 sur 5%, (1.35)
u(h) = (q-v)d,¢(h) sur X,
u(h)(T)=0, uh)(T)=0 dans €,

ol ¢(h) est solution de (1.14) avec les données ¢p(h) € V(R), ¢1(h) € L?(N2)3. Vu le peu
de régularité qu’il y a sur les données de 1’équation (1.35), sa solution sera considérée
au sens de la transposition. Pour obtenir la formule de transposition, on multiplie les
deux premieres équations de (1.35) respectivement par 8,(k) et 83(h), avec 8(h) solution
de (1.10), et on intégre par parties sur () en supposant que u(h) est assez réguliere.
Les multiplications des seconds membres de (1.35) par (h) sont a comprendre au sens

suivant :

(pal(R)”, 0a(h))g

—/¢a(h)'00(h)'d:rdt,

Q

(Burss()(B(R)), Bs(h))g = - /Q o (h) (B(1))Bs03( ) dz dt,
(Bsras(R)(B(R)), Oulh))g = — /Q cas(h)(A(h))Bsba(h) dx dt,

(Oa0as(h)(B(h)), O3(h)), = —/QO'C,3(h)(¢(h))8a93(h)d;rdt.

Nous avons donc la formule de transposition
p {(u(h)'(0), —u(h)(0)), (8°(h), 8'(h)) / u(h) dz dt
= 2ph® / ba(h) 04(h) dz dt -|-4/ o33(h)(d(h))0303(h) dx dt
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+2 / s () (S(h)) (Ba0a(h) + Bus(h)) de dt
Q

+ [ (@ o (EmIB d, d, (1.36)
D

((u(R)'(0), —u(h)(0)), (6o(h), 81(h))),
= ({(A*ua(h)'(0), us(h)'(0)), —(h*ua(h)(0), us(h)(0))} ,
{(62(h), 63(R)), (6a(R), 65(h))}), (1.37)
ol < .,.> est le produit de dualité entre V(£2) x L*(2)3 et son dual. Et nous pouvons
définir la notion de solution de (1.35) au sens de la transposition.

Définition 1.4.1 La fonction u(h) est solution de (1.35) au sens de la transposition,
siu(h) € LY0T; L3(Q)3), (u(h)(0), u(h)(0)) € L) x V() et u(h) vérifie (1.96)
pour tout f(h) € L*(0T ; L*(Q)*) et tout (8°(h), 6*(h)) € V(Q) x L}NQ).

Nous allons maintenant établir le théoreme d’existence de la solution de (1.35) au sens
de la transposition.

Théoreme 1.4.2 Soient h et T fizés, avec 0 < h < 1 et T > 0. Soit ¢(h) solution
de (1.14) avec les données ¢°(h) € V(Q), ¢'(h) € L*(Q)3. Alors, il eziste une solution
unique u(h) de (1.35) au sens de la transposition.

Preuve. Cette preuve est analogue a celle du lemme 1.5, p. 151 de [6]. On définit 1’ap-

plication
T(R) : Dagy x V(Q) x H'(0, T; V(Q)) — R, (1.38)
par
T(R)(8°(h), f(h))
= 2ph? / Ga(h)0,(h) dx dt +4/ o3s(h)(P(h))0:03(h) dz dt
Q@

+2 / () (6(1)) (s (1) + BaBs(R)) d dt
Q

+/ (q - v)os(h)(S(h)B:8:(k) d, di. (1.39)
7]
L’application T (%) est linéaire, elle est bien définie et continue - vu I'identité (1.21) et la
majoration d’énergie (1.12) - pour la norme usuelle de V(Q) x L?2(Q)3x L%(0, T'; L3(9)3) :
T(R)(6%(h), 6'(h), £(h)) < c max [E*®(1)]? [E*®) (1)]?

0<i<T
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< e(h) |19 (MEzqap +a(h)(@(h), ¢°(h))]’ (1.40)

2

T
[0 0 + a0, b+ [ ]
0

Ainsi, de la densité de Dy x V() dans V() x L%(2)? et de H'(0, T; V(Q)) dans
L*0, T; L*(92)%), peut-on tirer le prolongement de ’application T en une application
linéaire, continue sur V() x L%(Q)3 x L?(0, T'; L*(N2)3). 1l existe donc, par le théoréme
de représentation de Riesz, un unique triplet (wo(h), wy(k), u(h)) dans L%(0)% x V(Q) x
L*(0, T'; L*(9)?), vérifiant équation (1.36), avec wo(h) a la place de u(h)(0) et w; (k) a
la place de u(k)’(0).

Il reste maintenant a prouver que wo(h) = u(h)(0) et w;(h) = u(h)’(0). Comme dans

la démonstration du lemme 1.5, p. 151 de [6], nous introduisons une fonction propre v(h)

L I Lo :
de Popérateur (Wdlv o.1(h), Wdlvg.z(/l), ;dlv o.3(h)) :

—diva4(h)(v(R)) = ph? A(h)va(h) dans @,
—dives(h)(v(h)) = pA(h)vs(h) dans @,
! (1.41)
o(h)(v(h)) - v =10 sur DF,
v(h) =0 sur Y.

Et Uon pose
fa(h) = ph? g(t) va(h), fa(h) = pg(t)va(h),
0°(h) = agv(h), 0'(R) = a,v(h), (1.42)

ou g est une fonction réguliere sur (0, T), ag, a; € R. Soit la fonction k définie sur (0, T),

solution de
K/(t) + A(MK(E) = 9.
k(0) = ag, K'(0) = a;.

La fonction 8(h) = k(t)v(h) est donc solution de (1.10) munie des données (1.42). En
conséquence puisque (w;(h), wo(h), u(h)) vérifie 'équation (1.36), avec wy(h) a la place
de u(h)(0) et w(h) a la place de u(h)’(0) nous avons ’équation

Ph2 ((wlm _woa), (aovm alva))ﬂ +p ((wla, —wo3), (aovm alva))ﬂ

T
—/pth(t)vauadxdt—/pg(t)1;3u3d$dt=/ (Eok + £1K") dt, (1.43)
Q Q 0
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avec

&(t) = 4/9033(12)((;1)(/1,))831)3(/1.)dm+Q/S;Ga3(h)(¢(h))((90,1)3(/1,) + O3v4(h)) dz
' /F (a- W) () (v (R))Osei(h) d, (1.44)
&i(t) = 2ph* /ﬂ da(h)va(h) dz. (1.45)

Rappelons que la dérivation par rapport au temps dans le second membre de (1.43) est

prise au sens suivant

T T
/ (Eok + £,K) dt = / (Eok — E,k) dt. (1.46)

Puisque g = k" + A(h)k, en choisissant ap = a; = 0, on déduit de (1.43) que
T T
- / ph?k (ug(h), va)'q dt — / pk(us(h), v3)'q dt
T ° o T
- / ph2X(h) k (ual(h), vo)q dt — / pA(h) k (ug(h), va)a dt = / (o k — & k) dt,
0 0

0

pour tout k dans D(]0, T[). D’ou, I’égalité
—p h? (ua(h), va)"a — p (us(h), v3)"q
—p K2 ACH) (wa(h), vl — pAR) (us(h), vl = 6o — &1

On peut maintenant donner un sens a (u;(h), v;(h))(0) et (u;(h)’, v;(h))(0). En refaisant

des intégrations par parties dans (1.43), avec ag et a; quelconques, on obtient
ph? ((u(0), —a(0)), (agva, a1va))g + p ((u5(0), —us(0)), (aovs, arvs))q
—ph* ((ug(T), —ua(T)), ((T)va, K'(T)va))g = p((us(T), —us(T)), (k(T)vs, k'(T)va))q
—ph? (010 —Woa), (@0Vay 1Y) )q — p ((wis, —wos), (aovs, a1v3))q = 0,
c’est-a-dire, pour tous ag, a; réels,
a1 [ph? (<10 0), va)g + 5 (=s(0), v)g = ph? (=, V) —  (—itis, v5)g)
tao [ph* (144,(0), va)g + p (u3(0), vs)g — pPh* (Wias va)q = p (wis, vs)g] =0
et
—ph? (ue(T), —ua(T)), (k(T)va, K'(T)va))q

—p ((ua(T), —us(T)), (k(T)vs, K'(T)vs))q = 0

(1.47)
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d’ou
ph? (—ua(0), Ua)n +p (_UB(O)’ 1’3)9 - th (—woa, “a)n — p (—wos, ”3)9 =0
ph? (ul,(0), va)g + p (u5(0), vs)g — ph? (Wia, Va)gq — p (w13, va)g =0,

pour tout v(h) solution de (1.41). On a donc wo(h) = u(h)(0) et wi(h) = u(h)’(0) , et
(1.47) implique que u(h)(T) = u(h)(T) = 0, puisque I’ensemble de ces vecteurs propres
v(h) forme une base hilbertienne de V(). [

1.5 L’opérateur HUM

Nous allons introduire 'opérateur A(h) qui est un outil fondamental dans la controla-
bilité exacte par la méthode HUM :

A(R) : V(Q) x L3(Q)® — V(Q) x L}(Q)3,
A(h){(8°(h), &' (R))} = (u(h)'(0), ~u(h)(0)),

doit
p (AR {(@°(R), &' (R))}, (8°(h), 0% (h))),
= p(((u(r)'(0), —u(h)(0))), ((8o(h), 6:(h)))),,

= 2ph? / do(R) 04 (h) dz dt + 4/ o33(h)(d(h))0303(h) dx dt
Q Q

+2/ Fo3(R)(H(h))(0abs(h) + 0304(h)) dz dt +/ (q-v)oi;(h)(8(h))D;é:(R) d, di,
Q %

ou ¢(h) et 9(h) sont respectivement solutions de (1.14) et (1.10) avec (¢°(h), ¢'(h)) et

(6°(h), 6*(R)) dans V(Q) x L*(Q)? et f(h) = 0, et u(h) solution de (1.35) au sens de la

transposition.

Lemme 1.5.1 Soient 0 < h <1 et T > Tp. L’opérateur A(h) est un isomorphisme. De

plus, si pour (y1(h), —yo(h)) € V() x L*(Q)?, on définit (¢°(h), ¢'(h)) par
A(R)H{(y1(k), =yo(R))} = (do(h), du(h)),

alors

{pIhaL (), 43y +a(h)((h), 6°(R) )

C
T TOH(ph'zyl"(h)’ py1a(h)), —(hyoa(h), Yos(h))llvi@yxre@y.  (1.48)

<
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Preuve. D’apres I'inégalité (1.40), nous avons

(A(R) {(8°(R), &' (R))}, ((8°(R), O (R)))),

< ¢ [pli(heb k), @A) I1Zs(qp + alk)(@(h), 6°(h))]”

1

2

X o081 (R), G151 [Faqay + () o(k), Bu(R))]

d’oit opérateur A(h) est continu, vu la continuité de la forme bilinéaire a(h)(.) pour

chaque h fixé.
Prenons maintenant (6o(h), 81(R)) = (do(h), ¢1(h)), on obtient

(A(R) {(do(h), ¢1(R))}, (bo(h), 61(R)));, = |lI(o(h), éx(R))I}
> (T - TO)Ed)(h)(O)

d’apres I'inégalité inverse (1.30). La forme bilinéaire continue associée a 'opérateur A(h)

est donc V() x L?(Q)3-elliptique, donc A(h) est bien un isomorphisme.
Considérons maintenant pour (y;(h), —yo(h)) € V(€)' x L*(Q)3,
(do(h), d1(h)) = AR) ™ {(y1(h), —yo(h))}-

Nous avons alors

I1(o(h), er(”)IIF = ((¥1, —¥o), (¢o(R), d1(h))),
< [[(ph*y1alh), py1a(h)), ~(hyoa(h), yos(h))llv(a) =2y
x||@o(R), (hpdra(h), pdis(h))llvi@)xra(e) (1.49)

< ell(ph*y1a(h), pras(h)), —(hyoa(h), yos(R))v @y xr2()

—

2

% {pll(htra(h), dra(h))Zaiays + alh)(@o(h), do(h))}

Or, d’aprés 'inégalité inverse (1.30), nous avons
? bl

E4(0)(0) = 5 {pllbcna(h), 1s(h)) [Eaiay + alh) (Bo(h), do(h))}

< 7 (o (R), ér(h)IT (1.50)

De (1.49)-(1.50), on tire donc

L
2

{Plihrah), Gra(h) ) E s +alh)(do(h), do(k) }

C
<
Y A

[[(ph*y1a(h), pyra(h)), —~(hyoo(R), yos(h))llv iy xL2(@) -
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On peut maintenant énoncer le théoreme de controlabilité exacte.

Théoreme 1.5.1 Pour tous h et T fizés, 0 < h <1, T > Ty, et pour tout
(yl(h)a _yO(h)) € V(Q)’ X Lz(Q)Ba
il existe une fonction ¢p(h) € C°(0, T'; V() telle que la solution u(h) de (1.35), au sens

de la transposition, vérifie u(h)(0) = yo(h) et u(h) (0) = yi1(h).

Preuve. D’apres le lemme 1.5.1, A(h) est un isomorphisme. Il existe alors un élément

(¢o(h), ¢1(R)) de V() x L2(Q)? tel que A(R) {(do(h), ¢1(R))} = (y1(h), —yo(h)). Soit
maintenant ¢(h) solution de (1.14). Utilisons ¢(h) comme controle dans (1.35) et la

solution u(h) ainsi trouvée vérifie

u(h)(0) = yo(h), u(h)'(0) =yi(h)
u(h)(T) =0, u(h)(T)=0.

1.6 Analyse asymptotique

Dans ce paragraphe, nous allons étudier le comportement du vecteur déplacement
u(h) et des controles trouvés dans le paragraphe précédent, quand h tend vers 0. Nous
allons prouver, en particulier, que la suite de controles intérieurs tend vers 0 et que, par
conséquent, a la limite, le déplacement de la plaque bidimensionnelle est contrdlé par un

contrdle frontiere.

1.6.1 Quelques résultats d’analyse asymptotique

Théoreéme 1.6.1 Soit ¢(h) solution de (1.14) avec les conditions initiales (¢o(h), ¢1(h)) €
V(Q) x L*(Q)? vérifiant

pll(héra(h), dra(h))ll 7z (@) + alh)(o(h), ¢o(h)) < c. (1.51)

Alors, la suite ($(h))n>0 vérifie les convergences faibles étoiles suivantes
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i) Il existe € L=(0, T; V(Q)) N W0, T; L*(N)3) tel que quand h tend vers 0,

d(h) = ¢ dans L=(0, T; V(R)),

d3(h) = &, dans L=(0, T'; L*()),

ha(h) =0 dans L™(0, T'; L3(Q)),

can(@(h)) = €ap(9) dans L(0, T; L*()), (152)
Teaa(d() 2 0 dans L=(0, T; L*(Q),

1 A

h7633(¢(h)) il (¢) dans L=(0, T; L*(N)).

Iy 24 Caa

i) La fonction limite ¢ = (do, ¢3) est un déplacement de Kirchhoff-Love, c’est-d-dire

b3 est indépendant de x3, (153)
by = cf)a — 130,¢3, avec b indépendant de 3. '
De plus o =0 et 3 € C0, T; H2(w)) N CY0, T; L*(w)) et ¢3 est la solution unique

du probléme de plaque bidimensionnelle

2pd3" — Oagmap(Ps) =0 dans w x (0, T),
3 = 0,3 =0 sur v x (0, T), (1.54)
1! , 1 /!
d)3(0) = ‘2‘ o3 dﬂ?s, d’g(o) = 72' P13 d$3, dans w,
-1 -1
ot
(é)—% A¢3bag + Oapd 1.55
Mag 3—3 /\+2# 30a3 afB¥W3] ( )
¢os est la limite faible de (¢o3(h))nso dans HY(Q) telle que
1 1
5/ bos dzs € Hj (w), (1.56)
-1

et ¢ns est la limite faible de ($13(h))nso dans L ().

Preuve. La preuve de ce théoreme se trouve dans Raoult [11], {12], et Ciarlet [2] dans
le cas statique. Une démarche analogue a celle de ces derniers est adoptée dans la partie

II de ce mémoire pour un probléme plus complexe de piézoélectricité. ]
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Théoréme 1.6.2 Soient §(h) solution de (1.10) avec les conditions initiales (Gp(h), 01(R)) €
V() x L*(Q)3 et la force appliquée f(h) telle que

i) fo(h) € X, fa(h) € L0, T; L*(%Y)), et, quand h tend vers 0, nous avons les

convergences fortes

fa(h) = fo dans X, (1.57)
fa(h) = fs dans L'(0, T'; L*(Q)).

i) quand h tend vers 0, la suite (6o(h))ns0 vérifie les convergences fortes

Go(h) — 6o dans V(§),

1

Caa(0o(h)) = 0 dans L*(%), (1.58)
1

A
52 633(90(11)) - —mew(ﬂg) dans L2(Q)

La fonction limite 8y = (bo,, Oo3) est un déplacement de Kirchhoff-Love, c’est-a-dire

Ooz est indépendant de z3,

. . 1.59
Ooe = Ooa — 230,803, avec Oy, indépendant de . ( )
De plus B = (901, éoz) est solution du probléme bidimensionnel
. 1
{ A—Bﬂnaﬂ(eo) = [1 fadzz dans w, (1.60)
foa =0 SUT Y.
ot nag(fo) est défini par
- A A "
'Ilaﬁ(ao) = 4,U ea,g(ﬂo) + A—_}_Q;epp(ao)5ag . (161)

i1) quand h tend vers 0, la suite (61(h))ns0 C L*(Q)® vérifie les convergences fortes
h614(h) = 0, dans L*(Q),
(1.62)
613(h) = 013, dans L*(Q), 015 € L*(w).

Alors, la suite (8(h))r>0 vérifie les convergences fortes suivantes :

36 € L0, T; V()N H'Y(0, T; L*(Q)?)
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tel que quand h tend vers 0,

8(h) — 0 dans L*(0, T; V(Q)),

Bs(h) — 0, dans L*(0, T; L2()),

hoa(hY — 0 dans L*(0, T; L*(Q)),

eap(8(h)) — €ap(0) dans L*(0, T'; L*(92)),

%eaa(a(h)) —0 dans L*(0, T; L*(Q)), (1.63)
1 A

7z¢aa(0(h)) — —meaa(e) dans L*(0, T'; L*()),

hows(h)(O(R)) = 0 dans L=(0, T; L*(Q)),

R2a33(h)(8(h)) = 0 dans L°(0, T; L¥(Q)).

La fonction limite 8 = (0, 03) est un déplacement de Kirchhoff-Love, c’est-a-dire

03 est indépendant de z3,
i i (1.64)
0, = 0, — 230,03, avec 8, indépendant de zs.

De plus 8, € L0, T'; Hi{(w)) et 05 € C°((0, T); H2(w)) N CH((0, T); L*(w)) et 05 sont

solutions respectives des systémes d’équations de plaque bidimensionnelle

1
A—aﬁnaﬁ(e) = [1 fa drs dans w, (165)
0,=0 sur v,

1 1
2p 03" — Oapmop(bs) = aa/ z3fq dz3 +/ fsdes dansw x (0, T),
-1 ~1

05 = 0,03 =0 sury x (0, T), (1.66)
1t I
03(0) = ‘—/ 003 d.’IS3, 0:13(0) = T/ 013 d.l'3, dans w.
2 /., 2J,
Preuve. Voir la preuve du théoreme 1.6.1. ]

1.6.2 Identification du controéle limite

En tenant compte des convergences dans les théoremes 1.6.1 et 1.6.2, on peut passer

a la limite dans 1’identité (1.21) et on obtient le lemme
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Lemme 1.6.1 Si les données, do(h), é1(h), 8o(R), 6,(h) et £(h) vérifient les conditions

des théorémes 1.6.1 et 1.6.2. Alors, on a la convergence

h—0

i { [ (a-0) ) OCR)) 2 ),

+2/ o33(h) (0(h)) Os¢s(h) dx dt + 2/ o33(h) (¢p(R)) 0303(h) dx dt
Q Q

+/ 043(R)(P(h))(0ab3(R) + 0304(h)) dz dt
Q

+/Qaag(h)(G(h))(aad)g(h) + O3¢a(h)) dx dt}

T

=2p / (6500503 + 039005 ¢3) dw (1.67)

0

+4p/ &5 05 dw dt + 2/ Map (03) Oapdsdw dt
wx(O,T) wx(0,T)

; / 2sfaBahs i dt + / 23 f50aDaphs di dt — / F00ac5s da dt.
Q Q Q

Etablissons aussi un lemme qui correspond a I'identité (1.21) limite, et que nous allons

utiliser pour obtenir la formule de transposition limite.

Lemme 1.6.2

/ (q - v)map (03) Dapds dy dt
'nX(O,T)

T

=2p / $3q50803 + 05q305¢3 dw

0

wip [ dOdodt+2 [ a6 Gpdade
wx(0,T) wx(0,T)

-’r/ 23 fo0yps dz dt + / 23 f3qaOapps dr dt — / f3920xp3 dz dt. (1.68)
Q Q Q

Preuve. Ici, nous procédons comme dans la démonstration de I'identité (1.21). On mul-
tiplie la premiére équation du systeme (1.66) par q,0,¢s3 et la premiére équation de (1.54)
par g,0,03 ou ¢3 et 5 sont respectivement solutions de (1.54) et (1.66). Puis on intégre

par parties et on fait la somme des équations ainsi obtenues. [ ]

Etudions maintenant la convergence de la formule de transposition quand h tend vers



40  Controlabilité exacte frontiere et limite asymptotique des corps élastiques minces

Lemme 1.6.3 Soient T > 0 et la suite (u(h)),,,
labilité ezacte (1.85) muni des données initiales (yo(h), y1(h)) telles que

des solutions du probléme de coniro-

(oh*yra(h), pyr1a(h)), = (hyoa(h), yoa(h))llviyxr2p < ¢ (1.69)
et h®y1, tend faiblement vers 0 dans [HE (Q)]'. (1.70)

De plus, on suppose que les suites de fonctions ((6o(h), 81(h))),s0 C V() x L*(0)? et
(fa(h), fa(R)) C X* x L*0, T'; L*(Q)), satisfont les hypothéses du théoréme 1.6.2, et
que T > Tp.

Alors, il existe u, € X' et uz € L*(0T ; L*(Q)) tels que

o {((y13, —Yo3), (o3, 613)) = (U, fa>X,_X + / usfz dr dt
Q

T
+/O ll(q-u)mag(03)83g¢3 d’y dt, (171)

ou

- (yos, ¥13) €st la limite faible dans L*(Q) x [H}I(Q)]I de (yos(h), y1z(h)),

~ U, est la lmite faible dans X' de uq(h), us est la limite faible de uz(h) dans
L*(0, T5 L*(5)),

~ (0os, b13) est la limite forte dans HE () x L*(Q) de (Boa(h), 013(h)) telle que Oos et
6,5 sont indépendants de z3 et 003 € Hj(w),

~ (fa, fa) est la limite forte dans X* x L*(0, T'; L*(Q)) de (fo(h), f3(h)),

~ 05 est solution de (1.66),

- @3 est solution de (1.54) avec les conditions initiales (% f_ll o3 dzz, %f_ll D13 d.l?g),
tel que f_ll bosdrs € Hy(w), et (o3, d13) est la limite faible dans Hy (Q) x L*(Q)
de (¢os(h), d1s(h)) avee (do(h), ¢1(h)) = A(h) 7 (y1(h), —yo(h)).

Preuve. Pour obtenir (1.71), nous passons a la limite dans la formule de transposition
(1.36). Notons que la disparition de tous les termes du second membre, a I'exception
du dernier, fournit la controlabilité exacte frontiere. Soit u(h) la solution contrélée du

systéme (1.35) avec les données initiales (yo(h), y1(h)).

Tout d’abord, on consideére la formule de transposition (1.36) et la majoration

T(R)(0°(h), 6' (), £(h)) < ¢ max [E4M(1)]7 [E*)(t)]?

0<t<T

—

2

< e |l (h)lIZ2@y + a(h)(¢°(R), ‘f’o(h))}
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2 T %
X [II("(hJIIiz(ms +a(h)(@(h), () + Y IIfullk +/ £l 2 dt] )

a=1 0

en supposant que

— fou(h) =0 et 8o(h) = 61(h) = 0, il vient

(ua(h), f3(h)>Q‘ <c (/DT I fs(B)l1Z2 dt>% ;

inégalité valable pour toute suite f3(h) € L?(0, T; L*(2)). Donc la suite us(h) est
bornée dans L%(0, T'; L?*(f2)), et on en extrait une sous-suite convergeant vers une

limite us dans L%(0, T'; L*(Q)) faible.
— fa(h) = fa(R) = 0 et Oo(h) = 61(h) =0, il vient

(ug(h), fo(h)) x: x| < ellfs(R)llx, pour 8 # o,

inégalité valable pour toute suite (fg(h))rso € X. Donc la suite (ug(h))pso est
bornée dans X’, et on en extrait une sous-suite convergeant faiblement vers une

limite ug dans X'.

Au total, nous avons donc les convergences

(us(h), f3(h)>Q — (ug, f3>Q , quand h — 0, ” 72)
(Uﬁ(h)a fﬁ(h»xr_x - (Ufﬂ, fﬁ>X,YX , quand h — 0. '

Nous avons, d’apres la majoration (1.69) et la convergence (1.70), ’existence d’une sous-

suite (yo(h), y1(h)) telle que
ph? ((y1a(h), —yoa(h)), (Boa(h), Ola(h))>(H1£l(n)xL2(ﬂ))’,Hlll(Q)xLZ(Q)
+p {(y13(h), —yos(h)), (Bos(h), 013(}1’))>(H}‘I(Q)xL2(Q))’,H1£l(Q)xL2(ﬂ) (1.73)
— p{(y13, —Yo3), (bo3, 013)>(H111(Q)><L2(Q))’,Hlll(ﬂ)xL2(ﬂ) -

Enfin, compte tenu des lemmes 1.6.1 et 1.6.2 et de (1.72)-(1.73) nous avons l’identité
(1.71). -

Nous allons maintenant prouver que le déplacement limite u est un déplacement de

Kirchhoff-Love.
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Lemme 1.6.4 Le vecteur déplacement limite u de u(h) est un déplacement de Kirchhoff-
Love, c’est-a-dire
uz est indépendant de s,
(1.74)
Uq = U — T30,Us3, avec U, indépendant de zs.
De plus, 4o =0 dans w x (0, T).

Preuve.

1) Prouvons d’abord que us est indépendant de z3, c’est-a-dire ds3us = 0 dans D'(Q).

Dans la formule de transposition (1.36), posons

Oo(h) = 0,(h) =0
£(h) = (0, 0, —0sf) avec f € D(Q).

Ainsi, en passant a la limite, nous obtenons
/ Osfuzde dt = / (q- v)map(03)0apd3 dvy dt,
Q b)Y

ol #3 est solution du probléme bidimensionnel
2005" — Bugmap(0s) = 1, sfdzs  dans w x (0, T),
03 =3,0; =0 sur v X (0, T),
65(0) =0, 65(0) =0, dans w.
Or, f est dans D(Q) implique que [’ sf dzs est nul, d’olt #3 = 0. Il vient donc que
fQ O3 fus dz dt = 0, et ce pour tout f dans D(Q); ce qui signifie que Jsuz = 0 dans D'(Q).
ii) Pour prouver que u, = Uy — r30,us avec i, est indépendant de z3, il suffit de
montrer que J3uq + Jyuz = 0 dans D'(Q).
Lci, on choisit, dans (1.36), les fonctions test comme suit :
Oo(h) = 01(h) =0,
falh) = =390, fo(R) =0, B#a, fo(h) = ~Ouga, avec gu € D(Q);

en faisant tendre # vers 0, nous obtenons

(1.75)

(Ua, agga)x,yx —I—/ Oagotz dz dt = / (q - v)mapg(03)0apds dy dt,
Q ¥

x(0,T)
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ou B est solution de

20605" — Oapmag(03) = — f 1 £303(0aga) dx3 — f Oagadzs dans w x (0, T),
6 =0,0;=0 sur v x (0, T), (1.76)
05(0) = 0dzs, 05(0) = Odzs, dans w.

Or, — f_ll 2305(009ga) dzs — f_ll 0aga dz3 = 0. Tout le second membre du systeme d’équa-

tions précédent est donc nul, d’ou 83 = 0. Et il vient
(ta, O39a)pq), D) + (U3, 0aga)pi@),p(@) = 0
c’est-a-dire
(Ostq + Oqus, ga>D’(Q),D(Q) =0,

pour tout g, € D(Q), donc Jsus + Oyuz = 0 dans D'(Q).

iii) Enfin, pour montrer que 4, = 0, considérons dans (1.36), o(h) = 6,(h) =0, f3=0
et fo € D(w x (0, T')), indépendant de z3. Ainsi, par passage a la limite, §; = 0 et on a

(Ua, fcx)X',X = ('[‘ — 230,us, fa>X' x=0
= ({a, fC,)X, — (230qus, fa)xr x =0
= (b, fa) XX +/ /(/ 23304 fo da:3) dodt =10
= (’U,a, fa)X"X =0,

puisque i, et f, sont indépendants de 3. Il en résulte que 4, =0 dans w x (0, T'). =

Nous allons enfin prouver que, pour tout (yos, y13) € L*(w) x H‘%(w), il existe un

contrdle v appliqué uniquement sur le bord v tel que, a 'instant 7', le probleme

20C" — Oupmap((s) =0 dansw x (0, T),

=10 sur v x (0, T),

0, =v sur v x (0, T), (1.77)

43(0) = Yo3, Cé(O) =y;3 dansw

G(T)=0, (T)=0 dans w
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admet une solution unique au sens de la transposition. Et que cette solution est la limite,
quand ’épaisseur h de la plaque tend vers 0, d’une suite de solutions (au sens de la

transposition) contrdlées de problémes tridimensionnels.

Pour obtenir la formule de transposition, on multiplie la premiére équation de (1.77)
par 03 et on effectue des intégrations par parties, en supposant que (3 est assez régulier,

il vient

/ Cg”93 d.’L‘ df = / C393” da: dt + / y13003 dl‘ — / y03013 d.E
wx]0,T[ wX]O,T[ w w

/ Dasmos(Ca)0s = f Bogmap(6:)Ca + / s (0)vavgy dy dt.
wx]0,T[ wx]0, T[

x(0,T)

=

Donnons alors la définition de la solution de (1.77) au sens de la transposition.

Définition 1.6.1 La fonction (3 est solution du probléme bidimensionnel de plagque (1.77)
au sens de la transposition si (3 € L*(0, T ; L*(w)) et

p{(y13; —Yos)s (Bos;, 013)) H-2(u)x L2 (), H2 (W) x L2(w)

T
=/§3f3d$dt+/ jmog(93)uau5vd*,'dt, (1.78)
Q 0 Jy

pour tout fz € L*(0, T; L*(w)), (o3, 613) € HE(w) x L2(w) et 05 est solution du probléme
de plaque

2p03" — Oapmapg(0s) = 2f3  dansw x (0, T'),
0;=0,03=0 sury x (0, T), (1.79)
03(0) = 003, 0;(0) = 913, dans w.

Théoreme 1.6.3 Pour tout (yos, y13) € L3(w) x H™2(w), il existe (dos, d13) € HE(w) x

L*(w) et un controle v = 023, ou @3 est la solution de
2p¢3" — Oopmag(ds) =0 dans w x (0, T),
3 =0,03=0 SUr 1 X (0, T)>
<f>3(0) = ¢os, ¢/3(0) = ¢13 dansw,

tel que le probleme (1.77) admet une solution unique au sens de la transposition.
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De plus, cette solution (3 est égale a us, la limite faible, lorsque h tend vers 0, de la

suite de solutions (us(h))r>o des problémes

B2puq(h)" = By0m;(R)(u(R)) = 2ph?ba(R)" +20500a(R)(é(R))  dans Q,
pus(h)” — 803;(h)(u(h)) = 4Bs033(h) (&(h)) + 2B0vaa(h)($())  dans Q,
a(h)(u(h)) - v =0 sur 0%
u(h) = (q- v)d,6(h) sur 5,

u(h)(T) =0, u(h)(T)=0 dans 9,
u(h)(0) = (0, 0, yoa),  u(h)(0) = (0, 0, y3) dans Q,

ou ¢(h) est solution de (1.14) avec les données

(do(h), #1(h)) = A(R)7'{(0, 0, y1), —(0, 0, yos)} .

Preuve. Pour prouver ce théoréme, vu la densité de H3(w) dans HZ(w), il suffit de
prendre les fonctions (fg3, 813) € H3(w) x L*(w) et f3 € L*(0, T'; L?*(w)). Dans la formule
de transposition (1.36), on pose

f(h) - (07 Oa f3)»

ao(h) = (—2301003, —2302003, B0z + h?

Hl(h) = (0, 0, 013).

A
A+ 2u 730003)

On remarque que les suites ainsi définies vérifient les hypotheses du théoreme 1.6.2. Donc

la suite de solutions 8(h) converge fortement vers une limite 8.

Pour chaque h fixé, soit

(QbO(h)a (bl(h)) = A(h’)_l {(Oa 0, le)a _(07 0, y03)}a
ou 'opérateur A(h) est défini au paragraphe 1.5. Soit la suite (¢(/))n>0 des solutions de

(1.14). D’apres le lemme 1.6.3, en passant a la limite dans (1.36), nous obtenons
2p((y135 —Y03), (003, 013)) Hr-2(w)x L2 (w), HE(w) x L? ()
T
= 2/ usfz dr dt + / /(qLuL)mo,g (03) Oapps d dt.
wx]0,T[ 0 y

Il en résulte, si ’on choisit le controle v = (q,v,)0%¢3, que (3 = uz est solution du
? v

probleme (1.77) au sens de la transposition, car ¢3 = 0,¢3 = 0 implique que

Val/gOlds = Vavg0,(0,¢3) = va03(0,d3) = 05(valyd3) = Jpadbs
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sur chaque aréte de 7. m

Commentaire 1.6.1 Nous avons donc résolu un probléme de coniriolabilité exacte d’une
plaque bidimensionelle, o le contréle agit uniquement sur la frontiere, par une analyse

asymptotique.

Si le controle limite dans [4] et [13] est distribué sur tout Uintérieur de la plaque, c’est
parce que la famille de plaques tridimensionnelles n’y a ét€ contriolée qu’en agissant sur la
frontiére, notamment sur les faces , t et , =. Or, le coniréle sur ces parties de la frontiére

subsiste a la limite et devient un controle intérieur pour la plague bidimensionnelle.

Donc, pour obtenir un contréle limite frontiére, en n'agissant que sur la frontiére des
plaques tridimensionnelles, il a fallu controéler seulement sur le bord latéral. Or pour une
plaque tridimensionnelle, si le conirdle est appliqué uniquement sur le bord lateral, la

contrélabilité exacte s’avere impossible (voir Bardos, Lebeau et Rauch [2]).

Ainsi, au liew de controler sur les faces | * des plaques tridimensionnelles, nous leur
appliquons un controle intérieur qui tend vers 0 quand Uépaisseur h de la plaque tend
vers 0. Il s’ensuit que le déplacement limite s’identifie a la solution d’un probléme de

plaque élastique bidimensionnelle contrélée exactement, uniqguement a la frontiere.
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Deuxieme partie

Modélisation de plaques

piézoélectriques






Chapitre 2

Introduction

2.1 Piézoélectricité : généralités

Bien qu’ayant été prédit par Coulomb, et découvert par Becquerel en 1819, I’effet
piézoélectrique n’a été correctement expliqué par expérimentation qu’en 1880 par les
freres Jacques et Pierre Curie. Une présentation des débuts de la piézoélectricité peut

étre trouvée dans [7].

La piézoélectricité est une interaction électromécanique : les matériaux piézoélectriques
sont des diélectriques qui se déforment sous l'effet d’un champ électrique et qui pro-
duisent une polarisation sous I’effet de déformations. Ce dernier phénomene est appelé
“effet direct”, pour une raison purement historique vu son aspect réversible. On traduit
ce comportement par des lois liant le tenseur des contraintes et le vecteur champ élec-
trique d’une part, et le tenseur des déformations et le vecteur polarisation ou le vecteur

déplacement électrique d’autre part.

Soient o = (0;;) et € = (e;;) les tenseurs de contraintes mécaniques et de déforma-
tions du matériau, E = (E}) et P = (P) les vecteurs champ électrique et polarisation.
Les caractéristiques d’un matériau piézoélectrique donné sont décrites par le tenseur de
raideur C' = (Cjyjr), le tenseur des constantes piézoélectriques P = (Py;;), et le tenseur

de susceptibilité électrique €’ = (¢;;). Les relations

oij = Cijuen — PrjEg,
(2.1)
Py = Puje; + e B



52 Introduction

sont établies dans [23], [16] et [26] en considérant ’énergie libre de Gibbs. Soit D le

vecteur déplacement électrique, on sait qu’il est 1ié a E et P par la relation

D = E + P, (2.2)

!

oll ¢o est un scalaire appelé permittivité électrique du vide. En posant €;; = codi; + €,

on obtient le systeme équivalent a (2.1),

oy = Cijklekl - PkijEk7
(2.3)
D, = Pk,-jeij + en By

C’est ce systeme de lois de comportement que nous utiliserons désormais. Notons qu’on
peut aussi en inversant la deuxieme équation ci-dessus exprimer le vecteur champ élec-
trique E en fonction du vecteur déplacement électrique D et du tenseur des déformations
e : c’est la modélisation choisie dans [15], qui utilise des lois de comportement analogues

dans un modele bidimensionnel.

Les lois (2.3) expliquent bien 'utilisation des matériaux piézoélectriques comme cap-
teurs (effet direct) et actionneurs (effet inverse). Par exemple, une plaque, ou des pastilles
piézoélectriques, adhérant a un matériau élastique en détectent les déformations par effet
direct, et peuvent servir pour déformer le matériau par leffet inverse ; d’ou la possibilité
de controler les vibrations dans des structures élastiques, en particulier les plaques et les
coques. Les matériaux piézoélectriques tels que la céramique et le PVDF (PolyVinil-Di-
Fluor) sont, en général, de masse négligeable par rapport a la structure a controler et
peuvent étre tres flexibles dans le cas du PVDF. Ce dernier, qui est un polymeére, présente
aussi ’avantage de pouvoir étre coupé en tres fine pellicule; par contre, ses constantes

piézoélectriques sont moins élevées que celles des piézo-céramiques.

Les matériaux piézoélectriques sont aussi utilisés dans le contréle de forme (ailes
d’avion, miroirs des télescopes), ainsi que dans la conception d’organes artificiels en
biomécanique. Bien d’autres applications sont données dans [23], [39] et [3]. On trouve

aussi dans [3] une modélisation mathématique de leur mise en oeuvre.

Terminons en indiquant une premiere application de ’effet piézoélectrique qui est due
a Paul Langevin. Lors de la premiere guerre mondiale, Langevin eut I'idée d’utiliser des
plaques de quartz piézoélectriques pour I’émission et la réception d’ondes sonores sous-
marines de haute fréquence. Depuis lors le quartz est largement utilisé dans le domaine

des télécommunications en tant que filtre, controleur ou générateur de fréquence.
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2.2 Modéle mathématique de la piézoélectricité

Equations de Maxwell

En élasticité pure, la loi de comportement liant le tenseur des contraintes a celui des

déformations
oij = Cijriew

et la loi fondamentale de la dynamique ou de Newton, qui dit que, dans un corps, la
somme des forces est égale a la force d’inertie, nous permettent de trouver le vecteur
de déformation u; nous rappelons que le tenseur linéarisé des déformations e est lié a
u = (ug) par eg(u) = %(&u, + Oug). Dans le cas d’un matériau piézoélectrique, la loi de
comportement contient une nouvelle inconnue, le champ électrique E, d’oti la nécessité
d’introduire une autre équation d’équilibre pour la gérer. C’est I’équation de Maxwell-

Gauss
divD = gq,

ou D est le vecteur déplacement électrique et g est la densité volumique de charge au
sein du matériau. Cette équation est valable dans un milieu non aimanté. Dans la suite

de ce travail, ¢ sera nulle car le matériau considéré ici est un isolant.

Soit p la masse volumique du matériau piézoélectrique occupant le domaine Q et f la
densité de force volumique qui lui est appliquée. Les équations de Newton et de Maxwell-

Gauss ci-dessus forment le systéme
pu’ —dive =f dans Q x (0, T),
divD =0 dans O x (0, T'),

auquel sont associées des conditions limites et des conditions initiales. Les lois de com-

portement (2.3), que nous reprenons ci-dessous,
oij = Cijner — PrijEk,
Dy = Pyje;; +enk.

complétent le systeme. Nous avons rappelé que, dans ces équations, le tenseur e d’ordre
2 ne dépend en fait que du vecteur u; de méme, le vecteur champ électrique E dérive

d’autres quantités, en particulier du potentiel scalaire électrique (et de ce dernier seul
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dans le cas statique). Plus précisément, on sait qu’un champ électrique variant en fonction
du temps, induit un champ magnétique B et vice-versa; ce phénomene se traduit par les

équations de Maxwell-Ampére

D
rotB = ,ulaa—t, (2.4)
et de Maxwell-Faraday
0B
tE = ——— 2.
ro ETR (2.5)

ou g désigne la perméabilité magnétique du matériau. La quatriéme équation de
Maxwell s’ajoute aux équations déja citées (Maxwell-Gauss, Maxwell-Ampere, Maxwell-

Faraday) et traduit la loi de conservation du flux magnétique,
divB = 0. (2.6)

Pour la construction et ’étude de ces équations, nous renvoyons a [30], et a [10] (vol. 1,
5) et [17] pour une approche plutét mathématique. La loi de conservation (2.6) implique

lexistence d’un vecteur A appelé potentiel vecteur, tel que
B =rot A. (2.7)

Cette derniere équation combinée avec I’équation de Maxwell-Faraday implique que la
somme de vecteurs E + ‘93—? admet un rotationnel nul, donc dérive d’un potentiel scalaire
@, c’est-a-dire
E=-V¢- —88_? (2.8)
Les inconnues du systeme de la piézoélectricité ainsi écrit sont donc maintenant le dépla-
cement u, le potentiel scalaire ¢ et le potentiel vecteur A. Dans le cas dynamique, afin
de gérer 'inconnue A, nous utilisons I’équation de Maxwell-Ampere (2.4) qui n’a pas été
utilisée jusqu’ici.
Dans beaucoup d’applications, on peut se restreindre a ’approximation quasi-électro-
statique, qui revient a négliger la partie magnétique dans I’équation de Maxwell-Faraday

(2.5). Alors, on a
E=-Vyp

et les inconnues se réduisent a u et . Précisons dans quelles conditions ’approximation
quasi-électrostatique est loisible. Comme dans [26], il suffit de réaliser une analyse dimen-

sionnelle. Supposons, comme c’est le cas qui nous intéressera, que le corps est une plaque



)
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2.3 Notations

de longueur L. Considérons, dans une oscillation électromagnétique, un mode propre de
longueur d’onde A et de vitesse de phase v. Rappelons que la vitesse de phase correspond
a la vitesse de la lumiere dans le milieu considéré. La période d’oscillation T est donnée

par T = % Si x est la variable d’espace et t la variable temps, faisons le changement de

variable
X 2wt
= TTT
Dans ces nouvelles coordonnées adimensionnelles, ’équation de Maxwell-Faraday devient
27 L 0B L 0B
tetE= —— = 270 — —. 2.
rot¢ E T 5 TS o (2.9)

Il se dégage donc un critere pour ’approximation quasi-électrostatique : si la longueur
d’onde de l'oscillation électromagnétique est tres grande par rapport a la longueur de la
plaque, on peut faire I’approximation quasi-électrostatique, et ignorer I'inconnue A. Un
autre procédé serait I'utilisation des équations de Maxwell harmoniques (voir [29]) ou la

dérivée par rapport au temps est remplacée par la pulsation —% (avec i? = —1) :

rote E = 2imv % B.

Cette derniere équation fournit le méme critere d’approximation quasi-électrostatique que
(2.9). Nous donnerons & nouveau au chapitre 3 (resp. 4) ’écriture compléte du systéme
de la piézoélectricité statique (resp. dynamique), et y adjoindrons les cadres fonctionnels

permettant d’obtenir des résultats d’existence.

2.3 Notations

Nous résumons ici les notations utilisées dans cette partie du mémoire.

Notations sur . On désigne par 2" un domaine cylindrique de R? d’épaisseur 2h, et

de surface moyenne w, domaine de R%. Plus précisément, on pose
O =wx]=h, b, Q=wx]-1,1[.
Les faces supérieure et inférieure sont notées
M =wx {£h}, ,F=wx{£1}.

Les bords latéraux sont notés , * = yx] —h, h[, ,1 = vx] =1, 1[. De méme, on pose

=00k, = a0,
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L'ouvert Q" sera la configuration de référence d’une plaque constituée d’un maté-
riau piézoélectrique. On appelle u® = (uf, ul, ul) le vecteur déplacement, A" le po-
tentiel vecteur magnétique, " le potentiel électrique au sein du matériau Q*. On note
o"(u”, A*, ©")le tenseur des contraintes et e"(u") celui des déformations, avec e}5(u") =
L(Ow! + 0jul), D*(ut, A", ") le vecteur déplacement électrique et E*(¢") le vecteur

champ électrique, avec Eih(goh, Ah) = —ai@h - 8(;#-

Soient v la frontiere de w, vo et y1 (resp. Yeo €t ve1) deux parties de v telles que
7="vUm et 99Ny, =0 (resp. 7 = Ye0 U Ye1 €t Yeo N Ye1 = B). La partie ~p est supposée

de mesure non nulle.

Des conditions de Dirichlet sur le déplacement seront imposées sur la partie , % du

bord avec
a}lljzhfox]_h’v h’[a ,D=’7‘0X]—1, 1[
La partie complémentaire du bord est

h __ h h+ h— _ + _
7N'—31U7 UaL7 aN_71Ua Ua >

ailtzﬂflxl_h’a h’[a 5 1 :’YIX]—]-)]-[‘

Enfin, le potentiel électrique sera imposé sur , i, =, "* U (ye0x] — h, h[); dans I’étude
du cas dynamique, on supposera que 7y = (). Dans la suite, sauf mention du contraire,
on utilise la convention de sommation sur 'indice répété, les indices latins étant dans
I’ensemble {1, 2, 3} et les indices grecs dans {1, 2}. La lettre c représente différentes

constantes indépendantes de h.

Notations sur les espaces de fonctions.

(.)q produit scalaire usuel dans L*(9),

(.)x,x produit de dualité entre X et son dual X',
Il . ||x norme usuelle sur X,

|lo =1 llz2@),

Hy(Q) ={ve H(Q), vy =0}
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2.4 Objet de I’étude. Principaux résultats obtenus

On se propose, dans ce mémoire, d’étudier le comportement asymptotique d’une plaque
piézoélectrique mince. L’objectif est de déduire des systémes de la piézoélectricité statique
ou dynamique, que l’on a décrits au paragraphe 2.1, des modeles bidimensionnels plus
simples a utiliser, en particulier pour I’approximation numérique. Leur construction méme
est une justification de ces modeles, obtenus sans simplification a priori sur la forme
des inconnues. D’autres procédés d’approximation du systéme, bien connus dans le cas
purement élastique, reposent sur une approximation polynomiale. Cette technique de
modélisation a été utilisée par Reissner [34], Mindlin [27], et a donné lieu récemment
a de nombreuses publications, par exemple Babuska, d’'Harcourt et Schwab [2], Schwab
[37], Alessandrini, Arnold, Falk et Madureira [1], Delfour et Zolésio [12]. La cohérence

asymptotique de ’approximation polynomiale a été étudiée par Paumier et Raoult [28].

Nous utilisons ici le procédé asymptotique développé par Ciarlet et Destuynder [9], et
mis en ceuvre par Raoult [32] dans le cas de 1élasticité dynamique. Dans ce travail, nous
suivons la méme démarche que Raoult [33] ol une analyse asymptotique a été réalisée

pour une multi-structure contenant une plaque mince.

On se donne une famille de plaques d’épaisseur h et de configuration de référence
Q" = wx]—h, h], ot w est un ouvert borné de R2 Notre but est d’étudier le comportement
du vecteur déplacement u® des plaques lorsque h tend vers 0, ainsi que celui des autres
inconnues : le potentiel scalaire électrique, et le potentiel vecteur dans le cas dynamique.
A cet effet, nous effectuons une dilatation de ’ordre de h~!, dans le sens de ’épaisseur,
sur chaque plaque de sorte que le domaine d’étude soit indépendant de h : c’est I'ouvert
! = wx]—1, 1. Avec un tel changement de variable, nous pouvons étudier la convergence
de la suite des déplacements mis a ’échelle u(h), ainsi que des potentiels scalaires ¢(h)

ou potentiels vecteurs A(h) dans un espace fonctionnel indépendant h.

Nous donnons ci-dessous le résumé des principaux résultats obtenus. Dans le mémoire,
les caractéristiques mécaniques et électriques des plaques seront supposées indépendantes

de h a I'exception de la masse volumique qui est supposée d’ordre h?, voir [32].

Le chapitre 3 est consacré a ’étude du cas statique. Cependant, avant les équa-
tions de la piézoélectricité, nous analysons tout d’abord le comportement du potentiel
électrique mis a ’échelle p(h) lorsque h tend vers 0, dans le cas d’un probléme purement
électrique. Ce potentiel résout un probleme de perturbations singulieres classique natu-

rellement posé dans ’espace H'(2). Nous vérifions que ’espace limite n’est pas H'(Q),
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mais ’espace
U= {y € L*(Q), dap € L*(Q)},

et donnons le probleme limite. On remarque que la limite forte ¢ de @(h) dans U, est

une fonction affine de la variable verticale.

Ensuite, nous rappelons un théoreme d’existence pour le probléme de la piézoélectrici-
té statique et étudions son comportement asymptotique. Nous supposons que le potentiel
électrique mis a I’échelle (k) est égal a une fonction o donnée sur une partie , .p du
bord qui contient les faces supérieure , * et inférieure , ~. Autrement dit, le potentiel
électrique obéit a une condition de Dirichlet sur , .p = (yeoX] — 1, 1[) U, T U, =, ol 7eo
est une partie de w qui peut étre de mesure nulle. Imposer ainsi le potentiel électrique sur
les faces , * et , = correspond a des dispositifs expérimentaux habituels. Le déplacement
mis a ’échelle u(h) est supposé nul sur la partie , p = y9x] — 1, 1[ du bord latéral, ot

7o est une partie de mesure non nulle de dw.

Introduisant les espaces fonctionnels

I

\Y% {ve(H' (D) vir, =0} et (2.10)
v = {¢y € H(Q), ¥r,, =0}, (2.11)

et effectuant la translation @(h) = ¢(h) — o, nous obtenons I’écriture variationnelle du

systeme de la piézoélectricité statique

Trouver (u(h), ¢(h)) € V x ¥, tel que
V(v,¥) eV x ¥, a(h)((u(h), ¢(h)), (v, ) =1(R)(v, ¢)

ou a(h) est une forme bilinéaire coercive sur V x ¥, Elle est la somme de la forme
bilinéaire sur V, étudiée dans les travaux consacrés par de nombreux auteurs a ’analyse
asymptotique du probleme de ’élasticité linéaire, de la forme bilinéaire correspondant au
probléme électrique seul étudié au début du chapitre et de termes croisés déplacement-

potentiel. Plus précisément,

a(h) ((u(h), ¢(h)), (v, ¥)) = /QCfc(h.):fc(h)(v)da:

+/ 6338395(11)631/)(1:17-1-}12/ faﬁaa(ﬁ(h)aﬁ’lfl)d.’ll
Q Q
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+h/n [€30( Oa@(h)0s¢ + O3@(R)0a1 )] dx +
i / [P (0s2(h)eia(R)(v) — Bt maa(h)] d
Q
+h L (P (0u(R) it R)(v) = Buth ma())] de,
ou nous avons adopté la notation suivante
Kag(R)(V) = eap(V), Kas(h)(V) = h 'eas(V), kaa(h)(V) = h %es3(V)

et avons posé k(h) = k(h)(u(h)). Selon la convention habituelle, les indices grecs prennent
les valeurs 1, 2 et les indices latins les valeurs 1, 2, 3. On note que I’expression développée
de a(h) contient des puissances négatives de h. L’expression de la forme linéaire [(h) est

donnée au chapitre 3.

Ainsi écrit, le probleme piézoélectrique se préte a une analyse asymptotique qui géné-
ralise les résultats connus (Ciarlet [8], Ciarlet et Destuynder [9], Destuynder [13]) dans le
cas purement élastique et les résultats obtenus dans 1’étude préliminaire du cas purement
électrique. En particulier, et dit de maniére rapide, les termes contenant les puissances
négatives de h sont a lorigine d’un “gouffre” (voir Sanchez-Palencia [36]) qui attire le
déplacement u(h). Ainsi on démontre que la suite u(h) admet dans V une limite u qui
est un déplacement de Kirchhoff-Love, c’est-a-dire que

uz = (3 ou (3 est indépendant de z3, (2.12)
e = (o — 230,(3, avec (, indépendant de zs.
On montre simultanément que la suite des potentiels électriques (k) (rappelons que
nous avons posé ¢(h) = ¢+ @(h)) converge dans ¥, vers un potentiel limite ¢ qui est

un polyndéme du second degré en z3

2

‘P(dfl, T3, 333) = Z@i(lfl, wz)wé, (2.13)

1=0

explicite en (3 puisque l’on a

+ _
0 Y9 + ¥ P3ap
= — g ,
12 ) Upas ﬁCa
Lpl _ ‘Pg — Y9
2 )
P3ag
(192 = K 80;3 C3>

2,1733
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ol ¥ et o5 sont les potentiels imposés sur , ¥ et , ~, et les constantes P3ap €t Das
s’obtiennent a partir des coeflicients d’élasticité, de piézoélectricité et de susceptibilité

électrique.

De plus, cette limite vérifie le systeme d’équations

1
Oagmap((s) = / (230afo + f3) dzs + g5 + 95 + Oa(gd — 97) dans w,
-1
) CB = Oa auCB =0 Sur 9o,
Mag((3)Valg =0 sur 7i,
1
aamaﬁ(CB)Vﬁ + av{maﬁ(CB)’/ﬁTa} = / 23 faladrs + (9; - g;)’/a Sur i,
-1
ou
4y A 2P3apP3
3 = B SapA(z + D4 R 0,,Cs
Magp((a) 3 [/\+2H sAG + ﬁCa] + 3pas 063
1
~0anap((y C2) =/ fodes+ (93 +95) — psapOa (w5 — ¢y) dans w,
-1
1
Nag(C1y (2)Va = / 93 dx3 + paagp (SocT - ‘PE) Va sur i,
-1
G=¢=0 sur 7o,
ol

A
s ) = 2 | st + €oalC)].

On constate que les composantes horizontales sont solutions d’un systeme elliptique
d’ordre 2, d’opérateur identique a celui du probleme limite de I’élasticité pure; au se-
cond membre s’ajoute une contribution des potentiels électriques surfaciques imposés.
Par contre, pour la composante verticale, I’'opérateur est modifié : a 'opérateur d’ordre 4
de I’élasticité pure s’ajoute une autre contribution d’ordre 4 due aux coeflicients de piézo-
électricité et de susceptibilité électrique. Nous donnons des indications sur la comparaison

de ce modele avec ceux utilisés par Banks [3], Bernadou [4] et Destuynder [15]

Au chapitre 4, nous traitons le cas dynamique. Nous posons Q" = Q"x]0, T et

Sk = 00" x]0, T[. La partie du bord & déplacement nul imposé est notée , % son complé-

mentaire est noté , %, on pose £ =, & x]0, T[, Bk =, & x]0, T[. Le potentiel électrique
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est imposé sur , "t U, »~ (par rapport au cas statique, nous simplifions en choisissant
veo = @). Dans la suite, les indices “+” et “” correspondent respectivement aux faces
supérieure et inférieure de la plaque, et 'indice “I” correspond a son bord latéral. Nous
avons trois systemes d’équations couplés :

les équations mécaniques

gt — divhoh(uP, A, ") = f* dans Q*,
al(uh, At oty =gh sur Lk,
ut =0 sur b
u*(0) =p*, u"(0)=q" dans Q*,

les équations de Maxwell-Gauss
div* D*(u*, A*, ) =0 dans Q",
" = b sur ©4
D (ut AP ") v =0 sur TP,
les équations de Maxwell-Ampére
rot" rot" A* =y, D" dans Q",
rot" AP A v = it sur B,
AM0) = AL, AM(©0)= A" dans O,

ou j* est la densité de charge surfacique. Nous résolvons ces systemes couplés qui ad-
mettent une infinité de solutions dans I'espace V x H(f, rot) x ¥, ou H(), rot) est le
sous-espace de L%(2)* des fonctions a rotationnel dans L?(2)>. Pour obtenir 'unicité de
la solution, on rajoute au systeme de Maxwell-Ampere les conditions de jauge

“div(eA) = 0 et (¢eA) v = 0”. Ensuite, par le méme procédé d’analyse asymptotique
qu’au chapitre 3, nous établissons, sous des conditions initiales convenables, des résul-
tats de convergence faible, puis forte, sur les solutions mises a I’échelle lorsque le petit

parameétre h tend vers 0. Ces solutions tendent vers le triplet (u, A, ¢) qui vérifie :
- u est un déplacement de Kirchhoff-Love et s’écrit comme dans (2.12),

-  appartient a ¥, et s’écrit comme en (2.13), c’est un polyndme de degré 2 explicite

€en ra,

— A est indépendant de z3.
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De plus, ces limites vérifient les systemes d’équations bidimensionnelles ci-dessous :

1. un systeme dont la seule inconnue est (3

1

20 (3" + Bapmas((s) = / (2300 fo + fs) dxs + gF + g5

-1

+0.(9F - 93) dans w x (0, T),
(3=0,(3=0 sur v X (0, T'),
Mag((3)Vatg =0 sur v, x (0, T),

1
Jamnap((3)vp + Or{map(Gs)vpTat = / 3 fata ds
“1

+(gd — 97 )va sur v; x (0, T'),
(3(0) = ps, (3(0) = g3 dans w.
ou
41“’ A 2p3a,6 P3uy
a = - 5a A - — 0, .
Map((3) 3 |3t sA(+ Oap(s| + 39 03

Dans ce systeme d’évolution analogue a une équation de flexion dynamique, la

contribution de la piézoélectricité se situe dans 'opérateur.

2. un systeme couplant les composantes horizontales du déplacement et le potentiel

vecteur. Dans ce systeme, la composante A3 du potentiel vecteur est, en fait, connue
dés que les composantes horizontales du potentiel vecteur et du déplacement le sont.

On a, en effet

+r _ 1
A= B B g gy - F

—‘ﬂ, dans w x (0, T'),
P33 P33 2
A3(0) = A03, A3I(0) = A13 dans w.

A des composantes horizontales données et & un potentie] vecteur donné, on associe

A ,
nag(C1y G2, A1, A2) = 4p (m%‘s{xﬁ + 5a9543> ea(C1, C2) — 2piap A;.

Le quadruplet (i, (2, A1, A2) est alors 'unique solution du systéme couplé formé
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\

Il est

des équations quasi-statiques en ({1, (3)

1
—3anaﬂ(C1> G2, Ay, Az) = / fﬂ dzs + (!],; +9§)
-1

—P3a80a(8 — ¥o ) dans w x (0, T),
1

nap(C1y (2, A1, Az)Va = / 95 d3 + P3ag Va(‘PcT ~5) sury x (0, T),
1

(¢1, ) =0 sur vy x (0, T),

et des équations d’évolution du deuxiéme ordre en (A;, A;)

o 1
[Pal _ Db 3] A"+ —02(01A2 — By A;)
P33 1

] eas(Clr 1) = — (it +47) dans w x (0, T),

n I:plaﬁ _ P31P3ag
P3

o 1
[Paa - p?;p 3] A" - #—81(81142 — 04;)
33 1

+ [pm - 7%} eas(Cl, C3) = —(jF +77) dans w x (0, T),
33
81142 — 62141 =0 sur vy X (O, T),

Ao(0) = Aoay,  AL(0) = Aja dans w.

clair que le probleme quasi-statique permet d’exprimer ({1, ;) en fonction de A.

Injectant ({1, (;) dans le deuxiéme systéme, on est ramené a un probleme d’évolution en

(A1, Az) du second ordre en temps, muni des conditions limites appropriées.
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Chapitre 3
Cas statique

L’objet de ce chapitre est 'obtention de modeles bidimensionnels pour une plaque pié-
zoélectrique en équilibre mécanique et électrique. On souhaite, en effet, prendre en compte
la faible épaisseur de cet élément pour simplifier le modele tridimensionnel qui décrit son
comportement. Nous avons rappelé dans I'introduction que les matériaux piézoélectriques
sont couramment utilisés aujourd’hui; par exemple, des pastilles piézoélectriques collées

a des structures servent d’actionneurs ou capteurs.

La construction que nous choisissons est la méthode asymptotique initiée par les tra-
vaux de Goldenveizer [20] et Friedrichs [18], et introduite dans un contexte moderne par
Ciarlet et Destuynder [9]. Certaines de nos démonstrations suivent Raoult [33]. Dans
cette construction, on considére une plaque de faible épaisseur comme élément d’une
famille de plaques de méme surface moyenne w, ol w est un ouvert borné régulier de
R?, dont I’épaisseur h tend vers 0; toutes les plaques auront ici les mémes constantes
mécaniques et électriques. On effectue un choix convenable des ordres de grandeur des
données correspondant a chaque plaque (forces appliquées, densités de charge) et on dé-
termine le comportement limite des inconnues mécaniques ou électriques : déplacements,
contraintes, potentiel électrique. Ces comportements limites font apparaitre des fonctions

définies sur I'ouvert w de R?, et fournissent les modeles bidimensionnels cherchés.

Pour I’analyse mathématique des convergences, on effectue sur le domaine de référence
Q" = wx] — h, h] de la plaque de hauteur 2h, une dilatation d’ordre A~! afin de la
transformer en 2 = wx]—1, 1[. Nous renvoyons a Ciarlet [8] pour un exposé de différents

travaux relatifs a la méthode asymptotique.

Au paragraphe 3.1, nous rappelons les lois de comportement d’un matériau piézo-
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électrique que nous avons données dans I'introduction. En 3.2, a titre d’exemple, nous
simplifions le modeéle en n’en considérant que la partie électrique, et en effectuons ’analyse
asymptotique. Ceci nous permet d’introduire I’espace limite convenable pour le poten-
tiel électrique. En 3.3, nous donnons I’analyse asymptotique du modele piézoélectrique

complet.

Signalons qu’une liste des notations a été donnée dans I'introduction, que les indices
grecs prennent les valeurs 1, 2, et les indices latins les valeurs 1, 2, 3 et que nous utilisons

la convention de 'indice répété.

3.1 Lois de comportement

Soit une famille de plaques de domaines de référence Q* = wx] — h, k[ toutes
constituées du méme matériau piézoélectrique. Nous notons C' = (Cjjx) le tenseur des
constantes d’élasticité, P = (P;;u) le tenseur des constantes piézoélectriques, ¢ = (¢;;)
celui des constantes diélectriques. Nous supposons que le matériau est mécaniquement

isotrope; les constantes d’élasticité s’écrivent donc
Cijet = Aij0kt + (881 + 6udji), (3.1)

ol \ et u sont les constantes de Lamé. Les tenseurs C', P, € vérifient les relations suivantes :

- ¢ > 0 tel que, pour toute matrice M d’ordre 3 réelle et symétrique, on a

3
CijuMuM;; > ¢ Z(Mi')Q- (3.2)

1,5=1
L'inégalité (3.2) est une conséquence de la condition classique sur les constantes de
Lamé : u > 0, A > 0. De plus, on a les symétries

Cijti = Crij = Cjint.

- Je¢ > 0 tel que, pour tout vecteur § € R? on a
3
exfil > ¢ Z 0]2». (3.3)
J=1
De plus, on a les symétries : e = ¢,

— Les coeflicients piézoélectriques vérifient

Prki = P, (3.4)
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Nous avons donné dans l'introduction les lois de comportement mécanique et élec-
trique. Elles expriment le tenseur des contraintes o® : Q% — R, et le vecteur dépla-
cement électrique D" : Q" — R3 en fonction du tenseur linéaire des déformations et
du champ électrique. De fagon plus précise, on note u* : Q* — R3 le déplacement et
" : Q" = R le potentiel électrique. Alors, le tenseur linéaire des déplacements est

e”(u") ou, pour tout champ de vecteurs v" suffisamment régulier défini sur Q*, on a
1 1
h L < g <
e’ (vh) = E(V’Lvh + (VM) T) ou ey (vP) = 5(0?1)? + oM, 1, 5=1,2,3,

I’exposant h rappelant que les fonctions sont définies sur Q*. Dans le cas statique, qui
nous intéresse ici, le vecteur champ électrique E* : Q" — R3 s’exprime au moyen de "
seul par

E*(p") = —=V"p", ou encore EM(¢") = —otp", i =1, 2, 3,

Les lois de comportement sont alors

ot(uh, o) = Cet(u") — PE*(¢*)  dans QF,

D*(u*, ¢*) = Pet(u*)+ cE*(p") dans Q.

3.2 Analyse asymptotique des équations de Maxwell-

Gauss

Avant de traiter le cas des matériaux piézoélectriques, nous allons tout d’abord pro-
céder a une analyse asymptotique des équations de Maxwell-Gauss pour une plaque a
coefficients de piézoélectricité nuls. Ceci nous permet d’étudier sans considérations mé-
caniques V'espace fonctionnel dans lequel se trouve le potentiel limite. L’analyse asymp-
totique effectuée dans ce paragraphe est simple et le probleme limite élémentaire. Les

équations de comportement ci-dsssus sont ici découplées, et la partie électrique en est

D*(p") = e E*(¢") = —e V*" dans QF. (3.5)

3.2.1 Les équations électriques (Maxwell-Gauss)

Nous supposons le milieu a densités de charge surfacique et volumique nulles, comme

c’est le cas pour tout diélectrique parfait. De plus, nous supposons qu’'un potentiel élec-
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trique donné ¢} est appliqué sur une partie , ", contenant les faces supérieure et infé-

rieure. Autrement dit, le potentiel électrique vérifie une condition de Dirichlet sur

aQD = ('Yeox] _hv h[)U > s U » h_>

ol , ", "= sont les faces supérieure et inférieure, oll yeg est une partie, peut-étre vide,

de 89. Nous notons , %, la partie complémentaire de 9Q*. On a
5 LLN = Yel X] - h, h[ ol Yel1 = Jw \780'
L’équation d’équilibre de Maxwell-Gauss munie des conditions aux limites s’écrit

div* D*(¢") =0 dans Q*,

D*(p").r =0 sur , . (3.6)
(Ph = 99(’)1 sur , gDa

ol v est le vecteur unitaire normal extérieur & Q. Elle s’ajoute 4 (3.5) pour former
un systéme qui a une solution unique, comme on le rappelle en 3.2.2. Les équations

(3.5)-(3.6) s’écrivent encore

div* (e V") = 0 dans QF,

Vil v =0 sur , by (3.7)
ot = ot sur , fo.

3.2.2 Formulation variationnelle

On définit ’espace

U = {y € H'(Q"), ¢r» =0}, (38)

que 'on munit de la norme [[¢||gn = |[V"*3||12(@ny qui est équivalente & la norme usuelle

de H*(Q"). On suppose que
h Lo n .
wo € H7(, cp). (3.9)

1l existe donc un relevement de ! dans H!(Q"), encore noté ¢l (voir [22]). Si nous

posons @" = ¢" — ok le probleme variationnel associé a (3.7) est
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‘ ‘
Trouver @"* € " tel que Vi)' € U*, at(@", ") = IMyh) (3.10)

h

2(., .) traduisant le comportement électrique est donnée par

a'}el(cfaha d)h) = /h €ij azh@ha]hd)h dmh’
Q

ou la forme bilinéaire a

et la forme linéaire [*(.) est définie par
BN = - [ ohabory dt
Qnr

Grace a la propriété de coercivité (3.3) des constantes d’électricité, nous avons la Wh-
h

e

la forme linéaire [#(.) est évidente. Utilisant le lemme de Lax-Milgram, nous obtenons le

coercivité de la forme bilinéaire a’(., .). Elle est aussi U*-continue. La ¥*-continuité de

théoreme d’existence et d’unicité ci-dessous.

Théoreme 3.2.1 Le probléme (3.10) admet une solution unique.

3.2.3 Changement d’ouvert et mise a I’échelle des inconnues

Jusqu'a présent, les équations ont été écrites dans des domaines Q" dépendant de
h, le petit parametre appelé a tendre vers 0. Il importe donc de faire un changement
de variable qui va faire porter le petit parametre sur les opérateurs et non plus sur le
domaine. Ainsi nous pourrons obtenir des résultats de convergence dans des espaces de
Hilbert indépendants de h.

Rappelons dés maintenant les notations. On pose
QZwX]—l, 1[7 , ¥ :wx{l}a y =W X{""l}a
7eD:(’7'eO><]—la 1[)U7+U7_’ 76N:7€1X]_1’ 1[
Nous devons préciser le comportement des données lorsque h varie. A ’élément x =

(z1, Ty, z3) € N, on associe Iélément x* = (z;, zy, hzz) de Q. Nous supposons

désormais qu’il existe ¢o € H'(Q2) tel que pour tout h
oh(x") = hpo(x), x € Q. (3.11)
Nous effectuons alors le changement d’inconnues

"(xM) = hag(h)(x). (3.12)
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Enfin, nous définissons ’espace ¥ par
v = {y€H(), ., =0} (3.13)
et le munissons de la norme ||¢|[y = ||V¢{r2q).

Le probleme variationnel peut alors étre posé sur le domaine fixe 2. La formulation

N

Trouver @(h) € ¥ tel que Vo € U,  a.(h)(@(h), ) = L(R)(¢) (3.14)

variationnelle s’obtient immédiatement :

ou

]
[v]
—~
=
N
—~
Y
—~
=
s
-
A
f

/ €33 O3 (h)Ost) dz + h/ [€30( Ou@(h)D32p + O3@(h)0u1 )] da
Q

Q

2 /ﬂ € BB (h) B de,
et IL(R)(¥) = — /Q €33 0300 O3tp dx — lz./n €03[0atp0 O34 + O30 Ou | dz
e /Q €ap Datpo O da.
Avec des notations évidentes, la forme bilinéaire a.(h) se décompose en la somme
ac(h) = a? + hal + h*al. (3.15)

L’étude du comportement asymptotique des solutions d’une suite de problemes varia-
tionnnels elliptiques dont les formes bilinéaires a(h) se décomposent en une somme de
deux termes a°(h) + h%a*(h), ou en une somme de trois termes comme en (3.15), fait
l'objet de [36] et [6]. La nature du gouflre, c’est-a-dire du noyau de la forme a°, y joue
un role essentiel. Pour une étude plus générale des perturbations singuliéres, on peut se

reférer a [24].

Nous donnons ci-dessous une analyse directe de (3.14) et reviendrons dans une re-
marque a ’utilisation de [36] et [6].
3.2.4 Majoration de normes et convergences faibles

Dans la suite ¢ représente diverses constantes positives indépendantes de h, et |.|q et

(., .)o désignent respectivement la norme et le produit scalaire usuels dans L?().
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Nous obtenons tout d’abord un résultat de majoration uniforme dont se déduit faci-

lement un résultat de convergence faible. Posons
U, = {yel’N), oy e Ll’(N)}. (3.16)
Proposition 3.2.1 Il existe ¢ > 0 tel que Vh, 0 < h <1,
|hdig(h)[G + [h Bop(R)[ + (s (h)]G < c. (3.17)

De plus, il existe ¢ € ¥, tel que, quitte a extraire une sous-suite, les convergences faibles

sutvantes sont satisfaites :
@g(h) — ¢ dans L*(Q), (3.18)
(R Oi(h), hd2p(h), Bsp(h)) — (0,0, 85¢) dans (L*(Q))°. (3.19)
Preuve. Définissons les vecteurs

(61(h), 2(h), O3(h)) = (hO1p(h), hOr@(h), Bsp(h)),
(h 61990, ]1. 82500, 63(,90)

—~
>
iy
o~
=
~—
D>
(%)
—~
=>
S
<
w
_
=
p—
N

et prenons dans (3.14) ¢» = @(h). On obtient,

~

/eij 0:(h)0;(h)dx = —/ €;;9:(h)0;(h) dz. (3.20)
Q

Q

« ay .

La propriété de coercivité (3.3) nous permet de minorer le premier membre de (3.20) :

Q
Par ailleurs, posant ¢ = sup {|e;;|}, et m étant un nombre réel positif quelconque, on
1<i,j<3

démontre aisément la majoration du second membre :

o 3m 4 4 3 3 2 o
[ s as] < B+ 100G < om+ b (22)

car O(h) est borné dans L2(2)3. Choisissant m assez grand dans linégalité (3.22), on
obtient la majoration (3.17). Comme dans un espace de Banach réflexif - il en est ainsi
pour L%(Q) - toute suite bornée admet une sous-suite qui converge faiblement, nous avons,

d’apres la majoration des normes (3.17), I'existence de (6;, 62, 63) € (L%(Q2))? tel que

(hOvp(h), hOy(h), O3@(h)) — (61, b2, 63) dans (L*(Q))°. (3.23)



72 Cas statique

Pour obtenir une majoration de la suite (¢(2))ocr<r, utilisons celle de (F3@(%))ocn<

donnée par (3.17); comme , = C, .p, on a, dans L%(f2), I’égalité

H(h) (w1, 22, T3) = /_1 Bs5 ()2, 22, 5) ds.
On en déduit aisément que
() lez@ < V2[10s@(h)12(@),
et donc que la suite (@(h))och<r est bornée dans L?*(Q). Ainsi, il existe 3 € L%(Q) tel que
@(h) = ¢ dans L*(Q). (3.24)

Or, de (3.23)-(3.24), on tire des convergences dans 'espace des distributions D'({2) :

g(h) — @ dans D'(9), (3.25)
9;¢(h) — 8,0 dans D'(9), (3.26)
(hovp(h), hda@(h), Bs@(h)) —> (64, 02, 05) dans (D'(Q))°. (3.27)

Compte-tenu de (3.26)-(3.27), nous obtenons
(61, 02, 83) = (0, 0, B5¢) dans (D'())°,

donc dans (L%(R)), et la proposition 3.2.1 est ainsi démontrée. [

3.2.5 Les espaces ¥, et ¥y,

Nous avons vu a la proposition 3.2.1 que ¢ limite d’une suite extraite de (@(h))

appartient a ’espace
W, = {y € L*(), &y € L* ()} .
Donnons quelques propriétés de cet espace. 1l est évident que ’application
(s 1) — (o, Py, = Lmbdw +/933s0 Ot d (3.28)

définit un produit scalaire sur ¥, et en fait un espace de Hilbert. Notons || .||y, la norme

associée,

bl = (1[5 + 19s613)%.
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L’espace ¥; muni de ||. ||y, s’identifie & espace H'(—1,1; L%*(w)) muni de sa norme
canonique. Pour la définition et I’étude des espaces H™(a, b; X) ot X est un espace de
Hilbert, on peut se reférer a [25]. En particulier, on sait que H'(—1, 1 ; L?(w)) s’injecte
continiment dans C°%([—1, 1] ; L%(w)). Par conséquent, la trace sur , * (resp. , ~) d’un
élément de W, est bien définie dans L?(, *) (resp. L?(, 7)). De plus, ’application qui & ¥
associe sa trace est continue de ¥; dans L?(, *) (resp. L*(, 7)). Notant ¢r+ (resp. ¢r-)

cette trace, on pose maintenant
Vo = {4 € L), O € L*(Q) ; Yyr+ = - =0}

Proposition 3.2.2 L’espace D(Q) est dense dans ¥; muni de || . ||w,. L espace D() est

dense dans W,q.

Preuve. Soit ¢ € ¥;, orthogonal a D(f1), c’est-a-dire :

v € D(Q) (e, Py, = / pidr + / O3 033 dx = 0. (3.29)
Q Q
Prenant ¢ dans D(1), on obtient I’égalité
Os3p = ¢ dans D'(Q),

qui est ausssi valable dans L*(f1). S’appuyant sur des résultats classiques (voir [10], [38]),

on en déduit qu’il existe 1 et ¢; dans L%(w) tels que
@(x1, T2, x3) = tho(z1, x2) exp(z3) + P1(x1, 22) exp(—3).

Reportant dans (3.29), on a, pour tout ¢ € D(Q),

/ (o exp(s) + b1 exp(—3) )4 da + / (o exp(s) — 1 exp(—3)) st do = 0.
Q 2

Oron a
1 1
v (2, (l?g),/ exp(z3)dsyp deg = —/ exp(z3)y des + exp(l)y(z1, xo, 1)
-1 -1
_exp(_l)zf/)(‘rla T2, _1)‘
De méme

1 1
¥ (21, 22), / exp(—z3)Onp dos = / exp(—za)ep ds + exp(= 1) (21, 72, 1)

1 1

—exp(1)y (a1, 22, —1).



74 Cas statique

Donc,
[ olexpa)itan, 2, 1) = expl=1)(ar, 22, ~1) o
— / 1 (exp(=1)(z1, 22, 1) — exp(1)y(xq, 22, —1)) dw =0,

et on en déduit que

exp(1)tho — exp(—1)i1 = 0,
— exp(—1)ibo + exp(1)yy = 0,

ce qui entraine que ¢ = ¢, = 0. L’orthogonal de D(Q) dans ¥; est donc réduit a {0}, et

étant donné que ¥, est la somme directe de 1’adhérence de D({2) et de son orthogonal,

on a

—,

v, =D(Q)

La démonstration de la densité de D(Q) dans Wy est analogue a la précédente. En prenant

@ € U)p dans 'orthogonal de D(£) dans ¥, on trouve que

¢(x1, 2, 23) = Yolz1, T2) exp(z3) + ¥1(21, 22) exp(—x3).
Or p(z1, 2, 1) = (21, 22, —1) = 0, d’olt ¢o(21, T2) = ¢1(2y, 22) = 0. Et par les mémes
arguments que pour la démonstration de densité précédente, on a

0y

Ty = D(Q)

Proposition 3.2.3 L’application i — |03¢|, deéfinit une norme sur Wiy €quivalente @

la norme associ€e au produit scalaire (3.28).

Preuve. Soit ¢ € D(Q1), on a

W’I?x = 2/ (/ Y(zy, Tq, §)0s¢(xy, T, s)ds) dzx
o \Ja

1
< 2/9 (/4 [¥(x1, T2, 8)| [Os9p(21, T2, 8)| a’s) dz
s 2/ (/ ()| |837/)($)|dx> ds

1 \Ja
<

1
2/|mM@mQ¢sawmawm
-1
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d’ou

¥l < 4|05¢]q. (3.30)
Cette derniére inégalité peut étre étendue a Wy d’apres la densité de D(Q) dans Wy
(démontrée ci-dessus). Ainsi nous avons ’équivalence des normes recherchée. [ ]

Remarque 3.2.1 De la proposition 3.2.2 on déduit que D(—1,1 ; L%*(w)) est dense
dans Wy, ce qui est une maniére de voir que ¥io = Hi(—1,1; L*(w)). La proposition
3.2.3 n’est autre que l'inégalité de Poincaré geénéralisée aur espaces de Sobolev a valeurs

vectorielles.

3.2.6 Equations limites

Revenons maintenant a I’étude asymptotique du probleme (3.14). Notons que, grace a
la continuité de I’application trace de ¥, dans L%*(, *) (resp. L%(, 7)), le potentiel limite
@ est dans Wp.

Définissons la forme bilinéaire, a.( , ) dans ¥y, par

V '(/)1, '(,Z)z S "II[(), ae(z/)l, ’(,[)2) = / €33 831/)1831/)2 dil'. (331)
Q
Elle est continue pour ||.||w, et d’apres la proposition 3.2.3, elle est coercive sur ¥yq.

Pour obtenir ’équation limite, faisons tout d’abord tendre A vers 0 dans 1’équation

(3.14). Grace aux résultats de convergence faible de la proposition 3.2.1, on obtient

V'(/) S \Ij, ae(ga, ’(/)) = ‘/ €33 63(,00831/) dl‘ (332)
Q

Or pour tout ¢ dans Wy, il existe une suite (¢,),en dans ¥ qui tend fortement dans ¥,

vers ¥ ; comime
lim ae(@, Qf/)n) = (Ie((,a, 1/))7
n—00

/6336399033¢n dr = /633 83990831/) dz,
9] Q

lim
n—00

on obtient

VT/) S \I’m, 08(95, ’(,/)) = —/ €33 8390083'(/) dz. (333)
2
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Proposition 3.2.4 L’équation (3.33) admet dans V)5 une solution unique @.

Preuve. L’existence de la solution de I’équation (3.33) est obtenue par construction,
puisqu’elle admet @ limite faible de @(h) comme solution. L’unicité est une conséquence

de la coercivité de a.. ]

Il est clair que, si ’'on pose ¢ = & + o, alors la proposition 3.2.4 a pour corollaire

Corollaire 3.2.1 I existe un unique @ dans Uespace {1 € U, ; Yir+ = of, Yir- = 5}

solution de Uéquation

Vo€ Up  aec(p, 9) =0. (3.34)

L

Théoreme 3.2.2 Les convergences faibles obtenues a la proposition 3.2.1 peuvent étre
étendues a toute la suite {(@(h)). De plus, cette derniére vérifie les convergences fortes

ci-dessous :

¢(h) — ¢ dans ¥y, (3.35)
(hoh@(h), hdy@(h)) — (0,0) dans (L2(Q))*. (3.36)

Preuve. Nous avons vu ci-dessus que toutes les sous-suites de (@(h)) qui convergent
faiblement ont la méme limite @, 'unique solution de (3.33). De plus d’aprés la majoration
(3.17), nous savons que de toute sous-suite de (@(k)), on peut encore extraire une sous-

suite qui converge. Il en résulte que toute la suite converge faiblement.

Montrons maintenant la convergence forte de 8(h) := (ho1@(h), hda@(h), O3p(h)) vers
8 := (0, 0, &3) dans (L*(Q))?. Pour X = (X;, Xa, X3) € L3(Q)3, posons

1
XA = (/n € Xi X; dif) :

C’est clairement une norme hilbertienne sur (L2(Q))3, équivalente a la norme usuelle.

D’apres I’équation (3.14), on a
HO* = ae(h)(B(h), @(h)) = L(h)(&(h)).

Grace a la convergence faible

(}101@(}1), }18295(}1.), 8395(h)) - (07 g, 8395) dans L2(Q)3a
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on a
le(h)((ﬁ(h)) - —/ €33 83900 83(,5 dz
Q
et donc
18IF = = [ cx g0 dup .
Q
Par ailleurs, on a, d’apres (3.31) et (3.33),
IO1IF = au(, &) = - [ cadudip .
Q
On obtient donc la convergence de |[|8(h)||| vers ||[#(0)]]|. On a donc prouvé la convergence
des normes en plus de la convergence faible, d’ot1 la convergence forte. |
Posant p(h) = g(h) + o et rappelant que ¢ est la solution de (3.34), nous obtenons
le corollaire ci-dessous.
Corollaire 3.2.2 La suite (p(h)) converge fortement vers ¢ dans ¥,.

Etablissons les équations aux limites associées a 1'équation variationnelle (3.34).

Théoréme 3.2.3 La solution ¢ de I’équation variationnelle (3.34) est ['unique solution

du probleme

pev,
833(,9 =0 dans Q, (337)
Y=o sur,*.
Ce probléme se résout de fagon explicite. On a
+_ - + -
p(x) = zg P _F0 o T ¥ (3.38)

ot of (resp. py ) désigne le potentiel appliqué & la partie , + (resp. , =) de la frontiere
de la plaque.

Preuve. La résolution est élémentaire. Prenons tout d’abord ¢ dans D(f), dans (3.34),

on obtient :
Os3¢ = 0 dans D'(Q) ; (3.39)
il existe donc des distribution d° et d' dans D'(w) telles que
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Les distributions d° et d' sont déterminées grace aux conditions limites de Dirichlet

v =or+ = d +d&
¢o =@r- = —d +d;

d’otr on tire d° et d! :

&L ‘PE)F‘*"P(;
2
i = ‘193._356'
2
]

Remarque 3.2.2 1. Le poteniiel ¢ est une fonction affine en x3. De plus, puisque

@¥ est dans Hi(, *), ¢ est dans C™ (] -1, 1[; H%(w))

. Les conditions auz limites sur la surface latérale n’apparaissent pas dans le probléme
pp p P

limite. On voit bien sur Uexpression (3.38) de ¢ que celle-ci ne peut, sauf dans le
cas particulier ou o est affine, satisfaire la condition ¢ = @qo sur , .p. Il s’agit
d’un probléme de perturbations singuliéres. Par contre, les conditions auz limites

sur, YU, = sont conservées, ce qui est traduit par la convergence dans l’espace U;.

. Définissons le “gouffre”

G = {d;e U Voe, /%1/)0399:113:0}.
Q

Nous sommes ici dans le cas inhibé, c’est-a-dire G = {0} selon le vocabulaire
de [36], [6]. Vérifions que nos résultats sont en concordance avec ceur que l'on
peut déduire de ces articles. Tout d’abord, pour appliquer [36], supposons que les
coefficients ez, sont nuls. Alors a.(h) = a° + h%a? est la somme de deuz formes
bilinéaires et non de trois. De méme, I2+h?*? avec des notations évidentes. En toute
rigueur, [36] traite du cas ou le second membre ne dépend pas de h. L’hypothése
qui y est faite est que le second membre est continu pour la norme définie par a? ;
c’est bien le cas ici pour [° et on peut vérifier que 'ajout du terme d’ordre inférieur
h%l? ne modifie pas les résultats. Suivant [36], nous construisons le complété de VU
pour la norme induite par ao; c’est Wy, Alors, appliquant [36], nous obtenons le

résultat de convergence faible
@(h) = @ dans Uy,

ou ¢ est lunique solution de (3.33). Une extension immédiate des démonstrations
de [36] donne la convergence forte et on a alors une démonstration directe du théo-
reme 3.2.2.
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Dans [6], les résultats de [36] cités ci-dessus sont étendus a des formes bilinéaires
a(h) = a® + ha! + h?a® sommes de trois termes; c’est le cadre convenable pour
(3.14). Le résultat de convergence faible donné par [6] coincide avec le nétre; ld
aussi, on peut prolonger le travail des auteurs en complétant dans leur cadre abstrait

leur résultat par une convergence forte.

Le travail préparatoire que nous avons effectué sur le probléme électrique est donc
une extension simple de résultats récents. Cependant, les travaux [36], [6] ne peuvent
remplacer I’étude du probléeme piézoélectrique complet que nous allons effectuer dans la

suite.

3.3 Analyse asymptotique en piézoélectricité statique

3.3.1 Equations électro-mécaniques

Dans un matériau piézoélectrique, nous avons deux systemes d’équations qui ne sont
pas indépendants : les équations mécaniques comme en élasticité pure et les équations

électriques.

3.3.1.1 Les équations d’équilibre mécanique

Soit f (resp. g") la densité de force volumique (resp. surfacique) appliquée au matériau
et v le vecteur unitaire normal, extérieur & Q. Nous désignons par , % = yox] — h, h[ la
partie du bord a déplacement nul imposé oli 7o est de mesure non nulle, et , % la partie
complémentaire;ona, % =, U, U, " ou, # =5, x]—h, k[, 71 = Ow\ vo. L’équilibre

mécanique s’écrit

—divet(ut, o*) = f* dans O,

oh(uh, M) =gt sur , &, (3.41)
u* =0 sur , .

On suppose désormais que

e (LXQM)*, g e (L% ). (3.42)



80 Cas statique

3.3.1.2 L’équation de Maxwell-Gauss

On suppose que 0" est un milieu diélectrique parfait, donc a densités de charges
surfacique et volumique nulles. On note @? le potentiel électrique appliqué & la partie
, *5 du bord de Q". L’équation de Maxwell-Gauss, qui a déja fait 'objet du paragraphe
3.2.1, est

divD"*(u", ") =0 dans O,
D*(u*, ") v =0 sur,?, (3.43)
h

h_ Lk
@ =@y sur , .p-

La partie , ", du bord est toujours supposée contenir , "+ U, #~. Comme au paragraphe

3.2.1, nous supposons que @k € Hi(,*p).

3.3.1.3 Formulation variationnelle

Aux équations (3.41)-(3.43), on adjoint les lois de comportement

O'h(llh', (ph) — Ceh(uh) _ PE}L((ph) dans Qh,

D"(u”, ") = Pe"(u*) + ¢E"(x") dans Q*.

Nous allons établir la formulation variationnelle du probleme de piézoélectricité. Elle est

classique, voir Bernadou [4]. On définit les espaces

\%& {v e (H'(Q"))?, iy = 0} et
V= e H'(OY), g, =0,

Nous posons @" = " — k. Le probleme variationnel associé a (3.41)-(3.43) s’écrit

Trouver (u", ") € V* x ¥* tel que
V(vh gt e VEx Ot ah((uh, gh), (v, ¢h)) = 1M(vE, ¢h), (3.44)

ol

at((u", gM), (v*, ")) = Ce"(u") : eh(v") da? +/ €j 6?4,5'16]@1/)}‘ dx"
ar an
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+ [ Pus(ohgtelvh) - ohuteh et (345)

lh(Vh, ,(/)h) — / fh . vh d:Eh +/ gh . vh d, h
Qh r

h
N

- / i Olghalyt dot / P Shhel (V") do'.
Q Q

Grace aux propriétés (3.2) et (3.3) des constantes d’élasticité et d’électricité, nous avons

la V* x Uh_coercivité de la forme bilinéaire a*(. , .) : en effet,

a"((v", ¥h), (vh, M) = | Cet(vh) et (vh)da” +/

€i; O Ofp" da®. (3.46)
Qh Qh

Remarque 3.3.1 Dans l’équation ci-dessus les termes liés auz constantes piézoélec-

triques ont disparu. Ceci est du a la réversibilite du phénomeéne de la piézoélectricité.
La forme bilinéaire a”(. , .) est aussi V* x Wh-continue. La V" x Wh-continuité de la

forme linéaire I"(.) est évidente. Ainsi une application directe du lemme de Lax-Milgram

fournit le théoréeme d’existence et d’unicité suivant

Théoréme 3.3.1 Le probléme (3.44) admet une solution unique.

3.3.2 Changement d’ouvert et mise a I’échelle des inconnues

Comme au paragraphe 3.2.3, nous faisons un changement de variable pour faire porter
le petit parametre sur les opérateurs seulement et non plus sur le domaine, afin d’obtenir

des résultats de convergence dans des espaces de Hilbert indépendants de h.

Nous posons x = (z;, z3, z3) € @ et lui associons x" = (z), 23, hx3), posons aussi
y1=mx]—-1,1[,,~n =,1U, TU, ~. Nous faisons les hypothéses suivantes sur les ordres

de grandeur des données du probleme :

falxt) = b2 fa(x),  f3(x") =hfs(x), x€Q,

gt

(x*) = h?ga(x), g4(x") = KPgs(x), x€,1,
(3.47)
(

ga(x") = h’ga(x), gh(x") = higs(x), x€,%,
Ph(xt) = Bo(x), xen.
Pour les forces appliquées, ce sont les hypotheses classiques (cf [8]). Par ailleurs, les

constantes élastiques, électriques et piézoélectriques sont supposées indépendantes de h.
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Nous effectuons le changement d’inconnues

ul(x?) = hPuu(h)(x),
uh(x") = hus(h)(x), (3.48)

)(x)
g (x") = hPe(h)(x).

Pour les déplacements, c’est le changement d’inconnues classique utilisé en élasticité
linéaire. Notons que pour le potentiel ", nous ne faisons pas la méme mise a I’échelle
qu’au paragraphe 3.2. Cette modification nous est dictée par la mise a 1’échelle des
inconnues mécaniques. En effet, nous souhaitons obtenir simultanément la convergence
de u(h) et la convergence de (k) vers des limites non nulles. Les hypotheses (3.47)-(3.48)
nous le permettent. D’ailleurs, dans le paragraphe précédent, on aurait pu effectuer le

changement (3.48) sur le potentiel électrique et le résultat serait analogue.

Définissons les espaces V et ¥ par

V = {ve(H' (D)) v, =0}, (3.49)
U o= {¢eHY(Q), ¢r., =0}, (3.50)
Nous munissons V de la norme |[v|lv = |[VVv||z2@q)s. D’apres I'inégalité de Poincaré,

cette norme est équivalente a la norme usuelle de (HI(Q))a. Et nous munissons ¥ de la
norme {|¢||g = ||V#||L2(q)e. Ainsi le probleme variationnel peut étre posé sur le domaine

fixe Q.

Formulation variationnelle

Pour tout v € V, on définit

koY) = eapl¥) = (B0 + Bova),

1 1

Iia3(ll)(V) = }-11'603(\’) = %(63’00 + 60,1)3), (351)
1 1

k3z(h)(v) = ﬁesg(v) }2631)3

Afin d’alléger I’écriture, nous poserons, en ce qui concerne u(h), k(h) = x(h)(u(h)). Nous

définissons une forme bilinéaire a(h) et une forme linéaire I(h) par

¢ (h )) (V ¥)) =
/Cﬂ )d$+/63363c,5(h)631/)d;1:+
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/Q[Pskt (Osp(h)kri(h)(v) — Ostprp(h))] dz +
h L [e30( Oap(h)0s%) + 03p(h)0a )] dr +

h / (Past (Ba@(h)r(R)(v) — Butbisa(R))] dx + h? / e 0u(h)sth dz, (3.52)
Q Q

(R)(v, ) = Lf-vd;c+/r g vd, —/Qc3363<,00831/;d;r
N
—h/ €a3[O0a003 + 03001 dil‘—]lzfﬁo,p Outpo0py dz
Q Q
—/Pgijagtpo m]-(v)d;r—h/ Paijaa(po mj(v)dm. (353)
Q Q

Des calculs élémentaires montrent que le probleme (3.44) est équivalent a

Trouver (u(h), @(h)) € V x ¥ tel que
V(v,¥) e Vx ¥, a(h)((u(h), g(h), (v, ¥)) = I(k)(v, %). (3.54)

Pour obtenir le comportement asymptotique de (u(%), (%)), nous suivons maintenant

un plan analogue a celui du paragraphe 3.2.4.

3.3.3 Majoration de normes et convergences faibles

Proposition 3.3.1 I/ eziste ¢ > 0 tel que Vh, 0 <h <1,

[lu(h}|% + / w(h) : &(h) dz + |h Ovp(h)|3 + |k Byp(h)|3 + |Bsp(h)])3 < e (3.55)
Q

De plus, il existe
e (HYR)
ke (LA)°,
v € LY9),
et des sous-suites encore notées (u(h))n>o, (K(h))n>o €t (hO1p(h), hO2p(h), Os(h))nso0

telles que les convergences faibles suivantes soient satisfaites :

u(h) — u dans (H'(Q))°, (3.56)
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k(h) — & dans (LZ(Q))Q, (3.57)
e(h) = ¢ dans L*(Q), (3.58)
(hByp(h), hdyp(h), Osp(h)) — (0,0, O3p) dans (Lz(ﬂ))s. (3.59)

Preuve. Définissons les vecteurs

[ ]

(0u(h), Ba(R), Os(h)) = (hwa(h), hBy(h), Bs(h)),
(B1(h), b>(h), s(h)) = (hrpo, hBapo, Do)

et posons (v, ¢*) = (u(%), ¢) dans (3.54). On obtient, de maniére analogue 4 (3.46),

/ w(h) : K( da‘+/eu i(h)dz =
Q

Lf . ll(h) dz + AN g ll(h) d, - A 6,’j9,‘(h)9j(h) dr — /5; Pmijgm(h).‘i,'j(h.) dz. (360)

Pour obtenir la majoration (3.55), nous allons utiliser les propriétés de coercivité (3.2)

et (3.3), ainsi que les propriétés rappelées ci-dessous :

1. pour tout (a, b, m) € R* x R}, on a

1
2ab < ma® + —b?, (3.61)
m

2. la continuité de I’application trace de V dans (LQ(, 1\’))3,

3. 'inégalité de Poincaré,

4. Vinégalité de Korn (cf. [17]) : 3¢ > 0, Yv e V, d|v]3 < / e(v) : e(v)da.
Majorons tout d’abord le second membre de (3.60). Posons e-:Qz sup {le;l}, p =

1<z, j<3

sup  {|Pmi;|}. La propriété (3.61) nous donne les inégalités
1<4, j,m<3

m
/ £ u(h)de + / g-u(h)d, | < {3+ g2} +
Q Iy 2

1 \ \ ¢
s {u(l + [u(h)lE,}, (3.62)
[ esbinyos(h) de| < R + 0w, (3.63)
Q
. 9m a0 3 ‘
Prijbn(R)kij(h) dz) < —p*10(R)|§ + — | &(h): &(h)dz. (3.64)
Q 2 2m Jq




3.3 Analyse asymptotique en piézoélectricité statique 85

Appliquant la continuité de I’application trace et I'inégalité de Poincaré & (3.62), on a

/f-Mde+/'g«ﬂ@i,énﬂm3+wﬁg+~%mwm%. (3.65)
Q Ty m

Puisque §(h) est borné dans (L2(Q))3 indépendamment de h, les inégalités (3.63)-(3.64)

donnent

3
< = ’ 2
<cm+ 5o |6(7) |55 (3.66)

/ e;;0:(h)0;(h) dx
Q

/ Priifm(R)sij(h) dz
Q

3
<c — tk(h) dr. 3.67
<cem+ am Jo k(h) : k(h)dz (3.67)

Par ailleurs, d’apres I'inégalité de Korn et comme 0 < h < 1, on a

cllu(h)|} < /f;e(u(h)) ce(u(h))dz < / &(h): &(h)dz.

Q

L’inégalité ci-dessus combinée aux propriétés de coercivité (3.2)-(3.3) permet d’obtenir

la minoration du premier membre de (3.60)

{1l + [ ) st d -+ 0GR | <
/C’f@(h) : k(h) de +/€ij9i(h)0j(h)d$. (3.68)
Q Q

En prenant m assez grand dans les inégalités (3.65)-(3.67), on obtient la majoration
(3.55). Dans L*(Q) et dans V, toute suite bornée admet une sous-suite qui converge
faiblement. Il y a donc, d’apres la majoration des normes (3.55), convergence faible de
sous-suites (u(h))ocn<t et (1(h))ocn<1 lorsque h tend vers 0 et existence de (84, 6, 05) €
(LZ(Q))3 tel que

3

(hO1@(h), hO,3(h), B3@(h)) — (61, 02, 05) dans (L*(Q))". (3.69)
Rappelons que , .p contient toujours , ~. La majoration de la suite (@¢(h))ocner et I’égalité

(81, 62, 05) = (0, 0, 3s@) dans (D'(Q))°

sont obtenues en adoptant la méme démarche que dans la démonstration de la proposition

3.2.1. Sachant que ¢(h) = @(h) + @0, la proposition 3.3.1 est ainsi démontrée. ]

Donnons les lois de comportement mises a I’échelle. On pose
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( Eu(h)((h) = h?BA(o") = —hdup(h),
Es(B)((h)) = h™* B2 (") = ~dsi(h),
3 i (Wu(h), ¢(h)) = h-2o%(ub, o) (3.70)

= Akgk(R)(u(h))dij + 2psi(R)(u(h)) — Puij Ex(h)(¢(h)),

Di(h)(n(h), @(h)) = h-D}(u", @) = e Bj(R)(sp(h)) + Parcua(h)(u(h)),

Les convergences obtenues a la proposition 3.3.1 founissent le corollaire

Corollaire 3.3.1 [ eziste o € (L2(Q))9 et D € (L2(Q))3 tels que le tenseur des

contraintes et le vecteur déplacement mis a [’échelle vérifient les convergences faibles

flxl—r)% O'ij(h)(ll(h), (,9(]1)) =0y = /\K:kk(sl‘]‘ + 2/.I,I€i]' + P3,']'8390,

(3.71)
lim Di(R)(u(h), ¢(h)) = Di = —€isbsp + Pinirin,
3.3.4 Identification du probléeme limite
Introduisons ’espace
Vo = {v € (H'())®, vir, =0, ea(v) = o} . (3.72)
D’apres [8], I'espace Vi défini en (3.72) peut encore s’ecrire
Vir = {v e (H'()°, 3(m, n2) € Va(w), ns € Va(w),
Va(T) = na(z1, T2) — 23 0an3(21, 22)}, (3.73)
avec
Ve(w) = {n€(H' W) np, =0}, (3.74)
Valw) = {n€ H W), Mo =0, omyy, =0} . (3.75)

(C’est ’espace des déplacements de Kirchhoff-Love.

Lemme 3.3.1 Les limites u, k €t ¢ trouvées a la proposition 3.3.1 sont respectivement

dans Vg, (L2(Q))9 et W, et verifient les équations suivantes :

Kap = eap(u) dans L*(Q), (3.76)
Vi=1,2,3, Cartu+ PusOsp = 0 dans Lz(Q). (3.77)
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L’équation (3.77) équivaut a

K3z = —:\—_:ﬁ (P333 83(,9 + A E,gg) dans L2(Q), (3 78)
Koz = —in,ag, O3 dans L*(Q).
De plus, ¢ satisfait la condition au bord pr+ = o.

Preuve. Nous avons vu précédemment que les x;3(h) étaient bornés dans L%(1), d’ou
eas(u(h)) (= hkas(h)) et ess(u(h)) (= h%k33(h)) tendent fortement vers 0 dans L%(2).
Nous avons donc e;z(u) = 0, d’ott u € Vg, L'égalité (3.76) est une conséquence des
convergences (3.56)-(3.57).

Pour prouver (3.77), nous utilisons une démarche analogue & celle de [8]. On multiplie

I’équation (3.54) par k%, on y pose 1 = 0, puis on fait tendre h vers 0, et on obtient :
C'saki Kkt + Pasz 03¢ = — P33 0309 dans Lz(Q) ; (3.79)

ensuite dans 1’équation (3.54) toujours, on pose (vs, ¥) = 0, on la multiplie par h, puis

on fait tendre h vers 0. Ainsion a :
Cuaski 611 + Paoz 03p = — Pso3 0apo dans L*(Q). (3.80)
Puisque le matériau est supposé mécaniquement isotrope, on a
Cijrt = A6ijép + p(din 851 + 8adji),
et I'on obtient aisément (3.78). Rappelons que ¢ = @ + o et le lemme est démontré. m

Le lemme 3.3.1 nous permet d’exprimer le tenseur des contraintes limite o et le vecteur
déplacement électrique limite D en fonction du déplacement limite u et du potentiel limite
@.

Corollaire 3.3.2 Les lois de comportement limites (3.71) sont explicites en u et ¢ :

A
o = ——(Sa L ot tp __6a P33 — ch
Oap 2“[,\+2H 80, + 6 5ﬁpJﬂp [x\+2u g Ps33 3453%
J ;3 = 0, (381)
A Pia3P3a3 Pi33P333
= — ——5(1 P'L - onr af — N 2 a .
b [f\‘*'?ﬂ pres ﬂ}ﬂg [ I A+ 2u +63] *

Remarque 3.3.2 Dans [3], il est admis que la contribution du potentiel imposé€ auz faces

de la plaque piézoélectrique dans le tenseur des contraintes est donnée par :

d

(011)pe = (022)pe = E(SO+

—¢7) (3.82)
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ot d est appelé constante de déformation piézocéramique. En redimensionnalisant dans
(3.81), en faisant 'approzimation

pt —¢”

At ~ =

et en supposant que [’effet piézoélectrique est le méme dans les directions 0z, et 0x,,
(c’est-a-dire P3;y = Papy), on retrouve la structure de (3.82). De plus, notre méthode

fournit la veleur de d.

Définissons une forme bilinéaire a(. , .), et une forme linéaire /(.) dans Vg x ¥;, qui

vont servir dans la définition des équations limites, par
V(v,¥) € VgL x ¥,
/ . A
a((u, ‘10)’ (V> if))) = 2# 0 m‘sgtéaﬂ + 60’26Lﬁ egL(u)eaﬁ(v) dz
+/ p33 Oz O3t dx
Q
+/ P30g [€ap(0)0s — Osp €ap(V)] dr,
Q
l(v,y) = /f-vdz—}-/ g-vd, .
2 Tn

avec les constantes pss et psos définies comme suit

1 1
P33 = ;P3a3P3a3 + mp 333 P333 + €33
A
o = - p 50 _ Pa R 3.83
Pl = Nopau 000 T 10ef 5:59)

Lemme 3.3.2 La limite (u, ¢) est Uunique solution de ’équation variationnelle

‘ Trouver (u, ¢) € Vi x ¥,
L V(V’ 1/}) € Vi x ¥y, a((U, 90), (V, 1/")) = l(V, 1/)) (384)

Preuve. Prenons tout d’abord v dans Vg, ¢ dans ¥ dans ’équation (3.54) et faisons

tendre h vers 0. Grace aux résultats de convergence faible de la proposition 3.3.1, on a

lim a(k) ((u(k), 3(h), (v, $)) =

h—0
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]Coﬁkl Kkl Kag(V) dI+/633339583¢ dr +
Q Q

/P30353¢ﬂag(V)dx—/P3kg Ostpry dz, (3.85)
Q Q

liml(h)(v, ¥) = /f‘vdw+/ g-vd, —/63383990631/)03;1:—
h—0 Q FN Q

/ Pgag 83990 Iiag(V) dz. (386)
Q

En remplagant «;;, ¢, j = 1, 2, 3 par les expressions obtenues au lemme 3.3.1 dans (3.85),

on a

lim a(h) ((u(h), @(h)), (v, %)) =

1
[ Cotmrnraatyde + [ Con [—‘—Paps aawaﬁ(v)} do +
Q 9} 2u

1
/ Copas |~ 75— (Pa33 3¢ + Akpy) | Kap(v)da + f €33 D350y dz +
Q A+ 2u Q

1
/ P3o:ﬁ 8395"%0(") dz — / P3aﬁ 83¢"¢aﬁ dz — / Py C’)31/) ["‘—Paas 8399] dr —
Q Q Q 2

1
L Psas 037,[) (—m‘ (P333 63(,9 + A Kﬁg)) dz (3.87)

lim a(h) ((u(k), $(k), (v, ¥)) =

/ (Abapbp + 1(Sapdp. + Salp,)) €5 €ap(V) da +
Q

Q

1
L A [—/\ oM (Psaz Osp + A epp)} €aa(V) dz + / €33 03 O3 dx +

1
/ Pgag 83(,_9 eo,g(V) dLE - / P3O,g 831/) eag(V) dCC - / P30,3 (937,[) [——Pgag 8350:| d.E —
2 Q o] 2p

1
/ﬂ Ps33 033 <—/\ T o (Ps3z Oz + A eﬁﬁ)) dz. (3.88)
Enfin, en faisant ’égalité

lim a(k) ((u(h), $(R), (v, ) = lim [()(v, )

h—0

et en tenant compte de ce que

95:99—@03

€ppCaa = 3pi0aB € Caps
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on a
V(Va Tf/") € VKL X ‘Ila a((u, 99)7 (V, 11[))) = l(V, 1/))

De plus, d’apres la proposition 3.2.2, pour toute fonction b de Wy, il existe une suite

(¥ )nen dans ¥ qui tend fortement vers ¢ pour la norme || . ||y,. Comme

TIIHEO a((u, 99)5 (V, ¢n)) = a((ua 9‘9)5 (V, 77/)))’
lim (v, ¥,) = (v, ¢),

n— 0o

nous obtenons a((u, ¢), (v, ¢)) = (v, ).

Pour obtenir I'unicité de la solution de I’équation (3.84), supposons qu’il y en a deux,

1

(u', ©!') et (u?, ¢?) et posons w = u! —u?, ¢ = ¢! — % On a donc

A
a((w, ), (W, ¥)) = QNA [m‘setéaﬂ + 509549:' eo(W)eap(W) dz +

1 1
/ ~ P3a3Paas + ~——— P33 Pass + €33 059050 dz = 0,
alu A+ 2u

d’ot w = 0 dans Vg, et 9332 = 0 dans L%(Q2), donc 4 est nul dans ¥j. Ainsi nous avons
I'unicité de la solution de I’équation (3.84). [

Remarque 3.3.3 On aurait pu établir directement la coercivité de la forme bilinéaire

a(., .) sur Uespace Vi, x Wy, et en déduire Uexistence et ['unicité d’une solution.

Nous allons maintenant écrire, le probleme variationnel trouvé au lemme 3.3.2 sous forme
d’un systeme d’équations aux dérivées partielles. Comme le vecteur déplacement limite

u est dans Vg, il peut s’écrire

ug(z) = Calz, 23) — 2302C3(21, 22)

usz = C3a (389)

ot (u € Vy(w) et (3 € V3(w).

Théoréme 3.3.2 Le potentiel électrique ¢ est un polynome du second degré en x5 :
2
(1, T2, T3) = Z‘Pi(flv z2) 23, (3.90)
=0

dont les coefficients p'(x1, x3) sont donnés en fonction de 3 par

+ —
0 _ Yo Tt¥o Psap P
7 2 2p33 03

+ _ —_

991 - Yo > Yo , (3.91)
2 _ P3as

(fg 2p33 DﬁCS'
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Preuve. Prenant v = 0 dans I’équation (3.84), nous obtenons le systeme d’équations

limites électriques. En effet,

Vi € By, / Ds(u, ¢) st dz = 0, (3.92)
Q
ou Dj est la troisieme composante du vecteur déplacement limite donné en (3.81) et
s’écrit
Ds(u, ¢) = —p330ap — paageas(u). (3.93)
Comme D(Q) est dense dans Wy pour la norme || .||y,, ’équation (3.92) est équivalente
a
83D3(u, L[)) =0 dans DI(Q) (394)

Il existe donc une distribution d' dans D'(w), en fait dans L?(w) d’apreés la régularité de

u et de o, telle que Di(u, ¢) = d'. De (3.93), on tire que
1

Bsp = — P22 (e, 5(¢) — 2305C)] d. (3.95)
P33 P33
Intégrons a nouveau; il existe d° dans L*(w) tel que
o 22 T
w= _Pzap |:.’l‘3eag(<') -= agg;;} - —3—dl +d. (396)
P33 2 P33

Il reste & choisir d® et d' de sorte que ¢ satisfasse les conditions aux limites de Dirichlet

P+ = et et ¢ir- = g - On obtient

P - $tes  paas,

2 P
+ -
Yo — ¥
d' = —P330—20— — P3ageap(C)-
On en tire immédiatement les expressions (3.90)-(3.91). [

Théoreme 3.3.3 On fait sur les données les hypothéses de régularité suivantes :
— la densité de force volumique f appliquée vérifie f, € H'(Q), f3 € L}(Q),
- les forces surfaciques g, sont dans (Hl(, N))3,
— le potentiel au bord est tel que (pf — ¢y ) est dans H'(w).

Les déplacements (3 et ((1, (2) sont alors solutions de deuz systémes d’équations auz

dérivées partielles découplés.
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- Systéme d’inconnue (3

opmas((s) = [ (230 fa + f3)dzs + 93 + g5 + Oalg? — 95) dans w,

C3 =0, 8uC3 =0 Sur 7o,
(3.97)

Map(C3)Varp = 0 Sur 1,

Bamios(Ca)vp + On{mag(G)vpTa} = [ 22 favades + (97 — 95 )W sur 1,
ou

4/.L A N 2 1o L -
Mmap(Ca) = 3 mcsaﬁAé:a + aaﬁCs] + %—lgﬁ&g% ;

- Systéme d’inconnues (Ci, (2)

—Banap(Ci, ) = [1) fodus + (gf + 95) — P30 0a (08 —¢5) dans w,

(G, ) =0 sur 5o, (3-98)
nag(Cry CIo = [, 95 423 + paap (08 — 90 ) Va dans 7,
ol
K A
a6 ) = 2| g€+ o] (3.99)

Commentaire 3.3.1 Comme en élasticité pure, les mqyp correspondent aur limites des

moments des forces de contrainte

1
Mg = ’111_1*1(1)/ z30,p(h) dzs, (3.100)

-1

et les nyg @ la moyenne sur Pépaisseur de la plague des forces de contrainte

1
Nag = }11_135/ Uo,g(h) d.L3 (3101)

-1
Preuve. En posant successivement, dans 1’équation (3.84),

va(z) = —z30.m3(z1, 22), v3=1m3 et ¢ =0,
Uoz(w) = 7]0:(3317 1'2)7 3 =0 et 1/) =0,

et en procédant par intégration par parties, nous obtenons le systeme d’équations limites

mécaniques.
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ot R,p, correspond au tenseur des constantes élastiques. En considérant le second

membre de [’équation variationnelle (3.102),

+ _ —
lM[v)z/f-vda:-{-/ g-vd, +/p30g%ew(v)dw, (3.109)
Q Ty Q

on constate que effet piézoélectrique y est le méme que dans le modéle de [14] et

[15] st Uon se place dans les mémes conditions, c’est-a-dire :
- s1 [’on annule dans (3.109) les densités de force intérieure et surfacique ;

- 81 l'on redimensionnalise les variables et inconnues :
h (o h O~ Po h ok gk
— 3 {2
l(v") = /hp3aﬂ—_2 eaﬂ(v )dz";
Q

- st lon considére que le déplacement est de Kirchhoff-Love, c’est-a-dire vs = 13,

Vo = 1Ja — Thna, ot les 1; sont indépendants de zt :

+ - +
he(Vh) = / PBaﬂi%T%’egﬂ(n) de" —/ 28 paap T8 P0G, g d”
Qh Qh 2

- st Uon fait les approzimations de [15], c’est-a-dire :
. la différence de potentiel o — @ est indépendante des variables ",

. dans vy = 1 — 220,na, on suppose que l'on peut approcher la variable ok

par h.

Il vient alors

+
(V") = PsaﬁO—Q—O/m €ap(n) dz" — ’lpsaﬂ%ﬁ  Gapis dz*,
Q

\

ou

A
P3ap = :\+—2#P3335aﬁ - Psaﬁ;
~ sil'on ne considére pas les effets mécaniques du matériau piézoélectrique ; dans
ce cas, en comparant les lois de comportement (3.108) et (3.81), on a

ha

P3opg = ——.
C

4. Il faut noter que lanalyse asymptotique montre que ’effet mécanique ﬁp;ﬁ;g(sag

dans la constante psag ne peut €ire négligé que si \ est trés petit par rapport a .

5. On voit que la régularité de ¢ ne dépend que de celles des potentiels pt, o~ et du

déplacement (.
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3.4 Résultats de convergence forte

Dans le théoreme suivant, nous allons démontrer que toutes les convergences que nous
avons obtenues au sens faible sont fortes.
Théoréeme 3.4.1 Gardons les notations de la proposition 3.3.1. Nous avons les résultats

de convergence forte sutvanis :

uh) — u dans 'V, (3.110)
k(h) — & dans (L*(9))°, (3.111)
w(h) — ¢ dans L*(), (3.112)
(hdvp(h), hdap(h), Oap(h)) — (0, 0, B3) dans (L*(Q))°. (3.113)

Preuve. De 'unicité de la solution du probleme (3.84), nous déduisons classiquement
que les convergences faibles sont toutes valables pour la suite entiere. Pour toute matrice
A € L*(Q)® et pour tout vecteur v € L*(Q)3,

H(A, V)“ = {/ CAAd$+/€,Jv,1)JdI}2
Q Q

définit une norme sur L*(0)° x L?(9Q)? grice aux propriétés de coercivité (3.2)-(3.3). Soit
X (R) la norme de (k(h), hdyp(h), hdap(h), Os¢(h)) dans L*(Q)'2. On a

{/C’fs (h) : k(h)dz+

/Qeaﬁ(h@acp(h))(h@gap(h))dz+/963383cp(h)83cp(h‘)dr+

[ o 0010 + B 0]
Nous savons d’aprés I'équation variationnelle (3.54) que (u(k), ¢(h))nso vérifie "équation
/an(h,)  k(h) dz +
o (h0 (1) () = o) i+ [ o Dugh)0n((h) = ) do +
€3a [(h0ap(R))03(p(R) — o) + Oap(R)(hOa(p(h) — o)) da =

/ f. ll h dr + / g u(h) d, — / P3k1.‘<;k1(h)agcpo dr —
Q Ty Q
Poki ki (R)(hOatpo) dr. (3.114)

:o\‘:o\
;3\.
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Grace aux majorations et aux résultats de convergence faible obtenus a la proposition

3.3.1, nous avons donc

lim(X(h))? = /f.uda:-f—/ g.ud, +/633833083<pod:c—/ Psyi kit O30 dz(3.115)
Q Ty Q Q

h—0

La convergence faible de (x(h), hd¢(h), hdap(h), Osp(h)) dans LZ(Q)'? étant déja
connue, il suffit de montrer que la limite de sa norme tend vers la norme de sa limite

faible pour obtenir sa convergence forte. Notons

= (/ Ck:rdr + / €33(D3)? dm) ’ (3.116)
Q Q

la norme de (k, 0, 0, d3¢). Pour évaluer X, reprenons ’équation variationnelle limite
(3.84), posons-y (v, ¥) = (u, ¢ — o). On obtient

) A
2,u/ ()\ e 8o0ap + 5a95Lg) ep(u)eqp(u) dz
1
+/ —P343P303 + ————Ps33 P33z + €33 ) 03¢ 03(¢ — wo) dz
a \ U A 2u

A
+/ (/\ T2 P333(5aﬁ - P3aﬂ> [eag(u)a3(cp — 990) — 6390 eaﬂ(u)] dz

:/f.udw+/ gud,,
0 Tn

A
Z,u/ ——¢€go(W)ean(u) dr + 2u | eqp(u)ens(u)dr + | €33030 Oz dr
oA+ 2u Q Q

1 1
+ / —P3a38399 P3a38390 dz + / P333839/ P33383<P dzx

A
+/ ) P333€aa( )8390 dl:"'/PBQﬂeaﬁ(u)OBSo dr
+ 2 Q
/ A
+
/Q

A
+/ ()\ n 2 nggdag Pgaﬂ) eag(u)agcpo d.’B,
ou encore, en utilisant les égalités
{ K33 = —ﬁ (P333 83(,9 + A l‘:gg) dans LZ(Q),

Koz = —32Paaalsp dans L?(1),

d’ol

Spgn Poweeo(W)dsp do + / Prapeap(u)dap do
d$+/ g.ud, +/633839983<pod$
Q

fu
1
—P3,3P503 + ———— P333 P 0 d
+ (/‘ 3a353 3+/\+2# 333 333) 3 0300 d



100 Cas statique

A
/ (1 ——‘> ep0(1) ()\eaa(u))dw—i-‘z,u/ eag(U)esp(n) dm+/63363<,063cpdr
Q A+2u Q Q
+4#/f€aaf€a3 dlf—/P333f€33a3$9d1‘—/P3a,36aﬂ(u)83<,0d$
Q Q Q
1
_/Qmpg,g,gﬁg,cp()\em(u))dzr+/QP3agea,g(u)63<pd:r
= /f.ua’;z:+/ g.ud, +/e33834,983cpod$—/P3k1 er(u) Jspo dur,
Q T Q

Q

puis en rassemblant certains termes on a

A/egg(u) €aa(l1) d$+2lt/60g(u)6ag(u) d$+/63363<pa3cpda:
Q Q Q
+4,u/f~ca3/{a3 d;r—/P333n330330d:c+/ k33 (Aeqa(u)) de

Q Q Q

:/.fud.r‘{"/ gud, +/€33a39903990d(13~'/P3k1 f?k[(ll) 83990(1.')).
Q I'n Q

Q

Or, on sait que

— Paa3kias O3 = ka3 [(A + 2u)kss + Akggl,

on a alors

)\/ ep0(1) €an(u) dr—}-‘Z,u/ eap()eqs(u) dx+/e3303cpa3<pd3:
Q Q

Q

+4,u/ Kaskos dT + / k33 (A + 2u)Ka3 + Akgg) dz + / k33 (Aeaa(u)) dz
Q Q Q

= /f.u de + / g.ud, + / €3303p O30 dx — / Psp exi(u) O30 dz
Q T'n Q Q
Enfin, on tient compte de ce que
Cijit = Aijdr + (b + 6idjx).
On obtient
()()2 = / Ch: . ﬁ‘,diL‘ + / 633(63(,9)2(1;1‘, =
Q Q

/f.uda:—}-/ g.ud, +/e3393<p33<,oodw—/Pg,klnklagcpodw.
Q Tn Q Q
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Ainsi nous avons

}lli_r)% X(h) =X,
d’ou les convergences fortes
k(h) — & dans L*(Q1)°, (3.117)
¢(h) — ¢ dans L*(), (3.118)
(hdvp(h), hBap(h), B3p(h)) —> (0, 0, d3¢) dans L*(Q)°. (3.119)

D’apres (3.117), et puisque e;3(u) = 0,7 =1, 2,3, 0n a
e(u(h)) — e(u) dans L*(Q)°, (3.120)

ce qui implique la convergence forte de u(h) vers u dans H'(Q)3. De méme, puisque
@(h) — ¢ est dans Wy, I’équivalence sur cet espace de normes ||2]|y, et ¥ — |8s3¢|q
prouve que (k) tend vers ¢ dans L*(Q). [
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Chapitre 4
Cas dynamique

Nous allons, dans ce chapitre, effectuer 1’analyse asymptotique du probleme piézo-
électrique pour une plaque en régime dynamique. Auparavant, nous donnons un résultat
d’existence, tout d’abord dans le cas simplifié des équations de ’électromagnétisme dy-

namique, puis pour le modele piézoélectrique dynamique complet.

4.1 Electromagnétisme d’évolution

Nous nous intéressons dans ce paragraphe a un probleme électromagnétique d’évolu-
tion, sans terme piézoélectrique, pour lequel nous donnons un résultat d’existence. Soient
¢ le potentiel électrique, A = (A;, Az, As) le potentiel vecteur magnétique au sein d’un
matériau occupant un domaine cylindrique = wx] —1, 1[. On note D(¢, A) le vecteur

déplacement électrique et E(g¢, A) le vecteur champ électrique donné par

E(g, A) =-Vy - —-.
[Is sont liés par la loi

D = ¢E. (4.1)

Rappelons que le potentiel vecteur magnétique est lié au champ magnétique par la rela-
tion

B =rot A

conséquence de I’équation de Maxwell, divB = 0.
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Equations électromagnétiques

On suppose que le milieu occupant ) est & densité de charge volumique nulle. Un
potentiel électrique ¢q est appliqué sur les faces supérieure et inférieure. On suppose
qu’il n’y a pas de charge sur le bord latéral de Q. Le systeme d’équations électriques

(équations de Maxwell-Gauss) est un systéme quasi-statique qui s’écrit
divD(¢, A) =0 dans @,
® = o sur TF,
D(¢, A)-v =0 sur %,
ou on a posé
Q = Qx]o, T|, £* =, *x]0, T, S =, x]0, T[.
Utilisant (4.1), on écrit les équations ci-dessus sous la forme
div [e(Vg + A)] =0 dans Q,
@ = o sur 5, (4.2)
eVe+A")-v=0 sur %,

Passons aux équations magnétiques. Une condition de transmission d’un champ ma-
gnétique B entre deux milieux ; et Q; de frontiere commune , , et de perméabilités
respectives y, et pu, s’écrit (voir [5], [30])

LBl/\l/——l—B2/\1/:—j sur , ,

i H2
ou v est la normale unitaire extérieure a €1;, j est le vecteur densité de courant surfacique;
ici c’est la densité du courant circulant sur les électrodes situées sur , * et , =, que nous
supposons constituées d’une fine pellicule d’un matériau conducteur. L’épaisseur des
électrodes est trés petite par rapport au déplacement des électrons. De plus, elles sont
entourées d’isolants (I’air et le diélectrique piézoélectrique). Il en résulte que le courant
ne circule pas dans la direction perpendiculaire a la surface moyenne de la pellicule,

c’est-a-dire que
i= (51,52, 0) sur, *. (4.3)
En tenant compte de ce qu’il n’y a pas de charge électrique sur le bord latéral de 2, on a

J=0 sur,,. (4.4)
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Par ailleurs, si p représente la densité de charge, j vérifie ’équation de conservation de

la charge

divj + % =0 sur,* (4.5)

Lorsque nous nous plagons dans un cadre statique, nous utilisons (4.5) sous la forme

divj=0 sur,*. (4.6)

On note y; la perméabilité du milieu £ et on suppose que le milieu extérieur a {2
est dépourvu de champ magnétique. Le systéme d’équations magnétiques (équation de

Maxwell-Ampére) dans {2 est

rot rot A = p; D' dans @),
rot AAv = —pj sur ¥, (4.7)
A(0) = Ay, A'(0)=A,; dans @,
ou les vecteurs initiaux Agy et A; sont des relevements du champ magnétique imposé
(B(0), B'(0)) a 'instant 0, qui vérifie div B(0) = divB’(0) = 0.

Exprimant D en fonction de ¢ et A, et utilisant (4.1), nous pouvons écrire I’équation

(4.7) sous la forme

eA” + rotrot A = —eVy' dans Q,
rot AAv = —puj sur ¥, (4.8)

A(0) =A,, A(0)=A, dans.
Nous aurons donc a résoudre le systéeme magnétique d’évolution constitué par (4.2) et
(4.8), dont les inconnues sont ¢ et A.
Espaces fonctionnels.

Etudions tout d’abord le cadre fonctionnel dans lequel nous allons travailler par

la suite. Il est classique de définir les espaces de Hilbert (H(Q, rot), || ”H(Q'rol)) et
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(H(Q, dive), || |r(e,aiv)) par

H(Q, rot) = {A € L*(Q)>, rot A € L}(0)%},

1

| Al oy = [lIrot AllZaays + 1A lZ2(ae |
H(Q, dive) = {A € L}*(Q)3, div(cA) € L2(N)3},

1

2

| Al @i = [I4iv(ANEaqys + Al ay ]

Des propriétés importantes des espaces H(Q, rot) et H(f, div,) sont établies dans [10]

et [19]. Nous utilisons les résultats ci-dessous :

Théoréme 4.1.1 Soit Q un ouvert de R™, n = 3 ou 2, de frontiere , bornée et lipschit-

ztenne. Alors :

i) Uespace D(Q1)* est dense dans H(Q, rot) ;

i) Uapplication trace tangentielle : A € D(Q)* — A A yr s’étend par continuité en
une application linéaire continue de H(Q, rot) sur H™%(, )® sin =3 et sur H2(, )

sin=2.

Théoréme 4.1.2 Soit Q un ouvert de R", n = 3 ou 2, de frontiére , bornée et lipschit-

zienne. Alors :

i) Uespace D(Q)" est dense dans H(Q, dive) ;

ii) lapplication trace normale : A € D))" — (¢ A) - yr s’étend par continuité en

une application linéaire continue de H(Q, div,) sur H™%(, ).

Revenons &  ouvert cylindrique de R3. On sait que la formule de Green peut étre étendue
a H(Q, rot) x HY{(Q)® et & H(Q, div,) x H'(Q) par
V(A, A) € H(Q, rot) x H(Q)?,

/rotA-Adw:/A-rotAd:c—(A/\u, A) (4.10)
Q Q

H-3(T)3, HE(D)’

V(A, A) € H(Q, div,) x H'(Q),
Ldiv(eA)qdw =— /Q(GA) -Vqdz + ((eA) - v, q)H_%(F)’H%(F).M.ll)
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Pour I’étude du probléme dynamique, introduisons les espaces
Hr (9, div.0) = {A € L*(2)°, div(eA) =0,
(A) v, @y gy by =0 Va€ HL(D},  (412)
W, = H(Q, rot) N Hr, (9, div,0),

munis respectivement des normes des espaces H($, div,.) et H(, rot) qui en font des
espaces de Hilbert. Pour prouver que Wy,,, est un espace de Hilbert, il suffit de montrer
qu’il est un sous-ensemble fermé de 1’espace de Hilbert H(€, rot), ce que nous allons faire

dans le lemme ci-dessous.
Lemme 4.1.1 Le sous-espace Wy, est fermé dans H(Q, rot).

Preuve. Soit A, une suite de Wy, qui converge dans H((Q, rot) vers A. On sait que
div(e A,) = 0, or A, tend vers A dans L*(Q2)?. D’oli div(e A) = 0. On a donc la conver-
gence de A,, dans H(Q, div,). D’ou, par la continuité de I’application trace du théoréeme
4.1.2,0n a:

Vg€ Hpe(Q), ((A)-v,q),.

On en déduit que A € Hr,(Q, div.0). [

Enongons un théoreme de décomposition en somme directe de 'espace H(f2, rot).

Théoréme 4.1.3 (décomposition) L’espace H(), rot) se décompose en la somme di-

recte

H(Q, rot) = Wy, ® {Vq, ¢ € HL:(V)}. (4.13)
Preuve. Introduisons sur H(f2, rot) le produit scalaire
(A, A), = /(eA)-Adw-{-/rotA-rotAdw,
Q Q

équivalent au produit scalaire usuel de H((Q, rot), et notons L I’orthogonalité par rapport
a ce produit scalaire. Sachant que si X est un sous-espace de H((, rot), alors H({}, rot) =

X @ X', montrons tout d’abord que ’espace X défini par
X ={Vq, g€ H+(Q)} (4.14)

est un sous-espace fermé de H(f, rot). Soit (A,)nen une suite de X convergente vers

A dans H(Q, rot). Montrons que A est dans X. Soit (s )nen la suite de Hf, () définie
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par A, = Vg, Nous savons que [[Vaalp(a, roty = |V anllz2(ays est une norme pour g, sur
H.(Q) équivalente & la norme H'(f2). Donc, la suite (g,)nen est bornée dans H},(Q),
elle admet alors une sous-suite (g,/) qui converge faiblement vers une fonction ¢ dans
H}.(Q). 1l s’ensuit la convergence faible dans L?(Q)*

Vg — Vq.
Comme Vg, — A dans L?(2)3, on a donc V¢ = A. Il en résulte que A est dans X.

Montrons maintenant que Wy, = X*.

Soit A € Wy, soit A un élément quelconque de X, A = Vq avec q € HL.(Q). Nous

avons

(A, A), /Q(EA) -Vqdz +/

Q

- /s; div(e A) gdz + ((e¢A) - v, q)H_hF),H&(F) =0.

rot A - rot (Vg)dz = /(f A)-Vgqdz
Q

Nous avons donc linclusion Wy, C X*. Il reste & montrer U’inclusion inverse. Soit
y

A € X*, pour tout élément g € HE.(Q),

rot A - rot (Vg)de = /(f A)-Vqdz.
Q

0=(A, Vg). = /Q(CA)-qux+/

Q

Donc

Yq € D(Q), /(cA) -Vqdz =0,
Q

c’est-a-dire div (¢ A) = 0. Donc A € H(Q, div,) et

V€ (@), 0= [(eA)-Tade = (¢A)- 1y i piry

D’ou A € Hr, (9, div,). m

Résultats d’existence.
Magnétostatique. En guise de travail préliminaire a la résolution du probleme d’élec-
tromagnétisme dynamique, étudions le probleme statique qui lui est associé.

En supposant, dans les systemes d’équations (4.2) et (4.8), que ni les inconnues, ni

les données ne dépendent du temps, on obtient d’une part le systeme de Maxwell-Gauss
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résolu dans le chapitre précédent, et d’autre part le systeme de Maxwell-Ampere statique :

rotrot A =0 dans Q,
(4.15)

rot AAv =—puj sur,,

o le vecteur densité de courant vérifie (4.3)-(4.4) et (4.6).

Soit l’espace Hr(}, div0) défini par
Hp(Q, div0) = {A € H(Q, div), divA =0dans Q, A-v =0sur, }.
Nous allons chercher la solution variationnelle du systéme (4.15) dans ’espace

Wi = H(Q, rot) N Hp(Q, div0)

muni de la norme ||.|;(q rot) qui en fait un espace de Hilbert, de maniere analogue a ce
que 'on a vu pour Wy,,. D’apres [19], 'espace W, s’injecte de fagon continue dans

H'(Q)3, ce qui donne un sens a la trace des éléments de W, dans H%(, )3.

Théoréme 4.1.4 Soit j € H™2(, )3, le probléme variationnel

Trouver A € Wy, VA€ Wiai,

1 ~ .
— [ rotA -rotAde = —(j, A)
K1 Ja

H'é'(l“)f‘,Hi(F)s (416)

admet une solution unique A. De plus, sij € C°(, )* et vérifie (4.3)-(4.4) et (4.6), alors

A s’interpréte comme solution du systéme d’équations auz dérivées partielles (4.15).

Preuve. Soient (., .) la forme bilinéaire définie sur W, par

1 o
(A, A) = — [ rotA - rotA dz, (4.17)
kr Ja

et {(.) la forme linéaire définie par

l(A) =4, A>H—%(F)S,H%(r)3'
D’apres [19], 3¢ > 0 tel que

VA € Wstat; ”A||L2(Q)S S C”I‘Ot AHL2(Q)3.
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On en deéduit la W, p-coercivité de b(., .). La forme linéaire I(.) est W, continue

puisque

A < 03l ot A4

IA

|Ij||I_I—£'(1'*)‘3||‘&”I'II(Q)3 S ”jHH—i’(F)S ||A'|H(Q,r0t)

d’apres 'injection continue de Wy, dans H'(Q2)>.

Il en résulte que, d’apres le lemme de Lax-Milgram, le probleme (4.16) admet une

solution unique.

Passons maintenant a ’interprétation du probléme (4.16). Pour ce faire, nous allons

d’abord montrer que, si A est solution de (4.16), il est aussi solution du probleme

Trouver A € Wy, ‘v’f& € H'(Q),

1 z x
— [ rot A -rotAdz = —(j, A)
1 Ja

H-Y M2, HE (D) (4.18)

D’apres [19], nous avons la décomposition
L*(Q)® = Hr(Q, div0) & {Vq, g€ H'(D)}.

3

En appliquant cette décomposition & un élément A € H'(92)3, nous obtenons d’abord

A=A +Vq ol A€ Hr(9, div0) et ¢ € HY(9).

Alors rot A = rotz est un élément de L?(2)? et on a la régularité supplémentaire
A € H(Q, rot) et donc A € Wy, On en tire que A est en fait dans H'(2)* et donc
que Vq € H'(Q)3, cest-a-dire que ¢ € H*(Q). Calculons maintenant b(A, A), ot on a
prolongé de maniére évidente la forme bilinéaire b(., .). On obtient

b(A,A&):i/ro‘cA-ro‘cf&dm:L rot A -rot Adz = —(j, A)

H1 Ja H1 Ja
Pour prouver que A est solution de (4.18), il suffit de montrer que

Vge Hz(ﬂ), (J, Vq>H‘%(F)3,H§(F)3 =0.
En considérant que j € C°(, )? et vérifie (4.3)-(4.4) et (4.6), on a

(s vq>H‘5(r)3,H§(r)a :Aj.qu, = ]Fij-qu, =/Fijaaaqd,

T e Oaja qdy + (o Var Oy (5(0ay, mrh oy =

H™% (D)%, HE(D)*
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Il en résulte que A est solution de (4.18). On peut maintenant prendre A € D(N)? dans
(4.18), on obtient

rotrot A = 0 dans . (4.19)

Ensuite, on prend A dans H'(Q)?; en appliquant la formule de Green a (4.18), on a

/rotrotA - Ads + ([(rotA) A v], ;&>H_%(F) who = / wj-Ad,.
Q ’ r

Vu l’identité (4.19), on a
([(IOtA) /\ U]’ A>H—%(I‘)‘H%(r) = - \/I:'Ull‘] ) Ad’ *

Or, pour tout g € H7(, )3, il existe A € H'(Q)° tel que A,p = ¢. Il vient alors la condition
aux limites
(rotA) A v = —pqj sur, .

Electromagnétisme dynamique. Passons maintenant a la résolution des équations

dynamiques de [’électromagnétisme.

Remarque 4.1.1 La condition “div(cA) = 07, que nous avons imposée dans la dé-
finition de Uespace W y,,, est la condition de jauge de Coulomb habituellement écrite
“divA = 0” dans le cas d’un matériau électriqguement isotrope. Elle permet de décou-
pler les systémes (4.2) et (4.8) : on peut résoudre le systéme (4.2) indépendamment de

Uinconnue A si cette derniére est dans l'espace W gyp.

Avant de nous attaquer a la résolution du systeme constitué par (4.2) et (4.8), résolvons

le sous-probléme analogue a (4.8)
eA” + uilrot rotA =¢h dans @),
rot AAv = —u) sur %, (4.20)

A(0) = Ay, A'(0)=A; dans,
ou
h € L*(0, T; Hp,(Q, div,0)),
jeL¥0,T; Hz(,)®), et vérifie les conditions (4.3) — (4.4), (4.21)

AO € Wzlyn, Al S HI‘I(Q, diVE 0))
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Définissons le vecteur j par
Ji=~Js» J2=j, Ja=0sur,*,

h=7J2, Ja=-—j1, Ja=0sur,",
et, par exemple, j = 0 sur , ;. Ceci nous permet d’écrire j sur , sous la forme
j= j ANv

et on peut établir que j € L*(0, T; Hz(,)?). Pour obtenir la formulation faible du

systeme (4.8), définissons la forme bilinéaire (., .) et la forme linéaire {(.) sur H(, rot)

par
bAA) = o [ rotA rotAdr,
H1 Jo
1A = [(en) Adst G ALt

et considérons le probléme variationnel

Aec’ (07 T, Wdyn) ’
Trouver A tel que
A’ eC’(0, T; Hr,(9,div.0)),

» ) ) (4.22)
VA €Wy [cA A| +5(A, A)=1(A), dans D'(J0, T,

A(0) = Ay, A'(0)=A,.

Nous pouvons énoncer le théoreme

Théoréme 4.1.5 Sous les conditions (4.21), le probléme (4.22) admet une solution

unique A.
De plus, si on fait les hypothéses
h € HY(0, T'; Hr,(Q, div. 0)),
je HY0, T; H3(,)*) N L¥0, T; C°, )?), divje HY (0, T; L*(, ¥)), (4.23)
e !(rotrot Ag) € Hr,(Q, div.0)), A; € Wy,

alors A s’interpréte comme solution du systéme d’équations auz dérivées partielles ({.20).
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Enongons tout d’abord un lemme utile dans la démonstration du théoreme ci-dessus.
Lemme 4.1.2 L’espace W4y, est dense dans Hrp (12, div, 0).

Preuve. Il suffit de montrer que 'orthogonal de Wy,,, dans Hr,({, div, 0) est nul. Soit
A un élément de Hr,(Q, div, 0) orthogonal a Wy, c’est-a-dire, pour tout Ac Wiyn,

L(GA).Admzo.

Nous savons aussi que pour tout ¢ € Hp+ ().

/Q(CA) -Vqdr = — /Q div (eA) gdz + ((eA) - v, q>H'%(F),H%(r) =0,

puisque A € Hr,(Q, div,0). Or, d’apres le théoreme de décomposition, pour tout Ac
H(Q, rot), il existe A € Wy, et q € H1. (D) tels que A = A + Vq. 1l vient alors

V A e H(Q, rot), /(cA)-Adsz.
Q
Sachant que H((, rot) est dense dans L*(2)*, on a
YA e L*(0), /(6A) -Adz =0.
Q

d'ott A =0. |

Preuve du théoréeme 4.1.5. Rappelons que I’espace Wy, est muni de la norme
[0 roty qui en fait un espace de Hilbert. La forme bilinéaire &(., .) est continue sur

Wyn, et vérifie la propriété de coercivité élargie
b(A, A) + Al = cll Al rot) = ARy,

La forme linéaire { (.) est continue sur Wy, , et I’espace Wy, est dense dans Hr, ({2, div. 0
Yy % Yy t )

d’apres le lemme 4.1.2. Le probleme (4.22) admet donc une solution unique A (voir [25]).

Montrons maintenant que, sous les conditions supplémentaires (4.23), A est solution
du systéme d’équations aux dérivées partielles (4.20). Pour ce faire, on montre d’abord

que 'on peut étendre dans (4.22) I’espace des fonctions A et que A vérifie ’équation

"

VA € H(Q, rot), [eA, fi} (A, A) = (A). (4.24)
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On sait, d’apreés le théoréme 4.1.3, que pour tout A € H(f, rot), il existe A € Wy, et
q € H..(Q) tels que

f&:]&-{-Vq.

Donc, pour montrer que A vérifie (4.24), il suffit de prouver que : V¢ € H{.(Q),

" 1
[eA, Vq|, + —/ rot A - rot(Vgq) dz = /(f h)-Vqdz
H1Ja Q

+(, VgAv) (4.25)

HErp H By
Le deuxieme terme est clairement nul. De plus, d’une part, puisque A est dans Wy,,,, on

a
"

eA, V], = — [/ﬂ diV(ﬁA)qdiF] +((eA) - v, q>H-§(r),H%(F) -

et d’autre part

/K;(fh) -Vgdz = — /S;div(eh)qdw + ((eh) - v, q>H‘5(F),H§(F) =0,
puisque h € L*(0, T'; Hr, (%, div,0)). Enfin,

(> VgAv) =0

HE (D)3, H~3 (1)

car si ¢ € HL:(Q), il existe une suite (g,)nen C D(Q) qui tend vers ¢ dans H'(Q2). D’ol
Vg, tend vers Vq dans H({, rot) et

(3, VgAv) lim (j, Vo A v)
n—00

By, BH-H ()

= —lim/ J-Vand, = lim/ divjgq.d, ,
n—eco Jri n—c0 Jrt
(4.26)

BY e B (r)p

car d’apres la régularité imposée sur j et ’hypothese (4.4), on a j = 0 sur 8, *. Dol

(J, Vg A ”>H%(r)3,H-%(r)3 = /;i divjqd, =0, (4.27)

car gr+« = 0. L’égalité (4.25) est donc vérifiée et, par conséquent, A satisfait ’équation
(4.24).

En prenant maintenant A € D(Q)3, dans I’équation variationnelle (4.24), on obtient

1
eA” + —rotrot A = eh dans Q). (4.28)

t
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11 reste a établir les conditions aux limites de (4.20). Notons que la formule de Green
n’est applicable dans ’équation (4.24) que si rot rotA € L?(0, T'; L?*(Q)3). Pour obtenir

cette derniere condition, remarquons d’abord la régularité en temps de A”.
Puisque A € C°([0, T]; L*(©2)*) et h € C°([0, T']; Hr,(Q, divc0)), on a
_Nil(rot rotA) + ch € C°0, T; D'(Q)P).
D’apres (4.28), A" est donc dans C%([0, T']; D'(2)?) et pour t = 0
A“(0) = —#ile_l(rot rot Ag) + h(0) € Hr,(Q, div, 0)),

grace a I’hypothese (4.23) sur Ag. Il s’ensuit donc que le probleme (4.22) dérivé

_ A c CO (O, T H Wdyn) )
Trouver A tel que _
A’ ECO (0, T, HF,(Q> divf 0)))7

" (4.29)

VA€W, [6A, AL] +b(A, A) =U'(A), dans D'(J0, T[)

A(0) = A;, A’(0) = A"(0).
admet une solution unique A qui n’est autre que A = A’. Ce qui entraine que A"

est dans C°(0, T ; Hr,(Q, divc0))), d’oit rot rot A est dans C° (0, T ; L*(Q)3). Prenons
A € H'() dans (4.24), et appliquons la formule de Green (4.10). On obtient

1 . .
/ (cA"-}-—rotrotA)Adw:/h-Adz
Q 131 Q

Y ]' A
FU AN Dby, mebep T (AN A) g0y oy

En considérant 1’égalité (4.28), on a, pour tout A € H'(Q),

. 1 A

<J, AN V>H'%(F)3,HJ2'(F)3 = ’Z<(r0tA) Av, A>H—%(p)3’H%(F)3a
c’est-a-dire

<j’ A>H‘%(F)3,H%(F)3 = —#—1<(r0tA) Av, A>H‘%(F)3,H%(F)3'

On a donc (rot A) A v = —pu,j dans H™z(, )3 puisque & tout élément de Hz(,), on peut

associer un relévement dans H'(Q). ]
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Pour en déduire la solution du systéme électromagnétique (4.2), (4.8), nous établissons

d’abord un résultat de régularité par rapport au temps, de la solution du probléme

div(eVp) =0 dans Q,
© = o sur $F, (4.30)

(eVp)-v=0 sur X

On fait ’hypothése o € HY(0, T'; H(, )). Le probléme (4.30) est le systeme de Maxwell-
Gauss déja résolu dans le cas statique. Soit wo € H*(0, T; H*(Q)), un relevement de (.

En posant ¢ = ¢ — g, nous savons que @ est solution de ’équation variationnelle
V’l/) € \IJ, /;261'1' 8195 sz/; dz = — /Q €45 aino 8J¢ dzx. (4.31)

Lemme 4.1.3 Sous Uhypothése po € H™(0,T; H'(Q)), m € N, le probléme ({.51)
admet une solution unique @ dans H™(0, T'; H..(Q)).

Preuve. Tout d’abord, on suppose que m > 1 pour que le probleme ait un sens pour
chaque ¢ fixé. Nous avons déja vu au chapitre 3 que le probleme (4.31) admet une solution
dans ¥ pour chaque t fixé puisque ¢y € C°(0, T'; H}(Q)). En posant v = ¢ dans (4.31),

et en intégrant I’équation obtenue de 0 a T', on démontre aisément que
IVélrzo.1iw) < el Vol o r:m(a)) (4.32)

d’ol @ est dans L*(0, T'; ), puisque g est dans L*(0, T; H'(Q)). Puis on dérive (4.31)
par rapport au temps et on y pose ¢ = @, on obtient que ¢’ est dans L*(0, T'; ¥) puisque
@b est dans L*(0, T'; H(Q)). Plus généralement, en dérivant (4.31) k fois (k < m) par
rapport au temps et en posant ¢ = @(F) on obtient que @¥) est dans L*(0, T; ¥). Il
reste a démontrer le lemme pour m = 0. On obtient le résultat pour m = 0 en utilisant

I'inégalité (4.32) et la densité de H'(0, T; H'(Q)) dans L%(0, T'; H'(Q)). n

Donc si wo € HY(0, T; H%(, )), on peut résoudre le systeme de Maxwell-Ampere
(4.20) avec
h=-Vy' € L*0, T; Hr,(9, div.0)).

Le potentiel vecteur A ainsi trouvé étant dans C°(0, T ; W, )NC* (0, T'; Hr,(Q, div,0)),
il est immédiat que si ¢ est solution (4.30), alors le couple (A, ¢) est solution du systeme
de Maxwell-Ampeére (4.2). Ainsi, le systeme (4.2), (4.8) se découple en (4.30), (4.8). Et,

il vient le théoreme
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Théoréeme 4.1.6 Si o € H*(0, T'; H%(, 1)), et si Ag, Ay et j vérifient les conditions
(4.23), le systéme (4.2), (4.8) admet une solution unique (A, p) telle que

¢ € H*(0, T'; Hr:(9)),
A €C%0, T; Wy, ) NC'(0, T; Hr,(9, div. 0)).

De plus, ¢ et A sont respectivement solution de (4.30) et (4.8).

4.2 Résultats d’existence en piézoélectricité dyna-

mique

Nous adjoignons maintenant au modele étudié en 4.1, les termes mécaniques afin de
pouvoir traiter la piézoélectricité. Nous utilisons les mémes notations pour ces termes

qu’au chapitre 3.

Lois de comportement et équations

Soient u = (uy, ug, us) le vecteur déplacement, ¢ le potentiel électrique, A = (A, Az, A3)
le potentiel vecteur magnétique au sein du matériau Q. On note o(u, ¢, A) le tenseur

des contraintes et e(u) celui des déformations, avec
1
eij(u) = 5(6;% + 6]'u,').
Les vecteurs déplacement électrique et champ électrique sont respectivement notés D(u, ¢, A)

et E(¢, A). On a, comme en 4.1,

E(p, A)= -V — —.
(#, A) ? ==

Soient C' le tenseur des constantes d’élasticité, P le tenseur des constantes piézoélec-
triques, et ¢ celui des constantes électriques. Les lois de comportement mécanique et

électromagnétique généralisent celles du chapitre 3 et s’écrivent

o(u, ¢, A) = Ce(u) — PE(¢, A) dans 0,
(4.33)
D(u, ¢, A) = Pe(u) + ¢E(p, A) dans 0,

ou les tenseurs C, € et P vérifient (3.2)-(3.4).
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Equations mécaniques.

Soient p la densité massique du matériau piézoélectrique occupant le domaine 2, f
(resp. g) la densité de force volumique (resp. surfacique) qui lui est appliquée, p le

vecteur déplacement initial, et q le vecteur vitesse initiale. Le systeme mécanique est
pu’ — divo(u, ¢, A) =f dans Q,
o(u,p, A)v=g sur Yy,

(4.34)
u=290 sur Xp,

u0)=p, uv(0)=q dansQ

ou ¥y =, yx]0, T[et £p =, px]0, T[,avec , n C,, et , p C, .

Equations électriques et magnétiques.

On considere le méme dispositif que celui étudié a la section 4.1. Nous faisons donc les
mémes hypotheses, (4.3)-(4.4), sur le vecteur densité de courant j. Les systemes d’équa-
tions électriques (équations de Maxwell-Gauss) et magnétiques (équations de Maxwell-

Ampere) sont donnés par
divD(u, ¢, A) =0 dans @,
¢ = o sur %, (4.35)

D(u, ¢, A)-v=0 sur X,

rotrot A =y, D’ dans @,
rot AAv = —uj sur ¥, (4.36)
A(0)=A,, A'(0)=A, dans.

Remarque 4.2.1 Notons que, si le systéme d’équations auzx dérivées partielles (4.34)-
(4.36) admet une solution, il en admet une infinité. En effet, si un triplet (u, ¢, A) est
solution du systéme d’équations (4.34)-(4.36), alors pour tout g € D(Qx]0, T[), (u, ¢ —
g, A+ Vg) en est aussi une solution. Les conditions de jauge permettent d’obtenir une
unicité. Il y a, par exemple, la condition de jauge de Lorentz ot ['on choisit une fonction
g vérifiant une équation des ondes pour que divA soit proportionnelle a ¢". Ici, nous

utilisons les conditions de jauge div(e A) =0 sur ().
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Une écriture plus explicite de (4.35)-(4.36) est

—div(eVyg) = —div(Pe(u)) — €A’) dans Q,
{ @ = o sur N, (4.37)

(eVp) v =(Pe(u) —eA’) v sur ¥y,

€A + %rot rot A = Pe(u’) — eVy' dans Q,

ﬁ rot AAv = —pyj sur ¥, (4.38)

A(0) =A,, A'(0)=A, dans 0.

Formulation variationnelle.

Pour la commodité de la lecture, rappelons la définition des espaces associés au dé-

placement et au potentiel scalaire :

V = {V € (Hl(ﬂ))sa Virp, = 0}7
v = {¢ € H(Q), s = 0}.

On fait les hypotheses suivantes sur les données du probleme :

fec L0, T; L¥(Q)%), g€ HY 0, T; L*(, n)?),
pevV, q € LX(Q),
o € HI(O, T; H%(a ))’ (439)

je HY(0,T; Hz(,)), et vérifie les conditions (4.3) — (4.4)
AO € Wdyn, A1 € HI‘;(Q; diVe 0)

Etablissons la formulation faible des systemes (4.34), (4.37)-(4.38). Pour ce faire, de fagon
formelle, on multiplie les équations aux dérivées partielles de (4.34), (4.37) et (4.38)
respectivement par v € V,p € U et A € H(Q, rot), puis on integre par parties.

Soit o une fonction de H'(0, T'; H'(Q)) telle que ojr+ = wo. Posons ¢ = ¢ — 0. On
définit les formes bilinéaires co(., .) et ¢1(., .) et la forme linéaire I(.) sur V x H(Q, rot) x ¥

par :

w ((u, A, 9), (v, A, 9)) = al(u, @), (v, ) +5(A, A), (4.40)
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ou la forme bilinéaire a(., .) correspond a la forme (3.45) écrite au chapitre 3, c’est-a-dire

Q

al(n, ), (v 0) = [ Cotw)ie(yde+ [ (V) Vids
_+_

/Q P(Vge(v) — Vi e(u))dz,

et la forme bilinéaire b(., .) est donnée par (4.17) ;

a ((u, A, @), (v, A, z,ﬂ) = /x;P {A e(v) — e(u)A} dx
—+—LE (V@A—{—AV@G

/f-vda:+/ g-vd,
Q T'n

—/(;(CVL,OO)-Vz/;dx—/(PV<,90)  e(v)de

Q

dr; (4.41)

SN’

<

Ee

NG
I

_ A(ﬁwo') Adzt G, AN 3 ek ef442)

Remarque 4.2.2 Lorsque A et A sont dans Wy, alors le dernier terme de la forme

bilinéaire (., .) est nul, et ¢;(., .) se réduit a

al(u, A, ), (v, A&, ) = /ﬂ P (Ae(v) - e(u)A) du.

La forme ¢,(., .) est donc indépendante de (¢, ). Et dans la suite, si on est dans cette

hypothése, on note ¢;((u, A), (v, A)) au liew de &1((u, A, @), (v, A, ¥)).

Aux équations (4.34), (4.37) et (4.38), on associe ainsi le probleme variationnel par des

calculs élémentaires que 'on ne détaille pas ici
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Trouver (u, A, @) tel que
(u, A, @) € L (0, T; Vx Wy, x ¥),
(W', A’) € LI (0, T ; L*(Q)® x Hr,(Q, div . 0)),
V(v,A ) €V X Wy, x U,
(4.43)

p(u", Viviv + (€ A", A)woyn) Wayn

+ditcl ((u, A), (v, A)) + o ((U, A, 2), (v, A, 1/’))

=I(v, A, ¢), dans D’(]0, T{)

u(0) =p, u'(0) =q, A(0) = Ap, A’(0) = A,.

Avant d’étudier le probleme (4.43), examinons en quoi il differe des probléemes usuels.

Pour cela, regroupons les inconnues u et A en U = (u, A), et posons
V=VxWgy, et H=L*Q)*x Hr,(Q, div,0).

On a donc un probleme équivalent a (4.43)

Trouver (U, @) tel que (U, ¢) € L* (0, T; V x W), U € L* (0, T ; H),
d? d . 4.44
(V) €V XU, (U VIt wa(l, V) +ao((Us @), (V, $)) = L(V; ¢), (444)

U(O) = Uo, U’(O) = Ul.

Ce probleme présente les particularités ci-dessous :

o d? .
- L’opérateur de dérivation temporelle “d_t"’” n’agit que sur U et non sur le couple
(U, @).
- La forme bilinéaire ¢,(., .) n’est pas coercive. Cependant, elle vérifie la propriété
Cl(U, U) = 0.

- La forme bilinéaire co(., .) n’est pas symétrique.
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A cause de ’absence de symétrie de la forme bilinéaire co(., .), on n’obtient pas la ma-
joration d’énergie a priori de fagon usuelle, c’est-a-dire en posant (V, ¢) = (U’, &') dans
(4.44). Cependant, en utilisant I"équation de Maxwell-Gauss variationnelle dérivée par
rapport au temps, on obtient une estimation de I’énergie. On pose V = 0 dans (4.44),

puis on dérive I’équation obtenue par rapport au temps, puis on pose ¥ = @, il vient :

CO((Ula 95’)7 (07 95)) =0 (Oa ‘15)
On annule maintenant ¢» dans (4.44) et on y pose V = U’, on obtient
1d
57U U+ a(U7, U) + oo((U, @), (U7, 0) = (U, 0).
En sommant ces deux derniéres équations, on obtient
1d
2dt
Il est facile de constater ’égalité

CO((U’ 9’;)7 (Ula 0)) + CU((UIa ‘ral)a (0’ 95)) =

—(U", Uy + co((U, @), (U', 0)) + co((U', &), (0, @) = L(U', 0) +1'(0, ). (4.45)

(4.46)
/Ce dx-i—— rotA'rotAdm—}-/(cV@)-Vcﬁdw ,
Zdt K Q
et, pour tout m > 0, I'inégalité
t
/ [V, 0)+1(0, @) ds| < = (I(w', A7 + [I(w, A+ 11211%)
° (4.47)

¢
v [0, A+ A + 1615) ds -+ c(m)
0
En combinant (4.45)-(4.47), et en appliquant le lemme de Gronwall, on obtient

(I, ADIF + 1w, A +12l5) < e

ol ¢ dépend uniquement des données du probleme. Des calculs plus détaillés permettant
d’obtenir cette derniére estimation sont effectués dans la démonstration du théoreme
Théoréme 4.2.1 Le probléme (4.43) admet une solution unique.
Preuve. Nous allons utiliser la méthode de Galerkin qui consiste a résoudre le probleme
dans une suite d’espaces vectoriels de dimension finie convergeant vers V. x Wy, x ¥,
Sotent {v", n € N*}, {w", n € N*} et {¢*, n € N*} des bases hilbertiennes respective-
ment de Hf (), Wy et ¥. Posons

Vn = (vect{v", 1< n < N},

Wy = vect{w", 1 <n< N},

Uy = vect{zp", 1 <n <N}
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Soient (p™)nens et (q)nen+ des suites de V convergeant fortement respectivement vers
p dans V, q dans L?(Q)3, et telles que pV, ¢V € V. Soit (AY)nene et (AN )nen- des
suites de Wy,,, convergeant fortement vers Ag dans Wyy,, Ay dans Hp, (9, div.0) et
telles que AY, AY € Wy. Posons

pi(x) = ) dyo(x), QV(x) = D djon(x).
1<n<N 1<n<N

AVx) = > jpwi(x), Alx) = ) oiw
1<n<N 1<n<N

. J
et on cherche les inconnues (u”, AN, ©") sous la forme

uV(x, t) = Z d"(t) v"(x),

1<n<N

AV(x,t) = > b(t)w
1<n<N

PN t) = Y ) ER(x)
1<n<N

Nous allons poser le systeme d’équations différentielles ordinaires dont les inconnues sont
le vecteur d™ = (df, dj, d}), et les scalaires b” et ¢” pour 1 < n < N. Soit (ey, e,, e3) la

base canonique de R?,

Trouver (d7, b", ¢*) € C*(0, T)3, 1 < n < N tels que
Vk,i, I<k<N, 1<7<3,
o, oh)g Sy (u, AN, (e, 0)
+eo (U™, AN, M), (enn*, 0, 0)) = I(ex*, 0, 0),
{ (4.48)

(GAN” )Q + ditc‘l ((uNa AN)? (0’ wk))

+co ((u™, AN, o™, (0, w*, 0)) = 1(0, w*, 0),

co (u, AN, ™), (0, 0, +*)) = 1(0, 0, %*),

(d™(0), &*(0)) = (d5, &),  (d™(0), b™(0)) = (dF, b}).
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En introduisant les coordonnées des inconnues u™, AN et ¢V (d”, b" et c*), nous obte-

nons un probleme équivalent a (4.48) :

Trouver (d?, b, c¢*) € C*(0, T)3 tel que, Vk, i, 1 <k <N, 1<:<3,

pd?"(E)(v™, vF)q + ¢ ((d™(t) 0", B (t) w™), (e vk, 0))

+eo ((d™(2) 0™, b7 (1) W™, (1) ™), (e;v%, 0, 0)) = I(e;v*, 0, 0),

b () (ew™, wh)g + 1 ((d™(t) 0™, b™(t) w™), (0, w¥)) (4.49)
oo ((d7(2) w7, B (8) W™, () #™), (0, w*, 0)) = I(0, wF, 0),

o ((d"(t) 0", ™ (1) W™, (1)), (0, 0, %)) = 1(0, 0, %),

(d*(0), 67(0)) = (dg, b5),  (d™(0), b™'(0)) = (d7, bY)-

Tout d’abord, nous pouvons remarquer que dans le systéme ci-dessus, les équations de

Maxwell-Gauss variationnelles
co ((A™(2)v™, B (t) W™, () ¢"), (0, 0, ¥¥)) = U(0, 0, ¢*),
peuvent se simplifier comme suit : Vk, 1 <k <N,
& (eVyr, Vo), — (P VF, e(u™)), = — (Vgo, Vi¥), .

La matrice ((de)”, Vz/:k)Q)Kn ey €5t inversible parce que les vecteurs (¢*);<k<n sont
linéairement indépendants. D’oul les ¢, peuvent s’exprimer en fonction des d™, c’est-a-dire
p P )
' . . . ’, , . . . , .
¢ en fonction de u™. Ainsi, on peut résoudre les équations variationnelles mécanique et

magnétique (Maxwell-Ampere) indépendamment de @M. En écrivant les ¢, en fonction
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des d”, nous obtenons : Vk, 1 <k < N,
pd™(e) (v, o)+ FE (o d, o, Y, Y, B, )
+ FE(d), di,di,dl, dY, Y, 0t 6N) = FR(8),

4 bn”(t) (an, Wk)Q + Gllc (dila délv d:13’7 U dzlw’ dIZVIa déwa bl’a o 'bNI> (450)

+ GS (di, d%a d;, ’ div, d]2V, dév, bl, cee bN) — gk(t),

(d*(0), &°(0)) = (dg, b5), (d™(0), 87(0)) = (df, ),

ot FX, F¥, G% et G sont des fonctions linéaires définies sur L2(0, T)*V, et F* et G* sont
respectivement dans L?(0, T')3 et L%(0, T).

Les matrices
(v, 1’k)9)1gn,k§N et ((ew”, wk)Q)lSn,kSN

étant inversibles, le probleme (4.50) admet une solution unique (voir [31]).

Montrons maintenant que la suite (u™, AN, ™) converge faiblement étoile dans
L®0, T; V X Wy, x U). Pour ce faire, il suffit de majorer les normes de la suite.

On multiplie les deux premiéres équations de (4.49) respectivement par d¥’ et b*', puis

k

on dérive la derniére par rapport au temps et on la multiplie par ¢*, nous obtenons

p(uN", uN/)Q + Cl((uN', ANI)’ (uNI, 0))
+eo((uM, AN, V), (WM, 0, 0)) = L(u™, 0, 0),

(AN, AN)g + ((u", AV), (0, AM)

+eo((u, AN, o), (0, AN’ 0)) = {(0, AN 0),

co((uN', AN N, (0, 0, ™)) = 1(0, 0, V).
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En sommant ces trois équations, on obtient, dans L2(0, T'), ’égalité
p(uN", u]\’/)Q + (GA]\'II’ ANI)Q + / Ce(uN) : e(uN/)
Q

1 7 7 7
+— [ rot AN . rot AN + /(chpA') V¥ dr =
H1 Ja Q

(4.51)
/f-uN’dur-k/ g-ul¥'d, —/(6V<,96)-V<,0Nd$
Q I'n Q
_ . N .. 1 AN T AN/
/Q(PVL,OO) s e(u)dr /Q(CV%) AVdz +(j, A /\I/>H%(P),H_%(F).
et une intégration de 0 a ¢ nous donne
1~ 1 : ‘ !
TXA(t)erN(D)+/ /f-uN’d:v—// g -uld, +/ g-uVd,
2 2 ) 0 0 I'n 'y 0
t ¢
—/ /(chpg') AN dz dt —/ /(e Vey) - Vo dz dt
° e ° /e (4.52)

t

0

+/Ot/Q(P Vi) @ e(u”)drdt — /Q(PV%) :e(u’)de

t

KT N B N
+/0<J,A A by -ty @ = G AT AL L by

)
0
ol

XN@) = plaE o+ (AT, AN + (VY V), o+ /ﬂ Ce(u”): e(u”)dz

1 r
+— | rot AN . rot AN dz.
K1 Ja

On utilise les propriétés de coercivité (3.2)-(3.3) et l'inégalité de Korn pour minorer

le premier membre M; de I’équation (4.52) :
N2 4 |3+ VN + AN + (ot AN+ < e My (4.53)

Par ailleurs, sachant que les suites de conditions initiales (p), (q"), (AY) et (AN) sont
respectivement bornées dans V, L?(2)3, W, et L?(2)%, et en utilisant la continuité de

I'application trace du théoreme 4.1.1, nous majorons le second membre M, de I’équation

(4.52) : Vm € RY,

t t
My, < o+ / (IF3 + g2, } i + / (™ + |3yt
0 0
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1 ‘ t t
smlglt, + SIIE b [ [DeEde+e [ 1AM
0 0
t 1
+c/ |V<p,’)|?zdt+c/ |Ve|3 dt (4.54)
0 0
t t
C !
ve [ 1Vafhdt e [Vl di+ om{ Dol + £ G
0 0

o c [! N
+cm/(; ||‘]'||Z%(F)dt+afo |A “?{(n,rot)dt

- c
+emllj y Tt EHAan(n, rot)*

2
[

Prenons m assez grand dans cette derniére inégalité. D’aprés (4.52)-(4.54) et 'inégalité
T I
AN <o [ 1AM de+ 2N,
0

il vient

’uN’|?Z + ,AN/

2 4
o IS + AN o roty + VR <

T , (4.55)
e [ {0+ AV + I 4 4 g oty + 1V )
0
Nous pouvons donc appliquer le lemme de Gronwall et obtenir la majoration
’ 2
™G+ ™+ [AY ]+ AN g oty + VMR < e (4.56)

Les espaces L* (0, T ; L*(2)), L= (0, T ; V), L®(0, T ; Wyy,) et L= (0, T ; ¥) étant
de Banach, il existe une sous-suite encore notée (u”, AN, ") et des fonctions u, A, @

telles qu’on a les convergences faibles étoile
u¥ Zu dans L®(0, T ; V),
uV' 2y dans IL® (0, T; L*(0)*),
AN DA dans L® (0, T ; W), (4.57)
AN S A" dans L* (0, T; Hr,(div.0)),
N * -

@ @ dans L*>(0, T ; V),

Pour montrer que la limite faible ci-dessus est solution de (4.43), on introduit (comme
dans [25], vol. 1, p. 289) ’espace

crl0, TT = {¢ € C'([0, T]), &(T)=¢'(T) =0} (4.58)
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et, pour N, fixé dans N, on considere les fonctions v = (vq, vz, v3), A et 1 définies par

No

v; = Z d); v, <,b; € Cr[0, TY, (4.59)
Jj=1

~ No

A= Z ¢j Qw, qu € C%[Oa T]a (460)
j=1

No
Y=Y 68, ¢ ec(o,T]) (4.61)

i=1

Pour obtenir le systeme (4.43), pour N > Ny, on se sert des égalités

T T
“P/O (Uf\,a vil)Q dt — P (quy vi(O))Q - ‘/0 (EAA”, AI)Q dt — <€A{V, A(0)>Q

1=0

—/OT cl <(uN, AN), (V', A’)) dt — &y ((uNa AN)a (v, A))

T ) T N
+/ Co ((uN, AN, M), (v, A, 1/))) dt = / l(v, A, ¢)dt
0 0

obtenues a partir de (4.48), en intégrant par parties par rapport au temps. En faisant

tendre N vers linfini dans ces derniéres équations, on a

T

(eA', A')n dt — (eAl, A(O))n

—p /OT (ui', vi')g dt — p(qi, vi(0))g — /

0

(4.62)

- /(;T ¢ ((u, A), (v, A')) dt - ¢ ((u, A), (v, A)>

t=0

T ) T )
+/ €0 ((ua A, ‘ﬁ)) (V, A, @b)) dt = / l(v, A, 'l/)) dt
0 0

Or, les v/, les wJ et les ¢/ forment respectivement des bases de V, W, et ¥, donc

’ensemble des fonctions de la forme (4.59) est dense dans ’espace de fonctions
Ey={velI*0,T;V), v eL*0,T;L*N)?%, v(T)=0},

I’ensemble des fonctions de la forme (4.60) est dense dans ’espace des fonctions Ac

L*(0, T; Way,) telles que
Er={A € I°(0, T; W), A€ 130, T5 1)), A(T) =0},
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% q

et ’ensemble des fonctions de la forme (4.61) est dense dans I’espace H'(0, T'; ¥). Donc

Péquation (4.62) est vérifiée pour
v e L¥0, T; V)NCY0, T; L*(Q)3), avec v(T) =0,
A€ L¥0, T; Wy ) NCY0, T'; L*(0)3), avec A(T) =0,
Y e HY(0, T; W),

On en déduit que (u, A, ) est solution de (4.43)
Unicité de la solution du probléme (4.43)

L’unicité de la solution (u, A, ¢) est obtenue si 'on montre que pour des données
nulles, (u, A, ¢) est nécessairement nulle. Supposons que les données du probléeme (4.43)

sont toutes nulles. Soit s €]0, TY[, définissons (v, A, ¢) par

- su(r) dr sit<s,
v(t) = /t (4.63)

0 sit > s,

(4.64)

3 —/ A(r)dr sit<s,
t
0

sit>s,

—/ @(r)dr sit<s,
= t

P(t) = (4.65)

0 sit>s,

Rappelons que
D(u, A, ¢) = Pe(u) — eVyp — e A’

L’équation de Maxwell-Gauss,

Vi e W, /D(u, A, 5)-Vipde =0
Q

implique que (v, %) défini ci-dessus vérifie I’équation variationnelle : V1) € ¥,

[ (Pe(v) = c99) - Vids =, (4.66)
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Définissons (3,) une suite de H*(0, T'; ¥) qui tend vers ¢ = @ dans L?(0, T'; ¥). Cette

suite vérifie
/Q(P e(v)—eVy) - Vip, dx =0,
d’ot
L (Pe(v)—eVy) -Vodz =0 (4.67)

Considérons les fonctions test (4.63)-(4.64) dans I’ équation (4.62), on obtient

—p/ (ui', ui)g dt —/ (eA', A), dt
0 0

4 / s ( / Ce(v') : e(v) + #il /Q rot A'.rotAdz) dt (4.68)
/ / v)dedt = 0,

En faisant la somme des équations (4.67) et (4.68), on obtient

—p/s (ui'y ui)g dt — /: (eA') A)g dt
/ ]Ce d:cdt+—/ /rotA 1ot A da dt (4.69)
/ /Pch v)de dt — /0 (/Q(Pe( )= V) - chdm) dt = 0,

c’est-a-dire

/s % {—p(u, wg — (€A, A)g + / eV - Vi dr
° Q

+/Ce(v):e(v)ala:+L rotA-rotAdm} dt =0,
Q Q

Hh

ou encore,

{p(u, u)q + (A, A)g}(s)

+{/ eV’z/)-Vy’)aluln+/‘Ce(v):e(v)d;r+i rotA'rotAdr}
Q Q Q

th

= 0.

t=0

s

On en déduit u(s) = 0, A(s) = 0 et ¢»(0) = / @(r)dr = 0, pour tout s €]0, T, d’ou

g
@ = 0. Ceci achéve la démonstration de 'unicité de la solution. ]
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Rappelons que la forme bilinéaire ¢)(., .) est définie sur V x H(Q, rot) x ¥ comme

sult
& ((u, A, @), (v, A, ¢)) - /QP{Ae(v)—e(u)A} dz
+/Qe{V<,EA+AV1/)} dz, (4.70)

On peut, dans le probleme (4.43), étendre 'espace des fonctions test A, d’aprés le théo-

réme de décomposition 4.1.3, comme le montre le lemime ci-dessous

Lemme 4.2.1 Le probéme ({.43) est équivalent au probléme

Trouver (u, A, @) tel que
(u, A, @) € L= (0, T ; Vx Wy, x ¥),
(', A') e L= (0, T ; L*(Q)® x Hr,(Q, div.0)),

Y (v, A ) eV x H, rot) x ¥,
, ) (4.71)
p(u”, viviv + (e A", A)H(Q, Toty, H(Q, Tot)
d B . ~ -
+2a (0, 4,0), (v, A4, 9) 4o ((u, A, 9), (v, 4, )
= (v, A, ¥), dans D'(]0, T)

u(0) = p, u'(0) = q, A(0) = Ao, A'(0) = A;.

Preuve. Tout élément A de H(Q, rot) se décompose en la somme A = w + Vp avec
w € Wy, et p € U. Posons tout d’abord v = 0, A= 0, et v € ¥ dans (4.43), on a le

systeme variationnel de Maxwell-Gauss :
Vi € W, / D(u, A, ¢) - Vip dz = 0. (4.72)
Q

Posons maintenant v = 0, ¢y = 0 et A= Vp avec p € ¥ dans (4.43), et montrons que
I’équation est encore vérifiée : il s’agit de montrer que

d d
'(E(eA ’ Vp)ﬂ + d_tCI ((ll, Av 99)7 (Oa V]), 0)) + co ((ll, A7 9‘9)7 (07 vpa 0))

= <j) vp A V>H%(F)3,H—vl;(1—~)37
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Oou encore
d D v/.d.. H
di J, PO Ay @) Vode = VPAV)h s b e

Or, d’apres (4.72) le premier membre de cette égalité est nul, et nous avons déja montré
que le second membre est nul (voir (4.27)). On en déduit que toute solution de (4.43) est
aussi solution de (4.71). La réciproque est évidente. Ce lemme sera utile dans la preuve

du lemme 4.3.3 dans lequel on établit le probleme limite. [ ]

4.3 Analyse asymptotique en piézoélectricité dyna-

mique

Comme au chapitre précédent, nous faisons des changements de variables et d’incon-
nues pour faire porter le petit parametre A sur les opérateurs. Ceci permet de se ramener
dans le cadre des équations paramétrées dont une théorie générale a été développée dans

[24]. Pour les équations de I’élasticité pure, I’analyse asymptotique est faite dans [32] et
[8].

Conservons les mémes notations (sauf mention contraire) et les mémes hypotheses
(3.47) sur les ordres de grandeur des données du probleme et effectuons les mémes chan-
gements d’inconnues (3.48) que dans le chapitre précédent. De plus nous supposons que
la masse volumique est d’ordre 2 par rapport a h, p" = h?p, et le potentiel vecteur A(h)

et le vecteur densité de courant surfacique j sont mis a I’échelle commie suit

AM(x) = R*A(h)(x),
') = Rj(h)(x).

Nous obtenons ainsi un probleme variationnel posé sur le domaine fixe ).
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4.3.1 Formulation variationnelle

Pour alléger les écritures, donnons d’abord quelques notations :

( Kap(V) = €ap(V), Kaa(V) = Tltech(V), K33(V) = h%@;;(v),

<(R)(u(R)) = w(h),
rot(h) A)1 = 0,A; — 103A,,

(rot(h) A)z = —(0hAs - +0sAy), (4.73)
rot(h) A) = 01A; — B Ay,

(ROvg(h), h2@(h), B3¢ (h)) = (61(h), O2(h), O3(h)),
(hOrpa, hdape, Ospe) = (8Y(h), 83(h), 63).

.

Nous définissons aussi les formes bilinéaires mises a 1’échelle :
coh) ((a(h), A(H), @), (v, &, ) = [ Coh) s w(h)(v) da
Q

1 .
+— [ rot(h) A(h) - rot(h) A dx
H1 Ja

+ /Q 53 03(h) Bt dz + /ﬂ oz {05(h) (hBats) + 0, (h) Bstp} dx
+ /;Z €ap o (h) (hOgt) dx + L Psij {03(h) kij (R)(V) — Os ¢ &4 (R)} do

¥ / Paii {0a(h) s (R)(v) — (s ) mis ()} d

(k) ((u(h), A(R), (v, &) :/

R (A(h) k(h)(v) — A n(h)) dz

(4.74)

I(R)(v, A, ¢) = /f-vdx+/ g-vd,
Q T'n
*/6339§637/)d$—/603 (93 (h@az/))—i—ﬂg(h)ay/)) dz
Q Q

—/ﬂeagﬂ?,(h) (ha,gz,/))dx—/ﬂPﬂo(h)m(h)(v)dw—/(eﬂo(h)')-Ad.r

Q
+<j> A A U>H%(F)3,H_%(F)3' (475)
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Des calculs élémentaires montrent que le probleme (4.43) est équivalent a

Trouver (u(h), A(h), g(h)) € V x Wy, x ¥ tel que

V(v, A, ¢) €V x HQ, rot) x ¥,

p ((h*ua(h), us(h))", v)viv + (A(h)", A)g(q roty, (e rot)
+2e(h) ((uh), AR, (v, A) (4.76)
Feolh) ((u(h), A(h), 2(h), (v, A, 1))

=i(v,A,v) dans D'(J0, T)),

u(h)(0) =p, u(h)(0)=q, A(R)(0) =As A(R)(0)=A,.

4.3.2 Majoration de normes et convergences

On suppose que les données du probleme mises a 1’échelle vérifient

fo € HY(0, T ; L)), fz € L*0, T ; L*(Q)),
ge H' (0, T; L*(,n)*), peV, qeL*Q),
s (4.77)
%o € HI(O’ Ta HE(, )B)a
JEHWO,T; HE(,)), Ao € Wy, Aj€ LR

On suppose aussi que les conditions initiales sont telles que la suite (No(h))ns>o définie

par
No(h) = ["wa(h)’lé+ lus(h)'[3 + |A(R) [ + 10(R)IE + /Qcﬂ(h) (k) dz
—+—/ﬂrot(h)A(h)~rot(h)A(h)dz] .

est bornée. Nous avons le lemme ci-dessous.
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Lemme 4.3.1 [l existe ¢ > 0 tel que nous avons la majoration

[[(hus (R, hua(h)', us(h))lze=(o,7:22(02) + 1K(R) Lo (0,7 22(0)%)
+HA(h)’HL°°(O,T;L2(9)3) + Hrot(h) A(h)||L°°(0,T;L2(Q)3) (478)

+[[(RO1p(h), hdxp(h), O3p(h))||Lo,7:L2(0p) < €
De plus, il existe u = (uy, ug, uz), £ = (Kij)i<i,j<3, A = (A1, Az, A3) et p tels que

u € L*(0, T; HY(N)?),
ug € L*(0, T; L*(w)),

£ € L>(0, T; L*(N)°),
A€ L0, T (W),

(rotA)s € L0, T'; L*w)),

et des sous suites (u(h))nso0, (5(h))r>0, (A(h))rso €t (p(h))rso telles que nous avons les

convergences faibles €toiles

u(h) = u dans L*(0, T ; V), (4.79)

k(h) = & dans L™(0, T ; L*(Q)°), (4.80)

A(h)Y > A’ dans L0, T ; LY(Q)3), (4.81)

@(h) = o dans L®(0, T ; (L)), (4.82)

(hovp(h), hdxp(h), Dsp(h)) = (0,0, dsp) dans L®(0, T ; (LZ(Q)S)B), (4.83)
((rotA(h))a, (rotA(h))s) = (0, (rotA)s) dans L=(0, T ; L*(Q)?). (4.84)

Preuve. Pour majorer la norme de la solution (u(h), A(h), »(h)), nous utilisons la suite
(uM(h), AN(R), p¥ (h))nen- construite dans la démonstration du théoréme d’existence

4.2.1. Donnons d’abord quelques notations permettant d’alléger les écritures :

(RO1@"N (h), hO,@™ (h), BsN (h)) = (6 (h), 6} (h), 6 (h)),
(hOrpo(h), hD2pa(h), Dapo(h)) = (89(h), 62(R), B3(h)).
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Ecrivons ’égalité (4.52) mise a ’échelle

XN = XN(h / / fralyde+ [
//w :
- [ [y aroyaza- [ [ conyvenda

! 0 ! N 0 !
+/0 /QPH (h) k(h)(uN (k) dz dt — /Qpe (h) k(R)(uN(h)) dz

(4.85)

t

0
13

¢
—/ (3, AN(h.) A V>H5‘(F),H‘5(F) dt + j, AN(h) A l/) by, H-k(r

0

ou

XN (R)(t) NY1E 4+ p el () |Q+/C'f§(uN(h)) : n(uN(h))d'x]

iz HM

[ —|
—_

1 r ;
hY', AN (hY )Q+Z/Qrot(h.)AA (h)~rot(h)AA(h)da:J

Il
N —
[\.Jl —_ [\Jl — |——|

+—(e8N(h), 8V (h))q.

Pour tout m > 0, le second membre M, de (4.85) peut étre majoré comme suit
M, < %XN(h)(t) + c/t XN(h)(s) ds + ¢(m).
0
On prend m assez grand et on obtient
XNyt < c/t XN(h)(s)ds + ¢(m),
0

on applique le lemme de Gronwall, ce qui fournit la majoration de X™(h)(t) indépen-
damment de h, de N et de t :

p l(Rul (R, hud (h), ul (Y| e, 1; L2 () + 16(R) (WY (R))]|Loo(0,7: 22(0)%)
+||AN (B || 10,7 ;22 (@) + |lrot(h) AN (h)| Lo (0,7 L2(0)0)

+[|6~ (R) @ S e
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D’autre part, on utilise les convergences faibles (4.57) lorsque N tend vers l'infini, on a

la majoration (4.78) :
pll(hui(h), hua(h), us(h) Lo, 7ir2@2) + [16(A)l[L (0,71 22(02)%)
+|A(R) [lzee(o,7; L2(0)%) + [[rot(h) A(h)||>0,7;L2(2))

HIO()| (0,7 L2(02) < €
Par ailleurs, nous savons que toute suite bornée d’un espace de Banach admet une sous-
suite convergente pour la topologie faible étoile ; de (4.78), et par application de I'inégalité
de Korn, on déduit donc (4.79)-(4.82) et I’existence de (¢1, ¢a, ¢3) € L2(0, T ; L*(Q)?)

tels que
((rot(h) A(h))a, (rot A(h))3) = (¢a, ¢3) dans L™(0, T ; L*()?).  (4.86)

Pour obtenir (4.84), posons v = 0, ¢» = 0 et A = (w;(x)m(t), 0, 0) avec w, € D(Q) et
m € D(]0, T[) dans (4.76), on obtient

T T
615/ m"(t)(Ag(h), wr)q dt + 613/ m"(t)(As(h), wy)q dt
T °
+/ m'(t)/Pl,'j wy K:5(h) d;z:dt—/ m'(t)/ €1 0:;(h)wi(z)dr dt
0 Q 0 Y]

T

m() /ﬂ (1o () A ()2 By d dt = /O m(?) /ﬂ (rot A(h))s By

huy Jo
T T
= —/ m(t)/elgaggo(')wl dr dt—-h/ m(t)/fal Oatppwy dz dt
0 Q 0 Q

T
—/ m(t)/ Jiw d, dt.
0 r+

En multipliant I’équation précédente par h et en passant a la limite, il vient

/OTm(t)/Qqszawl dmdt=L</0Tm(t)¢2dt) dswy dz = 0.

Il en résulte que ¢, = 0 (cf. [8]). De fagon analogue, on démontre que ¢, = 0.

Nous allons maintenant démontrer que les A; sont indépendants de x3. Nous avons
déja obtenu, les convergences faibles étoile des A;(h) et (;05Aq(h) — 02As(h)), dans
L>(0, T ; L*(Q)) donc dans D'(2x]0, T[). Il en résulte que d5A,(h) tend vers 0 dans
D'(2x]0, T[), d’ou 834, = 0. Pour A, nous utilisons la condition “div* (eA*) = 07 qui,
mise a l’echelle, devient he,;0, A;j(h)+ €3;05 Aj(h) = 0. Le passage a la limite dans cette
derniére égalité donne €3;03 A; = 0, d’ou €3, A;(h) est indépendant de z3. Or, les A, sont
indépendants de z3, et le tenseur € est symétrique défini positif donc €33 est différent de

0, d’ot A3 ne dépend pas de z3. [
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4.3.3 Identification du probleme limite

Ici, on considere les espaces fonctionnels déja définis au paragraphe 3.3.4.

Lemme 4.3.2 Les limites u, « et (A1, Ay, A3) trouvées au lemme {.3.1 sont respecti-
vement dans L?(0, T ; Vi), L2(0, T ; LYQ)®) et L2(0, T ; L%(w)?) et vérifient les

équations suivantes :

Ciakikrl + Paiz O3p + Pris AL, = 0 dans LQ(O, T, LZ(Q)), (4.87)
eag(u) dans L*(0, T'; L*())). (4.88)

I

K,a,g

On se place désormais dans le cas d’un matériau mécaniquement isotrope, comme dans

(3.1). Alors on a

1
K33 = YT (Ps3303¢ + Pisz Al + Akgg)  dans L*0, T ; L*(Q))
1 t (4.89)
Koz = —2—(P3C,3(93<p + Pi3Al) dans L*(0, T ; L*(Q)).
1

Preuve. La démonstration de la premiére partie de ce lemme est analogue a celle du

lemme 3.3.1.

Si on remplace Cyji par sa valeur (3.1), on trouve (4.89). Le vecteur déplacement
limite u étant dans Vg, il s’écrit

ua(z) = (a2, 22) — 2304(s(21, 2)

Uz = Cg, (490)
ot {, € Vy(w) et (3 € V3(w), les espaces Viy(w) et V3(w) étant définis en (3.74)-(3.75). m

De méme qu’au chapitre 3, (voir 3.83), nous définissons les constantes p;;, piag et Couap :

1 1
pi; = ;Pia3Pj03 + mPiSSPJ‘% + €5,
_ A puss_P
Piap = /\+2/‘5 1330af s
QA1

Soit W/, le sous-espace de L?(w)* défini par

W, = {A = (A5, Ay, A3) € L ()}, (81 A4y — 8 A1) € [} (w)}.

dyn



4.3 Analyse asymptotique en piézoélectricité dynamique 139

Lemme 4.3.3 La limite (u, A, @) est l'unique solution de l’équation

Pour tout (v, A, %) € Vi x Wi, x ¥y,
" "ooA d i
pus’, va)vy, v, + (P A", Adws yowi | Pias [eaﬂ(u)Ai — Areap(v)| dz

1 -
+ / Coap €o(0) €ap(V) dx + o (rot A)s (rotA)szdr + / P33z O3 O3t dx
Q 1 Ja Q

+ / P3ag [€ap(0)31) — O3 €ap(V))] dz
Q

:/f.vdx+/ g.vd,
Q Ty

- +r_ -
—/(j:+j;)AadW—/Pi3%—2w—oA{dw,

u3(0) = ps, u3’(0) =qs3, A(0)= Ay, A'(0)=A,.

(4.91)

Preuve. Rappelons que le lemme 4.2.1 nous permet de prendre A dans H'(w)?. Prenons
tout d’abord v dans Vi, (Ay, Az, As) dans H'(w)? et ¢ dans ¥ dans ’équation (4.76)
et faisons tendre h vers 0. Grace aux résultats de convergence faible du lemme 4.3.1, il
vient I’équation (4.91), sachant que H'(w)® et W sont respectivement denses dans W,

et Wy (voir proposition 3.2.2 et théoreme 4.1.1).

Pour prouver 1'unicité de la solution, il suffit de montrer que pour des données nulles, la
solution est nécessairement nulle. Nous pouvons procéder comme dans la démonstration
de I'unicité de la solution du probleme (4.43). On suppose que le second membre de
I’équation (4.91) est nul, on démontre, comme dans la preuve de l'unicité de la solution
du probleme (4.43), queu =0, A=0et @ =0. =

Nous allons maintenant établir les équations aux dérivées partielles correspondant a

I’équation variationnelle limite (4.91).

Théoreme 4.3.1 Le potentiel électrique ¢ est un polynome du second degré en z3 :

2

Lp(;]:l, L2, $3) = Z ‘pi(‘rl, .Itg)ifg, (492)

=0
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dont les coefficients @'(x,, x2) sont donnés en fonction de (s par

O = Y3 + %0 Paap

B 2 2pa3 aﬂC3’
+— p—
ol = %00_2&’ (4.93)
2 P3ag
= 0apla.
¥ a3 ﬂCs

Preuve. Prenant v = 0 et A = 0 dans I’équation (4.91), nous obtenons I’équation limite

électrique :
Vi € W, /9 Da(u, @) dstp dz = 0, (4.94)
ou D3 est donné par :
Ds(u, ) = —pss0s¢ — paageas(u), (4.95)
d’ou
8sDs(u, ) =0 dans D'(Q).

Il existe donc une distribution d' dans D’(w), (en fait dans L?*(w) d’apres la régularité de

u et de ¢) telle que Ds(u, ¢) = d'. Utilisant expression (4.95), on tire que

. 1
O = —P2 [e05(C) — 230apCa] — —d".
P33 P33

Intégrons & nouveau; il existe d° dans L?(w) tel que

o x? x
p = D20l 23€ag(C) — —0ap(a| — —d' + &
P33 2 P33

Il reste & choisir d° et d' de sorte que ¢ satisfasse les conditions aux limites de Dirichlet

@ir+ = og et ¢r- = @, . On obtient

+ —_

T+ ¢ P3a
L = Yo 0o _P3 ﬂaaﬂCI’h

2 2])33

+ —
ol — ¢
d = —Pas% — Psapeap(()
On en tire immédiatement les expressions (4.92)-(4.93). [

Théoréme 4.3.2 Gardons les mémes notations qu’en (4.90) et faisons les hypothéses
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et, pour tout € > 0, par identification, on a

1
Oammap((a)vs + Or{map((a)raTs} = / r3fate dz3 + (95 — 95 )a, sur mg,
-1
map((3)vavs = 0, sur 7.

Il en résulte les deux dernieres conditions au bord de (3.97). Choisissons maintenant

(m, n2) dans Vg défini en (3.74) et posons
vo(2) = nalz1, 22), v3 =0 (3.105)

dans 1’équation (3.102). Nous obtenons

A
4“/w (X 20wt t 5ae%> €0 (( )eap(17) dw

©o — Po
=/fﬁﬂﬁ d$+/P3aﬁ—. 8aﬁ(’7)d$+/ gsnsd,
Q Q 2 r+

dotr Iégalité

1
—0anap(Cry G2) = / fs dzs — p3ap0a (‘PBL - ‘195) + g,}* + 95 dans D'(w) (3.106)
-1

avec

"aﬁ(fh C2) = 4p Sap epp(o + eap()

A
A+ 2p
Ici aussi, pour des raisons de non régularité du domaine w, et de conditions aux limites

mélées, on procéde comme précédemment. Soit (71, n2) € Vg a support dans @, (71, 172)

est alors dans H*(w¢ ). En appliquant la formule de Green a (3.102), on a

/ Oanap(C1, C2)11p dw +/ nap(C1, (2)Vamp dy =

Mg

/ / fonp dzsdw — / P3a0a (08 — @0 ) s dw + / P3ag (P8 — @5 ) Vallg dy

71%

1
+/ (/ Js d.r3> ng dw +/ (/ gs d.’l:3> ng dy.
w% -1 ’)’li_ -1

Ainsi d’apres 1’égalité (3.106), nous avons, pour tout ¢ > 0 I'égalité

/ Nag (i Cz)uanﬂd7=/ P3ap (2 %)Vavmdwr?/ gamp d-
ﬁli 715 71§
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D’ou, pour tout € > 0,

1
nas(Ciy (2)Va = Paag (P4 — ©5 ) Va +/ gp dz3 sur vz

-1
1l en résulte les condition de Neumann de (3.98) Ceci achéve la démonstration du théo-

réme 3.3.3. n

Remarque 3.3.4 1. Il faut noter que Bernadou et Haenel [{] avaient €té amenés a
supposer pour Uécriture directe d’un modéle bidimensionnel de coque piézoélectrique
ce que nous avons justifi€ ici par lanalyse asymptotique : ¢ est un polynome de
degré 2 en x3. Nous retrouvons aussi la méme hypothése dans Rogacheva [35] qui,
de plus, suppose que le vecteur déplacement électrique vérifie O3 D3 = 0, hypothése

que nous avons justifiée en (3.94).

2. L'influence de la piézoélectricité et de la différence de potentiel se situent pour le
probléme de membrane uniquement dans le second membre; elle est assimilable a
une force extérieure. Par contre, c’est lopérateur du probléme de flexion qui est
modifi€.

3. Le théoréme 3.3.3 justifie, dans le cas des plaques, le modéle bidimensionnel de
Destuynder [14] et de Destuynder et Saidi [15], qui admet que le potentiel n'agit
dans les équations d’équilibre mécanique qu’a travers la différence de potentiel entre
les faces horizontales. Dans [1{] et [15] est étudié le comportement d’une plaque
ou d’une coque élastique C sur laquelle est collée une coque piézoélectrique Q"
d’€paisseur 2h ; ceci, dans le but de contréoler C. En nous plagant dans un cadre

statique, nous déduisons de [15] le modéle adimensionnel :
Vna € Vir(w), 13 € Va(w),  &(u, n) = I(n),
ot a(.) est une forme bilinéaire incluant Uinfluence des contraintes de la coque C
el
i hagp h hagp h .
I(n)==—=V [ esp(n)dz” + h—=V [ 0Oagnzdz", (3.107)
H Qh c Qh

C

avec V' différence de potentiel entre les deuxr faces du patch piczoélectrique, hup
coefficients de pi€zoélectricité et ¢ constante diélecirique. Plus précisément, [15]
suppose les composantes E, du champ électrique nulles, considére un déplacement
de Kirchhoff-Love, et utilise les lois de comportement

Tap = RaﬂpLepL+’laﬂD37

(3.108)
Es = hapeas + cDs,
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i) les forces surfaciques g, sont dans H*(0, T; H'(, n)3),
1) le potentiel au bord est tel que (of — @) est dans H'(0, T'; H'(w)).

Alors nous avons les systémes d’équations aux dérivées partielles, associ€es a ’équation
variationnelle (4.91) :

— un systeme dont la seule inconnue est (3

1
20 65" + Bupman(() = / (230ufo + f3) dos

1

+95 +95 +0algt —g7)  dansw x (0, T),
(3=0,(3=0 sur v X (0, T),
3 7naﬂ(<3)l/al/ﬂ =0 sur yp X (0, T), (496)

Darnap(Cs)vs + Or{mop(Ca)aTa} = / 4t doy

+(9d — 92 sur v x (0, T),

(s(0) = p3, (3(0) = g3 dans w.
ou
— 4” A 2P301ﬂ P3ey
'ITLaﬂ(CS) - 3 TQ,U(SGQACS + 8aﬁ43 + @Tawc,g (497)

- un systeme couplant les déplacements horizontauz et le potentiel vecteur A. Dans

ce systéme, la composante As est connue dés que A, et Ay le sont. On a

+r_ !
ABH = _%Aa” - };:: eaﬁ(({s Cé) - 7o 9 Yo ) dans w x (O> T)’

Ag(O) = Aog, Agl(O) = Alg dans w.

A des composantes horizontales données et ¢ un potentiel vecteur donné, on associe

A
nap(C1, (2, Ar, Az) = 4du (m‘senfsaﬂ + 5a95m> ea.(C1, Cz) - QPiaﬁAi'-
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Le quadruplet ({1, {2, A1, A2) est alors l'unique solution du systéme couplé formé

des équations quasi-statiques en ({1, (3)
1
—0anap(C1, G2, A1, Ag) = / fodzs + (9; +95)
-1

_p301/5801(59(+)- - 59(;) dans w x (0’ T)a )
! (4.98)

1

nap(C1, G2, A1y Az)Va :/ 95 dT3 + psapralps — @)  sur v x (0, T),

-1

(€1, ¢2) =0 sur o % (0, T),

et des équations d’€volution du deuziéme ordre en (A;, Ay)

[ P31Pa3
Pal —
P33

1
:l A+ N—az(alAz — 0 4)
1

; [pmg - ”3”’3""} eas(Cly &) = —(iF +J7) dans w x (0, T),

P33

o 1
[Paz - Ps;]l 3] Aa” - Iu_al(alAZ - azAl)
33 1

P p 84 I 7 . .
b = B2 (Gl ) =~ 455 dansw % 0,7)
61A2 - 62A1 =90 sur vy X (0, T),
As(0) = Aoey,  AL(0) = Asq dans w.

Remarque 4.3.1 Comme dans le cas statique, les déplacements verticauz ne dépendent
pas du potentiel (d.d.p.) imposé auz faces de la plaque. Cependant, ils dépendent des

constantes piézoélectriques et électriques du matériau.

Par contre, les déplacements horizontauz sont fonction de la différence de potentiel
(¢d — ¢5). De plus, ils sont couplés a la variation en fonction du temps du potentiel

vecteur magnétique A'.

L’analyse asymptotique des plaques minces piézo€lectriques nous permet d'obtenir les
équations de Mazwell bidimensionnelles. Nous pouvons, en particulier, déduire du sys-
téeme (4.99) ci-dessus les équations de Mazwell-Ampére bidimensionnelles ; il suffit d’y

annuler les coefficients de piézoélectricite.

Preuve du théoreme 4.3.2. Pour établir les équations mécaniques verticales, on pose

dans (4.91), vo = —z30a7s, v3 = 13, A = 0, on obtient

(4.99)
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Mag& Boygls dw
33

2 2
2p(C", va)vy v, + 3 / Corapt 0. (3 Oupnz dw + §/

:_/u,(/_11$3fad$3) aangdw+/w(/:f3d;v3) n3 dw

1

+/(9; — 95)0a13 dw+/ (/ g3d;r:3) n3 dy. (4.100)
w o -1

Prenons 73 dans D(w) et multiplions 1’équation (4.100) par g € D(]0, T|[), on a :

2 P
2065" + 3 (Caros + L) 0 00

1
_ / (2300 fa + fo) das + Ou{g® — g7) + gF + g5

1

Pour obtenir les conditions au bord, on reconduit la méme méthode que pour établir le
systeme (3.97). Méthode qui permet d’appliquer la formule de Green en tenant compte

des singularités.

Pour établir les équations mécaniques horizontales, on pose dans (4.91), v, = 7.,

1J3:0,A=0,0na

2/ Cora 8 egt(cla 42) eaﬂ(nla 7]2) dw — 2/piaﬂ A: eaﬂ(nla 772) dw

1
:/ (/ fadl'3) Tiadw+_/(9:+9§)77adw
w -1 w
1
+/ (/ 9o d$3> e d7+/p3aﬁ(993 ~ 5 ) €ap(m, 1) dw.
it -1 w

Il en résulte, en utilisant la méme démarche que pour établir (3.98)), le systeme (4.98).

Prenons v = 0 et 1) = 0 dans (4.91), A € D(w), il vient
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o 1
l:pcxl - Pa1p 3:| Aa” + _62(61A2 - aZAl)
P33 1431

P31P3ag

+[pmﬂ— ]eaﬂm;,g):—(ﬁﬂ;) dans w x (0, T),

o 1
[Pw - }%J Aa” - ;U_al(alAZ - 6'zAl)
33 1

P32P3a . ,_
+ [P:ecxﬂ - '9} eap((l, C3) = —(F +75) dans w x (0, T),
+r_ .
I - N (e R L R dans w x (0, T).
P33 P33 2

Maintenant, nous allons montrer que 9, Ay — d,A; = 0 sur . Pour ce faire, on montre
d’abord que

T
Vg € D(0, T), / (01A2 — 99341) gdt € H' (w),
0
pour pouvoir appliquer la formule de Green.
Posons v = 0, et A; = A3 = 0, et prenons A, € D(w) dans (4.91), soit g € D(]0, T[), on
a

- 1 T -
—Pi / Al / A,’l g’ dt dw + N—(62 / (I‘Ot A)3 g dt, Al)‘D’(w),D(w)
w 0 1 0

T
_Plaﬂ/AI/ eas(Cr, C2) g’ dtdz
w 0

. T . T<,9+’—<,9_I
:—/Al/ (jl’f-}-jl‘)gdtdw—plg/Al/ ZY gdide
w 0 w 0

Nous avons alors, dans D(w)’, I’égalité

1 T T . T
_82/ (rot A)zgdt = Plaﬁ/ eap(C1y gz)g'dtﬁ-pﬂ/ Al g dt
1 0 0 0
g Tt —p”
—/ (jf’+jf)gdt—p13/ 5 g dt. (4.101)
0 0
Or, le second membre de cette derniere égalité est dans L?(w). Donc, pour tout g €
T

T
D(]o, T)), 82/ (rot A)sgdt € L*(w). 1l en est de méme pour 61/ (rot A)s gdt. Sa-
0

0

T
chant, alors, que pour tout g fixé dans D(]0, T'[), / (rot A)3 g dt est dans H'(w), on
0
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multiplie (4.91) par g € D(]0,T][), puis par un élément A = (A;, 0,0) € HY(w)?, en

intégrant par parties, on obtient

T
—p;l/./ Al A ¢ dt dw
. wJO T

T
+— (32/ (rot A)3gdt) A dz — i (uz/ (rot A)3gdt> A, dy
0 ¥ 0

t1 Jo #1

T
+// P1ap €ap(C1y G2) A1 g’ dt dw
wJO0

! i Tlet—¢ 5
:_// (jf+j1_)gA1dtdw+p13/ /TglAldtdw.
w /0 0 w

En utilisant ’égalité (4.101), on obtient

T
/ (l/gf (I‘Ot A)ggdt) Al d"y =90
¥ 0

pour tout A; € H'(w). De méme, on démontre que

T
/ (1/1 / (rot A)3gdt) Aydy =0
vy 0

pour tout Ay € H'(w). On en déduit que

T
Vg € D(]o, T), / (rot A)sgdt =0 sur 7,
0

d’ou 1A, — 9,41 =0 sur . ™

4.3.4 Résultats de convergence forte

Dans ce paragraphe, nous établissons les résultats de convergence forte pour la solution
du probleme (4.76). Soit s €]0, T, dans la suite, les fonctions (v(k), A(h), ¢(h), #(h))
et (v, A, @, &) sont définies par

(b)) = - [su(ll)(r)d7~ sit<s, ) - /ts u(r)dr sit<s,

0 sit>s, 0 sit>s,

X — /SA(h)('r) dr sit<s, X - /SA(r)dr sit<s,
A(h)(t) = ! At) = ’
0 0

sit>s, sit > s,
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—/ e(h)(r)dr sit <s, —/ p(r)dr sit <s,
1 — 14

0 sit > s, 0 sit 2> s,

—/ k(h)(r)dr sit <s, —/ k(r)dr sit<s,
— t — t

0 sit>s, 0 sit>s.
De méme, on définit Po(h) et Po par

——/ wo(h)(r)dr sit<s, —-/ wo(r)dr sit<s,
Go(h)(t) = f Po(t) = f

0 sit>s, 0 sit > a.

Théoréme 4.3.3 Supposons que les conditions initiales vérifient les convergences fortes

(h QI(h’)a h’ (Zz(h), %(h)) — (03 Oa (]3) dans LQ(Q)37
p(h) —p dans V,
1
I{a3(p(h)) — ——Z (P3a3034,9(0) + Ijia3 ,411‘) d(lTlS L2(Q),
1
raa(p(h)) — —5 e» (Psaf30(0) + Piss Ayi + Aego(p))  dans L¥(Q),

(Ao(h), Ai(h)) — (Ao, Ay) dans L?()* x L*}(Q)°.

Alors, nous avons les résultats de convergence forte ponctuelle : pour tout s €]0, T,

(hus(h), hua(h), us(h)) (s) — (0, 0, uz)(s) dans L*(Q)>,
v(h)(0) — v(0) dans V,

#(h)(0) —s &(0) dans L(Q)?,
A(R)(s) — A(s) dans L3()?,
rot(h) A (h)(0) — (o, 0, (mtA)a) (0) dans L*(Q)?,

(hoyp(h), kB, 3(R), Bsp(R)) (0) — (0, 0, D5) (0) dans L*(Q)°.
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Preuve. Soit I’équation (4.62) mise a ’échelle, ou ’on annule 3, on a :

s

—p /OS h? (ua(h), va(h))q dt — pR? (ga(h), va(h)(0))g — p/ (uz(h)’, vs(h))q dt

0

“p ), oa( WO~ [ (DY, A d — (cAr(h), AR)0))

Q

= ai(h) ((u(h), A(h)), (v(k), A(h))

(=0

+ /0 s /ﬂ Cr(R)(v(R)Y : w(h)(v(R)) du dt (4.102)
+i /0 | fn rot (k) A(RY - rot(h) A(h) de dt
4 /0 { /Q Pui; 0s@(h) s (R)(v) dz + & /Q Pai; 0.5(h) »c,-j(h)(v)da:} dt

_ /0 1(h)(v(h), A(h), 0) dt.

De ’équation variationnelle de Maxwell-Gauss,

] €33 63(,5(11) 63’(/) d.E + }2/ €a3 {8395(]1) 801/) + Baga(h) 631[’} dx
Q Q
+}l.2/Caﬁaa(ﬁagiﬁdm—/Pg,‘j@;:,’(/)li,‘j(’l)dm—h/ Pa;jacﬂ/,) fC,’j(h)d(B
Q Q Q
__ / 53 Osipo(h) Bstp dz — h / o {BsBo(h) Bt + DuBo(h) Bst} du
Q Q

—h? / €ap OaPo Ogtp dz,
Q

on tire ’équation

/ {/ €33 03p(h) Oatp dx + h/ €03 {032(h) Oatp + Oap(h) B39} dm} dt
0 Q Q
+/ {hz/fag 80958g¢d$—/P3,'j831/)k,‘j(h) dz —h/Pa,-jBa 1/)/7&,']'(11) d.L} dt
0 Q Q Q
= —/ {/ €33 O30 (h) O3 dx +h/ €a3 {03B0(h) Outp + Dao(h) O33p} d;v} dt
0 Q Q

-/ {Iﬂ/eaﬁaac,aoaﬁzpd:c} dt. (4.103)
0 Q
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En sommant les équations (4.102) et (4.103) ol on a posé ¢ = @(h), on obtient

—p /OS h? (ua(h)', va(h))g dt — p h? (ga(h), va(h)(0))q — p/os (us(h)', vs(R)')q dt

—pmwmvamm»n—liuuchw»nﬁ—(ﬂhw»Axmmo

Q

—ci(h)

t=0

), (»(()Amw
v(h))

€33 038 (h) O3¢(h) de + h/ €03 (03¢ (h) Ox@(h) + 0a3(h) O35(R)) dw} dt

Q

((uts
+/ {/cn (h)( B (v (h.))am#i1 [ vot(h) A(h) - rot(h) A(h)ds } dt
[

+/D {112/:;605 aaé(/l,)ﬁgga(h)d.’r} dt = /Dsl(h)(v(h), A(h), ¢(h)) dt.
Rappelons que dans ’intervalle |0, s[, on a
V(h(0) = u(h)(®), AGRY(0) = AR, BRY(E) = G(R)(H).

L’équation précédente est alors équivalente a

d*{ (ua(h), ua(h))g dt + (us(h), us(h)) } dt
d

/ d_ {(eA(h), )} dt

/ di {/ Cr(h)(v(h)) (v(h))dr + L rot(h) A(h) - rot(h) A(h) dx

1 Ja

+/ €33 834,5(h)83¢(h)dm+2h/ €a303@(h) 0a@(h) dx
2 2 (4.104)

+ hz/(;cag d.p(h) agga(lz)dz} dt
= /S 1(R)(v(h), A(h), @(R))dt + ph® (qa, va(h)(0))q
+0 (g3, v3(R)(0))g + (cAs(h), A(R)(®))

+ar(h) ((uh), A(R)), (v(h), A(h)))

t=0
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Soit Ni(s) la norme du vecteur (u(h)(s), A(h)(s), v(R)(0), A(h)(0), 95(11)(0)) définie
par
Nu(s) = = [0 h* (ua(h), wa(h))g + p (us(h), us(h))g + (eA(R), A(h))g],_,

2
+—;— [[] Cr(h)(v(h)): k(R)(v(R))dz + 1 rot(h) A(h) - rot(h) A(h) dz

H1 Ja

+/ €33 0395(11)0395(/z)d$+2hf €3035(h) 0ap(h) dx
Q

Q

+h2/60g 6095(/1)0555(/1,)(11]
Q

t=0

L’équation (4.104) est équivalente a :

Mie) = = [ U, AG) @) i~ o1 (qulh), vaR)O))g
0 (g2, va(h)(0)) = (€As(h), A(h)(D))_
~ a(h) ((u(h), A(h), 0), (v(k), A(h),0))

t=0

% [ph (pa(h), pa(h))g + p (Pa(h), pa(h))q + (eAo(h), Ao(h))g] ,

et par passage a la limite, d’apres les résultats de convergence du lemme 4.3.1, et la
définition (4.75), on obtient

lim N, (s) = —f {/f-vd;r+/ g-vd, —/63383¢083@dz

—/P3ij Ospo Kij d:r—/ei333<,0'0f~11- dx
Q Q

_L(j+ +i7)- Adw} dt

(4.105)
=p (g5, vs(0)g e (Aus, A(0))

- /rz Fmis (AD'” 7i;(0) — A (0) ffij(p)) dx

1
5 {P(Paa Ps)n + €5 (A0j7 AOi)Q} :
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Soit N(s) la norme du vecteur (u(s), A(s), v(0), A(0), 95(0)) définie par

N(s) = 1[p(’u3, uz)g + (€A, A)gl,_,

% [/ Ck:kdz + — p (rot A); (rot A)sdz + / €33 O3@(h) Os@(h) dx
1

Q t=0

Montrons que la norme Nj(s) tend vers N(s) lorsque & tend vers 0. La convergence

faible ayant été déja obtenue, la convergence des normes implique la convergence forte.
Soit A™ une suite de H'(0, T'; H'(w)?) qui tend vers A dans H'(0, T; W}, ), et qui est

nul sur Uintervalle de temps |s, T[. En annulant > dans 1’équation (4.76), on obtient

—p /: ((R*uo(h), us(h))', V'), dt — ((h*ua(h), us(h))', v), (0)

- /D s (cAthy, &™) _dt - (cA(n), A") (0)

Os /Q (Ck(h)) 45 Kap(h)(v) dr dt + —/ /rot (h) A(h) - rot(h) A™ dz dt
+/05 {/Q Pyi; 03(h) ki (R)(v) dx + /Q P.;; Ha(h)fc,-j(h)(v)d;r}dt

[ o (Anlh) mis (W) = A5 () ot /D s /Q e 0,(h) A da dt

P..:; (Am(h,)nij(h)(v) —Ar K,-j(h.)> (0) dz — /ﬂ (qj 8;(h) A;ﬁ) (0) dx

:/Os{/ﬂf-vd;r-i-/rNg-vd, } dt
—fos{LPm,-j H?n(h)/cij(h)(v)d:r—/Qeiﬂ?(h)'f’i? dm} dt

G, A" Av) dt.

S— 5,

+

S~

HY )32 By
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En faisant tendre i vers 0, puis n vers 'infini dans ’équation ci-dessus, on obtient

0 [ (s ) dt = (ud' v O
0
_/ (eA' AI) dt — (€AI A / / (Ck), 5 Kop dzr dt
//rotA rotA d:cdt+/ /Pg,aﬂagcpnaﬁdxdt
+/ /Pm33Amfc33d:cdt+2/ /Pma3Amna3d$dt—/ /ei363<,5/4,-d;vdt
o Ja o Ja o Ja
_‘/Pmaﬁ (Am kaﬁ) (0) d$+/Pmij (fim K?,‘j) (O)d.E—/ (6,‘383(,5/1,‘) (0)d$
Q Q Q
:/ {/f—vd:c+/ g-vd,}dt
0 Q Ty
__/ {/ P3aﬁ03990f~6aﬁd$—/6{363@01Aid$} dt
0 Q Q
—/ /(j++j—)-Adwdt.
0 w

Soit 4™ une suite de H'(0, T'; ¥) qui tend vers ¢ dans H'(0, T; ¥). En utilisant Péqua-
tion (4.76) ol on annule v et A, on a

(4.106)

/0 s { /Q exs Osp(h) Dotp™ dx + fn s {053 (R) (h0™) + 0a3(h) O™ dw} dt
# [ [eontuathy Gommydo = [ P ms(hy do
/ / i (h0a ™) Rij () di dt
/ { / €55 O30 O™ dz + / a3 (B30 (hOath™) + Dapo O™ dm} dt
/ / €05 OaBo (hOsw™) de dt. (4.107)

En faisant tendre h vers 0, puis n vers l'infini, on obtient

/ / €33 83(,5 63(,5 d.E dt — / / P3ij 63(,5 ;iij d.E dt = — / / €33 63(,50 639_5 d.E dt(4108)
0 JQ 0 JQ 0o JQ



152 Cas dynamique

En sommant les équations (4.109)-(4.108), on obtient

—p /s (us', v3)q dt — p(us', va)q (0) — /

0

(rot A), (rot A) , dr + / €33 03 0% d:c} dt
Q

s

(eA', A')Q dt — (GA', A)Q (0)
{ (Ck)yp Rapdz + —

1 Jo

/ { P3338399I‘~33dr+2/ P33 03 fic,gd.r} dt
Q
+/ {/Pm33Aml€33d’£+2/Pma3Aml€a3dl‘} dt
0 Q Q
-/ /65383¢Aid:cdt—/PmC,g (A fiog) (0) i (4.109)
o Ja o
n /n Pui; (Am nij) (0) dr — A (eﬁasgmi) (0) dz
:/{/f-vd;c+/ g-vd,}dt
o Wa Tn
—/ {/P;;ag 83(,90 Fco,g dm—/€i3a3(/)0lzii dl‘} dt
o LJa Q
—/ /(j+ +j_> Adu)dt—/ \/E3363¢083(,5d$dt
0 Jw 0 JO

Utilisant le fait que

sur intervalle ]0, s[, on a

—p / (u3', uz)g dt — p(us’, v3)q (0) —/ (eA', A)g dt — (eA', A) (0)
0 0 Q
+/‘5 {/ (CK),p Rapdz + L (rot A') (rot A) dz + / €33 03 03P d:c} dt
0 Q N 1 Ja 3 3 Q
—/ {/P33363(.,9/%33d.’13+2/P3a3a3(70l7ia3d11} dt
0 Q Q
—/ {/Pm33AImI:I33d.']Z+2/Pma3A;nl~€a3d:C} dt
0 Q Q

—{/ PmaaAmk33d$+2/PmaaAmfiaadlf}(O)
Q Q

:/ {/f-vdz+/ g-vd,}dt
0 Q 'y

|
S~
5o
Q
R
S
3
x
R
=
c
Q.
g
+
S~
N
N
N
kg
N
=
.
8
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—/ {/ P3,J 63990 Kiy dr — / ,363(,90 /i dl)} dt
/ / + J A dwdt — / f €33 63(,00 63(,0 dx dlL

(Ck)izRiz = —(Paiz O3 + Pjiz Al) R,

Sachant que

on a
—p/ (us', us)q dt — / (eA', A), dt
0

/ {/Cm : fcd:c+— (rotA')3(rotA)3d$+/633539583¢'dm} dt
Q Q

:/{/f vd:c+/ g-vd,}dt

0 Q 'y

_‘/ {/ P31] 63800"(‘:1_/ dm_/fﬂa;ﬂpo ’i d.E} dt
// +J Adwdt—/]e3363<p083cpd.rdt

+p (g3, v3(0))q + (eAl, A(O))n + /r; Poi; (Am Kij— Am K;,’j) (0) dz.

(4.110)

Cette derniere égalité est équivalente a

1 [*d
| &—t{—p(u;g, wlg dt = (cA, Al + [ Ok s R

1 . .
+ — | (rot A)s(rot A)sdz + / €33 O3 03¢ d;r} dt
Q Q

t

:/ {/f-vda;+/ g-vd,}dt

0 Q Ty

— / { / Ps;; Oapo Ry d — / €030’ A d.v} dt
/ / —+—J AdLUdt / /63363(,9063(,7(1]3 dt

(a5 w50+ (eAn, AO)_+ [ P (Aim 5(0) = An(0) 55 (p)) .

(4.111)
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Enfin, il vient ’égalité

{p(us, us)g + (€A, A)g} (s)

N o=

1 Ja

(e ve)

Q Q 'y

+/ {/ Ps;; O30 i d.l:—/ﬁiga;;(po' Aidm} dt (4.112)
0 Q I}

+/ /(j++j“).Adwdt+/ /533839508395(1;5&
0 Juw 0o Ja

—p (g3, v3(0))g — (fAh A(0)>Q - /n Pri; (AOm ki;(0) — AMW’%(P)) dz

1 1

+§P (ps, p3)g + 2

1 . .
+- [/ Ck : kdzr + L (rot A)s(rot A)zdz + / €33 03 03P da:]
2 [Ja Q t=0

(6A0> AO)Q )

ce qui, vu I’égalité (4.105), fournit la convergence des normes : Ny(s) = N(s) pour tout
s €]0, TI. N
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Troisieme partie

Calcul de coefficients de singularité

pour un probleme elliptique






Chapitre 5

Une méthode de calcul des
coefficients des solutions singulieres.

Approximation des solutions
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5.1 Introduction

5.1.1 Objet du travail et résultats obtenus

Dans I’approximation des solutions d’un probleme elliptique par éléments finis, ’erreur
d’approximation dépend des éléments finis et du maillage utilisés aussi bien que de la
régularité des solutions. Or, il est connu que si le domaine dans lequel est posé le probleme
n’est pas assez régulier (par exemple polygone non convexe), ou si les conditions au bord
présentent une discontinuité (par exemple conditions mélées en un point régulier), la

solution peut présenter des singularités.

Considérons pour illustrer cela I’équation de Laplace dans un polygone € de frontiere

,» =, pU, N

1

o

FiGg. 5.1: Q
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—Au=f dans Q,
u=>0 sur , p, (5.1)
% =0 sur , y.

Si f est un élément de L%(£2), et si ) est convexe, et si les angles au niveau des points de

changement de condition au bord sont inférieurs a 7, il est connu que (5.1) admet une

solution unique dans H?*(f). Par contre, si § est un polygone non convexe, méme si f
est dans D(0), u n’est pas dans H?({2), en général. Elle s’écrit sous la forme

u=up+y7r" cos(af +6), 0<a<l

ol ug, la partie réguliére est dans H?(f2), et on remarque que r® cos(a 6 + 6p) n’est pas

dans H%(Q).

Considérons maintenant un schéma d’approximation de la solution de (5.1) par la
méthode des éléments finis (MEF) classique. Soit V' défini par

V={veH(Q), vr,=0}

muni de la norme usuelle de H'(Q). Soit V}, I’espace de dimension finie, des éléments finis

P, classique. Soient u € V, u; € V} solutions respectives de

YoeV /Vu-Vvd;vz/fvda:,
Q Q

Yve W /Vuh-Vvd;r:/fvd;L'.
Q Q

I est alors connu que (Ciarlet [4]) si u est dans H?(f2),
||lu = upl|lv < ch,

ou h est 'ordre de grandeur des diametres des éléments de la triangulation du domaine

Q.

Cependant, pour un domaine polygonal non convexe, selon [13], la MEF classique

fournit seulement ’approximation

lu — unl|v < chﬁ,



5.1 Introduction 165

si les arétes qui forment ’angle w sont toutes les deux dans , p ou , . Rappelons que
T < w < 27 et que, par conséquent, la présence de singularités provoque une diminution
de P’ordre de convergence. Pour remédier a cette perte de convergence, plusieurs méthodes

de calcul ont été proposées parmi lesquelles :

’adjonction des singularités a ’espace Vj,, cf. [3],

- l'utilisation des espaces de Sobolev avec poids et raffinement de maillage au niveau

des angles non convexes, cf. [12],

- la séparation de ouvert en sous-domaines, cf. [2],

Iutilisation des solutions duales, cf. [9].

Les méthodes citées ci-dessus fournissent un ordre de convergence équivalent a celui

obtenu dans le cas o u est dans H%(Q).

Ici, nous proposons une méthode utilisant seulement les éléments finis classiques, et
ne tenant pas compte des solutions duales dans le cas d’une fissure, pour calculer des

coefficients de singularité v : nous montrons que v s’écrit

y = A [FSut FSf], (5.2)

ou les F¥ dépendent de la solution singuliere “r® cos(a 8 + 8)”. Par ailleurs, nous ob-

tenons un ordre d’approximation de la solution u équivalent a celui du cas ou Q est un

polygone convexe.

Si, v = 0, cette méthode fournit, pour le coefficient de singularité v, une approxima-
tion d’ordre h%=¢, ¢ pouvant étre arbitrairement petit. Notons que, jusqu’ad maintenant,

la meilleure appxoximation avec les éléments finis P;, est obtenue par [3]. Elle est de

d’ordre h't%.

Une expression du coefficient de singularité v similaire a (5.2) est obtenue par Gris-
vard [21], mais 'ordre d’approximation de v y est O(h), tandis qu’ici, nous obtenons
une approximation d’ordre O(h?7¢), avec ¢ > 0 quelconque, en utilisant simplement les

éléments finis classiques.

De plus nos résultats s’étendent aux domaines fissurés, c’est-a-dire w = 2.

5.1.2 Plan du travail

Nous nous plagons dans le cas ou la solution u de (5.1) comporte une seule singularité

S. Nous calculons tout d’abord le coefficient de singularité v, en fonction de u, dans le cas
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d’une fissure, puis dans le cas d’une singularité d’angle quelconque w < 27. Les méthodes

utilisées dans ces deux cas different dans le choix du multiplicateur.

Ensuite nous calculons une approximation -y, de 4 en fonction de la solution approchée

uy, de u obtenue par la méthode des éléments finis classique P :
Ves0, |yl < Cle)A+E,
et,si,p =,,on ala majoration

[y — ] < Cle) 7.

Soit V}, 'espace des éléments finis classiques P;. Nous calculons une nouvelle approxi-

mation 4y de u en fonction de la solution @% de I’équation

Vv, € Vi, /Vﬂ%-Vvhdz=/fvhdz+7h/ASvhdz,
Q Q Q

en posant

Up = ﬁ;‘? + yh 7" cos(a 8 + by),

ol « est inversement proportionnel a I’angle w. Enfin, nous établissons la majoration

1V (u — )|

5.2 Cas de I’équation de Laplace

5.2.1 Notations et position du probleme

Soit © un domaine borné non vide polygonal (cf. fig. 5.1}, on note (s;)o<i<n les sommets
des arétes de Q auxquels on a ajouté les points de changement de conditions au bord;
soit pour ¢ € {0,..n — 1} (resp. ¢ = n), ,; l'aréte comprise entre s; et s;41 (resp. , n
l’aréte comprise entre s, et sg); soit pour 7 € {0,..n — 1}, 7; le vecteur unitaire tangent
4 Q porté par , ; dirigé vers s;41 (resp. 7o le vecteur unitaire tangent a {2 porté par , ,
dirigé vers sg) ; soit v; pour ¢ € {0, ...,n} le vecteur normal unitaire extérieur & €2 sur , ;.
Pour tout 7 € {0,...,n}, on note (r;,8;) les coordonnées polaires locales en s; ou §; est
I’angle mesuré par rapport & , ;. Soit enfin w; 'angle que fait , ;_; avec ,; mesuré dans

le sens trigonométrique a partir de , ;.
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Pour tout 7 € {0,...,n}, n; € H3(R?) est égal a 1 sur un voisinage de s; et de plus
Supp(7:) N, ; = 0 pour tout j € {0,...,n}\ {i,7+ 1}, si i # 0 et Supp(no) N, ; = @ pour
tout 5 € {1,...,n—1}. Enfin on note , y la partie du bord de © portant la condition de
Neumann et , p celle portant la condition de Dirichlet. On suppose que , p # 0. Soit

V = {ue H'(Q),up, = 0} (5.3)

Soit f € L*(f), on considere le systeme d’équations
—~Au = f dans Q,
u=20 sur , p, (5.4)

Ju
=0 sur , n.

5=
Cette équation admet une et une seule solution variationnelle u € V, celle du probleme

suivant :

Trouver u € V telle que :

Yv eV, /Vu -Vudz = / fvdz. (5.5)
Q Q

Nous savons que si {2 est un polygone convexe, et si les angles se trouvant aux intersections
entre , p et , v sont inférieurs a %, alors la solution u de cette derniere équation est dans

H?*(Q). S’il existe un angle w; > , alors nous savons, d’apres [21], que
U = ur+vy; S,-(r,-,(),-), (56)

ot ug € H*(Q), 7; est le coefficient de la solution singuliere S; définie par

T

Si(ri, 05) = mir cos(%ﬂi + dirt), (5.7)
avec
nir“Li cos(wiiﬂi) Sl o1y 55 Cy Ny
—nire sin(0;)  si, 1,50 C, D,

S,'(’I‘i, 91) =
= r2e; cos(ﬁai) si,;-1 C,pet,; C,n,

T sm(ﬁai) s1,,.1C,net,;C,p.

Dans tous les cas, on calcule 4; en fonction de f et u, sans faire intervenir les solutions

singulieres duales dans le cas d’une fissure. On utilise le multiplicateur (x — x¢).V.S; si
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w; = 2m, ou —ZXI -V S;,si m < w; < 2, en exploitant les calculs effectués par Niane et Seck
[10], [11], da7nsw‘les problémes de controlabilité exacte dans des domaines présentant des
solutions singulieres. Le calcul consiste a appliquer la formule de Green sur £ amputé
d’une boule de centre le sommet singulier et de rayon ¢, et d’étudier la convergence
lorsque ¢ — 0. Ensuite, on donne une méthode d’approximation numérique du coefficient
de singularité v; et de la solution u. Dans toute la suite, on supposera que la singularité

se situe au sommet s; défini par les arétes , ;_; et , ;, et on se passera de 'indice 1.

5.2.2 Calcul du coefficient v
5.2.2.1 Cas d’une fissure ou d’une condition mélée “réguliére”

5.2.2.1.1 Conditions de Dirichlet ou de Neumann sur une fissure. Soit Xp un
point de R? situé sur la droite portant la fissure, tel que X, # s. On choisit le repere
(s, =7,v). On a le théoreme
Théoréme 5.2.1 Sis est le sommet de la fissure portant une condition de Dirichlet ou
une condition de Neumann, alors le coefficient de singularité v de la solution u de (5.4)
associ€ a la fissure s’écrit
2
TIo1

¥y = /[f n(x — x0) - VS + F(n) u] dz. (5.8)
Q
ou
F(n) = 2div[Vn(x — xo) - VS| + ndiv[(x — x0)AS] — An(x — xo) - VS. (5.9)
Preuve. Soit s le sommet d’une fissure sur laquelle porte une condition de Dirichlet,
c’est-a-dire , ; 1 U,; C,p.-Ona
—A(nu)=nf-2Vy;-Vu—(An)u dans
(5.10)
nu=>0 sur 01},

avec

nu =nugr+ynS(r,0), (5.11)

ot ug € H*(Q), v est le coefficient de la solution singuliere

S(r,0) = —n\/v_'sin(g). (5.12)
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On pose
v = nu, VR =1nuget
g = nf—-2Vn.Vu— (An)u.
On a donc
—Av =g dans
{ v=0 sur 0f)
oll

0
v = vg + cn®y/rsin 3

(5.13)

(5.14)

(5.15)

Soit £ > 0, tel que la boule B(0, ¢) vérifie dist(B(0, €),, \ (, i1 U, ;)) > 0, on pose

Q. = A\ B(0, ¢),

Y. = 0B(0,¢),
s e — aQe \ Ve
On définit
I. = {(x = x0) - VS(—=Av) + (x — Xo) - Vo(—AS)} dz

Qe

= / {g(x —%o) - VS + (x — %o) - Vv(—AS)} dz.
Q.
Le second membre de cette identité vérifie
li_r}g I.=— /{g(x —X0)VS + (x — %0)Vv(—=AS)} dz.
¢ Q

D’autre part, par intégration par parties, le premier membre donne

dv S
I. = - . éz(x —Xp) - VSdo — o E;(x — Xo) - Vudo

+/ (x —Xo) - vVS - Vudo.
8%

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

Puisque sur, ., v = 5 = 0, et que Xp est sur la droite portant la fissure, on a (x —Xo)-v =

0, (x —Xo) - VS = (x—Xo) - v % sur , .. Il vient alors

dvdS dv 0S
I. = —/%(x—xo)-u%%da-klt(x—xo)-ua—‘rgda

ovdS Ov dS
—/%(x——xo)-'r-a-;gda——/%(x—xo)-'r%b?da.

(5.20)
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On remplace v par son expression (5.15) dans I, et lorsque ¢ tend vers 0, la limite de I,

est donnée par la limite de J, qui est définie par

S\ ? as\?
R e Ry (e )
—2/ (x~x0)-7'a—5.—aﬁda] ;
Ye

d’oli en passant en coordonnées polaires :
J 277( + 0 + . 0) 1 . 9 0
=79\ —& gy COS g SII — Sin -
e =7 A o1 02 1z 3

2T 0
+/0 (~¢ + xo1 cos 0 + zo2 sin0)41—5cosz (Z) edf

2/‘2" inf —: 0)1 in (2 f do| ;
+ ; (zo1 sin Loy COS e sin { 5 cos 5 £ ;

ce qui donne

TZo1
J. = .
9 7

Donc en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient

2
¥ = I,

TIp1

ot I est la limite de I, donnée en (5.18). On remplace g et v par leurs valeurs et on a :
I = /{;(nf — 2V - Vu — ulAn)(x — Xo) - VS dz
- [Z(AS)(X —Xo) - V(nu)dz.
Comme AS, V7, Az sont dans H'(f2), on a, en intégrant par parties :
I = /an(x—xo)-VSd;r
+ L [(2div(Vn (x = x0) - V) — An(x — x0) - VS + 5 div((x — X0)AS))] uda,

d’ott (5.8).

Pour une fissure portant une condition de Neumann, la méme technique que dans le

cas Dirichlet convient. ]
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5.2.2.1.2 Conditions mélées Dans le cas d’une condition mélée "réguliere” , c’est-
a-dire telle que , ;_) et , ; sont paralleles et portent des conditions aux limites de nature
différente. On a deux situations :

a)

7i—lC3DetaiCaN7

d’ou
0;
U = Nup — 'y'i77,-\/7‘_icos(5) ; (5.21)
b)
’i—lC’NetaicaD,
d’ou

U = MUR — YiTi/Ti sin(%), (5.22)
Soit le point xo € R? situé sur la droite portant , ;_; et , ;.
Théoréme 5.2.2 Soit s un point “régulier” de changement de condition au bord, c¢’est-
a-dire , ;_y est paralléle a ,;, et ,;_1 € ,p et ,; €, you,;.) €,n5 €t,; €, p. Soit
F(n) défini en (5.9). Alors, le coefficient de singularité de la solution u de (5.4), associé

as s’écrit

da
v = /[f 1(x —%o) - VS + F(n) u] dz, (5.23)
TZo1 Jq
ot =+1 sis est en aval de , p et « = —1 s1 s est en aval de , .

Preuve. Soit s un point de changement de conditions aux limites au bord de type (5.21).

On pose
v = nu, VR =TuRg,
S = —nvrcos g, (5.24)
g = nf—=2Vn-Vu—(An)u.
On a donc
—Av =g dans
v=20 dans , \,; (5.25)
P _ 0 dans, ;,

3=
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solutions

UZUR—{—’yS.

(5.26)

Soit & > 0, assez petit pour que B(0, &) vérifie dist(B(0, ¢),, \ (, -1 U,;)) > 0. On

pose
Q. = Q\B(0,¢)
7% = 0B(0,¢)NQ
y Ne. — >N\B(076) et 7D€:’D\B(076)'
On a
I = / {(x = %0)VS(—A0) + (x — x0)Vo(~AS)} da

= / {g(x — x0)VS + (x — x0)Vu(—AS)} dz.
Le second membre de cette identité vérifie
£l—£13 I = /Q{g(x —%0)VS + (x — x0)Vu(—AS)} dz.
D’autre part, le premier membre donne par integration par parties

Ov 05 —(x — x0).Vvdo

I, = - VSdo —
o0, Bu(x Xo)- 7 a0, OV
+/ (x —x9).¥VSVudo.
aq.
Grace au choix du support de n, nous avons,
ov 08 0 su
- I, Ne,
v Ov N
(X b Xo) v = 0,
oS
(x = Xo)- V5 = (x =x0) w5, sur , pe N Supp(n),
g
(x = Xo) - Vo = (x—xo)-ua—z
puisque le point X, est sur la droite portant , ;_; et , ;. On a alors

Ov 0S v dS
]E:-—/%(x Xo).V 88—d +/y(x xo)uaad

Ov 0S 0v 98
—L!(x—xo).r—v—da—[yz(x—xo). 6:/)87(1

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)
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Du fait que

dv
vg € {v e H*(Q), v, =0, Flen = 0},

le terme significatif dans I, lorsque ¢ tend vers 0% est

Jo=n [— /%(x — Xo).v (g—f)z da+/;!(x ~ xo).¥ (%‘j)z do

as as
—Z/Y!(X - Xg).Tg;E dO'] )

d’ou en passant en coordonnées polaires et en supposant que 75(0,.) = 1, on a

™ 1 9
Jo = v [—/ (—& + zo1 cos 8 + z47 sin §)— cos? —e df
Q 4e 2
i 1,0
+ [ (—¢+ zo1cosf + zg; sin ) — sin® —e db
0 4e 2

4 1 ]
+2/ (—2o1 sin 8 + 292 cos )— sin — cos Qe dé| ;
0 4e 2

2
d’ou
TTmn
Je = — ;
4 Y
ce qui donne le résultat pour le cas (5.21). La méme démonstration est valable pour le
cas (5.22). |

5.2.2.2 Cas d’une singularité quelconque

Soit s le sommet de la singularité d’angle w, sur laquelle porte une condition de
Dirichlet ou une condition de Neumann, on a d’apres [21],

u=ur+~vy5(n8), (5.31)

ou up € H*(Q), v est le coefficient de la solution singulitre

S(r,0) = —nr< sin(Z6) pour une condition de Dirichlet,
(5.32)
S(r,0) =nrs cos(Z8) pour une condition de Neumann.
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Si s est le sommet de la singularité d’angle w, sur laquelle portent des conditions mélées,

on a

S(r,0) = —nr3o sin(Z0) si

, i-1 porte une condition de Neumann et , ; porte une condition de Dirichlet,

. (5.33)
S(r,0) = —nrz= cos(J-0) si
, i—1 porte une condition de Dirichlet et , ; porte une condition de Neumann.

5.2.2.2.1 Condition de Dirichlet ou de Neumann

Théoréme 5.2.3 Sis est un sommet d'un angle w, 7 < w < 2w, portant une condition
de Dirichlet ou une condition de Neumann, alors le coefficient de singularité v de la
solution u du systéme (5.4) associ€ a w s’écrit

X
2

= 2 foVSdr - = | A(

T g e 7'I'.2 Q r

- VS)ude. (5.34)

€

Preuve.
i) Le cas Dirichlet

Supposons que , ;_; U, ; porte une condition de Dirichlet. On ramene le sommet s
a Dlorigine. Soit ¢ > 0, assez petit, pour que B(0, ¢) ne rencontre aucune aréte de ()

différente de , ;_; et , ;. On pose

Q= Q \ BI(Da 5)7

v = 0B(0,¢e)NQ, (5.35)
e =0\ 7.
Pour tout A € R, on définit
X X
. = / X vS(awde =~ [ f5 VSds (5.36)
r _
En effectuant des integrations par parties, on obtient
X OJu x 0, x
= A(= - ' — . do — — (= -VS)udo. 5.37
I, /GA(T’\ VSYudz + . B0 VSdo o, 61/(7”\ Yudo (5.37)

Puisque S =0 sur , .N(, ;-1 U, ;), nous y avons

as

x-VS=(x-v
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De plus, [, ¢\ (, i1 U, ;)] N supp(n) = @. On remplace alors u par ug + 7.5, on obtient

—/ [ -VSdz = | A -VS)ude
Q T Q T
6URX J, x
. ﬁr—A-VSdO'— . %(T—A'VS)UR({U
0S x J ,x
s . _ (. v . '.
+’7{/% 3y VSdo s 8u(r’\ S)Sda} (5.39)
En passant en coordonnées polaires, on a
X r = x YOURT zoap1 . m
_/me .vsdx_/‘A(rA VSjude+ | R e sin(=0) df
—/ R sin(ie)undo—v(ix)/ 25 sin?(T9) do.
0 W w w w 0 W

Pour calculer v, on pose

w w2’
et on a
- | = Vde+/ A=z - VS)udz
q . P Q: réw
+el-a Our sm(zﬂ)de + 6_5/ (2)2 Sin(zg) ur(e, 0)df. (5.40)
0 Ov w w 0 w W

Nous allons maintenant calculer la limite de cette derniére expression quand ¢ tend vers

0. Nous avons les égalités

x T _x . T
s VS = —r7v sin(—0)
X
A(5z-VS)=0 dans {n = 1},
T7w
d’ott
. x x
ll_l;%{ Qefmf.vsd.f—\/f;zA(rzf-VS)Ud$}:
/f%-VSdm—/A( - VS)udz. (5.41)
Qi o ri

De plus, ur € H?*(9), donc il existe €9 > 0 tel pour tout € < ¢o, on a

Our 1
By €eH (895),

Oup
Ua—VHHg(aQE) < cllurllnzg).-
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Il en résulte la convergence
= [“ Oup 7 5
lime'~v | — — sin(— = :
lim -y (e, 9) - sm(wﬁ) df = 0. (5.42)
Il reste a montrer que
. _r v T 2 . ™
lime™« [ (—)*sin(—0)ug(e, 8)df =0 (5.43)
0 W w

£=0
Pour ce faire, nous utilisons l'injection continue de H?()) dans C®#(Q), 0 < pu < 1 (cf.

[1]). La fonction ug est dans H?(f2), donc on a
up(r) —u
I R( ) R(y)l SC”UR”HZ(Q)-

P lz —yl|#

llurlco.n(@y = llurllcomy +
z,y €4

t#y

Il s’ensuit qu’il existe un réel hq tel que : pour tout 0 < § < w,
|ur(e + h, 0) — ug(h, 8
( ) ) ( > )' < C||UR”H2(Q)>

sup
0< h<hg eH
or, ug est continue sur Q0 et ug(0, ) = 0 impliquent qu’en faisant tendre h vers 0, on

obtient
I'U'R(e, 0)[
o < C||UR||H2(Q)-

m

0
O« funl e,

)

D’ot1 la majoration
|ur

ol
qui, en choisissant T < p < 1 et en appliquant le théoreme de la convergence domi-

€

x -VS)udz.

donnent
X
7=f/fny5M+q/A(2
0 " w 0 ™

née, fournit la convergence (5.43). L’égalité (5.40) et les convergences (5.41)-(5.43) nous

E]

€

ii) Le cas Neumann
La démonstration est presque analogue dans le cas ou , ;_; U, ; porte une condition

de Neumann. Cependant, dans ce dernier cas, nous n’avons plus les égalités (5.38), mais

nous avons
sur , N (, i1 U, ).

BU—O,

% =
0 X -VS) = —(1)27'5—’\_1 sin(—6)
w w

EpLeY
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Ce qui donne encore ’égalité (5.39). En passant en coordonnées polaires, on obtient
x X “YOur m T a1 T
- QEfT—/\VSd‘EZ\/lA(I’—/\VS)UdJ:‘I" A 0—[/;5“’ COS(;Q)dG
Z9)de.

_./ Z(E B A)Eg—A COS(EQ) updf — (zr"\)/ g2a2 cos?(
° w w 0 w

Dans la suite, le seul argument du cas Dirichlet que nous n’avons pas ici est la nullité

de ug sur , . utilisée dans la démonstration de la convergence (5.42). Nous allons donc

démontrer la convergence

lime_f/o (5)2 cos(gH)UR(e, 6)df = 0. (5.44)

w 3 w
2
Pour ce faire nous scindons 'intégrale en deux parties, “ = + [ 7, et nous
0 0 g
W w
6 > et o <

2
appliquons la seconde formule de la moyenne : il existe 87 et 85,0 < 7 <
0F < w tels que
/ (Z)? cos("8) un(e, 8) df = —

0 WEw

w w [uR(E’ 95_) - uR(Ea 0:)] :
En considérant la majoration
|ur() — urly)
e T
, |z -yl
r,y €N

z#y

on a : il existe g > 0 tel que pour tout & < &g, et pour tout p €|z, 1],

H“RHCM(Q) = HURHCO(Q) +

£ .3
2 w

€, 07) — 6+
[uR(e, 6) — urle, 07)] < ¢ [(cos 87 — cos6F)? + (sin 8. — sin 01)?] 2 e~

T

Ew

Il en résulte que
junle, 0) ~unle, 65

s
w

lim
0 £

Ceci acheve la démonstration du théoreme 5.2.3

5.2.2.2.2 Conditions mélées
Théoréme 5.2.4 Sis est un sommet d’un angle w, £ < w < 27, portant des conditions

mélées, alors le coefficient de singularité y de la solution u du systéme (5.4) associ€ ¢ w

s’éerit :

|

-VS)udz.

[AE]

4
7:_";)/]?%.(75(11;4_4_‘;‘ A
m Q Tw is Q r
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Preuve. Supposons que , ;_; porte une condition de Neumann et que ,; porte une
condition de Dirichlet. On rameéne le sommet s & 1’origine. Soit ¢ > 0, assez petit, pour

que B(0, ¢) ne rencontre aucune aréte de (U différente de , ;_; et , ;. On pose

Q. =Q\ B0, ¢),

7. = dB(0, £) N Q, (5.45)
y e — aﬂe \ Ve
Pour tout A € R, on définit
I = / X .VS(Au)de =~ [ f3 - VSde (5.46)
T Q T
En effectuant des intégrations par parties, on obtient :
X OJu x Jd ,x
- A= . . d: —_ . — —(— - VS)udo. A7
I, / A VS)udet [ SR .VSdo— [ TN VS ude (a7
Puisque S =0 sur , . N, ;, nous y avons
x-VS=(x- u)g—f— =0. (5.48)
Par ailleurs, on a
8’/ SUr , ¢ M, j-1,
T 98) = (T2 cos(—8) =
1/(1"\ VS)_(Qw) 7 cos(2w9) 0.

De plus, [, .\ (, i-1 U, ;)] N supp(n) = @. On remplace alors u par ugr + 7S5, on obtient

X X

Q 7 e
aﬂ%.vgdg» _a_(i-VS)uRda
Ve dv r Ve dv'r
0S x J x
- . - — (= - S . 4
+/{ e OV 7 VSdo e 81/(1* V) da} (5:49)

En passant en coordonnées polaires, on a

X o A X ' wa_uﬁ_”_ = _71-_ .
_Alfﬁ-VSdl—LzA(ﬁ.VS)ud$+ 5 35 sm(2w0) 9

0

v SN gin( (= i gin2( ey d
[ s Mt sinl 0 unds Vo) [ e sint () do

%0 2w
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Pour calculer ~, on pose
s T v 1 4w
A=— —)? —0)dj| =—
o= gy [ o] =%
et on a
LA / fil-VSdz+/ A(—X—E—-VS)ud:v (5.50)
q £ 1.“‘ £
8uR ™ . __n
— sm(—H df + e 7 ? sin —G)UR(E 6)de.

1-
-l- & 2w _
0 Ov
Nous allons maintenant calculer la limite de cette dernlere expression quand ¢ tend vers

0. Nous avons les égalités
71_ VS = ‘—2%7‘_% sin(;;ﬁ)
A(=-V$)=0 dans {n = 1},
d’on
ligg{ Cf%~VSdz -/ A(%-VS)udz} —
(5.51)

fil'VSda:—/A(ii-VS)uda:
qQ Tw 0 Pw

De plus, ur € H*(Q), donc il existe gg > 0 tel pour tout ¢ < &g, on a

Oup
H Qs ’
5, © H7(0%)
1R 1y < el
H(an,) = CIURIH? (@
Il en résulte la convergence
Y Oup T T
. 1--o . _ ¢
213’136 2 A W( 9) ;)— sm(2—w@) dfé = 0. (5-52)
Il reste a montrer que
0)do = 0. (5.53)

ime% [ ()2 sin(
ll_?&c /(; (Qw) sm(2 0) ugl(e,
Pour ce faire, nous utilisons I'injection continue de H%(Q) dans C®#(Q), 0 < < 1 (cf

up(x) — up(y)

sup | (lx* |“( J| SC”URHH?(Q)
z,y e y

T#yY

[1]). La fonction ug est dans H%(Q), donc on a

”uR“CU-#(ﬁ) = “UR”CO(Q) +
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Il s’ensuit qu’il existe un réel Ay tel que

|’LLR(€ + }l, 0) — uR(h, 0)'

eH

< c|lurl w2 ),
0<h<ho

or ug est continue sur Q et ugr(0, ) = 0 impliquent qu’en faisant tendre h vers 0, on
obtient

jun(c, 0)
o Scllurllaza).
D’ou la majoration
ur(e, 8
Wrlo Ol < curleiet=,

N

qui, en choisissant ;= < pu < 1 et en appliquant le théoreme de la convergence domi-
née, fournit la convergence (5.53). L’égalité (5.50) et les convergences (5.51)-(5.53) nous

donnent

| %

7=q/f11-VSda:+q/A( - VS) udz.
Q Tw Q r

(L]

5.2.3 Approximation numérique du coefficient ~
On se propose d’approcher + via une approximation de la solution u du probleme (5.5)
par la méthode des éléments finis (MEF).

Soit 7}, une triangulation de  vérifiant les conditions suivantes : il existe une constante

¢ telle qu’on a

h
VK € Th, K < c,
PK
ou
hx = diametre de K et
prk = diametre du cercle inscrit dans K.

Posons h = sup hg et introduisons I’espace
KeTy,

Vi = {'Uh evVn CO(Q), Vh|K e PLVK € Th}, (554)
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Le théoreme 3.3.2 nous permet d’éliminer I'inconnue ¢ dans I’équation variationnelle
(3.84), de découpler les équations vérifiées par les déplacements verticaux et celles vérifiées
par les déplacements horizontaux, et de poser les équations aux limites sur le domaine
bidimensionnel w.

Nous allons reformuler 1’équation variationnelle (3.84) sans les équations électriques

2
déja résolues : nous prenons ¢ = 0 et remplacons ¢ par Z c,oi(ml, zg)ﬁg Nous obtenons

1=0
I’équation
YveVg, aM(u, V) = lM(V) (3102)
ou

A
aM(u, V) = 2,11,/ (/\ M (ngtsag -+ 5a95Lﬁ) GQL(u)eag(V) dz +

/ng&gwaagvg, dx,
Q P33

v — ¢
a(v) = /r;f-vdx+/l: g-vd, +/Qp30'g%eag(\/)d$.
N

Le probleme (3.102) est proche du probleme limite que I’on obtient dans I’analyse aymp-
totique du systéme de ’élasticité linéarisée. Nous suivons pour sa résolution la démarche

classique.

Soit 73 un élément de V5 défini en (3.75), posons
“a($) = —I3 5a7]3($1, Tg), V3 =13

dans [’équation (3.102). Nous obtenons

4# A 2 / P3oP3ap
— 8,80 b00l, (3 Oupmz d — 2" 0,.(3 Oy dw
/ (/\ ¥ ou 0.0a8 + Oap ﬁ) 00,03 Oaptiz dw + 3 )y pa 0.(3 Faptia

=—/£3f08a7]3d$+/f3773d3:—/ 2394 0.13 4, +/ ganad, ; (3.103)
Q 9} r+ r+

d’ol, en choisissant 73 dans D(w), I'égalité

Oapmap((z) = 0o / r3fa d~133+/ fsdzs +
gt —g;)+gi +95 dans D'(w), (3.104)
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avec

4p A 2P3apP3
= — aBl aa __8L .
7naﬂ(<3) 3 |:>\ + 2# d 5AC3 + ﬂ<3 + 3])33 0<3

Supposons, par exemple, que le domaine w est polygonal. Les conditions au bord étant
mélées, des singularités peuvent apparaitre au niveau des sommets singuliers, c’est-a-dire
des sommets non convexes de w, et des sommets ou il y a un changement de condition
au bord. Ainsi, il n’y a pas assez de régularité sur (3 pour que ’on puisse appliquer
la formule d’intégration par parties de Green. Cependant, nous savons que (3 est dans
H*(&) ol & est w amputé d’un voisinage de ’ensemble des sommets singuliers. Pour plus
de détails sur 'étude des singularités, on peut se reférer a Grisvard [21]. Soit {s;}1<i<n
P’ensemble des sommets singuliers, soit ouvert w, = w \ UL, B(s;, ), o B(s;, €) est la
boule de centre s; et de rayon ¢, on définit v, = 41 N@.. Soit n3 € V4 a support dans w,,

(s étant dans H*(w¢ ), nous pouvons appliquer la formule de Green 4 (3.103) :

/ 803"7'0,3(63)773 dw _/ aoﬂnaﬁ(@)”ﬁ’h d7 +/ "naﬁ((:B)Vaaﬂ"S d7 =
w‘% 71—;— Y1

£
2

1 1
/ Oy (/ 23fa d.’Eg) N3 dw — / (/ 23fs da:3> Va3 dy
we -1 T4 -1
1
+/ (/ /3 dwa) nadw+/ Jalgd —g;)ns—/ (92 — 92 vans
w% -1 w% ¥

1
+/ (93 + g5 )03 dw.

(VLY

Ainsi d’apres (3.104), nous avons ’égalité

1
/ Oamap(C3)pna dy — / Mop((3)WaOgnady = / (/ 23 fa d.’Eg) VaTz dy
M % T % v ;_ 1

+/ (92 — 93 )vans.
Y1 &

K]

sz = 750,03 + 0,13,
d’ou

/ Oamap(Ca)rana dy + / Or{map((3)vaTp}ns dy — / Map((3)VatpO,ns dy =
’Y]i. ’Ylé. ’Y]%

1
/ (/ I3foz) Va3 d.’IJ3 d’7 + / (g: - g;)l/0773a
Mg -1 Mg
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Fic. 5.2: Q

ou P, désigne I’ensemble des polynomes de degré au plus égal a 1.

Le probléme approché associé a (5.5) consiste a trouver uy, dans Vj tel que :
Yv e W, / Vuy, - Vode = / fvdz. (5.55)
Q Q

Soient () des sous-domaines polygonaux de Q (voir figure 5.2), O = int(US_,Q4), et
Qs = O \ Q. On suppose que supp(n) N est dans I'ouvert Q et que 7 vaut 1 dans Q.

Nous allons tout d’abord donner quelques estimations d’erreur entre u et uy,.

Proposition 5.2.1 Soit u et up respectivement solutions des problémes (5.5) et (5.55).

Supposons que
u=up+yr o9

ot ug € H*(Q), » €C>[0,27] et 0 < a < 1. On a alors, Ve > 0, les majorations :

IV (u — up)|[z2@p < Cch®™F, (5.56)
[lu— Uh”Lz(Qe) < Cohitee, (5.57)
ot C, ne dépend pas de h.
De plus, si , p =, , on obtient les majorations

HV(U - Uh)”Lz(s-'Z)s S 05 hl_e, (558)
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Ju = unllp2(ag) < Ce h*=e. (5.59)

Preuve.
i) Cas ol , p #,

Soit u; linterpolé de u dans V},, c’est-a-dire u; est une fonction de Vj telle que pour
tout noeud a de T, on a us(a) = u(a). On sait, d’apres le théoreme 7.1 de [13] que, pour

tout £ > 0, il existe une constante C. telle que
1V (w = ur)||r2iqp < Ce R7F. (5.60)
Nous savons aussi que
||V (u— uh)Hiz(Q)g = /ﬂ V(u—up) V(u—up)de = /n V(u—uy) V(u—us)de;
et que, par conséquent, I'inégalité de Schwarz donne
IV (u = w720y < 1V (u = wn)llLag@ |V (u = ur)l 2y,
d’oll la majoration (5.56) :
[V(u = un)lirz@y < [[V(v—ui)llrz@p < Ceh*7

Si u porte une condition de Dirichlet sur tout le bord de £, la majoration (5.58) est
obtenue dans [13] (p. 78). I reste donc a démontrer (5.57) et (5.59).

a) On se place d’abord dans le cas ol , ;_1 U, ; porte une condition de Dirichlet. Pour

majorer la norme |lu — upl|r2(q), pour toute fonction g € L?*(fs), nous introdui-
sons les fonctions vy, 1 < k < 5 solutions variationnelles respectives des systemes

d’équations

—Av! =g dans Q,

1
%“7 =0  sur O\, (5.61)

vl =0 sur 90, N, ;,
—Av? =g dans Q,,
2
ai =90 sur 892 \ y i=19 (5'62)
Oov
’U2:O sur aﬂgm,i_l,
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et
—Av 4+ Avl =g dans Q,
[=3,4,5 (5.63)
! )y Ey Uy
—ai =0 sur 0%,
%

ou A est un réel strictement positif.

On définit aussi vf, des éléments de V4, comme suit : pour tout noeud a de Tj,

k : 2
vi(a) = { vile) sia € k=1, ..,5. (5.64)

0 sinon ,

Nous avons les égalités

/ (u —up)gdz = ——/ (u — up)Av® dz = / V(u—up)Volde, B=1,2,

/ (u—up)gdz = —/ (u — up)Av' dx + /\/ (u — up o' de
Q o)

o)

V(u—up)Vo'dz + /\/ (w —up)v'de, 1=3, 4,5.

Ql nl

Or,on a

/ V(u—un)Vofde =0 k=1,..,5,

Qe

d’ou

u—up)gdz = Vu—uh V(vk—v’C dx

X Z )
+ Z/\/ U — up)v Lz, (5.65)
1=3 V&

D’apres I'inégalité de Schwarz, pour k=1, - -+, 5, nous avons

<V (u = un)ll 2@ IV (0 = o5l 2200y, (5.66)

/ V(u — up)V(v* —vf) dz
Qe

Les ouverts (2 sont des polygones convexes dont les angles oti sont posés des condi-
tions mélées sont inférieurs a 7 (voir figure 5.2, (5.61)-(5.63)), les solutions v* sont
respectivement dans les espaces H2(£);) (cf. [21]). D’aprés le théoreme 3.4.1 de [6],

nous avons les majorations

IV (@F = v)ll2 < Ce b 2y (5.67)
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Nous avons enfin, dans [21], les inégalités

||'l}k||H2(Qk) < ||9”L2(nk)~ (5.68)

Les inégalités (5.56) et (5.65)-(5.68) fournissent la majoration

/: (u —up)gdz
15

91l 2 (),

< Ch™ 4 Mlu = unllpaa,y Vg € L2(Q). (5.69)

Or, on sait que

(u — up)g de
0
llu — unllpage) = sup == - (5.70)
g€L2 Q) “g”L""(QG)
D’ou, en prenant 0 < A < 1, nous avons la majoration
Il'lt - Uh||L2(fz6) S Ce-]l1+a—5. (571)

b) Si, -1 U, ; porte une condition de Neumann, pour obtenir (5.71) nous reproduisons

la méme démonstration avec les fonctions v* et vf définies par

—AvkF 4+ XvF =g dans Q,

& (5.72)
80% =0 sur 0Q.
et
k . A
vz(a) = { vle) sf @€ (5.73)
0 sinon.

c) Si on se place dans le cas de conditions mélées portées par deux arétes , ;_; et ,;
telles que 7 < w; < 7. Par exemple , ;_; porte une condition de Dirichlet et , ;
porte une condition de Neumann, on considére la figure 5.3. Alors, on fait la méme

démonstration que précédemment avec des fonctions v¥ et v}, définies par

—Av?=g dans Qy,

2
%/— =0 sur 892 \ y 1—1 (574)

v =10 SUT , i—1,



5.2 Cas de I’équation de Laplace

185
§;
FiG. 5.3: Q
—Av' + Xv' =g dans Q,
l=1,3 (5.75)
B’UI )
5 = 0 sur 08,
et
k H Q
vi(a) ={ vi(e) siac (5.76)
0 sinon.

Et comme dans le cas Dirichlet, on obtient la majoration (5.71).

Si on est dans le cas de conditions mélées portées par deux arétes , ;_; et , ; telles

que ™ < w; < 2w, on considere la figure 5.2 et les fonctions v* et v} définies par

—Av? =g dans Q,,

2
QU— =0 dans 90, \, i_;
ov

vi=10 sur , ;_y,

—Avt 4+ Av' =g dans Q,

4 l=1,3,4,5
g—vzﬂ sur 99,
v
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et

v*(a) sia€Q
vf(a) :{ 0 ( sinon k

Et on reconduit la démonstration effectuée dans le cas ou , ;_; et , ; portent des

conditions de Dirichlet.
ii) Cas ou , p =,

Si une condition de Dirichlet est mise sur tout le bord de £, [13] (p. 78) donne la
majoration (5.58). Pour obtenir (5.59), on peut reconduire la méme preuve que dans le
cas ol ,;_; U,; C, p, en utilisant la majoration (5.58). Ceci acheve la démonstration

de la proposition 5.2.1. |

Pour F' défini par (5.9), on donne une approximation 7, du coefficient de singularité
v calculé dans la section précédente :
2

™ To1

/[fn(x —Xo) - VS + F(n) us] da siw =2,

n=y . y (5.77)
J/erz—%.VSd;v+E/QA(T2_§.v5)uhd$ Sim<w< 2,

dans le cas ol la singularité porte une condition de Dirichlet uniquement ou une condition

de Neumann uniquement ;

4
= /[fv;(x—xo)~VS+F(77)uh]d;v siw=m,
mTo1 JQ
™= 4m X 4w X (5.78)
T PR VSde+ = [ A(S-VS)updr siE <w <2,
(1.)2 Q rw w2 Q rw

dans le cas oil la singularité porte des conditions mélées. Soit la fonction n € H3(R?),
telle que supp(n)NQ C Q et ng, = 1 dans le cas de la figure 5.2 (1 < w < 27), et o, =1
dans le cas de la figure 5.3. Dans la pratique, on peut le prendre comme un polydéme de

degré 3 par morceaux. Nous pouvons maintenant établir le théoreme

Théoréme 5.2.5 Si~ est le coefficient de la singularité de u solution de (5.5) au sommet
s d’angle w, et v, Uexpression définie dans (5.77)-(5.78), ona : Ve >0,

|y — | < C(n,¢) pite—e, (5.79)
ot C(n,¢) désigne une constante ne dépendant pas de h.

De plus, si , p =, , nous avons la majoration

|y — | < C(n,e) >~ (5.80)
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Preuve. La démonstration du théoreme repose sur la proposition 5.2.1. On applique

I'inégalité de Schwartz a
2

™ Iy

Y= / F(n) {u — up} d,

on obtient

I — 7l < ||F("7)HL2((26)““ - Uh”L?(s'zs)a

et en utilisant la proposition 5.2.1, on compléte la preuve du théoreme.

5.2.4 Approximation de la solution u

Soit @% solution de 1’équation
Y, € Vj, /Vﬂ%-Vz:hdxz/fvhd;v+7;L/ASzahd;v.
Q Q Q

Posons i, = @}y 4 75, S. Nous obtenons le théoreme

Théoreme 5.2.6 Soit u solution du probléme (5.5), nous avons la majoration
||V(u — ’l)h)”[p(a)a < Ch.
Preuve. En utilisant ’écriture v = ug + v S, nous avons

u—ﬂh:uR—ﬂ%—F('y—'yh)S.

(5.81)

(5.82)

(5.83)

(5.84)

(5.85)

Sachant que |y — y1| < Ch (voir théoréme 5.2.5) et que S est dans H'(f), il suffit de

prouver que
19 (g — )| z2aye < Ch.
Des équations (5.5) et (5.83), on tire
Vove W, /QV(UR — b)) Vuude = (y - ~,'h)/S;ASvh dz.

Par ailleurs,

IV (ur — @) oy = / V(up — i) - V(ug — i) d

= / V(’U,R — ﬂ%) ‘ VuRdz - ("/’ — 'Yh) / AS’&% dz.
Q Q
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Il s’ensuit égalité

Vo, € Vi, IV(ur = @R)liTeip = / V(ur — @) V(ur — v) dx
2

—(7_%)/A5(a’,;—vh)dm.
0

D’ou, en prenant v, = u? solution de I’équation
> 1Y R

Yo, € Wy, / Vulk Vo, de = / fupde + fy/ AS vy, dz, (5.86)
Q Q Q

o a
IV (ur = By = / V(up — iy) - V(up — ub) de

(=) / AS (uly — ith) da.
]

En appliquant respectivement les inégalités de Schwarz et Poincaré a cette derniere équa-

tion, on obtient la majoration
1 " 1
9 V(ur _uR)”2L2(Q)3 < §|

Rappelons que ug est solution de ’équation

YveV, /VUR>Vvda:=/fvd:c+7/ASvd;r,
Q Q Q

V(ur —up)Z2@e + C lv = 1l | V(uk — ag) | a2 - (5.87)

et que ug € H*(Q). Nous avons alors la majoration
||V (ur — ul)||z2@p < Ch. voir [6]. (5.88)
De plus, des équations (5.83) et (5.86) on tire
Vop € W, LV(U%—&%)-Vi)hdl‘:(’y-—'yh)[zASvhd:c,

d’ot, en posant v, = u® — @}, et en appliquant respectivement les inégalités de Schwarz

et Poincaré au second membre, on obtient
IV (uh — @f)l2)p < Cly =l < Ch. (5.89)
Les inégalités (5.87)-(5.89) et |y — 4| < C h impliquent
IV (ur — @g)llL2@p < Ch. (5.90)

Enfin la majoration (5.84) est donnée par les inégalités (5.90) et [y —ya| < Ch. a
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Commentaire 5.2.1 1. Dans le cas d’une fissure, une expression de v ne feisant pas
intervenir les solutions duales a €té obtenue dans [5], mais la majoration de Uerreur
|¥ — 4u| y est seulement d’ordre h avec ’espace d’approzimation Vj, (voir 5.54).
Des majorations d’ordre C.h2~ y sont obtenues a condition d’utiliser des éléments
finis Py. Par une méthode d’adjonction de solutions singuliéres, d’aprés [3], on peut

construire une suite (v )nen dont la limite vy, vérifie |y — | < Ceh*toe,

2. L’intéret du présent travail consiste ¢ obtenir une expression trés simple du coef-
ficient de singularit€ v ; puis une majoration de |y — vu| d’ordre R'TE—%, ou h?>~¢
(dans le cas ol , p = , ), en travaillant seulement avec lespace d’approzimation
(5.54) de fonctions affines par morceauz, et en n'utilisant que les fonctions singu-
lieres S = ra cos(Z0+ ¢) déja connues. De plus, nous obtenons une approzimation

Uy, de u d’ordre équivalent a celui obtenu dans le cas ot la solution u est dans

H*X(Q) : |[V(u—@)] L ch.
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RESUME

Le mémoire est consacré i divers aspects de la modélisation de plaques : contrélabilité
frontiere de structures bidimensionnelles et construction de modeles de plaques piézoélectriques,
en relation avec des situations technologiques d’actualité, puis étude de singularités.

Dans le premier chapitre on obtient un résultat de contrélabilité exacte frontiére pour une
- plaque élastique bidimensionnelle. On résout d’abord le probleme de contrélabilité exacte pour
une plaque tridimensionnelle d’épaisseur h en contrélant uniquement I’intérieur et la frontiere
latérale de la plaque ; le choix effectué des controles tridimensionnels permet de faire disparaitre
les controles intérieurs lorsque h tend vers 0.

On étudie, dans les chapitres 2, 3 et 4, le comportement d’une plaque piézoélectrique
lorsque son épaisseur tend vers 0, notamment, dans le cas complet ot la contribution magnétique
dans les équations de Maxwell n’est pas négligeable.

Ainsi, d’une part, on justifie les modeles qui supposent que dans une plaque mince le po-
tentiel électrique peut étre assimilé & un polyndéme du second degré en la coordonnée d’espace
suivant 1’épaisseur. Et, d’autre part, on explique pourquoi dans les modeéles bidimensionnels les
équations d’équilibre mécanique, ou les équations d’évolution, sont liées au potentie] électrique
uniquement par la différence de potentiel entre les deux faces horizontales. De plus, on exhibe
de maniere précise la contribution des termes piézoélectriques dans I’opérateur de flexion.

Le chapitre 5 est consacré au calcul de coefficients de singularité sur un ouvert bidimen-
sionnel polygonal non convexe.

Mots clés : Elasticité, Piézoélectricité, Plaques, Analyse asymptotique, Contrélabilité ezacte,
Coefficients de singularité.

ABSTRACT

This dissertation deals with various aspects of plate modelling : boundary exact controllabi-
lity of 2D structures, construction of models for piezoelectric plates, and analysis of singularities.

The first chapter presents a result of boundary exact controllability for a 2D elastic plate.
First, we solve an exact controllability problem for a plate with thickness h, by controlling only
its interior and its lateral boundary. We choose interior controls that vanish as h tends to 0.

In Chapters 2, 3, 4, we study the behavior of a piezoelectric plate when its thickness tends
to 0. Particularly, in the dynamic case where the magnetic contribution is taken into account
in the Maxwell equations.

So, in one hand, we justify the thin plate models which assume that the electric potential is
a second order polynomial in the thickness direction. On the other hand, we prove that in 2D
models, the equilibrium equations depend on the electric potential only through the difference
of potential between the horizontal faces. Moreover, we obtain the very contribution of the
piezoelectric constants in the bending operator.

In Chapter 5, we give a simple way to compute the singularity coeflicients in a 2D none
convex open domain.

Keywords : FElasticity, Piezoelectricity, Plates, Asymptotic analysis, Ezact controllability,
Singularity coefficients .






