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Introduction générale

La contrôlabilité exacte d'un système dynamique consiste à l'amener d'un état à un

autre fixé, par une action extérieure, en un temps T donné. Pour un système linéaire

réversible, cela revient à l'amener au repos. Un exemple concret de contrôlabilité exacte

est celui des systèmes régis par l'équation des ondes. Pour ce cas, une méthode a été

développée par Lions [6]. C'est la méthode HUM que nous allons utiliser pour la contrô

labilité exacte de plaques élastiques. Cette méthode suggère que l'on peut amener au

repos une plaque élastique vibrante en lui appliquant des forces à la surface ou à l'in

térieur. Des dispositifs bien connus de contrôle sont ceux mettant en jeu des matériaux

piézoélectriques, qui peuvent servir aussi bien à détecter les vibrations de la plaque qu'à

lui imposer des forces de contrôle.

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré à la justification, par une approche

asymptotique, du modèle de contrôlabilité exacte frontière pour une plaque élastique

bidimensionnelle obtenu par Niane [7] et par Zuazua [6]. Pour ce faire, on résout le

problème de contrôlabilité exacte pour une plaque tridimensionnelle d'épaisseur h en

contrôlant uniquement l'intérieur et la frontière latérale de la plaque. Puis, on étudie le

comportement asymptotique lorsque h tend vers 0; les contrôles intérieurs étant choisis

de telle sorte qu'ils disparaissent à la limite. Ainsi, on parvient à contrôler une plaque

bidimensionnelle avec des forces appliquées uniquement à sa frontière.

Après une présentation générale au chapitre 2 de la piézoélectricité et des équations

de Maxwell qui fournissent le champ électromagnétique, dans les chapitres 3 et 4, on

étudie le comportement d'une plaque piézoélectrique lorsque son épaisseur tend vers O.

Tout d'abord, on fait l'analyse asymptotique des équations de Maxwell-Gauss sta

tiques qui régissent le comportement du potentiel électrique qui intervient dans les lois

de comportement des matériaux piézoélectriques. Cette étude préliminaire nous permet

de dégager et d'analyser les espaces fonctionnels dans lesquels on peut chercher le poten

tiel électrique.
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On effectue ensuite l'analyse asymptotique du modèle piézoélectrique statique, com

plet. D'une part, celle-ci justifie les modèles de Bernadou [4J et de Rogacheva [35J qui

supposent que, sur une plaque mince, le potentiel électrique peut être assimilé à un po

lynôme du second degré en X3, la coordonnée d'espace suivant l'épaisseur de la plaque.

D'autre part, on retrouve les modèles de Banks [3J et Destuynder [14], qui ont conçu des

modèles bidimensionnels dans lesquels les équations d'équilibre mécanique, pour les com

posantes horizontales du déplacement, sont liées au potentiel électrique uniquement par

la différence de potentiel qui intervient dans leur second membre. On montre également

la contribution des termes piézoélectriques dans l'opérateur de flexion.

Dans le quatrième chapitre, on traite le cas de la piézoélectricité dynamique. Ici, on

considère les équations de Maxwell complètes, c'est-à-dire qu'on ne fait pas l'hypothèse

quasi-électrostatique qui suppose que le champ magnétique est négligeable. Avant de

s'attaquer à la résolution du problème complet, on résout le système d'équations constitué

par les équations de Maxwell-Gauss et de Maxwell-Ampère dans une plaque cylindrique.

Ce dernier travail nous permet d'étudier les caractéristiques des espaces dans lesquels on

cherche le potentiel vecteur magnétique dont le rotationnel est égal au champ magnétique.

Fort des études préliminaires statiques et dynamiques citées ci-dessus, on donne un

théorème d'existence et d'unicité de la solution du système d'équations piézoélectriques

dynamiques complet. C'est un système de trois équations aux dérivées partielles (équa

tion d'équilibre mécanique, équation de Maxwell-Gauss, équation de Maxwell-Ampère)

à trois inconnues (vecteur déplacement, potentiel vecteur magnétique, potentiel élec

trique). Enfin, on montre que, quand l'épaisseur de la plaque tend vers 0, la solution

trouvée converge fortement vers une limite qui est solution d'un modèle bidimensionnel

que l'on appelle modèle de plaque piézoélectrique.

Le chapitre 5 est consacré au calcul de coefficients de singularité sur un ouvert

bidimensionnel polygonal non convexe, coefficients qui, par exemple, dans le cas d'un

ouvert fissuré, correspondent à la vitesse de propagation des fissures (voir [8]). Dans le

cas de l'équation de la chaleur ou de Maxwell-Gauss, ils correspondent respectivement

à l'intensité de la chaleur ou du champ électrique au sommet des angles non convexes.

Kous utilisons l'équation de Laplace qui modélise une membrane chauffée ou soumise à un

champ électrique. Notons que toutes les techniques utilisées dans ce chapitre peuvent être

étendues à l'opérateur bilaplacien, c'est-à-dire aux plaques élastiques bidimensionnelles.

Kous complétons notre étude en donnant, par une méthode d'éléments finis classique,

une approximation numérique aussi bien des coefficients de singularité que de la solution

de l'équation de Laplace.
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Cllapitre 1

Contrôlabilité exacte frontière et

limite asymptotique des corps

élastiques minces

1.1 Introduction

La contrôlabilité exacte consiste à agir sur un système qui évolue au cours du temps

pour l'amener d'un état à un autre fixé. Pour un système linéaire réversible, cela revient

à l'amener au repos. Si les conditions initiales du système sont connues, dans le cas de

l'équation des ondes, J. L. Lions [6] propose la méthode HUM ("Hilbert Uniqueness Me

thod") que l'on peut adapter à bien d'autres situations telles que le contrôle des corps

élastiques. Ici, nous nous intéressons à la justification, par une approche asymptotique,

du modèle de contrôlabilité exacte frontière pour une plaque élastique bidimensionnelle

obtenu par Niane [7] et par Zuazua [6]. Pour ce faire, on résout le problème de contrôla

bilité exacte pour une plaque tridimensionnelle d'épaisseur h en contrôlant uniquement

l'intérieur et la frontière latérale de la plaque. Puis, on étudie le comportement asymp

totique, lorsque h tend vers 0, des contrôles et des solutions contrôlées; les contrôles

intérieurs étant choisis de telle sorte qu'ils disparaissent à la limite.

Notons qu'un sujet voisin a été récemment traité par Figueiredo et Zuazua [4], puis

par Saint Jean Paulin et Vanninathan [13], qui ont obtenu, à la limite, un contrôle

distribué à tout l'intérieur de la plaque bidimensionnelle. L'intérêt de ce présent travail

se situe essentiellement à ce niveau; ici, en faisant tendre h vers 0, nous aboutissons à
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1
1
1

un contrôle exact n'agissant que sur le bord latéral de la plaque bidimensionnelle. Un

résultat analogue est obtenu par Yan [14] dans le cas plus simple de l'équation des ondes

sur un domaine de dimension n quelconque.

Objet de l'étude. Principaux résultats obtenus

1
1
1

Dans la suite, nous faisons la convention de sommation sur l'indice répété, les indices

latins étant dans l'ensemble {1, 2, 3} et les indices grecs dans {1, 2} par défaut. Et c

représente différentes constantes indépendantes de h.

Soit un corps élastique, homogène, isotrope occupant le domaine Oh = w X (-h, h),

où west un domaine polygonal de 1R 2
, de frontière ~/. Notons, h+ la face supérieure de

la plaque, , h- sa face inférieure, et , ? la frontière latérale de Oh. Définissons aussi les

domaines

Qh = Oh x]O, Tl, ~h± = h± x]O T[, "

1
1
1
1
1

Par la méthode RCM de Lions [6], on contrôle exactement les vibrations de la plaque

nh avec des contrôles intérieurs et surfaciques latéraux. Autrement dit, pour des condi

tions initiales données, et un temps T assez grand, on trouve des contrôles fh et u~ tels

que la solution du système

1
1

phUhll _ diva-h(uh) = fh

a-h(Uh) v = 0

u h = u~

dans Qh,

sur ~I',

(1.1 )

1
1

où a-;j(uh) = À.e;p(uh)6ij +2w;j(uh), vérifie uh(T) = uh'(T) = o.

Soit xo un point du plan contenant w. Définissons q par q(x) = (Xl - XOl, X2 - X02, 0).
En utilisant la même mise à l'échelle des inconnues et des données que [11], et la méthode

1
1
1
1
1
1
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HUM, nous obtenons le système contrôlé

13

(1.2)

(1.3)

h2pucx (h)" - 8jCTcx j(h)(u(h)) = 2ph2 ePcx(h)" +283CTcx3(h)(eP(h)) dans Q,

pU3(h)" - 8jCT3j(h)(u(h)) = 483CT33(h)(eP(h)) + 28cx CTcx3(h)(eP(h)) dans Q,

CT(h)(u(h)) v = a sur~±,

u(h) = (q. v)8v eP(h) sur ~I,

u(h)(O) = Yo(h), u(h)'(O) = Yl(h) dans D,

u(h)(T) = 0, u(h)'(T) = a dans D,

où 4J(h) est la solution de

h2 pePcx(h)" - 8jCT cx j(h)(eP(h)) = a dans Q,

peP3(h)" - 8jCT3j(h)(4J(h)) = a dans Q,

CT(h)(4J(h)) v = a sur~±,

4J(h) = a sur ~I,

eP(h)(O) = eP°(h), eP(h)'(O) = eP1(h) dans D,

avec des conditions initiales eP°(h) E Hf
1
(D)3, eP1(h) E [2(D)3 données par (Yo(h), Yl(h))

à travers l'opérateur HUM A que nous définirons ultérieurement.

Ensuite, nous étudions le comportement asymptotique des contrôles et des déplace

ments lorsque h tend vers a en nous aidant des résultats de Ciarlet [2], Raoult [11]. Les

résultats de [2] et [Il] sont généralisés dans la partie II de cette thèse au cas de la pié

zoélectricité. Lorsque h tend vers 0, le système contrôlé (1.2) fournit le système limite

contrôlé

2pÔ"- 8cx!3 C: [,\;21'L3.ô6cx!3 +8cxi3ô]) = a dans w x (0, T),

Ô = 0, 8v ô = 11 sur ÎI X (0, T),

Ô(O) = P3, ç~(O) = Q3

ç3(T) = 0, ç~(T) = a

dans w,

dans w

(l.4)

avec 11 = (q . V)8~eP3' où eP3 est solution d'une équation bidimensionnelle de plaque dont

les conditions initiales sont données par (P3' Q3)'

Ainsi, en contrôlant l'intérieur et la frontière latérale d'une famille de plaques tridi

mensionnelles, nous aboutissons à la contrôlabilité exacte frontière pour l'équation de

plaque bidimensionnelle.
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1.2 Equations, position du problème et résultats pré

liminaires

1
1

1.2.1 Equations mécaniques

uh(O) = Y3, uh'(O) = yi' dans Oh.

1
1

1

1
1
1

1
(1.5)

dans Qh,

sur 2:i,

u h = u~

Soit u" = (u~, u~, u~) le vecteur déplacement. On note ah
( u") le tenseur des contraintes

et e"(uh ) celui des déformations, avec efj(uh
) = t(8iuj + 8ju~').

Soient ph la densité massique du matériau élastique occupant le domaine Oh, fh la

densité de force volumique qui lui est appliquée, u3 le vecteur déplacement sur le bord

latéral de Oh, Y3 le vecteur déplacement initial, y~ le vecteur vitesse initiale et f/ le

vecteur unitaire normal, extérieur à Oh. Dans la suite, " , " représente la dérivation par

rapport au temps. Le système dynamique de l'élasticité linéaire est donné par

Comme il est de coutume en analyse asymptotique, nous faisons un changement de va

riable pour faire porter le petit paramètre sur les opérateurs seulement et non plus sur

le domaine, afin d'obtenir des résultats de convergence dans des espaces de Hilbert indé

pendants de h.

Ici, on étudie le cas d'un matériau isotrope, et donc

h(h) \h h ( h).r +2 h h ( h)aij u = 1\ epp u Vij Il eij u . (1.6) 1
1
1

Nous posons x = (Xl, X2, X3) E 0 et lui associons x h = (Xl, X2, hX3), posons aussi

,1 = ~(xJ -1,1[, ,± =, + U, -. Nous faisons les hypothèses suivantes sur les ordres de

grandeur des données du problème:

f~(Xh) = 112 fAx), f;(x h) = h3 h(x), xE 0,
(1. 7)

Pour les forces appliquées, ce sont les hypothèses classiques (cf [2]). Par ailleurs, les

constantes élastiques sont supposées indépendantes de h. Nous effectuons le changement

1
1
1
1
1
1
1
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d'inconnues
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h2ua (h)(x),

h U3(h)(x). (1.8)

Pour les déplacements, c'est le changement d'inconnues classique utilisé en élasticité

linéaire. Ainsi, le système (1.1) devient

h2pua(h)" - 8jaaj (h)(u(h)) = Ja(h) dans Q,

pU3(h)" - 8ja3j(h)(u(h)) = h(h) dans Q,

a(h)(u(h)) LJ = a sur ~±, (1.9)

u(h) = uo(h) sur ~"

u(h)(O) = yo(h), u(h)'(O) = Yl(h) dans n,

où a(h)(u(h)) est le tenseur des contraintes mises à l'échelle, c'est-à-dire

aa(3(h) (u(h)) = À [e" (u(h)) + ~e33(u(h))] 6a(3 +2pea(3 (u(h)) ,
h

1
aa3(h)(u(h)) = 2p h2 ea3(u(h)) ,

1 1
a33(h)(u(h)) = À h2 e" (u(h)) + (À + 2p) h4 e33 (u(h)) .

1.2.2 Position du problème

Le problème de contrôlabilité exacte qu'on se propose de résoudre ici consiste, pour

(Yo(h), Yl(h)) donné et pour un temps T fixé assez grand, à trouver des contrôles f(h)
et uo(h) tel que u(h)(T) = u(h)/(T) = O. Ensuite nous allons procéder à l'analyse

asymptotique de la suite de solutions contrôlées u(h) et des contrôles trouvés. Nous

montrerons que la suite de contrôles f(h) trouvée tend vers a quand h tend vers O. Et

grâce à cette dernière convergence, nous obtenons un contrôle frontière sur la plaque

bidimensionnelle limite.



Considérons maintenant le système d'équations

On définit les espaces

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(1.10)sur E±,

B(h)(O) = BO(h), B(h )'(0) = BI (h) dans O.

h2pBa(h)" - 8jO"aj(h)(B(h)) = fa(h) dans Q,

pB3(h)/1 - 8j0"3j(h)(B(h)) = h(h) dans Q,

O"(h)(B(h)) 1/ = 0

B(h) = 0

A(h) : V(O) ---+ V(O)',

(A(h)(u), v) = a(h)(u, v),

16 Contrôlabilité exacte frontière et limite asymptotique des corps élastiques minces

V(O) = {v E H 1 (0)3, vlfl == O},

X = {V E L 2 (0, T; L 2 (0)), v' E L 2 (0, T; (HfY) },
et l'opérateur A(h) par

1.2.3 Résultats préliminaires

B(h) ECo (0, T; V(O)) n Cl (0, T; L2 (0?) n VV 2
,1 (0, T; V(OY).

De plus, si BO(h) E DA(h), B1(h) E V(O) et {(h) E L1 (0, T; V(O)), alors B(h) a la

régularité

où a(h)(., .) est la forme bilinéaire définie sur V(O) x V(O) par

a(h)(u, v) =1O"ij(h)(u)eij(V) dx.

La forme bilinéaire a(h)(., .) est V(O)-continue et V(O)-elliptique. La surface moyenne

de la plaque étant de forme polygonale dans 1R 2
, il existe ê > 0 tel que le domaine DA(h)

de l'opérateur A(h) vérifie (cf. Nicaise [8])

DA(h) = {v E V(O), A(h)(v) E L2 (0)3} C (H~+ê(O)r n V(O).

Kous avons les résultats de régularité ci-dessous, dus à Nicaise [8] et Grisvard [10].

Théorème 1.2.1 Soient BO(h) E V(O), B1 (h) E L 2 (0)3 et {(h) E U(O, T; [2(0)3).

Alors, il existe une unique solution B(h) du problème (1.10) avec la régularité

1
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Kous avons aussi un résultat de densité dû à Nicaise [9], qui nous sera utile dans la suite.

Théorème 1.2.2 Soient O°(l~) E V(O), Ol(h) E L2(OP, f(h) E U(O, T; [2(0)3) et soit

O(h) la solution du problème (1.10). Alors, il existe des suites O~(h) E DA(h), 0:n(h) E

V(O) et fm(h) E CO(O, T; V(O)), telles que, quand m tend vers l'infini, nous avons les

convergences fortes

O~(h) --t OO(h) dans V(O),

O:n(l~) --t Ol(h) dans [2(0)3,

fm(h) --t f(h) dans U(O, T; L 2(0)3).

De plus, la solution Om(h) de (1.10) correspondant aux données O~, O:n et fm(h) vérifie

et Om(h) converge fortement vers O(h), dans CO(O, T; V(O)) n C1(0, T; L 2 (0)3), quand

m --t 00.

1.2.4 Estimations d'énergie pour le problème tridimensionnel

Pour obtenir l'énergie du système (1.10), avec les données OO(h) E DA(h» Ol(h) E V(O)

et f(h) E U(O, T; V(O)), multiplions ses deux premières équations respectivement par

Oa(lz)' et 03(h)'. Il vient

h2p (Oa(h)"(t), Oa(lz)'(t))n + p (03(h)"(t), 03(h)'(t))n

+a(h) (O(h)(t), O(h)'(t))

= 1fi(h)(t)Oi(h)'(t) dx.

En intégrant cette équation par rapport au temps, de °à t, on obtient

EIJ(h)(t) - EIJ(h)(O) = li1fi(h)(t)Bi(h)'(t) dx dt

avec

E'(h)(t) ~ ~ [h'P t.IO"(h)'(t)l~ +P10,(h)'(t)l~ +a(h) (0(1.)(1),0(1.)(1))] .

On peut noter que si f(h) = 0, alors l'énergie EIJ(h)(t) ne dépend plus du temps.

L'égalité (1.11) nous permet d'établir le lemme

(1.11)
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Lemme 1.2.1 Pour tout O(h) solution de (1.10), avec les données OO(h) E V(O), 01(h) E

L2(0)3 et f(h) E U(O, T; U(0)3), nous avons la majoration

EOrh)(t) :<:; C [Eorh)(O) + I~' t,[ IIf.(h)1I1'ro)dt +[llhth)1I1'ro) dt] ,(1.12)

et sif(h) E X 2 x L2 (0, T; P(O)),

EOrh
)(t) :<:; C [EOU') (0) +t, IIf.(1,) II~ +1T

IIht1,)(t) 111'ro) dt] . (1.13)

Preuve. Vu le théorème 1.2.2 et la densité de Cl (0, T; V(O)) dans X 2 XU (0, T; L2(0)),

il suffit de prouver (1.13) avec O°(l~) E DA(h), 01(h) E V(!1) et f(h) E Cl (0, T; V(O)).
Dans ce dernier cas, nous pouvons faire une intégration par parties et obtenir

111fn(h)(t)Oa(h)'(t) dx dt =

l t

Ua(h)'(s), On(h)(s))fI dt +1fa(h)(t)Oa(h)(t) dx -1 fa(h)(O)On(h)(O) dx.

Et on en déduit

[l t1fi(h)(s)Oi(h)'(s) dXdsl ::;

Ilfa(h)ll~ +11 II0a(l~)(s)II~1 (fi) ds° ri

a 2 1 ( 1 2
+-21Ifa(h)(t)11 [ ]' + -2 liOn h)(t) IHI (fi)Hi)fI) 'a ri

+~llfa(h)(O)II[Hi)fI)]'+ ~IIOCt(l~)(O)II~fl(fI)

+~ l T

IIh(h)(t)lli2(fI) dt + ~ 11 1103(h),(s)lli2(fI) ds.

En utilisant (1.11) et l'inégalité ci-dessus, nous obtenons

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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et en prenant a assez grand, nous obtenons l'inégalité

E8(h)(t) S c [E8(h)(O) +t, Ilf.(h)ll~ + [1If,(h)(t)1I1,(0) dt]

+cl' [t, 110.(h)(s) Il ~!,(0) + 110,(h)'(s) 111,(0)] ds.

De cette dernière équation, compte-tenu de la V(D)-coercivité de a(h), on tire

EII(hl(t) s:;

c [E8(h)(O) + t, IIf.(h)II~ + [11f,(h)(t)111,(0) dt] + cl'E8(h)(s) ds,

On applique donc le lemme de Gronwall et on a

E8
(h)(t) S c(T) [E8(h)(O) +t, Ilf.(h) Ill.: +[1If,(h)(t)1I1,(0) dt] .

L'inégalité (1.12) s'obtient de la même façon, en utilisant la majoration

1.3 Quelques identités liées au système mécanique

19

•

Dans ce paragraphe, nous allons dégager quelques propriétés vérifiées par la solution

du système

h2p4>a(h)" - 8/7aj(h)(4>(h)) = 0

p1>3(h)" - 8jŒ3j(h)(cP(h)) = 0

Œ(h)(4>(h)) v = 0

dans Q,

dans Q,

sur ~±, (1.14)

4>(h) = 0 sur ~(,

4>( h)(0) = 4>0 (h ), 4>(h)'(0) = 4>1 (h) dans D,



solution qui servira de contrôle.
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Lemme 1.3.1 Soit 4J(h) solution de (1.14) avec les données 4>°(h) E DA(h) et 4JI(h) E

V(O). Alors, nous avons l'égalité

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

•

(1.15)
{

WI, W2 sont indépendants de X3,

W a = Va sur, l,

W3 = 0,

~ ojaij(h)(4>(h))Wkok4>i(h) =

- raiAh) (Q)(h))OjWkOk4>i(h) + ~ rOk 71'kaij(h)(q)(h))oj4Ji(h)JQ 2 JQ

+~ r ai;(h)(4J(h))oj4>i(h) d, dt.
2 JE I

~ r aij(h)(4J(h))Oj4Ji(h) =
2 JE I

1p [h24Ja(h)'WkOk4Ja(h) + 4>3(h)'WkOk4J3(h)] d.r[

+~ ~ OkWk [ph24Ja(h)'Q)a(h)' + p(4)3(h)')2 - aij(h)(4J(h))oj4>i(h)] da: dt

+~ aij(h)((p(h))ojWkok4>i(h) dx dt. (1.16)

En considèrant ces deux dernières équations, on trouve (1.16).

On peut maintenant établir le corollaire

De plus, on a

Nous allons établir un lemme que nous utiliserons pour prouver que ov4J(h) est bien

dans L2(0, T; L 2
(, 1)3) pour toute solution 4J(h) de (1.14) avec les données 4JO(h) E V(O)

et 4J1(h) E L2(0)3.

Preuve. Pour obtenir (1.16), on multiplie les deux premières équations de (1.14), res

pectivement par wkok4Ja(h) et wkOk4J3(h), et on procéde à des intégrations par parties

sur Q. Il vient
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Corollaire 1.3.1 Pour toute solution cP(h) de (1.14) avec les données qP(h) E V(!1) et

cPI (h) E L2(!1)3, nous avons l'inégalité

V(!1) x U(!1)3 -+ U(O, T; L2(, 1)3),

(cP°(h), cPI(h)) M avcP(h)

est continue.

(1.17)

(1.18)

Preuve. De l'équation (1.16), on tire aisément (1.17) sachant que la majoration d'énergie

(1.13) est vérifiée.

Rappelons que ajcPi(h) = IJjavcPi(h) sur ,1 puisque cPi(h) y est nulle. On peut donc

exprimer crij(cP(h))ajcPi(h) en fonction de avcP(h) sur, 1 :

[ crij (h )(cP( h))aj cPi (h )Jr l

= p. + Il) IIIJaavcPa(h)1112(rtl

+p [t, 1iO"qlo(hllli'(r,) + I~' 110",,,(1)) lIi,(r,)] .

(1.19)

Des inégalités (1.17) et (1.19), et de la densité de DA(h) X V(!1) dans V(!1) x U(!1)3, on

déduit que avcP(h) est dans L2 (0, T; U(, 1)3) et que l'application

V(!1) x L2(!1)3 -+ L2(0, T; L2(, t)3),

(cPo(h), cPI(h)) M avcP(h)

est continue, car

•
Soient xo un point contenu dans le plan défini par w et la fonction q définie dans !1

par q(x) = (Xl - XOI, X2 - XQ2, 0), énonçons un important lemme que nous allons utiliser

par la suite pour établir les inégalités inverse et directe de la méthode HUM.
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Lemme 1.3.2 Soient ()(h) solution de (1.10) avec ()O(h) E V(O), ()l(h) E U(0)3 et

f(h) E X 2 x L2(0, T; U(O)) et <p(h) solution de (1.14) avec <p°(h) E V(O), q;l(h) E

L2(0)3. Alors, on a l'identité

r(q. v)aij(h) (()(h)) 8j cPi(h) d, dt
JE I

+2~ a33(h) (()(h)) 83cP3(h) dx dt + 2~ a33(h) (cP(h)) 83()3(h) dx dt

+~ a0 3(h)(cP(h))(8o()3(h) + 83()o(h)) dx dt +~ a0 3(h)(()(h))(8ocP3(h) + 83cPo(h)) d:r dt

= p1[h2cPo(h)'q{38{3()o(h) + <P3(h)'q{38{3()3(h)] dX[

+ p1[h2()o(h)'q{38{3cPo(h) + ()3(h)'q{38{3<P3(h)] dX[

+ ph21 [<Po(h)'()o(h) + <Po(h)()o(h)'] dX[

+2p~ <P3(h)'()3(h)' dx dt +2~ aij(h) (()(h)) 8j cPi(h) dx dt

- ~ Jo(h)cPo(h)dxdt - ~ Ji(h)qo8oq;i(h)dxdt. (1.21)

Preuve. Vu le théorème de densité 1.2.2, et la continuité de l'application (1.18), il suffit

d'établir cette preuve avec des données ayant la régularité suivante : ()O(h) E DA(h),

()l(h) E V(O) et f(h) E U (0, T; V(O)); et q;O(h) E DA(h)l <p1(h) E V(O).

La démonstration de ce lemme est basée sur la méthode des multiplicateurs. Nous

allons établir une identité préliminaire, pour ()(h) et <p(h) dans H2(0)3, qu'on pourra

étendre à H~+e(o? par densité. Si ()(h) et <p(h) sont dans H2(0)3,

-1 q{3 [8{3<Pi(h)8jaij(h)(()(h)) +8{3()i(h)ajaij(h)(q;(h))] dx

= 1q{3 [8{3j<pi(h)aij(h)(()(h)) + 8{3j()i(h)aij(h)(q;(h))] dx

+1[8{3cPi(h)ai,'3(h)(()(h)) +8{3()i(h)ai,'3(h)(<p(h))] dx

-2 r(q,'3v{3)aij(h)(()(h))8j <Pi(h) d, .
Jrl

ou encore

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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1



1.3 Quelques identités liées au système mécanique 23

= -2Laij(h)(B(h)) ojB;(h) dx +L[O/3cP;(h)ai;J(h)(B(h)) +o/3B;(h)a;;J(h)(eP(h))] dx

- r(q/3///3)aij(h)(B(h))ojePi(h) d, . (1.22)Jr l

On peut maintenant multiplier les deux premières équations de (1.10) respectivement

par q. VcPcx(h) et q. VcP3(h) et intégrer par parties. Nous obtenons

-p~ [h2Bcx (h)'q/3o/3cPcx (h)' +B3(h)'q;J0/3cP3(h)'] dx dt

+ pL[h 2Bcx (h)'q/3o/3ePcx(h)dx +B3(h)'q/30/3eP3(h)] dX[

- ~ q/3o/3cPi(h)oj aij(h)(B(h))dx

= ~ Ji(h)q/30/3ePi(h) dx dt. (1.23)

On fait de même en considérant les deux premières équations de (1.14) ; en les multipliant

respectivement par q. VBcx(h) et q. VB3(h), on a

-p~ [h2ePcx(h)' q/3o;JBcx (h)' + cP3(h)'q/3o/3B3(h)'] dx dt

+ pL[h2ePcx (h)'q;Jo;JB cx (h) dx + cP3(h)'q/3o/3B3(h)] dX[

- ~ q/30/3Bi(h)ojaij(h)(cP(h)) dx = O. (1.24)

Avant de calculer la somme de ces deux dernières équations, remarquons tout d'abord

l'égalité

-p~ [h 2Bcx (h)'q/3o/3cPcx (h)' + B3(h)'q/30/3cP3(h)'] dxdt

-p~ [h 2cPcx(h)'q/3o/3Bcx (h)' + cP3(h)'q/3o/3B3(h)'] dx dt

= -p~ [h 2q/3o/3 (ePcx(h)'Bcx(h)') + q/3o/3 (cP3(h)'B3(h)')] dx dt

= 2p~ [h2cPcx(h)'Bcx(h)' + eP3(h)'B3(h)'] dx dt.

Ainsi, en sommant les équations (1.23) et (1.24), et en exploitant l'identité (1.22), on

obtient
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= p1[h2Ber (h)'q{3o{3<Per (h) dx +B3(h)'Q{30,S<P3(h)] dX[

+ p1[h21Jer (h)'Q{3o[3B er (h) dx +<P3(h)'Q{30{3B3(h)] dX[

+2p~ [h21Jer(h)'Ber (h)' +1J3(h)'B3(h/] dx dt

-2~ CTiAh)(1J(h))ojBi(h)dxdt

+~ CTi[3(1~) (B(h) )O{3<Pi( h) dx dt +~ CTi[3( h) (<p(h) )o{3Bi (h) dx dt

- ~ J;(h)Q[30[3<Pi(h) dx dt. (1.25)

Nous allons trouver une autre expression de

~ CTi{3(h)(B(h))o[31Ji(h) dxdt +~ CT;{3(h)(<p(h))o{3Bi(h) d:r dt.

En multipliant (1.10) par (<pl(h), 1J2(h), 0) et en intégrant par parties, on a

_h2p~ Ber(h)'<Per(h)' dx dt + h2p1Ber(h)'<Per(h) dX[ +~ CTer j(h)(B(h))8j<Per(h) dx dt

= ~ Jer(h)1Jer(h) dx dt. (1.26)

De même, on multiplie (1.14) par (B1(h), B2(h), 0); en intégrant par parties, on trouve

_h2 p~ 1Jer(h)'Ber (h)' dx dt + h2p1c/Jer(h)'Ber(h) dX[

+~ CTer j(h)(1J(h))OjBer (h)dxdt = O. (1.27)

On a aussi les égalités

~ CTerj( h) (c/J( h) )ojBer (h) dx dt +~ CTerj (h)( <p( h) )oerBj (h) dx dt

= 2~ CT;j(h)(1J(h))ojBi(h) dx dt - 2~ CT33(h)(<p(h))03B3(h) dx dt

- ~ CT er3(h)(1J(h))OerB3(h) dx dt - hCTer3(h)(1J(h))03Ber(h) dx dt (1.28)

et

1
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= 2~ aij(h)(B(h))8jePi(h) dx dt - 2~ a33(h)(B(h))83eP3(h) dx dt

-1 aa3(h)(B(h))8a1>3(h)dxdt - ~ aa3(h)(B(h))83ePa(h)dxdt (1.29)

Des équations (1.26)-(1.29), on tire l'égalité

i ai(3(h) (B(h))8(3ePi(h) dx dt +~ ai(3(h)(1>(h))8(3Bi(h) dx dt

= 410 aiAh)(B(h))8jePi(h) dx dt - 2 10 a33(h)(B(h))83eP3(h) dx dt

-21 a33(h)(1>(h) )83B3(h) dx dt

-1 aa3(h)(eP(h))8aB3(h)dxdt -1 aa3(h)(eP(h))a3Ba(h)dxdt

- 10 aa3(h)(B(h))aaeP3(h)dxdt- i aa3(h)(B(h))83ePa(h)dxdt

_h2p10 Ba(h)'ePa(h)' dx dt + h2p1Ba(h)'ePa(h) dX[

-1 fa(h)ePa(h)dxdt

_h2p10 ePa(h)'Ba(h)' dx dt + h2p1ePa(h)'Ba(h) dX[.

Cette dernière équation combinée à (1.25) donne

r(q . v)aij(h)(B(h))8jePi(h) d, dt
J~t

+21 a33(h)(B(h))83eP3(h) dx dt + 2 10 a33(h)(eP(h))83B3(h) dx dt

+~ aa3(h)(eP(h))(8aB3(h) +83Ba(h)) dx dt +~ aa3(h)(B(h))(8aeP3(h) +83ePa(h)) dx dt

= p1[h 2Ba(h)'q(38(3ePa(h) dx +B3(h)'q(38(31>3(h)] dX[

+ p1[h2ePa(h)'q(38(3Ba(h) dx + eP3(h)'q(38(3B3(h)] dX[

+h2p1[ePa(h)'Ba(h) +ePa(h)Ba(h)'] dX[

+2pi eP3(h)'B3(h)' dxdt + 210 aiAh)(eP(h))8jBi(h)dxdt

- ~ fi(h )q(38(3ePi(h) dx dt - ~ fa(h )ePa(h) dx dt.
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•

1.4 Contrôlabilité exacte du problème tridimension

nel

Dans cette section, nous allons établir le résultat de contrôlabilité exacte pour le

problème tridimensionnel (1.9). Pour ce faire, nous faisons d'abord une estimation de

l'énergie E</>(h) communément appelée inégalité inverse. Cette dernière nous permettra

d'appliquer la méthode HUM (Hilbert Uniqueness Method cf. [6]).

1.4.1 Estimations d'énergie pour le problème tridimensionnel

Théorème 1.4.1 (Inégalités inverse et directe) Soit h fixé, 0 < h ::; 1. Alors, pour toute

solution 4J(h) de (1.14), avec (/P(h) E DA(h) et q}(h) E V(O), nous avons les inégalités

(T - Ta)E</>(h) (0) ::;

r(q. v)aij(h)(<p(h))âj<Pi(h) d, dt
J'El

+2~ ao:3(h)(4J(h))(âo:<P3(h) + â3</Jo:(h)) dx dt

+4~ a33(h)(<p(h) )â3<P3(h) dx dt + 2h2 P~ </Jo: (h)'</Jo: (h)' dx dt, (1.30)

r(q .//)aij(h)(4J(h))âj<pi(h)d, dt
J'El

+2~ aO:3(h)(4J(h))(âo:</J3(h) + â3<Po:(h)) dx dt

+4~ a33( h)(4J(h) )â3Q)3(h) dx dt + 2h2 P~ 4Jo: (h)' 4Jo:(h)' d.T dt

::; 4(T +Ta)E</>(h) (0) (1.31)

où Ta = JeR(xa)VJl
Preuve. Considérons l'identité (1.21) où on pose B(h) = 4J(h). Il vient

r(q. v)aij(h)(<p(h))âj<Pi(h)d, dt
J'El
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+2 10 aa3(h)(<p(h))(8a<P3(h) +83<Pa(h)) dx dt +4 10 a33(h)(<p(h) )83<P3(h) dx dt

= 2p1[h2rPa(h)' (q{38{3<Pa(h) +<Pa(h)) +<P3(h)'q{38{3rP3(h)] dX[

+2p 10 rP3(h)'<P3(h)' dx dt +210 aij(h)(<p(h))8j rPi(h) dx dt.

De part et d'autre de cette égalité, on rajoute

2h2p10 rPa(h)'rPa(h)' dxdt

pour retrouver l'énergie E4>(h) du système (1.14) qui est indépendante du temps; alors

on obtient

r(q . v)aij(h)(rP(h))8j<Pi(h) d, dt +21 aa3(h)(<p(h))(8arP3(h) +83<Pa(h))dxdt
J~l Q

+410 a33(h)(rP(h))83rP3(h) dx dt +2h2p 10 rPa(h)'rPa(hYdx dt

= 2p1[h2rPa(h)' (q{38{3<Pa(h) + rPa(h)) +<P3(h)'q{38{3<P3(h)] dX[

+4TE4>(h)(O). (1.32)

Nous allons maintenant majorer l'expression

2p1[h2rPa(h)' (q{38{3rPa(h) + rPa(l~)) + rP3(h)'q{38{3rP3(h)] dX[,

Pour cela, on définit H (t) par

H(t) = 1[h2rPa(h)' (q{38{3<Pa(h) + rPa(h)) + rP3(h)'q{38{3rP3(h)] (t) dJ.~.

Or nous avons l'égalité

1(q(38{3rPa(h) + rPa(h))2 dx = 1(q{38{3rPa(h))2 dx +1(rPa(h))2 dx +21 q{38(3rPa(h)rPa(h) dx

= 1(q{38(3rPa(h))2 dx -1 (<Pa(h))2 dx.
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Cette dernière égalité combinée à (1.33) nous donne

11f(i)1 <; ~ ln (h' t.(~.(h)')' + (<h(h)')') dx

+ R~,::,)' ln (h' t.(Vw~.(h))' + (Vw<h(h))') dx,

avec \7w = (81,82) et R(xa) = sup VQl(X)2 +Q2(X)2. D'où on déduit que
n

grâce aux inégalités de Korn et

211Le(u(h)): e(u(h))dx::; La(h)(cP(h), <p(h))dx.

Maintenant, en posant a = ftR(xa), on obtientVIl

IpH(t)l::; ftR(xa)E1'(h) (0)
VII

Reprenons l'égalité (1.32); combiée à (1.34), elle donne

(T - Ta)E</>(h)(O) ::;

r(q. //)aij(h)(cP(h))8j cPi(h) d, dt + 2 raa3(h)(cP(h))(8a<P3(h) +83cPa(h)) dx dtJE I JQ

+410 a33(h)(<p(h))83<P3(h)dxdt +2h 2 p 10 <Pa(h)'cPa(h)'dxdt

::; 4(T +Ta)E1>(h)(O),

où Ta = ftR(xa).VIl

Maintenant pour h fixé, et pour T fixé, T > Ta, on déduit de (1.30)-(1.31) que la

norme III . Illh, avec

'''(<Po, <Pl)lllh = {ll(q ·//)aij(h)(cP(h))8jcPi(h)d, dt

+2 10 aa3(h)(cP(h))(8acP3(h) + 83cPa(h)) dx dt

1

+410 a33(h)(cP(h))83cP3(h) dx dt +2h 2p 10 cPa(h)'cPa(h)' dx dt} 2

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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est équivalente, dans DA(h) X V(O), à la norme de l'énergie Eq,(h)(O). Vu la densité de

DA(h) x V(O) dans V(O) X L 2(0)3, cette équivalence est encore valable dans V(O) X

L 2(0)3.

1.4.2 Formulation de la transposition

Considérons le problème tridimensionnel

h2pu c.(h)" - 8jO"aj(h)(u(h)) = 2ph2cjJa(h)" +2830"a3(h)(cP(h)) dans Q,

pU3(h)" - 8j0"3j(h)(u(h)) = 4830"33(h)(cjJ(h)) +28aO"a3(h)(cjJ(h)) dans Q,

O"(h)(u(h)) . v = 0

u(h) = (q. v)8v cP(h)

u(h)(T) = 0, u(h)'(T) = 0

sur ~±, (1.35)

sur ~I,

dans 0,

où </J(h) est solution de (1.14) avec les données cPo(h) E V(O), cPl(h) E L2 (Op. Vu le peu

de régularité qu'il y a sur les données de l'équation (1.35), sa solution sera considérée

au sens de la transposition. Pour obtenir la formule de transposition, on multiplie les

deux premières équations de (1.35) respectivement par Ba(h) et B3(h), avec B(h) solution

de (1.10), et on intègre par parties sur Q en supposant que u(h) est assez régulière.

Les multiplications des seconds membres de (1.35) par B(h) sont à comprendre au sens

suivant:

- ~ cPa(h)'Ba(h)' dx dt,

- ~ 0"33(h)(cP(h))83B3(h) dx dt,

- ~ O"a3(h)(cjJ(h))83Ba(h) dx dt,

- ~ O"a3(h)(cP(h))8aB3(h) dx dt.

Nous avons donc la formule de transposition

p((u(h)'(O), -u(h)(O)), (BO(h), B1(h)))h - ~ f·u(h)dxdt

= 2ph 2~ cPa( h)'Ba(h)' dx dt +4 10 0"33(h)( </J( h) )83B3(h) dx dt
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L'application Y(h) est linéaire, elle est bien définie et continue - vu l'identi té (1.21) et la

majoration d'énergie (1.12) - pour la norme usuelle de V(O) x L2 (0)3 X L2 (0, T; L2
( 0)3) :

1 1

Y(h)(OO(h), 01(11.), f(h))::; Co~ig [E4>(h)(t)]2 [E B(h)(t)]2

où < ., . > est le produit de dualité entre V(O) x U(0)3 et son dual. Et nous pouvons

définir la notion de solution de (1.35) au sens de la transposition.

Définition 1.4.1 La fonction u(h) est solution de (1.35) au sens de la transposition,

si u(h) E L2(OT; L2 (0)3), (u(h)(O), u(h)'(O)) E L2 (0)3 x V(O)' et u(h) vérifie (1.36')

pour tout f(h) E U(OT; L2 (On et tout (OO(h), 01(11.)) E V(O) x L2 (0)3.

Nous allons maintenant établir le théorème d'existence de la solution de (1.35) au sens

de la transposition.

Théorème 1.4.2 Soient h et T fixés, avec 0 < 11. ::; 1 et T > O. Soit 4J(h) solution

de (1.14) avec les données c/J°(h) E V(O), c/Jl(h) E L2 (0)3. Alors, il existe une solution

unique u(h) de (1.35) au sens de la transposition.

Preuve. Cette preuve est analogue à celle du lemme 1.5, p. 151 de [6]. On définit l'ap

plication

((u(h)'(ü), -u(h)(O)), (Oo(h), 01(h)))h

= ({(h 2ua(h)'(O), u3(h)'(0)), -(h2ua(h)(O), u3(h)(0))} ,

{(O~(h), O~(h)), (O;(h), 01(h))}) , (1.37)

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(1.36)

(1.38)

+2~ aa3(h)(cjJ(h)) (8i}a(h) + 8a03(h)) dx dt

+ r(q. v)aij(h)(0(h))8jc/Ji(h) d, dt,
fB

I

Y(h) : DA (,,) x V(O) X H1(O, T; V(O)) ~ IR,

Y(h)(OO(h), 01 (11.), f(h))

= 2ph2~ c/Ja(h)'Oa(h)' dx dt +4~ a33(h)( cjJ(h))8303(h) dl: dt

+2~ aa3(h)(c/J(h))(830a(h) + 8a03(h)) dx dt

+ r(q. 1/)aij(h)(c/J(h))8jOi(h) d, dt. (1.39)
fB

l

avec

par

1
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1

::; c(h) [11(p1(h)lli2(o).3 + a(h)(c/>°(h), c/>°(l~))r (1.40)

T ~

x [IW(h)lli2(0)3 + a(h)(BO(h), BO(h)) + lllflli2(0)3 dt]

Ainsi, de la densité de DA(h) X V(O) dans V(O) x [2(0)3 et de Hl (0, T; V(O)) dans

[2(0, T; [2(0)3), peut-on tirer le prolongement de l'application T en une application

linéaire, continue sur V(O) x [2(0)3 X [2(0, T; [2(0)3). Il existe donc, par le théorème

de représentation de Riesz, un unique triplet (wo(h), wI(h), u(h)) dans [2(0)3 x V(O)' X

[2(0, T; [2(0)3), vérifiant l'équation (1.36), avec wo(h) à la place de u(h)(O) et WI (h) à

la place de u(h)'(O).

Il reste maintenant à prouver que wo(h) = u(h)(O) et wI(h) = u(h)'(O). Comme dans

la démonstration du lemme 1.5, p. 151 de [6], nous introduisons une fonction propre v(h)

de l'opérateur ( ,1 2div O"'I(h), h12divO"'2(h), ~divO"'3(h)) :
p~ p p

-divO".a(h)(v(h)) = ph2)"(h) va(h) dans Q,

-divO"'3(h)(v(h)) = P)"(h)V3(h) dans Q,

Et l'on pose

O"(h)(v(h))· 1/ = 0

v(h) = 0

sur ~±,

sur ~/'

(1.41 )

la(h) =ph2g(t)va(h), h(h) = pg(t)v3(h),

BO(h) = aov(h), BI(h) = alv(h), (1.42)

où 9 est une fonction régulière sur (0, T), ao, al E IR. Soit la fonction k définie sur (0, T),
solution de

{

kil (t) + ).. (h )k,( t) = g,

k(O) = ao, k (0) = al'

La fonction B(h) = k(t)v(h) est donc solution de (1.10) munie des données (1.42). En

conséquence puisque (wI(h), wo(h), u(h)) vérifie l'équation (1.36), avec wo(h) à la place

de u(h)(O) et wI(h) à la place de u(h)'(O) nous avons l'équation

ph2((Wl a' -woa), (aova, alVa))n + p ((Wl3, -W03), (aova, aIVa))O

- ~Ph2g(t)vaUadxdt- ~P9(t)V3U3dXdt= lT(çok+çlk')dt, (1.43)



avec

c'est-à-dire, pour tous ao, al réels,

1
1
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(1.46)

(1.47)
_ph2((u~('T), -un(T)), (k(T)vn, k'(T)vn))n

-p ((u~('T), -u3(T)), (k(T)V3' k'(T)V3))n = 0

al [ph 2(-un(O), vn)n +p(-U3(0), V3)n - ph2(-WOn, vn)n - p (-W03, V3)n]

+ao [ph2
(u~(O), vn)n + p (u;(ü), V3)n - ph2(Win' Vn)n - p (WI3, V3)n] = 0

ph2
((u~(O), -un(O)), (aovn, aj'/)n))n + p((u;(O), -U3(0)), (aOv3, alv3))n

_ph2
((u~(T), -ua('T)), (k(T)vn, k'(T)vn))n - p((u;(T), -u3(T)), (k(T)V3, k'(T)V3))n

-ph2(un(h), vn)"n -p(u3(h), V3)"n

_ph2)"(h) (un(h), vn)n - p)"(h) (u3(h), V3)n = ço - ç~.

ÇO(t) = 41 Œ33(h)(4>(h))fJ3V3(h) dx +21 Œn3(h)(4>(h))(fJnV3(h) + fJ3vn(h)) dx

+ r(q. I/)Œij(h)(v(h))fJj4>i(h) d, (1.44)ir l

Çl(t) = 2Ph21 c/>n(h)'vn(h)dx. (1.45)
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Rappelons que la dérivation par rapport au temps dans le second membre de (1.43) est

prise au sens suivant

Puisque 9 = k" + )"(h)k, en choisissant ao = al = 0, on déduit de (1.43) que

-l
T

ph2k(un(h), vn)"ndt-1T pk(U3(h), V3)"ndt

-lTph2)..(h)k(un(h),vn)ndt-1Tp)..(h)k(U3(h),V3)ndt= lT(çok-ç~k)dt,

pour tout k dans V(]O, Tf). D'où, l'égalité

On peut maintenant donner un sens à (ui(h), vi(h))(O) et (ui(h)', vi(h))(O). En refaisant

des intégrations par parties dans (1.43), avec ao et al quelconques, on obtient

et



1.5 L'opérateur HUM

d'où

33

ph 2 (-ua(O), va)n +p(-U3(0), V3)n - ph 2 (-woa, va)n - p(-W03, V3)n = 0

ph 2 (u~(O), va)n +p (u~(O), V3)n - ph2 (Wl a, Va)n - P(Wl3' V3)n = 0,

pour tout v(h) solution de (1.41). On a donc wo(h) = u(h)(O) et wl(h) = u(h)'(O) , et

(1.47) implique que u(h)(T) = u(h)'(T) = 0, puisque l'ensemble de ces vecteurs propres

v(h) forme une base hilbertienne de V(!1). •

1.5 L'opérateur HUM

Nous allons introduire l'opérateur A(h) qui est un outil fondamental dans la contrôla

bilité exacte par la méthode HUM:

A(h) : V(!1) x L2 (!1)3 ~ V(!1)' x L2 (!1)3,

A(h) {(eP°(h), eP1(h))} = (u(h)'(O), -u(h)(O)) ,

d'où

p(A(h){(eP°(h), 4>l(h))}, (O°(l~), Ol(h)))h

= p (((u(h)'(O), -u(h)(O))) , ((Oo(h), Ol(h))))h

= 2ph 2 i 4>a(h)'Oa(h)' dx dt +4i CJ33(h)(cjJ(h))8303(h) dx dt

+2 f CJa3(h)(4>(h))(8a03(h) +830a(h)) dx dt + f (q. v)CJij{h)(O(h))8jePi(h) d, dt,
.IQ .lEI

où cjJ(h) et O(h) sont respectivement solutions de (1.14) et (1.10) avec (4)°(h), 4>l(h)) et

(OO(h), Ol(h)) dans V(!1) x L2 (!1)3 et f(h) = 0, et u(h) solution de (1.35) au sens de la

transposi tion.

Lemme 1.5.1 Soient 0 < h ~ 1 et T > To. L'opérateur A(h) est un isomorphisme. De
plus, si pour (Yl(h), -Yo(h)) E V(!1)' x V(!1)3, on définit (cjJ°(h), 4>l(h)) par

A(ht 1 ((Yl(h), -Yo(h))} = (cjJo(h), ePl(h)),

alors
1

{pllh4>;(h), eP~(h))1112(n)3 +a(h)(4>°(h), 4>0(h))} 2

~ C II(ph 2Yla(h), PY13(h)), -(hYoa(h), Y03(h))llv(n)'xv(n)3' (1.48)
T- To
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d'où l'opérateur A(h) est continu, vu la continuité de la forme bilinéaire a(h)(.) pour

chaque h fixé.

d'après l'inégalité inverse (1.30). La forme bilinéaire continue associée à l'opérateur A(h)

est donc V(!1) X L2 (!1)3-elliptique, donc A(h) est bien un isomorphisme.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(1.49 )

111(~o(h), ~l(h))III~ = ((YI, -YO), (~o(h), ~l(h)))h

::;; II(ph2Yla(h), PY13(h)), -(hYoa(h), Y03(h))IIV(rl)'xL2(rl)3

xll1>o(h), (hP~la(h), p~dh))IIV(rl)xL2(rl)3

::;; CII(ph2Yla(h), Pydh)), -(hYoa(h), Y03(h))IIV(rl)'XP(rl)3
1

X {pll(h~la(h), ~13(h))lli2(rl)3 +a(h)(~o(h), ~o(h))} 2.

L

{pllh~la(h), ~13(h))lli2(rl)3 +a(h)(1>o(h), ~o(h))} 2

::;; T ~ T
o

II(ph 2Yla(h), PY13(h)), -(hYoa(h), Y03(h))IIV(rl)'XL2(rl)3.

1

::;; c [pll(h~;(h), 1>1(h))lli2(rl)3 + a(h)(1P(h), 1>0(h))] 2

1

X [pll(h01a(h), Odh))lli2(rl)3 +a(h)(Oo(h), Oo(h))] 2 ,

Prenons maintenant (Oo(h), Ol(h)) = (~o(h), ~l(h)), on obtient

(A(h) ((~o(h), 1>1 (h))} , (~o(h), <Pl(h)))h = 111(1)o(h), ~l(h))III~

2': (T - To)E1>(h)(O)

Considérons maintenant pour (Yl(h), -Yo(h)) E V(!1)' x L2(!1)3,

Preuve. D'après l'inégalité (1.40), nous avons

Nous avons alors

E<P(h)(O) = l {pllh1>la(h), ~13(h))lli2(rl)3 + a(h)(~o(h), ~o(h))}

::;; T~Tolll(~o(h), ~l(h))III~ (1.50)

De (1.49)-(1.50), on tire donc

Or, d'après l'inégalité inverse (1.30), nous avons
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On peut maintenant énoncer le théorème de contrôlabilité exacte.

Théorème 1.5.1 Pour tous h et T fixés, 0 < h ~ 1, T > To, et pour tout

31':·0

•

il existe une fonction 4>(h) E CO(O, T; V(O)) telle que la solution u(h) de (1.35), au sens

de la transposition, vérifie u(h)(O) = yo(h) et u(h)'(O) = Yl(h).

Preuve. D'après le lemme 1.5.1, A(h) est un isomorphisme. Il existe alors un élément

(4)o(h), c/Jl(h)) de V(O) x L2 (0)3 tel que A(h) ((4)o(h) , 4>l(h))} = (Yl(h), -Yo(h)). Soit

maintenant c/J(h) solution de (1.14). Utilisons 4>(h) comme contrôle dans (1.35) et la

solution u(h) ainsi trouvée vérifie

u(h)(O) = Yo(h), u(h)'(O) = Yl(h)

u(h)(T) = 0, u(h)'(T) = O.

•

1.6 Analyse asymptotique

Dans ce paragraphe, nous allons étudier le comportement du vecteur déplacement

u(h) et des contrôles trouvés dans le paragraphe précédent, quand h tend vers O. Nous

allons prouver, en particulier, que la suite de contrôles intérieurs tend vers 0 et que, par

conséquent, à la limite, le déplacement de la plaque bidimensionnelle est contrôlé par un

contrôle frontière.

1.6.1 Quelques résultats d'analyse asymptotique

Théorème 1.6.1 Soit c/J(h) solution de (1.14) avec les conditions initiales (c/Jo(h), 4>l(h)) E

V(O) x L2 (0)3 vérifiant

(1.51 )

Alors, la suite (c/J(h) h>o vérifie les convergences faibles étoiles suivantes
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(1.52)

(1.53)

(1.55 )

(1.54)

(1.56)

dans w x (0, T),

sur Il x (0, T),

dans w,

dans Loo(O, T; V(O)),

dans Loo(O, T; L2(0)),

dans Loo(O, T; L2(0)),

cP3 est indépendant de X3,

cPa = ~Ct - X3 8acP3' avec Ja indépendant de X3'

ea{3(cP(h)) ~ t'a{3(cP) dans Loo(O, T; L2 (0)),

1 * 2y;eCt3(cP(h)) -' ° dans Loo(O, T; L (0)),

1 * À 2
-/2 t'33(cP(h)) -' - À eaa(cP) dans Loo(O, T; L (0)).
~ + 2{t

cP(h) ~ cP

i) Il existe cP E Loo(O, T; V(O)) n W1,00(0, T; L2(0)3) tel qne quand h tend vers 0,

ii) La fonction limite cP = (cPa, cP3) est un déplacement de Kirchhoff-Love, c'est-à-dire
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De plus Ja = °et cP3 E CO(O, T; H;5(w)) n C1(0, T; V(w)) et cP3 est la solution unique

du problème de plaque bidimensionnelle

et cP13 est la limite faible de (cP13(h)),,>o dans V(O).

où

cP03 est la limite faible de (cP03(h)h>o dans HJ(O) telle que

Preuve. La preuve de ce théorème se trouve dans Raoult [11], [12], et Ciarlet [2] dans

le cas statique. Une démarche analogue à celle de ces derniers est adoptée dans la partie

II de ce mémoire pour un problème plus complexe de piézoélectricité. •
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Théorème 1.6.2 Soient B(h) solution de (1.10) avec les conditions initiales (Bo(h), B1(h)) E

V(O) x L2(0)3 et la force appliquée f(h) teUe que

i) fa(h) EX, h(h) E U (0, T; L2(0)), et, quand h tend vers 0, nous avons les

convergences fortes

fa(h) -t fa dans X,

h(h) -t h dans U(O, T; L2(0)).

ii) quand h tend vers 0, la suite (Bo(h) ),.>0 vérifie les convergences fortes

Bo(h) -t Bo dans V(O),

1
hea3(Bo(h)) -t a dans L2(0),

1 À
-/2e33(Bo(h)) -t - À ' eaa(Bo) dans L2(0).
1 + 211

(1.57)

(1.58)

La fonction limite Bo = (Boa, ( 03 ) est un déplacement de Kirchhoff-Love, c'est-à-dire

B03 est indépendant de X3,

Boa = Ôoa - X30aB03, avec ÔOa indépendant de X3.

De plus Ôo = (ÔOl , Ô02 ) est solution du problème bidimensionnel

(1.59 )

dans w,

sur Il.

(1.60)

où na/3(Ôo) est défini par

(1.61)

iii) quand h tend vers 0, la suite (B1(h))h>0 C L2(0)3 vérifie les convergences fortes

hB1a(h) -t 0, dans L2(0),

B13 (h) -t B13 , dans L2(0), B13 E L2(w).

Alors, la suite (B( h) ),,>0 vérifie les convergences fortes suivantes :

(1.62)
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1
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1

(1.63)

•

(1.64)

(1.65)

(1.66)

dans w.

sur r/ x (0, T),

dans w,

sur ~(l,

dans U'''(O, T; L2(0)),

dans U'''(O, T; L2(0)).

dans U(O, T; V(O)),

dans U(O, T; L2(0)),

dans L2(0, T; L2(0)),

haa3 (h)(8(h)) --+ °
h2a33(h)(8(h)) --+ °

ea{3(8(h)) --+ ea {3(8) dans L2(0, T; L2(0)),

1
,/a3(8(h)) --+ ° dans L2(0, T; L2(0)),

1 À
h2e33(8(h)) --+ - À + 2J-l eaa (8) dans L2(0, T; L2(0)),

8(h) --+ 8

La fonction limite 8 = (8c" 83 ) est un déplacement de Kirchhoff-Love, c'est-à-dire

83 est indépendant de X3,

tel que quand h tend vers 0,

De plus êa E U(O, T; HJ(w)) et 83 E CO((O, T); H:5(w)) n C1((0, T); L2(w)) et 83 sont

solutions respectives des systèmes d'équations de plaque bidimensionnelle

111 111
83 (0) = 2" -1 803 dX3, 8~(0) = 2" -1 813 dX3,

Preuve. Voir la preuve du théorème 1.6.1.

En tenant compte des convergences dans les théorèmes 1.6.1 et 1.6.2, on peut passer

à la limite dans l'identité (1.21) et on obtient le lemme

1.6.2 Identification du contrôle limite

1
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Lemme 1.6.1 Si les données, 1>o(h), <Pl(h), (}o(h), (}l(h) et f(h) vérifient les conditions

des théorèmes 1.6.1 et 1.6.2. Alors, on a la convergence

lim { r(q. v)uij(h) ((}(h)) ÔjcPi(h) d, dt
h-tO JEI

+2hu33(h) ((}(h))Ô3cP3(h)dxdt +2hU33(h) (cP(h)) Ô3(}3(h) dxdt

+hu"'3(h)(1>(h))(Ôcx (}3(h) + ô3(}",(h)) dx dt

+hu"'3(h)((}(h))(Ô",cP3(h) +Ô3cP", (h)) dXdt}

= 2p1(<p;q{3Ô{3(}3 + (};q{3Ô{3<P3) dW[ (1.67)

+4p1 <P; (); dw dt +21 m",{3 (()3) Ô",{3<P3 dw dt
wx(O,T) wX(O,T)

+hX3!",Ô",1>3 dx dt +~ X3!{3q",Ô",{31>3 dx dt - hf3qcx Ô",cP3 dx dt.

Etablissons aussi un lemme qui correspond à l'identité (1.21) limite, et que nous allons

utiliser pour obtenir la formule de transposition limite.

Lemme 1.6.2

1 (q . v )m"'{3 (()3) Ô",{31>3 dÎ dt
'"Ylx(O,T)

= 2p1<p;q{3Ô{3(}3 + (};q{3Ô{3<P3 dW[

+4p1 1>;(); dw dt +21 m",{3 (()3) Ô",{3<P3 dw dt
wx(o, T) wx(O,T)

+~ X3!",Ôcx <P3 dx dt +~ X3!{3q",Ô",{3<P3 dx dt - hf3q",Ôcr <P3 dx dt. (1.68)

Preuve. Ici, nous procédons comme dans la démonstration de l'identité (1.21). On mul

tiplie la première équation du système (1.66) par q",Ô",cP3 et la première équation de (1.54)

par q",Ôcx (}3 où <P3 et ()3 sont respectivement solutions de (1.54) et (1.66). Puis on intégre

par parties et on fait la somme des équations ainsi obtenues. _

Etudions maintenant la convergence de la formule de transposition quand h tend vers

o.
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Lemme 1.6.3 Soient T > 0 et la suite (U(h))h>O des solutions du problème de contrô

labilité exacte (1.35) muni des données initiales (yo(h), Yl(h)) telles que

II(ph 2Yla(h), pYl3(h)), -(hYoa(h), Y03(h))IIV(fl)/xL2(flj3 ::::; C, (1.69)

et h2Yla tend faiblement vers 0 dans [Hr\(O)]'. (1.70)

De plus, on suppose que les suites de fonctions ((Bo(h), B1(h))h>0 C V(O) x U(0)3 et

(Ja(h), h(h)) C X 2 x [2(0, T; U(O)), satisfont les hypothèses du théorème 1.6.2, et
que T > To.

Alors, il existe Ua E X' et U3 E U(OT; U(O)) tels que

P ((Yl3' -Y03), (B03 , Bl3 )) = (ua, fah/x +LU3h dx dt

+ [T1(q. v)ma(3(B3)8a(3<P3 d, dt, (1.71)
Jo 'YI

ou

- (y03' yd est la limite faible dans U(O) x [HfJO)]' de (Y03(h), yn(h)),

- Ua est la limite faible dans X' de Ua (h), U3 est la limite faible de u3(h) dans

U(O, T; U(O)),

- (B03 , ( 13 ) est la limite forte dans Hfl(O) x U(O) de (B03 (h), Bn(h)) telle que B03 et
B13 sont indépendants de X3 et B03 E H5 (w),

- (Ja, h) est la limite forte dans X 2 x U(O, T; U(O)) de (Ja(h), h(h)),

- 03 est solution de (1.66),

- 1>3 est solution de (1.54) avec les conditions initiales 0tl 1>03 dX3' ~ t 11>13 dX3) ,

tel que J~1 1>03dx3 E HJ(w), et (1)03,1>13) est la limite faible dans Hfl(O) x P(O)
de (</;03(h) , 1>n(h)) avec (<Po(h), <Pl(h)) = A(ht1(Yl(h), -yo(h)).

Preuve. Pour obtenir (1.71), nous passons à la limite dans la formule de transposition

(1.36). Notons que la disparition de tous les termes du second membre, à l'exception

du dernier, fournit la contrôlabilité exacte frontière. Soit u(h) la solution contrôlée du

système (1.35) avec les données initiales (Yo(h), Yl(h)).

Tout d'abord, on considère la formule de transposition (1.36) et la majoration

1 1

Y(h)(BO(h), B1(h), f(h)) ::::; c max [E<P(h)(t)]2 [E8(h)(t)]2
O:St~T

1

::::; C [11<p1(h)lli2(fl)3 + a(h)(<p°(h), </;O(h))] 2

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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en supposant que

- !rAh) = °et Oo(h) = Ol(h) = 0, il vient
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inégalité valable pour toute suite h(h) E P(O, T; P(O)). Donc la suite u3(h) est

bornée dans P(O, T; L2(0)), et on en extrait une sous-suite convergeant vers une

limite U3 dans P(O, T; P(O)) faible.

- h(h) = !rAh) = °et Oo(h) = Ol(h) = 0, il vient

l(uiJ(h), fiJ(h))x',xl ~ cllfiJ(h)llx, pour {3 =1= 0,

inégalité valable pour toute suite (fiJ(h)h>o E X. Donc la suite (UiJ(h)h>o est

bornée dans X', et on en extrait une sous-suite convergeant faiblement vers une

limite UiJ dans X'.

Au total, nous avons donc les convergences

(u3(h), h(h))Q -+ (U3' h)Q' quand h -+ 0,

(uiJ(h), fiJ(h)h"x -+ (UiJ' fiJh"x' quand h -+ O.
(1. 72)

Nous avons, d'après la majoration (1.69) et la convergence (1.70), l'existence d'une sous

suite (Yo(h), YI (h)) telle que

ph2 ((Yla(h), -Yoa(h)), (Ooa(h), Ola(h)))(Hf)fl)XL2(fl))/,Hf)fl)XL2(fl)

+p ((YI3(h), -Yo3(h)), (Oo3(h), OI3(h)))(Hf)fl)XL2(fl))"H~I(fl)XL2(fl) (1. 73)

Enfin, compte tenu des lemmes 1.6.1 et 1.6.2 et de (1.72)-(1.73) nous avons l'identité

(1.71). •
Nous allons maintenant prouver que le déplacement limite u est un déplacement de

Kirchhoff- Love.



42 Contrôlabilité exacte frontière et limite asymptotique des corps élastiques minces

1
1
1

Lemme 1.6.4 Le vecteur déplacement limite u de u(h) est un déplacement de Kirchhoff

Love, c'est-à-dire

U3 est indépendant de X3,
(1.74)

De plus, ûa = 0 dans w x (0, T).

Preuve.

i) Prouvons d'abord que U3 est indépendant de X3, c'est-à-dire 03U3 = 0 dans 1)'(Q).
Dans la formule de transposition (1.36), posons

Oo(h) = OI(h) = 0

f(h) = (0, 0, -(31) avec f E 1)(Q).

Ainsi, en passant à la limite, nous obtenons

où 03 est solution du problème bidimensionnel

!
2p03" - oa(3ma{3(03) = fI 03f dX3 dans w x (0, T),

03 = 01/03 = a sur ÎI x (0, T),

03 (0) = 0, O~(O) = 0, dans w.

Or, f est clans 1)(Q) implique que fI 03f dX3 est nul, d'où 03 = O. Il vient donc que

J
Q

03fu3 dx dt = 0, et ce pour tout f dans 1)(Q) ; ce qui signifie que 03U3 = adans 1)'(Q).

ii) Pour prouver que Ua = ûa - X30aU3 avec ûa est indépendant de X3, il suffit de

montrer que 03Ua + OaU3 = a dans 1)'(Q).

Ici, on choisit, dans (1.36), les fonctions test comme suit:

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Oo(h) = OI(h) = 0,

fa(h) = -03ga, f{3(h) = 0, f3 i= 00, h(h) = -oaga, avec ga E 1)(Q);

en faisant tendre h vers 0, nous obtenons

(1. 75) 1
1
1
1
1
1
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OÙ B3 est solution de
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!
2pB3"- 8a{3ma{3(B3) = - J~l x383(8aga)dx3 - J~l 8aga dx3 dans w x (0, T),

B3 = 8l/B3 = 0 sur ~I x (0, T), (1.76)

B3(0) = 0 dX3, B~(O) = 0 dX3' dans w.

Or, - J~l X3 83(8aga) dX3 - J~l 8aga dX3 = O. Tout le second membre du système d'équa

tions précédent est donc nul, d'où B3 = O. Et il vient

c'est-à-dire

pour tout ga E 'D(Q), donc 83ua + 8aU3 = 0 dans 'D'(Q).

iii) Enfin, pour montrer que ûa = 0, considérons dans (1.36), Bo(h) = B1(h) = 0, h = 0

et fa E 'D(w X (0, T)), indépendant de X3. Ainsi, par passage à la limite, B3 = 0 et on a

(Ûa - X38aU3' fah, x = 0

(ûa, fah, x - (X3 8aU3' fah, x = 0, ,

(ûa, fah"x +l T 1(1: X3U38afa dX3) dw dt = 0

(ûa, fah"x = 0,

puisque ûa et fa sont indépendants de X3' Il en résulte que ûa = 0 dans w x (0, T). •

Nous allons enfin prouver que, pour tout (Yü3, Yl3) E L2 (w) x H-~(w), il existe un

contrôle v appliqué uniquement sur le bord l tel que, à l'instant T, le problème

2p (3" - 8a{3ma{3((3) = 0 dans w x (0, T),

(3 = 0 sur l x (0, T),

sur l x (0, T), (1. 77)

(3(0) = Yü3, (~(O) = Y13 dans w,

(3(T) = 0, (~(T) = 0 dans w
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Donnons alors la définition de la solution de (1.77) au sens de la transposition.

tel que le problème (1.77) admet une solution unique au sens de la tmnsposition.

Définition 1.6.1 La fonction (3 est solution du problème bidimensionnel de plaque (1.77)

au sens de la transposition si (3 E L2 (0, T; L2(w)) et

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(1. 78)

(1.79)!
2p03" - 8a{3ma{3(03) = 2h dans w x (0, T),

03 = 8v 03 = 0 SU7' ÎI X (0, T),

03(0) = 003 , O~(O) = 013 , dans w.

P((Y13' -Y03), (003 , 013))H-2(W)XL2(w),HJ(w)xL2(w)

= i (3hdxdt+1T 1ma{3(03)vav{3vd~idt,

!
2p<P3" - 8a{3m a{3(<P3) = 0 dans w x (0, T),

<P3 = 8v <P3 = 0 sur ÎI x (0, T),

<P3(0) = 1J03' <t>~(0) = <P13 dans w,

1 (3"03 dx dt =1 (3 03" dx dt +1Y13003 dx - Jy03013 dx
wx]O, T[ wx]O, T[ w w

1 8a{3ma{3((3)B3 = 1 8a{3ma{3(03)(3 +1 ma{3(03)vaVl3vd~idt.
wx]o, T[ wx]O, T[ 'IX (0, T)

admet une solution unique au sens de la transposition. Et que cette solution est la limite,

quand l'épaisseur h de la plaque tend vers 0, d'une suite de solutions (au sens de la

transposition) contrôlées de problèmes tridimensionnels.

Pour obtenir la formule de transposition, on multiplie la première équation de (1.77)

par 03 et on effectue des intégrations par parties, en supposant que (3 est assez régulier,

il vient

pourtout hE L2(0, T; U(w)), (003 , On) E HJ(w) X L2 (w) et 03 est solution du problème

de plaque

Théorème 1.6.3 Pour tout (Y03' yd E U(w) x H-~(w), il existe (<P03' <P13) E HJ(w) x

L2(w) et un contrôle v = 8~<P3' où <P3 est la solution de

1
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De plus, cette solution (3 est égale à U3, la limite faible, lorsque h tend vers 0, de la

suite de solutions (u3(h) )h>O des problèmes

h2pu cr (h)" - 8jŒcr j(h)(u(h)) = 2ph2cjJcr(h)" +283Œcr3(h)(eP(h)) dans Q,

pU3(h)" - 8jŒ3j(h)(u(h)) = 483Œ33(h)(eP(h)) +28cr Œcr3(h) (cjJ(h)) dans Q,

Œ(h)(u(h))·v=O surE±,

u(h) = (q . v )8v eP(h) sur Et,

u(h)(T) = 0, u(h)'(T) = ° dans n,

u(h)(O) = (0, 0, Y03), u(h)'(O) = (0, 0, Yl3)

où eP(h) est solution de (1.14) avec les données

(ePo(h), eP1(h)) = A(ht1{(O, 0, Y13), -(0,0, Y03)}.

dans n,

Preuve. Pour prouver ce théorème, vu la densité de Hij(w) dans HJ(w), il suffit de

prendre les fonctions (B 03 , ( 13 ) E Hij(w) x U(w) et h E U(O, T; L2(w)). Dans la formule

de transposition (1.36), on pose

f(h) = (0, 0, h),

Bo(h) = (-X381B03, -X382B03, B03 + h2
À À, x3~Bo3)+ 2ft

B1(h) = (0, 0, ( 13 ).

On remarque que les suites ainsi définies vérifient les hypothèses du théorème 1.6.2. Donc

la suite de solutions B(h) converge fortement vers une limite B.

Pour chaque h fixé, soit

(4)o(h), eP1(h)) = A(ht1{(O, 0, Y13), -(0,0, Y03)},

où l'opérateur A(h) est défini au paragraphe 1.5. Soit la suite (4)(h)h>o des solutions de

(1.14). D'après le lemme 1.6.3, en passant à la limite dans (1.36), nous obtenons

2P((Y13, -Y03), (B03 ' Bn))H-2(w)XU(w),Hg(w)xU(w)

= 21 Ud3 dx dt +l T 1(q,vJrncrp (B3) 8crp 4>3 d~f dt.
wx]O, T[ 0 "Y

Il en résulte, si l'on choisit le contrôle v = (q,V,)8~4>3' que (3 = U3 est solution du

problème (1.77) au sens de la transposition, car 4>3 = 8v eP3 = °implique que

vcr IJ(J8:4>3 = IJcr vp8v ( 8v cP3) = vcr 8p(8v eP3) = 8p(vcr 8"eP3) = 8pcr cjJ3
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1

Commentaire 1.6.1 IVous avons donc 7'ésolu un problème de contl'ôlabilité exacte d'une

plaque bidimensionelle, où le contl'ôle agit uniquement SUl' la frontièl'e, pal' une analyse

asymptotique.

Donc, pOU7' obtenir un contrôle limite frontière, en n'agissant que sur la frontière des

plaques tridimensionnelles, il a fallu contl'ôler seulement sur le bord latéral. Or pour une

plaque tridimensionnelle, si le contrôle est appliqué uniquement sur le bord latéral, la

contrôlabilité exacte s'avère impossible (voir Bardos, Lebeau et Rauch [2j).

A insi, au lieu de contrôler SUl' les faces, ± des plaques tl'idimensionnelles, nous leul'

appliquons un contrôle intérieur qui tend vel'S 0 quand l'épaisseur h de la plaque tend

vers o. Il s'ensuit que le déplacement limite s'identifie à la solution d'un problème de

plaque élastique bidimensionnelle contrôlée exactement, uniquement à la frontière.

Si le contrôle limite dans !4} et [lB} est distribué sur tout l'intérieur de la plaque, c'est

parce que la famille de plaques tridimensionnelles n'y a été contrôlée qu'en agissant sur la

frontièl'e, notamment sur les faces, + et , -. Or, le contrôle sur ces parties de la frontière

subsiste à la limite et devient un contrôle intérieur pour la plaque bidimensionnelle.

1
1
1

1
1

1

1
1

•

Contrôlabilité exacte frontière et limite asymptotique des corps élastiques minces

sur chaque arête de ~i.
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Chapitre 2

Introduction

2.1 Piézoélectricité généralités

Bien qu'ayant été prédit par Coulomb, et découvert par Becquerel en 1819, l'effet

piézoélectrique n'a été correctement expliqué par expérimentation qu'en 1880 par les

frères Jacques et Pierre Curie. Une présentation des débuts de la piézoélectricité peut

être trouvée dans [7].

La piézoélectricité est une interaction électromécanique: les matériaux piézoélectriques

sont des diélectriques qui se déforment sous l'effet d'un champ électrique et qui pro

duisent une polarisation sous l'effet de déformations. Ce dernier phénomène est appelé

"effet direct", pour une raison purement historique vu son aspect réversible. On traduit

ce comportement par des lois liant le tenseur des contraintes et le vecteur champ élec

trique d'une part, et le tenseur des déformations et le vecteur polarisation ou le vecteur

déplacement électrique d'autre part.

Soient Œ = (Œij) et e = (eij) les tenseurs de contraintes mécaniques et de déforma

tions du matériau, E = (Ek) et P = (Pk) les vecteurs champ électrique et polarisation.

Les caractéristiques d'un matériau piézoélectrique donné sont décrites par le tenseur de

raideur C' = (C'ijkl), le tenseur des constantes piézoélectriques P = (Pkij ), et le tenseur

de susceptibilité électrique f' = (f;j). Les relations

(2.1 )
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1
1
1

sont établies dans [23], [16] et [26] en considérant l'énergie libre de Gibbs. Soit D le

vecteur déplacement électrique, on sait qu'il est lié à E et P par la relation 1

où fa est un scalaire appelé permittivité électrique du vide. En posant fij = fa6ij + <j,
on obtient le système équivalent à (2.1),

{::

D = foE + P, (2.2)

(2.3)

1
1
1

C'est ce système de lois de comportement que nous utiliserons désormais. Notons qu'on

peut aussi en inversant la deuxième équation ci-dessus exprimer le vecteur champ élec

trique E en fonction du vecteur déplacement électrique D et du tenseur des déformations

e : c'est la modélisation choisie dans [15], qui utilise des lois de comportement analogues

dans un modèle bidimensionnel.

Les lois (2.3) expliquent bien l'utilisation des matériaux piézoélectriques comme cap

teurs (effet direct) et actionneurs (effet inverse). Par exemple, une plaque, ou des pastilles

piézoélectriques, adhérant à un matériau élastique en détectent les déformations par l'effet

direct, et peuvent servir pour déformer le matériau par l'effet inverse; d'où la possibilité

de contrôler les vibrations dans des structures élastiques, en particulier les plaques et les

coques. Les matériaux piézoélectriques tels que la céramique et le PVDF (PolyVinil-Di

Fluor) sont, en général, de masse négligeable par rapport à la structure à contrôler et

peuvent être très flexibles dans le cas du PVDF. Ce dernier, qui est un polymère, présente

aussi l'avantage de pouvoir être coupé en très fine pellicule; par contre, ses constantes

piézoélectriques sont moins élevées que celles des piézo-céramiques.

Les matériaux piézoélectriques sont aussi utilisés dans le contrôle de forme (ailes

d'avion, miroirs des télescopes), ainsi que dans la conception d'organes artificiels en

biomécanique. Bien d'autres applications sont données dans [23], [39] et [3]. On trouve

aussi dans [3] une modélisation mathématique de leur mise en oeuvre.

Terminons en indiquant une première application de l'effet piézoélectrique qui est due

à Paul Langevin. Lors de la première guerre mondiale, Langevin eut l'idée d'utiliser des

plaques de quartz piézoélectriques pour l'émission et la réception d'ondes sonores sous

marines de haute fréquence. Depuis lors le quartz est largement utilisé dans le domaine

des télécommunications en tant que filtre, contrôleur ou générateur de fréquence.

1
1
1
1
1
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2.2 Modèle mathématique de la piézoélectricité

Equations de Maxwell
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En élasticité pure, la loi de comportement liant le tenseur des contraintes à celui des

déformations

et la loi fondamentale de la dynamique ou de Newton, qui dit que, dans un corps, la

somme des forces est égale à la force d'inertie, nous permettent de trouver le vecteur

de déformation u; nous rappelons que le tenseur linéarisé des déformations e est lié à

u = (Uk) par ek/ (u) = ~ (8ku/ +8/Uk). Dans le cas d'un matériau piézoélectrique, la loi de

comportement contient une nouvelle inconnue, le champ électrique E, d'où la nécessité

d'introduire une autre équation d'équilibre pour la gérer. C'est l'équation de Maxwell

Gauss

divD = q,

où D est le vecteur déplacement électrique et q est la densité volumique de charge au

sein du matériau. Cette équation est valable dans un milieu non aimanté. Dans la suite

de ce travail, q sera nulle car le matériau considéré ici est un isolant.

Soit p la masse volumique du matériau piézoélectrique occupant le domaine st et f la

densité de force volumique qui lui est appliquée. Les équations de Newton et de Maxwell

Gauss ci-dessus forment le système

{

PU" - div a = f

divD =°
dans st x (0, T),

dans st x (0, T),

auquel sont associées des conditions limites et des conditions initiales. Les lois de com

portement (2.3), que nous reprenons ci-dessous,

{::
complètent le système. Nous avons rappelé que, dans ces équations, le tenseur e d'ordre

2 ne dépend en fait que du vecteur u; de même, le vecteur champ électrique E dérive

d'autres quantités, en particulier du potentiel scalaire électrique (et de ce dernier seul
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dans le cas statique). Plus précisément, on sait qu'un champ électrique variant en fonction

du temps, induit un champ magnétique B et vice-versa; ce phénomène se traduit par les

équations de Maxwell-Ampère

rotB (2.4)

1
1

Cette dernière équation combinée avec l'équation de Maxwell-Faraday implique que la

somme de vecteurs E + ~~ admet un rotationnel nul, donc dérive d'un potentiel scalaire

rp, c'est-à-dire

Pour la construction et l'étude de ces équations, nous renvoyons à [30], et à [10] (vol. 1,

5) et [17] pour une approche plutôt mathématique. La loi de conservation (2.6) implique

l'existence d'un vecteur A appelé potentiel vecteur, tel que

Les inconnues du système de la piézoélectricité ainsi écrit sont donc maintenant le dépla

cement u, le potentiel scalaire rp et le potentiel vecteur A. Dans le cas dynamique, afin

de gérer l'inconnue A, nous utilisons l'équation de Maxwell-Ampère (2.4) qui n'a pas été

utilisée jusqu'ici.

1
1
1

1
1

1
1
1
1

(2.5)

(2.7)

(2.6)

(2.8)

divB = O.

B = rot A.

aA
E = -Vrp - fit.

et de Maxwell-Faraday

aB
rotE = -fit'

ou III désigne la perméabilité magnétique du matériau. La quatrième équation de

Maxwell s'ajoute aux équations déjà citées (Maxwell-Gauss, Maxwell-Ampère, Maxwell

Faraday) et traduit la loi de conservation du flux magnétique,

Dans beaucoup d'applications, on peut se restreindre à l'approximation quasi-électro

statique, qui revient à négliger la partie magnétique dans l'équation de Maxwell-Faraday

(2.5). Alors, on a

E = -Vrp

1
1

et les inconnues se réduisent à u et rp. Précisons dans quelles conditions l'approximation

quasi-électrostatique est loisible. Comme dans [26], il suffit de réaliser une analyse dimen

sionnelle. Supposons, comme c'est le cas qui nous intéressera, que le corps est une plaque

1
1
1
1
1
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de longueur L. Considérons, dans une oscillation électromagnétique, un mode propre de

longueur d'onde À et de vitesse de phase v. Rappelons que la vitesse de phase correspond

à la vitesse de la lumière dans le milieu considéré. La période d'oscillation T est donnée

par T = è. Si x est la variable d'espace et t la variable temps, faisons le changement de

variable

2Tit
T=-

T'

Dans ces nouvelles coordonnées adimensionnelles, l'équation de Maxwell-Faraday devient

2TiL aB L aB
rotç E = ----- = -2TiV --.

T aT À aT (2.9)

Il se dégage donc un critère pour l'approximation quasi-électrostatique: si la longueur

d'onde de l'oscillation électromagnétique est très grande par rapport à la longueur de la

plaque, on peut faire l'approximation quasi-électrostatique, et ignorer l'inconnue A. Un

autre procédé serait l'utilisation des équations de Maxwell harmoniques (voir [29]) où la

dérivée par rapport au temps est remplacée par la pulsation - ~ (avec i 2 = -1)

- L -
rotç E = 2iTiv l B.

Cette dernière équation fournit le même critère d'approximation quasi-électrostatique que

(2.9). Nous donnerons à nouveau au chapitre 3 (resp. 4) l'écriture complète du système

de la piézoélectricité statique (resp. dynamique), et y adjoindrons les cadres fonctionnels

permettant d'obtenir des résultats d'existence.

2.3 Notations

Nous résumons ici les notations utilisées dans cette partie du mémoire.

Notations sur n. On désigne par n" un domaine cylindrique de IR3 d'épaisseur 2h, et

de surface moyenne w, domaine de IR 2. Plus précisément, on pose

n"=wx]-h,hl,

Les faces supérieure et inférieure sont notées

, ,,± = w X {±h},

n = wx] - 1, 1[.

, ± = w x {±1}.

Les bords latéraux sont notés,? = IX] - h, hl, ,1 = IX] - 1,1[. De même, on pose

, " = an"" = an.



56 Introduction

1
1
1

L'ouvert Oh sera la configuration de référence d'une plaque constituée d'un maté

riau piézoélectrique. On appelle uh = (u~, u~, u~) le vecteur déplacement, Ah le po

tentiel vecteur magnétique, !.ph le potentiel électrique au sein du matériau Oh. On note

O"h( uh, Ah, !.ph) le tenseur des contraintes et eh(u h) celui des déformations, avec efj (uh) =
H8i uj + 8ju~'), Dh(uh, Ah, !.ph) le vecteur déplacement électrique et Eh(!.ph) le vecteur

champ électrique, avec EI'(!.p", Ah) = -8i!.ph _ a~h.

Soient r la frontière de w, rO et rI (resp. reO et red deux parties de r telles que

~( = rO U rI et ~(o n rI = 0 (resp. r = reO U ~(e1 et reO n rel = 0). La partie ~(o est supposée

de mesure non nulle.

Des conditions de Dirichlet sur le déplacement seront imposées sur la partie , 'D du

bord avec

1
1
1
1
1

, 'D = ~(o x] - h, h[,

La partie complémentaire du bord est

où

, ~ = ~(1 x] - h, hl,

, D = rO x] - 1, 1[.

- U + U -,N -,l, "

,1 =r1 X]-1,1[.

1
1
1
1

Enfin, le potentiel électrique sera imposé sur , ~D = , h± U (reO x] - h, h[) ; dans l'étude

du cas dynamique, on supposera que reO = 0. Dans la suite, sauf mention du contraire,

on utilise la convention de sommation sur l'indice répété, les indices latins étant dans

l'ensemble {1, 2, 3} et les indices grecs dans {1, 2}. La lettre c représente différentes

constantes indépendantes de h.

Notations sur les espaces de fonctions.

( . )n produit scalaire usuel dans L 2 (0),

( . )xl,X produit de dualité entre X et son dual XI,

Il.llx norme usuelle sur X,

1·ln = Il ·llp(n),
H~(O) = {v E H 1(0), vlY =ü}.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
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2.4 Objet de l'étude. Principaux résultats obtenus

On se propose, dans ce mémoire, d'étudier le comportement asymptotique d'une plaque

piézoélectrique mince. L'objectif est de déduire des systèmes de la piézoélectricité statique

ou dynamique, que l'on a décrits au paragraphe 2.1, des modèles bidimensionnels plus

simples à utiliser, en particulier pour l'approximation numérique. Leur construction même

est une justification de ces modèles, obtenus sans simplification a priori sur la forme

des inconnues. D'autres procédés d'approximation du système, bien connus dans le cas

purement élastique, reposent sur une approximation polynomiale. Cette technique de

modélisation a été utilisée par Reissner [34], Mindlin [27], et a donné lieu récemment

à de nombreuses publications, par exemple Babuska, d'Harcourt et Schwab [2], Schwab

[37], Alessandrini, Arnold, Falk et Madureira [l], Delfour et Zolésio [12]. La cohérence

asymptotique de l'approximation polynomiale a été étudiée par Paumier et Raoult [28].

Nous utilisons ici le procédé asymptotique développé par Ciarlet et Destuynder [9], et

mis en œuvre par Raoult [32] dans le cas de l'élasticité dynamique. Dans ce travail, nous

suivons la même démarche que Raoult [33] où une analyse asymptotique a été réalisée

pour une multi-structure contenant une plaque mince.

On se donne une famille de plaques d'épaisseur h et de configuration de référence

n" = wx]-h, hl, où west un ouvert borné de IR 2
. Notre but est d'étudier le comportement

du vecteur déplacement u" des plaques lorsque h tend vers 0, ainsi que celui des autres

inconnues: le potentiel scalaire électrique, et le potentiel vecteur dans le cas dynamique.

A cet effet, nous effectuons une dilatation de l'ordre de h- I
, dans le sens de l'épaisseur,

sur chaque plaque de sorte que le domaine d'étude soit indépendant de h : c'est l'ouvert

n = wX]-I, 1[. Avec un tel changement de variable, nous pouvons étudier la convergence

de la suite des déplacements mis à l'échelle u(h), ainsi que des potentiels scalaires cp(h)

ou potentiels vecteurs A(h) dans un espace fonctionnel indépendant h.

Nous donnons ci-dessous le résumé des principaux résultats obtenus. Dans le mémoire,

les caractéristiques mécaniques et électriques des plaques seront supposées indépendantes

de h à l'exception de la masse volumique qui est supposée d'ordre h2
, voir [32].

Le chapitre 3 est consacré à l'étude du cas statique. Cependant, avant les équa

tions de la piézoélectricité, nous analysons tout d'abord le comportement du potentiel

électrique mis à l'échelle <p(h) lorsque h tend vers 0, dans le cas d'un problème purement

électrique. Ce potentiel résout un problème de perturbations singulières classique natu

rellement posé dans l'espace H1(n). Nous vérifions que l'espace limite n'est pas H1(n),
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1
1
1

mais l'espace

et donnons le problème limite. On remarque que la limite forte 'P de 'P( h) dans WI est

une fonction affine de la variable verticale.

Ensuite, nous rappelons un théorème d'existence pour le problème de la piézoélectrici

té statique et étudions son comportement asymptotique. Nous supposons que le potentiel

électrique mis à l'échelle i.p( h) est égal à une fonction i.po donnée sur une partie, eD du

bord qui contient les faces supérieure, + et inférieure, -. Autrement dit, le potentiel

électrique obéit à une condition de Dirichlet sur , eD = (reO x] - 1, 1[) U , + U , -, où ÎeO

est une partie de 8w qui peut être de mesure nulle. Imposer ainsi le potentiel électrique sur

les faces, + et , - correspond à des dispositifs expérimentaux habituels. Le déplacement

mis à l'échelle u(h) est supposé nul sur la partie, D = ÎOx] - 1, 1[ du bord latéral, où

~io est une partie de mesure non nulle de 8w.

1
1
1
1
1
1

Introduisant les espaces fonctionnels

v {v E (H 1(D))3, VJrD == ü} et

W {v') E H1(D), 7/)lf.D =: ü},

(2.10)

(2.11)

1
1

et effectuant la translation Ç5(h) = i.p(h) - 'Po, nous obtenons l'écriture variationnelle du

système de la piézoélectricité statique

Trouver (u(h), Ç5(h)) E V X W, tel que

V(v, 1/)) E V X W, a(h)((u(h), Ç5(h)), (v, 7/;)) = l(h)(v, 7/:)

1
1
1

où a(h) est une forme bilinéaire coercive sur V X W. Elle est la somme de la forme

bilinéaire sur V, étudiée dans les travaux consacrés par de nombreux auteurs à l'analyse

asymptotique du problème de l'élasticité linéaire, de la forme bilinéaire correspondant au

problème électrique seul étudié au début du chapitre et de termes croisés déplacement

potentiel. Plus précisément,

a(h) ((u(h), Ç5(h)), (v, 1jJ)) l G,,;(h) : ,,;(h)(v) dx

+l t33 83Ç5(h )83 1jJ dx +h2l t cr {3 8cr <.p(h )8{31J; dx

1
1
1
1
1
1
1
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+h1[(3"( 8"rp(h)83VJ +83rp(h)8,,'I/))] dx +

+1[P3k/ (83rp(h)Kkl(h)(v) - 83 '1/) Kk/(h))] dx

+h1[P"kl (8"rp(h)Kk/(h)(v) - 8"VJ Kk/(h))] dx,

où nous avons adopté la notation suivante

59

et avons posé K(h) = K(h)(u(h)). Selon la convention habituelle, les indices grecs prennent

les valeurs 1, 2 et les indices latins les valeurs 1, 2, 3. On note que l'expression développée

de a(h) contient des puissances négatives de h. L'expression de la forme linéaire [(h) est

donnée au chapitre 3.

Ainsi écrit, le problème piézoélectrique se prête à une analyse asymptotique qui géné

ralise les résultats connus (Ciarlet [8], Ciarlet et Destuynder [9], Destuynder [13]) dans le

cas purement élastique et les résultats obtenus dans l'étude préliminaire du cas purement

électrique. En particulier, et dit de manière rapide, les termes contenant les puissances

négatives de h sont à l'origine d'un "gouffre" (voir Sanchez-Palencia [36]) qui attire le

déplacement u(h). Ainsi on démontre que la suite u(h) admet dans V une limite u qui

est un déplacement de Kirchhoff-Love, c'est-à-dire que

U3 = (3 où (3 est indépendant de X3,

u" = (" - X3 8,,(3, avec (" indépendant de X3'
(2.12)

On montre simultanément que la suite des potentiels électriques 'P(h) (rappelons que

nous avons posé 'P(h) = 'Po + rp(h)) converge dans W/ vers un potentiel limite 'P qui est

un polynôme du second degré en X3

2

'P(XI' X2, X3) = L 'Pi(XI' X2)X;,
i=O

explicite en (3 puisque l'on a

(2.13)



où <Pt et <Po sont les potentiels imposés sur , + et , -, et les constantes P3Cl{3 et P33

s'obtiennent à partir des coefficients d'élasticité, de piézoélectricité et de susceptibilité

électrique.

m Cl{3( (3)//Cl V{3 =° sur Il,

8ClmCl{3((3)V{3+8T{mCl{3((3)V{3TCl} =1: X3fCl VCl dx3+(g;; -g;;)//Cl sur Il,
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De plus, cette limite vérifie le système d'équations

8Cl{3m Cl{3((3) = 1: (X38ClfCl +13) dX3 +gt +g3 + 8Cl (g; - g;;)

(3 = 0, 8"(3 = 0

Introduction

dans w,

sur 10,

1
1
1
1
1
1
1
1

où

-8Cl nCl{3( (l, (2) = 1: f{3 dX3 + (gt +g~) - P3Cl{38Cl (<pt - <Po) dans w,

nCl{3((I, (2)VCl = 1: g{3 dX3 +P3Cl{3 (<pt - <Po) VCl sur ~II,
(1 = (2 = ° sur ~Io,

ou

On constate que les composantes horizontales sont solutions d'un système elliptique

d'ordre 2, d'opérateur identique à celui du problème limite de l'élasticité pure; au se

cond membre s'ajoute une contribution des potentiels électriques surfaciques imposés.

Par contre, pour la composante verticale, l'opérateur est modifié: à l'opérateur d'ordre 4

de l'élasticité pure s'ajoute une autre contribution d'ordre 4 due aux coefficients de piézo

électricité et de susceptibilité électrique. Nous donnons des indications sur la comparaison

de ce modèle avec ceux utilisés par Banks [3], Bernadou [4J et Destuynder [15]

Au chapitre 4, nous traitons le cas dynamique. Nous posons Q" = n" x JO, T[ et

~" = 8n" x ]0, T[. La partie du bord à déplacement nul imposé est notée , ~, son complé

mentaire est noté, Jv, on pose ~~ = ,~xJO, T[, ~Jv = ,JvxJO, T[. Le potentiel électrique

1
1
1
1
1
1
1
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est imposé sur , h+ U , h- (par rapport au cas statique, nous simplifions en choisissant

leO = 0). Dans la suite, les indices "+" et "-" correspondent respectivement aux faces

supérieure et inférieure de la plaque, et l'indice "1" correspond à son bord latéral. Nous

avons trois systèmes d'équations couplés:

les équations mécaniques

P"uhll - div"crh(uh, Ah, 'Ph) = fh dans Qh,

(Th(U h, Ah, 'Ph)v = gh

u h = 0

les équations de Maxwell-Gauss

!
divhDh(u h, Ah, 'Ph) =0

'Ph = 'P~

Dh(uh, Ah, 'Ph). V = 0

les équations de Maxwell-Ampère

!
roth roth Ah = fLl D h

!

rot" Ah 1\ v = lid h

Ah(O)=A~, Ah!(0)=A7

sur Et,

dans nh,

dans Qh,

sur E~,

sur Eh
l'

dans Qh,

sur Eh,

dans nh,

où jh est la densité de charge surfacique. Nous résolvons ces systèmes couplés qui ad

mettent une infinité de solutions dans l'espace V x H(n, rot) x \11, où H(n, rot) est le

sous-espace de L 2 (n)3 des fonctions à rotationne1 dans L 2(0)3. Pour obtenir l'unicité de

la solution, on rajoute au système de Maxwell-Ampère les conditions de jauge

" div( EA) = 0 et (E A) . v = 0". Ensuite, par le même procédé d'analyse asymptotique

qu'au chapitre 3, nous établissons, sous des conditions initiales convenables, des résul

tats de convergence faible, puis forte, sur les solutions mises à l'échelle lorsque le petit

paramètre h tend vers O. Ces solutions tendent vers le triplet (u, A, 'P) qui vérifie:

- u est un déplacement de Kirchhoff-Love et s'écrit comme dans (2.12),

- 'P appartient à \11 1 et s'écrit comme en (2.13), c'est un polynôme de degré 2 explicite

- A est indépendant de X3'
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1
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De plus, ces limites vérifient les systèmes d'équations bidimensionnelles ci-dessous:

1. un système dont la seule inconnue est (3 1
2p(3" + àO'{3mO'{3((3) = f~ (X3àO'JO' +h) dX3 +gt +g;

+àO' (gt - g;;)

àO'mO'{3((3)V{3 +à'T{mO'{3((3)V{3TO'} = f~ X3 JO'vO' dX3

+(gt - g;;)vO'

dans w x (0, T),

sur 10 x (0, T),

sur Il X (0, T),

sur Il X (0, T),

dans w.

1
1
1
1
1

où

Dans ce système d'évolution analogue à une équation de flexion dynamique, la

contribution de la piézoélectricité se situe dans l'opérateur.

2. un système couplant les composantes horizontales du déplacement et le potentiel

vecteur. Dans ce système, la composante A3 du potentiel vecteur est, en fait, connue

dès que les composantes horizontales du potentiel vecteur et du déplacement le sont.

On a, en effet

dans w x (0, T),

dans w.

A des composantes horizontales données et à un potentiel vecteur donné, on associe

Le quadruplet ((l, (2, Al, A2 ) est alors l'unique solution du système couplé formé

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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des équations quasi-statiques en ((1, (2)

-8an a{3( (l, (2, Al, A2) = 1: f{3 dX3 + (gj +g~)

-P3a{38a(<pci - <Po) dans w x (0, T),

n a{3((I, (2, Al, A2)//a = 1: g{3 dX3 + p3a{3 va(<pci - <Po) sur Il X (0, T),

et des équations d'évolution du deuxième ordre en (Al, A 2 )

63

dans w x (0, T),

dans w x (0, T),

sur 1 x (0, T),

dans w.

Il est clair que le problème quasi-statique permet d'exprimer ((l, (2) en fonction de A.

Injectant ((1, (2) dans le deuxième système, on est ramené à un problème d'évolution en

(Al' A2 ) du second ordre en temps, muni des conditions limites appropriées.
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Chapitre 3

Cas statique

L'objet de ce chapitre est l'obtention de modèles bidimensionnels pour une plaque pié

zoélectrique en équilibre mécanique et électrique. On souhaite, en effet, prendre en compte

la faible épaisseur de cet élément pour simplifier le modèle tridimensionnel qui décrit son

comportement. Nous avons rappelé dans l'introduction que les matériaux piézoélectriques

sont couramment utilisés aujourd'hui; par exemple, des pastilles piézoélectriques collées

à des structures servent d'actionneurs ou capteurs.

La construction que nous choisissons est la méthode asymptotique initiée par les tra

vaux de Goldenveizer [20] et Friedrichs [18], et introduite dans un contexte moderne par

Ciarlet et Destuynder [9]. Certaines de nos démonstrations suivent Raoult [33]. Dans

cette construction, on considère une plaque de faible épaisseur comme élément d'une

famille de plaques de même surface moyenne w, où west un ouvert borné régulier de

]R2, dont l'épaisseur h tend vers 0; toutes les plaques auront ici les mêmes constantes

mécaniques et électriques. On effectue un choix convenable des ordres de grandeur des

données correspondant à chaque plaque (forces appliquées, densités de charge) et on dé

termine le comportement limite des inconnues mécaniques ou électriques: déplacements,

contraintes, potentiel électrique. Ces comportements limites font apparaître des fonctions

définies sur l'ouvert w de ]R2, et fournissent les modèles bidimensionnels cherchés.

Pour l'analyse mathématique des convergences, on effectue sur le domaine de référence

Oh = w x] - h, h[ de la plaque de hauteur 2h, une dilatation d'ordre h-1 afin de la

transformer en 0 = w x] -1, 1[. Nous renvoyons à Ciarlet [8] pour un exposé de différents

travaux relatifs à la méthode asymptotique.

Au paragraphe 3.1, nous rappelons les lois de comportement d'un matériau piézo-



1
1

66 Cas statique 1
électrique que nous avons données dans l'introduction. En 3.2, à titre d'exemple, nous

simplifions le modèle en n'en considérant que la partie électrique, et en effectuons l'analyse

asymptotique. Ceci nous permet d'introduire l'espace limite convenable pour le poten

tiel électrique. En 3.3, nous donnons l'analyse asymptotique du modèle piézoélectrique

complet.

1
1

Signalons qu'une liste des notations a été donnée dans l'introduction, que les indices

grecs prennent les valeurs 1, 2, et les indices latins les valeurs 1, 2, 3 et que nous utilisons

la convention de l'indice répété.
1
1

Soit une famille de plaques de domaines de référence nh = w x] - h, h[ toutes

constituées du même matériau piézoélectrique. Nous notons C = (Cijkt ) le tenseur des

constantes d'élasticité, P = (Pijkl ) le tenseur des constantes piézoélectriques, t = (tij)

celui des constantes diélectriques. Nous supposons que le matériau est mécaniquement

isotrope; les constantes d'élasticité s'écrivent donc

3.1 Lois de comportement
1
1
1

L'inégalité (3.2) est une conséquence de la condition classique sur les constantes de

Lamé: l' > 0, >. > O. De plus, on a les symétries

où >. et l' sont les constantes de Lamé. Les tenseurs C, P, t vérifient les relations suivantes:

- :J c > 0 tel que, pour toute matrice M d'ordre 3 réelle et symétrique, on a

1
1
1
1
1

(3.1 )

(3.2)
3

CijkllvhtMij ~ c L (Mij )2.
i,j=I

- :J c > 0 tel que, pour tout vecteur () E IR 3
, on a

3

Ekt()k()1 ~ C L ()j.
j=l

(3.3)

1
De plus, on a les symétries: Ekt = Elk

- Les coefficients piézoélectriques vérifient 1
Pmkl = Pmtk . (3.4)

1
1
1
1
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Nous avons donné dans l'introduction les lois de comportement mécanique et élec

trique. Elles expriment le tenseur des contraintes (Th : nh -t ]R9, et le vecteur dépla

cement électrique D h
: nh -t ]R3 en fonction du tenseur linéaire des déformations et

du champ électrique. De façon plus précise, on note u h : nh -t ]R3 le déplacement et

r.ph : nh -t ]R le potentiel électrique. Alors, le tenseur linéaire des déplacements est

eh(u") où, pour tout champ de vecteurs vh suffisamment régulier défini sur nit, on a

l'exposant h rappelant que les fonctions sont définies sur nh . Dans le cas statique, qui

nous intéresse ici, le vecteur champ électrique Eh : nh -t ]R3 s'exprime au moyen de r.ph

seul par

Les lois de comportement sont alors

3.2 Analyse asymptotique des équations de Maxwell

Gauss

Avant de traiter le cas des matériaux piézoélectriques, nous allons tout d'abord pro

céder à une analyse asymptotique des équations de Maxwell-Gauss pour une plaque à

coefficients de piézoélectricité nuls. Ceci nous permet d'étudier sans considérations mé

caniques l'espace fonctionnel dans lequel se trouve le potentiel limite. L'analyse asymp

totique effectuée dans ce paragraphe est simple et le problème limite élémentaire. Les

équations de comportement ci-dsssus sont ici découplées, et la partie électrique en est

(3.5)

3.2.1 Les équations électriques (Maxwell-Gauss)

Nous supposons le milieu à densités de charge surfacique et volumique nulles, comme

c'est le cas pour tout diélectrique parfait. De plus, nous supposons qu'un potentiel élec-
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1
1
1

trique donné r.p~ est appliqué sur une partie , ~D contenant les faces supérieure et infé

rieure. Autrement dit, le potentiel électrique vérifie une condition de Dirichlet sur

, ~D = beo x] - h, h[) U , h+ U , h- ,

où , h+, , h- sont les faces supérieure et inférieure, où reO est une partie, peut-être vide,

de an. Nous notons , ~N la partie complémentaire de anh
. On a

, ~N = ~(el x] - h, h[ où rel = aw \ reO'

L'équation d'équilibre de Maxwell-Gauss munie des conditions aux limites s'écrit

1
1
1
1

3.2.2 Formulation variationnelle

où 1/ est le vecteur unitaire normal extérieur à nh • Elle s'ajoute à (3.5) pour former

un système qui a une solution unique, comme on le rappelle en 3.2.2. Les équations

(3.5)-(3.6) s'écrivent encore

1
divh (f 'Vhr.ph) = 0 dans nh,

f'Vhr.ph . V = 0 hsur, eN,

r.ph = r.p3 hsur, eD'

(3.6)

(3.7)

1
1
1
1
1
1

On définit l'espace

(3.8)

que l'on munit de la norme 117PII\llh = Il'Vh~)IIL2(nh) qui est équivalente à la norme usuelle

de Hl (n h ). On suppose que

1
1
1

Il existe donc un relèvement de r.p3 dans Hl(nh), encore noté r.p3 (voir [22]). Si nous

posons 'Ph = cph - r.p3, le problème variationnel associé à (3.7) est

h H 1
( h )r.po E 2, eD . (3.9)

1
1
1
1
1
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Trouver rph E Wh tel que V1.jJh E Wh, (3.10) 1

où la forme bilinéaire a~(., .) traduisant le comportement électrique est donnée par

ah({/ih 'I,h) = l (.. ah{/ihah,I,h dxh
e r , lf/' -1.) 1. r J I.f/ ,

0"

et la forme linéaire l~(.) est définie par

l~(1/Jh) = - [ (ija;'P~aN/'dxh.
Jo"

Grâce à la propriété de coercivité (3.3) des constantes d'électricité, nous avons la Wh_

coercivité de la forme bilinéaire a~(., .). Elle est aussi Wh-continue. La Wh-continuité de

la forme linéaire l~(.) est évidente. Utilisant le lemme de Lax-Milgram, nous obtenons le

théorème d'existence et d'unicité ci-dessous.

Théorème 3.2.1 Le problème (3.10) admet une solution unique.

3.2.3 Changement d'ouvert et mise à l'échelle des inconnues

Jusqu'à présent, les équations ont été écrites dans des domaines Oh dépendant de

h, le petit paramètre appelé à tendre vers O. Il importe donc de faire un changement

de variable qui va faire porter le petit paramètre sur les opérateurs et non plus sur le

domaine. Ainsi nous pourrons obtenir des résultats de convergence dans des espaces de

Hilbert indépendants de h.

Rappelons dès maintenant les notations. On pose

0= wx] - l, 1[, ,+ = w x {1}, ,- = w x {-1},

, eD = b eO x] - l, 1[) U , + U , -, , eN = ~(e1 x] - l, 1[.

Nous devons préciser le comportement des données lorsque h varie. A l'élément x =
(Xl, X2, X3) E 0, on associe l'élément x h = (Xl, X2, hX3) de Oh. Nous supposons

désormais qu'il existe 'Po E Hl(O) tel que pour tout h

'P~(Xh) = h 'Po(x), xE O.

Kous effectuons alors le changement d'inconnues

rph(Xh) = h rp(h)(x).

(3.11)

(3.12)



1
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Enfin, nous définissons l 'espace \]i par

Cas statique

(3.13)

1
1

et le munissons de la norme 117f'II'1' = 11V'7/)iiu(o).

Avec des notations évidentes, la forme bilinéaire ae (h) se décompose en la somme

Le problème variationnel peut alors être posé sur le domaine fixe O. La formulation

variationnelle s'obtient immédiatement: 1
1

1
1
1
1
1

a.(h)(<p(h), V') ~ l.(h)(.p)~

1f33 03rp(h)037/)dx +hl hQ( OQrp(h)037/J +03rj;(h)oQ7/))J dx

+h21 f Q {3 OQrp(h)0{37/) dx,

-1f33 03'PO 037/; dx - h1f Q3[OQ'PO 037/) +03'PO OQ 7/)J dx

- h21 f Q {3 OQ'PO 0{37/) dx.

Trouver rp(h) E \]i tel que \/7/) E \]i,

ae (h)(rj;(h),7/;)

où

(3.15)

L'étude du comportement asymptotique des solutions d'une suite de problèmes varia

tionnnels elliptiques dont les formes bilinéaires a(h) se décomposent en une somme de

deux termes aO(h) + h2a2(h), ou en une somme de trois termes comme en (3.15), fait

l'objet de [36] et [6]. La nature du gouffre, c'est-à-dire du noyau de la forme aO, y joue

un rôle essentiel. Pour une étude plus générale des perturbations singulières, on peut se

reférer à [24J.

Nous donnons ci-dessous une analyse directe de (3.14) et reviendrons dans une re

marque à l'utilisation de [36J et [6].

3.2.4 Majoration de normes et convergences faibles

Dans la suite c représente diverses constantes positives indépendantes de h, et 1· ln et

(., ')0 désignent respectivement la norme et le produit scalaire usuels dans L 2 (0).

1
1
1
1
1
1
1
1
1

•
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Nous obtenons tout d'abord un résultat de majoration uniforme dont se déduit faci

lement un résultat de convergence fai ble. Posons

(3.16)

Proposition 3.2.1 Il existe c> 0 tel que Ir! h, 0 < h < 1,

(3.17)

De plus, il existe rp E \li 1 tel que, quitte à extraire une sous-suite, les convergences faibles

suivantes sont satisfaites:

rp(h) ---l. rp dans L2 (0), (3.18)

(h81rp(h), h82rp(h), 83rp(h)) ---l. (0,0, 83 rp) dans (L 2 (0)t (3.19)

Preuve. Définissons les vecteurs

(fJl(h), fJ 2 (h), fJ3 (h))

(êl(h), ê2(h), ê3 (h))

(h 81rp( h), h82rp(h), 83 rp(h)),

(h 81'Pa, h82 'Pa , 83 'Pa)

et prenons dans (3.14) 'IjJ = rp(h). On obtient,

(3.20)

La propriété de coercivité (3.3) nous permet de minorer le premier membre de (3.20) :

(3.21)

Par ailleurs, posant è = sup {Ifij/}, et m étant un nombre réel positif quelconque, on
l::;i,j::;3

démontre aisément la majoration du second membre:

(3.22)

car ê(h) est borné dans L 2 (0)3. Choisissant m assez grand dans l'inégalité (3.22), on

obtient la majoration (3.17). Comme dans un espace de Banach réflexif - il en est ainsi

pour L2 (0) - toute suite bornée admet une sous-suite qui converge faiblement, nous avons,

d'après la majoration des normes (3.17), l'existence de (fJl , fJ 2 , (}3) E (L 2 (0))3 tel que

(3.23)
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(3.24)

(3.28)
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Ç5(h) ------t Ç5 dans 1)'(0), (3.2.5)

8i Ç5(h) ------t 8 i Ç5 dans 1)'(0), (3.26)

(h 81tjJ(h), h 82Ç5(h), 83Ç5(h)) ------t (BI, B2 , B3 ) dans (1)'(0))3. (3.27)

Pour obtenir une majoration de la suite (<p(h) )O<h<l, utilisons celle de (83 Ç5(h) )O<h<l

donnée par (3.17); comme, - C , eD, on a, dans L 2 (0), l'égalité

On en déduit aisément que

Or, de (3.23)-(3.24), on tire des convergences dans l'espace des distributions 1)'(0) :

Donnons quelques propriétés de cet espace. Il est évident que l'application

et donc que la suite (<p(h))O<h<1 est bornée dans U(O). Ainsi, il existe Ç5 E L2 (0) tel que

Compte-tenu de (3.26)-(3.27), nous obtenons

donc dans (U(0))3, et la proposition 3.2.1 est ainsi démontrée.

3.2.5 Les espaces 'l1 t et 'l1Lü

Nous avons vu à la proposition 3.2.1 que Ç5 limite d'une suite extraite de (Ç5(h))

appartient à l'espace

définit un produit scalaire sur \)1/ et en fait un espace de Hilbert. Notons Il .1111'1 la norme

assoclee,
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L'espace \lI[ muni de Il.1111'1 s'identifie à l'espace H I (-l, 1 ; L 2 (w)) muni de sa norme

canonique. Pour la définition et l'étude des espaces Hm( a, b ; X) où X est un espace de

Hilbert, on peut se reférer à [25]. En particulier, on sait que H I
( -l, 1 ; L 2 (w)) s'injecte

continûment dans CO([-l, 1] ; L2(w)). Par conséquent, la trace sur , + (resp. , -) d'un

élément de \lI[ est bien définie dans L2
(, +) (resp. L2

(, -)). De plus, l'application qui à 7/)

associe sa trace est continue de \lI[ dans L2
(, +) (resp. L2

(, -)). Notant 7/)lr+ (resp. 7/Jlr-)

cette trace, on pose maintenant

Proposition 3.2.2 L'espace D(O) est dense dans \lI[ muni de Il.1111'1' L'espace D(n) est

dense dans \li [0 .

Preuve. Soit '-P E \lit, orthogonal à D(O), c'est-à-dire:

(3.29)

Prenant 'ljJ dans D(n), on obtient l'égalité

833'-P = '-P dans D'(n),

qui est ausssi valable dans L2(n). S'appuyant sur des résultats classiques (voir [10], [38]),
on en déduit qu'il existe 'ljJo et ~'l dans L2(w) tels que

Reportant dans (3.29), on a, pour tout 'ljJ E D(O),

Or on a

V (Xl, X2), 1: exp(x3)837/) dX3 = -1: exp(X3)'ljJ dX3 +exp(l)7J)(XI, X2, 1)

- exp( -l)'ljJ(XI, X2, -1).

De même

1: exp(-X3)'ljJ dx3+ exp(-1)'ljJ(XI' X2, 1)

-exp(l)7/)(XI, X2, -1).



on a

et on en déduit que

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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[ 7jJo(exp(l)1/)(Xl' X2, 1) - exp( -l)7jJ(Xl' X2, -1)) dw

- [1/)I(exP(-1)7jJ(X 1, X2, 1) -exp(l)?jJ(Xl' X2, -l))dw = 0,

74

Donc,

La démonstration de la densité de 1)(0,) dans WIO est analogue à la précédente. En prenant

y E Wto dans l'orthogonal de 1)(0,) dans Wt, on trouve que

•

exp( 1)1/)0 - exp( -1 )lfJl = 0,

- exp(-l)1/)o +exp(l)?jJl = 0,

--Wl
WIO = 1)(0,) .

ce qui entraîne que 1/Jo = 1/Jl = O. L'orthogonal de 1)(0,) dans Wt est donc réduit à {a}, et

étant donné que Wt est la somme directe de l'adhérence de 1)(0,) et de son orthogonal,

Or y(Xl, X2, 1) = y(:l'I' X2, -1) = 0, d'où 1/JO(:l~I, ;r2) = 1/!I(Xl' X2) = o. Et par les mêmes

arguments que pour la démonstration de densité précédente, on a

Proposition 3.2.3 L'application 'ljJ t-----+ 183 1/)10 définit une norme sur WIO équivalente à

la norme associée au produit scalaire (3.28).

Preuve. Soit 1/) E 1)(0,), on a

11/!I~ 21 (1:3

lfJ(Xl' ;r2, s)8d(Xl' X2, s) ds) dx

< 21 (1: IlfJ(Xl' X2, s)1183 1/J(Xl' X2, s)1 ds) dx

< 21: (1 IlfJ(x)1 1831/)(x) 1 dX) ds

< 211
117jJ1n 183 1/J 10 ds :::; 417j;ln '831/)1n,
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d'où
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(3.30)

Cette dernière inégalité peut être étendue à \PlO d'après la densité de D(n) dans \PlO

(démontrée ci-dessus). Ainsi nous avons l'équivalence des normes recherchée. •

Remarque 3.2.1 De la proposition 3.2.2 on déduit que D( -1, 1 ; L 2 (w)) est dense

dans \PlO, ce qui est une manière de voir que \PlO = HJ( -1, 1 ; L2(w)). La proposition

3.2.3 n'est autre que l'inégalité de Poincaré généralisée aux espaces de Sobolev à valeurs

vectorielles.

3.2.6 Equations limites

Revenons maintenant à l'étude asymptotique du problème (3.14). Notons que, grâce à

la continuité de l'application trace de \PI dans L 2
(, +) (resp. L 2

(, -)), le potentiel limite

rp est dans \P10.

Définissons la forme bilinéaire, ae( , ) dans \PlO par

V 7/Jl, 7/J2 E \PlO, ae('Ij)l, 7/J2) =i f33 83'1j}183'1j}2dx. (3.31)

Elle est continue pour Il.II\lI l et d'après la proposition 3.2.3, elle est coercive sur \PlO.

Pour obtenir l'équation limite, faisons tout d'abord tendre h vers 0 dans l'équation

(3.14). Grâce aux résultats de convergence faible de la proposition 3.2.1, on obtient

(3.32)

Or pour tout 7/J dans \PlO, il existe une suite (7/Jn)nEN dans \P qui tend fortement dans \PI
vers 7/J ; comme

on obtient

lim ae(rp, 1/Jn)
n-+co

lim rf33 83'P083'IjJn dx
n-+co ln

ae(rp, 'Ij}),

i f33 83'P083'1j) dx,



Grâce à la convergence faible

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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1
1
1
1
1
1
1
1

(3.35)

(3.36)

Cas statique

0(h) -+ '+ dans WIO,

(h oI0(h), ho20(h)) -+ (0,0) dans (L2(0))3.

76

Proposition 3.2.4 L'équation (3.33) admet dans WIO une solution unique 0.

Preuve. L'existence de la solution de l'équation (3.33) est obtenue par construction,

puisqu'elle admet 0 limite faible de 0(h) comme solution. L'unicité est une conséquence

de la coercivité de ae . •

Il est clair que, si l'on pose cp = '+ + 'Po, alors la proposition 3.2.4 a pour corollaire

Corollaire 3.2.1 Il existe un unique 'P dans l'espace {~) E Wt; ~)Ir+ = 'Pt, 1/Jw- = 'Po}
solution de l'équation

1118(h)111 2 = ae(h)(0(h), 0(h)) = le(h)(,+(h)).

Théorème 3.2.2 Les convergences faibles obtenues à la proposition 3.2.1 peuvent être

étendues à toute la suite (,+(h)). De plus, cette dernière vérifie les convergences fortes

ci-dessous:

C'est clairement une norme hilbertienne sur (L2 (0))3, équivalente à la norme usuelle.

D'après l'équation (3.14), on a

Montrons maintenant la convergence forte de 8(h) := (hOI0(h), ho20(h), o30(h)) vers

8 := (0,0, (30) dans (L2(0))3, Pour X = (Xl, X 2, X 3) E U(0)3, posons

Preuve. Nous avons vu ci-dessus que toutes les sous-suites de (0(h)) qui convergent

faiblement ont la même limite 0, l'unique solution de (3.33). De plus d'après la majoration

(3.17), nous savons que de toute sous-suite de (0(h)), on peut encore extraire une sous

suite qui converge. Il en résulte que toute la suite converge faiblement.

1
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on a

et donc

Par ailleurs, on a, d'après (3.31) et (3.33),

77

1110111 2 = a e (lj5, 1j5) = -1 f.33 fh'P0 83Ij5dx.

On obtient donc la convergence de 1110(h) III vers 1110(0) III. On a donc prouvé la convergence

des normes en plus de la convergence faible, d'où la convergence forte. •

Posant 'P(h) = lj5(h) + 'Po et rappelant que 'P est la solution de (3.34), nous obtenons

le corollaire ci-dessous.

Corollaire 3.2.2 La suite ('P(h)) converge fortement vers 'P dans \]il.

Etablissons les équations aux limites associées à l'équation variationnelle (3.34).

Théorème 3.2.3 La solution 'P de l'équation variationnelle (3.34) est l'unique solution

du problème

{

'P E \]il,

833'P = 0

'P = 'Po

dans !1,
sur, ±

(3.37)

(3.38)

Ce problème se résout de façon explicite. On a

(x) = x 'Pt - 'Po + 'Pt + 'Po
'P 3 2 2'

où 'Pt (resp. 'Po) désigne le potentiel appliqué à la partie, + (resp. , -) de la frontière

de la plaque.

Preuve. La résolution est élémentaire. Prenons tout d'abord 'ljJ dans D(!1), dans (3.34),

on obtient:

833'P = 0 dans D'(!1) ;

il existe donc des distribution cfJ et dl dans D'(w) telles que

(3.39)

(3.40)
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1
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1

Les distributions cfJ et dl sont déterminées grâce aux conditions limites de Dirichlet

~ci = ~,,+

~o = ~,,-

d'où on tire dO et dl

'Pci + ~o
2

+ 
~o - 'Po

2

•
Remarque 3.2.2 1. Le potentiel ~ est une fonction affine en X3. De plus, puzsque

~~ est dans H!(, ±), 'P est dansC)() (J -1, 1[; H!(w)).

2. Les conditions aux limites sur la surface latérale n'apparaissent pas dans le problème

limite. On voit bien sur l'expression (3.38) de 'P que celle-ci ne peut, sauf dans le

cas particulier où ~o est affine, satisfaire la condition ~ = ~o sur, eD. Il s'agit

d'un problème de perturbations singulières. Par contre, les conditions aux limites

sur, + U, - sont conservées, ce qui est traduit par la convergence dans l'espace \li /.

3. Définissons le "gouffre"

G = { 1/; E \li ; V~ E \li, 1fh1/)[)3~ dx = o} .
Nous sommes ici dans le cas inhibé, c'est-à-dire G = {O} selon le vocabulaire

de [36], [6}. Vérifions que nos résultats sont en concordance avec ceux que l'on

peut déduire de ces articles. Tout d'abord, pour appliquer [36'}, supposons que les

coefficients (3(> sont nuls. Alors ae(h) = a~ + h2a; est la somme de deux formes

bilinéaires et non de trois. De même, 1~+h21; avec des notations évidentes. En toute

rigueur, [36] traite du cas où le second membre ne dépend pas de h. L'hypothèse

qui y est faite est que le second membre est continu pour la norme définie par a~ ,.

c'est bien le cas ici pour l~ et on peut vérifier que l'ajout du terme d'ordre inférieur

h21; ne modifie pas les résultats. Suivant [36'}, nous construisons le complété de \li

pour la norme induite par ao,. c'est \li /0. Alors, appliquant [36'}, nous obtenons le

résultat de convergence faible

cp(h) --'- cp dans \li 10 ,

où cp est l'unique solution de (3.33). Une extension immédiate des démonstrations

de [36'} donne la convergence forte et on a alors une démonstration directe du théo

rème 3.2.2.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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1
1
1
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Dans [6}, les résultats de [36} cités ci-dessus sont étendus à des formes bilinéaires

a(h) = aO + ha l + h2a2 sommes de trois termes,. c'est le cadre convenable pour

(3.14). Le résultat de convergence faible donné par [6} coïncide avec le nôtre,. là

aussi, on peut prolonger le travail des auteurs en complétant dans leur cadre abstrait

leur résultat par une convergence forte.

Le travail préparatoire que nous avons effectué sur le problème électrique est donc

une extension simple de résultats récents. Cependant, les travaux [36], [6] ne peuvent

remplacer l'étude du problème piézoélectrique complet que nous allons effectuer dans la

suite.

3.3 Analyse asymptotique en piézoélectricité statique

3.3.1 Equations électro-mécaniques

Dans un matériau piézoélectrique, nous avons deux systèmes d'équations qui ne sont

pas indépendants: les équations mécaniques comme en élasticité pure et les équations

électriques.

3.3.1.1 Les équations d'équilibre mécanique

Soit fh (resp. gh) la densité de force volumique (resp, surfacique) appliquée au matériau

et v le vecteur uni taire normal, extérieur à nh
, Nous désignons par , ~ = ÎO x] - h, h[ la

partie du bord à déplacement nul imposé où ÎO est de mesure non nulle, et , 'Iv la partie

l " h h h+ h-' h ] 1 1[ ~ \ L' ' 'l'bcomp ementalfe ; on a , N = , 1 U, U, ou , 1 = ÎI X - 1, 1, ÎI = uW ÎO' eqUl 1 re

mécanique s'écrit

(

-divah(uh,r,ph)=fh

ah(uh, r,ph)v = gh

u h = 0

On suppose désormais que

hsur, N'

sur ,~.

(3.41)

(3.42)



1
1

3.3.1.2 L'équation de Maxwell-Gauss

80 Cas statique

La partie , ~D du bord est toujours supposée contenir, h+ U , h-. Comme au paragraphe

3.2.1, nous supposons que <p~ E H~(, ~D)'

On suppose que Oh est un milieu diélectrique parfait, donc à densités de charges

surfacique et volumique nulles. On note <pg le potentiel électrique appliqué à la partie

, ~D du bord de Oh. L'équation de Maxwell-Gauss, qui a déjà fait l'objet du paragraphe

3.2.1, est

1
1
1
1
1
1

(3.43)!
divDh(uh, <ph) =0 dans Oh,

Dh(uh (iJh). v = 0 sur h, r , eN'

{"h = (iJo
h sur hr r , eD'

3.3.1.3 Formulation variationnelle

Aux équations (3.41)-(3.43), on adjoint les lois de comportement

{

ah(u", <ph) ~ Ceh(uh) - PEh(<ph) dans fJh,

Dh(uh, !ph) = Peh(uh) + fEh(<ph) dans Oh.

Nous allons établir la formulation variationnelle du problème de piézoélectricité. Elle est

classique, voir Bernadou [4J. On définit les espaces

1
1
1
1

v h {v E (H 1(Oh))3, vlf~ ::::::: O} et

\}fh {7/: E H1(Oh), 'lj:lrh ::::::: O}.
eD

Nous posons 'Ph = !ph - <p~. Le problème variationnel associé à (3.41)-(3.43) s'écrit

Trouver (uh, 'Ph) E V h
X \}fh tel que

v(v", 7/-l h) E V h X \}fh ah((uh, 'Ph), (v", 7/-:h)) = Zh(vh, 'lj:h), (3.44)

où

ah((u", <ph), (vh, 'lj:h))

1
1
1
1
1
1
1
1
1
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Grâce aux propriétés (3.2) et (3.3) des constantes d'élasticité et d'électricité, nous avons

la yh X Wh-coercivité de la forme bilinéaire ah(. , .) : en effet,

Remarque 3.3.1 Dans l'équation ci-dessus les termes liés aux constantes piézoélec

triques ont disparu. Ceci est dû à la réversibilité du phénomène de la piézoélectricité.

La forme bilinéaire ah(. , .) est aussi yh X wh-continue. La yh X wh-continuité de la

forme linéaire lh(.) est évidente. Ainsi une application directe du lemme de Lax-Milgram

fournit le théorème d'existence et d'unicité suivant

Théorème 3.3.1 Le problème (3.44) admet une solution unique.

3.3.2 Changement d'ouvert et mise à l'échelle des inconnues

Comme au paragraphe 3.2.3, nous faisons un changement de variable pour faire porter

le petit paramètre sur les opérateurs seulement et non plus sur le domaine, afin d'obtenir

des résultats de convergence dans des espaces de Hilbert indépendants de h.

Nous posons x = (Xl, X2, X3) E D et lui associons xl. = (Xl, X2, hX3), posons aussi

, 1 = Îl x] - 1, 1[, , N = , 1 U, + U, -. Nous faisons les hypothèses suivantes sur les ordres

de grandeur des données du problème:

f~(Xh) = h2 fcAx)' f~'(xh) = h3h(x), x E D,

g~(xh) = h2gcr (x), g;(xh) = h3g3(X), XE, l,

(3.47)
g~(xh) = h3gcr (x), g;(xh) = h4g3(X), xE, ± ,

'P3(xh) = h3'Po(x), xE D.

Pour les forces appliquées, ce sont les hypothèses classiques (cf [8]). Par ailleurs, les

constantes élastiques, électriques et piézoélectriques sont supposées indépendantes de h.



Formulation variationnelle

Afin d'alléger l'écriture, nous poserons, en ce qui concerne u(h), ~(h) = ~(h)(u(h)). Nous

définissons une forme bilinéaire a(h) et une forme linéaire 1(11.) par

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

Cas statique

h2Ucx (h)(x),

Il. u3(h)(x),

h3Ç?(h)(x).

{v E (H1(n))3, vlfD == O},

{~) E H1(n), ~)lfeD == O}.

U~(Xh)

U~(Xh)

Ç?h(Xh)

V

\li

~cx3( 11.) (v)

~33(h)(v)

Nous effectuons le changement d'inconnues

Définissons les espaces V et \li par

Pour tout v EV, on définit

a(h) ((u(h), Ç?(h)), (v, V')) =

1C~(h) : ~(h )(v) dx +1(33 83Ç?(h )83 1/J dx +

Pour les déplacements, c'est le changement d'inconnues classique utilisé en élasticité

linéaire. Notons que pour le potentiel r.ph, nous ne faisons pas la même mise à l'échelle

qu'au paragraphe 3.2. Cette modification nous est dictée par la mise à l'échelle des

inconnues mécaniques. En effet, nous souhaitons obtenir simultanément la convergence

de u(h) et la convergence de Ç?( h) vers des limites non nulles. Les hypothèses (3.47)-(3.48)

nous le permettent. D'ailleurs, dans le paragraphe précédent, on aurait pu effectuer le

changement (3.48) sur le potentiel électrique et le résultat serait analogue.

82

Nous munissons V de la norme Ilvllv = IIV'vll(U(rl))9. D'après l'inégalité de Poincaré,

cette norme est équivalente à la norme usuelle de (H1(n))3. Et nous munissons \li de la

norme 11~)IIJlI = 11V'~)IIL2(rl)3. Ainsi le problème variationnel peut être posé sur le domaine

fixe n.

•
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1 [P3kl (83rp(h)/'ékl(h)(v) - 837P/'ékl(h))] dx +

hL [f3a( 8arp(h)837P +83rp(h)8a1/))] dx +

hL [Pakl (8arp(h)/'ékl(h)(v) - 8a7P/'ékl(h))] dx +h21 f a (3 8arp(h)8(37P dx, (3.52)

l(h)(v, '1/') = f f· v dx + f g. v d, - f f33 83<.po831/) dx
lD. lrN lD.
-h1f a3[8a<.po831/) +83'P08a7P] dx - h21 f a (3 8a'Po8(37P dx

-1 P3ij 83'Po /'éi)(V) dx - hL Paij 8a'PO /'éij(V) dx. (3.53)

Des calculs élémentaires montrent que le problème (3.44) est équivalent à

Trouver (u(h), rp(h)) E V x \li tel que

Y(v, 71') E V x \li, a(h)((u(h), rp(h)), (v, 1/))) = l(h)(v, 71'). (3.54)

Pour obtenir le comportement asymptotique de (u(h), rp(h)), nous suivons maintenant

un plan analogue à celui du paragraphe 3.2.4.

3.3.3 Majoration de normes et convergences faibles

Proposition 3.3.1 Il existe c > 0 tel que Y h, 0 < h < l,

Ilu(h]illt +1/'é(h): /'é(h)dx + Ih81'P(h)IA + Ih82'P(h)IA + 183<.p(h) lA < c. (3.55)

De plus, il existe

u E (H1(n))3,

/'é E (L2(n))9,

'P E L 2(n),

et des sous-suites enC07'e notées (u(h)h>o, (/'é(h)),.>o et (h81'P(h), h82'P(h), 83'P(h)),.>o
telles que les convergences faibles suivantes soient satisfaites:

(3.56)



Preuve. Définissons les vecteurs

et posons (v, ~.) = (u(h), lp) dans (3.54). On obtient, de manière analogue à (3.46),

sup {jPmijl}. La propriété (3.61) nous donne les inégalités
l:<:;i,j,m9

1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(3.61 )

(3.64)

(3.62)

(3.6:3)

Cas statique

K,(h) ->. K, dans (L2(0)t, (3.57)

!.p(h) ->. !.p dans L2(0), (3.58)

(h81!.p(lI), h82!.p(h), 83!.p(h)) ->. (0,0, 83!.p) dans (L2(0))3. (3.59)

(()I(h), ()2(h), (),3(h)) = (h 81lp(h), h 82lp(h), 83lp(h)),

(Ô l (h), ÔAh), ih(h)) (h 81 !.po, h82 !.po , 83 !.po)

84

1CK,(h) ; K,(h) dx +1fij ()i(h)()Ah) dx =

f f. u(h) dx + f g. u(h) d, - f fijÔi(h)()j(h) dx - f PmijÔm(h)K,ij(h) dx. (3.60)ln lrN ln ln
Pour obtenir la majoration (3.55), nous allons utiliser les propriétés de coercivité (3.2)

et (3.3), ainsi que les propriétés rappelées ci-dessous;

1. pour tout (a, b, m) E 1R 2 x IR+, on a

2. la continuité de l'application trace de V dans (L2(, N) /,

3. l'inégalité de Poincaré,

4. l'inégalité de Korn (cf. [17]) ::Je > 0, "Iv E V, ellvll~:::;1e(v): e(v)dx.

Majorons tout d'abord le second membre de (3.60). Posons ê = sup {Ifijl}, JI =
l:<:;i,j9
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Appliquant la continuité de l'application trace et l'inégalité de Poincaré à (3.62), on a

Puisque ê(h) est borné dans (LZ(O)/ indépendamment de h, les inégalités (3.63)-(3.64)

donnent

(3.66)

(3.6ï)

Par ailleurs, d'après l'inégalité de Korn et comme 0 < h < 1, on a

cllu(h)llt S; 1e(u(h)): e(u(h))dx S; 11'C(h): 1'C(h)dx.

L'inégalité ci-dessus combinée aux propriétés de coercivité (3.2)-(3.3) permet d'obtenir

la minoration du premier membre de (3.60)

c{Il U (h)llt+ 11'C(h) : 1'C(h)dx+ 10(h)IA} S;

1 C1'C(h) : 1'C(h) dx +1f.ijOi(h)Oj(h) dx. (3.68)

En prenant m assez grand dans les inégalités (3.65)-(3.67), on obtient la majoration

(3.55). Dans U(O) et dans V, toute suite bornée admet une sous-suite qui converge

faiblement. Il y a donc, d'après la majoration des normes (3.55), convergence faible de

sous-suites (u(h))o<h<l et (1'C(h))o<h<l lorsque h tend vers 0 et l'existence de (01, Oz, (3) E

(L 2(0))3 tel que

(hol'P(h), hOz'P(h), o3tp(h)) ->. (01 , Oz, (3) dans (L Z(0))3. (3.69)

Rappelons que, eD contient toujours, -. La majoration de la suite ('P(h) )o<h<l et l'égalité

sont obtenues en adoptant la même démarche que dans la démonstration de la proposition

3.2.1. Sachant que !.p(h) = tp(h) + !.po, la proposition 3.3.1 est ainsi démontrée. _

Donnons les lois de comportement mises à l'échelle. On pose



3.3.4 Identification du problème limite

Les convergences obtenues à la proposition 3.3.1 founissent le corollaire

Corollaire 3.3.1 Il existe a E (L2(11))9 et D E (L 2(11))3 tels que le tenseur des

contraintes et le vecteur déplacement mis à l'échelle vérifient les convergences faibles

1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

{rJ E (H1(w))2, T7ho = o} ,

= {rJ E H
2 (w), 17bo = 0, Ôv 17bo = o} .

~'H(W)

V3(W)

V KL = {v E (H 1 (11))3, :3 (1]1,1]2) E VH(W), 173 E V3(W),

va(x) = 1]a(Xl, X2) - X3Ôa173(Xl, X2)},

K: a{3 = ea{3(u) dans L2(11), (3.76)

Vi = 1, 2, 3, Ci3kl K:kl + P3i3Ô3rp = 0 dans L2(11). (3.77)

Cas statique

Ea(h)(rp(h)) = h-2E~(rph) = -hôarp(h),

E3(h)(rp(h)) = h-2E~(rph) = -ô3rp(h),

aij(h)(u(h), rp(h)) = h-2at(Uh, rph)

= )..K:kk(h)(u(h))Jij + 2J-lK:ij(h)(u(h)) - PkijEk(h)(rp(h)),

Di(h)(u(h), rp(h)) = h-2D;'(u", rph) = EijEj(h)(rp(h)) + PiklK:kl(h)(u(h)),

Introduisons l'espace

D'après [8], l'espace VKL défini en (3.72) peut encore s'ecrire

C'est l'espace des déplacements de Kirchhoff-Love.

Lemme 3.3.1 Les limites u, K: et rp trouvées à la proposition 3.3.1 sont respectivement

dans V KL , (L 2(11))9 et \]il, et vérifient les équations suivantes:

avec

86
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['équation (3.77) équivaut à

{

1\;33: - >-:21" (P333 83'P + À I\;fJ(3)

l\;a3 - - 21" P3a3 83'P

dans U(o,),

dans [2(0,).
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(3.78)

De plus, 'P satisfait la condition au bord 'Plr± = 'Po.

Preuve. Nous avons vu précédemment que les l\;i3(h) étaient bornés dans L 2 (O,), d'où

ea 3(u(h)) (= hl\;a3(h)) et e33(u(h)) (= h21\;33(h)) tendent fortement vers °dans [2(0,).
Nous avons donc ei3( u) = 0, d'où u E V KL. L'égalité (3.76) est une conséquence des

convergences (3.56)-(3.57).

Pour prouver (3.77), nous utilisons une démarche analogue à celle de [8]. On multiplie

l'équation (3.54) par hZ, on y pose 1jJ == 0, puis on fait tendre h vers 0, et on obtient:

(3.79)

ensuite dans l'équation (3.54) toujours, on pose (V3, 1/J) == 0, on la multiplie par h, puis

on fait tendre h vers O. Ainsi on a :

(3.80)

Puisque le matériau est supposé mécaniquement isotrope, on a

et l'on obtient aisément (3.78). Rappelons que 'P = tj; + 'Po et le lemme est démontré.•

Le lemme 3.3.1 nous permet d'exprimer le tenseur des contraintes limite u et le vecteur

déplacement électrique limite D en fonction du déplacement limite u et du potentiel limite

'P.

Corollaire 3.3.2 Les lois de comportement limites (3.71) sont explicites en u et 'P :

uafJ = 2f.i [À À tSafJtS,p + tSmtSfJp] I\;,p - [À À, tSafJP333 - P3afJ] 83'P,+ 21l + 21l

(3.81)

Remarque 3.3.2 Dans {3}, il est admis que la contribution du potentiel imposé aux faces

de la plaque piézoélectrique dans le tenseur des contraintes est donnée par:

(3.82)
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1
1
1

où d est appelé constante de déformation piézocéramique. En redimensionnalisant dans

(3.81), en faisant l'approximation

et en supposant que l'effet piézoélectrique est le même dans les directions 0 Xl et 0 :r2,

(c'est-à-dire P311 = P322 ), on retrouve la structure de (3.82). De plus, notre méthode

fournit la valeur de d.

Définissons une forme bilinéaire a(. , .), et une forme linéaire 1(.) dans V KL X \Ill, qui

vont servir dans la définition des équations limites, par

a((u, 'P), (v, 1jJ)) 2/11 C~: 2Il6e,6CX(3 + 6cxA(3) ee,(u)ecx(3(v) dx

+1P33 83'P 83'lj} dx

+1P3cx(3 [e cx(3(u)831jJ - 83'P ecx(3(v)] dx,

l(v,1jJ) = !f.vdx+! g·vd,.
ln lrN

avec les constantes P33 et P3cx(3 définies comme suit

(3.83)

Lemme 3.3.2 La limite (u, 'P) est l'unique solution de l'équation variationnelle

Trouver (u, 'P) E V KL X \III,

V (v, 'lj}) E V K L X \II 10, a((u, 'P), (v, 1jJ)) = 1(v, 'ljJ). (3.84)

Preuve. Prenons tout d'abord v dans V KL, 1jJ dans \II dans l'équation (3 ..54) et faisons

tendre h vers O. Grâce aux résultats de convergence faible de la proposition 3.3.1, on a

lima(h) ((u(h), 'P(h)), (v, 'ljJ)) =
h--+o

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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1Cer{3kl!\;kl!\;er{3(v)dx+1(33 83rj;83'ljJdx+

1P3er {3 83 rj;!\;er{3(V) dx - 1P3kl 831/)!\;kl dx,

89

(3.85)

}.~61(h)(v,'ljJ) = 1f , vdx + iN g·vd, -1 (3383<Po831/)dx-

1P3er {3 83<po !\;er{3(v) dx. (3.86)

En remplaçant !\;ij, i, j = 1, 2, 3 par les expressions obtenues au lemme 3.3.1 dans (3.85),

on a

lima(h) ((u(h), rj;(h)), (v, 'ljJ)) =
h~O

1Cer{3p,!\;p,!\;er{3(v)dx+1Cer{3P3[-Lp3P3 83<P!\;er{3(v)] dx+

rCer {333 [- À 1, (P333 83<P + À!\;Pp)] !\;er{3(v) dx + r(33 83 rj;83 'lj) dx +h +2~ h
rP3er{383rj;!\;er{3(v)dx - rP3er{383'ljJ!\;er{3dx - rP3er3 831/) [-~P3er383<P] dx-ln ln ln 2/t

1P333 83'ljJ ( - À : 2~ (P333 83<P + À!\;{3{3)) dx (3.87)

ou encore

lima(h) ((u(h), rj;(h)), (v, 'ljJ)) =
h~o

1(À 6er{36p, + ~(6erp6{3, + 6",,6{3p)) ep, eer{3(V) dx +

rÀ [ À 1, (P333 83<P + Àepp )] eerer(v)dx+ r(3383rj;83'ljJdx+ln + 2~ ln
rP3er{383rj; eer{3(v)dx - rP3a{3831/)ea{3(v)dx - rP3a3 83'ljJ [-~P3a383<P] dx-ln ln ln 2~

r P333 831/) ( À 1 (P333 83<P+Àe{3{3)) dx. (3.88)ln + 2~

Enfin, en faisant l'égalité

lima(h) ((u(h), rj;(h)),(v, 'ljJ)) = liml(h)(v, 1/))
h~O h~o

et en tenant compte de ce que

rj; = <P - <po,
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on a

V(v, 1/:) E V KL X \li, a((u, cp), (v, 1/J)) = l(v, 1/)). 1
De plus, d'après la proposition 3.2.2, pour toute fonction 7/: de \li 10 , il existe une suite

(1/Jn)nEN dans \li qui tend fortement vers 1/: pour la norme Il.llwl' Comme

lim a((u, cp), (v, 1/Jn)) = a(( u, cp), (v, 1/J)),
n--+oo

lim l (v, 1/Jn) l (v, 7/:),
n--+oo

nous obtenons a((u, cp), (v, 'IjJ)) = l(v, 7/:).

Pour obtenir l'unicité de la solution de l'équation (3.84), supposons qu'il y en a deux,

(u l , cpl) et (u2, cp2) et posons w = ul - u 2, 1/: = cpl - cp2. On a donc

a((w, 1/J), (w, 1/J)) = 2/1 f [À À JeA.j3 + JaeJLj3] eeL(w)eaj3(w) dx +ln + 2/1

f [2. P3a3P3a3 + À 12 P333P333 + f 33] 831/J83'IjJ dx = 0,ln Il + Il

d'où w = 0 dans VKL, et 831/: = 0 dans L2(O), donc 1/J est nul dans \lI1O. Ainsi nous avons

l'unicité de la solution de l'équation (3.84). •

Remarque 3.3.3 On aurait pu établir' directement la coercivité de la forme bilinéaire

a(. , .) SUT l'espace V KL X \li 10, et en déduiTe l'existence et l'unicité d'une solution.

Nous allons maintenant écrire, le problème variationnel trouvé au lemme 3.3.2 sous forme

d'un système d'équations aux dérivées partielles. Comme le vecteur déplacement limite

u est dans V KL, il peut s'écrire

1
1
1
1
1
1
1
1

(a(XI' X2) - X38a(3(XI, X2)

(3, (3.89) 1

1
1

1
1

1
1

(3.90)

(3.91)cpl =

'f0

dont les coefficients cpi(XI' X2) sont donnés en fonction de (3 pal'

CPt + CPo P3aj3 8 ;-
2 - -2 aj3<'3,

P33
CPt - CPo

2
p3aj3 8 ;
-2- aj3<,3·

P33

où (a E l-iI(w) et (3 E Y;(w).

Théorème 3.3.2 Le potentiel électTique cp est un polynôme du second degTÉ en X3 :
2

CP(XI' X2, X3) = L cpi(XI' X2) x~,
i=O

1
1
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Preuve. Prenant v = 0 dans l'équation (3.84), nous obtenons le système d'équations

limites électriques. En effet,

(3.92)

où D3 est la troisième composante du vecteur déplacement limite donné en (3.81) et

s'écrit

(3.93)

Comme V(O) est dense dans WIO pour la norme Il. "\}rI' l'équation (3.92) est équivalente

à

(3.94)

Il existe donc une distribution dl dans V'(w), en fait dans L2 (w) d'après la régularité de

u et de cp, telle que D3 (u, cp) = dl. De (:3.93), on tire que

(3.95)

Intégrons à nouveau; il existe dO dans L2 (w) tel que

(3.96)

•

Il reste à choisir cf et dl de sorte que cp satisfasse les conditions aux limites de Dirichlet

CPlr+ = CPt et CPIf- = CPo· On obtient

On en tire immédiatement les expressions (3.90)-(3.91).

Théorème 3.3.3 On fait sur les données les hypothèses de régularité suivantes:

- la densité de force volumique f appliquée vérifie fer E Hl(O), f3 E U(O),

- les forces surfaciques ger sont dans (Hl (, N)t,
- le potentiel au bord est tel que (cpt - CPo) est dans Hl (w).

Les déplacements (3 et ((l, (2) sont alors solutions de deux systèmes d'équations aux

dérivées partielles découplés.
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1
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(3.98)

(:3.99)

(3.100)

(3.101)

dans w,
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sur ~jo,

(3.97)

dans Î1,

sur ÎO,

va(:r) -x38a173(X1, X2), 113 = 173 et 7/J = 0,

Va(x) 17a(X1' X2), V3 = 0 et 1/) = 0,

((l, (2) = 0

naj3((l, (2)Va = J~l gj3 dX3 + p3aj3 (<pt - <PO) Va

8aj3 rna{3((3) = f1(x 38afa +h) dx3 +gt + g:; + 8a(gZ - g;;)

(3 = 0, 8V (3 = 0

ou

ou

- Système d'inconnue (3

- Système d'inconnues ((l, (2)

et les n a {3 à la moyenne sur l'épaisseur de la plaque des forces de contrainte

92

Commentaire 3.3.1 Gomme en élasticité pU1'e, les rnaj3 correspondent aux limites des

moments des forces de contrainte

Preuve. En posant successivement, dans l'équation (3.84),

et en procédant par intégration par parties, nous obtenons le système d'équations limites

mécaniques.
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OÙ R a(3Il L correspond au tenseur des constantes élastiques. En considérant le second

membre de l'équation variationnelle (3.102),

IM(v) = [ f . v dx + [ g. v d, + [ P3af3 CPt ; CPo eaf3(v) dx,
ln lrN ln (3.109)

on constate que l'effet piézoélectrique y est le même que dans le modèle de [14} et

[15} si l'on se place dans les mêmes conditions, c'est-à-dire :

- si l'on annule dans (3.109) les densités de force intérieure et surfacique;

- si l'on redimensionnalise les variables et inconnues:

- si l'on considère que le déplacement est de Kirchhoff-Love, c'est-à-dire V3 = 713,

Va = 71a - x~ 713, OÙ les 71i sont indépendants de x~ :

- si l'on fait les approximations de [15}, c'est-à-dire :

la différence de potentiel CPt - CPo est indépendante des variables x~,

dans Va = 71a - x~aa713' on suppose que l'on peut approcher la variable x~

par h.

Il vient alors

l;w(Vh)

OÙ

- si l'on ne considère pas les effets mécaniques du matériau piézoélectrique; dans

ce cas, en comparant les lois de comportement (8.108) et (3.81), on a

haf3
p3a(3 = --.

C

4· Il faut noter que l'analyse asymptotique montre que l'effet mécanique ).,+~JJ. P333 <Saf3

dans la constante P3af3 ne peut être négligé que si À est très petit par rapport à ft.

5. On voit que la régularité de cP ne dépend que de celles des potentiels cp+, cp- et du

déplacement (3.
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3.4 Résultats de convergence forte

Dans le théorème suivant, nous allons démontrer que toutes les convergences que nous

avons obtenues au sens faible sont fortes.

Théorème 3.4.1 Gardons les notations de la proposition 3. 3.1. Nous avons les résultats

de convergence forte suivants :

u(h) ---+ u dans V, (3.110)

r.;(h) ---+ r.; dans (LZ(n))9, (3.111)

!.p(h) ---+ !.p dans LZ(n), (3.112)

(h 01 !.p(h), h oz!.p(h) , 03!.p (h)) ---+ (0, 0, 03!.p) dans (LZ(n))3. (3.113)

Preuve. De l'unicité de la solution du problème (3.84), nous déduisons classiquement

que les convergences faibles sont toutes valables pour la suite entière. Pour toute matrice

A E U(n)9 et pour tout vecteur v E U(n)3,

1

Il (A, v)11 = {1 CA: Adx +1fijViVjdx} 2"

définit une norme sur LZ(n)9 x LZ(n)3 grâce aux propriétés de coercivité (3.2)-(3.3). Soit

X(h) la norme de (r.;(h), hOl!.p(h), hOz!.p(h), 03!.p(h)) dans LZ(n)lZ. On a

X(h) = {1 Cr.;(h) : r.;(h) dx+

1faj3 (hoa!.p(h))(hOj3!.p(h)) dx +1f33 03!.p(h)03!.p(h) dx +

11f3a [(hoa!.p(h))03!.p(h) +03!.p(h)(hoa!.p(h))] dx} 2"

Kous savons d'après l'équation variationnelle (3.54) que (u(h), !.p(h))h>O vérifie l'équation

1Cr.;(h) : r.;(h) dx +

1faj3 (hoa!.p(h) )(hoj3(!.p(h) - !.pa)) dx +1f33 03!.p(h)03( !.p(h) - !.pa) dx +

1f3a [(hoa!.p(h))03(!.p(h) - !.po) + 03!.p(h)(hoa(!.p(h) - !.pa))] dx =

rf.u(h)dx+ r g·u(h)d, - rP3k1 r.;kl(h)03!.podx-
ln lrN ln
1Pakl r.;kl(h)(hoa!.po) dx. (3.114)

1
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1
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Grâce aux majorations et aux résultats de convergence faible obtenus à la proposition

3.3.1, nous avons donc

lim(X(h))2 = rLudx + r g.ud, + rf33 83cp83cpodx - rP3kl 1'i:kl 83cpodx.(3.115)
h--+O ln liN ln ln

La convergence faible de (1'i:(h), h81CP(h), h82CP(h), 83CP(h)) dans L2(n)12 étant déjà

connue, il suffit de montrer que la limite de sa norme tend vers la norme de sa limite

faible pour obtenir sa convergence forte. Notons

(3.116)

la norme de (1'i:, 0, 0, 83 cP ). Pour évaluer X, reprenons l'équation variationnelle limite

(3.84), posons-y (v, '1/;) = (u, cp - cpo). On obtient

2p r(À À, JIl,Ja{3+ JaIlJ'{3) e ll ,(u)ea{3(u)dxln + 2p

+ r (.!:. P3a3P3a3 + À 1
2

P333P333 + (33) 83CP 83 ( cp - CPo) dxln p + p

+1(À : 2p P333Ja{3 - P3a{3) [ea{3( u )83 ( cp - CPo) - 83CP ea{3( u)] dx

= rf.udx + r g.ud, ,
ln liN

d'où

2p rÀ À
2

ellll (u)eaa (u)dx+2p rea{3(u)ea{3(u)dx+ rf3383cp83cpdxln + p ln ln
+ r .!:. P3a383cP P3a383CP dx + r À 12 P33383CP P33383CP dxln p ln + p

+1À : 2p P333eaa(u)83CP dx - 1P3a{3ea{3(u)83CP dx

- r À À
2

P333eaa(u)83cpdx + r P3a{3e a{3(u)83cpdxln + p ln
= rLu dx + r g.u d, + rf 3383 CP 83cpo dxln liN ln
+ r (.!:. P3a3P3a3 + À 12 P333P333) 83CP 83cpo dxln p + p

+1(À : 2p P333Ja{3 - P3a{3) ea{3( u )83cpo dx,

ou encore, en utilisant les égalités

- >':21-' (P333 83CP + À 1'i:{3{3) dans L 2 (n),

-LP3a383CP dans L 2 (n),



on a alors

On obtient

1
1
1
1
1
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À1e.,.,(u) eaa(u) dx +2111 ea,13(u) ea,13 (u) dx +1(33a3'-P a3'-P dx

+4111"'a3"'a3 d:r - 1P333"'33 a3'-P dx +1"'33 (Àeaa (u)) dx

= [ f.u dx + [ g.U d, + [ (33a3'-P 83!.fo dx - f P3kl ekl(u) 83!.fo dx.
lD. lrN lD. lD.
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À1e.,.,( u) eaa (u) dx + 2111ea,13(u )ea,13(u) dx +1(33a3!.f 83'-P dx

+4111"'a3"'a3 d:r +1"'33 ((À + 2f.l)"'33 + À",,13,13) dx+1"'33 (Àeaa(u)) d:r

= [f.udx+ [ g.ud, + [(33a3'-Pa3'-POdx- [P3klekl(u)83'-Podx
lD. lr N lD. lD.

1(1 - À:2f.l) e.,.,(u) (Àeew(u)) dx + 2111ea,g(u)ea,13(u) dx +1(33a3'-P a3'-P dx

+4f.l1"'a3"'a3 d:r -1 P333"'33 a3'-P dx -1 P3a,gea,13(U)a3'-Pdx

- [ À 1
2

P333a3'-P(Àeaa(u))dx + [ P3a,13ea,g(U)a3'-PdxlD. + Il lD.
= [f.udx+ [ g.ud, + f (33a3'-P a3'-PO dx - f P3klekl(U)a3'-Podx,lD. lrN lD. lD.
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puis en rassemblant certains termes on a

Or, on sait que

Enfin, on tient compte de ce que
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Ainsi nous avons

limX(h) = X,
h-tO

d'où les convergences fortes

K,(h) -----+ K, dans L2 (0)9,

r.p(h) -----+ r.p dans L2 (0),

(h8 I r.p(h), h82r.p(h), 83<P(h)) -----+ (0, 0, 83r.p) dans L2 (0)3.

D'après (3.117), et puisque ei3(u) = 0, i = 1, 2, 3, on a
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(3.117)

(3.118)

(3.119)

(3.120)

ce qui implique la convergence forte de u(h) vers u dans H1 (0)3. De même, puisque

ip(h) - r.p est dans WIO, l'équivalence sur cet espace de normes 111f'll wl et 1f' -+ 183 1f'ln
prouve que r.p (h) tend vers r.p dans L2(0). •
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Chapitre 4

Cas dynamique

Nous allons, dans ce chapitre, effectuer l'analyse asymptotique du problème piézo

électrique pour une plaque en régime dynamique. Auparavant, nous donnons un résultat

d'existence, tout d'abord dans le cas simplifié des équations de l'électromagnétisme dy

namique, puis pour le modèle piézoélectrique dynamique complet.

4.1 Electromagnétisme d'évolution

Nous nous intéressons dans ce paragraphe à un problème électromagnétique d'évolu

tion, sans terme piézoélectrique, pour lequel nous donnons un résultat d'existence. Soient

cp le potentiel électrique, A = (Al' Az, A3 ) le potentiel vecteur magnétique au sein d'un

matériau occupant un domaine cylindrique n = wx] -1,1[. On note D(cp, A) le vecteur

déplacement électrique et E(cp, A) le vecteur champ électrique donné par

8A
E(cp, A) = - 'lcp - 7ft.

Ils sont liés par la loi

D =tE. (4.1)

Rappelons que le potentiel vecteur magnétique est lié au champ magnétique par la rela

tion

B = rot A

conséquence de l'équation de Maxwell, div B = O.



1
1

En tenant compte de ce qu'il n'y a pas de charge électrique sur le bord latéral de n, on a

!
div D (<p, A) = 0 dans Q,

<p = <Po sur 2:±,

D(<p, A)· v = 0 sur 2:1,

On suppose que le milieu occupant n est à densité de charge volumique nulle. Un

potentiel électrique <Po est appliqué sur les faces supérieure et inférieure. On suppose

qu'il n'y a pas de charge sur le bord latéral de n. Le système d'équations électriques

(équations de Maxwell-Gauss) est un système quasi-statique qui s'écrit

1
1
1
1
1
1
1
1

1
1

1
1

1
1

1

(4.2)

(4.3)
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2:[ =, [x]O, T[.

sur ±,

!
div [f(\7<p +AI)] = 0 dans Q,

<p = <Po sur 2:±,

f(\7<p +AI) . 1/ = 0 sur 2:[.

Q = nx]O, Tl,
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Equations électromagnétiques

Ctilisant (4.1), on écrit les équations ci-dessus sous la forme

où on a posé

Passons aux équations magnétiques. Une condition de transmission d'un champ ma

gnétique B entre deux milieux nl et n2 de frontière commune, , et de perméabilités

respectives ILl et IL2 s'écrit (voir [5], [30])

1 1 1 2 •
-B 1\ v - -B 1\ v = -J sur"
Pl fL2

où v est la normale unitaire extérieure à nl , j est le vecteur densité de courant surfacique ;

ici c'est la densité du courant circulant sur les électrodes situées sur, + et , -, que nous

supposons constituées d'une fine pellicule d'un matériau conducteur. L'épaisseur des

électrodes est très petite par rapport au déplacement des électrons. De plus, elles sont

entourées d'isolants (l'air et le diélectrique piézoélectrique). Il en résulte que le courant

ne circule pas dans la direction perpendiculaire à la surface moyenne de la pellicule,

c'est-à-dire que

j = 0 sur, [. (4.4)

1
1
1
1
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Par ailleurs, si p représente la densité de charge, j vérifie l'équation de conservation de

la charge

d" 8p 0 ±
IVJ + dt = sur , (4..5)

Lorsque nous nous plaçons dans un cadre statique, nous utilisons (4.5) sous la forme

div j = 0 sur ±, (4.6)

On note !-il la perméabilité du milieu n et on suppose que le milieu extérieur à n
est dépourvu de champ magnétique. Le système d'équations magnétiques (équation de

Maxwell-Ampère) dans n est!rot rot A = l" D' dans Q,

rot A 1\ 1/ = -!-id sur E, (4.7)

A(O) = A o, A'(O) = Al dans n,

où les vecteurs initiaux A o et Al sont des relèvements du champ magnétique imposé

(B(O), B'(O)) à l'instant 0, qui vérifie divB(O) = divB'(O) = O.

Exprimant D en fonction de ep et A, et utilisant (4.1), nous pouvons écrire l'équation

(4.7) sous la forme

!
tA" + .lrot rot A = -t'lep' dans Q,

1-'1

rot A 1\ 1/ = -!-id sur E,

A(O) = A o, A'(O) = Al dans n.

(4.8)

Nous aurons donc à résoudre le système magnétique d'évolution constitué par (4.2) et

(4.8), dont les inconnues sont ep et A.

Espaces fonctionnels.

Etudions tout d'abord le cadre fonctionnel dans lequel nous allons travailler par

la suite. Il est classique de définir les espaces de Hilbert (H(n, rot), 1IIIH(fl.rot)) et



Des propriétés importantes des espaces H(O, rot) et H(O, div,) sont établies dans [10]
et [19]. Nous utilisons les résultats ci-dessous :

Théorème 4.1.1 Soit ° un ouvert de IR n, n = 3 ou 2, de frontière, bornée et lipschit

zienne. Alors :

Théorème 4.1. 2 Soit ° un ouvert de IR n, n = 3 ou 2, de frontière, bornée et lipschit

zienne. Alors:

Revenons à°ouvert cylindrique de IR3
. On sait que la formule de Green peut être étendue

à H(O, rot) x H1(0)3 et à H(O, div,) x H1(0) par

1
1
1
1
1
1
1
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(4.9)
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H(O, l'Ot) = {A E L2(0)3, rot A E L2 (0)3},

1

IIAIIH(fl,rot) = [llrot Alli2(fl)3 + IIAlli2(fl)3] 2 ,

H(O, div,) = {A E L 2(0)3, div (tA) E V(0)3},

1

IIAIIH(fl,div,) = [lldiv(tA)lli2(fl)3 + IltAlli2(fl)3] 2.

V(A, À) E H(O, div,) x H1(0),

1div (tA) qdx = -1(t A)· 'Vqdx + ((tA) '11, q)H-~(r),H~(r)·(4.11)

V(A, À) E H(O, rot) x H1(0)3,

1rot A . À dx = 1A . rot À dx - (A 1\ Il, À)H-~(r)3,H~(r)'3' (4.10)

i) l'espace V(f!)n est dense dans H(O, div,),-

ii) l'application trace normale: A E V(f!)n ----+ (ê A) . IIlr s'étend par continuité en

une application linéaire continue de H(O, div,) sur H-t(, ).

i) l'espace V(f!)n est dense dans H(O, rot),-

ii) l'application trace tangentielle: A E V(f!)n ----+ A 1\ IIjr s'étend par continuité en

une application linéaire continue de H(O, l'Ot) sur H-!(, )3 si n = 3 et sur H-!(, )

si n = 2.

(H(O, div,), 1IIIH(fl,div,)) par

106
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Pour l'étude du problème dynamique, introduisons les espaces

Hfl(n, div, 0) = {A E L2(n)3, div(tA) = 0,

((tA) '//, q)H-!(f),H!(f) = 0 Vq E Hf±(n)} ,

107

(4.12)

munis respectivement des normes des espaces H(n, div,) et H(n, rot) qui en font des

espaces de Hilbert. Pour prouver que W,lyn est un espace de Hilbert, il suffit de montrer

qu'il est un sous-ensemble fermé de l'espace de Hilbert H(n, rot), ce que nous allons faire

dans le lemme ci-dessous.

Lemme 4.1.1 Le sous-espace W dyn est fermé dans H(n, rot).

Preuve. Soit An une suite de W dyn qui converge dans H(n, rot) vers A. On sait que

div(tAn) = 0, or An tend vers A dans U(n)3. D'où div(tA) = O. On a donc la conver

gence de An dans H(n, div,). D'où, par la continuité de l'application trace du théorème

4.1.2, on a :

On en déduit que A E Hfl (n, div, 0). •
Enonçons un théorème de décomposition en somme directe de l'espace H(n, rot).

Théorème 4.1.3 (décomposition) L'espace H(n, rot) se décompose en la somme di

recte

H(n, rot) = W dyn EB {Vq, q E Hf±(n)}.

Preuve. Introduisons sur H(n, rot) le produit scalaire

(A, À), =1(t A) . À dx +1rot A . rot À dx,

(4.13)

équivalent au produit scalaire usuel de H(n, rot), et notons 1- l'orthogonalité par rapport

à ce produit scalaire. Sachant que si X est un sous-espace de H(n, rot), alors H(n, rot) =
X EB X 1., montrons tout d'abord que l'espace X défini par

(4.14)

est un sous-espace fermé de H(n, rot). Soit (An)nEN une suite de X convergente vers

A dans H(n, rot). Montrons que A est dans X. Soit (qn)nEN la suite de Hf±(n) définie



1
1

Montrons maintenant que W dyn = X 1- .

Comme Vqn' ~ A dans L 2 (!1)3, on a donc Vq = A. Il en résulte que A est dans X.

Soit A E Wdyn, soit À un élément quelconque de X, À = Vq avec q E Hf,±(!1). Nous

1
1
1
1
1
1
1
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1 (fA) . V q dx + 1 rot A . rot (Vq) dx = 1 (f A) . V q dx

-1 div(fA) qdx + ((f A)· V, q)H-~(r),H~(r) = O.

(A, À),
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par An = Vqn' Nous savons que IIVqnIIH(fl,rot) = IIVqnllL2(fl)3 est une norme pour qn sur

Hf,±UJ) équivalente à la norme H1(D,). Donc, la suite (qn)nEN est bornée dans Hf,±UJ),
elle admet alors une sous-suite (qn') qui converge faiblement vers une fonction q dans

Hf,± (!1). Il s'ensuit la convergence faible dans L2 (!1)3

avons

Nous avons donc l'inclusion W dyn C X 1-. Il reste à montrer l'inclusion inverse. Soit

A EX 1-, pour tout élément q E Hf,± (!1), 1
O=(A, Vq), = l(fA).Vqdx+ 1rotA.rot(Vq)dx= l(fA).Vq dx. 1

Donc

Vq E V(!1), 1(fA)· Vqdx = 0,

c'est-à-dire div(fA) = O. Donc A E H(!1, div,) et

•

Résultats d'existence.

Magnétostatique. En guise de travail préliminaire à la résolution du problème d'élec

tromagnétisme dynamique, étudions le problème statique qui lui est associé.

En supposant, dans les systèmes d'équations (4.2) et (4.8), que ni les inconnues, ni

les données ne dépendent du temps, on obtient d'une part le système de Maxwell-Gauss

1
1
1
1
1
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1
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1
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résolu dans le chapitre précédent, et d'autre part le système de Maxwell-Ampère statique:

{

rot rotA = a

rot A f\ v = -J.1d

dans D,

sur, ,
(4.15)

où le vecteur densité de courant vérifie (4.3)-(4.4) et (4.6).

Soit l'espace Hr(D, diva) défini par

Hr(D, diva) = {A E H(D, div), div A = adans D, A . Il = asur , }.

Nous allons chercher la solution variationnelle du système (4.15) dans l'espace

W stat = H(D, rot) n Hr(D, diva)

muni de la norme Il./IH(n,rot) qui en fait un espace de Hilbert, de manière analogue à ce

que l'on a vu pour W dyn . D'après [19], l'espace W stat s'injecte de façon continue dans

H 1(D)3, ce qui donne un sens à la trace des éléments de W stat dans H~(, )3.

Théorème 4.1.4 Soit j E H-!(, )3, le problème variationnel

TTauver A E W stat , V À E W stat ,

1 r - -
I
t

1 ln rotA· TatA dx = -(j, A)H-~(r)3,H~(r).3 (4.16)

admet une solution unique A. De plus, si j E C°(, )3 et vérifie (4.3)-(4.4) et (4.6), alors

A s'interprète comme solution du système d'équations aux dérivées partielles (4.15).

Preuve. Soient b(., .) la forme bilinéaire définie sur W stat par

- 1 l -b(A, A) = - rotA· rotA dx,
It1 n

et 1(.) la forme linéaire définie par

l(À) = -(j, À)H-!(r)3,H!(r)3'

D'après [19], :J c > atel que

(4.17)



D'après [19], nous avons la décomposition

Il en résulte que, d'après le lemme de Lax-Milgram, le problème (4.16) admet une

solution unique.

Passons maintenant à l'interprétation du problème (4.16). Pour ce faire, nous allons

d'abord montrer que, si A est solution de (4.16), il est aussi solution du problème

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Cas dynamique

(4.18)
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En appliquant cette décomposition à un élément A E H I (n)3, nous obtenons d'abord

A = A + 'Vq où A E Hr(n, divÜ) et q E HI(n).

On en déduit la Wstaccoercivité de b(., .). La forme linéaire 1(.) est W stat continue

pUIsque

II(A)1 < IUIIH-t(rpIIAIIH!(rp'

< IUIIH-!(r)JAIIH1(flP ~ IUIIH-!(r)JAIIH(fl.rot)
d'après l'injection continue de W stat dans H I(n)3.

v q E H
2 (n), (j, 'Vq)H-t(r)3,H!(rp = Ü.

En considérant quej E COC )3 et vérifie (4.3)-(4.4) et (4.6), on a

(j, 'Vq)H-!(r)3,H!(r)" = l j ·'Vq d, !r±j.'Vqd, = !r±jO'aO'qd,

- i± aO'jO' qd, + (j0' vO" q) H-~(a(r±)),H~(a(r±)) = O.

Alors rot A = rotA est un élément de p(n)3 et on a la régularité supplémentaire

A E H(n, rot) et donc A E W stat . On en tire que A est en fait dans H I(f})3 et donc

que 'Vq E H I (n)3, c'est-à-dire que q E H 2 (n). Calculons maintenant b(A, A), où on a

prolongé de manière évidente la forme bilinéaire b(., .). On obtient

::: Il ::: Il - -b(A,A)=- rotA·rotAdx=- rotA'rotAdx=-(j,A) -~()3 ~()3'
Pl fl Pl fl H r.H r

Pour prouver que A est solution de (4.18), il suffit de montrer que
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Il en résulte que A est solution de (4.18). On peut maintenant prendre À E V(n)3 dans

(4.18), on obtient

rotrot A = 0 dans n. (4.19)

(4.20)

Ensuite, on prend À dans Hl(np; en appliquant la formule de Green à (4.18), on a

1rotrot A . Adx + ([(rotA) 1\ I/J, A) H-~(r).H~(r) = - i ILd . Ad, .

Vu l'identité (4.19), on a

([(rotA) 1\ I/J, A)H-~(r).H~(r) = - i fLd ' Ad,.

Or, pour tout 9 E H!(, )3, il existe AE H1(n)3 tel que Aif = g. Il vient alors la condition

aux limites

(rotA) 1\ 1/ = -fLd sur, .

•

Electromagnétisme dynamique. Passons maintenant à la résolution des équations

dynamiques de l'électromagnétisme.

Remarque 4.1.1 La condition "div ( À) = 0", que nous avons imposée dans la dé

finition de l'espace W dyn , est la condition de jauge de Coulomb habituellement écrite

"div À = 0" dans le cas d'un matériau électriquement isotrope. Elle permet de décou

pler les systèmes (4.2) et (4.8) : on peut résoudre le système (4.2) indépendamment de

l'inconnue A si cette dernière est dans l'espace W dyn.

Avant de nous attaquer à la résolution du système constitué par (4.2) et (4.8), résolvons

le sous-problème analogue à (4.8)

1
(A" + -.Lrot rot A = (h dans Q,

1'1

rot A 1\ 1/ = -ILd sur ~,

A(O) = Ao, A'(O) = Al dans n,

où

hE L2 (0, T; Hrl(n, div, 0)),

jE L 2 (0, T; Ht(, )3), et vérifie les conditions (4.3) - (4.4), (4.21 )



et considérons le problème variationnel

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Cas dynamique

(4.22)

)3 = °sur, +,

)3 = °sur, -,

{

A ECo (0, T; W dyn) ,

Trouver A tel que
A' ECo (0, T ; Hrl(O, div, 0)),

vA E W</yn, [fA, A]~ +b(A, A) = /(A), dans V'(]O, T[),

A(O) = Ao, A'(O) = Al,

Définissons le vecteur l par

. .
JI = -]2,

De plus, si on fait les hypothèses

j=Il\v

b(A, A)

/ (A)

h E Hl(O, T; Hrl (0, div, 0)),

jE Hl(O, T; H~(, )3) n L2 (0, T; C°(, )3), divj E Hl(O, T; [2(, ±)), (4.23)

alors A s'interprète comme solution du système d'équations aux dérivées partielles (4·20).
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et, par exemple, l = °sur, [. Ceci nous permet d'écrire j sur, sous la forme

Kous pouvons énoncer le théorème

Théorème 4.1.5 Sous les conditions (4.21), le p1'Ob/ème (4.22) admet une solution

unique A.

et on peut établir que l E L2 (0, T; H~(, )3). Pour obtenir la formulation faible du

système (4.8), définissons la forme bilinéaire b(., .) et la forme linéaire /(.) sur H(O, rot)

par
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Enonçons tout d'abord un lemme utile dans la démonstration du théorème ci-dessus.

Lemme 4.1.2 L'espace W dyn est dense dans Hrz(n, div, 0).

Preuve. Il suffit de montrer que l'orthogonal de W dyn dans Hr1(n, div, 0) est nul. Soit

A un élément de Hrz(n, div, 0) orthogonal à W dyn , c'est-à-dire, pour tout À E W dyn ,

Nous savons aussi que pour tout q E Hf± (n).

puisque A E Hrz (n, div, 0). Or, d'après le théorème de décomposition, pour tout A E

H(n, rot), il existe À E W dyn et q E Hf±(n) tels que A = À + \7q. Il vient alors

vA E H(n, rot), 1(fA)· Adx = O.

Sachant que H(n, rot) est dense dans p(n)3, on a

d'où A = O. •

Preuve du théorème 4.1.5. Rappelons que l'espace W dyn est muni de la norme

Il.IIH(O,rot) qui en fait un espace de Hilbert. La forme bilinéaire b(., .) est continue sur

W dyn , et vérifie la propriété de coercivité élargie

La forme linéaire 1(.) est continue sur W dyn , et l'espace W dyn est dense dans HrJn, div, 0)
d'après le lemme 4.1.2. Le problème (4.22) admet donc une solution unique A (voir [25]).

Montrons maintenant que, sous les conditions supplémentaires (4.23), A est solution

du système d'équations aux dérivées partielles (4.20). Pour ce faire, on montre d'abord

que l'on peut étendre dans (4.22) l'espace des fonctions À et que A vérifie l'équation

v À E H(n, rot), [fA, A] ~ +b(A, A) = 1(A). (4.24)



a

et d'autre part

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(4.28)

(4.27)

Cas dynamique

En prenant maintenant .Â. E D(n)3, dans l'équation variationnelle (4.24), on obtient

fA" + ~rot rot A = f h dans Q.
Pl

(4.26)

! (fh)· V'qdx = - ! div(fh)qdx + ((fh)· v, q) _!() ! ) = 0,ln ln H r ,H (r

[fA, V'q];+~! rotA'rot(V'q)dx= !(fh).V'qdx
Pl ln ln

+(J, V'q 1\ v)H!(r)3,H-~(r)3' (4.25)

Le deuxième terme est clairement nul. De plus, d'une part, puisque A est dans W dyn , on

Il

[fA, V'q]; = - [ ! div(fA) qdX] + ((fA) . v, q)" ~ 1 = o.ln H-'J(r),H'J(r)

.Â. = .Â. +V'q.

car qJr± = O. L'égalité (4.25) est donc vérifiée et, par conséquent, A satisfait l'équation

(4.24).

Donc, pour montrer que A vérifie (4.24), il suffit de prouver que: Vq E Hf± (n),

On sait, d'après le théorème 4.1.3, que pour tout .Â. E H(n, rot), il existe .Â. E W dyn , et

q E Hf± (n) tels que

puisque h E L2 (0, T; Hr1(n, div, 0)). Enfin,

car d'après la régularité imposée sur j et l'hypothèse (4.4), on a j = 0 sur a, ±. D'où
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(J, V'q 1\ v)H~(r)3,H-~(r)3 = 0

car si q E Hf±(n), il existe une suite (qn)nEN C D(f!) qui tend vers q dans HI(n). D'où

V'qn tend vers V'q dans H(n, rot) et
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Il reste à établir les conditions aux limites de (4.20). Notons que la formule de Green

n'est applicable dans l'équation (4.24) que si rot rotA E L2 (0, T; V(n)3). Pour obtenir

cette dernière condition, remarquons d'abord la régularité en temps de Ali.

Puisque A E CO([O, T]; V(n)3) et hE CO([O, T]; Hrl(n, div, 0)), on a

1
--(rot rotA) + f h E CO(O, T; 'D'(n?).

III

D'après (4.28), Ali est donc dans COUO, T]; 'D'(n)3) et pour t = °
1

A"(O) = --f-l(rotrotAo) + h(O) E Hrr(n, divE 0)),
fil

grâce à l'hypothèse (4.23) sur A o. Il s'ensuit donc que le problème (4.22) dérivé

{

A E CO (0, T ; W dyn) ,

Trouver A tel que
A' ECo (0, T; Hrl(n, divE 0))),

VA E Wdyn, [fA, A]~ +b(A, A) = ['(A), dans 'D'(]O, T[)

A(O) = Al, A'(O) = A"(O).

(4.29)

admet une solution unique A qui n'est autre que A = A'. Ce qui entraîne que Ali

est dans Co (0, T; Hrl (n, div, 0))), d'où rot rot A est dans Co (0, T ; L2(n)3). Prenons

A E Hl(n) dans (4.24), et appliquons la formule de Green (4.10). On obtient

r(fA Il + ~rotrotA) Adx = rh. Adx
~ fil ~

.. - 1-
+(J, A 1\ v) H!(r)3,H-~(rj3 - fil ((rotA) 1\ v, A)H-~(r)3,H~(r)3

En considérant l'égalité (4.28), on a, pour tout A E Hl(n),

c'est-à-dire

- 1 -
(j, A)H-~(r)3,Ht(r)3 = - fil ((rotA) 1\ v, A)H-~(rj3,H!(rj3

On a donc (rotA) 1\ v = -IIIj dans H-~(,)3 puisque à tout élément de H~(,), on peut

associer un relèvement dans Hl(n). •
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Pour en déduire la solution du système électromagnétique (4.2), (4.8), nous établissons

d'abord un résultat de régularité par rapport au temps, de la solution du problème 1

Lemme 4.1.3 Sous l'hypothèse <Po E Hm(o, T; HI(O,)), mEN, le problème (4.31)

admet une solution unique cp dans Hm(o, T; Hf,± (0,)).

On fait l'hypothèse <Po E Hl (0, T; H~ (, )). Le problème (4.30) est le système de Maxwell

Gauss déjà résolu dans le cas statique. Soit <Po E HI(O, T; HI(O,)), un relèvement de <Po.

En posant cp = <P - <Po, nous savons que cp est solution de l'équation variationnelle

Preuve. Tout d'abord, on suppose que m ;::: 1 pour que le problème ait un sens pour

chaque t fixé. Nous avons déjà vu au chapitre 3 que le problème (4.31) admet une solution

dans \li pour chaque t fixé puisque <Po E CO(O, T; HI(O,)). En posant 1j: = rp dans (4.31),

et en intégrant l'équation obtenue de °à T, on démontre aisément que

1
1
1
1
1
1
1

(4.30)

(4.31 )

!
div (f \7<p) = ° dans Q,

<P = <Po sur ~±,

(f\7<p)'V=O sur~l.

V1j:E\lI,

(4.32)

d'où cp est dans L2 (0, T; \li), puisque <Po est dans L2 (0, T; HI(O,)). Puis on dérive (4.31)

par rapport au temps et on y pose 1j: = cp', on obtient que cp' est dans L2(0, T; \li) puisque

<p~ est dans P(O, T; HI(O,)). Plus généralement, en dérivant (4.31) k fois (k ~ m) par

rapport au temps et en posant 1j: = cp(k), on obtient que cp(k) est dans P(O, T; \li). Il

reste à démontrer le lemme pour m = O. On obtient le résultat pour m = °en utilisant

l'inégalité (4.32) et la densité de HI(O, T; HI(O,)) dans P(O, T; HI(O,)). •

Donc si <Po E HI(O, T; H~(, )), on peut résoudre le système de Maxwell-Ampère

(4.20) avec

Le potentiel vecteur A ainsi trouvé étant dans CO(O, T; Wdyn)nC I (0, T; Hrl(o', div, 0)),

il est immédiat que si <p est solution (4.30), alors le couple (A, cp) est solution du système

de Maxwell-Ampère (4.2). Ainsi, le système (4.2), (4.8) se découple en (4.30), (4.8). Et,

il vient le théorème

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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Théorème 4.1.6 Si <Po E HZ(O, T; H~(, ±)), et si AD, Al et j vérifient les conditions

(4.23), le système (4-2), (4.8) admet une solution unique (A, <p) teUe que

<p E HZ(O, T; Hf,± (0)),

A E CO(O, T; W dyn ) n Cl(O, T; Hrz(O, div, 0)).

De plus, <p et A sont respectivement solution de (4.30) et (4.8).

4.2 Résultats d'existence en piézoélectricité dyna-
.

mlque

Nous adjoignons maintenant au modèle étudié en 4.1, les termes mécaniques afin de

pouvoir traiter la piézoélectricité. Nous utilisons les mêmes notations pour ces termes

qu'au chapitre 3.

Lois de comportement et équations

Soient u = (Ul, Uz, U3) le vecteur déplacement, <p le potentiel électrique, A = (Al, Az, A3)

le potentiel vecteur magnétique au sein du matériau O. On note o-(u, <p, A) le tenseur

des contraintes et e(u) celui des déformations, avec

Les vecteurs déplacement électrique et champ électrique sont respectivement notés D(u, <p, A)

et E(<p, A). On a, comme en 4.1,

BA
E(<p, A) = - 'V<p - 7ft.

Soient C le tenseur des constantes d'élasticité, P le tenseur des constantes piézoélec

triques, et f celui des constantes électriques. Les lois de comportement mécanique et

électromagnétique généralisent celles du chapitre 3 et s'écrivent

{

o-(u, <p, A) = Ce(u) - PE(<p, A)

D(u, <p, A) = Pe(u) + fE(<p, A)

où les tenseurs C, f et P vérifient (3.2)-(3.4).

dans 0,

dans 0,

(4.33)



Soient p la densité massique du matériau piézoélectrique occupant le domaine n, f

(resp. g) la densité de force volumique (resp. surfacique) qui lui est appliquée, p le

vecteur déplacement initial, et q le vecteur vitesse initiale. Le système mécanique est
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Equations mécaniques.
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1
1
1
1
1

pu" - diva( u, cp, A) = f dans Q,

a(u, cp, A) v = g sur ~N,

(4.34)
u=o sur ~D,

u(o) = p, u'(O) = q dans n

où ~N =, NX]O, T[ et ~D =, DX]O, T[, avec, Ne" et, De, [.

Equations électriques et magnétiques.

On considère le même dispositif que celui étudié à la section 4.1. Nous faisons donc les

mêmes hypothèses, (4.3)-(4.4), sur le vecteur densité de courant j. Les systèmes d'équa

tions électriques (équations de Maxwell-Gauss) et magnétiques (équations de Maxwell

Ampère) sont donnés par

1
1
1
1
1
1

Remarque 4.2.1 Notons que, si le système d'équations aux dérivées partielles (4.34)

(4.36) admet une solution, il en admet une infinité. En effet, si un triplet (u, cp, A) est

solution du système d'équations (4.34)-(4.36), alors pour tout 9 E V(nx]O, T[), (u, cp

g', A + \lg) en est aussi une solution. Les conditions de jauge permettent d'obtenir une

unicité. Il y a, par exemple, la condition de jauge de Lorentz où l'on choisit une fonction

9 vérifiant une équation des ondes pour que div A soit proportionnelle à cp". Ici, nous

utilisons les conditions de jauge div (f A) = °sur n.

!
div D(u, cp, A) = ° dans Q,

cp = CPo sur ~±,

D(u, cp, A) . v = ° sur ~l,

!
rot rot A = fli D' dans Q,

rot A 1\ v = -fld sur ~,

A(O) = Ao, A'(O) = Al dans n.

(4.35)

(4.36)

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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Une écriture plus explicite de (4.35)-(4.36) est

!
-div (fV''P) = -div (Pe(u)) - fA') dans Q,

'P = 'Po sur 2:;±,

(EV''P)' lJ = (Pe(u) - fA') . 1/ sur 2:;1,

!
fA" + ...!..rot rot A = Pe( u') - EV' 'P' dans Q,

1'1

rot A 1\ lJ = -pd sur 2:;,

A(O) = Ao, A'(O) = Al dans D.

Formulation variationnelle.
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(4.37)

(4.38)

Pour la commodité de la lecture, rappelons la définition des espaces associés au dé

placement et au potentiel scalaire :

v {v E (H I (D))3, V/fD == a},
\II {~) E HI(D), 1j)/f± == O}.

On fait les hypothèses suivantes sur les données du problème:

P EV,

'Po E HI(O, T; Ht(, )),

jE HI(O, T; H!(, )), et vérifie les conditions (4.3) - (4.4)

(4.39)

Ao E W dyn , Al E Hr1(D, div, 0).

Etablissons la formulation faible des systèmes (4.34), (4.37)-(4.38). Pour ce faire, de façon

formelle, on multiplie les équations aux dérivées partielles de (4.34), (4.37) et (4.38)

respectivement par v E V, 7/J E \II et À E H(D, rot), puis on intègre par parties.

Soit 'Po une fonction de HI(O, T; HI(D)) telle que 'Po/f± = 'Po. Posons rp = 'P-'Po. On

définit les formes bilinéaires eo(., .) et Cl (., .) et la forme linéaire 1(.) sur V X H(D, rot) X \II

par:

Co ((u, A, rp), (v, À, 7/J)) = a ((u, rp), (v , 7/J)) +b(A, À), (4.40)



et la forme bilinéaire b(., .) est donnée par (4.17) ;

où la forme bilinéaire a(., .) correspond à la forme (3.45) écrite au chapitre 3, c'est-à-dire

Aux équations (4.34), (4.37) et (4.38), on associe ainsi le problème variationnel par des

calculs élémentaires que l'on ne détaille pas ici

La forme CI(" .) est donc indépendante de (if, 1/:). Et dans la suite, si on est dans cette

hypothèse, on note CI((U, A), (v, À)) au lieu de CI((U, A, 'P), (v, À, 1/:)).

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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1P { A e(v) - e(u) À} dx

+1 f (Vif À +A V1/)) dx; (4.41)

rf. v dx + r g. v d,
ln lrN

-1(fV'Po).V1/:dx-1(PV'Po): e(v)dx

-1(fV'Po')' Àdx + (}, À 1\ V)Ht(r)3,H-t(r)3(4.42)

1Ce(u) : e(v) dx +1(f Vif) . V1/: dx

+1P(Vife(v) - V1/)e(u))dx,

l(v, A,1/:)

CI((U, A, 'P), (v, À, 1/:)) =1P (Ae(v) - e(u)À) dx.

a((u, if), (v, 1/)))

Cl ((u, A, if), (v, À,1/:))

Remarque 4.2.2 Lorsque A et À sont dans W clyn , alors le dernier terme de la forme

bilinéaire Cl (., .) est nul, et Cl (., .) se réduit à
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Trouver (u, A, 45) tel que

{

(u, A, 45) E Loo (0, T; V X W dyn X w),

(u', A') E Loo (0, T ; L2(0)3 X Hr1(0, div, 0)) ,

v (v, À, 1jJ) E V X W dyn X W,

p(u", V)VI,V + (fA", A)(Wdyn)',Wdyn

+~C1 ((u, A), (v, A)) + Co ((u, A, ';3), (v, A, 1/)))

= l(v, À, 1jJ), dans D'(]O, T[)

u(O) = p, u'(O) = q, A(O) = Ao, A'(O) = Al.

(4.43)
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(U,45)·

Avant d'étudier le problème (4.43), examinons en quoi il diffère des problèmes usuels.

Pour cela, regroupons les inconnues u et A en U = (u, A), et posons

On a donc un problème équivalent à (4.43)

Trouver (U, 45) tel que (U, 45) E Loo (0, T; V x w), U' E LOO (0, T; H),

V(V, 1/)) E V X w, :t22 (U, V)1i + ~C1(U, V) +co((U, 45), (V, 1jJ)) = l(V, 1jJ), (4.44)

U(O) = Uo, U'(O) = U1.

Ce problème présente les particularités ci-dessous :

- L'opérateur de dérivation temporelle "~,, n'agit que sur U et non sur le couple
dt 2

- La forme bilinéaire C1(" .) n'est pas coercive. Cependant, elle vérifie la propriété

C1(U, U) = O.

- La forme bilinéaire co(., .) n'est pas symétrique.



co((UI
, <pl), (0, <p)) = II (0, <p).

(11(u
/
, A/)II~ + II(u, A)II~ + 11<p11~) :s; c

où c dépend uniquement des données du problème. Des calculs plus détaillés permettant

d'obtenir cette dernière estimation sont effectués dans la démonstration du théorème

1
1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(4.46)
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11 t

[l (U
I

, 0) + II (0, tf)] dsl :s; ~ (11(u/, A/)II~ + lI(u, A)II~ + 11<p11~)

(4.47)

+clt

(11(u
/
, A/)II~ + II(u, A)II~ + 11<p11~) ds + c(m).

En combinant (4.45)-(4.47), et en appliquant le lemme de Gronwall, on obtient

On annule maintenant 'lj; dans (4.44) et on y pose V = UI
, on obtient

~ :t (UI
, Ulhl + Cl(UI

, U/) + co((U, <p), (UI
, 0)) = l (UI

, 0).

En sommant ces deux dernières équations, on obtient

1 d2dt (UI
, Ulhl + co((U, <p), (UI

, 0)) + co((UI
, <pl), (0, <p)) = l (UI

, 0) + II (0, <p). (4.45)

Il est facile de constater l'égalité

A cause de l'absence de symétrie de la forme bilinéaire co(., .), on n'obtient pas la ma

joration d'énergie a priori de façon usuelle, c'est-à-dire en posant (V, 1/)) = (UI
, <pl) dans

(4.44). Cependant, en utilisant l'équation de Maxwell-Gauss variationnelle dérivée par

rapport au temps, on obtient une estimation de l'énergie. On pose V = 0 dans (4.44),

puis on dérive l'équation obtenue par rapport au temps, puis on pose 1/) = <p, il vient:
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co((U, tf), (UI
, 0)) + CO((UI

, <pl), (0, tf)) =

~dd [i Ce(u):e(u)dx+~ irotA.rotAdx+ i(f\l<P).\l<P dX] ,
2 t ln III ln ln

et, pour tout m > 0, l'inégalité

Théorème 4.2.1 Le problème (4.43) admet une solution unique.

Preuve. Nous allons utiliser la méthode de Galerkin qui consiste à résoudre le problème

dans une suite d'espaces vectoriels de dimension finie convergeant vers V x W dyn X \li.

Soient {vn, nE N*}, {wn, nE N*} et {1/)n, nE N*} des bases hilbertiennes respective

ment de HfD(n), W dyn et \li. Posons

V N (vect{vn,1:S;n:S;N})3,

W N vect{w n
, 1 :s; n :s; N},

\liN vect{ 'lj;n, 1 :s; n :s; N}.

1
1
1
1
1
1
1



4.2 Résultats d'existence en piézoélectricité dynamique 123

Soient (pN)NEN* et (qN)NEN* des suites de V convergeant fortement respectivement vers

p dans V, q dans L 2 (0)3, et telles que pN, qN E VN. Soit (Ab")NEN* et (Ai"')NEN* des

suites de W dyn convergeant fortement vers Ao dans W dyn , Al dans Hrl(O, div,O) et

telles que Ar:, Ai'" E W N. Posons

pN(X) L d~ vn(x), qN(X) L d~ vn(x).
ISnSN l<n<N

Ab"(x) L b~ wn(x), Ai"'(x) L b~ wn(x),
ISnSN ISnSN

et on cherche les inconnues (uN, AN, cpN) sous la forme

L dn(t) vn(x),
ISnSN

L bn(t) wn(x),
l<n<N

L cn(t) V)n(x)
l<n<N

Nous allons poser le système d'équations différentielles ordinaires dont les inconnues sont

le vecteur d n = (d~, d~, d~), et les scalaires bn et cn pour 1 ::; n ::; N. Soit (el, e2, e3) la

base canonique de IR 3,

Vk, i, 1::; k ::; N, 1::; i ::; 3,

p(uf", vk)n + ~CI ((uN, AN), (eivk, 0))

(( N N N) (k)) k+co u ,A ,cp , eiv , 0, a = l( ei1J , 0, 0),

(4.48)



peuvent se simplifier comme suit: V k, 1 ::; k ::; N,

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Cas dynamique

bn"(t)(fWn, wk)n +CI ((dn'(t)vn, bn'(t)wn), (0, wk)) (4.49)

+cQ ((dn(t)v n, bn(t)wn, cn(t)1/Jn), (0, wk, 0)) = [(0, wk, 0),

pdi"(t)(vn, vk)n +CI ((dn'(t)v n, bn'(t)wn), (eivk, 0))

+cQ ((dn(t)vn, bn(t)wn, cn(t)~)n), (eivk, 0, 0)) = [(eivk, 0, 0),

En introduisant les coordonnées des inconnues UN, AN et I.pN (dn
, bn et cn ), nous obte

nons un problème équivalent à (4.48) :

La matrice ((f'V1j!n, 'V~)k)n)l~n,k~N est inversible parce que les vecteurs (1j!k)l~k~N sont

linéairement indépendants. D'où les Cn peuvent s'exprimer en fonction des d n
, c'est-à-dire

epN en fonction de uN. Ainsi, on peut résoudre les équations variationnelles mécanique et

magnétique (Maxwell-Ampère) indépendamment de I.pN. En écrivant les Cn en fonction

124

Tout d'abord, nous pouvons remarquer que dans le système ci-dessus, les équations de

Maxwell-Gauss variationnelles
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des d n
, nous obtenons: Vk, 1 :s; k :s; N,
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(4.50)

où F~, F~, G~ et G~ sont des fonctions linéaires définies sur L2(0, T)4N, et ;:k et çk sont

respectivement dans L2 (0, T)3 et L2(0, T).

Les matrices

étant inversibles, le problème (4.50) admet une solution unique (voir [31]).

Montrons maintenant que la suite (uN, AN, rpN) converge faiblement étoile dans

LOO(O, T; V X W dyn X w). Pour ce faire, il suffit de majorer les normes de la suite.

On multiplie les deux premières équations de (4.49) respectivement par d7' et bk', puis

on dérive la dernière par rapport au temps et on la multiplie par ck , nous obtenons



1

et une intégration de 0 à t nous donne

On utilise les propriétés de coercivité (3.2)-(3.3) et l'inégalité de Korn pour minorer

le premier membre Ml de l'équation (4.52) :

f f. UNI dx + f g. UNI d, - f V<:J'P~) . 'V'PN dx
Jn Jr N Jn

- f (P 'V'Po) : e(uNI ) dx - f (E 'V'Po' ) . ANI dx + (J, ANI 1\ 1/) ± _1.
Jn Jn H (r),H '«r)

1
1
1
1
1
1
1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(4.53)

(4.51 )

(4.52)

Cas dynamique

pluNIIA + (EANI , ANI)n + (E'V'PN, 'V'PN)n + 1Ce(uN): e(uN)dx

+~ f rot AN . rot AN dx.
/-li Jn

1NI12 Il NI1 2
1 NI

2
1 NI1

2 1 NI 2
U n + u v + 'V'P n + A n + rotA n+ ~ c Ml,

XN(t)

Par ailleurs, sachant que les suites de conditions initiales (pN), (qN), (À~) et (Ai") sont

respectivement bornées dans V, U(0)3, Wc/yn et L2 (0)3, et en utilisant la continuité de

l'application trace du théorème 4.1.1, nous majorons le second membre M2 de l'équation

(4.,52) : "lm E !R+

M2 ~ c + l t

{lflA + Ig'lfN } dt + l t

{luNIIA + IluNllt} dt

En sommant ces trois équations, on obtient, dans L2 (0, T), l'égalité
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où
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(4.54)

1 11 11+mlglf
N

+ _lluNII~ + c 1V'4Q~I~ dt + c IAN'I~ dt
rn a a

+c 11 1V'4Q~I~ dt + c 11 1V'4QNI~ dt

+cl1

1V'4Q~I~ dt + cl1

IluNII~ dt + cmlV'4Qol~ + ~lluNII~
a a rn

+cm 11 Il.I'11
2 ! dt + ~ (1IANII~(n rot) dt

a H (f) m Jo '
+cmliJIl

2
1 + ~IIANII~(n rot).

H'1(f) m '

Prenons m assez grand dans cette dernière inégalité. D'après (4.52)-(4.54) et l'inégalité

il vient

IUN/I~ + IAN/I~ + IluNII~ + IIANII~(n,rot) + 1V'4QNI~ ~

c + CIT

{luN'IA + IAN'I~ + IluNII~ + +IIANII~(n,rot) + 1V'4QNI~} dt.

Nous pouvons donc appliquer le lemme de Gronwall et obtenir la majoration

(4.55)

(4.56)

Les espaces Loo (0, T ; L2 (0)), Loo (0, T; V), Loo (0, T ; W dyn ) et Loo (0, T; \(1) étant

de Banach, il existe une sous-suite encore notée (uN, AN, 4QN) et des fonctions u, A, rp
telles qu'on a les convergences faibles étoile

UN ~u dans Loo (0, T ; V),

uN/~ u/ dans Loo (0, T; U(0)3),

AN ~A dans Loo (0, T ; W clyn ) , (4.57)

AN/~A' dans Loo (0 T' Hfl(Odiv, 0)),, ,

4QN ~ rp dans Loo (0, T ; \(1) ,

Pour montrer que la limite faible ci-dessus est solution de (4.43), on introduit (comme

dans [25], vol. l, p. 289) l'espace

cHo, T] = {c/J E CI([O, T]), c/J(T) = c/J'(T) = o} (4.58)



et, pour No fixé dans N, on considère les fonctions v = (VI, V2, V3), À et 'IjJ définies par

obtenues à partir de (4.48), en intégrant par parties par rapport au temps. En faisant

tendre N vers l'infini dans ces dernières équations, on a

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(4.60)

(4.59)

(4.61)

Cas dynamique

No

Vi = L rP~ ,~ v j
, rPj EcHo, Tl,

j=l

No

À = L cPj ® W
j

, rPj ECHo, Tl,
j=l

No

'IjJ = L Qi ,~'ljJj, Qj E Cl ([0, Tl).
j=l

-plT
(u;', v/)n dt - p(qi, Vi(O))n -lT

(tA', À')n dt - (tA l , À(O))n

-lT

Cl ((u, A), (v', À')) dt - Cl ((u, A), (v, À))lt=o (4.62)

+l T

c~ ((u, A, tP), (v, À, 'IjJ)) dt = l T

l(v, À, 'IjJ) dt

l'ensemble des fonctions de la forme (4.60) est dense dans l'espace des fonctions À E

L2 (0, T; Wdyn) telles que

E2 = {À E L2(O, T; W dyn), À' E L2(O, T; L2(0)3), À(T) = O} ,
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Pour obtenir le système (4.43), pour N ~ No, on se sert des égalités

Or, les v j , les wi et les ~)j forment respectivement des bases de V, W<!yn et \li, donc

l'ensemble des fonctions de la forme (4.59) est dense dans l'espace de fonctions
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et l'ensemble des fonctions de la forme (4.61) est dense dans l'espace HI(O, T; \.li). Donc

l'équation (4.62) est vérifiée pour

!
v E L2(0, T; V) nCl(O, T; L2(n)3), avec v(T) = 0,

À E L2(0, T; W dyn ) nCl(O, T; L2(n)3), avec À(T) = 0,

1/) E HI(O, T; \.li).

On en déduit que (u, A, lp) est solution de (4.43)

Unicité de la solution du problème (4.43)

L'unicité de la solution (u, A, lp) est obtenue si l'on montre que pour des données

nulles, (u, A, lp) est nécessairement nulle. Supposons que les données du problème (4.43)

sont toutes nulles. Soit s E]O, T[, définissons (v, À, CP) par:

Rappelons que

{
- J5 U(l') dl'

v(t) = t

°
_ {-15

A(l') dl'
A(t) = t

°

si t < s,

si t ~ s,

si t < s,

si t ~ s,

si t < s,

si t ~ s.

(4.63)

(4.64)

(4.65)

D(u, A, lp) = P eCu) - (Vlp - (A'.

L'équation de Maxwell-Gauss,

v;p E \.li, 1D(u, A, 'P)' V;Pdx = °
implique que (v, 1/) défini ci-dessus vérifie l'équation variationnelle: V;P E \.li,

1(P e(v) - (V1jJ). v;p dx = 0, (4.66)



Définissons (7j)n) une suite de H1(0, T; \li) qui tend vers 1jJ = lp dans L2 (0, T; \li). Cette

suite vérifie

{p(u, U)n + (fA, A)n} (8)

+{ f fV1jJ . V7/: dx + f Ce(v) : e(v) dx +~ f rot À . rot À dX} 1 = O.
ln ln ~l ln !=o

On en déduit u(s) = 0, A(s) = °et 7/:(0) = 1" lp(T) dT = 0, pour tout s E]O, T[, d'où

lp = O. Ceci achève la démonstration de l'unicité de la solution. •

Cas dynamique

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(4.69)

(4.67)

(4.68)

r :i {-p(U, u)n - (fA, A)n + f fV7j)· V1jJ dx
lo dt ln

+ f Ce (v) : e(v) dx +~ f rot À . rot À dX} dt = 0,
ln ~l ln

-p1" (u/, Ui)n dt -1" (fA', A)n dt

1"1 1 1"1 - -+ Ce(v') : e(v) dx dt +- rot A' . rot A dx dt
o n ~l 0 n

+l"l(PVlp):e(v)dxdt-l"(l(pe(v)-fV7/:),Vlpdx) dt=O,

ou encore,

d'où

c'est-à-dire

1(Pe(v) - fV7jJ)' Vlpdx = °
Considérons les fonctions test (4.63)-(4.64) dans l'équation (4.62), on obtient

-p1" (u/, Ui)n dt -1" (fA', A)n dt

+1" (f Ce(v') : e(v) +~ f rot À' . rot À dX) dt
o ~ ~l~

+1"1(PVlp) : e(v) dx dt = O.

En faisant la somme des équations (4.67) et (4.68), on obtient

130
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Rappelons que la forme bilinéaire Cl(" .) est définie sur V x H(0., rot) x \11 comme

suit

1P { A e (v) - e (u) À} dx

+1f { \7<p À +A \71/)} dx, (4.70)

On peut, dans le problème (4.43), étendre l'espace des fonctions test À, d'après le théo

rème de décomposition 4.1.3, comme le montre le lemme ci-dessous

Lemme 4.2.1 Le probème (4.43) est équivalent au problème

Trouver (u, A, <p) tel que

{

(u, A, <p) E Loo (0, T; V X W dyn X \11),

(u', A') E Loo (0, T; L2 (0.)3 x Hrl(0., div, 0)) ,

V(v, A, 1/)) E V x H(0., rot) x \11,

p(u", V)VI,V + (fA", À)H(fl,rot)I,H(fl,rot)

+:tCl ((u, A, <p), (v, A, 1jJ)) + Co ((u, A, <p), (v, A, 1jJ))

= l(v, A, 1jJ), dans D'(]O, Tl)

u(O) = p, u'(O) = q, A(O) = Ao, A'(O) = Al'

(4.71)

Preuve. Tout élément À de H(0., rot) se décompose en la somme À = w + \7p avec

w E W dyn et p E \11. Posons tout d'abord v = 0, À = 0, et 1jJ E \11 dans (4.43), on a le

système variationnel de Maxwell-Gauss :

V1jJ E \11, 1D(u, A, <p) . \71jJ dx = O. (4.72)

Posons maintenant v = 0, 1/) = 0 et À = \7p avec p E \11 dans (4.43), et montrons que

l'équation est encore vérifiée; il s'agit de montrer que

~(fA', \7p)n + ~cd(u, A, <p), (0, \7p, 0)) +c{)((u, A, <p), (0, \7p, 0))

= (J, \7p 1\ LJ)H~(r)3,H-~(r).3'
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ou encore

Cas dynamique

1
1
1
1
1

Or, d'après (4.72) le premier membre de cette égalité est nul, et nous avons déjà montré

que le second membre est nul (voir (4.27)). On en déduit que toute solution de (4.43) est

aussi solution de (4.71). La réciproque est évidente. Ce lemme sera utile dans la preuve

du lemme 4.3.3 dans lequel on établit le problème limite. •

1
1
1

4.3 Analyse asymptotique en piézoélectricité dyna-
.

mlque

1
1

Comme au chapitre précédent, nous faisons des changements de variables et d'incon

nues pour faire porter le petit paramètre h sur les opérateurs. Ceci permet de se ramener

dans le cadre des équations paramétrées dont une théorie générale a été développée dans

[24]. Pour les équations de l'élasticité pure, l'analyse asymptotique est faite dans [32] et

[8].

Conservons les mêmes notations (sauf mention contraire) et les mêmes hypothèses

(3.47) sur les ordres de grandeur des données du problème et effectuons les mêmes chan

gements d'inconnues (3.48) que dans le chapitre précédent. De plus nous supposons que

la masse volumique est d'ordre 2 par rapport à h, ph = h2p, et le potentiel vecteur A(h)
et le vecteur densité de courant surfacique j sont mis à l'échelle comme suit

1
1
1
1
1

Ah(x)

j"(x)

h2A(h)(x),

h3 j(h)(x).
1
1

Nous obtenons ainsi un problème variationnel posé sur le domaine fixe n.

1
1
1
1
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4.3.1 Formulation variationnelle

Pour alléger les écritures, donnons d'abord quelques notations:

I\;(h)(u(h)) = I\;(h),

(rot(h) À) 1 = 82 À3 - i83 À2 ,

(rot(h) À) 2 = -(81,43 - i83 À 1),

(rot(h) À) 3 = 81 À 2 - 82 À 1 ,

(h81~(h), h82~(h), 83~(h)) = (B1(h), B2(h), B3(h)),

(h81'Po, h82'Po, 83'Po) = (B?(h), Bg(h), Bg).

Nous définissons aussi les formes bilinéaires mises à l'échelle:

co(h) ((u(h), A(h), ~(h)), (v, À, !jJ)) = 1CI\;(h): I\;(h)(v)dx

1 l -+- rot(h) A(h) . rot(h) A dx
Ml n

+1(33 B3(h)83V)dx +1(ad()3(h)(h8a!jJ) + Ba(h) 83 V)} dx

+1(a{3Ba(h) (h8{31J))dx +1P3ij {B3(h)l\;ij(h)(v) - 831J)l\;ij(h)} d:r

+1Pa;j {Ba(h) I\;;j(h) (v) - (h8a !jJ) I\;;j(h)} dx
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(4.73)

(4.74)

l(h)(v, À, 1J}) = [f. vdx + [ g. vd,ln JrN

-1 (33B~831J}dX-1(a3(B~(h8a1J))+B~(h)831J))dx

-1 (a{3B~(h)(h8{31J))dx -1 PBO(h) I\;(h)(v) dx -l((()O(h)/) ·Àdx

+(.J, À 1\ V)H!(r)3,H-~(r)3' (4.75)



On suppose aussi que les conditions initiales sont telles que la suite (No(h) ),,>0 définie

par

Des calculs élémentaires montrent que le problème (4.43) est équivalent à

est bornée. Nous avons le lemme ci-dessous.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(4.77)

Cas dynamique

hE U(O, T; L2 (n)),

pEY, qEU(n)3,

fa E Hl(O, T; L2(n)),

g E Hl(O, T; L2(, N?),

'Po E Hl(O, T; Hb(, )3),

j E Hl(O, T; H!(, )),

Trouver (u(h), A(h), iÇ(h)) E V X Wc/yn x \11 tel que

V(v, À, 1/;) E V x H(n, rot) x \11,

p((h 2 u,:x(h), u3(h))", V)VI,V + (tA(h)", À)H(fl,rot)/,H(fl,rot)

+ ~Cl(h) ((u(h), A(h)), (v, À)) (4.76)

+c-o(h) ((u(h), A(h), iÇ(h)), (v, À, 1j;))

= l(v, À, 1/)) dans V'(]O, T[),

u(h)(O) = p, u(h)'(O) = q, A(h)(O) = A o, A(h)'(O) = Al,

No(h) [lhUa(h)'IA + IU3(h)'IA + [A(h)'IA + IO(h)IA +LC",(h): ",(h)dx

+Lrot(h)A(h)· rot(h) A(h) dX] 1=0

On suppose que les données du problème mises à l'échelle vérifient

134

4.3.2 Majoration de normes et convergences
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Lemme 4.3.1 Il existe c > a tel que nous avons la majoration

+jjA(h)' IILOO(O, T; L2(n)3) + 1/ rot(h) A(h) IILOO(O, T; L2(n)3)

+11(ho1tp(h), h02tp(h), o3tp(h))IILOO(O,T;L2(n)3) < c.
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(4.78)

u E L'X) (0, T; Hl(n)3),

u; E Loo(O, T; V(w)),

1\: E Loo(O, T; V(n)9),

A' E LOO(O, T j L2(W)3),

(rotAh E Loo(O, T; V(w)),

et des sous suites (u(h)h>o! (1\:(h)h>o, (A(h)h>o et (tp(h))h>O telles que nous avons les
convergences faibles étoiles

u(h) * u dans Loo(O, T; V), (4.79)----'

1\:(h) * 1\: dans Loo(O, T j L2(n)9), (4.80)----'

A(h)' * A' dans Loo(O, T; L2(n)3), (4.81 )----'

tp( h) * tp dans Loo(O, T; (L 2(n))\ (4.82)----'

(ho1tp(h), h02tp(h), o3tp(h)) * (0, 0, 03tp) dans Loo(O, T; (L 2(n)3)\ (4.83)----'

((rotA(h))a, (rotA(h)h) * (0, (rotAh) dans Loo(O, T; L2(n)3). (4.84)----'

Preuve. Pour majorer la norme de la solution (u(h), A(h), tp(h)), nous utilisons la suite

(uN(h), AN(h), tpN(h))NEN* construite dans la démonstration du théorème d'existence

4.2.1. Donnons d'abord quelques notations permettant d'alléger les écritures:

(h01tpN(h), h82tpN(h), 03tpN(h)) = (Bj"(h), Bf(h), Bf(h)),

(ho1tpo(h), h02tpo(h), o3tpo(h)) = (B?(h), e~(h), e~(h)).



on applique le lemme de Gronwall, ce qui fournit la majoration de XN(h)(t) indépen

damment de h, de N et de t :

On prend m assez grand et on obtient

Pour tout m > 0, le second membre M2 de (4.85) peut être majoré comme suit

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(4.85)
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x N(h)( t) = Hp h' t,lu: (h)'l~ + plui' (1. Y1~ +1CK(UN(1.)) "(UN(1.)) dX]

+~ [( tAN (I~)', AN (h)'b +~ f rot(h) AN(h) . rot(h) AN(h) dX]
2 /-lI ln
1 N N+2(t() (h), () (h))n.

p II(hu~(h)', huf(h)', uf(h),)IILOO(O,T;U(n)3) + Il,,"(h)(uN(h))IILOO(o,T;u(n)9)

+IIAN(h )'1 iL 00 (O,T ;L2(n)3) + Ilrot(h ) AN(h) IILOO(O, T; U(n)3)

+11()N(h)IILOO(O,T;L2(n)3) ::; c.

XN(h)(t) = XN(h)(O)-ltlf~ut;:(h)dx+1faut;:(h)dX[

+lt1h uf (h)' dx

-lt
f g'. uN (h) d, + f g. uN(h) d, 1t

° lrN lrN °
-l

t l d)ü(h)' AN(h)'dxdt -l
t1t()ü(h)'\ltpN(h)dxdt

+ l
t l P()O(h)' ,,"(h)(uN(h))dxdt - 1P()O(h)' ,,"(h)(UN(h))dX[

-1\1', AN(h) f\ v) H! (r),H-!(r) dt + (I, AN (h) f\ 1/)H~(r), H-! (r) 1:

Ecrivons l'égalité (4.52) mise à l'échelle

136

où
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D'autre part, on utilise les convergences faibles (4..57) lorsque N tend vers l'infini, on a

la majoration (4.78) ;

p II(hul(h)', hU2(h)/, u3(h)/)IILOO(o.T;L2(n)3) + 111\;(h)IILOO(O.T;L2(n)9)

+IIA(h)/IILOO(o.T;L2(n)3) + Ilrot(h) A(h)IILOO(O,T;L2(n)3)

+IIO(h)IILOO(O,T;L2(n)3) ::; c.

Par ailleurs, nous savons que toute suite bornée d'un espace de Banach admet une sous

suite convergente pour la topologie faible étoile; de (4.78), et par application de l'inégalité

de Korn, on déduit donc (4.79)-(4.82) et l'existence de (cPl, cP2, cP3) E Loo(O, T ; L2(!1)3)

tels que

((rot(h) A(h)),o (rot A(h)h) ~ (cPex, cP3) dans LOO(O, T ; L2(!1)2). (4.86)

Pour obtenir (4.84), posons v = 0, '1/) = °et À = (wl(x)m(t), 0, 0) avec Wl E V(!1) et

m E V(]O, T[) dans (4.76), on obtient

fl{31
T

m"(t)(A{3(h), wdn dt + f131T m"(t)(A3(h), Wl)n dt

+ l Tm
/(t)1Plij Wll\;i j(h)dxdt-1

T
m/(t)1filOi(h)Wl(X) dx dt

+_,1ITm (t) f(rot(h)A(h)h83Wldxdt-~lT m(t) f(rotA(h)h82Wl
!Pl 0 ln Pl 0 ln

= -lT
m( t)1f13 83<P~ Wl dx dt - hIT

m( t)1fexl 8ex<p~ Wl dx dt

-lT
m(t) f jl Wl d, dt.

° lr±
En multipliant l'équation précédente par h et en passant à la limite, il vient

l T
m(t)1cP2 83 W l dx dt = 1(lT

m(t)cP2 dt) 83 W l dx = O.

Il en résulte que cP2 =°(cf. [8]). De façon analogue, on démontre que cPl = O.

Nous allons maintenant démontrer que les Ai sont indépendants de X3. Nous avons

déjà obtenu, les convergences faibles étoile des A;(h) et (k83Aex(h) - 8ex A3(h)), dans

LOO(O, T ; L2 (!1)) donc dans 'D'(!1x]O, T[). Il en résulte que 83 Aex (h) tend vers 0 dans

V/(!1x]O, T[), d'où 83Aex = O. Pour A3 , nous utilisons la condition "divh (fAh ) = 0" qui,

mise à l'echelle, devient hfexj 8ex Aj(h) + f3j83 Aj(h) = O. Le passage à la limite dans cette

dernière égalité donne f 3j83 Aj = 0, d'où f3j Aj(h) est indépendant de X3. Or, les Aex sont

indépendants de X3, et le tenseur f est symétrique défini positif donc f33 est différent de

0, d'où A3 ne dépend pas de X3' •



Si on remplace Cijkl par sa valeur (3.1), on trouve (4.89). Le vecteur déplacement
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1
·1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(4.87)

(4.88)

(4.90)

(4.89)

dans U(O, T; L2(0))

° dans L
2(0, T; L2(0)),

e"J3(u) dans L 2(0, T; L2(0)).

(,,(Xl, X2) - x38,,(3(XI, X2)

(3,

De même qu'au chapitre 3, (voir 3.83), nous définissons les constantes Pij, Pi"J3 et cQw J3 :

On se place désormais dans le cas d'un matériau mécaniquement isotrope, comme dans

(3.1). Alors on a

{

/'i,33 = - À : 2/
l

(P33383i.p + Pi33 A: + À/'i,J3J3)

/'i,"3 = - 2
1

(P3"383i.p + Pi"3A;)
Il

4.3.3 Identification du problème limite

Ici, on considère les espaces fonctionnels déjà définis au paragraphe 3.3.4.

Lemme 4.3.2 Les limites u, /'i, et (Al, A2, A3) trouvées au lemme 4-3.1 sont respecti

vement dans U(O, T ; VKL), L2(0, T ; U(0)9) et L2(0, T ; L2(w)3) et vérifient les

équations suivantes :

Preuve. La démonstration de la première partie de ce lemme est analogue à celle du

lemme 3.3.1.

où (" E VH(W) et (3 E \i3(w), les espaces VH(w) et \i3(w) étant définis en (3.74)-(3.75) .•

limite u étant dans V KL, il s'écrit

Pij =

Pi",']

Soit W~yn le sous-espace de L2 (w)3 défini par

1
1
1
1
1
1
1
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Lemme 4.3.3 La limite (u, A, cp) est l'unique solution de l'équation

- 1Pour tout (v, A, 'ljJ) E V KL X W dyn X WIO,

139

+1P3a{3 [ea{3(u)831/) - 83'P ea {3(v)] dx

= rf.vdx + r g.vd,ln lrN

1 1
+/ -/.+ '- - 'Po - 'Po -

- w (J a +Ja ) Aa dw - w Pi3 2 Ai dw,

(4.91 )

Preuve. Rappelons que le lemme 4.2.1 nous permet de prendre À dans H I (W)3. Prenons

tout d'abord v dans V KL , (À I , À2, À3 ) dans H I (w)3 et 1/) dans W dans l'équation (4.76)

et faisons tendre h vers O. Grâce aux résultats de convergence faible du lemme 4.3.1, il

vient l'équation (4.91), sachant que Hl (W)3 et W sont respectivement denses dans W~yn

et WIO (voir proposition 3.2.2 et théorème 4.1.1).

Pour prouver l'unicité de la solution, il suffit de montrer que pour des données nulles, la

solution est nécessairement nulle. Nous pouvons procéder comme dans la démonstration

de l'unicité de la solution du problème (4.43). On suppose que le second membre de

l'équation (4.91) est nul, on démontre, comme dans la preuve de l'unicité de la solution

du problème (4.43), que u = 0, A = 0 et cp = O. •

Nous allons maintenant établir les équations aux dérivées partielles correspondant à

l'équation variationnelle limite (4.91).

Théorème 4.3.1 Le potentiel électrique 'P est un polynôme du second degré en X3 :

2

'P(XI, x2, X3) = L'Pi(XI' X2)X;,
i=O

(4.92)



1
1
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dont les coefficients IPi(XI' X2) sont donnés en fonction de (3 par

IPt +IPo P3a{3 ~ /"

2 - -2 U a {3'>3,
P33

IPt - IPo
2

P3a{3 ~ /"
-2 U a {3'>3'

P33

(4.93)

1
1
1

où D3 est donné par :

Preuve. Prenant v = 0 et Â = 0 dans l'équation (4.91), nous obtenons l'équation limite

électrique:

(4.94)

(4.95)

1
1
1

d, 'ou 1

Intégrons à nouveau; il existe dO dans L 2 (w) tel que

Il existe donc une distribution dl dans 'D'(w), (en fait dans U(w) d'après la régularité de

u et de <p) telle que D3 (u, IP) = dl. lTtilisant l'expression (4.95), on tire que

1
1

1

1
1
1
1

•

+ + -IPo <Po P3a{38 /"

2
- -2- a{3'>3,

P33
+ -

IPo - IPo (/")
-P33 2 - p3a{3ea {3 '> .

On en tire immédiatement les expressions (4.92)-(4.93).

Il reste à choisir dû et dl de sorte que <p satisfasse les conditions aux limites de Dirichlet

<Plf+ = IPt et <Plf- = IPo' On obtient

Théorème 4.3.2 Gardons les mêmes notations qu'en (4.90) et faisons les hypothèses

1
1
1
1
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et, pour tout E > 0, par identification, on a

95

f I x3fO'vO' dX3 + (g~ - g;; )//0'1 sur 1'q,
-1

O,Sur1'l~'

Il en résulte les deux dernières conditions au bord de (3.97). Choisissons maintenant

(7/1, "72) dans VH défini en (3.74) et posons

(3.105)

dans l'équation (3.102). Nous obtenons

d'où l'égalité

(3.106)

avec

Ici aussi, pour des raisons de non régularité du domaine w, et de conditions aux limites

mêlées, on procède comme précédemment. Soit ("711 "72) E VH à support dans We , (771, 772)

est alors dans H2(W~). En appliquant la formule de Green à (3.102), on a
2

Ainsi d'après l'égalité (3.106), nous avons, pour tout E> 0 l'égalité
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1

1
1

D'où, pour tout f > 0,

n"'(J( (l, (2)//'" = P3",(J (<pt - <Po) //", +11 g(J dX3 sur ~il t·
-1

Il en résulte les condition de Neumann de (3.98) Ceci achève la démonstration du théo

rème 3.3.3. •

Remarque 3.3.4 1. Il faut noter que Bernadou et Haenel !4} avaient été amenés à

supposer pour l'écriture directe d'un modèle bidimensionnel de coque piézoélectrique

ce que nous avons justifié ici par l'analyse asymptotique: <P est un polynôme de

degré 2 en X3. Nous retrouvons aussi la même hypothèse dans Rogacheva (35) qui,

de plus, suppose que le vecteur déplacement électrique vérifie 03 D3 = 0, hypothèse

que nous avons justifiée en (3.94).

2. L'influence de la piézoélectricité et de la différence de potentiel se situent pmlr le

problème de membrane uniquement dans le second membre,. elle est assimilable à

une force extérieure. Par contre, c'est l'opérate1lr du problème de flexion qui est

modifié.

3. Le théorème 3.3.3 justifie, dans le cas des plaques, le modèle bidimensionnel de

Destuynder (l4) et de Destuynder et Saidi (l5), qui admet que le potentiel n'agit

dans les équations d'équilibre mécanique qu'à travers la différence de potentiel entre

les faces horizontales. Dans (14) et (15) est étudié le comportement d'une plaque

ou d'une coque élastique C sur laquelle est collée une coq1le piézoélectrique Oh,

d'épaisseur 2h,. ceci, dans le but de contrôler C. En nous plaçant dans un cadre

statique, nous déduisons de (15) le modèle adimensionnel :

où à( .) est une forme bilinéaire incluant l'influence des contraintes de la coque C

et

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

avec V différence de potentiel entre les deux faces du patch piézoélectrique, h",(J

coefficients de piézoélectricité et c constante diélectrique. Plus précisément, (15)

suppose les composantes E", du champ électrique nulles, considère un déplacement

de Kirchhoff-Love, et utilise les lois de comportement

(3.107)

(3.108)

1
1
1
1
1
1
1
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i) les forces surfaciques ga sont dans H1(0, T; H1(, N)3),

ii) le potentiel au bord est tel que (<pt - <Po) est dans H 1 (0, T; H 1(w)).

141

Alors nous avons les systèmes d'équations aux dérivées paTlielles, associées à l'équation

variationnelle (4. 91) :

- un système dont la seule inconnue est (3

2p (3// + 8a {3m a {3( (3) = 1: (x 38a fa + 13) dX3

+gt + g3 + 8a(gt - g~) dans w x (0, T),

sur ro x (0, T),

sur Il X (0, T), (4.96)m a {3((3) Va V{3 = °
8 a m a {3((3)V{3 + 8'T{ma {3((3)V{3Ta } = 1: x3fava dX3

+(gt - g~)Va sur r1 x (0, T),

dans w.

où

(4.97)

- un système couplant les déplacements horizontaux et le potentiel vecteur A. Dans

ce système, la composante A3 est connue dès que Al et A2 le sont. On a

{

+, -,
A // - _ Pa3 A // _ P3a{3 (l" l") _ <Po - <Po

3 - a ea {3 '>1' '>2 2'
P33 P33

A3 (0) = A03 , A3'(0) = A 13

dans w x (0, T),

dans w.

A des composantes horizontales données et à Un potentiel vecteur donné, on associe



1
1
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Preuve du théorème 4.3.2. Pour établir les équations mécaniques verticales, on pose

dans (4.91), Va = -X38a713, V3 = "73, Â. = 0, on obtient

Par contre, les déplacements horizontaux sont fonction de la différence de potentiel

('Pci - 'Po)· De plus, ils sont couplés à la variation en fonction du temps du potentiel

vecteur magnétique A'.

1
1
1
1
1
1
1
1

1
1
1
1

1
1
1

dans w.

(4.99)

dans w x (0, T),

dans w x (0, T),

sur l' x (0, T),

dans w x (0, T),
(4.98)

sur 1'1 x (0, T),

sur 1'0 x (0, T),

-P3a;38a('Pci - 'Po)

na{3((l, (2, Al, A 2)va = 1: g{3 dx3 +P3a{3Va('Pci - 'Po)

Le quadruplet ((l, (2, Al, A 2 ) est alors l'unique solution du système couplé formé

des équations quasi-statiques en ((l, (2)

-8an a;3((1, (2, Al, A2) =11

1 f{3 dX3 + (g% +g;;)

et des équations d'évolution du deuxième ordre en (Al' A 2 )

[pa 1 - P3lPa3] Aa" + ~82 (81 A 2 - 82Ad
P33 ftl

[
P3lP3a{3] (l"' 1"') _ ('+ ._)+ Pla{3 - ea{3 '>1' '>2 - - h + JI

P33

L'analyse asymptotique des plaques minces piézoélectriques nous permet d'obtenir les

équations de lvlaxwell bidimensionnelles. Nous pouvons, en particulier, déduire du sys

tème (4.99) ci-dessus les équations de lvlaxwell-Ampère bidimensionnelles,. il suffit d'y

annuler les coefficients de piézoélectricité.

Remarque 4.3.1 Comme dans le cas statique, les déplacements verticaux ne dépendent

pas du potentiel (d.d.p.) imposé aux faces de la plaque. Cependant, ils dépendent des

constantes piézoélectriques et électriques du matériau.

1
1
1



4.3 Analyse asymptotique en piézoélectricité dynamique 143

Prenons T]3 dans V(w) et multiplions l'équation (4.100) par 9 E V(JO, T[), on a :

, /"" 2 ( P3a{3P3Q' ) 8 8 /"
2p"3 + -3 cQw{3 + a{3 Q,"3

P33

= 1:(x38afa +h) dX3 +8a(g;; - g;;) +gt +g;

Pour obtenir les conditions au bord, on reconduit la même méthode que pour établir le

système (3.97). Méthode qui permet d'appliquer la formule de Green en tenant compte

des singularités.

Pour établir les équations mécaniques horizontales, on pose dans (4.91), Va T]a,

V3 = 0, A = 0, on a

21 CQw {3 eQ,((t, (2) ea{3(Tll, Tl2) dw - 21 Pia{3 A~ ea{3(T]l' T]2) dw

= 1(1: fa dX3) TJa dw +1(g;; +g;;)T]a dw

+11 (1: ga dX3) T]a d"f +1P3a{3(~t - ~o) ea{3( Th, T]2) dw.

Il en résulte, en utilisant la même démarche que pour établir (3.98)), le système (4.98).

Prenons v = 0 et 1/) = 0 dans (4.91), À E V(w), il vient



Posons v = 0, et À2 = À3 = 0, et prenons ÀI E 'D(w) dans (4.91), soit 9 E 'D(]O, T[), on

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(4.101)
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dans w x (0, T),

dans w x (0, T).

dans w x (0, T),

[
P32pa3] A 11 1 a (a aPa2 - -- a - - 1 IA2 - 2Ad

P33 Pl

[
P32P3afJ] (/"' /"') _ ('+ ._)+ P2a(3 - ea(3 '>Il '>2 - - 12 + 12

P33

[
P31Pa3] A Il 1 a (a a)Pal - -- a + - 2 IA2 - 2AI

P33 Pl

+ [ P31P3afJ] (-' /"') _ ('+ ._)Pla(3 - ea(3 ~l' '>2 - - JI + JI
P33

+, -,
A Il __ pa3 A Il _ p3afJ (/"' /') _ 'Po - <Po

3 - a ea (3 '> l' '>2 2'
P33 P33

"19 E 'D(O, T),

1 l T
-a2 (rot Ah 9 dt =
Pl 0

Nous avons alors, dans 'D(w)', l'égalité

144

pour pouvoir appliquer la formule de Green.

a

Maintenant, nous allons montrer que al A2 - a2 A I = °sur ~(. Pour ce faire, on montre

d'abord que

Or, le second membre de cette dernière égalité est dans L2(w). Donc, pour tout 9 E

'D(]O, T[), a21T(rotAh9dt E L2(w). Il en est de même pour al lT(rotAh9dt. Sa-

chant, alors, que pour tout 9 fixé dans 'D(]O, T[), lT(rotAh9dt est dans HI(w), on



(A~ °0) E H I (w)3, enl, ,

4.3 Analyse asymptotique en piézoélectricité dynamique

multiplie (4.91) par 9 E V(]O, T[), puis par un élément À

intégrant par parties, on obtient

-Pil liT A/ À I g' dt dw

+~1 (82 [T(rotAhgdt) Àldx - ~1 (V2 [T(rotAhgdt) Àl d1
ftl w Jo ftl 'Y Jo

+liT Pla{3ea{3((ll (2)À I g'dtdw

= -1 [T (jt + JI) 9 À I dt dw + Pl31
T1'P+ ~ 'P- g' À I dt dw.

w Jo 0 w 2

En utilisant l'égalité (4.101), on obtient

pour tout À I E HI(w). De même, on démontre que

pour tout À2 E HI(w). On en déduit que

V9 E V(]O, T[), iT(rotAhgdt = ° sur 1,

4.3.4 Résultats de convergence forte

145

•

Dans ce paragraphe, nous établissons les résultats de convergence forte pour la solution

du problème (4.76). Soit 5 E]O, T[, dans la suite, les fonctions (v(h), À(h), rp(h), ;:{,(h))
et (v, À, rp, ;:{,) sont définies par

{
-ls u(h)(r) dr

v(h)(t) = t

°

si t < s,

si t ~ 5,
{

-ls u(r)d7' si t < 5,

v(t) = t

° si t ~ 5,

_ {-ls

A(h)(r)dr
A(h)(t) = t

°

si t < 5,

si t ~ 5,

_ {-ls

A(r)d7'
A(t) = t

°

si t < 5,

si t ~ 5,



Théorème 4.3.3 Supposons que les conditions initiales vérifient les convergences fortes

Alors, nous avons les résultats de convergence forte ponctuelle: pour tout s E]O, T[,

(hql(h), hq2(h), q3(h)) ----+ (0, 0, q3) dans L2(n)3,

p(h) ----+ P dans V,

1
"'a3(p(h)) ----+ -- (P3a383<P(0) + Pia3 Ali) dans L 2(n),

2p

1
"'33(P(h)) ----+ - À ' (P33383<P(0) + Pi33 A li + ÀeiJiJ(p)) dans L 2(n),+ 2p

(Ao(h), Al(h)) ----+ (Ao, Ad dam U(n)3 x U(n)3.

(hUl(h), hU2(h), u3(h)) (s) ----+ (0, 0, U3)(S) dans L2(n)3,

v(h)(O) ----+ v(O) dans V,

;'(h)(O) ----+ ;'(0) dans L2(n)9,

A(h)(s) ----+ A(s) dans L2(n)3,

rot(h) À(h)(O) ----+ (0,0, (rotÀh) (0) dans U(n)3,

(h 81tj!(h), h 82tj!(h) , 83tj!(h)) (0) ----+ (0, 0, 83tj!) (0) dans U(n)3.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

si t ~ s.

si t < s,
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si t < s,

si t ~ s,

si t ~ s.

si t < s,

{
-18 <po(r') dr'

tj!o(t) = t

o

{
-18 ",(r) dr

;.(t) = t

o

{
-18 ep(r)dr

tj!(t) = t

o

si t ~ s,

si t < s,

si t ~ s,

si t < s,

si t < s,

si t ~ s,
{

-18 ",(h)(r') dr
;'(h)(t) = t

o

{
-18 ep(h)(r') dr

0(h)(t) = t

o

{
-18 <po(h)(r) dr

<po(h)(t) = t

o

De même, on définit tj!o(h) et tj!o par

146
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Preuve. Soit l'équation (4.62) mise à l'échelle, où l'on annule ~), on a :

147

-p18

h2(ua(h)', va(h)')n dt - ph2(qa(h), va(h)(O))n - P18

(u3(h)', v3(h)')n dt

-p(q3(h), v3(h)(0))n -18

(fA(h)', A(h))n dt - (fA1 (h), A(h)(O))n

- cl(h) ((u(h), A(h)), (v(h), A(h))) 11=0

+181CK;(h)(v(h))': K;(h)(v(h))dxdt (4.102)

+~ r rrot(h)A(h)'.rot(h)A(h)dxdt
/-lI lo ln

+18 {1 P3ij 83rp(h) K;ij(h)(v) dx +h1Paij 8arp(h) K;ij(h)(v) dx} dt

=18

l(h)(v(h), A(h), 0) dt.

De l'équation variationnelle de Maxwell-Gauss,

1f33 83rp(h) 83'ljJ dx +hl f a d83'1?(h) 8a~) +8arp(h) 83'1f'} dx

+h21fa{38arp8{3'1f'dx -1 P3ij83'ljJK;iAh)dx -hL Paij 8a'lf'K;ij(h)dx

= - 1f33 83rpo(h) 83'ljJ dx - hl fad83rpo(h) 8a~) +8arpo(h) 83~)} dx

- h21fa{38arpo8{3~)dx,

on tire l'équation

18 {1 f33 83rp(h) 83'ljJ dx + h1f a 3 {83rp(h) 8a'ljJ + 8arp(h) 83~)} dx } dt

+18

{
h21f a {3 8a rp 8{3'ljJ dx - 1P3ij837/J Kij(h) dx - h1Paij8a~) Kij(h) dX} dt

= - 18 {1 f33 83rpo(h) 83~) dx + h1fad83rpo(h) 8a~) + 8arpo(h) 83~)} dx} dt

-18

{
h21fa{38arpo8{3'ljJdX} dt. (4.103)



L'équation précédente est alors équivalente à

En sommant les équations (4.102) et (4.103) où on a posé 'ljJ = tj;(h), on obtient

Rappelons que dans l'intervalle ]0, s[, on a

v(h)'(t) = u(h)(t), À(h)'(t) = A(h)(t), r{!(h)'(t) = tj;(h)(t).

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(4.104)
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-p18

h2(ucr(lz)', vcr(h)')n dt - ph2(qcr(h), vcr(h)(O))n - p18

(u3(h)', v3(h)')n dt

-p(q3(h), v3(h)(0))n -18

((A(h)', A(h))n dt - ((Al(h), Ài(h)(O))n

- cl(h) ((u(h), A(h)), (v(h), À(h))) It=o

+ r{ r CK;(h)(v(h))':K;(h)(v(h))dx+~ r rot(h)À(h)'.rot(h)À(h)dX} dtJo Jn fll Jn

+18 {1 (33 83r{!(h) 83tj;(h) dx +hL (cr3 (83r{!(h) 8cr tj;(h) +8cr r{!(h) 83tj;(h)) dx} dt

+18

{h21 (crf38cr r{!(h) 8f3tj;(h) dx } dt = 18

l(h)(v(h), À(h), tj;(h)) dt.

-~18

~ {h 2(ucr(h), ucr(h))n dt + (u3(h), u3(h))n} dt

1 r d-"2 Jo dt {((A(h), A(h))n} dt

118

d {l 1 1 ~ ~+- - CK;(h )(v(h)) : K;(h)(v(h)) dI + - rot(h) A(h) . rot(h) A(h) dx
2 0 dt n fll n

+1(33 83r{!(h) 83r{!(h) dx +2h1(cr383r{!(h) 8cr r{!(h) dx

+ h21 (crf3 8cr r{!(h) 8f3r{!(h) dX} dt

=18

l(h)(v(h), À(h), tj;(h)) dt + ph2(qcr, vcr(h)(O))n

+p(q3, v3(h)(0))n + ((Al(h), À(h)(O))n

+ cl(h) ((u(h), A(h)), (v(h), À(h))) It=o'
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Soit Nh(s) la norme du vecteur (u(h)(s), A(h)(s), v(h)(O), À(h)(O), <p(h)(O)) définie

par

Nh(s) = l [ph 2 (ua(h), ua(h))n +p(u3(h), u3(h))n + (fA(h), A(h))nL=8

1 [1 1 1 - -+- C/'O(h)(v(h)) : /'O(h)(v(h)) dx + - rot(h) A(h) . rot(h) A(h) dx
2 n ~l n

+11033 83<P(h) 83<P(h) dx + 2h1f a383<P(h) 8a<p(h) dx

+ h2
[ f a (3 8a<p(h) 8(3<p(h) dX] .
~ t~

L'équation (4.104) est équivalente à :

Nh(S) = -18

l(h)(v(h), À(h), <p(h))dt - ph2 (qa(h), va(h)(O))n

-P(q3' v3(h)(0))n - (fAI(h), À(h)(O))n

- cl(h) ((u(h), A(h), 0), (v(h), À(h), 0)) It=o

l [ph 2 (Pa(h), Pa(h))n +p(p3(h), P3(h))n + (fAo(h), Ao(h))n] ,

et par passage à la limite, d'après les résultats de convergence du lemme 4.3.1, et la

définition (4.75), on obtient

~~ Nh(s) = -18 {1 f· vdx + iN g. vd, -1 1033 83<Po 83<P dx

-1P3ij 83<.po Fèij dx - 1fi3 83<.p~Ài dx

-10+ +j-). ÀdW} dt

-p (q3' V3(0))n - fij (A lj , À;(O)) n

-1 Pmij (AomFèij(O) - Àm(O)/'Oij(P)) dx

1
"2 {p (P3, P3)n + fij (Aoj , AOi)n} .

(4.105)



Soit N(s) la norme du vecteur (u(s), A(s), v(O), À(O), cfl(O)) définie par

1
N(s) = 2 [p(U3, U3)n + (t:A, A)n]t=5

+~[f C~:~dx+~ f(rotÀh(rotÀhdx+ f t:33 03cfl(h)03cfl(h)dX] .
2 ln Pl ln ln t=o

Montrons que la norme Nit (s) tend vers N (s) lorsque h tend vers O. La convergence

faible ayant été déjà obtenue, la convergence des normes implique la convergence forte.

Soit Àn une suite de HI(O, T; HI(w)3) qui tend vers À dans HI(O, T; W~yn)' et qui est

nul sur l'intervalle de temps ]s, T[. En annulant 1/) dans l'équation (4.76), on obtient

150 Cas dynamique

-p 15

((h 2u,,(h), u3(h))', v')n dt - ((h 2u,,(h), u3(h))', v)n (0)

-15

(t:A(h)', À n') n dt - (t:A(h)', À n) n (0)

r f (C/'C(h)),,{3 /'C,,{3(h)(v) dx dt + ~ r f rot(h) A(h) . rot(h) Àn dx dt
lo ln Pl lo ln

+15 {i P3ij 03(h) /'Cij(h)(v) dx + i P"ij O,,(h) /'Cij(h)(v) dX} dt

-15 i Pmij (Am(h) /'Cij(h)(v') - A~' /'Cij(h)) dxdt -151t:ij Oj(h) Ai' dxdt

-1 Pmij (Am(h)/'Cij(h)(v) -A~/'CiAh)) (O)dx - i (t:ij Oj(h) Ai) (O)dx

=15 {L f· vdx + lN g. vd, } dt

-1 5 {L Pmij O~(h) /'Cij(h)(v) dx -1 t:ijOJ(h)' Ai dX} dt

+18

(I, À n /\ v)H!(rp.H-!(rp dt.
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En faisant tendre h vers 0, puis n vers l'infini dans l'équation ci-dessus, on obtient

151

-p 18

(U3', v~)n dt - (U3', V3)n (0)

-18

(fA', A')n dt - (fA', A)n (0) +181(CII:L'iJ ~aiJdxdt

+~ 18 r(rot A)3 (rot Ah dx dt +18 rP3aiJ 039 ~aiJ dxdt
/11 0 ln 0 ln

+181Pm33 Am 11:33 dx dt +2181Pma3 Am lI: a 3 dx dt - 181fi3 039 Ai dx dt

(4.106)

-18 {1 P3aiJ 03'PO ~aiJ dx - 1fi3 03'PO' Ai dx } dt

-1810++ j -)·Adwdt.

Soit V)n une suite de H 1(0, T; \II) qui tend vers 9 dans H 1(0, T; \II). En utilisant l'équa

tion (4.76) où on annule v et A, on a

18 {1 f33 03lp(h) 031jJn dx +1f a 3 {03lp(h )(hoa1jJn) +Oalp(h) 031jJn} dx } dt

+18 {1 faiJ Oalp(h) (hOiJ1jJn) dx -1 P3ij 031jJn le ij (h) dx } dt

-18 1Paij(hoaV)n)Kij(h)dxdt

= -18 {1 f33 03lpo03V)ndx +1f a 3 (03lpO (hoa1jJn) + Oalpo031jJn) dX} dt

-1 8 1faiJ Oalpo(hOiJ1jJn)dxdt. (4.107)

En faisant tendre h vers 0, puis n vers l'infini, on obtient



-15 {1 P3a~ 83<fo ~a~ dx - 1Ei383<fO' "4i dx } dt

-1510+ +j-) .À dw dt - 15 1E33 83lpo 83r{J dx dt.

Utilisant le fait que

-p15

(U3', U3)n dt -p(U3', V3)n(0) -15

(EA', A)n dt - (EA', À)n (0)

+15 {1 (C~)a~ ~a~ dx + I~l 1(rot À') 3 (rot À) 3 dx +1E33 83lp 83r{J dx} dt

-15 {1 P333 83<f ~33 dx +21 P3a3 83<f ~a3 dx } dt

-15 {1 Pm33 A~ h:33 dx +21 Pma3 A~ Ka3dx } dt

-{1 Pm33 Am K33 dx +21 Pma3 Am Ka3dx } (0)

-1 Pma~ (Am Ka;3) (0) dx +1Pmij (Am ~ij) (0) dx

= 15 {1 f . v dx + iN g . V d, } dt

En sommant les équations (4.109)-(4.108), on obtient

-p15

(U3', v~)n dt - P(U3', V3)n (0) -15

(EA', À')n dt - (EA', À)n (0)

+15 {1 (C~)a~ ~a~dx + I~l 1(rotA)3 (rotÀ)3 dx +1E33 83lp[hrpdX} dt

-15 {1 P333 83r{J ~33 dx +21 P3a3 83r{J ~a3 dx } dt

+15 {1 Pm33 Am ~33 dx +21 Pma3 Am ~a3 dx } dt

-15

1 Ei383rpAidxdt-1 Pma~(Am~a~)(O)dx (4.109)

+1Pmij (Àm ~ij) (0) dx - 1(Ei3 83r{J Ài) (0) dx

= 15 {1 f· vdx + iN g. vd, } dt

152

sur l'intervalle ]0, s[, on a

v' = li, À'=A, -, -<f = <f

Cas dynamique
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-18 {1 P3ij 83'Po K,ij dx - 1Ei383'PO' Ai dx } dt

-1 810+ +j-) .À dw dt - 18 LE33 83 lpo 83'fJ dx dt.

Sachant que

on a

-p 18

(U3', U3)n dt -18

(EA', A)n dt

18 {L CK,' : K, dx + :1 L(rot À'h(rot Àh dx +Lf33 83 lp 83 lp' dx } dt

-18 {1 P3ij 83'Po K,ij dx - 1fi383'PO' ,4; dx } dt

-181(j+ + j-) . À dw dt - 181f33 [hlpO 83'fJ dx dt

+P(Q3,V3(0))n+ (fAI,À(O))n + LPmij (AmK,ij-AmK:ij) (O)d.T.

Cette dernière égalité est équivalente à

~18

~ { -p (U3, U3)n dt - (tA, A)n +1CK, : K, dx

+~ {(rot Àh(rotÀhdx + { f3383rf83lpdX} dt
~l ~ ~

-18 {1 P3ij 83'Po K,ij dx - 1t i383'Po' Ài dx} dt

-181(j+ + j-) .À dw dt - 18 1f33 83 lpo 83'fJ dx dt

+P(Q3, V3(0))n + (fA I, À(O))n +1Pmij (AlmK,ij(O) - Àm(O)K:ij(P)) dx.

153

(4.110)

(4.111)



ce qui, vu l'égalité (4.105), fournit la convergence des normes: Nh(s) -7 N(s) pour tout

s E]O, T[. •

+18 {1 P3ij 83'Po ~ij dx - 1f i383 'Po' Ài dx } dt (4.112)

+18 1(j+ +j-) . Adw dt +181f33 83 i{;0 83<P dx dt

-p (Q3' V3(O))n - (fA I , A(O)) n - 1Pmij (Aom ~ij(O) - Àm(O) KiAp)) dx

1 1
+"2P (P3' P3)n + "2 (fAo, Ao)n '

154

Enfin, il vient l'égali té

1
"2 {P(U3, U3)n + (fA, A)n} (s)

+l [ rC~ : ~ dx +~ r(rot Ah(rot Ah dx + rf33 (Mp (hi{; dX]
ln III ln ln /=0
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Troisième partie

Calcul de coefficients de singularité

pour un problème elliptique
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Chapitre 5

U ne méthode de calcul des

coefficients des solutions singulières.

Approximatioll des solutions



Une métllOde de calcul des coefficients des solutions singulières. Approximation des
162 solutions
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5.1 Introduction

5.1.1 Objet du travail et résultats obtenus

Dans l'approximation des solutions d'un problème elliptique par éléments finis, l'erreur

d'approximation dépend des éléments finis et du maillage utilisés aussi bien que de la

régularité des solutions. Or, il est connu que si le domaine dans lequel est posé le problème

n'est pas assez régulier (par exemple polygone non convexe), ou si les conditions au bord

présentent une discontinuité (par exemple conditions mêlées en un point régulier), la

solution peut présenter des singularités.

Considérons pour illustrer cela l'équation de Laplace dans un polygone n de frontière

, =, DU, N:

~.l

-r
N

FIG. 5.1: n



Une mét110de de calcul des coefficients des solutions singulières. Approximation des
164 solutions

-~U = f dans 0,

u=o sur, D, (.5.1)

au = 0 sur, N.av
Si f est un élément de V(O), et si 0 est convexe, et si les angles au niveau des points de

changement de condition au bord sont inférieurs à ~, il est connu que (.5.1) admet une

solution unique dans H 2 (0). Par contre, si 0 est un polygone non convexe, même si f
est dans 'D(O), U n'est pas dans H 2 (0), en général. Elle s'écrit sous la forme

U=UR+,TaCOS(aO+Oo),O<a<l

où UR, la partie régulière est dans H 2(0), et on remarque que Ta cos(a 0 + (0) n'est pas

dans H 2 (0).

Considérons maintenant un schéma d'approximation de la solution de (.5.1) par la

méthode des éléments finis (MEF) classique. Soit V défini par

muni de la norme usuelle de Hl (0). Soit h l'espace de dimension finie, des éléments finis

Pl classique. Soient U EV, Uh E VI, solutions respectives de

vv E V 1\7U . \7v dx = 1f v dx,

vv E Vh 1\7Uh . \7v dx = 1f v dx.

Il est alors connu que (Ciarlet [4]) si U est dans H 2 (0),

IIU - uhllv :::.; ch,

où h est l'ordre de grandeur des diamètres des éléments de la triangulation du domaine

O.

Cependant, pour un domaine polygonal non convexe, selon [13], la MEF classique

fournit seulement l'approximation
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si les arêtes qui forment l'angle w sont toutes les deux dans, D ou , N. Rappelons que

71" < w ~ 271" et que, par conséquent, la présence de singularités provoque une diminution

de l'ordre de convergence. Pour remédier à cette perte de convergence, plusieurs méthodes

de calcul ont été proposées parmi lesquelles :

- l'adjonction des singularités à l'espace ~~l' cf. [3],

- l'utilisation des espaces de Sobolev avec poids et raffinement de maillage au niveau

des angles non convexes, cf. [12],

- la séparation de l'ouvert en sous-domaines, cf. [2],

- l'utilisation des solutions duales, cf. [9].

Les méthodes citées ci-dessus fournissent un ordre de convergence équivalent à celui

obtenu dans le cas où u est dans H 2 (D,).

Ici, nous proposons une méthode utilisant seulement les éléments finis classiques, et

ne tenant pas compte des solutions duales dans le cas d'une fissure, pour calculer des

coefficients de singularité "1 : nous montrons que "1 s'écrit

(5.2)

où les F/ dépendent de la solution singulière "1,a cos( 0: 0 +(0 )", Par ailleurs, nous ob

tenons un ordre d'approximation de la solution u équivalent à celui du cas où n est un

polygone convexe.

Si , N = 0, cette méthode fournit, pour le coefficient de singularité "l, une approxima

tion d'ordre h2
-

e , é pouvant être arbitrairement petit. Notons que, jusqu'à maintenant,

la meilleure appxoximation avec les éléments finis Pl, est obtenue par [3]. Elle est de

d'ordre hl+~.

Cne expression du coefficient de singularité ~( similaire à (5.2) est obtenue par Gris

vard [21], mais l'ordre d'approximation de "1 y est O(h), tandis qu'ici, nous obtenons

une approximation d'ordre 0(h2
-

e
), avec é > 0 quelconque, en utilisant simplement les

éléments finis classiques.

De plus nos résultats s'étendent aux domaines fissurés, c'est-à-dire w = 271".

5.1.2 Plan du travail

Nous nous plaçons dans le cas où la solution u de (5.1) comporte une seule singularité

S. Nous calculons tout d'abord le coefficient de singularité "l, en fonction de u, dans le cas
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d'une fissure, puis dans le cas d'une singularité d'angle quelconque w < 271". Les méthodes

utilisées dans ces deux cas diffèrent dans le choix du multiplicateur.

Ensuite nous calculons une approximation "th de ~( en fonction de la solution approchée

Uh de u obtenue par la méthode des éléments finis classique Pl

et, si , D = , , on a la majoration

Soit Vh l'espace des éléments finis classiques Pl' Nous calculons une nouvelle approxi

mation Ùh de u en fonction de la solution ù~ de l'équation

en posant

où a est inversement proportionnel à l'angle w. Enfin, nous établissons la majoration

5.2 Cas de l'équation de Laplace

5.2.1 Notations et position du problème

Soit n un domaine borné non vide polygonal (cf. fig. 5.1), on note (Si)O:Si:Sn les sommets

des arêtes de n auxquels on a ajouté les points de changement de conditions au bord;

soit pour i E {O, ...n - l} (resp. i = n), , i l'arête comprise entre Si et Si+l (resp. , n

l'arête comprise entre Sn et sa); soit pour i E {O, ...n - l}, Ti le vecteur unitaire tangent

à n porté par, i dirigé vers Si+l (resp. Ta le vecteur unitaire tangent à n porté par, n

dirigé vers sa) ; soit Vi pour i E {D, ... , n} le vecteur normal unitaire extérieur à n sur , i·

Pour tout 1: E {O, ... , n}, on note (1';, (Ji) les coordonnées polaires locales en Si où (Ji est

l'angle mesuré par rapport à , i. Soit enfin Wi l'angle que fait, i-l avec, i mesuré dans

le sens trigonométrique à partir de , i.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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Pour tout i E {a, ... , n}, 7]i E H3 (IR 2
) est égal à 1 sur un voisinage de Si et de plus

SUPP(77i) n, j = 0 pour tout jE {a, ... ,n} \ {i,i + 1}, si i i= °et SUPP(77o) n, j = 0 pour

tout j E {1, ... , n - 1}. Enfin on note, N la partie du bord de n portant la condition de

Neumann et , D celle portant la condition de Dirichlet. On suppose que, D i= 0. Soit

(5.3)

Soit f E p(n), on considère le système d'équations

-~U = f dans n,

U=o
au
-=0al/

sur, D,

sur, N.

(5.4)

Cette équation admet une et une seule solution variationnelle U EV, celle du problème

suivant:

Trouver U E V telle que:

Vv EV, 1V'U • V'v dx =1f v dx. (5.5)

Nous savons que si n est un polygone convexe, et si les angles se trouvant aux intersections

entre, D et , N sont inférieurs à ~, alors la solution u de cette dernière équation est dans

H2(n). S'il existe un angle Wi > 71", alors nous savons, d'après [21], que

U - UR + 'V. S'(7" (J.)- f't 't Z, z,

où UR E H2(n), li est le coefficient de la solution singulière Si définie par

..!!:- 7r
Si(ri, (Ji) = 7]i r;"" cos( -(Ji +1>i+d,

Wi

avec

(5.6)

(5.7)

11' r~ cos(.!!....(J·).p, Wi 1 SI , i-l, , i C , N,

Si(ri, (Ji) =
-77' r2: sin(.!!....(J·) SI' 1 . C D, Wi ' , ,- , , , , ,

-77'1. 2:; cos(-l!-(J·) si C D et C, 2w, ' , i-l, , i , N,

-77' r 2:, sin(-l!-(J·) si . C ]l.T et . C D, 2Wi ' , ,-1, , , , .

Dans tous les cas, on calcule li en fonction de f et u, sans faire intervenir les solutions

singulières duales dans le cas d'une fissure. On utilise le multiplicateur (x - XO).V'Si si
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Wi = 27r, ou :-"-.. V Si, si 7r < Wi < 27r, en exploitant les calculs effectués par Niane et Seck
r Wi

[HI], [Il], dans les problèmes de contrôlabilité exacte dans des domaines présentant des

solutions singulières. Le calcul consiste à appliquer la formule de Green sur D amputé

d'une boule de centre le sommet singulier et de rayon é, et d'étudier la convergence

lorsque ê ----t O. Ensuite, on donne une méthode d'approximation numérique du coefficient

de singularité ~(i et de la solution u. Dans toute la suite, on supposera que la singularité

se situe au sommet Si défini par les arêtes, i-1 et , i, et on se passera de l'indice i.

5.2.2 Calcul du coefficient r

5.2.2.1 Cas d'une fissure ou d'une condition mêlée "régulière"

1
1
1
1
1
1
1
1

5.2.2.1.1 Conditions de Dirichlet ou de Neumann sur une fissure. Soit Xo un

point de lR. 2 situé sur la droite portant la fissure, tel que Xo i- s. On choisit le repère

(s, -T, v). On a le théorème

Théorème 5.2.1 Si s est le sommet de la fissure portant une condition de Dirichlet ou

une condition de Neumann, alors le coefficient de singularité ~i de la solution u de (5·4)
associé à la fissure s'écrit

où

2 lÎ = - [j l)(X - xo)· vs +F(l)) u] dx.
7rX01 n

F(l)) = 2div[Vl)(X - Xo)· VS] + 1) div[(x - xo)~S] - ~1)(x - xo)· VS.

(5.8)

(5.9)

1
1
1
1
1

Preuve. Soit s le sommet d'une fissure sur laquelle porte une condition de Dirichlet,

c'est-à-dire, i-1 U , i C , D. On a 1

avec

{

-~(1) u) = 1) f - 2Vl)i' Vu - (~1)) U

l)U = 0

dans D

sur aD,
(5.10)

(5.11)

1
1

où UR E H2(D), Î est le coefficient de la solution singulière

S(r,B) = -1)vrsin(~). (5.12)

1
1
1
1
1
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On pose

v 11u, VR = 11uR et

169

9 (5.13)

On a donc

{

-ilv = 9 dans n

v = a sur an
ou

2 r:.. ()
v = vR + C11 v l' SIn 2'

(5.14)

(5.15)

Soit E > 0, tel que la boule B(O, E) vérifie dist(B(O, E), , \ (, ;-1 U , ;)) > 0, on pose

le

, e

n \ B'(O, E),

aB(O, E),

ane \ le'

(5.16)

On définit

le = r{(x - XO) . 'VS( -ilv) + (x - XO) . 'Vv( -ilS)} dxln,
r{g(x - xo) . 'V S + (x - xo) . 'Vv( -ilS)} dx. (5.17)ln,

Le second membre de cette identité vérifie

linlle = - r{g(x - xo)'V S + (x - xo)'Vv( -ilS)} dx.
e--+O ln

D'autre part, par intégration par parties, le premier membre donne

1 av 1 as- - (x - xo) . 'VS da- - - (x - xo) . 'Vv da-
an, av an, av

+ r (x - xo)' v'VS· 'Vvda-.
lan,

(5.18)

(5.19)

Puisque sur, e, V = S = 0, et que xo est sur la droite portant la fissure, on a (x - xo)' v =

0, (x - xo) . 'V S = (x - xo) . 1/ ~~ sur, e' Il vient alors

l avas 1 avasle = - (x - xo) . v--- da- + (x - xo) . v--- da-
''/< av av ,/, aT aT

l avas 1 avas- (x - xo) .T--- da- - (x - xo) .T--- da-.,/, aT av ,/, aVaT (5.20)
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On remplace v par son expression (5.15) dans le, et lorsque ê tend vers 0, la limite de le

est donnée par la limite de Je qui est définie par

d'où en passant en coordonnées polaires:

ce qui donne

Donc en faisant tendre ê vers 0, on obtient

2
1 = --l,

7fXOl

où 1 est la limite de le donnée en (5.18). On remplace 9 et v par leurs valeurs et on a :

1 = 1(r) f - 2Vry . Vu - u~r})(x - xo) . vs dx

-1(~S)(x - Xo) . V(r} u) dx.

Comme ~S, Vr}, ~r} sont dans H1(n), on a, en intégrant par parties:

1 = 1rJ!(x-xo).VSdx

+1[(2div(Vr) (x - Xo) . VS) - ~r}(x - Xo) . vs + r} div( (x - xo)~S))J u dx,

d'où (5.8).

Pour une fissure portant une condition de Neumann, la même technique que dans le

cas Dirichlet convient. •

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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5.2.2.1.2 Conditions mêlées Dans le cas d'une condition mêlée "régulière" , c'est

à-dire telle que, i-1 et , i sont parallèles et portent des conditions aux limites de nature

différente. On a deux situations :

a)

, i-1 C , D et , i C , N,

d'où

(.5.21 )

(5.22)

b)

, i -1 C , N et , i C , D,

d'où

ç . (Bi)17i U = 17i U R - Îi1]iy ri S111 "2 '
Soit le point Xo E IR 2 situé sur la droite portant, ;-1 et , ;.

Théorème 5.2.2 Soit s un point "régulier" de changement de condition au bord, c'est

à-dire, i-1 est paralléle à , i, et , i-1 E ,D et , ; E , N ou ,;-1 E , Net, i E , D. Soit

F(17) défini en (5.9). Alors, le coefficient de singularité de la solution U de (5.4), associé

à s s'écrit

40' 1Î = - [f 17 (x - xo) . \7 S + F (17) u] dx,
7rX01 n

(5.2:3)

où 0' = +1 si s est en aval de , D et 0' = -1 si s est en aval de , N.

Preuve. Soit s un point de changement de conditions aux limites au bord de type (5.21).
On pose

On a donc

v

S

9

-~v = 9 dans st

(5.24)

v=o
av
-=0av

dans, \, i

dans, i,

(5.25)
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Soit c > 0, assez petit pour que B(O, c) vérifie dist(B(O, c)" \ (, ;-1 U, ;)) > O. On

pose

Le second membre de cette identité vérifie

Grâce au choix du support de 77, nous avons,

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(5.29)

(5.30)

(5.26)

(5.28)

(5.27)

sur ,DenSupp(r7),

v = vR + "Y S.

n \ B'(O, c)

aB(O, c) n n
,N\B(O,c) et ,De=,D\B(O,c).

1{(x - xo)VS(-~v)+ (x - xo)Vv(-~S)} dx
n,

r {g(x - xo)VS + (x - xo)Vv( -~S)} dx.
ln,

, Ne

limle = l{g(x - Xo)VS + (x - xo)Vv(-~S)}dx.
e~O n

1 av 1 as- - (x - xo).vSdO" - - (x - xo).v v dO"
Dn, av an, a1/

+ r (x - xo).vVSVvdO".
lan,

l avas 1 avas
le = - (x - xo).v~~ dO" + (x - xo).v~~ dO"

~ uVuV ~ UT UT

l aVas 1 avas
- . (x - XO).T aT av dO" - ~ (x - XO).T av aT dO".

1~ I~

av as
av = av = °sur, Ne,

(x - xo) . v = 0,
as

(x - xo) . VS = (x - xo) . v av '

av
(x - xo) . v v = (x - xo) . v

av

On a:

puisque le point xo est sur la droite portant, ;-1 et , ;. On a alors

D'autre part, le premier membre donne par integration par parties
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Du fait que

AV
VR E {v E H

2
(0,), VlrD == 0, ovlr

N
== O},

le terme significatif dans le lorsque E tend vers 0+ est

l, ~ ~ [-L(x - xo)v (:~r d" +L(x - Xo)v (:~r d"

-21 (x - XO).T as as der] ;
'Y, 01/ OT

d'où en passant en coordonnées polaires et en supposant que 1JIB(O,e) == 1, on a

, [- r (-E + XQl cos B+ X02 sin B)~ cos2 ~E dBJo 4E 2

+ r(-E + XOI cos B+ X02 sin B)~ sin2 ~E dBJo 4E 2

1'" 1 B B ]+2 (-XQl sin B+ X02 cos B)- sin - cos -E dB ;
o 4E 2 2

d'où

173

7rXOl
Je = --4-';

ce qui donne le résultat pour le cas (5.21). La même démonstration est valable pour le

cas (5.22). •

5.2.2.2 Cas d'une singularité quelconque

Soit s le sommet de la singularité d'angle w, sur laquelle porte une condition de

Dirichlet ou une condition de Neumann, on a d'après [21],

U=UR+,S(1',B),

où UR E H2 (0,), , est le coefficient de la solution singulière

S(1', B) = -rI 1'~ sin(5B) pour une condition de Dirichlet,

S(1', B) = 1} 1'~ cos(5B) pour une condition de Neumann.

(5.31 )

(5.32)
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Si s est le sommet de la singularité d'angle w, sur laquelle portent des conditions mêlées,

on a

1
1
1
1

Supposons que, ;-1 U , ; porte une condition de Dirichlet. On ramène le sommet s

à l'origine. Soit é > 0, assez petit, pour que B(O, é) ne rencontre aucune arête de n
différente de , ;-1 et , i. On pose

Théorème 5.2.3 Si s est un sommet d'un angle w, 7r < w < 27r, portant une condition

de Dirichlet ou une condition de Neumann, alors le coefficient de singularité l' de la

solution u du système (5.4) associé à w s'écrit

S(1',O) = -177'2: sin(2:0) si

, ;-1 porte une condition de Neumann et , ; porte une condition de Dirichlet,

S(1',O) = -17rfw COS(2:0) si

, ;-1 porte une condition de Dirichlet et , ; porte une condition de Neumann.

5.2.2.2.1 Condition de Dirichlet ou de Neumann

wl x wl x~r = -2 f 2"'- . VSdx - 2 ~(2"'-' VS)udx.
7r ° l' w 7r ° l' w

Preuve.

i) Le cas Dirichlet

ne = n \ B'(O, é),

1'e = aB(O, é) n n,

Pour tout À E ~, on définit

le= r 1~ ·VS(~u)dx=- r f1~ ·VSdxJo, Jo,
En effectuant des integrations par parties, on obtient

l x 1 au x 1 a xle = ~(_. VS)udx + ----:x. VSdu - -a (---:X' VS)udu.
0, l'À ao, a// l' ao, // l'

Puisque S =°sur, en (, ;-1 U , ;), nous y avons

as
x·VS= (x'//)-a =0.

//

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
[

1
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De plus, [,0\ (, ;-1 U, ;)] n SUpp(1}) = 0. On remplace alors U par UR + ,S, on obtient

-1 f ~ . \lS dx = 1~(~. VS) Udx
r).. r)..n, n,

+1 âUR~,vsdo"-l ~(~.VS)uRdo"
âv 1').. âv 1')..

~, ~,

+,{j, ~~1~ '\lSdO"-j, :)~ 'VS)SdO"}. (5.39)

En passant en coordonnées polaires, on a

l x 1 x LW âUR 7l' " )..+1 . 7l'- f-·VSdx= ~(-·VS)udx+ --[W- sm(-O) dO
1').. 1').. âv w wn, n, 0

l
w

7l' 7l' J!._).. . 7l' 7l' l W 2J!.-).. . 2 7l'- -(--À)[W sm(-O)uRdO-,(-À) é w sm (-O)dO.
o ww w w 0 w

Pour calculer " on pose

7l'
À = 2-,

w

et on a ,
q

r f :J!. .VSdx + r ~( :J!. . \lS)udxln, l' w ln, l' W

J!.lW

âUR 7l' • 7l' " l w
7l' • 7l'+ [1- W ~ - sm( -0) dO + [-W (_)2 sm( -0) UR([, 0) dO.

o uv w w 0 w w
(5.40)

Nous allons maintenant calculer la limite de cette dernière expression quand [ tend vers

O. Nous avons les égalités

x 7l'" 7l'
-" . VS = -1'-W sin(-O)
r 2 w w w

d'où

dans {1J = 1},

lim { r f :J!. . VS dx - r ~( :J!. . \lS) UdX} =
0--+0 ln, l' W ln, l' W

rf :J!. . \lSdx - r~( :J!. .VS)udx.ln l' W ln r w
(5.41 )



1
1

nous avons

D'où la majoration

1
1·-~;

1
1
1
1
1
1
1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(5.42)

(5.43)lim ê- ~ r (2.)2 sin( ~B) UR(ê, B) dB = O.
e-tO lo w w

La démonstration est presque analogue dans le cas où , ;-1 U , ; porte une condition

de Neumann. Cependant, dans ce dernier cas, nous n'avons plus les égalités (5.38), mais

Une méthode de calcul des coefficients des solutions singulières. Approximation des
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Î = q rf :lé .VS dx + q rL1 ( : lé .VS) U dx.ln l' w ln l' W

IluRIICO'''(fl) = IIURllcO(fl) + sup
x, yEn

x::j=y

{

~~ = 0, sur , e n (, ;-1 U , ;).
a x 1r 2 lé-À-1 . (1r-(_. VS) = -(-) l'w sm -B) = 0,al/ l'À w w

Il s'ensuit qu'il existe un réel ho tel que: pour tout 0 < B < w,

Il en résulte la convergence

Pour ce faire, nous utilisons l'injection continue de H2(n) dans CO'/l(fi), 0 < p < 1 (cf.
[1]). La fonction UR est dans H2(n), donc on a

qui, en choisissant ~ < p < 1 et en appliquant le théorème de la convergence domi

née, fournit la convergence (5.43). L'égalité (5.40) et les convergences (5.41 )-(5.43) nous

donnent

ii) Le cas Neumann

1· 1_lé l w
aUR ) 1r . 1r

1nlê W -(ê, B - sm( -B) dB = O.
e-tO ° av w w

Il reste à montrer que

or, UR est continue sur fi et UR(O, B) = 0 impliquent qu'en faisant tendre h vers 0, on

obtient
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Ce qui donne encore l'égalité (5.39). En passant en coordonnées polaires, on obtient

177

-1 f~' vs dx = 1~(~. VS)u dx +l w

aUR ~ E;;->.+l cos(~B) dB
1')., 1')., av W W

~ ~ 0

l
w

71" 71" ,,-_)., 71" 71" lW

2"--)., 2 71"- -(--À)EW cos(-B)uRdB-)(-À) EW cos (-B)dB.
oWW W W 0 W

Dans la suite, le seul argument du cas Dirichlet que nous n'avons pas ici est la nullité

de UR sur , e utilisée dans la démonstration de la convergence (5.42). Nous allons donc

démontrer la convergence

"l W

71" 71"limE-;:'; (_)2 coS(-B)UR(E, B)dB = O.
e--+O 0 W W

(5.44)

Pour ce faire nous scindons l'intégrale en deux parties, '"lw 1*+iW

", et nous
2

appliquons la seconde formule de la moyenne: il existe B; et B:, 0 :::; B; :::; ~ et ~ :::;

B: ::; W tels que

En considérant la majoration

IluRIICO'I'(l1) = IluRllco(l1) + sup
x, yEn

x=f.y

on a : il existe Eo > 0 tel que pour tout E< Eo, et pour tout Il El:, 1[,

Il en résulte que

Ceci achève la démonstration du théorème 5.2.3.

5.2.2.2.2 Conditions mêlées

•

Théorème 5.2.4 Si s est un sommet d'un angle w, ~ < W < 271", po1'tant des conditions

mêlées, alo1's le coefficient de singula1'ité ) de la solution u du système (5.4) associé à W

s'éc1'it :

4Wl x 4wl x~f = - f~' VSdx +- ~(~. VS)udx.
71"2 n r'w 71"2 n r'w



En passant en coordonnées polaires, on a
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Preuve. Supposons que ,i-1 porte une condition de Neumann et que , i porte une

condition de Dirichlet. On ramène le sommet s à l'origine. Soit é > 0, assez petit, pour

que B(O, ê) ne rencontre aucune arête de n différente de , i-1 et , i. On pose

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)

Par ailleurs, on a

{

~~ = 0,
sur, en, i-1,

ax 1r "A 1r-(- . VS) = (-, )2 r2w - -1 cos(-,B) = O.
av 1,A 2w 2w

De plus, [, e \ (, i-1 U, i)] n SUpp(1]) = 0. On remplace alors u par UR +"(S, on obtient

- [ f~' VSdx = [!l( ~. VS)udxJn. rA Jn. r

+1 aUR~'VSda-1.!!-(~·VS)URda
av 1,A av 1,A

'Y. 'Y.

+~( {l, ~~ 1~ .vs da -1, :)1~ .VS) S da}. (5.49)

l x i x l w
auR 1r "A+ 1 . (1r- f-·VSdx= ~(-.VS)udx+ --, ér;;;- Sln-,B)dB

n. 1,A n. rA 0 av 2w 2w

jw 1r 1r ". 1r 1r l W

"--A . 2 1r- -(- - À) ê2.:"-A sm(-B) UR dB - "( (-,À) ê w sm (-B) dB
o2w2w 2w 2w 0 2w

l
x 1 au x 1 a xle= !l(-·VS)udx+ --·VSda- -(-·"VS)uda.
1,A av rA av 1·An. an. an.

ne = n\ B'(O, é),

"(e = aB(O, ê) n n,

as
x·VS= (x.v)av =0.

En effectuant des intégrations par parties, on obtient :

Pour tout À E IR, on définit

le=l ~'VS(!lu)dx=-i f~·VSdxrA rAn. n.

Puisque S = °sur, en, i, nous Y avons
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Pour calculer Î, on pose
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À = ~ ,
w

et on a

q = [2(~)2 r sin2(;- B) dB] -1

2w lo 2w

4w

~(

q
r f:' VS dx + r ~(:. VS) U dx (5.50)ln. 1'''' ln. 1''''"l w

aUR 1r 1r "l w
1r 2 1r+e: 1

- 2 '" - - sin(-B) dB +e:- 2 '" (-) sin(-B) UR(e:, B) dB.° av 2w 2w ° 2w 2w

Nous allons maintenant calculer la limite de cette dernière expression quand e: tend vers

O. Nous avons les égalités

X 1r" 1r
-. VS = -1'-2Zj" sin(-B)
1,5 2w 2w

d'où

x
~(--r' VS) = 0

1'",
dans {11 == 1},

lim { r f:' VS dx - r ~(:. VS) U dx} =
e-tO ln. 1'''' ln. 1''''

rf : .vs dx - r~(: .VS) U dxln l'w ln 1''''

Il en résulte la convergence

l "jW auR 1r 1rlime: -r;;; -(e:, B) - sin(-B) dB = O.
e-tO ° av w 2w

Il reste à montrer que

(5.51)

(5.52)

(5.53)

Pour ce faire, nous utilisons l'injection continue de H2 (n) dans CO'!'(!1), 0 < Il < 1 (cf.
[1]). La fonction UR est dans H2(n), donc on a

IluRIIco.J'(O) = IluRllco(o) + sup
x, yEn

x=f-y
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Il s'ensuit qu'il existe un réel ho tel que

or UR est continue sur fi et UR(O, 0) = 0 impliquent qu'en faisant tendre h vers 0, on

obtient

D'où la majoration

qui, en choisissant :w < Il < 1 et en appliquant le théorème de la convergence domi

née, fournit la convergence (5.53). L'égalité (5.50) et les convergences (5.51)-(5.53) nous

donnent

Î = q { f ~ . VS dx + q { ~ ( ~ . VS) U dx.ln T'w ln T'w

•

5.2.3 Approximation numérique du coefficient '"'1

On se propose d'approcher ~( via une approximation de la solution U du problème (5 ..5)

par la méthode des éléments finis (MEF).

Soit Th une triangulation de n vérifiant les conditions suivantes: il existe une constante

c telle qu'on a

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

où

hK dianlètre de J( et 1
PK diamètre du cercle inscrit dans J(.

Posons h = sup hK et introduisons l'espace
KETh

(5.54)

1
1
1
1
1
1
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Le théorème 3.3.2 nous permet d'éliminer l'inconnue cp dans l'équation variationnelle

(3.84), de découpler les équations vérifiées par les déplacements verticaux et celles vérifiées

par les déplacements horizontaux, et de poser les équations aux limites sur le domaine

bidimensionnel w.

Nous allons reformuler l'équation variationnelle (3.84) sans les équations électriques
2

déjà résolues: nous prenons 1/J = 0 et remplaçons cp par L cpi(Xl' X2)X;, Nous obtenons
i=O

l'équation

où

\:j v EVKL, aM(u, v) = lM(V) (3.102)

aM(U, v)

lM(V) = rf· v dx + r g' v d, + rP30{3 CPt - CPo eo {3(v) dx.
Jn Jr N Jn 2

Le problème (3.102) est proche du problème limite que l'on obtient dans l'analyse aymp

totique du système de l'élasticité linéarisée. Nous suivons pour sa résolution la démarche

classique.

Soit 773 un élément de V3 défini en (3.75), posons

dans l'équation (3.102). Nous obtenons

d'où, en choisissant 773 dans V(w), l'égalité

Ô0{3mo {3((3) = Ôo 1: X3fo dX3 +11

1 h dX3 +

ôo(gt - g;;) +gt +g;; dans V'(w), (3.104)
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1
1
1

avec

Supposons, par exemple, que le domaine west polygonal. Les conditions au bord étant

mêlées, des singularités peuvent apparaître au niveau des sommets singuliers, c'est-à-dire

des sommets non convexes de w, et des sommets où il y a un changement de condition

au bord. Ainsi, il n'y a pas assez de régularité sur (3 pour que l'on puisse appliquer

la formule d'intégration par parties de Green. Cependant, nous savons que (3 est dans

H4 (w) où west w amputé d'un voisinage de l'ensemble des sommets singuliers. Pour plus

de détails sur l'étude des singularités, on peut se reférer à Grisvard [21]. Soit {sih~i~n

l'ensemble des sommets singuliers, soit l'ouvert W e = W \ Ui=IB(Si, e), où B(Si, e) est la

boule de centre Si et de rayon e, on définit ')'le = ')'1 nwe . Soit 7)3 E V3 à support dans We ,

(3 étant dans H4(w~), nous pouvons appliquer la formule de Green à (3.103) :

1!.. 8a(3ma(3((3)7)3 dw -III.. 8am a(3((3)V(37)3 d')' +Il!.. m a(3((3)va8(37)3 d')' =
2 2 2

18a (11 X3!a dX3) 7)3 dw -1 (11 X3!a dX3) Va 7)3 d-y
w~ -1 ')l~ -1

+1 (11 h dX3) 7)3 dw +1 8a(g; - g;; )7)3 -1 (g; - g;; )Va7)3
w~ -1 w} -Yl~

+1, (gt +g3 )7)3 dw.
'2

Ainsi d'après (3.104), nous avons l'égalité

Or

d, 'ou

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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a,

FIG. 5.2: 0

où Pl désigne l'ensemble des polynômes de degré au plus égal à 1.

Le problème approché associé à (5.5) consiste à trouver Uh dans Vh tel que:

1'Vu h . 'Vv dx = 1f v dx. (5.55)

Soient Ok des sous-domaines polygonaux de 0 (voir figure 5.2), 0 = int(U%=1 Dk ), et

06 = 0 \ D6 . On suppose que supp(TJ) nO est dans l'ouvert 0 et que r} vaut 1 dans 0 6 .

Nous allons tout d'abord donner quelques estimations d'erreur entre U et Uh.

Proposition 5.2.1 Soit U et Uh respectivement solutions des problèmes (5.5) et (5.55).

Supposons que

où UR E H 2 (0), "p E COO[O, 2n] et °< a < 1. On a alors, VE > 0, les majorations:

(5.56)

(5.57)

où C" ne dépend pas de h.

De plus, si , D = , , on obtient les majorations

(5.58)



Preuve.

1
1
1
1
1
1
1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(5.62)

(5.61 )

(5.60)

(5.59)

-6.v1 = 9 dans nI,
av 1

sur an1 \ , i,-=0
av

VI = 0 sur an1 n , i,

-6.v2 = 9 dans n2 ,

av 2

sur an2 \, i-1,-=0
av

V2 = 0 sur an2 n, i-l,

Nous savons aussi que

Une méthode de calcul des coefficients des solutions singulières. Approximation des
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Soit UI l'interpolé de U dans Vh , c'est-à-dire UI est une fonction de VI, telle que pour

tout noeud a de Th, on a uI(a) = u(a). On sait, d'après le théorème 7.1 de [13] que, pour

tout c > 0, il existe une constante Ce telle que

i) Cas où , D =1= ,

d'où la majoration (5.56) :

Si u porte une condition de Dirichlet sur tout le bord de n, la majoration (5.58) est

obtenue dans [13] (p. 78). Il reste donc à démontrer (5.57) et (5.59).

a) On se place d'abord dans le cas où , i-1 U , i porte une condition de Dirichlet. Pour

majorer la norme Ilu - uhllp(ll)' pour toute fonction 9 E L2(n 6 ), nous introdui

sons les fonctions Vk, 1 S; k S; 5 solutions variationnelles respectives des systèmes

d'équations

et que, par conséquent, l'inégalité de Schwarz donne
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et

(5.6:3)1 = 3, 4, 5,
sur an/,{

-~v/ + >. vi = 9

av/
-=0av

où >. est un réel strictement positif.

On définit aussi v~, des éléments de Vh, comme suit: pour tout noeud a de T,.,

{
ti( a) si a E fh

v~(a) = 0
SInon,

k = 1, ... ,5. (5.64)

Nous avons les égalités

- {(u-uh)~t/dx+>. {(u-uh)v/dx
ln l ln l

{ V(u - Uh)VV I dx + >. { (u - Uh)V/ dx, 1 = 3,4,5.
ln l ln l

Or, on a

{ V(u - Uh)VV~ dx = 0 k = 1, ... ,5,lnk

d'où

5

2.: ( V(u - Uh)V(V k
- v~) dx

k=l lnk

5

+2.:>. {(u-uh)t/dx.
1=3 ln,

(5.65)

D'après l'inégalité de Schwarz, pour k = 1, . ",5, nous avons

Les ouverts nk sont des polygones convexes dont les angles où sont posés des condi

tions mêlées sont inférieurs à ~ (voir figure 5.2, (5.61)-(5.63)), les solutions vk sont

respectivement dans les espaces H 2(n k ) (cf. [21]). D'après le théorème 3.4.1 de [6],

nous avons les majorations

(5.67)



1
1
1
1
1
1
1
1

1
1
1

1
1
1

(5.73)

(5.68)

(5.72)

(5.69)

(5.71)

(5.70)Ilu - uhIIU(06) = sup_
gEL2 (\16 )

116 (u - u,,)gdXI

Ilgllu(oe)

Nous avons enfin, dans [21], les inégalités

Les inégalités (5.56) et (5.65)-(5.68) fournissent la majoration

Or, on sait que

D'où, en prenant 0 < À < 1, nous avons la majoration

et

Une méthode de calcul des coefficients des solutions singulières. Approximation des
solutions

b) Si, i-l U, i porte une condition de Neumann, pour obtenir (5.71) nous reproduisons

la même démonstration avec les fonctions 17k et 17~ définies par

184

c) Si on se place dans le cas de conditions mêlées portées par deux arêtes, i-l et , ,

telles que ~ < Wi ::; 'iT. Par exemple, i-l porte une condition de Dirichlet et , ,

porte une condition de Neumann, on considére la figure 5.3. Alors, on fait la même

démonstration que précédemment avec des fonctions 17k et 17~, définies par

sur aoz \ , i-l

_~17z = 9 dans Oz,

a17
z

-=0
a1/

(5.74)

1
1
1

sur,i_l, 1
1
1
1
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Si

FIG. 5.3: n
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l = 1, 3, (5.75)

et

SIllon.
(5.76)

Et comme dans le cas Dirichlet, on obtient la majoration (5.71).

Si on est dans le cas de conditions mêlées portées par deux arêtes, ;-1 et , ; telles

que 7f < W; ::; 27f, on considère la figure 5.2 et les fonctions vk et vi définies par

_~V2 = 9 dans n2 ,

ov 2

dans on2 \ , ;-1-=0
01/

V2 = 0 sûr, ;-1,

{
_,3,vl + Àv i = 9 dans nI,
OUi l = 1, 3, 4, 5
-=0 sur Onl,
ov
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et

ii) Cas où , D = ,

1
1
1
1
1
1
1

1
1
1
1
1

1
1
1
1
1
1

(5.80)

(5.79)

(5.78)

(5.77)

où C(77,c) désigne une constante ne dépendant pas de h.

dans le cas où la singularité porte des conditions mêlées. Soit la fonction 77 E H3(JR2),

telle que SUpp( 77) nn c fi et 771f!6 =1 dans le cas de la figure 5.2 (71" < w < 271"), et 77[f!4 =1

dans le cas de la figure 5.3. Dans la pratique, on peut le prendre comme un polyôme de

degré :3 par morceaux. Nous pouvons maintenant établir le théorème

Théorème 5.2.5 Si Î est le coefficient de la singularité de U solution de (5.5) au sommet

s d'angle w, et ~ih l'expression définie dans (5.77)-(5.78), on a : Vc > 0,

Pour F défini par (5.9), on donne une approximation Îh du coefficient de singularité

~i calculé dans la section précédente :

!
~ f[f77(X-xo)·VS+F(77)Uh]dx siw=271",
71" XOI lf!

Îh = ~ f f x!é . VS dx +~ f ~( \ . VS) Uh dx si 71" < w < 271",
W2 lf! r2

w W2 lf! r2
w

De plus, si , D = , , nous avons la majoration

v~(a) = {vOk(a) si a E Ok
sillon.

Et on reconduit la démonstration effectuée dans le cas ou , ;-1 et , ; portent des

conditions de Dirichlet.

Si une condition de Dirichlet est mise sur tout le bord de n, [13] (p. 78) donne la

majoration (5.58). Pour obtenir (5.59), on peut reconduire la même preuve que dans le

cas où , ;-1 U , ; C , D, en utilisant la majoration (5.58). Ceci achève la démonstration

de la proposi tion 5.2.1. •

dans le cas où la singularité porte une condition de Dirichlet uniquement ou une condition

de Neumann uniquement;
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Preuve. La démonstration du théorème repose sur la proposition 5.2.1. On applique

l'inégalité de Schwartz à

on obtient

et en utilisant la proposition 5.2.1, on complète la preuve du théorème.

5.2.4 Approximation de la solution u

Soit ù~ solution de l'équation

(5.81 )

(5.82)

•

Posons Ùh = ù~ + Îh S. Nous obtenons le théorème

Théorème 5.2.6 Soit U solution du problème (5.5), nous avons la majoration

Preuve. En utilisant l'écriture U = UR + Î S, nous avons

U - Ùh = UR - ù~ +(Î - Îh) S.

(5.84)

(5.85)

Sachant que h - Îhl ~ Ch (voir théorème 5.2.5) et que S est dans H1(n), il suffit de

prouver que

Des équations (5.5) et (5.83), on tire

\Iv E vh, 1V(UR - ù~). VVh dx = h - Îh) l/:).Svh dx .

Par ailleurs,

1\7(UR - ù~) . V(UR - ù~) dx

1V(UR - ù~)· VuRdx - h - Îh)1/:).s ù~ dx.
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

(5.89)

(5.88)

1V(UR - ù~) . V(UR - VI.) dx

-(-r - rh)1t!:..s (ù~ - VI.) dx.

IIV(u~ - ù~)IIL2(n)3 ~ cI, - ~/hl ~ Ch.

Les inégalités (5.87)-(5.89) et h - ,hl ~ Ch impliquent

De plus, des équations (5.83) et (5.86) on tire

VVh E V/" 1V(u~ - ù~)· 'lVh dx = (-r - rh)Lt!:..SVh dx,

VVhEVh, 1Vu~·Vvhdx= lfvhdx+rlt!:..Svhdx, (5.86)

Enfin la majoration (5.84) est donnée par les inégalités (5.90) et b - rhl ~ Ch. •

Une méthode de calcul des coefficients des solutions singulières. Appmximation des
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Il s'ensuit l'égalité

d'où, en posant vI. = U~ - ù~, et en appliquant respectivement les inégalités de Schwarz

et Poincaré au second membre, on obtient

D'où, en prenant Vh = u~ solution de l'équation

1V(UR - ù~) . V(UR - u~) dx

+(-r - rh)1t!:..s (u~ - ù~) dx.

En appliquant respectivement les inégalités de Schwarz et Poincaré à cette dernière équa

tion, on obtient la majoration

Rappelons que UR est solution de l'équation

"Iv E V, 1VUR' Vvdx = 1fvdx + r1t!:..Svdx,

et que UR E H 2 (n). Nous avons alors la majoration
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Commentaire 5.2.1 1. Dans le cas d'une fissure, une expression de Î ne faisant pas

intervenir les solutions duales a été obtenue dans [5}, mais la majoration de l'erreur

h - Îhl Y est seulement d'ordre h avec l'espace d'approximation Vh (voir 5.54)·

Des majorations d'ordre G",h ~-'" y sont obtenues à condition d'utiliser des éléments

finis P2 • Par une méthode d'adjonction de solutions singulières, d'après [3}, on peut

construire une suite hh')nEN dont la limite Îh vérifie h - Îhl :::; G",hI+~-"'.

2. L'intêret du présent travail consiste à obtenir une expression très simple du coef

ficient de singularité Î" puis une majoration de h - Îhl d'ordre hI+~-"', ou h2 -'"

(dans le cas où , D = , ), en travaillant seulement avec l'espace d'approximation

(5.54) de fonctions affines par morceaux, et en n'utilisant que les fonctions singu

lières S = 1'~ cos(58 +cP) déjà connues. De plus, nous obtenons une approximation

Ùh de u d'ordre équivalent à celui obtenu dans le cas où la solution u est dans

H2 (O) : 11\7(u - ùh)11 :::; ch.
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RÉSUMÉ

Le mémoire est consacré à divers aspects de la modélisation de plaques : contrôlabilité
frontière de structures bidimensionnelles et construction de modèles de plaques piézoélectriques,
en relation avec des situations technologiques d'actualité, puis étude de singularités.

Dans le premier chapitre on obtient un résultat de contrôlabilité exacte frontière pour une
plaque élastique bidimensionnelle. On résout d'abord le problème de contrôlabilité exacte pour
une plaque tridimensionnelle d'épaisseur h en contrôlant uniquement l'intérieur et la frontière
latérale de la plaque; le choix effectué des contrôles tridimensionnels permet de faire disparaître
les contrôles intérieurs lorsque h tend vers a.

On étudie, dans les chapitres 2, 3 et 4, le comportement d'une plaque piézoélectrique
lorsque son épaisseur tend vers 0, notamment, dans le cas complet où la contribution magnétique
dans les équations de Maxwell n'est pas négligeable.

Ainsi, d'une part, on justifie les modèles qui supposent que dans une plaque mince le pa
tentiel électrique peut être assimilé à un polynôme du second degré en la coordonnée d'espace
suivant l'épaisseur. Et, d'autre part, on explique pourquoi dans les modèles bidimensionnels les
équations d'équilibre mécanique, ou les équations d'évolution, sont liées au potentiel électrique
uniquement par la différence de potentiel entre les deux faces horizontales. De plus, on exhibe
de manière précise la contribution des termes piézoélectriques dans l'opérateur de flexion.

Le chapitre 5 est consacré au calcul de coefficients de singularité sur un ouvert bidimen
sionnel polygonal non convexe.

Mots clés: Elasticité, Piézoélectricité, Plaques, Analyse asymptotique, Contrôlabilité exacte,
Coefficients de singularité.

ABSTRACT

This dissertation deals with various aspects of plate modelling : boundary exact controllabi
litYof 2D structures, construction of models for piezoelectric plates, and analysis of singularities.

The first chapter presents a result of boundary exact controllability for a 2D elastic plate.
First, we solve an exact controllability problem for a plate with thickness h, by controlling only
its interior and its lateral boundary. We choose interior contraIs that vanish as h tends to a.

In Chapters 2, 3, 4, we study the behavior of a piezoelectric plate when its thickness tends
to a. Particularly, in the dynamic case where the magnetic contribution is taken into account
in the Maxwell equations.

So, in one hand, we justify the thin plate models which assume that the electric potential is
a second order polynomial in the thickness direction. On the other hand, we prove that in 2D
models, the equilibrium equations depend on the electric potential only through the difference
of potential between the horizontal faces. Moreover, we obtain the very contribution of the
piezoelectric constants in the bending operator.

In Chapter 5, we give a simple way to compute the singularity coefficients in a 2D none
convex open domain.

Keywords : Elasticity, Piezoelectricity, Plates, Asymptotic analysis, Exact controllability,
Singularity coefficients.
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