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Résumé & Abstract

Résumé

Dans ce document, on s’interesse aux équations de Saint-Venant dans un contexte
mathématique et numérique. Nous proposons une méthode algébrique pour
construire des conditions aux bouts rétroactives et retardées, pour réguler la hauteur
et le débit de ’eau dans un canal unique et des réseaux de canaux a ciel ouvert. Un ré-
seau étoilé constitué de n canaux avec une jonction ou tous les canaux se rencontrent
et un réseau de n biefs interconnectés en cascade. Les équations de Saint-Venant 1D
sont considérées comme modele de 'écoulement dans les réseaux. Elles sont ensuite
linéarisées autour d’un état d’équilibre final désiré satisfaisant les conditions d’un
régime d’écoulement fluvial. Nous utilisons la théorie concernant les systemes hyper-
boliques linéaires et une estimation d’énergie pour construire des conditions au bord.
Des conditions aux bouts rétroactives qui dépendent de I’état du canal (ou réseaux)
en un temps antérieur et qui assurent la convergence suivant la norme L? des solu-
tions des systemes linéaires vers zéro en temps. En d’autres termes, les conditions
aux bouts rétroactives se servent du passé pour agir sur le present. Enfin, a travers
la méthode des volumes finis, nous donnons des résultats numériques qui sont en
adéquation avec les résultats théoriques obtenus sur les modeles linéaires. Aussi, des
résultats numériques montrant la possibilité de contréler les modeles non linéaires

sont donnés.

Mots clés : Equations de Saint-Venant, réseaux de cannaux a ciel ouvert, controla-

bilité asympotique, systémes hyperboliques, résolution numérique.




Abstract

In this document, we focus on Saint-Venant equations in both mathematical and
numerical point of views. We proposes an algebraic method to design delayed boun-
dary feedback controllers to regulate the water flow and level in a single canal and
networks of open canals. One network modeled as n canals with one junction where
all canals come together and one network made up of n interconnected reaches in
cascade. The St Venant equations are the models of the water flow in those networks.
They are linearised around a prescribed steady state, under sub-critical flow condi-
tion. We use linear hyperbolic system theory and an energy estimate to build delayed
boundary feedback control laws. These boundary feedback controllers depend on the
state of the canal (or network) at earlier times and ensure the convergence in L?
norm of the solutions of the linear systems to zero in time. Finally, using fine vo-
lumes methods, we give numerical results that show the theorical results obtained
from the linear systems. Also, numerical results showing that the controllers work

for non-linear systems are given.

Keywords : Saint-Venant equations, networks of open canals, asymptotic controlabi-

lity, hyperbolic systems, numerical resolution.
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Chapitre I

Introduction générale

I.1 A propos des modeles utilisés

Le modele de Baré de Saint-Venant unidimensionnel est composé de deux équations aux
dérivées partielles établies par De Saint Venant[40] : une loi de conservation de la masse et
une loi de conservation de la quantité de mouvement. Il fait partie de la classe des systemes
d’équations hyperboliques homogenes appélée lois de conservation. Ce modele peut étre établi
soit directement par écriture des bilans de masse et de quantité de mouvement entre deux
sections droites de 1’écoulement, soit par intégration des équations de Navier-Stokes sur une
verticale. L’une des hypotheses utilisées pour établir les équations de Saint-Venant est que
I’écoulement se fait essentiellement dans une direction. Autrement dit, la hauteur h, le débit
g ou la vitesse v ne varient qu’en fonction du temps ¢ et d’une seule variable d’espace notée x.
Les forces d’inertie et les contraintes de viscosité dans les autres directions sont négligeables.
Une autre hypotheése est que la pression dans I’écoulement est hydrostatique (i.e quil y a
équilibre entre le gradient de pression et les forces gravitationnelles) comme dans un fluide au
repos. De plus le fluide est incompressible.

Ces équations modélisent les écoulements capables de propager des ondes. La célérité de ces
ondes (la vitesse avec laquelle 'onde se propage) permet de distinguer deux types de régimes
d’écoulement. On parle de régime fluvial (appelé aussi régime sous-critique) si la vitesse de
’écoulement est inférieure a la célérité et de régime torentiel (super critique) si la vitesse de
I’écoulement est supérieure a celle-ci. La plupart des écoulements rencontrés dans les fleuves,
rivieres et canaux sont de type fluvial. Le régime torentiel est rencontré dans les rivieres a
forte pente ou aux alentours d’une singularité (rupture de pente, rétrécissement brusque, etc)
ou d'un ouvrage (seuil naturel, barrage, pont etc) dans les rivieres fluviales.

Le modele de Saint-Venant 1D représente I’écoulement en eaux peu profondes, par exemple
dans un canal ou certains fleuves et marigots. Dans ce document, nous considérons un régime
d’écoulement fluvial et des canaux a largeur constante, dont le fond est plat (i.e que la bathy-
métrie est une fonction constante en temps et en espace). Nous supposons que la viscosité de

I’eau et les forces de friction sont négligeables et qu’aucun prélevement n’est éffectué le long
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du canal. Généralement, les lois de conservation surviennent naturellement sous leur forme

intégrale : pour deux points x; et x5, on a

xr2

it ). u(t,z)de = f(u(t, z1)) — f(ult, z2)). (L1.1)

ou u mesure la densité d’une certaine variable conservée et f est le flux. L’équation (I.1.1)
stipule que : la variation temporelle de la masse totale de la variable conservée entre deux
points résulte uniquement des flux appliqués aux niveau de ces points. Elle peut étre réécrite

sous la forme :
270 0
/:C1 (au(t, x)+ %f(u(t, :U))> dx =0, (I1.1.2)

pour tout x; et z5. Ce qui donne la loi de conservation :
(t.2) + 2 f(ult.x)) = 0 (LL3)
—u(t,x) + — f(u(t,x)) = 0. 1.
ot ox
Soit p la masse volumique du fluide qui est constante puisque le fluide est incompréssible. La

masse totale entre x1 et x5 est donnée par

/ 1okt ), (L.1.4)

ou [ et h(t,x) sont respectivement la largeur de la section du canal et la hauteur de la colonne
d’eau. Pour la loi de conservation de la masse, u est donné par [ph(t,z) et le flux f par le
produit de la quantité [ph(t, x) et de la vitesse du fluide v(t, z) : f(Iph(t,x)) = lpv(t,x)h(t, z).

Ainsi, grace a (1.1.3), on a

Oh(t,z) 0 B
09 2 (ot it z) =0 L15)

La quantité (v(t, x)h(t, z) est le débit du fluide et sera noté par ¢(t,x). Dans ce cas, on a :

Oh(t,z) 10q(t,x)
% Tl o 0. (I.1.6)

Pour obtenir la conservation de la quantité de mouvement, on considere la densité de quantité

de mouvement donnée par pv(t, x). La quantité totale sur une section de I’écoulement est :

/Jj2 lpv(t, z)h(t, x) (L.1.7)

1

Dans ce cas, le flux f est composée du flux lpv(t, z)h(t, z)v(t, x) de la quantité (pv(t, z)h(t, )
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et du flux p résultant de la pression du fluide : f(Ipv(t, 2)h(t,x)) = Ipv*(t,z)h(t,z) + p. La
pression a une distance h — y de la surface libre h est donnée par pg(h — y), puisqu’elle est
hydrostatique. Ainsi, la pression totale p dans la section tranversale délimitée par le fond et

la surface libre est :

h(t,z) 1 )
p= [ pallh =y = 5pgli(t.c). (11.8)
0

La conservation de la quantité de mouverment est obtenue en remplacant dans (I.1.3), u par
Ipv(t, 2)h(t, z) et f par Ipv?(t, 2)h(t, z) + pglh*(t,z)/2, i.e :

0 0 9 1, B
a(lv(t, z)h(t,x)) + E (lv (t,x)h(t,x) + §glh (t,x)) =0. (I.1.9)
En utilisant le débit ¢, on a

dy(t,x) 0 <q2(t,x>

ot Ih(t,z) %glhz(t’ x)) - (1110

ot oz

Si les données h and v sont continues, on peut appliquer la formule de la dérivation d’un

produit a I’équation (I.1.9) et ensuite utiliser I’équation (I.1.5) pour finalement obtenir :

ov(t,z) 10v%(t,x) Oh(t,z)
s ~0. (L1.11)

ot ox

Les équations (1.1.6) et (I.1.10) constituent la forme conservative du modele de Saint-Venant
tandis que (I.1.5) et (I.1.11) sont la forme non conservative. En effet, les derniéres équations

ne peuvent pas étre écrites sous la forme (1.1.3) olt u est le vecteur (h,v)".

I.2 A propos des méthodes de controle du modele de

Saint- Venant

La controlabitilité a pour objectif de conduire un systeme d’un état initial a un état final
fixé. En théorie, si le temps permettant d’atteindre cet état final est fini, on parle de contro-
labilité exacte sinon le terme stabilisation est parfois utilisé. Le contrdle peut étre interne ou
frontiere selon qu’on agit a 'interieur du domaine ou a son bord. Pour les équations de Saint-
Venant, plusieurs types de contréles contruits a travers différentes méthodes ont été proposés.
On peut mentionner par exemple :

« La méthode de controle linéaire quadratique (LQ) qui a été spécialement étudiée et

développée par Balogun et al. [2], Garcia et al. [11], Malaterre [29], Weyer [46], Chen

et al [7] et Litrico et al. [28]. Cette méthode est basée sur des systémes linéaires et sur
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la minimisation d’une fonction quadratique. Les contraintes du probleme d’optimisation
sont données par le syteme linéaire en question.

 La conception de contrdle Ho,, par Litrico [24], [26] et [25]. Cette méthode est basée sur
des modeles linéaires et sur une optimisation suivant la norme H,, pour construire les
controles.

o L’utilisation de la théorie des semi-groupes par Xu et Sallet [47] pour construire des
controles proportionels et intégrales (PI). Ce type de contrdle a été considéré par Litrico
et al. [27].

o Les méthodes qui sont basées sur les invariants de Riemann. Les invariants de Riemann
sont utilisés pour réécrire les équations de Saint-Venant. Leur comportement au bord,
permet d’élaborer des contrdles qui a travers une analyse de stabilité permettent d’ob-
tenir un état d’équilibre (voir Halleuz et al. [18], Ndiaye et al. [33], Li [22], Li et al. [23],
Leugering et al. [19], Gugat et al. [16, 17]).

e Les méthodes basées sur 'analyse de Lyapunov. Elles consistent a considérer des fonc-
tions de Lyapunov pondérées et associées au systeme de Saint-Venant. Ensuite, des
controles et des poids particuliers sont choisis grace a la variation en temps de ces fonc-
tions, afin d’obtenir la stabilité asymptotique (voir Dos Santos et al. [41], Cen et al. [6],
Bastin et al. [4] et Prieur et al. [35]).

1.3 A propos de la nouvelle méthode de contréle propo-
sée

Le travail dans ce document consiste a introduire de nouveaux types de controles frontieres
pour un canal, un réseau étoilé (Fig I.1) et un réseau en cascade (Fig 1.2). Les débits au niveau
des bouts libres du réseau sont les quantités a controler. Ces controles permettent d’amener la
hauteur et le débit du fluide a un état d’equilibre lorsque le temps est suffisament grand. Les
équations de Saint-Venant sont linéarisées autour de cet état d’équilibre. L’approche consiste
a exprimer le taux de variation de I’énergie de perturbation de 1’état d’équilibre comme un
polynome de second degré en terme de débit au niveau des bouts du canal ou du réseaux.
Ensuite, par 'utilisation de la théorie sur les variables caractéristiques et d’une propriété des

polynémes du second degré, on contruit des contrdles de la forme :

£(q(0,2),h(0,2)), = €[0,L], si t<dt,
q(t,T) = R (1.3.1)

ou f est une fonction a préciser, (ﬁ, ) est la perturbation de I’état d’équilibre, I" est une partie

du bord du domaine et dt représente un delai.
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L’un des avantages de ce controle, est I'existence du délai 6t dans le second membre de
(I.3.1). 1l permet au controle d’agir sur le présent en se servant du passé. En pratique, la
hauteur est mesurée en ligne pour permettre d’obtenir les valeurs des contrdles a imposer
au niveau des bouts. Ainsi, il y a un temps minimum entre la mesure de ces données et leur
utilisation dans la construction du controle. Il y a aussi un avantage relatif a la décroissance de
I’énergie. En effet, aucune augmentation d’énergie n’est possible dans le processus d’obtention
de I’état d’équilibre final.

I.3.1 A propos du Chapitre II

Canal 2

Canal 3

Figure 1.1 — Représentation d’un réseau étoilé.

Dans le chapitre 11, nous considérons d’une part un canal et d’autre part un réseau constitué
de 3 canaux avec une jonction ot tous les canaux se rencontrent. Les équations de Saint-Venant
sont sous leur forme conservative (la formulation hauteur-débit) et dans les deux cas, nous
contruisons les controles a travers les débits au niveau des bouts libres, qui permettent de
stabiliser le débit et la hauteur autour d’un état choisi. Le modele non linéaire considéré dans

le cas d’un seul canal est :

oh 10q
E + Z% = 0, dans [0, L], (I ; 2)
dq oh 10 (¢ o
— — - =)= L.
8t+glh(9x+l8x(h 0, dans [0,7]
Le modele linéaire correspondant, a travers lequel sont contruits les controle est :
h o 184
% + 7% =0,, dans [0,7]
* ) 2 (1.3.3)
4 9q ~ Oh q ;q
[ i — =\, = 2—,7 = lh _— —
ot o ox + pax 0 7 lh P=9 [h?
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ott (h,q) est I'état d’équilibre désiré constant et L est la longueur du canal. En ce qui concerne

le réseau étoilé, le modele non linéaire est :

5 T Tge =0 daws (0L pow i=123
h; 1 2
8an +gl; h?) l_é)g (Z—Z) =0, dans [0,L;], pour i=1,23,
3
S canltir) =0, suw M (L.3.4)
i=1
1 ¢ (t,z1) 1 g5(t, x9)
ha(t S = 9ha(t 5 M
g 1( ,Jfl)—f— l2h2( ) g 2( 7x2)+2l%h%(t’w2)’ sur ’
1 qi(t, x1) 1 g3(t,xs)
h (¢ Sy = ghy(t 5 M.
{ g 1( 7«T1) + 2l2h2( ) g 3( 7‘T3) + 2l§h§(t,x3)7 sur

ou ¢, correspond au numéro d’un canal. Les variables x1, x5 et x3 correspondent respectivement
aux bouts des canaux 1, 2 et 3 qui se rencontrent au niveau de la jonction M. Les trois dernieres
équations de (1.3.4) sont des conditions a satisfaire au niveau de la jonction. La condition sur
la conservation du débit et celle sur la continuité de 1’énergie sur la jonction. Le modele linéaire

a travers lequel les constroles sont construits est :

Oh; 104, .

— =0 =1,2.3
(975 * ll a.l‘ ’ ! Y
dd; o Oh; ,

. i =0, =1,2,3,
5 +0 o +p 9 0 1 3
3 (1.3.5)
Z €:qi(t,x;) =0, sur M,
i=1
’Ylh1(t, x1) + Biqu(t, x1) = 72%(75, T2) + [aga(t, x2), sur M,

\ il (t, 1) + Bidn(t, 21) = yaha(t, x3) + Bads(t, x3), sur M,

ou

~2
di 4;
Bi = 57 % =9 pr3 (1.3.6)

L’état d’équilibre (h;, @) est constant dans chaque canal.

I.3.2 A propos du Chapitre III

Dans le chapitre I1I, nous considérons d’une part un bief et d’autre part un réseau constitué

de 2 biefs mis en cascade, différemment du réseau du chapitre II. Pour ce cas bien précis, on
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L

Bief 1

L,

Bief2

Figure 1.2 — Représentation du réseau en cascade.

a une condition (conservation du débit) au niveau de la jonction ou les biefs se rencontrent.

En plus, les équations de Saint-Venant sont sous leur forme non conservative (la formulation

hauteur-vitesse) et dans les deux cas, nous contruisons les contrdles a travers les vitesses au

niveau des points de contrdles que sont la jonction, le bout amont du bief 1 et le bout aval du

bief 2. Le modeéle non linéaire considéré dans le cas d’un seul bief est :

@
ot
ov

E—F

Le modele linéaire permettant la construction des controles est :

oh
ot
00

a-i—

J(vh)
or 0,
(13.7)

o on
20 Jor
l}? @? =0,

oo (1.3.8)
o oh
vé?x g@x -

ou (h,v) est I'état d’équilibre constant désiré. Pour le réseau en cascade, le modeéle non linéaire

est
oy ATV L,
o pe dans [0, L;]
dvi 1002 Ok (L.3.9)
_ 1 — L J.
5 + 5 D gax 0, dans [0, L;],
ha(t, L1)vi(t, L1) = ha(t,0)vs(t,0), sur M,

\

ou la derniere équation est la condition sur la conservation du débit au niveau de la jonction

M.
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Les controles sont construits a partir du modele linéaire suivant :

(O, 700 Oh
ot " or TVor T

Ob | 0% Ohi _
ot " "or " or ~

o1 hy (t,L1) + haty(t, Ly) = 17252(757 0) + hata(t,0), sur M.

(1.3.10)

0,

\

L’état d’équilibre est choisi de sorte que hy > ho et hy0; = hols.
Ce chapitre fait partie du livre [1].

I.3.3 A propos du Chapitre IV

Dans le chapitre IV, nous mettons en évidence, a travers des simulations numériques, les
résultats théoriques obtenus dans les chapitres II et II1. Ces résultats concernent la convergence
suivant la norme L? des solutions des systémes linéaires (1.3.3), (1.3.5), (1.3.8) et (1.3.10) vers
zéro en temps, a l'aide de controles construits a cet effet. Nous montrons aussi numériquement
que les controles construits permettent de controler les systemes non linéarisés. Ceci permet
de montrer la robustesse des contrdles. La méthode des volumes finis ([21], [20], [44]) est
utilisée pour résoudre numériquement les équations de Saint-Venant unidimensionnelles qui

sont utilisées dans les chapitres II et III.




Chapitre 11

Le controle du réseau étoilé de canaux a ciel

ouvert
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Introduction

Le modele de Barré de Saint-Venant unidimensionnel est composé de deux équations aux
dérivées partielles établies par De Saint Venant[40] : une loi de conservation de la masse et
une loi de conservation de la quantité de mouvement. Le modele décrit le comportement de
la hauteur et du débit de I'’eau dans les rivieres et les canaux a ciel ouvert. Ainsi, il constitue
pour les hydrauliciens, un outil fondamental pour la résolution de problemes en rapport avec

la dynamique des rivieres, fleuves et canaux a ciel ouvert.

Pendant plusieurs années, des chercheurs se sont penchés sur le domaine de la controllabi-
lité, de I'observabilité et de la stabilisabilité [30, 39]. Dans [30], Malaterre et al ont donné une
classification des algorithmes utilisés pour le controle des canaux et une bibliographie assez
détaillée sur ce domaine. L’état de 'art et les perspectives concernant le controle des canaux
d’irrigation ont été évoqués dans [31]. De plus, une récente synthese a été faite dans [3], ou
Bastin et al. ont donné une contribution a travers une bibliographie intéréssante a propos des

problemes ouverts et des défis mathématiques concernant les canaux d’irrigation.

Gréce a de nombreuses théories, différentes méthodes de controles ont été proposées (LQ,
PI, H,, etc). La méthode de contrdle linéaire quadratique (LQ), a été spécialement étudiée
et développée par Balogun et al. dans [2] et Malaterre dans [29] (voir aussi Weyer dans [46]
et Chen et al dans [7]). A travers la théorie des semi-groupes Xu et Sallet [47] ont proposé un
contrdle proportionel et intégral (PI), en utilisant un modele d’équations aux dérivées partielles
linéarisées autour d'un état d’équilibre. Litrico et al. [26] ont étudié un controle H., qui réalise
un compromis entre gestion de ressources hydriques et performances en termes de rejet de
perturbations non mesurées. L’analyse de Lyapunov et ’approche des invariants de Riemann
sont aussi des méthodes utilisées pour la contruction de contdles. Ces dernieres méthodes ont
été utilisées par Leugering et al. [19], Gugat et al. [17], Halleux et al. [18], N’diaye et Bastin
[33] et récemment par Cen et Xi [6] et Bastin et al. [4].

Depuis longtemps, des réseaux complexes de canaux d’irrigation ont été étudiés par les in-
génieurs hydrauliciens (voir [24, 32, 46] et la bibliographie de [3]). Ainsi, mathématiquement,
la régulation du flux dans les réseaux d’irrigation devient un fondement théorique attractif,
pour déterminer des controles au bord optimaux. Ces réseaux sont souvent modélisés comme
des canaux et des jonctions ou plusieurs canaux se rencontrent. D’ailleurs, une variété de types
de réseaux a été etudiée dans la littérature, en utilisant les méthodes de controles citées plus

haut et plusieurs conditions de jonction ont été proposées.

Nous considérons un régime d’écoulement fluvial ou sous-critique ; régime pour lequel la vi-
tesse des ondes est plus grande que celle de I’écoulement. Et donc, nous utilisons les conditions

de jonction comme celles données dans [19, 22, 32, 37]. Ces conditions sont la conservation du
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débit et la continuité de 'énergie. D’autres types de conditions sont traitées dans [6, 17, 18, 36].

Des résultats important concernant le flux dans les réseaux d’irrigation ont été montrés
par beaucoup de chercheurs. Parmi lesquels Halleuz et al. [18] qui ont utilisé 'approche des
invariants de Riemann pour déduire un contrdle stabilisateur pour un réseau constitué de plu-
sieurs canaux mis en cascade. L’action des controles est assurée par la presence de vannes aux
bouts des canaux constituant le réseau. L’ouverture de ces vannes détermine le débit de I'eau
au niveau de ces bouts. Bastin et al. [4] ont utilisé 'approche de Lyapunov sur un réseau des
canaux en cascade ayant un fond incliné. Leugering et al. [19] ont étudié la stabilisation et
la contrélabilité a zéro des perturbations autour d’un état stationnaire pour un réseau d’irri-
gation en forme d’étoile. Des résultats concernant ce dernier type de réseau ont été montrés
dans [22], ou Li a étudié la contrdllabilité frontiere exacte d’écoulements instationnaires. Des

réseaux d’irrigation en forme d’arbres sont considérés dans [17, 36, 37].

L’objectif de ce travail est d’introduire de nouveaux type de controles rétroactifs frontieres
pour un réseau d’irrigation étoilé. Les débits au niveau des bouts du réseau sont les quantités
a controler. Nous construisons des controles frontieres qui permettent a la hauteur et le débit
de I'eau d’atteindre un état d’équilibre lorsque le temps est suffisament grand. Les équations
de Saint-Venant unidimensionnelles sont linéarisées autour de cet état d’équilibre. L’approche
sera montrée pour un réseau ¢étoilé composé de trois canaux, mais elle peut étre généraliser a
un réseau étoilé de plusieurs canaux. Nous suivons, en 'approfondissant, ’approche de Sene
et al[42] concernant un seul canal. L’approche considérée dans ce présent travail est bénéfique
par rapport a celles utilisées dans bien des travaux, en ce sens qu’elle

e permet de construire des contréles qui dépendent de I’état du canal a un temps antérieur.
Autrement dit, pour contruire les contrdles, on se sert des données du canal mesurées
en un temps antérieur (voir remarque 11.3.1). Ce délai n’existe pas dans par exemple
4], [18], [33] et [42]. L’existence du délai est important du point de vue pratique parce
qu’elle offre un temps minimum entre la mesure en ligne des données et leur utilisation
pour déterminer les valeurs des controles a imposer au niveau des bouts;

o qu’elle assure la décroissance de I’énergie en tout temps. En effet, avec ces controles,
aucune augmentation d’énergie n’est possible dans le processus d’obtention de I'état
d’équilibre final, contrairement a d’autres types de controle (voir remarque 11.3.2) ;

e qu’elle permet en plus des données initiales continues, le contrdle des données initiales

moins régulieres (données dans I'espace L?) comme dans [4].

L’approche consiste a exprimer le taux de variation de I’énergie du systeéme linéaire comme
un polynéme du second degré en terme de débit au niveau des frontiéres (bouts libres des ca-
naux constituant le réseau). Le polyndéme du second degré est négatif pour un certain nombre

de controdles et le taux de stabilisation est borné. Ceci s’explique par le fait que la vitesse de
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II.1 Le modele du réseau et I’état d’équilibre

propagation des ondes des systemes hyperboliques est finie. Le fait que le débit est stabilisé
par des controles dans un intervalle donne la robustesse. Ceci est essentiel pour deux raisons.
Premierement, les controles seront appliqués a un probleme réel qui est non linéaire. Deuxie-
mement, la hauteur d’eau au niveau des bouts influence les contrdles. Ces valeurs ne seront

connues que par des mesures qui elles aussi sont approximativement correctes.

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la premiere section, nous présentons le réseau,
ensuite les équations de Saint-Venant unidimensionnelles et les conditions de jonction en consi-
dérant un régime d’écoulement fluvial. Nous déterminons aussi la solution de 1’état d’équilibre
final désiré. Dans la deuxieme section, nous dérivons le modele linéaire et les variables caracté-
ristiques correspondantes. Nous formulons aussi le résultat principal en specifiant les controles
frontieres et la décroissance de I'énergie. La troisieme section est réservée a la présentation de
I’approche dans le cas d’un seul canal tandis que le cas du réseau est considéré dans la qua-
trieme section. Finalement, la cinquiéme section est consacrée a la preuve du résultat principal

donné dans la deuxieme section.

II.1 Le modele du réseau et I’état d’équilibre

I1.1.1 Le modéle du réseau

Considérons le réseau en forme d’étoile représenté par la figure I1.1. Il est constitué de trois
canaux et d’une jonction (notée M) ou les canaux se rencontrent. Le modele du réseau est
composé d’équations de Saint-Venant 1D sur chaque canal et des conditions de jonction au
niveau de M. Les variables concernant un canal sont indexées par le numéro du canal. Ainsi,
pour le canal numéro i (i = 1,2,3) : h; est la hauteur de la colonne d’eau (m), ¢; est le débit
(m®s™1), L; et I; sont respectivement la longueur et la largeur du canal (m). Les équations de

Saint-Venant conservatives sont :

(a) 8{3}? + %gi’ =0, dans [0,L;], pour i=1,23, -
(b) 88? +glihi% + l_lzﬁ%: (Z—’i) =0, dans [0,L;], pour i=1,2,3, a
avec les conditions initiales
hi(0,z) = h)(x), ¢(0,7) = ¢} (), (I1.1.2)
et les conditions au niveau des bouts libres des canaux constituant le réseau,
@1(t,0) = quo(t), @q(t,L2) = qar,(t), qs(t,Ls) = q3.1,(t). (I1.1.3)
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II.1 Le modele du réseau et I’état d’équilibre

Direction de 1’ecoulement

w\

Canal 3

Figure II.1 — Le réseau en forme d’étoile

Le modele du réseau est donné par les équations (II.1.1), les conditions (I1.1.2)-(I1.1.3) et
des conditions de jonction au niveau de M. Ces conditions de jonction different selon qu’on
est en régime d’écoulement torrentiel (régime supercritique) ou en régime d’écoulement fluvial
(régime sous-critique). Nous considérons un régime d’écoulement fluvial ayant la direction
donnée par la figure II.1 (d’amont en aval).

On note par z; le bout du canal ¢ qui rencontre les autres canaux au niveau de la jonction
M (i.e x1 = Ly, = 0,23 = 0). De plus, on fixe ¢ = 1, si z; = L; et ¢ = —1, si &; = 0
(i.e e, = 1,65 = —1,€e3 = —1). Les conditions de jonction sont la conservation du débit et la

continuité de Iénergie (cf [19, 22, 32, 37]). Elles sont données respectivement par

Zeiqi(t,xi) =0, sur M, (IT1.1.4)
I HCED 1 g3(t, o)
ghl(t, $1) + §l2h12(—) = ghg(t, .TQ) + 5[2:L2(—t5(}2)7 sur M, (1115)
gha(tm) 4 LG z) e Lalbe) oy (IL.1.6)
7 212h3(t, 1) ’ 2013h%(t, x3)’

La condition (IT.1.4) exprime le fait que le débit provenant du canal 1 est partagé par les deux
canaux restants, et que (I1.1.5)-(I.1.6) traduisent la continuité de I’énergie a la jonction.
En somme, la conservation de la masse (II.1.1.a) et la conservation de la quantité de

mouvement (II.1.1.b) sur chaque canal, les conditions de jonction (II.1.4)-(I1.1.6), les conditions
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II.1 Le modele du réseau et I’état d’équilibre

initiales (II.1.2) et les conditions aux bords (II.1.3) constituent le modele d’écoulement dans

le réseau.

Les débits aux bouts du réseau sont les contréles a construire. Cependant ils sont construits
a partir d’'un modele linéaire et ensuite appliqués numériquement aux modele non linéaire ci-
dessus, en vue de montrer la robustesse de la méthode de controle. Le modele linéaire en
question est obtenu a partir de la linéarisation du modeles non lineaire (II1.1.1)-(I1.1.6) autour
d’un état d’équilibre désiré. Pour ce faire, on suppose que les perturbations par rapport a 1’état

d’équilibre, sont tres faibles.

I1.1.2 L’état d’équilibre

L’objectif de la stabilisation est d’atteindre un état d’équilibre désiré lorsque le temps est
suffisament grand, par le biais des controles appliqués aux niveau des bouts du réseau. Cet
état stationnaire est déduit du modele non linéaire (II.1.1)-(I1.1.6) sachant que les variables
hydrodynamiques ne dependent plus du temps. Ainsi, en annulant la dérivée par rapport au
temps des variables dans les équations (II.1.1) et en prenant en compte les conditions de

jonction (I1.1.4)-(I1.1.6), la solution (h;, q;) de I'état d’équilibre satisfait le systéme suivant :

( 0q; .
(a) 5 =0, dans [0,L;], pour i=1,23,
x
h
(b) (Z =0, dans [0,L;], pour i=1,2,3,
x
3
(¢) ZQ@(%) =0, sur M, (IL.1.7)
i=1
; 1 gi(z1) ; 1 g3(x2)
d h = —gh —— M
( ) g 1($1) + 2l%h%(l’1) g 2(1’2) + 2[%h%($2>7 sur )
- 1 gi(z1) ; 1 g5(xs)
h ——=— —qh R B A M.
| (@) 9m@) ¥ gy = 9ha(w) + g mer 5 S

L’état d’équilibre (I1.1.7) est caractérisé par un débit et une hauteur constants dans chaque
canal. Pour déterminer la solution de cet état, on donne deux valeurs de débit pour deux bouts
du réseau et une valeur de hauteur pour le bout restant. Par exemple (g:(0),g(L2), hs(Ls))
ou (G1(0), @3(L3), ha(La)) ou (Ga(L2), G3(Ls3), h(0)).

Considérons le cas (q1(0),g(La2), hs(Ls)). Grace & (¢1(0),g@(L2)) et (I1.1.7.a) on détermine
les débits ¢, et @ correspondant respectivement aux canaux 1 et 2 et de surcroit les débits
(q1(L1),@2(0)) au niveau de la jonction. Ensuite, en utilisant la condition sur la conservation du
débit (II.1.7.c), on obtient g3(0) et I'équation (II.1.7.a) permet de déduire les débits du canal
3. D’autre part, par hs(Ls) et (IL.1.7.b) on obtient les hauteurs du canal 3 et par conséquent

la hauteur h3(0) au niveau de la jonction. L utilisation respective des conditions (I1.1.7.d) et
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I1.2 Le modele linéaire et le résultat principal

(I1.1.7.e) sur la continuité de I’énergie, nous donne les hauteurs h;(L;) et hy(0) au niveau de la
jonction pour les canaux 1 et 2. Enfin, I’équation (I1.1.7.b) donne les hauteurs dans les canaux
1et 2.

Pour un réseau en forme d’étoile de n canaux (n € N, n > 3), on aura besoin de donner n — 1

valeurs de débit pour les n — 1 bouts du réseau et une valeur de hauteur pour le bout restant.

Considérant d’une part, la direction de 1’écoulement choisie (cf Figure I1.1) et d’autre part,
un régime fluvial (sous-critique) c’est a dire un régime pour lequel la vitesse des ondes est plus

grande que la vitesse de I’écoulement, on a respectivement

G >0 and 1/ghi> quiL’ i=1,2,3. (IL.1.8)

I1.2 Le modeéle linéaire et le résultat principal

Dans cette partie, on donne le modele linéaire et le résultat principal de ce chapitre.

I1.2.1 Le modeéle linéaire

On introduit Pétat résiduel (i.e les perturbations) (h;,¢;) comme étant la différence entre
Pétat du modele non linéaire (h;, q;) et I'état stationnaire (hi, @) : hi(t, z) = hi(t, z) — hi(z),
Gi(t,x) = q;(t,x) — g;(x). Ensuite, on suppose que 1'état résiduel est tres petit par rapport par
A l'état stationnaire (|h;| < h; et |G| < |@|) pour lindariser (I1.1.1)-(I1.1.6). Considérons les
équations (I1.1.1)-(II.1.6) une a une.

« Pour I’équation de conservation de la masse (II.1.1.a), on a

Oh;  10q  Oh; , Oh;  10g 104
o Low ot ot Los L ox
Oh; 104 10g

ot +l_,-8x+l_i(()x =0.

Ainsi, par le biais de 'état constant du débit (II.1.7.a), on obtient ’équation linéaire de

conservation de la masse :

oh; 104
~9 . 2.1
o " Tar (11.2.1)

« Pour I’équation de conservation de la quantité de mouvement (II.1.1.b), on a

hi

L2y 1 L2 o
ot 79 * gr T9lMig T

dq; oh; 10 9'2 0g; Oh; ¢ 0g; C]~2 oh;
— = = ! =0. (II.2.2
Jr  [;0x ( ) 0-( )
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I1.2 Le modele linéaire et le résultat principal

Par souci de clarté, calculons le second membre de (I1.2.2) terme par terme. Le premier

terme devient

dg;  0q; | 0¢;  0q
o ot ot ot

(11.2.3)

En ce qui concerne le second terme du second membre de (I1.2.2), nous avons

L 28 = g li(hy + h
g (] Zam g Z( Z+ Z) 8:[,‘
~Oh; - Oy > O ; Ohi
= glihigy +glihig+ glihig s+ gl

De ce fait, en utilisant 1’état constant de la hauteur (II.1.7.b) et en negligeant le terme

- Oh; : : .
h;—— en raison de sa petitesse, on obtient

Ox
Oh = Oh
glihim glihi- (I1.2.4)
Le troisieme terme du second membre de (I1.2.2) est calculé comme suit :
i Og; g+ G 0(qi + G i+ g 0g;
G 94 _ 5 Gitd 0aitd) _, Gt a4 04 (11.2.5)
l;h; Ox li(h; + h;)  Ox LT <1 X Z_) Ox
ou l'état constant du débit (I1.1.7.a) a été utilisé. D’autre part, nous avons
1 h;
ﬁzl—aﬁ——i—..., ac N, (I1.2.6)
(1+%) Z
Donc, pour a = 1, I'équation (I1.2.5) devient
6 0% _ 5@ 96 o G A.aqﬂr 2 g,a(ji_iA.qd%
3 04;
_ o B Ui I1.2.7
ou les termes non linéaires ont été négligés en raison de leur petitesse.
Pour le dernier terme du second membre de (11.2.2); on a
¢ Ohi (G +3)*  Ohit+hi (@ +2qdi +G7) Ohs
l'h2 or = — N2 o - ~ D) or s (11.2.8)
ih; uh (1+ &) i (14 5)

ou 'état constant de la hauteur (I1.1.7.b) a été utilisé.
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I1.2 Le modele linéaire et le résultat principal

En utilisant le développement (I1.2.6) avec o = 2, I’équation (I1.2.8) devient

¢ Ohi _ (@ +206+d) (| b \Ohi _ @ Oh

(I1.2.9)

ou les termes non linéaires ont été négligés.
En prenant en compte (11.2.3), (I1.2.4), (I1.2.7) et (I1.2.9), I’équation linéaire de la conser-

vation de la quantité de mouvement est

G | 0G| Oh

o Ty TPy =0 (I1.2.10)
ou
o = 2 LS 0,  pi=glihi— & > 0, (I1.2.11)
Lihi l;h?

grice au fait que ’écoulement est fluvial et a la direction de celui-ci (I1.1.8).

« Pour la condition sur la conservation du débit (II.1.4), on a

3

Z EiQi<t7 l’z) =

=1 7

€(qi(xi) + qi(t, x;))

M-

1

I
.Mw

=1

ou la conservation du débit est appliquée a I’état stationnaire.

« Pour la condition sur la continuité de I’énergie (I1.1.5),

- . 1q? 27 9, (t 72 (t
g(h1<x1) _|_ hl(t,xl)) + _QI (‘Tl) + Q1($1)q1(A7x1) + qlg ,l’l)
. 2R3 (x )(1 n —hl(t’ml))
1 —
11 hl(l'l)
z - 1G3(22) + 22(22)G2(t, x2) + G5 (L, 72)

= g(ha(x2) + ha(t, z2)) + 5 - 5
i) (14 55 )

Par le biais du développement (I1.2.6) avec av = 2 et du fait que les termes non linéaires

sont négligés, on a
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I1.2 Le modele linéaire et le résultat principal

En appliquant la continuité de I’énergie a ’état stationnaire, on obtient

71?11(757171) + Bigu(t, m1) = 72?12(75@2) + Baga(t, z2), (I1.2.13)
ol
g = -2 Ls.00 > 0 U0, 6= (I1.2.14)
i = 1379 — 50%i0i 2 U, i = 97 533 = OiPi o 9= T e
ERETA R it

et (o, p;) est donné par (I1.2.11).
Les mémes arguments que ceux de (I1.1.5), appliqués a la continuité de I’énergie (11.1.6),

donnent
’71il1 (t,21) + B1qi(t,z1) = ’Y3i13(7f, x3) + B5G3(t, x3). (I1.2.15)

Donc, en combinant (I1.2.1), (IL2.10), (IL2.12), (IL2.13) et (I1.2.15), 'état résiduel (A, G;)

satisfait

[ () aaziﬂtl%g%:& i=1,23
(b) %‘% +aig—§+p,%—i;:o, i=1,23,
3 (I1.2.16)
() Z €qi(t,zi) =0, sur M,
i=1
(d) 71ﬁ1(t7$1) + Gigi(t, 1) = 72}}2(75,@) + BoGo(t, x9), sur M,
(€) Mhi(t,z1) + Bidi(t, z1) = Vshs(t, x5) + Bsds(t, xs), sur M,
avec les conditions aux bouts du réseau
G1(t,0) = qio(t), Ga(t, La) = Gor,(t) et gs(t, Ls) = G3,r4(1), (I1.2.17)
et les conditions initiales
hi(0,2) = h%(x),  G(0,2) = ¢°(x). (I1.2.18)

Les fonctions §10(t), Go,r,(t) et §s.1,(t) sont les controles rétroactifs et retardés a construite
afin d’obtenir la convergence exponentielle de (iAzZ, Gi) vers zéro. Ces controles sont construits
par le biais des variables caractéristiques. Ainsi, nous donnons les valeurs propres, les vecteurs

propres et les variables caractéristiques correspondant au modele linéaire ci-dessus.
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I1.2 Le modele linéaire et le résultat principal

I1.2.2 Les variables caractéristiques

hy; 0 1/l;
U,L' = R et Al = / .
q; pPi O

Le systeme (II.2.16.a)-(I1.2.16.b) peut étre réécrit sous la forme vectorielle suivante :

Soit

ou,  oU;
o TAigy =0

Les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice A; sont respectivement

@
h

N =

VY 2=tV ( )

1/1; 1/1;
T = / ; Tig = / . (11.2.20)
it Ai2

On remarque une relation entre (o;, p;) donné par (I1.2.11) et (A1, \i2) :

et

g = N1+ A2 = X2 — [Aa| et pi =L Aal e (I1.2.21)

De plus, le régime d’écoulement fluvial et la direction de 1’écoulement (I1.1.8) donnent respec-

tivement

On utilise les variables caractéristiques suivantes (w; = [r;1, 2] "' U;)

) .
wiy = lihi — —q et wip =Lk — —q, (I1.2.23)
Ai2 Ail

pour réécrire le systeme (11.2.16.a)-(11.2.16.b) sous la forme de deux équations de transport :

—2 =0, ij=12 (I1.2.24)
La solution de (I1.2.24) dans I’ensemble d’espace R, est donnée par
wij(t, 2) = wi (0,2 — Ayjt). (11.2.25)

Cette solution a n’importe quel temps, est une copie de la fonction initiale. Elle est translatée

vers la droite, si la valeur propre A;; est positive, vers la gauche si la valeur propre est négative
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I1.2 Le modele linéaire et le résultat principal

([43]). En d’autres termes, la solution au temps ¢ et au point « depend uniquement de la valeur
¢ = x — \i;t. Les caractéristiques sont les lignes dans le plan (¢, z) pour lesquelles la valeur
x — At est constante. D’ailleurs, la solution au temps ¢ et au point = est constante le long de

la caractéristique. En effet

dwij (t, .CL‘) . dwij(t, C + )\”t) @8@1 8(C + )\”t) 811}1'1

dt dt ot ot ot ox
o Owi owi o
= 5 + )\” —(% =0, (11.2.26)

ol, nous avons utilisé (I1.2.24). La valeur propre \;; est aussi la vitesse de propagation suivant
la caractéristique. Maintenant, considérons ’équation de transport (I1.2.24) dans [0, L;]. Si la
valeur propre \;; est positive, les caractéristiques se propagent de gauche a droite (Fig 11.2).
Donc, en plus de la condition initiale, une condition doit étre prescrite au bout x = 0 pour
que la solution soit définie en tout temps. Etant donnée la condition au bord w;(t,0) = g(¢),

la solution est donnée par

wy(t,x) =14 ! ! (I1.2.27)
g(t — )\i_jlx), x — Nt <O0.

Si la valeur propre \;; est négative, la condition au bord est a prescrire au bord z = L; puisque

cette fois ci les caractéristiques se propagent de droite a gauche.

! t
Courbe caracteristique

x(t):a@+tkij

)Lij'> 0
Condition
aubord g(t) w;j
0

P,

Condition initiale w;;(0,%)

A:<0

\\\\

Figure I1.2 — Les caractéristiques de ’équation du transport (I1.2.24).

Ve
Ve

Les conditions de jonction (I1.2.16.¢)-(I1.2.16.e) sont réécrites en terme de variables caracté-
ristiques. En effet cette réécriture sera utile pour construire les controles du réseau dans la

section I1.4. En effet, les controles sont construits a ’aide des variables caractéristiques sor-
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I1.2 Le modele linéaire et le résultat principal

‘M
w21(t,0) e w22(t,0)
0 canal 2
w;;(tLy) N w ;o (t,Ly)
canal 1 Ll%
w31(t,0) //w32(t,0)
0 canal 3

Figure I1.3 — Les variables caractéristiques locales au niveau de la jonction M.

tantes au niveau des bouts libres des canaux constituant le réseau. De ’expression des variables

caractéristiques (11.2.23), on déduit que :

A Ai2 Wi — At W,
T L= A e =)

~ >\7J1 )\iQ )\il >\7L2

% = Ty Wi— o, Wa

iz — A1 Az — Aa

(11.2.28)

Nous réécrivons les conditions de jonction (I1.2.16.c)-(I1.2.16.e) en exprimant les variables
caractéristiques sortant du réseau et exprimées au niveau de la jonction M (i.e wy(t, Ly),
waa(t,0) et wsa(t,0)) en fonction des variables caractéristiques entrant et exprimées aussi au
niveau de M (i.e wia(t, L), wa(t,0) et w31 (¢,0)). On obtient

w1 (t, L) wia(t, L)
B waa(t,0) =C wa (t,0) ) (11.2.29)
W32 (t, 0) W31 (t, O)
ou
A11A12 A21A22 A31A32
A2 — A1 A22 — A1 Ag2 — Az1
A2 " A1 Y2
— | =22 (R o (2,
B AH—M1Q1+1MQ Am—M1Q2+2ﬂ2 0
A2 7 Azl V3
e (D 0 e (D
Au—An(h+_H&) AM—AM(Q+_%&
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I1.2 Le modele linéaire et le résultat principal

et
)\11)\12 )\21>\22 )\31)\32
)\12 - )\11 A22 - >\21 )\32 - )\31
A11 4! A22 Y2
B A A _ A
¢ Au—Au(h+’”@> Mm—Ml<b+ 202 0
)\12 >\32
- A 0 0 A
Au—An(h+-m&) Aw—Am(%+_M&)

En vue d’exprimer le vecteur (wy(t, L1), waz(t,0), wsa(¢,0))" en fonction du vecteur

(wi2(t, L1), w1 (t,0),ws1 (£,0))", on montre que la matrice B est inversible. En effet on a

Lemme I1.2.1 Les matrices B et C' sont inversibles si les conditions données par (11.2.22)

sont satisfaites.

Preuve Les déterminants de B et C' sont respectivement

>\12/\21)\31 |: < ) ( )
det(B) = A + A + A
(B) (M2 — A1) Aoz — Aot sz — Agn) |7 \ Ly 2202 | | 7, daabs

— A3z (l2 + )\2262> <l1 + >\1151) — A2 (ll + /\1151> (l3 + )\32ﬁ3> }

)\11>\22>\32 |: ( > ( >
det(C) = A + A + A
AP s v wou s W v T w vy | L WA ) B ST

—A31 (12 + >\21ﬁ2) (h + )\1251> — Aoy (h + >\1251) (13 + >\31ﬁ3) ]

En utilisant les expressions (I1.2.11) et (I1.2.14), nous déduisons de (11.2.21) et (11.2.22) que

et

i 5@
il <0< )\1'2, ﬁz >0, >0 and ’Z + Azlﬁz = 2 zl(>\i1 — )\z2) > 0, (11230)

Par conséquent det(B) < 0 et det(C) < 0 et la preuve du Lemme I1.2.1 est complete. O
L’inversibilité de la matrice C sera utilisée dans la section 11.4.

I1.2.3 Le résultat principal

Les contrdles rétroactifs reposent sur le fait qu’il est possible d’exprimer les variables carac-

téristiques sortantes au niveau des bouts du réseau (ws;(¢,0), waa(t, La), wsa(t, L3)) en fonction
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I1.2 Le modele linéaire et le résultat principal

des données initiales et de la solution au niveau des bouts en un temps antérieur. Ainsi, nous

prouvons dans la section 11.4.2, le Lemme suivant :

Lemme 11.2.2 Les variables caractéristiques sortantes au niveau des bouts du réseau, satis-

font
’U)H(t, 0) bl (t)
wa(t. Ls) | = | ba(t) |, (I1.2.31)
W32 (t, Lg) bg (t)

o b, i =1,2,3, dépendent de la condition initiale et de la solution au niveau des bouts en un
Ly Ly L3)

temps antérieur T =t — 0t avec 0t > min (—, —, —
M| Ao As2

Considérons trois fonctions arbritraires 6, 6;, 63 : R —]0,1]. On choisit G0, 2.1, €t G314

comme suit :

Qo) = 5= (VI—0 —1) b,

2[1(11

Go.r,(1) = 12 (x/l — 0q(t) — 1) ba(t), (11.2.32)

B 2[2(12

Giat) = —5 (VI=0:(0) 1) ba(t),

2[3&3

d;
ou a; = 5(%2 — A1) > 0, 0;,7; sont donnés par (I1.2.14) et b;, ¢ = 1,2, 3, sont mentionnés
dans le Lemme I1.2.2.

Dans la suite, les notations suivantes sont utilisées,

Ly L, L Ly L L
Tozmax( L 2 3>+max< ! 2 3), ty = KTy, k € N,

|/\11|’)\_227)\_32 )\_127 |)\21|7 |>‘31|
. /0 0
Qi =t tea[x]0, Li[,  div = <&7 8—$>, (11.2.33)

H(d’LU,QZ) = {\7 € L2(Qz)2, div'V € Lz(Ql)}

L’énergie E du fluide dans le réseau, est définie par

3 L; .
E(t) = Z/o <li%’h? + 5@@?) dz, (I1.2.34)
i=1 /0

ou ; et §; sont donnés par (I1.2.14). Le principal résultat de ce chapitre qui concerne la

stabilisation du réseau est le suivant :
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I1.2 Le modele linéaire et le résultat principal

Théoréme I1.2.1 Supposons que les conditions données par (I1.2.22) sont verifiées, que les
conditions initiales sont dans L*()0, L;[) et que (Gio(t), Go.r,(t), G3.15(t)) satisfait (II.2.52).
Alors le systéme linéaire (I1.2.16)-(11.2.18) a une solution (h;, ;) satisfaisant la régularité

hi Ji
. ) e Hdiv, Q). (I1.2.35)
qi 0iq; + pihi

De plus, l’énergie décroit dans l'intervalle |ty, tri1] et vérifie :

suivante :

E(tr1) < (1 — 0" E(ty). (11.2.36)
Les notations ty, et H(div,Q;) sont données par (I1.2.33), E est donné par (I1.2.34) et OF =
win (A%, A5, %) €0, 1,
: A | . x 7€
A = mm(L inf 0 <t —i——) ,—),
! A1z + | Ar1] €f0,L1] U | A1 l

. A | . Ly —=x V2€
AV L f Ot +—— ), — |,
? e <A22 + | A1 | wel[gh} 2\

) As1] . Ly —x\ 3¢
AF = min L inf 6 (t + ),— ,
s ()\32 + |As1| z€[0,Ls] S\

ot € > 0 est un nombre réel positif.
Ce Théoreme est prouvé dans la section I1.5.

Remarque II.2.1

1. Grace au Lemme 11.2.2, les contriles (I11.2.32) sont construits a 'aide de la solution en
un temps antérieur. Puisque v; et a; sont constants, alors par le biais de [’estimation

d’énergie (11.2.36), les contriles tendent vers zéro lorsque le temps tend vers l'infini.
2. Soit vF = —In ((1 - @k)%>, on a

E(trs1) < E(ti) exp(—" ty).

T
15

v, nous obtenons

| =

Done, si on note p* =

<.
Il
o

E(t) < E(0)exp (—u"ty,) . (11.2.37)

Ainsi, les fonctions 6 peuvent étre interpreter comme un taux de stabilisation pour la
décroissance exponentielle. Plus la fonction 0 est proche de 1, plus la décroissance expo-

nentielle est rapide.
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I1.3 Construction des contrdles pour un canal

I1.3 Construction des contrdéles pour un canal

Figure II.4 — Un canal délimité par des portes immergées

Dans cette partie, nous supposons que les données initiales et les conditions aux bords sont
continues. Des résultats pour les des données initiales dans l'espace L? sont donnés dans la
section I1.5. On construit un processus de stabilisation pour un canal. Ce processus permettra
la convergence exponentielle en temps vers zéro des perturbations h et q.

Nous considérons les équations de Saint-Venant unidimensionnelles (II.1.1) sans l'indexe i

représentant le numéro du canal (Fig 11.4) :

oh 10q
E + 7% = 0, dans [0, L], (II \ 1)
00 o2 LN Jg s [0, L] B
ot 9" e\ ) Y b
avec les conditions initiales
B0,7) = K@), q(0,7) = ¢*(x), (113.2)
et les conditions aux bouts
q(t,0) = qo(t), q(t.L) = qr(t). (11.3.3)
L’état d’équilibre a atteindre lorsque le temps est suffisamment grand est
G oh
S — —=0. 11.3.4
ox 0 ox 0 (11.3.4)
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I1.3 Construction des contrdles pour un canal

Le modele linéaire obtenu a partir du non linéaire (a l'aide de la section I1.2.1) est :

oh 104
@ %+ Tos ="
. (I1.3.5)
aq aq oh
b) — i — =0,
(b) ot e Ox +p8:c
avec les conditions initiales
h(0,2) = @), 4(0,2) = (), (11.3.6)
et les conditions au bouts suivantes, qui sont les controles a contruire :
q(t,0) = qo(t), 4(t, L) = qr(t). (11.3.7)
Les fonctions o et p sont définies comme suit :
o = 227 p=glh — i (I1.3.8)
lh lh?
En se reférant a la section I1.2.2 concernant les variables caractéristiques, on a
T t T (I1.3.9)
wy =lh — — e wy =lh — — 3.
1 )\2 q 1 )\1 q,
ou, \; = % —\/ghet Ay = % + 1/ gh sont les valeurs propres de la matrice du sytéme linéaire
(I1.3.5).

Les variables caractéristiques satisfont

dw awj ow; )
= Ai—2 =0 =12 11.3.10
i o N D ITh ( )

Le régime fluvial et la direction de I’écoulement donnent
)\1 <0< )\2 et )\1 + )\2 > 0. (11311)
De phlS, O':>\1+)\2:>\2—|>\1| et ,0:”)\1‘)\2

I1.3.1 L’estimation a priori de 1’énergie

Soit E I'énergie du systéme linéaire (I1.3.5) définie par

B(t) = /0 ’ <lph2() Q(t))dx, (11.3.12)
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I1.3 Construction des contrdles pour un canal

ou, p est donné par (11.3.8). Considérons, la formulation variationnelle du systeme (I1.3.5) :

(1, ¢) € H'(]0, L),
L ah .
/o lp@/)a dx—/o q

L
[Fofa [ g, [13209)

+od(L)qr(t) — o¢(0)do(t) + pe(L)h(t, L) — pd(0)h(t,0) = 0,

o dx + p(L)qr(t) — p1(0)do(t) = 0,

A(1pp)
(11.3.13)

\

avec les conditions initiales et les conditions aux bords. Cette formulation variationnelle est
donnée en vue de montrer 'existence de solutions faibles pour le systéme linéaire (I11.3.5) (voir
Théoréme I1.5.1). Le résultat similaire pour le réseau est le Théoreme I1.2.1. Par le biais de
la formulation variationnelle, on estime la variation de I'énergie E dans le canal en vue de
définir les controles ¢ (t) au bout {x = L} et §o(t) au bout {z = 0}. Pour ce faire, on pose
(1, ¢) = (h,§) dans (I1.3.13) pour avoir

1d 1

SUB() = —5od(t) — phlt, L)is(t) + Jo@(1) + bl 0)io(r).  (113.14)

Une différence parmi les méthodes de contrdles provient de la facon dont I’énergie est définie et
la fagon dont sa variation en temps est exploitée pour obtenir une décroissance exponentielle
de I'énergie [4, 18, 41]. Dans ce travail, une relation entre la hauteur et le débit est utilisée
pour exprimer le second membre de (I1.3.14) comme un polynéme du second degré en terme
du débit ¢ au niveau des bouts. Ensuite, la forme polynomiale du second membre de (I1.3.14)

est exploitee afin d’obtenir la décroissance exponentielle de I'energie.

I1.3.2 Controler le canal par le biais des bouts amont et aval

Pour construire les controles rétroactifs, on exprime la hauteur d’eau au niveau des bouts
en fonction du débit au niveau des bouts et des variables caractéristiques sortantes.
En retracant les caractéristiques en des temps antérieurs, comme indiquée par la figure I1.5 et
en utilisant le fait que la solution est constante le long de ces caractéristiques (voir (I1.3.10)

et la section 11.2.2), on exprime les variables caractéristiques sortantes, comme suit :
0
wg(Tl, L) 02(7'1)

1) wi(0,90), xo=|A|T2, si 7 €]0,L/|\]],
To) =
! wi(ts— L)), L), si 7> LM,

ou,

(11.3.16)

27



I1.3 Construction des contrdles pour un canal

Ly |

ALy

T2
wy
]

0 ! ! L .

%o Yo
(a) Les points de départ (zg et yo) des ca-
ractéristiques sont a 'intérieur du canal. Ceci
se produit lorsque 7 < L/|\] et 7 <
L/Xo. Ainsi, la condition initiale est concer-
née puisque ces points correspondent au temps
t=0.

T2

Ling |
: .

L,

Ty =LiA,

1,-LiA

oL

x9=0 yo=L ¥
(b) Les points de départ (zg et yo) des carac-
téristiques se trouvent au niveau des bouts du
canal. Ceci se produit lorsque 72 > L/|)\1]| et
71 > L/Xg. Ainsi, I'état du canal au niveau des
bouts et aux temps 7o — L/|A1| et 71 — L/\g
est concerné.

Figure I1.5 — Les caractéristiques sortantes au niveau des bouts du canal et leurs points de départ.
Dans les deux cas, ’expression des variables caractéristiques aux niveau des bouts est donnée par la
valeur de ces variables en des temps antérieurs (voir (I1.3.15)).

et
ws (0, Yo), =L— X7, si 7 €]0,L/)\)],
T B N (317
'LUQ(Tl—L/)\Q,()), si T1 EL/)\Q
De l'expression des variables caractéristiques (11.3.10), on déduit :
- 1 1
h(Tl, L) = KQL(TI) + 7’11]2(7'1, L), (IIBlS)
1
~ 1 1
h(TQ, O) = —qO(TQ) + —U)1<7'2, 0) (II319)
[y l
En considérant I’équation de I’énergie (I11.3.14), on déduit de (I1.3.16)-(11.3.19) que
1dE 9 . 2 .
5%(15) = agy(t) + b1(t)qo(t) + agi(t) + bo(t)dr(t), (I1.3.20)
ol
_ 1 _P _ P
a = 5()\2 + ‘)\1‘)7 bl(t) = 7Cl<t), bz(t) = —702<t), (11321>

p est donné par (I1.3.8), ¢1(t) et co(t) sont donnés respectivement par (11.3.16) et (I1.3.17).

Maintenant nous traitons le second membre de (I1.3.20) afin de obtenir une décroissance ex-
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I1.3 Construction des contrdles pour un canal

ponentielle de I’énergie vers zéro en temps. A cette fin, nous formulons une remarque sur les

polynomes du second degré comme un Lemme.

Lemme I1.3.1 Considérons un polynéme de second degré P(q) = aq* + bq, ot a > 0. Pour
tout 0 € 0,1}, on a

P (23(\/1 —0— 1)) = —ge. (11.3.22)

a

On choisit le débit au niveau des bouts comme suit :

i (t) = b;f) <\/1 " 0,(t) — 1) and  Go(t) = b12<t) (\/1 o) — 1) . (11.3.23)

a

ou 91,92 . RJF —>]0, 1]

Remarque 11.3.1 Les contriles définis dans [4], [18], [19], [35] et dans bien d’autres travauz,

peuvent étre réécrits sous la forme

dr(t) = fL(h(t, L)), Go(t) = fo(h(t,0)). (I1.3.24)

ou fo et fr sont des fonctions, iL(t,O) et ﬁ(t,L) sont des mesures respectives des hauteurs au
niveau des bouts amont et aval du canal. Du point de vue pratique, ces controles posent un
probléme quant a leur implémentation puisque les données ﬁ(t, 0) et B(t, L) qui sont mesurées
au temps t sont utilisées a travers (11.53.24) pour déduire les Go(t) et Gr(t) en ce méme temps.
Ainsi, ce probléme suggére ’existence d’un délai, entre la mesure des données en ligne et leur
utilisation pour déterminer les controles. Dans ce travail, l'expression de c¢1(t) (resp. de co(t)),
donnée par (11.3.16) (resp. (11.5.17)) et utilisée dans (11.3.23) a travers la variable by (t) (resp.
ba(t)) fait apparaitre ce délai. 1l est égal a4 L/|\1| pour le contréle en amont et a L/\y pour le
controle en aval. Le delai L/|\| (resp. L/)2) est le temps nécessaire pour qu’une information
passe du bout aval (resp. amont) au bout amont (resp. aval). Pour un temps inférieur a ces
délais, la condition initiale est utilisée pour déterminer les controles.

On note aussi qu’on n’a pas besoin de mesurer les hauteurs et les debits tout le long du
canal, mais uniquement les hauteurs au niveau des bouts, pour déterminer les controles, comme
dans [33], [4] et [18]. Ceci est aussi valable pour le réseau.

Si les contrdles sont donnés par (11.3.23), alors en utilisant le Lemme I1.3.1, 'equation d’énergie
(I1.3.20) devient

1dFE
2 dt

bi(t)
4a

01(t) — %eg(t). (11.3.25)

® = -

Ainsi, nous obtenons le résultat suivant concernant la stabilisation du canal.
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I1.3 Construction des contrdles pour un canal

Théoréme I1.3.1 Soit t,, = kL/|\|, & € N. Supposons que les conditions données par
(I1.5.11) sont satisfaites, que la condition initiale (h°,¢°) est continue dans )0, L] et que Go
et G, satisfont (11.3.23). Alors le systéme linéaire (11.3.5)-(11.3.7) admet une solution unique

(h,4) continue dans [ty, ty1]x]0, L[ telle que Uénergie décroit dans [ty, tys] et vérifie :
E(te) < (1 - 0" E(t), (I1.3.26)

ot E est donné par (11.3.12) et

)\1| . . L—x . T
@’f:'— f 05(t . inf 6,(ty + —) ) €]0,1].
Preuve L’existence et 1'unicité de la solution sont données par l'expression des variables
caractéristiques (11.3.9) et I'identité (I1.3.15).

En intégrant ’équation d’énergie (I1.3.25) de 0 a ¢4, on a

Ll (3 (1) L/l (b (1)
E(L/ M) = E(O)—/ (e-(0) 0 (t) dt—/ (b)) 0, (t)dt, (11.3.27)
0 2a 0 2a
L/ (bQ(t))Q L/ |\ (bl(t))Q
< _ _
< B0 [ B nma- [ S
2 pL/A2 2 2 rL/|M| ,,,2
p w3(0, L — Aot)ba(t) P / wi(0, [A1]t)61(t)
< EO)-L% -
= E(0) [2 /0 2a dt 2 J, 2a at,
2 rLw2(0, 2)0, (L= 2 L w?(0,2)0 (5
< E(O)_p_/ d )Q(Az)da:—p—/ 0D g,
[2 0 2@)\2 [2 0 2&’)\1’
2 L w?(0, z)0,(£=2 2 L w?(0, )0 (%
< E(O)—p—/ 2( ) 2( A2 ) x_p_ 1( ) 1<| 1‘)da:',
[2 0 20)\2 [? 0 2a)‘2
2 L
P 2 2 . L—x x
< —
< B0) - g [ (0200 + 030, min (850 04 )
(I1.3.28)
D’autre part, on a ’estimation suivante
R 1 2 R 1 2
w0) +ud00) = (1) - @) + (10 - ) )
= 2@+ (5t ) @@ —2 () @) @)
SYAUBY YT ’

IV
[N}
=
o
=
e
+
N
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I1.3 Construction des contrdles pour un canal

ou l'inégalité de Young a été utilisée. Ainsi, on a

wH0,2) +ud(0.2) = 1R - 2 (@)

> (lﬁo(x))2 + 2ll—p(d0(x))2, puisque % = |A1] A2
> g (1p(H0())? + (@(2))?) (113.29)

Ainsi, nous déduisons de (I1.3.28) et (11.3.29), que

IN

B/ < B0 -6 [ (1 + @) o

(1—0%E(0). (11.3.30)

IN

ou

)\1| . . L—x . x
@0:|—m1n(1nf9—, 1nf0—>.
/\2 + |/\1| z€]0,L| ( /\2 ) z€]0,L[ ( |/\1| )

Puisque le régime d’écoulement est fluvial, on a [A;| < Ag 4 |A;| et donc ©° < 1.
Pour généraliser (I1.3.30) par rapport au temps, on considere la condition initiale au temps
ty = kL/|A1| et on pose

bi(t) = §w1(tk,m1\(t—tk)), si t€tnte+ L/,

bo(t) = —§w2(tk,L—A2(t—tk)), si €ty te + L/,

et

A1 L—x x
of = ML i (it o inf O(ty + —) | .
Ao — A\ — (xé]%,L[ (b + A2 )’xel]rillL[ (k+|)\1|))

Ainsi, en intégrant I’équation d’énergie de t; a t,,; et en utilisant les mémes arguments que

ceux de I'intervalle [0, ¢;], la preuve du Théoréme I1.3.1 est achevée. [

Remarque 11.3.2  L’expression de convergence de l’énergie vers zéro dans [18], [19] et bien

d’autres travauz, est donnée par
E(t) < CE(0)exp(—put), (I1.3.31)

avec C' > 1. On note ainsi, que théoriquement il peut y avoir une augmentation d’énergie
durant le processus d’obtention de l’état d’équilibre final, du fait que C > 1. Dans ce travail,
en plus d’éviter cette augmentation (puisque C = 1 dans lexpression (11.2.37)), on s’assure

que l’énergie est décroissante entre ty et tyy1 pour tous les choix de 0y et 0y dans ]0,1] (voir
(11.3.25)).
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I1.3 Construction des contrdles pour un canal

AL+ Ly

T2

LAy

T9=Lik,
Wy
T

e

Yo Yo

(a) Les points de départ (xqg et yo) des carac-
téristiques sont a 'intérieur du canal. Avant le
temps L/)\y, le point yo est concerné. Aprés
ce temps le point xy est considéré. Ceci se
produit lorsque 71 < L/XAs et L/As < 75 <

T2

w0, L+ Lny,

T9=Lik,

Wy

ty-Lipj ~Li,

0 x
xy=L
(b) Aprés le temps L/|A1|+L/Ag, seul le point
de départ xg est concerné et il coincide avec
le bout aval du canal. Ainsi, I’état du canal
au niveau du bout aval (x = L) et au temps
To — L/|A1| — L/ A2 est concerné.

L/|A1] + L/A2. Ainsi, la condition initiale est
concernée puisque ces points correspondent au
temps ¢t = 0.

Figure II.6 — Stratégie de contrdle du canal par le bout z = L. On a les caractéristiques qui vont
directement au bout x = L (trait en tiret dans la figure de gauche) et celles qui passent d’abord par
le bout z = 0 pour ensuite finir au bout = L (trait continu dans les deux figures).

Comme dans [4], il est aussi possible de contréler des données initiales dans l’espace L?

(voir Théoréme 11.5.1). Un résultat correspondant pour le réseau est le Théoréme I11.2.1.

I1.3.3 Controler le canal par le biais du bout aval

Dans cette partie, nous montrons qu’il est possible de controler le canal en agissant seule-
ment sur le bout situé en aval (x = L). En d’autres termes, il est possible d’obtenir la conver-
gence exponentielle des perturbations h et q vers zéro en controlant seulement le bout aval.
Comme dans la section précédente, nous exprimons la hauteur au niveau des bouts en fonction
du débit au niveau de ces bouts et des variables caractéristiques sortantes. On utilise le fait que
la solution est constante le long des caractéristiques (cf (I11.3.10)) et la section I1.3.2 ensuite,

on se refere a la figure I1.6, pour obtenir

wy(71, L) = ci(n) =w2(0,%0), vo=L—Xom, 71 €J0,L/)\]
(11.3.32)
'lUQ(TQ,L) = U)Q(TQ — L/)\Q,O) = U)1<7'2 — L/)\Q, 0) + T(jo(TQ — L/)\Q), T2 Z L/)\Q
ou,
1 1
T=—+4_——
As A1
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I1.3 Construction des contrdles pour un canal

et
w1 (0,330), Ty — ‘)\1‘(7’2—[//)\2), T2 E]L/)\Q,LT],
wy (g — L/A2,0) = ca(m2) = (I1.3.33)
w1 (TQ - LT, L) , T2 > LT,

En utilisant I'expression des variables caractéristiques (11.3.9), on a

- 1 . 1

ho(m) = ECIL(H) + 7102(7'1711)7 (I1.3.34)
. 1. 1 T.

hp(r) = EQL(E) + 711)1(7'2 —L/)X2,0) + 7(]0(7'2 —L/)s). (I1.3.35)

Si on suppose que Go(t) = 0, alors a partir de la variation de I’énergie (I1.3.14), nous obtenons

1dE 1

5@(@ = —504%(75) — phy(t)dr(t). (11.3.36)

D’une part, a partir de 1'égalité (I1.3.34) et de la variation de 'énergie (I1.3.36), nous avons

220 = agi )+ b, e 0.1/ (11.3.37)
t
a = §<A2+w>, bi(t) = =Fei(t). balt) = =Teald) (IL.3.38)

p et ¢1(t) sont donnés respectivement par (I11.3.8) et (11.3.32).
D’autre part, de I’égalité (I1.3.35) et de la variation de 1'énergie (11.3.36), nous avons

1dE

§E(t) = agp(t) +b2(t)dr(t), t=L/X, (I1.3.39)

ou, by(t) = —?cz(t), and cy(t) est donné par (I1.3.33).
Ainsi par le biais de (I1.3.37) et de (I1.3.39), on obtient

1dE

S = adh(t) + b)), (11.3.40)

avec,

U)Q(O,L - )\Qt), sit G]O,L//\Q[,
b(t):—§ wi (0, =Ai(t—L/X)), si t €]L/)o, LT, (I1.3.41)
w, (t—LT,L), si t> LT.
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I1.3 Construction des contrdles pour un canal

Si le débit en aval est donné comme suit :

qr(t) = ble) ( 1—6(t) — 1) : (11.3.42)

2a
ol, 0 : RT —]0, 1], alors grace au Lemme I1.3.1, I'équation d’énergie (11.3.40) devient

1dE V()
§E(t) = 0 ot). (11.3.43)

Ainsi, nous avons le résultat suivant sur la stabilisation du canal.

Théoréme 11.3.2 Soit t;, = kLT, k € N et T est donné par (I1.3.32). Supposons que les
conditions données par (I11.5.11) sont satisfaites, que la condition initiale (ﬁo, q") est continue
dans |0, L], et que qy, satisfait (11.3.42). Alors le systéme linéaire (11.3.5)-(11.53.7) admet une
solution unique (h,§) continue dans [ty, trs1]x]0, L] telle que Uénergie décroit dans [ty tps1] et

vérifie :
E(try1) < (1 — 0" E(ty), (I1.3.44)

ou E est donné par (11.3.12) et

oF Al min( inf O(t) +

L x
= inf - = — 1[.
NN inf 0(ty + )) € [0,1]

z€]0,L[ /\2 ’ z€]0,L[ )\2 )\1

Preuve L’existence et l'unicité de la solution sont données par l'expression des variables
caractéristiques (I1.3.9) et I'identité (I1.3.32).

En intégrant la variation de 1'énergie (I11.3.43) de 0 a t1, on a

LT bZ (t)
2a

E(LT) < E(0) - / o(t) dt

L
2/, 2a 2 Jc 2a
A2
2 rLw2(0,z)0( L= 2 rLw?(0,2)0(L — =
RO U PO e ('
l2 0 2a)\2 12 0 2@)\1
. . , 1 1
En tenant compte de la direction de I’écoulement on a — < —— et donc
1 2
2 pL g2 Lz 2 L g2 L _ =
1% w2(0>x>0( b ) 1% wl(ovx)‘g()\ h )
E(LT) < FE0)-— = 2 dr — = 2 Lod
(IT) = BO) -5 /0 200 TR, 2a)s “

< E(0) - 265;2/0 [w?(0, z) + w?(0, )] min (9(L;2x), e(%2 - %)) d(11.3.45)

34



11.4 Construction des contrdles pour le réseau

A partir de (I1.3.29) et de (I1.3.45) on obtient
L ~
BILT) < B0)-° [ (1i°F + @) da,
0
< (1-6%E(), (I1.3.46)

M| L—u I
n 00 = M i (it 6 inf g(~ — —) .
ot Ao — A1 — (xé}r(l),L[ ( Ao )’ acel]r(l),L[ ()\2 A1 ))

Pour généraliser (I1.3.46) par rapport au temps, on considere la condition initiale au temps

tr, = kLT, on pose

w2(0,L_>\2(t_tk)>, si t e]tk,tk+L/)\2[,

p
b(t) = L
L w0, =AMt =t — L/X)), si t €]ty + L/ X, LT + 1],
“ Al L L
o = 1M in [ inf 6 O it At + — — 2y
)\2—)\1 fin <x€l}r(l),L[ (k+ )\2 ), xel]r(l),L[ (k+)\2 )\1)

Ainsi, en intégrant I’équation d’énergie de t; a t,,; et en utilisant les mémes arguments que

ceux de l'intervalle [0, ¢;], la preuve du Théoreme 11.3.2 est complete. O]

Remarque 11.3.3  [] est aussi possible de controler le canal en agissant uniquement sur le

bout amont (x =0). Dans ce cas, on pose qr(t) =0 et

do(t) = % ( 1-6(t) — 1) . 0€0,1] (I1.3.47)

o1l
wl(oa |)‘1|t>7 st 1 E]OvL/|)‘1|[7

b(t) = 2 wa (0,0t — L/IM))), si t €]L/|M], LT,
wy (t — LT,0), si t > LT,

II.4 Construction des contréles pour le réseau

Nous montrons la stabilisation dans un réseau en nous servant des précédentes sections

concernant la contruction de controles.

I1.4.1 L’estimation a priori de I’énergie

On définit I'énergie £/ du fluide dans le réseau par

L'L R
E(t) = Z Ei(t), Ei(t)= /0 (lz‘%h? + 52‘@?) dz,
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11.4 Construction des contrdles pour le réseau

ou d; et ; sont données par (I11.2.14). En vue d’estimer ’énergie F, nous considérons la
formulation variationnelle du modele linéaire (11.2.16.a)-(11.2.16.¢) :
o Déquation de conservation de la masse : V v; € H'(]0, L;[), on multiplie (I1.2.16.a) par

l;v:1;, ensuite on intégre par parties et puis on somme sur i, pour obtenir

Z/ {17”/’2 i WZ% }d +Z (%% ;) 73¢3($3))€i@i(ta$i)

—71%1(0)d10(t) + Y212(La)Ga 1, (1) + vgwg(Lg)qg,Lg( )=0. (11.4.1)

o I’équation de conservation de la quantité du mouvement : V ¢; € H'(]0, L;[), on multi-

plie (I1.2.16.b) par J;¢;, ensuite on intégre par parties et puis on somme sur i :

- 3
8qz (6z¢z) /Vngz
;/ |iz¢1 qi O hz 1dx—262¢1 xz z tx)

=1

3
+2 (ﬁlch(t ) +’Ylh1 (t, 24 ) Z€z¢z z;) — 26101(0)q1,0(t) + 2B202(L2)da,1,(t)

=1

+2B563(L3) 3.1, (t) — 71¢1(0)ha(t,0) + yada(Lo)ha(t, Ly) + vags(Ls)hs(t, L) = 0.(11.4.2)

En vue de définir les controles, on pose (¥, ¢;) = (hi, ¢;) dans (11.4.1)-(I1.4.2), pour avoir :

1d . - . ) . ) .
§EE(t) = —52‘13@2 (t) = v2ha(t, La2)Ga,r,(t) — 53Q§,L3 (t) = y3hs(t, Ls)ds L, (t) + ﬁl(ﬁ,o(t)
3
+71ha (L, 0)q1,0(t) — Q(ﬁldl(t,xl) +mha(t, 1701)) > eidilt, i)
i=1
3 ) 2 ) )
+ Z €7idi(t, xi)hi(t, xi) — Z (%’hi(t» ;) — vahs(t, I3)) €igi(t,z;).  (11.4.3)
i=1 i=1
Gréce a (I1.2.16.¢)-(I1.2.16.¢), on a
3
(ﬁlch(t 1) + Nha(t, 7 ) Zez% (t, i)
=1
2
+Zequ (tz)hi(t,z) = (% (t,2:) — y3ha(t, xg))e,q,(t z) =0, (IL4.4)
=1

ou f; et 7; sont donnés par (11.2.14). Ainsi, seuls les termes au niveau des bouts interviennent

dans la variation de I’énergie (11.4.3) :

1d . ~ R . “ R
§EE<t) = _5251;,L2 (t) — Y2ha(t, La)do,L, (t) — 53Q§7L3(t) — v3hs(t, L3)ds.14(t)
+61(ﬁ,0(t) + ’Ylill(ta 0)q10(t). (11.4.5)
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11.4 Construction des contrdles pour le réseau

t t '
Woy W3o
Wyp | LyA
| LAz
Loy | Lo g
LA, tLy/As, o LAy,
NWig o Wos " Wz *
0 Yi L, 0 Y2 L 0 vs Ls
0 X
M

Figure I1.7 — Les variables caractéristiques au niveau des bouts du réseau et leurs points de départ.

L L L
Pour un temps ¢ tel que ¢t < ﬁ pour le canal 1, t < =2 pour le canal 2 et t < = pour le canal
11 22 32

3, les points de départ sont a I'interieur des canaux correspondants. Sinon, les conditions de jonction
interviennent puisque les points de départ sont au niveau de la jonction M.

I1.4.2 Construction des controles

Nous utiliserons, comme dans la section II.3, I’expression de la hauteur au niveau des
bouts du réseau en fonction du débit au niveau de ces bouts et des variables caractéristiques
sortantes. Cette expression permettra de réécrire le second membre de la variation de I’énergie
(I1.4.5) comme un polynéme du second degré en fonction du débit au niveau des bouts. Tous
les points référés dans cette section, sont donnés dans la figure I1.7. Nous donnons maintenant
la preuve du Lemme I1.2.2
Preuve (du Lemme 11.2.2). Nous distinguons deux cas :

Cas A : Lorsque les caractéristiques sortantes au niveau des bouts ont leur point
de départ a l'intérieur du domaine (traits en tiret dans la Figure IL.7). Ce cas

L L L
! pour le canal 1, ¢t < =2 pour le canal 2 et t < = pour le canal 3.

[ A 22 32
En utilisant le fait que la solution est constante le long des caractéristiques (voir (11.2.26)), les

survient quand ¢t <

relations suivantes sont satisfaites :

wi1(t,0) = wi(0,y1), w1 =|Ault, (11.4.6)
wa(t, La) = wa(0,92), o= Lo — Ao, (I1.4.7)
wsa(t, Ly) = ws2(0,y3), ys= Lz — Asat. (I1.4.8)

Cas B : Lorsque les caractéristiques sortantes au niveau des bouts ont leur point

de départ au niveau de la jonction M (traits continus dans Figure I1.7). Ce cas fait

Ly
—— pour le canal 1, t > — pour

intervenir les conditions de jonction et survient quand t > ol
11 22
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11.4 Construction des contrdles pour le réseau

L

le canal 2 et ¢ > —> pour le canal 3. En utilisant encore le fait que la solution est constante
32

le long des caractéristiques (voir (I1.2.26)), les relations suivantes sont satisfaites :

wll(t, 0) = W11(t — L1/|)\11|, Ll), (1149)
W29 (t, Lg) = W22 (t — Lg/)\gg, 0), (11410)
W32 (t, Lg) = W32 (t — Lg/)\gg, 0) (II411)

Par le biais du Lemme II.2.1, on déduit que

w1 (t, Ly) wya(t, L)
W22 (t, O) =D W1 (t, O) s (11412)
wso(t,0) w31 (t,0)

ott D = (dij)1<ij<3 = B™'C. Do, les relations (I1.4.9)-(I1.4.11) donnent

w1 (t + Li/|A11],0) wia(t, Ly)
'll)gg(t —|— LQ/)\227 Lg) — D w21 (t, O) 3 D — (dij)lgi,j§3 — B_IC. (11413)
wsa(t + L3/ As2, L) w31 (t,0)

Les variables caractéristiques wis, wo; et w3y sont données respectivement par :

w12<t7 L1) =

{ w12(0, Ly — A1at), t < i/, (I1.4.14)

wia(t — L1/ A12,0), t > L1/ Ao,

wa1 (0, [ A1), t < Lo/|Aaal,

way (t — La/|Aa1l, La), t > Lo/| a1l

w31 (0, [As1]t), t < Ls/|As1l,
ws(t — L3/|Aa1], Ls), t > Ls/|As1].
Soient
L
wi1(0, [A11]t), t < ﬁ,
bi(t) = " araar)
dijw (t—iLl L) + dipw (t——Ll 0) + disw (t——l 0) t>7L1
11W12 Dl 1 12W21 Dl 13W31 TR WL
L
w22(0, Ly — Aaat), t< 22,
A22
ba(t) = (11.4.18)
Lg L2 L2 2
dojwia(t — —=, L1) + dogwa1 (t — —,0) + dasws1 (t — —,0), t> —,
A22 A22 A22 A22
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11.4 Construction des contrdles pour le réseau

et
L
ws32(0, L3 — As2t), t< 22,
A32
bs(t) = , , , O (114.19)
dsrwia(t — >, L1) + dgowar (t — +, 0) + dagwsy (t — —>,0), t> >
/\32 )\32 )\32 >\32
Ceci acheve la preuve du Lemme 11.2.2. [] De l'expression des variables caractéristiques

(I1.2.23), on déduit

~ 1 1
hl (t, 0) = q170<t) —|— —U}H(t, 0), (11420)
ll/\12 ll
~ 1 1
hg(t, Lg) = @Q27L2 (t) + Ew22(t, LQ), (II421)
~ 1 1
hg(t, Lg) = ng}L?’ (t) -+ Ewg,g(t, Lg) (II422)

Ainsi, grice a la variation de 1’énergie (I1.4.5) et au Lemme I1.2.2, nous avons

10

552 Th(0d10(t) + 023 1, (1) — 12 0a(t)da.a (1)

l I

- 7—;63(75)@3,L3 (1), (I1.4.23)

alfﬁ,o(t) +

+a3d§,L3 (t)

Iy
ol a; = 51()\7;2 + |Ai1]) > 0. Comme & la section I1.3, on choisit les contrdes o r,, Gs.0, €t g1

comme suit :

Golt) = 2 (\/1—91(15)—1)@(75),

2l1a1
Go.1,(t) = —27222 (x/l — Oa(t) — 1) ba(t), (11.4.24)
G50, (t) = —27323 (\/1 " 0,(1) — 1) by (t),

ou 61 (t), O5(t) et O5(t) appartiennent a Uintervalle ]0, 1], pour tout ¢ > 0. Par 'application du

Lemme I1.3.1 & (I[.4.24), nous avons

1d (viba(1)” (v2b2(1))”
“0p) = D gy - 222 gy -
st 12a, 1) 42a, 2(1) A2as

Meg(t). (I1.4.25)

I1.4.3 Le processus de stabilisation

Nous prouvons d’abord un résultat concernant des données continues. Ensuite par le biais
de ce résultat, nous obtenons par densité, la preuve du Théoreme I1.2.1 concernant des données

dans l'espace L.
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11.4 Construction des contrdles pour le réseau

Théoréme 11.4.1 Pour tout k € N, on pose t, = kTy ot Ty est donné par (11.2.33). Sup-
posons que les conditions données par (I1.2.22) sont satisfaites, que la condition initiale
(h9.4°) est continue dans )0, L;[ et que (410, oLy, s.0,) satisfait (I1.4.24). Alors le systéme
linéaire (11.2.16) admet une solution unique (]tli,(ji)izl’gyg continue dans [ty, ty1]x]0, L;[ telle

que [’énergie est décroissante et vérifie :
E(ty1) < (1 - OME(t), (11.4.26)
ou, ©F = min (A]f, Ak A’g) €]0, 1],
. )\11| X T1€
AF = m1n(|— inf 9<t+—>,— ,
! /\12 + |/\11| z€[0,L1] ! F |/\11| ll
) o1 | Lg —x\ €
Ak:mm(L 1f9< ),— ,
2 Ag2 4 | Ag1| z€[0,Ls ? A2z ly

. Ly —x\ 3¢
AF = min A inf 6 (t + 3—) ,—) ,
s ()\32 + | As1| 2€[0,Ls] S\F A3z l3

et € > 0 est un nombre réel positif.

Preuve En intégrant I’équation d’énergie (11.4.25) de 0 a t1, on a

E(t)) < E(0) — / ! W’l—(mel(t)dt— / ! M@(t}dt— / ! Mﬁg(t)dt.

4[%&1 4[%0,2 4[:)2)@3

Gréace aux valeurs de by, by et by données respectivement par (I11.4.17), (I1.4.18) et (11.4.19),

on obtient :

B(t) < BO) - 5 [ ub 0 alosr 0t - 2 [ 0L - dana(te
2l1a1 0 2120‘2 0
73
32
O L A3t )05(t)dt
- / s Anat)Os(1)
7% d t— +d f- o) 4 po g 20(t)dt
w w - — w - —

2 d t— +d t— L2 o) 4a =\ (t)dt
2l a2 21 W12 22Wa1 /\22 23W31 /\22, 2

2
d t——,L d t— — d t— 05(t)dt.
T oRas 208 [ 31W12 ( )\32 1) + d32wa ( )\32,0) + d33ws ( )\32 0)] 3(1)
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11.4 Construction des contrdles pour le réseau

Ainsi par des changements de variables, on obtient
Ly

2
71 2 z
Et) < EF(Q) — —— 0,2)0; | — | d
() < £(0) 203a1| M| Jo wn(0,7) 1(\)\11|) !

2 Lo 2 Ls
Y2 2 Ly —x 73 / 2 <L3 - $>
— Wiy (0, )6 dr — w35(0, )0 dx
2l§a2)\22/0 (0, 2)6; ( 22 ) 213a3M32 Jo (0, 2)0 A32

2 tl—lf—ll 2 L,
— Zl / " (dllwlg(s, Ll) + d12w21 (8, O) + d13w31(8, O)) 91 (S ) dS (11427)
2l7a1 J | A1

Vs b5 2 Lo
— 2 / (dglwlg(s, L1> + d22w21(8, O) -+ d23U)31 (S, O)) 9 (S + —) ds
0

2l%(12 )\22
2 t— 3 , .
_ 23 / 32 (d31w12(3, Ly) + dspwa1 (s, 0) + dszwsi (s, O)) 05 (3 + _) ds.
e N
Soient Fg (@ =1,---,3,j =0, 1) définis comme suit -

2
71 . T 0 72 Ly —x
M=_—_"=1 f 6, — I = inf 6
! 2l%a1|)\11| x€1[3L1] ! (|)\11|> ’ 2 2l (12)\22 :L"E[O Lo] 2 ( /\22 ) ’

73 Ly—x 1 7 . Ly
= inf 9( > 't = inf 9(s+ )
3 212 (13)\32 :L“E[O Ls] /\32 ! 21%@1 SG[O,tl—‘fllld ! ’)\11|

2 2

V2 . L2 1 73 . L3

Il = inf 0, (s + —) I's = inf 0 (3 + —) )
? 0 23a, sefon 2] A2 ° T 20ay sefot-2] ’ As2

Ensuite, de l'inégalité (I1.4.27) on déduit I'inégalité suivante :
L1 Lo L3
B(t) < BO)-T¢ [ wh0.o)ds 13 [ ud0,0)de -3 [ ud,0,0)d0
0 0 0
-Tj / (d11w12(37 Ly) + diawoi(s,0) + dizwsi (s, O)) ds
0

tlffg ?
—F%/ (d21w12(8, Ly) + dogwai (s, 0) + dozwsi (s, 0)> ds
0

L3 2

t1—>\7
_Fé/ . (dglwlg(S,Ll)+d32w21(8,0) —|—d33w31(s,0)) ds. (11428)
0
. ) Ly Lo L3> <L1 Ly, Ls ) 1
Puisque min (¢t — ——,t; — —, ¢ >max | —, ——, —— |, on déduit que
d <1 |A11] PO A A2’ [Aa1]” a1 d

L Lo Ly
E(t;)) < E0)-— F(l)/ w? (0, x)dr — Fg/ w3, (0, x)dx — Fg/ w3, (0, z)dx
0 0 0
Lo Lg

Ly
max< 12722111 1\)
- / R AD X ds, (11.4.29)
0
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11.4 Construction des contrdles pour le réseau

ou D est donné par (I1.4.12) et

F% O O wlg(s, Ll)
A= 0 Iy, 0 |, X= wy (s,0)
0 0 TIj ws1(s,0)

La matrice AD étant inversible, il existe € > 0 tel que —||ADX]||* < —¢||X||?* et donc Desti-
mation (I1.4.29) donne

Ly Lo Ly
E(t)) < E0)-— F(l)/ w? (0, x)dr — Fg/ w3, (0, x)dx — Fg/ w3, (0, z)dx
0 0 0

max (L 27 k)
—e/ BT (wly(s, Ly) 4w (s, 0) 4wl (s, 0)) ds. (11.4.30)
0
En considérant les identités (11.4.14)-(I1.4.16), on a

L1 L2
E(t) < E(0)—T° / w?, (0, 2)dz — T / w2y (0,2)de — 10 [ w2, (0, 2)dx
0 0 0
Ly L Ly

=2
Mat] ‘
¢ (/m w2y (0, L1 — Ags)ds + / = wa (0, [ Aoy |8)ds + / A31 wi, (0, |)‘31|S>d8) '
0 0 ’

Ainsi, par des changements de variables, nous obtenons

L1 Lo
B(t) < EO)-18 [ [wh0.0) +ud0n)]do— 1 [ [uh0.0) + ui(0.0)] do
0 0
L3
T3 / [w32(0, ) + w3, (0, 7)] da, (11.4.31)
0

_€
A12 | As1]

donne 'estimation suivante :

ott TIY = min <F(1), 6>, I19 = min (Fg, ’;O and I3 = min <Fg, > Rapellons que (I11.3.29),
21

wh0.0) +uh0.0) = = (i) + 830 (11432

1,119

Soit A? = . En combinant (I1.4.31) et (I1.4.32), on a
Vi

E(t1) < E(0)— (AYE1(0) + ASE5(0) + AJE3(0))
< (1-0%E(0), (11.4.33)

ot ©° = min (A, AZ, AY).
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I11.5 Preuve du résultat principal

Notons que,

. A ’ . Ly—x Y2€
AY = min (L inf 6 ( ) , <1. 11.4.34
2 A2 + |A21] z€[0,L2) ? 22 lo a2 ( )

Puisque 75 > 0 et A\yy > 0 a cause du régime d’écoulement fluvial, donc 0% < 1.
En vue d’avoir une généralisation en temps, nous considérons la condition initiale au temps
tx et nous utilisons les arguments du Théoreme I1.3.1. Ainsi, la preuve du Théoréme 11.4.1 est

complete. 0

I1.5 Preuve du résultat principal

Dans cette section, nous considérons des données initiales dans l'espace L? au lieu des
données initiales continues comme dans le cas des Théoremes I1.3.1 et 11.4.1.

Nous rappelons que Q; =ty tj11[x]0, Li[=]tg, tp+1[x 2,
: 9 0 ; 20 \2. 2
div = <— —) et H(div,Q;) = 3V € L(Q;)"; divV € L*(Q;) ¢-
x

I1.5.1 Un résultat de régularité pour un canal

Nous réduisons la régularité des conditions initiales.

Théoréme I11.5.1 Soit t,, = kL/|\|, & € N. Supposons que les conditions données par
(I1.3.11) sont satisfaites, que la condition initiale (h°,°) appartient d Uespace (L*(]0, L[))?
et que Gr(t) et §o(t) satisfont (I1.3.23). Alors le sytéme linéaire (11.3.5)-(11.3.7) admet une

solution (h,q) satisfaisant la régularité :

Ih g .
( ; ), (ch+pﬁ> € H(div,Q), (IL.5.1)

et l’estimation de [’énergie

E(try1) < (1 — 0N E(ty), (IL.5.2)

A
ot OF = Al min( inf Oy(t +
z€]0,L[

T T
= inf 6(tp — — 1].
Il )t Ot = 1)) €l

)\2 {EE]O,L )\1

Preuve Puisque (h°, %) € (L?(]0, L[))?, il existe une sous suite (A2, %)= € C°(]0, L[)? telle

que

R—h® et @ — ¢ dans L*(0,L]), n— +oo.
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I11.5 Preuve du résultat principal

Pour tout n > 0, nous considérons la formulation variationnelle suivante :

( (¥, ¢) € H'(Q),

W [
/ %d —/ nag’f) dx—/OLhnag)j) dx

\ +0¢(L)drn(t) — 0p(0)don(t) + pd(L)hpn(t) — pd(0)ho(t) = 0,

— [P e £ (0) = 0 Oon1) =0
: (IL5.3)

et nous définissons o, (t) et Grn(t) comme dans (I1.3.23) out A° et ¢° sont remplacés respecti-
vement par ﬁg et @°. Ainsi on obtien I'éstimation de I’énergie (I1.3.44) pour (izn, dn), qui peut

étre réécrite sous la forme :
k
E"(tr) < [J(1 - ©%)E™(0), (I1.5.4)
i=0

ou

E(t) = /0 (Ioh2(8) + (D) do = |\/ipha (D)% +

OF et t), sont définis dans le Théoréme I1.3.1.
Puisque I'espace L?(0, T; L*(©2)?) est un espace de Banach reflexif pour tout 7' > 0, il existe

Bl 0

une sous-suite encore notée par ((ﬁn,dn)) qui converge faiblement vers (fL, G) dans l'espace
L*(0,T; L*(2)?). D’autre part, par le bais de (I1.3.5) et (I1.5.4) nous avons que

lh, In
! et I (IL5.5)
dn oqn + phn

sont bornés dans H (div, Q). Donc,nous déduisons de [12] que Gon(t), Gr.n(t), hn(t,0) et hy(t, L)
appartiennent a ’espace H 2 [0, 7. En utilisant la continuité de la fonction trace, nous obte-
nons que Gon(t), Gon(t), hn(t,0) et hy(t, L) sont aussi bornés dans I'espace H_%[O,T]. Ainsi,
du fait que l'espace L? est faiblement compact, il existe des sous suites encore notées par
Gons 4L fzn(t, 0) et iln(t, L) convergeant faiblement respectivement vers o, qr, ho et bz dans

H: [0, T]. Pour passer a la limite dans 1’équation (I1.5.3-a), on pose
Y(x,t) = g(t)v(z), g € HH0,T], v € HY(Q). (I1.5.6)

ou

H3(0,T) = {® € H'(0,T), ®(T) = 0}.
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I11.5 Preuve du résultat principal

En intégrant par parties par rapport au temps et en faisant tendre n vers oo, on obtient

T T
. . )
- /0 (R, lpv)edig dt — g(0)(h™(2), 1) |y o by /0 (4, 0a(pv))eg dt

= =pu(L)G(t): 9(1)) -3 ) 13 ) T PO D), 9()) -t ) k(o

(IL5.7)

Ainsi, en choisissant (g, v) dans l'espace D(0,7) x D(S2), nous obtenons 1'équation de conser-

vation de la masse
10:h + Dy = 0. (IL.5.8)

Soit
T = {gv,(g,v) € HM0,T) x H'(Q)}.

Ainsi, en multipliant (I11.5.8) par gv € V', on a

T T
_ / (h,1pv) ,Org dt — g(0)(R(0,z), lpv}H,%(m ahy " / (G, 02 (pv)) 9 dt
0 ’ 0
- pU(O) <qA(t7 O)? g>H_%(0,T),H%(O,T) - pU(L> <qA(t7 L)? g>H_%(0,T),H% (O,T)' (1159>

En identifiant (I1.5.7) et (I1.5.9), on obtient

W0, 2) = h(x),  4(t.0) = qo(t), d(t, L) = qu(b).

La méme méthode appliquée a I’équation de conservation de la quantité de mouvment (I1.5.3-
b) donne

T ) r .
_/0 (Q7 U)Qatgdt - g(O)(q (I)7U>H—%(Q),H%(Q) - /0 (%aa:(o-l/)))th - /0 (h7a$(p¢>>9dt
= v L)1) 90) - oy oy + OO 90} 501 rd o (11.5.10)

~

0O Eo(1), 9(0)) 43 oy 0z~ POENRL 90 o b 0y

Dong, en prenant (g, v) dans I'espace D(0,T) x D(€2), nous obtenons I’équation de conservation

de le quantité de mouvement
OyG + 00y + pdyh = 0. (I1.5.11)

Les conditions initiales et celles des bouts sont obtenues par une identification comme celle de

I’équation de conservation de la masse

G(0,2) = ¢°, h(t,L) = hp(t), h(t,0) = ho(t). (I1.5.12)
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I11.5 Preuve du résultat principal

Puisque E(t) < liminf E"(t), alors I'inégalité (I1.5.2) est obtenue a partir de 'inégalité (11.5.4).

Ainsi la preuve du Théoreme est complete. 0

I1.5.2 Un résultat de régularité pour le réseau

Dans cette section, nous donnons la preuve du Théoreme [1.2.1. Preuve Puisque (fz?, Q) €
(L*()0, Li[))?, il existe une sous suite (A, Gin)nso € C°(J0, Li[)? telle que

/Azgn — ]A”L? et (j?m — cjzo in LQ(]O,LiD, n — 4o00.
Pour tout n > 0, nous définissons §1,0.,(t), G2,0,,n(t) €t G314, (t) comme dans (11.2.32), ot ¢; et

h; sont remplacés respectivement par ¢;,, et h; .

On consideére la formulation variationnelle suivante : pour tout (v, ¢;) € (H*(€;))?

3 L. 2

! ahzn A i |1 N
g / |:lz'7ﬂ/}1 at’ - z,n (rgv :|d +§ <71wz xz 73w3(x3))6i(hm(t7xi)
i=1 70

—7111(0)§1,0.0(8) + v2v2(L2)G2,1,.0(t) + V31s(L3) {3,040 (t) = 0,

(11.5.13)

3

aq in R i Di -0 iPi 7
Z/ |:5 ¢z 4 QZ n% - hi,n (g$¢ ):| dZL‘ - Z€z¢z($z)72hz,n<t>$z)

=1

3
+2 (ﬁl@hn(t x1) + 71h1n (t, 21 ) Z €:0i(2;) — 26101(0)q1,0n(t) + 28202(L2)d2,1,,n(t)

+203303(L3) 43,15 (t) — 1161(0 )hl,o,n( ) + Va2 (Lo) o 1y (t) + V303 (L3) s 1y n(t) = 0. (11.5.14)

On obtient ainsi 'estimation de 1’énergie (I1.4.26) pour (ﬁ@n, din), qui peut étre réécrite sous

la forme :

k
"(trr) < JJ(1 - O E"(0 (I1.5.15)
=0

3
o 2() = 3 [ (10t e = 3 (VR0 g, + VB0 0
=1

t), sont définis dans le Théoreéme I1.5.1. En utilisant (I1.2.16) et (I1.5.15), nous obtenons que

lzilz n Ai n
= et i (I1.5.16)
din qu,n + phz,n

sont bornés dans Uespace H(div, Q;). Nous déduisons de [12] que Gio.n(t), Gz, n(t), hin(t,0) et

iLm(t, L;) appartiennent a ’espace H 3 [0, T']. En utilisant la continuité de la fonction trace, on
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I11.5 Preuve du résultat principal

déduit que Gion(t), GiL.n(t), hin(t,0) et hi,(t, L;) sont aussi bornés dans I'espace H’%[O, T].
Ainsi, du fait de la faible compacité des normes dans l’espace L?, il existe des sous suites encore
notées §;.0.(t), ¢i.; n(t), ﬁm(t, 0) et fzm(t, L;), qui convergent faiblement respectivement vers
4i0s GiL;s ili,o et }A%L dans 'espace H_%[O, T).

Considérons I'équation de conservation de la masse (I1.5.13). Pour passer a la limite dans
(I1.5.13), on pose

ot Hp(0,T) = {® € H'(0,T), ®(T) = 0}.

En intégrant par parties par rapport au temps et en faisant tendre n vers oo, on obtient

3 T

T
Z {— /0 (hi, Liivi), Org dt — 9(0)<h?($)7 li7i>H7%(0’T)’H%(O’T) - /0 (Gis Oz (vivi) ), g dt

=1

(I1.5.18)

2

= Z <%Uz(1'z) - 7303(333)> €i(i(t, 1), g(t)>H*%(o,T),H%(o,T)

=1

H1101(0)d1,0() = 72v2(L2) o, (1) — Y33(La) 3,25 (1), () -4 oy b 0y

D’ou, en choisissant (g, v;) dans espace D(0,T) x D(£2;), nous obtenons I’équation de conser-

vation de la masse
1;0,h; + 0y; = 0. (I1.5.19)

Soit V' = {guv;, (g,v;) € H}(0,T) x H*(Q;)}. Ainsi, en multipliant (I1.5.19) par ; € V" puis

en intégrant par parties, on a

T T
— /0 (hi, Livivi) o Org dt — g(0)(hi (0, 2), %Uz‘>H7%(Q)7H%(Q) - /0 (Gi> Ou(vivi)) g dt
—7i(0)(Gi(t, 0), 9>H—%(07T)7H%(07T) + Yivi (L) (i (¢, Li), 9>H—%(07T)7H%(07T) =0,

et pour le réseau,

3 T
Z [/ ( - (hu li%?}i)ﬂatg - (@i, 3x(’YiUi))Qg)dt - 9(0)<hi<07 x)»’YiUDHf%(Q) H%(Q)
i=1 L/0 ’
3
== Z €7:vi(;) (@i(t; i), 9) H%(0,1), 1 (0,7) + 71v1(01)(¢ (¢, 0), 9>H7%(0’T)’H%(07T) (I1.5.20)
i=1

—7202(L2){@2(t, La), 9) -y oy oy — 1303 (La)(d3(E L3)s 9) - 01 b o
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I11.5 Preuve du résultat principal

En identifiant (I1.5.18) et (I1.5.20), on obtient

Bi(07x) = B?(f% G1(t,0) = Gio(t), Go(t, Lo) = Gor,(t), q3(t, Ls) = Gs,1,(t),
2 3

Z €; <%Uz(iﬁz) - 73?13(%3))@(@ SCz) = Z 61’%1}(1;1')1‘@;(757 JJz) (11-5-21>

i=1 =1
Ainsi, de I’équation (I1.5.21), on obtient la conservation du débit a la jonction,

3

> edi(t,zi) = 0.

=1

La méthode précédente appliquée a I’équation de conservation de la quantité de mouvement
(I1.5.14), donne

3 T
2 {—/0 (G, 05i), Drgelt — g(0)(G; (%), 063) 14 7y b (o)

~

T T
- / (G200 (Brosg) e dt — / (e, D (s039) )t
0 0
3

+2) " evi(@i) (Biga (8, 71) + il (8, 21), IO 43 0.1} 01
i=1
3

(11.5.22)

A~

€1Uz(xl)71<hl<t7 xi)a g(t)>H*% (O,T),H%(O,T)

=1
= (—20202(L2) o1, (1) — 20303(L3) 3,15 () + 26101(0)d1,0(8): 9(8)) -3 (0 1y 11 0.1y

~

(01 (0)hn0(8) = Yava(La)ho 1, (£) = Yavs(La)ha 1, (1), IO -3 0y 01y

D’ou, on obtient I’équation de conservation de la quantité du mouvement :
0uG; + 030:G; + piOsh; = 0. (I1.5.23)

Les conditions initiales et celles des bouts sont obtenues par une identification comme celle de

I’équation de conservation de la masse

G:(0,2) = @?, il3(t,L3) = il3,L3 (1), 32(75, Ly) = iL2,L2 (1), iLl(taO) = ill,o(t),

3 3 3
2 (51621(75, x1) + ’7151(757 1‘1)) Z €vi(x;) — Z Eivz‘(%)%ﬁi(t, x;) =2 Z €0 () 3;Gi (L, ;)
i1 i1 i1
3 A
i1
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I11.5 Preuve du résultat principal

De I’équation (I1.5.24),

o sivi(z1) = v2(xe) = 0, nous avons

’Ysils(t, x3) + B3qs(t, x3) = Biqu(t, x1) + ’Vlih(t, 1)

o sivi(z1) = v3(x3) = 0, nous avons

72il2(t, T2) + B2Ga(t, x2) = B1qu(t, x1) + ’Ylill(taxl)'

D’ou, nous obtenons la continuité de 1’énergie a la jonction. Finalement, puisque FE(t) <
liminf E"(t), 'estimation (I1.2.36) provient de (II1.5.15). Ainsi s’achéve la preuve du Théoreme

n—oo

I1.2.1. U
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Le controle d’'un réseau de biefs en cascade
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Introduction

A cause de la rareté des ressources en eau, la gestion de ’eau et la limitation de ses pertes
sont devenues des problemes a grande attraction pour la communauté scientifique. Méme
si du point de vue théorique les chercheurs ont apporté des solutions a certains problemes,
I'application effective de ces solutions dans les situations réelles pose probleme [27]. D’ailleurs
dans [15], Gowing évoque les limitations quant aux technologies de controles des ressources
en eau. Cependant, il y a des problemes qui n’ont pas encore été résolus, comme indiqué par
Bastin et al [3]. Ces problémes concernent aussi bien les applications technologiques que les
défis mathématiques. La résolution mathématique de la gestion de '’eau dans les rivieres et
canaux a ciel ouvert, se fait en général a ’aide des équations de Baré de Saint-Venant. En fait,
elles décrivent la dynamique des rivieres et canaux a ciel ouvert. Elles sont composées d'un
systeme hyperbolique de deux équations aux dérivées partielles, une loi de conservation de la

masse et une loi de conservation de la quantité de mouvement.

Pendant longtemps, la question du controle du niveau d’eau et de débit dans les canaux
ouverts a été abordé dans la littérature. Diverses méthodes ont été utilisées pour la conception
des controleurs frontieres qui satisfont les agriculteurs ou les exigences de navigabilité. Parmi
ces différentes méthodes, le contrdle linéaire et quadratique (LQ) qui a été particulierement
développé et étudié par Balogun et al. [2], Malaterre et al. [29], Weyer [46] et Chen et al. [7].
Weyer [46] a considéré un contrdle d'un canal d’irrigation dans lequel les niveaux d’eau sont
controlés en utilisant les portes situées le long du canal. Un probleme de controle LQ pour les
systémes linéaires symétriques en dimension finie a été étudié par Chen et al. [7]. La méthode
de contrdle PI (proportionnel et intégral) a été utilisé par Xu et Sallet [47] pour proposer un
controleur frontiere, en utilisant un modele d’équations aux dérivées partielles linéarisé autour
d’un état stable. Une telle approche a été considérée dans [27], ou Litrico et al. exposent et
valident une méthodologie pour la conception éfficace des contrdles automatiques de canaux
d’irrigation. L’analyse de Lyapunov et ’approche des invariants de Riemann sont aussi utilisées
pour la conception des controles (voir Leugering et al. [19], Halleux et al. [18], Hui et Xi [6]
et Bastin et al. [4]).

Pour les réseaux de canaux a ciel ouvert, de nombreux résultats ont été démontrés par des
chercheurs utilisant certaines des méthodes mentionnées ci-dessus. Par exemple, Halleux et al.
[18] ont utilisé 'approche de Riemann pour en déduire un contrdle de stabilisation, pour un
réseau constitué de biefs interconnectés en cascade (voir aussi Hui et Xi [6] et sa bibliographie).
Bastin et al. [4] ont utilisé 'analyse de Lyapunov pour étudier la stabilité exponentielle (en
norme L2) des solutions classiques des équations de Saint-Venant linéarisées pour le méme
type de réseau mais avec un fond incliné. Leugering et al. [19] ont étudié la stabilisation et

la nulle controlabilité de perturbations autour d’un état d’équilibre pour un réseau étoilé. Ce
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II1.1 Le modeéle du réseau et I’état d’équilibre

dernier type de réseau est aussi considéré par Li [22]

Concernant le réseau constitué de plusieurs biefs interconnectés en cascade, nous avons
remarqué, du point de vue théorique, deux approches que sont : les invariants de Riemann
[18] et I'analyse de Lyapunov [4, 6]. Le but de ce chapitre est d’appliquer "approche donnée
au chapitre II & ce réseau. L’approche est appliquée a un réseau de deux biefs, mais elle peut
étre généraliser. Le fait de choisir un autre type de réseau requiert un traitement différent des
jonctions ou les biefs se rencontrent. D’ailleurs ces jonctions sont en méme temps considérées
comme des bouts ou il faut prescrire des conditions aux bords. D’autre part, les équations de
Saint-Venant considérées dans ce chapitre sont sous la forme non-conservative et les vitesses

au niveau des bouts sont les quantités a controler.

L’approche consiste a exprimer le taux de variation de I’énergie du probleme linéarisé,
comme un polynoéme du second degré en termes des vitesses au niveau des bouts. Le polynome
est traité de maniere a construire des controles frontieres qui permettent au débit et au niveau
de ’eau d’approcher un état stable donné. Apres avoir construit les controles, ils sont appliqués
numériquement a un probléme réel, qui est non linéaire, afin d’étudier leur robustesse (voir
Chapitre IV).

Le chapitre est organisé comme suit : Dans la section 1, le réseau est présenté. L’état
d’équilibre et le modele linéaire sont donnés. On y donne ensuite les variables caractéristiques
sur lesquels les contréles sont construits. Enfin nous formulons le résultat principal en specifiant
les controles rétroactifs frontieres et la décroissance correspondante de I'énergie. La section 2
est consacrée a la présentation de I’approche en prouvant un résultat de stabilisation pour un

bief, tandis que le cas du réseau est étudié a la section 3.

III.1 Le modele du réseau et I’état d’équilibre

Le réseau peut étre donné par la Figure III.1 ou par n’importe quel type de réseau ou
plusieur biefs sont interconnectés en cascade (voir [4, 18]). Dans la Figure I11.1, le point M est
la jonction ou les deux biefs se rencontrent. Le modele du réseau est donné par les équations de
Saint-Venant unidimensionnelles sur chaque bief (i = 1,2) et une condition de jonction sur la
conservation du débit au niveau de M. La donnée d’une seule condition de jonction se justifie
par le fait qu’il y a un contrdle a prescrire au niveau de M. La jonction est en méme temps
un bout sur lequel il faut prescrire un controle. Les variables suivantes sont utilisées : h; est la
hauteur de la colonne d’eau (m), v; est la vitesse du fluid (ms™') et L; est la longueur du bief.

Notons que la largeur est supposée étre la méme pour tous les biefs et que g est la constante
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II1.1 Le modeéle du réseau et I’état d’équilibre

Figure II1.1 — Le réseau en cascade

gravitationnelle. Les équations de Saint-Venant non conservatives sont :

({ij 1;@“; :ao}; o 0 (IIL.1.1)

5 gy t9gy =0 dans [0,L]
avec une condition sur la conservation du débit au niveau de M

ha(t, Ly)vi(t, L) = ha(t,0)ve(t,0), (I11.1.2)
des conditions initiales

hi(0,z) = h)(x), v (0,2) = v (z), (II1.1.3)
et des conditions aux bouts

v1(t,0) = v10(t), vi(t,L1) =vip,(t), wvat, La) = vor,(t). (I11.1.4)

Les vitesses aux bouts des biefs sont les quantités a controler. Cependant, comme dans le
Chapitre II, les controles sont construits a partir d’'un modele linéaire et ensuite appliqués

numériquement au modele non linéaire ci-dessus (voir Chapitre IV). Le modele linéaire est
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II1.1 Le modeéle du réseau et I’état d’équilibre

obtenu a partir de la linéarisation du modele non linéaire (III1.1.1)-(II1.1.4) autour d’un état

d’équilibre désiré. On suppose que la perturbation est trés faible devant 1’état d’équilibre

(hs, D).

I11.1.1 L’état d’équilibre

Nous voulons atteindre 1’état d’équilibre (h;, 7;), par le biais des contrdles lorsque le temps
tend vers l'infini. On déduit cet état d’équilibre & partir du modele (II1.1.1)-(II1.1.4) en rai-

sonnant comme dans la section 11.1.2. Ainsi, (h;,9;) est la solution :

[ () gj —0, dans [0, L),
) Oh; _ ‘ (IIL.1.5)
(b) e 0, dans [0, L;],
L (C) Bl(Ll)Q_)l(Ll) = BQ(O)/I_}Q(O) sur M.

Quand le temps est suffisamment grand, nous voulons avoir des hauteurs d’eau différentes dans
les biefs. Pour ce faire, grace a la direction de I’écoulement donnée par la Figure II1.1, ’état

d’équilibre est choisi afin d’avoir

Pour déterminer I'état d’équilibre (II1.1.5), on donne hy, T1 et hy. Ensuite par 'utilisation de
la condition sur la conservation du débit (II1.1.5.c), on déduit ©5. D’autre part, en utilisant la

direction de ’écoulement (Figure I11.1) et le régime d’écoulement fluvial, on a respectivement

;>0 et \/ghi > 7. (I11.1.7)

I11.1.2 Le modeéle linéaire

Nous introduisons I'état résiduel (h;, ;) comme la différence entre Pétat présent (hy, v;) et
I'état stationnaire (h;, ¥;) : ﬁi(t,x) = hi(t,z) — hi(x), 0;(t,x) = v;(t,x) — v;(x). Ensuite nous
supposons que |h;| < h; et |0;] < |5;| pour linéariser (I11.1.1)-(IT1.1.4). En suivant les étapes

de la section I1.2.1, on déduit que la solution du systeéme linéaire (izz, 0;) satisfait :

( oh; -0v;  Oh;

(a) at + hax + Ui% = 0,
dv; b, Ohy (II1.1.8)

[ (¢) Biha(t, Ly) + hadi(t, Ly) = Daha(t,0) + hata(t,0)  sur M,

54



II1.1 Le modeéle du réseau et I’état d’équilibre

avec les conditions initiales
hi(0,2) = ho(z), ©:(0,z) = 00(x), (I11.1.9)

et les conditions aux bouts
01(,0) = D1,9(t),  01(t, Ln) = 01,1, (t),  2(t, La) = Do 1, (1) (I11.1.10)

Les functions 01 (t), 01,1, () et 02 1,(t) sont les controles a construire afin d’obtenir la conver-
gence exponentielle de (h;, v;) vers zéro. Ces contrdles sont construits par le biais des variables

caractéristiques et d’une estimation d’énergie.

I11.1.3 Les variables caractéristiques

En agissant comme a la section 11.2.2 avec cette fois ci

hi o h
Ui = Al et Az = ‘ ;L s
V; g v
on a les variables caractéristiques suivantes :

avec leur vitesse respective :

Ail = U; — 1/ ghi et iz = U; + 1/ ghi.

D’autre part, le régime fluvial et la direction de 1’écoulement donnent respectivement,
Al <0< Xg et A+ Ao > 0. (IIIllQ)
Gréace aux variables caractéristiques (II1.1.11), le systeme linéaire (III.1.8.a)-(II1.1.8.b) est

réécrit comme deux équations de transport :

dwij . 8wij i )\E)ww

dt ot Y 0z

=0, i,j=12 (I11.1.13)

I11.1.4 Reésultat principal

Pour construire les controles rétroactifs, nous exprimons les variables caractéristiques sor-
tantes au niveau des bouts en fonction de la condition initiale et de la solution au niveau

des bouts en un temps antérieur. Pour les biefs 1 et 2, wy; et wqyy sont respectivement les
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II1.1 Le modeéle du réseau et I’état d’équilibre

variables caractéristiques sortantes au nivaux des bouts amont x = 0 et aval x = L,. En ce
qui concerne la jonction M qui est en méme temps un bout aussi, wis et ws; sont les variables
caractéristiques sortantes. Dans la section II1.3, nous verrons que les variables caractéristiques

sortantes au niveau des bouts du réseau satisfont :

’U)H(t, 0) bl (t)
walt,La) | _ | b)) | (ITL.1.14)
wia(t, Ly) bs(t)
W1 (t, 0) b4(t)

ou les b;,i = 1,2, 3,4 dépendent de la condition initiale et de la solution au niveau des bouts
Ly L
en un temps antérieur 7 = t — 0t avec 6t > min (—1, —2> )
12 Az
Considérons 6, : Rt —]0, 1] une fonction satisfaisant :

01(t) >

= IIL.1.15
>3, ( )

et 0y, 03 : R —]0, 1] deux fonctions arbitraires. On choisit les controles rétroactifs comme

suit :
. bi(t
iiot) = — 1; ) (\/1 —01(t) — 1)
. by(t
Dor,(t) = — 2; ) ( /T 0,(1) — 1) , (II1.1.16)
. t
V1,1, (t) = y (\/ 1-— 03(t> — 1> s
o
ou,
_ 7 [ A1 7 20, == 209
o =hi|Au| {1+ : V() = haAun] (1= =) bs3(t) + [Aa|V hiha [ 1 — < ) ba(2),
)\22 >\22 >\22
et les b;, i = 1,2,3,4, interviennent dans (IT1.1.14). Ainsi, en posant
Ly Lo )
T=max | —,— |, Ir.1.17
<|)\11| | Aot | ( )

et en définissant ’énergie du fluide dans le réseau par

2 L; . B
E=) E, E= / <gh§(t) + hif&f(t)) dz, (I11.1.18)
i=1 0

nous avons le résultat principal de ce chapitre :
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II1.2 Construction du contrdle pour un bief

Théoréme II1.1.1 Soit t, = kT, k € N, ou T est donné par (I11.1.17). Supposons que
les conditions données par (II1.1.12) sont satisfaites, que la condition initiale (h9,q°) est
continue dans |0, L;[, que 01,011, et Uor, satisfont (II1.1.16), et que 6, satisfait (111.1.15).
Alors le systéme linéaire (II1.1.8)-(II1.1.10) admet une solution unique (hi, ;) continue dans

[th, ter1] x]0, L;[ telle que l'énergie décroit dans [tg,tr+1] et vérifie :
E(ti) < (1 —6ME(), (I11.1.19)
ot E est donné par (I11.1.18) et
©" = min (T}, %) € [0,1],

. . 20, (0 — 1)
' = min ( inf (9 ty + Ty —) JAv ——- ),
! x€]0,L1] 1l ‘)\11|) A2 ! X222

. . Aot Ly—x 20, (o — 1) 209
I'* = min( inf | 0o (tr + 4+ —],2—=(1-— .
2 (wG]O,Lz[ ( A2 2( g A22 ) A2 22 22

Ce Théoreme est prouvé dans la section I11.3.2.

Remarque III.1.1

1. Les controles (1I1.1.16) tendent vers zéro quand le temps tend vers l’infini. Ceci est di
a (111.1.19) et au fait que les contréles sont construits par le biais de la solution en un

temps antérieur.

2. L’estimation (111.1.19) peut étre réécrite sous la forme :

E(t;) < E(0)exp (—p" t)

1 ) ) 1
ot pf = z Z v et =—1In <(1 —0)n > D’ou les fonctions 6 peuvent étre interpréter

Jj=0
comme un taux de stabilisation pour la décroissance exponentielle.

II11.2 Construction du controle pour un bief

Nous construisons le processus de stabilisation pour un bief, qui permettra d’obtenir la
convergence exponentielle des perturbations h et © vers zéro. Nous considérons les équations

de Saint-Venant unidimensionnelles (II1.1.1) sans l'indice ¢ representant le numéro du bief :

o (I1.2.1)
ov 10v? oh

ot 2or P99, ="
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II1.2 Construction du contrdle pour un bief

avec les conditions initiales
h(0,7) = h°(z), v(0,z) =°(z) (I11.2.2)
et les conditions aux bouts

u(t,0) = vot), w(t, L) = vL(%). (II1.2.3)

L’état stationnaire (h,v) a atteindre, quand le temps est suffisamment grand satisfait

v oh ,
o = 0, e 0, in [0,L], (I11.2.4)

avec

v>0 et y/gh>0. (I11.2.5)

Le modele linéaire obtenu a partir de (II1.2.1) (voir la section I1.2.1 sur la dérivation d'un

modele linéaire) est

TR (I11.2.6)
0v 7(% 8h
avec les conditions initiales
h0,z) = k%(z), ©(0,z) = (), (II1.2.7)
et les conditions aux bouts
0(t,0) = 0o(t), et o(t,L)=0L(t). (I11.2.8)

Les fonctions 0,(t) et 0g(t) sont les controles rétroactifs a construire afin d’obtenir la conver-
gence exponentielle de (h, 0) vers zéro.

Les variables caractéristiques suivantes sont utilisées pour contruire les controles :
wy = — hy |2 et Wy =70+ hy/= (II1.2.9)

leur vitesses respectives

M=0—1/gh et  A=0+1/gh (I11.2.10)
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II1.2 Construction du contrdle pour un bief

D’autre part le régime fluvial et la direction de I’écoulement donnent respectivement
AM <0< Ay et A+ XA >0. (III211)

Les variables caractéristiques (I11.2.9) sont constantes le long des caractéristiques :

dw;  Ow; ow; ,
= Ni—2L =0 =1,2. I11.2.12
i o ar T ( )

II1.2.1 L’estimation d’énergie a priori

Soit E I'énergie du systéme linéaire (I11.2.6) définie par

L
E(t) = / (ghz(t) +h62(t))d:p. (I11.2.13)
0
La formulation variationnelle du systeme (II1.2.6) est donnée par

( V(v 9) € H'(]0, L),
L oh ) [f W)
/ngb—da:—gh/o de:v—gv/o ha dz+

X

gh (LYo (t) = ghtp(0)do(t) + guer(L)hi(t) — oo (0)ho(t) = 0, (111.2.14)

b 0o =" 9(9) = [t 0(e)
/thbadx—hv/o va—daz—gh/o ha—dx

X T

+hog(L)og(t) — hog(0)io(t) + ghd(L)hr(t) — ghd(0)ho(t) = 0,

\

avec les conditions aux bords et initiales.
Nous estimons la variation de I’énergie £ dans le bief en vue de définir les controles 0y, (t)
sur le bout en aval {x = L} et 7y(t) sur le bout en amont {x = 0}. Pour cette raison, nous

posons (¢, ¢) = (iz,ﬁ) dans la formulation variationnelle (I11.2.14) pour avoir

1 o R .
OB = a0 D2t L) — ghi(t, L)
t : (I11.2.15)
hv gu -, - .

Pour obtenir la convergence des perturbations h et © vers zéro en temps, nous exprimons le
second membre de la variation de 'énergie (I11.2.15) comme un polynéme de second degré en
terme des vitesses aux bouts. Ensuite, une observation concernant les polynéomes du second

degré est utilisée pour déduire les contrdles qui assurent la décroissance de 1’énergie. Pour
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II1.2 Construction du contrdle pour un bief

obtenir le polynéme du second degré, on utilise une relation entre le niveau d’eau aux bouts

et la vitesse aux bouts.

II1.2.2 Contruction des controles et processus de stabilisation

Les controles rétroactifs reposent sur le fait qu’il est possible d’exprimer les niveaux d’eau
aux bouts en fonction des vitesses aux bouts et des variables caractéristiques sortantes. Bien
que P'expression des variables caractéristiques donnée par (I11.2.9) n’est pas la méme que celle
donnée par (I1.3.9), on peut tout de méme se servir de la Figure 11.5 puisque le principe est le
méme. Cependant, les valeurs propres sont celles données par (II1.2.10). Ainsi, en utilisant le

fait que la solution est constante le long des caractéristiques (i.e (I11.2.12)) et en se referant a

< wy(72,0) ) _ ( bi(72) ) ’ (II1.2.16)
Wy (7'1, L) b2(Tl)

la Figure I1.5, on a :

ou
L L
U)1<O, ‘)\1‘7’2), T2 < m, ’UJQ(O,L — )\27'1), T1 < )\—,
1 2
bi(m) = ba(Ty) = I11.2.17
1 Loy ko Ly LM
w T — ~—— T e w T — — T —.
1 2 ’)\1” ) 2 = |)\1|7 2 1 )\27 ) 1 = )\2

De l'expression des variables caractéristiques (I11.2.9), on déduit que :

h(m, L) = (wz(ﬁ,L) —ﬁL(n)> \/g, (I11.2.18)

}Al(T% 0) = ( — wi(72,0) + @0(72)) g (I1I.2.19)

Gréce aux équations (I11.2.18)-(I11.2.19), la variation de 1’énergie (I11.2.15) devient

1dE
Eﬁ(t) = alﬁg(t) — a1b1 (t)@g(t) + 1 (t) + ag’{}%(t) — agbg(t)f)[l(t) + Cg(t), (111220)
ou,
. _ hv , hv
a; = h)\g, a9 = h‘)\l‘, Cl(t) = 7()1(1}), CQ(t) = —?bz(t), (111221)

bi(t) et by(t) sont donnés par (I11.2.17).

Remarque II1.2.1 En considérant les équations de Saint-Venant dans leur forme conserva-
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II1.2 Construction du contrdle pour un bief

tive (voir Chapitre 11), la variation de l’énergie (11.3.20) ne contient pas les mondémes de degré
zéro. Dans la formulation non conservative (h,v), la présence des mondémes de degré zéro que
sont ¢1(t) et co(t) dans le second membre de (II1.2.20), introduit la condition (111.2.2]) sur le

tauz de stabilisation 0.

Le second membre de (II1.2.20) est traité de facon a avoir la décroissance exponentielle de
I’énergie vers zéro. Pour ce faire I'observation des polynomes du second degré donnée par le
Lemme I1.3.1 est utilisée.

Si les vitesses au niveau des bouts sont choisies comme suit :

o) = 20 (6@ -1) @o(t):—blét) (Vi—a@-1), (222

olt 01,6, : RT — [0, 1], alors par application du Lemme I1.3.1 & (II1.2.20), nous avons

1dE b2(t) b2
Eg(t) = - 4@1 91(t)+01—4—a292(t)+02,
h ) h _

On choisit les fonctions 0; et 05 afin de s’assurer de la négativité du second membre de (I11.2.23).
Puisque le second terme du second membre de (I11.2.23) est négatif pour tout choix de 6,(t)
dans I'intervalle ]0, 1] alors la fonction 6 est choisie telle que A\20;(t) — 20 soit positif, c’est a
dire

0,(t) > 22

—. II1.2.24
>3 (11.2.24)

v 20
Ce choix de 6, est toujours possible, puisque ~ < 1. En effet, ~ < 1, parce que la condition
2 2

(IT1.2.5) concernant le régime d’écoulement fluvial, implique que Ay = \/gh + © > 20. Ainsi,

nous avons le résultat concernant la stabilisation d’un bief :

Théoréme II1.2.1 Soitt, = kL/|\|, k € N. Supposons les conditions données par (111.2.11)
sont satisfaites, que la contition initiale (izo, 2°) est continue dans |0, L[, que (0o, 1) satisfait
(I111.2.22) et que 6y satisfait (111.2.24). Alors, le systeme (111.2.6)-(111.2.8) admet une solution

unique (h,0) continue dans [ty, trs1]x]0, L[ telle que Uénergie décroit dans [ty, tyyy] et vérifie :
E(ten) < (1-6"ME(t), (IT1.2.25)
ou E est donné par (I111.2.13) et

A1 L—x 20 x 20
O% = min | inf |—16 t = inf (60 (¢, +— ) - 0.1[.
mmLel}%,L[()\z 2(k+ Ao >+)\2)’xé}%ﬂ(l(k+|/\l|> )‘2)16[,[
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II1.2 Construction du contrdle pour un bief

Preuve L’existence et I'unicité de la solution sont données par (I11.2.9) et (II1.2.16). En

intégrant (I11.2.23) de 0 & t1, nous avons

hoL/M ) B L/l ,
E(L/|\]) = E(O)—§/0 (/\201(t)—21;)b1(t)dt—§/0 (|X1]02(t) + 20)b3(¢) dt,
norL/M ,
B(L/N) < BO) - /0 (\af () — 20)e2(0, [\ [t) dt
B L/
—5/ (JA1]62() + 20) w3 (0, L — Ast) dt,
0
< By~ " /L Moy (=) — 25 | w2(0, ) dt
} 2l Sy T
h L L—=x -\ 5
- | A1 |6 ( )+ 20 w3 (0, x) dt,
2X2 Jo
< E(O)—i/L Aol () — 25 | w?(0, z) dt
>~ 2)\2 ; 201 |)\1| vV Jwi(Y,T
h L L—=x -\ o
= A1 |62( )+ 20 w3 (0, z) dt,
22 Jo
h [t T 20
< E(0) - 0, (—) — = )w? dt
< 50— [ (05 - 1 )ut0)
B L |>\1| L—=z 20 2
B g 2 2 0
< E(O)—5 i [w3(0, ) + w?(0,z)] ©°d, (I11.2.26)
ou

_ ) M|, L—=x 20 . x 20

Q0 = f |—9 - O+ = f 16(—)——]]).

i <x€1]%,L[( )\2 2( /\2 >+ )\2) ’ :):EI]I%),L[( 1<|>\1|) )\2>)

Le taux de stabilisation ©" appartient & Iintervalle [0, 1| puisque nous avons 0 < Ql(ﬁ) —
1

20 20

v
~ < 1, grace a (I11.2.24) et au fait que " < 1. D’autre part, on a l'estimation suivante :
2 2

wi(0,2) + w3 (0,2) = (@%) - iLO(x)\/%)Q + (@Om + 1(x) %)2

(B + ()

(13@0(.7;))2 + g(hﬂ(x))2) . (I11.2.27)

I
b

)
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IT1.3 Contruction des controles du réseau en cascade

Ainsi, nous déduisons des inégalités (I11.2.26)-(111.2.27) que
L — ~
BL/N) < BO) -6 [ (Wi@)? + 9 (@)?) do
0
< (1-6%E(0). (I11.2.28)

La généralisation de (II1.2.28) suivant le temps se fait en considérant la condition initiale au

temps ¢, = kL/|\1], en posant

bg(t) = U)g(tk,L—/\g(t—tk)), ’Lf tE]tk,tk+L/>\2[,

A L—xz_ 20 x 20
OF — min | inf (2o, =), inf (6 (tp+—)— = 0,1
mm(m <)\2 o(tk + " )+)\2), in (1(k+|>\1|) )\2)>E[, [,

2€]0,L] z€]0,L]

et en intégrant de t; a tyyq puis, en utilisant les arguments concernant l'intervalle [0, ¢;]. Ceci

acheve la preuve du du Théoreme II1.2.1. O

Remarque 111.2.2

1. Comme dans le chapitre I, seule la connaissance des conditions initiales et la mesure
des niveau d’eau aux bouts suffisent pour implémenter les controles rétroactifs (I111.2.22).

Les commentaires données dans la Remarque I1.5.1 sont aussi valables.

2. En utilisant la formulation variationnelle (II1.2.14) et le fait que Uespace C°(]0, L) est
dense dans Uespace L*(]0, L|), il est possible (en utilisant les arguments de la section
I1.5) de prowver que pour des données initiales h° et ©° dans Uespace (L*(]0, L[))?, la
solution (h,0) du systéme linéaire (II1.2.6)-(I11.2.8) satisfait (II1.2.25) et la régularié

suivante :

]tL A~
), ) e H(div,Q), (II1.2.29)
hi + vh 50 + gh
ot Q :]tk,tk+1[x]0, L[:

div = (— —I) et H(div,Q) = {v e LX(Q)?; divV € L?(Q)}.

IT1.3 Contruction des controles du réseau en cascade

Dans cette section, nous utilisons les arguments de la section II1.2.2 pour construire les
controles du réseau en cascade. Un processus qui permettra de stabiliser la hauteur et le débit

de I'eau dans le reseau autour d’un état d’équilibre final choisi.
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L
~.L{2/|}‘21|
L\
L, ™ S
Yu o Wy
o W T W
22
>
0 L v
0 L,

(a) Les points de départ des caractéristiques (traits
continus) sont & l'intérieur des biefs. Ainsi, la condi-
tion initiale est concernée puisque ces points corres-
pondent au temps ¢t = 0. La jonction constitue en

t
Wiy Wiy Wy, Wy
=L,
Ny
4L/, |
L L
B I EE—
0 L v
B I EE——
0 L,

(b) Les points de départ des caractéristiques (traits
continus) se trouvent au niveau des bouts des biefs.
Ainsi, I’état des biefs au niveau des bouts et en des
temps antérieurs est concerné.

méme temps le bout aval (z = Ly) pour le bief 1 et
le bout amont (z = 0) pour le bief 2.

Figure II1.2 — Les caractéristiques sortantes au niveau des bouts du réseau et leurs points de départ.

Dans les deux cas, I’expression des variables caractéristiques aux niveau des bouts est donnée par la
valeur de ces variables en des temps antérieurs.

I11.3.1 L’estimation de I’énergie et la construction des controdles

On définit, 'énergie F du fluide dans le réseau par

2 L; ) B
E = Z b, E;, = / <gh?(t) + hﬁf(t))dw. (II1.3.1)
i=1 0

En utilisant la formulation variationnelle de (III.1.8) et en raisonnant comme dans la section
IT1.2.1, on déduit que :

1d hity . vy 5 = s X
5B = == () = TR L) = ghaha(t L), ()
hity o1 ; - )
+ 200 (8) + TR 0) + ghahu (£, 0)61 (1)
;o - B (111.3.2)
—%@g,h (t) - Tth(t’ Ly) — ghaha(t, L2)0a 1, (1)
hatsy . Uy - )
SR8 0(t) + TR 0) + ghahalt, 0)bo(t).

Nous utilisons la relation entre le niveau d’eau et la vitesse aux bouts pour réécrire le second
membre de (II1.3.2). Par le biais de (II1.1.13) et en se reférant a la figure I11.2, nous exprimons
les variables caractéristiques sortantes en fonction des données initiales et de la solution au

niveau des bouts en un temps antérieur.
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En d’autres termes 'identité (II1.1.14) est satisfaite :

wn(t, 0) b1 (t)
waltLa) | balf) (I11.3.3)
U)lg(t, Ll) bg(t) ’
W21 (t, 0) b4(t)
avec,
L L
w1 (0, |A11t), t < . ) wWaa(0, Ly — Agot), t < _27
| A11] A22
bi(t) = by(t) =
w (t—£L> p> w (t—go) p> L2
11 |)\11‘7 1 3 - ‘)\11|7 22 )\227 ) - )\127
(I11.3.4)
L L
wi2(0, Ly — Apat), t < —1, way (0, | A1 |t), t < 2 ;
by(t) = Mo = Aol
o <t Ly 0) i b o (t Ls L) p> Lo
w - N ) = N w YR ) - .
2 )\12 )\12 2 |)‘21| ? |/\21|

D’autre part, de (II1.1.11) on déduit I'expression des niveaux d’eau aux bouts en fonction des

vitesses et des variables caractéristiques sortantes :

hi(t,L;) = (wig(t,Li) —@i,Li(t)) \/g

~

hi(t,0) = ( —w;1(t,0) + ﬁi,o(t))

(111.3.5)

o | S

Prenant en compte les expressions (II11.3.5) dans la variation de ’énergie (I11.3.2), on obtient

1dE . R R .
5%05) = alvio(t) —arby (t)010(t) + 1 (t) + agv;Lz (t) — agxba(t)va,r,(t) + ca(t) (I11.3.6)

+G31A)%7L1 (t) — &3[)3(1&)@1@1 (t) + Cg(t) + a4@§,0<t) — a4b4(t)@270(t) + C4(t)

ou
a; = Bl)\l% Qo = B2|>\21‘> a3 = Bl‘)\n’, aq4 = 712)\22,
- - - - (III.3.7)
hiv hov hiv hev
() = Z5H00), ealt) = — 2B (1), eslt) = =00, ealt) = B,

les b;,i = 1,2,3,4 sont donnés par (I11.3.4). Le second membre de (II1.3.6) fait apparaitre les
quatre expressions des bouts concernant la vitesse. Ceci est normal vu que deux biefs sont

concernés et donc pour chacun d’eux l’expression des deux bouts intervient. Mais, dans la
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stratégie de controle du réseau, on ne contruit que trois controles que sont v o(t) sur le bout
x =0, Ug,,(t) sur le bout x = Ly et 01 1,(t) sur la jonction M (voir (II1.1.10)). Ainsi, nous
utilisons la condition sur la conservation du débit (III.1.8.c) pour exprimer 95 en fonction de
01,1, et des variables caractéristiques sortantes. Des expressions (II1.1.8.c) et (II1.3.5), nous

déduisons

ﬁz,o(t) = Oé’lAJl’Ll (t) + ﬁbg(t) + (5b4<t>, (III?)S)

| A11] hl h1
_ — I11.3.9
A2z hz )\22 hz >\22 ( )

Ainsi, les six derniers termes du second membre de (II1.3.6) peuvent étre réécrits comme suit :

ou

agﬁiLl (t) — a3b3(t)@17[/1 (t) + C3(t> + a4@§,0(t) — (Z4b4<t>’{)270(t) + C4(t)

=007 1, () + ()01, (1) + p(t), (I11.3.10)

ou

_ A
o = (a3+ ?as) = hy| A1 (1 + |A“|> (I11.3.11)
22

’y(t) = (2&40[5 - Bl|)\11|)b3(t) + 01(20,45 - BQ)\QQ)[M(t),

2 2
= Il (ﬂ - 1) ) + A1 |V i ho (ﬂ - 1) A1), (I11.3.12)
22

p(t) = (a4(52 — Bg)\gz(s + h22172) bi( ) <a462 h1U1) bg(t) + 6(2&4 - BQ}\Qz)bg(t)bzl(t),

Bz@g 2U2 2 61@1 2’01 2
= (2 g+ () b
= (32 - 1)mo+ M (32 -1) 8o

+01V/ hihy (? — 1> bs (t)by(t). (I11.3.13)

22

En prenant en compte 1’équation (I11.3.10), la variation de I’énergie (I11.3.6) devient

1dE . . . N
éd—( ) = alvio(t) — albl (t)’l}l,o (t) + (t) + a2v§,L2 (t) — Clgbg (t)U27L2 (t) + ¢ (t)
t (I11.3.14)

+007 1, (8) + ()01, (1) + p(t).
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Ainsi nous avons trois polynémes du second degré en termes des controles a construire. Si nous

choisissons les vitesses aux bords comme suit :

o) =~ (VI— a0 1),

2
Uo,1,(t) = —b2§t) (\/1 — 05(t) — 1> , (I1.3.15)
nan(t) = 52 (VIZa0 - 1).

ot 01, Oy, 03 : RT — [0, 1], alors en appliquant la propriété des polynomes du second degré
(Lemma I1.3.1) a (I11.3.14), nous avons
1dE
S22 = =gt t) —
L) A(0) + ea(r)

4(11

bi(t) bj% O (t) + e (t) — 71(;) 0s(t) + p(t).  (1IL3.16)

Calculons explicitement le second membre de (II1.3.16). D’une part, en utilisant (ai,c;) et

(ag, cy) définis dans (I11.3.7), nous avons

b? h
— L0 o) = == (A — 201 B (1), (I11.3.17)
4(11 4
et
R o o
- —92 + Ccy = ——(|)\21|92 + 2U2)b2(t). (111318)
4(12 4

D’autre part, des expressions (II11.3.11)-(I11.3.13) et du fait que 03 €]0, 1], on déduit

2 7 — — 7 — —
Yy hQUQ 2U2 2 h1U1 2U1 2
——0 < = — — 1) bs(t — (— =1 b5(¢
1o 3tp = p 5 (/\22 > i(t) + 2\ vy 5(1)

+01V hihy (? - 1) b (t)bs(t). (I11.3.19)

22

20
Puisque =2 < 1, donc en utilisant 'inégalité de Young, nous obtenons

22
— (20 hiv 20 hao¥ 20
51V T hs (A—”? - 1> by ()ba(t) < ’“2“1 <1 - A—""z) B2() + h22“1 <1 - A—""z) b2(t). (I11.3.20)
22 22 22

Ainsi, en combinant (I11.3.19) et (II1.3.20), on a

2

- U1 — U h 2
0k < Ty R (200 L) s, (o)
4o A2 2 \ Mg
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En prenant en compte (I11.3.17), (II1.3.18) et (II1.3.21), la variation de 1'énergie (II1.3.16)

devient

t 4 A2z
;3 (I11.3.22)
2

: (2(@2 ) (1 _ i_z) B2(6) + (1ot + 2172)b§(t)) |

La facon dont 'état stationnaire (hy, 0y, ho, 0) est choisie (voir (I11.1.6)), implique que
Ty > 1. (I11.3.23)

La fonction ¢ satisfait une condition similaire a (I11.2.24), i.e

0,(t) >

(I11.3.24)

9%
En utilisant le fait que /\—02 < 1 et les inégalités (I11.3.23)- (I11.3.24), le second membre (I11.3.22)

22
est négatif. Ainsi, nous donnons la preuve du Théoreme II1.1.1.

II1.3.2 Preuve du résultat principal (Théoréme II1.1.1)

L’existence et 'unicité de la solution sont obtenues grace a (II1.1.11) et (II1.1.14).

En intégrant la variation de 1'énergie (I11.3.22) de 0 to ¢1, on a

By o[t (-0
E(t) < EO) -2 / (Aifs (£) — 200 ) B2 ()t — —= / 461Mb§(t)dt
2 Jo 2 Jo Ao
By U 20 By M
=2 (5, — ) <1 - ﬂ) (1)t — =2 | (|Aa1|6s + 20)B2(1)dt.
2 Jo A9g 2 Jo

Par I'utilisation des expressions de b;,7 = 1,2, 3,4 données par la formule (I11.3.4), on a

_ Ly
h Dl
E(t)) < E(0) - 31 /O (Mafi (t) — 20, )w?, (0, [ Ay |t)dt
— Ll
h X2 Uy — T
__1 A 41—}1(1)2—1)1>w%2(t’ Ll _ )\12t)dt
2 Jo A22
l_lg P\Lﬁ _ B 2@2 9
2 2(02 = 1) (1= 3= Jwy (L, [Azu[t)dt
2 0 /\22
}_L Lo
A22
_72 (| A21]62(t) + 20) w3, (0, Lo — Agat)dL.
0
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Ainsi, par des changements de variables, on obtient

}_11 L x 21_)1 2 }_ll /Ll _ ('1_12 - '1_11) 2
Et) < E(0)—2X Ly 0,2)dr — 2 [ 45 2 =02 0. 2)d
(tl) — (0) 9 /0 <91( ’)\11‘ ) )\12> wll( ) :U) r 2 0 U1 )\22)\ le( ) ‘CE) Z,

12

BQ L2 (’)\21| L2 — X 2172) 2

—— 0 + — | wi,(0,x)dx
2 0 /\22 2( )\22 ) )\22 22( )

hy (12 (0 — ) ( 21)2> )

S22 ol T T2 2 (0, 7)) d,
2 0 )\22 )\22 21( )

h, [k B, (L
< PO -3 [ [oh0.0) +ub0.0)] Mde =22 [ [uhy0.) + i (0,0)] T,
0
(II1.3.25)
ol
. . T 2@1 _ (@2 — Ul))
I'% = min( inf (6;(—)—"—=),40,——= ),
! <rv€]0,L1[ ( 1(|>\11|) )\12) ! A22 12
. . )\21’ L2 — X 2’172 ('172 — 1_)1) 2'172
ry = mm(mf <| 0 +—),2— 1—— :
? €]0,La[ \| A2z 2{ A22 ) A22 A22 A2z
En se basant sur l'estimation (I11.2.27), nous avons
2 .
wh(0,2) +wh(0,2) = — (R(e(@)? +g(h())?). (I11.3.26)
Ainsi, par l'utilisation de (I11.3.26) dans (I11.3.25), on a
E(t) < (1-6%E(0) (I11.3.27)
ol -
©" = min (I'V,T9) € [0,1], puisque 0< Gl(i) 2.
[ A1 A2

La généralisation de (II1.3.27) suivant le temps se fait en considérant la condition initiale au

temps ¢, = kT avec T défini par (I11.1.17). Puis on pose

bi(t) = wilte, [Mal(t —1tk)), € e te + Li/[Aun][,
bo(t) = waolty, La — Aoa(t — tg)), € |ty, tx + Lo/,
bs(t) = wia(te, L1 — Ai2(t — 1)), t € |t tr + L1/ A1a],

bs(t) = wor(te,|Aar|(t —tk)), t € Jtp,te + La/|Aaunl],
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et

) ) 20, (02 — 1)
I'* = min < inf (8 Iy + Ty —) , 4v —) ,
! 2€]0,L1 | 1( g |)\11|> A12 ! A22 12

. . A | L2 — X 2172 (7_}2 — '1_11) 2'1_}2
ok mm( in (' 2l 4+ 2220 +_),2— o2
2 2€]0,La[ \ A2z 2( g A22 ) A2 22 A22

©F = min (T}, T%) € [0,1[.

On intégre de t) a tx, 1, ensuite on utilise les arguments concernant I'intervalle [0, ¢;]. Ainsi la

preuve du Théoreme II1.1.1 est complete. ([l
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Chapitre IV

Les résultats numériques concernant le controle

du réseau étoilé et du réseau en cascade
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Introduction

Pour certains problemes, la recherche de solutions explicites ou analytiques s’avere fas-
tidieuse ou presque impossible. Ainsi, depuis I'apparition des ordinateurs, la recherche de
solutions approchées ne cesse de se développer d’autant plus que ces ordinateurs permettent
d’aborder des problemes tres complexes. Bien que ces solutions numériques soient une approxi-
mation de solutions de problemes modélisant les phénomenes physiques, elles donnent tout de
méme des informations précises et détaillées permettant de développer des outils d’aide a la

décision de plus en plus performants.

Plusieurs méthodes de recherche de solutions approchées ont été introduites, parmi les-
quelles, les méthodes de différences finies [43], d’éléments finis [9] et de volumes finis [20, 21, 44].
L’un des avantages des deux dernieres méthodes sur la premiere est la possibilité de pouvoir
traiter des géométries complexes. Les méthodes de différences finies se basent sur la forme
différentielle du probleme concerné et du cout elles sont souvent utilisées en présence de don-
nées régulieres. Les méthodes de volumes finis s’intéressent a la forme intégrale de laquelle
sont souvent obtenues les équations modélisant les phénomenes physiques. Ces méthodes sont
adaptées au traitement des opérateurs hyperboliques et au calcul des solutions qui développent
des discontinuités en temps finis. Quant aux méthodes d’élements finis, elles utilisent la forme
variationnelle des équations aux dérivées partielles. Ces dernieres sont parfois utilisées conjoin-
tement avec les méthodes de volumes finis pour la résolution de certains problemes faisant

intervenir des termes de viscosité [45].

En réalité, les solutions a plusieurs problémes intéressants ne sont pas continues mais com-
portent des ondes de choc. D’ailleurs, I'une des propriétés fondamentales des lois de conser-
vation non linéaires est que ces ondes de choc surviennent méme pour des conditions initiales
continues. Ainsi, il est important de les traiter correctement du point de vue mathématique et
informatique. La présence des ces discontinuités provoque des difficultés a I’analyse numérique
pour leur trouver une approximation correcte et précise. Par exemple, les méthodes classiques
de différences finies, qui sont basées sur une approximation des dérivées par une différence
finie, ne marchent pas en général au niveau de ces discontinuités. C’est pour cela, que les
méthodes de volumes finis sont mieux indiquées pour résoudre des probléemes comportant des
discontinuités, puisqu’elle sont basées sur la forme intégrale et non sur la forme différentielle

des équations.

Une méthode de volumes finis, principalement une extention de la méthode de Godunov
[13], est utilisée pour résoudre les équations modélisant I’écoulement de 'eau dans les réseaux
étoilé (chapitre IT) et en cascade (chapitre III). Godunov avait proposé une méthode pour la
résolution des équations d’Euler qui modélisent la dynamique des gaz et qui est basée sur la

recherche de solution de problemes de Riemann. Le probleme de Riemman constitue un outil
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fondamental pour les méthodes de volumes finis, il est la donnée d’une équation hyperbolique

munie d’une condition initiale discontinue en certains points.

Apres avoir résolu numériquement I’écoulement dans les réseaux données aux chapitres I1
et IIT a la section IV.1, nous mettons en evidence a travers des simulations, les résultats théo-
riques obtenus dans ces chapitres (voir, section IV.2). Notons que ces résultats sont obtenus a
partir de modeles linéaires et concernent la construction de contréles frontieres qui stabilisent
la hauteur et le debit de I’eau autour d’'un état d’équilibre final désiré. Aussi, ces controles
sont appliqués aux modeles non linéaires en vue de montrer la robustesse de la méthode de
contrdle. Nous montrons le comportement de la hauteur et du débit de ’eau pour différents

choix de controles.

IV.1 La méthode numérique et ses applications

IV.1.1 La méthode des volumes finis

En vue de faciliter la résolution numérique de 1’écoulement dans le réseau étoilé (I1.1.1)-
(I1.1.3) et du réseau en cascade (II1.1.1)-(II1.1.4) par la méthode des volumes finis, nous don-
nons un résumé de cette méthode lorsqu’elle est appliquée aux équations de Saint-Venant
unidimensionnelles (I1.3.1). Pour plus de détails, voir [21], [20] et [44].

IV.1.1.1 Lois de conservation et forme intégrale

Dans ce chapitre, la méthode des volumes finis est appliquée a une classe de systémes
d’équations hyperboliques appelée loi de conservation. Une loi de conservation exprime qu’une
grandeur d’un systéme physique reste constante au cours de 1’évolution de celui-ci. Elle peut

étre écrite sous la forme :

Uy il
vt f =0,  u=| ", jw=| " (1V.1.1)
U, Jm

ou chaque composante de u mesure la densité d’une certaine variable conservée et f est le
vecteur des flux. Chaque fonction f; est une composante des variables u;. Comme énoncé
dans le chapitre introductif, ces lois de conservation surviennent naturellement sous leur forme
intégrale i,e

2

% u(t,x)dx = f(u(t,z1)) — f(ult,z2)). (IV.1.2)
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yn+l
In+1 J

n n
Fiin Fisin
™\

N

n n n

Figure IV.1 — [llustration d’un volume fini et principe d’actualisation de la moyenne UJ’-1 par les flux
au bouts de la cellule C;.

pour deux points x; et zs.

IV.1.1.2 Meéthode d’ordre 1

La méthode des volumes finis utilise la forme intégrale (IV.1.2) différemment de la méthode
des différences finies qui utilise directement ’équation différentielle (IV.1.1). La méthode est
basée sur la subdivision du domaine spatial en des cellules (ou volumes) et sur 'approximation
de l'intégral de u dans ces cellules. Ces valeurs sont actualisées par le biais d'une approximation

du flux & travers les bouts des cellules (Figure IV.1). Soit €; la 5™ cellule définie par
C; = (zj-1/2,Tj412), J=1,---N. (IV.1.3)

ou N est le nombre de cellules. La valeur U}* sera 'approximation de la valeur moyenne de u

dans la cellule 5 au temps ¢,

1 Tjt+1/2 1
w(ty, z)de = — | u(t,,z)dx (IV.1.4)

U‘ A.CC e;

] ~ —
A:L’ Tj—1/2

ol Az = 4172 — Tj_1/2 est la longueur de la cellule. Dans la suite, Uj" est la moyenne de
la cellule C; au temps t,. La méthode numérique est conservative en ce sens qu’elle imite la

vraie solution. Ce fait est important pour calculer les ondes de choc avec plus de précision. En
N

effet, la somme discrete Z U;'Az est 'approximation de l'intégrale de u sur I'intervalle [a, b]
i=1
et donc si une méthode conservative est utilisée, alors le changement de la somme discrete

précédente résulte seulement des flux aux bouts £ = a et x = b. La masse totale a 'interieur
de I'intervalle sera préservée oubien variera correctement en fonction des conditions aux bouts.

En utilisant la forme intégrale (IV.1.2), on a

7 u(t,x)de = f(u(t,z;-12)) — f(ult,zj11/2)). (IV.1.5)
€
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Etant donné U" la moyenne de la cellule €; au temps ¢,, on veut avoir U J”H la moyenne de
celle-ci au temps t,, 11, apres un intervalle de temps At = ¢,,,1 — t,,. Pour ce faire, en intégrant

(IV.1.5) de t, a t,,1 et puis en divisant par Az, on obtient

U(tpi1, v)dr = u(ty, x)dx

AIL‘ e A..'lf e;

_ALQL’ |:/t v f(u<t>$j+1/2))dl' — /t " f(U(t,$j,1/2))d$ (IV16>

Néanmoins, il est difficile d’évaluer avec exactitude le deuxieéme et le troisieme termes du second
membre de (IV.1.6) puisque u(t, x,41/2) varie en fonction du temps au niveau de chaque bout
de la cellule. Ce fait suggere I’étude des méthodes numériques (méthodes des volumes finis)

de la forme

Urtt =y — A—z( PP Fj_m) (IV.1.7)

ou FJ, 5 est une approximation du flux moyen au niveau du bout z = x;_1/3 :

tnt1
F oy~ Ait /t Flult,zy12))dt. (IV.1.8)
La différence entre les méthodes de volumes finis provient de la fagon dont ’approximation
Fi )5 est choisie. La méthode de Godunov qui est dailleurs a la base de beaucoup de méthodes
de volumes finis utilisées pour la résolution numérique de problémes non linéaires, a pour
approximation :

Fl g = fut (U}, U}), (IV.1.9)

J

ol ul(U]’ll, U}') est la solution du probleme de Riemann entre les états U} | et U au niveau

de I'interface x;_1/2. Dans la suite, ce probleme sera noté PR(U}" ,,U}).

IV.1.1.3 Probléme de Riemann

Le probleme de Riemann est un outil fondamental pour le développement des méthodes
de volumes finis. Il est constitué d’une équation hyperbolique munie d’une condition initiale
speciale. La donnée initiale est constante par morceaux et contient une discontinuité a un
certain point. Par exemple si x = 0 est ce point ou se produit la discontinuité alors la donnée

initiale est

u si o x <0
u(0,x) = (IV.1.10)
u, si x> 0.

I0)



IV.1 La méthode numérique et ses applications
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Figure IV.2 — Distribution des moyennes des cellules au temps .

En considérant la donnée initiale au temps t,, sa distribution est constante par morceaux et

contient d’eventuelles discontinuités au niveau des interfaces x;41/5 (voir Figure IV.2).

On determine respectivement les solutions u'(U T, U et ut(U 7, Uy 1) des problémes de

Riemann PR(U",,U}'") et PR(U}, U}, ;) pour ensuite calculer les approximations FJ', , et

J
la cellule grace a (IV.1.7). Les solutions des problémes de Riemann seront données de fagon

FP' )5 a partir de (IV.1.9). Ces approximations sont utilisées pour actualiser la moyenne de

explicite ou approximative suivant les problémes concernés (voir section IV.1.2.1 et section

1V.1.2.2).

IV.1.1.4 Meéthode de grande précision

La méthode de Godunov a un ordre de précision qui est égale a un et donc elle introduit
une grande diffusion numérique entrainant des résultats alterés et de mauvaise précision, mais
elle ne génere pas d’oscillations. Les méthodes d’ordre de précision égale a deux comme celles
Lax-Wendroftf ou Beam-Warning donnent une meilleure précision pour les solutions régulieres
que la méthode de Godunov. Mais au niveau d’une discontinuité ces méthodes engendrent
des oscillations et que, méme avec une solution réguliére, ces méthodes peuvent engendrer des
oscillations a cause de leur nature dispersive.

L’idée des méthodes de grande précision est de combiner les propriétés de toutes ces mé-
thodes (Godunov et Lax-Wendroff ou Godunov et Beam-Warming). Conserver un ordre de
précison égale a deux pour des régions ou la solution est réguliere et utiliser la précision de la
méthode de Godunov pour des régions ou la solution se comporte de fagon irréguliere. D’ou
I'utilisation de limiteurs (limiteur de pente ou de flux) qui font de sorte que la partie discon-
tinue de la solution reste sans oscillations et que la partie réguliere de celle-ci reste précise. A
travers ces limiteurs, différentes méthodes ont été introduites (minmod, superbee, MC).

La méthode de Godunov est améliorée pour obtenir une méthode de grande précision de

la forme :

n n At n — n At [n o
Ut = U — Az <A+AU]._1/2 + A AU].H/Q) AL (Fjﬂ/2 - Fj_1/2> (IV.1.11)
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ou

ATAU = [t (U, U)) = F(UFY), (IV.1.12)
ATAUT = fU}) = fluh (U], U])). (IV.1.13)
La fluctuation ATAU ;212 peut étre interpréter comme une entité qui mesure Ueffet de toutes
les ondes partant du coté droit de I'interface x;_1/2, tandis que A~ AU’ ; , mesure l'effet de

toutes les ondes partant du coté gauche de cette méme interface. Les flux F 712 sont basés

sur les ondes provenant de la solution du probleme de Riemann :
- 1 At )
Fiip =3 >Nl (1 - A_x‘)\p‘)gﬁm% (IV.1.14)
p=1

ol A, et 1, sont respectivement les valeurs et vecteurs propres de la matrice jacobienne exacte

ou approchée du flux f et 5‘?1 /o €st une version limitée de af donnée par

-1/2

5‘?—1/2 - a§—1/2¢<19§—1/2)' (IV.1.15)

Les coeflicients 0‘;)71 Jo sont issus de la décomposition de Uj' — Uj”, en fonction des vecteurs

propres 7, de la matrice jacobienne exacte ou approchée du flux f :
U —=Ury =D ol o, (IV.1.16)
p=1

Le parameétre 19?71 /o €st donné par

o i—1 si A >0,
V5 1= ;;1/2, avec J = ' (IV.1.17)
a5 12 j+1 si A, <0,

et ¢ est une fonction de limiteur de flux. Nous avons considéré celle de van Leer appelée MC :
¢(¥) = max(0, min((1 +v)/2, 2, 209)). (IV.1.18)

IV.1.1.5 Traitement des conditions aux bouts

Les méthodes de volumes finis permettent d’actualiser U}" en admettant que nous avons les
valeurs U | et U?,; et peut étre que d’autres cellules plus loingtaine seront concernées dans
le calcul des flux F', , et F, 5. En pratique, puisque le domaine est borné, la premiere et la
derniere cellule n’ont pas d’informations provenant de toutes les cellules voisines. A la place,

des conditions aux bouts physiques sont imposées. La technique utilisée consiste a étendre

7



IV.1 La méthode numérique et ses applications

RUERE | e
| | | |

T W-1n
Tin Vin
x=q x=b

Figure IV.3 — Cellules fantémes aux bouts x = a et x = b.

le domaine en ajoutant des cellules supplémentaires (cellules fantémes) aux bouts du celui-ci
(Figure IV.3). Les valeurs de ces cellules dépendent des conditions aux bouts et éventuellement
de la solution a l'intérieur du domaine. Au cas ou les bouts a et b sont artifiels, on peut avoir
recourt a des conditions aux bouts absorbantes ou non réfléchissantes. Ces conditions aux

bouts sont supposées absorber entierement les ondes qui les heurtent. Dans ce cas, on donne
Uy =07, UY=U, Uy, =Uy et Uy, =Uy. (IV.1.19)

Avec ce choix, on s’assure que la solution du probleme de Riemann au niveau des interfaces x /
et xn41/2 ne contient pas d’ondes. En d’autres termes, aucune onde n’est générée au niveau
des bouts, contrairement a ce qui se passe avec les cellules a l'intérieur du domaine.

Le traitement spécifique de cellules fantomes pour des conditions aux bouts physiques se
fera dans les sections IV.1.2.1 et IV.1.2.2.

IV.1.2 Application sur un canal

Dans cette partie, on résout numériquement les équations de Saint-Venant linéaires (11.3.5)-
(I1.3.7) et non linéraires (I1.3.1)-(I1.3.3) par la méthode des volumes finis.

IV.1.2.1 Le modéle linéaire

Considérons les équations de Saint-Venant linéaires (I1.3.5)-(I11.3.7) :

h  10¢
515"
t T (IV.1.20)
@ + a@ + @ =0
ot ox p@a: -
avec les conditions initiales
h0,z) = h%(z), §(0,2) = °(z), (IV.1.21)
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et les conditions aux bouts suivantes :

q(t,0) = qo(t), 4(t, L) = qr(). (IV.1.22)

Les fonctions o et p sont définies comme suit :

-2

q 7 4q
= 2—= =glh — — IV.1.23
o 5 p=glh— 0 ( )
et (h,q) est donné par (I1.3.4).
Le systeme (IV.1.20) peut étre réécrit sous la forme (IV.1.1) :
u + f(u), =0, (IV.1.24)
avec
u h fi Q/l
u = = et f(u) = = ] (IV.1.25)
U q f2 o4+ ph
La matrice jacobienne de f est :
0 1/i
A= . (IV.1.26)
p o

Pour utiliser la méthode numérique donnée par la formule (IV.1.11), on doit déterminer les
solutions ul(Uf_l, Uj') et u (U" U}'.1) des problémes de Riemann respectifs PR(U}" ,,U}) et
PR(U}, U}y,), en plus des coefficients of_, Jo & travers la décomposition (IV.1.16). Les valeurs

propres et vecteurs propres de la matrice A sont respectivement

i /s i, [
Al =—=—— h Ay = = h 1V.1.27
1 lh an, 2 lh + agn, ( )

et

1/1 1/
= et 1= . (IV.1.28)
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ou R = [ry,rs]. Ainsi, on a

u(t,z) = pr(t,a:)rp. (IV.1.29)

A travers les variables caractéristiques, nous obtenons deux équations de transport que sont :

0w | 0w,

La solution de I’équation de transport j dans R est donnée par (voir (I1.2.25))
w;(t, z) = w;(0,z — A\t), (IV.1.31)

ot w,(0,.) est la condition initiale.

Avant de chercher les solutions des problemes de Riemann concernant la méthode numé-
rique, nous donnons la solution du probleme de Riemann obtenu grace a 1’équation hyperbo-
lique (IV.1.24) munie de la condition initiale (IV.1.10).

Solution du probleme de Riemann

On décompose la condition initiale (u;, u,) a I'aide des vecteurs propres de la matrice A :

2 2
w = warp et u, = warp. (IV.1.32)
p=1 p=1

Ainsi, I’équation de transport p a une donnée de Riemann

wy si <0

wy,(0,2) = (IV.1.33)

wl si x> 0.

et la discontinuité w? — w; se propage avec une vitesse \,, donc de par la relation (IV.1.31)

on a
wi si o — At <0
wy(t,x) = (IV.1.34)
wl osiox— A\t > 0.
D’ot, en utilisant (IV.1.29), on obtient

2 2
u(t,z) = Z whry, + Z wi'Ty. (IV.1.35)

p:Ap<z/t p:Ap>T/t
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Lorsque la valeur © — A\t traverse 0, la variable caractéristique w, saute de w{ a w?, donc la

solution u saute d’un saut égal a
(wf —w))r, = aPry,. (IV.1.36)

Ce saut est un vecteur propre de la matrice A. Ce fait est important et sa généralisation
permettra de résoudre le probléme de Riemann pour les systémes non linéaires (voir section
IV.1.2.2). L’expression (IV.1.36) est appelée condition de saut de Rankine-Hugoniot. La ré-
solution d’un probléeme de Riemann pour un systeme linéaire consiste a prendre la condition

initiale (u;, u,) et de décomposer le saut u, — u; en fonction des vecteurs propres de la matrice
A

2
Uy — U = Z alry,. (IV.1.37)

p=1

Dong, il revient a résoudre le systéme linéaire
a =R u, —w). (IV.1.38)

D’ou, on déduit que o = w? — wy. La valeur a’r, est le saut en u a travers l'onde p dans la

solution du probléeme de Riemann. Pour ces ondes, on introduit la notation
WP = aPr,. (IV.1.39)

Ainsi, en utilisant (IV.1.32), la solution u(t,z) donnée par (IV.1.35) peut étre réécrite sous la

forme :

2
u(t,x) = u + Z Wr

p:Ap<z/t

2
= u— Y W (IV.1.40)
p:Ap>x/t

La solution ul(U;‘_l, Uj') du probléme de Riemann PR(U}" |, U})

Dans ce cas précis le point d’origine dans le plan (t,x) est (t,,2;-1/2) au lieu de (0,0),
U = U]’-Zl, U, = Uj’f‘ et le saut a lieu au point x = x;_;/,. La solution concernant la variable

caractéristique w, devient alors (voir (IV.1.34))

wft. ) = wy siox—xj_10 — A(t—t,) <O, (IV.1.41)
p(l, ) = 1.
wf si x— Tj—1/2 — )\p(t — tn) > 0,
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et donc (IV.1.40) et devient

ult,z) = Ui+ > WP (IV.1.42)

PAp<(T—2;_1/2)/(t—tn)

2
= Ur— > WP (IV.1.43)

PAp> (2= _1/2)/(t—tn)

On décompose la discontinuité U} — U}" ; en fonction des vecteurs propres de la matrice A :

2 2
UP —Up = ol r = WP (IV.1.44)
p=1 p=1

En utilisant les expressions de 7 et ro données par (IV.1.28), on a

) (@ — G0y) — Ml(hy — B y)
et Ay = N . (IV.1.45)

Ml =) — (@ - g
i-1/2 A2 — Ay

ol les valeurs propres A; et A, satisfont (I1.3.11). En remplacant = par z;_1/o dans l'ex-
pression (IV.1.42) ou (IV.1.43) on obtient la solution ul(Uf_l, Uj') du probléme de Riemann
PR(U} |, U}')

uHUP,, U = Up +W! (IV.1.46)

= U —W (IV.1.47)

Traitement des conditions aux bouts

De fagon générale, I’absence de reflexions d’ondes au niveau d’un bout est due a la donnée de
conditions aux bouts absorbantes et partaitement adaptée. Dans le cas linéaire, cette absence
peut parfois s’expliquer par le fait que les conditions aux bouts sont données en terme de
variables caractéristiques. Par exemple si wq(t,a) = ¢g(t) au bout x = a, cela veut dire qu’on
ne prescrit que la variable entrante et par conséquent, la variable caractéristique sortante w; ne
sera pas réfléchie. Mais, en général les conditions aux bouts sont données en terme de variables
physiques (¢ ou h) et donc les ondes qui quittent le domaine ont souvent une partie qui est
réfléchie a l'intérieur de celui ci. Par exemple, si (¢, a) = g(t) alors, a 'aide de (IV.1.29), on a
ws(t,a) = Pwq(t,a)+g(t) avec § # 0 et donc la valeur au bout, pour la variable caractéristique
entrante dépendra de la variable caractéristique sortante. Cette situation se produit lorsqu’on
est en présence d’'un mur en mouvement ou non au niveau des bouts. Dans le cadre de ce
document, des controles sont préscrits au niveau des bouts x = 0 et x = L et sont donnés

par (I1.3.23). Les cellules fantémes sont données par extrapolation des cellules internes et des
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conditions aux bouts (voir [8] concernant les équations d’Euler) :

pour Uy :  h{=hy, do = 2Go(tn) — 41,
pour Ufl . hﬁl = hg, (ﬁl — de(tn) - qA;La
A A (IV.1.48)
pour Up,q: hi, =hy, dn1 = 2q1(tn) — dy,
pour UNio: Ao =hi 1, dyves =2Go(tn) — dys-

ol Go(t) et Gr(t) sont les controles donnés par (11.3.23) :

i (t) = % (\/1 “0,(1) — 1) . Golt) = % ( 1—0,(t) — 1) . (IV.1.49)

ou 6,(t) et 65(t) appartiennent a |0, 1],

Ih(0, M 16) — (0. M), si- £ €],/ IA])

bi(t) = |\ ? . (IV.1.50)
lﬁ(t—L/]Aly,L)—)\—ch(t—L/\)\l\,L), si t>L/|\|,

1h(0, L — M\pt) — Aiq(o, L—Xot), si te€]0,L/)\],

bao(t) = —MPaq 11 (IV.1.51)
lh(t—L/)\Q,O)—A—l(j(t—L/)\g,O), si > L/

Il y a une condition nécessaire que la méthode doit satisfaire si on veut qu’elle soit stable et
qu’elle converge vers la solution de I’équation differentielle quand At et Ax tendent vers 0. La
condition stipule que la méthode doit étre utilisée de sorte que I'information puisse se propager
avec la vitesse physique correcte déterminée par les valeurs propres de la matrice jacobienne
du flux f. Cette condition appelée CFL est :

At

IV.1.2.2 Le modéle non linéaire

On se sert des outils de la section IV.1.2.1 pour résoudre numériquement les équations de
Saint-Venant non linéaires (I1.3.1)-(I1.3.3). Ces équations peuvent étre réécrite sous la forme
(IV.1.24) avec

Uy h fi q/l
u= = et f(u) = = ) : (IV.1.53)
u ¢ 1o
2 q f2 m + §glh
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Les condition aux bouts sont :
q(t,0) =G+ Go(t) et q(t,L)=q+ qu(t), (IV.1.54)

ou g est 'état stationnaire donné par (I11.3.4), Go(t,) et Gr(t,) sont les contrdles donnés par
(IV.1.49).

La matrice jacobienne de f est égale a :

0 1/1
A= . IV.1.55
_q_2 + glh 0 & | )

[h? lh

Les valeurs propres et vecteurs propres de A sont :

A = % —/gh, Ao = % +\/gh, (IV.1.56)
et
1/1 1/
- R . (IV.1.57)
)\1 )\2

Il faut rappeler que dans le cas linéaire, les valeurs propres A\; et Ay sont constantes et donc
la solution ne contient pas de distorsions. En effet, par 'utilisation des équations d’advection
(IV.1.30), on voit que la solution est une translation sans distorsion de la condition initiale (voir
(IV.1.31)). Dans le cas non linéaire les valeurs propres dépendent de la solution, provoquant
ainsi la formation de choc et de rarefaction. Les chocs se produisent quand les caractéristiques
se croisent au niveau d’une discontinuité et pour les raréfactions, quand elles divergent a
partir de celle-ci. Concernant les probléemes non linéaires, la recherche de la solution exacte
du probleme de Riemann est souvent tres chere et qu’a la fin une petite information de cette
solution est utilisée pour déterminer le flux. De plus, il n’est pas nécessaire de chercher la
solution exacte pour avoir de bon résultats. Ainsi des méthodes de recherche de solutions
approchées ont été proposées ([38]). Ces méthodes sont moins cheres et donnent des résultats

qui sont dans beaucoup de cas aussi bon que ceux obtenus avec la solution exacte.

Le solveur de Roe pour les équations de Saint-Venant

De fagon générale, la recherche de solution approchée consiste a remplacer le probléme non

linéaire u; + f(u), = 0 par un probléme linéarisé défini localement sur chaque interface,

Uy + A7 ity = 0. (IV.1.58)
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La matrice 151?_1 /2 €st une approximation de la matrice jacobienne de f qui est valide dans un

voisinage de U}" | et U;". Elle doit étre diagonalisable avec des valeurs propres réels et satisfaire

Ar |, — f(@"), quand U, U —a" (IV.1.59)

J

En particulier, la linéarisation de Roe utilise 'approximation

Te =1 (U )), (IV.1.60)
ot U ;‘_1 /2 €st une certaine moyenne de U ;7_1 et U ]” Pour les équations de Saint-Venant, U ;‘_1 /2

est donné par

n
~ j—1/2

Ur 12 = o , (IV.1.61)
qdj_1/2
ou

i1 h§il+q}“\/h§b

~n lh?—l lh?; n 1
T = : = Map=j
J VI A B J 2

On considere les valeurs propres et vecteurs propres locaux qui ont respectivement les formes

(h7_y + h). (IV.1.62)

(IV.1.56) et (IV.1.57) a la différence que h est remplacé par 71’][1/2 et g par q;_y/;

n qm—1/2 T In qm—l/2 n
So . = ~Jn _ /ghj—l/Q’ Ny = ~Jn + /ghj_l/27 (IV.1.63)
Ih% lh

j—1/2

et

o= : o= . (IV.1.64)

Pour I'obtention de la solution (U} |, U?") du probléme de Riemann PR(U},,Ul'), on suit
les étapes données dans la section IV.1.2.1 en remplacant respectivement h et ¢ par h et q. De
plus, les valeurs et vecteurs propres a considérer sont respectivement (IV.1.63) et (IV.1.64).
D’autre part, les conditions aux bouts (IV.1.54) sont a considérer au temps t,. La mise en
oeuvre des cellules fantémes se fait comme en (IV.1.48) ot (h,§) est remplacé par (h,q). De

plus la condition CFL concernant la stabilité de la méthode numérique, est :

At

A_xm <1, (IV.1.65)
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ol A" = m]aX(S\Tﬂj, 5\33)

IV.1.3 Application sur le réseau étoilé
IV.1.3.1 Le modele linéaire

Nous considérons le modele linéaire du réseau donné au Chapitre II :

’ (a) %z"+%g§j=0, i=1,2,3,
(b) 86% + aigii +pi%—ijj =0, i=1,2,3,
(€ dblt, L) — ia(1,0) — (1,0) =0, sur M, (V160
(d) mhi(t, L1) + Bidi(t, Ly) = 2ha(t, 0) + Bago(t, 0), sur M,
L (e) hi(t, L1) + Bidu(t, L1) = vshs(t, 0) + Bads(t,0), sur M,
avec les conditions aux bouts
Q1(t,0) = Gio(t), Galt, La) = Go1,(t) and  Gs(t, L3) = G3,1,(1), (IV.1.67)
et les conditions initiales
hi(0,2) = ho(x),  Gi(0,2) = ¢¥(x). (IV.1.68)

On utilise la réécriture de (IV.1.66.a)-(IV.1.66.b) sous forme de variables caractéristiques, pour

résoudre numériquement le modele linéaire du réseau :

ow;y n )\ﬂ% = 0, i=1,2,3,
ot ox
9 5 (IV.1.69)
Wi2 W2 .
Aio— = 0, =1,2,3,
ot + A ox !
ou
. 1 - 1
wiy = lihi — —q¢ et wp=lLh — —q, (IV.1.70)
iz Ail
avec

qi [+ i h
)\i == - hi7 )\Z - = hi, IV171
S g 2= +1\9 ( )
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et (hi, @) satisfaisant I'état stationnaire (I1.1.7).

La méthode Godunov pour les équations d’advection de la forme (IV.1.69) est similaire
a la méthode Upwind. En utilisant I'expression (I1.2.27) et la figure 11.2, on remarque que
I'information de la variable caractéristique, provient de la gauche ou de la droite suivant que la
valeur propre est positive ou négative. Donc I'idée de la méthode Upwind est que I'information
d’une variable caractéristique donnée, est obtenue en regardant la direction dans laquelle cette
information est supposée provenir. On utilise cette idée de la méthode Upwind pour résoudre
numériquement le modele linéaire du réseau étoilé.

L’obtention de la solution en tout temps nécessite la donnée d’une condition initiale et
d’une condition au bout pour chaque variable caracteristique (voir (I1.2.27)). Pour les va-
riables caracteristiques qui entrent dans le réseau (w2, woy €t wsy, voir Figure I11.3) en plus des
conditions initiales, les conditions aux bouts sont disponibles graces aux differents controles
prescrits. Mais, pour les variables caractéristiques qui sortent du réseau (w1, was et wss), leur
bout se situe a la jonction M et donc la disponibilité de leur condition au bout necessite d’abord
la résolution du systeme (I1.2.29). Ce systeme met en relation (wi2(t, L), w1 (t,0), w31 (t,0)) et
(war(t, L1), waa(t,0) et wse(t,0)) au niveau de la jonction M. Ainsi, il faut déterminer d’abord
(wi2(t, L), we (t,0), w31 (t,0)) avant de déduire (wa; (¢, L), waa(t,0), wse(t,0)) correspondant
aux conditions aux bouts respectives aux variables caractéristiques quittant le réseau. La don-
née de wa; (t, L), wae(t,0) et wse(t,0) au niveau de la jonction permettra d’avoir les solutions
en tout temps des variables caractéristiques wq1, woo et wso, puisque la donnée initiale est
disponible.

Soit Wiy ; 'approximation de la moyenne de la variable caractéristique wy, dans la jieme

cellule, au temps t,,, :

n 1 Tjt1/2
VVikJ‘ ~ A_x/ Wik (tn, x)dx (IV.1.72)
Tj—-1/2

Posons, 11 = A\ At/Ax, la formule correspondant a (IV.1.11) pour les variables caractéristiques

dont la vitesse \;; est positive est donnée par
Wﬁctl = lej — u( z7€j - Z}c,j—1)
1 n n n n n n
—§/~b(1 — W) ¢(19j+1/2)( ik j+1 zk]) — & j71/2)( ikj ik,jfl) (IV.1.73)

ou par

n+l n n . n
ikj ik,j /~L( ik,j+1 zkj)

1
g 08 ) [ D008 ) Vi = W) = 0001 4) OV, = Wiy )| (VLT
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si la vitesse \;; est négative. Dans ces formules,

AWR J—1/2 g—1 si A\p >0,
Vi = Jgm — = o AW ore = Wik = Wik
ik,j—1/2 J+1 si A\p <0

et ¢ est donné par (IV.1.18).

La résolution numérique du réseau se fait comme suit :

Algorithme 1 Résolution numérique du modéle (1V.1.66)-(1V.1.68).

1.

On détermine les valeurs internes des variables caractéristiques entrant dans le réseau.
Autrement dit, W{;rjl, Jj=2,---Ny grice a (IV.1.73), W;ﬂ}l, j=1,---Ny—1 grice a
(1V.1.7}) et enfin Wgﬁl, j=1,---N3—1 grace a (IV.1.7}). La valeur N;,i = 1,2,3,
est le nombre de cellule du canal 1.

De [’étape 1, on a les valeurs au niveau de la jonction des variables caractéristiques Wia,
Way et Wsy, d.e W{;r]\l,l, Wg‘f“ll et Wzﬁﬁl Ainsi nous résolvons le systeme (11.2.29) pour
obtenir les valeurs au niveau de la jonction des variables caractéristiques Wiy, Wao et
W32, i.e Wﬁb\lfﬂ Wzn;,rll et ng;rll

On peut obtenir maintenant toutes les valeurs des variables caractéristiques qui quittent
le réseau. Autrement dit, Wﬁf}l, j=1,---Ny, grice a (IV.1.74), ngjl, 7 =1--Ny,
grace a (IV.1.73) et Wistl, j =1,--- Ns, grace a (IV.1.73).

De l’étape 3, on déduit pour chaque canal, la valeur au bout de la variable caractéris-
tique sortante, i.e Wﬁﬁl, WSQ%Z et W;;ﬁs Donc, on utilise les relations suivantes pour

déterminer ’expression des variables caractéristiques entrantes au niveau des bouts du

réseau :
n+1 n+1 1 1 ~
Wiy =WihT + |~ — v ) Guoltns),
A2 Az
n+1 n+1 1 1 .
Wi No — Wi No —\ 3 — 7 ) 9L, (tns1), (IV.1.75)
’ A2 Aoy

0t G10(t), Go.r,(t) et Gsp,(t) sont les controles construits au chapitre (I11) et qui sont
donnés par (11.2.52).

Finalement, on déduit les valeurs de (ﬁ?;l, cjz";rl) en utilisant Uexpression de h; et de §; en
fonction de wy; et de we;. Cette expression est obtenue a laide de la formule (IV.1.70).

D’autre part, les cellules fantomes sont traitées comme dans la section IV.1.2.1.

L’algorithme 1 est répété a chaque pas de temps.

88



IV.1 La méthode numérique et ses applications

IV.1.3.2 Le modéle non linéaire

Pour le modele non linéaire (II.1.1)-(I1.1.6) du réseau étoilé, la formulation suivant les
variables caractéristiques comme dans la section IV.1.3.1 n’est pas valable. Tout de méme au
niveau de la jonction on va utiliser une partie des arguments utilisées pour résoudre le modele
linéaire (section IV.1.3.1). Mais, en ce qui concerne les points a 'intérieur des différents canaux
constituant le réseau, on se sert de la section IV.1.2.2 concernant la résolution du modele non
linéaire pour un canal. Ainsi, nous allons juste montrer comment la résolution numérique au
niveau de la jonction a été faite et ensuite donner ’algorithme de la résolution du réseau tout
entier.

Le modele non linéaire du réseau est donné par

uy + fi(ui)e =0, (IV.1.76)
ou
h; ai/l;
gi L 1gl-h?
' Lih; 27"

les conditions de jonction (voir (II.1.4)-(I11.1.6)),

QI(ta Ll) - QQ<t7 0) - Q3<t7 0) =0, sur M: (IV178)
1 qi(t, L) 1 ¢3(t,0)
hi(t.Ly) + — L\ 2y gy 4 =B\ D) M IV.1.7
gt L)+ 55 = 90+ 5y s M (IV.1.79)
1 ¢3(t, L 1 ¢3(t
i (b L) + 2B B gy L B0 (IV.1.80)

213hi(t, L) 213h3(t,0)"

les conditions initiales (II.1.2) et conditions aux bouts :

q1(t,0) = q1 + qio(t), q2(t, La) = G2 + Go,1, (1), q3(t, L3) = G5 + Gs,1,(t), (IV.1.81)

ot G10(t), Go.,(t) et §sr,(t) sont les controles définis dans (11.2.32) et (qi, G2, G3) est 1'état
d’équilibre donné par (I1.1.7).
On considere U;"; 'approximation de u; dans la cellule j au temps ¢,
1 Tjt1/2
Ul ~ 2 / (b, 2)de (IV.1.82)

Tj—1/2

Pour résoudre les conditions de jonction (IV.1.78)-(IV.1.80), on se sert de la linéarisation locale
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de Roe au niveau de la jonction M. Puisque, avec cette linéarisation on obtient un probleme
local linéaire, donc on peut définir les variables caractéristiques de ce dernier. Le probleme

local est
(@) + Af 1o (@)e = 0, (IV.1.83)

avec

In
o~ . ij—1/2

~23'71/2 - fi(Uz'T,Ljfl/Q)a Uﬁjq/z - o (IV'1'84>
45 5-1/2

et (h” 12 qii- 1/2) est donné par (IV.1.62) ot on remplace (h7,q}) par (b}, q;';). Les valeurs
propres A% et A% sont similaires a (IV.1.63) avec (h;_ 1/2:@j—1/2)= (! ti—1/20Gij—1/2). Alnsi

puisque la forme (IV.1.83) est linéaire, on définit les variables caractéristiques par :

le

i2 il
Au temps t,41, on rééerit les conditions (IV.1.78)-(IV.1.80) sous forme de variables caracté-

ristiques exprimées au niveau de la jonction M :

( n+1 n+1 n+1 n+1 n+l __
—a1WH,N1 - a2W22’1 - CL3W3271 + a1W12,N1 + a2W 1 1 + a3W31’1 — O,

g Wiy N1 — gbs 21 1 QCIW&JFJ\IQ + QCZWQH;T

n+1 n+1 \2 n+l n+1
<a1W12,N1 - alWll,Nl) (Q2W22 1 W21 1 ) .

_ =0,
(Wi, —aWiin)? 230 Wi — e Wisht)? (IV.1.86)

glelan]\lfl - gb3W31 1 gchlTZQ—,F]\lfl + gC3W32 1

(a Wiy, — ad Wiy, )? B (asWish — asWir)? _0
\ 2 (WY, — aaWisin )2 28 (bsWait! — esWiph)2
ol
1 1 7 7
a4=—— —, b= ———12 €= — (IV.1.87)
Ay AR Li(Njy — AT LAy — AR)

Pour les variables caractéristiques entrant dans le réseau et exprimées au niveau de M (i.e,

Wiy, Wil et Wih'), on utilise I'idée de la méthode Upwind décrite dans la section IV.1.3.1,
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pour leur donner des valeurs approximatives. Pour ce faire on utile les extrapolations suivantes :

n+1 _ n
W12,N1 - W12,N1717
n+l1 __ n
n+l n
W31,1 - W31,2'

D’apres (IV.1.88), les variables caracteristiques W{‘;]\l,l, Wt et Wit sont connues, et donc

le systeme (IV.1.86) devient un systéme non linéaire de trois équations a trois inconnus que
sont W{LlTJ%H’ W;;”ll et Wg;ff,
Wiy,
G(W™h =0, Wt =ttt | (IV.1.89)
Wit
La résolution numérique du réseau se fait comme suit :

Algorithme 2 Résolution numérique du modéle (I11.1.1)-(11.1.6).

1. Ayant déja (hY N, 1,41 N, —1), (hy2,435) et (hyo,q3o), on obtient respectivement Wiy x4,
W3 o et W3, a partir de (IV.1.85) et ensuite, on déduit W{L;Al,, I/V{T’l1 et Wgﬁﬁl grace a
(IV.1.88).

2. L'obtention de W'y, , Wit et Wit nous permet de déterminer Wiy, . Wish' et Wish!
en résolvant le systéme non linéaire (1V.1.89).

3. Les étapes 1 et 2 permettent d’avoir les valeurs de h et q au niveau de la jonction en
utilisant (IV.1.85), i.e (h?j\/ll,Q?,JJrvll); (hgjl,qgjl) et (h’gjl,qg{l)

4. Enfin, on détermine les valeurs des wvariables h et q au sein des différents canaux

en se servant de la section IV.1.2.2. C’est a dire, (hﬁl,qﬁl)y j=1--N —1,

(Rt qaih), j =2, Ny et (hyth, qath), j=2,--- Na.
5. Les conditions auz bouts (IV.1.81) sont a considérer au temps t,, et la mise en oeuvre des

cellules fantomes se fait comme en (1V.1.48) ot (iz, q) est remplacé par (h;,q;), 1 = 1,2, 3.

L’algorithme 2 est répété a chaque pas de temps.

IV.1.4 Application sur le réseau en cascade
IV.1.4.1 Le cas d’un bief

La résolution du probléme linéaire (I11.2.6)-(I11.2.8) se fait comme celle de (IV.1.20)-
(IV.1.22) (voir section IV.1.2.1). Pour le modele non linéaire (I11.2.1)-(II1.2.3), le systeme
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(II1.2.1) n’est équivalent a (I1.3.1) que pour des données continues. Pour des problemes com-
portant des chocs, il est important d’utiliser la forme conservative (I1.3.1) afin de les calculer
correctement. D’ailleurs, puisque la forme conservative de la méthode des volumes finis est ba-
sée sur la forme intégrale de la loi de conservation, il est plus adéquate d’utiliser les équations
(I1.3.1) qui surviennent naturellement sous leur forme intégrale. Donc, on utilise la résolution
numérique de (I1.3.1) donnée a la section IV.1.2.2; en prenant la précaution suivante pour les

conditions aux bouts :
q(t,0) = lh(t,0)(v +0o(t)) et q(t,L) =1h(t,L)(v+ 0L(t)). (IV.1.90)

ou

ou(t) = —b2§t) (VI—®m 1), il = —blét) (Vi—m@-1), av.1on

\

)
(0, | A |t) — \ﬁﬁ(o, IMt), si ¢ < L/,
b(t) = h (IV.1.92)
b(t—L/|M|, L) — \/%h (t—LJ/|\|, L), si t>L/|\,
\
(
8(0, L — Aot) + \/Eﬁ(o, L — ot), si t< L/,
bao(t) = h (IV.1.93)
b (t— L/ Xy, 0) + \/%ﬁ (t—L/X,0), si t> L/,

0.(t) et O,(t) sont dans ]0,1] et (h, ) est I’état d’équilibre (I11.2.4). La mise en oeuvre des
cellules fantomes se fait comme en (IV.1.48) ou (ﬁ, ) est remplacé par (h, q). Il faut noter qu’il

existe des méthodes numériques pour les systeme d’équations hyperboliques non conservatives
(voir [5] et [34]).

IV.1.4.2 Le cas du réseau en cascade

La résolution numérique du modele linéaire du réseau en cascade se fait comme suit :

Algorithme 3 Résolution du modéle linéaire du réseau en cascade
1. Pour le bief 1, les controles 01(t) et U1,r,(t) donnés par (II11.1.16) sont les conditions
auz bouts x = 0 et x = Ly. Ainsi, on considére les équations (111.1.8.a)-(111.1.8.b) et on

agit comme a la section (1V.1.2.1) pour déduire iz’f] and 0f ; sur tout le bief.

2. La valeur 090(t) correspondant au bout x = 0 du bief 2 est déterminée a partir de la
relation (111.3.8) qui est issue de la condition (II1.1.8.c) sur la conservation du débit au

niveau de la jonction.
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3. Pour le bief 2, la valeur U90(t) obtenu a [’étape 2 et le contrile U9 r,(t) donné par
(I11.1.16) sont respectivement les conditions aux bouts x = 0 et © = Ly. Ainsi, on

\ \ 9z e . 7 n Am .
procéde comme a 'étape 1 pour déterminer hy ; and 0y ; sur tout le bief.

Pour le modeéle non linéaire, les équations a considérer sont (I1.1.1) sur chaque bief en plus
de la condition sur la conservation du débit (¢; = ¢2), les conditions initiales (II.1.2) et les

conditions aux bouts

q1,0(t) = lha(t,0)(01 + 01,0()),
qLLl (t) = lhl (t, Ll)(@1 + ﬁl,L1 (t)), (IV194>

42,1, (t) = lhz(t, LQ)(’UQ + @Q’LQ (t))

ol 010(t), 01,1, (t) et g r,(t) sont les contrdles donnés par (II1.1.16). Ainsi, la résolution nu-

mérique du modele non linéaire du réseau en cascade se fait comme suit :

Algorithme 4 Résolution du modeéle non linéaire du réseau en cascade

1. Pour le bief 1, les controles q10(t) et qi,r,(t) donnés par (IV.1.94) sont les conditions
auz bouts x = 0 et x = Ly. Ainsi, on considére les équations (I11.1.1) et on agit comme
a la section (IV.1.2.2) pour déduire (hy ;,q';),j =1, , N1 sur tout le bief.

2. A travers la condition sur la conservation du débit au niveau de la jonction (qir,(t) =

q20(t)), on a qao(t) qui correspond au bord x =0 du bief 2.

3. Pour le bief 2, la valeur qo(t) obtenue a l’étape 2 et le contrile qop,(t) donné par
(IV.1.94) sont respectivement les conditions aux bouts © = 0 et © = Lo. Ainsi, on

procede comme d I'étape 1 pour déterminer (hy ;,q3;),7 = 1,---, Ny sur tout le bief.

4. Les conditions auz bouts (IV.1.9/) sont da considérer au temps t, en remplacant
(hl(t70)ah1(tu Ll)ahQ(tv LQ)) par (h?,17h7ll,N17 S,Nz)'

IV.2 Résultats numériques concernant le réseau étoilé

IV.2.1 Le cas d’un canal

Les débits au niveau des bouts sont les contréles. Du point de vue pratique, il y a une
variété d’outils (portes, pompes etc) utilisés pour mettre en oeuvre les contrdles construits.
Pour ce document, les controles sont matérialisés a travers 'ouverture de portes immergées,
localisées au niveau des bouts (z = 0) et (z = L) du canal (voir Fig IV.4). Soient pg et py, les
ouvertures respectives de la porte amont et aval, il existe une relation entre 'ouverture de la

porte et le débit au bout du canal (voir [33], [18]). La relation est donnée par

q(t,0) = pO(t)kl\/2g(Hamont—h(t,())) (IV.2.1)
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Porte amont

Porte aval

Figure IV.4 — Un canal délimité par des portes immergées

pour la porte située en amont du canal et

Q(t’ L) = pL(t)kZ\/Qg(h(t’ L) - Haval)7 (IV'Q'Q)

pour la porte située en aval du canal. Ici, k; et ky sont des caractéristiques des portes (on
considere le cas k; = ks = 1), ¢(t,0) et ¢(t, L) sont donnés par (IV.1.54), Hymont €t Hapar sONt
respectivement les hauteurs d’eau en amont et en aval du canal. Les grandeurs Hgmont €6 Haval
sont supposées étre constantes et satisfont Heone > h(t,0) et h(t, L) > Hypar-

Voir par exemple les documents [10] et [32] pour plus de détails sur les outils de controle.

IV.2.1.1 Entre le modéle linéaire et le non linéaire

Dans cette partie, nous faisons la comparaison entre le modele linéaire (I1.3.5)-(I1.3.7) et
le non linéaire (I1.3.1)-(I1.3.3) en supposant que les bouts x = 0 et x = L sont bouchés (i.e
q(t,0) = 0 et ¢q(t,L) = 0). Nous considérons un canal de longueur L = 1m, et de largeur

| = 1m. Létat d’équilibre est (h(z),q(z)) = (Im,0m*s™!) et la condition initial est une

gaussienne pour la hauteur et zéro pour le débit :
h(0,2) = 1.5 + exp(—1000(z — L/2)?), ¢(0,2) =0, z € [0,L]. (IV.2.3)

Les résultats sur la comparaison entre le modéle linéaire et non linéaire sont montrés par la

figure IV.5 pour la hauteur et par la figure IV.6 pour le débit.

Commentaire IV.2.1 Dans les deuz cas, la condition initiale se divise en deux ondes allant

chacune dans une direction opposée a l’autre et ceci est du au fait que les deux valeurs propres
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sont de signes opposés. La vitesse de [’onde est donnée par la valeur absolue de la valeur propre
et sa direction par le signe de celle-ci. Pour le modéle linéaire, les deux ondes se propagent
avec la méme wvitesse constante, puisque |\i| = Xy = 1/9.81h(x), mais elles gardent leur
forme inchangée (voir Fig IV.5 et IV.6). Pour le modéle non linéaire, tout en se propageant
avec la méme vitesse qui dépend du temps parce que |[\i| = Ay = \/W(t,x), l'avant de
londe (par rapport a la direction) se tranforme en un choc et que larriére de celle ci, en une
rarefaction (voir Fig IV.5 et 1V.6). En effet, la distorsion non-linéaire d’une onde conduit
a une accentuation de celle ci dans la région ou la créte en mouvement rattrape une cuvette
située devant et beaucoup plus lente qu’elle (I’onde se compresse et devient alors un choc) et
d’un aplanissement de celle-ci dans la région ou la créte s’éloigne de la cuvette située derriere

elle ('onde s’étend et devient une raréfaction).

IV.2.1.2 Application des controles

Dans cette partie, nous appliquons premierement les controles contruits dans le chapitre
IT au modele non linéaire (I1.3.1)-(I1.3.3) en considérant un état résiduel (h, §) trés petit par
rapport & l'état d’équilibre (h,q). En le faisant, nous montrons effectivement les résultats
concernant la décroissance de 1’état residuel (fL, ) vers zéro en temps (voir Théoremes 11.3.1 et
I1.5.1) pour le modele linéaire (I1.3.5)-(I1.3.7). Puisque, ce modele linéaire est obtenu a partir
du non linéaire en utilisant I’hypothese sur la petitesse de ’état résiduel par rapport a 1’état
d’équilibre (voir section I1.2.1). Deuxiemement, on consideére le modele non linéaire avec un
état résiduel qui n’est pas tres petit par rapport a I’état d’équilibre. L’objectif de ceci, est de
montrer la robustesse et la flexibilité de la méthode de controle. En d’autres termes, c’est de
montrer qu’on a les résultats de décroissance de I’état residuel (iL, G) vers zéro en temps pour
des contréles construits a partir d’'un modele linéaire tres différent du non linéaire. Ceci est
d’un grand intéret puisque les controles sont destinés a étre appliquer dans la réalité et que les
modeles representant cette réalité (du moins dans le cas des écoulements) sont non seulement
non linéaires mais peuvent ne pas tenir en compte certains parametres du milieu lors de leur

établissement.

Exemple IV.2.1 Nous considérons un canal de longueur L = 50m, de largeur | = 1m. L’état
d’équilibre est (h(z),q(x)) = (Im, 1.5m>s™1). Le pas d’espace est Ax = 0.5m et celui du temps
est At = 1s. Pour l'ouverture des portes, nous choisissons H,, = 2.5m et Hgippn = 0.5m

respectivement dans les relations (IV.2.1) et (IV.2.2). Pour la condition initiale on a :
1. (h(0,2),¢(0,2)) = (1.1m, 1.65m>s™ ') et donc (h(0,),§(0,2)) = (0.1m,0.15m3s™") ;
2. (h(0,2),q(0,z)) = (2m,2.5m>s™") et done (h(0,z),G(0,2)) = (1m, Im3s™).

Les résultats de 'exemple IV.2.1 sont montrés par la figure IV.7.
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25 25
2| 1 2 4
E E
= =
1.5 1.5
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Figure IV.5 — Representation de la hauteur d’eau a différents temps a partir du modele linéaire (a)
et du modele non linéaire (b). La gaussienne initiale se divise en deux ondes, 'une allant & gauche et
l’autre a droite.

96



IV.2 Résultats numériques

concernant le réseau

étoilé

3 3
2p B 20
1+ B 1
© 2
E ° e o
=2 =l
1 i -
_a i _a
) 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 o 0.1 0.2
x[m]

0.3 0.4

3 3
2t - 2F
1k - 1k

© )

e o e o

=2 =
A i 1
o i o
~ ; ; i ; ; ; i ; ; . ; ;

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 o 0.1 0.2 0.3 0.4
x[m]

(a) ¢ &t =0.0125 (b) ¢ &t =0.0125

q[msls]
ol

L
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

o . i
o o 02 o5 oa o5 o5 o7 o5 ) 1 o CE] 02
x[m]
\ \
(a) ¢ at=0.025 (b) ¢ at=0.025
3 3
2t g 2t
1k i s
o )
“= o “= o
= =
—af g -
_a B -2
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.6 0.7 0.8 0.9 1 o 0.1 0.2

0.5
x[m]

0.3 0.4 0.6 0.7 0.8 0.9

0.5
x[m]

(a) g at=0.05 (b) g at=0.05

Figure IV.6 — Représentation du débit de 1'eau a différents temps & partir du modele linéaire (a)

et du modele non linéaire (b).
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Figure I'V.7 — Evolution de I’énergie et 'ouverture des portes suivant différentes valeurs de 01, 65 et
les données de 'exemple 1V.2.1. La partie gauche concerne la petite perturbation (condition initiale
1) et la partie de droite, la grande perturbation (condition initiale 2).
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Porte 1
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.
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Porte 3
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Figure IV.8 — Le réseau étoilé délimité par des portes immergées

Commentaire IV.2.2 En considérant une petite perturbation d’une part, une grosse d’autre
part et les mémes valeurs pour 0y et 5, on remarque qu’on a presque la méme forme de dé-
croissance de l'énergie (Fig IV.7.(a)). Ceci est di au fait que l'amplitude du contréle dépend
de la perturbation et du choix des fonctions 6 constituant le tauz de décroissance de l’énergie
(voir (I1V.1.49)). Par ailleurs, on voit que plus les fonctions 0 s’approchent de 1, plus la dé-
croissance de ’énergie est rapide, ceci est d’ailleurs montré dans le Théoréme I1.8.1. Aussi,
plus les fonctions 0 s’approchent de 1, plus petit (resp. plus grand) est l'ouverture de la porte
située en amont (resp. aval) du canal (voir Fig IV.7.(b)-(c)). D’autre part, ’amplitude des
oscillations des portes diminue avec l’augmentation des valeurs des fonctions 6. Ces oscilla-
tions sont dues auz réflexions au niveau des bouts et donc leur amplitude dépend de [’ampleur
de ces réflexions. D’ailleurs ces oscillations sont perceptibles sur la forme de décroissance de
lénergie (Fig IV.7.(a)).

On peut noter aussi la présence de parties qui semblent étre des discontinuités sur [’ouver-
ture des portes, surtout pour la porte située en aval. Cependant, on peut agir sur les fonctions
0 afin d’avoir une ouverture de porte assez acceptable. En effet, puisque ces fonctions appar-
tiennent a lintervalle 10, 1] et peuwvent dépendre du temps, on peut avoir une large possibilité de
choix. D’autre part, ces fonctions peuvent étre choisies en fonction du type d’outil de controle

utilisé.

IV.2.2 Le cas du réseau étoilé

Comme dans le cas d’un seul canal, les portes sont situées au niveau des bouts libres du

réseau (Fig IV.8). Les variables py, ps et p3 sont respectivement les ouvertures des portes dans
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les canaux 1, 2 et 3. Ces ouvertures sont liées avec les débits par les relations

q1 (ta 0) = N (t) \/29 (Hamont - hl (t’ O))»
q2(t7 LQ) = pQ(t) \/29(h2(t7 LQ) - Haval2)7 (IV24>

a3(t,L3) = pa(t)v/29(ha(t, Ls) — Hupass),

ou ¢1(t,0), qo(t, La) et q3(t, L3) sont donnés par (IV.1.81). Les grandeurs Humont, Havaiz €t
Hupaiz sont les hauteurs d’eau a l'extérieur du réseau et sont supposées étre constantes (voir
Fig IV.8).

I1V.2.2.1 Evolution de la hauteur d’eau au niveau de la jonction M

Exemple IV.2.2 Nous montrons le comportement de la hauteur et du débit au niveau de la
jonction M en utilisant le modéle non linéaire (11.1.1)-(11.1.6). Pour ce faire, on considére
des canaux de méme longueur Ly = Ly = Ly = 1 et de méme largeur |y =l = I3 = 1. Les

bouts du réseau sont bouchés (q10(t) = qo.1,(t) = q3.0,(t) = 0) et la condition initiale est :

canal 1 : hy(0,2) = 1.5 + exp(—1000(x — L1/2)?), ¢(0,2) =0, = € [0, L],
canal 2 : hy(0,x) = 1.5, 2(0,2) =0, z € [0, L], (IV.2.5)
canal 3 : h3(0,z) = 1.5, q3(0,2) =0, x € [0, Lg).

Les résultats de I'exemple 1V.2.2, sont montrés par la figure I'V.9.

Commentaire IV.2.3 La condition initiale se divise en deux ondes comportant chacune une
raréfaction et un choc (voir commentaire a la section IV.2.1.1). Une partie du choc arrivant
au niveau de la jonction est transmis auzx deux canaux (Fig I1V.9) et Uautre partie est réfléchie
progressivement sous des formes diverses. Ces formes vont d’une raréfaction et d’un choc
(Fig IV.9.(c)-(d)) a deux raréfactions (Fig 1V.9.(d)-(h)). En effet la jonction se comporte
comme un bord physique, c’est pour cela qu’une partie des ondes qui la heurte est réfléchie
a lintérieur des différents canaux. Le comportement d’un bord physique est expliqué dans la

partie traitement des conditions auz bouts de la section IV.1.2.1.

IV.2.2.2 Application des controdles

On procede comme a la section 1V.2.1.2 en considérant d’abord une petite perturbation
et ensuite une grande perturbation. Le modele non linéaire (I1.1.1)-(I1.1.6) est utilisé avec
la petite perturbation pour montrer les résultats sur la décroissance de I’énergie du modele
linéaire (I1.2.16)-(11.2.18) (voir Théorémes I1.2.1 et 11.4.1). L’objectif de la grande perturbation

est de montrer la robustesse de la méthode de contrdle.
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(a) La hauteur a ¢t = 0.1107s (b) La hauteur & t = 0.1185s

x[m]

(¢) La hauteur a t = 0.1265s (d) La hauteur & t = 0.1383s

(e) La hauteur & ¢t = 0.1462s (f) La hauteur & ¢ = 0.1581s

(g) La hauteur a ¢ = 0.17s (h) La hauteur & t = 0.1897s

Figure I'V.9 — Représentation de la hauteur d’eau a différents temps a partir du modele non linéaire
suivant les données de I'exemple IV.2.2 : focus sur la jonction
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IV.3 Résultats numériques concernant le réseau en cascade

Exemple IV.2.3 Nous effectuons les simulations sur un réseau dont Ly = 30m, Lo = 40m,
L3 = 50m et ayant une largeur de 1m pour les trois canauzr. Pour [’état d’équilibre on
donne G = 1.5m3s™ !, P21, = 0.7m3s™ 1, }_lg’LS = 1m pour ensuite obtenir les valeurs

(hi(z),q(x)), i = 1,2,3 dans les canaux respectifs a partir du systéme (11.1.7). En ce qui

concerne la condition initiale on a :

1. Petite perturbation
Canal 1 : hY(x) =2m et ¢¥(x) = 2.5m>s™ .
Canal 2 : qy(z) = 1.5m>s™" et hy(z) = h9(0) ou h3(0) est déduit de (I1.1.5).
Canal 3 : q3(z) = ¢3(0) et hy(x) = h3(0) ot q5(0) et h3(0) sont respectivement déduits
de (I1.1.4) et (11.1.6).
2. Grande perturbation
Canal 1 : hY(z) = 2m et ¢{(z) = 2.5m>s ™.
Canal 2 : ¢3(z) = 1.5m?s™ ! et hS(x) = h3(0) ou hY(0) est déduit de (I1.1.5).
Canal 3 : q3(z) = ¢3(0) et hY(x) = h3(0) o q5(0) et h3(0) sont respectivement déduits
de (11.1.4) et (11.1.6).

Nous choisissons Hymont = 2.5m €t Hypar = Havarz = 0.5m dans les relations (1V.2.4).
Les résultats de 'exemple 1V.2.3 sont montrés par les figures IV.10 et IV.11.

Commentaire 1V.2.4 Pour le cas du réseau on a aussi les mémes résultats que celui d’un
seul canal concernant la rapidité de la décroissance de [’énergie suivant la proximité des valeurs
des fonctions 6 de 1. Pour les portes, bien que leur ouverture augmente ou diminue suivant la
porte considérée, leur comportement est beaucoup plus compliqué que celui d’un canal unique,
a cause de la présence de la jonction. L ouverture des portes est beaucoup plus structurée dans
le cas d’un seul canal que celui du réseau. La présence de la jonction qui fait en méme temps
intervenir ce qui se passe dans les trois canaux peut étre a 'origine de cette complexité (voir

Uexzpression des controles donnée par (11.4.24)).

IV.3 Reésultats numériques concernant le réseau en cas-

cade

IV.3.1 Le cas d’un seul bief

Nous agissons comme dans la section 1V.2.1 a la différence qu’ici les controles sont ex-
primés a travers les vitesses et non a travers les débits aux bouts du canal. Pour les besoins
d’une premiere simulation numérique, nous considérons les données de 'exemple IV.2.1 avec
uniquement la premiere condition initiale. Les résultats sont montrés par les figures IV.12 et

IV.13. Les relations (IV.2.1) et (IV.2.2) sont utilisées pour les ouvertures de portes.
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Figure IV.10 — Evolution de I’énergie du réseau suivant différentes valeurs de 61, 05 et 03 et les
données de 'exemple 1V.2.3. La partie gauche concerne la petite perturbation et la partie de droite,
la grande perturbation.

La deuxieme simulation numérique est effectuée avec les données de I’exemple suivant :

Exemple IV.3.1 Nous considérons un canal de longueur L = 1000m, de largeur | = 1m. La
condition initiale est (h(0,z),q(0,2)) = (2m,2.5m>s™ ') et I’état d’équilibre est (h(z),q(z)) =
(1m,0.5m>s™1). Le pas d’espace est Ax = 5m et celui du temps est At = 1s. On choisit
01 =0.62 et 0, = 0.4.

Les résultats de I'exemple 1V.3.1 sont montrés par la figure IV.14

IV.3.2 Le cas du réseau en cascade

Dans ce cas, on a une porte située en amont du réseau, une autre entre les deux biefs et
une derniére en aval du réseau (Fig IV.15). Les variables p;, ps et ps sont respectivement les
ouvertures des portes situées en amont, entre les biefs et en aval du réseau. Ces ouvertures

sont liées avec les débits par les relations

0(t.0) = pu(t)y/20(Humont — ha(1,0)),
a(t, L) = pa(t)\/29(ha(t,0) — hy(t, Ly)), (IV.3.1)

@(t, Ly) = ps(t)/29(ha(t, La) — Havar),

ou ¢1(t,0), q1(t, L1) et ga(t, Lo) sont donnés par (IV.1.94).

Exemple IV.3.2 Nous considérons deuzx biefs de longueur Ly = Lo = 1000m, de largeur
| = 1m. L’état d’équilibre est qy(x) = 1.5m>s™", hy(x) = 1.5m et hy(z) = 1m et la condition
initiale est hy(0,z) = 2m, ¢(0,z) = 3m3s™', hy(0,2) = 1.5m, ¢2(0,2) = 3m3s~'. Le pas
d’espace est Ax = 10m et celui du temps est At = 1s.
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Figure IV.11 — L’ouverture des portes suivant différentes valeurs de 01, 05 et les données de I’exemple
1V.2.3. La partie gauche concerne la petite perturbation et la partie de droite, la grande perturbation.
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Figure IV.12 — Evolution de I’énergie du bief suivant différentes valeurs de 61, 0 et 03.
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Figure IV.13 — L’évolution de I’énergie et I'ouverture des portes amont et aval du bief, suivant
différentes valeurs de 61, 05 et 03.
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Figure IV.14 — L’évolution de I’énergie et I’ouverture des portes amont et aval du bief, suivant les
données de I'exemple 1V.3.1.
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Figure IV.15 — Le réseau en cascade avec des portes immergées

Les résultats de 'exemple IV.3.2 sont montrés par les figures IV.16, IV.17 et IV.18.
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Figure IV.16 — Evolution de ’énergie et ouverture des portes suivant les données de ’exemple
1vV.3.2.
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(a) Hauteur initiale (b) Vitesse initiale
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(c¢) Hauteur a ¢t = 500s (d) Vitesse a ¢t = 500s

v(1000,x)[m/s]
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(e) Hauteur a ¢t = 1000s (f) Vitesse a ¢t = 1000s

Figure IV.17 — Evolution de la hauteur et de la vitesse de ’eau. L’état d’équilibre est représenté
par les tirets. Les données concernées sont celles de 'exemple 1V.3.2
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Figure IV.18 — Evolution de la hauteur et de la vitesse de ’eau. L’état d’équilibre est représenté
par les tirets. Les données concernées sont celles de 'exemple 1V.3.2
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Conclusion et perspectives

Dans ce document, nous avont utilisé une approche pour contruire des controles ayant
pour but de stabiliser la hauteur et le débit de ’eau autour d’un état d’équilibre final désiré.
L’approche permet de contruire un type de controle qui présente des avantages par rapport a
d’autres types de contrdles existants. Les contrdles en un temps ¢ utilisent des données déja
mesurées au temps t—dt. Ainsi, nos résultats théoriques sont en adéquation avec ce qui se passe
dans la pratique, en ce sens que l'existence d'un délai aussi petit soit il entre la mesure des
données en ligne et leur utilisation pour déterminer la valeur des controles est indispensable.

Ce délai n’existe pas dans les résultats théoriques de beaucoup de travaux. (voir remarque
I1.3.1).

En plus de contruire des contréles pour un seul canal, nous avons contruit des controles
qui permettent de stabiliser les écoulement dans un réseau de canaux en forme d’étoile et un
réseau de biefs mis en cascade. Nous avons montré qu’en plus des données initiales continues,
il est possible aussi de controler des données initiales dans l’espace L?. En effet, on a montré
I’existence de solutions faibles des modeles linéaires a travers lesquels les controles sont élabo-
rés. D’autre part des résultats numériques confortant les résultats théoriques obtenus dans les
chapitres II et III ont été donnés dans le chapitre IV. Dans ce dernier chapitre, on a montré
aussi (grace a des simulations numériques) que les controles qui sont contruits a l'aide des

modeles linéaires permettent de stabiliser les modeles réels qui sont non linéaires.

Ces travaux concernent des modeles de Saint-Venant simplifiés qui ne tiennent pas en
compte les forces de friction, les prélevements aux seins des canaux et une bathymétrie va-
riable en fonction de ’espace. Premierement, il serait intéressant de montrer théoriquement
que les contdles contruits marchent aussi pour les modéles non linéaires comme cela a été fait
numériquement dans le dernier chapitre ; Deuxiemement, de voir dans quelle mesure I’approche
donnée dans ce document pourrait étre étendue a un modele physique beaucoup plus complet

et a d’autres type de réseau d’irrigation.
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