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Notations

Notations générales

~ R l'espace des nombres réels

- N I'ensemble des entiers naturels

- € l'espace des nombres complexes

-~ Qc RY un ouvert

- D; C R? le disque de centre zéro et de rayon un
I', = 8D, frontiére de D,

' =00 frontiere de §2

i

|

— B(O, R) = Br la boule centrée & l'origine et de rayon R
— E' espace dual de E

- <,> crochet de dualité E', E

- (,) produit scalaire euclidien sur RY

= || || la norme euclidienne de R¥

- ||'|lp la norme dans L?(R), 1 € p < o

~ Soit § est partie mesurable de RV, on pose |0

la mesure de Lebesgue de Q



- 6sn masse de Dirac sur le bord de 2
- D(A) domaine de 'opérateur A
- p.p Dpresque partout

1 1
- p'  exposant conjugué de p, c’est & dire 5 + ;)7 =1

0 I :
- 3—5— dérivée (au sens des distributions) par rapport & la variable z;
)
ou 0 a
- Vu = ( 6::1’ a;;, ey Bxun) = gradu gradient de la fonction u

N
0 4,
- Apu = ; a_av;ﬂ qu||”‘2£;) le p-laplacien de la fonction u

o olel " n
- D% = ol = E Q;
[03] 2 3 )
0z 0x3*....0xn —
— v normale extérieure

ou ., ., .
- derlvee normale exterleure

ov
dist désigne la distance

!



Espaces fonctionnels

- L®(Q) = {u mesurable sur  / il existe ¢ > 0 tel que |u(z)| < ¢ p.p sur O}
~ C*() = {fonctions k fois continiiment différentiables sur Q (k > 0) }
LP(Q) =

Q) {u mesurable sur (2 tel que /

Q
- WW(Q) = {u e LP(Q); g“

|u|”d.7:<+oo} 1<p<+

e IP(Q) (i =1,..,N)

T

- H'Y(Q) = {u € L*(Q); g;“ e L*(Q), (i = 1,...,N)}
- H*(Q) = {u € H'(Q); 3;9.2;:0. € LQ(Q), (1,7 = 1,...,N)}

~ D(Q) = {u € C>*(Q) a support compact contenu dans Q}
- D'(Q) = l'espace des distributions sur
~ WyP(Q) = 'adhérence de D(Q) dans WP(Q)
~ Hy(Q) = Padhérence de D(?) dans H'(R)
- H2(Q) = I'adhérence de D(?) dans H2(1)
- C%2(Q) I'espace des fonctions holdériennes
sur (2, c'est & dire ’espace des fonctions f continues sur

|f(z) — 5 (

Q telles que sup vl < 00

_ zyeq | —y|®
~ CH*(Q) I'espace des fonctions f € C*¥(Q) telles que

Dif eCO(Q) ¥j |j| <k
- M(Q) Yespace des mesures de Radon sur Q

du . . .
o dérivée (au sens des distributions) par rapport  t.



Introduction

Ce travail est une contribution a ’étude de V'existence de solutions, d’un
probléme d’optimisation de forme et d’un probléeme extérieur a frontiére libre

pour le p-Laplacien. Il contient trois parties :

Premiere partie

Cette partie est essentiellement destinée a présenter un résultat d’exis-
tence de solutions d'un probléme d’optimisation de forme.
On considére D une boule de RY, soient e > 0 et m > 0.
Soit K un compact de RY de classe C? contenu dans D.

On considere la classe d’ouverts sur laquelle nous allons travailler
O.={QCD/K C Qet, Q ouvert vérifie la propri¢té du e — coéne, Q| =m}.

Le probléme d’optimisation de forme consiste & chercher 2 appartenant 3

O, tel que

J(Q) =min{J(w), w € O} (1)



ou J est une fonctionnelle définie sur O, par
1
J(w)=—/HVuw||”d:c, 1 <p < o© (2)
PJuw
ou u, étant la solution du probleme de Dirichlet suivant :

-Npuyy, = 0 dans w\K

Uy = 0 sur Ow ‘ (3)

Uy = 1 sur OK
La méthode directe qui permet de montrer I’existence de solutions pour le
probléme d’optimisation de forme (2), pour une fonctionnelle J, est celle uti-
lisée en calcul des variations.
Cette méthode consiste a considérer une suite minimisante de domaines
(Q,)n e n puis d’en extraire, par compacité, une sous suite qui converge vers
une limite () appartenant & O, qui réalise le minimum.
Il sera utile d’introduire une notion de convergence de domaines de telle
sorte que la famille O, soit compacte pour cette notion de convergence et
les fonctions d'états €@ — uq soient continues par rapport & cette notion
de convergence, c’est a dire la notion de convergence en question implique la

convergence au sens de 1’équation (3).

Deuxiéme partie

On s’intéresse a I’ étude de 'existence de solutions du probléme extérieur
a frontiére libre pour le p-laplacien.

Plus précisément, on cherche 2 un domaine de forme annulaire dans RV



sur lequel existe une solution up pour une certaine équation aux dérivées
partielles surdéterminée.

Le probléme extérieur & frontiére libre consiste & se donner un compact K de
classe C?, une constante c strictement positive et chercher uq et un ouvert

Q contenant K tels que le probleme

4

~Dyup = 0 dans Q\K, 1<p<oo
Un = 0 sur d0
4 (4)
uq = 1 sur 0K
—% = ¢ sur 01
. Ov

admette une solution.

Ce probleme a été étudié par A.Henrot et H.Shahgholian [11] en mon-
trant l'existence d'un domaine convexe solution du probléme (4) par la
technique des sous-solutions et sur-solutions de A.Beurling [3].

A.Acker et A.Meyer [2] ont montré pour p = 2, I'existence de solutions
et pour 1 < p < oo, ils ont obtenu des résultats d'unicité.

Ces types de problémes ont plusieurs interprétations physiques telles que la
loi de Darcy pour un écoulement d'un fluide dans un milieu poreux, la loi
d’Ohm pour le courant électrique et la loi de Fourrier pour le transfert de la
chaleur.

Dans chaque probléme, un modéle basé sur une loi d’écoulement linéaire est
fondementale. Par exemple pour le courant électrique a travers une résistance,
la loi d’Ohm établit que J = —CVu, ou C est la conductivité. On retrouve
la méme relation pour la loi de Fourier, appliquée au probléme de minimisa-

tion d’écoulement de la chaleur, ol u représente la température d’état stable



et J est le flux de la chaleur.

Les lois d’'Ohm et de Fourier sont des lois approchées et empiriques. Pour
I’étude des lois d’écoulement nonlinéaire, il est naturel de considérer les
écoulements de loi-puissance. On définit un écoulement de loi-puissance comme
étant celui dont le vecteur d’ écoulement est donné par J = —C||Vu||P~?Vu, ol
p est une constante, p > 1. Cela signifie que la magnitude d’un vecteur
d’écoulement est donnée par ||J|| = C||Vu|[P~!. Les écoulements de loi-
puissance ont été précédemment étudiés dans le contexte des p-diffusions
pour une bibliographie compléte voir [17]. Pour les écoulements de loi-puissance,
le potentiel de I'écoulement est p—ha.rmoniéue et ’écoulement & travers un
domaine de forme annulaire est donné par 'intégrale p-Dirichlet.

Notre approche consiste & choisir deux boules centrées 4 1’origine de R¥, B(O, R)
contenant K et B(O,7), 0 < r < R avec B(O,r) contenue dans K.

On cherche une solution up du probléme suivant

—-Apug = 0 dans B(O,R)\B(O,r)
uo =0 sur 0B(0, R) (5)
ug =1 sur 0B(0O,r)

En utilisant le principe de comparaison de P. Tolksdorff [20], on compare

[[Vuo|| et ||Vug|| sur 8B(O,R) ol up est solution du probleme

—Ayug = 0 dans B(O,R)\K
UR 0 sur 9B(0O,R) (6)
UR = 1 sur oK.

It
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Par un résultat de monotonie, on montre que ’application qui a tout R
associe ||Vug|| sur 8B(O, R) est monotone selon p=N ou p# N.
Ainsi on construit une suite de domaines (;)n ¢ N qui approxime mieux

Q solution du probleme & frontiére libre (4).

Troisiéme partie

Cette partie est destinée aux simulations numériques. On suppose dans
ce chapitre que p = 2. L’existence de solutions du probléme & frontiére libre
a été prouvée par D.Seck [18]. L’approche qu’il a utilisée est la méthode des
sous-solutions et sur-solutions de A.Beurling [3] avec des ouverts de type
Carathéodory.
Il a donné un algorithme numérique en dimension deux permettant de déterminer
la forme approchée de I'anneau Q\ K.
Nous complétons ce travail en montrant qu ’il est possible de faire des simu-

lations numériques en dimension deux et pour p = 2.



Chapitre 1

Etude de l’existence du
probleme d’optimisation de

forme

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, pour montrer le résultat d’existence de solutions du
probléme d’optimisation de forme min{J (w),i w € O}, nous allons définir
la distance de Hausdorff pour les compacts de D, ensuite la convergence de
domaines au sens Hausdorff.

On obtient des résultats de compacité pour cette topologie et de continuité
par rapport au domaine solution du probléme d’optimisation de forme .
Autrement dit, si (2,)pen est une suite d’ouverts dans O, qui converge

aun sens de Hausdorff vers §2 quand n tend vers 'infini, est- ce que la suite
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(¢n)n e n solutions de (3) sur €, tend vers uq solution de (3) sur 27

1.1.1 Proprietés et Définitions

Nous allons donner quelques résultats et définitions connus en optimisa-

tion de forme pour la clarté de la rédaction.

1.2 Deéfinitions

Définition 1.2.1
On appelle cone de sommet = appartenant @ RY, de direction { appartenant

d¢ RN, de demi angle o appartenant d 10, 2] et de hauteur h I’ensemble défini

par :
C(z,¢,ah)={u € RY,[ju—g|| < het(u-z,{) > |lu-g|cosa}.

On fixe une boule D de RY et tous les ouverts ) avec lesquels on travaille

seront contenus dans D.

Définition 1.2.2

On dit qu’ un ouvert Q0 de RN posséde la propriété de e- céne si pour tout
T appartenant & 0N, il existe une direction { appartenant ¢ RN telle que
C(y,¢,€,€) C Q, pour tout y appartenant & -B(z,e) N Q.

Sotent € > 0 etm > 0 et K un compact contenu dans D, on note par O,

l’ensemble :

O.={QCD/K C Qet, QO ouvert vérifie la propriété du e — cone, | =m}.
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Soit Q) appartenant a O, on définit ’ensemble fonctionnel noté V par :
V={ue Wy*(Q), / u=1 sur 8K}

Nous commencons par définir la distance de Hausdorff pour les compacts
contenus dans D.
Définition 1.2.3

Sotent K| et Ko deur compacts inclus dans D .

On pose :
dlz,K;) = inf d
(z, K1) ,nf (z,9)
d(z,K3) = ylen;'{2 d(z,y).
On note :
p(K17K2) = sup d(zaKI)
z € Ko
p(Kz K1) = sup d(z,K>)
Tz e K;

On pose ! dH(Kh K2) = ma.x[p(Kl, K2)7 p(K27 Kl)]
On appelle distance de Hausdorff, la distance dy définie sur ’ensemble des

compacts de D.
Remarque 1.2.1 La distance de Hausdorff ne dépend pas de D.

Nous allons donc définir la convergence au sens de Hausdorff pour les ouverts

de D.
Définition 1.2.4 Soient (Q)pecn et Q des ouverts inclus dans D. On

dit que la suite d’ouverts (QU,), ¢ N converge au sens de Hausdorff vers §) si

nlLI{.lo dy(D\Qy,, D\Q) = 0.
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On notera €, o)

Définition 1.2.5
Soient () e N une suite d’ouverts, ) un ouvert de RY.
On dit que (h)n ¢ N converge vers Q au sens de L?, 1 < p < oo

8t Xq, converge vers xq dans LP.

1.3 Etude de 'existence de solutions sous
la contrainte de la proprieté du e-cone

On suppose que K est de classe C2.

Soit J la fonctionnelle définie sur ©, par
1
J(w) := —/ |Vuy||Pdz, 1 < p < oo.
PJu
J est une fonctionnelle qui dépend de w et de wu, on u, est la solution du
probléme de Dirichlet suivant :

~Apuy = 0 dans w\K
Uy = 0 sur Ow (1.1)
Uy, =1 sur 0K

' 1
Dy 2 WP(D) — WP (D) avec 7 + — = 1 est appelé I’ opérateur p-

S|

laplacien.
La premiere partie est essentiellement destinée d’abord sous la contrainte

de la proprieté du e-cone & 1'étude de I’existence de solutions du probléme
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d’optimisation de forme suivant :
min{J(w), w € O} (1.2)

Comme on veut prouver un résultat d’existence de solution du probléme
d’optimisation de forme (1.2), la méthode que nous allons utiliser est celle
classique en calcul de variations : elle consiste & considérer une suite mini-
misante (Qn)n eN puis & en extraire , par compacité une sous suite qui
converge vers une limite Q@ € O,. Pour utiliser cette méthode , il est utile
d’introduire une notion de convergence de sorte que la famille O, soit com-
pacte pour cette notion de convergence.

Dans notre probleme nous allons utiliser la topologie de Hausdorff et on
définit la notion de convergence de domaines an sens de Hausdorff. Nous al-
lons énoncer certaines propri¢tés pour montrer que la famille O, est compacte

pour la topologie de Hausdorff.

1.3.1 Résultats de compacité

Proposition 1.3.1

Soient (S0)n ¢ v une suite d’ouverts et Q inclus dans D tels que , converge
av sens de Hausdorff vers  alors :

Pour tout compact Q inclus dans QU il eriste ng € N tel que pour tout
n > ng, ona @ inclus dans €.

En particulier si ¢ appartient ¢ D(2) il eziste ng € N tel que pour tout

n > ng, on a ¢ appartient & D(Qy).
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Preuve de la proposition 1.3.1

Posons : G, = D\Q,, G = D\Q comme Q C Q donc QNG =0,

Q, converge au sens de Hausdorff vers Q donc dgy(Gn,G) tend vers 0,

cela veut dire que pour tout n > 0 il existe ny € N tel que pour

tout n > ng, dg(Gn,G) < n donc p(G,,G) < n ceci entraine

que QNG,=0orG,=D\Q, donc QCQ,. n
On a la propriété de compacité suivante.

Théoréme 1.3.1

Soit (Qn)n e N une suite d’ouverts inclus dans un compact F de RN  alors

il eziste une sous suite (Qn,)r e v et Q2 inclus dans F tels que (Q, )k en

converge au sens de Hausdorff vers .

Avant de faire la preuve du théoréme énoncons d’abord le corollaire suivant.

On pose da(z) =d(z,4) = yirelfA d(z,y).

Corollaire 1.3.1

La suite G, converge au sens de Hausdorff vers G si et seulement si

dg, converge uniformément vers dg sur F.

Preuve du théoréme 1.3.1
Ona:Gn=F\Q, G=F\Q, dk,(z)=d(z, G), de(z) = d(z,q),
GoUG C F C RY, (dg,) est une suite appartenant a C°(F) et est bornée,
équicontinue car pour tout x appartenant 4 F on a
do,(z) < diam(F) et |de, (&) — d, (u)] < [}z —yll.

On applique le théoréme d’Ascoli, il existe une sous suite (de, Jrenr, [ €
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C*(F) tels que

(dg,, )k « n converge uniformément vers f etona f > 0.

Posons : G = {z € F / f(z)= 0} qui est un compact .

Pour montrer le théoréme il suffit de montrer que f = dg et c’est terminé
d’aprés le corollaire (1.3.1).

\dg,, (z) —dc, (¥)] < [lz—y|| etdla limite on aura

@) - f@) < llz -l

Poury € G, ona |f(z)|= f(z) < |lz—yl|| donc

fl@) < inf dlz,y) = de(@).

z étant fixé, d(z,G,) = yning ) d(z, yn) donc il existe une suite (z,) C G,
donc (z,) C F,F compact il existe une sous suite (zn;)i e n telle que T,
converge vers y dans F'.

Ona f(z) = ler&dan () = Jlgl&llm ~ To; || = ||z — 9|

fy) = lim dg, (y) = lim |ly — zn,[| = 0 donc f(y) =0iey € G, ceci
entraine que f(z) — f(y) = ||z —y|| > ds(z) d’od f(z) = dg(z) , donc il
existe une sous suite (dg, )ren telle que dg, converge uniformément vers

de sur F d’ou le théoréme. , ]

Apres les résultats de compacité, on a un résultat de régularité lipschit-
zienne uniforme si () possede la propriété du e—cdne. Et on a le théoréme
suivant,

Théoréme 1.3.2
) a la proprieté du e—cine si et seulement si ) est d bord lipschitzien avec

une constante de Lipschitz uniforme.
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Preuve du théoréeme 1.3.2
Supposons que 0S) est lipschitzien, z € JQ, V un voisinage de z.
Soit ¢ : R¥~! —3 R une fonction lipschitzienne de rapport k.
VnQ={(z',zy) / zn > ¢(z)}.
Posons : n = min{g,arctg%}.
Montrons que pour tout y € B(z,n) N, le cone C(y,Cn,m,1) C K.
z € C(y,(n,m,m) siet seulement si ||z —y|| < 7
et (z -y, (v) > [z —yl[cosn
avec (y = (0,0,...,1) donc ceci est équivalent a dire que z € C(y,(n,n,7)
si et seulement si ||z —y|| < net
lan —yn| > ||z —y|lcosn, cest adireque ||z —y| < 7 et
(zv —yn)? > (|2 — ¢|Bver + (an — yn)D)cos®n et zy > yn siet
seulement si ||z — y|| < 7 et sin’n(zy —yn)? > ||z’ —y'|[Zv_, cos®n
et zy > yn.
Comme z € C(y,{n,7,7), calculons zy — ¢(2')
2 € Vaarllz=al| < |lz=yll+]y-all < n+n < 3. Ona
v —@(Z) =2y —yn +yny — o(y) + d(y') — ¢(2') si et seulement si
v = 0(2) > || — ¢ |lgwor +0 = Kl|2 = ¢'|[gns,
tgn
c’est & dire que zy — ¢(2') > (% — k)| =y |lgv-t > 0 donc z € Q.
Par compacité, on se ramene & un nombre fini de tels voisinages V et choisir
I'infinimum de tous les 7 ainsi définis.

Réciproquement, on suppose que 2 a la propriété du € - cone et fixons € tel

que 0 < € < ¢/2.
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Soitz € O,Vy € Blz,e)NQ, Clz,(,e,¢) C Q ou( est la direction du
cone.

Posons Q = {z' : ||[z||gv-1 < esine}x] — ecose, ecose].

Montrons que {2 ne rencontre ¢ que sur les cotés ou que la base inférieure
de @ est incluse dans Q°.

En fait il faut montrer que C(z, —(,2¢,2¢) C Qe.

En effet : soit = € C(z,—(, 2¢, 2¢), Q vérifie la proprieté du 2¢ -cone car on
a par hypothése 0 < € < %O.
Si on avait z €  puisque ||z — 2|| < 2¢ on devait avoir

C(z,(,2¢,2) C Qmaisz € C(z,(,2¢2¢) et z ¢ Q contradiction.

Soit maintenant =’ tel que ||z'|| < esine.

Posons ®(z') =inf{t € R/ (z',t) € Qt| < ecose}.

On vérifie ®(z') existe car I'ensemble est non vide et minoré.

Montrons que (z', ¢(z')) € QNQe°.

Si (z,2y) € QNQ alors zy > ¢(x') par définition, si (z',zn) € Q
alors (z',zy) € Q grace & la propritté du e -cone appliquée & (z',4(z)) de
méme NN Q = {(z',zn) / z~v = ¢(z')}.

Il reste & montrer que ¢ est lipschitzienne .

Soient y' et z' deux points distincts.

(¥, 0(y) € 89 ceci entraine que

Cly, (), ne) C Q comme (z,¢(z')) ¢ Q car il est sur le bord de Q il

n’est pas dans le cone en question donc z ¢ C(y,(,¢,¢€) on ¢ = 0,0,..,1)
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et
C(%C,f,f):{u € RN>||u—yH < €, et (u—y,C) > ||u——y||cose}

or z est choisi tel que ||z —y|| < edonc zy —yn < ||z — y||cose

si et seulement si (zy — yn)® < (|| — y'[[Zv_s + lyv — 2n[?) cos? €

< Ll -y .
S tge zZ Y ||IRN-1.

si et seulement §i |2y — yn| = |¢(Z’) - ¢(?l)

Remarque 1.3.1

La constante de lipschitz et le € de la définition de €- céne sont liés.
Une conséquence du théoréme (1.3.2) est le lemme suivant.

Lemme 1.3.1
Soit ()n ¢ N une suite d’ouverts de RN possédant la propriété du e- céne,
avec Q, C F C D, F un compact. Alors il eziste () vérifiant la propriété

du %-céne et une suite extraite (2, )i e n tels que

Ll H
Xan — X0, an — 0

0, 5 89, 0, 5 Q.

Preuve du lemme 1.3.1
D’apreés la compacité de la topologie de Hausdorff, il existe une suite extraite

(Qn, )k e N, S Ouvert tels que Q. A, 2, donc
(Loo 1

b

XS, —L>)f avec 0 < f < 1.
On sait que xo < f p.p, pour qu’ on ait yq = f p.p, il suffit de montrer
que f est identiquement nulle sur D\{.

Soit z € 02 comme D\, A, D\Q en posant r = n, on peut dire qu'il
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existe z, € D\Q, telle que z, converge vers z.

Soit 2, € 09Q, tel que ||z, — Z,|| = d(zn, Q) alors Z,, converge vers

z sinon il existe n; et 5 > 0 tels que d(z,,,00,,) = 7, cest & dire que
B(zn;,n) C D\Qp,, d’ apres la continuité de I’inclusion pour la convergence

de Hausdorff on a B(z,n) C D\, ce qui est impossible car z € 9.
D’aprés la proprieté du e-cone pour Q,, ona C(&y,,((Z,),6,€) C D\Q,, quitte
a en extraire une sous suite , on peut supposer que ((Z,) converge vers
(=), |

Par continuité de l'inclusion on a C(z,((z),e,¢) C D\Q, donc

Oz, ((z), -;- g) c D\Q.

Soit y € B(z,e) N D\ donc il existe y, € D\Q, telle que y, converge
vers y et on a ||y, — T,|| converge vers ||y — || < e Par ailleurs ||z, — ]|
converge et pour n assez grand on a ||y, — Z,|| < e.

La propriété du e-cone entraine C(yn,((Z,),€,€) C D\Q, et que ,3 la
limite C(y,((z),e,¢) C D\Q donc C(y,((m),g, %) C D\Q d’ot la pro-
prieté du é—céne pour D\Q et donc pour 2.

Soit ¢ € L'(D)

/ ¢dr = lim ¢ dz
C(y:((z),e.€) %0 JC(n L (En), € €)
= lim ; XD\Qn¢ dz

"% JC(yn ((En),€s€)

- f $(xp — f) de
Cly,(x),€,€)

- / é dz — / of dz
C(ﬂ:((z)ye’e) C(y,((z),e,e)
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donc/ ¢f dz =0, pourtout ¢ € L'(D) donc f =0 sur C(y,{(z),¢¢)
P.p oui(l.ll/f(z)(,_;(eg)/, C(z),€,€) p.p -

En faisant varier y € B(z,€) N D\Q puis £ € 99 on obtient f = 0 sur

{z € D\Q;d(z,00) < €}.

Par un raisonnement analogue & partir des y € D\ tels que

d(y,00) > €, on montre que f =0 sur {y € D\Q;d(y,00) > €}.

On montre par conséquent xq,, converge dans L'(D) vers xq p.p -
Montrons que €, —— ) pour une suite extraite £, telle que Q,, —— G.
C’ est & dire il faut montrer que G = Q.

Soit B(z,n) C  donc B(z,n) C Q, pour n assez grand on a

B(z,n) C Qn, &lalimite au sens de Hausdorff on a B(z,n) C G pour
toute boule dans Q2 donc 2 ¢ G donc O C G.

Posons F' = D\() . Soit z € G N F, montrons que z € ().

Il existe une suite extraite (zn, )ren € i telle que T, COLVErge Vvers
zet y,, € D\, telle que y,, converge vers z. La suite In, est dans

[Ty > Yny) N O, , OD & &, qui converge vers z.

C(.’E;k ) C(jnk)7 65 6) C an
O, C
C(ﬁnm _g(ink)v & 5) C D\an

D\an C D\an
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On peut supposer que ¢(Zy,,) converge vers {(z) donc

C(z,((z),e,6) C G
C(z,—((z),e,e) C D\Q

Soit n > 0 arbitraire , posons :
Cn,(n) = {2z € C(24,,{(En,),€,€), d(2,0C(Zn,,((En,) € €) > N}

On a p(Cy,(n), Fn,) = n alalimite p(C(n),F) > n donc C(n) C Q
ce qui entraine que C(z,{(z),6,¢) € Qdonc GNF c Q d‘ob
GNF C 00 donc G\Q =0, c’est a dire que G C  d’ol le résultat. m

Nous allons énoncer un lemme qui nous sera utile par la suite.

Lemme 1.3.2
Soit ) un domaine lipschitzien avec u appartenant ¢ W'P(RN ),
siw=0 p.p sur Q° alors u appartient & W,*(Q).
Preuve du lemme 1.3.2
Soit (Vi)1 <i <~y un recouvrement de 9 associé A la propriété de Lipschitz,
T; une application lipschitzienne.
Soit ((i)1 <i <~ une partition de I'unité associée & ce recouvrement .
G € D(V;) et on pose u; = Gu. Nous allons montrer que u; € W, (Q).
Supposons que suppu; C V;NQ, on transporte la situation sur RV-! x R.

Notons que
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Montrons que & € WLP(RV).

Nous savons que & € L?(RM),T; étant lipschitzienne donc elle est dérivable
00 o Au; OTF

p.p avec une dérivée bornée. On a 9o, = 2 B¢ G925 pour z > 0.
A i

Oui o 12y, Y5 ¢ [o(RY) done Vi € (LA(RV))N d'on

6xk a.’lI]'

i € WIPRN),

Soit ¢y € D(RY), ¢ > 0, /N dodz =1

Supposons que supp(¢y) C [—1,R;I.]N ~1x[4,1] et posons que ¢, (z) = n" ¢o(nz).
On aura donc suppd, C [—%, 2]¥"! x [, 1] et on démontre dans [4] que
¢n * & — @ dans WHP(RY). Or ¢, % € D(RN)car @ et ¢, sont &

support compact donc on a

supp(¢n*x @) C supp(¢n) + supp(@) donc on a
supp(gn) + supp(@) C [aw 2 o]+ [on 2 0]

Et par conséquent on a [zy > 5]+ [zy > 0] inclus dans [zy > ]
doncon a ¢, *u € D(R]) ceci entraine que @ € W,” (RY).

La trace de i sur zx = 0 est nulle donc la trace de u; sur 89 est aussi nulle.m

L’objectif de cette partie est d’exploiter les résultats obtenus précédamment
pour montrer I'existence de solutions du probléme d’optimisation de forme
(1.2) sous la contrainte de la propri¢té du e-cone.

On note di(resp @) la fonction u (resp ¢) prolongée par 0 dans D.

u si z € 0
0 si z € D\Q

=g}
I
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Vu si z €
0 si ¢ € D\Q

¢ si z €
0 si z € D\Q

hs
H

Soit la fonctionnelle E définie sur W, *(D) par
_ 1 .
E(uw)z—/ ||Viy|Pdz, 1 < p < oo
PJp

ou 1, étant le prolongement a D par 0 de la solution wu, du probleme
suivant :

—Apu,, = 0 dans w\K

Uy = 0 sur Ow

Uy = 1 sur 0K

Proposition 1.3.2

Le probléme consistant a trouver ) appartenant ¢ O, tel que
J(Q) = min{J(w), w € O}

posséde une solution.

Preuve de la proposition 1.3.2

Posons : J(w) := E(,,)

E(i,) est bien définie car si on applique I'inégalité de Poincaré, FE(ii,,) est

une norme dans Wy?(D), donc J(w) > 0 ce qui entraine que
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inf{J(w), w € O} > —oo donc il existe une suite minimisante

(Qnen C O telle que J(Q,) converge vers inf{J(w), w € O}.

()nen C O donc bornée, il existe un compact F tel que

Q, C¢ F C D, daprés le lemme (1.3.1), il existe une suite extraite
(0, )k € n, et Q vérifiant Phypothése du € - cone tels que

Qn, — Q et Xa,, 25 xa.

Posons : uq, = u,

Montrons que (iin)n ¢ N st bornée dans W, *(D).

C’est & dire qu’il existe ¢ > 0 tel que / |Viy,|[Pde < ¢ pour tout n.

Sinon pour tout s, il existe une suite extra?ce de 1, appartenant a Wol"’ (D) quitte

a la noter 4, telle que/ |Vilg|[Pds > s
D

/HVﬂandx - / |]Vﬁn|[”dx+/ Vit |Pda

D QO D\

/ Vit |Pdz = / |Viia|[Pdz car Vi, =0 sur D\Q,
D Qn

/HV&”H”dz > s
Qn

C’est & dire que J(Q,) convergerait vers +oc donc

inf{J(w), w € O} = +o00 ce qui est absurde.

Wy (D) réflexif donc il existe une suite extraite (un )i cn €t u* tels que
Uy, converge faiblement vers u* dans W, *(D) .

Montrons que u* appartient & W,”?(Q).

Comme u,, converge faiblement vers u* dans W,"*(D) donc il existe une sous
suite de uy, quitte & la noter encore uy, telle que u,, converge fortement vers

u* dans L?(D) [4] page 169 et u,, converge p.p vers u* .
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Or on sait que

X,
XD\K — X, \K
un

k

(XD\K = X0, \K)Un,

2% xo donc

PP

—* XD\K — XQ\k Or
22, w* donc

5 (xp\k — Xa\Kk)U* D.p.

Siz € Dalorsz € Q ou z € QF° donc

si z € Q alors (xp\k — Xo\k)u* =0 pp.etsi z € Q° ona

u*(z) = 0 dans tout les cas (xp\x — xa\x)u* =0 p.p.

C’est & dire que

u* = 0 sur D\K\(Q\K)

vt = 0sur DNK°N(Q°UK®)

uw' = 0sur DNKNQPUDNKNK

u* = 0sur DNK°NQS,

Or K C Q donc K°NQ°=0Q°.

*®

u =

*

u =

d’ou
0 sur D\Q
0 sur Q° p.op.

Puisque {2 possede la propriété du € - cone et d’apres le lemme(1.3.2), on a

u* € WyP(Q). La suite u,, converge faiblement vers u* dans Wl?(D).

On sait que u* appartient & W,?(Q), comme la norme est semi- continue

inférieurement pour la convergence faible dans W,”(D), on a

/Hw*nmx < liminf/ [Vt | P d,
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soit J(Q) < J(Qn,) donc J(Q) < inf{J(w), w € O} dou

J(Q) = min{J(w), w € O}. (]
La famille O, étant compacte pour la convergence de domaines au sens

de Hausdorff, donc il serait intéréssant d’étudier la continuité de la suite

de solutions du probléme (1.1). C’est & dire si on a une suite de domaines

(Qn)n e n solution du probléme (1.2) et qui converge au sens de Hausdorff

vers ), peut-on se prononcer sur la convergence de la suite u, solution

du probleme (1.1) vers u solution du probleme (1.1) 7

Pour cela nous allons énoncer le résultat suivant. Mais pour faciliter la lecture,

nous avons besoin des résultats suivants.
Lemme 1.3.3
Soient 1 < p < oo, fappartientd LP(Q) et (fn)n e n une suite de LP(Q).On

suppose que :
fn converge vers f p.p et n£m+oo [ fallo = I Fllp

alors on a ngrgoonn - fll,=0.
Remarque 1.3.2 Le lemme 1.3.8 peut étre trouvé dans [12].
Lemme 1.3.4 (Brézis-Lieb)

Soient 1 < p < 00 et (fn)nen une suite bornée de fonctions de LP(Q)

qui convergent p.p vers f. Alors f appartient ¢ LP(Q) et

I£1lp=_lim_({fa = £l + [1/al)-

—3400
Preuve du lemmme 1.3.4

Le lemme peut étre trouvé dans [12]. n
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Nous nous intéressons a la continuité de ’application
Q— uq,

qui associe a chaque élément de la famille O, 1’unique solution uq du probleme
(1.1). Cette question est motivée, par exemple, par 'existence de solutions

du probleme d’optimisation de forme min{J(w), w € Qe}.

Théoréme 1.3.3

Soit (U)n e N une suite de domaines convergente au sens de Hausdorff vers
Q. Soit (un)n ¢ N une suite de solutions du probléme de Dirichlet(1.1) sur Q.
Alors il existe une suite extraite (up, )k ¢ N qui 'converge fortement dans Wy ™(Q)

vers une solution uq du probléme de Dirichlet (1.1) .

Preuve du théoréme 1.3.3

D’apreés la proposition (1.3.2) il existe une suite extraite (un, )i ¢ n telle que
Un, converge faiblement vers u* dans W, ”(D).

Dans la preuve de la proposition (1.3.2) Vu,, est borné dans (LP(D))"

d’apres le lemme (1.3.4), on a

Vu* € LP(D) et HVU*H§ = nli_r>noo(||VunkH§,’+ || Vu* ~ Vg, |[5).

[ Vur| [P =/D||Vu*((”dx =pJ(Q) et [|Vug|P= /D [|Vtn, |[Pdz = pJ (k).
D’apres la proposition (1.3.2), on a J(2,,) converge J(2) donc [ Vn, |5
converge vers ||Vu*||P nous sommes dans les conditions d’appliquer le lemme
(1.3.3), on a donc ||Vu* — Vau,||f converge vers 0 donc Vu,, converge for-

tement vers Vu* dans (LP(D))V or (/ [|Vuy, |[Pdz)P est une norme qui est
D
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équivalente a celle de W'?(D), on peut le vérifier grace a I'inégalité de Poin-
caré donc u,, converge vers u* dans Wy (D).

Maintenant il reste & vérifier est ce que u* est solution du probléme (1.1) .
Pour cela montrons d’abord que u* =1 sur 9K.

On sait que u,, converge vers u* p.p, comme la convergence p.p n'est
pas suffisante pour passer & la limite car le bord JK est de mesure nulle
, on va prendre un ouvert € de classe C2 contenant K dont le bord 8¢
est de classe C2.

Ona wu,, estune suite appartenant & W,?(Q') donc il existe § > 0
tel que wu,, appartientd C“#(Q') cf [15].

On applique le théoreme d’Ascoli, on obtient wu,; converge uniformément
vers u* sur 0K, or u,, =1 sur 0K donc u* =1 sur 9K.

Montrons ensuite que pour tout x appartenant & D\, u* =0, c’est & dire
que u*(z) =0 sur Q°

On sait que
Vu, — Vu* pp
X0, — Xa PP
donc (Xp\k — Xq., \K)Un, — (XD\K — Xe\x)u* =0 p.p donc

u* = 0 sur D\Q

*

u* = 0 sur Q° pp

donc u* appartient & Wy *(Q) d’aprés le lemme(1.3.2).
Enfin montrons que Apu* =0 dans D' (Q\K).
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Si uy, est solution du probléme de Dirichlet (1.1) sur 2, alors on a
/ div(||[Vu,|[P?Vu,)¢ dz = 0, pour tout ¢ € D(Q\K)
n\K

/ || V| P2V, Ve dz —/ ||V |[P2Vu,.v¢ ds = 0, doncon a
Qa\K oK

It

/ 1V it| P2V 0, Vb dz / || Vt| P2V ds or
Ou\K K

/ |[Vun|[P?Vu,vpds = 0 car ¢ € D(Q\K)
oK

donc d’aprés I’équation précédente, on a / [ Vun|P~2Vu,Vé dz = 0,

pour tout ¢ appartenant 4 D(Q\K) or on sait que

Vu, — Vu'p.p
X0, — Xo
donc on a
/DXQ\KI|VU*|I”"2VU*V¢ dr = 0V ¢ € DQ\K)
—/DXQ\Kdiv(HVu"H”‘QVu*M dz = 0V ¢ € DQ\K)

—div(||Vu*|P2Vu*) = 0 dans D'(Q\K) donc
—Apu* = 0 dans D' (Q\K).

Nous avons montré que u* est solution de

-Apu* = 0 dans D'(Q\K)
u* = 0 sur o0

*

U = 1 sur 0K
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Q vérifie J(2) = min{J(w), w € O} donc il existe ug solution du
probléme (1.1).
La question qui se pose est : peut -on affirmer que uq = u*?
Comme J est strictement convexe pour {2} fixé, elle atteint son minimum en

un point unique, donc J(ug) = J(v*) = min{J(v), v € V}.




Chapitre 2

Etude de Pexistence d’une
solution du probléme a

frontiére libre

2.1 Introduction

Dans cette partie nous nous intéressons & | étude de ’existence de solu-
tions du probléme extérieur a frontiere libre et sauf indication contraire nous
admettons que  est de classe C2.

Nous commencons par introduire quelques techniques de dérivation par rap-
port au domaine developées par J.P. Zolésio et J. Sokolowski [19] en vue
d’obtenir un résultat de conditions d’optimalité sous la forme d’une équation
aux dérivées partielles dans laquelle apparait un multiplicateur de Lagrange

Aq ou §1 est solution du probleme d’optimisation de forme
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min{J(w), w € O.}.

En s’appuyant sur un résultat de monotonie, nous établissons un résultat
d’existence de domaine non nécessairement convexe solution du probléme
extérieur & frontiére libre en combinant une approche variationnelle et séquentielle.
On obtient également un résultat d’unicité et un résultat de nature géométrique,
c’est a dire si K est étoilé par rapport a l'origine entraine que le domaine

Q2 contenant K est étoilé par rapport & l'origine.

La question qu’on se pose est la suivante : est ce que (ugq,{2) trouvé pour

le probléme d’optimisation de forme (1.2) peut étre solution du probléme &

frontiére libre?

4
—Npug = 0 dans Q\K, 1<p<oo
Ug = 0 surdQ
uq = 1 sur 8K

\ —%%/9 = ¢ sur 0N

oll ¢ est une constante strictement positive. Pour cela nous avons besoin de
chercher la dérivée de la fonctionnelle J{f2) par rapport au domaine Q pour
voir si (ugq, ) vérifie : —Zi:—; =c¢ sur 007

Nous allons utiliser la méthode des vitesses qui est un des principes pour la
dérivation par rapport au domaine en vue d’obtenir une condition d’optima-
lité liant le domaine 2 et wuq. Pour faciliter la lecture nous présentons un

certain nombre de résultats developpés dans [19).
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2.2 Dérivation par rapport au domaine

Pour calculer la dérivée de la fonctionnnelle de forme J(€2), nous avons
besoin d’introduire une famille de perturbations {Q:} pour ¢t € [0,¢[ du
domaine Q. On pose € = Q;. On suppose que les {;} pour t € [0,¢]
sont contenus dans D, ont la méme propriété topologique et sont simplement
connexes de classe CF.

Ainsi on construit une famille de transformations dépendant de vecteurs
champs de vitesse V que 'on définit dans la suite.

Pourt € [0,¢[, on définit T;:

T,: RN — RY

Q — Q

ou T; vérifie

i- T, est bijective.

ii- T; et T, sont de classe C*(RY ,R¥) pour 0 < t < .

iii- L’application ¢t +— Ty(z) et ¢ —> T, '(z) appartient & C'([0, ¢[) pour

tout z & RY.

Considérons D un domaine de R" de classe C* par morceaux.
Soit T; : D —» D telle que T;, Ty sont de classe C*(D, R") et I’application
t — Tiy(z), t —> T;7'(z) appartient & C([0,¢[) pour tout z € D alors
I’application (¢, z) — Ti(z) appartient & C([0,¢[; C¥(D, RV)).

Pour tout X € D, t > 0, le point z(f) = T;(X) suit la trajectoire z(.)
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avec la vitesse
dz(t) _ oT:(X)
dt 0Ot

On pose que V =V (t) = V(t)(z) = V(t, z).

Le vecteur champ de vitesse V (¢, z(¢)) au point z(t) est définie par

V(t,z)= %?OT[,I(:C).

Les applications T;, T;' sont de classe C¥(D,RY) alors V appartient 3
C((0,¢€); C*(D, RY)).

Comme on veut avoir de petites perturbations dans le souci de conserver
les proprietés topologiques et la régularité sur les ouverts sur lesquels on

travaille, nous allons définir un ensemble admissible de vecteurs champ.

Définition 2.2.1

Soit D un domaine de RN de classe C¥, k > 1 par morceaus.

Supposons que la normale unitaire extérieure existe p.p sur 0D sauf auz
points singuliers T appartenant ¢ D et V(t,T) = 0 pour tout point singu-
lier T appartenant & 0D, c’est @ dire en tout point ou la normale unitaire
extérieure n’est pas définie.

Posons

V¥D)={V € D¥RN,RV)/ Viw =0p.psur 8D sauf auz points singuliers

z € 0D, V(t,Z) =0 pour tout point singulier T € OD}.
V*(D) est muni de la topologie induite par D¥(RY  RV).

SiV € C(0,¢; VF(D)) alors il existe un compact G dans RV tel que
supp V(t) C G, pourtoutt, 0 < t < e
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Et si les conditions suivantes sont satisfaites

Vw=0pp surdD et V(t,z) =0, Z point singulier alors ’application
T,(V):GND-—GnD

est bien définie donc la restriction de T3(V') sur D est une transformation sur

D possédant toutes les propriétés requises pour I’application T;(V).

2.2.1 Propriétés des transformations T;

Etant donnés un vecteur champ V € C(0,¢;D*(D,RV)) ol D est
de classe CF. On considére les transformations Ty = T;(V') appartenant a
C*(D,,R") pour t fixé.

On suppose que V.w =0 p.p sur 0D et V(t,Z) =0 pour tout point sin-
gulier Z € 0D, c’est & dire en tout point ol la normale extérieure n’est

pas définie. L’application 7 est une transformation de D 2 valeurs dans RN

telle que T3(0D) = dD.

On note par DTi(X) la matrice jacobienne de T; en X, *DT; la trans-
posée de la matrice jacobienne et v(t) = det(DT;) est le déterminant de la
matrice jacobienne.

Les applications t —> DT; et t+~— ~(t) sont différentiables dans C*¥~'(D,RY)
et dans C*¥~'(R) respectivement voir [19]. Les dérivées en ¢t = 0 sont données

par
0

(EZDTt)'t:O = DV(0) et 'y'(O) = divV (0).
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2.2.2 Dérivée Euleriennne d’une fonctionnelle de forme

Etant donnés un ouvert §) inclus dans D qui est un ouvert borné de RV,
un vecteur champ V' € C(0,¢; V¥(D)) et la transformation T;(V) associée.
Définition 2.2.2
Pour tout champ V appartenant a C(0,¢; V¥(D)), on appelle dérivée Eule-

rienne de la fonctionnelle J(Q) en Q dans la direction V la limite

TR I i 0= 1))

dJ(,V) = t@O
Définition 2.2.3
La fonctionnelle J(§2) est differentiable en Q si
i- La dérivée Eulerienne dJ(Q2,V) existe pour tout champ de vitesse V.

- L’application V. — dJ(Q, V) est linéaire et continue de C(0,¢; V*(D))

dans RV,

2.2.3 Dérivée matérielle d’une fonctionnelle de forme

Considérons un ouvert Q2 de classe C* inclus dans D un ouvert borné et
régulier de RY, un vecteur champ V dans C(0, €; V*(D)) et la transformation
T;(V) associée.
Supposons que u(f2) appartient & Wh?(Q) alors on a u(§%)oT;(V) appartient & W1?(Q).
Définition 2.2.4

On appelle dérivée matérielle de u(Q2, V') appartenant ¢ WHP(Q) dans la di-
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rection V, Uélément u (Q, V) appartenant ¢ WHP(Q) tel que

ALY = tim ML) = u(2,V)

t——0 t

, oi , = Ty(V)(€).

Remarque 2.2.1
u=u(Q,V) est appelée dérivée materielle faible si la convergence est fatble

et forte st la convergence est forte.

2.2.4 Dérivée matérielle au bord T

Soient Q un domaine de classe C¥, k > 1 et u(l') un élément de 1’es-
pace de Sobolev W12(T').
Posons Ty = T;(V)(T)) avec V € C((0,€); D¥*(RY,RY) et u(I';) un élément
de WUP(T,).

Définition 2.2.5
On appelle dérivée matérielle de u(I',V), I’élément u(T', V) de l'espace de
Sobolev W'P(T') défini par

(T, V) = lim 2EDLV) —u(l, V)

t—0 i
pour tout champ V.

Remarque 2.2.2
u = u(I', V) est appelée dérivée matérielle faible si la convergence est faible

et forte st la convergence est forte.
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2.2.5 Dérivée de forme d’une fonctionnelle de forme

Considérons un ouvert €2 de classe C2 inclus dans D, un ouvert borné de
RN, u(Q) appartenant & Wi?(Q).
On suppose que la dérivée matérielle faible existe dans Wh?(Q) et que Vu().V(0)
appartient 8 WH?(Q) pour tout champ de vecteur V appartenant 3
C(0,¢; V¥(D)), k > 1.
Définition 2.2.6
On appelle dérivée de forme dans la direction V, I’élément
u (Q,V) appartenant & W (Q) défini par

!

u'(Q) = w(Q, V) — Vu(Q).V(0).

2.2.6 Dérivée de forme au bord I

Soient D un domaine de R, (2 un domaine de D de classe C*, k > 2.
Soit »(I") un élément de I'espace de Sobolev W?(T"),

On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites
i- la dérivée matérielle faible g existe dans W'2(I).
ii- Vru(T').V(0) appartient & W'?(T') pour tout champ de vecteur
V appartenant & C((0,¢); D*(D,RN)) ou k > 3.
Définition 2.2.7

On appelle dérivée de forme de u(T, V) au bord T' dans la direction V I’élément

de WY'P(T') défini par

v([,V) = (T, V) - Vru(T).V(0).
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2.2.7 Notation

Soit la fonctionnelle définie par : J(Q,V) = / ya(z)dz.
¥ = y(Q, V) est la dérivée matérielle de y((2) en Q(:la.ns la direction du champ
v
y =y (Q,V) est la dérivée de forme de y(2) en 2 dans la direction du
champ V.
Eton a y(Q,V) =y (Q,V) + Vya.V(0) avec V(0) = V(0,z)
dJ(Q,V) est la dérivée Eulerienne et on a :

dI(Q,V) = / 9O, V) do + f y(Q, V)div(V(0)) do
(Y] (Y]

dI(Q,V) = / J(Q,V) do+ / Vy(Q, V).V (0)dz + /n y(Q, V)div(V(0)) ds
Q (Y]

dJ(Q,V) = / ¥ (Q,V) dz + / div(y(Q, V)V(0)) dz.
Q (Y] :

Si J(Q,V) = / ya(z) dz, on définit de la méme maniére la dérivée Eule-
r

rienne

dJ(Q,V) = /

y (T, V) dr + / divy (y(T, V)V(0)) d.
r r

2.3 Conditions d’optimalité

Dans ce paragraphe nous nous intéressons a I’étude de conditions d’ op-
timalité que doit vérifier la solution 2 du probléme d’optimisation de forme.

Il s’agit de déterminer une condition liant ugq et €2 sur le bord 9Q;
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uq est solution de

-Nyuq = 0 dans Q\K
uq = 0 surdf
uq = 1 sur 0K.

Autrement dit le domaine Q solution de min{J(w), w € O} et ugq solution
(1.1) sont ils liés par une condition surdéterminée sur 927

On pose u = uq.

Proposition 2.3.1
51 €1 est solution du probléeme d’optimisation de forme

min{J(w), w € O.} alors
dJ(Q,V) =/ V| P 2Vu.u ds+1/ |Vul||PV(0).v ds.
an P Jaa

Preuve de la proposition 2.3.1

Soit
1
J(Q) = -/ 1Vl do
PJak
En appliquant les définitions introduites an paragraphe précédant, on a
1 . 1 .
dI(QV) = -/ (Vi d:v+—/ [ Vu|Pdiv(V(0)) dz
PJok PJonk
1 p 1
Q) = / (|VulPPY do + 1 f |Vl [Pdiv(V(0)) dz
PJak PJo\k

1 P
+ E/Q\KVHVuH V(0)) dz

1 w1 . )
dI(Q,V) = E/Q\K(”V”” ) dx+I—)_/Q\Kd1v(HVu[| V(0)) da
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Par la formule de Green on a :

' 1
4O, V)=t / (19ull?) de + 2 / 1V u|PV (). ds.
P Ja\k P Ja(a\K)
Calculons 1/ (||Vu|[P) dz
Pionk

1

p
o L (v ds = 2

((IVul[?)2)" dz

ES

: D
, -1
SUVuPY (Ivul)2 ™ do
K

(| Vul®) || Vul|P~* dz

NI= N - Y-
-
>

S5~ 5— 5

2(Vu) Vu||Vul[P~2? dr

=

- / Vo' Vu| Va2 do
O\K
Finalement on a une expression de dJ({2,V)

dIQV) = [ VUV Va2 dz+ / 1Vu|PV(0).0 ds
P Jaa\k)

O\K
09 de classe C? donc

/ (V) Vu||Vu||P~2 dz = / div(Vu||Vu|P~)u da:+/ ||Vul|P?Vu.v.a' ds.
K O\K HO\K)

Oru=1 sur K le bord intérieur étant fixe, indépendant de
donc v’ =0sur 8K etona —div(||Vul[P-2Vu) =0 p.p dans O\K
et en plus on suppose que V =0 sur 0K puisque le bord intérieur est fixe

donc on a

dI(Q,V) = /8 {1VulP T ds + % /8 IVulPY (@) ds.
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Avant de continuer nous allons énoncer un lemme qui nous sera utile par

la suite.

. Lemme 2.3.1

Soit & > 0. Si Uapplication définie par
wo : [0,8) — CFYRM), £ > 1
t — w(t) = y(t)||"(DT:) " v|
est différentiable alors la dérivée wy(t) en 0 est égale
wo(0) = divV (0) — (DV(0).v, v)
pour tout champ V appartient a C((0, €); Dkb(IRN ,RYM)).

En plus pour tout compact G C U et pour tout multi-indices oo € NV,

la| =a; + ... +anx < 1, alors

. 0 a ’U)o(t) -1 ' _
Jm max || (=) (= = we(0))| = 0.
Preuve du lemme 2.3.1
Le lemme et la preuve peuvent étre retrouvés dans [19)]. n

Comme on veut déterminer dJ(Q2,V) il suffit de connaitre u". Pour
: s . » . ]
cela nous allons montrer que u vérifie une certaine équation aux dérivées

partielles.

Proposition 2.3.2

Si u est solution du probléme (1.1) alors la dérivée de forme u' vérifie

—-div(||VuH”"2Vu') =0 dans D' (Q\K)

' Oou
u = —E/-V(O).V sur o0

r

u = 0 sur oK.



2.3. CONDITIONS D’'OPTIMALITE 45

De plus il existe un multiplicateur de Lagrange Aq tel que
_Bu = -p

o ‘p-1
Preuve de la proposition 2.3.2

AQ)% sur 00, 1 < p < oc.

On pose Ti(u) = u;. Pour une petite perturbation considérons u; solution

faible du probleme

-ONpuy = 0 dans Q\K |
Uy = 0 sur 9%, (2.1)
Uy = 1 sur 6K.

Donnons 1’expression de u (2, V) sur T,
Nous savons que u; = 0 sur [y donc pour tout ¢ € D(RN), considérons
la fonctionnelle définie par
E(Q) = /r u¢ dTy pour tout ¢ € D(RY).
¢

Par la formule de changement de variables on a :

z(t) = Ty(V)(X)

Iy = T(V)({T)

::..
ol
I

dT(V)(T) |
dly = ||det(DT)((DTy)*)".v|| dT.

DT; est la matrice jacobienne de T, det(DT;)({DT;)*)™! est la matrice
des cofacteurs de la matrice jacobienne, et ||det(DT;)((DT)*)~ .v|| est le
jacobien de la matrice de T;.

On pose wy(t) = det(DT,) ||((DT;)*)*.v|| et on supposera que I’application

qui & ¢ associe wy(t) est différentiable pour la norme L*(T).
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On obtient E(Q;) = / uoTywo(t)¢ dI et on a en plus
dE(Q,V) = lim / I (@) = ; J@)
r

dEQ,V) = lim ("(F‘)"T‘w‘;(“—“(m)q& dr
t—0 Jp
. (u(Ty)oTyw(t) — u(T)wp
dE@Q,V) = lim i n ¢dF+t1_m/(

Or on sait que

(u(TYT(V) - u(T))

w(l,V)p = t% " et
1 = tIE’nO wp(t) donc
/ ig dl = lim (“(F‘)‘mw"(t)t_ uMwo®)? i o
r —Jr

(T, V) = u([,V)+ Vru(l).V(0) donc
/r ig dll = /F (u (T, V)¢ + Vru(T).V(0)¢) dr.

D’autre part on a

fr wo(0)u(T) dT = lim /r (

’U)o(t) -1

Ju(T)$ dT'  d’aprés le lemme(2.3.1)
wy(0) = divV(0) — (DV(0).v,v) donc

/F divV (0)u(T)é — (DV(0)v, )¢ dT = lim (E‘Ltg"—l)u(r)qs dr

t—0 fp
On sait que u = 0 sur 9Q donc
/ divV (0)u(T)¢ dT" = 0.
r

Maintenant déterminons ’expression de

/F(DV(O).V, v)ug dl’

¢ dr.
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vy = (), axj.. Vi)l<j<N

(DV(0).v,v) Z Z %.V;.uj donc

oV
/F(DV(O)Vv V)U(ﬁ dal' = /[‘X_:Z 5;.Vi.uju¢ dl’

Or u =0 sur le bord donc

N N
8(Viu) _
/I:ZZ ~5§j—)u,-.uj¢ dl’' =0 donc

i=1 i=1

/F(DV(O).V, v)ué dl

Yoo X
/r ; _E'Vi ZVi-ViqS dr’

i=1
Ou
= - ; 5V(O).V¢ dF.

Or / Vru(T).V(0)¢ dT' =0 donc
r

dE(Q,V) = /F (v (T, V) + g—:‘V(O).u)qs dr.

/(u' (T, V) + g%V(O).I/d)) dl’ = 0 pour tout ¢ € D(R") d’ob
r

Ou , ou
—— e . ’ 5 3 e d—
B V(0).v sur T, c'est & dire que u' = £ V(0).v sur Q.

v (T, V)=



2.3. CONDITIONS D’OPTIMALITE 48

o ! P ’ . 4 .
Maintenant on montre que u vérifie une équation aux dérivées partielles.

u; solution du probleme (2.1) alors on a

/ —div(||Vu| PV ) dz = /
U\K

Q:\

HVu?H”'ZVuthS d:r—/ || Vue||P~2Vug. vy ds
K )

\K
pour tout ¢ € D(U\K). Or ¢ € D(Q\K) donc ¢ = 0 sur 8(\K)

donc

/ —div(||Vug||[P~?Vu,) ¢ dz = / [|Vue| P2V u, Vé dz.
QK

Q\K

Consideérons la fonctionnelle
E(Q) = / IVl [P? VeV d.
U\K
En faisant un changement de variable z = T;(X) on obtient
E(Q) = / || VuoTy| P~ VuoTyy(t) Vo dx
O\K

pour tout ¢ € D(Q\K) ol ¥(t) est le determinant de la matrice jacobienne
de T;. On suppose que I'application qui & ¢ associe (t) est différentiable pour

la norme L. Alors la dérivée Eulerienne est de cette forme

dEQ,V) = / (|VulP-2Vuve) do + / div(||Vu|P2VuVeV (0)) da.
O\K K

Calculons I’expression de / div(HVuH”‘éVqubV(O)) dz.
O\K
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/ div(||Vu|P2VuV4.V(0)) dz = / |[Vu|P2VuV¢.V(0).v ds
O\K HO\K)
or ¢ =0 sur 9(\K) donc
f ||Vu|[P~2VuVe.V(0).v ds =0 d'on
(O\K)

dE(Q,V) = /Q\K('|VUI|”‘2VuV¢)' dz

i

dEQ, V) / (IVullP-2) ' VuVe dz + / V| P-2(VuVe) da.
O\K O\K

Déterminons l'expression de / ([|Vu|P~?) VuVe dz.
a\K

(IVulP~2) = ((|IVu]?)5)

(IvulP?y = 22 2vuwu ((vul)
(IVulP™) = (p~2)VuVu/[|VulP~* donc

/ (IVulP?) VuVp ds = (p—2) / (11Vl P4 Vul V4 'V da
0K O\K

| vy vuvsds = -2) [ (19up-vuvs ds
NK O\K

Déterminons I’expression de / | Vu| [P~} (VuVe) dz.
O\K |

/ |Vul[P~3(VuVe) dz = / || Vu||P~2Vu' V¢ dz+ / IVu||P"2VuV(¢) dz
Q\K [11V:¢ O\K

or ¢ € D(Q\K) donc ¢ € D(Q\K) mais aussi

f ||[Vul[P~-2VuVé dr = / ~div(||Vu|[P~-?Vu)¢ dz+ / | Vu|[P~2Vu.vé ds
O\K O\K 8(O\K)
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¢ € DEO\K) donc ¢ = 0 sur H(Q\K) et —div(||Vu|[P~2Vu) =
0 pp dans Q\K donc/ |1Vu|P~2VuVe¢ dzr =0 d’on
O\K
dE(Q,V) = / (p - 2)||Vu|[P~2Vu'Vé dz + / || Vu||P2Vu' Ve dz
Q\K ‘ Q\K
dE(Q,V) = (p—l)/ | Vu|[P~2Vu' V¢ dz.
Q\K

On sait que —div(||{Vu|[?~2Vu) =0 donc on a
(p— 1)/ |Vu|[P~2Vu' V¢ dr = 0 pour tout ¢ € D(Q\K) mais

Q\K
(p—1) / IVu|P2Vu' Vo dz = (p-1)( / ~div(||Vu|P2Vu) ¢ dz

a\K Q\K

+/ ||Vu|[P2Vu'vé ds).
B(Q\K)

Ona¢ € D(O\K) donc ¢ =0 sur I(Q\K) d’ot

(p—1) /n . _div(||Vu|P2Vu)g dz =0, ¥ ¢ € D(Q\K)

d’ott —div(||Vu|[P2Vu') =0 dans D'(Q\K)

’ ’ .
donc u vérifie

—div(||Vu|P2Vy) = 0 dans D'(Q\K)
' Ou
u = —%V(O).u_ sur o0
v =0 sur  OK.

dJ(Q,V) =/ (| V[P~ 2 Vu.u ds+%/ [|Vul||PV (0).v dz.
a0 a0
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On pose J>(Q) = / dz —m, dJ(Q,V) = / V(0).v ds.
0 80

On remplace v par sa valeur sur 8%, on obtient :
2 ' 2 ou
(|| Vu|[P~*Vuvu ds = ()| Vu|[P~*Vu.v(-—V(0).v) ds
a0 an Ov

p—2 __Q’i V) ds = ullP2(=||Vul 2 v
[ vun-3Ev @) s = [ (9ulp=Ivulfv o) ds

donc
aIQV) = / (IValP2(=] Va2V (0).0) + %uwupvw).v) ds
an
dJ(Q,V) = / #HVUH”V(O).V ds, pour tout champ V
a0

donc il existe un multiplicateur de Lagrange A tel que
dJ(Q,V) = AadJ2(Q, V)
et on obtient

1 —
/ —pHVquV(O).I/ ds = AQ/ V(0).v ds
n D a0

1~
/ (—pPHVUHp-/\n)V(O).V ds = 0, pour tout champ V
80
1- 4
alors —p—gHVuH” — Ao =0 sur N car 9N est de classe C2.
On a

|VullP = P Ao sur 9N

1-p

(3 fp)\n)

o=

|| Vul| sur Q.

Comme 0 est de classe C2 et u =0 sur 65 alors on a

ou ; .
Vu = —v ceci entralne
ov
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Ou
vull = (|25
Ou
[|Vu|| = ~5 donc
—% = (p__-_pl)\g)r sur 0Q
n
A Déquilibre le domaine 2 solution du probléme d’optimisation de forme
min{J(w), w € O} vérifie le probléme a frontiére libre .
( -Ayu = 0 ~dans Q\K
J u =0 sur  OQ
(2.2)
u =1 sur 0K
Ou -p L :
-— = Q.
| "3 (p- 1/\9)1’ sur 0

2.4 Résultats de monotonie et d’existence

La question qu'il faut examiner est de voir si I’application qui a 2 associe
An est monotone? Ensuite nous utilisons cette monotonie pour donner un
résultat d’existence du probleme & frontiére libre posé initialement. Nous
allons énoncer un lemme et une proposition qui seront utiles pour la recherche

d’existence et d'unicité de solutions.

Lemme 2.4.1
L’intérieur de K est étoilé par rapport d un point origine O si et seulement

si pour tout t appartenant a [0,1], tK C K.
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Preuve du lemme 2.4.1

Supposons que l'intérieur de K est étoilé par rapport & un point origine, O;
cest adireV z € K°, [0,z] C K°.

Pour ¢ appartenant 4 [0,1]ona:tz € [0,z] donctz € K.

Par conséquent tK C K, ¥V t € [0,1].

Montrons que la condition tK C K, V t € [0,1] est suffisante pour que
K° soit étoilé par rapport & O.

Si ce n’ est pas le cas, alors il existe p € K tel que [0,p] n'est pas inclus
dans K.

Donc il existe py € [0, p[ tel que py n’appartient pas & K donc il existe

to € [0,1] tel que po = (1 —£5)0 + tgp = top comme tK C K,

pour tout t appartenant & [0,1], on a alors : top € K c’est & dire que

po € K, ce qui est impossible. [ ]

Avant de montrer le résultat de monotonie énongons d’abord la proposi-

tion et le lemme suivants.

Proposition 2.4.1

Sotent () et Qy deur domaines étoilés par rapport & l'origine, bornés et
distincts si Oy C Oy alors il eviste ty < 1 tel que t,Q; C € et
1000 NOQ; # 0.

Preuve de la proposition 2.4.1

On prendra une homothétie de rapport t tel que 0 < t < 1.

Posons (4, =t et 4, = {t € [0,1], tQ, C M}

A est non vide car pourt =0ona O € Q;, A, est majoré par 1 et A,



2.4. RESULTATS DE MONOTONIE ET D’EXISTENCE 54

atteint sa borne supérieure. Soit t* = sup A;. Notons que #* < 1.

Si 0%, N3N, = 0 alors t*Qy C doné t*{); est contenu strictement
dans €. Par suite i*Q; C €, donc d(¢*Q,,0Q;) =a > 0.

Soit (tn)n e N uUne suite majorante; ¢, > t* et la limite de t,, est égale & ¢*.
Une telle suite existe par définition de la borne supérieure donc £, n’est
pas inclus dans 2;.

d(tn22,001) converge vers d(t*Qy, Q) dans le sens suivant :

Vo, 1 € Qe x08y, Ve > 0il existe ng tel que pour tout n > ny alors
|d(tnz2, z1) — d(t*za, 71)| < €.

Pour € = % onaVizy t1 € Qyx0N, d(tnzs, 1) > d(t*z2,11) — % pour
tout n > ny.

Comme d(t,€22,00) =0,0na0 > d(¢t*Qy, ) —% dés quen > ngy donc
0> CQ-Y ce qui est absurde donc 8Qy, N 80, -# 0. | n

Considérons 1’équation quasi-linéaire suivante :
ARy,
—Z %aj(Vu) =f dans Q
j=1

oi  est un ouvert borné dans RV.

Les fonctions a; satisfont les conditions d’éllipticité et de croissance suivantes

a;(0) = 0
N8
> a-ai(@)GG 2+ el )PP
ij=1 "

50
Y Igpa@l < wt+ |zl

1,7=1
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ol < et w; sont des constantes strictement positives et t appartient a
0, 1].

L’ opérateur p-laplace vérifie ces conditions voir [20]. On a le lemme suivant :

Lemme 2.4.2

Supposons que g—i < 0 dans Q. Soient u;, us € WUP(Q) satisfaisant

N
/n;aj(vuﬂ%jdw < /nf(ul)qbdx

N
/ngaj(Vug)qujdx > /ﬂf(w)cﬁdx

Pour toute fonction non négative ¢ € Wol"’(Q), alors inégalité

up < wuy sur O entraine us < wu; dans .
Preuve du lemme 2.4.2
le lemme et la preuve peuvent étre retrouvés dans [20]. ]

On a le résultat de monotonie suivant.

Proposition 2.4.2

Supposons que nous avons deuz domaines )y et Qa, étoilés par rapport d
Vorigine solutions du probléme d’optimisation de forme (1.2) tels que

M C Qo Le compact K étant étoilé par rapport a lorigine alors Vap-
plication qui & ) associe g est strictement croissante, c’est & dire que
Ag, > Ag,.

Preuve de la proposition 2.4.2

Q1 C , donc par la proposition (2.4.1) il-existe £, < 1 tel que

To € tgd N 6Q.
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On pose uy, () = u2(), & € Q2\K et Q4 = tofd.
Uy, vérifie
—ApUgo = 0 dans to(QQ\K)
Ut =0 sur t0692 (23)
Uty =1 sur t0K.
Oron a tQy C i, on pose wy = ¢y, donc wy vérifie
~Dpwy = 0 dans  toQL\K
w2 = Ul |tpon, sur toaﬂf_) (24)
Wy = 1 sur OK.
Considérons le probléme
-Dpy = 0 dans tp\K
v =0 sur  t0Q, (2.5)
v = u, sur . OK.

On voit que uq, est solution du probléme (2.5). Par le principe de comparai-

son le lemme (2.4.2),0na0 < u; < let 0 < u, < ldoncona

Uy > ug sur to0hL\K.

On applique le lemme (2.4.2) & u; et u,, donc u; > wy dans Q\K.

zo € 00, NOQy, 0n a

u1(zo — vh) ~ w1 (z0) Uto (To — vh) — gy (o)

h > 5 , donc on a
lim ui(zo — vh) —u; (1'0) > lim uto(xO - Vh) - uto(xo)
h—0 h T h—0 h
aU]_ > _ auto

S oy v

, ceci donne
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Or u; et up sont solutions de (2.2) donc il existent A; et Ay tels que

/\1 = _E/— sur 8Q1
Ay = —% sur 0€),
d’apres ce qui précéde on a
_Ouy(zo) _ ()
Ov Ov
_ _ia’llz(.’L‘o)
- to 61/
1
= %/\2

A . : . .
donc )\, > 22 ce qui entraine A\; # Ay sinon ¢ > 1 ce qui est
0

impossible .

Finalement on obtient
' 1

M= (p__p -An,)P sur 90,
1

_p -
/\2 = (p_lx\nz)p sur 6Q2
AL > 22

to
A
22 5 N carty < 1
to

donc Ay > Ay, Clest & dire que
' 1 1
P D =P\ \p
Ao)P > (—=Ma, )P
1 01) (P — 1/\[]2) donc

(

/\92 > ’\01

donc I'application qui & Q associe Mg est strictement croissante. ]
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C'est cette partie qui nous permet de nous prononcer sur 1’ existence de
solutions du probléme & frontiére libre.
La question qu’on se pose est de savoir s'il existe (uq, ) tel que 2 appartienne

4 un ensemble admissible que 1’on définira, solution de

¢

—ADpug = 0 dans Q\K
un =0 sur 9N
y (2.6)
Uun =1 sur 0K
- % = c sur ON.
\ ov

oll ¢ est une constante strictement positive.
Avant d’énoncer le théoréme d’existence, on a besoin d’une définition qu’on

peut retrouver dans [2].

Définition 2.4.1

Un ouvert () est une solution classique du probléme (2.6) si ug

appartient & C2(Q)NC(QY) et vérifie la condition surdéterminée du probléme
(2.6).

Théoréme 2.4.1 (condition suffisante d’existence)

Si Q0 solution du probléme d’optimisation de forme (1 .2) est de classe C? alors
le probléme d frontiére libre (2.6) admet une solution classique €} contenant

K o1 K est un compact deRY  de classe C%, étoilé par rapport & origine.

Preuve du théoréme 2.4.1
On choisit B(0, R) contenant K et B(0,7) ol R est assez grand, r < R,

avec K, contenant B(0,r).
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On cherche une solution ug tel que
—APUQ = 0 dans BR\B,-
Ug = 0 sur OBp
Ug =1 sur OB,
ug est déterminé explicitement par
( In|jz||-InR )
Inr~InR sip =N
uo(z) = {
- N LN
2l > — B¥T
= si p # N.
Ona
( z o
wPar-twg) S P =N
VUo(x) = { Ve
- =N-pt2
=1
\ T‘H—R’;ﬁ! P '
On a
! i = N
[ellinr—mA] > P =
(Vuo(a) | = N
s .
[ P51 — R5T| '
En particulier on a [|Vug|| < ¢ sur dBg pour R suffisamment grand.
Considérons le probléme suivant
—Opu = 0 dans Bg\K
u = 0 sur 0Bp (2.7)
U = 1 sur JOK.
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L’existence de solution du probléme (2.7) s’obtient en minimisant la fonction-

nelle J : mm{J (W), v € V}ou V ={v € WyP(Q), v =1 sur 8K},
=2 [ vl de

D’apres la premiére partie, il existe ug solution du probléeme (2.7).

Considérons le probleme

—Apy = 0 dans Bgp\K
v = 0 sur &Bj (2.8)

v = wuy sur OK.

On voit que pour v = uy est solution du probléme (2.8). Par le principe de
comparaison le lemme (2.4.2),ona0 < uy < let 0 < ug < 1 donc
sur 9(Br\K) on a up > ug et d’aprés le lemme (2.4.2),0na ur > wug dans
Br\K, d'ou ||Vug|| > ||Vue|| sur 8Bpg.

casoup=N

Si R < Ry, ona ||Vug|lisps, > ||Vuo|ljsm,, donc 'application qui a
tout R associe ||Vug||gp, est croissante.
Pour initialiser on prend un rayon trés grand R, ensuite on calcule || Vo) |1 B, €t
si e~ ||Vuglliama,| > 8, 8 > 0 fixé et trds petit, on continue en prenant

Ry < Ry jusqu’a ce qu’ il existe N € N tel que
‘”VU()’“(—)BRN —c| < 4, b fixé, tres petit.

Posons

Ov ={w, w € O, w C Bp,, vol(w) = Vp}.
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On cherche € Oy tel que

( —Apug = 0 dans Q\K
uq = 0 sur 00
) uq = 1 sur 0K
1
_p -
= D Q.
\ co (p — 1/\9) sur 0

Le probléme d’optimisation min{J(w), w € Oy} admet une solution Q et
vérifie la condition surdéterminée —aaiyn = cq

On pose u = ugq.

0 € Oy donc ) C Bg,, d aprés la proposition (2.4.1), il existe t; < 1
tel que tgBg, C 2 alors on a 902 Nt,0Bg, # 0.

Soit g € O NtedBR,, on pose

Ut (2) = ury (), & € Bry\K.

Uy, Vvérifie

—-Dpusy, = 0 dans t(Bgry\K)
Uty = 0 sur thBRN

Uty = 1 sur ¢,0K.
Oron atyBg, C , on pose ws = UjsyBg, donc ws vérifie
—A,,w3 = 0 dans tOBRN \K

Ws = U|t0,93RN sur toaBRN

w3 = 1 sut 0K.




2.4. RESULTATS DE MONOTONIE ET D’EXISTENCE 62
Considérons le probleme suivant
—Npz = 0 dans tgBpg,\K
z =0 sur to0Bgr, (2.9)
z = uypx sur OK.

On voit que u, est solution du probléme (2.9).

Par le principe de comparaison le lemme (2.4.2), on a

0 < u, <let0 < u < 1 doncsurd(teBry\K) ona

u > U, et d’aprés le lemme (2.4.2), on a u; > wuy, dans toBg, \K.

o € 00QNtyOBg,, on a

u(zg — vh) — u(zo)

h
lim u(zp — vh) — u(zg)
h—30 h
_bu
ov
_ou
ov

AV V]

v

>

Uso(To = vh) — ug(To)
h
lim Uto (To — Vh) — uy, (o)

donc

h—30 h

0wy

ov
HVURNH

5}
Donc on a ——a—:j > ||Vugy|| sur OBg,.

donc

Posons 2 = €. Soit V; un nombre réel strictement positif, nous allons itérer

avec ; € O ol

Oy={w, w € O, w C Q C Bg,, vol(w) =V}.
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On cherche ; € O} tel que
4

—Dpug, = 0 dans Q;\K
uq, = 0 sur Of
T uq, = 1 sur 0K
1
_p -
= D 09;,.
\ cq, (p 3 Aa,) sur 1

On pose u; = ugq,.

Le probleme d’optimisation min{J(w), w € O} admet une solution Q; et
vérifie la condition surdéterminée —% = cq,.

M € Op doncQy C Bg,,d apres la proposition (2.4.1), il existe t; < 1
tel que t,Br, C y alorsonad Nt,86Bg, # 0.

Soit z; € 89, M ¢,0Br,.

On pose ut, (z) = ury () € Bpy\K, uy vérifie

h
—Opuy, = 0 dans t(Bg, \K)
Us, = 0 sur t0Bg,

Ut, = 1 sur t0K.

Oron at; Bg, C ,on pose w = Utt; By, donc w vérifie

- pr = 0 dans t BRN \K
w = ul|tlaBRN sur tlaBRN
w =1 sur OK.

Considérons le probleéme suivant
Nz = 0 dans t;Bg,\K
2z = 0 sur t1aBRN (210)

z = uUyppx sur OK.
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On voit que u;, est solution du probléme (2.10).

Par le principe de comparaison le lemme (2.4.2),ona 0 < u; < let

0 < w; < 1 doncsur 3(t1Bry\K), on a u; > wuy et d’aprés le lemme
(2.4.2), on a u; > wu, dans t,Bg, \K.

T, € 002Nt 0Bg,,0n a

ui(z; — vh) — uy(z,)

uy, (21 — vh) — ut,k(xl)

>
5 > 5 donc
lim u1(zy — vh) — ui (1) > lim ug, (21 — vh) — ug (21) donc
h——0 h h—0 h
_ow O
o ~ ov
6’U1 I
—_— > jnd 3
w2 [Vun, ()

Donc on a _ou > [quRN(ﬂ)H sur OBpg, .
61/ tl

On continue le méme principe jusqu’ aurang k telque co, < ||Vug, (—::—k) || avec
k

z

il € BBRN .

bk

Or pour tout s appartenant & Bg,, ona||[Vuo(s)lljaps, < IVury (s)lljoBg, donc,
soit il existe sp appartenant & 0Bpr, tel que co, < ||Vuo(so)|],

soit cq, > ||Vug(s)||, pour tout s appartenant & 6Bp, .

p— 1)\QJ.)P et

que la suite (Ao, )o < j < & est strictement croissante. La suite (co;)o<i<k

La suite (cq,)o < j < & est strictement décroissante car cqo, = (

est minorée et strictement décroissante donc converge vers .

a-Sicq, < [[Vug(so)|| donc,ona co,~c < |[Vug(so)||—c < eq,_,—c
car la monotonie de la suite est stricte.
On a donc & la limite [—c¢ < ||Vug(s)||—¢ < {—cdonc

[ = {|Vug(sg)|| doul =~ c.
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b- Sicg, > [|Vue(s)|| pour tout s appartenant & dBg,, doncona

cq,_, — € < ||[Vug(so)|| — ¢ £ cq, —cC

On a donc 3 la limite ! — ¢ < ||Vup(s)|| —¢ £ ! —cdonc
I =||Vue(s)|| doul =~ c.
Donc la suite (€%)o < x < ¥ approxime {2 solution classique du probléme a

frontiere libre (2.6).

cas ol p# N

Si Ri < Ry, ona ||Vug||jspg, < ||VuolloBe, donc I'application quia
tout R associe ||Vuo|||ap, est décroissante. |

Pour initialiser, on prend un rayon trés grand R, ensuite, on calcule ||Vug||ap,, et
si |c—||Vuol|iaBg,| > 9, § > 0 fixé et trés petit, on continue en prenant

R, < Ry jusqu’a ce qu’ il existe N € N tel que
[[VuollioBg,, — €| < 8, & fixé, trés petit.
On reprend la méme chose que précédamment. ]

Nous pouvons énoncer un autre résultat d’existence du probléme extérieur
a frontiére libre (2.2) mais seulement la condition surdéterminée est & com-

prendre au sens presque partout. Et nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 2.4.2 (condition suffisante d’existence)

Si §) solution du probléme d’optimisation de forme (1.2) est de classe C? presque
partout alors le probléme d frontiére libre (2.6) admet une solution classique

Q contenant K ot K est un compact de RY  de classe C2, étoilé par

rapport d l'origine.
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Preuve du théoréme 2.4.2 On applique la preuve du théoréme 2.4.1.

2.5 Résultats d’unicité

Nous savons que le probléme 4 frontiére libre (2.2) admet une solution au
sens faible (uq, Q).
Nous allons montrer que le domaine solution 2 solution de (2.2) est unique
sous ’hypothése : I'intérieur de K est étoilé par rapport a l’origine .
Notons que l'unicité de la solution a été prouvée par A.Acker et R.A
Meyer [2], en dimension N sous cette méme hypothése.
En nous appuyant sur l'article de A.Acker et de R.A Meyer [2] nous
présentons le résultat d’unicité suivant. |
Proposition 2.5.1
S’ il existe Q) solution classigue du probléme (2.2) alors Q) est unique et il est
étoilé par rapport a lorigine.
La preuve de la proposition (2.5.1) repose essentiellement sur le principe
de comparaison faible de Lavrent’ev pour les fonctions p-harmoniques. Pour
plus de clarté , il serait intéressant d’énoncer le lemme suivant mais donnons
quelques définitions qui peuvent étre retrouvées dans [2].
Définition 2.5.1

Soient un sous ensemble E de RN et A > 0. On note :

AE = {)z, = € FE}.
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Pouri € {1,2}, soitT'; le bord de D;, un domaine simplement conneze borné
de RN qui contient ’origine.

Dans la famille de telles surfaces, on définit la métrique A o
A(Fl,Fg) = sup{\ In /\‘ . /\Fl M Fz sé m}

On dit queTy, < Ty si D, C DyetTy < Ty si D, C Ds.

Si T est de cette famille, on note D(T') le complément de l'intérieur de T.
Si 'y et I sont de cette famille tels que I', ‘< Ty, on note

Q(1,T3) = D(T)\D(T)).

Lemme 2.5.1 (Principe de Lavrent’ev)

Soient Ty, T, [, T sont des (N — 1) hypersurfaces dimentionnelles de do-
maines de RN bornés, simplement connezes tels queTy < T etly < T.
Soient Q(resp.Q) des domaines de forme annulaire dont les bords intérieurs
et extérieurs sont respectivement Iy, et T

(resp.Ty et T). Et soient u(resp.i) des solutions dans Q(resp.Q).

Soit A > 1 une valeur telle que Ty < Ay et T < AT ou AMonr peut
étre non vide.

St A € Fﬂ/\f‘(resp./\mo € Foﬂ/\f‘o) et st

IVa(z)l], |[Vu(z)

(resp.||[Vi(z*)||, ||Vu(z*)||) ezistent, alors

IVa(z)

2 M|Vu(Az)||(resp.[|Vii(zo)|| 2 X|Vu(Azo)||).

Preuve du lemme 2.5.1

Le lemme peut étre retrouvé dans [2] et la preuve voir [16]. m
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Preuve de la propesition 2.5.1
Supposons qu’il existe deux solutions distinctes du probléme (2.2), 2, et 5.
On note :
I' =T (resp.l' = I';) les bords extérieurs de Q; (resp.Q;).
Iy = 8K, (resp.l'y = 0K3) les bords intérieurs de ;(resp.€2;).
K, K, sont des compacts de R suffisamment réguliers et étoilés par rap-
port a l'origine.
Soit In(Ag) = A(I'y,I';), avec A > 1 ol A est la difference symétrique alors
Iy < XAl T2 € Al
Soit Agzp € TI'1 N Ael'y or K, est étoilé donc 8K; C NgOK, d’aprés le
lemme (2.5.1), on a ¢ = |[Vua(z0)|| > Aol|Vur(Xozo)|| = Aoc done Ag < 1,
ce qui est impossible.
On applique le lemme (2.5.1) et en posant que Q; = €,, on obtient  est

étoilé par rapport & ’origine. a




Chapitre 3

Quelques simulations
numériques du probléme a

frontiere libre :

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous cherchons & donner une approximation de la forme
du domaine par une approche des transformations conformes.
On définit respectivement I';, I'p les cercles unité, de rayon R et la cou-

ronne l’ensemble noté par :

Cr={z € B /1 < |[jz|l; < R}.
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L’objectif principal est de déterminer la transformation conforme ® qui en-
voie une couronne Cp sur Q\K, c’est a dire on cherche ® telle que

3(Tz) = 00

(3.1)

Pour trouver la transformation conforme @ satisfaisant I’équation (3.1), on

utilise les résultats de D. Seck voir [18].

3.2 Approximation de la forme du domaine
O\K

On considére le probléme & frontiére libre

( ~Apu = 0 dans Q\K, 1<p<oo
J u = 0 sur OO0 32)
u = 1 sur 0K '
——aﬁ = ¢ sur QO
\ 61/ = ¢ u ’

ou ¢ est une constante strictement positive et K un compact contenu dans
Q.

On s’intéressera au cas p = 2 et on a le probléme suivant

4

—Auy = 0 dans Q\K

J u = 0 sur 0Q (33)
u = 1 sur 0K

\ —%— = ¢ sur O

;
|
;
j
i
;
|
1
i
i
|
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Nous nous proposons de donner quelques simulations d’'un algorithme numérique
[18] en dimension deux permettant de déterminer la forme approchée de 1’an-
neau Q\K en se donnant un compact K et une constante ¢ tels que le

probleme (3.3) soit satisfait.

Nous présenterons ici les idées de bases et les résultats essentiels de cet algo-
rithme. Pour plus de détails voir [18].

Notre approche sera basée sur l'utilisation des transformations conformes.
Soit F(z,y) =0, !’ équation cartésienne du bord de K qui est une courbe

fermée. On suppose que
i- F est continue.

ii - Il existe g, pp > O tels que pour tout z, y appartenant 3 R?

, Iz, y)lla = po, onait: F(z,y) > al/(z,y)l|2 avec ||.||o désignant

la norme euclidienne sur R?.
L’objectif principal est de déterminer la transformation conforme ® injective

telle que

®(Tg) = 00

(3.4)

Du moment que le bord de K et ¢ sont donnés, trouver Q\K, c’est déterminer
la frontiere de €. Pour cela, il suffit de déterminer une transformation
conforme injective ® etleréel R, R > 1 telsque ®(I'g)=a0N. Doncla
forme Q\K est entierement déterminée par le probleme (3.4), pour plus de

détails voir [18]. Une telle transformation existe et on a 4 = uo® solution
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du probléme

—A4 = 0 dans Cg
0 surI'g (3.5)

[S3
i

1 surl}.

£
{l

Le probléeme (3.5) admet une unique solution qui est radiale

u(r) = %ln(?), voir [18] et on a

|®' (Re™)| = pour tout 6 dans R.

1
cRInR’

Donc déterminer u et Q\K revient & résoudre le probléme suivant :

Chercher une transformation conforme ® sur Cj injectiveet R > 1

tels que

@(Fl) = 6K
® (Re®)| = —— tout 6 dans R (36
|® (Re = R, Pourtou ans R

Comme ’application @ n’est pas unique notons par
S I'ensemble des ® holomorphe sur Cg bijection conforme telle que le
probléme (3.6) soit satisfait . |

®(z) = P(z,y) +iQ(z,y) en posant z = rcosf et y = rsind
on a ®(z) = P(r,0) +1iQ(r,8) , P et Q sont respectivement les parties
réelles et imaginaires de ®. Le complexe z appartient & I'; si et seulement

si ®(e"’) appartient 4 K donc z appartient & T, si et seulement si

F(P(1,9),Q(1,6) = 0.
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L’équation (3.6) est équivalente a chercher ® transformation conforme sur
Cpr injective et B > 1 tels que

F(P(1,0),Q(1,6) = 0
|9’ (Re'?)| =

. (3.7)

cRInR’
Comme il n’est pas simple, numériquement de résoudre le probleme (3.7),

pour tout 6 dans R.

nous l'aborderons par la minimisation d’une fontionnelle J sur H qui est

une méthode des moindres carrés ou J est donnée par :

1®) = [ (PREE). @) 0+ [ (0 (R~ e

3.3 Minimisation de la fonctionnelle approchée

Comme on veut mettre en place un algorithme numeérique il faut se ra-

mener en dimension finie. On se contente de minimiser la fonctionnelle J sur

Hp ou

Hy = {®n définiesur Cr: Py(z Z a 2", a = 0y + 100}
n=—N

Les @y sont des polyndémes trigonométriques, N € N. Hy un sous en-
semble de H est méme un C espace vectoriel de dimension finie. Minimiser

sur Hy revient & minimiser J sur R*M x|1, +00[. En effet on définit J par
J:R*¥Wx]l,400] — R
X — JX)

ou les expressions de J(X) et de X sont
2n 1

IX) = [ @@, SN [ R P
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X = (Q_N, oy Q_1, Q1 ey ONy BNy ooy 1,014 v, By R)-

Proposition 3.3.1
La fonctionnelle J(X) admet au moins un minimum local dans RN x]1, +oo].

De plus J'(X) = 0.

Preuve de la proposition (3.3.1) voir [18]

3.4 Résultat principal pour la convergence

Théoréeme 3.4.1

i- Il existe une suite extraite Oy, de Py et Py telles que P, converge

unifomément vers D¢ sur tout compact de Cpg.
- Ileziste ®; € L?(I')), ®n, converge faiblement vers ®, dans L*(T,).

ii- Ileziste ®, € L*(I'g), ®n, converge faiblement vers @3 dans H'(Tg).

1/F ®2(C)dc 1 ®,(C)

w- Po(z) = — - — —
0() RC—‘Z 2 Fl(*z

o d¢ pour tout z € Ckg.

Dy est développable en série de Laurent sur Cgr
-+00
Do(z) = chz" avec
—00

Cn = i/ ?l(QdC sin 2 0
g

27 (—z
1 ®,(¢) .
cn_é;./n(———zd( stn <0

Preuve du théoréme (3.4.1) voir [18].
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Remarque 3.4.1
Nous rappelons un résultat sur la symétrie du domaine qui permet de controler
dans un certain sens les simulations numériques. En d’autres termes les hy-
pothéses de symétrie mises sur le compact K dotvent étre vérifiées sur la
frontiére libre. On a le théoréme suivant :
Théoréme 3.4.2 Soient

i- Q un ouvert de RY  contenant K avec la frontiére de ¢ de classe C2.

1- K ayant comme hyperplan de symétrie Ty.

ii- On suppose qu il eziste une solution u € C*Q\K) qui vérifie

( —Au = 0 dans O\K
J u = 0 sur 00
) = 1 sur OK
ou
("5 = ¢ sur Of.

w- On suppose de plus que K est convere dans la direction de zx. Alors
1 est symetrique par rapport ¢ Tp, de plus u est symetrigue par

rapport a Tg.

Preuve du théoreme (3.4.2) cf 18] .

3.5 Simulation numérique

L’ algorithme consiste & minimiser la fonctionnelle J définie ci-haut sur

R*N*1 car pour connaitre @y il suffit de connaitre X, on
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X =(a-n,.., 01,01, ..., 0N, BoN, ..., B-1, 01, .., BN, R). La connaissance de
X solution de J permet de connaitre @y car les composantes de X sont les
coefficients du polyndme trigonométrique ®y. La méthode utilisée pour la
minimisation de la fonctionnelle J est celle du gradient conjugué pour la
convergence de l'algorithme. Le langage utilisé est celui de C. Nous allons

choisir le bord de K comme étant un cercle d’ équation z? +4? =1 et

22 g .
ensuite une ellipse d’équation 5 + 6= 1.
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Cas du cercle d’équation z? + y2 = 1. On prend N = 4, le rayon du vecteur
initial est R; = 6, et.e = 0.0001. On obtient le vecteur solution aprés 3 itérations

dont le rayon est Ry = 5. (figure 1)

o

oK

2 2

Cas de lellipse d’équation -3;— + %.I_é = 1. On prend N = 4, le rayon du vecteur

initial est R; = 6 et ¢ = 0.0001. On obtient le vecteur solution aprés 3 itérations

dont le rayon est Ry = 5. (figure 2)
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2 2
Cas de I’ellipse d’équation % + E{—é = 1. On prend N =4, le rayon du vecteur
initial est R; =5, et € = 0.0001. On obtient le vecteur solution aprés 3 itérations

dont le rayon est Ry = 3.8. (figure 3)

N

.........
. .

oK

2 2
Cas de l'ellipse d’équation %— + %i- = 1. On prend N = 2, le rayon du vecteur

initial est R; = 6 et ¢ = 0.0001. On obtient le vecteur solution aprés 1 itérations

dont le rayon est Ry = 5.66. (figure 4)
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Résumé :
La premiére partie est consacrée a I'étude de Pexistence de solutions d’un probléme
d’optimisation de forme sous la contrainte de la propriété du e— céne.
Et on prouve un résultat de continuité, par rapport aux variations (sens de Haus-
dorff) du domaine, des solutions du probléme p-harmonique avec des conditions
aux limites type Dirichlet.
La deuxiéme partie est consacrée a ’étude de I’existence de solutions d’un probléme
& frontiére libre pour le p-laplacien. Ce probléme a été étudié par A. Henrot et
H.Shahgolian en montrant Iexistence d’un domaine convexe par la technique
des sur-solutions et sous-solutions de A.. Beurling. Nous étudions, P’existence de
domaine non nécessairement convexe en combinant une approche variationnelle et
une méthode séquentielle.
La troisieme partie est destinée aux simulations numériques pour déterminer la
forme approchée du domaine en utilisant les transformations conformes.
Mots clés : Optimisation de forme, probléme a frontiére libre, p-laplacien,
continuité par rapport au domaine, transformations conformes.

abstract :

The first part of this work is devoted to the study of the existence of solutions to
a shape optimization problem under constraint e— céne property. And we prove
continuity result with respect to the variation of a bounded domain (in Hausdorff
sense), of the solutions to the p-harmonic problem with homogenous Dirichlet
boundary conditions.

The second part is devoted to the study of the existence of solutions to a free
boundary problem with p-laplacian operator. This work is studied by A.Henrot
and H. Shahgolian where they prove the existence of classical convex solutions,
using A. Beurling ’s notion of sub and super-solutions. We study the existence
of non necessary convex solutions by using a variationnal approach and sequential
method.

In the last part, we present some numerical simulations to determine the approxi-
mated domain by using conformal mappings.

Keywords : Shape optimization, free boundary problem, p-laplacian,

shape continuity, conformal mappings.




