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Notations

Notations générales

-}R l'espace des nombres réels

- NI'ensemble des entiers naturels

- te l'espace des nombres complexes

- 0 C}RN un ouvert

- Dl c}R2 le disque de centre zéro et de rayon un

- r l = aDl frontière de Dl

- r = ao frontière de 0

- B(O, R) = BR la boule centrée à l'origine et de rayon R

- E' espace dual de E

- <, > crochet de dualité E', E

- (,) produit scalaire euclidien sur }RN

- Il Il la norme euclidienne de ]RN

- Il IIp la norme dans LP(O), 1 $ p $ 00

- Soit 0 est partie mesurable de RN, on pose 101
la mesure de Lebesgue de 0



- !San masse de Dirac sur le bord de st

- D(A) domaine de l'opérateur A

- p.p presque partout

, . , d ' 'd' 1 1 1-- P exposant conjugue e p, c est a 1re - + -, =
P P

- aau dérivée (au sens des distributions) par rapport à la variable Xi
Xi

au au au . .- Vu = (-a'-a ' ... , -a ) = gradu gradIent de la fonctlOn u
Xl X2 X n

N

- l:ipu =~ a~i (1IVullp
-

2::i) le p-laplacien de la fonction u

aloi n

- DO = 1a 1 =""' aiaxr l ax~2 ... .aXOnn ' L.J
i=l

- v normale extérieure

au d ,·, 1 t"- av envee norma e ex eneure

- dist désigne la distance

4
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Espaces fonctionnels

- Loo(O) = {u mesurable sur 0 / il existe c > 0 tel que lu(x) 1 ~ c p.p sur O}

- Ck(O) = {fonctions k fois continûment différentiables sur 0 (k ~ 0) }

- LP(O) = {u mesurable sur 0 tel que ln ]ulPdx < +oo} 1 ~ p < +00

- W1,P(0) = {U E LP(O); ::i E LP(O) (i = 1, , N) }

~ H1(0) = { U E L2(0); ::i E L2(0), (i = 1, , N) }

- H2(0) = {u E H1(0); a~2;xj E L2(0), (i,j = 1, ... , N) }

- V(O) = {u E Coo(O) à support compact contenu dans O}

- V' (0) = l'espace des distributions sur 0

- Wi'P(O) = l'adhérence de V(O) dans W1,P(0)

- HJ (0) = l'adhérence de V(O) dans Hl (0)

-- Hg(O) = l'adhérence de V(O) dans H2(0)

- CO,CI:(n) l'espace des fonctions holdériennes

sur n, c'est à dire l'espace des fonctions f continues sur

o telles que sup If(x) - f(y)1 < 00
x,YErl lx - ylCl:

- Ck,CI:(n) l'espace des fonctions f E Ck(O) telles que

- M(D) l'espace des mesures de Radon sur 0
du

- dt dérivée (au sens des distributions) par rapport à t.



Introduction

Ce travail est une contribution à l'étude de l'existence de solutions, d'un

problème d'optimisation de forme et d'un problème extérieur à frontière libre

pour le p-Laplacien. Il contient trois parties:

Première partie

Cette partie est essentiellement destinée à présenter un résultat d'exis­

tence de solutions d'un problème d'optimisation de forme.

On considère D une boule de ]RN, soient E > 0 et m > O.

Soit K un compact de ]RN de classe C2 contenu dans D.

On considère la classe d'ouverts sur laquelle nous allons travailler

OE = {O c D / K c 0 et, 0 ouvert vérifie la proprièté du E - cône, 101 = m}.

Le problème d'optimisation de forme consiste à chercher 0 appartenant à

OE tel que

J(O) = min{J(w), W E OE} (1)
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où J est une fonctionnelle définie sur (JE par

J(w) = ~ r IIVuwlIPdx, 1 < P < 00pJw
où Uw étant la solution du problème de Dirichlet suivant:

(2)

o dans w\K

- 0 sur 8w (3)

Uw - 1 sur 8K

La méthode directe qui permet de montrer l'existence de solutions pour le

problème d'optimisation de forme (2), pour une fonctionnelle J, est celle uti­

lisée en calcul des variations.

Cette méthode consiste à considérer une suite minimisante de domaines

(On)n E N puis d'en extraire, par compacité, une sous suite qui converge vers

une limite 0 appartenant à (JE qui réalise le minimum.

Il sera utile d'introduire une notion de convergence de domaines de telle

sorte que la famille (JE soit compacte pour cette notion de convergence et

les fonctions d'états 0 --+ Un soient continues par rapport à cette notion

de convergence, c'est à dire la notion de convergence en question implique la

convergence au sens de l'équation (3).

Deuxième partie

On s'intéresse à l'étude de l'existence de solutions du problème extérieur

à frontière libre pour le p-laplacien.

Plus précisément, on cherche 0 un domaine de forme annulaire dans ]RN



(4)
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sur lequel existe une solution Un pour une certaine équation aux dérivées

partielles surdéterminée.

Le problème extérieur à frontière libre consiste à se donner un compact K de

classe C2 , une constante c strictement positive et chercher Un et un ouvert

n contenant K tels que le problème

-6puf! - 0 dans n\K, 1 < P < 00

Un 0 sur an
Un 1 sur oK

aUn
- c sur anav

admette une solution.

Ce problème a été étudié par A.Henrot et H.Shahgholian [11] en mon­

trant l'existence d'un domaine convexe solution du problème (4) par la

technique des sous-solutions et sur-solutions de A.Beurling [3].

A.Acker et A.Meyer [2] ont montré pour p = 2, l'existence de solutions

et pour 1 < p < 00, ils ont obtenu des résultats d'unicité.

Ces types de problèmes ont plusieurs interprétations physiques telles que la

loi de Darcy pour un écoulement d'un fluide dans un milieu poreux, la loi

d'Ohm pour le courant électrique et la loi de Fourrier pour le transfert de la

chaleur.

Dans chaque problème, un modèle basé sur une loi d'écoulement linéaire est

fondementale. Par exemple pour le courant électrique à travers une résistance,

la loi d'Ohm établit que J = -C"Vu, où C est la conductivité. On retrouve

la même relation pour la loi de Fourier, appliquée au problème de minimisa­

tion d'écoulement de la chaleur, où u représente la température d'état stable
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et J est le flux de la chaleur.

Les lois d'Ohm et de Fourier sont des lois approchées et empiriques. Pour

l'étude des lois d'écoulement nonlinéaire, il est naturel de considèrer les

écoulements de loi-puissance. On définit un écoulement de loi-puissance comme

étant celui dont le vecteur d'écoulement est donné par J = -CIIVullp - 2Vu, où

p est une constante, p > 1. Cela signifie que la magnitude d'un vecteur

d'écoulement est donnée par IIJII = CIIVuIIP-
1

. Les écoulements de loi­

puissance ont été précédemment étudiés dans le contexte des p-diffusions

pour une bibliographie complète voir [17]. Pour les écoulements de loi-puissance,

le potentiel de l'écoulement est p-harmonique et l'écoulement à travers un

domaine de forme annulaire est donné par l'intégrale p-Dirichlet.

Notre approche consiste à choisir deux boules centrées à l'origine de ]RN, B(0, R)

contenant K et B(O, r), 0 < r < R avec B(O, r) contenue dans K.

On cherche une solution Uo du problème suivant

Uo

o
o
1

dans B(O, R)\B(O, r)

sur âB(O, R)

sur âB(O, r)

(5)

En utilisant le principe de comparaison de P. Tolksdorff [20], on compare

IIVuol1 et IIVURII sur âB(O, R) où UR est solution du problème

dans B(O, R)\K

sur âB(O, R)

sur âK.

(6)
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Par un résultat de monotonie, on montre que l'application qui à tout R

associe IIVuol1 sur 8B(O, R) est monotone selon p = N ou p #- N.

Ainsi on construit une suite de domaines (On)n E N qui approxime mieux

o solution du problème à frontière libre (4).

Troisième partie

Cette partie est destinée aux simulations numériques. On suppose dans

ce chapitre que p = 2. L'existence de solutions du problème à frontière libre

a été prouvée par D.Seck [18]. L'approche qu'il a utilisée est la méthode des

sous-solutions et sur-solutions de A.Beurling [3] avec des ouverts de type

Carathéodory.

Il a donné un algorithme numérique en dimension deux permettant de déterminer

la forme approchée de l'anneau O\K.

Nous complétons ce travail en montrant qu'il est possible de faire des simu­

lations numériques en dimension deux et pour p = 2.



Chapitre 1

Etude de l'existence du

problème d'optimisation de

forme

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, pour montrer le résultat d'existence de solutions du

problème d'optimisation de forme min{J(w), w E OE}' nous allons définir

la distance de Hausdorff pour les compacts de D, ensuite la convergence de

domaines au sens Hausdorff.

On obtient des résultats de compacité pour cette topologie et de continuité

par rapport au domaine solution du problème d'optimisation de forme.

Autrement dit, si (On)n EN est une suite d'ouverts dans OE qui converge

au sens de Hausdorff vers 0 quand n tend vers l'infini, est- ce que la suite
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(un)n E N solutions de (3) sur On tend vers Un solution de (3) sur O?

1.1.1 Propriètés et Définitions

12

Nous allons donner quelques résultats et définitions connus en optimisa­

tion de forme pour la clarté de la rédaction.

1.2 Définitions

Définition 1.2.1

On appelle cône de sommet x appartenant à RN, de direction ( appartenant

à RN, de demi angle a appartenant à ]O,~] et de hauteur h l'ensemble défini

par:

C(x,(,a,h)={u E RN,llu-xll < het(u-x,() > lIu-xllcos a }.

On fixe une boule D de RN et tous les ouverts 0 avec lesquels on travaille

seront contenus dans D.

Définition 1.2.2

On dit qu'un ouvert 0 de RN possède la proprièté de €- cône si pour tout

x appartenant à ao, il existe une direction ( appartenant à RN telle que

C(y, (, €, E) C 0, pour tout y appartenant à . B(x, €) n n.
Soient E > 0 et m > 0 et K un compact contenu dans D, on note par OE

l'ensemble :

OE = {O C D / K C 0 et, 0 ouvert vérifie la proprièté du € - cône, 101 = m} .
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Soit 0 appartenant à OE' on définit l'ensemble fonctionnel noté V par:

v = {u E W~,P(O), / U = 1 sur BK}

Nous commençons par définir la distance de Hausdorff pour les compacts

contenus dans D.

Définition 1.2.3

Soient Ki et K 2 deux compacts inclus dans D .

On pose:

On note:

d(x, Ki) -

d(x, K2) -

inf d(x, y)
y E KI

inf d(x, y).
y E K2

p(KI ,K 2 ) sup d(x, Kd
xE K2

p(K2 , KI) - sup d(x, K 2 )
x E KI

On appelle distance de Hausdorff, la distance dH définie sur l'ensemble des

compacts de D.

Remarque 1.2.1 La distance de Hausdorff ne dépend pas de D.

Nous allons donc définir la convergence au sens de Hausdorff pour les ouverts

de D.

Définition 1.2.4 Soient (On)n E J'lI et n des ouverts inclus dans D. On

dit que la suite d'ouverts (On)n E N converge au sens de Hausdorff vers n si
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On notera

Définition 1.2.5

Soient (On)n E III une suite d'ouverts, 0 un ouvert de RN.

On dit que (On)n E N converge vers 0 au sens de V, 1 < p < 00

si Xnn converge vers Xn dans V.

1.3 Etude de l'existence de solutions sous

la contrainte de la proprièté du €-cône

On suppose que K est de classe C2 .

Soit J la fonctionnelle définie sur OE par

J(w) := ~ r IIVuwllPdx, 1 < P < 00.pJw
J est une fonctionnelle qui dépend de w et de U w où U w est la solution du

problème de Dirichlet suivant :

-6puw - 0 dans w\K

o sur 8w

U w 1 sur 8K

(1.1 )

6 p : W~,P(D) f------t W-l,p' (D) avec ~ + ~= 1 est appelé l'opérateur p-
p p

laplacien.

La première partie est essentiellement destinée d'abord sous la contrainte

de la proprièté du E-cône à l'étude de l'existence de solutions du problème



1.3. ETUDE DE L'EXISTENCE DE SOLUTIONS SOUS
LA CONTRAINTE DE LA PROPRIÈTÊ DU (-CÔNE 15

d'optimisation de forme suivant:

min{J(w), w E OE} (1.2)

Comme on veut prouver un résultat d'existence de solution du problème

d'optimisation de forme (1.2), la méthode que nous allons utiliser est celle

classique en calcul de variations : elle consiste à considérer une suite mini­

misante (On)n EN puis à en extraire, par compacité une sous suite qui

converge vers une limite 0 E OE' Pour utiliser cette méthode, il est utile

d'introduire une notion de convergence de sorte que la famille OE soit com­

pacte pour cette notion de convergence.

Dans notre problème nous allons utiliser la topologie de Hausdorff et on

définit la notion de convergence de domaines au sens de Hausdorff. Nous al­

lons énoncer certaines propriètés pour montrer que la famille OE est compacte

pour la topologie de Hausdorff.

1.3.1 Résultats de compacité

Proposition 1.3.1

Soient (On)n EN une suite d'ouverts et 0 inclus dans D tels que On converge

au sens de Hausdorff vers n alors :

Pour tout compact Q inclus dans n il existe no E N tel que pour tout

n 2 no, on a Q inclus dans nn'
En particulier si 4> appartient à V(n) il existe no E N tel que pour tout

n 2 no, on a 4> appartient à V(On)'
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Preuve de la proposition 1.3.1

Posons: Gn = D\rln, G = D\rl comme Q C 0. donc Q n G = 0,

rln converge au sens de Hausdorff vers 0. donc dH (Gn, G) tend vers 0,

cela veut dire que pour tout Tl > 0 il existe no E N tel que pour

tout n :::: no, dH(Gn , G) < Tl donc p(Gn , G) < Tl ceci entraine

que Q n Gn = 0 or Gn = D\rln donc Q C rln.

On a la proprièté de compacité suivante.

Théorème 1.3.1

•

Soit (rln)n E N une suite d'ouverts inclus dans un compact F de RN alors

il existe une sous suite (rln ... h E N et 0. inclus dans F tels que (rln ... )k E N

converge au sens de Hausdorff vers o..

Avant de faire la preuve du théorème énonçons d'abord le corollaire suivant.

On pose dA(X) = d(x, A) = inf d(x, y).
yEA

Corollaire 1.3.1

La suite Gn converge au sens de Hausdorff vers G si et seulement si

dGn converge uniformément vers dG sur F.

Preuve du théorème 1.3.1

On a : Gn = F\rln, G = F\rl, dKn (x) = d(x, Gn), dG(x) = d(x, G),

Gn UG c FeRN, (dGn ) est une suite appartenant à CO (F) et est bornée,

équicontinue car pour tout x appartenant à F on a

On applique le théorème d'Ascoli, il existe une sous suite (dGn ... h E Nr, f E
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CO (F) tels que

(dCnJk EN converge uniformément vers f et on a f :2: a.
Posons: C = {x E F / f(x) = a} qui est un compact.

Pour montrer le théorème il suffit de montrer que f = dc et c'est terminé

d'après le corollaire (1.3.1).

Idcnk (x) - dCnk (y)1 ~ Ilx - yll et à la limite on aura

If(x) - f(y)1 ~ Ilx - yll·
Pour y E C, on a If(x)1 = f(x) < Ilx - yll donc

f(x) ~ inf d(x, y) = dc(x).
yEC

x étant fixé, d(x, Cn) = inf d(x, Yn) donc il existe une suite (xn) C Cn
Yn E C n

donc (xn) C F,F compact il existe une sous suite (xnJj ENtelle que X nj

converge vers y dans F.

On a f(x) = fim dCn (x) = Fm Ilx - xn-II = Ilx - yll
J-too J J-too J

f(y) = ~im dCn (y) = ~im Ily - xn-II = adonc f(y) = ai.e y E C, ceci
J-too J J-too J

entraine que f(x) - f(y) = Ilx - yll :2: dc(x) d'où f(x) = dc(x) , donc il

existe une sous suite (dCn)k ENtelle que dCnk converge uniformément vers

dc sur F d'où le théorème. _

Après les résultats de compacité, on a un résultat de régularité lipschit­

zienne uniforme si il possède la proprièté du €-cône. Et on a le théorème

suivant.

Théorème 1.3.2

il a la proprièté du E- cône si et seulement si il est à bord lipschitzien avec

une constante de Lipschitz uniforme.
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Preuve du théorème 1.3.2

Supposons que an est lipschitzien, x E an, v un voisinage de x.

Soit ljJ: lRN- 1 ---+ lR une fonction lipschitzienne de rapport k.

V n 0 = {(x', X N) / xN > ljJ( x')}.
a 1

Posons: Tl = min{4,arctgk}·

Montrons que pour tout y E B(x, Tl) n n, le cône C(y, (N, Tl, Tl) C n.

Z E C(y, (N, Tl, Tl) si et seulement si Ilz - yll < Tl

et (Z-Y,(N) > Ilz-yllcosTl

avec (N = (0,0, ... , 1) donc ceci est équivalent à dire que Z E C(y, (N, Tl, Tl)

si et seulement si Ilz - yll < Tl et

IZN-YNI> Ilz-ylicosTl, c'estàdireque Ilx-yll < Tl et

(ZN-YN)2 > (1Iz'-y'II~N_l+(zN-YN)2)coS2Tl et ZN > YNsiet

seulement si Ilz - yll < Tl et sin2Tl(zN - YN)2 > Ilz' - y'II~N-1 COS2Tl

et ZN > YN.

Comme Z E C(y, (N, Tl, Tl), calculons ZN - ljJ(z')
a

Z E V car Il Z - xii ~ Il z - y II + Il y - xii < Tl + Tl < 2 On a

ZN - ljJ(z') = ZN - YN + YN - ljJ(y') + ljJ(y') - ljJ(z') si et seulement si
1 1 / 1 1 1

ZN - ljJ(z) > -llz - y IIJRN-l + 0 - kllz - y IIJRN-l,
tgTl

c'estàdirequezN-ljJ(z') > (-l-- k)llz'-y'IIJRN_, ~ 0 donc zEn.
tgTl .

Par compacité, on se ramène à un nombre fini de tels voisinages V et choisir

l'infinimum de tous les Tl ainsi définis.

Réciproquement, on suppose que 0. a la proprièté du (0 - cône et fixons ( tel

que 0 < ( < (0/2.
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Soit x E an, v y E B(x, E) no, C(x, (, E, E) C n où (est la direction du

cône.

Posons Q = {x' : Ilx'IIIRN-l < EsinE}x] - ECOSE,ECOSE[.

Montrons que an ne rencontre Q que sur les cotés ou que la base inférieure

de Q est incluse dans nc .

En fait il faut montrer que C(x, -(, 2E, 2E) C n"c.
En effet: soit z E C(x, -(, 2E, 2E), n vérifie la proprièté du 2E -cône car on

Eo
a par hypothèse °< E < 2
Si on avait zEn puisque Ilx - zll < 2E, on devait avoir

C(x, (, 2E, 2E) C n mais x E C(x, (, 2E, 2E) et x ~ n contradiction.

Soit maintenant x' tel que Ilx' Il ::; Esin E.

Posons <I>(x' ) ::::: inf{t E lR / (x', t) E n; Itl < ECOSE}.

On vérifie <I>(x' ) existe car l'ensemble est non vide et minoré.

Montrons que (x', cP(x')) E nn nc.
Si (X',XN) E n n Q alors XN > cP(x') par définition, si (X',XN) E Q

alors (x', XN) E n grâce à la proprièté du E-cône appliquée à (x', cP(x')) de

même an n Q ::::: {(x', XN) / XN ::::: cP(x')}.

Il reste à montrer que cP est lipschitzienne.

Soient yi et z' deux points distincts.

(yi, cP(y') E an ceci entraine que

C(y',cP(Y'), 'f}, E) C n comme (Z',cP(Z')) ~ n car il est sur le bord de n il

n'est pas dans le cône en question donc z ~ C(y, (, E, E) où ( ::::: (0,0, ... , 1)
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et

or z est choisi tel que Ilz - yll < f donc ZN - YN ::; Ilz - yll COSf

si et seulement si (ZN - YN)2 ::; (11z' - y'II~N-l + IYN - ZN 12) cos2
f

, 1 1 1 1 1 1si et seulement si IZN - YNI = Iq')(z ) - q')(y)1 < - Iz - y 1IRN-l. •
tgf

Remarque 1.3.1

La constante de lipschitz et le f de la définition de f- cône sont liés.

Une conséquence du théorème (1.3.2) est le lemme suivant.

Lemme 1.3.1

Soit (On)n E N une suite d'ouverts de]RN possèdant la proprièté du f- cône,

avec On C F CD, F un compact. Alors il existe 0 vérifiant la proprièté

du ~-cône et une suite extraite (On,.h E N tels que

Preuve du lemme 1.3.1

D'après la compacité de la topologie de Hausdorff, il existe une suite extraite

(On,.h E N, 0 ouvert tels que On,. ~ 0, donc
(L'X> L1)

Xnn,. ---4 f avec 0 ::; f ::; 1.

On sait que Xn ~ f p.p, pour qu'on ait Xn = f p.p, il suffit de montrer

que f est identiquement nulle sur D\O.

Soit x E ao comme D\On,. ~ D\O en posant nk = n, on peut dire qu'il
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existe X n E D\nn telle que X n converge vers x.

Soit xn E ann tel que Ilxn- xnIl = d(xn, ann) alors xn converge vers

x sinon il existe ni et 1J > 0 tels que d(xni ,annJ ~ 1J, c'est à dire que

B(xni ,1J) c D\nn;, d'après la continuité de l'inclusion pour la convergence

de Hausdorff on a Ë(x,1J) C D\n, ce qui est impossible car x E an.

D'aprèslapropriètéduE-cônepournn , ona C(xn,((Xn),E,E) C D\nn, quitte

à en extraire une sous suite, on peut supposer que ((xn ) converge vers

( == ((x).

Par continuité de l'inclusion on a C(x, ((x), E, E) C D\n, donc
E E -

C(x, ((x), 2' 2) C D\n.

Soit y E B(x, E) n D\n donc il existe Yn E D\nn telle que Yn converge

vers y et on a IIYn - X n Il converge vers lIy - xii < E. Par ailleurs Ilxn - xn Il
converge et pour n assez grand on a Il Yn - xn Il < E.

La proprièté du E-cône entraîne C(Yn' ((xn), E, E) C D\ On et que, à la

limite C(y, (ex), E, E) C D\n donc C(y, ((x),~,~) C D\n d'où la pro-
2 2

prièté du ~-cône pour D\n et donc pour n.
Soit cP E L1(D)

1 cP dx -
C(y,((X),f,f)

lim r cP dx
n--too JC(Yn,((Xn),f,f)

lim 1 XD\fl cP dxn--too n
C(Yn,((Xn),f,f)

1 cP(XD - J) dx
C(y,«(X),f,f)

r cP dx - r cP! dx
JC(y,«(X),f,f) JC(y,«(X),f,f)
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donc1 4>1 dx = 0, pour tout 4> E L 1(D) donc f = 0 sur C(y, «(x), E, E)
C(y,((X),E,E)

p.p ou sur C(y, ((x), E, E) p.p .

En faisant varier y E B(x, E) n D\O puis x E ao on obtient 1 = 0 sur

{x E D\O; d(x, aO) < E}.

Par un raisonnement analogue à partir des y E D\O tels que

d(y,aO) ~ E, on montre que f = 0 sur {y E D\O;d(y,afJ) ~ E}.

On montre par conséquent Xnnk converge dans L1(D) vers Xn p.p .
- H - - H

Montrons que Onk ~ 0 pour une suite extraite Onk telle que Onk ~ G.

C'est à dire il faut montrer que G = O.

Soit Ë(x, Tl) C 0 donc Ë(x, Tl) C fJ nk pour n assez grand on a

Ë(x, Tl) C Onk à la limite au sens de Hausdorff on a Ë(x, Tl) C G pour

toute boule dans 0 donc n c G donc 0 cG.

Posons F = D\O . Soit x E G n F, montrons que x E O.

Il existe une suite extraite (Xnk)k EN E Onk telle que Xnk converge vers

x et Ynk E D\ nnk telle que Ynk converge vers x. La suite xnk est dans

[xnk ,Ynk] n annk , on a xnk qui converge vers x.

C(X~k' «(xnk ), E, E) C fJ nk

Onk C Onk

C(Xnk , -((Xnk ), E, E) C D\Onk

D\Onk C D\fJnk
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On peut supposer que ((xn/t) converge vers ((x) donc

C(x, ((x), E, E) C G

C(x, -((x), E, E) C D\f.J

Soit TJ > 0 arbitraire, posons:

On a p(Cn/t(TJ),Fn/t) ~ TJ à la limite p(C(TJ),F) ~ TJ donc C(TJ) C n
ce qui entraine que C(x, ((x), E, E) C Ç1 donc G n F C Ç1 d'où

G n F C an donc G\Ç1 = 0, c'est à dire que G C fi d'où le résultat. _

Nous allons énoncer un lemme qui nous sera utile par la suite.

Lemme 1.3.2

Soit n un domaine lipschitzien avec u appartenant à Wl,P(IRN),

si U = 0 p.p sur ne alors u appartient à Wo1,p(n).

Preuve du lemme 1.3.2

Soit (Vih :Si :SN) un recouvrement de an associé à la proprièté de Lipschitz,

Ii une application lipschitzienne.

Soit ((ih :Si :sN une partition de l'unité associée à ce recouvrement.

(i E V(Vi) et on pose ui = (iU. Nous allons montrer que Ui E W~,p(n).

Supposons que SUPPUi C Vi n n, on transporte la situation sur IRN-l x IR.

Notons que

x > 0il = { OUi (Ii) (x ) si

si x < O.
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Montrons que u E W 1,p(]RN).

Nous savons que u E L 2 (]RN), Ti étant lipschitzienne donc elle est dérivable

, au ~ aUi aTl
p.p avec une dérivee bornée. On a -a = LJ -a-a ' pour x > O.

Xi i=l Xk Xj

aUi E L2 (RN), OIi
k

E Loo(IRN) donc Vu E (L 2 (]RN))N d'où
aXk aXj
u E W1,p(IRN).

Soit 4>0 E V(IRN
), 4>0 ~ 0, r 4>odx = 1

JrgN
Supposons que supp(4>0) C [-1, :I.]N-1 x [~, :1.] et posons que 4>n(X) = nN4>o(nx).

On aura donc supp4>n C [-~, ~]N-1 X [2~'~] et on démontre dans [4] que

4>n * U ----1 U dans W1,p(]RN). Or 4>n * U E V(IRN) car U et 4>n sont à

support compact donc on a

SUpp(4)n *u) C supP(4)n) + supp(u) donc on a

1
supp(4)n) + supp(u) C [XN ~ 2n] + [XN ~ 0]

Et par conséquent on a [XN ~ 2~] + [XN ~ 0] inclus dans [XN > 2~]

donc on a 4>n *u E V(IR~) ceci entraine que u E W~'P(1R~).

La trace de usur x N = aest nulle donc la trace de Ui sur an est aussi nulle.•

L'objectif de cette partie est d'exploiter les résultats obtenus précédamment

pour montrer l'existence de solutions du problème d'optimisation de forme

(1.2) sous la contrainte de la proprièté du E-cÔne.

On note ü(resp ~) la fonction u (resp 4» prolongée par 0 dans D.

ü= { ~ si x E 0,

si x E D\n
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x E

x E

{

VU SI

VÙ= 0
si x

_{1 si1=
o si x

E D\o.

E D\o.

Soit la fonctionnelle E définie sur W~'P(D) par

où Ùw étant le prolongement à D par 0 de la solution Uw du problème

suivant:

o dans w\K

U w 0 sur âw

U w 1 sur âK

Proposition 1.3.2

Le problème consistant à trouver 0. appartenant à O~ tel que

J(o.) = min{J(w), w E Oe}

possède une solution.

Preuve de la proposition 1.3.2

Posons: J(w) := E(ùw )

E(ùw ) est bien définie car si on applique l'inégalité de Poincaré, E(uw ) est

une norme dans W~'P(D), donc J(w) ~ 0 ce qui entraine que
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inf{J(w), w E Of} > -00 donc il existe une suite minimisante

(nn)n EN C Of telle que J(nn) converge vers inf{J(w), W E Of}'

(nn)n EN C Of' donc bornée, il existe un compact F tel que

[ln C F C D, d'après le lemme (1.3.1), il existe une suite extraite

(nnleh E N, et n vérifiant l'hypothèse du € - cône tels que
ri H ri p.p
H nle ~ H et XO nle ~ Xo.

Posons : UOn = Un

Montrons que (un)n E N est bornée dans W~'P(D).

C'est à dire qu'il existe c > 0 tel que Iv IIVunWdx ::; c pour tout n.

Sinon pour tout s, il existe une suite extraite de Un appartenant à W~'P(D) quitte

à la noter Un telle que lllVUnl IPdx > s

r IIVunllPdx + r IIVunllPdx
iOn iD\On

r IIVunWdx car VUn = 0 sur D\nn
iOn

s

C'est à dire que J(nn) convergerait vers +00 donc

inf{J(w), w E Of} = +00 ce qui est absurde.

W~,P(D) réflexif donc il existe une suite extraite (unleh E N et u* tels que

unie converge faiblement vers u* dans W~,P(D) .

Montrons que u* appartient à Wo1,p(n).

Comme unie converge faiblement vers u* dansW~,P(D) donc il existe une sous

suite de unie quitte à la noter encore unie telle que unie converge fortement vers

U* dans LP(D) [4] page 169 et unie converge p.p vers U* .
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Or on sait que

Xnnk
p.p)

Xn donc

p.p
XD\K - Xnnk \K ...:-:...t XD\K - Xn\K or

unk
p.p) u* donc

(XD\K - Xnnk \K )unk
p.p)

(XD\K - Xn\K )u* p.p.

Si x E D alors:z: E 0 ou x E OC donc

si x E 0 alors (XD\K - Xn\K )u* = 0 p.p. et si x E Oc on a

u*(x) = 0 dans tout les cas (XD\K - Xn\K )u* = 0 p.p.

C'est à dire que

u* 0 sur D\K\(O\K)

u* 0 sur D n K C n Oc u D n K C n K

Or K c 0 donc KcnOc = Oc. d'où

u* 0 sur D\O

u* 0 sur Oc p.p.

Puisque n possède la proprièté du E - cône et d'après le lemme(1.3.2), on a

u* E W~,P(O). La suite unk converge faiblement vers u* dans WJ,P(D).

On sait que u* appartient à W0
1,P(O) , comme la norme est semi- continue

inférieurement pour la convergence faible dans Wi'P(D), on a

r IIVu*lfPdx ::; liminf r IIVunklfPdx,
~ ~nk
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soit J(O) :::; J(Onk) donc J(O) :::; inf{J(w), W E (')~} d'où

J(O) = min{J(w), W E (')~}. •

La famille (')~ étant compacte pour la convergence de domaines au sens

de Hausdorff, donc il serait intéréssant d'étudier la continuité de la suite

de solutions du problème (1.1). C'est à dire si on a une suite de domaines

(On)n E ]Ii solution du problème (1.2) et qui converge au sens de Hausdorff

vers 0, peut-on se prononcer sur la convergence de la suite Un solution

du problème (1.1) vers U solution du problème (LI)?

Pour cela nous allons énoncer le résultat suivant. Mais pour faciliter la lecture,

nous avons besoin des résultats suivants.

Lemme 1.3.3

Soient 1 :::; p < 00, f appartient à V(O) et (fn)n E ]Ii une suite de V(O). On

suppose que :

fn converge vers f p.p et Hm Ilfnllp = Ilfll p
n~+oo

alors on a lim Ilfn - fll p= O.
n~+oo

Remarque 1.3.2 Le lemme 1.3.3 peut être trouvé dans [12}.

Lemme 1.3.4 (Brézis-Lieb)

Soient 1 :::; p < 00 et (fn)n E ]Ii une suite bornée de fonctions de V(O)

qui convergent p.p vers f. Alors f appartient à V(O) et

Ilfll~ = lim (Iifn - fll~ + Ilfnll~)·
n~+oo

Preuve du lemmme 1.3.4

Le lemme peut être trouvé dans [12]. •
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Nous nous intéressons à la continuité de l'application

o ---t Un,

qui associe à chaque élément de la famille Oe l'unique solution Un du problème

(1.1). Cette question est motivée, par exemple, par l'existence de solutions

du problème d'optimisation de forme min{J(w), w E Of}.

Théorème 1.3.3

Soit (nn)n E N une suite de domaines convergente au sens de Hausdorff vers

O. Soit (un)n E N une suite de solutions du problème de Dirichlet(l.l) sur On.

Alors il existe une suite extraite (unkh E N qui converge fortement dans W~,P(O)

vers une solution Un du problème de Dirichlet (1.1) .

Preuve du théorème 1.3.3

D'après la proposition (1.3.2) il existe une suite extraite (unkh ENtelle que

U nk converge faiblement vers U* dans W~,P(D).

Dans la preuve de la proposition (1.3.2) VUnk est borné dans (LP(D))N

d'après le lemme (1.3.4), on a

IIVu*ll~ = ln IIVu*Wdx = pJ(O) et IIVunk'l~= ln IIVunkWdx = pJ(Onk)'

D'après la proposition (1.3.2), on a J(Onk) converge J(O) donc IIVunk II~

converge vers IIVu*ll~ nous sommes dans les conditions d'appliquer le lemme

(1.3.3), on a donc IIVu* - VUnk II~ converge vers 0 donc VUnk converge for­

tement vers Vu* dans (LP(D))N or (hIIVUnkWdX)P est une norme qui est



1.3. ETUDE DE L'EXISTENCE DE SOLUTIONS SOUS
LA CONTRAINTE DE LA PROPRIÈTÉ DU E-CÔNE 30

équivalente à celle de W 1,P(D), on peut le vérifier grâce à l'inégalité de Poin­

caré donc unk converge vers u* dans WJ'P(D).

Maintenant il reste à vérifier est ce que u* est solution du problème (1.1) .

Pour cela montrons d'abord que u* = 1 sur BK.

On sait que unk converge vers u* p.p, comme la convergence p.p n'est

pas suffisante pour passer à la limite car le bord BK est de mesure nulle

, on va prendre un ouvert 0
1

de classe C2 contenant K dont le bord ao l

est de classe C2
.

On a unk est une suite appartenant à WJ'P(O/) donc il existe f3 > 0

tel que unk appartient à C1,IJ(Q/) cf [15].

On applique le théorème d'Ascoli, on obtient Unk converge uniformément

vers u* sur BK, or unk = 1 sur BK donc u* = 1 sur BK.

Montrons ensuite que pour tout x appartenant à D\O, u* = 0, c'est à dire

que u*(x) = 0 sur Oc

On sait que

VUn ----t Vu* p.p

Xnn ----t Xn p.p

u* 0 sur D\O

u* - 0 sur Oc p.p

donc u* appartient à W~'P(O) d'après le lemme(1.3.2).

Enfin montrons que 6.pu* = 0 dans VI (O\K).
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Si Un est solution du problème de Dirichlet (1.1) sur f2n alors on a

r div(llV'unIIP-
2V'un)cP dx

Jnn\K

r IIV'unllp- 2V'unV'cP dx - r IIV'unIIP-2V'un.lIcP ds
Jnn\K JaK

r IIV'unllp- 2V'unV'cP dx -
Jnn\K

r 1 IV'unIIP-2V'un.lIcP ds
JaK

0, pour tout cP E V(f2\K)

0, donc on a

o car cP E V(f2\K)

donc d'après l'équation précèdente, on a r 1 lV'unl Ip-2V'unV'cP dx = 0,
Jnn\K

pour tout cP appartenant li V(f2\K) or on sait que

V'Un ----t V'u*p.p

donc on a

LXn\KIIV'u*lIp
-

2V'u*V'cP dx 0 'V cP E V(f2\K)

-LXn\Kdiv(llV'u*IIP-2V'u*)cP dx - 0 'V cP E V(f2\K)

-div(llV'u*llp-2V'u*) - 0 dans V'(f2\K) donc

-6pu* 0 dans V' (f2\K).

•
Nous avons montré que u* est solution de

-6 u*P

u*

u*

o dans V' (f2\K)

o sur af2

1 sur aK
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o vérifie J(O) = min{J(w), w E Ol;} donc il existe Un solution du

problème (1.1).

La question qui se pose est: peut -on affirmer que Un = u*?

Comme J est strictement convexe pour 0 fixé, elle atteint son minimum en

un point unique, donc J(un) = J(u*) = min{J(v), v EV}.



Chapitre 2

Etude de l'existence d'une

solution du problème à

frontière libre

2.1 Introduction

Dans cette partie nous nous intéressons à 1étude de l'existence de solu­

tions du problème extérieur à frontière libre et sauf indication contraire nous

admettons que n est de classe C2
•

Nous commençons par introduire quelques techniques de dérivation par rap­

port au domaine developées par J.P. Zolésio et J. Sokolowski [19] en vue

d'obtenir un résultat de conditions d'optimalité sous la forme d'une équation

aux dérivées partielles dans laquelle apparaît un multiplicateur de Lagrange

Àn où n est solution du problème d'optimisation de forme
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min{J(w), w E V.J.
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En s'appuyant sur un résultat de monotonie, nous établissons un résultat

d'existence de domaine non nécessairement convexe solution du problème

extérieur à frontière libre en combinant une approche variationnelle et séquentielle.

On obtient également un résultat d'unicité et un résultat de nature géométrique,

c'est à dire si K est étoilé par rapport à l'origine entraine que le domaine

n contenant K est étoilé par rapport à l'origine.

La question qu'on se pose est la suivante: est ce que (un, n) trouvé pour

le problème d'optimisation de forme (1.2) peut être solution du problème à

frontière libre?

-6.pun o dans n\K, 1<p<oo

Un 0 sur an
Un 1 sur aK

aun
sur anav c

où c est une constante strictement positive. Pour cela nous avons besoin de

chercher la dérivée de la fonctionnelle J(n) par rapport au domaine n pour

voir si (un, n) vérifie: - aa~ = c sur an?
Nous allons utiliser la méthode des vitesses qui est un des principes pour la

dérivation par rapport au domaine en vue d'obtenir une condition d'optima-

lité liant le domaine n et Un. Pour faciliter la lecture nous présentons un

certain nombre de résultats developpés dans [19].
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2.2 Dérivation par rapport au domaine
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Pour calculer la dérivée de la fonctionnnelle de forme J(n), nous avons

besoin d'introduire une famille de perturbations {nt} pour t E [0, El du

domaine n. On pose n = no. On suppose que les {nt} pour t E [0, E[

sont contenus dans D, ont la même proprièté topologique et sont simplement

connexes de classe Ck
•

Ainsi on construit une famille de transformations dépendant de vecteurs

champs de vitesse V que l'on définit dans la suite.

Pour t E [0, E[, on définit Tt:

où Tt vérifie

i- Tt est bijective.

iî- Tt et 7',;-1 sont de classe Ck(]RN, }RN) pour ° ~ t < E.

111- L'application t I-----t Tt(x) et t t-----t Tt-
1(x) appartient à C1([D, E[) pour

tout x à RN.

Considérons D un domaine de ]RN de classe Ck par morceaux.

Soit Tt : D ----+ D telle que Tt, Tt-
1 sont de classe Ck(D, ]RN) et l'application

t t-----t Tt(x), t t-----t Tt-
1 (x) appartient à C([D, E[) pour tout x E D alors

l'application (t, x) t-----t Tt(x) appartient à C{[D, E[; Ck(D, ]RN)).

Pour tout X E D, t > 0, le point x(t) = Tt(X) suit la trajectoire x(.)
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avec la vitesse
dx(t) aTt(X)

dt at

On pose que V = V(t) = V(t)(x) = V(t, x).

Le vecteur champ de vitesse V(t, x(t)) au point x(t) est définie par

a'It -1 )V(t,x) = at oTt. (x .

36

Les applications Tt, Tt-
1 sont de classe Ck(D, RN) alors V appartient à

k - N))C((O, €); C (D, R .

Comme on veut avoir de petites perturbations dans le souci de conserver

les propriètés topologiques et la régularité sur les ouverts sur lesquels on

travaille, nous allons définir un ensemble admissible de vecteurs champ.

Définition 2.2.1

Soit D un domaine de RN de classe Ck, k .~ 1 par morceaux.

Supposons que la normale unitaire extérieure existe p.p sur aD sauf aux

points singuliers fi appartenant à aD et V(t, fi) = 0 pour tout point singu­

lier fi appartenant à aD, c'est à dire en tout point où la normale unitaire

extérieure n'est pas définie.

Posons

Vk (D) = {V E 1Jk (]RN, ]RN) / V.v = 0 p.p sur aD sauf aux points singuliers

fi E aD, V(t, fi) = 0 pour tout point singulier fi E aD}.

Vk(D) est muni de la topologie induite par 1)k(RN, ]RN).

Si V E C(O, E; Vk(D)) alors il existe un compact G dans ]RN tel que

supp V(t) c G, pour tout t, 0 ::; t ::; E.
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Et si les conditions suivantes sont satisfaites
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V.v = 0 p.p sur aD et V(t, ft) = 0, ft point singulier alors l'application

Tt (V) : G n ÏJ ---t G n f)

est bien définie donc la restriction de Tt(V) sur f) est une transformation sur

D possèdant toutes les propriètés requises pour l'application Tt(V).

2.2.1 Propriètés des transformations Tt

Etant donnés un vecteur champ V E C(O, f; Dk(D, :RN)) où D est

de classe Ck. On considère les transformations Tt = Tt(V) appartenant à

Ck(D, ,IRN) pour t fixé.

On suppose que V.v = 0 p.p sur aD et V(t, ft) = 0 pour tout point sin­

gulier ft E aD, c'est à dire en tout point où la normale extérieure n'est

pas définie. L'application Tt est une transformation de [) à valeurs dans IRN

telle que Tt(aD) = aD.

On note par DTt(X) la matrice jacobienne de Tt en X, •DTt la trans­

posée dela matrice jacobienne et ,(t) = det(DTt ) est le déterminant de la

matrice jacobienne.

Les applications t I-----t DTt et t I-----t ,(t) sont différentiables dans Ck-l ([), RN)

et dans Ck
-

1(IR) respectivement voir [19]. Les dérivées en t = 0 sont données

par
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2.2.2 Dérivée Euleriennne d'une fonctionnelle de forme

Etant donnés un ouvert 0 inclus dans D qui est un ouvert borné de RN,

un vecteur champ V E C(O, E; Vk(D)) et la transformation Tt(V) associée.

Définition 2.2.2

Pour tout champ V appartenant à C(O, E; Vk(D)), on appelle dérivée Eule­

rienne de la fonctionnelle J(O) en 0 dans la direction V la limite

dJ(O, V) = Hm J(Ot) - J(O), où 0t = 1t(V)(O)
t--+O t

Définition 2.2.3

La fonctionnelle J(O) est differentiable en 0 si

i- La dérivée Eulerienne dJ(O, V) existe pour tout champ de vitesse V.

n- L'application V ----+ dJ(O, V) est linéaire et continue de C(O, €; Vk(D))

dans RN.

2.2.3 Dérivée matérielle d'une fonctionnelle de forme

Considérons un ouvert 0 de classe Ck inclus dans D un ouvert borné et

régulier de RN, un vecteur champ V dans C(O, E; Vk(D)) et la transformation

Tt(V) associée.

Supposons que u(O) appartient à W1,P(0) alors on a u(Ot)o1t(V) appartient à W1,P(0).

Définition 2.2.4

On appelle dérivée matérielle de u(O, V) appartenant à W1,P(0) dans la di-
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rection V, l'élément u'(O, V) appartenant à W1,P(O) tel que

ü(O, V) = Hm u(Ot)oTt(V) - u(O, V), où Ot = Tt(V)(O).
t---tO t

Remarque 2.2.1

ü = ü(O, V) est appelée dérivée materielle faible si la convergence est faible

et forte si la convergence est forte.

2.2.4 Dérivée matérielle au bord r

Soient 0 un domaine de classe ck, k > 1 et u(f) un élément de l'es­

pace de Sobolev W1,P(f).

Posons ft = 1t(V)(r) avec V E C((D, E); Vk(lRN , ]RN) et u(ft ) un élément

de W1,P(f t).

Définition 2.2.5

On appelle dérivée matérielle de u(f, V), l'élément ü(f, V) de l'espace de

Sobolev W1,P(f) défini par

. (f V) l' u(ft)oTt(V) - u(f, V)u~, = lm ----'-----'-----'-------.:.-----'----:....-...:....
t---tO t

pour tout champ V.

Remarque 2.2.2

ü = ü(f, V) est appelée dérivée matérielle faible si la convergence est faible

et forte si la convergence est forte.



2.2. DÉRIVATION PAR RAPPORT AU DOMAINE 40

2.2.5 Dérivée de forme d'une fonctionnelle de forme

Considérons un ouvert 0 de classe C2 inclus dans D, un ouvert borné de

JRN, u(O) appartenant à Wl,P(O).

On suppose que la dérivée matérielle faible existe dans W1,P(0) et que Vu(O).V(O)

appartient à W1,P(0) pour tout champ de vecteur V appartenant à

C(O, €; Vk(D)), k ;::: 1.

Définition 2.2.6

On appelle dérivée de forme dans la direction V, l'élément

u' (0, V) appartenant à W1,P(0) défini par

u' (0) = ü(O, V) - Vu(O).V(O).

2.2.6 Dérivée de forme au bord r

Soient D un domaine de JRN, 0 un domaine de D de classe Ck, k > 2.

Soit u(r) un élément de l'espace de Sobolev W1,p(r).

On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites

i- la dérivée matérielle faible il existe dans W1,p(r).

ii- Vru(r).V(O) appartient à W1,P(r) pour tout champ de vecteur

V appartenant à C((D, €); Vk(D, JRN)) où k > 3.

Définition 2.2.7

On appelle dérivée de forme de u(r, V) au bord r dans la direction V l'élément

de Wl,p(r) défini par

u' (r, V) = ü(r, V) - Vru(f).V(O).
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2.2.7 Notation
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Soit la fonctionnelle définie par: J(n, V) = ln Yn(x)dx.

il = y(n, V) est la dérivée matérielle de y(n) en n dans la direction du champ

V

y' = y' (n, V) est la dérivée de forme de y(n) en n dans la direction du

champ V.

Et on a iI(n, V) = y' (n, V) + V'Yn.V(O) avec V(O) =V(O, x)

dJ(n, V) est la dérivée Eulerienne et on a :

dJ(n, V) - ln y(n, V) dx + ln y(n, V)div(V(O)) dx

dJ(n, V) - ln yi (n, V) dx + ln V'y(n, V).V(O)dx + ln y(n, V)div(V(O)) dx

dJ(n, V) - ln y' (n, V) dx + ln div(y(n, V)V(O)) dx.

Si J(n, V) = l Yn(x) dx, on définit de la même manière la dérivée Eule-

rienne

dJ(n, V) = l y' (f, V) df +l divr(y(f, V)V(O)) df.

2.3 Conditions d'optimalité

Dans ce paragraphe nous nous intéressons à l'étude de conditions d'op­

timalité que doit vérifier la solution n du problème d'optimisation de fonne.

Il s'agit de déterminer une condition liant Un et n sur le bord an;
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Un est solution de

-6.pun - 0 dans O\K

Un - 0 sur ao
Un - 1 sur aK.
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Autrement dit le domaine 0 solution de min{J(w), w E Ot'} et Un solution

(1.1) sont ils liés par une condition surdéterminée sur aO?

On pose u = Un.

Proposition 2.3.1

Si 0 est solution du problème d'optimisation de forme

min{J(w), w E Oe} alors

dJ(O, li) = r !IVuIIP- 2Vu.vu' ds +! r IIVuIIPV(O).v ds.Jan plan

Preuve de la proposition 2.3.1

Soit

J(O) = ~ r IIVulJP dx
P}n\K

En appliquant les définitions introduites au paragraphe précèdant, on a

dJ(O, V)

dJ(O, V)

dJ(O,V)

! r (1IV:Ullp dx +! r IIVuIIPdiv(V(O)) dx
P}n\K P}n\K

Il '11- - (1IVuIIP) dx + - IIVuIIPdiv(V(O)) dx
P n\K P n\K

+ ! r vi iVuIIP.V(O)) dx
P }n\K

Il '11'- - (1IVuIIP) dx + ~ dlV(IIVuIIP.V(O)) dx
P n\K P n\K
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Par la formule de Green on a :

dJ(n, V) = ~ r (11V'u/lP)' dx + ~ r IIV'uIIPV(ü).v ds.
P }n\K P J&(n\K)

Il 'Calculons - . (11V'uIIP) dx
P n\K

P
~ r (11V'uIIP)' dx = ~ r ((IIV'uI1 2)2)' dx
P}n\K P}n\K

i
· P 1

- ~ ~(IIV'uW)' (11V'uW) 2- dx
P n\K 2

_ ~ r (11V'uI1 2)'IIV'uIIP- 2 dx
Jn\K

- ~ r 2(V'u)'V'ullV'u IIP- 2 dx
2 Jn\K

_ r V'u'V'ullV'ul \p-2 dx
}n\K

Finalement on a une expression de dJ(n, V)

dJ(n, V) = r V'u'V'ullV'uIIP-2 dx + ~ r IIV'uIIPV(ü).v ds
Jn\K P J&(n\K)

ân de classe C2 donc
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r (V'u)'V'ullV'ullp
-

2 dx = r div(V'ullV'u/lp -
2)u' dx+ r IIV'u/lP- 2V'u.v.u' ds.

}n\K }n\K }&(n\K)

Or u = 1 sur âK le bord intérieur étant fixe, indépendant de n
donc u' = Ü sur âK et on a -div(llV'uIIP- 2V'u) = Ü p.p dans n\K

et en plus on suppose que V = Ü sur âK puisque le bord intérieur est fixe

donc on a

dJ(n, V) = r IIV'uIIP- 2V'u.vu' ds + ~ r /lV'uIIPV(ü).v ds.
}&n P }&n

•
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Avant de continuer nous allons énoncer un lemme qui nous sera utile par

la suite.

Lemme 2.3.1

Soit 8 > O. Si l'application définie par

Wo : [0, 8) ~ Ck-l(IRN ), k ~ 1

t f----t wo(t) = ,(t) 11* (DTt ) -l.vll

est différentiable alors la dérivée w~(t) en 0 est égale

w~(O) = divV(O) - (DV(O).v, v)

pour tout champ V appartient à C((0, €); V k(IRN,RN)).

En plus pour tout compact G c n et pour tout multi-indices a E NN,

lai = al + ... + aN :::; 1, alors

Hm m~" (i- )Q(wo(t) - 1- w~(O))11 = O.
t-t0 x E G ax t

Preuve du lemme 2.3.1

Le lemme et la preuve peuvent être retrouvés dans [19]. •
Comme on veut déterminer dJ(n, V) il suffit de connaître u'. Pour

cela nous allons montrer que u' vérifie une certaine équation aux dérivées

partielles.

Proposition 2.3.2

Si u est solution du problème (1.1) alors la dérivée de forme u' vérifie

- div( IIVuIIP-
2Vu') - 0 dans V'(n\K)

1 au
u - - av V(O).v sur an

1

0 aK.u sur



2.3. CONDITIONS D'OPTIMALITÉ 45

De plus il existe un multiplicateur de Lagrange ).0 tel que
ÔU -p 1

--ô = (--).o)ï> sur ôO, 1 < p < 00.
v p-1

Preuve de la proposition 2.3.2

On pose Tt(u) = Ut- Pour une petite perturbation considèrons Ut solution

faible du problème

o dans Ot\K

- 0 sur ôOt (2.1)

Ut 1 sur ôK.

Donnons l'expression de u' (0, V) sur f.

Nous savons que Ut = 0 sur ft donc pour tout ifJ E V(R.N
) , considèrons

la fonctionnelle définie par

E(Ot) = r uifJ dft pour tout ifJ E V(lRN
).

1rt
Par la formule de changement de variables on a :

x(t) - 1t(V)(X)

ft - 1t(V)(r)

dft - dTt(V)(r)

dft - Ildet(D1t)((DTt)*t1.vll df.

DTt est la matrice jacobienne de Tt, det(D1t)((D1t)*)-l est la matrice

des cofacteurs de la matrice jacobienne, et Ildet(DTt)((DTt)*)-l.vll est le

jacobien de la matrice de Tt.

On pose wo(t) = det(DTt) 11((DTt)*)-l.vll et on supposera que l'application

qui à t associe Wo (t) est différentiable pour la norme D'O (r).
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On obtient E(nt) = [UOTtWo(t)cjJ dr et on a en plus

dE(n, V) _ lim rJ(nt) - J(n). dr
t~oJr t

dE(n, V) _ lim r (u(rt)oTtwo(t) - u(r)) cjJ dr
t~oJr t

dE(n, V) _ lim r (u(rt)oTtw(t) - u(f)wo(t)) cjJ dr + lim r(w(t) - l)u(r)cjJ dI'.
t~oJr t t~oJr t

Or on sait que

ü(r, V)cjJ -

1 -

1ücjJ dr -

ü(r, V) -

1ücjJ dr -

lim (u(rt)oTt(V) - u(r))cjJ et
t~O t

lim wo(t) donc
t~O

lim r (u(rt)oJtwo(t) - u(r)wo(t))cjJ dr or
t~oJr t
u' (r, V) + Vru(r).V(O) donc

[(u' (r, V)cjJ + Vru(r).V(O)t/» dr.

D'autre part on a

rw~(O)u(r)cjJ dr = lim r(wo(t) - l)u(r)t/> dI' d'après le lemme(2.3.1)
Jr t~oJr t

w~(O) - divV(O) - (DV(O).II, Il) donc

rdivV(O)u(r)cjJ - (DV(O).II, Il)cjJ dr _ Hm r(wo(t) - 1 )u(r)t/> dr
Jr t~oJr t

On sait que u = 0 sur an donc

1divV(O)u(r)cjJ dr = O.

Maintenant déterminons l'expression de

1(DV(O).II, Il)ut/> dr
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DV(O).v

(DV(O).v, v)

l (DV(O).v, v)ue/J dr

Or u = 0 sur le bord donc

(N N a(Viu)
Jr L L ax. )Vi.Vje/J dr =0

r j=l i=l ,

donc

1(DV(O).v, v)ue/J dr
(N auN

- Jr L -~ .Vj L Vi.vi e/J dr
r j=l x, i=l

r au
- - Jr av V(O).ve/J dr.

Or Ir Vru(r).V(O)e/J dr =0 donc

r 1 au
dE(n, V) = Jr (u (r, V) + av V(O).v)e/J dr.

{ 1 au N
Jr (u (r, V)e/J + av V(O).ve/J) dr = 0 pour tout e/J E V(Ii ) d'où

I( ) au () ,. 1 auu r, V = --aV 0 .v sur r, c'est a dIre que u = --aV(O).v sur an.v . v
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Maintenant on montre que u' vérifie une équation aux dérivées partielles.

Ut solution du problème (2.1) alors on a

pour tout 4> E V(nt\K). Or 4> E V(Ot\K) donc 4> = 0 sur 8(Ot\K)

donc

Considèrons la fonctionnelle

En faisant un changement de variable x =1t(X) on obtient

pour tout 4> E V(O\K) où "((t) est le determinant de la matrice jacobienne

de Tt. On suppose que l'application qui à t associe "((t) est différentiable pour

la norme V>O. Alors la dérivée Eulerienne est de cette forme

dE(O, V) = { (1IVullp
-

2VuV4>)' dx + ( div(IIVuIIP-
2VuV4>V(O)) dx.

ln\K ln\K

Calculons l'expression de ( div(IIVuIIP-2VuV4>V(O)) dx.
ln\K
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r div(liVuIIP-
2VuV</>.V(O)) dx = r IIVull

p
-

2VuV</>.V(O).1I ds
ln\K llJ(n\K)

or </> = 0 sur B(O\K) donc

r IIVullp
-
2VuV</>.V(O).lI ds = 0 d'où

llJ(n\K)

dE(O, V) - 1 (1IVuIIP
-
2vuV</>)' dx

n\K

dE(O, V) - r (1IVuIIP- 2)'vuv</> dx + r IIVuIIP- 2(VuV</»' dx.
l~K l~K

Déterminons l 'expression de r (IlVUIIP-2)'VttV </> dx.
Jn\K

(1IVuIIP
-
2)'

(1IVuIIP-2)'

(1IVullP-2)'

r (1IVul!P-2)'VUV</> dx
ln\K

r (1I Vu IIP- 2)'VuV</> dx
ln\K

_ (((IIVuI12))~)'

_ p; 22VuVu'(IIVuI12)~

- (p - 2)VuVu'IIVullP-4 donc

- (p- 2) r (1IVuIIP-
41IVuWVu'V</> dx

lO\K

- (p - 2) r (1IVuIIP-
2Vu'V</> dx.

ln\K

Déterminons l'expression de r IIVuIIP-
2(VuV</»' dx.

Jn\K

r IIVuIIP-
2(VuV</»' dx = f IIVullp

-
2Vu'V4> dx+ r IIVuIIP-

2VuV(f/>)' dx
k~ lmK h\K

or 4> E D(O\K) donc 4>' E D(O\K) mais aussi
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r/>' E D(n\K) donc r/>' = 0 sur a(n\K) et -div(IIVuIIP- 2Vu) =
o p.p dans n\K donc f IIVuIIP- 2VuVr/>' dx =0 d'où

ln\K

dE(n, V) - f (p - 2) IIVuIIP- 2Vu'Vr/> dx + f IIVuIIP- 2Vu'Vr/> dx
~\K . ~\K

dE(n,V) - (p-1) f IIVull
p

-
2Vu'Vr/>dx.

ln\K

On sait que -div(IIVuIIP-
2Vu) = 0 donc on a

(p -1) f IIVuIIP-2Vu'Vr/> dx = 0 pour tout r/> E D(n\K) mais
Jn\K

(p-1) f 11Vullp -
2Vu'Vr/>dx

Jn\K

+ f IIVuIIP- 2Vu' vr/> ds).
lâ(n\K)

= (p - 1)( f -div(IIVuIIP-
2Vu')r/> dx

ln\K

On a r/> E D(n\K) donc r/> = 0 sur a(n\K) d'où

(p - 1) f -div(IIVuIIP- 2Vu')r/> dx =0, TI r/> E D(n\K)
Jn\K

d'où -div(IIVuIIP-
2Vu') =0 dans D' (n\K)

donc u' vérifie

-div(IIVu IIP-
2Vu') - 0 dans D' (n\K)

, au
u - - avV(O).v sur an
,

0 aK.u - sur

On a:

dJ(n, V) = f (1IVuIIP-2Vu.vu' ds + ~ f IIVuIIPV(O).v dx.
Jan plan



2.3. CONDITIONS D'OPTIMALITÉ

On pose J2 (n) = r dx - m, dJ2(n, V) = r V(O).v ds.
Jn Jan

On remplace u' par sa valeur sur an, on obtient :
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donc

- {(IIVuIIP- 2Vu.v(- aauV(O).v) ds
Jan v

_ r (1IVuIIP- 2(-IIVu I1 2)V(0).v ds
Jan

dJ(n, V)

dJ(n, V)

- r (1IVuIIP- 2(-IIVuWV(0).v) + !IIVuIIPV(O).v) dB
Jan P

r 1-PIIVuIIPV(O).v ds, pour tout champ V
Jan P

pour tout champ V

donc il existe un multiplicateur de Lagrange Àn tel que

et on obtient

r 1 - PIIVuIIPV(O).v ds _ Àn r V(O).v dB
Jan P Jan

r (1 - PIIVul \P - Àn)V(O).v dB - 0,
Jan P

alors 1 - PllVullP - Àn = 0 sur an car an est de classe C2 •
P

On a

sur an

an.

Comme an est de classe C2 et u = 0 sur an alors on a

au
Vu = -v

av
ceci entraine
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IIVul1 - donc

IIVul1

ôu
ôv

_ Ilôuvllav
ôu
ôv
-p l

- (->'I1)p
p-l

sur ôn.

•

A l'équilibre le domaine n solution du problème d'optimisation de forme

min{J(w), w E OE} vérifie le problème à frontière libre.

-6.pu a . dans n\K

u a sur an
ôK

(2.2)
u 1 sur

ôu -p l
ôn.

ôv
(->'I1)P sur
p-l

2.4 Résultats de monotonie et d'existence

La question qu'il faut examiner est de voir si l'application qui à n associe

>'11 est monotone? Ensuite nous utilisons cette monotonie pour donner un

résultat d'existence du problème à frontière libre posé initialement. Nous

allons énoncer un lemme et une proposition qui seront utiles pour la recherche

d'existence et d'unicité de solutions.

Lemme 2.4.1

L'intérieur de K est étoilé par rapport à un point origine 0 si et seulement

si pour tout t appartenant à [0, 1], tK c K.
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Preuve du lemme 2.4.1

Supposons que l'intérieur de K est étoilé par rapport à un point origine, 0;

c'est à dire \1 x E KO, [0, x] c KO.

Pour t appartenant à [0,1] on a : tx E [0, x] donc tx E K.

Par conséquent tK C K, \1 t E [0,1].

Montrons que la condition tK C K, \1 t E [0, 1] est suffisante pour que

KO soit étoilé par rapport à O.

Si ce n'est pas le cas, alors il existe P E K tel que [0, p] n'est pas inclus

dans K.

Donc il existe Po E [0, p[ tel que Po n'appartient pas à K donc il existe

to E [0, 1[ tel que Po = (1 - to)O + toP = toP comme tK C K,

pour tout t appartenant à [0,1], on a alors: toP E K c'est à dire que

Po E K, ce qui est impossible. _

Avant de montrer le résultat de monotonie énonçons d'abord la proposi­

tion et le lemme suivants.

Proposition 2.4.1

Soient 0 1 et O2 deux domaines étoilés par rapport à l'origine, bornés et

distincts si nI c n2alors il existe to < 1 tel que to0 2 C 01 et

toa02 n a01 i= 0.

Preuve de la proposition 2.4.1

On prendra une homothétie de rapport t teIque a < t < 1.

Posons Oto = to0 2 et At = {t E [0,1[, t02 COI}'

At est non vide car pour t = 0 on a 0 E 0 1, At est majoré par 1 et At
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atteint sa borne supérieure. Soit t* = sup At. Notons que t* < l.

Si anto n an l = (/) alors t*n2 c nl donc t*n2 est contenu strictement

dans nl . Par suite t*n2 c nl donc d(t*n2,and = a > O.

Soit (tn)n E N une suite majorante; tn > t* et la limite de tn est égale à t*.

Une telle suite existe par définition de la borne supérieure donc t nn2 n'est

pas inclus dans nl .

d(tnn2,an l ) converge vers d(t*n2,an l ) dans le sens suivant:

V X2, Xl E n2 x anl , V € > a il existe no tel que pour tout n > no alors

Id(tnX2, Xl) - d(t*X2' Xl) 1 < €.

Pour € = ~ on a V X2, Xl E n2 x anl , d(tnX2, Xl) > d(t*X2, xd - ; pour

tout n ~ no.
a

Comme d(tnn 2,and = 0, on a a ~ d(t*n2,and -"2 dès que n > no donc

a ~ ~ ce qui est absurde donc anta n an l .# 0. . •

Considèrons l'équation quasi-linéaire suivante:

N a
-L ax. a; (Vu) = f dans n

;=1 1

où n est un ouvert borné dans RN.

Les fonctions aj satisfont les conditions d'éllipticité et de croissance suivantes

aj(O) - a
N

aL ~aj(x)'(i(j > ')'(t + IIxll)P-2.II(W
. . XI
I,J=l

N a
Wl(t+ Ilxll)P-2L l-aj(x)1 <

., 1 aXi
1,)=
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où r et Wl sont des constantes strictement positives et t appartient à

[0, 1].

L'opérateur p-Iaplace vérifie ces conditions voir [201. On a le lemme suivant:

Lemme 2.4.2
af

Supposons que au ~ 0 dans n. Soient Ul, U2 E W 1,p(n) satisfaisant

Nln f;. aj('i1u,)t/>,jdx < ln !(udt/>dx

Nln f;. aj('i1u.)t/>,jdx > ln !(u.)t/>dx

Pour toute fonction non négative 4> E W~,p(n), alors l'inégalité

U2 ~ Ul sur an entraine U2 ~ Ul dans n.

Preuve du lemme 2.4.2

le lemme et la preuve peuvent être retrouvés dans [20].

On a le résultat de monotonie suivant.

Proposition 2.4.2

•

Supposons que nous avons deux domaines nI et 0.2 , étoilés par rapport à

l'origine solutions du problème d'optimisation de forme (1.2) tels que

nI c n2. Le compact K étant étoilé par rapport à l'origine alors l'ap­

plication qui à 0. associe Ào est strictement croissante, c'est à dire que

À02 > À01 ·

Preuve de la proposition 2.4.2

nI c n2donc par la proposition (2.4.1) il existe to < 1 tel que

Xo E toan2 n an1.
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On pose Uto (x) = U2(~)' fo E O2\K et Oto = t00 2.

Uto vérifie

-f:::.pUto 0 dans to(02\K)

Uto - 0 sur toa02

Uto - 1 sur toaK.

Or on a t00 2 C 0 1 , on pose W2 = Ullto!h donc W2 vérifie

-f:::.pW2 - 0 dans to0 2\K

W2 - Ullto8!h sur toa02

W2 - 1 sur aK.

Considérons le problème

(2.3)

(2.4)

v

o

o
dans to02\K

sur toa02 (2.5)

V Uto sur aK.

On voit que Uto est solution du problème (2.5). Par le principe de comparai­

son le lemme (2.4.2), on a 0 $ Ul $ 1 et 0 $ Uto $ 1 donc on a

Ul 2:: Uto sur toa02\K.

On applique le lemme (2.4.2) à Ul et Uto donc Ul > Uto dans Oto \K.

lim
h---tO

Xo E aoto n ao l , on a

Ul(XO - vh) - Ul(XO)
h

Ul(XO - vh) - Ul(XO)
h

>

>

>

Uto(XO - vh) - Uto(xo)
h ' donc on a

1
. Uto(xo - vh) - Uto(XO)
lm ceci donne

h---tO h '
aUto

---av
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Or Ul et U2 sont solutions de (2.2) donc il existent Àl et À2 tels que

aUl
À1 sur aO lav

aU 2
À2 sur a02av

d'après ce qui précède on a

> l ce qui est

aU2(~)

av
_~aU2(XO)

to av
l

- -À2 •
to

À2 • • \ ...J.. \- ce qUI entrame 1'\1 Î 1'\2 sinon to
ta

donc Àl >

impossible.

Finalement on obtient
l

À l - ( -PIÀnl)P
p-

l

À2 - ( -Pl À(
2
)P

P-
À 2

to

sur aOl

donc Àl > À2 , c'est à dire que
l l

-P - -p.-
(--IÀn1)P > (--IÀn 2 )P donc
P- P-

Àn2 > Ànl

donc l'application qui à 0 associe Àn est strictement croissante. •
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C'est cette partie qui nous permet de nous prononcer sur l'existence de

solutions du problème à frontière libre.

La question qu'on se pose est de savoir s'il existe (un) 0) tel que 0 appartienne

à un ensemble admissible que l'on définira, solution de

-~pUfl - ° dans O\K
Un ° sur ao

(2.6)
Un - 1 sur aK

Bun ao.
Bv

c sur

où c est une constante strictement positive.

Avant d'énoncer le théorème d'existence, on a besoin d'une définition qu'on

peut retrouver dans [2].

Définition 2.4.1

Un ouvert 0 est une solution classique du problème (2.6) si Un

appartient à e2 (0) ne1(ri) et vérifie la condition surdéterminée du problème

(2.6).

Théorème 2.4.1 (condition suffisante d'existence)

Si 0 solution du problème d'optimisation de forme (1.2) est de classe C2 alors

le problème à frontière libre (2.6) admet une solution classique 0 contenant

K où K est un compact de RN de classe C2, étoilé par rapport à l'origine.

Preuve du théorème 2.4.1

On choisit B(O, R) contenant K et B(O, r) où R est assez grand, r < R,

avec K, contenant B(O, r).
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On cherche une solution 'Uo tel que

-6.p 'Uo - 0 dans BR\Br

'Uo - 0 sur âBR

Uo - 1 sur âBr

Uo est déterminé explicitement par

ln Il x II - ln R
lnr -lnR

'Uo(x) =
p-N p-N\Ixll p-1 - R p-1

p-N p-N
r p-1 - R p-1

On a

x
Ilxl1 2 (lnr -lnR)

si p - N

si p =F N.

si p - N

~ flxll-~-~±2
P=.!i p-N

r p-1 - R 1'-1

x si p =F N.

On a

1
Ilxllllnr -lnRI si p - N

II Vuo(x)ff =
1~lllxll-p~f
~ ~ si p =F N.

Ir p - - Rp- 1

En particulier on a IIV'Uoll < c sur âBR pour R suffisamment grand.

Considérons le problème suivant

u

u

- 0

- 1

sur âBR

sur âK.

(2.7)
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L'existence de solution du problème (2.7) s'obtient en minimisant la fonction­

nelle J : min{J(v), v E Vi} où V' = {v E W5'P(O), v = 1 sur BK},

J(v) = ~ r IIV'vIIP dx.
pln

D'après la première partie, il existe UR solution du problème (2.7).

Considérons le problème

v

o dans BR\K

o sur BBR (2.8)

v - Uo sur BK.

On voit que pour v = Uo est solution du problème (2.8). Par le principe de

comparaison le lemme (2.4.2), on a 0 ~ Uo ~ 1 et 0 ~ UR < 1 donc

sur B(BR\K) on a UR ~ Uo et d'après le lemme (2.4.2), on a UR > Ua dans

BR\K, d'où IIV'URII ~ IIV'uoll sur BBR.

cas où p = N

Si R 1 < Ra, on a IIV'uoII18BRo ~ IIV'uolllôBRI donc l'application qui à

tout R associe IIV'uoll/8BR est croissante.

Pour initialiser on prend un rayon très grand Ra ensuite on calcule IlV'Uo 1I18BRo et

si le - IIV'uolllôBRQ 1 > 15, 15 > 0 fixé et très petit, on continue en prenant

R1 < Ra jusqu'à ce qu'il existe N E N tel que

IIIV'uo IllôBR
N

- el < 15, 15 fixé, très petit.

Posons
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On cherche n E ON tel que

-6.pun 0 dans n\K

Un - 0 sur ân
Un - 1 sur âK

1
-p -

ân.Cn - (-Àn)P sur
p-1

Le problème d'optimisation min{J(w), w E ON} admet une solution n et

"fi 1 d' . d' . ée âunven e a con ltIon sur etermm - âv = en·

On pose U = Un.

n E ON donc n c BRN , d'après la proposition (2.4.1), il existe to < 1

tel que toBRN C n alors on a ân n toâBRN i= 0.

Soit Xo E ân n toâBRN , on pose

Uto(x) = URN(fi;), fi; E BRN \K.

Uto vérifie

Uto - 0 sur toâBRN

Uto - 1 sur toâK.

Or on a toBRN c n, on pose W3 = Ul to8R
N

donc W3 vérifie

dans toBRN \K

W3 - Ul to88R
N

sur toâBRN

W3 - 1 sur âK.
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Considérons le problème suivant

-6p z 0 dans toBRN \K

Z - 0 sur toâBRN (2.9)

Z Utol8K sur âK.

On voit que Uto est solution du problème (2.9).

Par le principe de comparaison le lemme (2.4.2), on a

o < Uto :s; 1 et 0 :s; U :s; 1 donc sur â(toBRN \K) on a

U > Uto et d'après le lemme (2.4.2), on a U1 2: Uto dans toBRN \K.

Xo E âO n toâBRN , on a

u(Xo - vh) - u(xo)
> Uto(xo - vh) - 'Uto(xo)

donch h

Hm
u(xo - vh) - u(xo)

> r Uto(xo - vh) - Uto(xo)
donch

lm
h--W h-----40 h

âu âuto> - ----'--

âv âv
âu

IIV'URN II·>
âv

âu
Donc on a - âv 2: IIV'URNIl sur âBRN ·

Posons 0 = 0 0 . Soit VI un nombre réel strictement positif, nous allons itérer

avec 0 1 E 01 où

O~ = {w, W E Of' W C 0 0 C BRN' vol (w) = VIl .
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On cherche rh E ok. tel que

-6.p unl - 0 dans n1\K

Unl - 0 sur 8n1

UnI - 1 sur 8K
1

-p - 8n1,cnl (-1Ànl)P sur
P-

On pose U1 = Unl'

Le problème d'optimisation min{J(w), W E 01} admet une solution nI et

, 'fi 1 d' . d' " 8U
1ven e a con 1t1on sur etermmee - 8v = Cnl .

nI E Ojy donc nI c B RN , d'après la proposition (2.4.1), il existe t1 < 1

tel que t lBRN C nI alors on a 8n1 n t18BRN =F 0.

Soit Xl E 8n1 n t 18BRN .

OnposeUtl(X)=URN(t-), t E BRN\K, Utl vérifie

-6.p Utl 0 dans t1(BRN \K)

Utl 0 sur t1 8BRN

Utl - 1 sur t18K.

Or on a t lB RN C n, on pose w = U11tl BRN donc w vérifie

-6.pw - 0 dans tlBRN\K

w U11tt8BRN sur t18BRN

w 1 sur 8K.

Considérons le problème suivant

-6. z - 0 dans t l BRN \Kp

z - 0 sur t 18BRN

z - Utl18K sur 8K.

(2.10)
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On voit que Utl est solution du problème (2.10).

Par le principe de comparaison le lemme (2.4.2), on a 0 $ utJ $ 1 et

o $ '!l'l $ 1 donc sur a(tlBRN \K), on a Ul ~ Utl et d'après le lemme

(2.4.2), on a Ul ~ UtJ dans tlBRN \K.

Xl E anntlaBRN,Ona

Ul(Xl - lIh) - Ul(xd
>

UtJ (Xl - lIh) - UtJ (Xl)
donc

h h

lim
Ul (Xl - lIh) - Ul (Xl)

> r UtJ (Xl - lIh) - UtJ (Xl)
donclm

h---+O h h---+O h
aUl

> aUto-- ---
all all
aUl Xl)> IIVURN(- II·all t l

aUl Xl
Donc on a - all ~ IIVURN(~)II sur aBRN ,

On continue le même principe jusqu'au rang k tel que cn,\: < Il VURN (Xk) Il avec
tkXk

- E aBRN ,
tk

Orpourtoutsappartenantà aBRN' onaIIVuo(s)1118BRN $ IIVURN(S)1118BRN donc,

soit il existe So appartenant à aBRN tel que cn,\: < Il Vuo (so) Il,

soit cn,\: ~ IIVuo(s)ll, pour tout s appartenant à aBRN .

La suite (cn·)o < J' < k est strictement décroissante car Cn· = ( -p ,),n.)~ et
J - - J p-l J

que la suite (,),nj)o:s j :S k est strictement croissante. La suite (enj)o :S j :S k

est minorée et strictement décroissante donc converge vers 1.

car la monotonie de la suite est stricte.

On a donc à la limite l - C $ Il VUo (so) Il - e < l - c donc

l = iIVuo(so)11 d'où l ~ c.
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b - Si cO
k

2: Il V'Uo (s) 1\ pour tout s appartenant à aBRN' donc on a

COk_ 1 - C ~ IIV'uo(so) Il - C ~ CO k - C.

On a donc à la limite 1- C ~ IIV'uo(s)ll- C < 1- C donc

1= IIV'uo(s)11 d'où 1 ~ c.

Donc la suite (Ok)O < k < N approxime 0 solution classique du problème à

frontière libre (2.6).

cas où p =1- N

Si RI < Ra, on a IIV'uoII18BRo ~ IIV'uoII18BRl donc l'application qui à

tout R associe IIV'uoli18BR est décroissante.

Pour initialiser, on prend un rayon très grand Ra ensuite, on calcule IIVuoll18BRo et

si Ic - IIV'uoII18BRo 1 > 6, 6 > 0 fixé et très petit, on continue en prenant

R l < Ro jusqu'à ce qu'il existe N E N tel que

111V'uo1118BRN - cl < 6, 6 fixé, très petit.

On reprend la même chose que précédamment. •
Nous pouvons énoncer un autre résultat d'existence du problème extérieur

à frontière libre (2.2) mais seulement la condition surdéterminée est à com­

prendre au sens presque partout. Et nous avons le théorème suivant.

Théorème 2.4.2 (condition suffisante d'existence)

Si n solution du problème d'optimisation deforme (1.2) est de classe C2 presque

partout alors le problème à frontière libre (2.6) admet une solution classique

o contenant K où K est un compact de RN de classe C2 , étoilé par

rapport à l'origine.
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Preuve du théorème 2.4.2 On applique la preuve du théorème 2.4.1.

•

2.5 Résultats d'unicité

Nous savons que le problème à frontière libre (2.2) admet une solution au

sens faible (un, n).

Nous allons montrer que le domaine solution n solution de (2.2) est unique

sous l'hypothèse: l'intérieur de K est étoilé par rapport à l'origine.

Notons que Punicité de la solution a été prouvée par A.Acker et R.A

Meyer [2], en dimension N sous cette même hypothèse.

En nous appuyant sur l'article de A.Acker et de R.A Meyer [2] nous

présentons le résultat d'unicité suivant.

Proposition 2.5.1

S'il existe n solution classique du problème (2.2) alors n est unique et il est

étoilé par rapport à l'origine.

La preuve de la proposition (2.5.1) repose essentiellement sur le principe

de comparaison faible de Lavrent'ev pour les fonctions p-harmoniques. Pour

plus de clarté, il serait intéressant d'énoncer le lemme suivant mais donnons

quelques définitions qui peuvent être retrouvées dans [2].

Définition 2.5.1

Soient un sous ensemble E de]RN et >. > O. On note :

>'E = {>'x, x E E}.
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Pour i E {l, 2}, soit ri le bord de Di, un domaine simplement connexe borné

de RN qui contient l'origine.

Dans la famille de telles surfaces, on définit la métrique ~ où

On dit que r 1 ~ r 2 si Dl C D2 et r 1 < r 2 si Dl C D2 •

Si r est de cette famille, on note D(r) le complément de l'intérieur de r.

Si flet f sont de cette famille tels que f 1 < r2, on note

O(fl , r 2) = D(f2 )\D(f1).

Lemme 2.5.1 (Principe de Lavrent'ev)

Soient ro, f, fo, f sont des (N - 1) hypersurfaces dimentionnelles de do­

maines de RN bornés, simplement connexes tels que ro < f et f o < f.

Soient o (resp.O) des domaines de forme annulaire dont les bords intérieurs

et extérieurs sont respectivement f 0, et f

(resp.fo et f). Et soient u(resp:u) des solutions dans o(resp.O).

Soit À ~ 1 une valeur telle que f 0 ~ Àf0 et r ~ Àf où Àf0 n f peut

être non vide.

Si Àx E r n Àf(resp.Àxo E f on Àfo ) et sz

IIVû(x) Il, IIVu(x) Il (resp·IIVû(x*) Il, IIVu(x*)11J existent, alors

Preuve du lemme 2.5.1

Le lemme peut être retrouvé dans [2] et la preuve voir [16J. •
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Preuve de la proposition 2.5.1

Supposons qu'il existe deux solutions distinctes du problème (2.2),01 et O2,

On note:

f = fI (resp.r = f 2) les bords extérieurs de 0 1 (resp.02)'

f o = 8K1 (resp.ro = 8K2 ) les bords intérieurs de 0 1 (resp.02)'

KI, K 2 sont des compacts de RN suffisamment réguliers et étoilés par rap­

port à l'origine.

Soit In(Ào) = .6. (fI , f 2), avec À > 1 où .6. est la diffèrence symétrique alors

fI ::S: Àof2, f 2 :S Àof1·

Soit Àoxo E ft n ÀOf 2 or KI est étoilé donc 8K1 C Ào8K1 , d'après le

lemme (2.5.1), on a C = IIVU2(Xo)11 ~ ÀoIIVUI(Àoxo)11 = Àoc donc Ào ::S: 1,

ce qui est impossible.

On applique le lemme (2.5.1) et en posant que 0 1 = O2, on obtient 0 est

étoilé par rapport à l'origine. •



Chapitre 3

Quelques simulations

numériques du problème à

frontière libre

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous cherchons à donner une approximation de la forme

du domaine par une approche des transformations conformes.

On définit respectivement ft, f R les cercles unité, de rayon R et la cou­

ronne l'ensemble noté par:
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L'objectif principal est de déterminer la transformation conforme <I> qui en­

voie une couronne CR sur n\K, c'est à dire on cherche <I> telle que

(3.1)

Pour trouver la transformation conforme <I> satisfaisant l'équation (3.1), on

utilise les résultats de D. Seck voir [18].

3.2 Approximation de la forme du domaine

rl\K

On considère le problème à frontière libre

-6pu 0 dans n\K, l<p<oo

u 0 sur an
(3.2)

u 1 sur aK
au an.-- c surav

où c est une constante strictement positive et K un compact contenu dans

n.
On s'intéressera au cas p=2 et on a le problème suivant

-6u 0 dans n\K
u 0 sur an

(3.3)
u 1 sur aK

au anav c sur
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Nous nous proposons de donner quelques simulations d'un algorithme numérique

[18] en dimension deux permettant de déterminer la forme approchée de l'an­

neau O\K en se donnant un compact K et une constante c tels que le

problème (3.3) soit satisfait.

Nous présenterons ici les idées de bases et les résultats essentiels de cet algo­

rithme. Pour plus de détails voir [18].

Notre approche sera basée sur l'utilisation des transformations conformes.

Soit F(x, y) = 0, l'équation cartésienne du bord de K qui est une courbe

fermée. On suppose que

i - F est continue.

ii - Il existe ŒO, Po > 0 tels que pour tout x, y appartenant à ]R2

, II(x,y)112 2: Po, on ait: F(x,y) 2: Œoll(x,y)112 avec Il.112 désignant

la norme euclidienne sur 1l~.2.

L'objectif principal est de déterminer la transformation conforme <I> injective

telle que

(3.4)

Du moment que le bord de K et c sont donnés, trouver O\K, c'est déterminer

la frontière de O. Pour cela, il suffit de déterminer une transformation

conforme injective <f> et le réel R, R > 1 tels que <f>(rR) = an. Donc la

forme O\K est entièrement déterminée par le problème (3.4), pour plus de

détails voir [18]. Une telle transformation existe et on a û = uo<I> solution
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du problème

-6û 0 dans CR

u (3.5)

Le problème (3.5) admet une unique solution qui est radiale

û(r) = ~ln(:), voir [18] et on a

1
1<11' (ReiO)' 1 - pour tout 0 dans lIt

- cRlnR'

Donc déterminer u et O\K revient à résoudre le problème suivant:

Chercher une transformation conforme <11 sur CR injective et R > 1

tels que

oK
1

cRlnR' pour tout 0 dans lIt
(3.6)

Comme l'application <11 n'est pas unique notons par

S l'ensemble des <11 holomorphe sur CR bijection conforme telle que le

problème (3.6) soit satisfait.

<1I(z) = P(x, y) + iQ(x, y) en posant x = rcosO et y = rsinO

on a <1I(z) = P(r,O) + iQ(r, 0) , P et Q sont respectivement les parties

réelles et imaginaires de <11. Le complexe z appartient à rI si et seulement

si <11 (eiO ) appartient à oK donc z appartient à rI si et seulement si

F(P(l, 0), Q(l, 0) = o.
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L'équation (3.6) est équivalente à chercher <I> transformation conforme sur

CR injective et R > 1 tels que

{

F(P(l, 0), Q(l, 0) = 0
1 '0 1 (3.7)

1<I> (ReZ ) 1 = cRinR ' pour tout 0 dans lR.

Comme il n'est pas simple, numériquement de résoudre le problème (3.7),

nous l'aborderons par la minimisation d'une fontionnelle J sur 1l qui est

une méthode des moindres carrés où J est donnée par :

3.3 Minimisation de la fonctionnelle approchée

Comme on veut mettre en place un algorithme numérique il faut se ra­

mener en dimension finie. On se contente de minimiser la fonctionnelle J sur

'fiN où
n=N

'fiN = {<I>N définie sur ëR : <I>N(Z) = L a:zn, a: = an + i,Bn}
n=-N

Les <I> N sont des polynômes trigonométriques, N E N. 1lN un sous en­

semble de 'fi est même un C espace vectoriel de dimension finie. Minimiser

sur 'fiN revient à minimiser J sur lR4N x]l, +00[. En effet on définit J par

J:JR4N x]l,+oo[ ---t lR

X ~ J(X)



3.4. RÉSULTAT PRINCIPAL POUR LA CONVERGENCE 74

Proposition 3.3.1

La fonctionnelle J(X) admet au moins un minimum local dans R.4N x]l, +00[.

De plus J' (X) = o.

Preuve de la proposition (3.3.1) voir [18]

3.4 Résultat principal pour la convergence

Théorème 3.4.1

z- Il existe une suite extraite <P Nie de <P N et <Po telles que <P Nie converge

unifomément vers <Po sur tout compact de CR.

iii- Il existe <P2 E L2(fR), <PNle converge faiblement vers <P2 dans Hl (fR).

w- <po(z) = -2
1 f ;2(() d( - 2

1 f ;l(() d( pour tout z E CR-
1r JrR ." - Z 1r Jrl ." - Z

<Po est développable en série de Laurent sur CR

+00

<po(z) LCnzn avec
-00

en ~1 <P2(() d( sz n ;::: 0
21r f

R
( - Z

Cn - ~ Ir <P I(() d( si n < 0
21r f

l
( - Z

Preuve du théorème (3.4.1) voir [18].
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Remarque 3.4.1

Nous rappelons un résultat sur la symétrie du domaine qui permet de contrôler

dans un certain sens les simulations numériques. En d'autres termes les hy­

pothèses de symétrie mises sur le compact K doivent être vérifiées sur la

frontière libre. On a le théorème suivant:

Théorème 3.4.2 Soient

i- 0 un ouvert de RN contenant K avec la frontière de n de classe C2 •

ii- K ayant comme hyperplan de symétrie To.

iii- On suppose qu'il existe une solution u E C2 (O\K) qui vérifie

-6u 0 dans O\K

u - 0 sur an
u 1 sur aK

au
an.

av
c sur

w- On suppose de plus que K est convexe· dans la direction de x N. Alors

n est symetrique par rapport à To, de plus u est symetrique par

rapport à To.

Preuve du théorème (3.4.2) cf [18J .

3.5 Simulation numérique

L'algorithme consiste à minimiser la fonctionnelle J définie ci-haut sur

R4N+1 car pour connaître <I>N il suffit de connaître X, où
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X solution de J permet de connaître <I> N car les composantes de X sont les

coefficients du polynôme trigonométrique <I>N. La méthode utilisée pour la

minimisation de la fonctionnelle J est celle du gradient conjugué pour la

convergence de l'algorithme. Le langage utilisé est celui de C. Nous allons

choisir le bord de K comme étant un cercle d'équation x2 + y2 = 1 et
2 2

ensuite une ellipse d'équation ~ + i6 = 1.
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Cas du cercle d',équation x 2 + y2 = 1. On prend N = 4, le rayon du vecteur

initial est Rï = 6, eht: = 0.0001. On obtient le vecteur solution après 3 itérations

dont le rayon est Rf = 5, (figure 1)
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Cas de l'ellipse d'équation ~ + ~6 = 1. On prend N = 4, le rayon du vecteur

initial est Rï = 6 et t = 0.0001. On obtient le vecteur solution après 3 itérations

dont le rayon est Rf = 5. (figure 2)
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Cas de l'ellipse d'équation ~ + i6 = 1. On prend N = 4, le rayon du vecteur

initial est Rï = 5, et € = 0.0001. On obtient le vecteur solution après 3 itérations

dont le rayon est Rf = 3.8. (figure 3)
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Cas de l'ellipse d'équation ~ + i6 = 1. On prend N = 2, le rayon du vecteur

initial est Rï = 6 et € = 0.0001. On obtient le vecteur solution après 1 itérations

dont le rayon est Rf = 5.66. (figure 4)
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Résumé:
La première partie est consacrée à l'étude de l'existence de solutions d'un problème
d'optimisation de forme sous la contrainte de la proprièté du (0- cône.
Et on prouve un résultat de continuité, par rapport aux variations (sens de Haus­
dorff) du domaine, des solutions du problème p-harmonique avec des conditions
aux limites type Dirichlet.
La deuxième partie est consacrée à l'étude de l'existence de solutions d'un problème
à frontière libre pour le p-laplacien. Ce problème a été étudié par A. Henrot et
H.Shahgolian en montrant l'existence d'un domaine convexe par la technique
des sur-solutions et sous-solutions de A. Beurling. Nous étudions, l'existence de
domaine non nécessairement convexe en combinant une approche variationnelle et
une méthode séquentielle.
La troisième partie est destinée aux simulations numériques pour déterminer la
forme approchée du domaine en utilisant les transformations conformes.
Mots clés : Optimisation de forme, problème à frontière libre, p-laplacien,
continuité par rapport au domaine, transformations conformes.

abstract :
The first part of this work is devoted to the study of the existence of solutions to
a shape optimization problem under constraint f- cône property. And we prove
continuity result with respect to the variation of a bounded domain (in Hausdorff
sense), of the solutions to the p-harmonic problem with homogenous Dirichlet
boundary conditions.
The second part is devoted to the study of the existence of solutions to a free
boundary problem with p-laplacian operator. This work is studied by A.Henrot
and H. Shahgolian where they prove the existence of c1assical convex solutions,
using A. Beurling 's notion of sub and super-solutions. We study the existence
of non necessary convex solutions by using a variationnal approach and sequential
method.
In the last part, we present some numerical simulations to determine the approxi­
mated domain by using conformaI mappings.
Keywords : Shape optimization, free boundary problem, p-laplacian,
shape continuity, conformaI mappings.
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